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Introduction

Un systéme dynamiqueest la donnée d'un systeme et d'une loi décrivant I'évolution
de ce systéme. Dans les lignes qui suivent, nous étudions deux grandes classes de sys-
temes dynamiques : lesquations di érentielles et les équations aux dérivées partielles
Un systéeme de contrbleest un systéme dynamique sur lequel on peut agir au moyen
d'un contréle ou d'une commande Prenez I'exemple du pilotage d'une voiture oul'état
de votre systéme est la position de la voiture, la direction des roues et les moyens de
contréle sont multiples : pédales d'accélération, de frein, volant... La théorie du contrle
analyse les propriétés de ce systeme dans le but de I'amener d'un état initial donné a
un certain état nal : c'est la controlabilité, notion centrale dans cette thése. Une fois le
probléme de contrdlabilité résolu, on peut de plus vouloir passer de I'état initial a I'état
nal, en minimisant un certain critére, on parle alors de probléme decontrble optimal.
L'un des autres objectifs peut étre destabiliser le systéme : c'est-a-dire de le rendre
insensible a de petites perturbations.

Cette these a pour objectif principal de répondre & des questions dmntrdlabilité
d'équations aux dérivées partielles non linéairesPlus précisément, il s'agira surtout de
systemes paraboliques non linéairesu encore desystemes de réaction-di usion non li-
néaires Ces équations servent par exemple de modeéle a des équations issues dgné-
tigue chimique

Nous avons essayé de proposer une introduction didactique aux di érents outils de
notre travail. Ainsi, dans un premier temps, nous illustrons un certain nombre de méca-
nismes en dimension nie en Partiel. Puis, nous dressons un état de I'art non exhaustif
de la contrdlabilité des systémes paraboliques linéaires et non linéaires en Partie Nous
nous sommes attachés a donner quelques démonstrations clefs de la théorie. Nous avons
également essayé d'éto er cette partie de remarques mettant en lumiéere les principales
similitudes et di érences avec la dimension nie. Pour nir, nous présentons en Partielll
les résultats issus de la theése. Ainsi, les théorémes principaux et les idées cruciales de dé-
monstration des articles issus de la thése, c'est-a-dire $1382], [ I [ 1 [ ]
et [ ] se trouvent dans la Partielll . Le lecteur désireux de connaitre les détails
techniques des démonstrations pourra consulter I'Annexé@, I'Annexe C, I'Annexe D,
I'Annexe E et I'Annexe G.



Premiere partie

Contrble d'équations di érentielles



Dans cette partie, nous allons présenter certains aspects et certaines méthodes du
contréle d'équations di érentielles. Bien entendu, nous serons loin d'étre exhaustifs et le
lecteur pourra consulter avec prot les livres [ 1 [ 1, [ ] dont nous nous
sommes largement inspirés.

Un exemple physique : le ressort. Avant toute chose, nous choisissons de pré-
senter un systéme contrélé issu de la physique. Aprés avoir mis sous forme d'équations
ce systéme, nous mettons en lumiére les di érents enjeux et principales di cultés qui
tournent autour de la notion de contrélabilité.

On considére une masse ponctuell® qui se déplace le long d'un axe vertica]Oy) de
vecteur directeur |, attachée a un ressort. La position de la massm est notéey. Cette
masse est soumise a deux forces :

son poids : P = mgj ou g est la constante universelle de gravitation,

la force de rappel que I'on suppose égale aF; =  ki(y 1) ko(y D3 7, o0l
est la longueur a vide du ressort, eky, ky sont les coe cients de raideur.
De plus, on suppose que l'on peut exercer une force extérieure verticale au ressort re-

présentée par :F(t) = h(t)j. Alors, par le principe fondamental de la dynamique, on
a

my%t) + ka(y(t) 1)+ ka(y(t) 1)® mg= h(t): (Newton)
En supposant quem = 1, | = 0 (quitte a translater), on obtient alors le systéme di é-
rentiel suivant
Yqt) = AY (t) + g(Y (1)) + Bh(t); Y (0) = Yop; (Ressort)
ol on a posé
- 0 1 -_ 0. ,_ Vv _ 0 v Yo
AT k0 PBT YT e I e mg 0T

Le systéme Ressor) est un systéme di érentiel contrélé. A chaque instantt, Y (t) désigne
I'état du systeme eth(t) le contrble agissant sur le systéme.

La question decontrdlabilité pour le systéme Ressor) peut se reformuler ainsi : étant
donnés un tempsT > 0, une donnée initiale Yo 2 R2, i.e. une position et une vitesse
initiales, un état cible Y; 2 R? i.e. une position et une vitesse cibles, peut-on trouver
un contréle h : t 2 [0;T] ! R i.e. une force, tel que la solution de Ressor) vérie
Y(T)=Y; ?

Sur ce systeme, on entrevoit déja quelques di cultés mathématiques sous-jacentes a
la notion de contrélabilité :

la réponse peut dépendre du temps T que I'on s'est donné pour contrdler I'équation.
Intuitivement, plus T est petit, c'est-a-dire plus le temps imparti est court, plus

il va étre dicile de relier deux états. Quand on cherche a contréler en temps
arbitrairement petit, on parle de contrélabilité en temps petit

10



la réponse peut dépendre de la position de I'état cible Y; par rapport a celle de la
donnée initiale Yp. Intuitivement, plus ces deux états sont éloignés, plus il va étre
di cile de passer de I'un a l'autre. Quand on cherche a passer d'un état arbitraire
a un autre état arbitraire, on parle de contrélabilité globale
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Chapitre 1

Systemes di érentiels linéaires : la
condition de Kalman

Dans ce chapitre, nous présentons la contrélabilité des systémes di érentiels linéaires.
Nous montrons en particulier qu'une certaine condition algébrique, appeléeondition de
Kalman, permet de répondre a la question de contrdlabilité.

SoitT 2 (0;+1),nym2N ,A2C(0;T];R" "YetB 2 C([0;T];R" ™). Se donnant
Yo 2 R", on considére le systéme di érentiel contrblé

yi(t) = A()y+ B(h; t2[0;T];  y(0) = yo: (1.1)

Dans (1.1), pour t 2 [0; T], y(t) 2 R" est I'état du systeme eth(t) 2 R™ est le contrdle.
Nous donnons la dé nition de contr6labilité pour le systeme (.1).

Dé nition 1.0.1.  Le systéme (L.1) est contrélable au tempsTl > 0 si pour tout (yo;Ys) 2
R" R", il existe h 2 C([0;T];R™) telle que l'unique solutiony 2 C([0; T];R") du
probléme de Cauchy (.1) vérie y(T) = vy;.

Remarque 1.0.2. L'existence et l'unicité de la solution au probléme de Cauchy 1.1)
sont garanties par le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire (voir(} , Chapitre 6,
Section 2, Théoréme 1] par exemple).

1.1 Le cas des coe cients constants

Dans cette partie, on suppose qué\(t) et B(t) ne dépendent pas du temps. On se
donne doncA 2 R" " et B 2 R™ ™. On considére le systeme controlé

y°= Ay + Bh: (1.2)
La célébre condition de Kalman est donnée dans le théoréme suivant.

12



Théoréme 1.1.1. Le systéemey®= Ay + Bh est contrdlable au tempsT si et seulement
si la condition suivante est véri ée

Rang B;AB;:::;A" 1B =n: (1.3)
Remarque 1.1.2. Généralement, la matrice
K := B;AB;:::;A" B 2 R" "M: (1.4)
est appelée matrice de Kalman.

Remarque 1.1.3. Il estremarquable que le fait d'étre contrélable au tempd ne dépende
pas deT mais seulement d'une condition algébrique sur les matrice& et B.

Remarque 1.1.4. Quand Rang(B) = n, alors la condition (1.3) est automatiquement
véri ée et donc le systeme est contrélable. Cela correspond au cas ou il y a au moins
autant de contrdles que d'équations.

Nous allons donner deux preuves du Théorémk 1.1 La premiére, qui ne démontrera
que le sens indirect, passe par une mise sous forme Brunovsky. Elle consiste a transformer
le systéme (.2) en un systéme cascadeu on voit apparaitre les propriétés de contrdlabi-
lité du systeme. Nous revisiterons cette méthode en dimension in nie pour comprendre
les propriétés de contrdlabilité des systemes paraboliques linéaires. La seconde est basée
sur une méthode de dualité : la Hilbert Uniqueness Method (ou méthode de dua-
lité Hilbertienne) due a Jacques-Louis Lions (voir [ ]). Cette derniére approche sera
également trés féconde en dimension in nie.

Démonstration par la mise sous forme BrunovskyOn suppose que la condition de Kal-
man (1.3) est véri ée. Le but est de montrer que le systtmeg®= Ay + Bh est contrélable
au temps T. Pour simpli er, on va supposer quem = 1. Sans perte de généralité, par
réversibilité du systéme (L.1), on suppose également qug; = 0.

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, on sait que o(A) =0, ol A est le polynbme

A" = gl + A+ :iic, 1AM L

Par hypothése, la matriceK 2 R" " dé nie en (1.4) est inversible. On pose

0 1
0 ::: i 0 o 01
1 0 ::: ¢ é
A= 0 . . i o et® = %§
. . " 0 . O
0 0 1 ¢ 1

On véri e qu'on a alors

AK = KRetB=KB: ie. A=K AK et® =K !B:
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Ainsi, en posanty = Kz, on a

%= Rz + Bh: (1.5)

Ainsi, nous avons réussi a transformer le systémel(2) en le systéeme (.5 ou la
matrice R est une matrice compagnon et est le premier vecteur de la base canonique,
c'est-a-dire

8
% zi= Czn+ h
2= 71+ qz,

28=2z, 1+ Cy 120

Cette structure est généralement appelésystéme cascadd_e point important est que les
termes sous diagonaux d& ne s'annulent pas et donc créent du couplage. Intuitivement,
h va contrbler la premiére composantez; grace a la premiére équation, qui elle-méme va
contréler z, grace a la seconde équation (et au terme de couplage), et ainsi de suite
jusqu'a z, 1 qui va contrdler z, au regard de la derniére équation.

Passons a la construction explicite du contréléh :

On dénit  Z la solution libre du systéme (.5 (c'est-a-dire aveczg = K lyg et
h=0).

On se donne une fonction de troncature 2 C! ([0; T];[0;1]) telle que =1 sur
[0;T=3]et =0 sur[2T=3;T].

On commence par choisir z,(t) := (t)zx(t), puis en utilisant la derniére équation de
(L.5),ondénit z, 1(t) := z2(t) cn 1zn(t) etainside suitez (t) := 2%, (t) Gzn(t)
pouri entren 2etl

La premiére équation de ( 1.5) nous suggére alors de posd(t) := z2(t) cozs(t).

Ainsi, par construction, z est solution du systéme {.5) avec le contrdleh précédemment
dé ni.

a
Zx = Zsur[0;T=3] et zx =0 sur [2T=3;T]:

Ce qui termine la preuve puisquez(0) = z(0) = K lyg et z(T) =0. O

Démonstration par la HUM . On procéde en deux étapes.

Etape 1: Contrélabilité , Continuation unique , Inégalité d'observabilité
Se donnantyg 2 R" et h 2 C([0; T]; R™), par la formule de Duhamel, la solution de {.2)
vaut Z

T
y(T)= eyo+ €T 94Bh(s)ds:

0
Il est facile de voir que la contrélabilité de (L.2) au tempsT est équivalente a la surjectivité
de l'application linéaire

Z T

h2 C(0;T;R™) 7! e(T 9ABh(s)ds2 R":
0

14



Puisque R" est de dimension nie et queC([0; T];R™) est dense dand.?(0; T;R™), il
est également facile de voir que la controlabilité del(.2) au temps T est équivalente a la
surjectivité de la nouvelle application linéaire (toujours notée pour simpli er)

Zq
h2 L20;T;RM) 7! e(T SABh(s)ds2 R": (1.6)
0
Or,on a
Im()= R" , Ker( )= f0g (1.7)
, 9C>0;,812R" K 1kpn  Ck ' 7K 2007gm) : (1.8)

De plus, a partir de (1.6), un calcul simple nous donne
8 12R";, 'r=BYeT AT L2 L20;T;RM):

On déduit alors que la controlabilité de (1.2) équivaut a démontrer le principe de conti-
nuation unigue

8 12R";, 8s2[0;T]; BT 92" 1 =0 ) '1=0: (1.9)

ou (toujours de maniére équivalente) l'inégalité diteinégalité d'observabilité: il existe
C > O telle que

Z 1=2

. 2
8 12R" K tken C BreT 9AT: | ads (1.10)

0 m

Etape 2 : Continuation unique , Condition de Kalman

On notera ' (s) = €T A" . dans la suite. Par analyticité, B (s) est nul si et seule-
ment si toutes les dérivées deé (s) sont nulles ens = T. En dérivant et en évaluant en
s = T, on trouve aisément que ceci est équivalent a pour touk 0, BY (A")k' + = 0.
Par le théoreme de Cayley-Hamilton, ceci est encore équivalent a

(1.9, Ker(K )= f0g
, Rang(K) = n;

ou K est la matrice de Kalman dé nie en (L.4).
On conclut la preuve en rassemblant I'étape 1 et I'étape 2. O

Remarque 1.1.5. Dans la précédente preuve, les concepts de continuation unique et
d'inégalité d'observabilité sont équivalents comme le montre I'équivalencel(7) et (1.8).
Ceci est un phénomeéne particulier de la dimension nie. Cela résulte de I'équivalence des
normes en dimension nie.
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1.2 Le cas des coe cients dépendant du temps

Dans cette partie, on suppose qué et B sont de classeC! sur [0; T].
On dé nit par récurrence suri, lasuite B; 2 C* ([0; T];R" ™) de la maniére suivante :

8t 2 [0;T]; Bo(t) := B(t); Bi(t):= BY 3(t) A(D)B; 1(): (1.11)
Le résultat suivant est une condition de Kalman généralisée.
Théoréeme 1.2.1. On suppose que pout 2 [0; T],
Rang Bo(t);Ba(t);:::;Bn 1(t) = n: (1.12)
Alors, le systémey®= A(t)y + B(t)h est contrdlable au tempsT .

Remarque 1.2.2. Quand A et B sont constants, on trouve que pour touti, Bj =
( 1)'A'B ou Bj est dénie en (1.11). Ainsi, le Théoréme 1.2.1 permet de retrouver la
condition su sante de contrélabilité du Théoréeme 1.1.1

Remarque 1.2.3. La condition su sante de contrdlabilité du Théoreme 1.2.1n'est pas
nécessaire (sauf sh = 1 ou les applications A et B sont analytiques sur[0; T], voir
[ , Théoréeme 2.3.2]), comme le montre I'exemple] , Pages 11, 12].

Pour la preuve du Théoremel.2.1, voir [ , Théoreme 1.18].
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Chapitre 2

Systemes di érentiels non linéaires

Dans cette partie, nous allons considérer le systéme non linéaire controlé
0_ TR
y = f(y;h); (2.1)

oty 2 R" désigne I'état,h 2 R™ désigne le contréle. On suppose dans toute la suite que
f 2 CL(R" R™;R"). La contrélabilité globale pour un systéme non linéaire est une
guestion di cile en toute généralité. C'est pourquoi, nous allons d'abord nous intéresser
a la contrblabilité locale de (2.1) autour de points dit points d'équilibre. Nous formulons
certains critéres qui assurent la contrdlabilité locale.

Nous commencgons par deux dé nitions.

Dé nition 2.0.1.  Un équilibre du systémey®= f (y; h) est un couple(ye; he) 2 R" R™
tel que
f(Yeshe) =0

Dé nition 2.0.2.  Soit (Ye;he) 2 R R" un équilibre du systéme de controley® =

f (y;h). Le systémey®= f (y; h) est dit localement contrdlable en temps petit & I'équilibre
(Ye;he) si pour tout " > O, il existe > 0 tel que pour tous yp;y1 2 R" tels que
Yo VYelilY1 Vel , il existe un contréle h 2 C([0;"]; R™) tel que

8t 2 [0;"]; jh(t) hef 7

y°= f(y;h(t)); y(0) = yo) et y(")=y; :

2.1 Le test sur le linéarisé

Dans cette partie, nous formulons le théoréme principal : Théorém2.1.5qui se révéle
trés utile en pratique pour tester la controlabilité locale du systéme non linéaire 2.1)
sur le linéarisé.

Nous introduisons plusieurs dé nitions.

17



Dé nition 2.1.1.  Une trajectoire du systéme de contréley®= f (y; h) est la donnée d'un
couple(y;h) 2 C1([0; T];R") C([0;T];R™) satisfaisant

8t 2 [0;T]; y4t) = f(y(t); h(1)):

Dé nition 2.1.2.  Soit (y;h) une trajectoire du systémey® = f (y;h). Le systéme de
contrdle y°= f (y; h) est dit localement contrblable le long de la trajectoirdy; h) si pour
tout "> O, il existe > 0 tel que pour tout (a;b 2 R" R" satisfaisantja y(0)j
etjb y(T)j , il existe une autre trajectoire (y; h) véri ant

8t2 [0;T; jh(t) h()j

y(0) = a; y(T)= b:

Remarque 2.1.3. Pour un point d'équilibre (ye;he), on voit que la Dé nition 2.1.2
coincide avec la Dé nition 2.0.2pour T = " et la trajectoire constante (Ye; he).

Dé nition 2.1.4.  On appellesystéme linéarisé le long de la trajectoir€y; h) le systéme
de contr6le linéaire suivant

f - f —
Y= GO + SOOI 12 [0 7]

Nous avons le théoreme trés utile suivant.

Théoréme 2.1.5. Soit (y; h) une trajectoire dey®= f (y;h). On suppose que le systéme
linéarisé le long de cette trajectoire est contrlable au temp$ (voir Dé nition 1.0.1).
Alors le systéme non linéairey®= f (y: h) est localement contrélable le long de la trajec-
toire (y;h).

La preuve du Théoreme2.1.5 est basée sur un argument dhversion locale appliqué
a l'application point-cible de classeC?

s (ah)2R" CIO;TELR™M 7! (ajh)y:=(a;y(T)) 2 R" R

ou'y est la solution du probléme de Cauchy®= f (y;h); y(0) = a. Eneet, D ( y(0);h)
est I'application linéaire

(@h)2R" C(0;TLR™) 7! (a;y(T)) 2 R"  R™;

ou y est la solution dey® = %fy(y(t);ﬁ(t))y + SUy(1); h(t)h; y(0) = a. Cette derniére
application étant surjective par hypothése, on en déduit que est localement surjective.
Pour les détails de la preuve, voir , Theorem 3.6].

On en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.6.  Soit (Ye; he) un équilibre dey®= f (y;h). On suppose que le systéme
linéarisé autour de cet équilibre est controlable alors le systéme non linéaiy@= f (y; h)
est localement contrblable en temps petit.
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La preuve du Corollaire2.1.6 consiste a appliquer le Théoreme&.1.5avecT = " et la
trajectoire (Ye; he).

Exemple 2.1.7. On considere le systeme non linéaire contrélé suivant :

y?=h
yd=yi+ yi:

On voit aisément que((0; 0); 0) est équilibre du systeme. Le linéarisé autour de cet équi-
libre est

y?=h
yI =y

Par le Théorémel.1.1, ce dernier systéme est contr6lable. En e et, on a
Rang(K) = Rang(l,) =2:

On en déduit alors que le systéme non linéaire est localement contrdlable en temps petit
autour de I'équilibre ((0;0); 0) par le Corollaire 2.1.6.

Exemple 2.1.8. Pour n 2 un entier, on considere le systéeme non linéaire controlé
suivant :

y) =
y3 = yi:

On voit aisément que((0; 0); 0) est équilibre du systéme. Le linéarisé autour de cet équi-
libre est

y

h
y; =0:

NORrO

Ce dernier systéme n'est pas controlable. En e ety, est constant. On ne peut alors rien
en déduire a priori sur le systéeme non linéaire.

Remarquons cependant que poun pair, le systéme non linéaire n'est pas localement
contrélable en temps petit autour de((0; 0); 0) puisque la seconde équation nous donne
queyy est croissante au cours du temps. Ainsi, partant deg/».,o > 0, on a nécessairement
en tout tempst> 0, yo(t) > 0.

La Section 2.2 permet de traiter le casn impair.

2.2 La méthode du retour

On considére toujours le systéme de controlg®= f (y;h) oty 2 R" désigne I'état et
h 2 R™ le contréle. On suppose qué est de classeC! et que

f(0;0)=0:
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Ainsi (0;0) est un point d'équilibre de y°= f (y; h).

Gréace au Corollaire2.1.6 on a vu qu'un des moyens pratiques pour tester la controla-
bilité locale en temps petit autour de I'état d'équilibre (0; 0) est de tester la contrdlabilité
du linéarisé

o_ @f . @f 0. vh-
y = @§0,0)y+ @}S0,0)h.

Cependant, dans le cas ou ce linéarisé n'est pas contrdlable, on ne peut rien conclure a
priori.

L'idée de la méthode du retourissue de l'article | ] est la suivante : au lieu de
linéariser autour de I'état d'équilibre (0; 0), on va linéariser autour d'une trajectoire qui
part de (0;0) et qui retourne en (0; 0) et telle que le linéarisé le long de cette trajectoire
soit controlable.

Plus précisément, supposons que pour touf > 0, tout " > 0, il existeh 2 C([0; T];R™)
tel que h 1 ", tel que la solution (maximale) associéegy de y{t) = f (y(t);h(t)),
y(0) =0, vérie :

y(T)=0,

le systéme linéarisé autour de (y;h) (voir Dé nition 2.1.4) est contrélable sur[0; T].
Alors, par le Théoreme2.1.5 il existe > 0 tel que, pour tous yo;y1 2 R" vériant
iYol; iy , il existe h 2 C([0; T];R™) telle quejh(t) h(t)] ",t2][0;T], et telle que
la solution y du probléme de Cauchy

y%= f(y;h(1); y(0) = Yo;

satisfait y(T) = yi.
CommeT > Oet"> 0 sont arbitraires, on en déduit quey®= f (y; h) est localement
contrélable en temps petit autour de I'état d'équilibre (0; 0).

Revenons a I'Exemple2.1.8avecn impair. Pour T > 0, on construith 2 C* ([0; T];R)
di érent de la fonction nulle tel que

Z 1=

h(t)dt=0; h(T t)= h(t); t2[0;T]:
0

On introduit la solution (y1;y2) 2 C! ([0; T]; R)? du systéme

(Y1:¥2)(0) = (0 ;0):

On véri e alors que

yi(T=2)=0; 8t 2[0;T]; yi(T t)= vi(t); 2(T 1) = y2(t):

En particulier, on a
yi(T) = y2(T) = 0:
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Figure 2.1 lllustration de la méthode du retour

Le systéme linéarisé autour de€y;h) est

8 o
< yi=h
00— pu=n 1 .
ys = ny2" *(t)ys;
(Y1:¥2)(0) = (0 ; 0):
Et donc en posant
_ 0 0 . _ 1.
A(t) - an 1(t) 0 ’ B(t) - 0 ’

on voit facilement que le condition (1.12 est satisfaite si et seulement si

dvys

9k 2 N; .

()60 out 2[0;T];
ce qui est assuré par le fait quér est di érent de la fonction nulle. Par le Théoréme1.2.1,
on en déduit que le linéarisé est contrélable et donc par la méthode du retour que le
systeme non linéaire est localement contrélable 0;0);0) en temps petit.

Pour d'autres exemples d'applications de la méthode du retour, voir( , Chapter
6].
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Deuxieme partie

Controlabilité d'equations et de
systemes paraboliques
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Dans cette partie, nous allons aborder la contrélabilité des systémes paraboliques
linéaires et non linéaires. Un grand nombre d'idées préalablement utilisées pour les sys-
temes di érentiels sont revisitées dans le cadre de la dimension in nie.

Nous introduisons quelques notations qui sont utilisées dans toute la suite :

T 2 (0;+1 ) estuntemps

RN (N 1) est un ouvert borné connexe de class€? qui représente le
domaine spatial

I est un ouvert non vide contenu dans qui désignel'ouvert de controle,
Q7 :=(0;T) est le cylindre parabolique

1:=(0;T) @ estlafrontiere parabolique
ogr :=(0;T) ! estlecylindre parabolique de contrdle

Avant de commencer la lecture de cette partie, il peut étre utile de lire I'AnnexeA
qui énonce les principales propriétés des équations paraboliques dont nous allons nous
servir.

Figure 2.2 L'ouvert et le sous-ouvert!
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Figure 2.3 Le cylindre Qt et le sous-cylindregr
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Chapitre 3

L'équation de la chaleur

3.1 Le probleme de la contrblabilité a zéro

L'équation de la chaleur avec conditions de Dirichlet au bord de et contrble localisé
s'écrit comme suit :

8

< @y y = hl, dansQr;
y=0 sur T; (Heat)
y(0;1) = Yo dans

Remarque 3.1.1. Pour (t;x) 2 Q7, si y(t;X) représente une température a l'instant
t et au point x de notre domaine spatial alors le termehl, peut étre vu comme un
terme de chau age ou de refroidissement localisé en espace.

On suppose que la donnée initiale/y est dansL?() et on cherche & trouver un
contrdle h 2 L?(qr) qui améne I'état y(t;:) & une donnée cible au temps$ = T, c'est-a-
dire on cherche a répondre a une question de contrélabilité pour I'équation de la chaleur
au moyen d'un contrble localisé en espace. En raison dests régularisants de I'équation
de la chaleur (voir par exemple I'AnnexeA.6 et le Corollaire A.6.5), il n'est pas possible
d'amener exactementles solutions de Heat) a un état cible arbitraire dans L?() ou
H™() , a moins que nous soyons dans la situation triviale ol = . D'autre part, il
semble intéressant de se demander s'il est possible d'amener les solutions idedt) a un
état prescrit d'une trajectoire (en agissant seulement sut ). Cette discussion nous
ameéne a la dé nition suivante.

Dé nition 3.1.2.  On dit que (Heat) est contrflable & zéroau temps T si pour toute
donnée initiale yo 2 L?() , il existe un contréle h 2 L?(qr) telle que la solutiony du
probléme de Cauchy Heat) satisfait

y(T;:) =0 dans

Remarque 3.1.3. Par linéarité, il est facile de voir que la contrblabilité a zéro est
équivalente a lacontrdlabilité aux trajectoires, c'est-a-dire que pour toute donnée initiale
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yo 2 L?() , pour toute trajectoire (y;h), i.e., véri ant

@y y=hl dansQr;

y=0 sur T;

il existe un contréle h 2 L2(qr) tel que y(T;:) = y(T;2).

On peut également seulement demander a la solution de se rapprocher de maniére
arbitrairement proche d'un état prescrit : c'est la notion de contrélabilité approchée

Dé nition 3.1.4.  On dit que (Heat) est approximativement contrélableau temps T si
pour toute donnée initiale yg 2 L2() , tout état cible y; 2 L2() , tout "> O, il existe
un contréle h 2 L?(qgr) tel que la solutiony du probléme de Cauchy Heat) satisfait

ky(T!) Mi (:)kLZ()

Remarque 3.1.5. On utilisera assez peu la Dé nition 3.1.4dans la suite. Cependant, ce
concept nous servira a revisiter la notion decontinuation unique déja vue dans le cadre
de la dimension nie (voir preuve du Théorémel.1.7).

3.2 L'équation de la chaleur est controlable a zéro en tout
temps

Le théoreme suivant est le théoreme central de la théorie de la contrélabilité a zéro
des équations paraboliques.

Théoreme 3.2.1. Pour tout temps T > 0, I'équation (Heat) est contrblable & zéro au
tempsT.

Remarque 3.2.2. Le Théoreme3.2.1 provient du caractére parabolique de I'équation
de la chaleur et plus précisément de laitesse de propagation in nie de cette équation
(voir par exemple le principe du maximum fort énoncé en PropositionA.4.2 et la Re-
marque A.4.3). Une action via le contrdle h localisé sur! va in uer immédiatement
sur la solution y, et ce sur tout entier. A titre de comparaison, le résultat du Théo-
réme3.2.1ne tient pas pour une équation de transport par exemple, qui est une équation
aux dérivées partielles avitesse de propagation nie (voir | , Chapter 2, Section
2.1)).

3.3 La Hilbert Unigueness Method

L'objectif de cette partie est de montrer par un argument de dualité I'équivalence
entre le probléeme de controlabilité a zéro, qui est un probléme de surjectivité et une
inégalité d'observabilité pour le systéme adjoint de lHeat). Nous adaptons en dimension
in nie I'argument de la seconde preuve du Théoremel.1.1
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On introduit le systéme adjoint de (Heat) : pour ' t 2 L?() ,

8
< @ ' =0 dans Qr;

''=0 sur T (HeatAdj))
"(T;)="+1 dans

On dispose du résultat suivant di a Jacques-Louis Lions (voir [o88]).

Théoreme 3.3.1. L'équation (Heat) est contrblable & zéro au temp3 si et seulement
si il existe une constanteC > 0 telle que

8 12L%) ; K (0;)k2y C ji' (t;x)j?dtdx : (HeatObs)
0 !

Remarque 3.3.2. L'inégalité (HeatObs) est appeléeinégalité d'observabilité On dit
aussi qu'onobserve' autempst=0 par' sur(0;T) !.

La démonstration du Théoréme3.3.1repose sur un argument de dualité.

Démonstration. On introduit deux applications :
Fi:yo2 L23() 7'y(T;3)2L2() ;
ou y est la solution de (Heat) associée dyo;h =0), et
F2:h2 L2(ar) 70 y(Ti) 2 L2() ;

ou y est la solution de (Heat) associée gyo = 0;h).
La remarque clef est la suivante :

Contrdlabilité a zéro Im(Fy) Im(Fy) : (3.2)
Or, par un argument de dualité (voir [ , Lemma 2.48]), on a :

Im(F1) Im(F2)
9 C>0,872L2%) ; kFy( 1)Koy  CKFo( 1)K z(gry (3.2)

On calcule les adjoints de ces deux applications en utilisant I'égalité :
Z.Z
(T30 e (Yoi' (05)) 2y = . h(t;x)1: (x)" (t; x)dtdx:

On trouve ainsi
8 12L%) ; Fi(C1)="(0;)andF,(' 7)="1: (3.3)
En rassemblant 3.1), (3.2) et (3.3), on conclut la preuve du Théoréeme3.3.1 O
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Par la méme preuve en remplacant3.1) par
Contrdlabilité approchée , Im(Fz) = L?() Ker(F,) = f0g ; (3.4)

on peut également montrer le théoréme suivant.

Théoreme 3.3.3. L'équation (Heat) est approximativement contrblable au temp3 si
et seulement si

8 r2L%); 8tx)2(0;T) L' (6x)=0 ) (r1=0): (UC)

Remarque 3.3.4. L'inégalité (HeatObs) est la quanti cation du principe de continua-
tion unique (UC). Eneet,si ' =0 sur(0;T) !, alors par (HeatObs),ona' (0;:)=0
sur et par unicité rétrograde de I'équation de la chaleur (voir la PropositionA.5.1), on
aalors' + =0.

Remarque 3.3.5. En dimension nie, nous avons vu que les concepts de continuation
unique et d'inégalité d'observabilité sont équivalents (voir Remarquel.1.5. Dans ce
contexte, en utilisant (3.1) et (3.4), cela se traduirait par le fait qu'un sous-espace vectoriel
F d'un espace vectoriel de dimension nieE est dense si et seulement § = E. Bien
entendu, ce n'est plus le cas en dimension in nie : pensez icia=Im( F,) etE = L?() .

Corollaire 3.3.6. Pour tout T > 0, I'équation (Heat) est approximativement contrélable
au tempsT.

En e et, il est clair que (UC) est véri ée puisqu'une solution' de (HeatAd]) s'an-
nulant sur le cylindre gr est identiquement nulle sur le cylindreQ+ par analyticité (voir
Proposition A.5.2).

3.4 Preuve de linégalité d'observabilité : les inégalités de
Carleman

L'objectif de cette partie est de démontrer que l'inégalité HeatObs) est véri ée en
tout temps T > 0. Ainsi, par le Théoreme 3.3.1, on aura démontré le Théoreme3.2.1
Pour ce faire, nous allons dans un premier temps démontrer une inégalité de Carleman
L2 due a Andrei Fursikov et Oleg Imanuvilov.

3.4.1 Fonctions poids et estimations

On introduit une fonction poids dont les points critiques sont localisés a l'intérieur
de la zone de contrdle.

Lemme 3.4.1. Soit ! I un ouvert non vide. Alors il existe °© 2 C?() tel que
>0dans , °=0sur@,etjr %>0dans n!y.
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Ce lemme est di a Fursikov-Imanuvilov (voir [F196]), une preuve peut étre trouvée
dans [ , Lemma 2.68].
Soit! g un ouvert non vide satisfaisant! g I .On xe 9commedansle Lemm&.4.1

et on introduit
e2m k °k, e (mk °k, + °(x))

(t;x) := TG ; (3.5)
t e (mk %k, + °(x)) -
( !X) - t(T t) ’ ( . )
pour (t;x) 2 Qt, ou 1 est un parametre etm > 1.

Les estimations suivantes sont d'usage constant dans la suite.

Lemme 3.4.2. Il existe une constanteC = C( ;!) > O telle que pour tousT > 0,
1, (tx) 2 Qr,

i@j=j @j=j @°j C;

Ioi=] =] 0 %Gr %2 cC %,
2m k °k (mk °k, + °(x)
. € € ! 2.
o (mK Ok, + °(x))
@j= (T 2 cT =
J 2T 1)?2

3.4.2 L'estimation de Carleman

Nous avons l'estimationL? suivante.

Théoréme 3.4.3. |l existe trois constantes 1= 1( ;!) 1,81=C( ;! )T+ T? et

C1 = Cy( ;!) telles que pour tous 1, S S,
VA z
4 e (s)¥jlddx+ 2 e % (s)jr ' jedtdx
ZQT Qr
+  e®(s)tj@j*+j 'j® didx (Carleman)
Qr |
Z 7 !
C1 e ®j@ + 'jAdtdx+ 4 e 2 (s)3' j2dtdx
Qr ;1) !

ol' 2 C%(Q) avec' =0 sur 7.

Remarque 3.4.4. L'inégalité de Carleman du Théorémes.4.3est une estimation d'éner-
gie a poids (de type exponentiellement décroissant en=0 ett = T et de type exponen-
tielle d'exponentielle en espace).
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Remarque 3.4.5. Les paramétres et s jouent un double réle. D'une part, ils sont
cruciaux dans la preuve du Théoreme3.4.3 pour absorber des termes. D'autre part,
lorsque nous considérerons non plus la simple équation de la chaleur mais une équation
parabolique plus générale, ils joueront également un réle (toujours d'absorption) pour
montrer une inégalité de Carleman adaptée a cette équation (voir Sectio8.5).

Remarque 3.4.6. L'inégalité (Carleman) est également vraie sous la forme suivante :
pour k 2 N,
z

Z
Y e (s)N jPddx+ 2 e ® (s)k jr ' j%dtdx
ZQT QT
+ e (s)4j@j?+j 'j° dtdx (3.7)
Qr |
4 Z !
Ci e (s)< jj@ + ' jdtdx+ * e 2 (s)4' j2dtdx
QT o;T) !

Nous utiliserons cette inégalité pour des systémes paraboliques linéaires présentant des
couplages d'ordre deux. Pour la preuve de3(7), on renvoie a [-196].
3.4.3 Idée de la preuve de l'inégalité de Carleman

Nous présentons les grandes lignes de la démonstration du Théore@e.3 Pour les
détails, voir [ , Lemma 1.3]

Démonstration. La preuve suit plusieurs étapes.

Etape 1 : Calcul de l'opérateur conjugué et élévation au carré. Soit =
es' etg=eSf ouonanotef = @ + '.On regarde I'équation parabolique
satisfaite par et on obtient que

M1 + M2 =g ; (3.8)
ou on a dé ni
M; = 2s ?jr 92 2s r % +@; (3.9)
M, =s22r %22 +  +5s (3.10)
et
g =g+s © s %jir 92 - (3.11)
Pour simpli er les notations, on appelle(M; );, (1 i 21 j 3)lej®™ terme de

I'expressionM; donnée en 8.9), (3.10.

Remarque 3.4.7. Sion oublie le premier terme deM 1, on remarque que les opérateurs
M, et M, sont respectivement antisymétriques et symétriques. Cela joue un réle crucial
dans la preuve. Il semblerait plus naturel & premiere vue de mettre le premier terme de
M, dans le terme de droite de 8.8). Cependant, en le laissant a gauche, il nous aide a
créer un terme positif enjr ~ j2 (voir le calcul du produit scalaire (M1 )1; (M» )2)L2(Q7)
plus loin).
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On déduit de (3.8), en élevant au carré et en intégrant en temps-espace, que

NE
kM1 K20y + kM2 K20y +2 (M1 )i5(M2 )j)izgr) = Kds Koog, ) (3.12)
ihj =1

Etape 2 : Estimation du double produit. La suite de la preuve consiste a montrer
gu'il existe C = C( ;!) > 0 tel que pour tous S1, S S; ou ;1 ets; sont comme
dans le Théoréme3.4.3 on a

5@ z z :
2 ((M1)i;(M2 )j)ize,) C j P+ 2cC NS
ij =1 Qr (0:T) 'o

Par le Lemme3.4.1, on a

c:= min_jr %x)j®> o (3.13)
X2 nlg
Dans toute la suite de la preuve C désigne une constante strictement positive dépen-
dant de et! et qui peut changer d'une ligne a l'autre.
Par intégration par parties en espace, en utilisan2 r = r ( 2), on trouve grace
au Lemme3.4.2que

Z Z
(M1 )2;(Mz )1) 34 jr 9*3 )2 cs® 3 3 %
Qr Qt
Puis en utilisant (3.13), on a
yd z yd !
53 4 jr 0j4 3j j2 CSS 4 3j j2 3j jZ
QT QT O;T) to
De plus, pour susamment grand : C,ona
Z . Z
C 3j j2 é83 4 3j j2:
Qr Qr
Ainsi, en rassemblant les trois derniéres estimations, on a pour C,
Z yd !
(M1 )2;(M2 )g) Cs** % j? % j?
Qr O;T) 'o

D'autre part, on a également, par intégration par parties en espaces,
z Z

(M1 )Mz )2)=s? jr %%jr j# Cs? iroo
Qr Qr
Et donc, toujours par (3.13, on a
Z Z Z !
s2 jr % 2 j j
Qr Qr ©T) o



Puis, par l'inégalité de Young, on a
z z z
Cs 3 jir jij cs?4 i i2+Cc %2 jr %
Qr Qr Qr
En rassemblant les quatre derniéres estimations et en prenast CT?2, on a alors

(M1 )2;(M2 )1)+ (M1 )1;(M2 )2)
z z
C 5343jj2+52jr j2 5343jj2+s
Qr O;T) to
Ainsi, en montrant que les autres termes du double pr@dwt sont negllgeﬁbles au sens
ou ils peuvent étre absorbés par les termes globaws? * or 35 j2ous ? o T j?

2 2

i

pour 1, S S1, on aboutit en utilisant (3.12) a
Z
kM1 kizqp) + kM2 kizgy+ ()% P+ 2 sjr j?
QT QT |
Z Z Z :
C kngz(QT) + 52 4 2 2+ 4 (S )3J j2+ 2 s jr j2
Qr 0;T) to O;T) o

Et donc en absorbant le second terme du membre de droite de la précédente inégalité,

on aboutit nalement a
Z Z

()% P+ 2 sk P
Qr
Z Z

C kgkfoo, )+ * (s )3 j2+ 2 sijr j? (3.14)
©;T) o 0;T) to

2 2 4
kM1 kiz(qr) * kM2 Kiz(q) +

Etape 3 : Rajout des termes en @, . On montre facilement a partir de (3.9),
(3.10 et (3.14 que
z

z z
(s) Vi@ iP+i PP+t ()P 2 s P
Qr Qr Qr I
z z -
C kgk{zg,)*+ * (s )% j°+ 2 sijr j? (3.15)
0OT) 'o (0;T) lo
Etape 4 : Elimination du terme local en r . Par un argument de troncature et

une intégration par parties en espace appliquée au dernier terme du membre de droite
de (3.19, on aboutit &
z

Z Z
(s)'i@i+j P+t (s) P+ 2 sy fP
Qr QT I Qr
Z .
C kokfzg,+ * s )3 2 (3.16)
oT) !
Etape 5 : Retour a la variable ' . On réécrit (3.16) a l'aide de la variable' et on
en déduit (Carleman). O
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3.4.4 De linégalité de Carleman a l'inégalité d'observabilité

Nous montrons comment passer du Théoremg.4.3a (HeatObs).

Démonstration. Soit' t 2 L2() et' la solution de (HeatAd]) associée. En utilisant que
7L2()

cl() = L2() , on montre aisément par un argument de densité queQarleman)
est véri ée pour ' .
On xe = 1 ets= s; dans (Carleman) pour obtenir
Z Z
t 3T t) 3e j j2dxdt C; t 3T t) 3e j j2dxdt:  (3.17)
QT o;T) !

Premiérement, on remarque que sufT=4; 3T =4) ,
!

C( ;1) T+T?
T T (3.18)
%e c( )1+ 1).
=

Deuxiémement, en utilisant quex3e M*  C=M3pourx;M Oavecx=1t YT t) !
etM = C( ;!) T+ T2, onremarque que suf0;T) !,

t 3T t)3%exp C(;!) T+T?2t YT o)t
C

. (3.19)
(C(1)(T+T?)
C( 1),
T6
Ainsi, on déduit de (3.17), (3.18 et (3.19 que
Z Z
i j2dxdt eS¢ (1 T) i' j2dxdt: (3.20)
(T=4;3T=4) o;T) !

D'autre part, par dissipation en temps de la normeL? (voir Proposition A.1.5), on a

z 3T=4
K (05 )k 2, T K (t )k 2(y dt: (3.22)
En rassemblant 3.20 et (3.21), on déduit
Z )
K (O;)k 2y €0 T) i jdxdt
©T) !
ce qui conclut la preuve de (HeatObs). O
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3.5 Equations paraboliques linéaires

Le but de cette partie est de généraliser le Théorém@.2.1a des opérateurs parabo-
liques plus généraux.

On s'intéresse a présent a une équation parabolique linéaire de la forme

8

< @ yr (B(tx)y)+ alt;x)y=hl dansQr;
y=0 sur T, (3.22)
y(0;2) = Yo dans ;

ouyp2L?() ,a2L! (Qr)etB 2Lt (Q)N.
On dispose du théoréme suivant.

Théoréeme 3.5.1. Pour tout temps T > 0, I'équation (3.22) est contrblable a zéro au
tempsT.

La preuve du Théoreme3.5.1repose également sur I'obtention d'une inégalité d'ob-
servabilité (HeatObs) mais cette fois-ci pour' solution de

8
< @ " B(x)r ' +a(t;x) =0 dans QrT;
''=0 sur T; (3.23)
() ="+1 dans
Démonstration. En appliquant (Carleman) a' , on trouve pour 1,S S,
z z
4 e (s)¥jldtdx+ 2 e % (s)jr ' jidtdx
QT QT |
A Z :
C e jaj?+|Br'j? dwdx+ * e % (s )3 jedtdx :
Qr o) !
Fixons = 4, alors pours C( ;!)T? kaki=+ kBk? ; on obtient
z 1 z 1 z
C e 2s jalj + jBr 1 j2 - 4 e 2s (S )3j- j2+ - 2 e 2s (S )jr -j2:
Qr 2 Qr 2 Qr
D'ou, par absorption (et en oubliant ensuite le terme positif a gauche em ), on obtient
A Z
4 e (s)3jidtdx C 4 e % (s )3 jedtdx:
Qr ;1) !

En procédant comme dans la preuve précédente : voiB(17), (3.18 et (3.19, on aboutit
donc a
z ) z
i jZdth eC( y(1+ T£+ kak2=3+ kB k2 ) it jZdthZ
(T=4;3T=4) ©oT) !
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Par estimation de dissipation L? (voir Proposition A.1.5 et RemarqueA.1.6), on a éga-
lement
K (0;)kfz, exp CT kak, + kBKY k' (t;)kPzy
D'ou
z
K (O; :)kfz() eC 1 )(1+ £+ kaki™+ Tkak, +(1+ T)kBK] ) ' j2dxdt;
o;T) !

ce qui conclut la preuve de l'inégalité d'observabilité donc du Théorem&.5.1 O

Remarque 3.5.2. On tire en fait de la précédente preuve les inégalités d'observabilité
suivantes :

yA
K (0;)kf2y  C( ;T;aB) j* j2dxdt; (3.24)

Z(O;T) !
K (0;)kf2y  C( ;LT;aB) e % (s)3' jdxdt; (3.25)

7 Z(O;T) !
e 2 (s)% jdtdx C( ;;T;a;B) e % (s )3 jedxdt; (3.26)

QT o) !

ou

C( ;LT;a;B)=exp C( ;!) 1+%+ kak2= + T kak, +(1+ T)kBk]

3.6 Commentaires bibliographiques

La contrélabilité a zéro de I'équation de la chaleur en tout temps, i.e. le Théorem@.2.1
a été démontré par Gilles Lebeau et Luc Robbiano (voirl[R95]) et de maniére indépen-
dante par Andrei Fursikov et Oleg Imanuvilov (voir [ 1.

Ici, nous avons suivi I'approche de Fursikov et Imanuvilov qui consiste a établir des
inégalités de Carleman paraboliquedPour cela, nous nous sommes inspirés de la présen-
tation de [ ]

L'approche de Lebeau et Robbiano consiste, quant a elle, a démontrer desgalités
de Carleman elliptiques A partir de celles-ci, on peut en déduire unenégalité spectrale
donc un résultat de contrle basse fréquencéJne méthode communément appelée au-
jourd’hui méthode de Lebeau-Robbianpermet alors de passer de ce résultat de controle
basse fréquence au Théorém@.2.1. On pourra consulter avec prot [ ] pour les
détails mais aussi [ Jet] ] pour des généralisations.

Avant les travaux de Lebeau, Robbiano et Fursikov, Imanuvilov, le Théoréme3.2.1
avait été démontré dans le cas de la dimension un d'espace parri@thode des moments
par Hector Fattorini et David Russell (voir [ I [ ])- Le cas unidimensionnel a
d'ailleurs été redémontré récemment par une approche deacksteppingpar Jean-Michel
Coron et Hoai-Minh Nguyen (voir [ 1) ou par une approche de type Carleman par
Jérémy Dardé et Sylvain Ervedoza (voir [ , Section 4.4]).
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Le cas multidimensionnel avec unecondition de contrble géométrique dite GCC
peut étre retrouvé a partir d'un résultat de contrélabilité pour I'équation des ondes (voir

[ ]) et de la méthode de transmutation (voir | I [ ]). Pour un résultat de
contrblabilité sans GCC de I'équation de la chaleur a partir de I'équation des ondes,
voir [ 1.

On peut également démontrer que la contrélabilité a zéro de I'équation de la chaleur
(Heat) a lieu en tout temps T > 0 et pour tout ensemble mesurable de contrdlé de
mesure de Lebesgue non nulle, contenu dans(voir [ ] et les références dedans).

Le Théoreme3.5.1est attribué a Andrei Fursikov et Oleg Imanuvilov (voir [ ]). Les
estimations d'observabilité quanti ées de la Remarque3.5.2 sont dues a Anna Doubova,
Enrique Ferndndez-Cara, Manuel Gonzalez Burgos et Enriqgue Zuazua (Voif-{ ] et
[ )2

Il est également démontré dans\[Z08] et [ ] des résultats de contrdlabilité a zéro
pour I'équation de la chaleur avec potentiel singulier.

Dans le cas unidimensionnel, mais pour des opérateurs paraboliques a coe cients peu

réguliers, mentionnons les travaux I[ I [ let] 1.
Concernant la controlabilité a zéro de la chaleur avec termes non locaux, le lecteur
pourra consulter par exemple let] ].
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Chapitre 4

Les systemes paraboliques linéaires :
a la recherche du couplage

Les systémes que nous allons étudier dans la suite prennent la forme suivante :

8

< @ D U=A({tx)U+BH1 dansQr;
Uu=>0 sur T 4.1
U(0;:) = Ug dans ;

ouD 2 R" " estdiagonalisable & valeurs propres strictement positivegy 2 L (Qr;R" ")
etB 2 R" M Dans (4.1), I'état U est a valeurs danskR" et le contréle H est a valeurs
dansR™. Le systeme adjoint de ¢.1) est le systeme

8

< @ D" ' =A@tx)" dansQr;
'=0 sur T, 4.2)
(T;)="+1 dans

Parla HUM , on a le résultat suivant.

Théoreme 4.0.1. Le systéme(4.1) est contrdlable a zéro au temp3 si et seulement si
il existe une constanteC > 0 telle que

Z:Z 1=2
8 12L%) " K (0)k2yn C . B (t; x)j2dtdx : (4.3)
!

4.1 Couplages d'ordre zéro : cas des systemes 2 2
A n diillustrer les principaux rouages de la machinerie dans le cadre des systémes
linéaires paraboliques contrdlés, nous allons nous concentrer dans un premier temps sur

des systéeme®2 2, i.e. n = 2. On supposera également qu® = I,. On s'intéresse
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principalement aux cas ouB = |, c'est-a-dire au systeme

8
3 @Qu1 Uy = ajpug + agpuz + hily  dansQr;
@Qu> Uz = apiu + axpup + hply  dansQr;

2 Ui=ux=0 sur T; (4.4)
(uz;u2)(0;:) = (ug0; U20) dans ;
et au cas olB = (1;0)", c'est-a-dire au systéme
8
3 @Qu, Uy = ajaug + ajpup + hily  dansQr;
@u> Uz = apiUy + axouz dans Qr; (4.5)
2 U =ux=0 sur T; )
(ug;u2)(0;:) = (ug:0; U2:0) dans
Le systéme adjoint s'écrit alors
8
3 @ 1 ‘1= a1+ ax' 2 dansQr;
2 "2= a2 1+ axg' 2 dansQr; (4.6)
2 '1="2=0 sur T, '

(5" 2T =0 13" 271) dans
4.1.1 Autant de contréles que d'équations
Théoreme 4.1.1. Le systeme(4.4) est contrdlable a zéro au temp3 .

Démonstration. Parle Théoréme4.0.], il su t de démontrer ( 4.3). On applique l'inégalité
(Carleman) a chacune des équations du systeme adjoin#(6). On trouve :

VA Z
A e B (s)3 4jldtdx+ 4 e % (s)F »j?dtdx
Qr Qr
0 7 7 1
ce e % jaj (tx) jjPddx + 4 e 2 (s )3 jj%dtdxA :
ij=1 Qr ar

Par absorption, en prenants su samment grand, on aboutit a
Z Z
4 e (s)3jPdtdx C 4 e % (s)¥ j°dtdx;
Qr or

et donc a (4.3) en utilisant des arguments similaires a ceux précédemment employés dans
la Section3.4.4 O

4.1.2 Un seul contrble : contréle indirect

On a le théoréme suivant d0 a Luz de Teresa (voirc[T00]).
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Théoréme 4.1.2. On fait I'hypothése suivante
9t1<t22(0;T); o 15 "> 0 8(t;x) 2 (t1;t2) !o; an(tx) ™ (4.7)
Alors, le systéme(4.5) est contrblable & zéro au temp3'.

Remarque 4.1.3. La philosophie derriére ce théoréme est que pour contréler un sys-
téme de deux équations avec un seul contrdle, il va falloir un bon terme de couplage.
Heuristiguement, h; contréle u; grace la premiére équation etu; contréle de maniere
indirecte u, grace au terme de couplageyiu;.

Remarque 4.1.4. Le Théoréme4.1.2reste vrai siap; "sur(ty;ty) o

Démonstration. Par le Théoreme4.0.], il sut de démontrer ( 4.3). On procéde comme
précédemment : on applique l'inégalité Carleman) en remplacant! | o & chacune des
deux équations de ¢.6) et on absorbe pour aboutir a
R Z Z
e % (s )3 ij?dtdx + e 2 (s)jr ' ijdtdx
i=l, Qr Qr
e (s) tj@ i+ ij? dux
QT 1
VA z :
C e 25 (s )3 1j2dtdx + e 2 (s )3 ,jldtdx (4.8)
©T) o ©:T) 'o
A n d'obtenir l'inégalité d'observabilité désirée, il nous faut nous débarrasser du second
terme du membre de droite de la précédente inégalité. Pour cela, nous allons utiliser

(4.7). On se donne une fonction de troncature en espace telle que =1 sur!g et
supp( ) !. On multiplie alors la premiére équation de ¢.2) par e 25 (s )% , et on
intégre sur (0; T) , on trouve
z c z
e ® (s) 24* + e ®(s)Y( @1 1 an'y): (49
©T) o or
Par intégration par parties en temps, on a
z z
e 25(3)3-2@-1= @(825(5)3)'24'625(3)3@2'1:
Qr Qr

En utilisant @e % (s )3 Ce 2 (s )® grace au Lemme3.4.2, on déduit que par
l'inégalité de Young, pour tout > 0,

z z Z
@f(e * (s ) 2 e ® (s) s°+ C e (s)j 1j*
Qr Qr o;T) !
De plus, on a
z z z
e *(s)@2) 1 e ® (s) @ 2°+ C e ® (s)7 qj*
Qr Qr (0:T) !
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D'ou
z
e ®(s)¥ @1
Qr b 7
e ® (s)% 2%+(s) @ 2% +C e ® (s) 4% (410
Qr ;1) !
Par intégrations par parties en espace, en utilisant a nouveau le Lemni24.2, on montre
que

Z
e ®(s), "1
Qt Z
e (s)Y %+ (s)ir a4+ (s) Y ' a?
QTZ
+C e 2 (s)j' 1% (4.11)
or
Puis, on a aussi
Z Z Z
e 2 (s)¥ can' 1 e 2 (s)3 Jj°+C e ® (s)¥ 4% (412
Qr Qt ar

En rassemblant @.8), (4.9), (4.10, (4.11) et (4.12 et en prenant susamment petit
(pour absorber), on aboutit a (oubliant les termes positifs a gauche en, @, )

Z Z
e® (s)})'j® C e # (s)j' 4%
QT o;1T) !
d'ou (4.3). O
On déduit du Théoreme4.1.2 le résultat suivant.

Corollaire 4.1.5. On suppose queéA est constant en temps et en espace dang.5).
Alors, le systéme(4.1) est contrblable a zéro au temp3 si et seulement siay; 6 0.

Démonstration. Siay; 6 0 alors le résultat découle immédiatement du Théorémd.1.2
Réciproquement, siap; = 0, alors la seconde équation de4(1) est

Qu Uz = agoUy;

qui est découplée dai;. Ainsi, le systeme @.1) n'est pas contrblable a zéro. O

4.2 Un exemple important : le cas des systemes cascades

Nous avons le résultat suivant di a Manuel Gonzalez-Burgos et Luz de Teresa qui est
une généralisation du Théorémel.1.2 (voir | D.
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Théoréme 4.2.1. On suppose qud = I, et B =(1;0;:::;0)". On suppose également
gu'il existe (t1;t2)  (0;T), !o I et"> O tels que

81 ;] n, ai;; =0 pouri<j 1, 8(t;x) 2 (t1;t2) o a+1:i(x) ™ (4.13)
Alors le systéme(4.1) est contrblable a zéro.

La preuve du Théorémed.2.1 utilise sensiblement les mémes arguments que la preuve
du Théoreme4.1.2

Remarque 4.2.2. La philosophie a retenir derriere le Théorémet.2.1 est la suivante.

A l'aide du contrble hy présent dans la premiére équation, on contréle;. Puis le terme
de couplageayiu; présent dans la seconde équation permet le contréle indirect de,

et ainsi de suite jusqu'au terme de couplagenn 1Un 1 qui permet le controle indirect
de u,. D'ou l'appellation de systeme cascade comme dans la preuve par I'approche de
Brunovsky du Théoremel.1.1

Remarque 4.2.3. Le résultat du Théoreme4.2.1reste vrai si on remplace ;41 ;i

par aj+1:; " OUa&+1; sur (t1;t2)  !o.

4.3 Le retour de la condition de Kalman

Introduisons ( )k o la suite de valeurs propres strictement positives de I'opérateur
( ;H2\ H3()) et (e)k o la suite de fonctions propres associées. On a alors le ré-
sultat suivant de type condition de Kalman pour le systéme 4.1) démontré par Farid
Ammar-Khodja, Assia Benabdallah, Cédric Dupaix et Manuel Gonzalez-Burgos (voir

[ D

Théoreme 4.3.1. On suppose qud®, A et B ne dépendent pas du temps ni de l'espace.
Alors, le systéme(4.1) est contrblable a zéro au temp3 si et seulement si la condition
de Kalman suivante est véri ée :

8k O Rang B;( D+ A)B;::;;( «D+A" BB =n (4.14)

Remarque 4.3.2. Quand D = dl, avecd > 0, alors (4.14) devient exactement la
condition de Kalman (1.3).

On prouve seulement le sens direct du Théoréemé.3.1. Une idée de preuve du sens
indirect se trouve dans [ , Section 5.2] : elle repose sur une inégalité de
Carleman.

Démonstration. Par la HUM , si le systéeme ( 4.1) est contrblable a zéro au tempsT
alors l'inégalité d'observabilité (4.3) est satisfaite.

Soit k 0. En appliquant (4.3) a' 1 = ve ouv 2 R" est arbitraire, on obtient que
le systéme di érentiel y°=( D + A)z + Bh est contrélable au tempsT. D'ou, par la
condition de Kalman du Théorémel.1.1, on en déduit la condition nécessaire4.14). [
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4.4 Couplages d'ordre deux : cas des systemes 2 2

Dans cette partie, nous allons nous intéresser a un systéme paraboliqgde 2 avec
des couplages par des opérateurs di érentiels d'ordr2. On considere

8
3 @u, Up=uz 1+ hily dansQr;

@uz  uz=( U1 2) dans Qr; (4.15)
2 U =ux=0 sur T '

(uz;u2)(0;:) = (ugo;uz0) dans
ol 1; 22 C! () .On dispose du résultat suivant dd & Sergio Guerrero (voir( 1.

Théoréme 4.4.1. On suppose gue n'est pas identiguement nulle sur . Alors le sys-
téme (4.15 est contrdlable au tempsT .

Démonstration. Par hypothése et sans perte de généralité, on sait qu'il existeg !
et"> 0tel que
"sur! g

Parla HUM , il sut de démontrer I'inégalité d'observabilité
8 12L%) % K 0k C i" 1(t; x)j2dtdx :
0 !

ou' est solution de
8
3 @ 1 1= 2 ' dans Qt;
@ > 2= 1'1 dans Qt; (4.16)
2 '1="2=0 sur T, '

(‘1" 2)(T)=(" g7:' 21) dans

On peut supposer que' 1 2 L?() 2 et ainsi ' est réguliere. En particulier, on peut
montrer que ' » est solution de

@ ' "2= ( 1'1) dansQr;

'2=0 sur T (4.17)

On applique l'inégalité (Carleman) a
z z
4 e (s)3 'yldtdx+ 2 e % (s)jr ' yj?dtdx
ZQT Qr
e (s) i@ A+ ' ddx
Qr |
4 Z !
C e ® (P +ir e+ T+ ! e ® (s)¥ "o
Qr O;T) to

2 en remplagant! I o, et on trouve
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En appliguant alors l'inégalité de Carleman modi ée (3.7) aveck =4 a' ; (en multipliant
par ), on obtient

e Ss)Yaf+ s )rtaf+ o4

QT |
Z Z :
C e 2s s J ' 2j2 + 5 e 2s (S )4j| lj2

Qr 0;T) 'o

On somme alors les deux précédentes inégalités, et on absorbe les termes globaux a droite
en prenant ;s su samment grand pour obtenir :

Z
e (s)Y P+ (s)Fr i+
ey Z
+ e (s)} "%+ e = (s)ir ' °
ZQT Qr
+ e ® (s)lj@ "%+ 2P
QT |
Z Z :
C e = (s)Y 4%+ e (s)3 'a? (4.18)
O;T) o OT) o

Il faut & présent se débarrasser ds(o;T) 1, & 2 (s)% ' 2j° Pour ce faire, on introduit
une fonction de troncature localisée sur! telle que =1 sur! . On multiplie alors
la premiére équation de ¢.16) par e 2 (s )® ', et on intégre sur (0;T) . En
e ectuant des intégrations par parties et en invoguant des arguments similaires a la
preuve du Théoréme4.1.2, on aboutit a : pour tout > 0,

Z
e ® (s)¥ ' o°
0T) !o
z z
e 2 (s)3 ' ,j?dtdx + e 2 (s)jr ' 5j?dtdx
QT QT |
Z .
+ e ®(s) j@ 'A%+ ' f? didx
oy
+C e ® () 4% K2 N

ar
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et donc (par absorption) en utilisant (4.18), on aboutit a

4
e ® ()4 aP+(s )it a+ i’
%z z
e ® ()Y ot e (s)ir o
Al Qr
e ®(s) i@ AP+ P
Qr 7
C e ()
or

On déduit alors de la précédente estimation l'inégalité d'observabilité désirée en utilisant
notamment l'inégalité de Poincaré pour récupérer une estimation a gauche de a partir
de ' ,. OJ

Remarque 4.4.2. Pour tirer pro t d'un couplage d'ordre deux dans le Théoréme4.4.1,
nous avons applique l'inégalité garlemar) a I'équation satisfaite par ' . Cela nous a
colté notamment le terme global o © 25 | ' 1j°. Ainsi, pour absorber ce terme, il a fallu
employer une inégalité de Carleman modi ée (avec un exposant plus élevé) a I'équation
satisfaite par' 1. On retiendra la chose suivante : pour tirer pro t d'un couplage d'ordre
deux, cela nous colte un exposant dans l'inégalité de Carleman a employer.

4.5 Commentaires bibliographiques

La condition su sante ( 4.7) du Théoréme 4.1.2 n'est pas une condition nécessaire
de contrblabilité a zéro pour un systéme de deux équations avec un seul contrdle (voir
[ Jou [ , Section 7.2.4]).

Pour des matrices dépendant du temps, le Théoréemé& 3.1se généralise en une condi-
tion de Kalman su sante de contrélabilité similaire a celle établie en dimension nie
dans le Théorémel.2.1 (voir [ ]Jou | , Section 5.1]).

On peut également mentionner qu'une autre stratégie pour démontrer un résultat de
contréle pour un systéme parabolique avec moins de contréles que d'équations consiste a
utiliser la méthode de contrble ctif. Cela a permis notamment a Michel Duprez et Pierre
Lissy dans [ ]et] ] d'établir de nouveaux résultats de contrélabilité a zéro dans
le cadre de couplages d'ordre zéro et un. Les articles|fiu13], [ ]et] ]
utilisent également cette méthode.

Dans la preuve du Théorémet.4.1, nous avons vu qu'il fallait utiliser deux inégalités
de Carleman avec des poids sensiblement di érents. Cela est di aux couplages d'ordre
deux et a la méthode employée. Une telle approche présente des limitations pour un
systéme de taille plus grande, mentionnons a ce propos l'article ] qui traite
de la contrblabilité a zéro de systémes paraboliques a matrice de di usion non diagonali-
sable avec une restriction sur la taille des blocs de Jordan qui ne doit pas excéder quatre.
Ce probléme a d'ailleurs été résolu dans le cas constant dans le preprint417] par une
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méthode de Lebeau-Robbiano.
Pour d'autres références, le lecteur pourra consulter I'état de I'art dressé dans
[ ] et les introductions des thésesl\| 1, [ 1 [ ]
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Chapitre 5

L'equation de la chaleur semilinéaire

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la contrélabilité de I'équation :

8

< @ y+f(y)=hl dansQr;
y=0 sur T (HeatSL)
y(0;:) = vyo dans ;

ouf 2 C! (R;R) est telle quef (0)=0.
Un espace fonctionnel agréable pour travailler en non linéaire est l'espadtet car
c'est une algébre de Banach. Nous commengons par deux dé nitions.

Dé nition 5.0.1.  Pour T > 0, I'équation (HeatSL) est dite globalement contrélable a
zéro dansL! () au temps T si pour toute donnée initialeyp 2 L () , il existe un
contréle h 2 L (qr) tel que la solutiony de (HeatSL) satisfait y(T; )=0.

Dé nition 5.0.2.  Pour T > 0, I'équation (HeatSL) est dite localement contrblable a zéro
dansL! () autempsT s'il existe 1 > 0 tel que pour toute donnée initialeyg 2 L ()
veriant kyok 1 () 1, il existe un contréle h 2 L' (qgr) tel que la solution y de
(HeatSL) satisfait y(T; )=0.

Dans un premier temps, nous allons transposer les résultats linéaires obtenus dans
un cadre L? pour I'équation de la chaleur avec potentiel

8
< @ y+altx)y=hl dansQr;
y=0 sur T (HeatPot)
y(0;1) = Yo dans

ota?2 Lt (Qr) (voir Théoréme 3.5.1) & un cadre L . Aprés avoir fait un bref rappel

sur le colt de contrdle et I'inégalité d'observabilité nous passons en revue quelques mé-
thodes permettant la construction de contrdles plus réguliers que?. Nous en retiendrons
essentiellement une pour la suite : la Penalized Hilbert Uniqueness Method car elle
s'adapte a de tres nombreuses situations. Nous insistons davantage qu'auparavant sur les
estimations que nous pouvons faire sur les contréles que nous construisons en fonction
des données du probléme : données initiales, potentiels dans les équations. En e et, ces
estimations sont cruciales pour le passage au non linéaire.
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5.1 Codlt de controle et inégalité d'observabilité

Le but de cette partie est de montrer le lien entre lecolt de contrble et l'inégalité

d'observabilité Introduisons d'abord le systéme adjoint :
8

< @ "+ a(t;x)' =0 dans Qr;
''=0 sur T (HeatPotAd))
"(T;)="+1 dans
Nous avons le résultat suivant (voir | , Theorem 2.44])).

Théoreme 5.1.1. Soit C > 0. On a équivalence entre les deux propriétés suivantes :
Pour tout yg 2 L2() , il existe h 2 L?(qr) véri ant

tel que la solution de(HeatPot) vérie y(T;:)=0.
Pour tout 't 2 L?() , la solution' de (HeatPotAdj) vérie
Z+.Z 1=2
K (0;)ki2yn C . i* (t;x)j2dtdx (5.2)

De la preuve du Théoréme3.5.1, voir en particulier (3.24), on déduit le résultat
suivant.

Théoréme 5.1.2. |l existe C > 0 de la forme
1 -
C(;T;a)=exp C( ;!) 1+ ?+Tkak1 +kak§‘3 ; (5.3)

tel que (5.2) est véri ée pour tout' 12 L?() .
D'ou, on déduit du Théoreme5.1.1 et du Théoréme5.1.2 le résultat suivant.
Théoréme 5.1.3. Pour tout yo 2 L?() , il existe h 2 L?(qgr) véri ant

ou C est de la forme(5.3), tel que la solution de(HeatPot) vérie y(T;:)=0.

5.2 Construction de controles réguliers : deux méthodes

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant.

Théoréme 5.2.1. L'équation (HeatPot) est contrdlable dand.® () & zéro au tempsT.
Plus précisément, pour toutyp 2 L1 () , il existe h 2 L (qr) satisfaisant

khki i gy  C( 5 Tra)kyok 2y ; (5.5)

ouC( ;!;T;a) estde laforme(5.3), tel que la solutiony de (HeatPot) satisfait y(T;:) =
0.
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Nous allons donner deux démonstrations de ce résultat, I'une est basée sur un argu-
ment de troncature adéquat tandis que la seconde est basée surla PHUM .

Démonstration par argument de troncature. Soityg 2 L2() . Nous allons seulement mon-
trer I'existence d'un contréle L1 qui améne la solution & zéro sans chercher a démontrer
I'estimation (5.5), méme s'il est possible en travaillant un peu plus de prouver.5) avec

cette approche (voir par exemple ff , Section 2] dans le cas Neumann).

On introduit deux ouverts ! ®and ! 9 tels que! % 10 I . En appliquant le
Théoréme 3.5.1 avec ! I 99| existe un contréle B 2 L?(qgr) tel que la solution g de
(HeatPot) avec! ! %satisfait ¢(T;:)=0.

On introduit & présent une fonction de troncature en temps 2 C! ([0; T]) telle que
=1 sur[0;T=3], =0 sur[2T=3;T].
Posonsy la solution libre de I'équation de la chaleur
2 @ y+atx)y=0 dansQr;
y=0 sur T (5.6)
y(0;:) = Yo dans

Alors la fonction 2:= ¢ Y satisfait

8
< @ e+atx)e= %+ HBLo dansQr;

2=0 sur T (5.7)
(2(0;:);2(T;2) =(0;0) dans
Posons! o tel que ! © o I et une fonction de troncature en espace , avec

2Cl(lp)et =1 sur!®Onposez:=(1 ) & On déduit de (5.7),
8
< @ z+atx)z= %+A81 dansQr;

7=0 sur T (5.8)
(z(0;:);z(T;))=(0;0) dans
avec
h:= Y+2r re+() E+(|1—e§ﬁiio: (5.9)
Grace a 6.9), on remarque que supph [0;T] !. De plus, la fonctiony := z+ ¥y

résout (HeatPot) (avec contrdle h) et y(T;:) = 0 en utilisant (5.8) et (5.6). Puis grace
aux e ets régularisants de I'équation de la chaleur avec potentiel, on montre aisément
queh 2 L! (Q7). O

Remarque 5.2.2. L'idée de la précédente preuve est d'une part d'éliminer l'irrégularité
de la donnée initialeyg par un argument de troncature en temps : c'est le role de et
d'autre part d'éliminer lirrégularité du contrdle # par un argument de troncature en
espace : c'est le rble de.

La seconde méthode est due a Viorel Barbu, cette méthode trés robuste est basée sur
I'inégalité de Carleman, une méthode de type HUM pénalisée et sur un argument
de bootstrap. Nous allons tirer prot des inégalités d'observabilité avec poids établies
précédemment, i.e. 8.25 et (3.26).
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Démonstration par la PHUM. Dans toute la preuve, les constantes<C > 0 sont de la
forme (5.3) mais peuvent changer d'une ligne a l'autre.
On se donneyp 2 L2() et"> 0. On introduit la fonctionnelle :
Z

8h 2 L%(qr); J-(h) = 1 e’ (s ) 3jhj2dtdx + 1
2 ©oT) ! 2

ky(T; :)kEZ() ;

ol y est la solution de (HeatPot) avec donnée initialeyg et contrble h.

On voit aisément que J- est une fonctionnelle de class€1, strictement convexe et
coercive surL?(gr) donc elle posséde un unique minimurh-. Appelonsy- la solution de
(HeatPot) associée a ce contrdla-. Par I'équation d'Euler-Lagrange, on a que pour tout

h2 L2(ar), Z Z
e’ (s ) 3h-hdtdx + } v (T;2):y(T:)=0; (5.10)

0;T) !

ol y est la solution de (HeatPot) avec donnée initiale nulle et contrdleh.
Introduisons ' - la solution de (HeatPotAdj) avec donnée initiale y-(T;:)=". Par un
argument de dualité entrey et ' -, on a que

Z Z
y(T;): (T3 = h' -
Z Z(O:T) !
1
oy (@)™ = h'
o;T) !
ce qui donne gréace a%.10 :
Z Z
‘h = e (s) 3h-h; 8h 2 L?%qr):
(0;T) ! ©o;T) !
D'ou, on trouve
h.-=e 2 (s)¥.1: (5.11)
En utilisant ( 5.11) et un nouvel argument de dualité entrey- et' -, on a
Z Z Z
y(T:x): «(Tix)dx = yo(x)" »(0;x)dx + h-"
7 Z(O:T) !
1 G
;ky--(T;:)kE;_»() = yo(X)" +(0;x)dx + o | e % (s)3 % (5.12)
Par l'inégalité (3.25 appliquée a' -, on trouve
Z
K +(0;)kfs, C e = (s)5 -j% (5.13)
;1) !

D'ou, en utilisant (5.12), (5.13 et l'inégalité de Young, on a
1

_ 2
:ky--(T;:)kEZ() + (€ (s) 3 L2 Ckyokﬁz() : (5.14)
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Remarque 5.2.3. En passant a la limite dans £.14), on peut déja déduire I'existence
d'un contréle h tel que (% (s ) °)¥2h 2 L2(qr) qui ameéne la solutiony & 0 au temps
t = T. An de borner la norme L du contréle h-, nous allons utiliser un argument de
bootstrap.

On introduit
8k 0; w:=e S (s)¥2 %K.,
et 8
2 (DB Gip L on +2;
po:=2 et8k 1, Pk = 2p 1 sipgk 1= N +2;
o+ sipc 1 >N +2:

On voit aisément qu'il existel 2 N, tel quep =+ 1.
Par un calcul assez fastidieux et en utilisant notamment le Lemme3.4.2 (voir par

exemple | , Section 3.1.2]), on montre par récurrence suk 2 N que
8
< @k k= altx) sk 1+(s) Br(tx)r wx 1 dansQr;
“k =0 sur - T;
e (T;)=0 dans ;

oliag 2 L' (Qr)etBy 2 L' (Qr)N.
Or, par l'inégalité d'observabilité (3.26), (5.11) et (5.14), on sait que

A]_ ";0+(S ) lB]_ZI’ "0 L2(Qr) C ky0k|_2() ;
donc par régularité parabolique dand.? (voir Proposition A.6.2 avecp = 2), on en déduit
que

";l 2 XpO et k ";1kxp0 C kyOkLZ() .
Or, par injection de Sobolev (voir LemmeA.6.3), on a alors

w12 LPHO; T; W PH()) et k w1k C kyok, 2,

LPL(0;T;W,P1())

En itérant cet argument pour k entre 1 et | & l'aide d'arguments de régularité parabolique
dans LP« (voir Proposition A.6.2), on obtient

o 2 LP(O; T; WP () et k =k C kyok, 2, :

LPH(O:T:Wo ™1 ())

D'ou en reprenant I'expression de -, (5.11) et en utilisant & nouveau une injection de

Sobolev (voir LemmeA.6.3),

Ainsi, en utilisant (5.15), (5.14), les estimationsL? et L sur I'équation de la chaleur
avec potentiel énoncées en PropositioA.1.3 et Proposition A.1.4, on déduit qu'il existe
h2L! (Qr) vériant ( 5.15 ety 2 Wt \ L! (Q7) tels que

h-* hdansL! (Qr) quand” ! O;
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y*y dansWy ) y-(0;)*y (0;1) = yo; y+(T;)*y (T;)=0 dansL?() quand"! O:

Ainsi, y est solution de (HeatPot) associée a la donnée initialgg et au contrble h véri ant
I'estimation (5.5). De plus, y(T;:) = 0. Ceci conclut la preuve. O

5.3 Controlabilité locale a zéro de I'équation de la chaleur
semilinéaire
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréeme 5.3.1. Pour tout T > 0, I'équation de la chaleur (HeatSL) est localement
controlable & zéro dand.* () .

Démonstration. Soit T > Oetyp 2 LY () tel que kyok, : 0O T ou 1 > Osera xé
plus tard.
On introduit la fonction g2 C! (R;R) dé nie de la maniére suivante

- (73200

Soit r > 0 (quelconque) etB, := fz 2 L1 (Qr) ; kzk rg. Par le Théoréme5.2.1,
on sait qu'il existe C > 0 tel que pour tout z 2 By, il existe h 2 L! (qgr) satisfaisant :

tel que la solutiony du probléme linéarisé

8

< @ y+d2y=hl dansQr;
y=0 sur T, (5.18)
y(0;:) = Yo dans ;

satisfait y(T;:)=0.

La constante C dans (5.17) dépend de ,!, T, g et r mais pas deyp.

On peut alors dé nir I'application  de la maniére suivante : pour toutz 2 B;, ( 2)
est I'ensemble dey 2 L! (Q7) tels qu'il existe h 2 L (qr) satisfaisant (5.17) et tels que
y soit solution de (5.18 vériant y(T;:)=0.

Si on démontre que posseéde un point xe, i.e. il existey 2 B, tel quey 2 ( y),
alorsy est solution de

@ ytoayy=@ y+f(y)=hl;  (y(0::);¥(T;)) = (Y0:0);
alors on a prouvé le Théorémes.3.1. An de prouver l'existence d'un point xe, nous
allons utiliser le théoréme de point xe de Kakutani (voir [ , Theorem 9.B., page

452)).

Théoréme 5.3.2. On suppose que Véri e les trois hypothéses suivantes :
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1. pour tout z 2 By, ( z) est un ensemble non vide, fermé, convexe &g
2. il existe un compact convex& B, tel que

822B:; (2) K;

3. est semicontinue supérieurement suk, c'est-a-dire que pour tout ensemble fermé
A Bl'l
YA):=fz2B,; (z)\A6=:g estfermé

Alors, posséde un point xe.

Rappelons que le caractére non vide d¢ z) pour z 2 B, découle de I'existence d'un
contréle qui amene la solutiony de (5.18 a zéro. L'hypothése di cile a véri er du Théo-
réeme 5.3.2 est I'nypothése 2, qui implique notamment que stabilise B,. Démontrons
ce point. En utilisant (5.17), la dé nition de l'application et des estimations standards
de type L1 appliquées au systémeH.18 (voir Proposition A.1.4), on en déduit que

822 Br; 8y 2 ( 2); kyk.1 Q1) C kyok, 1 O -

D'ou, en posant 1 > 0O tel que
Ct 1

on a alors
8z28By; (2) By

En admettant qu'on véri e alors aisément les autres points du Théoremes.3.2 on en
déduit que admet un point xe y, ce qui conclut la preuve. O

5.4 Controlabilité globale a zéro de I'équation de la chaleur
semilinéaire
5.4.1 Cas global Lipschitz

Dans cette partie, on suppose qud est globalement Lipschitzienne. On a alors le
résultat suivant.

Théoreme 5.4.1. Pour tout T > 0, I'équation de la chaleur (HeatSL) est globalement
controlable & zéro dand.® () .

Démonstration. Soit T > 0 etyg 2 LY () . On procéde alors comme dans la preuve
précédente.

Commef est globalement Lipschitzienne, on a alors qug dé nie en (5.16) est bornée.

SoitR > 0a xerplustardet Bg := fz2 L! (Q7); kzk Rg. Parle Théoréme5.2.1,
on sait qu'il existe C > 0 tel que pour tout z 2 Bg, il existe h 2 L! (gr) satisfaisant
(5.17) tel que la solution y du probléme linéarisé 6.18) satisfait y(T;:)=0.

A présent, la constanteC dans (5.17) dépend de , !, T, g mais pas deyg ni de
R. Le fait que g soit bornée parce qud est globalement Lipschitzienne joue ici un rdle
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crucial.
On dé nit de la méme maniere que précédemment et on cherche a montrer que
stabilise Bgr. Par des estimations standards (voir PropositionA.1.4), on montre qu'il
existe C > 0 indépendante deyy et R telle que

822 Br; 8y 2 ( z); kyk.1 Q1) C kyok, 1 O -
Donc, quitte a prendre R assez grand, par exempl& = 2 C kyok 1 (y » ON montre que
stabilise Bg. 0
5.4.2 Cas des non linéarités du type ylog (1+ jyj) pour 0< < 3=2
Dans cette partie, on suppose que

f(s)
jsj log*2(1 + jsj)

I Oquandjsj! +1: (5.19)

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 5.4.2. Pour tout T > 0, I'équation de la chaleur (HeatSL) est globalement
controlable & zéro dand.! () .

Remarque 5.4.3. Le Théoréme5.4.2implique en particulier le Théoréme5.4.1

Démonstration. Soit T > Oetyp2 LY () .
En utilisant ( 5.19), la fonction g 2 C! (R;R) dé nie en (5.16) satisfait

8"> 0; 9C- > 0; 852 R; jg(s)j®2 "log(l + jsj) + C- (5.20)

SoitR > 0a xerplustardet Bg := fz2 L1 (Q7); kzk Rg. Parle Théoréme5.2.1,
on sait que pour toutz 2 Bg, tout > 0, il existe h 2 L* (ge) satisfaisant (5.17) avec
C de la forme

2=3

1
C( % Fig)=exp C(l+ =+ Tka(@kur (g + kADK T gy (5.21)
tel gque la solutiony de (5.18 satisfait y(®;:)=0.
Se donnantz 2 Bg, on applique ce qui précéde avec
=T, :=min Tikg@2)k . o) (5.22)
Grace a 6.21) et (5.22), il existe alors un contréleh, 2 L (gr,) satisfaisant :
KhK 1 (qry)  ©XP C( LT ) kgD (gpy KYokiz() (5.23)

tel que y(T,;:) = 0. Prolongeant le contréleh, par 0 au-dela deT, et ce jusqu'aT, on a
alors aussiy(T;:)=0.
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On dé nit alors l'application de la maniére suivante : pour toutz 2 Bgr, ( z) est
l'ensemble desy 2 L1 (Qt) telle qu'il existe h 2 L (qr) satisfaisant (5.23 et tel que y
soit solution de (5.18) vériant y(T;:)=0.

On cherche & montrer que stabilise Bg. Par des estimationsL? (voir Proposi-
tion A.1.4), on montre que

822 Br; 8y2 (2); kyki1 (g;) exp C( ;LT )kg(z)kﬁzf’(QT) kyok 1 () :
En invoquant l'estimation sur g : (5.20, on déduit donc :

822 Br; 8y 2 ( 2); kyki1 (g;) exp(C"log(l+ R)+ C-)kyok 1 (
C(1+ R)™ kyok 1 ()

Ainsi, en prenant" su samment petit, par exemple "C = 1=2, alors pourR su samment
grand, on a bien
822 Br; 8y2 (2); kyki1 o;) R

et donc stabilise Bg. 0

Remarque 5.4.4. Un des points clefs de la précédente preuve est de chercher a minimiser
la fonction

2=3 .

LT (Qr)”

dans le but de sentir le moins possible I'in uence de la non linéarité, c'est-a-dire celle
de kg(2)k, 1 (q,) ici. Heuristiquement, contrdler au temps® dé ni en (5.22), c'est-a-dire
agir dans I'équation en temps trés court, permet de lutter contre I'explosion et d'amener
la solution a zéro. On voit ici le réle fondamental de I'exposan2=3 du coit de contrble
du Théorémeb5.2.1 pour contrbler a zéro des non linéarités satisfaisanty(19).

1
t2 (0;T]7! n + tkg(2)k 1 (o) + ka(2)k

5.5 Commentaires bibliographiques

Le Théoreme5.1.3 et le Théoreme5.2.1 sont diis a Enrique Fernandez-Cara et En-
riqgue Zuazua (voir | ).

La premiére démonstration de I'existence de contrdles® & partir de contréles L2
(voir Théoreme 5.2.1) que nous avons donnée est due a Olivier Bodart, Manuel Gonzalez-
Burgos et Rosario Perez-Garcia (voir ff ]) tandis que la seconde est essentiel-
lement due a Viorel Barbu (voir [ ). Une troisieme preuve de ce résultat se trouve
dans | ], elle s'appuie sur une inégalité d'observabilitéL2-L1 démontrée a partir
d'une inégalité d'observabilité L2-L? et des e ets régularisants de I'équation de la cha-
leur. En plus de démontrer I'existence de contréles.! , ce type d'inégalité permet en
fait de prouver l'existence decontrbles bang-bang:'est-a-dire des contrdles sous la forme
d'une superposition de fonctions de Heaviside.

Le Théoremeb5.3.1 et le Théoremeb5.4.1 sont dis a Andrei Fursikov et Oleg Imanu-
vilov (voir [ , Chapter 1, Section 3 et 4]) méme si l'utilisation du théoreme de point

54



xe de Kakutani est plutét inspirée de [ ] (voir Proposition A.6.1).

Le Théoreme5.4.2est di a Enrique Fernandez-Cara et Enrique Zuazua (voir D
et de maniére indépendante (mais sous une condition de signe) a Viorel Barbu (voir
[ D

Une généralisation du Théorémeé.4.2a des semilinéarités dépendant de I'étay et de
son gradientr y se trouve dans [ ] (voir aussi | ]). Pour des non linéarités
non locales, voir par exemplef 1

Pour une autre stratégie de passage du linéaire au non linéaire s'appuyant sur la
contrélabilité d'un seul linéarisé communément appeléenéthode du terme sourcele lec-
teur pourra consulter l'article [ 1.

Pour un résultat de contrélabilité en temps long entre états stationnaires d'une équa-
tion de la chaleur semilinéaire s'appuyant sur unenéthode de déformation quasi-statiqye
on peut consulter | ]

Pour d'autres commentaires bibliographiques, voir [ ]
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Chapitre 6

Systemes de reaction-di usion non
linéaires

Dans cette partie, on se contente d'énoncer des résultats pour des systén2es2 pour
simpli er. La majeure partie de ces résultats s'adapte sans grande di culté aux systémes
de taille n  n avecn quelconque. On s'intéresse donc a

8

< @ D U=FU)+BH1 dansQr;
u=0 sur T (6.1)
U(0;:) = Uy dans ;

ou D 2 R? ? est diagonalisable a valeurs propres strictement positive® 2 R?2 ™ avec
1 m 2etF 2C!(R%R? esttel queF(0)=0.
Le linéarisé de 6.1) autour de (0O;0) est

8

< @ D U=FqQU+BH1L dansQr;
Uu=>0 sur T (6.2)
U(0;:) = Up dans ;

ou FY0) = ( @Fi(0; 0)) est la Jacobienne dé= enO0. Les Dé nition 5.0.1et Dé nition 5.0.2
s'adaptent aisément au cas des systemes.

6.1 Cas favorable : le linéarisé est controlable
Nous avons les deux résultats suivants qui découlent de la théorie linéaire.

Théoréme 6.1.1. On suppose queB = |,. Alors, pour tout T > 0, le systéme(6.1) est
localement contrdlable & zéro dang® () 2.

La preuve est basée sur le Théoremé 1.1 qui démontre la contrélabilité du linéarisé
et sur une adaptation des arguments de la preuve de la controlabilité locale a zéro de
I'équation de la chaleur semilinéaire, c'est-a-dire du Théoréme.3.1
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Théoréme 6.1.2. On suppose qud = (1;0)". On suppose également que l'on a
@b
——(0;0)60:
@u( )

Alors, pour tout T > 0, le systéme(6.1) est localement contrélable & zéro dans?® () 2.

La preuve est basée sur le Théorémé& 1.2 qui démontre la contrélabilité du linéarisé
et sur une adaptation des arguments de la preuve du Théorénte3.1

6.2 Cas défavorable : le linéarisé n'est pas contrdlable

On supposera dans cette partie qu = (1;0)" et %(0; 0) = 0, si bien que le systéme
linéarisé (6.2) n'est pas contrélable. Nous disposons néanmoins du résultat suivant.
Théoréme 6.2.1. On suppose qu'il existe une trajectoire régulier¢U;h) de (6.1) satis-

faisant B B
(U;h)(0;:) = (U;h)(T;:)=0;

et qu'il existe (t1;t2) o (0;T) !',"> Otel que
8(t;x) 2 (t1;t2) !o; gz(w(t;X);Uz(t;X)) "

Alors le systéme(6.1) est localement contrdlable & zéro danist () 2.

La preuve du Théoréme6.2.1se trouve par exemple dans{d ]. Elle est essentiel-
lement basée sur le Théoremé.1.2 et sur une adaptation des arguments de la preuve du
Théoréme5.3.1

Corollaire 6.2.2. On suppose qué (us;uz) = Ui+ Rv, ol R 2 R. Alors, pour tout
T > 0, le systéme(6.1) est localement contrdlable a zéro danis® *() 2.

La preuve du Corollaire 6.2.2, due a Jean-Michel Coron, Sergio Guerrero et Lionel
Rosier, est basée sur le Théorem@.2.1 et sur I'existence d'une trajectoire non triviale
qui part de ((0;0);0) et qui retourne a ((0; 0); 0) pour le systeme 6.1) (voir [ 1) :
c'est la méthode du retour déja rencontrée en dimension nie (voir Sectior2.?2).

6.3 Commentaires bibliographiques

Dans le cas d'un linéarisé contrdlable, des théorémes proches du Théoremd.2
ont été démontrés dans ff 1, [ 1 [ I [ I [ 1 [ ] et
[ 1.

Le Théoréme5.4.2a été étendu & un system@ 2 de réaction-di usion dans | ]
et [ ]

Le Corollaire 6.2.2 est étendu a des couplages plus généraux par amgument d'ho-
mogénéité dans [ ]. Citons également l'article de Jean-Michel Coron et Jean-
Philippe Guilleron [ ] qui traite d'un systéme cascade de taille trois avec couplages
cubiques en utilisant également la méthode du retour.
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Un mot sur les conditions de
Neumann

Tous les résultats énoncés précédemment dans le cas Dirichlet hormis le Théoréfné 1
restent vrais dans le cas Neumann. Pour adapter les preuves, le lecteur pourra consulter
les articles [ ] et [ ].

Le Thepreme4.4.1 s'adapte en prenant des conditions initiale(us;o; Uz;0) 2 L2() ?
telles que uzo(x)dx = 0. Ceci est d0 au fait que dans le cas de conditions de Neumann,
la masse deu, est conservée au cours du temps. En e et, cette propriété se vérie en
intégrant en espace I'équation véri ée paru, dans (4.15.

De la méme maniére, pour le systeme de Keller-Segel

8
3 @u1 up= r :(usr up) dans Qr;
@Qu> u=au; buwp+ hl, dansQr;

3 @1=01-0 sur - T;
(u1;u2)(0;:) = (ugo; U20) dans ;

oua;b2 R, la masse dau; est conservée au cours du temps. C'est pourquoi le résultat de
contrélabilité locale a états stationnaires strictement positifs constantdM 1; M ) obtenus
par Felipe Walison Chaves-Silva et Sergio Guerrero dansf ] nécessite
Z
ﬁ uz.o(X)dx = My:
La preuve de ce résultat est basée sur une linéarisation autour d&1; M>) et sur une
adaptation du Théoréeme4.4.1
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Troisieme partie

Principaux resultats de la these
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Chapitre 7

Controlabilité de systemes de
réaction-di usion non linéaires issus
de la cinétique chimique

L'objectif de cette partie est de présenter les résultats obtenus dans les articles{19]
et [ ]. Ces deux papiers répondent a des questions de contrélabilité pour des sys-
temes de réaction-di usion non linéaires modélisant des réactions chimiques réversibles.

Dans un premier temps, nous présentons quelques aspects de modélisation de ces
équations réversibles en Sectioi.1. Le but de cette partie est d'aboutir a la forme géné-
rale des systémes de réaction-di usion que nous allons étudier par la suite : c'est-a-dire
au systéeme (.6).

Dans un second temps, nous dressons en Secti@r? un bref apercu des questions
d'existence globale associées a ces systemes. Ces questions ont été et sont toujours beau-
coup étudiées. En particulier, il n'était pas connu jusqu'a récemment s'il y avait existence
globale de solutions classiques pour un systéme a non linéarité quadratique.

Nous présentons en Sectioii.3 le systéme contr6lé qui va nous intéresser. La princi-
pale question a laquelle nous allons répondre par la suite est une question de contrélabilité
locale en temps petit & états stationnaires positifs (constants) pour ces systémes.

En Section 7.4, nous menons une étude approfondie d'un system& 4 de réaction-

di usion a non linéarité quadratique et présentons ainsi les résultats issus de l'article
[ ]. Ce systéme provient de la modélisation d'une équation réversible faisant interve-
nir quatre especes chimiques. Plusieurs aspects ont motivé cette étude :

il n'était pas connu jusqu'a récemment s'il y avait existence globale de solutions
classiques pour ce systéme,

ce systeme ore de multiples di cultés du point de vue de la contrblabilité : le
linéarisé peut ne pas étre contrélable, des quantités invariantes apparaissent quand
il n'y a pas assez de contréles dans les équations : ce qui empéche la contrblabilité
d'avoir lieu dans tout l'espace,

ce systéme permet de dégager une stratégie robuste pour comprendre les propriétés
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de contrdlabilité d'un systéme de réaction-di usion plus général.

Nous établissons ainsi dans la Sectior.4 des résultats de contrélabilité locale en temps
petit (voir Théoréme 7.4.1, Théoréme7.4.5 qui nous permettent de déduire des résultats
de contrdlabilité globale en temps long en petite dimension (voir Théoréme.4.6) grace
a l'asymptotique déja connue du systéme libre.

Nous retournons au cas général en Section5, ce qui nous permet de présenter les
résultats de l'article | ]. Sous une hypothése qui assure la contrblabilité du linéarisé,
nous démontrons un résultat de contrélabilité locale en temps petit (voir Théoremé&.5.3).
Alors que la stratégie générale de preuve suit les mémes mécanismes que pour le systéme
de quatre especes, la méthode de preuve se doit d'étre adaptée en raison du trop grand
nombre d'équations que ne peut pas gérer la stratégie de Carleman habituelle. Nous
dégageons également de cette étude un nouvel apport méthodologique de l'artidl&[ 8b]
pour démontrer un résultat de contrélabilité locale en temps petit dansL® pour un
systeme de réaction-di usion non linéaire.

7.1 Modélisation des équations réversibles
Soit n 2 un entier. On considére la réaction chimique réversible

1AL+ + nAp 1AL+ + nAn; (7.1)

La réaction directe* de (7.1) est gouvernée par le principe suivant : quand ; molécules
de A; disparaissent L i n), dans ce cas led\; disparaissant sont appeléséactifs,
alors ; molécules deA; apparaissent ' i n), dans ce cas led\; apparaissant sont
appelésproduits. La réaction inverse( de (7.1) suit la méme loi : quand ; molécules de
A; disparaissent . i n), alors ; molécules deA; apparaissent (L i n).

Soiti 2f1;:::;nget(t;x)2[0;+1) . On appelle uj(t;x) 2 R (respectivement
v (t;x) 2 RN) la concentration (respectivement la vitesse de la particule) de I'espéce
chimique A; a l'instant t et a la position x. La loi d'action de masse stipule que la
vitesse de réaction est proportionnelle a la concentration des réactifs. Ainsi, en écrivant
la variation instantanée de la concentrationu;, on obtient

Y Y
@Qui + div(uiw) + iUk + iouX (7.2)
k= k=
| 32—} | -T2}
réactifs de la réaction directe réactifs de la réaction inverse
Y N
= i ukk + i Ukk : (73)
k= ks
| -T2} | <{2—}

produits de la réaction directe produits de la réaction inverse
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De plus, laloi de Fick régit le comportement sur le ux de matiére ujv de la maniére
suivante :
uivi = dir uj;

oud 2 (0;+1) est lecoecient de diusion de l'espéceA;. Autrement dit, cette loi
exprime que le déplacement des particules se fait dans le sens opposé du gradientde
c'est-a-dire des régions ou la concentration dé; est la plus dense vers celles ou elle I'est
le moins. Ainsi, (7.2) devient
|
y w '
@ui di u=(i i) uk ucl (7.4)
k=1 k=1
Pour fermer le systéme, il est indispensable de décrire ce qui se passe au bord du
domaine spatial . Une condition classique consiste a écrire que le milieu est isolé et
donc qu'aucune des substances ne traverse la frontiere du domaine. Nous obtenons alors
les conditions dites deNeumann au bord :

=*=0: (7.5)

on obtient que U satisfait le systéme deréaction-di usion non linéaire suivant

8
< @J D U=F(U) dansQr;

@v=o0 sur T (7.6)
U(0;:) = ug dans ;
ou
D := diag(dy;:::;dn); (7.7)
FU) = (fi(ug;iun)V o oo (7.8)
avec
[
A4 Y '
8i2f1:::;ng; fi(uy;::isun) = =( i) u, ucl (7.9)
k=1 k=1

De maniere implicite, quand nous parlerons du systéme/(6) dans toute la suite, nous
ferons référence au systéme7(6) pour D dé nie comme dans (7.7) et F dé nie comme
dans (7.8), (7.9).

Exemple 7.1.1. L'hémoglobine Hb peut réagir avec le dioxygeneO, pour former de
I'oxyhémoglobine HbO,. La réaction chimique réversible associée s'écrit

Hb+ O, HbO5;
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et le systéme de réaction-di usion non linéaire est, pouru; = [Hb], up = [O5], uz =
[HbO,],

S @ui dip ur= uiuz+ us dans Qr;
@ui d2 ux= uiuz+ us dans Qr;
@uz d3 uUz= UjUz U3 dans Qr;

2 Qu-@u- Qu-g sur - T;

@
(u1; u2;u3)(0;:) = (u10; U20; Uz0) dans

Pour d'autres exemples de réactions chimigues réversibles, on pourra consulteef15,
Chapter 1].

7.2 Un petit apercu des questions d'existence globale

Cette partie est largement inspirée de I'état de I'art dressé dans9e1(]. On trouvera
dans [ ] beaucoup d'autres résultats et de références sur le sujet.
Nous introduisons la notation |
xoooox
d := max i i (7.10)
i=1 i=1
qui désigne le degré du polyndme associé a la non linéarié

Dé nition 7.2.1.  On dit que U est une solution classiquede (7.6) sur [0; T) si U est
une solution de (7.6) au sens de la Dé nition A.2.1 sur [0; T ] pour tout > O.

Remarque 7.2.2. La Dénition A.2.1 est a adapter aux conditions de Neumann et au
cas des systémes (voirl| , De nition 1.1]).

Rappelons le résultat d'existence locale d'une solution classique &@.6) (voir [ )
Lemma 1.1]).

Théoréme 7.2.3. Soit Up 2 L* () ". Alors, il existe une unique solution classique
maximale dé nie sur [0; T ) et on a l'implication suivante :

sup kU(t)k 1 on<t*1 ) T =+1
t2[0;T )

De plus,
8i2fl:::;ng u.o O ) 8i2f1:::;ng 82[0;T); u(t) O :

Quand la non linéarité n'est pas trop grosse (typiqguemend < (N +2) =2) et qu'elle
est bornée dansL1(Qt), on peut démontrer un résultat d'existence globale par un ar-
gument de bootstrap couplé aux e ets régularisants du semi-groupe de la chaleur (voir
Proposition A.6.1). On peut consulter par exemple | ]

Mentionnons le résultat suivant d'existence de solutions globales de solutions clas-
siques pour {.6), énoncé avem = 2 pour simpli er (voir [ , Theorem 3.1]).
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Théoréme 7.2.4. On suppose quég 2 L (; R*) et qu'il existeM;C 0 tels que

8ur  M; 8uz 0 fi(ui;uz) C(1+ ug+ up); (7.11)
9r 1; 8uj;uz O fa(u;up) C(L+ uj+ ub): (7.12)

Alors, la solution maximale est globale T =+ 1 .

Remarque 7.2.5. La premiére condition (7.11) est une bonne estimation au sens ou on
demande a la premiére non linéarité de I'équation d'étre au plus linéaire. Tandis que la
seconde condition {.12) impose une croissance au plus polynomiale a la seconde linéarité.

Exemple 7.2.6. Considérons la réaction chimique réversible
A]_ 2A22

Dans ce cas, on a
fi(uup) = fa(upjup) = ug+2u3;

qui satisfait les conditions du Théoréme7.2.4

Quandd 2, c'est-a-dire quand la non linéarité est au plus quadratique, I'existence
de solutions faiblesglobales est garantie par lef , Proposition 5.12]. Pour la dé nition
de solutions faibles, voir | , Section 5.2]. Des résultats récents (voir(f I [ ]
et 1) montrent I'existence globale de solutions classiques dans le cas quadratique
avec des hypothéses supplémentaires. Ces articles s'appuient notamment sur des idées
issues de ]. Pour des systemes généraux du type/(6) ou f; est dé nie en (7.9),
I'existence desolutions renormaliséesglobales est obtenue dansis15.

7.3 Le systeme controlé

On suppose que I'on peut agir sur le systéme au moyen de contrbles localisés dans un
ouvert ! contenu dans . D'un point de vue chimique, cela veut dire qu'on peut ajouter
ou retirer une espéce chimique a un endroit spéci que (dans) du domaine spatial
Plus précisément, posons

J f L:::;ngetm:=#J nle nombre de contrbles. (7.13)

HY :=(hy::ii hy; 0z 00 (7.14)
Le probleme de controle se met alors sous la forme

8

< @ D U=FU)+ H'L dansQr;
-0 sur T (7.15)
U(0;:) = Ug dans ;
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ol D et F sont dé nies respectivement en {.7), (7.8), (7.9).

Pourt 2 [0;T], U(t;:): ! R" est I'état de notre systéme sur lequel on veut agir
au moyen du controleH’(t;:): ! R™ localisé dans! .
Soit
U =(ug::u)"; (7.16)

un état stationnaire positif de (7.6), c'est-a-dire,

_ Y Y
8L i n;u; 2[0;+1) et u = u, (7.17)
k=1 k=1

Les solutions stationnaires positives de 1.6) ne dépendent pas de la variable spatiale
(voir [ , Section 1.8.2]). Ainsi, ce n'est pas restrictif de supposdd 2 [0;+1 )".
On introduit la dé nition suivante de contrélabilité locale a un état stationnaire U .

Dé nition 7.3.1. Pour T >0, U 2 [0;+1 )" vériant ( 7.17) et X L1 () , ondit
gue le systeme .15 est localement contrdlable aU dansX au tempsT s'il existe > 0
tel que pour tout Up 2 X satisfaisantkUp U K 1 O n il existe H 2 LY (gr)™ tel
que la solutionU de (7.15 vérie U(T;:)= U .

7.4 Etude approfondie du systéme de quatre espéces chi-
miques : nouveaux résultats de contrélabilité

Nous allons d'abord nous concentrer sur un cas particulier d'équation réversible fai-
sant intervenir quatre espéces chimiques. En e et, I'étude de ce systéme nous permettra
de dégager les principaux mécanismes de contrdlabilité des systéemé&slf. Pour n = 4
et 1= 3= 2= 4=1let 2= 4= 1= 3=0,(7.2) devient

A1+ As As + Ay

Le systéme contrdlé de réaction-di usion non linéaire .15 associé s'écrit alors : pour
tout i 2f1;2;3;4q,

8
5 81 i 4 _
@ui d ui=( 1)"(uguz upug) + hil; (i)l dansQr;
@u — _ (7.18)
3 @n-0 sur - T;
" ui(053) = uio dans

La linéarisation autour de U de chacune des équations constituant7.18 donne :
pourtout 1 i 4,

@ui d U =( 1)'(uguy Usuz+ Uuz  UyUg)+ hily (i)l : (7.19)

Dans la suite, on exclura le casl = f1;2;3;4g qui sera en fait contenu dans le cas
J=11;2;3g.
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7.4.1 Nouveau résultat de controlabilité locale en temps petit avec
trois controles

On suppose quel = f1;2;3g. Ainsi, le contréle HY agit sur les trois premiéres équa-
tions de (7.198).

En utilisant ( 7.19), les composantesls, U, et uz sont facilement contrdlables en raison
de la présence de contréles dans les trois premiéres équations. La di culté est donc le
contréle de la derniére composante, c'est-a-dira,.

S'il'y a du couplage dans la quatrieme équation, c'est-a-dire u;; us; u,) 6 (0;0; 0)
alors, nous sommes dans un cadre favorable. En e et, heuristiquemeni, est contrélée
de maniere indirecte grace ausu; si u; 6 0, grace au,uz siu, 6 0, grace au,us Si
u; 60.

S'il n'y a pas de couplage dans la derniere équation, i.e(u,; us;u,) = (0;0;0) alors
le linéarisé de .15 autour de U n'est pas contrdlable puisque la derniére équation est
alors découplée des autres. Pour remédier a cela, nous allons utiliser la méthode du retour
de Jean-Michel Coron qui consiste a linéariser le long d'une trajectoire de référence non
triviale. Pour ce faire, on se donne une fonctiorg 2 C} (Q;R) non nulle telle que

supp(9) o,T) L

et on pose
Uz:=geths:=@ g
Ainsi, la quatrieme équation du linéarisé autour de la trajectoire (0;u,; Usz;0); (0; 0; h3)
devient
@us ds ug=TUzup Uylg:
Heuristiguement, commeUs n'est pas identiquement nulle dans la zone de contréle)s

va étre indirectement contrélé paru; a l'aide du terme de couplagdizu;.
On démontre alors le nouveau résultat suivant (voir [ , Theorem 3.2]).

Théoréme 7.4.1. PourJ = f1;2;3g, T >0, U 2 [0;+1 )% vériant UiUg = UyUy,
le systéme de quatre espécés.18) est localement contrdlable &) dansL?! () 4 au
tempsT.

La preuve du Théoréme7.4.1est une adaptation du théoréme de contrélabilité locale
d'un systtme2 2 de réaction-di usion avec un seul contrdle : c'est-a-dire du Théo-
reme6.2.1

7.4.2 Nouveau résultat de controlabilité locale en temps petit avec
deux contrbles

On suppose quel = f1;2g. Ainsi, le contréle HY agit sur les deux premiéres équa-
tions de (7.198).
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L'une des diérences entre le cas de trois contrbles et celui de deux contrbles est
I'apparition de quantités invariantes qui vont empécher la contrélabilité d'avoir lieu dans
tout I'espace Lt () 4. On a le résultat suivant.

Proposition 7.4.2.  Soit (U; HY) une trajectoire de (7.18) telle queU(T;:) = U . Alors,
pour tout t 2 [O; T],
1 Z
ﬁ uz(t;X) + ug(t;x)dx = uz+ Uy, (7.20)

dz3=ds ) (us(t;:)+ ug(t;:)= ug+ Uy): (7.21)

Démonstration. La preuve de (7.20) consiste a sommer les deux derniéres équations qui
ne contiennent pas de contrble et a intégrer en espace : on trouve en utilisant les conditions
de Neumann 7

a us(t;x) + ug(t;x)dx =0:
Ainsi, comme us(T;:) + ua(T;:) = uz+ uy, on en déduit immédiatement (7.20).

Pour démontrer (7.21), on procéde de la méme maniére, on somme les deux derniéres
équations et on trouve que

@(uz+ ug) d3( uz+ug)=0:

Ainsi, uz + uy4 est solution de I'équation de la chaleur libre et commdus + uy)(T;:) =
us + Uy, alors par unicité rétrograde (voir Proposition A.5.1), on obtient (7.21). O

Remarque 7.4.3. Quand d3 = d4, on peut donc exprimerus en fonction de uz et

on est donc ramené a un systeme de trois équations avec deux contrbles. Ce dernier
cas n'apportant alors pas de réelle di culté par rapport a celui de trois contrdles, nous
I'exclurons dans la suite.

On notera dans la suite
Z
1
Xi= Uo2LM (0% 5 Ugal)+ Ugo(dX = gt Uy (7.22)

Quand certaines composantes de I'état stationnaire s'annulent, on montre dans le
résultat suivant que cela contraint la dynamique de {.19.

Proposition 7.4.4.  Soit (U;HY) une trajectoire de (7.18) telle queU(T;:) = U . Alors,
on a
(ug;ug) =(0;0) ) (uzo;us0)=(0;0) : (7.23)

Réciproquement, pour toutug 2 L? () 4 tel que (us.;u40) = (0;0), on peut trouver
HJ 2 L (gr)? tel que la solution associéd) 2 L (Qr)* satisfait

(uq; uz;u3;ua)(T;:) = (ug; uy; 0;0):
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Démonstration. Si (ug;u,) = (0;0), on a alors

8

< @uz d3 uz= uuz+ upus dansQr;
@us ds uz=uguz upus dansQr; (7.24)
Q4 — QU — .
@1 - @] - O SUI‘ T-

Or, (u1;uz) 2 L (Q7)?, donc par unicité rétrograde pour le systéeme7.24) (voir [ ,
Théoréme 11.1]), on a
8t 2 [0;TJ; (us; ua)(t;2) = (0 0);

et donc (7.23.
Réciproquement, soitUp 2 L! () # telle que (uz.o; us0) = (0;0). Alors, en posant
uz = ug = 0, on réduit le systéme a deux équations de la chaleur découplées, chacune
d'elle étant contrélée par un contrdle (di érent), donc par contrélabilité (globale) a zéro
de I'équation de la chaleur (voir Théoréme5.2.1), on déduit qu'il existe bien un contréle
HY amenant la solution a(uy; u,;0; 0). O

Au regard de nos précédentes discussions (voir en particulier la Propositioh4.2 et
la Proposition 7.4.4) on supposera queds 6 ds et (u;;u,) 6 (0;0).

Nous allons e ectuer une transformation linéaire du systeme{.18) qui va nous per-
mettre de mieux comprendre les propriétés de contrdlabilité de ce systéme. En e et, cette
transformation va réduire le systéme a un systemeascadeavec couplages d'ordres zéro
et deux. On multiplie la troisiéme équation de (7.18 par (d3 ds) ! et la quatriéme
équation de (7.19 par (ds ds) 1, et on additionne :

us + Ua .
(d3 dg) (ds da)

Cette combinaison linéaire nous permet d'éliminer le terme de réactiofs(U) dé ni en
(7.9 dans la quatrieme équation et de créer un couplage du second ordre. Dans le nouveau
jeu de variables(uq; uz; us; va), (7.19 pour i = 3 devient :

@vs dg vg4= us; ol Vg =

@uz d3 uz= ugup+ usuz+( u; Uy)uz+(ds d3)uyva:

Ainsi, ayant supposé que(us;u,) 8 (0;0), on en déduit heuristiquement les propriétés
de contrdlabilité du systéme (.18. En e et, les composantesu; et u, sont contrdlées
respectivement parh; et hy, puis le couplage usu; ou u,u, dans la troisieme équation
permet le contrdle indirect de la composanteus, qui elle-méme, va contrdler indirecte-
ment U4 a travers le terme de couplage us.

On aboutit au nouveau résultat suivant de controlabilité locale dansX dé ni en
(7.22 (voir [ , Theorem 3.2]).

Théoréme 7.45. Pour J = f1,29, d3 6 ds, T > 0, U 2 [0;+1 )* vériant
usuz = u,u, et (us;u,) 8 (0;0), le systéme de quatre especd3.18) est localement
contrblable aU dansX au tempsT.
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Pour démontrer le Théoréme7.4.5 on montre dans un premier temps que le linéa-
risé autour de U est contrélable par des arguments similaires & ceux employés pour la
preuve des théorémes de contrélabilité de systémes linéaires avec couplages d'ordre zéro
et d'ordre deux, c'est-a-dire le Théoremet.1.2et le Théoréme4.4.1 Puis, pour le passage
au non linéaire, il su t d'adapter la preuve de la contrdlabilité locale a zéro de I'équation
de la chaleur, voir Théoréme5.3.1

7.4.3 Cas d'un seul contrble

On peut également montrer un résultat de contrélabilité locale en temps petit a état
stationnaire positif constant dans le cas o = flg (voir [ , Theorem 3.2]). Ce
dernier résultat n'o rant cependant pas de di érence majeure par rapport a celui de
deux contrbles, nous ne le présentons pas ici. A noter cependant que la contrblabilité
du linéarisé dans ce dernier cas est assez technique car elle doit prendre en compte un
systeme cascade avec un couplage d'ordre 0 et deux couplages d'ordre 2. La linéarisation
étant faite dans L! (Qt), les coe cients du linéarisé ne sont alors plus aussi réguliers
que dans le Théorémel.4.1 Ainsi, la méthode de preuve du Théoreme.4.1, qui consiste
a appliquer l'opérateur  a certaines équations sous hypothése de régularité pour tirer
pro t du couplage d'ordre deux, doit étre adaptée. C'est pourquoi, démontrer l'inégalité
d'observabilité sur le linéarisé est plus dicile et requiert notamment la régularisation
des coe cients des équations, des arguments de densité et I'utilisation d'inégalités de
Carleman ayant servi a Felipe Walison Chaves Silva et Sergio Guerrero dans le contexte
du systéme de Keller-Segel (voir( 1).

7.4.4 Nouveau résultat de contrélabilité globale en temps long et en
petite dimension

Rappelons le théoreme suivant concernant le comportement asymptotique d'une so-
lution libre (HY = 0) du systéme de quatre espéced (19).
Théoréme 7.4.6. SoitN 2etUg2 Lt (;[0 ;El ))# satisfaisant
n 0
. 1

8(5;1)2 (1,2):(1:4)(2,3):(3:4) 7 (Ui;o + Uj;0)(X)dx > 0: (7.25)
Alors l'unique solution (classique) de(7.18 avecH” = 0 converge dand.! () 4 quand
t! +1 vers un unique état stationnaireU 2 (0;+1 )%

La preuve du Théoréme7.4.6 repose sur le If , Theorem 3] et sur le [ !
Theorem 3] (voir aussi [ 1).

On démontre grace au Théorémé&.4.6 et au Théoreme7.4.1le nouveau résultat sui-
vant (voir [ , Theorem 3.6]).

Théoreme 7.4.7. On suppose queN 2etJ = f1;23g. Soit U 2 [0;+1)*
vériant u,us = u,uy,. Alors pour tout Up 2 LY (;[0 ;+1 ))* satisfaisant (7.25), il
existe T > 0 susamment grand et HY 2 L (qgr)2 telle que la solutionu de (7.19
vérie U(T;)=U .
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Remarque 7.4.8. Le Théoréme7.4.7s'adapte également au cas od = f1;2g,J = flg.
On peut étendre le résultat du Théoreme7.4.7 pour N 3 quand on dispose de la
convergence asymptotique dank® du systéme libre (c'est-a-dire avedd” = 0) de (7.19).
C'est par exemple le cas pour desl; susamment proches (voir | , Proposition
1.3)).

On présente les grandes lignes de la preuve du Théoremie!.7.

Démonstration. La preuve du Théoréme7.4.7 se fait en trois étapes de contrble.

Etape 1 : Utiliser I'asymptotique sans contréle. Tout d'abord, en utilisant le
Théoréme7.4.6, on sait que la solution libre (c'est-a-dire avedd’ = 0) de (7.18) converge
dansL! () #quandt! +1 vers un état stationnaireZ 2 (0;+1 ).

Etape 2 : Contrélabilité locale. Par controlabilité locale dansL! () 4 autour de
cet état stationnaire Z (voir Théoréme 7.4.1), il existe donc un contréle Hg qui améne
exactement la solution de .18 a Z.

Etape 3 : Argument de connexité par arcs. Il existe un chemin continu
[0;1]! (R*)*reliant Z aU tel que pour tout 2 [0;1], () vérie (7.17). On montre
ensuite qu'on peut trouver un rayonr > 0 uniforme tel que pour tout 2 [0;1], la
controlabilité locale & ( ) dansL?! () 4, a lieu dans une boule de.! de taille au moins
r (voir Théoréme 7.4.1). Alors l'image de est contenue dans la réunion d'un nombre
ni de boules B( j;r) pouri allantde 0 aK avec o= Z,j i i+1] ret x=U.
Par contrblabilité locale a chacun de cesj, on construit alors une suite de contr@lesHiJ
permettant de passer successivement dg a j+1 jusqu'a atteindre ¢ = U . Ce qui
conclut la preuve. O

7.5 Retour au cas général d'un systeme de taille arbitraire :
nouveau résultat de contrélabilité locale en temps petit

Dans cette partie, nous établissons un résultat de contrdlabilité locale a état station-
naire positif pour le systéme général {.15.

En procédant comme dans la preuve de la Propositior.4.2, on peut montrer que
certaines quantités du systeme .15 sont conservées. Nous introduisons ainsi I'espace

de conditions initiales suivant
n

X = Up2L()";8kl2fm+1;::::ng;
Ueol) Ug, o Uo0) g 0, (7.26)
Kk L

Dans le cas ou des coe cients de di usion sont égaux, on peut montrer que la dynamique
est trop contrainte comme déja observé dans la Propositioi.4.2 C'est pourquoi nous
travaillerons sous I'hypothése suivante.
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Hypothése 7.5.1. Pourm n 2, on suppose que pourtouk 6 | 2fm+1;:::;ng,
d¢ 6 d.

De plus, nous ferons également I'hnypothése suivante qui assure la contrélabilité du
linéarisé autour de I'état stationnaire U .

Hypothése 7.5.2. Pourm n 1, on suppose que
@ fm+ Ug;iii;u, 60; (7.27)
ol f m+1 est dé nie en (7.9).

On montre alors le résultat suivant (voir [ , Theorem 1.7]).

Théoreme 7.5.3. Soit T > 0etU 2 [0;+1 )" un état stationnaire, i.e. véri ant
(7.17). Sous I'Hypothése7.5.1 et I'Hypothése7.5.2, le systéeme(7.15 est localement
contrélable aU dansX au tempsT.

La preuve du Théoréeme7.5.3passe par la mise sous forme cascade du systerielf) :
avec un couplage d'ordre zéro en m 1 couplages d'ordre deux. Plus précisément,
aprés changement de variable et linéarisation, on peut montrer que le linéarisé prend la

Figure 7.1 lllustration de la preuve du Théoréme 7.4.7
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forme suivante : 8
<

@ Dy Z=A;Z+H'L dansQr;
8z=0 sur - T;
Z(0;) = Zg dans ;
ou
0 1
dmsr O 2 i O
: 1 dm+2
D, = dag(@u:iidm) [O) . S oF
(0) ‘D] v M . . I O
: .. 00
0 L 0O 1 dy
A;=(ak)1 ik n2R" ™ ax=0sim+2 i n

De plus, I'Hypothése 7.5.2 assure le fait queam+1:-m 6 0. Ainsi, cesn m couplages
contribuent au contrdle indirect des composantes qui ne sont pas contrélées directement
par un contrdle localisé. On a le diagramme heuristique suivant

hi z;; hd  zp tii 5 hm 4 Zm 4
hel  zm! Zm+1 | Zm+2 | 2ol Zn:
am+1 mZm Zm +1 Zm +2 Zn 1
La forme cascade découle d'une transformation linéaire adéquate justi ée par un
lemme purement algébrique (voir [ , Section 2]). La controlabilit¢ du linéarisé
se montre par des arguments sensiblement di érents de ceux employés précédemment
puisque la stratégie de Carleman présente dans ce cas des limitations : il y a trop de
couplages d'ordre deux (voir a ce titre la Remarquet.4.2. Nous montrons par une stra-
tégie similaire a celle de Lebeau-Robbiano quh seul linéarisé est contrdlable et nous en
déduisons par une adaptation de la méthode de Liu-Takahashi-Tucsnak (voit_| D
le passage au non linéaire.
Ainsi, un autre apport de l'article [ ] est méthodologique Pour démontrer un
résultat de contrdlabilité locale en temps petit T & un état constant U dansL! pour
un systeme parabolique non linéaire, on procede de la fagon suivante.

On commence par démontrer que le linéarisé autour deU est contrdlable dansL ?
avec une estimation du codt de contrble en fonction d& (voir | , Section
3]). Insistons sur le fait que le linéarisé est ici a coe cients constants ici : c'est
pourquoi les méthodes pour démontrer ce type de résultat sont multiples : méthode
de Lebeau-Robbiano, inégalités de Carleman paraboliques, méthode des moments...

La méthode du terme source dans L2 nous permet de déduire de ce résultat une
inégalité d'observabilité forte (voir [ , Corollary 4.4]). Cette estimation res-
semble a une inégalité de Carleman (avec poids exponentiellement décroissants en
t=0ett=T).

En utilisant la PHUM , on construit des contrbles L1 (voir [ , Theorem
5.1]).
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On réapplique ensuite la méthode du terme source dansL® pour déduire un résultat
de controle dansL' malgré un terme source (voir [ , Proposition 5.3]).

On conclut par un argument d'inversion locale (voir [ , Section 6]).

Remarque 7.5.4. |l est a noter que le Théoremer.5.3permet de retrouver les théorémes

de contr6labilité locale pour le systeme de quatre espéces dans le cas ou le linéarisé est
contrélable. Néanmoins, la stratégie de preuve développée dans3[L9] traite des systémes
paraboliques a coe cients dansL! (Qt) avec des couplages d'ordre zéro et deux (quand

le nombre d'équationsn est petit). Ainsi, quand le linéarisé n'est pas contr6lable, cette
derniére approche couplée a la méthode du retour est trés féconde.

7.6 Perspectives et probléemes ouverts

7.6.1 Linéarisé non contrélable pour un systeme de grande taille

Pour le systeme général{.15, dans le cas ou I'Hypotheése’.5.2n'est pas satisfaite, le
linéarisé autour deU n'est pas contrélable. Une stratégie qui permet de remédier a cela
est de linéariser le long d'une trajectoire non triviale : c'est la méthode du retour que
nous avons employée dans la Section4.1l Mais dans ce cas, le linéarisé fait intervenir
des termes de couplages qui dépendent de la variable temporelle et de la variable spa-
tiale. 1l est alors plus di cile de démontrer la controlabilité du linéarisé, ou de maniére
équivalente, de démontrer une inégalité d'observabilité pour le systéme adjoint. La seule
méthode connue a ce jour pour gérer de tels couplages est I'emploi d'inégalités de Carle-
man paraboliques (voir Théoréeme3.4.3). Malheureusement, cette stratégie présente une
obstruction technique quand le nombre d'équations est trop élevé par rapport au nombre
de contrdles. C'est l'objet de I'exemple suivant.

Exemple 7.6.1. Pourn =10,s0it 1= 3= 5= 7= 9= 2= 4= g= g=

100=1, 2= 4= 6= 8= 10= 1= 3= 5= 7= 9g=0et]J=1"11,2345g.
Le systeme de contrble est alors :
% @i 4 u
@J i Ui
)i( u1U3u5u7u9 UaUgUgUgU1gy + il 15(i) dans Qr; (7.28)
3 % = sur 7
u; ( Ui-0 dans

L'état stationnaire
(0; 0; 0; 0; usg; Ug; U7; Ug; Ug; Uqg);

o (ug; Uz;Ug) 2 (0;+1 )3 et (ug; ug; Uyp) 2 [0;+1 )3 ne satisfait pas I'Hypothése7.5.2
Dans ce cas, le systeme linéarisé autour de

(0; 0; 0; 0; ug; Ug; U7; Ug; Ug; Uqg); (0;0;0; 0; 0) ;
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n'est pas contrélable puisque la sixieme équation est découplée des autres :

@Ue de U6=02

Mais comme dans la Sectior¥.4.1, on peut aisément construire une trajectoire de réfé-
rence :
(0;0;9;0; Us; Ug; U7; Ug; Ug; Ugg); (0;0,@9  ds g;0;0) ;

ou g est non nulle, réguliére et a support dang0; T) ! . En utilisant le méme changement
de variables que dans lal] , Section 2]) et en linéarisant autour de cette trajectoire,
on trouve le méme systéme que.| , Section 2.2, System (L-Z)] ave;n =10, m =5

ou les coe cients de A peuvent dépendre de(t;x) et ag1(t;x) " > 0 sur (t1;t2)

o (0;T) !.Le systéme linéarisé semble étre contrdlable a zéro grace au diagramme
heuristique suivant :

controls

controls i controls . controls . controls i .
h]_! Z1; hz! Zo; hg! Z3; h4! Z4, h5! Z5,
I controls I controls I controls | controls | controls .
VAR Zg! Z7! Zg! Zg! 10-
ae1(tx)z1 Zg 27 zg Z9

Malheureusement, nous ne savons pas comment montrer la contrdlabilité a zéro du linéa-
risé pour des raisons techniques probablement. Cela vientdu faitqua =5 <n 4=6.
Avec la stratégie de preuve présente dans.B19], on devrait tirer prot d'un couplage
d'ordre zéro et de quatre couplage d'ordre deux. Cela crée un probléme pour absor-
ber certains termes globaux aprés I'emploi d'inégalités de Carleman avec des exposants
di érents (voir a ce titre la Remarque 4.4.2). Cela nous ameéne a formuler le probleme
suivant.

Probleme ouvert 7.6.2.  Soit n;m deux entiers tels quen 6, m<n 4and
(di)1 i n2(0;+1)" Soit A2 Ct (Qr)™D (M) On suppose qu'il existe(ts; to)

(0; T), un ouvert non vide ! g tel que ! g I et"> Otels que Am+1:m(t;x) " pour
(t;x) 2 (t1;t2)  !o. Soityg 2 L2() ", H? 2 L?(gqr)™, on considére le probléme de
contréle

8 -
% @; d vyi= Aij (t;x)yj +hil; (i), dansQr; 1 i m+1
=1
@i d yi= Vi dansQr; m+2 i n (7.29)
2 y=0 sur 1;
" Y0 = Yo dans

Le systéme (.29 est-il contrdlable & zéro dansL?() " ?

Remarque 7.6.3. Le Probléme ouvert 7.6.2 est intimement relié a la généralisation
du [ , Theorem 1.1] aux systémes paraboliques avec matrices de di usion qui
contiennent des blocs de Jordan de taille plus grande qug

Pour se rapprocher de la modélisation faite en Sectiofi.1, une autre perspective
serait de contrdler tout en préservant la positivité de la solution U. Il est alors probable
gu'un temps minimal de contrblepuisse apparaitre. Pour cela, on pourrait s'inspirer des
travaux récents | I [ 1 [ 1 [ I [ Jet] 1.
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7.6.2 Contrélabilité locale du systeme de Keller-Segel a des états sta-
tionnaires non constants

]) déja rencontré au

L

Revenons au systéme de chimiotaxie de Keller-Segel (voit$

Chapitre 6 :
8
3 @ ur=ro(uar up) dans Qr;
@uy U= au; bw+ hl dansQr; (7.30)
2 % = @ =0 sur T; '
(Ug; Uz)(0 1) = (U105 U2,0) dans ;
ol a;b2 R. Il est démontré dans | ] un résultat de contrélabilité locale (en temps

petit) pour (7.30) aux états stationnaires constants strictement positifs(M1;M3) 2
(0;+1)? i.e. vériant aM; bM, =0.

On peut également se demander si le résultat demeure vrai pour des états station-
naires positifs (non constants en espace). Plus précisément, s@it;; u,) régulier, positif,
solution de

8
< up = :(usr uy) dans
u, = au; bu, dans ; (7.31)
@y _ @y _ .
on= @=0 sur @ :

Concernant I'existence de tels états stationnaires, on peut consultei-prO3] et les réfé-
rences associées. Le linéarisé de.§0 autour de ((u;;u,);h =0) est

8

3 @Qu, up= r :(ugr uz) ro:(ugr uy) dansQg;
@Qu; U = au; bw + hl, dans Qr;

2 @n @n sur T,
(uz;u2)(0;:) = (‘U105 U20) dans

Commeu; "> Odans , la composanteu; semble controlée de maniére indirecte par
la composanteu; a travers le terme de couplage d'ordre deuxr :(u;r uz). Mais, on ne
sait pas a I'heure actuelle démontrer la contrblabilité a zéro du systeme/(32). En e et,
la di culté réside dans l'obtention d'une inégalité d'observabilité adhoc pour le systéeme
adjoint :

8
3 @1 Ti=ruprigta; dans Qr;
@ > "o2= 1 (uyr'1) b, dansQr;
> G1=92-0 1 sur T (7.33)
( N 2)(T D)=(" 1 27) dans

La stratégie usuelle suggére d'appliquer une inégalité de Carleman a I'équation parabo-
liqgue satisfaite parr :(ur ' 1) pour ensuite béné cier du couplager :(uyr ' 1) de la
seconde équation de{.33 %our enlever le terme local

e % (s)3r :(uqr ' 1)j2dtdx:
or
Cepend:ﬁlt ce type d'inégalité fait apparaitre dans le terme de droite des termes globaux
du type o jr ' 1j% qu'on ne peut pas absorber a priori.
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Chapitre 8

Controlabilité a zéro d'un systeme

2 2 de reaction-di usion avec
couplage non linéaire : une nouvelle
methode de dualite

Le but de cette partie est de présenter les résultats obtenus dans l'articlé B18c]. Ce
papier répond a des questions de contrélabilité globale et locale a zéro en temps petit
pour des systemes de réaction-di usion non linéaires du type

g@“ u=fi(uv)+ hl  dansQr;

@v ) v = fa(u;v) dans Q.T; (8.1)
2 uv=0 sur T,
(u;v)(0; ) = ('uo; Vo) dans

avecfq;f, 2 C! (R?%R) telles quef1(0;0) = f,(0;0) = 0 dont le linéarisé autour de
((u;v) = (0;0);h = 0) nest pas contrblable (voir Section 6.2). Dans (8.1), T est un
temps strictement positif (arbitrairement petit), est un ouvert su samment régulier
(typiquement de classeC! ) et | un ouvert non vide contenu dans .

Parmi les systemes §.1), un cas typique de systéme de réaction-di usion au linéarisé
non contrélable (voir Section6.2) est le suivant

8
3 @Qu u= hi dansQr;
—_ n .
@v ) v=u dans Q'T, (Power)
2 uv=0 sur T;

(u; v)(0;:) = (ug; vg) dans

oun 2 estun entier.

Pour n impair, nous démontrons en Sectior8.2 la contrblabilité globale a zéro du
systeme Power) (voir Théoréme 8.2.2) par une nouvelle méthode non linéaire directe.
Pour mieux appréhender la stratégie de preuve, nous choisissons de la présenter dans le
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cadre de la dimension nie en SectiorB.1. Le point clef de la démonstration du Théo-
reme8.2.2est la construction de contréles pour I'équation de la chaleur (amenant a zéro)
dont la racine n¢me est réguliére (voir Proposition 8.2.4). Ce dernier point est prouvé
par une nouvelle méthode de dualité qui est une généralisation de la méthode de dualité
Hilbertienne dansL? au cas ré exif dansLP, 1< p < 1 . Nous nous servons de ce type
de contrbles pour démontrer un résultat de contrélabilité locale a zéro pour des systéemes
généraux du type @.1) grace a la méthode du retour en Sectior8.3.

8.1 Retour au modele jouet de la dimension nie

L'analogue en dimension nie du systéeme Power) est

yi=h;
8 _ un. (Jouet)
Y2 = Y1,
que nous avons déja rencontré dans I'Exempl&.1.8 On a montré que pourn pair, le
systeme n'est pas localement contrbélable a zéro et que poarimpair, il est localement
contrélable a zéro grace a la méthode du retour. On peut en fait démontrer le résultat
suivant.

Proposition 8.1.1.  Pour n impair, le systéme (Jouet) est globalement controlable a
Z€ro.

Preuve par la méthode du retour et un argument d'homogénéitéon sait que le systéme
(Jouet) est localement contrdlable a zéro (méthode du retour). Remarquons également
gue ce systéme est homogene au sens suivant {(si1; y2); h) est une trajectoire de Jouet)
alors pour tout > 0, ((y1; "y2); h) est également une trajectoire de Jouet). On en
déduit donc que le systéme Jouet) est globalement contrdlable a zéro. O

Nous allons & présent proposer une autre preuve (directe) de la Propositiof 1.1
Nous utiliserons ensuite la méme stratégie pour déduire un résultat analogue pour le
systeme Power) (voir Théoréme 8.2.2 plus bas).

Preuve directe dans le casm = 3. On se donne(y1.0; Y2:0) 2 R?. On cherche a construire
un contrdle h qui améne(ys;y2) a(0;0) au tempsT. La preuve s'e ectue en deux étapes.

Etape 1 : Amener vy; a 0 au temps T=2. On pose

8t 2 [0; T=2); yi(t) := Cexp . y2(T=2) = 0:

1
T=2 t
ou C est tel quey1(0) = y1.0. On dé nit ensuite

8t 2 [0; T=2]; hrop(t) := y(1):
Posonsy, la solution du probleme de Cauchy

y2 = y3 y2(0) = yao:
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Bien sdr, on n'a pa\sy;:2 := yo(T=2) =0 a priori. Sinon, c'est gagné.

Etape 2 : Amener y, a 0autemps T au moyen d'un contrdle cubique. Cette
étape est basée sur le lemme clef suivant.
Lemme 8.1.2. Soit > 0. Pour tout yo 2 R, il existe h 2 C1([0; ];R) tel que

h'=2 2 c1([0; ];R) vériant h(0) = (h*®%0)= h( )=0; (8.2)
tel que la solution de
y°= h; y(0) = yo;

vérie y( )=0.

La preuve de ce lemme est élémentaire. En e et, il sut de poser

1
8t 2 [0; ); y(t) == Cexp T ;y()=0;

ou C est tel quey(0) = yp. On a alorsy(0) = yp, y( ) =0 et en posant
8t2[0; ], h(t):= yt);
on a bien (8.2) car

t6 1

8t2[0; ); h(t) = 7W9Xp T ; h()=0:

Ce qui conclut la preuve du lemme.

Revenons a la n de la preuve de la Propositior8.1.1 Par le Lemme8.1.2 appliqué
au temps = T=2, on peut trouver un contréle H véri ant ( 8.2) tel que

9= H; (y2(T=2);y2(T)) = (ya 2 0):

On pose alors
8t 2 [T=2,T]; ya(t) := H(®Y;

ce qui équivaut a
8t 2 [T=2,T]; ya(t)® = H(t):

Remarquons en particulier qu'on a
y1(T=2) = y2(T) = 0:

Puis, on pose
8t 2 [T=2T]; hr(t):= y3(t) = (H™)qv):

On montre ainsi en rassemblant |'étape 1 et I'étape 2 que l'unique solutiory =
(y1;¥2) 2 C([0; T];R) de (Jouet) associée au contrdle

h= hy— sur[0;T=2]; ht sur[T=2;T] 2 C([0; T]; R);

s'annule au tempst = T. O
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8.2 Nouveau résultat de controlabilité globale a zéro en
temps petit pour des systemes de réaction-di usion a
couplage impair

Comme dans le cas deJpuet), on peut également montrer le résultat (négatif) sui-
vant.

Proposition 8.2.1.  Si n est un entier pair, alors le systemg Power) n'est pas localement
contrélable a0.

En e et, en utilisant u" 0 et le principe du maximum (voir Proposition A.3.1), pour
toute solution (u;v) de (Power) associée a une donnée initialeug; vo) telle quevy 0 et
Vo 60,0na

v(T;:) &T;:) O et e(T;:)60;

ou e est la solution de I'équation de la chaleur

8
< @e e=0 dans Qr;

e=0 sur T;
e(0;:) = vo dans

Nous avons déja vu au Corollaire5.2.2 que le systeme Power) est localement contro-
lable a zéro pourn = 3. Le méme argument d’homogénéité qu'employé pourJpuet)
montre que si (Power) est localement contrélable a zéro alorsHower) est globalement
controlable a zéro.

Le but de cette partie est de présenter le nouveau résultat suivant (voiri] , Theo-
rem 2.5]).

Théoreme 8.2.2. Pour n impair, le systéeme (Power) est globalement contrélable a
Zéro au tempsT. Plus précisément, il existe une constant€ > 0 telle que pour tout
(uo; Vo) 2 L1 () 2, il existe h 2 Lt (gr) véri ant

1=n

khk 1) (8.3)

tel que la solution de(Power) satisfait (u;v)(T;:) =(0;0).

Remarque 8.2.3. En plus de démontrer la controlabilité globale & zéro du systéme
(Power), un autre avantage du Théoreme8.2.2 est de fournir une estimation sur la norme
du contréle en fonction de la norme de la donnée initiale. Ce que ne permet pas toujours
la méthode du retour.

La preuve du Théoreme8.2.2 suit les idées de la preuve directe de la Sectio@.l.
Pour simpli er la présentation, nous allons supposer quen = 3 et nous allons seulement
montrer la propriété de contrélabilité globale sans I'estimation 8.3) sur le contrble.
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Démonstration. Soit (ug; Vo) 2 L () 2. La preuve se fait en deux étapes.

Etape 1 : Amener u; a 0 au temps T=2. Par contrblabilité globale de I'équation
de la chaleur appliqué au tempsT =2 (voir Théoréme 5.2.1), on sait qu'il existe h; 2
L1 ((0;T=2) ) tel que la solution associéai; 2 L1 ((0;T=2) ) vérie

8

< @U1 ui = h111 dans (O,' T=2) ;
up =0 sur (0;T=2) @;
(u1(0;:); u2(T=2;2)) = (uo; 0) dans

On pose alorsvy 2 L ((0;T=2) ) comme la solution du probléme de Cauchy

8

< @1 vi=u¥Xl dans(0T=2)
vi=0 sur (0;T=2) @ ;
v1(0;:) = Vo dans

Bien s0r, on n'a pasvi(T=2;:) =0 a priori. Sinon, c'est gagné.

Etape 2 : Amener v, a 0 au temps T au moyen d'un contréle cubique. Nous
allons utiliser le nouveau résultat clef suivant (voir | , Proposition 3.7]) qui est un
résultat de controlabilité a zéro de I'équation de la chaleur avec contrdle cubique régulier.

Proposition 8.2.4. Pourtous > 0,yg2 L1 () ,ilexisteh 2 CL2(Q ) vériant
h' =2 Cc¥@Q); h (0;:)=h (;:)=0; 8t2[0; I; supp(h (5:)) ! (8.4)

tel que la solutiony 2 L (Q ) de I'équation de la chaleur avec donnée initialg, et
contréle h , satisfait y(;:)=0.

Admettons dans un premier temps cette proposition et revenons a notre preuve.

On applique la Proposition8.2.4avec(0; ) (T=2,T),yo Vvi(T=2:)2LY() .1l
existe alors un contrbleH véri ant ( 8.4) tel que la solution v, associée véri e

: @, Vv2=H dans T=2T) ;
V2 =0 sur(T=2T) @;
(v2(T=2;:);vo(T; ) = (va(T=2;:);0) dans

On pose alors
1 e
Uz:= Hz 2 CH((T=2T) ) ;
qui véri e
Ua(T=2;:) = ux(T;:)=0:
Puis, nous posons
hpi=@uz U2l ((T=2T) ) ; (8.5)
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a support dans(T=2;T) ! par (8.4).

On montre ainsi en rassemblant I'étape 1 et I'étape 2 que l'unique solutiofu;v) 2
L (Qt) de (Power) associée au controle

h=hysur[0;T=2]; hy sur[T=2T] 2 L (qr);
est identiguement nulle au tempst = T. O

La preuve de I'existence de contrbles cubiques réguliers a I'équation de la chaleur (voir
Proposition 8.2.4) est basée sur une nouvelle méthode de dualitBlous avons choisi d'ap-
peler cette méthode la Re exive Uniqueness Method puisque c'est une adaptation de
la Hilbert Uniqueness Method au cadre ré exif.

Pour comprendre la preuve de la PropositiorB8.2.4, il faut avoir a I'esprit la construc-
tion de contréles réguliers pour I'équation de la chaleur par la PHUM (voir Sec-
tion 5.2). Au lieu de minimiser une fonctionnelle dansL? a poids, nous allons minimiser
une fonctionnelle dand_ 4= & poids. En e et, l'idée sous-jacente est la suivante : la dérivée
de la fonction strictement convexex 7! j xj*=3 estx 7! xS,

Idée de la démonstration de la Propositior8.2.4. Se donnant un poids (a choisir plus
tard), yo 2 L*3() et"> 0, introduisons la fonctionnelle :
Z

8h 2 L*¥3(qr); J-(h) = 8 (t;x) 43jhj*Sdtdx + —
4 o71) 4

o RY(TK, )
ol y est la solution de (Heat) avec donnée initialeyg et contrdle h.

On voit aisément que J- est une fonctionnelle de class€1, strictement convexe et
coercive sur l'espace ré exil.*=3(qr) donc elle posséde un unique minimurh-. Appelons
y- la solution de (Heat) associée a ce contrdlé-. Par I'équation d'Euler-Lagrange, on a
que pour tout h 2 L*3(qr),

z 1 Z
(t;x) “BhBhdtdx + = y(T;)Fy(T;) =0; (8.6)
(0;T) !
ou y est la solution de (Heat) avec donnée initiale nulle et contréleh.

Par un argument de dualité entrey et ' « dé nie comme la solution de HeatAd))

avec donnée initiale au tempg = T, "' «(T;) = y«(T;:)¥™3=", on a

Z Z

y(T;): (T3 = h' -,

7 Z(O;T) !

1 _

Ty Ry(T) = h

o) !

ce qui donne gréace ag.6) :
Z Z
‘h = (t:x) *2hi=3h; 8h 2 L*3(qr):
(0;T) ! (0;T) !
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D'ou, on trouve

hi= = (x)* .1 (8.7)
En utilisant ( 8.7) et un nouvel argument de dualité entrey- et' -, on a
Z Z Z
y(T;x): «(T;x)dx = yo(x)" =(0;x)dx + h."
. 7 Z(O:T) !
TRy (TikiTa = yo(x)' (0 x)dx + Gx)4 % (88)
L*=0 ©T) !
Par une inégalité de type CarlemanL? (celle-ci restant a établir) appliquée a' -, on
trouve z
K (0;)kls, C gt (8.9)
o) !

D'ou, en utilisant (8.8), (8.9) et I'inégalité de Young, on a

C kyok®2, . (8.10)

1 = 4=3
Tk Tk, + e L)

L4=3() L4=3((0:T) 1)
Grace a .7) et a I'équation satisfaite par ' -, on montre, par des arguments de
type : régularité maximale dans les espacdsP (voir Proposition A.6.2), régularité maxi-
male dans les espaces de Hdélder (voir Propositiofi.6.4) et injections de Sobolev (voir
Lemme A.6.3), que pour > O,

h1=3 e o Ckyokﬁzs() : (8.11)

Il reste en n a passer a la limite dans 8.10) et (8.11) en invoquant le théoreme d'Ascoli
pour conclure la preuve de la Propositior8.2.4 O

Ainsi, la preuve de la Proposition 8.2.4 est valide si I'on arrive a démontrer une
inégalité de CarlemanL* qui méne en particulier & 8.9). En fait, & partir de l'inégalité
de CarlemanL? préalablement établie, c'est-a-dire du Théoréme.4.3 et un argument
de bootstrap, on peut déduire une inégalité de Carlemah* (voir [ , Theorem 4.4)).

Remarque 8.2.5. La fonction 1, dans (8.7) semble poser des problemes de régularité
a priori, c'est pourquoi il faut en réalité adapter le raisonnement précédent en cherchant
des contréles sous la formé ou est une fonction réguliere de troncature en espace a
support localisé dans! .

8.3 Nouveau résultat de controlabilité locale a zéro en temps
petit pour des systemes de réaction-di usion a couplage
impair
Le but de cette partie est de généraliser le Théorém#&2.2a des systémes de réaction-
di usion plus généraux (voir [ , Theorem 2.8]).

82



Théoréme 8.3.1. Soit k 2 N. Soit (gi; ) 2 C! (R;R)? tels que

a0 = Q0 = =d™©0)=0 etg®™™(0)60;
02(0) 6 0:

Soitf1 2 C! (R%R), f, 2 C! (R%R) tels que

8(u;v) 2 R%; £1(0;v) =0; fa(u;v) == gr(u)ga(v):

Alors, le systeme(8.1) est localement contrblable a zéro.

La preuve du Théoréme8.3.1 s'appuie sur la méthode du retour énoncée en Théo-
reme6.2.1 Il reste donc a démontrer I'existence d'une trajectoire non triviale du systéme
(8.1) qui part de ((0;0);0) et qui retourne en((0; 0); 0). La construction de cette trajec-
toire s'appuie notamment sur la Proposition8.2.4. On suppose quek = 1 pour simpli er
la présentation.

Grandes lignes de la construction de la trajectoire Premiérement, on remarque quef,
se comporte comme une fonction cube en la variable pres de0, au sens ou

fa(u;v) = @3(u)ga(v); (8.12)

avec@, un C! di éomorphisme local d'un voisinage de0 dans un voisinage ded tel que
@(0)=0.
On construit la trajectoire en deux étapes.

Premiére partie de la trajectoire. On se donneuy non identiquement nulle régu-
liere a support dans(0; T=2) !. On dénit vy a l'aide de U7 en résolvant le probléme
de Cauchy

@i vi=f(ugvr);  vi(0;:)=0:
On dé nit alors -
hy:=@ux  Ur fi(Ug;va);
qui est bien supporté dang(0; T=2) !.
Seconde partie de la tractoire : retour a (0; 0). On sait, par la Proposition 8.2.4,

gu'on peut trouver un contréle H a support dans(T=2;T) ! de racine cubique réguliére
telle que la solutionv; associée satisfait

@z V2= H; (V2(T=2;2);V2(T; ) = (Va(T=2;); 0):
En utilisant ( 8.12), on peut alors dé nir

1 H 1=3
02(V2)

0= @
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On peut véri er que U est réguliére et a support dan§T=2; T) ! . Finalement, on pose
hyi= @iz Uz fa(U02V2);

qui est bien supporté dang(T=2;T) !.

Le recollement des deux trajectoires fournit alors une trajectoire partant d€(0; 0); 0)
et allant a ((0; 0); 0) telle que

%ﬁu(ul;vl) "> Qsur(T=8;3T=B) !q;

pour " > 0 susamment petit et ! o contenu dans! . O

8.4 Perspectives et problemes ouverts

Une premiére perspective de recherche pourrait étre le calcul numérique du contréle
que l'on construit dans la preuve du Théoreme3.2.2 En e et, on rappelle que la construc-
tion de ce contrdle passe par deux étapes : la construction d'un contréle amenant la
premiére composante du systemePower) a zéro, puis la construction d'un contrdle cu-
bique (sin = 3) amenant la seconde composante a zéro. Ces deux étapes de construction
peuvent s'obtenir par une méthode de dualité pénalisée : I'une dans un cadte? (voir
la seconde preuve du Théorémé.2.1), l'autre dans un cadre L4=3 (voir la preuve de la
Proposition 8.2.4). Ainsi, les idées présentes dans les articlesJ09], [ 1 [ 1s
[ ] pourraient s'adapter pour l'approximation numérique des contrbles amenant a
Zéro le systéme Power).

Un probléme intéressant, qui généraliserait le résultat du Théorem®&.2.2, serait le
suivant.

Probléme ouvert 8.4.1.  Soit n un entier plus grand que2 et ky;:::;kn, 1 2 N. On
considére le probléme de contrdle de type cascade non linéaire suivant
8
@u1 u; = hl dans Qr;
% @z  ux=u*  dansQr;

: (8.13)
% @un, up = u®" 1 dansQr;

Uu=0 sur T,
U(0;:) = Ug dans

Le systéme B.13 est-il globalement contrdlable a zéro dang.® () " ?

Rappelons que le cas = 2 est entiérement traité par le Théoréme8.2.2 Pour le cas
n=3,etk; = kp =1, on peut montrer que le systeme .13 est globalement contrblable
a zéro par la méthode du retour et un argument d'‘homogénéité (voirdG17)).
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Chapitre 9

Controlabilité globale a zéro et a
états positifs d'équations de la
chaleur faiblement non linéaires

Le but de cette partie est de présenter les nouveaux résultats de contrélabilité obtenus

dans l'article [ ] pour I'équation de la chaleur semilinéaire
8
< @ yt+f(y)=hl dansQr;
y=0 sur T (9.1
y(0;:) = yo dans

ouf 2 CYR;R) est telle quef (0) =0 et f satisfait une condition de croissance a I'in ni
du type
) f(s) | o -
' isilog @+ S) 0 quand jsj ! 1: (9.2)

Nous commencons par rappeler en Sectiohi1, Section 9.2, Section 9.3, Section 9.4,
Section 9.5 les principaux résultats de contrdlabilité déja connus pour I'équation 9.1).

En Section 9.6 (voir Théoréeme 9.6.2), nous présentons un premier nouveau résultat
issu de | ]. C'est un résultat de contrdlabilité globale en temps petit a états positifs
pour I'équation (9.1) sous certaines hypothéses sur la fonctioh. La preuve de ce dernier
résultat est reportée en Sectior9.8. Elle est basée sur une estimation ne du colt de
contréle a états positifs pour I'équation de la chaleur avec potentiel énoncée en Théo-
reme9.8.1 Cette estimation repose sur une estimation ne de la constante d'observabilité
de I'équation de la chaleur avec potentiel pour des données initiales a valeurs positives
établie en Théoréme9.8.3 grace a une nouvelle inégalitd* (voir Théoréme 9.8.5). En
comparant avec les résultats déja connus de la littérature, on montre I'optimalité de ce
résultat selon que le parametre de (9.2) est plus petit ou plus grand que2.

Le Théoreme9.6.2nous permet d'établir en Sectiond.7 un nouveau résultat de contré-
labilité globale en temps long (uniforme) a zéro pour I'équation 9.1) sous certaines hy-
pothéses sur la fonctionf (voir Théoréme 9.7.1). La preuve de ce dernier résultat passe
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par trois étapes de contrbles : amener a un état positif pour éviter I'explosion vers le bas
grace au Théorémed.6.2, laisser dissiper en pro tant de la dissipation de la fonctionf
sur R™, contrbler localement a zéro grace au Théoremg.3.1 En comparant a nouveau
avec les résultats déja connus de la littérature, on montre I'optimalité de ce résultat selon
que le paramétre de (9.2) est plus petit ou plus grand que2.

9.1 Explosion sans contrdle

Dans cette Section9.1, on considere 0.1) avech =0, et on remplacef par f pour
simpli er la présentation, c'est-a-dire qu'on a

< @ y=f(y) dansQr;
y=0 sur T; (9.3)
y(0::) = Yo dans

Le résultat suivant montre que sans contrdle il y a explosion en temps ni pour 9.1).

Proposition 9.1.1. On suppose qué est une fonction convexe et (s) > 0 pour s > 0.
On suppose également que la condition d'Osgood :
1 ds
— <
1 f(9)
est véri ée. Alors, pour tout T > 0, il existe une donnée initialeyg 2 L* () telle que la
solution maximale de(9.3) avech =0 explose enT <T.

+1; (9.4)

Démonstration. Soit' ; la premiére fonction propre, associée a la premiére valeur propre
rt>0de( ;H 2\ HJ()) , que I'on suppose de masse normaliséelaOn poseu(t) =

y(t;x)" 1(x)dx. En multipliant ( 9.3) par ' 1 et en intégrant en espace, on déduit par
intégrations par pazrties et par I%négalité de Jéansen

W= y'dx= y 'idx+  f(y) 1dx u+ f(u):

Commef est convexe et qu'on a 9.4), on montre qu'il existe C > Otel quef(s) 2 ;s
pour s C. Ainsi, si la donnée initiale yg est choisie telle queu(0) C, on a alors

u® f(u) qu %f(U);

d'ou
t=2 T 0 e S LIPS
o f(uC)) uo) () wuo F(9) '
On en déduit alors une borne sur le temps maximal d'existence de la solution, cette
borne tendant versO quand u(0) ! +1 , d'ou la conclusion de la preuve. O

Remarque 9.1.2. La condition de convexité de la Proposition9.1.1 peut étre rem-
placée par I'nypothésef (s) f4s) pour s grand et f€ satisfaisant les hypothéses de la
proposition. Ainsi, pour des non linéarités presque linéaires, typiquement pouf (s) =
slog®(1 + jsj) avecp > 1, la Proposition 9.1.1 montre gu'il y a explosion.
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9.2 Controlabilité globale a zéro en temps petit malgré I'ex-
plosion

Nous avons vu dans le Théorémé&.4.2 qu'on peut en fait lutter contre I'explosion et
méme faire beaucoup mieux : on peut contrdler globalement en temps petit I'équation
de la chaleur semilinéaire 9.1) sous I'hypothése quef véri e la condition asymptotique
(9.2 avec 3=2.

9.3 Explosion quel que soit le contréle

En fait, le résultat du Théoréme5.4.2est trés sensible au paramétre de (9.2) puisque
nous avons le résultat suivant (voir [ , Theorem 1.1]).

Théoreme 9.3.1. On posef (s) := Résj log°P(1+ )d avecp > 2 et on suppose que

nt 6 ;. Alors pour tout T > 0, il existe une donnée initialeyg 2 L () telle que,
quel que soit le contrélen 2 L (qgr), la solution maximaley de I'équation de la chaleur
semilinéaire (9.1) explose en un tempg <T.

Remarque 9.3.2. Une telle fonction f satisfait (9.2) pour tout > p car jf ()]
jsilogP(1+ jsj) quandjsj! +1 . Ainsi, le Théoréme9.3.1montre que pour certaines non
linéarités satisfaisant ©.2) pour > 2, I'équation (9.1) n'est pas globalement controlable
a zéro pour tout tempsT > 0.

La preuve du Théoreme9.3.1 s'appuie sur une analyse similaire a celle faite dans la
preuve de la Proposition9.1.1 Le point di cile étant que pour ne plus voir I'in uence du
controdle, il va falloir multiplier non plus par une fonction propre mais par une troncature
en espace convenablement choisie et localisée hors de la zone de contrble.

Idée de la preuve du Théorem&.3.1. On introduit une fonction de troncature en espace
réguliére telle que 7

=0 dans!; (x)dx =1:

Soityg 2 L1 () , h2 L (gr) ety la solution maximale associée ded(1). On multiplie
I'équatiorR(Q.l) par et on intégre sur . Au regard du support de , on a alors, posant

u(t) = y(tx) (x)dx, 7 Z
=y f(y):
et donc par intégrations par parties et par parité de la fonctionf ,
Z Z
u’= y +  f(y): (9.5)

Commef est convexe, on peut introduire la fonction conjuguée dé, dé nie de la maniére
suivante :
8s2R; f (s)=sup(as f(a):
a2R
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Supposons pour le moment qu'on ait réussi a choisir la fonction telle que

A L
c= t 1 ge< 41 (9.6)
Alors, par l'inégalité de Young,
Z Z
y dx jyi — dx
Z Z
] ;z f(jyj)dx+% P2
y dx % f(jyj) dx + %: (9.7)

Ainsi, en rassemblant ©.5) et (9.7), on en déduit que
z

° f (yi) dx;

u

N O
N

puis par l'inégalité de Jensen et la parité de la fonctionf , on aboutit a l'inéquation
di érentielle
o CLfw.

2 2
On conclut alors comme dans la preuve de la Propositiof.1.1

Il reste donc a montrer qu'on peut choisir une fonction telle que (9.6) soit véri ée.
Ceci est rendu possible g0 > 2 en exploitant le caractére asymptotique dé au voisinage
de +1 et en recherchant des fonctions (x) = exp( (r j xj) ™) our > 0 est tel que
B(O;r) nT" (quitte a translater) et m est a choisir convenablement en fonction de
(voir les détails dans la preuve du [f , Theorem 1.1]). O

9.4 Cas dissipatif : contrélabilité globale en temps long

Quand la non linéarité f est dissipative, c'est-a-dire quandf (s)s 0 par exemple,
alors se donnantyg 2 L1 () (et h =0), la solution associée de I'équation de la chaleur
semilinéaire @.1) converge dansL® () vers 0. Or, par contrélabilité locale a zéro de
I'équation de la chaleur semilinéaire (voir Théoremés.3.1), on en déduit que, si la solution
s'est rapprochée su samment de0, on peut trouver un contréle qui I'y améne exactement.
Ainsi, le précédent raisonnement montre qu'on peut amener toute donnée initiale @ en
un temps su samment grand (qui dépend de la taille de la condition initiale a priori).
On montre en fait dans le prochain résultat que pour certaines non linéarités, le temps
de contrdle a zéro peut étre rendu uniforme par rapport a la donnée initiale. Ce type
d'argument a déja utilisé par Jean-Michel Coron dans le contexte de I'équation de Burgers
(voir [ , Theorem 8]).
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Théoréme 9.4.1. On suppose qud (s) > O pour s > 0etf(s) < 0 pours < 0. En
particulier, la non linéarité est dissipative. On suppose de plus que la condition d'Osgood
(9.4) est véri ée au voisinage del . Alors il existe T > 0 susamment grand tel que
pour tout yo 2 LY () , il existe h 2 L! (gr) tel que la solutiony de I'équation de la
chaleur semilinéaire (9.1) vérie y(T;:)=0.

Démonstration. Soit yg 2 L* () . La preuve s'e ectue en deux étapes.

Etape 1 : Laisser dissiper. On poseh; =0 sur (0;T ) avecT > 0a xer plus
tard. On a alors par principe de comparaison que

8t2[0;T I, pp-x2 ;v (1) y(t;x) wve(t); (9.8)

ouv est l'unique solution de I'équation di érentielle ordinaire

(

v ()= f(v (1) dans (0;+1); 9.9
v (0) = kyokl_l() +1 (9.9)

Etudions le comportement asymptotique dev. . Un calcul simple montre que
8t2[0;+1); vi(t)> 0et F(v+ (1)) F(v+(0) = t; (9.10)

ou F est dé nie de la maniere suivante
Z 1 Z .4 1
85> 0; F(s)= —d = —d: (9.11)
<1 F() s ()

Notez queF est bien dé nie carf ( ) > Opour > Oetl1=f 2 LY([1;+ 1)) par hypothése.
On véri e que F est une fonctionC? strictement décroissante. De plus1=f 2 L1((0;1])
carf 2 CY(R;R) et f (0) =0. D'ou, nous avons par Q.11)

S!erL F(s)=+ 1 et S!Ilrpl F(s)=0: (9.12)
Donc, on en déduit queF : (0;+1) ! (0;+1 ) est un C'-di éomorphisme. Notons

F 1:(0;+1)! (0;+1) son inverse, qui est elle aussi strictement décroissante. Alors,
par (9.10, on a

8t2[0;+1); va(t)= F Y(t+ F(vs+(0)) F *(1): (9.13)

L'estimation (9.13 est le point clef car elle nous permet de majorey, par une fonction
indépendante de la taille dev. (0). Or, on a

F 1(t)! Oquandt! +1; (9.14)

en utilisant (9.12).
Soit > 0tel que la controlabilité a zéro de @.1) ait lieu dans B 1 () (0; ) au temps
T = 1. L'existence de est garantie par le théoreme de contrélabilité locale de I'équation
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de la chaleur semilinéaire : Théoremé&.3.1
Par (9.14), on pose alorsT su samment grand pour avoir

FYT) (9.15)

Finalement, en utilisant (9.8), (9.13, (9.15 et en e ectuant un raisonnement similaire
pourv ,ona

p.p.x2 ;jy(T ;x)j (9.16)

Etape 2 : Controlabilité locale. Par contrélabilité locale et (9.16), on en déduit
qu'il existe h, dénisur (T ;T +1) qui améne la solutiony a zéro autempst = T +1.

Le contrdleh =0 sur (O;T ) eth = hy sur (T ;T +1) améne ainsi la solution de
(9.1) a zéroautempst = T +1. Il est a noter queT +1 ne dépend pas dgy. O

9.5 Cas dissipatif : contrélabilité globale en temps petit im-
possible

Le résultat suivant, énoncé sans preuve, montre qu'on ne peut guére espérer mieux
gu'un résultat de contréle en temps long dans le cas dissipatif (voir’{T02, Theorem 3)).

Figure 9.1 lllustration de la preuve du Théoréme 9.4.1

90



Théoreme 9.5.1. On posef (s) := slogP(1+ jsj) avecp > 2 et on suppose que nt" 6 ;.

Alors, il existe xp 2 nt, Tp 2 (0;1) tels que pour toutT 2 (0; Tp), il existe une donnée
initiale yo 2 L' () telle que, quel que soit le contrdlé 2 L (qr), la solution y de
I'équation de la chaleur semilinéaire(9.1) satisfait y(T; xg) < O.

Remarque 9.5.2. En particulier, pour un tel f comme dans le Théoreme.5.1, (9.1)
n'est pas globalement contrdlable en temps petit. Le Théoréme@.5.1est di a une majo-
ration ponctuelle dey, solution de (9.1), qui est indépendante du contréleh. Celle-ci est
obtenue en construisant des sur-solutions appropriées.

9.6 Nouveau résultat de controlabilité globale a états posi-
tifs en temps petit malgré I'explosion

On introduit une nouvelle notion de contrélabilité.

Dé nition 9.6.1.  Soit T > 0. L'équation de la chaleur semilinéaire 9.1) est globalement
positivement contrblable(respectivementglobalement négativement contrdlabjeau temps
T si pour tout yo 2 Lt () , il existe h 2 L (qgr) tel que la solutiony de (9.1) satisfait :

y(T;) O (respectivementy(T;:) 0): (9.17)

Voici le premier nouveau résultat que I'on a obtenu pour 9.1) (voir [ , Theorem
2.2)).

Théoreme 9.6.2. On suppose qud véri e la condition asymptotique (9.2) pour

2etf(s) Opours O (respectivementf(s) O pours 0). Alors, pour
tout T > 0O, I'équation de la chaleur semilinéaire(9.1) est globalement positivemery
contrdlable (respectivement négativement contrélable) au temfs.

—

Remarque 9.6.3. Le Théoreme9.6.2est presque optimal puisqu'il n'est pas véri é pour
> 2 grace au Théorémed.5.1 Le cas oUjf (s)j j sjlog®(1+ jsj) quandjsj! +1 est
ouvert.

Remarque 9.6.4. Le Théoréme9.6.2 ne traite pas le casf (s) = slog’(1 + jsj) avec
p < 2 a cause de la condition de signe.

Nous donnons les idées de la preuve du Théoréres.2 dans la Section9.8.

9.7 Nouveau résultat de contrélabilité globale a zéro en
temps long malgré I'explosion

Notre deuxiéme nouveau résultat est le suivant (voir [ , Theorem 2.5]).
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Théoréme 9.7.1. On suppose qud vérie la condition asymptotique (9.2) pour

2, f(s) > 0 pour s > 0 (respectivementf (s) < 0 pour s < 0) et la condition
d'Osgood(9.4) est véri ée au voisinage de+ 1 (respectivement au voisinage del ).
Alors il existe T > 0 su samment grand tel que I'équation de la chaleur semilinéaire
(9.1) est globalement contrélable a zéro au temfs.

Remarque 9.7.2. Le Thegreme9.7.1prouve que le Théoreme.3.1est presque optimal.

En eet, prenons f(s) = ¥ logP(1+ )d avecp < 2, alors par le Théoréme9.7.1, il

existe T susamment grand tel que (9.1) est globalement contrblable au tempsT. En
articulier, on peut trouver un controle localisé qui empéche I'explosion. Le cab(s) =

(%SJ' log?(1+ )d est laissé ouvert.

Remarque 9.7.3. Le Théoréme9.7.1 ne traite pas le casf (s) = slog’(1 + jsj) avec
p < 2 en raison de la condition de signe.

Remarque 9.7.4. La contrblabilité a zéro en temps petit de ©.1) reste ouverte quand
(9.2) a lieu pour 3=2 < 2.

Passons a la preuve du Théorem@.7.1

Démonstration. Soit yo 2 L1 () . La preuve s'e ectue en trois étapes que nous allons
résumer ici car elle suit de maniére trés proche le raisonnement de la preuve du Théo-
reme9.4.1

Etape 1 : Chau er trées fort. Par le Théoréeme9.6.2 on sait que I'on peut amener
Yo @ un état positif au moyen d'un contréle h; au tempst = 1 par exemple.

Etape 2 : Laisser refroidir.  On poseh, =0 sur (1;T )ou T > 0sera xé plus
tard. Par principe de comparaison, on démontre que

8t2[LT ] pp.-x2 ;0 y(t;x) vi(t);
ou v; est l'unique solution de

Ve ()= f(va (1)) dans (3;+1);
V+(1):+ ky0k|_1 ) +1

Puis, on montre de maniére similaire que
8t2[L;,+1); ve(t) G(t)! Oquandt! +1 ;
ou G est indépendante deyy. On en déduit que
p.p.x2 ;0 y(T;x) ;

ol > Oest tel que la contrdlabilite locale de ©.1) ait lieu dans By 1 (y (0; ) au temps
t=1.
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Etape 3 : Controlabilité locale. Par contrélabilité locale, on en déduit qu'il existe
hs dé ni sur (T ;T +1) qui amene la solutiony a zéro au tempst = T +1.

Le contréleh = hy sur(0;1), h=0 sur(1;T )eth= hgsur(T ;T +1) améne ainsi
la solution de (9.1) & zéro au tempst = T +1. Il est a noter queT + 1 ne dépend pas
de yp. O

9.8 Estimations optimales d'observabilité pour l'équation
de la chaleur avec potentiel

La preuve du théoréme de contrblabilité globale a états positifs en temps petit, i.e. le
Théoreme9.6.2, est basée sur le nouveau résultat suivant, qui est un résultat de contréle
(avec estimation ne du co(t) & états positifs pour I'équation de la chaleur avec potentiel

a2 L (Qr):
8
< @ y+atx)y=hl dansQr;

y=0 sur T; (9.18)
y(0;1) = Yo dans

Figure 9.2 lllustration de la preuve du Théoréme 9.7.1
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Théoreme 9.8.1. Pour tout T > 0, (9.18 est globalement positivement contrélable
au tempsT. Plus précisément, pour toutT > 0, il existe C= C( ;!;T;a) > 0, avec
1
C(;IiT;a)=exp C( ;!) 1+ —+ T kak 1 @t kakLl Q1) (9.19)
tel que pour toutyg 2 L?() , il existe h 2 L (qgr) tel que
khk 1y C( hTia)kyok oy (9.20)
et la solutiony de (9.18 satisfait
y(T;?) O (9.21)

Pour démontrer le Théoreme9.6.2 a partir du Théoréme 9.8.1, il sut d'adapter les
arguments de la preuve du théoréme de contrblabilité globale a zéro en temps petit de
I'équation de la chaleur faiblement non linéaire, i.e. le Théorémé.4.2, et d'utiliser la
dissipation def sur R*.

Remarque 9.8.2. On sait déja que 0.18 est globalement positivement contrblable au
temps T car elle est globalement contrblable a zéro au tempB (voir le Théoreme 3.5.1),
mais le plus intéressant est leeolt de contréledonné dans le Théorémé.8.1. En particu-
lier, 'exposant 1=2 du terme kakl_1 (Qr) €St le point clef pour prouver le Théorémed.6.2

pour des non linéarités véri ant (9.2) avec < 2=(1=2) ..

La preuve du Théoréme9.8.1 est une conséquence de l'inégalité d'observabilité sui-
vante pour le systeme adjoint

8

< @ "+ a(t;x)' =0 dans Qr;
''=0 sur T; (9.22)
(T;)="171 dans

Théoréeme 9.8.3. Pour tout T > 0, il existe C = C( ;!;T;a) > 0 de la forme
(9.19 tel que pour' T 2 L?(; R*) la solution' de (9.22 satisfait
Z.2

k' (0; )kLz() C ; |'2dxdt : (9.23)

Remarque 9.8.4. Rappelons au passage queé (23 est véri ée avec C de la forme

C( ;I T;a)=exp C( ;1) 1+%+TkakL1(Q)+kak (9.24)

L (Qr)

pourtout ' 1 2 L?(; R)daprés (3.24). L'exposant 2=3 du terme kakL'13(Q  est d'ailleurs

le point clef pour prouver le Théoréme5.4.2 L'optimalité de I'exposant 2=3 a été prouvée
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par Thomas Duyckaerts, Xu Zhang et Enrique Zuazua pour desystémes d'au moin2
équations paraboliguesavecN 2, N pair, N étant la dimension spatiale (voir | :
Theorem 1.1] et aussi4 , Theorem 5.2] pour les principales idées de la preuve). Le
Théoréeme9.8.3montre qu'on peut en fait diminuer I'exposant 2=3 a l'exposant 1=2 pour
des données initiales (au temps$ = T) positives.

Reprenant les notations de la Sectior8.4, la preuve du Théoreme9.8.3 est basée sur
I'estimation d'inspiration Carleman L1 suivante.

Théoreme 9.8.5. |l existe deux constantesC := C( ;!)> 0etCy = Cy( ;!)> 0,
telles que

8 1; 8 si():=C( ;') T+T?+ Tzkakﬁz(QT) : (9.25)
pour tout ' 1 2 L?(; R"), la solution positive' de (9.29 vérie
z z z

o e Ss? 0+ o eSS q C o Iesszqudt: (9.26)
T T L)

Démonstration. Soit = e %' ou' estsolution de 0.22) associée a une donnée initiale
"1 2L%(; RY).

On procéde comme dans la preuve de linégalité de Carleman? établie pour le
Théoréme3.4.3: on regarde I'équation satisfaite par , on a:

M =0 ; (9.27)
ol on a dé ni
M = 25 r % +@ +s°3r %22 + +s ¢ altx); (9.28)
et
o =g+s ° +s7r O
On multiplie (9.27) par © et on intégre sur(0; T)
VA Z Z Z
s2 2jr Oj2 2 0 25 (r O:r ) 0+ (@ ) 0+ ( ) 0
QL ioks Z T Qr
= s ?r %2 0 s O+ a(t;x) ° (9.29)
Qr Z Qr Qr
+ s 0 0
Qr

En utilisant la propriété du poids ©: (3.13, on a
Z Z Z

SZ er OjZ 2 0 c 52 2 2 0 c SZ 2 2 0: (930)
Qr Qr o;T) !



En combinant (9.29 et (9.30, on a

Z Z Z Z
c S2 2 2 0 2g (r O:r ) 0+ (@ ) 0+ ( ) 0
D+ Qr Z Z Q7 Qr
s %r %2 O+ sj«j O+ ja(t;x)j © (9.31)
Qr Z QrZ QT
+ sji % %+¢ s?2 22 0
QT ©o;T) !

On a de plus les intégrations par parties suivantes

0 1
z z
25 (r %r )%= 2 B ir 90 + (90 + jr PR (932
Qr Qr |—{z—}
0
z z
o @)°= O (T () =0; (9.33)
"z z
( )°= 0, (9.34)
QT QT
De (9.31), (9.32), (9.33, (9.39 et des propriétés de °, on déduit
z z
c 222 042¢c s
2+ QZ Z
s e %7 O+ s O+ jatx)j °
Qr Z Qr Z Qr Z (9.35)
+3 sj % %+2 sir jr % O+ i
ZQr QZ QT
+c SZ 2 2 O+20 s
o;T) ! o;T) !

En utilisant les estimations du Lemme 3.4.2, les cing premiers termes du membre de
droite (9.35 peuvent étre absorbés par le premier terme de gauche si s; comme
dé ni en (9.25. Le sixieme terme du membre de droite deq.35 peut étre absorbé par
le second terme de gauche s Ch :1)T2. Les deux derniers termes du membre de
droite de (9.39 sont plus petits que ;1) | s? 22 sis C( ;!)T2 Cequimenea

z z z
222 0y s I 222,
QT Qr o) !
et donc a (9.26) en divisant par s . O
De la méme maniére, on démontre dans.| ] une estimation ne du codt de

contréle pour les systéemes

8

< @y y+ B(t;x):r y=hl dansQr;
y=0 sur T (9.36)
y(0;:) = Yo dans ;
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ouB 2 L! (Q7)N. En e et, nous démontrons le nouveau résultat suivant.

Théoreme 9.8.6. Pour tout T > 0, (9.36) est globalement positivement contrélable
au tempsT avec un codt de contrdle de la forme

Tl . 1 2 .
C( i5TiB)=exp C( ;1) 1+ 2+ TkBK: g + kBK1 (g ¢ (9:37)

Le Théoréme9.8.6 repose sur une amélioration de la quanti cation de la constante
d'observabilité pour I'équation

g @ " r (B(t;x)' )=0 dans Qr;
''=0 sur T; (9.38)
(T;)="+1 dans

qui est de l'ordre deC( ;!;T;B ) comme dans 0.37) pour des données initiales 1 2
L2(; R"). Il esta noter que pour' T 2 L2(; R), la meilleure estimation de la constante
d'observabilité pour (9.38 connue a ce jour (voir | ]) est

e T — . 1 2
C(;5T;B)=exp C( ;1) 1+?+(1+ T)kBkLl(QT)N

9.9 Perspectives et problemes ouverts

Une premiére piste de recherche pourrait étre de voir dans quelle mesure I'approxi-
mation numérique des contrbles amenant a zéro les solutions d6.{) en temps petit
dans | ] peut étre adaptée pour calculer les contrbles amenant & un état positif les
solutions de ©.1) en temps petit.

9.9.1 Non linéarités dépendant du gradient de I'état

On peut également se demander dans quelle mesure les résultats du Théoréng 2
et du Théoreme9.7.1 peuvent étre étendus a des non linéaritég (y;r y). Pour simpli er
la discussion, on suppose que dépend seulement du gradient de I'état, c'est-a-dire qu'on
considére I'équation non linéaire suivante :

8

< @ y+F(ry)=hl dansQr;
y=0 sur T, (9.39)
y(0;:) = Yo dans

o0 F 2 CY(RN;R) vérie F(0)=0.
Nous disposons du résultat suivant de controlabilité globale a zéro (voil | ,
Theorem 1.1)).

Théoréeme 9.9.1. On suppose que(9.2) est véri ée pour 1=2. Alors, pour tout
T > 0, (9.39 est globalement contrdlable a zéro au temfs.
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On a également le résultat (négatif) suivant (voir | , Theorem 4.2]).

Théoréme 9.9.2. |l existe F satisfaisant F(r y) jr yjlog°(1+ jr yj) quandjr yj!
+1 avecp > 1 tel que pour toutr > 0, il existe yo 2 L () aveckyok, : o =T tel
que pour tout contréleh 2 L (qr), la solution y de (9.39 satisfait y(t;:) 6 0 pour tout
t< Cor, o0 Cog= Co( ;!;F ). En particulier, le systéme (9.39 n'est pas globalement
contrdlable a zéro pour toutT > 0.

Remarque 9.9.3. Comme déja mentionné dans laHZ12, Remark 4.5], il y a une marge
entre le Théoréme9.9.1et le Théoréme9.9.2 Ce qui hous améne a la question suivante :
gue peut-on dire des semilinéarités satisfaisanto(2) pour 2 (1=2;1]? Une bonne stra-
tégie pour répondre (partiellement) a cette question pourrait étre de partir de la nouvelle
estimation de colt du Théoréme9.8.6. Une des di cultés a résoudre serait alors I'adap-
tation de l'argument employé dans I'étape2 de la preuve du Théoremed.7.1 En e et,
pour des non linéarités dépendant du gradient de I'état, la comparaison de la solution
libre & la solution d'une équation di érentielle n'est plus possible.

9.9.2 Conjecture de Landis et estimations optimales d'observabilité
pour I'équation de la chaleur avec potentiel

Dans un premier temps, rappelons dans quel sens l'optimalité de l'inégalité d'obser-
vabilité de I'équation de la chaleur avec potentiel mentionnée en Remarqu@.8.4 a été
prouvée par Thomas Duyckaertz, Xu Zhang et Enriqgue Zuazua (voir(J , Theorem
1.1]).

Théoréme 9.9.4. On suppose que la dimension spatiald 2 est paire et que le nombre
d'équations du systéme parabolique est 2. Alors il existe ¢ > 0, > 0, une famille de
potentiels (matriciels) (Ar)r> o tels que

et une famille (" 1.r)r> o de données initiales dans ?() " telle que la famille de solutions

'r de 8
< @r 'rRtArR(X) r=0 dansQr;
'rR=0 sur - T; (9.40)
' R(T;Z): ! TR dans ;
satisfait
8 ) 9
< k' r(0; )k n =
lim inf 2_3R( %TLQ() R (9.41)
REFL - T2 exp ckAgrk:, O o 1 R(EX)j2dtdx>
i
oul = 0 KArk i
On redonne l'idée de la preuve du Théoréme®.9.4 (voir [ , Section 5.2]).
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Idée de preuve du Théorém®&.9.4. Pour simpli er la présentation, on se concentre sur le
casN =2 etn=2.
La preuve est basée sur le résultat suivant dd a Viktor Meshkov (voirlJ D).

Théoreme 9.9.5. |l existe un potentiel a valeur complexe non nufj = ¢g(x) et une
solution a valeur complexe non nullar = u(x) de

u= q(x)u; dansR?;
et qui satisfait la propriété de décroissance
8x 2 R% ju(x)j Cexp(j xj*?);
pour une certaine constanteC > 0.

Etape 1 : Construction sur RN . On se donneu et qcomme dans le Théorém8.9.5
On pose
Ur(X) = u(Rx); Ar(X) = R*q(Rx):
On obtient alors une famille de potentiels(Ar)r> o et de solutions(ur)r> o Veri ant
ur = Ar(X)ur; dansR?;

et
8x 2 R% ju(x)j Cexp( R*Fjxj*3):

Ainsi, en posant r(t;x) = ur(x) pour (t;x) 2 (0;+1) RN, ona
@ r R+ Ar r=0dans (0;+1) R?

et
8(t;x)2 (0;+1) R?j r(tx)j Cexp( R*3jxj*3):

Etape 2 : Restriction a . On suppose que! est contenu strictement dans .
Sans perte de généralité (par translation et changement d'échelle), on peut supposer que
B(0; 1) nt.

Ainsi, la famille ( r) préalablement construite est solution du probléme de Dirichlet
non homogéne suivant

@ Rr R+ Ar(X) r =0 dans Qr;

R="R sur T (9.42)

OU"R = RSUI@ .
En utilisant le fait que ! et @ sont contenus dans le complémentaire dB (0; 1), on
déduit que pour certaines constanteg;C > 0 :

8(tx)2 (0;T) & j r(tx)j Cexp( R*¥3); (9.43)

8(tx)2 (0;T) @; j"r(tX)j Cexp( R*3); (9.44)
N L2 _ 2 _ 1 2 _ C

KARK 1 () K ARkP1 (guy = CR*: (9.46)
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On peut alors corriger la solution g pour qu'elle satisfasse un probléme de Dirichlet
homogene. Pour cela on introduit
8

< @r R+ Ar(X) r =0 dans Qr;
R="R sur T (9.47)
R(T;)=0;
et on pose alors
"R= R R

Ainsi, par (9.42 et (9.47, (' r) est une famille de solutions du systéme parabolique
(9.40 avec potentielsAr(x) = R?q(Rx).
Le caractere exponentiellement décroissant de la donnée de Dirichlék montre que
r est exponentiellement décroissant. Cela nous permet de montrer quer satisfait
essentiellement les mémes propriétés quer énoncées en9.43, (9.44), (9.45, (9.46).
Ainsi, la famille (" r) permet de conclure la preuve du Théorém&.9.4 O

La preuve précédente établit ainsi un lien entre I'existence de fonctions 2 L (C; C)
etq2 L1 (C;C), telles que u = q(x)u, avecu décroissant plus qu'exponentiellement &
linni: 8x 2 C; ju(x)j Cexp(j xj*®) et la quanti cation de I'inégalité d'observabilité
pour I'équation de la chaleur avec potentiel. Il est également démontré dan$/ps9] par
une inégalité de Carleman l'optimalité du Théoréme9.9.5au sens suivant.

Théoréme 9.9.6. Soitq2 L! (C;C) etu 2 L! (C;C) solution de
u = g(x)u; dansC;
et qui satisfait la propriété de décroissance
9C > 0;"> 0; 8x 2 C; ju(x)] Cexp(j xj*="):

Alors
u 0:

Historiguement, la construction de Viktor Meshkov du Théoreme9.9.5 répondait a
une question de Evgenii Landis datant de la n des années 60 (voirK[.88]), appelée
dorénavant conjecture de Landis.

Probléme ouvert 9.9.7 (Conjecture de Landis) Si u satisfait

u+gx)u=0  dansRN; (9.48)
avecq2 Lt (RN) et u satisfait
9C>0; 9"> 0; 8x 2 RV: ju(x)j Cexp( Cjxj**"); (9.49)
alors
u 0 dansRN: (9.50)
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Cette conjecture a donc été niée par Victor Meshkov grace a son contre-exemple du
Théoréme 9.9.5 dans le cas complexe. Une forme quantitative des résultats de Viktor
Meshkov a par ailleurs été établie dans l'article de Jean Bourgain et Carlos Kenig (voir
[ ]) sur la résolution du probléme de localisation d'Anderson. La conjecture de Landis
a alors été remise au goQt du jour. Est-elle vraie dil et g sont & valeurs réelles dans le
Probléme ouvert9.9.7 (voir | 1) ?

Le cas unidimensionnelN = 1 et radial a été démontré récemment par Luca RosSi
(voir [ ]). Lecasu OQOouV 0 a été démontré par Luca Rossi (voir ff ]) et
de maniere indépendante par Ari Arapostathis, Anus Biswas et Debdip Ganguly par des
outils probabilistes (voir [ ). Mentionnons également l'article | ] dans le cas
N =2 avecV 0 et les papiers qui ont suivi, qui donnent une preuve quantitative de la
conjecture de Landis.

La preuve du Théoreme9.9.4 établit donc un lien entre la conjecture de Landis et la
guanti cation de l'inégalité d'observabilité pour I'équation de la chaleur avec potentiel.

Ainsi, ayant démontré dans le Théoreme9.8.3 que la constante d'observabilité pour
des données initiales a valeurs positives est de l'ordre

C(:hTa)=exp C(:!) 1+ %J’ Takii (g + kakiY g,
on peut retrouver le résultat récent : la conjecture de Landis est véri ée pour des fonc-
tions u a valeurs positives. En e et, il sut de raisonner par l'absurde, i.e. de supposer
I'existence d'une fonctionu positive non triviale véri ant ( 9.48 et (9.49. Puis, en uti-
lisant les mémes arguments que dans la preuve du Théorén®9.4, on peut alors nier
la quanti cation préalablement établie de la constante d'observabilité pour des données
initiales a valeurs positives. En fait, on peut également redémontrer de maniere directe la
conjecture de Landis dans le cas 0 en démontrant une inégalité d'inspiration Carle-
man elliptique L! similaire & celle établie dans le cas parabolique dans le Théorérfie3.5
(voir Annexe F).

On conjecture que l'inégalité d'observabilité ©.23 pour I'équation de la chaleur avec
potentiel réel (9.18 est véri ée avec une constanteC de la forme

C( ::T;a)=exp C( :!) 1+ %+ Tkak 1 () + kak? o,

pour tout ' 1 2 L?(; R). A part dans le cas unidimensionnel ou il est connu que le
résultat est vrai pour des potentielsa ne dépendant que de la variable d'espace (voir
[ , Section 8.5]), ce probléme est largement ouvert. Ce type d'inégalité impliquerait
la conjecture de Landis (dans le cas réel) en raisonnant par I'absurde et en utilisant les
arguments de la preuve du Théoremé.9.5 Elle impliquerait également la contrblabilité
globale a zéro en temps petit de I'équationq.1) pour f satisfaisant (9.2) pour 2 (3=2;2].
C'est donc un probleme di cile a priori. De nouvelles idées doivent voir le jour pour le
résoudre.
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Chapitre 10

Controlabilité a zéro de systemes
linéaires parabolique-transport

Le but de ce chapitre est de présenter le travail, en cours de rédaction, fait en collabo-
ration avec Karine Beauchard et Armand Koenig. Nous nous intéressons a la contrélabilité
a zéro de systémes linéaires parabolique-transport. Plus précisément, nous étudions

@ B@xf + A@f + Kf = ul, dans(0;T) T;

f(0;:) = fo dansT; (Sys)

T>0T= R=2 2),! estun ensemble non vide contenu dang, d 2 N,
A;B;K 2 RY 9

I'état du systtme est f :[0;T] T! RY,
le controle du systétme est u:[0;T] T! RY.

En Section 10.1, nous formulons les hypothéses sur les matrices, B et K du sys-
téme (Sy9 sous lesquelles nous allons travailler. En Sectioh0.2, nous énongons notre
principal résultat de contrélabilité. Il permet de généraliser certains résultats de contro-
labilité concernant I'équation des ondes avec amortissement structurel (voir Annexe).
C'est également un des premiers résultats de contrdlabilité d'un systéme couplant une
dynamique parabolique avec une dynamique de transport. En Sectioh0.3 nous énon-
¢cons sans preuve les propriétés spectrales de l'opérateur associé au systege)( i.e.

B@Qx + A@ + K. Ces dernieres propriétés seront d'utilité constante dans la suite. Les
principaux points de la preuve du résultat négatif de contrblabilité a zéro sont rassem-
blés en Section10.5 Enn, les principales étapes de la preuve du résultat positif de
contrélabilité a zéro sont présentées en Sectioh0.6
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10.1 Présentation du systeme et hypotheses

On suppose que

d=di+dyavecl di<d; 1 dy<d; (H.1)
_ 0 0 . do dy.

B = 0 D ;avec D2 R ; H.2)

<(Sp(D)) (0;1): (H.3)

En introduisant la décomposition par blocs analogue des matrice& et K, de la fonction
f et du contrdle u,

0 .
A" Ar K = Kir Kz L f(tx) = f1(tzx) ;
Az A K21 Koo fa(t;x)

on voit que le systéeme §y9 couple une équation de transport surf 1 avec une équation
parabolique surf,

’

< (@+ AQ + K1) f1+(A1@ + K12) f2 = usly dans(0;T) T,
@ D@+ An@+ Ky fo+t(An@+ Ka)fi=uly dans(0T) T; (10.1)
(f1;f2)(0;3) = (fo1;fo2) dansT:
On fait de plus I'hypothése suivante sur la matriceA°
AP est diagonalisable avecSp(A%  R: (H.4)

On peut démontrer avec de l'analyse de Fourier vectorielle et une analyse spectrale assez
ne que, pour toute donnée initiale fo 2 L2(T; CY) et pour tout contréle u 2 L2((0; T)
I: CY), il existe une unique solutionf 2 CO([0; T];L%(T)9) de (Sys (voir Annexe G).

10.2 Nouveau résultat de contrblabilité

Notre principal résultat est le suivant.

Théoreme 10.2.1. On suppose(H.1)-(H.4). On dé nit

(1) :=supfjlj; | composante connexe d& n! g;
=minfj j; 2 SpA9g;
et ( 0
! - :
T= —_ S8 >0 (10.2)
+1 si =0:

Alors
1. le systeme(Sy9 n'est pas contrblable & zéro sut en tout tempsT <T ,
2. le systeme(Sy9 est contrblable a zéro sut en tout tempsT >T .
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En particulier, quand ! est un intervalle deT et > 0, alors le temps minimal de
controlabilité est T = 214,

Le résultat négatif au tempsT < T est attendu en raison de la partie transport du
systeme Gy9 (voir la composantefq1 de (10.1)), mais la preuve n'est pas évidente. En
e et, en raison du couplage parabolique, il peut ne pas exister des solutions purement
transportées pour le systeme $ys). Notre preuve est basée sur des techniques d'analyse
complexe dévelopées par Armand Koenig dans l'article<[ ]

La preuve du résultat positif, au tempsT > T est basée sur une adaptation de la
stratégie employée par Gilles Lebeau et Enrique Zuazua pour le contrble d'un systéme
linéaire de thermoélasticité (voir | 1).

10.3 Analyse spectrale du systéme
Dans le but d'étudier (Sy9, nous sommes ramenés a étudier I'opérateur
L= B@+ A@ + K: (10.3)

Dans tout ce chapitre, nous appelon®, la fonction x 7! ™. On remarque qu'en appli-
quantL & e, ou 2 CY, on obtient

i 1
L(en)= n? B+ A+ 5 en: (10.4)
Ainsi, en dé nissant E(z) la matrice perturbée
822C; E(z)= B+ zA Z%K; (10.5)

on déduit que L agit du coté Fourier comme la multiplication par nE (i=n). Il nous faut
ainsi connaitre les valeurs propres et vecteurs propres d€(z). Ces propriétés spectrales
sont reliées a celles des matrices et B d'aprés la théorie de la perturbation analytique en
dimension nie (voir [ , Ch. Il Y1 and Y2]). Pour les détails des prochaines preuves,
on renvoie a AnnexeG.

Pourr> Oetm 2 N, on note O™ ™ I'ensemble des fonctions holomorphes sur le
disque D (0;r) du plan complexe a valeurs dan€™ ™M,

Proposition 10.3.1. Il existe r > 0 et une fonction holomorphe a valeurs matricielles
Ph20M ™ A valeurs matricielles telle que

@) PMO)= 'ao,

(i) pour tout jzj <r, P"(z) est une projection qui commute ave& (z),
(iii) dans la limite z! 0, E(z2)P"(z) = O(2).
Pour démontrer la Proposition 10.3.1, il sut de dé nir  P"(z) comme la somme des

projections sur les espaces caractéristiques @&(z) associées au 0-groupe de valeurs
propres parallélement aux autres espaces caractéristiques et d'utiliser la forme bloc de
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B, voir (H.2), (H.3).

On dit que P" est la projection sur les branches hyperboliques . On introduit
PP(z)= Iq P"(2), que nous appelons la projection sur les branches paraboliques .

Proposition 10.3.2.  La fonction a valeurs matriciellesPP est dansO" ™ et
() PPO)= 01y, .

(i) pour tout jzj <r, PP(z) est une projection qui commute ave& (z),

(i) dans la limite z! 0, E(z)PP(z) = B + O(2).

Dans la suite, nous devons étre plus précis dans le développement asymptotique de la
branche hyperbolique donné en Propositiorl0.3.1 Nous établissons le résultat suivant.

Proposition 10.3.3. Il existe r > 0 et une famille de fonctions holomorphes a valeurs
matricielles (P") 2spa0 2 (08 9)SPAY véri ant

() pour tout 2 Sp(AY etjzj <r, P"(z) est une projection non nulle qui commute
avecE(z), b
(i) pour tout jzj<r, PM(z) = PM(z) et pourtout 6 ©PN(z2)PNy(z)=0,
2Sp(A9)
(iii) pour tout 2 Sp(A9, il existe R" 2 09 9 tel que

8jzj<r, E (2)PM"(z)= zP "(2)+ 2°R"(2):

La preuve de la Proposition10.3.3 est basée sur le processus de réduction de Kato
(voir [ , Ch. 11 Y2.3]). Ceci est rendu possible en utilisant le fait qué est une valeur
propre semi-simple de la matriceB, c'est-a-dire que sa multiplicité algébrique coincide
avec sa multiplicité géométrique, et I'hypothése i.4), c'est-a-dire que la matrice A® est
diagonalisable surR.

10.4 Observabilité du systeme adjoint

Par la HUM , la contrélabilité a zéro du systéme ( Sy9 équivaut a l'observabilité
du systéme adjoint.

Proposition 10.4.1. Soit T > 0. Le systéme(Sy9 est controlable sur! au tempsT si
et seulement si il existeC > 0 tel que pour toutgy 2 L2(T; CY), la solution g de I'équation

@ B'@g A'@g+KY'g=0 dans (O;T) T;

g(0;:) = o dansT: (10.6)

satisfait 7.7

ko(T:)k2) C jo(t; x)j? dt dx: (10.7)
0 !
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On peut montrer que les solutions du systéme adjoint10.6) sont de la forme

X |
g(t;x) = dnx m2E(7) ¢ . (10.8)
n2z

ol (' n) 2 “3(Z;CY. De plus, nous disposons d'une théorie spectrale qui est similaire
aux Proposition 10.3.1, Proposition 10.3.2 Proposition 10.3.3pour l'opérateur E(z) . I
sut de passer a l'adjoint dans chacune des formules.

10.5 Preuve du résultat de négatif de controlabilité a zéro
en temps petit

Le but de cette partie est de prouver le premier point du Théorémel0.2.1 Pour
simpli er, on suppose que! est un intervalle. On raisonne par I'absurde. On suppose

que (Sy9 est contrblable a zéro surl au tempsT <T = 21 Ainsi, en utilisant la
Proposition 10.4.], I'inégalité d'observabilité (10.7) est véri ée au temps T. En adaptant
la méthode d'Armand Koenig (voir [ 1), on démontre que l'inégalité d'observabilité

(10.7) implique une estimation d'observabilité pour des polynédmes a valeurs complexes
gue nous nions par la suite grace au théoréme de Runge.

Soit 2 Sp(A9 de valeur absolue minimale. Nous démontrons dans le résultat sui-
vante une estimation d'observabilité pour des polyndmes a valeurs complexes.

Propo§ition 10.5.1. Soit U un ouvert borné deC, étoilé par rapport a 0, qui contient
lt= o 7(t t)(ou! t estlarotationde! parunangle t, voir Figure 10.1).

= Il existe une constanteC > 0 et un entier N tels que pour tout polynémep( ) =
>N an " ou 0 est une racine de multiplicité au moinsN, on a

IPiLep oy CipiLt y: (10.9)

Démonstration. Grace a la Proposition 10.3.3 il existe r > 0, une fonction a valeurs
projections : PM et une fonction a valeurs matricielles :R" qui sont holomorphes sur
D (0;r), tels que pour tout jzj <r

P (2)E(2)= E(2)P (2) = zP "(2) + z°R"(2): (10.10)

Soit ' o 6 0 dans I'image deP"(0) . Pour nier l'inégalité d'observabilité (10.7), on
cherche dq§ solutiongy(t; x) du systeme (L0.6) avec des donnees initiales de la forme
g(0;x) = a,€™P(i=n) ' . On suppose dans la suite que les sommes sont nies.
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Figure 10.1 lllustration d'un domaine U qui contient ! 1, contenu strictement dans
D(0;1).

Comme sur l'image deP"(z), E(z) agit comme z + z2R"(z) par (10.10, on a

X ) i i

otx) = ae™e MEG PN L g
X . i i i
= ane'nxe tan(H) Ph(H) Ph % "o
X _ n2  iph(l)  Lrh(L) i
=  a,d™e nnnT“Pﬁ'o
=7 et r® @ pn Lo

n
Ainsi, en dénissantpour0 t Tetn2Z,
(ny=eR"(F) pn L (10.11)

n

on écrit g(t; x) sous la forme
X in(x+t) '
g(tx)=  an€ t(n)" o

Si ¢(n) =1, alors g(t; x) serait simplement la solution d'une équation de transport
découplée, il serait alors aisé de nierlQ.7). Pour traiter ce terme, nous allons utiliser le
lemme suivant (pour la preuve, on renvoie a I'Annexes).

Lemme 10.5.2. Soit U comme dans la P|§9position10.5.l Il existe une constanteC > 0
et un entier N tels que pour tout polynéme .\ a, " ou 0 est une racine de multiplicité
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au moins N, pour tout 0 T,

X X
an " (n) C an "

10.12
LT () ( )

Lt (U)

n>N n>N

On suppose quea, =0 pour n  N. En posant (t;x) = e!** 1) qui appartient &
I't pour (t;x) 2 [0;T] !,ona
X
g(t;x) = an (5x)" ¢(n)' o

n>N

Soit (t;x) 2 [0;T] ! . En appliquant le Lemme 10.5.2avec = t, on a

- - x
jot;x)j C an "

L1 (U)
>N (U)

Ainsi, le terme de droite de l'inégalité d'observabilité (L0.7) satisfait

2
n

X

>N Lt (V)
On minore a présent le terme de gauche del(.7). Grace a I'égalité de Parseval, on a

2

X .
jo(T; )jfz(T) = ane"* 1) T(N)' o janj%j T(n)' oj%: (10.14)

L(T B
n>N (M

n>N

Comme R est holomorphe surD(0;r), on en déduit quez 7! R"(z) lest aussi. En
particulier, on a Cy = supjy; —»JR"(2) j< +1 . Donc, pourn 2r 1,

e TR"(7) 1 = &TR"(7) g1l (10.15)

De plus,' ¢ est dans Iimage deP"(0) et P" est holomorphe surD (0;r), donc il existe
r> 0 susamment petit tel que pour jzj <r?

iP"2) "o | 'd=2=c (10.16)

En rassemblant (L0.15 et (10.16, on déduit que pourn N%:= max(2r %;r%1) +1,
i T(n) oj= e TR"(7) ph % 'y e CTe= &

Ainsi, en supposant quea, = 0 pour n N® on a alors en utilisant la précédente
estimation et I'égalité de Parseval (0.14

X 2 _ X janj? X janj

n

2
i D2 N2
L2(D(0:1)) 1 ©  nap TM AT GUT)iemy: (10.17)

n>N n>N n>N
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D'ou, grace a la minoration (10.17) et a la majoration (10.13, l'inégalité d'observa-
bilité (10.7) implique

X n 2 Ci (T )'2 CC] i2 COO X a. "N 2 .
Loy 9 ity Dizqo:ry 1) ")
n>N n>N
ce qui conclut la preuve de la Propositionl0.5.1 O

Vérions a présent que l'inégalité de la Proposition 10.5.1 n'est pas véri ée. Nous
allons utiliser le théoréeme de Runge (voir par exemple le Big Rudin | , Thm.
13.11]) pour construire un contre-exemple.

Proposition 10.5.3 (Théoréme de Runge) Soit U un ensemble ouvert simplement
connexe deC et f une fonction holomorphe surU. Alors, il existe une suite (px)x o
de polynébmes qui converge uniformément sur tout compact dé versf .

Fin de la preuve du premier point du Théoremel0.2.1. Soit T <T et!t comme dans
la Proposition 10.5.1 Par dé nition de T , ! 1t n'est pas le cercle unité tout entier. On
peut donc trouver un ouvert bornéU, étoilé par rapport a 0 et qui ne contient pasD (0; 1)
(voir Figure 10.7).

Avec un tel choix de U, il existe un nombre complexe ¢ 2 D (0;1) qui n'est pas dans
l'adhérence deU. Ainsi, par le théoreme de Runge, il existe une suite de polyndmésgy)
qui converge uniformément sur tout compact deCn( o[1;+1 )) vers 7! ( o) X On
pose alorsp( )= N*lp( ). D'ol, la suite (px) fournit un contre-exemple a l'inégalité
sur les polyndémes complexesl(Q.9. En e et, comme N*1( o) lestborné sury, (px)
est uniformément borné surJ, donc le terme de droite de l'inégalité d'observabilité (0.9
est borné. Mais comme o appartienta D(0;1), N*1( o) !aune normeL?in nie sur
D(0;1), et donc par le lemme de Fatoujpkj_2(p(0:1)) tend vers+1 quandk! +1 . [J

10.6 Preuve du résultat positif de controlabilité a zéro en
temps long

Le but de cette partie est de prouver le point2: du Théoréme 10.2.1, en adaptant
la stratégie de Lebeau et Zuazua (voirl[Z98]), basée sur une décomposition spectrale.
Cette analyse spectrale provient d'arguments de théorie de perturbation analytique en
dimension nie (voir Section 10.3 et est donc plus générale que celle menée dang’pa.
A haute fréquence, le spectre se sépare en une branche parabolique et une branche hy-
perbolique. En projetant la dynamique sur le sous espace hyperbolique d'une part et le
sous espace parabolique d'autre part, le systéeme se décompose en deux sous systémes fai-
blement couplés, le premier se comportant comme une équation de transport, le second
comme une équation de la chaleur. Le systéme de transport est traité en utilisant les
résultats récents de /| ] (voir Section 10.6.3. Le systéme paraboligue est traitée
par une nouvelle méthode par blocs de type Lebeau-RobbianaR95] (voir ). La partie
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basse fréquence est traitée par un argument de compacité et une propriété de continua-
tion unique.

Dans toute la Section10.6 le parametrer > 0 est susamment petit pour que les
Proposition 10.3.1, Proposition 10.3.2 Proposition 10.3.3soient véri ées.

10.6.1 Une décomposition adaptée de  L?(T)¢

Proposition 10.6.1. Soit ng 2 N tel que% <r . On a la décomposition suivante

LX(M)9=F% FP FM (10.18)
ou
M
FO:= Clen; (10.19)
jnj no
M i
FP:.= Im PP o e (10.20)
jnj>n o
h M hol
F".= Im P" — e (10.21)
jnj>n o :

De plus, les projections °, P, Met dé nies par
LT)d= FO FP EN
O= 10+ 0 + 0
P=0 +1lgp+ O
h=0+ 0 + Ign
=0 + Ilgp+ |Fh: p4+ h

sont des opérateurs bornés sur2(T)d.

La preuve de la Proposition10.6.1est basée essentiellement sur les Propositidi.3.],
Proposition 10.3.2et sur le fait que (€,)n2z €st une base Hilbertienne de_?(T).

10.6.2 Stratégie de contréle

Soit T dé ni comme dans (10.2 et T; T tels que
T <T%T: (10.22)
Dans cette partie, on considére des contrdles de la forme
u:=(up;up)’ 2 Ch  C%; (10.23)

ou
suppun) [0;T9 & supp(up) [TOT] & (10.24)
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un 2 L2((0;TY  T)%; up 2 L2(TeT) T)%:

Le contrble uy, est supposé contréler la composante hyperbolique du systeme tandis que
le contrble up est supposé agir sur la partie parabolique.
La stratégie de contrbéle du systeme $y9 consiste a

d'abord prouver la contrélabilité & zéro au temps T dans un sous espace de?(T)4
de codimension nie,

ensuite utiliser un argument de continuation unique, pour obtenir la contrélabilité
a zéro dans tout I'espacd_?(T)d.

La premiére étape de la stratégie est basée sur le résultat suivant.

Proposition 10.6.2. Il existe un sous espacé& de L%(T)Y de codimension nie et un
opérateur continu

U: G L%(0;TY 1)d cl(ToT) !)%
fo7! (Un;up);

qui, a toute donnée initialefg 2 G, associe la paire de controles)fo = (un; up) telle que
8fp2G; S(T;fg;Ufg)=0: (10.25)
Dans la Proposition 10.6.2 on entend par opérateur continu : pour tout s 2 N,

l'application U: G ! L2((0;TY 1)% HS(T®T) !)% estcontinue : il existeCs > 0
tel que

8f02G; kuhkLZ((o;TO) 1yd1 + kquH S((T®T) 1)d2 6 Cskf OkLZ(T)d :

La méthode de preuve de la Propositionl0.6.2 consiste a scinder le probléme en deux
parties :

pour toute donnée initiale fo et tout controle parabolique up, amener les hautes
fréquences hyperboliques a zéro au temps (Proposition 10.6.3,

pour toute donnée initiale fg et tout contréle un, amener les hautes fréquences
paraboliques a zéro au tempg (Proposition 10.6.9).

Proposition 10.6.3.  Si ng (dans les équationg10.19-(10.20) est assez grand, il existe
un opérateur continu

UMLAMT LA(TOT) D)% LA TY 1)®
(fo;up) 7! Up;

tel que pour tout(fo;up) 2 L2(T)4  L2((T2T) )%,
NS(T; fo; (UN(fo;up);up)) =0:
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Proposition 10.6.4.  Sing (dans les équationg10.19-(10.20) est assez grand, il existe
un opérateur continu

UP: L2(T)Y L2((0;T9 1)d1 cl(TeT) 1)*
(fo;un) 7! Up;
tel que pour tout(fo;up) 2 L2(T)9  L2((0;TY 1)d,
PS(T;fo; (un; UP(fo;up)) =0

Pour la preuve du fait que la Proposition 10.6.3 et la Proposition 10.6.4impliquent
la Proposition 10.6.2 on renvoie a I'AnnexeG.

Concernant la contrélabilité & zéro dans tout I'espacd.?(T)9 & partir de la Proposi-
tion 10.6.2et un argument de continuation unique, on renvoie a I'AnnexeG.

Le but des deux prochaines parties est ainsi de démontrer la Propositioh0.6.3et la
Proposition 10.6.4

10.6.3 Contrble des hautes fréquences hyperboliques

Le but de cette sous-section est de prouver la Propositiol0.6.3 On rappelle que
T>TO>T etque le contréleu = (up;up) Vérie (10.29.

Le but de ce paragraphe est de transformer le probléme de contrdlabilité a zéro de la
Proposition 10.6.3en un probléme de contrdlabilité exacte pour un systeme hyperbolique.
Précisément, on obtient la Proposition10.6.3comme un corollaire du résultat suivant.

Proposition 10.6.5.  Si ng (dans les équationg10.19-(10.20) est su samment grand,
alors, pour tout T > T , il existe un opérateur continu

Ut EML2(0;T) 1)
fr 7" up;

tel que pour toutft 2 FN,
"S T;0;(UR(fr);0) = fr:
Pour la preuve de la Proposition10.6.3a partir de la Proposition 10.6.5 on renvoie

a I'Annexe G.

Le but de ce paragraphe est de prouver la Propositio0.6.5 Parla HUM , la Pro-
position 10.6.5est équivalente a l'inégalité d'observabilité suivante (c'est une adaptation
du [ , Theorem 2.42)).

Proposition 10.6.6. Il existe une constanteC > O telle que pour toutgy 2 Eh o=
Im ( ") , la solution g de (10.6) satisfait
Z 1oZ
kgokf2(rya  C . jou(t; x)j2 dt dx; (10.26)
|

ou g; désigne les premiéresl; composantes dey.
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Démonstration. Soit gy 2 Eh. En utilisant la dé nition de FP (10.20) et la Proposi-
tion 10.3.3 go se décompose de la maniéere suivante

X X i
o = ph = bo(en: (10.27)
2Sp(A% jnj>n o
Ainsi, la solution g de (10.6) est

X X 2p (i i
g(t) = e MEM) PN 2 gy(n): (10.28)
25p(A9 jnj>n o "

Pour 2 Sp(A9, on dé nit
X 2 (i i
g (t) = e MER) P po(n)en: (10.29)
jnj>n o n
En utilisant (i) et (iii) de la Proposition 10.3.3 on a

e WE(L) ph | g 2 THRU(D) ph 1 g tinewi(d) pn |
n n n

ce qui donne
@ @g +R"0)g =S dansQr;

g@©:)=g, dansT; (10.30)
jBo(n)j
kS kLz(QTo)d C@- | TA (10.31)
jnj>n o

Sile terme S était nul, le systéeme (10.30 serait observable au tempsT := 21!

I
(voir [ , Theorem 2.2]). Ainsi, en utilisant (10.229 et (10.2), on obtient l'inégalité
d'observabilité

Z 102
kg okf2ma  C . g (6X)j2dtdx + kS kfoq ga (10.32)
En utilisant ( 10.32 et (10.3]), on a
T X i
kg oKZ2rye C@ ig (tx)j2dtdx + J nZJ A (10.33)
0 !

jnj>n o
De plus, grace a(i), (i) de la Proposition 10.3.3 (10.29 et (10.29, on obtient
g ()= P"(0) g(t)+ Q (1);
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avecQ satisfaisant I'estimation (10.31). Ainsi, on a

ig (tx)j’dtdx Cc@ iP"(0) g(t;x)j?dt dx + Jgo#A; (10.34)
! 0 ! . n
Inj>no
D'ou, par (10.33 et (10.39, on a

kg oki2(rpe C@ iP"(0) go(t; x)j%dt dx + Jgor(]rz‘” A (10.35)
0 !

jnj>n ¢

En sommant sur 2 Sp(A9 l'estimation (10.39 et en utilisant (i) de la Proposi-
tion 10.3.3 Proposition 10.3.1et (10.27),0n obtient l'inégalité d'observabilité faible

kgok{o(rys  C i ljgl(t;x)jzdtdx+ kgrok, 11y (10.36)

Par (10.39 et linjection compacte L2(T) | H 1(T), un argument de compacité-
unicité donne l'inégalité d'observabilité (10.29 (pour les détails, on renvoie a I'Annexe
G). O

10.6.4 Contrble des hautes fréquences paraboliques

Le but de cette sous-partie est de prouver la Propositionl0.6.4 On rappelle que
0<TO9< T sont choisis tels que {0.229 est véri ée et le contréle u est tel que (10.23 et
(10.29 sont véri ées.

La stratégie est la suivante : identi er I'équation satisfaite par lesd, composantes
de I'équation parabolique (0.6 en utilisant I'asymptotique de la Proposition 10.3.3
puis construire des contrdles réguliers en adaptant la méthode de Lebeau-Robbiano aux
systemes.

Dans cette partie, pour tout vecteur' 2 C9, on désigne par' ; ses premiéresd;
composantes et , ses derniéresl, composantes.

Le but de ce paragraphe est de transformer le probléeme de contrdlabilité a zéro de la
Proposition 10.6.4en un probléme de controlabilité a zéro pour un systéme parabolique.
Précisément, on peut prouver que la Propositiornl0.6.4est une conséquence du résultat
suivant (voir 'Annexe G).

Proposition 10.6.7.  Si ng est susamment grand, alors pour tout T > O, il existe un
opérateur continu
Ut FPL Ccl(o;T) 1)®
fo7! up;

tel que pour toutfg 2 FP,
PS(T;f0;(0;UR(fo))=0:
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La Proposition 10.6.7est démontrée grace a une adaptation de la méthode de Lebeau-
Robbiano.

On commence par prouver que sj est dansfP :=Im (( P) ), alors on peut calculer
sesd; premieres composantes a partir de sedy derniéres. Ce qui nous permet d'écrire
une équation découplée portant sur lesl, derniéres composantes dg.

Proposition 10.6.8. Si z est susamment petit, alors il existe une matrice G(z) telle
que pour tout' 2 CY,
" 2Im(PP(2) ), "1=G(2) 2

De plus G est holomorphe erz et G(0) =0.

Démonstration. On écrit
pp _ Pu(2) pi(z)
2) P21(2)  P22(2)

CommePP(z) est une projection,’ est dansim(PP(z) ) si et seulement si

1

P11(2)" 1+ p12(2)' 2
P21(2)" 1+ p22(2)' 2

2.

En particulier, si ' 2 Im(PP(z) ), alors (14, p11(2))' 1 = p12(2)' 2. Et comme
PP(O) = 8|?2 (voir Proposition 10.3.2, p11(0) = 0, et donc, siz est susamment
petit, jp11(z)j < letly, p11(z) est inversible.

Dansce cas, 1 =(lg, p11(2)) p12(2)' 2. Cela montre que l'application
' 2Im(PP(z) ) 7! ' ,2 C%

est injective. Mais le rang dePP(z) ne dépend pasz, et donc vaut toujours d,. D'ou
I'application précédente est bijective. On noteG(z) les premiéresd; composantes de son
inverse. Remarquons qués(z) = (g, p11(2)) 1p12(2). D'ol, si' 2 Im(PP(z) ), on a

=" 2)=(G(2) 2" 2):
Pour démontrer la réciproque, on remarque que l'inverse de 2 Im(PP(z) ) 7! ',
est' 22 C2 71 (G(2)' 2;" 2). O

En augmentant np si nécessaire, on peut supposer que jgij > ng, G(i=n) est bien
dé ni. Ainsi, on dé nit 'opérateur borné G de L3(T;C%) dansL2(T;C%) par
I
X ' X i
G "ni2€h = G n " n;2€n: (10.37)

n2z inj>no

Ainsi, grace a la dé nition de £, on a le corollaire suivant qui nous permet de calculer
lesd; premiéres composantes a partir ded, derniéeres.

Corollaire 10.6.9. Pour tout g 2 (F%?, on a I'équivalenceg 2 £, 0 = Gop.
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Le Corollaire 10.6.9 nous permet d'écrire une équation satisfaite par lesl, compo-
santes de la solution du systeme adjoint10.6) si la donnée initiale est dansfp.

Proposition 10.6.10. On dé nit I'opérateur D par
D(D)= H¥T)%; D=D"@+ AL@ KL+ AL@G KULG: (10.38)
Soit gg 2 Er et g(t) = e ' go. Alors, pour tout t 0, gi(t) = Ggo(t) et g, satisfait
I'équation
@a(t;x) Dg(t;x)=0 dans (0;T) T: (10.39)
Démonstration. La fonction g satisfait le systéeme
(@ B'@ A"@+ K")g(t;x)=0 dans (0;T) T:
Si on prend lesd, composantes de ce systéme, on obtient que daf®;T) T,
@ D'@ AL+KY gitx) AL@ K, gi(tx)=0: (10.40)

Comme pour toutt 2 [0;T], g(t; ) 2 £, on en déduit grace au Corollairel0.6.9 gi(t) =
Ggz(t). En reportant ceci dans I'équation (1L0.40, on obtient I'équation voulue satisfaite
par gz, i.e. (10.39. O

Ainsi, grace a la Proposition10.6.1Q en exploitant le fait que g, satisfait une équa-
tion parabolique et en utilisant une méthode de Lebeau-Robbiano adaptée au cas des
systemes, on peut démontrer la Propositiorii0.6.7. Pour les détails, on renvoie a I'An-
nexeG.

10.7 Perspectives et probléemes ouverts

Une premiére perspective que nous sommes en train d'aborder a I'heure actuelle avec
Karine Beauchard et Armand Koenig est la suivante. Nous essayons de voir s'il est pos-
sible sous certaines hypothéses sur nos matric€8; B; K ) de retirer certains contrdles
dans le systeme $y9 tout en préservant la contrélabilité a zéro en tempsT > T établis
dans le Théoremel0.2.1 Nous voulons en particulier retirer le contréle sur la composante
hyperbolique (respectivement parabolique) comme Gilles Lebeau et Enrique Zuazua le
font dans [ ] et déterminer la condition nécessaire et su sante sur le triplet(A; B; K )
pour que ceci soit possible.

Une seconde perspective pourrait étre d'étudier le comportement du codt de contrble
quand " tend vers 0 du systeme

@ B-@xf + A@f + Kf =ul, dans(0;T) T; (Sys™)
f(0:7) = fo dansT,; d

"4,

0 D
travaux qui ont suivi concernant la contrdlabilité d'une équation de transport en limite
de viscosité évanescente.

ouB- = . Pour cela, on pourrait s'inspirer des articles 1 [ ] et des
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Annexe A

Boite a outils pour les equations
paraboligues

Le but de cette section est d'énoncer des résultats classiques pour des équations
paraboligues linéaires et non linéaires. Ces résultats sont énoncés dans le cas de I'équation
de la chaleur avec potentiel ou pour I'équation de la chaleur semilinéaire dans le cas de
conditions de Dirichlet. lls s'adaptent au cas de conditions au bord de Neumann et aussi
dans le cas des systémes paraboliques.

Parmi les nombreuses propriétés des équations paraboliques, nous allons présenter les
suivantes :

caractere bien posé linéaire,
caractere bien posé non linéaire,
dissipation en temps,

principe du maximum,

principe de comparaison de solutions dans le cas non linéaire,
inégalité de Harnack,

principe du maximum fort,
unicité rétrograde,

analyticité,

estimations LP-LY,

régularité maximale LP,
régularité maximale Holdérienne.

A.1 Equations paraboliques linéaires : caractére bien posé
au sens d'Hadamard
On introduit I'espace fonctionnel

Wr = L30; T;HEO)) \ HEO; T H X)) (A1)
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qui satisfait I'injection suivante (voir [ , Section 5.9.2, Theorem 3])
Wr | C([0; TI;L2()) (A.2)

Dé nition A.1.1.  Soita2 L (Qt), F 2 L%(Qt) etyp 2 L?() . Une fonctiony 2 Wt

est solution de 8
< @y y+ a(t;x)y=F dansQr;

y=0 sur T; (A.3)
y(0;2) = Yo dans ;
si pour tout w 2 L2(0; T; Ha()) ,
Z - z z z
(@y;W) i 1) HiO) F ryrw+ ayw = Fw; (A.4)
0 QT Qr QT
et
y(0;:) = yo dansL?() : (A.5)

Remarque A.1.2. L'évaluation en 0 dey 2 Wy dans (A.5) est justi ée par l'injection
(A.2).

L'équation (A.3) est bien posé au sens d'Hadamard. En e et, nous avons le résultat
suivant.

Proposition A.1.3. Soita 2 L! (Q7), F 2 L%Qr) etyg 2 L?() . Le probléme de
Cauchy (A.3) admet une unique solutiony 2 Wr. De plus, il existeC = C() > 0 tel
que

kykw, Cexp CTkak 1 ) Kkyoki 2y *+ KkFk 2y : (A.6)

La preuve de la PropositionA.1.3 est basée sur deapproximations de Galerkin, des
estimations d'énergie et des arguments de type GronwalVoir [ , Section 7.1.2]).
Nous avons également une estimatioh® pour les solutions de A.3).

Proposition A.1.4. Soita2 L! (Q7), F 2 L (Qt) etyp2 L! () . Alors la solution
y de (A.3) appartient a L (Qr) et il existe C = C() > O tel que

La preuve de la PropositionA.1.4 est basée sur lanéthode de Stampacchidvoir la
preuve de [ , Chapter 3, Paragraph 7, Theorem 7.1] ou la preuve de/| ,
Proposition 4.2.1]).

Les solutions de A.3) dissipent en temps au sens suivant.

Proposition A.1.5. Soita 2 L! (Qt), yo 2 L%() ett; <t, 2 [0;T]. Alors il existe
C = C() > Otel que la solutiony 2 Wt de (A.3) avecF =0, satisfait

ky(tz;:)kLz() exp CT kak| 1 (Qr) ky(tl;:)kLz() X (A.8)
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La preuve de la PropositionA.1.5 est basée sur I'application de la formulation varia-
tionnelle (A.4) avecw = y et d'un argument de type Gronwall.

Remarque A.1.6. On dispose également d'un caractére bien posé au sens d'Hadamard
pour I'équation

@ y+r:(B(tx)y)+ altx)y=0;
olta2L!(Qy)etB 2 LY (Qr)V. L'estimation de dissipation semblable & la Proposi-
tion A.1.5 s'écrit dans ce cas (voir [ 1)

ky(tz; )k oy exp CT kak i o)+ KBkl oy  Ky(tsidk o) :

A.2 Equations paraboliques non linéaires : caractére bien
poseé

Nous donnons la dé nition d'une solution de

8

< @ y+f(y)=hl dansQr;
y=0 sur T (A.9)
y(0;:) = Yo dans ;

ouf 2 CY(R;R).

Dé nition A.2.1.  Soityp2 LY () ,h2 L! (Qt). Une fonctiony 2 Wt \ L! (Qt) est
solution de (A.9) si pour tout w2 L2(0; T;H&()) ,
Z - z z z
, (@y;W) 1 1) Hiy t o ryrw-+ f(y)w= h1 w; (A.10)

T QT QT

et
y(0;:) = yp dansL?t () : (A.11)

Remarque A.2.2. L'unicité de la solution de (A.9) provient du fait que f est localement
Lipschitzienne carf 2 CY(R;R).

A.3 Principe du maximum et de comparaison

Enoncons dans un premier temps le principe du maximum.

Proposition A.3.1. Soita2 L' (Q7),F G2 L?%Qt)etyy 292 L?() . Soity et
z de%x solutions de

8
< @y y+ a(t;x)y=F; < @z z+ a(t;x)z=G dans (OT) ;
y=0; . y=0 sur (0;T) @ (A.12)
y(0;3) = Yo; "~ 2(0;0) = 20 dans

Alors, on a le principe de comparaison suivant

8t2[0;T];, ae.x2 ; y(tx) z(tx): (A.13)
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La preuve de la PropositionA.3.1 est basée sur le principe de comparaison pour des
solutions réguliéres de £.12) (voir [ , Theorem 8.1.6]) et sur un argument de
régularisation.

Remarque A.3.2. Siyg 2 L?() est négative alors la PropositionA.3.1 a rme que
la solution y de I'équation de la chaleur associée reste négative (prendee= 0 dans la
Proposition A.3.1). C'est le principe du maximum faible.

Le résultat suivant assure I'existence d'une solution a I'équation £.9) sans contrdle
h sous réserve d'existence préalable d'une sous-solution et d'une sur-solution. De plus, la
solution est alors comprise entre la sous-solution et la sur-solution.

Proposition A.3.3.  Soityp2 L () , h=0. On suppose qu'il existe une sous-solution
y et une sur-solutiony in L1 (Qt) de (A.9), i.e., y (respectivementy) satisfait (A.10),
(A.11) en remplacant I'égalité= par l'inégalité  (respectivement par l'inégalité ). De
plus, on suppose qug ety sont ordonnées dans le sens suivant :

8t2[0;T]; ae.x2 ; y(tx) Y(tx):

Alors, il existe une (unique) solutiony de (A.9). De plus, y satisfait le principe de
comparaison
8t2[0;T]; ae.x2 ; y(tx) y(tx) y(tx): (A.14)

Pour la preuve de la PropositionA.3.3, voir [ , Corollary 12.1.1].

A.4 Inégalité de Harnack et principe du maximum fort

Nous présentons dans un premier temps l'inégalité de Harnack (voitf/al0, Chapter
7, Section 7.1, Theorem 10] et aussl [c96, Chapter 2] pour le casa 2 L (Q7)).

Proposition A.4.1. Soita2 L (Qr), yo 2 L?() . On suppose que/ 2 W+, solution
de (A.3), appartient a C12(Q7) ety 0 dansQr. Alors, pour tout ouvert V connexe tel
queV , pourtous0<t; <t, T, il existe une constanteC = C(V;ty;ty;a) > 0
telle que

supy(ty;:) Cinfy(ty;:):
\V; \%

On peut déduire de la PropositionA.4.1 le principe du maximum fort (voir [ )
Chapter 7, Section 7.1, Theorem 11]).

Proposition A.4.2. Soit a 2 L! (Qr). On suppose quey 2 Wr, solution de (A.3),
appartient a C2(Q7)\ C(Qt) et on note

M =maxy:
Qr
Siy(tg;Xg) = M pour (tg;Xg) 2 Qr, alorsy M sur (0; tg)
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Remarque A.4.3. D'aprés la RemarqueA.3.2, si la donnée initiale yo est négative,
réguliere, alors la solutiony de I'équation de la chaleur associée est négative. Si on suppose
en plus queyg est strictement négative a un certain endroit de , la Proposition A.4.2
arme en plus que pour tout (t;x) 2 (0;T] , Y(t;x) < 0. Ceci exprime lavitesse de
propagation in nie de I'équation de la chaleur.

A.5 Unicité rétrograde et analyticité pour I'équation de la
chaleur

Dans cette partie, on considére I'équation de la chaleur libre :

8

< @ y=0 dansQr;
y=0 sur T (A.15)
y(©0;:)=yo  dans

Nous disposons du résultat suivant d'unicité rétrograde.

Proposition A.5.1.  Soityp 2 L2() ety l'unique solution de (A.15). Alors, on a
y(T;)=0 ) 8t2[0T] y(t;:)=0 :

Pour la preuve de la PropositionA.5.1, voir [ , Chapter 2, Section 2.3, Theorem
11].
Nous disposons du résultat suivant d'analyticité.

Proposition A.5.2.  Soit yp 2 L?() ety l'unique solution de (A.15). Alors pour tout
t2(0;T], x2 7! y(t;x) est analytique.

Pour la preuve de la PropositionA.5.2, voir [ , Chapter 6, Section 1, Theorem
1].

A.6 Estimations de régularité

Tout d'abord, nous avons les e ets régularisantsLP-L% du semi-groupe de la chaleur
(voir [ , Proposition 3.5.7]).

Proposition A.6.1. Soitl q p +1,y02L?() ety lasolution de(A.15). Alors
il existe C = C( ;p;q > O tel que pour toust; <t, 2 (0;T), on a

N 1

Ktz ko Clta tn) 7 8 ° ky(ty ke : (A.16)
Pour p 2 [1;+ 1 ], introduisons l'espace fonctionnel
Xtp = LPO; T; WP\ WP()) \ WEPO; T;LP()) :
On dispose du résultat de régularité maximale dan&P (voir [ , Theorem 48.1)).
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Proposition A.6.2. Soitl1<p< +1,a2 L' (Qr), F 2 LP(Q7),y02 CL() .
L'unique solution y 2 Wy de (A.3) appartient a Xt.,. De plus, siyo = 0, il existe
C=C( ;T;a) > 0tel que

kyky,, CKFK pqy:

Pour gagner en régularité dans les espacéd a I'aide de la PropositionA.6.2 et d'un
argument de bootstrap, le lemme suivant est trés utile (voir [ , Lemma 3.3, page
80] ou | , Chapter 1, Section 1.4.1, Theorem 1.4.1]).

Lemme A.6.3. Soitp2[1;+1).0na

(N+2) p ;(N 2 p .
2 LNz p(0;T; Wy V2 P()) si p<N +2;
Xtpd L2P(0; T; W,y2P()) si p= N +2;

C=2% (Qr); 0< 1 NI;Z sip>N +2:

De maniére similaire a la PropositionA.6.2, on dispose du résultat suivant de régu-
larité maximale dans les espaces de Hdlder (voif)[507 Theorem 48.2]).

Proposition A.6.4. Soit 2 (0;1) et un ouvert borné connexe de classg?* . Soit
a2 C~2% (Qr),F2C~2% (Qr) etyp 2 C! () . L'unique solution y 2 Wt de (A.3)
appartient & C1* =22* (Qr). De plus, siyg =0, il existe C = C( ;T;a) > O tel que

kka1+ = 2;2+ (Qi_l_) C kF kC = 2; (QiT) :

On peut déduire des PropositionA.6.2, Proposition A.6.4 et d'arguments de tronca-
ture le corollaire suivant.

Corollaire A.6.5. On suppose que est de classeC! et ! . Soityp 2 L?() et
h 2 L?(qgr). Alors la solution y de (A.3) aveca=0 etF = hl, vérie

8t2 (0;T]; x 7! y(t;x)2 Ct ( nt):
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Annexe B

Controllability of a 4 4 quadratic
reaction-di usion system

Abstract : We consider a4 4 nonlinear reaction-di usion system posed on a smooth
domain  of RN (N 1) with controls localized in some arbitrary nonempty open
subset! of the domain . This system is a model for the evolution of concentrations
in reversible chemical reactions. We prove the local exact controllability to stationary
constant solutions of the underlying reaction-di usion system for everyN  1in any time
T > 0. A speci city of this control system is the existence of some invariant quantities in
the nonlinear dynamics. The proof is based on a linearization which uses return method
and an adequate change of variables that creates cross di usion which will be used as
coupling terms of second order. The controllability properties of the linearized system
are deduced from Carleman estimates. A Kakutani's xed-point argument enables to go
back to the nonlinear parabolic system. Then, we prove a global controllability result in
large time forl N 2 thanks to our local controllabillity result together with a known
theorem on the asymptotics of the free nonlinear reaction-di usion system.

B.1 Introduction

Let T>0,N 2N, beabounded, connected, open subset &N of classC? and
let ! be a nonempty open subset of . The notation Q := (0;T) (or Q1) will be
used throughout the paper.

B.1.1 Presentation of the nonlinear reaction-di usion system

Let (di;d»;d3;ds) 2 (0;+1 )% We are interested in the following reaction-di usion

system 8
5 81 i 4 _
@ui d u=( 1)(uus upug) in(0;T) B.1)
> §h=0 on(0;T) @; '
" ui(0;2) = uio in
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wheren is the outer unit normal vector to @ . This system is a model for the evolution
of the concentration u;(:;:) in the reversible chemical reaction

Uy + Us Us + Uy; (B.2)

by using the law of mass action, Fick's law and the fact that no substance crosses the
boundary (Neumann conditions). For this quadratic system, global existence of weak
solutions holds in any dimension.

Proposition B.1.1. [ , Proposition 5.12]
Let up 2 L%() 4 ug 0. Then, there exists a global weak solution (in the sense of the
de nition [ , Section 5, (5.12)]) to B.1).

For dimensionsN = 1; 2, it was proved that the solutions are bounded and therefore
classical for bounded initial data (see [DFO6], [ ] and | ]). It was not known
until recently whether they were bounded in higher dimension (seeHiel(, Section 7,
Problem 3] and references therein for more details). But, two very recent preprints :
[ ] and [ ] prove that these solutions are smooth.

B.1.2 The question
Let (uy; Uy;ug;uy) 2 [0;+1 )# satisfying
UqU3z = UylUy: (B.3)
We will say that (u;)1 i 4 is a stationary constant solution of (B.1).

Remark B.1.2. The nonnegative stationary solutions of B.1) are constant (see Propo-
sition B.6.1 in Annexe B.7). Thus, it is not restrictive to assume that (uq; U,; Ug; U,) 2
[0;+1 )%

The question we ask is the following :Could one reach stationary constant so-
lutions of (B.1) with localized controls in nite time ? From a chemical viewpoint,
we wonder whether one can act on the free reactionB(2) by a localized external force
to reach in nite time T a particular steady state (u; )1 | 4. For instance, this force can
be the addition or the removal of a chemical species in a speci ¢ location of the domain.

We introduce the notations :
j 2f1,;2;3g denotes the number of internal controls
i j:=1if1 i jandOifi>j:

By symmetry of the system, we reduce our study to the case of controls entering in the
rst equations. Thus, we consider the following controlled system

g 81 i 4 _

@ui di u=( 1) (uuz uus)+ hiLi L j in(0;T) (B.9)
3 =0 on(@OT) @; |
"~ ui(0;1) = uio in .

124



Here, (ui)1 i 4(t;:): ! R?*is the state to be controlled and (h;)1 jt): ! Rl is
the control input supported in! . We are interested in theL' -controllability properties
of (B.4) : For every ug 2 L () 4, does there exist(hi); i ; 2 L* (Q)! such that the
solution u of (B.4) satis es

8i211;2,3;4g; ui(T;?)=u;? (B.5)

B.1.3 Two partial answers

Our rst main outcome is a local controllability result in L1 () with controls
in L1 (Q) for (B.4), i.e. we will show that for every1 | 3, there exists > 0 such
that for every up 2 Xj: (g,);u,) (@ " natural " subspace of L1 () 4, see AnnexeB.3.1),
with kup U ki : () 4 , there exists (hi); i j 2 Lt (Q)! such that the solution u of
(B.4) satis es (B.5).

Our second main result is aglobal controllability result in L1 () with controls
in L' (Q) for (B.4) in large time and in small dimension , i.e., we will prove that
foreveryl N 2,1 | 3,up2 X (d):(u;) which veri es a positivity condition (see
(B.42)), there exist T su ciently large and (hj)1 i j 2L ((0;T ) )/ such that the
solution u of (B.4) (replace T with T ) satis es (B.5) (replace T with T ).

The precise results are stated in Annex®&.3 (see TheoremB.3.2 and TheoremB.3.6).

B.1.4 Bibliographical comments for the null-controllability of parabo-
lic systems with localized controls

Now, we discuss the null-controllability of parabolic coupled parabolic systems. The
following results will be useful for having a proof strategy of our two main results.

Remark B.1.3. We choose to present parabolic systems with Dirichlet conditions be-
cause these results are more easy to nd in the literature. However, all the following
results can be adapted to the Neumann conditions.

B.1.4.1 Linear parabolic systems

The problem of null-controllability of the heat equation was solved independently by

Gilles Lebeau, Luc Robbiano in1995 (see [ ] or the survey | ]) and Andrei
Fursikov, Oleg Imanuvilov in 1996 (see [-196]) with Carleman estimates.
Theorem B.1.4. | , Corollary 2]

For every ug 2 L2() , there existsh 2 L2(Q) such that the solution u of

g @u u=hl in(0;T) X
u=0 on (0;T) @;
u(0;:) = ug in

satises u(T;:)=0.
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Then, null-controllability of linear parabolic systems was studied. A typical example

is 8
< @ D u=Au+Bhl in(0;T) X
u=0 on (0;T) @; (B.6)
u(0;:) = ug in
whereu 2 C([0;T];L2() ) is the state,h 2 L%(Q)', 1 | k, is the control, D :=

lines andk columns with entries in R) is the coupling matrix and B 2 M | (R) (matrix
with k lines and| columns with entries in R) represents thedistribution of controls.

De nition B.1.5. System (B.6) is said to be null-controllable if for everyug 2 L2() X,
there existsh 2 L2(Q)' such that the solution u of (B.6) satises u(T;:)=0.

The triplet (D; A;B ) plays an important role for null-controllabillity of ( B.6) as the
following theorem, proved by Farid Ammar-Khodja, Assia Benabdallah, Cédric Dupaix
and Manuel Gonzalez-Burgos (which is a generalization of the well-known Kalman condi-
tion in nite dimension, see | , Theorem 1.16]), shows us.

Theorem B.1.6. | , Theorem 5.6]
Let us denote by( m)m 1 the sequence of positive eigenvalues of the unbounded operator
( ;H2() \ HE()) onL2() . Then, the following conditions are equivalent.

1. System @B.6) is null-controllable.

2. Foreverym 1,rank(( D+ A)jB)= k, where

(( mD+A)B):= B;( mD+A)B;( mD+A)B;::;;( mD+AX B :

For example, let us consider the2 2 toy-system

8
3 @Qui d ui=apuit apuet+ il in(O;T)
@uz d2 Uz = apup+ axpu: in (0;T) ; (B.7)
2 u=0 on(0;T) @; '
u(0;:) = ug in
where a;; 2 L1 (Q) for every1 i;j 2. We easily deduce from TheorenB.1.6 the
following proposition.
Proposition B.1.7. We assumea;j 2 R foreveryl i;j 2. The following conditions

are equivalent.
1. System @.7) is null-controllable.
2. a1 60.

Roughly speaking,u; can be driven to 0 thanks to the control h; and u, can be
driven to 0 thanks to the coupling term az1u1. We have the following diagram

controls controls .
hy uq Uo:

We also have a more general result for the toy-modelB(.7).
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Proposition B.1.8. | , Theorem 7.1]

We assume that for everyl i;j 2, 3 2 L' (Q) and there existt; <t, 2 (0;T), a
nonempty open subset ¢ ! and " > 0 such that for almost every (t;x) 2 (t1;t2)
Io; jao1(t;x)j  ". Then, system B.7) is null-controllable.

Roughly speaking, if the coupling termay; lives somewhere in the control zone, then
(uz;u2) can be driven to (0;0). The case wheresupp(az1) \ ! = ; is more di cult even
if ap1 depends only on the spatial variable : a minimal time of control can appear (see

[ I land [ D

In order to reduce the number of controls entering in the equations of a linear parabolic
system, a good strategy is to transform the system into a&ascade systemThis type of
system has been studied by Manuel Gonzalez-Burgos and Luz de Teresa (se&f 110]).
For example, let us consider the3 3 toy system

8
@ui di up= ajgup + appuz + azuz+ hily in (0;T)
@uz d2 Uz = axiup + agUp + axsus in(0;T)
@uz d3 uz= agpUz + agaUs in(0;T) (B.8)
E u=0 on (0;T) @;
u(0;:) = ug in
where for everyl i;j 3,a 2 L!(Q).
Proposition B.1.9. If there existt, <t 2 (0;T), a nonempty open subset , ! and
"> 0 such that for almost every (t;x) 2 (t1;t2) !o, jazi(t;x)j " andjaz(t;x)j ",

then system (B.8) is null-controllable.

Roughly speaking,u; can be driven to 0 thanks to the control hy, u, can be driven
to 0 thanks to the coupling term as1u; (which lives somewhere in the control zone) and
uz can be driven to 0 thanks to the coupling term aspu, (which lives somewhere in the
control zone). Heuristically, we have the following diagram

controls controls controls
hy uz uz

For more general results, see the survey\| , Sections 4, 5, 7] and the refe-
rences therein.

We can also replace the coupling matrixA in the system (B.6) by a di erential
operator of rst order or second order. In this case, there exist some similar results (see

[ 1, [ ] with a technical assumption on! , [ 1 [ 1 [ 1). For
example, let us consider the particular case of th@ 2 system
g @uyp dp U1 = Qi Up+ goolf Uz + appug + appUz + il in Qr;
@uz dz Uz = Qo1r Uz + Q2 Uz + @piUy + azUp in Qr; (B.9)
2 u=0 on T; )
u(0;:) = ug in
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whereaj 2 R, gj 2 R foreveryl ;] 2. Then, system B.9) is null-controllable if
and only if g1 6 0 or a; 6 0. This result is due to Michel Duprez and Pierre Lissy (see
[ , Theorem 1] and { , Theorem 3.4] for a similar result). It is proved by a cti-
tious control method and algebraic solvability introduced for the rst time by Jean-Michel
Coron in the context of stabilization of ordinary di erential equations (see [ 1). This
type of method has also been used for Navier-Stokes equations by Jean-Michel Coron and
Pierre Lissy in [ ]. However, the situation is much more complicated and is not well-
understood in the case whereaj, gj (1 ;] 2) depend on the spatial variable. One
can see the surprising negative result of null-controllability : [ , Theorem 2]. When
the matrix A in (B.6) is a di erential operator of second order (takeA = & + C(t;x)
with (& C)2M ((R) L (Q;M (R)) to simplify), the coupling matrix A disturbs the
diagonal di usion matrix D and creates a new cross diusion matrix :B = D A.
When B is not diagonalizable, there are few results (se€é-{ ] with a technical
assumption on the dimension of the Jordan Blocks o and the recent preprint | ,
Section 3] whenC does not depend on time and space).

Let us also keep in mind the following result which help to understand our analysis.

Proposition B.1.10. [ , Theorem 3], | , Theorem 1.5]
Let aj1, a12, d 2 R. Let us consider the2 2 toy system
g @ui di up= ajup+ apus+ hily in(0;T) ;
@uz; d u=d u in(0;T) (B.10)
2 u=0 on(0;T) @; ’
" u(0;:) = ug in

Then, the following conditions are equivalent.
1. System B.10) is null-controllable.
2.d60.

Roughly speaking,u; can be driven to O thanks to the control h; and u, can be
driven to 0 thanks to the coupling term of second orderd uj.

d O

d d °
Then, by a linear transformation together with Theorem B.1.6, one can prove Proposi-
tion B.1.10. However, in this paper, we choose the opposite strategy. We transfornid(4)
into a system like (B.10) (with four equations). Indeed, such a system seems to be a
cascade systenwith coupling terms of second order.

Remark B.1.11. When it is possible, one can diagonalize the matrix8 =

B.1.4.2 Nonlinear parabolic systems

Then, another challenging issue is the study of the null-controllability properties of
semilinear parabolic systems. The usual strategy consists iimearizing the systemaround
0 and to deduce local controllability properties of the nonlinear system by controllability
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properties of the linearized system and a xed-point argument.
For example, let us consider the2 2 model system

; @ui dp up=fi(ug;up)+ hedy in (0;T) ;
@uy dy up = fo(ug;up) in (0;T) ; (B.11)
2 u=0 on(0;T) @; '
u(0;:) = ug in

where f, and f, belong to C! (R?;R). Then, the following result is a consequence of
Proposition B.1.7.

Proposition B.1.12. Let us suppose that%(o; 0) 6 0. Then, there exists > 0 such

that for every up 2 L* () 2 which satis es kugk 1 () - , there existsh; 2 Lt (Q)
such that the solution u of (B.11) veries u(T;:)=0.

Remark B.1.13. This result is well-known but it is dicult to nd it in the litera-

ture (see [ , Theorem 6] with a restriction on the dimensionl N < 6 and
other function spaces or one can adapt the arguments given ircf ] to get Proposi-
tion B.1.12for any N 2 N ). For other results in this direction, see | I [ 1
[ ] and [ 1.

When f, does not satisfy the hypothesis of PropositionB.1.12, another strategy
consists in linearizing around a non trivial trajectory (Uz; Uz; h1) of the nonlinear system
which goes from0 to 0. This procedure is called thereturn method and was introduced
by Jean-Michel Coron in [ ] (see | , Chapter 6]). This method conjugated with
Proposition B.1.8 gives the following result.

Proposition B.1.14.  We assume that there existt; <t, 2 (0;T), a nonempty open

subset! ¢ ! and " > 0 such that j%(m; Uz)] " on(ty;t) !o. Then, there exists
> 0 such that for every up 2 L* () 2 which satis es kuok 1 () » , there exists
hy 2 L (Q) such that the solution u of (B.11) veries u(T;:)=0.
Proposition B.1.14 is proved in | ] and used in | ] with fo(uq;up) =
u$ + Ruy, whereR 2 R, [ 1. [ ] and ].

Finally, Felipe Walison Chaves-Silva and Sergio Guerrero have studied the local
controllability of the Keller-Segel system in which the nonlinearity involves derivative
terms of order 2 (see | ]). Some ideas of [ ] are exploited in our proof.

B.1.5 Proof strategy of the two main results

Let us return to the main question discussed in this paper (see AnnexB.1.2) and
the expected results as explained in Annex&.1.3.

The local controllability result is deduced from controllability properties of the
linearized system around(u; )1 i 4 of (B.4). This strategy presentstwo main di cul-
ties.
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For the case of3 controls (see AnnexeB.4.1.1), if (uy; ug; u,) 6 (0;0;0), the linearized
system is controllable and consequently the nonlinear result comes from an adaptation
of Proposition B.1.12. If (uy;ug;u,) = (0;0;0), the linearized system is not control-
lable . Then, we use thereturn method to overcome this problem and the nonlinear result
comes from an adaptation of PropositionB.1.14.

For the case of2 controls and 1 control, there exist some invariant quantities in
the nonlinear system and consequently in the linearized system, that prevent control-
lability from happening in the whole spaceL.® () 4. Therefore, we restrict the initial data
to a natural subspace ofL! () “ (see AnnexeB.3.1). A modi ed version (for Neumann
conditions) of Theorem B.1.6 cannot be applied to the linearized system of B.4) be-
cause the rank condition is never satis ed (due to the invariant quantities). An adequate
change of variablegets over this di culty by creating cross-di usion and by using cou-
pling matrices of second order (see AnnexB.4.1.2 and AnnexeB.4.1.3). Then, we treat
the controllability properties of the linearized system by adapting PropositionB.1.9 and
Proposition B.1.10.

To summarize, we must require necessary conditions on the initial data. Consequently
the local controllability result depends on : the coe cients (d;)1 i 4 (i.e. the diusion
matrix), the state (u;)1 i 4 (i.e. the coupling matrix of the linearized system of g.4)),

j (i.e. the number of controls that we put in the equations).

The global controllability result is a corollary of our local controllability result
and a result by Laurent Desvillettes, Klemens Fellner and Michel Pierre, Takashi Suzuki,
Yoshio Yamada, Rong Zou concerning the asymptotics of the trajectory of §.1) for
1 N 2. Indeed, this known result claims that the solutionu(T;:) of (B.4) converges
in LY () 4 to a particular positive stationary solution z of (B.1) when T ! +1 (see
[ ] or [ , Theorem 3] and [ , Theorem 3]). Then, the solution of B.4)
can be exactly driven toz by our rst outcome. Finally, a connectedness-compactness
argument enables to steer the solution of §.4) from z to (u;)1 i 4.

B.2 Properties of the nonlinear controlled system

B.2.1 De nitions and usual properties

In this part, we introduce the concept of trajectory of (B.4). This de nition requires
a well-posedness result (see PropositioB.2.3).

First, we introduce some usual notations.

Let k;1 2 N , A an algebra. Then,M (A) (respectivelyM . (A)) denotes the algebra
of matrices with k lines and k columns with entries in A (respectively the algebra of
matrices with k lines and| columns with entries in A).

Fork2 N and A2 M ((R), Sp(M) denotes the set of complex eigenvalues ™ ,

SpM):=f 2C; 9X 2C*nfog; MX = X g
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For (a;b;c;9 2 R*, we introduce
8i 2N ; fi(a;b;c;9:=( 1)(ac bd; f(a;b;c;d=(fi(a;b;c;d)1 i 4i (B.12)

De nition B.2.1. We introduce the spaceY de ned by

Y = L20O;T;HY) \ HYO;T;(HY()) 9: (B.13)

Proposition B.2.2. From an easy adaptation of the proof of [ , Section 5.9.2,
Theorem 3], we have

Y ! C(O;TLL()) - (B.14)

Proposition B.2.3. Letk2 N ,D 2 M (R) such that D is diagonalizable andSp(D)
(0;+1), A2M (LY (Q)), up 2 L2() ¥, g 2 L2(Q)k. The following Cauchy problem
admits a unique weak solutionu 2 YK

2 @u D u=A(x)u+g in(0;T) ;
gu=0 on(0;T) @;
u(0;:) = ug in

This means that u is the unique function in YK that satis es the variational fomulation :
8w 2 L2(0;T;HY() b,
Z; z z

(@U;W)(H1() KjoH1() Ky F Drurw= (Au+ g)w, (B.15)
0 Q Q

and
u(0;:) = ug in L2() *: (B.16)

Moreover, there existsC > 0 independent ofug and g such that

Finally, if up 2 L* () X andg 2 L (Q)k, then u 2 L! (Q)* and there existsC > 0
independent ofug and g such that

I‘(l'Ik(Y\ L1 (Q)k c ku0k|_l () + kgkLl (Q)X : (B.18)

Remark B.2.4. This proposition is more or less classical, but we could not nd it as
such in the literature and we give its proof in the Appendix (see Annexe3.7.1).

De nition B.2.5.  Forup2 L* () % ((u)1 i 4;(hi)1 i j) is a trajectory of (B.4) if
Lo((u)a i a(hi)e i ) 2(Y\ L2 @)% LY (Q),

2. (Uj)1 i 4 is the (unique) solution of (B.4).
Moreover, ((ui)1 i 4;(hi)1 i j) is atrajectory of (B.4) reaching (u;)1 i 4 (intime T) if
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Remark B.2.6. The concept of solution of 8.4) is the same as in PropositiorB.2.3 (take
D = diag(di; d;d3;ds), A=0 and g=(gi(u))] ; 4 wheregi(u)= fi(u)+ hil j1).

Remark B.2.7.  The uniqueness is a consequence of the following estimate.

Let D = diag(di; dz;da;ds), (hi)1 i j 2 LY (Q), u=(u)1i 42 (Y\ LT(Q)*
g=(@)1 ; 42 (Y\ L!(Q))* be two solutions of 8.4), and v = u &. The function v
satis es (in the weak sense)

8
< @ D v=f(u) f(a in(;T) ;
gv=0 on(0;T) @; (B.19)
v(0;:)=0 in
By taking w := v in the variational formulation of ( B.19) (see also B.15)) and by using
the fact that the mapping t 7! kV(t)kEz() . is absolutely continuous with

%kv(t)kfz() o = 2(@v(t); V() (H1() 4yonr(y 4 forae.0 t T (see | , Section
5.9.2, Theorem 3]), we nd that fora.e.0 t T,
Ld e kDr vkZ,(y « = (f f (8); : B.20
>at VKi2(y 4+ r VK 2() 4 =(f(u) (B),V)Lz() 4120y 4! (B.20)

By using the facts that (u;e) 2 L1 (Q)* L (Q)*, f is locally Lipschitz continuous on
R*, we nd the di erential inequality

d

dt
Gronwall's lemma and the initial condition v(0;:) = 0 prove that v = 0 in LZ(Q)“.
Consequently,u = 8.

kvk{o(y s Ckvkfs, 4; forae.0 t T: (B.21)

B.2.2 Invariant quantities of the nonlinear dynamics

In this section, we show that in the system B.4), some invariant quantities exist.
They impose some restrictions on the initial condition for the controllability results.

B.2.2.1 Variation of the mass

Proposition B.2.8.  Letj 2f1,2,3g, up 2 L' () & ((u)1 i 4;(hi)1 i ;) be a trajec-
tory of (B.4). Foreveryl i 4,the mappingt 7!  u;(t;x)dx is absolutely continuous
with fora.e. 0 t T,
q z Z n 0
P ui(t;x)dx = fi(U(t;x)) + hi(t;x)1 (x)1; j dx: (B.22)
Proof. We x 1 i 4. By using the fact that u; 2 Y and from an easy, adaptation of
[ , Section 5.9.2, Theorem 3(ii )], we deduce that the mappingt 7!  u;j(t;x)dx is
absolutely continuous and fora.e0 t T,

Z

gr X)X =(@ui(G:) Dy onagy
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Then, by using that ((ui)1 i 4;(hi)1 i j) is the (unique) solution of (B.4) and by taking
w=1in(B.15), we ndthatfora.e. 0 t T,

(@ui(t:): Dy omzy .
n (0]

di(r ui(t)ir Dpzey 2 + fi(U(tx)) + hi(tx)L ()1 j dx

Z n 0
fi(U(tx)) + hi(tx)L (X)L ; dx:

B.2.2.2 Case of 2 controls

Proposition B.2.9. Letj =2, up2 LY () 4 ((u)1 i 4:(hj)1 i ») be a trajectory of
(B.4) reaching (u;)1 i 4 intime T. Then, we have

Z
jl. Uso(X) + Uso(x) dX = Uy + Uy; (B.23)

ds3 = ds ) U3.o+ Ugo= Ug+ Uy (B.24)

Proof. From (B.22), we have
z

dt

Then, from De nition B.2.5, (B.23) holds.
Moreover, us + U4 satis es

@usz+uy) dg( ug+ug)=(d3 dg) uz in(0;T) ;
Quatia) = g on(0;T) @:

(us(t;x) + ug(t;x))dx =0 fora.e.0 t T:

If d3 = dg4, then the backward unigueness for the heat equation (a corollary of Lemm@&.2.11)
proves that

8t 2 [0;T]; (uz+ ua)(t;:) = (us+ us)(T;:) = Uz + Uy (B.25)
This implies the necessary condition B.24), stronger than (B.23), on the initial condition.
O

B.2.2.3 Case of 1 control

Proposition B.2.10. Letj =1,up2 LY () 4 ((u)1 i 4;(h)1 i 2) be a trajectory of
(B.4) reaching (u;)1 i 4 intime T. Then, we have

R
— Uz;Q(X)+ U3;0(X) dx

1 = .

- = U, + Uqg;
Jl] i C (B.26)

77 Uzo(X)+ ugo(x) dx = ug+ ug;
k61212349, de = di ) uko ( 1)k IUI;O —u 1)k Iul : 5.27)
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Proof. From (B.22), we have fora.eO0 t T,
Z Z
d 1 d 1
@t jj (u2(t;x) + us(t;x))dx  =0; at i
Then, from De nition B.2.5, (B.26) holds.
Moreover, if there existsk 6 | 2 f 2;3;4g such that d¢ = d;, by using again the

backward uniqueness for the heat equation, we get

(us(t;x) + ug(t;x))dx =0:

k 6 I2f2;3;4g; dk= d|
) 8t2[0T] (ue (D 'upt)=u ( DF My (B.28)
and in particular the necessary condition 8.27), stronger than (B.26), on the initial
condition. O
B.2.3 More restrictive conditions on the initial condition when the
target (u;); i 4 vanishes

In the previous section, we have seen that there are invariant quantities in the dyna-
mics of (B.4) which impose necessary conditions on the initial condition : B.23), (B.26).
Moreover, when some coe cients of di usion d; are equal, we have more invariant quanti-
ties in (B.4) which impose stronger necessary conditions on the initial condition :§.24),

(B.27).

B.2.3.1 The lemma of backward uniqueness

Lemma B.2.11. Backward uniqueness

Let 2 YX be the solution of

2 @ D = C(t;x) in(0;T) :
@n=0 on(0;T) @;
©0;)= o in

If (T;:)=0, then for everyt 2 [0;T], (t;:)=0.

Proof. &(t;x) =exp( t) (tx)2 Y is the solution of the system
8
2 @ D ©+I¢=C(tx)® in(O;T) ;

. Z-0 on(0;T) @;
C80)= 9 in
which veries €&T;:)=0.
Let us denoteA = D + Iy which is a bounded linear operator fromH?() ¥ to

(H1() %) Indeed,

o Xk Xk
8(u;v) 2 (H l() )% (Au)(V) = di(r uj;r Vi)|_2() L2() + (ui;Vi)Lz() L2()
i=1 i=1
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O I

Then, A veri es the three hypotheses (i), (ii) and (iii ) of [ , Proposition 11.1].
(i) is satis ed becauseA does not depend ort.
(ii) is a consequence of

8(u;v) 2 (H() 9% (Au)(v) = (Av)(u):
(iii ) is satis ed because
Xk X«
(Au;u) = ~ o (r Ui T ULy ey . (Uisu)ezgy sz min(min(di); 1) kukgisgy i
Let B(t) be the family of operators inL2(0; T;L(H() ¥;L2() X)) de ned by
8u2 H'() *; B(tyu() = C(t;:)u():

We have
2 2 :
KBKL2(.miL(H2() *iLz() k) K CKLu gy

By applying [ , Theorem 11.1], we get that for everyt 2 [0;T], &t;:) =0. Then,

8t2[0;T]; (t:)=0:

B.2.3.2 Case of 2 controls

Proposition B.2.12. Letj =2, ug2 LY () 4 If ((ui)1 i 4;(hi)1 i 2) is a trajectory
of (B.4) reaching (u;)1 i 4 intime T, then we have

(Ug;ug) =(0;0) )  (uzo;Us0)=(0;0) : (B.29)

Conversely, for everyup 2 L () 4 such that (uz.o; Us.0) = (0;0), we can nd (hj); | 22
L1 (Q)? such that the associated solution(u;)1 i 42 L (Q)* of (B.4) satis es

(ug; u2;us; ug)(T; ) = (Ug; Up; 0;0):
Proof. If (uz;u,) =(0;0), it results from (B.4) that

8
< @uz d3 uz= ujuz+ Usug In (O;T) ;

@us ds Us= UU3 UpUg in (0;T) X (B.30)
G4 = 8u=0 on(0;T) @:

By using the point 1 of De nition B.2.5, we have
(uy;un) 2 LY (Q)% (B.31)
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Then, from (B.30), (B.31), De nition B.2.5: (usz;u4)(T;:) = (0;0) and LemmaB.2.11

with k =2, D = diag(ds;ds) andCc = -1 W2

, we deduce that
Uiz uo

8t 2 [0;T]; (uz;ug)(t;:)=(0;0);

and in particular (B.29).
Conversely, letug 2 L* () 4 be such that (us.o; Us,0) = (0 ; 0). Then, (B.4) reduces to
the following system

8
3 @uq di up=hil in (0;T) ;

@uz dx u2= hpl in (0;T) ; (B.32)
3 Gh= Gi=0 on(0;T) @; '

(ug;u2)(0;:) = (ug; Uz0) in

The problem reduces to the null-controllability of two decoupled heat equations i ()

with two localized control in L1 (Q) which is a solved problem (see for examplé| ,
Proposition 1]). Therefore, we can nd(hi): i 22 L! (Q)? such that the associated so-
lution (ui)1 i 42 L1 (Q)* of (B.4) satis es (uy; Up; uz; Us)(T;:) = (Uy;Uy;0;0). O

Remark B.2.13. Thanks to Proposition B.2.12, we avoid the easy caséus; u,) = (0;0)
for 2 controls in the sequel.

B.2.3.3 Case of 1 control

Proposition B.2.14. Letj =1,ug2 Lt () 4. If ((uj)1 i 4;hy) is a trajectory of (B.4)
reaching(u;)1 i 4 intime T, then we have

(uz;up) =(0;0) ) (uzo0;Uuz0;Us0) =(0;0;uy) ; (B.33)

(uz;ug) =(0;0) )  (u20;Uus0;Us0) = (Uy;0;0) : (B.34)

Conversely, for everyup 2 L* () 4 such that uzo =0, we can nd h; 2 L? (Q) such that
the associated solution(u;)1 ; 42 L1 (Q)* of (B.4) satis es
(ug;uz;uz; ug)(T;:) = (Uq;uy; 0;uy).

Proof. If u; =0, then from (B.3), u, = 0 or u, = 0. We assume that(us; u,) = (0 ; 0) (the
other case is similar). The backward uniqueness (i.e. Lemm.2.11) as in AnnexeB.2.3.2
leads to

8t 2 [0; T]; (us;uz)(t;:)=(0;0):

Then, we deduce that

@us ds us=0 in(0;T) ;
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The backward uniqueness for the heat equation applied toR.35) proves that
8t 2 [0; T]; ua(t;:) = uy;

and in particular (B.33) and (B.34).

Conversely, letup 2 L* () “ such that us.p = 0. Then, (B.4) reduces to the following
system 8
< @i dp ui=hily in(0;T)

84=0 on(0;T) @; (B.36)

u1(0;:) = u1o in
The problem reduces to the null-controllability of the heat equation inL! () with a
localized control in L1 (Q) which is a solved problem (see for example-| ,

Proposition 1]). Therefore, we can nd h; 2 L' (Q) such that the associated solution
(U1 i 22 LY (Q)* of (B.4) satis es (u1;Uz; Us; Ug)(T;:) = (Ug;Uy; O;Uy). O

Remark B.2.15. Thanks to Proposition B.2.14, we avoid the easy casei; = 0 for 1
control in the sequel.

B.3 Main results

In this part, we present our two main results : a local controllability result and a
large-time global controllabillity result for ( B.4).

B.3.1 Local controllability under constraints

In Annexe B.2.2 and AnnexeB.2.3, we have highlighted necessary conditions on initial
conditions when((ui)1 i 4;(hi)1 i j) is a trajectory reaching (u; )1 i 4. They turn out
to be su cient for the existence of such trajectories at least for data close to(u; )1 i 4.
The goal of this subsection is to de ne subspaces df! () 4 which take care of these
conditions.

B.3.1.1 Case of 3 controls
We introduce
Xg)w) =L () * (B.37)
B.3.1.2 Case of 2 controls

The results of AnnexeB.2.2.2 and Annexe B.2.3.2 are summed up in the following
array.

(uz;uy) 6(0;0)
dz3 = d, ®3.0 + Ug0= Uzt Uy (B38)

1 —
d3 6 d, T (U3;0+ U4;0) = Uzt Uy
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Then, we introduce
Xodyuy = fug 2 LT () *; ug satis es the condition of (B.38)g: (B.39)

R
For example, X2a.234:a110) = fuo 2 LT () *55%  (uso+ uso) =20

B.3.1.3 Case of 1 control

The results of AnnexeB.2.2.3 and Annexe B.2.3.3 are summed up in the following
array.

uz; 60
dz = d3g = dg M2:0+ Ugo = Uy + Ug; Ugo+ Ugp= Ug+ Uy

d2 6 ds; d3 = ds 7 (uzo+ U3p) = Up+ Ug; Ugo+ Ugo = Ug+ Uy

do = d3;d3 6 dy U2:0 + U30 = U, + Ug; ﬁ g (Usio+ Usz0) = Ug+ Uy

d>=ds; d26 d3 M0 Ugo= Uy Uy, ﬁ (U0 + Usg0) = Uz + Uy
d26 d3; d3 6 ds; d2 6 ds J% (u2:0 + Uz0) = Uy + Ug; ﬁ (uz:0 + Us;0) = Ug+ Uy
(B.40)

Then, we introduce

X 1)) == fuo 2 LT () *; up satis es the condition of (B.40)g: (B.41)

B.3.1.4 Local controllability result

De nition B.3.1. Let j 2 f1;2;3g, (ug; Uy Uz u,) 2 (RY)* be such that (B.3) holds.

The system (B.4) is locally controllable to the state (U)1 i 4in LT () # with

controls in L' (Q) if there exists > 0 such that for every up 2 X (d):(u;) (see

(B.37), (B.39) and (B.41)) verifying kuo  (Uj)1 i 4K 1 (y 4 , there exists(hi)1 i j 2

L1 (Q)! such that the solution (uj)1 ;i 42 L1 (Q)* to the Cauchy problem (B.4) satis es
8i 211;2;3;4g;ui(T;:) = u;:

Theorem B.3.2. Foreveryj 2 f 1;2;3g, for every (uj; u,; us; u,) 2 (R*)* which satis es

(B.3), the system (B.4) is locally controllable to the state (U)1 i ain L () #with
controls in L (Q)l.

Remark B.3.3. The uniqueness of the solution(u;j); i 42 L (Q)*is a consequence of
Remark B.2.7. The existence of the solution(ui)1 i 4 2 L' (Q)* is a consequence of a
good choice of controlgh;); i j 2 L? (Q)! and more precisely of a xed-point argument
(see AnnexeB.4.5).

Remark B.3.4. As we have said in the introduction, it was not known if L* blow-up
occurs or not in dimensionN > 2 for the free system 8.1) until recently (see [ 1.
Here, our strategy of control avoids blow-up and enables the solution to reach a stationary
solution of (B.1).

Remark B.3.5. In some particular cases (easy cases), this local controllability result
can be improved in a global controllability result (see the casgug;u,) = (0;0) for 2
controls in Annexe B.2.3.2 and the caseu; = 0 for 1 control in Annexe B.2.3.3).
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B.3.2 Large-time global controllability result

From Theorem B.3.2, we establish a global controllability result in large time for
N =1;2.

Theorem B.3.6. We assume thatN =1 or 2. Let j 2f1;2;3gand (u;)1 i 42 (R")*
be such that (B.3) holds. Then, for every nonnegativeup 2 X (q;):(u, ) Satisfying

Z

n (0]

8(1;j) 2 (1;2);(1;4):(2;3);(3;4) ; Jij (Ui;0 + Uj; 0)(x)dx > 0 (B.42)
there exists T > 0 (su ciently large) and (hj)1 i j 2 L1 ;T ) ) such that the
solution u of

g 81 i 4 '

@i di ui=( 1)(uuz uxus)+ hiLi L j In(O;T) (B.43)
> Gi=0 on(OT) @; '
©ui(053) = uio in

satis es
uT ;)=u: (B.44)

Remark B.3.7. The restriction on the dimension N 2 f 1;2g is a consequence of the
following property : the solution of the free system g.1) converges inL! () when
T ! +1 to a particular stationary solution of (B.1) (see [ ]). One can extend
Theorem B.3.6 to N > 2 if the convergence inL! () (of the free system) holds. For
N > 2, one only knows that a weak solution of the free systemR.1) converges inL ()
whenT ! +1 to a particular stationary solution of (B.1) (see | » Theorem 3]). But,
for example, if we assume thatthe di usion coe cients d; are close the weak solution
of the free system B.1) converges inL! () whenT ! +1 to a particular stationary
solution of (B.1) (see [ , Proposition 1.3]).

Remark B.3.8. The positivity assumption (B.42) is not restrictive. One can extend the
result to nonnegative initial condition up 2 X, (di)i(u; ) (see [ , Section 5]).

B.4 Proof of Theorem B.3.2 : the local controllability to
constant stationary states

The aim of this section is to prove TheoremB.3.2. As usual, we study the proper-
ties of controllability of the linearized system around (u;)1 i 4 of (B.4). First, we
transform the problem by studying the null-controllability of a family of linear control
systems (see Annexé.4.1). The existence of controls in  L?(Q) is a consequence of a
duality method : the Hilbert Uniqueness Method introduced by Jacques-Louis Lions
(see AnnexeB.4.3.1). It links the existence of controls in L2(Q) with an observability
inequality for solution of the adjoint system. This type of inequalities is proved byCar-
leman estimates (see AnnexeB.4.3.2). In order to get more regular controls (in LP(Q)
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sensep 2), we use a sophistication of Hilbert Uniqueness Method called thpenalized
Hilbert Uniqueness Method introduced by Viorel Barbu (see AnnexeB.4.4.1). In-
deed, this enables to have controls a bit better tharl. 2(Q). Then, a bootstrap method
gives controls inL! (Q) (see AnnexeB.4.4.2). A xed-point argument concludes the
proof (see AnnexeB.4.5).

Now, we develop a strategy in order to treat the cases df, 2 or 3 controls in a uni ed
way.
We introduce the following notations

0 1 0 1 0 1 0 1 01 0 1
100 hy 10 hy 1 hy
_Bo 1 & 5_ hz§. _Bo § 2_%h2§. ‘%8§' 1_%0§.
B3_ 0 I 1h_ h3 182_ 1h_ 0 1Bl_ ah_ 0 .
0 00 0 00 0 0 0

(B.45)

Let j 2 f1;2;3g, (uj;u,;ugu,) 2 (RY)* be such that (B.3) holds and ug 2 X (d)iu; )
(see B.37), (B.39) and (B.41)).

B.4.1 Linearization

We adopt the approach presented in Annexe3.1.4.2

B.4.1.1 3 controls, return method when (ug;uz;uy) =(0;0;0)
We linearize (B.4) around (u; )1 i 4 and we get the system : for everyl i 4,
8 .
< @ui di ui=( 1)'(uguz Usuz+ uguz  Uyug)+ hili L 3 in Qr;
% -0 on T; (B.46)
ui(0;:) = Uio in

Roughly speaking, it is easy to controluy, up, us thanks to hy, hy, hz. The main
di culty is to control u4. Now, we present the heuristic way of controllingus.

B.4.1.1.1 First case : (uq;us;u,) 6(0;0;0) There is a coupling term in the fourth
equation of (B.46) which enables to controlus. For example, if u; 6 0, then uy controls
ug.

Remark B.4.1. In this case, the linearized systemB.46) looks like the toy-model (B.7)
and its controllability properties come from Proposition B.1.7. Consequently, the local
controllability of ( B.4) can be proved as in PropositionB.1.12 for system (B.11).

B.4.1.1.2 Second case : (uq;ug;uy,) =(0;0;0), return method The fourth equa-
tion of (B.46) is decoupled from the other equations. In particular, if us(0;:) 6 0,
then u4(T;:) 6 0. Consequently, system B.46) is not controllable. The idea is to li-
nearize around a non trivial trajectory of (B.4) which comes from(0; u,; 0;0) and goes
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to (0; u,; 0; 0) and which forces the appearance of a coupling term after linearization. It
is the return method . Here, we take

(0;uy; U35 0); (0;0;hg) = (0;uy;g;0);(0;0,@y ds Q) ;
where g satis es the following properties
g2C'(Q):; g 0, g60; supp(g) (O;T) & (B.47)

Then, if we linearize the system B.4) around (O; u2;T3] ;0); (0;0; Wg]) , then the fourth
equation becomes

@us ds us= U3 (EX)ur  u,ugin (O;T)
Roughly speaking, asiz! 6 0 in the control zone, thenu; controls us.

Remark B.4.2. Here, the linearized system around the non trivial trajectory looks
like the toy-model (B.7) and its controllability properties follow from Proposition B.1.8.
Consequently, the local controllability of (B.4) can be proved as PropositionB.1.14 for
(B.11).

B.4.1.1.3 Linearizationin  L?! (Q) and null-controllability of a family of linear
systems We de ne

( :
—_._ ug if (u;;uzu,) 8(0;0;0); — 0 if (ug;uzuy) 8(0;0;0);
U3 = : and hz:=
3 ozl if (ug;ugu,) =(0;0;0); 3 h3] if (ug;ug;uy) =(0;0;0);
(B.48)

(;R®):=( 15 20 3 4;A1;A2A3) = (U1 Uj;Uz  Upuz Us;us  Ugihysharhs  ha):

(B.49)
Thus, (u; h®) is a trajectory of (B.4) if and only if ( ; R3) is a trajectory of the following
system

8 81 i 4

% @i d
=( 1)'(us+ 3)1 (ug+ 4) 2+U; 3 Uya)+ RL L 3 inQr;
g.=0 on 7;
i(0;:) = uUpo U in

Then, ( ; R3) is a trajectory of

8

2 @ D3 =G() +B3hR%L in(0;T) .

> @n=0 on(0;T) @; (B.50)
©O;)= o in
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where

o 1
d 0 0 O 3 3 Ug+ 24 u; U,
_Bo d o0 of. ._%lTer 3 Ug o4 U uzg.
Dj3:= 0 0 dg 0K’ G():= G 5 Ut 0, u, K (B.51)

Note that G41(0;0; 0; 0) = uz. To simplify, we suppose the following fact :
if (u;;us;u,) 6(0;0;0), then u; 6 0. Otherwise, we can easily adapt our proof strategy
(see RemarkB.4.16). Then, from (B.47), there existt; <t, 2 (0;T), a nonempty open
subset! g | and M > 0 such that

8(t;x) 2 (t1;t2) oy Gar(0;0;0;0)(t;x)  2=M;
8(k;1) 2 1;:::;49% kG (0;0;0; 0)k, 1 @ M=2
Consequently, we %tudy the null-controllability of the linear systems

2 @ Dz =A +BzR3L in(0O;T) ;

> @%23;::)0: O O @ (B.52)

where the matrix A veri es the following assumptions
8(t;x) 2 (t1;t2)  !o; asn(tx) 1=M; (B.53)
8(k;1) 2 1;:::;40% Kk ) M: (B.54)

Remark B.4.3. To simplify the notations, we now denotef3 by hS.

B.4.1.2 2 controls, adequate change of variables

By Annexe B.2.3.2, we can assume that(us; u,) 6 (0;0).

B.4.1.2.1 Firstcase: d3=ds From (B.25) and (B.39), system (B.4) reduces to

g 81 i 3 _

@Qui di ui=( 1)(uiuz ux(uz+u, uz)+ hiLiL o In(0;T)
3 %]:O on (O;T) @;
" ui(051) = uio in

(B.55)

We do not give the complete proof of TheoremB.3.2 in this case because it is an easy
adaptation of the study of the null-controllability of the linear systems (B.52) which
satisfy (B.53), (B.54) (with three equations instead of four). Indeed, by linearization
around (u; )1 i 4 of (B.55), the equation satis ed by uz becomes

@uz d3 uz= ugup+(uz+ uy)uz (ug+ uy)uzin (0;T) : (B.56)
Then, there is a coupling term in (B.56) if and only if
(ug;uz + uy) 8 (0;0) i:e (us;uy) 6(0;0): (B.57)
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B.4.1.2.2 Second case : d36 ds We remark that

(U1 Uz; ug; ua)(T5 ) = (U3 Up; Ug; Ug) |

if and only if (B.58)

’(Ul; U2; Uz; Uz + Ug)(T;:) = ((Ug; Uy Ug;Ug + Uy) ‘ :

Therefore, we study the system satis ed by(vi; vo; v3;Vs) ;= (Ug; Uz; Us; U3 + Ug),

@\/4 d4 Vg = (d3 d4) V3 in (O; T) ; (B.59)

8 81 i 3
% @i d vi=( 1)(vivs Vva(vs4 v3)+ hiLiL o in(0;T)
5 Qv - @y on (0;T) @;

(Vin; V4)(%r; 1) = (Ui.0; Uz.0 + Ug0) in

Roughly speaking,vs4 can be controlled by vs thanks to the coupling term of second
order (d3 ds) vsin the second equation of B.59) and v3 can be controlled byv; or v,
because the linearization of the rst equation of B.59) with i =3 is

@vs d3 vz3= Ugvi+ Ugv2  (ug+ Up)vz+ Uyva in (0;T) :

and (us; u,) 8 (0;0). Then, the proof of the controllability properties of the linearized-
system of B.59) follows the ideas of PropositionB.1.9 and Proposition B.1.10. The
main di erence is the nature of the coupling terms : one coupling term of second order
(d3 d4) vz and one coupling term of zero order ugvy if u; 6 0 or u,vs if u, 6 0.

B.4.1.2.3 Linearizationin L' (Q) and null-controllability of a family of linear
systems when d3; 6 d; We de ne

(:h?):=( 1 2 3 ahi;hy) = (w1 Ui;V2 Uy V3 Ug;Va  (ug+ uy); hi;hg): (B.60)
Then, (u; h?) is a trajectory of (B.4) if and only if ( ;h?) is a trajectory of

E@ D, =G() +B3h?1, in(0;T) :

6= 0 on(0;T) @;
©O;)= o in
where 0 1
d O 0 0
_ 0 d, 0 0
D2 @0 0 d 0
0 0 (ds di) da
0 3 1 B.61
(us+ 3) Uug+ 42 3 up U U ( )
G() = Ust+ 3 (Usg+ 4 3) Ut uz
' (uz + 3) g+ 4 3 up U U
0 0 0 0
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Note that G31(0;0;0;0) = u5 and G32(0;0;0;0) = uy,. Then,

(G31(0;0; 0; 0); G32(0; 0; 0; 0)) 6 (0;0). To simplify, we suppose that G31(0;0;0;0) 6 0.
The other case is similar. There exist; <t, 2 (0; T), a nonempty open subset g !
and M > 0 such that

8(t;x) 2 (t1;t2)  !o; Ga1(0;0;0;0)(t;x)  2=M;
8(k;1) 2f1;:::;3g f 1;::1539 kG (0;0;0,0)k 1 (o) M=2;
Gua= G2s=G3zs= Uy, Gyg1= Ggo= Gaz= Gus =0:
Consequently, we study the null-controllability of the linear systems

g @ D =A +Bh?, in©OT) ;
g.=0 on (0;T) @; (B.62)
0;)= o in

where the matrix A veri es the following assumptions

8(t;x) 2 (t1;t2) o asa(tix) 1=M; (B.63)
8(k;1)2f1;:::;39 f 1;:::;30; kagk 1 Q) M; (B.64)
ala= aa= azs = Uy, (B.65)

a1 = ag2= a43 = axu =0: (B.66)

Remark B.4.4. Actually, we can show the null controllability of a bigger family of linear
systems. Indeed, we can replaceé3(65) by the more general assumption a4, a4, az4 2 R
because it does not change the proof of the null-controllability result of the linear systems
like (B.62) (see Proposition B.4.8). But, the more general caseais, ax, azs 2 L1 (Q)
is not handled by our proof of Proposition B.4.8 (see AnnexeB.4.3.5 and in particular

(B.137)).

Remark B.4.5. The algebraic relation (B.66) is useful to prove the null-controllability
result of the linear systems like B.62) (see Proposition B.4.8) because it creates the
cascade form of B.62). Indeed, the fourth and the third equation of (B.62) are

@4 ds 4=(d3 d4) 3in(0;T) ;
with and d3 d; 60;
@3 d3 3=azg 1t+azp2tassztU,sin(0;T) ;

with 8(t;x) 2 (t1;t2) !o; asi(t;x) 1=M.

B.4.1.3 1 control, adequate change of variables

By Annexe B.2.3.3 we can assume thatu; 6 0.
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B.4.1.3.1 Firstcase: 9k 6 |2f23;4g; dc = d We treatthe cased, = d3, d3 6 dj.
The other cases are similar. From B.28) and (B.41), system (B.4) reduces to

8
5 8i 2f1;2;4g; _
@ui d ui=( 1)'(ug(uy+uz wuz) usus)+ hilili 1 in Qr;
@u ) (B.67)
3 @n-0 on 7;
" ui(053) = uio in

We remark that
(ugsu2;ug)(T;2) = (ug;upiuy)
if and only if (B.68)
(u;uz;uz  Ug)(T;0) = (Ug;Upuy  Uy):

Therefore, we study the system satis ed by(vi;Vvz;v3) ;= (Uz;Uz; U2 Ug),

8 81 i1 2
E @i d vi=( 1'(va(up+uz Vo) Vo(vz Vva)+ hiLiL 1 in Qr;

@\/3 d4 V3 = (d2 d4) Vo in QT; (B.69)
3 G- @i=g on T;
(vi(051);v3(0;2)) = (U0 Uz0  Uso) in .

We do not give the complete proof of TheoremB.3.2 in this case because it is an easy
adaptation of the study of the null-controllability of the linear systems (B.62) which
satisfy (B.63), (B.64), (B.65) and (B.66) (with three equations instead of four). Indeed,
vz can be controlled byv, thanks to the coupling term of second orderd, ds) v» in
the second equation of B.69) and v, can be controlled byv;, because the linearization
of the rst equation of (B.69) with i =2 is

@y, dr va=ugvi+( Vi; 2V, + V3)vo+ Uyvzin (0;T) :

where (v4;V,;V3) == (Uq;Up U, Uy) and u; 6 0.

B.4.1.3.2 Second case: d, 6 d3, d3 6 d4, d» 6 ds. We introduce 6 such that

. _ 1 _ 1
(d2 d4) = (d3 d4) =1;ie. = 4 da and = ds d (B.70)
Then, we de ne 6 0 by the algebraic relation
+ =0;ie = : (B.71)

We remark that

(U1 Uz; U3 Ug)(T;2) = (U Up; Ug; Ug) |

if and only if

’(Ul;UZ;UZ"' Ug; U2+ Ug+ Ug)(T;)=(UpUyuUy+ Ug U+ UgHt U4)‘1 (B.72)
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Therefore, we study the system satis ed by(v1;V2;Vv3;Vvs) := (Ug; U2, Ux+ U3; U 2+ U3+
U 4). We introduce the following notations

1
01(V2; v3; Va) = V2 —V3+ —V4 = Ug; Q2(V2;V3) == V3 V2 = Ug: (B.73)
W8e have

81 i 2 |

% @i di vi=( 1)'(g(v2;v3)vi 0i(ve;vavav2) + hili L 1 in(0;T) ;
@vs d3 vz=(dy d3) Vo in(0;T)

§ @vs ds va= v3 in (0;T) :
Gv=Gu=Gx=0 on(@T) @;
(Vi;v3;va)(0;:) = (Uj0; U200+ U30; U 20+ U3zo+ Ugo) in

(B.74)

Roughly speaking,v4 can be controlled by vz thanks to the coupling term of second
order vj in the third equation of (B.74) and v3 can be controlled byv, thanks to the
coupling term of second order(d> d3) Vv» in the second equation of B.74) and v, can
be controlled by v; because the linearization of the rst equation of 8.74) with i =2 is

@vz d2 Vo= ga(Vo;Va)vi  O1(Vo; V3 V)V + Vi02(V2; V3)  Vo01(V2; Va; Va)
= UgVi  O1(Vp;Va;Vg)Va + ViQ2(V2;Vv3)  Vo01(V2; V3; Va)

and u; 6 0. Then, the proof of the controllability properties of the linearized-system of
(B.74) follows the ideas of PropositionB.1.9 and Proposition B.1.10. The main di erence
is the nature of the coupling terms : two coupling terms of second order vs, (d, d3) V2
and one coupling term of zero ordeugv;.

B.4.1.3.3 Linearizationin L' (Q) and null-controllability of a family of linear
systems when d, 6 dsz, d, 6 d4, d3 6 dy We de ne

(;hY):=( 15 25 3 ash1))=(Vv1 U V2 Upvs (Up+Ug)iva (U o+ U g+ Uy,);hy):

(B.75)
Then, (u; h?) is a trajectory of (B.4) if and only if ( ;h1) is a trajectory of
8
< @ D1 = G( ) + Blhl].! in (O;T) ;
g =0 on (0:T) @;
©0;)= o in
where
0 1
d1 0 0 O
5. B0 & 0 of
1 7 @0 d; d3 d3 0A”
0 0 1 da
1 B.76
(Us+ G2( 25 3) M1+ G 25 35 4) mz ms (B.76)
G() := % Uz + 02( 2; 3) (ma+ o 2; 35 4) M2 msg.
0 0 0 0 ’
0 0 0 0
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with my := uy + u, + Uy, My := u; + —u, and mg = Lu,. Note that G»;(0;0;0;0) = us,.
There existt; <t 2 (0;T), a nonempty open subset ¢ I 'and M > 0 such that

8(t;x) 2 (t1;t2) !o; G21(0;0;0;0)(t;x)  2=M;

8(k;1) 211,29 f 1;2g9; kG (0; 0; 0; 0)k, 1 Q) M=2;
Giz= Gzz= my Guu= Gg=m3 Gy=0;3 k 41 | 4
Consequently, we study the null-controllability of the linear systems

g @ D1 =A +B3hly, in©OT) ;
g =0 on(0;T) @; (B.77)
©O;)= o in

where the matrix A veri es the following assumptions

8(tx) 2 (t1;t2) o an(tix) 1=M; (B.78)

8(k;1) 211,29 f 1,29; kayk 1 @ M (B.79)
Q3= a3= My aiu= ag= Mg, (B.80)

ag=0;3 k 41 | 4 (B.81)

Remark B.4.6. Actually, we can show the null controllability of a bigger family of linear

systems. Indeed, we can replaceB(80) by the more general assumption :a;3, ars, aia,

az4 2 R because it does not change the proof of the null-controllability result of the
linear systems like B.77) (see PropositionB.4.8). But, the more general casea;s, ass,

a1, a4 2 L1 (Q) is not handled by our proof of PropositionB.4.8 (see AnnexeB.4.3.7

and in particular (B.158) and (B.160)).

Remark B.4.7. The algebraic relation (B.81) is useful to prove the null-controllability
result of the linear systems like B.77) (see Proposition B.4.8) because it creates the
cascade form of B.77). Indeed, the fourth, the third and the second equation of B.77)
are

@4 dg 4= 3in(0;T)
@3 d3 3=(dy d3) 2in(0;T) ; and (d2 d3) 60;
@2 d2 2=ayi+tapz2tmyz m3ggain(0;T)
with 8(t;x) 2 (t1;t2) o) an(t;x) 1=M.
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