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Résumé

Ce travail de thèse met en évidence deux phénomènes microscopiques dissipatifs au
voisinage de la ligne de contact dans les phénomènes de capillarité et d’adhésion. L’étude
s’appuie sur des expériences dynamiques et des modélisations théoriques. La mesure ex-
périmentale de quantités macroscopiques et la théorie hydrodynamique permettent d’ex-
traire les informations dynamiques localisées au voisinage la ligne de contact. Les différents
phénomènes dissipatifs localisés au voisinage de la ligne de contact ont pour origines les
propriétés des substrats sur lesquels se déplace la ligne de contact. Pour une surface ri-
gide hétérogène, nous avons développé un modèle rhéologique de la ligne de contact fondé
sur l’hydrodynamique, permettant d’établir théoriquement l’évolution temporelle de la
ligne de contact et de ses déformations. Une décomposition modale fondée sur la réduc-
tion de l’énergie par la théorie du chemin de réaction fournit une prédiction quantitative
de la dynamique thermiquement activée de la ligne de contact, en accord avec l’expé-
rience réalisée. Pour un substrat déformable, à partir de l’analyse de deux expériences
différentes de mouillage dynamique et de l’estimation de la dissipation dans le substrat,
fondée sur sa viscoélasticité, nous avons développé une compréhension générale du com-
portement dynamique d’une ligne de contact sur un substrat viscoélastique. Pour finir, ce
modèle de dissipation viscoélastique est appliqué au cas de l’adhésion réversible, où expé-
rimentalement nous mesurons la dynamique de pelage et de recollement sur un substrat
viscoélastique. Cette extension à l’adhésion permet de relier les phénomènes interfaciaux
en une compréhension générale.

Mots-clés – mouillage, hydrodynamique, lubrification, défauts, hystérésis, activation
thermique, rhéologie, solide viscoélastique, adhésion, mécanique.
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Abstract

This thesis reveals two dissipative microscopic phenomena close to the contact line in
the fields of capillarity and adhesion. The study is based on dynamic experiments and
theoretical predictions. Experimental measurement of macroscopic quantities and the hy-
drodynamic theory give access to dynamic information located close to the contact line.
The different dissipative phenomena, located close to the contact line, originate from the
properties of the substrates on which the contact line moves. For a heterogeneous rigid
surface, we have developed a rheological model of the contact line based on hydrodyna-
mics, in order to theoretically establish the temporal evolution of the contact line and
its deformations. A modal decomposition based on the reduction of the energy by the
reaction path theory allows a quantitative prediction of the thermally activated dynamics
of the contact line, in agrements with the experiment carried out. For a deformable sub-
strate, based on the analysis of two different experiments of wetting dynamics and on
the estimation of the dissipation in the substrate founded on its viscoelasticity, a gene-
ral understanding of the dynamical behavior of contact lines on viscoelastic substrates is
achieve. Finally, this viscoelastic model is applied to the case of weak adhesion, where
experimentally we measured the peeling dynamics from a viscoelastic substrate. This ex-
tension to adhesion bridge the gap between different interfacial phenomena into a general
understanding.

Keywords – Wetting, hydrodynamics, lubrication, defects, hysteresis, thermal acti-
vation, rheology, viscoelastic solid, adhesion, mechanics.
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Chapitre 1

Introduction

↑ Table des matières

1.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.1 Interface, énergie surfacique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.2 Ligne de contact, angle de Young . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 Dynamique visqueuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Structure du manuscrit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.1 Généralités

1.1.1 Interface, énergie surfacique
La vie courante fournit de nombreux exemples où l’interface entre un liquide et un

solide joue un rôle primordial dans l’appréhension et la compréhension de certains phé-
nomènes [33].

Un liquide est une phase condensée de la matière, où l’énergie thermique des molécules
qui constituent le liquide est du même ordre de grandeur que leur énergie d’interaction [33].
Pour un solide atomique cristallin, l’énergie d’interaction domine l’énergie thermique. Il
existe également toute une classe de matériaux se situant entre ces deux cas limites, classe
de matériaux appelée de manière commune la matière molle.

Les molécules qui constituent la matière s’attirent mutuellement par des forces à
moyenne portée et se repoussent à très courte portée. Si l’on sépare un matériau en deux,
en formant deux nouvelles surfaces, on doit casser les liaisons moléculaires attractives. Il y
a donc un coût énergétique associé au travail de ces interactions pour séparer le volume en
deux et créer une interface. Les molécules qui se retrouvent en surface présentent un déficit
de liaison par rapport aux molécules au sein du volume. La définition thermodynamique
du coût énergétique de création d’une surface, γ, est la variation de l’énergie libre par unité
de surface, à nombre de molécules, volume et température constants [1, 20, 33, 122] :

γ ≡ ∂F
∂A

∣∣∣∣∣
N,V,T

(1.1)

On peut estimer en ordre de grandeur la valeur de l’énergie surfacique notée γ. Pour un
liquide, en notant EV dW l’énergie d’interaction de Van der Waals entre molécules, qui est
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de l’ordre de l’énergie thermique (kBT ' 4×10−21 J à température ambiante, où kB est la
constante de Boltzmann et T la température), et S ' 10−19 m2 la surface occupée par une
molécule, la variation d’énergie associée à l’augmentation d’un élément de surface est de
l’ordre de γ ' EV dW/S ' 0.02 N.m−1[33]. Ce calcul en ordre de grandeur est une bonne
estimation des valeurs de l’énergie surfacique des liquides usuels – par exemple, l’énergie
surfacique de l’interface huile silicone/air est γ ' 0.023 N.m−1.

Pour une interface entre un liquide et sa vapeur, la distance sur laquelle la densité
varie entre celle du liquide et celle de la vapeur peut être estimée par la portée des
interactions moléculaires, qui sont de l’ordre de la taille moléculaire [1, 20, 95, 118, 122].
Le temps nécessaire à une interface pour atteindre l’équilibre thermodynamique, où γ est
défini de manière macroscopique par l’équation (1.1) peut être estimé comme le temps de
diffusion nécessaire à une particule pour sonder l’épaisseur de l’interface : τ ' a2/D, où
D ∼ kBT/6πηa est le coefficient de diffusion, η étant la viscosité dynamique du liquide et
a la taille moléculaire. On obtient en ordre de grandeur τ ' 10−10 s, qui est un temps très
court comparé au temps passé par une molécule issue de la phase vapeur, sur la surface
– de l’ordre de la microseconde [1, 20].

L’énergie surfacique γ définie d’un point de vue macroscopique par la thermodyna-
mique – par la définition de l’équation (1.1) – est donc valable pour les échelles spatiales
plus grandes que la taille moléculaire, ainsi que pour des temps considérés plus longs
que les temps de diffusion moléculaire. Ce travail de thèse s’inscrit dans le cadre sui-
vant : l’énergie surfacique et les phénomènes capillaires associés sont décrits de manière
macroscopique. Les interfaces sont donc à l’équilibre thermodynamique et l’énergie surfa-
cique est localisée sur l’interface que l’on considère infiniment fine. Nous notons que pour
décrire les interactions microscopiques aux échelles inférieures, où la portée des interac-
tions moléculaires doit être prise en compte, on peut introduire un terme supplémentaire
dans l’énergie libre, associé au travail de la pression de disjonction [28, 33]. Le modèle
d’interface diffuse [62, 111, 159] a également pour but de prendre en compte les échelles
moléculaires temporelles et spatiales.

L’énergie surfacique γ est l’excès d’énergie libre par unité de surface de l’interface. Pour
chaque interface d’aire A est donc associée une énergie γA. Par une variation virtuelle
infinitésimale δA de la surface, on déduit l’excès de force par unité de longueur noté Υ,
qui représente la force attractive qu’une moitié d’interface exerce sur l’autre.

Pour une interface liquide cela s’accompagne d’une augmentation d’énergie libre de
γδA. En égalisant la variation d’énergie et le travail mécanique effectué par Υ, on obtient
l’identité γ = Υ. La force linéique est simplement identique à l’énergie surfacique. Pour
une interface courbée, cette force est équilibrée par un saut de pression de part et d’autre
de l’interface. Le saut de pression s’exprime par la formule de Laplace ∆P = γκ [33, 122],
où κ est la courbure de l’interface.

A la surface d’un solide élastique, la situation est fondamentalement différente. On peut
augmenter la surface sans ajout de nouvelles molécules à la surface mais par une déforma-
tion de l’interface. L’excès d’énergie libre γ dépend donc de la déformation élastique de
la surface. La variation de l’énergie libre de l’interface vaut δ(γA) = (γ + Adγ/dA) δA =
(γ + dγ/dε) δA, où ε est le taux de déformation selon l’interface. En égalisant la variation
de l’énergie libre et le travail de la force, on obtient Υ = γ + dγ/dε. Cette relation a reçu
le nom de Shuttleworth [130]. L’estimation expérimentale de dγ/dε pour les solides mous
est un sujet actuel de recherche. La partie 3, dont l’introduction détaille les conséquences
de l’élasticité d’un solide, porte sur les substrats déformables.

La diversité des phénomènes capillaires naît de l’équilibre et des combinaisons entre
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1.1 Généralités

l’énergie surfacique et d’autres formes d’énergies. Le premier exemple de phénomène phy-
sique auquel on peut comparer l’énergie surfacique est la pesanteur. Si l’on considère, en
guise d’illustration, l’exemple courant d’une quantité de liquide en contact avec une sur-
face solide, l’interface du liquide adopte la géométrie qui minimise l’énergie totale : cette
énergie comporte l’énergie potentielle de pesanteur et l’énergie de l’interface. L’énergie de
l’interface tend à diminuer la surface, et donc à former une calotte sphérique. Par contre
la pesanteur tend à abaisser le centre de gravité, par conséquent à aplatir le volume de
liquide. En comparant ces deux énergies, une longueur caractéristique du liquide émerge,
appelée longueur capillaire et notée `γ :

`γ =
√
γ

ρg
' 1 mm, (1.2)

où γ est l’énergie surfacique de l’interface liquide/vapeur, ρ la masse volumique du liquide
et g l’accélération de la pesanteur. Cette longueur – de l’ordre du millimètre pour la
plupart des liquides – permet d’estimer sous quelle échelle les effets capillaires dominent
les effets de pesanteur. Pour une quantité de liquide dont la taille caractéristique est
plus petite que la longueur capillaire, la gravité est négligeable et le liquide adopte une
forme sphérique, formant ce qu’on appelle une goutte ; à l’inverse, pour une quantité de
liquide dont la taille caractéristique est plus grande que la longueur capillaire, la gravité
l’emporte et les effets capillaires sont négligeables : le liquide s’aplatit sous son poids et
forme ce qu’on appelle communément une flaque. Plus particulièrement et en lien avec
les protocoles expérimentaux de ce travail de recherche, où une plaque est plongée dans
un bain liquide, la longueur capillaire est également la taille caractéristique du ménisque
formé par le liquide sur la plaque. Dans ce travail de thèse, la pesanteur est l’énergie
dominante aux grandes échelles. `γ est donc la longueur caractéristique externe pour les
phénomènes capillaires au-delà de laquelle les phénomènes de surfaces sont négligeables.

1.1.2 Ligne de contact, angle de Young
Le système qui nous intéresse plus particulièrement dans cette thèse est composé

d’une phase solide en contact avec une phase liquide et sa vapeur. Aux échelles inférieures
à la longueur externe – la longueur capillaire `γ – et aux échelles supérieures à la taille
moléculaire, le système composé des trois phases peut être représenté par un coin de liquide
invariant dans la direction transverse, comme illustré par la figure 1.1. L’intersection de
ces trois phases, considérée ici comme étant de taille nulle, est appelée : ligne triple ou
ligne de contact.

Dans cette partie, le solide est considéré comme rigide, indéformable – cette hypothèse
sera détaillée dans l’introduction spécifique de la partie 3.1, ainsi que les conséquences
de la déformation du solide. De plus, la surface du solide est considérée, dans un premier
temps, comme homogène. On considère la situation de l’équilibre statique. L’énergie to-
tale du système est la somme des énergies de surface des trois interfaces, dont les énergies
surfaciques sont notées γ, γSL et γSV , respectivement pour les interfaces liquide/vapeur,
solide/liquide et solide/vapeur. En appliquant un principe variationnel pour le déplace-
ment virtuel de la ligne de contact, on obtient par minimisation de l’énergie totale, l’angle
d’équilibre du coin de liquide, donné par la formule de Young-Dupré [33] :

cos θY = γSV − γSL
γ

. (1.3)
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Figure 1.1 – Représentation d’un coin de liquide, en contact avec sa vapeur et sur un solide
rigide et homogène, aux échelles inférieures à `γ et supérieures à l’échelle moléculaire. Le système
composé des trois phases est à l’équilibre pour un angle égal à θY . La minimisation de l’énergie
totale du système et la condition d’équilibre peuvent se traduire par un équilibre des forces qui
s’appliquent sur le coin de liquide bleu foncé, ces forces sont représentées par les flèches rouges.
La force en γ sin θY est la réaction du solide rigide qui s’oppose à la composante normale de
la force selon l’interface liquide/vapeur. Cette force de réaction sera détaillée dans le cas d’un
solide élastique, voir l’introduction 3.1.

Dans l’ensemble de ce travail de recherche, nous considérons le cas du mouillage partiel,
où l’angle de contact est défini entre 0 et π, c’est-à-dire que −γ < γSV − γSL < γ.

La sélection de cet angle d’équilibre est valable jusqu’à quelques tailles moléculaires
et en dessous de la longueur externe – la longueur capillaire `γ.

Dans le cas où la surface du solide est hétérogène et que les échelles de variation des
hétérogénéités sont grandes comparées à la taille moléculaire, on peut encore définir, d’un
point de vue macroscopique, l’énergie surfacique locale du solide par la définition thermo-
dynamique présentée plus haut. Le solide est défini par les champs d’énergie surfacique
γSL(x, y) et γSV (x, y), où (x, y) sont les coordonnées d’un point de la surface. On peut
donc définir une loi de Young locale, soit un angle d’équilibre local dépendant de la po-
sition de la ligne de contact. Les propriétés d’un substrat hétérogène sont abordées à la
partie 2.
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1.2 Dynamique visqueuse

1.2 Dynamique visqueuse
La première extension de la capillarité à laquelle nous nous intéressons est la prise

en compte d’un écoulement : la ligne de contact n’est plus statique. Nous allons rappe-
ler la phénoménologie et la compréhension qualitative des conséquences d’un écoulement
visqueux proche d’une ligne de contact. Comme cela est détaillé à la fin de cette intro-
duction, la théorie hydrodynamique est utilisée de manière quantitative dans ce travail de
recherche comme un outil pour relier l’échelles macroscopique à l’échelle microscopique
– au voisinage microscopique de la ligne de contact. La méthode est présentée et utilisée
à la partie 2.3.

Le fluide est caractérisé par sa viscosité dynamique η, l’énergie surfacique de son
interface en contact avec sa vapeur γ et sa vitesse caractéristique V . Nous considérons le
cas d’un ménisque sur une plaque. La contrainte visqueuse s’exprime par la viscosité et le
taux de cisaillement caractéristique V/h où h est l’épaisseur de fluide cisaillée : σ ∝ ηV/h.
La pression de Laplace est estimée en ordre de grandeur par γ/h. En égalisant les deux
contraintes, on obtient la quantité sans dimension appelée nombre capillaire et noté Ca :

Ca = ηV
γ
. (1.4)

Pour de petits nombres capillaires – et aux grandes échelles – la viscosité est négligeable
et l’interface est proche de l’interface statique. Cependant, comme présenté dans la suite,
ce raisonnement en loi d’échelles n’est valable que si l’épaisseur de fluide cisaillée h est du
même ordre de grandeur que l’inverse de la courbure, ce qui se révèle faux, proche de la
ligne de contact.

1.2.1 Généralités
Dans cette première partie nous allons rappeler l’argument semi-quantitatif de de

Gennes pour décrire la modification de l’interface due à un écoulement. Ce raisonnement
semi-quantitatif permet d’obtenir des premières conclusions importantes pour l’écoule-
ment visqueux proche d’une ligne de contact.

Nous considérons le cas le plus simple : un fluide Newtonien dans un régime d’écou-
lement incompressible et stationnaire. L’hydrodynamique est décrite par un écoulement
dans un coin [60], qui a la particularité de ne présenter aucune échelle caractéristique.
Cela impose de définir un nombre de Reynolds local, où la longueur caractéristique qui
intervient est la distance à la ligne de contact. Il existe donc toujours une gamme d’échelles
proche de la ligne de contact où le nombre de Reynolds est petit et donc, où l’inertie est
négligeable. Selon ces hypothèses, l’équation de Navier-Stokes se linéarise en l’équation
de Stokes [55]. Cette équation, pour des écoulements quasi-parallèles se simplifie par ce
qu’on appelle l’approximation de lubrification. L’écoulement est alors localement celui
d’un demi-Poiseuille sur l’épaisseur du fluide [33, 55].

A partir de cela, on peut reproduire l’argument de de Gennes, qui est un équilibre des
forces sur un coin de liquide de taille X, en écoulement à vitesse constante V et invariant
par translation dans la direction de la ligne de contact, comme la figure 1.2 le représente.

Les forces externes participant à l’équilibre sont les forces de tension de surface agissant
sur le coin de liquide et qui s’opposent à la force visqueuse. La résultante des forces
capillaires – par unité de longueur transverse – projetée selon la surface du solide est
donnée par :

F = γSL − γSV + γ cos θ = γ (cos θY − cos θ) , (1.5)
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où nous avons utilisé la relation de Young. Il y a une résultante non nulle des forces de
tension de surface si l’angle n’est pas à la valeur d’équilibre θY .

Figure 1.2 – Représentation schématique d’un coin de liquide, en contact avec sa vapeur,
en translation à vitesse constante sur un solide rigide et homogène, représenté aux échelles
inférieures à `γ et supérieures à la taille moléculaire. Le système considéré pour la démonstration
est le coin de liquide de la ligne de contact jusqu’à l’échelle X, représenté en bleu foncé.

Le calcul de la résultante des contraintes visqueuses nécessite plusieurs étapes. Le
raisonnement s’effectue en loi d’échelles. La contrainte visqueuse – par unité de longueur
transverse – à la position x s’exprime par la viscosité dynamique η et le taux de cisaillement
caractéristique V/h où h = x tan θ est l’épaisseur de fluide cisaillée [55] :

σ ∝ ηV

x tan θ . (1.6)

On remarque, ce qui correspond au paradoxe de Huh-Scriven [41, 60], que la contrainte
diverge à la ligne de contact (x→ 0), ce qui empêcherait tout mouvement de la ligne de
contact. Or, on sait qu’une goutte sur un plan incliné se déplace et dévale la pente.
A l’échelle moléculaire, les molécules "glissent" sur la surface du solide [14, 77]. Il faut
donc compléter la théorie hydrodynamique par la réalité physique à l’échelle moléculaire.
Cette nécessité absolue de décrire, modéliser, le comportement aux échelles moléculaires,
pour obtenir un comportement cohérent avec les observations à l’échelle macroscopique,
illustre le caractère multi-échelles de l’écoulement hydrodynamique près d’une ligne de
contact [133]. On ne peut pas s’affranchir de la physique à l’échelle moléculaire. Dans la
littérature, il existe plusieurs modèles, méthodes dites de régularisation de la divergence
de la contrainte à la ligne de contact : conditions aux limites de glissement de Navier,
description non continue du fluide ou longueur de coupure [7, 16, 24, 29, 46, 47, 60, 103,
115, 133]. Des études d’écoulements aux petites échelles dans des canaux – basées sur
l’hydrodynamique et en considérant une conditions aux limites de glissement de Navier
pour modéliser la réalité physique à l’échelle moléculaire proche d’une paroi – permettent
de mesurer les longueurs de glissement de la condition aux limites de Navier. Parmi les
conclusions de la littérature [14], dans le cas du mouillage partiel et pour des angles
d’équilibres inférieurs à π/2, les longueurs de glissement mesurées sont de l’ordre de la
taille moléculaire du liquide, comme illustré par la figure 1.3.
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Figure 1.3 – Figure reprise de [14]. Données expérimentales de longueurs de glissement de
Navier pour différents liquides et surfaces, en fonction de la condition de mouillage, représentée
par l’angle de Young ; noté θc sur la figure.

Le deuxième caractère multi-échelles de l’écoulement proche d’une ligne de contact est
le suivant : même aux petits nombres capillaires, c’est-à-dire aux petites vitesses pour un
liquide donné, il existe toujours une échelle suffisamment proche de la ligne de contact où
la viscosité n’est pas négligeable, comme le montre le facteur ∝ 1/x de la contrainte [133].
Aussi, on observe le phénomène de pincement géométrique dû à l’angle θ, qui amplifie
l’effet de la viscosité.

En suivant l’argument de de Gennes, on impose une longueur de coupure, notée `µ,
de taille moléculaire. La réalité physique des processus à l’échelle moléculaire est alors
encodée dans le choix de cette condition aux limites. La force visqueuse résultante se
calcule en intégrant la contrainte, jusqu’à la taille du système X :

Fvisq ∝
∫ X

`µ

ηV

x tan θdx = ηV

tan θ ln X
`µ
. (1.7)

L’équilibre des forces – par unité de longueur transverse – nous donne donc :

tan θ(X) (cos θY − cos θ(X)) ' Ca ln X
`µ
, (1.8)

où ηV/γ est remplacé par le nombre capillaire. Cette relation semi-quantitative permet de
mettre en valeur la phénoménologie et l’origine physique de la modification d’une interface
par un écoulement visqueux. L’interface dynamique, par rapport à l’interface statique, se
courbe à cause de l’écoulement et du terme de pression dynamique. La troisième évidence
du caractère multi-échelles de l’écoulement hydrodynamique proche d’une ligne de contact
est la présence du facteur logarithmique où intervient l’échelle d’observation X. Aussi,
cette relation permet une dernière remarque sur le caractère multi-échelles : toutes les
décades d’échelle, de la ligne de contact jusqu’à l’échelle macroscopique, participent de la
même manière à la dynamique comme l’exprime le terme ln (X/`µ) (le logarithme vaut
la même quantité, de la dizaine de nanomètres au micromètre, ou bien du dixième de
millimètre au centimètre : ln 102). Enfin, la valeur numérique exacte de la longueur de
coupure ou de glissement, `µ, a très peu d’influence sur la dynamique, puisqu’elle apparait
dans un logarithme. L’équation (1.8) est représentée à la figure 1.4 : l’angle dynamique à
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l’échelle macroscopique – `γ – en fonction du nombre capillaire. On remarque que la courbe
admet un extremum, témoignage d’une instabilité. Cette relation prédit donc aussi, mais
qualitativement, l’existence d’une vitesse limite pour la ligne de contact et donc d’une
transition d’entrainement. On tient à remarquer que cette démonstration donnant l’angle
de l’interface liquide/vapeur à une échelle X en fonction de la vitesse n’est pas cohérente
avec la description, car elle conclue que l’angle varie continûment avec la distance à la ligne
de contact alors que pour l’intégration de la contrainte, on a considéré un coin de liquide
à angle fixé. En réalité, l’interface est courbée et un coin de liquide à angle constant n’est
pas solution de l’hydrodynamique aux échelles où la viscosité compte. Ce raisonnement
n’est pas valable non plus pour des angles supérieurs à π/2.

0

1

0.5

0

Figure 1.4 – Représentation de la relation (1.8), du nombre capillaire Ca en fonction de l’angle
dynamique θ à l’échelle macroscopique `γ = 1 mm, pour `µ = 1 nm et θY = π/4. L’équation de
la courbe est Ca = tan θ (cos θY − cos θ) / ln(`γ/`µ).

Angle macroscopique - Angle microscopique

Dans le domaine de la capillarité, la définition de l’angle – dont on donne la valeur nu-
mérique – est un point crucial pour l’interprétation de ses variations en fonction de divers
paramètres. Comme indiqué précédemment par l’équation semi-quantitative donnant le
profil de l’interface (1.8), l’angle dépend de la position, de l’échelle à laquelle la mesure
est réalisée. Il est possible toutefois de définir des angles de manière objective.

L’angle microscopique, noté θµ, est l’angle formé par l’interface – moyenne – par rap-
port à la surface du solide, à la ligne de contact : il constitue la condition aux limites sur
l’angle de l’écoulement hydrodynamique – moyen – défini à l’échelle microscopique. La
description continue de l’hydrodynamique étant valable jusqu’au nanomètre [14].

Le concept d’angle macroscopique, noté θM , a longtemps été une source de confusion
dans la littérature. La manière univoque de le définir se fait à partir de l’interface asymp-
totique, loin de la ligne de contact, qui correspond exactement à une interface d’équilibre
statique. Cette interface externe peut être prolongée jusqu’à la surface du solide, l’angle
formé est alors par définition, l’angle macroscopique. L’angle macroscopique n’est donc
pas un angle de la véritable interface dynamique, mais il est défini par prolongement
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asymptotique de la solution externe. La position où l’interface asymptotique rejoint la
surface du solide est quasiment la même que la véritable position de la ligne de contact.
Bien sûr, dans le cas statique, les angles microscopique et macroscopique sont équivalents.

Figure 1.5 – Schéma d’un ménisque dynamique vu de profil, représenté aux échelles macro-
scopique et microscopique. Définition des angles macroscopique et microscopique.

Dans le cas d’un ménisque sur une plaque (représenté à la figure 1.5), le profil externe
– donné par une solution statique – est équivalent à une exponentielle décroissante loin
de la plaque, pour les faibles angles [33]. Dans le cas général, pour le profil statique,
la hauteur du ménisque xlc est donnée par l’équilibre entre l’énergie de pesanteur et les
énergies de surfaces [33] :

xlc = `γ
√

2(1− sin θe) (1.9)

où `γ est la longueur capillaire et θe l’angle microscopique – à la ligne de contact –
d’équilibre statique. Dans le cas dynamique, le profil de l’interface proche de la ligne de
contact est modifié par le terme de pression dynamique, ce qui a pour conséquence de
décaler l’altitude de la ligne de contact – par rapport à l’altitude d’équilibre statique (1.9).
Au niveau du bain – à l’échelle de la longueur capillaire `γ – le profil dynamique coïncide
avec un profil statique. On définit donc l’angle macroscopique par la relation du profil
statique :

xlc(Ca) = `γ
√

2 (1− sin θM(Ca)), (1.10)

où l’on insiste sur la dépendance de l’angle macroscopique avec la dynamique de l’écou-
lement. Remarque : si on réalise deux expériences de mouillage dynamique sur la même
surface, une par un étalement de goutte et l’autre par une plaque tirée hors d’un bain,
les relations dynamiques de l’angle macroscopique en fonction de la vitesse, θM(Ca), se-
ront différentes car l’angle macroscopique dépend du profil externe, loin de la ligne de
contact. Seules les relations θµ(Ca) seront identiques dans la mesure où les géométries de
l’écoulement au niveau de la ligne de contact sont identiques.

Angle microscopique - Angle de Young

Nous avons pris soin de distinguer l’angle microscopique – angle de l’interface à la
ligne de contact – de l’angle de Young. Ce dernier étant l’angle d’équilibre, il n’est pas
forcément l’angle microscopique formé par l’interface à la ligne de contact. Comme nous
le verrons par la suite, l’angle microscopique dépend des processus dynamiques localisés
au voisinage microscopique de la ligne de contact.
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Angle microscopique moyen - Angle microscopique local

La dernière distinction nécessaire au sujet des différents angles porte sur la moyenne
et les fluctuations. Tous les angles définis dans cette partie sont des angles moyens le
long de la ligne de contact. Nous verrons par la suite que l’interface peut se déformer par
rapport à sa position moyenne à cause d’hétérogénéités présentes sur la surface du solide
et à cause de l’agitation thermique.

1.3 Structure du manuscrit
L’approche moderne de la résolution de l’écoulement hydrodynamique se fait de ma-

nière quantitative – numériquement – à partir des équations de lubrification, comme la
partie 2.3 le présente, et permet de relier l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique.

L’objet de ma thèse et de mon travail porte sur la mesure et la compréhension des
phénomènes dissipatifs localisés au voisinage de la ligne de contact.

Dans une première partie – voir le chapitre 2 – nous étudions la dynamique a priori
simple d’une ligne de contact sur une surface rigide. Afin d’accéder expérimentalement
aux processus dissipatifs à l’échelle de la ligne de contact, des mesures expérimentales très
précises sont nécessaires ainsi que leurs modélisations.

Dans une deuxième partie – voir le chapitre 3 – nous posons la question de l’effet d’un
substrat déformable sur la sélection de l’angle de contact et des processus dynamiques
localisés au voisinage microscopique de la ligne de contact. Deux expériences de mouillage
dynamique, d’un matériau viscoélastique épais et d’une surface recouverte d’une brosse
de polymères sont étudiées.

Ce qui nous mènera vers l’étude de la déformation d’un solide viscoélastique en absence
de liquide, réalisée par une expérience d’adhésion, où la déformation est imposée par un
ruban que l’on pèle à partir d’un substrat déformable – voir le chapitre 4.

Les questions spécifiques liées à chacun des processus particuliers sont abordées dans
l’introduction de chaque partie.
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2.1 Introduction
La mesure et la modélisation des phénomènes liés aux hétérogénéités présentes sur

une surface rigide constitue le travail original de cette thèse qui, par ailleurs, à fait l’objet
d’une publication dans la revue PRL en 2016 [100], d’un article en soumission à la revue
Soft Matter et d’un article en soumission à la revue PRFluid disponible sur arXiv [101].

Une goutte liquide en mouvement sur une surface rigide est un phénomène omni-
présent dans la vie courante ; pourtant, une description théorique complète décrivant les
observations expérimentales fait toujours défaut. Les ingrédients élémentaires nécessaires
à la compréhension du déplacement de la ligne de contact sont connus [16, 33, 133] : la
dissipation visqueuse de l’écoulement moyen du liquide à toutes les échelles et un pro-
cessus dissipatif à l’échelle de la ligne de contact. Le premier est entièrement décrit par
la théorie hydrodynamique. La partie 2.3 présente l’utilisation de l’hydrodynamique de
manière quantitative pour relier les mesures expérimentales – à l’échelle macroscopique –
de mouillage d’une surface rigide, aux comportements dynamiques de la ligne de contact
à l’échelle microscopique.

Pour le second processus, localisé au voisinage de la ligne de contact, plusieurs études
dynamiques montrent qu’à faibles vitesses, le cosinus de l’angle varie de manière logarith-
mique avec la vitesse de la ligne de contact [11, 13, 27, 34, 42, 104, 106, 106, 108, 109,
110, 113, 117, 126]. Blake a, le premier, suggéré que la description discrète moléculaire de
la surface du solide pouvait générer un paysage énergétique rugueux et que la dynamique
de la ligne de contact serait soumise à l’activation thermique [12].

La théorie de transition de Kramers [57, 73], pour la ligne de contact vue comme une
particule effective dans un paysage énergétique rugueux et mise en mouvement par la
force externe d’origine capillaire, prédit le flux de transition entre les puits du potentiel.
Cette théorie relie les taux de transitions et la probabilité de franchissement des barrières
énergétiques à la force externe, dans le régime où les barrières sont hautes devant l’agita-
tion thermique. La vitesse moyenne s’exprime en fonction de l’angle à la ligne de contact
θµ, par une relation – dite d’Arrhenius – de la forme suivante :

|Ca| ∝ exp
[
γ`2| cos θµ − cos θe|

kBT

]
, (2.1)

où kB est la constante de Boltzmann, T la température, ` une longueur caractéristique
d’activation [11] et cos θe la valeur du cosinus d’équilibre. Etienne Rolley et coll. ont
confirmé expérimentalement cette dépendance avec la température par la mesure de
la dynamique d’une ligne de contact, sur une surface comportant des défauts nanosco-
piques [108]. Le paysage énergétique rugueux a pour origine la présence d’hétérogénéités
sur la surface rigide, sans que soit proposée dans la littérature, une théorie complète. Un
des objectifs de ce travail de recherche est de proposer une explication cohérente – au-delà
de la loi phénoménologique d’Arrhenius – des liens entre les hétérogénéités et le paysage
énergétique permettant de prédire quantitativement les mesures dynamiques effectuées.

Défauts, hystérésis et dynamique thermiquement activée

Le besoin de clarifier les différentes notions apparaîtra au fur et à mesure de la thèse,
conduisant à un travail d’explication. Trois notions différentes sont à distinguer a priori.
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Hystérésis De manière stricte, on parle d’hystérésis lorsqu’une observable présente deux
valeurs différentes à paramètre identique, les valeurs étant dépendantes de l’historique.
Cette quantité bi-valuée peut être représentée graphiquement : il apparaît alors un cycle,
dit d’hystérésis. Il est crucial d’être scrupuleux sur la définition de la quantité observée
et du paramètre de contrôle. Les mesures expérimentales réalisées, de mouillage d’une
surface de fluoro-polymères par de l’huile silicone, de l’angle en fonction de la vitesse, ne
présentent pas de cycle d’hystérésis – voir dans la suite la figure 2.14 de gauche. On ne
donc peut pas parler d’hystérésis simplement à partir des mesures de l’angle en fonction
de la vitesse. Une hystérésis peut être observée comme par exemple dans le cas d’une fibre
nanométrique plongée dans un bain liquide [35]. Comme l’illustre la figure 2.1 de droite,
les données expérimentales présentent plusieurs cycles d’hystérésis de la force – déflexion
du cantilever auquel est fixée la fibre – en fonction de la position du cantilever par rapport
au bain, entre l’avancée et le recul.

Figure 2.1 – Figure reprise de [35]. A gauche, illustration du protocole expérimental : une
fibre fixée à un cantilever est plongée dans un bain liquide. A droite, données expérimentales de
la force (déflexion du cantilever) en fonction de la position du cantilever par rapport au bain, à
l’avancée et au recul.

Angles de dé-piégeage (depinning en anglais) Ces angles théoriques sont définis
comme les angles limites d’équilibre statique de la ligne de contact, à température nulle.

Angles d’avancée et de recul Ces angles sont les plus facilement accessibles expé-
rimentalement. Ils sont utilisés pour caractériser une surface et sont mesurés avec un
protocole dynamique, à une certaine vitesse de résolution.

Le premier protocole, très largement utilisé, est celui du gonflement/dégonflement
d’une goutte sur une surface horizontale ; il est illustré et rapidement détaillé à la fi-
gure 2.2. Un autre protocole est celui du plan incliné : on dépose une goutte sur une
surface que l’on incline jusqu’à l’observation du mouvement de la goutte. Ces protocoles
sont dynamiques et permettent de mesurer les angles d’avancée et de recul à la vitesse
de résolution expérimentale. On peut citer en exemple les travaux de Hayes et coll. qui
de manière rare dans la littérature exposent précisément leur protocole de mesure de
l’angle d’avancée qu’ils appellent ’statique’ [58] : "Static contact angle was measured af-
ter a relaxation period of 100 s subsequent to forced liquid movement at a velocity of
0.010 cm/s".

On comprend immédiatement que pour interpréter les angles d’avancée et de recul
expérimentaux comme des angles de dé-piégeage se posent la question de la vitesse de
la ligne de contact au moment de la mesure, et donc, celle de la compréhension de la
dynamique. D’un point de vue théorique, sous l’influence de l’agitation thermique, la
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Figure 2.2 – Exemple de protocole de mesure d’angles d’avancée par gonflement (image de
gauche) et de recul par dégonflement (image de droite) d’une goutte sur une surface horizontale.
La goutte est gonflée et dégonflée avec une seringue. Les images ont été prises après une phase
de relaxation de quelques minutes. Ce protocole est un protocole dynamique par essence, les
angles d’avancée θA et de recul θR obtenus doivent être interprétés dans ce cadre. La vitesse
typique de résolution à laquelle la mesure est réalisée est de l’ordre du µm.s−1 (' déplacement
de un pixel sur une minute).

situation d’équilibre minimale du système est atteinte à l’équilibre thermodynamique, il
n’y a donc pas d’angles de dé-piégeage à température ambiante. Mais si l’on effectue une
mesure par gonflement/dégonflement, on trouve deux angles différents pour l’avancée et
le recul, définis à la vitesse de résolution expérimentale. Dans la littérature, on trouve
comme dénomination de la différence entre ces angles d’avancée et de recul dynamiques
expérimentaux, l’expression "hystérésis de l’angle de contact" sans que cela soit relié a
priori à une quelconque hystérésis.

L’un des objectifs de ce travail de recherche est de comprendre les liens existants entre
les défauts, la véritable hystérésis, les angles de dé-piégeage, les angles d’avancée et de
recul mesurés expérimentalement et la dynamique de la ligne de contact.

Approche utilisée

Afin de répondre aux questions évoquées, nous avons mis en place des mesures expé-
rimentales dynamiques fines sur une large gamme de vitesses, à l’avancée et au recul. La
partie 2.2 présente le protocole de dip-coating utilisé pendant mon travail de recherche.
La partie 2.3 présente l’utilisation de la théorie hydrodynamique pour relier les mesures à
l’échelle macroscopique au comportement de la ligne de contact à l’échelle microscopique.
La partie 2.4 porte sur les interprétations du comportement extrait à la ligne de contact
et l’analyse des données expérimentales par un modèle prédictif développé au cours de ce
travail de recherche. La partie 2.5 présente une description théorique de la ligne de contact
en tenant compte de ses fluctuations temporelles et spatiales par rapport à sa position
moyenne. Pour cela, nous déterminons la réponse rhéologique de la ligne de contact. La
partie 2.6 présente une décomposition modale et une réduction énergétique par l’approche
du chemin de réaction dans le but d’expliquer et de reproduire quantitativement le com-
portement dynamique mesuré expérimentalement d’une ligne de contact sur une plaque
comportant des défauts. Enfin, la partie 2.7 aborde la question des défauts aléatoires.
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2.2 Protocole expérimental de dip-coating
Le protocole de dip-coating est un dispositif classique [27, 36, 44, 45, 58, 88, 108, 109,

117, 127, 134, 135, 151] pour réaliser des mesures précises de la montée capillaire sur
une large gamme de vitesse, à l’avancée et au recul, dans des conditions d’application
quantitative de la théorie hydrodynamique.

Le protocole de l’expérience – illustré figure 2.3 – est le suivant : on trempe verticale-
ment une plaque dans un bain, à laquelle on impose une vitesse constante et on mesure
la hauteur du ménisque.

Figure 2.3 – Schéma du protocole de dip-coating. Une plaque est tirée à vitesse constante Up
hors d’un bain de liquide et on mesure xlc, la hauteur de la ligne de contact par rapport au bain.

Dans le cas où la plaque est immobile, un ménisque statique s’établit dont la hauteur
est donnée par l’équilibre entre la pesanteur et les tensions de surfaces [33] :

xlc = `γ
√

2(1− sin θe), (2.2)

où xlc est l’altitude du ménisque, θe est l’angle d’équilibre à la ligne de contact et `γ la
longueur capillaire.

Lorsque la plaque est plongée à vitesse constante dans le liquide, le ménisque dyna-
mique atteint un régime stationnaire, dont la hauteur est inférieure à celle de l’équilibre
statique, la ligne de contact est en situation d’avancée. De même lorsque la plaque est
retirée à vitesse constante hors du liquide, le ménisque atteint un régime stationnaire,
dont la hauteur est supérieure, la ligne de contact est en situation de recul et la plaque
sort sèche. Si la vitesse de la plaque dépasse une vitesse critique – d’avancée ou de recul –
le régime stationnaire n’existe plus. Dans le cas où la plaque est plongée dans le liquide
au-delà de la vitesse critique d’avancée, un film d’air est entraîné sur la plaque. Dans le
cas où la plaque est tirée hors du bain au-delà de la vitesse critique de recul, un film de
liquide est entraîné sur la plaque. La vitesse critique d’avancée peut être estimée à partir
d’une relation semi-quantitative de l’angle en fonction de la vitesse, où la transition de
mouillage correspond à un angle macroscopique nul. On trouve [44, 45] :

Vc ∝
γ

η

θ3
µ

ln(`γ/`µ) , (2.3)

où l’angle θµ est l’angle microscopique à l’avant du film et peut dépendre implicitement
de la vitesse critique Vc.
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Cette expérience dynamique permet l’application de la théorie hydrodynamique de
manière quantitative pour les raisons suivantes : la géométrie du système impose un écou-
lement moyen à deux dimensions, avec une invariance selon la troisième direction, le long
de la ligne de contact. Dans cette géométrie, la résolution de l’équation de Stokes est beau-
coup plus aisée (que pour une goutte sur un plan incliné par exemple) et l’approximation
de lubrification peut être étendue à de larges pentes. Ensuite, le protocole de dip-coating
permet de contrôler directement un paramètre clef de la dynamique : la vitesse de la ligne
de contact. Alors que pour une goutte, on impose une variation de volume avec une se-
ringue dans le cas du protocole de gonflement/dégonflement ou l’inclinaison de la plaque
dans le protocole de dévalement de goutte. Troisièmement, avec une plaque suffisamment
longue, on peut atteindre le régime stationnaire, cadre dans lequel la résolution de l’hy-
drodynamique est plus aisée. Dernièrement, la mesure de la hauteur du ménisque, qui
est de l’ordre de la longueur capillaire (∼ 1mm), est une mesure réalisable de manière
optique.

Dans cette partie, nous allons décrire et motiver les choix du protocole qui ont été
effectués. Les objectifs principaux sont de réaliser des mesures les plus précises possibles
tout en gardant un système simple pour pouvoir appliquer la théorie hydrodynamique
de manière quantitative. Le protocole expérimental que nous avons développé au cours
de mon travail de recherche permet de mesurer la hauteur du ménisque jusqu’à plusieurs
millimètres avec une précision de l’ordre du micromètre, sur six décades de vitesse de
quelques mm.s−1 à quelques nm.s−1, à l’avancée et au recul.

2.2.1 Synthèse de la surface et choix du liquide

L’angle de contact dépend des énergies de surface du liquide et du substrat, le choix
de la surface doit donc se faire en lien avec le choix du liquide.

Le choix du liquide doit respecter les critères suivants :

Le liquide doit être suffisamment visqueux pour pouvoir négliger les effets inertiels
aux grandes échelles, ainsi l’équation non linéaire de Navier-Stokes se simplifie en celle
de Stokes. Le choix de la viscosité du liquide permet donc de se placer dans un cadre où
les équations qui régissent la dynamique sont linéaires, et par conséquent plus aisées à
résoudre. Le nombre de Reynolds – qui compare les effets inertiels aux effets visqueux [55] –
vaut ici Re = ρU`γ/η ' 10−2 pour les grandes échelles (taille du ménisque) et les vitesses
les plus grandes (à la plaque). Toujours dans une volonté de décrire les mesures avec
une théorie la plus simple possible, le liquide ne doit pas s’évaporer. Pour une raison
pratique, le liquide doit être stable dans le temps, le choix d’un liquide de faible tension
de surface permet de minimiser les contaminations chimiques et les poussières. Les huiles
silicones calibrées permettent de concilier tous ces critères. Le choix que nous avons fait
est d’une huile Rhodorsil V100 (η = 116 mPa.s, ρ = 1.1× 103 kg.m−3, γ = 23 mN.m−1,
`γ =

√
γ/ρg = 1.44 mm). Si on utilise une huile encore plus visqueuse, la vitesse critique

d’entrainement du liquide diminue – voir l’équation (2.3) – et donc réduit la gamme de
vitesse que l’on peut étudier. Le moteur de translation utilisé permettant d’atteindre
quelques mm.s−1, la vitesse critique d’entrainement de film liquide doit être de cet ordre
de grandeur (Vc ' 4 mm.s−1 sur la plaque utilisée).
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Le choix de la surface doit respecter les critères suivants :

La paire liquide/solide doit conduire à une condition de mouillage partiel, pour que
la vitesse d’entrainement du liquide soit de l’ordre du mm.s−1 – voir l’équation (2.3).
La surface doit être la plus homogène et plane possible. L’énergie surfacique des solides
cristallins étant trop élevée, cela implique des conditions de mouillage total pour la plu-
part des liquides. Nous sommes donc contraint d’utiliser un revêtement, pour des raisons
pratiques et établies dans la littérature : un bon candidat est un wafer de silicium (fourni
par Sil’tronix Silicon Technologies) avec un revêtement de fluoro-polymères (FC725). La
méthode de dip-coating est une méthode très fiable pour le dépôt d’une couche contrôlée
en épaisseur. D’un bain d’acétate d’éthyle à 5% de fluoro-polymères, on tire un wafer
de silicium à une vitesse de 0.5 mm.s−1(qui est par avance nettoyé dans une cuve à ul-
trasons pendant 10 minutes dans un mélange "piranha" (H2O2/H2SO4 dans un rapport
approximatif 1:1), puis rincé pendant quelques minutes avec de l’eau dé-ionisée Milli-Q et
enfin séché au diazote). A cette vitesse, un film liquide d’épaisseur constante est entrainé
sur le wafer, l’acétate d’éthyle s’évapore et laisse un revêtement de fluoro-polymères, de
l’ordre de 0.1 mm. Point important : il faut découper au préalable les wafers de silicium
en rectangles – voir la figure 2.4 – pour qu’ils soient invariants selon la direction de tirage.
Avec des wafers circulaires, les effets de bords ont pour conséquences de créer un gradient
de mouillage, c’est-à-dire que pour les mesures dynamiques ultérieures avec l’huile V100,
la hauteur du ménisque – ou l’angle de contact macroscopique – dépend de la zone du
wafer sur laquelle se trouve la ligne de contact. Le gradient de mouillage, pour la varia-
tion de hauteur du ménisque entre les différentes zones de la plaque, a pu être abaissé
de 100 µm par millimètre de plaque pour un wafer circulaire à 1 µm par millimètre de
plaque pour un wafer rectangulaire. Pour l’angle macroscopique, cela correspond à un
gradient de 4◦ par millimètre de plaque dans le cas des wafers circulaires et à un gradient
de 0.01◦ par millimètre de plaque pour les rectangulaires. Nous pouvons remarquer que
dans les deux cas – wafers avec un fort et faible gradient de mouillage – optiquement, on
observe une seule teinte de Newton sur la surface des wafers. Les mesures de mouillage
dynamique, étant très fines, peuvent donc révéler les propriétés physico-chimiques de la
surface, difficilement accessibles optiquement.

Figure 2.4 – Plaque : wafer de silicium découpé en rectangle avec revêtement de fluoro-
polymeres (FC725).
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2.2.2 Méthode de mesure de la hauteur du ménisque
Mesure optique

On effectue la mesure de la hauteur du ménisque optiquement. Cela permet tout à la
fois d’observer les régimes transitoires où un film est entrainé sur la plaque jusqu’à plu-
sieurs millimètres de hauteur et de réaliser une mesure avec une résolution du micromètre
sur la hauteur du ménisque. On utilise une caméra CCD avec un objectif Macro. Ce qui
permet d’obtenir un grand champ d’observation et une bonne résolution.

La difficulté du montage optique est de visualiser la ligne de contact, c’est-à-dire
de distinguer la plaque sèche par rapport au ménisque. Le liquide étant transparent et
la plaque réfléchissante, il faut que l’éclairage et la visualisation permettent d’observer la
ligne de contact par contraste. Le montage – illustré par le schéma 2.5 – permet d’observer
la plaque réfléchissante en blanc sur l’image puisqu’elle renvoie la lumière et le ménisque
en noir puisqu’étant courbé, il ne renvoie pas la lumière vers l’objectif. Pour obtenir ces
conditions, nous avons utilisé un éclairage diffus (plaque DEL) et observé seulement les
rayons proches de l’axe optique en fermant le diaphragme de l’objectif, ce qui augmente
le contraste.

Figure 2.5 – Montage optique vu du dessus. La plaque est maintenue verticalement et reliée
au moteur de translation. Le moteur de translation (Newport M-MTM) est une vis sans fin, sa
gamme de vitesse s’étend du µm.s−1 à quelques mm.s−1. L’éclairage et la prise de vue se font
orthogonalement à la plaque à l’aide d’une lame semi-réfléchissante inclinée à 45◦. La camera
CCD (modèle evo1050MFHCPC de SVS-VISTEK) possède un champ de 1024x1024 pixels,
l’acquisition est réalisée à une fréquence de 10Hz. Une pointe lumineuse est rajoutée dans le
champ de la caméra au niveau du bain pour mesurer son niveau instantané. La pointe lumineuse
est une pipette Pasteur en verre, dans laquelle est insérée une fibre optique. La luminosité du
bout de la pipette est assurée par un point de colle suffisamment diffusant. L’ensemble est placé
sur une table optique pour minimiser les vibrations et dans une boite pour éviter les poussières
et les courants d’air.

La figure 2.6 présente une image typique à partir de laquelle nous réalisons les mesures.
La prise de vue est effectuée face à la plaque.
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Figure 2.6 – Image de la plaque, du ménisque et de la pointe lumineuse. Prise de vue face
à la plaque. Grossissement de l’ordre de 20µm/pixel avec un champ de 1024× 1024 pixels. Les
conditions d’éclairage et d’observation permettent de faire apparaitre le ménisque courbée en
noir et la plaque réfléchissante en blanc. A droite de l’image, on distingue la pointe lumineuse
et son reflet par le bain, aucune lumière n’a été envoyée dans cette zone pour que le fond soit
noir.

Analyse d’image

Le but de l’analyse de l’image est de mesurer la position de la ligne de contact à
une résolution de l’ordre du micromètre à partir d’une image ayant une résolution de
20µm/pixel, voir la figure 2.7 du haut. Pour cela, on utilise le grand contraste entre la
plaque (blanche) et le ménisque (noir) et le fait qu’on connaisse des informations sur les
800 pixels de large, le long de la ligne de contact. Le principe de la détection sub-pixelaire
de la position du contraste maximal s’effectue par une convolution du niveau de gris avec
une fonction analysatrice choisie d’après la forme typique du changement de contraste
observée sur les images – voir la figure 2.7 du bas à gauche. Le principe de la détection
sub-pixelaire est très bien détaillé dans l’annexe C.3 de la thèse d’Antonin Marchand [88].
Pour chaque colonne de pixel de l’image, la détection sub-pixelaire permet de déterminer
la position du contraste maximal et donc la position de la ligne de contact, à cette colonne
de pixel, voir la figure 2.7 du bas à gauche.

Une fois la détection sub-pixelaire effectuée, on procède de la manière suivante pour
mesurer la hauteur de la ligne de contact sur chaque image : à l’échelle de visualisation,
la ligne de contact forme une droite le long de la plaque avec une légère inclinaison causée
par l’inclinaison de la caméra. Le fait que la caméra soit légèrement inclinée, que la ligne
de contact ne soit pas parallèle aux rangées horizontales des pixels, permet d’améliorer
encore la détection. Pour chaque image, on ajuste les données – de la position de la ligne
contact pour chaque colonne de pixel – par une droite, on en extrait sa pente et sa valeur
à l’origine. Sur toutes les images prises pendant la dynamique, quelle que soit la vitesse
de la plaque, l’inclinaison de la ligne de contact doit être constante au bruit près, ce qui
est vérifié, puisque son origine n’est que l’inclinaison de la caméra. On peut donc mesurer
l’inclinaison moyenne et ensuite réajuster pour chaque image, les données – de la position
de la ligne de contact pour chaque colonne de pixel – par une droite dont on connait la
pente, ce qui réduit l’incertitude sur la mesure de la valeur à l’origine, puisque l’ajustement
ne comporte plus qu’un seul degré de liberté.
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Cette méthode générale d’extraction à partir des données brutes, en utilisant l’en-
semble des informations – forme typique du niveau de gris et forme de la ligne de contact –
permet d’améliorer de manière significative la résolution. De chaque image de 1024x1024
pixels avec une résolution optique de 20µm/pixel, on extrait une unique valeur, la hauteur
de la ligne de contact avec une précision en deçà du micromètre. La même méthode est
appliquée pour mesurer les positions de la pointe et de son reflet. A la place d’une droite,
c’est un coin de la forme de la pointe qui est choisi pour l’ajustement comme illustré par
la figure 2.7 du bas à droite.

Figure 2.7 – Image du ménisque et de la pointe lumineuse. En bas à gauche : zoom sur la
ligne de contact. En bas à droite : zoom sur la pointe lumineuse et son reflet. Les points rouges
sont les résultats de la méthode de détection sub-pixelaire.
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Correction de la variation du bain
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Figure 2.8 – Graphique du haut : Mesure expérimentale de la variation du bain relative
(relative au niveau du bain au début de l’expérience). Graphique du milieu : hauteur de la ligne
de contact mesurée sur les images avant la correction par la variation du bain. Graphique du
bas : hauteur de la ligne de contact après correction, par rapport au bain. Pour les données
représentées, la plaque est plongée dans le bain à la vitesse de Up = −50 µm.s−1, le niveau
du bain s’élève au cours de la dynamique, la hauteur brute de la ligne de contact s’élève aussi.
Après la correction, on observe une altitude du ménisque constante sur une longueur de plaque
balayée de 2.5 mm, ce qui montre la qualité du contrôle de l’éventuel gradient de mouillage.
A partir de ces données, on peut déterminer l’origine de la variation du bain. Au cours de la
plongée de la plaque, un volume leUp∆t ' 6× 10−8 m3 de wafer est immergé, où ∆t ' 50 s est
la durée des mesures, l ' 5 cm est la largeur du wafer et e ' 0.5 mm son épaisseur. A partir des
variations du niveau du bain, la variation de volume du bain est estimée à S∆h ' 8× 10−8 m3,
où S ' 0.01 m2 est la surface du bain et ∆h ' 8 µm est l’élévation du niveau bain. Bien que
le rapport entre la surface du bain et la section du wafer soit de 103, la précision du protocole
expérimental permet de mesurer les variations du niveau du bain et impose de les corriger pour
mesurer la hauteur du ménisque au micromètre près.

Lorsque la plaque s’enfonce ou sort du bain, le niveau du bain varie. Cette variation
peut être causée par le volume exclu du wafer, par le liquide qui pénètre dans le ménisque
pendant la formation d’un film sur la plaque ou par des éventuelles fuites du bain. La
grandeur pertinente que l’on souhaite mesurer est la position de la ligne de contact par
rapport au niveau du bain. Il faut donc tenir compte des variations du bain pour obtenir
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la véritable hauteur du ménisque. C’est pour cela qu’une pointe lumineuse est placée dans
le champ d’observation, en avant de la plaque, dans une zone où le ménisque correspond à
l’interface plane du bain – quelques longueurs capillaires au devant la plaque, soit quelques
millimètres. Ainsi, avec la pointe et son reflet – par la surface plane du bain – on peut
déterminer la hauteur du bain instantanée au cours de la dynamique. La figure 2.8 illustre
le principe général de la correction de la variation du bain par un exemple : la figure du
haut représente le niveau relatif mesuré du bain ; la figure du milieu représente la hauteur
brute de la ligne de contact mesurée directement sur les images ; la figure du bas représente
la véritable hauteur du ménisque, calculée par différence.

2.2.3 Mesure de la vitesse
La vitesse pertinente pour la dynamique est la vitesse de la ligne de contact par rapport

à la plaque, notée V , qui par composition des vitesses s’exprime simplement par :

V = Up −
dxlc
dt

, (2.4)

où Up est la vitesse de la plaque – par rapport au bain – que l’on impose. dxlc/dt est la
vitesse de la ligne de contact par rapport au bain, calculée numériquement par différen-
ciation de la hauteur de la ligne de contact en fonction du temps. La convention de signe
choisie pour la vitesse implique que la vitesse est positive lorsque la plaque sort du bain
(la ligne de contact recule) et négative lorsque la plaque plonge dans le bain (la ligne de
contact avance).

Pour atteindre six décades de vitesses, il faut se placer dans différents régimes dyna-
miques.

Un régime de vitesses intermédiaires, de l’ordre du mm.s−1 au µm.s−1, qui correspond
à la gamme de vitesses accessibles par le moteur de translation. Dans ce régime, la vitesse
Up de la plaque est imposée, le régime stationnaire est atteint (dxlc/dt = 0), la hauteur
de la ligne de contact est statique par rapport au bain et V = Up.

Un régime de basses vitesses, au-dessous du µm.s−1. On impose la vitesse de la plaque
à la plus faible vitesse permise par le moteur de translation, la ligne de contact atteint un
régime stationnaire, puis on arrête le moteur, la plaque est immobile (Up = 0), la ligne de
contact relaxe jusqu’à sa position d’équilibre statique et V = −dxlc/dt.

Un régime de hautes vitesses : dans ce régime, la vitesse de la plaque est au-delà de la
vitesse critique d’entrainement du film liquide. La plaque sort du bain à vitesse constante
et un film de liquide est entrainé. La ligne de contact s’élève et diverge au dessus du bain
au fur et à mesure que le film se forme. La vitesse de la ligne de contact par rapport à la
plaque est V = Up − dxlc/dt.

La suite reprend en détails les mesures pour chaque régime.

Régime de vitesses intermédiaires Pour le régime des vitesses accessibles par le
moteur de translation (du mm.s−1 au µm.s−1) et en deçà du régime transitoire d’entrai-
nement de film, le protocole de mesure est le plus simple. La finalité est d’atteindre le
régime stationnaire où la plaque défile à vitesse constante et la ligne de contact est im-
mobile par rapport au bain. La seule subtilité est de préparer la ligne de contact avant
d’imposer la vitesse de contrôle. Pour une mesure au recul, c’est-à-dire que la plaque sort
du bain, il faut que la ligne de contact soit déjà en situation de recul. La procédure est la
suivante : on impose une grande vitesse à la plaque, la ligne de contact atteint rapidement
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la situation de recul, puis on immobilise la plaque, la ligne de contact relaxe vers sa posi-
tion statique et reste en recul, la ligne de contact se trouve dans la bonne "polarisation"
pour effectuer une mesure dynamique au recul. On impose, ensuite, la vitesse de contrôle
souhaitée pour la mesure. La même procédure est effectuée dans le cas de l’avancée, où
la plaque s’enfonce dans le bain. La vitesse de la ligne de contact par rapport à la plaque
est simplement :

V = Up.

La figure suivante 2.9 représente la hauteur de la ligne de contact en fonction du temps,
avec un exemple au recul et à l’avancée, après les procédures de préparation de la ligne
de contact.

Figure 2.9 – Hauteur de la ligne de contact par rapport au bain en fonction du temps dans
le régime des vitesses intermédiaires. Graphique du haut : le début de la mesure présentée
correspond à la fin de la procédure de préparation, la plaque est immobile, Up = 0, et la ligne de
contact est en situation de recul, puis (à t = 0 sur le graphique) on impose une vitesse constante
positive à la plaque, ici Up= 0.1 mm.s−1, la plaque sort du bain. Par entrainement visqueux, le
ménisque s’élève. Après un régime de relaxation, le ménisque atteint une hauteur stationnaire
que l’on mesure directement. Graphique du bas : le début de la mesure présentée correspond à
la fin de la procédure de préparation, la plaque est immobile, Up = 0, et la ligne de contact est
en situation d’avancée, puis (à t = 0 sur le graphique) on impose une vitesse constante négative
à la plaque, ici Up = −0.5 mm.s−1, la plaque plonge dans le bain. Par entrainement visqueux, le
ménisque s’abaisse. Après un régime de relaxation, le ménisque atteint une hauteur stationnaire
que l’on mesure directement.
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Régime de vitesses basses Pour mesurer les hauteurs de ménisques aux vitesses in-
férieures à la plus basse vitesse accessible par le moteur de translation, nous utilisons
les régimes transitoires de relaxation. Cette méthode est valable si l’on peut se placer
dans l’approximation de quasi-stationnarité. Hypothèse que l’on vérifie expérimentale-
ment comme détaillé dans la suite et présenté par la figure 2.11. Le principe est le suivant
et est illustrée par la figure 2.10 : on place la ligne de contact dans un régime stationnaire
à basse vitesse, ici la plaque plonge dans le bain, le ménisque est plus bas que sa position
d’équilibre statique, puis on immobilise la plaque, la ligne de contact s’élève pour relaxer
vers sa position d’équilibre statique. On mesure simultanément la hauteur de la ligne de
contact et sa vitesse par différence finie. La vitesse de la ligne de contact par rapport à la
plaque est donc

V = −dxlc
dt
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Figure 2.10 – Hauteur de la ligne de contact en fonction du temps dans un régime de relaxation
vers l’équilibre statique. Au début de la mesure présentée, la plaque est à vitesse constante en
plongée à Up = −5 µm.s−1, la ligne de contact est à la position stationnaire correspondant à
cette vitesse, puis à t = 0 on impose Up = 0, la plaque est alors immobile et la ligne de contact
remonte en relaxant vers la position d’équilibre statique.
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2.2 Protocole expérimental de dip-coating

La figure 2.11 présente les résultats expérimentaux de l’altitude du ménisque en fonc-
tion de la vitesse de la ligne de contact pour les basses vitesses en avancée. Sur cette figure,
sont représentées les données obtenues dans le régime stationnaire et dans le régime de
relaxation. Le fait que tous les points issus des deux méthodes se superposent en une
courbe maîtresse valide l’hypothèse de quasi-stationnarité et le protocole de mesure par
relaxation pour les faibles vitesses. Le régime de relaxation permet d’obtenir des données
jusqu’à trois décades inférieures en vitesse.
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Figure 2.11 – Hauteur adimensionnée de la ligne de contact en fonction de la vitesse de
la ligne de contact adimensionnée (`γ = 1.44 mm, Ca = ηV/γ avec la vitesse caractéristique
γ/η = 0.198 m.s−1). Chaque couleur correspond à une mesure où la vitesse de la plaque est
différente. Les points pleins sont obtenus à Up 6= 0, avec la procédure des vitesses intermédiaires
où la ligne de contact est statique dans le référentiel du bain. Le point J correspond à la phase
stationnaire présentée à la figure 2.9(b) et reprise en insert (b). Le point N correspond à la phase
stationnaire avant la relaxation présentée à la figure 2.10 et reprise en insert (c). Les points creux
sont obtenus par les relaxations à faibles vitesses, c’est-à-dire pour Up = 0 et la ligne de contact
est mobile dans le référentiel du bain. Les points 4 correspondent à la relaxation présentée à la
figure 2.10 et reprise en insert (c).
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

Régime transitoire, hautes vitesses Pour le régime d’entrainement de film à hautes
vitesses, qui présente une instabilité [23, 36, 133, 135, 160], le protocole nécessite une
analyse des données pour extraire la mesure finale. De manière phénoménologique, lorsque
la plaque est tirée à une vitesse constante au dessus de la vitesse critique, il n’y a plus de
régime stationnaire et un film de liquide est entrainé, la ligne de contact s’élève et diverge
comme montré par les courbes expérimentales de la figure 2.12.
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Figure 2.12 – Hauteur de la ligne de contact en fonction du temps. Pour différentes vitesses de
plaque imposées, représentées par les couleurs du rouge au violet. Les deux courbes atteignant
un régime stationnaire sont obtenues pour des vitesses de plaque inférieures à la vitesse critique
d’entrainement. Au delà de la vitesse critique, la hauteur de la ligne de contact n’est plus
stationnaire, un film est entrainé, la hauteur de la ligne de contact s’élève et diverge.

La vitesse de la ligne de contact par rapport à la plaque est :

V = Up −
dxlc
dt

. (2.5)

Comme illustré à la figure 2.13, lorsque l’on trace la hauteur de la ligne de contact (adi-
mensionné) en fonction de la vitesse de la ligne de contact par rapport à la plaque (xlc/`γ
versus Ca = ηV/γ), on remarque que les courbes dynamiques dépendent de la vitesse de
la ligne de contact par rapport au bain Cabain = (η/γ)(dxlc/dt), c’est-à-dire que l’hypo-
thèse de quasi-stationnarité n’est pas vérifiée. Dans le régime des vitesses intermédiaires
(Ca < 5.10−3) on remarque que tous les points se superposent, ce qui valide l’hypothèse
de quasi-stationnarité pour ces vitesses.

L’hydrodynamique étant résolue dans le cas stationnaire, il faut extrapoler les données
dans la limite où la vitesse de la ligne de contact est nulle par rapport au bain. Comme le
rectangle gris dans l’insert de la figure 2.13 du haut l’illustre, pour chaque hauteur de la
ligne de contact, la vitesse de la ligne de contact par rapport à la plaque (Ca) varie avec
la vitesse de la ligne de contact par rapport au bain, Cabain. On approxime cette variation
par une dépendance affine comme illustrée par la figure 2.13 du bas à gauche. On peut
ainsi extraire la vitesse de la ligne de contact par rapport à la plaque, Ca, dans la limite
où la vitesse de la ligne de contact par rapport au bain tend vers zéro, ce qui correspond
expérimentalement à la situation où la vitesse de la plaque serait juste au-dessus de la
vitesse critique d’entrainement, le film mettrait un temps asymptotiquement long à se
former.
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Figure 2.13 – Figure du haut : hauteur de la ligne de contact en fonction de Ca. Pour différentes
vitesses de ligne de contact par rapport au bain en couleurs. Les points noirs représentent les
données issues de l’extrapolation à Cabain → 0. Le graphique en insert permet de mettre en
évidence – à une altitude fixée, ici 1.50 < xlc/`γ < 1.51 – l’évolution de la vitesse de la ligne de
contact par rapport à la plaque (Ca) en fonction de la vitesse de la ligne de contact par rapport
au bain Cabain. Le point noir mis en valeur correspond à la valeur extrapolée de Ca, expliqué et
illustrée par les deux figures du bas.
Figures du bas : exemple d’extrapolation à Cabain → 0. A gauche : Ca versus Cabain pour 1.50 <
xlc/`γ < 1.51, le code de couleur est le même que pour le graphique du haut et correspond à
Cabain. La courbe noire est un ajustement affine. L’ordonnée à l’origine donne la valeur extrapolée
Ca(xlc/`γ ,Cabain → 0), qui est reportée en gros point noir dans la figure en insert du haut. A
droite : pente de l’ajustement affine, dCa/dCabain pour les différentes valeurs de xlc/`γ . La pente
est nulle dans les régimes de vitesse où l’hypothèse de quasi-stationnarité est valable.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

2.2.4 Données expérimentales macroscopiques finales
L’ensemble des efforts effectués, pour développer le protocole de dip-coating, nous

permet de mesurer la hauteur du ménisque au micromètre près sur une large gamme de
vitesses, du nm.s−1 au mm.s−1, à l’avancée et au recul. En pratique, l’expérience totale sur
toute la dynamique dure environ deux heures, le moteur de translation étant commandé
numériquement pour appliquer les différents régimes les uns après les autres. Pendant la
durée de l’expérience, personne n’est présent dans la pièce pour éviter toutes vibrations
et courants d’air.
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Figure 2.14 – A gauche : altitude du ménisque normalisée par la longueur capillaire en fonction
de la vitesse adimensionnée. A droite : cosinus de l’angle macroscopique équivalent cos θM =
(xlc/`γ)

√
1− (xlc/2`γ)2 en fonction du nombre capillaire en échelle logarithmique pour faire

apparaitre la dynamique aux vitesses tendant vers zéro. La branche du haut correspond au
recul, la plaque sort du bain. La branche du bas correspond à l’avancée, la plaque s’enfonce dans
le bain. Les lignes pointillées servent de guides pour la lecture.

La figure 2.14 représente les données macroscopiques, à gauche en échelle linéaire pour
la vitesse adimensionnée : l’altitude du ménisque semble présenter une apparente disconti-
nuité aux vitesses proches de zéro entre l’avancée et le recul. Le protocole fin expérimental
et l’accès aux faibles vitesses permet d’observer qu’en réalité – voir la figure 2.14 de droite
et les lignes en pointillées pour guider la lecture – l’angle macroscopique, équivalent à
l’altitude du ménisque, varie avec la vitesse, même aux vitesses faibles – voir en insert de
la figure 2.14 de droite, le zoom sur la branche à Ca < 0. Les deux branches d’avancée
et de recul semblent tendre vers un unique angle et donc le ménisque vers une unique
altitude. Cette première observation, de l’apparente continuité de l’angle en fonction de
la vitesse pose la question de l’interprétation des angles d’avancée et de recul mesurés
expérimentalement par les protocoles classiques et de leur dénomination commune dans
la littérature : "hystérésis de l’angle de contact".

Sur la figure 2.14 de gauche, les données pour les hautes altitudes de ménisque cor-
respondent à l’instabilité de la transition de mouillage et la formation d’un film liquide
entraîné sur la plaque. La mesure de cette transition à une vitesse très bien définie expé-
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rimentalement (Ca∗ ' 6.33×10−3) permet un contrôle très fin du modèle proposé dans la
suite pour la prédiction quantitative des données sur toutes la gammes de vitesse. L’objec-
tif est, désormais, de prédire les observations expérimentales et de définir les ingrédients
physiques à l’origine des différentes caractéristiques observées, en particulier pour déduire
l’origine des processus localisés au voisinage de la ligne de contact.

Ces données macroscopiques contiennent la dissipation visqueuse de l’écoulement hy-
drodynamique moyen. Pour accéder aux processus localisés dans le voisinage de la ligne
de contact, nous utilisons dans la prochaine partie la théorie hydrodynamique dans l’ap-
proximation de lubrification pour relier l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique
de la ligne de contact. Et extraire ainsi l’angle microscopique en fonction de la vitesse.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

2.3 Hydrodynamique de l’écoulement moyen et ex-
traction de l’angle à la ligne de contact

Figure 2.15 – Schéma de l’interface liquide/vapeur et notations. Le ménisque est représenté
dans le référentiel de la ligne de contact – la plaque est en translation à vitesse constante Up –
et le schéma est inclinée à 90◦, la gravité et la plaque sont horizontales ici, le bain est à droite
de la figure.

Pour extraire les informations des processus dynamiques localisés au voisinage de la
ligne de contact, à partir de la dynamique à l’échelle macroscopique, il faut décrire de
manière quantitative l’ensemble des échelles impliquées dans la dynamique du liquide, de
la ligne de contact au bain. Pour cela, nous adoptons et développons l’approche standard.

L’hydrodynamique, pour un écoulement incompressible et non inertiel est décrite par
l’équation de Stokes. La géométrie quasi-parallèle de l’écoulement – faible angle et faible
produit entre l’épaisseur de fluide cisaillée et la courbure – permet d’approximer de ma-
nière contrôlée l’équation de Stokes, par la limite asymptotique dite de lubrification. La
valeur du produit entre la courbure et l’épaisseur de fluide cisaillée permet d’estimer et
de valider la qualité de l’approximation de lubrification, comme détaillé dans la suite,
voir la figure 2.17. L’équation de Stokes développée en forte courbure donne l’équation
différentielle de l’interface liquide/vapeur dans le référentiel de la ligne de contact [132] :

d2θ

ds2 = −cos θ
`2
γ

+ 2 sin3 θ Ca
(θ − sin θ cos θ)h2 , (2.6)

dh

ds
= sin θ, (2.7)

où s est l’abscisse curviligne allant du bain à la ligne de contact, θ(s) est l’angle local
formé par l’interface liquide/vapeur, `γ est la longueur capillaire, Ca est le nombre capil-
laire et h(s) l’épaisseur de fluide cisaillée – entre la plaque et l’interface – comme illustrée
à la figure 2.15.
Cette relation s’interprète en terme de forces, comme un équilibre des gradients des pres-
sions à l’interface liquide/vapeur où interviennent les gradients des pressions suivantes : la
pression de Laplace (d2θ/ds2 est la variation de la courbure locale), la pression hydrosta-
tique (cos θ/`2

γ est le terme de pesanteur avec la longueur capillaire `γ faisant intervenir
la poids volumique du fluide) et la pression dynamique (le nombre capillaire, Ca, est la
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vitesse adimensionnée). Ici, le processus physique moléculaire de glissement localisé dans
le voisinage de la ligne de contact est pris en compte par une longueur de coupure, notée
`µ. Le processus moléculaire de glissement est encodé dans cette condition aux limites et
plus particulièrement, est contenu dans la condition aux limites sur l’angle de l’interface
– à cette longueur de coupure – noté θµ.

2.3.1 Résolution numérique
De manière cohérente avec la précision de nos mesures expérimentales, nous choisissons

une approche numérique pour résoudre les équations de lubrification de manière quanti-
tative et extraire précisément les caractéristiques dynamiques localisées au voisinage de
ligne de contact.

Le système d’équations différentielles est d’ordre quatre, il est donc nécessaire de
connaitre quatre conditions aux limites – ou comportements asymptotiques – sur l’in-
terface. Dans le cas simple où ces quatre informations sont connues au même bord du
domaine d’intégration, on peut intégrer numériquement de manière directe les équations
différentielles. Ici, pour un ménisque dynamique sur une plaque, on ne connait pas toutes
les conditions au même endroit. On procède alors par une méthode indirecte d’intégration
numérique, appelée communément méthode de tir. La procédure indirecte de tir comporte
un paramètre libre, dit de tir, qui correspond à une condition aux limites non connue a
priori. La valeur de ce paramètre libre doit être ajustée pour que la solution numérique
coïncide avec la condition aux limites physique connue à l’autre bord du domaine d’inté-
gration, cette dernière condition aux limites est appelée la cible. Une fois la cible atteinte,
la solution numérique est la solution physique de l’équation différentielle vérifiant toutes
les conditions aux limites. On peut alors extraire les quantités désirées numériquement,
notamment les conditions aux limites recherchées.

Dans la suite, sont données deux exemples d’intégration indirecte par méthode de tir.
Le premier qui semble naturel, permet de prédire la hauteur du ménisque pour chaque
vitesse de plaque en fonction de l’angle microscopique [36]. Le second, que nous avons
utilisé au cours de la thèse, est la logique inverse, nous trouvons l’angle microscopique
correspondant à la hauteur du ménisque – pour chaque vitesse de plaque.

Le premier exemple porte sur la prédiction de la hauteur du ménisque en fonction de
la vitesse de la plaque. Pour cela on doit imposer comme cible, une condition aux limites
sur l’angle de l’interface à la ligne de contact. Si on lui attribue une valeur constante en
fonction de Ca, comme on s’en doute, on ne peut pas du tout reproduire l’observation
expérimentale de l’apparente discontinuité des hauteurs entre l’avancée et le recul aux
vitesses tendant vers zéro – voir la figure 2.14. L’approche usuelle est de définir deux
angles, un d’avancée et un de recul et de décrire séparément les dynamiques d’avancée et
de recul. Ce choix n’est pas satisfaisant si l’on veut comprendre de manière unifiée toute
la dynamique. De plus, cela ne permet pas du tout de décrire la dynamique aux faibles
vitesses. Comme l’introduction l’explique – voir la partie 2.1 – et ce qui est aussi observé
pour les résultats de mouillage d’huile silicone d’un wafer recouvert de fluoro-polymères
– voir la figure 2.14 : la dynamique dans cette gamme de vitesse fait apparaître un régime
dynamique thermiquement activé – ce régime dynamique est expliqué dans la suite. De
manière plus surprenante, même dans le régime des vitesses plus hautes, où la dissipa-
tion visqueuse est dominante, l’accord quantitatif, entre les mesures expérimentales et
la prédiction de la hauteur en considérant un angle constant à la ligne de contact, n’est
pas parfait [36]. Ces différents points amènent à la conclusion que l’hypothèse d’un angle
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constant à la ligne de contact – ou de deux angles, un d’avancée et un de recul – n’est
pas en accord avec les observations expérimentales et doit être réfutée. On précise que
l’accord quantitatif non parfait aux hautes vitesses ne remet pas en cause la théorie hy-
drodynamique, mais le choix des conditions aux limites effectué.

C’est pourquoi pendant ma thèse, nous avons adopté le raisonnement inverse. Nous
connaissons expérimentalement la hauteur du ménisque pour chaque vitesse. Par la mé-
thode dite de tir, nous déterminons l’angle microscopique, c’est-à-dire la condition aux
limites sur l’angle à la ligne de contact, qui est cohérent avec la mesure expérimentale
de la hauteur du ménisque, cela pour chaque vitesse de la plaque. Comme illustré dans
la suite, on observe que l’angle microscopique dépend de la vitesse, ce qui est le témoi-
gnage d’un processus dynamique localisé à la ligne de contact. Cette méthode générale,
qui allie une expérience précise à l’échelle macroscopique et la théorie hydrodynamique
de l’écoulement moyen, permet d’extraire la quantité phare du mouillage : l’angle à la
ligne de contact. Même si de nombreuses équipes de recherche travaillent aux moyens
de directement mesurer cette grandeur microscopique, ce travail de thèse a permis pour
une première fois d’extraire la valeur de l’angle à la ligne de contact, à l’avancée et au
recul, sur six décades de vitesse. Les prochaines parties détaillent les aspects techniques
indispensables à la résolution numérique.

Résolution asymptotique au niveau du bain

En adimensionnant les longueurs par la longueur capillaire – on garde les mêmes no-
tations par souci de simplicité – le système d’équations qu’il faut intégrer numériquement
est le suivant – en notant κ la courbure et on rappelle que l’abscisse curviligne s est
négative au bain et croît jusqu’à la ligne de contact :

dh

ds
= − sin θ (2.8)

dθ

ds
= −κ (2.9)

dκ

ds
= cos θ − 2 sin3 θ Ca

h2(θ − sin θ cos θ) (2.10)

dx

ds
= − cos θ (2.11)

Pour démarrer l’intégration numérique au niveau du bain, il faut quatre conditions aux li-
mites ou asymptotiques. La suite présente la résolution asymptotique du système avec une
confirmation numérique et l’estimation de la qualité de l’approximation de lubrification.

Au bain, l’interface tend vers un profil horizontal, on connait donc trois conditions aux
limites : l’interface devient parallèle au bain (θ → π/2) et la courbure s’annule (κ→ 0), au
niveau du bain c’est-à-dire pour x→ 0. Mais comme ce sont des conditions asymptotiques
aux bains (à s → −∞) et que l’intégration numérique commence à une distance finie,
les comportements asymptotiques sont nécessaires. De même, pour l’épaisseur du fluide,
h, qui diverge. Pour trouver le comportement asymptotique du système vérifiant les trois
conditions aux limites, on procède de manière itérative et en linéarisant les équations.

On commence par la condition asymptotique sur l’angle que l’on écrit : θ ∼ π/2−ε(s),
avec ε(s)� 1 une fonction correctrice dont on doit trouver l’expression de manière auto-
cohérente avec les équations différentielles du système. A partir de l’équation sur h (2.8),
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on obtient que l’épaisseur de liquide diverge au bain linéairement (s < 0) :

h(s) ∼ −s. (2.12)

Ensuite, on utilise ce développement de h dans les équations (2.9) et (2.10) pour obtenir
l’équation différentielle vérifiée par la correction ε sur l’angle :

d2ε

ds2 ' ε− β

s2 avec β = 4Ca
π
. (2.13)

Cette équation, sans second membre, admet comme solution une exponentielle croissante
(l’exponentielle divergente en s → −∞ est rejetée). Pour le second membre, on obtient
un développement qui commence par ε(s) ∼ c exp(s) + βs−2, le terme d’ordre suivant du
développement se calcule pour compenser les restes des termes d’ordre précédants dans
l’équation différentielle (2.13) : ε(s) ∼ c exp(s) + βs−2 + 6βs−4 + O(s−4). Remarque :
l’équation différentielle sur ε admet une solution exacte à base de fonctions exponentielles
intégrales, dont le développement en s → −∞ redonne bien sûr le même comportement
asymptotique. On obtient finalement, à l’ordre le plus bas, le comportement asymptotique
suivant :

h(s) ∼ −s (2.14)
θ(s) ∼ π/2− c exp(s)− βs−2 (2.15)
κ(s) ∼ c exp(s)− 2βs−3 (2.16)
x(s) ∼ −c exp(s) + βs−1 (2.17)

Connaissant trois conditions aux limites physiques (sur quatre), le comportement asymp-
totique au bain contient donc un paramètre libre c, paramètre dit de tir, qui détermine
complètement la solution et donc les conditions aux limites à la ligne de contact. La
figure 2.16 présente un exemple de comportement asymptotique du système, en compa-
rant la solution numérique et la solution asymptotique analytique. On remarque que les
asymptotes sont suivies sur au moins une décade, ce qui valide l’intégration numérique.

1.6

1.4

1.2

1.0

0.8

0.6

1 1010
-2

10
-1

1

10

1 1010
-2

10
-1

10
-2

10
-1

1

1 1010
-2

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
-1

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

1 1010
-2

10
-1

Figure 2.16 – Comportements asymptotiques au niveau du bain pour Ca = 0.005 et c =
0.85. Les courbes noires représentent les résultats numériques et les courbes pointillées, les
comportement asymptotiques analytiques (2.14)-(2.17). L’intégration numérique démarre du
bain, à grand |s|, du coté droit des graphiques, à une valeur (ici |s| = 10) suffisamment grande
pour que les solutions numériques coïncident avec les comportements asymptotiques analytiques.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

Conditions aux limites à la ligne de contact et extraction de θµ(Ca)

Pour chaque valeur du paramètre libre de tir c, la solution asymptotique au bain
vérifie les conditions aux limites physiques du bain. Par contre, la solution numérique
complète, qui démarre par le comportement asymptotique paramétré par c, doit vérifier
les conditions aux limites à la plaque : à la longueur de coupure `µ, l’altitude doit être
celle mesurée expérimentalement xlc(Ca), cette condition aux limites constitue la cible.
Ce critère permet de déterminer de manière univoque la véritable valeur physique du
paramètre de tir c pour chaque vitesse Ca. Pour ce système d’équations différentielles,
l’altitude atteinte à la plaque à l’issue de l’intégration numérique varie de manière mo-
notone avec le paramètre de tir, si bien que, si arrivé à la longueur de coupure, l’altitude
est supérieure à l’altitude cible, on redémarre l’intégration avec un paramètre de tir c
supérieur, à l’inverse, inférieur si l’altitude est inférieure à l’altitude cible. Pour converger
le plus rapidement vers la bonne valeur de c, on procède par dichotomie. Pour chaque
Ca, une fois la convergence sur c effectuée, on obtient le profil de l’interface vérifiant les
conditions aux limites, et donc l’angle microscopique, mesuré comme l’angle de l’interface
numérique à la longueur de coupure. La figure 2.17 de gauche présente deux exemples
de profil d’interface, un au recul et un à l’avancée, obtenus après la convergence – pour
chacun des exemples – vers la bonne valeur du paramètre de tir. La figure 2.17 de droite
présente pour ces deux profils, le produit entre la courbure et l’épaisseur de fluide cisaillée,
κh, en fonction de la distance à la ligne de contact. La valeur de κh permet d’estimer
la qualité du développement de la lubrification effectué. On remarque que seulement sur
l’ordre de une décade au niveau du bain, l’incertitude et donc les corrections de l’ordre
suivant du développement de l’approximation de lubrification sont environ de 10%. Sur le
reste des décades l’approximation de lubrification à l’ordre effectué est satisfaisante. Par
l’argument semi-quantitatif de de Gennes – voir l’équation (1.8) et la discussion – on a
démontré que toutes les décades participaient de la même manière à la dissipation globale.
La figure 2.17 de droite permet d’estimer que la source d’incertitude de l’approximation
de lubrification effectuée provient d’une décade sur les sept, et permet de conclure que la
méthode de résolution est quantitative à quelques pourcents près.
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Figure 2.17 – A gauche, ligne en tirets et pointillés : profil du ménisque pour Ca = −1.3×10−3,
xlc = 0.52`γ et `µ = 2.5 × 10−6`γ , la procédure de tir permet d’extraire c ' 0.486 et θµ ' 1.0 ;
ligne pointillées : profil du ménisque pour Ca = 7.2 × 10−3, xlc = 1.37`γ et `µ = 2.5 × 10−6`γ ,
la procédure de tir permet d’extraire c ' 1.013 et θµ ' 0.80. A droite : pour les mêmes deux
profils sont représentés par κh, les estimations de la correction en fonction de la distance à la
ligne de contact.
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2.3 Hydrodynamique de l’écoulement moyen et extraction de l’angle à la ligne de contact

Effet de la longueur de coupure

Dans cette partie nous étudions numériquement l’effet de la longueur de coupure. En
pratique, ce paramètre dépend du liquide et est estimé par une taille moléculaire [7].

La figure 2.18 présente les résultats numériques de l’extraction de l’angle à la ligne de
contact, à partir de la mesure macroscopique de l’altitude du ménisque – ou de l’angle
macroscopique équivalent – en utilisant la théorie hydrodynamique dans l’approximation
de lubrification et la procédure numérique indirecte présentée à la partie précédente.
La longueur de coupure microscopique `µ est variée numériquement sur deux ordres de
grandeurs ce qui est physiquement très vaste, expérimentalement les longueurs de coupure
microscopique varient d’une taille moléculaire à quelques dizaines, dans le cas de surfaces
très peu mouillante [7]. Sur la figure 2.18, on observe qu’aux basses vitesses, la variation de
la longueur de coupure n’a aucune conséquence. En effet, la dissipation hydrodynamique
visqueuse est négligeable dans ce régime, ce qui sera détaillé par la suite. Pour la gamme
de hautes vitesses, où le régime visqueux compte, à une vitesse fixée, en fonction de la
longueur de coupure – variée sur deux décades – la variation du cosinus microscopique
n’est que linéaire. Ce qui est attendu par le modèle de de Gennes, voir l’équation (1.8)
où la longueur microscopique de coupure apparaît dans un logarithme. Pour des petites
valeurs de la longueur de coupure, de l’ordre de l’angström, on remarque que la courbe
dynamique n’est pas monotone, ce qui est contraire à la phénoménologie. Enfin, pour une
longueur de coupure d’une taille de molécule d’huile silicone, soit `µ ' 3.6nm, on obtient
les données représentées par les points rouges.

Figure 2.18 – Cosinus des angles dynamiques macroscopique et microscopique en fonction
du nombre capillaire, en valeur absolue. La vitesse est positive pour la branche du haut et
négative pour la branche du bas. Les points bleus sont les mesures expérimentales macroscopiques
cos θM = (xlc/`γ)

√
1− (xlc/2`γ)2. Les points, du rose clair au rouge foncée, sont les angles

microscopiques extraits numériquement pour différentes longueurs de coupure `µ allant de 10−7`γ
à 10−5`γ . Où `γ ' 1.44 mm.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

2.4 Processus dynamique localisé au voisinage la ligne
de contact pour une surface rigide

On rappelle que l’expérience de mouillage dynamique d’huile silicone V100 d’un wa-
fer recouvert de fluoro-polymères permet de mesurer les quantités macroscopiques sui-
vantes : la hauteur du ménisque – ou l’angle macroscopique θM équivalent défini à l’équa-
tion (1.10) – en fonction de la vitesse de la plaque adimensionnée Ca. La théorie hy-
drodynamique dans l’approximation de lubrification et la méthode numérique détaillée
précédemment permettent d’extraire l’angle de l’interface à la ligne de contact θµ(Ca).
Dans ce cas, la longueur de régularisation de la divergence à la ligne de contact est choisie
à une taille de polymère de l’huile silicone [14]. L’huile silicone V100 est composée de
chaines de ' 150 monomères de taille ' 0.3nm. La taille moléculaire donnée par leur
rayon Gaussien vaut `µ = 3.6 nm. On obtient ainsi les données de l’angle microscopique
pour chaque vitesse de plaque, présentées à la figure 2.19. Cette méthode générale, qui
allie une expérience précise à l’échelle macroscopique et la théorie de l’hydrodynamique
de l’écoulement moyen permet d’extraire la quantité phare du mouillage : l’angle à la
ligne de contact. Ce travail de thèse a permis pour une première fois d’extraire la valeur
de l’angle à la ligne de contact, à l’avancée et au recul, sur six décades de vitesses.
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Figure 2.19 – A gauche : Cosinus des angles macroscopiques et microscopiques en fonction
du nombre capillaire, en valeur absolue. Les données du haut correspondent au recul, la plaque
sort du bain, celles du bas à l’avancée, la plaque plonge dans le bain. Les points bleus sont
les mesures expérimentales macroscopiques cos θM = (xlc/`γ)

√
1− (xlc/2`γ)2. Les points rouges

sont les angles microscopiques extraits. L’axe des nombres capillaires est représenté en échelle
logarithmique pour mettre en avant la dynamique à basse vitesse. A droite : zoom sur les données
expérimentales macroscopiques et microscopiques, pour mettre en valeur les variations des angles
aux faibles vitesses.

Le passage de l’angle macroscopique à l’angle microscopique permet une première
analyse très importante. On distingue deux régimes dynamiques de vitesses. Un régime
de hautes vitesses, au dessus de Caco ' 10−3, où l’angle macroscopique est très différent de
l’angle microscopique, c’est le domaine où la dissipation visqueuse de l’écoulement moyen
compte. Et un régime à plus basses vitesses, où l’angle macroscopique est identique à
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2.4 Processus dynamique localisé au voisinage la ligne de contact pour une surface rigide

l’angle microscopique, la dissipation visqueuse de l’écoulement moyen est négligeable – le
ménisque moyen n’est pas déformé par l’écoulement visqueux.

Cette première remarque, sur l’existence de deux régimes dynamiques pour l’angle
macroscopique nous permet de répondre à une première question présente dans la litté-
rature : comment interpréter les angles d’avancée et de recul mesurés expérimentalement
par les protocoles dynamiques classiques – gonflement/dégonflement de goutte ou goutte
sur un plan incliné ? Selon notre observation expérimentale aux échelles macroscopique et
microscopique, nous prédisons que pour une expérience de relaxation de goutte après une
d’injection de liquide, il y aura deux phases de relaxation. Une première phase relative-
ment rapide, où les vitesses sont au dessus de Caco ' 10−3 et l’angle macroscopique varie
de manière notable : sur la figure 2.19 on remarque que dans ce régime de haute vitesse,
l’angle macroscopique varie en cosinus de plusieurs décimales sur environ une décade en
vitesse. Cette première phase de relaxation correspond au régime de hautes vitesses, où
l’hydrodynamique compte. Puis une seconde phase, beaucoup plus lente où l’angle ma-
croscopique varie très peu et les vitesses sont faibles : sur la figure 2.19 on remarque que
dans ce régime de basse vitesse, l’angle macroscopique varie en cosinus seulement d’une
fraction de décimale sur quatre décades en vitesse. Nous interprétons donc les angles
d’avancée et de recul – mesurés par les protocoles expérimentaux classiques – comme les
angles macroscopiques correspondants au changement de régimes, mesurés à l’instant où
l’expérimentateur ne remarque plus de variation de l’angle macroscopique. Pour la sur-
face de fluoro-polymères et l’huile silicone V100, on trouverait à la vitesse limite basse du
changement de régimes : cos θA ' 0.52 et cos θR ' 0.64.

De plus, cette décomposition entre la dissipation hydrodynamique à toutes les échelles
– représentée par la variation de l’angle macroscopique avec la vitesse – et le second
processus dissipatif localisé au voisinage de la ligne de contact – représenté par la va-
riation de l’angle microscopique – permet de comprendre la dynamique de la ligne de
contact de manière unifiée, sur toutes les échelles de vitesses, à l’avancée et au recul. La
décomposition que nous avons effectuée démontre l’importance de la prise en compte du
processus dynamique localisée au voisinage de la ligne de contact et l’écoulement vis-
queux hydrodynamique. Cette imbrication des différents processus dissipatifs est au cœur
de l’unification de la dynamique présentée dans cette thèse. Pour prédire le comporte-
ment dynamique aux hautes vitesses de manière quantitative, il faut connaitre et prendre
en compte les processus dynamiques localisées à la ligne de contact. Même si les varia-
tions de l’angle microscopique semblent faibles dans le régime des hautes vitesses, comme
l’angle microscopique constitue la condition aux limites de l’interface, ses variations ont
un effet notable sur la dynamique aux grandes vitesses – notamment la vitesse critique
d’entrainement d’un film liquide – et aux grandes échelles – l’altitude du ménisque.

Deuxièmement, on observe que le cosinus de l’angle microscopique varie de manière
logarithmique avec la vitesse, ce qui est la signature d’une dynamique thermiquement
activée et de défauts présents sur la surface. L’équation phénoménologique d’activation
thermique dite d’Arrhenius (2.1) prédit un comportement dynamique purement logarith-
mique, c’est-à-dire, des droites dans la représentation semi-logarithmique de la figure 2.19
et de plus, l’équation (2.1) prédit une parfaite symétrie pour le comportement dynamique
entre les vitesses positives et négatives. Or, la précision des données expérimentales permet
d’observer une dissymétrie entre les comportement dynamiques à l’avancée et au recul : on
remarque sur la figure 2.19 de droite, que la branche du haut n’a pas la même pente que
la branche du bas. Dans un premier temps on ajuste séparément les données dynamiques
d’avancée et de recul par l’équation (2.1). On extrait ainsi deux longueurs d’activation
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

de l’échelle du nanomètre : ` ' 7.6 nm pour les vitesses négatives et ` ' 5.9 nm pour
les vitesses positives. Cette description séparée pour la dynamique n’est pas satisfaisante.
De plus l’équation utilisée ne permet pas d’extraire d’information sur l’amplitude et la
longueur des barrières de potentiel effectif crées par les défauts. Aussi, elle ne reproduit
pas la légère courbure des données et ne fournit pas non plus l’origine de la dissipation.

Ces observations amènent à formuler un certain nombre de questions, réunies autour
de trois axes :

Comment est produit le paysage énergétique à partir des défauts ? Comment s’in-
terprète les données expérimentales vis-à-vis des notions d’hystérésis et des angles de
dé-piégeage ?

Comment décrire la dynamique de la ligne de contact sur les défauts ? Peut-on prédire
de manière quantitative, avec le moins de paramètres possibles, les données expérimen-
tales ? Notamment, prédire de manière cohérente les dynamiques d’avancée et de recul
dans une compréhension unique ? Comment les écoulements visqueux au voisinage de la
ligne contact influence sa dynamique ?

Comment s’interprète les données expérimentales vis-à-vis des phénomènes collectifs,
critiques de dé-piégeage de ligne de contact dans un paysage énergétique ? Les théories de
phénomènes critiques prédisent qu’au point critique, à l’angle de dé-piégeage, les fluctua-
tions sont macroscopiques alors que la longueur d’activation extraite est de l’ordre de la
dizaine de nanomètres.

L’étude de ces trois axes – les défauts et l’hystérésis ; la dynamique visqueuse et ther-
miquement activée ; et les phénomènes collectifs de défauts – structure la suite de cette
partie portant sur les surface rigides. Le travail de recherche effectuée a pour ambition de
combiner ces trois ingrédients. Les questions spécifiques à chaque aspect sont abordées au
cours du développement.
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2.4 Processus dynamique localisé au voisinage la ligne de contact pour une surface rigide

2.4.1 Modèle quantitatif du processus localisé au voisinage de
la ligne de contact

Dans cette partie, nous présentons un modèle quantitatif prédictif de la dynamique
localisée au voisinage de la ligne de contact : de la relation θµ(Ca). Une justification
plus complète de ce modèle et la réponse aux questions qu’il soulève sont reportées aux
parties 2.5, 2.6 et 2.7. Nous nous concentrons ici, sur l’interprétation physique des données
et des ingrédients nécessaires à leur prédiction.
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Figure 2.20 – (a) : mesures expérimentales de la hauteur du ménisque effectuées à l’échelle
macroscopique et donc sur la moyenne de la ligne de contact. (b) : représentation du ménisque
aux échelles inférieures à `γ , le coin de liquide bleu est l’interface moyenne et stationnaire formant
un angle θµ. La présence de défauts sur la surface, représentés par les points gris, déforme la ligne
de contact et le ménisque par rapport à l’interface moyenne et stationnaire. (c) Energie libre du
système composé des trois interfaces réduite à la coordonnées de réaction, la position moyenne
de la ligne de contact ζ(t). A chaque position moyenne ζ, la ligne de contact et l’interface sont
déformées dans la configuration qui minimise l’énergie totale. Pour chaque position moyenne ζ,
connaissant la configuration microscopique, on peut donc estimer l’énergie totale du système.

Décomposition modale :
La figure 2.20(a) présente les mesures effectuées. On souhaite insister ici, sur le fait que les
mesures réalisées à la résolution du micromètre pour la hauteur du ménisque, portent donc
sur la position moyenne spatiale de la ligne de contact stationnaire. En réalité, comme
illustré sur la figure 2.20(b), la présence de défauts sur la surface déforme la ligne de
contact et l’interface du ménisque au voisinage de la ligne de contact. Ces déformations
spatiales et temporelles – par rapport à la position moyenne et stationnaire de la ligne de
contact et de l’interface, représentées par le coin bleu d’angle θµ sur la figure 2.20(b) – ne
sont pas observées expérimentalement car, plus petites que notre résolution expérimen-
tale. En plus de la distinction entre les échelles macroscopique et microscopique, le cœur
de notre raisonnement est cette décomposition modale entre les quantités – moyennes
spatialement et stationnaires – mesurées expérimentalement (xlc, Ca et θµ) et les configu-
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

rations microscopiques perturbées spatialement et fluctuantes temporellement, adoptées
par la ligne de contact. Notre objectif est de comprendre comment les hétérogénéités de
la surface du solide, le bruit d’origine thermique, les écoulements visqueux fluctuants et
les déformations de la ligne de contact interagissent ensemble et affectent les quantités
moyennes mesurées expérimentalement : la vitesse moyenne de la ligne de contact et
l’angle microscopique moyen.

L’extraction de l’angle microscopique par la théorie hydrodynamique permet de retirer
de la dynamique, la dissipation visqueuse de l’écoulement moyen. L’effet des défauts, de
l’agitation thermique et de la dissipation visqueuse due aux déplacements intermittents de
la ligne de contact sont contenus dans les données expérimentales Ca versus θµ et illustrés
par la figure 2.19. La suite du développement présente les ingrédients physiques essentiels
au modèle. On rappelle que les justifications complètes sont reportées aux parties 2.5, 2.6
et 2.7.

Figure 2.21 – Illustration vue du dessus, de la surface du solide, de la ligne de contact déformée
et de l’interface spatialement modulée par un réseau périodique de défauts chimique de taille
d et espacés de λ. ζ est la position moyenne de la ligne de contact, ψ est l’amplitude de la
déformation. Ici les défauts sont plus mouillants que la surface de référence (C > 0).

Pour décrire la dynamique stochastique de l’évolution de la position moyenne de la
ligne de contact on décompose son profil de la manière suivante : x = ζ(t) + ψ(t)ε(y), où
on isole la position moyenne, ζ(t), des perturbations spatiales ε(y) dont l’amplitude ψ(t)
fluctue. La figure 2.21 illustre la ligne de contact et sa décomposition modale.

Théorie du chemin de réaction :
On procède par l’approche du chemin de réaction, en réduisant la dynamique de toute
la ligne de contact perturbée ζ(t) + ψ(t)ε(y), à un seul degrés de liberté ζ(t). Cette co-
ordonnée de réaction évolue donc dans un potentiel effectif U(ζ) qui comporte des puits
et des barrières, comme illustré par la figure 2.20(c). Par effectif, on signifie que le po-
tentiel provient des défauts mais aussi de la relaxation à l’équilibre des autres degrés de
liberté (ψ et ε(y)). L’expression du potentiel effectif est donnée dans la suite. La force
externe qui s’applique sur la coordonnée de réaction ζ est donnée par le déséquilibre de
la force de Young : γ(cos θµ − cos θe), où θe est l’angle microscopique moyen le long de
la ligne de contact à l’équilibre. La dissipation est le dernier ingrédient pour modéliser la
dynamique de la coordonnée de réaction. On rappelle que la dissipation visqueuse due à
l’écoulement moyen est déjà prise en compte dans le passage de l’angle macroscopique à
l’angle microscopique. Cependant, les fluctuations de l’interface et de la ligne de contact
sont responsables d’écoulements visqueux fluctuants qui induisent une sur-dissipation,
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2.4 Processus dynamique localisé au voisinage la ligne de contact pour une surface rigide

cela mène à une force de friction de la forme −dζηζ̇. Où η est la viscosité dynamique et
ζ̇ est la vitesse instantanée de la position moyenne de la ligne de contact. dζ est le coeffi-
cient adimensionné de la sur-dissipation qui peut être déterminé par l’approximation de
lubrification pour les écoulements fluctuants. Aux échelles de la ligne de contact, les effets
inertiels étant complètement négligeables, l’équation de Langevin décrivant la dynamique
de la ligne de contact est :

dζηζ̇ = γ(cos θµ − cos θe)−
1
λ

dU
dζ

+
√

2dζηkBT
λ

Wζ(t) (2.18)

oùWζ(t) est un bruit blanc gaussiens de moyenne nulle delta-corrélé en temps et normalisé
à 1, pour modéliser l’agitation thermique. On reconnait pour le terme de gauche, la force
de friction d’origine visqueuse. Cette force est équilibrée à droite par la force externe et
la force qui dérive du potentiel effectif.

Modélisation des hétérogénéités et potentiel réduit :
Désormais, pour utiliser cette équation de Langevin, afin de calculer la vitesse moyenne
¯̇ζ en fonction de l’angle θµ, il faut déterminer la forme du potentiel dans lequel se déplace
la coordonnée de réaction ζ. Ce potentiel provient en partie des défauts présents sur la
surface rigide. On laisse de côté, pour le moment, la discussion sur les effets collectifs
de défauts aléatoires ; cette question est abordée à la partie 2.7. Comme la figure 2.21
l’illustre, nous considérons le cas de défauts chimiques identiques Gaussiens, répartis de
manière périodique sur la surface. Les défauts sont caractérisés par la longueur d’onde
entre les défauts λ, le largeur des Gaussiennes d, ainsi que leur force C. La dynamique
peut alors se ramener à une description par unité de longueur λ selon la direction de la
ligne de contact. L’énergie réduite, U , contient deux contributions : le paysage énergétique
de la surface du solide comportant les défauts et l’énergie capillaire due à la déformation
de l’interface liquide/vapeur. La déformation de l’interface liquide/vapeur agit comme un
ressort qui rappelle la ligne de contact vers sa configuration non déformée [64]. La présence
de défauts Gaussiens – en force – induit un paysage énergétique selon la fonction erreur,
notée erf, qui est évaluée à la position de la ligne de contact sur le défaut : ζ+ψ(ζ). Ainsi
le paysage énergétique réduit pour la coordonnée ζ est :

U(ζ) = γ

[
Cλd

√
π

2 erf
[
ζ + ψ(ζ)
d
√

2

]
+ πκψ(ζ)2

]
. (2.19)

L’énergie effective quadratique πκψ2 est associée à la réponse linéaire qui s’oppose aux
déformations de la ligne de contact et provient de l’énergie de surface de l’interface li-
quide/vapeur et de la réduction des degrés de liberté représentés par ε(y). La constante
κ est la raideur de cette déformation et dépend de λ et de d.

En suivant l’approche du chemin de réaction, l’amplitude de la déformation de la ligne
de contact ψ, dépend de la coordonnée de réaction ultime : ζ. ψ(ζ) est sélectionné par la
minimisation de l’énergie libre par rapport aux variations de ψ. Ici, on se place dans le
cas de défauts dénommés faibles au sens de Joanny et de Gennes [64]. C’est-à-dire que
la fonction ψ(ζ) est mono-valuée : comme illustré schématiquement par la figure 2.20(b),
à chaque position moyenne de la ligne de contact ζ, il n’y a qu’une seule amplitude de
déformation ψ, et donc qu’une seule configuration microscopique de la ligne de contact
qui minimise l’énergie libre. Par définition des défauts faibles, il n’y a pas d’hystérésis :
à l’avancée et au recul, pour chaque position moyenne de la ligne de contact, il n’y a
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

qu’une seule configuration microscopique de la ligne de contact, qu’une seule amplitude
de déformation ψ(ζ). Ce travail de thèse montre, que même pour des défauts faibles,
le paysage énergétique réduit présente des puits et des barrières qui piègent la ligne de
contact.
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Figure 2.22 – Représentation schématique de la dynamique de Langevin (2.18). La courbe
rouge représente le potentiel effectif : le potentiel réduit U(ζ) pour la coordonnée de réaction ζ et
en prenant en compte le travail de la force externe, qui biaise le potentiel de γ(cos θµ−cos θe). Le
potentiel représenté correspond aux paramètres λ = 18 nm, d = 2 nm et C = 0.12. Le rond noir
illustre la coordonnées de réaction qui se déplace à la vitesse moyenne ¯̇ζ. Les deux flèches par
dessus les barrières de potentiel représentent les tentatives de franchissement, dues à l’agitation
thermique.

Application du modèle aux données expérimentales :
Désormais, le modèle dynamique décrit par l’équation de Langevin (2.18) est complète-
ment déterminé – l’ensemble des justifications est reporté à la partie 2.6. Par des simu-
lations numériques de l’équation de Langevin (2.18), on calcule la vitesse moyenne ¯̇ζ (la
notation ā signifie la moyenne temporelle) en fonction de la force externe, qui est reliée
à l’angle microscopique moyen de la ligne de contact θµ. La figure 2.22 représente le po-
tentiel effectif – biaisé par la force externe – dans lequel la coordonnées de réaction ζ se
déplace soumise à l’agitation thermique. Les paramètres κ et dζ ainsi que la fonction ψ(ζ)
sont déterminés à la partie 2.6. Ce modèle comporte quatre paramètres physiques : l’angle
d’équilibre statique θe, l’amplitude des défauts C, leur largeur d et leur période λ. Ces
quatre paramètres affectent les différentes caractéristiques de la courbe dynamique θµ(Ca)
prédite par l’équation de Langevin (2.18). L’analyse paramétrique complète permettant
l’ajustement des données expérimentales par le modèle est reportée à la partie 2.6. De
manière simplifiée, dans la représentation cos θµ(Ca) en échelle semi-logarithmique comme
à la figure 2.23 : λ contrôle la pente moyenne des branches logarithmiques dynamiques
d’avancée et de recul, d contrôle la dissymétrie de ces pentes, C contrôle l’écart entre
les deux branches et θe correspond à l’angle d’équilibre statique. Le meilleur ajustement
des données expérimentales est présentée à la figure 2.23 et correspond à λ ' 18 nm
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(on trouve de manière cohérente avec la prédiction de la relation d’Arrhenius (2.1), une
longueur d’activation de le dizaine de nanomètres) ; un des apports majeur de ce mo-
dèle est la caractérisation complète des défauts : d ' 2 nm, C ' 0.12 et la mesure de
l’angle d’équilibre cos θe ' 0.5689. De plus, on prédit l’ensemble des données de manière
quantitative, notamment la dissymétrie qui provient directement de la taille des défauts
Gaussiens.
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Figure 2.23 – Angle microscopique en fonction du nombre capillaire pour la dynamique de
mouillage d’une surface de fluoro-polymères par de l’huile silicone. Les points correspondent aux
mesures expérimentales : pour la branche du haut, la plaque sort du bain, la ligne de contact
recule ; pour la branche du bas, la plaque plonge dans le bain, la ligne de contact avance. La
courbe noire est la prédiction du modèle 2.18 introduit dans cette partie pour λ ' 18 nm,
d ' 2 nm, C ' 0.12 et cos θe ' 0.5689.

Nous avons démontré que l’on pouvait prédire les mesures expérimentales par des
défauts faibles, donc, en absence d’hystérésis pour le système. Le modèle permet aussi
de déterminer les angles microscopiques théoriques de dé-piégeage à température nulle,
définis par les forces seuils nécessaires pour mettre en mouvement la ligne de contact dans
un sens ou dans l’autre, en l’absence d’agitation thermique. Ces forces seuils sont estimées
par l’amplitude de la force issue du paysage énergétique : dU/dζ. Sur la figure 2.22, on
comprend qu’il existe un biais seuil – une force externe seuil – au-delà de laquelle, le
potentiel ne présente plus d’extrema locaux. En dessous de cette force externe seuil, et
en l’absence d’agitation thermique, la ligne de contact reste piégé dans un des puits. Les
détails sont reportés à la partie 2.6. On trouve pour l’avancée cos ΘA ' 0.53 et pour le recul
cos ΘR ' 0.66. Ces deux angles – en plus d’être numériquement différents – sont surtout
conceptuellements différents des deux angles macroscopiques dynamiques expérimentaux
d’avancée et de recul – pour les détails, voir la discussion précédente de la figure 2.19 où
on trouve cos θA ' 0.52 et cos θR ' 0.64, déterminés par le changement de régime entre
celui de basse vitesse où la dynamique thermiquement activée domine et celui de haute
vitesse où il faut prendre en compte l’écoulement visqueux moyen à toutes les échelles.
De manière remarquable, aucune de ces deux paires d’angles n’est lié à l’hystérésis dans
le cas de défauts faibles.

Finalement, par la description du processus dissipatif localisé au voisinage de la ligne
de contact, nous avons établi un modèle prédictif cohérent des variations de l’angle mi-
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croscopique en fonction de la vitesse. Nous pouvons désormais réappliquer la théorie hy-
drodynamique de l’écoulement moyen dans l’approximation de lubrification pour prédire
l’altitude du ménisque sur la plaque. La condition aux limites réelle sur l’angle à la ligne
de contact étant prédite de manière quantitative par la solution de l’équation de Lange-
vin (2.18). Sur la figure 2.24, la courbe jaune représente le modèle prédictif complet de la
dynamique, basé sur le modèle du processus microscopique et sur la théorie hydrodyna-
mique dans l’approximation de lubrification. On remarque l’excellent accord sur toutes les
gammes de vitesse, à l’avancée et au recul, avec la description du changement de régime
aux vitesses tendant vers zéro, et l’instabilité de la transition d’entrainement aux plus
hautes vitesses. Ce modèle contient seulement quatre paramètres physiques ajustables
portant sur les propriétés des défauts faibles. Nous avons montré que l’hystérésis n’est pas
nécessaire pour analyser les données, et que l’apparente discontinuité de l’altitude – ou
du cosinus de l’angle macroscopique – entre les vitesse positives et négatives tendant vers
zéro, dans la représentation en échelle linéaire pour la vitesse, ne correspond pas du tout à
l’existence d’hystérésis – mais au processus thermiquement activé. Aussi, le modèle prédit
une continuité à vitesse nulle entre les dynamiques d’avancée et de recul. A l’équilibre
statique, le ménisque est à l’altitude `γ

√
2(1− sin θe).
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Figure 2.24 – A gauche : altitude xlc de la ligne de contact normalisée par la longueur capillaire
en fonction de la vitesse adimensionnée en échelle linéaire. Les points blues représentent les don-
nées expérimentales macroscopiques de mouillage dynamique d’une surface de fluoro-polymères
par de l’huile silicone V100. La courbe jaune représente le modèle complet dynamique de la
ligne de contact. A droite : cosinus des angles en fonction de la vitesse adimensionnée en échelle
logarithmique. Les points blues représentent les mesures macroscopiques, les points rouges les
mesures extraites microscopiques. Les courbes continues représentent les prédictions du modèle :
la courbe noire est la prédiction par l’équation de Langevin 2.18, la courbe jaune représente le
modèle complet dynamique macroscopique.
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2.4.2 Conclusion et questions ouvertes
Nous rappelons que le passage de la quantité macroscopique, la hauteur du ménisque

– équivalent à l’angle macroscopique comme défini à l’équation (1.10) – à l’angle micro-
scopique, s’interprète du point de vue de phénomène de dissipation extrait. L’information
θM(Ca) contient tous les phénomènes de dissipation, ceux de l’écoulement moyen à toutes
les échelles et ceux affectant θµ, car l’angle microscopique constitue la condition aux li-
mites de l’hydrodynamique et a donc un effet crucial sur l’écoulement à toutes les échelles.
Le passage de l’angle macroscopique à l’angle microscopique permet donc d’extraire la dis-
sipation de l’écoulement moyen. Le reste des phénomènes éventuels est contenu dans le
comportement dynamique θµ(Ca) et dépend des processus physiques localisées au voisi-
nage de la ligne de contact.

A partir des données expérimentales, nous avons identifié deux régimes dynamiques.
A basse vitesse, la dissipation visqueuse de l’écoulement moyen est négligeable et le se-
cond processus localisé au voisinage de la ligne de contact domine. A haute vitesse, la
dissipation visqueuse de l’écoulement moyen domine, mais, et c’est un point important,
sans que le second processus soit négligeable. Par cette décomposition des processus dy-
namiques, nous interprétons les angles d’avancée et de recul – mesurés expérimentalement
par les protocoles de relaxation classiques – comme les angles macroscopiques mesurés au
changement de régimes dynamiques.

Les données expérimentales dynamiques microscopiques présentent la signature d’un
processus activé thermiquement. Les défauts et les déformations de l’interface associées,
créent un potentiel effectif pour la ligne de contact. Nous avons démontré que des défauts
faibles, en absence d’hystérésis donc, pouvait produire un potentiel rugueux, et impli-
quer l’existence d’angles de dé-piégeage à l’avancée et au recul à température nulle. En
résumé, les défauts faibles n’induisent pas d’hystérésis mais des angles de dé-piégeage à
température nulle. Les angles expérimentaux d’avancée et de recul ne correspondent pas
à l’hystérésis, mais aux défauts et aux processus dynamiques. Cette distinction des no-
tions par un travail expérimental constitue une partie du travail original de cette thèse
par rapport à la littérature. Cette distinction comporte une importance pratique cruciale
pour la caractérisation des surfaces. L’étude dynamique sur une large gamme de vitesse
apparaît comme la méthode fiable pour caractériser une surface.

Les données expérimentales et le modèle soulèvent un certains nombres de questions
spécifiques, nouvelles. Les questions portent sur la validité et la justification complète avec
l’expérience du modèle employé :

Dans la littérature, la dynamique de la ligne de contact est mesurée selon une variété
de méthodes dans différentes géométries : de la relaxation de goutte en étalement sur un
solide [112, 155], au tirage d’une fibre [105, 152] ou d’une plaque [27, 114] hors d’un bain.
Dans chaque cas, l’objectif est de déterminer la relation entre la vitesse – ou le nombre
capillaire – de la ligne de contact et l’angle de contact – ou de manière plus générale,
la force de Young. Plusieurs modèles de dynamique de la ligne de contact sur un défaut
unique ont prédit un comportement qui dépend du type de contrôle. Entre un contrôle
en vitesse, où la vitesse de la ligne de contact est imposée, et un contrôle en force, où
l’angle de la ligne de contact est imposé [48]. Pour comprendre l’importance du type
de contrôle et la conséquence sur la dynamique, on peut considérer en guise d’exemple
la friction solide, où un palet se déplace sur une surface. Le mouvement de collé-glissé
ne peut être observé que dans le cas où on impose la force qui s’exerce sur le palet et
non sa vitesse. Dans chacune des expériences, la question du paramètre de contrôle doit
donc être abordée. La réponse à cette question est loin d’être évidente. Concrètement,
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l’expérience de mouillage d’une surface recouverte de fluoro-polymères par l’huile silicone
de ce travail de thèse est réalisée avec le montage classique de dip-coating, où la vitesse de
la plaque qui plonge et sort du bain liquide est imposée par un moteur de translation – la
partie 2.2 donne les détails complets du protocole. Dans ce cas, le moteur impose la vitesse
moyenne de la ligne de contact mais pas nécessairement sa vitesse instantanée. En effet de
manière a priori surprenante, comme détaillé précédemment, ces résultats s’interprètent
par une équation de Langevin – pour modéliser l’effet de l’agitation thermique – à force
imposée : le déséquilibre de la force de Young. Dans la suite, grâce au travail effectué
au cours de ma thèse, les différents comportements dynamiques de la ligne de contact
sont expliqués, soit décrit par un contrôle en force soit un contrôle en vitesse, suivant la
"raideur du ménisque" [40] – notion qui sera détaillée dans la suite – plutôt que la méthode
expérimentale.

Le succès du modèle proposé pour prédire quantitativement l’expérience implique les
questions suivantes liées à sa justification complète : Comment justifier l’approche du che-
min de réaction ? Dans quelle mesure peut-on réduire la description de tous les modes de
déformation de la ligne de contact à une seule coordonnée de réaction : la position moyenne
de la ligne de contact ? Quel est l’effet de défauts forts, pour la réduction – auquel cas le
potentiel réduit à ζ serait bistable – et pour la dynamique ? Comment interpréter la lon-
gueur d’activation λ ? Quel est l’effet collectif de défauts aléatoires ? Dans quelle mesure
peut-on décrire une surface réelle par un modèle de défauts Gaussiens identiques et pério-
diques ? Dans quelle mesure peut-on remonter à des caractéristiques de la surface réelle
en étudiant la dynamique de ligne de contact (densité, amplitude et taille des défauts,
etc.) ?

Le modèle de cette partie s’appuie sur une décomposition modale et une réduction
énergétique par l’approche du chemin de réaction. Cette approche est peu contrôlée et
soulève de nombreuses questions. On souhaite donc développer une approche rigoureuse
théorique. Les ingrédients nécessaires sont les suivants : l’hydrodynamique des écoulements
dues aux fluctuations de la ligne de contact, la présence de défauts sur la surface rigide
et le bruit thermique.
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2.5 Hydrodynamique modale et rhéologie de la ligne
de contact

Dans cette partie, nous allons étudier théoriquement le comportement hydrodyna-
mique de l’écoulement visqueux et de la ligne de contact que forme un ménisque sur une
plaque hétérogène et soumise à l’activation thermique. Le travail présenté ici, est un des
aboutissements de notre collaboration avec Mauro Sbragaglia et Daniele Belardinelli de
l’université de Rome "Tor Vergata". Cette partie reprend un manuscrit en soumission à la
revue PRFluid et disponible sur arXiv [101].

Pour obtenir une description complète de la dynamique d’une ligne de contact sur
une surface rigide hétérogène et une prédiction quantitative des données expérimentales,
ainsi qu’apporter des éléments de réponse aux questions soulevées par les données expé-
rimentales, nous proposons le modèle suivant, basé sur l’hydrodynamique d’une ligne de
contact sur une surface hétérogène.

Comme l’illustre la figure 2.25, nous considèrons désormais, en plus de l’écoulement
moyen, les perturbations temporelles et spatiales de la ligne de contact autour de sa
hauteur d’équilibre dynamique – la plaque étant en translation à vitesse constante. Nous
décomposons les déformations temporelles et spatiales de la ligne de contact en modes
fréquentiels et spatiaux. Le comportement hydrodynamique de la ligne de contact est
caractérisé par le rapport entre sa variation de hauteur et d’angle, selon les différents
modes de déformation, en phase et en amplitude. On parle ainsi de rhéologie pour la ligne
de contact – nous précisons que le liquide est purement Newtonien, le déphasage provient
de la sur-dissipation visqueuse associée aux déformations.

Figure 2.25 – (a) : Illustration du ménisque à l’échelle macroscopique `γ , à un instant t fixé.
La ligne de contact est perturbée autour de sa moyenne spatiale. (b) : Illustration du ménisque
aux échelles inférieures à `γ . On représente une vue de profil, soit exclusivement le mode q=0 en
espace – soit la moyenne spatiale le long de la ligne de contact, dans la direction y transverse au
schéma. Le coin en ligne pointillée d’angle θ0 est l’interface de référence dynamique, l’interface
moyenne spatiale et temporelle. La ligne bleue représente une interface instantanée qui oscille
entre les deux interfaces extrémales représentées par les deux lignes grises. Le maximum en
déplacement ζ(t) n’est pas forcément atteint au maximum de l’angle de contact θ(t), le rapport
d’amplitude correspond à la partie réelle de la réponse rhéologique, le déphasage à la partie
imaginaire.
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La condition aux limites de l’interface est sélectionnée à l’échelle moléculaire par
l’angle de Young local θY (y, t) le long de la ligne de contact que l’on décompose comme
x = ξ0 + ξ(y, t). ξ0 est la moyenne spatiale et temporelle – ou sur des réalisations – et
ξ(y, t) est la partie fluctuante, en espace et en temps.

D’un côté, l’angle de l’interface liquide le long de la ligne de contact θY (y, t) provient
du paysage gelé TY (x, y), évalué à la position de la ligne de contact : θY (y, t) = TY (ξ0 +
ξ(y, t), y). De l’autre, l’écoulement hydrodynamique et donc l’évolution de la position de
la ligne de contact sont entièrement pilotés par θY (y, t), car il constitue la condition aux
limites de l’interface dynamique. Autrement dit, l’angle de contact est déterminé par la
position de la ligne de contact, qui elle-même dépend de la distribution des angles de
contact à travers la dynamique. On peut résoudre l’écoulement hydrodynamique pour
une distribution arbitraire θY (y, t) et en déduire l’évolution de ξ(y, t) – paramétré par
θY (y, t). Les deux aspects du problème, la sélection de θY (y, t) par la valeur du paysage
gelé à la position de la ligne de contact et l’hydrodynamique pilotée par θY (y, t) peuvent
être traités séparément et réunis par la suite.

On note la perturbation F (y, t) = γ(cos θY (y, t) − cos θ0), où cos θ0 est la moyenne
spatiale et temporelle de cos θY , évaluée à partir du paysage gelé TY (y, t) le long de la
ligne de contact. La valeur de cos θ0 résulte donc de la dynamique, mais le problème
hydrodynamique peut être traité, paramétré par θ0, en ignorant sa valeur numérique. Le
but de l’hydrodynamique est de déterminer la position de la ligne de contact ξ(y, t), pour
chaque condition aux limites θY (y, t). La différence de cosinus s’interprète comme la force
de rappel – par unité de longueur transverse – ramenant la ligne de contact à sa position
de référence. Dans le cadre de faibles déformations, on peut écrire la relation entre la force
et le déplacement au moyen d’une forme linéaire :

F̂ (q, ω) = γC(q, ω)ξ̂(q, ω) (2.20)

où la notation .̂ signifie double transformée de Fourier – en espace et en temps. C est la
fonction réponse de la ligne de contact, dont la partie réelle s’interprète comme la raideur
du ménisque et relie l’amplitude en déplacement de la ligne de contact à l’amplitude en
perturbation du cosinus. La partie imaginaire s’interprète comme une force visqueuse et
relie le déphasage entre les deux grandeurs. Ces deux quantités sont estimées par la théorie
hydrodynamique dans l’approximation de lubrification.

Evolution temporelle déterministe de la ligne de contact

Dans cette partie, on présente la manière théorique de recoupler la dynamique de la
ligne de contact avec le paysage gelé TY de la surface qui impose l’angle le long de la ligne
de contact.

On décompose la fonction réponse de la manière suivante :

C(q, ω) = 1
`γφ̂q(ω)

[
ψ̂q(ω) + j

η`γ
γ
ω

]
. (2.21)

En partant de l’équation (2.20) exprimée dans le double espace de Fourier, on peut donc
écrire pour chaque mode q de la déformation de la ligne de contact, l’équation d’évolution
temporelle :

η
dξ̄q
dt

+ γ

`γ

∫ t

−∞
ψq(t− t′)ξ̄q(t′)dt′ = γ

∫ t

−∞
φq(t− t′)

(
cos θY − cos θ0

)
dt′. (2.22)
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Le premier terme, grâce à la décomposition de la fonction réponse, est l’opérateur d’évolu-
tion, qui provient de la force visqueuse induite par le déplacement de la ligne de contact,
il est proportionnel à la viscosité η. Le second terme de gauche est la force de rappel
du ménisque produite par les déformations de l’interface liquide induites par celles de la
ligne de contact. Il contient un terme de mémoire, qui dépend des déformations passées.
Par principe de causalité – seulement le passé détermine le présent – ψ̂q(ω) et φ̂q(ω) sont
non indépendantes et doivent obéir à une relation de Kramers-Kronig – voir [148] et ré-
férences. La force de rappel est naturellement proportionnelle à γ/`γ. Le terme de droite
est la force induite par les hétérogénéités de la surface : cos θY (fois γ) correspond à la
transformée de Fourier en espace de la force exercée par unité Λ de ligne de contact sous
l’influence du solide :

cos θY (p, t) = 1
Λ

∫ +Λ/2

−Λ/2
dy e−j2πpy/Λ cos(TY (ξ0 + ξ(y, t), y)). (2.23)

Le kernel temporel pour chaque mode spatial φq provient de la friction visqueuse due aux
perturbations, qui implique une mémoire temporelle du paysage énergétique sondé par la
ligne de contact.

Evolution temporelle stochastique de la ligne de contact

Désormais, on suppose que la ligne de contact est soumise à l’agitation thermique. Le
bruit thermique que l’on rajoute dans l’équation d’évolution doit vérifier le théorème de
fluctuation-dissipation. L’équation d’évolution pour chaque mode de perturbation spatial
q de la ligne de contact prend la forme suivante :

η
dξ̄q
dt

+ γ

`γ

∫ t

−∞
ψq(t− t′)ξ̄q(t′)dt′ = γ

∫ t

−∞
φq(t− t′)

(
cos θY − cos θ0

)
dt′ +W (t). (2.24)

où W est une force aléatoire Gaussienne de moyenne nulle, dépendante de chaque mode
q. En l’absence de force, au temps long, cette équation impose [122, 161]

〈W (t)W (t′)〉 = γ

`γ

〈
|ξ̄q|2

〉
ψq(|t− t′|), (2.25)

où les corrélations à l’équilibre
〈
|ξ̄q|2

〉
doivent être déterminées indépendamment, par le

théorème d’équipartition par exemple [101].
Cette équation stochastique décrit le comportement d’une ligne de contact sur un

paysage hétérogène. Ce modèle permet d’étudier numériquement le déplacement thermi-
quement activé de la ligne de contact. L’équation contient un terme de mémoire. Les
méthodes numériques nécessites donc un stockage du profil de la ligne de contact en
fonction du temps, limitant la possibilité pour les ordinateurs actuels à seulement trois
ou quatre décades en espace. La partie 2.6 présente l’approche simplifiée introduite à la
partie 2.4, pour modéliser l’évolution temporelle de la ligne de contact, où nous justifions
l’approche énergétique et du chemin de réaction. Comme expliqué à la partie 2.6, pour
effectuer les développements de cette seconde approche, les quantités – raideur du mé-
nisque et sur-dissipation – définies et estimées dans cette partie sont nécessaires.

Les deux premières parties suivantes présentent le cadre théorique et la méthode de
résolution numérique pour obtenir la fonction réponse C(q, ω). La dernière partie (2.5.3)
présente le résultat numérique du point de vue de la rhéologie de la ligne de contact avec
un modèle et une phénoménologie relativement simple.
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2.5.1 Solution dynamique de référence
Equations de lubrification

Les équations de lubrification, régularisées par une condition de glissement de Navier,
sont [94]

∂th+ ~∇ · (h ~U) = 0, (2.26)

γ~∇κ+ ρg~ex + 3η(Up~ex − ~U)
h(h+ 3`s)

= ~0 (2.27)

où `s est la longueur de glissement de Navier qui modélise la réalité physique du "glis-
sement" moléculaire à la surface du solide. Ces équations constituent une approximation
contrôlée des équations de Stokes sous la condition de faible pente et de faible produit
entre la courbure κ et l’épaisseur de fluide cisaillée h. L’équation de lubrification pré-
sentée à la partie précédente 2.6 est étendue à l’ordre suivant (remarquer le terme en
θ absent ici dans le terme de gradient de pression dynamique). Comme l’illustre la fi-
gure 2.25(a), la surface est à la position z = h(x, y, t). ~∇ = ~ex∂x + ~ey∂y est l’opérateur
gradient selon la surface de la plaque, ~ei étant le vecteur unité de la i-ème composante.
~U(x, y, t) = ~exUx(x, y, t) + ~eyUy(x, y, t) est la vitesse parallèle à la plaque, moyennée sur
l’épaisseur du fluide (selon z), qui est définie par

~U = 1
h

∫ h

0
~u dz (2.28)

~u(x, y, z, t) étant le véritable champ de vitesse parallèle à la plaque.
L’équation de continuité (2.26) exprime la conservation de la masse, h ~U étant le

vecteur de flux parallèle à la plaque. La courbure locale de l’interface κ(x, y, t), présent
dans l’équilibre des forces eq.(2.27) est donnée par :

κ = (1 + ∂yh
2) ∂xxh+ (1 + ∂xh

2) ∂yyh− 2∂xh ∂yh ∂xyh
(1 + ∂xh2 + ∂yh2)3/2 (2.29)

et est reliée à la pression du fluide à la surface P (x, y, t) par la formule de Laplace
P = −γκ.

On adimensionne les équations en introduisant la vitesse caractéristique γ/η et la
longueur capillaire `γ – on garde ici les même notations pour les variables adimensionnées,
seule la vitesse de la plaque Up est remplacée par le nombre capillaire Ca. Les équations
de lubrification prennent la forme :

∂th+ ~∇ · (h ~U) = 0, (2.30)

~∇κ+ ~ex + 3(Ca~ex − ~U)
h(h+ 3`s)

= ~0. (2.31)

La formulation des conditions aux limites pour ce problème dynamique nécessite une
discussion détaillée, qui se retrouve à la partie 2.5.2.

Interface dynamique de référence

On considère dans un premier temps l’interface stationnaire et invariante par trans-
lation dans la direction de la ligne de contact, notée h0(x). Cette interface constitue
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l’interface de référence que l’on perturbe dans un second temps par des variations spa-
tiales – selon la direction de la ligne de contact – et temporelles, à l’ordre linéaire. Pour
cette interface de référence, la courbure locale se simplifie en κ0(x) (prime ′ signifie la
dérivée par rapport à x) :

κ0 = h′′0
(1 + h′20 )3/2 . (2.32)

A partir de l’équation de continuité et de la condition de flux nul à la ligne de contact,
on obtient ~U0(x) = ~0, le flux moyen est nul dans tout l’écoulement. Les équations de
lubrification se réduisent à :

κ′0 + 1 + 3Ca
h0(h0 + 3`s)

= 0. (2.33)

On définit ici la position de la ligne de contact en x = 0. Les conditions limites à la plaque
sont les suivantes : la ligne de contact atteint la plaque en formant un angle θ0, soit

h0(0) = 0, (2.34)
h′0(0) = tan θ0. (2.35)

Le comportement à la plaque de l’ordre supérieur (courbure) ainsi que les comportements
asymptotiques de tous les ordres, nécessaires à la caractérisation de l’état de référence et
à la résolution numérique, constituent l’objet de la partie suivante.

Comportements asymptotiques de l’interface de référence à la plaque

En commençant par les conditions définies pour h0 et h′0 en x = 0, on détermine les
comportements asymptotiques de l’état de référence en résolvant de manière récursive le
système :

h′′0 = (1 + h′20 )3/2κ0, (2.36)

κ′0 = −1− 3Ca
h0(h0 + 3`s)

. (2.37)

On obtient, pour x→ 0 (à la plaque) :

h0(x) = t0x−
Ca (1 + t20)3/2

2`st0
x2 ln

(
x

`

)
+ 3Ca (1 + t20)3/2

4`st0
x2 +O(x3 ln2 x) (2.38)

h′0(x) = t0 −
Ca (1 + t20)3/2

`st0
x ln

(
x

`

)
+ Ca (1 + t20)3/2

`st0
x+O(x2 ln2 x) (2.39)

κ0(x) = − Ca
`st0

ln
(
x

`

)
− Ca2(1 + t20)3/2

2`2
st

3
0

x ln
(
x

`

)
−
[
1− Ca

3`2
s

− 5Ca2(1 + t20)3/2

4`2
st

3
0

]
x+O(x2 ln2 x)

(2.40)

où t0 = tan θ0, par simplicité, et ` est un paramètre libre, ajusté par une procédure nu-
mérique indirecte de tir pour faire coïncider la solution numérique avec les conditions
asymptotiques au niveau du bain. La méthode est identique à celle de la partie précé-
dente 2.3.1. La seule différence est qu’ici, l’intégration numérique démarre à la plaque et
non au bain.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

Comportement asymptotique au bain

De même, en résolvant de manière itérative les équations de lubrification (2.36)-(2.37),
les comportements asymptotiques au bain sont pour x→ δ

h0(x) ∼ − ln
(
δ − x
M

)
(2.41)

h′0(x) ∼ 1
δ − x

(2.42)

κ0(x) ∼ δ − x (2.43)

oùM est un paramètre libre. La cible choisie pour la méthode numérique est la divergence
de h′0 et κ0h

′
0 = 1 au bain. Le paramètre de tir est le coefficient ` introduit à la partie

précédente pour les comportements asymptotiques à la plaque. Une fois la convergence
effectuée sur `, la distance entre la ligne de contact et le bain, δ, est mesurée numéri-
quement. On rappelle que par définition de l’angle macroscopique : δ =

√
2(1− sin θM).

Pour chaque valeur de Ca et θ0, par la procédure numérique indirecte de tir on déter-
mine la distance entre la ligne de contact et le bain, δ, ainsi que M . Les comportements
asymptotiques à la plaque et aux bains sont donc complètement déterminés pour l’état
de référence.

1
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Figure 2.26 – La courbe noire représente l’angle macroscopique extrait numériquement par
la procédure de tir en fonction du nombre capillaire pour une longueur de glissement de Navier
`s = 2.5×10−6`γ et un angle microscopique à la ligne de contact constant θ0 = 0.5. Ici Cac est le
nombre capillaire seuil au dessus duquel un film liquide est entrainé sur la plaque et correspond
à θM = 0. La courbe rouge est l’ajustement par la formule de Cox-Voinov (2.44).

La figure 2.26 présente les résultats numériques pour le profil de référence, de l’angle
macroscopique extrait en fonction du nombre capillaire. Comme illustré, le résultat nu-
mérique est remarquablement bien ajusté par la relation de Cox-Voinov [154], qui est une
solution particulière – des équations de lubrification – qui admet comme solution externe
une interface de courbure nulle. Cette relation est calculée à l’ordre linéaire, aux faibles
angles, mais pour des raisons non contrôlées constitue un bon ajustement pour la solution
exacte numérique :

θ3
M ∼ θ3

0 + 9Ca ln
(
α`γ
3`s

)
(2.44)
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où α ' 0.02 est indépendant en première approximation de l’angle de contact θ0.

2.5.2 Perturbation de l’interface
Equations

Nous linéarisons les équations (2.29)-(2.31) autour du profil de référence h0(x), en
décomposant le profil par une somme de l’état de référence et d’une faible perturbation,
notée avec l’indice 1, oscillant temporellement à la fréquence Ω et modulée spatialement
au nombre d’onde q

h(x, y, t) = h0(x) + h1(x) ejΩt+jqy (2.45)
κ(x, y, t) = κ0(x) + κ1(x) ejΩt+jqy (2.46)
Ux(x, y, t) = u1(x) ejΩt+jqy (2.47)
Uy(x, y, t) = v1(x) ejΩt+jqy. (2.48)

On précise que Ω est la fréquence angulaire adimensionnée, ω étant la fréquence angulaire
en rad.s−1 :

Ω = ω
η`γ
γ
. (2.49)

La courbure se linéarise en :

κ1 = − q2h1

(1 + h′0
2)1/2 + h′′1

(1 + h′0
2)3/2 −

3κ0h
′
0h
′
1

1 + h′0
2 . (2.50)

A partir de la composante y de l’équation (2.31), on peut éliminer les termes v1 de
l’équation sur κ1 par :

v1 = 1
3jqh0 (h0 + 3`s) κ1. (2.51)

Par souci de simplicité, il est pratique d’introduire la variable

F1(x) = h0(x)u1(x) (2.52)

qui représente le flux au premier ordre selon la direction x (le flux d’ordre zéro étant nul).
On obtient, en linéarisant les équations de lubrification autour de l’état de référence, les
équations différentielles vérifiées par la perturbation de l’interface [135] :

h′′1 = (1 + h′0
2)q2h1 + 3(1 + h′0

2)1/2κ0h
′
0h
′
1 + (1 + h′0

2)3/2κ1 (2.53)

κ′1 = 3Ca(2h0 + 3`s)
h2

0(h0 + 3`s)2 h1 + 3
h2

0(h0 + 3`s)
F1 (2.54)

F ′1 = −jΩh1 + h2
0 (h0 + 3`s) q2

3 κ1. (2.55)

En définissant le quadrivecteur X

X =


h1
h′1
κ1
F1

 (2.56)
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on peut réécrire le système linéaire d’équations différentielles (2.53)-(2.55) en [135]

dX
dx

=MX (2.57)

où

M =



0 1 0 0

(1 + h′0
2)q2 3(1 + h′0

2)1/2κ0h
′
0 (1 + h′0

2)3/2 0

3Ca(2h0+3`s)
h2

0(h0+3`s)2 0 0 3
h2

0(h0+3`s)

−jΩ 0 h2
0(h0+3`s)q2

3 0


.

Conditions aux limites et comportements asymptotiques à la plaque

Beaucoup de formulations équivalentes à l’ordre linéaire peuvent amener à des diffé-
rences aux ordres non linéaires. En particulier, la solution exacte de ce problème se réduit
de manière exacte à la solution du problème linéaire à l’ordre linéaire. On introduit la
formulation suivante :

h(x, y, t) = h0(x− ξ) + h̃1(x− ξ)ejΩt+jqy (2.58)

où (la partie réelle de) ξ = ξ̂ejΩt+jqy paramétrise les déformations de la ligne de contact à
la fréquence Ω et au nombre d’onde q. Les conditions aux limites sont : l’interface rejoint
la plaque en respectant la condition de Young locale et le flux est nul à la ligne de contact,
soit

h(ξ, y, t) = 0 (2.59)

∂xh(ξ, y, t) = tan θY (y, t) ' tan θ0 + d tan θ
dθ

∣∣∣∣∣
θ=θ0

θ1(y, t) (2.60)

F(ξ, y, t) = 0. (2.61)

On peut noter que l’angle de contact local de l’interface est défini selon la normale à
la ligne de contact. Cependant, comme l’état de référence est invariant par translation
dans la direction de la ligne de contact y, au premier ordre, aux faibles déformations, la
direction normale est selon x. On obtient donc la condition aux limites (2.60) pour l’angle
local.

On voit que la description concernant la variable translatée x − ξ est parfaitement
contrôlée. Les équations linéaires portant sur h̃1 sont entièrement équivalentes à celles
portant sur h1. h̃1 est équivalent à h1 à l’ordre linéaire (mais pas aux ordres non linéaires).
On utilise donc h1, pour qui, les équations prennent une forme plus simple, mais il faut
garder en mémoire qu’on représentera la solution par h̃1. L’équivalence entre les deux
descriptions est donnée par les équations suivantes :

h0(x) + h1(x)ejΩt+jqy = h(x, t) ' h0(x)− ξh′0(x) + h̃1(x)ejΩt+jqy. (2.62)

A partir de laquelle on obtient :

h̃1(x) = h1(x) + ξ̂h′0(x). (2.63)
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Par conséquent on obtient pour conditions aux limites, en utilisant la définition de C (le
rapport entre la déviation en cosinus et la déviation de la position de la ligne de contact) :

h1(0) = −ξ̂ tan θ0 (2.64)

lim
x→0

(h′1(x) + ξ̂h′′0(x)) = −ξ̂ 1 + tan2 θ0

sin θ0
C (2.65)

F1(0) = 0. (2.66)

Remarque : h′′0(x) diverge de manière logarithmique comme h′′0(x) ∼ −Ca(1+tan2 θ0)3/2

`s tan θ0
ln
(
x
`

)
en x = 0 (à la plaque), ce qui explique la formulation de la condition aux limites (2.65)
sur l’angle avec le passage à la limite.

Ici, C est la fonction de réponse de la ligne de contact, exprimant le rapport entre la
perturbation en force cos θY (y, t)− cos θ0 et la perturbation de la position de la ligne de
contact. Les équations étant linéarisées, la solution est indépendante de l’amplitude de
déformation ξ̂, que l’on peut donc considérer comme unitaire sans perte de généralité.

On remarque que l’information qui nous intéresse, la fonction réponse de la ligne de
contact C, apparait comme un pré-facteur dans les conditions aux limites. La procédure
numérique pour déterminer numériquement ses dépendances avec les paramètres phy-
siques du problème (q, ω, Ca et θ0) est la suivante : il faut connaitre le comportement
asymptotique de la solution à la plaque, en accord avec les conditions aux limites à la
plaque, en résolvant de manière récursive le système d’équations différentielles. On trouve
ainsi l’expression des trois solutions acceptables, la quatrième est rejetée car le flux doit
être nul à la ligne de contact (voir en annexe A.1.1 les expressions des comportements
asymptotiques). Les solutions asymptotiques générales vérifiant les conditions aux limites
à la plaque s’écrivent :

X = − tan θ0Xh −
(1 + tan2 θ0)3/2

tan θ0
CXθ +KXκ (2.67)

où Xh, Xθ et Xκ sont les trois quadrivecteurs de base de la solution asymptotique. Toute
solution asymptotique s’écrit comme une combinaison linéaire de ces vecteurs de base.
Afin de vérifier les conditions aux limites, le pré-facteur pour Xh doit être tan θ0, le pré-
facteur de Xθ doit être proportionnel à la fonction réponse C et celui de Xκ est noté
K.

N’importe quelles valeurs des deux paramètres C et K, permettent d’obtenir une so-
lution asymptotique à la plaque vérifiant les conditions aux limites physiques. Cependant
on doit respecter le critère suivant : il faut que la solution complète, calculée numérique-
ment en démarrant à la plaque avec une solution asymptotique fixée par des valeurs de
C et K, vérifie les conditions asymptotiques au bain. Ce critère permet de connaitre les
bonnes valeurs des paramètres, notamment C. On procède donc par une méthode de tir,
à deux paramètres. La cible étant les comportements asymptotiques aux bains vérifiant
les conditions aux limites au bain.

Comportement asymptotique au bain et procédure numérique

Par la connaissance du comportement asymptotique de l’interface de référence au
bain (2.41)-(2.43), le système d’équations différentielles vérifié par la perturbation (2.57)
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s’écrit de manière asymptotique au bain (x→ δ) :

F ′1 = −jΩh1 −
q2

3 ln3( δ−x
M

)
κ1 (2.68)

κ′1 = − 6Ca
ln3( δ−x

M
)
h1 −

3
ln3( δ−x

M
)
F1 (2.69)

h′′1 = q2

(δ − x)2h1 + 3
δ − x

h′1 + 1
(δ − x)3κ1. (2.70)

Ce système d’équations linéaires est d’ordre quatre. Il admet donc quatre comportements
asymptotiques, dont deux comportent une divergence, respectivement de h1 en (δ − x)−1

et (δ−x)−2. Ils sont donc non acceptables physiquement. Les deux comportements asymp-
totiques acceptables comportent une valeur finie de h1 (convergence de l’un vers zéro selon
1/ ln2((δ − x)/M) et de l’autre vers une constante non nulle).

Une option est de déterminer les quatre comportements asymptotiques (notés XA1 ,
XA2 , XA3 et XA4) et d’écrire la solution asymptotique générale au bain par une combinaison
linéaire : X = ∑

AiXAi . Pour chaque comportement asymptotique à la plaque acceptable
physiquement (C, K), on intègre numériquement le système d’équations différentielles et
on mesure au bain le comportement asymptotique obtenu selon ses coordonnées (A1, A2,
A3, A4). En notant XA3 et XA4 les deux comportements asymptotiques non acceptables
physiquement, il faut donc, dans la procédure numérique de tir, ajuster les valeurs de C
et K à la plaque pour vérifier au bain A3 = A4 = 0. Pour cela, on utilise la linéarité
du système et le principe de superposition : on réalise une première intégration avec
pour départ (C = 0, K = 1), on obtient au bain les coordonnées que l’on note avec
l’exposant (0, 1) : (A(0,1)

i ). Puis on réalise une seconde intégration numérique avec pour
départ (C = 1, K = 0), on obtient alors les secondes coordonnées : (A(1,0)

i ). Puis on trouve
la solution (C, K) du système, linéaire à deux équations, suivant : CA(0,1)

3 + KA
(1,0)
3 = 0

et CA(0,1)
4 +KA

(1,0)
4 = 0. Ainsi, on obtient C, cela pour chaque (q, ω, Ca et θ0).

La particularité des comportements asymptotiques acceptables est l’annulation de
(δ−x)h′1 et κ1. On utilise en pratique ces critères pour utiliser le principe de superposition,
sans utiliser de manière explicite les comportements asymptotiques au bain.

Afin de résumer ces deux premières parties, on rappelle les étapes importantes de l’ana-
lyse. Dans un premier temps, nous avons linéarisé le système d’équations hydrodynamiques
dans l’approximation de lubrification décrivant l’interface. A partir duquel on détermine
les comportements asymptotiques à la plaque (2.67) ainsi que ceux au bain (2.68)-(2.70).
Contenue dans l’expression des comportements asymptotiques à la plaque, nous avons
identifié la fonction réponse C, qui doit être déterminée numériquement [135] pour que la
solution numérique au bain coïncide avec les comportements asymptotiques – qui corres-
pondent aux conditions aux limites au bain.

Dans la partie suivante, les résultats numériques principaux du comportement de la
fonction réponse de la ligne de contact C sont présentés ; en fonction de la fréquence
angulaire d’oscillation ω, du mode de déformation spatial q, de la vitesse de la plaque Ca
et de l’angle d’équilibre sur la plaque θ0.
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2.5.3 Fonction réponse de la ligne de contact
Cadre géométrique simple

Figure 2.27 – (A) Schéma du modèle géométrique reliant la fonction de réponse à la longueur
de pénétration L de la perturbation. La longueur L est définie par la plus courte des trois
longueurs suivantes : (B) la longueur d’onde λ = 2π/q, (C) la longueur dynamique γ/ηω et (D)
la longueur capillaire `γ .

La résolution numérique par procédure de tir des équations différentielles de la partie
précédente permet d’obtenir la fonction réponse C pour chaque mode spatial q, fréquence
angulaire ω, vitesse de plaque Ca et angle de contact θ0. Afin de commenter les résultats,
on propose un cadre d’interprétation simple qui permet de retrouver les lois d’échelles
suivies par la fonction de réponse C.

Supposons que la perturbation induite à la ligne de contact, temporellement et spatia-
lement, perturbe l’interface jusqu’à une longueur de pénétration L, définie selon la plaque,
comme l’illustre le schéma 2.27(A). De manière simple, on considère un coin de liquide
d’angle effectif θ. A partir de la simple construction géométrique, on obtient la partie
réelle de C à l’ordre linéaire en ξ̂. Re(C) étant le rapport entre l’amplitude de la différence
de cosinus et celle du déplacement de la ligne de contact :

Re(C)ξ̂ ≡ cos(θ + θ1)− cos θ ' sin2 θ cos θ ξ̂
L
. (2.71)

La force visqueuse se calcule en intégrant la contrainte visqueuse – voir en introduction
l’équation (1.7). En considérant que le fluide se déplace à la même vitesse que la ligne de
contact pour le coin, on obtient la partie imaginaire de C :

Im(C)ξ̂ ∝ 3ωξ̂η
γ tan θ ln

(
1 + L tan θ0

3`s

)
. (2.72)

Ici, le 1 apparait dans le ln, car la régularisation de la divergence s’effectue par une
longueur de glissement de Navier au lieu d’une longueur de coupure.

On prédit donc une relation de la forme :

Re(C) ' sin2 θ cos θ 1
L

et Im(C) ∼ 3ωη
γ tan θ ln

(
1 + L tan θ0

3`s

)
. (2.73)
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En réintroduisant la longueur capillaire `γ, on obtient les parties réelle et imaginaire de
la fonction réponse (dimensionnées) :

`γRe(C) ' sin2 θ cos θ`γ
L

et `γIm(C) ∼ 3Ω
tan θ ln

(
1 + L tan θ0

3`s

)
. (2.74)

Dans ces lois d’échelles, θ est considéré comme l’angle de l’interface de référence à l’échelle
L, dont la prédiction selon Cox-Voinov [154] donne :

θ3 ∼ θ3
0 + 9Ca ln

(
1 + L tan θ0

3`s

)
. (2.75)

La longueur interne de coupure associée à la longueur de glissement intervient dans le
facteur logarithmique, ce qui explique que le facteur logarithmique implique l’angle de
contact θ0 et non l’angle à plus large échelle θ.

La longueur de pénétration L dépend de trois longueurs qui déterminent trois régimes
asymptotiques. Nous montrons dans les parties suivantes qu’elle est sélectionnée par la
plus courte des trois longueurs suivantes : la longueur d’onde de la perturbation λ = 2π/q
(figure 2.27(B)), la longueur dynamique γ/ηω = `γ/Ω déterminée par l’équilibre entre les
effets capillaires et visqueux (figure 2.27(C)) et la longueur capillaire `γ qui est l’échelle
externe du système (figure 2.27(D)).

Pour des oscillations temporelles lentes et une ligne de contact perturbée spatiale-
ment sur des grandes échelles, la longueur élasto-capillaire est la plus courte des échelles
caractéristiques : `γ � γ/ηω et `γ � λ. Les perturbations pénètrent sur l’ensemble du
ménisque L ∼ `γ : c’est la configuration quasi-stationnaire et quasi-invariante.

Pour des oscillations rapides temporellement et une ligne de contact perturbée spatia-
lement sur des grandes échelles : γ/ηω � `γ et γ/ηω � λ, les perturbations ne pénètrent
que jusqu’à la longueur dynamique L ∼ γ/ηω. Le reste de la forme du ménisque est celle
de la référence dynamique stationnaire et invariante.

Pour de courtes perturbations spatiales et des variations temporelles lentes : λ� `γ et
λ� γ/ηω, les perturbations ne pénètrent que jusqu’à la longueur d’onde L ∼ λ. Le reste
de la forme du ménisque est celle de la référence dynamique stationnaire et invariante.

La suite de cette partie présente les raisonnements et résultats numériques qui mènent
à ces conclusions, ainsi que l’étude numérique de la dépendance complète avec q, ω, Ca
et θ0.

Dépendance avec le nombre d’onde de la perturbation spatiale q

On considère une interface de référence non courbée formant un angle θ par rapport
au substrat, dont la ligne de contact est perturbé spatialement au nombre d’onde q. Dans
le cas statique, la courbure de l’interface perturbée est nulle. En résolvant l’équation de
Laplace on trouve que la perturbation de la ligne de contact déforme l’interface avec une
décroissance en ∼ e−|q|x/ cos θ. La perturbation décroit exponentiellement sur une longueur
de pénétration L = |q|−1 cos θ selon la direction normale à la ligne de contact moyenne.
On obtient donc pour la partie réelle de la fonction réponse :

Re(C) = sin2 θ |q|. (2.76)
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2.5 Hydrodynamique modale et rhéologie de la ligne de contact

On retrouve de manière évidente la même structure que le kernel élastique spatial d’une
ligne de contact déformée, calculé par Joanny et de Gennes en 1984 [64] dont le résultat
est repris et développé à la partie 2.6 – remarquer le terme de droite, proportionnel à
sin2 θ |q| dans l’équation (2.103).

On obtient donc pour les parties réelle et imaginaire, exprimées avec les grandeurs
dimensionnées :

`γRe(C) = sin2 θ|q|`γ et `γIm(C) ∼ 3Ω
tan θ ln

(
1 + cos θ tan θ0

3q`s

)
. (2.77)
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Figure 2.28 – Fonction réponse selon le nombre d’onde q, pour différentes fréquences d’os-
cillations temporelles de la ligne de contact : Ω = 0 (ligne noire), Ω = 0.22 (ligne en larges
tirets), Ω = 1 (ligne en tirets), Ω = 4.5 (ligne en tirets et pointillée), Ω = 20 (ligne pointillée).
Les autres paramètres sont fixés à tan θ0 = 0.55, `s = 2.5 10−6`γ et Ca = 10−5. Les lignes
rouges représentent les prédictions dans le régime des grands nombres d’onde q données par
les équations (2.77), où un facteur correctif multiplicatif de 0.87 a été introduit pour la partie
imaginaire.

La figure 2.28 montre la dépendance de la fonction réponse C selon le mode de pertur-
bation spatial q pour différentes valeurs de fréquence d’oscillation temporelle Ω = ωη`γ/γ.
On observe que le régime des grandes valeurs de q est indépendant de Ω (pour Ω suffisam-
ment petit) et coïncide parfaitement avec la prédiction de la déformation quasi-statique
d’un coin de liquide (pour lequel la courbure nulle). La prédiction pour la partie réelle
Re(C) est quantitative. La partie imaginaire Im(C) est surestimée d’un facteur ' 13%. Un
coefficient multiplicatif correctif de 0.87 est introduit afin de comparer graphiquement la
prédiction et les résultats numériques.
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

En accord avec la prédiction, C dépend fortement de l’angle de contact θ0 dans ce
régime de grande valeur de q, comme l’illustre la figure 2.29, où l’angle θ0 est varié.
L’accord avec la prédiction de l’équation (2.77) est très bon.

10
-2

10
-1

10
0

10
0

10
1

10
1

10
2

10
2

10
3

10
4

10
5 6

1010
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
-1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

Figure 2.29 – Fonction réponse selon le nombre d’onde q, dans la limite des faibles fréquences
temporelles Ω pour différents angles tan θ0 : tan θ0 = 0.1 (ligne noire), tan θ0 = 0.3 (ligne
en tirets), tan θ0 = 0.6 (ligne pointillée et en tirets) et tan θ0 = 1.1 (ligne pointillée). Les
autres paramètres sont fixés à `s = 2.5 10−6`γ et Ca = 10−5. Les lignes rouges représentent les
prédictions dans le régime de large q données par eq. (2.77), pour laquelle un facteur correctif
de 0.87 est appliqué à la partie imaginaire.
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Figure 2.30 – Fonction réponse selon le nombre d’onde q, dans la limite des faibles fréquences
temporelles Ω, pour différentes vitesses d’entrainement de plaque Ca : Ca = −10−3 (ligne
pointillée), Ca = 0 (ligne continue), Ca = 10−3 (ligne en tirets). Les autres paramètres sont
fixés à tan θ0 = 0.55, `s = 2.5 10−6`γ . Les lignes rouges sont les prédictions dans le régime de
large q données par eq. (2.77), pour lesquelles un facteur correctif de 0.87 est appliqué à la partie
imaginaire.
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2.5 Hydrodynamique modale et rhéologie de la ligne de contact

Enfin, la figure 2.30 montre la faible dépendance de la fonction réponse avec le nombre
capillaire Ca dans ce régime, que l’on interprète comme conséquence du changement de
pente avec l’échelle q−1. Comme le prédit l’équation (2.77), la dépendance est faible pour
Im(C), car la dépendance avec L est logarithmique et plus importante pour Re(C) qui
dépend linéairement de L−1.

Etant données les hypothèses simplificatrices effectuées dans le modèle géométrique,
l’excellent accord valide notre interprétation.

Dépendance avec la fréquence angulaire d’oscillation temporelle Ω = ωη`γ/γ

La figure 2.28 montre qu’il y a un changement de régime à faible q entre le régime de
large q détaillé précédemment et un régime où la fonction réponse dépend de Ω et non de
q.

La figure 2.31 montre la dépendance en Ω dans cette limite de faible q, qui contient
trois comportements asymptotiques – en Ω. Dans la limite des très faibles Ω, on observe
un plateau pour la partie réelle de C alors que la partie imaginaire est linéaire en Ω. Ce
régime asymptotique quasi-statique est l’objet de la partie suivante. Dans le régime de
grand Ω, on observe une loi de puissance Re(C) = Im(C) ∝ Ω1/2. Enfin, dans le régime
intermédiaire en Ω, la partie réelle de la fonction réponse semble linéaire avec Ω et la
partie imaginaire sous-linéaire. Aussi l’effet de la vitesse de la plaque Ca est négligeable.
Ce dernier régime asymptotique correspond au régime dynamique qui est détaillé ici, selon
l’argument géométrique représenté à la figure 2.27(C). Dans ce régime intermédiaire en
Ω (toujours à faible q), les perturbations de la ligne de contact pénètrent l’interface sur
des longueurs, petites comparées à la longueur capillaire `γ, mais grandes comparées à
la longueur de glissement `s. Pour déterminer, dans ce cas, la loi d’échelles suivie par la
longueur de pénétration L, on peut donc remplacer la forme de l’interface de référence
par un coin de liquide d’angle θ. En écrivant h0(x) = x tan θ, h′0(x) = tan θ, κ0 = 0 et
q = 0, on obtient à partir du système d’équations différentielles asymptotique à la plaque,
l’équation suivante : ((

x+ 3`s
tan θ

)
x2h′′′1

)′
= −j 3Ω

`γ sin3 θ
h1. (2.78)

Cette équation différentielle admet deux solutions indépendantes convergentes à l’infini
(loin de la ligne de contact), s’exprimant à partir des fonctions spéciales MeijerG [54],
(voir en annexe A.1.2). Ici, on identifie seulement la longueur L caractéristique, qui dans
sa forme adimensionnée est :

L ∼ sin3 θ`γ
3Ω . (2.79)

Un traitement fin des comportements asymptotiques de l’équation fourni les pré-facteurs
de L (voir l’annexe A.1.2), on prédit donc pour la fonction réponse :

Re(C) '
3πωη

2γ tan θ et Im(C) ∼ 3ωη
γ tan θ ln

(
1 + tan θ0 sin3 θ0`γ

3 exp(4γEuler − 1
2)Ω`s

)
(2.80)

où la longueur de glissement `s à la dimension d’une longueur ici et γEuler ' 0.577 ·
est la constante d’Euler-Mascheroni. En redimensionnant C par la longueur capillaire on
obtient :

`γRe(C) '
3πΩ

2 tan θ et `γIm(C) ∼ 3Ω
tan θ ln

(
1 + tan θ0 sin3 θ0`γ

3 exp(4γEuler − 1
2)Ω`s

)
. (2.81)
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CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

La figure de gauche 2.31 montre que l’accord entre ce modèle et la fonction réponse exacte
est de nouveau très bon dans le régime intermédiaire en Ω. L’écart apparaît à grand Ω, où
la longueur de pénétration L devient comparable à la longueur de glissement `s. Ce com-
portement à grand Ω est donc un peu artificiel, puisque la longueur de pénétration devient
comparable à la taille moléculaire. Ce comportement asymptotique est donc sensible aux
détails de modélisation. On remarque que dans ce régime, Re(C) = Im(C) ∝ Ω1/2, ce qui
est solution de la relation de Kramers-Kronig [72, 74, 148, 157] qui relie la partie réelle
et la partie imaginaire de toutes fonctions de réponse – cette propriété a pour origine le
principe de causalité : seulement le passé détermine le présent.

A faible Ω, le changement de régime survient lorsque la longueur dynamique est com-
parable à la longueur externe `γ, qui définit la taille du ménisque. Ce régime asymptotique
constitue l’objet de la partie suivante.
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Figure 2.31 – Gauche : fonction réponse selon la fréquence angulaire d’oscillation Ω dans la
limite des longues perturbation spatiales (faible q) et pour différentes valeurs de vitesse d’entrai-
nement de plaque Ca : Ca = −10−3 (ligne pointillée), Ca = 0 (ligne continue), Ca = 10−3 (ligne
en tirets). Les trois courbes se recouvrent quasiment pour la partie imaginaire de C (courbes
violettes) mais se distinguent pour la partie réelle (courbes vertes) à faible Ω. Les lignes rouges
sont les prédictions dans le régime intermédiaire en Ω piloté par la longueur dynamique, telles
que donnée par les équations (2.81). Droite : fonction réponse dans la limite des faibles Ω et q
selon la vitesse d’entrainement de la plaque Ca. Les lignes rouges sont les prédictions des com-
portements dans la limite quasi-stationnaire et quasi-invariante (limite de faible q et Ω) telles
que données par l’équation (2.84).

Dépendance avec la vitesse d’entrainement de la plaque Ca

Dans la double limite quasi-stationnaire et quasi-invariante (faibles Ω et q), les oscilla-
tion temporelles sont lentes et la longueur d’onde de la déformation de la ligne de contact
est grande comparée à la longueur capillaire. En première approximation, le déplacement
de la ligne de contact par rapport à la plaque est équivalent au déplacement de la plaque
par rapport à la ligne de contact (la différence se situe dans la dissipation visqueuse au
bain). On suppose donc que la dépendance de la hauteur d’équilibre dynamique δ en
fonction de Ca et θ0 est toujours valable pendant les régimes transitoires, à condition de
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2.5 Hydrodynamique modale et rhéologie de la ligne de contact

remplacer δ par δ + ξ et Ca par Ca + dξ/dt dans les relations valables pour l’interface de
référence :

δ(θ0,Ca) = `γ
√

2 (1− sin θM(θ0,Ca)) (2.82)

θ3
M(θ0,Ca) ' θ3

0 + 9Ca ln
(
α`γ
3`s

)
. (2.83)

C est défini par la variation du cosinus pour une variation normalisé à 1 de la position
oscillante de la ligne de contact : δ(θ0, 0) + ejΩt = δ(θ0 + C ejΩt/ sin θ0, Ca + jΩejΩt). En
différenciant cette expression, on obtient à l’ordre linéaire :

θ2
0

sin θ0
`γC =

θ2
M

√
2(1− sin θM)
cos θM

+ 3jΩ ln
(
α`γ
3`s

)
(2.84)

où la faible dépendance de α avec θ0 est ignorée. La figure de droite 2.31 montre que
l’accord est parfait pour la partie réelle de C, car la limite quasi-stationnaire est une
approximation contrôlée pour le problème de la force de rappel. L’accord de la partie
imaginaire de la fonction réponse, linéaire en Ω est acceptable mais pas parfaite. L’ap-
proximation utilisée suppose que les deux mouvements suivants sont équivalents : imposer
un déplacement de la ligne de contact par rapport à la plaque (à bain fixé) et imposer un
déplacement de la plaque par rapport à la ligne de contact et au bain. Pour les petites
échelles du problème, les deux déplacements sont en effet équivalents dans la mesure où
seul le déplacement relatif de la ligne de contact par rapport à la plaque compte. Les écarts
entre la prédiction et la fonction de réponse exacte pour la partie imaginaire proviennent
de la faible dissipation visqueuse à l’échelle du ménisque.

2.5.4 Conclusion
Le mouvement de la ligne de contact sur une surface comportant des hétérogénéités

à l’échelle du nanomètre reste un des problèmes ouverts les plus importants dans le do-
maine de la dynamique de mouillage [2, 10, 16, 39, 49, 50, 76, 81, 93, 96, 98, 131, 133, 141,
150]. Pour la plupart des applications, la connaissance d’informations élémentaires – par
exemple l’évolution temporelle de la moyenne de la ligne de contact – semble suffisante
plutôt que l’ensemble des détails du problème. Dans l’approche présentée dans cette par-
tie, en se calquant sur la géométrie très largement utilisée du dip-coating [23, 43, 44, 46],
nous avons développé une équation d’équilibre des forces qui gouverne l’évolution tempo-
relle de la ligne de contact. Les étapes clefs de l’analyse sont sommairement rappelées :
premièrement, nous avons résolu le problème hydrodynamique de l’état de référence, fondé
sur l’approximation de lubrification [94]. Ensuite, l’évolution temporelle et spatiale des
perturbations des défauts est déduite en linéarisant les équations de lubrification autour
de l’état de référence [135], décrite dans le double espace de Fourier en espace et en temps.
Finalement, les effets des hétérogénéités peuvent être moyennés spatialement le long de
la ligne de contact pour concevoir une équation déterministe de l’évolution de la ligne de
contact (2.22). L’apport majeur de notre étude porte sur la caractérisation de la fonc-
tion réponse de la ligne de contact, reliant ses déplacements aux forces exercées par les
hétérogénéités (2.20)-(2.21).
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A partir du modèle déterministe, plusieurs applications peuvent être envisagées. Pre-
mièrement, est proposé un modèle stochastique pour prendre en compte l’agitation ther-
mique (2.24) qui permet d’étudier numériquement le mouvement thermiquement activé
de la ligne de contact sur un paysage énergétique gelé. L’équation contient un terme de
mémoire. Les méthodes numériques nécessites donc un stockage du profil de la ligne de
contact en fonction du temps, limitant la possibilité pour les ordinateurs actuels à seule-
ment trois ou quatre décades en espace. Une première application serait de réaliser une
comparaison entre la prédiction du modèle théorique et les résultats expérimentaux. Cela
nécessite la caractérisation expérimentale du paysage énergétique de la surface et l’obser-
vation de la ligne de contact à l’échelle du nanomètre pour observer ses fluctuations. Le
modèle développé ici se restreint à la réponse linéaire et aux faibles déformations, cela
ouvre la question, mises à part les difficultés techniques, de possibles effets non-linéaires.

L’approche présentée dans cette partie comporte une plus grande portée que seule-
ment l’équation d’équilibre des forces (2.24). Par rapport aux fluctuations thermiques,
par exemple, cette équation permet une généralisation mathématique dans le cas d’un
mécanisme externe de forçage oscillant temporellement. Cela peut être utilisé pour étudier
le phénomène de résonance stochastique [9, 51], en étudiant les couplages entre le temps
caractéristique de franchissement des barrières de potentiel et le temps caractéristique du
forçage périodique. Eventuellement, cette étude permet de concevoir des expériences pour
renforcer nos connaissances sur l’activation thermique d’une ligne de contact [100, 108].

Enfin, on insiste sur l’analyse de la ligne de contact du point de vue de la rhéologie.
Cette approche prometteuse ouvre les perspectives d’une analyse mécanique de la ligne
de contact [59, 87, 90, 107, 137, 138, 139]. Cela se rapproche des progrès récents portant
sur les verres-mous [15] qui présentent de grandes similitudes : le caractère multi-échelle,
la présence d’un point critique dynamique et un paysage énergétique auto-construit. Une
réduction contrôlée du nombre de degrés de liberté amènerait à surpasser les limites intrin-
sèques de la formulation proposée dans cette partie. Une application probable est la réso-
lution du problème inverse et de pouvoir déterminer les propriétés mécaniques/chimiques
de l’interface en utilisant la ligne de contact comme un nano-rhéomètre.

Nous précisons que l’équation d’évolution stochastique (2.24), qui était l’objectif pre-
mier de cette partie, constitue un véritable défi numérique pour sa résolution et son uti-
lisation pratique, afin d’analyser et d’interpréter les données expérimentales. L’approche
énergétique et du chemin de réaction introduite brièvement à la partie 2.4 comporte
l’avantage d’être applicable aux expériences, ce qui justifie sa légitimité. Dans la partie
suivante, nous utilisons et justifions cette approche, améliorée par la compréhension de la
rhéologie de la ligne de contact, développée dans cette partie. Les ingrédients nécessaires
minimaux sont : la description de la déformation de la ligne de contact à deux degrés
de liberté pour décrire le cas de défauts fort, l’estimation de la rhéologie de la ligne de
contact, lié aux écoulement visqueux et l’agitation thermique. Dans une troisième partie
nous abordons la question des effets collectifs de défauts répartis sur la surface de manière
aléatoire.
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2.6 Décomposition modale et réduction énergétique
par la théorie du chemin de réaction

Pour décrire la dynamique de la ligne de contact nous choisissons dans cette partie
une approche modale et une réduction énergétique par la théorie du chemin de réaction.
Cette partie est l’extension du travail qui a été publié dans la revue PRL en 2016 [100]
et d’un article en soumission à la revue Soft Matter.

Cette approche permet de franchir un pas important dans la prédiction quantitative
du comportement dynamique d’une ligne de contact sur une surface hétérogène. Cette
partie est la généralisation et la justification du modèle qui permet d’analyser les données
expérimentales – voir la partie 2.4. Aussi, elle permet de répondre à la question cruciale
du type contrôle en force versus en vitesse dans les expériences et à celle de la réduction
de deux à un degrés de liberté. L’étude paramétrique de la solution du modèle permet de
comprendre les effets des caractéristiques des défauts sur le comportment dynamique, et de
manière pratique, permet d’appliquer le modèle pour analyser les données expérimentales.

L’énergie totale du système est constituée de l’énergie de l’interface liquide/vapeur
et de l’énergie de la surface solide. Ces énergies dépendent de la forme particulière de
l’interface et de la ligne de contact déformée. Ces déformations constituent un ensemble
continu de degrés de liberté. Selon certaines approximations qui seront détaillés au fur et
à mesure, il est possible de simplifier la description en réduisant le nombre de degrés de
liberté. La réduction de chaque degré de liberté s’effectue par la minimisation de l’énergie
libre qui lui est associée. Cette réduction du nombre de degrés de liberté est au cœur de
l’approche du chemin de réaction.

La réduction comporte de nombreuses étapes et calculs. Pour faciliter la lecture et
mettre en avant la démarche générale, nous détaillons d’abord les éléments clefs du déve-
loppement ; les aspects techniques et expressions explicites sont reportés dans la suite. La
justification générale permettant la réduction d’un degré de liberté est la comparaison de
son temps caractéristique de retour à l’équilibre devant les autres.

Figure 2.32 – Illustration de la ligne de contact déformée par un réseau périodique de défauts
chimique de taille d et espacés de λ. ζ est la position moyenne de la ligne de contact, ψ est
l’amplitude de la déformation. Ici les défauts sont plus mouillants que la surface de référence
(C > 0).

• En lien avec l’expérience dans laquelle nous mesurons les quantités moyennes, les
degrés de liberté ultimes choisis pour décrire la dynamique de la ligne de contact
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sont la position moyenne – notée ζ – et l’amplitude de la déformation – notée
ψ. Cette décomposition modale est un point important de notre raisonnement.
L’objectif de cette décomposition modale, par la distinction entre les quantités
moyennes et les quantités fluctuantes, est de prédire l’effet des quantités fluctuantes
sur les moyennes. Pour ce faire, on décompose le profil de la ligne, en isolant ζ et
ψ, de la forme typique de la ligne de contact ε(y). Le schéma 2.32 illustre cette
décomposition de la ligne de contact. L’équation (2.87) présente explicitement la
décomposition.
• On considère que les déformations de l’interface liquide/vapeur ne dépendent que

de celles de la ligne de contact. Selon cette hypothèse, l’interface est à l’équilibre
et vérifie l’équation de Laplace avec comme condition aux limites, le profil déformé
de la ligne de contact.
• On considère que la forme typique de la ligne de contact relaxe plus rapidement

que son amplitude et que la valeur moyenne de la ligne de contact. ε(y) sera donc
pris à l’équilibre en minimisant l’énergie libre totale.

Associée à cette réduction, la hiérarchie des temps caractéristiques de chaque degré
de liberté du modèle – qui est appuyée par des arguments qualitatifs et les résultats
quantitatifs de l’expérience dynamique de mouillage de la surface de fluoro-polymères –
est la suivante, présentée de la variable la plus lente à la plus rapide :
• la position moyenne de la ligne de contact ζ et l’amplitude de la déformation ψ
• la forme typique de la ligne de contact ε(y)
• les degrés de liberté associés aux fluctuations de l’interface liquide/vapeur

2.6.1 Dynamique de la ligne de contact réduite
Une fois la réduction de l’énergie effectuée, la ligne de contact est décrite par deux

degrés de liberté, sa position moyenne ζ et l’amplitude de la déformation ψ. Ces deux
degrés de liberté se déplacent dans un paysage énergétique à deux dimensions U(ζ, ψ).
Pour décrire cette dynamique – non inertielle – on écrit de manière formelle (sans donner
tous les détails et expressions des paramètres pour le moment) deux équations de Langevin
couplées, une pour chaque degrés de liberté :

dψηψ̇ = −1
λ

∂U
∂ψ

+ bruit thermique (2.85)

dζηζ̇ = γF − 1
λ

∂U
∂ζ

+ bruit thermique (2.86)

où η est la viscosité du liquide et λ la période des défauts. Les coefficients de friction
associés à chaque degrés de liberté sont notés dψ et dζ . γ est la tension de surface du
liquide, ṁ désigne la dérivée temporelle. Les termes de "bruit thermique" correspondent
aux fluctuations thermiques, supposés indépendants et explicités dans la suite. γF est la
force exercée par la partie externe du liquide, l’interface moyenne, sur la position moyenne
de la ligne de contact, sa nature est précisée dans la suite. La suite du développement
de cette partie fournit aussi les origines et estimations des coefficients de friction. Ces
coefficients de friction proviennent des sur-dissipations visqueuses associées à chaque mode
de déplacement de la ligne de contact. Leur estimation trouve son origine dans l’étude de
la rhéologie de la ligne de contact que la partie précédente 2.5 présente.

Dans la suite du développement, sont présentées : la réduction de l’énergie totale à
deux degrés de liberté, l’expression de la force externe F et les expressions des coefficients
de friction.

76



2.6 Décomposition modale et réduction énergétique par la théorie du chemin de réaction

Ensuite nous étudions la dynamique de la ligne de contact, régie par ces deux équations
de Langevin : la discussion entre force versus vitesse imposée, la réduction à un seul degrés
de liberté ζ et enfin, l’effet quantitatif de défauts chimiques Gaussiens périodiques (décrits
par leur densité, leur taille et leur amplitude) sur la dynamique de la ligne de contact. Ce
modèle permet de prédire les mesures dynamiques réalisées.

2.6.1.1 Décomposition de la ligne de contact

Pour isoler les degrés de liberté pertinents pour la dynamique, on décompose le profil
de la ligne de contact en distinguant comme sur le schéma de la figure 2.32 : la valeur
moyenne spatiale ζ, l’amplitude de la déformation ψ et la forme typique ε(y) :

Xlc(y) = ζ + ψ ε(y). (2.87)

Ici, on repère la position de la ligne de contact par rapport à la plaque d’où la notation
Xlc, pour la différencier de la position de la ligne de contact par rapport au bain : xlc. Par
construction, ε(y) est de moyenne nulle et l’amplitude ψ est mesurée par une moyenne
spatiale sur une largeur d, qui est la taille des défauts dans la suite. Dans ce but, on
introduit une fonction de poids, w(y) normalisée à 1 vérifiant la condition suivante :

∫ +∞

−∞
dy w(y)ε(y) = 1. (2.88)

Cette fonction de poids reflète la distribution spatiale des forces dissipatives qui s’ap-
pliquent sur la variable ψ et comme cela sera justifié dans la suite, w prend la forme
suivante pour des défauts Gaussiens :

w(y) =
exp

[
− y2

2d2

]
d
√

2π
. (2.89)

2.6.1.2 Energie du système complet

L’énergie totale du système est composée des énergies des interfaces et comporte :
• l’énergie de l’interface liquide/solide US
• l’énergie de l’interface liquide/vapeur moyenne U0 et déformée Uµ

Dans la suite, chaque énergie est explicitée.

L’énergie de l’interface liquide/solide US : En prenant pour référence le solide sec,
l’énergie de la surface solide représente l’excès dû à la présence de liquide dans la région
mouillée, sous la ligne de contact x < ζ + ψε(y). On obtient :

US[ζ, ψ, ε(y)] =
∫ +∞

−∞
dy
∫ ζ+ψε(y)

−∞
dx (γSL(x, y)− γSV (x, y)) (2.90)

= −
∫ +∞

−∞
dy
∫ ζ+ψε(y)

−∞
dx γ cos θY (x, y) (2.91)

où θY (x, y) représente selon l’angle de Young, le paysage énergétique de la surface du
solide, défini par la relation de Young locale.
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L’énergie de l’interface liquide/vapeur : Nous décomposons l’énergie de l’interface
liquide/vapeur en une contribution U0[ζ], qui dépend seulement du profil externe de l’in-
terface et donc seulement de la position moyenne de la ligne de contact, et une contribution
Uµ qui dépend des ordres supérieures de la déformation (ψ et ε(y)). Pour une interface
liquide moyenne formant un coin d’angle θµ par rapport au solide, la contribution de
la position moyenne à l’énergie est simplement U0[ζ] = γζ cos θµ

∫
dy. La force dérivant

de cette énergie, notée F et qui s’interprète comme la force externe issue de l’interface
liquide/vapeur moyenne, donne simplement dans ce cas, à une constante près, le dés-
équilibre de la force de Young : F = − cos θµ. Comme énoncé en introduction, la nature
de cette force et son expression comportent des subtilités – discussion sur le contrôle en
vitesse versus le contrôle en force. L’argument physique pour son estimation est reporté
à la partie 2.6.1.7 et son effet sur la dynamique est étudié à la partie 2.6.4.

L’énergie libre de l’interface liquide/vapeur qui dépend de la déformation se calcule par
l’excès d’aire de la surface liquide/vapeur par rapport à l’interface moyenne. En notant h
l’épaisseur de liquide par rapport à la plaque, pour les faibles déformations on obtient :

Uµ = γ
∫ +∞

−∞
dy
∫ cos θµε(y)ψ

−∞
dx
(√

1 + ||~∇h||2 − 1
)

(2.92)

' γ

2

∫ +∞

−∞
dy
∫ 0

−∞
dx||~∇h||2. (2.93)

Finalement, l’énergie totale du système est :

U = US[ζ, ψ, ε(y)] + Uµ[ψ, ε(y)]

+ fγψ
∫ +∞

−∞
dy ε(y) + gγψ

(∫ +∞

−∞
dy w(y)ε(y)− 1

)
(2.94)

où les deux multiplicateurs de Lagrange f et g ont été introduits pour tenir compte de
la décomposition du profil de la ligne de contact xlc en trois variables : ζ, ψ et ε(y) (dont
deux redondantes). Le terme dépendant de l’interface moyenne U0[ζ] est traité séparément
et correspond au travail de la force externe F qui s’applique sur le degré de liberté ζ.

2.6.1.3 Réduction de la déformation de l’interface liquide/vapeur

Les fluctuations de l’interface par rapport à la forme d’équilibre – déterminée par la
déformation de la ligne de contact – peuvent être estimées en comparant les effets capil-
laires qui tendent à empêcher les déformations et l’agitation thermique qui les produit.
En ordre de grandeur on obtient la longueur thermo-capillaire :

`T =
√
kBT

γ
, (2.95)

qui représente la longueur au-dessus de laquelle les effets capillaires dominent les effets
thermiques, où la rugosité de la surface liquide due à l’agitation thermique est négligeable.
A température ambiante, cette longueur thermo-capillaire est de l’ordre de l’angström,
l’interface est donc dominée par la capillarité. En revanche, les fluctuations de l’interface,
dans le processus de réduction du problème, fourniront les fluctuations de la ligne de
contact, qui elles, comme nous le verrons, sont non négligeables.

Nous considérons donc que l’interface liquide/vapeur est à l’équilibre, de courbure
nulle. On réduit donc les degrés de liberté associés à la déformation de l’interface en
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résolvant l’équation de Laplace avec comme condition aux limites : le profil de la ligne de
contact (ψ et ε(y)). Ainsi, le profil de l’interface dépend uniquement de la déformation de
la ligne de contact et s’exprime dans l’espace de Fourier par [64] :

ĥ(q, x) = − tan θµψε̂(q)e
|q|x

cos θµ , (2.96)

où la convention pour la transformée de Fourier est :

ε̂(q) =
∫ +∞

−∞
dy e−iqyε(y), ε(y) =

∫ +∞

−∞

dq

2π e
iqy ε̂(q). (2.97)

D’après la solution (2.96) de l’équation de Laplace, les déformations spatiales de mode q
de la ligne de contact, s’atténuent de manière exponentielle pour l’interface, lorsque l’on
s’éloigne de la ligne de contact (x→ −∞), sur une longueur caractéristique de l’ordre de
1/q.

D’après l’expression de l’énergie d’excès de l’interface liquide (2.93), on obtient en
utilisant la formule de Parseval :

Uµ[ψ, ε(y)] ' γψ2 sin2 θµ
2

∫ +∞

−∞

dq

2π |q||ε̂(q)|
2, (2.98)

qui se lit comme une énergie quadratique en fonction de l’amplitude de la déformation ψ,
qui mène à une force linéaire de rappel pour l’amplitude de la déformation de la ligne de
contact [64].

2.6.1.4 Réduction de la forme typique de la ligne de contact

La deuxième réduction porte sur la forme typique de la ligne de contact ε(y). Ici, par
extension du modèle de l’article [64], nous laissons l’amplitude de la déformation ψ libre.
On suppose qu’au cours de la dynamique, quelle que soient la position moyenne de la
ligne de contact ζ et l’amplitude de la déformation ψ, la forme de la ligne de contact
s’adapte plus rapidement et relaxe vers la configuration qui minimise l’énergie totale.
Dans ce cadre, on obtient que la ligne de contact a toujours la même forme typique – à
l’amplitude ψ près – ce qui est valable pour les faibles déformations et exclut le cas d’un
piégeage fort d’une ligne de contact sur un défaut.

Par la minimisation de l’énergie totale (2.94) par rapport aux variations de ε(y), on
obtient l’équilibre des forces suivant :

δU
δε(y) = δUS

δε(y) + δUµ
δε(y) + fγψ + gγψw(y) = 0. (2.99)

La dérivée fonctionnelle de l’énergie de la surface solide (2.91) par rapport aux variations
de la forme de la ligne de contact ε(y), s’exprime par :

δUS

δε(y) = −γψ cos θY(ψε(y) + ζ, y) (2.100)

que l’on simplifie, en suivant l’argument Joanny et de Gennes [64] : on considère le cas où
les variations de θY se font essentiellement selon la direction de la ligne de contact y, car
la contribution principale de la force du défaut est localisée au centre du défaut, ainsi :

cos θY(ψε(y) + ζ, y) ' cos θY(ψ + ζ, y). (2.101)
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La dérivée fonctionnelle de l’énergie de l’interface (2.98) par rapport aux variations de la
forme de la ligne de contact ε(y), est – les détails et le passage entre l’espace réel et l’espace
de Fourier pour les dérivées fonctionnelles se retrouvent aux annexes A.2.1 et A.2.2 :

δUµ
δε̂(q) = γψ2 sin2 θµ|q|ε̂(−q)

2π . (2.102)

La minimisation de l’énergie libre totale (2.99) par rapport aux variations de la forme de
la ligne de contact ε(y) se simplifie en l’équilibre de forces suivant :

f + gw(y) = cos θY(ψ + ζ, y)− ψ sin2 θµ

∫ +∞

−∞
dq ε̂(q)|q|eiqy. (2.103)

A droite, au facteur γ près, on reconnait la force par unité de longueur exercée par le
solide et le liquide, sur un coin microscopique de liquide. A gauche, les multiplicateurs
de Lagrange s’interprètent comme des forces résistives – d’origine visqueuse – introduites
de manière implicite ici pour caractériser la forme typique ε(y). w(y) apparaît comme la
distribution spatiale de ses forces résistives, qui doit être connue a priori. Le seul moyen
d’obtenir une forme universelle pour ε (sous entendu, indépendante de ζ et ψ), est que
les forces résistives soient distribuées de la même manière que les défauts – que w(y) soit
proportionnel à cos θY(ψ + ζ, y). Cette hypothèse revient à supposer que la forme ε reste
celle d’équilibre, déterminée par l’équation :∫ +∞

−∞
dq ε̂(q)|q|eiqy ∝ cos θY(ψ + ζ, y)− < cos θY(ψ + ζ, y) > (2.104)

où la notation < · > désigne la moyenne spatiale selon la direction de la ligne de contact :
sur y.

2.6.1.5 Défauts Gaussiens

Afin de continuer dans la résolution et la description, on doit imposer un choix de
paysage énergétique pour décrire les défauts. Le cas le plus simple, avec le moins de para-
mètres – densité, taille et amplitude – est de considérer des défauts Gaussiens identiques
et périodiques. On tient à remarquer que cette hypothèse permet de développer le modèle
de manière analytique et surtout de prédire les données expérimentales, toutefois la pério-
dicité constitue une hypothèse dont la discussion est l’objet de la partie 2.7 qui porte sur
les défauts aléatoires. La surface du solide est décrite par la loi de Young locale suivante,
sur chaque période de taille λ selon les directions x et y :

cos θY (x, y) = cos θS + C λ

d
√

2π
exp

[
−x

2 + y2

2d2

]
(2.105)

où cos θS est une référence, C est l’amplitude sans échelle des défauts, d est leur largeur
et λ la période. Ainsi, w(y) doit adopter la forme suivante :

w(y) =
exp

[
− y2

2d2

]
d
√

2π
(2.106)

comme anticipé précédemment.
La condition d’équilibre (2.103) donne pour le mode spatial q = 0 :

f + g

λ
= cos θS + C exp

[
−(ψ + ζ)2

2d2

]
(2.107)
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et pour les ordres supérieurs :

ε̂(q) = A
exp

[
−1

2d
2q2
]

|q|
, (2.108)

où A est une constante de normalisation, dépendante de λ/2πd, déterminée par la condi-
tion de normalisation

∫
dy w(y)ε(y) = 1. Dans l’approximation de petits défauts (d �

λ/2π), on obtient – voir les détails en annexe A.2.3 :

A ' π

ln( λ
2πd)

. (2.109)

Dernièrement, la forme de la ligne de contact sur un défaut localisé peut être simplifiée
selon – voir les détails en annexe A.2.4 :

ε(y) ∼
ln
(

λ
d+|y|

)
ln
(

λ
2πd

) . (2.110)

2.6.1.6 Forces et paysage énergétique réduit

Maintenant que la forme typique de la ligne de contact ε est déterminée, l’expression
de l’énergie réduite aux deux degrés de libertés (ψ et ζ) peut être obtenue. Les dérivées
de cette énergie par rapport à ζ et ψ fournissent les forces agissant sur les deux degrés de
liberté.

Pour ζ, à partir des équations (2.91) et (2.94), on obtient :

∂U
∂ζ

∣∣∣∣∣
ψ

= −γλ < cos θY >, (2.111)

où
< cos θY >= cos θS + C exp

(
−(ζ + ψ)2

2d2

)
. (2.112)

Pour ψ, à partir des équations (2.91), (2.94) et (2.98), on obtient :

∂U
∂ψ

∣∣∣∣∣
ζ

= −γλ < ε cos θY > +γψ sin2 θµ

∫ +∞

−∞

dq

2π |q||ε̂(q)|
2. (2.113)

En introduisant la raideur du ressort effectif des distorsions de l’interface liquide/vapeur
κ, dont l’expression est (voir les détails en annexe A.2.5) :

κ ≡ sin2 θµ
2π

∫ +∞

−∞

dq

2π |q||ε̂(q)|
2 (2.114)

= sin2 θµ
2π A ' sin2 θµ

2 ln(λ/2πd) , (2.115)

on peut reformuler l’opposé de la force agissant sur l’amplitude de la déformation ψ
comme :

∂U
∂ψ

∣∣∣∣∣
ζ

= −γλC exp
[
−(ψ + ζ)2

2d2

]
+ γ2πκ ψ. (2.116)

A partir des dérivées selon les directions ζ et ψ, on peut déduire le paysage énergétique
dans lequel se déplacent les deux degrés de liberté :

U(ψ, ζ) = γ

[
Cλd

√
π

2 erf
[
ζ + ψ

d
√

2

]
+ πκψ2

]
. (2.117)
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2.6.1.7 Forces dissipatives et termes de pilotage

Dans cette partie, nous détaillons l’origine des coefficients de friction des deux degrés
de liberté dψ et dζ . Ainsi que le terme de pilotage de la dynamique F . Nous pouvons
estimer ces quantités grâce à l’étude de la rhéologie de la ligne de contact effectuée et
présentée à la partie 2.5.

Nous rappelons que la dissipation associée à l’écoulement moyen est déjà prise en
compte dans le passage de l’angle macroscopique à l’angle microscopique – voir la par-
tie 2.3 sur l’hydrodynamique. Il reste cependant les sur-dissipations associées aux autres
modes de déplacement de la ligne de contact et aux écoulements visqueux correspondants.

La sur-dissipation associé aux fluctuations temporelles de la position moyenne spatiale
de la ligne de contact est représentée par le coefficient de friction dζ . La sur-dissipation
associée aux fluctuations spatiales de la déformation de la ligne de contact est représentée
par le coefficient de friction dψ. Ces deux coefficients s’estiment dans le cadre de la lu-
brification, en résolvant la forme des écoulements associés à chaque mode de déformation
– voir la partie 2.5 [101].

Dans un premier temps, on considère l’écoulement associé aux fluctuations temporelles
de la position moyenne spatiale de la ligne de contact, autrement dit, les modes de fluc-
tuations associés au degrés de liberté ζ. Dans le cas où le déplacement moyen de ligne de
contact est quasi-statique, les fluctuations de la ligne de contact déforment le ménisque
sur toute son extension, qui est proportionnel à la longueur capillaire `γ =

√
γ/ρg. Le

ménisque agit comme un ressort qui rappelle la ligne de contact à sa position d’équilibre.
Dans le cas statique, la raideur du ménisque se calcule de manière simple : en partant
de la relation d’équilibre statique entre l’angle de contact et l’altitude de la ligne de
contact xlc = `γ

√
2(1− sin θµ) et en la différentiant, on obtient la raideur quasi-statique

du ménisque autour de l’équilibre, notée kζ :

kζ =
(

d xlc
d cos θµ

)−1

=
tan θµ

√
2(1− sin θµ)
`γ

. (2.118)

Cependant, comme démontré dans la partie 2.5, la perturbation induite par le mouvement
fluctuant de la ligne contact ne pénètre pas forcément sur toute l’interface liquide/vapeur.
Loin de la ligne de contact, au niveau du bain, l’interface n’est pas perturbée. La distance
caractéristique `U , sur laquelle la perturbation pénètre, dépend de la fréquence angulaire
ω d’oscillation de la ligne de contact. En équilibrant la contrainte visqueuse et la pression
de Laplace on retrouve – voir l’équation (2.79) à la partie 2.5 – la loi d’échelles pour la
longueur de pénétration `U :

`U ∝
γ

ηω
. (2.119)

Nous avons démontré à la partie 2.5 que la dynamique de la ligne de contact est un
problème multi-échelles temporelles : lorsque la ligne de contact se déplace d’un puits
à l’autre, une distribution continue de fréquences est présente dans sa dynamique. La
réponse du ménisque en raideur dépend de cette distribution continue de fréquences.
Cette description, et la prise en compte de l’ensemble des fréquences de la ligne de contact
constituent un véritable défi. Dans cette partie, on simplifie la description en considérant
que le mouvement de ligne de contact oscille à la fréquence angulaire caractéristique
∝ U/λ, car la ligne de contact franchit les barrières énergétiques espacées de λ, à la
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vitesse moyenne U . Cette expression suppose que `U soit supérieure à l’échelle moléculaire
– soit environ, la longueur de glissement de Navier `s – et inférieure à la taille typique du
ménisque donnée par la longueur capillaire. La figure 2.33 illustre de manière schématique
l’interface liquide/vapeur moyenne et la perturbation sur la taille `U .

Figure 2.33 – Illustration du ménisque dans le référentiel du bain à une échelle inférieure à
la longueur capillaire. La ligne pointillée représente le ménisque moyen. Les fluctuation de la
position de la ligne de contact instantannée xlc(t) autour de sa moyenne spatiale xlc perturbent
le ménisque seulement jusqu’à la longueur de pénétration ∼ `U . La force instantanée F = − cos θ
peut être linéarisée autour de xlc et donne l’expression de la force F (2.120).

La force qui rappelle la position instantannée de la ligne de contact xlc(t) vers la
position moyenne temporelle xlc – ici, par la notation barre a on insiste sur la moyenne
temporelle – peut être linéarisée dans le cadre de faibles amplitudes de déformation.
Dans une expérience typique de dip-coating, une plaque est plongée à vitesse constante
imposée U . A une constante près, équivalente au choix de la définition de l’instant initial
t = 0, l’altitude instantanée du ménisque au dessus du bain xlc(t) est reliée à la positon
instantanée de la ligne de contact ζ(t) – qui est définie dans le référentiel de la plaque –
par l’équation xlc(t) = −Ut + ζ(t). La force instantanée du ménisque, adimensionné par
γ et linéarisée pour les faibles perturbations (xlc − xlc), prend la forme :

F = − cos θµ + kζ(xlc − xlc) = − cos θµ + kζ(xlc + Ut− ζ). (2.120)

La formulation de la force, avec le rappel à la position Ut (à une constante près), justifie le
choix de la fréquence caractéristique basée sur U . En utilisant le raisonnement géométrique
illustré par la figure 2.33, kζ la raideur du ressort élastique de rappel du ménisque est
inversement proportionnel à la longueur de pénétration – la démonstration présentée dans
la partie 2.5, voir l’équation (2.81) donne la dépendance avec θµ :

kζ '
3

`U tan θµ
∝ 6πηU
γλ tan θµ

= 6πCa
λ tan θµ

. (2.121)

Ce ressort du ménisque, associé au degrés de liberté ζ ne doit pas être confondu avec le
ressort de la ligne de contact, associé au degrés de liberté ψ dont la constante de raideur
est notée κ – voir l’équation (2.114). Le changement de régime entre la raideur quasi-
statique (2.118) et dynamique (2.121) est donnée à la partie 2.5. On peut retrouver le
nombre capillaire de transition en égalisant les deux constantes de raideur, on obtient :

Ca '
tan2 θµ

√
2(1− sin θµ)
6π

λ

`γ
. (2.122)

83



CHAPITRE 2. MOUILLAGE D’UNE SURFACE RIGIDE

qui est de l’ordre de ∼ 10−7 dans les conditions expérimentales de mouillage d’une surface
de fluoro-polymères par de l’huile silicone où λ ' 18nm. Les expériences de dip-coating
sont donc généralement effectuées dans le régime dynamique.

La force dissipative par unité de longueur transverse associée à ce déplacement peut
être estimée dans le cadre de l’approximation de lubrification en intégrant la contrainte
visqueuse sur l’interface perturbée – voir la partie 2.5 portant sur l’hydrodynamique mo-
dale. Les fluctuations de la ligne de contact au fond des pièges énergétiques, dues à l’agi-
tation thermique, présentent une fréquence caractéristique – de diffusion – beaucoup plus
grande ω ∝ 2kBTq3/η. La longueur de pénétration de la déformation sur l’interface est
donc beaucoup plus petite : `U ∝ γ/ηω ∝ γ/2kBTq3. La force visqueuse prend la forme
−ηdζ ζ̇, avec le coefficient de friction dζ donné par – voir l’équation (2.81) de la partie 2.5 :

dζ ' 3
ln
(
1 + lU tan θe sin3 θµ

3`s exp(4γEuler−1/2)

)
tan θµ

' 3
ln
(
1 + γλ3 tan θe sin3 θµ

6kBT (2π)3`s exp(4γEuler−1/2)

)
tan θµ

. (2.123)

Ensuite, la contribution des déformations spatiales de la ligne de contact à la sur-
dissipation visqueuse, c’est-à-dire aux modes de déplacement associés au degrés de liberté
ψ, est donnée, toujours dans le cadre de l’approximation de lubrification par — voir la
partie 2.5 et l’annexe A.2.6 :

dψ '
3

tan θµ
ln
(
1 + λ cos θµ tan θe

6π`s

)
4 ln2(λ/2πd)

. (2.124)

2.6.1.8 Termes de bruit thermique

Pour estimer l’amplitude des bruits thermiques, nous supposons qu’ils sont identiques
avec ou sans défauts. Les équations de Langevin décrivent alors la dynamique de particules
visqueuses dans un potentiel parabolique :

dψηψ̇ = −γκ
λ
ψ + δFψ(t) (2.125)

dζηζ̇ = −γkζζ + δFζ(t) (2.126)

où δFψ(t) et δFζ(t) sont les forces fluctuantes dues à l’agitation thermique. On modélise
ses forces par des bruits blancs de moyenne nulle delta-corrélés en temps et non corrélés
entre eux < δFψ(t)δFζ(t′) >= 0 [161] :

< δFψ(t) > = 0 et < δFψ(t)δFψ(t′) > = 2Bψ δ(t− t′), (2.127)
< δFζ(t) > = 0 et < δFζ(t)δFζ(t′) > = 2Bζ δ(t− t′). (2.128)

Les coefficients Bψ et Bζ mesurent les amplitudes de ces forces fluctuantes. La suite de
cette partie donne leurs expressions. En résolvant les deux équations du mouvement, aux
temps longs, on doit avoir [161] :

< ψ(t)2 > → Bψλ

dψηγκ
, (2.129)

< ζ(t)2 > → Bζ

dζηγkζ
. (2.130)
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Ensuite, on doit déterminer de manière indépendante les variances, nous utilisons pour
cela, le théorème d’équipartition sur la moyenne de chaque terme d’énergie quadra-
tique [161] :

1
2γκ < ψ(t)2 > = 1

2kBT (2.131)
1
2γλkζ < ζ(t)2 > = 1

2kBT (2.132)

On obtient ainsi le théorème de fluctuation-dissipation reliant pour chaque degré de li-
berté, l’amplitude du bruit au coefficient de friction : Bψ = dψηkBT/λ et Bζ = dζηkBT/λ.
Les normalisations des termes de bruits sont donc :

δFψ(t) =
√

2dψηkBT
λ

Wψ(t) (2.133)

δFζ(t) =
√

2dζηkBT
λ

Wζ(t) (2.134)

avec <Wψ(t)Wψ(t′) > = δ(t− t′) et <Wζ(t)Wζ(t′) > = δ(t− t′).

2.6.2 Equations de Langevin
Une fois la réduction du système à deux degrés de liberté effectuée (ζ et ψ), avec leur

coefficients de friction respectif déterminés (dζ et dψ), ainsi que leur bruits respectifs et le
terme de pilotage F définis, nous sommes en mesure de décrire la dynamique de ces deux
degrés de liberté par deux équations de Langevin couplées :

dψηψ̇ = −1
λ

∂U
∂ψ

+
√

2dψηkBT
λ

Wψ(t) (2.135)

dζηζ̇ = γF − 1
λ

∂U
∂ζ

+
√

2dζηkBT
λ

Wζ(t) (2.136)

où η est la viscosité du liquide, γ sa tension de surface, kB la constante de Boltzmann et
T la température. La notation ṁ désigne la dérivée temporelle. On rappelle l’expression
de U , l’énergie réduite associée aux deux degrés de liberté ψ et ζ :

U(ψ, ζ) = γ

[
Cλd

√
π

2 erf
[
ζ + ψ

d
√

2

]
+ πκψ2

]
. (2.137)

On rappelle que la fonction erreur (noté erf) provient des défauts Gaussiens chimiques
de la surface du solide. Le nombre sans dimension C caractérise leur force, d leur taille
et λ leur période. L’énergie effective quadratique πκψ2 est associée à la réponse linéaire
qui s’oppose aux déformations de la ligne de contact et provient de l’énergie de l’interface
liquide/vapeur. La constante κ est la raideur de cette déformation. Les coefficients de
friction adimensionnés dζ et dψ reflètent les sur-dissipations associées aux deux modes de
mouvement de la ligne de contact : la déformation spatiale et le déplacement d’ensemble.

γF est la force par unité de longueur agissant sur la position moyenne de la ligne
de contact ζ et provient du ménisque de raideur kζ , on rappelle son expression – voir la
partie 2.6.1.7 pour les détails :

F = − cos θµ + kζ(xlc + Ut− ζ). (2.138)
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Ces deux équations couplées de Langevin et l’expression de la force externe synthé-
tisent l’ensemble des ingrédients physiques et des développements effectués. Elles per-
mettent d’étudier la dynamique d’une ligne de contact de manière quantitative et géné-
rale. On rappelle les ingrédients : nous avons pris en compte les défauts de la surface, les
faibles déformations de la ligne de contact et de l’interface, les sur-dissipations visqueuses
associées aux différents modes de perturbation et l’agitation thermique. La description
s’appuie sur une décomposition modale et une réduction énergétique par l’approche du
chemin de réaction et de l’hydrodynamique. Les effets collectifs de défauts aléatoires sont
pour le moments écartés.

La suite de cette partie aborde les points suivants, en lien avec l’expérience effectuée
et le modèle présenté à la partie 2.4 : la justification de la réduction à un degré de liberté
dans le cas de défauts faibles ; la discussion de l’effet de la raideur kζ du ménisque sur
le type de contrôle, en force versus en vitesse ; et enfin l’étude paramétrique du compor-
tement dynamique dans le cas de défauts faibles (solution de l’équation de Langevin sur
ζ contrôlée en force) et l’application aux données de l’expérience de mouillage d’huile
silicone sur une surface de fluoro-polymères.

2.6.2.1 Equations adimensionnées

Pour anticiper l’étude paramétrique, on adimensionne les équations de Langevin. On
utilise λ/2π = q−1 en tant qu’unité de longueur, πdζη/(kBTq3) en tant qu’unité de temps
et donc kBTq2/(πdζη) en tant qu’unité de vitesse. Dans l’objectif de limiter l’introduction
de nouvelle notation, on garde les notations ζ et ψ pour les quantités sans dimensions
(ζ → ζ/q, ψ → ψ/q, U → Uπdζη/(kBTq2) et t→ t πdζη/(kBTq3). On obtient ainsi :

Dψ̇ = 1
T

[
C exp

[
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

]
− κψ

]
+
√
DWψ (2.139)

ζ̇ = F + cos θS
T

+ C
T

exp
[
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

]
+Wζ (2.140)

où D = dψ/dζ est le rapport des deux coefficients de friction et où l’énergie thermique
adimensionnée T est :

T = kBTq
2

πγ
. (2.141)

La figure 2.34 montre un exemple sur un intervalle temporel de la dynamique de ζ(t)
et ψ(t) obtenu numériquement. Pour les paramètres choisis, la dynamique de la ligne de
contact est dans le régime logarithmique, qui peut s’identifier aux sauts et temps d’attente
observés pour ζ(t). En fait, ζ passe la majorité du temps piégé dans les puits de potentiel.
Les quantités extraites de la simulation numérique des équations de Langevin et comparées
aux expériences sont : la vitesse moyenne de la ligne de contact en fonction de la force
externe moyenne.
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543210 543210

0

Figure 2.34 – Exemple de dynamique au cours du temps pour les deux degrés de liberté ζ et ψ.
Ici le potentiel est fixé par qd = 0.7 et C = 0.3, et les paramètres dynamiques par T = 2× 10−2,
D = 1 et F = −5. La ligne pointillée indique la vitesse moyenne.

2.6.3 Réduction à un seul degrés de liberté
2.6.3.1 Equation de Langevin pour un seul degré de liberté

Dans la partie précédente, nous avons justifié la forme des équations de Langevin (2.139)
et (2.140) à deux degrés de liberté. Désormais, nous continuons la réduction, en passant
à un seul degré de liberté. La justification est donnée séparément à la partie 2.6.3.4.

La position moyenne de la ligne de contact ζ est le choix naturel pour la coordonnée
de réaction ultime. En effet, la plupart des protocoles expérimentaux de mouillage dy-
namiques portent sur la position moyenne de la ligne de contact. Pour la réduction, on
suppose donc que l’amplitude de la déformation de la ligne de contact ψ est à l’équilibre,
on obtient ainsi les équations :

0 = C exp
[
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

]
− κψ (2.142)

ζ̇ = F + cos θS
T

+ C
T

exp
(
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

)
+Wζ . (2.143)

L’équation (2.142), qui a été pour la première fois introduite dans l’article [64], est une
équation implicite reliant l’amplitude de la déformation ψ à la position moyenne de la
ligne de contact ζ. La solution de cette équation d’équilibre est représentée graphiquement
à la figure (2.35)(a). La droite représente la force de rappel élastique κψ associée à la
déformation de l’interface, qui doit s’équilibrer avec la force résultante de la présence d’un
défaut, qui ici est choisi Gaussien.

Un défaut est dénommé fort si pour au moins une valeur de ζ, l’équation (2.142)
admet plusieurs solutions ψ. C’est-à-dire que pour au moins une position moyenne de
la ligne de contact par rapport au défaut, plusieurs déformations de la ligne de contact
minimisent l’énergie. Les défauts forts induisent un paysage énergétique multi stable alors
que les défauts faibles produisent un paysage énergétique monostable – en fonction de ζ. A
partir de la résolution graphique de l’équilibre (2.142), on comprend que la multi stabilité
apparaît lorsque la pente maximale de la Gaussienne est plus grande que la pente de la
force élastique, κ. Pour la Gaussienne, les pentes maximales sont localisées en ψ = −ζ+qd
et ψ = −ζ − qd et leur valeur absolue est C/qd

√
e. Un défaut est appelé faible si quel que
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Figure 2.35 – (a) Exemple de résolution graphique de l’équilibre (2.142) entre l’amplitude
de la déformation de la ligne de contact et la force du défaut pour un défaut caractérisé par
qd = 0.7 et C = 0.3 et pour ζ = −0.34. La solution ψ(ζ) = 0.75 est le point d’intersection
entre la Gaussienne et la droite. (b) Ici le défaut est faible : pour chaque position moyenne de
la ligne de contact (ζ) il n’y a qu’une solution pour l’amplitude de la déformation ψ(ζ). (c) Le
col et le puits du potentiel résultant sont chacun dissymétriques bien que la force du défaut soit
symétrique. (d) Pour la suite, le potentiel est périodisé de telle manière que le travail extérieur
soit seulement dû à la force externe ∆F définie par l’équation (2.146). ∆Ũ est défini comme la
hauteur de la barrière et ∆ζ sa longueur.

soit ζ, il n’y a qu’une solution, qu’on note ψ(ζ), comme illustré à la figure 2.35(b). Dans ce
cas, le potentiel réduit est définit par U(ζ) = U(ζ, ψ(ζ)) et présenté à la figure 2.35(c).

La condition pour que les défauts soient faibles est :

C < qd κ
√
e. (2.144)

Dans le cas de défaut forts, en absence de fluctuation thermique, les déformations de
la ligne de contact, lorsqu’elle avance sur un défaut sont différentes de celles lorsqu’elle
recule. En d’autres termes, il y a une hystérésis de la déformation de la ligne de contact
ψ en fonction de ζ. Pour étudier le cas de défaut forts, où le paysage énergétique est
multi stable, la description à deux degrés de liberté est nécessaire et a priori irréductible
à seulement ζ. L’effort fournit pour décrire la dynamique de la ligne de contact à deux
degrés de liberté est un pas important dans la compréhension de ce cas.

Dans la suite, on se restreint à l’étude des défauts faibles, où il n’y a pas d’hystérésis en
position, la déformation est définie de manière univoque pour chaque position moyenne
de la ligne de contact (ψ(ζ) est mono-valuée) et le potentiel est mono-valué réduit à
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U(ζ) = U(ζ, ψ(ζ)). Cependant, les défauts produisent toujours des barrières d’énergies,
et en l’absence d’agitation thermique, une force minimale – la force de dé-piégeage à
température nulle – est nécessaire pour que la ligne de contact se déplace dans l’une ou
l’autre des directions. Même pour des défauts faibles, il existe des angles de dé-piégeage
à température nulle. Dans une situation réelle, les fluctuations thermiques permettent à
la ligne de contact de franchir les défauts même en dessous de la force de dé-piégeage.
Cette dynamique thermiquement activée a pour conséquence que les forces (ou les angles
de contact) à l’avancée et au recul – à la même vitesse absolue – soient différents. Cette
différence d’angles est de manière commune appelée abusivement "hystérésis de l’angle de
contact", mais est de tout autre origine. Ici, on considère des défauts faibles, le système
ne comporte donc pas d’hystérésis.

2.6.3.2 Force de champs moyen

Comme point de référence, il est intéressant de déterminer la force moyenne exercée
par la présence des défauts, dans le cas où toutes les positions moyennes de la ligne de
contact ζ sont échantillonnées de manière uniforme dans le temps. Par définition, ce calcul
de champ-moyen correspond à la limite où la vitesse instantanée ζ̇ ne fluctue pas dans le
temps (ζ̇ = U). En introduisant la notation barre pour la moyenne temporelle, on obtient
< cos θY > = cos θe, avec

cos θe ≡ cos θS +
∫ π

−π
C exp

(
−(ζ + ψ(ζ))2

2(qd)2

)
dζ

2π . (2.145)

Dans le cas général, les positions ζ ne sont pas distribuées de manière homogène : la ligne
de contact reste piégée plus longtemps dans les minima de potentiel. La contribution à la
force seulement due à la dynamique des fluctuations peut être isolée en prenant en compte
la force de champ-moyen :

∆F = F + cos θe. (2.146)

Ainsi, ∆F = 0 correspond à ζ̇ = 0. On utilisera donc dans la suite ∆F comme variable
pour la force.

2.6.3.3 Régime à force constante

L’étude de la dynamique à force constante est relativement aisée, et comme cela est
expliqué dans la suite – à la partie 2.6.4 – ce comportement correspond au cas typique
dans les expériences de plaque plongé dans un bain. Dans le cas d’un contrôle en force,
la force de rappel élastique du ménisque se réduit à celle d’un coin de liquide formant un
angle θµ avec la surface solide, donnée par l’équation : F = − cos θµ.

Pour simplifier les expressions analytiques entre la vitesse et la force, on introduit Ũ , la
forme périodique du potentiel U . Ũ est défini de telle manière que l’énergie soit périodique :
la force des défauts et de la déformation de l’interface n’exercent aucun travail sur une
période lorsque la ligne de contact se déplace d’une rangée de défauts à l’autre. Dans cette
redéfinition du potentiel, le travail extérieur est seulement causé par la force extérieure :

∆F = cos θe − cos θµ (2.147)

qui s’interprète de manière triviale comme le déséquilibre de la force de Young, où cos θe
est défini par l’équation (2.145).
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Le potentiel périodique prend la forme :

Ũ(ζ) = 1
2κψ(ζ)2 + Cqd

√
π

2 erf
[
−ζ + ψ(ζ)√

2qd

]

+ ζ
Cqd√

2π
erf
[

π√
2qd

]
(2.148)

et est représenté à la figure 2.35(d). Le dernier terme, linéaire en ζ, provient de la pério-
disation. Avec ce potentiel, l’équation de Langevin (2.143) prend la forme :

ζ̇ = ∆F
T
− Ũ

′(ζ)
T

+Wζ , (2.149)

pour laquelle il existe une solution exacte, en utilisant le formalisme de Fokker-Planck [116],
donnant la vitesse moyenne en fonction de la force externe ∆F :

ζ̇ =
π
(
1− e−4π∆F/T

)
IV I−V − (1− e−4π∆F/T )

∫ π
−π e

−2V (ζ)IV (ζ)dζ (2.150)

où la notation i.i correspond à la moyenne temporelle et

IV (ζ) ≡
∫ ζ

−π
e2V (ζ′)dζ ′, IV ≡ IV (π). (2.151)

Le potentiel effectif biaisé V , définit pour ζ appartenant à l’intervalle [−π, π], est

V (ζ) = −∆F ζ + Ũ(ζ)
T

. (2.152)

La solution exacte (2.150) est implicite : dans le cas général, pour un potentiel arbitraire,
elle ne peut être estimée que numériquement. L’avantage de cette solution exacte consiste
en deux points : pour certains potentiels simples, on peut obtenir une expression analy-
tique explicite en fonction des caractéristiques du potentiel – amplitude et longueur de la
barrière. Et, dans le cas général, le temps de calcul numérique de cette solution est beau-
coup plus court que celui nécessaire à la simulation de l’équation de Langevin (2.149).
Dans le régime logarithmique de la dynamique, le temps de calcul augmente de manière
exponentielle pour des forces de plus en plus faibles.
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2.6.3.4 Comparaison entre les dynamiques décrites à un ou deux degrés de
liberté

Jusqu’ici, l’approche du chemin de réaction est une approximation peu contrôlée : dans
quelle mesure peut-on considérer que tous les degrés de liberté relaxent plus rapidement
vers l’équilibre que le degrés de liberté associé à la position moyenne de la ligne de contact,
ζ ? Nous avons, ici, l’opportunité d’étudier la qualité de cette approximation en comparant
les résultats obtenus pour la dynamique à deux degrés de liberté (ζ et ψ) avec ceux
obtenus pour une seule coordonnées de réaction (ζ). On se limite au cas de défauts faibles,
pour lesquels le paysage énergétique réduit à ζ est mono-valué. On rappelle ici les deux
équations de Langevin de la description à deux degrés de liberté :

Dψ̇ = 1
T

[
C exp

[
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

]
− κψ

]
+
√
DWψ (2.153)

ζ̇ = F + cos θS
T

+ C
T

exp
[
−(ζ + ψ)2

2(qd)2

]
+Wζ (2.154)

où D = dψ/dζ représente le rapport des temps caractéristiques de relaxation des deux
degrés de libertés.
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Figure 2.36 – Solution numérique des deux équations de Langevin pour les deux degrés de
liberté à potentiel fixé (qd = 0.7, C = 0.2) et T = 2× 10−2. Pour différentes valeurs du rapport
D des coefficients de friction, du rouge au violet : 10−3 à 103. La courbe rouge est la solution
exacte de l’équation de Langevin réduite à une seule coordonnées de réaction, ζ.

La figure 2.36 compare les relations entre la force et la vitesse moyenne obtenue par
(i) l’intégration numérique des deux équations de Langevin par rapport à (ii) la solution
exacte (2.150) pour laquelle la description est réduite à un degrés de liberté. Le rapport des
temps de relaxation entre les deux variables est contrôlé parD. LorsqueD → 0, la variable
associée à l’amplitude de la déformation de la ligne de contact, ψ, est rapide devant la
position moyenne de la ligne de contact ζ. En prenant D = 0 dans l’équation de Langevin
sur ψ (2.153), on retrouve naturellement que la variable ψ relaxe infiniment plus vite et
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donc peut être considérée à l’équilibre, on retrouve l’équation implicite (2.142) donnant
la déformation de la ligne de contact ψ(ζ). Sur la figure 2.36 on remarque que les points
rouges – correspondant à la solution des deux equations de Langevin pour D = 10−3 – se
superposent à la courbe rouge, solution de l’équation de Langevin à un degré de liberté
pour laquelle D = 0 par définition. De manière surprenante, on observe sur la figure 2.36
que les points bleus – correspondant à la solution des deux équations de Langevin pour
D = 103 – se superposent aussi en première approximation à la courbe rouge. La réduction
est donc encore bonne lorsque ψ est la variable la plus lente : D > 1. On conclu que dans
le cadre de défauts faibles, la réduction est une très bonne approximation de la dynamique
véritable, décrite par deux degrés de liberté.

En plus de pouvoir tester la validité de l’approche du chemin de réaction et la qualité de
la réduction, l’intérêt de la description à deux degrés de liberté réside dans la possibilité
de prédire le comportement dans le cas de défauts forts, où la réduction du paysage
énergétique est a priori non faisable puisqu’il serait bi-valué. Ce travail ouvre donc le
champ d’étude beaucoup plus large que celui des défauts faibles. L’étude de la dynamique
de la ligne de contact sur défauts forts constitue une des directions futures de l’équipe et
permettra d’analyser des données expérimentales de mouillage dynamique obtenues sur
des surfaces comportant des défauts d’une centaine de nanomètres.

2.6.4 Pilotage à force constante versus vitesse constante
Dans cette partie, nous allons étudier la différence entre les équations de Langevin,

pilotées à force constante – pour lesquelles on mesure la vitesse moyenne – et celles à
vitesse constante U– pour lesquelles on mesure la force moyenne – où la force est donnée
par l’équation (2.120) et rappelée ici :

∆F = cos θe − cos θµ + kζ(xlc + Ut− ζ).

La figure 2.37 montre la relation entre la force moyenne et la vitesse moyenne. Obtenue
dans le cas d’une force moyenne imposée constante, et dans le cas d’une vitesse moyenne
imposée constante, pour différentes valeurs de raideur du ressort du ménisque kζ . Dans
la limite où le ressort est mou, (kζ/qT � 1), pour que la ligne de contact soit à la
vitesse moyenne U et franchisse les défauts, la force du ressort doit être grande, et donc
– le ressort étant mou – la longueur du ressort doit être grande. En conséquence, ses
variations relatives au cours de la dynamique sont faibles et le ressort est principalement
à élongation constante. Sur la figure 2.37, on observe que la dynamique à vitesse constante
avec un ressort mou (courbe verte en tirets) et la dynamique à force constante (courbe
rouge continue) sont équivalentes.

Alors que dans la limite inverse, où le ressort est rigide (kζ/qT � 1), en imposant la
vitesse moyenne à U , on impose aussi la vitesse instantanée ζ̇ ' U a être constante. Dans
ce cas, la distribution des positions est homogène, et les moyennes temporelles pendant
la dynamique se réduisent à de simples intégrales sur la période spatiale. La moyenne
temporelle de l’équation (2.143) donne directement :

ζ̇ ' ∆F
T

, (2.155)

ce qui est exactement le comportement observé pour la courbe pointillée violette (kζ/qT =
148) de la figure 2.37 : la dynamique ne contient pas de régime logarithmique, mais
présente une relation linéaire entre la force et la vitesse. Même en présence d’agitation
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thermique, la dynamique n’est pas thermiquement activée, le ressort rigide permet de
contrôler la position de la ligne de contact dans le cas où la plaque est statique et de
franchir les défauts beaucoup plus rapidement dans le cas où la plaque est à vitesse
constante.
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Figure 2.37 – Solutions numériques de l’équation de Langevin (2.143) pour un potentiel choisi
(qd = 0.9, C = 0.15) et à température fixée (T = 7.5 × 10−3). La courbe rouge est la solution
exacte (2.150) de l’équation de Langevin contrôlé en force. Les courbes pointillées et en tirets sont
les solutions de l’équation de Langevin contrôlée en vitesse pour différentes valeurs de raideur
de ressort. Du ressort rigide au ressort mou : la courbe violette en pointillée : kζ/qT = 148,
la courbe bleue en tirets-pointillées kζ/qT = 2.7, la courbe verte en tirets kζ/qT = 0.13. Pour
les plus faibles valeurs de raideur de ressort, les équations de Langevin contrôlée en force et en
vitesse sont équivalentes.

Désormais, nous appliquons nos conclusions aux expériences pour déterminer dans
quel cas, le critère, afin que la dynamique soit contrôlée en force, est réalisé. Le paramètre
sans dimension qui indique la raideur du ménisque dans une expérience est le suivant :

kζ
qT
∼ 3ηλ2U

4π tan θµkBT
= 3γλ2

4π tan θµkBT
Ca. (2.156)

Le facteur 3γλ2/4π tan θµkBT est de l’ordre de 3×102 pour l’expérience de dip-coating
réalisée en imposant expérimentalement la vitesse de la plaque. Par conséquent, le rapport
kζq/T varie, de la vitesse minimale à la maximale, de 3 × 10−5 à 3. Autrement dit, la
majeur partie du protocole est équivalent à une dynamique à force imposée, le changement
de régime – à plus grande vitesse – vers une dynamique à vitesse imposée se situe vers
Ca ∼ 10−3. Cela signifie que pour les mesures effectuée, la dernière décade haute en vitesse
commence à ressentir les effets d’une raideur finie du ménisque. Dans ce dernier cas, même
si le potentiel contient des puits et des barrières, la ligne de contact les franchit grâce au
ressort effectif du ménisque qui pilote la vitesse de la ligne de contact et pas seulement
grâce à l’activation thermique.

Pour une fibre dans un bain, à la place d’une plaque, la raideur du ménisque est (dans
la limite quasi-statique) [40] :

kζ '
1

R (ln(4`γ/R)− γE) (2.157)
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où γE ' 0.577 est la constante d’Euler. Pour une très petite fibre (R ' 30 nm) [40], la
raideur est beaucoup plus grande – environ quatre ordres de grandeur – que la raideur
d’un ménisque sur une plaque. Le critère de raideur, vaut dans ce cas kζ/qT ' 1, ce
qui indique que le ménisque sur une très petite fibre est dans la limite rigide. La ligne de
contact est alors contrôlée en position. Les expériences de fibre ou de plaque sont donc très
différentes de ce point de vue. Cette discussion sur le rôle du ménisque et des raideurs
correspondantes – très différentes dans le cas d’une plaque ou d’une fibre – permet de
comprendre de manière unifiée les observations dans les deux géométries. On peut donc à
partir de cela, amorcer un raisonnement pour expliquer pourquoi pour l’expérience d’une
fibre nanoscopique plongée dans un bain [35], mentionnée dans l’introduction de cette
partie, une hystérésis est visible et l’activation thermique est négligeable ? Une hypothèse
est que le défaut est si fort que l’agitation thermique est insuffisante à température am-
biante, la ligne de contact mettrait un temps asymptotiquement long à franchir la barrière
de potentiel, parce que trop haute. Notre travail de recherche nous permet de proposer
une autre hypothèse, nouvelle : la grande raideur du ménisque contrôle la position de la
ligne de contact et rend inopérante l’agitation thermique.

Nous pouvons aussi appliquer ce point de vue pour une goutte sur une surface hori-
zontale, afin de déterminer la raideur de la calotte sphérique. La raideur quasi-statique se
définit par kζ = (d r/d cos θµ)−1, où r est le rayon de la goutte. On trouve que la raideur
quasi-statique de la calotte sphérique est inversement proportionnel au rayon de la goutte.
Pour une goutte de rayon r ' `γ, la raideur de la calotte sphérique est similaire à celle
d’un ménisque sur une plaque. Dans ce cas, le contrôle est à force imposée. Par contre, la
raideur de petites gouttes devient grande – comme pour les petites fibres – et le contrôle
est alors en position. On estime – pour la surface de fluoro-polymères utilisée dans notre
expérience – qu’en dessous de r ∼ 0.1 µm, les effets de raideur finie et le contrôle en
position commencent à se faire ressentir. Ainsi, nous concluons que pour les expériences
de gouttes, gonflées/dégonflées par une seringue, ce n’est pas le contrôle de la seringue,
en débit ou en pression qui détermine la nature du contrôle pour la ligne de contact mais
le rayon de la goutte au travers de la raideur de la calotte sphérique.

2.6.5 Etude paramétrique de la solution force/vitesse moyenne
Nous avons montré dans les parties précédentes que pour des défauts faibles – système

sans hystérésis – la dynamique thermiquement activée de la ligne de contact que forme un
ménisque sur une plaque comportant des défauts est représentée par une seule coordonnée
de réaction – la position moyenne de la ligne de contact – et que cette coordonnée de
réaction est soumise à une force constante. Ce développement justifie l’analyse des données
expérimentales effectuée à la partie 2.4.1.

Désormais, dans la partie qui suit, les influences des trois paramètres indépendants
du problème sont étudiées : la force du défaut C, la largeur par rapport à la distance
entre défauts qd et le rapport entre les effets thermiques et capillaires T . Cette analyse
paramétrique est nécessaire pour prédire et ajuster les données expérimentales par le
modèle, cela pour extraire, à partir des mesures expérimentales, les paramètres physiques
du modèle. Le résultat final est donnée à la partie 2.6.6.

2.6.5.1 Propriétés du potentiel

L’effet des caractéristiques des défauts (C et qd) sur la dynamique, est produite à
travers leur effet sur la forme du potentiel. En anticipant l’étude paramétrique, on réduit

94



2.6 Décomposition modale et réduction énergétique par la théorie du chemin de réaction

la description du potentiel à la hauteur de la barrière, noté ∆Ũ , et à la distance entre le
haut de la barrière et le bas du puits, noté ∆ζ, voir la figure 2.35(d).

Dans cette partie, les estimations de ces deux quantités sont données en fonction des
propriétés des défauts. A partir du potentiel périodique, on obtient la force locale due aux
défauts et à la déformation de la ligne de contact :

Ũ ′(ζ) = −κψ(ζ) + Cqd√
2π

erf
[

π√
2qd

]
(2.158)

où ψ(ζ) est obtenue à partir de l’équilibre implicite (2.142), rappelé ici

ψ(ζ) = C
κ

exp
[
−(ζ + ψ(ζ))2

2(qd)2

]
.

La condition d’équilibre statique à température nulle, entre la force des défauts et de la
déformation de la ligne de contact et la force externe : Ũ ′(ζ) = ∆F , admet des solutions
si la force externe ∆F appartient à l’intervalle délimité par les forces de dé-piégeage :

C( qd√
2π

erf
[

π√
2qd

]
− 1) < ∆F < C qd√

2π
erf
[

π√
2qd

]
. (2.159)

Dans ce cas, le potentiel total contient des minima et maxima dont les positions sont

ζ̆ = −ψ(ζ̆) +
√

2qd

√√√√ln
[
C

κψ(ζ̆)

]
(2.160)

ζ̂ = −ψ(ζ̂)−
√

2qd

√√√√ln
[
C

κψ(ζ̂)

]
(2.161)

avec

ψ(ζ̆) = ψ(ζ̂) = −∆F
κ

+ Cqd
κ
√

2π
erf
[

π√
2qd

]
. (2.162)

Dans le régime des faibles forces externes ∆F , la longueur de la barrière ∆ζ ne dépend
seulement que de la largeur du défaut par rapport à la distance entre défaut, qd :

∆ζ = ζ̆ − ζ̂ ∼ 2
√

2qd

√√√√√ln
 √

2π
qd erf

[
π√
2qd

]
 (2.163)

A partir de la position des extrema, on détermine la hauteur de la barrière. Dans le régime
de faibles forces externes, on trouve qu’elle est proportionnelle à l’amplitude du défaut C
et dépend de qd par une fonction croissante que l’on note α

∆Ũ = Ũ(ζ̂)− Ũ(ζ̆) ∼ Cα(qd)
2 (2.164)

qui adopte l’expression suivante dans le cas de faibles forces externes :

α(qd) ∼ 2
√

2πqd erf


√√√√√ln

 √
2π

qd erf
(

π√
2qd

)

− 4(qd)2

√
π

erf
(

π√
2qd

)√√√√√ln
 √

2π
qd erf

(
π√
2qd

)
.

(2.165)
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2.6.5.2 Caractérisation des courbes force-vitesse

La figure 2.38 présente une solution typique de l’équation de Langevin en utilisant la
solution exacte (2.150). La solution comporte un régime logarithmique entre la force et
la vitesse, signature des processus d’activation thermique. On remarque que les branches
d’avancée et de recul (vitesses positive et négative) sont dissymétriques. Pour cette raison,
on caractérise les branches logarithmiques d’avancée (+) et de recul (−) par

ζ̇ = ±VT exp
[
(p±∆p) |∆F |

T

]
(2.166)

où trois quantités sont extraites : la pente moyenne des deux branches logarithmiques
notée p, la dissymétrie des pentes notée ∆p et la vitesse de transition, où les deux branches
se rejoignent, notée VT .

Sous VT , le système est suffisamment proche de l’équilibre thermique pour que la
théorie de la réponse linéaire soit applicable. Aux grandes forces externes, la solution
exacte (2.150) tend vers un régime linéaire, où le potentiel et le bruit sont négligeables.
Nous tenons à remarquer que le régime linéaire des grandes forces externes correspond
au cas où la force externe est supérieure à celles de dé-piégeage, on s’attend à ce que
l’équation de Langevin – dans le régime des grandes forces – ne reproduise pas toutes
les observations et prédictions propres aux phénomènes critiques. Car, entre autres, pour
la réduction du système, on se restreint aux faibles déformations de la ligne de contact.
Ainsi par l’hypothèse des faibles déformations, on interdit que la ligne de contact soit "à
cheval" sur deux rangées de défauts successives, ce qui est un mode de déformation qu’il
faut prendre en compte pour décrire les phénomènes critiques – caractérisés de manière
générale par des fluctuations à grandes échelles.
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Figure 2.38 – Exemple de branches dynamiques d’avancée (ligne pleine) et de recul (ligne
pointillée) de la solution exacte (2.150), représentation en échelle semi-log de la force en fonction
de la vitesse moyenne. Les régimes logarithmes de ses branches, paramétrées par (2.166) sont
représentés par les lignes rouges en tirets. p est défini comme la pente moyenne des branches
logarithmes et ∆p leur dissymétrie. VT est la vitesse thermique correspondant à la transition
entre la réponse linéaire à faible vitesse et le régime logarithme. Au plus hautes vitesses, la
solution exacte tend vers un régime linéaire où le potentiel et le bruit sont négligeables.

96



2.6 Décomposition modale et réduction énergétique par la théorie du chemin de réaction

Pour l’analyse paramétrique, nous étudions les variations des trois observables, la pente
moyenne p, la dissymétrie des pentes ∆p et la vitesse d’intersection VT , en fonction des
trois paramètres du problèmes, l’amplitude du défaut C, sa largeur rapportée à la distance
entre défaut qd et l’échelle d’énergie thermique T = kBTq

2/πγ.

2.6.5.3 Approximation de Kramers pour la vitesse de transition VT

Dans cette partie, on s’intéresse à la vitesse thermique de transition VT en fonction de
qd, C et T . Les résultats sont comparés à la théorie de transition de Kramers, qui donne
les flux de transition entre des puits d’un potentiel arbitraire. La théorie de transition
de Kramers est fondée sur une description approximative des barrières de potentiel en le
réduisant aux courbures du minima et du maxima, à la hauteur de la barrière ∆Ũ et à sa
longueur ∆ζ. Elle suppose que le déplacement thermiquement activé d’un puits à l’autre
est un événement rare, c’est-à-dire que l’énergie thermique est petite devant la barrière
énergétique. Dans cette théorie, les dynamiques d’avancée (+) et de recul (−) peuvent
être exprimées par [57, 73] :

ζ̇ ∼ ±

√
|Ũ ′′(ζ̂)Ũ ′′(ζ̆)|
T

exp
[
−2∆Ũ
T

]
exp

[
2∆ζ |∆F |

T

]
. (2.167)

Les courbures des extrema déterminent la fréquence à laquelle la ligne contact tente de
franchir la barrière. La hauteur ∆Ũ détermine la probabilité de la franchir. La longueur
∆ζ contrôle l’efficacité du travail extérieur de la force ∆F lorsque la ligne de contact fait
un saut élémentaire, et donc du biais introduit par la force externe dans le potentiel.

Effet de T sur VT Dans un premier temps, on étudie l’effet de l’échelle d’énergie
thermique T , qui affecte la dynamique en contrôlant le ratio entre l’amplitude du potentiel
et le bruit thermique. L’approximation de Kramers (2.167) est une solution asymptotique
dans le régime des faibles températures, pour lequel, le nombre de décades où la dynamique
présente un régime logarithmique diverge. On compare cette solution asymptotique à la
solution exacte (2.150), à potentiel fixé (qd et C fixés) et pour différentes échelles d’énergie
thermique T . La figure 2.39 montre que le nombre de décades où la dynamique présente un
régime logarithmique augmente lorsque la température diminue en accord avec le régime
de validité de l’approximation de Kramers. La courbe violette correspond à la plus basse
température, la courbe rouge à la plus haute.

La prédiction de Kramers pour la vitesse de transition est :

ln VT ∼ −
2∆Ũ
T

(2.168)

où on a gardé seulement la dépendance principale (les courbures du potentiel interviennent
dans un facteur logarithmique).

A la figure 2.39 – qui correspond à un unique potentiel et donc à ∆Ũ constant – toutes
les courbes obtenues à basses température se recouvrent lorsque la vitesse est rééchelonnée
par 1/T (en log). Pour les températures plus hautes, la solution exacte ne présente pas de
régime logarithmique, de manière cohérente avec la limite de validité de l’approximation
de Kramers.
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Figure 2.39 – Solutions dynamiques exactes (2.150) pour un potentiel fixé (qd = 0.7, C = 0.3)
et pour différentes valeurs de T (couleurs), des températures basses (courbe violette T = 6.10−3)
aux températures modérées (courbe rouge : T = 4.10−2). Pour ce potentiel, la vitesse a été
rééchelonnée par lnVT ' −0.55/T + 3.5 de sorte que les courbes se superposent.

Effet de C et qd sur VT Dans cette partie, on étudie les effets des caractéristiques des
défauts, C et qd, dans la limite des températures faibles – où un comportement asympto-
tique logarithmique est présent sur un grand nombre de décades. Selon l’équation (2.164),
l’approximation de Kramers prédit que ln VT dépend linéairement de l’amplitude du défaut
C. La figure 2.40 montre que les résultats numériques sont en accord avec cette prédiction.
Pour chaque valeurs de qd, ln VT est une fonction affine de l’amplitude du défaut. La pente
de cette dépendance affine et sa valeur à l’origine sont extraites et étudiées en fonction
du dernier paramètre, qd. Formellement on écrit :

ln VT ' −α(qd) C
T

+ β(qd). (2.169)

La figure 2.41(a) montre que la fonction α(qd) extraite numériquement est parfaitement
en accord avec la prédiction de Kramers – c’est pour cette raison qu’on a utilisé la même
notation pour la pente mesurée numériquement de ln VT en fonction de qd, et la fonction
α, définie à l’équation (2.165). Les dépendances sous-dominantes sont prises en compte
par le coefficient β qui dépend principalement de qd.
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Figure 2.40 – Vitesse de transition thermique lnVT en fonction de la force du défaut C dans
la limite de faible température (T = 10−4) et pour différentes valeurs de tailles du défaut qd
(du violet à l’orange : qd = 0.9, 0.7, 0.5, 0.3). Les données respectent le critère de défaut faible,
impliquant pour chaque valeur de qd, une amplitude maximale de défaut, dont la frontière est
donnée par la ligne en pointillé. Pour chaque valeur de qd, lnVT varie de manière affine avec C.
La pente α(qd) et l’ordonnée β(qd) de ces droites sont extraites et présentées à la figure 2.41.
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Figure 2.41 – Coefficients α et β définies par l’équation (2.169). La ligne pointillée est la
prédiction de Kramers et les lignes pleines sont extraites numériquement de (a) la pente et (b)
l’ordonnée à l’origine des courbes telles que montrées à la figure 2.40.
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2.6.5.4 Pentes des courbes force/vitesse dans les régimes logarithmiques

Les pentes des branches logarithmiques introduites à l’équation (2.166) sont définies
de manière stricte dans la limite des faibles températures. Pour des températures plus
élevées, les branches dynamiques présentent des courbures et s’écartent de pures branches
logarithmiques. Pour des températures suffisamment faibles, la figure 2.39 montre que les
pentes sont invariantes avec la température.

Dans cette partie, on étudie la dépendance de ces pentes logarithmiques en fonction des
propriétés des défauts, dans la limite asymptotique des faibles températures. Le régime des
faibles températures est défini par la présence de branches logarithmiques dont la limite
basse en vitesse correspond à VT . Des branches logarithmiques sont présentes dans la
dynamique, si le régime des faibles températures est atteint, c’est-à-dire que VT � 1, soit
de manière approximative C/T � 1 (voir l’équation (2.169)). Le paramètre d’amplitude
du défaut étant varié dans cette étude entre 0.01 et 0.5 – pour respecter le critère de
défauts faibles. Le choix de T = 10−4 pour les données représentées ici permet de se
placer dans la limite de faible température.

Dans un premier temps, on compare les pentes mesurées numériquement à la prédiction
de Kramers, puis on montre qu’un meilleur modèle consiste à considérer la solution exacte
avec un potentiel simplifié, en dents de scie. La figure 2.42 montre que la pente moyenne
dépend très faiblement de qd et C : sur la gamme de paramètres, la variation de la pente
moyenne est inférieure à 3%. Ce qui n’est pas du tout en accord avec l’approximation de
Kramers, qui prédit :

p = 2∆ζ ∼ 4
√

2qd

√√√√√ln
 √

2π
qd erf

[
π√
2qd

]
 (2.170)

donnant une pente moyenne environ proportionnelle à qd. L’ordre de grandeur est lui aussi
incohérent avec les mesures comme on peut le voir dans l’insert de la figure 2.42 (b). La
ligne en tirets et pointillés représente la prédiction de Kramers (2.170) et ne correspond
pas du tout aux valeurs numériques de la pente moyenne p, qui sont de l’ordre de 2π.
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Figure 2.42 – Pente moyenne des branches dynamiques dans le régime logarithmique, dans la
limite de faible température (ici T = 10−4). (a) En fonction de l’amplitude du défaut C pour une
série de tailles de défaut qd (du violet au rouge : qd = 0.9, 0.7, 0.5, 0.3). (b) En fonction de qd
pour une série d’amplitudes de défaut C (du violet au rouge : C = 0.01, 0.1, 0.2, 0.4). La ligne
en pointillé représente le critère limite entre les défauts faibles et forts. Les lignes horizontales
en tirets sont la prédiction de la solution exacte pour un potentiel en dent de scie. La ligne en
tirets-pointillé en insert représente la prédiction de Kramers (2.170).
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La figure 2.43 montre que l’asymétrie relative ∆p/p entre les branches d’avancée et de
recul dépend seulement de la taille du défaut par rapport à la distance entre défaut, qd,
et non de l’amplitude du défaut C. Encore une fois, cette observation n’est pas cohérente
avec la prédiction de Kramers. Comme l’approximation de Kramers est fondée sur un
développement de Taylor à l’ordre quadratique du potentiel – les puits et les cols des
barrières sont approximés par des paraboles – elle prédit une parfaite symétrie entre les
branches d’avancée et de recul. En examinant les propriétés d’invariance et de symétrie
de la solution exacte (2.150), on en déduit (voir en annexe A.2.7) que les branches lo-
garithmiques d’avancée et de recul sont dissymétriques si le potentiel ne contient pas de
symétrie spatiale – absence d’axe de symétrie vertical dans la représentation du potentiel
en fonction de l’espace. Autrement dit, si les formes des maxima et minima contiennent
des termes impairs dans leur développement de Taylor, il y a une dissymétrie entre la
dynamique d’avancée et de recul, à température finie.
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Figure 2.43 – Dissymétrie relative des pentes ∆p/p entre les deux branches dans le régime
logarithmique et dans la limite des faibles températures (ici T = 10−4). (a) En fonction de
l’amplitude du défaut C pour une série de tailles de défaut qd (du violet au rouge : qd = 0.9,
0.7, 0.5, 0.3). La ligne en pointillé représente le critère entre les défauts faibles et forts. (b) En
fonction de qd. La ligne en tirets est la prédiction pour la solution exacte avec un potentiel en
dents de scie.

Pour améliorer la description, on doit donc étudier la relation dynamique force-vitesse
pour le potentiel le plus simple possédant cette dissymétrie : le potentiel en dents de scie.
Tout comme le potentiel typique de Kramers, le potentiel en dents de scie est décrit par son
amplitude ∆Ũ et la distance entre le puits et la barrière ∆ζ. Ce potentiel est suffisamment
simple pour pouvoir déterminer de manière analytique la relation force-vitesse à partir de
la solution exacte (2.150). Dans la limite des faibles températures on obtient :

ζ̇ ∼ ±∆Ũ2

πT 2 exp
[
−2∆Ũ
T

]
exp

[
(2π ± (2π − 2∆ζ)) |∆F |

T

]
. (2.171)

La hauteur ∆Ũ contrôle toujours la probabilité de franchir la barrière et donc la prédiction
par l’équation (2.168) de la vitesse de transition VT est similaire. Cependant, dans ce cas,
les branches logarithmiques ont une pente moyenne constante, indépendante de la hauteur
ni de la longueur de la barrière :

p = 2π (2.172)
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et la dissymétrie relative dépend seulement de la longueur de la barrière :

∆p
p

= 1− ∆ζ
π
. (2.173)

La figure 2.43 montre que ce modèle constitue une excellente approximation des résultats
obtenus par le potentiel véritable produit par les défauts Gaussiens.
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2.6.6 Retour à l’expérience
2.6.6.1 Relation dynamique dans le régime asymptotique de basse tempéra-

ture

Dans la partie précédente, nous avons effectué l’analyse au moyen de quantités adimen-
sionnées. Dans cette partie, nous fournissons les expressions dynamiques dans le régime
logarithmique en utilisant les paramètres physiques du modèle. Les expériences dyna-
miques de lignes de contact sont caractérisées par la relation entre le cosinus de l’angle de
contact cos θµ en fonction du nombre capillaire Ca. Dans la limite asymptotique de l’ac-
tivation thermique – faible température – nous avons montré que la relation dynamique
prend la forme

Ca = ±CaT exp
[
(1± δ)γλ

2| cos θ0 − cos θµ|
2kBT

]
. (2.174)

On reconnait la forme générale de la loi d’Arrhenius qui est fréquemment utilisée pour
analyser les données expérimentales. Le modèle développé ici permet des avancées signi-
ficatives. Nous avons démontré de manière cohérente l’expression complète, particulière-
ment le modèle prédit la vitesse de transition CaT et la dissymétrie δ entre les branches
d’avancée et de recul, qui n’est pas un paramètre ad-hoc mais une conséquence du modèle.
On reconnait aussi que la distance entre les défauts λ contrôle la pente moyenne des deux
branches. En détails, la dissymétrie

δ ' 1− 4d
λ

√√√√√2 ln
 λ

d
√

2π erf
[

λ
d2
√

2

]
 (2.175)

provient de la taille du défaut d relative à λ et de manière notable, est indépendante de
l’amplitude des défauts. En particulier la dissymétrie n’est pas reliée au caractère plus ou
moins faibles des défauts, à savoir, si les défauts sont très faibles ou proches de la limite
forte – à d et λ constants. Plus le rapport d/λ est élevé, plus les dynamiques d’avancée
et de recul sont symétriques.

CaT est le nombre capillaire de transition, correspondant graphiquement au point
d’intersection des deux branches, son expression est

CaT = 4π
dζ

kBT
γλ2 exp

[
−αC2π

γλ2

2kBT + β

]
, (2.176)

où le coefficient α dépend de la taille relative des défauts qd = 2πd/λ (voir l’équa-
tion 2.165) et β dépend seulement et faiblement de qd.

L’amplitude – sans échelle – du défaut C contrôle linéairement le point d’intersection
des deux branches en ln CaT, ou de manière équivalente, contrôle linéairement l’écartement
– la différence de force cos θµ – entre les deux branches, à la même vitesse absolue. A partir
de l’équation (2.159), on remarque que C contrôle aussi les angles de dé-piégeage :

cos Θa − cos Θr = C. (2.177)

Enfin, il sélectionne le nombre capillaire Ca ∼ C/dζ auquel la dynamique change de régime
entre l’activation thermique et le régime linéaire à haute vitesse.

Le coefficient de friction dζ dans l’expression de CaT est donnée par l’équation (2.123)
et est inférieure à l’unité (dζ ' 0.7). On rappelle que physiquement, dζ , correspond à la
sur-dissipation visqueuse associée au mouvement fluctuant de la position de la moyenne
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de la ligne de contact, ζ(t). On tient à préciser, que son estimation et son origine physique
sont différentes de celles données dans une version préliminaire de ce modèle [100] dans
lequel nous proposions une description basée sur l’équation de Langevin à une variable (ζ),
où de manière erronée, nous avions attribué la sur-dissipation aux fluctuations spatiales
de la ligne de contact, ψ(ζ(t)). On profite de ce commentaire sur notre version précédente
du modèle, pour mentionner une seconde précision : dans notre article [100] l’utilisation
du mot "hystérésis" est très maladroite, fausse, car calquée sur l’utilisation commune que
l’on trouve dans la littérature. On rappelle que le travail fourni supplémentaire permet
de clarifier notamment cette notion.

2.6.6.2 Ajustement des données expérimentales
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Figure 2.44 – Angle microscopique en fonction du nombre capillaire pour la dynamique de
mouillage d’une surface de fluoro-polymères par de l’huile silicone V100. Les points correspondent
aux mesures expérimentales, la branche du haut correspond aux vitesses positives, la plaque sort
du bain, la branche du bas aux vitesses négatives, la plaque plonge dans le bain. La courbe rouge
est la prédiction du modèle développé dans cette partie pour λ ' 18 nm, d ' 2 nm, C ' 0.12
et cos θe ' 0.5689. Les droites en tirets représentent le comportement asymptotique de cette
prédiction.

La figure 2.44 présente les données expérimentales de l’angle à la ligne de contact
en fonction du nombre capillaire. Les courbes noires représentent un ajustement des me-
sures par le modèle complet (2.150) développé dans cette partie. L’ajustement implique
de calculer numériquement la solution exacte (2.150) pour chaque jeu de paramètres phy-
siques : (C, d, λ, cos θe). Cette méthode d’ajustement directe est donc trop laborieuse en
pratique pour converger vers les bonnes valeurs des paramètres et ajuster les données.
Dans la suite, nous expliquons la procédure employée, qui utilise les expressions (2.174)-
(2.176) du comportement asymptotique, permettant une conversion univoque entre les
caractéristiques (pente, dissymétrie et intersection en force et vitesse) dans le régime
asymptotique et les paramètres physiques du modèle (λ, d, C, cos θe). Les lignes en tirets
de la figure 2.44 correspondent au comportement dans la limite de faible température de
l’activation thermique pour le même jeu de paramètres d’ajustement. On observe que les
courbes continues et celles en tirets ne se recouvrent pas. Les données expérimentales ne
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correspondent donc pas au régime purement logarithmique d’activation thermique – en
particulier pour la branche du haut, au recul ; cela se remarque également par la courbure
des données expérimentales.

Cependant, il est possible d’utiliser les expressions du comportement asymptotique
(2.174)-(2.176) pour extraire de manière précise et facilitée les paramètres physiques.

Désormais, nous expliquons notre procédure d’extraction des paramètres physique du
modèle (λ, d, C, cos θe) et d’ajustement des données expérimentales.

La procédure est la suivante :
(1) : A partir des données expérimentales, on extrait la pente, la dissymétrie et l’inter-

section en vitesse et en force, en ajustant les données par deux branches logarithmiques.
Les véritables paramètres physiques ne peuvent pas être directement extrait de ces pa-
ramètres issus de l’ajustement, puisque les données expérimentales ne correspondent pas
au régime asymptotique de faible température. Ces paramètres d’ajustement des données
(pente, dissymétrie et intersection en force et vitesse) constituent les valeurs "cibles" :
la solution exacte doit avoir ces valeurs "cibles" par un ajustement par deux branches
logarithmiques dans la zone des données.

(2) : On procède par l’algorithme suivant pour converger vers les véritables valeurs des
paramètres physiques qui donnent, pour la solution exacte lorsqu’on l’ajuste – par deux
branches logarithmiques – dans la zone des données expérimentales – les valeurs "cibles".
La première étape de l’algorithme de convergence est le suivant : on commence par les
valeurs de (λ, d, C, cos θe) directement correspondantes aux paramètres "cibles" : on calcule
numériquement la solution exacte (2.150). Cette première prédiction – non représentée
sur la figure 2.44 – ne recouvre pas parfaitement les données, puisque les données ne sont
pas dans le régime asymptotique de faible température. Ensuite, on ajuste cette première
prédiction avec l’expression asymptotique – deux branches logarithmiques – dans la zone
des données expérimentales : on obtient les valeurs de (pente, dissymétrie et intersection
en force et vitesse). Maintenant, le but est de déterminer la règle de correspondance
entre ces valeurs de (pente, dissymétrie et intersection en force et vitesse) dans la zone
des données et les valeurs de (pente, dissymétrie et intersection en force et vitesse) dans
la zone asymptotique. On suppose que la transformation est additive pour l’intersection
en force et vitesse et multiplicative pour la pente et la dissymétrie. On obtient ainsi la
correction sur les valeurs asymptotiques pour obtenir les valeurs cibles dans la zone des
données. On répète plusieurs fois cette procédure pour obtenir la convergence.

(3) Une fois la convergence effectuée, la prédiction a pour valeurs de (pente, dissymétrie
et intersection en force et vitesse) dans la zone des données : les valeurs "cibles" des
données. La solution numérique a atteint la cible, la courbe théorique se superpose avec
les données, voir la figure 2.44. On obtient : λ ' 18 nm, d ' 2 nm, C ' 0.12 (valeurs pour
lesquelles les défauts sont bien faibles) et cos θe ' 0.5689. Les données expérimentales
sont commentés physiquement à la partie 2.4.1.
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2.6.7 Conclusion
En partant d’une description de Langevin à deux dégrées de liberté pour la compré-

hension de la dynamique de la ligne de contact, nous avons développé un modèle prédictif
et applicable aux mesures de dynamique d’activation thermique, dans le régime purement
logarithmique et au-delà. Nous avons ensuite considéré des défauts faibles pour lesquels
nous avons montré que la réduction de la description à une coordonnée de réaction consti-
tue une approximation contrôlée. Nous avons clarifié les notions distinctes : d’hystérésis
– qui est absent dans le cas de défauts faibles – d’angles de dé-piégeage définis à tem-
pérature nulle – présents car le paysage réduit, présente des barrières même pour des
défauts faibles – et d’angles d’avancée et de recul expérimentaux dynamiques mesurées à
une certaine vitesse.

Au cours du développement du modèle, nous avons pris en compte la possibilité d’un
contrôle en force ou en vitesse. Par une discussion sur la raideur effective de l’interface,
nous avons montré que les expériences réalisées dans la géométrie du dip-coating sont en
réalité contrôlées en force. Pour le cas de défauts faibles et une dynamique contrôlée en
force, le modèle admet une solution analytique exacte. Nous avons ensuite réalisé l’étude
paramétrique dans la limite asymptotique de faible température de cette solution. Nous
trouvons un régime dynamique purement logarithmique qui rappelle la relation phénomé-
nologique d’Arrhenius, communément utilisée dans la littérature. La plus-value de notre
modèle est de prédire explicitement les expressions de tous les préfacteurs ainsi que la
dissymétrie entre les deux branches dynamiques qui est si souvent observée dans les ex-
périences. Nous démontrons également que les angles de dé-piégeage sont déterminés par
l’amplitude des défauts. Les conclusions pratiques importantes provenant de l’étude de ce
modèle sont : les mesures expérimentales dynamiques d’avancée et de recul sont nécessaires
pour déterminer λ ; et que pour chaque expérience, on doit vérifier si la dynamique est
dans le régime asymptotique avant d’ajuster les données par des branches logarithmiques.
En utilisant la solution exacte pour ajuster nos données expérimentales – qui descendent
jusqu’à Ca ' 10−7 – nous concluons que le régime asymptotique où la dynamique est
purement logarithmique se situe encore à plus bas nombres capillaires, ainsi nous émet-
tons l’hypothèse que ce soit aussi le cas dans de nombreuses expériences. Nous proposons
une procédure d’ajustement des données, utilisant le régime asymptotique même en de-
hors de sa validité, qui combiné avec la solution exacte permet d’extraire précisément les
paramètres physiques du modèle.

Une ligne de contact dynamique est à la fois un problème multi échelles spatiales et
temporelles – voir la partie 2.5. Par exemple, le coefficient de friction dζ dépend de la
fréquence d’oscillation de la ligne de contact. Dans cette partie, lorsque nécessaire, nous
avons – par des arguments physiques – justifié le choix d’une seule longueur ou fréquence
caractéristique pour simplifier le problème et obtenir des expressions pratiques et utili-
sables directement pour analyser des mesures expérimentales. Dans le cas de dζ , nous
avons considéré que la ligne de contact passait la majorité du temps piégé dans les puits
de potentiel et que la fréquence thermique d’essaie de franchissement était la fréquence
caractéristique pour la sur-dissipation. Cet argument est valable dans le régime proche de
la limite de basse température, où la dynamique est proche de branches logarithmiques,
régime auquel on s’intéresse ici ; mais n’est évidemment pas approprié dans le régime de
grandes forces, au-delà du dé-piégeage, puisque le potentiel ne présente plus de puits. En
un sens, on reconnait que le problème complet est en réalité beaucoup plus complexe et
intéressant que la vision présenté ici.

Enfin, dans cette partie, nous avons considéré le modèle de défauts suivant : défauts
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Gaussiens identiques et périodiques, c’est-à-dire que leur distribution spatiale est complè-
tement corrélée. L’interprétation de la longueur λ, et son lien avec la surface réelle est un
point délicat. Plusieurs études de mouillage sur des surfaces avec des défauts contrôlés
montrent que quelle que soit la densité de défauts mise sur la surface, cette longueur λ est
toujours de l’ordre de la dizaine de nanomètres [27]. Une des questions importantes qui
reste est donc : comment et peut-on, à partir d’une surface réelle, déterminer le modèle
de surface équivalente constituée de défauts Gaussiens identiques et périodiques ? Pour
répondre à cette question, on étudie numériquement le cas inverse : une surface recouverte
de défauts disposés de manière aléatoire, c’est-à-dire complètement décorrélés.
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2.7 Défauts aléatoires
Cette étude est en cours de développement, elle est le fruit de notre collaboration avec

Mauro Sbragaglia et Daniele Belardinelli de l’université de Rome "Tor Vergata". On pré-
sente ici les résultats préliminaires qui comportent toutefois des indications importantes.

Nous considérons l’approche modale et la réduction de l’énergie par la théorie du
chemin de réaction, où on réduit la description à un seul degrés de liberté : la position
moyenne de la ligne de contact ζ. On considère une surface comportant des défauts Gaus-
siens identiques et disposés de manière aléatoire. On impose des conditions aux limites
périodiques aux bords du système. Pour chaque position moyenne de la ligne de contact
fixée, on détermine numériquement la configuration microscipique de la ligne de contact
qui minimise l’énergie totale. A chaque position moyenne de la ligne de contact ζ, on
estime donc l’énergie totale du système. On obtient ainsi un paysage énergétique rugueux
réduit à une seule coordonnées de réaction : la position moyenne de la ligne de contact ζ.

Le premier point que l’on veut étudier est l’effet de la taille du système à densité de
défauts constante. Un argument simple [64] consiste à dire que si les défauts sont faibles et
aléatoires, pour un système de taille infini, alors le potentiel est plat : des défauts faibles
auraient aucun effet sur la dynamique de la ligne de contact. La figure 2.45 représente le
potentiel provenant des défauts et de la déformation de l’interface pour différentes tailles
de système à densité moyenne de défauts constante. On remarque que plus la taille du
système est grande, plus le potentiel est rugueux et plat.

Figure 2.45 – Potentiel effectif réduit à un degrés de liberté ζ à force externe nulle. L’axe
horizontal est normalisé par la taille totale du système et varie sur [−π, π]. nnxy représente la
taille du système, à chaque fois la densité moyenne de défauts est identique. La courbe rouge
correspond à un petit système avec 1 défaut, la courbe cyan correspond à un système 16 fois
plus grand à même densité moyenne, donc 256 défauts.
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La figure 2.46 présente les écart-types des potentiels – à force externe nulle – en fonction
de la taille du système. Elles semblent suivre une loi de puissance en ∼ −0.5 avec la taille
du système, cohérent avec la variation des fluctuations dans la limite thermodynamique.
L’écart-type tend vers zéro à la limite de système infini, à densité de défauts constante.
Ce qui est cohérent avec l’argument que des défauts faibles aléatoires pour un système de
taille infini n’ont aucun effet.

Figure 2.46 – Evolution de l’écart-type des potentiels, à force externe nulle et densité moyenne
de défauts constante, en fonction de la taille du système, noté nnxy. Pour deux amplitudes de
défauts, notée h ici. Les droites sont des ajustement par des lois de puissance = −0.5.

Cependant, l’écart-type du potentiel à force externe nulle ne semble pas être la quantité
déterminante pour caractériser le système. En effet, le résultat surprenant de cette étude
préliminaire vient de l’analyse de la distribution des barrières des potentiels biaisés par
la force externe. Les barrières de potentiel sont caractérisées par leur longueur et leur
amplitude. L’effet de la force externe, qui biaise le potentiel, est illustrée par la figure 2.47 :
plus la force externe est grande, plus le potentiel est biaisé. Surtout, on remarque que la
topographie du potentiel change lorsque la force externe varie. La figure 2.48 présente
la distribution des longueurs de barrière pour différentes forces externes. Pour une force
externe nulle, toutes les longueurs de barrière sont présentes, de la plus petite taille, à la
taille macroscopique du système. Lorsque le potentiel est biaisé, les barrières de petites
amplitudes disparaissent, mais les barrières restantes sont plus courtes. Sur la figure 2.48,
on remarque que les distributions deviennent nulles pour les grandes échelles et une petite
longueur de barrière émerge de manière dominante. Ce qui est en contradiction avec les
prédictions des phénomènes critiques, pour lesquelles, plus la force externe s’approche
du point critique, plus les phénomènes dynamiques se manifestent sur de larges échelles,
jusqu’à la taille macroscopique du système. On note que cette différence d’observation
peut provenir de la caractérisation par laquelle nous procédons, c’est-à-dire la réduction
du potentiel à une coordonée de réaction. Ce choix d’observable doit être pris en compte
dans l’interprétation du futur travail.
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Figure 2.47 – Potentiel effectif réduit à un degrés de liberté ζ, pour plusieurs forces externes
F , en dessous de la force seuil de dé-piégeage.

Figure 2.48 – Distribution des longueurs de barrières pour une même surface de défauts, pour
plusieurs forces externes. Les longueurs des barrières sont normalisées par la taille du système.
2π représente donc l’échelle macroscopique du système.

Cette étude prometteuse donne une piste pour comprendre l’origine de la longueur
d’activation λ du modèle de défauts périodiques – qui expérimentalement [27] semble être
invariante de la topologie des défauts des surfaces réelles et est de l’ordre de la dizaine de
nanomètres. Cette longueur d’activation ne serait pas une longueur géométrique – comme
la distance moyenne entre les défauts par exemple – ni la taille macroscopique du système,
mais une longueur qui provient à la fois des effets collectifs, de l’activation thermique et
de la force externe. On tient à remarquer que pour une surface réelle hétérogène, les
corrélations entres défauts se situent entres les deux cas limites de corrélation complète
– défauts périodiques – et de corrélation nulle – défauts aléatoires.
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2.8 Conclusion

Le protocole expérimental de dip-coating développé au cours du travail de thèse per-
met de mesurer précisément la dynamique à l’échelle macroscopique de la ligne de contact
sur six décades de vitesse, à l’avancée et au recul ; avec une résolution du micromètre
sur l’altitude du ménisque. Ces données expérimentales sur une large gamme de vitesse,
à l’avancée et au recul, s’avèrent nécessaires pour développer et tester un modèle pré-
dictif complet de la dynamique de la ligne de contact. La théorie hydrodynamique dans
l’approximation de lubrification permet de relier les échelles macroscopiques de l’écoule-
ment au comportement, à l’échelle microscopique, de la ligne de contact. L’extraction de
l’angle à la ligne de contact – à la limite de la description hydrodynamique, soit l’ordre du
nanomètre – constitue une avancée remarquable dans l’étude expérimentale du mouillage.

Pour l’expérience de mouillage dynamique sur une surface de fluoro-polymères par de
l’huile silicone, la dynamique extraite à la ligne de contact présente les caractéristiques
d’un processus activé thermiquement, témoin de l’hétérogénéité de la surface.

Nous avons développé une description théorique de l’évolution temporelle de la ligne de
contact sur une surface hétérogène, fondée sur l’étude hydrodynamique des déformations
de la ligne de contact. Pour cette étude nous avons analysé le comportement rhéologique
de la ligne contact. Cette caractérisation rhéologique est cruciale pour comprendre la sur-
dissipation visqueuse associée aux différents modes de déformation. De plus, nous avons
interprété physiquement, le lien en amplitude entre l’angle et la position de la ligne de
contact, par une raideur de ménisque, qui dépend des modes de déformation de la ligne
de contact. Par cette étude de la rhéologie de la ligne de contact, on a démontré que la
géométrie de l’expérience – fibre, plaque ou goutte – affecte de manière importante même
le processus dynamique localisé au voisinage de la ligne de contact. Suivant les constantes
de raideur, les comportements dynamiques sont fondamentalement différents. Pour une
faible raideur – cas d’un ménisque sur une plaque – la ligne de contact apparaît contrôlée
en force, l’activation thermique lui permet de franchir les défauts avant même la force
seuil de dé-piégeage, on observe un régime thermiquement activé. A l’inverse, pour une
grande raideur – cas d’un ménisque sur une petite fibre – la ligne de contact est contrôlée
en position ; dans le cas dynamique, la ligne de contact franchit, les défauts entrainée par
l’interface : l’effet de l’agitation thermique est négligeable et on n’observe pas de régime
thermiquement activé dans la dynamique.

La caractérisation rhéologique de la ligne de contact – sur-dissipation et raideur du
ménisque associées aux différents modes de déformations – nourrit le modèle développé
pour prédire de manière quantitative la dynamique de la ligne de contact sur une surface
hétérogène.

Ce modèle est fondé sur une approche modale : une décomposition entre les quanti-
tés moyennes – observées expérimentalement – et les quantités fluctuantes. La réduction
énergétique par l’approche du chemin de réaction nous permet de prédire l’effet des fluc-
tuations sur les quantités moyennes. Dans un premier temps nous réduisons l’ensemble
des degrés de liberté à deux : la position moyenne de la ligne de contact et à l’ampli-
tude de la déformation. En prenant en compte une description des défauts, ce modèle
permet de prédire de manière analytique le potentiel dans lequel se déplacent les degrés
de liberté. Puis nous modélisons la dynamique de ces deux degrés de liberté par deux
équations de Langevin. Dans le cas de défauts faibles – sans hystérésis donc – on peut
encore réduire la description à une seule coordonnée de réaction : la position moyenne de
la ligne de contact. Ce modèle permet de prédire de manière quantitative la dynamique
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de la ligne de contact. Notamment d’expliquer l’origine de la dissymétrie entre les dy-
namiques d’avancée et de recul. Elle provient de la dissymétrie des cols des barrières de
potentiel, et dépend seulement la taille des défauts. Le modèle développé contient quatre
paramètres physiques : la distance entre défauts, leur largeur, leur amplitude et l’angle
d’équilibre statique. Ce modèle permet de préciser la notion d’angles de dé-piégeage, défi-
nis à température nulle par les forces seuils pour mettre la ligne de contact en mouvement
dans un sens ou dans l’autre. L’intervalle entre les forces seuils est directement relié à
l’amplitude des défauts. Point important : le modèle est valable pour les défauts faibles,
définis par l’absence d’hystérésis : la ligne de contact est déformée de la même manière,
à position moyenne fixée, que ce soit à l’avancée ou au recul. Enfin, les angles d’avancée
et de recul expérimentaux déterminés par les protocoles standards dynamiques (gonfle-
ment/dégonflement de goutte ou goutte sur plan incliné) s’interprètent comme les angles
macroscopiques dynamiques correspondant au changement de régimes : entre le régime
à basse vitesse où la dissipation visqueuse moyenne est négligeable – la dynamique est
alors contrôlée par le processus d’activation thermique – et le régime à haute vitesse où la
dissipation visqueuse prévaut. Ce changement de régimes correspond pour l’huile silicone
et la surface de fluoro-polymères à Ca ∼ 10−3, soit l’ordre du µm/s.

En résumé : Les défauts faibles – système sans hystérésis donc – produisent un paysage
énergétique rugueux et impliquent l’existence d’angles de dé-piégeage à température nulle.
Les angles d’avancée et de recul expérimentaux ne correspondent pas du tout à l’hysté-
résis, mais sont un des reflets de la dynamique thermiquement activé de la ligne de contact.

Enfin, ce modèle unifié, alliant le processus physique au voisinage de la ligne contact
et l’écoulement hydrodynamique à toutes les échelles est le premier à décrire de ma-
nière quantitative les observations expérimentales macroscopiques. L’angle microscopique
dépend de la vitesse. Comme il constitue la condition aux limites de l’écoulement hydro-
dynamique, sa variation en fonction de la vitesse affecte l’écoulement à toutes les échelles.
La prédiction quantitative de la hauteur du ménisque sur une plaque pour des vitesses
de l’ordre du mm/s et la prédiction de la vitesse critique d’entrainement de film sur la
plaque, nécessitent la description dynamique de l’angle microscopique. Cet effet direct de
l’agitation thermique et des défauts nanoscopiques sur un système aux échelles macrosco-
piques est tout à fait remarquable et illustre un nouveau caractère multi-échelles de la
ligne de contact.

La description de la dynamique à deux degrés de liberté : l’amplitude de la déformation
et la position moyenne de la ligne de contact permet de traiter le cas de défauts forts.
Pour lequel la réduction du paysage énergétique à seulement la position moyenne est a
priori non faisable puisque le potentiel serait alors bi-valué. Cette description ouvre la
voie à une étude plus générale pour comprendre les effets de défauts de tailles supérieures
à la centaine de nanomètres.

L’effet de défauts aléatoires est une question importante, elle permettrait de com-
prendre les effets statistiques et de savoir dans quelle mesure on peut décrire une surface
réelle hétérogène par une surface effective avec des défauts périodiques. Le travail pré-
liminaire est prometteur et donne une piste pour comprendre l’origine de la longueur
d’activation λ du modèle de défauts périodiques – qui expérimentalement [27] semble être
invariante de la topologie des défauts des surfaces réelles. Cette longueur d’activation ne
serait pas une longueur géométrique – comme distance moyenne entre les défauts par
exemple. Mais plutôt une longueur qui émerge du comportement statistique en présence
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de la force externe.
L’ensemble des points évoqués dans cette partie sont en cours de développement théo-

rique et expérimentaux. La décomposition modale combinée à la réduction énergétique
par l’approche du chemin de réaction et la description théorique de toute la déformation
seront développées de concert pour les amener à se rejoindre.

Pour l’expérience de mouillage dynamique, la surface utilisée est constituée de Fluoro-
polymères. On la considère rigide car la dynamique à l’échelle de la ligne de contact montre
un processus thermiquement activé. On peut se poser la question de l’effet d’un substrat
déformable et de sa signature dynamique à l’échelle de la ligne de contact. Nous abordons
cette question à la partie suivante. Nous montrons que la signature dynamique présente
des lois de puissance entre la force et la vitesse.
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Chapitre 3

Mouillage d’un substrat déformable
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3.1 Introduction
La mesure et la modélisation des phénomènes liés aux déformations d’un substrat

constituent le travail original de cette thèse qui par ailleurs a fait l’objet de publications
dans la revue Nat.Comm. en 2015 [69] et 2016 [79] et d’un article en soumission à la revue
PRL. Ce travail est principalement effectué en collaboration avec Jacco H. Snoeijer et
Stefan Karpitschka.

Les interactions entre la capillarité et les matériaux élastiques sont omniprésents dans
la nature et jouent un rôle majeur dans l’auto-organisation des tissus cellulaires [86], dans
le développement embryonnaire [140, 149], dans la cicatrisation des blessures [5] et dans la
migration des cellules cancéreuses [38, 121]. Pour d’autres raisons, le mouillage des solides
mous est un sujet de recherche actif [63, 99, 128]. Malgré les nombreuses applications
probables, comme l’agencement des cellules [37] et de gouttes [145] sur des substrats mous
ou l’optimisation des processus de condensation [136], la compréhension fondamentale de
l’interaction et de la dynamique du mouillage sur les solides mous demeure en retrait
considérable par rapport aux connaissances développées pour les solides rigides [16].

Lorsque le solide est élastique, afin de compenser la force normale de l’interface li-
quide/vapeur, le solide se déforme et une crête est présente sous la ligne de contact [63,
99, 128]. La géométrie de cette déformation provient du couplage entre l’élasticité et
l’énergie de surface [80, 83, 130, 156]. L’ordre de grandeur de cette déformation est don-
née par la compétition entre l’élasticité, caractérisée par le module de Young E du solide,
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et la force de tension de surface de l’interface liquide/vapeur γ, on obtient la longueur
élasto-capillaire :

L = γ

E
. (3.1)

Un solide élastique est considéré comme déformable si cette longueur est supérieure à la
taille moléculaire. Pour un liquide sur un métal (E ' 1GPa), la longueur élasto-capillaire
vaut γ/E ' 10−11m. Un métal est donc rigide du point de vue de la capillarité. Pour un
solide polymérisé, le module de Young peut descendre jusqu’à quelques kPa : on obtient
pour la longueur élasto-capillaire l’ordre du micron, ce qui a été observé expérimentale-
ment [88, 97, 143] ; et dans ce cas la déformation du solide et ses propriétés élastiques
deviennent une composante cruciale pour la sélection de l’angle de contact.

Double transition de l’angle de contact

Si la longueur élasto-capillaire est inférieure à la taille moléculaire, le solide est rigide.
On retrouve donc pour l’angle de contact la sélection par la loi de Young comme l’illustre
la figure 3.1(i). Pour le cas où la longueur élasto-capillaire est supérieure à l’échelle molé-
culaire, une crête se forme sous la ligne de contact. A l’échelle moléculaire – l’échelle de
la sélection d’angle de contact – l’élasticité du solide est négligeable, seules interviennent
les énergies surfaciques des trois interfaces. La condition d’équilibre est vérifiée par la loi
de Neumann [33]. Les angles entre les trois interfaces sont fixés par les tensions de surface
comme illustré dans les inserts de la figure 3.1(ii) et 3.1(iii). Seule l’orientation globale,
de ce triangle de Neumann, ne dépend pas seulement des forces capillaires. Dans le cas
où la longueur élasto-capillaire est inférieure à la longueur externe – le rayon de la goutte
R dans la figure 3.1(ii) – le solide est non déformé à l’échelle macroscopique de la goutte.
On retrouve une condition macroscopique de Young pour la sélection de l’angle. Dans
le cas où la longueur élasto-capillaire est supérieure à la longueur externe, la capillarité
domine toutes les échelles et on obtient de manière macroscopique la condition de Neu-
mann, comme illustré à la figure 3.1(ii). Autrement dit, il y a deux transitions de l’angle
de contact. A l’échelle moléculaire : l’angle de contact est sélectionné par un équilibre
de Young si la longueur élasto-capillaire est petite devant la taille moléculaire – pour les
solides rigides. Et sélectionné par un équilibre de Neumann dans le cas inverse – pour les
solides mous. A l’échelle externe, le rayon de la goutte R ici : l’angle macroscopique est
sélectionné par un équilibre de Young macroscopique si la longueur élasto-capillaire est
petite devant l’échelle externe. Et sélectionné par un équilibre de Neumann dans le cas
inverse – pour les solides très mous.

Figure 3.1 – Les schémas représentent des gouttes statiques sur un substrat épais, pour dif-
férentes valeurs de la longueur élasto-capillaire du solide γ/E. Les trois schémas illustrent la
double transition des angles de contact macroscopique et microscopique. La hiérarchie des lon-
gueurs caractéristiques est γ/E � a � R pour (i), a � γ/E � R pour (ii) et a � R � γ/E
pour (iii). La longueur a représente la taille moléculaire. Figure reprise de [3].
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3.2 Dynamique et rhéologie
Des travaux expérimentaux précurseurs ont montré que la dynamique d’une ligne de

contact est réduite de manière drastique si le substrat est déformable [22, 129], par rapport
au cas rigide. Cette force dissipative supplémentaire a été attribuée à la viscoélasticité
du substrat, comme discuté dans plusieurs travaux expérimentaux récents [67, 145]. La
description théorique d’une ligne de contact en déplacement sur un substrat déformable
se limite à des arguments sur la dissipation globale, qui pour le cas de la dissipation
visqueuse d’un liquide sur un solide rigide ne permettent pas d’expliquer l’ensemble de la
phénoménologie. L’objectif de cette partie est donc d’établir un cadre théorique rigoureux.
Ce formalisme permet d’identifier expérimentalement les processus dissipatifs localisés au
voisinage de la ligne de contact dans différentes configurations.

Dans un premier temps, nous donnons la caractérisation générale des matériaux vis-
coélastiques et plus particulièrement celle du gel de silicone, utilisé comme substrat dé-
formable pour l’expérience de mouillage dynamique – voir la partie 3.2.3 – et pour l’ex-
périence d’adhésion – voir la partie 4.

Dans un second temps, nous développons un modèle de dissipation viscoélastique fon-
dée sur la rhéologie du substrat qui permet d’analyser l’expérience dynamique de mouillage
sur un substrat épais de gel de silicone (voir la partie 3.2.3). Ainsi que l’expérience de
mouillage sur une surface recouverte d’une brosse de polymère - voir la partie 3.2.4. Enfin
dans une dernière partie, le formalisme de dissipation viscoélastique est utilisé pour dé-
crire une expérience d’adhésion de pelage de ruban sur le gel de silicone (voir la partie 4)
et ainsi identifier les processus dissipatifs localisés au voisinage de la ligne de contact.

3.2.1 Rhéologie d’un gel de silicone
Les élastomères sont obtenus en reliant de longues chaînes de polymères par des liaisons

covalentes. Plus la distance entre chaque point de liaison est grande, plus leur temps de
relaxation et leur viscosité sont élevés.

Au cours de ce travail, nous avons utilisé un gel de silicone (Dow Corning CY52-
276) qui par sa synthèse et son architecture résultante présente des propriétés physiques
différentes des élastomères. Son réseau de polymères est obtenu en polymérisant un fondu
de courts pré-polymères multifonctionnels. Nous avons mesuré ses propriétés rhéologiques,
en plaçant une fois mélangée la solution dans un rhéomètre, après gélification – une dizaine
d’heures à température ambiante. La figure 3.2 présente les données rhéologiques du gel
de silicone dans les proportions 1:1. Des résultats similaires sont rapportés dans [142].

Dans ce cas, la dénomination de "gel" ne correspond pas à la présence de solvant dans
la matrice de polymères, mais à la structure du réseau. Au point de gélation, un réseau
fractal de polymères se forme, composé de branches dont les tailles sont distribuées entre
celle des pré-polymères jusqu’à une taille mésoscopique. Les échantillons utilisés sont
formés à partir d’un ratio stœchiométrique 1 : 1 des deux pré-polymères, fournissant un
surplus de liaisons par rapport au point de gélation. La rhéologie est exprimée de manière
quantitative par une relation de la forme [32, 83, 157] :

µ(ω) = G′(ω) + iG′′(ω) = G [1 + (iτω)n] . (3.2)

avec un module de cisaillement à fréquence nulle G ' 1.2 kPa. La dépendance en loi de
puissance du module de perte G′′ sur toute la gamme de fréquence, avec un exposant
n ' 0.55, reflète l’architecture du réseau de polymère, avec une distribution continue de
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Figure 3.2 – Rhéologie G′(ω) et G′′(ω) pour le gel de silicone CY52-276 (Dow Corning) dans
les proportions 1 : 1. Les lignes sont le meilleur ajustement selon G(ω) = G(1 + (iτω)n), avec
n = 0.55, G = 1.2 kPa et τ = 0.13 s. La rhéologie est mesurée avec un rhéomètre MCR 501
(Anton Paar) ; géométrie plan/plan 50 mm.

temps de relaxation. Le lien général entre la rhéologie et la structure microscopique des
matériaux est un sujet de recherche actuel [53]. Par le principe de causalité – seul le passé
détermine le présent – la relation de Kramers-Kronig reliant le module de cisaillement au
module de perte prédit, au point de gélation, une loi de puissance en n = 1/2 pour le
module de cisaillement et de perte sur toute la gamme de fréquence [72, 74, 148, 157].
Le temps de transition τ = 0.13 s est déterminé par la longueur des plus grandes chaînes
du réseau de polymères. Cette propriété rhéologique particulière – de présenter une loi de
puissance sur toute la gamme de fréquence pour le module de perte – est ensuite utilisée
dans différentes expériences dynamiques de mouillage et d’adhésion.

3.2.2 Dissipation volumique
Dans cette partie, nous développons l’expression générale de la dissipation volumique

dans le matériau viscoélastique lorsque sa surface est déformée et que cette déformation
se translate à vitesse constante selon la surface. On considère ici un système invariant par
translation dans la direction transverse, ce qui permet de réduire le problème élastique à
deux dimensions. En notant σij le tenseur des contraintes et ui celui de la déformation,
la puissance dissipée P (par unité de longueur transverse) dans le solide viscoélastique se
défini à partir de [83] :

P =
∫
d2x σij

∂u̇i
∂xj

=
∫
d2x

[
∂

∂xj
(σiju̇i)− u̇j

∂σij
∂xj

]

=
∮
ds σijnju̇i (3.3)

Les étapes effectuées sont les suivantes :
On utilise la condition d’équilibre mécanique ∂σij/∂xj = 0 et on ramène l’intégrale
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sur la surface à la celle sur la frontière par le vecteur normal nj (théorème de Green-
Ostrogradksi). L’intégrale sur la frontière représente le travail effectué par les tractions
normales et tangentielles. On considère que la face inférieure est fixée à un support rigide
(u̇i = 0), la seule contribution non nulle provient de la surface. De plus, seule la traction
normale effectue un travail non nul. Dans la limite de faible déformation, le déplacement
normal peut être identifié au profil du substrat h(x, t). Ainsi l’intégrale (3.3) se réduit à

P =
∫ ∞
−∞

dx σ(x, t)ḣ(x, t), (3.4)

où σ correspond à la contrainte normale.
Ensuite, nous exprimons la contrainte selon la rhéologie µ(ω) = G′(ω) + iG′′(ω) par

une relation constitutive du matériau. On se place dans le référentiel de la déformation,
en translation à vitesse constante v. La mécanique des systèmes linéaires suppose que la
contrainte est proportionnelle à la déformation, où la fonction réponse temporelle provient
de la rhéologie du matériau µ(ω). Dans le double espace de Fourier, t → ω et x → q, on
peut écrire cette relation sous la forme linéaire suivante [69, 83] :

σ(q) = µ(ω)
k(q) ĥ(q), (3.5)

où k(q) est la fonction de Green spatiale d’un substrat incompressible d’épaisseur h0
arbitraire pour la traction normale [65, 158] :

k(q) =
[

sinh(2qh0)− 2qh0

cosh(2qh0) + 2(qh0)2 + 1

]
1
2q (3.6)

qui se simplifie en k(q) ∼ 1/|2q| dans la limite de substrat infini. ĥ(q) est la transformée
de Fourier du profil de la surface du substrat.

On considère des solutions ayant une structure d’onde progressive se propageant à
vitesse v : h(x, t) = h(x − vt). Ainsi ω = qv est la fréquence angulaire caractéristique.
En injectant la relation constitutive du matériau (3.5) dans l’expression de la puissance
dissipée (3.4), on obtient

P =
∫
dx

{∫ dq

2π
µ(qv)
k(q) ĥ(q)eiq(x−vt)

}{∫ dq′

2π (iq′v)ĥ(q′)eiq′(x−vt)
}
. (3.7)

En procédant au changement de variable x̃ = x− vt, et en réalisant les intégrations sur x
avec ∫

dx̃ ei(q+q
′)x̃ = 2πδ(q + q′). (3.8)

On obtient la dissipation

P =
∫ dq

2π
µ(qv)
k(q) ĥ(q)

∫ dq′

2π (iq′v)ĥ(q′) 2πδ(q + q′) (3.9)

= −v
∫ dq

2π
µ(qv)
k(q) ĥ(q)(iq)ĥ(−q) (3.10)

= −v
∫ dq

2π
µ(qv)
k(q) (iq)|ĥ(q)|2. (3.11)

Cette expression doit être réelle. Cela est assuré par les propriétés de symétries k(q) =
k(−q) et µ(−ω) = µ(ω)∗, ce qui implique que G′(ω) = G′(−ω) et G′′(ω) = −G′′(−ω).

119



CHAPITRE 3. MOUILLAGE D’UN SUBSTRAT DÉFORMABLE

Ainsi, seulement la partie imaginaire, le module de perte G′′, participe à la dissipation.
En définissant la force de friction fd par P = vfd, où v est la vitesse, nous obtenons
l’expression de la force de friction en fonction de la déformation de la surface du matériau
et de sa viscoélasticité :

fd =
∫ ∞
−∞

dq

2π
qG′′(qv)
k(q) |ĥ(q)|2. (3.12)

Cette expression est valable quelle que soit la forme de la déformation de l’interface h, en
translation à vitesse constante sur la surface du matériau viscoélastique. Connaissant la
forme de l’interface, nous pouvons déterminer la dissipation au cours du mouvement. Cette
expression est utilisée pour l’estimation de la force dissipative dans l’étude de l’expérience
suivante de mouillage sur le gel de silicone. Ainsi que dans le cas de l’adhésion, voir les
parties 4 et 4.5. Par la comparaison avec les résultats expérimentaux, cette expression
permet d’identifier précisément les processus dissipatifs.

3.2.3 Ligne de contact d’un liquide et rotation du coin de Neu-
mann

Dans cette partie, nous présentons une expérience de mouillage dynamique sur un
substrat épais dont nous avons mesuré la rhéologie indépendamment – voir la figure 3.2.
Nous pouvons ainsi tester la prédiction précédente pour la dissipation et prédire de ma-
nière quantitative le comportement observé d’une ligne de contact sur un substrat visco-
élastique. Pour cela, il faut connaitre la forme de la surface déformée.

Comme présenté en introduction, une goutte liquide déposé sur un substrat exerce une
traction sur le solide [33, 78, 119, 120, 128]. Alors que la déformation élastique résultante a
été calculée et mesurée dans des configurations statiques [17, 63, 80, 84, 99, 144], la traction
est dépendante du temps dans le cas du mouillage dynamique. Ici, on considère une ligne
de contact rectiligne, pour laquelle le problème élastique se réduit à deux dimensions.
L’objectif est de déterminer la déformation du solide h(x, t) résultante de la traction
T (x, t). Pour simplifier, nous considérons le cas symétrique où les énergies de surface du
solide γs de la partie mouillée et sèche sont identiques – l’angle macroscopique est donc
de 90◦. Et on suppose que l’effet Shuttleworth est négligeable : en première appoximation
γs ne dépend pas de la déformation [130, 156]. La traction totale appliquée sur le solide
est donc purement normale et prend la forme T (x, t) + γs∂xxh, le dernier terme étant
la pression de Laplace due à la courbure de la surface du solide [63, 84, 89, 92]. Cette
théorie est rigoureuse pour les faibles pentes (∂xh)2 � 1 ; et peut être étendue de manière
semi-quantitative pour les pentes arbitraires. De la même manière que [63, 82, 84, 143],
on applique une double transformée de Fourier, en espace et en temps, noté ̂̃a. L’équilibre
des contraintes et la relation constitutive du matériau donnent :

̂̃
T (q, ω)− γs q

2 ̂̃h(q, ω) = µ(ω)
k(q)

̂̃
h(q, ω), (3.13)

soit ̂̃
h(q, ω) = k(q) ̂̃T (q, ω)

µ(ω) + γs q2 k(q) . (3.14)

Cette expression est générale, et permet de déterminer aussi l’évolution et la formation
de la crête sous la ligne de contact juste après avoir déposée la goutte [69]. Un des points
important de cette prédiction est que l’angle θs que forme le solide à la ligne de contact
– angle défini comme à la figure 3.3(a) – est constant au cours de la formation de la crête
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et correspond à l’angle sélectionné par la loi de Neumann : à l’échelle moléculaire – échelle
de la sélection des angles à la ligne de contact – les énergies surfaciques dominent et les
termes élastiques sont négligeables. Ici nous présentons l’application de cette théorie au
cas stationnaire, où la crête est formée et la ligne de contact se déplace à vitesse constante
v. La traction correspondante est :

T (x, t) = γ sin θ δ(x− vt). (3.15)

Cette expression reflète la force normale par unité de longueur transverse exercée par
le liquide sur le solide. θ est l’angle que forme l’interface liquide/vapeur par rapport
à la surface du substrat non déformée – voir la figure 3.3(b). On suppose ici que la
taille de la goutte est beaucoup plus grande que l’épaisseur du substrat, auquel cas la
pression de Laplace dans le liquide due à la courbure de l’interface liquide/vapeur peut
être négligée [144]. Cette hypothèse de courbure nulle pour l’interface liquide/vapeur
est vérifiée expérimentalement : la taille de la goutte a une influence négligeable sur la
dynamique mesurée. La seule taille caractéristique pour la dynamique est la taille de la
crête, donnée par la longueur élasto-capillaire γs/G, qui est beaucoup plus petite que
la taille de la goutte et l’épaisseur du substrat. Cet argument justifie aussi le modèle
bidimensionnel.

Selon l’équation (3.14), la traction capillaire (3.15) en translation à la vitesse v induit
une déformation exprimée dans l’espace de Fourier par :

ĥ(q) = k(q)γ sin θ
µ(vq) + k(q)γsq2 . (3.16)

La force dissipative, à partir de l’expression (3.12) et en prenant en compte la géométrie
précédemment déterminée, s’écrit :

fd = (γ sin θ)2
∫ dq

2π
qk(q)G′′(qv)

|k(q)γsq2 + µ(vq)|2 . (3.17)

Désormais, nous pouvons appliquer l’équilibre des puissances. La puissance de la force
externe capillaire au cours du mouvement à vitesse constante est dissipée de manière
viscoélastique dans le substrat. La force capillaire est donnée par le déséquilibre de la force
de Young. L’équilibre des puissances implique l’expression générale de l’équilibre des forces
suivante : γ(cos θ0 − cos θ(v)) = fd. Comme détaillé dans la suite, cet équilibre permet
de prédire les observations expérimentales (voir la figure 3.4), notamment le phénomène
de saturation de l’angle dynamique. Pour des faibles variations de l’orientation ϕ(v) par
rapport à l’angle d’équilibre statique θ0 : cos θ(v) = cos(θ0 − ϕ(v)) ' cos θ0 + ϕ(v) sin θ0,
on obtient :

ϕ ' γ sin θ0

∫ dq

2π
qk(q)G′′(qv)

|k(q)γsq2 + µ(vq)|2 . (3.18)

Dans la limite d’épaisseur infinie k(q) ' 1/2|q|, on obtient la rotation globale ϕ(v) du
triangle de Neumann dans la limite des faibles vitesses, schématisée par la figure 3.3 :

ϕ ' 2n−1n

cos(nπ/2)
γ sin θ0

γs

(
v

v∗

)n
. (3.19)

où la vitesse caractéristique est le rapport entre la longueur élasto-capillaire et le temps τ
caractéristique du gel : v∗ = γs/(Gτ). On remarque que la longueur externe – l’épaisseur
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du substrat – ne compte pas pour la dissipation. Cette expression s’interprète de manière
simple. Aux temps longs, une déformation correspondante à celle statique se propage à la
vitesse v, déformant le substrat du haut en bas, le long de la surface, à la fréquence ca-
ractéristique ω définie par la vitesse divisée par la taille caractéristique de la déformation,
de l’ordre de γs/G. La perturbation induite par un temps fini est prise en compte par le
module de perte G′′(ω). Enfin, la contrainte caractéristique est déterminée par la pente de
la déformation ∼ γ sin θ0/γs. Ainsi, nous obtenons la loi d’échelles (3.19). La dépendance
en ϕ ∝ (v/v∗)n reflète directement la loi de puissance de G′′(ω) ∝ ωn, ce qui est une
conclusion robuste au-delà de l’approximation de faible pente supposée dans ce modèle.
Un raisonnement en loi d’échelles similaire est effectuée pour estimer la dissipation sur un
substrat fin – voir la partie 3.2.4.

a) statique b) stationnaire c) decrochage

Figure 3.3 – Schéma du gel viscoélastique en contact avec le liquide représenté à l’échelle de
la longueur élasto-capillaire, reprise de [69] . a) La situation d’équilibre est la suivante : à la
ligne de contact, la géométrie est sélectionnée par la loi de Neumann, l’angle formé par le solide
θs est défini par les tensions de surface des trois interfaces. Cet angle θs est constant, même
au cours de la dynamique. b) L’angle θ est l’angle mesuré dans l’expérience de mouillage, il est
défini comme l’angle de l’interface liquide/vapeur – à l’échelle élasto-capillaire – par rapport
à la surface non déformée du substrat. Dans le cas dynamique, les angles des trois interfaces
à la ligne de contact sont toujours sélectionnés par l’équilibre de Neumann, seule l’orientation
globale est contrôlée par la dynamique. On note ϕ la rotation globale. c) Pour une vitesse trop
élevée, le gel ne peut plus se déformer et suivre la traction, la ligne de contact se décroche.

Expérience et vérification quantitative

Les expériences dynamiques sont réalisées en utilisant des gouttes d’eau sur le gel
de silicone CY52-276. Ce système a été précédemment utilisé dans des configurations
statique [144] et transitoire [97]. La figure 3.4 présente la variation de l’angle dynamique
ϕ en fonction de la vitesse. Les mesures sont réalisées pendant la phase de relaxation
quasi-stationnaire de la goutte vers l’équilibre statique après une injection de liquide
à l’aide d’une seringue. La représentation en échelles logarithmiques révèle une loi de
puissance entre l’angle et la vitesse dans le régime des faibles vitesses avec un exposant
égal à l’exposant du module de perte viscoélastique n = 0.55. Cette loi de puissance est
similaire au travaux [21, 129]. Lorsque l’injection initiale de liquide dans la goutte est forte,
nous observons un décrochage de la ligne de contact, avec une augmentation soudaine de
la vitesse, où l’angle dynamique sature et atteint alors la valeur ϕmax ≈ 39◦ ± 3◦. Ce
phénomène de décrochage a déjà été observé dans un mouvement de collé-glissé [67, 68].
Les mesures présentées indiquent qu’il s’agit d’une conséquence directe de la saturation
de l’angle de contact dynamique.

La figure 3.4 présente la prédiction du comportement asymptotique à basse vitesse
(3.19) qui montre que la loi de puissance rhéologique en n = 0.55 se retrouve de manière
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Figure 3.4 – Angle dynamique ϕ = θ(v)−θ0 de l’interface liquide sur le gel de silicone, reprise
de [69]. Les points sont les données expérimentales, angle et vitesse, mesurées au cours de la
relaxation de la goutte après une injection initiale de liquide. La dynamique à basses vitesses
suit la loi de puissance de la viscoélasticité G′′ représentée par la ligne pointillée (3.19). Le
modèle complet (3.17) est représenté par la ligne continue et prédit toute la dynamique, ainsi
que l’existence du décrochage de la ligne de contact lorsque la vitesse est trop élevée et que
l’angle dynamique sature.

exacte dans la dynamique. La théorie développée permet aussi de prédire le comportement
à toutes les vitesses (3.17) dont le phénomène de décrochage. Cet accord entre l’ensemble
des observations expérimentales et la théorie, valide notre compréhension et notre analyse
de la dynamique de mouillage sur un substrat déformable.
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3.2.4 Application au mouillage d’une couche nanométrique
Dans cette partie nous allons nous intéresser à une expérience originale de mouillage

où le substrat, au lieu d’être un solide viscoélastique épais est une surface recouverte d’une
couche nanométrique de polymères greffés, formant une pseudo-brosse. Cette collaboration
avec Romain Lhermerout, Kristina Davitt et Etienne Rolley du LPS à l’ENS a permis,
grâce aux développements théoriques présentés à la partie précédente, de comprendre un
nouveau type d’interaction entre un liquide et une surface déformable et à la publication
d’un article dans la revue Nature Communication [79]. Dans ce manuscrit de thèse sont
rapportés les principaux résultats et commentaires.
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Figure 3.5 – Mesures dynamiques de ligne de contact sur une surface solide recouverte d’une
brosse de PDMS (N = 126), le liquide utilisé est le décane. Les angles macroscopiques θM en
fonction de la vitesse sont représentés en losanges gris. Les angles microscopiques θµ (ronds
rouges) sont extraits des mesures macroscopiques en résolvant numériquement les équations
de lubrification – voir la partie 2.3. (a) Représentation en échelle linéaire pour la vitesse, on
observe que la variation de l’angle microscopique est linéaire avec la vitesse. (b) Représentation
en échelle logarithmique pour la vitesse, pour mettre en valeur la large gamme de vitesse mesurée.
La différence d’angle aux plus basses vitesses est de 0.07◦ ce qui constitue une valeur record dans
la littérature.

Les mesures dynamiques sont effectuées par la méthode du dip-coating présentée à
la partie 2.2. Pour chaque vitesse de plaque sont mesurés, la hauteur du ménisque et
l’angle macroscopique équivalent. A partir de ces mesures macroscopiques, par la théorie
hydrodynamique, nous avons extrait l’angle microscopique de l’interface à la ligne de
contact – voir la partie 2.3. La figure 3.5 présente les mesures macroscopiques – l’angle
macroscopique θM – et l’angle extrait à la ligne de contact, l’angle microscopique θµ en
fonction de la vitesse.

Nous remarquons que l’angle microscopique varie avec la vitesse, preuve d’un processus
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dissipatif localisé à l’échelle de la ligne de contact, et que ce processus dynamique a une
signature linéaire de l’angle en fonction de la vitesse. Le protocole expérimental permet
de varier la longueur des polymères qui constituent la pseudo-brosse. Pour les différentes
longueurs de polymères, l’angle microscopique varie de manière linéaire avec la vitesse,
seule la pente de cette variation change. Ces observations indiquent que les polymères
formant la pseudo-brosse sont à l’origine du processus dynamique localisé dans le voisinage
de la ligne de contact.

Aussi, ce processus dissipatif bien que localisé à la ligne de contact est du même ordre
de grandeur que la dissipation visqueuse de l’écoulement hydrodynamique. En effet, pour
chaque vitesse, l’angle macroscopique est proche de l’angle microscopique par rapport à la
valeur de l’angle à vitesse nulle (θ0 ' 15.13◦). Graphiquement, sur la figure 3.5 de gauche,
les points gris (angles macroscopiques) sont relativement proches des proches des points
rouges (angles microscopiques).

Ce processus dissipatif supplémentaire par rapport à l’écoulement visqueux trouve
son origine dans la brosse nanométrique de polymères sur laquelle se déplace la ligne de
contact. Comme illustré par la figure 3.6 de gauche, la présence de la ligne de contact
exerce une force normale sur la couche nanométrique et la déforme. Dans le cas de solide
mou semi-infini, la taille de la déformation est de l’ordre de la longueur élasto-capillaire
γ/G, où G est le module élastique du solide. Pour la brosse de polymères (G ' 500 kPa),
la longueur élasto-capillaire est supérieure à l’épaisseur de la couche de polymères. La
déformation est donc écrantée par l’épaisseur de la couche nanométrique et est du même
ordre de grandeur, comme illustré sur la figure 3.6 de gauche.

Lorsque la ligne de contact se déplace à vitesse v constante, elle entraine la déforma-
tion avec elle. La couche de polymères, viscoélastique, ne s’adapte pas instantanément.
L’étirement et la relaxation des chaines de polymères font apparaitre une contrainte de
cisaillement visqueuse qui a tendance à faire pivoter la déformation – voir la partie pré-
cédente 3.2.3 et [69]. Celle-ci est contrebalancée par la réponse élastique. Le taux de
déformation des chaines de polymères est en loi d’échelles ∼ v/e. Les polymères subissent
une contrainte visqueuse dissipative ∼ ηv/e et une contrainte élastique ∼ Gϕ, où η est
la viscosité de la couche de polymère, G le module élastique de cisaillement et ϕ l’angle
de rotation du coin de Neumann. La rhéologie de la brosse est modélisée par un temps
caractéristique de relaxation τ et sa viscosité η ; donnant un module élastique G = η/τ .

L’équilibre des contraintes donne l’angle de rotation de la déformation ϕ ∼ vτ/e. De
plus, la géométrie de la déformation est contrôlée par un équilibre de Neumann, imposant
l’invariance des angles de contact entre les interfaces. La rotation de la déformation – en
gardant le même triangle de Neumann – affecte directement l’angle de l’interface liquide
par rapport à la surface plane de la couche. Ainsi, la rotation du triangle de Neumann est
directement la variation de l’angle microscopique ϕ = θµ−θ0. La loi d’échelles dynamique
résultante est donc :

θµ − θ0 ∼
vτ

e
, (3.20)

Cette loi prédit de manière quantitative la dynamique pour différentes brosses de diffé-
rentes longueurs de chaines comme illustré par la figure 3.6 de droite. Cohérent avec le
modèle de Rouse pour les temps caractéristiques rhéologiques en fonction de la longueur
de chaine τ = ζb2N2/(6π2kBT ), où b est la taille d’un monomère (0.46 nm), kB est la
constante de Boltzmann et T la température et N le nombre de monomères. Le coeffi-
cient de friction ζ ' 9.9 × 10−12 N.s.m−1 est déterminé à partir de données fournies de
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la viscosité cinématique des courtes chaînes en utilisant ν = ζb2NAN/36m0, où NA est le
nombre d’Avogadro et m0 la masse moléculaire des monomères (74.1 g.mol−1).

10

5

0

-5

1050-5

Figure 3.6 – Figure de gauche : Dans une expérience de dip-coating, le ménisque forme à
l’échelle macroscopique un angle avec l’interface. L’angle macroscopique θM , dépend de la vi-
tesse de la plaque. A l’échelle de la ligne de contact, l’interface liquide forme un angle par rapport
à la plaque, appelé angle microscopique θµ. Le substrat, suffisamment mou, est déformé par la
force normale de l’interface liquide/vapeur ; l’intersection des trois interfaces respecte l’équilibre
de Neumann local. La dynamique de l’angle microscopique reflète la rotation de ce triangle de
Neumann et la réponse viscoélastique du substrat. Figure de droite : Courbe maîtresse de la
dynamique selon le model simple de dissipation viscoélastique (3.20). Les données dynamiques
correspondent à trois différentes longueurs de chaîne de PDMS (N = 79, 126 et 232) respecti-
vement en jaune, rouge et bleu. La courbe noire est de pente d’ordre 1 (' 0.81).

Le modèle viscoélastique développé dans cette partie s’applique donc aussi pour inter-
préter la dynamique de mouillage sur un substrat fin. La présence d’une couche nanomé-
trique de polymères influence la dynamique, même à l’échelle macroscopique. Cet effet et
le modèle développé permettent d’envisager la dynamique de la ligne de contact sur un
substrat déformable comme un outil d’estimation rhéologique des substrats.
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3.3 Conclusion
Nous avons développé un théorie et mis expérimentalement en évidence le processus

général de dissipation viscoélastique lorsqu’une ligne de contact déforme le substrat et
se translate à vitesse constante, cela pour des substrats d’épaisseur arbitraire. L’angle
du solide à la ligne de contact est sélectionné par la loi de Neumann à l’échelle molécu-
laire. L’orientation dynamique de ce coin de Neumann est due à la viscoélasticité. La loi
de puissance de la force en fonction de la vitesse reflète directement la loi de puissance
du module de perte viscoélastique. Cette compréhension permet de prédire le compor-
tement dynamique d’une ligne de contact et à l’inverse, permet de sonder la rhéologie
d’un substrat difficilement accessible par les méthodes conventionnelles. La saturation de
la rotation du coin de Neumann est aussi prédite théoriquement, elle est reliée au temps
de relaxation du matériau viscoélastique. La compréhension de cette saturation fournit
un mécanisme pour le mouvement de collé-glissé observé lorsqu’une goutte est soumise à
une trop grande surpression : l’angle de contact sature et la ligne de contact se décroche,
la déformation du gel diminue, la dissipation est alors essentiellement due à l’écoulement
visqueux du liquide, la ligne de contact se déplace plus rapidement pendant une phase
transitoire jusqu’à ce qu’elle ralentisse permettant au gel de se déformer, un nouvelle crête
se forme alors sous la ligne de contact.

La théorie développée ici offre des avancées dans différents domaines comme l’auto-
organisation des tissus cellulaires ou la conception de micro-rhéomètres fondés sur la
capillarité.

L’effet de la ligne de contact au voisinage du solide, dans le formalisme présenté, est
d’imposer une traction sur le substrat. L’origine liquide et capillaire de cette traction
ne semble pas être déterminante. Dans la partie suivante, nous réalisons et étudions une
expérience d’adhésion dans la configuration du pelage, où c’est un ruban – à la place
d’une ligne de contact liquide – qui cette fois impose une traction et déforme le substrat.
Nous appliquons le formalisme développé dans cette partie précédente pour identifier
le processus dissipatif dans les phénomènes d’adhésion ; et également étudier la portée
générale de notre modèle de dissipation fondé sur la viscoélasticité du substrat.
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Dans cette partie nous allons étudier, par une expérience classique d’adhésion, les ef-
fets de la viscoélasticité du substrat. Cette partie est la version française et développée
d’un article en soumission en collaboration avec Jacco H. Snoeijer, Stefan Karpitschka et
Antonin Eddi.

Les adhésifs agissant par pression, omniprésents dans les applications quotidiennes et
industrielles, sont caractérisés par l’absence de réaction chimique – que ce soit pendant
leur application sur une surface et la formation de contacts ou bien au cours de leur durée
de vie. Un matériau adhésif efficace doit se coller par simple contact avec le substrat
et donc, doit se comporter comme un liquide pendant l’étape de formation des liens
pour maximiser la surface de contact [6, 91]. Une fois déposé, ses performances adhésives
proviennent de sa résistance au décollement du substrat. Une forte adhésion implique
une énergie dissipée importante, qui trouve son origine, pour la plupart des matériaux
polymériques dans des instabilités de digitation, de cavitation, de déformation fibrillaire
ou dans l’interpénétration des polymères entre les deux interfaces [19, 85, 91, 153].

D’un point de vue théorique, des modèles précurseurs se sont intéressés aux matériaux
dans la limite de faible adhésion, pour lesquels le décollement est surfacique (absence de
fibrille, de digitation et de cavitation ou d’interpénétration de polymères entre les deux
interfaces), réversible et pour lesquels, la déformation reste de faible amplitude. Selon
ces théories [8, 30, 31, 32, 56, 61, 102, 125], la dissipation du décollement dynamique
peut être reliée à la rhéologie linéaire de l’adhésif : sa viscoélasticité [124]. La plupart des
vérifications quantitatives expérimentales avec des matériaux caoutchouteux ont échoué

129



CHAPITRE 4. ADHÉSION

jusqu’à présent [8, 26, 52], amenant à la conclusion que les non-linéarités rhéologiques et
les phénomènes de fractures du réseau de polymères doivent être pris en compte [25].

Dans cette étude, nous adoptons la perspective inverse. Nous utilisons comme adhésif,
le gel de silicone CY52-276, dont la dissipation est contrôlée par sa viscoélasticité, comme
démontré dans l’expérience de mouillage dynamique présentée à la partie 3.2.3. Notre
compréhension s’appuie sur plusieurs jeux de données expérimentaux d’adhésion où, sous
gravité, un ruban fin et inextensible est pelé de manière réversible de la surface du gel,
lui-même fixé sur une surface rigide. Les résultats dynamiques, de la force de pelage en
fonction de la vitesse de décollement et de recollement sont comparés avec notre prédiction
théorique fondée sur la réponse viscoélastique du gel.

4.1 Protocoles expérimentaux et mesures
Dans cette partie, les principes des mesures sont détaillés. La préparation du gel, du

ruban et le système sont décrits. Ainsi que les deux protocoles de mesure dynamique.
L’expérience est inspirée de l’article de Kendall et coll. [71] où un ruban fin inextensible
est pelé sous gravité de la surface du matériau adhésif. L’une des nouveautés du protocole
développé dans ma thèse pour cette étude est l’accès à la dynamique de recollement et
donc à la détermination univoque du travail d’adhésion du gel.

Figure 4.1 – Expérience vue de profil. Le parallélépipède de gel est maintenu par l’adhésion
de sa face supérieure à la lame de verre. Le ruban avec une partie pendante est déposé sur sa
face inférieure. Sur l’image, l’extrémité pendante du ruban est hors-champ.

Préparation du gel et du ruban

L’échantillon de gel est préparé de la même manière que pour la mesure rhéologique,
présentée à la partie précédente 3.2.1. Le gel est coulé dans des boîtes de Petri pour obtenir
des échantillons d’épaisseurs différentes, allant de 2 mm à 1 cm. Après solidification, le
gel est découpé avec une lame de cutter, en un parallélépipède de longueur ∼ 5 cm et de
largeur ∼ 2 cm. Point important : pour que la découpe soit propre, que les arêtes soient
nettes, sans fissure, il faut trancher le gel avec la lame de cutter du haut vers le bas,
selon toute la longueur, à la manière d’une guillotine. Le parallélépipède de gel est ensuite
déposé sur une lame de verre de microscope. Le ruban – une feuille de Mylar coupée au
massicot en bandelettes de la même largeur – est ensuite déposé sur la surface libre du
gel. La plaque de verre est maintenue retournée. Nous obtenons ainsi, de haut en bas : la
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lame de verre, le gel puis le ruban, avec un côté laissé pendant. La figure 4.1 présente une
image du dispositif vu de profil.

4.1.1 Mesure des caractéristiques des rubans
Nous avons utilisé deux rubans différents pour les expériences : un ruban de Mylar

fin avec un revêtement métallique et un ruban plus épais de Mylar sans revêtement. Les
caractéristiques des rubans sont reportées dans le tableau 4.1.

E (GPa) épaisseur (µm) ρS (kg.m−2) B (J) Lg (cm) Γ (N.m−1)
ruban fin métallisé ' 1 34 2.67× 10−2 6.9× 10−6 ' 3 52× 10−3

ruban épais ' 1 88 7.96× 10−2 9.7× 10−5 ' 5 19× 10−3

Table 4.1 – Caractéristiques des deux rubans utilisés dans les expériences de pelage. E est
le module de Young, ρS la masse surfacique, B ≡ Ed3/12

√
1− ν2 est le module de flexion des

rubans, d étant l’épaisseur et ν ' 0.5 le coefficient de Poisson. Lg est la longueur intrinsèque
caractéristique du ruban, Lg = (B/ρSg)1/3. Γ est l’énergie d’adhésion entre le gel et chaque
ruban.

Pour l’estimation de l’épaisseur des rubans, nous mesurons au Palmer l’épaisseur d’un
empilement d’une dizaine de feuilles. Pour la masse surfacique ρS, nous mesurons la masse
d’une grande feuille rectangulaire dont on calcule la surface. Pour la mesure du module

Figure 4.2 – Définition des notations et paramétrisation du ruban. θ(S) est l’angle local
d’inclinaison du ruban, S est l’abscisse curviligne, croissante de la ligne de contact à l’extrémité
libre. Le vecteur tangent s’exprime par ~t(S) = (cos θ(S), sin θ(S)), le vecteur normal par ~n(S) =
(− sin θ(S), cos θ(S)). La longueur du ruban pendant est notée R.

de flexion B, nous mesurons la géométrie de la partie du ruban pendant sous gravité. La
forme du ruban, l’inclinaison locale θ, vérifie l’équation de l’elastica – la définition des
notations est présentée par la figure 4.2. L’annexe A.3 présente la démonstration, voir
l’équation (A.55) :

d2θ

dS2 =
(
R

Lg

)3

(1− S) cos θ(S) (4.1)

où la longueur caractéristique intrinsèque du ruban – construite à partir de son poids
surfacique et de sa résistance à la courbure – est :

Lg =
(
B

ρSg

)1/3

. (4.2)
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Dans l’équation différentielle (4.1), l’abscisse curviligne S est normalisée par la longueur
du ruban (notée R). S est croissante de la ligne de contact, en S=0, où l’angle est connu
(par la mesure), jusqu’à l’extrémité pendante, en S=1, libre de tout couple (dθ/dS=0).
Les deux conditions aux limites connues étant aux deux extrémités, nous procédons par
une méthode indirecte, dite de tir, pour l’intégration numérique – le paramètre de tir
est l’angle à l’extrémité libre θ(S = 1) et la cible est l’angle à la ligne de contact. La
longueur caractéristique Lg se déduit en reproduisant le profil du ruban expérimental
par le profil numérique, solution de l’équation (4.1), comme l’illustre la figure 4.3. La
longueur caractéristique Lg permet de déduire le module de flexion B connaissant la
masse surfacique du ruban.
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Figure 4.3 – Exemple d’étalonnage du module de flexion B. L’image représente le profil
d’un ruban pendant, la courbe rouge en pointillée correspond au profil expérimental extrait
numériquement. L’extrémité libre du ruban est hors-champ de la caméra. L’angle du ruban à
la ligne de contact est θ ' 0.60 rad, sa longueur est R ' 0.136 m. A droite : la courbe rouge
correspond au profil expérimental, la courbe noire représente la solution numérique donnant
Lg ' 0.0297 m. On en déduit le module de flexion pour le ruban fin : B ' 6.9× 10−6 J.

La mesure de Γ – l’énergie d’adhésion thermodynamique du gel avec chaque ruban –
nécessite une expérience dynamique complète, détaillée à la partie sur le protocole dyna-
mique 2, sans masse ajoutée. La méthode d’extraction de la valeur de l’énergie d’adhésion
à partir des données expérimentales est présentée à la partie 4.4.

4.1.2 Protocole dynamique 1 : ruban long avec masse
Le premier protocole dynamique développé permet d’obtenir des régimes à force constante

où le ruban se pèle à vitesse stationnaire. Pour se placer dans un régime stationnaire, la
force doit demeurer constante en amplitude et en orientation. Il faut donc que la variation
de masse, au cours du pelage, due à l’augmentation de ruban pendant, soit négligeable de-
vant la masse initiale. Il s’agit également de faire en sorte que la forme du ruban pendant
soit invariante, pour éviter toute modification géométrique de la zone de contact.
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4.1 Protocoles expérimentaux et mesures

Ces conditions sont obtenues dans le régime de long ruban pendant, où la majeure
partie du ruban est alignée avec la gravité. La longueur à partir de laquelle le ruban
pendant est aligné avec la gravité sous son propre poids est donnée par l’équilibre entre
l’énergie potentielle de pesanteur et l’énergie élastique de flexion : Lg = (B/ρSg)1/3, de
l’ordre de 3 cm et 5 cm pour les deux rubans – voir le tableau 4.1. Avec une masse à son
extrémité, la longueur caractéristique de flexion est beaucoup plus courte – donnée par
(Bb/mg)1/2, où b ' 1.7 cm est la largeur du ruban, et m la masse ajoutée. Pour une masse
de 1 g, la longueur caractéristique de flexion est de 2 mm. En pratique, les longueurs des
rubans pendants sont de l’ordre de 15 à 20 cm, le système est donc largement dans le
régime de ruban long.

La phénoménologie de l’expérience est relativement simple : nous ajoutons une masse
à l’extrémité pendante du ruban (de 10−4 kg à 10−2 kg) et le ruban se pèle à une vitesse
stationnaire. La figure 4.4 de gauche présente deux images superposées du système vu de
profil, avec un intervalle temporel de 120 s. L’extrémité libre du ruban et la masse sont
hors-champs. Le mouvement de translation de la partie verticale du ruban est mesuré
de manière optique au cours du temps, avec une caméra (1024 × 1024 pixels avec une
résolution spatiale de l’ordre de 20 µm/pix et une fréquence de 1 Hz). De l’observation
du mouvement de translation de la partie verticale du ruban pendant, nous déduisons le
mouvement de la ligne de contact par une simple projection selon la surface du gel non
déformée. Comme illustré sur la figure de droite 4.4, le déplacement de la ligne de contact
est linéaire avec le temps, validant le régime de stationnarité. La vitesse est calculée par
un ajustement avec une droite.

Ce protocole permet de varier les types de ruban, l’épaisseur du gel, l’inclinaison
globale et la masse ajoutée. Les résultats sont présentés, commentés et analysés par la
suite.
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Figure 4.4 – Exemple de mesure pour le protocole dynamique avec masse. A gauche : deux
images superposées (séparés de 120 s) du système vu de profil (le contraste de l’image est ajusté
pour la représentation). A droite : données expérimentales du mouvement de translation de la
position de la ligne de contact selon la surface du gel en fonction du temps. Les paramètres de
cette expérience sont : épaisseur du gel h0 ' 0.47 cm, inclinaison globale φ ' −46.4◦, ruban fin
et masse ajoutée m ' 6 × 10−4 kg. La droite noire représente le meilleur ajustement linéaire
donnant la vitesse de la ligne de contact : v ' 7.6× 10−6 m.s−1.
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CHAPITRE 4. ADHÉSION

4.1.3 Protocole dynamique 2 : ruban court sans masse ajoutée
Pour obtenir des configurations où le ruban se recolle sur la surface, il faut que la force

de pelage soit inférieure au seuil d’adhésion. Le gel étant très peu adhésif, cette dynamique
de recollement s’avère accessible exclusivement avec des longueurs de rubans suffisamment
courtes, sans ajout de masse à leur extrémité. En pratique, nous concevons le système
dans un état initial avec un ruban pendant long, que nous coupons progressivement pour
réduire sa longueur et donc son poids. A partir d’une longueur seuil, le ruban se recolle
spontanément. Plus le ruban est court, plus la vitesse de recollement est grande. La
figure 4.5 présente deux images entre lesquelles le ruban s’est recollé. Le ruban étant
court, il n’y a pas de régime asymptotique où il est aligné avec la gravité. Nous mesurons
donc le très faible déplacement par une détection sub-pixelaire de la position de la ligne
de contact. Cette détection numérique est permise par le bon contraste de la prise de vue
et la finesse de l’arrête du gel, qui est sans fissure.

Figure 4.5 – Exemple de mesure pour le protocole dynamique sans masse ajoutée où le ruban se
recolle. A gauche : image du dispositif vu de profil à un instant initial. Au centre : superpositions
de deux images séparées par un intervalle de 2935 s. Les points rouges et verts sont issus de la
détection numérique du ruban et de la surface du gel par la méthode de convolution du niveau
de gris – voir la partie 2.2.2. A droite : zoom sur la ligne de contact, le ruban s’est recollé d’une
longueur dR. La mesure de la vitesse moyenne entre les deux images est de v ' −9.6×10−8 m.s−1.
Les paramètres de cette expérience sont : épaisseur de gel h0 ' 0.4 cm, inclinaison globale
φ ' −45.1◦, ruban fin de largeur b ' 1.8 cm et longueur de ruban pendant R ' 7.15 cm.

4.2 Force de pelage
Le paramètre clef de ces expériences est la force de pelage f par unité de longueur

transverse, définie par le travail élémentaire lorsque la ligne de contact se déplace.
Dans le régime de ruban long avec masse ajoutée (protocole 1), le ruban est suffisam-

ment grand pour que la majeur partie du ruban pendant soit alignée avec la gravité. Dans
cette approximation, la géométrie du ruban et celle de la déformation du gel sont donc
invariantes au cours du pelage. De plus, la masse du ruban est négligeable devant la masse
ajoutée. La seule force qui exerce un travail non nul est donc le poids de la masse ajou-
tée. Dans ce cadre, l’estimation de la force de pelage s’effectue par un simple argument
géométrique. Comme l’illustre la figure 4.6 (b), lorsque le ruban se pèle, que la ligne de
contact se translate d’une distance dR selon la surface du gel, la longueur du ruban varie
de dR. Dans la convention de l’axe vertical ascendant, l’extrémité pendante descend donc
de dR directement à cause de l’augmentation de la longueur du ruban, mais monte aussi
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4.3 Caractéristiques géométriques de la déformation

de dR sinφ à cause de l’inclinaison du gel (dans le schéma, φ < 0 par convention et donc
dR sinφ < 0). Nous obtenons la force linéique de pelage :

f = λg(1− sinφ), (4.3)

où λ = m/b est la masse linéique ajoutée à l’extrémité libre du ruban. b étant la largeur
transverse du ruban et m la masse ajoutée à l’extrémité libre du ruban.

La force de pelage dans le cas général – en considérant les rubans courts et leur masse
surfacique : cas du protocole 2 – est obtenue par un principe variationnel de l’énergie
totale, voir l’annexe A.3 ainsi que les équations (A.66) et (A.68).

4.3 Caractéristiques géométriques de la déformation

Figure 4.6 – (a) Expérience vue de profil. (b) Schéma explicitant le raisonnement pour expri-
mer la force de pelage f , ici φ < 0 par convention. (c) Zoom mettant en évidence la déformation
du gel par la force de pelage transmise par le ruban, avec la déformation normale e et la défor-
mation parallèle `.

Les protocoles présentés permettent d’accéder aux caractéristiques géométriques au
niveau de la ligne de contact. Ces informations sont de premières importances pour com-
prendre le processus dissipatif au cours du pelage et du recollement, lorsque la zone de
déformation se déplace le long de la surface du gel [75]. Les caractéristiques géométriques
sont mises en évidence dans le zoom de la figure 4.6(c). De manière surprenante, les
échelles caractéristiques de déformation dans les directions normale – notée e – et paral-
lèle – notée ` – au gel sont non triviales. Les mesures montrent que la déformation normale
e n’est pas linéaire en fonction de la force de pelage f , suggérant une relation e ∝ f 1/2.
Les mesures finales de la déformation e en fonction de la force de pelage sont présentées
à la suite du raisonnement menant à sa compréhension – figure 4.9.

Cette réponse non linéaire de la déformation normale, peut être comprise en deux
étapes. Elle est liée à la géométrie particulière de la déformation et s’explique dans le
cadre de l’élasticité linéaire.

Le premier point porte sur l’analyse de la déformation du côté du gel en contact avec
le ruban. L’échantillon de gel, mou et épais, est caractérisé par son module de cisaillement
à fréquence nulle G. Une déformation de la surface, d’amplitude normale e et horizontale
` implique une contrainte normale σ ∼ Ge/`. Pour le ruban, la contrainte normale est
donnée par le module de flexion B et est proportionnelle à la déformation normale e, en
loi d’échelles on obtient : σ ∼ Be/`4. L’équilibre des contraintes entre le ruban et le gel ne
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CHAPITRE 4. ADHÉSION

sélectionne pas la déformation normale e, mais fait apparaître la longueur caractéristique
latérale `, donnée par :

` =
(
B

G

)1/3
. (4.4)

Cette longueur d’élasto-flexion ` correspond à la période spatiale des rides de surface qui
se forment lorsque l’on comprime un matériau mou recouvert d’une fine peau rigide [18].
Dans l’expérience de pelage, ` représente la longueur de décroissance sur laquelle, le ruban
s’aligne avec la surface non déformée du gel, comme illustrée de manière qualitative à la
figure 4.6 (c).
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Figure 4.7 – A gauche : mesure expérimentale de la largeur du côté du ruban, que l’on évalue
de deux manières : soit avec la courbure locale θ̇ (mesurée en différenciant le profil du ruban)
et la déformation e, représentée par ◦ ; soit avec la longueur de décroissance exponentielle `exp
(symboles pleins) comme illustré sur la figure de droite. Dans les configurations : de ruban
long avec masse (•) et sans masse (N). Mesures réalisées pour le ruban fin : la valeur de ` =
(B/G)1/3 ' 1.8 mm.

Expérimentalement, la longueur de décroissance de la déformation du gel, du côté
du ruban collé, est mesurée pour plusieurs configurations. D’après la prédiction en loi
d’échelles précédente (4.4), on s’attend à une longueur constante, de l’ordre du milli-
mètre. On peut définir deux méthodes expérimentales pour estimer cette longueur de
décroissance, comme illustré par la figure 4.7 de droite. Ce qu’on appelle `exp est la taille
caractéristique de la décroissance exponentielle de la partie du ruban collé, dont le profil
est extrait numériquement et ajusté par une exponentielle décroissante. Cette grandeur
est représentée en symboles pleins : sur la figure 4.7 de gauche, les N correspondent à la
configuration sans masse ajoutée et différentes longueurs de ruban (protocole 2), les • cor-
respondent à la configuration de ruban long avec différentes masses ajoutées (protocole 1).
En accord avec la prédiction, cette longueur est indépendante de la force de pelage et est
de l’ordre de la longueur d’élasto-flexion (4.4), déterminée par l’équilibre entre l’élasticité
du gel et la rigidité en flexion du ruban.
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4.3 Caractéristiques géométriques de la déformation

De plus, nous pouvons vérifier expérimentalement que la courbure locale du ruban à
la ligne de contact est déterminée en loi d’échelles par la déformation e et la longueur
latérale, `, sur laquelle le ruban rejoint le profil non déformé du gel, on obtient :

θ̇ ∼ e

`2 . (4.5)

Cette relation est générale si on ne précise pas la longueur latérale. Ici, nous voulons
montrer que la longueur de décroissance latérale est indépendante de la déformation et
est donnée par la longueur d’élasto-flexion. On mesure donc à partir des expériences la
longueur définie par

√
e/θ̇, les données sont représentées par les symboles ◦ à la figure 4.7

de gauche. On remarque que l’ordre de grandeur attendu du millimètre est vérifiée, et que
la longueur

√
e/θ̇ est constante en première approximation – sur la figure, l’axe horizontal

de la force est en échelle logarithmique et varie sur trois ordres de grandeurs alors que la
longueur latérale sur l’axe vertical est en échelle linéaire et les données varient de moins
d’un facteur trois. Un autre point à prendre en compte est la plus grande incertitude pour
ces mesures, car elle proviennent de deux mesures indépendantes : e et θ̇.

L’argument d’équilibre mécanique en loi d’échelles et les mesures valident donc les deux
points suivants : l’identité entre la longueur de décroissance latérale et la longueur donnée
par la courbure et la déformation

√
e/θ̇. Et l’identité entre la longueur de décroissance

latérale et la longueur d’élasto-flexion ` = (B/G)1/3.
Pour aller plus loin dans cette hypothèse – la longueur de décroissance, du côté du

ruban collé, ne dépend pas de la force de pelage mais uniquement des modules de flexion
du ruban et de cisaillement du gel – l’angle d’inclinaison, noté θ et illustré à la figure 4.6(c),
du ruban au niveau de la ligne de contact est représenté en fonction de e/` à la figure 4.8.
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Figure 4.8 – Angle θ à la ligne de contact en fonction de la déformation e, normalisée par la
longueur d’élasto-flexion `. Les données sont obtenues pour deux rubans différents. Pour le ruban
fin (◦ et 4) ` ' 1.8 mm, pour le ruban épais (�) ` ' 4.3 mm. Les données sont obtenues pour
les configurations avec masse (◦ et �) et sans (4) ainsi que pour différentes inclinaisons globales
φ. Les lignes noires présentent les meilleurs ajustements de la forme tan θ = tanφ+e/(α`). Pour
les points rouges φ ' −45◦ et α ' 0.51, pour les points verts φ ' 0◦ et α ' 0.6, pour les points
bleus φ ' 45◦ et α ' 0.18.
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Par une description simpliste de la déformation, on considère que la partie collée du
ruban forme un triangle de hauteur e et de base ` comme la figure 4.7 de droite l’illustre.
On prédit alors une relation géométrique reliant l’angle à la déformation : tan θ− tanφ =
(e/`)(1 + tan θ tanφ). Cependant, l’inconvénient de cette approximation est qu’elle ne
prédit pas le bon comportement asymptotique des grandes déformations : lorsque e →
+∞, l’angle θ → π/2, puisque le ruban s’aligne alors avec la gravité, dès la position de la
ligne de contact. Nous proposons donc l’expression suivante :

tan θ − tanφ ' e

α`
(4.6)

car elle prédit la divergence de la déformation normale e pour θ → π/2 et qu’elle est
cohérente avec la description triangulaire pour φ = 0. De plus, les données pour les
différentes configurations expérimentales sont remarquablement bien prédites par cette
relation simple (voir la figure 4.8), où α est un facteur multiplicatif de l’ordre de l’unité
(∼ 0.6 pour φ ' 0), qui varie de manière non monotone avec l’angle d’inclinaison global
φ. Le recouvrement des points verts (correspondants à φ = 0), pour les deux rubans de
rigidités en flexion différentes (cercles et carrés) montre une fois de plus que ` = (B/G)1/3

est bien la longueur caractéristique de la déformation latérale.

Maintenant que la déformation du gel, du côté du ruban collé est comprise, nous allons
nous intéresser à la partie pendante du ruban pour expliquer le comportement non linéaire
du déplacement normal e en fonction de la force de pelage. Le raisonnement suivant est
présenté pour la configuration du protocole avec masse ajoutée - le raisonnement pour
l’autre protocole est similaire. La forme du ruban pendant est celle d’un elastica classique
avec une masse ajoutée à l’extrémité pendante. On décrit la forme du ruban par l’angle
local θ(S), où S est la coordonnée curvilinéaire. Le vecteur tangent unitaire est noté
~t(S) = (cos θ, sin θ). Avec ces notations, l’équation différentielle de l’elastica peut être
exprimée sous sa forme intégrale – voir l’équation (A.58) en annexe A.3 pour les détails :

1
2Bθ̇(S)2 + λ~g ·

[
~t(S)− ~t(R)

]
= 0. (4.7)

où, l’extrémité pendante en S = R est libre de tout couple (θ̇ = 0). A la ligne de contact,
nous estimons, d’après l’équation (4.5), le terme de flexion en loi d’échelles par Be2/`4. La
force de la masse ajoutée à l’extrémité pendante, dans l’approximation de ruban long est
donnée par λg(1− sinφ), où φ est l’angle d’inclinaison global du système – voir l’équation
(4.3).

Combinée avec l’expression de ` (4.4), nous obtenons la loi d’échelles non linéaire pour
le déplacement normal e en fonction de la force de pelage f :

e2G

`
∼ λg(1− sinφ) = f. (4.8)

Cette relation contient tous les paramètres qui sélectionnent l’amplitude de la déforma-
tion : l’élasticité du gel G, le module de flexion du ruban B (comprise dans la longueur
d’élasto-flexion `), l’inclinaison globale φ et la masse, contenues dans la force de pe-
lage f . Expérimentalement cette loi est testée pour deux types de ruban de rigidité en
flexion différentes, trois inclinaisons globales différentes, plusieurs masses ajoutées dans
la configuration du protocole 1 et pour plusieurs longueurs de ruban pendant dans la
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4.3 Caractéristiques géométriques de la déformation

configuration 2. Ainsi que pour différentes épaisseurs de gel, qui s’avèrent n’avoir aucun
effet, validant le régime de substrat semi-infini. La figure 4.9 présente la déformation en
fonction de la force de pelage pour les différents paramètres énoncés, selon la prédiction
en loi d’échelles (4.8). Les données montrent un bon accord sur quatre décades en force.

Les conclusions de cette étude sur la déformation sont les suivantes : l’élasticité linéaire
suffit à expliquer les observations ; pour les échantillons utilisés, l’épaisseur du substrat
ne compte pas, le gel peut être considéré comme semi-infini ; enfin la rigidité en flexion
du ruban contrôle la déformation latérale du gel, du côté du ruban collé.
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Figure 4.9 – Relation entre la déformation normale du gel e, adimensionnée par la longueur
d’élasto-flexion `, et la force linéique de pelage f adimensionnée par ` et le module élastique du
gel G. ◦ et � : configuration avec masse ; 4 configuration sans masse. Les couleurs, du rouge au
bleu, correspondent aux inclinaisons globales du gel φ (−45◦, 0◦, 45◦) et les tailles aux épaisseurs
de gel. � : ruban épais. ◦ et 4 : ruban fin. La droite noire est le meilleur ajustement selon la loi
d’échelles attendue (4.8), de puissance 1, donnant un préfacteur de l’ordre de l’unité (' 0.26).
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4.4 Réversibilité de l’adhésion
Dans le protocole dynamique sans masse ajoutée (protocole 2), nous mesurons la

vitesse de la ligne de contact en fonction de la longueur du ruban. Pour un ruban long,
le ruban se pèle. Pour un ruban plus court qu’une longueur seuil, le ruban se recolle sur
le gel. Pour chaque longueur de ruban, nous pouvons déterminer la force de pelage que
le ruban pendant exerce sur le reste du système (gel + ruban collé) selon l’expression
démontrée en annexe A.3, voir l’équation (A.68).

Les données expérimentales du protocole 2 peuvent donc être représentées comme
à la figure 4.10(a) : la force de pelage en fonction de la vitesse de la ligne de contact.
La vitesse est ici adimensionnée selon l’expression de la dissipation viscoélastique qui est
expliquée dans la suite. L’énergie d’adhésion peut être extraite précisément comme la force
correspondant au cas statique, à vitesse strictement nulle. Le système est à l’équilibre,
la force de pelage est identique au travail d’adhésion : f = Γ. Les valeurs mesurées sont
Γ = 52 ± 3 mN.m−1 pour le ruban métallisé et Γ = 19 ± 3 mN.m−1 pour le ruban de
Mylar. Ainsi, cette expérience nous permet de mesurer précisément la contribution non
dissipative dans le processus d’adhésion.
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Figure 4.10 – (a) Relation entre la force de pelage f et la vitesse v adimensionnée dans la
configuration sans masse – la raison de cet adimensionnement est expliquée dans la suite, voir
la partie 4.5. Les données correspondent au ruban métallisé. La courbe sert de guide pour la
lecture. Par convention, on considère que (−v)n = −vn. (b) Vue de profil du gel dans la condition
d’équilibre statique f = Γ, révélant l’angle de Young θY ' 65± 5◦.

Le travail d’adhésion peut être directement relié à la forme du gel du côté sans ruban.
La figure 4.10(b) montre que la surface libre du gel est hautement courbée avant le point
de contact avec le ruban. Telle une fissure à la Griffith ou les problèmes d’adhésion de type
JKR [66], la déformation normale adopte une forme en racine carrée h ∝ x1/2, où x est la
distance mesurée à partir de la ligne de contact [66]. Cependant de manière remarquable,
nous observons que le gel forme un angle bien défini au contact avec le ruban.

On présente ici, les arguments permettant de comprendre la sélection de l’angle de
contact entre le ruban et le gel, illustrée par la figure 4.11(d). Le ruban est de module de
Young élevé (E ' 1 GPa) et d’épaisseur fine (d ' 15 µm). Si la courbure est grande devant
l’épaisseur du ruban, les déformations sont principalement en flexion (B ' 6.9× 10−6 J)
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4.5 Energies libérées et dissipées

Figure 4.11 – (a) Expérience vue de profil. (d) Zoom à l’échelle élasto-capillaire du gel L =
γ/G ∼ 30 µm, la surface du gel présente une singularité en racine carrée régularisée sous cette
échelle, où l’angle de contact θY est sélectionné par la loi de Young.

et le ruban est considéré comme inextensible. De plus, le ruban est considéré comme rigide
vis-à-vis de la transition de Young-Neumann à l’échelle de la ligne de contact – voir l’in-
troduction 3.1. En effet, la longueur élasto-capillaire du ruban est sous l’échelle atomique
(de l’ordre γ/E ∼ 10−11 m). Sa surface n’est donc pas déformée. Ces deux arguments
valident la description de la déformation du ruban avec un seul champ, l’inclinaison locale
θ(S) qui ne présente pas de discontinuité. A la ligne de contact, en dessous de l’échelle
élasto-capillaire du gel L = γ/G ∼ 30 µm, l’élasticité est négligeable devant les énergies
de surface. A ces échelles, l’angle de contact est donc sélectionné par un équilibre entre les
énergies surfaciques des trois interfaces : gel/air, air/ruban et ruban/gel. Par un raisonne-
ment similaire au cas d’un liquide sur une surface rigide, on obtient la loi de Young pour
la sélection de l’angle "de mouillage" entre le gel et le ruban en dessous de la longueur
élasto-capillaire du gel L = γ/G [70, 123, 146] :

cos θY = Γ
γ
− 1 (4.9)

où, γ est l’énergie surfacique de l’interface gel/air et Γ = γruban+γ−γruban/gel est l’énergie
d’adhésion du ruban avec le gel. En dehors des subtilités de la capillarité des interfaces
élastiques [4, 147], cette interprétation de "mouillage" est cohérente avec nos mesures di-
rectes de l’angle de contact du gel. Nous mesurons θY = 65◦ ± 5◦ pour le ruban métallisé
et θY = 125◦ ± 5◦ pour le ruban moins adhésif, de Mylar. En utilisant la valeur précé-
demment mesurée pour l’énergie surfacique de l’interface gel/air γ ' 39 mN.m−1 [69], la
loi de Young précédente exprimée avec le travail d’adhésion du gel prédit respectivement
pour les deux rubans θY ' 70◦ et θY ' 120◦, cohérent avec nos mesures.

4.5 Energies libérées et dissipées
Dans cette partie, nous allons nous intéresser à la caractéristique la plus importante

pour l’adhésif : la relation entre la force de pelage et la vitesse de la ligne de contact.
L’inertie étant négligeable, cette relation provient d’un simple argument d’équilibre de
transfert énergétique. La dissipation viscoélastique du gel déformé est égale au travail
d’adhésion et à celui de la force de pelage.
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Pour chaque condition expérimentale – un type de ruban et une inclinaison donnée
φ – les données présentées dans l’insert de la figure 4.12 suivent une loi de puissance entre
la force et la vitesse avec un exposant 0.53 ± 0.04, cohérent avec l’exposant n ' 0.55,
du module de dissipation viscoélastique G′′(ω) du gel – voir les données rhéologiques
présentées à la figure 3.2. De plus, d’après les mesures, nous observons que la vitesse est
indépendante de l’épaisseur du gel (taille des symboles dans les figures), ce qui indique
que la dissipation est localisée dans la déformation au voisinage de la ligne de contact.

Pour interpréter ce comportement, nous devons déterminer la dissipation dans le gel,
prédite par sa rhéologie (3.2). Une équation fermée peut être obtenue, en utilisant le fait
que pout un système sur-amorti, la dissipation totale est égale à l’énergie injectée au
bord par la contrainte élastique – voir la partie 3.2.2 pour la démonstration. On se place
dans l’approximation des faibles déformations. La ligne de contact se translate à vitesse
constante, il y a donc un couplage entre les variables spatiales et temporelle, le profil du
gel s’écrit avec une structure d’onde progressive : h(x − vt). Cette translation relie les
fréquences temporelles (ω) aux fréquences spatiales (q).

Le transfert énergétique s’écrit :

f − Γ =
∫ dq

2π
qG′′(qv)
k(q) |ĥ(q)|2, (4.10)

où ĥ(q) est la transformée de Fourier de la déformation du gel et k(q) ' (2|q|)−1 est
la fonction de Green spatiale du gel (dans la limite d’épaisseur infinie). Naturellement,
ω = qv impose la fréquence caractéristique pour la dissipation. La détermination indé-
pendante de la viscoélasticité du gel – voir la partie 3.2.1 – permet d’écrire G′′ ∼ (qvτ)n G,
où G ' 1.2 kPa est le module de cisaillement à fréquence nulle du gel et τ un temps ca-
ractéristique du gel.

La dernière étape est de prendre en compte la déformation de la surface du gel ĥ
dans l’équation (4.10). En utilisant le profil d’une fissure selon h ∼ (` x)1/2, pour laquelle
ĥ ∼ `1/2|q|−3/2, l’intégrale de la dissipation dans l’équation (4.10) diverge à grand q et
induit une dissipation infinie aux petites échelles. Cependant, la condition de mouillage
aux échelles inférieures à la longueur élasto-capillaire L fournit une coupure : lorsque la
surface du gel rejoint le ruban en formant un angle fini, la dissipation est intégrable et
dépend de θY . En utilisant q ∼ L−1 comme échelle de régularisation, (4.10) devient :

f − Γ ' β
(
τv

L

)n
G`. (4.11)

L’équilibre des forces (4.11) peut être analysé comme une définition quantitative du facteur
β dépendant de la géométrie locale à la ligne de contact. Ce facteur est extrait de chaque
conditions expérimentales – un type de ruban et une inclinaison donnée φ. La figure 4.12
confirme que toutes les données dynamiques s’accordent avec la prédiction (4.11), β étant
de l’ordre de l’unité. La valeur précise de β – voir le tableau 4.2 – dépend principalement
de la géométrie du gel au point de contact : il est ∼ 10 plus grand pour θY ' 65◦
que pour θY ' 125◦. Ainsi, l’angle de contact détermine le travail d’adhésion du gel
(Γ = γ(1 + cos θY )). Mais surtout, nous démontrons l’importance de l’angle de contact
même pour la dissipation viscoélastique. Pour des conditions de "mouillage" plus grande,
c’est-à-dire un coin de gel aiguë – θY petit – nous avons observé expérimentalement que
cela implique une dissipation beaucoup plus grande. Grâce au formalisme de dissipation
viscoélastique, nous pouvons conclure que c’est la géométrie locale et la différence de
conditions de "mouillage" qui implique cette plus grande dissipation entre les deux rubans.
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Aussi β comporte une variation non monotone sous-dominante avec l’inclinaison globale
φ.
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Figure 4.12 – Mesures expérimentales entre la force de pelage et la vitesse rééchelonnées selon
l’équation (4.11). Les couleurs correspondent à différentes inclinaisons globales φ : du rouge au
bleu (−45◦, 0◦, 45◦). Les symboles correspondent aux configurations des expériences comme
indiqué dans le tableau en insert. La taille des symboles correspond aux épaisseurs des gels. La
figure en insert représente les données sans redimensionnement.

β φ ' −45◦ φ ' 0◦ φ ' 45◦
θY ' 65◦ 1.2− 1.4 3.3 2.2
θY ' 125◦ 0.07 0.43

Table 4.2 – Valeurs du préfacteur β défini par l’équilibre des forces (4.11) selon les différentes
configurations expérimentales : type de ruban et inclinaison φ.

En conclusion, nous avons montré que les adhésifs réversibles obéissent à de simples lois
d’échelles pour la déformation et la dissipation, dont l’origine provient de la viscoélasticité
linéaire et aussi de manière importante de la capillarité du solide. Le cadre théorique
proposé ici relie l’adhésion et la dynamique d’une ligne de contact liquide, ouvrant la
voie à une théorie plus complète. Le travail effectué rend possible la conception et l’étude
d’adhésif en variant leur propriété viscoélastique, leur propriété de surface ainsi que leur
architecture aux échelles méso- et macroscopique.
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Conclusion

↑ Table des matières

Ce travail de thèse permet de franchir une étape importante dans l’unification des
différents processus dynamiques responsables de la dynamique d’une ligne de contact à
l’échelle macroscopique.

L’expérience de dip-coating développée et réalisée sur six décades en vitesse, à l’avancée
et au recul, avec une résolution au micromètre près pour la hauteur du ménisque, permet
d’accéder précisément à la dynamique de la ligne de contact à l’échelle macroscopique.

Nous avons utilisé la théorie hydrodynamique dans ce travail de recherche comme un
outil pour relier l’échelle macroscopique à l’échelle microscopique. A partir des mesures
macroscopiques – de la hauteur du ménisque en fonction de la vitesse – nous déduisons
l’information cruciale pour les phénomènes capillaires : l’angle à la ligne de contact, dont
les variations avec la vitesse témoignent de processus localisés au voisinage de la ligne de
contact. Nous avons montré que ces processus peuvent être une dissipation viscoélastique
pour les substrats déformables ou une dynamique thermiquement activée dans le cas d’une
surface rigide hétérogène. Cette méthode générale, utilisant des mesures macroscopiques
dynamiques fines – relativement simples à réaliser par rapport à l’observation directe au
voisinage de la ligne de contact – et la théorie hydrodynamique, peut être appliquée à une
multitude de surfaces différentes pour en étudier le comportement dynamique à l’échelle
de la ligne de contact et ainsi extraire les propriétés des différentes surfaces et identifier
physiquement leurs effets sur la dynamique. L’extraction de l’angle à la ligne de contact
et de ses variations en fonction de la vitesse constitue une avancée expérimentale majeure.

Ce travail de thèse permet un premier pas important dans la compréhension de l’effet
d’hétérogénéités présentes sur une surface rigide. Ces hétérogénéités déforment la ligne
de contact. Nous avons prédit de manière théorique l’évolution temporelle, fondé sur la
théorie hydrodynamique des écoulements fluctuants et une vision rhéologique de la ligne de
contact. Cette prédiction pose une base solide pour étudier le comportement général d’une
ligne de contact. Par une décomposition modale combinée à une réduction énergétique au
moyen de la théorie du chemin de réaction, nous avons simplifié la description d’une ligne
de contact à seulement deux degrés de liberté : la position moyenne de la ligne de contact et
l’amplitude de la déformation. Par cette réduction, les défauts et la déformation de la ligne
de contact créent un paysage énergétique dans lequel se déplace les deux degrés de liberté.
Grâce à ce modèle, nous avons distingué les notions d’angles de dé-piégeage, d’hystérésis
et d’angles expérimentaux d’avancée et de recul. Ces distinctions importantes permettent
une caractérisation clarifiée, plus juste, des surfaces et de ses interactions physiques avec
une ligne de contact. La dynamique d’une ligne de contact apparaît comme une méthode
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complète pour étudier les propriétés d’une surface et la physique des interfaces. Une des
conclusions principale est que, même pour des défauts faibles, c’est-à-dire en l’absence
d’hystérésis, le système comporte des forces seuils de dé-piégeage à température nulle, et
que les angles d’avancée et de recul expérimentaux classiquement utilisés ne reflète pas
l’existence d’hystérésis mais sont liés aux processus dissipatifs. Pour la première fois, nous
pouvons prédire et reproduire de manière quantitative la dynamique de la ligne de contact
sur l’ensemble des vitesses par un modèle cohérent prenant en compte tous les ingrédients
physiques : la présence de défauts, faibles – soit l’absence d’hystérésis – les déformations
de la ligne de contact, l’agitation thermique et l’hydrodynamique. Une des questions
ouvertes par mon travail de thèse, porte concrètement sur la résolution numérique de
l’équation d’évolution complète de tous les modes de déformation de la ligne de contact
sur une surface hétérogène et en présence d’agitation thermique. Un des objectifs de cette
résolution, en plus d’obtenir une prédiction à partir de cette théorie, serait de justifier et
de comprendre plus finement l’approche du chemin de réaction. Cette approche du chemin
de réaction doit être développé en parallèle pour prédire l’effet dynamique dans un cas plus
général, comprenant celui de défauts forts. Cette étude permettait d’analyser les données
expérimentales de mouillage dynamique sur des substrats comportants des défauts plus
grands que la centaine de nanomètres. Enfin, une des questions importantes porte sur
l’interprétation physique de la longueur d’activation extraite des mesures expérimentales.
La poursuite de l’étude préliminaire de défauts purement aléatoires permettrait d’analyser
des expériences de mouillage dynamique de surfaces hétérogènes contrôlées.

Au cours de ce travail de thèse nous avons montré, par trois expériences dynamiques
distinctes de la ligne de contact, l’effet de la déformation d’un substrat viscoélastique et de
la dissipation associée localisée au voisinage de la ligne de contact. Cette dissipation bien
que localisée au voisinage de la ligne de contact affecte le comportement dynamique macro-
scopique. La signature viscoélastique du matériau se retrouve directement dans celle de la
dynamique de la ligne de contact. Le formalisme développé ouvre la voie à une compréhen-
sion plus générale et éventuellement à un nouveau type de rhéomètres d’interfaces, fondé
sur la capillarité, permettant de sonder des échelles de longueurs et de temps difficilement
accessibles par les rhéomètres conventionnels. Enfin, la réalisation et l’étude de l’expé-
rience d’adhésion permettent une compréhension générale des phénomènes de surface et
d’adhésion. Pour les adhésifs faibles, la dissipation est prédite de manière quantitative
par la viscoélasticité du substrat. Un des résultats importants de cette étude – permise
par le formalisme de dissipation développé – est le suivant : le travail d’adhésion ther-
modynamique et la géométrie locale à la ligne de contact affectent aussi, et de manière
importante, la dissipation. Enfin nous avons démontré que le formalisme théorique que
nous avons développé pour une ligne de contact liquide permet d’expliquer l’adhésion.
Ce point remarquable permet de comprendre dans une vision globale les phénomènes dy-
namiques d’interfaces. Cette vision généralisée des phénomènes d’interfaces ouvre la voie
vers de nouvelles perspectives d’analyse, de compréhension et de conception de systèmes
physiques constitués d’interfaces entre matériaux liquides ou viscoélastiques.
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Annexe A

Annexes

A.1 Annexes de la partie 2.5

A.1.1 Comportements asymptotiques à la plaque (partie 2.5.2)

Cette annexe présente les comportements asymptotiques à la ligne contact de l’inter-
face perturbée. On rappelle le système d’équations :

h′′1 = (1 + h′0
2)q2h1 + 3(1 + h′0

2)1/2κ0h
′
0h
′
1 + (1 + h′0

2)3/2κ1 (A.1)

κ′1 = 3Ca(2h0 + 3`s)
h2

0(h0 + 3`s)2 h1 + 3
h2

0(h0 + 3`s)
F1 (A.2)

F ′1 = −jΩh1 + h2
0 (h0 + 3`s) q2

3 κ1. (A.3)

Les notations suivantes sont introduites par souci de concision : t0 = tan θ0, s0 = sin θ0,
c0 = cos θ0 = (1 + t20)−1/2. On rappelle la définition du quadrivecteur X

X =


h1
h′1
κ1
F1

 . (A.4)

En démarrant la recherche de comportement asymptotique par seulement l’ordre zéro non
nul pour h1, (h1 = 1), et en résolvant de manière itérative les équations différentielles, on
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obtient le premier comportement asymptotique que l’on note Xh :

Xh =
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(A.5)

En démarrant la recherche de comportement asymptotique par seulement l’ordre zéro non
nul pour h′1, (h′1 = 1), et en résolvant de manière itérative les équations différentielles, on
obtient le premier comportement asymptotique que l’on note Xθ :

Xθ =
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(A.6)

En démarrant la recherche de comportement asymptotique par seulement l’ordre zéro non
nul pour κ1, (κ1 = 1), et en résolvant de manière itérative les équations différentielles, on
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obtient le premier comportement asymptotique que l’on note Xκ :

Xκ =



1
2c3

0
x2 +O(x3 ln2 x)

1
c3

0
x+O(x2 ln2 x)

1 +O(x ln2 x)

q2`st20
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. (A.7)

L’expression du comportement asymptotique comportant un ordre zéro non nul pour
le flux n’est pas nécessaire, ce comportement est non physique. Le flux doit s’annuler à la
ligne de contact.

A.1.2 Solutions de MeijerG (partie 2.5.3)
Ici, nous proposons une résolution de l’équation (2.78) en changeant la condition aux

limites de glissement de Navier par une longueur de coupure, ainsi le (x + 3`s/ tan θ) de
l’équation (2.78) se remplace par x. Ce qui simplifie l’équation à résoudre. Les conditions
aux limites s’applique alors en x = 3`s/ tan θ0. L’équation (2.78) devient :

(x3h′′′1 )′ = −j 3Ω
`γ sin3 θ

h1, (A.8)

qui se réécrit en posant w = 9Ω`s/(`γ sin3 θ tan θ) (les longueurs sont ici normalisées par
3`s/ tan θ) :

x3h
(4)
1 (x) + 3x2h

(3)
1 (x) + jwh1(x) = 0. (A.9)

Cette équation admet deux solutions divergentes à l’infini que l’on exclu. La solution
générale convergente à l’infini s’écrit h1(x) = c1G1(x) + c2G2(x), où les deux solutions de
base ont pour développement en x→ 0 :

G1(x) ∼ − ln(−jw)− ln(x)− 4γEuler + 1

+ x
(
−1

2jw(ln(x) + ln(−jw))2 − 2j(2γEuler − 1)w(ln(x) + ln(−jw))
)

− x
(1

3j
(
π2w + 24γ2

Eulerw − 24γEulerw + 9w
))

(A.10)

G2(x) ∼ 1 + jx (w ln(x) + 4γEulerw − 2w + w ln(jw)) (A.11)

où γEuler ' 0.577 · est la constante d’Euler-Mascheroni. La condition de flux nul à la ligne
de contact impose la relation suivante entre les constantes c1 et c2 (que nous imposons
ici, en x = 1, à la longueur de coupure) :

h(4)(1) = c1G
(4)
1 (1) + c2G

(4)
2 (1) = 0 (A.12)

soit

c2 = c1

(2j
w

+ 4γEuler − 2 + ln(−jw)
)

(A.13)
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La solution est donc caractérisée à une constante près. La fonction réponse est définie
comme le rapport entre la variation en cosinus et la variation en amplitude de déplace-
ment :

C = sin2 θ0

cos θ0
lim
x→1

h′1(x)
h1(x) (A.14)

Le développement aux faibles w donne :

`γC '
3πΩ

2 tan θ + j
3Ω

tan θ ln
(

1 + tan θ0 sin3 θ0`γ
3 exp(4γEuler − 1

2)Ω`s

)
. (A.15)

A.2 Annexes de la partie 2.6

A.2.1 δUµ
δε̂(q) (partie 2.6.1.4)

Uµ = K
∫ +∞

−∞

dq

2π |q||ε̂(q)|
2 (A.16)

où K = γψ2 sin2 θµ/2. Comme ε(x) est réelle, sa transformée de Fourier est à symmetrie
hermitienne : ε̂(−q) = ε̂(q)∗, on obtient donc pour la variation infinitésimale :

|ε̂(q) + δε̂(q)|2 = (ε̂(q) + δε̂(q)) (ε̂(−q) + δε̂(−q))
' |ε̂(q)|2 + ε̂(q)δε̂(−q) + ε̂(−q)δε̂(q)

De manière explicite pour la différentiation on obtient :

Uµ[ε̂(q)]− Uµ[ε̂(q) + δε̂(q)] = K
∫ +∞

−∞

dq

2π |q|ε̂(q)δε̂(−q)

+ K
∫ +∞

−∞

dq

2π |q|ε̂(−q)δε̂(q)

En effectuant le changement de variable q → −q pour la première intégrale, on obtient :

Uµ[ε̂(q)]− Uµ[ε̂(q) + δε̂(q)] = 2K
∫ +∞

−∞

dq

2π |q|ε̂(−q)δε̂(q)

Et donc :
δUµ
δε̂(q) = 2K|q|ε̂(−q)

2π . (A.17)

A.2.2 δUµ
δε(y) (partie 2.6.1.4)

En définissant : δUµ
δε(y) = f(y), la variation infinitésimal de l’énergie libre s’exprime par

δUµ =
∫
dy δε(y) f(y)

=
∫
dy

∫ dq

2π δ̂ε(q)e
iqy
∫ dq′

2π f̂(q′)eiq′y

=
∫ dq

2π

∫ dq′

2π 2πδ(q + q′)δ̂ε(q)f̂(q′)

=
∫
dq δ̂ε(q) f̂(−q)

2π (A.18)
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On obtient donc la formule de passage entre l’espace de Fourier et l’espace réel pour la
différentielle :

δUµ
δε̂(q) = f̂(−q)

2π . (A.19)

δUµ
δε(y) =

∫
dq eiqy

δUµ
δε̂(−q) . (A.20)

A.2.3 Normalisation de ε : A (partie 2.6.1.5)
La constante de normalisation A de la forme typique de la ligne de contact ε est définie

à partir de la contrainte :

1 =
∫ +∞

−∞
dyw(y)ε(y) (A.21)

où

w(y) =
exp

[
− y2

2d2

]
d
√

2π
(A.22)

ε(y) =
∫ +∞

−∞

dq

2πe
iqyA

exp [−(qd)2/2]
|q|

(A.23)

Après l’intégration sur y, on obtient :

1 = A
∫ +∞

−∞

dq

2π
exp [−(qd)2]

|q|
= 2A

∫ +∞

0

dq

2π
exp [−(qd)2]

q
(A.24)

Dans la limite de petits défauts (d� λ), on peut approximer l’intégrale par

1 ' 2A
∫ +∞

2π
λ

dq

2π
exp [−(qd)2]

q
(A.25)

On obtient finalement :

A ' π

ln(λ/2πd) . (A.26)

A.2.4 Simplification de ε(y) (partie 2.6.1.5)
La forme typique de la ligne de contact est :

ε(y) =
∫ +∞

−∞

dq

2πe
iqyA

exp [−(qd)2/2]
|q|

. (A.27)

En introduisant λ et d + |y| comme grande et petite échelles de coupure, on estime les
deux intégrales suivantes :∫ +∞

−∞

dq

2π
eiqy

|q|
' 2

∫ 2π
d+|y|

2π
λ

dq

2π
1
q
' 1

π
ln
(

λ

d+ |y|

)
(A.28)

∫ +∞

−∞

dq

2πe
iqy exp

[
−(qd)2/2

]
=

exp
[
− y2

2d2

]
d
√

2π
(A.29)
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Puis, par le théorème de convolution, on obtient :

ε(y) = A

π

∫ +∞

−∞
du ln

(
λ

d+ |u|

) exp
[
− (y−u)2

2d2

]
d
√

2π
. (A.30)

Cette intégrale peut être exprimée par des fonctions hypergéométriques. On peut aussi
approximer l’intégrale à l’endroit où la Gaussienne est maximale (y = u) sur un inter-
valle ∼ d :

ε(y) ∼
ln
(

λ
2π(d+|y|)

)
ln
(

λ
2πd

) . (A.31)

A.2.5 Raideur de la ligne de contact déformée κ (partie 2.6.1.6)
On veut estimer

κ = sin2 θµ

∫ +∞

−∞

dq

2π |q||ε̂(q)|
2 (A.32)

où

ε̂(q) = A
exp [−(qd)2/2]

|q|
. (A.33)

On obtient

κ = sin2 θµA
2
∫ +∞

−∞

dq

2π
exp [−(qd)2]

|q|
(A.34)

= sin2 θµA (A.35)

' π sin2 θµ
ln(λ/2πd) . (A.36)

où on a utilisé la définition de la constante de normalisation A, voir l’annexe A.2.3.

A.2.6 Coefficient de friction dψ (partie 2.6.1.7)
Le coefficient de friction dψ dépend de la partie imaginaire de la fonction réponse de la

ligne de contact, divisée par la fréquence angulaire. En identifiant la raideur de l’interface
déformée par l’approche énergétique et la réduction de l’énergie, avec la partie réelle de
la fonction réponse de la ligne de contact, on trouve :

κ = 1
2π

∫ ∞
−∞

dq

2π |ε̂(q)|
2Re(C). (A.37)

Ainsi, on définit le coefficient de friction sans dimension de la variable ψ par :

dψ = 1
2λ

∫ ∞
−∞

dq

2π |ε̂(q)|
2 Im(C)

Ω (A.38)

dψ = 1
2λ

∫ ∞
−∞

dq

2π
3|ε̂(q)|2
tan θµ

ln
(

1 + cos θµ tan θ0

3|q|`s

)
(A.39)
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avec
ε̂(q) = A

exp [−(qd)2/2]
|q|

avec le changement de variable u = 3q`s
cos θµ tan θ0

dψ = A2

2λ
9`s

tan θ0 cos θµ tan θµ

∫ ∞
−∞

du

2π
exp

[
−u2(d̃)2

]
|u|2

ln
(

1 + 1
|u|

)
(A.40)

où
d̃ = d cos θµ tan θ0

3`s
Pour l’estimation de l’intégrale, on coupe la divergence en 0 et en considère le log constant :

∫ ∞
−∞

du

2π
exp

[
−u2(d̃)2

]
|u|2

ln
(

1 + 1
|u|

)
' 2

∫ ∞
umin

du

2π
exp

[
−u2(d̃)2

]
|u|2

ln
(

1 + 1
|umin|

)
(A.41)

avec λ la longueur de coupure, soit umin = 6π`s/λ cos θµ tan θ0. On obtient après un
développement qd� 1 :

∫ ∞
−∞

du

2π
exp

[
−u2(d̃)2

]
|u|2

ln
(

1 + 1
|u|

)
' λ

6π2`s
tan θ0 cos θµ ln

(
1 + λ cos θµ tan θ0

6π`s

)
(A.42)

Finalement

dψ '
3

tan θµ
ln
(
1 + λ cos θµ tan θ0

6π`s

)
4 ln2(λ/2πd)

. (A.43)

A.2.7 Propriété de symétrie de la solution exacte (partie 2.6.5.4)
La solution exacte est :

ζ̇ (∆F ) =
π
(
1− e−4π∆F/T

)
IV I−V − (1− e−4π∆F/T )

∫ π
−π e

−2V (ζ)IV (ζ)dζ (A.44)

où
IV (ζ) ≡

∫ ζ

−π
e2V (ζ′)dζ ′, IV ≡ IV (π) (A.45)

et le potentiel effectif

V (ζ,∆F ) = −∆Fζ + Ũ(ζ)
T

. (A.46)

On considère le potentiel "retourné"

W (ζ,∆F ) = −∆Fζ + Ũ(π − ζ)
T

(A.47)

La vitesse moyenne correspondante à ce potentiel est simplement :

ζ̇
∣∣∣
W

(∆F ) =
π
(
1− e−4π∆F/T

)
IW I−W − (1− e−4π∆F/T )

∫ π
−π e

−2W (ζ)IW (ζ)dζ . (A.48)
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Le lien entre les potentiels V et W impliquent les égalités suivantes :

IW I−W =
∫ π

−π
e2W (ζ,∆F )dζ

∫ π

−π
e−2W (ζ,∆F )dζ =

∫ π

−π
e2V (ζ,−∆F )dx

∫ π

−π
e−2V (ζ,−∆F )dζ

= IV I−V (A.49)

et ∫ π

−π
e−2W (ζ,∆F )IW (ζ)dζ = IV I−V −

∫ π

−π
e−2V (ζ,−∆F )dζ

∫ π

ζ
dx′ e2V (ζ′,−∆F ) (A.50)

On obtient ainsi :

ζ̇
∣∣∣
W

(∆F ) = − ζ̇ (−∆F ) (A.51)

Ce qui permet d’estimer la vitesse moyenne de deux manières différentes.
De plus si le potentiel (qui est périodique) est pair : Ũ(π− ζ) = Ũ(ζ), alors V = W et

les courbes dynamiques sont symétriques :

ζ̇ (∆F ) = − ζ̇ (−∆F ). (A.52)

A.3 Annexe du chapitre 4
Dans cette partie, on présente la démonstration de l’expression de la force de pelage

dans le cas général. L’équation d’elastica est démontrée au cours du développement.
On procède en deux étapes. On considère d’abord un ruban dont la ligne de contact

est piégée, fixe. On estime, dans ce cas, la force qu’exerce le ruban pendant sur le reste
du système (gel + ruban collé) par la variation de l’énergie mécanique lorsque le ruban
change virtuellement de longueur. Puis on rajoute le terme dû à la translation le long de
la surface du gel.

Figure A.1 – Définition des notations et paramétrisation du ruban. θ(S) est l’angle local
d’inclinaison du ruban, S est l’abscisse curviligne, croissante de la ligne de contact à l’extrémité
libre. Le vecteur tangent s’exprime par ~t(S) = (cos θ(S), sin θ(S)), le vecteur normal par ~n(S) =
(− sin θ(S), cos θ(S)). La longueur du ruban pendant est noté R.

L’énergie mécanique (par unité de longueur transverse) du ruban pendant contient :
le terme d’énergie de flexion, le terme d’énergie potentielle du ruban et le travail du poids
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de la masse ajoutée à l’extrémité pendante.

F =
∫ R

0
dS

1
2Bθ̇(S)2 −

∫ R

0
dS ~P ·~t(S)−

∫ R

0
dSρS~g ·

∫ S

0
~t(S ′)dS ′ +M(θ(0)−θ0)

=
∫ R

0
dS

1
2Bθ̇(S)2 −

∫ R

0
dS ~P ·~t(S)−

∫ R

0
dSρS(R− S)~g ·~t(S) +M(θ(0)− θ0).

(A.53)

La contrainte M impose l’angle du ruban à la ligne de contact (S = 0) à une valeur θ0.
Elle provient de l’adhésion, de la viscoélasticité du gel et de la partie collée du ruban.

En calculant la variation d’énergie selon les variations de θ(S), on obtient, de manière
explicite :

δF =
∫ R

0

[
−Bθ̈(S)− (R− S)ρS~g ·~n(S)− ~P ·~n(S)

]
δθ(S)dS

+ Bθ̇(R)δθ(R) + (M−Bθ̇(0))δθ(0), (A.54)

qui fournit, comme attendu, l’équation différentielle de l’elastica vérifiée par la forme du
ruban, ainsi que les deux conditions aux limites :

0 = Bθ̈(S) + ρS(R− S)~g ·~n(S) + ~P ·~n(S) (A.55)
0 = Bθ̇(0)−M (A.56)
0 = θ̇(R) (A.57)

L’intégrale première de l’équation différentielle, en appliquant les conditions aux limites,
donne le Hamiltonien du ruban :

H = 1
2Bθ̇(S)2 + (~P + ρS(R− S)~g) ·~t(S)− ρS~g ·

∫ R

S

~t(S ′)dS ′ − ~P ·~t(R) = 0. (A.58)

A la ligne de contact, en S = 0, le Hamiltonien se traduit par un équilibre entre les
énergies de courbure et potentielles :

1
2Bθ̇(0)2 + (~P + ρSR~g) ·~t(0)− ρS~g ·

∫ R

0
~t(S ′)dS ′ − ~P ·~t(R) = 0. (A.59)

Désormais, connaissant la forme d’équilibre du ruban, on peut déterminer la variation
d’énergie lorsque la longueur du ruban varie de dR (sans bouger la position de la ligne de
contact dans un premier temps). L’inclinaison locale du ruban dépend de la position locale
S, mais aussi de la longueur R du ruban. On note l’angle θ(S,R) de manière explicite
quand nécessaire, θ(S) sinon. La notation θ̇ désigne la dérivée selon l’abscisse curviligne S.
La notation dθ/dR désigne la variation de l’angle à l’abscisse S par rapport à la variation
de la longueur du ruban R. L’indice 0 signifie S = 0 (à la ligne de contact) : θ(S = 0, R)
est noté θ0, θ̇(S = 0, R) est noté θ̇0.

De manière détaillée pour les trois termes de l’énergie (A.58), on obtient (en utilisant
les conditions aux limites et des intégrations par partie) :

d

dR

(∫ R

0
dS

1
2Bθ̇(S,R)2

)
=

∫ R

0
dSBθ̇(S,R)dθ̇(S,R)

dR
(A.60)

= −Bθ̇0
dθ0

dR
−
∫ R

0
dSBθ̈(S)dθ(S)

dR
(A.61)
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d

dR

(
−
∫ R

0
dS ~P ·~t(S,R)

)
= −P ·~t(R)−

∫ R

0
dS ~P · d

~t(S,R)
dR

(A.62)

= −P ·~t(R)−
∫ R

0
dS ~P ·~n(S)dθ(S)

dR
(A.63)

d

dR

(
−
∫ R

0
dSρS(R−S)~g ·~t(S,R)

)
= −

∫ R

0
dSρS~g ·~t(S)−

∫ R

0
dSρS(R−S)~g · d

~t(S,R)
dR

= −
∫ R

0
dSρS~g ·~t(S)−

∫ R

0
dSρS(R−S)~g ·~n(S)dθ(S)

dR
(A.64)

Par sommation des trois termes on obtient :

− dF
dR

= ~P ·~t(R) + ρS~g ·
∫ R

0
dS ′~t(S ′) +Bθ̇0

dθ0

dR
. (A.65)

Finalement, en rajoutant le travail du poids total (masse + ruban pendant) exercé lorsque
la ligne de contact se translate selon la surface du gel : (~P + ρSR~g) ·~eφ ; on obtient
l’expression générale de la force de pelage :

f = (~P + ρSR~g) ·~eφ + ~P ·~t(R) + ρS~g ·
∫ R

0
dS ′~t(S ′) +Bθ̇0

dθ0

dR
(A.66)

où ~eφ = (cosφ, sinφ) est le vecteur directeur de l’inclinaison du gel. Le terme dθ0/dR
dépend du gel et de la partie collée du ruban. Pour connaitre son expression, il faut
résoudre le problème mécanique complet de la déformation du gel avec un côté libre de
toute contrainte et l’autre côté en contact avec un ruban inextensible. En pratique ce
terme est estimé à partir des données expérimentales et s’avère négligeable.

Cette formule générale se simplifie dans le cas du régime de long ruban et en négligeant
la masse surfacique du ruban, (ρS ' 0, ~P = −λg~ez, ~tR ' −~ez, dθ0/dR ' 0). On retrouve
naturellement l’expression donnée par l’argument géométrique à la partie 4.2 :

f = λg(1− sinφ). (A.67)

Pour la configuration sans masse ajoutée (~P = ~0), grâce à l’expression du Hamiltonien,
on obtient une expression ne dépendant que des conditions à la ligne de contact :

f = −ρSRg sinφ− ρSRg sin θ0 + 1
2Bθ̇

2
0 +Bθ̇0

dθ0

dR
. (A.68)

Cette expression fournit la force de pelage pour le protocole 2, sans masse ajoutée. Toutes
les quantités de droite sont déterminées expérimentalement : R est la longueur du ruban,
θ0 est l’inclinaison que forme le ruban à la ligne de contact, θ̇0 est la courbure du ruban
à la ligne de contact.
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Annexe B

Résumés des articles publiés

B.1 Droplets move over viscoelastic substrates by
surfing a ridge [69]

S. Karpitschka, S. Das2, M. van Gorcum, H. Perrin, B. Andreotti & J.H. Snoeijer.
Nature Communications (2015).

Liquid drops on soft solids generate strong deformations below the contact line, re-
sulting from a balance of capillary and elastic forces. The movement of these drops may
cause strong, potentially singular dissipation in the soft solid. Here we show that a drop
on a soft substrate moves by surfing a ridge : the initially flat solid surface is deformed
into a sharp ridge whose orientation angle depends on the contact line velocity. We mea-
sure this angle for water on a silicone gel and develop a theory based on the substrate
rheology. We quantitatively recover the dynamic contact angle and provide a mechanism
for stick–slip motion when a drop is forced strongly : the contact line depins and slides
down the wetting ridge, forming a new one after a transient. We anticipate that our theory
will have implications in problems such as self-organization of cell tissues or the design of
capillarity-based microrheometers.

B.2 Solid Capillarity : When and How does Surface
Tension Deform Soft Solids ? [4]

Bruno Andreotti, Oliver Bäumchen, François Boulogne, Karen E. Daniels, Eric R.
Dufresne, Hugo Perrin, Thomas Salez, Jacco H. Snoeijer, and Robert W. Style. Soft
Matter Opinion (2015)

Soft solids differ from stiff solids in an important way : their surface stresses can drive
large deformations. Based on a topical workshop held in the Lorentz Center in Leiden,
this Opinion highlights some recent advances in the growing field of solid capillarity and
poses key questions for its advancement.

B.3 A moving contact line as a rheometer for nano-
metric interfacial layers [79]

Romain Lhermerout, Hugo Perrin, Etienne Rolley, Bruno Andreotti & Kristina Davitt.
Nature Communications (2016).
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How a liquid drop sits or moves depends on the physical and mechanical properties
of the underlying substrate. This can be seen in the hysteresis of the contact angle made
by a drop on a solid, which is known to originate from surface heterogeneities, and in
the slowing of droplet motion on deformable solids. Here, we show how a moving contact
line can be used to characterize a molecularly thin polymer layer on a solid. We find
that the hysteresis depends on the polymerization index and can be optimized to be
vanishingly small (< 0.07◦). The mechanical properties are quantitatively deduced from
the microscopic contact angle, which is proportional to the speed of the contact line
and the Rouse relaxation time divided by the layer thickness, in agreement with theory.
Our work opens the prospect of measuring the properties of functionalized interfaces in
microfluidic and biomedical applications that are otherwise inaccessible.

B.4 Defects at the Nanoscale Impact Contact Line
Motion at all Scales [100]

Hugo Perrin, Romain Lhermerout, Kristina Davitt, Etienne Rolley, and Bruno An-
dreotti. Physical Review Letters (2016).

The contact angle of a liquid drop moving on a real solid surface depends on the
speed and direction of motion of the three-phase contact line. Many experiments have
demonstrated that pinning on surface defects, thermal activation and viscous dissipation
impact contact line dynamics, but so far, efforts have failed to disentangle the role of
each of these dissipation channels. Here, we propose a unifying multiscale approach that
provides a single quantitative framework. We use this approach to successfully account
for the dynamics measured in a classic dip-coating experiment performed over an unpre-
cedentedly wide range of velocity. We show that the full contact line dynamics up to the
liquid film entrainment threshold can be parametrized by the size, amplitude and density
of nanometer-scale defects. This leads us to reinterpret the contact angle hysteresis as a
dynamical crossover rather than a depinning transition.

B.5 A one dimensional modal approach for flows control-
led by contact line motion [101]

Hugo Perrin, Daniele Belardinelli, Mauro Sbragaglia and Bruno Andreotti. arXiv
(2016), en soumission à PRFluid.

The hydrodynamics of a liquid-vapour interface in contact with an heterogeneous sur-
face is largely impacted by the presence of defects at the smaller scales. Such defects
introduce morphological disturbances on the contact line and ultimately determine the
force exerted on the wedge of liquid in contact with the surface. From the mathematical
point of view, defects introduce perturbation modes, whose space-time evolution is gover-
ned by the interfacial hydrodynamic equations of the contact line. In this paper we derive
the response function of the contact line to such generic perturbations. The contact line
response may be used to design simplified 1+1 dimensional models accounting for the
complexity of interfacial flows coupled to nanoscale defects, yet offering a more tractable
mathematical framework to include thermal fluctuations and explore thermally activated
contact line motion through a disordered energy landscape.
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