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Résumé 

Dans cette thèse, des considérations fondamentales de modélisation des phénomènes de 

rupture sont abordées pour des systèmes discrets endommageables. Le but est d’établir, en 

commençant par des problèmes structuraux simples, un pont entre la Mécanique de 

l’Endommagement Discret (MED) et celle de la Mécanique de l’Endommagement Continu 

(MEC) non local. Il est actuellement admis que la MEC doit être considérée dans un cadre 

non local afin d’obtenir des résultats cohérents, notamment lors de la modélisation 

numérique de phénomènes de radoucissement basés sur des lois d’endommagement. Nous 

appuyons cette non-localité sur l’échelle de la microstructure du matériau. A l’aide d’une 

procédure de continualisation et l’utilisation de l’approximant de Padé, nous avons pu 

obtenir l’expression analytique de l’approximation continue non-locale offrant une 

représentation très fidèle du comportement du problème discret dans tout le processus 

d’endommagement. Nous étudions les systèmes de la chaîne axiale discrète en traction, de 

la poutre console discrète en flexion ainsi que de la membrane microstructurée sous 

pression uniforme. Le système discret est tout d’abord résolu puis les équations discrètes 

sont continualisées pour obtenir un modèle non local continu. Pour chacun de ces 

problèmes une attention toute particulière est portée aux conditions aux limites du problème 

continualisé, dont l’importance est illustrée tout au long de ce manuscrit. 

 

Mots-clés : Matériaux microstructurés ; Milieu continu endommageable ; Système discret 

; Effet d’échelle ; Localisation. 
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Summary 

In this thesis, some fundamental considerations of the modeling of failure are addressed for 

discrete damage systems. The goal is to establish, starting with simple structural problems, 

a bridge between the Discrete Damage Mechanics (DDM) and that of the non-local 

Continuum Damage Mechanics (CDM). It is currently accepted that DDM systems must 

be considered in a non-local framework to obtain consistent results, especially during 

numerical modeling of softening phenomena based on damage laws. We support this non-

locality on the scale of the microstructure of the material. Using a continualisation 

procedure and with the use of the Padé approximant, we were able to obtain the analytic 

expression of the non-local continuous approximation offering an accurate simulation of 

the discrete problem for the whole damage process. We study the systems of the discrete 

axial chain under traction, the discrete bending beam and the microstructured membrane 

under uniform pressure. The discrete system is first solved, then the discrete equations are 

continualised to obtain a non-local continuum model. For each of these problems, careful 

attention is paid to the boundary conditions of the continual problem, the importance of 

which is illustrated throughout this manuscript. 

 

Key words: discrete problem; Continuum Damage Mechanics; scale effect; 

microstructured material; localization. 
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Table des notations 

a Longueur d'un élément discret 

A Section d'un élément 

 Paramètre d'écrouissage 

 Coefficient de chargement adimensionnel 

C Raideur angulaire 

D Variable d'endommagement 

 Déplacement normalisé 

E Module d'Young 

 Déformation 

i, j Numérotation des nœuds 

 Courbure 

L Longueur du système 

l0 Longueur de chaîne endommagée 

lc Longueur caractéristique 

M  Moment fléchissant 

m, p Coefficients des séries de Fourier 

N Effort normal 

n Nombre d'éléments du système 

p Nombre d'éléments endommagés 

P Charge ponctuel 

q Charge linéique 

 Rotation 

r, s Numéro de fréquences propres 

u Déplacement d'un nœud 

w Flèche, déplacement hors plan d'un nœud 

W Energie du système 

 Fonction Hurwitz Zeta  

X̂  Variable délocalisée 

*X  Variable adimensionnelle 

yX  Variable associée à la limite élastique 
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Introduction  

 

Le projet de cette thèse est né de mon stage de Master 2 Recherche réalisé au LIMatB 

(Laboratoire d’Ingénierie des Matériaux de Bretagne), aujourd’hui devenu IRDL (Institut 

de Recherche Dupuy de Lôme), pendant lequel j’ai pu participer à différents travaux de 

recherche. Noël Challamel m’a proposé un premier travail sur la continualisation d’une 

chaîne axiale discrète pour découvrir le processus de recherche dans un domaine que je 

connaissais à peine, et qui s’est révélé plus riche que je n’aurais pu l’imaginer à l’époque. 

Cette thèse n’était pas qu’un projet de recherche pour moi. L’enseignement m’a toujours 

attiré et cela fait longtemps que je suis passionné par les travaux de vulgarisations 

scientifiques. Dans ma jeunesse, c’était un moyen pour moi d’apprendre des choses sur des 

sujets multiples sans avoir de formation universitaire sur ces sujets. Le fond m’intéressait 

et m’intéresse toujours mais ce n’est que plus tard que j’ai commencé à analyser la forme. 

Comment vulgariser sans sacrifier l’exactitude de l’explication ou la richesse d’un 

phénomène ? À quel public s’adresse ma communication ? L’analogie que j’utilise pour 

illustrer un phénomène ne risque-t-elle pas d’induire en erreur si on l’extrapole au-delà de 

l’exemple ? Des problématiques proches de celles de l’enseignement en général. 

L’opportunité de donner des cours durant cette thèse, en projet « découverte de la 

recherche » la 1ère et 2ème année, en formule 2 pour la 2ème et 3ème année et enfin en tant 

qu’ATER depuis septembre 2017, m’a permis de mettre à l’épreuve l’idée que je me faisais 

de l’enseignement et de la vulgarisation. Sans compter l’entraînement apporté par 3 années 

passées à chercher une réponse claire à la question « De quoi parle ta thèse ? ». 

Dans cette thèse, des considérations fondamentales de modélisation des phénomènes de 

rupture sont abordées à partir d’un système endommageable unidimensionnel. Le but est 

d’établir, en commençant par un problème structurel uniaxial assez élémentaire, un pont 

entre la Mécanique de l’Endommagement Discret (MED) et celle de la Mécanique de 

l’Endommagement Continu (MEC) non local. Il est actuellement admis que la MEC doit 

être considérée dans un cadre non local afin d’obtenir des résultats cohérents, notamment 

lors de la modélisation numérique de phénomènes de radoucissement basés sur des lois 

d’endommagement. Pijaudier-Cabot et Bažant (Pijaudier-Cabot and Bažant 1987) ont les 

premiers développé un modèle non local intégral phénoménologique qui a prouvé son 

efficacité pour prédire les phénomènes de microfissurations et leurs effets à l’échelle de la 

structure. Cependant, depuis 3 décennies maintenant, l’origine exacte de la non-localité est 
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débattue. Il manque encore une justification théorique à la source de la non-localité pour 

ces modèles macroscopiques non-locaux continus d’endommagement avec des arguments 

de micromécanique (abordé dans (Bažant 1987) ou (Bažant 1994)). 

Le contexte scientifique de ce sujet sera développé plus en profondeur dans le premier 

chapitre. Ce domaine de recherche est très vaste et ce projet de thèse n’a pas pour ambition 

de réaliser une description exhaustive de tous les travaux concernant ce sujet. Nous 

tâcherons donc de faire preuve de concision et de nous concentrer sur les résultats les plus 

pertinents vis-à-vis de notre sujet d’étude. 

Le deuxième chapitre commencera par l’étude du système FPU (Fermi Pasta Ulam) qui 

consiste en un modèle discret axial non-linéaire élastique. En fonction des paramètres 

choisis, ce modèle peut décrire un comportement présentant une forme de radoucissement, 

ce qui nécessite la prise en compte de la non localité du modèle, tout en s’affranchissant 

des considérations de continuité d’interface élastique/endommagement d’une chaîne axiale 

endommageable. Avec certains paramètres, le comportement de la chaîne est de type 

hyperélastique monotone, comportement qui concerne plutôt des matériaux organiques. 

Même si ce n’est pas l’objet principal de cette thèse, il convient d’être ouvert à tous les 

débouchés éventuels des travaux entrepris. Nous étudierons tout d’abord le modèle discret, 

et une fois résolu, nous déterminerons les continuums équivalents en introduisant des 

longueurs caractéristiques. Il s’agira ensuite d’appliquer cette même méthodologie au 

problème axial endommageable, plus complexe. Les termes « écrouissage » et 

« radoucissement » seront utilisés tous au long de ce manuscrit pour désigner la phase 

d’endommagement, respectivement, précédant et suivant la charge limite du système (pic 

de charge), sans toutefois avoir de signification sur la dureté du matériau considéré.  

Le modèle en flexion avec interaction discrète non-locale sous différents chargements fera 

l’objet du troisième chapitre, je tâcherais de profiter des résultats déjà obtenus sur le sujet 

par des travaux précédents de notre équipe (Challamel et al. 2015e) sur ce modèle en 

flexion. 

Enfin, dans le chapitre quatre, nous réaliserons une étude d’une membrane microstructurée 

élastique comme dernière étape de ce manuscrit, en étudiant la continualisation de son 

comportement mécanique en chargement statique et dynamique. Une membrane similaire 

dans un milieu infini a déjà fait l’objet de travaux, entre autre, par Rosenau (Rosenau 1987) 

et sera le point de départ de notre étude.  
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1 Contexte et bibliographie 

1.1 Etude des réseaux discrets élastiques  

Dans les années 1950, l'étude des oscillations dans les réseaux non linéaires a commencé 

avec l'expérience numérique de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) (Fermi et al. 1955). Fermi et al. 

ont accidentellement trouvé que la présence d'un terme non-linéaire quadratique, cubique 

ou même linéaire par parties dans la force de rappel d'un réseau axial avec l'interaction du 

plus proche voisin peut être responsable du phénomène dit d'échange de mode de 

vibrations. Cet échange s’accompagne d’un phénomène de récurrence, à savoir la 

possibilité pour le système de revenir à son état initial après une période de récurrence. Les 

résultats inattendus de leur travail ont conduit au développement de la théorie du soliton 

par Kruskal et Zabusky (Kruskal and Zabusky 1964) dans les années 1960 (voir aussi 

(Maugin 1999, 2011)). Il existe très peu de solutions analytiques pour les problèmes de 

réseaux dynamiques non linéaires ; une exception peut être mentionnée pour un réseau avec 

interaction exponentielle également appelée réseau de Toda (Toda 1975). Récemment, 

(Kovacic and Zukovic 2018) ont obtenu une solution exacte en dynamique pour la chaîne 

avec interaction cubique pure. À ce jour, à notre connaissance, les solutions analytiques 

pour la dynamique ou la statique du réseau FPU avec des non-linéarités polynomiales 

(autres que cubiques) ne sont toujours pas disponibles dans la littérature. La non-linéarité 

de type quadratique dans la force de rappel du réseau est associée à une énergie interne de 

type cubique, par intégration. Fermi et al. (Fermi et al. 1955) ont initialement considéré une 

énergie interne convexe associée à un terme cubique supplémentaire positif dans l'énergie 

discrète du système de réseau non linéaire. En fait, l'énergie de type convexe et non convexe 

peut être obtenue à partir de l'équation d'énergie postulée par Fermi et al (Fermi et al. 1955). 

Le choix d’une énergie non convexe peut aussi se justifier physiquement, comme en 

témoigne la loi à potentiel de Lennard-Jones par exemple (Lennard-Jones 1931).  
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Figure 1-1 loi potentielle de Lennard-Jones issu de « Chemistry Dictionary & Glossary » 

 

Dans le potentiel de Lennard-Jones, la contribution de la force répulsive entre les atomes 

(répulsion de Pauli) est combinée à une force d'attraction à longue portée (force de van der 

Waals) responsable de la perte de convexité. Par conséquent, nous tacherons d’envisager 

les deux cas (énergie convexe et non convexe), tout du moins dans la première partie 

(réseau élastique non-linéaires), avec différentes applications physiques et techniques. Une 

solution analytique du comportement statique du réseau FPU n’a pas encore été construite 

mais il convient de mentionner le papier de Gazis et Wallis (Gazis and Wallis 1965) qui 

ont analysé analytiquement le comportement statique d'un réseau linéaire avec une 

interaction polynomiale non linéaire concentrée au bord. La première étape de nos travaux 

n’est certes pas liée au comportement des matériaux quasi-fragiles mais les modèles à 

chaîne non linéaire peuvent concerner de nombreuses applications d'ingénierie. Par 

exemple, un système élastique non linéaire discret peut décrire la tension des filaments de 

biopolymère avec des propriétés d'allongement non linéaires équivalentes pour chaque 

segment. La réponse effort-déformation non linéaire a été obtenue à partir d'une 

modélisation en chaîne de type filiforme par Marko et Siggia (Marko and Siggia 1995), 

Vanderzande (Vanderzande 1998), Bouchiat et al (Bouchiat et al. 1999), Winkler (Winkler 

2003), Purohit et al (Purohit et al. 2008), Su et Purohit (Su and Purohit 2011) et Holzapfel 

et Ogden (Holzapfel and Ogden 2013). La plupart des approches considèrent un filament 

élastique connecté avec un couplage de flexion et d'étirement. Récemment, par exemple, 
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Su et Purohit (Su and Purohit 2011) ont étudié l'effet de la charge répartie sur le 

comportement élastique des filaments sous fluctuations thermiques.  

Le comportement d'une barre élastique non linéaire sous contrainte homogène, dont le 

matériau constitutif a une propriété énergétique convexe ou non convexe, a été étudié par 

Ericksen (Ericksen 1975). Ce dernier a relié la stabilité de l'état de contrainte uniforme de 

ce problème à la loi d'élasticité contrainte-déformation strictement monotone, qui peut être 

exprimée en termes de convexité de l'énergie de déformation associée. Ericksen (Ericksen 

1975) a également considéré la loi non monotone, et a montré la perte d'unicité des solutions 

pour la barre homogène en tension pure. Cette propriété strictement monotone de lois 

constitutives plus générales est étudiée en détail par Antman (Antman 2005) pour des 

poutres et s'avère être équivalente à la définition positive de la matrice hessienne pour une 

loi élastique non linéaire différentiable. Ce problème est alors lié à la stabilité et à la 

bifurcation des problèmes structuraux d'élasticité non linéaire, où la non-linéarité provient 

de la loi de comportement élastique. Des méthodes de perturbation avancées peuvent être 

utilisées pour caractériser les multiples solutions de bifurcation possibles de tels systèmes 

(voir aussi Antman (Antman 2005) ou plus récemment Luongo (Luongo 2015), Piccardo 

et al (Piccardo et al. 2015)). 

Il convient de mentionner que del Piero et Truskinovsky (Del Piero and Truskinovsky 

2001) ou Gelli et Royer-Carfagni (Gelli and Royer-Carfagni 2004) ont déjà étudié un 

système axial discret unidimensionnel. del Piero et Truskinovsky (Del Piero and 

Truskinovsky 2001) ont montré qu'une rupture discrète peut se produire dans un continuum 

avec une loi d'ouverture de fissure cohésive bimodale. Gelli et Royer-Carfagni (Gelli and 

Royer-Carfagni 2004) ont étudié un système axial discret qui peut se comporter 

asymptotiquement comme un milieu continu avec une loi cohésive associée à une fonction 

d'énergie de rupture finie pour le saut de déplacement de la fissure. Pour éviter la 

convergence asymptotique vers un continuum local équivalent, une loi d'effet d'échelle 

spécifique doit être introduite pour les sous-chaînes dont le nombre d'atomes diminue. On 

peut montrer dans ce cas en utilisant des résultats mathématiques sur la convergence 

variationnelle des fonctionnelles discrètes (-convergence) que le continuum équivalent a 

perdu sa nature «locale» pour une chaîne infinie et possède une énergie cohésive (et donc 

une sorte de non localité - voir Planas et al (Planas et al. 1993)). 

Pour en revenir au problème abordé par Ericksen (Ericksen 1975), il étudie la stabilité des 

multiples solutions possibles de ce système pour des lois de contrainte-déformation non 

monotones (y compris un éventuel radoucissement élastique) et évoque la possibilité d’un 
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champ de déplacement discontinu. Pour une barre locale continue (en absence de 

microstructure), le phénomène de localisation induit par un comportement radoucissant est 

concentré dans une région de longueur nulle, phénomène connu sous le nom de paradoxe 

de Wood pour les problèmes d'évolution de plasticité radoucissante (Wood (Wood 1968); 

Bažant (Bazant 1976)). Pour une barre élastique microstructurée avec une microstructure 

de taille finie, la localisation semble être contrôlée par la taille de la microstructure, qui est 

intrinsèquement contenue dans une loi d'élasticité cohésive radoucissante. Des solutions en 

déplacement discontinu sont mentionnées par Ericksen (Ericksen 1975) pour la loi 

d'élasticité non linéaire non monotone, et sont également liées au concept de modèles 

d'élasticité cohésive s’appuyant sur une loi d'évolution de discontinuité de déplacement 

basée sur l'énergie. Des modèles d'élasticité cohésive ont été développés en profondeur par 

Del Piero et Truskinovsky (Del Piero and Truskinovsky 2001, 2009), Marigo et 

Truskinovsky (Marigo and Truskinovsky 2004) ou Charlotte et al (Charlotte et al. 2006) 

sur la base d'arguments théoriques et variationnels. Gelli et Royer-Carfagni (Gelli and 

Royer-Carfagni 2004) ont établi des lois cohésives de longueur nulle à partir de modèles 

de réseaux unidimensionnel. Cependant, ces modèles cohésifs utilisaient principalement un 

champ de déplacement discontinu de longueur nulle. Nous aurons recours à des modèles 

cohésifs de longueur finie et basée sur la microstructure dans les travaux présentés ici. 

1.2 Mécanique de l’endommagement 

La rupture a pendant longtemps été étudiée comme un état binaire, rompu ou non, lié à la 

valeur ultime de la grandeur mesurée pour un échantillon. C’est avec les travaux de 

Palmgren (Palmgren 1924), Miner (Miner 1945) et Robinson (Robinson 1952) que l’on 

voit apparaître la mention d’une variable représentant la détérioration progressive des 

caractéristiques de l’échantillon. C’est vraiment en 1958 que Kachanov marque le début de 

la MEC (Mécanique de l’Endommagement Continu) (Kachanov 1958). 

 

Figure 1-2 – Formulation d’endommagement en loi puissance de Kachanov (1958).  

désigne la « continuité » ou « intégrité » correspondant à 1-D. 

 La mécanique de l’endommagement a trouvé son fondement thermodynamique dans les 

années 80 (Lemaître and Chaboche 1988). Les calculs de mécanique des structures dans les 
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années 80 avec la méthode des éléments finis ont montré la nécessité d’introduire une non 

localité pour contrôler les processus de localisation en présence de radoucissement 

(Pijaudier-Cabot and Bažant 1987). L’aspect non local de l’endommagement sera discuté 

plus en détail dans la partie suivante. 

La MEC est une théorie du continuum phénoménologique efficace pour capturer les 

phénomènes de microfissuration au sein d'un élément représentatif de la structure. En effet, 

la présence de microfissures peut affecter la réponse du matériau dans un état donné ; les 

microfissures peuvent également se propager avec certains paramètres de chargement 

contrôlé. L'introduction d'un modèle d'ingénierie simple et robuste pour la simulation de 

ces effets d’endommagement au niveau de la structure est l'une des tâches majeures de la 

communauté des mécaniciens pour des conceptions sûres. 

L’endommagement progressif dans les modèles discrets et les conséquences sur la 

modélisation du continuum ont également été étudiés par des approches statistiques telles 

que Delaplace et al (Delaplace et al. 1996); ou plus récemment, Chatzigeorgiou et al. 

(Chatzigeorgiou et al. 2005), Rinaldi et Lai (Rinaldi and Lai 2007), Mastilovic (Mastilovic 

2011) ou Rinaldi (Rinaldi 2013), où des modèles d’élément rompus sont incorporés à 

l’échelle micro. Kale et Ostoja-Starzewski (Kale and Ostoja-Starzewski 2014) ont 

récemment analysé un modèle d’un réseau de ressorts inélastique et montré la capacité de 

simuler des transitions élastiques-plastiques-fragiles dans un milieu désordonné, avec un 

certain comportement ductile possible. Contrairement à ces approches statistiques, la 

méthodologie suivie dans les travaux présentés ici est basée sur un raisonnement 

déterministe où le milieu de référence est un système discret avec des propriétés de 

dégradation discrètes. L'article de Ryvkin et Slepyan (Ryvkin and Slepyan 2010) peut 

également être cité à ce stade pour sa résolution exacte de la propagation d'une fissure dans 

un milieu élastique discret bidimensionnel. Une revue des propriétés des milieux discret 

endommageable bidimensionnel composé d’éléments « lattices » est réalisé par Nikolić et 

al. (Nikolić et al. 2017) pour des maillages réguliers ou irréguliers. Notre étude sur la 

membrane microstructurée portera sur une maille régulière carrée. 

1.3 Mécanique non locale 

Aujourd'hui, il est généralement admis que les modèles de MEC doivent être implantés 

dans une structure non locale pour obtenir des simulations fiables dans le cas de matériaux 

présentant du radoucissement. Pijaudier-Cabot et Bažant (Pijaudier-Cabot and Bažant 

1987) ont été les premiers à développer un modèle d'endommagement intégral non local 
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phénoménologique, qui s'est avéré très efficace pour appréhender les effets de 

microfissurations dans les problèmes structuraux.  

 

Figure 1-3 – Exemple de dépendance au maillage d’une simulation numérique locale d’un 

matériaux présentant du radoucissement. D’après (Challamel, 2002, Rapport interne de 

l'INSA de Rennes) 

Depuis cet article, beaucoup de modèles MEC non locaux ont été suggérés dans la 

littérature, avec des arguments basés sur l'efficacité des simulations numériques, le 

fondement thermodynamique ou le formalisme variationnel (voir par exemple (Comi and 

Perego 2001; Borino et al. 2003; Lorentz and Andrieux 2003; Challamel et al. 2009; 

Challamel 2010)). La justification d'un modèle MEC non local basé sur des arguments 

physiques reste aujourd'hui une question ouverte et difficile, en particulier pour obtenir des 

effets d’échelle réalistes, comme l'ont récemment montré Grassl et al (Grassl et al. 2012) 

ou Grégoire et al (Grégoire et al. 2013). Les hypothèses non locales utilisées pour ces 

modèles macroscopiques non locaux de MEC doivent être justifiées de manière théorique 

en se basant sur des éléments micromécaniques, comme l'a montré Bažant (Bažant 1987) 

ou (Bažant 1994), l’explication qualitative de ces études est basée sur l'interaction possible 

des microfissures au cours du processus de chargement. Nous tâcherons ci-après de voir si 

la non localité observée à petite échelle peut être le résultat du caractère discret d'un 

matériau. La dimension de la longueur caractéristique conditionne aussi l'effet d'échelle sur 

la résistance structurelle, comme l'a déjà décrit (Bažant 2005). Plus récemment, Bažant 

(Bažant 2010) a analysé la capacité de la mécanique multi-échelle à inclure ou à justifier la 

MEC non locale à la transition micro-macro.  
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1.4 Méthode de continualisation 

Le sujet de la mise en relation des systèmes discrets et continus est ancien et avait déjà été 

abordé par Lagrange (Lagrange 1759) au XVIIIème siècle. Lagrange montre à l’époque le 

lien entre la chaîne unidimensionnelle ou les réseaux axiaux avec les continuums 

asymptotiques unidimensionnels associés (voir aussi Brillouin (Brillouin 2003), pour le 

contexte historique de la mécanique des réseaux discrets, dénomés « lattices » en anglais). 

Au XIXème siècle, Piola a introduit des modèles de type intégral non local à partir 

d'interactions microscopiques discrètes, qui peuvent être étendues en utilisant des modèles 

de gradient d'ordre supérieur (Dell’Isola et al. 2014b, a). L'approche qui consiste à faire le 

lien entre la MED (Mécnique de l’Endommagement Discret) et la MEC non locale est basée 

sur une procédure dite de continualisation. Ces dernières sont basées sur diverses 

approximations des opérateurs discrets par des approximations continues via le 

développement en série de Taylor ou les approximants de Padé (Kruskal and Zabusky 1964; 

Collins 1981; Rosenau 1986, 1987; Kevrekidis et al. 2002; Andrianov et al. 2010). Le 

système discret est généralement constitué de micro-cellules finies, et on recherche le 

meilleur milieu continu équivalent, qui conserve des informations liées à la taille de la 

microstructure au travers de la longueur caractéristique.  Le continuum dit enrichi, 

équivalent au milieu discret, est parfois appelé un quasi-continuum (Collins 1981). Il 

dépend généralement des termes tronqués dans le développement asymptotique des 

opérateurs de différence (voir aussi l'analyse de Zabusky et Kruskal dans le cadre de la 

dynamique des solitons (Zabusky and Kruskal 1965)). On peut aussi se référer à Rosenau 

(Rosenau 1986), Palais (Palais 1997) et Maugin (Maugin 2011) pour une perspective 

historique sur le lien entre le modèle de réseau Fermi-Pasta-Ulam et l'équation de 

propagation des ondes continualisée. Zabusky et Kruskal (Zabusky and Kruskal 1965) ont 

utilisé un développement en série de Taylor de l'opérateur en différence finie du second 

ordre du système discret jusqu'au quatrième ordre de la dérivée spatiale. Benjamin et al. 

(Benjamin et al. 1972) puis Collins (Collins 1981) ont proposé d'utiliser l'inverse de 

l'opérateur de différence finie du second ordre, évitant ainsi l'utilisation d'opérateurs 

spatiaux de quatrième ordre. L’approximant de Padé des opérateurs de différences finies a 

été introduit par Rosenau pour les systèmes de lattices FPU (Rosenau 1986) et s’est avéré 

efficace pour modéliser la propagation d'onde dans la dynamique de réseaux axiaux sans 

nécessiter de dérivée d’ordre supérieur. Ce développement en série rationnelle de 

l'opérateur de différence a été largement utilisée pour les milieux unidimensionnels et 

bidimensionnels (Rosenau 1986, 1987; Wattis 2000; Kevrekidis et al. 2002; Andrianov et 

al. 2010). L'approximation quasi-continue du réseau de Toda a été étudiée par Hyman et 
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Rosenau (Hyman and Rosenau 1987). La plupart des études de ces réseaux non-linéaires a 

porté sur la propagation des ondes axiales. Nous tâcherons d’appliquer la même 

méthodologie dans le contexte d’un chargement statique. Le cas des problèmes axiaux 

élastiques ont été traités (Collins 1981; Rosenau 1986; Triantafyllidis and Bardenhagen 

1993; Andrianov et al. 2010), ou plus récemment, dans l'étude des systèmes en flexion 

(Challamel et al. 2014). L’approche suivie par Triantafyllidis et Bardenhagen 

(Triantafyllidis and Bardenhagen 1993) leur a permis d’obtenir des solutions numériques 

pour un réseau axial non linéaire sous une charge axiale uniforme et avec une interaction 

des élément adjacents ou plus éloignés. Triantafyllidis et Bardenhagen (Triantafyllidis and 

Bardenhagen 1993) ont également étudié la continualisation possible du problème de 

réseau non linéaire, à partir de l'équation en différence du déplacement ou directement à 

partir de considérations énergétiques. 

Jusqu'aujourd'hui, très peu d'articles portant sur l'application de cette méthode sur des 

milieux discrets endommageables avaient été publiés. Un modèle de poutre utilisant la 

MEC non local a été créé récemment, en se basant sur un système de réseau en flexion 

(Challamel et al. 2015e). Ces résultats suivent une analyse réalisée sur des systèmes 

élastiques discrets (ou des réseaux lattices à interaction élastique linéaire) qui se comportent 

comme des éléments structuraux non locaux (Challamel et al. 2014). Il faut aussi 

mentionner les travaux de Askes and Sluys (Askes and Sluys 2003) qui construisent une 

loi élasto-endommageable d'ordre supérieur à partir des interactions discrètes (modèle à un 

champ de type hyperélastique au gradient).  L'élasticité non locale d'Eringen (Eringen 1983) 

a permis de capturer les effets d'échelle induits par le caractère discret d'un système 

microstructuré en flexion avec interaction élastique linéaire (Wang and Wang 2013; 

Challamel et al. 2014). Le système de réseau de rotules peut être appelé modèle structurel 

élastique de Hencky, ou modèle de Hencky (Hencky 1920). Les résultats non locaux sont 

valables pour les systèmes de flexion discrets, mais aussi pour les systèmes discrets de 

cisaillement / flexion (Duan et al. 2013; Zhang et al. 2013). En d'autres termes, l'élasticité 

non locale d'Eringen peut être théoriquement justifiée par certains arguments de 

micromécanique ou de microstructure, et l’effet d'échelle du modèle élastique non local 

peut être calibré exactement par rapport à la taille de la cellule microscopique périodique. 
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Figure 1-4 – Microstructure des os. Triples hélices de collagène et phosphates de calcium. 

D’après « Matériaux Nanostructurés – Jacques Livage » 

Plus récemment, la communauté dédiée aux calculs numériques a été attirée par le défi 

numérique de l'analyse multi-échelle, à partir de configurations matérielles en lattices. Fish 

et Chen (Fish and Chen 2004) ont développé une approche multi-échelle pour les systèmes 

moléculaires statiques et dynamiques. Blanc et al. (Blanc, Bris, & Lions, 2007) fournissent 

une vue d'ensemble des résultats mathématiques dans les calculs multi-échelles. Carcaterra 

et al. (Carcaterra et al. 2015) ont développé des continuums au gradient d'ordre supérieur à 

partir des interactions de lattices linéaires et non linéaires. Les solutions exactes de 

problèmes de réseaux linéaires peuvent être obtenues à partir de la résolution d'équations 

aux différences finies linéaires (voir par exemple Gazis et Wallis (Gazis and Wallis 1965), 

Mindlin (Mindlin 1965)  ou plus récemment Challamel et al. (Challamel et al. 2015d). 

Mindlin (Mindlin 1965) a décrit le comportement d'un réseau linéaire unidimensionnel, 

dans la gamme élastique, en tenant compte des interactions de trois éléments adjacents, et 

en a déduit certaines lois de comportement possibles de l'élasticité au gradient. 

Le lien entre l'élasticité non locale d'Eringen et les propriétés réticulaires a déjà été souligné 

par Eringen (Eringen 1983) pour la propagation des ondes axiales. Il a été montré 

récemment, en utilisant une procédure de continualisation, que l'élasticité non locale 

d'Eringen (Eringen 1983) peut également être utilisée pour décrire le comportement 

statique et dynamique des réseaux linéaires avec interaction du plus proche voisin. Cela 

s'est avéré pertinent dans la mécanique des structures élastiques linéaires pour les 
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problèmes de poutres axiales, de torsion et de flexion, à la fois pour les applications 

statiques et dynamiques (voir (Challamel et al. 2014, 2015a, b, 2016c)). Wang et al. (Wang 

et al. 2016) ont également montré l'efficacité du modèle non local d'Eringen pour capturer 

l'effet d'échelle dans des poteaux lattices soumis à leur poids propre. La non localité 

d'Eringen s'est également révélée efficace pour capturer l'effet d'échelle sur des systèmes 

de réseaux bidimensionnels (Zhang et al. 2014a, b). La longueur caractéristique d'un tel 

modèle non local peut être ajustée analytiquement à partir de la taille de la cellule répétitive 

microscopique. La définition d'un milieu non local équivalent pour les problèmes de réseau 

non linéaire a probablement été moins étudiée. Challamel et al (Challamel et al. 2015b) ont 

montré qu'une chaîne discrète géométriquement non linéaire peut se comporter comme un 

élément structurel de type non local d'Eringen, même pour de grandes valeurs de rotation. 

Certains calculs issus de développement asymptotique sont également fournis à la fois pour 

le réseau et les systèmes continus non locaux. Des modèles d'élasticité de gradient d'ordre 

supérieur ont été construits par Challamel et al (Challamel et al. 2015c) pour le réseau non 

linéaire, basé sur un développement asymptotique au gradient de second ordre ou de 

quatrième ordre des opérateurs de différence de réseau. 
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2 Chaîne axiale microstructurée 

2.1 Introduction 

Ce chapitre traitera des questions fondamentales portant sur la modélisation du 

phénomène de rupture en observant un système d'endommagement discret 

unidimensionnel. Cette étude tente d'établir un lien entre les approches MED et MEC non-

local, tout au moins pour un problème uniaxial structurel élémentaire. Dans ce chapitre, 

nous essayons de montrer que la non-localité observée, à une échelle inférieure au spécimen 

considéré, peut être le résultat du caractère discret de la structure interne d'un matériau. La 

longueur caractéristique non-locale est déterminée ici grâce à l'analyse de la taille de la 

microstructure périodique d’une chaîne axiale. Les effets d'échelle sur la résistance 

structurelle, décrit par (Bažant 2005), sont aussi étudiés dans le cas de cette chaîne à 

structuration périodique. 

 L'approche que nous adoptons ici afin de faire le lien entre la mécanique de 

l'endommagement discret et la mécanique de l'endommagement continu non-local est basée 

sur une procédure dite de continualisation décrite dans le chapitre précédent. L’introduction 

d’opérateurs différentiels d'ordre supérieur offre une résolution analytique des problèmes 

formulés en différences finies dans le cas des systèmes étudiés ici. Pour rappel, cette 

méthode mise en place pour créer un lien entre les problèmes discrets et continus consiste 

en une continualisation qui a déjà été étudiée pour des problèmes axiaux élastiques (Collins 

1981 ; Rosenau 1986 ; Triantafyllidis and Bardenhagen 1993 ; Andrianov et al. 2010), ou 

plus récemment, dans l'étude des systèmes en flexion (Challamel et al. 2014). Les résultats 

issus de l’analyse de la chaine FPU ont été publié dans (Hérisson et al. 2016a). 

Askes et Sluys (Askes and Sluys 2003) ont étudié le comportement dynamique d'une 

chaîne axiale non linéaire affectée par un phénomène d'endommagement. Ils ont réduit les 

équations dynamiques à un seul champ de déplacement, ce qui équivaut à une formulation 

hyperélastique. La méthodologie suivie dans ce chapitre est basée sur les mêmes 

hypothèses de Askes et Sluys (2003) pour le réseau discret élastique, mais nous conservons 

la formulation à deux champs dans le processus de continualisation (les champs 

d'endommagement et de déplacement sont indépendamment continualisés). 

Dans ce chapitre, un problème de chaîne endommageable axiale discrète est analysé en 

utilisant un mode de chargement distribué pour générer un effort normal non uniforme  

proche de (Picandet et al. 2015). Un mode de chargement réparti en masses concentrées est 
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adopté, ce qui entraine un effort normal non-uniforme où le dernier maillon n'est chargé 

qu'à moitié. Ce mode de chargement spécifique permet une identification exacte de la force 

normale du système lattice, donnant des valeurs équivalentes à ceux obtenus avec le modèle 

continu. La solution exacte pour une distribution non-uniforme de l'effort normal est 

comparée à un modèle de MEC se basant sur une procédure de continualisation. Les 

résultats de cette étude ont été publié dans (Hérisson et al. 2016b). Cette étude utilise une 

approche micro-mécanique afin de développer un modèle MEC non-local unidimensionnel 

en considérant un système de chaîne axiale sous tension. L'effet d'échelle en résistance de 

la structure est aussi observé et comparé à des lois d'effet d'échelle universelles. 

Nous commencerons par traiter la chaîne axiale élastique non-linéaire pour nous 

affranchir des difficultés additionnelles liées à l’endommagement. Cette chaîne axiale, 

communément appelée chaîne FPU pour Fermi-Pasta-Ulam comme décrite dans le chapitre 

précédent, sera étudiée en statique pour une énergie convexe et non convexe.  

2.2 Comportement statique de la chaîne élastique non-linéaire 

FPU 

Le modèle FPU discret, composé d’une série de ressorts élastiques non-linéaires, est 

examiné ici en traction sous charge répartie, représentée par q. Nous n’adoptons pas des 

masses concentrées pour ce premier cas, on ne fera donc pas apparaitre d’effet d’échelle en 

résistance sur la taille de la microstructure. Ces effets seront abordés dans la partie suivante. 

La Figure 2-1 représente la chaîne axiale avec la numérotation de chaque élément et le 

chargement sur chaque nœud qui peut être interprété comme le poids propre de la chaîne. 

Cette dernière, composé de n ressorts, a une longueur totale L telle que L=n×a où a est la 

taille initiale d’un élément. Le déplacement ui est défini au nœud i. l’effort normal iN  et la 

déformation i  sont définis au milieu de chaque élément. Pour éviter toute confusion et 

pour une meilleure représentation géométrique des phénomènes encourus dans la chaine 

continue équivalente, les éléments sont indicés à mi-distance des nœuds qui les entourent : 

le ressort entre les nœuds i et i+1 est donc indicé i+½. 
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Figure 2-1 : Chaîne axiale soumise à son propre poids par unité de longueur. 

Le comportement statique de la chaîne FPU est gouverné par l’équation d’équilibre : 

1 2 1 2i iN N
q

a

 
   (2-1) 

Et la loi constitutive : 

2

1 2 1 2 1 2 1 2i i i i

i

u u u u
N EA

a a


   
   
    
   

 (2-2) 

Endommagement discret et continu : application aux materiaux quasi-fragiles Benjamin Hérisson 2018



Chaîne axiale microstructurée 

24 

où a est la longueur d’un élément, E le module d’Young, A la section de la chaîne et  est 

un paramètre adimensionnel qui contrôle la non linéarité de la réponse élastique des 

éléments. Ce dernier paramètre caractérise l’interaction quadratique du « lattice » FPU. Il 

était initialement positif dans le papier original de Fermi et al. (Fermi et al. 1955), de façon 

à ce que l’énergie associé au modèle reste convexe, au moins en traction. En combinant 

l’équation d’équilibre Éq. (2-1) et la loi constitutive, Éq. (2-2), on obtient une équation non 

linéaire aux différences exprimée en fonction de la variable de déplacement : 

   
2 2

1 11 1

2 3

2 i i i ii i i
u u u uu u u

EA q
a a

   
    

   
  

 (2-3) 

ce qui peut être présenté de manière équivalente comme : 

1 1 1 1

2

2
1i i i i iu u u u u

EA q
a a

        
    

  
 (2-4) 

Cette équation non linéaire aux différences peut être obtenue directement à partir de la 

stationnarité W  0 de la fonctionnelle énergie suivante : 

2 3

1 1

0 2 3

n
i i i i

i

i

u u u uEA EA
W a a qau

a a
 



    
     

   
  (2-5) 

Seul le comportement en traction est étudié ici. Dans les travaux originaux de Fermi-Pasta-

Ulam, était considéré positif et choisi pour limiter la valeur relative du terme non 

linéaire. Dans notre cas, nous étudierons les cas positifs et négatifs. La Figure 2-2 illustre 

l’énergie du système FPU en fonction du déplacement relatif. On peut noter que l’on a une 

fonction convexe pour   mais pas pour   . Le cas    est associé à une énergie 

non convexe, similaire au potentiel de Lennard-Jones, avec une force de liaison limitée, 

alors que le cas correspond typiquement aux matériaux de type hyperélastique comme le 

caoutchouc, les polymères ou les matériaux d’origine biologique (Ogden (Ogden 1997) ; 

Holzapfel et Ogden (Ogden and Holzapfel 2006)). Ce modèle est très simple à ce stade afin 

de rester général mais il comporte certaines limitations. Il ne peut pas, par exemple, capturer 

les phénomènes parfaitement limités en déformation comme le cas pour certains matériaux 

issus du vivant (voir entre autre Challamel et Rajagopal (Challamel and Rajagopal 2016)) 

ou des non linéarités élastiques plus générales (Rajagopal (Rajagopal 2011)). 
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Figure 2-2 : L'énergie du système en fonction du déplacement selon la valeur du paramètre 

 

L’équation d’équilibre peut être reformulée en équation linéaire aux différences : 

1i iN N
q

a

 
   (2-6) 

Qui peut être intégrée avec les conditions aux limites suivantes : 

 1 2
2

i

qa
N qL N q L ai      (2-7) 

Pour notre cas, l’effort normal varie le long de la chaîne. Il est possible d’utiliser l’effort 

normal ˆ
iN délocalisé : 

1 2
ˆ

i iN N   (2-8) 

associé à la solution exacte du problème continu : 

 ˆ
iN q L ai   (2-9) 

1i iu u

a

 

W
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L’équation non-linéaire aux différences, Éq. (2-4), peut être obtenue de manière 

équivalente à partir des équations aux différences finies : 

1
ˆ ˆ

i iN N
q

a


   , 

2

1 1ˆ i i i i
i

u u u u
N EA

a a
 

   
   

   

 (2-10) 

La différence est uniquement dans la notation, en effet l’Éq. (2-1) est centrée mais les 

indices i ne sont pas entiers (ils représentent les éléments), ce qui n’est pas intuitif. Le 

problème discret est alors converti en une équation non linéaire aux différences tel que : 

 
2

1 1i i i iu u u u
EA q L ai

a a
 

   
    

   

 (2-11) 

On peut exprimer le problème de manière équivalente en utilisant l’équation aux 

différences suivante : 

2

i i iN EA         avec  
1 2 1 2i i

i

u u

a


 
  (2-12) 

ou avec la notation alternative : 

2ˆ ˆ ˆ
i i iN EA         avec  1

1/2
ˆ i i
i i

u u

a
  




   (2-13) 

Il est intéressant de noter que la déformation équivalente converge asymptotiquement vers 

la déformation du milieu continu, i.e. iii
n

i
n

u


 ˆlim~lim . L’Éq. (2-13) couplée à 

l’Éq. (2-9) définit l’équation non linéaire aux différences du premier ordre du système FPU 

discret étudié. Nous nous intéressons à la réponse statique de la chaîne axiale pour un 

chargement monotone. 

2.2.1 Solutions exactes en statique du modèle lattice FPU 

Nous introduisons les paramètres adimensionnels suivants : 

* 1a
a

L n
  , * u

u
L

  et * qL
q

EA
  (2-14) 
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Il est possible de convertir l’Éq. (2-13) en équation non-linéaire aux différences du premier 

ordre : 

 *

2 *
1ˆ

ˆ 0i
i

a i
q




 


      *1

ˆ 1 1 4 1
2

i

i
q

n
 



  
         

 (2-15) 

Deux cas doivent être distingués, en fonction du signe de . Pour  , l’énergie n’est plus 

convexe et la dérivée du second ordre de l’énergie s’annule dans le premier élément 

encastré associé avec la charge limite 41*

max q  (en traction). Dans l’autre cas,  ≥ , 

l’énergie du système est convexe en traction et il n’y a pas de charge limite. 

Quelle que soit la valeur de , l’Éq. (2-15) peut être reformulée en équation aux différences 

telle que : 

* * *

1

1
1 1 4 1

2
i i

i
u u q

n n





  
         

 (2-16) 

En considérant la condition aux limites u0 = 0, et dans les cas  ≥ et la partie ascendante 

(avant la charge limite) du cas   , le déplacement de l’extrémité libre de la chaîne 

discrète est donné par : 

* *

0

1
1 1 4 1

2

n

n

i

i
u q

n n


 

  
         

  (2-17) 

Pour   , au-delà de la charge limite, quand le premier élément entre dans la phase 

descendante, le déplacement de l’extrémité peut être obtenu par : 

 * * *

1

1
1 1 4 1 1 4 1

2

n

n

i

i
u q q

n n
 

 

   
               

  (2-18) 

2.2.2 Comportement élastique linéaire – cas   0 

Même si la configuration du réseau discret élastique linéaire est bien plus simple, examiner 

ses propriétés fondamentales peut être utile pour bien comprendre la généralisation non 

linéaire. Dans ce cas, si   0, l’Éq. (2-3) donne une équation linéaire aux différences du 

second-ordre qui s’écrit : 
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* * *
*1 1

*2

2i i iu u u
q

a

  
   avec *

0 0u   et 
* * *

1

*

n nu u q

a n


   (2-19) 

La solution de cette équation est obtenue par : 

* *2 2
*

1 2
2

i

q a i
u C i C     

 
(2-20) 

Les constantes additionnelles (C1, C2) sont déterminées à partir des conditions aux 

limites de la chaîne axiale. u0 = 0 nous donne C2=0, tandis que C1 est déterminée à partir 

de la condition sur le dernier maillon, * * * 2

1n n nu u q n n   , avec a* = 1/n : 

 
*

*

2
1 2

2
i

q i
u i n

n
       (2-21) 

Le déplacement de l’extrémité *

nu  est alors obtenu pour le cas linéaire : 

* * 1
( 0)

2
n

n
u q

n



   (2-22) 

Dans les prochaines figures, le déplacement adimensionnel de l’extrémité de la chaîne a été 

normalisé par 2n/(n+1), afin que toutes les courbes effort-déplacement, paramétrées par , 

aient la même pente que dans le cas élastique linéaire pour q proche de zéro. Précision 

importante sur cette normalisation : dans la Figure 2-3, qui représente le déplacement 

adimensionnalisé de l’extrémité en fonction du chargement adimensionnel pour  = 1 et 

différentes valeurs de n, le système continu pour n→ semble être moins rigide que dans 

le cas n = 1, ce qui est contraire à ce qui est attendu en termes d’effets d’échelles dans les 

systèmes discrets. Cela n’est dû qu’à l’effet de la normalisation. En effet la Figure 2-4 

présente la même courbe sans normalisation et l’effet d’échelle est bien celui auquel on 

s’attend, le système devient plus rigide avec l’augmentation de n (voir Challamel et al. 

(Challamel et al. 2014)). La Figure 2-5 montre l’effet du paramètre  sur la réponse du 

système, pour des valeurs positives et négatives. Pour   0, on observe une 

proportionnalité de la réponse à la valeur de , les prochaines équations seront donc 

normalisées par rapport à  dans ce cas précis. 
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Figure 2-3 – Déplacement adimensionnel de l'extrémité en fonction de la charge avec  = 1 

et différentes valeurs de n, nombre d'éléments constitutifs. 
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Figure 2-4 – Déplacement adimensionnel de l'extrémité en fonction de la charge avec  = 1 

et différentes valeurs de n, sans normalisation. 
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Figure 2-5 – Déplacement adimensionnel de l'extrémité en fonction de la charge avec n = 1 

et différentes valeurs de . 

2.2.3 Comportement avec chargement limite pour    0 

Dans le cas   0, i.e. en présence d’une charge limite (capacité de résistance finie), il est 

pratique d’introduire la déformation caractéristique y comme suit : 

1
0

2 y




    , * 0
2

y

yq


    et 
*

*
0

y

q

q
    (2-23) 

y représente ici la valeur de déformation maximum en traction (voir Figure 2-6).  
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Figure 2-6 – Réponse effort normal-déplacement du ressort non-linéaire pour   0 

Avec cette notation, et tant que la charge limite n’est pas atteinte, la branche ascendante est 

calculée pour i  {0 ;1 ;2… ;n–1} : 

* *

1 1
1 1 1i i

y

u u i

n n





   
     

   

 avec *

0 0u     (2-24) 

que l’on peut exprimer aussi tel que : 

* *

1
1 2 3

i i

y

u u
b b b i


 

      avec  
1

1
b

n
  ; 2 3

b
n


   et  3

n
b n


   (2-25) 

b1, b2 et b3 sont tous des nombres positifs. Par somme, on obtient : 

* ** *1 1
01

1 2 3 1 2 3 3

0 0

1 1
, ,

2 2

p p
pi i

H H

i iy y

u uu u
pb b b i pb b b p b 

 

 



 

     
              

    
   (2-26) 
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où la fonction Hurwitz Zeta H est introduite pour exprimer la solution de l’équation aux 

différences à résoudre : 

 
0

, ( ) s

H

k

s q k q






    ou 1/2

0

1 , ( )
2H

k

q k q




   
    (2-27) 

Pour finir, en utilisant *

0 0u  , l’équation aux différences du premier ordre admet la solution 

analytique suivante : 

*

3

1 1
, ,

2 2

i
H H

y

u i n n
n n i

n n


 

  

    
           

    
 (2-28) 

Une fois la charge limite du système atteinte, le premier élément entre dans la phase 

descendante alors que tous les ressorts suivants resteront sur la phase ascendante, n’ayant 

pas atteint leur charge maximale. Cela est représenté par l’équation suivante pour i  {1 ;2 

;3… ;n–1} : 

* *

1 1
1 1 1i i

y

u u i

n n





   
     

   

 et 
*

1 1
1 1

y

u

n



   
 

 (2-29) 

La seule différence avec le cas précédent est le changement de condition aux limites, *

0 0u   

est toujours valable, mais on utilise u1
* de l’Éq. (2-29) pour identifier la solution car seule 

le premier ressort atteint la branche descendante : 

*
1 1 1

1 , 1 ,
2 2

i
H H

y

u n n
i n n i

n n


  

  

     
                  

     

 (2-30) 

2.2.4 Comportement monotone   0 

Nous considérons maintenant le cas   0, qui est caractéristique des élastomères ou bio-

matériaux. Le paramètre peut de nouveau être défini comme dans l’Éq. (2-23), où y 

représente cette fois la valeur absolue de déformation associée à la plus petite valeur 

d’effort normal (voir Figure 2-7).  
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Figure 2-7 – Réponse effort normal-déplacement du ressort non-linéaire pour   0 

Avec ces nouveaux paramètres, l’Éq. (2-15) devient : 

* *

1 1
1 1 1i i

y

u u i

n n





   
      

   

 avec  *

0 0u   (2-31) 

où la branche avec des valeurs négatives n’est pas considérée pour notre cas. L’Éq. (2-31) 

peut aussi s’écrire uniquement en traction (pour  > 0) :  

* *

1

3

1 1
1i i

y

u u n n
n i n i

n n n n

 

  


 
            

 

 (2-32) 

Il peut être utile d’utiliser le changement de variable suivant j  n – i, afin que l’équation 

aux différences soit convertie sous la forme : 
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* *

1 1
1 1

j j

y

u u j

n n






 

     
 

  avec * *

0 0i j nu u     (2-33) 

On reconnait alors une équation aux différences similaire au cas précédent : 

* *

1

1 2 3

j j

y

u u
b b b j




       avec  

1

1
b

n
  ; 2 3

b
n


   et

3

n
b


  (2-34) 

En suivant le même raisonnement, utilisant la fonction Hurwitz zeta, on obtient la solution : 

*
1 1 1

, 1 , 1
2 2

j

H H

y

u n n
j n n j

n n


 

  

     
                

     

 (2-35) 

ou, de manière équivalente, avec notre variable d’origine, et *

0u =0 : 

*
1 1 1

, 1 , 1
2 2

i
H H

y

u n n
i n n i

n n


 

  

     
                 

     

 (2-36) 

Pour des valeurs positives de , la Figure 2-3 présente l’effet de radoucissement de la 

discrétisation paramétrée par le nombre d’éléments n, comme observé habituellement pour 

des systèmes discrets (voir Challamel et al.(Challamel et al. 2014)). Pour des valeurs 

négatives, la Figure 2-8 illustre l’effet d’échelle dans le système discret en représentant 

l’évolution du déplacement de l’extrémité pour différentes valeurs de n. Dans la 

normalisation considérée, pour des valeurs négatives de , toutes les courbes paramétrées 

par atteignent la valeur limite de charge max  1. Cette représentation adimensionnelle 

permet de mieux comprendre l’effet d’échelle induit par le paramètre n. On peut mentionner 

que n semble avoir un effet relativement faible sur la phase ascendante de la réponse, au 

contraire, dans la phase de « radoucissement » l’effet est très prononcé, en effet des valeurs 

élevées de n tendent à réduire l’hystérésis élastique entre les 2 branches de la réponse. 

Asymptotiquement, pour un nombre infini d’éléments n→, ce qui correspond au cas 

continu local, il n’y a pas de différence entre les deux branches. Cet effet paradoxal vient 

du fait qu’en présence d’un gradient d’effort normal, le premier ressort connecté à 

l’encastrement est le plus sollicité. Quand il atteint la valeur de charge maximale, la charge 

diminue dans la branche de « radoucissement » et tous les ressorts à l’exception du premier 

subissent une décharge élastique. Dans le cas local asymptotique, pour n→, le premier 

ressort a une longueur infinitésimal, ce qui engendre une sorte de paradoxe de Wood (Wood 
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1968), i.e. un phénomène de localisation de la déformation dans une région de longueur 

nulle associé à une décharge élastique. 

 

Figure 2-8 – Déplacement adimensionnel de l'extrémité en fonction de la charge avec  = –

1 et différentes valeurs de n, nombre d'éléments constitutifs. 

2.2.5 Continualisation du modèle FPU discret – Série de Taylor 

2.2.5.1 Continualisation de l’équation non-linéaires aux différences du 

second ordre 

Cette partie se concentre sur la possibilité de développement d’un milieu continu enrichi 

capable de décrire la réponse et les caractéristiques du système discret. L’importance de 

d’établir un milieu continu équivalent tient dans le fait que mathématiquement, il est plus 

facile de simuler le comportement d’un milieu continu que celui d’un milieu discret. En 

suivant la procédure de continualisation présentée par Kruskal et Zabusky (Kruskal and 

Zabusky 1964), l’équation non linéaire aux différences Éq. (2-4) peut être continualisée en 

utilisant le développement en série de Taylor des opérateurs aux différences : 
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     
0 !

x

k k
ax

k

a
u x a u x e u x

k







     avec  1

xa

iu e u x


   (2-37) 

Éq. (2-4) peut être réécrite en utilisant ce développement asymptotique et en se limitant aux 

termes d’ordres inférieurs à 4 : 

   
2 2

4 41 2
12 6

a a
EA u u u u a q 

    
          

    

 (2-38) 

Le système continualisé peut aussi s’exprimer : 

     
2 2 2

4 4 42
12 6 12

a a a
EA u u u u u u u u a q 

  
             

  

 (2-39) 

L’équation du quatrième ordre, Éq. (2-39), peut aussi être obtenue par principe variationnel. 

En considérant la fonctionnelle énergie (voir Éq. (3.4) dans (Triantafyllidis and 

Bardenhagen 1993) pour l’énergie interne avec une force de rappel élastique parabolique), 

le travail des efforts internes s’écrit : 

   
3 2

2 2

0

1
1 2

2 3 24

L u a
W u EAu EA EA u u qu dx 


        (2-40) 

Comme mentionné par Triantafyllidis et Bardenhagen (Triantafyllidis and Bardenhagen 

1993), prendre uniquement en compte l’interaction du premier voisin résulte en une 

contribution négative à la densité d’énergie, même si  prend des valeurs positives. En 

d’autres termes, la fonctionnelle énergie n’est plus définie positive dans ce cas. Dans cet 

esprit, Triantafyllidis et Bardenhagen (Triantafyllidis and Bardenhagen 1993) incluent des 

interactions plus générales étendues à d’autres éléments adjacents, qui mènent à un 

problème d’élasticité au gradient correctement posé avec une contribution positive du terme 

additionnel de gradient de déformation dans la fonctionnelle énergie. La stationnarité de la 

fonctionnelle énergie W[u] = 0 mène de nouveau à l’Éq. (2-39) avec les conditions aux 

limites variationnellement cohérentes suivantes : 

   
2 2 2

2 2

0

0

1 2 1 2 0
12 12 12

L

La a a
EA u u u EA u u u u u u     

  
                   

  
 (2-41) 
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On peut alors obtenir du premier terme de l’Éq. (2-41) cette condition aux limites d’ordre 

supérieur : 

   0 0u u L    (2-42) 

2.2.5.2 Continualisation de l’équation linéaire aux différences du premier 

ordre – Série de Taylor 

L’équation discrète, Éq. (2-10), peut aussi être continualisée à partir du développement en 

série de Taylor de la déformation discrète : 

 
2

1 2 1 2 2 42
sinh 1

2 24

i i x
x x

u u a a
u a u

a a


    
       

   
 (2-43) 

Cette continualisation est alors équivalente à une sorte de loi constitutive d’élasticité au 

gradient non linéaire : 

     
2

N x EA x x        
   avec   

2

24

a
u u x    (2-44) 

Il est bon de noter que l’effort normal    
2

qa
N x q L x    est calculé dans chaque 

élément et est donné par l’Éq. (2-7). Il est décalé par rapport à celui du milieu continu local 

N̂ (x) = q(L – x). 

2.2.5.3 Comportement avec point limite pour   0 

L’Éq. (2-44) peut être réécrite pour exprimer  x en fonction de la charge q : 

 
     

2

2

N x q qa
x x L x

EA EA EA
        (2-45) 

On applique la normalisation décrite dans l’Éq. (2-23) et on résout l’Éq. (2-45) pour obtenir 

l’expression de  x . Dans ce cas, l’équation différentielle du second ordre à résoudre 

dans la branche ascendante (avant la charge maximale) est donnée par la plus petite des 

deux solutions : 
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 
2

24

a
u u x     avec   

    2
1 1 2

y y

x q L x qa

EA



 

 
    (2-46) 

Qui peut s’exprimer avec les paramètres adimensionnels suivants : 

 
2

24

a
u u x        avec   

  *1
1 1 1

2y

x
x

n






 
     

 
 (2-47) 

Cette équation différentielle linéaire est numériquement intégrée avec la condition aux 

limites « cinématique » u(0)=0. Lorsque le domaine d’intégration inclus l’origine à x = 0 

(ce qui est le cas avec cette condition aux limites). On peut voir immédiatement par la racine 

carrée dans la définition de la déformation équivalente que le paramètre de chargement 

adimensionnel  ne peut pas dépasser une certaine valeur définie par cr, telle que :  

max

2
1

2 1
cr

n

n
   


 (2-48) 

Cette charge critique, cr, est inférieure à la charge maximale théorique pour le système 

FPU, max = 1, et donc, cette méthode ne permet pas de simuler des valeurs élevées de 

chargement. Cela est dû au fait que pour  plus grand que cr, la racine carrée prend des 

valeurs négatives pour x* variant entre 0 et 1/2n. La figure 2-9 montre la réponse du système 

continualisé basé sur le développement en série de Taylor de l’opérateur aux différences 

centrées en utilisant la condition aux limites « cinématiques » u(0) = 0 et les conditions 

d’ordres supérieurs variationnellement consistantes u”(0)=u”(L)=0.  
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Figure 2-9 – Effort-déplacement adimensionnalisé du système continualisé avec condition 

« cinématique » avec et sans l’utilisation de l’approximant de Padé. 

La procédure de continualisation semble être efficace jusqu’à la charge critique cr. On peut 

alors proposer une condition aux limites alternative dite « statique » (ou loi cohésive 

élastique de longueur finie) qui est issue de la continualisation de l’équation discrète : 

 
   

2

2 2
2

u a u a
N a EA

a a


             
    

 avec 

         auuauau  02  

(2-49) 

qui est finalement réécrite, pour la condition aux limites continualisée : 

 
2

u a a

a

 

  
 

 (2-50) 
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La condition aux limites « statique » (ou loi cohésive élastique de longueur finie) peut être 

exprimer en variables adimensionnelles : 

 * 1 1
1 1u

n n


 
   

 
 (2-51) 

Une fois que la branche atteint la valeur maximale max = 1, le premier élément entre dans 

la phase de radoucissement. L’Éq. (2-50) est toujours valide mais la condition aux limites 

« statique » est alors modifiée pour : 

 * 1 1
1 1u

n n


 
   

 
 (2-52) 

Cette condition aux limites cohésive utilise implicitement u0 = 0, mais exprime le 

déplacement adimensionné du premier nœud à 1/n. Pour modifier le domaine d’intégration, 

nous pouvons décaler les conditions aux limites d’ordre supérieur (Éq. (2-42)) de la taille 

d’un demi-élément considérant ainsi uniquement la zone de la chaîne avec des valeurs 

réelles de déplacement, tout en ayant conscience que cela entrainera peut-être une perte de 

précision du modèle continualisé. Les nouvelles conditions aux limites d’ordre supérieur 

sont : 

0
2 2

a a
u u L
   
      
   

 (2-53) 

Les trois conditions aux limites sont donc définies sous forme adimensionnelles en 1/2n, 

1/n et (2n+1)/2n. Dans ce cas, le calcul de la réponse du système continualisé montre que 

la solution est définie pour toute la plage 0 <  < 1. Les résultats seront commentés et 

comparés au modèle lattice dans la section suivante. 

2.2.5.4 Comportement monotone pour   0 

Ici nous appliquons la normalisation décrite en section 2.2 : 

1
0

2 y




         (2-54) 
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L’équation différentielle du second-ordre à résoudre est alors : 

 
2

24

a
u u x        with   

    2
1 1 2

y y

x q L x qa

EA



 

 
       (2-55) 

qui peut s’exprimer avec les termes adimensionnels définis précédemment : 

 
2

24

a
u u x        with    

  *1
1 1 1

2y

x
x

n






 
      

 
   (2-56) 

Cette équation est résolue numériquement avec des conditions de type cinématique. 

L’équation n’est pas susceptible de faire apparaitre des racines carrées négatives pour 

l’intervalle   [0 ;+]Les conditions aux limites d’ordre supérieur n’ont pas besoin 

d’être décalées dans ce cas, on utilise alors directement l’Éq. (2-42). 

2.2.6  Continualisation du modèle FPU discret – approximant 

de Padé. 

L’approximant de Padé d’ordre 2/2 de l’opérateur aux différences finies centrées est utilisé 

pour éviter l’introduction de conditions aux limites d’ordre supérieur associées au modèle 

d’élasticité au gradient d’ordre supérieur : 

2
2

2
2

1 ...
24

1
24

x
x x

x

a

a

  
     
   

     (2-57) 

2.2.6.1 Comportement avec point limite pour   0 

Le système continualisé Éq. (2-12) est dans ce cas : 

 
2

24

a
u x      avec   

  *1
1 1 1

2y

x
x

n






 
     

 
   (2-58) 

Cette équation peut être lue comme une forme d’équation non locale où la déformation 

 x  s’écrit selon une équation différentielle du second ordre implicite exprimée par 

rapport à la déformation locale    ˆ x u x  . Cela a été utilisé par Eringen pour des 

équations différentielles implicites de contrainte-déformation (Eringen 1983). Des 
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déformations non locales similaires ont été utilisées pour des problèmes d’endommagement 

par (Peerlings et al. 1996). 

L’intégration de cette équation avec les conditions aux limites de type cinématique u(0) = 0  

mène à la solution continualisée associé à l’approximant de Padé : 

3/2 3/2

*

*
*

2 *

1 1
2 1 1 1 1

2 2

3

1 1
48 1 1 1 1

2 2

y

x
n nu

x

n x
n n

 

 



 

       
           
         


    

         
    





 pour  * 0,1x   (2-59) 

On peut montrer à nouveau que le chargement adimensionnel  ne peut pas dépasser une 

valeur critique cr mise en valeur pour la méthode d’élasticité au gradient d’ordre supérieur, 

voir Éq. (2-48). Les deux méthodes continualisées basées sur la condition aux limites de 

type cinématique u(0) = 0 présentent des comportements différents à proximité de la charge 

critique, mais aucune des deux aboutissent à des chargements dépassant cette valeur. En 

considérant la condition aux limites de type statique (ou loi cohésive), l’Éq. (2-51) donne, 

après intégration, une solution analytique pour la branche ascendante (avant que la charge 

n’atteigne max  1) : 

3/2 3/2

*

*
*

2 *

1 1
2 1 1 1 1

2 2

3

1 1
48 1 1

1

1 1
2 2

y

x
n nu

x

n x
n

n

n



 

 



 

       
           
         

 
    

         
     




 pour * 1

,1x
n

 
 
 

  (2-60) 

Pour ce qui est de la branche descendante, il est important d’insister sur le fait que seul le 

premier élément, avec des conditions limite de type cohésif, reprend la plus grande charge 

et atteint la branche descendante (voit son module élastique diminuer).  
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On intègre alors avec la seconde condition aux limites de type statique, Éq. (2-52), ce qui 

nous donne la solution « radoucissante » : 

3/2 3/2

*

*
*

2 *

1 1
2 1 1 1 1

2 2

3

1 1
48 1 1

1

1 1
2 2

y

x
n nu

x

n x
n

n

n



 

 



 

       
           
         

 
    

         
     





 pour * 1
,1x

n

 
 
 

 (2-61) 

La comparaison des deux méthodes avec la condition aux limites de type statique (ou 

modèle d’élasticité cohésive) est illustrée en Figure 2-10. 

 

Figure 2-10 – Effort-déplacement adimensionnalisé du système continualisé avec condition 

« statique » (ou modèle cohésif) avec et sans l’utilisation de l’approximant de Padé. 

Les deux méthodes présentent des résultats assez fidèles à la réponse discrète. Cependant 

la précision diminue avec l’augmentation de la charge , comme illustrée en Figure 2-11, 

où le pourcentage d’erreur entre les deux méthodes de continualisation et le modèle discret 

de référence pour tout l’intervalle de chargement est tracé. 
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Figure 2-11 – Pourcentage d’erreur vis-à-vis de la réponse discrète des deux 

continualisations avec la condition « statique » en fonction du chargement. 

La continualisation basée sur l’approximant de Padé est clairement la plus précise avec un 

maximum de 0,05% d’erreur comparé au 1,5% d’erreur maximum de la continualisation en 

série de Taylor. Cette moindre précision peut être attribuée au décalage de la condition aux 

limites d’ordre supérieur qui nous a permis d’obtenir une réponse pour tout l’intervalle de 

chargement, l’approximant de Padé ne nécessitant pas de condition aux limites d’ordre 

supérieur. Il est intéressant de mentionner que les courbes ont été tracées avec un faible 

nombre d’élément n =3 pour chaque figure, afin d’exacerber la contribution du terme non 

local, mettant ainsi en valeur l’efficacité des modèles continualisés. Bien sûr, les 2 

méthodes fonctionnent aussi pour des valeurs élevées de n. La continualisation basée sur 

l’approximant de Padé avec la condition aux limites de type statique offre les meilleurs 

résultats. La Figure 2-12 se concentre sur les solutions de la continualisation avec 

approximant de Padé avec les deux types de conditions aux limites comparées à la réponse 

du modèle continu local. 
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Figure 2-12 – Effort-déplacement adimensionnalisé du système continualisé avec 

conditions « cinématique » et « statique » avec l’approximant de Padé ainsi que la réponse 

locale pour comparaison. 

Comme déjà précisé précédemment dans l’analyse discrète, le modèle continu local (un 

modèle discret avec un nombre infini de maillon) ne présente pas d’hystérésis entre la 

courbe ascendante et descendante. Le profil de déplacement le long de la chaine,  * *u x , 

est représenté pour différentes valeurs de  en Figure 2-13. 

Endommagement discret et continu : application aux materiaux quasi-fragiles Benjamin Hérisson 2018



Chaîne axiale microstructurée 

47 

 

Figure 2-13 – déplacement adimensionnel normalisé le long de la chaine pour les deux 

méthodes de continualisation avec condition « statique » pour un modèle discret de 

référence de 3 éléments (n = 3) pour différentes valeurs de  (max = 1, cr 

=2n/(2n+1) = 6/7 et  = 0,5). 

On peut voir que le modèle non local basé sur l’approximant de Padé (défini pour 

x*[1/n ;1]) correspond bien aux déplacements des nœuds du système discret. Cependant, 

la continualisation basée sur les séries de Taylor (définie pour x*[1/(2n) ;1]) présente des 

oscillations dont l’amplitude augmente avec des valeurs de  plus élevées. 

2.2.6.2  Comportement monotone pour   0 

Pour   0, le système continualisé est : 

 
2

24

a
u x      avec   

  *1
1 1 1

2y

x
x

n






 
      

 
  (2-62) 
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Comme précédemment, on intègre cette équation avec la condition aux limite de type 

cinématique, u(0) = 0, ce qui nous mène à la solution continualisée, associée à 

l’approximant de Padé : 

3/2 3/2

*

*
*

2 *

1 1
2 1 1 1 1

2 2

3

1 1
48 1 1 1 1

2 2

y

x
n nu

x

n x
n n

 

 



 

       
           
          


    

         
    





  pour  * 0,1x   (2-63) 

Figure 2-14 présente les 2 méthodes de continualisation avec condition aux limites 

« cinématique » pour   0.  

 

Figure 2-14 – Effort-déplacement adimensionnalisé du système continualisé avec condition 

« cinématique » avec et sans l’utilisation de l’approximant de Padé. Pour  0. 

Les 2 méthodes correspondent bien au comportement de la chaine discrète, et la 

continualisation par approximant de Padé a de nouveau une meilleure précision. Pour  

 = 5, l’erreur relative avec l’approximant de Padé est de 0,1% et de 0,5% pour les séries 

de Taylor. Tout comme pour la cas   0, les résultats numériques issus des séries de Taylor 
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présentent des oscillations, illustrées Figure 2-15, qui représentent le profil de déplacement 

le long de la chaine, u*(x*). 

 

Figure 2-15 – déplacement adimensionnel normalisé le long de la chaine pour les deux 

méthodes de continualisation avec condition « cinématique » pour un modèle discret de 

référence de 3 éléments (n = 3) pour différentes valeurs de . 

2.3 Chaîne élasto-endommageable 

2.3.1 Système d'endommagement discret 

Cette étude se concentre sur la réponse en statique d'un système axial élasto-

endommageable et microstructuré. Le système d'endommagement structurel est composé 

de n ressorts périodiques endommageables, qui peuvent être considérés comme une chaîne 

discrète (ou un problème de lattice unidimensionnel endommageable). Les n éléments 

périodiques possèdent la même dimension initiale, notée a. De même, la longueur totale de 

la chaîne, L, est égale à L = na, i.e. le nombre d'éléments périodiques multiplié par la taille 

de chaque élément. 
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On considère le comportement en déplacement d'une chaîne discrète d'une longueur de L 

composée de n ressorts élasto-endommageables de rigidité initiale k (voir Figure 2-16). 

Chaque nœud reçoit une charge concentrée qa à l'exception du dernier nœud qui reçoit 

seulement une charge qa/2, ce qui provoque une distribution linéaire de l'effort normal le 

long de la chaîne axiale. Le mode de chargement du dernier maillon, qui ne reprend qu'une 

demi-charge concentrée, permet une identification de l'effort normal dans le réseau discret 

comme étant égal à celui obtenu en résolvant le problème continu. 

 

 

 

 

a 

 
 

a 

a 

node 0 

node 1 

node 2 

node n – 1 

node n 

L 

qa 

qa 

qa 

spring 3/2 

(1 – D3/2) 

spring 1/2 

(1 – D1/2) 

2

qa
 

spring n – ½ 

(1 – Dn – 1/2) 

 

Figure 2-16  – Chaîne axiale soumise à son propre poids par unité de longueur. 

2.3.1.1  Équation d'équilibre 

Les équations d'équilibre sous forme discrète peuvent s'écrire : 

1/2 1/2i iN N
q

a

 
   (2-64) 

où Ni + 1/2 est la force normale du ressort axial endommageable i + 1/2. 
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2.3.1.2  Comportement élasto-endommageable 

Chaque ressort axial se comporte comme un ressort élasto-endommageable, dont 

l'élongation dépend de l'effort normal, 21iN , appliqué sur le ressort 21i  : 

   1
1/2 1/2 1/2 1/21 1i i

i i i i

u u ES
N ES D D u

a a


   


      (2-65) 

où  i iu u x x ia    sont les déplacements aux nœuds de la chaîne, k = ES/a est la rigidité 

initiale de chaque élément élastique périodique et Di + 1/2 est la valeur de l'endommagement 

de chaque maillon de la chaîne ou de chaque ressort axial i + 1/2. Di + 1/2 varie entre 0 pour 

le ressort non endommagé et 1 pour le ressort totalement endommagé ou rompu. L'Éq. (2-

65) s'applique sur toute la longueur du système et peut être reformulée en termes d'effort 

normal effectif décalé vers la gauche d'un demi maillon (Picandet et al. 2015) comme suit : 

1

i i
i

i

N u
N ES

D a


 


 avec 

a

uu
u

ii

i

2121  
  (2-66) 

où iN
~

 désigne l'effort normal dans le ressort translationnel fictif i, centré au niveau du 

nœud i et situé entre les nœuds fictifs i – 1/2 et i + 1/2. On considère donc que la fonction 

de charge d'endommagement est formée ainsi : 

  01, 



 i

y

i

ii D
u

u
Duf   (2-67) 

Par conséquent, la fonction de charge d'endommagement dépend de deux paramètres du 

matériau : yu  est le déplacement relatif nécessaire pour l'initiation du phénomène 

d'endommagement et   contrôle la réponse en radoucissement du matériau en présence 

d'effets de propagation de l'endommagement. Ce dernier peut être considéré comme un 

paramètre de durcissement qui doit être positif pour éviter au ressort d'éventuels effets de 

type snap-back (Picandet et al. 2015). Cette loi d’endommagement effort-déplacement peut 

être considérée comme une variante de la fonction de charge d'endommagement de Marigo 

(Marigo 1981). De plus, on peut voir que la pente de la fonction effort-déplacement est 

contrôlée par la valeur de   dans la configuration d'endommagement.  1;0  est associé 

à un régime de radoucissement de l'endommagement, alors que pour 1  un régime 

d'écrouissage précède le régime de radoucissement avant la rupture. La Figure 2-17 montre 
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l’évolution des courbes d’effort-déplacement d’un élément constitutif pour un chargement 

monotone, selon le paramètre adimensionnel .  

 

Figure 2-17 – Comportement du ressort élasto-endommageable 



















 y

i

y

i

u

u
f

uk

N
 ; La 

phase d’endommagement commence au point d'endommagement    yyii uCuNu  ,,  

Les conditions de chargement-déchargement (conditions de Kuhn-Tucker) sont définies 

par : 

 , 0i if u D  , 0iD  ,  , 0i i if u D D   (2-68) 

Dans le cas d'un chargement monotone, l'évolution de l'endommagement au sein de la zone 

endommagée est dictée par le critère de charge d’endommagement f (ui, Di) = 0, menant 

à une égalité forcée entre la variable de déplacement et celle d'endommagement. 
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Pour le chargement monotone étudié dans ce chapitre, l'inégalité de l'Éq. (2-67) peut être 

reformulée sous forme d'une égalité exprimée selon des variables en déplacement 

équivalent comme suit : 

1/2 1/2 1i i
i

y

u u
D

a



 

    avec  
a

u y

y


  (2-69) 

On peut noter que les équations discrètes présentées ici ne sont rien d'autre qu'un modèle 

numérique en différences finies centrées d'un problème d'endommagement « local ». De ce 

fait, la loi d’endommagement élastique démontrée par l'Éq. (2-66) pour le problème de 

lattice peut être maintenant utilisé pour le problème continu « local » : 

ES
D

N
N 




1

~
 et u  (2-70) 

et la fonction de charge donnée dans l'Éq. (2-69) peut être formulée pour le problème 

continu comme ceci : 

D
y





1  (2-71) 

couplée avec l'équation d'équilibre du problème de lattice, l'Éq. (2-64) peut être désormais 

notée pour le problème continu comme suit : 

N q    (2-72) 

où le symbole prime indique la dérivée en respectant la coordonnée longitudinale x 

(i.e. x  ). 

2.3.1.3  Comportement élastique - Solution exacte 

La solution analytique exacte du système élastique discret est tout d'abord étudiée dans 

cette section. Si Di = 0  i [1,n], lors de la phase élastique, alors l'Éq. (2-65) se réduit à : 

  1 2 1 2i i

i

u u
N q L ai EA

a

 
    (2-73) 
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L'équation d'équilibre dans le cas d'une élasticité pure peut être notée ainsi : 

 1/2 1/2 1 12i i i i iqa N N k u u u          (2-74) 

Quand des paramètres adimensionnels sont pris en compte, la relation ci-dessus résulte en 

: 

* * *
*1 1

2*

2i i iu u u
q

a

  
   avec 

*u u L , nLaa 1*   et 
*q qL ES  (2-75) 

On peut la considérer comme une équation linéaire aux différences finies de second ordre. 

On peut obtenir la solution de cette équation avec l’Éq. (2-20), comme pour le système 

FPU, cependant les conditions aux limites sont légèrement différentes du fait des masses 

concentrées considérées dans ce problème : 

*

0 0u   et 
* * *

1

* 2

n nu u q

a n


  

 
(2-76) 

Les conditions aux limites 0 0u   mènent à un terme constant nul, i.e. 0B  , pendant que 

* * * 2

1 2n nu u q n   permet la détermination de A qui nous amène à la solution élastique : 

qLaii
qa

EAu i  2
2

2
 (2-77) 

Nous pouvons voir dans l'Éq.(2-77) que le déplacement axial du lattice élastique correspond 

exactement à la solution continue locale avec la relation aix  . Le chargement limite 

d'endommagement, qy, est calculé à condition que le premier maillon encastré atteigne sa 

limite maximale d'élasticité, i.e. : 









 yES

a
LqN 

2
21 1

1
2

y

y

ES
q

L
n




 
 

 

 
(2-78) 

L'Éq.(2-78) montre que le chargement limite d'endommagement dépend de la taille de la 

microstructure. Cela met en lumière le caractère intrinsèque de l'effet d'échelle en résistance 

de ce modèle de lattice endommageable. Il est aussi possible d'introduire le chargement 

limite d'endommagement « local », qui est obtenu de manière asymptotique quand n  . 
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,

y

y

ES
q

L


   (2-79) 

Les paramètres de charge adimensionnels suivants peuvent être introduits ainsi : 

,y

q

q




  et 
,

y

y

y

q

q




  (2-80) 

Grâce aux Éq. (2-79) et (2-80) 
y  peut désormais être exprimé comme une fonction de n : 

1 2

1 2 1
1

2

y

n

n

n

  
 

 
 

 
(2-81) 

La réponse globale du lattice endommageable peut être mesurée par le déplacement de 

l'extrémité =un . Si  ≤ y, i.e. dans le régime élastique, l'Éq. (2-78) nous donne le rapport 

effort-déplacement exprimé en utilisant le déplacement adimensionnel élastique de 

l'extrémité, * *

n y yu     : 

*2





y

  (2-82) 

On peut normaliser le déplacement de la chaîne par rapport au déplacement de la chaîne à 

la limite élastique n , qui est associée à la charge adimensionnelle égale à 1, i.e. 

,yq q  . Le déplacement de l'extrémité au point de limite élastique, *

,y 
, est obtenu ainsi : 

*

,
2

y

y


    (2-83) 

Ci-après, les déplacements de l'extrémité sont normalisés en fonction du déplacement 

maximum élastique de l'extrémité, y. Les courbes d'effort-déplacement présentées ici sont 

tracées selon des variables normalisées : le chargement adimensionnel  et le déplacement 

normalisé,  /y. En conséquence, toutes les courbes se croisent au même point (quand 

 = 1,  /y = 1), peu importe le nombre, n, d'éléments périodiques dans la chaîne, même si 

le seuil d'élasticité pour un nombre donné de n est plus élevé que ce point d’élasticité. 
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2.3.1.4 Réponse globale de l'approche discrète élasto-endommageable 

Dans cette étude, nous examinons un mode de chargement contrôlé en déplacement. Dans 

le cas d'un mode de chargement monotone, dès que l'endommagement est amorcé dans la 

chaîne axiale, elle se comporte de manière non-linéaire dans la zone endommagée connecté 

à l’encastrement, et élastiquement dans le reste de la chaîne. Tout d'abord, nous cherchons 

une solution pour la zone d'endommagement. En combinant les équations Éq. (2-64), (2-

65) et (2-69), on obtient le champ d'endommagement discret par l'équation 

d'endommagement non-linéaire suivante : 

 
 

 
1

1
i y

i

q L ia
D

ES D
 


 


 (2-84) 

Si nous combinons les équations Éq. (2-79) et (2-80), nous pouvons réécrire l’Éq. (2-84) 

sous forme adimensionnelle : 

    *1 1 1i iD D ia      (2-85) 

Pour 
y   et 1  (dans la phase d'écrouissage), il se produit une propagation de 

l'endommagement et la valeur de ce dernier dans le problème discret est directement lié au 

paramètre de charge, , dans l'Éq. (2-85), qui peut s'exprimer comme une équation 

polynomiale de second ordre : 

 *

2
1 11

0i i

ia
D D



 

 
    avec  

,y

q

q




  (2-86) 

qui admet deux solutions : 

2
1 1

1
2 2

i

i
D

n

  

  

    
      

   
 (2-87) 

La solution d'écrouissage est notée par le signe positif 

iD  et est égale à la solution 

minimale de l'équation polynomiale de second-ordre : 

2
1 1

1
2 2

i

i
D

n

  

  

     
      

   
 (2-88) 
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La solution de radoucissement est notée par le signe négatif 

iD  et est égale à la solution 

maximale de l'équation polynomiale de second-ordre : 

2
1 1

1
2 2

i

i
D

n

  

  

     
      

   
 (2-89) 

La transition entre l'écrouissage et le radoucissement est obtenue au point de connexion des 

2 phases dans le ressort le plus tendu, pour lequel l'endommagement est D1/2 (lié à 

l'encastrement) : 

 
22

max

11 1
1 0

2 2 4
y

n

 
 

  

   
       

   
 (2-90) 

Cela signifie que pour la phase d'écrouissage, nous devons calculer, pour un paramètre de 

chargement donné 
max;y     , le nombre p de ressorts endommagés actifs et le nombre 

n-p de ressorts élastiques complémentaires dans la chaîne microstructurée. Le nombre p de 

ressorts endommagés dépend du paramètre de chargement et peut être calculé à partir de la 

longueur endommagée continue 0l , associé à une valeur nulle du paramètre 

d'endommagement. Toutefois, comme l'endommagement iD  est calculé avec le 

déplacement du lattice 21iu  et 21iu , la longueur endommagée est calculée à partir de 

l'équation non-linéaire suivante :  



11
0

2

1 0*

0
0 










y

i
L

l
l

a

l
iD  (2-91) 

Le nombre p de ressorts endommagés devrait donc être limité par l'inégalité suivante : 

n

p
l

n

p

y






111 *

0  (2-92) 

ou par : 

1 1
1

y

p E n
 

  
     

   

 (2-93) 
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Le nombre maximal de ressorts endommagés, pmax, est égal à : 

max

max

1 1
1

y

p E n
 

  
     

   

 (2-94) 

Pendant la phase d'écrouissage, pour le nombre p de ressorts endommagés, l'équation aux 

différences finies de premier ordre doit être résolue avec : 

1
1/21i i

i

y

u u
D

a








   avec  

2

1/2

1 1 1
1

2 2 2
i

i
D

n n

  

  





    
       

   
 (2-95) 

L'équation aux différences finies de premier ordre peut être intégrée numériquement en 

utilisant une méthode itérative avec u0 = 0 comme condition aux limites. Il est également 

possible de trouver une solution analytique pour l'équation aux différences finies linéaire 

Éq. (2-95).Si l'on considère les mêmes conditions aux limites pour l'extrémité encastrée 

u0 = 0, Éq. (2-95) peut s'écrire :  

 
2

1
11 1

2 4 2

i i

y

nu u
n i

a n

 

 


   
     

 
 (2-96) 

 

qui peut aussi être exprimée par : 

1
1 2 3

i i

y

u u
b b b i

a
 

      avec  
1

1

2
b

 
  ; 2b

n


  et 

 
2

3

1 1

4 2

n
b n






   . (2-97) 

Par addition, nous obtenons : 

* ** *1 1
01

1 2 3

0 0

j j
ji i

i iy y

u uu u
jb b b i

 

 



 


      avec (2-98) 
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 

 
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   

        
   

 

 

(2-99) 
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Avec H
 , la fonction Hurwitz Zêta définie comme suit : 
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H
)qk(q,  (2-100) 

L'équation aux différences finies de premier ordre mène à une solution analytique en 

utilisant la fonction Hurwitz Zêta : 
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 (2-101) 

Éq.(2-101) devient : 
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 (2-102) 

Si u0 = 0 alors 01 C , donc la solution exacte de l'équation du lattice endommageable est : 
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 (2-103) 

Pour vérifier les résultats, nous avons calculé les déplacements du nœud dans la zone 

endommagée, c'est-à-dire pour i ≤ p, en utilisant les méthodes analytique et numérique 

itérative. Les solutions analytique et numérique exacte sont identiques. 

Dès que le paramètre de chargement atteint max  , le ressort le plus sollicité (connecté 

à l'encastrement) entre en phase de radoucissement caractérisé par :  
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 (2-104) 
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Les p – 1 ressorts endommagés se décharge élastiquement avec la valeur 

d'endommagement atteinte à max  , tandis que les n – p ressorts élastiques se 

déchargent élastiquement. 

Les Figures 2-18 et 2-19 présentent les résultats numériques obtenus par une approche 

itérative numérique, appliquée à l'écrouissage et au radoucissement du problème axial 

discret. Pour un système discret donné (en fixant n = 4), la Figure 2-18 montre que le 

paramètre   contrôle l’amplitude de l'écrouissage et la valeur de chargement ultime.  

 

Figure 2-18 – Déplacement adimensionnel de l’extrémité de la chaîne en fonction du 

chargement, avec n = 4 et différentes valeurs du paramètre  

D'autre part, comme l'illustre la Figure 2-19, le radoucissement dépend beaucoup du 

nombre de cellules n ; la réponse se fragilise pour un grand nombre de cellules, alors que 

la réponse quasi-fragile est obtenue pour un système structuré composé de quelques cellules 

endommagées. De plus, nous observons que la taille de la microstructure, n, a aussi un effet 

sur le chargement maximal. Ce résultat attendu est ici confirmé pour le système 

microstructuré d'endommagement écrouissage-radoucissement. Concernant la 

normalisation de la Figure 2-19, toutes les courbes passe par le point d’élasticité (1 ; 1), ce 

qui correspond à la limite du domaine élastique quand n→∞. 
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Figure 2-19 – Déplacement adimensionnel de l’extrémité de la chaîne en fonction du 

chargement, avec  = 4 et différents nombres d'éléments constitutifs  

 

La Figure 2-20 montre l'effet d'échelle en termes de résistance par rapport à la taille de la 

cellule, n. Nous observons des résultats similaires à ceux détaillés en (Bažant 2005) : la 

résistance augmente pour les petits spécimens (initialement spécimens non-fissurés). La 

relation d'effet d'échelle a déjà fait l'objet d'un commentaire de Bažant, pour des spécimens 

non-fissurés. Ici, l'effet d'échelle en résistance est donné par : 
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(2-105) 
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Figure 2-20 – Représentation de l'évolution de l'effet d'échelle en résistance selon la taille 

de la microstructure, n. 

2.3.2 Approche de continualisation  

2.3.2.1  Principes de base de la méthode 

Dans cette partie, nous développons un modèle non-local de mécanique continue de 

l'endommagement directement des équations d'endommagement discret en utilisant de 

nouveau la procédure de continualisation décrite en Éq. (2-37). Pour l'écrouissage, et pour

* *

00;x l   , l'équation discrète en Éq. (2-69) peut être étendue à un milieu continu 

équivalent grâce à une procédure de continualisation, comme l’Éq. (2-43). Il est aussi 

possible d'obtenir une expansion rationnelle en utilisant l'approximant de Padé d’ordre 2/2 : 
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(2-106) 
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Le système discret en Éq. (2-69) peut être approximé par : 
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(2-107) 

On voit apparaitre une longueur caractéristique au carré égale à a2/24. Cette même valeur 

avait déjà été obtenue par (Jaberolanssar and Peddieson 1981) pour un réseau lattice non 

endommagé et aussi par (Bažant 1984) pour un modèle de réseau endommageable appelé 

« modèle imbriqué ». La fonction de chargement continu donnée en Éq. (2-107) peut aussi 

être exprimée de manière non-locale : 
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 (2-108) 

équivalent à : 
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Cela donne l'expression du déplacement le long de la chaîne : 
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(2-110) 

La constante d'intégration peut se déduire des conditions aux limites. 

2.3.2.2  Conditions aux limites « cinématique » 

Tout d'abord, nous pouvons supposer que les conditions aux limites cinématiques du 

problème non-local de continualisation sont les mêmes que celles utilisées pour le problème 

« local ». La condition aux limites à l'encastrement est  * 0 0u  , donc l'Éq. (2-110) mène 

à : 
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(2-111) 

Notons que cette solution n'est pas valide lorsqu'elle est proche du chargement maximal 

 = max : la réponse est particulière pour le chargement limite 
max y   , qui est le 

chargement maximal pour le problème local. 

2.3.2.3  Conditions aux limitess « statique » 

Une condition aux limites non-locale dite « statique » est une condition alternative pouvant 

être appliquée au problème de continualisation. Nous l'appelons « condition aux limites 

statique » car une telle condition peut se révéler équivalente à une condition aux limites en 

effort normal associée au premier ressort. La condition aux limites statique nous amène à 

définir la valeur de déplacement au premier nœud comme suit : 
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En combinant cette dernière relation avec l’Éq.(2-110) nous obtenons : 
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(2-113) 

La Figure 2-21 montre que la condition aux limites statique, associée à la formulation non 

locale, mène à une meilleure approximation du problème discret que celle reposant sur la 

condition aux limites cinématique. La charge maximale peut être atteinte sans perte de 
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précision, et la solution continualisée « statique » est presque impossible à distinguer de la 

réponse du système discret. 

2.3.2.4 Comportement radoucissant 

Pour une charge proche du maximum, max  , la phase radoucissante contrôle le 

processus de post-localisation, au moins dans le premier élément. La chaîne peut être 

divisée en trois parties : le modèle cohésif de radoucissement appliqué dans le premier 

ressort encastré,  * 0;1x n , la décharge élastique de la zone pré-endommagée pour 

* *

0max1 ;x n l    et la décharge élastique dans la portion non-endommagée de la chaîne pour 

* *

0max ;1x l   , où *

0max max1 1l   . Dans la portion pré-endommagée de la chaîne, 

l'endommagement garde sa valeur maximale, Dmax, qui est atteinte à la charge maximale. 

Pour la phase de décharge pré-endommagée, l'équation différentielle suivante est applicable 

pour * *

0max1 ;x n l    : 
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 (2-114) 

et nous pouvons réécrire l'Éq. (2-114) comme suit : 
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 (2-115) 

Il convient d'observer que les dérivés de tous les paramètres adimensionnels, notés par des 

signes prime, sont ici dérivée par rapport aux coordonnées adimensionnelles, x*, (i.e. 
*x 

). L'intégration de l'Éq. (2-115) par rapport à x* donne donc : 
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 (2-116) 

Seul le premier ressort subit un processus d'endommagement actif, 0D , alors que les autres 

ressorts endommagés se déchargent élastiquement avec une rigidité réduite provoquée par 

l'endommagement maximum subi, c'est-à-dire l'endommagement à la charge maximale, 
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Dmax. La condition aux limites statique nous permet de définir ainsi le déplacement du 

premier nœud : 
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 (2-117) 

C'est un type de loi cohésive, puisque c'est une loi « non locale » qui est également 

équivalente à la relation entre l'effort normal et le déplacement, présentée en introduction : 
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En combinant l'Éq. (2-116) avec l'Éq. (2-117) nous obtenons : 
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2.3.2.5  Conditions de continuité à l'interface des zones endommagée et 

élastique 

Nous démontrons ici que les conditions de continuité à l'interface des zones endommagée 

et élastique doivent correspondre aux conditions aux limites non-locales enrichies utilisées 

pour une chaîne axiale endommageable non-locale. Dans chacun des cas étudiés 

précédemment, la solution de déplacement dans la zone élastique, pour  Llx 0 ; , est 

obtenue à partir des conditions de continuité à l'interface des zones endommagée et 

élastique, qui est semblable à Éq. (2-77) avec x* = ia* = i/n, comme développé dans le 

comportement purement élastique : 

 * * *
*2

2y

u x x
x B





      (2-120) 

La constante additionnelle B dépend de la condition aux limites enrichie. Puisque la 

condition aux limites exprime ici la continuité de la force normale, i.e. 

   * *

0 02 2N l a N l a    , nous devons valider la relation suivante : 
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Dans le cas présent, la continuité du déplacement implicite, i.e.    
* ** *

0 0u l u l  , mène à 

la continuité du déplacement à * *

0l a , i.e.    
* ** * * *

0 0u a l u a l    , qui ne contredit pas 

l'affirmation sur les conditions aux limites rédigées pour x * = 1/n. En d'autres termes, 

l'influence de l'endommagement doit être étendue de a* à * *

0l a  en utilisant l'équation de 

continuité du déplacement    
* * * * * *

0 0u l a u l a    . Éq. (2-121) mène alors à 

l'expression suivante : 
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0 0

1
2 2

2y y

u x u l n
x x l l



 

  
     
 

 (2-122) 

Le déplacement de l'extrémité est obtenu pour l’Éq. (2-122) avec 1* x  :  

   
 

* **
0 * *

0 0

11
1 2

2y y

u l nu
l l



 

 
    
 

 (2-123) 

Dans la phase de radoucissement, l'équation dépend de *

0,maxl , qui représente la longueur de 

chaîne endommagée pour la charge la plus élevée : 

      *

max,0

*

max,0

*

max,0

**

21
2

11
ll

nluu

yy






 


 (2-124) 

Comme illustrée dans la Figure 2-21, la solution continualisée avec des conditions aux 

limites « statiques » donne d'excellents résultats, tant dans la phase d’écrouissage que dans 

la phase de radoucissement, alors que les conditions aux limites « cinématiques » ne nous 

permettent pas de couvrir toute la réponse jusqu'à la charge maximale. De plus, nous 

observons le paradoxe de Wood pour le problème de localisation (avec n  ∞), où la chaîne 

se décharge de manière élastique après la charge maximale (du fait d’une longueur de 

dissipation nulle). 
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Figure 2-21 – Comparaison des réponses discrète et continualisée, avec n = 4 et  = 4. 

2.3.3 Approche énergétique du problème endommageable 

Notre étude de cas d’une chaîne endommageable avec gradient de contrainte n’aborde pas 

l’énergie du système. Il peut être intéressant de vérifier la commutativité de la procédure 

de continualisation vis-à-vis de l’énergie. La continualisation de l’énergie discrète doit être 

exactement équivalente à l’énergie issue des équations principales continualisées. En 

combinant l’Éq. (2-64) et Éq. (2-65) on obtient : 

     1/2 1 1/2 1

2

1 1i i i i i i

i

D u u D u u
EA q

a

   
     
   
  

 (2-125) 
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A partir de l’Éq. (2-125), on peut obtenir l’énergie du système discret elasto-

endommageable : 

   
2 2

1
1 1

1/2 1/2

1

1
1 1

4

n
i i i i

i i i i

i

u u u u
W a EA D D q u

a a


 

 



     
        
     

  (2-126) 

La procédure de continualisation est toujours donnée par l’Éq. (2-37) et l’équivalent pour 

la fonction d’endommagement est : 

     
0 !

x

k k
ax

k

a
D x a D x e D x

k







    (2-127) 

En considérant le développement en série de Taylor au second ordre de cette procédure de 

continualisation, Éq. (2-69), appliqué à l’Éq. (2-73) et l’Éq. (2-74) nous avons : 

 
2

2

1
24

24

a
N EA D u u

a
N N q

  
     

  



   

 (2-128) 

En combinant l’Éq. (2-128) et en négligeant les termes d’ordres supérieurs à a4, on obtient : 

   
2

(4)1 2 1 4 3
24

a
EA D u D u D u D u D u D u q

 
                    

 
 (2-129) 

L’Éq. (2-129) est obtenue par continualisation de l’équation aux différences principale en 

Éq. (2-125) ou de manière équivalente en utilisant l’équation différentielle, Éq. (2-74). Il 

est aussi possible de continualiser la fonctionnelle énergie du système discret. Tout d’abord, 

on peut vérifier que lorsque D=0, on obtient : 

2
(4)0      

12

a
D EA u u q

 
     

 
 (2-130) 
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On continualise l’énergie du système discret, l’Éq. (2-126), avec un développement en série 

de Taylor d’ordre 2 : 

2
2 2

20 02 2

1
2 8 2 6

4
1

2 8 2 6

L L

a a a a
D D D u u u

EA
W dx qudx

a a a a
D D D u u u

   
           

   
  

               
   

   (2-131) 

En développant W et en utilisant la stationnarité de la fonctionnelle énergie W[u] = 0, l’Éq. 

(2-129) devient : 
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   (2-132) 

Les prochaines équations détaillent l’intégration par parties de l’Éq. (2-132): 

       
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(2-133) 
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(2-134) 
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Les conditions aux limites d’ordre supérieur son obtenues par l’Éq. (2-133) à Éq. (2-139) : 
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 (2-140) 

En faisant abstraction des conditions aux limites, à partir de l’Éq. (2-133) à Éq. (2-139), on 

obtient : 
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(2-141) 

qui est équivalent à : 
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La formulation faible est équivalente à la formulation forte : 
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qui est équivalent à l’Éq. (2-129). La continualisation de l’énergie du modèle discret est 

donc équivalente dans ce cas à la continualisation de l’équation aux différences principale, 

sans toutefois aborder le sujet des conditions aux limites. 

2.4 Conclusion 

Dans cette partie, nous avons étudié la rupture d'un système en réseau discret 

élastique non-linéaire puis élasto-endommageable en le considérant comme un problème 

axial unidimensionnel. Ce problème est traité avec une approche d’endommagement discret 

et d’endommagement continu non-local. En utilisant une procédure de continualisation, 

cette étude démontre que ce système d'endommagement microstructuré se comporte 

comme un élément structurel d'endommagement non-local. Il a été démontré que le modèle 

non-local possède une longueur caractéristique constante dont la valeur au carré est égale 

à a2/24, indépendamment du chargement.  

En appliquant la méthodologie de continualisation, la non-localité du modèle 

d'endommagement apparaît à la fois dans les lois constitutives et dans la fonction de charge. 

Un modèle d'endommagement discret non-local couplé a été développé en se basant sur des 

arguments physiques liés au caractère discret de la matière à petite échelle. La réponse en 

écrouissage et en radoucissement de la chaîne dépend de l'échelle de la microstructure 

(taille de la maille). Cependant, la réponse en radoucissement est bien plus sensible, ce qui 

confirme le rôle essentiel de la loi d'endommagement non-local (ou loi cohésive en 

radoucissement) pour de tels systèmes structurels quasi-fragiles. Selon la condition de 

chargement choisie, des effets d'échelle peuvent également être observés sur le système, 

effets plus marqués sur les structures plus petites. 
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3 Chaine microstructurée en flexion  

3.1 Introduction 

Ce chapitre traitera du problème de la poutre discrète microstructurée en flexion. Nous 

aborderons la même approche que dans le chapitre 2, sans toutefois passer par l’étape du 

système élastique non-linéaire. Nous étudierons directement le problème élasto-

endommageable. De nouveau il s’agit de montrer que le problème de flexion d'un système 

MED peut être traité par une approche de MEC non locale. Le problème de la poutre 

console avec charge ponctuelle peut être rapproché du problème de la chaîne axiale en 

considérant cette dernière comme la fibre supérieure d’une poutre en flexion présentant un 

effort normal qui évolue le long de la poutre. Comme présenté dans le chapitre 1, il a 

récemment été montré que des systèmes élastiques discrets (ou des systèmes de réseau 

« lattices » avec interactions élastiques linéaires) peuvent se comporter comme des 

éléments structuraux non locaux (Challamel et al. 2014). L'élasticité non locale d'Eringen 

(Eringen 1983) a permis de mettre en évidence les effets d'échelle induits par le caractère 

discret d'un système microstructuré en flexion avec interactions élastiques linéaires  (Wang 

et Wang 2013; Challamel et al. 2014; Zhang et al. 2014), ou avec interactions élasto-

endommageables (Challamel et al. 2015e) sur laquelle cette étude se base. 

Il sera porté une attention toute particulière aux conditions aux limites qui ont une très 

grande importance dans l’élaboration d’un modèle non local fidèle au système discret 

comme on a pu l’observer dans le chapitre précédent. 

3.2 Comportement en flexion du modèle MED 

Considérons un système d'endommagement élastique microstructuré constitué de n 

rotules élastiques endommageables reliées entre elles par des éléments rigides pour former 

une poutre discrète, voir Figure 3-1 (système MEC). Cette poutre console microstructurée 

est sollicitée en flexion par une force verticale notée P à son extrémité. Comme pour le 

problème précédent, la longueur totale de la structure est égale à L=na, c'est-à-dire le 

nombre de cellules élémentaires multiplié par leur taille. 
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Figure 3-1 – Poutre console microstructurée avec ressorts flexionnels endommageables 

Les ressorts flexionnels ont un comportement elasto-endommageable caractérisé par : 
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où  iaxxww ii   est la flèche de la poutre au nœud i, iM  est le moment fléchissant 

dans la i-ème rotule, aEIC   est la raideur élastique initiale de chaque ressort flexionel, 

et iD  est la valeur de son endommagement. L’Éq. (3-1) peut être réécrite en termes de 

moments fléchissants effectifs tel que : 
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où iM
~

 désigne le moment de flexion effectif dans la rotule élasto-endommageable. La 

fonction de charge d’endommagement  ii Df ,  est supposée dépendre de la rotation i  

et de l'endommagement iD : 

  01, 



 i

y

i
ii DDf 




     (3-3) 

Par conséquent, la fonction de charge d’endommagement dépend de deux paramètres 

matériels, qui sont la rotation relative pour l'initiation du phénomène d'endommagement

y  et le paramètre   qui contrôle la réponse post-endommagement du matériau en 

présence d’une évolution de l'endommagement. Une phase d’écrouissage apparaît pour des 

valeurs de   supérieures à 1 (voir Figure 3-2).  
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Figure 3-2 – Comportement du ressort élasto-endommageable 



















 y

i

y

i f
C

M






 ; 

l’endommagement commence au point    yyii CM   ,,  

Les conditions de charge-décharge (conditions de Kuhn-Tucker), sont définies 

similairement au chapitre 2 : 

  0,  ii Df  , 0iD ,    0,  iii DDf     (3-4) 

La fonction de charge d’endommagement Éq. (3-3) peut être réécrite en fonction de la 

courbure discrète i  telle que : 

  01,  i

y

i
ii DDf 




 avec  

2

11 2

a

www iii
i

 
  et

a

y

y





   (3-5) 
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Comme précédemment, le chargement monotone considéré résulte en un critère de charge 

égal à   0, ii Df  , qui impose cette relation entre la courbure discrète et la variable 

d’endommagement au cours du processus endommageable : 

i

y

iii D
a

www





  1
2

2

11      (3-6) 

La dernière étape est l'introduction de l’équation d'équilibre sous forme discrète : 

0
2

2

11 
 

a

MMM iii     (3-7) 

Dans le problème discret considéré ici, et pour la poutre console reprenant seulement une 

charge verticale P à son extrémité, le moment fléchissant est égal à :  











L

x
PLM i

i 1  et  aixi      (3-8) 

Il est assez remarquable de souligner que les équations discrètes ne sont rien d'autre que le 

schéma numérique en différence finie centrée du problème d'endommagement "local", qui 

est défini par la loi d'endommagement élastique Éq. (3-2), écrit maintenant pour le 

problème continu "local": 

EI
D

M
M 




1

~
 et w      (3-9) 

où w   est la courbure, et avec la fonction de charge d’endommagement Éq. (3-6) écrite 

pour le modèle continu : 

D
y





1       (3-10) 

Couplé avec l’équation d’équilibre Éq. (3-7), elle peut aussi s’écrire pour le problème 

continu : 

0M      (3-11) 
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En d’autres termes, la poutre endommageble microstruturée est exactement la formulation 

aux différences finies du problème d’endommagement continu local.  

La solution du système discret dans la phase purement élastique a déjà été obtenue par 

(Challamel et al. 2014) pour la poutre console avec charge ponctuelle avec les conditions 

aux limites 00 w  et 11 ww  , en notant = wn qui mène à : 

EI

LPa

EI

PL

63

23

      (3-12) 

On peut voir que le second terme présente des effets d’échelle car dépendant de la taille de 

l’élément, ce qui n’est pas le cas de la solution du cas local exprimée par le premier terme 

de l’équation. La flèche y   au point de limite élastique yPP  , est obtenue en 

introduisant yPP   dans l’Éq. (3-12). 

Les paramètres adimensionels et de normalisation utilisés dans la suite sont définis ci-

après : 

L
EIP

y

y


 , 

yP

P
 , 

L

x
x *

, 
L

w
w *

 , 
L

l
l c
c *

, 
L

l
l 0*
0   et Lyy  *   (3-13) 

L’expression de la variable d’endommagement est la même que dans le problème axial, les 

Éq. (2-83) à (2-88) sont donc aussi valable dans ce cas, cependant contrairement au 

problème axial où l’effort normal et l’endommagement sont considérés au centre d’un 

élément, ici le moment et l’endommagement d’une rotule sont calculés au nœud. On obtient 

donc une valeur du chargement maximum, max , correspondant à la jonction entre les 

branches d’écrouissage et de radoucissement, par l’équation suivante :  

 
22

max

11
0

2 4

 


  

 
    

 
   (3-14) 

Cela signifie que dans le processus d’écrouissage, il faut calculer un facteur de charge 

donné  max;1    pour les p rotules en endommagement actif, et les n-p rotules élastiques 

non endommagées complémentaires dans la poutre microstructurée. Le nombre p de rotules 
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endommagées peut être calculé à partir de la longueur endommagée associée à une variable 

d’endommagement qui s’annule : 

 


1
10 *

0
*
0

*  llxDi     (3-15) 

Le nombre p de rotules endommagées est donc encadré par ces valeurs : 

*

0

1 1
1

p p
l

n n


         (3-16) 

Dans la zone d’endommagement, tout élément endommagé est considéré comme 

endommagé sur toute sa longueur. L’expression de p est alors : 

1
1p E n





 
  

 
     (3-17) 

La valeur maximum de p, associée à max peut être exprimée : 

 

 

2

max
max 2

max

11
1 1

1
p E n E n



 

  
     

    

     (3-18) 

La Figure 3-3 présente l’évolution de p et de l0 en fonction de . Le problème discret est 

naturellement discontinu et converge vers la valeur continue de l0 que pour des valeurs 

élevées de n. 
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Figure 3-3– représentation des p ressorts endommagés en fonction de  au-delà de la limite 

élastique. 

Dans la phase d’écrouissage, pour les p rotules endommagées, l’équation aux différences 

finies du second-ordre devant être résolue est : 

 


i

y

iii D
a

www



1

2
2

11
   avec  
















 





n

i
Di 1

2

1

2

1
2












 (3-19) 

Une solution analytique peut être trouvée pour cette équation linéaires aux différences 

finies du second-ordre. En appliquant un changement de variable, 1 iii wwu , alors l’Éq. 

(3-19) est convertie en une équation aux différences finies du premier ordre : 

















 







n

i
1

2

1

2

1

a

uu
2

y

2

i1i













   (3-20) 
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Ce qui nous ramène à une équation proche de celle résolue dans le chapitre 2. La première 

phase de la résolution sera donc similaire : 

iaa
a

uu
21

y

2

i1i 
 


 avec 
2

1
1





a  ; 2a
n


   et  

2

1
1

2
n






  
       

     (3-21) 

La solution de cette équation est donnée par : 


























 


,,

2

1
i

2

1
aCia

a

u
HH211

y

2

i
  (3-22) 

où 
H  est la fonction Hurwitz zêta. Il faut alors réaliser une autre intégration aux 

différences finies pour retrouver notre variable originale : 




 





1i

0j

j

0k

21
1

2

y

2

i kaiC
2

1iia
C

a

w




)(
   (3-23) 

En intégrant avec les conditions aux limites 0w0   et 
*

01

* 2

1

2y

Dw

n






 , on identifie les 2 

constantes d’intégrations et on obtient la solution exacte du système discret dans la phase 

d’écrouissage : 

   


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











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
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



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

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




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

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
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 




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1ii1
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(3-24) 

Cette solution correspond aux résultats obtenus avec la résolution exacte par itération. Une 

fois que le facteur de charge atteint max  , le régime de radoucissement s’applique dans 

la section encastrée, qui se caractérise par : 

     01
2

0 0  D
a

EI
M  et 




















 





2

0
2

1

2

1
D    (3-25) 
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En considérant la rotation du premier élément en radoucissement,  
 
a

aw
 0 , la 

condition limite suivante est obtenue : 

   
 

 






















 





















2

2

0

2

1

2

1
12

1
2

0
a

aw
a

aw
D

a

EI
M

y
  (3-26) 

Les p-1 rotules endommagées suivantes se déchargent élastiquement avec une rigidité 

affectée par la valeur de l’endommagement atteinte pour max   tandis que les n-p rotules 

non endommagées se déchargent élastiquement selon leur raideur initiale. 

Les résultats obtenus à partir d'une approche numérique itérative sont présentés sur la 

Figure 3-4 et Figure 3-5 pour les phases d’écrouissage et de radoucissement du problème 

de flexion discrète. Sans surprise, on observe le même type d’influence des paramètres du 

modèle que pour la chaîne axiale, la Figure 3-4 montre que le paramètre  contrôle 

l’ampleur du processus d’écrouissage et la valeur de la charge ultime. D'autre part, comme 

le montre la Figure 3-5, le processus de radoucissement est fortement dépendant du nombre 

n d’éléments constitutifs de la chaîne. 
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Figure 3-4 – Relation charge-flèche du système discret endommageable (n=4), par rapport 

au paramètre . 
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Figure 3-5 –Relation charge-flèche du système discret endommageable ( = 4), par 

rapport au nombre d’élément n. 

3.3 MEC– Modèle non local continualisé 

3.3.1  Procédure de continualisation 

Pour 1 , il y a une phase d’écrouissage pour le modèle MEC et l’endommagement peut 

se propager au sein de la poutre microstructurée. Les équations discrètes sont étendues 

jusqu’à un continuum équivalent via la méthode de continualisation, à la fois pour les 

variables d’endommagement et de déplacement (modèle MEC continualisé). Autrement 

dit, nous cherchons à obtenir modèle de poutre MEC qui pourrait présenter les effets 

d’échelle du problème de MED. Dans ce cas précis, dans la phase d’écrouissage 

l’endommagement peut se propager et ce phénomène peut être représenté ici avec un 

modèle de MEC non local. 
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Le lien entre le système discret et le système équivalent continu  iaxwwi   et 

 iaxDDi   est réalisé par la procédure dite de continualisation présentée dans le 

chapitre 2 :  

     xwexw
k

a
axw xa

k

k

x

k









 
0 !

 et      xDexD
k

a
axD xa

k

k
x

k









 
0 !

    (3-27) 

L’équation discrète Éq. (3-2) peut donc être continualisée ainsi :  

2

2

4
sinh

2

EI a
M x w

a

 
  

 
     (3-28) 

Un développement en série de Taylor donne :  

2
(4)

12

a
M EI w w

 
  

 
     (3-29) 

à l’ordre a2. On peut aussi utiliser un approximant de Padé d’ordre 2/2 de l’opérateur 

pseudo-différentiel : 

2

12

a
M M EIw         (3-30) 

Que l’on peut aussi exprimer par : 

EIMlM c 
~~ 2

  avec  
D

M
M




1

~
,  

12

2
2 a

lc   et w    (3-31) 

On peut reconnaître la loi élastique non locale d’Eringen exprimée en termes de moment 

effectif. La fonction de la charge d’endommagement de l’Éq. (3-6) peut aussi être 

continualisée ainsi, en utilisant l’approximant de Padé comme dans l’Éq. (3-30) : 

 DlD c

y

 21 



     (3-32) 
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C’est une loi d’endommagement de type gradient (voir Casandjian et al. 2013; Challamel 

et Hellesland 2013). Déjà détaillée par Challamel et Hellesland, cette loi peut être 

équivalente à une loi d’endommagement non local si l’on introduit une mesure non locale 

de déformation (courbure non locale dans ce cas précis) telle que celle-ci :  

 


 2

cl       (3-33) 

En utilisant les équations (3-32) et (3-33), on obtient une équation différentielle 

équivalente :  

D
y





1       (3-34) 

On peut reconnaître un modèle exprimé en termes de déformations non locales, proche 

structurellement du modèle de Pijaudier-Cabot et Bažant (Pijaudier-Cabot and Bažant 

1987), aussi appelé modèle d’endommagement au gradient implicite où la mesure de 

déformation non locale est définie par l’Éq. (3-33) – voir (Peerlings et al. 1996). Toutefois, 

elle se différencie du modèle ci-dessus car l’élasticité est affectée par des termes non 

locaux, un effet considéré comme étant de second ordre par Pijaudier-Cabot et Bažant 

(1987) ou Peerlings et al (1996). 

3.3.2 Résolution du problème de flexion de MEC non locale 

Le problème d’évolution de l’endommagement du modèle discret est ensuite calculé pour 

être appliqué au cas de la poutre console, à partir du système couplé d’équations 

différentielles dans la zone d’endommagement.  

wEI
D

M
l

D

M
c

















 11

2 ,   xLPM   et  DlD
w

c

y


 21 


  (3-35) 

Il est intéressant de noter que dans le cas d’une poutre non endommagée,   0xD  les 

équations élastiques sont réduites à : 

wEIMlM c
 2  et  xLPM     (3-36) 
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Comme l’ont déjà souligné Challamel et Wang (Challamel and Wang 2008), ce modèle de 

poutre console précis de contient aucun effet non local car :  

wEIMM  0     (3-37) 

Cela signifie que les effets non locaux apparaissent uniquement dans la configuration 

endommagée, une propriété similaire à celle des modèles pionniers de Pijaudier-Cabot et 

Bažant (1987). Cette propriété d’invariance d’échelle lors de la phase d’élasticité n’aurait 

pas été applicable en présence d’un chargement réparti. 

Dans l’Éq. (3-35), et si l’on compare la loi constitutive non locale avec la fonction de charge 

d’endommagement non local, le modèle continualisé présenté ici associe directement la 

variable d’endommagement local avec le moment fléchissant local : 

  DDEIM y   11     (3-38) 

Autrement dit, la variable d’endommagement peut être exprimée de façon équivalente par 

rapport à la variable de contrainte locale généralisée, une propriété étonnante qui n’est 

généralement pas adoptée dans la plupart des modèles d’endommagement continus non 

locaux. Il est à noter que ce type de modèles d’endommagement au gradient (ou présentant 

une équivalence vis-à-vis de ce modèle d’endommagement exprimé en termes de 

déformation) n’a pas besoin de conditions aux limites d’ordre supérieur supplémentaire. 

Cette propriété a déjà été observée dans le cas du continuum élastique non local obtenu 

grâce à la continualisation d’un système élastique discret. 

Comme souvent dans le cas de la flexion de poutres inélastiques, (voir (Challamel et al. 

2009; Challamel 2010) pour une poutre non locale endommageable), la longueur totale L 

de la poutre peut être décomposée en deux régions, l’une considérée comme la zone 

d’endommagement en écrouissage qui couvre une zone adjacente à une section encastrée 

d’une dimension 0l , où  0;0 lx . En dehors de cette zone, la poutre est considérée comme 

purement élastique et non endommagée, D = 0.  
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En partant du principe que la variable d’endommagement est continue tout le long de la 

zone endommagée, la longueur endommagée 0l  peut être calculée ainsi :  

 


 1
0 0

0




L

l
lD      (3-39) 

L’analyse non locale continue de la transition écrouissage-adoucissement est similaire à 

celle du système discret. Durant la phase d’écrouissage, par exemple  max;1   , 

l’endommagement augmente dans la zone d’écrouissage  *
0

* ;0 lx   avec /11*
0 l  . 

L’équation aux différences finies, Éq. (3-19) est désormais approximée par une équation 

différentielle continue grâce à la procédure de continualisation et l’utilisation de 

l’approximant de Padé :  
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  (3-40) 

La courbure peut être exprimée de manière équivalente ainsi :  
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Une double intégration de la courbure conduit à une solution générale de la flèche 

adimensionnée dans la zone d’endommagement  *
0

* ;0 lx   : 

    BAxxlx
xw

c

y








 








 








 
 **

2
2*

5

*

2

2

32*

*

*

1
2

1
1

2

1

15

4

22

1
























    (3-42) 
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3.3.3 Discussion sur les conditions aux limites du modèle MEC 

non local 

L’identification des deux constantes d’intégration A et B dans l’équation de la flèche est 

problématique, et nécessite donc une véritable procédure de continualisation des conditions 

aux limites. La flèche s’annule à la limite de la section encastrée, ce qui permet de 

d’identifier directement l’unes des constantes d’intégration :  
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  (3-43) 

La seconde condition aux limites est liée aux conditions de rotation de la section encastrée.  

Une condition aux limites locale consisterait à adopter une rotation nulle, ce qui induirait 

une mauvaise approximation de la solution discrète, trop rigide : 
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  (3-44) 

Il est utile de préciser que cette relation n’est pas définie lorsque le facteur de chargement 

est à son maximum,    41
2

max  . Notons que la solution en écrouissage 
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« local » est obtenue pour une longueur caractéristique qui s’annule quand 0Llc , ou 

de manière équivalente quand n  : 
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  (3-45) 

Une fois que la flèche dans la zone endommagée  0;0 lx  est connue grâce à une 

intégration, la flèche dans la zone d’élasticité  Llx ;0  peut être dérivée de la condition 

de continuité de la flèche et de la rotation : 

   00 lwlw       et      00 lwlw



 

  (3-46) 

Ce qui mène au calcul de la flèche dans la zone élastique :  
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 (3-47) 

On peut voir dans la Figure 3-6 qu’une telle modélisation continue de la section encastrée 

d’un modèle discret n’est pas efficace, surtout lorsque la charge atteint son maximum (avec 

les hypothèses cinématiques locales). Cela signifie que les conditions aux limites doivent 

être correctement continualisées à partir du système discret, et les conditions aux limites 

"locales" doivent être corrigées. En partant de la condition aux limites discrètes de 

l’extrémité encastrée, on obtient la condition aux limites discrète    awaw   qui est 

également continualisée : 

       00
6

0 4
2

 aw
a

w       (3-48) 
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En considérant cette condition aux limites corrigée, on identifie la constante d’intégration 

A : 
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  (3-49) 

La flèche dans la zone endommagée est alors obtenue par :  
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(3-50) 

Les conditions de continuité à l’interface élasto-endommageable sont elles aussi 

continualisées telles que : 
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  (3-51) 

L’expression de la flèche à l’extrémité est ensuite exprimée dans la zone élastique de la 

chaîne : 
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 (3-52) 

Ces conditions aux limites étendues sont nécessaires pour la connexion entre l'élasticité non 

locale et le problème d'endommagement non local. On suppose par la suite que 
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nal 1**

max,0  , i.e. p > 1. On peut voir clairement sur la figure 3-6 que la nouvelle 

solution basée sur la continualisation des conditions aux limites donne de bien meilleurs 

résultats par rapport aux résultats numériques discrets de référence (avec les conditions aux 

limites cinématiques d’ordre supérieur). Il est à noter que la solution non locale est moins 

rigide que la solution locale, une propriété qui était déjà observée pour les systèmes 

élastiques (voir (Challamel 2013) par exemple). Cependant, la nouvelle approximation 

conduit à une sorte de seuil limite de chargement, dû au comportement divergent de la 

solution lorsque le facteur de charge tend vers max . De nouveau, on observe le rôle clé 

joué par les conditions aux limites, comme déjà souligné par (Mesarovic et Padbidri 2005; 

Inglis et al. 2008; Coenen et al. 2012) dans des analyses multi-échelles de problèmes de 

localisation de l’endommagement. Ce point est également discuté en détails par Challamel 

et al (Challamel et al. 2014) qui montrent que les conditions aux limites peuvent influencer 

l’effet sur la rigidité qu’ont les termes non locaux dans la réponse en flexion d'une poutre 

non locale. Il est confirmé dans cette étude que la réponse globale est extrêmement sensible 

au choix des conditions aux limites du problème continu non local par rapport à la solution 

discrète. 

Une autre continualisation de la condition aux limites discrète au niveau de l’extrémité 

encastrée est basée sur l'équivalence du moment fléchissant à l’encastrement : 
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(3-53) 

En injectant les conditions de la différence finie du problème discret, 00 w , et 11 ww  , 

en considérant leurs équivalents continus l’Éq.  (3-53) devient : 
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     (3-54) 

En injectant cette condition aux limites dans la solution générale de la flèche non locale, on 

obtient une solution basée sur l’équivalence du moment fléchissant à l’encastrement : 
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(3-55) 

Pour cette condition limite statique au bord de la poutre, l'équivalence parfaite entre la 

solution d'élasticité et la solution élasto-endommageable est obtenue à partir des conditions 

de continuité cinématique suivantes pour 0lx  : 
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Qui sont équivalentes à : 

   00 lwlw      et    alwalw  
00    (3-57) 

La solution complémentaire de la partie élastique est obtenue à partir de l’Éq. (3-57), sans 

utilisation du paramètre de charge  pour voir plus facilement le lien avec l’Éq. (3-12) :  
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 (3-58) 
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On peut facilement vérifier à partir de cette équation que la flèche élasto-endommageable 

tend vers la solution élastique lorsque le facteur de charge P tend vers la charge de la limite 

d’élasticité Py, c'est-à-dire pour une longueur endommagée nulle 00 l : 

 
EI

LaP

EI

LP
Lw

yy

yPP 63
lim

23




     (3-59) 

Il est montré sur la Figure 3-6 que cette dernière flèche non locale basée sur le principe 

d'équivalence de moments est probablement la meilleure approximation continue du 

système MED (avec la condition aux limites statique équivalente). La charge maximale 

peut être atteinte avec ce dernier modèle non local, pour    41
2

max  , et 

l’endommagement en ce point au niveau de l’encastrement est égale à    21max D  

pour le modèle considéré. Le modèle discret de référence est bien approché par ce modèle 

non local obtenu à partir de la procédure de continualisation. Il est également confirmé que 

le modèle local surestime la rigidité du système dans la phase d’écrouissage. Les diverses 

hypothèses cinématiques qui ont été étudiées et tracées sur la Figure 3-6 sont résumées dans 

le tableau 1. 
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Figure 3-6 – flèche de l’extrémité au-delà de la limite élastique jusqu’à la charge maximum 

pour un système discret de n=4 avec  = 4 pour différente paires de conditions aux limites. 
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Conditions aux 
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* *

1 1w w 

   

 * * 2

2* *

2 1 1

2 2
y

w a

a

  


 

  
   

 
    

* ** * * *

0 0w l a w l a     

Tableau 3-1. Résumé des conditions limites utilisées pour la résolution du problème 

continualisée. 

À ce stade, pour le processus d’écrouissage, on peut conclure que l'approche continualisée 

équivalente à une approche de MEC non-locale avec conditions aux limites continualisées 

donne d'excellents résultats par rapport à la solution numérique de référence discrète. 

L'approche non locale donne également un meilleur résultat que l’approche locale qui 

surestime la rigidité du système discret. 

La dernière partie de la comparaison entre les approches continue et discrète concerne 

l'étape de radoucissement. Une fois que la charge atteint la valeur maximum, le 

radoucissement contrôle le processus de post-localisation, au moins dans la partie 

encastrée. La poutre peut être divisée en trois parties, le modèle cohésif radoucissant à 

l’encastrement  0 ;x a , le déchargement élastique de la zone pré-endommagée pour 
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0,max;x a l    avec max
*

max,0 /11 l  et le déchargement élastique dans la zone non 

endommagée de la poutre pour  Llx ;max,0 . Pour le déchargement, dans la zone pré-

endommagée de la poutre, l'équation différentielle suivante s’applique : 
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lc   (3-60) 

qui peut être analytiquement ou numériquement intégrée deux fois. Dans la zone 

endommagée 0,max;x a l   , l’équation différentielle de la flèche est donnée par : 

 * * 2
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3*
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2
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1 4

c
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w x l
x

x



 

  
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   

    (3-61) 

Pour ce problème de radoucissement, la flèche a été obtenue dans la zone endommagée à 

partir de l’intégration de la courbure dans l’Éq. (3-61), en utilisant les conditions aux limites 

suivantes,  
*

0 0w   et      02
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  (3-62) 

Pour une vérification robuste de ces résultats théoriques, la flèche a également été calculée 

à l'aide d'une méthode numérique, à savoir une méthode de différence finie centrée associée 

aux mêmes conditions aux limites à l'extrémité encastrée. 

Une bonne approximation du modèle de MED en utilisant le modèle de MEC non-local est 

montrée à nouveau dans la Figure 3-7, pour les phases d’écrouissage et de radoucissement. 
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La Figure 3-7 indique clairement le besoin d'introduire un modèle non local dans la phase 

d’écrouissage, mais également dans la phase de radoucissement. Bien sûr, le déchargement 

élastique est obtenu pour le modèle radoucissant continu "local" (avec le paradoxe de Wood 

(Wood 1968), associé à une localisation dans une zone de longueur nulle), une propriété 

qui a été clairement surmontée ici avec l'approche non locale, qui donne des résultats très 

proches de ceux obtenus pour le système discret sur toute la plage de chargement. 

 

 

Figure 3-7 – Comparaison de la relation charge-flèche pour le processus complet, 

écrouissage et radoucissement entre le système discret (n = 4 et  = 4), la loi locale, et 

l'approche statique équivalente de la continualisation. 

3.4 Comportement du modèle MED sous chargement 

distribué 

On peut envisager un problème similaire dans un autre cas de chargement. La poutre reçoit 

un chargement réparti selon le modèle des charges concentrées, chaque nœud reprend une 
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charge pa, avec p la charge linéique, à l’exception des nœuds d’extrémité qui ne reprennent 

qu’une demi-charge. Le système considéré est décrit en Figure 3-8. 

 

Figure 3-8 – Poutre console microstructurée sous chargement répartie. 

Les ressorts élasto-endommageables ont un comportement identique au cas précédent. 

L’équilibre des moments sous forme discrète s’écrit dans ce cas :  

1 1

2

2i i iM M M
p
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  
    (3-63) 

La valeur du moment fléchissant pour la poutre console discrète est égale à :  
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En combinant l’Éq. (3-64) et l’Éq. (3-6), on obtient un polynôme du second ordre en Di : 
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(3-65) 

L’expression de la variable d’endommagement est alors : 
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La longueur endommagée, l0, est obtenue en trouvant la valeur de x Pour laquelle D 

s’annule : 

   
2

* * * *

0 0 0

1 1
0 1 1iD x l l l

 

        

  

(3-67)

 

En prenant p le nombre de ressort endommagés, l0 est encadré par : 

*

0

1 1
1

p p
l

n n


   

     

(3-68)

 

Ce qui nous donne la valeur de p : 

1
1 1p E n



  
     

   

     (3-69)

 

L’équation aux différences du second ordre à résoudre pour la branche d’écrouissage de la 

zone endommagée de la poutre est donc : 
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(3-70)

 

Les conditions aux limites du problème discret sont les mêmes que pour le cas de la charge 

ponctuelle, l’Éq. (3-26) est donc toujours applicable.  

Dans la plage de chargement purement élastique, la solution est donnée par (Challamel et 

al. 2014).Le déplacement de l’extrémité libre, , est dans ce cas : 

4 2 2

8 8

pL pa L

EI EI
        (3-12) 

Dans le cas local (a→0 , n→∞), on retrouve la valeur caractéristique de la flèche d’une 

poutre console sous charge répartie 
4

8

pL

EI
  . La flèche du système discret élastique est 

multiplié par un facteur 
2

2

1 n

n


, strictement positif, le système discret est donc toujours plus 

souple que l’équivalent local. Les Figures 3-9 et 3-10 présentent respectivement l’influence 

du paramètre  et du nombre d’éléments constituant la chaîne. On observe, comme 
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précedemment, que la branche d’écrouissage est contrôlé par le paramètre  et la branche 

de radoucissement dépend du nombre d’éléments. A noter que dans le chapitre 2, adopter 

le système des masses concentrées (demi-charge sur le dernier élément) faisait apparaitre 

un effet d’échelle en resistance qui est fonction de la taille de la microstructure, ce n’est pas 

le cas ici car la rotation du premier élément est calculée directement à l’encastrement. 

L’expression de max est donnée par l’Eq. (3-14) avec la définition de donnée par l’Eq. (3-

66). 

 

Figure 3-9 – Relation charge-flèche du système discret endommageable (n=4), par rapport 

au paramètre . 
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Figure 3-10 – Relation charge-flèche du système discret endommageable ( = 4) sous 

charge répartie, par rapport au nombre d’élément n. 

On pourrait envisager une démarche de continualisation pour ce problème de charge 

distribuée analogue à la démarche suivie pour le problème de la charge concentrée. 

3.5 Conclusions 

Ce chapitre traite d’un modèle de poutre microstructurée endommageable en flexion pour 

une charge concentrée et montre, à partir d’une procédure de continualisation, que ce 

système se comporte comme un élément structurel de MEC non local. En d'autres termes, 

un modèle de MEC non local entièrement couplé a été construit à partir d'arguments 

physiques liés au caractère discret de la matière à plus petite échelle (MED en réseau). La 

longueur caractéristique lc du modèle MEC non local ne dépend pas du chargement et est 

proportionnelle à la microstructure du réseau donnée par le paramètre de la taille d’un 

élément a. Plus exactement, la longueur caractéristique au carrée lc
2 est égale à 2 12a , ce 

qui est le double de la longueur caractéristique obtenue pour le problème axial. 
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Le rôle clé des conditions aux limites a également été étudié. Une sensibilité importante de 

la réponse globale du modèle structurel aux conditions aux limites a été observée 

théoriquement et numériquement. Il a également été montré que le modèle de MEC non 

local s'adapte efficacement aux résultats du modèle de MED lorsqu'un ensemble cohérent 

de conditions aux limites est implémenté au niveau de l’extrémité encastrée et à l’interface 

entre les zones purement élastique et endommagée. 

La non-localité basée sur la micromécanique développée dans ce chapitre peut être classée 

comme un modèle non local continualisé associé à un modèle d'endommagement non local 

cohésif. Le modèle non local continualisé distribué est construit pour la zone de propagation 

de l’endommagement dans la phase d’écrouissage, et donne de meilleurs résultats que le 

modèle local équivalent par rapport au modèle discret exact. Dans le régime de 

radoucissement, seul le modèle cohésif s’applique afin de déterminer la rotation du premier 

élément à l’extrémité encastrée. 
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4 Membrane élastique microstructurée 

4.1 Introduction 

Ce chapitre sera consacré à l’étude du comportement statique et dynamique d’une 

membrane microstructurée élastique, à la fois à l’aide d’une approche discrète et d’une 

approche continue non locale. Cette membrane discrète prend la forme d’un réseau 

constitué de ressorts élastiques connectés dans deux directions, formant une membrane 

microstructurée rectangulaire. De nombreuses études ont déjà été menées pour appréhender 

l’effet des modèles de microstructure à l’échelle macroscopique et les travaux récents, tels 

que Challamel et al. (Challamel et al. 2016d), ont montré la dépendance des modèles de 

continuum enrichis unidimensionnels aux schémas microstructuraux, aussi bien pour les 

microstructures de masses concentrées que distribuées. Ce chapitre généralise l’analyse 

unidimensionnelle à un problème de membrane microstructurée à deux dimensions. 

L’analyse géométrique et mécanique du problème de la membrane microstructurée est 

basée sur les travaux de Rosenau (Rosenau 1987) qui établit les équations non-linéaires de 

vibration transverse d’un réseau bidimensionnel. Les équations ont toutefois été linéarisées 

dans notre cas. Pour la partie statique de l’étude mécanique, nous appliquons un effort 

uniforme hors plan sur la membrane.  

L'approche présentée consiste ici à faire le lien entre la mécanique de la membrane discrète 

et la mécanique de la membrane continue non locale aussi bien dans le cas statique que 

dynamique. Nous appliquons de nouveau la procédure dite de continualisation développée 

par Kruskal et Zabusky (Kruskal and Zabusky 1964). Elle repose sur un développement 

des opérateurs aux différences finies du réseau en série de Taylor, pour convertir le 

problème aux différences en des équations différentielles d’ordres supérieurs. L’utilisation 

de l’approximant de Padé permet d’éviter des équations différentielles d’ordre supérieur, 

comme cela a été fait par Rosenau (Rosenau 1986) sur la vibration d’une membrane discrète 

pour ensuite dériver analytiquement les équations de dispersion d’ondes non locales 

illustrant les effets de la microstructure. Ce problème de propagation d’ondes dans une 

membrane discrète a aussi été étudié plus récemment par Andrianov et Awrejcewicz 

(Andrianov and Awrejcewicz 2008) qui utilisent un approximant de Padé en un et deux 

points pour calibrer leur modèle non local de membrane. Lombardo et Askes (Lombardo 

and Askes 2010) ont également approximé le comportement d’une membrane discrète fixée 

aux bords par un approximant de Padé et ont obtenu les fréquences propres par une analyse 

par la méthode des éléments finis.  
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Nous essaierons pour notre part d’obtenir des solutions analytiques. Un problème 

mathématiquement proche a été étudié par Mindlin (Mindlin 1970) pour un modèle de 

réseau tridimensionnel élastique avec interactions au voisinage direct et indirect, ce qui 

menait aussi a une résolution d’équations linéaires en différences finies du second-ordre. 

Cependant, le problème de la membrane n’avait pas été considéré dans cette dernière 

publication. Tong et al (Tong et al. 1971) et (Chen 1971) ont obtenu l'équation exacte de la 

fréquence propre du problème de la membrane aux différences finies, ce qui équivaut au 

problème de réseau considéré dans ce chapitre. 

 D’un point de vue mathématique, ce problème peut être rapproché de celui de la diffusion 

(conduction thermique) pour un maillage bidimensionnel, considérant une équation linéaire 

du second-ordre aux différences finies, voir Challamel et al, (Challamel et al. 2016a). A 

noter que le problème de la plaque discrète répond à une équation linéaire du quatrième 

ordre en différences finies et diffère donc de celui de la membrane (Zhang et al. 2014b, c; 

Challamel et al. 2016b). Comme évoqué précédemment, ce chapitre se base sur les résultats 

de Rosenau (Rosenau 1987) pour des membranes infinies, adaptés dans le cas présent à des 

membranes finies, sans déplacement aux bords, dans le cas statique et dynamique. Les 

résultats obtenus durant la thèse ont été publiés dans (Hérisson et al. 2018). Nous 

comparons un modèle local et non local au modèle discret afin de justifier la source de la 

non localité. La discrétisation périodique considérée peut être supposée provenir du 

caractère discret de la matière à petite échelle.  

4.2 Comportement statique de la membrane discrète 

La membrane discrète considérée ici est constituée de masses concentrées sollicitées par 

une charge verticale qa2 dans la direction orthogonale au plan de la membrane (q est une 

charge surfacique [N/m] et a désigne la taille des éléments discrets constitutifs du réseau, 

i.e. la longueur initiale de chaque ressort). Les nœuds n’ont qu’un seul degré de liberté dans 

la direction verticale, ce déplacement hors-plan est noté w. Tous les nœuds de bords 

demeurent dans le plan de référence et sont supposés fixes. La membrane rectangulaire est 

composée de nx ressorts de longueur a dans la direction x et ny de même longueur dans la 

direction y. La traction répartie est appliquée sur les bords de la membrane et est notée T, 

voir Figure 4-1. La longueur dans chaque direction est notée, Lx=L, Ly=L, et le nombre 

d’éléments dans chaque direction, nx=n, ny=n, où est le rapport longueur/largeur. La 

Figure 4-2 illustre la déformée de la membrane avec un coefficient =0.5. 
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Figure 4-1 –  Membrane discrète avec pression uniforme hors-plan. 

 

Figure 4-2 – Représentation de la flèche de la membrane rectangulaire avec n=20 et =0.5 
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La composante verticale de l’effort dans chaque ressort est calculée pour la traction T 

comme étant : 
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


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a
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21,
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 (4-1) 

L’équation d’équilibre à chaque nœud est : 

qaPPPP y

ji

y

ji

x

ji

x

ji   21,21,,21,21
 

(4-2) 

Les conditions aux limites, liées aux déplacements bloqués au bord de la membrane sont 

données par : 

0,,0  jnj x
ww  pour  

ynj ...;1;0   et 0,0, 
ynii ww  pour 

 xni ...;1;0  
(4-3) 

L’adjonction des équations Éq.(4-1) et (4-2) conduit à une équation aux différences 

linéaires en déplacement, gouvernant le comportement de la membrane discrète : 

1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2i j i j i j i j i j i jw w w w w w
T q

a a

       
   

   

(4-4) 

L’équation aux différences de la membrane discrète est la formulation en différences finies 

du problème de la membrane « locale » continue donnée par l’équation différentielle 

partielle de type Poisson telle que : 

qwT   avec  
22

yx   (4-5) 
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En effet, l’Éq.(4-1) peut aussi être reformulée en utilisant un opérateur de différence finie 

centrée : 























a

ww
TP

a

ww
TP

jijiy

ji

jijix

ji

21,21,

,

,21,21

,

 

(4-6) 

qui est le schéma en différences finies centrées de la loi continue au gradient telle que : 

wTP   avec  














y

x

P

P
P   et 



















y

x
 (4-7) 

L’Éq.(4-2) peut être reformulée sous la forme : 

q
a

PP

a

PP
y

ji

y

ji

x

ji

x

ji





  21,21,,21,21
 (4-8) 

Le schéma en différences finies centrées associé à l’équation d’équilibre apparait alors : 

qP .   avec   














y

x
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P
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 et  


















y

x
 (4-9) 

On introduit le paramètre adimensionnel de chargement Éq.(4-4) devient : 

C’est une équation linéaire aux différences du second-ordre qui peut être résolue 

numériquement et exactement. La solution exacte s’exprime en double série de Fourier : 

1, , 1, , 1 , 1

2 2

4i j i j i j i j i jw w w w w qL

L Tn n

      
     avec 

qL

T
  et  

L
a

n
  (4-10) 

, 1 1, 1, , 1 ,

,2
1 1

4
sin sin

i j i j i j i j i j

m p

m p

w w w w w m ai p aj
T q q A

a L L

 



 
   

 

   
      (4-11) 
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La constante Am,p est telle que : 

En supposant que la flèche de la membrane puisse également être développée en séries de 

Fourier, on obtient : 

En introduisant l’Éq. (4-12) et (4-13) dans l’Éq. (4-11) on obtient : 

Nous avons alors deux cas d’identification de Wm,p : 

ou : 

Dans le cas de l’Éq. (4-15), on obtient la solution de la flèche de la membrane discrète en 

l’injectant dans l’Éq. (4-14) ce qui donne : 

2 2

, 2 20 0

sin sin
4 16 2 2sin sin

L L

m p

m p
m x p y

A dxdy
L L L mp



 
 

  
    (4-12) 
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 


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2 2
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,2 2
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4 16 2 2sin sin sin sin 0
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m p
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(4-14) 

2 2
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, 2
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sin sin
4 2 2sin 0  ou  sin 0

2 2
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W
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   
      
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 (4-15) 

,sin sin 0 0
2 2

m p

m p
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 



   
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 (4-16) 
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4 2 2 sin sin
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L’Éq. (4-17) est valable pour tout m et p, à l’exception de (m=k12n)˄(p=k22λn), où k1 et k2 

sont des entiers positifs, donnés par l’Éq. (4-16). Cette solution, sous forme 

adimensionnelle, peut être considérée avec les même conditions sur m et p tel que : 

Nous obtenons l’expression analytique de la flèche de la membrane. Pour vérifier ce 

résultat, nous traitons aussi le problème avec une résolution matricielle numérique. 

4.3 Résolution matricielle de la membrane discrète 

La membrane comporte n éléments, donc n+1 nœuds, par ligne et par rangée. Les deux 

nœuds d’extrémités ont leur déplacement bloqué sur z et ne sont donc pas à prendre en 

compte. On pose c=n – 1, le nombre de nœuds considérés par rangée et par ligne. On écrit 

la matrice de déplacement des nœuds sous forme de vecteur pour simplifier la résolution et 

éviter d’avoir à traiter un tenseur d’ordre 4 pour les coefficients d’interaction entres les 

nœuds. Z est un vecteur à ct=cx×cy composantes. Par exemple avec nx=ny=4 on obtient : 

Nous avons donc
,i j kw Z  avec  1xk c i j   ,  1; xi c , 1; yj c   . Les coefficients 

d’interaction entre les différents points seront écrits dans une matrice A de taille ct × ct, ce 

qui fait donc un nombre de de n4 éléments. Cela limite le nombre n à des valeurs 

relativement basses afin de limiter les problèmes de gestion de mémoire lors de la résolution 

numérique. Heureusement, les effets non-locaux sont observés pour de faibles valeurs de 

n. Les notations du système en différences finies sont adaptées : 
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 représente la matrice w de taille cx×cy 

1,1 1,2 1,3

2,1 2,2 2,3
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 
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On peut alors réécrire le terme de gauche de l’Éq.(4-10) tel que : 

Cette transformation peut être illustrée par : 

 

1

1 4 1 1 ... 1 4 1 ... 1

1

 
 
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 
  

 

La matrice A est définie par : 

Les conditions aux limites sont déjà partiellement prises en compte tel que le problème est 

posé mais une règle s’ajoute pour tenir compte des fins et débuts de ligne : 

Avec le même exemple, nx=ny=4, A devient une matrice bande de la forme suivante : 
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 (4-19) 

1 1, 1, 1, , 1 , 1
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 

 
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 (4-21) 

, 1 1, 0
t t t tpc pc pc pcA A    avec  1; 1tp c   (4-22) 
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Le vecteur des solutions est donné par le deuxième terme de droite de l’Éq.(4-10). Le 

système AZ=S où S est le vecteur des solutions peut alors être résolu numériquement, dans 

notre cas directement par MATLAB. Les résultats correspondent à ceux obtenus avec la 

solution analytique en séries de Fourier. 

4.4 Comportement statique de la membrane continue non 

locale 

4.4.1 Modèle de la membrane continualisée non locale 

Pour obtenir une approximation non locale du système discret, nous appliquons une 

procédure de continualisation aux équations discrètes, comme pour les problèmes 

unidimensionnels : 
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(4-23) 

L’expressions de l’Éq.(4-23) combinée avec la formulation aux différences finies du 

problème discret donne : 
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(4-

24) 

L’équation aux différences en Éq.(4-4) devient : 
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 (4-25) 

En utilisant l’approximant de Padé d’ordre 2/2 pour un développement de l’Éq. (4-25) on 

obtient :  : 
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 (4-26) 
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qui peut également s’écrire : 
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En utilisant l’opérateur laplacien et en négligeant les termes d’ordres supérieurs en a4, 

l’Éq.(4-27) peut s’exprimer :  
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 (4-28) 

Il est intéressant de mentionner que l’Éq.(4-4) a été continualisée directement. Si désormais 

la continualisation de chaque équation aux différences du premier ordre est considérée, 

l'Éq.(4-6), donne : 
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 (4-29) 

L’Éq.(4-8) est continualisée sous une forme non locale :  
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En multipliant l’Éq.(4-30) par l’opérateur différentiel partiel 

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négligeant à nouveau les termes d’ordres supérieurs en a4, l’Éq.(4-30) s’exprime : 
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 (4-31) 

. L’Éq.(4-31) peut alors s’écrire : 
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On reconnait bien l’équation de la membrane continualisée non locale Éq.(4-28). Nous 

voulons à présent résoudre l’Éq.(4-32) pour obtenir la flèche de la membrane continualisée 

non locale bloquée aux bords. Dans notre cas, la pression appliquée est uniforme, donc 

0q . Am,p n’est pas différent du cas discret, voir Éq. (4-12). La solution en séries de 

Fourier est alors : 

 
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  (4-33) 

En suivant le même processus que pour l’Éq. (4-14), on obtient l’expression Cm,p : 
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(4-34) 

Ce qui donne l’expression de la flèche du problème non local statique : 
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24 2 2 2 2 2 2
1 1

2

2

sin sin
2 2, 16 1 sin sin

12

6

m p

m p
qL a m p m x p y

w x y
T L L LL p a m p

m mp
L

 
  

  

 

 

 

  
    

               

  

(4-35) 

Sous forme adimensionnel, l’Éq. (4-35) devient : 

 
 

 

2 2
2 2 2

* * * * *

24 2 2 2 2 2
1 1

2

2

sin sin
2 2, 16 1 sin sin

12

6

m p

m p
m p

w x y m x p y
n n p m p

m mp
n

 
 

 
  

 

 

 

  
    

               

  

(4-36) 

où 
* x

x
L

  et
* y

y
L

 . Un cas particulier où le développement à l’ordre zéro du laplacien 

aux différences, équivalanr au laplacien continu dans l’Éq.(4-28), peut être étudié pour la 

mise en valeur de l’influence de la non localité : 
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 

 

2
1, , 1, 2

2 2

2
, 1 , , 1 2

2 2

i j i j i j

i j i j i j

w w w w
a

a x

w w w w
a

a y





 

 

  
 


  
 
  

(4-37) 

Ce problème local répond à l’équation aux dérivées partielles de Poisson : 

2 2

2 2

w w q
w

x y T

 
    

   
(4-38) 

Ce problème admet lui aussi une solution sous forme de séries de Fourier. Sans surprise, 

cette solution est plus simple que le cas non local. La solution générale et la constante Am,p 

ont toujours la même expression et la constante Cm,p est obtenue en calculant le laplacien 

de la solution : 

 

2 2 2 2

, 22
1 1

sin sinm p

m p

m p m x p y
w C

L L LL

   



 

 

 
    

 
 

  (4-39) 

L’expression de la constante Cm,p donne :  

22
2

, ,2

2 2
2

, 4 2

2

sin sin
2 216

m p m p

m p

p
C m A

L

m p
qL

C
T p

m mp





 





  
       


  

     

 (4-40) 

La solution s’exprime alors : 

 

2 2
2

4 2
1 1 2

sin sin
2 2, 16 sin sin

m p

m p
qL m x p y

w x y
T L Lp

m mp

 
 

 



 

 


  

     

  
(4-41) 
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Et sous forme adimensionnelle : 

 
2 2

*
* * * *

4 2
1 1 2

sin sin
2 2, 16 sin sin

m p

m p

w x y m x p y
p

m mp

 


 




 

 


  

     

  
(4-42) 

4.4.2 Modèle de la membrane non locale de type Eringen 

Pour sa relation différentielle entre la contrainte et la déformation, le modèle contiunalisé 

non local peut être comparé à un autre modèle non local phénoménologique, en 

l’occurrence basée sur la loi différentielle d’Eringen, voir (Eringen 1983) qui peut s’écrire 

selon une formulation vectorielle : 

wTPlP c  22
 et  qP .  avec  















y

x

P

P
P

 et  


















y

x
 (4-43) 

où 12 
 
et

 
  est l’opérateur gradient. P  est le vecteur des forces verticales pour chaque 

direction principale du plan. L’Éq.(4-43) peut aussi s’écrire : 






































































y

w
T

y

P

x

P
lP

x

w
T

y

P

x

P
lP

yy

cy

xx

cx

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 et q
y

P

x

P yx 








 (4-44) 

Dans une membrane non locale utilisant la non localité d’Eringen, cette dernière apparait 

comme le laplacien de la charge : 

 qlwT c  21  (4-45) 

L’Éq.(4-45) écrite en coordonnées cartésiennes donne : 




































2

2

2

2
2

2

2

2

2

y

q

x

q
lq

y

w

x

w
T c  (4-46) 
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Il est bon de noter que ce même résultat peut être obtenu avec un léger changement dans la 

formulation vectorielle telle que : 

  wTPlP c  .2   et  qP .  (4-47) 

Une fois écrite en coordonnées cartésiennes, on obtient : 








































































y

w
T

y

P

yx

P
lP

x

w
T

yx

P

x

P
lP

yx

cy

yx

cx

2

22

2

2

2

2

2

 et  q
y

P

x

P yx 








 (4-48) 

L’Éq.(4-44) est différente de l’Éq.(4-48) mais toutes deux mènent à l’Éq.(4-45). Dans notre 

cas, ce problème non local est équivalent au problème local car la pression appliquée est 

uniforme. La Figure 4-3 présente les résultats des flèches des différents modèles en fonction 

de n avec : 

1 1
, ,

2 2 2 2

,
2 2

Discrete continous

Discrete

n n
w w

Err
n n

w

   
   

   


 
 
   

(4-49) 

La Figure 4-4 présente la flèche normalisée au centre de la membrane. Pour les Figures 4-

3 et 4-4, représentant une membrane carrée,  seules les valeurs paires de n sont 

représentées car les valeurs impaires ne présentent pas de point central sur le maillage. Le 

modèle continualisé non local offre un net gain de précision pour de faibles valeurs de n 

par rapport au modèle discret. 
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Figure 4-3 – Erreur relative des modèles continualisé et phénoménologique non local 

d’Eringen vis-à-vis de la réponse discrète pour différentes valeurs de n. problème statique. 
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Figure 4-4 – Flèche normalisée au centre d’une membrane carrée pour différentes valeurs 

de n. 

On peut alors observer un résultat assez contre-intuitif, la membrane discrète apparait 

comme plus rigide que la membrane locale. Ce qui est l’opposé de ce qui est généralement 

observé, par exemple dans les problèmes unidimensionnels étudiés dans les chapitres 2 et 

3. Contrairement aux figures 2-3 et 2-4, ce n’est pas un effet induit par notre normalisation 

du problème. 

Je me permets de digresser rapidement de la résolution de ce problème pour parler d’un 

problème plus général que j’ai eu lors de la réalisation de cette figure, à savoir les biais 

cognitifs dans la démarche scientifique. En l’occurrence c’est un biais de confirmation dont 

j’ai été victime en réalisant cette figure. Pendant la programmation de la solution du 

problème, j’ai introduit une erreur dans le terme non-local du modèle continualisé qui 

surestimait légèrement sa valeur. Seul le terme non-local était faux, la solution tendait donc 

toujours asymptotiquement vers le modèle local. Une seule erreur aurait facilement été 

repérée, mais par coïncidence j’ai aussi commis une erreur sur la solution discrète qui allait 

dans le même sens. La courbe de comparaison présentait donc le modèle local comme plus 

rigide que les solutions discrète et non locale continualisée. Avec les 2 modèles convergeant 
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vers la solution locale et l’allure générale de la courbe qui correspondait à l’expérience 

limitée que j’avais des effets d’échelles dans les systèmes discrets, je n’ai pas réalisé mon 

erreur. Les résultats étaient conformes à mes attentes et je n’ai donc pas eu un regard 

suffisamment critique sur ceux-ci. Heureusement, un examen de mes résultats par un œil 

extérieur a mis en valeur une des erreurs, ce qui m’a permis de corriger tous les problèmes. 

4.5 Comportement dynamique de la membrane discrète 

Les équations de vibration de la membrane discrète sont obtenues à partir l’Éq.(4-1) tandis 

que l’équation d’équilibre définie par l’Éq.(4-2) prend en compte un terme d’inertie : 

ji

y

ji

y

ji

x

ji

x

ji waPPPP ,21,21,,21,21
   (4-50) 

Où ρ est la masse volumique de la membrane. En associant l’Éq.(4-1) et l’Éq.(4-50), une 

équation linéaire du second-ordre aux différences est obtenue :  

ji

jijijijiji
w

a

wwwww
T ,2

,1,1,,1,1 4


 
 (4-51) 

Les conditions aux limites de la membrane discrète sont toujours données par l’Éq.(4-4). 

Comme pour le problème statique, l’équation aux différences de la membrane discrète est 

la formulation aux différences finies spatiales du problème continu « local » donnée par 

l’équation d’ondes :  

wwT   et 
22

yx   (4-52) 

En considérant un mouvement homogène de pulsation , l’équation qui régit le 

comportement de la membrane discrète en dynamique est :  

0
4

,

2

2

,1,,1,11,


 

ji

jijijijiji
w

a

wwwww
T 

 
(4-53) 
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L’Éq. (4-53) peut s’écrire sous la forme : 

2
2

, 1 1, 1, , 1 ,

2

4

0

i j i j i j i j i j

a
w w w w w

T
T

a

   

 
     

  
 

(4-54) 

L’équation linéaire bidimensionnelle aux différences finies du second-ordre des fréquences 

propres est : 

2
2

, 1 1, 1, , 1 ,4 0i j i j i j i j i j

a
w w w w w

T
   

 
      

   

(4-55) 

La solution est sous la forme : 

, , sin sini j m p

m ai p aj
w W

L L

 


  (4-56) 

Il convient de noter qu’ici les paramètres m et p ne sont pas les termes de la somme infinie 

de la série de Fourier, ils représentent le nombre de demi-ondes dans chaque direction et 

sont limités dans le cas discret par le nombre d’éléments. En substituant l’Éq. (4-56) dans 

l’Éq. (4-55), les fréquences propres de la membrane discrète peuvent être extraites : 

2 2

, 2

4
sin sin

2 2
m p

T m a p a

a L L

 


 

 
  

 
 avec  xnm ;...;2;1  et  

ynp ;...;2;1  (4-57) 

Éq. (57) a également été obtenue indépendamment par Chen (Chen 1971) et Tong et al 

(Tong et al. 1971) (voir aussi Rutherford (Rutherford 1948) pour obtenir les mêmes 

résultats pour un problème mathématique analogue). Ces fréquences propres sont 

normalisées par : 

2 2 2

, 4 sin sin
2 2

m p

m p
n

n n

 



 
   

 
 avec 

T
L


  (4-58) 

Comme précédemment, le problème local est traité à titre de comparaison. Ce dernier est 

régi par l’équation différentielle partielle suivante : 

2 2 0T w w    (4-59) 
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La solution exacte peut être obtenue dans des ouvrages tels que Wang et Wang (Wang and 

Wang 2013) ou Leissa et Qatu (Leissa and Qatu 2011) pour une membrane bloquée aux 

bords en considérant une vibration sinusoïdale : 

 , sin sin
m x p y

w x y
L L

 


  (4-60) 

Les fréquences propres de la membrane sont données par : 

2

2

,m p

T p
m

L




 

  
      

 (4-61) 

Cette solution peut être normalisée comme précédemment : 

2

2

,m p

p
m



 
    

 
 (4-62) 

Ces résultats sont, sans surprise, cohérents avec les résultats de Wang et Wang (Wang and 

Wang 2013) ou Leissa et Qatu (Leissa and Qatu 2011) pour une membrane locale 

rectangulaire. 

4.6 Comportement dynamique de la membrane continue non 

locale 

4.6.1 Membrane continualisée non locale 

La continualisation de la membrane en dynamique est sensiblement la même que pour le 

cas statique : 

0
2

sinh
4

2
sinh

4 22

2

2

2


























 ww

a

a

a

a
T yx   (4-63) 

Endommagement discret et continu : application aux materiaux quasi-fragiles Benjamin Hérisson 2018



Membrane élastique microstructurée 

123 

En combinant l’Éq. (4-23) avec l’Éq. (4-55) comme précédemment, nous obtenons 

l’approximation non locale de la membrane discrète : 

0
12

1
6

2
2

22

42














 w

a

yx

wa
TwT 

 

(4-65) 

Cette équation a déjà été obtenue par Rosenau (Rosenau 1987). L’Éq. (4-65) peut 

également s’écrire sous la forme : 

2 2 4
2 2

2 2
0

12 6

a a w
T w T w

x y
 

  
     

    

(4-66) 

La forme générale de la solution est la même que pour le problème local : 

 , sin sin
m x p y

w x y
L L

 


  (4-67) 

En substituant l’Éq. (4-67) dans l’Éq. (4-66), on obtient : 

 

2 2 2 2 2
2

22 2 4 2
2 2

2 2
2 2 2 4

2

2 4

12
sin sin

12 6

6

a m p
T

a a w m x p yL L
T w T w

x y L L
Ta m p

L

 


 
 







   
                       
   

  

 (4-68) 

On peut extraire de cette équation les fréquences propres de la membrane continualisée : 

 

 

2 2 2 2
2 2

2

,
2 2 2 2 2

2

22

6

1
12

m p

a m p
T m p

L

a m p
L

L L




 

 




 
  

 
 
  
   

  
  

 (4-69) 
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Avec la normalisation choisie, l’Éq. (4-69) devient : 

 

2 2 2
2 2

2

, 2 2
2

2

6

1
12

m p

m p
m p

n

p
m

n










 
  

 
  
  
   

  

 (4-70) 

Membrane avec non localité de type Eringen 

On prend à nouveau la non localité au sens d’Eringen comme référence pour comparer nos 

résultats. On définit une formulation vectorielle telle que : 

wTPlP c  22
 et    2.P w       avec  















y

x

P

P
P  et  



















y

x
 (4-71) 

Avec les mêmes notations que pour le problème statique, l’Éq. (4-72) peut aussi s’écrire : 






































































y

w
T

y

P

x

P
lP

x

w
T

y

P

x

P
lP

yy

cy

xx

cx

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 et  
2yx

PP
w

x y



  

 
 (4-73) 

La membrane continue non locale (au sens d’Eringen) est alors définie par l’équation : 

2
2 1 0

12

a
T w w

 
     

   

(4-75) 

L’Éq. (4-75) peut être écrite en coordonnées cartésiennes : 

2 2 2
2 2

2 2
0

12

a w w
T w

x y
 

   
     

   
 (4-76) 
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Comme pour la formulation vectorielle du cas statique, la formulation alternative s’écrit : 

  wTPlP c  .2   et  2.P w    (4-78) 

Qui, en coordonnées cartésiennes équivalentes, donne : 








































































y

w
T

y

P

yx

P
lP

x

w
T

yx

P

x

P
lP

yx

cy

yx

cx

2

22

2

2

2

2

2

 et 
2yx

PP
w

x y



  

 
 (4-80) 

Une équation équivalente à l’Éq. (4-75) est bien retrouvée. La solution qui est toujours de 

la forme de l’Éq. (4-67) donne : 

 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

22
sin sin

12 12

a a m p m x p y
T w w T

L L LL

   
   



     
                   

 

(4-82) 

Pour finir, l’extraction des fréquences propres donne : 

 

2
2

,
2 2 2 2 2

2

22
1

12

m p

p
T m

a m p
L

L L


 

 




 
 

 
  
   

  
  

 (4-83) 

Sous forme normalisée, l’Éq. (4-83) devient : 

2
2

, 2 2
2

2
1

12

m p

p
m

p
m

n








 
 

  
  
   

  

 (4-84) 

L’Éq. (4-66) peut alors être présentée comme un modèle de vibration non locale au gradient 

hybride défini par l’Éq. (4-75), en utilisant les termes d’ordres supérieurs de la flèche de la 
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membrane. La Figure 4-5 presente les résultats des différents modèles continus en fonction 

des résultats du modèle discret pour de faibles valeurs de n avec : 

Discrete continous

Discrete

Err
 


  

(4-85) 

Les modèles local et non local d’Eringen ne présentent alors pas de bon résultats. Ce dernier 

est le seul à donner une réponse plus rigide que le modèle discret. Par contre, le modèle 

continualisé avec le terme couplé est le plus proche du modèle discret, comme le montre la 

Figure 4-6 avec les résultats absolus des fréquences propres normalisées en fonction de n. 

 

Figure 4-5 – Erreur relative des modèles continualisé et phénoménologique non local 

d’Eringen vis-à-vis de la réponse discrète pour différentes valeurs de n. Problème 

dynamique. 
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Figure 4-6 – Fréquences propres normalisées Ω pour m=p=1 d’une membrane carrée 

(λ=1) pour n éléments. 

Le modèle non local de membranes de Rosenau (Rosenau 1987) proposé pour l’ingéniérie 

considère une forme tronquée du modèle continualisé non local pour concorder avec le 

modèle différentiel d’Eringen. Ce dernier n’est pas suffisamment précis, comparé à la 

forme « complète » de non localité également obtenue par Rosenau, qui est tout de même 

issue d’une approximation. En particulier, pour le cas de la membrane uniformément 

chargée en statique, le modèle donne les mêmes résultats que le modèle local, qui n’est pas 

très fidèle au modèle discret, car la membrane possède des effets d’échelle même dans le 

cas statique. Il est alors recommandé d’utiliser la forme « complète » de non localité, 

comme celle obtenue par Rosenau en dynamique en étendant ce résultat au cas statique 

avec :  

 qw
a

yx

wa
TwT 













 

12
1

6

2

22

42

 (4-86) 

4.7 Comportement en haute fréquence 

Pour les basses fréquences, l’Éq. (4-63) est approximée par l’Éq. (4-64) comme cela a pu 

être montré par Rosenau (Rosenau 1987) (voir aussi (Andrianov and Awrejcewicz 2008)). 
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Pour les hautes fréquences, Andrianov et Awrejcewicz suggèrent de calibrer les termes 

non-locaux tel que : 

  01 22

22

4
2 




 wa

yx

w
TawT   (4-88) 

avec 
2

1

4

1


  . Pour un système unidimensionnel, cette équation se réduit à la vibration 

non locale d’une corde (qui est mathématiquement équivalente à la vibration de barres 

axiales élastiques) : 

  01
2

2
2

0

2

2

2


















w

x
ae

x

w
T   (4-89) 

avec 386.0
1

4

1
20 


e . Cette valeur 39.00 e  est celle obtenue par Eringen (Eringen 

1983) par la calibration de son modèle non local comprenant des relations d’ondes 

dispersives d’un réseau de Born-Kármán dans les zones de Brillouin. Dans l’Éq. (4-81), les 

paramètres   ,  sont calibrés par rapport aux plus hautes fréquences. La fréquence 

maximale du réseau est calculée à partir de l’Éq. (4-58): 

r n  et , 2 2n ns n n     (4-90) 

Si, désormais, on utilise le champ de déplacement sinusoïdal, l’Éq. (4-60) insérée dans 

l’équation de vibration non locale, Éq. (4-81), on obtient : 

r n  et 
2

, 2

2

1 2
n ns n n


 




   


 (4-91) 

En égalisant l’Éq. (4-83) et l’Éq. (4-84) avec
2

1

4

1


  , on obtient : 

42

82


   (4-92) 

qui est la valeur obtenue par Andrianov et Awrejcewicz (Andrianov and Awrejcewicz 

2008) pour la propagation d’onde de la membrane non locale calibrée par rapport aux 

hautes fréquences du réseau. Les modèles non-locaux, basses et hautes fréquences, peuvent 
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être comparés à la solution exacte du modèle discret dans le cas particulier 
,r r  avec 

 1;2;...;r n . L’Éq. (4-58) est dans ce cas égale à : 

, 2 2 sin
2

r r

r
n

n


 
   

 
 (4-93) 

Le modèle non local valide en basses fréquences, basé sur l’Éq. (4-64), nous donnes : 

 

 

2

2

, 2

2

2
6

1
6

r r

r

nk
r

n










 



 (4-94) 

Alors que le modèle non local pertinent pour les hautes fréquences est basé sur l’Éq. (4-81) 

et s’écrit : 

 

 

2

2

, 2

2

2

1 2

r r

r

nr
r

n













 



 avec 
2

1

4

1


   et 

42

82


  . (4-95) 

La Figure 4-7 décrit l’évolution des fréquences propres du modèle discret et de celles du 

modèle non local de Rosenau (1987) pour les basses fréquences (voir aussi Andrianov and 

Awrejcewicz, 2008) ainsi que celui établit par Andrianov and Awrejcewicz (2008) pour les 

hautes fréquences. La validité de chaque modèle non local dépend fortement de la plage de 

fréquence considérée, mais chaque approximation offre de bons résultats sur son domaine. 

4.8  Analyse d’onde dispersive 

Dans cette partie, la propagation d’onde dans le plan d’une membrane discrète est étudiée 

et est comparée à son équivalent non local, particulièrement dans la première zone de 

Brillouin. L’équation de dispersion peut être obtenue à partir de la formulation d’onde 

harmonique suivante : 

 , expi j x i y jw W J t k x k x   
   (4-96) 
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où ω est la fréquence angulaire, W est l’amplitude, ix ia  ,
jy ja  et où 1J   . En 

utilisant l’Éq. (4-89) dans l’équation d’onde bi-dimensionnelle de la membrane discrète, 

Éq. (4-51), on obtient une relation de dispersion du réseau bidimensionnel : 






























2
sin

2
sin4~ 222

akak yx  avec   
T

a


 ~  (4-97) 

Cette dernière équationa été obtenue par Rosenau (Rosenau 1987) et Lombardo et Askes 

(Lombardo and Askes 2010). Comme suggéré par ces derniers, il est possible d’introduire 

un angle pour caractériser l’orientation du vecteur d’onde par rapport au plan horizontal :  

cos

sin

x

y

k k

k k









 (4-98) 

de telle façon que la relation de dispersion puisse s’exprimer ainsi : 



















2

sin
sin

2

cos
sin2~ 22 


kaka

 (4-99) 

C’est relation d’onde dispersive peut être comparée a celle obtenue pour une propagation 

d’onde dans la membrane non locale associée à l’Éq. (4-81) : 

 
4

2 2

2 2
1 0

w
T w a T a w

x y
  


     

 
  avec  

2

1

4

1


   et 

42

82


   (4-100) 

comme précédemment obtenue par la calibration haute-fréquence (voir aussi les paramètres 

de la calibration de (Andrianov and Awrejcewicz 2008)). En considérant désormais la 

formulation d’onde harmonique dans le modèle de la membrane continue non locale : 

 exp x yw W J t k x k x   
   (4-101) 

Et en combinant l’Éq. (4-94) avec l’équation d’onde non locale, Éq. (4-93), on arrive à la 

relation d’onde dispersive suivante : 

       
    22

2222

2

1

~

akak

akakakak

yx

yxyx









  (4-102) 
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qui peut être réécrite en représentation polaire : 

   

 2

22

1

2sin
4

1
~

ka

ka

ka










  (4-103) 

Cette équation d’onde dispersive a été obtenue par Lombardo and Askes (Lombardo and 

Askes 2010) où α et β ont été calibrés pour des basses fréquences. La comparaison des 

modèles discret et non local dans la première zone de Brillouin, i.e. pour  cos 0,ka    

et 0; ;
8 4

 


 
 
 

, illustre l’efficacité du modèle non local basé sur l’Éq. (4-93) en termes 

de propriétés d’onde dispersive avec la calibration haute fréquence (voir Figure 4-8). 

La calibration des propriétés d’onde dispersive du problème d’onde dans la membrane 

bidimensionnel de cette partie est similaire celle réalisée par Eringen (Eringen 1983) pour 

le problème unidimensionnel. Eringen avait déjà obtenu la même calibration du paramètre 

α, i.e. 
2

1 1

4



  . Cette analyse d’onde dispersive non locale généralise les résultats 

d’Eringen à un réseau bidimensionnel en utilisant la calibration non locale d’Andrianov 

and Awrejcewicz (Andrianov and Awrejcewicz 2008).  

4.9 Conclusions 

Ce chapitre a traité du déplacement hors plan d’une membrane discrète et des modèles 

continualisés associés. Nos résultats montrent qu’une structure continue non locale se 

comporte comme une membrane microstructurée. Il est important de noter que les solutions 

analytiques ont été obtenues et que des simulations numériques du problème algébrique 

nous ont permis de corroborer ces résultats. La taille de la microstructure de la membrane 

détermine alors la longueur caractéristique du modèle continu non local. La longueur 

caractéristique associée ne dépend alors que de la taille de la microstructure. Le carré de 

cette dernière est alors égal à a2/12 et demeure indépendant du chargement. Bien que, 

comme abordé dans la partie sur la calibration haute fréquence, cette longueur 

caractéristique semble être dépendante de la fréquence de vibration car elle nécessite une 

calibration pour modéliser le comportement de la membrane non locale dans les hautes 

fréquences. Par la suite, il pourrait être intéressant de traiter d’autres géométries de 

microstructure (microstructure à maille hexagonale par exemple) ou encore d’autres types 

de conditions limites, afin de généraliser ces résultats.  
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Synthèse et ouvertures 

 

Dans ce mémoire, nous avons analysé des systèmes discrets élastiques non-linéaires ou 

élasto-endommageables, typiques des matériaux quasi-fragiles. Nous avons pu aborder le 

sujet de la continualisation des systèmes discrets microstructurés, en s’intéressant à des cas 

de structures unidimensionnelles ou bidimensionnelles. On a pu montrer que par le biais 

d’une procédure de continualisation, un modèle de MED peut être équivalent à un modèle 

de MEC non locale. Nous avons pu observer des effets d’échelle en déformation et en 

résistance dans le comportement de ces structures discrètes. Un modèle local échoue à 

capter ces effets d’échelle et la présence de comportement radoucissant résulte en des 

phénomènes de longueurs de dissipation nulle (paradoxe de Wood). Le modèle continualisé 

non local quant à lui permet de bien représenter ces effets sur toute la plage de chargement, 

aussi bien en écrouissage qu’en radoucissement.  

La longueur caractéristique des modèles continualisés développés est indépendante du 

chargement. A noter que pour l’analyse dynamique de la membrane, la longueur 

caractéristique doit être calibrée lorsque l’on considère des fréquences de vibrations plus 

importantes. La longueur caractéristique au carré est égale à a2/12 pour le problème 1D de 

la chaine en flexion. Pour le problème de la chaîne axiale en traction, on obtient une valeur 

de a2/24, qui est moins courante dans la littérature mais qui a déjà été observée pour des 

réseaux lattices endommageables (Bažant 1984). La procédure de continualisation nous 

donne une expression continue exacte des équations discrètes. Pour la chaîne axiale 

endommageable, nous obtenons : 

1 2 1 2 2
sinh

2

i i x
u u a

u
a a

   
  

 
 

Nous avons ensuite recours à différents outils mathématiques pour obtenir une bonne 

approximation. Le développement en série de Taylor mène à : 

 

2

2

1 24

24

N a
EA u u

D

a
N N q

  
    

  



   
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Quant à l’approximant de Padé, il nous permet d’obtenir : 

2

2

1 24 1

24

N a N
EAu

D D

a
N q q

         
    


 

    
 

 

Les équations équivalentes pour le problème de la poutre en flexion sont, en commençant 

par la procédure de continualisation : 

21 1

2 2

2 4
sinh

2

i i i xw w w a
w

a a

    
  

 
 

Le développement en série de Taylor donne une expression du moment effectif : 

2
(4)

1 12

M a
EI w w

D

 
  

  
 

L’utilisation de l’approximant de Padé nous permet d’écrire : 

2

1 12 1

M a M
EIw

D D

   
    

    
  

L’application de l’approximant de Padé sur la procédure de continualisation des équations 

du système discret offre de meilleurs résultats que le développement en série de Taylor 

dans notre cas, permettant d’obtenir une très bonne approximation de la réponse du système 

discret sans nécessiter de conditions aux limites d’ordres supérieurs. La question des 

conditions aux limites utilisées pour la résolution du problème continualisé non local est 

cruciale pour reproduire le comportement du système discret sur toute la plage de 

chargement. Le recours à une loi cohésive de longueur finie (calée sur la taille de la 

microstructure) pour la modélisation du comportement à l’encastrement aussi bien dans la 

phase d’écrouissage qu’en radoucissement a été déterminant dans l’établissement d’un 

modèle fiable. En effet les conditions classiques sur la cinématique du problème sont 

intrinsèquement locales et conduisent à des résultats incorrects lorsqu’on les intègre au 

modèle continualisé non local. Les conditions de continuité à l’interface élasto-

endommageable sont aussi affectées.  Ainsi, l’application de l’écriture « locale » de la 

continuité du déplacement ou de la rotation semble être intuitivement des conditions 
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adéquates mais elles échouent dans la représentation du comportement des systèmes 

microstructurés. Il est nécessaire d’envisager des conditions de continuité discrètes 

continualisées pour une reproduction fidèle du milieu discret endommageable initial.  

A ce jour, le problème de la poutre console élasto-endommageable avec charge répartie, en 

cours d’étude, montre des résultats similaires à ceux obtenus pour la poutre console. La 

continualisation de la plaque élastique endommageable constituerait une suite intéressante 

pour ces travaux, j’espère pouvoir profiter de mon année d’ATER pour traiter ce sujet. Une 

autre extension porterait sur l’étude de la membrane en maille hexagonale car 

l’omniprésence dans la nature des structures et motifs hexagonaux est fascinante. 

Cependant la non-linéarité géométrique du problème m’a posé beaucoup de difficultés. A 

ce jour je suis loin d’une résolution mais c’est définitivement un problème que j’aimerais 

aborder dans l’avenir. Les problèmes traités ici adoptaient tous une approche déterministe. 

Pour compléter cette étude, une approche stochastique offre des perspectives intéressantes.  

Outre les travaux de recherches que j’ai menés à l’IRDL à l’UBS, le monitorat dont j’ai 

bénéficié m’a permis d’enseigner dans la filière génie civil de l’UBS, où j’avais réalisé ma 

formation de Master. Être amené à dispenser un cours que j’ai suivi en tant qu’étudiant lors 

de ma formation est une expérience très enrichissante et qui m’a donné un léger avantage 

pour commencer à enseigner. Les difficultés sont connues et je peux adapter le rythme du 

cours en conséquence. Lors du projet « découverte de la recherche » avec des étudiants de 

Licence 1, j’avais abordé avec eux les biais de confirmation dans la démarche scientifique. 

J’avais illustré le concept avec une des expériences de pensées de Wason (Wason 1960), 

qui met en valeur une heuristique de jugement favorisant les biais de confirmation (bien 

que très efficace dans la vie de tous les jours). Ceci, avant d’être moi-même victime d’un 

biais de confirmation comme décrit dans le chapitre 4. Cela fait partie intégrante des 

expériences de la thèse qui m’ont appris à toujours garder un esprit critique et une bonne 

dose d’humilité. 
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