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Chapitre 1

Introduction

Il est d’usage de modéliser I’évolution d’un fluide incompressible et non visqueux par 1’équation
d’Fuler incompressible, un systéme d’équations aux dérivées partielles qui s’écrit :

ou+ (u-V)u=—Vp,

divu =0,
ivu (1.1)

u tangent au bord,

u’t:(] = Uug.

Ici, Pinconnue u = u(t, z) € R? représente la vitesse des particules de fluide se trouvant & I'instant
t € Ry ala position € D, D étant le domaine physique (de dimension d) dans lequel le fluide se
meut. On impose la valeur de u & I'instant initial, et on se pose la question de ’évolution ultérieure
de u. La deuxiéme ligne, la condition de divergence nulle décrit le caractére incompressible du fluide,
et la condition au bord donné par la troisiéme ligne signifie que les particules de fluides ne peuvent
s’échapper du domaine D. Le champ p = p(t,x), le champ de pression, est une fonction scalaire
qui peut étre vue comme une seconde inconnue du probléme. En passant & la divergence dans la
premiére ligne, on obtientﬂ :

—Ap(t,z) = divdiv (u ® u),
(1.2)
Vp + div (u ® u) tangent au bord.

La pression a l'instant ¢ est donc la solution d’une équation elliptique faisant intervenir la vitesse a
I'instant ¢. Cela s’interpréte de la fagon suivante : p est 'unique champ scalaire (& une fonction du
temps prés) permettant a la condition de divergence nulle d’étre préservée au cours du temps.
L’équation d’Euler incompressible , introduite par Euler lui-méme dans [42] est 'une des
premiéres équations aux dérivées partielles d’évolution jamais écrites. Fuler révélait alors toute la
puissance du calcul différentiel, qui permettait essentiellement de décrire toute la complexité de
I’évolution d’une infinité de particules en interaction par I’étude d’une seule fonction : le champ

1Si a,b € RY, a ® b désigne la matrice de taille d x d dont le coefficient 4, j est a;b;. L’opérateur noté div agit
sur les champs de matrices, et renvoie un vecteur qui a la k-iéme ligne est la divergence au sens standard du champ
de vecteur formé par la k-iéme ligne du champ de matrices considéré. A cause de la condition de divergence nulle,
(u-V)u = div(u®u). On a choisi cette forme pour bien voir I’analogie avec ce qui se passera plus tard dans un cadre
cinétique.
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de vitesse, fonction du temps et de la position. Rien n’étant gratuit, il n’arriva pas a résoudre
complétement son équation (faute de temps sans doute) et admettait lui-méme (traduit en langage
contemporain) :

Mais comme on n’a encore que fort peu travaillé sur la résolution de telles équations
différentielles & trois variables, nous ne saurions espérer une solution compléte de notre
équation avant que les bornes de I’Analyse ne soient étendues considérablement plus
loin.

Il concluait néanmoins avec optimisme :

Cependant, tout ce que la Théorie des fluides renferme est contenu dans les deux
équations rapportées ci-dessus ( , N.d.A), de sorte que ce ne sont pas les principes
de la Mécanique qui nous manquent dans la poursuite de ces recherches, mais unique-
ment I’Analyse, qui n’est pas encore assez cultivée pour ce dessein. Partant, on voit
clairement quelles découvertes nous restent encore a faire dans cette Science avant que
nous puissions arriver a une Théorie plus parfaite du mouvement des fluides.

Sans remettre en doute le génie d’Euler, et malgré le caractére révolutionnaire des travaux dont
je viens de parler, ces citations peuvent paraitre surprenantes pour un lecteur moderne. En effet,
d’une part, on sait aujourd’hui que dans de nombreux cas, on doit ajouter aux équations des termes
liés a la viscosité (et donc étudier I'équation de Navier-Stokes) pour obtenir des modeles réalistes.
D’autre part, je pense qu’on peut dire que ’analyse n’est toujours pas assez cultivée pour résoudre
I'équation d’Euler : méme dans 'espace entier R?, on ne sait toujours pas si toutes les solutions
réguliéres de cette équation sont globales en temps, ou si certaines d’entre elles cessent d’exister ou
d’étre réguliéres en temps fini.

—_— e e—————

Dans cette thése, on voudra étudier un fluide incompressible et non visqueux par une autre
approche : de fagon lagrangienne, c’est a dire via un probléme de minimisation, en fixant 1’état
du systéme aux instants initiaux et finaux. On le fera grace au probléme de transport optimal
incompressible, un modéle introduit par Brenier [20] & la fin des années 80, qui sera mon objet
d’étude principal.

La formulation lagrangienne de la mécanique classique et le fameux principe de moindre action
donnérent lieu & des avancés spectaculaires, a la fois en physique et en mathématiques. En établis-
sant la notion d’action comme quantité clé de la mécanique, elle ouvrait la voie a la mécanique
hamiltonienne, puis & la mécanique quantique. En interprétant les trajectoires physiques comme
des trajectoires minimales, elle fixait les prémisses de la géométrie riemannienne et de la relativité
générale.

Le fait d’appliquer un certain formalisme mathématique (dans notre cas le formalisme lagran-
gien) au cas des fluides incompressibles constitue un double défi d’un point de vue mathématique.
D’une part, il faut généraliser les théories existantes dans le cas o le nombre de particules est infini.
D’autre part, il faut étudier la contrainte d’incompressibilité, un type d’interaction entre particules
qui n’a pas d’analogue pour un systéme fini. C’est peut-étre pour ces raisons qu’Arnol’d et Khesin
ouvrent leur livre [7] par la phrase suivante :
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Hydrodynamics is one of those fundamental areas in mathematics where progress at
any moment may be regarded as a standard to measure the real success of mathematical
science]

Avec ces grandes idées en téte, passons & la présentation des différents problémes que j’ai étudiés
pendant ma thése. Cette introduction est organisée comme suit.

Dans la Section je vais présenter en détails le probléme de transport optimal incompressible.
J’en expliquerai les motivations, les différentes formulations que I'on rencontre dans la littérature,
et je terminerai par décrire ce que ’on sait sur le champ de pression, le multiplicateur de Lagrange
de ce probléme de minimisation correspondant & la contrainte d’incompressibilité.

Dans la Section[I.2] je présenterai I’équation d’Euler cinétique, une EDP d’évolution qui apparait
naturellement lorsque I'on étudie les solutions du probléme de transport optimal incompressible, et
que l'on rencontrera aux Chapitres [3] et [4]

Dans la Section j'introduirai les problémes de régularisation entropique qui ont joué un
role majeur ces derniéres années dans la théorie de transport optimal, et dont j’étudierai la version
incompressible dans la Partie [[T| de ma thése.

Les Section [T.4] et [I.5] offre un panorama des résultats que j’ai obtenus durant ma thése, et qui
seront démontrés dans ce manuscrit.

Enfin, la Section [1.6] est un index des notations les plus utilisées dans ce manuscrit.

1.1 Le transport optimal incompressible

Avant de présenter le probléme de transport optimal incompressible, commengons par exposer le
point de vue proposé par Arnol’d sur la dynamique des fluides parfaits et incompressibles.

1.1.1 Arnol’d et la formulation variationnelle de I’équation d’Euler incompres-
sible

Arnol’d fut le premier & introduire, dans [6] [7], une fagon de décrire un fluide incompressible de fagon
lagrangienne. Plus précisément, on va voir qu’il a donné une interprétation de ’équation d’Euler
(1.1) comme ’équation géodésique (formelle) sur un groupe de Lie (formel) de dimension infinie
muni d’une métrique invariante & droite. Voyons ce que cela veut dire.

—_— —C=e————————

Je vais me placer dans le cas ou les particules sont indexées. Ce sera peut étre vu par le lecteur
comme un contresens historique, mais cela permettra de comprendre ot sont les hypothéses et ce
que l'on va relaxer plus tard. Je me donne donc un ensemble d’indices Z (infini), et une mesure de
probabilité m sur Z qui pour chaque sous ensemble A C Z me donne m(A) la masse des particules
dont I'indice se trouve dans A. (Je ne me poserai pas de question relative a la mesurabilité ou aux
ensembles de mesure nulle dans cette sous-section.)

Imaginons que les particules évoluent dans ouvert borné D C R, muni de sa mesure de Lebesgue
(normalisée) Leqﬂ Raisonner de fagon lagrangienne, c’est fixer I'état du fluide aux instants initiaux

2L’hydrodynamique est un de ces domaines majeurs en mathématiques ol tout progrés peut étre considéré comme
un étalon permettant de mesurer le véritable succés de la science mathématique.

3En fait, toutes les considérations de cette sous-section pourraient étre faites dans une variété Riemannienne
orientable munie de sa forme volume sans grand changement.
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et finaux. On va appeler ¢ = 0 Iinstant initial, ¢ = 1 I'instant ﬁnaﬂ7 et pour chaque 7 € Z, on va
se donner xf) € D le point de départ de la particule correspondante et :U’l € D son point d’arrivée.
En I'absence de potentiel, dire que la particule i satisfait un principe de moindre action entre zj et
7%, c’est dire que sa trajectoire t € [0,1] — x%(t) € D satisfait 2°(0) = z¥, °(1) = 2%, et minimise

Vaction
1/t
[ 1awpa
2 Jo

parmi les courbes joignant x(, a x}. Ici, on va vouloir que le systéme de particules dans son ensemble
satisfasse un principe de moindre action. On va donc chercher & minimiser I’action totale :

1
;//0 () dt dm(s). (1.3)

Sans interaction, ce probléme est le méme que celui consistant & minimiser ’action trajectoire
par trajectoire. Les particules se déplacent donc en ligne droite, & moins que les bords du domaine
ne les en empéchent. Mais nous voulons décrire une dynamique incompressible, et c’est via cette
condition d’incompressibilité que les particules vont interagir. Pour formaliser cette contrainte, on
va demander & ce qu’a chaque instant ¢ et pour chaque sous-ensemble mesurable A C D la masse
des particules qui sont dans A a 'instant ¢ est Leb(A)lﬂ :

m({i,z'(t) € A}) = Leb(A). (1.4)

Une autre fagon de le dire est que pour toute fonction ¢ mesurable et bornée sur D,

[t @)an(i) = [ ooz (15)

Encore une fois, cette contrainte est purement infini dimensionnelle : il n’existe pas de contrainte
similaire pour un nombre fini de particules. Notons également que cette condition aux instants t = 0
et t = 1 impose une condition sur la fagon que ’on a de choisir les positions initiales et finales de
chaque particule de fluide.

Le probléme auquel on aboutit est donc le suivant :

Probléme 1.1.1 (Probléme pour des particules indexées). Etant données les positions initiales et
finales de chaque particule de fluide (z) et (x%), choisies de facon & ce que la contrainte d’incom-
pressibilité (1.4)) soit satisfaite & ces instants, trouver des trajectoire (x%) de sorte que :

e pour chaque i, ' joint =} a zt,
e a chaque instant, la contrainte d’incompressibilité ([1.4)) est satisfaite,

e l'action (|1.3) est minimale parmi tous les choix de trajectoires respectant les deux premiers
points.

4Sauf mentions explicite du contraire, tous les problémes d’optimisation que 'on va présenter seront écrits entre
les instants 0 et 1. Cependant, gardons en téte qu’il s’agit d’un choix arbitraire et que tous ces problémes peuvent
s’écrire entre deux instants quelconques. En particulier, & de nombreuses reprises dans cette thése, on étudiera nos
problémes de minimisations entre les instants 0 et 7" > 0, ou entre les instants € et 1 — ¢ ou € €]0,1/2].

50n traite le cas d’un fluide de densité constante. Le volume et la masse représentent donc essentiellement la
méme chose.
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C’est maintenant que I'on doit faire des hypothéses. Imaginons que D soit régulier et que I'on ne
souhaite regarder que les dynamiques au cours desquelles pour chaque ¢, il existe un difféomorphisme
®,; de D tel que pour tout ¢ € Z,

z'(t) = By(zh).

Outre la question de la régularité, cette restriction impose une propriété plus topologique : les
particules ne peuvent pas se croiser : si deux particules sont au méme endroit au méme moment
c’est que leurs trajectoires sont les mémes durant toute I’évolution. En d’autres termes, la trajectoire
d’une particule est entiérement déterminée par sa position initiale.

Quitte a considérer que deux particules « collées » sont en fait les mémes, on peut changer
d’indexation et choisir d’indexer directement par cette position initiale. Cela revient a prendre
Z =D, pour tout ¢ € D, x% = 1 et nécessairement pour un fluide incompressible, m = Leb.

Reformulons la contrainte d’incompressibilité et 'action dans ce cadre. Par exemple avec la
formulation , il faut que pour tout ¢ et tout ¢,

/¢@mnmx—/¢umm (1.6)

On dit que ®; est un difféomorphisme préservant la mesure. Si en plus, ®; préserve 'orientation, on
note ®,; € SDiff (D)lﬂ Remarquons que dans ce cadre, ’état final est lui méme donné par un élément

®, € SDiff(D).

Pour ce qui est de I'action, on obtient directement

1
;//\a@t(x)y?dxdt.
0

Mais souvent, pour décrire les variations d’une famille de difféomorphisme, on préfére considérer le

champ de vitesses eulériennes :
u(t,z) = Bt(I>t(<I>t_1(af)) (1.7)

Grace a I'incompressibilité (1.6)) appliqué a u, action vaut également

;/01/ lu(t, 2) 2 dz dt. (1.8)

On se retrouve donc cette fois avec le probléme de minimisation suivant, introduit dans [6] :

Probléme 1.1.2 (Probléme d’Arnol’d). Etant donné ®; € SDiff(D), trouver le chemin (®;);¢(0,1)
sur SDiff (D) joignant l'identité Id a ®; et qui minimise 'action (1.8]) ot u est déduite de (®;) par
la formule (1.7)).

——>-0

Avant de chercher quelles sont les conditions d’optimalité pour ce probléme de minimisation,
faisons plusieurs remarques.

50n se restreint ainsi a la composante connexe de l'identité dans ’ensemble des difféeomorphismes préservant la
mesure.
"En effet, si D était une variété, u(t, ®) serait un champs de vecteurs, contrairement a 9;P;.
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Remark 1.1.3. 1. Ce probléme s’interpréte comme un probléme géodésique.

En effet, on peut voir 'ensemble SDiff(D) comme une variété Riemannienne formelle de
dimension infinie de la facon suivante.

La formule ([1.7) permet d’identifier les éléments du tangent & SDiff(D) au point ® comme
des champs de vecteurs. En fait, les champs de vecteurs que 1’on obtient ainsi sont exactement
ceux a divergence nulle et tangents au bord de D.

En effet, d’'une part, si (®;) est un chemin tracé sur SDiff(D), et si u est sa vitesse eulérienne
alors u est tangent au bord de D. C’est simplement une conséquence du fait que les trajectoires
t — ®;(x) ne sortent pas de D. De plus pour toute fonction ¢ € D(D) et tout ¢ :

d

a o(Py(z)) de = /V(p(@t(x)) - 0,®(z) da

= /Vgp(m) ~u(t, z) dz (1.9)
_ / o) div(u(t, z)) de

ou l'on a utilisé 'incompressibilité & la seconde ligne et la formule de Green-Ostrogradski a la
troisitme. Mais par (1.6)), [ ¢ o ®; est constante, donc

/go(:c) div(u(t,z))dz =0,

et donc u est a divergence nulle.

Réciproquement, si u est un champ de vecteurs a divergence nulle tangent au bord de D et si
® € SDiff(D), le flot associé¢ a u partant de @, c’est a dire la solution de

Dp(x) = O(x), 0rPi(z) = u(Pe(x)), (1.10)

fournit bien un chemin de difféomorphisme de D passant par ® a t = 0, de vitesse eulérienne
u, et le calcul ([1.9) permet de vérifier qu’il reste dans SDiff (D). Le tangent formel de SDiff (D)
est donc bien exactement identifiable aux champs de vecteurs & divergence nulle tangents au

bord de D.

En considérant sur cet ensemble la métrique L2, on munit cette variété formelle d’une structure
Riemannienne, et les actions sur cette variété se calculent exactement par la formule (1.8)).

2. L’ensemble SDiff (D) est également un groupe, et il est intéressant d’observer que la métrique
L? sur les vitesses eulériennes est une métrique invariante a droite : si (®;) est un chemin sur
SDiff (D) et si ¥ € SDiff(D), alors les chemins (®;) et ($, o ¥) admettent les mémes vitesses
eulériennes, et donc a fortiori la méme action. On pouvait s’y attendre, car la composition
par ¥ correspond & une réindexation des particules : on ne donne plus & la particule qui part
du point  le nom x mais le nom W~!(z). Cela ne doit pas changer pour autant la trajectoire
de cette particule.

3. Etant connu le point précédent, on voit bien que dans le probléme d’Arnol’d, on peut partir
de n’importe quel difféomorphisme, et pas seulement de 'identité. Mais ce n’est en fait pas
plus général : aller de ®g a P est équivalent a aller de Id & @1 0 &, L

_ s C=ee———
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Condition nécessaire d’optimalité dans le probléme d’Arnol’d. Nous montrons ici formel-
lement que si (®;) est une solution parfaitement réguliére au probléme d’Arnol’d, alors sa vitesse
eulérienne est un solution de I’équation d’FKuler . Nous n’étudions en aucun cas la régu-
larité nécessaire qu'’il faudrait connaitre de (®;) pour justifier ces calculs, et nous discuterons de
I'existence de telles solutions dans les prochains paragraphes.

Conformément a I’énoncé du probléme, choisissons ®; € SDiff(D), et supposons que l’on soit
capable de trouver un chemin de longueur minimale (®;) joignant I'identité & ®;. Notons u sa vitesse
eulérienne.

Nécessairement, si (¥;) est un autre chemin tracé sur SDiff (D) dont les deux points extrémaux
sont l'identité, alors I'action du chemin (¥; o ®;) doit étre plus grande que celle de (®;). On va
choisir de tels (V) d’une fagon particuliére : pour £ un champ de vecteurs lisse a divergence nulle et
tangent au bord, i € D(0, 1) une fonction et § > 0, on construit le chemin (¥¢) de la facon suivante.

Pour s > 0, notons H € SDiff(D) la solution & I'instant s du flot associé & £ partant de l'identité.
Pour ¢ € [0, 1], on définit alors :

W) == Hyp)-

Au premier ordre en ﬂﬂ, on a:
U = Id+6h(t)E, 8,00 =0h' ()¢,  dW¥d =Id+0h(t)dE.
En conséquences, la vitesse eulérienne v0 du chemin (¥¢ o ®,) vérifie & chaque instant ¢ :

VO (t, W) = 9, (V) 0 @) (B;1) = 9,9 + dTY - 5, (P, 1)
= u(t,®) + 5 ()€ + Sh(t) dE - u(t, o).

L’action du chemin (¥¢ o ®;) vaut donc au premier ordre :

1t 1t
= 100 (¢, )|? da dt = = |00 (¢, W9 (2))|? da: dt
2 Jo 2 Jo !

- % /01/ lu(t, z)|? de dt + 6 /01/ <u(t, x), W ()E(x) + h(t) dé(@) - ult, x)> da dt.
A cause de I'optimalité de u, il faut que pour tout ¢ a divergence nulle, tangent au bord et tout A,
/O 1/ <u(t, ), W (1)E(x) + h(t) dé(@) - ult, x)> dadt = 0.
Mais en intégrant par parties par rapport au temps dans le premier terme, et en utilisant la formule

div ((5, u>u> = (&, u) divu + (déu, u) + (u- V)u, )

et divu = 0 pour intégrer par parties par rapport a ’espace dans le second, on obtient :

1
// <8tu(t,x) + (u(t,z) - Vu(t, z), h(t)g(x)> dudf — 0.
0

8Pour le reste du calcul, on ne garde que les termes d’ordre 1 en §. Moyennant quelques hypothéses de régularité
que l'on a pas envie d’expliciter ici, il est possible de tout justifier soigneusement.
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Le champ de vecteurs dyu + (u - V)u est donc un champ de vecteurs orthogonal en tout temps a
tous les champs de vecteurs a divergence nulle et tangents au bord.

Or la célebre décomposition de Helmoltz a pour conséquence directe le fait que I'ensemble des
gradients de fonctions scalaires est égal a I'orthogonal pour le produit scalaire L? de ’ensemble des
champs de vecteurs a divergence nulle et tangents au bord. Donc dyu+ (u- V)u est le gradient d’une
certaine fonction scalaire, que 1’on appelle —p.

Comme on a déja vu que u est un champ de vecteurs a divergence nulle et tangent au bord de
D, il est solution de I’équation d’Euler . Cette équation s’interpréte donc bel et bien comme
I'équation géodésique sur SDiff (D) muni de la métrique L2.

1.1.2 Les résultats positifs d’Ebin et Marsden

Le probléme d’Arnol’d permet donc en théorie de construire des solutions de I’équation d’Euler
en résolvant un probléme de minimisation. Cette démarche a atteint son paroxysme avec l'article
d’Ebin et Marsden [40], dans lequel les auteurs prouvent en utilisant la structure Riemannienne
formelle de SDiff (D) le résultat suivant (entre autres).

Theorem 1.1.4 (Ebin, Marsden 197(P). Soit s > n/2 + 1.

e Soit ug € H*(D) a divergence nulle et tangent au bord de D. Alors il existe T > 0 telle que
I’équation d’Euler incompressible (1.1)) admet sur [—7, 7] une unique solution

u € CO([—T, 7], H*(D)) N CY([—7,7] x D).

o [l existe € > 0 tel que pour tout ®1 € SDiff(D) N H*(D) vérifiant :
|1 —1Id ||gs <¢,
il existe (®;) € C1([0,1]; H¥(D)) une unique solution au probléeme d’Arnold de l’identité o ® .

Remark 1.1.5. 1. Le premier point de ce théoréme correspond exactement aux théories clas-
siques d’existence pour ’équation d’Euler, initiées par Lichtenstein [71] dés le milieu des
années 20. Les méthodes d’optimisation ne permettent pas d’obtenir de meilleurs résultats
d’existence que des méthodes fondées sur 'estimation a priori de normes de Sobolev d’indice
élevé, mais elle permettent tout de méme de les retrouver.

2. Dans [40], D peut étre n’importe quelle variété Riemannienne orientable lisse, éventuellement
a bord. De ce point de vue, I'article est particuliérement novateur.

3. Le deuxiéme point va particuliérement nous intéresser dans la suite. Il énonce qu’au voisinage
de l'identité, tout élément de SDiff(D) peut étre joint & l'identité par un chemin de longueur
minimale. On verra dans le paragraphe suivant que ce n’est pas une propriété globale : certains
points de SDiff (D) parfaitement réguliers ne peuvent étre joints a l'identité par un chemin de
longueur minimale.

9Théoréme 15.2 dans [40).
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1.1.3 Les contre-exemples de Shnirelman

Dans une série de travaux [87, 88, [89], Shnirelman montre que la probléme d’Arnol’d n’admet pas
toujours des solutions. En cause, deux phénoménes : en dimension 2, le diamétre de SDiff(]0, 1]2)
est infini, et en dimension au moins 3, SDiff([0, 1]%) a un défaut de complétude.

Diamétre infini en dimension 2. Le résultat est le suivant.

Theorem 1.1.6 (Shnirelman 1994@). Il existe un difféomorphisme ®1 de SDiff([0,1]?) qui ne peut
étre joint a lidentité par un chemin de SDiff([0,1]?) dont l’action (L.8)) est finie.

Sans rentrer dans les détails, ce résultat est une conséquence du fait que 'on peut trouver ®; qui
force tout chemin (®;) joignant I'identité & ®; a avoir une quantité suffisantes de points z,y € [0,1]?
tels que les trajectoires t — ®y(z) et t — P;(y) font un grand nombre de rotations l'une autour
de lautre. C’est donc lié a la topologie des espaces de dimension 2, oul la contrainte imposant aux
particules de ne pas se croiser est beaucoup plus restrictive qu’en dimension supérieure.

Insistons sur le fait que le théoréme ne met pas en évidence un manque de connexité de
SDiff ([0, 1]?) : les diffeomorphismes construits peuvent étre joints a I'identité par des chemins conti-
nus. En revanche, il montre qu’il existe des difféomorphismes & distance infinie de I'identité.

En dimension au moins 3, défaut de complétude. En dimension d > 3, la situation est
complétement différente : au moins dans le cas du cubdl] le diamétre est toujours fini. On a méme
une estimation explicite du diamétre.

Theorem 1.1.7 (Shnirelman 1994E|). Soit ®; € SDiff([0,1]9). Pour tout € > 0, il existe (D) un
chemin tracé sur SDiff(D) joignant l’identité a ®1 dont laction (1.8)) est inférieure a

2\/?-%5.

Ce résultat repose sur un théoréme d’approximation des solutions relaxées que ’on définira un
peut plus tard. Malgré ce résultat, la situation n’est pas beaucoup plus favorable comme le montre
le résultat suivant.

Theorem 1.1.8 (Shnirelman 198. Il existe ®1 € SDIff([0,1]%) tel que pour tout chemin (®y)
sur SDIff ([0, 1]9) joignant I’identité a ®1, il existe un autre chemin (®;) sur SDiff([0,1]¢) joignant
Uidentité a 1, et dont l’action est strictement plus petite.

Cette fois, I'idée est la suivante : il existe nécessairement des difféomorphismes ¢; € SDiff([0, 1]?)
tels qu’en définissant ®; € SDiff([0, 1]3) par :

Py (x,y,z) € [07 1]3 = (¢1(x,y),z)

9Théoréme 2.6 dans [89].

10On peut facilement en déduire que c’est également vrai pour toute image lisse du cube, et la preuve s’adapte
aisément a d’autres cas, comme celui du tore, le disque etc...

2Théoréme 2.1 dans [89)].

13Théoréme 1.1 dans [87].
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alors la distance géodésique de l'identité & ¢; dans SDiff([0, 1]?) est strictement plus grande que la
distance géodésique de I'identité & ®; dans SDiff([0, 1]3). Il suffit en effet de prendre ¢; comme dans
le Théoréme [1.1.6} et d’utiliser le Théoréme

Un chemin (®;) d’action petite joignant l'identité a ®; présente donc nécessairement des mou-
vements verticaux. Il est alors possible d’obtenir un chemin d’action strictement plus petite en
diminuant ces mouvements verticaux. Par exemple, on peut définir (®;) en superposant deux ver-
sions aplaties d’un facteur 2 de (®y).

Cet argument se généralise aisément aux dimensions supérieures.

Remark 1.1.9. Le Théoréme [I.1.8 montre que la méthode directe du calcul des variations, consis-
tant & considérer des suites minimisantes et a tenter de passer a la limite, ne s’applique pas au
probléme d’Arnol’d : ces suites ne convergent pas dans SDiff(D). En d’autres termes, les sous-
niveaux de l'action ne sont pas des compacts de I’ensemble des chemins tracés sur SDiff(D)
(quelque soit la topologie raisonnable que I’on considére sur cet ensemble). C’est 'objet du probléme
de transport optimal incompressible de comprendre ce que I’on obtient « & la limite ».

_— D ee—————

Quelque soit la dimension, il existe donc des cas ou le probléme d’Arnol’d n’admet pas de so-
lution. Dans les paragraphes suivants, on va donc relaxer ce probléme de fagon & en obtenir un
nouveau pour lequel il existe toujours des solutions. En dimension 3 et plus, I'espace que 'on va
étudier pourra étre vu comme le complété de SDiff (D) par rapport a la distance géodésique donnée
par le probléeme d’Arnol’d. En dimension 2, ce ne sera pas le cas, mais il est toujours possible d’in-
terpréter les solutions relaxées comme des limites hydrostatiques de mouvements tridimensionnels
(voir [27]).

1.1.4 Le transport optimal incompressible comme relaxation du probléme d’Ar-
nol’d

On a déja dit que le fait de considérer des mouvements dans SDiff(D) interdisait aux particules
de se croiser. De plus, c’est précisément cette condition qui produit une obstruction & 'existence
de solution au probléme d’Arnol’d. En effet dans le cas de la dimension 3, on voit bien dans notre
contre-exemple que le mouvement limite devrait étre bidimensionnel, puisque s’il y a des mouve-
ments verticaux, on est capable de réduire 'action. Mais pourtant, ce mouvement bidimensionnel
ne peut pas suivre un chemin de difféomorphismes, puisque 'on a justement pris pour état final un
difféomorphisme qui ne pouvait étre atteint par un chemin de difféomorphismes d’action finie. Dans
ce mouvement limite, les particules doivent donc se croiser.

On en tire deux enseignements. D’une part il faut relacher cette contrainte de non intersection
pour espérer trouver des solutions dans le cas tridimensionnel. D’autre part il semblerait que ce
faisant, des difféomorphismes qui ne sont pas atteignables par des chemins de difféomorphismes
d’action finie en dimension 2 deviennent atteignables par des mouvements bidimensionnels au cours
desquels les particules se croisent.

On veut donc reprendre notre probléme pour des particules indexées et ne plus imposer que
pour chaque i, la position de la particule i a I'instant ¢ soit de la forme ®;(z}) ot (®4) est un chemin
de difféeomorphismes. En revanche, on ne va pas résoudre ce probléme général qui consisterait a
pouvoir distinguer individuellement chacune des particules. On va simplement supposer les deux
choses suivantes.
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e On connait pour chaque z,y € D la masse des particules voyageant de x & y durant ’évolution.
En particulier, on n’impose pas que toute les particules partant de x arrivent au méme point
(®1(x) dans le probléme d’Arnol’d).

e Pour chaque z,y € D, cette masse résulte elle méme de la superposition d’une infinité de
particules, de sorte que deux particules joignant x & y n’étant pas contraintes d’emprunter le
méme chemin, le nombre de chemins parcourus par des particules joignant x & y pourra étre
éventuellement infini.

On va alors chercher & décrire non pas la trajectoire individuelle de chaque particule 4, mais pour
chaque trajectoire possible w € C°([0,1]; D) le masse des particules empruntant le chemin w.

—_—_— e ee———

Pour formaliser ces idées, on va faire appel & des mesures de probabilité. On en a d’ailleurs déja
rencontré une : la mesure m sur ’ensemble des indices Z. Introduisons quelques notations. D’abord,
si X' est un ensemble mesurable (on ne fait pas référence explicitement a sa tribu), on notera P(X)
I'ensemble de ses mesures de probabilité. Si X' est topologique (et en fait on n’utilisera que des
espaces métriques complets), on considérera toujours sa tribu borélienne.

Une notion qui va revenir sans cesse est la notion de mesure-image que j’introduis donc ici.

Definition 1.1.10. Soient (X, r) un espace mesuré et ) un espace mesurable. Soit f : X — ) une
application mesurable. La mesure image de r par f, notée fur est la mesure sur ) définie pour tout
ensemble mesurable A C ) par

Far(A) = r(f7(A)).

Cette opération permet donc de construire des mesures sur ) & partir des mesures sur X via les
applications mesurables de X dans ). On peut la voir de plusieurs de fagons différentes.

e Sir est une mesure de probabilité, fur est la loi de la variable aléatoire f.

e Pour toute application mesurable et positive ¢ sur Y,

/(pdf#r—/goofdr.

e Cette derniére formule peut se comprendre de la fagon suivante :

fur = /5f(a:) dr(z),

ou ;) est la masse de Dirac au point f (z) € Y. Donc fur est la mesure qui pour chaque
x € X, met en f(x) la masse dr(x).

—_— e —————

Revenons au probléme de transport optimal incompressible. A partir de maintenant, D pourra
étre un ouvert convexe borné de R, ou le tore plat T¢ := R?/Z?. A priori, ce probléme aurait
un sens dans n’importe quel espace métrique mesuré en remplacant la mesure de Lebesgue par
la mesure de référence en question, mais on ne s’y intéressera pas & ce niveau de généralité. En
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revanche, certains résultats dont on va parler passent sans difficulté au cas ott D est une variété
Riemannienne munie d’une mesure & densité lisse et partout strictement positive par rapport a la
mesure de volume.
Les conditions extrémales seront décrites par une mesure de probabilité borélienne v sur D x D.
Siz,y € D, la quantité
dy(z,y)

représente la masse de particules joignant x a y durant I’évolution.

L’objet sur lequel portera le probléme de minimisation sera une mesure de probabilité boré-
lienne P sur 'ensemble des trajectoires C°([0,1]; D) (que l'on considére muni de la distance de la
convergence uniforme). On dit que P est un flot généralisé. Cette fois, si w est une telle trajectoire,
la quantité

dP(w)

représente la masse des particules empruntant la trajectoire w durant I’évolution.

On voudra considérer des flots généralisés incompressibles, il va donc falloir parler de la densité
d’un flot généralisé. L’évaluation a l'instant ¢t € [0, 1], notée X; fournit une application mesurable
de C°([0,1]; D) dans D. On peut donc définir la densité p; de P & linstant ¢ par :

Pt = Xt#P.

Siz € D, la quantité dp;(x) s’interpréte comme la masse de particules en z & U'instant ¢. Un flot
sera dit incompressible si & chaque instant, sa densité est la mesure de Lebesgue :

Vte 0,1,  X;uP =Leb. (1.11)

On voudra également que nos flots généralisés soient compatibles avec les conditions extrémales
imposées par . On va donc prescrire :

(Xo, X1)uP =1. (1.12)

Comme pour chaque z,y € D, d(Xo, X1)xP(z,y) est la masse sous P de tous les w qui vérifient
wp = x et w1 =y, cela correspond bien & ce que I'on voulait. Remarquons que pour qu’il existe des
flots généralisés P qui soient & la fois incompressibles et de condition extrémales -y, il faut que =
satisfasse une condition d’incompressibilité. Il faut que si X et Y sont les applications de D x D
dans D qui & (x,y) associent respectivement z et y, alors :

Xuv=Yyy=Leb. (1.13)

On dit alors que «y est bistochastique.
On doit en dernier lieu définir ce qu’est 'action d’un flot généralisé P. On pose :

A(P) = / Aw) dP(w) = Ep[A], (1.14)
ot si w € C([0,1]; D),
1 1
= / |lix|? dt  si w est absolument continue,
0

Alw) =1 2

+ oo sinon.

(1.15)

On en arrive alors au probléme suivant, introduit par Brenier dans [20].
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Probléme 1.1.11 (Probléme du transport optimal incompressible). Soit v € P(D x D) une mesure
de probabilité bistochastique. Trouver le flot généralisé P de sorte que :

e les conditions extrémales de P sont décrites par 7, i.e. (1.12)) est satisfaite,
e le flot P est incompressible : il vérifie (1.11]),

e l'action A(P) est minimale parmi tous les choix de flots généralisés respectant les deux premiers
points.

Dans la suite, on appellera ce probléme 0T (7).

Remark 1.1.12. 1. Le transport optimal incompressible constitue une relaxation du probléme
d’Arnol’d. En effet, si on choisit ®; € SDiff(D) on peut construire 7 bistochastique en posant :

v := (Id, ®1)4 Leb. (1.16)

Dans ce cas, on dit que v est induite par un difféomorphisme.

De méme, si (®;) est un chemin sur SDiff (D) partant de I'identité, on peut définir :
U:izeDr <t'—><I>t(x)) et Pi=UyLeb. (1.17)

On vérifie alors que P est un flot généralisé incompressible, que ses conditions extrémales sont
données par ~ définie par la formule , et que son action définie par est la méme
que celle de (®;) définie par . En particulier, si P est une solution du transport optimal
incompressible qui se trouve correspondre & un chemin de difféomorphismes (®;) via ,
alors (®;) est une solution au probléme d’Arnol’d.

2. En revanche, on a perdu la structure de groupe du probléme d’Arnol’d. En effet, il n’y a pas
de fagon canonique de « composer » deux mesures bistochastiques : étant donnés x,z € D,
le fait de connaitre pour tout y € D la masse des particules voyageant de = a y au cours
d’une premiére évolution et la masse des particules voyageant de x & z au cours d’une seconde
évolution ne suffit pas a déterminer la masse des particules voyageant de y & z durant la
concaténation de ces deux évolutions (tout dépend des corrélations entre le premier et le
second processus). Le modéle multiphasique que 'on introduira dans la sous-section suivante,
s’il ne permet pas de retrouver une structure de groupe claire, permet au moins de composer
naturellement deux trajectoires.

3. Ce probléme est couramment nommé modéle de Brenier et ses solutions solutions d’Fuler a
la Brenier.

—_— D e—————

Le probléme de transport optimal incompressible, comme son nom l'indique est une version
incompressible du probléme de transport optimal quadratique dans sa version dynamique.

Probléme 1.1.13 (Probléme du transport optimal dynamique). Etant donnés pg,p1 € P(D),
trouver la mesure P € P(C°([0,1]; D)) minimisant I'action A définir par la formule (1.14) sous
contraintes Xou PP = pg et X1 4P = p;.
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On se réfere a [94, Sections 5.1.1, 5.1.2] pour une étude compléte de ce probléme, et en particulier
pour le lien entre ce probléme et le probléme de transport optimal statique que ’on ne décrit pas ici.
Notons que dans le probléme de transport optimal on prescrit seulement la densité initiale et
la densité finale. En revanche, dans le probléme de transport optimal incompressible [[.1.11] on doit
donner une condition extrémale plus précise, sans quoi on aurait nécessairement pg = p; = Leb, et
pour solution la loi P partant de Leb et chargeant des trajectoires constantes.

Existence de solutions. Il existe toujours des solutions au probléme de transport optimal dy-
namique. En effet, la fonctionnelle d’action A est propre et semi-continue inférieurement pour la
topologie de la convergence uniforme sur I’espace des courbes C°([0,1]; D) (c’est probablement le
cas le plus connu pour lequel la méthode directe du calcul des variations [35, [50] s’applique). On en
déduit ([4, Remarque 5.1.5, Lemme 5.1.7]) que la fonctionnelle

P / A(w) dP(w)

est elle méme propre et semi-continue inférieurement pour la topologie de la convergence étroite sur
P(C°([0,1]; D). Comme la contrainte est clairement fermée pour cette topologie, on peut appliquer
la méthode directe du calcul des variations, de sorte que ’existence de solution est équivalente &
Iexistence d’'un compétiteur d’action finie, et un tel compétiteur est facile a construire.

En revanche, il n’y a pas unicité en général.

—_—_—m o e ee——

Le probléme IOT a lui aussi 'avantage de toujours admettre des solutions, comme le montre le
résultat suivant.

Théoréme 1.1.14 (Brenier 198@. Pour tout v bistochastique, le probléme de transport optimal
mcompressible admet une solution.

Preuve. Encore une fois, A est propre et semi-continue inférieurement, donc I’existence de solution
est équivalente & 'existence d’un flot généralisé incompressible, compatible avec v et d’action finie.
Je vais donner une construction explicite (sans rentrer dans tous les détails) d'un tel flot gé-
néralisé dans le cas du tore, comme cela est fait dans [20]. Le cas du cube se traite presque de la
méme fagon en remplagant les conditions au bord périodiques par des symétries miroirs (voir [89,
Théoréme 2.1]) et la cas des ouverts convexes bornés est expliqué dans [65, Théoréme 2.12].

Soient z,y € T¢. Je construis P*¥ de la facon suivante. Pour presque tout z € T¢, il existe une
unique géodésique gi entre x et z, et une unique géodésique gy entre z et y. L’application qui a z
associe la courbe
g1(2t) sitel0,1/2],

U(z):t€[0,1] = {92(2t —1) site[l/2,1],

est donc presque partout bien définie. On prend alors
P*Y =Wy Leb.

On a représenté a la Figure [[.I] I'évolution de la densité de P*¥ en fonction du temps.

14|20, Théoréme 4.2].
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FIGURE 1.1 : On représente I'évolution de la densité de P*¥Y au cours du temps. Au temps t = 0,
toutes les particules sont en x, au temps ¢ = 1, elles sont toutes en y et en t = 1/2, elles recouvrent
le tore de fagon homogéne. Entre les instants 0 et 1/2, et entre les instants 1/2 et 1, les particules
se déplacent en ligne droite.

Ensuite, il suffit de considérer
P = /Pw’y dy(z,y).

11 est facile de vérifier que la densité de P est invariante par translation, et donc que nécessairement,
P est incompressible. De méme, on voit aisément que P est compatible avec . Par ailleurs, son
action se calcule de fagon explicite (c’est I'intégrale contre vy de toutes les actions de P*¥, qui sont
toutes égales), et vaut :

Le résultat est donc démontré. O

Remarque 1.1.15. 1. On a non seulement montré qu’il existe toujours une solution, mais on
a aussi montré que quelque soit 7, 'action optimale est majorée par d/3. Ce n’est pas sans
rappeler le Théoréme Ce n’est pas un hasard. En fait, pour montrer ce résultat, Shni-
relman fait une construction similaire dans le cas du cube, puis montre que lorsque v est induit
par un difféomorphisme, tout flot généralisé en dimension supérieure a 3 est approximable avec
son action et sans changer les points extrémaux par un chemin de difféomorphismes.

2. Ce théoréme d’existence est valable en dimension 2, et méme en dimension 1! Cela fait une
nette différence avec ce qui se passe dans le probléme d’Arnol’d, qui est trivial en dimension 1.

3. Le transport optimal incompressible admet donc des solutions, mais elles ne sont pas uniques
en général. Par exemple, si D est le disque unité dans R?, on peut montrer assez facilement
que si v est induit par ’application x — —x, alors la rotation du disque dans un sens ou dans
Pautre sont deux solutions distinctes du probléme de transport optimal incompressible (c’est
par exemple une conséquence de [20, Théoréme 5.1]). De plus, les contraintes et ’action étant

5Rappelons que la longueur d’une courbe est v2A, ot A est P’action de cette courbe. Le facteur v/2 entre notre
preuve et le Théoréme@ est lié au fait que j’ai présenté la construction dans le tore et non dans le cube.
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linéaires en P, toute combinaison convexe de ces deux solutions fournit une nouvelle solution.
En fait, il y en a encore beaucoup d’autres, comme en témoigne la construction faite dans [19].

1.1.5 Modéles équivalents et variantes

Selon les circonstances, on va avoir besoin de travailler sur des modéles proches. Je vais ici en
donner deux. Le premier consiste & comprendre le probléme comme un probléme de transport
optimal mettant en jeu plusieurs phases de fluides interagissant entre elles via I'incompressibilité.
Il a été introduit et étudié pour la premiére fois par Brenier dans [23] 24], et peut étre vu comme la
version « Benamou-Brenier » du probléme original, par analogie avec la formulation du transport
optimal classique introduite dans [I5]. Le second se formule en termes de plans de trafic (voir [18])
et a été proposé récemment par Lavenant dans [65]. Avant toute chose, revenons sur la formulation
Benamou-Brenier du probléme de transport optimal

Formulation Benamou-Brenier du transport optimal. Dans ce type de probléme, on ne
cherche plus a décrire toutes les trajectoires empruntées par les particules, mais seulement 1’évolution
au cours du temps de leur densité dans ’espace et de leur vitesse. Une population de particules y est
donc modélisée par une courbe p € C°([0, 1]; P(D)) tracée sur I’ensemble des mesures de probabilités
représentant sa densité au cours de temps, et un champ de vecteurs v € L?([0,1] x D, dt ® p;)
représentant sa vitesse, qui sont liées entre elle par I’équation de continuité (ou de conservation de
la masse) :

Op + div(pv) = 0. (1.18)

Etant donné la condition d’intégrabilité que 'on s’est donnée sur v, cette équation a un sens distri-
butionnel. L’action associée & cette évolution est donnée par :

1
Alp,v) = ;/O/yv(t,x)ﬁdpt(x)dt. (1.19)

On peut alors se poser le probléme suivant, introduit dans [I5] :

Probléme 1.1.16 (Version Benamou-Brenier du transport optimal). Etant donnés pg, p1 € P(D),
trouver la solution de l’équation de continuité (p,v) minimisant Paction A définie par la for-
mule ((1.19) sous contrainte p|i—p = po et pli=1 = p1.

Existence de solutions. Le fait que l'espace dans lequel on choisit les vitesses dépende de la
densité rend le probléme délicat & manipuler a priori. Une astuce désormais classique en transport
optimal consiste a exploiter la fait que l'action d’une solution (1.19)) se réécrive (|23, Proposi-
tion 3.4]) :

1 /1 1 1 1
5 // o(t, )2 dpy(a) dt = sup //S(t,x).v(t,x) o) di— // €0t 2) 2 dpy () dt. (1.20)
0 &D—RTJO 0
¢ lisse
Cette formule a alors un sens (éventuellement & valeur +o00) dés que m := vp est une mesure de
Radon a valeurs vectorielles sur D. On a donc résolu notre probléme quant & I’ensemble de définition
des compétiteurs, et on obtient méme une action non seulement semi-continue inférieurement par
rapport a (p, m) (pour la topologie de la convergence étroite sur p et m, comme sup d’applications
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continues) mais méme convexe (comme sup d’applications linéaires). On peut également vérifier
qu’elle a ses sous-niveaux compacts. Je renvoie de nouveau a [23, 24] pour plus de détails, mais
j’espére avoir convaincu le lecteur que le passage a cette variable m rend la question de 'existence
équivalente a celle de I'existence de compétiteur d’action finie. Celle-ci facile a vérifier, par exemple
car comme on va le voir, chaque compétiteur au probléme de transport optimal dynamique [1.1.13
donne lieu & un compétiteur pour le probléme de Benamou-Brenier [I.1.16]

En revanche, il n’y a pas unicité en général.

Lien avec le probléme de transport optimal dynamique. On va voir qu’étant donnés les
densités initiales et finales pg, p1 € P(D), le probléme de transport optimal dynamique entre pg et
p1|1.1.13|et le probléme de Benamou-Brenier [1.1.16{ admettent la méme action optimale, et on peut
faire se correspondre les minimiseurs de ces deux problémes.

Pour ce faire, on va utiliser le lemme suivant issu de la théorie de I’équation de continuité pour
des champs de vitesse non réguliers 38| [1].

Lemme 1.1.17 (Def. 3.2, Thm. 3.4 dans [1]). 1. Soit P € P(C°([0,1]; D)) un flot généralisé
d’action finie, alors en définissant (p,v) par :

vee (0,1,  XiuP =p, (1.21)
pour presque tout t € [0, 1], Xin (d}tP) = v(t, ®)py, (1.22)
alors (p,v) est dans lespace C°([0,1];P(D)) x L*([0,1] x D,dt ® p;), est une solution de

l’équation de continuité, et :

A(p,v) < A(P). (1.23)
2. Réciproquement, soit (p,v) € C°([0,1];P(D)) x L2([0,1] x D,dt ® p;) une solution distribu-
tionnelle de I’équation de continuité. Alors il existe P € P(C°([0,1]; D)) tel que :
Vt S [0, 1], Xt#P = Pt,
pour P-presque tout w et presque tout t € [0, 1], wr = v(t, wy). (1.24)
En particulier,

A(P) = A(p, ).

3. En conséquence, étant donnée (p,v) une solution de l’équation de continuité, si P minimise

son action parmi les flots généralisés satisfaisant (1.21)) et (1.22)), alors P satisfait ((1.24)).

Remarque 1.1.18. 1. La formule ((1.22)) énonce que le vecteur v(t, x) est la vitesse moyenne des
particules qui sont en x a l'instant ¢t. Elle est équivalente & :

1 1
VE 1 [0,1] x D — R? fonction test, //v(t,:):) Lty x)dpe(x) dt = // Wi - &(t, wy) dt dP(w).
0 0
L’inégalité des actions ([1.23]) est alors une conséquence de 'inégalité de Jensen.

2. La formule est plus forte que ((1.22) : (presque) toutes les particules en x & 'instant ¢ ont
la vitesse v(t, z), donc a fortiori, la vitesse moyenne de ces particules est v(t, x). Le deuxiéme
point du lemme énonce donc que l'on peut choisir un P ne chargeant que des solutions de
I’équation différentielle ordinaire associée au champs de vecteurs v, quelle que soit la régularité
de celui-ci!
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3. Le point 3 consiste simplement & remarquer que le cas d’égalité dans l'inégalité de Jensen

(1.23)) est exactement (|1.24)).

On peut maintenant justifier I’équivalence entre nos deux formulations du probléme de transport
optimal. En effet :

e Si P est une solution du probléme de transport optimal dynamique [I.1.13]entre pg et p1, alors
le couple (p,v) donné par le point 1 du Lemme [1.1.17] est un compétiteur pour OT(pg, p1)
avec une action moindre.

e Si (p,v) est une solution du probléme de Benamou-Brenier |[1.1.16] alors la mesure P donné
par le point 2 du Lemme est un compétiteur pour le probléme de transport optimal
dynamique entre py et p; avec la méme action.

En conséquence, les actions optimales doivent coincider et les correspondances décrites doivent
envoyer les solutions d’un probléme sur les solutions de 'autre probléme.
Passons maintenant aux variantes du probléme de transport optimal incompressible.

La version multiphasique du probléme de transport optimal incompressible. Ici, on
suppose que les particules se répartissent en plusieurs « phases » de fluides, comme dans une sorte de
cocktail. Certaines particules sont des particules de rhum, d’autres de jus d’ananas, d’autres encore
de la grenadine etc... On se donne alors un espace de probabilité (Z, m) comme précédemment, mais
pour indexer les différentes phases et non pas les particules individuellement. La quantité dm(z)
correspond & la masse totale de particule sur la phase ¢ de sorte que par la suite, la répartition dans
I’espace des particules de la phase i sera décrite par une mesure de probabilité.

La phase ¢ est décrite comme dans le Probléme par une solution (p?,v") de I'équation de

continuité (|1.18)

Les différentes phases interagissent a travers la contrainte d’incompressibilité, c’est a dire que
pour tout ¢ € [0, 1],

/pi dm(i) = Leb. (1.25)

On suppose que l'on connait la répartition des particules de chaque phase & 'instant initial c’est
a dire que pour (presque tout) i € Z, on se donne pf) et p|. Pour que la contrainte d’incompressibilité
soit satisfaite a 'instant initial et & I'instant final, on les choisit de sorte que :

/ pi dm(i) = / o dm(i) = Leb. (1.26)

On pose alors le probléme suivant, introduit dans [23], 24] :

Probléme 1.1.19 (Probléme de transport optimal incompressible multiphasique). Etant donné un
choix mesurablﬂ po = (p})iez, p1 = (p)icz de familles de mesures de probabilité sur D satisfaisant
(1.26)), trouver une famille mesurable de couples (p,v) = (p*, v");e7 tels que :

e pour m-presque tout i, (p’,v’) est une solution de 1'équation de continuité joignant p a p¢,

161, (pé)igl mesurable signifie que pour toute fonction test, ¢, i — [ ¢ dp}, est mesurable. On peut faire des choses
analogues pour les couples (p*,v");cz et on peut justifier que si les données sont mesurables, alors les solutions le sont
aussi, mais je n’entre pas dans les détails.
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e pour tout ¢ € [0, 1], la contrainte d’incompressibilité ([1.25)) est satisfaite,

e La famille (p,v) minimise 'action totale :
Coivamii — 2 L e 2 d :
A(p,v):= [ A(p',v")dm(i) = 5 |v* (¢, z)|* dp}(x) dt dm(4). (1.27)
0

Dans la suite, on appellera ce probléeme MIOT (pg, p1).

Existence de solutions pour le probléme multifluide. Comme pour le probléme le
passage aux variables (p?, m?);cz avec pour chaque i, m; := v’p’ donne lieu & une action propre et
semi-continue inférieurement, de sorte que l'existence de solution est équivalente & 'existence de
compétiteurs d’action finie. Une construction similaire a celle décrite dans la preuve du Théoréme

permet alors de conclure.

Encore une fois, il n’y a pas unicité en général.

Lien avec le probléme de transport optimal incompressible. Dans un cas particulier sur
I’ensemble des phases, ce modéle est strictement équivalent au probléme de transport optimal in-
compressible. Il s’agit du cas ou les particules sont indexées par leurs positions extrémales. En effet,
supposons que I = D x D, et que pour tout x,y € D,

x’y JR— x7y j—
Po~ = 517 et P1” = Oy-

En d’autres termes, la phase indexée par (z,y) correspond a I’ensemble des particules partant de z
et arrivant en y.

On se donne alors « bistochastique, et on suppose que le m correspondant a 'indexation n’est
autre que 7. La contrainte d’incompressibilité aux instants extrémaux ([1.26]) est alors satisfaite. On
va voir que dans ce cas, 'action optimale dans le probléme de transport optimal incompressible
multiphasique que 'on obtient est la méme que l'action optimale dans le probléme de transport
optimal incompressible correspondant & -y, et que ’on peut faire se correspondre les minimiseurs de
ces deux problémes.

En effet, en utilisant le Lemme [1.1.17], on vérifie que :

o Si(p™Y, vm’y)(xyy)e Dxp est une solution du probléme multiphasique, en prenant pour chaque
(z,y) le flot généralisé P*¥ donné dans le point 2 du Lemme [1.1.17} alors

Pim [Py

est une solution du probléme standard avec la méme action.

e Réciproquement, si P est une solution du probléme standard, on définit les probabilités condi-
tionnelles :
pour ~y-presque tout (z,y), P*Y:= P(e|Xy=1xz, X =y).

En prenant alors pour chaque (z,y) le couple (p™¥, v™¥) donné a partir de P™¥ par le point 1
du Lemme on obtient une solution du probléme multiphasique avec la méme action
(grace au point 3).
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Une autre formulation du probléme de transport optimal Avant de présenter le
probléme de transport optimal incompressible en termes de plans de trafic, il nous faut réinterpréter
le probléme de Benamou-Brenier [1.1.16] comme la recherche des géodésiques d’un certain espace
métrique, 'espace de Wasserstein. Le principe est le suivant. La quantité :

dwk : (po,p1) € P(D) x P(D) \/m,

ot A*(po, p1) est I'action optimale dans le Probléme de Benamou-Brenier est une distance sur
P(D) (|83, Proposition 5.1]). On l'appelle distance de Monge-Kantomvz" On peut alors étudier
des propriétés métriques de courbes tracées sur P(D). En particulier, on peut parler de courbes
absolument continues (voir par exemple [4, Section 1.1]). On peut alors énoncer le théoréme suivant
qui donne le lien entre ces courbes absolument continues (d’ordre 2), et les solutions de I’équation
de continuité. Il peut étre vu comme une conséquence du Théoréme énoncé plus haut.

Theorem 1.1.20 ([4, Théoréme 8.3.1]). Soit p : [0,1] — P(T?) une courbe continue. Cette courbe
appartient & l’ensemble AC?([0,1];P(D)) vis a vis de la distance de Monge-Kantorovic si et seule-
ment si il existe un champ de vecteurs v = v(t,z) dans l’espace L*([0,1] x T%,dt ® p;) tel que (p,v)
est une solution distributionnelle de l’équation de continuité. Dans ce cas,

1 1
/ |pe|? dt = inf// lu(t, z)|? dpy(x) dt, (1.28)
0 v Jo

ot la borne inférieure, est prise sur ’ensemble de ces champs de vecteurs, et ot la dérivée métrique,

dmk (pt:Pt4h)
h

définie par |p¢| :== %11}1}) est bien définie pour presque tout t. De plus, cette borne inférieure

est atteinte, et le champ de vecteurs correspondant est unique.

Le probléme suivant est alors clairement équivalent au probléme de Benamou-Brenier [1.1.16| (en
particulier, il existe toujours une solution).

Probléme 1.1.21 (Probléme de transport optimal en termes de dérivée métrique). Etant donnés
po,p1 € P(D), trouver la courbe p € AC?([0,1];P(D)) minimisant I'action (que I'on continue
d’appeler A avec un léger abus de notation) :

1
Alp) :== ;/0 || dt (1.29)

sous contrainte pl;—o = po et pli=1 = p1.
Dans la suite, et en particulier au Chapitre |§|, on appellera ce probléeme OT(pg, p1).

Transport optimal incompressible en termes de plans de trafic. Cette fois, on garde un
modéle de type multiphasique, mais on oublie I'indexation particuliére des différentes phases de
fluide, pour ne s’intéresser qu’a la proportion de chacune des phases, c’est & dire & la loi de la
variable aléatoire

L p;

du paragraphe précédent.

170u distance de Wasserstein.
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L’évolution du fluide est alors décrite par un plan de trafic, c’est & dire une mesure de probabilité
P ¢ P(C°([0,1]; P(D))) sur 'ensemble des courbes tracées sur I'ensemble des mesures de probabilité
sur le domaine physique D. La quantité dP(p) représente la masse des phases empruntant le chemin
p € C°([0,1]; P(T9)). Le plan de trafic P est dit incompressible si pour tout ¢ € [0, 1],

/pt dP(p) = Leb. (1.30)

L’action d’un plan de trafic est donnée par la formulﬁ :

1
A(P) = ;//0 o2 dtdP(p). (1.31)

Dans cette nouvelle formulation, les conditions extrémales du probléme sont prescrites par une
mesure I' € P(P(D) x P(D)), la quantité dI'(pg, p1) représentant la masse des phases qui partent
de la mesure py pour arriver & la mesure p;. On prescrit les conditions extrémales du plan de trafic
P en imposant :

(Xo, X1)4P =T, (1.32)

ot pour tout ¢ € [0,1], X; est I'application d’évaluation a I'instant ¢ sur 'espace C°([0,1]; P(D)).
Pour que cette condition soit compatible avec I'incompressibilité de P, il faut que :

/,00 dI'(po, p1) = /p1 dI'(po, p1) = Leb. (1.33)

On dit que T" est bistochastique en moyenne. Notre nouveau probléme de minimisation, introduit
par Lavenant dans [65], est le suivant.

Probléme 1.1.22 (Probléme du transport optimal incompressible en termes de plans de trafic).
Etant donné I' bistochastique en moyenne, trouver le plan de trafic P incompressible au sens de la
formule (|1.30)) satisfaisant la condition extrémale et minimisant l’action totale (1.31]). Dans
la suite, on appellera ce probleme TPIOT(T).

Lien avec le probléme multiphasique. Le probléme que je viens d’énoncer me semble plus
satisfaisant que le probléme multiphasique parce qu’il ne fait pas intervenir le choix arbitraire
de l'indexation. Les notations y sont souvent plus claires et la formulation parait plus intrinséque.
Pourtant, le probléme n’est pas plus général. En fait, il correspond exactement au cas multiphasique
ouZ ="P(D) x P(D), ot m =T et ot pour tout (pg,p1) €7 :
P =m0 et P =p

En effet, on vérifie facilement que si (pPoP1, vP0P1) est une solution au probléme multiphasique

correspondant & ces conditions extrémales, alors :

/(Spp(),m dF(p(), Pl)

est un compétiteur pour le probléme en termes de plans de trafic de condition extrémale I', avec
une action moindre. Pour la correspondance réciproque, une difficulté provient du fait que si P est

8 Comme d’habitude, on fixe par convention fol |p¢|? dt = +o0 lorsque p n’est pas dans AC?([0,1]; P(D)).
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une solution du probléme en terme de plans de trafic de condition extrémale I', conditionnellement
a Xo = po et X1 = p1, P charge potentiellement plusieurs courbes joignant pg & p;. Mais alors la
moyenne de toute ces courbes est encore une courbe joignant pg a p1. On définit donc :

poPt =Ep [P‘Xo = po, X1 =p1|,

et on choisit v”0P! réalisant I'infimum dans . La famille (p?oP1, vP0:P1) ainsi construite est alors
un compétiteur pour le probléme multiphasique, avec une action moindre. On en déduit que ’action
optimale dans les deux problémes est la méme, et que notre correspondance permet de passer des
solutions du probléme multiphasique a des solutions du probléme en termes de plans de trafic et

vice versa, d’oit ’équivalence des deux modéles. On donne plus de détails sur ces observations a
I’Appendice [6.A] du Chapitre [6]

Conséquences. Les résultats que 'on a énoncés pour le probléme multiphasique s’adaptent donc,
et on en déduit :

e Le probléme admet toujours des solutions, qui ne sont pas uniques en général.

e Dans le cas ot I' ne charge que des mesures du type (0, dy), alors le probléme est équivalent
au probléme de transport optimal incompressible.

1.1.6 Champ de pression

On aborde ici un point délicat, qui est celui de ’étude du champ de pression pour le probléme de
transport optimal incompressible, c’est & dire du multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte
d’incompressibilité. Je vais traiter ici la version standard du probléme de transport optimal incom-
pressible, mais le cas multiphasique et le cas des plans de trafic se traitent de facon similaire.

Au niveau formel, on sait trouver une condition nécessaire et suffisante d’optimalité assez simple.
En revanche, sa justification rigoureuse est un probléme compliqué faisant intervenir la question de
régularité de la pression. Ce probléme a été partiellement résolu par Ambrosio et Figalli [2 3] grace
a des résultats de régularité initiés par Brenier [24], nous y reviendrons.

Je vais expliquer la condition nécessaire et suffisante formelle, puis je vais expliquer comment
utiliser le théoréme de I’enveloppe pour obtenir rigoureusement ’existence de la pression au sens
des distributions. Enfin, je présenterai le résultat de régularité connu, et ce que I'on peut en faire
pour trouver une condition nécessaire d’optimalité.

Condition d’optimalité formelle. Je vais discrétiser le probléme de fagon a ce que les compéti-
teurs du probléme discrétisé soient des éléments d’un ensemble de dimension finie. On pourra alors
appliquer sans difficulté le théoréme des multiplicateurs de Lagrange (ou de Karush-Kuhn-Tucker).
Ce sera particuliérement simple, puisque le transport optimal incompressible est un probléme d’op-
timisation linéaire (I’action dépend linéairement de P), sous des contraintes linéaires (1'incompressi-
bilité ainsi que la compatibilité & v sont des conditions linéaires sur P) et une contraint de positivité
(P est une mesure de probabilité).

Pour que ’ensemble des mesures sur un ensemble soit de dimension finie, il faut que cet ensemble
soit fini. On choisit donc 7 = {0 = tg < t; < --- < ty, = 1} un sous ensemble fini de [0, 1] et
on suppose que D = {z1,...,zn,} est un ensemble fini. On va alors considérer des mesures de
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probabilité P sur I'ensemble fini D7. Si w € D7, on va simplement écrire P(w) := P({w}), de sorte
que cet ensemble de mesure s’identifie au simplexe de R T

Ywe DT, P(w) >0 et Z P(w) =1.

weDT
On se donne alors :

e une mesure de probabilité v sur D x D, c’est a dire un élément du simplexe de RP*? (on
notera ;, 5, == v({(2j,,2j,)}),

e pour chaque t; € T, une mesure de probabilité p(t;,e) sur D, c’est a dire un élément du
simplexe de R (on notera p;; := p(t;, {z;})),

e une fonction A: DT — R.

I’analogue du probléme de transport optimal incompressible s’écrit alors de la facon suivante.

Probléme de transport optimal incompressible discret. Trouver P € RDP” qui minimise :

A(P):= ) Alw)P(w),

weDT
sous la contrainte de compatibilité a -y :
vjlaj?) Z P(w) = ijle (134)
weDT

WO=Tj1 W1 =T js

la contrainte sur la densitd™) :
Yig, D, Pw) =pj (1.35)

weDT
Wt; =T

et la contrainte de positivitd®) :
Vw, P(w) > 0.

e o —

Par les résultats classiques d’optimisation (ici, les contraintes étant linéaires ou de positivité,
il n’est pas nécessaire de montrer qu’elles sont qualifiées), une condition nécessaire d’optimalité
pour P est l'existence pour chaque ji,j2 d’un multiplicateur de Lagrange o(x;,,x;,) associé a la
contrainte de compatibilité & et pour chaque 4, j d'un multiplicateur de Lagrange p(t;, z;) associé
a la contrainte d’incompressibilité vérifiant :

Vw e DT, Aw) = p(ti,w,) + (wo,wi), (1.36)

7

Yw € D7 tel que P(w) > 0, Alw) = Zp(ti,wti) + ¢(wo,w1). (1.37)

7

¥Pour qu'il n’y ait pas de redondance avec la contrainte précédente, on peut se contenter prendre t; # 0, 1.
2Le fait que P somme & 1 a déja été codé dans les deux contraintes précédentes, donc il n’y a pas besoin de
I'imposer.
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En conséquence, si w est tel que P(w) > 0 et si @ a les mémes extrémités que w, alors
Aw) = S pltiywn,) = plun,wn) < A@) — 3 plti @)
i i

On a donc montré que si P est un optimiseur, alors il existe un champ scalaire p tel que P ne charge
que des courbes w qui minimisent ’action étendue :

Apwe DT Alw) — Zp(tithi)

a extrémités fixées. Le fait que cette condition soit suffisante pourrait étre déduit de fagon abstraite,
mais se vérifie aussi facilement & la main : si P est un compétiteur satisfaisant cette conditions et
si @ est un autre compétiteur,

> A w)Pw) = plwy,w1)P(w) par ([[37)
= Z 90(11]'1 ) ij) Z P(w)
J1j2 weDT
WO=Tj; W1 =TT jq
= Z (@15 Tja ) Vjugo par ([1.34)
J1j2

=Y elwo,w)QW) par (L39)
w
<> A(W)Qw) par (T30).
w
On obtient alors le résultat en remarquant que (|1.35)) implique :

> ZP(% wi ) P(w) =Y ZP(% wy,)Q(w) = Z pigp(ti, €5).

>~ =

On peut donc imaginer qu'une condition nécessaire et suffisante d’optimalité pour un compéti-
teur P est l'existence d’une fonction p = p(t, x) telle que pour P-presque tout chemin w, w minimise

Paction modifiée : )
1 {M — p(t,w) Lt 1.38
2 p( ,Wt) ( . )
0

parmi les courbes partageant ses extrémités. D’abord, cette condition est bien suffisante (le calcul
du cas discret s’adapte de fagon transparente). Une conséquence importante de ce fait est qu'une
solution réguliére u a I’équation d’Euler incompressible donne lieu & une solution du probléme
de transport optimal incompressible, et cette solution est unique. En particulier, dans le cas ot le
probléme d’Arnol’d admet une solution, celle-ci est également une solution du probléme relaxé du
transport optimal incompressible, et elle est unique méme au niveau du probléme relaxé. Cette pro-
priété rappelle la notion d’unicité fort-faible pour les équations aux dérivées partielles d’évolution :
s’il existe une solution forte, alors elle est unique méme dans la classe des solutions faibles.
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Théoréme 1.1.23 (Brenier 198@. Soit u une solution a l’équation d’Euler incompressible (1.47))
Jusqu’a Uinstant T > 0, p sa pression supposée suffisamment régulicre, (®y) le flot associé a u par
(1.10) et P le flot généralisé associé a (®y) par (1.17). Si la hessienne de p satisfait au sens des

matrices symétriques :
2

V(t,e)  Dpltia) < o,

alors P est une solution du probléme de transport optimal incompressible pour ses propres conditions
extrémales. St l'inégalité est stricte, alors cette solution est unique.

(1.39)

En effet, dans les conditions du théoréme, P ne charge que des solutions de I’équation de Newton :
(.'«.Jt = —Vp(t,wt). (140)

(Ce sont les caractéristiques de I’équation d’Euler.) Or la condition est une condition suffisante
pour que ces solutions soient des minimiseurs de ’action a extrémités fixées jusqu’a l'instant
T, et dans le cas de l'inégalité stricte, pour qu’il n’existe qu'une courbe minimisante. Le théoréme
est alors une conséquence de notre condition suffisante d’optimalité.

En revanche, le caractére nécessaire de cette condition n’est connu que dans un sens faible,
localisé en temps. Dans le reste de cette sous-section, I’objectif sera de présenter les trois points
suivants :

e Toute solution admet un unique champ de pression. Il s’agit a priori d’une distribution agissant
comme un multiplicateur de Lagrange pour la contrainte d’incompressibilité. On y a accés via
le théoréme de 'enveloppe du Calcul des Variations.

e Un phénomeéne surprenant survient : méme dans le cas ot il existe plusieurs solutions au pro-
bléme de transport optimal incompressible, toutes ces solutions admettent la méme pression.

e Cette pression a la régularité L2 (0, 1; BV (T9)), ce qui est suffisant pour définir 'action
localement en temps pour P-presque toute courbe. Pour tout 0 < a < b < 1, P-presque toute
courbe minimise alors cette action entre les instants a et b parmi les courbes partageant leurs
positions aux instants a et b.

Existence d’un champ de pression. Rappelons tout d’abord briévement ce qu’est le théoréme
de 'enveloppe. Imaginons que 1’on veuille minimiser la fonction

RV SR
sous les contraintes
g1==¢€, g2=2¢C, ..., Gp=Cp
ol g1,...,gp sont des applications de RY dans R™,...,R™ respectivement, et ot on a fixé les
valeurs des contraintes ¢c; € R™,... ¢, € R". Supposons que ce probléme admette pour solution
un point z* = z*(c1,...,¢p) € RM, et notons f*(cy,... ,¢p) = fox*(cr,...,cp) la valeur optimale
correspondante. Dans le cas favorable (si f et g1,..., g, sont réguliéres et si les contraintes sont

2! Théoréme 5.1 dans [20].

35



qualifiées), le théoréme des extrema liés nous garantit 'existence de Ay € R™, ...\, € R”PE les
multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes, tels que :

p
x¥) = ngk<$*)T - Ak,
k=1

oft pour chaque k, dgg(z*) " : R™ — RN est I'adjoint de la différentielle dgy(z*) de g au point z*.
Supposons alors que le point d’optimalité z*, comme fonction de ci, ..., ¢y, soit différentiable par
rapport a ¢k, pour un certain kg € {1,...,p}. On a alors avec des notations classiques :

Vckof*(cl,...,cp) = Vcko (f ox*(cq,. .. ,cp))
<Vf(x*),8ck x*(eq, .. .,cp)>

p
Z Ak, dgr(27) 0, (cl,...,cp)>

N
<

i

I
NE

/\k,(?ck gk (Cl,...,cp))>.

e
Il
—_

Mais par définition, pour tout k, gi(z*(c1,...,¢p)) = cx, donc tous les termes de la somme sauf le
ko-iéme s’annule, et on a :

Ve fox (e, .. ep) = Ay

C’est le théoréme de 'enveloppe : dans les situations favorables, le multiplicateur de Lagrange
associé a la contrainte kg représente la différentielle de la valeur optimale lorsque 'on relache la
contrainte kg dans le probléme d’optimisation, tout en maintenant les autres contraintes fixées.

Dans notre situation, on voit les choses dans ’autre sens : on montre que la valeur optimale du
probléme est différentiable par rapport a la densité lorsque 1'on relache la contrainte d’incompressi-
bilité tout en maintenant fixe la contrainte sur les conditions extrémales, puis on appelle champ de
pression la différentielle obtenue. On introduit donc le probléme de transport optimal incompressible
dans lequel on relache la contrainte d’incompressibilité.

Probléme 1.1.24 (Probléme du transport optimal a densité fixée). Soit v € P(D x D) une mesure
de probabilité bistochastique et p = (pt)efo.1] € C°([0,1]; P(D)) une courbe tracée sur espace des
mesures de probabilité sur D. Trouver le flot généralisé P de sorte que :

e les conditions extrémales de P sont décrites par v, i.e. (1.12)) est satisfaite,
e le flot P a pour densité p, c’est a dire pour tout ¢ € [0,1], Xy 4P = py,

e l'action A(P) est minimale parmi tous les choix de flots généralisés respectant les deux premiers
points.

On fera référence a ce probléme par le sigle 10T (7, p).

22Dans un but de concision, j’utilise outrageusement le caractére euclidien de R™ comme cela m’arrange, alors
qu’une partie de la difficulté en dimension infinie provient précisément du fait que les espaces en jeu ne sont plus
réflexifs.
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Remarque 1.1.25. Bien stir, si v est bistochastique, pour que les deux premiers points soient
compatibles, il faut que py = p1 = Leb.

Notons alors A*(p) I'action optimale dans ce probléme de minimisation. L’enjeu devient alors de
démontrer que A* est différentiable pour une certaine topologie au point p = Le Sa différentielle,
qui sera un élément du dual de 'espace des densités que 1'on considérera, sera alors le champ de
pression que I'on cherche. Mais il se trouve que A* est convexe. C’est une conséquence du fait que
si P; est un compétiteur pour la densité p;, et P est un compétiteur pour la densité py, alors
(P1+ P2)/2 est un compétiteur pour la densité (p; + p2)/2. Pour étre différentiable au point Le
il suffit donc a A* d’étre bornée au voisinage de Leb, et d’avoir une sous-différentielle réduite a un
point.

C’est précisément le contenu du théoréme suivant, di & Brenier [22], revisité par Ambrosio et
Figalli [3, Section 6]. Dans I’énoncé de ce théoréme, on note C l'ensemble des fonctions scalaires
¢ € C(0,1) x D), d’intégrale nulle en tout temps et telles que 1 + ¢ soit partout positive. En
particulier, pour tout ¢ € C, on a (1 + ¢) Leb € C°([0,1]; P(D)).

Théoréme 1.1.26 (Brenier 1993, Ambrosio, Figalli 2009). Il existe C' ne dépendant que de la
dimension telle que quelle que soit la fonction ¢ € C vérifiant |¢||cr < 1/2,

A*((1 + ¢)Leb) < C. (1.41)

En tant que fonctionnelle sur C, A* admet donc une sous-différentielle non-vide au point Leb.
Cela signifie qu’il existe p € C' tel que pour tout ¢ € C,

A*((1+ ) Leb) > A*(Leb) + (p, 9)cr c- (1.42)

De plus, cette inégalité caractérise p au sens des distributions (a Uajout d’une distribution ne
dépendant que du temps prés) : si P est solution au probléme du transport optimal incompressible
de conditions extrémales v, alors pour tout champ de vecteurs & € C°((0,1) x D) :

(p, div ) p = / /0 1 <3t§(t,wt),c'ut> dt dP(w). (1.43)

Remarque 1.1.27. Ce théoréme affirme non seulement l'existence d’un champ de pression, mais
aussi le fait que ce champ de pression est unique et ne dépend pas de la solution considérée, comme
annoncé précédemment. En particulier, la valeur du membre de droite de (|1.43) est la méme quelle
que soit la solution P choisie.

Donnons quelques idées sur la fagon proposée par Brenier dans [22] pour obtenir , car on
adoptera des approches similaires au Chapitres [2] et [f] pour modifier la densité de flots généralisés
sans trop augmenter leurs actions. Remarquons que si £ € C1((0,1) x T?) est un champ de vecteurs,
petit en norme C!, et si P est un flot généralisé incompressible d’action fini, alors en définissant :

Viwes <t — wp f(t,wt)>, (1.44)
et Q := V4P, alors () a pour densité :
vVt € [0, 1], Xt#Q = (Id +£(t, .))# Leb,

23Ici, on fait un petit abus de notation, et on appelle Leb la courbe constante, égale & Leb.
24Disons au sens de Gateaux, cela n’a pas vraiment d’importance.
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et pour action :

=y [ (e s [ 4

Nﬂwmrwmm)

St dP(w) (1.45)

twt

(Le symbole < signifie « inférieur a, & une constante multiplicative prés ».) Ainsi, pour démontrer
(1.41)), il suffit de trouver pour tout ¢ comme dans I’énoncé du Théoréme [1.1.26[ un champ de
vecteur £ € C}((0,1) x T?) tel que :

Vie (0,1, (Id+&(t, )4 Leb = (1+ @(t,e)) Leb,
l€ller S el

Le @ ainsi obtenu sera alors un compétiteur d’action bornée uniformément en ¢ du probléme
[OT (v, (1+ ) Leb). Or un résultat dit & Dacorogna et Moser [36], dont on donne une version simple
et adaptée a nos probléme au Lemme [2.2.3] nous permet de trouver un tel £, et donc de conclure.

Régularité de la pression et condition nécessaire d’optimalité. Une fois obtenu un champ
de pression satisfaisant I'inégalité , la dérivation formelle du caractére nécessaire de la condition
énoncée & ’équation est assez simple (voir [3, Section 6] pour plus de détails). En effet, disons
qu’on se place dans le cas D = T¢, et choisissons P une solution au probléme de transport optimal
incompressible. Soit h € C°([0,1]; T¢) une courbe dont les deux extrémités sont 0. On définit alors
P, en ajoutant h & toute courbe chargée par P :

U:weC%0,1; T s w+h et Pyi=UyuP.
Maintenant, pour tout borélien E C C°([0,1]; T¢), on définit :
QF = 1pP+1cpPy,

ou °F est le complémentaire de F. On note pf la densité de QE . Imaginons que 1’on puisse appliquer

a = pf — 1. On obtient alors :
A(QF) = A*(pr;) = A*(Leb) + (p, pf;, — 1) = A(P) + (p, py — 1)

En manipulant un tout petit peu cette inégalité, on obtient :

/E/Ol{wiﬂt?wwht) dtdP(w // "‘" twt)}dth(w).

Donc pour tout h, P-presque tout w a une action plus petite que w + h. Mais des arguments
de séparabilité devraient alors permettre d’intervertir le « pour tout » et le « P-presque tout », et
on obtiendrait que P-presque toute courbe minimise ’action & extrémités fixées.

En fait, pour des raisons techniques visant d’une part a justifier 'application de I'inégalité de
convexité et d’autre part a traiter cette interversion, ces arguments ne sont valables que si p
est d’intégrabilité :

p e LP([0,1] x TY),
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avec p > 1, et en utilisant dans (|1.38]) un représentant particulier pour p, défini par :
V(t,z) € (0,1) x T, p(t,z) :=lim ionfp * T5(t, ),
5—

ot (7s)s>0 est le noyau de la chaleur sur T<. C’est 14 qu’intervient le résultat de régularité d’ Ambrosio
et Figalli [2, Théoréme 3.1] qui en améliorant un résultat précédent di & Brenier [24, Théoréme 1.2]|§|
permet d’arriver a ce niveau d’intégrabilité dés lors que l'on s’autorise a localiser en temps (leurs
preuves ont depuis été adaptées par Santambrogio [84] a d’autres situations).

Théoréme 1.1.28 (Ambrosio, Figalli 2008). La pression du probléme de transport optimal incom-
pressible vérifie :
p € Lite((0,1); BV(T?)).

loc

En particulier, il existe ¢ > 1 tel que
p € Line((0,1); LY(T?)).

Remarque 1.1.29. On ne s’attend pas & ce que ce résultat soit optimal. Une conjecture due a
Brenier [28, Section 4| énonce que le champ de pression devrait étre semi—concavﬂ et donne un
exemple de solution dont la pression est semi-concave, mais pas plus (notamment, dans cet exemple,
pour tout ¢ € (0,1), p(t, ®) n'est pas dans espace de Sobolev W2 (D).

loc

Ambrosio et Figalli déduisent alors du Théoréme [1.1.2§] la condition nécessaire suivante.

Théoréme 1.1.30 (Ambrosio, Figalli 200%. Soit P une solution du probléme de transport optimal
incompressible, p la pression correspondante et 0 < & < 1/2. Alors P-presque tout w minimise

l’action . )
e -
/ {|w2t| —ﬁ(t,wt)}dt

parmi les courbes coincidant avec w aux instants € et 1 — €.
Par ailleurs, s’il existe ¢ > 1 tel que p € L([0,1] x T¢), alors on peut méme prendre € = 0.

Remarque 1.1.31. Ce résultat montre donc bien que la condition formelle d’optimalité que 1’on
avait trouvée, en plus d’étre une condition suffisante d’optimalité, en est bien une condition néces-
saire dés lors que 1’on choisit le bon représentant pour p et dés lors que 'on localise en temps. De
plus, ces restrictions ne sont plus nécessaire si I’on peut justifier que p est régulier.

Ces considérations sur le champ de pression, qui sera un objet d’étude récurrent tout au long de
cette thése, closent cette section de présentation du probléme de transport optimal incompressible.
Présentons maintenant ’équation d’Euler cinétique, qui sera étudiée au Chapitre [3] et qui sera un
outil clé dans le résultat du Chapitre

1.2 L’équation d’Euler cinétique

Dans cette section, on va changer de point de vue, et on va expliquer pourquoi la dynamique décrite
par le transport optimal incompressible peut aussi étre étudiée comme un probléme de Cauchy pour
une version relaxée de ’équation d’Euler , a savoir ’équation d’Euler cinétique, et on décrira
les principaux résultats connus & propos de cette équation.

2501 il est montré que Vp est une mesure de Radon sur (0,1) x T,
26C’est a dire que sa dérivée seconde spatiale devrait étre majorée.
211 s’agit du Théoréme 6.8 dans [3].
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1.2.1 Présentation

On a donc vu qu’une solution P du probléme de transport optimal incompressible admettait une
pression p de sorte que P ne charge au moins en un certain sens que des courbes w minimisant

19 X
/ {§|@t| —p(t, Wt)} dt
0
A extrémités fixées.

Mais I'objet de la mécanique lagrangienne est justement de dire que ces courbes sont des solutions
de I’équation différentielle ordinaire du second ordre :

laction :

wr = _VP(ta Wt),

qui n’est autre que la loi de Newton dans le potentiel p. Or de facon générale, lorsque l'on veut
décrire un systéme de particules suivant toutes la méme loi de Newton, on utilise la théorie cinétique
qui consiste & étudier I’évolution en fonction du temps de la densité de particules dans 1’espace des
phases D x R? ¢’est a dire de la quantité

f(t,z,v),te Ry, 2 € D, veRY

qui représente la masse des particules qui sont & 'instant ¢ & la position z et a la vitesse v. Si notre
systéme est représenté par le flot généralisé P, cette densité f@ peut se définir & partir de P par :

Vi€ [0,1], f(t,8) = (Xs, Vi)uP, (1.46)

ou pour toute courbe w, X;(w) = w; comme précédemment et ot Vi(w) = w; est bien défini pour
presque tout ¢, P-presque stirement dés que P est d’action finie.

A cause de la loi de Newton, dans notre modéle, les particules qui sont en (xz,v) a linstant ¢
seront en (x+vdt,v—Vp(t,x)dt) a 'instant ¢+ dt. En termes de f, cela signifie que formellement :

ft+dte +vdt,v — Vp(t,z)dt) = f(t,z,v),
et donc que f doit étre une solution de I’équation de Vlasov :
Osf +v-Vaof —Vep-Vof =0.

Par ailleurs, dans le monde cinétique, la contrainte d’incompressibilité se réécrit :

/f@xmﬁw:L

Décrire cette dynamique comme un probléme de Cauchy consiste donc a fixer fy une densité
initiale sur D x R?, et & chercher une solution au probléme :

Of +v-Vaf —Vap-Vof =0,
/f@:L (1.47)

28 A priori, a chaque instant, f est une mesure sur D x R%. En fait, & cause de la contrainte d’incompressibilité, le
bon cadre sera de voir f comme une fonction mesurable de ¢ et x & valeur dans I’ensemble des mesures de probabilité
sur ’espace des vitesses. Mais dans ce paragraphe, on fera comme si c’était une fonction lisse et on notera donc
f(t,z,v) dz dv lorsque 'on voudra intégrer par rapport & la mesure correspondante.
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Cette équation, introduite par Brenier dans [2I], sera vue dans le paragraphe suivant comme
une certaine limite de I’équation de Vlasov-Poisson, et est étudiée en tant que telle dans [211 53], 25,
58, [62]. Nous présenterons alors les résultats existants concernant I’existence et 1'unicité de solutions
pour cette équation. Pour I'instant, contentons-nous d’en calculer les premiers moments pour voir un
peu plus précisément ce & quoi on a affaire. Les calculs que 1'on va faire sont formels mais aisément
généralisable dans un cadre distributionnel.

Moment d’ordre 0. D’abord, intégrons ’équation de Vlasov par rapport a v. On obtientPE] :

O (/fdv)—l—/U-medv—Vmp-/vadv:O.

Or le premier terme s’annule & cause de l'incompressibilité, et le dernier terme s’annule car on
intégre un gradient. Le deuxiéme terme, quant & lui, se reformule de fagon conservative :

/U~szdv:divx (/vfdv).

L’équation du moment d’ordre 0 est donc :
divy (/vfdv) ~0. (1.48)
Cette formule signifie que la vitesse macroscopique des particules est & divergence nulle.

Moment d’ordre 1. Maintenant, multiplions I’équation de Vlasov par v et intégrons la par
rapport a v. On obtient :

Oy </vfdv>+/v®v-vmfdv— </U®vadv>-vmp—0,

ot comme précédemment, si a, b € R? a®b désigne la matrice de taille d x d dont le coefficient 4, j est
a;b;. Mais une intégration par partie dans le troisieme terme donne en utilisant I'incompressibilité :

/v@Vdev——/Idfdv——Id.

Par ailleurs, le deuxiéme terme s’écrit de fagon conservative :

/v@v-vxfdv—divm (/v@vfdv).

L’équation du moment d’ordre 1 est donc :

8t</vfdv>+div$</v®vfdv>+vmp20. (1.49)

—_— e D ———— ——

29Rappelons que la pression p ne dépend pas de v.
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On peut alors faire trois observations.

e D’abord, comme son nom l'indique, I’équation d’Euler cinétique ([1.47]) est une version ciné-
tique de I’équation d’Euler incompressible (1.1)). En effet, si f est monocinétique, c’est a dire
s’il existe un champ de vecteurs u = u(t, z) tel que f soit de la forme :

f(ta Zz, U) = 5U:u(t,m)
alors par les équations des moments d’ordre 0 ((1.48)) et d’ordre 1 ([1.49)), si f solution de (1.47)),

alors u est solution de I’équation d’Euler incompressible (|1.1]) avec le méme champ de pression.
Quelques lignes de calculs distributionnels permettent également de justifier que lorsque w est
suffissamment réguliére, cette condition nécessaire est également suffisante.

e Remarquons également que 1’on ne peut pas choisir n’importe quelle densité initiale fy. Bien
str, il faut que fy soit compatible avec la contrainte d’incompressibilité, c’est a dire que pour
tout z,

/fo(:r, v)dv = 1. (1.50)

Mais il faut également que fy soit compatible avec 1’équation (|1.48)), i.e. que :
div,, (/ vfo(z,v) dv) =1. (1.51)

e Remarquons enfin que 'on peut écrire une équation pour la pression. Comme dans le cas
de I'équation d’Euler incompressible ([1.1) ou la pression vérifie , la pression n’est pas
véritablement une inconnue supplémentaire du probléme puisqu’elle s’exprime a partir de f
via une équation elliptique. Pour le voir, il suffit de passer & la divergence dans et
d’utiliser . On obtient alors :

— Agp = div, div, (/v Quf dv) ) (1.52)

En conséquence, on préférera en général résoudre le systéme :
Of+v-Vaof =Vup-Vyuf =0,
—Agp = div, div, (/ vRuf dv) , (1.53)
fli=o = fo,

et justifier a posteriori que lorsque fy satisfait les conditions (|1.50)) et (1.51]), alors les solutions
de ce systéme conservent leur incompressibilité, et sont donc des solutions de I’équation d’Euler

incompressible ([1.47)). Cette justification montre de surcroit que les conditions ((1.50)) et (1.51])

sont les seules conditions algébriques & imposer pour obtenir des solutions

3971 faudra aussi imposer des conditions de régularité sur fo, qui elles seront trés restrictives.
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1.2.2 La limite quasineutre de 1’équation de Vlasov-Poisson

Comme je I'ai déja dit, I’équation d’Euler cinétique apparait naturellement en physique des plasmas
comme limite quasineutre de I’équation de Vlasov-Poisson régissant 1’évolution d’une population de
particules chargées sous l'effet de leur propre champ électrique, et qui est 'une des équations les
plus étudiées de la physique des plasmas. Plus précisément, on va s’intéresser a la version de cette
équation régissant 1’évolution d’une population d’électrons dans un environnement peuplé d’une
densité uniforme d’ionﬂ. En prenant toutes les grandeurs physiques égales a 1, cette équation
s’écrit :

8tf+v'vtcf_va'vvf:O7
—AU = /fdv —1, (1.54)
fli=o = fo.

La encore, le potentiel U = U(t,z) ne dépend que du temps et de la position. Il est solution
d’une équation de Poisson dans laquelle seule la densité de particules dans ’espace intervient. Le 1
dans I’équation du champs électrique correspond au champ électrique généré par les ions. Parmi
I’énorme quantité de travaux concernant cette équation, mentionnons Ukay-Okabe qui démontrent
dans [92] 'existence globale de solutions classiques en dimension 2 d’espace, et Lions-Perthame [72]
et Pfaffelmoser [82] qui obtiennent par des méthodes différentes ce résultat en dimension 3. Il me
semble que le livre [51] offre une bonne vue d’ensemble du domaine. A ma connaissance, les résultats
d’unicité les plus aboutis sont dus a Loeper [73], Miot [78] and Holding-Miot [64].

Dans de nombreux systémes physiques, il est pertinent d’introduire une grandeur, la longueur de
Debye, qui correspond a 1’échelle typique des oscillations du champ électrique, et qui est trés petite
devant la longueur typique d’observation dans beaucoup de situations d’étude. Par exemple, dans
un tokamak, la longueur de Debye est de I'ordre de 10~*m. Dans la ionosphére, elle est de 1'ordre
du millimetre. En faisant intervenir la longueur de Debye, notée ¢, I’équation Vlasov-Poisson
se réécrit :

atf€+v'va:f€_va€'vvf€:05
—e?AU® = /f‘E dv — 1, (1.55)
fEli=0 = f5-

En choisissant ¢ = 0 dans cette équation, on retrouve exactement I’équation d’Euler cinétique ([1.47]).
Cette limite s’appelle la limite quasineutre de ’équation de Vlasov-Poisson, puisqu’a la limite, les
densités d’ions et d’électrons coincident, et le plasma est donc électriquement neutre.

On peut alors se poser la question suivante : lorsque ¢ est petit, I’équation d’Euler cinétique
permet-elle de décrire la dynamique de ’équation de Vlasov-Poisson (1.55) 7 En d’autres termes,
si (f€) est une famille de solutions de Vlasov-Poisson pour des longueurs de Debye tendant
vers 0, et si f est une solution de I’équation d’Euler cinétique , a-t-on en un certain sens :

fo—f — o=
e—0 e—0

Un article de Grenier [53] a joué un grand role dans la perspective de justifier rigoureusement

de cette limit@ (qui est encore un sujet actif aujourd’hui, on va le voir). L’auteur y démontre un

31Dans un plasma, les ions étant beaucoup plus lourds que les électrons, on peut négliger leur mouvement en
premiére approximation
32Citons également les articles [29] 52| 25] qui traitent par des méthodes différentes le méme type de problématique.
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résultat d’existence de solutions pour I’équation de Vlasov-Poisson en temps court et pour des
données analytiques, mais avec des estimations uniformes en la longueur de Debye €. Il obtient ainsi
a la fois un résultat d’existence et une justification de la limite formelle dans ce cadre des données
analytiques. Dans le méme article, Grenier décrit les oscillations opérant dans le plasma lorsque les
conditions et ne sont pas satisfaites par f;. Il décrit ainsi les solution de I’équation de
Vlasov-Poisson a petite longueur de Debye par une solution de I’équation d’Euler cinétique corrigée
pour prendre en compte le fait que les données ne sont pas électriquement neutres.

On va voir dans le paragraphe suivant que dans les espaces de Sobolev, les choses sont beaucoup
plus compliquées, d’une part a cause des instabilités dans ’équation de Vlasov-Poisson, et d’autre
part & cause du scaling de I’équation d’Euler cinétique. Ces phénoménes rendent 1’équation d’Euler
cinétique mal-posée et la limite quasineutre fausse en général.

1.2.3 Condition de Penrose

Dans toute cette sous-section, on se place dans le cas ott D = T = R%/27xZ% pour pouvoir utiliser
des descriptions des solutions en série de Fourier par rapport a la variable de position z.
L’équation de Vlasov-Poisson admet des solutions stationnaires instables. Le type de
solutions stationnaires que 1’on va considérer sont homogenes en espace. Si f ne dépend que de la
variable de vitesse v (on pourra dire que f est un profil en vitesse ou simplement un profil) :

f(t,.%’, U) = ,LL(U),

alors f est une solution stationnaire de ’équation de Vlasov-Poisson (et également de
et dés que p est d’intégrale 1 d’ailleurs). En effet, dans ce cas, les deux premiers termes
de I’équation de Vlasov s’annulent, et le potentiel ne dépend pas de l’espace, donc son gradient
s’annule, et donc le troisiéme terme de I’équation de Vlasov s’annule également. Si on linéarise
au voisinage d’une telle solution, c’est & dire si I'on cherche une solution de la forme

F(t2,0) = u(v) + h(t, z,v).
et qu’on ne garde que les termes d’ordre ¢, on trouve :
Oth+v-Vzh =V, U-Vyu =0,
—AU = /hdv, (1.56)
hli=o = ho.

Une technique standard en théorie des systémes dynamiques et en particulier des EDPs d’évolution
pour étudier la dynamique de 1’équation au voisinage de la solution stationnaire p consiste en
premier lieu & rechercher les solutions propres de cette équation linéaire, c’est & dire les solutions
de la forme

h(t,x,v) = g(x,v) exp(At)

ol g et A sont éventuellement complexes, et ot A s’appelle le taux de croissance de la solution propre.
Lorsque R(\) > 0, on dit que la solution est instable : elle grandit exponentiellement vite avec le
temps, si ®(A) < 0, on dit qu’elle est stable : elle se rapproche exponentiellement vite de 0. Enfin, si
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R(N\) = 0, la solution est dite neutre. Ces solutions correspondent exactement aux directions propres
de l'opérateur linéaire :

v-Vaeg — VU - Vyug,
g=g(z,v) N /gdv. (1.57)

Si on imagine (ce qui n’est pas le cas ici) que cet opérateur est diagonalisable, alors toutes les
solutions de ’équation linéaires seront des combinaisons linéaires de modes exponentiels. On pourra
alors tenter de prouver qu’au voisinage de la solution stationnaire p, toute solution au probléme non-
linéaire est proche de la solution au probléme linéaire ayant la méme donnée initiale. On aura alors
essentiellement décrit le comportement de notre équation au voisinage de p par son comportement
linéaire, et donc par les solutions propres.

Dans I’équation linéaire , les inconnues sont h et U, et u est fixé. Les coefficients de
I’équation ne dépendent donc pas de la variable de position z, et 'opérateur linéaire préserve
les fréquences spatiales. Cela signifie qu’en décomposant les solutions propres en modes de Fourier
selon la variable x, on peut se ramener a chercher des solutions propres de la forme :

h(t,x,v) = g(v)exp(in - x) exp(At), (1.58)

oun € Z% est la fréquence du mode en question. On appelle une telle solution propre un mode propre
exponentiel. Ici, on cherche un critére d’instabilité, donc dans la suite de ce calcul, on supposera
R(A) > 0, et on cherchera une condition sur u, n et A pour qu'un tel mode propre exponentiel
(non nul) existe. Remarquons que le cas n = 0 ne permet pas d’obtenir une solution non nulle, on
suppose donc n # 0.

Si on injecte cet ansatz dans ’équation linéaire , on obtient par I’équation de Poisson

|n|?U(t,z) = (/g(w) dw> exp(in - x) exp(At),
et donc par I’équation de Vlasov en simplifiant par exp(in - x) exp(At) :
A+ in - v)g(v) = m'vv“(”)/g(w) dw, (1.59)

En divisant par A +in - v de part et d’autre de cette égalité (comme on a supposé R(\) > 0, cette
opération est licite), et en intégrant par rapport a v, on obtient :

(/g(w)dw> X (1—’:’12- Mdv> =0.

Mais si I'intégrale de g est nulle, alors par (|1.59)), g est nul et on tombe sur la solution nulle. Pour
obtenir une solution non triviale, il faut donc que :

in Vou(v)

—s | ————dv=1. 1.60
|n|? Atin-v ol (1.60)

Réciproquement, si i, n et A sont choisis de telle fagon que cette condition est satisfaite, on peut
par exemple choisir
in - Vyu(v)
g(v) = )\7”
+wm-v
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et alors le mode propre (|1.58) est une solution de I’équation linéaire . Etant donné p une
solution stationnaire, I'existence de A € C avec R(A) > 0 et n € 74 satisfaisant 1’équation (T.60)) est
donc une condition nécessaire et suffisante pour 'existence de modes propres exponentiels instables
de I’équation linéaire . Cette condition porte désormais le nom de condition de Penrose en
référence a O. Penrose qui la découvrit et 1'étudia pour la premiére fois dans [8T].

On peut alors définir la notion de profil instable comme suit.

Définition 1.2.1. Soit p un profil en vitesse. On dit que p est instable s’il existe A € C avec
R(A) > 0 et n € Z¢ pour lesquels la condition de Penrose (1.60) est satisfaite.

Remarque 1.2.2. En général, lorsque 1’on étudie un systéme dynamique ou une EDP d’évolution au
voisinage d’une solution stationnaire, la situation favorable est celle ou toutes les solutions propres
sont stables (au sens strict, c’est a dire de partie réelle strictement négative), on tente alors de
démontrer une convergence vers la cette solution stationnaire dans le probléme non-linéaire pour
toute donnée au voisinage de celle-ci, ce qui correspond & un comportement dissipatif, en temps
long. La situation défavorable est celle ol il existe une solution propre instable. Dans ce cas, on
tente de démontrer le caractére Lyapounov instable de la solution stationnaire : il existe une suite
de données initiales (f{')n,en tendant vers la solution stationnaire et un voisinage V' de cette solution
stationnaire tels que pour tout n, la solution partant de f3 sort de V' & un certain instant ¢,. Le
cas ot il existe des modes neutres et ou il n’existe pas de mode instable est en général plus difficile
a traiter.

Dans notre situation, comme p est a valeurs réelles, remplacer A par —\ dans la formule
ne change pas la valeur de l'intégrale. En d’autres termes, & chaque mode propre stable de taux

de croissance A avec R(\) < 0 correspond un mode propre instable de taux de croissance —A (on
a bien ®(—)) > 0). En conséquence, aucune solution stationnaire homogéne n’est stable au sens
strict. Elle est soit instable, soit neutre. Il en ira de méme dans le cas des équations et .
Par un léger abus de langage, dans le cas neutre, on parle en général tout de méme de profil stable

par opposition au cas instable. Dans la suite, on ne traitera que des phénoménes liés & I'instabilité.

Dans [81], Penrose décrit la forme des profils stables et instables. En dimension 1, que ce soit
pour I'équation de Vlasov-Poisson ou pour ’équation d’Euler cinétique, un profil d’abord croissant
puis décroissant est toujours stable, tandis qu’un profil contenant au moins deux maxima locaux
suffisamment marqués et suffisamment éloignés est toujours instable. Pour cette raison, cette insta-
bilité est souvent appelée instabilité des deux bandeﬁ en physique des plasmas. On a représenté
a la figure la forme typique de profils unidimensionnels stables et instables. L’instabilité dans
le cas multidimensionnel n’est pas plus compliquée : un profil multidimensionnel est instable si et
seulement si il existe une direction telle que la projection de ce profil sur cette direction est un profil
unidimensionnel instable.

Le premier résultat concernant I'instabilité non-linéaire pour ce type d’équation est une preuve
de l'instabilité au sens de Lyapounov pour 1’équation de Vlasov-Poisson , démontrée par Guo
et Strauss dans [55]. Ce résultat a ensuite été revisité de fagon quantitative par Han-Kwan et
Hauray [58] en dimension 1 et par Han-Kwan et Nguyen [62] en dimension supérieure.

330u instabilité des deux jets. En anglais, on Pappelle two-stream instability.
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FIGURE 1.2 : A gauche, un profil unidimensionnel stable au sens de Penrose. A droite, un profil
unidimensionnel instable.

1.2.4 Caractére mal posé de I’équation d’Euler cinétique

Pour ce qui est de la limite quasineutre, on peut effectuer des calculs similaires en gardant la dépen-
dance en la longueur de Debye (équation ((1.55))), et dans le cas de I’équation d’Euler cinétique (1.47]).
Dans le cas de ’équation de Vlasov-Poisson avec longueur de Debye, la condition de Penrose s’écrit :

in Vop(v) 2
— - [ —————dv=¢". 1.61
|n|? Atin-v ol © (161)

Dans le cas d’Euler cinétique, on trouve :

' Vou(v)
At+in-v

Remarque 1.2.3. Il existe une différence cruciale entre les formules et d’une part,
et d’autre part. En effet, dans le premier cas, lorsque la partie réelle de A\ est trop grande
en valeur absolue, il ne peut pas exister de n € Z? satisfaisant la condition de Penrose (car le
terme de gauche tend vers 0 uniformément en n quand la partie réelle de A\ tend vers Uinfini) : le
spectre instable de 'opérateur linéaire en jeu est borné. Au contraire, en ce qui concerne I’équation
d’Euler cinétique, si A et n vérifient la condition de Penrose , alors c’est aussi le cas que kA
et kn quelque soit k£ € N*. Dans ce cas, le spectre instable est non borné et le taux de croissance
croit au moins proportionnellement & la fréquence des modes propres. On retrouve ici le scaling
hyperbolique de I’équation : si f = f(¢,x,v) est une solution de I’équation d’Euler cinétique, alors
fr = f(kt, kx,v) est également une solution.

mn

dv = 0. (1.62)

La conséquence de cette remarque est qu’au contraire de I’équation de Vlasov-Poisson qui admet
des solutions globales réguliéres, I’équation d’Euler cinétique est mal posée en général. Ce résultat,
obtenu par Han-Kwan et Nguyen dans [61, Théoréme 1.2] peut s’exprimer de la fagon suivante.

Théoréme 1.2.4 (Han-Kwan, Nguyen, 2016). Soit u = p(v) une solution stationnaire homogéne
et analytique de ’équation d’Euler cinétique, instable au sens de Penrose, et satisfaisant certaines
conditions d’annulatioﬂ (voir les conditions § et &' dans [58)]).

Pour tout m, s,k € N et tout a € (0,1), il existe une famille de temps (Tp)nen tendant vers 0,
une position de l'espace des phases (xg,vg) € T¢ x RY et une famille de solutions (f™)nen de (1.47)
telles que :

34Cette condition est faite pour s’assurer que les solutions construites restent positives.
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e pour tout n € N, f™ est une solution jusqu’au temps T, partant de la condition initiale fg
d’un mode propre exponentiel de fréquence n,

e la suite de temps (T, )nen est d’ordre :

e ['asymptotique suivante est vérifice :

1™ =l 20,10 x B)
H<’U>m{fal - :U“}| %S(TdXRd)

ot B, = B(xg,1/n*) x B(vg,1/n¥) et (v) = /1 + |[v]2.

Remarque 1.2.5. 1. Cela signifie qu’il ne peut pas exister de théorie de Cauchy qui associe de
fagon holderienne une solution & une donnée initiale, méme si 'on contrdle & 'instant initial
un grand nombre s de dérivées d’un grand nombre m de moments, et méme si I'on cherche
une solution dans L? localisée en espace et en temps.

— 00,
n—-+oo

2. Ce résultat a été inspiré par des idées générales dues a Métivier [76].

3. Insistons sur le caractére analytique de p dans ce théoréme, et sur les conditions d’annula-
tion que ce profil doit satisfaire. C’est précisément sur ces points que le Chapitre [3] de cette
thése constitue une amélioration. On prouvera que ce résultat est encore valable lorsque p est
seulement une mesure de probabilité sur R?, de moment d’ordre 2 fini.

Sans rentrer dans les détails, 'instabilité présentée ici implique aussi que la limite quasineutre est
fausse en général lorsque la convergence des données initiales n’a lieu qu’a une vitesse polynomiale
et dans les espaces de Sobolev. Ce résultat a été obtenu par Han-Kwan et Hauray [58] en dimension
1 est par Han-Kwan et Nguyen [62] en dimension supérieure. Quand la vitesse de convergence des
données est exponentielle en revanche, Han-Kwan et Tacobelli montrent dans [60, 59] que la limite
peut étre vraie, méme quand g est instable.

1.2.5 Une autre limite singuliére : ’équation de Vlasov-Benney

On a donc vu que le caractére mal posé de ’équation d’Euler cinétique (|1.47)) était une conséquence
de I’équation de Vlasov dans un potentiel ne dépendant que de t et = (qui fait apparaitre une
condition de Penrose au niveau du linéarisé) et du scaling hyperbolique de 1’équation. De plus, ce
scaling hyperbolique provient du fait que le potentiel p a le méme niveau de régularité que la densité
f (en vertu de I’équation ([1.52))), et donc que le champs de force —V,p a une dérivée spatiale de
plus que f.

Ce méme phénomeéne apparait dans un modéle étudié par exemple dans les articles [14] 12} 13} [63]
(voir aussi les références citées dans ces articles) et qui est souvent appelé équation de Vlasov-

Benney :
Orf +v-Vof —=Vep-Vuf =0,

p= /fdv, (1.63)



Cette équation révele le méme genre de phénoménes que I'équation d’Euler cinétique, tout en ayant
I'avantage d’étre locale en espace (tandis que ’équation rend la pression non-locale).

L’équation est elle aussi une limite quasineutre de 1’équation de Vlasov-Poisson, mais
cette fois de sa version décrivant I’évolution d’ions autours desquels gravitent des électrons supposés
sans masse et suivant la statistique de Maxwell-Boltzmann au premier ordre. Sans entrer dans les
détails (voir l'introduction de [56] pour plus de précisions), cette équation s’écrit

Of +v-Vauf —VoU-Vof =0,
U—52AU—/fdv—1,

fli=o = fo.
Pour I'équation de Vlasov-Benney, la condition de Penrose s’écrit :
\Y
in. [ Yer) g, (1.64)
A+in-v

et admet donc la méme invariance que . Le Théoréme est également valable pour I'équa-
tion de Vlasov-Benney (il s’agit alors d’une version quantitative d’un résultat précédent de Bardos
et Nouri [14, Théoréme 4.1]), et comme pour I'équation d’Euler cinétique, il est possible de prouver
que la limite quasineutre est fausse en général. De méme, les résultats du Chapitre [3] de cette thése
s’appliquent également & cette équation.

Han-Kwan et Rousset [63] (voir aussi le Chapitre 1 de [57]) ont montré que I’équation de Vlasov-
Benney est bien posée pour des conditions initiales telles qu’au dessus de chaque z, le profil en vitesse
fo(x, e) est stable, évitant ainsi les instabilités rendant le probléme mal-posé. D’ailleurs, ces auteurs
affirment qu’un tel résultat devrait étre atteignable dans le cas de ’équation d’Euler cinétique.

Je termine ici cette section sur la présentation de I’équation d’Euler cinétique, et je passe a la
description des problémes de régularisation entropique qui occuperont toute la partie [ de ma these.

1.3 Reégularisation entropique du transport optimal incompressible

Ces derniéres années, a l'initiative de Mikami [77] puis Léonard [66) [68] une grande quantité de
travaux ont été consacrés au probléeme de Schrodinger, et en particulier 4 son lien avec le probléme
de transport optimal (voir aussi les travaux [95] [46] 33| et les références qu'ils contiennes pour des
études d’autres aspects de ce probléme, en particulier son lien avec la mécanique quantique). Le
probléme de Schréodinger est un probléme de minimisation entropique naturellement issu de la théorie
des grandes déviationﬁ. Il a le bon gotit d’étre parfaitement régulier, de trés bien approximer le
probléme de transport optimal quadratique, et d’étre calculable numériquement par des méthodes
particuliérement efficaces [34] [16] faisant appel a I’algorithme de Sinkhorn [90, OT]. Pour ces raisons,
le probléme de Schrodinger est souvent appelé régularisation entropique du transport optimal. On se
propose dans cette section de présenter le probléme de Schrodinger, puis sa version incompressible.

Mettons tout de suite le lecteur en garde concernant un point qui peut paraitre tentant. Si la
régularisation entropique du probléme de transport optimal incompressible semble consister & ajou-
ter de la viscosité & celui-ci, en aucun cas on ne prétend modéliser dans un sens faible ’écoulement
d’un fluide visqueux lié de preés ou de loin a I’équation de Navier-Stokes. J’affirme méme que le lien

35Bien que posé par Schrodinger [85), BE] lui-méme dés le début des années 30!
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entre le transport optimal incompressible et ’équation d’Euler n’existe pas entre la régularisation
entropique du premier et ’équation de Navier-Stokes. Je ne développerai pas plus avant cette af-
firmation, mais une premiére raison de s’en convaincre est que le probléme que 'on va étudier sera
parfaitement symétrique en temps.

Le but de cette section est d’introduire le probléme de Schrédinger, puis de présenter la version
entropisée du probléme de transport optimal incompressible qui sera le principal objet d’étude de
la partie [[I] de cette thése. Mais avant toute chose, parlons grandes déviations.

1.3.1 Le théoréme de Sanov

Le but du théoréme de Sanov est de décrire la configuration typique d’un grand nombre de tirages
indépendants et identiquement distribués conditionnés & I'observation d’un événement rare.

On se donne donc un espace de probabilité (2, F,P) et une suite de variables aléatoires (Z,)pen
indépendantes et identiquement distribuées & valeur dans un espace X supposé polonais, et de loi
R (pour référence).

Une fonctionnelle de premiére importance dans le théoréme de Sanov sera la fonctionnelle
d’entropie relative par rapport a R (aussi appelée divergence de Kullback-Leibler) dont on com-
mence par donner la définition.

Définition 1.3.1. L’entropie relative d’une mesure de probabilité P € P(X) par rapport a R est

donnée par :
dP
Ep |log | — si P < R,
H(PIR) =4 " [ & (dRﬂ

+ oo sinon.

Vu comme une fonction de P, 'entropie relative H (e|R) est strictement convexe, propre et semi-
continue inférieurement [37, Lemme 6.2.12|. Elle s’annule en P si et seulement si P = R et quantifie
donc en quelque sorte la proximité de P a R, sans pour autant étre une distance (elle n’est par
exemple pas symétrique).

——>-0 2

Reprenons nos tirages i.i.d. (Z,)pen+. On ne va pas s’intéresser a l'ordre dans lequel on effectue
les tirages, donc a I’étape n, on ne va s’intéresser qu’a la mesure empirique :

1 n
== 07, .

C’est une mesure aléatoire, c’est a dire une variable aléatoire a valeur dans P(X). La loi des grands
nombres assure que pour toute fonction continue et bornée ¢ sur X,

1 ~ p.S.
n== 0(Zk) TS Eglyl.
/«pdu nk_lw( k) oo Erlel

En effet, la suite (¢(Zy))nen constitue une suite de variables aléatoires i.i.d. intégrables (car bor-
nées), de loi pxR. Un « événement rare », ce pourra donc étre un événement du type

’/sodun—ER[w] el
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pour une certaine fonction test ¢ et un certain intervalle I de R & distance strictement positive
de 0, voire une intersection de tels événements. Le but de théoréme de Sanov est de répondre a la
question suivante : En supposant que n est grand et conditionnellement & des événements rares tels
que ceux décrits, que peut on dire de la loi de la mesure aléatoire i, ¢

Le théoréme est le suivant ([37, Théoréme 6.2.10]).

Théoréme 1.3.2 (Théoréme de Sanov). En notant M, € P(P(X)) la loi de pin, la suite (Mp)nen
satisfait un principe de grandes déviations de fonction de tauz H(e|R) pour la topologie de la conver-
gence étroite.

En d’autres termes, pour tout ouvert U et tout fermé F de P(X) muni de la topologie de la
convergence étroite :

liminfllogMn(U) > — inf H(P|R),

n—+oo 1 pPeU

1
limsup — log M, (F) < — inf H(P|R).
im sup - log n(F) < - inf H(P|R)

En particulier, & I’étape n, la probabilité que u, soit dans un voisinage V' d’une mesure P est
de 'ordre de :
P(un € V) = exp (— nH(P|R)). (1.65)

Quelques manipulations de ce principe de grandes déviations permettent d’apporter la réponse
suivante & la question que 'on s’était posée, formulée ici de fagon informelle mais qui pourrait étre
rendue parfaitement rigoureuse :

Si n est grand, étant données (¢;);ecs une famille de fonctions tests indexée par un ensemble J
et (aj)jes une famille de nombres réels, conditionnellement a ce que pour tout j € J, on ait

/soj dun, = aj,

alors avec grande probabilité, u, est proche de l’uniqu@ mesure P € P(X) minimisant ’entropie
H(e|R) parmi les mesures @ de P(X) satisfaisant pour tout j :

/(pj dQ = aj. (1.66)

En effet, dans ce cas, u, doit étre proche d’une mesure () satisfaisant pour tout j. Or, a
cause de ((1.65)), étre au voisinage d’un tel @ différent du minimiseur P, et donc d’entropie relative
plus grande, est beaucoup plus rare qu’étre au voisinage de P, d’ou le résultat.

On peut méme en général aller un cran plus loin et affirmer que conditionnellement & ces évé-
nements rares, avec grande probabilité, tout se passe comme si chaque tirage avait été effectué de
fagon indépendante mais sous la loi P plutot que sous la loi R.

Le théoréme de Sanov permet donc de réinterpréter des questions de grandes déviations comme
des problémes de minimisation entropique, c’est & dire de recherche de minimiseurs de ’entropie
relative sous contraintes de type .

36A cause de la stricte convexité de H(e|R).
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1.3.2 Le probléme de Schrédinger en mécanique statistique

Désormais, analysons comment Schrodinger introduit son probléme dans [86, Section VIIJ.

Imaginez que vous observez un systéme de particules en diffusion, qui soient en
équilibre thermodynamique. Admettons qu’a un instant donné ¢y vous les ayez trouvées
en répartition a peu prés uniforme et qu’a t; > tg vous ayez trouvé un écart spontané
et considérable par rapport & cette uniformité. On vous demande de quelle maniére cet
écart s’est produit. Quelle en est la maniére la plus probable 7

Un systéme de particules en diffusion en équilibre thermodynamique, on le modélise en général
par un grand nombre n de particules dont les dynamiques sont aléatoires et indépendantes et suivent
la loi du mouvement brownien réversible, c’est a dire si I’on travaille dans un domaine D de ’espace,
le mouvement brownien dont la loi initiale est égale & la mesure de Lebesgue LebE]. En supposant
to = 0 et t; = 1, et en choisissant v > 0, on se donne donc R¥ € P(C°([0,1]; D)) la loi du
mouvement brownien réversible de diffusivité 5} La question de Schrédinger se formalise alors de
la fagon suivante. Soit n grand, et (Z1,...,Z,) des chemins tirés indépendamment sous la loi R",

et soit u, la mesure empirique
1 n
= — 07,.

En notant comme précédemment X; I'application d’évaluation & l'instant ¢, supposons que 1’on
observe 'événement rare (évidemment formulable en termes de fonctions tests) :

1 n
Xigpin = n Z‘SZk(l) ~ p1,
k=1

pour une certaine mesure p; € P(D) différente de la mesure de Lebesgue. Que peut-on dire de p, ?
Par le théoréme de Sanov tout se passe comme si chacun des (Zy,..., Z,) avait été tiré de
facon indépendante sous la loi P minimisant I’entropie relative H(e|R") sous contrainte X1 4P = p.
Décrire py,, c’est donc résoudre ce probléme d’optimisation.
Ici, on a traité différemment l'instant final de I'instant initial, introduisant de facon artificielle
une fleche du temps. En général, on appelle probléeme de Schrédinger le probleme symétrique en
temps suivant.

Probléme 1.3.3 (Probléme de Schrodinger). Etant donnés pg, p1 € P(D) et v > 0, trouver le flot
généralise P € P(C°(]0,1]; D)) minimisant I’entropie

H,(P) := vH(P|R") (1.67)

sous contraintes Xox P = pg et X1 4P = p;.

_— D ee—————

37Ici, D est comme précédemment un ouvert convexe borné ou le tore plat, et on traite le mouvement brownien au
bord par une condition de rebond symétrique.
38Le coefficient v est proportionnel & la température du gaz que I’on considére.
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Avant de parler d’existence pour ce probléme de minimisation, il nous faut parler de la propriété
d’additivité de ’entropie relative, décrite par le lemme suivant et trés souvent utile pour I’étude des
problémes de minimisation entropique. C’est une simple conséquence de la propriété d’additivité du
log.

Lemme 1.3.4. Soient X,) deux espaces polonais, P, R € P(X) deux mesures de probabilité sur X
et X : X — Y une application mesurable. On a alors :

H(P|R) = H(X4P|X4R) +Ep [H(PX‘RXH, (1.68)

ot PX et RX représentent les probabilités conditionnelles P(e|X) et R(e|X) respectivement. En
particulier,
H(X4P|X4R) < H(P|R). (1.69)

Comme premiére application de ce lemme, remarquons que s’il existe une solution P au probléme
de Schrodinger associé a v, pg, p1, alors nécessairement par ((1.69)) :
H(po| Leb) = H (XoxP|XoxR") < H(P|R") < +o0,
H(pl‘ Leb) = H(Xl#P|X1#RV) < H(P|RV) < +00.
Donc quelque soit v, une condition nécessaire a I’existence d’une solution au probléme de Schrédinger
entre pg et p1 est que ces deux densités aient une entropie finie par rapport a la mesure de Lebesgue.

En fait, on peut montrer (voir par exemple [45, Section II, Lemme 1.23]) que cette condition est
suffisante. De plus, a cause de la stricte convexité de H(e|R"), la solution obtenue est unique.

_— D ee——————

Le probléme de Schrodinger est le méme que le probléme de transport optimal dynamique [T.1.13]
en remplacant I’ation A par I'entropie relative au mouvement brownien.

Et de fait, ces problémes sont trés liés : le probléme de transport optimal est la limite du probléme
de Schrodinger dans la limite de bruit nul, comme le montre le théoréme suivant, di & Léonard et
issu de [60, Proposition 3.1] (exprimé ici dans un cadre beaucoup moins général)lﬂ.

Théoréme 1.3.5 (Léonard 2012). La I'-convergence suivante a lieu :

I — lim H, = A.

v—0

En particulier, pour tout po, p1 € P(D), il existe (pg)v>0 €t (pY)v>0 des suites de données initiales
et finales telles qu’en notant PY la solution au probleme de Schrédinger entre pg et p} :

e toute valeur d’adhérence de (P"),~o est une solution au probléme de transport optimal entre
po et p1,

e on a la convergence des valeurs optimales :
lim ﬂl/(-Pl/) = X*(p07 Pl)7
v—0

laction optimale dans le probléeme de transport optimal entre pg et p1.

39Notons que pour la version statigue que je n’ai pas décrite ici, une preuve plus simple et plus courte a été proposée
dans [31, Théoréme 2.7]. On peut d’ailleurs facilement obtenir le résultat dynamique a partir du résultat statique,
mais je ne m’étends pas.
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La preuve de Léonard consiste & démontrer la convergence simple des transformées de Jensen
des fonctionnelles en jeu.

On reviendra longuement sur ce théoréme dans le Chapitre [6] de cette thése, et on proposera des
approches alternatives, plus constructives. On étudiera également de fagon systématique le choix
que l'on peut effectuer pour les familles (pf),~0 et (p})v>o0.

Pour l'instant, donnons un calcul élémentaire au niveau des marginales fini-dimensionnelles
permettant d’entrevoir pourquoi H, est proche de A (et en particulier, pourquoi c’est bien par v
qu’il faut multiplier la fonctionnelle d’entropie pour obtenir quelque chose & la limite). Donnons
nous 0 =tp <t1 <---<t,=1let Pe€ P(C’O([O, 1]; D)). Par la formule ;

)—I—Ep[ (tho,.“,xtp R”’XﬁO""’X%ﬂ. (1.70)

ol Pto,...tp = (Xtm RN ti)#P, R;/()wutp = (Xto, PN ,ti)#RV et ou les lois PXtO""’XtP et RV’XtO"”’ti
sont les lois de P et R” conditionnées & leurs positions aux instants to,...,t,.

Or soit en faisant comme si on travaillait dans 1’espace entieﬂ soit en travaillant au premier
ordre quand v est petit, la loi R,@’O?mtp a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur RPT!

H(P|RY) = H(Pto

(que 'on appelle Leb®(p+1)), qui vaut :

dRy, 4, _ ﬁ 1 exp <_ |z — 21 ]? )
dLeb®(p+1) k=1 27Tl/(tk — tkfl)d 2V(tk - tkfl)

En conséquence, au moins formellement,

v dPto,...t
)= oG )
0---lp
dPto,...tp dR?o,...tp
=Ep,, 4 [log (dLeb@Wﬂ —Epy. 4y [log (dLeb@W
P 2
1 | X, — X3, |
oe{ 11 o (-Gl ]
k=1 \/ 27V (tr — tg—1) ke Pkl

) 0, (le).

H(Ptm,,.tp

_ H(Pto,,_,tp‘ Leb®<P+1>) —Ep

1 [Z ’X th 1|

+ H(Py...,

ty — th—1

En injectant cette estimation dans ([1.70]) et en multipliant pas v, on obtient :

zp: |th - th-q |2]

= et

ot (Pto,.-.tp‘ Leb®W D)) 4 vEp [ H (PXo Xt

- 1
H,(P) = JEp

R”’Xto""’tiﬂ + VQO(V logv).

Or le premier terme est une approximation classique de A. Il s’agit donc de montrer que les autres
termes sont perturbatifs au sens de la I'-convergenc

490n ne s'est pas placé dans ce cadre a cause du fait qu’alors le mouvement brownien réversible n’est pas une
mesure de probabilité.

410n pourrait arguer que ce calcul ne montre pas grand chose car le @ n’est pas uniforme en p, car I'entropie des
lois conditionnelles est difficile & manipuler et car la I'-convergence se comporte mal vis & vis de la somme. Pourtant,
en faisant un tout petit peu plus attention, on pourrait démontrer la I'-lim inf par ce calcul. Mais surtout, il me semble
que ces considérations sont assez révélatrices, et on aura tout le temps par la suite de faire des calculs rigoureux.

o4



1.3.3 Théoréme de Girsanov a entropie finie

En fait, un outil clé pour avoir des formules exploitables sans passer par les marginales fini-
dimensionnelles sera le théoréme de Girsanov. Quand il n’y a pas de bruit, les courbes chargées
par le transport optimal sont absolument continues, elles sont donc entiérement caractérisées par
leurs vitesses. Dans le cas du probléme de Schrodinger, ce n’est plus le cas. Cependant, le théoréme
de Girsanov met a notre disposition des processus, le drift en avant et en arriére, qui s’interprétent
comme des sortes de vitesses moyennes (ou vitesses de Nelson, voir [79]) et qui permettent de
caractériser complétement la dynamique des processus d’entropie finie par rapport au brownien.

Donnons ici un énoncé relativement concis, tout en citant [67] pour plus de détails, et pour la
preuve.

Théoréme 1.3.6 (Théoréme de Girsanov a entropie finie). Soit v > 0 et P € P(CD%) 1]; Dﬁ une

2 (les

_>
mesure d’entropie finie par rapport a RY. Alors il eviste deuz processus (bg )iejo,1) et ( )te[0,1]4

drifts en avant et en arriére de P) tels qu’au sens d’Itd, sous P,
_>
AX; = b dt +vdB, et dXj_;= —b dt +vdBi_, (1.71)

ot (Bt)iefo,1] est un mouvement brownien standard sous P.

De plus, ’entropie de P par rapport a R” peut s’exprimer en fonctzon de bt te[o,l} et (E)te[o,l} :

TL,(P) = vH(po| Leb) + ;/OIEP Dbt‘ ] dt = vH(py| Leb) + U‘b‘( ] (1.72)

ot po et p1 sont XouP et X14P respectivement.

Souvent, pour obtenir un résultat ne faisant pas intervenir le sens du temps, il est avantageux de
faire la demi-somme des inégalités dans (1.72]), et ainsi d’obtenir par I'identité du parallélogramme :

2
L[5

2
dt. (1.73)

H,(P)=v

H(po|Leb) + H(py|Leb) 1 [
> + 3 Ep
0

Les formules (1.72)) rappellent la définition de A. On a simplement replacé la vitesse des courbes
absolument continues par les drifts de P. Grace a (1.73]), on va pouvoir écrire une formulation a la
Benamou-Brenier du probléme de Schrédinger.

1.3.4 Formulation a la Benamou-Brenier

Soit v > 0 et P € P(C?([0,1]; D)) une mesure d’entropie finie par rapport a R”. L'idée des formu-
lations & la Benamou-Brenier consiste a voir la densité de P comme une solution de ’équation de
continuité, et de voir la fonctionnelle & minimiser comme la contrepartie au niveau des processus
d’une fonctionnelle sur les solutions de I’équation de continuité. On commence donc par définir
pt = XyuP. Etant donnée la formule , on peut se dire que les champs de vecteurs ¢ = ¢(t, x)
et w = w(t,z) définis au temps ¢ € [0, 1] par :

—
by —
2

P-p.s. c(t,Xy) =Ep

¢ Xt] et w(t,X;)=Ep

] (1.74)

%
“2Pour que cet énoncé ait un sens, il faut que les processus (bt )ieqo) et (E)te[o,u soient progressifs par rapport
aux bonnes filtrations. Ils le sont, mais je n’insiste pas.
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vont jouer un role. On appelle en général ¢ la wvitesse de courant associée a P, et w sa wvitesse
osmotique.

Or il se trouve qu'une application directe de la formule d’It6 en utilisant montre que
(p, ¢) est une solution de 1’équation de continuité. De plus, le théoréme suivant, prouvé par Follmer
dans [45, Théoréme 3.10] dans le cas de la dimension 1 et facilement généralisable en dimension
supérieure permet de caractériser entiérement w.

Théoréme 1.3.7 (Follmer 1986). Sous les hypothéses du Théoréme en notant py = Xyu P
et en identifiant p; a sa densité par rapport a Leb, pour tout t € [0, 1],

P-p.s. w(t, Xy) = ngog p

Il n’y a donc pas le choix : toutes les lois d’entropie finie par rapport & R” ont la méme vitesse
osmotique.
Revenons a l'identité (1.73)). Par I'inégalité de Jensen, on a :

H(po| Leb) + H(p1|Leb) 1 [ Vit
y (pol )2 (p1l )+2//c(t7x)’2dpt(x)dt+8//’V10gpt($)‘2dpt<l') dt
0 0

H(po|Leb) + H(py|Leb) 1 (!
Al L) L HLD) 4 2 [t X0 + uwtt, X))
0

2 2
— 2 — 2
H(po|Leb) + H(p1|Leb) 1 /! b+ b | | o - b
<v + - Ep + dt
2 2 Jo 2 2
=vH(P|R"). (1.75)
De plus, I'égalité survient si et seulement si pour presque tout ¢ € [0, 1],
- -
b + b b — b
P-ps. ‘; Lot X) et ST =t X)), (1.76)

ce qui correspond exactement au cas ou les drifts ne dépendent que de la position présente, c’est a
dire au cas ou la loi P est markovienne.

Réciproquement, on verra plus tard, au Lemme du Chapitre |5| que si (p, ¢) est une solution
de I’équation de continuité telle que :

1 1 1/2 1
5 [ [t anat s % [ [910gm@) dpte) de < 4o
0 0

alors il existe P markovienne de densité p, ayant pour vitesse de courant ¢, pour vitesse osmotique

w = vVlog p/2, vérifiant (1.76) et donc :

H(po| Leb) + H(pq| Leb 1 [t 2l
Aol Leb) - Hipr|Leb) | 1 [ etaran@at % [ [P ant)
0 0

On en conclue alors que si P est une solution du probléme de Schrédinger a diffusivité v entre pg
et p1, alors P est markovienne, et le couple (p, ¢) constitué de sa densité et de sa vitesse de courant
est solution du probléme de minimisation suivant (on se référe également a [32, Section IV], [47,
Corollaire 5.8] ou l'introduction de [48] pour I'observation de cette équivalence).

Hy(P) =

“3Pour donner un sens 4 Vlogp:, une facon commode est de montrer que /p; € H*(D), puis de définir par
Vlog p: := 2V \/pt/+/pt, qui est bien défini p;-presque partout.
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Probléme 1.3.8 (Formulation Benamou-Brenier du probléme de Schrédinger). Soit v > 0. Etant
donnés pg, p1 € P(D), trouver le couple (p, c) tel que :

e Le couple (p,c) est une solution de I'équation de continuité joignant py a p;.

e La densité p vérifie \/p € L?((0,1); H'(T%)). Dans ce cas, on note :

Vyp
Vio =2 1.77
g Pt \/f) ( )

qui est bien définie dt ® ps-presque partout.

e Le couple (p,c) minimise la fonctionnelle :

1 L2l
Hu(p,c) == ;/()/]c(t,x)\2dpt(m) dt—i—g/o/\Vlogpt(x)\det(x) dt. (1.78)

dans ’ensemble des couples qui vérifient les deux premiers points.

On voit bien le lien avec le transport optimal quadratique, dont la formulation Benamou-Brenier
consiste simplement & poser v = 0 dans la formule ci-dessus. Plus précisément, on a pénalisé le
probléme de transport optimal avec un terme faisant intervenir ’information de Fisher de p. En
effet, la fonctionnelle :

1/t 1t
Flp) = 8//|V10gpt|2dptdt: 2//\V\/;Tt|2da:dt, (1.79)
0 0

fixée & +00 si /p n'est pas dans L?((0,1); H'(T?)) n’est autre que l'intégrale en temps de l'infor-
mation de Fisher :

1
F(pt) == ] / |V log pi|* dps.

La fonctionnelle F est strictement convexe et semi-continue inférieurement sur C°([0, 1]; P(T9))
lorsque P(T%) est muni de la topologie de la convergence étroite.

Remarque 1.3.9. 1. Ici, pas besoin de mettre les termes impliquant pg et p1 de la formule ([1.73]).
En effet, pg et p1 étant prescrits, ce terme ne dépend pas du compétiteur considéré.

2. Comme pour le probléme de Schrédinger, ce probléme admet une solution si et seulement si
H(po|Leb) < 400 et H(p1|Leb) < +00. Dans ce cas, la solution est unique.

3. A partir de maintenant, on ne réécrira plus la condition NS L?((0,1); HY(T9)), puisque par
définition de F, cette condition sera vérifiée dés que F(p) < +oo. Rappelons nous simplement
que dans tout ce manuscrit, V log p n’est bien définie via la formule ([1.77]) que si cette condition
est vérifiée

4. On commence également & voir pourquoi ce type de probléme est fréquemment appelé régula-
risation entropique des problémes de transport optimal. En effet, une solution de ce probléme
a nécessairement une information de Fischer intégrable par rapport au temps, ce qui peut-étre
vu comme une propriété de régularité de p.
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Comme dans le cas du transport optimal, on peut reformuler le probléme & ’aide du Théoréme
[I.1:20] en faisant intervenir la dérivée métrique de p.

Probléme 1.3.10 (Probléme de Schrédinger en termes de dérivée métrique). Soit v > 0. Etant
donnés pg, p1 € P(D), trouver p € AC?([0,1]; P(D)) minimisant la fonctionnelle (que 1’on continue
d’appeler H, avec un léger abus de notation) :

1 2 1
Ho(p) ::/ pt\th+V8//|Vlogpt(x)|2dpt(x) dt. (1.80)
0 0

sous contrainte pli—g = po et pli=1 = p1.
Dans la suite et en particulier au Chapitre |§|, on appellera ce probléme Sch, (pg, p1).
1.3.5 Le probléme de Brodinger

Le probléme de Brodinger (nommé ainsi par les auteurs de [5] comme combinaison du modéle de
Brenier et du probléme de Schrédinger) est une version incompressible du probléme de Schrodinger
de la méme facon que le probléme de transport optimal incompressible est une version incompressible
du probléme de transport optimal. Comme pour le probléme de transport optimal incompressible,
on peut en étudier trois versions : une concernant les lois, une multiphasique et une en termes de
plans de trafic. A chaque fois, on remplace simplement la fonctionnelle d’action par la fonctionnelle
d’entropie. Ces problémes prennent donc la forme suivante.

Probléme 1.3.11 (Probléme de Brédinger). Soit v > 0 et v € P(D x D) une mesure de probabilité
bistochastique. Trouver le flot généralisé P de sorte que :

e les conditions extrémales de P sont décrites par v, i.e. (1.12)) est satisfaite,
e le flot P est incompressible, c’est & dire pour tout ¢ € [0,1], X;xP = Leb,

e l'entropie relative H, (P) (définie par la formule [1.67) est minimale parmi tous les choix de
flots généralisés respectant les deux premiers points.

Ce probléme sera noté Bro, (7).

Ce probléme a été proposé et étudié pour la premiére fois par Arnaudon, Cruzeiro, Léonard et
Zambrini dans [5].

Probléme 1.3.12 (Probléme de Brodinger multiphasique). Soit (Z, m) un espace de probabilité et
soit v > 0. Etant donné un choix mesurable py = (ph)iez, p1 = (p})iez de familles de mesures de
probabilité sur D satisfaisant (1.26]), trouver une famille mesurable (p, ¢) = (p, ¢')sez tels que :

e pour m-presque tout i, (p%, c') est une solution de 'équation de continuité joignant p a pt,
e pour tout ¢ € [0, 1], la contrainte d’incompressibilité ([1.25)) est satisfaite,

e La famille (p’, ¢');ez minimise la fonctionnelle :

1 . y2 . .
Holp.o)i= 5 [ [ [{Id00)P + V10 pito) P drie) atam
= A(p,c) + V> F(p),

(1.81)
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ou A est laction totale, définie par la formule ([1.27)) et ou :

/]—" ) dm (i ///|V10gpt )2 dpl(z) dt dm(q) (1.82)

Ce probléme portera l'appellation MBré, (po, p1) dans la suite.

Sous cette forme, le probléme a été étudié pour la premiére fois dans [9], dont le Chapitre [5| de
cette these est tiré.

Probléme 1.3.13 (Probléme de Brodinger en termes de plans de trafic). Soit I' € P(P(D) x P(D))
une mesure de probabilité bistochastique en moyenne et soit v > 0. Trouver le plan de trafic P de
sorte que :

e les conditions extrémales de P sont décrites par I, i.e. (1.32) est satisfaite,
e le flot P est incompressible, c’est a dire pour tout ¢ € [0,1], (1.30) est satisfaite,

e le plan de trafic P minimise la fonctionnelle :

// |pe|? dt dP(p) +///]V10gpt )2 dpy(z) dt dP(p) (1.83)

— A(P) + /’F(P),

ott A est 'action totale, définie par la formule (1.31)) et ou

~ [ F)api) (1.84)

est 'intégrale en temps de I'information de Fisher totale (on rappelle que F est définie par la

formule (|1.79)).

Ce probléme sera appelé par la suite TPBro, (I').

C’est dans ce cadre que l'on a choisi d’écrire article [II] dont le Chapitre |§| de cette thése est
tiré.
Existence de solutions. Comme pour le probléme de Schrodinger, il faut imposer des conditions
sur les données du probléme pour qu’il admette des solutions.

1. Dans le cas du probléme de Brodinger, la condition nécessaire et suffisante d’existence est :

H(v|Leb®Leb) < 4o0. (1.85)

La preuve, donnée dans [5, Corollaire 5.2], est trés similaire a celle présentée au Théoréme
1.1.14] mais en remplagant les géodésiques par des ponts browniens, et en utilisant ([1.68]).

2. De la méme fagon, on montre que dans le cas du probléme de Brédinger multiphasique, la
condition nécessaire et suffisante d’existence est :

/H(pg|Leb) dm(i) < +oo et /H(p§|Leb) dm(i) < +oo. (1.86)
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3. Dans le cas des plans de trafic, cette condition s’écrit :

/H(po\ Leb) dI'(po, p1) < +00 et /H(pl\ Leb) dI'(po, p1) < +00. (1.87)

Dans ces trois cas, s'il existe une solution, elle est unique (voir par exemple la Remarque du
Chapitre |§| pour le cas des plans de trafic).

Liens entre les différents problémes. En revanche, le résultat d’équivalence décrit a la sous-
section dans le cas du transport optimal incompressible n’est plus valable dans le cas du
probléme de Brédinger. En effet, comme elles ont une entropie infinie, les conditions initiales et

finales

$7y J— x’y J—
IOO — Vx, et P = Yy

ne sont pas admissible pour le probléme de Brédinger multiphasique.

Cependant, on pourra montrer (au Théoréme que la construction décrite donne lieu a
une solution au probléme de Brodinger multiphasique localisée en temps. Soit P une solution au
probléme de Brodinger associée & la condition extrémale v et & la diffusivité v. Définissions les
probabilités conditionnelles :

pour y-presque tout (x,y), P%Y := P(e|Xy=uz, X; =1y).

On montrera que pour tout € €]0,1/2[, en notant P*Y et RY les restrictions de P*¥ et R’ aux
temps [e, 1 — ], alors pour y-presque tout (x,y) :

H(P™|RY) < +o.

On peut donc associer & P sa densité (P™Y)[c,1—¢] €t sa vitesse de courant ¢™¥, et on verra que
(p™Y, cx’y)(%y)e Dxp indexée par « est une solution au probléme de Brodinger multiphasique entre
les instants € et 1 — €.

L’équivalence entre formulation multiphasique et formulation en termes de plans de trafic, quant
a elle, tient toujours dans ce cadre.

Calcul numérique. Citons larticle [17] qui utilise une version discrétisée en temps du probléme
de Brodinger pour calculer numériquement des solutions approchées au probléme de transport op-
timal incompressible.

Je m’arréte 14 pour ce qui est de la présentation des problémes de régularisation entropique.
Maintenant que ’on a introduit les notions principales que j’étudierai dans ma thése, exposons les
résultats que je vais démontrer.

1.4 Apercgu des principaux résultats de la partie [I|

Dans tous les résultats que 'on présente, le domaine physique est le tore plat de dimension d, noté
T9. Seulement attention, dans les Chapitres [3, pour alléger les notations dans les calculs de séries
de Fourier, il s’agit de T? = R%/277Z¢, tandis que dans les autres chapitres, il s’agit de T¢ = R?/Z%.
La Partie [ de ma thése porte sur la dépendance du probléme de transport optimal incompressible
10T (v) (Probléme par rapport a la mesure bistochastique = intervenant dans son énoncé. Plus
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précisément, on va donner un résultat positif (au Chapitre [2)) et un résultat négatif (au Chapitre [4)
concernant le champ de pression : il dépend de fagon continue de v en un certain sens, mais il n’en
est pas une fonction lisse. Sans pour autant avoir d’énoncé précis a ce sujet, mentionnons tout de
méme que cette question doit étre liée & la question de la courbure de la variété Riemannienne
formelle sous-jacente. Dans chaque cas, les variations de v sont mesurées par la distance de Monge-
Kantorovic d’ordre 2 sur P(Td X ']I‘d), notée dyk. Pour ce qui est des variations de p, cela dépendra
de la situation.

1.4.1 Chapitre 2 : Dépendance continue de ’action optimale et du champ de
pression par rapport aux données

L’objectif du Chapitre [2] est d’abord de montrer un résultat de continuité holderienne concernant
Paction optimale. Dans 1’énoncé suivant, si 7 est une mesure bistochastique, A*(vy) est 1'action
optimale dans le probléme 10T (y).

Théoréme 1.4.1. [l existe une constante dimensionnelle M > 0 telle que pour toutes mesures
Y1,Y2 € P(Td X Td) bistochastiques :

|A* (12) — A*(1)] < Mdwk (1, 72)/4F3.

La preuve suit peu ou prou celle due & Shnirelman dans [89] lui permettant de comparer I’action
optimale A*(v) & I’action que I’on obtiendrait si les particules voyageaient en ligne droite (violant
alors la contrainte d’incompressibilité). L’'idée de la preuve est la suivante. Etant donnés 71,72
bistochastiques suffisamment proches, I' € P((T%)*) un couplage optimal entre v; et 72, et P une
solution du probléme IOT(v1), on va construire & partir de P un flot généralisé P’ trés proche de P
et de conditions extrémales 2 de la fagon suivante : pour tout chemin w chargé par P joignant x a
y, et tout X,Y € T?, on ajoute & w une fonction affine de facon & obtenir un chemin w™Y joignant
X aY. Le flot généralisé P’ est alors celui donnant & w™¥ la masse :

dP(w)dl(z,y, X,Y)

dP (W5 =
( ) dyi(z,y)

Ce faisant, on aura perdu le caractére incompressible de P. On utilisera alors le théoréme de
Dacorogna et Moser [36] dont on a déja parlé (voir le Lemme du Chapitre [2| pour une version
simple de ce résultat) pour redresser P’ sans trop augmenter 1'action. On obtiendra ainsi un bon
compétiteur P’ pour le probléme 0T (72). On pourra alors conclure en estimant Iaction du flot
P,

Le Théoréme [1.4.1] ou plus exactement le Lemme qui en est une version adaptée au
probléme de transport optimal & densité fixée 10T (v, p) (Probléme , nous permettra alors de
démontrer un résultat de continuité holderienne pour le champ de pression dans un certain espace
dual. Pour tout champ de vecteurs ¢ : [0,1] x T¢ — R, on note :

1/2
N(§) = supL1p§ </ 10 (¢, )17 o (Td) dt> . (1.88)

Le champ de pression associé a v, noté p,, en tant qu’élément de I'espace dual vis-a-vis de la norme
N et localisé en temps est une fonction hélderienne de .

44(est bien une norme si on la restreint a des champs de vecteurs qui s’annulent aux instants initiaux et finaux.
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Théoréme 1.4.2. Soit 7 € (0,1/4). Il existe M > 0 ne dépendant que de d et de T telle que pour
toutes mesures 1,72 € P(T¢ x T9) bistochastiques :

Sup ‘ <vp72 - Vp’yl ) €> | < MdMK(’Yl, 72)1/[2+2(d+1)(d+2)] '
N(§<1,
Supp(§)C[r,1—7]xT¢

Pour prouver ce théoréme, on raisonne par approximation. On note A*(v, p) 'action optimale
dans le probléme 10T (7, p), et si £ est un champ de vecteurs & support compact en temps et tel que
N(¢) < 1, on pose r = div(£). On utilise alors les 4 estimations suivanteﬁ :

A*(y2,Leb +6r) — A* (71, Leb +dr) < Mdmk (71, ’)/2)6,
A* (71, Leb) — A* (72, Leb) < Mdwk (71, 72),
A* (2, Leb +6r) — A* (72, Leb)
(S 9

A*(v1,Leb +6r) — A*(7y2, Leb) L cs,

5

<p72 ) T) S

_<p717T> <

ou M, 3,C >0, et ol les estimations sont uniformes en § > 0 et £.

Les deux premiéres lignes affirment que l’action optimale dans le probléme 0T (7, p) est holde-
rienne, ce qui est précisément le résultat du Lemme dont on a déja parlé. La troisiéme ligne est
exactement 'inégalité de convexité ([1.42)) : la pression est dans la sous-différentielle de I'action op-
timale de p — A*(7, p) au point Leb. Enfin, la derniére ligne est une majoration au second ordre en
§ de 'action A* (v, Leb +dr). C’est 1a que la condition N(¢) < 1 intervient. En effet, on obtient cette
estimation en observant que si on raisonne comme dans la preuve du Théoréme pour modifier
des flots généralisés a partir de champs de vecteurs, alors on peut majorer le terme quadratique de
I'action du flot modifi¢ dans par N(¢)2.

Le résultat est alors obtenu en sommant les deux derniéres lignes, puis en utilisant les deux
premiéres et en choisissant & = dyk (71, 72)%/2.

1.4.2 Chapitre 3 : Caractére mal posé de I’équation d’Euler cinétique et de
I’équation de Vlasov-Benney

Dans le Chapitre [3| on va revisiter le résultat principal de [61] (énoncé plus tot au Théoreme [1.2.4]
de cette introduction) concernant le caractére mal-posé de I'équation d’Euler cinétique et
de I’équation de Vlasov-Benney , de facon a inclure le cas ou le profil stationnaire p est une
simple mesure, sans hypothése de régularité supplémentaire E

Dans notre cas, on travaille sur des solutions distributionnelles qui sont réguliéres par rapport
a la variable x de position et seulement des mesures par rapport a la variable v de vitesse. Une
facon naturelle de contréler la taille de telles solutions est de raisonner en termes d’observables
macroscopiques : on prend une fonction test de la variable de vitesse, on intégre cette fonction test
contre notre solution et on étudie les normes Sobolev de la fonction de ’espace ainsi obtenu. Si ¢ est
une fonction test, et si f est une solution, on note (f, p) 'observalble macroscopique corrspondante.

4En fait, pour des raisons techniques, ce ne sont pas exactement ces estimations que l’on utilise, mais des versions
ou l'on régularise r, comme expliqué & la Section du Chapitre

46Dans le cas de ’équation d’Euler cinétique, on supposera quand méme que g a un moment d’ordre 2 fini de sorte
que la pression soit bien définie via la formule (|1.52]).

62



Par commodité, les fonctions tests que I'on considére sont de classe C'°° et & support compact, mais
on pourrait penser a des résultat analogues prenant en compte les moments de notre solution, et
donc la densité spatiale d’énergie, ou d’autres grandeurs du méme type. Le résultat principal est le
suivant.

Théoréme 1.4.3. Soit y € P(RY) un profil stationnaire instable au sens de Penrose, N € N*,
1, o8 € CP(RY), s € N et a € (0,1]. 11 existe une suite de conditions initiales (f)xen pour
léquation d’Euler cinétique (1.47)) tendant vers p et une suite de temps (Tx)ken tendant vers 0 tels
que :

e pour tout k, il existe une solution distributionnelle fi. de (1.47) de condition initiale fé“, définie
Jusqu’au temps T,

e si on note pi la pression correspondante, on a :

1Pkl L1 (jo,1) xT4)

~ p - — Ho00. (1.89)
Zizl ||<f0 ) 902'> - <H’ Spi>||W5,oo(Td) k=00
De plus,
1
7, ~ (Hosekl)
k—+o0 \nk|

ot € := ||prli=ol|L1, et ot f¥ — u est une perturbation d’un mode propre exponentiel de fréquence
ng.

Dans le cas de ’équation de Vlasov-Benney (1.63), le résultat est le méme en remplacant la
pression pi par pr — 1, ot pi est la densité spatiale associée a la solution fi.

Ainsi, méme si 'on contréle & l'instant initial un grand nombre d’observables macroscopiques
dans des espaces de Sobolev d’indices trés élevés, il existe des solutions pour lesquelles une certaine
observable (la pression dans le cas d’Euler cinétique et la densité dans le cas de Vlasov-Benney) croit
suffisamment vite pour faire diverger la quantité (1.89)). En particulier, il ne peut exister de théorie
de Cauchy pour ou pour qui prend une donnée initiale pour laquelle on contréle un
grand nombre de dérivées d’un grand nombre d’observables et qui lui associe de fagon hélderienne
une solution, méme pour un petit exposant de Holder, méme en temps court, et méme si I’'on ne
demande & controler aucune dérivée de la solution.

Remarque 1.4.4. Dans le cas ou u est simplement une mesure, il n’est pas tout a fait clair a priori
ce que signifie étre instable au sens de Penrose puisque les formules ((1.62)) et (1.64) font intervenir
le gradient de p. En fait, en intégrant par partie ces formules, on obtient :

/ In|? an(o) 0 pour Euler cinétique, (1.90)
M dule) = _
(A +in - v)? a —1  pour Vlasov-Benney,

qui ont un bien un sens dans notre situation. On verra d’ailleurs & 1’Appendice du Chapitre
qu’en utilisant cette formule pour définir les profils instables, une mesure de Dirac est toujours
stable, tandis que dans le cas d’Euler cinétique, la superposition d’un nombre fini supérieur ou égal
& 2 de mesures de Dirac est toujours instable. Cette observation est cohérente avec la forme des
profils stables et instables que 'on a rencontrés a la Figure [I.2]

63



Présentons les grandes lignes de la démonstration du Théoréme dans le cas de I’équation
d’Euler cinétique. Le cas de I’équation de Vlasov-Benney se traite exactement de la méme fagon. On
commence par adopter une formulation multiphasique, c¢’est & dire par faire ’observation suivante
(déja faite par exemple dans [53]). Soit (Z,m) un espace de probabilité et soit (p,v) = (p*, v")iez
une famille de solutions (disons classique) des équation

VieI, 0Oyp'(t,x)+div(p'(t, z)v'(t,z)) =0,
VieZ, p'(ta)+ (v'(ta) V)o'(tz) = —Vp(t,z),

/pi(t,x) dm(i) =1,

VieZ, p'li=o=py et v'|i=o0 = vp.

Il s’agit d’'un systéme constitué d’une infinité d’équations de type « Euler » partageant le méme
champ de pression, et incompressible en moyenne.
On peut alors définir pour tout temps ¢ et toute position x la mesure f(¢,x,e) par :

ft,z, ) ::/pi(t,x)évzvi(t,w) dm(3), (1.91)

ou de facon équivalente pour tout fonction test ¢ par :

/@(v)f(tﬁr,dv) = (f,o)(t, ) := /w(vi(taw))pi(tax) dm(i). (1.92)

Dans ce cas, f est une solution distributionnelle de I’équation d’Euler cinétique ((1.47)).

Or les solutions stationnaires et homogénes de ’équation d’Euler cinétique f(¢,x,v) = u(v) sont
toujours de cette forme avec Z = R% m = p, et pour tout w € R%, p¥ = 1 et v¥ = w, puisque cela
revient & écrire l'identité triviale :

= / Op=ap dpe(w

Par ailleurs, (p,v) = (1, w),,cgra est toujours lisse, méme quand p n’est qu'une mesure.

En d’autres termes, & une solution stationnaire et homogéne potentiellement trés irréguliére
de I'équation d’Euler cinétique, on peut associer une solution stationnaire et parfaitement réguliére
(p,v) = (1,w),epa du systéme :

Vw e RY,  9yp¥(t, x) + div(p®(t, 2)v¥ (t, ) = 0,
Vw e RY, 9w (t,z) + (vO(t,z) - Vu¥(t,z) = —Vp(t, z),

/ oV () dp(w) = 1,

Vuw € R, P =0 = pg et v¥ =0 = vy

(1.93)

On peut alors se demander s’il existe des solutions instables & ce systéme d’équations au voisinage
de cette solution stationnaire. Cela revient & chercher les solutions instables de ’équation d’Euler
cinétique au voisinage de p qui sont elles aussi décomposables sous la forme (1.91) avec Z = R? et

470n peut montrer que ces équations constituent les conditions d’optimalité pour le probléme de transport optimal
incompressible multiphasique MIOT.
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FIGURE 1.3 : A gauche, une solution stationnaire associée au profil p, qui est une superposition
de trois masses de Dirac. Au milieu, une autre densité dans ’espace des phases décomposable sous
la forme avec T = R? et m = pu. Les vitesses dépendent de la position, et la densité sur
chaque graphe peut ne plus étre uniforme. A droite, la densité ne peut plus étre décomposée sous
la forme avec T = R% et m = p, car les vitesses des deux « phases » inférieures ne forment
plus des graphes.

m = p (on donne une illustration de telles solutions a la Figure . On remarque alors qu’il existe
des modes propres exponentiels de fréquence n € Z¢ et de taux de croissance A € C avec R(A\) > 0
si et seulement si la condition de Penrose est vérifiée. Cela signifie que méme si a priori,
on s’est restreint a étudier une sous-classe de I'ensemble des solutions (celles qui se décomposent
sous la forme avec (Z,m) = (R%, 1)), cette restriction ne nous a pas fait perdre de direction
instable : le spectre du linéarisé du systéme multiphasique (1.93)) au voisinage de (1, w),,cga est le
méme que le spectre du linéarisé de I’équation d’Euler cinétique au voisinage de

On peut alors suivre les grandes lignes de la preuve du Théoréme pour le systéme mul-
tiphasique a la place de I'équation d’Fuler cinétique . La premiére étape consiste a
obtenir une estimation optimale pour le semi-groupe de I’équation linéarisée, en régularité analy-
tique (Théoréme @ du Chapitre . La deuxiéme étape consiste & construire des solutions au
systéme non-linéaire @ comme des perturbations des solutions du probléme linéaire correspon-
dant, toujours en régularité analytique. Pour ce faire, on écrit une formule de Duhamel pour le
reste, et on obtient des solutions en incorporant & une preuve due a Caflish [30] du théoréme de
Cauchy-Kovalevskaia 1’estimation de la premiére étape (Théoréme . Le Théoréme est
alors la conséquence d’estimations sur les solutions que ’on obtient en perturbant des modes propres
exponentiels de fréquence et de taux de croissance de plus en plus grands.

Dans notre cas, deux nouvelles difficultés apparaissent. D’une part, on doit traiter en méme
temps une infinité d’équations. Il faut donc faire attention & ce que toutes les estimations obtenues
soient uniformes en w. D’autre part, en passant aux variables multiphasiques, la propriété sur le
premier moment que doit satisfaire une condition initiale pour I’équation , A savoir ,
n’est pas linéaire en nos nouvelles variables (p, v). Cela a pour conséquence que les modes propres
exponentiels associés au systéme multiphasique ne satisfont pas cette propriété. Pour trouver
des solutions, on ne peut donc pas partir des conditions initiales des modes propres exponentiels.

Il faut partir de conditions initiales légérement perturbées, que l'on construit explicitement (c’est
l'objet de la Sous-section du Chapitre [3).

8 Au moins quand p est lisse, de facon & pouvoir donner un sens au linéarisé¢ de (T.47) au voisinage de p.
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1.4.3 Chapitre 4 : La pression n’est pas une fonction lisse des données

Enfin, 'objectif du Chapitre [d] sera d’utiliser les solutions instables construites au Chapitre [ pour
démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1.4.5. Il existe une mesure bistochastique g telle que pour tout r > 1 et tout € > 0,

p _p r 71 d
sp [Py = ProlLr(j0,1;11 (T4

~v#~0 bistochastique, dmk (70a 'Y)
dmk (v0,7)<e

= +00.

En tant qu'élément de espace L"(0,1; L1(T?)), p, ne peut donc pas étre une fonction lipschit-
zienne de 7.

Pour montrer ce résultat, on commencera par donner un résultat d’équivalence entre les solutions
du probléme de transport optimal incompressible |OT et les solutions distributionnelles de ’équation
d’Euler cinétique . Bien que cela ne soit pas nécessaire pour montrer le Théoréme m (on
n’utilisera que des solutions dont la pression est analytique), on montrera ce théoréme d’équivalence
dans un cadre assez général, en supposant que la pression est seulement semi-concave. Comme on
I’a déja vu & la Remarque , Brenier [28] conjecture que cette condition est toujours vérifiée.
Plus exactement, on supposera que :

3C = (Cy) € LY0,T) telle que D?*p(t, ) < C;1d, (1.94)

ot D?p(t, @) est la hessienne distributionnelle de p(, ®), et ot I'inégalité est prise au sens des matrices
symétriques. Le théoréme que 'on montrera est alors le suivant :

Théoréme 1.4.6. Soit P une solution du probléme 10T dont le champ de pression est semi-concave
au sens de . Alors sa densité dans ’espace des phases [ définie par est une solution
distributionnelle de ’équation d’Euler cinétique (|1.47]).

Réciproquement, si f = (ft)icjo,r) est une solution distributionnelle de I’équation d’Euler ciné-
tique dont la pression est semi-concave au sens de (1.94) et si fo est a support compact, alors
il existe T* < T tel que tout flot généralisé P sur lintervalle de temps [0, T*] dont la densité dans
l’espace des phases est (ft)te[O,T*} est une solution du probléme |OT.

Remarque 1.4.7. e Gréce a la théorie de ’équation de continuité avec des champs de vitesse
non réguliers développée par DiPerna et Lions dans [38], revisitée et généralisée par Ambrosio
et Crippa dans [I], on peut montrer que pour toute solution distributionnelle (f;) de I’équation
d’Euler cinétique dont le gradient de pression est L', il existe un flot généralisé P de densité
dans I'espace des phases (f;). Donc ce théoréme permet toujours de construire des solutions
du probléme IOT & partir de solutions de ’équations d’Euler cinétique. On donne plus de
détails a la Section [£.3.3] du Chapitre [4

e La condition de support compact de fy est nécessaire dans le cas du tore pour se prémunir de
particules faisant des tours du tore arbitrairement vite.

La preuve du Théoréme [T.4.6] consiste premiérement a développer 'équivalence entre la loi de
Newton et le probléme de minimisation du Lagrangien en mécanique classique, dans le cas ou le
potentiel est seulement semi-concave. Bien que cette équivalence soit relativement élémentaire, on
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la traite en détails car le fait que ’on travaille dans le tore et sous la condition ne sont peut-
étre pas complétement classiques. On montre alors le premier point du Théoréme [1.4.6] de la fagon
suivante. La condition d’optimalité du Théoréme et ’équivalence loi de Newton/Lagrangien,
nous permet de montrer que si P est une solution du probléme 10T, alors P-presque toute courbe
vérifie la loi de Newton . Or cette équation est précisément 1’équation des charactéristiques
de I’équation d’Euler cinétique, ce qui donne le résultat. Le second point, quant & lui, constitue une
adaptation au cas cinétique du Théoréme traitant de 'optimalité des solutions de I’équation
d’Euler.

Donnons aussi briévement les idées de la preuve du Théoréme On choisit x4 € P(R?)
A support compact et instable au sens de Penrose. On prend alors n € Z% et A € C de partie
réelle positive vérifiant la condition de Penrose . Pour tout ¢ € R suffisamment petit, on peut
alors trouver grace au Chapitre 3| une donnée initiale f§ et une solution (ff) de I’équation d’Euler
cinétique partant de f§ jusqu’a I'instant 1 telles que :

e la donnée initiale f§ est une perturbation d’ordre c¢ de la solution stationnaire ,

e la pression p° correspondante est proche du mode exponentiel :
pi(t,z) = c%(exp(in - 1) exp()\t)>.

On note P° la solution au probléme IOT correspondant a f¢ via le Théoréme [1.4.6] PO celle associée
a la solution stationnaire p, et v¢,7% leurs conditions extrémales respectives. Rappelons que la
pression associ¢e a la solution stationnaire est nulle. On montre alors aux Lemmes [1.4.3] et {.4.4]
que :

exp(R(}))
%(A)l/'r ’

dmk (7%,7) S C—‘n‘ eg?;i(k))

HPCHL{L}C ~c

En calculant le rapport de ces deux estimations, on obtient :
1PN Ly S RN)ZUr
duk(7,74) 7 In|

On conclut en remplagant (n, A) par (kn,k\) ou k € N* grace a la Remarque et en faisant
tendre k vers +o0.

1.4.4 Bilan de la partiel|

Les Théorémes et permettent de dire que le champ de pression n’est ni une fonction par-
faitement réguliére, ni une fonction complétement singuliére des données. Cependant, on ne s’attend
aucunement 4 ce que ces résultats soient optimaux, et ils ne sont pas entiérement satisfaisants pour
des raisons que 'on se propose de développer ici.

e D’abord, I'espace fonctionnel dual considéré dans le Théoréme de continuité holdérienne
est plus gros que I'espace L7L. considéré dans le Théoréme m En particulier, on ne sait
pas & ’heure actuelle si la pression comme élément de cet espace dual, dépend de fagon
lipschitzienne des données.
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e En fait, il n’existe méme pas de résultat général permettant de s’assurer que p appartienne
toujours & I'espace Ly Ll. En effet, le meilleur résultat actuel, a savoir le Théoréme 1.1.28|, ne
permet que de montrer p € LalocLi. Or dans la preuve du Théoréme |14_5L on a besoin de
fagon cruciale d’estimer la pression jusqu’a l'instant final.

e On n’a pas pu montrer avec notre méthode que ’action optimale dans le probléme de transport
optimal incompressible était irréguliére par rapport aux données. Par exemple, la question de
savoir si 'action optimale dans IOT () est une fonction lipschitzienne de v reste ouverte.

On espére tout de méme que ces résultats constituent une premiére étape en vue de montrer qu’il
existe un espace fonctionnel dans lequel la pression est une fonction continue mais pas réguliére
des données. On espére également que l'idée selon laquelle le défaut de régularité de la pression par
rapport aux données peut étre vu comme une conséquence de l'instabilité de Penrose est intéressante
en soi.

1.5 Apercu des principaux résultats de la Partie [

La Partie [[] de ma thése est dédiée au probléme de Brodinger. Encore une fois, on travaille sur le
tore plat T¢. On montre au Chapitre I’existence d’'un champ de pression, et on traite au Chapitre |§|
la limite de bruit nul.

1.5.1 Chapitre 5 : Existence d’'un champ de pression pour le probléme bruité

L’objectif du Chapitre [5est de démontrer que comme dans le cas du probléme de transport optimal
incompressible 10T, on peut associer & toute solution du probléme de Brodinger Bré un champ
scalaire de pression. On va donc montrer ’analogue du Théoréme [1.1.26] dans ce cadre :

Théoréme 1.5.1. Soit v > 0, v une mesure bistochastique satisfaisant (1.85) et P la solution du
probléme Bro, () (défini au Probléme|1.3.11)).

Il existe une unique distribution scalaire p € D'((0,1) x T (& ajout d’une distribution ne
dépendant que du temps pres) telle que pour tout ¢ € D((0,1) x T?) d’intégrale nulle en tout temps,
et pour tout flot généralisé QQ vérifiant :

o le flot Q a pour conditions extrémales v i.e. (Xo, X1)xQ =,

o le flot Q a pour densité 1+ ¢ : pour tout t € [0,1], on a X;xQ = (1 + ¢(t,e)) Leb,
on a :

Hu(Q) = Hu(P) + (p, ).
(On rappelle que H, est définie par la formule (1.67)).)

Contrairement & ce qu’il se passe dans le cas du transport optimal incompressible, il est difficile
de travailler sur ce probléme directement car il n’est pas facile de modifier un flot généralisé P
incompressible d’entropie finie de facon & obtenir un flot ) de densité prescrite et d’entropie finie.
En particulier la transformation que I'on a présentée en esquissant la preuve du Théoréme
ne marche pas ici telle quelle.

On commence donc par montrer un résultat analogue dans le cas du probléme multiphasique
MBré. Dans ce cas, on peut méme écrire une formule pour p au sens des distributions.
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Théoréme 1.5.2. Soit (Z,m) un espace de probabilité, v > 0, py et p1 des conditions extrémales
satisfaisant la condition d’ezistence de solutions (1.86)), et (p, c) = (p*, ¢')icz la solution du probleme
MBré, (po, p1) (défini au Probléeme|1.5.19).

Il existe une unique distribution scalaire p € D'((0,1) x T¢) (a l’ajout d’une distribution ne
dépendant que du temps pres) telle que pour tout ¢ € D((0,1) x T?) d’intégrale nulle en tout temps,
et pour toute famille de solutions de ’équation de continuité (p,¢) = (5%, &)ier vérifiant :

e m-presque strement, p'|i—o = ply et pili=1 = pt,

e pour tout t € [0,1],
[ didm(i) = (14 (e, Leb,

on a :
Mo (p: €) = Hu(p,c) + (p, #)-

(On rappelle que H, est définie par la formule (1.81).)
Cette pression satisfait au sens des distributions :

Oy ( / pict dm(z’)) + div ( / {ci ®c —w'® wi}pi dm(i)> = —Vp, (1.95)

ot w', la vitesse osmotique de la phase i, est définie par :

w' = gv log p'.

Cette fois, on peut suivre globalement les lignes de la preuve du Théoréme [I.1.26] décrite plus
haut. Seulement, au lieu de transformer les trajectoires des particules par des transformations du
type (1.44), on transforme les courbes de mesures de probabilités p' par des transformations du

type :
o (s (et 0) 40,

ot comme précédemment, £ est obtenu grace au théoréme de Dacorogna et Moser [36]. Une différence
notable avec le Théoréme [I.1.26] est qu’ici, il faut pouvoir estimer 'information de Fischer des
courbes perturbées. Pour le faire, il faudra controler deux dérivées de ¢, et non plus une seule. On
utilisera donc le théoréme de Dacorogna et Moser dans un espace de régularité plus élevé, et la
pression p que 'on obtiendra sera dans un espace dual plus gros, ressemblant au dual des fonctions
C' en temps et C? en espace.

On pourra alors démontrer le Théoréme [I.5.1] via le Théoréme exprimant le lien entre le
probléme Bré et le probléme MBr6 dont on a déja parlé a la Sous-section [1.3.5

1.5.2 Chapitre 6 : Limite de bruit nul dans le probléme de Brodinger

Le Chapitre |§|, tiré de l'article [II] écrit en collaboration avec L. Monsaingeon, vise en premier lieu
& démontrer les résultats de I'-convergence suivants.

Théoréme 1.5.3. On a dans le cas des problémes 10T et Bro (Problémes|1.1.11) et|1.5.11]) :

I' — lim ﬁy + lne = A + lInc,
v—0
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0U L est la fonction camctém’stiqu@ correspondant o la contrainte d’incompressibilité ((1.11)).
Pour ce qui est des problémes TPIOT et TPBro (Problemes|1.1.29 et|1.3.15) :

I — lim H, + tine = A + tine,
v—0

0l Line est la fonction caractéristique correspondant a la contrainte d’incompressibilité ((1.30)).

On étudie également en détails au Théoréme et a la Remarque les conditions extré-
males que peuvent prendre les suites de recouvrement pour la I'-limsup, et on montre la convergence
des champs de pression au Théoréme

Pour la I'-liminf dans le cas standard, on n’a pas besoin de se préoccuper de la contrainte
d’incompressibilité : il suffit de montrer que si (P¥) est une famille de flots généralisés convergeant
étroitement vers P, alors :

liminf H, (P") > A(P).
v—0

Ce sera alors en particulier vrai lorsque (P”) et P sont incompressibles. Mais ce résultat n’est alors
rien de plus que la I'-liminf du résultat de convergence du probléme de Schrodinger vers le transport
optimal énoncé au Théoréme [1.3.5 _, da a Léonard [66].

On a tout de méme choisi d’en donner une nouvelle preuvelﬂ consistant & minorer I’entropie

relative de la facon suivante :
A -1 AV v
P)> [ AdP —ve exp dR”,

oit A est une minoration continue et bornée de 'action A d’une courbe, typiquement la somme
des incréments quadratiques le long d’une partition finie de I'intervalle [0,1]. Cette minoration est
obtenue en posant u = dP/dR” et v = A/v dans I'inégalité de convexité :

Yu,v € R, ulogu > uv — exp(v — 1),

puis en intégrant par rapport a R”. On présente tous les détails de cette preuve au Théoréme [6.2.1]

Pour sa part, la preuve de la I'-limsup consiste essentiellement & construire & partir d’un compé-
titeur P du probléme de transport optimal incompressible une famille de compétiteurs (P") pour le
probléme de Brodinger en perturbant chaque courbe chargée par P par un pont brownien de diffu-
sivité v (notons que I'incompressibilité est alors préservée). L'ingrédient clé pour estimer Ientropie
du processus obtenu est la formule de Cameron-Martin pour les ponts browniens, qui montre que
si w est une courbe absolument continue de R, si B/, est le processus obtenu en translatant w par
le pont brownien de R? de diffusivité v joignant 0 & 0, et si B»™Y est le pont brownien de R?% de
diffusivité v joignant x & y, alors :

BV‘BV&?,Z/ / ’ ‘th_ ’
On renvoie au Lemme du Chapitre [5] pour la preuve de cette formule, au Lemme [6.2.5] pour

son adaptation au cas du tore, et a la preuve du Théoréme [6.2.1] pour son application a la preuve
de la I'-limsup.

19E]le vaut 0 si la contrainte est satisfaite, +oco sinon.
50Notre preuve s’adapte aisément au cadre trés général traité dans [66].
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Dans cette partie du Chapitre, on rencontre des difficultés supplémentaires liées au fait que 1’on
travail sur le tore (il faut par exemple faire attention au fait que les ponts browniens sur le tore ne
sont pas de simples projections de ponts browniens sur I’espace entier, mais la superposition de telles
projections). On a cependant choisi de travailler dans ce cadre pour éviter d’autres problémes liés
a la non-compacité dans le cas de I'espace entier R? (le mouvement brownien partant de Lebesque
n’est plus une mesure finie) ou aux problémes de bord dans les ouverts bornés de R,

Dans le cas des plans de trafic, la I'-liminf est immédiate. Pour la I'-limsup, on écrit en termes
d’EDP la perturbation correspondant & I’ajout d’un pont brownien : si p € C°([0,1]; T¢), on consi-
dére la perturbation de p définie & I'instant ¢ par :

Py 1= pr x Tut(1—t)>

ol (7s)s>0 est le noyau de la chaleur sur le tore. La famille de compétiteurs pour la I'-limsup
est alors construite & partir d’'un plan de trafic P en effectuant cette transformation pour chaque
courbe chargée par P. Or des calculs trés simples sur ces courbes régularisées (voir le Lemme
du Chapitre @ permettent d’obtenir les estimations suivantes :

1 L 2 pl 1 71 H —|—H
0

—I—H
/|Pt|2dt< /|Pt|2dt+ [ (po) (er) /Hpt dt}

ou la constante C' apparaissant dans la premiére ligne ne dépend que de la dimension. La I'-limsup
découle rapidement de la premiére inégalité : elle affirme que si p est un bon compétiteur pour
le probléme de transport optimal [[.1.21] alors p” est un bon compétiteur pour le probléme de
Schrédinger Il suffit alors d’intégrer cette inégalité par rapport & P et de remarquer que
notre régularisation préserve 'incompressibilité.

Par ailleurs, la seconde inégalité permet de retrouver de fagon variationnelle (i.e. sans connaitre
la structure des minimiseurs) la convexité géodésique de I’entropie totale. En effet, considérons par
exemple le cas du transport optimal. Si la courbe p est optimale pour le probléme de transport
optimal alors p” doit avoir une action plus grande, et donc notre inégalité donne :

0

La convexité géodésique de l'entropie est alors aisément déduite en passant a la limite v — 0
(Proposition du Chapitre [6). On peut alors facilement étendre ce résultat aux problémes
TPIOT et TPBro :

Théoréme 1.5.4. Soit P une solution du probléme TPIOT ou TPBr6. Alors la fonction

trs [ Hip|Leb)aP(p)

est convezxe.

Ce théoréme est I’analogue dans le cadre incompressible d'un résultat da & McCann [75] dans
le cas du transport optimal, et qui s’est révélé étre d’'une importance cruciale, par exemple dans
Iétude des flots de gradients dans ’espace de Wasserstein (voir [4]). Dans le cas du probléme de
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Schrodinger, le résultat est da a Léonard [69], et dans le cas du transport optimal incompressible,
un résultat partiel avait été démontré par Lavenant dans [65[°]}

Cette preuve est nouvelle méme dans le cas du transport optimal simple, et il me semble qu’elle
apporte une nouvelle justification a 1’étude de la régularisation entropique du transport optimal
plutot que d’autres types de régularisation (méme si cette justification est d’importance bien moindre
que le lien du probléme de Schrédinger avec les grandes déviations ou 'efficacité computationnelle
de celui-ci).

1.6 Reécapitulatif des principales notations, et des principaux pro-
blémes de minimisation.

Avant de passer au corps de ma thése, rappelons briévement les principales notations que 1’on
va utiliser, et que l'on téachera de respecter sauf mention explicite du contraire. La numérotation
correspond & l'ordre d’apparition dans I'introduction. On a choisi de classer ces notations par ordre
de généralité croissant.
1.6.1 Types de compétiteurs
e pc C°0,1],P(T%)) : courbe tracée sur I'ensemble des mesures de probabilités sur T¢.
e (p,c), (p,v) € C°([0,1], P(T9)) x L2([0,1] x T¢, dt ® p;) : solutions de 1’équation de continuiteé.
e P,Q € P(C°[0,1];T9)) : flots généralisés.

e (p,c) = (p', c")iez : famille mesurable de solutions de 1’équation de continuité, indexée par un
espace de probabilité (Z, m).

e P,Q cP(C0,1]; P(T9))) : plans de trafic sur T

1.6.2 Notations diverses

e R” :loi du mouvement brownien sur T¢ de diffusivité v, partant de la mesure de Lebesgue.

e X, : opérateur d’évaluation au temps ¢ des courbes sur le tore, i.c. si w € C°([0,1]; T%),
Xi(w) == wy.

e X, : opérateur d’évaluation au temps ¢ des courbes sur ’ensemble des mesures de probabilité,
i.e. si p € C[0,1]); P(TY), Xi(p) := pr-

e v € P(T? x T?) : mesure bistochastique sur le tore (i.e. vérifiant (T.13)).

o I' ¢ P(P(T9) x P(T¢)) : mesure bistochastique en moyenne (i.e. vérifiant (1.33)).

51 y montre le résultat pour une solution particuliére du probléme. Mentionnons tout de méme que sa preuve
semble plus robuste dans les domaines & bord. On donne plus d’informations sur cet article a la remarque m
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1.6.3 Fonctionnelles

Actions

e A : quand on I'évalue sur une solution de l’équation de continuité (p,c) :

1
Aprc) =3 /0 / et 2) 2 dpy(x) dt,

quand on I’évalue sur une courbe p sur I’ensemble des mesures de probabilité :

1
Alp) = /O 2 dt.

e A :si P est un flot généralisé :

A(P) = ;//01 |2 dtdP(w).

o A :si(p,c) est une famille de solutions de 1’équations de continuité :
1 1 , )
Alp.e) =3 [[ [1ett.0 asite) drami)
0
e A :si P est un plan de trafic :
_ 1 1
A(P) = //0 o2 dt dP(p).

Informations de Fischer
e F :sip est une courbe sur ’ensemble des mesures de probabilité :

1 1 1 1
Flp) =g / / [V log pf? dpedt = / / IV /al? dadt.
0 0

e F :si p est une famille de courbes sur I’ensemble des mesures de probabilité :

I 2 g :
Fio) =g [ [ 19108 st am.
e F :si P est un plan de trafic :

_ 1 1
FP)i= g [[ [ 108 aparap().
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Entropies On se donne un niveau de bruit v > 0.

e #, : quand on I’évalue sur une solution de I’équation de continuité (p, c) :

1 1 2 1
Holp.c) =g [ [letalPapie)ar+ [ [ 91080 dpvat = Alp.c)+027(). @78

quand on I’évalue sur une courbe p sur I’ensemble des mesures de probabilité :
b v2 ! 2 2
Ho(p) = | a7 dt + ¢ [V log pe|* dpy dt = A(p) + v F(p). (L.80)
0 0

e 1, :si P est un flot généralisé :
H,(P):=vH(P|R"). (1.67)

e H, :si(p,c) est une famille de solutions de I’équation de continuité :

1 Lpe . w2 1 ; ; )
o=y [[ [1ewor ai@ e+ [[ [ 0ot asaeane) o

= A(p,c) + V> F(p).

e H, :si P est un plan de trafic :

H,(p,c): // |p¢|? dt dP(p) +f ///]Vlogpt|2dptdth() )

= A(P) + V*F(P).

1.6.4 Problémes de minimisation

Avec les notations des sous-sections précédentes :

e OT(pg,p1) (Probléme [1.1.21)) : étant donnés pg, p1 € P(T?), minimiser A(p) sur Iensemble
des courbes p sur I'ensemble des mesures de probabilité satisfaisant les contraintes p|i—o = po

et pli=1 = p1.

e Sch,(po, p1) (Probléme [1.3.10) : étant donnés pg, p1 € P(T?) et v > 0, minimiser H,, (p) sur
I’ensemble des courbes p sur ’ensemble des mesures de probabilité satisfaisant les contraintes

pli=0 = po et pli=1 = p1.

e |0T(v) (Probléme|1.1.11)) : étant donnée v bistochastique, minimiser A(P) sur I'ensemble des
flots généralisés P satisfaisant les contraintes :

— (Xo, X1)gP =1,
— pour tout t € [0,1], X;»4 P = Leb.

e Bro, () (Probléme [1.3.11)) : étant donnée ~ bistochastique et v > 0, minimiser H, (P) sur
I’ensemble des flots généralisés P satisfaisant les contraintes :
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= (X0, X1)P =1,
— pour tout t € [0,1], X;»x P = Leb.
e MIOT(po, p1) (Probléme [1.1.19)) : étant données pg, p1 des familles de mesures de probabilité

sur T¢, minimiser .A(p, c) sur I'ensemble des familles (p,c) de solutions de '’équation de
continuité satisfaisant les contraintes :

— pour m-presque tout ¢, Pi|t:0 = pf) et pi|t:1 = p’i,
— pour tout ¢ € [0,1],

/pf; dm(i) = Leb.

e MBro,(po, p1) (Probléme|1.3.12) : étant données pg, p1 des familles de mesures de probabilité
sur T¢ et v > 0, minimiser H,,(p, ¢) sur ’'ensemble des familles (p, ¢) de solutions de 1’équation
de continuité satisfaisant les contraintes :

— pour m-presque tout i, p|i—o = p} et p'li=1 = pi,
— pour tout ¢ € [0,1],

/pf; dm(i) = Leb.

e TPIOT(I") (Probléme [1.1.22) : étant donnée I' bistochastique en moyenne, minimiser A(P)
sur ’ensemble des plans de trafic P satisfaisant les contraintes :

— (Xo, X1)xP =T,
— pour tout ¢ € [0, 1],
/pt dP(p) = Leb.

e TPBro,(I") (Probléme(1.3.13) : étant donnée I" bistochastique en moyenne et v > 0, minimiser
7, (P) sur 'ensemble des plans de trafic P satisfaisant les contraintes :

— (Xo, X1)xP =T,
— pour tout ¢ € [0,1],
/pt dP(p) = Leb.
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Part 1

Dependence of the incompressible
optimal transport problem with respect
to endpoints
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Chapter 2

Continuous dependence of the optimal
action and of the pressure field with
respect to endpoints

We present in this chapter the results from the article [I0], which contains an independent intro-
duction. We do not reproduce it entirely here to avoid to the reader unnecessary repetitions. We
recall that the main results of this chapter have been presented in Subsection above.

—_—_—m e ee——

The purpose of this chapter is to prove Theorems[I.4.1]and [I.4.2]stated above, and it will be done
in Sections [2.2] and [2.3| respectively. Consequently, we will mainly work with the Problem of
incompressible optimal transport (IOT for short). More precisely, in Section we will prove a
more general result than Theorem allowing other densities than the Lebesgue measure, and
so we will work with the problem IOT(+, p) defined in Problem @ This more general result
(Lemma below) will be useful in the proof of Theorem [1.4.2]

Before beginning, let us introduce some notations.

2.1 Notations

Let us recall that we work on the flat torus T¢ := R%/Z¢. We call d the geodesic distance on the
torus T, dy the 2-product metric on ('Jl‘d)2 and as before dyk the Monge-Kantorovich distance of
exponent 2 on the set of Borel probability measures on (T%)2. Remark that because of the finite
diameter of the torus,
sup dmk (71, 72) < +00. (2.1)
71,72€P((T?)?)
We will call A*() the optimal action in 10T (y) and A*(7, p) the action in 10T (v, p). We have
seen in Remark that A*() is bounded uniformly in 7. We call this property the finite
diameter property of incompressible optimal transport. In other terms

Diam(d) := sup \A*(y) < 4oc. (2.2)

~ bistochastic on T4
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This property will be useful in the sequel.

A functional space will be of particular interest: the one corresponding to the norm N defined
above and that we recall here. This is the space F of continuous functions f = f(¢,z) satisfying
the properties:

e forall t € [0,1], f(t,e) is Lipschitz and

sup Lip f(t,e) < 400; (2.3)
t

o for all z € T? f(e,2) € AC?([0,1]) and the temporal derivative d;f which is punctually
defined for almost all t € [0, 1] for all almost all x € T¢ satisfies

/Ilatf ®)|[7 0 pay dt < +o0. (2.4)

If f € E, we recall that:

1/2
() = sup Lip (/ o0 (0, ) eyt 25)

Once again, when restricted to functions having zero mean or to functions vanishing for ¢ equal to
0 or 1, this is a norm. If there is 7 € (0,1/4) such that f € E vanishes for ¢t € [0,7] U [1 — 7, 1], we
write f € E;. With an abuse of notations, we keep the same notations if f has its values in R?.

In the proofs, we will use the letter M to denote a large constant only depending on the dimension
(and on 7 in the last section), which will be likely to grow from line to line.

2.2 Holder continuity of the optimal action

As announced, this section is devoted to the proof of a generalized version of Theorem Let
us begin by describing it.

From now on, we chose 1) a smooth nonnegative scalar function on R¢ whose support is included
n [—1/4,1/4]% and of integral equal to one. Then for all 0 < & < 1, and v € R%, we define

() =0 (2). (2.6

Of course these functions can be transported to functions on the torus by the natural injection from
[—1/4,1/4]¢ to T¢ and we still call the resulting functions ().

For reasons that will become clear, if p € C°([0, 1]; P(T%)) coincide with Leb at times 0 and 1,
and if 0 < £ < 1/4 we call p the function of ¢t € [0,1] and z € T? defined by

1 if t € [0,¢],
t —
po(t, z) = /we(z —z)dps(z) with s = ﬁ ift €le,1—¢l, (2.7)
1 if t € [1—e¢1].

Finally, if m is a measure on T¢ and a > 0, we say that m > a if m—a-Leb is a positive measure,
and if p € C°([0,1]; P(T9)), we say that p is greater than a if it is the case for all ¢ € [0,1]. When
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regularizing the paths of measures, we will not denote differently the regularized paths of measures
and their densities with respect to the Lebesgue measure.

The result that we will show is the following. We recall that Diam(d) is defined by and
that N is defined by .

Lemma 2.2.1. There exist two constants C > 0 and M > 0 only depending on the dimension such
that for all 1 and o bistochastic on T¢, for all p € C°([0,1]; P(T%)) greater than 3/4 coinciding
with Leb at times 0 and 1, and for all 0 < e < 1/4, if

(71, p) < 2 Diam(d), (2.8)
c(+ N MKOLID) )y 29)

then d
A7) < Aon.p) 4 0 (= {14 () LT, (210

In particular, if p = Leb, then (2.8)) is always true by (2.2)), N(p°) = 0, and as soon as

dmk (71,72)
then

A*(72) SA*(71)+M<5+(W). (2.12)

Remark 2.2.2.

e If we do not have any information on p, (2.10)) could seem useless because of the presence of
N(p?) in the right hand side. In that case, we can use the fact that there exists K > 0 only

depending on the dimension such that
K (1 + \/A*(vl,p)>
N(p*) < .

= cd+1

This formula is an easy consequence of the definition of ¢)° and of formula (2.21]) below. This
remark will be used in the proof of Theorem [T1.4.2]

e If we do not suppose that |/ A*(y1, p) < 2 Diam(d), it is possible to prove that the result (2.10)

is still true replacing M by M (1+.A* (1, p)). But this proof requires to be more cautious and
to handle separately the time and space derivatives in lemma [2.2.3]

(2.13)

Theorem [[.4.1] follows from this lemma.

Proof of Theorem [I.7.1. We chose:

e = duk (71, 72) /(@3

in formula (2.12)). As soon as

1
dmk (71,72) < W?

equation ([2.11)) is satisfied and the result is true. The global Holder continuity is implied by the
local one because of the finite diameter property (2.1)). O
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Figure 2.1: Illustration of the operation that gives £ from w. The curve £ is obtained by adding to
w the only affine function for the endpoints of £ to be X and Y.

Proof of Lemma[2.2.1. Take v1, 72 and p as in the statement of the lemma. Take P a solution to
[OT (1, p) as designed at Problem Also take I' an optimal plan between 7 and 7, (in the
classical sense of quadratic optimal transport). The plan I' is a probability measure on (T%)%,
Let us recall heuristically the idea of the proof. Take (x,y, X,Y) € (T%)*. Let us imagine that
a proportion dP%¥(w) of the particles traveling from x to y under P follow the path w. We can
modify w by defining
Et)=wt)+(1—t)(X —z)+t(Y —y)]

to get a path from X to Y. This transformation is illustrated at Figure But by definition,
2
(172" = [ da((a, ). (X, 1)) 0,1, X, V). (214

(We recall that do is the Euclidean distance on (T%)2.) So as 7; and vy, are supposed to be close,
(z,y) and (X,Y) are expected to be close for a large amount of (z,y, X,Y") according to I". For such
(z,y,X,Y), the path £ will be a slight modification of w. We can then define a plan by charging
¢ with the mass dI'(z,y, X,Y) dP%¥(w) and by doing this transformation for every path. We may
then end up with a flow which has o as endpoints condition and which is close to P. We can then
straighten it to make it have the density p, and we get an admissible plan for IOT(v2, p) whose action
should not be very larger than A(P). In fact, to straighten the flow, we need to regularize it and
that is why we will diffuse a bit the particles, giving rise to the parameter € of the statement. This
strategy consisting in regularizing a generalized flow in order to straighten its density is borrowed
from the proof of Shnirelman in [89]. However, if Shnirelman builds a straightening map by hands,
we prefer to use the famous result of Dacorogna and Moser presented in [36]. We give a simple
version of this result in Lemma 2.2.3]

We now start the rigorous proof. We fix 1, 72, p and ¢ as in the statement of the lemma,
and we suppose that holds. We divide the reasoning in several steps during which we will
progressively modify P to end up with an admissible flow for 10T (v, p%). At each step, we will
derive an upper bound for the action of the flow that would have been built.

In the three first steps, C' will be a dimensional constant which may grow from line to line. It
will be fixed in the end of step three.

n fact, (1 —t)(X — z) and (Y — y) make no sense a priori because we cannot multiply the elements of T¢ by
scalrars. So to be completely rigorous, we should replace in this formula X — 2z and Y —y by i(X — z) and i(Y — y)
where i : T — R? is a measurable right inverse of the canonical projection on the torus that satisfies for all z, X € T%:
[i(X — z)| = d(x, X). We keep these notations to lighten the computations.
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Step one: change of endpoints condition. First, as announced, we change the endpoint
conditions of the solution P to 10T (71, p). The set C°([0, 1]; T¢) of continuous curves on T¢ endowed
with the supremum norm is a Polish space and the evaluation map (X, X1) is measurable, so we
can use the disintegration theorem to define for v;-almost all (z,y) € (T%)?

P = P(e|Xog =z, X1 = y).

For all (z,y, X,Y) € (T%)*, define for any curve w € C°([0, 1]; T¢) the curve T} [z,y, X, Y](w) whose
position at time t € [0, 1] is

Thfz,y, X, Y](w)(t) = w(t) + (1 = t)(X —2) + 1Y —y), (2.15)

as already shown at Figure[2.1] This curve moves P*¥-almost surely from X to Y. As a consequence,
as I' is an optimal plan between v; and 79, its (X, Y )-marginal is 72 and the following generalized
flow

PF,Tl ::/Tl[l',y,X, Y]#PI’y dF(x,y,X,Y), (216)

admits 2 as endpoints condition. (In this formula, we used Definition [1.1.10| of push-forwards.)
Let us compute the action of Prp,. For all (z,y,X,Y) € (T%)* and w € C°([0, 1]; T9), using the
triangle inequality in L? and the definition of A (1.15), we get

2

A(Ti[z,y, X, Y](w)) = —X—@+W—M

a1
1¢,. 2
< 5{ o + 10X = 2) = (¥ =9l 2on }

(VAL + o), (X 1)}

L2([0,1])

N

IN

Integrating with respect to P™¥ and then T', using the definition of A (1.14), (2.14) and (2.16)), we
get

APem) < Hﬁ+d2(a:y><XY>)
<{[vae

L2(dP=Y (w) dT'(z,y,X,Y))

2
L2(dl(z,y,X,Y)) }

da (), (X, V)|

L2(dP(w)) f’

S( A(P)erMK(\;%,w))

_ — 1
= A(P) + \/2A(P)dmk (11, 72) + §dMK(’Yla72)2'
Thus, using (2.1) and (2.8, we find C' > 0 such that,

A(Prry) — A(P) < Cduk (71, 72)- (2.17)
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Step two: regularization. To regularize the marginals in space, we define for all v € R¢ and for
any curve w € C°(]0,1]; T) the curve Ty[v](w) whose position at time ¢ is

w(0) + gt it t € 0,e],
Tyl (W)(t) = d w(s) + v with s = 1t: ~ iftel 1) (2.18)
w(l) + 124, iftel—e1].
Then we define
Porym, = / (TololpPr ) o7 (v) dv, (2.19)

where )¢ is the cutoff function (2.6) used in the formula (2.7) that defines p*. As for all v, Ts[v]
fixes the endpoints of the curves, the endpoints condition of Pr 7, 1, is still 72. Let us compute its
action. For all v € R? and w € C°([0, 1]; T%),

’U2
A =+ s [ewpar

Integrating with respect to Pr 7, and then ¢°(v) dv, and using (2.6 and € < 1/4, we get

|U|2 1
A(Pry1) v)dv + ﬁA(PFaTI)

<e / wf2(w) dw + (1 + 4e) A(Prry).

Subsequently, using (2.17)) and (2.1]), we easily find C' such that

APy m) — AlPr) < Ce. (2.20)

Step three: study of the density of Pr 1, 1,. Wedefine forallt € [0,1], Q(t,®) := X; 2 Pr 1 15
the density of Prr, 7, at time t. In this paragraph, we will bound the quantity N(Q — p°). We
recall that N is defined in . In what follows, we will use the notations dP*¥, dI', s and &(s) as
abbreviations for dP*¥(w), dT'(z,y, X,Y), (t —¢)/(1 —2¢) and w(s) + (1 —s)(X —x) + s(Y —y)
respectively.

First of all, if ¢ € [0,¢]U[1—¢, 1], Q(t,®) = 1 (so that p* = @ for these values of t). If ¢t € [e,1—¢],
we easily get by (2.15)), (2.16), (2.18) and (2.19):

Vz e T¢, Q(t, 2) //w z—£ de’fvydr

Then, consider the definition (2.7) of p°. On the one hand, p is the density of P, that is for all ¢,
pt = Xy P. On the other hand, both the endpoints condition of P and the first marginal of I" is
v1. Consequently, if t € [¢,1 — ], we have

Vze T p(t, / 1/15 Z—w dvay dr. (2.21)
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As a consequence, @ and p° are equal if t € [0,¢] U [l — ¢,1], and elsewise, for all (¢,

[e,1 —¢] x T¢, we obtain
o, £(t, 2) / zpa z— ¢5<z— ())}dPI’de.
If we differentiate this expression with respect to space, we get
VQ(t,2) — Vpi(t, 2) / wﬁ z— Vi/)a(z— (s ))}dPWdF
Thus,

VQ(t2) — Vo (1.2)
< 0% | / £(5) — w(s)| AP T

D29||s0

- B [10 - 90 -0+ (v — )l T X, V)
D29

< 1] [ dalla). (X V) a0 X.Y)
_ D2

< a2 dvk(71,72) (by the Cauchy-Schwarz inequality).

If now we differentiate with respect to time, we get
0Q(t,2) — ' (t.2) = [ [ {90~ (o)) - V0 (2 - ¢(o)) }- ) a7 ar
+ / V(2 = £(5)) - ((s) — €(s)) AP a.

On the one hand, for almost all ¢,

H/ VW (0 —&(s)) — VY© (o —w (S))}-w(s)dP“’de
Loo(Td)
< ID*¢°|oo // 1£(s) — w(s)] @(s)| dP®Y dT
1D%9)|| 0o i
= ‘;ﬂ' //\ X =)+ s(Y —y)||w(s)|dP*¥ dT

< HD;ﬂ"X’ (/ w(s)|2dP> v (/dz((m,y),(X, Y))le“) 1/2.

We take the L? norm of this expression in time:
2 1/2
dt>
Loo(Td)

(f

wf (o — £(5)) — Vo< (o — w(s)) } () AP AT

§E+d k(715 72)
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On the other hand, for almost all ¢,

H/ Vi (e — &(s)) - <g(5> _ w(5)> AP dT

Loo(T4)

=| [fwere e (x - - o yapear

Loo(T4)
c C
< [V |loodmk (71, 72) < EdﬁdMK(%ﬁz)-
So we get:
1 ) 1/2 C
(>
</0 19:Q = Grp HL“(W) dt) S €d+2dMK(717'Y2)'
Gathering these two estimates, and using the definition of N ({2.5)), we obtain
R C
N(Q —p°) < gdﬁdMK(’h,’m) (2.23)

From now on, the constant C' will be fixed and we suppose that (2.9) is satisfied. We will call
M a new constant which will be "sufficiently large".

Step four: Dacorogna and Moser’s lemma. Now we want to use the following lemma which
is a simple version of the main result in [36]. We give an elementary proof in the appendix.

Lemma 2.2.3. Let f and g be scalar functions in the space E (defined in (2.3), (2.4) ), greater than
1/2, and such that for all t € [0,1],

/f(t,:v) dz = /g(t,:n) dz = 1.

There exists a vector field ( € E and M > 0 only depending on the dimension such that
vt € [0,1], (Id+((t,®))x(f(t,e) Leb) = g(t,e) - Leb, (2.24)
N(¢) < W (M (1 +max {N(f),N()})N(g — /). (2.25)
where U : x — zexp(x). As a consequence of , the following properties hold:
vVt € [0,1], if f(t,8) =g(t,e), then ((t, o) =0, (2.26)
and for all T > 0 there is M > 0 only depending on d and Y such that as soon as

(1 +max {N(f),N(g)})N(g - f) < T,

then
N(¢) < M (1+max {N(f),N(g)})N(g — f).

The density p is greater than 3/4, and by formula (2.7)) so is p®. In particular, p° is greater than
1/2. Furthermore, as a consequence of ((2.9)),

C 1
caradmk(1,72) < 4
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So by ([2.23)), as N controls the L> norm of functions vanishing at times 0 and 1, @ is also greater
than 1/2. In addition, still by (2.23]),

1+ max{N(pE), N(Q)} < > +N(p%) < 2(1 + N(pa))’

— 4
and with and ,
(1 +max {N(p°),N(Q)})N(Q — p°) <2C(1+ N(,f))M <1/2.

cdt2

So we can apply Lemma with f = p%, g = Q and T = 1/2, and find M only depending on
d and ¢ = (((t, z)) such that for all ¢ € [0, 1],

(Id +((t, .))#Q(t7 .) = p°(t, ), (2'27>
N(C) < M1+ N(pr) 2t 72) (2.28)

Moreover, if t € [0,e] U [l —¢,1] and z € D, by (2.26), ((t,z) = 0. Now to a curve w €
C([0, 1]; T4), we associate the curve T3(w) := (t — w(t) + C(t,w(t))) and we define

Prory s = T Prmy m,

The flow Pr 1, 7, 7y has ¥2 as endpoints condition because ¢ cancels at times 0 and 1 and its density
is p° because of (2.27). It remains to compute the action of Prr 1, 7. If w is a curve in C, still
using the triangle inequality in L?,

A =3 [
/|w )+ 0 w(t)) + dC(tw(t)) - @(r)? dt
< (VAR + N (1+VA@))

As a consequence, still by the same technique

2

w(t) + 5 C(t w(t))| dt

A(Pr1y1y13) = / A(T3(w)) dPr1y 1, (w)

§/<\/m+N (1+\/7)) APy 1, (W)
(VAo N (14 AR ) )

_ d ,
< A(Prmym) + CM(1+ N(PE))W (by (2:28)).

IN

So taking M < CM,

_ _ d :
A(Prry 1) — A(Prmym,) < M(1+ N(PE))W- (2.29)
We get the result of Lemma [2.2.1) namely (2.10), by summing (2.17)), (2.20)) and (2.29). O
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2.3 Holder continuity of the pressure field

This section is entirely devoted to the proof of Theorem [I.4.2] Once again we start with giving
the ideas of the proof. We recall that expression lets us interpret the pressure field as the
Lagrange multiplier associated to the incompressibility constraint. In other terms, if (£, o ||¢) is
seen as a tangent space for the space of densities at Leb, if v is a bistochastic measure, and if we
call p,, the pressure associated to the endpoints condition 1,

sup (py;,7)
Irlle<t

is interpreted as the slope of the action A*(;,e) at Leb in the directions of £. We will fix 7 > 0
and chose for £ the set of distributional divergences of vector fields of F;:

& =divE,,
and
;= inf .
Irlle = inf N()

The theorem states that the slope in the directions of £ does not depend too much on the
endpoints condition. This is a consequence of four estimates. Given ;1 and -5 two bistochastic
measures, a direction r € £ and two small parameters ¢ and 0, we will see that under certain
conditions,

1. at the endpoints condition v, the slope in the direction r is bounded from below by a quantity

of type

(D7) > A*(y1, Leb +5r5) — A*(y1,Leb) M5

2. at the endpoints condition 79, the slope in the direction r is bounded from above by a quantity

of type

A* Leb +6r°) — A* Leb
<p’y2’r> g A (727 € + 716) A (727 € )_'_]\4(5_|_5)7

3. the number A*(vyq,Leb+d7r¢) is not too large with respect to A*(7y1,Leb+6r), as seen in
Lemma 22,7}

)

A* (v, Leb+7°) < A*(y1, Leb+7) + M<a +{1+ N(rs)}dMK(%m))

cdt2

4. the number A* (72, Leb) is not too small with respect to A* (71, Leb):

dmk (71, ’72)>'

A" (72, Leb) > A*(71, Leb) — M<€ T e

Indeed, relying on these four estimates, one can get something like

(Pry = D7) < Aj(w {1+ N(rf)}w> + M(e +6).
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Then we just have to take the good parameters to get the result with variations of density of the
form r = —div&. In fact, given a vector field &, we will not work directly with r := —div£ in the
right hand side of the first and second points, and in the third point, but with the densities obtained
at time ¢ by transporting the Lebesgue measure by the maps Id +0£(¢, ), 6 > 0.

Let us do it rigorously. We take v; and 2 two bistochastic measures sufficiently close in a sense
to be specified later, C' and M as in Lemma a number 7 € (0,1/4) and £ = £(t,z) € E; a
vector field satisfying N(¢) < 1. Using Theorem we can suppose without loss of generality
that with these 7 and M, we have:

P2 (r1—riBV(Tay) < M. (2.30)

We also take two small parameters € and ¢ that we will fix later on.
Call ps the density defined for all ¢ € [0, 1] by (Id +£(t,e))4 Leb.

First point. We chose P,, some solution to I0T(y1). We recall that according to the finite

diameter property, 1/ A(P,,) < Diam(d) < M. For any w € C°([0, 1]; T%), we call T5(w) the curve
whose position at time ¢ € [0,1] is

w(t) + d&(t, w(t)).

Then we call Hy, (0) := Ts4P,,. Of course, the density of H,,(0) is ps and T5 does not change the
endpoints of the trajectories. So H.,(6) is admissible for IOT(v1, ps). Moreover, using (1.43)), we
can estimate the action of H, (0):

1 2
g < A, o) =3 [ [ \w<t>+6ds<t,w<t>> i)
_A(P,) - 8(p,,, dive) + //ldt ettty dp, () dr
< A(Py,) = 8(psy,, divE) + ME*N(¢

Finally, as N(§) is supposed to be smaller than 1, we obtain the first point:
A* (1, ps) — A*(71, Leb) + 8{p,,divE) < M2 (2.31)

Observe that consequently, there exists §g > 0 such that if § < g,
A*(1, ps) < 2Diam(d). (2.32)

Second point. For the second estimate, the starting point is (1.42]) written for the regularization
p§ of ps: B o

A" (72, Leb) + (py,, 05 — 1) < A (72, 05)- (2.33)
Then, we remark that as soon as § < 1, det(Id+0d&(¢, 2)) is well defined and positive for all
t € [0,1], for Leb-almost all 2 € T?, and

1
det(Id +5 dé(t, 2))

ps(t, 2+ 68(t, 2)) =
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Moreover, as all the coefficients of d¢(¢, z) are almost everywhere smaller than one, developing the
determinant and still using § < 1,

det(Id +0 dé(t, 2)) = 1 + 8 divE(t, ) + 62 F(t, 2,0)

with
sgp HF(.,(S)HL?% < M.

Subsequently, up to taking a smaller g > 0, if
0 < do, (2.34)

then
1
=4
lps =1+ 8 divE| e, < 6*M

llps — g, < (2.35)

As a consequence, if we define £° for all ¢ € [0,1] and z € T¢ by

0 if t € [0,¢],
t_
(L, 2) - /¢£Z—$)§(Sl‘)dl’WIthS—l_2€€ iftele,1—¢,
0 iftefl—el

we get that under condition (12.34]),

Ip5 — 1 — 6 divEs|| e, < 5°M.
In addition, if ¢ € [0,7] U [l — 7,1] and 2z € TY, p5(t,2) = 1 and &°(¢,2) = 0. These two remarks
are sufficient to make use of the regularity of the pressure field (2.30) (in fact, here, we would only
need p,, to be a measure, but it will not be the case in (2.37))). Indeed,

[(Pr2s P5 — 1 = 0 divET)| < [|PaollLr(ri—myxreylos — 1 — 0 divE®|[Le
<Pyl L2 (ra sy | M6
< M&2. (2.36)

Now we want to estimate £ — &% in LZLS° norm. In the following computations, if f is a function
of t and z, we will denote by f(¢) the function of x f(¢,e). First, if ¢t € [0,¢], £°(¢) vanishes, and

&) — €W < ( / 1€ ()] da) <e / 04 (0) e dor
Likewise, if t € [1 — ¢, 1],

1
e~ €Ol <= [ 1001 don

1—e
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Finally, if t € [e,1 — €], calling s = (t — ¢)/(1 — 2¢),

l6(t) = €Dl = IEE) — &% ¥ (s)lIZ
< 20€(t) = E(s)lIZge + 21I€(s) — &+ Y7 () e

t 2
2| [ 01€(0)]15- do

+ Me?
t+e
< 25/ 10€(0) |2 do + M2,
t

—E

Gathering these three estimates, we get

/ ) — €(0)]2 dt

£ e 1 1
§M52+5// ||8t§(o—)H%oodadt+s/ / 10£(0) 2. dor dit
l—eJ1l—c¢
l—e t+e
+25/ / 10€(0)]2.= dordt
t

1
<M+ 2 [ etz do e [ 100 do
—&

1
122 [ 0o do
0
< Mé?,
and so
1€ = & Ml L2 < Me.

Moreover, if ¢t € [0,7] U [1 — 7,1], both &£(¢) and £°(¢) vanish. Consequently, for M large enough,
and here using the full regularity given by (2.30)),

[(Pr, 8 divE® — 0 divE)| = 0[{(Vpy,, & — £°)]
< 0llpye llz2(pr1—rv) 1§ = E Ml L2 L0

< Mée. (2.37)
In the end, gathering (2.33)), (2.36]) and (2.37)), as soon as (2.34)) holds,
— A" (72, 5) + A" (72, Leb) — 8(p,,, div E) < M5(6 + ¢). (2.38)

Third and fourth point. We already saw that if (2.34]) holds, then so do (2.35) (and thus

ps > 3/4) and ([2.8)) (see (2.32))). Furthermore, under this condition, using (2.13) and ([2.32)), we can
find K only depending on d such that

K
£
1 "’N(Pé) < cdil
So as soon as (2.34]) holds and if,
dumk(71,72) _ 1
CKW < Z, (239)

89



then Lemma applies with ps (and a fortiori also with Leb), that is to say

VLS VLS d 7 7'7

A (o2, 45) A ps) < 01 (=+ k), (2.40)
LS VLS d ’Y 77
A*(v1,Leb) — A* (v, Leb) < M <5 + W) . (2.41)

Conclusion. The consequence of these points is that under the conditions (2.34) and (2.39)), the
four inequalities (2.31), (2.38]), (2.40) and (2.41) hold and summing them and dividing by J, we
obtain (using § < dp < 1 to bound € by £/4)

. 1 dmk (71, 72)
(P = Py, divE) < M <5+ 5 {6+ D@ f )

Now it is straightforward to check that if

. 242(d+1)(d+2) 1
Ak (71,72) < min <50 ’ (4CK)1+(d+1)(d+2)> '
then
§ = duk (71, 72) YEFEDELand g = dy (71, 72) /IHED 2]

satisfy (2.34]) and (2.39) and provide the following inequality

(Pyy = P> divE) < M (1, 72) /B2,

The global Holder property is deduced from the local one as in the proof of Theorem [I.4.1] O
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Appendices

2.A  Proof of Lemma

We will use the following lemma which may be seen as the simplest result in the regularity theory
for elliptic equations (see for example chapter 3 of [49]). Remark that we only need the gain of one
derivative. We do not have to use more sophisticated results of this theory, allowing the gain of two
derivatives.

Lemma 2.A.1. Let F be a bounded measurable function on the torus whose integral is null and let
U be a distributional solution to the Poisson equation

AU = F.
Then U is Lipschitz continuous and there exists C only depending on the dimension such that
VU < C|Flloo-

Proof of Lemma[2.2.3. We will denote by M a large constant only depending on the dimension
possibly growing from line to line. For given s € [0,1], t € [0,1] and z € T?, we call
h(t’ I‘) = f(ta .I‘) - g(t7 I‘),
,O(S,t,.'lf) = (1 - S)f(t,.’E) + Sg(ta CC),
k(1) := [|Och(t, @) Lo (14),
N :=max {N(f),N(g)}.

N(h) = L+ </01 H(T)er)

Because at each time, h(t, ®) has zero mean, we have

With these notations,
1/2

|hfloc < M sup Lip h(t,e) < MN(h)
t

Notice that for all s, p(s,e) belongs to E and all its values are greater than 1/2. Also remark the

following estimate
supN(p(s,e)) <N. (2.43)
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For all ¢, take 6 the unique distributional solution to the Poisson equation
Ae(t,l‘) = f(ta QZ‘) - g(tvx) = h(t,$>,
/G(t,a:) dz = 0.

(The second equation ensures the measurability of § with respect to time.) We first analyse the
regularity of . A direct application of Lemma [2.A.T] provides

|VO||oo < C|lhlloc < MN(h). (2.44)

Now take z1, 2o in T%, t; < to in [0, 1], and call for every = € T¢

H(x) := h(ta, 2 + ) — h(t1, 21 + z),
O(x) := 0(ta, w2 + ) — O(t1, 21 + x).

Then © is a solution to the Poisson equation
AO =H,

and besides (we recall that d is the geodesic distance on T%),

to
|H|loo < Ld(x1,22) +/ k(t) dt.
t1
As a consequence, by Lemma [2:A7T]
to
V0|l < C (Ld(xl,xg) +/ k(8) dt> .

t1

Using this estimate at x = 0, we get

IV6(ts, 29) — VO(t1, )| < C (Ld(xl,xg) + /t2 k() dt) .

t1

This formula holds for all ¢; < t9, z1 and x2, which implies that V@ € E, with
N(V0) < CN(h). (2.45)
Now define for all s € [0,1], t € [0,1] and € T¢ the vector

Vot
v(s,t,x) = 7( ’:E).
p(s,t,x)
Remark that for a fixed ¢ € [0, 1], the following continuity equation holds in [0, 1] x T¢:
0sp + div(pv) = 0.

Observe the following algebraic properties of N (which are consequences of the chain rule):

Va, b € E, N(ab) < |la|lccN(b) + N(a)||b||s0,
Va € F,Vf:R — R Lipschitz, N(foa)<Lip(f)N(a).
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So as p > 1/2 and the reciprocal function (a + 1/a) is 4-Lipschitz on [1/2, oo, by (2.43)), (2.44))
and ([2.45)),

supN(v(s. 8)) < [|V0]oc supN (m;.)) +N(V0) sup H

< 4| V0]l sup N(p(s, ®)) + 2N(V0)

p(s,e) ‘oo
< M(N + 1)N(h). (2.46)

In particular, the Cauchy-Lipschitz theorem lets us define for all £ and x the solution to the following
ordinary differential equation on R%:

{8sz(s, t,x) =v(s, t,x + z(s,t,x)),
2(0,t,z) = 0.
By classical results about the continuity equation (see for example [I]), the method of charac-
teristic implies that for all s € [0,1] and ¢ € [0, 1],
p(s,t, @) = (Id+2(s,t,0))xp(0,t,e),
and in particular, holds with for all ¢ € [0,1] and = € T,
C(t,x) = 2(1,t,x).
It remains to show inequality . To do so, call
L := sup Lipv(s, t, o),

s,t

i (t) == sup ||Opv(s, t, ®)| Lo (Te)-

Take t1 < to in [0, 1], x1 and z9 in T<. We have for all s,

Os|z(s,t2, x2) — 2(s,t1, 1)
< |v(s,te, xo + 2(8,ta, x2)) — v(s, t1, 21 + (8, t1,21))|

~ to
< Ld(zy + 2(s,t1,21), x2 + 2(s, ta, 22)) + / R(r)dr
t1

- - to
< L|z(s,te, x2) — 2(s,t1,x1)| + Ld(x1, z2) +/ R(T)dr.
t1

Hence, by Gronwall’s inequality, for all s € [0, 1],

to
|2(s,ta, x2) — z(s,t1,21)| < {Ld(l’l,l'g) —I—/ R(r)dr

} exp(Ls) — 1
t1 -Z/ ‘

At s = 1, this inequality implies
L)—1
N(O) < sup N (o, ) 2

< supN(v(s, »)) exp (supN(v(s, ®))),

because L < sup, N(v(s,e)). Inequality (2.25) is then a consequence of ([2.46) and of the definition
of N and h in (2.42). O
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Remark 2.A.2. Inverting the sense of time, we could also prove estimate (2.25)) for:
§(t,x) == 2(0,¢,2),

where z is the solution to:

0s2(s,t,x) = v(s,t,x + (s, t,x)),
Z(1,t,xz) = 0.

In addition, we have for all ¢:
(Id+((t,@)) o (Id +&(t, ) = (Id +&(¢, @) o (Id+((t,0)) = Id.

On the other hand, remark that if f and g had one more derivative, we could do the whole
proof with one more derivative. Indeed, in the context of Lemma , we have |D2U||s <
C||VF| s, and the standard theory of ordinary differential equation associates to a velocity field
with k derivatives a flow with k derivatives. In the end, we would get an estimate for the second
order derivatives of (.

These two points show how to prove Theorem [5.1.1] used in Chapter
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Chapter 3

Nonlinear instability of Vlasov type
equations around rough velocity profiles

We present in this chapter the results from the article [8], which contains an independent introduc-
tion. We do not reproduce it entirely here to avoid to the reader unnecessary repetitions. We recall
that the main results of this chapter have been presented in Subsection above.

_ s C=ee——

As already said in the introduction, the aim of this chapter is to extend existing results concerning
nonlinear instability in Vlasov type equations in the neighbourhood of stationary solution with
minimal regularity assumptions. We want to reach Theorem [I.4.3] but as both the Penrose condition
and our proof are more general than their applications to the kinetic Euler equation and
the Vlasov-Benney equation , we will work in a general framework presented in Section
below. This framework encompasses the kinetic Euler equation and the Vlasov-Benney
equation , but also the Vlasov-Poisson equation . Recall that we will build weak solutions
to Vlasov equations using strong solutions to multiphasic systems of equations. So naturally, this
abstract model will be of multiphasic type. Of course in the Vlasov-Poisson case, we will not prove
an ill-posedness result (this equation is well-posed), but still our proof makes it possible to deduce an
"almost" Lyapounov instability result, in this context of rough velocity profiles, see Theorem
below.

We give in the following introduction some definitions, state the main results and give an outline
of the chapter. We will repeat for clarity Theorem in Theorem [3.1.3] All this work is done in
the flat torus T¢ = R /2774

3.1 Introduction of the chapter

We will work with solutions that are only measures with respect to the velocity variable. Let us
define a notion of solutions in this context.

3.1.1 Measure-valued solutions

More precisely we will be dealing with functions f : [0,7] x T¢ — P(R%) which are smooth when
integrated against smooth functions of the variable v. If ¢ is a smooth and bounded function on
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R?, we define for all t and z

(o)t ) = / o) f(t, 7, dv).

The function (f, ¢) is called the macroscopic observable corresponding to . The class of solutions
to (1.54)) that we will consider is defined as follows.

Definition 3.1.1 (Weak in v and strong in x solutions). We will say that f : [0,7] x T¢ — P(R%) is
a weak in v and strong in x solution to ([1.54)) if it satisfies in the classical sense for all test function
o the system

A(fr o)t ) + div(f,vp)(t,z) + VLU(L, z) - (f, V) (t,z) = 0,
_AJZU(t7 ‘/L‘) = <f7 1>(t7‘7:) - 17
f(0,z,dv) = fo(z,dv).

Equations (|1.47) and ([1.63)) have straightforward similar formulations.

We recall that this is motivated by the following fact. If u is any probability measure, then it is
a weak solution to ([1.54)) (resp. (1.47]) or (1.63])). Moreover, an integration by parts leads to

n-Vou(v) oo dp(v)
/R dv = | |/Rd{n. (3.1)

an-(v—w) (v—w)}?’

which only involves p and not its derivatives. (We make no difference between the density p and
the measure it induces du(v) = p(v) dv.) Therefore, the Penrose instability condition of Definition
[1.2.1] makes sense for any probability measure y, and it is a natural question to know whether the
stability can be studied around such profiles.

To give examples of unstable profiles in this setting, we show in Appendix that in the case
of the kinetic Euler equation, a superposition of a finite number of distinct Dirac masses is always
unstable. This is coherent with the classical setting where profiles with one bump are stable and
profiles with several sufficiently large and sufficiently distant bumps are unstable.

The natural question that is asked is the following: do there exist unstable weak solutions to
(1.54), (1.47) and (1.63]) in the neighborhood of any probability measure p that satisfies the corre-
sponding Penrose condition. The purpose of this chapter is to answer affirmatively to this question.
As explained in Subsection the strategy consists in building solutions to corresponding mul-
tiphasic systems of equations, in analytic regularity.

Let us state the results of the chapter precisely.

3.1.2 The results

In the measure-valued setting, we are only able to evaluate the size of the weak in v and strong in
x solutions when integrated against smooth functions of v. So we will state the results in terms of
macroscopic observables. These results might be understood as follows: whatever the number of
macroscopic observables we control at the initial time in very strong norms, one specific macroscopic
quantity will be likely to grow along the flow of the equation even in weak norms. This macroscopic
quantity will be the electric potential in the case of the Vlasov-Poisson equation, the pressure in
the case of the kinetic Euler equation and the density in the case of the Vlasov-Benney equation.
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Almost Lyapounov instability for Vlasov-Poisson

In this case, the result we show can be stated in the following way.

Theorem 3.1.2. Take p an unstable profile, N € N*, o1,...,on € CP(RY), s € N and o € (0,1].
Then there exists, (Tj,) € (R*)N and (f§) a family of measure-valued initial data such that:

e for all k, there is a weak in v and strong in x solution f* to (1.54) starting from f(’f up to
time Ty,

e if we denote by Uy the corresponding electric potential, we have:

Uk L1 (jo,13) x4y
N k . V| kjoo
Zi:l ||<f0 ) g02> - <1UJ7 (p7z>||Ws,oo('H‘d)

+00.

Moreover
Tw, o Nogexl with e := [[Uklzollr(ze)-

Remark that there is no contribution of the stationary solution in the numerator because the
electric potential of the stationary solution is 0.

We could not prove with our method a Lyapounov instability result: in our proof, we build
solutions that actually satisfy

Ukl L1 (f0,73,) x T4 .0

k

whereas Lyapounov instability would correspond to the following property:

N
k
z; H<f0 ) 902> - <:va @i)HWS,oo(Td) k;_>—+>oo 0,

but:
Lim inf Uk | 21 (0,73 xwa) > 0.
This point will be developed in Remark [3.6.2]
In conclusion, our method makes it possible to deal with measure-valued solutions. It also
allows to drop the so-called § and ¢’-conditions in [58] that we already talked about. But on the

other hand, the instability result is a bit weaker than the one of Han-Kwan-Hauray in [58] and
Han-Kwan-Nguyen in [62].

Ill-posedness for kinetic Euler and Vlasov-Benney

The statement in these cases is similar to the previous one, but we can take a sequence (T}) tending
to zero: the instabilities can develop arbitrarily fast.

Theorem 3.1.3. Take i an unstable profile, N € N*, p1,..., on € C¥(RY), s € N and o € (0, 1].
Then there exists, (Ty) € (R* )N tending to zero and (f§) a family of measure-valued initial data
such that:

e for all k, there is a weak in v and strong in x solution f* to (L47) starting from f¥ up to
time T},
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e if we denote by pi the corresponding pressure, we have:

HpkHLl([O,Tk)x'ﬂ‘d)

N k - — +o00.
Zi:l ||<f0 ) c)OZ> - </L, Spi>||Ws,oo(Td) k=00

Moreover 0 |

0g ek

Tk ~ ( > )
k—+o00 \nk|
where e, = ||prli=ollr1 and ny is the spatial frequency of the nearest exponential growing mode.
The same result holds for (1.63|) instead of (1.47)), replacing the pressure by

PE — 1,
pr being the density of f.

In that case, our result is a strict generalization of [6I, Theorem 1.2|, presented at Theorem
of the main introduction. Once again, we can drop the ¢ or §’-condition.
Let us give the main ideas of the proof.

3.2 Structure of the proof

3.2.1 Analytic regularity with respect to the position

The proof consists in studying the linearized multiphasic system to get an estimate on the corre-
sponding semigroup, and then to use this estimate to get a nonlinear solution through a fixed point
argument. As in the works [53] 58, [61], we work in an analytic framework. The densities and veloc-
ity fields in the multiphasic formulation will be analytic functions of . This is the relevant level of
regularity to handle the fact that in the kinetic Euler equation and in the Vlasov-Benney equation,
the force field (—Vp and —Vp respectively) are one derivative less regular than the density. So for
instance, there is no hope a priori to perform a fixed point proof of existence in any Sobolev space
(besides, our ill-posedness result makes the feasibility of such proof very unlikely). In our work,
this lack of regularity will appear in the fact that the semi-group of the linearized operator will be
continuous only in analytic functional spaces.

3.2.2 Outline of the Chapter

Let us present the content of each section of the Chapter.

Section [3.3l We introduce the abstract multiphasic model we will work with, and the assumptions
we make to perform the analysis. The three equations , and in their multiphasic
formulations are particular cases of this model. The homogeneous solutions of the form (p,v) :=
(1,w),,cra that we considered in the introduction are still stationary solutions in this framework.

Section [3.4. We study the linearization of the abstract model around these homogeneous station-
ary solutions. This section is divided in two parts: in Subsection [3.4.1} we compute the unstable
eigenvectors and eigenvalues of the linearized system, and in Subsection [3.4.3] we derive some sharp
estimates for the corresponding semigroup in analytic regularity following [61]. These estimates are
crucial to get sufficiently large times of existence for the instabilities to develop (see the beginning
of Subsection for more detail).
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Section [3.5l We show that their exist analytic solutions to the abstract model of the form
stationary solution + 7 f + remainder

where 7 is a small parameter, f is a solution to the linearized system (typically an exponential
growing mode of spatial frequency n) and the remainder is small with respect to 1 and cancels at
t = 0. We also bound from below the time of existence of such solutions with respect to n and n
using the estimate derived in the previous section. This is done at Theorem [3.5.1| which is the main
result of this chapter. The strategy is the same as in [53] and [61]: we decompose the operator as a
linear term and an at least quadratic term, and we consider the latter as a source term in a Duhamel
formulation. After a fine analysis of the properties of the analytic norms we use (Subsection ,
and of the size of each term in the Duhamel formulation (Subsection , we can perform at
Subsection a fixed point argument as in Caflish’ proof of the Cauchy-Kovalevskaia theorem
(see [30]).

Section [3.6l We show how to deduce from these existence results Theorem and Theorem
[B.1.3] Theorem[3.6.1]asserts that the Penrose instability condition always implies almost Lyapounov
instability in the abstract multiphasic model. The only thing we need to do is to use the form of
the eigenvalues and the estimates obtained in Theorem to evaluate precisely the size of the
initial data in Sobolev types norms and of the solutions in Lebesgue type norms. Corollary is
a kinetic version of Theorem [3.6.1 and directly implies Theorem [3.1.2]

On the other hand, ill-posedness around Penrose unstable profiles only holds in the abstract
multiphasic model when a further assumption is made on the spectrum of the linearized operator.
This is the content of Theorem 3.6.5] and of Corollary [3.6.6] its kinetic counterpart. This assumption
is true in the kinetic Euler equation and in the Vlasov-Benney equation thanks to their scaling
properties already discussed in Subsection Apart from this new ingredient, the proof is very
similar to the one of Theorem [3.1.2] However, if Corollary directly implies Theorem |3.1.3|in
the Vlasov-Benney case, we need to work a little bit more to adapt it to the case of the kinetic
Euler equation. The reason is the fact that the initial data of the exponential growing modes we
build in the abstract setting do not satisfy the incompressibility constraint. In Subsection [3.6.3] we
present how to fix this problem, and thus how to prove Theorem [3.1.3| in the case of the kinetic
Euler equation.

Appendices. In Appendix we show that any superposition of at least two Dirac masses is
unstable for the kinetic Euler equation. In Appendix [3.B] we give the proofs of the properties of
the analytic norms stated in Subsection [3.5.2]

3.3 Presentation of the abstract model

Let us describe the model we will study throughout the paper.

3.3.1 The abstract model

First, we model the evolution of several phases indexed by a probability measure p on R¢ and
described by their densities (p"),cre and velocity fields (v"),cre which are functions of time
t € Ry and position z € T?. The torus is normalized, so that the total mass of its Lebesgue
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measure is supposed to be equal to one. The notation p(t) and v(t) will stand for the whole families
(p™(t,®))ecre and (v*(t,®)),crd. These phases follow the Newton dynamics in a potential U:

Yw e RY, 9p¥(t, z) + div(p® (¢, z)v¥(t, x)) = 0,
vw e RY, 9w (t, ) + (v (t,z) - Vo (t,z) = =VU[p(t),v(t)](z), (3.2)
Yw e RY,  p¥li—g = p¥ and v*)j—g = v¢.

We need now to describe how the phases generate the potential. We suppose it is in the following
form:

Ulp.vlia) = 4| [ 0(u)p" dutw)| @) (33)

where: ® : R — F is a smooth function, E is a normed R-vector space with finite dimension and
A is a homogeneous Fourier multiplier of symbol P : Z¢ — L(E®;C) = £(E;R)®. (The notations
EC and L£(E;R)C stand for the complexifications of E and £(E;R) respectively.)

Remark 3.3.1 (Stationary solution). Defining for all w p* =1 and v* = w, the potential is well
defined thanks to (3.5)), its gradient vanishes, and we get a stationary solution (corresponding to
the stationary homogeneous solution in Vlasov-Poisson).

Remark 3.3.2. It would be natural to solve the two first lines of only for p-almost all w. In
addition, it could seem artificial to prescribe initial conditions for all w and not only for p-almost
all w because it would mean describing the distribution of the particles belonging to a phase that
does not contain any particle. However, in this paper, we build solutions starting from very specific
initial conditions (the eigenvectors of the linearized operators around homogeneous solutions) that
have a meaning for all w. So we will indeed solve for all w.

Remark 3.3.3. It is a simple computation to prove that if (p,v) = (p*,v"),cre is a classical
solution to (3.2))-(3.3)), then the density f defined for all ¢ and x by:

(t8) [ 500000 ()
is a weak in v and strong in x solution to the kinetic system:
Of4+v-Vof =V, U-V,f=0,
Ut) =4 [ @@taa],
fola) = [ 68 @)8mag oy i)

3.3.2 Gradient structure

We will solve the system ([3.2))-(3.3]) for a particular class of initial data, where the total mass is the
same as the one of the stationary solution, and where the velocity is a gradient.

Formally, a solution to (3.2))-(3.3)) of the form

(p(t)7 'U(t)) = (1 + rw(t)v w+ uw(t))weRd
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with
Yw € RY, / r?(0,z)der =0 and wu"(0) is a gradient
Td

keeps this structure along the flow: we expect that for all ¢ for which the solution exists,
Yw € RY, / r“(t,z)de =0 and u"(t) is a gradient.
Td
We will see in the sequel that this is true for our solutions. We give a name to this type of families

of functions.

Definition 3.3.4. Let (r,u) = (r",u"),cre @ family of pairs of analytic functions. We write
(r,u) € Lo if

Yw € RY, / r“(x)de =0 and wu" is a gradient.
Td

3.3.3 Assumptions

Let us give a few assumptions to be made to perform the analysis. We will need several quantities
depending on A, ® and p to be finite. We will take a large number M > 0 that bounds all of them.

Assumption 3.3.5 (Assumptions on p and ®). We suppose that ® is a power series on R?, i.e.
there is (ax)pene € EN' such that for all w € R?,

O(w) = Z wray, (3.4)

keNd
where if k = (ky,...,kq) and w = (w1, ..., wq), w* stands for the real number wlfl X oo X wljd. We
will also use the notation |k| := k1 + - - - + kg. Moreover, we suppose that there exists 9 > 0 such

that the following quantities are finite and bounded by M:

/ ()| dpu(w) < M, (3.5)

/ |4 (w) | dpa(w) < M, (3.6)
S Jarllk] / (o] + 7o) ¥~ dp(uw) < M, (3.7)
keNe |k|>1
S faullkI(k = 1) [ (ol + 7o) -2 o) < 33)
keNd |k|>2

These quantities are linked together: for instance, (3.7)) clearly implies (3.6)). However we will not
develop much these links, especially since in all the physical models presented in the introduction,
® is polynomial, and in that case, all these estimates hold with M big enough as soon as

[ 1l dutw) < +oc

where p is the degree of . We will nevertheless write the proof for analytic ® because the estimates
are the same as in the polynomial case.
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Assumption 3.3.6 (Assumptions on P). We suppose that A is real, which means in terms of its
symbol P:
VneZi  P(—n)=P(n), (3.9)

where the conjugate is understood via the identification £L(E®;C) = L(F;R)C.
We also suppose that P is uniformly bounded:

sup |P(n)| < M. (3.10)
nezad

This assumption will be crucial for the semi-group of the linearized operator to be continuous
at our level of analytic regularity. It means that the force field should not involve more than one
derivative of the macroscopic observable

[ o6 dutw).

3.3.4 Examples
Let us give E/, ® and P in our physical models.

e The Vlasov-Poisson case. Equation (|1.54)) has a straightforward multiphasic formulation
of the form ({3.2))-(3.3): we take F =R, ® =1, P(0) =0 and

1

vn € ZMN\{0}, P(n)= e

e The kinetic Euler case. As explained in the introduction, we will not work directly with the
kinetic Euler equation ([1.47]), but with the equation (|1.53)) where the pressure is the solution
of an elliptic equation involving f. We will justify in Subsection (3.6.3)) that when fy satisfies

the two conditrions (|1.50) and (1.51f), then our solutions are indeed solutions to ([1.47)).

Now ([1.53)) has a multiphasic version of the form (3.2))-(3.3): it suffices to take £ = My(R),
®:v—v®v, P(0)=0and

(n, X -n)

vn € Z\{0}, VX € My(R), P(n) X = — e

e The Vlasov-Benney case. In the case of the Vlasov-Benney equation (1.63)), we take ' = R,
® =1 and for all n € Z4,
vn ez P(n)=1.

In these three cases, all the assumptions are easy to check.

3.4 The linearized system

In this section and in the following one, we study the multiphasic system (3.2) governed by the
potential defined in (3.3) with the assumptions (3.5)), (3.6) and (3.10). In this setting, defining
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for all w p* = 1 and v* = w leads to a stationary solution. The linearized system around this
stationary solution is

Yw e RY,  9r(t,z) +w - Vr(t, ) + div(u®(t, z)) = 0,
Vw € RY, 0™ (t, ) + (w - V)u(t,z) = =V V[r(t), u(t)](z),
Viral(e) = 4| [ (000)® +a200) - 0 du(w)| o),

Vw € RY, 7)o = r¥ and u®|—g = uy.

(3.11)

3.4.1 Spectral analysis

We look for the exponential growing modes of system (3.11]) i.e. the non-zero solutions of the form

{ rY(t,z) = f(w)exp(At) exp(?'n - x), (3.12)
u?(t,z) = g(w) exp(At) exp(in - x).

with n € Z, X € C such that ®(\) > 0, and f : R — C and g : RY — C¢ in L>(u) (for V to be
well defined thanks to (3.5) and (3.6))). Injecting this ansatz in (3.11]), we get that for all w € RY,

A+ in - w) f(w) = —in - g(w),
(v in-wlgtu) = =i (Plo) - [ {20700+ a2(w) - g0} du(u) ) v
As a consequence, if (r,w) is a non-trivial solution, then n # 0 and
P+ [ {w)w) + dv!) - gu!)} dutw’) £0,

Up to dividing f and g by this number, we can suppose that it is equal to 1. Then, we get for
all w,

F(w) P d gw) = —— (3.13)
T (A tin-w)? T = N Tin-w '
Such f and g are bounded.
Then, setting for all w € R?
P (w)
U(n, A =
(n, A, w) Atin-w’

we require:
{@(w)f(w) + de(w) - glw) | du(w)

|
:P(n)./{—fb(w)( il idq)(w)'”}du(w)
)

Ain-w)? A+in-w

(i) I 2 )

A+in-w)?  A+in-w
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In particular, we get the following general Penrose condition:

/aw {]W} ndp(w) =i, (3.14)

+in-w

for instability to hold.

Conversely, if holds for some n € Z% and R(\) > 0, and if we define f and g by , then
the exponential growing modes are (classical, unstable) solutions to the linearized equation
(13.11)).

In the end, we have proved the following proposition.

Proposition 3.4.1. System (3.11)) admits exponential growing modes if and only if there exists
n € Z% and A € C with R(\) > 0 satisfying (3.14). In that case, f and g are given up to a scalar by
(13.13)).

Consequently, we define what is an unstable profile in the following way.

Definition 3.4.2 (Unstable profile). We say that the probability measure x4 on R? is unstable if
there exist n € Z? and A € C with ®(\) > 0 such that (3.14) holds.

Remark 3.4.3. When (3.14]) holds, with this choice of f and g, the potential takes a very simple
form:

Vir(t), u(t)](z)
- (P<n> [ {25 +aatw) - gwh) du(w’)> exp(\) explin - 2)
= exp(At) exp(in - ).

Hence, it is natural to use this quantity to evaluate the size of our solutions, as it is done in Theorem

[B.1.2l and Theorem [B.1.3l
Example 3.4.4. e In the case of the Vlasov-Poisson equation ([1.54)), (3.14) reads

/dﬂ(w) =1 (3.15)

(A +in - w)?

as expected in (3.1) (with the correspondence A = —in - w). In particular, the multiphasic
formulation and the kinetic one have the exact same unstable eigenvalues.
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e In the case of the kinetic Euler equation ([1.53)), (3.14) reads
, 1 (in - w)?
= = [, WL q

1 —2n?n-w  in)*(n-w)?

_]71\2/< A+in-w + (A +in - w)? du(w)

i/2(A+in-w)in-w+(n-w)2
A+ in-w)?

2w — (n-w)?
_l/ O wz W)

= [ (1= G

:i—AZi/( dp(w)

A+in-w)?

dp(w)

So we get the expected Penrose condition in this context (see (1.90])).

/% — 0. (3.16)

e Finally, in the case of the Dirac-Benney system (1.63]), similar computations show that (3.14)
reads

|2
/ : |' | o dp(w) = —1, (3.17)
as in ([1.90).

3.4.2 Definition of analytic norms

The purpose of Subsection below will be to derive some bounds on the semigroup related to
system in analytic regularity. Let us introduce the analytic norms we will work with for the
rest of the chapter. For these definitions, we follow Grenier [53]. Let us mention that this type of
spaces have also been used in a very different context — but with the same kind of estimates — in
the 90’s to study the rate of convergence of Galerkin approximations for semilinear parabolic PDEs.
On this extensive topic, we refer for example to [44, [39] 43| and references therein.

Take § > 0, and f a function on T¢. We say that f belongs to Xj if it can be written for all
z e T R

fl@)="Y" faexp(in-z),
nezd
with R
flsi= 3 alexp(dln]) < +oc.

nczd

Remark that this formula makes sense for f with value in R, R? or E taking for | e | any norm on
the corresponding vector space. So with a slight abuse of notations, we will still write f € X in all
these cases.
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Now, if f = (f*),ere is a family of functions on T?, we say that f belongs to Xj if it can be
written for all w € R? and z € T%:

fYx) = Z fn(w) exp(in - z)

nczd

with for all n € Z%, f, € L®(R?, ) and with

1£lls := D 1fuloo exp(8]n]) < +o0. (3.18)

nezd

Once again, we keep the same notations for the values of f to be in R, R¢ or E.
Finally, to gain space, if » = (r"),cge € X; is a family of functions from T¢ to R and u =
(") pera € X5 is a family of functions from T¢ to R?, we write

17, w)lls := max (||r[ls, [|us). (3.19)

More generally, if f and g are two families of functions, ||f,glls will stand for the max between
1 £lls and [iglls.
Remark that all the exponential growing modes found in the previous subsection belong for all
t and all 6 to X.
We also write
L% = L((RY, )i R) x L((RY, o); RY).

Its norm is defined by
Y(r,u) € L, |(7,1)]s0 := max(|7|oo, |1l]oo)

With the same notation as before, we can see that

% D (P @n)loo exp(dln)) < [l(r,w)lls < Y |(Fa, @)oo exp(8]nl).

neczd nezd

3.4.3 Sharp semigroup bounds

In this subsection, we will derive sharp estimates in analytic regularity for the semigroup corre-
sponding to system . The philosophy for this result is the following: to build solutions to
—, we will consider the nonlinear part of the system as a perturbation of the linear part.
As long as the linear part of the solution is small, we will be able to deduce that the perturbation
is even smaller and to perform a fixed point proof. So we want the estimate on the semigroup to
be sharp for the fixed point argument to work until the longest possible times. We work in analytic
regularity because in general, the only bound that we can get for the spectrum of the linearized
operator is the fact that the unstable spectrum increases proportionally with the frequency of the
exponential growing modes, as stated in Proposition below.
For each n € Z%, we call

Sy, = {X € C such that £(\) > 0 and the Penrose condition (3.14) holds}. (3.20)

We already saw that Sy is empty.
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We also call
a0 = [0 {52 g

= ip(n) [ {—ot) i S g ),

Afin-w)?  Atin-w

(3.21)

The first observation to be made is that under condition (3.10)), the size of S,, does not grow
too much with n. More precisely, we have the following proposition.

Proposition 3.4.5. We have:

R(N)

sup sup ——— < +00.
neZd\ {0} AeSn |7

Proof. For n € Z4\{0}, we call
S, := {l € C such that |n|l € S,}.
Now for all n € Z4\ {0}, for all w € R? and for all [ € C such that %(I) > 0, using (3.10),

P(n) - 0(x) a(w)] | [B(w)]
8”{\nu+m-w}‘" S‘”")‘{ O m?}

[dB(w)| | [B(w)]
SM{ O %(02}

In particular, integrating with respect to p and using (3.5)), (3.6) and (3.21)) leads to

M? M?

An(nlD)] < L 0
AalnDl 'S T35+ R0 mip 5o

As a consequence, there is C' > 0 (independent of n) such that if %(1) > C, then for any n € Z\{0},
the modulus of A,(|n|l) is lower than 1/2, and so the Penrose condition (3.14]) cannot hold with
A =|n|l. O

Form now on, we suppose that y is unstable, that is U, cz4S, # 0. We set

Yo := Ssup sup RN > 0. (3.22)
neZd\ {0} AeSn |7

The rest of this subsection will be devoted to the proof of the following theorem.

Theorem 3.4.6. Let §p > 0 and (ro, ug) € Xs,. There exists a unique classical solution (r(t), u(t))
to (3.11)) at time t € [0,80/70) starting from (rg,ug). It satisfies the following properties:

o for all v > o, there exists C only depending on M and ~y (and not éy nor (ro,ug)) such that
for all t < o/,

16 (®), w(®))l5,-s < Cll(ro, wo)l,
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o for all § < &y, the map
0g— 0

Y0

te [0, > — (r(t),u(t)) € X;

18 continuous,

e if (ro,up) € Lo (defined in Deﬁnition, then this property is propagated: for allt < do /o,
(r(t),u(t)) € Lo.
Remark 3.4.7. If we write
(r(t),u(t)) =: Si(ro, uo), (3.23)
then the theorem shows that

HS’t(rg,uo < CH(’I"(),U())H%. (324)

)Htso—’yt
Proof. Take ~, ¢ and (rg,ug) as in the statement of Theorem [3.4.6]

Let (r,u) = ((t,z) — r(t,z),u®(t,7))ecre be a time dependent family of C! functions. For
all n € Z4, we call 7, = (#,,(t,w)) and @, = (G, (t,w)) the Fourier coefficients of these functions,
so that for all (¢, x,w),

r(t,x) = Z o (t,w)exp(in-x) and u"(t,x) = Z Up, (t, w) exp(in - x). (3.25)

nezd nezd

Then (r,u) is a solution to (3.11)) if and only if for all n € Z% and w € R?, the pair (#,,,) is a
solution to

& {Z(é Zﬂ o [nbw 0. wnlde]'[Z%’,m = (1), ) [—H L (3.26)

(0, w) and 1, (0, w) are the nth Fourier coefficients of 3 and v,
with
I, (7 (1), Up (1)) := P(n) - / {@(w' )y (t, w') + dP(w') - @ (t,w") } dp(w').

Now it suffices to show the following lemma.

Lemma 3.4.8. For each n € Z%, equation admits a unique solution (¥, w,) for all times
and it is a continuous map from Ry to L.
Moreover, for all v > g, there exists C' only depending on M and v such that this solution
satisfies
(1), on(t))]oo < CL(7(0), Bn(0))]oc exp(3]nlt).

Indeed, if the lemma is true, the unique classical solution to (3.11) is given by (3.25) with
(Tn, Wy) given by the lemma. Then, if v > 79, by the lemma, we can find C' only depending on M
and ~ such that for all ¢ < dy/7,

(8 w) 5,y £ D 1Fn(8), 8 (8)) oo exp ({80 ~ AHn])

nezd

< C Y (#(0),6n(0))]oo exp(doln])

nezd
< C|l(ro, uo) |5,
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Hence, the first point of Theorem [3.4.6| is proved.
For the second point, let 6 < §p and T' < (99 — 0)/70. It suffices to prove that

te[0,T] — (r(t),u(t)) € Xs

is continuous. Take C as given by Lemma with v := (60— 9)/T. If t € [0,T], we need to prove:

lim D 1(#a(5), @n(s)) = (Fu(t), @n(t))]oc exp(d]n]) = 0.
s€[0,T] nezd

But on the one hand, for all n € Z¢, (T, Up) is continuous in L, so that each term of the sum
tends to 0. On the other hand, for all n € Z¢ and s € [0, T,

(7 (5), @n(5))] 0o exp(d]n]) < C[(#1(0), @n(0))loc exp(v|n]s) exp(d]n])
< C|(7n(0), @n(0))]oo exp(y(n|T) exp(d]n|)
= C|(7n(0),%1(0))]oo exp(o|n])

=

where the last line is obtained by definition of v. This bound does not depend on s and is summable
with respect to n. So the dominated convergence theorem applies and the result follows.
Finally, S;Loy C Ly is a consequence of the fact that the first equation for n = 0 reduces to:

atfo(t, ’U)) = 0,

and that the second equation for any n € Z? ensures that for all t and w, the vector dyi, (t, w) +
in - wiy(t,w) is collinear with n. O

In order to prove Lemma [3.4.8] we need to state a result for the family of holomorphic functions

(An)peze (which was defined in (3.21))). By the definition of 79, we already know that if
n € Z% and \ is such that R(\) > 7o[n|, then A, (\) # i. We need a stronger result, which tells that
if R(A) > v|n| > vo|n|, then A, (X) stays far from ¢ uniformly in n and (). This is the content of
the following proposition. We postpone its proof to the end of the subsection.

Proposition 3.4.9. For all v > 7o, there exists 6 > 0 such that for all n € Z¢, for all X\ with
R(A) = vn],
[An(A) —i] > 0.

Proof of Lemma[3.4.8. We fix n € Z4\{0} (there is no evolution for n = 0, so the inequality is
trivially true). To lighten the notations, we denote by oo = (a(t,w)) and 5 = (5(t,w)) the functions
that will play the roles of (7 (¢)) and (4 (¢)). More precisely, given (o, 5o) € L*, we look for
solutions to

s+ ] ] = e [ ]
a(0) = a9 and B(0) = fo,

with
I (a(t),B(t)) := P(n) - / {@(w)a(t,w) + d®(w') - B(t,w") } du(w’). (3.28)
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(a(t) and B(t) are notations for «(t,e) and 5(¢, e) respectively.)
It is easy to see that this equation generates a Cy semigroup on L*°. Indeed, call

nw n
An(w) = =i [ 0 n- wIdRJ ’

A, (a,8) € D(An) 5 An(w) - [O‘(w)] ,

—in

Bn:(a,ﬁ)eLm%In(a,B)[ 0 }

(The domain D(A,,) is the set of couples («, 3) € L for which the formula in the definition of A,
provides an element of L>). Then, Equation (3.27)) can be reformulated as

O (a(t), B(t)) = An - (a(t), (1)) + Bn - (a(t), B(1)).

But on the one hand, A, generates the Cy semigroup (e*4");cr . with for all £ € Ry, for all
(o, 8) € L™ and for all w € RY,

e . (a, B)(w) = exp(tAn(w)) - [g%]

= exp(—itn - w) [é I_dzéﬂ ' [gg;]

— exp(—itn - w) [0‘(“’) _5227) 5(“’)] |

Remark the following estimate of the operator norm of et4n:
[ef4]] < 1+tn. (3.29)
On the other hand, B, is bounded on L* and its operator norm satisfies
|Bull < Kln|

where K only depends on M.
Thus, by [80, Chapter 3, Theorem 1.1], A,,+ B, is the infinitesimal generator of a Cj semigroup
(etAntBn)), g on L™, and taking a slightly bigger K, for all ¢ > 0,

le"An+Bn)|| < exp(K]nt).

The continuity property stated in Lemma [3.4.§] follows. The aim is now to lower the constant K
down to any v > 79 up to adding a multiplicative constant.
We fix (ap, fo) € L. We will compute the Laplace transform p — H|[p] of

t
h:tw (et(A"+B") - etA”> (a0, fo) = / =40 . B . (af(s), B(s)) ds € L™,
0
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With the previous estimate, we can classically (see for example the proof of [80, Chapter 3, Theorem
5.3]) deduce that the Laplace transform F' of (e/(An*tBn)) is its resolvent, namely for all p € C with
R(p) > Kln|,

+oo
Flp] = /0 e Plet(AntBr) (g By)dt € D(A, + Bn)< - D(An)),
and  (pldgs —(Ay + By)) - Flp] = (a0, Bo). (3.30)

In the same way, thanks to (3.29)), for all p € C with R(p) > 0 (remark that if w > 0, then
L+tn| < (1 + |nf/w)ev),

Glp] :== /O+Oo e PletAn . (g, By) dt € D(A),

and  (pldgs —A, ) Glp] = (a0, o). (3.31)

But then, solving the resolvent equations (3.31)) and (3.30)), we easily find that for all p € C with
R(p) > K|n| > 1,

ap(w) in - Bo(w)

Gll(w) = |PFI, Brin r (3.32)
p+in - w
—|nf?
Flp)(w) = Glpl(w) + L(Flp)) | P+ -w)” | (3.33)
p+in-w
Applying il, to , we get by the definition of I,, in and by the definition of A, (p) in
(13.21):

(i = An0) ) In(Flp) = i1 (G ).
But as soon as £(p) > 7o|n|, one must have A, (p) # ¢, and

i

L,(F[p]) = mln(G[p])
Finally, we get (at least when R(p) > K|n|)
—ln|?
HI(w) = Flpl(w) — Ol(w) = s 1n(G]) | 0+ 0
p+in-w

But this expression is well defined and analytic in p on {p € C|R(p) > ~o|n|}. We keep the notation
H{p] in this domain.
In addition, if v > g, we have the following estimates.
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e By Proposition there is § > 0 only depending on v such that for all n € Z¢, for all p
with R(p) > ~[n],
|An(p) - Z| > d.

e Now we give an estimate for H[p](w) when R(p) > ~|n| and w € R?. We just use the previous
consideration the faot that when R(p) > v|n|, then |p + in - w| > y|n| and the formulae for
I, (3.28)) and for G[p - In the following computation, < means "lower than, up to
a multlphcatlve constant Wthh only depends on M and v". We have:

. _
Hlpl(w)| = || > (@] x| | B+ 20w
p+in-w
L
S (@D < e
o) _in- Bo(w)
!p~l—m w|‘/{ <p+m w’ (p+in-w’)2>
d(w) - fo(w)\ o
W }dﬂ(w)
S ok (([RL IO ) ool (33

e There exists C only depending on M and 7 (and not depending on w) such that for all v > ~
and for all w € RY,

o w)| + |d(w') N C
27T/ /)7\n\+z (g+n-w H7|n|+z(q+n w') e da < oy (3:35)

This is an easy consequence of the explicit computation

/‘+oo dq
— |yinl + (g +n-w)| |71l + i(g + - w)

+oo
< 2/ dg
—oo (yinl+ lg+n-wl) (vl +lg +n- )

8 1+ Qlog(l+Q)

, n-w—n-uw
- with Q = W= W)
Mn[2+Q @ In|
8

yn|”

As a consequence, gathering (3.34) and (3.35)), we get that for all w € RY,

~|n|+ico +oo
[ T tw@ls= [ [rinl + ig) (w)]da < Clao, B0l (3.36)

[n|—i00 —00
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with C' only depending on M and . Therefore, the abscissa of convergence of h is lower or equal
to Yo|n|, and the inverse Laplace transform formula applies, that is for all v > 9 and ¢ > 0

1 [nltico
h(t) = o e’ H[p] dp
T ~|n|—ico
evnlt  ptoo
= / e’th['y]n\ + iq] dq,

2 J_

and by (3.36),

eInlt

+oo
5 /oo ‘H[’y|n|—i-iq]’dq’OO

< e (ag, Bo)]oos (3.37)

[h(t)]eo <

where C only depends on M and 7. But

(a(t), B(t)) = e"AntBn) (aq, By) = e (ag, Bo) + h(t).

Hence, we get the result by gathering (3.29)) and (3.37) O

We now prove Proposition [3.4.9

Proof of Proposition[3.7.9. Defining the variable £ by the formula, A = |n|¢, we define for all n €
Z3\{0}, for all £ with R(¢) > 0,

Ful€) = Anllnle) = =iP(0) - [ { e i1 g,

E4iuy -w)?2 E4iuy - w

where u,, stands for the vector of the sphere n/|n| € S¢~1. All these functions are holomorphic on
the half-plane
C7} := {£ € C such that R(&) > 0}.

We know that for all ¢ € C satisfying R(&) > 7o, for all n € Z%, F,,(£) # i, and the goal is to prove
that for all v > g, there exists 6 > 0 such that if £ € C satisfies R(§) > v, then |F,,(§) — 1| > ¢.

By contradiction, if the result does not hold, we can find v > o, (n)ren € (Z9)N and (&)ren €
CN with for all k& € N, R(&,) > v such that

lim F, =1.
i Fy (€)=
We show in several steps that this leads to a contradiction.
Step one: (&k)ken is bounded.
For all w € R? and all £ = a4 i € C with R(¢) = a > v, we define the nonnegative function

o) |d(w)|
HE v = (BTl * aZ < (B — Tl

On the one hand, for all w € R%,

H(§7w) — 07
|€|—+o0
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and on the other hand for all ¢ with R(£) > v and w € R?,

(e < 120 102y
Y Y

Hence, the dominated convergence theorem applies and

/ HE w)dp(w) —s 0.

€] —+o0
R(E)>y

We conclude step one remarking that because of ([3.10), for all n € Z% and ¢ € C*,

(1)

Fu6) < M / H (&, w) dp(w). (3.38)

So as
’Fnk(ék)’ — 1,

k——+o0

(&) must be bounded.
Step two: convergence to a non constant holomorphic function.

Up to an extraction, we can suppose that as k tends to +oo, & — & with R(éx) > 7,
U, — u € ST1 and P(ny) — P € L(E®;C) (with ||P|| < M, thanks to (3.10)). Then, by the

dominated convergence theorem, (F,, )ren converges pointwise to F' defined for all { € C*. by
. O (w) AP (w) - u
F(&) = —iP- d .
(©) ' /{(€+iu-w)2+25+iu-w u(w)

Furthermore, because of Montel’s theorem, this convergence is locally uniform on C* . In particular,

Pl6) = lim_Fo, (&) =

Moreover, because of (3.38)),

Fe) \5|:i—>oo 0

R(E)=y
So F' cannot be constant.
Step three: conclusion applying Rouché’s theorem.
If ¢ € C and r > 0, we denote by D(&,r) the closed disk centered at £ and of radius r, and
C(&,7r) = 0D(&,r) the circle centered at & and of radius r. Chose r > 0 such that:

e for all £ € D(éxo, 1), R(E) > 70,
e the only zero of F' — i in D(éxo, ) is Eoo-

Call

a:= inf F )
feC(goo,r)| €3]

If k is sufficiently large because of the locally uniform convergence of (£}, ) toward F,

Sup ’Fnk (f) - F(ﬁ)’ <a,
§€C(6oosT)

so Rouché’s theorem applies. For such a k, Fj,, —i and F' — ¢ have the same number of zeroes
(counted with multiplicity) on D(és, 7). So F,, —i cancels at least once on D({s,r), and so there
exists & with R(§) > 7o such that F),, ({) = 4, which contradicts the definition of . O
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3.5 Nonlinear instability

3.5.1 Statement of the main result

The purpose of this subsection is to prove the existence of solutions to the nonlinear system -
for any initial data in the neighborhood of an unstable stationary solution. The nonlinear
system is viewed as a perturbation of the linearized system for which Theorem m gives
the existence of solutions.

Fix dg > 0, consider vy as defined in and suppose g > 0. The initial condition will be
taken of the form

(po,v0) = (1 + 7o, w + uyg),

with (7o, ug) € Lo and (Vrg, Vug) € X5, for some dp > 0.
We look for solutions of the form

p¥(t,z) =1+7r"(t,x) +0o“(t,x), v'(t,z)=w+u“(t,z)+E(t,x) (3.39)

where here and in the whole section, (r,u) is a solution to the linear problem: (7(t),u(t)) =
Si(ro, up), and where (a(0),£(0)) = 0.

Injecting this ansatz in —, we find that (o, &) must be solution to the following system
(where we omit the dependence of each function in (¢,z) to gain space, and where the equations
must hold for all w € R?)

B0 4w Vo + div(g”) = — div (1" + o) (u” +€"))),
DY +(w - V)EY =—VV [0, €] - VWi u[0, €] [(uw+gw).v}(UW+gW),

Vieg = 4| [ (@w)o" + dow) - €} du(w)
(3.40)

Wralo = 4 | [ {0040 469 - 2)}( + 0*) dutw)
wa | [ {ow w6 - o) - av(w) - (0 + ) fauto) |

0"|t=0 = 0 and {"[;=0 = 0.

As expected, we recognize the linear system ([3.11)) plus terms that are at least quadratic. So we
give a Duhamel formulation of this system which is clearly equivalent at the level of regularity at
which we work

o(0)]_ [ —div ((r(s) + () (u(s) + &(5)) S
[ﬂt)]_/o ol o). 60~ [(u) + 60609l + 600

The derivatives are taken pointwise in w: for instance, the notation div(wv) stands for (divv®),,cpad.
We have written the couples of density and velocity fields in column to gain space.
We will prove the following theorem of existence in the spaces (Xjs)s~o defined in Subsection

o.4.2
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Theorem 3.5.1. Suppose that v is unstable as defined in Definition [5.4.4, so that vo defined in
(13.22) is positive. Take T' > ~p.

Then there exists eg > 0 only depending on T, ro and M (the last two appearing in , ,
(B-7), and (3.10))), such that for all (ro,ug) € Lo (defined in definition (3.3.4)), if there is
do > 0 such that

H D’I’o,DU0H50 < €0, (3.42)

then:

o (3.41)) admits a solution (o (t),&(t)) € Lo fort € [0,d0/T],
e for all 6 < o, (0,&) is continuous from [0, (09 — 9)/T] to Xs,

e there holds: )

H D’I‘(), DUOH60

sup_|[|o(t), &(t)[lop—1t < ——— (3.43)
t<do/T €0

A

Moreover, this solution is unique in the class of analytic solutions: if (&,é) s a solution to
(3.41) which is continuous from [0,T] to Xs for some T < éo/T" and 6 > 0, then for all t € [0,T],
(G(0).£(1) = (o (1), ().

Consequently, for such (ro,ug), do and I, equations — admit a unique analytic solution
(p(t),v(t)) of the form with

po=1+mg and  vp = w + uo,

and we can estimate thanks to (3.43)) the distance between the linear solution and the nonlinear one.
Finally, (p(t),v(t)) stays real if (po,vo) is real, and p(t) stays nonnegative if py is nonnegative.

Remark 3.5.2. e This is an existence result in a neighborhood of the stationary solution: for
any initial data (in Lg) sufficiently close to the stationary solution, we are able to find a local
in time solution to -. In fact, we could even drop the condition (rg,ug) € Ly if we
were not interested in finding the best time of existence that is possible with this method.

e The notation || D f||5 stands for the anaytic norm of the differential of f, uniformly on w. We
give a more precise definition in Definition below.

o If (’I‘(),Uo) € Ly and g > 0, then

|70, wolls, < || Dro, Dug|s,- (3.44)

In particular, (3.42)) implies ||rg, wo||s, < 0. This remark will be useful in the following.

e In the Vlasov-Poisson case, the result by Loeper [73, Theorem 1.2] asserts that there is at
most one distributional solution (in space and velocity) with bounded macroscopic density.
Compared to this result, the uniqueness part of our theorem is very weak: one reformulation
of the problem (the multiphasic system) admits a unique analytic solution. However, in the
other cases, the uniqueness of solutions with low regularity in the velocity variable is an open
question.
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The proof is based on a fixed point argument in the Duhamel formulation (3.41). To perform
it, we will first list a few standard (but useful) properties of the family of norms (||  ||5)s>0 defined
in ED Secondly, we will use these properties to derive estimates on the source term in Equation
@ We will then show a version of the Cauchy-Kovalevskaia theorem, very close to the one due
to Caflisch in [30]. But we will have to take into account the loss of regularity due to the presence
of Si_s in (as already done in [53] 61]). Also, for the first time to our knowledge, our proof
allows to get e independent of §y. It is interesting since if (7(t),u(t)) is an exponential growing
mode of frequency n € Z¢ and ¢ € R, as a function of ¢,

||cDro, cDuoH(S x c|n|exp(|n|d).

Therefore, we have a precise control on the best ¢ (and corresponding T') we can take for a given c:
once T is fixed, g¢ is fixed and we can get solutions starting from c(rg, up) up to time 7" = §/T" as

soon as c|n|exp(|n|d) < &g, that is
T x —loﬁ
In| -
(Usually, ¢q is a decreasing function of ¢, and consequently, the condition of existence cexp(|n|d) <
£0(0) is stronger.) Therefore, can be seen as a balance between the size of the initial condition
and the time of existence given by the theorem. This is useful when we want to get large times
of existence, as we will need in the Vlasov-Poisson case. To get this result, we will have to take
advantage of the fact that a solution starting from Lg stays in Lg. We will then be able to use
Lemma below. We will finally apply this theorem to the proof of Theorem thanks to the

estimates that were previously derived.

3.5.2 Properties of the analytic norms

The following properties are basic tools when working with the analytic norms defined in Subsection
(at least the first ones), and most of the proofs can for example be found in [53, 43]. However,
we will recall them in Appendix because we have to obtain uniform estimates with respect to
the variable w. The last lemma is more original and delicate. We have decided to postpone the
proofs to the appendix to lighten the reading.

First, we will introduce a notation to bound all the first derivatives of a function in X4 or Xj.

Definition 3.5.3. Let f € X5 and g € X; be written for all z € T¢
Z fn exp(in-x) and Z gn(w) exp(in - ),
nezd nezd

with for all n € Z%, g, € L>. We define for all § > 0

IDfls ==Y Inllful exp(@ln]),

nezd

IDglls := Y [nllgnloc exp(8]nl).

nezd

Remark that this definition makes sense whatever the normed vector space in which f and g take
their values. That is the reason for this definition.
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We move on to the estimates. We write the following propositions for families of functions in
X5, but the results are obviously still true for functions in Xj.
The first proposition asserts that for all §, || @ ||s is a norm of algebra.

Proposition 3.5.4. Take § > 0 and let f = (f")ere and g = (g*)yera be two families functions
in X5 with f R-valued. Then fg := (f"g")pera is still in X5, and

1£glls < [I£llsllglls-

The second proposition gives the behavior of the norms (|| e ||5) with respect to differentiation.

Proposition 3.5.5. Take f = (f*)yere in X5 for some 6 > 0. Then for all 0 < §' < §, we have
the following estimate:

1
D < — .
1Dl < <l £ls
The next proposition is a Leibniz type formula.

Proposition 3.5.6. Take 6 > 0 and let f = (f")pere and g = (9*)ypere be two families of
functions with f R-valued. Then for all 5 > 0 we have the following estimate:

ID(fg)lls < I £llsl Dglls + lgllsl DFI|s-
In particular, if f and g take their values in R and if a and § € N¢,

—1 —1
ID(Fg")ls < lalll£ 1K gl D ENs + 18I g1 | Dglls. (3.45)

The following estimate will be useful when estimating the force field.

Proposition 3.5.7. Toke f a E-valued function. Then we have the following estimate:
IVAfls < M|Dfls.
The next lemma asserts more or less that D commutes with the semigroup S.
Lemma 3.5.8. Take v > 9 and C as in Theorem . If (ro,uo) is such that for some § > 0,
| D(ro, uo)lls < +00,
then the following estimates holds for all t > §/:
[ DSt(ro, wo)lls—vt < Cl| D(ro, uo)lls-

We will work with families of functions that have no constant part: their Fourier coeflicients of
order 0 will be 0. This is crucial to get €y independent of §y as needed in Subsection [3.6.1} For such
functions, we have the following estimates.

Lemma 3.5.9. Let f = (), erd € X5 for some § > 0, and such that for all w € RY,

/fw(x) dz =0. (3.46)

Then for all 0 < §' <4,



Finally, we give some estimates dealing with the composition of analytic functions. We recall
that @ is given by formula (3.4). If A is a nonnegative number, we set

BI(A) ==Y Jap|A.

keNd

Remark that |®| and its derivatives are sums of nonnegative terms. Thus, they always have a
meaning in [0, +o0c]. With this definition, assumptions (3.7) and (3.8]) can be reformulated

/ 1]/ (Jw] + o) dya(w) < M, (3.47)
/ B (o] + o) dp(w) < M. (3.48)

We can now state the last lemma of the subsection.

Lemma 3.5.10. Take a € R?, f and g two analytic functions from T¢ to R and § > 0. Then, the
following inequalities hold (with possible infinite values)

[9(a+ 1) = @(a+g)ls < |f = glal/(lal + |f.gls). (3.49)

ID@(a+ )5 < |DI5|®[ ([al + |11s) (3.50)

[@(a+ 1)~ 0(a) —d2(@) - f1s < 7B} (ol + I£1s) (351)

ID{B(a+ /)~ Bla+o)}ls | 552
< 1f = glo| DL Dyl " (fal + 1. g1s) + | DS = )15/l (1l + 1, g1,

ID{®(a + f)~P(a+ ) ~ d(a) - (/ ~ )} 553

<A{ID(f — 9)lsf.9ls + |f — gls| Df, Dgls}®|"(|a] + £, gls)-

3.5.3 Estimates for the source term in the Duhamel formulation

We will estimate the different terms in (3.41)) in order to apply a Cauchy-Kovalevskaia theorem. We
take (rg,uo) € Lo and dp > 0, and we call

n := || Dro, Duo||s, -

Because of ([3.44)), we have then
70, wolls, < 7.
We take I' > 7 (as in the statement of Theorem [3.5.1)), and we define

2 1 1
= = —I' = —(I" — . .54
M=t ’Yo+3( Y) (3.54)
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In the sequel, C' is the constant appearing in Theorem [3.4.6] with v = ~;. It only depends on M
and I'. In particular, with these definitions,

sup  ||(r(2),u(t))|, ., <Cn, (3.55)
t€[0,50/’yl] H H50 1t

sup  ||[(Vr(t), Vu(t))||, ., < Cn. (3.56)
tG[O,(S()/"/l] H H(So Y1t

We begin with the easiest terms.

Proposition 3.5.11. For allt < dy/v1, we have
H div ('r(t)u(t))Héo_Mt <2077,

I(u®) - V)u®)]5,_,,, < 0™

For all t < 60/v1, for all 6 < 69 — t, for all n > 0, and for all families p1 = (o1,&1) and
p2 = (02,&2), we have

|div {®) + o) + &} - aiv {(r(t) + o) (ult) + &)} |

< (n+1Dp1,Dpslls) o1 = palls + (Cn -+ lIpr, p2lls ) | D21 = p2)ls,
| () + &) 7)) + &) — ((u(t) + &) V) (ult) + &)

< (Cn+ D€, DElls) 161 — xlls + (Cn+ €1, E2ls ) I D& — €2)]ls,

where || Dp||s stands for || Do, DE||s.

Proof. Inequalities (3.57)) are easy consequences of (3.55)), (3.56)), Proposition and Proposition
once remarked that for any 6 > 0 and any vector valued f, ||div fl|s < ||Df]|s.

To show inequalities (3.58]), just decompose the differences of products using the relation
(a+0b1)(c+d1)— (a+ba)(c+d2) = (a+b1)(dy — d2) + (¢ + da)(by — b2),
and use ([3.55)), (3.56) and Proposition O

Let us move on the delicate part of estimating the force field. It is now that we must use the
analyticity of ®. We will prove the following.

(3.57)

(3.58)

Proposition 3.5.12. There is K only depending on M, ro and I’ such that:
e For allt < do/v1 and for all n such that Cn < rg, we have
VW [0, 0] (m&rwt < K772- (3.59)
(We recall that o is used in and (3.§).)

o For all t < §o/v1, for all § < §o — vit, for all n such that Cn < ro, and for all families
p1:= (01,&1) and py = (02,&2) such that

Cn+ ||lp1,p2lls < r <o,

we have

VW wlon, €1](t) — VWi uloo, €](1)]

(3.60)
< K{ (Cn + || Dp1, DP2H5> lp1 — p2lls + 7| D(p1 — Pz)Hé}-
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Proof. Proof of . By the definition of Wy 4, in ,
Weal0.0] = 4| [ {B0+ 0 - 20) b du(w)]
+A [/ {CI)(w ) — B(w) — d@(w)uw} du(w)] .
Thus, by Proposition if t <dp/m and § := §p — t,

910,015 < 31|D [ {0 -+0(0) = 0w (1) dutw)

1)
+ M' D/ {q»(w (1)) — B(w) — dCIJ(w)uw(t)} dp(w)

)

<21 [ [p({etw+u®) - o) )] du(w)
4 M/ [D{ @+ u(1) ~ B(w) — d2(w)u (1)} du(w)
But on the one hand, by , and Proposition m

ID({ow+ur(t) — 2w frm )|
< CID{@(w + u®(t)) = ®(w)}]s + C[P(w + u”(1)) — D(w)ls,
= C[D{®(w + u*(1))}]s + C|P(w + u*(1)) = D(w)ls,
< 20%|@|' (Jw] + Cn),

the last line being obtained using (3.55)), (3.56)), (3.49) and (3.50).
On the other hand, by (3.53]),

‘ D{CI)(w Fu(t)) — B(w) — d@(w)uw(t)}‘é < 2022|®|" (Jw| + Cn).

In the end, we find
Ve a0, 0105 < 2MC22 [ {8 ]+ Co) + 0" (] + 1)} difo).

We conclude by using (3.47)), (3.48]) and Cn < rg.
Proof of (3.60). Take t < do/v1, 0 < do —1t, 1 such that Cn < ro, p1 := (01,&1) and py := (02, &2)
as in the statement. We have by the definition of W;. ,, in ([3.40)):

Wr,u [pl] - WT,u [pQ]

—a| [ {perw &) - o fot - of) dutw)]
wa] [{pwrw v ) - o+ a4+ )" +of) dulw)]

wa] [{pwrws ) - oo+ + ) - o) 6 - @) dulw)|.
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So by Proposition omitting the time variable,
|VW’!‘ u[pl VWT U P2]|
< M/ D({B(w+u + &) - 2w fo? — )| du(w)

=:A;
+ M / ID({@+u" +¢) - 0w +u” + &)} +03)) | du(w)
=:N\o
+M / [D((w 4+ u” + €)= @w + ' + &) — dd(w) - (& — &) | duu(w).
Y

Let us control these terms one by one. First, by Proposition [3.5.6
Ay < [D(@(w + u'+ &) — ©(w))[s]lp1 — p2lls
+ [®(w + u+ &) — (w)]s]| D(p1 — p2)lls
= |D®(w + u+ &) s]|p1 — p2lls
+[@(w + v+ &) — @(w)ls]| D(p1 — p2)lls-

With (3.49), (3.50), (3.55), (3.56) and Cn + ||p1,p2|ls < r < ro, we obtain

A1 < {(€n+ D1, Dp2lls)lIpy = palls + 7 D(p1 = po)ls f @l (fwl +70).  (361)

Then, still by Proposition [3.5.6, (3.55), (3.56) and Cn + ||p1, p2|ls < r < ro,

Az < | D{®(w +u+ &) - Dlw+u+ &) |
+ (Cn+ || Dp1. Dpaf) [0 (w + u+ £1') = B(w +u"+ &)

Using (3.52)) and (3.49)), we get

Az < || D(p1 — p2)|[s]@[(Jw| + 70)
+1ollp1 — P2/ (Cn + | Dp1, Dp2lls)| 21" (|w] + 0))
+ (Cn + | Dp1, Dpalls)llp1 — p2lls| @[ (Jw] + ro)

= (Cn+ IDp1, Dpalls) P — palls{ 191 ([l + 7o) + rol)"(jw] +70)}
+ 7]l Dips — p2)lls| (] + ro). (3.62)

For A3, we just have to use (3.53)). We get

As < {7l Dip1 — p2) + (Cn + | Dp1, Dpslls) 1 — p2ll 18I (] + o). (3.63)
The result is obtained by integrating (3.61f), (3.62) and (3.63)) with respect to w and by using
(3-47) and (3.48). O

In the end, the results of this subsection can be summarized in the following way.
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Theorem 3.5.13 (Conclusion of the subsection). Take I' > ~9, 1 as in (3.54) and C' the constant
given by Theorem with v = 1. Equation (3.41)) can be rewritten as

p(t):/o Si—sFn(s,p(s))ds, (3.64)

with S defined in (3.23)) and satisfying (3.24)), and F, satisfying the following estimates for some
K > 0 only depending on M, r¢g and T.

e For allt < dy/vo and for all n such that Cn < rg, we have

[[Fn (t, 0) [l sg—ot < K772- (3.65)

o Forallt < do/m1, for all 6 < §g —1it, for all n such that Cn < ro, and for all p1 and py such
that
Cn+llp1,p2ls < v <o,

we have
| Fott,p1) = Fotspo)l|s < K{ (Cn+ 1 Dp1 Dpals) Ips = plls + 71 D(p1 — po)ls |- (3.66)
e Foranyp € XsN Ly, § >0, for alln > 0 and for all t < /71,
Fn(t,p) € Lo. (3.67)
Proof. Looking at , we see that

—mvﬁﬂw+UXMﬂ+€D

Fot,p) =
P o ulp) () +€)- 9] (wlt) +

Estimates (3.65)) and (3.66)) are obvious consequences of (3.57)), (3.58)), (3.59)) and ([3.60)).
To see (3.67)), remark that as for all w € R%, u® and ¥ are gradients,

[(ult) + ) - V] (ult) + &) = 9 (Jul) +€P).

3.5.4 A Cauchy-Kovalevskaia theorem

We want to derive from the estimates (3.24)), (3.65)) and (3.66]) and from property (3.67) an existence
result for equation (3.64) in the Banach spaces (X;)s~0 defined in Subsection |3.4.2|
The theorem is the following.

Theorem 3.5.14. For all T' > ~g there exists eg > 0 only depending on ro, M and T' (and not o)
such that if
n < €o, (3.68)

then:
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o cquation (3.64) admits a solution p for t € [0,0/I'| with values in Ly,
e for all § < &y, p is continuous from [0, (69 — 0)/T'] to Xs,

o there holds:

2
sup [|p(t)l|sy—re < . (3.69)
£€[0,80/T) €0

Moreover, this solution is unique in the class of analytic solutions: if q is a solution to (3.64))
which is continuous from [0,T] to Xs for some T < 6o/T" and 6 > 0, then for all t € [0,T],
q(t) =p(t).

Remark 3.5.15. The proof also gives for free

2
sup  sup /6o (6 — &6 — T't)'/? | Dp(t)H6 <7 (3.70)
t€[0,60/T) 6<dp—Tt €0

Proof. Take I" > vy, and define as previously 71 by (3.54). As before, C' will stand for the constant
appearing in Theorem [3.4.6| with v = ;. Define as well
1 2 2
== -I'= —(I' — ).
V2 370+ 3 70+3( %)
In the whole proof, equation (3.24)) will be used with 73, and the corresponding constant will be
considered as a function of I'. Also, in the whole proof, K will denote a large constant which will

be likely to grow from line to line, but only depending on r¢, M and T
First we define the following norm:

el = S [p(t) 691t + /0 Sup (0 — 6 —Tt) % Dp(t)]]5. (3.71)
,00 0
0<do—T't

This type of norm has been used for the first time by Caflish in [30]. Here, we have chosen the
exponent in the derivative part equal to 1/2 and we have added a factor /dy. All these choices are
made to obtain g¢ independent of §y as the following computations will show.

For a given 7, we introduce the scheme:

po =0,
t
Vn >0, ppti(t) ::/ St—sFn(s,pn(s))ds.
0

First of all, 0 € Ly. Moreover, if p € Ly is sufficiently regular, and if 0 < s < ¢, then
Fn(s,p) € Ly by , and so Sy_sFy(s,p) € Ly by Theorem Consequently, it is easy to
prove by induction that for all n € N and all ¢ > 0 such that the definition of p, () makes sense,
then p,(t) € Ly. In particular, p,(t) will satisfy and, we will be able to use Lemma m

Now we suppose that holds and we will show that as soon as g is small enough, then the
scheme will converge to a certain p for which we will give an estimate.

Step one: estimating p;.
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Let us begin the computations by estimating mplm If t <4/,

t
121(8)l30rv < /0 11—y (5, 0) 15,1 ds

t
<K [ 17 5.0 by (523),

t

0)|60—~1s

<K 17 (3 0)llso s ds by Lem. [3.5.9

0 exp ((6o — m18) — (o — (I — 72)t — 725)

KT]2 t
< ——F———— [ exp(—(r2—1)s)ds by (3.65)),
exp (' — 72)t) /0 ( )9)
2

<_K "

T2 —mexp (T —9)t)
Putting the v — 71 in the constant C' and using I > o, we get
lp1(#)ll50-1¢ < Crp?.
On the other hand, choose ¢t < §p/I" and § < 6y — I't. Taking for all s € [0, ¢]

d+ 2t —s)+d — s
(o)
0 (S) = 9 )

we get

t
I Dp1 ()]s < / | DS, Fy (5, 0)]ls ds
0

t
<K / | DFy(5,0) 5950 s by Lem. B.58|
<K/ ”F (5. Ollse) by Prop. B55
5/ 5 72(15 — 8) Y p. LD,
< K/ H]: (5,0)lls0—s e~ (B0—715=0"(s)) 44 by Lem. [3.5.9
0'(s) — 6 — ya(t —s)
K2 t o= (Bo—d—v2t+(v2—71)s)/2 d b
< s (369,
=20 050—5—72t+(72—%)5 v B5

< Kn e~ (60—6—721)/2 /t ds
- 0 00— 0 —"2t+ (12 —n)s

— Kn e—(50—5—72t)/2 10g (go B g B 71;) )
0—0—72

But remark that for ¢t < do/T" and ¢ < 09 — I't,

Vil —d = et (25 0)

< 506_50/2 sup sup (1 _ 5~ _ Ff) 1/26_(1_5_725)/2 log w |
i<1/T§<1-1f 1_3
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and that

- _ 1—6—~t
sup sup (1 -0 — Ff) 1/26_(1_5_72t)/2 log M
i<1/T §<1-TF 1—4—t

only depends on I'. So we can include this factor in the constant C' and because dpe=%/2 < 2, we
get

V/00(80 — 8 = Tt) 2| Dpa (t)]5 < K. (3.73)
Gathering and , we conclude that
Pl < &n

Step two: estimating p,, — pp—1 by induction.
Now, we prove by induction that when g¢ is sufficiently small, then for all n > 1,

llpn = paalll = 27Vl (3.74)

and
]| <. (3.75)

Basis step. When n = 1, (3.74]) is automatically true, and as under condition (3.68)),
[p1]| < Kn* < Keon,

as soon as

Keg < (3.76)

1
3’
we have

llpi ) < 2. a)

Equation (3.75) is then trivially true for n = 1.
Induction step. If the result is true for £k = 1,...,n, let us estimate the norm ||| Pntl — pnm First

of all, as soon as
o

<
=0T

(3.78)

then for all s < §y/T,
Cn+ [[pn(s), Pn-1(5)llso-rs < (C + 1)1 < 7o,

so we will be able to use (3.66|) with r := (C + 1)n. Take ¢t < §p/I". By setting for all s € [0, ¢]

0(s) :=dp — (T' = y2)t — vas,
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we have by (3.24)), (3.66), (3.75)), (3.71) and Lemma

1Pnt1(t) = P (®)llso-1e

< / 1S { (5, Pn(5)) — Fi(5,P1(5)) Hlao_re s
0

<K [ 17525 = Fo . pucr () o 0
< K/O {(Cn + |l Dpn—1(s),Dpn(s)H5(s)) 1Pn(s) = Pr1(s)ls(s)
+(C+ 1l Dpa(s) = Pao1 ()l | s
' U |lPn — Pr1]]]
= K/o { <Cn i Voo (8o — 6(s) — Fs)1/2> exp (6o — I's — 6(s))

llw —pocslll Y,
+(C + 1)77\/%(60 5(s) 1) } d

t C C+2
S Kmpn _pn—lmn/o {exp (50 “TI's— 5(3)) "‘\/%(50 s 5(3))1/2 }dS

But using
00— I's—d(s) = (' =)t — (I' — 9)s,

we get

t
P18~ pal®ls- < Kllpa - pacslln {4 €+ 211
< K|||pn = pa—1|||n-
In particular,

1
1Pn1(t) — Pu(®)lls < =|||Pn — Pr-1]||
as sSoon as 1

On the other hand, if ¢t < §y/T" and § < d9 — I't, by using Lemmam

ID(Pnt1(t) = Pu())lls < K/O [ DXF5 (8, Pn(8)) = F (8, Pn-1(5)))llo472(1—s) ds-

We get rid of the D by using Proposition with for all s € [0, t],

_ 5+72(t—5)+50—rs

d(s) : 5 ,

With this choice, for all s € [0,¢],

:(50*5*’)/275*(1—‘*’)/2)5

A(s) :==0(s) =0 —ya(t —s) =g —I's — (s) 5
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Consequently,

ID(P1(t) — pa(t)5 < K /0 |05, Pn(s)) ‘[(;§S’p”‘“s””5<s> N

By the exact same estimations of ||, (s, pn(s)) — Fy (s, Pn-1(5))l5(s) as before,

ID(Pnt1(t) = pu(t))lls

t C C+2
SKH!pn—pn_1\H77/0 {A( Texn (A0)) SV NP )3/2}ds.

We just have to use

to get the bound

/ot Als) e}if(A(S)) < exp <_6o — g - n) Ot Ad(ss)

<9 _50—5—Ft t ds
- P 050—5—72t—(F—’Y2)S

(50—(5—Ft (5()—(5—’}/2t
< —_— —_— | .
26Xp< 2 >1°g<50—5—rt>

/t ds - 42 1
0 A()¥2 T T =9 (5, — 5 —1)"/*

And besides, by (3.81),

In the end,
1/2
V0(80 — 6 = Tt) "I D(puy1(t) — pu(®)lls < K ||[pn — po|||n(L + 1),
with
1/2 bg—0—Tt 0g — & — Yot
L= 0g(dg — 0 —I't -1 _—
ot Vool )7 e ( 2 %8\ Gy —o—T¢
0<d0—T't
< dpexp(—dp/2) sup (1-— o — Fﬂl/2 log M
i<1/T 1—0-Tt¢
§<1-T%
A
<2 sup (1—5 Ff)l/2 7({ 72f
i<1/T 1—-6—-T1%
§<1-T%
and ~ -
. 15—
sup (1 —0— Ff)l/zlog M
i<1/T 1-6—-T¢
§<1-Ti
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only depending on I'. Thus,

V5060 = 6 =T)* D(prsr (t) = Pu(®)]ls < En||[Pn — P |
< Keo|||pn — pa-1]||-

Once again,
do — 6 —Tt\'/? 1
as soon as 1
Keo< 7 (3.83)

So under conditions (3.80f), (3.83]), then (3.79) and (3.82)) hold and thus by summing them,

1 _
[Pass = palll < SlllPn = Pa-alll < 27|l ||

To get
mpn—l—lm <n,

it suffices to sum for all the integers up to n+1 and . So we are done with our induction
as soon as ¢¢ satisfies (3.76]), (3.78), (3.80), (3.83).
Step three: conclusion of the first and third point of the statement.

We have shown that when gy is small enough, under condition , (Pn)nen is a Cauchy
sequence in the Banach space of functions having finite norm ||| e |||. So it converges to a certain p
which turns out to be a solution to equation and which belongs to Ly for all of its times of
existence (Lo is closed even for the topology of distributions). Moreover, by summing for all

n > 1 and by using (3.72)) and (3.76)), we get

2
Il < 2fledl < 2

Inequalities (3.69) and (3.70)) follow easily.
Step four: continuity of p.

Here, we show the second point of the statement. First, because of (with p; = p and
p2 = 0), and , we can estimate F: for all ¢ < d§o/T" and for all § < §y — I't, there is a
constant K such that

K
(6 — 0 — Tt)1/2
(For this part of the proof, we do not need to be cautious with the dependences of K; a priori, it

depends on everything except for ¢ and 6.) In what follows, K will be a large constant growing from
line to line.

Then, if 0 < t1 < t2 < /T, using (3.64), we get:

[ Fn(t, p()ls < (3.84)

to

p(tQ) _p(tl) = 0 1{St275 - St1fs}fn(57p(5)) ds + Stzfsfn(svp(s)) ds (385)

t1
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Now, we chose § < §p and we suppose 0 < t; < to < T := (dp — §)/T". The goal is to show that
the two terms in (3.85)) tend to zero in X5 when ¢ — ¢ goes to zero. The easiest term is the second
one:

to t2
\ S ool p) ds| < [T 180yl ple) s
t1 k) t1
t2
<K / 175, 2(5) 5510 sy s by (323).
1
K ? ds b
< B39),
K t2 ds
t, (D(T = s) — y2(ta — s5))1/2
t2 ds
< K
=R (@@
T ds
<K /
-ttt (T —72)(T — 3))12
< KV to — tl)

which tends to zero when t9 — t1 tends to zero.
We treat the first term in two stages: to \ t1 and then t; * to.
The case to \(t1. We have:

t1 t1
{St2*8 - Stl*S}Fﬁ(S’p(S)) ds = {St2ft1 - Id}Sﬁ*S]:T](Svp(S)) ds
0 0
= {Sty—t, — 1d}p(t1).

According to the continuity part of Theorem this term tends to zero in X5 as to N\ 1
provided p(t1) € Xy for some ¢’ > §. But this is the case as we know that p(t1) € Xs,-r¢,, and
6o — Tty > 09 —T'T =6.

The case t1 7 to. We also have:

t1 t1
{Stz—s - Stl—S}"t;?(Sﬂp(s)) ds = Stl—S{Stz—tl - Id}fn(s7p(8)) ds
0 0

Consequently,

t1
H 0 {Stzfs_stlfs}fn(‘s?p(s))dS

)

t1
< /0 15t —e{Sta—rr — TA}F(s, p(s)) 5 s

t1
< /0 1{Sta—ts — A} Fy (5, D)5ty ) s by (321,
to
— /0 Lacts [kt — T} F (5, P(5) [5(ts ) 5. (3.86)
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On the one hand, if s € [0,t2), F,(s,p(s)) € Xy for all &' < §o —I's, and
(5+’}/2(t2*5) < 5+F(t2*8) §6+F(T*S) =0 —I's.
So by the continuity part of Theorem [3.4.6]

ILSSHH{SQ—IH - Id}fn(svp(s))H5+’yz(t1—s) < H{Stz—tl - Id}]:n(S?p<3>)H5+72(t2—8)

— 0.
t1/‘t2

On the other hand, for all s € [0, t2),

]15§t1||{St2*t1 - Id}]:??(s’p(s))||5+’72(t1—s)
< ]18§t1”StQ—tan(Svp(S))H6+’72(t178) + ]lSStlan(sﬂp(s))”5+72(t1*8)
< 2”]:77(37p(s))H(H-’YQ(tz—s)
K
<
T (60— 0 —T's — ya(ta — 5))1/2
K
<
(T =2)(T — )12

where we used to get the fourth line. This bound does not depend on t; and is summable
between 0 and t3 < T. So the dominated convergence theorem applies, and we can pass to the limit
i1 /‘ to in .
Step five: uniqueness.

Suppose 1 < 9. The computations of the induction part of step two show that if g; and gy are
two solutions to up to time dp/T" that satisfy

sup  |lqi(t), @2(t)|lso—rt < 7, (3.87)
t€[0,00/T)

then
1
laz = aul| < S lla2 — ]}
Consequently, in that case, g1 (t) = g2(t) for all t € [0, 60/T].
Moreover, we have seen that €9 does not depend on dy. So if we replace dy by some ¢g in (3.87)),
then the conclusion holds up to time ¢o/I".

Now take p as built in step three and g, T' < §p/T" and d > 0 as in the statement of the theorem.
Let to € [0,T] be defined by:

to :==sup{t € [0, T][p(t) = q(t)}.

Suppose by contradiction that tg < T.
By the previous considerations, it suffices to find ¢y < g such that tg < ¢o/I" < T and

sup  [|g|l.o—rt < 7 (3.88)
tE[to,LQ/F]

Indeed, if such a ¢g exists, then (3.87) holds with ¢o instead of dy, g1 := p and g2 := q. (The
estimate for p and the estimate for q before ¢y are due to ¢y < dy and mpm < 1n.) Hence, for all
t < /T, q(t) = p(t) and as 1o/T" > o, the maximality of ¢y is contradicted.
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As p(to) € Lo, 0’ — ||p|ls is an increasing function. So as

1P (to)lls0—rro < 7,

for all g < dg,
la(to)llwo—rto = [[P(t0)llig—1t0 < 1-

In addition, if ¢ is sufficiently small, then g — I'tg < §, where §, given in the statement of the
theorem, is such that g is continuous in X. For such ¢g there is t; > to such that for all ¢ € [tg, t1],

lg(®)lleo—re < lg(®)llsg—rr0 < -

Up to taking an even lower ¢y > ¢ we can suppose furthermore that (o/I" < ¢;. For such a ¢,
(3.88) holds and the result follows. O

3.5.5 Conclusion: proof of Theorem [3.5.1

Theorem [3.5.1] is a direct application of Theorem
The fact that (p(t),v(t)) stays real is a consequence of (3.9). Indeed, with this assumptions, on
the one hand, with the notations of the proof of Lemma [3.4.8

Vnezt A_,=A, and B_,=B,.

So the linear solutions are real if (pg,vg) is real. On the other hand, the fixed point procedure
developed in the proof of theorem [3.5.14] send real functions on real functions. So the nonlinear
solutions also stay real.

The fact that p(t) stays nonnegative is a classical fact in the theory of the continuity equation
and can be understood for example through the characteristics method.

O

3.6 Consequences

In this section, we will give some consequences of our results. First, we will prove that the solution
to equations — are almost Lyapounov unstable in the neighborhood of any linearly unstable
stationary profile. Theorem for the Vlasov-Poisson equation will be a direct application of this
result. Then, we show an ill-posedness result implying Theorem when the unstable spectrum
grows linearly with the frequency of the exponential growing modes, as it does in the kinetic Euler
equation and in the Vlasov-Benney equation.

3.6.1 Almost Lyapounov instability

Take p an unstable profile, as defined in Definition We consider 7y as defined in (3.22). We
also take v € (0,7p) and

= 2’)/0 -7

chosen so that I' — v =9 — 7.
From now on, we take (n, \) € Z%\ {0} x C such that (3.14) holds and such that R(\)/|n| € [y, o).
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Because of Subsection taking the real part of the exponential growing mode associated to
(n,A), and using the notations:

= i, T+ ip = i, f(w) := arctan <W) , (3.89)
Id Id r
we obtain that for all ¢ € R,
cos [n -z + |n|pt — 20(w)
Ity x) == — t
() = e oxp((nlr)
(3.90)

sin [n -+ |n|pt — O(w)}
V2 + (o4 u - w)?

is a real solution to the linearized system (3.11)). Its initial data is clearly in Ly. We see thanks to
remark [3.:4.3] that it corresponds to the linear potential

ug (t,x) :==c exp(|n|rt) x u,

Vire(t), uc(t)](x) = ccos(n - x + |n|pt) exp(|n|rt). (3.91)
We deduce our "almost Lyapounov instability" result.

Theorem 3.6.1 (Almost Lyapounov instability). Take s € N and o € (0,1]. Then there exists
(p’S, 'v(’)“) keN @ family of analytic initial data tending uniformly in w towards the stationary solution
(1,w) in W, (Ty)ken a family of positive times tending to +oo such that for all k € N, the
unique analytic solution (p*,v*) to (3-2)-(3.3) starting from (pk,vk), is defined up to time Ty, and
satisfies

[ min (10 = s peris 195 = wlls oy m0) i)

p p = " +o0. (3.92)
7w b
sup {max (Hpo — 1 |wsee, g™ —wHWs,oo)} oo
weRd
Moreover, we have the following asymptotics for the potential:
UlpF,v*] — U1, w]|| 1 d
|Ulp : ] [ 1{F3 ;(O,Tk)xT ) _ k_} +oo, (3.93)
R0 R0
sup {max (||p0 — Uwseo, Jvg™ — 'UJHWS,OO)} —+oo
weR
where (1, w) is a notation for the homogeneous stationary solution.
Moreover
Ty ~ |logeg]
with &j = sup {max (Hpg’w — 1|1, [Job — wHL1>}. '
weR?
Remark 3.6.2. e A classical Lyapounov instability result would mean some discontinuity of

the numerator of (3.92) in the topology generated by the norm in the denominator. Here we
show instead that the numerator cannot be Holder continuous with any Hoélder exponent with
respect to the denominator. That is why we call this result almost Lyapounov instability.
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e Equation (3.93)) shows that the instability does not come from the multiphasic representations
of the solutions. Indeed, the potential does not depend on this representation.

Proof. Chose v < g sufficiently close to vy to have

ay vy
1-(1—7) 7 3.95
o> 5) T ( )

with I := 40 + (70 — 7). Now take (n,\) as in the beginning of the subsection, (cx)zen € (0,1]Y a
sequence converging to 0, satisfying:
/2
ckln| <"
Take T3 > 0 the unique positive number such that

cx|n| exp(|n|T'Ty) = 03/2. (3.96)

Then we define (r*, u*) := (u,,, 7., ) using (3.90). Remark that

2
| Drl, Dublrr, < exln| exp(|n|TTy) = ¢/

~

— 0.
k——+oo

(The symbol < means "lower than up to a constant which is independent of £".) So when k is
sufficiently large, condition of Theorem is satisfied with dg = ['T. As a consequence,
the unique analytic solution (p*,v*) to (3.2)-(3.3) starting from the initial data (pf,v§) = (1 +
7’6“, w + ulg) is well defined up to time T}, and is of the form

Vw € RY, PP =14 7P 1 gPY and 0P = w 4 uPY 4 P
Moreover, (o*, £F) satisfies the estimate (3.43)), which gives:

sup lo (1) &) Inez,—1) S <k exp(2[n|TTy). (3.97)

<Tk

Let us move on to the proof of the asymptotics (3.92]). First, we estimate (plg ,vlg). It is given
explicitly by (1 + 7%, w + u¥) and formula (3.90) with ¢t = 0. We deduce:

k. w k2w
g I — wlhe) e 2.5
sup s (15 = Uoweoe, 0§ = wlhwn=) oy .

Now we have to estimate (p¥,v*) in L'((0,T}) x T?) (we denote by || ® || ;1 its norm to lighten
the notations). First, remark that for all w € RY,

min ([Jo5 = 12, |0 = w11
P L PR s PR e 1Y

[l ) = mae (o 1, €51 )

> min (Hrk’w

> min (Hrk’w
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But now, with formula (3.90) and equation (3.96)), we easily see that

[min (1) o
2 cpexp(|n|rTy) — cx
2 cpexp(In|yT) — cx
> exp(\n\FTk)V/F — ¢k

> d-(-a/nt _
> cl-(-a/2n/r o (Cifufa/zwr)' (3.99)

On the other hand, with the help of (3.18)), (3.19), (3.97) and Lemma we get that for all
te [Oka]a

sup max (o (1) 1 gy 1€ (8) 1))

weR4

< |la" (1), " (t)llo

<exp (= (T — 1)) llo*(£), €*(t) |z —1)
< ci exp (I‘(2]n] — I)Tk) exp(T't).

Integrating over time, we get by (13.95)

sup max (||o™ 1, € 1) S e exp(2T|n|Ti)

wER4
S ch
= o (a}c‘““’/?””). (3.100)

__k—%Hm

Gathering (3.98)), (3.99) and (3.100)), we get

[ min (10 = s peris 195 = wlls oy m0) i)

k,’LU k}7w «
sup {max (Hpo — |wsweo, |lg™ — wHWs,oo)}

weR
(L(=a/2n/0 too (C;—(l—f"/””/r)
——+o00
k
—r 400,
k—+oco

by (3.95]), which gives ([3.92]).
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To prove , remark that for all £ € N,
Ulp*,v* = U1, w] + V[r¥, u¥] + V]eF, €M
! / (B(w + uB + E59) — D)} (rP + oF ) dp(w)
Wi (3.101)

A [[Bw+ b 4 €) — Bw) — dB(w) - (Y + €4 (o).

Wa

On the one hand, V[r*, u*] is given by (3.91) and we compute easily as in ([3.99) that

VI w2 e g o (g0, (3.102)

k—4o00

On the other hand, using the definition of V' in (3.11]) and estimates (3.5)), (3.6]) and (3.10)),

IVie" €1 < sup masx ([lo" |1, 1€ 1)
weRd

<@ = o (c};(l‘“/””/F), (3.103)

k—4o00

by (G100,

Let us show how to treat W defined in , Ws being treated in the same way and satisfying
the same estimate. In the second line, we use and Proposition , in the third line, we use
(3.49), in the fourth line, we use (3.47)), and finally in the last line, we use the same arguments as

for (3.100)):
Ty
Wil < /0

Ty
< / / B + aF 1 €52 — D)ol + o* ] dp(w) dt
0

A / [B(w + ™ + €40) — D)} (rH + M) dp(w)| dt

Tk
< / sup \Tk’w + Jk’w]0|uk’w + fk’w 0 dt/ |®|"(Jw| + ro) dp(w)
0 weRd

<= o <c,1€‘(1“1/2”/r). (3.104)

k—4o00

We get (3.93) by gathering (3.102)), (3.103)), (3.104) and (|3.98]).
Finally, (3.94) is a consequence of (3.96]) and the explicit estimate

k,aw k2w
sup max ([lo6" = 1, o5~ wlp)  ~ e
weRd — o0

O

We can now go back to the kinetic formulation and give a corollary which implies Theorem

3.1.2L We recall that in Theorem we suppose that we control a certain number of macroscopic
observables at the initial time. But with (1.92)), it is easy to go from a multiphasic representation
of the system to macroscopic observables. This remark leads to the following statement.
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Corollary 3.6.3. Take ju an unstable profile, N € N*, o1,...,on8 € OCX(RY), s € N and a €
(0,1]. Take (p§, vE)ren and (Ty)ken as in the previous theorem, and (p*,v¥)ren the corresponding
solutions. For each i, call

(o) = [ eitol ™)l dutw).
Then, we have:
1U[p", v*] = UL, w110, x19)
27{\;1 H<f0k’ 901> - (/’L7 ¢Z>Ha 8,00 (Td) k=00

+o0. (3.105)

Moreover,
T, ~ |logexl, (3.106)
k—+o00

where ¢, := ||U[p*, v¥]|1=0 — U[1,w]||11.

Proof. In view of (3.93), to prove (3.105) it suffices to show that if ¢ € C°(RY), there exists C' > 0
such that for all smooth (p,v),

| [ otmsmastr= f o],

< C sup {maX (pr — 1lwsee, [0 — w”Ws,oo)}.

weR4

This is an easy consequence of the following decomposition:
[t dutw) - / o(w) du(w)
= [1e6)® — o)} duw)
= [e) 0" - Dautw) + [{o”) - olw) dufw)

To prove (3.106)), just remark that because of (3.91] , ), taking (cx) as in the previous proof,

k k
V16" e e = Ul wllr o - sup max (g = 1l g™ = wls) | o a

3.6.2 Ill-posedness when the spectrum is highly unbounded

With an additional assumption, we can show an ill-posedness result for equations (3.2)-(3.3). The
assumption is the following.

Assumption on the structure of the unbounded spectrum
We assume that the number 7o defined in (3.22)) satisfies

R(A
7o = limsup sup L (3.107)

[n| =400 AESR ‘n‘

(We recall that S, is defined in (3.20]).) This assumption means that there exist exponential growing
modes of frequency n with growing rates of order |n|yy for arbitrary large |n|.
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Example 3.6.4. As already noticed in the introduction, the kinetic Euler equation and the
Vlasov-Benney equation (1.63) satisfy the following property: if n € Z% and A € C are such that
A € Sy, then for all £ € N*, kX € Sg,,. This can be directly checked using the Penrose conditions
(3.16]) and . As a consequence, for all n € Z¢ and k € N,

kSy C Sk,

Equation (3.107) follows easily. This property is a consequence of the following scaling for (|1.47))
and (L.63):

if f(t,x,v) is a solution and k € N, then f(kt, kx,v) is also a solution.

Under this assumption, the instability proved at Theorem [3.6.1] is true even in small times.

Theorem 3.6.5. Tuke p an unstable profile satisfying assumption , s € N and a € (0,1].
Then there exists (plg,'vg)keN a family of analytic initial data tending uniformly in w towards the
stationary solution (1,w) in W5, (Ty)ken a family of positive times tending to zero such that
for all k € N, the unique analytic solution (p*,v*) to — starting from (pf,vk), is defined
up to time Ty, and satisfies (3.92) and (3.93)).

Moreover |
Ty ~ (’Ogﬁ’“’>, (3.108)

k—+o00 \nk

where

k,w kaw
e = sup {max (Jlf" = 1o, 6™ —wilp ) |
weR

and where ny, is the spatial frequency of the nearest exponential growing mode.

Proof. The proof is very similar to the one of Theorem except that here the eigenvalue depends
on k. Thanks to assumption (3.107)), we choose (ng, Ax)ken a family of solutions to (3.14) with

|ng] — o0,
k——+o0

A
VkEN, 1= RA)
|nk| k—r4-00
Now we take for all k: 5
=— — 0 == 2). 3.109
T P kore fi=las+2) ( )

We take «y sufficiently close to 7o to have (with I' = 2y — =)

SRR _s
a.—l—i—/B T (1 1 5) <a(1 5), (3.110)
1 v a 1 o}
5T <1—4—5> < 5" (3.111)

We suppose up to forgetting the first terms that for all k¥ € N,

Tk 27 (3.112)
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Using the notations ([3.89)) indexed by k for (ng, Ax), we define

cos [nk -+ |nglprt — 20k(w)}
i+ (or +up - w)?

rk’w(t, x) = —cg exp(|ng|rit),

3.113
sin {nk -+ ng|ort — Hk(w)} ( )
uP v (tx) = exp(|nk|rit) X ug.
\ 2+ (ont u - w)?
Remark that
cklne| _ C]lc—a/{4(as+1)}—a/4 <2 g
Ca/4 k—+o0
k
Consequently, we can suppose that for all kK € N,
ck|ne| < 02/4.
In that case, we take T} the unique positive number satisfying
4
crlng| exp(Ing TTh) = /%, (3.114)
Remark that automatically, as 1 < (1 — a/4),
1
Tk ~ (’ Ong|> — 0.
k—+o0 |nH k—4o00
Formula ((3.108]) follows easily. Then,
4
| D7, Dul ez, S cklngl exp(ng|TTe) = 74— 0.
k—+o00

So when k is sufficiently large, condition (3.42) of Theorem is satisfied with 69 = I'Ty. As
a consequence, the unique analytic solution (p* v*) to (3.2)-(8.3) starting from the initial data
(pk,vk) = (1 + vk, w + uk) is well defined up to time T}, and is of the form

Yw € ]Rd, pk’w =1+ 4 6P and VPV =w + Y + fk’“’.

Moreover, (o*, £) satisfies the estimate (3.43]), which gives:

SUp lo(t), ) Ioer—o) S ciilnel? exp(2ng[TT). (3.115)
>4k
In this context (3.98]) becomes (using (3.109))):
1—
sup max (Hp’g’w — preee, 0B — wuws,w> ~ cilngl* = 7P (3.116)

weR

Equation (3.99) becomes (thanks to (3.112)) and (3.114]) and the definition of a in (3.110]))

/min (Hrk’w

Cr. exp(\n|FTk)WF — L

|
P

o a0 ) dpw) 2
> c

a_
~Y k
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But clearly a < 1+ 1/, so that

[min (1, ) ane) 2 6+ o (). (3.117)

—+00

Finally, (3.100) becomes because of (3.114)), (3.111]) and (3.115)):

max <”0k’w |1, ka’w”U) S Ci|nk|2 exp (21 ng|T})
< a/2 — < . 3:1]—8
~ Ck; E o (ck)7 ( )

Gathering (3.116|), (3.117) and (3.118)), we get

/min (Hpk’w — Ul 0,10 xreys 105 = w”Ll((O,Tk)x’H‘d)) dp(w)

k,aw k2w «
sup { max ([lo™ = 1llwoce. o™ — ]l
weR

ct+ o (cf
k k%+oo( k)
>t 4o,
Cg(l_s/ﬁ) k—+o00

using (3.110]) in the last line. Estimate (3.93) is proved in the exact same way as in the previous
proof. O

As in the previous subsection, Theorem has a kinetic counterpart. The following corollary
implies Theorem [3.1.3] in the Vlasov-Benney case. For the kinetic Euler case, the next subsection
(in particular Theorem [3.6.10)) is also needed.

Corollary 3.6.6. Take p an unstable profile satisfying assumption N e N*, ¢1,...,0oN €
C*[RY), s € N and a € (0,1]. Take (pk, v§)ren and (Ty)ren as in the previous theorem (in
particular (Ty) converges to zero), and (p*,v*)ren the corresponding solutions. For each i, call

(f5> i) = / i(vg™) g™ du(w).

Then, we have:
1U[p", v*] = UL, w1101 x19)

Zi]\;l H<f0k7 ()OZ> - </’L7 SOZ'>H%/5,00(T(1) k=00

1
T, ~ <! 0g€k’)7
k—+o00 \nk|

where ey, := ||U[p*, v*]li=0 — U1, w]| ;1 and ny is the spatial frequency of the nearest exponential
growing mode.

—+o0.

Moreover

Proof. The proof is the same than the one of Corollary [3.6.3] O
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3.6.3 The specific case of the kinetic Euler equation

As already said in the introduction, in the case of the kinetic Euler equation, our abstract framework
let us solve , but not : our method applies when we have a formula for the force field,
and not when it is defined through a constraint. So an argument must be added to prove Theorem
[3.1.3] It is done in three steps.

First we will show in Theorem that the measure-valued solutions to built in Theorem
are in fact measure-valued solutions to provided the initial data satisfies —
(which makes sense in a measure-valued setting).

Unfortunately, the initial data used in the proof of Theorem m (the initial data of the expo-
nential growing modes) do not satisfy this property. We will give in Lemma a way to add a
quadratic perturbation to these initial data in order to regain —.

Finally, Theorem [3.6.10] will be nothing but an adaptation of Theorem [3.6.5 in the case of the
kinetic Euler equation. It can be seen as a stability result for this theorem: if we modify the initial
data chosen in the proof of Theorem [3.6.5 by a quadratic perturbation, then the result is still true.

The two kinetic Euler equations coincide in analytic regularity

Take f a smooth solution to ([1.53)). Such a solution f satisfies

9, (/ F(t,2,0) dv) +div (/ of(t2,v) dv) _0,
9, div (/ o f(t,,0) dv) + div (—Vp(t,:n) {/f(t,a:,v) dv — 1}) ~0,

O (/ £t 2,0) dv) + div (—Vp(t, z) {/f(t,a:,v) dv — 1}) 0,

This equation holds in the measure-valued setting for the solutions of Theorem taking succes-
sively ¢ = 1 and ¢(v) := v in the weak formulation. (The second one is not bounded but f must
have a finite second order moment in virtue of (3.5), (3.24) and (3.43).) We call R = (R(t,z)) the
scalar function defined by

and so

R(t,z) = /f(t,:n,v) dv — 1.
Considering the previous computation, as soon as

/fg(o,v) dv=1 and div (/ vfo(e,v) dv) — 0, (3.119)

then R must be a solution to the linear equation (once p is known)

OuR(t, ) + div ( — Vp(t, 2)R(t, x)) —0,
R|t:0 = 0, atR|t:0 =0.

(3.120)

We recall that because of (1.50)) and (1.51]), the initial condition of a solution to ([1.47)) must satisfy
(3119).
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In Theorem we have built solutions to (3.2)-(3.3) satisfying for some §p > 0 and I' > 0

(among other estimates)
sup — sup|[p(t), v(t)]|5 < oo,
0<t<dp/I' 0<6<dp—T't

sup sup (0o — 6 —Tt)2| Dp(t)|s < +o0.
0<t<5o/T 0<8<o—Tt

(The second one is an easy consequence of ({3.3)), Proposition (3.7) and (3.70)).) Therefore,

there is C' > 0 such that for all ¢ € [0,d¢/T"), for all § € [0,y — I't),

C
(0g — 0 — Tt)1/2°

[ Dp(t)]s <

When integrating the estimate we have on p, we also get

sup  sup |R(t)]5 < +oo
0<t<do /T 0<5<80—T't

We are now able to prove the following.

Theorem 3.6.7. If (3.121)) holds, the only solution to (3.120)) satisfying (3.122)) is 0.

(3.121)

(3.122)

In particular, the solutions to (|1.53|) built in Theorem and for which (3.119) holds are

solutions to ([1.47]), as announced.

Proof. We call T := ¢y /T the time of existence of our solution and

to := sup{t < T such that R(t) = 0 and 0;R(t) = 0}.

The goal is to show that to = T. By contradiction if it is not the case, we can do the change of
variable ¢t < (t — tg), T < (T —tg) > 0, dp < (09 — I'ty) and suppose that to = 0. Then, we just

have to show that there exists € € (0,7") such that

Vi <e, R(t)=0.

Indeed, if so, for all t < €, 9 R(t) = 0 and the definition of ¢, would be contradicted. For € € (0,7,

we define

N(e):= sup sup |R(t)]s < +oo.
0<t<e 0<5<o—Tt

We will show that if € is sufficiently small, then
N(e) < =N(e).

The result follows easily. Because R(0) = 9;R(0) =0, for all t < T,

R(t,z) = /0 /OS div(=Vp(r,z)R(,z)) dr ds.
Thus, if § < §y — I't, .
|R(t)|s = /0 /0 | div(=Vp(T)R(7))|s d7 ds.
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But using Proposition and Proposition and defining

50—F7’—5
2 )

Vp(r)R(7) s
|5<//p ‘6(dd3
-

<2// ’DPT;LS/ ()!5/(7 D ds.

O

§(r) =0+

we get

By (3.121) and the definition of IV, if € > 0 and ¢ <

t s 1
R(t)|s < 2V2CN drd
Rt < 220N [ [ e aras
44/2C ! 1
< N d
=TT (5)/0 (6 — 06 _Ts)2"
8v2C

N(a)((ég V2 (8- - Ft)1/2>.
Taking the supremum on § < §y — I't, and then on t < e, we get
8v2C
We obtain the result by taking
F3

< .
©= 51202

Choosing appropriate initial conditions
We recall that the initial conditions used in the proof of Theorem are of the form (1+rg, w+uyg),

ro and ug being given for all w € R? and = € T? by the formulae:

" (2) = —o—s noe —20w)] _ e <( explin ) )2> ,

2+ (o +u-w)? r4ip+iu-w (3.123)
sin [n-x—@(w)} : . .
ug () :==c Xxu=—cqR M X u,
V2 + (o4 u-w)? rtuwptw-w

where c and ¢ € R, 7 > 0, n € Z¢, v = n/|n| and O(w) := arctan ({ +u - w}/r). In the case of the
kinetic Euler equation, these are initial data of an exponential growing mode corresponding to the
eigenvalue A = |n|(r + i) provided holds. We suppose it is the case.

The first condition in holds for these data. Indeed, in this context (use (1.92))), we have

to check that for all x € T¢,
[ @) dutw) <o
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But

/Té”(f) dp(w) = —cR (exp(in : :L‘)/ r +Z-i“f§i : w)2>
dp(w)

= —c|n|®R <6Xp(’m'x)/()\—|—in-w)2)
. (3.124)

by (3.16)).
However, the second condition in (3.119)) does not hold in general. In this setting, it would mean
that

v, ([ o+ @) (14 10) ant))

cancels. But

[ @) (14§ @) dutw)

:/wd#(w) —ck <6Xp(m'x)/{(r+w:fiu-w)2 * r+i¢i—tiu-w}du(w)>

- 02/ cos [n cx— 29(10)} sin [n cx— H(w)]
(r2+(p+u- w)2)3/2

dp(w) X u.

Taking the divergence, we get

e ([ (w2 0.0) (1472 0.) au) )

mn - w 1

= —cn*R <eXp(m - x) / { A+in-w)2  A+in- w}d#(w))

cos [Qn cx— 39(10)}
—c*n- u/ 3/ dp(w).
(r2 +(p+u- w)z)
But the first term can be rewritten
, dp(w)
2 _

because of (3.16)). Finally, we end up with

div, (/ (w + ug’(az)) (1 + 7’6”(1:)) d,u(w)> = —n|*R <exp(2in - x) / %) ;

which does not cancel in general. Nevertheless, the crucial point is that the first order (in ¢) cancels.
We give the initial data we shall consider in the following lemma.
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Lemma 3.6.8. Take (rg,ug) the couple defined in (3.123) and suppose (3.16) holds with A\ =
|n|(r +ip). We call
vie [ - [ aw) (3.120
Yw e RY, 4y =uy — V. (3.127)
Then (po, Vo) := (1 + ro, w + wg) belongs to Ly and satisfies the multiphasic version of (3.119)).

In particular, according to Theorem the solution to (|1.53)) built in Theorem starting
from these data are also solution to (|1.47)).

Remark 3.6.9. The vector field V is a quadratic function of (r,u). We can even give the following
explicit formula using (3.123) and trigonometric identities. For all € T%, we have

c? sin|2n - x — w
V(z) = —2/ E F(SO . '3252)):}/2 dp(w) X . (3.128)

Proof. The first condition in (3.119) only involves rg, which is unchanged, and has already been
checked in (3.124)). We just have to check the second one. We have

s ([0 )+ i) autw))
—aiv, ([ ) - V) dutw) )

_ div, < / (rw + u) d,u(w)) + div, ( / " dﬂ(w)>
~ div, (v /(1 ) du(m) .

We have checked in (3.125) that the first term cancels. The second one equals the third one because
of (3.124)) and because by the definition of V,

divV = div (/ o Uy d,u(w)) .

Finally, (0,V) € Lg because V is the gradient of the function defined for all = € T? by:

c? cos2n - x — 360(w)] w
4|n| / (r2+ (p+u- w)2)3/2 dp(w).

Stability of Theorem (3.6.5

We are now ready to state and prove Theorem in the case of the kinetic Euler equation. Of
course as in the previous cases, this theorem has a kinetic version that implies Theorem [3.1.3]in the
kinetic Euler case.
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Theorem 3.6.10. Take p an unstable profile for the kinetic Euler equation (satisfying the Penrose
condition ([3.16)), s € N and a € (0,1]. Consider (pf,v§)ken and (Ti,)en the families of data and
times given by Theorem|3.6.9,

Then for all k, the unique analytic solution (ﬁk,f)k) to the multiphasic kinetic Euler equation
starting from (pf, %) is defined up to time Ty (0} being chosen as in Lemma . This family
of solutions still satisfy the asymptotics (3.92)) and , and (Ty)ken still satisfies .

Remark 3.6.11. In particular, thanks to Theorem [3.6.7] and Lemma [3.6.8] Theorem holds
for Equation (1.47)), and not only for (1.53]).

Proof. Let us take (ng)ken, (Ak)ken, (Ck)ken, B, 7, I and (Tk)ken as in the proof of Theoremm
First, let us check that for k sufficiently large, there exist a multiphasic solution to (|1.53)) starting
from (pk, ) up to time Ty. To use Theorem we need to check condition (3.42). We just

have to consider the velocity part because the density part is unchanged. Using the notations of

Lemma with the index k (V} is defined in (3.126)) and u} is defined in (3.127)), we have (using
B3.128)):
1D [e7, < || Duglirr, + | DVilrr,
< cxlnk| exp(|ng[TTx) + ci|ng| exp(2|ng LT}
/2

Cc
<Mt Tk

)

|m|

the last line being obtained thanks to (3.114). In particular, if k is sufficiently large, ||@X|rr, < 0.

So for such k, Theorem guarantees the existence of a unique analytic multiphasic solution
(pk, o%) to (T.53) up to time Tj. It has the following form: for all w € R,

ﬁk,w =14+ rk,w + (fk,w _ T,k,w) + 61~c,w7
Q~}k:,w — w4+ uk,w + (ﬂk,w _ uk,w) + gk,w’
where:
o (rF(t),uk(t)) = Si(rf, uf) is given by (3.113),
o (FM(1),a"(t) = Si(rf, uf),
o (6%, €F) satisfies the same estimates as (o, €¥) in the proof of Theorem m
Comparing with the proof of Theorem [3.6.5 we just need to show that the additional term
(7(2), (1)) — (7 (1), wb(1)) = S0, Vi)

is negligible both in the estimate of the initial condition and in the L' estimate. Thus, the two
things we have to prove are:

e for the initial condition P
Vi oo = 1—s 7
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e for the L! estimate
15600, Vidll 1 0,13y xT2y =, 0 (k)

k——+o0

where a is defined in (3.110)).
For the first one, thanks to (3.128)) and (3.109)),

e < 2 98 s < 1-s/p 2 _ 1-s/8 .
[Villweoe S e x 2°fmel* S (e ") = o (")

For the second one,

Ty,
1500, Vil < / 1540, Vio)lo dt
’ 0

Ty,
S / |Vilr: dt by (34.6),
0
T
< ci/ exp(2|ng|Tt) dt by (3.129),
0
i
N WGXP(QWHFTH
Ccz/2
< th’g by (3.114),
SEPI— o () by (BITI).

This concludes the proof.
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Appendices

3.A Superpositions of Diracs are unstable

In this section, we give ourselves an integer p > 2, p positive numbers a1, ..., o, whose sum is 1,
and p distinct points of R%, aq,. .. ,ap. We define

poi= a1l + -+ pdq, -
The measure p is unstable for the kinetic Euler equation.
Theorem 3.A.1. The measure i is unstable in the sense of the Penrose condition (3.16)).

Proof. Take n € Z% such that n-a1,...,n - ap are distinct. We will show that there exists A € C
with R(A) > 0 such that

p
:0. 3.129
/()\—l—m w) ; /\+zn a)? ( )

For all A € C with R(\) # 0, (3.129) holds if and only if P(\) = 0, where P is the following

polynomial:
P
X):= ZockH(X+in~al)2
k=1 £k

This polynomial is of degree 2(p — 1). According to the fundamental theorem of algebra, it admits
at least one complex root z.

If z = iz with = € R, then either there is exactly one kg such that x = —n - ag, or for all [,
x # —n-qp (if so, we set kg := 1). In each case, for all [ # kg, x # —n - a;, so

(=1)PP(ix) Zaka+n al

k=1 l#k
Zako H(:c+n-al)2
l#ko
> 0.

Hence, we get a contradiction and R(z) cannot be 0.

Moreover remark that P(—X) = P(X). So we also have P(—%) = 0. But necessarily, R(z) > 0
or R(—z) > 0. We conclude that there is A € C with ®(X) > 0 with P(X) = 0. For this A, (3.129)
holds. O

148



3.B Proofs of the properties of the analytic norms

We give in this appendix the proofs of the results stated in Subsection [3.5.2]

Proof of Proposition [3.5.7. We have for all w € R? and = € T%:

Z fk w)exp(ik-x) and g% Zgl w) exp(il - x),

kGZd leZd
with for all n f, and Jn in L. Consequently,

FU(@)g (@) = 3 ( 3 fk<w>gz<w>) exp(in - z).

n€Zd \k+l=n

It follows with (3.18)) that

Ifglls= > | D> fuir| exp(d|n|)
neZd |k+l=n 0o
<> | Frloo exp(61K]) g1l exp (1)
nezd k+l=n
> 1 filooexp(8lk]) | | D ldi]eo exp(8]l])
kezd lezd
= [IFllsllglls-

Proof of Proposition[3.5.9. For all w € R? and = € T¢,

Z fn w) exp(in - x),

nezd

with for all n, f,, € L. Consequently, if & < 4,

IDfllsr = D nl] faloo exp(d'|n])

nezd

= 3 Ialoc exp(alnl) x Infexp (= (6 = &)inl)
nezd

< X Haleexp(@lnl) | x sup {aexp (- (35— )0}
nGZd a€R+

<

< —=lIfls
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Proof of Proposition[3.5.6. We have already seen in the proof of Proposition that with the
same notations, for all z € T and w € R?,

mmmbz(zﬁwmﬁmmm

nezZd \k+l=n
So

exp(d[n])

ID(Fg)lls = Y Inl| D frd

neza k+l=n

Yo > (kI +1u) !fk\oo\gz\ooexp(5\n!)

nezd k+l=n

= 3 3 {1l Fulcldtloo + il 14110 } exp(s/K]) exp(o]1])

nezd k+l=n

= 3 kllilsoe™ 3 e 4 3 [l S 1 locc?!

kezd lezd kezd lezd
= [[£llsll Dglls + llglls| DFIls-
Inequality (3.45)) is simply obtained by induction on |a| + |3|. O

IN

Proof of Proposition[3.5.7. For all x € T¢,
= 3" replin o),

nezd
with for all n fn e LE. Consequently
VAf(x) =—i Z fn exp(in - x)n.

nezad

In particular, using (3.10)),
IVAfls =Y Inl[P(n) - ful exp(d]n])

nezd

<M Y |nl| fulexp(d]n])
nczd

< M|Dfls.
O

Proof of Lemma[3.5.8, The unique classical solution to (3.11)) is given by (3.25)) with (7, &) given
by Lemma As a consequence,

[ DE@ )5y < D2 llEnt),n(8) oo exp (8 = 32} In])

nezd

< C Y |nll(7a(0), @ (0)) oo exp(8]n)
nezd

< Ol D(ro, uo)lls-
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Proof of Lemma[3.5.9 For all w € R? and = € T,

Fo@) = 3 fulw)exp(in - @),

nezd

with for all n, f,, € L. But by (13.46)), fo(w) = 0 for all w € R?. Consequently, if §' < 6,

Ifle =Y |falocexp(d'In])

n€eZ4\{0}

= X |l exp(@ln]) x exp (— (5~ &) n)

nezd\{0}

IN

Z ’fn‘ooeXp((S’n’) XeXp(_ (5_5,))
nezd

ISl
exp(d —d')

O

Proof of Lemma[3.5.10 To prove these three estimates, we only need to consider the case when
® : w — w* for some k € N% For the general case, it suffices then to multiply the inequalities
obtained by |az| and to sum over k. For i € {1,...,d}, we denote by 1; € R? the vector whose only
nonzero coordinate is a one at position i. Then, if o and f € N? are such that a + 8 = k — 1;, we
chose 'yé, g€ N in such a way that for all X and Y € R,

d
XF-vE=N (X -Y) ) AL pXYh (3.130)
i=1 at+B=k—1;
(Use Bernoulli’s formula to find such ’yg, B') Up to now, we omit to specify in each line i =1,...,d

and a+ = k—1;. Remark that taking for h € R, X = (1+h)1; and Y = 1;, the previous formula
leads to

L+m)f —1=hY 51+ ).
aMB

Derivating at h = 0, we obtain
> i =k (3.131)
a,B

In particular, summing over ¢,
> g =1kl (3.132)
Z‘7a7/3

Proof of (3.49). We want to show

(a4 f)F = (a+9)¥l5 < |f = gls x [k[(la] + | £, ls)" .
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But by ([3.130)), the triangle inequality and Proposition m

@+ £ —(a+9)*ls =D _(fi—9) > _vagla+ f)*a+g)

i Oé,ﬁ 5
<If = als D vapllal +1£15)* (lal + lgls)”
i,a,ﬂ
<1f = gls(lal + £, 9la) 1 57 46
i’azﬁ

= | = gls x IKl(lal + | f, gls)"* 7",

the last line being obtained by (3.132)).
Proof of (3.50)). To prove

| D(a+ f)"ls < [kl Dfs(|al + [F)F,
it suffices to develop (a + f)*, use the triangle inequality and the fact that for all a € N%,

IDfeLs < lall £ D s,

which is (3.45) of Proposition with 8 = 0. One can then re-factorize and get the result. The
proof of (3.51)) follows the same path.
Proof of (3.52)). Here we need to prove

ID{(a+ f)* — (a+9)*}s < |f — gls| DF, Dyls x [k|(|k] — 1)(|a| + |, gls)* >
+1D(f — g)ls x |E|(|a] + | £, gls) 2.

but using (3.130) and then Proposition we get
ID{(a+ £)F = (a+9)*}s < D 7L sID{(fi — g)a+ )*(a+ 9)°}s

i,

<|1f=gls Y vhsDia+ )*a+9)"}s
1,03

=51

+[D(f = 9)ls D Ahslla+ ) a+9)s.
1,0,

:=S5o

To estimate S, remark that thanks to Proposition for all aw and (3 such that |o|+|8| = |k|—1,

ID{(a + f)*(a+9)"}5 < lal(al + |f15)*"" (lal + |915)"”'| Df5
+181(lal + I£15)* (lal + |g15)""" = | Dyls
< (o] + 18)(lal + | £, gls) =1 D f, Dgls

(Ik] = 1)(lal + |£. gls)*' 2| D, Dls.
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It remains to sum over «, 8 and to use (3.132) to get
St < |k|(|k| = 1)(|a| + | £, gl5)*'"*| Df, Dgls.

The sum Ss is estimated in the same way than in the proof of (3.49)). The result follows.
Proof of (3.53)). At last, we have to show

D{(a+ /)"~ (a+g)* - Lk -,

< {|D(f —9lslf,gls +1f —gls| Df, D9\5}|k|(|k| —1)(la| + | f, gls)* 2.

Thanks to (3.130) and (3.131)),

D{(a+ f)* = (a+g)* Zkak Li gl)}‘
- )D{ S (i)Y vhs((at+ Ha+9)" —aP)}

) a,fB
By similar computations than before,
Do+ )"~ (a-+0)* =3 fi= 9},
<|f = 9gls Y vhsDia+ 1)*a+9)" s +ID(f = 9)ls Y ’Vé,g’(a + f)*(a+g)” —a®*?

i7a’ﬁ i7a7ﬁ
=95 =85>

5

The sum S has already been estimated in the proof of (3.52). For S, remark that

(a+f)*a+9)" —a*| < (lal +[£1)*(al + |gls)"" = [a] * V7

< (la| + | f. gls)"=" — Ja ¥
< (I = 1) (al + If, 91| £, gl5-

Indeed, for the first line, you just have to develop the product, simplify the term a®*?, use the
triangle inequality and Proposition [3.5.4] and finally re-factorize. Our estimation does not depend

on i, o, B, so taking the sum, by (3.132]),
Sy < [k|(|k] = D)(|al + |, 91s)™ 7?1, gls-

Hence, the result. O
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Chapter 4

The pressure field is not a smooth
function of the endpoints

We recall that the main results of this chapter have been presented in Subsection above. This
chapter will be the subject of a forthcoming article.

_ —C=Doe——

The goal of this chapter is to prove Theorems [1.4.6] and stated in the introduction. Every-
thing is done in the flat torus T¢ = R?/Z9. Contrarily to the other chapters where we consider the
problem [OT (Problem between the times 0 and 1, here, we will often deal with the same
problem, but between the times 0 and 7" > 0, see footnote [ of the introduction.

Theorem asserts that as soon as the pressure field is semi-concave in the following sensd}

3C = (Cy) € LY(0,T) such that D?p(t,e) < C;1d, (4.1)

then any solution of the incompressible optimal transport problem IOT (Problem induces
through formula a weak solution to the kinetic Euler equation , and any weak solution
to the kinetic Euler equation ([1.47)) with compact support generates as superposition solutions (in
the sense of [I, Definition 3.2], more on this in Subsection some solutions to 10T, at least
when restricted to a smaller set of times.

Theorem m shows that as an element of LTLL 7 > 1, the pressure field of incompressible

optimal transport cannot be a smooth function of the endpoint conditions.
Let us give an outline of this Chapter.

4.1 Outline of the chapter

In Section we will show the correspondence between Newton’s law and Lagrangian mechanics
in a context where the potential is only semi-concave. We will start by giving in some easy
facts on semi-concave functions of the torus. We will then show the equivalence strictly speaking in

Subsection [4.2.2l More precisely, we show in Theorem |4.2.12| that when ¢ satisfies condition (4.1]),

1We reproduce here formula for clarity.
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then any minimizer of the Lagrangian

/OT {"’;'2 _ gZ)(t,wt)}dt

up to homotopy relative to endpoints satisfies the Newton law:
L:Jt = —Vqﬁ(t,wt).

in a weak sense to be specified later, in . We give in Theorem a condition on the function
C appearing in formula for a solution to the Newton law to be a minimizer of the Lagrangian
up to homotopy relative to endpoints, and in Theorem [4.2.17], we give a condition on C' and on the
endpoints = and y € T? for the solution to the Newton law joining z to y which is homotopic to
the unique geodesic between = and y to be the unique minimizer of the Lagrangian in the class of
curves joining x to y.

With this correspondence, we will be able to prove Theorem in Section £.3] We will prove
that a solution to incompressible optimal transport whose pressure is semi-concave induces a weak
solution to the kinetic Euler equation at Theorem It will be a consequence of Theorem
and Theorem [£.2.12] We will prove at Theorem [£.3.7] that a weak solution to the kinetic Euler equa-
tion whose pressure is semi-concave and with compact support generates solutions to incompressible
optimal transport. It will be a consequence of Theorem [1.2.17]

Then, Section[4.4 will be devoted to the proof of Theorem|[I.4.5] As explained in the introduction,
it will be a consequence of two estimates, given at Lemma [4.4.3] and Lemma [4.4.4] respectively.

4.2 Classical mechanics in a semi-concave potential

4.2.1 Semi-concave functions on the torus

We give here some basic facts about semi-concave functions on the torus. Everything is elementary,
but we chose to do all the proofs for the sake of completeness, as the case of the torus might be
slightly unusual. In the whole subsection, we deal with a function on the torus f : T¢ — R, and we
denote by F : R — R the corresponding periodic function defined by F := foIl, where IT : R4 — T¢
is the canonical projection. We also give ourselves a nonnegative number C'. We will call elements
of the torus by small letters like a, x, v, and elements of R? by capital letters like A, X, Y. We will
denote by d the canonical distance on the torus, and by Diam T its diameter.

Definition 4.2.1 (Semi-concave function). We say that the function f is C-semi-concave if the
function

X eRM— F(X) - %XF
is a concave function.

Remark 4.2.2. One could check that this definition is equivalent to saying D?f < C'Id where we
differentiate in the sense of distributions and where we consider the order of symmetric matrices.

In what follows, we call G this concave function. Of course in that case, G and consequently f
and F' are continuous. From now on, we suppose that f is C-semi-concave.
Observe the following easy property.

155



Remark 4.2.3. Take A € R? The function G4 defined for all X € R¢ by

Ga(X)=F(X)— %X — AP = G(X) +0(X,A) - %\AF.

~——
concave affine

is a concave function.

Superdifferential of semi-concave functions. Remember the definition of superdifferential of
a concave function.

Definition 4.2.4. Let H : R — R a concave function. We say that the vector I € R is in the
superdifferential of H at X € R% and if for all Y € R?,

HY)<HX)+{1,Y — X).

A classical theorem asserts that the supperdifferential of a concave function is everywhere
nonempty. We can define the superdifferential of semi-concave functions by using the corresponding
concave functions.

Definition 4.2.5. If z € T? and | € R%, we say that [ is in the superdifferential of f at  and we
write [ € 0f(x) if one of the two following equivalent statements holds

1. there is X € II"*({x}) such that [ is in the superdifferential of Gx at X,
2. for all X € I~'({x}), [ is in the superdifferential of G'x at X.

Proof of the equivalence. The second point implies the first one because the superdifferential of a
concave function on R? is everywhere nonempty.
The first point implies the second one because if X and X’ belong to IT"({z}), then for all
Y € R,
Gx(X'+Y)=Gx(X +Y) = H(Y).

Thus, the superdifferential of Gx at X and the one of G at X’ are equal, as they both coincide
with the superdifferential of H at 0. O

In the sequel, it will be more convenient to work with f directly. So we give another characteri-
zation of superdifferentials. First of all let us define directional superdifferentials. The second point
of the following definition will be useful in the next section.

Definition 4.2.6. Take e belonging to the unit sphere S¥~! and I € R?. We say that [ is in the
superdifferential of direction e of f at x and we write [ € O, f(x) if one of the two following equivalent
affirmations holds

1. for all t >0,
C
flx+te) < f(x) +t{l,e) + 5752,

2. for all ¢ > 0, there exists a sequence (,)nen going to zero such that for all n € N,

flx+the) < fx) +tp(l,e) + cty.
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Proof of the equivalence. The first point implies the second one.
Let us assume the second point and prove the first one. First remark that the case t = 0 is
obvious. Else take X € II"!({z}), ¢ > 0 and (t,,) as given by the assumption. As Gx is concave,

the function:
Gx (X +te) — Gx(X)

teR} — .

is nonincreasing. So if ¢ > 0, as soon as t,, < t,

Gx (X +te) — Gx(X) . Gx(X +tphe) — Gx(X)
t - tn )

Writing this inequality in terms of f leads to

fa+te) = f@) _C, _ f(e+tne) = f(a)
t 2 tn 2

Now if we use the assumption on the right hand part, we get

f(:c+tet)f($) _%tg <l,e>+c_%tn.

The result follows letting n go to 4+00, ¢ go to zero and multiplying by t. O
Now we can give our other characterization of superdifferentials.

Proposition 4.2.7. Let x € T¢ and | € R%. Then | € df(z) if and only if for all e € S1,
l€0.f(x).

Proof. If | € 0f (), take X € TI"1({z}), e € St and t > 0. Call Y := X + te. By definition,
Gx(Y)<Gx(X)+ (LY = X) = f(x) +t(,e).

But as

Gx(Y) = F(Y) = S|V = XP = [(a+1e) = S 12

we conclude that | € J. f(z).

Conversely if for all e € ST, [ € 9. f (), take X € TI"'({z}) and Y € R If Y = X, there is
nothing to prove. Else, call e = (Y — X)/|Y — X| and t = |[Y — X|. We have by the first point of
Definition

¢ 2
Gx(Y) = f(z+te) — §|Y — X

< f(x)+t{,e) + Cp_Cp

2 2
= f(x) + t{l,e)
=Gx(X)+ (Y — X).

O

In fact, it is not necessary to check the directional superdifferential in every direction. Indeed,
remark the following fact.
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Proposition 4.2.8. Let x € T¢ and | € R?. The set
{e € STt such that | € o f(x)}

is closed. In particular, if V is a dense subset of S¥=', 1 € Of(x) if and only if for all e € V,
l € 0cf(x).

Proof. The first point of Definition is clearly a closed condition on e (we recall that f is
continuous). The second statement is a direct consequence of Proposition m O

Bounds on semi-concave functions. Here we will show that the number C in the definition of
semi-concave functions controls the oscillation and the Lipschitz constant of these functions. (When
¢ = 0, we recover the fact that a periodic and concave function must be constant.)

Proposition 4.2.9. The function f is bounded and

(Diam T9)?
2

Proof. Let x € T be such that f(z) = min f and y € T? be such that f(y) = max f. Necessarily,

Of(x) = {0}. Else, it means that there is | € df(z) with [ # 0. But in that case if e € S¥! is

chosen so that ([, e) < 0, Definition would contradict the minimality of f(z).
Now take X € II"'({z}) and Y € IT"'({y}) with |Y — X| =d(=z,y). As 0 € 0f(x),

C.

max f — min f <

Fw) — Sd(e)? = Gx(Y) < Gx(X) = f).

In other therms,
(Diam T%)2

5 C.

max f — min f < ©d(ry)? <

Proposition 4.2.10. The function f is Lipschitz continuous and
Lip f < DiamT¢ x C.
Proof. Call L := Diam T¢ x C. It suffices to show that for all X € T?, for all e € S*~!, for all s > 0,
F(X)—Ls < F(X +se) < F(X)+ Ls.
Let us begin by the left hand inequality. Because G x is concave, if ¢ > s, then

Gx(X+S€) — Gx(X) > Gx(X —|—te) — Gx(X)
s - t '

In terms of F,

—s > — —t.
t 2

F(X+se)-F(X) C F(X +te)-F(X) C
5 2
Consequently,
F(X +se) > F(X) — %st— Ms
: )2
> F(X) - %s{t + (DW?T ) }

We get the result by choosing ¢ = Diam T¢.
For the right hand inequality, it suffices to exchange the roles of X and X + se. O
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4.2.2 Semi-concavity of the potential in classical lagrangian mechanics

In this section, we present, in the context of semi-concave potentials, the link between the minimizers
of the Lagrangian

e .
Ly:we CO0,T); T /0 {glanl” - ottt ifw e AC(0.71,T) (4.2)

+ 00 else,
with prescribed endpoints, and the solutions to the second order differential equation
O = =Vo(t,wy). (4.3)
We recall that the set AC?(0,T) is the set of absolutely continuous curves w that satisfy:

T
0

The potentials ¢ that we ill use will satisfy the following assumption.

Assumption 4.2.11. We suppose that there exists a function C : ¢t — Cy in L' (0, T; R, ) such that
for almost all ¢ € [0,T], ¢(t, e) is C¢-semi-concave (as for p in formula (1.94)).

In particular, in virtue of Proposition and Proposition there is a dimensional con-
stant A > 0 such that for almost all ¢ € [0,T7,

max ¢(t,e) — min ¢(t,e) < ACy, Lip ¢(t,e) < AC%. (4.4)

In this context, we will not work with (4.3) which makes no sense a priori, but with its natural
relaxation:
we W0, T;T% and for amost all t € [0,T], —i; € dp(t,wr). (4.5)

A minimizer of up to homotopy is a solution to (4.5). The functional Ly is clearly
proper and lower semi-continuous for the topology of uniform convergence. These properties ensure
the existence of minimizers in each class of homotopy relative to endpoints.

We show the following theorem.

Theorem 4.2.12. Suppose that ¢ satisfies Assumption|{.2.11, Consider a curve w € C°([0, T]; T¢)
such that for all £ homotopic to w relative to its endpoints, we have:

Lg(&) > Ly(w).

Then (4.5) holds.
Proof. By minimality, for all h € D(]0, T[; R?) and all § > 0,

/OT{élthQ — o{twi) b
< /OT{;\@ + 0hy|? — (L, wi + 5ht)} dt

< /OT{;M)HQ - ¢(t,wt)} dt + 6/0T{<wt’ he) — ot we + 5h§) — o(t, wt) } dt + o(6)

< /OT{;\th_¢(t,wt)}dt+5/0T{<wt,ht>+ACt|ht]}dt+o(5).
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Dividing this inequality by § and letting it go to 0, we get
T .
vh e DOO.TERY, [ {(@nnhe) + ACHA }dt > 0
0
In particular, writing this inequality for both h and —h,
T
vhe DOO.TERY, |G, hprp| <A [ Cillu|t,
0

and this is sufficient to conclude that w € W21([0,T]; D) and that almost everywhere, || < AC;.

Call Z the set of times when w is twice differentiable, and when ¢(¢, ®) is Cy-semi-concave. This
set is of full measure on [0, 7] as an intersection of two sets of full measure. We will prove that the
set

A={teZ| —ay ¢ 0o(t,wy)}

is negligible. It suffices to prove that for any € > 0,
A® = ANle, T — ¢

is negligible. From now on we fix £ > 0.
Take V' a countable dense subset of the sphere S¥~! and S := {1/n, n € N*}. If t € Z, then by
Proposition there exists e € V such that

_C‘:)t §é 8e¢(tawt)'
But then, by Definition [£:2.6] there exist ¢ > 0 and sp > 0 such that for all s < s,
d(t,we + se) > o(t,wr) — s(W, €) + cs.

Of course, we can choose sg to be in § and ¢ to be equal to sg without loss of generality. In other
terms, calling for e € V and sg € S
A ={t € ZNje,T — e[| Vs < sp, ¢(t,wi + se) > o(t,wr) — s(W, €) + sos.},

€,50

we see that

A€ = U U Ai,so

ecV speS

So it suffices to prove that for all e € V and sy € S, AS , is negligible. We argue by contradiction

€,50

and suppose that Leb(AS . ) > 0 for some e € V and sp € S.

€,50

Take K a compact and O an open set of [0, 7] such that

KcA,  cCoO,

€,50

and such that A(O\K) is sufficiently small to have

Leb(K) > ~A(45,)>0 and A Ctdt<%0Leb(A5 )g%OLeb(K). (4.6)

€,50 €,50
O\K

N |

160



Take then h a function in D(]0,T'[) with values in [0, 1] and which is equal to 1 on K and equal to
0 outside of O. Let us compute the action of the curve w + she with s €]0, sq].

T 1 .
/O {i‘wt + shee? — o (t,wp + shte)} dt
T q T ) T
_/ 2|wt]2dt+s/ <wt,e>htdt—/ d(t, wy + shee) dt + O(s?)
0 0 0

T T ) T
:/0 {%\wtﬁ - gf)(t,wt)}dt—l—s/o (o, €) g dt+/0 {¢(t,wt) — o(t,w +5hte)}dt+0(32).
But outside O:
/ {qﬁ(t,wt) — o(t,we + shte)} dt=0= s/ (@, e)hy dt.
cO cO

In K, using the definition of AS

/K {¢(t,wt) — o(t,w + shte)} dt = /K {gb(t,wt) — o(t,wy + se)} dt

gs/K{@t,@—so}dt
:s{/K(C&t,e)htdt—soLeb(K)}.

Finally, in O\ K, we use (4.4)) to get:

/O\K {gb(t,wt) — ot w + shte)} dt < A . Cy dt

= sA Ct dt+/ <w,e>htdt—/ (w,e)htdt
O\K O\K O\K

Gathering everything,

T 1 .
/ {iywt + shee|® — o(t, ws + shte)} dt — /
0 0

T T
< S{/ <d}t,€>ht dt+/ <(I),€>htdt—80 Leb(K)+A Ct dt—/ <w,e>htdt} +O(S2)
0 0 O\K O\K

T

{%\wtﬁ —olt.wi) b

But the two first terms cancel each other, so that we are left with:

T 1 .
/ {§|wt+shte]2 —¢(t,wt+shte)}dt—/
0 0

< s{—soLeb(K) +A C’tdt—/ (d&,e)htdt} + O(s?)
O\K O\K

T

{%\wtﬁ —olt.wn) i

§s{—soLeb(K)+A Ctdt+/ ]J)|dt} + O(s?).
O\K O\K
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As almost everywhere, || < ACy, we have:
T 1 . T
/0 {§|wt o+ sheel? = @(t,wn + shie) fdt — /O {;M\Q — o(t,wn) } dt
< 54 —spLeb(K) + 2A Cydt, 3 +O(s?)
O\K

and it appears that when s is small, thanks to (4.6)), the minimality of w is contradicted. As a
consequence, for almost all ¢ € [0,T], —&¢ € 0P(t, wy). O]

A solution to (4.5) for small times is the unique minimizer of (4.2)) up to homotopy.
Before proving the converse part of Theorem we need to introduce an assumption on the
function C appearing in Assumption [4.2.11

Assumption 4.2.13. We say that C' provides a Poincaré control if for all smooth function ¢ :
[0,7] — R, we have:

T T
/ Cyp(t)?dt < / ¢ (t)? dt. (4.7)
0 0

We say that C provides a strict Poincaré control if the inequality in the above formula is strict for
all ¢ # 0.

Up to taking a smaller 7', this assumption always holds, as explained in the following remark.

Remark 4.2.14. e If C' is a constant, by the standard Poincaré inequality, C' provides a
Poincaré control (resp. a strict Poincaré control) if and only if

TxVC<n (resp <m).

e More generally, it is easy to prove with the Cauchy-Schwarz inequality that a sufficient con-
dition for C to provide a Poincaré¢ control (resp. a strict Poincaré control) is

T x |Cllprqoay <1 (resp < 1).

Hence, for all C' € L'([0,T7), there exists T* < T such that C|o 7+ provides a (strict) Poincaré
control.

We are now ready to state and prove the converse part of Theorem [£.2.12]

Theorem 4.2.15. Suppose that ¢ satisfies Assumption with a function C' that provides a
Poincaré control. Let w be a curve satisfying (4.5). Then for all & homotopic to w relative to its
endpoints, we have

Lg(w) < Ly(&).

If the Poincaré control is strict, then the inequality is strict for all & # w and w is the unique
minimizer of Ly in its class of homotopy relative to endpoints.
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Proof. Take £ a curve which is homotopic to w relative to its endpoints. Let us consider W and
FE some lifts of w and & respectively, with the same endpoints. In the following, ® stands for the
periodic function (in space) corresponding to ¢ i.e. ® : (t,X) € R? i ¢(t, TI(X)).

For almost all ¢ € [0, 7], we have by the first point of Definition and :

. C
(I)(t, Et) S (I)(t, Wt) — (wt, Et — Wt> + Et‘Et — Wt‘Q,
which can be rewritten
Ct 2 .
—p(t,wi) — 7|Et —Wi|* < —o(t,&) — (@, By — Wh).

We can suppose that ¢ and consequently E are in AC?(0,T), else there is nothing to prove. In that
case, integrating the previous inequality and using an integration by parts leads to:

T 1 (T T T ) ]
/ d)(t,wt) dt — 2/ Ct|Et - Wt|2dt S / qb(t,ft) dt +/ <(,Z)t, Et - Wt> dt
0 0 0 0
T T )
= —/ o(t, &) dt +/ (Wi, & — wy) dt
0 0
(Of course, for almost all ¢, w; = W, and ét = Et.) Using the formula:
Lo 1. 1,. 1 . .
(Wi, & —wy) = §|§t’2 - §|Wt|2 - §‘Et — Wil?,
we get:

2
We conclude by applying (4.7)) to ¢t — |E; — W;| thanks to a standard regularization procedure. [

1 /T . . 1 /T
L¢(w)+/ |Et—Wt‘2dt— 2/ Ct|Et—Wt|2dt§ L¢(£)
0 0

In Section we will need a criterion to ensure that a solution to (4.5)) is an absolute minimizer
of (4.2) (and not only in its class of homotopy). We give this criterion in the following paragraph.

A case when the minimizer of (4.2)) is homotopic to the unique geodesic. Let us introduce
an assumption relating to z,y € T¢ under which the minimizers of L4 are homotopic to the unique
geodesic joining x to y.

Assumption 4.2.16. We suppose that the function C satisfies

AT
K= %HCHD(O,T) <, (4.8)

where A is given in (4.4).

In that case, we say that z,y € T¢ are close if:
y—er((—(ﬂ'—K),ﬂ—K)d).

Remark that when x and y are close, then there is a unique geodesic joining x to y.
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Theorem 4.2.17. We suppose that ¢ satisfies Assumption [{.2.11] with a function C providing a
strict Poincaré control and satisfying Assumption |4.2.16. Consider some close x,y € T,

If w is a solution to joining x to y which is homotopic to the unique geodesic joining x to
Yy, then w is the unique minimizer of Ly between x and y.

The proof relies on the following lemma.

Lemma 4.2.18. Suppose that ¢ satisfies Assumption with a function C' satisfying Assump-

tion and take some close z,y € T¢.

Then the minimizers of Ly between x and y are homotopic to the unique geodesic joining x to
.

Let us prove Theorem using Lemma

Proof of Theorem [{.2.17. Take w as in the statement of the theorem. As C provides a strict Poincaré
control, according to Theorem w is the unique minimizer of L, in its class of homotopy
relative to endpoints.

Let @ be a minimizer of Ly between x and y. By Lemma [.2.1§] & is homotopic to the geodesic
joining z to ¥y, and so w and & are homotopic. Because of the previous consideration w = @. O

Now, we give the proof of Lemma

Proof of Lemma[].2.18 Call w the unique geodesic joining z to y. It suffices to prove that if £ is
not homotopic to w, then Ly(w) < Lg(§). So let us take & which is not homotopic to w. Suppose
that ¢ € AC2%(0,T) (else, there is nothing to prove). Define:

T T
U:—/ Gdt  and V:—/ ¢ dt.
0 0

Because w is a geodesic,

1 T ) U 2

2/0 a2 dt = |2T (4.9)
and by Jensen’s inequality,

L[ eeges VP

3 ; |&e]” dt > oT (4.10)
As w is a geodesic, for all i € {1,...,d},

U <V (4.11)

Because w and ¢ are not homotopic but have the same endpoints, there exists ig € {1,...,d} such

that V;, — U;, € 2nZ*. For i = iy we have a better estimate than (4.11)):
Vzg - Uz% = (VZ - Ui0)2 + 2Ui0(‘/io - Uio) > (wo - Uio)2 - Z‘UiOHVio - Ui |

But in addition,
|Ui0| <m,

so that A — A? — 2)\|U,, | is increasing on [27, +00). Consequently, as |V;, — U;,| > 2,

Vie = Ufy > 4n® — 4|Us|m = dm(m — |Uyy|) > 4n K, (4.12)
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where the last inequality is obtained thanks to U;, € (—(m — K), 7 — K), which is due to the fact
that z and y are close. As a consequence, we have:

T T T
Lof€) = Lofw) = 5 [ éat— [l ar= [ ot - otwyar

\%4 2 U 2 T .
> B B0 [ olt, ) — min (e, o) by (E9).(E10).
0
V2 - U2 T
0
2rK  2rK
> T T T by (4.12),
as K is defined by K := AT||C||1/27. The result follows O

4.3 Equivalence of the two models

In this section, we show how to associate to a solution to incompressible optimal transport a weak
solution to the kinetic Euler equation and wice versa.

From now on, we will work with probability measures on various spaces, so we need to introduce
some notations. If X is a Polish space, we denote by P(X) the set of Borel probability measures
on X. If «: X — Y is a measurable map between two Polish spaces X', ), and if m € P(X), we
denote by axm the push-forward of m by «, that is the unique Borel probability measure on Y
that satisfies for all p € Cy(Y):

pdaym = /cpoadm.

First of all, let us define more precisely what is a weak solution to the kinetic Euler equation.

4.3.1 Weak solutions to the kinetic Euler equation and superposition principle

Formally, the first equation in (|1.47]) is equivalent to the continuity equation on the phase space:

O fo(x,v) + diva., < fi(z,v) {_vp“( . w)D = 0. (4.13)

Hence, to treat this equation, we will use the theory developed by DiPerna and Lions in [3§],
revisited and extended by Ambrosio and Crippa in [I]. This leads to the following definition.

Definition 4.3.1. Take f : t € [0,7] = f; € P(T? x R%) a measurable map and a scalar field
p € LY(0,T; WH1(T?)). We say that (f,p) is a weak solution to the kinetic Euler equation if

e for almost all time ¢ € [0, T, the first marginal II,4 f; of f; is the Lebesgue measure Leb,
e equation (4.13)) holds in D'((0,T) x T¢ x R%).

Let us make a few remarks on this definition.
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Remark 4.3.2. 1. If (f,p) is a solution in the sense of the previous definition, as f is incom-
pressible and as p € L'(0, T; WH1(T%)), we have:

/OT/IVp(t,x)Idft@,v) dt = /OT/\Vp(t,a:)]da:dt < +00.

In particular, the following integrability holds:

[_vpv(t’ x):| < Ll ([07 T]; Llloc(ft))v

and the second term in (4.13)) is well defined in a distributional sense.

2. As observed in [I, Remark 1.2|, if (f,p) is a weak solution to the kinetic Euler equation, then
f admits a continuous representative. In that case, the incompressibility holds at all time.

4.3.2 A solution to incompressible optimal transport induces a weak solution
to the kinetic Euler equation

Let us begin by defining the density corresponding to a generalized flow. We rewrite here formula
(1.46) from the introduction.

Definition 4.3.3. Let P be a generalized flow charging only absolutely continuous curves. In that
case, for almost all time ¢ € [0, 7], the map w + w; is well defined P-almost everywhere. For such
t, the density at time ¢ corresponding to P, denoted by f;, is the probability measure on T?¢ x R¢
defined by:

Vo € Cy(T? x RY), /gp(m,v) dfi(x,v) = /gp(wt,wt) dP(w).

Remark 4.3.4. Because is has a finite action ((1.14)), any solution to incompressible optimal trans-
port only charges absolutely continuous curves, so they admit a density.

Now, we show that if the pressure of a solution to incompressible optimal transport is semi-
concave, then the corresponding density is a weak solution to the kinetic Euler equation.

Theorem 4.3.5. Take P a solution to incompressible optimal transport, f .t f; its density and
call p the corresponding pressure field. If p satisfies Assumption|4.2.11], then (f,p) is a weak solution
to the kinetic Euler equation.

Proof. First, remark that for all ¢ € Cy(T9), for all ¢ where the density of P is well defined,
/gp(aj) dfi(z,v) = /np(wt) dP(w) by Definition [£.3:3]
— [ote)da by (CT1).

Moreover, under Assumption 4.2.11} p € L(0, T; Lip(T%)) ¢ L'(0, T; W1 (T%)). Hence, we just
have to prove that (4.13) holds in D'.
Let ¢ be a test function in C°(T? x R?) and y € C°(0,T). It suffices to prove that

// o(z,v) df(z,v) // Vep(z,v) - U—VUQO(&',U)-pr(t,x)}dft(x,v) dt.
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(Remark that for almost all ¢, the first marginal of f; is the Lebesgue measure and p(t, e) is dif-
ferentiable almost everywhere, so we can conclude that for almost all ¢, V,p(t,x) is well defined
fi-almost everywhere.) But by Definition and Fubini’s theorem, as the functions:

(z,v) = Vyp(x,v)-v and (z,v)— Vyp(x,v)- Vep(t,x)

are bounded by an integrable function time, this equality is equivalent to

T T
// X () p(ws, i) dt AP(w) = —// X(t){vxga(wt,wt)-wt — Vop(wr, ) pr(t,wt)}dth(w).
" " (4.14)
Under Assumption we can apply [3, Theorem 6.8| asserting that P-almost all curve is a
so-called p-minimizing path, i.e. a minimizer of Ly with ¢ = p up to homotopy. Indeed, in our case
p € LY(0,T; L>=(T%)) and for almost all ¢, p(t, ®) is continuous. In particular, the maximal function
Mp defined in [3, Section 6] is in L'((0,T) x T%), and for almost all time ¢, p(t, ) defined in [3),
Section 6] coincide with p(t,e) everywhere.
As a consequence, by Theorem P-almost all curves satisfy . Hence, it is easy to
prove that for P-almost all w
t— go(wt, wt)

is absolutely continuous, and that for almost all ¢,

d . L .
a‘ﬂ(wt,wt) = Vap(wi, wi) - W + Vi (w, wy) - @y

In particular, for P-almost all w, we have:

/0 ol in) df = /0 Tx(o{vw(wt, ) - o+ Vgp(on, ) G} (4.15)

On the one hand, for almost all ¢, p(¢, e) is differentiable almost everywhere and the marginal of
P at time ¢ is the Lebesgue measure. So for d¢® P-almost all (¢,w), p(t, ) is differentiable at w;. On
the other hand, P-almost all w satisfies (4.5]), so that for dt ® P-almost all (¢,w), w is differentiable
at time ¢ and —@; € Op(t,w;). As a consequence, the set:

(t,w) such that w is differentiable at time ¢,
F = — @ € Op(t, wy),
p(t,e) is differentiable at wy.

is of full measure with respect to d¢t ® P as an intersection of two sets of full measure. In particular,
for P-almost all w, for almost all time ¢, @w; and —V . p(t,w;) exist and coincide. So for such w, we

can replace the one by the other in (4.15)), and (4.14]) follows. O

4.3.3 A weak solution to the kinetic Euler equation for small times induces a
solution to incompressible optimal transport

In order to prove the converse of Theorem we will use that any weak solution to the kinetic
Euler equation is a so-called superposition solution (see [I, Def. 3.2, Thm. 3.4]). In our setting,
this result can be reformulated as follows.
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Theorem 4.3.6. Take (f,p) a weak solution to the kinetic Euler equation. There exists a generalized
flow P € P(C°([0,T); T?)) such that:

e P-almost all curve w belongs to W21([0, T); T4). In particular, the map w +— &y is well defined
for all time, P-almost everywhere.

o For allt, the density at time t corresponding to P is f;.
e [or P-almost all curve w, for almost all t, &y and —Vp(t,w;) ezist and coincide.

If in addition, p is smooth, then P is unique.

(]
0 Jrixra 1+ |v]

a slight adaptation of [I, Theorem 3.4] provides a probability measure P on C°([0, T]; T¢ x R?) that
only charges absolutely continuous curves (w, q), satisfying for almost all ¢:

Proof. As

v
{—Vp(t,x)] ’ dfi(x,v)dt < +oo,

Wt qt,
(jt - _vp(tawt)v
and such that for all time ¢, for all ¢ € Cy(T? x R?),

/sodft = /«p(wt,%)dP(w,q)-

Pushing forward P by the map (w,q) — w, we obtain a generalized flow P, and we easily check
that it satisfies all the conditions of the statement.
When p is smooth, the map ¥ that associates to (x,v) € T¢ x R? the unique solution to

Vt e [0,T], & =—-Vplt,w), wo=z, wyp=v
is well defined, and as a consequence of [I, Theorem 3.1], P = W f. O
We are now ready to state the main result of this subsection.

Theorem 4.3.7. Take (f,p) a weak solution to the kinetic Euler equation and consider a generalized

flow P as given by Theorem [[.3.6,
Suppose that:

e the pressure p satisfies Assumption with a function C providing a strict Poincaré control
and satisfying Assumption [{.2.10,

e for P-almost all curve w, wy and wp are close and w is homotopic to the unique geodesic
joining wo to wr.

Then P is the unique solution to incompressible optimal transport corresponding to its own
endpoint conditions.
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Remark 4.3.8. The second part of Theorem is a consequence of Theorem Indeed, if p
satisfies Assumption or equivalently , then up to reducing the set of times, C' provides a
strict Poincaré control (thanks to Remark and Assumption [4.2.16| holds with some K > 0.

Furthermore, if fo is supported in T? x [—M, M]%, and if P is as in Theorem m we can check
with that for P-almost all curve, for all time ¢, and for all i € {1,...,d},

. t
lwy| < M+A/ Csds < M + A[[Cll 10,5
0

and so wp and w; are close as soon as
{M =+ AHCHLl(O,t)}t <7-K.
So up to reducing again the set of times, all the assumptions of Theorem [£.3.7] hold.

Proof. First, as a consequence of Theorem P-almost all curve satisfies . So for P-almost
all w, all the assumptions of Theorem @ and so w is the unique minimizer of L, between wy
and wr.

Take @ an incompressible generalized flow that shares its endpoints condition with P. Call  this
common endpoints condition. Using the disintegration theorem, we find two measurable families of
generalized flows (P*Y) and (Q™Y) such that

e for all ¢ positive and measurable on C°([0,7]; D),

[ear= | ( / sodPl"y) dy(z,y),
/son = /(/s@dQ”’y> dvy(z,y),

e for y-almost all (z,y), P™Y (resp. @™Y) almost all curve w satisfies wy = = and wp = y.

Because the minimizers of L, with prescribed endpoints are unique, for y-almost all (x,y), PV is
a Dirac, concentrated on the unique minimizer of L, between z and y.
We deduce that for v-almost all endpoints z,y € T,

[ arene) < [ 1) a07),

with an equality if and only if P®Y = Q%Y. If we integrate with respect to v, we get:

[ L are) < [ L) dow). (4.16)

with an equality if and only if P = (). By definition of L, and because P and @ are incompressible,

for R=P or Q:
[ moware) = [ / {3l ~ pit.n)} ardR(w)
- /0 /p(t, x) dx dt.
We get the result by plugging this identity in . O
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4.4 Instability of the relaxed solutions

The purpose of this section is to use the existence result for the kinetic Euler equation developed
in Chapter [3| to build solutions to incompressible optimal transport for which we can derive some
estimates that let us prove Theorem [I.4.5]

4.4.1 An existence result for the kinetic Euler equation

As in Chapter [3] we will build solutions to the kinetic Euler equation of the form:
f(tv z, .) = /6v:v“’(t,x)pw(t7 1‘) du(w)7 (417)

where u € P(R?) has a finite moment of order 2, and (p®),,cpa and (V) cpa are families of smooth
time dependent densities and vector fields on T?, solving the following system of an infinite number
of equations:

Vw e RY, 9,p® + div(p“v™) = 0,

Yw e RY, 9pu¥ 4 (v¥ - V)l = —Vp, (4.18)
—Ap = divdiv / v’ @ v¥pY du(w).

We have seen in Section of Chapter [3] that this system of equations admits exponential growing
modes of growing rate A € C with ®(A) > 0 and frequency n € 27TZ"E| around its stationary solution
(1, w),,cra if and only if (4, n, A) satisfies the Penrose instability criterion:

/% = 0. (4.19)

Following Subsection of Chapter [3| for such (u,n,\) and ¢ > 0, we will consider the
following initial conditions for the system of equations (4.18)):

ew n|? , }

oo (x :zl—i—c?R{ - exp(in-zx) ¢,
0" () A+ in-w)? ( ) (4.20)
cw L mn - 9

vy () .—w—I—c%{)\_i_m'wexp(m :r)}+c V(x),

where for all 2 € T,
_ In? dp(w) :

This is a quadratic perturbation of the initial data of the corresponding exponential growing mode.
Because of the results of Subsection of Chapter 3| if (p,v) is a solution to (4.18) starting from

these data, and if f is given by (4.17)), then f satisfies (1.50)) and (1.51]), so it remains incompressible,
and hence it is a solution to the Euler kinetic equation (|1.47)).

In terms of f, we will build solutions to the kinetic Euler equation starting from:

f§ = / 5ymue 0§ du(w),  with (0§, 05" ) yepa as in (E20). (4.21)

?Recall that in Chapter [3) T¢ = R?/27Z? while here, T? = R?/Z.
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We will use the following existence theorem, which is a consequence of Theorem from
Chapter |3] We recall that the family of analytic norms (| ® |5)s>o are defined in Subsection

Theorem 4.4.1. Let 6 > 0, u € P(T%) be a Penrose unstable profile, n € 2nZ% and X € C with
R(N) > 0 satisfying (4.19). Then there exist cs,As > 0 such that for all ¢ < cs, there is a weak
solution up to time 1 to (1.47)) starting from f§ as defined in (4.21)), whose pressure is of the form

Vt,x, p(t,z)= c%(exp()\t +in- a:)) + ¢“(t, z), (4.22)
with
sup |g°(t, ®)|s < Asc?. (4.23)
te(0,1]

As the pressure field p© is smooth, by Theorem [{.3.6, this solution induces a unique generalized
flow P°€.
In addition, as soon as the support of  is compactly embedded in the open cube

(_ﬂ—a W)da
up to reducing cs, P is the unique generalized Euler flow corresponding to its own endpoints con-
dition.

Remark 4.4.2. This theorem contains less information than [3.5.1] Indeed the latest expresses
more or less a lower bound depending on n, A and ¢ for ¢5. But we will not have to use this lower
bound.

Proof. The existence part is a direct consequence of [3.5.1] so we will not enter into the details, and
we will focus on the proof of the last part of the statement. So we suppose that the support of u is
compactly embedded in the open cube (—m,7)?. For sufficiently small ¢, let p° and P€ be as in the
statement of the theorem.

First, take § > 0. We have for ¢ sufficiently small, using Proposition from Chapter
concerning the behaviour of the analytic norms with respect to derivation:

|D2PC|L}L;;<> < sup [D*p°(t, )0
t€0,1]

1
< 53 Sup Ip°(t, ®)ls
te[0,1]

1
< = (cexp(ROV)) exp(|nld) + Asc?)

— 0.

c—0
We easily deduce that for ¢ small enough, p© satisfies Assumption [£.2.11] with a function C providing
a strict Poincaré control (by Remark [4.2.14]) and satisfying Assumption [4.2.16{ with K = K¢ going
to zero as ¢ tends to 0.

According to Theorem [1.3.7] to conclude that for small ¢, P¢ is the unique generalized Euler

flow corresponding to its endpoint conditions, it suffices to show that it only charges curves w such
that wg and w; are close and which is homotopic to the unique geodesic joining wg to wi. It is easy
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to check that a sufficient condition for these two conditions to hold is that for P¢-almost all w, and
any direction i € {1,...,d}, if w* denotes the i-th coordinate, then

sup |wi| < m— K€,
te(0,1]

But by definition of P¢, for P¢almost all w, there is w € Supp p such that for all ¢ € [0, 1],

c—0

t
i =" () = [ Vpsw)ds = wt 0,)
0

where v is defined in (4.20]), and where we can check that the O is uniform in w and ¢. The result
follows from the facts that Supp u € (=, 7)? and that K¢ — 0 when ¢ — 0. O

4.4.2 Estimates on the pressure field

In this subsection, we prove the following easy lemma.

Lemma 4.4.3. Let u be a Penrose unstable profile, n € 2nZ% and A € C with R(\) > 0 satisfying
(4.19). For all r > 1, there is a constant a, only depending on d,r such that the family of pressures

defined in Theorem satisfies
c exp(R(A) — 1
p |L{L}C 2 QTWC + CgO(C)- (4.24)

Proof. For the first term in the right-hand side of (4.22)), we have:

Lo C{/Olexp(rﬂ%(/\)t) </|Cos(n )] dx)rdt}l/r

> ¢ Vol(T4) V" x { /0 lexp(m(A)t) dt}l/r

- cvary s { SRR

‘c?R(exp()\t +in - x))

exp(R(A)) — 1

2 ay §R(>\)1/r ¢
with: 1
d T
. {VOI(T )} .
T

(Of course the phase change due to the imaginary part of A plays no role.)
For the second term in the right-hand side of (4.22)), take § > 0. If ¢ < ¢s, then (4.23]) holds.

But the norm | e |5 clearly controls the L>° norm, and hence the L7 L. norm. As a consequence
¢ T — O 02 .
|4l = O (%)

The result follows. O
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4.4.3 Estimates for the endpoints condition

Here, we prove the following lemma.

Lemma 4.4.4. Let ju be a Penrose unstable profile, n € 2nZ% and A € C with R(\) > 0 satisfying
formula (4.19). For sufficiently small ¢, call v¢ the endpoints condition of P¢ as given in Theorem
[4.4.1. There is a constant A which only depends on p such that

g

R

c—0

(1) < 4 (14 205 exp(RON) ) e+ o, (0 (1.25)

Remark 4.4.5. To define the Monge-Kantorovic distance on P(T¢ x T¢), we need a distance on
T? x T¢. We use as in Chapter

V(z1,22), (y1,92) € T¢ x T, do ((901,962), (2/1»242)) = v/d(z1,y1)2 + d(z2,32)2,
where d is the canonical distance on the torus.

Proof. For c sufficiently small, call ¥¢ the map that associates to (z,v) € T¢ x R? the unique
solution to
vVt e [0,1], & =—-Vp(t,w), wo=2xz, wy=n0.

As explained in the proof of Theorem we have P¢ = g 1§, where f§ is defined in (4.21)).

As a consequence, calling ®¢ : (z,v) € T? x R? = (x, U¢(z,v)|=1), the endpoints of the path
starting from x at velocity v, we have ¢ = Y f§- By definition of f§ and by linearity of push-
forwards,

Y= / @%a{%ngpé’w}du(w) = / ¢ ypg" dp(w),

where ¢ : z € T? — ®¢(x,v5™ (w)). Let us call for all ¢ sufficiently small and w € R%: 4% =
6"
By standard properties of the Monge-Kantorovic distance,

duk(7%,7°) < /dMK('yo’“’,’yc’w) dp(w). (4.26)

From now on, we fix w € R?, and we provide an upper bound for dyk (7%%,v%%). First, we have:

duk (70, 7) < dik (7, A7) + dik (55,75 (4.27)

where 4% := ¢07“’#,08’w.

To estimate the first term in the right-hand side of , we observe that p¥% is the Lebesgue
measure on the torus, and that for all z € T¢, ¢*¥(x) = (z,r + w), so that ¢** is /2-Lipschitz
continuous. Consequently,

dmk (Y2, 7") = dmk (6% 4 Leb, ¢** 4 p6™)
< Lip(¢”")dwk (Leb, p5*)
= V2dwik (Leb, p;™).
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Using [83, Theorem 5.34|, we deduce that when c is sufficiently small,

w zcw \/i C, W
dMK(’YO’ 9% < 7|Pd - 1’H—1(Td) = O (o), (4.28)

c—0

where O is uniform in w, n and .
For the second term in the right-hand side of (4.27)), we have:

) = dmk® (% 05", 0% 06

< [ e @), 0 ) () o
= /d2 (x +w, ¥(z, vg’w(m))]tzl)pg’w(x) dz.

~C,W

dumk? (¥

But for all € T,

1 ps
\Il(:c,vg’w(x))|t:1:x—|—w—// VpS(r, U(z,v5" (x))]i=r) dT ds.
00
In particular,
d(m+w,\ll(m,vg’ (@))]e=1 _// |Vp©(T,®)|r~ dT ds.

Hence, using (4.22), taking 6 > 0 and assuming that c¢ is sufficiently small, we get
1 ps 1 ps
d(x +w, \I/(a:,vg’w(:c))\tzl) < c// |R(in exp(AT + in - @))| Lo dT ds + // |Vq(r,e)|odrds
<c\n\// |R(exp(AT + in - ®))|pc dT ds + = // lg°(T, ®)|s dT ds

<c\n\// exp(R(A\)7)drds + OO(C)

< %(‘;‘)‘2 exp(R() + o (c)

where the o is uniform in w and z. Integrating the square of this inequality with respect to py" (z) dz,
using (4.20)), and then taking the square root leads to:

c|n|

~ C, W c,w < _ .
(317 < G exp(ROV) + o (0 (4.20)
where the o is uniform in w.
Inequality (4.25)) is then a consequence of (4.26]) (4.27)), (4.28) and (4.29). O

4.4.4 Proof of Theorem [1.4.5|

Let 1 be a Penrose unstable profile whose support is compactly embedded in (—m, 7). Let r > 1
and € > 0. Take a, and A as defined in Lemma [£.4.3] and Lemma [4.4.4] respectively.

For n € 27Z% and A € C with R(\) > 0 satisfying (£.19), and for ¢ sufficiently small we
define P¢ as in Theorem ~¢ its endpoint conditions (in this case P€ is the unique solution to
incompressible optimal transport with endpoint conditions 7€) and p° its pressure field.
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Calling v := = (which does not depend on n, \), we have by (4.24)), (4.25) and the fact that
0
p’ = 0:

’p(:Y)—P(’Y)‘L;L;C o ’pC’Lnglc
sup o > liminf ——%
dmk (7,7)<e dmk (7, 7) =0 dmk (7, 7°)
exp(ROY)) ~ 1
L g5y exp(R()

RN

As this is true for any n € 2rZ% and A with positive real part satisfying (3.16)), by the scaling
of the equation (Remark , we have also for all k € N*:

exp(R(kN)) — 1

sup |ZU(’~7(3I - I(J(V)J)L{Lglc > % k?ﬁ?k)\)l/r —
duk(r)<e  dmK(7, Y 1 n kA
+ RN exp(R(kA))

where "2>" means "greater than up to a multiplicative constant that does not depend on k".
Hence, we get the result by letting k£ go to +oc. O
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Part 11

Entropic regularization of incompressible
optimal transport
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Chapter 5

Existence of the pressure field

We present in this chapter the results from the article [9], which contains an independent introduc-
tion. We do not reproduce it entirely here to avoid to the reader unnecessary repetitions. However,
we decided to reorganise the paper in order to have a continuously uniform layout with the rest of
the thesis, and a good agreement with the notations given in the introduction. We recall that the
main results of this chapter have been presented in Subsection above.

_— D ee————

The goal of this chapter is to show the existence of a pressure field in the Brodinger problem Bro
(Problem and its multiphasic version MBré (Problem , which corresponds to prove
Theorems [L5.] and from the introduction.

In Section [5.1], we introduce some notations, and give some preliminary results. In particular,
we present in Subsection [5.1.1] the functional spaces we will work with in the rest of the Chapter.

We prove Theorem in Section As said in the introduction, the proof is quite similar
to the one of Theorem [I.1.26] with the additional necessity to estimate the Fischer information of
the modified generalized flows.

Then, we prove the result concerning the link between the problems Bro and MBro presented in
Subsection namely Theorem of Section [5.3]

The proof of Theorem [I.5.1] given in Section [5.4] is a consequence of Theorem [I.5.2] Theo-
rem and their respective proofs.

Finally, we give in Section a formal way to recover formula , assuming by analogy with
the non-viscous case that each phase is the solution of the Schrodinger problem corresponding to
its endpoints, in the potential given by the pressure field. We do not prove that this condition is
always verified, but it should be the "noisy" version of Theorem of the introduction.

In this chapter, the level of noise v > 0 of Bro, and MBro, is given once for all, and everything
is done in the flat torus T¢ = R?/Z<.

5.1 Notations and preliminary results

5.1.1 Functional spaces of interest

In the whole chapter, if B is a Banach space, we denote by B’ its topological dual. Two functional
sets will be of particular interest.
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1. We will often consider the set C°([0, 1], P(T?)) of curves on the set of probability measures
on the torus. We endow it with the topology of uniform convergence corresponding to the
topology of narrow convergence on P(T?). We write M = (My)sepo,) € CG([0, 1], P(T%)
whenever M belongs to C°([0,1], P(T9)) and My = M; = Leb, the Lebesgue measure on T¢.

2. The set £ will be the vector space of continuous scalar functions f that satisfy

e for all t € [0,1], f(0,8) = f(1,8) =0,
e forallt € [0,1], f(t,8) € W?>(T9) and the Hessian D?f of f satisfies:

sup [[D?f(t, )| ree < 400,
te(0,1]

e forall z € T?, f(e,x) € AC?([0,1]) and the temporal derivative d; f, which is punctually
defined for almost all ¢ € [0,1] for almost all z € T?, satisfies

1
/D 100 (D11 ) A < +00.

On &, we define the norm

1 1/2
vree N s D01+ ([ 105 0Ema) - G

te[0,1]
This norm is very similar to the one used in Chapter |2, defined by (|1.88)) and (2.5)). But here,
we control two spatial derivatives of f instead of one.
If in addition, for all ¢ € [0,1], [ f(t,z)dz = 0, we write f € &.
In a slightly abusive way, we keep the same notations if f has its values in R

The pressure that we will find naturally arises as a Gateaux-differential of a functional defined
on &. For the link between Gateaux-differentiability and subdifferential of a convex function,
we refer to [41].

Remark that with these notations identifying a measure with its density with respect to Leb,
we have CJ([0,1; P(T4))NE C 1+ &.

5.1.2 Preliminary results

We will use the following result, which is a consequence of the main result in [36]. Recall that we
have seen in Remark of the appendix of Chapter 2] how to prove this result.

Theorem 5.1.1. Let ¢ € & be such that N(p) < 1/2. There ezists a dimensional constant C > 0,
€ =¢€(t,x) € R? and ¢ = ((t,x) € RY two vector fields of & such that:

o forallt €[0,1], ¢(t, ) :=1Id+£(t, @) and P(t,e) := Id +((t, ) are two diffeomorphisms of the
torus T¢, which are inverses of each other,
e forallt € [0,1],
&(t, .)#((1 + ot e)) Leb) = Leb,

or equivalently,
(t, #) 4 Leb = (1 + (¢, »)) Leb, (5.2)

178



e we have:

N(§) + N(¢) < CN(p). (5.3)
We will also need the following easy lemma.

Lemma 5.1.2. Take a € &,. There is a unique distributional gradient F(a) € VD'((0,1) x T%)
such that for all ¢ € D((0,1) x T%RY),
(a,div ) g, = —(F (@), ¢)p,p-

Moreover, F : &)+ VD' is a continuous injection. In the following, we simply call V this operator.

5.2 Existence of the pressure in the multiphasic model MBro

The purpose of this section is to prove Theorem [[.5.2] so we work with the multiphasic problem
MBro, defined in Problem We fix (Z,m) a probability space of labels for the different
phases. We also fix pg = (p))iez and p1 = (p)icz two measurable families of probability measures
on T? satisfying the incompressibility condition and condition , so that the problem
MBré, (po, p1) admits a unique solution.

As in the proof of Theorem [I.I.26] we introduce a new optimization problem, relaxing the
incompressibility constraint in MBro.

5.2.1 A modified optimization problem
We define this problem as follows.

Problem 5.2.1 (Multiphasic Schrédinger problem with prescribed density). Let M = (My)icpo,1
be in the set CJ([0, 1]; P(T%)). Find a measurable family (p, ¢) = (p', ¢!);ez such that:

e for m-almost all i, (p’, ') is a solution to the continuity equation joining pj to pt,
e for all t € [0,1], we have:

[ pidmii) = s,

e The family (p, ¢);cz minimizes:

4MA@:;UyﬂﬂmW+fmemﬂ@wmmw»

in the set of families satisfying the two first conditions.

From now on, as pg and p; are supposed to be fixed, we will simply call this problem MBr6, (M), and
(M) the corresponding optimal value of #,. We fix by convention (M) = +o0, if MBro, (M)
has no solution (which as usual is only possible when there is no competitor with finite value of
H,). As po and p; satisfy the condition of existence for the problem MBr&,(po, p1), we know
that #;(Leb) < +odl]

! As earlier in this thesis, with an abuse of notation, we write Leb for the curve ¢t € [0, 1] — Leb.
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The functional (M) is convex and lower semi-continuous, as stated in the following lemma.

Lemma 5.2.2. The functional
M € C3([0,1; P(T?)) = H; (M)

is convex and lower semi-continuous for the topology of CO([0,1]; P(T9)).
In particular, it is also semi-continuous for any stronger topology, as the one of £, so that:

p €& M1+
1s also convex and lower semi-continuous.

Proof. We start by proving the convexity. Let us take My, My € CJ([0,1]; P(T9)) and A € [0,1]. If
H: (M) or H}(My) is infinite, there is nothing to prove. Else, let us consider (p, e!) = (p™, cb);e7
and (p?, c?) = (p*?, ¢>");ez the solutions of MBrd, (M) and MBrd, (Ma) respectively. We define for
m-almost all ¢ € 7 and all ¢ € [0, 1]:

Li 1y 2i 2, ;. dmj

) 17' 2" ~1 R .
pro=(1=Np" + Aoy g = (1= Np ;" + Mgy ey, ¢ = TR
t

and (p, ¢, m) := (p',m*, ¢");ez. Because of formula (1.20) of the introduction, A, and hence H,, and
7, are convex, when considered as a function of the couple density/momentum, namely (p,m)
here.

Consequently, as (p, €) is a competitor for MBro, ((1 — \)M; + AMs), we have:

H,((1— AN)M; + AMs) <H,(p,c)
< (1 =NHu(p' ') + A1, (p°, )

The semi-continuity works the same way, remarking that still thanks to formula , A,
and hence H, and H, are lower semi-continuous (when considered as a function of the couple
density /momentum). Indeed, let us take (M,)nen a sequence of CJ([0,1]; P(T%)) converging to
M, and (p",c") the solution of MBr6,(M,,). If liminf, H,(p", ") = +oo, there is nothing to
prove. Else, up to forgetting some labels, (#,(p",c")) is bounded. But then, as #, > A, the
corresponding sequence (p™, m™) := (p™*, pic™),c1 nen has its values in a compactﬂ. If (p,m) is
a limit point, and if (p, ¢) is the corresponding couple of densities/velocities, then it is a competitor
for MBro, (M), and we have:

H;, (M) <H,(p,c) <liminf H,(p",c") = liminf H  (p", c").

n—-+o0o n—-+o0o

This concludes the proof. O

From now on, we decompose the proof of Theorem [I.5.2]into two parts: in Lemmal5.2.3] we show
that H, is bounded in a neighbourhood of Leb, so that it admits a non-empty subdifferential at
Leb. In Lemma |5.2.5] we show that this subdifferential is a singleton, and we derive formula
for p, its only element. We conclude the proof of the theorem in Subsection [5.2.4]

#We also set (1 + ) = 400 in case 1 + ¢ is not everywhere nonnegative.

3For the convergence in law and almost sure of the measurable map i — (p”’i7 p"’ic"’i)iez, with values in the set
of space time measures endowed with the topology of narrow convergence. We are not more specific and refer to
[23] 24] for more details
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5.2.2 Boundedness of the optimal value

Because of Lemma and because H;,(Leb) < + oo, a sufficient condition for #}, to admit a non-
empty subdifferential OH; (Leb) C &) at M = Leb is to be bounded in a &y-neighbourhood of Leb.
This is the subject of the following lemma, which is the main part in the proof of Theorem [1.5.2
We recall that the norm N is defined by formula .

Lemma 5.2.3. There is C' > 0 only depending on the dimension and on pg, p1 such that for all
© € & satisfying the estimate N(p) < 1/2, we have:

Hi(1+¢) < CO(1+v2).

Remark 5.2.4. In this lemma, we follow cautiously the dependence of the constants with respect
to v. It will be useful in Chapter [6] to deduce the convergence of the pressure fields when v tends
to zero.

Proof. In the whole proof, the symbol < means "lower than, up to a multiplicative dimensional
constant".

For a given ¢ as in the statement of the lemma, we take &, ¢ the two vector fields and ¢, ¥ the
corresponding time-dependent diffeomorphisms given by Theorem [5.1.1, We call (p, ¢) = (p°, ¢!)iez
the solution of MBr6,(pg, p1). By definition of the Fischer information (see also (L.77)), as
F(p) < +oo, for m-almost all i, \/pi € L2((0,1); H'(T9)). In particular, p* has a density with
respect to the Lebesgue measure, and V log p is well defined dt ® pi-almost everywhere.

We start by defining a competitor for the problem MBro, (1 + ¢).

Step 1: Definition of a competitor for MBro, (1 + ¢). We define for m-almost all i € Z, all
t €[0,1] and x € T¢:

PPt z) == p'(t, ¢(t, z)) det Dp(t, ), (5.4)
At ) = Opp(t, d(t, x)) + Dip(t, ¢(t, x)) - (¢, (¢, x)), (5.5)

where D¢ and Dy stand for the differentials with respect to x of ¢ and v respectively. Then, we
call (p?,c?) = (p¥, ) ier.
Let us prove that (p?, ¢¥) is a competitor for the problem MBro, (1 + ¢) (Problem [5.2.1)).
First of all, for m-almost all 4, (p#%, ¢#%) is a solution to the continuity equation. Indeed, by the
change of variable formula, equation exactly means that for all ¢ € [0, 1] and m-almost all i:

pit = 1p(t, @) pi. (5.6)

Hence, if f is a test function, we have:
G [ @@ =5 [ o) dsit) by (59).
= [{a(rwon) + (0,9 (f(6.20) )} deito)
— [{V1(t2),000(t,2) + Dott,a) - (,2)) dpifa)
= [{Viwo).eite vit.n) deito) by (53,
[ (Vi@ it o' @) by (5.
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where in the second line, we used the fact that (p',c') is a solution to the continuity equation.
Hence, the claim.
Moreover, formula (5.2]) implies that for all ¢ € [0, 1], the mean density of p at time t is 1+p(t, o):

[ " am(i) = (e, 00z [ phdm(i) = bt 0) Leb = (14 p(t,0)) Leb.
As a consequence, (p¥,c?) is a competitor for MBr3, (1 + ), and:
Hi(1+ ) < Holp, ¢%) = Alp?, ¢#) + V2 F(p?). (5.7)
(We recall that A and F are defined by the formulae and respectively.) To get the
result, it remains to estimate H,(p¥, c¥). Let us estimate first A(p¥, ¢?), and then F(p?).

Step 2: Estimation of A(p?,c?). For i€ Z, we have:

1 ! 7 7
3 | [l ar i @ar

-5/ [ 14,0t 2P asia) by (58,
-5/ / Dutb(t, 2) + Dt ) - ¢'(t, )| dpf(a) dt by (3),
//c (t,x) + 0,C(t, 2) + DC(t, x) - ¢ (t, 2)|? dpl(z) dt because ¢ = Id +(,

S 2 /0/ |Ci(tvx)|2 +10:¢(t, @) > + | D(t, ) - (¢, x)\Q} dpi(x) dt

s(ies JEEREE ) (14 N(EPR).

where the last line is obtained thanks to the definition ([5.1) and by observing that N({) controls
sup, Lip(¢ (¢, ®)). It remains to integrate this inequality with respect to m to obtain:

A(p?,¢?) < (1+ Alp,c)) (1 +N(Q)?) . (5.8)

Step 3: Estimation of F(p¥). If i € Z, using the definition (5.4) of p¥?, we can compute
explicitly for m-almost all ¢ and all ¢ and «:

Viog pf'(x) =" Dé(t,z) - Vlog pi((t,z)) + Vlog det D (t, z),

where ! D¢ is the adjoint of D¢. As a consequence,

//|v1ogp (o) dpf (z)

! / / V1o P ((t, 2))? dpf () by (8),
-5/ / 1 D(t, (t, 7)) - Vlog pi(x) + V log det Do(t, (t, 2))|? dpi() dt

: 8/0 / {I"De(t, v (¢, 2)) - V1og pi(x)? + |V log det Do (t, t(t,2))| } dpi(x) dt.
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The first term can be estimated thanks to:

5/ [ 1060000, - 9o (@) )
//| (Id +' DE(t, 9 (t, x))) - Vog pi(2))? dpl(z) dt because ¢ = Id +¢,

<(3/ [ 19108 i@ apita )ar) (14 N(EP). (59)

For the second term, quick computations show that for all (¢,x) where £ (and consequently ¢) is
twice differentiable with respect to space:

Vlogdet Do(t, 9 (t, ) = (Id+' D¢(t, 2)) - VdivE(t, (L, ), (5.10)
so that:
|V10g det Do(t, (e, )| S (1+NOINE).

o0

Consequently, we get:

I .
5 | [ 910 det Do vt a) P agife) i < (14 NOPN(EP (5.11)
Gathering and and integrating with respect to m, we end up with:
F(p?) S (14 F(p)) (1+N(©)?) (1+N(Q)*) - (5.12)

Step 4: Conclusion. Gathering the two estimates and -, inequality (/5.7 . the control
(5.3) on & and ¢ given by the Theorem of Dacrogna and Moser and N(p) < 1/2, we get:

Hi(1+ ) S1+v2+Hy(p,e) S 1+ v+ Hi(Leb).
But considering (p, €) the solution of MBro;(pg, p1), we have:
3 (Leb) < A(p, ) + v2F(p,0) < (1 + V)Hi (Leb),

which only depends on the dimension, pg and p;. The result follows. O

5.2.3 Characterization of the pressure as a distribution

In the following lemma, we show that if #; admits a non-empty differential at Leb, then its
subdifferential is a singleton.

Lemma 5.2.5. Take p € OH};(Leb) C &. Let Vp be the distribution given by Lemma[5.1.4 and
(p,c) = (p', cV)ier be the solution of MBro,(po, p1). Then in the sense of distributions:

— Vp =0, (/ pict dm(i)) + div (/ {ci @c —uw'® wi}pi dm(z’)) , (5.13)

where fori e I:
= %V log p'.
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Proof. Take & € D((0,1) x T¢) be a smooth vector field, and define for all £ > 0, ¢ € [0,1] and
r €T

“(t,x) == x4+ e€(t, x), (5.14)
O (t,x) := det Do°(t, ) — 1.
For all € > 0, the function ¢° belongs to &, so that using p € OH; (Leb):
. (Leb) + (p, gf)gé’go < HE(L+ ). (5.15)
First, we can check that for all ¢ and x:
O (t,z) = edivi(t,z) +ed°(t, x),

where §¢ = §°(¢,x) € R tends to zero in any reasonable space of functions. As a consequence, with
the notations of Lemma we can estimate (p, %) in formula (5.15) by:

{p, cp5>56750 = —5<Vp,div§>p,7D +ego<€>' (5.16)

It remains to give an estimate for H; (1+¢°). To do so, we build a competitor for MBro, (14 ¢°)
as in the proof of Lemma by defining:
poi(t, x) = p'(t, ¢°(t, x)) det D@° (¢, ),
Ut ) = 0t (t, ¢° (¢, ) + DU (¢, ¢° (¢, ) - (¢, ¢°(t, x)),
where ¢ is the spatial inverse of ¢°. It is well defined provided ¢ is sufficiently small, and it satisfies

for all £ and z:
VE(t,x) = x —e€(t,x) + erc(t, z), (5.17)

where ¢ = r¢(t,2) € R tends to zero in any reasonable space of functions. For all ¢ and z, we also
call
C(t,z) =el(t, @) +ert(t, x), (5.18)

As in the proof of Lemma (p°,c°) = (p>, ¢);ez is a competitor for MBré, (1 + ¢°), so
that:
H(1+¢%) < Hy(p, €°) = A(p°, &) + v F(p°). (5.19)

Once again, we will estimate A(p®, ¢®) and F(p°) separately.

Estimation of A(p®, c¢®). With the same computations as in Step 2 of the proof of Lemma
we get for i € 7:

1t , ; 1 [t . . A
2/0/|ce”(t,x)]2dpf’ () dt = 2/0/|cz(t,x)+8tC6(t,x)—|—DC€(t,x)-c’(t,x)|2dp§(x)dt

1 ) A '
— ;/o/ ¢ (t, ) — di&(t,x) — e DE(t, @) - & (¢, ) |* dpj () dt + o (),

184



where the second line is obtained using (5.18)). By expanding the square, we get:

; /01/ e (¢, 2)[2 dpf () dlt
1 1
_ ;/0/ |Ci(t, l‘)|2 dpé(fﬁ) dt — 5/0/ <c’i(t,$>, até(t, $) + Df(t, .’E) . ci(t,$)> dpfﬁ(f) dt +€go(5)-

Our first estimate is obtained by integrating this inequality with respect to m, and by performing
integrations by parts:

AlpF, &) = Alp, ) —5//01/ (6i(t,2), (1, 2) + DE(t,2) - (1, 2) ) dp(z) didm(i) + o (o)

= A(p,c) +¢ <8t (/ épt dm(i)) + div (/ d®cp dm(i)) ,§>D/7D +_0.(c). (5:20)

Estimation of F(p°). Here, for i € Z, the computations of Step 3 of the proof of Lemma m
give:

e i i
§ | 908 @) i) at

1
= 513/0/ " D¢e(t, ¢ (t, x)) - Vlog pi(x) + Vlogdet D¢ (¢, ¢ (¢, 2))|* dpi(x) dt.

But because of (5.14)), (5.17) and (5.10)), we have for all ¢ and x:

"Dt (t, 47 (t, 7)) = Id+e " DE(t, @) + o (o),
Vlogdet Do (t,v°(t,z)) = eV divE(t, z) + go(s),

where the o(¢) is uniform in ¢ and x. Plugging these equalities in the previous formula leads to:

//|v1ogp (2)]? dpf (z) dt

- 8/0/|(1d+5tD§(t,x)).v1ogpi(x)+eVdiv5(t,x)|2 dpj(a) dt + o (o)

1 ! 7 7
=5 | IVezdit i)

1
+2 /0/ (Vlog pi(w), DE(t, 2) - Vlog pi(w) + V divE(t,w) ) dpi() dt + o (e).
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Integrating with respect to m, multiplying by 2, calling w' := vV log p’/2 and performing integra-
tions by parts, we get:

VQf(

p°)
1
= V2 F(p) + ZVQ //0/ <v1og pi(x), DE(t, z) - Vlog pi(x) + V div £(t, x)> dpi(w) dtdm(i) + o (e)

— 2F(p) — < <div < / wi @ wipf dm(i)) ~ Vdiv (; / wip dm(i)) ,g>D/7D 0@
=12 F(p) —¢ <div (/ w' @ w'p' dm(i)) ,§>D/7D + o (o), (5.21)

e—0

where the last line is obtained using:
i i : 1 i : 1 i - 1
/w ptdm(i) = 2/Vp dm(i) = 2V/p dm(i) = §VLeb =0.

Conclusion. Hence, gathering the convex inequality (5.15)), the expansion of the bracket (5.16]),
inequality (5.19) and the two estimates (5.20)) and (5.21)), we get:

H,(p,c) — 5<VP7 div 5>D',D
<H;(p,c)+e <8t (/ ot dm(i)) + div (/ {ci QR —we wi}pi dm(i)> ,§>D,7D +Ego(€).

Letting € go to zero, this formula implies that for all £ € D((0,1) x T9),

<at </ cpt dm(i)) + div </ {ci Qcd—uw® wi}pi dm(i)) + Vp,§>D,’D > 0.

But replacing & by —¢&, this inequality is in fact an equality, and it exactly means that ([5.13]) holds
in a distributional sense. O

5.2.4 Conclusion of the proof of Theorem [1.5.2

Theorem [[.5.2] follows easily from Lemma [5.2.2] Lemma [5.2.3] and Lemma [5.2.5] Because of
Lemma 7}, is convex and lower semi-continuous, and thanks to Lemma we can find
p € OH;, C &} i.e. such that for all ¢ € &,

H,(1+¢) > H,(Leb) + (p, p).

But in that case, if (p,¢) is as in the statement of Theorem and if (p,c) is the solution of
MBro, (po, p1), then

Ho(p,€) > H,(1+¢) > H,(Leb) + (p,¢) = Hu(p,c) + (p, ¢)-

Uniqueness and formula ((1.95) are directly given by Lemma [5.2.5] O
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5.3 Link between MBro and Bro

5.3.1 Statement of the result

Let us recall the context already presented in Subsection We take v a bistochastic measure
satisfying the condition ([1.85]) of existence of a solution for the problem Bro, (), defined in Prob-
lem We call as in the introduction R € P(C([0,1]; R?)) the law of the Brownian motion
starting from Leb. Let P be a solution of Brd,(y). We define for y-almost all (z,y) € T¢ x T

P*Y .= P(e| Xy =z and X; = y). (5.22)
(As usual, if t € [0, 1], X; is the evaluation map at time ¢.) Also call R**Y the Brownian bridge:
R"™Y := R"(e| Xy =z and X1 = y). (5.23)
For a < b € [0,1], we call X[, the restriction operator:
Xap) i w € C°([0,1]; T%) Wl[ap € C°([a, b]; T9).

Then, we define:
Pg’y = X[&l_e]#Pz’y. (524)

We will prove that the family of couples of density and current velocity of P*¥ (in the sense of
formula (1.74) and Theorem of the introduction), with (z,y) € T¢ x T¢ is a solution of the
problem MBr&, with respect to its own endpoints, with Z = T¢ x T and m = ~.

Theorem 5.3.1. Take v a bistochastic measure satisfying the condition (1.86)) of existence for
Bro, () (Problem|1.5.11), P the solution of Bro,(7y), € > 0 and for y-almost all (x,y) € T¢ x T¢,

consider P=Y as defined by formula (5.24)).
For ~-almost all (x,y), we have:

H(P™|RY) < +cc. (5.25)

For all t € [0,1], call p{"* := X; 42 P™Y and take ¢®Y : [g,1 —¢] x T? — R“ﬁ the current velocity of
P>Y as given by formula and Theorem .

Then (p,c) := (p™Y, ™) (4 yyeTaxTd 18 the solution of MBro, (pe, p1—c) between the times t = ¢
andt=1—¢, with T =T x T% and m = ~.

To prove this theorem, we will need two lemmas. The first one will be useful to show that for
y-almost all (z,y), P°Y has a finite entropy with respect to the restriction of the Brownian motion,
RY := X[c1_quR". It writes as follows.

Lemma 5.3.2. Take ¢ € (0,1/2) and x,y € T. We have RZ™ < RY, and there exist positive
smooth functions f2°Y and o™ on T¢ such that the Radon-Nikodym derivative of RZ™Y with
respect to RY 1s:

dRE™Y
Qo = T Xg (X ) (5:26)

4 A priori, ¢ depends on . In fact, we can show that if £; < e, then cz,¥ is the restriction of cf;¥ to the set
of times [e2,1 — £2]. This is an easy consequence of the uniqueness part of Theorem [1.1.20] For this reason, and to
lighten the notations, we will omit dependence of ¢*Y in e.
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As a consequence, for all Q € P(C°([0,1]; T?)), we have:
H(Q:|RY) ZH(QE\R?QC’Z“’)+/1ng”’x’y(x) dp&(z) + /logg”x’y( )dpf (@), (5.27)

where Qe := X[ 1-#Q, p? = XcxQ and p?fs =X exQ.

Remark 5.3.3. The first point of the lemma implies that up to time restrictions, the Brownian
bridge R"™*Y is the solution of the dynamical Schrodinger problem (Problem in the introduc-
tion) with respect to its own endpoints, see [68, Theorem 3.3].

The second lemma will let us associate to a solution (p,c) to the continuity equation with
Hy(p,c) < +oo (recall that H, is defined by formula (1.78)) a (Markov) process @ satisfying
vH(Q|R") < H,(p,c) up to endpoint terms and whose density is p.

Lemma 5.3.4. Let (p,c) be a solution to the continuity equation with:

//] (t,x)|? dps(x dt—i—//\Vlogpt )2 dpe(z) dt < +oo.

There exist Q € P(CY([0,1]; T9)) such that:
e the entropy of Q with respect to RY is given byﬁ

H (po| Leb) 4+ H (p1| Leb)

H(QIR") < :

+HV(p7 C) < +OO, (528)

o forallte[0,1], X;xQ = p;.

We prove Theorem [5.3.1] in the next subsection and postpone the proof of Lemma [5.3.2] in

Subsection and the proof of Lemma in Subsection [5.3.4

In these proofs, we will have to build laws P on C°([0, 1]; T¢) by concatenation. The idea is the
following. Let a < b < ¢ € [0,1] be three given times, and P; and P, be laws on C°([a, b]; T¢) and
CO([b, c]; T9) respectively. In the case when there is z € T? such that Pj-almost everywhere and
Ps-almost everywhere, X, = z, we will denote by:

Py ® Py € P(C%([a, c]; T))
the product measure of P; and P, via the identification:
C([a, ey T N {Xp = &} = (C°([a, 0l T%) N {X, = 2}) x (CO([b, i T) N {X = a}).

This construction is easily adapted when there are more than two laws.
Also, if 0 < a < b < 1, and if P is a law on C°([0, 1]; T%), the conditional law:

P(- X[a’b]),

which is well defined P-almost everywhere, will be seen as an element of:

P(CO([0, al; %) x CO(b,1];T%)).

5We could check that our construction leads to a law Q whose current velocity is ¢, and hence because of inequal-
ity (1.75)) of the introduction, this inequality is in fact an equality. But as we will not need this fact, we will not
prove it.
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5.3.2 Proof of Theorem [5.3.1| using Lemma and Lemma [5.3.4

Take «, P, ¢ as in the statement of the theorem. Let us first check the entropy condition ({5.25)). By
the disintegration formula for the entropy (formula (1.68]) in the introduction) used with the map
X := (Xo, X1), we have:

H(P|R") = H(3|(Xo, X)) + Ep | H(PX0Xt [pr¥oXy) |, (5.29)

where (P%Y) and (R*™Y) are defined in (5.22)) and (5.23) respectively. In particular, as all the
entropies are nonnegative and as H(P|R") < +o0, we have;

P-almost everywhere, H(PXO’X1 ‘R”’XO’Xl) < +o0,

which exactly means that H (P’”’y‘R” ’x’y) < 400 for y-almost all (z,y). Using formula (1.69) with
X = XJ¢1-], the restriction operator, we deduce that:

for ~-almost all (z,y), H(Pf’y’RZ’x’y) < +00.

We conclude by estimating H (Pf ’y‘RZ’r’y) with the help of formula of Lemma, using
the fact that fo™? and g2 are bounded away from 0.

Hence, we consider (p,c) as in the statement of the theorem. We need to prove that this is
a solution of MBro, (p., p1—c) between the times ¢ and 1 — . So let us take an other competitor
(p,c) = (p™Y,¢"¥) (4 )emaxma for this problem (in particular, (p,¢) is only defined between the
times € and 1 — ). We will build from (p, ¢) a competitor @ for Brd, (7).

Construction of Q. For (z,y) € T¢ x T¢, the following construction of Q¥ clearly makes sense
~v-almost everywhere. First we define:

Pg’by = X[Ova]#Px’y, and P:v,ly = X[l—a,l]#Px’y-

€,

Then, we take QY € P(C%([e, 1 — ¢]; T?)) as given by Lemma from (79, &%¥). We define
Q*Y by concatenation:

= | PEY (o] X, = w.) @ b, © PP (o] X1 = wi—c) dQEY(w). (5.30)
CO(Je,1—¢];Td) ’

Finally, we define Q by:
Q= [ @ drta) (5.31)

Marginal laws of Q*Y. From formula (5.30]), we easily get:
X[E,l—a]#QLy = /X[E,l—a]#{PSby(.‘Xé = ws) ® 0y ® Pgiy(.’Xl—s = wl—s)} dQ?y(w)

- / 5, QI (w) = Q2. (5.32)
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In addition, as Xg#Q?y = ptY = Xg#Pgiiay, we also have:
Xppa#Q™ = / o { P (01Xz = w2) © 8, @ PIY (o] X1z = w12) | dQEY(w)
- / P2 (o] Xz = we) dQF(w)

= /Pibyles = 2)dp2¥|i=(2) = Fy 2. (5.33)

In the same way:
Xjp—ep @™ = P (5.34)

The law @ is a competitor. First Q%¥Y-almost all path joins x to y, so that by (5.31):
(Xo, X1)2Q = .

Let us check the incompressibility. From formulae (5.32)), (5.33]) and (5.34)), we deduce that for
all t € [0,1] and vy-almost all (x,y) € T¢ x T

pi? ift €10,¢],
X 2QWY =S ppY it e e, 1—¢l,
PPV it e [1—e, 1.

Consequently, if ¢t € [0,e] U [1 — €, €], we have:
XipQ = [ " dr(ey) = [ Xy PP dr() = Xeg [ P9 dr(,y) = XipP = Leb,

because P, as the solution of Brd, (), is incompressible and of endpoints . If t € [¢,1 — €],

XiyQ = [ 3" da(ay) = Leb,

because (p, ¢) is a competitor for MBré(p., p1_.) with (Z,m) = (T¢ x T%,~), and is hence incom-
pressible. We conclude that @ is a competitor for Bro(). In particular:

H,(Q) = vH(QIR") = vH(P|R”) = Hy(P). (5.35)

From now on, the goal is to express the entropies H(P|R") and H(Q|R") in terms of ‘H,(p, c) and
H,(p, ), and to use (5.35) to compare H,(p,c) and H,(p,c).

Computation of the entropy of P. We first compute H(P|R"). First, (5.29)) can be rewritten:
H(P|R") = H(|(Xo, X1) 4 R") + / H(P™Y [ R"™) dy(z, ). (5.36)

Then to compute H(P*Y|R""Y), we use the additive property of the entropy (1.68]), but this time
with X = X, ;_. This leads for y-almost all (z,y) to:

HPSS|R) = HPEY|RE) + Epes [H(P0(0[Xie o)

R(olXei )| (5:37)
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We compute the first term thanks to formula (5.27)) of Lemma and inequality (1.75) of the
introduction{f]

H(p:¥| Leb) + H (pi ;| Leb)
2

—y/logfe”’x’ydpg’y /logg”x’y dpi + Hy (p™Y, ™Y).  (5.38)

VH (P®Y

Rgvxvy) Z

An inequality for the second term. On the other hand, as R¥*Y is Markovian. In particular,
calling:
Rg(:)v,y = [0 ]#Ryr’y and Rgfy : X[l e 1]#R

we have:

Xjo.q#R"Y (| X[ 1) = RIgY (o] Xe),
RV (0| X(91-) = RITY (] X1-).

Consequently, using (1.68) with X = Xy, we have P®¥-almost surely:

H(P™ (o] X1

R%z’y(.’X[a,l—a]))
= H(Xjo P (o X1 1) |[REG(01X2) ) + Epraiap, o [H (P7V(0 rxm])RW( X1-))]

:H(X[O,s]#Px7y(.|X[5,1—s}) ”’x’y( o| X, )) + Epay [H(P V(0| X(o,1-)) | BT (0| X )’X[m E]}

Concerning P, remark the following identities:
Epew [X 0.c# P (0 Xe 1))

XH} — P"Y(e| X, ).

X| =PI (elX),

E pa,y [Pm’y(°|X[o,1—a])

So integrating the previous formula with respect to P%¥ and using Jensen’s inequality in the last
line:

Epes [H(P(o11-0)

RY=(o| X 1) )|

= Epeor [ H(Xjo 0P (0] Xie1_q) | RLF Y (1X2) )|

+ Epes _H(P”C’y(o|X[071_5]) R;’:f’y(le,E))}

RZGV (o] X)) | X

+ Epaw 'Epz,y [H(PW( | Xjo1—a)| BZEY (o] X1 )‘X1 H

REGY (0] X)) | + Epea | H(PIP (0 X0-0) [RET (0 X1 -0) )| (5.39)

50nce again with a slight abuse of notation, we still call #, the functional obtained through formula (1.78)), but
only integrating between the times € and 1 — €.

= Epey |Epes [H (X[O,E]#Px’y(qX[s,lfs])

> Bpew |H (ngg!(.yxg)
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The entropy of Q. We can do the same computations for ) instead of P. In that case:
e The formulae (5.36)) and (5.37)) are exactly the same, replacing the letter P by the letter Q.

e The inequality (5.38) is in the other sense (because of formula (5.28) of Lemma [5.3.4)), and
H,(p*Y, c™Y) is replaced by H, (p™Y,c™Y):

H(pzY|Leb) 4+ H(p]".| Leb)
2

—y/log foeYdpY — /loggym’y dpi + H, (p™Y,c™Y).  (5.40)

H(QZY|RI™Y) <w

(Recall that p and p coincide at time ¢t = ¢ and at time t = 1 — ¢.)

e As thanks to :
Q™Y (o] X 1) = Pry (8| Xe) ® PIY (o] X1-c),
we get an equality in :
EQM[ (Qz’ (o[ Xfe1-e]) Ry’gc’y('\X[s,ps}))]
— Eqea [H(PI(o]X2) @ P2 (o] X10) R (o] Xy ) )|
= Eqeo [ H (P2 (o X2) [REGY (0] X)) | + o [H (P2 (0 X1 2) | R
(

P (0| X0)| REGY (01 X0) ) | + B [ H (P2 (0] X5 )

S (elXi)
RUTY (o] X1 ))} (5.41)

(The third line follows easy computations using the Markov property:
R (0| Xpoy ) = RUPY(o]X0) ) @ BTV (o] X 0),

and the last one follows from the fact that the marginals of P*¥ and Q%Y coincide at time
t=cand 1—¢.)

Gathering the formulae (5.36), (5.37)) for P and @, and (5.38), (5.39), (5.40) and (5.41), we get:

Ho(Q) = Hu(P) < Hu(p,€) — Hu(p, ). (5.42)

Conclusion. Using ([5.35)), we get as announced:

HV(ﬁa E) Z %V(pv C)a

or in other terms, (p,¢) is the solution of MBrd, (pe, p1—c)-

Remark that in the specific case when (p, €) = (p, ¢), we get H,(Q) < H,(P), which is compat-
ible with (5.35) if and only if H,(Q) = H,(P). Hence, in that case, by uniqueness of minimizers in
Bro, (), P = Q. It means that inequalities and are in fact equalities. We recover the
known fact that for y-almost all (x,y), P*Y is Markovian, see [5, Section 3]. O
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5.3.3 Proof of Lemma [5.3.2]

First of all, because the Markov property of the Brownian motion R, the laws RY and R{™Y have
the same bridges:

R¥*Y_almost everywhere, R%™Y(e|X., X1_.) = Xe1_cu (R”(o\XE, Xl_g)) — RY(e]X:, X1_.).

In particular, RV <« RY if and only if (X, X1_.)2RS™Y < (X, X1-c)#RY, and in that case:

dR?%y d(XE, Xl_E)#R?i’«”yy

= X, Xq_.). 5.43
dRY d(X., X1_)uRY  © (Xes Xa1—e) (5:43)
In this proof, we will call:
;175 = (XE7X1—€)#RV7 R;:f’_yg = (X€7X1_€)#RV,$7Z/, R(I;’g,lfg,]_ = (X07X€7X1—€7X1)#RV-

Let (77)s>0 be the heat flow of diffusivity v on the torus i.e. the solution to:

v
v __ Y v
O0sTy = 2A7'5,

75 = do.

Since the Brownian motion R” is a Markov process of generator v/2A, the density of RE . 1_c1 has
the following Radon-Nikodym derivative with respect to the measure Leb®?:

dRS,E,lfz-:,l o 5 ,
W(a’ bye,d) =7 (b—a) x 7{_g.(c—b) x 7 (d - c).

So by classical results concerning the behaviour of Radon-Nikodym derivatives towards condition-
ings:
ng:ffJﬁ (b C) _ Téj(b B 3:) X Tf—Qs(C B b) X Téj(y - C)
dLeb®? SV —x) x 7o (¢ = V) x ¥ (y — ) db A
(b —x) X7 o (c—b) X/ (y —¢)
7 (y — ) '

(5.44)

(The second equality is deduced from the semi-group property of (77).) On the other hand, we
have:

< h6) = 1 nele—b) (5.49)
dLeb®2 ,C) = 7—1_26 C — . .
Gathering formulae ([5.44)) and (5.45)), we get:
dR;f’,ye (be) = TV (b — 95) X 1Y (y — ¢)
dRe,l—e T (y - .’L‘)
Plugging this identity into ([5.43)), we get (5.26)) with:
v b _ v —
presy= 202D g g = TR
v (y — ) v (y — )



Then, (5.27) just follow from the following easy computations:

H(QuIR) = 5o log (52|

d@ dRZ™Y
=Eq. {log <dRZ€";y)] +Eq. [log( d;B” )]
€

= H(Q:|RS™Y) + Eq. [log f**¥(X:)] + Eq. [log g""¥(X1-2)]-

The result follows easily. O

5.3.4 Proof of Lemma [5.3.4]

The proof follows closely the one of [I, Theorem 3.4]. We take (p,c) as in the statement of the
lemma and (7:)s>0 a convolution kernel, everywhere positive. For a given £ > 0, we define:

p€ = px T and ¢ = m
0F

With this definition, (p%, ¢%) is clearly a solution to the continuity equation and the following in-
equality is classical (see formula (3.5) in [I] with © = | e |2/2):
A(p®, ) < A(p, ). (5.46)
(Recall that A is defined by formula ([1.19).) Moreover, calling:
v v
w = §V10gp and w®:= §V10g 0,

we have:
w2V _v(Vp)xe  (wp) xTe

20 2 pf o pf
which means that w® is obtained from w® in the same way as ¢® is obtained from c. In particular,

)

VF(pf) = A(p, wf) < Alp,w) = 2 F(p). (5.47)

(Recall that F is defined by (1.79)).) Gathering (5.46) and (5.47)), we get:

Ho(p%, ) < Hu(p,c). (5.48)
Finally, we also get easily:
H(p§| Leb) < H(pg|Leb) and H(p§| Leb) < H(py| Leb). (5.49)

We can suppose that the entropies H(pg|Leb) and H(p;|Leb) are ﬁnitﬂ, because if they are not,
Lemma [5.3.4] reduces to Lemma
At this level of regularity, we can define ¢ the (unique) law of the solution to the stochastic
differential equation:
dX, = v (¢, X,) dt + vdBy,

"In fact, it is always the case, because we could show that these quantities are controlled by H.(p,c), see Re-

mark @ of Chapter @
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starting from p{j, where v° := ¢© + w®, and where B is a standard Brownian motion. For ¢ € [0, 1],
we call pf := X;xQ°, the density of Q° at time t. Because (p, ) is a solution to the continuity
equation, by definition of v°:

: £,.& v £
Opf + div(p®v®) = §Ap .

But by a standard application of the It6 formula, we also have:
075 + div(FFv°) = gAﬁf.

Consequently, p° and p° are two solutions to the same parabolic equation with smooth coefficients,
and with the same initial condition. So they coincide.

Thanks to formula (here z = v5(t, Xy)), H(Q°|R") < 4+00. So by Theorem m the
osmotic velocity of Q¢ is v/2V log p°, and by , its current velocity at time ¢ is @°-almost
everywhere:

oF (£ Xe) — 5V log p7 (£, Xi) = ¢ (&, Xo).
In particular, thanks to (1.73]) and (1.76)), we have:

H{(pf| Leb) + H(pf]| Leb)
2

H(po|Leb) + H(p1| Leb)
2

Ho(Q7) =v +H, (0", %) < + Hy(p, ), (5.50)

where the last inequality is obtained thanks to (5.48) and ([5.49). But #, has compact sublevels for
the topology of narrow convergence, so we can find @ a limit point of (Q%)c>0.

The density of @ is clearly p (the density of a law is continuous with respect to narrow conver-
gence). By lower semi-continuity of H,,, passing to the limit in , we get:

H(po|Leb) + H(py| Leb)
2

Hence, the result. O

Ho(Q) <

+H.u(p, c).

5.4 Existence of the pressure in the standard problem Bro

We are now ready to prove Theorem The structure of the proof is the same as the one of
[1.5.2] so we only treat the details of the parts that differ.

Given a bistochastic 7y satisfying condition and ¢ € & with compact support in (0, 1) x T¢,
we define a new problem prescribing the density (1+) instead of Leb in Brd, (v), as in Problem|[5.2.1]
in the case of MBré. We call HZ(1 + ¢) the optimal value of H, in this new problem. As in
Lemma H? is convex and lower semi-continuous for the topology of &.

Let us prove that € being fixed, there exists C' > (ﬁ such that for all ¢ € £ with N(p) < 1/2
and whose support is included in (g,1 — &) x T9,

Ho(1+¢) <C,

where C' only depend on the dimension, ¢ and (pg, p1—¢)

8Here, C' may depend on the dimension, ¢, pe, p1_- and v. Contrary to before, we do not follow its dependence
with respect to v.
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We define (P2Y, p©Y, Cx’y)($7y)e'ﬂ*dx']1‘d as given by Theorem El Recall that by Theorem
(p,c) = (p™Y,c™Y) (g y)eTaxta 18 a solution of MBro, (pe, p1—c) between the times ¢ and 1 —e. Then,
we build from (p, c) a competitor (p,c) = (p™Y,¢"Y) for MBro, (1 + ¢) as defined in Problem
[6.2.1] between the endpoints p. and pi_., and between the times € and 1 — ¢, as in the proof of
Lemma From this proof, we have:

H,(p,¢) < C, (5.51)

where C does not depend on ¢.
Finally, we consider @), build from (p, ¢) as in the proof of Theorem [5.3.1] By (5.42]), we have:

Hy(1+¢) <H(Q) = H(P) + Hu(p, €) — Hu(p, c) (5.52)
<H,(P)+H,(p,C) because H, > 0
< H(Leb) + C by (-51),
<C

taking a larger C', but still independent of ¢ in the last line.
We conclude that for all € € (0,1/2), there exists p. € D'((g,1—¢) x T?) such that for all ¢ € &
with compact support in (g,1 — &) x T9,

Hy(1+¢) > Hy(Leb) + (pe, 0)ey g,

We deduce from formula (5.52)) that p. is the pressure field in MBro,(pe, p1—c), so that by

Lemma Pe is unique, and given by formula ([1.95). At last, by footnote {4 and formula ([1.95)),
if £1 < €9, then p., is the restriction of p., to the set of times (e2,1 — £2). So we end-up with a

unique distribution p satisfying the properties announced in the statement of Theorem O

5.5 A formal way to derive the equation for the pressure

Recall that in the case of incompressible optimal transport, if P is a solution of I0T(y), and if p is
its pressure field, then for all € € (0,1/2), P-almost all curve w is a minimizer of the Lagrangian:

/:_‘E {‘w;’Q —p(t,wt)} dt

among the set of curves whose positions at time £ and 1 — & are w, and w;_. respectively (at least
when p is regular, see Theorem of the introduction).

In the case of the Brodinger problem, if P is the solution of Brd, () and if p is its pressure field,
the corresponding expected result would be as follows. For v-almost all (z,y), PV as defined by
formula ([5.24] - ) should be the solution of the Schrédinger problem in the potential p, just defined by
replacing H, (P byﬂ

H,(P) - Ep Up(t, Xt)dt}

90r equivalently when p is smooth by replacing R” by exp (% I p(t, X+) dt) R”.
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in Problem between the times € and 1 — ¢, with respect to its own endpoints. But in that
case, it is known (see for example [95, Section 4.B]) that calling p™¥ the density of P™Y, ¢™¥ its
current velocity, and w™¥ := v /2V log p™¥, then (p™¥, ¢™Y, w™Y) solves the following equations:

0™ + (™Y - V)Y 4 (w™Y - V)w™Y + gwa’y = —Vp.

(The notation Aw*¥ stands for the Laplacian operator computed coordinate by coordinate.) The
second equation is reminiscent of the classical one:

for the velocity field in optimal transport with potential, plus osmotic terms of order v2. If we

multiply this equation by p™¥ and if we use the identities:
div (™ @ ¢V p™Y) = p™Y (™Y - V)Y + ™Y div(p™Ye™Y),

div(w™ @ w*Yp™Y) = Z2Ame’y - %px’ywa’y = Y (WY - V)w™Y,
we get the following equation for the momentum:
O (p*Ye™Y) + div ({cx’y ® Y —w" @ w”’y}px’y) + ZAVpx’y
= —p"IVp + "V (9p™Y L din{p™TTY)) = —p™VVp.

If we integrate with respect to -, because of incompressibility, the AV term cancels and the coeffi-
cient in front of Vp becomes 1. So we get:

O </ pPYe™Y dy(x, y)) + div (/{cx’y ® Y — w™Y @ wp™Y dry(z, y)> = —Vp.

This is exactly formula derived earlier, with Z = T¢ x T% and m = -, which is coherent with
the fact that we observed in Theorem that (p,c) = (p™Y,c™Y) (5 y)eraxa 18 the solution to
MBr6, when localized in times, with respect to its own endpoints.

It is likely that just as in the incompressible optimal transport case, regularity estimates for
the pressure field would make it possible to justify rigorously these computations, but we did not
pursue in this direction.

z,y)
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Chapter 6

Zero noise limit and displacement
convexity

We present in this chapter the results from the article [II], which contains an independent intro-
duction. We do not reproduce it entirely here to avoid to the reader unnecessary repetitions. We
recall that the main results of this chapter have been presented in Subsection above.

_— D ee————

6.1 Introduction of the chapter

Once again in this chapter, we work on the flat torus T¢ = R9/Z9. We call d the geodesic distance
on the torus and 7 : R* — T¢ the canonical projection. We will deal with the following six problems
defined in the introduction:

e the optimal transport problem in terms of metric derivative OT (Problem [1.1.21)),

the Schrodinger problem in terms of metric derivative Sch (Problem |1.3.10)),

the incompressible optimal transport problem IOT (Problem [1.1.11]),

the Brodinger problem Bré (Problem |1.3.11)),

the incompressible optimal transport problem in terms of traffic plans TPIOT (Problem|1.1.22)),

the Brodinger problem in terms of traffic plans TPBro (Problem [1.3.13]).

Let us start by presenting more precisely than in Subsection the results we will prove in
the chapter.

6.1.1 Contributions

Our first result will assert the convergence of the Brodinger problem Brg, (Problem towards
the incompressible optimal transport problem IOT (Problem as the diffusivity v — 0. It will
be written below in terms of I'-convergence of the corresponding functionals, which in particular
classically implies convergence of the minimizers. This extends recent results from [I7], where the
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same convergence was proved but for a discrete-time version of the problem only. In the following
statement, if y € P(T¢ x T%), then Ly is the characteristic function corresponding to the marginal
constraint and ¢y is the characteristic function corresponding to the incompressibility con-
straint ((1.11)). In other words, if P is a generalized flow, we write

0 if Xy P = Leb for all ¢,

0 if (Xo, X1)xP =7,
L (P) { if (Xo, X1)# Y
+ 00 else.

+ oo else,

and e (P) := {

Our first convergence result reads then
Theorem 6.1.1. With the same notations as before,

1. The following I'-convergence holds:

I' - lim {ﬁu + LInc} =A + Lnc-
v—0

2. If v is bistochastic and satisfies H(vy | Leb® Leb) < +o00, then

I — lim{# =A :
ul_%{HV + tine + by} = A+ tine + 1y

This will be seen as a straightforward consequence of Theorem [6.2.1] below, and the result is
stronger than convergence of the minimizers. Note that the second statement only addresses the
case of a fixed marginal law Py; =y € P(T? x T%), while the first part does not and will typically
require suitable regularization v¥ = ~. The key step in the proof will be to build a recovery
sequence PY by adding a Brownian bridge (with diffusivity v) to any absolutely continuous curve
charged by any admissible generalized flow P in incompressible optimal transport. We will then use
a Cameron-Martin formula to compute the entropy of the resulting process. We will also exploit the
continuity of the optimal action in 10T () with respect to v in the narrow topology [10, Theorem
1] to obtain a necessary and sufficient condition for a sequence iy”)l,>0 of bistochastic measures to

be the marginal laws of a recovery sequence P¥ = P, see point [2 in Theorem

—_—— e D ——————

We address next the convergence Sch, — OT (Problem [1.3.10| and [1.1.21] respectively) of the
Schrodinger problem towards deterministic optimal transport in the small noise limit, Theorem [6.3.1
below. This is well known from [77, [66, 34], [31] and we dispense from including the precise statement
at this stage, but we will give an independent proof that is elementary and new to the best of our
knowledge. In particular, we will present an explicit PDE regularization procedure that will be
inspired from the previous probabilistic arguments and Brownian bridges. This procedure provides
directly a recovery sequence.

—_—_— o e ee——

Our third result is the convergence TPBro, — TPIOT of the Brédinger problem towards the
incompressible optimal transport problem in terms of traffic plans (Problems [1.3.13| and [1.1.22]
respectively), as the diffusivity vanishes:
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Theorem 6.1.2. IfT' is bistochastic in average with finite average marginal entropies as in (1.87)),
then o o
I' — lim {HV—I—LIHC—I-LF} = A+ tipe + L1 (6.1)

v—0

for the narrow topology of P(C°([0,1]; P(T9))).

Here we write as before ¢p(P) and ¢, (P) for the characteristic functions of the marginal and
incompressibility constraints, and , respectively. Again, this result is stronger than
convergence of the minimizers.

Given that both problems have an incompressibility constraint, a natural question to ask is
whether the associated Lagrange multipliers converge as well, i.e. whether the Brodinger pressure
(as defined in Chapter [5) converges towards the incompressible optimal transport pressure (as de-
fined in [22]). The precise definition of these pressure fields will be recalled later on in Theorem

The answer to that question is yes, but in order to make a rigorous statement we first need to
introduce the following functional space:

Definition 6.1.3. Let C%2([0,1] x T?) denote the space of functions having continuous time-
derivative and continuous second order space-derivatives. For such a function f € C12(]0,1] x T%),
we say that f € G if in addition:

o forall z € T¢, £(0,2) = f(1,2) =0,

e forall t € [0,1],
f(t,z)dz = 0.
Td

Our result is the following:

Theorem 6.1.4. Take I' bistochastic in average and satisfying (1.87). For all v > 0 let p* be the
pressure field associated to TPBro,(T'), and let p be the pressure field associated to 10T(I') (both
being defined in Theorem m) Then

p’ 2 poing
v—0
for the weak-x convergence on the topological dual G’ of G.

_ —Czee——

Finally, our last set of results will be concerned with the time-convexity of the entropy along
some of the dynamical interpolations, namely the optimal transport problem and the Schrédinger
problem on the one hand (Proposition , and on the other hand the incompressible optimal
transport problem and the Brodinger problem in terms of traffic plans (Proposition . Again,
we prefer not to include precise statements at this early stage and refer to section 6.5 The results
in Proposition [6.5.1] are not new, but we provide again a new and rather elementary proof which
we consider of independent interest. The results from Proposition [6.5.2] were partially known for
particular cases, and we extend results from [65] — see Section for a thorough discussion and
further references.
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6.1.2 Notations, conventions and preliminary results

Conditional laws. If X and ) are two polish spaces, p is a Borel measure on X', and & : X — Y
is measurable, we recall that we denote by ®.4p the push-forward of p by ®, i.e. the law of ® under
.

When there is no ambiguity on the map ® to be used, we simply denote by pY the conditional
law p(e | ® = y) € P(X). By virtue of the disintegration theorem, p¥ is well defined for ®4p-almost
every y € )V, and concentrates on the fiber ®~1(y). We recall that, with these definitions, if ¢ is a
test function on X then

x x) = x)dpY(x . .
[ e = | { L, e >}d<1>#p<y> (62

If P is the law of a process on T? or R, i.e. an element of P(C°(]0,1]; T¢)) or P(C?([0, 1]; R%)),
and if the map X; is the evaluation at time ¢, we will write P := X;4 P for the marginal of P at
time ¢. Following the standard notations, Py will stand for the joint law (Xo, X1)» P, and P™Y will
refer to the conditional law P(e| Xy = z, X1 = y). These laws will frequently have their diffusivity
as a superscript (typically P¥). In that case, we write

PV = PY(e| Xo = 2, X1 = y).

With these notations, the marginal constraint can be reformulated as Py = 7 and the
incompressibility reads P; = Leb.

Similarly, if P is a traffic plan, ¢ € [0,1] and for all p € C°([0,1]; P(T%), Xi(p := pz), we will
write Py := X;4P for the time-t marginal, Py; will stand for the joint law (X¢, X1)xP, and
Prori will refer to the conditional law P(e| Xy = po, X1 = p1). These laws will frequently have
their diffusivity as a superscript (typically P¥). In that case, we write

prrorL = PY(e| Xy = po, X1 = p1).

With these notations, (1.32)) rewrites Py; = I' and the generalized incompressibility (1.30)) reads
[ pdP:(p) = Leb.

Properties of the relative entropy. In Section [6.2] we will need several elementary results
about the relative entropy, listed here without proofs. The first one concerns the change of reference
measure.

Proposition 6.1.5. Let v and p be as above and let f € L'(X,r) be nonnegative and p-almost
surely positive. Then

Hp|f+r) = Hip|r) - [logfdp.
With our notations, formula ((1.68)) can be rewritten in the following way:

Proposition 6.1.6. Let X and Y be polish spaces, r and p be as above and take ® : X — Y a
measurable map. Then with the same notations as before,

H(p|r) = H(®yp| dur) + / H(p® | ) d®yp(a).

201



Finally, if ® is one-to-one, then simultaneously pushing forward r and p by ® does not change
their relative entropy:

Proposition 6.1.7. Take X, ), r, p and ® as in Proposition [6.1.0, Assume furthermore that
p < r and that there exists W : Y — X such that r-almost surely, Vo ® = Idy. Then

H(p|r) = H(®yp|Pyr).

For probability measures on the torus p € P(T%) and if no confusion arises, we simply write

H(p)i= Hip| Leb) = [ pla)logpla) do

for the entropy computed relatively to the Lebesgue measure (once again, we keep the same notation
p for a measure and its density with respect to Leb).

The heat flow. Let us denote by 7 the heat kernel in the torus
1
O0sTs = §AT5

at time s > 0, started from the initial Dirac distribution 79 = §. We will need the following estimate
several times.

Lemma 6.1.8. There are two dimensional constants kq, Kq > 0 such that for all s € (0,1], and for

all z,y € T¢,
5 (EEDY e By (D)

27T8d 2s 27rsd 2s

This type of results can be obtained under general assumptions on the domain and we refer e.g.
to [54 [70, 93] for this delicate topic. In the torus we have the explicit formula

1 y—T+ 1
Va,y € T¢, Ts(y —x) = y Z exp <_\y2w+\> , (6.4)
V2TS jer-1({0}) i

where 7,7 € R? are chosen so that m(Z) = z and 7(7) = y. Hence the bounds (6.3)) could be worked
out by hand. As such, the upper bound can only be valid for short times (note that we took care
to assume s < 1 in our statement) and indeed we shall only use this in the limit s — 0.

Outline. The chapter is organized as follows: in Section [6.2] we discuss the convergence Bré, —
IOT by probabilistic arguments as v — 0. Section [6.3] contains the PDE regularization procedure
that we talked about in the introduction, Lemma[6.3.2] as well as our new proof of the convergence
Sch, — OT of entropic towards deterministic optimal transport. In Section [6.4] we prove the
corresponding result for incompressible trafic plans, namely TPBro, — TPIOT. We also show
that the associated pressures converge. Our last Section [6.5] is devoted to the time-convexity of
the entropy in the various models. We include in Appendix a self-contained proof of the
existence and uniqueness of solutions for TPBro. In Section [6.2] we shall heavily rely on some
explicit properties of the Brownian motion and bridges on the torus: in order not to interrupt the
exposition we will simply give the technical statements when needed in the text, and defer their

proofs to Appendix
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6.2 Convergence of Bro towards 10T

The goal of this section is to prove
Theorem 6.2.1.

1. Let (PY)y,>0 be a sequence of incompressible generalized flows narrowly converging to P. Then

liminf H, (P") > A(P).

v—0

2. Let P be an admissible generalized flow for 10T (), and ~¥ X . The following are equivalent:

(a) there exists a sequence of generalized incompressible flows PY narrowly converging to P
with marginals Py, =~" and such that

limsup H,(P") < A(P) (6.5)

v—0

(b) the sequence of marginals satisfies

N =

limsup vH(v" [ Rg ) <

v—0

/«mw%waw. (6.6)

Remark 6.2.2. Condition exactly requires (v”),>0 to be a recovery sequence for the I'-
convergence
r— llg(l) {vH(-| Ry ;) + tBis} = Cmk + tBis, (6.7)

where:

Conc) = 5 [ da)? dafa.)

is the Monge-Kantorovich quadratic cost functional and ¢pis(7y) is the characteristic function of the
bistochasticity constraint. The I'-convergence (6.7)) is well known as a particular case of results from
[66] and [31], hence for a given «y there always exists a sequence " as in and in practice our

Theorem guarantees that one can always construct a recovery sequence PY AP
Let us first prove Theorem [6.1.1] using Theorem [6.2-1}

Proof of Theorem[6.1.1 Both I'—lim inf parts are a direct consequence of point [I] of Theorem
regardless of any marginal constraint.
For the I' — lim sup part in point [I} fix an admissible generalized flow P with marginals Py 1 = 7.

By [31, Theorem 2.7] there always exists a recovery sequence 7" X~ for the optimal transport
problem, i.e. satisfying (their proof is easily adapted from R? to T¢). Thus by Theorem
we can construct a recovery sequence P - P satisfying .

For the I' — lim sup part of point |2, we claim that the particular sequence v = +y satisfies .
On this premise, Theorem immediately provides a recovery sequence P¥ X P with marginals
Py, = v and satisfying as required, hence it suffices to check our claim. To this end, observe
that the density rg, of R, with respect to Leb® Leb is

o1 (2, y) = 1y — x)
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where as before, (75) is the heat kernel in the torus at time s. By Proposition (with f = o4
and r = Leb ® Leb) we have thus

VH( | RS ) = vH (| Lebo Leb) — [ vlogry(o,0) da(a.)
=vH(y| Leb® Leb) — /Vlog T(y — ) dy(z,y)

1
0t [P dra),

v—0

where the last line is obtained using our assumption H (| Leb ® Leb) < 400 as well as (6.3)) (which
implies in particular vlog 7, (z = y) — —d?(z,y) uniformly on T? x T¢). Hence our claim holds and
the proof is complete. O

Let us now carry on with the proof of Theorem [6.2.1] which will go through several steps. We
begin with

Proof of point [1] of Theorem[6.2.1 This result is weaker than the same statement without the in-
compressibility constraint. Hence, it is direct a consequence of the works of C. Léonard, see e.g.
[66, Proposition 2.5|. For the sake of self-completeness we choose to present here an independent
proof, fully leveraging the explicit structure of the reversible Brownian motion R” as a particular
reference measure (whereas C. Léonard covers much more general settings). We will also recycle
part of the argument later on in the proof of Ra] = [2b] in Theorem hence we give the full
details.

Consider a sequence P¥ = P as in our statement. Observe first that the Legendre transform of

h(u) = ulogu is h*(v) = e’~!, in particular

ulogu > uv — e’ ! for all u,v. (6.8)
Fix any bounded and continuous function f(w) on C°([0,1]; T¢). Taking u = %(w),v = f(w)/v
in the previous convexity inequality and integrating with respect to R”, we get

o [aPY dP” }
AP = [ (@) og S ) AR ()

> y/ ‘;;: (w)f(:j) dRY (w) — V/exp (f(:’) _ 1> AR (w)
= /f(w) dP¥(w) — Vel/exp <f(y“’)> dR" (w). (6.9)

Ideally, one wishes to test f = A (the kinetic action) in this formula, and pass to the limit v — 0
hoping that the exponential term ve™! [{...} — 0 to conclude that liminfvH,(P") > [AdP.
However this is not rigorously justified because A is not continuous for the uniform topology on
C([0, 1]; T¢), and most imporantly because A(w) = +oo for R¥-almost all paths w in the exponential
under the integral in the r.h.s. (whereas the above formal argument rather requires the latter
term to vanish as v — 0). Instead, we take a natural difference quotient approximation: for
N eNandn=0...N let t, = nT be the uniform partition of [0, 1] with size 7 = 1/N. For any
w € C°([0,1]; T?) we set

N-1

An(@) = = 3 dwr,wi,,)- (6.10)



This is of course a good approximation of A(w) = %fol |co¢|? dt, and note that, for fixed N, Ay(-)
is continuous (for the uniform topology) and bounded. (In the whole space R? one should replace
Ay by its truncation Ay := min(Ay, N) to guarantee boundedness, and the rest of the argument
below then applies mutatis mutandis.)

For technical reasons, let us fix a parameter a € (0,1) close to 1. Taking f = aAy, the last
integral in the r.h.s. of reads

/ exp <aANV(“)> dRY (w) = / ]i;f exp @W) dRY (w)

Since the increments of the Brownian motion are independent and stationary this becomes simply

A d?(w, N
/exp <a N(w)> dRY(w) = {/ exp <a(w,wo)) dR”(w)} . (6.11)
v %
By definition R is the projection on the torus of the Brownian motion R~ in R?, whence
d?(wr, wo)
9 d v
/exp <a2m_ ) R" (w)
1 d*(0, 7(y)) ly|*
~ (2mvr)d/2 /Rd P <a 2uT P\ T2 dy
1 lyl?
< — —1)—)d
= (2mvT)d/2 /Rd P <(a )21/7' v

where we used d(0,7(y)) < |y — 0| in the last line. Because we were cautious enough to choose
« < 1 this quantity is finite, and changing variables z = 1/1;—;"(7; in the integral yields

1
- (6.12)

Gathering (6.11])(6.12)) we have
AN((,U) v 1
/exp (a > dR"(w) < A=z (6.13)

whence from with f = aAn

liminf vH, (PY) > hmlnf{ /AN ) dP¥( )}

T e el

. . v 1 y€71
> hlrjn;gf {a / An(w)dP (W)} - hrfjélp {(1—a)Nd/2}

= a/AN(w) dP(w)—0
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because P¥ = P by assumption (and Ay is bounded continuous). Taking next o — 1 and then
liminf as N — oo with pointwise convergence Ay (w) — A(w) for all w € C°(]0,1];T¢), we finally
get by Fatou’s lemma

v—0 N—oo

liminf vH,(P") > 1- hmmf/AN )dP(w /A )dP(w) = A(P)

and the proof is complete. O

Before going into the details of proof of point [2/in Theorem [6.2.1], we will need a few preliminary
definitions and lemmas. In order not to interrupt the flow of the exposition, we postpone the proofs
of some of these technical statements to the appendix.

The first technical result that we shall need is the counterpart of formula for Brownian
bridges instead of the reversible Bronwian motion:

Lemma 6.2.3. Consider Ay as defined in (6.10). There is a dimensional constant Cq > 0 such
that, for all z,y € T¢, v € (0,1), and fized o € (0,1), there holds
Cd Oé

where RV*Y = RY (e | Xo = x, X1 = y) is the Brownian bridge joining x to y.

/ exp (L An(w)) AR (w) <

In the whole space this would readily follow from explicit computations for Gaussian vectors. In
the case of the torus, we postpone the proof to Appendix [6.B] for convenience.

We also need to define a notion of translated bridges, which will play a crucial role when building
the recovery sequence (P”). To do so, let us first denote by II the projection:

II: wel%0,1;RY) — (t — W(wt)) e ¢([o, 1]; T%).
Then, if w € C°([0, 1]; T%), we write T, for the translation map
T,: aecC%0,1;T% —~ w+aeC’(0,1];T%. (6.15)

Let BY := B""° be the Brownian bridge in R? with diffusivity v and joining 0 to 0. The translated
Brownian bridges are defined as follows.

Definition 6.2.4. If w € CY([0,1]; T¢) and v > 0, we set
BY =T, 411, B".

Roughly speaking, B/, is obtained by adding the projection of the Brownian bridge to w. Remark
that the Brownian bridge in the torus is not the projection of the Brownian bridge in R¢, i.e
R¥00 £ II.BY. As a consequence, BY # T, 4R" 0.0 This alternative definition of translated
bridges would have made the proof of Lemma [6.2.5] below more delicate.

The entropy of B!, with respect to the bridges of R” will be computed thanks to

Lemma 6.2.5. There exists a dimensional constant C = Cy4 such that, for all v < 1 and all
w e C%([0,1];T),

1
H(BS|R™*) < A(w) — §d2(w07w1) + Cw. (6.16)
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Once again, we postpone the proof to the appendix. Note that, in the whole space R?, the corre-
sponding result is stated in Lemma [6.B.2] and follows from the classical Cameron-Martin formula.
In this case, equality holds in with C' =0 .

We proceed now with the proof of the equivalence 2a] <= 2b]in Theorem [6.2.1] In order to ease
the exposition we opted for dividing the argument in two steps, one for each implication.

Proof of Theorem [0.2.1), [2d =>[2] Assume that P” converges to P and satisfies the I' — lim sup
inequality (6.5)). Disintegrating with respect to (Xo, X1), we have by Proposition

H,(PY) = vH(v" | RY,) + v / H(PYY | RA) dy (., ).

Hence with our assumption (6.5 there holds

limsup {vH(v" | Rg 1)}

v—0

< limsup H,(P") — lim inf {V/H(P”’x’y

v—0 v=0

R"Y) dy (x, y)}

< A(P) — liminf {1/ / H(P»®Y
v—0

R"%Y) A" (z, y)} : (6.17)

In order to estimate the last integral we proceed using the same strategy as in the proof of point
of Theorem earlier: for large N € N and 7 = 1/N we write again t, = n7 forn =0...N.

Consider now

N-1 1 1
> P lwn,,wi,,) - §d2(w07w1) =An(w) — §d2(w0,w1)-

n=0

An(w) = =

This function is continuous for the uniform topology on C°([0, 1]; T%), bounded, and it is of course
an approximation of

Alw) = { %fol g |? dt — 5d?(wo, wr) ifg € AC?
+00 otherwise

as N — oo. We fix again a parameter o € (0,1) close to 1. Exploiting the convexity inequality

(6.8) with u = %(w) and v = %AN(w), and integrating first with respect to R*™Y (note that

wo = = and wy = y for R¥"Y-almost all w) and then with respect to v, we get

v / H(PY™ | RY) dyY (2,) > o / Ay (w) AP (w) dy¥ (., )

—ve ! /exp (—%d(m, y)Q) /exp (%AN(w)) dRV*Y(w) dv”(z,y). (6.18)

Since by assumption P” = P, we see that the first term in the r.h.s

v—0

/1M@mﬂwwmwmw:/&@mﬂ@pﬁ Ap(w)dP(w), (6.19)
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thus it only remains to show that the limsup of the exponential term in (6.18) goes to zero (just
like in the previous proof of point || of Theorem |6.2.1]). This is where we need to use Lemma
From ([6.18))(6.19))(6.14)), we get:

hmlnf{ /H (pPr™Y
>a/AN w

T 1 _g 2 CdeXp (%d2(x7y)) v
hmsup{ue / exp (—gpd(a)?) S (o)

R )|

v—0
a/fl (w)dP(w) — limsup { ve ! x __Ga__
= N V0 (1 —a)Nd/2
= a/AN(w) dP(w).
Taking next « — 1 and liminf as N — oo with now
AN(O.)) = AN((,U) — id (wo,wl) — A(w) — id (wo,wl)

for all w, we conclude by Fatou’s lemma that

lim inf { /H (PYEY | RY™Y) dy” (a, y)}
2/{A(w) _ ;dz(wo,wl)}dP(w) — A(P) - ;/dQ(w) dy(z, y).

Applying this inequality in (6.17) finally gives and the proof is complete. O

Let us now establish the converse implication:

Proof of Theorem [6.2.1} 2} = [2d. Take (7”),~0 as in our statement. Since we have ¥ = v, a
closer look into the proof of [10, Theorem 1] (continuity of the optimal action in the incompressible
optimal transport problem 10T () with respect to the marginal ) gives a sequence Q¥ of generalized
flows converging to P such that Q" is admissible for IOT(7"”) and

lim A(Q") = A(P). (6.20)
Let now
P / B dQ¥ (w), (6.21)

with B}, as in Definition Roughly speaking, P” is a noisy version of ¥, where all the paths
initially charged by Q¥ receive now an additional small Brownian perturbation.
First of all, we claim that P =~ P as v — 0. Indeed, if ¢ is a test function on C°([0,1]; T%), let

us check that
W / a) dBl(«
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converges uniformly towards ¢ on the compact sets of CY([0,1];T¢). If K is such a compact set,
take m : Ry — R4 a modulus of continuity of ¢|x. Of course, m can be chosen continuous and
bounded. Then, for all w € K,

@) = p(@)| < [ lo(@) = pl)]dB(0)
:/|<p(w+a) p(@)|dBE(@) < [ mlal) dBf (@),

and we conclude using By X 8p. Since Q¥ = P we see that

[et@rar@ = [ ([ eleaszia) ) ae e

- [P o [ew)dPw)
v—0
as claimed.
Moreover, it is straightforward to check that the marginal constraint is satisfied, i.e. that

(X0, X1)4P” = 4". Let us check now the incompressibility. Take ¢ a test function on T¢: by
Definition of BY, and the incompressibility of @Q¥, we have for all t € [0, 1]

/ (o) dPY( / / o) dBY (o) dQY (w)
— [[ etnt@n) + wi) 4B (@) 4@" (@)
— [[ etrtan) + ) Q) B @)
[ st s i
// "Yde' dB" (@) = /(p(a:’) da.

Next, let us estimate H,(P") = vH(P"|R"). Conditioning on the endpoints, we get by Proposi-
tion [6.1.6l
H(P"|R")=H(y"|Ry;)+ /H(P”’”T’y | RV™Y) dvY (2, y). (6.22)
Moreover, conditioning (6.21)), we get for 4”-almost all (x,7) € T¢ x T
proY = /BU”J dQ"™Y(w).

Hence for v”-almost all (x,7) € T¢ x T, by Jensen’s inequality, and because Q“*¥-almost surely
wo = z and wy = y, there holds

H(Puz,y‘Rny /H Bu Rzzx,y) Ql/:}:,y /H Bl/ Ruwo,wl) Ql/a:,y( )
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Substituting this inequality in formula , we get:
HP|RY) < HGY B+ [ [ BB R 1Q7(w) 4y (a.y)
— | RE)+ [ B R Q" ).
Multiplying by v and using , we get for v < 1:
H(P | R) < vHOY 15 + [ {46) - ) + v aQ ()

— VH(v | RY,) + AQY) -+ / &(2,y) dv" (,y) + C,

2
where C'is a dimensional constant. With our assumption and by (16.20)), we finally obtain

lim sup H,, (P")
v—0
= limsup vH(P” | R")
v—0
. v 14 I v 1 v
< hmsz)lp {H(’y | Rg 1) + AQY) — 3 /dQ(az,y) dv"(z,y) + CV}
v—

=limsup vH(v" | Ry 1) + liH(l)z(QV) —
’ v—

v—0
<5 [d@wPary + AP) - 5 [ ey die)

and the proof is complete. O

6.3 Convergence of Sch towards OT

Here we give a new proof of the convergence of entropic optimal transport (Problem towards
deterministic optimal transport (Problem as the diffusivity v — 0. We stress again that the
result itself is not new [77, 66 34, 31], but our proof only relies on elementary PDE arguments and
we believe it is worth including the details for the sake of completeness.

For curves p € C°([0, 1]; P(T%)) and given po, p1 € P(T¢) we write

_Jo if pli=o = po and pli=1 = p1
L(po’pl)( )= + o0 else

for the characteristic function of the endpoints constraint. Let us recall that we simply write H (u) =
H(p| Leb) for the entropy of a probability u € P(T?) computed relatively to the Lebesgue measure
on the torus. Also recall that H, and A are defined by formulae ([1.29) and ((1.80|) respectively.

Theorem 6.3.1. Let pg, p1 € P(T?) such that H(py) < +o00 and H(py) < +oo. Then
I' — lim {'Hl, + L(po,pl)} =A+ L(po,p1) (6.23)

v—0

for the uniform topology on C°(]0,1]; P(T%)).
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Before going into the proof we shall need a fundamental regularization procedure (Lemma
below), to be used repeatedly in the sequel. To motivate the approach, observe that, in the previous
section, the key step was the construction of a suitable recovery sequence P¥ -~ P by means of
Brownian bridges — see in particular . Our regularization below will simply consist in a similar
construction at the PDE level.

More precisely, recall that we write 75(x) for the heat kernel at time s > 0

1
O0sTs = iATS

started from the initial Dirac distribution 79 = 6. For a given curve p € C°([0,1]; P(T%)) and
diffusivity parameter v > 0 we shall always write p¥ € C°([0, 1]; P(T%)) for the curve defined by

t Py = pyE T € P(TY), (6.24)

where the convolution only acts in space. In other words py is defined as the solution of the heat
flow at time s = vt(1 —t) started from p; at time s = 0, and in particular p” has the same endpoints
as p

po=po and  pi = p1.

Our regularity estimate takes the following quantitative form:

Lemma 6.3.2. For all p € C°([0,1]; P(T%)), defining p* as in (6.24)), there holds

2 1 1 2 1 H H
A(p”)+y2/0 <t—2> /]Vlogp§’|2pt”dt+l//0 H(p@’)dtSA(p)—Fv(po);(pl). (6.25)

Moreover, there exists a dimensional constant C' = Cy > 0 such that,

2 1 1 H H
.A(pl’)—l—yg//]Vlogpﬂth”dt-i-V/ H(p)dt < A(p) + v [(”(’);(MHC . (6.26)
0 0

Similarly, for a > 0 the entropic version holds as:

I/Q
’Ha(p”)+2/0 (t) /|V10gpt\ dt+1// H(pt)dt<7'[a(,0)+VH(pO);M (6.27)

and

2 1 1 H H
Halo)+ 5 [ [ (9108t Potar+o | H(p?)dtéﬂa(p)+v[W+C ~(6.28)
0 0

Note that all four right-hand sides are allowed to be infinite, in which case our statement is vacuous.

Proof. Let us start with (6:25). We can always assume that p has regularity AC?([0,T]; P(T?)),
since otherwise A( ) +ooin ther.h.s. By theoremmthere exists a velocity field ¢ € L?(dt®p;)
such that A(p) = 5 fo [ let|?pr dt. Defining the classical regularization

& = (pece) * Tut(1—t) _ (pece) * Tut(1—t) ’ (6.29)

Pt * Tyt(1—t) Py
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it is easy to check that
Oy +div(pie}) = —v (t —1/2) Apf

at least in the sense of distributions. (This is a first reason why we defined the regularization
(6.29)) as acting on the momentum variable m” = p{/¢/ = (pict) * Tui(1—t), Tather than directly on
the velocities). The extra Laplacian in the right-hand side arises because the regularizing kernel
Tue(1—1)(+) 1s not fixed but depends on time. Setting moreover

¢ ==¢ —v(t—1/2)Viogpf (6.30)
and recalling that div(pV log p) = div (p%) = Ap, we have now
Oupl + div(pel) =0,

hence by definition ((1.29)) of the kinetic action

4 1 1 4 4
)< | [leraa (6.31)

2
Since 7,4(1-4)(-) is a probability measure and (p,m) % is jointly convex, an immediate appli-
cation of Jensen’s inequality gives automatically

1 iy 1 [t
2//%%%&32//%#mw—Aw (6.32)
0 0

(this is another reason for the particular definition of ¢.) Gathering (6.31))(6.32) and exploiting
(6.30) to expand |¢¥|?, we find

2 1 1 2 1 1
A+ [ (e=3) [ioeaiarac< Ay vo [ (0-3) [Viosst - an @39
0 0

Writing next

d 14 12 vV UV
dtH( py) = /(Hlogpt)@tpt /(Hlogpt div(pfcy) /Vlogpt cipy dt

we obatin after integration by parts

! 1 ! N d.,
t—— Vlogpy - ¢/ pf dt = t—f —H(py) dt

0

2

1

Here we crucially used the fact that the endpoints pfj = po and p] = p; remain unchanged. Our
first estimate (6.25)) immediately follows by substituting this identity in (6.33]).
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To get (6.26]), we first add % fol t(1 —t) [|Viogp¥|?py dt to both sides of (6.25) and use the
algebraic identity t(1 —t) + (t — 1/2)? = 1/4 to get

1/2 1 , 1 .
A+ 5 [ et orat ey [ HG

H H Lt —t
gA(p)H(pO);(pl)w/ U 5 )/ywogpﬂ?pgdt, (6.34)
0

and it only remains to control the last term in the right-hand side. By the celebrated Li-Yau
inequality |70, Theorem 1.1|, the Fisher information decays at a universal rate along the heat flow
uniformly in the initial datum, here (with ps = 75 * pg):

d
/|Vlogﬁs|2ﬁs <o Vi€ P, Vs >0,

Recalling that, by definition, p} is the solution at time s = vt(1 — t) of the heat flow started from
po = pt, the last term in (6.34) can thus be controlled as

1 1
(1 — 1) ) / t(1— ) d
Vlog pf |“py dt < . dt <
V/OV 2 /’ AR =V, T2 2wt(1 —t) < Cav

and ((6.26)) follows.
As for (6.27))(6.28), we recall that the Fisher information

- 1 <2~
F(p) = [ V1ogiPp.

is nonincreasing along the heat flow (by the same Jensen’s inequality used in (6.32))). In our
particular setting this gives F\(pf) < F(p;) for all ¢ € [0,1]. The result immediately follows by
adding o®F(p”) < o®F(p) to (6.25) and (6.26)), respectively, and the proof is complete. O

We are now in position of proving the convergence of Sch, towards OT.

Proof of Theorem[6.3.1. The I' — liminf is obvious, as H, = A+ v2F > A and A is lower semi-
continuous. Let us therefore consider the I' — lim sup, and fix p € C°([0, 1]; P(T%)) with endpoints
po, p1. We can always assume that p € AC?, otherwise there is nothing to prove.

For p € AC?([0,1]; P(T9)), we claim that (p”),~o defined in is an admissible recovery
sequence. Indeed, as already discussed p” has same endpoints pg, p1 as p. Moreover from we

get
H(po) + H(p1)

Hy(p") = A(p") + V2 F(p") < Alp) + v 5 +C|,
and taking the lim sup gives
limsup H,(p") < Alp)
v—0
as required. O

Remark 6.3.3. From this proof it is clear that, apart from the static entropy term I/w,

the purely dynamical lim sup-gap for the I'-convergence H, — OT is of order at most Cv for a
dimensional constant C' = Cj.
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Remark 6.3.4. When H(pg) or H(p1) is infinite, the I'-convergence cannot hold because
Hy(+) + t(po,p1) () = +oo for all v > 0. However, similarly to the scenario of Theorem it is
still possible to prove
I' - lim H, = A,
v—0
and more precisely
[ — lim {HV + L(PS,P'{)} = A+ Y(po,p1)

v—0

if and only if pf = po, Py = pp and

lim vH (py) =0 and lim vH (p]) = 0.

v—0 v—0

Such (pg) and (p}) are easy to build for instance by convolution.

6.4 Convergence of TPBré towards TPIOT

Here we prove the I'-convergence in Theorem [6.1.2] as well as the convergence of the pressures
associated with the incompressibility constraints, Theorem [6.1.4]
6.4.1 Gamma convergence

Proof of Theorem[6.1.3. Again, the I'—lim inf easily follows from the standard lower semi-continuity
of A together with H, = A+ v2F > A, and we only focus on the I' — lim sup inequality. The
argument essentially consists in superposing the proof of Theorem by linearity, i.e. integrating
with respect to P.

More precisely: For v > 0 we define the mapping

DY pi— p¥ (6.35)

from C°([0, 1]; P(T)) to itself, where the curve p” = (P¥ )tefo,1) 1s defined in (6.24). For any incom-
pressible traffic plan P, we first claim that

PV =34 P

shares its marginals with P and automatically inherits incompressibility from that of P. Indeed,
as already observed, p” leaves the endpoints unchanged py = po and p] = p1, hence for all test
functions ¢ on P x P

[ et aP () = [ o(@ (010, (0)0)aP(5) = [ (ot ) AP (o) = [ ol 1) AP (o)

and therefore Py'; = Py ;. In particular, the constraint Py, = I' is satisfied as soon as Py =I". For
the incompressibility, since Leb is invariant for the heat flow (75)4 Leb = Leb = ®"(Leb) = Leb,
and because ®¥ is linear, we have

[ nar )= [ @rape) = ( [ de<p>)t — 9¥(Leb) = Leb
for all ¢.
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Taking now an admissible P in TPIOT(T"), we just showed that P” is admissible too, and we
claim that it is a suitable recovery sequence.

First, we claim that P¥ = P: according to [4, Lemma 5.2.1], it suffices to show that ®”
converges uniformly towards the identity on the compact sets of C°([0,1];P(T¢)). In fact, this
convergence is even uniform (and not compactly uniform), and follows from the following estimate:

vp € P(Td)a Vs >0, dMK(pnO* 7_8) < \/g

(Use as a coupling between p and p*7s the joint law of the Brownian motion starting from p between
the times 0 and s.) Indeed, as a consequence,

Vp € CO[0,1; P(TY)),  sup dwk(pep¥) < sup /vt(1—t)
t€0,1] t€0,1]

which proves the uniform convergence.

For the limsup inequality, we can always assume that A(P) < oo hence that P only charges
AC? curves, otherwise there is nothing to prove. We can therefore appeal to Lemma and
(6.26) (for P-a.e. p) to estimate

H,(PY) /7—[ )dP”(p /’H

< /A(p) dP(p) +u/ [H(’)O);H(’“) +C] dP(p)

_ H + H
<AP)+v [ w dT(po, p1) + c} . (6.36)
Taking the lim sup gives the desired inequality and the proof is complete. O

Remark 6.4.1. As in Remark if (1.87) does not hold the I'-convergence (6.1)) cannot hold
due to H,(-) + tr(-) = +oo. However, it is still possible to prove

I —lim H, + tine = A+ tine
v—0
by regularizing I' as TV := (¥, ¥,,) 4I", where
W, :peP(TY — pxr1, € P(TY

and the admissible generalized flow must also be regularized correspondingly. In fact, we expect as
in Remark [6.3.4] that
— hm {7‘( + Linc +LFV} = A+ tie + 1

if and only if IV = T and

hm V/H po)dIl (po,p1) =0 and hm V/H p1)dIl (po, p1) = 0.

To prove this statement, one needs a result corresponding to [L0, Theorem 1] in that setting but we
did not pursue in this direction.
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6.4.2 Convergence of the pressures

The purpose of this section is to prove Theorem We will need the following definition of the
average density of a traffic plan.

Definition 6.4.2. Let P be a traffic plan. Its density pf’ € C°([0, 1]; P(T%)) is defined at time
t € [0,1] by:

or :=/pth(p)-

In other words, (pf )te(0,1] is the curve obtained by averaging all the phases at time ¢ with respect
to P. Recall that in Chapter [5] we have introduced the following functional space:

Definition 6.4.3. We call & the space of continuous functions f : [0,1] x T? — R satisfying:
o for all z € T¢, f(0,2) = f(1,2) =0,
e forall t € [0,1],
f(t,x)dz =0,
Td

e forall t € [0,1], f(t,®) € W2>(T?) and the Hessian D2f of f satisfies:

sup ||D?f(t, 8)|loo < +00,
te(0,1]

o f(o,z) € AC%([0,1]) for all x € T, and 9;f, which is well defined for almost all ¢ and all z,
satisfies

1
/ |0 f (t, o)H?,o dt < +oo.
0

We endow &y with the norm
1/2
NG = sup D7+ ([Tl ar)
t€[0,1]

for which (&, N) is a Banach space. We write &) for its topological dual and N’ for the dual norm.
Note that up to extending the elements of &) by prescribing that they cancel when evaluated against
functions of time only, &) is a subspace of the set of distributions D’((0,1) x T%).

Working in terms of traffic plans, an easy extension of Theorem [I.5.2] to the case of transport
plans gives:

Theorem 6.4.4 (Existence of the pressure fields).

1. Let T be bistochastic in average. There exists a unique p € &) such that, for all solutions P
to TPIOT(T) and all traffic plans Q satisfying (1.32) with p@ — 1 € &y, there holds

AQ) > A(P) + (p, p? — Der o

The distribution p is called the pressure field associated to TPIOT(T).
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2. Let T’ be bistochastic in average and satisfy , and let v > 0. There exists a unique p¥ € &}
such that, if PY is the unique solution to TPBro,(I') and Q is any traffic plan satisfying
with pQ — 1 € &, then

Ho(Q) = Ho(P") + (0", 0% — Dgye, (6.37)

Moreover, there exists a constant C only depending on d and I" such that
N'(p¥) < C(1 +v?). (6.38)

The distribution p¥ is called the pressure field associated to TPBro,(I"). Estimate (6.38) is a
direct consequence of Lemma[5.2.5.

Proof. The proof is exactly the same as the one of Theorem m (it also works in the non-viscous
case!), but in terms of traffic plans. Use Theorem [1.1.20| for the link between the two formulations.
O

We are now ready to prove the convergence of the pressures:

Proof of Theorem[6.1.} Let P” be the unique minimizer for TPBr6,(I'). First, A(P") is uniformly
bounded as v — 0. Indeed, as for all v, P! is a competitor for TPBré,(I') we have:

H,(P') <, (P') = A(P') + PF(P) < C (14+17),

so that:
A(P") < A(P") +V*F(P") =H,(P") < C(1+1*) <C

as v — 0, and we recall that A is proper for the narrow topology. Consequently, the sequence (P")
is tight and has at least one cluster point P¥ AP (up to extraction of a discrete subsequence if
needed). By Theorem and recalling that I'-convergence implies convergence of minimizers to
minimizers, it is clear that any such cluster point P is a solution to I0T(I).

First of all, by Theorem the pressures (p¥), o are bounded in &j uniformly in v. But, as
G is continuously embedded in &, (p”) is also bounded in G’. By separability of G and the Banach-
Alaoglu theorem there is p* € G’ such that, up to extraction of a further subsequence, p”—p* for the
weak-* topology of G’. Thus it suffices to show that p* = p, and convergence of the whole sequence
towards p will follow by standard arguments. To do so, and by uniqueness in Theorem [6.4.4] it
suffices to show that, for all ¢ € & and all traffic plans Q satisfying as well as p@ =1+ o,
there holds

AQ) > A(P) + (p*, ¢)es - (6.39)
To test this inequality, take ¢ € & and Q such that p@ =1 + ¢, and define
Q= 24Q

as in the proof of Theorem We recall that ®” is defined in (6.35) via (6.24). From the
subdifferential characterization (6.37)) of p”, we have

Ho(Q") = Ho(PY) + (1,09 — gy e (6.40)

Repeating the exact same argument from the proof of Theorem (construction of the recovery
sequences), we have moreover

A(Q) > limsup H,(Q"). (6.41)

v—0

217



But by linearity of ®” with ®”(Leb) = Leb (or, abusing notations, ®”(1) = 1) it is easy to check
that
P = p? —1=0"(p),

which by definition of ®” simply means that ¢”(¢,-) is the solution at time s = vt(1 — t) of the
heat flow sarted from ¢(t,-). Therefore, by standard properties of the heat flow, ¢ — ¢ in any
reasonable topology, and in particular strongly in &. Together with p¥ = p, this allows to take the
limit in the product

(™, ey &0 (6.42)

vV 12
(0", >€6,80 E}

Moreover, by the I' — lim inf property in Theorem with P = P,

liminf H, (P") > A(P). (6.43)

v—0

We finally retrieve (6.39) by passing to the limit in ((6.40)) using (6.41]), (6.42)), and (6.43)). O

6.5 Time convexity of the entropy

Using our regularization lemma [6.3.2] we prove here the time-convexity of the relative entropy
H(e) = H(e|Leb) for the interpolations OT, Sch,, on the one hand, and for TPIOT, TPBro, on the
other hand. For the one-phase problems 10T, Bro, the incompressibility constraint p, = Leb forces
the entropy to be constant in time H(p;) = H(Leb) = 0, so nothing interesting can be said there.

We recover along the way some well known results: in Proposition [6.5.1] below, convexity along
solutions of the optimal transport problem is nothing but McCann’s celebrated displacement con-
vexity [75], and the convexity for the Schrodinger problem can be found in [69]. The convexity for
TPIOT in our Proposition was conjectured by Brenier in [26], and recently proved by Lavenant
in [65] for particular solutions only (roughly speaking, solutions with minimal entropy in some in-
tegral sense). To the best of our knowledge our proof is new even for the classical OT geodesic
problem. We would like to stress that our argument is purely variational and exploits neither prior
knowledge on - nor particular structure of - the minimizers. In particular we improve Lavenant’s
results [65] by proving that any solution of TPIOT has convex entropy.

We begin with the single-phase setting:

Proposition 6.5.1. Let pg,p1 € P(T?) with finite entropies H(po), H(p1) < oo, and let p be a
solution of OT(po, p1) or Scha(po, p1) for fived diffusivity o > 0. Then t — H(p;) is convex.

Proof. Let us start with OT. For small v > 0 consider the curve p” defined by (6.24). As already
discussed the endpoints remain invariant, pfj = po, p{ = p1: the curve p” is therefore an admissible
competitor in the OT problem, and since p is a minimizer we have A(p) < A(p”). Discarding the

term ”Tff() >0 in (6.25)), we have

1
Alp) < AGPY) < Alp) + v [HW‘;H(” - [ e dt]

hence

0
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for all v > 0. By standard properties of the heat flow we have moreover py = 7,;(1_¢) * pt = py for all
t € [0,1] as v — 0. Since the entropy is lower semi-continuous with respect to narrow convergence,
we get by Fatou’s lemma

H(po) +H(Pl)_

/ H(p) dt</ hmlan(pt)dt<hm1nf/H py)dt < 5

In particular H(p;) < oo for a.e. ¢, and in fact for all ¢ by narrow continuity of p € C°([0, 1]; P(T%))
and lower semi-continuity of H.

This was carried out in times ¢t € [0, 1], but p is of course a minimizer for the optimal transport
problem OT(py,, p,) for all intermediate times ¢y < t;. Since we just proved that $[H(ps,) +
H(pt,)] < +o0, we can repeat the exact same argument to conclude that

h H(pt,) + H(pr,)

to

Vig < 1.

Since p is narrowly continuous and H is l.s.c. for the narrow convergence, and because tg,t; can
now vary arbitrarily, this implies the desired convexity.

The proof for Sch,(po, p1) is identical, simply using (6.27)) instead of (6.25]). O

In the case of trafic plans, we have similarly

Proposition 6.5.2. Let I' be bistochastic in average with finite marginal entropy as in (1.87)), and
let P be any solution to TPIOT(I") or TPBro,(I') for a > 0. Then the average entropy

t— /H(pt)dP(p)

1S COnvew.

We stress that the result holds for all solutions to TPIOT. On the other hand, as already
discussed and proved in the Appendix, the solution of TPBro is unique.

Proof. We consider first the TPIOT problem. As in the proof of Theorem earlier in sec-
tion the argument essentially consists in superposing (i.e integrating with respect to P) the
corresponding statement for a single phase, here Proposition [6.5.1

More precisely: let P be a solution to TPIOT, and consider as before the map & : p — p” from

C°(]0,1]; P(T%)) to itself defined by (6.24). We already checked in the proof of Theorem that
the traffic plan
P’ = 3',P

is incompressible and shares its marginals I' with P. Since P is a minimizer in TPIOT there holds
A(P) < A(P") = /A VAP (p /A VAP (p

Discarding "; J(-..)>01in (6.25) we can estimate as before

1
Ap) < Alp) +v (HWQH(” - [ men dt)
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for P-a.e. p, and integrating with respect to P gives

/{A@y+u<H@w;f{m /‘Hptdg}dP()

_AP) ¢ </Hpo )+ H(p1) dP(p / H(p})dtdP(p ))

A(P)

IN

2

Whence

1
//HwﬂPw&S/HW%fWMMW)
0

for all ¥ > 0. The right-hand side is finite since the marginal entropies [{H (po) + H(p1)} dP(p) =
[{H(po) + H(p1)}dT(po, p1) < +oo. Taking first v — 0 and repeating next the argument in
arbitrary subintervals [to,¢1] C [0, 1], the rest of the proof is identical to the previous proof of
Proposition and we omit the details.

For TPBro, we simply use instead of as before, and the proof is complete. O

Remark 6.5.3. Let us recall that in [65] H. Lavenant proves (a slightly weaker version of) the same
convexity by discretizing TPIOT in time, which gives a minimization problem over a large number
K of intermediate marginals at times 0 = tg,...,tx = 1. Performing an infinitesimal perturbation
of the k-th optimal marginal using the heat flow as well as the flow interchange technique from
[74], one retrieves then some convexity in the discrete time variable k£ and finally passes to the
limit K — oo to conclude. The technical details differ compared to our proof above, but the main
idea is somehow similar: the heat flow gives admissible competitors in the variational problem, and
tends to simultaneously diminish and convexify the entropy. Hence if the entropy were not convex,
one could construct better competitors by running the heat flow for short times while improving
convexity. However, our regularization p{ = 7,41_4) * p¢ is more global, roughly speaking because
we simultaneously perturb the whole continuum of time-marginals in a unified fashion and thus
we avoid any delicate time-discretization procedure. More importantly, our approach has a clear
counterpart at the level of the underlying stochastic processes, vt(1—t) being of course the intrinsic
scale of the Brownian bridges B”*Y involved in section [6.2]
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Appendices

6.A Existence and uniqueness for TPBro

Here we establish

Theorem 6.A.1. Take I' bistochastic in average satisfying the entropy condition (1.87), and let
v > 0. Then TPBro,(I') admits a unique solution.

This is perhaps not completely standard in this form due to our choice of exposition in terms of
traffic plans, and we include the details for the sake of completeness.

Proof. For the existence it suffices to show that there exists at least one admissible traffic plan (H,
being proper and lower semi-continuous, the direct method in the calculus of variations applies). In
order to find such a traffic plan, one can either adapt the proof of [3, Corollary 5.2|, or also observe
that, given an admissible traffic plan P for TPIOT(T"), the traffic plan P¥ = ®%, P constructed in the
proof of Theorem is admissible for TPBro,(I') — in particular ensures that H,(P") <
+00.

For the uniqueness part, we first show that if P is a solution to TPBro, (I"), then the conditional
law Pro-Pt .= P(e|Xy = po, X1 = p1) is a Dirac mass for I-almost all (pg, p1). In other words,
P is supported on the graph of a measurable map, which to any (pg, p1) associates a unique curve
m = mlpo, p1] € C°([0,1]; P(T?)) joining pp to p1. Indeed, let us define the average:

mlpo, p1] :z/de”°’”1(,0) € C°([0,1]; P(T7)).

This curve is well defined for T'-almost all (pg, p1), and we claim that PPt = § for I'-almost

all (po, p1). To check this, let us define

m[po,p1]

ﬁ::/ém[po,pl] dr(pﬂupl)'

Because m/[po, p1] has endpoints pg, p1 one can check that }30,1 =T, and in the same spirit it is easy
to see that P is incompressible in average (because P is). By strict convexity of H, and Jensen’s
inequality, we have for I'-almost all (po, p1)

(o i) =2, ( [ paP72(0)) < [ 10,000 aPm0 o) (6.44)
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with equality if and only if P! is a Dirac mass. To verify that equality holds as desired, let
us integrate (6.44]) with respect to I': by definition of P on the left-hand side, and using the
disintegration formula (6.2)) with respect to P on the right-hand side, we get

H,(P) = / H,(p) dP(p) = / / Ho(0) A6 g0 () AT (00, p1)
- / Hy (mipo, pi]) AT (oo, p1)
< [[ #utoyaPmo ) dr o, )

- / H,(p) AP (p) = H,(P).

Since P is a minimizer and P is admissible the reverse inequality 7, (P) < 7, (P) holds as well,
thus we must have equality in for I-a.e. (po, p1) and therefore PPO-Pt = §,,, 1 as claimed.

Finally, if P; and P» are two solutions to TPBro(I") then, because F, is affine, Py := (Py+ Py)/2
is a solution as well and must be supported on a graph. But, P;, P» being themselves supported on
a graph, P; + P» can be supported on a graph if and only if P; and P, coincide. Hence, uniqueness
is proved. O

Remark 6.A.2. From this proof it is clear that we established a slightly stronger statement, namely
that any minimizer for TPBr6 must be supported on a graph (po, p1) = Gm[pq,p,]- This shows that
the framework of traffic plans is not more general than multiphase flows in the sense of problems
MIOT and MBr6 of the introduction (Problems [1.1.19| and [1.3.12)). Somehow we just proved that
one can allow labeling on couples (pg, p1) € P(T9) x P(T%) instead of (z,y) € T¢ x T, but no
better, as already observed in the introduction.

Remark 6.A.3. In addition to being a sufficient condition as stated above in Theorem [6.A.1
the entropy condition is in fact also necessary for TPBro(I') to admit a (unique) solution.
Indeed, by the classical Logarithmic Sobolev Inequality, the Fisher Information controls the entropy
H(p) < Cy4F(p). Since F(P) = fol [ F(pt) dP(p)dt < oo there exists at least a time ¢y € [0, 1] such
that the average entropy v* [ H(py,) dP(p) < Cv? [ F(py,) dP(p) < oo. Moreover for an AC? curve
the time derivative of the entropy can be computed by the chain rule %H (pt) = [ Vogps - cr dpy,
where ¢;(x) corresponds to the metric speed p; in Theorem By definition of H,, any plan
with finite entropy H, (P) < oo has both its metric speed p; and Fisher information F(p;) controlled
in the L? sense, hence %H (pt) is controlled in L. This L' bound on %H (pt) allows to propagate
the previous finiteness [ H(py,) dP(p) < oo to the whole interval ¢ € [0, 1].

6.B Properties of the Brownian motion on the torus

Here we give detailed proofs of some technical lemmas that we used in Section [6.2] for the Brownian
motion and bridges on the torus, mainly Lemma and Lemma [6.2.5

Throughout this appendix, barred quantities will live in R¢, while unbarred quantities will live
in the torus. Typically, we shall write @ € C°(]0,1];R%) and w € C°([0, 1]; T9).
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6.B.1 Brownian bridges on the torus

We need to recall the link between the Brownian bridges in the torus
R"Y .= R"(e| Xog=x,X1 =)
and the Brownian bridges in the whole space.
For Z,7 € R? we denote by R*®Y the Brownian bridge of diffusivity v in R? joining T to §. The
following lemma is classical and only expresses the fact that the Brownian motion on the torus is

nothing but the projection of the Brownian motion on the whole space.

Lemma 6.B.1. Take x and y in T¢, and choose any lifts T and § in R? such that ©(T) = = and
m(y) =y. Then

1 T—Z+ U oo
RVEY — Y Z ;({0}) exp <— 55 H#RV zyH,
enr—

where ZV%Y is a normalization constant.

Remark that because of (6.4)),
ZVTY — \/27ryd7'y(y — ;p) (645)

We are now ready for the proof of Lemma [6.2.3

6.B.2 Proof of Lemma [6.2.3]
Choosing arbitrary lifts Z,7 € R? of z,y € T¢, we deduce from Lemma m

/ exp (%AN(w)) dR"™Y (1)

1 R o
= oy D D (—W) / exp (2 Ay oTI(@) ) dRIH(@).  (6.46)
len—1({0})

For arbitrary points p,§ € R? we first estimate
A@.0) = [ew (SAyo11@)) dB7T(@),
v

First, because d(7 (), 7(v)) < [v — @l for all w, v € R%, we have:

N-1 N-1
5 T & = = 12| gpvpa ) — o a ¥ 12
A(p,q) < /exp (21/7 z% [ > dR"PY(w) = Ezvpa [exp (21/7' Z \th+1 - X4, | >
n—=

n=0

If RV is the law of any Brownian motion of diffusivity v on R?, the law of the canonical process X¢
under the bridge R*P is the same as the law of Y; = X; + (1 —t)(p — Xo) + t(¢ — X1) under R”.
Hence, we have

N-1
_ @ - - 12
A(p,q) <Eg. |exp <2y7 Z Yt =Yl )]
n=0
o = 2
:EE” exp <2]/TZO ‘thJrl _th +T{(q_ﬁ)_(X1_XO)}‘ )] .
n=
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Expanding (a + b — ¢)? in the sum, it is easy to get (recall that N7 = 1):

N—-1
S| X ey = Xi) + (@ - ) — (X1 — Xo)|”

n=0

N-1 o . N-1 N-1 o .
= [ Kiws = Xeo| + )T la -0+ ) 7| X1 - Xo
n=0 n=0 n=0

N-1 N-1
+23 (Xt — X0,) 7@—D) -2 > 7(@—p) - 7(X1 — Xo)
n=0 n=0

N-—1
-2 (Xiy — X1,) - 7(X1 = Xo)
n=0

N—-1
=Y Xt = Xo, P+ 7[5 -7 + 7[X1 - Xof?
n=0
+27(X1 — X0)(@—p) — 27(@ — D) (X1 — Xo) — 27 X1 — X0
N—-1 o o o -
=Y Xty — Xu, P+ 7[5 -9 — 71X1 — Xo|*.
n=0

As a consequence, and by independence of the Brownian increments,

N—-1
a _ _ __ _
exXp (2]/7_{2 ‘th+1 - th’2 —7|X1 - XOP})]
0

n=

N-1
o ~ ¥ |2
eXp <21/7_ Z |th+1 - th’ >]
n=0
- (1-38) (o o ()
exp (2V|q Dl Rv |€XP 2m_| T ol

e (B p) L

where the last equality follows from the same explicit computation as in (6.12).

Finally, exploiting this inequality with p = T and § = 7+ as in ([6.46), using formulae (6.4)) (6.45))
and the dimensional bounds (6.3)) on the heat kernel, we get when v < 1:

= : ! (1T
[ e (Sav@) amere) < o x g Y e (-

A(D,q

~—

o
< exp (5Iq _p|2>E§u

[0 N
< exp (ﬁlq —pl2> Ez.

len=1({0})
1 T (y—w)
T -t Ty —a)
1 Kjexp (—%d%az,y))
S e (< d(a,y))
< u_gng/QeXP (%dQ(xay))
and the proof is achieved. O
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6.B.3 Proof of Lemma [6.2.5]

To prove Lemma [6.2.5] we need first to prove the corresponding result in the whole space. As in
the case of the torus in (6.15]), we define the translation operator on the whole space as:

Ty: aeC0,1;RY) — w+aeC’(0,1];RY).
We recall that BY = R*%0 is the Brownian bridge of diffusivity v on R joining 0 to 0. We have:

Lemma 6.B.2. Let w € AC%([0,1];RY) and v > 0. Then
T RV | PY,wo,w 1 ! =12 ’wl
vH(ToyB" |R%%) = = | [wf?dt -
0

Proof. We will rather establish the following equivalent formula: if @ € AC?([0,1];RY) satisfies
@ = a1 = 0, then for all » > 0 and Z,7 € RY,

S 1 [t
vH (Ta#Ry’m’y ‘ R”’x’y) = 2/ | |? dt. (6.47)
0
If &, := (1 — t)wp + twy, it will then suffice to apply this formula with @; := @w; — £, and to use the
identities Ty = Ty © T and Tg#B” RV%0,@1

So let us prove - We fix @ € AC?([0,1]; R?) with @y = @; = 0 and v > 0. First, by the
standard Cameron-Martin formula, if R” is any v Brownian motion on R? then

H(Twy B | B) = / i dt.

Noticing that the marginals (R")o 1 and (T4 R")o1 coincide (because @y = & = 0), we can apply
Proposition in order to condition on the endpoints (Xo, X1) and get:

H(T=sB|R”) =0+ /H((TQ#R” )od ’ R”y) ARy, (7,7).

Gathering these two formulae and observing that (T R")™Y = Tzu(R"®Y) we get

/H Ty R™Y | R dRY | (z,y) / o |2 dt. (6.48)

Finally, take Z and 7 in R? and consider the geodesic &, := (1 —t)Z +t. Then RV%Y = TE#EV’ Tg
and Ty commute, and Tg is invertible, hence by Proposition ,

H(Tay RV |R"™Y) = H(TayTeyB" | TepB”) = H(TeyTayB" | TeyB”) = H(TayB"| BY).
Finally exploiting (6.48)), we get for all Z and 7 in R%:
H(TzpR"™Y|R"™Y) = vH(T54B"|B") = / @ |® dt
and the proof is complete. O
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To deduce Lemma [6.2.5] from Lemma we need a canonical construction of a processes on
R? out of a processes on T¢. To this end, we choose i : T — R? a measurable right inverse of the
projection 7 with bounded image. For w € C°([0,1]; T%), we denote by I(w) the unique lift of w
starting from i(wp). Of course, I is a measurable right inverse of II, and the entropy is invariant
under the canonical projection in the following sense

Lemma 6.B.3. Take P a probability measure and R a finite Radon measure on C°(]0,1];R%).
Suppose that P < R and that, R-almost surely, Xo = i(w(Xo)). Then

H(I,P|TI4R) = HP|R).

Proof. On the set {Xo = i(7(Xo))} we have R-almost surely I o IT = Id, and our statement is a
direct consequence of Proposition O

With the above definition of the lift I(w), observe that for all w € C°([0,1]; T) the shifted
bridge B}, from Definition satisfies:

By i= Tuylly BY = Ty 4B
We are finally in position of establishing Lemma [6.2.5]
Proof of Lemma[6.2.5 For notational convenience, we denote the lift of w by
© = I(w) € C°([0,1];RY).

By Lemma [6.B.1], we have

59 i
RVwWow1 — = io ~ Z exp (_W> I, R0 @1+
k) bl V
ler—1({o})
1 |wl_wo+i|2 S0 .01 1
= 1 < ZUwo,w1 Z exp <_2V RVwo1t
ler—1({o0})
::E’Z"O’wl

Observe that
e all the measures involved in the definition of B**%“! are mutually singular (because Rvab |
R¥b as soon as b # 5/),
75 BY < RV%0%1 by Lemma

o RVWoML & Brwowt (hecause RV“0¥L appears in the sum defining the measure B»“0“1 for
1=0),

As a consequence TU#EV < BY*0%1 and computing the corresponding Radon-Nikodym derivative
only involves the [ = 0 contribution in B**%“1  Moreover, since R”“0:“1-almost surely Xy =
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i(m(Xp)), we can apply Lemma to compute

H(BY| R¥0#) = H(Tyy BY | BX0*)

R — 1 w1 — Wy 2\ =
=1 (TW#BV ZVwo,w1 eXp (_‘ 2v | LA
— =2
=H (TE#EV \E”’wo’wl) + 7|w1 5 ol + log ZV®ow1
v

where we used Proposition in the last equality. We can compute the first entropy term in the
right hand side using Lemma m (remark that the action of w on the torus coincides with that
of its lift @ to R?) and we can estimate the last term using (6.45))(6.3)), which leads to

d2 (w07 wl) >

1 1 . 1 . |2
o (By | Ry < (3 [l e gl —aof?) +v (20 4 rog i
2 Jo 2 2

1 [t d?
=3 [ aa— ),
0

2v

and concludes the proof with C' := log K. O
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