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Résumé 
 

Le travail présenté s'inscrit dans le contexte de la théorie 
des systèmes linéaires dans les dioïdes. La motivation 
initiale de cette étude a été de contribuer à l'analyse et la 
commande de systèmes linéaires  dans max-plus en 
utilisant spécifiquement une approche géométrique. La 
contribution de cette thèse est centrée sur deux problèmes. 
La première partie est dédiée à l'étude de la relation entre 
les notions d'invariance contrôlée et d'invariance contrôlée 
par retour d'état dynamique  dans un semi-anneau. Cette 
relation permet de montrer l'équivalence de ces deux 
notions.  La deuxième partie concerne un problème original 
dans la théorie des systèmes linéaires dans max-plus, il 
s'agit de la synthèse d'une loi de commande par retour 
d'état, qui permette de satisfaire un ensemble de 
spécifications exprimées sous la forme de restrictions sur 
l'état du système, avec une approche géométrique. Il s'agit 
plus précisément de commander des systèmes à 
événements discrets décrits par un modèle linéaire dans 
max-plus. Nous définissons et caractérisons l'ensemble 
des conditions initiales admissibles, lesquelles sont à 
l'origine de solutions non décroissantes. Les restrictions 
temporelles imposées à l'espace d'état du système sont 
décrites par le semi-module défini par l'image de l'étoile de 
Kleene de la matrice associée aux restrictions temporelles. 
Les propriétés géométriques de ce semi-module 
permettant de garantir que l'évolution du système en 
boucle fermée satisfasse les restrictions sont étudiées. Des 
conditions suffisantes concernant l'existence d'une loi de 
commande causale par retour d'état statique sont 
présentées. Le calcul des lois de commande causales est 
également présenté  Pour illustrer l'application de cette 
approche,  deux problèmes de commande sont présentés. 
 
Mots clés 
Systèmes à événements discrets, Algèbre max-plus, 
Invariance contrôlée, Retour d'état statique, Retour d'état 
dynamique, Graphe d'événements temporisé, restrictions 
temporelles. 

Abstract 
 

This work is in the context of the theory of linear Systems 
in the dioids. The initial motivation of this study was to 
contribute to the analysis and control of max-plus linear 
systems, specifically using a geometric approach. The 
contribution of this thesis focuses on two issues. The first 
part is dedicated to study of the relationship between the 
concepts of controlled invariance and dynamic state 
feedback controlled invariance in a semi-ring. This 
relationship allows us to show the equivalence of these 
two concepts. The second part relates to a new problem 
in the theory of max-plus linear systems, it is the 
synthesis, with a geometric approach, of a static state 
feedback control law, in order to satisfy a set of 
specifications that apply to the state space of the system. 
This is specifically to control of discrete event systems 
described by a linear model in max-plus. We define and 
characterize the set of admissible initial conditions, which 
are the cause of non-decreasing solutions. Temporal 
restrictions on the system state space are described by 
the semi-module defined by the image of the Kleene star 
of the matrix associated with time restrictions. The 
geometric properties of this semi-module are studied. 
Sufficient conditions for the existence of a causal control 
law by static feedback are presented. Calculating causal 
control laws is also presented.  To illustrate the 
application of this approach, two control problems are 
presented. 
 
Key Words 
Discrete event systems, Max-plus algebra, Controlled 
invariance, Static state feedback,  Dynamic state 
feedback, Timed event graphs, Temporal constraints 
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Discipline: Automatique, productique
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Résumé en Français

Introduction Générale

La classe des Systèmes Dynamiques à Événements Discrets (SED) qui nous intéres-
se dans ce travail correspond aux systèmes dans lesquels apparaissent des phéno-
mènes de synchronisation et de retard. Pour un processus de cette classe, il est pos-
sible d’obtenir un modèle mathématique d’évolution de l’état du processus, sous
forme d’équations récurrentes utilisant les opérateurs “ max ” et “ + ”, où l’opéra-
teur “ max ” est lié à la synchronisation dans la consomation des ressources et
l’opérateur “ + ” est lié à la durée d’activité des différentes tâches du processus
modélisé. Ces équations ne sont effectivement pas linéaires dans la théorie classi-
que, en revanche elles sont linéaires dans l’algèbre max-plus.

Cette classe de systèmes est appelée classe des systèmes linéaires dans max-plus
(SMPL). L’algèbre max-plus est un outil mathématique utilisé conjointement avec
les graphes d’événements temporisés (GET) pour la modélisation de cette clas-
se de systèmes. Les GETs forment une classe particulière des réseaux de Petri
[Murata, 1989], [Cohen, 2001].

La commande des processus de cette classe de SED a fait l’objet d’études, con-
sidérant des résultat de la théorie de la commande classique en les transposant
dans une version analogue dans l’algébre max-plus. Les premiers résultats con-
cernant la commande des GET, obtenus en utilisant max-plus apparaissent dans
[Cohen et al., 1989b]. Dans [Katz, 2003] et [Katz, 2007], l’approche géométrique
proposée dans [Wonham, 1985] et [Basile et Marro, 1992] a été adaptée pour les
semi-anneaux idempotemts comme max-plus. Ainsi, dans [Katz, 2007], la formu-
lation et la solution des problèmes de commande sont exprimées à l’aide de semi-
modules invariants, comme c’est le cas dans l’approche géométrique en commande
classique qui utilise des espaces invariants.



2 Résumé

Le travail présenté dans ce manuscript s’inscrit dans le contexte de la théorie des
systèmes linéaires dans max-plus que l’on appelle aussi la théorie des systèmes
linéaires dans les diöıdes. La motivation initiale de cette étude a été de contribuer
à l’analyse et la commande de systèmes linéaires dans max-plus en utilisant spéci-
fiquement une approche géométrique dérivée des travaux de Katz [Katz, 2007].

La contribution de cette thése est centrée sur deux problèmes.

La première partie est dédiée à l’étude de la relation entre les notions de
(A,B)-invariance et de (A,B)-invariance par retour d’état dynamique dans
un semi-anneau. Cette relation permet de montrer l’équivalence de ces deux
notions. Les résultats de cette partie ont fait l’objet d’une communication
dans [Cárdenas et al., 2015].
La deuxième partie concerne un problème original dans la théorie des systè-
mes linéaires dans max-plus, il s’agit de la syntèse d’une loi de commande
par retour d’état, qui permette de satisfaire un ensemble de spécifications ex-
primées sous la forme de restrictions sur l’état du système, avec une approche
géométrique. Il s’agit plus précisément de commander des systèmes à événe-
ments discrets décrits par un modèle linéaire dans max-plus. Nous définis-
sons et caractérisons l’ensemble des conditions initiales admissibles, lesque-
lles sont à l’origine de solutions non décroissantes. Les restrictions tempore-
lles imposées à l’espace d’état du système sont décrites par le semi-module
défini par l’image de l’étoile de Kleene de la matrice associée aux restrictions
temporelles. Les propriétés géométriques de ce semi-module permettant de
garantir que l’évolution du système en boucle fermée satisfasse les restric-
tions sont étudiées. Des conditions suffisantes concernant l’existence d’une
loi de commande causale par retour d’état statique sont présentées. Le calcul
des lois de commande causales est également présenté. Les résultats de cette
partie ont été acceptés pour publication dans le journal “ Revista Iberoameri-
cana de Automática e Informática Industrial, RIAI ”. [Cárdenas et al., 2016].

Chapitre 1

Préliminaires

Ce premier chapitre est dédié au rappel des principales définitions et outils algébri-
ques clefs de la théorie de l’agèbre des diöıdes [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001],
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qui seront utilisés dans la suite du manuscript. Certains éléments de la théorie de
convexité dans max-plus, les cônes max-plus, sont ensuite présentés, étant d’un
intérêt majeur et jouant un rôle essentiel dans notre étude. Les cônes max-plus ont
été étudié sous le nom de semi-modules dans [Katz, 2007]. En comparaison avec
les résultats établis dans [Cohen, 2001], nous présentons les équations qui modéli-
sent le comportement d’un GET en prenant en compte le problème des conditions
initiales non canoniques, et la monotonie des variables d’état. Dans ce chapitre,
nous introduisons également une contribution théorique sur le problème des con-
ditions initiales admissibles qui conduisent à des solutions non décroissantes du
système. Ce chapitre se termine par une introduction à la commande géométrique
des systèmes linéaires dans max-plus, on y introduit la notion d’A-invariance et
quelques propriétés élémentaires des semi-modules A-invariants.

Algèbre de diöıdes

Un monöıde est un ensemble S, muni d’une loi de composition interne, notée ⊕,
associative et possédant un élément neutre, noté ε. Lorsque ⊕ est commutative,
le monöıde est dit commutatif. Un semi-anneau est un monöıde commutatif, muni
d’une loi de composition interne, notée ⊗, associative, distributive, et possédant
un élément neutre, noté e, et admet l’élément nul comme élément absorbant :
∀a ∈ S, a ⊗ ε = ε ⊗ a = ε. Un diöıde est un semi-anneau muni d’une loi interne
idempotente : ∀a ∈ S, a⊕ a = a. On dit qu’un diöıde est commutatif dès que la loi
multiplicative est commutative. L’algèbre max-plus et l’algèbre min-plus sont des
exemples classiques de diöıdes. L’algèbre max-plus est un semi-anneau idempotent
ou diöıde, noté Rmax, et défini comme l’ensemble R∪{−∞}, muni du max, noté ⊕:
x ⊕ y := max(x, y), et de l’addition usuelle, notée ⊗: x ⊗ y := x + y. L algèbre
min-plus est un semi-anneau idempotent ou diöıde, noté Rmin, et défini comme
l’ensemble R ∪ {∞}, muni du min : x ⊕ y := min(x, y) et de l’addition usuelle,
notée ⊗: x⊗ y := x+ y.

L’idempotence de la loi ⊕ induit un ordre dans le diöıde (S,⊕,⊗), qui est compa-
tible avec les lois ⊕ et ⊗. La relation � est definie par : ∀x, y ∈ S , x � y ⇔
x⊕ y = y, [Baccelli et al., 1992].

Un diöıde (S,⊕,⊗) est dit complet s’il est fermé pour les sommes infinies et si la
loi ⊗ distribue (à gauche et à droite) sur les sommes infinies.

Les notations ⊕ y ⊗ sont étendues aux vecteurs et matrices, comme d’habitude.
Pour n,m ∈ N, noté Sn×m l’ensemble des matrices de dimension n × m avec des
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coefficients dans le semi-anneau S.
Soit S un diöıde complet. Etant donné une matrice C ∈ Sn×n, son étoile de Kleene
est definie par

C? =
⊕
k∈N

Ck .

Lorsque le diöıde est non complet, l’étoile de Kleene n’existe pas nécessairement.

Les analogues des espaces vectoriels ou modules, obtenus en remplaçant le corps,
ou l’anneau des scalaires, par un semi-anneau idempotent, sont appelés semi-
modules, (nous renvoyons le lecteur à [Gaubert, 1998] pour plus de détail sur
les semi-modules). Nous ne considérons ici que les soussemi-modules du produit
Cartésien Sn. Si C est une matrice de Sn×m, nous noterons Im C le soussemi-
module de Sn généré par les colonnes de la matrice C. Si un soussemi-module C
de Sn, peut être exprimé comme C = Im C, nous dirons que C est un semi-module
finiment généré.

Proposition 1 [Libeaut et al., 1995]. Soient S un diöıde complet, C ∈ Sn×n et
x ∈ Sn. Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) C ⊗ x ≤ x ,

(ii) x = C? ⊗ x ,

(iii) x ∈ ImC? .

Corollaire 1. Soit S un diöıde complet. Etant donné une matrice C ∈ Sn×n,
l’ensemble des vecteurs qui vérifient l’inégalité Cx � x, forme un semi-module
qui cöıncide exactement avec le semi-módule Im C?, c’est-à-dire:

Im C? = {x ∈ Sn |C⊗ x � x} . (1)

Cette variété de semi-modules sera d’un grand intérêt au Chapitre 3.

Introduction à la théorie de la convexité max-plus

Étant donné que l’un des objectifs de ce travail est de résoudre un problème de
commande pour lequel il est nécessaire de calculer les générateurs d’ensembles,
donnés sous la forme Mx ≤ Nx, en utilisant un algoritme d’élimination général
(méthode de double description tropicale, [Allamigeon, 2010]), nous introduisons
ci-après les notions générales et concepts principaux de la théorie de convexité dans
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max-plus, tels que les polyhèdres et cônes polyédriques max-plus; et nous décrivons
une relation entre ces ensembles qui est basée sur la technique d’homogénéisation.

Définition 1 [Cônes max-plus]. Un sous-ensemble non vide C ⊂ Rn
max est un cône

max-plus, s’il est stable par les combinaisons linéaires dans max-plus, c’est-à-dire

λu⊕ µv ∈ C ,

pour tout u, v ∈ C etλ, µ ∈ Rmax.

Observation 1. Ces cônes ont été étudiés sous les noms d’espaces idempotent dans
[Litvinov et al., 2001] ou semi-modules dans [Cohen et al., 2004], et [Katz, 2007].
Tout au long de ce manuscrit, les deux termes seront utilisés : cônes max-plus ou
semi-modules.

Polyèdres et cônes polyédriques max-plus

Définition 2. Les polyhèdres max-plus de Rn
max sont définis par:

P =
{
x ∈ Rn

max | Mx⊕ r ≤ Nx⊕ s
}
,

où M,N ∈ Rp×n
max, r, s ∈ Rn

max et p > 0.

Définition 3. Les cônes polyédriques max-plus de Rn
max sont définis par:

C =
{
x ∈ Rn

max | Mx ≤ Nx
}
,

où M,N ∈ Rp×n
max, et p > 0.

Étant donné un sous-ensemble S ⊂ Rn
max, l’enveloppe convexe dans max-plus de

S, noté co(S), est définie comme l’ensemble des combinaisons convexes max-plus
α1x1⊕· · ·⊕αpxp où, p ≥ 1, x1, · · · , xp ∈ S, α1, · · · , αp ∈ Rmax et α1⊕, · · ·⊕αp =
e.

Pour un sous-ensemble S ⊂ Rn
max, le cône max-plus engendré par S, noté cone(S),

est l’ensemble des combinaisons linéaires dans max-plus α1x1⊕· · ·⊕αpxp où, p ≥ 1,
x1, · · · , xp ∈ S, α1, · · · , αp ∈ Rmax.

Gaubert et Katz ont établi un analogue max-plus du théorème de Minkowski-Weyl
dans les travaux[Gaubert et Katz, 2007] et [Gaubert et Katz, 2009], où ils démon-
trent les théorèmes suivants.

Théorème 1. Les polyhèdres max-plus de Rn
max sont précisément les ensembles de

la forme co(P )⊕ cone(R), où P et R sont sous-ensembles finis de Rn
max.
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Théorème 2. Les cônes polyédriques max-plus de Rn
max sont précisément les en-

sembles de la forme cone(G) où G est un sous-ensemble fini de Rn
max.

Les sous-ensembles P et R forment un système de générateurs de P, (P,R) est
appelée représentation generatrice de P, et l’ensemble G forme un système de
générateurs de C.
Un polyhèdre max-plus de Rn

max peut être représenté comme un cône polyédrique
max-plus de Rn+1

max, en ajoutant une dimension supplémentaire à ce dernier pour
représenter la composante affine du polyhèdre max-plus. Dans le sens classique,
cette méthode est connue sous le nom d’homogénéisation. Dans le sens max-plus,
elle a été traduite par [Gaubert et Katz, 2007].

Définition 4. Soit P =
{
x ∈ Rn

max | Mx ⊕ r ≤ Nx ⊕ s
}

un polyhèdre max-
plus non vide (M,N ∈ Rp×n

max, r, s ∈ Rp
max). Le cône homogénéisé P̂ est le cône

polyédrique max-plus donné par:

P̂ =
{
z ∈ Rn+1

max | (M r)z ≤ (N s)z
}
.

Lorsque x ∈ Rn
max et α ∈ Rmax, l’élément (x, α) se réfère au vecteur de Rn+1

max où les
n premières composantes cöıncident avec x, et la dernière composante est égale à
α. Il existe une relation entre la représentation génératrice du polyhèdres max-plus
et le cône homogénéisé, [Allamigeon et al., 2012]. Si G est un système générateur
du cône polyédrique max-plus P̂, nous avons que P̂ = cone(G). Après avoir multi-
plié, dans le sens max-plus, chaque élément de G par un élément non nul, on peut
supposer que la dernière coordonnées de chaque élément de G est e ou ε. Définis-
sons P = {x | (x, e) ∈ G} et R = {x | (x, ε) ∈ G}, nous pouvons montrer que (P,R)
forme une représentation génératrice de P, et donc P = co(P )⊕ cone(R).

Pour trouver un système générateur du cône homogénéisé P̂, nous pouvons utiliser
la Méthode de la double description tropicale, [Allamigeon, 2010]. Cette méthode
est incrémentale, elle est basée sur une élimination successive des inégalités.

Graphes d’èvénement temporisès modélisés comme des systémes
linéaires

Les graphes d’événements définissent une sous-classe des réseaux de Petri, où cha-
que place a exactement une transition d’entrée et une transition de sortie. Une
propriété importante des graphes d’événements est que, pour tout circuit, le nom-
bre de jetons est constant, par conséquent, si tous les circuits ne sont pas vides, le
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graphe d’événement est vivant, [Murata, 1989].

Un graphe d’événements temporisé (GET) est obtenu en associant des temporisa-
tions aux places ou aux transitions d’un graphe d’événements donné. Le poids des
arcs est égal à 1. Une transition est activée si chaque place d’entrée de la transition
a au moins un jeton. Sans perte de généralité, supposons que les temporisations
sont uniquement associées aux places, et les tirs des transitions sont instantanés
après que celles-ci aient été activées. Les temporisations à chaque place signifient
que les jetons doivent attendre au moins ce temps dans la place avant de contribuer
à habiliter le tir de la transition de sortie.

Nous montrons que le comportement d’un GET, dont le mode d’évolution con-
sidéré est le franchissement au plus tôt, voir [Cohen, 2001], cöıncide exactement
avec les solutions non-négatives et non décroissantes d’un système max-plus linéai-
re. Ceci devra être pris en considération dans les conditions initiales admissibles.
L’approche que nous présentons est une alternative aux arguments présentés dans
[Baccelli et al., 1992].

Dans [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001], on montre que les systèmes à événe-
ments discrets peuvent être décrits par un modèle linéaires dans max-plus de la
forme

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k), (2)
y(k) = C ⊗ x(k). (3)

avec A ∈ Rn×n
max , B ∈ Rn×q

max et C ∈ Rp×n
max, où n est le nombre de composantes du

vecteur d’état, q est le nombre d’entrées et p est le nombre de sorties.

L’équation d’état d’un GET sur le diöıde Rmax

Nous considérons G un GET avec L l’ensemble des places et T l’ensemble des tran-
sitions. Nous considérons tu1 , · · · , tuq les transitions qui ne possèdent pas de place
d’entrée associée, ces transitions sont appelées transitions sources. Soient t1, · · · , tn
les transitions qui ont au moins une place d’entrée, des transitions internes. Ici nous
considérons que les places qui suivent une transition source ne possèdent initiale-
ment pas de jetons. Pour ti, tj ∈ T , la seule place entre tj et ti, si elle existe, est
pij, la temporisation correspondante est désignée par τij et le marquage initial est
désigné par mij. Un chemin α de la transition ts à la transition ti est une séquence
de transitions et de places, de la forme ts, pk1s, tk1 , . . . , pikl , ti, où pk1s, . . . , pikl sont
des places de L et ts, tk1 , . . . , tkl , ti sont des transitions de T . Nous désignons par
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mα, la somme des jetons le long du chemin α, c’est-à-dire : mα = mk1s⊗ · · · ⊗mikl.
Une transition tj est commandable s’il existe un chemin depuis une transition tus
jusqu’à la transition tj. Supposons que les jetons présents initialement dans la place
pij sont disponibles au temps ωj(k), ωj(k) ≥ 0, ces temps initiaux ne peuvent pas
dépasser le temps d’attente τij associé à la place pij: ωj(k) ≤ τij, j = 1, · · · , |L|,
1 ≤ k ≤ mij. Il se peut que les jetons du marquage initial soient prêts à être utilisés
depuis le temps −∞, dans ce cas, les conditions initiales sont appelées conditions
initiales canoniques [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001]). Notons •ti l’ensemble
des places immédiatement en amont de la transition ti, et •pij l’ensemble des tran-
sitions d’entrée de pij, qui est un ensemble unitaire.

Pour représenter le comportement dynamique de G, nous définissons les dates asso-
ciés à chaque transition : uj(k), k ≥ 1, celle-ci est interprété comme le moment que
se produira le k-ème tir de la transition tuj , ce franchissement est dû à une action
extérieure, pour j = 1, · · · , q. La variable d’état zi(k), i = 1, · · · , |L|, avec k ≥ 1
représente l’instant auquel la transition ti est déclenchée pour la k-ème fois. Depuis
le début de l’évolution du GET, les tirs successifs d’une transition sont numérotés
de façon séquentielle, à partir d’une source universelle, généralement nulle, bien
qu’elle puisse être négative. Ensuite, la fonction k → zi(k) est non décroissante,
parce que plusieurs tirs peuvent se produire simultanément, voir [Cohen, 2001].

En raison de la dynamique du GET, le k-ème tir, k ≥ 1, de la transition ti se produit
lorsque, pour toutes les places j tel que pij ∈ •ti, le k-ème jeton de pij contribue à
activer ti.

Pour k > mij, ce k-ème jeton est produit par le (k−mij) tir de la transition tj, avec
tj ∈ •pij, notons que tj peut être une transition de commande, tuj , donc l’ instant où
ce jeton contribue à activer ti est, τij ⊗ zj(k −mij) où τij ⊗ uj(k). Par conséquent,

zi(k) = maxj | pij ∈ •ti ∨ tuj ∈ •pij(τij + zj(k −mij), τij + uj(k)) , (4)

pour
k ≥ (maxj | pij∈ •timij) + 1 .

Pour k ≤ mij, cet événement a lieu au moment ωj(k), qui correspond au moment où
le k-ème jeton initial de la place pij contribue à activer la transition ti, comme dans
le cas précédent, nous avons la date zi(k) satisfait l’équation d’évolution suivante :

zi(k) =max j | pij ∈ •ti ∨ tuj ∈ •pij ,
mij < k

(τij + zj(k −mij), τij + uj(k))

⊕maxj | pij∈ •ti,mij≥k(ωj(k)) , (5)
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pour
1 ≤ k ≤ maxj | pij∈ •timij.

Proposition 2. Si un GET est vivant, et les temps initiaux ωj(k) sont non décrois-
sants et non négatifs pour j = 1, · · · , |L| et 1 ≤ k ≤ mij, alors zi(k), avec k ≥ 1
est non décroissant et non négatif pour toutes les entrées de commande u(k) non
décroissantes et non négatives.

À partir des équations (4) et (5) nous pouvons exprimer le comportement dynami-
que du GET sous forme matricielle comme suit :

z(k) =
M⊕
m≥0

[
Ām ⊗ z(k −m)⊕ B̄ ⊗ u(k)

]
⊕ v(k) , (6)

avec
M = maxpij∈Lmij ,

et
vj(k) = maxj | pij∈•ti,mij≥k(ωj(k)) , (7)

où vj(k) est défini pour k = 1, · · · ,M et il est égal à ε dans tout autre cas. La
séquence zi(k) = ε et uj(k) = ε pour tous k ≤ 0. La matrice Ām ∈ Rn×n

max , sa
composante Amij

est égale à τij, s’il y a une place pij contenant mij jetons, sinon
Amij

est égale à ε. De la même façon B̄ ∈ Rn×q
max correspond aux temporisations des

places suivant les transitions sources.

Pour la transformation de cette équation sous une forme canonique, la première
ètape vise à l’élimination de la partie implicite Ā0 ⊗ z(k). Par définition de Ā0, il
existe un certain nombre de transitions internes de telle sorte que Ā0 peut être
écrite sous forme triangulaire inférieure, et assure que Ā∗0 est bien définie, (Ā∗0)ij <
+∞. Ensuite, (6) est exprimée avec l’équation explicite suivante :

z(k)=
M⊕
m>0

[
Ā∗0Ām ⊗ z(k −m)⊕ Ā∗0B̄ ⊗ u(k)

]
⊕ Ā∗0v(k) , (8)

La prochaine étape dans le traitement de cette équation vise à obtenir la forme
de la matrice canonique, celle-ci est obtenue par l’extension de la dimension du
vecteur d’état. Cette étape est classique dans la théorie des systèmes et nous ne
décrirons pas les détails ici, voir [Cohen et al., 1999]. Nous utilisons une nouvelle
notation pour le vecteur d’état étendu, celui-ci est noté x.
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Théorème 3. Le comportement dynamique du GET, en considérant le franchisse-
ment au tôt, est donné par le modèle linéaire :

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k) , k ≥ 2 , (9)

avec pour condition initiale

x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w ,

où w est un vecteur qui dépend du temps ωi(k) de l’évolution des jetons initiaux,
(voir (6)). A ∈ Rn×n

max et B ∈ Rn×q
max, x(k) ∈ Rn

max est le vecteur d’état, u(k) ∈ Rq
max est

le vecteur d’entrée de commande, les deux vecteurs sont définis pour k ≥ 1.

Conditions initiales admissibles pour GETs

Le comportement d’un GET, dont le mode d’évolution est le franchissement au
plus tôt correspond aux trajectoires non décroissante d’un système linéaire dans le
diöıde Rmax, de la forme (2)-(3). Cependant l’ensemble des trajectoires définies par
le système (2)-(3), ne correspond pas à toutes les évolutions possibles d’un GET,
nous nous limitons à des solutions non décroissantes, et pour cela, nous définissons
et caractérisons l’ensemble des conditions initiales qui conduisent à des solutions
non décroissantes pour toutes les entrées non décroissantes. Ces conditions initia-
les seront utilisées dans le Chapitre 3 pour introduire l’initialisation d’une loi de
commande.

Définition 5. Étant donné le système (9) sur Rn
max, nous disons que la condition

initiale w est admissible si pour chaque séquence d’entrée non décroissante u, l’état
x est également non décroissant.

Le théoréme suivant caractérise l’ensemble des conditions initiales admissibles. No-
ter que le semi-moduleW est donné en termes de la matrice A du système.

Théorème 4. Étant donné le système (9) sur Rn
max, l’ensemble des conditions initia-

les admissibles est le semi-moduleW défini par

W = {w ∈ R+n
max | Aw ≥ w}, (10)

où R+n
max := R+ ∪ {−∞}.

Les évolutions possibles d’un GET correspondent exactement avec les trajectoires
du systéme (2) dans Rmax lorsque l’ensemble des conditions initiales est limité a
celles qui satisfont la condition w ∈ W. Cette caractérisation sera prise en compte
dans le Chapitre 3.
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Semi-modules A-invariants

Comme le concept fondamental de l’approche géométrique est la notion d’invarian-
ce d’un espace par rapport à une transformation linéaire, nous introduisons l’exten-
sion d’un sous-espace A-invariant pour les semi-anneaux. Nous donnons une in-
terprétation dynamique à partir d’un système autonome.

Définition 6. Un système autonome avec des coefficients dans le semi-anneau
(S,⊕,⊗), est un système dont l’évolution est déterminée par l’ensemble des équa-
tions de la forme:

x(k) = Ax(k − 1) , k ≥ 1 , (11)

où A : D ⊂ Sn → Sn est une application linéaire, et x(k) est la séquence de l’état
dans D ⊂ Sn.

Dans cette famille les systémes linéaires dans max-plus ont la particularité de ne
pas avoir d’entrée de commande, u(k) = ε pour k ≥ 1. L’évolution du système est
déterminé uniquement à partir des conditions initiales et de la matrice d’évolution.

Nous voulons analyser le comportement dynamique du système autonome linéaire
dans max-plus (11), à travers l’étude des trajectoires de l’état obtenu en effec-
tuant des itérations successives de la relation (11), à partir d’une condition initiale
quelconque, étant donné que, à travers des caractéristiques géométriques des tra-
jectoires d’état, nous pouvons montrer si elles évoluent de manière adéquate dans
un semi-module défini. Plus précisément, nous allons étudier la question de sa-
voir si une trajectoire d’état qui commence dans un soussemi-module donné, reste
toujours complètement dans celui-ci.

À cette fin, nous introduisons la notion d’invariance de semi-modules.

Définition 7. Soit un semi-anneau (S,⊕,⊗) et une application A : S → S, alors
l’ensemble X ⊂ S est appelé A-invariant, si pour chaque élément x0 ∈ X , nous
avons que Ax0 ∈ X , ceci est équivalent à:

AX ⊂ X , où AX = {Ax |x ∈ X} . (12)

Exemple 1. Le semi-moduleW = {w ∈ R+n
max | Aw ≥ w} est A-invariant.

Cet exemple, qui montre l’invariance de l’ensemble des conditions initiales admis-
sibles définies dans (10), est important pour notre étude au Chapitre 3. En outre,
en raison de ce fait, il est naturel de constater que de l’admissibilité des conditions
initiales, est une propriété des systèmes autonomes.
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La proposition suivante établit la connexion entre la notion d’invariance et les
systémes dynamiques max-plus, puisqu’elle donne une interprétation de cette no-
tion d’invariance en termes de condition initiale du système (11).

Proposition 3 [Interprétation Dynamique]. Tout semi-module X ⊂ Sn est A-
invariant si et seulement si toute trajectoire du systéme (11) qui commence en X
est contenue dans X . C’est à dire, étant donné x(0) ∈ X , l’expression x(k) ∈ X est
vrai pour tout k ≥ 0.

Cette proposition permet, dans des cas pratiques, par exemple pour un système
de production, analyser le comportement de celui-ci. Étant donné un semi-module
apartenant à l’espace d’état, qui décrit le comportement souhaité ou attendu du
système, l’invariance de ce semi-module assure qu’à partir de tout état initial inclus
dans ce semi-module, l’évolution du système conserve toujours le comportement
souhaité.

Malheureusement, dans un grand nombre de cas, le semi-module décrivant le
comportement souhaité pour le système n’est pas A-invariant. Par conséquent,
nous avons la nécessité de remettre en question l’existence et le calcul du plus
grand semi-module A-invariant contenu dans un semi-module donné. Ce point se-
ra abordé dans le Théorème 5.

L’ensemble de tous les semi-modules A-invariants contenu dans un semi-module
donné K ⊂ Sn, noté V(A,K), est un demi-treillis supérieur en ce qui concerne
l’ordre d’inclusion⊆, et l’opération d’addition max-plus⊕, par conséquent, il admet
un borne supérieure: le plus grand A-invariant contenu dans K, noté maxV(A,K).
En outre, l’ensemble des semi-modules invariants contenant un semi-module donné
B ⊂ Sn, noté S(A,B), est un demi-treillis inférieur en ce qui concerne l’ordre
d’inclusion ⊆, et l’opération d’intersection ∩, par conséquent, il admet un borne
inférieure: le plus petit A-invariant contenant B, noté minS(A,B). Les algorithmes
pour le calcul de maxV(A,K) et minS(A,B), seront présentés dans les Théorèmes
5 et 6 respectivement.

Théorème 5. Soit K ⊂ Sn un semi-module arbitraire. Soit, de plus, la séquence
{Vi}i∈N définie récursivement par:

V0 = K , Vi+1 = K ∩ A−1Vi , ∀ i ∈ N , (13)

celle-ci est décroissante, c’est-à-dire, Vi+1 ⊂ Vi pour tout i ∈ N. En outre, si nous
définissons Vω =

⋂
i∈N Vi, alors Vω cöıncide avec le plus grand A-invariant contenu

dans K. c’est-à-dire:
Vω = maxV(A,K) . (14)
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Théorème 6. Soit B ⊂ Sn un semi-module arbitraire. Soit, de plus, la séquence
{Si}i∈N définie récursivement par:

S0 = B , Si+1 = ASi ⊕ B , ∀ i ∈ N , (15)

celle-ci est croissante, c’est-à-dire, Si ⊂ Si+1 pour tout i ∈ N. En outre, si nous
définissons S∞ =

⋃
i∈N Si, alors S∞ est le plus petit A-invariant contenant B. C’est-

à-dire:

S∞ = minS(A,B) . (16)

Cas particulier de semi-module A-invariant

Ensemble de conditions initiales d’un système linéaire dans max-plus

Étant donnée une spécification pour l’espace d’état du système autonome (11),
nous supposerons que celle-ci est donnée par le semi-module K ⊂ Sn. Nous défi-
nissons le plus grand ensemble d’états initiaux K∗, pour lesquels l’état du système
(11) reste en K, c’est-à-dire x(k) ∈ K pour tout k ≥ 0. Formellement:

K∗ = {x(0) ∈ K |x(k) ∈ K, k ≥ 0} . (17)

Ce semi-module par sa définition, a la propriété d’être A-invariant, comme illustré ci-
dessous.

Propriété. Étant donné un semi-moduleK ⊂ Sn. Le semi-moduleK∗ est A-invariant.

Proposition 4. Si K ⊂ Sn est un semi-module, alors K∗ cöıncide avec le plus grand
A-invariant contenu dans K. Celui-ci est

K∗ = maxV(A,K) . (18)
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Chapitre 2

Commande géométrique des systèmes linéaires dans
max-plus

L’approche géométrique dans la théorie des systèmes dynamiques linéaires a fourni
des solutions à de nombreux problèmes de commande [Wonham, 1985], cela a
conduit à la tentative d’étendre l’approche géométrique et en particulier le concept
de sous-espace (A,B)-invariant dans la théorie des systèmes dynamiques linéaires
sur le semi-anneau max-plus, [Katz, 2007].

Définition 8. Considérons le système décrit par (2).

(a) Un semi-module X ⊂ Sn est (A,B)-invariant ou invariant contrôlé si AX ⊂
X 	 Im B, où X 	 Im B = {x ∈ Sn | ∃ b ∈ Im B, x⊕ b ∈ X}.

(b) Un semi-module X ⊂ Sn est invariant par retour d’état, s’il existe une matrice
F ∈ Sq×n telle que, le semi-module X est invariant par l’opérateur A ⊕ BF :
(A⊕BF )X ⊂ X .

Evidemment, tout semi-module invariant par retour d’état est particulièrement
(A,B)-invariant. Cette propriété est une conséquence directe de la définition.

La proposition suivante établit la connexion entre les notions d’invariance et de
systèmes dynamiques max-plus linéaires, car elle donne une interprétation de ces
notions d’invariance en termes de condition initiale du système (2).

Proposition 5. Considérons le système décrit par l’équation (2) et X un semi-
module de Sn. Alors,

(a) tout semi-module X est (A,B)-invariant ou invariant contrôlé si et seulement
si pour chaque état initial x(0) ∈ X , il existe une loi de commande u(k),
définie pour k ≥ 1, de manière que l’état reste en X pour l’ensemble de
l’évolution du système: x(k) ∈ X , pour k ≥ 0.

(b) tout semi-module X est (A,B)-invariant par retour d’état, si et seulement s’il
existe une matrice F ∈ Sq×n de manière que pour chaque ètat initial x(0) ∈
X , la séquence de vecteurs de commande u(k) définie par u(k) = Fx(k − 1),
assure que x(k) = (A⊕ FB)x(k − 1) ∈ X , pour tout k ≥ 1.
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Une caractérisation algébrique utile en pratique pour vérifier les notions d’invarian-
ce d’un semi-module finiment généré est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 6. Étant donné le système décrit par (2) etM un semi-module de Sn,
finiment généré, défini parM = Im M avec M ∈ Sn×p.

(a) M est (A,B)-invariant si et seulement si il existe des matrices X ∈ Sq×p,
Y ∈ Sp×p de manière que l’égalité suivante est vraie:

A⊗M ⊕B ⊗X = M ⊗ Y . (19)

(b)M est (A,B)-invariant par retour d’état si et seulement si il existe des matri-
ces F ∈ Sq×n et Y ∈ Sp×p, de manière que l’égalité suivante est vraie:

(A⊕B ⊗ F )⊗M = M ⊗ Y . (20)

La synthèse d’une loi de commande au sein de l’approche géométrique de la théorie
des systèmes dynamiques linéaires a deux étapes fondamentales: trouver le plus
grand semi-module (A,B)-invariant contenu dans une spécification donnée sur
l’espace d’état, et une matrice de commande F .

Du point de vue pratique, il est intéressant de calculer le plus grand semi-module
(A,B)-invariant contenu dans une spécification donnée sur l’espace d’état du systè-
me qui est modélisé par l’équation (2). Due au fait que la spécification donnée
décrit le comportement souhaité du système ou le comportement attendu, et le
plus grand semi-módule (A,B)-invariant qui décrit l’ensemble des états initiaux
de l’espace d’état du système, pour ce qui peut assurer l’existence d’une comman-
de, de manière que cette commandee assure que l’état du système reste dans ce
semi-module. Ceci résout bien le problème de la première ètape de la synthèse de
comande.

Afin de calculer le plus grand semi-module (A,B)-invariant contenu dans une
spécification donnée K ⊂ Sn, l’algorithme de point fixe classique proposé par Won-
han dans [Wonham, 1985] pour calculer le plus grand sous-espace (A,B)-invariant
contenu dans un sous-espace de l’espace d’état donné, est modifié.

Le problème du calcul du plus grand (A,B)-invariant contenu dans un semi-module
donné présente comme difficulté principale que l’analogue de cet algorithme clas-
sique n’est pas nécessairement convergeant en un nombre fini d’étapes. Cependant,
comme le montre Katz dans [Katz, 2007], sous certaines conditions de finitude du
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semi-module de départ considéré, l’adaptation de l’algorithme classique de point fi-
xe à l’algèbre max-plus converge en un nombre fini d’étapes, et par conséquent, ce-
la donne le plus grand semi-module (A,B)-invariant contenu dans un semi-modulo
donné pour une classe importante de semi-modules.

Retour d’état dynamique

Dans cette section, nous présentons notre première contribution sur l’extension
de l’approche géométrique des systèmes max-plus linéaires, nous introduisons la
notion de retour d’état dynamique sur les semi-anneaux, et montrons qu’un semi-
module (A,B)-invariant sur un semi-anneaux commutatif peut être invariant pour
le système en boucle fermée par un retour d’état dynamique.

Étant donné le système linèaire dans max-plus décrit par;

x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1) , (21)

où x(k) ∈ Sn, u(k) ∈ Sq, A et B sont des matrices de dimensions appropriées.
Rappelons une méthode bien connue et utilisée pour modifier la commande d’un
système est le retour d’état statique défini par:

u(k + 1) = Ex(k + 1)⊕ Fz(k + 1) , (22)

où z ∈ Sn est une entrée externe et E,F sont des matrices constantes de dimen-
sions appropriées.

Motivé par le développement de l’approche gómétrique des systèmes linéaires dans
max-plus, nous introduisons une nouvelle notion de retour d’état dynamique pour
les systèmes sur un semi-anneau S.

Retour d’état dynamique. Un retour d’état dynamique est une loi de commande
de la forme

u(k) = Ex(k)⊕ Fz(k) , (23)

pour k ≥ 1, où E et F sont des matrices constantes de dimensions appropriées, et
z(k) ∈ Sq est une variable interne du contrôleur, dont l’évolution est dirigé par

z(k + 1) = Gx(k)⊕Hz(k) , (24)

avec des matrices G et H de dimensions appropriées.
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On notera que pour définir la loi de commande de manière unique à l’équation
(24) nous avons besoin d’une initialisation. Cette inquiétude sera reprise plus tard,
lorsqu’il sera présenté la méthode de la conception de la commande.

Considérons le système étendu (21), défini comme suit:

x(k + 1) = A⊗ x(k)⊕B ⊗ u(k + 1), (25)
z(k + 1) = w(k + 1) .

Dans sa forme matricielle, cela est exprimé par :(
x(k + 1)
z(k + 1)

)
= Ae

(
x(k)
z(k)

)
⊕Be

(
u(k + 1)
w(k + 1)

)
,

où

Ae =

(
A ε
ε ε

)
, Be =

(
B ε
ε Ip

)
,

Retour d’état statique étendu Un retour d’état statique étendu est défini par(
u(k + 1)
w(k + 1)

)
= Fe

(
x(k)
z(k)

)
, (26)

avec

Fe =

(
E F
G H

)
. (27)

Noter que ce retour d’état statique appliqué au système étendu, conduit à un retour
d’état dynamique pour le système d’origine (21).

La retour d’état dynamique défini par (23)-(24) appliqué au système, ce retour
d’état génère le système en boucle fermée suivant:(

x(k + 1)
z(k + 1)

)
=

(
A⊕BE BF

G H

)(
x(k)
z(k)

)
,

qui cöıncide avec le système en boucle fermèe obtenu en appliquant la retour d’état
statique étendu.
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Invariance par retour d’état dynamique

Afin de montrer l’invariance de retour d’état d’un semi-módule (A,B)-invariant,
nous introduisons le concept de semi-module étendu d’un semi-module finiment
généré.

Définition 9. Étant donné un semi-module M ⊂ Sn, généré par la matrice M ∈
Sn×p, l’extension deM, notéeMe, est le semi-module de Sn+p généré par la ma-
trice concaténée Me définie par

Me =

(
M
Ip

)
.

Maintenant, nous établissons notre résultat principal

Théorème 7. Étant donné le système (21), etM un semi-module finiment généré
dans Sn, les déclarations suivantes sont équivalentes.

(i)M est (A,B)-invariant.

(ii)Me est (Ae, Be)-invariant.

(iii)Me est (Ae, Be)-invariant par retour d’état.

(iv) Il existe les matrices E,F,G,H de manière que pour chaque valeur initiale
x(0), l’état du système en boucle fermèe formée par l’interconnexion de (21) et du
retour d’état dynamique de la forme (23)-(24), avec q = p et la valeur initiale z(0)
choisie de façon que x(0) = Mz(0), assurer que x(k) ∈M, pour chaque k ≥ 0.

Démonstration. CommeM est un semi-module finiment généré, il existe une ma-
trice M ∈ Sn×p, pour un p ∈ N, de manière que M = Im M. Premièrement, nous
montrons que (i) implique (ii) et (iii). On suppose que M est (A,B)-invariant. Il
résulte par (19), qu’il existe des matrices X ∈ Sn×p et Y ∈ Sp×p de manière que
l’égalité AM ⊕BX = MY est vérifiée.

Ensuite, nous pouvons voir que l’égalité matricielle suivante est également vraie,(
M
Ip

)
Y = (Ae ⊕BeFe)

(
M
Ip

)
, (28)

dans l’équation (27) considèrant E = ε, F = X, G = ε, et H = Y , nous avons

Fe =

(
ε X
ε Y

)
. (29)
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Ceci montre que l’image de la matrice concaténée (MT , Ip)
T est un (Ae, Be)-inva-

riant par retour d’état pour le système en boucle fermée. Ceci établit que (i) impli-
que (iii). il est clair que (iii) implique (ii). Inversement, on peut montrer que (ii)
implique (iii). Pour cela, dans un premier temps, rappelons nous que la déclara-
tion (ii) implique qu’il existe des matrices Xe = (XT , Y T )T , et Ye, de manière que
l’égalité suivante est vérifiée,

AeMe ⊕BeXe = MeY e .

En outre, par définition de Me, Nous pouvons factoriser Xe dans la forme Xe =
FeMe, considérant Fe défini par (29). Enfin, nous notons que (Ae ⊕ BeFe)Me =
MeYe, qui établit l’implication. Reste a montrer que (iii) implique (i). Ceci est ob-
tenu en écrivant que, s’il existe Fe (pas nécessairement sous la forme (27)) et Ye
de manière que l’égalité (Ae ⊕ BeFe)Me = MeYe est vérifiée, alors nous avons que
AM ⊕ BX = MY , considérant Y = Ye et X = EM ⊕ F , où les matrices E et F
sont obtenus expriment Fe sous la forme (27).

Pour prouver que (iv) implique (i), souvenons-nous que commeM est généré par
les colonnes de M , pour chaque vecteur x(0) ∈M, existe un vecteur v ∈ Sp tel que
x(0) = Mv.

De plus, on observe que l’affirmation (iv) implique que les matrices E et F existent,
et pour chaque x(0) ∈ M, les vecteurs v satisfont x(0) = Mv et x(1) ∈ M, tel que
(A ⊕ BE)x(0) ⊕ BFv. En prenant successivement les différentes colonnes de M
pour la condition initiale x(0), on définit les matrices Y ∈ Sp×p et V ∈ Sp×p,
formées par les valeurs successives obtenues pour v et x(1), qui satisfont MY =
(A⊕ BE)M ⊕ BFV . En prenant finalement X = EM ⊕ FV , on obtient que (2.7)
est satisfaite, ce qui montre queM est (A,B)-invariant.

Pour compléter la démonstration, nous montrerons que (i) implique (iv). Dans cet-
te partie de la démonstration est abordée pour la première fois l’initialisation de la
boucle de rétroalimentation dynamique, qui est importante pour l’implémentation
réelle ce la loi de commande. Nous pouvons noter que l’existence des matrices X et
Y satisfaisant (19) conduit à la définition de la rétroalimentation étendue Fe com-
me dans (29), de telle manière que (Ae ⊕ BeFe)Me = MeY . Ceci implique en fait
que (Ae⊕BeFe)

kMe = MeY
k, pour k ≥ 1, ainsi pour chaque vecteur v ∈ Sp, on ob-

tient (Ae⊕BeFe)
kMev = MeY

kv, pour k ≥ 1. Comme Me = (MT , Ip)
T et la solution

du système en boucle fermée par l’action de la rétroalimentation dynamique qui
correspond à Fe est donnée par (xT (k), zT (k))T = (Ae ⊕ BeFe)

kMe(x
T (0), zT (0))T ,

on vérifie qu’en prenant z(0) = v, avec Mv = x(0), l’égalité x(k) = MY kv est
obtenue, et pour autant x(k) ∈M, pour k ≥ 1. Ceci complète la preuve.
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Observation 2. Comme nous l’avons rappelé dans la Proposition 3, la (A,B)-
invariance d’un semi-module signifie que les trajectoires du système peuvent être
forcées par la commande à rester dans le semi-module au cours de leur évolution.
Le Théorème 7 montre que dans le cas d’un semi-module finiment généré, une
commande qui force les trajectoires à rester dans le semi-module donné peut être
réalisée en utilisant un retour d’état dynamique. Cette loi de commande est causa-
le, ce qui permet sa mise en œuvre en temps réel. La formulation suivante résume
la méthode de synthèse suggérée dans la démonstration du Théoréme 7.

Corollaire 2. Étant donné un semi-module (A,B)-invariantM ⊂ Sn. Si la condi-
tion initiale x(0) est déjà dansM, une loi de commande qui oblige x(k) pour rester
dansM, ∀k ≥ 0, est fournie par

u(k + 1) = Xz(k) , (30)

pour k ≥ 0, où z(k) est définie par

z(k + 1) = Y z(k) , (31)

pour k ≥ 0, et

z(0) = v , (32)

les matrices X et Y sont des solutions de l’équation

MY = AM ⊕BX , (33)

et v est solution de

x(0) = Mv . (34)

Les éléments constituant la loi de commande sont déterminés en connaissance
d’une matrice génératrice M , du modèle de système (A,B), et de l’état initial x(0).
La solution des équations (33) y (34) est la clé pour le calcul des paramétres de la
loi de commande. Les identités (30) et (31) sont mises en œuvre en ligne pour le
calcul de la commande, et (32) est utilisée pour initialiser la commande.
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Chapitre 3

Approche géométrique pour la commande de SMPL
sujets à restrictions temporelles

Ce chapitre aborde le problème de commande des systèmes linéaires dans max-plus
soumis à des contraintes ou restrictions temporelles afin que celles-ci soient res-
pectées. À partir des travaux de [Amari et al., 2012] et [Katz, 2007], nous présen-
tons une formulation alternative de notre problème de commande en utilisant
l’approche géométrique. La solution proposée utilise les notions d’invariance con-
trolée [Katz, 2007]. Les restrictions temporelles sont imposées à l’espace d’état du
système, elles sont décrites par un semi-module défini par l’image de l’étoile de
Kleene de la matrice associée aux restrictions temporelles. Ce semi-module résulte
être (A,B)-invariant et l’on évite ainsi le calcul du plus grand semi-module (A,B)-
invariant inclus dans le semi-module qui défini les spécifications.

Nous présentons, comme contribution originale, la description de conditions suf-
fisantes d’invariance et d’existence d’une loi de commande par retour d’état sta-
tique permettant d’obtenir un système commandé qui respecte les contraintes,
c’est-à-dire dont l’état évolue dans le semi-module désiré des restrictions imposées.
L’approche présentée prend en compte le problème des conditions initiales, l’initia-
lisation de la loi de commande, et la réalisation de la loi de commande dans le
processus.

Restrictions temporelles.

D’accord avec la définition des graphes d’événements temporisés, les temporisa-
tions associées à chaque place correspondent à un délai minimum d’attente des
jetons dans les places. Les jetons peuvent séjourner plus longtemps que ce délai
minimum dans une place. En ce qui concerne les places sujettes à une restriction
temporelle, on défini un temps de séjour maximum qu’un jeton ne doit pas dépas-
ser dans la dite place. Cette contrainte de durée maximum du temps de séjour
apparâıt comme une restriction additionnelle qui doit être respectée. Ainsi, un in-
tervalle de temps [τz, τ

max
z ] est associé à la place, la borne inférieure τz est la durée

de séjour minimum des jetons et la borne supérieure τmaxz est la durée maximum
autorisée, (voir Figure 1).
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tz tz′pz

mz

[τz , τ
max
z ]

Figura 1: Restriction Temporelle

Cette restriction temporelle s’exprime avec l’inégalité suivante:

xz′ (k) ≤ τmaxz ⊗ xz(k −mz), ∀k > mz . (35)

La définition qui suit permettra de construire le semi-module qui décrit les res-
trictions imposées à un système donné. Ces restrictions sont utilisées pour définir
l’objectif de la commande à mettre en œuvre. Pour cela, considérons le système
linéaire dans max-plus suivant :

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k), k ≥ 2, (36)
x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w,

où A ∈ Rn×n
max et B ∈ Rn×q

max, x(k) ∈ Rn
max est le vecteur d’état, u(k) ∈ Rq

max est
le vecteur des entrées de commande, tous deux définis pour k ≥ 1, et w est un
vecteur qui dépend des instants d’évolution des jetons contenus initialement dans
les places. Faisons l’hypothèse que les conditions initiales sont admissibles, c’est-à-
dire que w ∈ W, oùW est le semi-module définit par (10).

Définition 10. Étant donné un GET modélisé par le système linéaire en max-plus
(36), et sujet à un ensemble de restrictions temporelles, on définit la matrice C ∈
Rn×n

max associée à ces restrictions par :

Czz′ =

{
−τmaxz si il y a une restriction temporelle entre tz et tz′ ,
ε sinon.

(37)

En prenant en compte la Proposition 1, le corollaire suivant est établit.
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Corollaire 3. L’ensemble des vecteurs d’état qui satisfont les restrictions tempore-
lles avec mz = 0, est le semi-module défini par l’image de l’étoile de Kleene de la
matrice C, ImC?, quand C? existe. C’est ensemble est :

Im C? = {x ∈ Rn
max |C⊗ x ≤ x} . (38)

Formulatión du problème.

Étant donné un GET modélisé par le système d’équations linéaires dans max-plus
(36), n’ayant pas de circuits sans jetons, avec q transitions sources, que nous notons
tui , i = 1, · · · , q, (q ≥ 1) et avec Z places soumises à une restriction temporelle.
Ces places sont notées pzi, pour i = 1, · · · , Z. Pour chaque place pzi, nous notons
respectivement mzi, τzi y τmaxzi

, le marquage initial, la temporisation et la durée de
séjour maximale. De plus, tzi y tz′i denotent respectivement la transition d’entrée
et la transition de sortie de la place pzi, pour i = 1, · · · , Z. Soient xzi et xz′i les
instants de franchissement, correspondant à la transition d’entré et à la transition
de sortie de la place sousmise à restriction, et soit mαi

le marquage cumulé le long
du chemin αi, defini depuis une transition d’entrée du GET jusqu’à la transition tzi.

Supposons que toutes les places soumises à une restriction temporelle ont un mar-
quage initial égal a zéro, c’està dire, mzi = 0 pour tout i = 1, · · · , Z . Ainsi, les
restrictions temporelles seront exprimées comme suit,

xz′i
(k) ≤ τmaxzi

⊗ xzi(k) , k ≥ 1 . (39)

L’hypothèse considérée içi, mz = 0, est satisfaite quand il s’agit d’unités de produc-
tion. Elle signifie qu’à l’état initial il n’y a pas de produit sur les machines, ce qui
n’est pas limitatif en pratique.

Le semi-module suivant sera particulièrement important pour exprimer et établir
nos conditions suffisantes pour l’existence d’une loi de commande par retour d’état
statique donnant une solution au problème traité.

Definition 11. Pour le système (36) et la matrice donnée par l’expression (37),
définissons le semi-module suivant

D = {v ∈ Rq
max |CBv ≤ Bv} . (40)
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Notons que l’ensemble D est non vide, puisqu’il contient au moins la solution tri-
viale.

Avec les conditions antérieures, notre problème de commande se défini comme
suit.

Problème: Étant donné le système linéaire dans max-plus (36), et un ensemble
de restrictions temporelles de la forme (39), nous recherchons une stratégie de
commande qui assure que l’état du système évolue tout en respectant la condition
C ⊗ x(k) ≤ x(k) pour k ≥ 1, ce qui équivaut à montrer, par le Corollaire 1, que
x(k) ∈ Im C?, k ≥ 1.

Notre problème consiste ainsi en la recherche, en termes d’une matrice F , d’une loi
de commande définie par la relation u(k) = Fx(k − 1) pour k ≥ 2, et pour k = 1,
au contraire des systèmes sur un corps, cette relation doit être complétée par la
définition d’une valeur initiale de la loi de commande, u(1), telle que soit garantit
que x(k) ∈ Im C? pour k ≥ 1.

Avec cette commande, utilisant l’équation (36), le système en boucle fermée s’expri-
me comme:

x(k) = (A⊕B ⊗ F )⊗ x(k − 1), ∀k ≥ 2 , (41)

avec x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w .

Pour aborder notre problème nous requerrons les éléments fondamentaux suivants.

Proposition 7. Étant donné deux matrices A ∈ Rn×n
max y B ∈ Rn×q

max, et un cône max-
plus de Rn

max, défini par l’image d’une matrice K. Les déclarations suivantes sont
équivalentes:

(i) Im A ⊂ Im K	 Im B ,

(ii) Existe F ∈ Rq×n
max tel que Im (A⊕ BF) ⊂ Im K ,

(iii) Existe F ∈ Rq×n
max tel que M ⊗ (A ⊕ BF ) ≤ N(A ⊕ BF ) , où M,N sont des

matrices de dimensions appropriées, de façon que Im K = {x |Mx ≤ Nx}.

La proposition précédente permet pour les semi-modules défini par l’image Kleene
étoiles d’une matrice C, étudier les propriétés géométriques impliquant des pro-
priétés de la (A,B)-invariance et (A,B)-invariance par retour d’état. Ce type par-
ticulier de semi-modules, apparâıt comme la spécification donnée pour l’espace
d’état d’un système de la forme (36), et si ces semi-modules répondent aux pro-
priétés équivalentes de la proposition précédente, puis, à partir du point de vue
dynamique, il doit être de tout état du systéme, il est possible de trouver une loi
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de commande par retour d’état statique pour garantir que la trajectoire dans un
système en boucle fermée reste incluse dans le semi-module, ce qui est utile dans
de nombreux problèmes pratiques.

Ensuite, une solution à notre problème de commande existe si et seulement si
l’inégalité est vraie pour k ≥ 1 :

C(A⊕BF )x(k) ≤ (A⊕BF )x(k) , (42)

c’est-à-dire Cx(k + 1) ≤ x(k + 1); il faut aussi que la condition initiale x(1) soit
dans Im C?. Par consèquent, nous pouvons obtenir des conditions qui garantissent
l’existence et le calcul d’une solution si l’inégalité C⊗(A⊕BF ) ≤ A⊕BF est satis-
faite et la condition initiale est également satisfaite : x(1) ∈ Im C?. Pour résoudre
ce problème, il est commode de faire la définition suivante.

Définition 12. Nous dirons que les restrictions temporelles sont admissibles au
contrôle si toutes rangée nulle de la matrice B signifie que la ligne correspondante
de la matrice C est nul.

Cette définition signifie que pour chaque restriction temporelle i = 1, · · · , Z, il
existe un li ∈ q̄ tel que Bzili 6= ε.

Le lemme suivant nous permettra de prouver notre résultat principal.

Lemme 1. Si les restrictions temporelles sont admissibles au contrôle, il est tou-
jours possible de trouver une matrice F telle que CA ≤ BF est vérifié.

Dans le théorème suivant, nous donnons des conditions de l’existence d’une loi
de commande par retour d’état statique qui assure la satisfaction des restrictions
temporelles définies par (39).

Théorème 8. Étant donné le semi-module D défini par (40). Si les restrictions
temporelles sont admissibles au contrôle et il existe un vecteur v ∈ D tel que
sup(v) = q̄, alors, il existe une matrice F ∈ Rq×n

max tel que Im (A⊕ BF) ⊂ Im C?.

Démostration. Pour prouver le théorème, en raison de la Proposition 7, il est suffi-
sant de montrer qu’il existe une matrice F ∈ Rq×n

max telle que les inégalités suivantes
sont remplies,

CA ≤ BF y CBF ≤ BF. (43)

En effet, notons tout d’abord que s’il existe v en D, suit que l’inégalité CBv ≤ Bv
est satisfaite.

D’autre part, en raison du Lemme 1, il est possible de trouver une matrice F telle
que CA ≤ BF , avec Flir ≥ Az′ir

− τmaxzi
− Bzili. En outre, comme tous les éléments
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de la solution, le vecteur v, sont non nuls, en particulier vli est non null, nous avons
qu’il existe α tel que α + vli ≥ Az′ir

− τmaxzi
− Bzili. Ensuite, nous pouvons choisir

Fkr = αr + vk avec αli ≥ Az′ir
− τmaxzi

− Bzili − vli, tel que les inégalités exprimées
(43) sont remplies, ceci complète la preuve.

Observation 3. Notons que la preuve précédente est utilisé pour construire une
matrice de commande F non nulle telle que ses vecteurs colonnes vérifient: Bz

′
1

...
Bz
′
Z

⊗
 F1r

...
Fqr

⊕
 Az′1r

...
Az′Zr

 ≤
 τmaxz1

⊗Bz1
...

τmaxzZ
⊗BzZ

⊗
 F1r

...
Fqr

 . (44)

La matrice F peut contenir des colonnes nulles, puisque le vecteur nul satisfait
également (44). Cela peut se produire par exemple lorsque Az′ir

= ε, pour tous
i = 1, · · · , Z, alors Fr = ε.

La condition C(A ⊕ BF ) ≤ A ⊕ BF permet de constater qu’un retour d’état sta-
tique approprié pour que x(k) soit maintenu dans Im C?, pour k ≥ 2 peut être tel
qu’il satisfait (44), évidemment la solution F est pas nécessairement unique, parce
que (44) définit un polyèdre max-plus. Un système de générateurs pour cet ensem-
ble solutions peut être explicitement calculé, voir [Allamigeon, 2010], et donc il
est toujours possible de connâııtre toutes les lois de commande qui peuvent être
appliquées pour répondre aux restrictions temporelle pour k ≥ 2.

En outre, s’il est vrai que la solution particulière F trouvée dans le Théorème 8
n’est pas optimale du point de vue pratique, puisque la matrice F a des colonnes
avec toutes les entrées non nulles, il est possible, à partir d’un système générateur
(44), de construire des solutions plus simples pour synthétiser la loi de commande
tenant compte de critères supplémentaires. Une solution peut-être plus simple à
réaliser si elle est de telle sorte que chaque colonne, Fr, a au plus une entrée non
nulle, ce fait est possible, si pour les i de façon que Az′ir 6= ε, les lignes de la matrice
B associée à des transitions d’entrée des restrictions i, vérifient que la composante
Bzil est non nulle, alors nous aurions que Flr 6= ε et Fkr = ε dans tout autre cas.
Une propriété très importante pour les applications est la causalité de la loi de
commande, ce qui permet sa mise en œuvre en ligne.

Corollaire 4. Dans les conditions du Théorème 8, nous pouvons choisir la matrice
F dans l’ensemble des matrices de causalité telle que Im (A ⊕ BF) ⊂ Im C? est
satisfaite.

D’un autre côté, nous pouvons voir que les conditions du Théorème 8, sont suffi-
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santes pour l’existence d’une commande qui assure la satisfaction des contraintes
exprimées dans (39), pour k ≥ 2. Cependant, pour le tir initial, k = 1, il faut de
plus que la loi de commande fasse que la condition initiale x(1) soit dans Im C?.

La proposition suivante montre l’existence d’une loi de commande de manière que
la condition initiale x(1) est en el semi-module Im C?, indépendamment du vecteur
w pris sur l’ensemble des conditions initiales admissible définies dans (10).

Proposition 8. Si les hypothèses du Théorème 8 sont satisfaites et aussi les condi-
tions initiales sont admissibles, alors x(1) ∈ Im C?.

Démostration. En effet, supposons que les hypothèses du Théorème 8 sont réunies,
alors il existe une matrice F ∈ Rq×n

max telle que (43) est satisfaite, donc il découle
de (3.9) que pour tout vecteur w, CAw ≤ BFw et CBFw ≤ BFw, considérant
u(1) = Fw nous avons que CAw ≤ Bu(1) et CBu(1) ≤ Bu(1). En outre, étant
donné que les conditions initiales sont admissibles, à savoir Aw ≥ w, nous avons
que Cw ≤ CAw ≤ Bu(1). On en conclu que Cx(1) = C(Bu(1) ⊕ w) = Cw ⊕
CBu(1) ≤ Bu(1) ≤ Bu(1)⊕ w = x(1), et donc x(1) ∈ Im C?.

Observation 4. Notons que l’existence d’une loi de commande de la forme u(k) =
Fx(k − 1) pour k ≥ 2 et u(1) = Fw, définit une commande causale et admissible
dans le sens que la loi de commande correspondante est non décroissante, c’est-à-
dire u(k) ≤ u(k + 1) pour k ≥ 1. Si k = 1, u(1) = Fw ≤ Fw ⊕ FBu(1) = Fx(1) =
u(2), et cela implique que x(1) = Bu(1) ⊕ w ≤ Bu(2) ⊕ Aw ≤ x(2), où w ∈ W, et
alors u(2) = Fx(1) ≤ Fx(2) = u(3). Par conséquent, en itérant cette relation, on
peut conclure que x(k) et u(k) sont non décroissante.

En conclusion, la Proposition 8 complète le Théorème 8 et nous fournit une so-
lution complète du problème d’invariance qui vient des restrictions temporelles
imposées à un système dynamique linéaire dans max-plus.

Corollaire 5. Si les hypothèses du Théorème 8 sont satisfaites et aussi les con-
ditions initiales sont admissibles, alors il existe un retour d’état défini par u(k) =
Fx(k− 1), k ≥ 2, et u(1) = Fw, de manière que l’état du système en boucle fermée
satisfait aux restrictions, x(k) ∈ Im C?, pour k ≥ 1.

Conclusions générales et Perspectives

Ce manuscrit porte sur la commande géométrique des systèmes linéaires dans max-
plus.
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L’originalité de notre première contribution est la mise en place d’une nouve-
lle notion d’invariance comme est l’invariance par retour d’état dynamique, cet-
te qui permet à montrer que la (A,B)-invariance par retour d’état dynamique
est équivalente à la (A,B)-invariance. Nous montrons que dans le cas des semi-
modules finement généré, que une loi de commande qui oblige les trajectoires
d’un système linéaire dans max-plus à rester dans un semi-module donné, celle-ci
peut être réalisée en utilisant un retour d’état dynamique; une telle loi de com-
mande est causale, ce qui permet sa mise en œuvre en ligne. Le résultat obtenu
pourrait résoudre certains problèmes de base qui ont été trouvés dans l’étude de
divers problèmes de commande des systèmes sur semi-anneaux. De plus, comme
un anneau peut être considéré comme un cas particulier de la notion de semi-
anneau, le résultat généralise également les résultats qui ont été décrits pour les
systèmes sur les anneaux. L’existence d’un retour d’état dynamique qui fait inva-
riant à un module (A,B)-invariant a en effet été prouvée dans le cas des systèmes
sur un domaine d’idéal principal [Conte et Perdon, 1995], et pour les systèmes sur
un anneau Noetherien [Ito et Inaba, 1998]. Notre contribution, une loi de com-
mande par une retour d’état dynamique, est en fait basée sur les commentaires
suggéré dans [Di Loreto et al., 2007], qui portaient sur des systèmes définis sur un
anneau commutatif.

Notre deuxième contribution originale est la description des conditions suffisan-
tes d’invariance et d’existence d’un retour d’état statique, dans le cas des systèmes
linéaires dans max-plus modélisées par graphes des événements temporisés soumis
à des restrictions temporelles. Les restrictions temporelles, imposées sur le système
dans l’espace d’état, ont été décrites dans le semi-module défini par l’image de
l’étoile de Kleene de la matrice associée à ces restrictions. Le problème de la déter-
mination d’une commande qui force la satisfaction aux restrictions temporelles,
est formulé en termes de l’invariance de ce semi-module. Par conséquent, ces con-
ditions peuvent être interprétées en fonction de l’identification d’une famille de
semi-modules (A,B)-invariants, ce qui évite le probléme du calcul du plus grand
semi-module (A,B)-invariant inclus dans une spécification donnée. Notre proposi-
tion permet la conception de lois de commande statiques qui sont faciles à mettre
en œuvre. En outre, la solution présentée prend en compte deux aspects originaux
tels que l’initialisation de la loi de commande, et sa causalité, aspect important
pour la mise en œuvre.

Les perspectives de ce travail sont les suivantes.

Une première direction est d’utiliser les résultats sur le retour d’état dynamique
pour résoudre les problèmes de commande, par exemple le problème des res-
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trictions de temps pour systèmes linéaires dans max-plus linéaire, discuté dans
le Chapitre 3, et dans des cas particuliers [Katz, 2007], [Maia et al., 2011] et
[Amari et al., 2012]. Ceci est utile dans la gestion de la production. Pour mettre
en œuvre la loi de commande proposée il est nécessaire d’avoir connaissance du
vecteur d’état x(k), y compris sa valeur initiale x(0). Si l’état n’est pas directement
mesuré, sa reconstruction peut être nécessaire.

Une deuxième direction dans l’approche géométrique, pour donner une conti-
nuité logique au Chapitre 2, est l’analyse de la notion d’invariance conditionnelle,
ce qui est utile à des fins d’observation afin de reconstruire l’état en ligne. Une pre-
mière discussion à ce sujet sur des anneaux est donnée dans [Di Loreto et al., 2007],
et pour les semi-anneaux [Di Loreto et al., 2010].
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Introducción General

Los Sistemas Dinámicos de Eventos Discretos (SED), designan los sistemas gene-
rales de la concepción humana, y su evolución obedece a la ocurrencia de eventos
que tienen lugar en tiempo discreto. Los sistemas de producción, las redes de trans-
porte y los sistemas informáticos, son ejemplos de procesos que por su forma de
evolución, pueden ser considerados como sistemas de eventos discretos.

La clase de SED de nuestro interés, es aquella que involucra fenómenos de sin-
cronización y retardo. Para un proceso de esta clase de sistemas se puede obtener
un modelo matemático de la evolución del estado, bajo la forma de ecuaciones
en recurrencia utilizando los operadores “ máx ” y “ + ”, donde el operador del
“ máx ” esta relacionado con la sincronización en el consumo de los recursos y el
operador “ + ” con el tiempo de procesamiento de las diversas tareas del proceso
modelado. Estas ecuaciones efectivamente no son lineales en la teoŕıa clásica, pero
representadas sobre el álgebra max-plus, esta representación es lineal. El álgebra
max-plus pertenece a una estructura algebraica denominada dioide, en realidad, es
un semi-anillo idempotente (no posee elemento inverso aditivo y a⊕ a = a, ya que
máx(a, a) = a, ver [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001]. Esta clase de sistemas es
llamada sistemas de eventos discretos max-plus lineales. El álgebra max-plus es
una herramienta matemática utilizada en conjunto con los grafos de eventos tem-
porizados (GET), para el modelaje de esta variedad de sistemas. Los GET confor-
man una clase particular de las redes de Petri, [Murata, 1989], [Cohen, 2001]. Por
medio de los GETs se puede comprender el comportamiento dinámico de los sis-
temas en relación a los diferentes disparos de las transiciones que pueden ocurrir.
Conocer el comportamiento temporal de cada transición, es decir, su trayectoria,
permite establecer el comportamiento global del sistema, permitiendo determinar
su comportamiento futuro en vista de los objetivos marcados para el mismo.

En el dominio de los SED un objetivo deseado considerado, es el control de proce-
sos. Como en la automática clásica, se entiende por control de un SED, el pivotaje
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de sus entradas en vista de obtener un comportamiento espećıfico del sistema.

Los primeros resultados concernientes al control de GET, obtenidos para el enfoque
max-plus, aparecen en [Cohen et al., 1989b].

La teoŕıa de control geométrico en particular fue propuesta con la dirección fu-
tura para sistemas max-plus lineales en [Cohen et al., 1999]. Esta teoŕıa tiene co-
mo base la noción de (A,B)-invarianza o también llamada invarianza controla-
da, esta fue introducida independientemente en [Wonham et Morse, 1970] y
[Basile et Marro, 1969]. Este enfoque ha proporcionado soluciones a muchos pro-
blemas de control, entre los cuales están, el problema de rechazo de perturbacio-
nes. Muchos resultados de la teoŕıa de control clásico tienen su versión análoga en
el álgebra max-plus. En [Katz, 2003] y [Katz, 2007] el abordaje geométrico pro-
puesto en [Wonham, 1985] fué adaptado para los semi-anillos max-plus. Aśı como
la formulación y solución de problemas de control es realizada a través de los es-
pacios invariantes en la teoŕıa clásica, en [Katz, 2007] se formula el problema de
control de SED a través de semi-módulos.

El trabajo presentado en este manuscrito se inscribe en el contexto de la teoŕıa de
los sistemas max-plus lineales igualmente llamada teoŕıa de los sistemas lineales en
los dioides. La motivación inicial de este estudio ha sido espećıficamente, contribuir
al estudio, análisis y control de los sistemas de eventos discretos max-plus lineales,
usando un enfoque geométrico, derivado de los trabajos de [Katz, 2007].

La contribución de esta tesis se centra en dos problemas.

La primera parte, ha sido orientada al estudio de la relación de las nociones
de (A,B)-invarianza y la (A,B)-invarianza por retroalimentación dinámica
sobre semi-anillos. Esta relación permite mostrar la equivalencia de estas dos
nociones. Los resultados de esta parte han sido objeto de una publicación en
[Cárdenas et al., 2015].

La segunda parte, concierne un problema original en la teoŕıa de sistemas
max-plus lineales como lo es el diseño de una ley de control por retroali-
mentación de estados, que permita satisfacer las especificaciones expresadas
bajo la forma de restricciones sobre el estado del sistema, dentro del enfoque
gemétrico. Espećıficamente, se trata el control de sistemas de eventos discre-
tos modelados por grafos de eventos temporizados y sujetos a restricciones
de tiempo. Las restricciones temporales impuestas al espacio de estado del
sistema, son descritas en el semi-módulo definido por la imagen de la estrella
de Kleene de la matriz asociada a las restricciones temporales. Propiedades
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geométricas de este semi-módulo, para garantizar que la evolución del sis-
tema en lazo cerrado satisface las restricciones, son estudiadas. Condiciones
suficientes concernientes a la existencia y cálculo de una ley de retroalimen-
tación de estado que resulta causal son presentadas. Para el diseño de la ley
de control se toma en cuenta dos aspectos importantes como los son la inicia-
lización de la ley de control, y su causalidad. Los resultados de esta parte han
sido aceptados para publicación en la Revista Iberoamericana de Automática
e Informática Industrial, [Cárdenas et al., 2016].

Este manuscrito esta estructurada en cuatro caṕıtulos organizados de la siguiente
manera:

En el primer caṕıtulo algunos conceptos y teoremas de base de la teoŕıa de dioide,
que serán útiles a lo largo de esta tesis son recordados. Seguido una introducción
a la teoŕıa de convexidad tropical es realizada, particularmente insistiremos en los
conos max-plus, los cuales juegan un rol importante en nuestro estudio. Presen-
taremos ecuaciones para GET adaptadas a la modelización de SED considerados
aqúı. A partir de estas ecuaciones, una representación de estados lineales es ob-
tenida. El problema de las condiciones iniciales es abordado. Además, se presenta
una contribución teórica sobre las condiciones iniciales admisibles que conducen a
soluciones no decrecientes del sistema. Al final del caṕıtulo se introduce la noción
de un semi-módulos A-invariantes.

El segundo caṕıtulo, en la primera parte se muestra una revisión bibliográfica sobre
las nociones de (A,B)-invarianza, para proporcionar una visión general del control
geométrico de sistemas descritos en los dioides. Se presenta el algoritmo de punto
fijo extendido sobre semi-anillos, el cual es usado para calcular el máximo semi-
módulo (A,B)-invariante contenido en una especificación dada, diversos ejemplos
son presentados. Luego, una definición de retroalimentación dinámica de estado
es propuesta. Establecemos en la teoŕıa de semi-anillos la equivalencia entre la
(A,B)-invarianza y la (A,B)-invarianza de tipo retroalimentación dinámica. Dos
ejemplos para ilustrar los resultados obtenidos son presentados.

El tercer caṕıtulo es dedicado a nuestra contribución al control de sistemas max-
plus lineales modelados por grafos de eventos temporizados y sujetos a restriccio-
nes temporales, usando un enfoque geométrico. Consideraremos un conjunto de
restricciones sobre el estado del sistema que constituyen un nuevo objetivo de con-
trol a lograr. Condiciones suficientes concernientes a la existencia y cálculo de la
ley de control serán presentadas. Al final del caṕıtulo, para ilustrar la aplicación
del enfoque geométrico, dos problemas de control son discutidos.
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Finalmente, en el cuarto caṕıtulo, las conclusiones de este trabajo y algunas pers-
pectivas de investigaciones futuras son presentadas.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Este primer caṕıtulo está dedicado a recordar las principales definiciones y herra-
mientas algebraicas claves, que serán utilizadas en lo sucesivo. Sin ser exhaustivos,
se presenta, en la primera parte, un conjunto de definiciones, notaciones y los re-
sultados clásicos del álgebra de dioides [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001]. Un
dioide es una estructura algebraica que presenta todas las propiedades de un anillo
excepto la del elemento inverso aditivo. Además, la adición es idempotente, es de-
cir a⊕a = a, para todos los elementos que pertenecen al dioide. Por esta razón, los
dioides son caracterizados algebraicamente como semi-anillos idempotentes. En la
segunda parte se presentan algunos elementos relacionados con la teoŕıa de conve-
xidad max-plus, siendo de mayor interés los conos max-plus, los cuales pueden ser
considerados como los análogos de los espacios vectoriales o módulos cuando el
campo o el anillo es remplazado por el semi-anillo max-plus. Estos han sido estu-
diados bajo el nombre de semi-módulos en [Katz, 2007]. Seguido presentamos una
clase particular de las redes de Petri, como lo son los grafos de eventos temporizados
(GETs), los cuales ofrecen una representación gráfica pertinente de los sistemas
considerados en este estudio. Se obtiene una ecuación de los GET que conduce a
modelos lineales en el dioide álgebra max-plus. Las condiciones iniciales admisibles
que conducen a soluciones no decrecientes del sistema es presentado. Este caṕıtulo
termina con una introducción a la noción de A-invarianza y algunas propiedades
básicas de semi-módulos A-invariantes.
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1.1. Algebra de dioides

En esta sección, tomando en cuenta nuestro interés de obtener modelos “ linea-
les ” para una clase de sistemas, a continuación se muestran ciertas propiedades
espećıficas de la estructura algebraica de un dioide. Para una revisión más com-
pleta, se remite al lector a los trabajos de [Cohen, 2001], [Baccelli et al., 1992], y
[Gaubert, 1992].

1.1.1. Dioides y relación de orden

Definición 1.1.1 (Semi-anillo) Un semi-anillo es un conjunto S dotado con dos
leyes de composición interna binarias ⊕ y ⊗, tales que ;∀x, y, z ∈ S:

la ley aditiva ⊕ es:

- Asociatividad : (x⊕ y)⊕ z = x⊕ (y ⊕ z) ,

- Conmutatividad : x⊕ y = y ⊕ x ,

- Existe un elemento nulo, denotado por ε : x⊕ ε = x ,

la ley multiplicativa es :

- Asociatividad : (x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z) ,

- Distributiva con respecto a la suma:

x⊗ (y ⊕ z) = (x⊗ y)⊕ (x⊗ z),

(y ⊕ z)⊗ x = (y ⊗ x)⊕ (z ⊗ x) ∀x, y, z ∈ S ;

es decir, la multiplicación es distributiva con respecto a la suma tanto a
derecha como a izquierda (notemos que una afirmación no implica a la
otra porque la multiplicación no es necesariamente conmutativa);

- Existe un elemento unidad, denotado por e: x⊗ e = e⊗ x = x ,

- El elemento nulo es absorbente: ε⊗ x = x⊗ ε = ε ,

Representaremos generalmente un semi-anillo por la tripla (S,⊕,⊗). Diremos que
un semi-anillo es conmutativo si la operación ⊗ es conmutativa en S. Lo que dife-
rencia a un semi-anillo de un anillo es la ausencia de un elemento inverso aditivo,
ver [Cohen, 2001], [Baccelli et al., 1992].
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Definición 1.1.2 (Dioide) Sea (S,⊕,⊗) un semi-anillo. Si la ley ⊕ es idempoten-
te, esto es, x ⊕ x = x, ∀x ∈ S , entonces (S,⊕,⊗) será llamado dioide (o semi-
anillo idempotente).

Ejemplo 1.1.1 El conjunto {0, 1} con las operaciones ⊕ = máx y ⊗ = mı́n es un
semi-anillo idempotente y commutativo que recibe el nombre de dioide Booleano.

Ejemplos de dioides comunicativos son el álgebra max-plus y min-plus. Aqúı esta-
remos principalmente interesados en el semi-anillo max-plus.

Ejemplo 1.1.2 (Dioide Rmax) El conjunto R∪{−∞} equipado con las operaciones
básicas como la maximización y la adición usual, las cuales son representadas por
⊕ y ⊗ respectivamente:

x⊕ y = máx(x, y) y x⊗ y = x+ y ,

para todo x, y ∈ R ∪ {−∞}, es un semi-anillo idempotente y conmutativo. Esta
estructura es llamada álgebra max-plus, y denotada por el śımbolo Rmax.

Aśı, Rmax = (R ∪ {−∞},⊕,⊗) es un dioide conmutativo.

Ejemplo 1.1.3 (Dioide Rmin) El conjunto R∪{+∞} equipado con siguientes ope-
raciones

x⊕ y = mı́n(x, y) y x⊗ y = x+ y ,

para todo x, y ∈ R ∪ {+∞}, es un semi-anillo idempotente y conmutativo. Esta
estructura es llamada álgebra min-plus, y denotada por el śımbolo Rmin.

Ejemplo 1.1.4 El conjunto de los números reales no negativos R+ equipado con
la suma y la multiplicación habitual, forma un semi-anillo conmutativo que no es
idempotente. En este semi-anillo (R+,+,×), tenemos que ε = 0 y e = 1. Notemos
además que todo elemento no nulo de (R+,+,×) tiene inverso multiplicativo. Si
consideramos el mismo conjunto R+ con las operaciones ⊕ = máx y ⊗ = ×, forma
el semi-anillo idempotente y conmutativo (R+,máx,×), el cual tiene los mismos
elementos neutros de (R+,+,×).

Notación. Como en el caso de las estructuras algebraicas usuales, el signo de mul-
tiplicación, ⊗, será generalmente omitido en las expresiones anaĺıticas para los
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elementos de un dioide.

La idempotencia de la ley aditiva ⊕ induce naturalmente una relación de orden en
el dioide (S,⊕,⊗), que es compatible con las leyes ⊕ y ⊗. El siguiente teorema
muestra la existencia de este orden.

Teorema 1.1.1 En el dioide (S,⊕,⊗), la relación � definida por

∀x, y ∈ S , x � y ⇔ x⊕ y = y , (1.1)

es una relación de orden compatible con las leyes del dioide, es decir:

x � y ⇒ x⊕ z � y ⊕ z para todo z ∈ S ,
x � y ⇒ x⊗ z � y ⊗ z para todo z ∈ S.

Demostración. En primer lugar veamos que la relación � es una relación de orden.
Para mostrar que � es una relación de orden es necesario probar que esta es refle-
xiva, antisimétrica y transitiva. En efecto, como la adición es idempotente, tenemos
que x = x ⊕ a � x, lo cual verifica la reflexividad de la relación. La antisimetŕıa
es probada por la conmutatividad de la ley aditiva: si x � y y y � x entonces
y = x⊕y y x = y⊕x = x⊕y, y se deduce directamente que x = y. La transitividad
es generada por la asociatividad de la ley ⊕: si x � y y y � z entonces y = x⊕y y
z = y⊕z de donde z = (x⊕y)⊕z = x⊕ (y⊕z) = x⊕z, aśı x � z, y por tanto � es
una relación de orden. Verifiquemos ahora que la relación de orden es compatible
con las leyes ⊕ y ⊗. Sean x, y, z ∈ S tales que x � y, esto es y = x ⊕ y, luego,
tenemos que y ⊕ z = (x⊕ y)⊕ z = x⊕ y ⊕ z = (x⊕ z)⊕ (y ⊕ z), aśı x⊕ z � y ⊕ z,
por tanto la relación de orden es compatible con la ley ⊕. Por último, veamos la
compatibilidad de la ley ⊗: Sean x, y ∈ S tal que x � y y sea z ∈ S, tenemos que
y ⊗ z = (x⊕ y)⊗ z = (x⊗ z)⊕ (y ⊗ z), de donde x⊗ z � y ⊗ c (similarmente para
la multiplicación a la izquierda).

Notemos que ε � x, para todo x ∈ S, de donde podemos afirmar que todos los
elementos de un semi-anillo idempotente S son de alguna manera “ positivos ”.

En el semi-anillo idempotente Rmax la relación de orden �, corresponde al orden
habitual ≤,

x � y ⇔ y = máx(x, y) ⇔ x ≤ y . (1.2)
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Entre tanto, en el semi-anillo idempotente Rmin la relación de orden�, corresponde
al orden ≥,

x � y ⇔ y = mı́n(x, y) ⇔ x ≥ y . (1.3)

Definición 1.1.3 (Subsemi-anillo) Sea (S,⊕,⊗) un semi-anillo y S ′ ⊂ S. Se dice
que (S ′ ,⊕,⊗) es un subsemi-anillo de S si

ε ∈ S ′ y e ∈ S ′ ,

S ′ es cerrado para las leyes ⊕ y ⊗ .

Si S es un semi-anillo idempotente (dioide), S ′ es llamado sub-dioide de S.

Ejemplo 1.1.5 En la literatura podemos encontrar varios subsemi-anillos de ı́nte-
res del semi-anillo Rmax. Entre ellos, Zmax = (Z ∪ {−∞},máx,+) y Qmax = (Q ∪
{−∞},máx,+) . También podemos encontrar para el semi-anillo Rmin, el subsemi-
anillo Nmin = (N ∪ {+∞},mı́n,+), el cual es conocido como semi-anillo tropical,
ver [Baccelli et al., 1992].

En un semi-anillo idempotente S existe una forma muy simple de definir la suma
de un número infinito de elementos. En efecto, si X ⊂ S es un conjunto infinito
arbitrario, entonces resulta natural definir

⊕
x∈X x como la menor cota superior

del conjunto X con respecto al orden natural en aquellos casos en que dicha cota
superior exista. Esta definición esta motivada por el hecho de que x⊕y es la menor
cota superior del conjunto {x , y}.

Definición 1.1.4 (Dioide completo) Un dioide (S,⊕,⊗) es completo si es cerrado
para las sumas infinitas y la ley ⊗ es distributiva con respecto a sumas infinitas, es
decir, para todo c ∈ S y todo subconjunto X ⊂ S,

c⊗ (
⊕
x∈X

x) =
⊕
x∈X

c⊗ x y (
⊕
x∈X

x)⊗ c =
⊕
x∈X

(x⊗ c) .

Un dioide completo admite un elemento máximo
⊕

x∈S x, que será denotado por
T . Este elemento resulta absorvente para la adición, es decir, ∀x ∈ S , T ⊕ x = T .

De la definición de un dioide, note que, el elemento nulo ε es absorvente para la
multiplicación para todo elemento de S, también se tiene: T ⊗ ε = ε⊗ T = ε .

Una operación muy importante definida en cualquier dioide completo es la siguien-
te.
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Definición 1.1.5 (Estrella de Kleene) S es un dioide completo. La aplicación es-
trella de Kleene, definida sobre S, será denotada por K y definida como sigue,

K : S → S
x 7→ x? =

⊕
i∈N

xi , (1.4)

donde xi = x⊗ xi−1 y x0 = e. Se define igualmente la aplicación “+” derivada de
la estrella,

P : S → S
x 7→ x+ =

⊕
i≥1

xi . (1.5)

Estas aplicaciones satisfacen: a? = e⊕ a+, donde a+ = a⊕ a?.

Cuando el dioide no es completo, la estrella de Kleene no existe necesariamente.
Por ejemplo, en el semi-anillo Rmin, se tiene que a? existe solamente para los reales
no negativos, y siempre vemos que a? = 0.

Ejemplo 1.1.6 Se verifica fácilmente que los siguientes dioides son completos:

(R ∪ {−∞, +∞},min,+) con ε = +∞, e = 0 y T = −∞ es un dioide
completo, denotado por R̄min. Se tiene en R̄min la siguiente regla:

(−∞) + (+∞) = (+∞) .

(R ∪ {−∞, +∞},max,+) con ε = −∞, e = 0 y T = +∞ es un dioide
completo, denotado por R̄max. Se tiene en R̄max la siguiente regla:

(−∞) + (+∞) = (−∞) .

Note que, el semi-anillo max-plus Rmax no es completo puesto que por ejemplo,
el conjunto N no tiene cotas superiores. Observe que en R̄max y R̄min el valor de
(+∞) + (−∞) = (−∞) + (+∞), está determinado por la regla ε ⊗ x = x ⊗ ε
(propiedad de la Definición 1.1.1).

Ejemplo 1.1.7 El semi-anillo tropical Nmin es completo.
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Observación 1.1.1 Notemos que un subsemi-anillo de un semi-anillo completo no
es necesariamente completo. por ejemplo, considere Qmax = (Q ∪ {±∞},máx,+)
es un subsemi-anillo de R̄max que no es completo.

Ejemplo 1.1.8 (Dioide Matricial) El conjunto de las matrices de orden n×m, con
coeficientes en el dioide (S,⊕,⊗), es un dioide matricial, denotado por (Sn×m,⊕,⊗),
donde las operaciones son definidas, a partir de las operaciones del dioide (S,⊕,⊗)
de manera análoga al álgebra clásica como se muestra a continuación :

Para A,B ∈ Sn×m se define la suma, A⊕B como

(A⊕B)ij = aij ⊕ bij = máx(aij, bij).

Para A ∈ Sn×k y B ∈ Sk×m, se define el producto, A⊗B como

(A⊗B)il =
k⊕
j=1

(aij ⊗ bjl) = máx
j∈{1,··· ,k}

(aij + bjl).

El elemento identidad de Sn×m es la matriz, compuesta en la diagonal por e (el
elemento neutro de la multiplicación de S) y fuera de la diagonal por ε (el elemento
neutro de la suma de S). Esto es,

(In)ij =

{
e si i = j
ε si i 6= j

.

La matriz identidad de orden n×n, será representada por In. Se usará simplemente
I cuando la dimensión sea clara.

El elemento neutro de la suma en Sn×m es la matriz con todas sus componentes
iguales a ε , la cual también será representada por ε.

Como en el álgebra convencional escribimos una matriz A ∈ Sn×m como sigue:

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m
...

... . . . ...
an1 an2 · · · anm

 .

La entrada en la i-ésima fila y j-ésima columna es denota por aij o algunas veces
como (A)ij.



1.1. Algebra de dioides 41

1. La traspuesta de una matriz A es denotada por AT y es definida como en el
álgebra convencional (AT )ij = (A)ji.

2. Para una matriz cuadrada y un entero positivo k, la k-ésima potencia de A es
denotada por A⊗k = Ak = A⊗ A⊗ · · · ⊗ A.︸ ︷︷ ︸

k veces

3. Para cualquier matriz A ∈ Sn×m y cualquier escalar α ∈ S, α⊗A es definida
como

(α⊗ A)ij = α⊗ (A)ij.

1.1.2. Semi-módulos

En esta sección introduciremos los semi-módulos, ya que serán uno de los concep-
tos principales de estudio en los caṕıtulos siguientes.

Definición 1.1.6 Un semi-móduloM sobre un semi-anillo idempotente (S,⊕,⊗)
con elemento cero εS y elemento identidad eS , es un conjunto equipado con una
ley interna denotada por ⊕̂ con elemento cero denotado por εM , y una ley de com-
posición externa S ×M → M, (λ, x) → λ.x , las cuales satisfacen las siguientes
propiedades:

⊕̂ es asociativa y conmutativa,

λ.(x⊕̂y) = λx⊕̂λy ,

(λ⊕ β).x = λ.x⊕̂β.x ,

λ.(β.x) = (α⊗ β).x ,

εS .x = εM ,

λ.εM = εM ,

eS .x = x ,

para todo x, y ∈M y λ, β ∈ S.
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Definición 1.1.7 Un subsemi-módulo de un semi-módulo M es un subconjunto
M′ de M, tal que es cerrado con respecto a la operación interna de M, y es
cerrado con respecto a su operación externa, es decir, que satisface la propiedad:
λ.x ∈M′, para todo λ ∈M y x ∈M′.

Los elementos de un semi-módulo reciben habitualmente el nombre de vectores y
la operación externa el nombre de multiplicación por escalares. De aqúı en ade-
lante, si no existe riesgo de confusión, utilizaremos el śımbolo ε para representar
tanto el cero εS del semi-anillo S como al elemento cero εM del semi-móduloM.
También utilizaremos la notación λx para representar al vector λ.x.

Ejemplo 1.1.9 Sea (S,⊕,⊗) un semi-anillo arbitrario. Consideremos el conjunto
Sn formado por las n-úplas x = (x1, . . . , xn) de elementos de S equipado con la su-
ma componente a componente como ley interna. Si definimos λx = (λ⊗x1, . . . , λ⊗
xn), para todo x ∈ Sn y λ ∈ S, entonces Sn es un semi-módulo sobre S equipado
con esta ley externa.

Ejemplo 1.1.10 (Rmax)
n es un semi-módulo sobre Rmax. Su elemento cero es dado

por (ε, . . . , ε)T .

Notación. Denotemos por ek ∈ Rn
max, el k-ésimo vector unidad, es decir, el vector

definido por (ek)k := e y (ek)h := ε si h 6= k. Denotemos el conjunto {1, 2, · · · , n}
por n̄, y definamos para todo vector x ∈ Rn

max, el soporte de x por sup(x) = {i ∈
n̄ xi 6= ε}. Diremos que x ∈ Rn

max tiene soporte pleno si sup(x) = n̄.

Propiedad 1.1.1 Si M es un semi-módulo sobre el dioide (S,⊕,⊗), entonces la
operación interna ⊕̂ deM es idempotente. En efecto, como la suma de S es idem-
potente, tenemos que e⊕ e = e. Luego, x⊕̂x = ex⊕̂ex = (e⊕ e)x = ex = x.

Una familia generadora de un semi-módulo (M, ⊕̂) sobre el semi-anillo S es una
familia {xi}i∈I de elementos deM que verifican la siguiente propiedad: para todo
x ∈M existe una familia generadora {λi}i∈I de elementos de S, con a lo sumo un
número finito de elementos no nulos (esto es, el conjunto {i ∈ I |λi 6= ε} finito),
tal que x =

⊕̂
i∈Iλixi.

Definición 1.1.8 (Semi-módulo finitamente generado) Un semi-módulo se lla-
ma finitamente generado si tiene una familia generadora finita.



1.1. Algebra de dioides 43

Ejemplo 1.1.11 El semi-módulo Sn del Ejemplo 1.1.9 es finitamente generado. Por
ejemplo, el conjunto de vectores {(e, ε, . . . , ε, ε), (ε, e, . . . , ε, ε), . . . , (ε, ε, . . . , e, ε),
(ε, ε, . . . , ε, e)} es una familia generadora finita de Sn.

Veremos en la Sección 1.4.2-b que existen semi-módulos que no son finitamente
generados.

Ecuación impĺıcita x = ax⊕ b.
La ecuación implicita x = ax⊕ b aparece con frecuencia en muchos problemas que
involucran los grafos de eventos temporizados. Para más detalles ver [Cohen, 2001],
[Baccelli et al., 1992].

Teorema 1.1.2 Sea (S,⊕,⊗) un dioide completo, la ecuación implicita

x = ax⊕ b , (1.6)

en S tiene a x = a?b =
⊕

k≥0 a
kb como la menor solución, siendo “?” el operador

de la estrella de Kleene.

Demostración. Veamos en primer lugar que x = a?b es solución de (1.13). En efecto,

a(a?b)⊕ b = a(e⊕ a⊕ a2 ⊕ · · · )b⊕ b = (e⊕ a⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ · · · )b = a?b .

Luego, si x es solución de (1.13), x = ax ⊕ b, aśı por definición del orden � en S,
se cumple

ax � x y b � x.

Por propiedad del producto, tenemos

ax � x ⇒ akx � · · · � a2x � ax � x ,

y aśı,
⊕

k≥0 a
kx = a?x � x. Finalmente,

a?x � x y b � x ⇒ a?b � a?x � x.

Por tanto, toda solución de (1.13) es más grande que la solución a?b.

Proposición 1.1.1 (Libeaut et al., 1995) Sea S un dioide completo. Dada una
matriz C ∈ Sn×n y un vector x ∈ Sn. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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(i) C ⊗ x ≤ x ,

(ii) x = C? ⊗ x ,

(iii) x ∈ ImC? .

Demostración. Dado x ∈ Sn, supongamos que (i) se satisface, luego por recurren-
cia, se cumple C2x � Cx � x, y más generalmente, Ckx � x , para toda k ∈ N. Por
tanto

C?x =
⊕
k∈N

Ckx � x .

Además, por definición de C?, tenemos que x � C?x. Por tanto tenemos que (i)
implica (ii). Claramente (ii) implica (iii). Finalmente, para todo x ∈ Im C?, existe
un v ∈ Sn tal que x = C?v. Como C? = I ⊕ CC? , tenemos que CC?v � x , y por
tanto Cx � x, con lo cual termina la prueba.

Corolario 1.1.1 Sea S un dioide completo. Dada una matriz C ∈ Sn×n. El conjun-
to de vectores que verifican la desigualdad Cx � x forman un semi-módulo que
coincide exactamente con el semi-módulo Im C?, esto es:

Im C? = {x ∈ Sn |C⊗ x � x} . (1.7)

Como veremos en la próxima sección, esta variedad de semi-módulos finitamente
generados será de gran interés en el Capitulo 3.

1.2. Introducción a la teoŕıa de convexidad max-plus

Debido al interés de este trabajo, será necesario mostrar el cálculo de sistemas
generadores de conos max-plus de la forma Mx ≤ Nx usando un algoritmo de eli-
minación general (Método de doble descripción tropical), [Allamigeon, 2010]. A
continuación se introducen nociones generales y conceptos principales de la teoŕıa
de convexidad max-plus, tal como poliedros y conos poliédricos max-plus; y se des-
cribe una relación entre estos conjuntos basados en la técnica de homogenización.
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1.2.1. Conjuntos convexos max-plus

Definición 1.2.1 Un conjunto C ⊂ Rn
max se dice ser un conjunto convexo max-plus

si para todo u, v ∈ C y λ, µ ∈ Rmax, tal que λ⊕ µ = e, se tiene:

λu⊕ µv ∈ C .

Los conjuntos convexos max-plus son definidos como los análogos de los conjuntos
convexos clásicos. Sin embargo, observe que la condición que λ, µ son no negativos
es omitida. Esto debido a que en el contexto max-plus, todos los escalares son no
negativos, ya que ε = −∞ ≤ λ se cumple para todo λ ∈ Rmax.

Definición 1.2.2 Dado un subconjunto no vaćıo S ⊂ Rn
max, el hull convexo max-

plus de S, denotado co(S), es definido como el conjunto de las combinaciones
convexas max-plus α1x1 ⊕ · · · ⊕ αpxp, donde p ≥ 1, x1, · · · , xp ∈ S, α1, · · · , αp ∈
Rmax y α1⊕, · · · ⊕ αp = e.

Un conjunto convexo max-plus es finitamente generado si es de la forma co(S) para
algún subconjunto finito S ⊂ Rn

max.

1.2.2. Conos max-plus

Definición 1.2.3 Un subconjunto no vació C ⊂ Rn
max es un cono max-plus si es

estable por las combinaciones max-plus lineales, esto es

λu⊕ µv ∈ C ,

para todo u, v ∈ C yλ, µ ∈ Rmax.

Los conos max-plus pueden ser considerados como los análogos de los espacios
vectoriales o módulos cuando el campo o el anillo es remplazado por el semi-anillo
max-plus.

Observación 1.2.1 Estos conos han sido estudiados bajo los nombres de espa-
cios idempotentes en [Litvinov et al., 2001] o semi-módulos en [Katz, 2007], y
[Cohen et al., 2004]. A lo largo de este manuscrito, serán utilizados ambos térmi-
nos: conos max-plus o semi-módulos.
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Dado un subconjunto no vaćıo S ⊂ Rn
max, el cono max-plus generado por S, de-

notado por cone(S), es el conjunto de las combinaciones max-plus lineales α1x1 ⊕
· · · ⊕ αpxp, donde p ≥ 1, x1, · · · , xp ∈ S y α1, · · · , αp ∈ Rmax. El cone(S) es el
cono más pequeño conteniendo a S. Un cono max-plus C se dice ser finitamente
generado si existe un subconjunto finito S ⊂ Rn

max tal que C = cone(S), lo cual
equivale a decir que C = {Cw |w ∈ Rt

max} para alguna matriz C ∈ Rn×t
max.

Un ejemplo de cono max-plus son los subconjuntos de Rn
max de la forma < x >=

{ λx | λ ∈ Rmax} , donde x ∈ Rn
max es un elemento dado no nulo, los cuales son

llamados rayas.

Nosotros asumimos que Rn
max es equipado con la topologia usual, definida por la

métrica (x y) → máx1≤i≤n |exi − eyi |. La operación de clasura es denotada por
cl(.). Note que si C es un conjunto convexo tropical (respectivamente para cono
max-plus), cl(C) es también un conjunto convexo max-plus (respectivamente para
un cono max-plus) por continuidad de la adición tropical y la multiplicación por
un escalar.

Proposición 1.2.1 (P. Butkovic et al., 2007) Todo cono max-plus finitamente ge-
nerado es cerrado.

Definición 1.2.4 Sea C ⊂ Rn
max un conjunto convexo cerrado. El cono recesión

rec(C) es definido como el conjunto

{ v | x⊕ λv ∈ C para todo λ ∈ Rmax} ,

donde x es un elemento arbitrario de C.

1.2.3. Homogenización tropical

En está sección, se presenta una técnica conocida en el sentido clásico, como homo-
genización. En el sentido max-plus esta fue introducida en [Gaubert et Katz, 2007].
Esta técnica permite representar un conjunto convexo max-plus cerrado por un
cono max-plus, la cuál consiste en agregar una dimensión a éste último para repre-
sentar las componentes afines del conjunto convexo.

La Homogenización tropical depende de la siguiente propiedad:
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Proposición 1.2.2 Sea C ⊂ Rn
max un conjunto convexo max-plus cerrado. Entonces

el conjunto Ĉ ⊂ Rn+1
max definido por

Ĉ = cl({(αx, α) | x ∈ C, α ∈ Rmax}) , (1.8)

es un cono max-plus cerrado. Además, la siguiente relación se cumple:

C = { x | (x, e) ∈ Ĉ} , (1.9)

rec(C) = { x | (x, ε) ∈ Ĉ} . (1.10)

Demostración. Primero, mostremos que el conjunto definido por D = {(αx, α) | x ∈
C, α ∈ Rmax} es un cono max-plus. Consideremos u = (αx , α) y v = (βy , β)
elementos en D y λ, µ ∈ Rmax, y veamos que λu ⊕ µv ∈ D. Claramente, cuando
α, β, λ, o µ es igual a ε, es obvio que λu⊕ µv ∈ D. De lo contrario, consideremos
k = αλ ⊕ βµ y k estrictamente más grande que ε. Si k−1 = (−k) es su inverso
multiplicativo, entonces (αλk−1) ⊕ (βµk−1) = e, y usando que x , y ∈ C, tenemos
que (αλk−1)x ⊕ (βµk−1)y es un elemento de C. Luego, se sigue que λu ⊕ µv =

(k(αλk−1)x ⊕ (βµk−1)y), k) ∈ D. Aśı, D es un cono max-plus, y por tanto Ĉ es
también un cono max-plus, por ser la clasura de D.

La relación C ⊂ {x |(x, e) ∈ Ĉ} es trivial. Rećıprocamente, consideremos (x , e) ∈ Ĉ,
y sea (αnx

n , αn) una secuencia convergente a (x , e), con xn ∈ C y αn ∈ Rmax para
cada n. Luego ĺımn→+∞ αn = e, y aśı que x = ĺımn→+∞ x

n. Como C es cerrado, el
elemento x pertenece a C. Esto muestra (1.9).

Ahora, consideremos v ∈ rec(C). Si x ∈ C, entonces x⊕ (nv) ∈ C para todo n ∈ N.
La secuencia (n−1(x ⊕ (nv)), n−1) de elementos de Ĉ, obviamente converge a el
elemento (v , ε) cuando n → +∞, lo cual muestra que este último pertenece a Ĉ.
Rećıprocamente, consideremos (v , ε ∈ Ĉ), y x ∈ D y λ ∈ Rmax. Nosotros quere-
mos mostrar que x ⊕ λv pertenece a C. Si λ = ε, esto es obvio. De lo contrario,
consideremos una secuencia (αnx

n , αn) tal que xn ∈ C, αn ∈ Rmax, y la cual con-
verge a (u , ε). Naturalmente, ĺımn→+∞ αn = ε, aśı que, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que αn ≤ λ−1 para cada n. Se sigue que, e ⊕ αnλ = e, por tan-
to x ⊕ λ(αnx

n) pertenece a C para cada n. Como C es cerrado, tomando el ĺımite
cuando n→ +∞, se tiene que x⊕ λu ∈ C. Esto prueba (1.10).
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1.2.4. Poliedros y conos poliédricos max-plus

Definición 1.2.5 Un semi-espacio af́ın max-plus es un conjunto que contiene ele-
mentos x = (xi) ∈ Rn

max verificando una desigualdad de la forma:⊕
1≤i≤n

mixi ⊕m0 ≤
⊕
1≤i≤n

nixi ⊕ n0 , (1.11)

donde mi, ni ∈ Rmax para todo i = 0, · · · , n .

Definición 1.2.6 Un semi-espacio max-plus es un conjunto que contiene elemen-
tos x = (xi) ∈ Rn

max verificando una desigualdad de la forma:⊕
1≤i≤n

mixi ≤
⊕
1≤i≤n

nixi , (1.12)

donde mi, ni ∈ Rmax para todo i = 1, · · · , n .

Definición 1.2.7 Un poliedro max-plus de Rn
max es definido como la intersección

de un número finito de semi-espacios afines max-plus de Rn
max.

Definición 1.2.8 Un cono poliedrico max-plus de Rn
max es definido como la inter-

sección de un número finito de semi-espacios max-plus de Rn
max .

Equivalentemente, los poliedros y los conos poliédricos max-plus pueden ser ex-
presados como conjunto solución de sistemas de desigualdades de restricciones.
Esto es:

Un poliedro max-plus P se expresa como:

P =
{
x ∈ Rn

max | Mx⊕ r ≤ Nx⊕ s
}
, (1.13)

donde M,N ∈ Rp×n
max, r, s ∈ Rn

max y p > 0.

Un cono poliédrico max-plus C se expresa como:

C =
{
x ∈ Rn

max | Mx ≤ Nx
}
, (1.14)

donde M,N ∈ Rp×n
max, y p > 0.
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Observación 1.2.2 Es importante para nuestro estudio resaltar el hecho que, los
conos poliédricos max-plus son precisamente los conos max-plus finitamente gene-
rados, tal como lo establece el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1 (S. Gaubert - R. Katz, 2010) Un cono max-plus es finitamente ge-
nerado si y sólo si, es la intersección de un número finito de semi-espacios max-
plus.

Demostración. Sea V ⊂ Rn
max la intersección de p semi-espacios. Veamos que V es

finitamente generado por inducción en p.

Cuando p = 1, podemos decir que V = {x ∈ Rn
max |

⊕
1≤i≤n aixi ≤

⊕
1≤j≤n bjxj} =⋃

1≤j≤n Vj, donde

Vj = {x ∈ Rn
max | aixi ≤ bjxj ∀i = 1, · · · , n} ,

para probar que V es finitamente generado es suficiente mostrar que los conos Vj
son finitamente generado. Si bj 6= ε y aj ≤ bj, entonces se puede mostrar que
V| = cone(Xj), donde Xj = {bjei⊕aiej | i = 1, · · · , n}. Si bj = ε o aj > bj, entonces
Vj = cone(Xj), donde Xj = {ei | ai = ε}.
Ahora, supongamos que la intersección de p semi-espacios es finitamente generada
y consideremos

V = {x ∈ Rn
max | Ax ≤ Bx} ∩ {x ∈ Rn

max | ax ≤ bx} ,

donde A,B ∈ Rp×n
max y a, b ∈ R1×n

max, es la intersección de p+ 1 semi-espacios.

Luego, sabemos que existe una matriz C ∈ Rn×t
max, para algún t ∈ N, tal que {x ∈

Rn
max | Ax ≤ Bx} = {Cw | ∈ Rt

max}. Consideremos el semi-espacio definido por
H = {w ∈ Rt

max | aCw ≤ bCw}, luego existe otra matriz D ∈ Rt×r
max para algún

r ∈ N, tal que H = {Du | u ∈ Rt
max}. Por tanto, V = {Cw | aCw ≤ bCw} =

{CDu | u ∈ Rr
max} es finitamente generado.

Rećıprocamente, sea V = {Cw | w ∈ Rt
max}, donde C ∈ Rn×t

max, un cono finita-
mente generado. Luego, como los conos finitamente generados son cerrados (ver
[Butkovic et al., 2007], Cor. 27), se sigue del teorema de separación para conos ce-
rrados (ver [K. Zimmermann, 1977]) que V es la intersección de semi-espacios de
Rn

max en el cual esta contenido. Note que un semi-espacio {x ∈ Rn
max| ax ≤ bx}

contiene a V si, y sólo si, los vectores filas a y b satisfacen aC ≤ bC. Ya que
{(a, b) ∈ R1×2n

max | aC ≤ bC} es una intersección finita de semi-espacios, nosotros
sabemos por la primera parte de la demostración que que existen matrices A y B
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tales que (a, b) es una combinación max-plus lineal de las filas de la matriz (A,B).
Por tanto, V = {x ∈ Rn

max |Ax ≤ Bx}, es decir, V es una intersección finita de
semi-espacios.

Proposición 1.2.3 Sea P = {x ∈ Rn
max | Mx⊕ r ≤ Nx⊕ s} un poliedro max-plus

no vaćıo, M,N ∈ Rp×n
max, r, s ∈ Rp

max. Entonces la siguiente relación se cumple:

rec(P) = {y ∈ Rn
max |My ≤ Ny} . (1.15)

Desmostración. Para probar la proposición, consideremos x ∈ P y D = {y ∈
Rn

max | My ≤ Ny}, y veamos que el cono recesión rec(P), definido por el con-
junto {v ∈ Rn

max | x ⊕ λv ∈ P ,∀λ ∈ Rmax} (ver Definición 1.2.4), coincide con el
conjunto D. En efecto, sea y ∈ rec(P), como x ∈ P se cumple para i ∈ {1, · · · , p}
que Mix ⊕ ri ≤ Nix ⊕ si, donde Mi y Ni son respectivamente la i-ésima fila de
M y N . Por definición de rec(P), tenemos que para todo λ ∈ Rmax, se cumple
que Mix ⊕ λMiy ∈ P, y por tanto Mix ⊕ ri ⊕ λ(Miy) ≤ Nix ⊕ si ⊕ λ(Niy). Si
Miy = ε, entonces Miy ≤ Niy. De lo contrario, para valores grandes de λ, tenemos
que λ(Miy) > nix⊕ si, lo cual implica que Miy ≤ Niy (en particular λ > ε), luego
y ∈ D. Rećıprocamente, supongamos que y ∈ D, luego Miy ≤ Niy para cada i,
aśı para todo λ ∈ Rmax, se tiene que λMiy ≤ λNiy, y usando que x ∈ P, tenemos
que (Mix⊕ri)⊕λMiy ≤ (Nix⊕si)⊕λ(Niy), luego Mi(x⊕λy)⊕ri ≤ Ni(x⊕λy)⊕si,
aśı x⊕ λy ∈ P, y por tanto y ∈ rec(P), con lo cual concluye la prueba.

1.2.5. Teorema de Minkowski-Weyl

Un análogo max-plus del teorema de Minkowski-Weyl ha sido establecido en va-
rios trabajos, ver por ejemplo [Gaubert et Katz, 2007] y [Gaubert et Katz, 2009],
donde se demuestran lo siguiente.

Teorema 1.2.2 Los poliedros max-plus, P de Rn
max son precisamente los conjuntos

de la forma co(P )⊕ cone(R), donde P y R son subconjuntos finitos de Rn
max.

Teorema 1.2.3 Los conos poliédricos max-plus, C de Rn
max son precisamente los

conjuntos de la forma cone(G) donde G es un subconjunto finito de Rn
max.

Los subconjuntos P y R constituyen un sistema de generadores de P, (P,R) es lla-
mada una representación generadora de P, y el conjunto G constituye un sistema
de generadores de C.
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Lema 1.2.1 (Allamigeon, 2009) Los poliedros y conos poliédricos max-plus son
conjuntos cerrados.

Demostración. Solamente daremos los detalles de la demostración para conos po-
liédricos max-plus, el caso de poliedros es muy similar.

Sea C ⊂ Rn
max un cono poliédrico max-plus, y sea G = (gi)1≤i≤p un conjunto genera-

dor. Sin pérdida de generalidad supongamos que gi 6= ε para cada i. Consideremos
una secuencia (xn)n ∈ CN, la cual converge a un elemento x ∈ Rn

max, y veamos
que x ∈ C. Luego, para cada n, existen λn1 · · ·λnp ∈ Rmax tal que xn =

⊕p
i=1 λ

n
i g

i.
Para todo i ∈ {1, · · · , p}, sea j tal que gij 6= ε. La secuencia (λni ) es acotada, ya que
λni ≤ (gij)

−1xnj y (xnj )n es también acotada (ya que converge a xj). Se sigue del Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass que, una secuencia (λni )n también converge también
a el ĺımite λi ∈ Rmax. Por tanto, x =

⊕p
i=1 λig

i, la cual prueba que x pertenece a C.

1.2.6. Homogenización de poliedros max-plus

Ahora, expresaremos la homogenización para poliedros max-plus. En lo que sigue,
la concatenación de 2 matrices será denotada (M,N), M ∈ Rn×p

max, N ∈ Rn×q
max.

Proposición 1.2.4 Sea P =
{
x ∈ Rn

max | Mx ⊕ r ≤ Nx ⊕ s
}

un poliedro max-
plus no vaćıo (M,N ∈ Rp×n

max, r, s ∈ Rp
max). El cono homogenizado P̂ es el cono

poliédrico max-plus dado por:

P̂ =
{
z ∈ Rn+1

max | (M r)z ≤ (N s)z
}
.

Demostración. Por Lema 1.2.1, P es cerrado, aśı que aplicando la Proposición 1.2.2
se tiene que

P = {(αx , α) | x ∈ C, α ∈ Rmax} ∪ {(y , ε | y ∈ rec(P))} .

Luego, usando la Proposición 1.2.3, claramente tenemos que (M r)z ≤ (N s)z
para todo z ∈ C.
Rećıprocamente, supongamos que (M r)z ≤ (N s)z. Si z = (y , ε), entonces My ≤
Ny, aśı que y ∈ rec(P) (aplicando la Proposición 1.2.3 a P, el cual es no vaćıo) y
z ∈ P̂ (Proposición 1.2.2). De lo contrario, z = (x , α) con α > ε, aśı que definiendo
x
′
= α−1x satisfaceMx

′⊕r ≤ Nx
′⊕s. Se sigue por (1.8) que z = (αx

′
, α) pertenece

a P̂.
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Cuando x ∈ Rn
max y α ∈ Rmax, el elemento (x, α) se refiere al vector de Rn+1

max cuyas n
primeras coordenadas coinciden con x, y la última coordenada es igual a α. Existe
una relación entre las representaciones generadoras de los poliedros max-plus y su
cono homogenizado, ver [Allamigeon et al., 2012] para más detalles. Si G es un
sistema de generadores del cono poliédrico P̂, tenemos que P̂ = cone(G). Después
de multiplicar (en el sentido max-plus) cada elemento de G por un escalar no
nulo, podemos asumir que la última coordenada de cada elemento de G es e o ε.
Definiendo P = {x | (x, e) ∈ G} y R = {x | (x, ε) ∈ G}, se puede mostrar que (P,R)
forma una representación generadora de P, y por tanto P = co(P )⊕ cone(R).

Para encontrar un sistema de generadores del cono homogeneizado P̂ puede ser
usado el Método de doble descripción tropical, [Allamigeon, 2010]. Este método
será discutido en la siguiente sección.

Ahora mostraremos un ejemplo que ilustra el calculo de un conjunto generador de
un poliedro max-plus usando su cono homogenizado asociado.

Ejemplo 1.2.1 Consideremos el poliedro max-plus P, definido por:(
1 e
2 1

)(
x1
x2

)
⊕
(

1
2

)
≤
(

1 ε
2 1

)(
x1
x2

)
. (1.16)

Por la Proposición 1.2.4, el cono homogenizado asociado a P, denotado por P̂ es
definido como el conjunto solución de,(

1 e 1
2 1 2

) z1
z2
z3

 ≤ ( 1 ε ε
2 1 ε

) z1
z2
z3

 . (1.17)

Resolviendo la primera desigualdad del sistema homogéneo (1.17), un sistema de
generadores que la satisfaga, es el conjunto

G =


 e

ε
ε

 ,

 e
1
ε

 ,

 1
ε
ε

  .

Multiplicando a la derecha y a la izquierda la segunda desigualdad por la matriz
G (G es la matriz cuyas columnas son los vectores del sistema G), obtenemos la
desigualdad (2 2 3)y ≤ (2 2 3)y, la cual tiene como un sistema de generadores a
H = {e1, e2, e3}. Los vectores Gh1, Gh2 y Gh3 forman un sistema de generadores
del conjunto solución del sistema homogéneo. Luego el poliedro max-plus es
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P = co

({
e
ε

})
⊕ cone

({ (
e
ε

)
,

(
e
1

) })
.

1.2.7. Método de doble descripción tropical

El método de doble descripción tropical es una técnica incremental basada en una
sucesiva eliminación de inecuaciones. Dado un cono poliédrico max-plus C defini-
do por un sistema de n restricciones, calculamos por inducción en k (0 ≤ k ≤ n)
un conjunto generador Gk del cono intermedio definido por las primeras k restric-
ciones. Entonces Gn forma un conjunto generador del cono C.
Pasando desde el conjunto Gk a el conjunto Gk+1 basados en un resultado, el cuál,
da un cono poliédrico max-plus K y un semi-espacio max-plus H = {x |mx ≤ bx},
permite construir un conjunto generador G′ de K∩H desde un conjunto generador
G de K. Esto es referido como la etapa elemental del método:

Teorema 1.2.4 (Etapa elemental del método doble descripción tropical) . Sea
C ⊂ Rn

max un cono poliédrico max-plus generado por un conjunto G de elementos
en Rn

max, y sea H un semi-espacio max-plus {x | ax ≤ bx} donde a, b ∈ R1×n
max.

Entonces el cono C ∩ H es generado por:{
g ∈ G | ag ≤ bg

}
∪
{

(ah)g ⊕ (bg)h | g, h ∈ G, ag ≤ bg ∧ ah > bh
}
. (1.18)

Este resultado también se cumple para cualquier cono max-plus, y no solamente
para conos poliédricos max-plus.

Demostración. sea G′ el conjunto dada en (1.18). La relación cone(G′) ⊂ C ∩ H es
obvia.

Ahora, consideremos x ∈ C ∩ H. Usando el Teorema de Minkowski para conos
max-plus cerrados de [Gaubert et Katz, 2007], x puede ser expresada como una
combinación lineal de al menos n + 1 elementos de G, es decir, x =

⊕n+1
i=1 λig

i

donde gi ∈ G y λi ∈ Rmax para todo i. Observe que ax ≤ bx implica:⊕
agi≤bgi

λi(ag
i)⊕

⊕
agj>bgj

λj(ag
j) ≤

⊕
agi≤bgi

λi(bg
i)⊕

⊕
agj>bgj

λj(bg
j) . (1.19)

Supongamos que
⊕

agj>bgj λj(bg
j) >

⊕
agi≤bgi λi(bg

i). Luego, existe k tal que λk(bgk) =⊕
agj>bgj λj(bg

j), y necesariamente λk ≥ ε. Pero (1.19) conduce a λk(bgk) ≥ λk(ag
k)
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mientras agk > bgk, lo cual es una contradicción. Se sigue que
⊕

agj>bgj λj(bg
j) ≤⊕

agi≤bgi λi(bg
i), aśı que, por (1.19),⊕

agj>bgj

λj(ag
j) ≤

⊕
agi≤bgi

λi(bg
i) . (1.20)

Sea k el miembro de la derecha de (1.20). Si k > ε, entonces

x =
⊕

agi≤bgi
λig

i ⊕
⊕

agj<bgj

λjg
j , (1.21)

=
⊕

agi≤bgi
λig

i ⊕ k−1
⊕

agi≤bgi

[ ⊕
agj>bgj

λj(ag
j)
]
λig

i

⊕ k−1
⊕

agj>bgj

[ ⊕
agi≤bgi

λi(bg
i)
]
λjg

j ,

=
⊕

agi≤bgi
λig

i ⊕ k−1
⊕

agi≤bgi
agj>bgj

λiλj[(ag
j)gi ⊕ (bgi)gi] ,

lo cual muestra que x ∈ cone(G
′
). De lo contario, k = ε, por (1.20), λj(agj) = ε

para cada j tal que agj > bgj, por tanto λj = ε. Se sigue que x =
⊕

agi≤bgi λig
i, por

tanto x ∈ cone(G′).

El conjunto generado (1.18) es formado por los elementos g los cuales pertenecen a
el semi-espacio H, y sus combinaciones pares con elementos h, los cuales no están
localizados en H. Observe que estas combinaciones no solo satisfacen ax ≤ bx,
también la saturan.

Teorema 1.2.5 (Método de doble descripción tropical) Sea C ⊂ Rn
max un cono

poliédrico definido como el conjunto {x ∈ Rn
max | Mx ≤ Nx}, donde M,N ∈ Rp×n

max

(con p ≥ 0). Sea G0, . . . , Gp la secuencia de subconjuntos finitos de Rn
max definida

como
G0 = (εi)1≤i≤n ,

Gi =
{
g ∈ Gi−1 |Mig ≤ Nig

}
∪
{

(Mih)g ⊕ (Nig)h | g, h ∈ Gi−1, Mig ≤ Nig y Mih > Nih
}
,

para todo 1 ≤ i ≤ p, donde Mi y Ni son la i-ésima fila de M y N .
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Entonces C es generado por el conjunto finito Gp.

Demostración. Usando el Teorema 1.2.4, podemos fácilmente mostrar que cada Gi

forma un conjunto generador del cono poliédrico max-plus dado por:

{x ∈ Rn
max |Mjx ≤ Njx , para todo j = 1, · · · i} .

1.3. Grafos de eventos temporizados modelados co-
mo sistemas max-plus lineales

En la literatura, numerosas clases de modelos son propuestas para el estudio de sis-
temas dinámicos. La escogencia de un tipo de modelo es en función de los objetivos
de investigación y de la naturaleza del sistema considerado. En el caso de sistemas
de eventos discretos, varios conceptos de modelización han sido elaborados, por
ejemplo, las cadenas de Markov [Baynat, 2000], las Redes de Petri [Murata, 1989],
entre otros.

Es de nuestro interés la clase de sistemas de eventos discretos que presentan
fenómenos de sincronización y retardos. El modelo dinámico de estos sistemas ad-
mite una representación lineal en la estructura álgebra max-plus, ver por ejemplo
[Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001], la cual tiene la maximización y la adición
como operaciones básicas. Esta representación es bien adaptada para abordar, por
ejemplo, los problemas de control o evolución del desempeño del sistema. Estos
sistemas son llamados sistemas de eventos discretos max-plus lineales (SEDMPL)
o sistemas max-plus lineales (SMPL). Los SMPL pueden ser modelados por grafos
de eventos temporizados (GETs).

Los grafos de eventos temporizados (GETs), constituyen una subclase de las redes
de Petri, en las cuales cada lugar tiene una única transición de entrada y una úni-
ca transición de salida [Murata, 1989]. Es bien conocido, que el comportamiento
tiempo/evento de un GET, bajo la regla de tiempo más rápido de funcionamiento,
es decir una transición es dispara tan pronto como es habilitada, puede ser mo-
delado por relaciones lineales sobre dioides [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001],
[De Schutter, 1996].

El objetivo de esta sección es proporcionar una visión general del modelado de
SMPL dentro de una estructura de dioide. Veremos que un semi-anillo idempoten-
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te (S,máx,+), la sincronización de tareas puede ser modelada usando las opera-
ciones de maximización, esto es, una nueva operación comienza tan pronto como
todas las operaciones precedentes han sido finalizadas, y la operación de la adi-
ción corresponde a la duración de las actividades, esto es, el tiempo de finalización
de una operación es igual al tiempo de inicio de la operación mas el tiempo de
duración de la misma.

Seguido, mostraremos que el comportamiento de un GET, cuyo modo de evolu-
ción considerado es, el tiempo más rápido de funcionamiento, coincide exacta-
mente con las soluciones no negativas y no decrecientes de un sistema max-plus
lineal. Para ello será necesario tomar en cuenta las condiciones iniciales admisi-
bles. El enfoque presentado, constituye una forma alternativa a lo expuesto por
[Baccelli et al., 1992].

1.3.1. Sistemas max-plus lineales

Los sistemas max-plus lineales han sido estudiados por al menos tres décadas. Sin
embargo una teoŕıa bien establecida en tales sistemas espećıficos sigue siendo una
investigación en curso. Algunos ejemplos de esta variedad de sistemas se encuen-
tran regularmente en los sistemas de producción [Cohen et al., 1983], los siste-
mas de transporte [Braker, 1993)], [Lotito et al., 2005] y los sistemas informáticos
[Boudec et Thiran., 2001].

En [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001], se muestra que los sistemas de eventos
discretos max-plus lineales pueden ser descrito por un modelo de la forma

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k) , (1.22)
y(k) = C ⊗ x(k) , (1.23)

con A ∈ Rn×n
max , B ∈ Rn×q

max y C ∈ Rp×n
max, donde n es el número de estados, q es el

número de entradas y p es el número de salidas. Las matrices A,B y C usualmente
consisten de sumas o maximizaciones de tiempos de procesos internos, tiempos de
transporte, entre otros, y son llamadas las matrices del sistema. Las componentes
del estado x(k) son los instantes de tiempo en los cuales los eventos internos ocu-
rren para el k-ésimo instante, las componentes de la entrada u(k) son los instantes
de tiempo en los cuales los eventos de entrada ocurren para el k-ésimo instante,
y las componentes de la salida y(k) son los instantes de tiempo en los cuales los
eventos de salida ocurren para el k-ésimo instante.

A continuación se presenta un ejemplo tomado de [Heidergott et al., 2006], el cual
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es basado en un pequeño sistema de trenes, bastante útil para mostrar un sistema
dinámico max-plus lineal, donde el álgebra max-plus puede ser introducida de
manera natural.

Ejemplo 1.3.1 (Red férroviaria simple) Consideremos una red de trenes simple
entre dos ciudades, cada una con una estación. Las estaciones de tren son denota-
das por E1 y E2, y son conectadas a través de 2 v́ıas férreas, que constituyen tres
circuitos C1, C2 y C3, como ilustra la Figura 1.1.

t=2	

t=5	

t=3	 t=3	

Figura 1.1: Red férroviaria

Una v́ıa toma el sentido E1 → E2 y el tiempo de viaje del tren es 3 unidades de
tiempo (UT). La otra v́ıa, E2 → E1 toma el sentido inverso y el tiempo de viaje
es 5 UT. En conjunto estas dos v́ıas forman el circuito C2. Los trenes que proceden
de E1 y llegan a E2, deben retornar a E1 a través de otra v́ıa, y los trenes que
inician en E2, podrán después de visitar a E1, regresar a E2. Además de estas dos
v́ıas, existen otras v́ıas. Los circuitos C2 y C3 representan las v́ıas que conectan los
trenes entre las afueras de las ciudades con las estaciones principales E1 y E2. Un
viaje a través del circuito C1 de las afueras de la ciudad asociada a E1, tarda 2 UT
y un viaje en las afuera de la ciudad asociada a E2, circuito C3, tarda 3 UT.

Las estaciones localizadas en las afueras de las ciudades no son modeladas. Desea-
mos una escala de horario de los trenes sujeto a los siguientes criterios, restriccio-
nes e hipótesis de funcionamiento:

Los tiempo de viaje son fijos y dados,

La frecuencia de los trenes debe ser la más alta posible, es decir el número
de salidas por unidad de tiempo,
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Los trenes que llegan a una estación deben esperar por otro tren, para permi-
tir el intercambio de pasajeros,

Los trenes deben partir de la estación tan pronto sea posible.

Supongamos que existen 4 trenes en el modelo, uno para cada circuito externo, C1

y C3, y dos para el circuito interno, C2. Los eventos del modelo son las salidas de los
trenes, donde la variable x1 indica el tiempo de salida de los dos trenes que parten
de la estación E1, uno en la dirección de E2 y otro en la dirección del circuito C1,
y estos parten al mismo tiempo debido al intercambio de pasajeros. La variable x2
representa en forma similar, el tiempo de salida de los trenes de la estación E2. Los
instante de salida son expresados como un vector x ∈ R2, donde la primera salida
de trenes del d́ıa es dada por x(0). El k-ésimo instante de salida de los trenes es
indicado por x(k).

Tomando en cuenta que los instante de salida de los trenes deben respetar los
criterios definidos para el sistema, tenemos lo siguiente:

1. La k-ésima salida de los trenes de la estación E1, va a depender de la (k− 1)-
ésima salida de los trenes de la estación E1 y la k-ésima salida del tren de
la estación E2 en dirección de E1, y de los tiempos de viaje entre las estacio-
nes. Podemos expresar los instante de salida de x1 a través de las siguientes
desigualdades:

x1(k) ≥ x1(k − 1) + 2 ,

x1(k) ≥ x2(k − 1) + 5.

2. Similarmente definimos las desigualdades para los instantes de salida x2:

x2(k) ≥ x1(k − 1) + 3 ,

x2(k) ≥ x2(k − 1) + 3.

Para que la salida de un tren se lleve a cabo, las dos condiciones deben ser respe-
tadas, es decir, los trenes partirán en el instante de tiempo más tarde entre las dos
desigualdades (operación del máx). Además de esto, se desea que la frecuencia sea
la más alta posible y los trenes partan tan pronto como sea posible, entonces es
posible escribir las siguientes ecuaciones;

x1(k) = máx{x1(k − 1) + 2, x2(k) + 5} , (1.24)
x2(k) = máx{x1(k − 1) + 3, x2(k) + 3} . (1.25)
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En este caso, el instante inicial de salida es conocido, y todos los instantes futuros
son positivos.

Si se utiliza la notación del contexto max-plus, las ecuaciones (1.24) y (1.24) se
expresan como:

x1(k) = 2⊗ x1(k − 1)⊕ 5⊗ x2(k − 1) , (1.26)
x2(k) = 3⊗ x1(k − 1)⊕ 3⊗ x2(k − 1) . (1.27)

Luego (1.26) y (1.26) se expresan en forma matricial como:

x(k) = A⊗ x(k − 1) =

(
x1(k)
x2(k)

)
=

(
2 5
3 3

)
⊗
(
x1(k − 1)
x2(k − 1)

)
,

donde las entradas de la matriz A, digamos aij corresponden a los tiempos de viaje
de la estación j a la estación i.

Además de describir el comportamiento del sistema por medio de ecuaciones, es
posible describir el comportamiento dinámico de esta variedad de sistemas a través
de formalismos con representación gráfica, como lo son los GET, como se verá más
adelante.

1.3.2. Grafos de eventos temporizados, GET

1.3.2.1. Las redes de Petri

Las Redes de Petri (RdP) constituyen un formalismo gráfico propio para el modela-
do de los sistemas de eventos discretos, introducidas en 1962 por Carl Adam Petri
en [Petri, 1962]. Estas son particularmente adecuadas para el estudio de procesos
complejos que involucran propiedades de sincronización y el intercambio de recur-
sos. Su soporte matemático ha permitido establecer númerosos resultados anaĺıti-
cos. El lector interesado puede encontrar una descripción bibliográfica ampliada de
modelos de redes de Petri y sus anaĺısis en [Murata, 1989]. Para el estudio de los
sistemas de eventos discretos en el álgebra de dioide, las RdP son utilizadas gene-
ralmente como una herramienta de modelización intermedia. El enfoque consiste
en efecto, en modelar el sistema estudiado en primer lugar por una red de Petri, y
luego establecer, a partir del grafo obtenido las ecuaciones en el dioide apropiado
para el anaĺısis de este sistema.
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Definición 1.3.1 Una red de Petri es un grafo bipartito constituido por dos tipo
de nodos: lugares (representados por un ćırculo) y transiciones (representadas por
una barra). Los arcos orientados conectan ciertos lugares a ciertas transiciones, o
ciertas transiciones conectan a ciertos lugares. A cada arco es asociado un peso
(entero positivo). El número de lugares es finito y no vaćıo. Cada lugar puede
contener una o varias marcas (representadas por puntos), las cuales modelan la
dinámica del sistema.

De forma más formal, una red de Petri es una 5-tupla {L, T , F,W,M0} donde:

L = {p1, p2, · · · , pm} es un conjunto no vaćıo y finito de lugares,

T = {t1, t2, · · · , tn} es un conjunto no vaćıo y finito de transiciones,

F ⊂ (L × T ) ∪ (T × L) es un conjunto no vaćıo de arcos,

W : F → {0, 1, 2, 3, · · · } es una función peso,

M0 : L → {0, 1, 2, 3, · · · } es la marcación inicial,

L ∩ T = ∅ y L ∪ T 6= ∅.

Una estructura de red de PetriR = {L, T , F,W} sin marcación inicial espećıfica, es
denotada por R. Una red de Petri con una marcación inicial dada, es denotada por
(R,M0). El número de marcas presentes en un lugar pi, en un instante t, es llamado
marcación del lugar pi, y denotado por m(pi) o mi. La marcación M de la red, es
el vector constituido por la marcación de cada lugar, M = (m1,m2, · · · ,mm). La
marcación inicial M0 corresponde al número de marcas presentes en la red en el
instante inicial.

Las transiciones que no poseen lugares anteriores reciben el nombre de transicio-
nes de entrada o fuentes. Los disparos de las mismas se deben a decisiones externas
(son “controladas ” desde el exterior). Las transiciones que no poseen lugares pos-
teriores se llaman transiciones de salida o sumideros. Los disparos de las mismas
nos indican cuando se producen marcas desde la red hacia el exterior. La Figura
1.2 representa una RdP ordinaria (todos sus pesos son unitarios), los lugares son
representados por ćırculos y las transiciones por barras.

Ejemplo 1.3.2 La RdP de la Figura 1.2, representa un sistema, por ejemplo in-
formático, donde dos tareas requieren el mismo recurso renovable.
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p1	
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Tarea  a en curso 

Tarea  b en curso 

Figura 1.2: RdP: comportamiento de un sistema de recursos compartidos.

La marcación de una red de Petri evoluciona de acuerdo a las siguientes reglas:

1. Una transición ti es habilitada, si todos los lugares pi que preceden a la tran-
sición ti contienen al menos tantas marcas como el peso del arco que los
une.

2. Una transición ti habilitada, puede ser ó no, disparada, según la ocurrencia
ó no del evento asociado a la transicióin ti.

3. Cuando una transición ti habilitada, es disparada se elimina de cada lugar
anterior a dicha transición tantas marcas como el peso del arco que los une,
y agrega a cada lugar posterior de la transición ti tantas marcas como el peso
del arco que los une.

Definición 1.3.2 Sea (R,M0) una red de Petri. Una marcación M se dice alcanza-
ble desde la marcación inicialM0 si existe una secuencia de transiciones ti1 , ti2 , · · · , til
habilitadas, tal que la marcación obtenida después de los disparos de estas transi-
ciones es M .

Definición 1.3.3 (Acotación) Un lugar pi se dice ser acotado, si existe un número
k tal que para toda marcación alcanzable M0, se cumple que mi ≤ k. En el caso
contrario se dice que el lugar pi es no acotado.
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Una red de Petri es acotada si todos sus lugares son acotados.

Cuando las RdP modelan un sistema de manufactura, ciertos lugares representan los
transportadores o bien zonas de almacenamiento intermedias. La acotación del marca-
je del modelo es entonces sinónimo de limitación de la talla de los almacenes interme-
dios del sistema. La acotación de una RdP refleja de alguna manera una caracteŕıstica
de estabilidad del sistema de producción.

Definición 1.3.4 (Vivacidad) Una transición ti se dice viva, cuando desde cual-
quier marcación alcanzable desde la marcación inicial, existe una secuencia de
disparos factibles que conduce a una marcación en la cual la transición ti está ha-
bilitada para dispararse.

Una red de Petri se dice viva si todas sus transiciones son vivas.

Diremos que una red de Petri no es viva si posee al menos una transición no viva.
Estas transiciones que no son nunca habilitadas después de un número finito de
disparos en la red, son llamadas transiciones muertas.

Observación 1.3.1 (El interés del estudio de la vivacidad de un modelo) La evolu-
ción del marcaje de una RdP se hace por el disparo de transiciones. Cuando en el
curso de su evolución, ciertas transiciones jamás son disparadas, esto indica que el
evento asociado a esta transición no se produce y que el marcaje de una parte de
la RdP no evoluciona, esto significa que el sub-sistema modelado para esta parte
no funcionará. Entoces, existe un problema en el nivel de concepción del sistema.
La idea es poder ser capaces de detectar sistematicamente este fenómeno por el
anaĺısis de propiedades del modelo RdP, con el fin de disponer de ayuda en la
concepción de los sistemas.

1.3.2.2. Grafos de eventos temporizados, GET

Después de haber presentado las nociones de base sobre las redes de Petri, el in-
terés se centra en una estructura particular de las redes de Petri, como lo son los
grafos de eventos temporizados. El estudio del comportamiento en el curso del
tiempo de los sistemas dinámicos, incluyendo la evaluación de su rendimiento, ha
conducido ha asociar la noción de tiempo en los modelos de tipo RdP. Los GET
permiten modelar sistemas donde intervienen los fenómenos de sincronización y
retardos, los fenómenos de conflictos se suponen resueltos de antemano. En esta
sección, definimos formalmente esta sub-clase de RdP y también algunas de sus
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propiedades. En lo que sigue consideraremos redes de Petri ordinarias, las cuales
son aquellas donde todos los arcos tienen peso igual a 1.

Definición 1.3.5 (Grafo de evento) Un grafo de evento es una red de Petri donde
cada lugar tiene exactamente una transición de entrada y una transición de salida.

Una única transición de salida significa que todos los conflictos en el uso de recur-
sos, fueron previamente resueltos por alguna poĺıtica de sincronización. Una única
transición de entrada significa que no hay concurrencia en el consumo o suministro
de un recurso en el grafo de evento. En consecuencia a esta particularidad, los gra-
fos de eventos son llamados modelos determińısticos. Esta sub-clase de las redes de
Petri resulta interesante para modelar aplicaciones que presentan restricciones de
sincronización entre múltiples procesos. Las restricciones de sicronización pueden
ser observadas en la Figura 1.3. La Figura 1.3(a), describe la sincronización en el
consumo: unión en una transición. La transición no es habilitada hasta que ambos
lugares contengan al menos una marca. La Figura 1.3(b) describe la sincronización
en la provisión: bifurcación en una transición. El aporte de una marca en los dos
lugares es sincronizado por el disparo de la transición. Por ejemplo, este caso se
presentaŕıa cuando la transición representa a una operación en la cual una pieza
compleja es dividida en varias partes más elementales .

(a)	 (b)	

Figura 1.3: (a). Sincronización en la consumación. (b). Sincronización en la pro-
ducción.
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1.3.3. Propiedades de los grafos de eventos

Recordemos brevemente algunas caracteŕısticas de los grafos de eventos a través
de las siguientes proposiciones.

Proposición 1.3.1 En un grafo de evento, el número de marcas en un circuito es
constante.

Demostración. Recordemos que un circuito elemental es un camino que comienza
y termina en la misma transición ó lugar. Supongamos sin pérdida de generalidad
que tenemos un circuito elemental de la forma:

t1, p1, t2, p2, · · · , ps−1, ts = t1 , con s > 1 y ps−1 = p0 .

Si una transición ti, i ∈ {1, · · · , s} del circuito está habilitada, su disparo remue-
ve una marca del lugar pi−1 (esta puede remover marcas desde otros lugares de
entrada a la transición ti, pero estos no perteneceŕıan al circuito) y la agrega inme-
diatamente en el lugar pi del circuito (esta puede agregar marcas a otros lugares de
salida de la transición ti pero estos no perteneceŕıan al circuito) . Aśı la operación
de habilitar una transación del circuito, hace invariante el número de marcas en el
circuito.

Proposición 1.3.2 Sea G un grafo de evento y M0 su marcación inicial. Entonces,
(G,M0) es vivo si y sólo si, todo circuito elemental contiene un lugar marcado
inicialmente.

Demostración. Supongamos que un circuito elemental de un grafo de eventos
no contiene marcas, en referencia a la proposición 1.3.1, este circuito no con-
tendrá jámas marcas, aśı todas sus transiciones permanecen no habilitadas, por
tanto el grafo de eventos no es vivo. Rećıprocamente, supongamos que el grafo de
eventos no es vivo, luego posee por lo menos una transición que nunca será dispa-
rada (muerta) por cualquier secuencia de disparos, y esta posee obligatoriamente
al menos una transición precedente igualmente muerta, y aśı sucesivamente, lo
que conduce inevitablemente a una transición que aparece en un circuito que ne-
cesariamente no posse marcas.

Los modelos de SED estudiados serán temporizados. La introducción de un nuevo
parámetro en los grafos de eventos, como lo es el tiempo (temporizaciones), per-
mite definir los grafos de eventos temporizados (GET). Dos enfoques son posible:
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1. Se puede asociar a cada transición un tiempo mı́nimo de tiro, que representa
el tiempo de reservación de una marca en un lugar precedente, antes de estar
disponible de nuevo, en un lugar situado posterior a la transición.

2. Se puede asociar a cada lugar un tiempo mı́nimo, que corresponda a un tiem-
po de indisponibilidad de una marca después de llegar a este lugar, antes de
ser útil para un nuevo disparo.

En lo que sigue, se consideraran temporizaciones asociadas a los lugares para estar
en concordancia con el contexto max-plus.

Una temporización en un grafo de evento es importante cuando se desea validar
el desempeño de un SED como, por ejemplo, calcular una tasa de producción del
sistema o verificar si el tiempo en el que un producto es producido está acorde con
las especificaciones dadas.

Definición 1.3.6 (Grafo de Eventos Temporizado - GET) Un grafo de evento tem-
porizado es un grafo de evento donde a cada lugar tiene asociado un tiempo de
espera o retardo.

Definición 1.3.7 (Tiempo más rápido de funcionamiento de un GET) Se llama
tiempo más rápido de funcionamiento de un GET, el modo de funcionamiento
siguiente. Todas las transiciones internas y de salida son disparadas tan pronto
como sea posible, es decir, en el primer instante en el cual resultan disponibles
todas las marcas que son necesarias para llevar a cabo el disparo (es decir que
han estado en el lugar correspondiente por lo menos el tiempo de espera de dicho
lugar). Las transiciones fuentes están permanentemente habilitadas, pero no son
disparadas hasta la ocurrencia de eventos asociados a estas transiciones.

En el contexto de la modelización de SED, consideraremos que una transición de
un GET corresponde a un evento y que el disparo de ésta es la ocurrencia de dicho
evento. Los tiempos de espera o retardos en cada lugar significan que las marcas
deben esperar al menos este tiempo en el lugar antes de contribuir a habilitar el
disparo de la transición de salida. La Figura 1.4 representa un GET para el ejemplo
de los trenes. El conjunto L = {p1, p2, p3, p4}modela los lugares de la red, indicando
los estados que el sistema puede tener, y el conjunto T = {x1, x2} de transiciones
entre los lugares. Asociamos a cada lugar las marcas que definen la marcación de
la red y los tiempos de espera mı́nimos que el sistema debe permanecer en este
estado. A través del GET es posible realizar la sincronización de los trenes para
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p2 

p3 p4 

p1 x1 x2 

Figura 1.4: GET de la red ferroviaria simple.

calcular la tabla de los horarios.

Observemos que las transiciones que representan las variables x1 y x2 pueden ser
disparadas luego de que se hayan respetados los tiempos de viaje de los trenes
relacionados a los lugares de la red.

En el ejemplo descrito no se considera la existencia de acciones de control, es decir,
el sistema es modelado como un sistema autónomo (estos sistemas serán discutidos
en la siguiente sección). Sin embargo, en el caso más general, como los sistemas
descritos en el presente documento pueden ser representados por las ecuaciones
de la forma (1.22).

Definición 1.3.8 (Condiciones iniciales canónicas) Se dice que las condiciones
iniciales de un GET son canónicas si todas las marcas de la marcación inicial son
consideradas disponibles desde el instante −∞.

Considerar las condiciones iniciales canónicas, implica tomar por hipótesis que la
marcación inicial del grafo no es necesariamente igual a la marcación en el instante
inicial de observación (igual a 0 por convención). En efecto, si las marcas iniciales
se suponen disponibles desde −∞. Ellas son susceptibles a ser validadas y habilitar
el disparo de las transiciones igualmente en −∞, también la marcación puede
haber evolucionado antes del instante inicial de observación.

Ejemplo 1.3.3 La Figura 1.5 representa un GET. Si se considera las condiciones
iniciales canónicas, la marcación en el instante inicial de observación difiere de



1.3. GETs modelados como sistemas max-plus lineales 67

p1 

p5 p6 

p8 

p2 p3 p4 

p7 

p9 tu
1

 

tu
2

 

t1
 t2

 t3
 t4

 

t5
 1 

3 

1 

0 

0 

0 0 

Figura 1.5: Marcación inicial (t=−∞).

la marcación inicial del grafo. En efecto, la marca contenida en el lugar p7 tiene
validez y habilita el disparo de la transición t3 en el instante t = −∞. Una marca es
entonces agregada a los lugares p4 y p9. Finalmente la marcación, luego de que esta
ha evolucionado libremente desde el instante t = −∞, el instante de observación
es el que se muestra en la Figura 1.6.

Los GET son una herramienta de modelización gráfica que constituye una primera
etapa. La segunda etapa es plasmar en ecuaciones el modelo gráfico, es decir, la
definición de una representación anaĺıtica del sistema. El comportamiento de un
grafo de evento temporizado puede ser descrito por un modelo lineal en el álgebra
max-plus, este modelo conduce a manipular las variables discretas que correspon-
den a las fechas de activación de las transiciones del GET. En la siguiente sección
se presentará el modelo algebraico de un GET.
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Figura 1.6: Marcación en el instante inicial de observación (t=0).

1.3.4. Representación de estado de los grafos de eventos tem-
porizados

1.3.4.1. Ecuación de estado de un GET en el dioide Rmax

Consideremos G un GET con L el conjunto de lugares y T el conjunto de transicio-
nes. Sean tu1 , · · · , tuq las transiciones que no tienen algún lugar de entrada asociado,
estas transiciones son llamadas transiciones fuente. Sean t1, · · · , tn las transiciones
que tienen al menos un lugar de entrada, transiciones internas. Acá, considerare-
mos que los lugares que siguen de una transición fuente no poseen marcas iniciales.
Para ti, tj ∈ T , el único lugar entre tj y ti es pij, si existe, su retraso correspondiente
es denotado por τij y su marcación inicial es denotada por mij. Un camino α desde
la transición ts a la transición ti es una secuencia de transiciones y lugares, de la
forma ts, pk1s, tk1 , . . . , pikl , ti, donde pk1s, . . . , pikl son lugares de L y ts, tk1 , . . . , tkl , ti
son transiciones de T . Denotamos por mα, la suma de las marcas a lo largo del ca-
mino α, esto es: mα = mk1s⊗· · ·⊗mikl. Una transición tj se dice que es controlable
si existe un camino desde una transición tus a la transición tj. Supongamos que las
marcas iniciales del lugar pij están disponibles en un tiempo ωj(k), ωj(k) ≥ 0, estos
tiempos iniciales no pueden exceder el tiempo de espera τij asociado al lugar pij:
ωj(k) ≤ τij, j = 1, · · · , |L|, 1 ≤ k ≤ mij. (Puede ocurrir que las marcas del marca-
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do inicial estén listas para usar en tiempo −∞, en este caso se habla entonces de
condiciones iniciales canónicas [Baccelli et al., 1992], [Cohen, 2001]). Denotamos
por •ti el conjunto de los lugares de entrada a la transición ti, y •pij el conjunto de
transiciones de entrada al lugar pij, el cual es un conjunto unitario.

Para representar el comportamiento dinámico de G, definamos los tiempos asocia-
dos con cada transición: uj(k), k ≥ 1, se interpreta como el instante en el cual
ocurrirá el k-ésimo disparo de la transición tuj , debido a alguna acción externa, pa-
ra j = 1, · · · , q. Las variables de estado zi(k), i = 1, · · · , |L|, con k ≥ 1 representan
el instante en el cual la transición ti es disparada para el k-ésimo tiempo. Desde el
inicio de la evolución del GET, los disparos sucesivos de una transición son nume-
rados de manera secuencial, a partir de un origen universal, generalmente cero,
aunque podŕıa ser negativo. Luego, la función k → zi(k) es no decreciente, debido
a que varios disparos pueden ocurrir simultáneamente, ver [Cohen, 2001].

Debido a la dinámica del GET, el k-ésimo disparo, k ≥ 1, de la transición ti ocurre
cuando, para todo j tal que pij ∈ •ti, la k-ésima marca de pij contribuya a habilitar
ti.

Para k > mij, esta k-ésima marca es producida por el (k − mij) disparo de la
transición tj, con tj ∈ •pij, note que tj puede ser una transición de control, tuj ,
aśı que el instante cuando esta marca contribuye a habilitar ti es, τij ⊗ zj(k −mij)
o τij ⊗ uj(k). Por lo tanto;

zi(k) = máx
j | pij ∈ •ti ∨ tuj ∈ •pij

(τij + zj(k −mij), τij + uj(k)) , (1.28)

para
k ≥ ( máx

j | pij∈ •ti
mij) + 1 .

Para k ≤ mij, este evento toma lugar en el instante ωj(k), que corresponde al
instante cuando la k-ésima marca inicial del lugar pij contribuye a habilitar la
transición ti, similarmente al caso anterior, tenemos que los tiempos zi(k) satisfacen
las ecuaciones de evolución siguientes:

zi(k) = máx
j | pij ∈ •ti ∨ tuj ∈ •pij ,

mij < k

(τij + zj(k −mij), τij + uj(k))

⊕ máx
j | pij∈ •ti,mij≥k

(ωj(k)) , (1.29)

para
1 ≤ k ≤ máx

j | pij∈ •ti
mij.
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Proposición 1.3.3 Si un GET es vivo, y los tiempos iniciales ωj(k) son no decre-
cientes y no negativos para j = 1, · · · , |L| y 1 ≤ k ≤ mij, entonces zi(k), con k ≥ 1
es no decreciente y no negativa para toda entrada de control u(k) no decreciente y
no negativa.

Demostración. Es claro de (1.28) y (1.29) que si los tiempos ωj(k) en los cuales
las marcas iniciales del lugar pij están disponibles, son ordenados en forma no
decreciente para j tal que mij ≥ 1, esto es: ωj(1) ≤ ωj(2) ≤ · · · ≤ ωj(mij) y además
no exceden el tiempo de espera τij asociado al lugar pij: ωj(k) ≤ τij, j = 1, · · · , |L|,
1 ≤ k ≤ mij, y ωj(1) ≥ 0, entonces podemos garantizar que la secuencia zi(k)
es no decreciente para toda entrada u no decreciente y no negativa: u(k + 1) ≥
u(k), u(k) ≥ 0, para todo k ≥ 1.

Por otro lado, veamos cuando zi(k) es no negativa para k ≥ 1. Tomando en cuenta
que la secuencia zi(k) es no decreciente, basta ver que zi(1) ≥ 0. Si existe al menos
una marca en algún lugar de entrada de la transición considerada ti, digamos pij,
entonces de (1.29), deducimos que zi(1) ≥ ωj(1) ≥ 0, luego los zi(k) toman valores
no negativos. En caso contrario, como no hay marcas en los lugares de entrada a
la transición ti, podemos afirmar a partir de (1.28):

zi(1) ≥ τij + zj(1) ó zi(1) ≥ τij + uj(1) , (1.30)

para cada lugar de entrada pij a la transición ti, y cada transición de entrada tj al
lugar pij. Luego iterando (1.30), deducimos que zi(1) es no negativo, si existe un
camino en el grafo desde una transición de control o un camino desde la transición
de entrada de un lugar marcado hasta la transición ti, esto debido a que zi(1)
resulta ser mayor o igual a la suma de todos los retardos presentes en dicho camino.

Por tanto si j es asociado a una transición de control o a la transición de entrada
a un lugar marcado, de donde sale un camino hasta ti, tenemos que zi(1) ≥ uj(1)
ó zi(1) ≥ ωj(1), y en consecuencia la secuencia zi(k) es no negativa para k ≥ 1.

De las ecuaciones (1.28) y (1.29) podemos expresar el comportamiento dinámico
del GET en forma matricial como sigue:

z(k) =
M⊕
m≥0

[
Ām ⊗ z(k −m)⊕ B̄ ⊗ u(k)

]
⊕ v(k) , (1.31)

con
M = máx

pij∈L
mij ,
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y
vj(k) = máx

j | pij∈•ti,mij≥k
(ωj(k)) , (1.32)

donde vj(k) es definido para k = 1, · · · ,M y es igual a ε en cualquier otro caso. La
secuencia zi(k) = ε y uj(k) = ε para toda k ≤ 0. La matriz Ām ∈ Rn×n

max , su entrada
Amij

es igual a τij, si existe un lugar pij conteniendo mij marcas, de lo contrario
Amij

es igual a ε. Similarmente B̄ ∈ Rn×q
max corresponde a los retrasos de los lugares

seguidos de las transiciones fuentes.

Para la transformación de esta ecuación en una forma canónica, la primera etapa
tiene como objetivo la eliminación de la parte impĺıcita Ā0⊗z(k). Por definición de
Ā0, hay un número de transiciones internas tal que Ā0 puede ser escrita en forma
triangular inferior, y se garantiza que Ā∗0 esta bien definida, (Ā∗0)ij < +∞. Luego
(1.31) se expresa como siguiente ecuación expĺıcita:

z(k)=
M⊕
m>0

[
Ā∗0Ām ⊗ z(k −m)⊕ Ā∗0B̄ ⊗ u(k)

]
⊕ Ā∗0v(k) , (1.33)

La siguiente etapa en la manipulación de esta ecuación tiene como objetivo la
obtención de la forma matricial canónica, la cual es obtenida extendiendo la di-
mensión del vector de estado. Esta etapa es clásica en la teoŕıa de sistemas y no
será necesario describir los detalles aqúı, ver [Cohen et al., 1999]. No introducimos
una nueva notación para la dimensión del vector de estado extendido, denotado
por x.

Teorema 1.3.1 El comportamiento dinámico del GET con tiempo más rápido de
funcionamiento es dado por el modelo lineal:

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k) , k ≥ 2 , (1.34)

con condición inicial

x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w ,

donde w es un vector que depende de los tiempos ωi(k) de evolución de las marcas
iniciales, (ver (1.31)). Las matrices A ∈ Rn×n

max y B ∈ Rn×q
max, x(k) ∈ Rn

max es el vector
de estado, u(k) ∈ Rq

max es el vector de entrada de control, ambos definidos para
k ≥ 1.
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1.3.5. Condiciones iniciales admisibles para GETs

En la sección precedente hemos mostrado que el comportamiento de un GET, cuyo
modo de evolución es el tiempo más rápido de funcionamiento, corresponde a las
trayectorias no decreciente de un sistema lineal en el dioide Rmax, de la forma
(1.22)-(1.23). Sin embargo el conjunto de trayectorias definidas por este sistema,
no coincide con todas las evoluciones posibles de un GET, debemos limitarnos a
soluciones no decrecientes, y para ello, definiremos y caracterizamos el conjunto
de condiciones iniciales que conduzcan a soluciones no decrecientes para toda
entrada no decreciente. Estas condiciones iniciales serán usadas en el Caṕıtulo 3
para introducir la inicialización de una ley de control.

Como lo muestra el ejemplo siguiente, para ciertas condiciones iniciales, dada una
entrada no decreciente no implica siempre que la secuencia del estado sea no de-
creciente también.

2	 0	

0	

0	

Figura 1.7: Un grafo de eventos temporizado.

Ejemplo 1.3.4 Consideremos el grafo de la Figura 1.7. El cual es descrito por el
sistema lineal:

x(k) =

(
x1(k)
x2(k)

)
=

(
ε 0
1 ε

)
⊗ x(k − 1)⊕

(
0
ε

)
⊗ u(k) . (1.35)

Dada una entrada de control u no decreciente, definida por u(k) = e para toda

k ≥ 1. Tomando la condición inicial x(0) =

(
1
2

)
tenemos que la solución asociada

al sistema es

x(0) =

(
1
2

)
, x(1) =

(
2
2

)
, x(2) =

(
2
3

)
, · · ·
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la cual es no decreciente. Si embargo tomando la condición inicial x(0) =

(
1
0

)
,

obtenemos

x(1) =

(
0
2

)
, x(1) =

(
2
1

)
· · · ,

la cual no es una secuencia no decreciente . Esta solución no corresponde a una
evolución posible del grafo de evento asociado.

Aśı, considerando el hecho de que cada evolución posible de un GET satisface el
sistema lineal (1.34), pero la inversa no es necesariamente cierta. Para asegurar
que el comportamiento dinámico del GET coincida con las soluciones no decre-
cientes del sistema (1.22), nosotros proponemos una caracterización geométrica
de las condiciones iniciales apropiadas para alcanzar tal fin.

Definición 1.3.9 Dado el sistema (1.34) sobre Rn
max, diremos que la condición ini-

cial w es admisible, si para toda secuencia de entrada no decreciente u, el estado x
es no decreciente también.

El teorema siguiente caracteriza el conjunto de condiciones iniciales admisibles.
Note que el semi-móduloW es dado en términos de la matriz A del sistema.

Teorema 1.3.2 Dado el sistema (1.34) sobre Rn
max, el conjunto de condiciones

iniciales admisibles es el semi-móduloW definido por

W = {w ∈ R+n
max | Aw ≥ w}, (1.36)

donde R+n
max := R+ ∪ {−∞}.

Demostración. Queremos caracterizar el conjunto de condiciones iniciales w, las
cuales conduzcan a soluciones no decrecientes, esto es, x(k + 1) ≥ x(k) = Ax(k −
1)⊕Bu(k), para k ≥ 1 y toda entrada de control u no decreciente.

Supongamos que w es una condición inicial admisible, luego en particular se cum-
ple que la solución correspondiente a la entrada de control u(k) = −∞, es no
decreciente y esta solución se escribe x(1) = w, x(2) = Ax(1) = Aw, · · · , y como
x(k+ 1) ≥ x(k) para k ≥ 1, se tiene que x(2) = Aw ≥ x(1) = w, por tanto Aw ≥ w.

Rećıprocamente, sea w ∈ W, luego Aw ≥ w, y en consecuencia para toda entrada
de control u no decreciente se cumple en particular que u(2) ≥ u(1), aśı Bu(2) ≥
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Bu(1), y por tanto x(2) = Ax(1) ⊕ Bu(2) = A(Bu(1) ⊕ w) ⊕ Bu(2) = ABu(1) ⊕
Aw ⊕Bu(2) ≥ Aw ⊕Bu(2) ≥ w ⊕Bu(1) = x(1), en forma más general tenemos:

x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1) = Akw ⊕
k+1⊕
i=1

Ak+1−iBu(i),

como Aw ≥ w, se tiene que Akw ≥ Ak−1w, y por tanto para toda entrada de control
u no decreciente se cumple lo siguiente:

x(k + 1)≥ Ak−1w ⊕
k+1⊕
i=1

Ak+1−iBu(i),

≥ Ak−1w ⊕
k+1⊕
i=2

Ak+1−iBu(i),

≥ Ak−1w ⊕
k+1⊕
i=2

Ak−iBu(i− 1), u(i) ≥ u(i− 1)

= Ak−1w ⊕
k⊕
i=1

Ak−iBu(i),

= x(k) .

Por tanto, las evoluciones posibles de un GET coinciden exactamente con las tra-
yectorias del sistema (1.22) en Rmax cuando el conjunto de condiciones iniciales
es limitado a satisfacer la condición w ∈ W. Esta carecterización será tomada en
cuenta en el Caṕıtulo 3.

1.4. Semi-módulos A-invariantes

Debido a que el concepto fundamental del enfoque geométrico es la noción de
invarianza de un espacio con respecto a una transformación lineal, en esta sec-
ción introduciremos la extensión de un subespacio A-invariante para semi-anillos,
daremos su interpretación dinámica a partir de un sistema autónomo.
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1.4.1. Sistemas autónomos max-plus lineales

Definición 1.4.1 Un sistema autónomo con coeficientes en el semianillo (S,⊕,⊗),
es un sistema cuya evolución es determinada por el conjunto de ecuaciones de la
forma:

x(k) = Ax(k − 1) , k ≥ 1 , (1.37)

donde A : D ⊂ Sn → Sn es una aplicación lineal, y x(k) es la secuencia de estado
en D ⊂ Sn.

Esta variedad de sistemas max-plus lineales presentan la particularidad de no po-
seer entrada de control, u(k) = ε para k ≥ 1. Su evolución es únicamente determi-
nada a partir de las condiciones iniciales y de la matriz de evolución.

Nos interesa analizar el comportamiento dinámico del sistema autónomo max-plus
lineal (1.37), a través del estudio de las trayectorias de estado obtenidas efectuan-
do las iteraciones sucesivas de la relación (1.37), a partir de una condición inicial
cualquiera, ya que, por medio de las caracteŕısticas geométricas de las trayectorias
de estado, se puede mostrar si estas evolucionan adecuadamente en un semi-módu-
lo definido. Espećıficamente, estudiaremos el problema de si cualquier trayectoria
de estado que inicia en un subsemi-módulo dado del espacio de estado, siempre
permanece completamente en él.

Para tal fin, introducimos el concepto de trayectoria de estado, dando su represen-
tación geométrica, y la noción de invarianza de semi-módulos.

Definición 1.4.2 Sea x(0) un elemento cualquiera del espacio de estado del siste-
ma autónomo (1.37). Se define la trayectoria del sistema asociada a la condición
inicial x(0) como el conjunto

X (x(0)) = {x(k) ∈ Sn |x(k) = Akx(0), k ≥ 1} .

Esta definición equivale a decir, que la trayectoria de estado X (x(0)), está determi-
nada por la secuencia de vectores:

x(0), Ax(0), · · · , Akx(0), · · · , (1.38)

Definición 1.4.3 Consideremos un semi-anillo (S,⊕,⊗) y una aplicación A : S →
S, entonces el conjunto X ⊂ S se dice A-invariante, si para cada elemento x0 ∈ X ,
tenemos que Ax0 ∈ X , esto equivale a:

AX ⊂ X , donde AX = {Ax |x ∈ X} . (1.39)
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Ejemplo 1.4.1 El semi-módulo W = {w ∈ R+n
max | Aw ≥ w} es A-invariante.

Claramente se cumple que para cualquier w ∈ W, tenemos que Aw ≥ w, lo que
implica que A(Aw) ≥ Aw. Por tanto, Aw ∈ W.

Este ejemplo, muestra la A-invarianza del conjunto de condiciones iniciales ad-
misibles definido en (1.36), el cual resulta importante para nuestro estudio en el
Caṕıtulo 3. Además, como una consecuencia de este hecho, es natural ver que la
admisibilidad de las condiciones iniciales, es una propiedad del sistema autóno-
mo. El hecho que las trayectorias son no decrecientes, para cualquier control no
decreciente, claramente no dependen del control, y esto implica que la trayectoria
autónoma, que corresponde a condiciones iniciales canónicas, es no decreciente.

La siguiente proposición establece la conección entre la A-invarianza y los sistemas
dinámicos max-plus, ya que da una interpretación de esta noción de invarianza en
términos de condición inicial del sistema (1.37).

Proposición 1.4.1 (Interpretación Dinámica) Cualquier semi-módulo X ⊂ Sn
es A-invariante si y sólo si cualquier trayectoria del sistema (1.37) que inicia en
X esta contenida en X . Esto es; dado x(0) ∈ X , se cumple que x(k) ∈ X para toda
k ≥ 0.

Demostración. Supongamos que X ⊂ Sn es A-invariante, y veamos que la trayec-
toria del sistema (1.37), expresada como x(k) = Akx(0), con k ≥ 1 y condición
inicial x(0), está completamente contenida en el semi-módulo X . En efecto, para
x ∈ X , le corresponde un estado del sistema: Ax que pertenece a X , considerando
la condición inicial x(0) = x, tenemos que, si Akx(0) ∈ X , entonces A(Akx(0)) =
Ak+1x(0) ∈ X . Para mostrar la suficiencia de la proposión, basta tomar un ele-
mento arbitrario x en X , y considerar la trayectoria x(0), x(1), x(2) . . . del sistema
(1.37), asociada a la condición inicial x(0) = x, luego Ax = Ax(0) = x(1) ∈ X .

Esta proposición plantea, para propósitos prácticos, por ejemplo, el analiśıs del
comportamiento de un sistema de producción. Dado un semi-módulo del espacio
de estado, el cual describe el comportamiento deseado o esperado del sistema,
la invarianza de este semi-módulo garantizaŕıa que a partir de cualquier estado
inicial incluido en este semi-módulo, la evolución del sistema siempre cumple el
comportamiento deseado.

Desafortunadamente, en un gran número de casos, el semi-módulo que describe el
comportamiento deseado para el sistema, no resulta A-invariante. En consecuencia,
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surge la necesidad de preguntarse por la existencia y cálculo de un semi-módulo
máximal A-invariante contenido en un semi-módulo dado. Esto será discutido en
el Teorema 1.4.1.

El ejemplo siguiente muestra como dada una especificación para el espacio de es-
tados del sistema, no siempre es posible garantizar que a partir de cualquier estado
inicial contenido en la especificación, la evolución del sistema sea la deseada, es
decir, que la trayectoria asociada a dicho estado, permanezca en el semi-módulo
dado.

Ejemplo 1.4.2 Consideremos el sistema de producción. Este sistema esta consti-
tuido de 3 unidades de producción, y es descrito por un modelo autónomo, esto
significa que, supondremos que se parte de una situación en la cual algunos alma-
cenes internos y todas las entradas de los almacenes son no vacios en el comienzo
y después la materia prima es alimentada al sistema a una velocidad tal que los
almacenes de entrada nunca se conviertan en vaćıo. El funcionamiento deseado
del sistema viene dado por un conjunto de especificaciones operacionales, definido
por:

K = {x ∈ R3
max |x3(k) ≤ x1(k)⊗ 16} . (1.40)

Note que, para la condición inicial x(0) = (e, e, e)T ∈ K, la trayectoria obtenida en
este caso es:

x(0)=

 e
e
e

 , x(1)=

 5
6
12

 , x(2)=

 10
12
18

 , x(3)=

 15
18
30

 , x(4)=

 20
24
42

 , · · ·

Es claro que la trayectoria no se mantiene en la especificación K, ya que por ejem-
plo x(4) /∈ K.

Por tanto, dada una especificación para el espacio de estados del sistema, no siem-
pre es posible garantizar que a partir de cualquier estado inicial contenido en la
especificación, la evolución del sistema sea la deseada, es decir, que las trayecto-
rias que inicien en este semi-módulo, permanezca en el semi-módulo considerado
como la especificadión.

A continuación, veamos que la familia de todos los semi-módulos A-invariantes
contenidos en un semi-módulo dado, es cerrada bajo la operación ⊕, y la familia
de todos los semi-módulos A-invariantes conteniendo un semi-módulo dado, es
cerrada bajo la operción ∩.
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Propiedad 1.4.1 La suma max-plus de dos semi-módulos A-invariantes es un semi-
módulo A-invariante.

Demostración. De (1.39) es claro que si X1,X2 son dos semi-módulos de Sn, A-
invariantes, entonces

A(X1 ⊕X2) = AX1 ⊕ AX2 ,

⊂ X1 ⊕X2 .

Por tanto, el semi-módulo X1 ⊕X2 es A-invariante.

Propiedad 1.4.2 La intersección de dos semi-módulos A-invariantes es un semi-
módulo A-invariante.

Demostración. De (1.39) es claro que si X1,X2 son dos semi-módulos de Sn, A-
invariantes, entonces

A(X1 ∩ X2) ⊂ AX1 ∩ AX2 ,

⊂ X1 ∩ X2 .

Por tanto, el semi-módulo X1 ∩ X2 es A-invariante.

Como consecuencia de la Propiedad 1.4.1, el conjunto de todos los semi-módulos
A-invariantes contenidos en un semi-módulo dado K ⊂ Sn, denotado por V(A,K),
es un semi-ret́ıculo superior con respecto al orden de la inclusión ⊆, y la operación
de la adición max-plus ⊕, por tanto admite un supremo: el máximo A-invariante
contenido enK, el cual será denotado por máxV(A,K). Similarmente, la Propiedad
1.4.2 implica que el conjunto de todos los semi-módulos A-invariantes conteniendo
a un semi-módulo dado B ⊂ Sn, denotado por S(A,B), es un semi-ret́ıculo inferior
con respecto a al orden de la inclusión⊆, y la operación de intersección ∩, por tanto
admite un infimo: el mı́nimo A-invariante conteniendo a B, el cual será denotado
por mı́nS(A,B). Los algoritmos para calcular máxV(A,K) y mı́nS(A,B), serán
presentados en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2 respectivamente.

Una pregunta natural es si las Propiedades 1.4.1 y 1.4.2 pueden ser extendidas
a sumas e intersecciones infinitas. En efecto, consideremos una familia de semi-
módulos A-invariantes {Xi}i∈N en Sn. El lector puede notar que, si se considera
un elemento x que pertenece a todos los conjuntos Xi, como los conjuntos son
A-invariantes, entonces la imagen Ax pertenece a cada imagen AXi, y a la in-
tersección de estas imágenes: A(

⋂
i∈NXi) ⊂

⋂
i∈N(AXi). Debido a la hipótesis de
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A-invarianza de los conjuntos, se tiene finalmente que A(
⋂
i∈NXi) ⊂

⋂
i∈NXi, lo

que demuestra que la Propriedad 1.4.2, es válida para intersecciones infinitas. De
la misma manera, se puede estudiar si la propiedad de A-invarianza se conserva
a través de sumas infinitas, considerando un elemento x que se escribe como una
suma infinita x = ⊕i∈Nxi, donde xi ∈ Xi. Se asume que la suma infinita es bien de-
finida. Por eso se utiliza en general un enfoque topológico o el de reticulos. En los
dos casos, la extension de las Propiedades 1.4.1 y 1.4.2 a sumas o intersecciones
infinitas se expresesan en términos de la continuidad del operador lineal A.

Teorema 1.4.1 Sea K ⊂ Sn un semi-módulo arbitrario. Entonces, la secuencia
{Vi}i∈N definida recursivamente por:

V0 = K , Vi+1 = K ∩ A−1Vi , ∀ i ∈ N , (1.41)

es decreciente, es decir, Vi+1 ⊂ Vi para todo i ∈ N. Además, si definimos Vω =⋂
i∈N Vi, entonces Vω coincide con el máximo A-invariante contenido en K. Esto es:

Vω = máxV(A,K) . (1.42)

Demostración. En primer lugar veamos que la secuencia de semi-módulos {Vi}i∈N
es decreciente. En efecto, V1 = K ∩ A−1K ⊂ K = V0, y si Vi+1 ⊂ Vi , entonces
Vi+2 = K ∩ A−1Vi+1 ⊂ K ∩ A−1Vi = Vi+1.

Para probar la segunda parte del teorema, consideremos V ⊂ K un semi-módulo
A-invariante arbitrario, y mostremos por inducción sobre i que V ⊂ Vi para todo
entero i, y por tanto, que V ⊂

⋂
i∈N Vi = Vω. Sabemos que V ⊂ K = V0. Ahora,

supongamos que V ⊂ Vi, luego, tenemos que A−1V ⊂ A−1Vi, como AV ⊂ V, se
sigue que, V ⊂ A−1V ⊂ A−1Vi, por tanto V = V ∩ K ⊂ A−1Vi ∩ K = Vi+1. Aśı,
V ⊂ Vi para todo entero i, y en consecuencia V ⊂ Vω. En particular se sigue que
máxV(A,K) ⊂ Vω .
Por otro lado, la conservación de la Propiedad 1.4.2 para intersecciones infinitas,
permite mostrar que Vω es un semi-módulo A-invariante contenido en K. En efecto,
si v ∈ K y Av ∈ Vi, para todo entero i, entonces Av ∈

⋂
i∈N Vi, y claramente v ∈

K ∩ A−1(
⋂
i∈N Vi), luego Av ∈ Vω, con lo que se concluye que, Vω ⊂ máxV(A,K).

Por tanto, Vω = máxV(A,K).
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Teorema 1.4.2 Sea B ⊂ Sn un semi-módulo arbitrario. Entonces, la secuencia
{Si}i∈N definida recursivamente por:

S0 = B , Si+1 = ASi ⊕ B , ∀ i ∈ N , (1.43)

es creciente, es decir, Si ⊂ Si+1 para todo i ∈ N. Además, si definimos S∞ =⋃
i∈N Si, entonces S∞ es el mı́nimo A-invariante conteniendo al semi-módulo B.

Esto es:
S∞ = mı́nS(A,B) . (1.44)

Demostración. En primer lugar veamos que la secuencia de semi-módulos {Si}i∈N
es creciente. En efecto, S0 = B ⊂ AS0 ⊕ B = S1, y si Si ⊂ Si+1, entonces Si+1 =
ASi ⊕ B ⊂ ASi+1 ⊕ B = Si+2. Ahora, mostremos que (1.44) se cumple. Para ello
consideremos V ⊂ Sn un semi-módulo A-invariante arbitrario conteniendo a B,
y veamos que Si ⊂ V para todo i ∈ N, y por tanto S∞ ⊂ V. Primero note que
S0 = B ⊂ V. Supongamos ahora que Si ⊂ V. Entonces, como AV ⊂ V y B ⊂ V,
se sigue que Si+1 = ASi ⊕ B ⊂ AV ⊕ B = V. La recurrencia demuestra que S∞
es incluido en V. Puesto que V es arbitrario, deducimos que S∞ es actualmente
incluido en mı́nS(A,K).

Para probar la igualdad (1.44), resta probar solamente que S∞ es A-invariante.

AS∞ = A
(⋃
i∈N

Si
)

=
⋃
i∈N

ASi ⊂
⋃
i∈N

(ASi ⊕ B) =
⋃
i∈N

Si+1 = S∞ ,

se sigue que S∞ es A-invariante conteniendo a B.

1.4.2. Casos particulares de semi-módulos A-invariantes

a.- Conjunto de condiciones iniciales de un sistema max-plus lineal

Dada una cierta especificación para el espacio de estado del sistema autónomo
(1.37), la cual supondremos es dada por el semi-módulo K ⊂ Sn. Definimos el
máximo conjunto de estados iniciales K∗ para los cuales se cumple que el estado
del sistema (1.37) permanece en K, esto es, tal que x(k) ∈ K para todo k ≥ 0.
Formalmente:

K∗ = {x(0) ∈ K |x(k) ∈ K, k ≥ 0} . (1.45)

Este semi-módulo posee por su definición la propiedad de ser A-invariante, tal
como se muestra a continuación.
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Propiedad 1.4.3 Dado un semi-móduloK ⊂ Sn. El semi-móduloK∗ es A-invariante.

Demostración. Sea x un elemento cualquiera en K∗, veamos que x(1) = Ax perte-
nece a K∗. En efecto, sabemos que la trayectoria x(0), x(1), x(2), · · · , del sistema
(1.37), asociada a la condición inicial x(0) = x, esta completamente contenida en
K. Por tanto, x(1) ∈ K∗, ya que el estado del sistema siempre permanece en K
cuando su estado inicial es x(1).

Proposición 1.4.2 Si K ⊂ Sn es un semi-módulo, entonces K∗ coincide con el
máximo A-invariante contenido en K. Esto es,

K∗ = máxV(A,K) . (1.46)

Demostración. Por la Propiedad 1.4.3 tenemos que el semi-módulo K∗ es un semi-
módulo A-invariante contenido en K, aśı que K∗ ⊂ máxV(A,K). Para probar la
proposición resta mostrar que máxV(A,K) ⊂ K∗. En efecto, recordemos de la Pro-
posición 1.4.1, que un semi-módulo X ⊂ Sn es A-invariante si y sólo, si para cada
x ∈ X , la trayectoria del sistema dinámico (1.37), asociada a la condición inicial
x(0) = x, está completamente contenida en X . Por tanto cualquier A-invariante
contenido en el semi-módulo K, está también contenido en K∗, en particular el
máximo A-invariante contenido en K, por tanto, máxV(A,K) ⊂ K∗, con lo cual se
concluye la prueba.

En la práctica resulta de gran utilidad identificar el conjunto de condiciones ini-
ciales K∗ contenido en un semi-módulo dado, como el máxV(A,K). Ya que, mu-
chos problemas de control automático pueden ser formulados en términos de semi-
módulos invariantes. Por ejemplo, si las especificaciones de desempeño de un sis-
tema se proporcionan descritas en un semi-módulo, y si dicho semi-módulo no
resulta invariante, el cálculo del máxV(A,K), determina a partir de que condi-
ciones iniciales se puede arrancar el sistema dado, sin que su evolución viole las
especificaciones impuestas.

b.- Espacios Alcanzables de un sistema max-plus lineal

Consideremos el sistema max-plus:

x(k) = Ax(k − 1)⊕Bu(k) (1.47)

donde A ∈ Rn×n
max , B ∈ Rn×p

max. Llamaremos espacio alcanzable en tiempo k, y denota-
do por Rk, el conjunto de estados x(k) alcanzables desde el estado inicial x(0) = ε.
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También definimos el espacio alcanzable en tiempo arbitrario, Rω, el cual es la
union de los Rk. Introducimos las matrices de alcanzabilidad:

Rk = (B,AB, . . . , Ak−1B), Rω = (B,AB,A2B, . . . ). (1.48)

El semi-módulo Rk (respectivamente Rω) se puede caracterizar como el semi-
módulo generado por las columnas de la matriz Rk (resp. Rω). La identificación de
las matrices con los operadores, es expresada como: Rk = Im Rk , y Rω = Im Rω.

Propiedad 1.4.4 El espacio alcanzableRω es un semi-módulo A-invariante, y coin-
cide con el mı́nS(A, Im B).

Demostración. Note en primer lugar que, por definición de espacio alcanzable en
tiempo arbitrario, sabemos que el semi-módulo Rω es la unión de los espacios
alcanzables Rk, con k ≥ 1. Esto es:

Rω = Im B⊕ A Im B⊕ · · ·Ak Im B⊕ · · ·

Aśı, en particular R1 = Im B ⊂ Rω. Ahora, veamos que Rω es A-invariante, pa-
ra ello consideremos x un estado arbitrario en Rω, y mostremos que Ax ∈ Rω .
En efecto, si x ∈ Rω, existe un k tal que x ∈ Rk, luego x ∈ Im B ⊕ A Im B ⊕
· · ·Ak−1 Im B, aśı que x =

⊕k−1
i=0 A

iui, para algún ui ∈ Im B, con i = 0, · · · , k−1. En
consecuencia Ax =

⊕k
i=0A

iui, lo que implica que x ∈ Im B⊕A Im B⊕ · · ·Ak Im B,
es decir x ∈ Rk+1 ⊂ Rω. Por tanto, ARω ⊂ Rω, con lo cual se concluye que Rω

es A-invariante. Para finalizar la prueba, como todas las columnas de la matriz Rω

claramente pertenecen a todos los otros A-invariantes conteniendo a Im B, Im Rω

coincide con el mı́nS(A, Im B).

Observación 1.4.1 Los espacios alcanzables no son necesariamente semi-módu-
los finitamente generados. Incluso, en Znmax, el espacio alcanzable Rω es un semi-
módulo racional, con A ∈ Zn×nmax y B ∈ Zn×pmax, es decir que Rω posee una familia
generadora, la cual es un conjunto racional, (ver [Gaubert et Katz, 2007]). Esto,
muestra un ejemplo de que existen semi-módulos A-invariante que no son finita-
mente generados.

Considere los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.3 (Gaubert, S. et al., 2004) Considere

A =

 1 ε 2
5 2 ε
ε 6 3

 , B =

 e
ε
ε

 .
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Luego, Rω = Im Rω donde

Rω =

 e 1 2 3 4 5 6 · · ·
ε 5 7 9 11 13 15 · · ·
ε ε 11 14 17 20 23 · · ·

 .

El semi-módulo Rω es el mı́nimo A-invariante conteniendo a Im B, el cual resulta
ser un semi-módulo infinitamente generado, ya que

Rω = Spa (U ∪ ({v}+ {w}∗)) , (1.49)

con

U =


 e

ε
ε

 ,

 1
5
ε

 , v =

 2
7
11

 , w =

 1
2
3

 .

La fórmula (1.49) es racional, en el sentido que se expresa en términos de un
número finito de operaciones de suma, productos o estrellas. Por eso, se dice que
Rω es racional (ver [Gaubert et Katz, 2007], donde el concepto es introducido y
estudiado en detalle).

En la búsqueda del mı́nS(A,B), puede ocurrir que al aplicar el algoritmo dado en
el Teorema 1.4.2 para tal f́ın, el ĺımite de esta sucesión no resulte un semi-módulo
racional, aunque pueda ser descrito, esto debido al hecho, que la imagen de un
semi-módulo racional no necesariamente es un semi-módulo racional, tal como lo
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.4 (Gaubert, S. et al., 2004) Sea S = Rmax y α un número irracional
positivo. Consideremos lo siguiente.

u =

 1
−α
e

 , v = −α−1u

 −α−11
e

 .

R = {u, v}∗ \ {e} , A = −
(

e e −∞
−∞ −∞ e

)
,

y definamos el semi-módulo X = SpanR, el cual es racional. Veamos que la ima-
gen del semi-módulo X por la aplicación lineal A, es un semi-módulo que no es
racional. En efecto, note que, el semi-módulo A(X ) = SpanA(R) es expandido por
los vectores(

máx(h1 − α−1h2, h2 − αh1)
e

)
, para h1, h2N, h1 + h2 ≥ 1 .
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Para hacer más expĺıcito A(X ), observemos que para todo número real γ, δ,

Span
(
γ δ
e e

)
=

{(
x1
x2

)
∈R2 | mı́n(γ, δ) + x2 ≤ x1 ≤ x2 + máx(γ, δ)

}
∪
{(

ε
ε

)}
.

(1.50)
Se sigue de (1.50) que

A(X ) =

{(
x1
x2

)
∈ R2 |x1 > x2

}
∪
{(

ε
ε

)}
. (1.51)

Luego, A(X ) no es un semi-módulo racional. Ya que si A(X ) fuese un semi-módulo
generado por un conjunto racional, la cantidad x1 − x2 alcazaŕıa su ı́nfimo cuando
x ∈ A(X ) ∩ R2, mientras (1.51), muestra que el ı́nfimo, el cual es igual a 0, no es
alcanzado.

Por tanto, cuando S = Rmax, la imagen de un semi-módulo racional por una apli-
cación lineal no necesariamente es racional.

Este ejemplo muestra que la clase de los semi-módulos racionales no poseen buenas
propiedades de clausura cuando S = Rmax.

c.- Autoespacios de un sistema autónomo max-plus lineal

Consideremos el sistema autónomo max-plus lineal (1.37), con S = Rmax. Si la
matriz A es irreducible, existe un único autovalor λ ∈ Rmax, y un número finito
de autovectores asociados a λ, digamos V = {v1, · · · , vr} en Rn

max − {ε}, los cuales
verifican:

Avi = λvi , (1.52)

para todo entero i, ver [Gaubert, 1999] para más detalles.

Definamos el semi-módulo generado por el conjunto de autovectores asociados a
λ:

Γ(A) = Span(V ) . (1.53)

Propiedad 1.4.5 El semi-módulo Γ(A) es un semi-módulo A-invariante.

Demostración. Sea v un elemento arbitrario en Γ(A), luego, existen αi en Rmax,
para i = 1, · · · , r tal que v =

⊕r
i=1 αivi. Aśı, tenemos que Av = A(

⊕r
i=1 αivi) =⊕r

i=1 αiAvi , en consecuencia, se sigue de la definición de autovector (1.52), que
Av =

⊕r
i=1 αiλvi = λ

⊕r
i=1 αivi = λv . Por tanto Γ(A) es A-invariante.
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La siguiente proposición da una condición suficiente en términos de autovectores
para garantizar que, dada una especificación para el espacio de estado del sistema
autónomo (1.37), se cumpla que cualquier trayectoria de estado que inicie en este
semi-módulo, permanezca en él.

Proposición 1.4.3 Dado un sistema autónomo con A irreducible y autovalor λ, y
una especificación K para el espacio de estado.

x(0) ∈ K ∩ Γ(A) =⇒ X (x(0)) ⊂ K . (1.54)

Demostración. Sea x = x(0) un elemento arbitrario en K ∩ Γ(A), luego como x =
x(0) pertenece a Γ(A), se sigue de la Propiedad 1.4.5 que Ax = Ax(0) también
está en Γ(A), en consecuencia Akx = Akx(0) = λkx(0), también está en Γ(A).
Luego, como x = x(0) también está en el semi-módulo K, se tiene quex(k) =
Akx(0) = λkx, también está en K para k ≥ 1, por definición de semi-módulo. Por
tanto, la trayectoria asociada a la condición inicial x = x(0) está contenida en K.

1.5. Conclusión

En este primer caṕıtulo, hemos presentado las principales herramientas y concep-
tos de base para lo que sigue. Despúes de un breve repaso sobre la estructura
algebraica de los dioides, una introducción a la teoŕıa de convexidad max-plus ha
sido presentada. Esta teoŕıa permite mostrar el cálculo de sistemas generadores
de un semi-módulo finitamente generado (conos poliédricos max-plus), usando el
algoritmo del Método de doble descripción tropical [Allamigeon, 2010], lo cual
será utilizado en el Caṕıtulo 3 para mostrar la existencia y cálculo de una ley de
control para sistemas de eventos discretos modelados por grafos de eventos tem-
porizados, sujetos a restricciones temporales.

Los grafos de eventos temporizados (GET) son una herramienta gráfica apropiada
para la descripción de sistemas de eventos discretos que presentan fenómenos de
sincronización de tareas. Los procesos modelados por estos GET pueden ser repre-
sentados por un sistema lineal sobre el dioide max-plus. Inspirados por lo estableci-
do en [Cohen, 2001], obtuvimos las ecuaciones de estado de los GET, tomando en
cuenta el problema de las condiciones iniciales no canónicas, y la monotońıa de las
variables de estado. Definimos y caracterizamos el conjunto de condiciones inicia-
les admisibles, las cuales generan soluciones no decrecientes del sistema max-plus
lineal considerado. Estas soluciones coinciden con la posible evolución del GET
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asociado. Estas condiciones iniciales admisibles serán usadas en el Caṕıulo 3 para
definir las condiciones iniciales del sistema, de manera impĺıcita, las cuales gene-
ran trayectorias no decrecientes, y permitirán inicializar la ley de control, lo que es
un aspecto no considerado en la literatura sobre los sistemas max-plus lineales y su
control, más aún, estas permitirán definir el control de manera causal y admisible.

Estas particularidades de los sistemas max-plus lineales modelados por GET, no
son tomadas en cuenta generalmente en la literatura existente, es por ello que esta
contribución resulta muy importante desde el punto de vista de la ingeneŕıa.

Tomando en cuenta que, la motivación inicial de este estudio ha sido espećıfica-
mente contribuir al desarrollo del enfoque geométrico de los sistemas max-plus
lineales, al final de este caṕıtulo, hemos introducido la noción de A-invarianza y
propiedades básicas de semi-módulos A-invariantes.
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Caṕıtulo 2

Control geométrico de sistemas
max-plus lineales

2.1. Introducción

El concepto de (A,B)-invarianza, también llamada invarianza controlada, fue in-
troducido independientemente en los trabajos de [Wonham et Morse, 1970] y
[Basile et Marro, 1969] Este constituye la piedra de base del enfoque geométrico
para la teoŕıa de control de sistemas dinámicos lineales, que ha proporciona so-
luciones a muchos problemas de control. Esto ha motivado a muchos autores a
considerar la extensión de este enfoque a la teoŕıa de sistemas dinámicos lineales
sobre anillos [Hautus, 1982], [Conte et Perdon, 1995] y semi-anillos [Katz, 2007].

Para los sistemas de nuestro interés, como son los sistemas max-plus lineales, di-
versos problemas de control pueden formularse en términos de semi-módulos in-
variantes, tal como la existencia y cálculo de una ley de control, es por ello que
en la primera parte de este caṕıtulo, estudiaremos algunas caracteŕısticas de los
semi-módulos (A,B)-invariantes para sistemas max-plus lineales, introducidos por
Katz en [Katz, 2007]. Analizaremos el problema del cálculo del máximo (A,B)-
invariante contenido en un semi-módulo dado. Para semi-módulos finitamente ge-
nerados discutiremos la existencia de una ley de control no lineal, derivada de la
representación matricial de la (A,B)-invarianza, la cual resulta útil en la práctica,
ya que puede ser implementada en linea.

Seguido, introduciremos la noción de retroalimentación estática, y damos una ca-
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racterización algebraica para decidir si un semi-módulo finitamente generado es
(A,B)-invariante por retroalimentación de estado. Como es bien conocido para
sistemas dinámicos lineales con coeficientes en un campo, la (A,B)-invarianza de
un subespacio es equivalente a su invarianza para el sistema en lazo cerrado, ob-
tenido por la acción de una retroalimentación de estado, (ver [Wonham, 1985],
[Basile et Marro, 1992]). Esta propiedad hace los espacios (A,B)-invariantes muy
útiles en la teoŕıa clásica. Desafortunadamente, esta caracteŕıstica tan importante
es generalmente perdida en el marco de los sistemas lineales con coeficientes en un
anillo o semi-anillo. Aunque la (A,B)-invarianza por retroalimentación de estado
siempre implica la (A,B)-invarianza, el rećıproco no se cumple en general.

En la búsqueda de establecer una equivalencia entre estas nociones de invarian-
za, al final de este caṕıtulo, inspirados por la teoŕıa de los sistemas sobre anillos,
proponemos una nueva noción de retroalimentación dinámica para sistemas sobre
semi-anillos, la cual es ausente en la literatura sobre sistemas max-plus lineales.
Luego, probaremos que la (A,B)-invarianza por retroalimentación de estados es
equivalente a la (A,B)-invarianza por retroalimentación dinámica. Para tal fin,
mostraremos que para el caso de semi-módulos finitante generados, una ley de
control que fuerce las trayectorias a permanecer en el semi-módulo dado, puede
ser realizada usando una retroalimentación dinámica, tal ley de control resulta
causal, lo cual permite su implementación en linea. Este resultado puede ser útil
para resolver problemas de diseño de control y extender el enfoque geométrico
para sistemas sobre semi-anillos.

2.2. Generalidades sobre la (A,B)-invarianza

Consideremos un semi-anillo (S,⊕,⊗). De acuerdo con la ecuación (1.34), en for-
ma general, la evolución del estado de un sistema max-plus lineal con coeficientes
en S puede ser descrita por el siguiente sistema:

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k) , para k ≥ 1 , (2.1)

donde el vector x(k) es la secuencia de estado en Sn×1 y el vector u(k) ∈ Sq×1, es
la secuencia de control. Las matrices A y B pertenecen a Sn×n y Sn×q respectiva-
mente.

Como hemos observado al final del caṕıtulo previo, en el caso de la ausencia de una
acción de control, es decir cuando u(k) = ε para todo k ≥ 1, un semi-módulo del
espacio de estado X , es A-invariante si y sólo si, a partir de una condición inicial
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contenida en este, la trayectoria generada también está contenida en dicho semi-
módulo. La extensión de esta propiedad para el caso en que el control está presente,
y es adecuadamente usado para conducir al estado del sistema a lo largo de una
trayectoria conveniente, conduce al concepto de (A,B)-invarianza o invarianza
controlada.

Definición 2.2.1 (Invarianza Controlada) Un semi-módulo X ⊂ Sn es (A,B)-
invariante o invariante controlable si

AX ⊂ X 	 Im B , (2.2)

donde X 	 Im B = {x ∈ Sn | ∃ b ∈ Im B, x⊕ b ∈ X}.

Note que cualquier semi-módulo (A,B)-invariante es también A-invariante para
cualquier semi-módulo B = Im B.

La siguiente proposición establece la conección entre la (A,B)-invarianza y los
sistemas dinámicos max-plus lineales, ya que da una interpretación de esta noción
de invarianza en términos de condición inicial del sistema (2.1).

Proposición 2.2.1 (Interpretación dinámica) Consideremos el sistema descrito
por la ecución (2.1) y X un semi-módulo de Sn. Entonces, cualquier semi-módulo
X es (A,B)-invariante o invariante controlable si y sólo si para cada condición
inicial x(0) ∈ X , existe una ley de control u(k), definida para k ≥ 1, tal que el
estado permanece en X para toda evolución del sistema: x(k) ∈ X , para k ≥ 0.

Demostración. Supongamos que X es (A,B)-invariante, luego para cada elemento
arbitrario x ∈ X , existe un elemento u en Sn tal que Ax ⊕ Bu ∈ X , haciendo
x(0) = x, u(1) = u y x(1) = Ax(0) ⊕ Bu(1), se cumple que x(1) ∈ X . Ahora,
como x(1) ∈ X , existe u(2) en Sn tal que x(2) = Ax(1) ⊕ Bu(2) ∈ X , luego para
x(k) ∈ X , existe u(k) en Sn tal que x(k) = Ax(k − 1) ⊕ Bu(k) ∈ X . Por tanto,
la trayectoŕıa x(0), x(1), x(2), · · · del sistema (2.1), asociada con la secuencia de
control u(1), u(2), · · · y la condición inicial x(0) = x, está completamente conteni-
da en X . Para mostrar la suficiencia de la proposición, basta tomar un elemento
arbitrario x en X , y considerar la trayectoria x(0), x(1), x(2) . . . del sistema (2.1),
asociada con la secuencia de control u(1), u(2), · · · y la condición inicial x(0) = x,
luego Ax⊕Bu = Ax(0)⊕Bu(1) ∈ X .

Para ilustrar el concepto de (A,B)-invarianza presentamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.2.1 (Katz, 2007) Sea S = Nmin. Consideremos las matrices

A =

(
1 ε
1 e

)
y B =

(
1
1

)
,

y el semi-módulo K = {(x y)T ∈ N2
min |x ≤ y , 1 ≤ y}.

Veamos que el semi-módulo K es (A,B)-invariante. En efecto, dado cualquier es-
tado inicial x(0) = (x y)T ∈ K, cada trayectoria del sistema dado, asociada a
la secuencia de vectores de control constante u(k) = e, para k ≥ 1, satisface lo
siguiente:

x(1) =

(
1 +∞
1 e

)
⊗ x(0)⊕

(
1
1

)
⊗ u(1) =

(
1⊗ x⊕ 1

1⊗ x⊕ y ⊕ 1

)
=

(
1
1

)
,

ya que 1 ≤ y , 0 ≤ x ;

x(2) =

(
1 +∞
1 e

)
⊗
(

1
1

)
⊕
(

1
1

)
⊗ u(2) =

(
1
1

)
;

aśı sucesivamente, tenemos que x(k) = (1 1)T , para k ≥ 1.

Por tanto, la trayectoria del sistema asociada a la condición inicial x(0) = (x y)T ∈
K, y a la secuencia de vectores de control u(k) = e para todo k ∈ N, permanece
continuamente en el semi-módulo K, esto es: x(k) ∈ K, para k ≥ 1, siempre que
x(0) ∈ K. Aśı, el semi-módulo K es (A,B)-invariante.

Un semi-módulo (A,B)-invariante, esencial para nuestro estudio es dado a con-
tinuación. Este nos permitirá demostrar la existencia de un semi-módulo (A,B)-
invariante máximo contenido en un semi-módulo dado.

Definición 2.2.2 Dada una cierta especificación para el espacio de estado del sis-
tema (2.1), la cual supondremos es dada por el semi-módulo K ⊂ Sn. Definimos
el conjunto de estados iniciales K∗ para los cuales existe una secuencia de vectores
de control, tal que, se cumple que el estado del sistema (2.1) permanece en K, esto
es, tal que x(k) ∈ K para todo k ≥ 0. Formalmente:

K∗ = {x(0) ∈ K | ∃u ∈ Sn : x(k) ∈ K, k ≥ 1} . (2.3)

Este semi-módulo posee por su definición la propiedad de ser (A,B)-invariante, tal
como se muestra la siguiente propoposición.
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Proposición 2.2.2 Dado un semi-módulo K ⊂ Sn. El semi-módulo K∗ es (A,B)-
invariante.

Demostración. Sea x un elemento cualquiera en K∗, veamos que existe un control
u(1) ∈ Sn tal que x(1) = Ax ⊕ Bu(1) pertenece a K∗. En efecto, ya que x ∈ K∗,
sabemos que existe una secuencia de vectores de control u(k), k = 1, 2, . . . , tal que
la trayectoria x(0), x(1), x(2), · · · , del sistema (2.1), asociada con esta secuencia
de control y la condición inicial x(0) = x, esta completamente contenida en K. Por
tanto, x(1) ∈ K∗, ya que existe una secuencia de vectores de control (u

′
(k) = u(k+

1), k = 1, 2, . . . ), la cual hace que el estado del sistema (2.1) siempre permanece
en K cuando su estado inicial es x(1).

La (A,B)-invarianza del semi-módulo K∗ garantiza para cualquier estado inicial en
K∗, la existencia de una ley de control tal que asegura que el estado del sistema
evoluciona sin violar las especificaciones predefinidas. Se puede deducir que K∗ es
el máximo (A,B)-invariante incluido en el semi-módulo K, lo que será demostrado
en la Sección 2.3 (Proposición 2.3.2).

El siguiente ejemplo, muestra un caso t́ıpico de semi-módulos K ⊂ Sn, que aparece
con frecuencia en las aplicaciones. El semi-módulo dado es finitamente generado,
definido por la imagen de la estrella de Kleene de una matriz C con entradas en
Rmax. Se buscar mostrar que este semi-módulo es (A,B)-invariante. Este ejemplo
de interés, será tratado en la Sección 3.3.

Ejemplo 2.2.2 Sea S = Rmax. Consideremos las matrices

A =


ε ε ε ε e
ε ε 1 ε 1
ε ε 2 1 2
ε ε 5 4 5
ε ε ε ε ε

 y B =


e ε
1 e
2 1
5 4
ε ε

 , (2.4)

y el semi-módulo K = Im C?, donde la matriz C es como sigue:

C =


ε −1 ε ε ε
ε ε −1 ε ε
ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

 . (2.5)
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En primer lugar, se tiene por Proposición 1.1.1 que el semi-módulo dado, se puede
expresar como K = Im C? = {x ∈ Rn

max |Cx ≤ x}. Luego, dado x̄ = (x y z v w)T ∈
R5

max , tenemos que x̄ ∈ Im C? si y sólo si −1 ⊗ y ≤ x y también −1 ⊗ z ≤ y, por
tanto,

Im C? = {x̄ ∈ R5
max | y ≤ 1⊗ x ∧ z ≤ 1⊗ y} .

Ahora, para verificar que Im C? es un semi-módulo (A,B)-invariante, se debe ve-
rificar que AIm C? ⊂ Im C? 	 Im B. Es decir, dado x̄ ∈ Im C?, se debe cumplir que
Ax̄ ∈ Im C? 	 Im B, esto es,

Ax̄ ∈ Im C? 	 Im B ⇔ existe b ∈ Im B tal que Ax̄⊕ b ∈ Im C? ,

⇔ existe u ∈ R2
max tal que Ax̄⊕Bu ∈ Im C? , (2.6)

⇔ existe u ∈ R2
max tal que C(Ax̄⊕Bu) ≤ Ax̄⊕Bu .

En efecto, para mostrar la existencia de un vector u = (u1 u2)
T ∈ R2

max tal que (2.6)
se cumple, tenemos que las matrices involucradas CA y CB son como sigue,

CA =


ε ε e ε e
ε ε 1 e 1
ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

 y CB =


e −1
1 e
ε ε
ε ε
ε ε

 .

Luego

CAx̄⊕ CBu =


z ⊕ w ⊕ u1 ⊕−1⊗ u2

1⊗ z ⊕ v ⊕ 1⊗ w ⊕ 1⊗ u1 ⊕ u2
ε
ε
ε

 ,

Ax̄⊕Bu =


w ⊕ u1

1⊗ z ⊕ 1⊗ w ⊕ 1⊗ u1 ⊕ u2
2⊗ u1 ⊕ 1⊗ u2
5⊗ u1 ⊕ 4⊗ u2

ε

 .

Tomando u1 = 2 ⊗ x ⊕ v y u2 = 2 ⊗ y y considerando que x̄ ∈ Im C?, tenemos lo
siguiente: {

z ≤ 1⊗ y = −1⊗ 2⊗ y = −1⊗ u2 = 1⊗ y ,
y ≤ 1⊗ x ⇒ 1⊗ y ≤ 2⊗ x ≤ 2⊗ x⊕ v = u1 ,
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en consecuencia z⊕w⊕ u1⊕−1⊗ u2 ≤ w⊕ u1. Además, es claro por definición de
u1, que 1⊗ z ⊕ v ⊕ 1⊗ w ⊕ 1⊗ u1 ⊕ u2 ≤ 1⊗ z ⊕ 1⊗ w ⊕ 1⊗ u1 ⊕ u2.
Por tanto, existe u = (u1 u2)

T ∈ R2
max, tal que C(Ax̄⊕Bu) ≤ Ax̄⊕Bu.

Aśı, Im C? es un semi-módulo (A,B)-invariante.

Desde un punto de vista dinámico, se tiene que las trayectorias del sistema (2.1)
pueden ser controladas en el semi-módulo Im C? con una escogencia adecuada del
control.

Observación 2.2.1 Una caracterización matricial de utilidad en la práctica para
verificar la (A,B)-invarianza de un semi-módulo finitamente generado es dada en
la siguiente proposición.

Proposición 2.2.3 Dado el sistema descrito por (2.1) yM un semi-módulo de Sn.
Un semi-módulo finitamente generado M ⊂ Sn, definido por M = Im M, con
M ∈ Sn×p, es (A,B)-invariante si y sólo si existen matrices X ∈ Sq×p, Y ∈ Sp×p tal
que la siguiente igualdad se cumple:

A⊗M ⊕B ⊗X = M ⊗ Y . (2.7)

Demostración. Supongamos que el semi-móduloM es (A,B)-invariante. Sea Mj la
j-ésima columna de la matriz M, con j = 1, · · · , p, luego el vector Mj ∈ M, como
M es (A,B)-invariante, se sigue que AMj ∈ M	 Im B, por tanto existe xj ∈ Sq,
tal que AMj ⊗ Bxj ∈ M, para j = 1, · · · , p. Como M = Im M, existe un vector
columna yj ∈ Sp, tal que Myj = AMj ⊗ Bxj ∈ M, para j = 1, · · · , p. Luego,
concatenando las matrices de la forma:

A[M1M2 · · · Mp]⊕B[x1 · · ·xp] = M [y1 · · · yp] ,

tenemos que, existen dos matrices X = [x1 · · ·xp] ∈ Sq×p y Y = [y1 · · · yp] ∈ Sp×p
tal que la igualdad A⊗M ⊕B ⊗X = M ⊗ Y se verifica.

Para mostrar la suficiencia, consideremos un elemento arbitrario x en M, luego
existe y ∈ Sp tal que x = My. De la igualdad (2.7), tenemos que AMy ⊕ BXy =
MY y ∈ M. Por tanto, existe un vector Xy ∈ Sq tal que AMy ⊕ BXy ∈ M, de lo
cual se sigue que Ax = AMy ∈M	 Im B, con lo cual concluye la prueba.

Se puede observar en la demostración de la proposición previa, la descripción de
un algoritmo fácil de implementar, que a su vez nos permite encontrar el control
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en linea. En efecto, primero verificamos si existe o no una solución, calculando las
matrices X y Y tales que AM⊕BX = MY , usando el método de doble descripción
por cada columna de la matriz M. Además de calcular las matrices X e Y tales que
AM ⊕ BX = MY , calculamos una solución v(0) a la ecuación x(0) = Mv(0). Ya
que, el control u(k) = Xv(k), con v(k) = Y v(k − 1), para k ≥ 1, teóricamente
realiza la invarianza, tenemos que x(k + 1) = Ax(k) ⊕ Bv(k + 1) = AMv(k) ⊕
BXv(k) = MY v(k) = Mv(k + 1), y pues x(k) = Mv(k), para k ≥ 1. Esto es
un control en lazo abierto, que utiliza solamente el conocimiento de la condición
inicial, y el hecho de la invarianza del semi-móduloM. Aśı, podemos verificar las
variables de control en tiempo real, ya que se va actualizando por cada iteración
realizada. En la siguiente sección ( ver Proposición 2.4.2) veremos que, si podemos
calcular una función F tal que MF (x) = x si x ∈ M, podemos implementar este
control en lazo cerrado, utilizando la ley de control u(k) = F (x(k)), para k ≥ 0.
Esto es una retroalimentación estática de estado. Esta ley es no lineal, en general.

El siguiente ejemplo ilustra la (A,B)-invarianza de un semi-módulo finitamente
generado, aplicando la proposición previa.

Ejemplo 2.2.3 Consideremos el ejemplo de Maia et al. tratado en su trabajo
[Maia et al., 2011]. Este ejemplo describe un taller con tres máquinas (M1,M2 y
M3), donde las matrices del sistema son como sigue.

A =


ε e ε ε ε ε
ε 10 ε ε ε ε
ε ε ε e ε ε
ε ε ε 35 ε ε
ε 12 ε 35 ε e
ε 62 ε 85 ε 50

 , y B =


6 ε
16 ε
ε 12
ε 47

18 47
62 97

 .

El problema consiste en satisfacer un conjunto de restricciones de sincronización
descritas en el semi-módulo D = Im D, donde

D =


ε e ε ε ε −65

10 ε ε ε ε ε
ε ε ε e ε −90
ε e 35 ε ε ε
ε 2 ε 2 ε ε
ε ε ε ε 50 ε

 ,

Ya que el semi-módulo D es finitamente generado, tomando en cuenta el Teorema
2.2.3, el semi-módulo D es (A,B)-invariante si existen matrices X ∈ R2×6

max y Y ∈
R6×6

max tal que la igualdad AD ⊕BX = DY , se cumple.
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En efecto, considere las matrices X y Y como siguen:

X =

(
31 31 54 ε ε ε
e e 23 ε ε ε

)
, y Y =


37 37 60 ε ε ε
47 47 70 ε ε ε
ε ε ε ε ε ε
ε ε ε 48 ε ε

43 47 70 50 ε ε
102 102 125 ε ε ε

 .

La existencia de las matrices X y Y verificando la igualdad AD ⊕ BX = DY ,
aseguran que el estado del sistema evoluciona sin violar las restricciones de sincro-
nización predefinidas en el semi-módulo D.

2.3. Cálculo del máximo semi-módulo (A,B)-invariante

El problema del cálculo del máximo (A,B)-invariante contenido en un semi-módu-
lo dado, presenta como principal dificultad el hecho de que el análogo del algorit-
mo clásico para calcular el máximo subespacio (A,B)-invariante contenido en un
subespacio dado, (ver [Wonham, 1985]) es un algoritmo que no converge nece-
sariamente en un número finito de pasos. Sin embargo, tal como lo muestra Katz
en [Katz, 2007], veremos que bajo ciertas condiciones de finitud, la adaptación del
algoritmo clásico de punto fijo al álgebra max-plus converge en un número fini-
to de pasos para una clase importante de semi-módulos, y en consecuencia nos
proporciona el máximo (A,B)-invariante contenido en un semi-módulo dado.

Comencemos por mostrar que la familia de todos lo semi-módulos (A,B)-invariantes
contenidos en un semi-módulo dado, es cerrada bajo la operación de la adición
max-plus ⊕.

Proposición 2.3.1 La suma max-plus de dos semi-módulos (A,B)-invariantes es
también un semi-módulo (A,B)-invariante.

Demostración. De (2.2) es claro que si X1,X2 son dos semi-módulos de Sn, (A,B)-
invariantes, entonces

A(X1 ⊕X2) = AX1 ⊕ AX2 ,

⊂ (X1 	 Im B)⊕ (X2 	 Im B) ,

= (X1 ⊕X2)	 Im B .
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Por tanto, el semi-módulo X1 ⊕X2 es (A,B)-invariante.

Como consecuencia de la Proposición 2.3.1, el conjunto de todos los semi-módulos
(A,B)-invariantes contenidos en un semi-módulo dado K del espacio de estado del
sistema, es un semi-ret́ıculo superior con respecto al orden de la inclusión ⊂, y la
operación de la adición max-plus ⊕. Por tanto, admite un elemento más grande, el
máximo semi-módulo (A,B)-invariante contenido en K, el cual será denotado por
máxV(A,B,K).

Observación 2.3.1 La familia de semi-módulos (A,B)-invariantes conteniendo a
un semi-módulo dado, no es cerrada bajo la operación de intersección ∩, es decir,
puede ocurrir que dado dos semi-módulos (A,B)-invariantes, su intersección no
resulte un semi-módulo (A,B)-invariante. Desde el punto de vista f́ısico, este hecho
se debe a que, para cada condición inicial contenida en un semi-módulo (A,B)-
invariante, digamos X1, existe un control u1 tal que la trayectoria se queda en
este semi-módulo, similarmente ocurre para un semi-módulo X2 (A,B)-invariante,
pero como estos controles no son obtenidos de manera única, no siempre podemos
definir un control que oblige a las trayectorias que inicien en la intersección de los
semi-módulos a permanecer en esta. En consecuencia, no siempre existe el mı́nimo
(A,B)-invariante conteniendo un semi-módulo dado. A diferencia de la familia de
semi-módulos A-invariantes conteniendo a un semi-módulo dado, que es cerrada
bajo la operación de intersección ∩, y en la cual siempre existe el minS(A,B), que
coincide con el espacio alcanzable Rω (ver Propiedad 1.4.4).

A partir de la Propiedad 2.2.2, y del hecho inmediato de que todo semi-módulo
(A,B)-invariante contenido en K está contenido en K∗, obtenemos que K∗ es el
máximo semi-módulo (A,B)-invariante contenido en K, tal como lo establece la
siguiente proposición.

Proposición 2.3.2 Si K ⊂ Sn es un semi-módulo, entonces K∗ coincide con el
máximo (A,B)-invariante contenido en K. Esto es,

K∗ = máxV(A,B,K) . (2.8)

Demostración. Por la Propiedad 2.2.2 tenemos que K∗ es un semi-módulo (A,B)-
invariante contenido en K, aśı que K∗ ⊂ máxV(A,B,K). Para probar la proposi-
ción resta mostrar que máxV(A,B,K) ⊂ K∗. En efecto, recordemos de la Propo-
sición 2.2.1, que un semi-módulo X ⊂ Sn es (A,B)-invariante si y sólo, si para
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cada x ∈ X , existe una secuencia de vectores de control tal que la trayectoria
del sistema dinámico (2.1), asociada con esta secuencia de control y la condición
inicial x(0) = x, está completamente contenida en X . Por tanto cualquier semi-
módulo (A,B)-invariante contenido en el semi-módulo K, está también conteni-
do en K∗, en particular el máximo (A,B)-invariante contenido en K, por tanto,
máxV(A,B,K) ⊂ K∗, con lo cual se concluye la prueba.

Desde el punto de vista práctico, resulta de interés el cálculo del máximo semi-
módulo (A,B)-invariante contenido en una especificación dada para el espacio
de estado del sistema, modelado por la ecuación (2.1), debido al hecho que la
especificación dada, describe el comportamiento deseado o esperado del sistema, y
el máximo (A,B)-invariante describe el conjunto de estados iniciales del espacio de
estado del sistema para los cuales se puede garantizar la existencia de un control, el
cual haga que el estado del sistema permanezca en dicho semi-módulo, resolviendo
aśı, el problema de la primera etapa de la śıntesis de control.

Con el objetivo de calcular el máximo semi-módulo (A,B)-invariante K∗ contenido
en una especificación dada K ⊂ Sn, es modificado el algoritmo clásico de punto
fijo, propuesto por Wonhan en [Wonham, 1985] para calcular el máximo subespa-
cio (A,B)-invariante contenido en un subespacio dado del espacio de estado, se
considera la función ϕ del conjunto de semi-módulos definida por

ϕ(X ) = X ∩ A−1(X 	 B) , (2.9)

y se define la secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N como

X1 = K , Xk+1 = ϕ(Xk) , ∀ k ∈ N , (2.10)

donde A−1(Y) = {u ∈ Sn |Au ∈ Y} y Z 	 Y = {u ∈ Sn | ∃ y ∈ Y , u⊕ y ∈ Z} para
todo Z,Y ⊂ Sn.

Observación 2.3.2 Se sigue de la Definición 2.2.1 que los semi-módulos (A,B)-
invariantes son justamente los puntos fijos de la función ϕ, definida por (2.9).

El siguiente lema muestra la monotońıa de la secuencia (2.10), y establece que el
ĺımite de esta secuencia contiene a cualquier semi-módulo (A,B)-invariante con-
tenido en K.

Lema 2.3.1 (Katz,2007) Sea K ⊂ Sn un semi-módulo arbitrario. Entonces la
secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N definida por (2.10) es decreciente, es decir,
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Xk+1 ⊂ Xk para todo k ∈ N. Además, si definimos el semi-módulo X∞ como el
ĺımite de la secuencia {Xk}k∈N , esto es X∞ =

⋂
k∈NXk. Cualquier semi-módulo

(A,B)-invariante contenido en K está también contenido en X∞. En particular,
K∗ ⊂ X∞

Demostración. Veamos que la secuencia de semi-módulos, {Xk}k∈N es decreciente.
Este hecho es consecuencia inmediata de la definición de la función ϕ. En efecto,

Xk+1 = ϕ(Xk) = Xk ∩ A−1(Xk 	 B) ⊂ Xk ,

para todo k ∈ N.

Para probar la segunda parte del Lema, primero es conveniente notar que la fun-
ción ϕ satisface la siguiente propiedad:

∀Z,Y ⊂ Sn, Z ⊂ Y ⇒ ϕ(Z) ⊂ ϕ(Y) ,

esto es ϕ es monótona cuando el conjunto de semi-módulos de Sn es equipado con
el orden: Z ≤ Y si y sólo si Z ⊂ Y . Ahora sea X un semi-módulo (A,B)-invariante
contenido en K. Probemos por inducción sobre k, que X ⊂ Xk para todo k ∈ N,
y por tanto X ⊂

⋂
k∈NXk = X∞. Primero note que X ⊂ K = X1. Supongamos

ahora que X ⊂ Xk, luego como X es (A,B)-invariante se tiene que AX ⊂ X 	 B, y
además como X ⊂ K, se sigue que X ⊂ K ∩ A−1(X 	 B) = ϕ(X ) ⊂ ϕ(Xk) ⊂ Xk+1.
Por tanto, X ⊂ Xk para todo k ∈ N.

Note que, podemos decir que existe una solución al problema del cálculo del máxi-
mo (A,B)-invariante contenido en la especificación K, si la secuencia de semi-
módulos {Xk}k∈N converge en número finito de pasos, esto es, si existe k ∈ N tal
que Xk+1 = Xk. Ya que, si existe k ∈ N tal que Xk+1 = Xk , tendremos en primer
lugar que Xk = X∞, y en consecuencia K∗ ⊂ Xk. Además, el semi-módulo Xk
resulta ser un punto fijo de la función ϕ, esto es, ϕ(Xk) = Xk, luego se sigue de
la Observación 2.3.2 que, Xk es un semi-módulo (A,B)-invariante, pero como K∗
es el máximo (A,B)-invariante contenido en la especificación K, (ver Proposición
2.3.2), se tiene que Xk ⊂ K∗, y por tanto, Xk = K∗. Aśı, tendŕıamos una solución a
la primera etapa de la śıntesis del control.

El siguiente ejemplo ilustra un caso donde la secuencia para cácular el máxi-
mo semi-módulo (A,B)-invariante, según la secuencia (2.10), se estabiliza en un
número finito de pasos.
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Ejemplo 2.3.1 Consideremos las matrices

A =


2 ε ε ε ε
1 ε ε 3 ε
1 ε ε ε 3
ε 7 ε ε ε
ε ε 6 ε ε

 y B =


ε
ε
3
ε
ε

 ,

y el semi-módulo K = Ker C, donde la matriz C es:

C =
(
ε ε ε ε e

)
.

Note que el Ker C es un semi-módulo generado por lo vectores básicos e1, e2, e3 y
e4 de R5

max, ya que x = (a b c d e)T ∈ Ker C si y sólo si e = ε y a, b, c, d ∈ Rmax.
Por tanto Ker C = Span{e1, e2, e3, e4}.
Ahora, se verificará que Ker C no es un semi-módulo (A,B)-invariante, es decir, no
es posible encontrar un control tal que partiendo de un estado inicial x(0) ∈ Ker C,
la trayectoria resultante este completamente contenida en el Ker C. En efecto, con-
sideremos x(0) = (e ε e ε ε)T ∈ Ker C y sea u(k) = u cualquier control aplicado,
luego

x(1) = Ax(0)⊕Bu =


2
1
1

3⊗ u
6

 /∈ Ker C .

En este caso particular, se puede calcular el máximo (A,B)-invariante contenido
en el Ker C, usando el algoritmo descrito en la ecuación (2.10). Luego,

X1 = Ker C , Xk = ϕ(Xk+1) , ∀ k ∈ N .

Dado u = (u1 u2 u3 u4 u5)
T ∈ R5

max, note que, existe λ ∈ Rmax tal que b =
(ε ε ε 3λ ε)T ∈ Im B y aśı u⊕ b ∈ X1 si y sólo si u5 = ε, luego X1 	 Im B = X1. Por
tanto

A−1(X1 	 Im B) = A−1(X1) ,

= {u ∈ R5
max |Au ∈ X1} ,

= {u ∈ R5
max |u3 = ε} ,

= Span{e1, e2, e3, e4} ,
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y por tanto

X2 = X1 ∩ A−1(X1 	 Im B) ,

= Span{e1, e2 , e4} .

Ahora,

X3 = X2 ∩ A−1(X2 	 Im B) ,

donde

X2 	 Im B = {u ∈ R5
max | existe b ∈ Im B, u⊕ b ∈ X2} ,

= {u ∈ R5
max |u3 = u5 = ε} ,

= X2 ,

y por tanto

X3 = X2 ∩ A−1(X2) ,

= X2 ∩ Span{e2 , e4} ,
= Span{e2 , e4} .

De forma similar se concluye que

X4 = X3 .

Efectivamente, la secuencia de semi-módulos se estabiliza en un número finito
de pasos, y en consecuencia, el máximo (A,B)-invariante contenido en el semi-
módulo Ker C es

K∗ = Span{e2, e4} .

En el caso de la teoŕıa de sistemas dinámicos sobre campos, la secuencia {Xk}k∈N
siempre converge en al menos n pasos, ya que es una secuencia decreciente de sub-
espacios de un espacio vectorial de dimensión n. Sin embargo, uno de los proble-
mas en el caso max-plus, el cual es similar a las dificultades encontradas en la teoŕıa
sobre sistemas dinámicos sobre anillos (ver por ejemplo [Assan et al., 1999]), es
que la secuencia {Xk}k∈N puede no converger en número finito de pasos. Esta difi-
cultad es consecuencia de que el semi-anillo Rn

max no es Artiniano, esto es, existen
secuencia decrecientes infinitas en Rn

max. En el caso de sistemas dinámicos linea-
les sobre anillos, la convergencia de la secuencia {Xk}k∈N en un número finito de
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pasos, tampoco es garantizada, aunque existe un procedimiento para encontrar
el máximo (A,B)-invariante, K∗, cuando S sea un dominio ideal principal (ver
[Conte et Perdon, 1994]), en general el cálculo de K∗ sigue siendo un problema
dif́ıcil.

El siguiente ejemplo muestra una secuencia de semi-módulos que no se estabiliza
en un número finito de pasos, sin embargo, es posible encontrar el ĺımite de la
secuencia X∞, el cual resulta ser un semi-módulo A-invariante, más aún un semi-
módulo (A,B)-invariante, y por tanto, tendremos que X∞ = K∗.

Ejemplo 2.3.2 (Katz,2007) . Sea S = Zmax. Consideremos las matrices

A =

(
−1 ε
ε e

)
y B =

(
e
e

)
,

y el semi-módulo K = {(x y)T ∈ Zmax | y ≤ x− 1}. Note que K = Im K, donde

K =

(
e e
−1 ε

)
.

En este caso, la secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N, definida por (2.10) es dada
por

Xk = {(x y)T ∈ Z2
max | y ≤ x− k} = Im

(
e e
−k ε

)
, (2.11)

para todo k ∈ N. En efecto, procedamos por inducción sobre k. Note en primer
lugar, que (2.11) se satisface por definición cuando k = 1. Supongamos ahora que
(2.11) se cumple para k = r, esto es

Xr = {(x y)T ∈ Z2
max | y ≤ x− r} = Im

(
e e
−r ε

)
. (2.12)

Note que Xr 	 B, ya que existe λ ∈ Zmax tal que máx(y, λ) ≤ máx(x, λ) − r (esto
es, existe (λ λ)T ∈ B tal que (x y)T ⊕ (λ λ)T ∈ Xr) si y sólo si y ≤ x − r (esto es,
(x y)T ∈ Xr). Por tanto,

A−1(Xr 	 B) = A−1(Xr) ,
= {(x y)T ∈ Z2

max |A(x y)T ∈ Xr} ,
= {(x y)T ∈ Z2

max | (x− 1 y)T ∈ Xr} ,
= {(x y)T ∈ Z2

max | y ≤ x− 1− r} ,



102 Caṕıtulo 2. Control geométrico de sistemas max-plus lineales

y por tanto

Xr+1 = Xr ∩ A−1(Xr 	 B) = A−1(Xr) ,
= {(x y)T ∈ Z2

max | y ≤ x− r} ∩
{(x y)T ∈ Z2

max | y ≤ x− 1− r} ,
= {(x y)T ∈ Z2

max | y ≤ x− (1 + r)} ,

lo cual muestra que (2.11) se cumple para todo r ∈ N.

Podemos ver que la secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N es estrictamente decre-
ciente y, por lo tanto no se estabiliza. Finalmente note que, el semi-módulo X∞ =⋂
k∈NXk = {(x y)T ∈ Z2

max | y = ε} es A-invariante, esto es, AX∞ ⊂ X∞. Además,
X∞ es (A,B)-invariante, y por tanto, tendremos que X∞ = K∗.

El hecho de que X∞ = K∗ siempre se cumpla, es un problema abierto. Ya que,
en general, no se puede garantizar que el ĺımite del algoritmo (2.10) resulte ser
un semi-módulo (A,B)-invariante, y en consecuencia solo podŕıamos decir que
K∗ ⊂ X∞, pero sin poder calcular el máximo (A,B)-invariante contenido en el
semi-módulo K.

Condiciones suficientes para la estabilización de la secuencia {Xk}k∈N, definida por
(2.10), y por tanto para que la igualdad X∞ = K∗ se cumpla, fueron introduci-
das por Katz en [Katz, 2007], para una clase importante de semi-módulos en Znmax.
Katz introduce la noción de volumen de un semi-módulo Znmax con sus propieda-
des, y muestra que bajo ciertas condiciones de finitud sobre la especificación K,
la adaptación del algoritmo clásico al álgebra max-plus proporciona el máximo
semi-módulo (A,B)-invariante contenido en un semi-módulo dado, [Katz, 2007].

A continuación presentamos estos resultados.

Definición 2.3.1 Sea K ⊂ Znmax un semi-módulo. Se define el volumen de K, re-
presentado por vol(K), el cardinal del conjunto {x ∈ K |x1⊕ · · · ⊕ xn = e}, esto es,
vol(K) = card({x ∈ K |x1⊕ · · · ⊕ xn = e}). También, si K ∈ Zn×pmax, representaremos
por vol(K) el volumen del semi-módulo K = Im K, esto es, vol(K) = vol(Im K).

Antes de enunciar los resultados siguientes, los cuales proveen algunas propiedades
de volumen, es conveniente introducir la siguiente notación: Si X ⊂ Znmax, entonces
se define X̃ = {x ∈ X |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e}.
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Lema 2.3.2 Sean Z,Y ⊂ Znmax dos semi-módulos:

1. Y ⊂ Z ⇒ vol(Y) ≤ vol(Z) , (2.13)
2. si vol(Y) <∞, entoncesY ( Z ⇒ vol(Y) ≤ vol(Z) . (2.14)

Demostración.

1. Esta propiedad es consecuencia inmediata de la definición del volumen de un
semi-módulo:

Y ⊂Z ⇒ {x ∈ Y |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} ⊂ {x ∈ Z |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} ⇒
vol(Y) = card({x ∈ Y|x1 ⊕ · · · ⊕ xn=e})≤card({x ∈ Z|x1 ⊕ · · · ⊕ xn=e})=vol(Z) .

2. En primer lugar veamos que para todo par de semi-módulos Z,Y ⊂ Znmax se
verifica la siguiente propiedad:

Y ( Z ⇒ {x ∈ Y |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} ( {x ∈ Z |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} . (2.15)

En efecto, sea x ∈ Z\Y (este elemento existe pues por hipótesis Y ( Z). Entonces,
tenemos que x 6= (ε ε · · · ε)T , y por tanto, podemos definir el vector x̄ = (x1⊕ · · · ⊕
xn)−1x (esto es, x̄i = xi − máx{x1, · · · , xn} para todo 1 ≤ i ≤ n, con la notación
habitual). Notemos entonces que:

x̄ ∈ {x ∈ Z |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} \ {x ∈ Y |x1 ⊕ · · · ⊕ xn = e} ,

con lo cual queda demostrado la propiedad 2.15.

El teorema siguiente nos proporciona una condición sobre la especificación K que
garantiza la estabilización de la sucesión {Xk}k∈N en un número finito de pasos.

Teorema 2.3.1 (Katz, 2007) Sea K ⊂ Znmax un semi-módulo con volumen fini-
to. Entonces, para toda A ∈ Zn×nmax y B ∈ Zn×pmax, el máximo (A,B))-invariante K∗
contenido en K es finitamente generado. Además, si definimos la secuencia de
semi-módulos {Xk}k∈N por (2.10), entonces K∗ = Xk para algún k ≤ vol(K) + 1.

Demostración. Notemos en primer lugar que todo semi-módulo Y ⊂ Znmax de vo-
lumen finito es necesariamente finitamente generado. En efecto, esta propiedad es
consecuencia directa de que Y = Span(Y ), en donde Y = {y ∈ Y | y1⊕· · ·⊕yn = e}.
Ahora bien, como K∗ ⊂ K, se sigue que K̃∗ ⊂ K̃, lo que implica que card(K̃∗) ≤
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card(K̃), y por tanto, vol(K∗) ≤ vol(K) < ∞, de donde obtenemos que K∗ es un
semi-módulo finitamente generado.

Ahora veamos que la secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N definida por (2.10) se
estabiliza a lo sumo en vol(K)+1 pasos. Efectivamente, por el Lema 2.3.1 sabemos
que la secuencia de semi-módulos {Xk}k∈N es decreciente. Luego, como vol(X1) ≤
vol(K) < ∞, se sigue que {vol(Xk)}k∈N es una sucesión decreciente de números
enteros no negativos. Por tanto, sabemos que existe k ≤ vol(X1) + 1 = vol(K) + 1
tal que vol(Xk+1) = vol(Kk) ≤ vol(K). Finalmente, como Xk+1 ⊂ Xk ⊂ K por Lema
2.3.1, tenemos que vol(Xk+1) = vol(Xk) ≤ vol(K) < ∞ ( por la Propiedad 2.13).
Entonces, aplicando la Propiedad 2.14 a los semi-módulos Xk+1 y Xk, obtenemos
que necesariamente Xk+1 = Xk, con lo cual K∗ = Xk, como queŕıamos demostrar.

El Teorema 2.3.1 resulta útil en muchos problemas prácticos, debido a que en
estos problemas las especificaciones K pueden ser definidas en términos de semi-
módulos definidos por la imagen de una matriz con entradas en el semi-anillo Zmax,
los cuales tengan volumen finito. Por ejemplo, el caso cuando K describe ciertos
requerimientos de estabilidad.

En la Caṕıtulo 3, presentaremos el problema de satisfacer restricciones temporales,
las cuales se formulan en términos de una especificación que es un semi-módulo
contenido en Rn

max, definida por la imagen de la estrella de Kleene de una matriz
C, que tiene entradas en Rmax. Dicha especificación resulta ser un semi-módulo
(A,B)-invariante, evitándonos la dificultad que se presenta en la primera etapa de
la śıntesis de una ley de control, como lo es el cálculo del máximo semi-módulo
(A,B)-invariante contenido en la especificación dada.

2.4. Semi-módulos (A,B)-invariantes por retroalimen-
tación estática

Esta sección trata con otro problema fundamental en el enfoque geométrico para
la teoŕıa de los sistemas dinámicos lineales, como lo es, la existencia y el cálculo
de una retroalimentación de estado lineal. Consideremos nuevamente el sistema
dinámico max-plus (2.1). Supongamos que conocemos el máximo semi-módulo
(A,B)-invariante K∗ contenido en una especificación dada K ⊂ Sn. Desde el punto
de vista dinámico, esto significa que las trayectorias que inician en K∗ se mantie-
nen en K∗ por una escogencia adecuada del control. Nuestro nuevo problema es
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determinar si este control puede ser generado usando una retroalimentación de
estado. En otras palabras, queremos determinar si existe una retroalimentación li-
neal de la forma u(k) = Fx(k − 1), donde F ∈ Sq×n, la cual haga a K∗ invariante
con respecto al sistema en lazo cerrado resultante

x(k) = (A⊕BF )x(k − 1) , (2.16)

esto es, cada trayectoria del sistema en lazo cerrado (2.16) está completamente
contenida en K∗ cuando su estado inicial este en K∗. Si una retroalimentación con
esta propiedad existe, diremos que K∗ es (A,B)-invariante por retroalimentación
de estado. La (A,B)-invarianza es muy importante en conección con la śıntesis de
problemas de control, debido a sus propiedades de retroalimentación, en efecto, un
semim-módulo (A,B)-invariante por retroalimentación puede ser transformado en
un invariante simple por medio de una retroalimentación adecuada. Es por ello
que, algunos autores llaman esta noción (A+BF )-invariante, ver [Assan, 1999].

Definición 2.4.1 Un semi-módulo X ⊂ Sn es (A,B)-invariante por retroalimenta-
ción de estado o invariante controlado por retroalimentación de estado, si existe
una matriz F ∈ Sq×n tal que

(A⊕BF )X ⊂ X . (2.17)

El siguiente ejemplo ilustra un semi-módulo (A,B)-invarianza por retroalimenta-
ción de estado.

Ejemplo 2.4.1 Consideremos el semi-módulo encontrado en el Ejemplo 2.3.1, don-
de el máximo (A,B)-invariante contenido en el semi-módulo Ker C es

K∗ = Span{e2, e4} .

El semi-módulo K∗ es un semi-módulo (A,B)-invariante por retroalimentación de
estado. En efecto, consideremos F = (f1 f2 f3 f4 f5) ∈ R1×5

max y sea x = (ε x2
, : ε x4 ε)

T ∈ K∗. Luego

BF =


ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

3f1 3f2 3f3 3f4 3f5
ε ε ε ε ε

 , y A⊕BF =


2 ε ε ε ε
1 ε ε 3 ε
1 ε ε ε 3

3f1 7⊕ 3f2 3f3 3f4 3f5
ε ε 6 ε ε

 .



106 Caṕıtulo 2. Control geométrico de sistemas max-plus lineales

Luego

(A⊕BF )x =


ε

3x4
ε

7⊕ 3f2 ⊕ 3f4x4
ε

 ∈ K∗ ,
para cualquier matriz F ∈ R1×5

max.

La siguiente afirmación es una propiedad de comportamiento que ayuda a com-
prender el significado real de la invarianza, ya que da una interpretación teórica
del sistema sobre las nociones de invarianza, en términos de la condición inicial
del sistema (2.1).

Proposición 2.4.1 (Interpretación dinámica) Dado el sistema descrito por (2.1)
yX un semi-módulo de Sn. Entonces, cualquier semi-móduloX es (A,B)-invariante
por retroalimentación de estados, si y sólo si existe una matriz F ∈ Sq×n tal que
para cada condición inicial x(0) ∈ X , la secuencia de vectores de control u(k) defi-
nida por u(k) = Fx(k − 1) garantiza que x(k) = (A⊕ FB)x(k − 1) ∈ X , para todo
k ≥ 1.

Demostración. Supongamos que X es (A,B)-invariante por retroalimentación de
estados, luego, existe una matriz F ∈ Sq×n tal que (A ⊕ BF )X ⊂ X . Entonces,
para cada elemento arbitrario x ∈ X , se cumple que (A⊕BF )x pertenece a X , ha-
ciendo x(0) = x, y x(1) = (A⊕BF )x(0), se cumple que x(1) pertenece a X . Ahora,
como x(1) ∈ X , se sigue que x(2) = (A ⊕ BF )x(1), también pertenece a X , luego
x(k−1) ∈ X , se cumple que, existe F ∈ Sq×n, tal que x(k) = (A⊕BF )x(k−1) ∈ X .
Por tanto, la trayectoŕıa x(0), x(1), x(2), · · · del sistema (2.16), asociada con la
matriz de control F ∈ Sq×n y la condición inicial x(0) = x, está completamente
contenida en X . Para mostrar la suficiencia de la proposición, basta tomar un ele-
mento arbitrario x en X , y considerar la trayectoria x(0), x(1), x(2) . . . del sistema
(2.16), asociada con la matriz de control F y la condición inicial x(0) = x, luego
(A⊕BF )x = (A⊕BF )x(0) ∈ X .

En consecuencia, podemos decir que cuando un semi-módulo es (A,B)-invariante
por retroalimentación de estado, existe una ley de control (secuencia), u(k) con
k ≥ 1, definida por u(k) = Fx(k − 1) tal que la trayectoria en lazo cerrado, se
queda en el semi-módulo.
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Observación 2.4.1 Notemos que todo semi-módulo (A,B)-invariante por retro-
alimentación de estado es en particular (A,B)-invariante. Esta propiedad es con-
secuencia directa de la definición. Desafortunadamente, el rećıproco no siempre
es cierto en general para sistemas sobre semi-anillos, lo cual difiere de la teoŕıa
de control clásico, donde la clase de sub-espacios (A,B)-invariantes coincide con
la clase de sub-espacios (A,B)-invariantes por retroalimentación de estado, ver
[Wonham, 1985]. El siguiente ejemplo ilustra el hecho que existen semi-módulos
(A,B)-invariantes que no son (A,B)-invariantes por retroalimentación de estado.

Ejemplo 2.4.2 Consideremos nuevamente el semi-módulo K definido en el Ejem-
plo 2.2.1.

Como mostramos previamente K = {(x y)T ∈ N2
min |x ≤ y , 1 ≤ y} es un semi-

módulo (A,B)-invariante, ahora veamos que K no es (A,B)-invariante por retro-
alimentación de estado. Esto es, veamos que no existe una matriz F ∈ N1×2

min tal
que la trayectoria en lazo cerrado del sistema dado este completamente contenida
en K. En efecto, para ello mostraremos que una trayectoria que inicia en punto
(1 1)T ∈ K no se mantiene dentro de K, cuando una retroalimentación de estado
es aplicada. Sea F = (f1 f2) ∈ N1×2

min una retroalimentación de estado arbitraria.
Luego, como F (1 1)T ≥ 1, tenemos que

BF (1 1)T =

(
1
1

)
⊗ (f1 f2)⊗

(
1
1

)
=

(
2⊗ f1 ⊕ 2⊗ f2
2⊗ f1 ⊕ 2⊗ f2

)
,

haciendo α = 2⊗ f1 ⊕ 2⊗ f2, se cumple que α ≥ 2. Por tanto,

(A⊕BF )⊗
(

1
1

)
=

(
1
2

)
⊕
(
α
α

)
=

(
2
1

)
/∈ K .

En consecuencia, tenemos que existen trayectorias del sistemas que inician en el
semi-módulo K, para las cuales no existe una secuencia de vectores de control
definidos por una retroalimentación tal que la trayectoria se pueda mantener con-
tinuamente en dicho semi-módulo.

Lo cual muestra que K no es un semi-módulo (A,B)-invariante por retroalimenta-
ción de estado.

Con el fin de obtener una equivalencia entre la (A,B)-invarianza por retroalimen-
tación de estado y la (A,B)-invarianza en la teoŕıa sobre semi-anillos, en la siguien-
te sección será introducida la noción de invarianza por retroalimentación dinámica
de estado.
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La propiedad siguiente da una caracterización algebraica, que resulta útil en prácti-
ca para verificar la (A,B)-invarianza por retroalimentación de estados de semi-
módulos finitamente generados.

Proposición 2.4.2 Dado el sistema descrito por (2.1) y M un semi-módulo de
Sn. Un semi-módulo finitamente generadoM ⊂ Sn, definido porM = Im M con
M ∈ Sn×p, es (A,B)-invariante por retroalimentación de estado si y sólo si existen
matrices F ∈ Sq×n y Y ∈ Sp×p, tales que la siguiente igualdad se cumple:

(A⊕B ⊗ F )⊗M = M ⊗ Y . (2.18)

Demostración. Supongamos que el semi-módulo M es (A,B)-invariante por re-
troalimentación de estado. Sea Mj la j-ésima columna de la matriz M, con j =
1, · · · , p, luego el vector Mj ∈M, comoM es (A,B)-invariante por retroalimenta-
ción de estado, existe F ∈ Sq×n tal que (A⊕ BF )Mj ∈ M, aśı que, existe yj ∈ Sp,
tal que (A ⊕ BF )Mj = Myj, para j = 1, · · · , p. Luego, concatenando las matrices
de la forma:

(A⊕BF )[M1M2 · · · Mp] = M [y1 · · · yp] ,
tenemos que, existen dos matrices F ∈ Sq×n y Y = [y1 · · · yp] ∈ Sp×p tal que la
igualdad (A⊕B ⊗ F )⊗M = M ⊗ Y , se verifica.

Para mostrar la suficiencia, consideremos un elemento arbitrario x en M, luego
existe y ∈ Sp tal que x = My. De la igualdad (2.18), tenemos que (A⊕ BF )My =
MY y ∈M. Por tanto, existe un vector Y y ∈ Sp tal que (A⊕BF )My = (A⊕BF )x ∈
M, con lo cual concluye la prueba.

El siguiente ejemplo ilustra la proposición previa.

Ejemplo 2.4.3 Consideremos el Ejemplo 2.2.3. Como vimos previamente el semi-
módulo D = Im D, es (A,B)-invariante. También podemos observar que el semi-
módulo D es (A,B)-invariante por retroalimentación de estado, ya que existen
matrices F ∈ R2×6

max y Y ∈ R6×6
max, tales que la igualdad (A ⊕ B ⊗ F ) ⊗M = M ⊗ Y

se cumple. En efecto, considere las matrices F y Y como siguen:

F =

(
38 34 37 37 34 31
7 3 6 6 3 e

)
, y Y =


50 43 78 42 87 ε
47 47 70 ε ε ε
ε ε ε ε ε ε
ε ε ε 48 ε ε

43 47 70 50 ε ε
102 102 125 ε ε ε

 .
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Observación 2.4.2 Como la ecuación (2.18) es un sistema de ecuaciones max-
plus lineales no homogéneo, el conjunto de soluciones (F, Y ) puede ser calculado
utilizando métodos generales de eliminación [Gaubert, 1992]. Sin embargo, para
mostrar que M = Im M es (A,B)-invariante por retroalimentación de estado es
suficiente saber que el sistema (A ⊕ BF )M = MY tiene al menos una solución,
[Katz, 2007], y existen en la literatura métodos que permiten encontrar dicha so-
lución, [Butkovic et Hegedus, 1984], [Gaubert, 1992], [Gaubert, 1998].

En mucho problemas, se puede mostrar la existencia de un máximo semi-módulo
(A,B)-invariante de cualquier semi-módulo, pero en general no se puede calcular
una retroalimentación de estado estática F que haga este semi-módulo invariante
para el sistema en lazo cerrado, incluso en el caso de semi-módulos finitamente
generados. Esto viene del hecho que X no puede ser factorizado en la forma X =
FM , en general. En la misma forma, no existe el máximo semi-módulo (A,B)-
invariante por retroalimentación de estado incluido en un semi-módulo dado, en
general, lo cual, junto con el hecho que la caracterización (2.18) es no lineal, hacen
dif́ıcil el cálculo de una ley de control que mantenga las trayectorias del sistema
en el semi-módulo dado. El concepto de retroalimentación dinámica resolverá este
problema.

2.5. Semi-módulos (A,B)-invariantes por retroalimen-
tación dinámica

En esta sección, presentamos nuestra primera contribución sobre la extensión del
enfoque geométrico para los sistemas max-plus lineales, introducimos la noción de
una retroalimentación dinámica sobre semi-anillos, y mostraremos que un semi-
módulo (A,B)-invariante sobre un semi-anillo conmutativo puede ser hecho inva-
riante para el sistema en lazo cerrado por una retroalimentación dinámica.

2.5.1. Retroalimentación dinámica de estado

Sea el sistema max-plus lineal descrito por;

x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1) , (2.19)

donde x(k) ∈ Sn, u(k) ∈ Sq, A y B son matrices de dimensiones apropiadas. Re-
cordemos que un esquema de control bien conocido y utilizado para modificar el
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sistema (2.19) es la retroalimentación estática de estado definida por:

u(k + 1) = Ex(k + 1)⊕ Fz(k + 1) , (2.20)

donde z ∈ Sn es una entrada externa y E,F son matrices constantes de dimensio-
nes adecuadas.

Motivados por el desarrollo del enfoque geométrico para los sistemas max-plus
lineales, introducimos una nueva noción de retroalimentación dinámica para siste-
mas sobre un semi-anillos S.

Definición 2.5.1 (Retroalimentación Dinámica) Una retroalimentación dinámi-
ca es una ley de control de la forma

u(k) = Ex(k)⊕ Fz(k) , (2.21)

para k ≥ 1, donde E and F son matrices de dimensiones adecuadas, y z(k) ∈ Sq
es una variable interna del controlador, cuya evolución es dirigida por

z(k + 1) = Gx(k)⊕Hz(k) , (2.22)

con matrices G y H dimensiones adecuadas.

Note que para definir la ley de control de forma única, la ecuación (2.22) necesita
una inicialización. Esta inquietud será retomada más adelante, cuando sea presen-
tado el método del diseño de control.

Consideremos el sistema extendido de (2.19), definido como sigue:

x(k + 1) = A⊗ x(k)⊕B ⊗ u(k + 1), (2.23)
z(k + 1) = w(k + 1) .

En su forma matricial, se expresa:(
x(k + 1)
z(k + 1)

)
= Ae

(
x(k)
z(k)

)
⊕Be

(
u(k + 1)
w(k + 1)

)
,

donde

Ae =

(
A ε
ε ε

)
, Be =

(
B ε
ε Ip

)
,
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Definición 2.5.2 Una retroalimentación estática de estado extendida es definida
por: (

u(k + 1)
w(k + 1)

)
= Fe

(
x(k)
z(k)

)
, (2.24)

con

Fe =

(
E F
G H

)
. (2.25)

Note que, aplicando esta retroalimentación estática al sistema extendido (2.23),
resulta una retroalimentación dinámica relativa al sistema original (2.19).

La retroalimentación dinámica definida por (2.21)-(2.22) aplicada al sistema da
origen al sistema en lazo cerrado siguiente:(

x(k + 1)
z(k + 1)

)
=

(
A⊕BE BF

G H

)(
x(k)
z(k)

)
,

que coincide con el sistema en lazo cerrado obtenido aplicando la retroalimenta-
ción estática de estado extendida.

2.5.2. Invarianza por retroalimentación dinámica

En aras de mostrar la invarianza por retroalimentación de estados de un semi-
módulo (A,B)-invariante, introducimos el concepto de semi-módulo extendido de
un semi-módulo finitamente generado.

Definición 2.5.3 Dado un semi-módulo M ⊂ Sn, generado por la matriz M ∈
Sn×p, la extensión deM, denotadaMe, es el semi-módulo de Sn+p generado por
la matriz concatenadad Me definida por

Me =

(
M
Ip

)
.

Ahora, estableceremos nuestro resultado principal

Teorema 2.5.1 Dado el sistema (2.19), yM un semi-módulo finitamente genera-
do de Sn, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i)M es (A,B)-invariante.
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(ii)Me es (Ae, Be)-invariante.

(iii)Me es (Ae, Be)-invariante por retroalimentación de estado.

(iv) Existen matrices E,F,G,H tal que, para cada valor inicial x(0), el estado del
sistema en lazo cerrado formado por la interconección de (2.19) y de la retroali-
mentación dinámica de estado de la forma (2.21)-(2.22), con q = p y el valor
inicial z(0) escogido de manera tal que x(0) = Mz(0), satisfaga que x(k) ∈ M,
para cada k ≥ 0.

Demostración. ComoM es un semi-módulo finitamente generado, existe una ma-
triz M ∈ Sn×p, para algún p ∈ N, tal que M = Im M. Primero, probaremos
que (i) implica (ii) y (iii). Supongamos que M es invariante controlado. Se si-
gue, por (2.7), que existen matrices X ∈ Sn×p y Y ∈ Sp×p tal que la igualdad
AM ⊕BX = MY se cumple.

Luego, podemos ver que la siguiente igualdad matricial también se cumple,(
M
Ip

)
Y = (Ae ⊕BeFe)

(
M
Ip

)
, (2.26)

tomando en (2.25) E = ε, F = X, G = ε, y H = Y , tenemos que

Fe =

(
ε X
ε Y

)
. (2.27)

Esto muestra que la imagen de la matriz concatenada (MT , Ip)
T es un (Ae, Be)-

invariante por retroalimentación de estado para el sistema en lazo cerrado. Esto
establece que (i) implica (iii). De la afirmación (iii) del Teorema 2.2.3, es claro que
(iii) a su vez implica (ii). Rećıprocamente, se puede mostrar que (ii) implica (iii).
Para ello, primero recordemos que la afirmación (ii) implica que existen matrices
Xe = (XT , Y T )T , y Ye, tal que la siguiente igualdad se cumple,

AeMe ⊕BeXe = MeY e .

Además, de la definición de Me, se puede factorizar Xe en la forma Xe = FeMe,
tomando Fe definido por (2.27). Finalmente, se observa que (Ae ⊕ BeFe)Me =
MeYe, lo cual establece la implicación. Resta mostrar que (iii) implica (i). Esto es
obtenido escribiendo que si existe Fe (no necesariamente en la forma (2.25)) y
Ye tal que la igualdad (Ae ⊕ BeFe)Me = MeYe se cumple, entonces se tiene que
AM ⊕BX = MY , tomando Y = Ye y X = EM ⊕F , donde las matrices E y F son
obtenidas particionando Fe en la forma (2.25).
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Para probar que (iv) implica (i), primero recordemos que como M es generado
por las columnas de M , para cada vector x(0) ∈ M, existe un vector v ∈ Sp tal
que x(0) = Mv. Además, se observa que la afirmación (iv) implica que existen
matrices E y F , y para cada x(0) ∈ M, los vectores v satisfacen x(0) = Mv y
x(1) ∈ M, tal que (A ⊕ BE)x(0) ⊕ BFv. Tomando sucesivamente las diferentes
columnas de M para la condición inicial x(0), se definen las matrices Y ∈ Sp×p y
V ∈ Sp×p, formadas por los valores sucesivos obtenidos para v y x(1), que satisface
MY = (A ⊕ BE)M ⊕ BFV . Tomando finalmente X = EM ⊕ FV , se tiene que
(2.7) es satisfecha, lo que muestra queM es (A,B)-invariante.

Para completar la demostración, mostraremos que (i) implica (iv). En esta par-
te de la demostración es discutida para el primer tiempo la inicialización de la
retroalimentación dinámica, que es importante para la implementación real de
dicha ley de control. Podemos notar que la existencia de matrices X y Y satis-
faciendo (2.7) conducen a la definición de la retroalimentación extendida Fe co-
mo en (2.27), que es tal que (Ae ⊕ BeFe)Me = MeY . Esto actualmente implica
(Ae ⊕ BeFe)

kMe = MeY
k, para k ≥ 1, aśı para cada vector v ∈ Sp, se obtiene

(Ae ⊕ BeFe)
kMev = MeY

kv, para k ≥ 1. Como Me = (MT , Ip)
T y la solución del

sistema en lazo cerrado por la acción de la retroalimentación dinámica que corres-
ponde a Fe es dada por (xT (k), zT (k))T = (Ae⊕BeFe)

kMe(x
T (0), zT (0))T , se verifica

que tomando z(0) = v, donde Mv = x(0), la igualdad x(k) = MY kv se cumple, y
por tanto x(k) ∈M, para k ≥ 1. Esto completa la prueba.

Observación 2.5.1 Como se recuerda en la Proposición 2.2.3, la (A,B)-invarianza
de un semi-módulo significa que las trayectorias del sistema pueden ser forzadas
por el control a permanecer en el semi-módulo durante la evolución. El Teorema
2.5.1 muestra que en el caso de un semi-módulo finitamente generado, un con-
trol que fuerce las trayectorias a permanecer en el semi-módulo dado puede ser
realizado usando una retroalimentación dinámica. Tal ley de control es causal, lo
cual permite su implementación en tiempo real. La siguiente formulación resume
el diseño del método sugerido en la demostración del Teorema 2.5.1.

Corolario 2.5.1 Dado un semi-módulo (A,B)-invarianteM⊂ Sn. Si la condición
inicial x(0) ya está M, una ley de control que fuerza x(k) a permanecer en M,
∀k ≥ 0, es proporcionada por

u(k + 1) = Xz(k) , (2.28)

para k ≥ 0, donde z(k) es definida por

z(k + 1) = Y z(k) , (2.29)
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para k ≥ 0, y
z(0) = v , (2.30)

las matrices X y Y siendo soluciones de la ecuación

MY = AM ⊕BX , (2.31)

y v solución de
x(0) = Mv . (2.32)

La inicialización de las entradas del diseño del control son, por lo tanto derivadas
del conocimiento de una matriz generadora M , del modelo del sistema (A,B), y
del estado inicial x(0). La solución de las ecuaciones (2.31) y (2.32) es la clave
para calcular los parámetros de la ley de control. Las identidades (3.13) y (2.29)
son implementadas para realizar el cálculo del control en ĺınea, y (2.30) es usada
para en el tiempo inicial para inicializar el control.

El método propuesto es efectivo para anillos y semi-anillos, para los cuales algorit-
mos para resolver ecuaciones de la forma (2.31) y (2.32) han sido descritos. Tales
algoritmos son discutidos en varias publicaciones. La implementación en tiempo
real de este diseño será el objetivo de futuros trabajos.

Ejemplo 2.5.1 Consideremos un sistema de la forma

x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1) ,

sobre el semi-anillo D = {N∪{+∞},⊕,⊗}, donde ⊕ denota la operación min, y ⊗
la adición usual, y

A =

(
1 +∞
1 0

)
, B =

(
1
1

)
.

El semi-módulo K es definido como K = {(xT yT )T ∈ D2 |x ≤ y}. Este ejemplo
es propuesto por Katz en [Katz, 2007], quien muestra que el máximo semi-módulo
(A,B)-invariante incluido en K es bien definido y dado por:

K∗ = {(xT yT )T ∈ D2 |x ≤ y and 1 ≤ y} .

El autor resalta que K∗ no es un semi-módulo (A,B)-invariante por retroalimenta-
ción. De acuerdo a esta observación, no existe una matriz F sobre D tal que K? sea
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(A + BF )-invariante. Katz también resalta para este ejemplo que el control cons-
tante u(k) = 0 hace que el estado x(k) se mantenga en K∗ si su valor inicial x(0)
está en este semi-módulo.

De acuerdo con los resultados anteriores, existe también una retroalimentación
dinámica que fuerza la trayectoria x(k) a permanecer en K∗. Se puede calcular
esta ley de control usando la fórmula dada, en la forma u(k + 1) = X ⊗ z(k),
donde z(k) es definida por la recurrencia z(k + 1) = Y ⊗ z(k), inicializada para
cualquier valor z(0) satisfaciendo Mz(0) = x(0), y donde X y Y son soluciones de
A⊗M ⊕B⊗X = M ⊗ Y , y M es una matriz generadora del semi-módulo K∗. Por
un instante, tomemos

M=

(
1 0
1 +∞

)
, v=

(
max{x1 − 1, x2 − 1}

x1

)
,

donde x1 and x2 son las componentes del estado inicial, digamos x(0) = (xT1 xT2 ), y

X =
(

0 0
)
, Y =

(
0 0
1 1

)
.

Ejemplo 2.5.2 Consideremos el ejemplo de Maia et al tratado en [Maia et al., 2011],

x(k + 1) = Ax(k)⊕Bu(k + 1) , (2.33)

sobre el semi-anillo max-plus.

A =


0 −∞ 5 −∞
10 0 15 7
4 −∞ 9 −∞
15 5 20 12

 B =


0 −∞ −∞ −∞
10 0 −∞ −∞
4 −∞ 0 −∞
15 5 −∞ 0

 .

Este ejemplo es un modelo de a simple traffic light. El problema consiste en satis-
facer las restricciones de tiempo en la sincronización descritas por el semi-módulo
D = Im D, donde

D =


0 −15 −15 −30
10 0 −5 −15
6 −11 0 −26
15 5 0 0

 .
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Un problema similar de restricciones de tiempo puede ser encontrado en el trabajo
[Katz, 2007], donde el objetivo es mantener la trayectoria del sistema dentro de
un semi-módulo dado, el cual expresa las restricciones de tiempo de sincronización
de las salidas de los trenes.

Ya que, el semi-módulo D es finitamente generado , tomando en cuenta el Teorema
2.2.3, el semi-módule D es (A,B)-invariante si existen matrices X, Y ∈ R4×4

max tal
que la igualdad AM ⊕BX = MY , se cumpla.

En efecto, consideremos X y Y como siguen,

X =


−∞ 0 −∞ 0
−∞ −∞ −∞ −∞
17 6 11 6
−∞ −∞ −∞ −∞

 Y =


11 0 5 0
22 12 −∞ −∞
15 −∞ −∞ −∞
19 −∞ −∞ −∞

 .

Ahora, veamos que D no es un semi-módulo (A,B)-invariante por retroalimenta-
ción. Con esto, podemos observar que la trayectoria que comienza en el valor inicial
x0 = (−15 − 5 0 0)T ∈ D no se mantiene dentro del semi-módulo D cuando una
retroalimentación de estado es aplicada. Sea F ∈ R4×4

max una retroalimentación de
estado arbitraria,

F =


f11 f12 f13 f14
f21 f22 f23 f24
f31 f32 f33 f34
f41 f42 f43 f44

 .

luego

(A⊕BF )x0 =


5⊕ F1

15⊕ 10⊗ F1 ⊕ F2

9⊕ 4⊗ F1 ⊕ F3

20⊕ 15⊗ F1 ⊕ 5⊗ F2 ⊕ F4

 ,

donde (F1 F2 F3 F4)
T = BFx0 ,

Note que

(A⊕BF )x0∈ cl




5
15
9
20

 ,


0
10
4
15

 ,


ε
0
ε
5

 ,


ε
ε
0
ε

 ,


ε
ε
ε
0


 ,

y es claro que los vectores que forman la combinación lineal de (A⊕BF )x0 no están
en D, por tanto (A ⊕ BF )x0 /∈ D. Luego, no es posible aplicar una ley de control
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por retroalimentación estática de estado tal que la trayectoria x(k) del sistema,
satisfaga las restricciones impuestas.

Ahora, de acuerdo al Corolario 2.5.1, existe una retroalimentación dinámica que
fuerza la trayectoria x(k) a permanecer en D.

Consideremos la evolución del sistema (2.33) cuando el estado inicial es x(0) =
(x1 x2 x3 x4)

T ∈ D, y la ley de control definida como sigue, es aplicada.

u(k + 1) =


−∞ 0 −∞ 0
−∞ −∞ −∞ −∞
17 6 11 6
−∞ −∞ −∞ −∞

⊗ z(k) ,

para k ≥ 0, donde z(k) es definida por

z(k + 1) =


11 0 5 0
22 12 −∞ −∞
15 −∞ −∞ −∞
19 −∞ −∞ −∞

⊗ z(k) ,

para k ≥ 0.

Consideremos

z(0)=


min{x4 − 15, x3 − 6, x2 − 10, x1}
min{x4 − 5, x3 + 11, x2, x1 + 15}

x4
min{x4, x3 + 26, x2 + 15, x1 + 30}

 ,

Consideremos por ejemplo, el estado inicial x(0) = (−15 − 5 0 0)T ∈ D, luego
z(0) = x(0) en este caso, y se obtiene la siguiente trayectoria x(k) del sistema


5
15
11
20

 ,


16
27
22
32

 ,


27
39
33
44

 ,


39
51
45
56

 , · · ·

 ,

para la secuencia de vectores de control

u(1) = Xz(0) =


0
ε

11
ε

 , z(1) = Y z(0) =


5
7
0
4

 ,
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u(2) = Xz(1) =


7
ε

22
ε

 , z(2) = Y z(1) =


16
27
20
24

 ,

u(3) = Xz(2) =


27
ε

33
ε

 , z(3) = Y z(2) =


27
39
31
35

 ,

u(4) = Xz(3) =


39
ε

45
ε

 , · · · ,

Claramente, la trayectoria x(k) del sistema satisface las restricciones impuestas,
cuando una ley de control dinámica es aplicada.

2.6. Conclusión

En este caṕıtulo hemos presentado las nociones de invarianza introducidas por Katz
en [Katz, 2007] para sistemas dinámicos lineales sobre semi-anillos. Estudiamos el
problema del cálculo del máximo (A,B)-invariante contenido en un semi-módulo
dado. Revisamos la convergencia del algoritmo de punto fijo en un número finito
de pasos para una clase importante de semi-módulos. En consecuencia, el diseño
del control puede ser generado del cálculo del máximo (A,B)-invariante contenido
en una especificación dada.

El concepto de semi-módulos (A,B)-invariantes por retroalimentación dinámica
de sistemas sobre el semi-anillo, fue presentado. Se mostró que la invarianza en
lazo cerrado bajo una retroalimentación dinámica es equivalente a la invarianza
controlable. Esto cierra una pregunta abierta, sobre la realización causal de una
ley de control para un semi-módulo (A,B)-invariante finitamente generado sobre
un semi-anillo conmutativo.

Ya que un anillo puede ser considerado como una instancia particular del concep-
to de semi-anillo, el resultado obtenido también generaliza los resultados que han
sido descritos para sistemas sobre anillos. La existencia de una retroalimentación
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dinámica tal que hace invariante un módulo (A,B)-invariante, ha sido probada en
el caso de sistemas sobre un dominio de ideales principales [Conte et Perdon, 1995],
y de sistemas sobre un anillo noetheriano [Ito et Inaba, 1998]. Nuestra construc-
ción de la ley de control por retroalimentación dinámica es actualmente basada en
lo sugerido en [Di Loreto et al., 2007], la cual fue propuesta para sistemas sobre
un anillo conmutativo. En la presente contribución, es enfatizado la interpretación
en términos de control causal de esta construcción.

En el caso de sistemas sobre un semi-anillo, la pregunta fue un punto tratado por
Katz en [Katz, 2007]. Es interesante señalar que en los ejemplos de este art́ıculo,
fué considerado la retroalimentción dinámica y causal para resolver el problema
de invarianza. En el ejemplo de su Sección VI, una retroalimentación dinámica es
usada. En este caso, su calculo es hecho usando el teorema principal del documen-
to, que es un método de diseño para una retroalimentación de estado estática, en
el caso particular de semi-módulos con volumen finito. La retroalimentación de
estado estática realmente viene de una retroalimentación dinámica, ya que la es-
pecificación de control es expresada en términos de restricciones de tiempo, que
incluyen términos de retraso, esto es visto como una restricción estática en el es-
pacio de estado extendido. En el mismo art́ıculo, Ejemplo 4 (que es discutido en
nuestra Sección 2.4) muestra un semi-módulo que es (A,B)-invariante pero no es
invariante por retroalimentación dinámica. El autor sin embargo, menciona la exis-
tencia de un control constante que hace invariante al semi-módulo para el sistema
controlado. Nosotros hemos mostrado que tal ley de control no es lineal, pero es
causal. En este sentido, nuestros resultados generalizan estas premisas.
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Caṕıtulo 3

Control geométrico por
retroalimentación estática de estado
de sistemas max-plus lineales sujetos
a restricciones temporales.

La clase de sistemas de eventos discretos que consideraremos aqúı, es la clase de
los sistemas max-plus lineales, que son obtenidos de la modelización de GET. Estos
modelos tienen particularidades que no fueron tomadas en cuento en el Caṕıtulo
2. Una primera característica es que las trayectorias deben ser no decrecientes, por
definición de las variables que son utilizadas. Una segunda caracteŕıstica es que la
condición inicial no es necesariamente canónica, esta no es caracterizada sencilla-
mente como el valor que tiene el estado x al tiempo inicial, si no en términos de
un vector w que expresa la fecha de salida de las marcas iniciales. A este nivel,
utilizaremos los conceptos introducidos en la Sección 1.3.5, y particularmente el
concepto de condición inicial admisible, para tomar en cuenta explicitamente estas
caracteŕısticas.

Uno de los objetivos de esta tesis es resolver el problema de control para sistemas
max-plus lineales, modelados por GETs y sujetos a restricciones de tiempo que de-
ben ser respetadas. Este trabajo propone un nuevo abordaje de este problema de
control dentro de la teoŕıa del control geométrico. La solución propuesta utiliza
las nociones de (A,B)-invarianza [Katz, 2007], nosotros presentamos como una
contribución original, la descripción de condiciones suficientes de invarianza y de
existencia de una retroalimentación estática, para obtener un sistema controlado
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por esta retroalimentación estática de estado que, asegura que el sistema evolucio-
na sin violar el conjunto de restricciones impuestas.

Este tipo de problemas se encuentra en algunos sistemas de producción donde la
duración de tareas particulares dentro de un proceso están sujetas a limitaciones
de tiempo. Por ejemplo, en [Atto et al., 2011] los autores consideran una plan-
ta industrial especializada en la fabricación de tubos de caucho para la industria
automotriz. Las restricciones de tiempo son impuestas en la zona de calentamien-
to, para evitar la pérdida de piezas. Para ello, modifican la ecuación de estados
max-plus lineal del sistema en la forma de una ecuación de estados restrictiva,
para obtener un supervisor que respete las restricciones. También, problemas de
restricciones temporales se encuentran en la producción de obleas de silicio en
la industria de semiconductores [N. Wu et al., 2008], [Kim et Lee, 2003)], y otros
sistemas de producción, ver por ejemplo [Spacek et al., 1999].

En contraste al enfoque presentado en esta contribución, el cual es basado en el
control geométrico, [Amari et al., 2012] proponen un enfoque algebraico para tra-
tar la śıntesis de una ley de control causal para GETs sujetos a restricciones de
tiempo. La verificación de las restricciones de tiempo es formulado en términos
de un problema de control, asumiendo que algunas entradas del proceso pueden
ser controladas. El comportamiento de la planta es modelado por ecuaciones max-
plus, y las restricciones temporales por desigualdades lineales. El autor propone un
método para la śıntesis de la ley de control que permite satisfacer un determinado
conjunto de restricciones de tiempo. La ley de control resultante, es definida como
un conjunto de ecuaciones lineales en max-plus, que implican un número finito de
retrasos. Esta ley de control es causal y puede ser implementada en linea, para un
conjunto conocido de estados del sistema. Tal ecuación corresponde a un sistema
de retroalimentación, que es representado por un GET. La existencia y cálculo de
la ley de control se muestra bajo la hipótesis de condiciones iniciales canónicas.

Apoyados en los trabajos de [Amari et al., 2012] y [Katz, 2007], presentamos una
formulación alternativa de nuestro problema de control en términos de la (A,B)-
invarianza e (A,B)-invarianza por retroalimentación de estados, derivadas de pro-
piedades geométricas, y consideramos la inicialización de la ley de control. El pro-
blema de las restricciones temporales es introducido por medio de una matriz C so-
bre el semi-anillo max-plus. Resumimos estas restricciones en el semi-módulo defi-
nido por la imagen de la estrella de Kleene C?. Este semi-módulo resulta ser (A,B)-
invariante en si mismo, evitando aśı el cálculo del máximo semi-módulo (A,B)-
invariante incluido en una especificación dada. El procedimiento para este cálculo
puede resultar dif́ıcil pues depende de la convergencia del algoritmo de punto fijo
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extendido en el contexto max-plus, [Katz, 2007]. El diseño del control viene del es-
tudio de una condición geómetrica. La matriz de control es construida a partir del
cálculo de sistemas de generadores de poliedros max-plus [Allamigeon, 2010] y
[Allamigeon et al., 2012] que involucran componentes de las matrices del sistema
asociadas con lugares del GET donde se han impuesto restricciones temporales.

Este caṕıtulo es organizado como sigue. La sección 3.1, se inicia con la definición
de restricciones temporales, se define el semi-módulo Cx(k) ≤ x(k), donde C es la
matriz que resume las restricciones temporales, luego, en la Sección 3.2, el proble-
ma de encontrar una ley de control por retroalimentación estática de estados, que
satisfaga las restricciones de tiempo impuestas al sistema es formulado y algunos
resultados teóricos sobre la existencia de una matriz de control son presentados.
En la Sección 3.3, son desarrollados dos ejemplos ilustrativos, y por último las
conclusiones son dadas en la Sección 3.4.

3.1. Restricciones temporales

Las restricciones de tiempo son frecuentes en procesos industriales, debido a que
en algunos sistemas de producción la duración de tareas particulares, esta sujeta
a restricciones de tiempo. Por un instante, podemos considerar por ejemplo, un
proceso de producción con horno para realizar tratamiento térmico. La duración
de cualquier tratamiento en el horno es fijo o se define en un intervalo de tiempo,
para evitar la pérdida de unidades, ver [Atto et al., 2011]. Aśı que necesitamos
controlar el sistema para poder cumplir con estas restricciones o especificaciones.

De acuerdo con la definición de grafos de eventos temporizados, las temporiza-
ciones asociadas a cada lugar corresponden a un tiempo mı́nimo de espera de las
marcas en cada lugar. Sin embargo, las marcas pueden permanecer más del tiempo
mı́nimo en el lugar. Para un lugar con restricción de tiempo, un tiempo de estad́ıa
máximo es fijado. Esta limitación de un tiempo máximo de estad́ıa aparece como
una restricción adicional que debe ser respetada. Por tanto, un intervalo de tiempo
[τz, τ

max
z ] es asociado a este lugar, donde τz es el tiempo mı́nimo de estad́ıa y τmaxz

es el tiempo máximo, (ver Figura 3.1).

Esta restricción de tiempo es expresada por la siguiente desigualdad:

xz′ (k) ≤ τmaxz ⊗ xz(k −mz), ∀k > mz . (3.1)
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tz tz′pz

mz

[τz , τ
max
z ]

Figura 3.1: Restricción Temporal

La siguiente definición permitirá la construcción del semi-módulo que describa
las restricciones impuestas a un sistema dado. Estas restricciones son usadas para
definir el objetivo de control. Para ello, consideremos el sistema max-plus lineal
siguiente.

x(k) = A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k), k ≥ 2, (3.2)
x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w,

donde A ∈ Rn×n
max y B ∈ Rn×q

max, x(k) ∈ Rn
max es el vector de estado, u(k) ∈ Rq

max es
el vector de entrada de control, ambos definidos para k ≥ 1, y w es un vector que
depende de los tiempos de evolución de las marcas iniciales. Asumimos que las
condiciones iniciales son admisibles, esto es w ∈ W, donde W es el semi-módulo
definido por (1.36).

Definición 3.1.1 Dado un GET modelado por el sistema max-plus lineal (3.2), y
sujeto a un conjunto de restricciones temporales, se define la matriz C ∈ Rn×n

max

asociada a estas restricciones por:

Czz′ =

{
−τmaxz si hay una restricción temporal entre tz y tz′ ,
ε en otro caso.

(3.3)

Tomando en cuenta la Proposición 1.1.1, se cumple el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1 El conjunto de vectores de estados que satisfacen las restricciones
temporales con mz = 0, es igual al semi-módulo definido por la imagen de la
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estrella de Kleene de la matriz C, ImC?, cuando C? exista. Esto es,

Im C? = {x ∈ Rn
max |C⊗ x ≤ x} . (3.4)

Deseamos determinar una estrategia de control u(k) para garantizar el respeto de
una clase de restricciones para sistemas max-plus lineales, como veremos en la
Sección 3.2. El esquema de control de interés, es un sistema de control en lazo ce-
rrado. Además, ya que se trata con el problema de la śıntesis de una ley de control,
se debe garant́ızar que la ley de control encontrada sea realizable. Una ley de con-
trol por retroalimentación de estado es realizable si la matriz de retroalimentación
de estado es causal. En este sentido, la siguiente definición es útil.

Definición 3.1.2 (Matriz causal) Una matriz M ∈ Rq×n
max se dice ser causal si sus

entradas son tales que Mij = ε o Mij = e. Esto es M ∈ (R+ ∪ {−∞})q×n.

Una matriz causal corresponde a una ley que puede ser realizada causalmente.

3.2. Formulación del problema

En esta sección el problema de control es presentado, y condiciones suficientes pa-
ra la existencia de una ley de control por retroalimentación de estado son dadas.
Tomando en cuenta que los problemas de restricciones de tiempo se encuentran
a menudo en procesos industriales que engloban una clase importante de siste-
mas que pueden ser descritos por un modelo max-plus lineal, las restricciones de
tiempo son usadas para definir nuestro objetivo de control, el cual se centra en la
búsqueda de una ley de control por retroalimentación de estado que asegure que
el estado del sistema evoluciona sin violar un conjunto de restricciones tempora-
les impuestas al sistema. El enfoque presentado toma en cuenta el problema de
condiciones iniciales y la realización de la ley de control en el proceso de diseño.
Consideremos lo siguiente.

Dado un GET modelo por el sistema max-plus lineal dado en las ecuaciones (3.2),
sin circuitos sin marcas iniciales, con q transiciones fuentes, denotados tui , i =
1, · · · , q, (q ≥ 1) y con Z lugares con restricciones temporales. Estos lugares son
denotados por pzi, para i = 1, · · · , Z. Para cada lugar pzi, denotemos mzi, τzi y τmaxzi

,
la marcación inicial y los retardos mı́nimo y máximo, respectivamente. Además tzi
y tz′i denotan respectivamente la transición de entrada y la transición de salida del
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lugar pzi, para i = 1, · · · , Z. Sean xzi y xz′i los tiempos de disparo correspondientes
a las transiciones tzi y tz′i respectivamente, y sea mαi

la marcación acumulada a lo
largo del camino αi, definido desde alguna transición de entrada hasta la transición
tzi.

Supongamos que todos los lugares con restricciones temporales tienen marcación
inicial igual a cero, esto es, mzi = 0 para todo i = 1, · · · , Z . Luego las restricciones
temporales serán expresadas como sigue;

xz′i
(k) ≤ τmaxzi

⊗ xzi(k) , k ≥ 1. (3.5)

La hipótesis considerada acá, mz = 0, se cumple en general para plantas de pro-
ducción. Significa que en el estado inicial, no hay productos en la planta, lo cual
no es restrictivo en la práctica.

El siguiente semi-módulo será crucial para establecer nuestras condiciones de su-
ficiencia para la existencia de una ley control por retroalimentación estática para
dar solución al problema de control tratado.

Definición 3.2.1 Para el sistema (3.2) y la matriz dada por la expresión (3.3),
definimos el siguiente semi-módulo

D = {v ∈ Rq
max |CBv ≤ Bv} . (3.6)

Note que el semi-módulo D es no vaćıo, ya que contiene al menos la solución
trivial.

Bajo las condiciones anteriores, nuestro problema de control se define como sigue.

Problema: Dado el sistema max-plus lineal (3.2), y un conjunto de restricciones
temporales de la forma (3.5), buscamos una estrategia de control que asegure que
el estado del sistema evoluciona satisfaciendo la condición C ⊗ x(k) ≤ x(k) para
k ≥ 1, esto equivale a mostrar que x(k) ∈ Im C?, k ≥ 1, por Corolario 3.1.1.

Inspirados por el caso de sistemas sobre cuerpos, y siguiendo la literatura sobre
sistemas sobre semi-anillos, el enfoque propuesto consiste en buscar una ley de
control por retroalimentación de estado, definida en términos de una matriz F con
la relación u(k) = Fx(k − 1) para k ≥ 2, y para k = 1, al contrario de sistemas
sobre un cuerpo, esta relación debe ser completada para definir el valor inicial del
control, u(1), tal que garantice que x(k) ∈ Im C? para k ≥ 1.
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Con este control, usando la ecuación (3.2), el sistema en lazo cerrado se expresa
como:

x(k) = (A⊕B ⊗ F )⊗ x(k − 1), ∀k ≥ 2 , (3.7)

con x(1) = B ⊗ u(1)⊕ w .

Para abordar nuestro problema requerimos de los siguientes fundamentos.

Proposición 3.2.1 Dadas dos matrices A ∈ Rn×n
max y B ∈ Rn×q

max, y un semi-módulo
de Rn

max, definido por la imagen de una matriz K. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

(i) Im A ⊂ Im K	 Im B ,

(ii) Existe F ∈ Rq×n
max tal que Im (A⊕ BF) ⊂ Im K ,

(iii) Existe F ∈ Rq×n
max tal que M⊗(A⊕BF ) ≤ N(A⊕BF ) , donde M,N son matrices

de dimensiones adecuadas, tales que Im K = {x |Mx ≤ Nx}.

Demostración. Sea {e1, · · · , en} la base canónica de Rn
max y K ∈ Rn×n

max la matriz que
define al semi-módulo K = Im K. Veamos inicialmente que (i) implica (ii). Para
ello, supongamos que Im A ⊂ Im K 	 Im B, luego Aei ∈ Im K 	 Im B, por lo que
existe b ∈ Im B tal que Aei ⊕ b ∈ Im K, lo que significa que para i = 1, · · · , n,
existen vectores ui ∈ Rq

max tal que Aei ⊕ Bui ∈ Im K. Luego definiendo una retro-
alimentación de estado F por F ⊗ ei = ui, se tiene Aei ⊕BFei ∈ Im K, y por tanto
Im (A⊕BF) ⊂ Im K. Claramente (ii) implica (iii) por Proposición 1.1.1. Finalmente
si existe F tal que C ⊗ (A⊕ BF )ei ≤ (A⊕ BF )ei, se sigue que existe b = BFei tal
que Aei ⊕ b ∈ Im K, y en consecuencia Aei ∈ Im K	 Im B, con lo cual se concluye
la prueba.

La Proposición 3.2.1 permite, para los semi-módulos definidos por la imagen de la
estrella de Kleene de una matriz C, estudiar propiedades geométricas que implican
las propiedades de (A,B)-invarianza y (A,B)-invarianza por retroalimentación de
estado. Esta clase particular de semi-módulos, aparece como la especificación dada
para el espacio de estado de un sistema de la forma (3.2), y si estos semi-módulos
satisfacen las propiedades equivalentes de la Proposición 3.2.1, entonces, desde el
punto de vista dinámico se tiene que a partir de cualquier estado del sistema, es
posible encontrar una ley de control por retroalimentación estática de estado que
garantice que la trayectoria en lazo cerrado del sistema se mantenga incluida en el
semi-módulo, lo cual resulta útil en muchos problemas prácticos.
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Entonces una solución a nuestro problema de control existe si y sólo si la desigual-
dad:

C(A⊕BF )x(k) ≤ (A⊕BF )x(k) , (3.8)

se satisface para k ≥ 1, esto es Cx(k + 1) ≤ x(k + 1); y además la condición
inicial x(1) esta en Im C?. Por tanto, podemos obtener condiciones que aseguren la
existencia y el cálculo de una solución si la desigualdad C ⊗ (A⊕ BF ) ≤ A⊕ BF
se cumple y la condición inicial satisface: x(1) ∈ Im C?. Para tratar este problema
es conveniente hacer la siguiente definición.

Definición 3.2.2 Diremos que las restricciones temporales son admisibles al con-
trol si toda fila nula de la matriz B, implica que la fila correspondiente de la matriz
C es nula.

Esta definición equivale a decir que para cada restricción temporal i = 1, · · · , Z,
existe un li ∈ q̄ tal que Bzili 6= ε.

El lema siguiente nos permitirá demostrar nuestro resultado principal.

Lema 3.2.1 Si las restricciones temporales son admisibles al control, siempre es
posible encontrar una matriz F tal que se cumpla CA ≤ BF .

Demostración. Esta propiedad se debe al hecho de que si las restricciones tem-
porales son admisibles al control, existe para cada i = 1, · · · , Z, un li ∈ q̄ tal
que Bzili 6= ε, y por tanto se puede escoger Flir ≥ Az′ir

− τmaxzi
− Bzili tal que

(CA)zir ≤ (BF )zir. En efecto:

(BF )zir ≥
q⊕

k=1

BzikFkr ≥ BziliFlir,

≥ Bzili + Az′ir
− τmaxzi

−Bzili = Az′ir
− τmaxzi

,

= (CA)zir.

En el siguiente teorema damos condiciones para la existencia de una ley de con-
trol por retroalimentación de estado que asegura la satisfación de las restricciones
temporales definidas por (3.5).
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Teorema 3.2.1 Dado el semi-módulo D definido por (3.6). Si las restricciones
temporales son admisibles al control y existe v ∈ D tal que sup(v) = q̄, entonces,
existe una matriz F ∈ Rq×n

max tal que Im (A⊕ BF) ⊂ Im C?.

Demostración. Para probar el teorema, debido a la Proposición 3.2.1, es suficiente
mostrar que existe una matriz F ∈ Rq×n

max tal que las siguientes desigualdades se
cumplen,

CA ≤ BF y CBF ≤ BF. (3.9)

En efecto, note en primer lugar que si existe v en D, se sigue que la desigualdad
CBv ≤ Bv se satisface.

Por otro lado, debido al Lema 3.2.1, es posible encontrar una matriz F tal que
CA ≤ BF , con Flir ≥ Az′ir

− τmaxzi
− Bzili. Además, como todos los elementos del

vector solución v son no nulos, en particular vli es no nulo, tenemos que existe α
tal que α + vli ≥ Az′ir

− τmaxzi
− Bzili. Luego, podemos escoger Fkr = αr + vk con

αli ≥ Az′ir
− τmaxzi

− Bzili − vli, tal que las desigualdades expresadas en (3.9) se
cumplan, con lo cual concluye la prueba.

Observación 3.2.1 Note que la prueba que precede es usada para construir una
matriz de control F no nula tal que sus vectores columnas verifiquen: Bz

′
1

...
Bz
′
Z

⊗
 F1r

...
Fqr

⊕
 Az′1r

...
Az′Zr

 ≤
 τmaxz1

⊗Bz1
...

τmaxzZ
⊗BzZ

⊗
 F1r

...
Fqr

 . (3.10)

La matriz F puede contener algunas columnas nulas, ya que el vector nulo, también
satisface (3.10). Este hecho se puede presentar por ejemplo, cuando Az′ir = ε, para
toda i = 1, · · · , Z, luego Fr = ε.

La condición C(A ⊕ BF ) ≤ A ⊕ BF permite constatar que una retroalimentación
estática de estado adecuado para que x(k) se mantenga en Im C?, para k ≥ 2 puede
ser tal que satisfaga (3.10), evidentemente la solución F no es necesariamente úni-
ca, debido a que (3.10) define un poliedro max-plus. Un sistema de generadores
para este conjunto solución, puede ser expĺıcitamente calculado usando el procedi-
miento descrito en la Sección 1.2, debido a [Allamigeon, 2010], y en consecuencia
siempre es posible conocer todas las leyes de control que pueden ser aplicadas para
satisfacer las restricciones temporales para k ≥ 2.
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Además, si bien es cierto que la solución particular F encontrada en el Teorema
3.2.1, no es óptima desde el punto de vista práctico, puesto que la matriz F po-
see columnas con todas las entradas no nulas, es posible a partir de un sistema
generador de (3.10), construir otras soluciones más sencillas que permitan sinteti-
zar la ley de control considerando criterios adicionales. Una solución posiblemente
más sencilla a realizar es tal que cada columna Fr tenga a lo más una entrada no
nula, este hecho es posible, si para los i tales que Az′ir 6= ε, las filas de la matriz
B asociadas a las transiciones de entrada de las restricciones i, satisfacen que la
componente Bzil es no nula, luego se tendŕıa que Flr 6= ε y Fkr = ε en cualquier
otro caso. Una propiedad muy importante en aplicaciones es la causalidad de la ley
de control, que permite su implementación en linea.

Corolario 3.2.1 Bajo las condiciones del Teorema 3.2.1, se puede escoger la matriz
F en el conjunto de matrices causales tal que Im (A⊕ BF) ⊂ Im C? se cumpla.

Por otro lado, se puede ver que las condiciones del Teorema 3.2.1, son suficientes
para la existencia de un control que garantice la satisfación de las restricciones
expresadas en (3.5), para k ≥ 2. Para el disparo inicial, k = 1, se debe completar
la ley de control de tal que la condición inicial x(1) este en Im C?, considerando un
vector u(1) que satisfaga (3.11)-(3.12), esto es;

q⊕
k=1

Bz
′
ik
uk(1) ≤

q⊕
k=1

τmaxzi
⊗Bzikuk(1) , (3.11)

wz′i
≤

q⊕
k=1

τmaxzi
⊗Bzikuk(1) . (3.12)

La existencia de esta ley de control viene en parte de las hipótesis del Teorema
3.2.1 como veremos en la siguiente proposición, y además se muestra que la con-
dición inicial x(1) esta en el cono max-plus Im C?, independientemente del vector
w tomado en el conjunto de condiciones iniciales admisibles definido en (1.36).

Proposición 3.2.2 Si las hipótesis del Teorema 3.2.1 son satisfechas y además las
condiciones iniciales son admisibles, entonces x(1) ∈ Im C?.

Demostración. En efecto, supongamos que las hipótesis del Teorema 3.2.1 se cum-
plen, luego existe una matriz F ∈ Rq×n

max tal que (3.9) se satisface, aśı para cualquier
vector w se cumple desde (3.9) que CAw ≤ BFw y CBFw ≤ BFw, toman-
do u(1) = Fw tenemos CAw ≤ Bu(1) y CBu(1) ≤ Bu(1). Además, conside-
rando que las condiciones iniciales son admisibles, esto es Aw ≥ w, se tiene que
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Cw ≤ CAw ≤ Bu(1). Aśı se concluye que Cx(1) = C(Bu(1)⊕w) = Cw⊕CBu(1) ≤
Bu(1) ≤ Bu(1)⊕ w = x(1), y por tanto x(1) ∈ Im C?.

Observación 3.2.2 Note que la existencia de una ley de control de la forma u(k) =
Fx(k− 1) para k ≥ 2 y u(1) = Fw, define un control de manera causal y admisible
en el sentido que el control correspondiente es no decreciente, esto es, u(k) ≤ u(k+
1) para k ≥ 1. Puesto que si k = 1, u(1) = Fw ≤ Fw ⊕ FBu(1) = Fx(1) = u(2), y
esto implica que x(1) = Bu(1) ⊕ w ≤ Bu(2) ⊕ Aw ≤ x(2), donde w ∈ W, y luego
u(2) = Fx(1) ≤ Fx(2) = u(3). Por tanto, iterando esta relación, se puede concluir
que x(k) y u(k) son no decrecientes.

En conclusión, la Proposición 3.2.2 complementa el Teorema 3.2.1, y hemos llega-
do a una solución completa del problema de invarianza que procede de las restric-
ciones temporales impuestas a un sistema dinámico max-plus lineal.

Corolario 3.2.2 Si las hipótesis del Teorema 3.2.1 son satisfechas y además las
condiciones iniciales son admisibles, entonces existe una retroalimentación de es-
tado definida por u(k) = Fx(k − 1), k ≥ 2, y u(1) = Fw, tal que el estado del
sistema en lazo cerrado satisface las restricciones, x(k) ∈ Im C?, para k ≥ 1.

3.3. Aplicación a casos de estudio

Para ilustrar una aplicación del enfoque propuesto en este caṕıtulo, presentamos
dos casos de estudio. El primer caso de corte académico para describir el método
y un segundo donde el método propuesto es aplicado a un proceso de la industria
de semiconductores.

3.3.1. Primer caso

Consideremos el GET de la Figura 3.2, tomado de [Amari et al., 2012]. Este gra-
fo contiene dos transiciones fuentes modelando los controles u1(k) y u2(k) res-
pectivamente. Dos restricciones temporales adicionales son aśıgnadas a los luga-
res p1 y p2 de este grafo, y son expresadas respectivamente por las desigualdades
x2(k) ≤ 1⊗ x1(k) y x3(k) ≤ 1⊗ x2(k). Estamos interesados en calcular una matriz
de control F ∈ R2×5

max tal que garantice que los estados del sistema en lazo cerrado



3.3. Aplicación a casos de estudio 131

t1 t2

[1, 1]

t3

[1, 1]

t4tu1

0 3

tu2

0

0 0 1

1

t5

Figura 3.2: GET con dos restricciones temporales en p1 y p2.

evolucionan satisfaciendo el conjunto de restricciones temporales resumidas en el
semi-módulo Im C?, esto es x(k) ∈ Im C?, para k ≥ 2, y además, describir el conjun-
to de condiciones iniciales admisibles tal que x(1) ∈ Im C?. La matriz C ∈ R5×5

max es
la matriz asociada a las restricciones temporales satisfaciendo que C12 = C23 = −1
y Cji = ε en cualquier otro caso, y la ecuación de estado asociada con este GET es:

x(k)=


ε ε ε ε e
ε ε 1 ε 1
ε ε 2 1 2
ε ε 5 4 5
ε ε ε ε ε

⊗ x(k − 1)⊕


e ε
1 e
2 1
5 4
ε ε

⊗ u(k) . (3.13)

Note que las restricciones temporales son admisibles al control, ya que existen
B1r 6= ε y B2r 6= ε, ver Definición 3.2.2, luego debido al Teorema 3.2.1, la existencia
de una matriz F tal que la propiedad deseada Im (A⊕ BF) ⊂ Im C? se satisfaga, si
además, el semi-módulo D, definido a continuación posee una solución u tal que
sup(u) = 2̄. (

1 e
2 1

)
⊗ v ≤

(
1 ε
2 1

)
⊗ v . (3.14)

En efecto, aplicando el Método de doble descripción tropical [Allamigeon, 2010],
obtenemos para el semi-módulo D el sistema generador G = {e1, (e 1)T}, aśı todo
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elemento de D es generado por los elementos de G y por tanto existe por lo menos
u = (e 1)T enD tal que sup(u) = 2̄. Por tanto, existe F tal que la propiedad deseada
se cumple, y cada columna de la matriz F satisface:(

1 e
2 1

)(
F1r

F2r

)
⊕
(
A2r

A3r

)
≤
(

1 ε
2 1

)(
F1r

F2r

)
. (3.15)

Para calcular F , primero para cada r, construimos el semi-módulo Pr definido co-
mo el conjunto solución de (3.15), luego, podemos representar Pr como proyeccio-
nes de semi-módulos de R2+1

max, debido a la Proposición 1.2.4. El cono homogenizado
asociado a Pr, es denotado por P̂r y definido como el conjunto solución de:(

1 e A2r

2 1 A3r

) z1
z2
z3

 ≤ ( 1 ε ε
2 1 ε

) z1
z2
z3

 . (3.16)

Para construir la matriz F si bien es cierto que basta con conocer por lo menos un
elemento de cada Pr, nosotros seremos algo más generales, y para ello buscaremos
un sistema de generadores del cono poliédrico max-plus P̂r, ya que a partir de este
sistema podemos encontrar un sistema de generadores del poliedro max-plus Pr, y
en consecuencia podemos conocer todas las posibles leyes de control que pueden
ser aplicadas para satisfacer las restricciones temporales.

Note que las componentes Ai1 y Ai2 son todas nulas para i = 2, 3, luego basta tomar
las columnas F1 = F2 = ε, ver Observación 3.2.1. Para r = 3, (ver Ejemplo 1.2.1),
tenemos:

P3 = co(

{(
e
ε

)}
)⊕ cone(

{(
e
ε

)
,

(
e
1

)}
) ,

luego podemos tomar F3 = (e ε)T .

Para r = 4, consideremos el sistema (3.15) y el sistema homegéneo asociado,
donde A24 = ε y A34 = 1. Resolviendo la primera desigualdad del sistema ho-
mogéneo, un sistema de generadores para este es G = {(e ε ε)T , (ε ε e)T , (e 1 ε)T}.
Multiplicando a la derecha y a la izquierda la segunda desigualdad por la ma-
triz G (G es la matriz cuyas columnas son los vectores del sistema G), obtene-
mos la desigualdad (2 1 2)y ≤ (2 ε 2)y, la cual tiene como un sistema de ge-
neradores a H = {e1, e3, (1 2 ε)T , (ε 2 1)T}. Los vectores Gh1, Gh2 y Gh3 for-
man un sistema de generadores del conjunto solución del sistema homogéneo,
{e1, (e 1 ε)T , (1 ε 2)T , (1 2 2)T}.
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Por tanto,

P4 = co(

{(
−1
ε

)
,

(
−1
e

)}
)⊕ cone(

{(
e
ε

)
,

(
e
1

)}
) .

Un criterio que se puede tomar en cuenta para la elección de un elemento de P4,
es que la matriz F sea causal, ver Corolario 3.2.1.

Aśı que tomaremos F4 = (e ε)T ⊕ (−1 ε)T = (e ε)T . (Otras opciones simples pueden
ser F4 = (e ε)T ⊕ (−1 e)T = (e e)T o F4 = (e 1)T ⊕ (−1 ε)T = (e 1)T ), la elección
dependerá de los criterios adicionales considerados para sintetizar la ley de control.

Para r = 5, se procede como antes y se tiene que:

P5 = co(

{(
e
ε

)}
)⊕ cone(

{(
e
ε

)
,

(
e
1

)}
) ,

luego podemos tomar F5 = (e ε)T .

Por tanto, una matriz de control F que satisfaga que la trayectoria del sistema en
lazo cerrado se mantenga en Im C? para k ≥ 2 es dada por:

F =

(
ε ε e e e
ε ε ε ε ε

)
. (3.17)

Falta ahora encontrar una ley de control u(1) tal que x(1) ∈ Im C?, para ello de-
bido al Proposición 3.2.2, es necesario que x(1) = Bu(1) ⊕ w satisfaga la con-
dición w ≤ Aw. Aplicando nuevamente el Método de doble descripción tropi-
cal al sistema Iw ≤ Aw, encontramos que un sistema generador para este, es
G = {e3, e4, (ε 1 e ε ε)T}. Luego,

W = {w |w ≤ Aw} = cone(G) ∩ R+5
max .

Note que e4 /∈ Im C?.

Para que la condición inicial x(1) este en Im C?, basta tomar u(1) = Fw, con w ∈
W, ver demostración de Proposición 3.2.2, luego el control obtenido usando w = e4

es u(1) = e1, y en este caso la condición inicial es x(1) = (e 1 2 5 ε)T , y por tanto
x(1) ∈ Im C?.

Por un instante, consideremos la evolución del sistema cuando la condición inicial
x(1) ∈ Im C? con u(1) = e1, es dada por (e 1 2 5 ε)T , y el control F es aplicado. La
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trayectoria x(k) del sistema obtenida en este caso es:
e
1
2
5
ε

 ,


5
6
7
10
ε

 ,


10
11
12
15
ε

 ,


15
16
17
20
ε

 , · · ·

la cual, claramente satisface las restricciones impuestas al sistema, para la secuen-
cia de control siguiente:

e1,

(
5
ε

)
,

 ε
10
ε

 ,

 ε
15
ε

 , . . .

Si un control no es aplicado, tenemos la siguiente trayectoria del sistema comen-
zando en el mismo estado inicial: (e 1 2 5 ε)T ,

e
1
2
5
ε

 ,


ε
3
6
9
ε

 ,


ε
6
10
13
ε

 , . . .

la cual no satisface las restricciones impuestas al sistema, por ejemplo la restricción
2 jamás puede ser satisfecha.

La retroalimentación encontrada puede ser interpretada por 3 lugares de control
conectados al GET para garantizar el respeto de las restricciones temporales. El
grafo controlado es dado en la Figura 3.3.

Observación 3.3.1 La retroalimentación de estado obtenida bajo este enfoque di-
fiere de la matriz de control encontrada en [Amari et al., 2012] para este mismo
ejemplo, la cual es:

F =

(
ε ε e e e
ε ε ε e ε

)
.

Desde el punto de vista práctico podŕıa resultar más sencillo implementar el control
obtenido en nuestros resultados, ya que tiene menos elementos no nulos.
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Figura 3.3: GET controlado resultante: las restricciones temporales en p1 y p2 son
satisfechas por los lugares agregados entre las transiciones t3 y tu1 , t4 y tu1 y las
transiciones t5 y tu1 .

3.3.2. Control de robots en cluster-tools

Consideremos el GET de la Figura 3.4, el cual es una variación del ejemplo tra-
tado en [Atto et al., 2011]. Este GET representa el comportamiento de un cluster
tool equipado con un brazo único, herramienta de uso frecuente en la industria
de semiconductores. El cluster tool es un dispositivo integrado de procesamiento
de obleas de silicio, que consiste de varios módulos de procesamiento, un robot de
manipulación, y un almacén para la carga y descarga de obleas de silicio. En este
ejemplo, las obleas de silicio son procesadas en dos etapas, el cluster tool tiene tres
módulos de producción (PMs), dos son dedicados a la primera etapa y el tercero
a la segunda etapa, ver [N. Wu et al., 2008]. El cluster tool tiene restricciones es-
trictas sobre el tiempo de residencia que una oblea de silicio puede permanecer en
una PM. Despúes que una oblea de silicio es procesada, esta debeŕıa ser descargada
con un tiempo limitado. De lo contrario, su superficie sufre severos problemas de
calidad.

El comportamiento dinámico del GET es dado por la ecuación de estados (3.2),
donde x(k) = (x1(k), . . . , x12(k))T es el vector de estado, u(k) = (u1(k), . . . , u4(k))T
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es el vector de control, las matrices A y B son como sigue,

A =



ε ε ε 28 ε ε ε ε ε ε ε ε
. . . 28 . . ε . . . . .
. . . 228 . . 254 . . . . .
. . . 250 . . 276 . . . . .
. . . 0 . . ε . . . . .
. . . 79 . . ε . . . . .
. . . 153 . . 179 . . . . .
. . . ε . . 0 . . . . .
. . . 103 . . 129 . . . . .
. . . 125 . . 151 . . . . .
. . . 125 . . 151 . . . . .
ε ε ε 204 ε ε 230 ε ε ε ε ε



,

B =



ε ε ε ε
e ε ε ε

129 228 254 103
151 250 276 125
ε e ε ε
ε 79 ε ε
ε 153 179 ε
ε ε e ε
ε 103 129 ε
ε 125 151 ε
ε 125 151 e
ε 204 230 79



.

Cuatro restricciones temporales adicionales son aśıgnadas a los lugares p2, p5, p8
y p11 de este grafo. En el lugar pi con i = 2, 8, una oblea de silicio comienza a
ser procesada (etapa 1) y espera. El tiempo de permanencia en la PM no puede
superar τmax1 . En el lugar pi con i = 5, 11, se lleva a cabo la etapa 2, la cual no
puede superar el tiempo τmax2 . Estas restricciones son expresadas respectivamente
por la siguientes desigualdades:

i = 1: es asociada a la restricciónx3(k) ≤ τmax1 ⊗ x2(k),

i = 2: es asociada a la restricciónx6(k) ≤ τmax2 ⊗ x5(k),

i = 3: es asociada a la restricciónx9(k) ≤ τmax3 ⊗ x8(k),

i = 4: es asociada a la restricciónx12(k) ≤ τmax4 ⊗ x11(k),

(3.18)
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Figura 3.4: GET con 4 restricciones temporales en p2, p5, p8 y p11.

donde τmax1 = τmax3 = 149 y τmax2 = τmax4 = 94.

Note que las restricciones temporales son admisibles al control, ver Definición
3.2.2. Aśı como en el caso anterior, nuestro interés es calcular una matriz de
control F ∈ R4×12

max tal que garantice que los estados del sistema en lazo cerra-
do evolucionen satisfaciendo las retricciones (3.18), resumidas en el semi-módu-
lo Im C?, esto es x(k) ∈ Im C?, para k ≥ 2, y además, describir el conjunto de
condiciones iniciales admisibles tal que satisfagan que x(1) ∈ Im C?. La matriz
C ∈ R12×12

max es la matriz asociada a las restricciones temporales satisfaciendo que
C23 = C89 = −149, C56 = C11,12 = −94 y Cji = ε en cualquier otro caso.

La existencia de una matriz F ∈ R4×12
max tal que la propiedad deseada Im (A⊕BF) ⊂
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Im C? se verifique, se debe, a que además el semi-módulo D, definido por:


129 228 254 103
ε 79 ε ε
ε 103 129 ε
ε 204 230 79

⊗v≤


149 ε ε ε
ε 94 ε ε
ε ε 149 ε
ε 219 245 94

⊗v ,

posee una solución v tal que sup(v) = 4̄. En efecto, aplicando el Método de doble
descripción tropical [Allamigeon, 2010], un sistema generador para el conjunto
solución D es:

{e1, (254 ε 149; ε)T , (103 ε ε 149)T , (506 298 401 ε)T},

luego, existe por ejemplo v = (506 298 401 149)T en D tal que sup(v) = 4̄.

Aśı, existe F tal que la propiedad deseada se cumple y cada columna de F satisface
lo siguiente:


129 228 254 103
ε 79 ε ε
ε 103 129 ε
ε 204 230 79




F1r

F2r

F3r

F4r

⊕


A3r

A6r

A9r

A12,r

 ≤


149 ε ε ε
ε 94 ε ε
ε ε 149 ε
ε 219 245 94




F1r

F2r

F3r

F4r

 .

(3.19)

Para calcular F , primero para cada r, consideraremos el poliedro max-plus Pr de-
finido como el conjunto solución de (3.19), luego, podemos representar Pr como
proyecciones de semi-módulos de R4+1

max, debido a la Proposición1.2.4. Luego, el
cono homogenizado asociado a Pr, es denotado por P̂r y definido como el conjun-
to solución de (3.20).

Como vimos antes, si encontramos un sistema de generadores del semi-módulo
P̂r, podemos encontrar un sistema de generadores del poliedro max-plus Pr, y en
consecuencia podemos conocer todas las posibles leyes de control que pueden ser
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aplicadas para satisfacer que la condición x(k) ∈ Im C?, para k ≥ 2.
129 228 254 103 A3r

ε 79 ε ε A6r

ε 103 129 ε A9r

ε 204 230 79 A12,r




z1
z2
z3
z4
z5

 ≤


149 ε ε ε ε
ε 94 ε ε ε
ε ε 149 ε ε
ε 219 245 94 ε




z1
z2
z3
z4
z5

 .

(3.20)

Note que en la columna r, r = 1, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 10, 11, 12, las componentes Air son
nulas para i = 1, · · · , 4, aśı que basta tomar Fr = ε es estos casos, ver Observación
3.2.1.

Para r = 4, consideremos el sistema de desigualdades (3.20) y el sistema ho-
megéneo asociado, donde A34 = 228, A64 = 79, A94 = 103 y A12,4 = 204. Un
sistema de generadores del conjunto solución del sistema homogéneo es: e1,


e
ε
−105
ε
ε

 ,


−46
ε
ε
e
ε

 ,


e
−79
−125
ε
ε

 ,


e
−94
−125
ε
−79


 .

Por tanto,

P4 = co





79
−15
−46
ε



⊕ cone


 e1,


−46
ε
ε
e

 ,


e
ε
−105
ε

 ,


e
−79
−125
ε



 .

Considerando como criterio adicional que la matriz F sea causal, podemos tomar
F4 = (79 − 15 − 46 ε)T ⊕ 125⊗ (e − 79 − 125 ε)T = (125 46 e ε)T .

Para r = 7, se procede como antes y se tiene que

P7 = co





105
ε
−15
ε

 ,


105
ε
−20
136

 ,


105
11
−15
ε





⊕ cone


 e1,


e
ε
−105
ε

 ,


−46
ε
ε
e

 ,


e
−79
−125
ε



 .
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Luego, podemos tomar F7 = (105 ε e ε)T .

Por tanto, una matriz de control F que satisfaga las restricciones temporales para
k ≥ 2 es dada por:

F =


ε ε ε 125 ε ε 105 ε ε ε ε ε
. . . 46 . . ε . . . . .
. . . e . . e . . . . .
ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε ε

 . (3.21)

La retroalimentación encontrada puede ser interpretada por 6 lugares de control
conectados al GET para garantizar el respeto de las restricciones temporales. El
grafo controlado es dado en la Figura 3.5.

Ahora encontremos el conjunto de condiciones iniciales admisibles tal que x(1) ∈
Im C?. Como la condición inicial x(1) está en Im C? independientemente del w ele-
gido, siempre que w satisfaga: w ≤ Aw y w ∈ R+12

max , tomaremos w con todas sus en-
tradas iguales a e. (Aplicando nuevamente el Método de doble descripción tropical,
podemos encontrar un conjunto generador para el sistema Iw ≤ Aw). Luego, una
ley de control u(1) ∈ R4

max tal que la condición inicial este en Im C? es u(1) = Fw =
(125 46 e ε)T , en este caso x(1) = (e 125 274 296 46 125 199 e 149 171 171 250)T , la
cual satisface las restricciones temporales, y por tanto esta en Im C?.

Por un instante, consideremos la evolución del sistema cuando la condición inicial
x(1) = Bu(1) ⊕ w ∈ Im C? tomando el control inicial u(1) = (125 46 e e)T , la cual
es x(1) = (e 125 274 296 46 125 199 e 149 171 171 250)T .

Luego, si el control F definido por (3.21) es aplicado. La trayectoria x(k) del siste-
ma asociada a esta condición inicial y a la secuencia de controles no decreciente:


125
46
e
ε

 ,


421
342
396
ε

 ,


717
638
592
ε

 ,


1013
934
888
ε

 , · · · ,
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Figura 3.5: GET controlado resultante: las restricciones temporales en p2, p5, p8 y
p11 son satisfechas por los lugares agregados entre las transiciones x4 y xu1 , x4 y xu2 ,
x4 y xu3 , x7 y xu1 , y x7 y xu3 .

obtenida en este caso es:

e
125
274
296
46
125
199
e

149
171
171
250



,



324
421
570
592
342
421
495
296
445
467
467
546



,



620
717
866
888
638
717
791
592
741
763
763
842



,



916
1013
1162
1184
934
1013
1087
888
1037
1059
1059
1138



,



1212
1309
1458
1480
1230
1309
1383
1184
1333
1355
1355
1434



, . . .
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la cual claramente satisface las restricciones (3.18) impuestas al sistema, para la
secuencia de control no decreciente.

Si un control no es aplicado, comenzando en el mismo estado inicial, tenemos la
siguiente trayectoria:

e
125
274
296
46
125
199
e

149
171
171
250



,



324
324
524
546
296
375
449
219
399
421
421
500



,



574
574
754
796
546
625
699
449
649
671
671
750



,



824
824
1024
1046
796
875
949
699
899
921
921
1000



, . . .

Note que a partir de la misma condición inicial tomada en el cono max-plus Im C?,
se tiene que al evolucionar el sistema sin un control, la trayectoria del mismo, no se
mantiene dentro del cono max-plus que resume las restricciones temporales dados
por (3.18), por ejemplo la restricción 1 no se satisface.

3.4. Conclusiones

El problema de control de grafos de eventos temporizados sujeto a restricciones
temporales, fue tratado usando un enfoque geométrico. Las restricciones tempora-
les impuestas al espacio de estado del sistema, se describieron en el semi-módulo
definido por la imagen de la estrella de Kleene de la matriz asociada a estas res-
tricciones. En consecuencia, el problema de determinar un control que fuerza la
satisfación de las restricciones temporales, se formula en términos de la invarian-
za de este semi-módulo. Establecimos condiciones suficientes para la existencia de
una solución a este problema. Nuestra propuesta permite el diseño de un control
satisfactorio, de la forma de una retroalimentación estática de estado. Estas condi-
ciones pueden ser interpretadas en términos de la identificación de una familia de
semi-modulos (A,B)-invariantes, que evitan el problema del cálculo del máximo
semi-módulo (A,B)-invariante contenido en una especificación dada. Esto resulta
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de gran interés, ya que las condiciones reportadas en la literatura para caracterizar
semi-módulos (A,B)-invariantes se ĺımita a la familia de semi-módulos con volu-
men finito presentados por Katz en [Katz, 2007]. Podemos subrayar que nuestra
solución toma en cuenta dos aspectos que son la inicialización de la ley de control,
y su causalidad, importantes para su implementación. Para ilustrar la aplicación de
este enfoque, dos problemas de control fuerón presentados.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y Perspectivas

Este manuscrito trata sobre el control gemétrico de los sistemas max-plus lineales.

La originalidad de nuestra primera contribución radica en el establecimiento de
una nueva noción de invarianza tal como lo es la invarianza por retroalimentación
dinámica, la cual permite mostrar que la (A,B)-invarianza por retroalimentación
dinámica es equivalente a la (A,B)-invarianza. Mostramos que en el caso de semi-
módulos finitamente generados, una ley de control que fuerce las trayectorias de
un sistema max-plus lineal a permanecer en un semi-módulo dado, puede ser rea-
lizada usando una retroalimentación dinámica; tal ley de control es causal, lo cual
permite su implementación en linea. El resultado obtenido podŕıa resolver algu-
nos problemas básicos que han sido encontrados en el estudio de varios problemas
de control para sistemas sobre semi-anillos. Más aún, como un anillo puede ser
visto como un caso particular del concepto de semi-anillo, el resultado también
generaliza los resultados que ha sido descritos para sistemas sobre anillos. La exis-
tencia de una retroalimentación dinámica que hace invariante a un módulo (A,B)-
invariante ha sido probada en el caso de sistemas sobre un dominio de ideales
principales [Conte et Perdon, 1995], y para sistemas sobre un anillo Noetheriano
[Ito et Inaba, 1998]. Nuestra contribución de una ley de control por retroalimen-
tación dinámica es actualmente basada en lo sugerido en [Di Loreto et al., 2007],
que era para sistemas sobre un anillo conmutativo.

Nuestra segunda contribución original es la descripción de condiciones suficientes
de invarianza y de existencia de una retroalimentación de estado estática, para el
caso de sistemas max-plus lineales modelados por grafos de eventos temporizados
sujeto a restricciones temporales. Las restricciones temporales impuestas al espacio
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de estado del sistema, se describieron en el semi-módulo definido por la imagen
de la estrella de Kleene de la matriz asociada a estas restricciones. El problema
de determinar un control que fuerza la satisfación de las restricciones temporales,
se formula en términos de la invarianza de este semi-módulo. En consecuencia,
estas condiciones pueden ser interpretadas en términos de la identificación de una
familia de semi-modulos (A,B)-invariantes, que evitan el problema del cálculo
del máximo semi-módulo (A,B)-invariante contenido en una especificación dada.
Nuestra propuesta permite el diseño de leyes de control estáticas que resultan fáci-
les de implementar. Además, la solución presentada toma en cuenta dos aspectos
originales como son la inicialización de la ley de control, y su causalidad, impor-
tantes para su implementación.

Las perspectivas de este trabajos son las siguientes.

Una primera dirección consiste en usar los resultados sobre retroalimentación diná-
mica para resolver problemas de control, por ejemplo el problema de las restriccio-
nes de tiempo para sistemas max-plus lineales, el cual fue tratado en el Caṕıtulo 3 ,
y en casos particulares en [Katz, 2007], [Maia et al., 2011] y [Amari et al., 2012].
Esto resulta útil en gestión de producción. Para implementar la ley de control pro-
puesta es requerido el conocimiento del vector de estado x(k), incluyendo su valor
inicial x(0). Si el estado no es directamente medido, su reconstrucción puede ser
necesitada.

Una segunda dirección dentro del enfoque geométrico, para dar continuidad lógica
al Caṕıtulo 2, es el análisis de la noción de invarianza condicional, la cual es útil
para propósitos de observación para reconstruir el estado en ĺınea, una primera
discusión sobre anillos es dada en [Di Loreto et al., 2007], y para semi-anillos en
[Di Loreto et al., 2010].
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l’algebre (max,+), Ph.D. thesis, ISTIA, Université d’Angers, Angers, France,
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