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Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude théorique ainsi que numérique
du comportement des fluides dans des milieux poreux.

La description précise de l’écoulement des fluides est donnée par les équations
de Darcy Brinkmann Forchheimer, est importante à la réussite des modèles
dans plusieurs domaines. En particulier, dans les applications d’ingénierie
telle que l’industrie pétrolière et l’hydrologie souterraine. On peut citer :
le pot catalytique qui sert à réduire la nocivité des gaz d’échappement, les
condenseurs et les turbines à gaz combustion, c’est une apareil tournante
thermodynamique qui transforme l’oxygene de l’air ambiante comme combu-
rant et lui fait subir des transformations pour produire de l’énergie mécanique
ou cinétique.

L’écoulement des fluides dans des milieux poreux sont généralement décrits
par la loi de Darcy, où le gradient de pression est linéairement proportionnel
à la vitesse du fluide. Dans certaines situations physiques cette loi n’est plus
suffisante tel que les écoulements des fluides possédants une vitesse élevée,
des écoulements turbulents, des écoulements inertiels ou lorsque les médias
contiennent des fractures.

Dans ce cas, des comportements non linéaires apparaissent et qui peuvent
étre modéliser par le terme de Forchheimer qui est une correction du modèle
de Darcy. En effet, en (1901) [18] Forchheimer avait ajouté le deuxsième
ordre du terme vitesse pour représenter l’effet d’inertie microscopique.

Considérant l’effet macroscopique entre le fluide et les parois des pores,
Brinkman (1947) [5] avait ajouté les dérivées secondes d’une vitesse à l’équation
de Darcy ce qui donne l’équation de Brinkman et qui peut être considérer
comme un modèle pour Mélanger deux matériaux.

L’objectif de ce travail est d’analyser des équations de Darcy Brinkman
Forchheimer :

−γ∆u + au + b|u |αu +∇π = f sur Ω

divu = 0 sur Ω.
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où u , π représentent respectivement le champ de vitesse, la pression et f

représente le terme de force.
Les paramètres γ > 0, a > 0, b > 0 définissent respectivement le coefficient
de Brinkmann, Darcy et Forchheimer.
Sauf mention précise, Ω est un domaine simplement connexe.
les objectifs principaux de cette thèse peuvent étre scindés en quatres grands
axes :

• Le premier est consacré à l’étude de l’équation de Darcy Brinkman
Forchheimer stationnaire avec des conditions de type Navier sur le bord.

u · n = g, curlu × n = h × n . (1)

On suppose dans ce premier chapitre que α = 1.
Plusieurs travaux ont déja été faites et qui traitent les équations de
Navier Stokes ou celles de Darcy Brinkman Forchheimer que se soit sur
le plan analyse ou approximation avec des conditions de type Dirichelet
sur les parois, ce qui confirme l’adhération du fluide aux parois du do-
maine. ( voir [21] V. Kalantarov et S. Zelik, [11] A.Celbi, K. Kalantarov
et [34] P.Skrzypacz et D. Wei).

Cependant, ce type de conditions sur les parois n’est pas toujours
rélaliste, notamment au niveau d’applications ou l’on se trouve face à
des situations physiques où il est primordial de faire intervenir d’autres
types de condition sur le bord pour bien décrire le comportement du
fluide proche de la paroi. comme l’a signalé Serrin dans son travail [30].

En 1827, Navier [25] a proposé une condition dite de glissement avec
friction à la paroi qui permet de prendre en compte le glissement du
fluide près du bord et de mesurer l’effet de friction en considérant la
composante tangentielle du tenseur des contraintes proportionnelle à la
composante tangentielle, désigné par l’indice τ , du champ de vitesses :

u · n = g, ((Du)n + βu)τ = h .

où β est un coefficient de friction, n est le vecteur normal exterieur sur
la frontière et Du représente le tenseur de déformation défini par :

D(u)ij =
1

2
(
∂u i

∂x j

+
∂u j

∂x i

), 1 � i, j � 3.

2



Dans une situation idéale, nous considérons β nulle,

2((Du)n)τ = ∇τ (u .n) + (
∂u

∂n
)τ −

2�

j=1

(
∂n

∂sj
.u τ )τj . (2)

u τ représente la projection de u sur l’hyperlplane tangent à Γ et un

exprime la composante de u dans la direction normale comme.

curlu × n = ∇τ (u .n)− (
∂u

∂n
)τ −

2�

j=1

(
∂n

∂sj
.u τ )τj . (3)

On obtient l’équivalence des conditions aux limites (2) avec curlu ×
n + 2(∂u

∂n
)τ .

En considérant les conditions (3), en supposant avoir le bord plan et
négligant la friction (β = 0), nous obtenons les conditions limites suiv-
antes :

u · n = 0, curlu × n = 0.

Ce type des conditions aux limites est généralement utilisé pour simuler
l’écoulement des fluides à proximité d’un bord perforé ou de parois
visqueuses.
Nous donnons comme exemples W.Jagar et A.Mikelic [24], Y.Amirate,
D.Bresh, J.Lemone et J.Simon [1], M.Bulicek, Malek, K.R.Rajagopal
[10]. Nous mentionnons également que de telles conditions de glisse-
ment sont utilisées dans les simulations d’écoulements turbulents ap-
pliquées à l’aérodynamique, à la météorologie et à l’hémodynamique.

Récemment, une analyse des équations de Brinkman Forchheimer avec
des conditions de glissement-friction est proposée par J.K Djoko et
P.A.Razafimandimby [17], où l’existence et l’unicité de la solution, par
la régularisation combiné avec la méthode de Faedo-Galerkin, ont été
obtenus.

Supposons β tends vers l’infini, g et h sont nulles, alors on retrouve la
condition classique de Dirichlet, autrement on dit que la paroi rigide
freine le fluide.
Dans tout notre travail, nous considérons le cas d’un bord plat avec

β = 0.

La deuxiéme condition ci-dessus peut étre remplacée par une condition
portant sur la composante tangentielle du tourbillon :

u · n = g, curlu × n = h × n .
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• le deuxième axe est dédié au cas ou la géométrie du domaine est to-
talement différente de celle supposée dans le reste de la thèse. Nous
considérons Ω comme un domaine non simplement connexe. Ce qui en-
traine l’apparition des composantes connexes définies par la contrainte

�u · n , 1�Γi
= 0.

Dans ce chapitre, nous nous sommes toujours aux équations station-
naires incompressibles

−γ∆u + b|u |αu + u .∇u +∇p = f, et divu = 0, sur Ω.

Dans de nombreuses applications d’autres conditions aux limites sont
introduites. On peut citer comme exemple les écoulements des flu-
ides dans un tuyau, dans le cas d’une bifurcation de ce tuyau en deux
tuyaux secondaires. Les conditions sur la pression ou sur les flux sont
indispensables pour contrôler la quantité de fluides dans chaque tube.
Pour cette raison, nous traitons ici les conditions aux limites :

u × n = g × n , π = π0 sur Γ. (4)

Cette condition est connu par la pression statique dans le cas des
équations de Stokes, elle sera remplacée par la pression dynamique

u × n = g × n , π = π0 +
1

2
|u |2. (5)

dans le cas des équations non linéaires.

Certains applications ont soulevée des problèmes où les conditions aux
limites précédantes apparaissent naturellement. nous mentionons le
travail de C. Conca, voir [16], où l’existence et l’unicité de la solution
variationelle des équations de Stokes avec la pression et le flux de la
vitesse imposés, sont prouvées dans un cadre hilbertien.
Des résultats analogues ont été établis concernant les équations de
Navier Stokes stationnaires.

L’étude autour les problèmes stationnaires de Stokes ainsi que Navier
Stokes avec des conditions limites non standard, plus particulièrement
la pression est donnée sur une partie de la frontière, est déja fait par
Bégue et al [5].
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Ensuite cette étude fus complétée en 2002 par Bernard [6] , qui a prouvé
des résultats de régularités dans H2 puis Wm,r(Ω) avec m � 2 et r � 2.
L’approche dans l’analyse des équations de Navier Stokes repose sur
le Théorème du point fixe et le problème de Stokes non-standard.
Bernard a prouvé que l’unique solution du problème linéaire non stan-
dard posséde un curl dans H1.

J. Bernard [7] a abordé certains problèmes d’évolutions avec ce même
type de conditions aux limites. L’auteur a adapté la méthode de Faedo-
Galerkin, combiné avec des résultats de régularité déja obtenus dans [6].

D’un autre coté, en 2009 Kozono et Yanagisawa ont pris la trace u×n

en considération dans leur papier [22], ou les résultats peuvent étre
considérer comme une extension de la décomposition Rham-Hodge-
Kodaira des formes C∞ (des formes infiniment continues et differen-
tiables) sur des variétés de Rimann compact à des champs de vecteurs
Lr sur Ω. En utilisant curl et div , des differents estimations de la
fonction u et ses dérivées sont établit.

Enfin cet axe peut étre vu comme une amélioration des résultats de
C. Amrouche et N. Seloula [2] reposant sur des propriétés relevant de
potentiels vecteurs. Certaines inégalités de Sobolev étaient prouvé en
addition aux résultats d’existence de solutions faibles, très faibles ainsi
que la régularité des solutions dans la théorie Lp.

• La troisème direction traite deux types d’équations non stationnaires.
la première est muni du terme de convection :

u t−γ∆u+au+b|u |αu+u .∇u+∇p = f, et divu = 0, sur Ω (6)

Nous analysons l’erreur du schéma numérique obtenu à partir d’un
modèle perturbé du system DBF avec des conditions de type Dirichlet
sur le bord introduites par G.G.Stokes en 1845 [35].

u |∂Ω = 0, ∀t ∈ [0, T ].

La seconde équation considère un problème légerement different de celui
qui est mentionné en (6).

u t − γ∆u + au + b|u |αu +∇p = f, et divu = 0, sur Ω (7)
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mais avec d’autres conditions aux limites. Particulièrement nous con-
sidérons des conditions de type Navier homogènes

u · n = 0, curlu × n = 0. (8)

L’un des majeurs difficultés pour l’approximation numérique du solu-
tion de l’équation Darcy Brinkmann Forchheimer est liée à la contrainte
d’incompressibilité ” divu = 0 “ puisque le champs de vitesse u et la
pression sont dissociés.
Parmi les processus employés pour la relaxation de cette contrainte, on
peut citer les méthodes suivantes :

– La méthode de pénalisation, on peut mentionner comme références
T. Hughes, W. Liu, A. Brooks [20], J. Shen [33], R. Temam [36] :

divuε − εpε = 0.

– La compressibilité artificielle, nous rappelons les travaux de F.Brezzi
et J.Pitkaranta ainsi que celle de R. Temam [12, 37] :

divuε − εpεt = 0.

– La pression stabilisée, dans le cas stationnaire, nous donnons comme
référence M. Louaked, N. Seloula, S.Trabelsi [23], F. Brezzi, J.
Douglas [8], F. Brezzi, J. Pitkaranta [9], J. Hughes, L.Frnca,
M. Balestra [19], tandis que le cas d’évolution est réalisé par
R.Rannacher et J.Shen [26, 32]

divuε −∆εpε = 0.

– La méthode de pseudo-compressibilité est considéré comme l’un
des mécanismes les plus efficaces utilisés pour analyser l’erreur
de l’équation de Navier Stokes instable, nous citons le travail de
AJ.Chorin [13], et celle de E. Weinan et J. Liu [38] et finalement
le papier de J.Shen[31]

divuε −∆εpεt = 0.

Convaincu de l’efficacité du traitement par pseudo-compressibilité, nous
adoptons cette approche pour analyser les équations de Darcy Brinkman
Forchheimer. Notre résultat principal est l’établissement d’une estima-
tion d’ordre 2.
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• Le dérnier axe est l’approximation par la méthode de Galerkin Discon-
tinue, les équations de Brinkman ainsi que les équations de Forchheimer
avec les conditions aux limites données précédement en (1).

Intialement, la méthode Galerkin discontinue est introduite par Hill et
Reed [27] en 1973 pour l’approximation des problèmes hyperbolique.

Dans la littérature, des nombreux résultats relatifs à l’estimation d’erreur
optimal sont obtenus en appliquant la méthode de Galerkin Discontinue
aux problèmes linéaires elliptiques. Richter [28] a proposé une exten-
sion des techniques hyperboliques aux problèmes elliptiques.
Il avait montré que le taux de convergence atteint l’ordre k+ 1

2
lorsque

on emploie des polynômes d’ordre k � 1.
En 2002 dans [15] B. Cockburn, G. Kanschat, D.Schotzau ont donné
l’estimation d’erreur pour les équations de Stokes stationnaires a été
établie en utlisant la méthode de Galerkin discontinue locale.

L’étude d’approximation en s’appuyant sur la méthode de Galerkin dis-
continue a été étendue aux problèmes elliptiques non linéaires qui ont
suscité l’attention de nombreux chercheurs.
En 1996, Bassi et Rebay [4] avaient élargit l’utilisation de la méthode
des éléments finis de type Galerkin Discontinue aux équations ellip-
tiques non linèaires plus telles les équations de Navier Stokes par la
gestion du terme visqueux avec une fomulation faible mixte, où la
méthode Galerkin Discontinue locale a été employée en introduisant
le vecteur auxiliaire θ = ∇u . En fait, la méthode de Gelerkin Discon-
tinue couple la méthode des volumes finis et celle des éléments finis.

Dans ce qui suit, nous détaillons le lien entre les axes mentionnés et les
chapitres de cette thèse.

Dans le premier chapitre, nous considérons les équations du Darcy Brinkman
et les équations du Darcy Brinkman Forchheimer avec les mêmes conditions
sur le bord.
Nous traitons ces équations dans deux sections indépendantes.
La première section est consacrée à l’étude de l’équation de Darcy Brinkman
stationnaire dans Ω un domaine ouvert borné de R

3,

−γ∆u + au +∇ π = f dans Ω,
divu = 0 dans Ω

(9)
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avec des conditions aux limites de type Navier

u · n = g, curlu × n = h × n , sur Γ. (10)

Ici nous nous intéressons à prouver l’existence et l’unicité ainsi que la régularité
de la solution faible et forte.

Dans la première sous section, nous présentons quelques notions et espaces
fonctionnelles ainsi que certains résultats qui nous serons utiles dans l’établissement
de nos résultats.

La deuxième sous section traite le problème linéaire dans differents situa-
tions. Nous étudions le cas homogène, le cas non homogène et enfin le cas la
divergence non-nulle.
En effet, cette sous section se focalise sur l’existence et l’unicité de la solution
de l’équation de Brinkman (équation linéaire) dans le cadre Hilbertien avec
des conditions aux limites (10).

La troisième sous section est dédiée à la régularité de solution de l’equation
linéaire dans les espace LP .
Dans la quatrième sous section, nous prouvons l’existence et l’unicité du
solution faible (u , π) ∈ W 1,p(Ω) × Lp(Ω) avec f ∈ [H r�,p�

0 (div,Ω)]� dans
les cas (homogéne, non homogéne et la divergence non nulle), où l’espace

[H r�,p�

0 (div,Ω)]� est définit comme suit :

[H r�,p�

0 (div,Ω)]� = {ψ +∇F, ψ ∈ Lr(Ω), F ∈ Lp(Ω)}. (11)

Tout au long la deuxième section, nous abordons les équations du Darcy
Brinkman Fochheimer

−γ∆u + au + b|u |u +∇π = f dans Ω

divu = 0 dans Ω

avec les conditions aux limites données ci dessus (10).
La non linéarité se justifie par certains situations physiques telle que les flux
avec des vitesses élevées, les fluides turbulents, l’effet d’intertie ou lorsque un
média contient des fractures.

Cett section est divisée en deux sous sections secondaires. L’objectif de la
première sous section est de montrer l’existence et l’unicité de la solution
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faible du système linéarisé sur les deux échelles à la fois pour le cas hilbertien
ainsi que dans la thèorie Lp.
Nous montrons en plus, la régularité de la solution de ce problème linéarisé.

La deuxième section concerne les équations du Darcy Brinkman Forchheimer.
En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin, nous prouvons l’existence de
la solution faible sur le plan hilbertien. Ensuite nous montrons que nous
aboutissons aux résultats analogues en considérant que les données f ap-
partenants à (H 6,2

0 (div ,Ω))�. Pour p > 2 des résultats de régularités sont

prouvés avec f ∈ (H r�,p�

0 (div ,Ω))� or pour 3

2
< p < 2, nous établissons le

point fixe pour montrer l’existence de la solution faible du problème Darcy
Brinkman Forchheimer.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à l’étude du problème
Brinkman Forchheimer stationnaire avec des conditions au limites portant à
la fois sur la pression et sur la composante tangentielle du champ de vitesse
dans un domain toujours borné mais non simplement connexe.
Dans la première section, nous introduisons certains notations et nous offrons
le cadre fonctionnel que nous avons besoin d’utiliser dans l’ensemble de ce
chapitre.

Ensuite, la section suivante est consacrée au traitement du problème Stokes
stationnaire avec toujours les mêmes conditions limites où nous alons améliorons
les résultats déjà obtenus en (C. Amrouche [2])

(S)





−γ∆u +∇ π = f et divu = 0 dansΩ,

u × n = g × n et π = π0 surΓ,

�u · n , 1�Γi
= 0, 1 ≤ i ≤ I,

Particulièrement dans notre travail nous n’exigeons pas que la pression initial
ait toujours une certaine régularitée bien précise. Cependant, nous cherchons
à rendre les hypothèses de la régularité sur la fonction π0 de moins en moins
faible à fin d’avoir finalement la pression π dans l’espace Lp.

De manière analogue que le chapitre précédant, nous utilisons le Théorème
de Lax Milgram ensuite le Théorème de Rham pour prouver que ce problème
est bien posé dans le cadre hilbertien mais une fois nous passons à traiter ces
équations dans la thèorie Lp, nous avons besoin de faire apparaitre la con-
dition Inf-Sup qui joue un role primordial dans la solvabilité de la fonction u .
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La dernière section concerne la régularité de la solution du problème ho-
mogéne Brinkman Forchheimer muni du terme de convection dans la thèorie
Lp.




−γ∆u + u ·∇u + b|u |αu +∇ q = f et divu = 0 dansΩ,

u × n = 0 et q + 1

2
|u |2 = q0 sur Γ0 et q + 1

2
|u |2 = q0 + ci surΓi,

�u · n , 1�Γi
= 0, 1 ≤ i ≤ I.

telles que c = (c1, . . . , cI) ∈ R
I et α ∈ [1, 2].

En premier temps, nous signalons la nécessité d’utiliser la formulation faible
du problème de Stokes qui satisfait les conditions de compatibilitées suivantes
:

∀v ∈ K 2

N(Ω), �f , v�Ω +

�

Γ

π0 v · n = 0. (12)

Où la solution (u , π) est déja donnée par C. Amrouche, C. Bernardi, M.
Dauge et V. Girault [3]. Par contre dans le cas où les conditions de compat-
iblité ci-dessus ne sont pas vérifiées, cela implique d’introduire des variantes
au problème linéaire comme suit :





−γ∆u +∇ q = f et divu = 0 dansΩ,

u × n = 0 et q = q0 sur Γ0 et q = q0 + ci sur Γi, 1 � i � I

�u · n , 1�Γi
= 0, 1 ≤ i ≤ I.

(13)
En s’appuyant sur le travail de C. Amrouche et N. Seloula [3], nous établissons
la régularité de la solution du problème (13) qui est une extension des
résultats obtenus dans la section précédente.

Concernant le problème non linéaire, le fait de contrôler la partie tangentielle
de la fonction u qui s’annulle sur le bord et vue que

�

Ω

(u ·∇ )u =
1

2

�

Γ

|u · n |2(u · n).

et avec l’abssence d’information concernant la partie normale du champs de
vitesse, nous pouvons pas contrôler ce terme. Pour surmonter cette difficulté,
nous considérons

u ·∇u = curlu × u +
1

2
∇|u |2.
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En posant π = q + 1

2
|u |2, notre problème se résume au problème suivant

(BFP)





−γ∆u + curlu × u + b|u |αu +∇π = f et divu = 0 dansΩ,

u × n = 0 et π = π0 sur Γ0 et π = π0 + ci surΓi,

�u · n , 1�Γi
= 0, 1 ≤ i ≤ I.

Notre objectif dans la première sous section est de prouver l’existence de la
solution faible du problème non linéaire (BFP). D’abord, nous commençons
l’étude par le cas p = 2 où nous utilisons la méthode de Galerkin pour
montrer que ce problème non linéaire est bien posé. Puisque l’application de
cette méthode nécessite d’avoir une base de l’espace hilbertien, nous constru-
isons une base d’un espace sous jacent hilbertien qui nous permet d’établir
une solution approchée ensuite nous vérifions une estimation à prioi concer-
nant cette solution um et finalement nous passons à la limite en s’appuyant
sur l’estimation à priori déja obtenue dans l’étape précédante, donc nous
déduisons que la suite approchée um est bornée dans l’espace H 1(Ω), nous
sommes capables d’extraire une sous suite (um)m tel que um converge faible-
ment vers u dans l’espaceH 1(Ω), par ailleurs en utilisant l’injection continue
de Sobolev de l’espace H 1(Ω) dans L4(Ω), nous concluons que la solution
approchée (um) converge fortement vers la solution exacte u .

Il suffit de passer à la limite dans la formulation variationelle pour aboutir
au résultat désiré.
D’un autre coté, nous pouvons appliquer ici le théorème de Rham à fin de
déduire l’existence et la régularité de la pression π ∈ L2(Ω).

Ensuite, dans la sous section suivante, nous prouvons l’existence de la so-
lution faible sous la thèorie Lp avec les données f ∈ (H r�,p�

0 (curl ,Ω))�,
nous traitons le problème selon les différentes valeurs de p ( avec p � 2)
en s’appuyant sur les injections Sobolev.

La dérnière section concerne l’étude de la solution forte (u , π) ∈ W 2,p(Ω)×
W 1,p(Ω) avec p �

6

5
et des hypothèses sur les données telles que f ∈ Lp(Ω)

et la pression initiale π0 ∈ W
1−

1

p
,p(Γ).

Dans le troisième chapitre, nous avons considéré le système Darcy Brinkman
Frochheimer non stationnaire (le cas d’évolution) dans un domaine ouvert
borné de R

3 :

∂tu − γ∆u + au + b|u |αu + u∇u +∇ π = f dans ΩT ,

divu = 0 dans ΩT
(14)
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avec des conditions aux limites de type Dirichlet

u = 0 sur Γ (15)

et des conditions initiales,
u(0) = u0 (16)

Nous avons perturbé les équations Darcy Brinkman Forchheimer précédantes
(14)-(15)-(16), en utilisant une approche de type pseudo-compressiblité (i.e
l’ajout du terme �∆pt à l’équation de conservation de masse).

Prenons comme notation u �, π� respectivement le champ de la vitesse per-
turbée ainsi que la pression perturbée.
Le système obtenu, noté (17)-(18)-(19) est le suivant :

∂tu
� − γ∆u � + au � + b|u �|αu � + B(u�, u�) +∇ π� = f dans ΩT

divu � − �∆p�t = 0 dans ΩT
(17)

Avec des conditions de type Dirichlet sur la vitesse et de type Neumann sur
la pression

u � = 0,
∂p�

∂n
= 0 sur Γ (18)

Et données initiales :

u �(0) = u0, p�(0) = p0 dans ΩT (19)

L’objectif est de traiter l’estimation d’erreur entre le système initial DBF
(14)-(15)-(16) et celui approché (17)-(18)-(19) sous les conditions

u0 ∈ V ∩H 2(Ω), f , f t ∈ L2(Ω). (20)

et
ft, ftt ∈ C([0, T ],L2(Ω)). (21)

qui est illustré dans le théorème suivant

Theorem 0.1. On suppose (20) et (21) alors, il existe C > 0 dépendant au

donnée qui vérifie :

� t

t0

�u(s)−u�(s)�2 ds+�
1

2�u(t)−u�(t)�2+�(�u(t)−u�(t)�21+�p(t)−p�(t)�) � C�2.

(22)

La démonstration de ce dernier repose sur les deux lemmes

12



Lemma 0.2. On suppose que (20)-(21) sont vérifiés. Alors, il existe un

constant C > 0 dependant au données qui vérifie :
� t

t0

�ξ(s)�2 + �
1

2�ξ(t)�2 + �(�ξ(t)�21 + �ψ(t)�2) � C�2, ∀t ∈ [t0, T0]. (23)

Lemma 0.3. Si les hyothèses (20) et (21) sont valides. Alors il existe un

constant C > 0 dependant des données qui satisfait :

�η(t)�2 + γ

� t

t0

�∇η(s)�2ds+ �(�∇η(s)�2 + �∇φ(t)�2) � C�2, ∀t ∈ [t0, T0]

(24)

Mais en premier temps, il était nécéssaire d’établir quelques résultats impor-
tants qui étaient présentés dans la première section de ce chapitre, sur les
quelles nous nous appuyons dans la suite.

De manière similaire au cas continu, nous avons traité le schéma numérique
discret par rapport au temps donnée par

un+1 − un

k
−

γ

2
∆(un+1 + un) + a

un+1 + un

2
+ F (un+ 1

2 ) + �B(un+ 1

2 ,un+ 1

2 )

+∇pn = f (tn+ 1

2

), dans Ω.

divun+1 − βk∆(pn+1 − pn) = 0, dans Ω.

un+1 = 0,
∂pn+1

∂n
=

∂pn

∂n
, sur Γ

(25)

Notons par un, πn le champs de vitesse et la pression à l’etape tn (avec k est
le pas de discrétisation en temps et β est un constant).

Nous avons pu établir la convergence du schéma numérique discret au
problème original . L’estimation d’erreur du problème discrétisé par rapport
aux temps est réalisé dans le théoreme suivant

Theorem 0.4. On suppose que les données initiales (u0, p0) vérifient les

estimations :

�u0 − u(t0)� � Ck2, �∇(u0 − u(t0))�+ �∇(p0 − p(t0))� � Ck. (26)

De plus u0 ∈ H2(Ω) ∩ V et f, ft, ftt ∈ C([0, T ], L2(Ω)), alors il existe C > 0
satisfait :
�
Pour tout 1 � m � M = T−t0

k
, on a

k
�m

n=1
�u(tn)− un�2 + k2�∇(u(tm)− um)�2 + k2�(p(tm)− pm)�2 � Ck4.

(27)
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Nous avons validé cette étude par l’implémentation sous FreeFem++ d’un
test numérique classique (la cavité entrainée).

Dans la première section, nous présentons quelques concepts et résultats sur
l’estimation des termes non linéaires que nous utilisons dans le reste du
chapitre.

Dans la deuxième section, nous montrons l’estimation d’erreur entre la solu-
tion (u , π) de l’équation de Brinkman Forchheimer incompressible (14)-(15)-
(16) et (u �, π�) solution du problème perturbé (17)-(18)-(19). La preuve sera
divisée en deux parties, l’une correspondante au problème linéaire et l’autre
pour un problème non linéaire.

La section 3 est consacrée à l’approximation en temps de l’équation de
Brinkman Forchheimer, ensuite à l’anayse d’erreur que nous montrons qu’elle
est d’ordre 2.

Dans la section 4, nous focalisons notre attention sur le cadre numérique
oú nous présentons la cavité entrâınée correspondante aux équations de
Brinkman Forchheimer, de plus nous comparons nos graphes obtenus avec
les résultats de Ghia.

Le chapitre 4 se rapporte à l’étude des équations incompressibles non sta-
tionnaires sans le terme de convection.

u t − γ∆u + au + b|u |αu +∇p = f et divu = 0 dans Ω× [0, T ]. (28)

avec des conditions aux limites non standards.

u · n = 0, curlu × n = 0 sur Γ× [0, T ]. (29)

D’abord, nous proposons une formulation variationnelle du problème (28)-
(29) comme suit :




�u �

m(t),w i�+ γ�curlum(t), curlw i�+ a�um(t),w i�+ b�|um(t)|
αum(t),w i�

= �f (t),w i�Ω

∀i = 1, . . . ,m , t ∈ [0, tm],

um(0) = u0m

(30)

L’objet de la première section est de prouver que ce problème variationelle
possède au moins une solution, en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin.
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La question concernant l’unicité de la solution faible ainsi que l’existence
de la solution globale dans un domaine de dimension 3 restent toujours des
problèmes ouverts.

Dans la première sous section, nous introduisons une solution approchée

um(t) =
m�

i=1

gim(t)w i. (31)

et nous considérons également un problème approximatif de dimension fini





�u �

m(t),w i�+ γ�curlum(t), curlw i�+ a�um(t),w i�+ b�|um(t)|
αum(t),w i�

= �f (t),w i�Ω

∀i = 1, . . . ,m , t ∈ [0, tm],

um(0) = u0m

(32)

Ensuite, nous montrons certains estimations à priori concernant la solution
approchée um. Ces estimations sont indépendantes de m ce qui nous conduit
à conclure l’existence de la convergence faible des sous-suites et justifier par
la suite le passage à la limite. Durant cette dérnière étape, nous avons besoin
d’exploiter le Théorème de compacité ainsi que la transformation de Fourier
pour aboutir au résultat requis.
Pour récupérer la pression, nous introduisons un opérateur fonctionel. Nous
réalisons par la suite que ce dérnier est bien linéaire et continue.

Dans la sous section 2, nous montrons des estimations à priori indépendantes
du paramétre �.
Nous obtenons des résultats analogues même en présence du terme de convec-
tion. u .∇u = curlu×u+ 1

2
|u |2 puisque il suffit de considérer p̃ = p+ 1

2
|u |2,

en plus, le fait que curlu×u ·u = 0 ce qui maintient les résultats déja obtenus
durant cette section.

La section 2 de ce chapitre est dédié à l’étude du problème perturbé du DBF
:

�
u �

t − γ∆u � + au � + b|u �|αu � +∇p = f , dans Ω.

divu � + �∆p�t = 0, dans Ω.
(33)

avec des conditions aux limites non standards données en (8).
cette section est divisée en deux sous parties. la première est consacrée à
l’étude du système d’évolution du DBF perturbé en utilisant la méthode de
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pseudo-compressibilité. Ensuite, on vérifie que le problème est bien posé en
utilisant encore une fois la méthode de Faedo-Galerkin et le théorème de
compacité.

À travers la deuxsième partie, notre objectif est de prouver la convergence
de la solution des équations perturbées (33)-(8) vers celle du problème orig-
inal (7). Pour cette raison, on montre d’abord certaines estimations à priori
indépendantes de � que nous avons besoin plus tard pour établir l’estimation
d’erreur d’ordre 2 pour la solution u .

Contrairement au chapitre précédant qui concerne les conditions Dirichlet ou
l’inégalité de Poincaré est une clé essentielle utilisée souvent dans plusieurs
passages. Nous avons besoin tout au long ce chapitre des inégalitées pour le
champs de vecteur faisant intervenir les opérateurs curl et div .

D’abord, nous montrons en s’appuyant sur la méthode de Faedo-Galerkin
l’existence de la solution faible du système perturbé. Ensuite, nous prouvons
que la solution du problème perturbé converge vers la solution du système
initial.

Par la suite, dans la troisème section, une analyse d’erreur similaire au
chapitre précédant a été présentée où nous avons établir des estimations
a priori indépendantes du � qui nous servent plus tard à montrer l’estimation
d’erreur d’ordre 2. Ce dernier résultat est établi en effectuant deux étapes.
La première étape concerne l’estimation d’erreur corréspondant au problème
linéaire tandis que la deuxième étape est liée à l’analyse d’erreur du problème
non linéaire.

Dans le dernier chapitre, nous nous préocupons de l’équation non linéaire
du Brinkman Forchheimer toujours stationnaire dans un domaine ouvert et
borné de R

3 :

−γ∆u + au + b|u |αu +∇ π = f dans Ω,
divu = 0 dans Ω

(34)

avec des conditions aux limites portant sur la composante normale du champ
de vitesses et la composante tangentielle du tourbillon.

u · n = g, curlu × n = h × n , sur Γ.

le dérnier chapitre se focalise sur l’analyse numérique de l’équation de Darcy
Brinkman Forchheimer linéairisé ainsi que l’équation de Brinkman Forch-
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heimer. l’idée principale dans ce travail est d’analyser la méthode de Galerkin
Discontinue pour le problème linéaire ainsi que pour le problème non linèaire.

La méthode de Galerkin Discontinue locale adapté pour le problème d’Oseen
(le problème linéarisé correspondant aux équations stationnaires de Navier
Stokes) était déja initié par B. Cockburn, voir [14]. Ensuite Cockburn et Al
ont étendu l’analyse aux équations de Navier-Stokes incompressible.

Le livre de Béatrice [29] introduit la méthode Galerkin Discontinue Directe
aux de Stokes stationnaires ainsi que les équations de Navier Stokes station-
naires.

Dans ce chapitre, le problème est considéré dans un domaine polyédrique Ω,
nous examinons et prouvons certains résultats théoriques relatifs au problème
DBF linéarisé. Nous montrons que le problème est bien posé ainsi que le
schéma du modèle DBF non linéaire.
La convergence de la méthode DG est établie et des résultats numériques
sont présentés.
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������ ��������� ��� 2,p(Ω)� �� ���� �������� ���� � ������ ��������� ������ Ω ��� �� ����

������� ���� ��� ����������� ��������� α = 1� ���� ������� ��� ����� ��������� ��� ����

������� �� ��������� �� ��������� �� �� ���� ����� ��� ������� ��� ����� ���� ������ ����������

������� �� ��������� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� ������� ��� ������ ������� �� ���������

���� ��� Lp− ���������� ������� ��� ��� ���������� ���� �������� �� ��� ������ ����� ��������

������ ����� ��� ����������� ��������� b = 0��



−γ∆� + a� +∇π = � and div� = 0, in Ω.

� · � = 0, curl� × � = 0 on Γ.
�������

��� ������� ��� ������ �� ����� ��� ���������� �� ��� ������ ������� ��� ��� � ��������

��������� ���������

��� ���� �� ��� ����� ������� �� �� ��������� ��� ��������� �� ���� ��� ������ ��������� ���

��� ��������� ����� �������� ������������



−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � and div� = 0, in Ω.

� · � = 0, curl� × � = 0 on Γ.
�������

�������� �� ������ ��� ��� ����� �������� ������� �� ��� ���������� ���� ��� ��������� �� ����

��������� (� , π) ∈ � 1(Ω)×L2(Ω)� ������ ����� �� ��� ������� ���������� ��� ��� ����������

������� �� ��� Lp ������ ����� ��� ������ �������� �� ����� ��� ��������� �� ����������� ���������

��� 1,p(Ω) ��� p ≥ 2 ��� ������ ��������� ��� 2,p(Ω) ��� p ≥ 6/5� ������������ �� �� ��������

�� ������ ��� ���������� �� ��� �������� ��� 3/2 < p < 2 �� � 1,p(Ω)� ��� ����� ���� ���

�������� ���� ����� ������� ����� ������������ � �������� Lp−������ �� ��� ���������� �����

�������� ����������� ��������

������� � �� ��������� ���� ��� ����� �� ��� ���������� ���������� ����� ��������

����������� ���� �������� ���������� �������� ����� ��� �������� �� �������� �� ��� �������

���������

p = π +
1

2
|� |2 on Γ. �������

��� ��� ��������� � ·∇� ��� �� ������� ����� ��� ��������� �������� �

� ·∇� = curl� × � +
1

2
∇|� |2.

����� ��� ������� ����� ���




−γ∆� + curl� × � + b|� |α� +∇p = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � and p = p0 on Γ,

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I.

�������

�� ���� α ∈ [1, 2] ��� �� ���� �������� ���� ��� ������� ���� ����� ��� ������ �� �����

������ ������������������� ���� ����� �� �� ������������� ���������� �� ��� ������������



� ��������

��������� ��� ���� ��������� �� ������� �� �� ����� �������� ��������� ����� �� ��� ���

������� ��� ��������� ��������� Γi� 1 ≤ i ≤ I� ��� ��������� �� ������� �������� �����

������ ������������������ ���� �������� ��� ���������� ��� ���� ������������ �� ������

��������������������� ���� ��� ��� ��� ������ ��� ��������� ������������� ����� ���� ����

�������������� ���� ��� ���� ����� �������� ���������� �� ���������� ��������� �������

���������� ���� ��� ���������������� ������ ��������� ���� ����� �� ���������� � ��������

Lp������� �� ����� ������ ��� ������������� ��������� �� �������� ���� ��� ����� ������

���� ������������� ����������� ���� ���� ��������� � ������� �� ��� ������ ��� ������ ������

���������� ����� ��������� ������ �� ���������� �������� �� ��� ��������� ���� ��� ����

���������� ���������� ��� ��� �������� �� ���� �������� �� ����� ����������� ��� ���������

������� �� ��� ����� �������� ������������ ��� � � p ��� � ���� �����




−γ∆� + curl� × � + b|� |α� +∇ p = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � and p = p0 on Γ0 and p = p0 + ci onΓi, i = 1, ..., I

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I,

����� � = (c1, . . . , cI) ∈ R
I �

������ ��� ������ ������ �� ���� ��� ��������� ����� ��� ����� ���� �������� ������� ���

������� ����� �� ��� ������� ���� ��� �������� ��� ��� �������� ���� ��� ���� ����������� �����

�� ������� ��� ���������� ������� ���������� ��� �������� ��� ��� ������ ������� ���� ��������

������������ �� �� �������� �� ������ ����� ���������� �� ��� �������� �� ��� ���� �� ��� ������

�������� ������� ��������� � ����� �� ��� � 1,p ���������� ��� p ≥ 2 ������������� ��� � 2,p

���������� ��� p ≥ 6/5� ��� ��� ���� ��� 3/2 < p < 3� �� ��� ��������� ��� ��� ��������� �����

�������� ����������� ������ ���� ������� ���� �� ������� ���� ��� ����� �� ���� �� ������

��������� �� ��� ��� ���������� ������� ��� ��� ������ ����������

�� ������� �� �� ��������� ��� ��������� ����� ������

∂t� − γ∆� + a� + b|� |α� +B(� ,�) +∇ p = � in ΩT ,

div� = 0 in ΩT ,
��������

���� ��������� �������� ���������� ��� ��� ������� ����� �� ������� �

� = � on ΣT and �(0) = �0, ��������

����� ΩT = Ω×]0, T [� ΣT = ∂Ω×]0, T [ ��� ��� �������� ����� B(� , �) �� ������ �� ��������

B(� , �) = (� .∇)� �

���� ������ ��� ������� �� ��� ����� �� ����� ���������� ��� ��������� ��� ����������

�� ��� �������� ���� ���� ������������ �� ����� ��� ���������� ���������� �� ��� ��������

�� ��� ���������� ��� ���� ��������� �� ����� ��������� � ��������� ��������� �� �����

��������� ��� �� ����� �� ���� ����� ��� ������ �� ������ ����� ����� ������ �������� ��� �

��������� ����������� ���� ���� �������������



�������� �

�� �� ���������� ���� ��� ����������������� ����������

div� = 0 in Ω× [0, T ], ��������

���������� � ���� ��������� �� ����� ��� ������� ��������������� ����������� ������� �� �������

�� ������� ��� �������� ��� ��� ��������� ����� ��� ������� ������� �� �������� ���� ��������

����� ��� �������� �� ���� ���� ���� ��� ���������� ��������� �� ��� ������� ��� ������� �

�� ��� ������� ������ ��� ���� ���������� �� ���� �� ����� ���� ����� �� ��� ��������

�� ����������� ������ ������ ����������

div�� + �p� = 0, in Ω× [0, T ],

����� ��������� �� ����� �� ���� ����� ����� ���� ������ �� ���� ����� ������� �����

��������� �� ��� ��������� ������� ��� ��� ��� ���������� ������ ������ ������ ���

���������

�� ��� ��������� ��������������� ������ �

div�� + �p�t = 0, in Ω× [0, T ],

����� �� ������� ��������� �� ����� ���� ��� ������ �����

�� ��� ���������� ������

div�� − �∆p� = 0, in Ω× [0, T ],
∂p�

∂�
= 0 on Γ× [0, T ]

���� ����� ��� ��������������� ����������� �� ��� ���� �������� �� ����� ���� ���

������ ������� ����� ��� � ���� ������������� �����

�� ��� ��������������������� ������ ����� �� �

div� − �∆p�t = 0, in Ω× [0, T ],
∂p�

∂�
= 0 on Γ× [0, T ]. ��������

��� ��� �� ���� ������� �� �� ����� ��� ����� �������� ��������� ����� � ������������ �� ���

����� �������� ����������� ��������� �� ��� ���������������������� ������ ���������

���� ��� ��������������������� ������ �������� ����� �� ��� ���������������������� ������

�� ���������� �� ���� ��� ������ ������ ���������� ����� ����� �� �� ����������� ��� ������

��������� ����� �������� ����������� ��������� �� ��� ��������� ������� �

∂t�
� − γ∆�� + a�� + �B(��,��) + β|��|α�� +∇p� = � in ΩT

div�� − �∆p�t = 0 in ΩT

, ��������



�� ��������

���� ��� ��������� �������� ���������� ��� ������� ����� �

�� = 0 and ∂p�

∂n = 0 on ΣT

��(t0) = �(t0) and p�(t0) = p(t0) in Ω.
��������

��� �������� ���� �B(� , �) �� ������ �� �������� �B(� , �) = (� .∇)� + 1
2(∇�)� �

��� ������� �� ���� ������� �� ��� ���������� �� ��� ���� �������� �� ��������� ���� ���������

��� ������� ���������� ��� ��������� ����� ���� �� ���� ��� �� ��� ������� �� ������� �� ��

�������� ��� ��� ��������� ������� ��� �� ����� ���� ��������� ��� ��� �������� ��� ���

��������� ����� ������� ���� ���� �� ��������� ���� �� ��� ����� �������� �� ��� ���������

�������� ��� ������� � �� ������� �� ��� ����� �� ��� ��������� �������� �� ����� ���

�������� �������������� ������ ��� ��� ������������� �������� �� ����������� ���� �

������ ��������� ����� ������� ��� �������������� �� ��� ����������� ������� ����� �� �����

�� ������ ��� ����������� �� ��� ��� ��������� ������ �� ��� �������� ������� ������������������

�� ���� ���� �� ��������� ���� � ����������� ��������� ����� �� ������ ��������� �� ����� ���

������� ����� ���������� �� ������� �� �� ����� ��� ����� �������� ������� ��� ��������������

����� �������� ����������� ����������������� ��� ��� ��������� ������� ������������������

��� ����� ���� �� ������� ���� ��� ������ ��� ���� ��� ������������� �� ��� ������ ��������

��� ������ ��� �� ��� ������ ������� ������� � �� ������� �� � ���� �������������� �� �����

�������� ����������� ��������� ��� ���� �� ���� � �������� ����� ��������� ��� ������ ��� ��

�������� ���� ��� ���������� ����� �������������� ���������� ���� ��� ����������������������

�������� �������� �� ������� �� �� �������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��������� ����� ��

������� � ������ ������ �� ��� ������������ �������� ����������� ����������

�� ������� �� �� ������� �� ����� ��� ��������� ����� ������ ���� ������ ���� ��������

�����������



� t − γ∆� + a� + b|� |α� +∇p = � and div� = 0 in Ω× [0, T ].

� · � = 0, curl� × � = 0, on Γ× [0, T ].
��������

��� �������������� �� ���� ������� ���� �� ��������� �� ����� �������������� ������ ����

����� ���� ��� ����������� �������� ��� ������� ���������� �������� �� ��������� ���� �

������ ��������� ������ �� ����� ��� ����� ��������� ����� �� ����� �� ��� ��������� ��������

����� ������� ��� ��� ����������������������




��
t − γ∆�� + a�� + b|��|α�� +∇p = � in Ω.

div�� + �∆p�t = 0 in Ω.

�� · � = 0, curl�� × � = 0 on Γ,

��������

���� ���� ��� ��������� �������� ���������� ��� ������� ����� �

∂p�

∂n = 0 on ΣT

��(t0) = �(t0) and p�(t0) = p(t0) in Ω.
��������



��� ����� �� ��� ��� ��

��� �������������� �� ��� ������� ����� ���� �� ������������ �� ����� ����� ��������������

������ �������� ���� ��� ������� �� ������������ ����� �� ����� �� ����� ��� �����������

�� ��� ��������� ��������� �������� �� ��� ������� ������� ��������� �� ���� ���� � �����������

� ������ ����������

�� ������� �� �� ����� �� ������������� �� ��� ����� �������� ����������� ����� ����

�������� ��������� ������� �� ����� �� ��� ������������� �������� ������ �����

���������� ��� ����� �� ���� ������������� ������ ��� �������� �� ����� ��� ���������

�������� �������� ����� ���� ���� ��������� ��� �������� �� ���� ������������ �� ���� �����

��� ����� ���� ���� �������� ��� ������������� �������� ����� ������� ������ ���������

���������� ��� ��� ���������� ������ ���� ����� ��������� �� ��� ������������� �����������

����� �� ��� ������ �� ��� ������� ���� ���� � ����� ���� ������������ ����� ��� �����

����� ������������� �������� ������ ��� ���� �������� �� ����������� ��� ��������� ������

�������� θ = ∇� � �� ����� ��� �� ������ ������� ��� �������� ����� ������ ��� ��� �����

������� ������� ��� ����� �� ������� �������� ������� ������ ��� ����� �� ���� ������������

���������� �� ����� ��� ������� �������� �� � ��������� ������ ��� �� ����� �� ������� �������

��� ���� � ����� ���������� ��� ��� �������� �������� �� ����� ��� ����� �� ����� ��� ��������

�� ��� ����� ������������� �������� ������ ��� ����� ������� � ��� ���������� ������� �� ���

���������� ������ ������ ��������� � ��� ����� �� �������� �� ���� ����� �� ���� ���������

��������� ��������� ����� ��� ��������� ������� ������� ��� ����� ����� �������������

�������� ������ ��� ��� ��� ������ �������������� ���������� ������������� ���������� ���

���� �� �������� ���� �������� ��� ������ ������������� �������� ������ ��� ���� �� ���

������ ���������� ������ ��������� ��� ��� ��������� ������ ������ ���������� ��� ���� ��

������� ���� �� ��������� ���� ���� ��� ��� ������������ �� ��� ��������� ���������� �� ���

�������������� ����

����� ���� �������� ��� ������� �� ������� �� � ���������� ������ Ω� �� ����� ���� �����������
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��� ����� �� ��� ��������� �� ������ ��� ����� �� ������������� ��������� �� σ = 50 �� ���

������ ��������



������� �

��� ���������� ����� ��������

����������� ��������� ����� ����

����������� �������� ����������

��� ���� ��������� �� ���� ������� �� ��������� ���� ��� ���������� ���������� ��� �����

������ �� ��� �������� ��� ��� ��������� ����� �������� ����������� ����������




−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � , in Ω

div� = 0, in Ω,
�������

�������� ���� ��� ����������� �������� �����������

� · � = g, ����� × � = � × � , �������

����� � �� ��� ��������� π ������� ��� ��������� � ��� ��� �������� ������� h ��� g ��� �����

���������� Ω �� � ������� ������ �� R3 ���� ������ �������� Γ� γ > 0 �� ��� ����������

���������� a > 0 ������ ������� ��������� ��� b > 0 ������� ������������� ����������

�� ��� ����� �� ��� ������� �� ������� ���������� ���������� ��� Lp ���������� �� ��� ����

��� ��� ������ �������� ��� ��� ������� ���������������� �� ����� �� ����� ��� ���������� �� ���

���� �������� �� � 1,p(Ω) ���� p > 2� ��� ������ �������� �� � 2,p(Ω) ���� p ≥ 6/5 ��� ���

��� ������ ����� �������� ���������� �������� �� ��� ��� ���������� ������� ��� ��� ������

�������������� ��� ������ �������� ��������� ���� ���� � ��������� ��������� �� ������

���� �������� �� � 1,p(Ω) ��� 3
2 < p < 2� �� ����� ������ ��� ���������� ������� ��� �� ���

�������� ��� ��������� ������ ��� ��� ��� ������ ������� ���� ���� ����� ��������

���� ������� �� ��������� �� �������� ��� ���� ������� ��������� ���� ������� ��� �������

������� ���� �� ���� �� ��� ������ �� ���� �������� ��� ������� � �� ���������� �� ����� ���

������ ��������� ����� �� ���� ��� ������� ����� ��� �������������� �� ���� �������� �� ���

���� �������� �� ���� ���� ��� ����� �� ��� ��� ������ �������� ����������� ��������� ����

��



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

������� �� ��� �������� ���������� �������� ����� ��� ������� �� ������� �� �� ����� ��� ����

������� � 1,p(Ω) ��� p > 2 ��� �� � 2,p(Ω) ��� p ≥ 6/5� �������� ������ �� ��� ����� �� ���

���������� ������� ���� �� ���� �������� �� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ��� 1,p(Ω) ���

3/2 < p < 2�

��� ��������� ��� �������������

��� ��� �� ���� ������� �� �� ���� ��� ���������� �������� ��� ���� ������� ������� ��������

����� �� ���� �� ���� ���� �� �������

��� ����� � = (�1,�2,�3)� �� ���� ��� ������� �������� �� ������ ���� � �� �������

∆� = ∇(div�)− ��������� .

�� ����� ��� ���� ���������� ��� ��� ������� �� ��� ������ ������ ��� ��� �������� ����������

��� ��� ��������

��� �� ���� ����� ��� ������ �

� 1,p(Ω) = {� ∈ �p(Ω); ∇� ∈ �p(Ω)}.

� 1,p
σ (Ω) = {� ∈� 1, p(Ω); div� = 0 in Ω}, where 1 < p < ∞.

�� ���� ��� ���� �� ����� ������ ���� � ������� �� � 1,p(Ω) �

���
�

1,p(Ω) =
�
���Lp(Ω) + �∇��Lp(Ω)

� 1
p
.

��� �� �������� � 1,p�(Ω) �� ��� ���� ����� �� � 1,p
0 (Ω) ��� �. , .� ��� ������� ������� �����

�� ��������� ��� ������ �

� p(div,Ω) = {� ∈ �p(Ω); div� ∈ �p(Ω)}.

� p(����,Ω) = {� ∈ �p(Ω); curl� ∈ �p(Ω)};

����� ��� �������� ���� ��� ��������� ����� ������������ �

���� p(div,Ω) =
�
���p

�
p(Ω) + �div��pLp(Ω)

� 1
p
.

���� p(curl,Ω) =
�
���p

�
p(Ω) + �curl��p

�
p(Ω)

� 1
p
.

���� ��� �� ����� ��� ����� � p(Ω) �� � p(Ω) = � p(div,Ω) ∩� p(curl,Ω) ���� ��� �����

���Xp(Ω) = (���p
�
p(Ω) + �div��pLp(Ω) + �curl��p

�
p(Ω))

1
p .

�� ���� ������ D(Ω) �� ��� ��� �� ������ ��������� ���� ������� ������� �� Ω�

������ ���� D(Ω) �� ����� ���� �� � p(div,Ω)� � p(curl,Ω) ��� X p(Ω) ��� ��� ���

��� �������� � �� � p(div,Ω) ��� � ������ ����� � · � �� � − 1
p
,p
(Γ) ������ �� �

∀� ∈� 1,p(Ω), �� · � , ��Γ =

�

Ω

� ·∇�dx+

�

Ω

(div�) � dx; �������



��� ��������� ��� ������������� ��

����� ��� ������� ������� �� ������ �� � �. , .�Γ = �. , .�
�

− 1
p ,p

(Γ)×�
1− 1

p�
,p�

(Γ)
�

��������� ��� �������� � ∈ � p(����,Ω) ��� � ���������� ������

∀� ∈� 1,p(Ω), �� × � , ��Γ =

�

Ω

� · ����� dx−
�

Ω

����� · � dx. �������

�� �������� ��� ��������� �

�
p
0(div,Ω) = {� ∈ � p(div,Ω); � · � = 0 on Γ}.

�
p
0(����,Ω) = {� ∈ � p(curl,Ω); � × � = 0 on Γ}.

�� 1 < p < ∞� ���� p� ���� ������ ��� ��������� �������� �� p� ����� 1
p� +

1
p = 1�

��� � ������� �� ��� ���� ����� �� � p�

0 (div,Ω)� ��� � ∈ (� p�

0 (div,Ω))
� ���� ����� ������

ψ ∈ �p(Ω) ��� χ ∈ Lp(Ω) ���� ���� � = ψ +∇χ. ��������� � �������� ��� �������� �

�ψ��p(Ω) + �χ��p(Ω) � �� �
(� p�

0 (div,Ω))�
.

���� ��� �� ���� ��� ��������� � p
T (Ω) ��� �

p
T (Ω) �� �������

�
p
T (Ω) = {� ∈ � p(Ω); � · � = 0 on Γ}.

�
p
T (Ω) = {� ∈ � p

T (Ω); div� = 0 in Ω}.

��� s �� � ���� ������ ���� ���� s � 1� �� ����� ��� ��������� �������

� s,p(Ω) = {� ∈ �p(Ω); div� ∈� s−1,p(Ω); ����� ∈� s−1,p(Ω); � × � ∈� s− 1
p
,p
(Γ)}.

� s,p(Ω) = {� ∈ �p(Ω); div� ∈� s−1,p(Ω); ����� ∈� s−1,p(Ω); � · � ∈� s− 1
p
,p
(Γ)}.

���� ���� C �� � �������� �������� ����� ���������� � �������� ����� �� ��� ������� �����������

�� ������ ��� ��������� ������ ���� �� ��� ��� �� ��� ������� ���� ��������� �����

������� ������ ��� Ω �� �� ������ C1,1���� ������ p
T (Ω) �� ������������ �������� ���

1,p(Ω)

��� ��� ��� �������� � �� � p
T (Ω)� �� ���� ��� ��������� �������� �

���� 1,p(Ω) � C(����p(Ω) + �curl���p(Ω) + �div��Lp(Ω)). �������

�������� �� Ω �� �� ������ Cs,1� �� ���� ��� ���������� ��������� �� ��� ������ � s,p(Ω) ���

� s,p(Ω) ���� � s,p(Ω) ���� ��� ��������� ��������� �

���� s,p(Ω) � C(����p(Ω)+ �curl��� s−1,p(Ω)+ �div��W s−1,p(Ω)+ ��×��
�

s− 1
p ,p

(Γ)
). �������

���� s,p(Ω) � C(����p(Ω) + �curl��� s−1,p(Ω) + �div��W s−1,p(Ω) + �� · ��
�

s− 1
p ,p

(Γ)
). �������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

������ ������ �� p = 2� �� ���� ��� ��������� � 2
T (Ω) �→ � 1(Ω) ����� ������ �� ������ ���

���������

���� 1(Ω) � C(���� 2(Ω) + �curl��L 2(Ω) + �div��L 2(Ω)). �������

��������� ��� ��� � ∈ � 1(Ω), ���� � · � = 0 �� Γ, �� ���� �

���� 2(Ω) � C���� 1(Ω). �������

�� ���� ���� ������� ���������� ��� ����������� �� ��� ������ ����������




−γ∆� +∇π = � and div� = 0, in Ω

� · � = g, curl� × � = � × � on Γ.
�������

�� ��� ������ ��� ��������� ������� ���������� ��� ���� �������� ��� ��� ������ ��������� ��

������ �������� ����� ������� ���� ���� �� ��������� ���� �� ��� ����� �� ��� Lp����������� ��

��� ��������� �� ��� ����� �������� ����������� ������� � �� ����� �� ��� ������� ��� ���

������� ���� ��� ��� �������

������� ������ �� ������� Ω �� �� ������ C1,1�

�� ��� � ∈ (� p�

0 (div,Ω))
�, g ∈ W

1− 1
p
,p
(Γ), � × � ∈ �− 1

p
,p
(Γ); ���� ��� ������ ���������

������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) ����� �������� ��� �������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(���
(� p�

0 (div,Ω))�
+ �g�

W
1− 1

p ,p
(Γ)

+ ��×��
�

− 1
p ,p

(Γ)
). �������

�� ������������ �� Ω �� �� ������ C2,1 ���

� ∈ �p(Ω), g ∈ W
2− 1

p
,p
(Γ), � ∈� 1− 1

p
,p
(Γ);

���� ��� ������ ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 2,p(Ω) × W 1,p(Ω)

���������� ��� �������� �

���� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) � C(����p(Ω) + �g�
W

2− 1
p ,p

(Γ)
+ ��× ��

�
1− 1

p ,p
(Γ)

). ��������

��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� ��������

����������

�� ���� �������� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������� �������




−γ∆� + a� +∇π = � and div� = 0 in Ω

� · � = g, curl� × � = � × � on Γ.
�������

�� ���� ���� ������� ���������� ��� ��������� ��� ���������� �� ���� ��� ������ ����������

����� ������� ���� �� ���� �� ��� ��������� �� ���� ��� ��������� �� ���� �������� ��� ���

��������� ����� �������� ����������� �������� ����� ��� ���������� ���� �� �������� ����

��� ������� Lp�������� �� ����� ���� ���� �����������



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

����� ���������� ���������

��� ��� �� ���� ������� �� �� ����� ��� ��������� ��� ���������� �� ���� �������� ��� ���

�������� ������� ������� �� ��� ���������� �����

���� ��������

��� �������� �������� �� ������� ���� �������� ������� ���� �� ����� ������ ��������� ����

��� ����������� ����� ���� ��� ��������������� ��� ��� ������ ���� ��� ���������� ��� ����

����� ��� ����� �� ������������� ����� �� ��� ��������� ��������

�� ��� ���������� �� ���� � ������ ���������� ��� �������������� �� ��� �������������� ��������

��������� ������� ���� ����������� �������� ���������� �

� · � = 0, ����� × � = � on Γ.

����������� ������ ��� Ω �� �� ������ C1,1 ��� �� ������ ���� � ������� �� (� 2
0(div,Ω))

�

���� g = 0 ��� � = �� ���� ��� ������ ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 1(Ω)×L2(Ω)�

�������� ����� ������ C > 0 ��������� �� Ω� a ��� γ ���� ���� �

���� 1(Ω) + �π�L2(Ω) � C���(H2
0 (div,Ω))� . �������

������ ��� �������������� ����������� �������� ������� ������� �� ���������� �� ��� ����

������ ���� ����������� �




Find� ∈ � 2
T (Ω), such that

a(� , �) = l(�), for any � ∈ � 2
T (Ω),

�������

����� ��� ����� ��������� � , � ∈ � 2
T (Ω)� ��� ���� �������� ���� a(. , .) ��� ��� ������ ����

l(.) ��� ������ ���

a(� , �) = γ

�

Ω

curl� · curl� dx+ a

�

Ω

� · � dx.

l(�) = �� , ��Ω. �������

��� ������� ������� �� ������ �� �. , .�Ω = �. , .�(� 2
0(div,Ω))�×� 2

0(div,Ω)�

�� �� ����� ���� ��� ����� a(. , .) ��� l(.) ��� ���������� �� � 2
T (Ω).

��� ��� �������� � ∈ � 2
T (Ω)� �� ���� �

|a(� ,�)| � min(γ, a)(�(curl�)�2
�
2(Ω)

+ ���2
�
2(Ω)

).

|a(� ,�)| � min(γ, a)���2
� 2

T (Ω).

�� ���� �� ��� ��������� � 2
T (Ω) �→ � 1(Ω)� �� ������ ���� ��� �������� ���� a(. , .) �� �����

���� ��� �� ��� ����� ��� ������� ����� �� ��� �������� � ∈ � 1(Ω) �� ������� ��������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

����� �� �� ������ �������� ��� ��� ������ ��� ��������� ��� ���������� �� π ∈ L2(Ω)�

����� ��������� ��� ����� �� ���������� ��������� �� ��� ����������� ������

�������� �� ����� �� ������� ��� ����� �� ��� ����������� ������ �� ������ �� ����� ��� ��������

�������� ����� �� ����� ���� ��� ���������� �� ��� �������� ���� a(., .) ��� ��� ���������� ��

��� ������ ���� l(.)� ��� ��� �������� � ∈ � 2
T (Ω)� �� ������� ������������

���
�

1(Ω) � C�� �[� 2
0(div,Ω)]� . �������

��������� ��� ����� �������� π ∈ L2(Ω)� ����� ��� ���� �����

�π�L2(Ω) � C�∇π�� −1(Ω) � C
�
ν�∆��

�
−1(Ω) + a���

�
−1(Ω) + �� �

�
−1(Ω)

�
.

����� �� �
�

−1(Ω) � C�� �(� 2
0(div ,Ω))� ��� �∆��

�
−1(Ω) + ���

�
−1(Ω) � C���

�
1(Ω).

��� �������� ������� ������� ���� ��������

���� �� ���� �� ����� ��� �������������� �������� ��������� ���� ��� ����������� ������

��� ����������� ��� ��� �� ��� ����� ����� �� ��� ������� ����� �� ���� ��� �������� ���� ���

�������� ������ �� ����������� ����� ����� ��� ����������� �������� ����������

����������� ������ ��� Ω �� �� ������ C1,1 ��� �� ������ ���� ��� ����� � �� (� 2
0(div,Ω))

��

g ∈ H
1
2 (Γ) ��� � ∈ �− 1

2 (Γ) ���� g ���������� ��� ������������� �����������

�

Γ

g dσ = 0. �������

���� ��� ��� ����������� �������� ��������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) �������

�� � 1(Ω)× L2(Ω) ��� �������� ��� �������� �

���� 1(Ω) + �π�� 2(Ω) � C(���(� 2(div,Ω))� + �g�
�

1
2 (Γ)

+ ��× ��
�

− 1
2 (Γ)

). �������

������ ��� �� �������� ��� ������� ��������

∆θ = � in Ω,
∂θ

∂�
= g on Γ.

��� g ∈ H
1
2 (Γ) ��������� �������� ���� ������� ��� � ������ �������� θ ∈ � 2(Ω)/R ��������

��� ��������� �������� �

�θ�
�

2(Ω)/R � C�g�
�

1
2 (Γ)

. �������

����� � = � −∇θ� �������� ��� ������ �




−γ∆� + a� +∇π = � − a∇θ and div� = 0 inΩ

� · � = 0, curl� × � = � × � , on Γ.
�������



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��� ������� �������� ����� �� ���������� �� ��� ���� ����������� ������� ���� ��� �����

���� ���� �

l(�) = �� , ��(� 2
0(div,Ω)�×� 2

0(div,Ω) + γ�� × � , ��
�

− 1
2 (Γ)×�

1
2 (Γ)

.

����� �� ����� � ������ ���������� �����

����� ��������� �� ����������� ������ �� ������ ��� ��������� �� � ������ �������� (� ,π) ∈
� 1(Ω)× L2(Ω) ��� ������� �������� ����� �������� ��� �������� �

���
�

1(Ω) + �π�
�
2(Ω) � C(�� �[� 2

0(div,Ω)]� + �h× ��
�

− 1
2 (Γ)

). ��������

�� ����� ���� (� ,π) = (� + ∇θ,π) ∈ � 1(Ω) × L2(Ω) �� ��� ������ �������� ��� ��� ����

����������� �������� ��������� �������� �������� �� ��������� �������� ��� �������� ��

�������� ��� �������� ��������

�� ��� ��� �������� ��� ��������� �������� ������� ����� ��� ���������� ���� ��� ������ �




−γ∆� + a� +∇π = � and div� = χ in Ω

� · � = g, curl� × � = � × � on Γ.
��������

�� ���� ��� ���� ����������

��������� ������ �� ������ ���� Ω �� �� ������ C1,1� ��� �,χ, g ��� � ���� ���� �

� ∈ (� 2
0(div,Ω))

�, χ ∈ �2(Ω), g ∈ H
1
2 (Γ), � ∈ �− 1

2 (Γ),

���� ��� ��������� ������������� ��������� �
�

Ω

χ dx = �g , 1�Γ. ��������

���� ��� �������� ��������� �������� ��� � ������ �������� (�,π) �� � 1(Ω)× L2(Ω)�

��������� ����� ������ C > 0 ���� ���� �

���� 1(Ω) + �π�
�
2(Ω) � C(���(� 2

0(div,Ω))� + �χ�
�
2(Ω) + �g�

H
1
2 (Γ)

+ ��× ��
�

− 1
2 (Γ)

). ��������

������ ���� ����� �� ������ �������� ���� ��� �������� ���� �� �������� ��� ������ ��������

θ ∈ � 2(Ω)/R �� ��� ������� ������� �

∆θ = χ in Ω,
∂θ

∂�
= g on Γ.

���������� ��� �������� �

�θ�
�

2(Ω)/R � C(�χ�
�
2(Ω) + ���

�
1
2 (Γ)

). ��������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

�� ��� � = � −∇θ� ���� � �������� ��� ������ �




−γ∆� + a� +∇π = � and div� = 0 in Ω

� · � = 0, ����� × � = � × � on Γ,
��������

����� ��� ����� ���� ���� �� ��� ���� �������� �� ������ �� � = � + γ∇χ − a∇θ �����

������� ���� �� ��� ����� (� 2
0(div,Ω))

�� ��������� �� ��� ����������� ������ ��� �������

�������� ��� � ������ �������� (� ,π) ∈ � 1(Ω) × L2(Ω) ����� �������� ��� �������� ���������

��� �������� ���� (� ,π) = (� +∇θ,π) ∈ � 1(Ω)×L2(Ω) �� ��� ������ �������� ��� ��������

������� �������� ��� �������� �������� ������� �������� ���� ��� �������� �������� ��� ��������

���������

������ ����������

���� �� ��������� ��� ��������� ��� ���������� �� ������ �������� �� � 2(Ω) ×H 1(Ω) �� ���

������� ������� ���� �� ������ ���� ������� ������

������ �� �������� ��� ����������� ���� �g = 0, � = 0� ��� �� ���� ���� �� �������� ����

������� ����� ��� ��� ������ � �

����������� ������ ��� Ω �� �� ������ C2,1� �� ������ ���� � ∈ �2(Ω)� ����� ��� �������

����� �������� ������� ������� ��� ������� ��� �������� (�,π) ∈ � 2(Ω)×� 1(Ω)� ��������

����� ������ � �������� �������� C ���� ���� �

���� 2(Ω) + �π�� 1(Ω) � C���� 2(Ω).

������ ��� (� ,π) ∈ � 1(Ω)× L 2(Ω) ��� �������� ����� �� ��� ����������� ������

�� ������� � = ����� ∈ �2(Ω)� �� ������� ���� div� = 0 ��� ����� ∈ �2(Ω) in Ω� ���������

�� ���� � × � = 0 �� Γ� �� ������� ���� � ∈ � 1,2(Ω)�

��������� �� ��� ������� ������ �� ��� �������� ���� � ������� �� � 1(Ω). �� � ������������

� ������� �� � 2,2(Ω)� ������ �������� ������� ����� �� �������� ���� � ∈ � 2(Ω)�

��� �� �������� ��� ���������� �� � ���� �������� �� �������� ������� �������� ��

div(∇π − � ) = 0 in Ω. ��������

��������� ����� curl� × � = � �� Γ ������� ���� ∆� · � = � �� Γ� �� ���� �

(∇π − � ) · � = 0 on Γ. ��������

����� � ∈ �2(Ω)� ��� �� ��� ��������� �������� ��� ��������� �� ������ ����������� ���� π

������� �� H 1(Ω) ����� �������� ��� ����� �� ��� ����������� ������

���� �� ��� ����� �� ����� ��� ��� ����������� �����



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

����������� ������ �� ������ ���� Ω �� �� ������ C2,1� ��� �, g, � ���� ���� �

� ∈ � 2(Ω), g ∈ H
3
2 (Γ), � ∈ �

1
2 (Γ)

��� �

Γ

g dσ = 0

���� ��� ��� ����������� �������� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ������� ��

� 2(Ω)×H 1(Ω) ����� �������� �

���� 2(Ω) + �π�H 1(Ω) � C(���
�
2(Ω) + �g�

H
3
2 (Γ)

+ ��× ��
�

1
2 (Γ)

).

������ ��� (� ,π) ∈ � 1(Ω)×L2(Ω) ��� �������� ����� �� ����������� ������ �� ������� �� ��

��� �������� ������������ �� ��� � = ����� � ����� z ������� �� � 1,2(Ω)� ������ �� �������

������ �� ���� � ∈ � 2(Ω)�

��� ��� �������� φ �� � 2(Ω)� �� ����

�∆� · � , φ�Γ = �curl curl� · � , φ�Γ = −�curl� × � , ∇φ�Γ
= �divΓ (� × �) , φ�Γ. ��������

������� �� ��� �������� ��������� π �������� �

div(� −∇π) = 0, in Ω.

(� −∇π) · � = −γ divΓ (� × �)− a g, on Γ.

����� �� ������ ����������� ���� π ∈ � 1(Ω)�

��� ��������� ������ ����� ��� ���������� �� ��� ��������� �� ��� �������� ������� ������� ����

��� ���������� ���� ��� �������

����������� ������ ��� Ω �� �� ������ C2,1� �� ������ ���� � ∈ �2(Ω), χ ∈ � 1(Ω), g ∈
H

3
2 (Γ) ��� � ∈ �

1
2 (Γ) ���������� ��� ��������� ������������� ����������

�

Ω

χ dx = �� , 1�Γ. ��������

���� ��� ������ �������� (�,π) �� ��� �������� ��������� ������� ������� �� � 2(Ω)×� 1(Ω)�

����������� ����� ������ C > 0 ���� ���� �

���� 2(Ω) + �π�� 1(Ω) � C(���� 2(Ω) + �χ�� 1(Ω) + �g�
H

3
2 (Γ)

+ ��× ��
�

1
2 (Γ)

). ��������

������ ��� �� �������� θ ∈ � 3(Ω) �� �� � �������� �� ������� ������� �

∆θ = χ in Ω,
∂θ

∂�
= g on Γ,



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

���������� �

�θ�
�

3(Ω) � C(�χ�
�

1(Ω) + �g�
H

3
2 (Γ)

). ��������

���� ���� � = � −∇θ� �������� ��� ��������� ������� �





−γ∆� + a� +∇π = � and div� = 0 in Ω.

� · � = 0, ����� × � = � × � on Γ,
��������

���� � = � + γ∇χ − a∇θ� ����� � ∈ �2(Ω)� ��������� �� ��� ����������� ������ �� ���� �

������ �������� (� ,π) ∈ � 2(Ω)×� 1(Ω) ����� �������� ��� �������� �

���� 2(Ω) + �π�H1(Ω) � C(�� �� 2(Ω) + �� × ��
�

1
2 (Ω)

). ��������

��� ��� �������� ���� (� ,π) = (� + ∇θ,π) ∈ � 2(Ω) × H1(Ω) �� � ������ �������� ���

��� ������� �������� ������� �� ��������� ��� ��������� �������� ��� ��������� �� ������ ���

�������� ���������

�� ����� �� ����� ��� ��������� �� ��� �������� ��������� �� ��� ���������� ���������� ��

������� ��� ��������� ��������� ����� ����� �� ����������� �� ��� ���������� �� ��� ���������

������� �� ����� ������ ��� ���� ������������ ��� ��� �������� ���������� � ��� g ��� ��

�������� ��� ����� � �� ��� ���� ����� (� 2
0(div,Ω))

� ������� �� �2(Ω)�

��������� ������ �� ������� Ω �� �� ������ C2,1� ��� � ∈ (� 2
0(div,Ω))

�, g ∈ H
3
2 (Γ) ���

� ∈ �
1
2 (Γ) ���������� ��������� ���� ��� ��� ����������� �������� ������ ������� ��� �

������ �������� (�,π) ����� ������� �� � 2(Ω)× L 2(Ω).

������ ���� ���� � ∈ (� 2
0(div,Ω))

�� ���� ����� ������ ψ ∈ �2(Ω) ��� χ ∈ L2(Ω) ���� ���� �

� = ψ +∇χ. ��������

�� ������� θ = π − χ� ��� ��� ���������� �������� ��������� ������� ������� �





−γ∆� + a� +∇θ = ψ and div� = 0 in Ω

� · � = g, ����� × � = � × � on Γ

��������

����� ψ ∈ L2(Ω)� ��������� �� ����������� ������ ����� ������ � ������ �������� (� , θ) ∈
� 2(Ω)×H 1(Ω) ��� ��� ������� ���������

�� ���� ������ ��� ��������� �� ��� �������� π �������� �� ��� ������� ������� ������ ��

π = θ + χ ����� ������� ��� ����� �� ��� ��������� ������



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

����� �p�������

���� ���������� �� ������� �� ��� ������������ �� �� �p������� ��� ��� �������� �������

�������� ��� ��� 1 < p < ∞� �� ��������� ���������� ���������� �� ���� ��� ������ ����������

��� ������ ��� ����� �� ��� ���������� ������� ��� ��� ������ ������� ���� �������� �� ����

� �������� ����� �� ����� �� ������ ��� ������� �� ��� ���� �� ��� ��� ������ ���������

����������� ����������

����������� ������ �� ������� ���� Ω �� �� ������ C1,1� p � 2 ��� ��� �

� ∈ (� p�

0 (div,Ω))
�, χ ∈ Lp(Ω), g ∈ W

1− 1
p
,p
(Ω),� ∈�− 1

p
,p
(Γ).

���� ��� ������������� ��������� ��������� ����� ��� ������� ������� ��� � ������ ��������

(�,π) ����� ������� �� � 1,p(Ω)× L p(Ω) ��� �������� ��� ���������

���� 1,p(Ω) + �π�L p(Ω) � C(���
(� p�

0 (div,Ω))�
+ �χ�� p(Ω) + �g�

W
1− 1

p ,p
(Γ)

+ ��× ��
�

− 1
p ,p

(Γ)
).

������ ��� p � 2� �� ���� ���� �

(� p�

0 (div ,Ω))
� �→ (� 2

0(div ,Ω))
�� Lp(Ω) �→ L2(Ω)� W 1− 1

p
,p
(Γ) �→ H

1
2 (Γ) ��� � − 1

p
,p
(Γ) �→

�− 1
2 (Γ)� ���� ��������� �� ��� ������� ���� � ��� ��������� ����� �� ����� ������ � ���� �����

���� (� ,π) ∈ H1(Ω)× L2(Ω) �� ������� �������� ��������� ��� �������� ���������

����� ��� ���������� �� ��� �������� ������� ���� �� ������� ���� ��� ������ ���� �������

������� ���� a� ∈ �p(Ω) ��� 2 � p � 6�

������ �p(Ω) �→ (� p�

0 (div ,Ω))
�� ����� ��� �������� �� ������ ���������� ��� ������ ����

�� ������ ���� (� ,π) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω) ��� 2 � p � 6� ���� �� ������� ���� p � 6�

����� � = � − a� ������� �� (� p�

0 (div ,Ω))
�� �� ���� � ∈ � 1,6(Ω)� ����� ��� ���� ����

� 1,6(Ω) �→ �∞(Ω)� �� ������ ����� ���� ��� ���������� �� ������ ������� ���� (� ,π) ∈
� 1,p(Ω)× Lp(Ω)�

�� ������� �� ����� ��� ���� ���� 1 < p < 2� ����� ���� �� ����� �� ��� ��������� ��������

������� ������ �� ������� ���� Ω �� �� ����� C1,1, ��� 1 < p < 2� �� ������ �����

� ∈ (� p�

0 (div,Ω))
�, χ ∈ Lp(Ω), g ∈ W

1− 1
p
,p
(Ω),� ∈ W

− 1
p
,p
(Γ), .

��������� ��� ������������� ��������� ��������� ����� ��� ��� ����������� �������� �������

�������� ��� � ������ �������� (�,π) ����� ������� �� � 1,p(Ω)× Lp(Ω).

������ �� ����� ��� ����� �

E p�(Ω) = {� ∈� 1,p�(Ω); ∆� ∈ [� p�

0 (div,Ω)]
�},



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

�������� ���� ��� ���� �

���E p� (Ω) = ���
�

1,p(Ω) + �∆��
[� p�

0 (div,Ω)]�
.

������ �� �������� ���� g = 0 ��� �� ����� ��� ���� ����������� �� ��� ��� �����������

�������� ��������� ������� �� ������ �

���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) ����� ��� ��� (ψ, q) ∈ Ep�(Ω)× Lp�(Ω)� �� ���� �

�� ,−γ∆ψ + aψ+∇q�Hp
0 (div,Ω)×(Hp

0 (div,Ω))� −
�

Ω

π.divψ dx = �� ,ψ�
(� p�

0 (div,Ω))�×� p�

0 (div,Ω)

+ �� × � ,ψ�
�

− 1
p ,p

(Γ)×�
1
p ,p�

(Γ)
−
�

Ω

χ · q dx.

��� �� ��� ����������� ������ ��� ��� (� , ξ) ∈ (� p
0(div,Ω))

� ×Lp�(Ω), ��� ��������� ������� �




−γ∆ψ + aψ +∇q = � and divψ = ξ in Ω

ψ · � = 0, curlψ × � = � on Γ

��������

��� � ������ �������� (ψ, q) ∈� 1,p�(Ω)× Lp�(Ω) ���������� ��� �������� �

�ψ�
�

1,p� (Ω)
+ �q�Lp� (Ω) � C(���(� p

0(div,Ω))� + �ξ�
Lp�

0 (Ω)
).

������������ ��� ��� ������� K,µ ∈ R� �� ���� �

inf
K,µ∈R

(�ψ + µ�
�

1,p� (Ω)
+ �q +K�Lp� (Ω)) � C(���(� p

0(div,Ω))� + �ξ�
Lp�

0 (Ω)
). ��������

��� � �� � ������ ���� ������ ���� (� p
0(div,Ω))

� × Lp�

0 (Ω) ���� R �� �

� : �� , ξ� �−→ �� ,ψ�
(� p�

0 (div,Ω))�×� p�

0 (div,Ω)
+ �� × � ,ψ�Γ −

�

Ω

χ.q dx

���� ���� ��� ��� K,µ ∈ R �

|T (� , ξ)| � |�� ,ψ + µ�
(� p�

0 (div,Ω))�×� p�

0 (div,Ω)
+ �� × � ,ψ + µ�Γ −

�

Ω

χ.(q +K) dx|

����� �� �������� ��������� �� ������ �

|T (� , ξ)| �C(�� �
(� p�

0 (div,Ω))�
+ �� × ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+ �χ�Lp(Ω))×

(���(� p
0(div,Ω))� + �ξ�

Lp�

0 (Ω)
).

������������� ��� ������ ���� T �� ���������� �� (� p
0(div,Ω))

� × Lp�

0 (Ω)�

��������� �� ����� ���������������� �������� �� ������ � ������ �������� (� ,π) ∈ � p
0(div,Ω)×

Lp(Ω).

�� �������� ��� ���� �������� �� ��� ��� ����������� �������� ������� ������� �� ������ �

−γ∆� +∇π = �(�) where �(�) = � − a�



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

�� ������� ���� �(�) ∈ [� p�

0 (div,Ω)]
�� ��������� �� ������� ����� �� ����� �� �������� ���

��������� �� � ������ �������� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω)�

�� �������� θ ∈� 2,p(Ω) �� �� � ������ �������� ��� ��� ��������� ������� ������� �

∆θ = χ inΩ
∂θ

∂n
= g on Γ

���� ���� � = � −∇θ� ��� ��� ������� ���� � ������� �� � 1,p(Ω) ����� ������� ��� ������

����������� ������� �� �������� Ω �� �� ������ C2,1� ��� �� ������ ���� p � 2 ��� �

� ∈ �p(Ω), χ ∈�1,p(Ω), g ∈ W
2− 1

p
,p
(Γ), � ∈�1− 1

p
,p
(Γ).

����� �������� ��������� ������� ��� ������� ��� �������� (�,π) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω).

������ ��� ���� �� ��� ����� �� �� ��� ��� ���������� ������� ��� ��� ������ ��������

��������� �� ����������� ������ ����� ������ � ������ �������� (� ,π) ∈ � 1(Ω)×�2(Ω) ��������

�� ��� �������� ��������� ��������

�� �������� ��� ����� �

� ���� 2 � p � 6� ����� a� ∈ �p(Ω)� ��� ������ ������� ���������� ����� ��� ����������

��� ��� ������ ������� ��� ������ �����

� ���� p � 6� �� ���� ���� � ∈� 2,6(Ω) �→ �∞(Ω)�

����� ����� ��� ������ ����������� �� ������ ���� (� ,π) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω).

���� �� ����� ��� ��������� �� ��� ������� ����� �� ��� ��������� ����� ���� ��� ����������

���� ���� ��� �p�������� ���� �� ���� ��� ����� � �� ��� ���� ����� (� p�

0 (div,Ω))
� ����� ��

������� ��� ���������� �� ��� �������� �����������

��������� ������� �� ������� ���� Ω �� �� ����� C2,1 ��� ��� �� ������ �� g� � ���� ���� �

� ∈ (� p�

0 (div,Ω))
�, g ∈ W

2− 1
p
,p
(Γ),� ∈�1− 1

p
,p
(Γ),

��� ��������� ��� ������������� ��������� �������� ����� ��� ��� ����������� �������� �����

����� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈� 2,p(Ω)× Lp(Ω)�

������ ���� ���� � ∈ (� p�

0 (div,Ω))
�� �� ������ �� ������ ��� ��������� ψ ∈ �p(Ω) ��� χ ∈

Lp(Ω) ���� ���� � = ψ +∇χ.

�� ������� θ = π − χ� �� ����� ��� ��� ����������� ������� ������� ���� � ����� ψ�

��� �� ��� ����������� ������� ������ ���� ������� ψ ∈ Lp(Ω)� �� ������ � ������ ������

�������� (� , θ) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω)� �� ������� ���� π = θ+χ ∈ Lp(Ω)� ����� ��������� ���

������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

����� ��������� ��� ���� ������� ����� � ∈ (� r�,p�(div,Ω))�

���� �� ���� ���� �� ��������� ��� ��������� ������� ��� 1 < r, p < ∞�

�
r,p
0 (div,Ω) = {ψ ∈ �r(Ω), divψ ∈ �p(Ω), ψ · � = 0 on Γ}, ��������

���� 1
r ≤ 1

p + 1
3 � ����� �� ������ ����� ��� ��� ���� �

�ψ�� r,p
0 (div,Ω) = �ψ��r(Ω) + �∇ψ��p(Ω).

��� ����� D(Ω) �� ����� �� � r�,p�

0 (div,Ω) ��� ��� ���� ����� ��� �� ������������� �� �

[� r�,p�

0 (div,Ω)]� = {ψ +∇� , ψ ∈ �r(Ω), � ∈ �p(Ω)}. ��������

�� ��� ������� �� ���� ����������� ����� ��� ��������� ��� ���������� �� � �������� ��� ���

�������� ������� ��� �� ���� ����� ���� �� ��� ���� �� ����� ��� ���� ������� ���� � ����� �

������� �� (� r�,p�

0 (div,Ω))� ����� ��� �� �������� �� � ����� ���� ����� ���������� ��������

���� (� p�

0 (div,Ω))
�� �� ����� ���� ��� ��������� ����� ���� �� ���� �� ����� ��� ������� ��

���� ������� ������ 1 < r, p < ∞�

��������� ������� ��� Ω �� ����� C1,1 ��� �� ������ � ����� � ������� �� (� 6,2
0 (div,Ω))��

���� ��� ����������� �������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 1(Ω)× L2(Ω)�

������ ��� �� ��� �������� ���������

∃ψ ∈ � 6
5 (Ω), ∃� ∈ �2(Ω) such that � = ψ +∇� .

����� ��� ������� �������� �� �������� �� ��� ���� ���� ��� ���� �������� � ∈ � 2
T (Ω) �→ � 6(Ω)�

�� ������

�� , ��
(� 6,2

0 (div,Ω))�×� 6,2
0 (div,Ω)

=�ψ, ��
�

6
5 (Ω)×�6(Ω)

− �� , div ��
�
2(Ω)×�2(Ω)

+ �� , � · ��
H

1
2 (Γ)×H − 1

2 (Γ)
.

��������� ������� �� ��� �������� � ∈ � 2
T (Ω)� �� ������� ����������� �����

�� , ��
(� 6,2

0 (div,Ω))�×� 6,2
0 (div,Ω)

= �ψ, ��
�

6
5 (Ω)×�6(Ω)

. ��������

���� ��� �������� �������� ��� ��� ������� ���� �������� �� � ������ ���������� ���� �� ���

����� (� 6,2
0 (div,Ω))��

����� ������� ��� ���� ��������� �� ��� ����������� ������ �� ��� ����� ��� ������� �����

��� �� ����� �� ����� ��� ������� �������

���� �� ���� �� ����� ��� ��������� �� ��� ������� ���� ��� ���������� ��������� ���� ���

�p �������



��� ����� �������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������� ������� �� ������ ���� Ω �� �� ����� C1,1 ��� ��� �� ������� ���� � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))��

���� ��� ����������� �������� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 1,p(Ω) ×

Lp(Ω)

������ ������� �� � ������� �� (� r�,p�

0 (div,Ω))�� �� �������� ��������� ����� ����� � 1 ∈ �r(Ω)�

� 2 ∈ �p(Ω) ���� ���� � = � 1 +∇� 2.

�� ��� ��� ����� �� �������� � �������� ∇� 2 ∈ (� p�

0 (div,Ω))
� �� �� � ����� ��� ��� �������

����� �������� ��������� �������� ��������� �� ����������� ������ �� ������ � ������ ��������

(�2,π2) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω)�

�� ��� ����� ����� �� ������� � 1 �� � ����� ��� ��� ����������� �������� ��������� ��������

�� ����������� ������� �� �������� ��� �������� (�1,π1) ∈� 2,r(Ω)×W 1,r(Ω).

����� ��� ���� ���� � 2,r(Ω) �→ W 1,p(Ω)� ����� r > 6
5 ��� p > 2� �� ������ (�1,π1) ∈

� 1,p(Ω)× Lp(Ω)

������������� �� ������ � ������ �������� (� ,π) = (�1 + �2,π1 + π2) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω)

��� ��� ����������� ������� ��������

��������� ������� ��� Ω �� �� ����� C1,1 ��� �� ������ � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))�� ���� ���

����������� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈� 2,r(Ω)× Lp(Ω)�

������ ������� ��� ����� � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))�� �� �� ���� ���� � = � + ∇ψ� �����

� ∈ �r(Ω) ��� ψ ∈ �p(Ω)�

�� ������ θ = π − ψ� ��� �� ��� ����������� ������ ��� ��������� �������



−∆�0 + a�0 +∇θ = � , and div� = 0 in Ω.

�0 · � = 0, curl�0 × � = 0 on Γ.
��������

��� � ������ ������ �������� (�0, θ) ∈ � 2,r(Ω) × W 1,r(Ω)� ���� �� ��� �������� ����

π = θ + ψ ∈ Lp(Ω)�

�� ��� ���� �������� �� ����� ��� ���� ����� ��� ���������� �� ��� �����

������� ������� �� ������� ���� Ω �� �� ����� C1,1 ��� ��� �� ������ ������ �

� ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))�,χ ∈ Lp(Ω), g ∈ W
1− 1

p
,p
(Γ),� ∈�− 1

p
,p
(Γ)

���� ����� ������ � ������ �������� (�,π) ∈ W 1,p(Ω)×Lp(Ω) ��� ��� ������ �������� ���������

��������

������ �� �������� ���� � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))� �� �� � ����� ��� ��� ������� ��������

���� � χ = 0 �

�� ��� ��� ����� ������� ��� ���� �������� � ∈ V p
T (Ω)� �� ��� �������� ��������� �� �����

�∇� , ��
(Hp�

0 (div,Ω))�×Hp�

0 (div,Ω)
= 0.



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

��������� �� ��� ����������� ������ ��� ��������� ������� �



−γ∆�1 + a�1 +∇π1 = ∇� and div�1 = 0 in Ω

�1 · � = g, curl�1 × � = � × � on Γ.

��� � ������ �������� (�1,π1) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω).

�� ��� ����� ����� ��� ��� ������� ψ ∈ � r(Ω) �� � ����� ��� ��� ����������� �������

�������� ��� �� ��� ����������� ������� �� ������ � ������ ������ �������� (�2,π2) ����� �������

�� � 2,r(Ω)×� 1,r(Ω)� ����� � 2,r(Ω) �→� 1,p(Ω) ��� r > 6
5 ������� �� p > 2�

�������� �� ������� (� ,π) = (�1+�2,π1+π2)� �� ����� � ������ �������� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)×

Lp(Ω) ��� � ��� ����������� �������� ������� ��������

���� � χ �= 0 �

�� ������� ��������� �� ��� �������� ����� �� ����� ��� ������ ��������� ������� ���� �� ����

��� �������� ∇� ������� �� (� p�

0 (div,Ω))
� �� � ����� ��� ��� ��������� �������� ���������

� 


−γ∆�1 + a�1 +∇π1 = ∇� and div�1 = χ in Ω

�1 · � = g, curl�1 × � = � × � on Γ.

��������� �� ��� ����������� ������ ��� ������� ����� ��� � ������ �������� (�1,π1) ∈
� 1,p(Ω)× Lp(Ω)�

����� ��� �������� ψ ∈ �r(Ω) ��� �� ������ ���� � ����� ��� ��� ����������� �����

��� �������� ����� ��� ���� ��������� �� ��� �������� ����� �� ������ � ������ ��������

(�2,π2) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω).

�� ����������� �� ����� ��� ������� ������ �� ����������� (� ,π) = (�1 + �2,π1 + π2) �����

������� �� � 1,p(Ω)× Lp(Ω)�

��� ����� �������� ����������� ��������� ���� �������������

�������� ����������

�� ���� �������� �� ��� ���������� �� ����� ��� �������������������������� ��������� ���������

�������� �� ����� �� ��� ���� �������� �� �������� ���� �� ���� ���� ������� ������ ��� ����������

������� ����� ��� �� ������� ����� �� ��� ���� ��������

���� ������� �� ������� ���� ��� ������������ ��� ���� ���������� �� ��������� �� �������

��� ���������� �������� ��� �� ����� ��� ��������� �� � ���� �������� ����� ��� ���� ��

��� ���������� ���� ��� ��� ������ Lp� ��� ���������� � �� ������� �� ����� ��� ���������

�������� ����������� ����������



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

����� ���������� ����� �������� ����������� �������

�� ���� ����������� �� ����� ��� ��������� �� ����������� ���� �������� ��� ��� ����������

�������� ����������� ��������� �



−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � and div� = 0 in Ω.

� · � = �, curl� × � = � × � , on Γ,
�������

����� � �� � ����� ���������

���������� ���� �������� �� ����� ���� ��� ��������� �� ��� ���� �������� ��� ��� ����������

�������� �� ����� ��� ������� ������� ��� ������ ������� ���� �� ���� � ����� � ��

(� 6,2
0 (div,Ω))�� ����� � ���� ����� �� ��� ���������� ������� ��� ��� ���������� ��������

����������� ��������� ���� �� ����������

����������� ������ �� ������� Ω �� �� �� ����� C1,1 ��� ��� � ∈ � 3
2 (Ω), � ∈ (� 6,2

0 (div,Ω))�,

��� � ∈ �− 1
2 (Γ)����� ��� ���������� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 2

T (Ω)×

L2(Ω)/R ����� �������� ��� ��������� �

���� 1(Ω) � C(���
(� 6,2

0 (div,Ω))�
+ ��× ��

�
− 1

2 (Γ)
). �������

�π�L2(Ω)/R � C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)(���
(� 6,2

0 (div,Ω))�
+ ��× ��

�
− 1

2 (Γ)
). �������

��������� �� � ∈ � 6
5 (Ω) ��� � ∈� 1

6
, 6
5 (Γ), ���� ����� ������ � ������ ���� (�,π) ∈� 2, 6

5 (Ω)×

W 1, 6
5 (Ω).

������ ��� ������� � ���� � ∈ � 2
T (Ω) �������� �� ������� �� ���������� �� ��� �����������

����������� 



Find� ∈ � 2
T (Ω), such that

a(� , �) = l(�), for any � ∈ � 2
T (Ω),

�������

�����

a(� , �) = γ

�

Ω

����� · ����� dx+ a

�

Ω

� · � dx+ b

�

Ω

|� |� · � dx.

l(�) = �� , ��(� 6,2(div,Ω))�×� 6,2(div,Ω) + γ�� × � , ��
�

− 1
2 (Γ)×�

1
2 (Γ)

.

�� �� ���� �� ������ ���� l(�) �� ���������� ������ ���� �� � 2
T (Ω) � ��������� ����� � ∈

�
3
2 (Ω)� ��� �������� ���� a(., .) �� ���������� �� � 2

T (Ω)×� 2
T (Ω)� ����� �����

a(� , �) = γ�curl��2
�
2(Ω)

+ a

�

Ω

�2 dx+ b

�

Ω

|d||� |2 dx ≥ C���2
�

1(Ω)
,

��� �������� ���� a(., .) �� �������� �� � 2
T (Ω) × � 2

T (Ω). �� �������� ����������� ��������

�� ������ � ������ �������� � ∈ � 2
T (Ω) ��� ��� ������� �������� ��� ��� ��������� �� ����

���� ��� ��� � ∈ D(Ω) ���� div � = 0� �� �����

�−γ∆� + a� + b|� |� − � , ��D�(Ω)×D(Ω) = 0.



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

����� �� ����� ������ �������� ����� ������ π ∈ L2(Ω) ������ �� �� �� �������� ��������

���� �����

−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � in Ω.

����� ��� ����������� ����������� ��� ������� ���������� �� �������������� ��

���� 1(Ω) + b

�

Ω

|d||� |2 dx � C(�� �
(� 6,2

0 (div,Ω))�
+ �� × ��

�
− 1

2 (Γ)
),

����� C �� � �������� ��������� �� Ω� γ ��� a� �� ��� ����� ����

�∇π�H−1(Ω) � �� �H−1(Ω) + γ�∆��H−1(Ω) + a���H−1(Ω) + b�|� |��H−1(Ω).

����� ��� ��� �����

�� �H−1(Ω) � C�� �
(� 6,2

0 (div,Ω))�

�∆��H−1(Ω) + ���H−1(Ω) � C���
�

1(Ω),

�|� |��H−1(Ω) � C�|� |��
L

6
5 (Ω)

� C���
L

3
2 (Ω)

���� 6(Ω) � C���
L

3
2 (Ω)

���
�

1(Ω),

�� �������

�π�L2(Ω) = inf
c∈R

�π + c�L2(Ω) ≤ C(1 + ���
L

3
2 (Ω)

)(�� �
(� 6,2

0 (div,Ω))�
+ �� × ��

�
− 1

2 (Γ)
). �������

�� � ∈ � 6
5 (Ω) �→ (� 6,2

0 (div,Ω))� ��� � ∈� 1
6
, 6
5 (Γ) �→ �− 1

2 (Γ)� ���� �� ���� � ∈ � 1(Ω)�

������ �� ��� ���� ���� � ∈ �
3
2 (Ω)� �� ���� � − |� |� ∈ �

6
5 (Ω). ����� ��� ���������� ��

��� ������� ������� ���� ����������� �������� �� ������ ���� (� ,π) ������� �� � 2, 6
5 (Ω) ×

W 1, 6
5 (Ω).

���� �� ���� �� ����� ���� ���������� ������� ��� ������� ������� �� Lp�������� 1 < p < ∞�

����� ������� ���� �� ���� �� ��� ���� ���������� �� ���� ��� ��������� ��� ���������� �� ����

�������� ��� ��� ��� ������ �������� ����������� ������� �� ����� ���� ����� �������� ��

����� ���� ��� ���� �� ������ ��������� ���� p �
6
5 .

������� ������ ��� Ω �� �� ����� C2,1 ��� �� ������ p �
6
5 �

� ∈ �p(Ω), � ∈�1− 1
p
,p
(Γ) and � ∈ �s(Ω) with

s =
3

2
if p <

3

2
, s =

3

2
+ ε if p =

3

2
and s = p if p >

3

2
,

��� ���� ��������� � > 0� ����� ����� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ��

� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω) ���������� ��� ��������

���� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω)/R � C(1 + ����s(Ω))(�� ��p(Ω) + ��× ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
). �������



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

������ �� ��� ��� ���� ��������� �� ���� �� ���� �� ����������� ������ ���� (� ,π) �������

�� � 2, 6
5 (Ω) × W 1, 6

5 (Ω)� �� �������� � �������� �λ ∈ D(Ω) ���� ���� �λ �→ � ∈ �s(Ω).

����� �� ���� ��� (�λ,πλ) ∈� 2,p(Ω)×� 1,p(Ω) �������� �� �������



−γ∆�λ + a�λ + b|�λ|�λ +∇πλ = � and div�λ = 0 in Ω

�λ · � = 0, curl�λ × � = � × � on Γ.
�������

�� ������ ��� ��� ������ � ������ �������� (�λ,πλ) ∈� 2, 6
5 (Ω)×W 1, 6

5 (Ω) ��� ��� �������

�������� ���� �� 6
5 � p � 6� ���� � − b|�λ|�λ ∈ �6(Ω). ����� ��� ���������� �� ��� ��������

��������� ���� ����������� �������� �� �������� ���� (�λ,πλ) ∈ � 2,p(Ω) ×W 1,p(Ω)� �����

�� p � 6� �� ����� ���� � ������ �������� �λ ∈ � 2,6(Ω) ��� ���� |�λ|�λ ������� �� �∞(Ω).

����� ����� ��� ���������� ��� ��� �������� �������� �� �������� ���� (�λ,πλ) ������� ��

� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω) ��� ���������

��λ�� 2,p(Ω) + �πλ�W 1,p(Ω)/R � C(�� �� p(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
+ �|�λ|�λ�� p(Ω)). �������

����� ��� ����� �� �������� ������� �� ����� �� ��������� �� ������ ��������� ��� (�λ,πλ)

������������� �� λ�

��� ε > 0 ���� 0 < λ < ε/2� �� ���������

�λ = �ε
1 + � ε

λ, 2 where �ε
1 =

�� � ρε/2 and �ε
λ, 2 = �λ − � ε

1, �������

����� �� ��� ��������� �� ���� �� � �� R
3 ��� ρε/2 ��� ��������� ��������� ����� ��� ������

�������� �������� �� ���� �� ����� ��� ���� �|�λ|�λ��p(Ω)� ����� ��� ������ ���������� ���

��� ���������� ���������

� 2,p(Ω) �→ �m(Ω),

���� 1
m = 1

p − 2
3 �� p < 3

2 � ��� ��� m ≥ 1 �� p = 3
2 ��� ��� ��� m ∈ [1, ∞] �� p > 3

2 � �� ������

�|� ε
λ, 2|�λ��p(Ω) ≤ ��ε

λ, 2��s(Ω)��λ��m(Ω) ≤ C��ε
λ, 2��s(Ω)��λ�� 2,p(Ω), ��������

����� 1
m = 1

p − 1
s � ����� �� ���� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ���� ������ s� �������

����

�� ε
λ, 2��s(Ω) ≤ ��λ − ���s(Ω) + �� − �� � ρε/2��s(Ω) ≤ λ+ ε/2 ≤ ε. ��������

����� �� ������

�|� ε
λ, 2|�λ��p(Ω) ≤ Cε��λ�� 2,p(Ω), ��������

��� � �
1� �� �������� ��� ������

�� ���� p ≤ 3/2� ��� r ∈ [32 , ∞] ���� ���� 1
p = 1

r + 1
6 ��� t ≥ 1 ���� ���� 1 + 1

r = 2
3 + 1

t

�����������

�|� ε
1|�λ��p(Ω) ≤ �� ε

1��r(Ω)��λ��6(Ω)

≤ ���
�
3/2(Ω)�ρε/2��t(R3)��λ��6(Ω).



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

����� ��� �������� �������� �� ����

�|� ε
1|�λ��p(Ω) ≤ Cε����3/2(Ω)

�
�� �

�
6/5(Ω) + �� × ��

�
−1/2(Γ)

�
. ��������

������ �� ��� ��������� ����������

�p(Ω) �→ �6/5(Ω), � 1−1/p,p(Γ) �→ � −1/2(Γ),

�� ������ ����

�|� ε
1|�λ��p(Ω) ≤ Cε����s(Ω)

�
�� ��p(Ω) + �� × ��

�
1−1/p,p(Γ)

�
. ��������

����� �������� ��� ��������� �� ������ ���� ������� �� �������� � > 0 ����� �������

��λ�� 2,p(Ω) + �πλ�W 1,p(Ω)/R � C(1 + ����s(Ω))(�� ��p(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
). ��������

��� ���� p > 3/2� ������ ��� ����������

� 2,p(Ω) �→� 2,3/2(Ω) �→ �∞(Ω) �→ �6(Ω).

�� � ������������ ��� ��� ε� ����� ������ C �
ε > 0 ���� ����

��λ�L∞(Ω)≤ε���λ�W2,p(Ω)+Cε���λ�L6(Ω). ��������

��������� �� ����

�|� �
1|�λ��p(Ω) ≤ �� �

1��p(Ω)��λ��∞(Ω). ��������

������ �� ��������� �������� �� ������ ���� ��������

�|� �
1|�λ��p(Ω) ≤ ������p(Ω)��λ�� 2,p(Ω) + C �

ε����p(Ω)

�
�� ��p(Ω) + �� × ��

�
1−1/p,p(Γ)

�

��������

����� �������� ��� �������� �� �������� �������� � > 0 ����� ������ ��� �� > 0 ���� ����

������p(Ω) <
1
2 ���� ��� �������� ��������� ����� �� ������� �p(Ω) �� �s(Ω) ������� �� ����

���� s = p�

��� �������� �������� �� ������� �� λ� ��� ��������� �� ��� ������� ������������� ���� ��

����� ���� (�λ)λ ��� (πλ)λ ���� ���� �� λ → 0�

�λ � � weakly in � 2,p(Ω).

��� ��� ��� kλ ∈ R� ����

πλ + kλ � π weakly in W 1,p(Ω).

���������� (� ,π) �� � ������ �������� ��� ��� ���������� ������� ������� ����� �������� ���

�������� ��������



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

��� ��������� ������ ����� ��� ��������� �� ����������� �������� ��� p ≥ 2 �� ��� ���� �� ���

����������� �������� ��������� ��� ��� ���� ����� ��� ���������� ���� ��� ������� �������

�� �������� ��� ��� ����������� ���������� ����� �������� ������� �



−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � , and div� = χ in Ω

� · � = g, curl� × � = � × � on Γ.
��������

������� ������ ��� Ω �� �� ����� C1,1� ������� ���� p ≥ 2 ��� 1
r = 1

p + 1
3 � ��� � ∈

(� r�,p�

0 (div,Ω))�, � ∈�− 1
p
,p
(Γ), χ ∈ W 1,r(Ω), g ∈ W

1− 1
p
,p
(Ω) ����� � ∈ �s(Ω) ���� ���� �

s =
3

2
if 2 � p < 3, s =

3

2
+ ε if p = 3, s = r if p > 3.

����� ����� ������ � ������ �������� (�,π) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω)/R ��� ��� ������� ��������

����� �������� ��� �������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω)/R � C
�
1 + ���Ls(Ω)

�2�
���

(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ ��× ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+�g�
W

1− 1
p ,p

(Γ)
+ �χ�W 1,r(Ω)

�
. ��������

������ ������ ���� ������� ���� � ∈ (� r�,p�(div,Ω))� ���� p ≥ 2 ��� 1
r = 1

p + 1
3 � ��� �����

��� ������ ������� ��� ��������� �� � ������ �������� (�0,π0) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω)/R ��� ���

��������� ������ �������� ������� �



−γ∆�0 + a�0 +∇π0 = � and div�0 = χ in Ω

�0 · � = g, curl�0 × � = � × � on Γ,

����� �������� ��� �������� �

��0�� 1,p(Ω) + �π0�Lp(Ω)/R � C
�
�� �

(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �� × ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+�g�
W

1− 1
p ,p

(Γ)
+ �χ�W 1,r(Ω)

�
. ��������

��������� �� �������� ��� ��������� ���������� �������� ����������� �������



−γ∆� + a� + b|� |� +∇π1 = −b|� |�0 and div� = 0 in Ω

� · � = 0, curl� × � = 0 on Γ

��������

����� ����� 2 � p < 3� �� ���� �0 ∈ � 1,p(Ω) �→ �p∗(Ω) ���� 1
p∗ = 1

p − 1
3 � ���������

� ∈ �3/2(Ω)� ���� ����� ���� |� |�0 ∈ Lr(Ω).

������ ����� p = 3� �� ���� �0 ∈ Lp∗(Ω)� ��� ��� p∗ < ∞� ����� � ∈ �s(Ω) ���� s = 3
2+ε�

�� ���� |� |�0 ∈ Lr(Ω).

���� ����� p > 3� �� ���� �0 ∈ �∞(Ω) ��� ����� � ∈ �r(Ω) �� ������ ���� |� |�0 ∈ Lr(Ω).



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

�� ���� �� ��� �������� ����� ��� ��� �� ��� ����������� ������� �� ������� ����������� ����

��� ������� �������� ��� �� ������ �������� (� ,π1) ∈� 2,r(Ω)×W 1,r(Ω).

�� ������ ���� r > 6
5 ������� �� p > 2 ����� ������ ���� � 2,r(Ω) �→� 1,p(Ω).

�� �������� ���� (� ,π) = (�0 + � ,π0 + π1) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) �� �� � �������� ��� ���������

����� ��������� ��� ����� �� ��� ����������

���� �� ����� �� ����� ��� �������� ��������� �� ������� �� �������

����� �� ��� �������� �������� �� ������ �� ��� ��� �������� ��� ��� �������� (� ,π1) �� �

������� �������� �� ������ �

���� 2,r(Ω) + �π1�W 1,r(Ω) � C(1 + �� |�� s(Ω))�|� |�0�� r(Ω).

� C(1 + �� |�� s(Ω))���� s(Ω)��0�� p∗(Ω).

� C(1 + �� |�Ls(Ω))���� s(Ω)��0�� 1,p(Ω). ��������

��� �� �������� ��������� �� ������ ��� ��������� �������� �

���� 2,r(Ω) + �π1�W 1,r(Ω) � C���� s(Ω)

�
1 + ���� s(Ω)

��
�� �

(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �� × ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+ �g�
W

1− 1
p ,p

(Γ)
+ �χ�W 1,r(Ω)

�
. ��������

��� �������� �������� ������� �� ��������� ��� ����� ���������� ��� ���������

���� ��� ���� ������� ������������ ��� ��������� �� � �������� ��� ��� ���������� �������

������� �� ��� ���� ���� 3
2 < p < 2�

������� ������ ��� Ω �� �� �� ����� C1,1 ��� �� ������ � ∈ [� r�,p�

0 (div,Ω)]�, � ∈�
−1
p
,p
(Γ)�

���� ��� ������� ������� ��� �������� � ������ �������� (�,π) ∈ � p∗(Ω)× Lp(Ω).

������ �� �� ��������� ��� ����� �

M(Ω) = {(� , θ) ∈� 1,p�(Ω)× Lp�(Ω), div� ∈� 1,p∗�(Ω), � · � = 0, ����� × � = 0}

���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) � �������� �� ��� ������ ������� �� ���������� �� ��� (� ,π) ∈
� 1,p(Ω)× Lp(Ω) ���� div� = 0 ��� � · � = 0 ���� ���� �

��� ��� (� , θ) ∈ M(Ω) �

�� ,−γ∆� + a� − b|� |� +∇θ�Ωp∗,p−
�

Ω

π.div� dx = �� ,��Ω r�,p�

+ γ�� × � ,��
�

− 1
p ,p

(Γ)×�
1
p ,p�

(Γ)
. ��������

����� ��� �������� �. , .�Ωp∗,p ���������� ��� ������� �. , .�� p∗,p
0 (div,Ω)×(� p∗,p

0 (div,Ω))� ��� �·, ·�Ωr�,p�

������� ��� ������� �. , .�
(� r�,p�

0 (div,Ω))�×� r�,p�

0 (div,Ω)
.



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

��� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)×Lp(Ω) �� � �������� �� ��� ���������� ������� ������� ��� ��� ��������

(� , θ) ∈ M(Ω)� ��������� �� ������� �������� �� ������ �

−γ�∆� ,��Ωr�,p� = γ

�

Ω

����� · ����� dx− γ������ × � ,��Γ

= γ

�

Ω

����� · ����� dx− γ�� × � ,��Γ.

= γ�� , ����������Ωp∗,p − γ�� × � ,��Γ.

������� �� ∆� = ∇(div�)− ��������� � �� ������� ���� �

−γ�∆� ,��Ωr�,p� = γ�� ,−∆� +∇div��Ωp∗,p − γ�� × � , ��Γ.

�� ��� ����� ����� ����� div� = 0 in Ω ��� � · � = 0 on Γ ���� �

�� ,∇div��Ωp∗,p = −�div� , div��+ �� · � ,��Γ = 0.

����� ����� ���� �

−γ�∆� ,��Ωr�,p� = γ�� ,−∆��Ωp∗,p − γ�� × � , ��Γ. ��������

����� ��� ��� ������� ���� �
�

Ω

�(a�) dx = a

�

Ω

� � dx.

��� ������� �� 1
s +

1
p∗ + 1

p�∗ = 1� ��� ��������� �������� �� ���� ������ �

b�|� |� ,��Ωr�,p� = b

�

Ω

|� |� ·� dx = b

�

Ω

|� |� · � dx.

��������� ������� �� ��� ���� ���� � · � = 0 on Γ� �� ������ �

�∇π,��Ωr�,p� = −
�

Ω

πdiv� dx.

������������ ��������� �� div� = 0 inΩ and � · � = 0 on Γ� �� ���� �

0 = −
�

Ω

θdiv� dx = �� ,∇θ�Ωp∗,p. ��������

�� ������ ���� � ∈� 1,p(Ω) �→ � p∗(Ω)� ����� ������ � ∈ � p∗,p
0 (div,Ω)� �� ����� �� �������

��� ����� �� ���� �������� ���� �

�� ,��Ωr�,p� = γ�� ,−∆��Ωp∗,p + a

�

Ω

� � dx+ b

�

Ω

|� |� �

−
�

Ω

πdiv� dx− γ�� × � ,��Γ. ��������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

������������ ��� ���� (� ,π) ∈ �p∗(Ω)× Lp(Ω) ��������� � �������� ��� ��� ������� ���������

�� ���� �� �������� λ > 0� �λ ∈ C∞(Γ) ��� � λ ∈ D(Ω)� �� �������� ��� ������� �� C∞(Γ)

�� � − 1
p
,p
(Γ)� �� ���� �λ −→ � �� � − 1

p
,p
(Γ)�

��������� ����� ��� ������� ��D(Ω) �� (� r�,p�

0 (div,Ω))�� �� ������� � λ −→ � �� (� r�,p�

0 (div,Ω))��

��� (�λ,πλ) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) ���������� �



−γ∆�λ + a�λ + b|� |�λ +∇πλ = � λ and div�λ = 0 in Ω.

�λ · � = 0, curl�λ × � = �λ × � on Γ.
��������

���� �� ��������� ��� ������� � = (� ,π) �� ��� ����� � ����� � = �
p∗,p
0 (div,Ω)×Lp(Ω).

��������� ��� ���� �� � ��� �� ������� �� �

���� = ���
�

p∗,p
0 (div,Ω) + �π�Lp(Ω). ��������

�� ����� ��� ���� ����� � � = [� p∗,p
0 (div,Ω)]�×Lp�

0 (Ω) ���� ���� ��� ��� ������� � ∈ (� ,φ)

� ��� ���� ��

���� � = ���[� p∗,p
0 (div,Ω)]� + (1 + ���Ls(Ω))

2�φ�
Lp�

0 (Ω)
� �� �������� ���� ������ ��������

�� ������ �

���� = sup
�∈� ,� �=O

|��,��|
���� �

= sup
�∈Ωp∗,p,� �=O

�� ,��Ωp∗,p +
�
Ω
φπ dx

���Ωp∗,p + (1 + ���Ls(Ω))2�φ�Lp� (Ω)

. ��������

������� �� p� > 2� ��������� �� ������� ������ ��� ��� ������� (� ,φ) ∈ [� p∗,p
0 (div,Ω)]� ×

Lp�(Ω)� ��� ��������� ������ �



−γ∆� − a� − b|� |� +∇θ = � , and div� = −φ in Ω.

� · � = �, ����� × � = � × � on Γ.
��������

��� � ������ �������� (� , θ) ∈� 1,p�(Ω)× Lp�(Ω) ��� ���������� ��� �������� �

���
� 1,p� (Ω) + �θ�Lp� (Ω) � C(1 + ���Ls(Ω))

2 × (���Ωp∗,p + �φ�Lp� (Ω)) ��������

���� �� ������ �� �������� ��������� ��� ��� ������� �����

���
�

p∗,p
0 (div,Ω) + �π�Lp(Ω) ��������

= sup
� �=0, φ �=0

�∈(� p∗,p
0 (div,Ω))�, φ∈Lp� (Ω)

��λ − γ∆� − a� − b|� |� +∇θ,��Ωp∗,p − γ��λ × � ,��Γ
���Ωp∗,p + (1 + ���Ls(Ω))2�φ�Lp� (Ω)

.

��������

�������������

���
�

p∗,p
0 (div,Ω) + �π�Lp(Ω) = sup

� �=0, φ �=0

�∈(� p∗,p
0 (div,Ω))�, φ∈Lp� (Ω)

|�� λ,��Ωr�,p� − γ��λ × � ,��Γ|
���Ωp∗,p + (1 + ���Ls(Ω))2�φ�Lp� (Ω)

.

��������



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

���� �� ��� ��� ���� �

|�� λ,��Ωr�,p� − γ��λ × � ,��Γ| � �� λ�Ωr�,p����
�

1,p� (Ω)
+ ��λ × ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

���
�

1
p ,p�

(Γ)
.

�� ����� ��� �������� ��������� �� ������� �

|�� λ,��Ωr�,p� − γ��λ × � ,��Γ| � C(1 + ���� s(Ω))
2(���Ωp∗,p + �φ�Lp� (Ω))×

(�� λ�Ωr�,p� + ��λ × ��
�

− 1
p ,p

(Γ)
). ��������

���������� �� ������ �

��λ�Ωp∗,p + �πλ�Lp(Ω) � C(1 + ���� s(Ω))
2(�� λ�Ωr�,p� + ��λ × ��

�
− 1

p ,p
, (Γ)

). ��������

��� �� �������� ���� �λ ������������� πλ� �� ������� �� �p∗(Ω) ������������� �� Lp(Ω)��

�������� �� ��� ���� �� ���� �� ��� ����� (�λ,πλ) −→ (� ,π) ∈ �p∗(Ω) × Lp(Ω) ����� �� ���

������ �������� ��� ��� ���������� ������� ��������

��� ��������� ������� ������ ��� ���������� �������� ���������� ������� ������� ���� ��

�������� � ����� � ∈ �p(Ω)� ����� 1 < p < 6
5 �

������� ������ ��� Ω �� �� ����� C2,1 ��� 1 < p < 6
5 � �� ������� ���� � ∈ �p(Ω) ���

� ∈�1− 1
p
,p
(Γ)� ���� ��� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω).

������ ��� �� ���� λ > 0 ��� fλ �� � ������������ �� D(Ω) ����� fλ �→ f �� � p(Ω)�

�� ��� �������� Γ� �� �������� �λ �������� ������ ���� ���� �

�λ �→ � ∈� 1− 1
p
,p
(Γ).

���� �� ������� (�λ,πλ) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω) �� �������� ��� �



−γ∆�λ + a�λ + |� |�λ +∇πλ = � λ and div�λ = 0 in Ω

�λ · � = 0, �����λ × � = � × � on Γ.
��������

���� �������� ��� �������� �

��λ�� 2,p(Ω) + �πλ�W 1,p(Ω) � C(�� λ�Lp(Ω) + ��λ × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
+

�|� |�λ�� p(Ω)).

��� ��� 1 < p < 6
5 ��� s = 3

2 � �� ������� ���� q < p∗� ����� 3 < p∗ < 6 ��� �� ������ �

�|� |�λ�� p(Ω) � C���� s(Ω)��λ��p∗(Ω).

��������� �� ���� ��� ������� ��������� �

� 2,p(Ω) �→ Lq(Ω).



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

���� ���� q < p∗� ���� ����� ������ � > 0 ��� C� > 0 ���������� ��� �������� �

��λ�� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) � C(�� λ�� p(Ω)+�� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
+

C����� s(Ω)��λ�� p∗(Ω)).

��������� �� ��� �������� �������� �� ������ ���� �

��λ�� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) � C(�� λ�� p(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
+

C����� s(Ω)(�� λ�[� r�,p�

0 (div,Ω)]�
+ �� × ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

)).

������� �� ��� ��������� �p(Ω) �→ [� r�,p�

0 (div,Ω)]� ��� � 1− 1
p
,p
(Γ) �→ �

− 1
p
,p
(Γ) �����

����� ���� �

��λ�� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) � C(�� λ�� p(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
+

���� s(Ω)(�� λ�� p(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
)).

�C(1 + ���� s(Ω))(�� λ�Lp(Ω) + �� × ��
�

1− 1
p ,p

(Γ)
).

�� ��� ��������� �������� �� ���� ���� ��� ����������� ��� ��������� �� �������� ��� ��� ����������

������� ������� ���� 3
2 < p < 2.

������� ������ �� ������ ���� Ω �� �� ����� C1,1� ��� 3
2 < p < 2 ��� s = 3

2 � �� ������

���� �

� ∈ [� r�,p�

0 (div,Ω)]�, � ∈�
−1
p
,p
(Γ) with

1

r
=

1

p
+

1

3
.

���� ��� ������� ������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω) ���������� ���

����������

�� �� � �= 0

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ����s(Ω))
2(���

[� r�,p�

0 (div,Ω)]�
+ ���

�
− 1

p ,p
(Γ)

). ��������

�� �� � = 0 ���� � ∈� 2,r(Ω) ��� �� ����

���� 2,r(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ����s(Ω))���[� r�,p�

0 (div,Ω)]�
. ��������

������ �� ����� ��� ���������� �� ������� ������� �� �� ��� ����� �� ������� ������

���� �� ������ �� ����� ��� ��������� �

�� ��� � = 0� ������� �� � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))�� ���� ����� ������ � ∈ �r(Ω)� ψ ∈ �p(Ω) ����

���� � = � +∇ψ�

with ����r(Ω) � �� �
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
and �ψ��p(Ω) � �� �

(� r�,p�

0 (div,Ω))�
.



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

�� ������� �����

−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = �

��� �� ��� ������� ���� � ∈ �r(Ω). �� �������� ��� ����������� (� λ)λ ⊂ D(Ω) �����

� λ −→ � �� �r(Ω)� ��� �� �� �� ��������� �� ���� �� � �� R
3� ��� ��� t ∈]0, 1[� �� ����

ρt ∗ �� λ ∈ D(R3), lim
ρt−→0

lim
λ−→∞

ρt ∗ �� λ = ��

and ρt ∗ �� λ|Ω −→ � when t −→ 0,λ −→ ∞.

������������ ������� �� 1
q = 3

2 − 1
p �

�ρt ∗ �� λ�L 6
5 (R3)

� �ρt�Lq(R3)��� λ�Lr(R3) �
4

3
πt

− 3
q� �� λ�Lr� (R3). ��������

�� ���� t = λ−β ���� β > 0�

��� �� ������� �λ = ρt ∗ �� λ|Ω� �� ������ �λ −→ � �� �r(Ω) ���� λ −→ ∞� ����� �� ����

���� ��� ��������� �������




−γ∆�λ + a�λ + b|� |�λ +∇πλ = �λ and div�λ = 0 in Ω

�λ · � = 0, �����λ × � = 0 on Γ

��������

��� � ������ �������� (�λ,πλ) ∈� 2,r(Ω)× Lp(Ω)� ��������� �� ��� ��������� � 2,r(Ω) �→
� 1,p(Ω) ��� ����� �������� ����������� �� ������ �

��λ�� 1,p(Ω)+�πλ�Lp(Ω) � ��λ�� 2,r(Ω)+�πλ�Lp(Ω) � C(��λ��r(Ω)+�|� |���r(Ω)). ��������

���� �� ����������� ��� ��������� �� � �������� �������� C > 0 ��� ��������� �� � � ���� ����

�

��λ��p∗(Ω) � C��λ��r(Ω), for any λ ∈ N ∗ . ��������

�� ��� ������ ��� ��������� ��� �������� �� ��� �������� ��������� ���� ��� n ∈ N∗ �����

������ kn ∈ N,� kn ∈ � 6
5 (Ω) ���� ����





−γ∆�kn + a�kn + b|� |�kn +∇πkn = � kn and div�kn = 0 in Ω

�kn · � = 0, �����kn × � = 0 on Γ.
��������

����� ��� ��������� ���������� ����

��kn��p∗(Ω) > n�� kn��r(Ω). ��������

���� �� ���

�n =
�kn

��kn�Lp∗(Ω)
, θn =

πkn
��kn�Lp∗(Ω)

and �n =
� kn

��kn�Lp∗(Ω)
. ��������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

��� ��� n ∈ N∗� �� ����




−γ∆�n + a�n + b|�n|�n +∇πn = �n and div�n = 0 in Ω

�n · � = 0, �����n × � = 0 on Γ.
��������

������� �� �n ∈ � 6
5 (Ω) �→ (� 6,2

0 (div,Ω))�� ����� ��� ��������� ������� �� ������ �� ������ ���

�������� �

��n�� 1(Ω) � C��n�
�

6
5 (Ω)

=
C

��n��p∗(Ω)
��n�

�
6
5 (Ω)

=
C

��n��p∗(Ω)
�ρt ∗ �� kn|Ω�� 6

5 (Ω)

��������

��������� �� ��� �������� ��������� �� ������� �

��n�� 1(Ω) �
C

n�� kn��r(Ω)
�ρt ∗ �� kn|Ω�� 6

5 (Ω)
. ��������

������ t = n−β ���� 0 < β < q�

3 � ��� ��������� �� ��� �������� ��������� �� ����� �

��n�� 1(Ω) �
4π

3n
1− 3β

q�

C

�� kn��r(Ω)
��� kn��r(Ω). ��������

���� n −→ ∞� �� �������� �����n −→ 0 in � 1(Ω)� �� ����� �����n −→ 0 in �q(Ω)�

��� ��� 1 � q � 6�

�� ��� ����� ����� ��� �� �������� ��������� ��� ��� ������ ���� ��n��p∗(Ω) = 1 �����

3 < p∗ < 6� ����� ����� �� � �������������� �� ������������ �� ���� ��� �������� �� ���

�������� ���������

��� ��������� �� �������� �������� ��� ��������� �� ���� �

��λ�� 1,p(Ω) + �πλ�Lp(Ω) � C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)��λ��r(Ω). ��������

����� �� ��� ������� � ����������� �� �λ ��� πλ� ����� ������� �λ ��� πλ ���� ����

�λ � � in � 1,p(Ω) πλ + cλ � π in Lp(Ω),

��� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)×Lp(Ω) �������� ��� ���������� ������� ������� ���� � = 0 ��� ���������

��� ���������

���
�

1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)�� �
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
. ��������

�� ��� �� �������� � �= 0� ��� �� ������� ������� ��� �������� �������




−γ∆�0 + a�0 +∇π0 = � and div�0 = 0 in Ω

�0 · � = 0, �����0 × � = � × � on Γ.
��������



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

��� � ������ �������� (�0, q0) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) ����� �������� ��� ��������

��0�� 1,p(Ω) + �q0�Lp(Ω) � C(�� �
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ ���

�
− 1

p ,p
(Γ)

). ��������

��������� ����� �� ��� ������� ������ ���� ����� ������ � ������ �������� (� , θ) ∈� 2,r(Ω)×

� 1,r(Ω) �� ��� ������� �������� ��������� ��� ��������

���
�

2,r(Ω) + �θ�
�

1,r(Ω) � C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)× �|� |�0��r(Ω)

� C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)× ���
�

3
2 (Ω)

��0��p∗(Ω)

� C(1 + ���
�

3
2 (Ω)

)× ���
�

3
2 (Ω)

��0�� 1,p(Ω). ��������

���� ������� �� ��� ���������� 2,r(Ω) �→� 1,p(Ω)� �� ����� ���� (� ,π) = (�0+� ,π0+θ) ∈
� 1,p(Ω)×Lp(Ω) �������� ��� ������� ��������� ����������� ��������� �� ��� ��������� ��������

��� ��������� ��� �������� �������� ���� �� ������������

����� ����� �������� ����������� �������

�� ���� ����������� �� ��� ��� ������� �������� �� ��� �������� �������� �� ����� ��� ���������

��� ������ ��������������������������� ����������




−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � and div� = χ in Ω

� · � = g, curl� × � = � × � on Γ.
��������

����� b �� ��� ��������� �� ����������� ��� ��� �������� ���� |� |� �� � �������� ���������

���� ���������� �� ������� ���� ����� ������ ��� ���� ��� �� ������� �� ����� ��� ��������� ���

���������� �� ��� ���� �������� �� � 1(Ω) ��� �������� ����������� ������� ����� �� �����

���������� ������� ���������� �� ����� ��� ��������� �� �������� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)×Lp(Ω).

��� p ≥ 2� �� ��� ���� ����� ��� ���� ������� ������� �� �������� �� ������� ��� ����� �� ���

���� �������� ���� 3
2 � p < 2�

���������� ����

�� ����� �� ������� ��� ��������� �� � �������� �� � 1(Ω) × L2(Ω) ��� ��� �������� ������

������ ���������� �� ��� �������� ������ ��� ���� ����������� ��������

��� �� ��������� ��� ����� ���� ��� ����������� �������� ���������� �




−γ∆� + a� + b|� |� +∇π = � and div� = 0 in Ω

� · � = 0, ����� × � = � on Γ.

��������



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

��� ����������� ����������� �� �������� ����������� ��������� �������� ���� �����������

� ∈ � �� �� ��� ���� �������� ���� ���� ��� ����� �

� = {� ∈ � 1(Ω), div� = 0 inΩ, � · � = 0onΓ}� ��� �� ������� �� ������ �

a(� , �) +O(� ,� , �) = l(�), ��������

�����

a(� , �) = γ

�

Ω

����� · ����� dx+ a

�

Ω

� � dx.

O(� ,� , �) = b

�

Ω

|� |� � dx.

l(�) = �� , ��(� 2
0(div,Ω))�×� 2

0(div,Ω). ��������

��� ����������� ������� ����� �������� ��� ��� ������ �������� ��� ������������ �� ����� ����

��� ��������� �� �������� ��� ��� ����������� ����������� ����� ��������� �� ��� ��������� ��

�������� ��� ��� ����������� ����� ��������� ���������

���� � � ������������ �� ������������� ��������� �

�� ���� ����������� ��� ����� ����������� ����������� ����� ����� ���������� �������

�� ����� �m �� �� ��� ���������� ����� �� � ���� ����� ��1,�2, ...,�m�� ��� ���� m � 1

���� �������� �� �������� �m �� �� ��� ����������� �������� �� ��� ����������� �����������

�������� ���� �����

�m =

m�

i=1

ξi,m� i, ξi,m ∈ R.

�� ��� ������� ��� ����������� ����������� �������� �� ����� �

γ

�

Ω

���� �m.����� i dx+ a

�

Ω

�m� i dx+ b

�

Ω

|�m|�m� i dx =

�� ,� i�, i = 1, ...,m. ��������

���� � � � ������ ��������� �

�� �������� ��� �������� � Qm : �m �→ �m ���� ���� ��� ��� � � �� ��������� Qm(�)�

������ ��� ��� � ��� � ������� �� �m �� �
�

Ω

Qm(�).� dx =γ

�

Ω

����� .����� dx+ a

�

Ω

� � dx+ b

�

Ω

|� |� � dx+

− �� , ��(� 2
0(div,Ω))�×� 2

0(div,Ω).

�� �� ����� ���� a(. , .) ��� l(.) ��� ����������� ��� �� ������� �� ����� ��� ���������� ��� ���

�������� ����� ������� ����� �������
�

Ω

|� |� .� dx � �|� |2�
�
2(Ω)����2(Ω).

� ���2
�
4(Ω)

���
�

1(Ω).



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

����� ��� ��������� � 1(Ω) �→ � 4(Ω), �� ������
�

Ω

|� |� � dx � C���2
�

1(Ω)
���

�
1(Ω).

����� �� ������ ��� ���������� ��� ��� �������� Qm�

���� ��� � = � � �� ������ �
�

Ω

Qm(�).� dx = γ������� 2
�
2(Ω)

+ a���2
�
2(Ω)

+ b���3
�
3(Ω)

− �� ,��(� 2
0(div,Ω))�×� 2

0(div,Ω)

� C(γ, a)��� 2
�

1(Ω)
− �� �(� 2

0(div,Ω))����� 1(Ω).

� ���
�

1(Ω)(C(γ, a)���
�

1(Ω) − �� �(� 2
0(div,Ω))�).

��� �� ������� ����
�
Ω
Qm(�).� dx > 0 ��� ���

�
1(Ω) = k > 0, ���� k > 1

C(γ,a)�� �(� 2
0(div,Ω))� �

����� � ��������� �������� ���� ���� ����� ���� �� �� ������ ��� ��������� �� ��� ��������

�m ∈ �m ���� ���� Qm(�m) = 0� ����� ����� ���� ��� ����������� ������� �������� ��� �

�������� �m�

�� �������� ��� ����������� ����������� �������� ���� ξim ���� ������� �� ��� ������ ��������

���� i = 1...m� ����� �������������� �

γ������m�2
�
2(Ω)

+ a��m�2
�
2(Ω)

+ b��m�3
�
3(Ω)

� �� �(� 2
0(div,Ω))���m�

�
2(Ω).

�
1

2a
�� �2

(� 2
0(div,Ω))�

+
a

2
��m�2

�
2(Ω)

.

������ �� ��� ������� ������ �� ������ �

c(γ)��m�2
� 1(Ω) +

a

2
��m�2 + b��m�3

�
3(Ω)

�
1

2a
�� �2

(� 2
0(div,Ω))�

. ��������

���� � � ������� �� ��� ����� �

��� ��� m −→ ∞� ������ �� ��� ���� ��������� �� ��� ������� � ����������� (�m)m ��� ����

� �� � ����� ������� ��� ��������� ����������� �

�m −→ � weak in � ��������

|�m|�m −→ � weak in �
3
2 (Ω). ��������

����� ��� ��������� � 1(Ω) �→ L2(Ω) �� �������� �� ��� ������� � ����������� (�m)m

������� ����� �� (�m)m ����� �������� �������� �� � �� �2(Ω)� ����� �� ������� ���� ��������

���� � = |� |� � ������ �� ���� ����������� ���� �� m ���� �� �������� ��� �������� (�m)m

��������� �� � ∈ � 1(Ω) ��� �������� �� ��� ����������� �������� ����������� ������

���������

���� �� ���� �� ��� �������� π� ������ � ∈ D(Ω) ���� ���� div� = 0 ������

�−∆� + a� + b|� |� − � , ��D�(Ω)×D(Ω) = 0.



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

�� ����� �� ������ ������� �� ��� �������� ��� ��������� �� ��� ������������ π ������� ��

D�(Ω) ������ �������� �� �� �� �������� �������� ���� ���� −∆� + a� + b|� |� − � = ∇π�

����� |� |� ∈ �3(Ω) �→ �−1(Ω)� ���� ∇π ∈ � −1(Ω)� ������ �� ��� ��� �������� π �������

�� L2(Ω)�

����������� ������ �� ������ ���� Ω �� �� ����� C1,1 ��� ��� ����� � ������� �� (� 2
0(div,Ω))

��

����� �� ������ �� ����� (�,π) ∈ � 1(Ω)× L2(Ω) �� � �������� �� ��� ����������� ��������

����������� ��������� ���������

��� �� ���� ���� �� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ��� �������� ����������� ���������

���������

����������� ������ ����� ��� ����������� �� ��� �������� ������������ ��� �������� ������

������ ��������� �������� ��� � ������ �������� (�,π) ∈ � 1(Ω)× L2(Ω)

������ ��� ������ ������ ��� ��������� �� ��� �������� ��������� (�1,π1) ��� (�2,π2) ���

�������� ����������� ��������� ��������� �� ��� � = �1−�2 ��� π = π1−π2� ���� (� ,π)

�������� ��� ��������

−γ∆� + a� + b|�1|�1 − b|�2|�2 + π = 0, in Ω

div� = 0 in Ω ��������

� · � = 0, ����� × � = 0 on Γ

����������� ��� ���� �������� �� �������� �� � ��� ����������� �� ������ �� ������

γ�������2
�
2(Ω)

+ a���2
�
2(Ω)

+ b

�

Ω

(|�1|�1 − |�2|�2).� dx = 0.

��� �� ��� ������������ �� �������� F (�) = |� |� � �� �������

γ�������2
�
2(Ω)

+ a���2
�
2(Ω)

� 0,

����� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ��� ��� �������� ����������� ��������� ���������

����� ����� ������� ��� ���� ��������� �� ��� ����� �� ����������� ����� ��� �����������

������ �� ��� ����� ��� ��������� ������ ����� ���� ��� �������� � �� (� 6,2
0 (div,Ω))�.

��������� ������ ��� Ω �� �� �� ����� C1,1 ��� �� ������ � ∈ (� 6,2
0 (div,Ω))�� ���� �����

������ � ������ �������� (�,π) ∈ � 1(Ω)× L 2(Ω)



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

Lp ������

���� �� ����� ��� ������� ���� 1 < p < ∞� �� ����� ���� ��� ����������� �������� ��� p � 2.

������� ������� � ����������� �������� ��� p � 2 �

�� ������� ���� Ω �� �� ����� C1,1 ��� p � 2� ��� � ∈ (� p�

0 (div ,Ω))
�. ����� �������� ��� �

�������� (�,π) ∈�1,p(Ω)× Lp(Ω)� ��������� �� ���� ��� �������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C���
(� p�

0 (div ,Ω))�
.

������ ����� (� p�

0 (div ,Ω))
� �→ (� 2

0(div ,Ω))
�� ������ �� ����������� ������ ������� ��������

��� �������� � ∈ � 1(Ω)� π ∈ L2(Ω)� �� � ����������� |� |� ∈ �3(Ω)� �� ����� −γ∆� +

a� +∇π = � − b|� |� ��� �� ����������� ��� ��������� ����� �

�� 2 � p � 3 � � − b|� |� ∈ (� p�

0 (div ,Ω))
�� �� � ������������ ����� ��� ���������� ��� ���

����� �������� ������� ���� ����������� ������� �� ������ ���� (� ,π) ∈ � 1,p(Ω) ×

Lp(Ω).

�� p > 3� �� ���� ���� � ∈� 1,3(Ω) �→ � t(Ω)� t � 1. ���� |� |� ∈ � q(Ω) ��� ��� �����

q ���� q ≥ 1
2 � ��� �� ���� � � − b|� |� ∈ (� p�

0 (div ,Ω))
�. �� ����� ����� �����������

������ �� ������ ���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω).

���� �� ���� �� ��������� ��� ���� ������� ���� � ∈ (� r�,p�

0 (div ,Ω))�.

��������� ������� �� ������ ���� Ω �� �� ����� C1,1� �� ������� ���� p � 2 ��� r �
6
5 .

��� � ∈ (� r�,p�

0 (div ,Ω))�. ����� ������� �������� ��� � �������� (�,π) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω).

��������� �� ���� ��� �������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C���
(� r�,p�

0 (div ,Ω))�
.

������ �� ������� ���� p � 2 ��� r �
6
5 � ����� (�

r�,p�

0 (div ,Ω))� �→ (� 6,2
0 (div ,Ω))�� ���������

�� ��������� ������ �� ���� � �������� (� ,π) ∈ � 1(Ω) × L2(Ω). ����� |� |� ����� ������� ��

� 3(Ω)� ����� �� ����������� ��������� �� ��� ������ ��� r ��� p ��� �������� ��������� ����� �

�� �� 6
5 � r � 3 ��� p � 2� ������� ���� � − b|� |� ∈ (� r�,p�

0 (div ,Ω))� �� � ������������

����� ���������� ������� �� ������ ���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω).

�� �� 3 < r ��� p � 2� �� ���� � − b|� |� ������� �� (�
3
2
,p�

0 (div ,Ω))�. ������ ����� ��

���������� ������ �� ������ ���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω).

�� ��� ���������� ��� �� ������ �������� ��� ��� ����� �������� ����������� �������

�������� ��� p ≥ 6
5 �



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

������� ������� ������� �������� ���� p �
6
5� �� ������� ���� Ω �� �� ����� C

2,1 ��� p �
6
5 .

��� � ∈ �p(Ω). ���� �������� ��� � �������� (�,π) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω). ��������� �� ����

��� �������� �

���� 2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) � C����p(Ω).

������ ��� ����� �� ����� �� ��� ��� �� ��� ���������� �� ��� ������ �������������� ��������

����� �p(Ω) �→ (� 6,2
0 (div ,Ω))�. ����� �� ��������� ������ ����� ������ (� ,π) ∈ � 1(Ω) ×

L2(Ω) �������� �� ��������� �� �������� ��� ����� �

�� 6
5 � p � 3. �� ���� � � − b|� |� ∈ �q(Ω), q � 3 ��� ��� ������ ������� �������� ���� ���

���������� �� �������������� ��������

�� p > 3, �� ���� ���� � ∈ � 2,3(Ω) ��� π ∈ W 1,3(Ω). ����� � 2,3(Ω) �→ �∞(Ω), ��

������ ���� |� |� ∈ � q(Ω) ��� ��� q ∈ [1,+∞[.

������ ����� �� ��� ���������� �� �������������� �������� �� ���� (� ,π) ∈� 2,p(Ω)×

W 1,p(Ω).

���� �������� �� �������� ����������� ������� ��� 3
2 < p < 2 ��� �������� ����

����� �������

��� ��� �� ���� ���������� �� �� ����� ��� ���� �������� �� � ������ �������� �����������

��������� ��������� ���� 3
2 < p < 2 ��� � ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))��

������� ������� ��� Ω �� �� �� ����� C1,1� �� ������� 3
2 < p < 2 ��� 1

r = 1
p + 1

3 � ��

������ ���� �

� ∈ (� r�,p�

0 (div,Ω))�, χ ∈ L p(Ω), �× � ∈�− 1
p
,p
(Γ), g ∈ W

1− 1
p
,p
(Γ).

����� ������ � �������� α1 > 0 ���� ����� ��

���
(�r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �χ�L p(Ω) + ��× ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+ �g�
W

1− 1
p ,p

(Γ)
� α1.

���� (�,π) ∈ � 1,p(Ω) × Lp(Ω) �� � �������� ��� ��� ������� �������� ����� �������� ���

�������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(���
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �χ�L p(Ω) + ��× ��

�
− 1

p ,p
(Γ)

+ �g�
W

1− 1
p ,p

(Γ)
).

������ �� ����� �� ����� ��� ��������� �� � ����������� ���������� �� ���� �� ����� ���������

���� ����� ������� ���� ��� ���������� �������� ����������� ����������

�� ��� ��������� ��� � ���� ����� ��� ��� ������� T �

T :� 1,p(Ω) −→� 1,p(Ω)

� −→ � .



��� ����� �������� ����������� ��������� ���� ������������� �������� ���������� ��

���� ���� � ∈� 1,p(Ω)� T� = � �� ��� ������ �������� ��� ��� ��� ���������� ������� ���������

�� ����� �� ����� ��� ���� ����� �������� �� ���� �� ��������� � ������������ �λ �� ���

���� �

�λ = {� ∈� 1,p(Ω), ���
�

1,p(Ω) � λ}.

���� ��� �1,�2 ∈ �λ� ����� ��� ����������� ������� �� ���� ����� ���� ����� ������ θ ∈]0, 1[
���� ���� �

�T�1 − T�2�� 1,p(Ω) = ��1 − �2�� 1,p(Ω) � θ��1 − �2�� 1,p(Ω). ��������

�� ����� �� ����������� ��� �������� ��������� �� ������ ���� ��� ���� k = 1, 2� �� ����

(�k,πk) ∈� 1,p(Ω)× Lp(Ω) �������� ��� ������



−γ∆�k + a�k + |�k|�k +∇πk = � and div�k = χ in Ω

�k · � = g, curl�k × � = � × � on Γ,
��������

����

��k�� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ��k�
�

3
2 (Ω)

)2(�� �
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �χ�L p(Ω)+

(�� × ��
�

− 1
p ,p

(Γ)
+ �g�

W
1− 1

p ,p
(Γ)

). ��������

����� �� �������� (� ,π) = (�1 − �2,π1 − π2) ��� � = �1 − �2 �� �� � �������� ��� ���

��������� �������




−γ∆� + a� + b|�1|� +∇π = −b(|�1|− |�2|)�2, in Ω

div� = 0 in Ω

� · � = 0, ����� × � = 0 on Γ,

��������

����� �������� ��� ��������

���
�

1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ��1�
�

3
2 (Ω)

)�(|�1|− |�2|)�2��r(Ω)

��� �� ����

���
�

1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) � C(1 + ��1�
�

3
2 (Ω)

)�|�1|− |�2|�
�

3
2 (Ω)

��2��p∗(Ω)

� C(1 + ��1�
�

3
2 (Ω)

)���
�

3
2 (Ω)

��2�� 1,p(Ω).

������������ ��� C1 > 0� ���� ����

���
L

3
2 (Ω)

� C1���� 1,p(Ω). ��������

���� ��������� �� ��������� �������� ��� ��������� �� �������� ��� ��������� ���������

���
�

1,p(Ω) � αC2C1(1 + C1��1�� 1,p(Ω))���� 1,p(Ω)(1 + C1��2�� 1,p(Ω))
2,



��
������� �� ��� ���������� ����� �������� ����������� ��������� ����� ���� �����������

�������� ����������

����� α = �� �
(� r�,p�

0 (div,Ω))�
+ �χ�

W
− 1

p ,p
(Ω)

+ �� ×��
�

− 1
p ,p

(Γ)
+ �g�

W
1− 1

p ,p
(Γ)

� ��������� ���

�������� �������� ���� �� ����������� �� �� ���� λ ����� �

C2C1α(1 + C1λ)
3 < 1.

��� �������� �� ������

λ =
1

C1
[(2C2C1)

− 1
3 − 1] and α <

1

2C2C1
. ��������

�� ��� ��������� �������� ��� ��������� ���� ��� ���� ����� �∗ ∈� 1,p(Ω) �������

�� ∗ �
�

1,p(Ω) � Cα(1 + C1�� ∗ �
�

1,p(Ω)). ��������

���� ���

�� ∗ �
�

1,p(Ω) � � ∗ . ��������

���� ���� �∗ ������������� ��� �������� �������� �� ��� �������� C1a�
2 + (2a − 1)� +

a

C1
.�

���� a = CC1α� ��� �∗ = 1−2a−
√
1−4a

2C1a
����� a < 1

4 � ������������ �� ������ �

�� ∗ �
�

1,p(Ω) �
2a

C1(1− 2a+
√
1− 4a)

�
4a

C1
,

����� �������� ��� ����� �� ��� ��������



������� �

��� ���������� �������� �����������

���� �������� �������� ����������

������������

������� ���� �������� �� �������� Ω �� � ������� ��� �� R3� ��������� ������������������

���� �������� Γ ���� ���� Γ =
I
∪
i=0

Γi ����� Γi ��� ��� ��������� ���������� �� Γ�

�� ������� ���� ����� ������ J ��������� ���� ��������� ������ ����� ��������� �� Ω� ����

���� ���� ������� Σj �� �� ���� ���� �� � ������ �������� ��� ��� �������� �� ���� Σj ��

��������� �� Γ� ��� ������������� Σi ∩Σj ��� ����� ��� i �= j ��� ��� ���� ���
◦
Ω = Ω \

J
∪
j=0

Σj

�� ������ ����������

������ �� ��� ������ Ω

��� J = 1� I = 3� ��� ��� ������� ������ ��

��� ���� ��������� �� ���� ������� �� ��������� ���� ��� ��������� ��� ���������� �� �����

���� ��� ��� ��������� ���������� ���������� �������������������� ������ ���� � ��������

��



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

�������� ����������




−γ∆� + curl� × � + b|� |α� +∇π = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � and π = π0 on Γ0 and π = π0 + ci onΓi,

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I.

�������

����� π0� � ��� � ��� ����� ���������� � �� ��� ���� ������� ������ �� ��� ��������� γ > 0

�� ��� �������� ��������� ��� b > 0 ������ ��� ����������� ���������� α ∈ [1, 2]�

�� ����� ����� ��� �� ������� ��� �� ��� ���������� ����� �� ����� ���� ���� �� ��������

���������� ����� �� ��� ���� ����� ���� �� ���� � ���� ���������� ���� ��� ����������� �����

����� ��� ��������� �� ��� �������� ��� ��� ��� ��� �������������� �� ������� ��� ������ ��

���� ���� ���� ���� �����

��� �������� ���������� �� ��� �������� ��� ���������� ���� ����������� ���� �� �����

��� �� ���� ����� ��� ������� ����� ���� �� ��� ���������� ������ ������ ������� ��� ���

���������� ��� ������ ������ ������� ���� ���� ��� �������� ��� ��������� �� ������� ����

����� ������� � ���������� ������� �� � 2 �� ��� ���������� ���� ��� ���������� ��������� ��

�m,r ���� m � 2 ��� r � 2 �� �p ������� ��� ������� �� ���� ������� �� �� �������� �� �������

�� �� ���������� ��� ���������� ��������� ��� ������ ���� ������� ������� ���� �� ���� �� ���

������ �� ���� �������� ��� ������� � �� ������� �� ����� ��� ���������� ������ ��������� ����

�������� �������� ���������� ����� �� ������� ��� ������� ������� ����� �� ���� ��� �������

� �� ��������� �� ������� ��� ���� �������� �� �� ������� ������� �� ��� ���������� ����� ���

���� ������� �������� ��� ������� ������� �� ������� ����� �� ����� ��� ��������� �� ���� �� ����

�������� ��� ������ �������� �� Lp �������

��� ��������� ��� ���� ������ �������

������� ���� ����� �� �������� Ω ⊂ R
3 � ������� ������ ���� �������� Γ �� ������ C1,1� ��

��� ���� ���� Γ �� ���� �������� �� ���� ����� �� ����

��� �� �������� ��� ��������� ������ ������� �

(S)





−γ∆� +∇π = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � × � and π = π0 onΓ,

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I,

��� ��� �� ��������� ��� ��������� ������ �

�
p
N (Ω) = {� ∈ �p(Ω), curl � ∈ �p(Ω), div� ∈ �p(Ω), � × � = 0 onΓ}. �������

�
p
N (Ω) = {� ∈ � p

N (Ω), div� = 0, and �� · � , 1�Γi , 1 � i � I}. �������



��� ��������� ��� ���� ������ ������� ��

�� ����� ��� ��� ��������� ���������� ������ ��� ����� ��� �� ����� �� ���� �� ����� ��

������� ��������� �� ��� ����� � p
N (Ω) ����� ����� �� ��������� ���� �� ��� ����������� �� ���

�������� � �

����� ������ �� ���� ��� ��������� ������� ����������

inf
�∈� p�

N (Ω)
��=0

sup
�∈� p

N (Ω)
��=0

�
Ω
curl� · curl � d�

���
�

1,p(Ω)���� 1,p� (Ω)

> 0. �������

��������� �� �������� ��� ������ ����� ��

�
p
N (Ω) = {� ∈ � p

N (Ω), curl � = 0, div� = 0 in Ω}, �������

����� �� �� ����� ��������� ��� �� ������� �� ��� ��������� ∇qNi , 1 � i � N � ����� qNi ��

��� ������ �������� �� � 2,p(Ω) �� ��� ������� � ��� ��� ��������� ���� ��




−∆qNi = 0 in Ω,

qNi |Γ0 = 0 and qNi |Γk = Ck, 1 � k � I,

�∂nqNi , 1�Γ0 = −1, and �∂nqNi , 1�Γk
= δik, 1 � k � I.

�� ��������� ��� ����� (� p�

0 (curl ,Ω))
� ����� ��� �� ������������� �� � � ������������ �

������� �� (� p�

0 (curl ,Ω))
� �� ��� ���� �� ����� ����� � ∈ �p(Ω) ��� ψ ∈ Lp(Ω) ���� ���� �

� = � + curlψ. �������

���� ���������� �� ����� ��� ��������� ������ ����� �

�
r,p
0 (curl ,Ω) = {� ∈ �r(Ω), curl � ∈ �p(Ω), � × � = �, on Γ}, r � p and

1

r
�

1

p
+

1

3
,

����� ���� ����� ��� �� ������������ �� ������� �

� ∈ (� r�,p�

0 (curl ,Ω))� �� ��� ���� �� ����� ������� � ∈ �r(Ω) ��� ψ ∈ �p(Ω) ���� ���� �

� = � + curlψ. �������

����� ����������������� ��� ������ �� ��� ����� �����

����� ��� ��������� ����� ��� ��������� ���� ��� ��������� ��� ���������� �� ���� ���������

�� ��� ������ ������� (S)� ��� ��� ������� ���� ��� ������� �� ��� ������

����������� ������ �� ��� �, �, π0 ����

� ∈ [�p�

0 (curl ,Ω)]
�, �× � ∈�1− 1

p
,p
(Γ), π0 ∈ W

1− 1
p
,p
(Γ),

���������� ��� ������������� ��������� �

∀� ∈ � p�

N (Ω), ��, ��Ω +

�

Γ

π0 � · � = 0, �������



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

����� �. , .�Ω = �. , .�
(�p�

0 (curl ,Ω))�×� p�

0 (curl ,Ω)
� ���� ��� ������ ������� (S �) ��� � ������

�������� (�,π) ∈�1,p(Ω)×W 1,p(Ω) ���������� ��� ��������

���
�

1,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) ≤ C
�
�� �

[� p�

0 (curl,Ω)]�
+ �π0�W 1−1/p,p(Γ) + ��× ��

�
1− 1

p ,p
(Γ)

�
.

�������

�� ��������� �� Ω �� �� ������ C2,1� � ∈ �p(Ω) ��� � × � ∈ �
2− 1

p
,p
(Γ)� ���� ��� ��������

(�,π) ������� �� � 2,p(Ω)×W 1,p(Ω) ��� �������� ��� �������� �

���
�

2,p(Ω)+�π�W 1,p(Ω) ≤ C
�
�� ��p(Ω)+�π0�W 1−1/p,p(Γ)+��×��

�
2− 1

p ,p
(Γ)

�
. �������

�� ������������ �� div � = 0 �� Ω� π0 = 0 ��� �× � = �� ���� π = 0�

������� ���� ��� ��������� ������� �� � ��������� ������������� ��������� ��� ��� ��������� ��

�������� ��� ��� ������ ������� (S)� ���� ��� ����� ���� ��� ������� ���� �������������

���������� �� ��������� ��� ��������� ������� �� ��� ������ ������� (S �) � ��� ��� �� ����

��������� � ,π ��� ��������� ci, ��� i = 1, ..., I ���� ���� �

(S �)





−γ∆� +∇π = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � × � and π = π0 onΓ0, π = π0 + ci onΓi, 1 � i � I

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I,

�� ������ ��� ��������� ������� � ��� ��� ������� ���� ��� ��� ������� ���� ��

����������� ������ �� ������� Ω �� �� �� ����� C1,1� ��� �, � ��� π0 ���� ����

� ∈ [� p�

0 (curl ,Ω)]
�, �× � ∈�1− 1

p
,p
(Γ), π0 ∈ W

1− 1
p
,p
(Γ), ��������

��� ��������� c1, ..., cI ���������� ��� �������� �

���
�

1,p(Ω)+�π�W 1,p(Ω) ≤ C
�
�� �

[� p�

0 (curl,Ω)]�
+�π0�W 1−1/p,p(Γ)+��×��

�
1− 1

p ,p
(Γ)

�
. ��������

��� ����� c1, ..., cI ��� ����� ��

ci = �� , ∇qNi �Ω − �π0 , ∇qNi · ��Γ. ��������

��������� �� Ω �� �� ������ C2,1� � ∈ �p(Ω) ��� �× � ∈� 2− 1
p
,p
(Γ)� ���� � ∈� 2,p(Ω)�

����������� ������ �� ������ ���� Ω �� �� ������ C2,1� ��� �, � ��� π0 ���� ����

� ∈ [� r�,p�

0 (curl ,Ω)]�, �× � ∈�1− 1
p
,p
(Γ), π0 ∈ W 1− 1

r
,r(Γ), ��������



��� ���������� ������� ��� ��� ������ ��������� ���� �������� �������� ���������� ��

���� r � p ���
1

r
�

1

p
+

1

3
� ����� ��� ������� (S �) ��� � ������ �������� � ∈ �1,p(Ω), π ∈

W 1,r(Ω) ��� ��������� c1, ..., cI ���������� ��� �������� �

���
�

1,p(Ω) + �π�W 1,r(Ω) ≤ C
�
�� �

[� r�,p�

0 (curl,Ω)]�
+ �π0�W 1−1/r,r(Γ) + ��× ��

�
1− 1

p ,p
(Γ)

�
.

��������

��� c1, ..., cI ��� ����� �� ��������� ����� �� ������� ��� ������� �������� �� Ω �� �

�. , .�Ω = �. , .�
(� r�,p�

0 (curl ,Ω))�×� r�,p�

0 (curl ,Ω)
.

��� ��������� ���������� ��������� � 1 �→ �q(Ω) ��� ��� q � 5� �� ������� ��� �� ������� ���

�������� �

∀� ∈ �q(Ω), ����q(Ω) � ���
�

1(Ω). ��������

��� ���������� ������� ��� ��� ������ ��������� ���� ��������

�������� ����������

�� ���� �� ������ ��� ������� ����� �� ��� �������� ������� ���������� ������ ������� (S �)�

��� �� ���� ���� ���������� ���������� ��������

����� �� ������� ���� � = 0 ��� � � π0 ��� ����� ��������� ���� ���� �

� ∈ (� 6,2
0 (curl ,Ω))�, π0 ∈ H− 1

2 (Γ).

�� ����� ��� ����� �

� (Ω) = {� ∈ � 1(Ω), div � = 0 in Ω, � × � = 0 on Γ, �� · � , 1�Γi = 0, 1 � i � I}.

�� �������� ��� ��������� ������� �

Find � ∈ � (Ω) such that for any � ∈ � (Ω) :

γ

�

Ω

curl� · curl � = �� , ��Ω − �π0 , � · ��Γ. �������

��� ��� ��������� c = (c1, ..., cI) ���������� �

ci = �� , ∇qNi �Ω − �π0 , ∇qNi · ��Γ. �������

����� �
�. , .� = �. , .�

(� 6,2
0 (curl ,Ω))�×� 6,2

0 (curl ,Ω)
and �. , .�Γ = �. , .�

�
− 1

2 (Γ)×�
1
2 (Γ)

.

������� ������ ��� ����������� ����������� ��������������� �� ���������� �� ��� � ∈ � 1(Ω)

��� π ∈ L2(Ω) �������� �� (S �).



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

������ �� �� ����� �� ������� ���� �� (� , π, �) �� � �������� �� (S �)� ���� � �� � �������� �� ���

����������� ������� ������� ��� � �������� �������� ����������� ��� ���� �������� �� (S �) �� �

�� � (Ω)� ����������� �� ����� �� Ω� ��� ����� ��� ���� ���� div� = 0 �� Ω� �� ������� ������

���� ������� ��� �������� ��������� ���� ������ ��� �������� π �� Γ� ���� � �� � �������� ��

�������� �� ������� �� ����� ��� �������� �������� ��� � ∈ � 1
σ (Ω) ���� � × � = � �� Γ ��� ��

���

�0 = � −
I�

i=1

(

�

Γi

� · �)∇ qNi . �������

������� ���� � ������� �� � (Ω)� ����������� ��� ���� �������� �� (S �) �� � � ����������� ��

����� �� Ω ��� ����� ��� �������� ������� ���� ��� ���� �������� �0� �� ������

I�

i=1

(

�

Γi

� · �)

�

Ω

� ·∇ qNi d� =

I�

i=1

(

�

Γi

� · �)
�
(ci) + �π0, ∇ qNi · ��Γ

�
.

�� ������ �� ���� � = ∇ qNj � �� ������ ��� �������� �������� ��������

��� ������������� ��� � ∈ � (Ω) � �������� �� ������� ��� c1, . . . , cI ��������� ���������� ��������

�� ����� ��� ���� �������� �� ��� ������� (S �)� �� ���� � ∈ Dσ(Ω) �� � ���� �������� ��

������� ��� �� ��� ��� �� ������ �������� ��������� ����� ∆� ∈ � −1(Ω)� �� ������ ����

∇π ∈ �−1(Ω)� ��� �� ���� π ������� �� L2(Ω)� ���� �������� ���������� �������� �� ���

���� ��������� �� ������� (S �)� �� �������

∆π = div � ∈ W −1, 6/5(Ω). �������

����� π ∈ L2(Ω)� �� ��� ����� ���� ��� ����� �� π �� Γ ������� �� H −1/2(Γ) ���� ����� ��

������� �� ����� ��� �������� ��������� �� ��� ��������� ��� ����� �� ��� ��� ������� ���

���� ��������� �� ��� ������� �����

���� �� ������� ��� ����������� �� ��� ������ (S �)�

������� ������ ��� ��� � ∈ [� 6,2
0 (curl ,Ω)]� ��� π0 ∈ �− 1

2 (Γ)� ��� ������ ������ (S �)

������ � ������ �������� � ∈ � 1(Ω), π ∈ L2(Ω) ��� ��������� c1, ..., cI � ���������� ���

�������� �

���
�

1(Ω) + �π�L2(Ω) ≤ C
�
�� �

[� 6,2
0 (curl,Ω)]�

+ �π0�H −1/2(Γ)

�

��� ����� c1, ..., cI ��� ����� �� ��������

������ ��������� �� ��� ��������� ����� ��� ��� � ∈ � (Ω)� ��� �������� � �−→ �curl ��
�
2(Ω)

�� ���������� �� ��� ���� �.�
�

2(Ω)�

����� �������� ��� ������� ������ ������� ������� ������� � ������ �������� � ∈ � 1(Ω)�



��� ���������� ������� ��� ��� ������ ��������� ���� �������� �������� ���������� ��

����� ������ �� �� ������ ������ ����� ������ � ������ �������� π ∈ L2(Ω)�

���� �� ���� �������� ��� ���� ����� ��� �������� ������ � ������� �� (� r�,2
0 (curl ,Ω))� ����

6
5 � r � 2.

�� ������ ���� ����� ����� �������� � � ∈ �r(Ω) ��� ψ ∈ �2(Ω) ���� ���� � � = � + curlψ�

������� ����� ����� ����� ��� ����������� ������ ��� �������� � ����� ������� ��� 1(Ω)� ���

��� ���������� �� ��� �������� ��� �� ��������� ������ � �� �� ����� ��� ���������� ��������

�� ��� ���� ����� �� ��� ���� �������� �� ������� (S �)� �� ��� ���� ��� �������� �� �������� ��

��� ������� �

∆π = div� in Ω and π = π0 on Γ0, π = π0 + ci on Γi �������

������ �� �������� � ���������� �������� ��������� π0� �� ��� ������� ��� ����������� �� ���

�������� π�

������� ������ ��� � ∈ (� r�,2
0 (curl ,Ω))� ���� 6

5 � r � 2.

�� �� π0 ∈ W −1/r∗, r∗(Γ)� ���� r∗ = 3r
3−r � ���� ��� �������� π �� ������� ������� �� Lr∗(Ω)�

��� �� π0 ∈ W 1−1/r, r(Γ)� ���� ��� �������� π �� ��� ������� ������� ������� �� W 1,r(Ω)�

������ �� ����� π ���������� ������� �� ��� ���� � π = λ+ µ ����� λ ��� µ ������� �

∆λ = div� in Ω and λ = 0 onΓ. �������

∆µ = � inΩ and µ = π0 on Γ0 and µ = π0 + ci on Γi. �������

�� ����� � ∈ (� r�,2
0 (curl ,Ω))�� div � = div� ������� �� � −1,r(Ω)� ���� ��� �����

���� λ �� ������� ������� ������� �� � 1,r(Ω) �→ �r∗(Ω)� ����� �� �� ����� ���� ��

π0 ∈ W −1/r∗, r∗(Γ) ���� ��� �������� µ �� ������� ������� ������� �� �r∗(Ω)� ��� ��

������ ���� ��� �������� π �� ������� ������� ������� �� �r∗(Ω)�

�� ���� �� π0 ∈ W 1−1/r, r(Γ)� ��� �������� µ �� ������� ������� �� � 1,r(Ω)� ����� ���

�������� �� λ �� ������� ����� ������� �� � 1,r(Ω)� �� ���� ���������� π ∈ W 1,r(Ω)�

������ ������ ������� ���� �� ������ π0� �� ���� ��� �������� µ �� ������� ������� �� � �����

�� ������ ���������� ������ ��� λ ∈� 1,r(Ω) �������� �� ��������

��� 6
5 � r � 2� ��� ������� ���������� ��� λ �� � 1, 6

5 (Ω) �→ �2(Ω)� ����� ��� �������

���������� �� � 1(Ω) �→ �6(Ω)�



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

���� �� ���� �� ����������� ��� ���� 1 < p < ∞� ��� �� ���� ��� �� ������ ��� ��������

������ ���� ����� � ���� �� (� r�,2
0 (curl ,Ω))� �� ��� ���� (� r�,p�

0 (curl ,Ω))�� ���� r � p ���
1
r �

1
p + 1

3 �

�� ����� �� ������� ��� ��������� ��� ���������� �� ���� �������� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)×Lp(Ω)�

������� ������ ��� ��� � ∈ (� r�,p�

0 (curl ,Ω))� ���� r � p�
1

r
�

1

p
+

1

3
��� π0 ∈ W

− 1
p
,p
(Γ)�

���� ��� ������� (S �) ��� � ������ �������� (�,π) ∈�1,p(Ω)×Lp(Ω) ��� ��������� c1, ..., ci

���������� ��� �������� �

���� 1,p(Ω) + �π�Lp(Ω) ≤ C
�
�� �

[� r�,p�

0 (curl,Ω)]�
+ �π0�W −1/p,p(Γ)

�
. �������

��� ����� ci� i = 1, ..., I ��� ����� �� ������� ���� ��� ��������� �

�· , ·�Ω = �· , ·�
[� r�,p�

0 (curl,Ω)]�×[� r�,p�

0 (curl,Ω)]
, �· , ·�Γ = �· , ·�W −1/p,p(Γ)×W 1−1/p, p(Γ).

�������

������ �� �� ���� �� ������ ���� (S �) �� ���������� �� ��� ������� �

Find � ∈ � p
N (Ω) such that, for any � ∈ � p�

N (Ω) :

γ

�

Ω

curl� · curl � dx = �� , ��Ω − �π0 , � · ��Γ ��������

��� ��� ci, i = 1, ..., I ���������� ������� ���� ��� ��������� ������ �� ��������

����� ��� �������� ����� a(� , �) =
�
Ω
curl� · curl � dx �������� ��� ������� ��������� �������

��� ��� ���������� ���� ������ �� ������� �� (� p
N (Ω))�� �������� �������������� ��������

�������� ��� � ������ �������� � ∈� 1,p(Ω)�

����� ��� �������� �� �������� �� ����� � ������� �� �� ������ ������� � ��� ��� �������

���� �� ������� ����� �r(Ω) �→ � −1,p(Ω)� ����� ��� ������������� ������� ��� ���� � −∆�

������� �� � −1,p(Ω) ��� �������� �

�� −∆� , ψ�Ω = � , ∀ψ ∈ D(Ω), divψ = 0 in Ω.

���� ����� ����� π ∈ Lp(Ω) ���� ���� � −∆� = ∇π�

�� ����������� ��� ���������� �� ��� �������� ��� �� �������� �� ����� ��� ���� ���� π ��

�������� �� ������� ��� ���� �� �������� �� ���������� π0� �� ����� ��� �������� ����� �� ���

���� π = λ+ µ ���� λ ��� µ ���������� ������� ��� ��������

������� ������ ��� � ∈ (� r�,p�

0 (curl ,Ω))� ���� r � p�
1

r
�

1

p
+

1

3

�� �� π0 ∈ W −1/r∗, r∗(Γ)� ���� r < 3� ���� ��� �������� π ������� �� Lr∗(Ω)�



��� �������� ����������� ��������� ���� �������� �������� ���������� � � 2−������ ��

��� �� r ≥ 3� ��� π0 ∈ W−1/q,q(Γ) ���� q > p� �� ���� π ∈ Lq(Ω)�

���� �� π0 ∈ W 1−1/r, r(Γ)� �� ���� π ∈ W 1,r(Ω)�

������ ����� � ∈ (� r�,p�

0 (curl ,Ω))�� div � = div� ∈ � −1,r(Ω)� ��� �������� λ �� �������

������� ����� ������� ��� 1,r(Ω)� ��� ���������� �� µ ������� �� ��� ���������� ������� ��� π0�

�� �� π0 ∈ W −1/r∗, r∗(Γ)� ���� r < 3� ���� µ ������� �� �r∗(Ω) ����� λ ∈ � 1,r(Ω) �→
�r∗(Ω)� �� ������ ���� π ∈ �r∗(Ω)�

�� ��� ��� ������ r � 3� �� π0 ∈ W
− 1

q
,q
(Γ) ���� q > p� �� ���� µ ∈ L q(Ω)� �� ���� ����

λ ∈� 1,r(Ω) �→ � s(Ω) ��� ��� ����� s �� r = 3 ��� s = ∞ �� r > 3�

�� ������ ���� ��� �������� π ������� �� Lq(Ω)�

�� �� ��� ������� ��� ���� �������� �� ������� ������

��� �������� ����������� ��������� ���� �������� ��������

���������� � � 2−������

�� ���� �������� �� ��� ���������� �� ����� ��� ���������� �� �������� ��� ��� �����������

�������� ����������� ������� ��������� L2 ������� ��� � � π ��� � ���� �����




−γ∆� + � ·∇� + b|� |α� +∇ q = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � and q + 1
2 |� |

2 = q0 on Γ0 and q + 1
2 |� |

2 = q0 + ci onΓi, i = 1, ..., I

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I.

����� � = (c1, . . . , cI) ∈ R
I �

�� ���� �� ��� ��� ������ ����� ��� ���� ���� �� ���� ���� ��� ���������� ���� �� ��� ��������

�������� �� ��� ��������� �� ���� ����

�

Ω

(� ·∇ )� =
1

2

�

Γ

|� · � |2(� · �).

����� �� ���� �� ����������� ����� ��� ������ ���� �� ��� ��������� �� �� ��� ���� ��� ��

������� ��� ���� ����� �� ����� ���� ��������� �� ������� ���� ���� ��� ��������� ��� �� �������

����� ��� ��������� �������� �

� ·∇� = curl� × � +
1

2
∇|� |2.

��� �� �������� ��� ����� �������� π = q + 1
2 |� |

2 ������� ��� ���������� ���� 1
2 |� |

2� ���� ��

��� ������� ��� �������� ����������� ������� ��



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������





−γ∆� + curl� × � + b|� |α� +∇π = � and div� = 0 inΩ,

� × � = � and π = π0 on Γ0 and π = π0 + ci onΓi,

�� · � , 1�Γi = 0, 1 ≤ i ≤ I.

�������

��� ��� �� ���� �������� ���������� ��� ��������� ������� ������� �� ���� ����� ��� ��� ��� ������

���� curl� × � �������� ���� ��� ��������� ������ ��������� �
�

Ω

curl (� × �) · � dx = 0. �������

�� ������ ����� ��� ���� ���� ��������� ��� ��������� �� ���� ���� ��� ����

��� ���� �� ���� ������� �� �� ��������� ��� ��������� �� � ���� �������� �� ��� ���������� ����

��� ��� �������������������� ������ �������� ��� ����� �� ���� � ����������� ������������

������� ������ ��� � ∈ (� 6,2
0 (curl ,Ω))�, π0 ∈ H− 1

2 (Γ)� ���� ��� ��������� ��� ��������

��� ���������� �

�� ���� (�,π) ∈ � 1(Ω)× L 2(Ω) ��� ci ���������� ��������

�� ���� � ∈ �N (Ω) ���� ���� ��� ��� � ∈ �N (Ω)

γ

�

Ω

curl� · curl � dx+

�

Ω

(curl�× �) · � dx+ b

�

Ω

|�|α� · � dx = �� , ��Ω − �π0 , � ·��Γ.
�������

��� ��� ��������� c = (c1, ..., cI) ���������� ��� ��� i = 1, ..., I

ci = �� , ∇qNi �Ω. �������

������ �� ����� �� ������� ���� �� (� ,π) ��� c ��� ��������� �� ������� ���� � ��������� ��

�������� ���������� ��� ���� �������� �� ������� �� � ∈ � N (Ω)� ����������� �� ����� �� Ω� ��

������ �
�

Ω

(−γ∆� +∇π).� dx+

�

Ω

(curl� × �).� dx+ b

�

Ω

|� |α� .� dx = �� , ��Ω. �������

������� ���� � −∆� +∇π ������� �� (� 6,2
0 (curl ,Ω))��

�� ��������� ��� ����� �

M(Ω) = {(� , θ) ∈ � 1
σ(Ω)× L2(Ω), −∆� +∇θ ∈ (� 6,2

0 (curl ,Ω))�} �������

�������� ���� ��� ���� �

�(� , θ)�M(Ω) = ���
�

1
σ(Ω) + �θ�

�
2(Ω) + � −∆� +∆θ�

(� 6,2
0 (curl ,Ω))�

. �������

�� ��� ������ ���� Dσ(Ω)×D(Ω) �� ����� �� M(Ω) ���� ��� ����� ���� ��� � ������� �������

��������� �� ���� ��� ��������� ����� ������� � ��� ��� (� ,π) ∈ M(Ω) ��� � ∈ � 1(Ω) ����

� × � = 0 �� Γ �
�

Ω

(−γ∆� +∇π).� dx =

�

Ω

curl� .curl � dx+ �π , � · ��Γ. �������



��� �������� ����������� ��������� ���� �������� �������� ���������� � � 2−������ ��

����� ��� ���� ����

∀� ∈ � N (Ω) : �π , � · ��Γ = �π0 , � · ��Γ, �������

�� ������ ���� ������� ���� � �� � �������� �� �������� �� ������� �� ����� ��� �������� ��������

��� � ∈ � 1
σ(Ω) ���� � × � = 0 �� Γ ��� ��� �

�0 = � −
I�

i=1

(

�

Γi

� · �)∇qNi ,

������� ���� �0 ������� �� � N (Ω)� ����������� ��� ���� �������� �� ������� �� � ��� �����

������� ���� ��� ���� �������� �0� �� ������ �

I�

i=1

��

Γi

� · �
��

Ω

�
curl� × �

�
.∇qNi + b

I�

i=1

��

Γi

� · �
��

Ω

|� |α� .∇qNi dx

=
I�

i=1

��

Γi

� · �
�
�� , ∇qNi � −

I�

i=1

��

Γi

� · �
��

ci + �π0 , ∇qNi · ��
�
. ��������

������� ���� � = ∇qNj � �� ������ ��� �������� ��������

������������� ��� � ∈ � N (Ω) �������� �� ������� ��� c1, ..., cI ��������� ���������� �������� ��

����� �� ����� ���� � �������� ��� ���� �������� �� ��� ������� �������� �� �������� � ∈ D(Ω)

���� div � = 0 �� � ���� �������� �� ������� ��� �� ��� ��� �� ������ �������� ���������

����� ∆� ∈ � −1(Ω)� curl� ×� ∈ �3/2(Ω) �→ � −1(Ω) ��� |� |α� ∈ �q(Ω) �→ �−1(Ω) ����

2 � q � 3� �� ������ ���� ∇π ∈ �−1(Ω)� ��� �� ���� π ������� �� L2(Ω)� ���� ��������

���������� �������� �� ��� ���� ��������� �� ������� �������� �� �������

∆π = div � − div (curl� × �)− b|� |α� ∈ W −1, 6/5(Ω). ��������

����� π ∈ L2(Ω)� �� ��� ����� ���� ��� ����� �� π �� Γ ������� ��H −1/2(Γ) ���� ����� ������� ��

����� ��� �������� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ��� ��� ���� ��������� �� ��� �������

�����

����� �� ������� ��� ���������� �� ��� ����������� ������� ��������������� �� ����� �� ��� �����

���� ���������� ������� ����������� �� ����� �� ��� �������������

���� �� ������������ �� ������������� ����������

� = {� ∈ � 1(Ω); div � = 0 inΩ, � × � = � onΓ},

�N (Ω) =
�
� ∈ � 1(Ω); � × � = � onΓ,

�

Ω

� ·∇ qNi = 0, 1 ≤ i ≤ I
�
.



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

�� ����� �� ����� ��� �������� ������� �� ���� � ������� ���� �� ��� ���������� �������

������ ����� �� ��� ��������� �������� ���� ���� �� ����������� �� ��� ������������� �� ���

������ ��������� �� ��� ����� ��� ���� ���� �� �������� ������� �� �������� ��� ��������

Λ : �2(Ω)⊥� 2
N (Ω) −→ �N (Ω) −→ �2(Ω)⊥� 2

N (Ω)

� �−→ � �−→ � ,

����� � �� ��� �������� ����� �� ������� ����� ����� ���������

�

Ω

� · grad qNi =

�

Ω

qNi div � +

I�

k=0

�� · � , qNi �Γk
= 0, ��������

������� qNi |Γ0 = 0� qNi |Γk
= cste ��� �� · � , 1�Γk

= 0 ��� ��� 1 ≤ k ≤ I�

�� ��� � = �2(Ω)⊥� 2
N (Ω)� ��� �������� Λ �� ������� ������ ��� ���������� ���� � ����

�N (Ω)� ����� Id �� ������� ���� �N (Ω) ���� � � ��� �������� Λ �� ���������� �� � �������

�������� ���� � ���� ������� ���� �������� �� ���� ������������ ��

�

Ω

Λ� 1 · � 2 =

�

Ω

curl � 1 · � 2 =

�

Ω

� 1 · Λ� 2,

���� Λ� i = � i� i = 1, 2� ������ ���� �������� Λ ��������� � ���������� ����� ������ �� �

�������� �� �������������� � k�

Λ� k = λk� k, k ≥ 1, λk > 1, λk → ∞, k → ∞

� k ∈ � 2
N (Ω),

�

Ω

curl � k · curl � = λk

�

Ω

� k · � , ∀� ∈ � 2
N (Ω). ��������

�� ����� �

Ω

� k · � l = δkl,

�

Ω

curl � k · � l = λkδkl.

������ ���� �������� �� ���� ����� ��� ��� � ∈ � � ������� ��� � �� �� � ��� �� ���

�� = � −
I�

i=1

�� · � , 1�Γi∇ qNi .

����� �� ���������

�

Ω

curl � k · curl � =

�

Ω

curl � k · curl �� = λk

�

Ω

� k · �� = λk

�

Ω

� k · � ,

����� �� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���������

�

Ω

� k · grad qNi = 0, ∀i = 1, . . . , I.



��� �������� ����������� ��������� ���� �������� �������� ���������� � � 2−������ ��

���� �� ��� ��������� �������� �� �������� ��� ���� k� ����� ������ πk ∈ L2(Ω) ���� �����




−ν∆ � k +∇πk = λk� k and div � k = 0 in Ω,

� k × � = � and πk = 0 on Γ,

�� k · � , 1�Γi = 0, ∀1 ≤ i ≤ I.

���� ������� ���� �2(Ω) =� ⊕� 2
N (Ω)� �� ���� �� (� i)i �� ����������� ���� �� � 2

N (Ω)�

�� ���� ���� ���� � i �� � ������ ����������� �� ∇ qN1 , . . . ,∇ qNI � ����� ��� �������� (� i)i∈N∗

������ ��

� i =




� i if 1 ≤ i ≤ I,

� i−I if i ≥ I + 1.
��������

�� � ���������� ���� ��� ��� ����� �2(Ω) ��� ��� ��� i ∈ N
∗� � i ∈ � � ����� ���� ����� ��

��������� ��� ������m = �w1, . . . , wm� ��� �� ��� ����� ����������� �������� �m �� (BFP)

�� ��������

�m(t) =

m�

i=1

gim(t)� i, ��������

���� �����

γ

�

Ω

curl�m · curl� i dx+

�

Ω

(curl�m × �m) · � i dx+b

�

Ω

|�m|α�m ·� i dx = �� , � i�Ω

��������

− �π0, wi · ��Γ, 1 ≤ i ≤ m,

���� �� � ������ ����������

��� �� ����� ��� ������� � Φm : �m −→ �m �� ��� ��� � , � ∈ �m �
�

Ω

Φm(�)·� = γ

�

Ω

curl� ·curl� dx+

�

Ω

curl�×� · � dx+b

�

Ω

|� |α� ·� dx−�� , ��Ω−�π0, � ·��Γ.
��������

��� ���������� �� ��� ������� Φm �� �������� ����� �������� �� ��� �
�

Ω

Φm(�) · � = �curl��2
�
2(Ω)

+ ���α+2
α+2 − �� , ��Ω − �π0, � · ��Γ

≥C���2
�

1(Ω)
−
�
�� �[� 6,2(curl,Ω)]� + �π0�H−1/2(Γ)

�
���

�
1(Ω),

����� �� ���� ���� ���� �� ������� ��� ���������

������ (Φm(�) , �) � 0 ��� ��� ���
�

1(Ω) = r ���� r > C
�
�� �[� 6,2(curl,Ω)]� + �π0�H−1/2(Γ)

�
�

���� ��� ���������� �� �������� ������� ���� ���� ����� ����� �� �������� ��� ����� ������

� �������� �m �� ��������� ��������� ��� �������� �m �������� ��� �������� �

��m�
�

1(Ω) � C
�
�� �[� 6,2(curl,Ω)]� + �π0�H−1/2(Γ)

�
. ��������



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

���� �� ������� �� ��� ������

�� ������� ���� ��� ���� �������� ���� ��� �������� (�m)m �� ������� �� ��� ����� � 1(Ω)�

���� �� ��� ������ � ����������� ����� ������� (�m)m ���� �����

�m −→ � in � 1(Ω) weakly as m → ∞.

����� ��� ��������� �� � 1(Ω) �� �4(Ω) �� �������� �� ������ �����

�m −→ � in �4(Ω) strongly as m → ∞.

����� �� ������� �� ��� ����� �� ��������� �� ������ ���� � �������� �������� ������ ��������

��� ��������� �� ����� �������� ��� ��� �������� �� ������������ ����� � ∈ � 1(Ω)� �� ����

curl� × � ∈ �3/2(Ω) �→ (� 6,2
0 (curl, Ω))� ��� |� |α� ∈ �q(Ω) ���� 2 � q � 3� ���� �

−γ∆� + curl� × � + b|� |α� − � ∈ � −1,p(Ω). ����� �� ���� �������� ����� ������ �

�������� π ∈ L2(Ω) �������� �� ��������

�� ���� �������� ��� ��������� ��������

������� ������ ��� � ∈ (� 6,2
0 (curl, Ω))� ��� π0 ∈ H−1/2(Γ), ���� ����

�
� � �

(� 6,2
0 (curl,Ω))�

+ �π0��−1/2(Γ)

�
� r,

���� ��� �������� ����������� ������� ������� ������ �� ����� � �������� � ∈ � 1(Ω) ���

π ∈ L2(Ω) ���������� ��� ��������

�� �
�

1(Ω) + �π�L2(Ω) ≤ C
�
� � �

(� 6,2
0 (curl,Ω))�

+ �π0��−1/2(Γ)

�
. ��������

��� �������������������� ��������� ���� �������� ��������

���������� � �p�������

�� ���� �������� �� ����� ��� �p ���������� �� ���� ��� ������ �������� �� ��� ���������

����������� ������� ��������

����� ������� �������� �� � 1,p(Ω)

�� ��� ������� �� ������� ���� � ������� �� [� r�,p�

0 (curl, Ω))]� ���� r ��� p ���������� �

1 < r < p,
1

r
�

1

p
+

1

3

��� �� �������� ��� ��������� �� ����� ��� ���� p > 2� ����� �� ��� ��� ���������� �� ��� ������

������ ��������

������� ������ ��� p > 2� �� ������� � ∈ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]� ���� r ∈ [ 3p
3+p , p ]�



��� �������������������� ��������� ���� �������� �������� ���������� � �p������� ��

��� �� 2 ≤ p ≤ 3 ��� π0 ∈ W−1/r∗,r∗(Γ)� ���� ��� �������� (�, π) ����� �� ������� �����

������� �� � 1,p(Ω)× Lr∗(Ω)�

���� �� p > 3� ��� 3p
3+p ≤ r ≤ 3 ��� π0 ∈ W−1/r∗,r∗(Γ)� ��� �������� ����� ������� �� Lr∗(Ω)�

��� 3 ≤ r ≤ p� �������� π0 ∈ W−1/q,q(Γ) ���� q > p ������� ���� π ∈ Lq(Ω)�

������ ��������� �� ������� ������ ����� ������ � �������� (� , π) ∈ � 1(Ω)× L2(Ω)�

��� ����� ����� p ≤ 3� �� ���� ���� curl� × � ∈ �3/2(Ω)� ����� r ������ ������� 3p
3+p ���

p� �������� �� ���� |� |α� ∈ �q(Ω) ���� 2 � q � 3� �� �������� ��� ����� ��� �� ����

��� � ��������� ����� �� ��� ������ �������

��� ���� r ∈ [ 3p
3+p ,

3
2 ]� ������� ���� �3/2(Ω) �→ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]� ��� ��� ���������

�3(Ω) �→ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]� ���� �−curl�×�−b|� |α� ������� �� [� r�,p�

0 (curl, Ω)]��

����� ��� ������ ����������� �� ������ ���� ������� ����� ���� ���� (� , π) �������

�� � 1,p(Ω)× Lr∗(Ω)�

��� ���� r ∈ [ 32 ,
3p
6−p ]� ����� � ∈� 1,p(Ω)� ��� ���� curl� × � ������� �� �

3p
6−p (Ω)

�� �� p < 3� ���� �� ���� |� |α� ∈ �q(Ω) ���� ���� q = 3p
(3−p)(α+1) � ������� ��

q (6−p
3p ) > 1 ���� � − curl� × � − b|� |α� ∈ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]�� ������ ���

������ ���������� ������ �� �� �������� ���� (� , π) ∈� 1,p(Ω)× Lr∗(Ω)�

��� �� p = 3� ����� �� ������ |� |α� ∈ � t(Ω), ��� ��� t � 1, ����� ������� ����

� − curl� × � − b|� |α� ∈ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]�. ����� ����� ��� ���������� ��

������ �������� �� ������ ���� (� ,π) ∈� 1,p(Ω)× L r∗(Ω)�

���� ������ ����� p > 3� �� ���� ���� � ∈� 1,3(Ω) ��� ���� curl� × � ∈ �3−ε(Ω)� ����

ε > 0 ��� |� |α� ∈ � t(Ω) ��� t ∈ [1,+∞]� �� �������� ��� ����� �

��� ���� r ∈ [ 3p
3+p , 3 ]� ������� ���� � − curl� × � − b|� |α� ∈ [� r�,p�

0 (curl, Ω)]�� ��

���� ��� �� ��� �� ������� ����� ��� �� �������� �� ����� ��� ���������� �� ���

������ ��������

��� ���� r ∈ [ 3, p ]� �� ���� ���� ��� ���� ���� ���� � ∈� 1,p(Ω)� ���� curl� × �

������� �� �p(Ω) ��� |� |α� ∈ �t(Ω) ���� t ∈ [1,∞]� ��� π0 ∈ W−1/q,q(Γ)� ��

����� ��� ������ ���� �� ������� ������



�� ������� �� ��� ���������� �������� ����������� ���� �������� �������� ����������

����� ������ ��������� �� � 2,p(Ω)

������� ������ ��� p ≥ 6/5�

� ∈ �p(Ω), π0 ∈ W 1−1/p,p(Γ).

����� ����� ����� � �������� (�, π) ∈� 2,p(Ω)×W 1,p(Ω) �� ������� ������� ��� �������� ���

���������

���
�

2,p(Ω) + �π�W 1,p(Ω) ≤ C
�
�� ��p(Ω) + �π0�W 1−1/p,p(Γ)

�
. �������

������ �� ���� ��� � ����������� ����� �� ��� ������ �������� �� ������� ���� �����

�6/5(Ω) �→ [� 6,2
0 (curl, Ω)]�, and W 1−1/p,p(Γ) �→ H1/2(Γ).

������ �� ������� ������ ����� ������ � �������� (� , π) ∈ � 1(Ω)×H1(Ω)� �� �������� �����

������

�� ���� 6/5 ≤ p ≤ 3/2� ����� curl� × � ������� �� �3/2(Ω) ��� |� |α� ∈ �q(Ω) �����

2 � q � 3� ��� ������ ������� ���������� ����� ��� ���������� ��� ��� ������ ��������

��� ���� 3/2 ≤ p ≤ 3� �� ���� ���� � ∈� 2,3/2(Ω) ��� π ∈ W 1,3/2(Ω)� ������ ����

� 2,3/2(Ω) �→� 1,p∗(Ω) �→ �p∗
∗

(Ω)

����� p∗ = 3 ��� ���� p∗
∗ ∈ [1,∞[� ���� ������� ���� curl� × � ������� �� �q(Ω) ��� ���

q ∈ [1,∞[ ��� |� |α� ∈ �k(Ω)� ��� ��� k ∈ [1,∞[� �������� �� ������ ����� q ��� k ���������

�� p = 3� �� ��� ���� ������ �� ���� �� ���� q < 3, k < 3� ����� �� ����� ��� ���������� ���

��� ������ ��������

���� ���� p > 3� �� ���� ���� � ∈ � 2,3(Ω) ��� π ∈ W 1,3(Ω)� ����� � ∈ � 2,3(Ω) �→
� 1,∞(Ω)� ��� ��� ������ ���� curl� × � ∈ �q(Ω) ��� ��� q ∈ [1, ∞] ��� |� |α� ������� ��

� t(Ω) ���� t ∈ [1,∞]� ���� ����� �� �������� ����� ��� ���������� ��� ��� ������ ��������



������� �

������������� �� ��� �����

��������� ���� ��������� ��������

���������� �� ����������������������

������

�� ���� �������� �� ����� ��� ��� ���������� �������������� ����� �������� �����������

����� ��������� �

∂t� − γ∆� + a� + β|� |α� +B(� ,�) +∇ p = � in ΩT ,

div� = 0 in ΩT ,
�������

���� ��������� �������� ���������� ��� ��� ������� ����� �� ������� �

� = � on ΣT and �(0) = �0, �������

����� ΩT = Ω×]0, T [� ΣT = Γ×]0, T [ ���� Ω �� � ������� ������ �� Rd (d = 2, 3)� ����

����������� ������ �������� Γ� ���� � � p ��������� ������������ ���� �������� ��� ���������

��� �������� γ > 0 ������ �������� ���������� a > 0 �� ��� ����� ��������� ��� β > 0 ��

��� ����������� ���������� α ∈ [1, 2] �� � ����� ������� ��� �������� ���� B(� ,�) ��� ��

����� �� B(� ,�) = (� .∇)� .

��� �������������

�� ���� �������� �� ��������� ���� ������� ��� ������� ���� �� ���� ��� �� ��� ��������� ��

���� ��������

�� ������ �� �.�, �.�1 ��� �.�2 ������������ ��� ����� �� �2(Ω)� � 1(Ω) ��� �� � 2(Ω).

��� ����� ������� �� L2(Ω) ���� �� ������� �� �., .��

��



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

�� �������� ��� ����� �

�2
σ(Ω) = {� ∈ �2(Ω), div� = 0, on, Ω, � · � = 0 on Γ}.

��� � �� ��� ����� �

� = {� ∈ H1
0 (Ω), div � = 0}

�� ����� ��� �������� ���� �B(� , �) �� �������
�B(� , �) = (� .∇)� + 1

2(∇�)� .
�� ������ ��� �������� �� ��� ������������ ��� ��� ������� F ������ ��

F : � �−→ |� |α� �

(|� |α� − |� |α� ,� − �) � 0. �������

��� ��������� ������� ���������� �� ������ �� ���� ���� ��� ��������� ���� F �

�v�p ≤ �∇v�, 1 ≤ p ≤ 6. �������

��������� ����� ���� ����������� ��� ������� F �������� �� ��������� ��������� ����� �� �

��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ������ �� ��������� �� ��� ���� ����� ���� ��� ����� ��� ���

�������� ����� �

����� ������ ������ ���� �, � ∈ �1
0(Ω) ������� ��� ��������� �������� ����

�F (�)− F (�)� � C�∇(�− �)�. �������

��� �� ���� ��� ����������� ����������� �� ��� ������ ���������������� ��� ��� � ∈ � �

(� t, �) + γ(∇� ,∇�) + a(� , �) + b(� ,� , �) + β(|� |α� , �) = (� , �) �������

�� ������ �� P ��� ���������� ���������� �������� �� �2(Ω) ���� �2
σ(Ω)� ��� �����������

����������� �������� ������� �� ���������� �� �

� t + γA� + a� +B(� ,�) + βG(�) = �

�(0) = 0,
�������

����� A� = −P∆� = �∆� �� ��� ������ �������� ��� G(u) = PF (�)�

�� ���� ���� ��� Γ ������ ������� �� ���� ��� ��� � ∈ � ∩� 2(Ω) �

���2 � C��∆��. �������

��������� �� ��� ��������� �� ���� ��� ��� ��������� ��������� �������

(� − � , �) =
1

2
(|� |2 − |� |2 − |� − � |2). �������



��� �������� �� ��� ������� ��

��� ������������ ����� ���� �� �� ����� ��� �� ��� ��������� ������

�b(� , � ,�) �





C���2������1, ∀� ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), � ,� ∈ H1

0 (Ω)

C���1���2���, ∀� ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), � ,� ∈ H1

0 (Ω)

C���2���1���, ∀� ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), � ,� ∈ H1

0 (Ω)

C���1���1���1, ∀� , � ,� ∈ H1
0 (Ω)

�������

�b(� , � ,�) � ��������� ∀, � ,� ∈ H1(Ω)d, d � 4. �������

b(� , � , �) = 0, ∀� , � ∈ � 1
0(Ω). ��������

��� �������� �� ��� �������

��� ��������� ��� ���������� �� � �������� ��� ��� ������ ��������������� ��� ���� �������

������ �� ���� �� �������� ����� �������� �������

�� ��� ���� ������ �� ������� ��� �������� ��� ��� ���������� ������ ����������� ��� ����������

���������� ���� ������� �� ���� ��� ��� ���������

����� ������ �� ������ ���� ��� ����� ����� �0 ��� � ������� ��� ��������� ����������

�0 ∈ � ∩� 2(Ω), �, �t ∈ �2(Ω). �������

���� ����� ������ T1 ≤ T ���� ���� ��� �������� �� ��� ������ ������� ���������

��(t)�2 + ��t(t)�+ �p(t)�1 � C, ∀t ∈ [0, T1]. �������

������ �������� ��� ���������� �������� ������� ���� �∆� ��� ��������� ��� ��������� ���������

�� �������

1

2

d

dt
�∇��2 + γ��∆��2 + a�∇��2 = −b(� ,� , �∆�)− β(|� |αu, �∆�) + (f, �∆�). �������

����� ��������� ��������� ���������� �� ����������� ���� ����� ����������� ��� ��� ������

����� ��� �� ��������� ��

b(� ,� , �∆�) ≤ γ

6
��∆��2 + C ��∇��6, �������

β(|� |αu, �∆�) ≤ γ

6
��∆��2 + C�∇��2(α+1). �������

������������ ������� ��� ������� ���� ������� ��� ����� ��� ���� ����

(f, �∆�) ≤ γ

6
��∆��2 + 3

2γ
�� �2,



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

�� ������
1

2

d

dt
�∇��2 + γ

2
��∆��2 + a�∇��2 ≤ C ��∇��6 + 3

2γ
�� �2. �������

�� ����������� �� ���� ��� ��������� ����������� ���������� ��� ��������� ���� C � ≥ 1��

d

dt
y(t) ≤ C �y(t)3, with y(t) = �∇�(t)�2 + C1, y(0) = �∇�(0)�2 + C1

��� C1 =
3
2γ sup

0≤t≤T
�� �2.

������� ��� ����� ����������� �� ���� � �������� ������ �� [0, T1] ����� T1 ≤ 1
2C�y(0)2

= 1
C0

���

y(t) ≤
√
2y(0), t ∈ [0, T1].

��� ��� ��� t ∈ [0, T1] ���� T1 = min{T1,
1
C0

}� �� ����

�∇�(t)�2 ≤
√
2(�∇�(0)�2 + C1) := C3, �������

���������� �� ������� ��� �������� �� �����

sup
0≤t≤T1

�∇�(t)�2 + γ

� T1

0
��∆�(t)�2 dt ≤ C, ∀t ∈ [0, T1]. �������

�������������� ��� ���� �������� �� ��� ������ �������� ���� ������� �� t� �� ������

� tt − γ∆� t + a� t + βF �(�)� t +B(� t,�) +B(� ,� t) +∇pt = ft. �������

������ ��� ����� ������� �� ��� �������� ������� ���� � t� �� ���� �

1

2

d

dt
�� t�2 + γ�∇� t�2 + a�� t�2 = −β(F �(�)� t,� t)− b(� t,� ,� t) + (ft,� t).

����� (F �(�)� t) · � t �� �������� �������� �� ���� �� �������� ��������� ������������ ��������

��� ��������� �������������

1

2

d

dt
�� t�2 + γ�∇� t�2 � c�� t����

1
2
1 ���

1
2
2 �∇ut�+

1

4a
�ft�2,

�
γ

2
�∇� t�2 + C(���1���2)�� t�2 +

1

4a
�ft�2. ��������

����� �� �������������� ����������� ��������� ������� ��� �������� �� �����

� T1

0
��(s)�1��(s)�2 ds ≤

�� T1

0
�u(s)�21 ds

� 1
2
�� T1

0
�u(s)�22 ds

� 1
2 ≤ C. ��������

����� �������� �������� ����� �� ��������� �� �������

�� t�2 + γ

� T1

0
�∇� t(s)�2ds ≤ C, ∀t ∈ [0, T1]. ��������



��� �������� �� ��� ������� ��

����� ������ ��� ����� ������� �� ������� ���� �∆� � �� �������

γ��∆��2 = −a�∇��2 − (� t, �∆�)− β(|� |α� , �∆�)− b(� ,� , �∆�)− (f , �∆�)
≤ a�∇��2 + γ

8
��∆��2 + 2γ�� t�2 + β|(|� |αu, �∆�)|+ |b(� ,� , �∆�)|+ γ

8
��∆��2 + 2γ�f�2.

��� ��������� ����� ��� �� ���������� �� �� ������� ��� �������� �� ����� �������� �������� ���

�������� �� ������ �����

�u�2 ≤ C, ∀t ∈ [0, T1]. ��������

�� ����� �� ��� ��� �������� ��������� �� ��� ��� ���� �������� �� ������� �� �������

�∇p� ≤
�
�ut�+ γ�∇u�+ a�u�+ β�|u|α+1�+ �B(� ,�)�

�
. ��������

����� ��� �������� ��� �������������������� ����������� ��� ��������� ������� ��� ���������

����� � 1(Ω) �→ �4(Ω)� �� ������ �

�B(� ,�)�2 �C���α+2�∇�� 2(α+2)
α

�C���α+2�∆��
( 10−α

α+8
)

2 ���2(
α−1
α+8

)

α+2

�C�∆��2(
10−α
α+8

)

2 ���3(
α+2
α+8

)

α+2 ≤ C.

���������� ��� ����� ������ �������� �������� ��� �������� �� ��������� �� ������ ��� ��������

��������� ��� ����� �� ����� ����� �� ��������

�� ��� ���� ����� ��� ������� ���� �(0) ��� � (0) ������� ���� �������� ������������� ����

�������� �� ���� t0 > 0 ��� �� ������ ���� �� ���� �� ������� ���� (�0, p0) ���� ����

��0 − �(t0)� � Ck2, �∇(�0 − �(t0)�+ �∇(p0 − p(t0))� � Ck.

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ��� ����� ������ �� ������� �� �������� ����

ft, ftt ∈ C([0, T ],L2(Ω)). ��������

����� ��� �������� �� ��� ������ �������� �������� �

��t(t)�22 + �∇pt�+
� t

t0

(��tt(s)�22 + �ptt(s)�21) d s � C, ∀t ∈ [t0, T1]. ��������

������ �������������� ��� ���� �������� �� ��� ������ ������� ���� ������� �� t� �� ������

� tt − γ �∆� t + a� t + βG�(�)� t +B(� t,�) +B(� ,� t) = ft. ��������

������ ��� ����� ������� �� ��� �������� �������� ���� �∆� t� �� �������

1

2

d

dt
�∇� t�2 + γ��∆� t�2 =− a�∇� t�2 − (ft, �∆� t) + b(� t,� , �∆� t) + b(� ,� t, �∆� t)

+ β(F �(�)� t, �∆� t)

≤a�∇� t�2 +
γ

8
��∆� t�2 + 2�ft�2 + |b(� t,� , �∆� t)|+ |b(� ,� t, �∆� t)|

+ β|(F �(�)� t, �∆� t)| ��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

��� ��������� ����� ��� �� ���������� ���� ��� ���� ��������� �� �� ��� ����� �� �����

����� �� ��������

|b(� t,� , �∆� t)| �
γ

8
��∆� t�2 + C���22�∇� t�2 ��������

|b(� ,� t, �∆� t)| �
γ

8
��∆� t�2 + C���22�∇� t�2. ��������

�����

β|(F �(�)� t, �∆� t)| ≤ C(α+ 1)�u�α∞�ut���∆ut� ≤ γ

8
��∆ut�2 + C�u�2α∞ ��∇ut�2 ��������

��������� ��� ����� ��������� �������� ��� ����� �������� ������� ��� ��������� �� ������

d

dt
�∇� t�2 + γ��∆� t�2 ≤ 4�ft�2 + C�∇� t�2. ��������

������ �� ���������� ����������� �� ����

sup
t0≤t≤T1

�∇� t(t)�2 + γ

� t

t0

��∆� t(s)�2ds � C, ∀t ∈ [t0, T1]. ��������

���� �������������� ��� �������� ������� ���� ������� �� t� �� ������

� ttt−γ∆� tt+a� tt+βF ��(�)|� t|
2+βF �(�)� tt+2B(� t,� t)+B(� tt,�)+B(� ,� tt)+∇ptt = ftt.

��������

������ ��� ����� ������� �� ��� �������� �������� ���� � tt� �� ������ �

1

2

d

dt
�� tt�2 + γ�∇� tt�2 =− a�� tt�2 − β(F ��(�)|� t|

2,� tt)− β(F �(�)� tt,� tt)

− 2b(� t,� t,� tt)− b(� tt,� ,� tt) + (ftt,� tt).

����� (F �(�)� tt) · � tt �� �������� �������� ����� ������� ����������� �� �����

1

2

d

dt
�� tt�2 + γ�∇� tt�2 ≤

1

4a
�ftt�2 + |β(F ��(�)|� t|

2,� tt)|+ 2|b(� t,� t,� tt)|

+ |b(� tt,� ,� tt)|. ��������

�� ��� ��� ����� ������ �� �������� ������� ��� ��������� ����� � 1(Ω) �→ �4(Ω)�

|(F ��(�)|� t|
2,� tt)| � α(α+ 1)(|� |α−1|� t|

2, |� tt|)

� α(α+ 1)���α−1
∞ �� t�24�� tt�

� C�� tt�2 + C���2(α−1)
∞ �∇� t�4 ≤ C�� tt�2 + C. ��������

�� ��� ����� ����� ����� ������ ������� ������������������� ������������ ��� ��������

�������� �� ����

|b(� tt,� ,� tt)| ≤ �� tt�1���2�� tt� �
γ

2
�∇� tt�2 + C�� tt�2. ��������



��� ����� �� ��� ��������� ������� ��

|b(� t,� t,� tt)| � �� t�2�� t�1�� tt� ≤ C�∇ut�2 + �� t�22�� tt�2. ��������

����� ��������� ����������������� �� ��������� ����� �������� ��� �������� �������� �����

�����

�� tt�2 + γ

� T1

t0

�∇� tt(s)�2 ds ≤ C. ��������

������ ��� ����� ������� �� ������� ���� �∆� t� �� �������

γ��∆� t�2 =(� tt, �∆� t)− a�∇� t�2 − (ft, �∆� t)− β(F �(�)� t, �∆� t)− b(� t,� , �∆� t)

− b(� ,� t, �∆� t).

≤5γ

2
�� tt�2 +

γ

5
��∆� t�2 +

5γ

2
�ft�2 + a�∇� t�2 + β|(F �(�)� t, �∆� t)|

+ |b(� t,� , �∆� t)|+ |b(� ,� t, �∆� t)|.

����� ��� ��������� ����������������� ��� ��� ��������� ������ ������ �� �������� �������� ���

��������� �� ��� ������ ��� ��������� ������� ������

�ut�2 ≤ C, ∀t ∈ [t0, T1]. ��������

��� ����������� �� ��� ��������� ��������� �� �������� ��� �� �������� �� ��������� ��� ����

��������� �� ����� ������ ������ ���� �������� �� �� �������� ��
� t
t0
��∆� tt(s)�2ds ��� utt

������� �� ut�

��� ����� �� ��� ��������� �������

�� ���� ������� �� ����� �� ��� ���������� ��� ���������� ��� ��� ���������� ��� ��� ���������

��������� ����������������� �

����� �������������� ������������� ��� � ������ ���������

������� ������ ��� ����� ��0 ∈ �1(Ω), p�0 ∈ �1(Ω) ��� � ∈ �∞(0, T,�2(Ω))� ���� �����

������ K0 = K0 (γ, T,Ω, �,�
�
0, p

�
0) ���� ���� ����

T0 = min{T ,
�2

K0
}

��� ��������� ������� ��� � ������ �������� (��, p�) ∈ �2(0, T0,�
2(Ω))∩�∞(0, T0,�

1(Ω))×

�∞(0, T0,�
1(Ω))

������ �� ���� ������ Ki �� �� ��������� ��������� �� γ� ��� ����� � ,��
0, p

�
0 ��� ��� ������

Ω ����� Ci ��� ��� ��������� ��������� ���� �� Ω�



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

��� ��� �� ��� ����� �� ����� �� ���� � ������ ���������� ��� ���� ������� �� ������� ��

�������

����������� ��������1 ���� �� ��� ��������2 ���� p�� ������ ��� ������� ��������� ������ ����

������� ��� �������� �������� ��� ����� ���� �� ���������������� ���������� ��� �������

����������� �� ������

1

2

d

dt
����2 + γ�∇���2 + a����2 + b����α+2

α+2 +
�

2

d

dt
�∇p��2 = �� ,���.

�
γ

2
�∇���2 + 1

2γ
�� �21. �������

�� ����������� ��� ���� ������ ���� 0 �� t ���� t ∈ [0, T ]� �� ������ �

���(t)�2+γ

� t

0
�∇��(s)�2 ds+a

� t

0
���(s)�2+b

� t

0
���(s)�α+2

α+2 ds+��∇p�(t)�2 � K0. �������

����� K0 =
1
γ
�� �1 + ���

0�2 + �∇p�0�2�
�� ����� �� ����� ���� � ������ ���������� �� ������� ��� �������� ��������1 �� ������

�
��
t − γ∆�� + a�� + b|��|α�� + �B(��,��) = � −∇p�.

��(0) = ��
0.

�������

�� ���� ��� ����� ������� �� ������� ���� −∆��� ���� �� ������ �

1

2

d

dt
�∇���2 + γ�∆���2 + a�∇���2 = b(|��|α��,∆��) +�b(��,��,∆��)− (� −∇p�,∆��)

�
γ

6
�∆���2 + 3

2γ
(�� �2 + �∇p��2). �������

�� ����� ������ ������� ��� ������� ����������� �� ������

b(|� �|α��,∆��) � b����α+1�∆���.

�
γ

6
�∆���2 + b2

3

2γ
�∇���2(α+1).

������� �� 1 � α � 2� �� ������ �����

b(|��|α��,∆��) �
γ

6
�∆���2 + C�∇���6. �������

�� ��� ����� ����� ��������� �� ������� ����������� �� ������

�b(��,��,∆��) � C����∞����1����2. �������

�
γ

6
�∆���2 + C

γ
�∇���6. �������

������� �� ������� ��� �� ���������� ��� ������� ������� ��� ������� �� �������� �������� �� �����

d

dt
�∇���2 + γ�∆���2 + a�∇���2 � K1

�
+K2�∇���6. �������



��� ����� �� ��� ��������� ������� ��

�� �������� y(t) = �∇���2 + C1�

��� �� ��� ������� ��� ��������� ����������� ���������� ���� � K � � 1��

d

dt
y(t) � K �y(t)3,where y(t) = �∇�(t)��+ C1 and y(0) = �∇��

0�2 + C1. �������

��� �� �������� �� ������ � �������� ������ �� t ����� 0 � t ��� ���������

t �
1

2K �y(0)2
=

1

K3
.

����� ����� �� �

y(t) �
√
2y(0).

������ ��� � ����� t ∈ [0, T0] ���� T0 = min{T , 1
K3

}� �� ����� �

�∇��(t)�2 �
√
2(�∇��(0)�2 + C1) := C2.

�� ������ �� ��������� ��� ������� ������� ��� �������� ���� �� �������� �����

sup
0�t�T0

�∇��(t)�2 + γ

� T0

0
�∆��(t)�2 dt+ a

� T0

0
�∇��(t)�2 dt � C. ∀t ∈ [0, T0]. ��������

����� ������������� � ������ ���������

�� ���� ����������� �� ����� ���� ��� ��������� ������ ���� �� ��������� ��� ��� ����������

�������������� ��� �������� ������������� � ������ ��������� ��� ��� �������� �� �������� −
���������

����� ������ ������ (u�, p�) �� �� ��� �������� �� ��� ��������� ������� ������������������

�������� ������� ��� �������� ��� ��������� �� ���� ��� ��������� � ������ ����������

���(t)�22 + �p�(t)�21 + �p�t(t)�21 � C, ∀t ∈ [t0, T0] ��������

���
t(t)− �t(t)�2 � C�, ∀t ∈ [t0, T0] ��������

������ ��� ����� �� ���� ����� �������� ��������� ��� ��� ������ e = u−u� ��� q = p−p� �� ����

������ ������ ��� ����� �� ��� ��� ������������� ����� ������� ��� ��� ������ ����������������

����� �� ����� ����� ��� ����� ������ ��� ����������� ��� ��������� ������ �����������������

���� ��� �������� ����������� ��������� ���������������� �� ��� �

� t − γ∆� + a� +∇q + �B(��, �) + �B(� ,�) + β|� |α� − β|��|α�� = 0,

div� − �∆qt = −�∆pt,

�(t0) = 0

q(t0) = 0

��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

�������� ��������1 �� � � ��������2 �� q ��� ��������� ��� ��������� ���������� �� �������

1

2

d

dt
���2 + γ�∇��2 + a���2 + �

2

d

dt
�∇q�2 =�(∇q,∇pt)−�b(� ,� , �)− β(|� |α� − |��|α��, �)

������ �� �������� ��������� ����������� ��� ������� ������������� �� ������

1

2

d

dt
���2 + γ�∇��2 + a���2 + �

2

d

dt
�∇q�2 ≤ �

2
�∇pt�2 +

�

2
�∇q�2 + γ

2
�∇��2

+ C���1���2���2. ��������

�������� �������� ������� �� ��� ����� ����������� ����� ������� ��� ��������� �� ������

���2+ γ

� t

t0

�∇�(s)�2ds+ a

� t

t0

��(s)�2ds+ ��∇q(t)�2 � Cε

� t

t0

�∇pt(s)�2 ds ≤ Cε. ��������

����� ���������� �� �� ����� �������� �� ���� ���� �∇�� �� ��������� ������� ���� �������

�� ����� ��� ���� �������� �� �������� ��� �������� ��������1 �� −∆� ��� ��������� ���� Ω

�� ���

1

2

d

dt
�∇��2 + γ�∆��2 + a�∇��2 =(∇q,∆�) +�b(��, � ,∆�) +�b(� ,� ,∆�)

+ β(|� |α� − |��|α��,∆�). ��������

�
γ

8
�∆��2 + 2

γ
�∇q�2 + |�b(� − � , � ,∆�)|+ |�b(� ,� ,∆�)|

+ β|(|� |α� − |��|α��,∆�)|. ��������

������� ����
�b(��, � ,∆�) = �b(� , � ,∆�)−�b(� , � ,∆�).

����� �� ������ �� �� �������

|�b(� , � ,∆�)| � C���1���
1
2
1 |��

1
2
2 �∆�� �

γ

8
�∆��2 + C�∇��6.

����� ����� ��� ������� ������������ ��� ��� ������� ����� �� ��� H2����� �� ��� ��������

����� �� �������� �� ����

|�b(� , � ,∆�)| � C���2���1�∆�� �
γ

8
�∆��2 + C�∇��2,

��� ����������

|�b(� ,� ,∆�)| �γ

8
�∆��2 + C�∇��2.

��������� ����� ��� �������� �������� �� ����� ��� ���� ��������� ���� �� ������

|(|� |α� − |��|α��,∆e)| �C�∇���∆�� �
γ

8
�∆��2 + C�∇��2.



��� ����� �� ��� ��������� ������� ��

������������ ��� ����� ������������ �� �������� ��� ����� �������� �����

d

dt
�∇��2 + γ�∆��2 + 2a�∇��2 ≤C1 + C�∇��2 + C�∇��6. ��������

����� �� �� ��� ����� �� ����� ������ �� ���� � ����������� ����������

d

dt
(C1 + �∇��2) � C(C1 + �∇��2)3,

����� ��� � �������� ������ �� [t0, T0] �����������

�∇�(t)�2 ≤ C, where T0 = min{T1,
1

4CC2
1

}. ��������

����� ���� ���� �������� �� ��������� �� ������� ����

� t

t0

�∆�(s)�2ds � C, ∀t ∈ [t0, T0]. ��������

�������������� ��� ���� �������� �� �������� ���� ������� �� t ��� ������ ��� ����� �������

���� � t� �� ������

1

2

d

dt
�� t�2 + γ�∇� t�2 + a�� t�2 + (∇qt, � t) =−�b(� t,� , �t)−�b(� ,� t, �t)−�b(��

t, � , � t)

− β((|� |α� − |��|α��)t, � t).

��������

�������������� ��� ��� ������ �������� �� �������� ���� ������� �� t ��� ������ ��� �����

������� ���� qt� �� ������

(div� t, qt) +
�

2

d

dt
�∇qt�2 = �(∇ptt,∇qt). ��������

������� �������� ��� �������� �������

1

2

d

dt
�� t�2 + γ�∇� t�2 + a�� t�2 +

�

2

d

dt
�∇qt�2 = �(∇ptt,∇qt)−�b(� t,� , � t)−�b(� ,� t, �t)

−�b(��
t, � , � t)− β((|� |α� − |��|α��)t, � t).

�
�

2
�∇ptt�2 +

�

2
�∇qt�2 + |�b(� t,� , � t)|+ |�b(� ,� t, �t)|

+ |�b(��
t, � , � t)|+ β|((|� |α� − |��|α��)t, � t)|. ��������

�������� ������ ������� ������������������� ������������ ��� �������� �������� ��� ���������

����� ��� �� ������� ���

|�b(� t,� , � t)| � C�� t�1���2�� t� �
γ

8
�∇� t�2 + C�� t�2. ��������

|�b(� ,� t, � t)| � C���1�� t�1�� t�1 �
γ

8
�∇� t�2 + C���21�� t�21. ��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

|�b(��
t, � , � t)| = |�b(� t, � , � t)−�b(� t, � , � t)|

� C�� t�1���1�� t�1 + C�� t����
1
2
1 ���

1
2
2 �∇� t�

�
γ

8
�∇� t�2 + C�� t�21���21 + C�� t�2���1���2. ��������

|((|� |α� − |��|α��)t, � t)| ≤ (|F �(�)� t − F �(��)��
t|, |� t|)

= (|F �(�)� t − F �(��)(� t − � t)|, |� t|)

≤ (|(F �(�)− F �(��))� t|, |� t|)|+ (|F �(��)||�t|, |� t|)

= T1 + T2.

��� �� �������� ���� �� ��� ����� T1� T2� ����� |F �(v)| ≤ (α+1)|� |α� ����� ������ ��� �����

������������� �� �����

T1 ≤ 2(α+ 1)((|u|α + |��|α)|� t|, |� t|)|

≤ C(α+ 1)(���α3α + ����α3α)�� t�6�� t� ≤ (α+ 1)2(���α3α + ����α3α)2�� t�26 + C�� t�2.

����� 1 ≤ α ≤ 2� �� ��� ��� ������� ���������� �������� ��������� ��������� ������� ��� ���������

�� �������

T1 ≤ C + C�� t�2. ��������

����������

T2 ≤ C(α+ 1)����α3α�� t�6�� t� ≤ γ

8
�∇� t�2 + C����2α3α��� t�2

≤ γ

8
�∇� t�2 + C�� t�2. ��������

����� ��������� ����������������� �� ��������� ����� �������� ��� �������� �������� �����

�����

�� t(t)�2 +
� T0

t0

(γ�∇� t(s)�2 + a�� t(s)�2) ds+ ��∇qt(t)�2 ≤ C�, ��������

����� �� ���� ���� ��� ��������� �������� ��� ��� ��������� ���� �� ��������

� T0

t0

��(s)�1��(s)�2 ds ≤ C
�� T0

t0

��(s)�22 ds
� 1

2 ≤ C, ��������

����� ������� ���� ��� �������������� ����������� �������� ��� ��������� ����� �� ����� �� ���

���� ��� ������� ����� �� ��� H2����� �� ��� ����� �� ��� ��������� �� ���� �� �������������

� ������ �������� ��� � t� ��� ����� �� ����� ���� ��� �������� ��������� �� �������� ��� ����

(∇qt, � t) �� ��� ����� ���� ���� ��� �� ��� ��� ������������� �������� ��� ∇qt ����� �� ��������

�������� ���� ������������������ ����� �� ������� ��� ���� �������� �� �������� �� ��������

−γ∆� + �B(��, �) + �B(� ,�) + β|� |α� − β|��|α�� = −� t − a� −∇q.



��� ����� �������� ��

������ ��� ����� ������� �� ��� ����� �������� ���� −∆� � ������ �� ��� ����� ���������� ��

�������� ���� �

�∆�(t)�2 � C, ∀t ∈ [t0,, T0]. ��������

���� �� ���� �� ����� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �������

��� ����� ��������

����� ����� ��������� ��� � �������� ��������� �������

���������� �� ���� ����� �� ��� �������� �� ��� ����� ��� ��� ������ ����� �� ������ ��� ��������

�������� �� �����

��� (� , p) �� ��� �������� �� ��� ������ ��������������� ��� ��� (� �, r�) �� ��� �������� �� ���

��������� �������� ������� �

∂t�
� − γ∆� � + a� � +∇r� = f − β|� |α� −B(� ,�) in ΩT

div� � − �∆r�t = 0 in ΩT

� � = 0 and ∂r�

∂n = 0 on ΣT

� �(t0) = �(t0) and r�(t0) = p(t0) in Ω.

�������

��� ��������� ��� ��� ����� (ξ, ψ) := (� − � �, p− r�) ����

ξt − γ∆ξ + aξ +∇ψ = 0 in ΩT

divξ − �∆ψt = −�∆pt in ΩT

ξ = 0 and ∂ψ
∂n = ∂p

∂n on ΣT

ξ(t0) = 0 and ψ(t0) = 0 in Ω.

�������

������ �� ��� �������� ����� �� ����� ����� �� ���� ��� ��������� ����������

�� ��2 + �r�(t)�1 + �r�t(t)�1 � C, ∀t ∈ [t0, T0] �������

�ξt(t)�2 � C�, ∀t ∈ [t0, T0] �������

��� ������ �� ��� ����� ����� ��������� ��� �������� �� ��� ������ ����� �����

����� ������ ������ ���� ��� ����������� ������� ��� �������� ��� ������ ����� ����� ������

� �������� C ��������� �� ��� ����� ����� ���� ���� ��� ��������� �������� ����� �����

� t

t0

�ξ(s)�2 + �
1
2 �ξ(t)�2 + �(�ξ(t)�21 + �ψ(t)�2) � C�2, ∀t ∈ [t0, T0]. �������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

������ �� ����� �� ����� � ����������� ������ ��� ��� �������� ���� �� ��� L2(t0, T0; L
2(Ω))�

����� �� ��� � ��������� ������� ��������� ��� (� , q) �� � �������� ���

� s + γ∆� − a� +∇q = ξ(s) and div� = 0 in ΩT , s ∈ [t0, t]

� = 0 on ∂Ω and �(t) = 0.
�������

�� ��� ������ ������ ��� ��������� ����� ��� ��� �������� �� ��������
� t

t0

(��(s)�22 + � ∇q(s)�2)ds � C

� t

t0

� ξ(s)�2ds. �������

������ ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� ������� ���� ξ(s)� ����� ξ �� �������� �� �������

��� div� = 0� �� �������

�ξ(s)�2 =
d

ds
(� , ξ(s))− (� , ξs(s))− γ(∇� , ∇ξ(s))− a(� , ξ(s) + (∇q, ξ(s))

=
d

ds
(� , ξ(s)) + (∇ψ, �)− (q, divξ(s))

=
d

ds
(� , ξ(s)) + �(q, ∆ps)− �(q, ∆ψs)

=
d

ds
(� , ξ(s)) + �(q, ∆r�s) =

d

ds
(� , ξ(s))− �(∇q, ∇r�s).

����������� ���� t0 �� t� ����� �(t) = � ��� ξ(t0) = �� ����� ������� �� ���� ��� �� > 0�
� t

t0

�ξ(s)�2 ds ≤ �

� t

t0

�∇q(s)��∇r�s(s)�ds

≤ ��
� t

t0

�∇q(s)�2 ds+ �2

��

� t

t0

�∇r�s(s)�2 ds,

≤ C��
� t

t0

�ξ(s)�2 ds+ �2

��

� t

t0

�∇r�s(s)�2 ds.

�� �������� �� �������� �� < 1
C ��� ����� ������� �����

� t

t0

�ξ(s)�2ds � C�2. �������

��� ���� ���� �� �� ���� ��� ����� ����� ��� ��� �������� ���� �� ��� L∞(t0, T0; �
1(Ω))������

��� ����� �� ���� ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� ��� ������ ������� ���� ξt� ��

������

�ξt�2 +
γ

2

d

dt
�∇ξ�2 + a

2

d

dt
�ξ�2 = (ψ, divξt). �������

�� ��� ���� ����� �� ������������ ��� ������ �������� �� ������� ���� ������� �� ���� ��� ����

���� ψ�

(ψ, divξt) = �(ψ,∆ψtt)− �(ψ,∆ptt)

= −�
d

dt
(∇ψ,∇ψt) + ��∇ψt�2 + �(∇ψ,∇ptt). ��������



��� ����� �������� ��

������������ �������� �� ������� ��� ����������� ��� �������� �������� ���� t0 �� t� ����� ψ(t0) =

0� �� ������ �

� t

t0

�ξt�2ds+
γ

2
�∇ξ�2 + a

2
�ξ�2 � C��ψ(t)�1�ψt(t)�1 + C�

� t

t0

�ψt(s)�21ds

+C�

� t

t0

(�ptt(s)�2 + �ψ(s)�21)ds. ��������

������ �� ��� ��������� ���������������� ��� �������� �� ���������

� t

t0

�ξt�2 ds+min(γ, a)�ξ(t)�21 � C�, ∀t ∈ [t0, T0]. ��������

�� �������� ��� ��� ���� ������� ������� ���� ξs(s) ������� �� ξ(s) �� ��� ����� ���� �����

� s + γ∆� − a� +∇q = ξs(s) and div� = 0 in ΩT , s ∈ [t0, t]

� = 0 on ∂Ω and �(t) = 0.
��������

��� �������� (� , q) �� ��� ������ �������� ���������

� t

t0

(�∆��2 + �∇q�2)ds � C

� t

t0

�ξs(s)�2ds. ��������

�� ������ ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� �������� ���� ξ(s) ��� ����� �������� ��

���

1

2

d

ds
�ξ(s)�2 = d

ds
(ξ, w)− �(∇q,∇r�s).

����������� ��� ����� �������� ���� t0 �� t� ������ �� ��� ������� ���������� ��� � ��� ξ�

��������� ������� ��� ��������� �� ����

�ξ(t)�2 � �1/2
� t

t0

�∇q�2ds+ �3/2
� t

t0

�∇r�s�2ds ≤ C�3/2, ∀t ∈ [t0, T0].

�������� �� ����� ��� ����� ����� ��� ��� ��������� ��� ����� ����� ��������� �������� �� ����

�ψ(t)� � C sup
�∈� 1

0(Ω)

(ξt(t), �) + γ(∇ξ(t),∇�) + a(ξ(t), �)

���1
.

����� �� ���� ���� �� ��� ��� �������� ��������� �� ������ ��� ��������� ������

�ψ(t)� � C�1/2, ��������

����� ��������� ��� ����� �� ���� ������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

����� ����� ��������� ��� ��� ��������� ��������� ������

���� ���������� �� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� ���� ���� ���� ������� ����� ��� ���

������ ���� �� ��� ��������� �����

�� ��� ��� �������� η = � � −�� � φ = r� − p�� ����������� ��� ��������� ������ ��������

���� ��� ��������� �������� �� ������ �

ηt − γ∆η + aη +∇φ = �B(��,��)− �B(� ,�) + β|��|α�� − β|� |α� in Ω, ��������

���� ��������� �������� ���������� �� ��� �������� η ��� ������ �������� ���������� �� φt

div η − �∆φt = 0, in Ω

η = 0, ∂φ
∂n = 0 on ΣT

��������

���� ���� ��� ������� ���� ��� ����� �� �

η(t0) = 0 and φ(t0) = 0. ��������

�� ��� ��������� ������ �� ���������� ��� ������� �� ��� ����� ������� ��� ����������������

����� ������ ������ ���� ����������� ������� ��� �������� ��� ������ ����� ����� ������ �

�������� C ��������� �� ��� ����� ���� ���� ���� ��� ��������� ����� ����� ����� �����

�η(t)�2 + γ

� t

t0

�∇η(s)�2ds+ �(�∇η(s)�2 + �∇φ(t)�2) � C�2, ∀t ∈ [t0, T0] ��������

������ ������ ��� ����� ������� �� �������������������������� ���� (β, φ) ����� ���

1

2

d

dt
�η�2 + γ�∇η�2 + �

2

d

dt
�∇φ�2 = −a�η�2 +�b(��, ξ,η)−�b(ξ + η,� ,η)

+ β(|� �|α�� − |� |α� ,η), ��������

����� �� ���� ���� ��� ���� ���� � = ξ + η ���

�b(��,��,η)−�b(� ,� ,η) = �b(��, ξ,η)−�b(ξ + η,� ,η). ��������

�������� ��� ��������� ���������� ����� ��� ��������� ����������� ��� ��� ������ ����� ��

��� ����� ���� ���� �� �������� ��� �� ������� ��

|�b(��, ξ,η)| �
γ

8
�∇η�2 + C����22�ξ�2. ��������

|�b(ξ + η,� ,η)| �
γ

8
�∇η�2 + C���22(�ξ�2 + �η�2). ��������

����� ������� �� ����� ��� ���� ���� �� ��������� �� ��� ��� ����

β(|� �|α�� − |� |α� ,η) = β(|��|α�� − |� �|α� �,η) + β(|� �|α� � − |� |α� ,η) ��������



��� ����� �������� ��

������ �� �������� �� ����

(|��|α�� − |� �|α� �,η) � 0.

�� ��� ����� ����� ������� �����

β(|� �|α� � − |� |α� ,η) = β(|� �|α� � − |��|α��,η) + β(|��|α�� − |� |α� , � − ξ).

����� ����� �������� �� �����

(|��|α�� − |� |α� , �) � 0;

����� ������ ���� �� ��������� �� �����

β|(|��|α�� − |� |α� ,η)| ≤ β|(|� �|α� � − |��|α��,η)|+ β|(|� |α� − |��|α��, ξ)| := A1 +A2.

����� ������� ��� ����� ����������� �� �������

A1 ≤ C�∇η��η� �
γ

8
�∇η�2 + C�η�2 ��������

A2 ≤ C�∇(ξ + η)��ξ� ≤ C(�∇η�+ �∇ξ�)�ξ�
≤ γ

8
�∇η�2 + C�ξ�2 + C�∇ξ��ξ� ��������

������������ ������������������ �������� ��� �������� �� ��������� ����� �������� ��� �������� ��

�������
d

dt
�η�2 + γ�∇η�2 + �

d

dt
�∇φ�2 ≤ C�ξ�2 + C�∇ξ��ξ�+ C�η�2.

����� ���������� ����� �������� ���� ��� ����� ������� ��� ��� ��������� ���������
� t

t0

�∇ξ(s)��ξ(s)� ds ≤ C�

� t

t0

�ξ(s)� ≤ C�
�� t

t0

�ξ(s)�2 ds
� 1

2 ≤ C�2, ∀t ∈ [t0, T0]

����� ��

�η(t)�2 + γ

� t

t0

�∇η(s)�2ds+ ��∇φ(t)�2 � C�2, ∀t ∈ [t0, T0]. ��������

�� ��� ��� ������ �� ��� ����� �� ������ ��� �������� �∇η(t)� ≤ C�� ��� ��� t ∈ [t0, T0]� ���

���� �������� �� ���� ��� ����� ������� �� ��� �������� �������� ���� −∆η ��� �� �������

1

2

d

dt
�∇η�2 + γ�∆η�2 + a�∇η�2 = (∇φ,∆η) +�b(ξ + η,� ,∆η) +�b(��, ξ + η,∆η)

+ β(|��|α�� − |� |α� ,−∆η). ��������

����� ��� ���� ��������� �� �� ��� �������� �� ��� ������ �� ���� ��� ��������� ���������

|(∇φ,∆η)� �
γ

8
�∆η�2 + C�∇φ�2, ��������

|�b(ξ + η,� ,∆η)| � C�ξ + η�1���2�∆η�
�

γ

8
�∆η�2 + C���22(�ξ�21 + �η�21), ��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

|�b(��, ξ + η,∆η)| �
γ

8
�∆η�2 + C����22(�ξ�21 + �η�21), ��������

β|(|��|α�� − |� |α� ,−∆η) � C�∇���∆η�
�

γ

8
�∆η�2 + C(�∇ξ�2 + �∇η�2). ��������

��������� ��������� ������������������ ������ �� ������� ��� ��������� �� ���

d

dt
�∇η�2 + γ�∆η�2 + 2a�∇η�2 ≤ C�∇φ�2 + C(�∇ξ�2 + �∇η�2),

��� �� �� ������ �� ���������� ����� ��� ��������� �� ��� ��� ������� ���������

�� ��� ��� �� �������� �� ����� ��� ����� ������ �� ���� ��������

������� ������ ������ ���� ����������� ������� ��� �������� ��� ������ ����� ����� ������

� �������� C ��������� �� ��� ����� ���� ���� ���� ��� ��������� �������� ����� �����

� t

t0

��(s)−��(s)�2 ds+�
1
2 ��(t)−��(t)�2+�(��(t)−��(t)�21+�p(t)−p�(t)�) � C�2. ��������

������ ����� � = ξ + η� �� ������ �� ����� ��� �������� ���������� ��� �� ��� ��� ���������

������� ��� ���������

��� ����� ��������� ��� �������������������

�� ���� �������� �� ����� ��� ����� �������� ��� ��� ���������������� ����� �������� ������

������ ��������

�������� �� �������� � n+ 1
2 =

�n+1 + �n

2
��� ��(tn+ 1

2
) = 1

2(�(tn+1) + �(tn))� ��� �� ����� k

�� �� � ���� ���� ����� tn+ 1
2
= (n+ 1

2)k.

��� �� ���� �������� ��� ���������� ������ �� ��� �������� ������� �� ������ �

�� n+1 − �n

k
− γ

2
∆(��n+1 + �n) + F (

��n+1 + �n

2
) + �B(

��n+1 + �n

2
,
��n+1 + �n

2
) +∇pn = � (tn+ 1

2
).

(��n+1 + �n)|Γ = 0

�������

�n+1 − ��n+1

k
+

1

2
∇(pn+1 + pn) = 0,

div un+1 = 0, �������

�n+1 · � |Γ = 0



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

�� ����� P �� �� ��� ���������� �� �2(Ω) ���� ��� ���������� ������������� �

M = {� ∈ �2(Ω), div � ∈ �2(Ω), � · � |Γ = 0}.

�� ������ ���� ������� ���� �n+1 = P ��n+1. �� ������� �� ������� �� ���� n ��� ������� ��

���� n− 1. ��������� �� �������� ��� ���������� �������� �� �������� ��� ��� �������

�� n+1 − ��n

k
− γ

2
∆(��n+1 + P ��n) + F (

��n+1 + P �� n

2
)+

�B(
��n+1 + P ��n

2
,
��n+1 + P ��n

2
) +

1

2
∇(3pn − pn−1) = � (tn+ 1

2
). �������

(��n+1 + P ��n)|Γ = 0 �������

div �un+1 − 1

2
k∆(pn+1 − pn) = 0,

∂pn+1

∂�
|Γ =

∂pn

∂�
|Γ

��� �������� ������ ����� � ������������ ���� �������������� �� ��� ��������� ������� �

∂t�
� − γ∆�� + a�� + �B(��,��) + β|��|α�� +∇p� = � in ΩT

div�� − �∆p�t = 0 in ΩT

�������

��� ������� ������ ����������� ��� ��������� ������� �� ���������������� ������ �� ���� ��

��������� ��� ������ ����� �������� ��� ��� �������� ���� ε ∼ 1
2k

2.

�� ��� ���� �� ����������� ����� ��� ��������� ������� �� ��� ��������� ������ �

�n+1 − �n

k
− γ

2
∆(�n+1 + �n) + a

�n+1 + �n

2
+ F (�n+ 1

2 ) + �B(�n+ 1
2 ,�n+ 1

2 )

+∇pn = � (tn+ 1
2
), in Ω.

div�n+1 − δk∆(pn+1 − pn) = 0, in Ω.

�n+1 = 0,
∂pn+1

∂�
=

∂pn

∂�
, on Γ �������

���� ���� δ ����� � �������� ���� �� ������ ���������� �� ������ ������ ��� �������

���� (�0, p0) �� ��� ����������� ������ ������� ����� �� �� ���� ����� �� ��� ������� ����

(�(t0), p(t0)) ��� ��� �������� ����������� ������ �������� �

��0 − �(t0)� � Ck2, �∇(�0 − �(t0))�+ �∇(p0 − p(t0))� � Ck. �������

��������� ��� ����� ����� ����� �� �� ������ ���� ���������� ���������� �� ��� �������� ���

��� �������� ����� ��� �� ������������� ���

� T

0

�
�� ttt�2−1 + �� tt�2 + |ptt|

�
� M. �������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

��� Rn �� ��� ���������� ����� ��� Rn1� Rn2 ��� �������� ������ ��������� ����� �� Rn ����

���� � Rn = Rn1 +Rn2� ���� ��������� �� ������ ��

Rn1 =
�(tn+1)− �(tn)

k
− γ

2
∆(�(tn+1) + �(tn)) +

a

2
(�(tn+1) + �(tn)) �������

+B(��(tn+ 1
2
),�(tn+ 1

2
)).

Rn2 =∇�p(tn+ 1
2
).

�� ��� ������� �� ���� ���� �� ��� ��� ��������� �������� �������� �

(∇(an+1 − an−1),∇an) =
1

2
{�∇an+1�2 − �∇an−1�2}

+
1

2
{�∇(an − an−1)�2 − �∇(an+1 − an)�2}

��������

�� ���� ���� �� ����� ��� ��������� �� ��� ������ ����� ������ �� �� ��������� ��� ���������

������

����� ������ �� δ �
1
4 � ���� ����� ������ � �������� C > 0 ���� ���� ��� 1 � m �

T
k − 1� ��

���� �

(1− 1

4δ
)��m+1�2 + γ k

4

m�

n=1

�∇(�n+1 + �n)�2 + a k

4

m�

n=1

��n+1 + �n�2 ��������

+
β k

2α+1

m�

n=1

��n+1 + �n�α+2
� 2��1�2 + δ k2

2
(�∇p1�2 + �∇p0�2) + ���2. ��������

������ �� ������� ��� ������ �������� �� ������� ���� �

div�n − δk∆(pn − pn−1) = 0, in Ω

�� ����� �

div (�n+1 + �n)− δk∆(pn+1 − pn−1) = 0 ��������

�� ���� ��� ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� ������� ���� k(�n+1 + �n) ��� ��

�������� ���� k pn, �� �������

��n+1�2 − ��n�2+γk

4
�∇(�n+1 + �n)�2 + ak

4
�(�n+1 + �n)�2 + β k

2α+1
��n+1 + �n�α+2

+ δ k22(∇(pn+1 − pn−1),∇pn) = k(�n+1 + �n, f(tn+ 1
2
))

�� ������ �� ��� ���� ������ ��� n = 1 �� m� �� ������ �

��m+1�2 + γk

4

m�

n=1

�∇(�n+1 + �n)�2 + a k

4

m�

n=1

��n+1 + �n�2 + β k

2α+1

m�

n=1

��n+1 + �n�α+2 ��������

+
δ k2

2
(�∇pm+1�2 + �∇pm�2) � ��1�2 + �� �2 + δ k2

2
(�∇p1�2 + �∇p0�2) + δ k2

2
�∇(pm+1 − pm)�2

�� ����� ��� ������ �������� �� �������� �� ���� �

δ k2�∇(pm+1 − pm)�2 �
1

δ
��m+1�2



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

��������� �� ��������

δ k2

2
�∇(pm+1 − pm)�2 �

1

4δ
��m+1�2 + δ k2

4
�∇(pm+1 + pm)�2

�
1

4δ
��m+1�2 + δ k2

4
(�∇pm+1�2 + �∇pm�2)

�� ����� ��� ���� ������ ��� ��� �������� ��������� �� ����� ��� ������� ���������

��� ������� ����� ������� ��� ����������� ������ �� ���� ��������

������� ������ ��� � �� � �������� �� ������� ������� ��� �n �������� �� ��� ������ ��������

�������� �� ������ ���� ��� ������� ���� (�0, p0) �������� ��� �������� ��������� ������� �����

���� �0 ∈ H2(Ω) ∩ V ��� �, �t, �tt ∈ C([0, T ], L2(Ω))� ���� ����� ����� C > 0 �������� �



For all 1 � m � M = T−t0

k , we have

k
�m

n=1 ��(tn)− �n�2 + k2�∇(�(tm)− �m)�2 + k2�(p(tm)− pm)�2 � Ck4.
��������

��� �� ���� ������� ��� ��������� ��������� ������ ����� ���� �� �� ��������� ��� ����� ��

��� ������� ������

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ��� ������� ����� ��� ��� ������� ����������

�������� �� ���� �

�∇�n+1�2 + �∆(�n+1 + �n)�2 + �∇pn+1� � C, ∀ 0 � n � N − 1. ��������

������ ��� �� ����� θn = �(tn)− �n� χn = p(tn)− pn�

����� �� ����������� ��� �������� ���� ����� �������� ����������� ��������� ������� ����

��� �������� ������� ��������� �� ���� �

θn+1 − θn

k
− γ

2
∆(θn+1 + θn) +

a

2
(θn+1 + θn) +∇χn = Rn +Qn. ��������

divθn+1 − δk∆(χn+1 − χn) = −δk∆(p(tn+1)− p(tn)).

���� ���� �

Rn =
�(tn+1)− �(tn)

k
− γ

2
∆(�(tn+1) + �(tn)) +

a

2
(�(tn+1)− �(tn))

+ �B(�(tn+ 1
2
),�(tn+ 1

2
)) + F (�(tn+ 1

2
)) +∇p(tn).

Qn = �B(�n+ 1
2 ,�n+ 1

2 )− �B(�(tn+ 1
2
),�(tn+ 1

2
)) + F (�n+ 1

2 )− F (�(tn+ 1
2
)

= − �B(�n+ 1
2 , θn+

1
2 )− �B(θn+

1
2 ,�(tn+ 1

2
)) + F (�n+ 1

2 )− F (�(tn+ 1
2
)).

������ ��� ����� ������� �� ��� ������ �������� ������������ ���� k(θn+1 + θn) ��� kχn� ����

������� ��� ������ �

�θn+1�2 − �θn�2 + γk

2
�∇(θn+1 + θn)�2 + ak

2
�θn+1 + θn�2 + δk2(∇(χn+1 − χn−1),∇χn)

= (Rn +Qn, 2kθn+
1
2 ) + δk2(∇(p(tn+1)− p(tn−1)),∇χn).



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

�� ����� ��� ����� �� ����� ���� ���� �� ������� �

|k(Rn, θn+
1
2 )| � Ck�Rn�2−1 +

γk

2
�∇θn+

1
2 �2

|(Qn, 2kθn+
1
2 )| � |�b(2kθn+ 1

2 , u(tn+ 1
2
), 2kθn+

1
2 )|

+ |(F (u(tn+ 1
2
))− F (un+

1
2 ), 2kθn+

1
2 )|.

� Ck�θn+ 1
2 �1�u(tn+ 1

2
)�2�θn+

1
2 �

+ Ck�∇θn+
1
2 ��θn+ 1

2 �.

�
γk

2
�∇θn+

1
2 �2 + Ck�θn+ 1

2 �2

|(k.
√
k∇(p(tn+1)− p(tn−1)),

√
k∇χn)| � k3�∇qn�2 + Ck�∇(p(tn+1)− p(tn−1))�2

� k3 + Ck3�∇pt(tn+ 1
2
))�2.

�� ������� ��� ��������� ����� �� ��� ��������� �� ������� ��� ������ ���� n = 1 �� m�

����� ��� �������� �������� ��� ������ �� ��� ������� ���������� �������� ��� �������� ��������

��� ������� �������� �������� ����� �� ����� ����� ��� ����� ������ �� ������ �

�θm+1�2 + γk

4
�∇(θn+1 + θn)�2 + ak

2
�θn+1 + θn�2 + δk2

2
(�∇χm�2 + �∇χm+1�2)

� Ck2 +
δk2

2
�∇(χm+1 − χm)�2) + Ck

m�

n=1

(k2�∇χn�2 + �θn+ 1
2 �). ��������

������ �������� ��� �������� ����� �� ���� �� �������� � �∇(χm+1 − χm)�2
�� ������ ��� ����� ������� �� ��� ������ �������� �� ��� ������ �������� ���� χn+1 − χn �

����� ��� ���������� ���� �� ����� ��� ��������� ������ �

δk�∇(χm+1 − χm)�2 = (θm+1 , ∇(χm+1 − χm))+

δk
�
∇(p(tm+1)− p(tm)) , ∇(χm+1 − χm)

�
.

�
δk

4
�∇(χm+1 − χm)�2 + 1

4δk
�θm+1�2+ ��������

δk

4
�∇(χm+1 − χm)�2 + δk�∇(p(tm+1)− p(tm))�2.

������� �� ∇(p(tm+1)−p(tm)) = k∇pt(sm) ��� �� ����������� ��� ���� ������ ���� k� ��� ���

������

δk2

2
�∇(χm+1 − χm)�2 � 1

4δ
�θm+1�2 + δk4�∇pt(sm)�2. ��������

���� �� ����� �� �������� ��� �������� �� ��� �������� ���� ������� �� ����� �� ���� ����

�� �������� ��� ������ �������� �� ��� �������� ��������� �� �� �������� ��� ���� �������� ��

����� �������� ����������� ������ ���� ������� �� ���� ���� �� ���� ��� ����� ������� ��

��� ������ ���� ∆� t�

−γ�∆� t�2 + a�∇� t�2 + β(α|� |α−1|� t|� + |� |α� t,∆� t) + (� t.∇� + �∇� t,∆� t)

+(∇pt,∆� t) = (� t,∆� t).



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

����� ����� ������� ����������� �� ������ �������� ����

γ�∆� t�2 �a�∇� t�2 + C�� t��6(Ω)���α3α�∆� t�+ (�� t��3(Ω)����6(Ω) + ���∞�∇� t�)�∆� t�

+ �� t��∆� t�.

� a�∇� t�2 +
γ

2
�∆� t�2 + C�� t�2�6(Ω)

���2α3α + C�� t�2�3(Ω)
���2

�
6(Ω)

+ C(���2∞�∇� t�2 + C. ��������

������ ��� �� ����� ����� ��� ����� ������ �� �������� ����

γ�∆� t�2 � C. ��������

����� �� ��� ���� �������� �� �������� ����������� ������� �� �������� ��� �� ������ ���

�������� ���� ������� �� ����� �� ����

∇pt(t) = � t + γ∆� t − a� t − β|� |α� t − αβ|� |α−1|� t|� − � t∇� −∇� t� .

������������� �� �������

�∇pt� ��� t�+ γ�∆� t�+ a�� t�+ β���α�� t�+ αβ���L3(Ω)�� t�L2(Ω)���L6(Ω)+

+ �∇� t����.

��������� ����� �� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ������ ��������� �� �������� ����

�∇pt� � C. ��������

���� �� ������ �� ��� �������� ��������� ����� ��� ��������� ��������� �������� ��� ���������

��� ��� �������

(1− 1

4β
)�θm+1�2 + γk

4
�∇(θn+1 + θn)�2 + ak

2
�θn+1 + θn�2 + δk2

2
(�∇χm�2 + �∇χm+1�2)

� Ck2 ++Ck
m�

n=1

(k2�∇χn�2 + �θn+ 1
2 �2). ��������

��� �� �������� ������ �� ����

�θm+1�2 + k
m�

n=1

�∇(θn+1 + θn)�2 + k�θn+1 + θn�2 + k2�∇χm+1�2 � Ck2, ∀1 � m � M − 1.

��������

����� ��� ����� ���������� ��� �������� �������� �� ������ �

�∇(�n+1 + �n)�2 + �∇pn�2 � Ck2, ∀1 � m � M − 1, ��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

������ ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� ��� �������� ������ ������� ����

−2k∆(�n+1 + �n), �� �� ������ �

2�∇�n+1�2 − 2�∇�n�2 + γk�∆(�n+1 + �n)�2 + ak�∇(�n+1 + �n)�2

= 2k(F (�(tn+ 1
2
)) + F (�n+ 1

2 )− F (�(tn+ 1
2
)),∆(�n+1 + �n)) + 2kb(̃�n+ 1

2 ,�n+ 1
2 , 2∆�n+ 1

2 )

+ 2k(∇pn,∆(�n+1 + �n))

� Ck�∇(�(tn+ 1
2
)− �n+ 1

2 )�2 + γk

8
�∆(�n+1 + �n)�2 + Ck�F (�(tn+ 1

2
))�2

+
γk

8
�∆(�n+1 + �n)�2 + Ck�∇pn�2 + γk

8
�∆(�n+1 + �n)�2

+
γk

8
�∆(�n+1 + �n)�2 + Ck��n+ 1

2 �61

����� �� ��� ������ ���� �

2�∇�n+1�2 − 2�∇�n�2 + γk

2
�∆(�n+1 + �n)�2 + ak�∇(�n+1 + �n)�2

� Ck�∇θn+
1
2 �2 + Ck�F (�(tn+ 1

2
))�2 + Ck�∇pn�2 + Ck��n+ 1

2 �61

������� �� ��� ����� ���� n = 1 �� m� ����� ��� ������� ����� �������� ��� �������� ��

������ �

�∇�m+1�2 + kγ
m�

n=1

�∆(�n+1 + �n)�2 + ak
m�

n=1

��m+1 − �m�2 � C.

����� ����� ��� ����� �� ���� ������

����� ������ ����� ��� ����������� �� ��� �������� ������ �� ���� �

�θn+1 − θn�+ k�∇(pn+1 − pn)� � Ck2.

������ ����� �� ����� �

εn = θn − θn−1, �n = �n − �n−1, rn = χn − χn−1

En
r = Rn −Rn−1, En

q = Qn −Qn−1, En
p = (p(tn+1)− p(tn))− (p(tn−1)− p(tn−2)).

�� ����� ���� �������� ���� �

εn+1 − εn

k
− γ

2
∆(εn+1 + εn) +

a

2
(εn+1 + εn) +∇rn = En

p + En
q ��������

div(εn+1 + εn)− δk∆(rn+1 − rn−1) = δk∆En
p



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

������ ��� ���� �������� �� �������� ���� 2kεn+
1
2 = k(εn+1 + εn) ��� ��� ������ ��� ����

krn ���� �� ������� ��� ������ �

�εn+1�2 − �εn�2 + 2γk�∇εn+
1
2 �2 + 2ak�εn+ 1

2 �2 + δk2(∇(rn+1 − rn−1),∇rn) =

2k(En
r + En

q , ε
n+ 1

2 ) + δk2(∇En
p ,∇rn)

�
γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck�En

r �21 + k�∇En
p �2 + Ck3�∇rn�2 + 2k|(En

q , ε
n+ 1

2 )|

�� ������� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� �� ������ �

En
q = Qn −Qn−1 = − �B(�n+ 1

2 , θn+
1
2 )− �B(�n− 1

2 , εn+
1
2 )

− �B(εn+
1
2 ,�(tn+ 1

2
))− �B(θn−

1
2 ,�(tn+ 1

2
)− �(tn− 1

2
))

+ F (�n+ 1
2 )− F (�(tn+ 1

2
))− F (�n− 1

2 ) + F (�(tn− 1
2
)).

����� �� ��� ������� �

(En
q , ε

n+ 1
2 ) = −�b(�n+ 1

2 , θn+
1
2 , εn+

1
2 )−�b(εn+ 1

2 ,�(tn+ 1
2
), εn+

1
2 )

−�b(θn− 1
2 ,�(tn+ 1

2
)− �(tn− 1

2
), εn+

1
2 ) + (F (�n+ 1

2 )− F (�(tn+ 1
2
)), εn+

1
2 )

+ (F (�(tn− 1
2
))− F (�n− 1

2 ), εn+
1
2 ).

��� �� ��� ����� ��� �������� ���� �� ������ �

k|(F (�n+ 1
2 )− F (�(tn+ 1

2
)), εn+

1
2 )| �

γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck�∇θn+

1
2 �2.

k|(F (�(tn− 1
2
))− F (�n− 1

2 ), εn+
1
2 )| �

γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck�∇θn−

1
2 �2.

k|�b(�n+ 1
2 , θn+

1
2 , εn+

1
2 )| �

γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck3�∇θn+

1
2 �2 + Ck�εn+ 1

2 �2.

k|�b(εn+ 1
2 ,�(tn+ 1

2
), εn+

1
2 )| �

γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck�εn+ 1

2 �2.

k|b(θn−
1
2 ,�(tn+ 1

2
)− u(tn− 1

2
), εn+

1
2 )| �

γk

6
�∇εn+

1
2 �2 + Ck3�∇θn−

1
2 �2.

����� ��� �������� ��������� �� ������ �

δk2(∇(rn+1 − rn−1),∇rn) =
δk2

2
{�∇rn+1�2 − �∇rn−1�2

+ �∇(rn − rn−1)�2 − �∇(rn+1 − rn−1)�2}.

��� �� ������� ��� �������� ���� n = 2 �� m� ������ �� ��� ������� ����� �� ��� ��������



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

���� �

�εm+1�2 + γk

m�

n=2

�∇εn+
1
2 �2 + ak

m�

n=0

�εn+ 1
2 �2 + δk2

2
(�∇rm+1�2 + �∇rm�2)

� �ε2�2 + δk2

2
(�∇r2�2 + �∇r1�2 + �∇(rm+1 − rm)�2)

+Ck
m�

n=2

(�εn+ 1
2 �2 + �∇θn+

1
2 �2 + �∇θn−

1
2 �2)

+Ck
m�

n=1

{�En
r �2−1 + �∇En

p �2}+ Ck3
m�

n=2

�∇rn�2.

��� ����� ��� ��������� ������� ��� ��������� �� ��� ������ ���� �

�εm+1�2 + γk

4

m�

n=2

�∇εn+
1
2 �2 + ak

m�

n=0

�εn+ 1
2 �2 + δk2

2
(�∇rm+1�2 + �∇rm�2)

� Ck4 +
δk2

2
�∇(rm+1 − rm)�2 + Ck

m�

n=2

(�εn+1�2 + k2�∇rn�2).

�� ������� �� �������� � �∇(rm+1 − rm)�2�

�∇(rm+1 − rm)�2 � 1 + γ
2

1 + γ
�εm+1�2 + ck4�∇pt�2

+
1− γ

2

2
δk2(�∇rm+1�2 + �∇rm�2).

����� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �������� ��� ��������� �� ����� �

γ

2(γ + 1)
�εm+1�2 + γk

4

m�

n=2

�∇εn+
1
2 �2 + ak

m�

n=0

�εn+ 1
2 �2 + γδk2

4
(�∇rm+1�2 + �∇rm�2)

� Ck4 + Ck

m�

n=1

(�εn+1�2 + k2�∇rn�2).

�������� ��� �������� ����� �� �������� �

�εm+1�2 + Ck
m�

n=2

�∇εn+
1
2 �2 + ak

m�

n=0

�εn+ 1
2 �2 + k2(�∇rm+1�2 + �∇rm�2) � Ck4.

����� ������� ��� ����� �� ������

�� ��� ���� ���������� �� ���� ������� ��� ������ ����� ����� ������ ��� �������� �������

�������� ��� ��� �������� ����� �������� ������������



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

����� ����� �������� ��� ��� ������ �������� ����������� �������

��� �� �������� (�(tn+1), p(tn+1)) �� �� ��� �������� �� ��� �������� ����������� ���������

�������� �� ��� ������� tn+1 �

� t(tn+1)− γ∆�(tn+1) + a�(tn+1) + F (�(tn+1)) + �B(�(tn+1),�(tn+1))+

∇p(tn+1) = � (tn+1).

div �(tn+1) = 0.

��������

�� ��� (�n, rn) ��� �������� �� ��� ������ �������� ����������� ���� �0 = �0 ��� r0 = p0�

�
n+1 − �

n

k
− γ

2
∆(�n+1 + �

n) +
a

2
(�n+1 + �

n) +∇rn = −F (��(tn+ 1
2
))− �B(��(tn+ 1

2
), ��(tn+ 1

2
)).

div �n+1 − δk∆(rn+1 − rn) = 0, in Ω.

�n+1 = 0,
∂rn+1

∂�
=

∂r�

∂�
on Γ.

��������

�� ������� ��� ������ �������� �� �������� �������� ����

div �n − δk∆(rn − rn−1) = 0, in Ω,

����� ��������

div (�n+1 + �n)− δk∆(rn+1 − rn−1) = 0. ��������

������� ξn = �(tn)− �n ��� φn = p(tn)− rn.

�� ����������� ��� ��������� ������ ������ �������� ��� ����� ����� ��� ����� ������ �� ��

�����

�ξ
m+1 − ξm

k
�2 + �rm+1 − rm�21 + �φm+1 − φm�21 � Ck2, ∀ 1 < m < M − 1. ��������

�∇�m+1�2 + k�∆(�m+1 + �m)�22 + ��m+1�21 � C, ∀1 � m � M − 1. ��������

��� ����������� ������������ ��� ���� �������� �� ��� ������ �������� ����������� ��������

��� ��� �������� �������� ���� ��� �������� ������� ��������� ����� �� ������ �

ξn+1 − ξn

k
− γ

2
∆(ξn+1 + ξn) +

a

2
(ξn+1 + ξn) +∇φn = Rn. ��������

div(ξn+1 + ξn) + δk∆(rn+1 − rn−1) = 0.

����� Rn �� ��� ���������� ����� ���������� �� ������� �

Rn =
�(tn+1)− �(tn)

k
− γ

2
∆(�(tn+1) + �(tn)) +

a

2
(�(tn+1) + �(tn)) +∇p(tn)

+ �B(��(tn+ 1
2
), ��(tn+ 1

2
)) + F (��(tn+ 1

2
)).



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

����� ������ �� ������ ��� ���� ����������� �� �� ��� ������� ������ ���� �� ���� �

m�

n=1

��(tn)− �n�2 � Ck3, ∀1 � m � M.

������ �� ���� �� ����� ����
�m

n=1 �ξn�2 � Ck3. ��� ���� �������� �� ��� ����� �

2ξn+1 = (ξn+1 − ξn) + (ξn+1 + ξn)� ����� ��� ����������� ���������� �

2k
m�

n=1

�ξn+1�2 � k
m�

n=1

�ξn+1 − ξn�2 + k
m�

n=1

�ξn+1 + ξn�2. ��������

������ �� ��� �������� ��������� �� ������� �� �������� �
�m

n=1 �ξn+1 + ξn�2�
���� �� ���� �� ��� ��� ��������� ������� ������� ���� ��� ������� ��������� �N+1 = 0 �����

1 � N � M − 1. �

�n+1 −�n

k
+

γ

2
∆(�n+1 +�n)− a

2
(�n+1,�n) +∇qn = ξn+1 + ξn.

div�n = 0, in Ω.

�n = 0, on Γ.

��������

������ ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� ��� ���� ������ �������� ���� ξn+1 + ξn� ��

������� ��� ������ �������� ���� � �� � �

N�

n=1

�ξn+1 + ξn�2 = 2

k
{(�n+1, ξn+1)− (�1, ξ1)} ��������

+
N�

n=1

(�n+1 +�n, (�n1 +�n2))− δk
N�

n=1

(∇qn,∇(rn+1 − rn−1))

����� (�n+1 +�n,�n2) = 0 ��� �N+1 = 0� ����� ��� ��������� ���������������� ��� ���������

�� ������ �

k

N�

n=1

�ξn+1 + ξn�2 � µ��1�2 + Ck2
N�

n=1

��n+1 +�n�2 + µk2
N�

n=1

�∇qn�2 + Ck4.

���� ���� µ �� � ���������� ������ ��� ������ ����� ������ ��� ����� ������� �� ��� ���� ����

������� �������� ���� ∇qn� ����� div�n = 0 in Ω �

k

N�

n=1

�∇qn�2 � Ck

N�

n=1

�ξn+1 + ξn�2.

��� �� ���� ���� �� �������� ��1�2 ���
�N

n=1 ��n+1 +�n�2�
��� ���� ������� ������ ��� ����� ������� �� ��� ���� ������� �������� ���� ∆(�n+1 + �n)

�� ����� �

(�∇�n�2 − �∇�n+1�2) + γk

4
�∆(�n+1 +�n)�2 + ak

2
�∇(�n+1 +�n)�2 � k

γ
�ξn+1 + ξn�2.



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

����� ��� ������� ��������� �������� � �N+1 = 0 � ���� ��N+1�1 = 0� ����� ��� n = N �� ���

������� ��� ���� ���������� �� ����� �

�∇�N�2 + kγ

4
�∆�N�2 + a

2
�∇�N�2 � k

γ
�ξN+1 + ξN�2

�∇�N�2 � Ck�ξN+1 + ξN�2.

��� ��� n = N − 1 �� ���� �

a

2
�∇(�N +�N−1)�2 + �∇�N−1�2 � Ck

N�

n=N−1

�ξn+1 + ξn�2.

�� ����� ��� ���� ��������� ������������� �� n� ��� ������ �� ���������� ���������� �� ���

������ ���� �
N�

n=1

�∇(�n+1 +�n)�2 + ��1�2 � Ck
N�

n=1

�ξN+1 + ξN�2.

����� ��������� ��� ����� �� ����� ������

����� ������ ����� ��� ���� ���������� �� ��� ������� ������ �� ������ ��� ���������

�������� �

��(tn)− �n�21 + �p(tn)− rn�2 � Ck2, ∀ 0 � n � M.

������ ������� �� ����� ��� �������� ��� ��� ���������� ���� ���������

��� ���� �������� ������ ��� ����� ������� �� ��� ���� �������� �� �������� ���� ξn+1 − ξn �

1

k
�ξn+1 − ξn�2 + γ

2
(�∇ξn+1�2 − �∇ξn�2) + a

2
(�ξn+1�2 − �ξn�2) = (φn, div(ξn+1 − ξn))

+ (�n, ξn+1 − ξn).

��������

�� ������� �� ��� ����� �������� ���� n = 1 �� m� ����� ��� ��������� ���������������� ���

��� ���������� ���������� ��� ������� ��������� �� ��� �������� �������� �� ������ �

1

2k

m�

n=1

�ξn+1 − ξn�2 + γ

2
�∇ξm+1�2 + a

2
�ξm+1�2 � Ck2 +

m�

n=1

(φn, div(ξn+1 − ξn)). ��������

�� ��� ��������� �� ��� ������ ����� �������� ����������� ������ ��������� �� ��� ����� �

div(ξn+1 − ξn) = −δk∆(rn+1 − 2rn + rn−1).

���� �� ��� ������� �

(φn, div(ξn+1 − ξn)) = δk(∇φn,∇(rn+1 − rn))− δk(∇φn−1,∇(rn − rn−1))

− δk(∇φn −∇φn−1,∇(rn − rn−1)).



��
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

�� ������� �� ��� ����� �������� ���� n = 1 �� m� ���� �� ������� ��� ������ �� ���

���������� ��������� ����� ��� �������� �������� �

1

2k

m�

n=1

�ξn+1 − ξn�2 + γ

2
�∇ξm+1�2 + a

2
�ξm+1�2 � Ck2 + k2{�∇φm�2 + �∇φ0�2}. ��������

���� �� ���� �� ������� ��� ���� �������� ��� ��� �������� �����

����� ��� ������� ���������� ��� ��� �������� �������� ��� �������� �������� ��� ������� �� �

�∇φm�2 = �
m�

n=1

∇(φn − φn−1) +∇φ0�2 �
m�

n=1

�∇(φn − φn−1)�2 + �∇φ0�2

�� �������� ���� �

�∇φm�2 � Ck2.

���� �� ������ �� ��� �������� ��������� �� ������ �������� ���� �

�∇ξm+1�2 � Ck2.

����� ��������� ��� �������� ���� �� ��� ����� �� ����� ������

���� �� ���� �� ����� ��� �������� ��� ��� �������� �φn� �

����� ���������� ���������� �

�φn� � sup
v∈� 1

0(Ω)

(∇φn, �)

���
�

1
0(Ω)

.

������ �� ��� �������� ��������� �� ������ �

�∇φn�H−1(Ω) � ��n�−1 + �ξ
n+1 − ξn

k
�−1 +

γ

2
�∇(ξn+1 + ξn)�+ a

2
�ξn+1 + ξn�−1.

������ �� ��� �������� �������� �������� ��� ������� ����� � �� �������� ���� �

�φn� � Ck.

��� ���� ��������� ���� �� ��������� ���� ��� ����� �������� ��� ��� ��������� �������� ���

���� ������� ��� ������ ηn = �n − �n ��� ψn = rn − pn.

����� ����� �������� ��� ��� ��������� ����� �������� ����������� �����

�����

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ��� ������� ����� �

�ηm+1�2 + k�∇(ηn+1 + ηn)�2 + k2�∇ψ�2 � Ck4.



��� ����� ��������� ��� ������������������� ��

������ �� ����� �� ����������� ��� �������� ������� ���� ��� ������ �������� �������� ���������

�� ������ �

ηn+1 − ηn

k
− γ

2
∆(ηn+1 + ηn) +

a

2
(ηn+1 + ηn) +∇ψn = −Qn. ��������

���� ���� �

Qn = �B(�(tn+ 1
2
),�(tn+ 1

2
)) + F (�(tn+ 1

2
))− �B(�n+ 1

2 ,�n+ 1
2 )− F (�n+ 1

2 ).

����� �n+ 1
2 = �(tn+ 1

2
)− �n+ 1

2 = ξn+
1
2 + ηn+ 1

2 � �� ��� ������� ��� ����� �� ������ �

Qn = �B(�n+ 1
2 , ξn+

1
2 +ηn+ 1

2 )+ �B(ξn+
1
2 +ηn+ 1

2 ,�(tn+ 1
2
))+F (�(tn+ 1

2
))−F (�n+ 1

2 ) ��������

�� ����� ���� ��� ���� �������� �� ��� �������� ����� �������� ����������� ������� ��� ���

�������� �������� �����

div(ηn+1 + ηn)− δk∆(ψn+1 − ψn−1) = 0. ��������

������ ��� ����� ������� �� �������� �������� ��� �������� ���� ������������ k
ηn+1 + ηn

2
���

kψn� ������� ��� ������ ���� n = 1 �� m� �� ��� �

−k
m�

n=1

(Qn,
ηn+1 + ηn

2
) =

1

2
(�ηm+1�2 − �η1�2) + γk

4

m�

n=1

�∇(ηn+1 + ηn)�2

+
ak

4

m�

n=1

�ηn+1 + ηn�2

+
δk2

2

m�

n=1

(∇ψn,∇(ψn+1 − ψn−1)).

�� ��� ������� �

1

2

m�

n=1

(∇(ψn+1 − ψn−1),∇ψn) =
1

4

�
�∇ψm�2 + �∇ψm+1�2 − 2(∇ψ1,∇ψ0)

− �∇(ψm+1 − ψm)�2
�
.

������������ �� ���� �����

−k

m�

n=1

�
Qn,

ηn+1 + ηn

2

�
= −k

m�

n=1

�
�b(�n+ 1

2 , ξn+
1
2 ,ηn+ 1

2 ) + (F (��(tn+ 1
2
)),ηn+ 1

2 )
�

− k
m�

n=1

�
�b(ξn+ 1

2 + ηn+ 1
2 ,�(tn+ 1

2
),ηn+ 1

2 )− (F (�n+ 1
2 ),ηn+ 1

2 )
�
.

����� ������� ����������� �� ������ �

k�b(�n+ 1
2 , ξn+

1
2 ,ηn+ 1

2 ) �
kγ

6
�∇ηn+ 1

2 �2 + Ck�ξn+ 1
2 �2.
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���������������������� ������

����� ��������� ��� ������� ���������� �

k�b(ξn+ 1
2 + ηn+ 1

2 ,�(tn+ 1
2
),ηn+ 1

2 ) �
kγ

6
�∇ηn+ 1

2 �2 + Ck
�
�ξn+ 1

2 �2 + �ηn+ 1
2 �2

�
.

k(F (��(tn+ 1
2
− �n+ 1

2 )),ηn+ 1
2 ) � k�∇(��(tn+ 1

2
)− �n+ 1

2 )��ηn+ 1
2 �

� �∇(ξn+
1
2 + ηn+ 1

2 )��ηn+ 1
2 �

�
kγ

12
�∇(ξn+

1
2 + ηn+ 1

2 )�2 + 3k

γ
�ηn+ 1

2 �2

�
kγ

6
�∇ηn+ 1

2 �2 + kγ

6
�∇ξn+

1
2 �2 + �ηn+ 1

2 �2.

������� �� ����������� ��� ������� ��������� �� � ψ0 = 0� ������ �� ��� �������� �������� ���

�������� ����� �� ���� �

�ηm+1�2 + kγ

m�

n=1

�∇ηn+ 1
2 �2 + 2ak

m�

n=1

�ηn+ 1
2 �2 + δk2

2
(�∇ψm�2 + �∇ψm+1�2)

�
δk2

2
�∇(ψm+1 − ψm)�2 + Ck3.

����������� ��� ���� �������� �� ��� ������ �������� ����������� ������ �������� ���� ���

���� ��� �� ��� �������� �������� ����������� ���� ������ ��� ����� ������� �� ��� ������

���� (ψm+1 − ψm)� ����� �� ����� �

δk2�∇(ψm+1 − ψm)�2 � 1

δ
�ηm+1�2.

�� �������� δ = γ + 1
4 � �� �� ��� ��� ���� �

δk2

2
�∇(ψm+1−ψm−1)�2 = δk2

�1 + γ
2

4

�
�∇(ψm+1−ψm−1)�2+δk2

�1− γ
2

4

�
�∇(ψm+1−ψm−1�2.

������ �� ����������� ���������� �

δk2

2
�∇(ψm+1 − ψm−1)�2 �

� 1 + γ
2

4γ + 1

�
�ηm+1�2 + δk2

�1− γ
2

2

�
(�∇ψm+1�2 + �∇ψm−1�2).

���� �
7γ

8γ + 2
�ηm+1�2 + γk

m�

n=1

�∇ηn+ 1
2 �2 + 2ak

m�

n=1

�ηn+ 1
2 �2

+
δk2

2
(
1 + γ

2

2
)(�∇ψm�2 + �∇ψm+1�2) � Ck

m�

n=1

�ηn+ 1
2 �2 + Ck3.
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�� ����� �� ��������� ��� ������� ������ �� ���� �� ������� ��� ������� ����� �� ����� ������

����� ����� ��� ����� ������ ��������� �� ������� �� ����� ��� ��������

�∇ηn�2 � Ck2, ∀ 0 � n � M. ��������

��� ���� �������� �� ���� ��� ����� ������� �� ��� �������� �������� ���� (ηn+1 − ηn)�

1

k
�ηn+1 − ηn�2+γ

2
(�∇ηn+1�2 − �∇ηn�2) + a

2
(�ηn+1�2 − �ηn�2) =

− (∇ψn +Qn,ηn+1 − ηn). ��������

�
1

2k
�ηn+1 − ηn�2 + k

2
�∇ψn�2 − (Qn , ηn+1 − ηn). ��������

����� �� ��� �������� ��������� �� ����

(Qn,ηn+1 − ηn) =�b(�n+ 1
2 , ξn+

1
2 + ηn+ 1

2 ,ηn+1 − ηn)

+�b(ξn+ 1
2 + ηn+ 1

2 ,�(tn+ 1
2
),ηn+1 − ηn)

+ (F (�(tn+ 1
2
))− F (�n+ 1

2 ),ηn+1 − ηn). ��������

������� �� ��� ������ ����� �� �������� �� ������

(Qn,ηn+1 − ηn) �C
�
��n+ 1

2 �22�ξn+
1
2 �1 + �ξn+ 1

2 + ηn+ 1
2 �1��(tn+ 1

2
)�22

�
��������

+ �∇(ξn+
1
2 + ηn+ 1

2 )��ηn+1 − ηn�. ��������

�
1

2k
�ηn+1 − ηn�2 + Ck

�
�ξn+ 1

2 �21 + �ηn+ 1
2 �21

�
. ��������

�� ������� �� ��� ���� ������ �� n ���� n = 1 �� m ��� ��������� �� ����� ������ �����

����� ��� ����� ������ �� ������ ��� �������� ���������

�������� �� ���� ���� �� ��� ���� �������� ����� �� ���� ���������� ���� ��������� �������

���������� ��� �������� ����� �������� ����������� ��������

��� ��������� �������

�� ���� �������� �� ������� � ��������� ����������� ������� �� ��� ������������ ����� �����

����� ����������������� ����� �� �� � ���� ��������� ���� ��� ����������� ������� �� ��� ��������

���� �� ���� ��������

��� ���� �������� �� ����� �� ��� ������� �������������� ����� ����� �� �� ����� ��� ��� �����

������� ������������� �� ����� ���������� �� �������� � ������� ������������� Th �� ���

������ Ω� ��������� �� � �������� ��������� h > 0� ���� �� �� ��������� Th� ��� Vh ���
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Qh ��������� ��� ����� ������� ������ ����� ����������� ��� �������� ��� �������� ������

�������������

��� Vh ������� �� C0 ��������� ���������� ��������� Pm� �m = 2 �� ��� ������� ������������

���� ��� ������������� Th ��� �� ����� Vh = (Vh)
2 ���� ���� Vh ⊂ H 1

0 (Ω) ��� ��� ����

m ≥ 2�

inf
�∈� h

{||� − �h||+ h||∇(� − �h)||} ≤ Chm||� ||m, ∀� ∈ H 1
0 (Ω) ∩H m(Ω), �������

��� Qh ������� �� C0 ��������� ���������� ��������� Pk� �k = 1 �� ��� ������� ������������

���� ��� ������������� Th ���� ���� Qh ⊂ H 1(Ω) ∩ L 2
0 (Ω) ��� ��� ���� k ≥ 1�

inf
qh∈Qh

{||q − qh||+ h||∇(q − qh)||} ≤ Chk||q||k, ∀ q ∈ L 2
0 (Ω) ∩H k(Ω), �������

�� ���� ��� ����������� ����������� ��� ��� ������������ ������ ��������

���� (�k+1
h , pk+1

h ) ∈ � h ×Qh ���� ���� ��� ��� �h ∈ � h�

��k+1,h, �h�
k

+
γ

2
�∇�k+1,h,∇�h�+

a

2
��k+1,h, �h�

+��k+1,h.∇�k+1,h, �h�+ b�|�k,h|α�k+1,h, �h�
−�pk,h, div�h�+ �div�k+1,h, qh�+

δk�∇pk+1,h,∇qh� =
��k,h, �h�

k
− γ

2
�∇�k,h,∇��

−a

2
��k,h, �h�+ δk�∇pk,h,∇qh�, ∀qh ∈ Qh

�� ��������� ��� ����� ������ �� ��������� ����� �� ���� �� ����� ������� �����������

��������� ����� ��� ����� ������� ������� ��� ������� ��� ����� �� ������� ������� ��������

��� ���������� ������ ��� �� ����������� ��������� ���� ��� ������� ������������� �����

����� ���� ������� � ������ ������ �� ���������� ���� ����� ���������� ����� ������ ��� ���

��� ������� ���� ������ ��� ���� �� ���������� ����������

�� ������ ������ ��� ������ �������� � � = 0, � = 0 �� ��� ��� ���������� ������ �� ���

�������� y = 1 ����� �� ������ � = 1�

�� ��� � ����� ������ �� ���� ����� �� ������ ���� �� ����� ��� ������ ����� ��������� �� ���

�������� �� ��� � = 0.000001� a = 1� α = 0.1� γ = 1/Reynolds� Reynolds = 100 ��� β = 0

���� ����������� ���� ������ ����� �� β = 1 ���������� ������������� ������

�� ��� ���������� �� ������� ��� �������� �� ��� �������� �� ��� ������ �� ������ �������� �������

��� ������� �������� ���� �� �������� ���� ������ ���� ���� ����� �������� ������ ����� ��

����� �� �� ����� ���� ��� ������� ��� �� ���� ��������� ���� ������ ����� ����� �������� ���

����������� �� ��� ��������� �����

������ ��� ���������� ��� �������� �� ��� ������� �������������� ����� ���� ��� ������ ��� ���

������ ���� ��� ���� ������ ��� ���������� ������ �� ��� �������� �����
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��� ����������� �������� ��������� ����� ��� ����������

���������� ����������

��� �������� ��������� u1 ���� β = 1. ��� �������� ��������� u2 ���� β = 1.

������ �� ��� �������� �������� �� ��� ������ �� ������ ��������� ������������� �����

����� �����������

��� �������� �� ��� ���� ��� �� ������ ����� ������ ��� ���� ��������� ����� ���� ������

�������� ���������� ��� ������� ���� ���� �������� ���� ������ ����� ���� ���� � ����

���� ����������
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����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� �� ��� ������� ������ �� ����

k

T
k
−1�

n=0

�Rn�2−1 � Ck4
� T

t0

(��ttt(s)�2−1 + ��tt(s)�2 + |ptt(s)|
2)ds � Mk4. �������

k

M−1�

n=2

�En
p �21 � Ck4

� T

t0

�ptt(s)�21 ds. �������

��n� � Ck
3
2

�
max
0�t�T

��t(t)�2 + max
0�t�T

��tt(t)�+ max
0�t�T

�pt(t)�1
�
. �������

������ ��� �� ����� �� ��������� ��� ���� �������� �� ����� �������� ����������� ������ ��

���� t = tn+ 1
2
�

� t(tn+ 1
2
)− γ∆�(tn+ 1

2
) + a�(tn+ 1

2
) + F (�(tn+ 1

2
)) +B(�(tn+ 1

2
),�(tn+ 1

2
)) �������

+∇p(tn+ 1
2
) = f(tn+ 1

2
)

�� ����� ��� ���������� ����� �� ������ �

Rn =
�(tn+1)− �(tn)

k
− γ∆(�(tn+ 1

2
)) + a��(tn+ 1

2
) + �B(��(tn+ 1

2
), ��(tn+ 1

2
))

+∇�p(tn+ 1
2
) + F (��(tn+ 1

2
))− f(��(tn+ 1

2
)).

����� ��� ������� �� �

Rn =
��(tn+1)− �(tn)

k
− � t(tn+ 1

2
)
�
− γ

�
∆��(tn+ 1

2
)−∆�(tn+ 1

2
)
�

+a
�
��(tn+ 1

2
)− �(tn+ 1

2
)
�
+
�
(��(tn+ 1

2
).∇)��(tn+ 1

2
)− (�(tn+ 1

2
).∇)�(tn+ 1

2
)
�

+F (��(tn+ 1
2
))− F (u(tn+ 1

2
)) + (∇�p(tn+ 1

2
)−∇p(tn+ 1

2
)).

�� ����� �� �������� ��� ���������� ����� �Rn�� �� ���� ����� �� ���� ���� ����� An
1 , A

n
2 , A

n
∗ �

An
3 , A

n
∗∗, A

n
4 � �������� ��� �� ��� �� ������ �

An
1 =

�(tn+1)− �(tn)
k

− � t(tn+ 1
2
).

������ �� ��� �������� ������� �� �������� ������ ��� u(tn+1) ��� u(tn)� �� ����� ���� �

An
1 =

1

k

�� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)2� ttt(s) ds−
� t

n+1
2

tn

(s− tn)
2� ttt(s) ds

�
. �������

����� ������� ��� ����������� ���������� �� ��� ����� ������� �� ����� �

�An
1�2−1 �

2

k2

� t
n+1

2

tn

(s− tn)
4ds

� t
n+1

2

tn

�� ttt(s)�2−1ds

+
2

k2

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)4ds

� tn+1

t
n+1

2

�� ttt(s)�2−1ds

� Ck3
� tn+1

tn

�� ttt(s)�2−1ds.
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k

T
K
−1�

n=0

�An
1�2−1 � Ck4

� T

0
�� ttt(s)�2−1ds. �������

���� �� ��������� � ��� ��������� En
u � E

n
p ����� ���� �� �� ������ ��� ���� �� ������ �� �����

En
u � E

n
p �� ������ �

En
u = ��(tn+ 1

2
)− �(tn+ 1

2
), En

p = �p(tn+ 1
2
)− p(tn+ 1

2
).

������ �� ������� �� ������ �� ��� �������� �� �An
1� �

En
u =

1

4

�� t
n+1

2

tn

(s− tn)�
��(s)ds+

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)� ��(s)ds
�
. �������

En
p =

1

4

�� t
n+1

2

tn

p��(s)ds+

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)p��(s)ds
�
. �������

�� �������� ���� �

�En
u�2 � Ck3

� tn+1

tn

�� ��(s)�2ds, |En
p |

2
� Ck3

� tn+1

tn

|p��(s)|2ds. �������

��������

�� ���� �� ��� ���� An
∗ � ��� ������ � A

n
∗ = a(��(tn+ 1

2
)− �(tn+ 1

2
)).

����� ��� �������� ����� �� �En
u� �� ��� �������� �������� ���� �

�An
∗�2 � Ck3

� tn+1

tn

�� ��(s)�2 ds.

���� �� ����� �� ������ An
∗∗� �� ��� ������� ���� �

An
∗∗ = β|��(tn+ 1

2
)|α��(tn+ 1

2
)− β|u(tn+ 1

2
)|α�(tn+ 1

2
)

= βF (��(tn+ 1
2
))− βF (�(tn+ 1

2
)).

�� ���� �

�An
∗∗� = β�F (��(tn+ 1

2
))− F (u(tn+ 1

2
))�

� β�∇(��(tn+ 1
2
)− �(tn+ 1

2
))�

� β�∇En
u�. ��������

������ �� ��� �������� �������� �� ������ ������ ��� En
u �

∇En
u =

1

4

�� t
n+1

2

tn

(s− tn)∇� ��(s)ds+

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)∇� ��(s)ds
�
. ��������
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�∇En
u�2 � Ck3

� tn+1

tn

�∇� ��(s)�2 ds. ��������

��� �������� ���� �

�An
∗∗�2 � �∇En

u�2 � Ck3
� tn+1

tn

�∇� ��(s)�2 ds. ��������

��� ����� An
2 , A

n
4 �� �� �

An
2 = ∆��(tn+ 1

2
)−∆�(tn+ 1

2
), An

4 = ∇�p(tn+ 1
2
)−∇p(tn+ 1

2
).

��������� �� ��� ����������� ��������� �� �En
u� ��� �En

p ��

k

T
K
−1�

n=0

�An
2�2−1 � Cγk

T
K
−1�

n=0

�En
u�2 � Ck4

� T

0
�� ��(s)�2ds.

k

T
k
−1�

n=0

�An
4�2−1 � Ck

T
k
−1�

n=0

max
w∈H1

0 (Ω)

�∇En
p , w�

�w�2

� Ck

T
k
−1�

n=0

|En
p |

2
� Ck4

� T

0
|p��(s)|2ds.

�� ������� �� �������� An
3 ������ ���

An
3 = (En

u .∇)��(tn+ 1
2
) + (�(tn+ 1

2
).∇)En

u . ��������

������ �� ������� ���� ���(tn+ 1
2
)� � M, ��� ��(tn+ 1

2
)� � M �� �� ��������

�An
3 , w� = b(En

� , ��(tn+ 1
2
), w) + b((un+ 1

2
), En

u , w).

� C�En
u��w����(tn+ 1

2
)�+ C�En

u��w���(tn+ 1
2
)�.

� C�En
u��w�.

�� ��������

k

T
k
−1�

n=0

�An
3�2−1 � Ck

T
k
−1�

n=0

max
w∈H1

0 (Ω)

(�An
3 , w�)2
�w�2 .

� Ck

T
k
−1�

n=0

�En
u�2 � Ck4.



���
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

����� ����� ��� ������ ��������

���� ��� �� ������ ����

En
p = (p(tn+1)− p(tn))− (p(tn−1)− p(tn−2)). ��������

�� �������� �������� ������� ��� ��� ������ ����� �� ��� �������� p� ������ ���� ������� ����

tn+1 − tn = tn−1 − tn−2 = k� �� �����

p(tn+1)− p(tn) = kpt(tn) +

� tn+1

tn

ptt(s)(tn+1 − s) ds. ��������

p(tn−2)− p(tn−1) = −kpt(tn−1) +

� tn−1

tn−2

ptt(s)(tn−1 − s) ds. ��������

����� �� ��� �������� ������� ��������� �������� ��� ��������� ��� ��� ������� ����

En
p = k(pt(tn)− pt(tn−1)) +

� tn+1

tn

ptt(s)(tn+1 − s) ds+

� tn−1

tn−2

ptt(s)(tn−1 − s) ds.

En
p = k

� tn

tn−1

ptt(s) ds+

� tn+1

tn

ptt(s)(tn+1 − s) ds+

� tn−1

tn−2

ptt(s)(tn−1 − s) ds.

��� �� ������ ��������� ������� ��� �� ������ ��� ������ �� ��� ������� �� ����� �� ���

��� ����

(k

� tn

tn−1

ptt(s) ds)
2
� k2

� tn

tn−1

�∇ptt(s)�2 ds
� tn

tn−1

1 ds.

� k3
� tn

tn−1

�∇ptt(s)�2 ds. ��������

�� ��� ����� ����� �� tn−2 � s � tn−1 �� tn � s � tn+1� ���� �� ������ (tn−1 − s)2 ∈ [0 , k2]

��� (tn+1 − s)2 ∈ [0 , k2]� �� �� ����
� tn−1

tn−2

(tn−1 − s)2 ds �
k3

3
. ��������

� tn

tn+1

(tn+1 − s)2 ds �
k3

3
��������

�� �������� ����� ������ ��������� ���������� ��� ������ ��� ������ �� ��� ������� ����� ���

�������� ��������� �������� ��� ��������� �� ��������
� tn+1

tn

ptt(s)(tn+1 − s) ds+

� tn−1

tn−2

ptt(s)(tn−1 − s) ds �

� tn

tn+1

�∇ptt(s)�2 ds
� tn+1

tn

(tn+1 − s)2 ds

+

� tn−1

tn−2

�∇ptt�2 ds
� tn−1

tn−2

(tn−1 − s)2 ds. ��������

�
1

3
k3(

� tn+1

tn

+

� tn−1

tn−2

)�∇ptt(s)�2 ds. ��������



��� �������� ���

�� ������� ��� ������� ��������� �������� ��� ����������� ���� k� ��� ������ ������� ��� ��

������������

���� �� ������ �� ����� ��� ���������� ����� �������� �� ����� �� ��� �������� ������� ���

����� �������������� ��� ��� ����������� ���������� �� ��� ������ �������� �� ����

�An
1�2 �

2

k2

� t
n+1

2

tn

(s− tn)
4ds

� t
n+1

2

tn

�� ttt(s)�2 ds

+
2

k2

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)4ds

� tn+1

t
n+1

2

�� ttt(s)�2 ds

� Ck3 max
0�t�T

�� tt(t)�2.

����� �� ��� ������ �

�An
1� � Ck

3
2 max
0�t�T

�� tt(t)�. ��������

���� ��� �� ��� �������� ������� ��� �������� �� �������� ���� �

�En
u� � Ck

3
2 max
0�t�T

�� t(t)�, |En
p |

2
� Ck

3
2 max
0�t�T

|pt(t)|. ��������

��������� �� ��� �������� �En
u�� �� ������� ���� An

∗ ��� �� ������� ���

�An
∗� � Ck

3
2 max
0�t�T

�� t(t)�. ��������

��������� ��� �� ��� ��������� ��������� ��������� �������� ��� ��������� �� ������ ����

�An
∗∗� � Ck

3
2 max
0�t�T

�∇� t(t)�. ��������

����� �� �������� ������� ��� ∆En
� � ��� ��� ������

∆En
u =

1

4

�� t
n+1

2

tn

(s− tn)∆�
��(s) ds+

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)∆� ��(s) ds
�
.

����� ���������������� ����������� �� ����

�∆En
u� � Ck

3
2 max
0�t�T

�∆� t(t)�.

������������� �� ������ ����

�An
2� � Ck

3
2 max
0�t�T

�∆� t(t)�. ��������

�� ����� ��� ��������� An
3 ����� �� �������� ��������� �� �����

�An
3� � �En

u��∇�u(tn+ 1
2
)�+ �u(tn+ 1

2
)��∇� t(t)�.

� Ck
3
2 max
0�t�T

�� t(t)�+ Ck
3
2 max
0�t�T

�∇� t(t)�

� Ck
3
2 max
0�t�T

�� t(t)�1. ��������



���
������� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ���� ��������� �������� ���������� ��

���������������������� ������

������� �� An
4 = ∇En

p = ∇
�
�p(tn+ 1

2
)− p(tn+ 1

2
)
�
��� ����� ����� �������� �������� �� ��������

∇En
p =

1

4

�� t
n+1

2

tn

(tn+ 1
2
− s)∇p��(s)ds+

� tn+1

t
n+1

2

(tn+1 − s)∇p��(s)ds
�
. ��������

�� �������� ���� �

�An
4� � Ck

3
2 max
0�t�T

�∇pt(t)�. ��������

������������� ��� �������� ������� ��� �� ����������� �� ������� ��� ������� ��������� ���������

��������� ��������� �������� ��� ���������

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ��� �������� ������ ����� ����� C > 0 ����

�����

��(tj)− �j�2 + k2�∇(p(tj)− pj)�2 � Ck4, j = 0, ...,m, ��������

����� (�j , pj) �� ��� �������� �� ����� �������� ������������� ���� �������������� �������

������ ������ ��� ����� ������� �� ��� ��������� �������� �� ���� ���� n = 0 ������������ ����

��� ����� k(θ1 + θ0) ��� kχ0� ����� ��� ��������� �������� �������� ���� ������� ��� ������

�� ������ �

�θ1�2 − �θ0�2 + γk

2
�∇(θ1 + θ0)�2 + ak

2
�θ1 + θ0�2 + k(θ0,∇χ0) +

δk2

2
�∇χ1�2 =

δk2

2
(�∇χ0�2 + �∇(χ1 − χ0)�2) + k(R0, θ1 + θ0) + k(Q0, θ1 + θ0)

+δk2(∇(kpt(t 1
2
)),∇χ0).

��� �� ���� �� ������ ��� ����� ����� �

k|(R0, θ1 + θ0)| � k2�R0�2 + C�θ1 + θ0�2.

k|(Q0, θ1 + θ0)| � k|b(̃θ
1
2 , u(t 1

2
), θ1 + θ0)|+ k|(F (u

1
2 )− F (u(t 1

2
)), θ1 + θ0)|

� Ck�θ 1
2 �1�u(t 1

2
)�2�θ1 + θ0�+ k�∇θ

1
2 ��θ1 + θ0�.

� Ck2�∇θ
1
2 �2 + C�θ0 + θ1�2.

��������� ������ �� ��� ������ �������� ��� ��� �������� �� ��� ���������� ���������� ����� ��

��� �������� ��������� �� ��� ������� ���� �

δk2

2
�∇(χ1 − χ0)�2 � 1

4δ
�θ1�2 + Ck4.

����� ��� �������� ������� ��� ��� ������� ���������� �������� �� �������� �������� �� ��� ��������

���� �

�θ1�2 + γk

2
�∇(θ1 + θ0)�2 + ak

2
�θ1 + θ0�2 + δk2

2
�∇χ1�2 � Ck4.

�� ����� �� ��������� ��� ������ ��������� �� ������ �� ������ ��� ����� ��������� m + 1

������



������� �

������������� �� ����� ���������

���� �������� ���� ��������

���������� �� ���������������������

������

�� ���� �������� �� ����� ��� ������������� �� ��� ��������� �������������� ��� ���������

���� ����������� �������� ���������� ��� ��� ���������������������� �������

���� ������� �� ��������� ���� ����� ������ ��� ���� ��� �� ������� �� ��� ��� ����������

��� ������� ���� ��� �������� �������� ���������� ����� �� ���� ���� ���������� ��������

�� ������� �� ��� ��������� �� �������� ��� ��� ��������� �������� ������ �� ������������ ���

��� ����������� �� ��� ������� �������� ��� ������� �� �������� ��� ���� ���� �� ���� �������

�������� ��� ������� ����� ���������

��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� ��������

���� �������� ����������

��� ������������ ����������� �� ��� �������� �������������� ���� ��� �� ��������� ������

������ �� ����� �� ����� �������� ����������� ���������� ���� ����� ������ �� � �������

������ Ω ⊂ R
3 ����� ��� ��������� ����

� t + γ∆� + a� + |� |α� +∇p = 0, in Ω, �������

���� ���� ��������� � = �(x, t) ������� ��� �������� ���� ��� p = p(x, t) ��� ������ ��������

�������� ��� � = � (x, t) �� ��� ����� ������ ������

���



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������ ��� ����������������� ��������� �

div� = 0 inΩ. �������

������� �� ��������� �������� ���������� ����� �� ��������� ���������� �� ��������� �� ���

�������� � �� ������� ���� �������� ���� �������� �����������

� · � = 0, curl� × � = 0, on Γ, �������

����� ������������� ��� ���������

���� ������� �� ��������� �� ������� ���� ����� ��������� ��� ���������� ������ ����� ���

������ ��� ���� �������� �� ���� �������� �� ������ ���� ��� �������� Γ �� ��������� ���

Ω ���� �� ���������� �� �� ���� ������� ������ ��������� ������ �� R3 �� ������ C1, 1 ���

��������� �� ������ C2, 1� ��� �� ������ ���� ��� ���� �������� ������ ������ �� ��� ��������

���� �� ������� �� � � ���� ���� ��� ������������� ������� �������� �� � ������ ���� � =

(u1, u2, u3) �� ������������ ������ ���

∆� = ∇div� − curl curl� . �������

�� ����������� �� div� = 0� ���� �� ����� ����������� ���� �

∆� = −curl curl� . �������

��� ����� �σ(Ω) ������ ���

�σ(Ω) = {� ∈ �2(Ω) , div � = 0 inΩ}.

������� Ω �� � ������� ��� ���������������� ������ ��� ������ �� ����� �� �� ���� �����

���� ����� ������ � �������� �������� C ������

���2
�
2(Ω) � C(�div ��2

�
2(Ω) + �curl ��2

�
2(Ω)), ∀� ∈ � 2

T (Ω), �������

��������� ���� ������ ���� ���������

�∇��2 � C
�
�div ��2 + �curl ��2

�
�������

����� ������� ���� � �� ����������� ������� �� ��� ����� � 1(Ω)�

��� ��� ������� F ������ �� F : � −→ |� |α� � �� ���� ��� ��������� ������������ ���������

(|� |α� − |� |α� , � − �) � 0. �������

����������� ������ ��� ����� �, � ∈ �1(Ω)� ���� ���� � · � = 0 ��� � · � = 0 �� Γ� �� ����

�|�|α�− |�|α�� � C�∇(�− �)�. �������

����� C > 0 �� ��������� ���� �� Ω ��� ����������



��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ���

�� ��������� ��� ��������� ������� ������� ���� �� ���� �� ��� ������ �� ���� ��������

������� ������ �� X0� X� X1 ��� ������� ������ ���� ��� ���������� ����������

X0 �→ X �→ X1 ��� ��� ��������� X0 �→ X �� ��������

��� � ����� γ > 0� �� ����� ��� ������� ����� �

Mγ := Mγ(R;X0, X1) := {ψ ∈ L2(R;X0), D
γ
t ψ ∈ L2(R;X1)}

���� ��� ���� �

�ψ�Mγ = {�ψ�2L2(R,X0)
+
���|τ |γ �ψ(τ)

���
2

L2(R,X1)
}.

���� ���� �ψ ������ ��� ������� ���������� ��� ��� ��� K ⊂ R � �� �����

Mγ
K := Mγ

K(R;X0, X1) = {ψ ∈ Mγ , supportψ ⊆ K}. ��������

������ �� ������ ��� ��������� ������� ��������� �

Mγ
K(R;X0, X1) �→ L2(R;X). ��������

����� �������� �� ��� �������

�� ���� �������� �� ����� �� ��� ����� �� ��� ��������� ��������� �������������� ����� ��������

����������� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ����� ���




� t − γ∆� + a� + b|� |α� +∇p = � and div � = 0, ��Ω× [0, T ]

� · � = 0 , curl � × � = �, ��Γ× [0, T ]

�(x, 0) = �0 , p(x, 0) = p0, inL2(Ω),

��������

���� ��� ��������� ���������� �� ��� ���� � ��� �0�

� ∈ L2(0, T ; (� 2
0(div ,Ω))

�) ��������

�0 ∈ �σ(Ω). ��������

����� �� ��� ������� �������� ������� ��� �������� �� ����� ���� ��� ��������

(� , p) ∈ L2(0, T ;� 2
T (Ω))× L2(0, T, L2(Ω))

�� ��� ������ �������� �� � �������� �� ��� ��������� ���� ����������� ����������� �

���� � ∈ L2(0, T ;� 2
T (Ω)) ����� �������� ���� �





d

dt
�� , ��+ γ�curl� , curl ��+ a�� , ��+ b�|� |α� , �� = �� , ��Ω, ∀� ∈ � 2

T (Ω).

�(0) = �0,

��������

���� ���� ��� ������� �� Ω �� ����� ��

�·, ·�Ω = �·, ·�(� 2
0(div ,Ω))

�
×� 2

0(div ,Ω)
.



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

���� ���� ������ ��� �������� ������� ���� ��������� �������� ����������� ��� ��� t ∈ [0, T ]�

��� ������−1(Ω) ��� � (t) �� ��� �������� �� ����� ��� ���� ���������� �� ����� ��� ���� ��������

� ������� �� � 2
0(div ,Ω) ����� ������� �� ������ ���� ��� ����� � (t) ������� �� ��� ����

�����
�
� 2

0(div ,Ω)
��
����� �� � �������� �� �−1(Ω)�

��� ���� ���� ��������� �� ���� ������� �� �� ���� ���� ��� �������� ����������� ������� (4.1.15)

��� �� ����� ��� ��������� �� ���� ���� �� ����� ���������������� ������� �� ���� ���� �

������� ����������� �������� ���� ����� ���� ��� ����� �����

��������� �� ��� ����������������� ����� ��� �������� �� ��� ���������� �� ���� ��������� ��

���� �� ��� ������ ��������� �� ������� ��������� ��� ����� ���� �������� ��������� � ����� ������

�� ���������

�� ���� ����� ��� ���������� ����������� �������� �� ������ ��� ���� �� ��� ��������� � ��

��������� � ����� ����������� ����������� �������� ���� �� ����� ��������� �� ��� ���������

�� ���� ����������� ������� ����� ��� ������� ���� ������� �� ��� ������������� ����������

�������� �� ��� ��� ����������� ������� �� ����� �� ������ ��� ������ ����������� ��� �������

��� ����� �� ��� ��� ������ �����

�������������� ������������� ��� � ������ ��������� �� ���� �� �������� ��� ��������

�������������� ��� m �� � �������� �������� �� �������� �� ����������� ����� �� � 2
T (Ω) ����

�������� �� �1,�2, . . . ,�m� �� ��������� ��� ����� �m = ��1,�2, . . . ,�m�� �� ����� ��

������������ �������� �m �� (4.1.15) ���� �

�m(t) =
m�

i=1

gim(t)� i. ��������

��� div�m(t) = 0 ����� �m(t) ���������





�� �
m(t),� i�+ γ�curl�m(t), curl� i�+ a��m(t),� i�+ b�|�m(t)|α�m(t),� i� = �� (t),� i�Ω

∀i = 1, . . . ,m , t ∈ [0, tm],

�m(0) = �0m

��������

���� ���� �0m �� ��� ���������� ���������� �� �0 �� ��� ����� �m�

������� ���� ��� ��������� �������� ����� � ��������� ����������� ������ ��� ��� ���������

g1,m, . . . , gm,m�

����� � ��������� ��������� ��� ���� ������� ���� ���� ��������� ��� ������� (4.1.17) ������

�� ����� ��� �������� �m ������ �� [0, tm] ���� tm < T �

�� ��� ���� �� ��������� � ������ ��������� �� ��� ����������� �������� �m ����� ���

������������ �� m ���� ����� �� �������� ��� ��������� �� ������ ���������� ������������

�� ����������� ������ ��� ���� ������� ��� ������� �� ��� ����� �� ��� ����������� �������

��������� �� ����� ���� ��� ��������� ������



��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ���

����� ������ ��� ��� ����� �� �0 ���������� �������� ��� ��������� ���� ��� ��������� �m

������� ��� ��������� � ������ ����������

sup
t∈[0,T ]

��m(t)�2 � C1, ��������

��m(T )�2 + 2γ

� T

0
�curl�m(t)�2dt+ a

� T

0
��m(t)�2dt+ 2b

� T

0
��m(t)�2+α

2+α � C1, ��������

����

C1 = ��0�2 +
� T

0
�f(t)�2(H2

0(div ,Ω))�dt. ��������

������ ��� �� ���� �������� (4.1.17) �� gim(t) ��� ������� ����� ��������� ��� i = 1, . . . ,m�

����� ��� ���� ���������������� ���������� ��� ������� ����������� �� ������� �� ������ �

1

2

d

dt
��m(t)�2 + γ�curl�m(t)�2 + a��m(t)�2 + b��m�α+2

α+2 = �� (t),�m(t)�Ω.

�
1

2a
�� (t)�2 + a

2
��m(t)�2. ��������

������ �� ����

d

dt
��m(t)�2 + 2γ�curl�m(t)�2 + a��m(t)�2 + 2b��m(t)�α+2

α+2 � C�� (t)�2(H2
0(div ,Ω))� .��������

�� ����������� �������� ���� � �� t ���� t ∈ [0, tm] � �� ������ �� ���������� �

sup
t∈[0,tm]

(��m(t)�2) � C

� T

0
�f(t)�2(H2

0(div ,Ω))�dt+ ��0m�2. ��������

�� �� ����� ���� ��� ����� ���� ���� �� ��� ����� ������ �������� �� ����������� �� tm� ��

������������� ��� �������� �������� ����� ���� tm = T ����� ����� ��� �������� ���������

����� �� ����� ��� ������ ����������� �� �������� ���� ����� ���� 0 �� T � �� ������ �

��m(T )�2 + 2γ

� T

0
�curl�m(t)�2 dt+ a

� T

0
��m(t)�2 dt+ 2b

� T

0
��m(t)�2+α

2+α �

1

a

� T

0
�� (t)�2(H2

0(div ,Ω))� dt+ ��0�2 . ��������

����� ������� ��� ����� �� ���� ������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������� �� ��� ����� �� ��� ��� ����� ��� �� ��� � ������ �������� ��������� �� ������� ���

��������� �� �� ������� � ∈ L∞(0, T ;L2
σ(Ω)) ��� � ����������� ����� �������� �� �� (�m)m ��

�������� ��� ��������� ���������� �

�m � � ���� ���� �� L∞(0, T ;L2
σ(Ω)). ��������

�� ��� ����� ����� ��� �������� �������� ����� ��� ��������� �� ���� �∗ �� L2(0, T ;X2
T (Ω))

��� ���� ����������� ������ ������� (�m)m � ���� ���� �

�m � �∗ ���� �� L2(0, T ;X2
T (Ω)). ��������

��� ���� ������������ �������� ��� �������� ����� �� ������ ��� ������������ �� ��� ������������

������ �� ���� ����� ������� ��� ����� �� � �������� �� ��� ������������ ����� �� ������� �� �����

���� �∗ = � �

�� ����� �� ����� ��� ����� �� ��� ��������� ����� �� �� ��������� �� ������ ���� � ������

����������� ������� �� ���� ������� ������ ��� ��������� ��������� �� ���� ������� �� �� �����

��� ��������� �������� �� ��� ���������� ���������� ���� ������� �� ���� �� ��� �����������

���������
�

R

|τ |2γ ���m(τ)�2 dτ � C, for some γ > 0. ��������

�� ������� �� ������ �� ����� ��������� �� ���� ���� ��� ��������� �� ��� �������� �m�

��m =

�
�m(t), t ∈ [0, T ]

0 �������,

���� ���� ��m ��� ������� ��������� ������ �� �

��m(τ) =

�

R

e−2iπtτ ��m(t) dt.

������� �� ��� �������������� �� ��� ���� ������ 0 ��� T � ���� �� ������� ��� ���������

��������� ���� δ(T ) ��� δ(0) ������ ������������ ��� ����� ������������� �� T ��� 0��





d

dt
���m,ψk�+ γ�curl ��m, curlψk�+ a���m,ψk�+ b�|��m|α��m,ψk�

= ��� ,ψk�+ ��0m,ψk�δ(0) − ��m(T ).ψk�δ(T ).

��� ������� ��������� �� ��� �������� �������� �m ���� ������� �� ���� ��� �� ����� �� �������

�Dγ
t �

�
m(t) = (2iπτ)γ���

m(τ), for some fixed real γ.

����� ����� �� ������ ��� ��������� ������
�
2iπτ���m,ψk�+ γ�curl ��m, curlψk�+ a���m , ψk�+ b�|��m|α��m , ψk�+
= � �f,ψk�+ ��0m,ψk� − ��m(T ),ψk�e−2iπτT

��������



��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ���

�� ������� �� ����� �����

�m ∈ Mγ
K(R, X2

T (Ω),�
2(Ω)).

�� ����������� � 0 := � 2
T (Ω) ��� � = � 1 := �2(Ω)� ��� �� ������� ������ �� ��������

�����

�m ∈ �2(0, T,� 2
T (Ω)).

������ �� ����� ���� ��� �������� �� �m ���� ������� �� ���� ������� �� ��� ����� �2(0, T,�2(Ω))

�� ��������� ��� ����������� ��������

�� �������� ��������1 ���� �gim ���� i = 1...m� �� �� ����� �

2iπτ ���m�2 + γ �curl ��m�2 + a���m�2 + b���m�α+2
α+2 = ��� , ��m�+ ��0m, ��m(τ)�

− ��m(T ), ���
m(τ)�e−2iπτT .

��� �� ���������������� ����������� �� ����

2iπτ ���m�2 �
�����

��� ���m�+ ��0m� ���m(τ)�+ e−2iπτT ��m(T )� ���m(τ)� .

������� ��� ��� µ ∈ R�

�eµi� � 1.

���� �� ������� �������������� �� ������

2πτ ���m�2 �
�����

��� ���m�+ ��0m� ���m(τ)�+ ��m(T )� ���m(τ)� ��������

��� ����� γ ∈]0, 14 [� �� ������� �����

|τ |2γ � (2γ + 1)
1 + |τ |

1 + |τ |1−2γ
. ��������

������ �� ������ ���� �������� �

�

R

|τ |2γ ���m(τ)�2
�
2 dτ �

2γ + 1

2

�

R

���m(τ)�2
�
2

1 + |τ |1−2γ
dτ +

2γ + 1

2

�

R

|τ | ���m(τ)�2
1 + |τ |1−2γ

dτ

:= A1 +A2.

��������

����� ��� �� ������ A1 �� ������ �

A1 �
2γ + 1

2

�

R

���m(τ)�2
�
2 dτ

=
2γ + 1

2

� T

0
��m(t)�2 dt < ∞



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

����� ��� ���������� (4.1.29) ��� �������������� �

A2 �
2γ + 1

8π

�

R

����� (τ)
���
2
dτ +

(2γ + 1)
√
C2

2π

�

R

���m(τ)�
1 + |τ |1−2γ

dτ

� C

� T

0
�� (τ)�2

H0(div ,Ω)� dτ

+ C
��

R

dτ

(1 + |τ |1−2γ)2

� 1
2

��

R

(���m(τ)�2 dτ
� 1

2

< ∞.

������������� �� �������� ���� �

R

|τ |2γ���m�2 < ∞. ��������

����� �� �������� ��� ��������� ��������� �� ��� ����������� ������� ����� � �� ��� ��������

� ����������� �� (�m)� ����� ������� (�m)m� ���� ����

�m → � �������� �� L2(0, T ;�2(Ω)). ��������

�� ��� ��� ���� �� ��� ����� �� ��� ���� ����������� ��� ���� ���� � �������� ���������

���� ���� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ��� ������ ����� �� ��� ��� � ������� ������ ���� ���

�������� ���� ����� ������ ����� �� ���� ��� ����� �� ���� �����

�� ���� ��� �� ��������� ��� ��������� �� �������� � ∈ X2
T (Ω) ��� �� ��������� ���

�����������

H(�)(t) =

� T

0
[�� , ��Ω − γ�curl� , curl �� − a�� , �� − �|� |α� , ��] ds

− ��(t), ��+ ��0, ��.

��� ����������H �� ���������� ��� ������ ��� � � ����� �������� ��X2
T (Ω) ������ �� �����������

������������

���������� ����� ������ � �������� p̃(t) ∈ L2(Ω) ��� C > 0 ���� �� ��� ��� � ∈ X2
T (Ω) �

H(�)(t) = �div � , p̃(t)�.

�� �������� H ���� ������� �� ���� ��� �� �� ��� p(t) = p̃t(t)� ��� �������� p �� ���� �������

�� ��� ��������� ��� ������� �� ���� ������� �� ��� ��������� ������� �

������� ������ ��� � ��� �0 ���������� �������� ��� ��������� ���� ��� ������� (4.1.15)

������ �� ����� ��� �������� ���� �� �

� ∈ L2(0, T ;� 2
T (Ω)) ∩ L∞(0, T ;L2

σ(Ω) ) , p ∈ L2(0, T ;L2(Ω))



��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ���

����� ���� ���������� �������

��� ��� ����� ��������� �� ���� ������������� � ������ ���������� �� ���� ���� ��� ���������

���������� ��������

����������� ������ �������� �0 ∈ � 2(Ω) ∩� 2
T (Ω) ��� � ∈ C([0, T ];�2(Ω))� ����� �����

������ T1 ≤ T ���� ���� ��� ��������� �� �������� �������� �

��(t)�2 + ��t(t)�+ �∇p(t)� � C, t ∈ [0, T1]. ��������

��������� ��� ��� t0 ∈]0, T1[� �� � �t, �tt ∈ C([0, T ];�2(Ω))� �� ���� �

��t(t)�21+�pt(t)�21+
� t

t0

�
��tt(s)�2�2(Ω)+�ptt(s)�2�1(Ω)

�
ds�C, t ∈ [t0, T1]. ��������

������ �� ���� ��� ����� ������� �� ��� �������� ��������1 ���� curl curl� � �� �������������

������� �� 4 � 2α+ 2 � 6� �� ����� �

1

2

d

dt
�curl��2 − γ�curl curl��2 + a�curl��2 � γ

2
�curl curl��2 + 1

γ
�� �2 + C���2α+2

2α+2.

�
γ

2
�curl curl��2 + 1

γ
�� �2 + C�∇��6.

��� �� �������� �� �������� �����

d

dt
�curl��2 − γ�curl curl��2 + 2a�curl��2 � C�curl curl��6 + C. ��������

������������� �� �������� ��� ��������� ����������� �����������

d

dt
y(t) � C2y

3(t).

�� ���� ���� y(t) = �curl��2 + C1 ���

y(0) = �curl�(0)�2 + C1.

���� C1 =
1
γ

sup
0≤t≤T

�� �2.

�� ������� ��� ���� ����������� ��������� �� ������ � �������� ������ �� [0, T1] ���� ����

T1 �
1

2C2y(0)2
= 1

C0
��� y(t) ��������

y(t) �
√
2y(0). t ∈ [0, T1]

����� ��� � ����� t ∈ [0, T1] ���� T1 = min{T1,
1
C0

}� �� ����

�curl�(t)�2 ≤
√
2(�curl�(0)�2 + C1) := C3, ��������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

���������� �� �������� ��� ��������� �� �����

sup
0�t�T1

�curl��2 + γ

� T1

0
�curl curl��2 dt+ 2a�curl��2 � C. t ∈ [0, T1]. ��������

�� �������������� ��� �������� ��������1 ���� ������� �� ���� t� ���� �� ����

� tt − γcurl curl� t + a� t + bF �(u)� t +∇pt = ft. ��������

����������� ��� �������� �������� ���� � t� �� ������ �

1

2

d

dt
�� t�2 + γ�curl� t�2 + a�� t�2 = (� t,� t)− b(F �(�)� t,� t).

������� ��� ���� (F �(�)� t,� t) �� �������� ������ ����� ������ �����

d

dt
�� t�2 + 2γ�curl� t�2 + a�� t�2 �

1

a
�� t�2. ��������

�� ����������� ��� �������� ������� �� ����� �

�� t(t)�2 + 2γ

� T

0
�curl� t(t)�2 dt+ a

� T

0
�� t(t)�2 dt � C. t ∈ [0, T ]. ��������

����� C = C �
� T

0
�� t(t)�2 dt.

��� �� ����� �� ������ ��� ���������� �� ��� ������ �������� �� ��� �������� � � �� ���� �����

��� ����� ������� �� ��������1 ���� curl curl� � ����� ��� ���� �������� ���������� �� ����� �

γ�curl curl��2 � γ

2
�curl curl��2 + 2

γ
�� t�2 +

2a2

γ
���2 + 2

γ
���2α+2

2α+2 +
2

γ
�� �2.

����� �� ��� ������� ��������� ��������� ������� ��� ���������� ����������� ���� �� �������

γ�curl curl��2 � 4

γ
�� t�2 +

4a2

γ
���2 + 4

γ
�∇��6 + 2

γ
�� �2

�
4a2

γ
�curl��2 + 4

γ
�curl��6 + C.

� C.

����� ����� �� �� ������ �

��(t)�2 � C. ∀t ∈ [0, T1] ��������

��� �� ������� ����������� �� ���� �

���∞ � C, ∀t ∈ [0, T1]. ��������

�� �������� ��� ������ �� ���� �� ����� ��� ���������� ����������� �� �� ������ ���� ��������

��� ��������� ����������

∇p = � − � t + γ∆� − a� − b|� |α� .



��� ����� �� ��� �������������� ��� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ���

����� ��������� �������� ��� ��������� �� ������ �� ���

�∇p� � �� �+ �� t�+ γ���2 + a���+ b���α+1

� C. ��������

����� �� ��� ������� ���������

�� ���� ��� �� ����� ��� ������ �������� ����� �� ��� ����������� ������ ��� ���� ������� ��

���� �� ������� �� �������� ��� �������� �������� ���� curl curl� t� �� ������ �

d

dt
�curl� t�2 + γ�curl curl� t�2 �

3a2

γ
�curl� t�2 +

3

γ
�� t�2 +

γ

3
�curl curl� t�2

+ b(|F �(�)||� t|, curl curl� t), ��������

����� F �(u) ��� �� ������ �� |F �(�)| � (α+ 1)|� |α�

����� �� ������

((|� |α�)t, curl curl� t) � (α+ 1)���α∞�� t��curl curl� t�.

�
γ

6
�curl curl� t�2 +

3

2γ
(α+ 1)���2α∞ �� t�2.

��������� �� ��� ������ ����� �� �������� ��� ��������� �� ������

b((|� |α�)t, curl curl� t) �
γ

6
�curl curl� t�2 + C�curl� t�2. ��������

�� ���������� ��� ���� �������� �������� �� ��� ���������� �������� ��� ��� ���

d

dt
�curl� t�2 + γ�curl curl� t�2 � C�curl� t�2 + C1.

����� �� ����� �������� ����� �� ������

sup
0�t�T0

�curl� t�2 + γ

� T

0
�curl curl� t(t)�2 dt � C, ∀t ∈ [0, T ]. ��������

�� �������� ����� ��� �������� �������� ���� ������� �� ����� �� �� ����

uttt − γcurl curl� tt + a� tt + bF ��(�)� t + bF �(u)utt +∇ptt = ftt. ��������

����� �� ���� ��� ����� ������� �� ��� �������� ������ ���� � tt� �� ����

1

2

d

dt
�� tt�2 + γ�curl� tt�2 =− a�� tt�2 − b(F ��(�)� t,� tt)− b(F �(�)� tt,� tt)

− (∇ptt,� tt) + (� tt,� tt). ��������

����� ������� �������� �� �� ������� ����

(∇ptt,� tt) = −(ptt, div� tt) + (ptt,� tt · �) = 0.



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������������ �� ������� ���� (F �(�)� tt,� tt) �� �������� �������� ���� �� �����

1

2

d

dt
�� tt�2 + γ�curl� tt�2 � �� tt�2 + (a+

1

4
)�� tt�2 + b(F ��(�)� t, |� tt|). ��������

����� �� �������� ��� ��� ������ ��������� ��� ��� ������ ���� ��� �� ���������� �� �������

b(F ��(�)� t, |� tt|) � α(α+ 1)���2(α+1)
∞ �� t��� tt�

�
1

4
�� tt�2 + C���2(α−1)

∞ �� t�2

�
1

4
�� tt�2 + C. ��������

�� ������� ��� ���� �������� ������� �� ��� ������ �������� ���� �� ������

d

dt
�� tt�2 + γ�curl� tt�2 � C�� tt�2 + C1. ��������

�� �������� �������� ����� �� ��� �������� ������� �� ����� �����

�� tt�2 + γ

� T1

t0

�curl� tt(t)�2 dt � C. ��������

�� ���� ��� �� ����� ���� �� t�2 � C� �� ������� �� �������

������ ��� ����� ������� �� ��� ������ �������� ���� curl curl� t� �� ������ �

γ�curl curl� t�2 �
γ

2
�curl curl� t�2 +

2

γ
�� tt�2 +

2a2

γ
�� t�2 + C���2α∞ �� t�2.

��������� �� ��� ������� ��������� ������� ��� ��������� �� ����

γ�curl curl� t�2 � C. ��������

������� �� �������� ��� ��������� ��������� �� ��������� �� ��� � ������� ����� �� ��� ��������

��������� ����� �� ������ � t �� � tt�

������ ������ �� ����� �� ������ ��� ���� ������� ���� �� ����� ��� ���������� ���� �����

��� ��������� ���� � .∇� �� �������� �� curl�×�+ 1
2∇|� |2 �� ��� ���� �������� �� ��� ������

��� ���� �� �������� ��� ������� �������� �p = p+ 1
2 |� |

2�

��� ����� �� ��� ��������� ������

��� �� �������� ��� ��������� ��� ���������� ��������� ������������ ��� ��������� ����

� ∈]0, 1] �� � ��������� �

�
��
t − γ∆�� + a�� + |��|α�� +∇p� = � , ��Ω× [0, T ]

div �� − �∆p�t = 0, ��Ω× [0, T ]
�������



��� ����� �� ��� ��������� ������ ���

��� ������� ��� �������� ���������� ��� ��� ������� ���� �

�
�� · � = 0 , curl �� × � = �, ��Γ× [0, T ]

��(x, 0) = �0 , p�(x, 0) = p0 ∈ L2(Ω)
�������

�� ���� ���� �� ����� ��� ����������� ����������� �� ������� �������� ����� �� ���� �� �� ���

�������� �������� �� �� ������ ���� � ������ ��������� ��� �� ����� ��� ��������� �� ���������

�� ����� �� �������������� ��������������

������ ��� ����� ������� �� (4.2.1)1 ���� � ���� �������� � ∈ D(Ω) ��� (4.2.1)2 ���� q ∈ D(Ω)�

����������� �� ����� ���� Ω ��� ����� �� ��� ���������� ��������� ��� ��� � ∈ � 2
T (Ω) ���

q ∈ L2(Ω)� �� ������ ��� ��������� ����������� ����������� �

��� � > 0 ����� ��� ����� � � ��� �������� �������� �0 ����� ���������� ����������������� �� ��

������� � ���

p0 ∈ L2(Ω), �������

���� �� ∈ L2(0, T ;� 2
T (Ω)) ��� p� ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ���� ��� ��� ������ ��� t ∈ [0, T ] �





d

dt
���, ��+ γ�curl��, curl ��+ γ�div��, div ��+ a���, ��+ b(|��|α��, �� − �p�, div��

= �� , ��Ω, ∀� ∈ � 2
T (Ω).

�
d

dt
�∇p�,∇q�+ �div��, q�Ω = 0, ∀q ∈ L2(Ω).

��(0) = �0, p�(0) = p0.

�������

����� ��������� �� ���� ���������

��� ���� ������ �� ���� ������� �� ��� ��������� �������� � ��� ���� ��

������� ������ ��� � ��������� �� (0, 1]� ����� ��������� �������� ��� �������� ��� �������

(4.2.4) ������ �� ����� ��� ��������� ������������

�� ∈ L2(0, T ;�2
T (Ω)) ∩ L∞(0, T ;�2(Ω) ), p� ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

���� �� ����� �� ����� ��� ������� ������ �� ��� ����� �������������� ������ �� ��� �

������� � ������ ��������� ���� � ������ ��������� ���� �� ���� ��� �������� �� ��� �����������

���� ������������

������ �������������� ��������������

�� ���� �������� (ψi) �� ����������� ����� �� � 2
T (Ω) ��� (ri) �� ����������� ����� �� L2(Ω)�

��� �m =< ψ1, . . . ,ψm > ��� Wm =< r1, . . . , rm >� �� ������ ���



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

��
m(t) =

m�

i=1

gim(t)ψi and p�m(t) =
m�

j=1

ξjm(t)rj ,

��� ������������ ��������� ����� ������� �





d

dt
���

m,ψk�+ γ�curl��
m, curlψk�+ γ�div��

m, divψk�+ a���
mψk�++b�|��

m|α��
m,ψk)

− �p�m, divψk� = �� ,ψk�Ω, k = 1, . . . ,m.

�
d

dt
�∇p�m,∇rl�+ �div��

m, rl� = 0, l = 1, . . . ,m.

��
m(0) = �0m , p�m(0) = p0m,

�������

����� �0m �� ������� ��� ��� ���������� ���������� �� �(0) �� ��� ����� �m ��� p0m ���

���������� ���������� �� p(0) �� ��� ����� Wm�

��� ��� ��������� g1m, . . . , gmm ��� ξ1m, . . . , ξmm� ��� ������ ������� �� � ���������� �����������

�������

����� �� ������ �� �������� ����������� ���������� ��� ������� ����� ������ �� ����� ���

�������� �� [0, tm] ���� tm � T ��� ���� �� ���� ����� ��� ���� ���� tm = T �

� ������ ���������� ������ �� ��� ����� ���� �� ���� ���� ���� � ������ ��������� ��� ����

���� �� ��� ������ ���� ��������� �� �������� �� ��� ���� �� ��� ��� ������� ���� ���������

�������� ���������� ����� �� ���� ���� ��� ������� ��� � �������� �������� �� ��� ���� �� ���

����������� �������� ����������� �� ���� ��� ��������� ������� �

������� ������ � ��������� �� (0, 1]� ����� ��������� �������� ��� �������� ��� ��������� �m

��� pm ������� ��� ��������� � ������ ����������

sup
t∈[0,T ]

�
���

m(t)�2 + � �∇p�m(t)�2
�
� C2, �������

γ

� T

0
�curl��

m(t)�2 dt+γ

� T

0
�div��

m(t)�2 dt+a

� T

0
���

m(t)�2 dt+b

� T

0
���

m(t)�α+2
α+2 dt � C2,

�������

�����

C2 = ���
0�2 + �∇p�0�2 +

� T

0
��(t)�2

H0(div ,Ω)� dt. �������

������ �� �������� �������1 �� gkm(t) (k = 1, . . . ,m)� ��� �������2 �� ξlm(t) (l = 1, . . . ,m)

��� ���� ������ ����� ��������� ����������� �� �������




1

2

d

dt
���

m�2 + γ �curl��
m�2 + γ �div��

m�2 + a���
m�2 + b���

m�α+2
α+2 − �p�m, div��

m�

= �� ,��
m�Ω

�

2

d

dt
�∇p�m�2 + �div��

m, p�m� = 0.



��� ����� �� ��� ��������� ������ ���

���� �� ������ ��� ���� ���� ���������� �� ����

1

2

d

dt
���

m�2 + γ �curl��
m�2 + γ �div��

m�2 + a���
m�2 + b���

m�α+2
α+2 +

�

2

d

dt
�∇p�m�2 = �� ,��

m�Ω

��� �� ������� ���������� �

d

dt
���

m�2 + 2γ �curl��
m�2 + 2γ �div��

m�2 + a���
m�2 + 2b���

m�α+2
α+2 + �

d

dt
�∇p�m�2

� C �� �2(H2
0(div ,Ω))�

�������

�� ����������� ��� ����� �������� ���� � �� t ���� t ≤ tm�

sup
t∈[0,tm]

�
���

m(t)�2 + � �∇p�m(t)�2
�
� C

� T

0
�� (t)�2(H2

0(div ,Ω))� dt+ ���
0m�2 + �∇p�0m�2 .��������

���� ��� �������� �������� ����� ���� tm = T � ����� ����������� ��� �������� ��������

����� �� ������� ���� �������� ���� ��� ��������� (��
m) ��� (p�m) ����� ������� �� L∞(0, T ;�2(Ω))

��� L∞(0, T ;L2(Ω))

�� ����������� ����� ��� �������� �������� ��� ��� ������ �

2γ

� T

0
�curl��

m(t)�2 dt+ a

� T

0
���

m(t)�2 dt+2γ

� T

0
�div��

m(t)�2 dt+ 2b

� T

0
���

m(t)�α+2
α+2 dt

�C

� T

0
�� (t)�2(H2

0(div ,Ω))� dt+ ���
m(0)�2

+ �∇p�m(0)�2 ,

����� �� ������� ��� ��� �������� �������� ��� �� ��� ��������� ���������������� �� �������� ����

��� �������� ��
m ������� �� � ������� ��� �� L2(0, T ;X2

T (Ω))�

��������� �� ��� ���������� ���������� ���� ������� �� �����

�� ����� �� ���� �� ��� ����� �� ��� ��������� ���� �� �������� �� ���� � ������ ������������

�� ������� �� �� ������� ���� ������� �� ��� ����� �� ����� � ���������� ���������� �� ����

�� ��� ��������� ��
m �� �������� ��� ������� ���������� ��� �� ���� ������ ��� ���� ���������

��
m ��� p�m �� ������ �

���
m =

�
��
m(t), t ∈ [0, T ]

0 �������,

�p�m =

�
p�m(t), t ∈ [0, T ]

0 �������.

���� ���
m ��� ������� ��������� ����� ���

���
m(τ) =

�

R

e−2iπtτ ���
m(t) dt.



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������ �� ��� ��������������� �� 0 ��� T � ��� ��� ������ ��� ��������� �������





d

dt
����

m,ψk�+ γ�curl ���
m, curlψk�+ γ�div ���

m, divψk�+ a���
m,ψk�+ b�|���

m|α���
m,ψk�

+ �∇�p�m,ψk� = ��� ,ψk�+ ��0m,ψk�δ(0) − ���
m(T ),ψk�δ(T ),

�
d

dt
�∇�p�m,∇rl�+ �div ���

m, rl� = ��∇p0m,∇rl�δ(0) − ��∇p�m(T ),∇rk�δ(T ),

����� δ(T ) ��� δ(0) ������ ������������ ��� ����� ������������� �� T ��� 0�

���� �� �������� ��� ������� ��������� �� ��� �������� �������� u�m ���� ������� �� ���� ��

������ �
�Dγ
t �

�
m(t) = (2iπτ)γ���

m(τ), for some fixed real γ.

�� ������ �� ������ �




2iπτ����
m,ψk�+ γ�curl ���

m, curlψk�+ γ�div ���
m, divψk�+ a����

m , ψk�
+ b�|���

m|α���
m , ψk�+ �∇�p�m,ψk� = � �f,ψk�+ ��0m,ψk� − ���

m(T ),ψk�e−2iπτT

�2iπτ�∇�p�m,∇rl�+ �div ���
m, rl� = ��∇p0m,∇rl� − ��∇p�m(T ),∇rl�e−2iπτT .

��������

�� ����� �� ����� ���� ��
m ∈ Mγ

K(R,� 2
T (Ω),�

2(Ω))� �� ���� �� ����� ��� �����������

������� ������ �� ��� ���� ��� �� ���� � 0 = � 2
T (Ω) ��� � = � 1 := �2(Ω)� ����� �� ��������

�� ������� ����������� ����

��
m ∈ L2(0, T ;� 2

T (Ω)),

����� �� ������� ���� �� ����� ����

Dγ
t �

�
m ∈ L2(0, T ;�2(Ω)).

����� ��������� gim ��� ξjm �� R ���� �gim ��� �ξjm� �� ���� ��� ����� ������� �� ��� ����

�������� �� �������� ���� �gim(t) �i = 1, . . . ,m� ��� ��� ������ �������� ���� �ξjm(t) �j =

1, . . . ,m�� ������������ �� ������� ��� ��������� ���������� ��� ��� ������

2iπτ
�
����

m�2 + � �∇�p�m�2
�
+ γ �curl ���

m�2 + γ �div ���
m�2 + a����

m�2 + b����
m�α+2

α+2

=��� , ���
m�+ ��0m, ���

m(τ)�+ ��∇p0m,∇�p�m(τ)�

−
�
���

m(T ), ���
m(τ)�+ ��∇p�m(T ),∇�p�m(τ)�

�
e−2iπτT .

��������� �� ���������������� ����������� �� ���� �

2iπτ ����
m�2 �

�����
��� ����

m�+ ��0m� ����
m(τ)�+ � �∇p0m� �∇�p�m(τ)�+ 2iπτ ���

m(T )� ����
m(τ)�

+ 2iπτ� �∇p�m(T )� �∇�p�m(τ)� .



��� ����� �� ��� ��������� ������ ���

��� �� �������� �������� ��������� ��� ������� ������������� �� ������ �

2πτ ����
m�2 � 1

2
(
�����

���
2
+ ����

m�2) + 2
�

C2(����
m(τ)�2 + � �∇�p�m(τ)�2). ��������

�� ����� �� �� ���� γ ∈]0, 14 [� ���� �� ������

|τ |2γ � (2γ + 1)
1 + |τ |

1 + |τ |1−2γ
��������

������ �� ������ ���� �������� �

�

R

|τ |2γ ����
m(τ)�2

�
2 dτ �

2γ + 1

2

�

R

����
m(τ)�2

�
2

1 + |τ |1−2γ
dτ +

2γ + 1

2

�

R

|τ | ����
m(τ)�2

1 + |τ |1−2γ
dτ

:= I1 + I2.

��������

�� �� ��� ��� ����� �� ���� �

I1 �
2γ + 1

2

�

R

����
m(τ)�2

�
2 dτ

=
2γ + 1

2

� T

0
���

m(t)�2 dt < ∞

����� �� �������� (4.2.12) ��� ���������������� ���������� �

I2 �
2γ + 1

8π

�

R

����� (τ)
���
2
dτ +

(2γ + 1)
√
C2

2π

�

R

����
m(τ)�+ � �∇�p�m(τ)�

1 + |τ |1−2γ
dτ

� C

� T

0
�� (τ)�2

H0(div ,Ω)�

+ C

��

R

dτ

(1 + |τ |1−2γ)2
)

���

R

(����
m(τ)�2dτ + �

��

R

�∇�p�m(τ)�2 dτ

�
< ∞.

������������� �� ������������ ��� �������� �� �� ���� ����
�

R

|τ |2γ����
m�2 < ∞. ��������

�� ���� ��� �� ��� ������ �� �� ������� �� �������

��� �� ���� � > 0 � ���� �������� ������ ��� �� ��� ���� ��������� ���� ��� ������� �� ���

����� �� m → ∞�

��������� �� ������� ��� �������� ���� �� ��� ������ ��� ��������� �� � ���������� ������ �������

(�m)m � ���� ���� �

��
m � �� weak in L2(0, T ;� 2

T (Ω)), ��������

��
m � �� weak star in L∞(0, T ;�2(Ω)), ��������

|��
m|α��

m � � � weak star in L
α+2
α+1 (0, T ;�

α+2
α+1 (Ω)), ��������

∇p�m � ∇p� weak star in L∞(0, T ;L2(Ω)). ��������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

��������� ����� �������� ��� ��������� �� ��� ����� ��� ����������� ������� ������ �� ������

��� ��������� �� � ����������� �� (��
m)m ������ ������� �� (��

m)m� ���� ����

��
m → �� strong in L2(0, T ;�2(Ω)) ��������

���� �� ���� ���� �� ����������� ���� (��, p�) �� � �������� ��� ��� ���� ����������� ��������

�� ����� �� ��� ���� ���� �� ������� �� ������ �

������ ��� ����� ������� ������� ���� φ(t) ∈ C∞(0, T ) ���� ���� φ(T ) = 0� �� �����������

���� 0 �� T � �� ������ �





−
� T

0
���

m,ψk�φ�(t) dt+ γ

� T

0
�curl��

m,φ(t)curlψk� dt+ γ

� T

0
�div��

m,φ(t)divψk� dt

+ a

� T

0
���

m,φ(t)ψk� dt+ b

� T

0
�|��

m|α��
m,φ(t)ψk�+

� T

0
�∇p�m,ψ(t)ψk� dt

=

� T

0
�� ,φ(t)ψk� dt+ ��0m,ψk�φ(0)

�

� T

0
�∇p�m,φ�(t)∇rl�+

� T

0
�div��

m,φ(t)rl� dt = ��∇p0m,∇rl�φ(0).

��������

�� �� ������� �� ���� �� ��� ����� m → ∞ �� ��� ������ ����� �� ��������� �� ����� �� ��� ���

�������� ����������� �������� �� ������ ��� �� ����� ��� ����������� �� ��� ��������� �����

�� ������� �� �� ���� ����� ����� �� ����� �� ��������� �� ������� �� ������ �

|��
m|α��

m −→ |� |α� weak in L
α+2
α+1 (0, T ;�

α+2
α+1 (Ω)). ��������

�� ��� ��� ��� ������ �������� ��� ��� ���� �� ��� ���������� �� ��� ������� �� ������ ���� �

� = |� |α� . ��������

������������� �� ��� ���� �� ���� �� ��� ����� �� �������� ���� m −→ ∞� ���� �� ������ ���

��� ψ ∈ � 2
T (Ω) ��� r ∈ L2(Ω)�





−
� T

0
���,ψ�φ�(t) dt+ γ

� T

0
�curl��,φ(t)curlψ� dt+ γ

� T

0
�div��,φ(t)divψ� dt

+ a

� T

0
���,φ(t)ψ� dt+ b

� T

0
�|��|α��,φ(t)ψ�+

� T

0
�∇p�,ψ(t)ψ� dt

=

� T

0
�� ,φ(t)ψ� dt+ ��0,ψ�φ(0)

�

� T

0
�∇p�,φ�(t)∇r�+

� T

0
�div��,φ(t)r� dt = ��∇p0,∇r�φ(0),

��������

����� �� ������� ��� ��� ���� ����������� ������� ������� ��� ������� ����������� ����� �� ���

����� ���� �� ����������� ���� ��� ��������� (��
m, p�m) ������� ��� �������� ���������� (��(0), p�(0))�



��� ����� �� ��� ��������� ������ ���

��� ���� ���� �� ���� � ���� �������� φ ∈ C∞(0, T ) ���� φ(T ) = 0 ��� ���� �� ������� ��� ���

���� ��������� �� ���� �� ������ �
�
��0 − ��(0),ψ�φ(0) = 0

�p0 − p�(0), r�φ(0) = 0,

���� φ(0) = 1� ���� �� ������ ���� ��� ���� ������ ���� �ε
m(0) = ��(0) ��� p�m(0) = pε(0)�

����� �� ��������� ��� ������� �� ��� ��������� ��������

������� ������ ��� �� �0 ��� p0 ����� ��������� ���������� ��������� �������� ��� ��������

��� ��������� ������ ������� ������ �� ����� ��� �������� ���� �� �

�� ∈ L2(0, T ;�2
T (Ω)) ∩ L∞(0, T ;�2

σ(Ω) ), ∇p� ∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

����� ����������� �� ��������� �� ��� ��������� ������ �� ��� ������� ���

������������ ��� ������

�� ����� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� ������������ ����� ��������� ������� ����

����� �� ��� ��������� �� ��� ��� ���������� �������������� ������ ������ ������� �� ��������

���� ���� ����� � → 0� ���� �� ���� � ∈]0, 1]� �� �� ������ �� ��������� ���� � ������ ���������

��� �� ��� p�� ����������� �� ��

������ �� ��������� �������� ������� ��� ��������� ��� ����� ��������������� �� ��� �����

�� ����� ��� ��������� ������� ��� ��� � ∈]0, 1]� ����������� �� � �




����L∞(0,T ;�2(Ω)) � lim inf
m→∞

���
m�L∞(0,T ;�2(Ω)) < ∞.

����L2(0,T ;� 2
T (Ω)) � lim inf

m→∞
���

m�L2(0,T ;� 2
T (Ω)) < ∞.

√
� �∇p��L∞(0,T ;L2(Ω)) � lim inf

m→∞
�∇p�m�L∞(0,T ;L2(Ω)) < ∞.

��������

�� ����������� �� ������ θ ∈]0, 14 [ ��� � ∈]0, 1] � �� ���� �

�

R

|τ |2θ
������(τ)

���
2
dτ � lim inf

m→∞

�

R

|τ |2θ ����
m(τ)�2 dτ < C. ��������

�� ���� �� ����� ��� ��������� ������� �

������� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ������� ������ ����� ������ � ��������

(�n)n ∈]0, 1] ���� �� �n → 0+ �� n → ∞� ��� ��� ��������� {��n , p�n} ��� ���������� �� {�, p}

����� {�, p} ��� ��������� �� ������� ������������� ������� ���� ������� (DBF) ���� �

�� � � in L2(0, T ;�2
T (Ω))weak

�� � � in L∞(0, T ;�2(Ω))weak star

�� → � in L2(0, T ;�2(Ω)) strong

∇p� � ∇p in L∞(0, T ;L2(Ω))weak star.

��������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������ ��������� �� ������������������ �� ���� �

��n � �∗ in L2(0, T ;� 2
T (Ω))weak.

��n � �∗ in L∞(0, T ;�2(Ω))weak star.

��n → �∗ in L2(0, T ;�2(Ω)) strong.
√
�n∇p�n � χ inL∞(0, T ;L2(Ω))weak star.

��������

�� ����� �� ��� ������������� ����� �

√
�n�∇p�nt ,∇r� → �∇χt, ∇r�, ∀r ∈ L2(Ω),

����� �� ���� �

��∇p�nt ,∇r� = √
�n
√
�n�∇p�nt ,∇r� → 0.

���� ������� ���� �div�∗ , r� = 0 ��� ��� r ∈ L2(Ω) ��� ����� ���� �

div�∗ = 0.

�� ��� ���� ���� �∗ ������� ��� ����������� ����������� (4.1.15)� ������ ψ ∈ � 2
T (Ω)�

����������� �� ��� ���� ����������� �� ��������� ������� ���� φ ∈ C∞
0 (0, T ) ��� �����������

���� 0 �� T � �� ����� �

−
� T

0
���n ,ψ�φ� dt+ γ

� T

0
�curl��n ,φcurlψ� dt

+ γ

� T

0
�div��n ,φdivψ� dt+ a

� T

0
���n , φψ� dt+ b

� T

0
�|��n |α��n , φψ� dt =

� T

0
�� ,φψ� dt.

�� ��� ������ ���� �� ��� ����� �� ����� ��� ��������� ����������� ��� ��� ��������� ����

� T

0
�|��n |α��n , φψ� dt →

� T

0
�|�∗|α�∗,φψ� dt =

� T

0
�|�∗|α�∗,φψ� dt.

������������� �� ����� ����� ����������� ��� ���� ���� div�∗ = 0 �

−
� T

0
��∗,ψ�φ� dt+

� T

0
�curl�∗,φcurlψ� dt+ a

� T

0
���n , φψ� dt+ b

� T

0
�|��n |α��n , φψ� dt

=

� T

0
�� ,φ�� dt.

������� ���� ��� ���� �������� �� ��� ���� �� �������� �� ��� ������������ ����� ����� �����������

��� ������



��� ����� �������� ���

��� ����� ��������

�� ���� �������� �� ������ ��� ����� ��������� ��� ��� ��������������������� ������ �����

�������� ���������� ���� ����� ���� �� �����

��� ���� ������ �� ���� ������� �� ��� ��������� ��������

������� ������ �� ������ � ∈ C2([0, T ];�2(Ω)) ��� �0 ∈ � 2(Ω) ∩�2
T (Ω)� �� ���� �

� t

t0

��(s)− ��(s)�2 ds+ �
1
2 ��(t)− ��(t)�2 + �

�
��(t)− ��(t)�2

�
1(Ω) + �∇(p(t)− p�(t))�2

�
� C�2.

����� ������������� � ������ ���������

��� �� ���� ����� � = � − �� ��� q = p − p�� �� ���� ���� �� ������ ���� ������������� �

������ ����������

�� ����������� ��� ��������� ����� ���� ��� ������� ������ �� ���� �

�
� t − ν∆� + a� + b(|� |α� − |��|α��) +∇q = 0 in Ω.

div � − �∆qt = −�∆pt inΩ.
�������

���




∂p�t
∂�

= 0, ��Γ× [t0, T ].

�(t0) = q(t0) = 0

�������

�� ��������� ��� ��� ������� �� ���� ���������� �� ��� ��������� ����������� �

����������� ������ ����� ��� ���� ���������� �� ������� ������ ����� ������ T0 ∈ (t0, T0]

���� ���� �

�� ���(t)�2
� 2(Ω) + �p�(t)�2H 1(Ω) � C, ∀t ∈ (t0, T0]

��
� t
t0
���t(s)�2� 2(Ω) ds+ ���t(t)�2� 1(Ω) + �p�t(t)�2H 1(Ω) � C, ∀t ∈ (t0, T0]

�� ��t(t)�2 � C�, ∀t ∈ (t0, T0]�

����� T0 �� ������ �� ��������

������ �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.1)1 ���� � ��� (4.3.1)2 ���� q� ���� �� ��� ��� ����

������� �� ������� ���� ��� ����������� �������� ����� �� ������� ��� ������� �

1

2

d

dt
���2 + ν �div ��2 + ν �curl ��2 + a��(t)�2 + �

2

d

dt
�∇q�2

= �(∇pt,∇q)− b�|�(t)|α�(t)− |��(t)|α�� , �(t)�.

�
�

2
�∇pt�2 +

�

2
�∇q�2 .



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

�� �������� �������� ����� ��� ����� ��� ������ ��������� �� ������� �

��(t)�2 + ν

� t

t0

�
�curl �(s)�2 + �div �(s)�2

�
ds+ a

� t

t0

�e(s)�2 ds+ � �∇q(t)�2

� C�

� t

0
�∇pt�2 � C�.

�������

����� �� ����� �� �������� ���2
�

1(Ω)� �� ���� ��� ����� ������� �� ������� ���� −∆� � �����

������� ����������� �� ����� �

1

2

d

dt
�div ��2 + 1

2

d

dt
�curl ��2 + ν �∆��2 = (∇q,∆�) + a�e,∆e�+ b(|� |α� − |��|α��,∆�).

�
ν

2
�∆��2 + 1

2ν
�∇q�2 + a2

2ν
���2

+ b2 �|� |α� − |��|α���2 .

�������

����� �� ��� �������� ������ �������� �� ���� �

1

2

d

dt
�div ��2 + 1

2

d

dt
�curl ��2 + ν

2
�∆��2 � b2 �|� |α� − |��|α���2 + C. �������

��� �� ��������� ������� ��� �������� �� ����� ��� ��������� ����� �� �� ������ �

d

dt
�div ��2 + ν

d

dt
�curl ��2 + ν �∆��2 � b2�∇e�2 + C.

� b2(�div ��2 + �curl ��2) + C.

�������

�������������

d

dt

�
C + �div ��2 + �curl ��2

�
� C1(�div ��2 + �curl ��2) + C. �������

�� ������ y(t) = C + �div ��2 + �curl ��2� �� ��� ��� �������� ������ ���� t ∈ [t0, T0]

�����

T0 = min{T,
1

4C2C2
1

}, �������

����� �� ��� �������� ���� �

�div ��2 + �curl ��2 + γ

� t

0
�∆�(s)�2 ds � C. �������

���� �� ���� ��� ���� ���������� �� ��������� ������� �� �� ���� �

�
� tt − ν∆� t + a� + b|� t|(α+ 1|� |α−1� + |� |α) +∇qt = 0

div � t − �∆qtt = −�∆ptt
��������

��� �� ������ �
�

� t(t0) = 0

qt(t0) = pt(t0)
��������



��� ����� �������� ���

�� �������� (4.3.10)1 ���� � t ��� (4.3.10)2 �� qt� �� ������� �� ������ �

1

2

d

dt
�� t�2 + ν �curl � t�2 + ν �div � t�2 +

�

2

d

dt
�∇qt�2

= �(∇ptt,∇qt)− a�� t�2 − b�|� t|(α+ 1|� |α−1� + |� |α), � t�.

�
�

2
�∇ptt�2 +

�

2
�∇qt�2 + a�� t�2 + b�|� t|(|α+ 1|� |α−1� + |� |α)|, |� t|�.

��������

��� �� ������ ��� ��� ������ ���� ���� F �(�) = α|� |α−1� + |� |α ���

F �(��) = α|��|α−1�� + |��|α �� �������

�|� t|(α+ 1|� |α−1� + |� |α), � t� = �(|� |α�)t − (|��|α��)t, �t�
� �|F �(�)� t − F �(��)��

t|, |� t|�
� �|F �(�)� t − F �(��)(� t + � t)|, |� t|�.

�������������

�|� t|(α+ 1|� |α−1� + |� |α), � t� � �|(F �(�)− F �(��))� t|, |� t|�+ �|F �(��)||�t|, |� t|� = T1 + T2.

��������

���� �� �������� ���� ����� T1, T2� ������� �� |F �(�)| � (α + 1)|� |α� ���� �� ������ ���

������� ������������� �� ����� �

T1 � 2(α+ 1)�|� |α + |��|α)|�α|, |� t|�.
� C(α+ 1)(���α3α + ����α3α)�� t�6�� t� � (α+ 1)2(���α3α + ����α3α)2�� t�26 + C�� t�2.

��������

����� 1 � α � 2� �� �������� ��������� ���������� ��� ��� ��������� ��������� ���� �� ���� �

T1 � C + C�� t�2. ��������

���������� �� ����� ��� ������ �������� �� ������

T2 � C(α+ 1)����α3α�� t�6�� t� �
γ

2
�∇� t�2 + C����2α3α�� t�2.

�
γ

2
�curl � t�2 +

γ

2
�div� t�2 + C����2α3α�� t�2.

�
γ

2
�curl � t�2 +

γ

2
�div� t�2 + C�� t�2. ��������

�� ���������� ��������� ��� ���� �� ������� �������� ��� ��������� ����� ���� �

d

dt
�� t�2 + ν �curl � t�2 + ν �div � t�2 + a�� t�2 + �

d

dt
�∇qt�2 � ��∇ptt�2 + C�� t�2 ��������

����� ��� �������� �������� ��� �������� ������ �� ���� �

�� t�2 + ν
�� t

t0

�curl � t(s)�2 + �div � t(s)�2 ds
�
+ � �∇qt�2 � C�. ��������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

��� �������� �� ��� �������� ���������� �� ��� ����������� ����� ������� ���� ��� ��������

������ ������� ��� ���������

����� �� ������� ��� ���� �������� �� �������� ���� −∆� � ����� ����� ��� ������� ������� ���

�������� �� ���

ν �∆��2 = (� t,∆�) + a(� ,∆�) + b(|� |α� − |��|α��,∆�) + (∇q,∆�).

�
ν

2
�∆��2 + 4

ν
�� t�2 +

4

ν
�∇q�+ 4a2

ν
���2 + C

�
�div ��2 + �curl ��2

�
.

����� �� ��� ��������� �������� �������� ��� �������� �� �������� ���� �

�∆��2 � C. ��������

�� ����� �� ������� ��� ����� �� ��� ����������� ������ �� ������ ����� ��� ��������� ���������

�� t�2� 1(Ω) +

� t

t0

�� t(s)�2� 2(Ω) ds � C , ∀t ∈ [t0, T ].

�� ��� ���� �������� �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.1)1 ���� −∆� t� ������ ���� ������� ���

������ �������� ��� �� ������� ��������� �� �� �������� �� ����� ��� ��� ������ ������ ���� ��

���� �

1

2

d

dt
�∇� t�2 + ν �∆� t�2 = −a�∇�(t)�2 + b�|� t|(α+ 1|� |α−1� + |� |α),∆� t�+ �∇qt,∆� t�

�
γ

2
�∆� t�2 + a�∇�(t)�2 + C.

��������

������ �� �� ������� �� ������ �

�� t�2� 1(Ω) + γ

� t

t0

�� t(s)�2� 2(Ω) ds � C , ∀t ∈ [t0, T0].

����� ����� ��������� ��� � �������� ��������� ������

�� ���� ����������� ��� ����� �������� ���������� �� ��� ������ ��������� ������� ��� ���������

����� �� ��� �� ���� �������� ��� ������ ��������� ��������

�
� �
t − ν∆� � + a� � +∇r� = � − b|� |α� .

div � � − �∆r�t = 0
��������

���� ��� �������� ���������� ��� ��� ������� ����



� � · � = 0 , curl � × � = 0 ,

∂r�t
∂�

= 0 �� Γ

� �(0) = �(0) , r�(0) = p(0)

��������



��� ����� �������� ���

���� ���� � �� ������� ��� ��� �������� �� ��� ������� ������� ��� (� �, r�) ������ ��� ��������

��� ��� ������ ��������� ��������

�� ������ ξ = � − � � ��� ψ = p− r�� �� ������������ ���� ������� ���� ������� ������� ��

���� �




ξt − ν∆ξ + aξ +∇ψ = 0

div ξ − �∆ψt = −�∆pt

ξ(0) = ψ(0) = 0

��������

��� �� ��� ����������� ������ �� ����� ����������� �����

�� ��2
�

2(Ω) + �r�(t)�2H1(Ω) + �r�t�2H1(Ω) � C. ��������

��������� �� ����

�ξt(t)�2 � C�. ��������

���� �� ������ �������� ��� ��������� ������

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ������� ������ �� ���� �
� t

0
�ξ(s)�2 ds+ �

1
2 �ξ(t)�2 + �(�ξ(t)�2

� 1(Ω) + �∇ψ(t)�2) � C�2. ��������

������ ����� �� ���� �� ������ � ��������� ������� ��������� ����� t ∈ [t0, T0]�

��� (� , q) �������� �� ��� ���� ������� �
�
� s + ν∆� − a� +∇q = ξ(s) ��� s ∈ [t0, t]

div� = 0
��������

���
�
� · � = 0 , curl� × � = 0 �� Γ× [t0, t]

�(t) = 0.
��������

�� ���� ���� �� ����� ��� ��������� �������
� t

0
(�∆��2 + �∇q�2)ds � C

� t

0
�ξ(s)�2 ds. ��������

�� �������� (4.3.27)1 ���� ∆� = −curl curl� ������ divw = 0�� ����� ������� �����������

���� �� ������ �� ������ �

−1

2

d

dt
�curl�(s)�2 + ν

2
�∆��2 + a �curl�(s)�2 � 1

2ν
�ξ�2 .

����� �� ����������� ���� t0 �� t� �� ������ �

�curl�(t0)�2 + ν

� t

t0

�∆�(s)�2 ds+ 2a

� t

t0

�curl �(s)�2 ds � C

� t

t0

�ξ(s)�2 ds.

� C�. ��������



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

���� �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.27)1 ���� � s �� ������ �

�� s�2 +
ν

2

d

dt
�curl��2 + a

2

d

dt
�curl��2 � 1

2
�ξ�2 + 1

2
�� s�2 .

����� ����������� ���� t0 �� �� �� ���� ��� ��������� ������ �
� t

t0

�� s(s)�2 ds � C

� t

t0

�ξ(s)�2 ds � C�. ��������

�� ������� (4.3.27)1 ���� ∇q� ������� �� div� = 0� ��������� �� �������� ��� ��������� ��

����� ��� ��� �� �������� �

� t

t0

�∇q�2 � C

� t

t0

�ξ(s)�2 ds.

�� ���� ��� �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.27)1 ���� ξ(s)� �� ���� �

�ξ(s)�2 = �� s, ξ(s)�+ ν�∆� , ξ(s)� − a�ξ,��+ �∇q, ξ(s)�.

������

−�divξ, q� = −��∆ψt, q�.
= ��∆r�t , q�.
= −��∇r�t ,∇q�.

����� ������ ���� ������� ��� ��������� �� ξ(s) ����� �� �������� ��� ��� ���� ���� div� = 0�

�� ������ �

�ξ(s)�2 = d

ds
�ξ,�� − �ξs,��+ ν�∆ξ,�� − a�� , ξ� − ��∇q,∇r�s�.

=
d

ds
�ξ,��+ �−ξs + ν∆ξ − aξ,�� − ��∇q,∇r�s�.

=
d

ds
�ξ,��+ �∇ψ,�� − ��∇q,∇r�s�.

=
d

ds
�ξ,�� − ��∇q,∇r�s�.

�� ��������� ���� t0 �� t ���� δ ���������� ������ �� �� ���� �
� t

t0

�ξ(s)�2 ds � �

� t

t0

�∇q(s)� �∇r�s� ds.

� δ

� t

t0

�∇q(s)�2 ds+ �2C(δ)

� t

t0

�∇r�s(s)�2 ds.

��� �� �������� ��� ���������

� t

t0

�ξ(s)�2 ds � C�2 , ∀t ∈ [t0, T ] ��������



��� ����� �������� ���

��� �� ��������� ��� ����� t ∈ [t0, T0] � (� , q) �������� �� ��� ���� ���� ������� �
�
� s + ν∆� +∇q = ξs(s) ��� s ∈ [t0, t]

div� = 0
��������

��� ������� �
�
� · � = 0 , curl� × � = 0 �� Γ× [t0, t]

�(t) = 0
��������

��������� �� ��������� �� ���� �
� t

t0

(�∆�(s)�2 + �∇q(s)�2)ds � C

� t

t0

�ξs(s)�2 ds. ��������

�� ���� ��� ���� ���������� �� ��� ������ �������� �� ������ (4.3.23)2� ����� �

div ξt − �∆ψtt = −�∆ptt.

���� ����������� ��� ���� �������� �� (4.3.23)1 ���� ξt ��� ����� ��� �������� ��������� ��

�������

�ξt�2 +
ν

2

d

dt
�div ξ�2 + ν

2

d

dt
�curl ξ�2 + a

2

d

dt
�ξ�2 = (ψ, div ξt)

= �(∇ψ,∇ptt)− �(∇ψ,∇ψtt)

= �(∇ψ,∇ptt)− �
d

dt
(∇ψ,∇ψt) + � �∇ψt�2 .

���� ��� ����� ∀t ∈ [t0, T0]� �� ��������� ���� �������� ���� t0 �� t ���� ������� �� ψ(t0) = 0�

�� ����
� t

t0

�ξt(s)�2 ds+ ν �div ξ(t)�2 + ν �curl ξ(t)�2 + a�ξ(t)�2

� C�

� t

t0

(�∇ptt(s)�2 + �∇ψ(s)�2)ds+ C� �∇ψt(t)� �∇ψ(t)�

+ C�

� t

t0

�∇ψt(s)�2 ds.

����� ���������������� ��� ��������� �� ������ �� ���������� �

ν �ξ(t)�2
�

1(Ω) � Cν(�div ξ(t)�2 + �curl ξ(t)�2) � C�. ��������

���� �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.33) ���� ξ(s) �� ������ �

1

2

d

dt
�ξ(s)�2 = d

ds
�ξ,�� − ��∇q,∇r�s�.



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

�� ����������� ��� �������� �������� ���� t0 �� t ��� ��� �� ������� ��������� �������� ���

��������� �� ���� ��� ��� t ∈ [t0, T0] �

�ξ(t)�2 � �

� t

t0

�∇q(s)� �∇r�s(s)� ds

� �
1
2

� t

t0

�∇q(s)�2 ds+ �
3
2

� t

t0

�∇r�s�2 ds

� C�
1
2

� t

t0

�ξs(s)�2 ds+ C�
3
2

� C�
3
2 .

�� ��� ��������� ���� �������� ��� ��������� ��� t ∈ [t0, T0] �

�ψ(t)� � C �∇ψ�H−1(Ω) .

� C sup
�∈� 1

0(Ω)

�∇ψ(t), ��
���

�
1(Ω)

.

� C sup
�∈� 1

0(Ω)

�ξt(t), ��+ �∇ξ,∇��+ a�ξ, ��
���

�
1(Ω)

.

������������� �� ������

�ψ(t)� � C(�ξt(t)�+ �∇ξ(t)�+ �ξ(t)�)

� C�
1
2 .

��������

����� ����� ��������� ��� ��� ��������� �������

��� �� ������ η = � �−�� ��� φ = r�−p�� �� ��������� ��������������� ���� ������������������

���� �� ����� �
�
ηt − ν∆η + aη +∇φ = β|��|α�� − β|� |α�

div η − �∆φt = 0
��������

���




η · � = 0,
∂φt

∂�
= 0 �� Γ× [t0, t]

η(t0) = 0 , φ(t0) = 0

��������

��� ������ ����� ����� �������� ��� ��� ��� ������ ������� ���� �� ��������� �� ��� ���������

������



��� ����� �������� ���

����� ������ ����� ��� ���� ����������� �� ������� ������ �� �����

�η(t)�2 + � �η(t)�2
�

1(Ω) +

� t

t0

(�div η(s)�2 + �curlη(s)�2)ds+ � �∇φ(t)�2 � C�2, ∀t ∈ [t0, T0]

������ �� ���� ��� ����� ������� �� (4.3.38)1 ���� η� ��� �� ��� �������� �������� �� ������

φ �� � ������ ���� �� (4.3.38)2� ����� �� ����� �

1

2

d

dt
�η�2 + ν �div η�2 + ν �curlη�2 + �

2

d

dt
�∇φ�2

= β�|��|α�� − |� |α� ,η� − a�η�2.

�� �� ������� �� ����� ��� ���� ��� ������ ����� �� ����

β�|� �|α�� − |� |α� ,η� = β�|��|α�� − |� �|α� �,η�+ �|� �|α� � − |� |α� ,η�. ��������

������� �� ��� �������� ������� �

�|��|α�� − |� �|α� �,η� � 0.

����� � = ξ + η� �� ������� �����

β�|� �|α� � − |� |α� ,η� = β�|� �|α� � − |��|α��,η�+ β�|��|α�� − |� |α� , � − ξ�.

������ ����� �� �������� �� �����

�|��|α�� − |� |α� , �� � 0.

�� ������ �� ��������� ��� �������� ������� ���� ��������� ���� �� ������

β�|� �|α�� − |� |α� ,η� � β�|� �|α� � − |��|α��,η�+ β�|� |α� − |��|��,η� := O1 +O2.

����� �� ������� ��� ������� � �� ����� �

O1 � C�∇η��η�

� C(�divη�+ �curlη�)�η� �
ν

4

�
�divη�2 + �curlη�2

�
+ C�η�2.

���������

O2 � C(�∇(ξ + η)�)�ξ�
� C(�div(ξ + η)�+ �curl (ξ + η)�)�ξ�.

�

�
�divξ�+ �curl ξ�+ �divη�+ �curlη�

�
�ξ�.

�
ν

4

�
�divη�2 + �curlη�2

�
+ C�ξ�2 +

�
�divξ�+ �curl ξ�

�
�ξ�.

����� �������� ����������� �� ��� ��� ���������� �� ��� �������� ��� ��� ��������� �������� �

C�ξ�2+
�
�divξ�+�curl ξ�

�
�ξ� � C�

� t

t0

�ξ(s)�2 ds � C�
�� t

t0

�ξ(s)�2 ds
� 1

2
� C�2, ∀t ∈ [t0, T0]



���
������� �� ������������� �� ����� ��������� ���� �������� ���� �������� ���������� ��

��������������������� ������

������ �� �������

�η(t)�2 + ν

� t

t0

(�curlη(s)�2 + �div η(s)�2)ds+ � �∇φ(t)�2 � C�2. ��������

�� ����� �� ����� ��� �������� �� �div η�2 + �curlη�2� �� ������� �� ���������� ���� �� ����

��� ����� ������� �� �������� ���� −∆η �� ���� �

�η(t)�2
�

1(Ω) � C�.

�� ������� ��� ����� �� ������� ������ �� ���� ���� ������� ���� � − �� = ξ + η ���

p− p� = ψ + φ ��� ������� ����� ����� ��� ������



������� �

������������� �������� ������ ���

��� �������

��� ������������

��� ���� ���� �� ���� ���� �� �� ������� ��� ������������� �������� ������ ������� �����

��� ������� ��� ��� ������ �� ���� �� ��� ��������� �������� ��� ���� ������������ �� ��

������ ������� �� ��� ���������� ��������� ��� ����� �� ���� ��� ���� ���� �� �����

���� ������� ��� �� ���������� �� �� ��������� �� ��� ������� �� ���� ����� ��� �������������

�������� ������ �� �������� �� ����� �� ����� ��� ���������� ������������� �� ��� ���� ���

������� ������ ������ ����� �� �������� �� �� ��������� �� ������� ��� ������� ��������

��������� �� ���� ���� ����� �� �� ������ ��� ������� ����� �� ���� �� ��� ������ ����������

���� �������� ������ ����� ����������� ��� ��� ��������� ������� ���� ��� �����������

�������� �����������

����� �� ����������� ����� �� ��� ������ ������������� �������� ������� ����� ������ ����

������ �������� ������� ��������� ��� ��������� �� ���� ������� �� �� ��������� ��� ����� �����

����� ��� ���� ��� �������� ��� ��� �������� �� �� �������������� ��� ����� �� ������ �������

�� ������������ ����� �������� ����������� ������ �� ����� ��� ������������� �������� ����

����� ������� ������ �� ���������� ��� ������� ������������������������

��� �� ��� ���� ��������� �� �� ������ �� ��� ���� ���� �� ��� ���� �� ����� � �������������

��������� �� ��� �������� �� ���� ������� ��� ��� ���������� �������� �� ���� ������

��� ������������ �� ���� ������� �� �� ������� �� ��� ���� �������� �� ��������� ��� ���� ������

������ �� ��� ���������� ���������� ������ ���� �� ������� ���� ��������� ��� ������� �����

��� �� �������������� ���� �� ��� ���������� �� ��� ����� ����������� ������ � h ��� Qh� ���

�������������� �� ��� ������ Ω ���� ����� ����� ��� �� ������ ���������� �� ������������� �������

����� ���� ��� �� ����� ������� ������ �� ��� ���������� ������� �� �������� ������� ���

���



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������� ������ ��� �������������� �� ��� ���������� ������� �� �������������� �� �������������

��� ������� ��� �� ������� �� ����� ��� �� ������������� ��������� �������� �� ��������

��������� ���� ����� �������� ��� ��������� �� ��� ����������� �������� (�h, ph) �� ������

�������

�� ������� ���� �� ��������� ���� ��������� ������� ������ ��� ��� ���������� ��������� �����

���� ���� ������� �������� �� ����� �������� �� ���� ��� �������� ��� ��� ��������� ��� ����

������� �������� ���� ��������� ��������

��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� �������

�������� �� ��������� ��� ���� ����������� �� ��� ���������� ����� ����� �� �������� �� ����

������ ��� ���������� ���� �� ����� �������� ����������� ���������� ����� ��� ���������

�� �������� ��� ��� ���������� ��������� ���� ������������� �������� ������������� ���� ��

�������������

����� ����� ������� ��� ���� �����������

��� ��������� ��� ��������� ���������� ����������� �������

−ν∆� + a� + b|� |� +∇ p = � , �� Ω, �������

div� = 0, �� Ω, �������

���� � ������������ �������� ����������

� · � = g, curl� × � = � × � , �� Γ. �������

���� � �� ��� ��������� p ��� ��������� � ������ ��� � ���������� �������� ����� � �� ��������

���������� ���� ������ ν �� ��� ��������� ��������� �� ��� ���� ��� Ω ������� � ���������

������� ������ �� R3 ���� ��� �������� ∂Ω� �������� � ������� ��� ������� ���� ������

������ �� ∂Ω�

�� ������ �� � 1
g(Ω) ��� �

1
τ (Ω) ��� �������

� 1
g(Ω) = {� ∈ � 1(Ω); � · � = g onΓ},

� 1
τ (Ω) = {� ∈ � 1(Ω); � · � = 0 onΓ},

��� ����������� ����������� �� ��������������� ���




Find (� , p) ∈ � 1
g(Ω)× L2(Ω). such that

A(� , �) + F (� ,� , �) +B(p, �) = l(�), ∀� ∈ � 1
τ (Ω),

B(q, �) = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

�������



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� ������� ���

����� A �� � �������� ���� ������ ���� � 1
g(Ω)×� 1

τ (Ω) ���� R� ��

A(u,v) = ν

�

Ω

curlu · curlv d� + a

�

Ω

� � dx.

��������� ��� ��������� ���� F ��� �� ������ ���� �
3
2 (Ω)×� 1

g(Ω)×� 1
τ (Ω) −→ R� ��

F (� ,u,v) = b

�

Ω

|� |� � dx.

��� ���� �������� ���� Bh(., .) : �
2(Ω)×� 1

τ (Ω) −→ R� ��������

B(p,v) = −
�

Ω

p���v d� .

��� ������ ���� lh ������ ���� ��� ����� � 1
τ (Ω) ���� R� ��

l(v) =

�

Ω

f · v + ν�� × � , ��
�

−1/2(Γ)×� 1/2(Γ).

��� ���� ��������� �� ������� ������� ��� �� ���� �� ������� ��� ������������� ��������

��������� g �� ���� ���� ��� ����������� ���� ������ �� �������� ��� ���� ����� ���������

������

����� �� ��������������

�� ����� �� ��������� ��� �� ������ ��� ��� ���������� �������� �� ���� �� ��������� ����

��������� ��� ������� ����� ��� ���� ���������� ���� ��������

�� ��� �� ����� ���� ������������� ����� ������� ����������� Th �� ��� ������������� ������

Ω ⊂ R
3 ���� Th �� ��� ������ �� ��� ������� ����� ���������� �� ��� ���������� ������ Ω��

��� ���� ����������� T � �� ������ �� hT ��� ��������� �� |T | ��� ������ ��� ��� h = max
T∈Th

hT �

��������� ��� ������ ��� �������� �� �� ������������� ���� ����� �� � �������� c > 0� �����

������� �� h� ���� ���� �
hT
ρT

≤ C, ∀h > 0, ∀T ∈ Th.

���� ρT ������� ��� �������� �� ��� ������� ������ ��������� �� T �

Γh ������� ��� ��� �� ���������� �������� �������� �� ��� �������� ∂Ω� ����� �� ������ ��

Cint
h ��� ��� �� �������� ���������� �������� �� Th�

�� ��������� ��� �������� ���������� �� ����� ��� �������� ��� ������ ��� ������ ����������

��� ��� �������� ���������� ������� � ������ �� ��� ���� �������� T1 ��� T2 ��� � = ∂T1∩∂T2�

������ ������ ������� �1 ��� �2 �������� �������� �� T1 ��� T2 ������������� ���� ��� �������

�.� ��� ���� [.] �� � ��� � ������ � ��� ������ q ��� ������� ������������� �� �

��h� =
1

2
(�1 + �2), [� ] = �1 · �1 + �2 · �2.



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

�q� = 1

2
(q1 + q2), [q] = q1� + q2�2·

����� � i = (� |Ti)|e ��� qi = (q|Ti)|e� ��� i = 1, 2�

���� � �� � ���������� ������� �� ��� �������� ∂Ω� �� ����� ��� ������� ��� ���� �� �

������ � �� ������ �

��� = � , [� ] = � · � .

��� ������� ��� ��� ���� �� � ������ q ��� �� ����� ��

�q� = q, [q] = q · � .

���� ���� � �� ������� ��� �� ���� �������� ������ ������ �� ��� �������� ∂Ω�

�� ������ Pm(T ) ��� ����� �� ���������� ��������� �� ������ ���� ���� �� ����� �� m ������

�� T �

��� ��������� ����� ���������� ���� �� ���������� ���� �� ��� ������ �� ��� �����

��� � ∈ � 1(T ) ��� ��� ��� ���������� ������� �� ��� ������� T � �� �����

√
e���0,e � C(���0,T + ���1,T ). �������

��� �� ������ ��� ������������ ��������� ��� ��� ������� G : � −→ |� |α� � ����

(|� |� − |� |� ,� − �) � 0. �������

�� ������ �� ������������� �������� �h ��� �������� ph �� ��� ������������� ����� �����������

������ � h ��� Qh

� h =
�
�h ∈ �2(Ω), �h|T ∈ �m, ∀T ∈ Th

�
,

Qh =
�
qh ∈ L2

0(Ω), qh|T ∈ Pm−1, ∀T ∈ Th
�
,

��������� ��� ��� �������� �h ������� �� ��� ������������� ����� ������� ����� Vh� �� ����

��� ������������

��h�DG =
� �

T∈Th

�
�div �h �20, T+�curl �h�20, T

�
+a

�

T∈Th

��h�20,T+σ
�
J1(�h, �h)+J2(�h, �h)

�� 1
2
.

�������

����� σ �� ��� ������� ���������� �� ����� �� ��������� ��� ������� �� ���� ����� J1(. , .)

��� J2(. , .)�

J1(�h, �h) =
�

e∈Cint
h

1

|e|

�

e
[�h × �e] · [�h × �e] ds, �������

J2(�h, �h) =
�

e∈Cint
h ∪Γh

1

|e|

�

e
[�h · �e] · [�h · �e] ds. �������

�� �� ���������� ���� ��� ��� T ∈ Th ��� ��� ��� ������ ������� � ∈ Γh∪Cint
h ��� ����������

���������� �������� �h ������ ���� � 1(Ω) ���� � h �������� ��� ��������� ���������� ����

m = 1, 2 �� 3 ���



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� ������� ���

�

T
q ��� (�h(�)− �) = 0, ∀� ∈ � 1(Ω), ∀q ∈ Pm−1. ��������

�

T
q ���� (�h(�)− �) = 0, ∀� ∈ � 1(Ω), ∀q ∈ Pm−1, ��������

�

e
q · [�h(�)] = 0, ∀� ∈ � 1

0(Ω), ∀� ∈ �m−1, ��������

��������� ��� rh �� ��� L2 ���������� ���������� ������ ���� L2
0(Ω) �� Qh(Ω)�

∀p ∈ L2
0(Ω), ∀q ∈ Pm−1,

�

T
q(rh(p)− p) = 0, ��������

�� ��� ����� ������������� ������� ��� �������� �h �������� ��� ��������� ������������� �����

����

∀� ∈ �m+1(Ω), ��h(�)− ��1,T ≤ Chm|� |m+1,T , ��������

������������ ��� ��������� ���������� ������������� �������� ������

��� ��� p ∈ Hm(Ω) ∩ L2
0(Ω)� �� ����

�rh(p)− p�0,T ≤ ChmT |p |m,T . ��������

��� ���� ����� ��������� ��� ���� ���� ��� ������� ����� ����� �� ������� �� � ���� �� ���

����� Vh�

����� ������ ��� ������� �h −→ ��h�DG �� � ���� �� �h�

������ ��� ��� �������� �h ∈ � h� �� �� ���� �� ������ ���� ��h�DG = 0 ������� �h = 0�

��� �� ������ ��h�2DG = 0� ���� ����������� �� ������� �� ���� ����

��h�2DG =
�

T∈Th

�
�div �h �20, T+�curl �h�20, T

�
+a

�

T∈Th

��h�20,T+σ
�
J1(�h, �h)+J2(�h, �h)

�
= 0.

��������

��� �� ��������� �� ��� ������������� ����� J1(. , .), J2(. , .) �� �������� �������� �� ������� ����

��� ������ ���� �� ��� �������� �h �� ��� ��� �� ������ ������� ����� ������ �� ����� ����

������� ���� ����� ����� �� ������� ���� ������������ �h = 0�

����� �� ������

���� ����� �� ��� ����������� ����������� ������� ����� �� ��� �������� ���������� ��������

�� ��� �� ����� �� ����� ��� �� ����� ������� ������ �� ��� ������� ����� ������������� ��

����������������������� ������� ����� �� ����� ��

���� (�h, qh) ∈ � h ×Qh ���� ����



Ah(�h, �h) + Fh(� ,�h, �h) +Bh(ph, �h) = lh(�h), ∀�h ∈ � h,

Bh(qh, �h) = �h(qh) ∀qh ∈ Qh,
��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

����� ��� ��������� ���� Fh ��� �� ������ ���� � h ×� h ×� h ���� R ��

Fh(� ,�h, �h) = b
�

T∈Th

�

T
|� |�h.�h dx.

�� �������� ��� �������� ��� ��� ������ ����� �� � ������ ������� �� ����� �� Ah(., .) ������

���� � h ×� h ���� R�

Ah(·, ·) = a0(·, ·) + a1(·, ·) + a2(·, ·) + σ
�
J1(·, ·) + J2(·, ·)

�
.

���� ����� ��� ��� �h, �h ∈ � h� �� ����

a0(�h, �h) = ν
�

T∈Th

��

T
�����h · ���� �h �� +

�

T
div�h div �h��

�
+ a

�

T∈Th

�

T
� � �� .

�� ���� ���� ������� �� ��� ����� a1(. , .), a2(. , .) �� ������ �

a1(�h, �h) = −ν
�

e∈Cint
h

��

e
������h�[�h × �e] � s+

�

e
������h�[�h × �e] � s

�
.

a2(�h, �h) = −ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

��

e
�div�h�[�h · �e] � s+

�

e
�div�h�[�h · �e] � s

�
.

��� ����� qh ∈ Qh ��� �h ∈ � h� �� ����� ��� �������� ���� Bh(., .) : Qh ×� h −→ R�

Bh(qh, �h) = −
�

T∈Th

�

T
qhdiv�h �� +

�

e∈Cint
h

�

e
�qh� [�h · �e] � s,

���� �� ������ �� ��� ������ ������ ����� lh �� ������ ���� � h ���� R� ��

lh(�h) =
�

T∈Th

�

T
� �h + ν

�

e∈Γh

�

�

� × � · �h × � � s+
�

�∈Γh

1

|� |

�

�

� . �h.� � s

− γ
�

�∈Γh

�

�

(div �h)� � s.

��� ��� ���� ������ ���� gh �� ������ ���� ��� ����������� ����� ������� ����� Qh −→ R ���

gh(qh) =
�

e∈Γh

�

e
qh · � � s.

�� ��� ������� �� ����� �� ��� �������������� �� ��� �������� ����������� ����� �� �� ������

������ ��� ���������� �� Ah ��� ��� ���� ���� Fh �� � ���������������� ��������� �������� ���

���������� �������� �� ��� �������� ����� Ah, Bh� ��� ��������� ���� Fh ��� ��� ������ �����

lh, gh ���� �� ����������� �� ���� �������� ������������ �� ����� ��� ������� ��������� �� Bh�



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� ������� ���

����� ��� �������������� �� �� ���������� �������

������ �� ����� ���� ������� ������ ������ �� ��� ���������� ��������� �� ��� ���������� ��

������ ��� ��� ��������� �������� ����������� ��� ��� � ∈ �4(Ω)� ���� ����� ������ � ��������

cI > 0� ���� ����

���
�
4(Ω) � cI���DG. ��������

��� �� ����� ��� ���������� �� Ah ��� ����� ��� ��������� ���� Fh �� ��� ��������� ������

����� ������ �� σ �� ����� ������� ����� ������ � �������� α > 0 ���� ����

Ah(�h,�h) � να��h�2DG, ∀�h ∈ �h. ��������

������������

Fh(�,�h,�h) � 0, ∀ �h ∈ �h. ��������

������ ����� �� ��� ��������� �� ��� �������� ���� Ah ��� ��� ������ ����� �� ����

��� ��� �h ∈ � h�

a0(�h,�h) + σ(J1(�h,�h) + J2(�h,�h)) � ν��h�2DG ��������

��� �� ������� ����

Ah(�h,�h) = a0(�h,�h) + σ(J1(�h,�h) + J2(�h,�h)) + a1(�h,�h) + a2(�h,�h) ��������

� ν��h�2DG + a1(�h,�h) + a2(�h,�h). ��������

��� �� ������ ����

a2(�h,�h) = −2ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
div �h [�h.�e] d s. ��������

��������� �� �������������� ��� ��� ����� ���������� �������� ��� �������

ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
div �h [�h.�e] d s �ν

� �

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
|e| (div �h)

2 d s
� 1

2

� �

e∈Cint
h ∪Γh

�

e

1

|e|
[�h.�e]

� 1
2
. ��������

��������

��� � ∈ Cint
h ���� ���� < � >= ∂T1 ∩ ∂T2 ∈ Th� �� �����

�
|� |�div�h�0,� �

�
|� |

2

2�

i=1

�(div�h)Ti�0,� . ��������

�
c

2
(�div�h�0,T1 + �div�h�0,T2). ��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

���� ������ ������ ���� �� ��� ���������� ������� � ������� �� ��� �������� Γh�

����� �� ������

ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
div �h [�h.�e] d s � ν

�
c
�

T∈Th

�div �h�20,T
� 1

2
�
J2(�h,�h)

� 1
2
.

������������� �� ���

a2(�h,�h) � −ν
� c

σ

�

T∈Th

�div�h�20,T
� 1

2
�
σJ2(�h,�h)

� 1
2
. ��������

� −ν
c�√
σ
��h�2DG. ��������

����� ��� ������� ��������� �� ������� �

a1(�h,�h) � −ν
� c

σ

�

T∈Th

�curl�h�20,T
� 1

2
�
σJ1(�h,�h)

� 1
2
. ��������

� −ν
c
��

√
σ
��h�2DG. ��������

������ �� ��������� ��� �������� �������� ��� ������� ������������������ �� ������

Ah(�h,�h) � ν��h�2DG − ν
c√
σ
��h�2DG. ��������

��� ����� ������ σ� ��� ������ �������� �� ����������� ��� �� ������ ��� ���������� �� ��� ���

������ ���� Ah�

�� ��������� �� ��� ��������� ���� Fh : � h ×� h ×� h −→ R� �� ����

Fh(w,�h,�h) = b
�

T∈Th

�

T
|� |�2

h dx, ��������

��� ��� ��������� ���� Fh �� �� �������� ������� ���������

��� �� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ����� Ah(. , .) ��� Bh(. , .)�

����� ������ ��� ��� �h, �h ∈ �h ����� ������ cA > 0 ��� cB > 0 ���� ����

|Ah(�h, �h)| � cA��h�DG��h�DG ��������

|Bh(qh, �h)| � cB�qh�L2(Ω)��h�DG. ��������

������ ��� �h, �h ∈ � h� �� �������� ��������������� ��� ��� ��� ����������� ���� a0(. , .)�

��� �� ���������

a0(�h, �h) = ν
�

T∈Th

��

T
�����h ���� �h �� +

�

T
div�h div �h��

�
+ a

�

T∈Th

�

T
� .� �� .

� C��h�DG��h�DG. ��������



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� ������� ���

��������� ����� ����� �������������� ��� ��� ����� ����������� �� ������

ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
�div�h�[�h · �e] � s � (ν

�

e∈Cint
h ∪Γh

|e|�div�h�20,e)
1
2 (ν

�

e∈Cint
h ∪Γh

1

|e|
��h.��20,e)

1
2

� (Cν
�

T∈Th

�div�h�20,e)
1
2 (J2(�h, �h))

1
2 .

� C��h�DG��h�DG.

������������� �� ����

a2(�h, �h) � C��h�DG��h�DG. ��������

���������� �� ����

a1(�h, �h) � C��h�DG��h�DG. ��������

��� ��� ������������� ����� ��� ��������� ���

J1(�h, �h) = ν
�

e∈Cint
h

1

|e|

�

e
[�h × �e] · [�h × �e] ds, ��������

� (ν
�

e∈Cint
h

1

|e|
��h × �e�20,e)

1
2 (ν

�

e∈Cint
h

1

|e|
��h × �e�20,e)

1
2 ��������

� C��h�DG��h�DG, ��������

���

J2(�h, �h) = ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

1

|e|

�

e
[�h · �e] · [�h · �e] ds. ��������

� C��h�DG��h�DG. ��������

���� ��������� ��� ����� �� ��� ���������� �� ��� �������� ���� Ah�

����� �� ������ ��� ���������� �� Bh� �� ������� ��� ��� (qh, �h) ∈ Qh ×� h�

�

e∈Cint
h

�

e
�qh� [�h · �e] � s �

1√
ν

� �

e∈Cint
h

|e|�qh�20,e
� 1

2
(J2(�h, �h))

1
2 . ��������

�
C√
ν
�qh�0,T (J2(�h, �h))

1
2 ��������

� CB�qh�L2(Ω)��h�DG, ��������

����� ������ ��� ���������� �������� �� ��� �������� ���� Bh�

�� ����� ������ ��� ���������� �� ��� ��������� ���� Fh�



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

����� ������ ��� �h, �h ∈ �h ��� � ∈ �h� ���� ����� ������ � �������� �������� CF > 0

���� ����

|Fh(�1,�h, �h)− Fh(�2,�h, �h)| � CF ��1 −�2�DG��h�DG��h�DG. ��������

������ ��� ����� �1, �2, �h, �h ∈ � h ��� ����� �� ��� ��������� �� ��� ��������� ���� Fh�

�� ������

|Fh(�1,�h, �h)− Fh(�2,�h, �h)| = |b
�

T∈Th

�

T
|�1|.�h.�h d x− b

�

T∈Th

�

T
|�2|�h.�h d x|

��������

= |b
�

T∈Th

�

T
(|�1|− |�2|)�h.�h d x| ��������

� b
�

T∈Th

�

T
|�1 −�2||�h||�h| d x. ��������

� b��1 −�2��2(Ω)��h��4(Ω)��h�L4(Ω). ��������

������� �� ��� ������ ��������� �� ����

|Fh(�1,�h, �h)− Fh(�2,�h, �h)| � b c2I��1 −�2�DG ��h�DG ��h�DG. ��������

��� ����� �� ��������� �� ������ CF = b c2I .

��� ���� ����� ������ ��� ������� ��������� �� Bh�

����� ������ ����� ������ β > 0� ����������� �� ��� ���� ���� h ��� ν� ���� ����

inf
qh∈Qh

sup
�h∈�h

B(qh, �h)

�qh�L2(Ω)��h�DG
� β. ��������

������ ��� �������� �� ������ ���������� ���� ��� qh ∈ Qh� �� ����� ��������� �h ∈ � h� ����

����

B(qh, �h) = �qh�20,Ω ��������

��h�DG ≤ c�qh�0,Ω. ��������

��� ���� �������� �� ���� ��� �� ��� ���������� ������� ��������� ��� ��� ���������� ��������

����� ��� qh ∈ Qh ⊂ L2
0(Ω) ��� ��� � ∈ � 1

0(Ω) ���� �����
�

div � = qh

���1,Ω ≤ C�qh�0,Ω.

���� �� ��� �h = �h(� ) ∈ � h� �� ������������� �� ���� ��������� �� �������� ��� ��������

�� ����� T ∈ Th ��� ����� ������� e ∈ Cint
h �

�

T
qh div �hdx =

�

T
q div � = �qh�20,Ω.



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ���������� ������� ���

�

e
�qh�[�h · �e]ds = 0.

������������ Bh(qh, �h) = �qh�20,Ω� ����� ����� [� · �e] = 0 �� ����

J1(�h, �h) = J1(� −�h� , � −�h� )

=
�

e∈Cint
h

1

|e|
�[(� −�h� )× �e]�20, e

≤ C|� |21,Ω.

��� ���� ���������� �� �������� �� � ��������� ��� �� ����� �������� ����� ������� �� ���������

������� ��� �� ������ ��� �� ��� ����� ����������� ���������� �� ��� ����� ����

J2(�h, �h) ≤ C �|� |21,Ω.

���������� �� ����� ��� ������������� �������� ��������� �� ���

��h�2DG =
�

T∈Th

�div (�h� )�20,Ω +
�

T∈Th

�curl (�h� )�20,Ω + a��h�2�2(Ω)

+ σ
�
J1(�h, �h) + J2(�h, �h)

�

≤ C���21,Ω.

������

��h�DG ≤ C�qh�0,Ω,

����� ������ ��

sup
�h∈� h

Bh(qh, �h)

��h�DG
≥ Bh(qh, �h)

��h�DG
≥

�qh�20,Ω
C
√
ν�qh�0,Ω

≥ β�qh�0,Ω.

�������� �� ������� �� ������� ��� ���������� �� ��� ������ ����� lh ��� gh�

����� ������ �� ������ ���� �h ∈ �h� ���� ����� ������ cl > 0 ��� cg > 0 ���� ����

|lh(�h)| � cl��h�DG. ��������

|gh(�h)| � cg��h�DG. ��������

������ ��� �� ����� �� ������� ��� ���������� �� lh� ����� �������������� ����������� �� ����

����
�

Ω

f .v dx � (
�

T∈Th

�

T
� 2 dx)

1
2 (

�

T∈Th

�

T
�2
h dx)

1
2 ��������

� (
�

T∈Th

�� �20,T )
1
2 ��h�DG. ��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������ ����� �� �������������� ����������� �� ����

ν
�

e∈Γh

�

�

� × � .�h × � � s � ν
� �

e∈Γh

�

e
|e|( � × �)2 ds

� 1
2
� �

e∈Γh

1

|e|
(�h × �)2 ds

� 1
2

��������

� ν
�
|e|(

�

e∈Γh

�� × ��20,e)
1
2 (J1(�h, �h))

1
2 . ��������

��� �� ��� ����� ���������� �������� �� ������

ν
�

e∈Γh

�

�

� × � .�h × � � s � c
� �

T∈Th

�� × ��20,T
� 1

2 ��h�DG. ��������

��� �� ����� �� ������� ��� ����� ���� �� ��� ������ ����� �� ������� ���� � ������� ���������

�� �� �����

�

�∈Γh

1

|� |

�

�

� . �h.� � s �
� �

e∈Γh

�

e

1

|e|
( � )2 ds

� 1
2
� �

e∈Γh

1

|e|
��h.�e�20,e

� 1
2
. ��������

����� ����� �� ��� ����� ���������� �������� �� ������

�

�∈Γh

1

|� |

�

�

� . �h.� � s �
c�
|e|

� �

T∈Th

���20,T
� 1

2 ��h�DG. ��������

��� ���� ���� �� lh ��� �� ������� �� ����� ��� ���� ��������� �� ������

γ
�

e∈Γh

�

e
div �h. � dx � c

� �

T∈Th

���20,T
� 1

2 �vh�DG. ��������

���������� �� ������ ���������� �������� ��� ���� ��� ���������� �� gh �� ������������

������� ������ �� ������ ���� σ �� ����� ������ ���� ����� ������ �� ����� � ��������

(�h, ph) ∈ �h ×Qh ��� ��� ������ ���������������

������ ����� �� ���������������� ������� ��� ����� ��� ����� ������ ����� ���������� ������

�� ����� ������ ����� ������ ����� ����� ��� ��� ��������� ������� �� ����� ����� ���� �����

������ (�h, ph) ∈ � h ×Qh �������� �� ��� ���������� ������� ��������

��� ������������� �������� ������ ��� ��� ��� ������ �������

�� ���� �������� �� ���� ��� �� �������������� �� ��� �������� �� ����� �� ��������� �� �����

�������� ������� ��� ���������� �������� (� , p) ��������� �� ����������������������� ���������

��� ��� ������������� �������� (�h, ph) �� ��� �������� ������� ��������



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ��� ������ ������� ���

����� ����� �������

��� �� ���� ��� �������������� ��� ������� �� �� ���� ������� ������ Ω�

−ν∆� + a� + b|� |� +∇ p = � , �� Ω, �������

div� = 0, �� Ω, �������

����� ������� ��� ��������� �������� ���������� �

� · � = g, curl� × � = � × � . �� Γ. �������

� ���� ����������� �� ��� �������� ������ ����������������������� ��� �� ��������� �� ������




Find (� , p) ∈ � 1
g(Ω)× L2(Ω). such that

A(� , �) + F (� ,� , �) +B(p, �) = l(�), ∀� ∈ � 1
τ (Ω),

B(q, �) = 0, ∀q ∈ L2(Ω),

�������

����� ��� ��������� ���� F (� ,� , �) �� ����� ��

F (� ,� , �) = b

�

Ω

|� |� . � d x. �������

����� ��� ���� ��������� �� ������� ������� ��� �� ���� ���� �� ������� ��� �������������

�������� ��������� g �� ���� ���� ��� ����������� �����

����� �� ������

��� �� ����� ������� ������������� ��� ����������������������� ��������� ��� �� ������ ��

���� (�h, qh) ∈ � h ×Qh




Ah(�h, �h) + Fh(�h,�h, �h) +Bh(ph, �h) = lh(�h), ∀�h ∈ � h,

Bh(qh, �h) = �h(qh) ∀qh ∈ Qh,
�������

���� ���� (�h, ph) �� ��� ����������� �������� �� ��� ������� ����� ��������

���� �� ���� ����� ��� ���� ������� ������� ���������� �������� �� ����� �� ����� ����

(�h, ph) �� ��� ������ ������� �������� ��� ������� ������� �

��� ���� ������� ����� ��� �� ��� ���� ������ �� ���� �������� ����� �� ������� ��� ���������

��� ���������� �� ��� ������������� ���������

������� ������ ��� �� ����

θ =
1

ν2α2
cF cl c

2
I < 1. �������

����� ����� ������ � ������ �������� (�h, ph) ∈ �h×Qh ��� ��� ������������� �������� ������

�������� ����� �������� ��� �������� �



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

��h�DG �
cl
ν α

�������

�ph�L2(Ω) � (
1

να
cA cl +

1

ν2α2
cF c2l + cl). �������

��������� �� ����

Fh(�h,�h,�h) �
1

2να
c2l . ��������

������ ��� ��������� ��� ��������� ������

Kh = {�h ∈ � h, Bh(�h, qh) = 0, qh ∈ Qh}. ��������

����� ������ �� �� ������� ��� ��������� �� �� ������

Ah(�h, �h) + Fh(�h,�h, �h) = lh(�h). ��������

�� ������� ���� �� �������� S ����� ������������� � ����������� �� � ������ Kh ����� ����

���� ����� �� ��� �������� �h�

�� ������ ��� �������� ����������� �� ��� ��� ���������

Bh(�h, ph) = lh(�h)−Ah(�h, �h)− Fh(�h,�h, �h), ∀�h ∈ � h/Kh. ��������

���� �� � ������������ �� ��� �������� S

��� S �� �� �� �������� ������ ���� Kh ���� ������� ���� ���� ��� ��� w ∈ Kh� S(w) = �h�

����� �� ��� �������� �� ��� ��������� ����������� ������������

���� �h ∈ Kh� �����

Ah(�h, �h) + Fh(w,�h, �) = lh(�h). ��������

������ �� ��� �������� �������� ��� ������� �������� ��� � ������ �������� �h ∈ � h�

���� �� �������� ��� ���������� �� ��� ���� Ah ���� ����� ����� ��� ��� ���������� �� lh
���� ����� ������

να��h�2DG � Ah(�h,�h) + Fh(w,�h,�h) = lh(vh) ��������

� cl��h�DG ��������

���� ��� �������� �h �������� ��� ���������

��h�DG �
cl
να

, ��������

����� ������ ���� ��� �������� S �� ���� ������ ���� � h ���� � h ����

� h = {�h ∈ � h, ��h�DG �
cl
να

} ��������



��� ������������� �������� ������ ��� ��� ��� ������ ������� ���

���� �� ��� �������� S ������������� � �����������

���� ������ ���� ������� ��� ��������� ��������� �� ��� ��������� �� θ� �� ����� ���� S �� �

������������

�� ����� �� ����� ����� ��� �1, �2 �� �� � h� �������� �� ��� �1
h = S(�1) ��� �2

h = S(�2)�

��� ��� ���� �� ������ ���������� �� ��� �1
h = �1� �2

h = �2�

���� ��� �� ��� ���������� �� ��� �������� ���� Ah �� ��� ����� �����

Ah(�1 − �2,�1 − �2) � να��1 − �2�2DG. ��������

�������� ��� ��� �h ∈ � h� �� ����

Ah(�1 − �2, �h) = −Fh(�1,�1, �h) + Fh(�2,�2, �h). ��������

����� ������� �h = �1 − �2� �� ����� ����

να��1 − �2�2DG �− Fh(�2,�1 − �2,�1 − �2) ��������

+ Fh(�2,�1,�1 − �2)− Fh(�1,�1,�1 − �2) ��������

�� ��� ��� ����� ����� ��� ���� ���� ��� ���� Fh �� � �������� ������� �������� ��

����� ������

−Fh(�2,�1 − �2,�1 − �2) � 0. ��������

�� ��� ����� ����� ��������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ���� Fh �� ����� ������ �� ���

+Fh(�2,�1,�1 − �2)− Fh(�1,�1,�1 − �2) � cF ��1 −�2�L2(Ω)��1�L4(Ω)��1 − �2�L4(Ω).

��������

����� ��� �������� �������� ��� ������� �� ��������� �� ������

Fh(�2,�1,�1−�2)−Fh(�1,�1,�1−�2) �
1

να
cF cl c

2
I��1−�2�DG��1−�2�DG. ��������

������������� �� ��������

��1 − �2�DG �
1

ν2α2
cF cl c

2
I��1 −�2�DG. ��������

������ ��� �������� S �� � ����������� �� θ =
1

ν2α2
cF cl c

2
I �������� ��� �������� ��������

������ ������ ������ �� ��� ����������� S ������ ���� � h ���� ������ ���� ��� ���������

��������� θ < 1� �� ���� S(�h) = �h �� ��� ���� ����� ����� �������� ��������

���� �� ��� ��������� ��� ���������� �� ��� �������� ph ∈ Qh

�� ����� ��� �������� ph ����� �� ���� ���� ��� ��� �h ∈ � h/� h�

Bh(�h, ph) = lh(�h)−Ah(�h, �h)− Fh(� ,�h, �h). ��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

��������� �� ��� ���������� �������� �� ��� ���� lh� Ah ��� Fh �� ����� ������ ����� �����

��� ����� ������ �� ����� ����

lh(�h)−Ah(�h, �h)− Fh(� ,�h, �h) �(cl + cA��h�DG)��h�DG

+ cF ���L2(Ω)��h�L4(Ω)��h�L4(Ω). ��������

������� �� ��� ������ ��������� ��� ��� �h ∈ � h/� h ��� ����� ��� �������� ���������

lh(�h)−Ah(�h, �h)− Fh(� ,�h, �h) �(cl +
1

να
cA cl)��h�DG

+
1

να
cF c

2
I cl���DG��h�DG. ��������

�� �������� ����

lh(�h)−Ah(�h, �h)− Fh(� ,�h, �h) � cl(1 +
1

να
cA +

1

να
cF c2I ���DG)��h�DG. ��������

������ �α = cl(1 +
1

να
cA +

1

να
cF c2I ���DG)� �� ������ ��� ���������� �� Bh� �� �������� ��

��� ������� ��������� �� ����� ����� ����� ����� ��� ��������� �� � ������ �������� ph ∈ Qh

�� ��� ������� �������� ���� ������� �����

�� ������ ��� ������ (�h, ph) ∈ � h/� h × Qh �� � ������ �������� �� ��� �������� ��������

������ �� ��������

���� �� ��� ��������� ����� ��� �h ��� ph

������� �� �h ∈ � h� �� ����������� ��� ����� �� �h �� �������� �� ���������

���� �� ����� �� ����� ��� ���� Fh� �� ��� ��� ���� ��������� �� �� ���� �� ��� ������ ����

������� ��� ���������� �������� �� Ah �� ����� ����� ��� ��� ���� ���� lh �� � ���������� ����

���� ����� ������ ���� �h = �h ��� �� ����� �������� �����������

να��h�2DG + Fh(�h,�h,�h) � cl��h�DG. ��������

�
1

2

c2l
να

+
να

2
��h�2DG. ��������

������������� �� �����

Fh(�h,�h,�h) �
1

2

c2l
να

. ��������

����� �� ���� �� ����� ��� �������� ��� ��� ph ∈ Qh�

Bh(�h, ph) = −Ah(�h, �h)− Fh(�h,�h, �h) + lh(�h). ∀�h, �h ∈ � h. ��������

��� �� ��� ���������� �� Ah� Fh ��� ��� ������ ���� lh� ��� ��� �������

Bh(�h, ph) � cA��h�DG��h�DG + cF ��h�2DG��h�DG + cl��h�DG. ��������



��� � ������ ����� ��������� ���

����� ��� ������

Bh(�h, ph) �
1

ν α
cA cl��h�DG +

1

ν2α2
cF c2l ��h�DG + cl��h�DG, ��������

��� ������ �� ��� ������� ��������� �� ��� �������� ���� Bh� �� ����

�ph�L2(Ω) � (
1

να
cA cl +

1

ν2α2
cF c2l + cl). ��������

����� ������� ��� ������

��� � ������ ����� ���������

�� ���� �������� �� ����� ��� ����� �������� ��� ���� �������� ��� �������� ������� �� ��� ���

��������� �� � 1(Ω) �� ��� ����� ����������� �������� � h� ��� ���� �������� �� ���� ������

���� ��������� ��������

�� ��� ���� ������ �� ������� ��� ����� �������� ������� ��� �������� � ��� ��� ��������

�������� ����� �������� ��� ���������� ���������� Rh(�)� ����� �� ������� �� ��� �������� ����

Ah�

����� ������ ��� � ∈ �m+1� ���� ����� ������ � �������� �������� c ����������� �� ����

���� h ���� ����

��� ��� �h ∈ �h�

|Ah(�−Rh(�), �h)| � chm��h�DG|�|�m+1 . �������

����� c = max(a, ν)�

������ ��� �� ������ ����

Ah(. , .) = a0( ., .) + a1(. , .) + a2(. , .) + J1(. , .) + J2(. , .). �������

������ �� �������� ��� ��������� �� �������� a0(., .) ����� �� ��� �������� �������� �� �������

a0(� −Rh(�), �h) �ν
� �

T∈Th

�curl (� −Rh(�))�20,T
� 1

2
� �

T∈Th

�curl �h�20,T
� 1

2

+ ν
� �

T∈Th

�div (� −Rh(�))�20,T
� 1

2
� �

T∈Th

�div �h�20,T
� 1

2

a
� �

T∈Th

�� −Rh(�)�20,T
� 1

2
� �

T∈Th

��h�20,T
� 1

2
. �������

�� ��� ��������� �� ��� ���� �� � h� �� �������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

a0(� −Rh(�), �h) �
�
ν
�
(
�

T∈Th

�curl (� −Rh(�))�20,T )
1
2 + (

�

T∈Th

�div (� −Rh(�))�20,T )
1
2

�

�������

+ a(
�

T∈Th

�(� −Rh(�))�20,T )
1
2

� �

T∈Th

��h�0,T . �������

���� ��� �� �������� ��������� �� �������

a0(� −Rh(�), �h) � c hm|� |Hm+1��h�DG. �������

���� ���� c = max(ν, a)�

����� �������������� ���������� �� ��� ���� ���� ����� �� ������

J1(� −�h� , �h) ≤ c


 �

e∈Cint
h

1

|e|
�[� −�h� ]�20,e




1/2

��h�DG.

��� e �� �� �������� ������� ������ �� ��� ������������ T1 ��� T2� ��� ����� �� ����������

������� ��� � �������� ���������� �������� ����� ��� ����� �����������

1�
|e|

�[(� −�h�) · �e]�0,e ≤ c
� 1

hT1

�� −�h��0,T1 +
1

hT2

�� −�h��0,T2 + |� −�h� |1,T1

+ |� −�h� |1,T1

�
�������

������ �� ��������� �� �������

J1(� −�h� , �h) ≤ chm


 �

e∈Cint
h

1

|e|
�[�h]�20,e




1/2

|� |m+1,Ω ≤ chm��h�DG |� |m+1,Ω.

�� ��� ������ ����� ���� ��� ���� ����� ������� ��� ��� ������ ���� ���� J2(·, ·)�

�� ��� ��� ����� ��� �������� �������� �� ��� ������������� �������� �h �����

�

e∈Cint
h

�

e
�curl �h� · [(� −�h�)× �e] = 0

��� �� ��� ����� ����
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
�div �h� · [(� −�h�) · �e] = 0

������� �� �curl�h� ��� �div�h� ������ �� �m−1 �� ����� ��������

��� �� ���� ���� �� ����� ��� ���������� ����� �� ��� ����� a1 ��� a2 ������������

ν
�

e∈Cint
h

�

e
�curl(� −�h�)� · [�h × �e] �������



��� � ������ ����� ��������� ���

���

ν
�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
�div(� −�h�)� · [�h · �e]. �������

��� ���� �������� ��� �� ��������� ��� ��������� �������� ������������� �������� �� ����������

������ m� ������� �� �h� ��� ��� �� ������ �� �� ��� ��� ���� ������ ����� �� ��� ����� ����
�

e
�curl (� −Rh�)� · [vh × �e]ds =

�

e
�curl (� −Lh�)� · [vh × �e]ds

+

�

e
�curl (Lh� −Rh�)� · [vh × �e]ds

≤ �[vh × �e]�0,e��curl (� −Lh�)��0,e
+ �[vh × �e]�0,e��curl(Lh� −Rh�)��0,e.

������ �� ��� ���� ����� ���������� �� �� �������� ��� ������

1�
|e|

��curl (� − �h�)��0,e ≤ chm−1|� |m+1,T1∪T2 .

�����

�

e∈Cint
h

�

e
�curl (� −Lh�)� · [vh × �e]ds ≤ chm


 �

e∈Cint
h

1

|e|
�[�h × �e]�20,e




1/2

|� |m+1,Ω

≤ c hm��h�DG |� |m+1,Ω.

����� ����� ���� Lh� − Rhu �� � ��������� ����������� �� ������ �� ����� �� � �������

�������� ���� �

1�
|e|

�{curl (Lh�−Rh�)}�0,e ≤ c

�
1

hT1

�curl (Lh� −Rh�)�0,T1 +
1

hT2

�curl (Lh� −Rh�)�0,T2

�
.

�� ����� �� ��� �������� ����������� �� ��� ������ ���� �� ��� ����������� T �

�curl(Lh� −Rh�)�0,T ≤ |Lh� − u|1,T + |� −Rhu|1,T

≤ chmT |u|m+1,∆T

�� �������

�

e∈Cint
h

�

e
�curl (Rh� −Lh�)� · [vh × �e]ds ≤ c hm(J1(�h, �h))

1
2 |� |m+1,Ω.

��� ���� �� ������� ��� ��� ���� ��������� �� ��� ��� �� �������� ���� �� �������� ��� �����

�

e∈Cint
h ∪Γh

�

e
�div (Rh� −Lh�)� · [vh · �e]ds ≤ c hm(J2(�h, �h))

1
2 |� |m+1,Ω.

�� �� ��� �������� ��� ������������� �� ��� �������� ��������� �� ����� �� ��� ��� ������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

����� ������ �� ������ ���� p ∈ Hm(Ω)� ���� ����� ������ � �������� c > 0 �����������

�� h� ����

For any �h ∈ �h, Bh(p− rh(p), �h) � c hm��h�|p|Hm . ��������

������ �� ������ ����

Bh(p− rhp, �h) = −
�

T∈Th

�

T
(p− rhp) div �h dx+

�

e∈Cint
h

�

e
�p− rhp� [�h · �e] ds

=
�

e∈Cint
h

�

e
�p− rhp� [�h · �e] ds.

�����

|Bh(p− rhp, �h)| � c


 �

e∈Cint
h

|e| ��p− rhp��20,e




1/2

��h�DG.

�� ���� ���������� ������� e ∈ Cint
h ���� ���� e ⊂ ∂T � �� ����� ��� ���� ��p − rhp��0,e ��

�� ��� ����� �� ��� �������� ������ �������� �� Lh ��� �������� ������������� �������� ��

Pm−1 ��� m = 2 �� 3� �� �������

�
|e|�p− rhp�0,Ω ≤

�
|e|(�p− Lhp�0,Ω + �Lhp− rhp�0,Ω)

≤ c (�p− Lhp�0,T + hT |p− Lhp|1,T + �Lhp− rhp�0,T )
≤ chm|p|m,T .

��� m = 1� �� �������� �����

�
|e|�p− rhp�0,Ω ≤ c (�p− rhp�0,T + hT |p− rhp|1,T ) ≤ ch|p|1,T .

�� ��� ��������� ������ ������

���� �� ���� �� ������� ��� ����� �������� �� ���� ��� ������������� �������� �h ��� ���

�������� ph�

������� ������ ������ ���� (�, p) ∈ �m+1(Ω)×Hm(Ω) �� � �������� ��� ������� ��������

���� ����� ������ � �������� �������� c ���� ����

��− �h�2DG � ch2m|�|2m+1 + ch2m|p|2m ��������

������ ��� �� ����� �� ������� �� = �h(�) ��� �p = rh(p)�

�� ������ ����

χ = �h − �� , ε = ph − �p ��������

ξ = �� − � , η = �p− p. ��������



��� � ������ ����� ��������� ���

������� �� ξ ��� η ���� ���� ������� ���������� �� ��� ������������� �������� �������� ���

��������� ���� �� ���� ���� �� �������� ��� ��������� ������

��� ����� ��������� �����




Ah(�h − � , �h) + Fh(�h,�h, �h)− Fh(� ,� , �h) +Bh(ph − p, �h) = 0, ∀�h ∈ � h,

Bh(qh, � − �h) = �h(qh) = 0 ∀qh ∈ Qh,

��������

������� ��� ��� qh ∈ Qh� �� ���� Bh(qh, � − �h) = 0�

��������� ��� �� ��� ������������� �� ��� �������� �h� �� ���� Bh(qh, �� − �) = 0�

����� �� ������ ����������� Bh(qh,�h − ��) = 0

����� ε = ph − �p ∈ Qh ����� ������� ���� Bh(�h, ε) = 0� �� ������ ��� ����� ����������




Ah(χ, �h) + Fh(�h,�h, �h)− Fh(� ,� , �h) = Ah(ξ , �h)−Bh(�h, η), ∀�h ∈ � h,

Bh(qh, χ) = Bh(qh, ξ) = 0 ∀qh ∈ Qh,

��������

���� �� ��� �h = χ� ��� ����� ��������� �������

Ah(χ , χ) = −Fh(�h,�h,χ) + Fh(� ,� ,χ)−Ah(ξ , χ)−Bh(χ , η) ��������

�� �������� ��� ���������� �� Ah ��� ����� ��� ����� ����� ��� ����� ������

να�χ�2DG � Fh(� ,� ,χ)− Fh(�h,�h,χ) + chm�χ�DG|� |m+1,Ω + c hm�χ�DG|p|m,Ω. ��������

��� �� �������� �����������

να�χ�2DG � Fh(� ,� ,χ)− Fh(�h,�h,χ) +
να

8
�χ�2DG + ch2m|� |2m+1 +

να

8
�χ�2DG + c h2m|p|2m,Ω.

�
να

4
�χ�2DG + c h2m|� |2m+1,Ω + c h2m|p|2m,Ω + Fh(� ,� ,χ)− Fh(�h,�h,χ).

��������

����� �� ������� �� �������� Fh(� ,� ,χ)− Fh(�h,�h,χ)� ����������

Fh(� ,� ,χ)− Fh(�h,�h,χ) = (|� |α� − |�h|
α�h,χ). ��������

= (|� |α� − |�h|
α�h,�h − �� + � − �). ��������

= (|� |α� − |�h|
α�h,�h − �) + (|� |α� − |�h|

α�h,� − ��).
��������

������� �� ��� ������������ �������� �������� �� ������

(|� |α� − |�h|
α�h,�h − �) � 0. ��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������ �� ������ ���� ����� ��� ���� (|� |α� − |�h|
α�h,−ξ)� �� ��� ���� �������� �� �������

�� ������

(|� |α� − |�h|
α�h,−ξ) = Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,� , ξ).

= Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,� − �h + �h, ξ).

= −Fh(� ,χ+ ξ, ξ) + Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,�h, ξ). ��������

���� �� ����� ��� ���������� �� ��� ���� Fh� �� ������� ��� ���� ����

Fh(� ,χ+ ξ, ξ) � cF ���DG�χ+ ξ�DG�ξ�DG. ��������

������ �� ��� �������� ����������� ��� ����� ��� ������������� �������� ��������� ��� ��� ���

Fh(� ,χ+ ξ, ξ) � cF ���DG(�χ�DG + �ξ�DG)�ξ�DG.

� cFC chm|� |m+1�χ�DG + cF C ch2m|� |2m+1. ��������

�� �������� �������� �����������

Fh(� ,χ+ ξ, ξ) �
να

8
�χ�2 + µ1h

2m|� |2m+1. ��������

����� µ1 =
1
να

2C cF c�

�������� ��� �� ������� ��� �������� Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,�h, ξ)�

��� ��� ������� ����

Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,�h, ξ) = �(|�h|− |� |).�h , ξ�. ��������

� �|�h − � |�h , ξ�. ��������

= Fh(χ+ ξ, �h, ξ). ��������

����� ����� ��� ������� ���������� ��� ��������� �� ��� ���������� �� ��� ���� Fh ��

����� ������ �� �����

Fh(χ+ ξ, �h, ξ) � cF (�χ�DG + �ξ�DG)��h�DG�ξ�DG. ��������

����� �� ��� ����� �� ��� ������������� �������� �� �������� ������� ��� ��� �������������

���������� ���������

Fh(χ+ ξ, �h, ξ) �
1

να
cF cl (�χ�DG + chm|� |m+1)ch

m|� |m+1 ��������

�
1

να
cF cl ch

m|� |m+1�χ�DG +
1

να
cF cl ch

2m|� |2m+1. ��������

��� �� �������� ����������� �� ������

Fh(�h,�h, ξ)− Fh(� ,�h, ξ) �
να

8
�χ�2DG + µ2h

2m|� |2m+1. ��������



��� � ������ ����� ��������� ���

���� ���� µ2 = max( 4
ν3α3 c

2
F c2l ,

1
να

cF cl)�

�� ������ ����� �������� ��������� ��������� �������� ��� ��������� �� ������� �������� ���

��������� �� �����

�χ�2DG � ν−1α−1(ch2m|� |2m+1 + ch2m|p|2m). ��������

����� ��������� ��� ������

������� ������ ����� ��� ���� ���������� �� ��� �������� �������� ���� ����� ������ �

�������� C > 0 ���� �����

�p− ph�Qh
� C hm(|�|m+1 + |p|m). ��������

������ ����� �� ��� ������� ���������

�ph − �p�Qh
�

1

β
sup
� �=0
�∈� h

Bh(vh, ph − �p)
��h�DG

��������

��� �� ��� ����� ��������� �� ����� ����� ��� ��� �h ∈ � h�

Bh(�h, ph − �p) =−Ah(�h − � , �h) + Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h) ��������

+Bh(�h, p− �p). ��������

������ �� ����� ������ ����� ����� ��� ��� ���������� �� Ah� �� �����

Bh(�h, ph − �p) � c hm��h�DG|� |m+1 + cA��h�DG�χ�DG + c hm��h�DG|p|m ��������

+ Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h). ��������

�� ������� �� ����� ��� ���� Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h)� �� ��� ���� �������� ���

Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h) = Fh(� ,χ+ ξ, �h) + Fh(� ,�h, �h)− Fh(�h,�h, �h).

� Fh(� ,χ+ ξ, �h) + Fh(χ+ ξ,�h, �h).

� cF ���DG�χ+ ξ�DG��h�DG + cF �χ+ ξ�DG��h�DG��h�DG.

��������

��������� �� ��� �������� �������� ��� ����� �� ��� ������������� �������� �������� �� �����

Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h) � cF C (ch2m|� |2m+1 + ch2m|p|2m)
1
2 ��h�DG ��������

+
1

να
cF cl(ch

2m|� |2m+1 + ch2m|p|2m)
1
2 ��h�DG. ��������

�������������

Fh(� ,� , �h)− Fh(�h,�h, �h) � chm(|� |2m+1 + |p|2m)
1
2 ��h�DG. ��������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������ �� ������

�ph − �p�Qh
�

1

β
c hm|� |m+1 +

1

β
cAν

− 1
2α− 1

2 chm(|� |2m+1 + |p|2m)
1
2 ��������

+
1

β
chm|p|m +

1

β
c hm(|� |2m+1 + |p|2m)

1
2 . ��������

� chm(|� |m+1 + |p|m) + chm(|� |2m+1 + |p|2m)
1
2 . ��������

�� �������� ���� ��� ��������� ������ �� ����� �������� ������

��� ��������� �����

�� ���� �������� �� ������� � ������� ��������� ����������� ���� ��� ������������� ��������

���� ������ ����������� ���� ��������� �������� �� ����� ���� ��� ������ �� ���� ������

��� ��� ������������ �� ������ ���������� ��������� ������� �� ������������ ����� ��� � �������

�� ���������

��������� �� � ������� ����������� �������� ������ ���� ��� �� �������� ��������� ����

���������� �� ���� ���� ���������� ���� �� ��� ������������� ������ �������� ����� ���

������� ���������� ����� ��������� ��������� ������������� ���������

��������� �������� ����� �� ����� ������������� �������� ����� ������� ������������� ���

����� ����� �� ����� ������� ����

� ���� ��������� ������ ��������������

� ���� ��������� ��������� ��������������

� ���� ��������� ����� ������������� ����� ���� ����������������

� ���� ��������� ������� ������������� ����� ���� ����������������

��� ��������� ����� ����� ������������ ��������� ��������

���� ��� ��������� �� ��� ����� ���� ���� �� � ���� �������� �����

������� ������������ �� ������������ �� ������ �������

���������������������� ���� �� ��� ���� �� ��� ��������

�������� �� ����� ��� ������ �� �������� �������� �� ��� ������� ����

�� �� ������ ���� ��� �� �� ��������

�������������������� �� ������� �� ��� ������ �� ��� ����

������ �� ����� ��� ������ �� ��� ������� ����



��� ��������� ����� ���

����� ������� � � ����������� �� ��� ������� ���� �� � ����� ��������

��� �� �������� � ��������� �������� ������ Ω = [−1, 1]2/]0, 1[2� ��� ������� ���� ��

f = (x2, 0) ��� ��� ��������� �������� �����������

curl� = curl�0 on Γ and � · � =





x22 − 1, if x1 = −1, −1 � x2 � 1,

−8x2(1 + x2) if x1 = 1, −1 � x2 � 0,

0 elsewhere on Γ.

�������

�� ����� ���� �� ��� �������� �� ��� ������ ������� ����� ������������� �� ��� �������

�������� �� ��� ��� ���������� ������� γ = 0.01� a = 1� σ = 50 ��� b = 1� ��� �������������

�������� �h ����������� �� ��� ������ � �� �������� �� ����� ������ ���� � ��� ��������� ���

��� �������� ��

������ �� L ����� ���������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������ �� ������� ����� �� ��� ������������ �������� �����������

����� ������� � � ���� ���� ������� � ��������� ����

��� �������� � ������������� ���� ������� ���� � ����� ��������� ��� �������� �� ��������

���� Γ1 ��� Γ2� Γ1 �������� �� ����� ����������� ��� ������ �� T �� ������ �� Γ11 ���

����� ���� ����� Γ12 ��� Γ13 ��������� ��� ������ ����� ��� ������� ��� ��� �������� ��

��� ���������� ������� Γ2 �� ���������� �� ��� �������� �������� �� ��� ������ ��� ��������

�� ���� ������� �� �� ���������� ��� ������������� �������� �h ����� ��� ������ �������� �

�������������� �� ��� ��� ������ �� ������� ������� ����� �� ������� � ����� �������� ���

���� �� � ������� �� ������

�� ����� ����������� ��� ������� �������� �� ��� ��� ������� ���������� γ = 0.025� a = 1�

b = 1� σ = 50 ��� ��� ���� � = 0� π0 = Ci �� Γ2i� i = 1, 2, 3.

�� ����� �� ��� ��� ������� ����� �� ������ ��� � ������ ���� ���� ���� �������� ��� ���

������



��� ��������� ����� ���

������ �� ���� ��� ��� �������� ���������

����� ������� � � ������������������ ����

��� �� ���� ��������� ��� ��������� � = curl� . �� ��� ���������� �� ����� ��� ���������

������� �

γcurl� + a� + b|� |� +∇π = 0 and div� = 0 in Ω,

���� ��� �������� ���������� �

� · � = �0 · � , � = �0 on Γ.

�� ���� �������� �� ����� ��� ��������� ������ �



Ah(�h, �h) + Fh(�h,�h, �h) +Bh(ph, �h) = lh(�h), ∀�h ∈ � h,

Bh(qh, �h) = �h(qh) ∀qh ∈ Qh,
�������

�� �� �������� Ω =]0, 1[×]0, 1[� ��� ��������� � ��� � ��� ����� �� ��� ��������� �� ����

���� �� � γ = 0.1� a = 1� b = 1� σ = 50� �� ������� ���� �������������� �� ��� ���� ��������

���� ���� ���������



��� ������� �� ������������� �������� ������ ��� ��� �������

������ �� �������� �� � ��������������� �������� ����������� ���� Re = 40 ��� ��� �������

�������� �� ��� ����� ��� ������ �����������

���

������ �� ���� ��� ��� ������ �������



��� ��������� ����� ���

���

������ �� �������� ���������

������ �� �������� ���������

����� �����������
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