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Résumé

Les travaux de recherche de ce manuscrit se concentrent sur I’analyse des
fréquences de vibrations des robots. Nos applications concernent plus particulicrement
les architectures a cinématique parallele. Dans un premier temps nous avons considéré
les robots paralleles redondants en actionnement pour lesquels nous envisageons
d’augmenter la fréquence de leurs oscillations en utilisant les efforts internes intrinséques
a ce type de structure. L’objectif est d’utiliser leur actionnement pour mettre en tension
leur structure, et par conséquent, par analogie avec une corde vibrante, augmenter la
fréquence de leurs oscillations. Nous avons étudié plusieurs robots plans redondants
et nous montrons que dans le cadre de robots typiquement concus pour €tre rigides,
I’influence des efforts internes rajoutés n’a que peu d’importance. La suite de nos
travaux soutient la proposition suivante : "les trajectoires tres dynamiques influencent les
fréquences des oscillations de la plateforme mobile". En effet, les robots paralleles quand
ils sont congus pour étre 1égers, peuvent atteindre de grandes accélérations. Nous avons
choisi de nous intéresser a I’étude de 1I’'impact que peut avoir les effets dynamiques sur la
fréquence des oscillations de la plateforme mobile de ces robots. Les robots considérés
pour nos développements sont des robots paralleles plans, redondants en actionnement ou
non. Nous proposons d’étudier cette influence en nous basant sur un développement au
premier ordre du modele dynamique. Cette linéarisation du modele dynamique se veut
plus complete que celles proposées dans la littérature. Nous expliquons et vérifions la
validité de notre approche par une étude sur le lien entre accélération et vitesse et la
fréquence d’oscillation pour les robots série PR (pendule sur glissiere verticale) et RR
(double pendule en rotation horizontale). Ensuite, nous généralisons notre modélisation
au premier ordre et ’appliquons aux quatre robots PRR-2 PRR-3, PRR-4 et Dual-V
pour voir si nous sommes capable d’en dégager une tendance concernant 1’évolution des
fréquences d’oscillation. Nous constatons que, en fonction des trajectoires, la dynamique
a une influence faible mais visible, souvent positive sur I’augmentation des fréquences
d’oscillation de la plateforme mobile. Cependant, les trajectoires et les lois horaires étant
imposées, nous ne pouvons que subir cette influence.
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Abstract

The research work of this thesis manuscript focuses on the analysis of the frequency
of robots’ vibrations. Our applications mainly consider architectures with parallel
kinematics. First we examined parallel robots which are redundant in actuation and
for which we are considering an increase of their oscillations’ frequency using the
internal forces inherent to this type of structure. The aim is to use their actuation for
tensioning of their structure, and consequently, by analogy with a vibrating-wire, to
enhance their oscillation frequency. We have studied several redundant planar robots
and we demonstrate that in the case of robots which are typically designed to be stiff, the
impact of added internal forces is of low relevance. The continuation of our research
supports the following proposal: “High dynamics trajectories have an impact on the
oscillation frequency of the mobile platform.” Indeed parallel robots, when designed to
be light, can reach greater accelerations. We chose to concentrate on the study of the
impact that dynamic effects can have on the oscillation frequency of those robots’ mobile
platform. The robots examined for our developments are planar parallel robots whether
they have redundant actuation or not. We propose to study this impact based on a prime
order development of the dynamic model. This linearisation of the dynamic model is
intended to be more complete than those suggested by literature. We explain and verify the
validity of our approach with a study on the link between speed and oscillation frequency
on PR robots (pendulum on a vertical sliding guide) and RR robots (double pendulum
rotating horizontally). Then we will generalize our first order model and apply it to the
four robots (PRR-2 PRR-3, PRR-4, and Dual-V) to see if we are able to identify a pattern
regarding the evolution of oscillation frequencies. We observe that, depending on the
trajectories, the dynamics have a low but noticeable, and often positive, impact on the
increase of oscillation frequency of the mobile platform. However, since the trajectories
and speed input laws are imposed, we have no choice but to be subjected to this impact.
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Introduction

Les gains de productivité de 1’industrie crée une forte pression sur les augmentations
des performances des machines. Nous nous occuperons uniquement dans ce document,
des robots manipulateurs pour des opérations de pick-and-place. Les opérations de
pick-and-place sont décrites par la figure [T} L’objectif de ces robots étant de minimiser
les temps de trajet tout en évitant la zone interdite. L’exemple de trajectoire de la figure ]
est loin d’étre optimisé.

—

AY0

Trajectoire

ﬁ

—

o

O  Départ Arrivée

FIGURE 1: Trajectoire d’une opération de pick-and-place

Dans les performances des robots, nous relevons ces cing criteres :

— L’accélération

— La vitesse

— La précision

— La taille de I’espace de travail

— La charge utile

L’ opération de pick-and-place est finie lorsque la plateforme mobile a atteint I’arrivée
et ne bouge plus. Les criteres énoncés ci-dessus ont une influence sur le temps
d’exécution de 1’opération. Les variations des actions mécaniques des moteurs du robot



Introduction

stimulent les vibrations du robot. La connaissance précise des fréquences de vibration
des robots permet 1’élaboration d’une commande d’asservissement qui évite de stimuler
les modes de vibration. Moins le robot vibre et meilleur sont son temps d’exécution et
sa précision. L’'Imput-Shaping est une solution de commandes qui permet de répondre a
cette problématique. Il est aussi possible de filtrer la loi de commande et d’enlever les
composantes de la commande qui stimulent les modes de vibration.

Les robots étudiés dans cette these sont des robots paralleles redondants qui sont
construits pour étre le plus précis possible tout en allant le plus vite possible. Nous avons
donc cherché comment améliorer ces robots par la commande. Il nous est apparu deux
axes d’amélioration :

— Augmenter la fréquence du premier mode de vibration en pré contraignant
la structure du robot avec les actions mécaniques des moteurs (comme
I’augmentation de la fréquence d’oscillation d’une corde en augmentant la force
de tension) afin d’augmenter la plage de fréquence disponible pour la commande.
(Commande du type filtrage des fréquences pouvant stimuler les robots)

— Calculer le plus précisément possible les fréquences de vibration des robots
afin d’augmenter les performances de la commande permettant de diminuer les
vibrations. (Commande du type Imput-Shaping)

Cette these se découpe en cinq chapitres. Le premier établira 1’état de 1’art sur
I’analyse des fréquences propres d’oscillations des robots. Le deuxi¢me chapitre montrera
que le premier axe de recherche n’est pas envisageable dans la gamme de puissance
des moteurs actuels. Cela demanderait énormément de puissance pour obtenir un effet
significatif et nous dirigera vers le second axe de recherche. Le troisieme chapitre
proposera deux expériences montrant les influences des forces d’inertie sur la valeur
des fréquences propres d’oscillations des robots. Le quatrieme chapitre développera un
modele dynamique linéarisé prenant en compte les phénomenes mis en évidence au
chapitre trois. Le cinquieme chapitre proposera une application du modele dynamique
linéarisé a la famille de robots et une analyse des résultats. Nous finirons par un conclusion
et présenterons les travaux possibles en relation avec celle-ci.
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Chapitre

Bibliographie et état de 1’art

Dans ce chapitre, nous présentons les facons de calculer les fréquences propres de
vibrations des robots a structure parallele et redondante. Dans la premiere partie, nous
montrons des méthodes qui prennent en compte les déformations structurelles des robots.
La méthode la plus pertinente sera utilisée pour la suite. Dans la seconde partie nous
montrons les méthodes qui calculent les fréquences propres de vibration des robots en
utilisant I’hypothese des solides indéformables, dans ces modeles, les "déformations"
sont localisées au niveau des moteurs. Ce chapitre montre la théorie qui sera appliquée
dans le chapitre deux. Le but commun a toutes ces méthodes est d’aboutir a un systéme
d’équations de la dynamique linéarisée du robot qui s’écrit sous la forme de I’équation
(D).

MyAX + K,AX = 0 (1.1)

— M, matrice de masse du systeme dynamique linéarisé de taille n x n
— K|y matrice de raideur globale du syst¢eme dynamique linéarisé de taille n X n.
Plusieurs raideurs sont réunies dans cette matrice, la raideur structurelle, la raideur
issue de la précontrainte et la raideur issue de 1’asservissement.
— AX vecteur accélération des degrés de liberté observés de taille n x 1
— AX vecteur position des degrés de liberté observés de taille n x 1
Les matrices M, et K, sont les matrices de masse et de raideur dont la taille et expression
dépendent de la méthode choisie.



Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

1.1 Présentation des modeles a solides déformables
permettant de calculer les fréquences propres de
vibrations

Dans cette partie, nous présentons trois méthodes pour calculer les fréquences propres
de vibrations des robots en utilisant un modele dynamique qui prend en compte les
déformations.

— Le modele des éléments finis volumiques.

— Le modele des articulations virtuelles.

— Le modele de I’assemblage des matrices de structure.

Nous montrerons pourquoi la méthode de 1’assemblage des matrices de structure est la
méthode a retenir pour obtenir une estimation rapide et précise des fréquences propres
de vibrations en prenant en compte les effets de la pré-contrainte. Les éléments finis
utilisés et les constructions des matrices de raideur et de masse seront détaillés par la
suite. Puis nous ferons une conclusion sur ce type de modélisation. Une grande partie des
informations sur les modeles a solides déformables sont présentées dans de la these de
Coralie Germain [[1]].
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Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

1.1.1 Modele des éléments finis volumiques a 3 dimensions (MEF3D)

Le modele des éléments finis volumiques est le modele le plus performant en terme
de précision comparé aux autres modeles, pour une précision équivalente, mais cette
précision colite en temps de calcul. Les solides sont d’autant mieux modélisés que la
taille des éléments est petite. La difficulté de ces modeles est la gestion des liaisons
entre solides. Dans les solutions simples, les liaisons réelles peuvent étre remplacées par
des liaisons virtuelles. L’article [2] est un exemple ol ’analyse modale est faite avec
des liaisons virtuelles. Certains volumes sont supprimés et le contact entre les surfaces
n’existe plus, comme nous pouvons voir sur la figure [I.1] pour le robot I.Ca.Ro sur la
figure [[.2] Le fonctionnement des liaisons est remplacé par un couplage de degrés de
liberté, ce qui est équivalent du point de vue cinématique. Des points massiques sont
ajoutés pour compenser la perte de masse die a la suppression des volumes.

FIGURE 1.1:

i slider

" link 2

i link 1

moving
platform

FIGURE 1.2
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Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

Dans les solutions complexes, les liaisons sont directement modélisées avec des
contacts et des frottements. La modélisation des jeux de fonctionnement est possible par la
géométrie des surfaces en contact (par exemple deux cylindres emboités I’un dans 1’autre,
mais avec des diametres Iégerement différents). Dans ce cas, le probleme est non linéaire,
mais nous pouvons récupérer les fréquences d’oscillation avec une analyse temporelle de
la réponse a un choc.

Pour utiliser un modele dynamique dans 1’asservissement d’un robot, le temps de
calcul du modele doit étre compatible avec la fréquence de calcul de I’asservissement (5
kHz a 10 kHz). Le modele €léments finis volumique ne pouvant pas étre utilisé dans la
commande car ayant un temps de calcul trop grand, il est utilisé pour valider les autres
modeles car il est supposé étre le plus proche de la réalité lorsqu’il est correctement
paramétré.

1.1.2 Modele de I’assemblage des matrices de structure (MSA)

La méthode de I’assemblage des matrices de structure est une méthode éléments finis
qui utilise la théorie des poutres et des plaques pour diminuer fortement le nombre de
nceuds, elle est beaucoup utilisée dans 1’étude des systemes multi-solides, [3], [4] et [S].
Les éléments utilisés sont des éléments de surface, de ligne et de point. Les orientations
et les positions dans le repere global des éléments sont calculés a partir d’'un modele de
solide rigide, qui représente le point de fonctionnement de 1’étude. Les matrices de raideur
et de masse globale sont calculées en assemblant les matrices élémentaires respectives
apres modification de I’orientation et du couplage des degrés de liberté modélisant les
liaisons. (Se reporter a [6] et [7] pour les matrices élémentaires et la fagon de lier les
dégrés de liberté). Le systeme dynamique obtenu représente les déplacements diis aux
déformations autour de la position calculée par le solide rigide. Une application du modele
MSA au robot véloce[I.3]et [8] est présentée dans la figure[I.4] Le modele dynamique est
un modele linéaire, il peut étre complété avec 1’ajout de matrices supplémentaires :

— La matrice de raideur géométrique induit des effets de la pré-contrainte. Voir la
description des éléments de barre et poutre dans la prochaine partie ou se référer
a [9] pour plus d’informations.

— Les matrices de raideur et d’amortissement issues des forces d’inertie centrifuge
et de Coriolis voir [[10]].

Pour obtenir ces matrices, il faut prendre en compte plusieurs termes non linéaires puis
les linéariser. Ce modele a I’avantage de se rapprocher suffisamment bien les fréquences
d’oscillations des robots car nous pouvons choisir le nombre d’éléments par poutre et
aussi affiner la précision du calcul.
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Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

Traveling plate

FIGURE 1.3: Robot Véloce

B ANSYS

veloce

FIGURE 1.4: Modele MSA du robot Véloce
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Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

1.1.3 Modele des joints virtuels

Le modele des joints virtuels est une méthode hybride entre les méthodes des solides
déformables et indéformables, car elle utilise des éléments des deux modeles. Elle a
été développée par Pashkevich [11]. Chaque chaine cinématique est modélisée par une
succession de solides indéformables suivis d’un ressort a 6 degrés de liberté permettant
de représenter la raideur de 1’ensemble, voir figure[1.5]

a Base platform _

/ (rigid) Mobile platform
/ (rigid)

/

2 Rigid Foot Rigid Leg

/

/

’ 6-d.o.f. 6-d.o.f. 6-d.o.f.

/ spring spring spring

FIGURE 1.5

La matrice de raideur de la chaine cinématique est calculée a partir de 1’addition
des matrices de souplesse des éléments (I'inverse de la matrice de raideur) vue par la
plateforme mobile. La raideur totale du robot est la somme des raideurs de toutes les
chaines cinématiques. Ce modele est plus rapide a calculer que le modele d’assemblage de
matrices de structure car le nombre de degrés de liberté est plus petit et qu’il ne nécessite
que I’inversion de matrices 6x6. Par contre, ce modele couplé avec une matrice de masse
manquera de précision lors des analyses modales car il est limité en nombre de modes
de vibration. C’est-a-dire, lorsque nous faisons une analyse modale d’une poutre avec
un seul élément, il manque de nombreux modes d’oscillation par rapport a une analyse
modale d’une poutre avec plusieurs éléments.
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Chapitre 1. Bibliographie et état de I’art

1.1.4 Comparaison et choix

Pour conclure, nous faisons un bilan des trois modeles retenus qui sont :

— Modele des éléments finis volumiques a 3 dimensions (MEF3D)

— Modele de I’assemblage des matrices de structure (MSA)

— Modele des joints virtuels
Les différentes caractéristiques des modeles sont données tableau [I.1] Pour les analyses
modales, nous choisissons le modele MSA qui a des caractéristiques équilibrées.
C’est-a-dire qu’il est relativement simple a mettre en place, qu’il a un temps de calcul
assez court (nombre de nceuds moins important) et surtout qu’il est capable d’extraire une
tres grande quantité de modes.

Remarque : Souvent les problemes de souplesse des robots proviennent de la qualité
de leurs articulations (liaisons), Le MEF3D modélise directement cet aspect. Le MJV
peut prendre en compte cette information, suivant comment sont identifiées les raideurs.
La MSA peut étre augmentée en rajoutant des éléments de ressorts a six degrés de
liberté entre les différents solides. Mais il faut faire attention au calcul des fréquences
propres, des raideurs trop différentes en intensité peuvent augmenter le conditionnement
du probleme.

Méthode MEF3D MSA MJV
Complexité Grande Moyenne Grande

Temps de calcul Grand Moyen Court
Précision Grande Bonne Bonne si bien paramétré
Modes extraits Tous Tous Mode statique
Nombre de nceud (n,,) niea NpMSA 1
(comparativement)

Degrés de liberté | 6n, ou 3n, | 6n, ou 3n, 6

observés (n;)

TABLE 1.1: Résumé des modeles solides déformables

Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles
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1.2 Présentation des modeles a solides non déformables

Dans cette partie nous nous intéressons aux modeles solides rigides permettant de
calculer les fréquences d’oscillation des robots ainsi qu’aux matrices de raideur associées
a des modeles solides rigides.

1.2.1 Modele dynamique linéarisé

Kozak [12] a proposé un modele dynamique linéarisé en 2004. Son modele a pour
but de calculer les fréquences d’oscillations des robots afin de les utiliser dans une
commande d’input shaping. L’input shaping [13] [14]], est une commande permettant
d’éviter I’apparition des oscillations d’un robot. L’input shaping "découpe" la commande
d’un robot pour I’envoyer en deux parties. La seconde partie est retardée d’une demi phase
par rapport a la premiere. Il y a deux signaux en opposition de phase qui se neutralisent
par rapport a I’excitation des modes.

Le modele dynamique utilisé est classique, les équations du mouvement sont trouvées
grace aux équations de Lagrange. Le modele dynamique linéarisé est obtenu en utilisant
la formule de Taylor et en choisissant le point de fonctionnement Pr. Le point de
fonctionnement n’est pas forcément un point d’équilibre, en effet le point Py de I’équation
(I.2) est un point de fonctionnement dynamique. Il devient quasi statique lorsque les
termes de vitesse et d’accélération sont nuls (équation (1.3)).

Py = (Xo,Xo,Xo,A9) (1.2)

Py = (Xy,0,0,A) (1.3)

Avec :
— X la position de la plateforme mobile.
— X la vitesse de la plateforme mobile.
— Xy I’accélération de la plateforme mobile.
— Ay toutes les actions mécaniques du robot.

Ce modele dynamique lin€arisé au point Py ne prend pas en compte les effets
d’inertie, car les termes dépendant de la vitesse et de 1’accélération sont nuls. Le fait de
définir un point de fonctionnement Py avec des valeurs de vitesses et d’accélérations nulles
permet de faire apparaitre ces termes dans la formule de Taylor. Le modele dynamique
linéarisé complet, est développé dans cette these au |chapitre 4| et a la|section 4.3| est une
extension directe du modele de Kozak.

1.2.2 Modélisation de la raideur des robots

Les roboticiens se sont intéressés a la matrice de raideur des robots. Ils ont cherché
a augmenter la rigidité des robots en jouant sur des parametres de conception ou de
commande. Les articles suivants sont des travaux étudiant 1’effet des actions mécaniques
sur la matrice de raideur des robots. Cette matrice de raideur s’appelle la matrice de
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raideur géométrique en robotique, car elle représente le décallage par rapport a la position
statique qui crée cette raideur.

— Kock et Schumacher [15] ont travaillé sur le contréle de la matrice de raideur
géométrique et ont montré qu’il était possible de traverser des singularités.

— Chakarov en 2004 [[16] a travaillé sur la matrice de raideur géométrique des robots
paralleles avec redondance d’actionnement et sur une stratégie de commande.

— Miiller en 2006 [17] a travaillé sur la matrice de raideur dérivant des équations
de la dynamique. Son point de fonctionnement inteégre la vitesse et la position
des parametres equation (1.4). Dans ses équations, il y a la matrice de raideur
d’asservissement classique, la matrice de raideur géométrique et la matrice de
raideur dépendant des forces d’inertie Centrifuge et de Coriolis. Il n’a étudié que
les deux premieres matrices de raideur. Il a cherché a contrdler la matrice de
raideur géométrique afin de conserver une raideur constante dans une direction.

Py = (Xo,X0,0,A9) (1.4)

Ensuite
— Miiller, en 2007 [18]], a travaillé sur la matrice de raideur due aux actions
mécaniques et montré une autre facon de la contrdler.
— Moradi, en 2013 [19], a travaillé sur I’analyse de la raideur des robots paralleles a
cable avec la matrice de raideur d’asservissement et de pré-contrainte classique.

1.2.3 Conclusion

Dans la partie des modeles rigides, la construction d’'un modele dynamique linéarisé
complet a été débuté par Kozak. Les matrices de raideur d’asservissement, de raideur de
précontrainte et de raideur dépendant de la vitesse ont été écrites formellement. Seules les
raideurs d’asservissement et de pré-contrainte (calculées avec des efforts statiques) ont été
étudiées. Nous proposons d’étendre ce qui a déja été fait en ajoutant les raideurs dépendant
des accélérations et d’étudier I’ensemble avec un point de fonctionnement dynamique Py.

Py = (X, X0,X0,A0) (1.5)
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Chapitre

Analyse modale : comparaison des
modeles

Dans la bibliographie, nous avons sélectionné un modele dynamique solides rigides
utilisant les équations de Lagrange et le modele MSA. Dans ce chapitre, nous faisons
une étude comparative des deux modeles. Nous souhaitons comparer les effets des trois
raideurs citées ci-dessous sur la fréquence du premier mode d’oscillation.

— La raideur structurelle dépendante de la flexibilité des corps du robot

— La raideur due a I’asservissement, dépendante du controleur de 1’asservissement.

— La raideur due aux actions mécaniques des moteurs, dépendante de la commande

prédictive de 1’asservissement.

Pour améliorer les performances des robots et identifier sur quels parametres nous
devons agir, il faut comparer les contributions des trois raideurs précédentes sur la
valeur de la premiere fréquence propre d’oscillation des robots. Ce chapitre, est une
recherche bibliographique et une application directe sur les méthodes permettant de
calculer les fréquences propres de vibration des robots. Afin d’éviter de répéter robots
paralleles, nous utiliserons I’acronyme PKM qui veut dire Parallel Kinematic Machine
soit robot a cinématique parallele en francais. Les robots étudiés sont tous des robots
paralleles a architecture planaire. Les quatres robots étudiés sont des mécanismes plans,
les m(llvements de translation sont dans le plan (0,)76 , )75) et les rotations sont suivant
I’axe z§.

L’analyse modale, utilisant les éléments finis de ce chapitre, utilise des éléments
dont les nceuds ont six degrés de liberté. Ceci permet d’observer des modes
d’oscillation dans le plan et hors plan pour des robots a architecture planaire, tous
les modes de vibrations sont possibles. L’analyse modale utilisant le modele solides
rigides, seul les modes liés au mouvement de la plateforme mobile sont étudiés. 11 est
impossible d’avoir un mode d’oscillation hors plan.
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Le chapitre se décompose en plusieurs parties :

— Présentation générale de la famille de robots utilisés et des éléments de calculs

— FEtude compléte du robot PRR-2 2 la

— Etude complete du robot PRR-3, redondant de degré 1, a lafsection 2.3

— Etude complete du robot PRR-4, redondant de degré 1, a lajsection 2.4

— FEtude complete du robot Dual-V, redondant de degré 1, a lalsection 2.5

— Conclusion générale sur les modeles et sur I’'influence de la pré-contrainte

Les calculs préliminaires sont détaillés pour le robot PRR-2. Pour les robots PRR-3,
PRR-4 et Dual-V, les modeles géométriques, cinématiques et dynamiques sont détaillés
dans les annexes A, B et C.
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2.1 Présentation des robots étudiés

Dans ce chapitre, nous étudierons plusieurs robots paralleles qui peuvent Etre
redondants en actionnement ou non (plus de moteurs que de degrés de liberté). Ces robots
sont tres 1égers comparés aux autres car leur but est d’aller le plus vite possible d’une
position a une autre. Nous pouvons citer comme exemple le robot Par2 [20]. La famille de
robots, possede m liaisons motorisées et sa plateforme mobile (MP) a n degrés de liberté.
La structure est composée de m chaines cinématiques qui relient le bati a la plateforme
mobile avec m > n pour les robots redondants. Les robots R4 [21]], Par2 figure (2.1) [20]],
Arrow (figure [2.2) [22] et Dual-V (figure 2.3) [23]] font partie de cette famille de robots.
Le graphe de liaison générique est montré par la figure [2.4]

La famille de robots étudi€e possede les caractéristiques suivantes :

— Les chaines cinématiques sont composées de deux corps et de trois liaisons (la

troisieme sert a relier les chaines avec la plateforme).

— Les actionneurs peuvent étre des moteurs linéaires ou des moteurs rotatifs, ils sont

modélisés par une action mécanique en parallele des liaisons Lj; qui peut étre
respectivement une liaison pivot ou glissiere.

— Les liaisons Ly; et L3; sont :
e dans le cas d’un robot a architecture planaire des liaisons pivots (ou une liaison
encastrement pour éviter les mouvements inutiles au robot suivant le cas)
e dans le cas d’un robot a architecture spatiale des liaisons sphériques ou cardans
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FIGURE 2.1: Robot Par2
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FIGURE 2.2: Robot Arrow

FIGURE 2.3: Robot Dual-V
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I—21

Lyi

|—2u

FIGURE 2.4: Graphe de liaison générique

Les inerties en jeux dans ces robots sont principalement celles des moteurs et de la
plateforme (inclut I’outil et/ou la charge). Une hypothese sur la répartition des masses des
barres a une faible influence sur I’inertie globale mais permet de simplifier les calculs tout
en faisant peu d’erreurs pour les modeles dynamiques solides rigides. Cette hypothese
sera utilisée uniquement pour les modeles solides rigides. L’ hypothese est la suivante :
la répartition linéaire de la masse le long de la barre est remplacée par la concentration de
la masse aux deux extrémités pesant chacune la moitié de la barre. Ceci permet de lier les
masses ponctuelles aux corps adjacents 1i et 3 et de supprimer des termes dans 1’énergie
cinétique. Cette hypothese a déja été utilisée dans [21]].
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2.1.1 Paramétrage des robots

Dans la famille de robots étudiée, il y a trois types de parametres :
— Les m parametres de position des moteurs ¢; par rapport a leur axe de référence,
qui se range sous le vecteur des coordonnées articulaires :

a=[q1 - qu] @.1)

— Les n parametres de position de la plateforme mobile X par rapport au référentiel
Ry, qui se range sous le vecteur des coordonnées opérationnelles pour un robot
plan a deux ou trois degrés de liberté :

X:[x y }T ou X:[x y Oz}T (2.2)

— (Optionnel) Les parametres de position des articulations passives 6; facilitant
I’écriture des matrices, qui se rangent sous le vecteur des coordonnées
optionnelles :

o=[6 ... 6] 2.3)

2.1.2 Modéele cinématique

Nous obtenons les équations de la cinématique du robot en faisant I’équiprojectivité
des vitesses dans les barres (de 1 a m) entre les points A; et B; (ou B; = C suivant le type
de plateforme mobile) voir figure [2.5]

w0
512
l
By
,,,,,,, CC’ - i)
O D "

FIGURE 2.5: Schéma cinématique : focus sur la barre A; B,

Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles page 19



Chapitre 2. Analyse modale : comparaison des modeles

—
dA;B; —

AiBi=0 2.4
o (2.4)

— —

dOA; — dOB; —

- LAB; = - L A;B; (2.5)
Vacai/0-AiBi = Vgenijo-AiBi (2.6)

Les matrices J, et Jy du robot sont trouvées par identification des termes du systeme
composé des équations [2.6] La matrice définit par 1’équation [2.9] s’appelle la matrice
Jacobienne inverse du robot J,, et elle peut étre calculée si J,, est inversible.

1,4 =IxX 2.7)
q=1J,"'IxX (2.8)
Ju=J7"1x (2.9)

2.1.3 Modele dynamique solides rigides des PKMs

L obtention du modele dynamique est détaillée[section 4.1|avec les parametres propres
aux équations de Lagrange.

Notation pour les PKMs

Pour faire le lien avec la notation utilisée en robotique, voici les relations a utiliser :
— Pour les parametres de positions :
— Les degrés de liberté sont les parametres de position de la plateforme qp, = X.
— Les parametres contraints sont les parametres des actionneurs qc = q.
= Les axes asservis sont les parametres qc.

— Pour les actions mécaniques :
— Les actions mécaniques des degrés de liberté sont les actions mécaniques
extérieures qui agissent sur la plateforme Qr, = Fext.
— Les actions mécaniques des parametres contraints sont les actions mécaniques
des moteurs qui agissent sur les corps 1i, Qc = 7.

— La matrice de la relation de contrainte cinématique des parametres H devient la
matrice Jacobienne inverse du robot J,,. Il ne faudra pas oublier que J,, dépend
des parametres X et g lors de la linéarisation (notamment pour les dérivations).

H(q) =1, (X,q) (2.10)

— La plateforme est un seul corps, la matrice My est la matrice de masse de la
plateforme qui est invariante en fonction de la position.
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— L’énergie cinétique des actionneurs est invariante en fonction de la position, M,
est une matrice diagonale constante contenant les masses ou les inerties des
actionneurs.

— DL’énergie potentielle de pesanteur est négligée devant les fortes accélérations du
robot.

— DL’énergie potentielle élastique n’est pas €tudiée dans cette these, mais elle peut
étre facilement ajoutée dans les calculs par ceux qui le souhaitent avec le terme
E (¢) du chapitre|chapitre 4]

En connaissant I’architecture et la répartition des inerties du robot générique, nous
pouvons écrire le modele dynamique associé a ces robots. La cinématique des robots
étant parallele, il est plus pratique d’écrire le modele dynamique avec le vecteur des
coordonnées opérationnelles comme variable de mouvement. La somme de 1’énergie
cinétique des moteurs est :

L e —\ —
ZTPKM = Z I’I’qul2 + I’HXVC€3/02 + (HRXQ3/0) : .Q.3/0 (211)
i=1

Avec my; 'inertie associ€e au moteur i, mpsy, €t Ig, s, respectivement la masse et la
matrice d’inertie (diagonale) de la plateforme mobile.

2Tpkm = 4 M, + X My X (2.12)

— M, matrice diagonale contenant les mg;
— My matrice diagonale contenant les myx pour les mouvements de translations et la
diagonale de [gy pour le mouvement de rotation
La puissance virtuelle des actions mécaniques extérieures est :

Popkm = Q" T+ X Fex (2.13)

En utilisant les équations de Lagrange avec multiplicateurs, nous obtenons deux équations
matricielles

My X = Fext +Jx A (2.14)
o T
Mq q= 7 _‘lqa' (215)

En multipliant Iéquation 2.15( par J}, (J], = J3J,7) et en I'additionnant membre 2
membre avec 1’équation [2.14] nous obtenons :

My X +J,M, § = Fext +J,,7 (2.16)

Pour finaliser le modele dynamique du robot, il faut injecter I’équation dans

I’équation [2.16]

i=4,X+J7,X (2.17)
Ce qui donne le modele dynamique générique de la famille de PKM.
(My +J5,M, ) X+ M, J, X =Fext+J),T (2.18)

A ce stade, nous rappelons que J,, dépend potentiellement de X, q et 6.
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2.1.4 Modele dynamique solides rigides linéarisé des PKMs

Le modele dynamique linéarisé est obtenu en appliquant le théoreme de Taylor au
modele dynamique sur toutes les variables (X,X,X, T,Fext) au point de fonctionnement
Py. '

Py = (Xo,X0,X0, 70, Fexto) (2.19)

Nous souhaitons faire une analyse modale du cas quasi-statique (autour de point de
fonctionnement statique), donc Xg = 0, X¢ = 0 et Fexo = 0.

My AX + Ky AX =0 (2.20)
Avec :
My =My +J70M, J,.0 2.21)
Ko =Ky +K, (2.22)
oJl t
Ky =LnoKelno Ky= 55 (2.23)
et

— Ky la matrice de raideur de 1’asservissement vue de la plateforme mobile

— K, 1a matrice de raideur des axes asservis du robot

— K, la matrice de raideur géométrique.
Sachant que les variables q et 8 sont des fonctions de X. qg et 6y sont calculées pour €tre
compatibles avec Xy. La formule de dérivation de composition de fonction est utilisée
pour effectuer la dérivée partielle. La matrice de raideur Ky est tout le temps utilisée dans
les modeles dynamiques linéarisés des robots (Kozak [[12]]) et la matrice Kg est plutot
utilisée en ajout dans les matrices de raideurs des robots a cables. Les robots a cables étant
des structures précontraintes, il est nécessaire que la modélisation prenne en compte cette

précontrainte. Pour plus de détails voir la[section 4.3| pour la linéarisation et la|section 4.4

pour I’identification des matrices.
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2.1.5 Modeéele de type élements-finis, (MSA)

La méthode choisie pour évaluer les fréquences d’oscillation des robots dans cette
partie est la Matrix Structural Analysis qui est basée sur une méthode des éléments finis
utilisant uniquement des éléments a une et deux dimensions, voir chapitre 1. La raideur
due aux actions mécaniques est implémentée dans le modele par des éléments finis de
poutre 1D permettant la prise en compte des précontraintes. Nous étudions deux robots le
DualV et le PR-2 dans des situations différentes pour analyser leurs comportements. Nous
conclurons cette partie sur des nouvelles hypotheéses a prendre en compte pour 1’étude
suivante.

Pour la modélisation des robots, nous posons plusieurs hypotheses :

— les robots sont congus pour avoir de hautes performances (structures peu

déformables, grandes accélérations, grandes vitesses et grandes précisions)

— les solides ont un comportement €lastique linéaire 3D, loi de Hooke

— les matériaux ont un comportement linéaire

— le frottement est négligé

— les jeux de fonctionnements sont nuls

Ces hypotheses sont le point de départ de I’étude que nous proposons, elles seront
modifiées suivant les conclusions des parties suivantes. La premiere partie comparera la
contribution de la précontrainte sur les fréquences par rapport a la raideur structurelle.
Puis dans la seconde partie, nous comparerons les effets de la précontrainte sur la
fréquence par rapport a la raideur structurelle et a la raideur d’asservissement. Nous
finirons par comparer la contribution de la précontrainte par rapport a la raideur
d’asservissement et nous conclurons sur les effets de la précontrainte.
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2.2 Le robot parallele PRR-2

2.2.1 Description du robot PRR-2

Le robot PRR-2 est un robot parallele a deux degrés de mouvements représentés
par le vecteur des coordonnées articulaires X et deux degrés d’actionnement représentés
par le vecteur des coordonnées opérationnelles q. Le robot PRR-2 est un robot non
redondant. Les parametres 6 et 0, représentent 1’orientation des barres 12 et 22,
respectivement les barres de A; et A, vers C, voir figures 2.6 et Pour faciliter les
calculs, 0; est choisi pour représenter 1’ouverture du robot et 6, est renommé 6.

“f] b

La modélisation du robot PRR-2 est faite dans le plan 2D (O, X,¥). C’est un des robots
les plus simples. Il est utilisé dans cette these pour tester les différents modeles (solide
rigide et éléments finis). Il a une singularité de type II [24]] lorsque le point C est sur 1’axe
(0,)75 ) (y =0 et 6 =0), ce qui permet de tester les effets de la précontrainte. C’est le
seul point ol nous pouvons tendre les barres uniquement avec les actionneurs. Les barres
ont une longueur de 0,3m et une masse de 0,73kg. Les moteurs 1 et 2 ont une masse de
5,6kg chacun. Le centre de gravité des moteurs se situe respectivement au point A; et
Aj. La plateforme mobile pése 6kg et son centre de gravité est repéré au point C. Pour
la modélisation éléments finis, les barres sont modélisées avec leur propre poids. Pour
la modélisation solides rigides, les barres sont modélisées sans masse, leur masse étant
répartie entre la masse des moteurs et celle de la plateforme.

St

1

o

)
1
|

=)

FIGURE 2.6: Schéma cinématique du robot PRR-2
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Liaison Glissiere Liaison pivot

De direction y d’axe (44,%)

Liaison pivot

d’axe (B;,Z2)

Liaison Glissiere Liaison pivot

De direction y d’axe (4,,2)

FIGURE 2.7: Graphe de liaison du robot PRR-2

2.2.2 Modele géométrique du robot PRR-2

Ici, nous cherchons la fonction qui permet de calculer les q en fonction des X. La
position du point C(x,y) est connue. Les points A; et A sont les deux intersections du
cercle de centre C et de rayon 1 (longueur des barres) avec 1’axe (O, ﬁ) (ou (O, H ) car ce
sont les mémes axes) voir figure[2.8] Ce qui se traduit par I’équation :

ACE =12 (2.25)
2
(40 +0,6+0C) =P (2.26)
A0+ 0.0°+ 0C2 4+ 24,0, 0.0+20.0-0C +24,0,- OC = 12 2.27)
q%+2(1—07-73>q,-+072—2107-73:0 (2.28)

Le discriminant réduit A’ de 1’équation vaut :
A’:(l—@-ﬁ)z—@%zzo?-ﬁ (2.29)
A =1+ (0c 7,?)2 —0C? (2.30)
N =P (o—é-ﬁ)z 2.31)
Les solutions de I’équation [2.28] sont :

ql:aaﬁ_ziwz_@ﬁ)z (232)
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Les solutions compatibles avec le mode d’assemblage du robot sont :
q1=—l—x+1*—)? (2.33)

g = —l+x++/12—y? (2.34)

Les angles 0; et 6, sont les orientations des barres 21 et 22.

6 — 6, —atan2 <y, 12— y2) (2.35)

6, —atan2 (y, N/ y2> (2.36)

A Y0

FIGURE 2.8: Construction du modele géometrique du robot PRR-2
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2.2.3 Modéele cinématique du robot PRR-2

L’ étude cinématique du robot PRR-2 permet I’écriture de la relation entre les vitesses
de la plateforme mobile Vce3 /9 avec la vitesse des moteurs. Les équations suivantes
donnent les relations qui existent entre 1’écriture matricielle utilisée en robotique et la

cinématique classique.

X = M et Veoso=VotVy Vi=i% V, =y (2.37)
q= {Zj et Virer/0= Gixt Vazea)o = G2%3 (2.38)
AC A,C
o =MC o _AC (2.39)
[ l
O 2
T ——— O 0
A Yo
7
o 7o
(b) Schéma équiprojectivité barre 2
FIGURE 2.9: Cinématique du robot PRR-2
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L’ équiprojectivité sur les barres 21 et 22 donne les équations :

VAlel/O'Tl=VCe3/0'M_1> —  qiIX] - u] = (¥X5 +y¥6) - uf (2.40)
Vaze2/0- w3 = Veesjo: W — X3 - u3 = (XX +y¥0) - u (2.41)
0 w-%3||q2] |u3-X u-¥5||y '

—cosf 0 gi| | cos@ sin@| |x . |—1 —tan@]
{ 0 —COSG] sz]_{—cose sinO] {y}:}q_[ 1 —tanB}X (2.43)

Les matrices J x prr—2- Jxprr—2 €t J,uprr—2 sONt obtenues par identification.
—cosf 0 cos@ sin6
J = J = . 2.44
“4qPRR-2 { 0 —cos 6} “XPRR—2 {— cos® sin 9} (2.44)

Pour@#:l:g J -1 —tane}

—’"PRR_ZZ{ 1 —tan® (2.45)

Les calculs du modele dynamique linéarisé ont besoin de la relation entre 6 et X. Cette
relation est obtenue en utilisant la loi des champs des moments entre le point A; et C pour
les vitesses.

Veeat /o = Varear o+ CAT AQy g (2.46)
X6 +9¥6 = —q1%0 — lui AT (2.47)
(4 ¢1)X3 + 78 = 16v] (2.48)
Avec v_f = u_>1 A\ _0>. En projetant 1’équation sur le vecteur v_1> :

(% +q1)X3 - Vi +yy6 - vi =16 (2.49)
— (x4 (—x—tan@y))sin@ +ycos 0 = [0 (2.50)
0= L, (2.51)

~ Icos Oy )

Ce résultat de la cinématique permet d’obtenir la relation suivante :

0 1
dy Ilcosf

(2.52)
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2.2.4 Modele dynamique solides rigides du robot PRR-2

Les inerties en mouvement du robot PRR-2 sont les glissieres motorisées de masse
mg du corps 11 et 12 dont les centres de gravité se situent aux points A; et la plateforme
mobile (corps 3) de masse my dont le centre de gravité est localisé au point C. Le double
de I’énergie cinétique du robot est donc :

— s —
2Tprr2 = my VAlen/o2 +my VA2€12/02 +my VCezl/o2 (2.53)

Ce qui se développe en forme polynomiale. Les matrices Mypgpry et M prgo sont
identifiées a partir de I’équation de 1’énergie cinétique. L’énergie cinétique des barres est
répercutée sur 1’énergie cinématique des moteurs et de la plateforme grace a I’hypothese
utilisée pour cette famille de robots.

2Tprra = Mgqi +mgds +mxx” + myy* (2.54)
Ce qui donne :
m, O m 0
M, prr2 = {Oq mql et Myprgr = { OX mx] (2.55)

La puissance virtuelle du systeme est la somme des puissances virtuelles des efforts
extérieurs sur la plateforme et de la puissance virtuelle :

.TI|T .1 | Fy
Porrr2 =4 " L_j +XT {F} (2.56)
y

Pour assembler le robot il faut utiliser sa matrice Jacobienne J,, prg, €t sa dérivée J,, prpo-
(La matrice J,, prg, €tant la matrice H du avec les hypotheses de la famille de

robots). '
—1 —tan@]| . 6 [0 1
ImPRR2 = [ 1 —tan 9} X  Juprr2 = 020 {0 1} (2.57)
Les équations du mouvement du robot PRR2 sont les équations (2.58)) et (2.62))
Mprgs (6) X + Cprgs (6,0) X = Qpgrr2 (2.58)
Avec
Mpgra (8) = My prra + I hprra Myprre Lnprio (2.59)
Crrr2 (0) = JhrroMyprro L prio (2.60)
Qprr2 = QL +Jyprr2 Qc (2.61)

Lorsque nous effectuons les calculs des matrices de 1’équation (2.38)), nous obtenons
chacun des termes de 1’équation (2.62))

2 o o Jr.
mx +2m, 0 i . i -1 1][q] | [
0 mx+2m?| 5] T o 29’?# W T ] || TR 292
C

avect =tan0 et ¢ = cos 0
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2.2.5 Analyse modale du modele dynamique solide rigide du robot
PRR-2

Pour effectuer I’analyse modale du robot PRR-2, il faut calculer les matrices Ky et
K

D¢
1 0
Ky = erOKq‘lmO = 2kq {0 tan2 9} (2.63)
aJr To 00
K,=_=m0%7 2.64
£e= 750 ox 2.64)
Tio+ 720 |0 O
= 2.
—%  lcos’O [0 1] (2.65)

Le modele dynamique linéarisé du robot PRR-2 pour I’analyse modale est décrit par
les équations (2.60) et (2.67). Les valeurs des parametres constants sont données dans le
tableau 2.11

MoAX+ (Ky +K,) AX =0 (2.66)
my +2my 0 AX 1 0 Tio+T0 |0 O Ax|
0 my+2m, tan? 9} [Ay‘] + (Zk‘l {o tan? 9} T o0 {o 1} ) {Ay} =90
(2.67)
Noms Symboles | Valeurs | Unités
Masse des moteurs my 5,6 kg
Masse de la PFM My 6 kg
Masse de la barre my, 0,73 kg
Masse volumique de la barre p 2700 | kg/m?
Longueur de la barre 1 0,3 m
Coté extérieur de la section carrée Coxt 0,05 m
Coté intérieur de la section carrée Cint 0,04 m
Raideur d’asservissement kg 200000 | N/m

TABLE 2.1: Parametres constants du PRR-2
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Analyse modale du robot PRR-2 sur son espace de travail

Pour visualiser les évolutions des fréquences propres d’oscillation du robot sur
I’espace de travail, il faut faire varier la position y de 0 a /. Les déplacements sur x n’ont
aucune influence sur les vibrations car ils ne modifient en rien la géométrie du robot.
Il n’est pas nécessaire de faire varier la position de —/ a / car le robot a une géométrie
symétrique pour les positions y positifs avec les positions y négatifs. Pour cette étude, il est
impossible d’appliquer la précontrainte au robot, car le seul point ol cela est possible est
pour y = 0. En prenant en compte les informations précédentes, le modele dynamique
linéarisé devient 1’équation (2.68). La figure [2.10] est obtenue en calculant les
fréquences propres dans I’espace de travail.

my +2my 0 Ai 1 0 A
0 my +2m, tan’ 0 | | A +2k 0 tan2@| " Ay| T 0 (2.68)
35
= Premier mode
""" Second mode
0 e -
® e |
Ta |
10— |
5 i —
0 | | | ‘ |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Position y (m)

FIGURE 2.10: Analyse modale du modele solide rigide du robot PRR-2

Le robot possede deux types de singularités :

— Une singularité de type II en y = 0. Ce qui se vérifie lorsque la fréquence
d’oscillation du premier mode tend vers 0 lorsque y tend vers O.

— Une singularité de type I en y = . Ce qui se traduit par le terme tan® 6 qui tend
vers I’infini. Les effets ne sont pas visibles sur la figure[2.10]car le calcul n’aboutit
pas pour ce point.
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Analyse modale du robot PRR-2 : visualisation des effets de la précontrainte

Pour visualiser les effets de la précontrainte sur le robot PRR-2, il faut mettre le robot
en position telle que y = 0 puis appliquer des forces d’égale intensité pour les moteurs
(T10 = T0 = Tp). Avec les informations précédentes, le modele dynamique linéarisé
devient I’équation [2.69:

mx +2mg; 0 | |AX ke O] |Ax|
e )l YR e

La figure|2.11|est obtenue en calculant les fréquences propres au point X = [0 0] ’

25

= Premier mode
""" Second mode

20— -

Fréquence (Hz)
N
(4]
I
|

N
S
I

|

| | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800
Force de tension des moteurs o (N)

FIGURE 2.11: Analyse modale du modele solide rigide du robot PRR-2 : effet de la
précontrainte

La précontrainte dans ce robot fonctionne comme avec les éléments finis de barre,
c’est-a-dire avec une raideur en F/I. La section carrée des barres est égale a 9cm?, les
moteurs appliquent une force de tension maximum de 800N permanente, ce qui induit
une contrainte de 0,9MPa. Les barres peuvent tenir ces efforts, par contre les moteurs
sont proches du maximum possible. Avec ces valeurs la fréquence propre calculée ne
dépasse pas SHz. Cependant, des qu’il y a tension, nous constatons une raideur non nulle.
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2.2.6 Analyse modale du modele dynamique éléments finis linéaire
du robot PRR-2

Analyse modale du robot PRR-2 sur son espace de travail

Dans cette partie, nous construisons directement le modele dynamique du robot en
assemblant les éléments qui le composent et en rajoutant le couplage lié aux liaisons
cinématiques du robot. La figure décrit le modele éléments finis du robot PRR-2. Les
lignes bleues sont les éléments finis de poutre des barres 21 et 22. Les points bleus sont
les nceuds aux extrémités des éléments. Le nceud Ny3 représente la masse de la plateforme
mobile. Les lignes vertes R, R, et les cercles rouges R3, R4 représentent les relations
cinématiques des noeuds. La figure 2.13|représente le modele éléments finis assemblés

— R; : liaison encastrement entre Ng et N|3

— Ry : liaison pivot d’axe % entre Ni3 et N
— Rj3 : liaison pivot d’axe 7§ entre N, et le bati
— Ry : liaison pivot d’axe z_o> entre N7 et le bati

FIGURE 2.12: Modele éléments finis du robot PRR-2

FIGURE 2.13: Modele éléments finis assemblés du robot PRR-2
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1000 T
—Premier mode

900 Second mode _
800 F “.“‘“u..“' "o.'.".'.' —
7001 ““‘...‘.-“‘ ’\\."." —|
600 — ‘.““av‘.““‘. ““““‘.‘ —

500 “‘.“." ‘»_"' _

Fréquence (Hz)

400 - P

300 1 i

200 - ks

100 - —}

0 \ \ \ \ \
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Position y (m)

FIGURE 2.14: Analyse modale du modele élément finis du robot PRR-2

Sur la figure[2.14] nous constatons que la forme des courbes est globalement différente
de la figure 2.10] car ce sont différents modes qui sont observables. Il y a la méme
singularité type II en y = 0 que pour le modele solides rigides. En y =1/ il y a aussi une
singularité mais cette fois-ci le calcul est possible et la fréquence chute vers 0Hz car la
raideur est nulle. La fréquence du premier mode de cette analyse est largement au dessus
de celle du modele solides rigides, car la raideur de la structure est supérieure a la raideur
de I’asservissement pour les parametres choisis.
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Analyse modale du robot PRR-2 : visualisation des effets de la précontrainte

Pour tester les effets de la précontrainte pour le modele éléments finis, il faut orienter
les barres 21 et 22 avec les angles respectifs 6; = 0 et 6, = 7, comme sur la figure 2.15]
La figure [2.16| donne la fréquence du premier mode pour une force de tension allant de
ON a 800N. Dans le cas du robot PRR-2, le fonctionnement de la précontrainte donne le
méme résultat avec les deux modeles.

Yo

N12 N13

< 710 | N, N3 Ny N %ﬁ Nip Ny Ny Ny N, T3l

R3 Ry

" g & > >

FIGURE 2.15: Schéma du modele éléments finis du robot PRR-2 : cas précontraint

5 T
—Premier mode

4.5 B

Fréquence (Hz)
= N w
[¢)] N (4] w [¢)] A~
I I I I I I
1 1 1 1 1 1

[EN
T
|

0 \ \ \ \ \ \ \
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Force de tension des moteurs i (N)

FIGURE 2.16: AM du modele EF du robot PRR-2 : effet de la précontrainte
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Analyse modale du robot PRR-2 : modélisation EF avec raideur d’asservissement

Pour prendre en compte la raideur d’asservissement dans le modele éléments
finis, il faut modifier les relations cinématiques R3 et R4 pour qu’elles liberent le
mouvement de translation suivant x;. Les barres en rouge sont des éléments de barre
simulant I’asservissement. Ils ont pour raideur k, et pour masse nodale m,. Les liaisons
cinématiques de ce modele sont décrites en dessous :

— R; : liaison encastrement entre Ng et N|3

— Ry : liaison pivot d’axe z_o> entre Ni3 et Nip

— R3 : liaisons en série : liaison pivot d’axe z_o> suivi d’une liaison glissicre de
direction 176 en entre N et le bati

— R4 : liaisons en série : liaison pivot d’axe 26 suivi d’une liaison glissiere de
direction )78 entre N7 et le bati

— Rj5 : encastrement entre N4 et le bati

— Rg : encastrement entre N7 et le bati

— Ry : liaison pivot d’axe Z{ entre N5 et N;

— Ry : liaison pivot d’axe Z; entre N7 et Nig

FIGURE 2.17: Schéma du modele éléments finis du robot PRR-2 avec raideur
d’asservissement
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Le probleme de cette simulation est que le conditionnement du systeéme matriciel est
tres mauvais et les résultats n’ont aucun sens. La conditionnement d’une matrice est donné
par I’équation (2.70). Les notations A et A; sont valables seulement pour et ils
représentent respectivement une matrice carré symétrique définie positive et ses valeurs
propres. (Ce raisonnement ne prend pas en compte la pré-contrainte car la matrice A ne
serait plus symétrique).
 |max(4;)|

|min(4;)|
Pour justifier ce mauvais conditionnement, il faut comparer la pulsation de vibrations au
carré car a)i2 = A

— La valeur propre maximale de la matrice est wgome qui représente la vibration du

mode de traction-compression d’un élément de poutre.

— La valeur propre minimale de la matrice est wgarm qui représente la vibration du

mode de traction-compression d’un élément de barre.

Cond(A) (2.70)

E k
w? o2 ~2,88.10'° (rad/s)* @},,, = —L ~3,6.10* (rad/s)* (2.71)
m

poutre —
elm q

Pour la suite, les modeles éléments finis prenant en compte la raideur
d’asservissement ne seront plus étudiés a cause du choix de la valeur numérique
tres faible de la raideur des actionneurs.
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2.3 Le robot parallele PRR-3

2.3.1 Description du robot PRR-3

Le robot PRR-3 est un robot parallele redondant de degré 1 a deux degrés de
mouvement représentés par le vecteur des coordonnées articulaires X et trois degrés
d’actionnement représentés par le vecteur des coordonnées opérationnelles q. Les
parametres 01, 6, et 03 représentent 1’ orientation des barres 12, 22 et 32. Le robot PRR-3
est construit sur le modele du robot PRR-2 en ajoutant une barre supplémentaire. Cette
barre en plus permet de pré-contraindre le robot en tout point de son espace de travail.

X q1
q= (92

q3

e
I

(2.72)

La modélisation du robot PRR-3 est faite dans le plan (O, X,¥). Ce robot est utilisé dans
cette these pour tester les effets de la précontrainte sur tout I’espace de travail. La longueur
des barres est de 30cm et elles ont une masse de 0,02kg. Les moteurs 1, 2 et 3 ont
une masse de 5,6kg chacun. Le centre de gravité des moteurs se situe respectivement
aux points Ay, A, et A3. La plateforme mobile pese 6kg et son centre de gravité est
repéré au point C. Les hypotheses de modélisation du robot PRR-2 sont utilisées pour la
modélisation éléments finis et solides rigides du robot PRR-3. Les modeles géométrique,
cinématique et dynamique du robot PRR-3 sont détaillés dans 1]Annexe A}

Liaison Glissiére Liaison pivot Liaison pivot
‘ de direction x; d’axe (4,,%) d'axe (C,Z)
Liaison pivot
d’axe (C,2)
Liaison Glissiére Liaison pivot
de direction x d’axe (4,,Z)
c Liaison Glissiére 6 Liaison pivot e
de direction X3 d’axe (4,,2) Liaison
encastrement

FIGURE 2.18: Graphe de liaison du robot PRR-3
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O,

Q3

FIGURE 2.19: Schéma cinématique du robot PRR-3
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2.3.2 Analyse modale du modele dynamique solide rigide du robot
PRR-3

Pour effectuer 1’analyse modale du robot PRR-3, il faut calculer les matrices Ky
et Kg. Seuls les calculs de Kg sont détaillés, pour les autres matrices, les calculs sont
faits formellement en utilisant Matlab symbolic toolbox puis évalués numériquement en
utilisant Matlab a chaque point de I’espace de travail.

MoAX+ (Ky +K,) AX =0 (2.73)
My =My + l;()]\_/[qlmo (2.74)
Ky =J0K o (2.75)

_9JnTo 9}, 70 9q

Ke==79x ~aq ox (2.76)
dJl to dJ] 7o
Ke=-— X dq JmPRR3 2.77)

Analyse modale du robot PRR-3 sur son espace de travail

Pour réaliser la cartographie du premier mode d’oscillation du robot PRR3 représentée
sur la figure[2.20] les coordonnées du point C varient de x,;, = —0,4m & X;q = 0,4m et de
Ymin = —0,4m A yqr = 0,4m. Pour chaque position, le calcul est effectué si les g; sont des
réels, c’est-a-dire que la position est atteignable. Les constantes du robot PRR2 (voir table
sont utilisées pour construire cette cartographie. Grice a sa troisieme barre le robot
PRR3 n’a pas de singularité au centre de son espace de travail et la fréquence d’oscillation
ne varie pas beaucoup 19 — 22Hz sur la partie centrale (plus de la moitié) de son volume
accessible.

page 40 Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 2. Analyse modale : comparaison des modeles

0.4 w w w w w — 30
©Fréquence du premier mode (Hz)
0.3r J
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)
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)
©
o
s 0 1 M5
)
©
>
c-0.1r 1
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Q.02r A
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_0.4 | | | |
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Position x de la plateforme(m)

FIGURE 2.20: Cartographie du premier mode d’oscillation du robot PRR3

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Masse des moteurs my 5,6 kg
Masse de la PFM My 6 kg
Longueur de la barre 1 0,3 m
Raideur d’asservissement kq 200000 | N/m

TABLE 2.2: Parametres constants du PRR-3
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Analyse modale du robot PRR-3 : visualisation des effets de la précontrainte

Pour mieux voir les effets de la précontrainte, 1’analyse modale est menée sur I’axe
(0,)78 ). Cet axe a I’avantage de traverser les zones importantes du robot PRR3. Les
coordonnées du point C varient donc de x,,;;, = —0,4m a x4 = 0,4m pour y = Om. Les
actions des moteurs sont calculées en utilisant la formule et en imposant la norme
infinie du vecteur 7o égale a 800N. La figure [2.22] représente le résultat de I’analyse
modale le long de 1’axe (07%) pour des valeurs d’actionnement maximum de ON en
bleu, 400N en rouge et 800N en orange. Les effets de la précontrainte sont quasiment

négligeables dans I’espace de travail, sauf autour de la singularité de type II (x = —0.3m
voir figure [2.21)) ou la précontrainte permet de limiter la chute de fréquence 4 SHz.
to=ker(J}o)  [1Toll = Fnax (2.78)

Fréquence du premier mode d'oscillation (Hz)

0 | | | | | !
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Position x de la plateforme(m)

FIGURE 2.22: Analyse modale du robot PRR3 avec modélisation de la précontrainte
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2.3.3 Analyse modale du modele dynamique éléments finis linéaire
du robot PRR-3

Dans cette partie, nous construisons directement le modele dynamique du robot en
assemblant les éléments qui le composent et en rajoutant le couplage 1ié aux liaisons
cinématiques du robot. La figure décrit le modele éléments finis assemblé du robot
PRR-3. Les lignes bleues sont les éléments finis de poutre des barres 21, 22 et 23. Les
points bleus sont les nceuds aux extrémités des éléments. Le noeuds Njg représente la
masse de la plateforme mobile.

— R; : liaison encastrement entre N5 et Nig N Rio

— R : liaison pivot d’axe Z? entre N5 et Nyg 0

— Rj3 : liaison pivot d’axe Z; entre N5 et N5

— Ry : liaison pivot d’axe z_o> entre Nj et le bati

— Ry : liaison pivot d’axe z_o> entre Ng et le bati

— Ry3 : liaison pivot d’axe z_o> entre Ny et le bati

—

L Yo

1

&

R

FIGURE 2.23: Schéma du modele éléments finis du robot PRR-3
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Etude avec les mémes parametres que ceux du robot PRR-2

La figure|2.24|est le résultat de 1’analyse modale du robot PRR-3 lorsque la plateforme
mobile suit I’axe (O, %) avec les parametres du tableau Sur cette figure, il y a trois
courbes qui représentent I’analyse modale du robot avec les effets de la précontrainte. La
différence entre les 3 courbes est la valeur maximale de 1’actionnement possible par 1’un
des moteurs pour calculer les effets de la précontrainte. Les effets de la précontrainte sont
négligeables devant la raideur de la structure avec les parametres choisis et I’actionnement
maximum de 800N. Les fréquences calculées sont plus de dix fois plus grandes que dans
le modele solides rigides avec la raideur d’asservissement.

350

300 e
~
T os0l- i
()
°
o
£
@200 =
=
<]
o
3150~ .
(]
Q
c
[
=]
100 _
(TR
—F__=O0N
max
S0~ —F__=400N ]|
max
F__ =800N
max
0 ¥ | | | | | |

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Position x de la plateforme(m)

FIGURE 2.24: Analyse modale du robot PRR-3 avec les parametres du tableau

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Masse de la PFM My 6 kg
Masse volumique de la barre p 2700 | kg/m?
Longueur de la barre 1 0,3 m
Coté extérieur de la section carrée Coxt 0,05 m
Coté intérieur de la section carrée Cint 0,04 m

TABLE 2.3: Parametres constants du PRR-3

page 44 Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 2. Analyse modale : comparaison des modeles

Etude avec les parametres modifiés

Pour visualiser les effets de la précontrainte, les parametres du robot ont été changés.
La section des barres a été diminuée pour que la raideur structurelle soit plus faible.
La masse de la plateforme mobile a ét¢ diminuée aussi pour avoir une fréquence du
méme ordre que pour le modele solides rigides. Les nouveaux parameétres sont ceux du
tableau [2.4] La contribution en fréquence de la précontrainte reste toujours faible. La
contribution est de 2Hz pour des fréquences avoisinant les 30Hz et de SHz au voisinage
de la singularité. Les modeles géométrique, cinématique et dynamique sont détaillés dans

I’annexe A

35

= N N w
Ul =] Qa1 o
T T T T

Fréquence du premier mode (Hz)
5
T

0 | |
-0.3 -0.2 -0.1

0

Position x de la plateforme(m)

0.1

FIGURE 2.25: Analyse modale du robot PRR-3 avec les parametres du tableau

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Masse de la PFM My 2 kg
Masse volumique de la barre p 2700 | kg/ m’
Longueur de la barre 1 0,3 m
Coté de la section carrée pleine c 0,01 m

TABLE 2.4: Parametres constants du PRR-3
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2.4 Le robot parallele PRR-4

2.4.1 Description du robot PRR-4

Le robot PRR-4 est un robot paralléle redondant de degré 1 a trois degrés de
mouvements (deux translations et une rotation de la plateforme mobile) pour quatre
degrés d’actionnement (les quatre glissieres motorisées). Les dimensions du robot ont
été choisies pour avoir une singularité de type II au centre de 1’espace de travail, afin de
voir comment se comporte le robot autour de cette singularité. Notamment, il est possible
de traverser une singularité. Les liaisons motorisées sont des glissieres de direction X aux
points A;. Ce sont des moteurs linéaires qui réalisent ces liaisons. Le schéma cinématique
et le paramétrage du robot sont donnés sur la figure 2.27] Les valeurs des parameétres
géométriques, d’inertie et de la raideur de la commande sont données dans le tableau [2.5
Les modeles géométrique, cinématique et dynamique du robot PRR-4 sont détaillés dans

ITAnnexe Bl

Liaison pivot
Liaison glissiere Liaison pivot
0 R . d’axe (B,,2)
de direction x d’axe (44,2)
7777 Liaison pivot
0 Liaison glissiere Liaison pivot d'axe (B,Z)
de direction ¥ d’axe (4,,2)
7777
0 Liaison glissiere Liaison pivot
de direction ¥ d’axe (43,Z) — .
Liaison pivot
77 d’axe (B3,2)
0 Liaison glissiere Liaison pivot
de direction ¥ d’axe (44,2) Liaison pivot

d’axe (By,Z)

FIGURE 2.26: Graphe de liaison du robot PRR-4
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FIGURE 2.27: Schéma cinématique du robot PRR-4

Pour plus de détails sur la plateforme mobile, voir le tableau [B.2]et la figure B.3

Noms Symboles | Valeurs | Unités

Masse des moteurs my 8 kg

Masse de la PlateForme Mobile (PFM) myx 10 kg

Inertie de la PFM Ix 0,36 kg.m2
Demi-longeur de la PFM a 0,1 m
Demi-largeur de la PFM b 0,1 m

Masse de la barre myp, 5,15 kg

Raideur d’asservissement kg 200000 | N/m

TABLE 2.5: Parametres constants du PRR-4
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2.4.2 Analyse modale du modele dynamique solide rigide du robot
PRR-4

Le modele dynamique linéarisé du robot PRR-4 pour I’analyse modale est décrit par
I’équation (2.79)). Les valeurs des parametres constants sont données dans le tableau [2.5
Pour effectuer 1’analyse modale du robot PRR-4, il faut calculer les matrices Ky et Kg.

MyAX + (Ky +K,) AX =0 (2.79)
My = My +J5,6MoJ o Kx = LnoK Lo
4 4 f; my 0 0 4 6 fi
My=m, |t; 17 ft:i|+|0 mx O| Ky=k,|t; t7 fi;
fi fiti f? 0 0 iy fi fti f?

K — _dJnTo  9J;,T0 08
¢ dX 20 0JX
Le calcul de K, se fait enticrement sur Matlab, la matrice est trop complexe pour pouvoir
I’écrire ici. Le robot a un comportement symétrique pour la position y et pour la rotation
a de la plateforme. La cartographie de 1’espace de travail est faite de y,,i, = 0m a yyax =

(2.80)

T
0,37m et 04y, = 0rad & Oy = Zrad . Les figures|2.28|et[2.29|donnent la fréquence propre

d’oscillation du robot sur I’espace de travail étudié. La premiere donne 1’oscillation sans
pré-contrainte tandis que la seconde donne la fréquence d’oscillation avec pré-contrainte
dans le cas ou l’actionnement limité au maximum a Fp, = 800N. L’influence de la
pré-contrainte sur les fréquences d’oscillation du robot est tres limitée dans les zones
ou la fréquence est suffisamment haute (de 8 a 20Hz). Par contre, I'influence de la
pré-contrainte est importante autour de la singularité (y = 0 et o = 0). La fréquence
passe de O0Hz a 6Hz pour la position singuliere et elle augmente de 1 & 2Hz autour de
la singularité.

Pour ce robot, chercher a augmenter la fréquence d’oscillation du robot avec la
précontrainte n’est pas une bonne idée, car cela consommerait une grande partie
des efforts moteurs pour tendre le robot ce qui laisserait d’autant moins pour son
fonctionnement (mouvement).
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2.5 Le robot parallele Dual-V

2.5.1 Description du robot Dual-V

Le robot Dual-V est un robot parallele redondant de degré 1 a trois degrés de
mouvements représentés par le vecteur des coordonnées opérationnelles X qui sont les
mouvements de la plateforme mobile. La plateforme mobile a une masse my dont le
centre de gravité est le point Ps et une inertie i, d’axe (Ps, 1—3) Le Dual-V a quatre chalnes
cinématiques RRR qui relient le bati a la plateforme mobile. Pour chaque chaine i, la
liaison pivot entre le bati et le corps il est motorisée (moteur i, de parametre g; = 0y,
d’inertie i, et de couple C;) et la seconde d’axe (B;, z_o>) (de parametre 6y;) et la troisieme
d’axe (G, z_()>) sont passives. Les barres 1i de longueur / ont un mouvement de rotation
et leur inertie est rapportée au niveau du moteur i. Les barres 2i de longueur /5; = [ ont
leurs masses et inerties rapportées respectivement sur les barres 1i et la plateforme suivant
I’hypothese simplificatrice des barres assimilées a deux masses ponctuelles. Le schéma
cinématique du robot et de son paramétrage est montré par la figure [2.31] Pour plus de
détails au sujet du Dual-V, le lecteur peut se référer a [23]]. Les parametres de géométrie,
d’inertie et de la commande sont donnés dans le tableau [2.6] Le modele cinématique et le
modele dynamique du robot Dual-V sont détaillés dans 1]Annexe C|

X=1[x y GS}T q=1[611 6 63 941}T (2.81)

Liaison pivot

Liaison pivot
d’axe (B,Z)

Liaison pivot Liaison pivot

d’axe (0,,2) d’axe (4,,2)

Liaison pivot

Liaison pivot

d’axe (03,2) d’axe (A3,2)

Liaison pivot

d’axe (Bsy,Z)

Liaison pivot
Liaison pivot

d’axe (04,7)
d’axe (Bs4,Z)

FIGURE 2.30: Graphe de liaison du robot Dual-V
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o Tj

O2(—a,d) O1(a,d)

Os(—a, —d)

Oy4(a, —d)
S——» T

o—— 7§

FIGURE 2.31: Schéma cinématique du robot Dual-V

Noms Symboles Valeurs Unités
Distance A;O projetée sur X0 a 0,39 m
Distance A;O projetée sur )78 d 0.11 m
Demi-longueur de la plateforme

Masse de la PFM My 2,1 kg
Inertie de 1a PFM i 0,023 kg.m?
Inertie rapportée des moteurs Iy 0,074 kg.m?
Masse de la barre myp, 1.9 kg
Masse volumique de la barre P 2700 kg/m?
Longueur des barres | 0,28 m
Coté de la section carrée C 0,05 m
Raideur d’asservissement kg 900 N.m/rad

TABLE 2.6: Parameétres constants du Dual-V
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2.5.2 Analyse modale du modele dynamique solide rigide du robot
Dual-V

Le modele dynamique linéarisé du robot Dual-V pour I’analyse modale est décrit
par ’équation (2.82)). Les valeurs des paramétres constants sont données dans le tableau
(2.6). Pour effectuer I’analyse modale du robot Dual-V, il faut calculer les matrices M,
Ky et K,. Pour ce robot, les calculs des matrices ont été faits formellement dans un
premier temps puis elles sont numériquement évaluées pour toutes les positions. Pour la
cartographie du premier mode, seuls les déplacements x et y sont étudiés pour simplifier
I’analyse.

MyAX+ (Ky +K,) AX =0 (2.82)

Les figures [2.32] (en 3D) et [2.33] (courbes de niveau) sont les résultats de 1’analyse
modale du DualV sur son espace de travail sans précontrainte. La figure[2.34]est le résultat
de I’analyse modale du robot Dual-V avec précontrainte, sachant que le couple maximal
statique des moteurs dans cette situation est de Cy,;,,x = 130N.m. La comparaison entre
I’analyse modale avec et sans contrainte du Dual-V est trés importante car le Dual-V est
le seul robot étudié de cette these qui existe physiquement. Le gain en fréquence lorsque
les moteurs sont a 100% de leur capacité est de 1Hz au maximum, cela confirme que la
précontrainte n’est pas une bonne solution pour augmenter les plus basses des fréquences
d’oscillation pour ce type de robot.
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FIGURE 2.32: Surface 2D de la cartographie du premier mode d’oscillation du DualV
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FIGURE 2.34: Cartographie du 1¢" mode du robot DualV avec précontrainte
et ||7ol|.. = 130N.m

L orientation de la plateforme mobile est 05 = Orad dans les figures[2.32] 2.33|et[2.34]
Pour des raisons de symétrie, seul le cadran x positif et y positif est montré pour les figures

233 etR34
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2.6 Conclusion du chapitre

Le but de ce chapitre est d’étudier I’'influence de la précontrainte sur les fréquences
propres d’oscillations pour les deux modeles choisis. Pour le modele solides rigides les
raideurs étudiées sont :

— La raideur due a I’asservissement, dépendant du contrdleur de 1’asservissement.

— La raideur due aux actions mécaniques des moteurs, dépendant de la commande

aux couples calculés (en anglais CTC : Computed Torque Control) de
I’asservissement.
La structure est supposée indéformable.

Pour le modele éléments finis les raideurs étudiées sont :
— La raideur structurelle dépendant de la géométrie et des matériaux du robot.
— La raideur due aux actions mécaniques des moteurs, dépendant de la commande
feed forward de I’asservissement.
Dans ce cas, le conditionnement de la matrice du systtme modale est tres mauvais. Par
conséquent les résultats sont impossibles a interpréter.

Le modele solides rigides et le modele éléments finis fournissent tous les deux les

mémes conclusions :

— Les fréquences calculées avec les deux modeles sans précontrainte ont le méme
comportement vis-a-vis des singularités type II. Les zones ou la variation de la
fréquence est stable sont les mémes pour les deux modeles.

— La raideur due aux actions mécaniques des moteurs a une influence quasiment
négligeable sur la fréquence d’oscillation lorsque le robot est dans son espace de
travail. Par contre, la raideur de précontrainte empéche la fréquence de chuter a
0Hz lorsque le robot se trouve a une singularité.

Remarque : Cette conclusion est valable pour des robots congus pour étre rigides.
Mais I’opposé est vrai pour des robots dont la conception impose des raideurs faibles
voir la La pré-contrainte peut étre utile pour les robots paralleles a cables
planaires (Robot Pickable [25]]) ou spatiaux (Robot Co.Gi.Ro voir figure [2.35][26])), sous
réserve de prendre en compte les spécificités li€ées au comportement des cables car ces
robots sont intrinsequement peu rigides et doivent étre tendus pour fonctionner. Les cables
ne pouvant que "tirer" les robots sont nécessairement redondants pour les totalement
contraints [27] ou tendus par la gravité pour les suspendus.

Pour les parametres géométriques choisis correspondant a des robots performants, la
fréquence d’oscillation du modele éléments finis est de 1’ordre de vingt fois supérieure a
celle du modele solides rigides. Elles sont suffisamment éloignées 1’une de 1’autre pour ne
pas interférer. Ce qui valide I’hypothese des solides rigides pour des robots performants.
Pour la suite de cette these, nous choisissons le modele solides rigides pour nos études et
nous nous concentrons sur I’étude des effets des forces d’inertie sur les robots paralleles.
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FIGURE 2.35: Robot Co.Gi.Ro
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Chapitre

Présentation de phénomenes dynamiques

Dans I’analyse modale des mécanismes, le systeme d’équations utilisé est obtenu en
linéarisant les équations du mouvement (qu’elles proviennent du Principe Fondamental de
la Dynamique (PFD) pour les systemes rigides ou du Principe des Puissances Virtuelles
(PPV) pour les éléments finis). Les équations du mouvement sont linéarisées autour
d’un point de fonctionnement. Le choix du point de fonctionnement est trés important
car il permet de montrer I’'influence de certains termes ou de les négliger dans le
systeme d’équations linéarisées. Lorsque, I’analyse modale est utilisée pour étudier des
systémes statiques, le point de fonctionnement choisi est un point de fonctionnement
“statique”, c’est-a-dire que la vitesse et 1’accélération des parametres de position sont
nulles. Dans le cas d’un systeme dynamique (en mouvement), les analyses modales se
font principalement avec un point de linéarisation statique, car les forces d’inertie sont
négligeables devant les autres sollicitations. Kozak a développé un modele dynamique
linéarisé respectant ces hypotheses [[12]].

Il existe un cas ou le point de fonctionnement n’est pas statique, c’est dans 1’analyse
modale des rotors, ou la vitesse et I’accélération de rotation du rotor sont prises en compte
dans le point de fonctionnement. La these de Sino [28] utilise des modeles qui prennent
en compte les effets gyroscopiques sur les fréquences d’oscillations des rotors. Le cours
de Centrale Lyon de Lainé [29] et I’article du code ASTER [30] utilisent un point de
fonctionnement dynamique (accélération et vitesse) dans leurs modeles des rotors.

Le but de ce chapitre est de montrer que les forces d’inertie ont une influence sur les
modes de vibrations et notamment sur la valeur des fréquences de vibration. Pour cela,
les trois parties de ce chapitre mettront en évidence cette influence via 1’étude du pendule
simple et feront I’analogie avec deux systemes proches, les robots PR et RR.
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3.1 Oscillations d’un pendule simple

Le pendule simple est composé d’une masse et d’un fil supposé rigide qui est assimilé
a une barre. La masse et la barre (formant le corps 1) sont en liaison pivot par rapport au
bati (corps 0) comme représenté sur la figure [3.1] Les parametres sont donnés table [3.1]
Ceci constitue la base de notre étude. Le mouvement de rotation de la liaison pivot est
repéré par le parametre 6. Les études du pendule simple, du robot PR et du robot RR qui
suivent, mettront en évidence le type de force qui influe sur les oscillations de 6.

y
A
|

Z R
o -—=>>X
1 Liaison Pivot
: d’axe (0,2)
1
1
1
1
1
1
: A m (b) Graphe de liaison du pendule
1

(a) Schéma cinématique du pendule

FIGURE 3.1: Définition du pendule

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Longueur de la barre l 0,05 m
Masse de la masse m 0,5 kg

TABLE 3.1: Parametres géométrique et d’inertie du pendule

Le Principe Fondamental de la Dynamique est appliqué dans le référentiel terrestre.
Le solide étudié est le corps 1. Le bilan des actions mécaniques qui agissent sur le corps
1 sont :

— Le poids {ﬁ,()}A (P=—m. g.¥). (g I'accélération du champ de pesanteur)

— L’action mécanique de la liaison pivot sur le corps 1 .
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L’équation du moment dynamique projetée sur Z en O donne les équations (3.1) et (3.2).
PAAG =m.*.67 3.1)
é+§smw):o (3.2)

Pour obtenir la fréquence d’oscillation du pendule autour du point de fonctionnement
6 = 0, il faut linéariser 1’équation (3.2) et nous obtenons la fréquence d’oscillation du

pendule (3.4).

é+§ﬁ=o (3.3)
w=/8 =L /8 (3.4)
l 2\l

Maintenant nous posons la question suivante : Comment peut-on changer la fréquence
d’oscillation du pendule ? La fréquence d’oscillation du pendule est donnée par I’équation
(3.4), qui dépend de la longueur du fil et de la gravité. Pour notre étude, nous nous
intéresserons a la gravité, par un exemple théorique. Nous ferons deux mesures, I’une
a la surface de la Terre et I'autre a la surface de la Lune. La mesure de la fréquence
d’oscillation du pendule sur Terre (g7rerre = 9,81ms_2) donne fr.e = 2,2H7z et celle
faite sur la Lune (g7n. = 1,62ms %) donne Srune = 0,90 Hz. De ces expériences nous
pouvons faire 1’analogie suivante : la tige du pendule simple peut étre assimilée a une
barre liée au bati par un pivot d’un c6té et tendue par une force F de 1’autre (comme une
barre du PRR-2 quand il est a plat et tendu). La gravité induit une force au niveau du point
A qui permet de tendre la barre 1. Le poids joue le méme rdle dans le pendule que la force

F pour la barre. Dans les deux cas, la raideur apparente est k = 7 et ' = mg dans le cas

du pendule.

Dans la suite de ce chapitre, nous souhaitons tendre le corps 1 avec des forces d’inertie.
Nous supprimons I'influence de la gravité sur le pendule et nous ajoutons le corps
0 et une liaison supplémentaire au pendule pour créer un mouvement d’entrainement.
Ce mouvement générera une force d’inertie au point A, voir figure [3.2] Dans la partie
3.2, le nouveau systeme est un robot PR dont la fréquence d’oscillation 8 dépend de
I’accélération du mouvement d’entrainement. Dans la partie 3.3 le systeme est un robot
RR dont la fréquence d’oscillation 6 dépend de la vitesse de rotation du mouvement
d’entrainement.

Liaison pivot

Liaison
d’entrainement

d’axe (0,2)

FIGURE 3.2: Graphe de Liaison du corps d’entrainement et du pendule
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3.2 Oscillations dépendantes de I’accélération

Dans cette partie, nous proposons de vérifier I’ hypothese suivante : I’accélération peut
influencer la valeur des fréquences propres. Pour cela nous ferons I’étude dynamique du

robot PR, puis nous ferons la comparaison entre deux cas :
— Premier cas : le calcul des valeurs propres des équations du mouvement linéarisé

autour d’un point de fonctionnement dynamique.

cas : la simulation numérique des équations du mouvement sans

linéarisation mais dans les conditions du point de fonctionnement.

— Second
y
A
1
Lt s
A CRG

(a) Schéma cinématique du robot PR

Liaison pivot

Liaison Glissiere

d’axe (A,2)

De direction y

(b) Graphe de liaison du robot PR

FIGURE 3.3: Définition du Robot PR

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Longueur de la barre [ 0,05 m
Masse de la glissiere M 0,5 kg
Masse de la plateforme mobile m 0,5 kg

TABLE 3.2: Parametres géométriques et d’inertie du robot PR
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La force de gravité n’est plus prise en compte dans les calculs car nous souhaitons
reproduire les effets de la gravité avec la force d’inertie d’accélération. Le robot présenté
par les figures [3.3] est un robot série PR. Il permet de simuler la gravité artificielle grace
a ’accélération de la glissiere et de "choisir la valeur de la gravité". Le pendule est formé
dans ce robot par le corps 2 et la liaison pivot est la liaison 1-2, voir figure[3.3b] Les degrés
de liberté de ce robot sont g7 = [y 8)]. y est le paramétre de la translation du corps 1 par
rapport au corps 0. Le moteur linéaire d’action 7; permet de contrdler le mouvement y. 0
est le parametre de la rotation du corps 2 par rapport au corps 1. Le moteur rotatif d’action
7, permet de contrdler le mouvement 6. L’ obtention des équations du mouvement (3.11))
du robot PR est réalisé grace aux équations de Lagrange et de la procédure proposée a la

section 4.1
3.2.1 Equation du mouvement

Les inerties en mouvement du robot PR sont la masse M du corps 1 et la masse m du
corps 2. Le double de I’énergie cinétique du robot est donc :

— —
2Tpr = MVge1 /> +mVaca o (3.5)
Ce qui se développe en :
2Tpr = (M+m)y* +miI>0>+2mly0 sin(0) (3.6)

Et la puissance virtuelle des efforts extérieures est :
Ppr = T1y+ 720 (3.7)

Les matrices suivantes sont calculées a partir de I’énergie cinétique du robot PR voir
section 4.

| M+m  mlsin(0)
MPR (9) - [ml Sin(e) le } (3.8)
- N 0 Omlcos(0)
Mpg (6,6) = [lecos(ﬂ) 0 } G2
: 0 0

Cpr (6,6) = [éml cos(0) 0] (3.10)

Les équations du mouvement du robot PR sont les équations (3.11)) et (3.12)
Mpg(6) 4+ Cpr (6,60) @ = Qpr (3.11)

M+m mlsin(0)| |¥ 0 mlBcos(8)] [v] [m
mlsin(0)  mi? ] [é Tlo o 0|~ |o (312)

Pour se mettre dans la situation du pendule simple, il faut avoir une accélération §
constante valant g7.... Dans ce cas, le moteur linéaire se déplace en accélérant et le
moteur rotatif exerce un couple nul.
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3.2.2 Obtention des fréquences propres par simulation numérique

Le systeme dynamique est simulé a I’aide de Simulink. Le modele dynamique réécrit
sous la forme de I’équation (3.13) facilite la construction du modele par schéma bloc. Le
rajout de J7 F permet d’exciter le robot au niveau du point B

t+J'F—C(q.9)a4 = M(q)i (3.13)

T . A
— T= [171 172} vecteur des actions mécaniques des moteurs.

T ) L. .
— F= [Fx Fy] vecteur des actions mécaniques sur la plateforme mobile.

T . . T o (e #1T . . L
—q=1[y 60]".,q=[y 6] eti=[y 6] vecteurs position, vitesse et accélération
des coordonnées articulaires du robot PR.

Modele Dynamique
O s T A [y K gy e

FIGURE 3.4: Schéma bloc du modele dynamique sur Simulink

Pour simuler la gravité, il faut avoir une accélération constante sur y. Dans la suite de cette
sous partie, nous détaillons la simulation numérique pour une accélération j = 40m.s 2.
Le choix de I’accélération n’est pas important pour montrer la procédure, car c’est la
méme quelle que soit ’accélération. La figure [3.5] montre 1’évolution temporelle des
accélérations, vitesses et positions des parametres articulaires que nous souhaitons suivre

pour notre simulation. Les conditions initiales des deux intégrateurs sont q =0 et q = 0.

Pour respecter cette trajectoire, il faut que les actionneurs génerent un vecteur d’effort
constant T = [220N ON m] " Le robot est libre pour le degré 0. Les conditions que
nous avons imposées sont suffisantes pour avoir une erreur nulle en position, vitesse et
accélération. Pour rappel, il n’y a pas de correcteur activé pendant la simulation. Pour
observer le phénomene vibratoire, il faut exciter le robot avec un choc sur les forces

extérieures qui prend la forme d’une fonction créneau de norme F = [10_4N ON} " etde
durée 0,05s. La norme devant étre suffisamment faible pour ne pas trop s’éloigner de la
trajectoire désirée qui est notre point de fonctionnement et la durée suffisamment courte
pour exciter les modes. La figure [3.6] montre la forme de 1’excitation sur Fgxrx et les
oscillations (de 1’ordre de 10~ rad) qui en découlent sur 6.

page 62 Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 3. Présentation de phénomenes dynamiques
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FIGURE 3.5: Définition de la trajectoire du robot PR
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FIGURE 3.6: Simulation numérique de la réponse temporelle a un choc
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3.2.3 Obtention des fréquences par linéarisation

Nous supposons que le mouvement de la pivot est de tres faible amplitude par rapport
au mouvement de la glissiere. La variation de (0,60, 0) est tres petite dans les équations
du mouvement du robot PR (3.12). Le systéme d’équation devient (3.14) :

M+m mlo] [y 0 mlo] [y] [F

{ml@ mz2} M * {o 0 } {é] - [0] 3.14)
Or, pour faire une analyse modale nous avons besoin uniquement des termes du premier
ordre. Nous pouvons supposer que les termes provenant des forces d’inertie centrifuge
et de Coriolis sont négligeables devant la force d’actionnement de la glissiere. La figure

montre les forces d’inertie associées aux termes 06 et 8 a comparer avec 1’action

mécanique du moteur F et la force d’inertie (M + m)j qui valent 220N chacune, pour une

accélération ¥ = 40m.s 2.

X 109 . ..
e 102 €1l N e 1060 en N

06
0.4 r

0.2

-0.2

Forces d'inertie

0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5
temps (s)

FIGURE 3.7: Evaluation des forces d’inertie
Le systeme d’équation (3.13)) est le systtme d’équation du mouvement linéarisé a

I’ordre 1. En calculant les valeurs propres de ce systeme, nous obtenons la valeur des
fréquences d’oscillation de la pivot en fonction de 1’accélération équation (3.16).

M+m O |y 0 O (y| _|F
{ 0 Hé}*lo ;}-M—[O] G
_ Ly
pr—27r ; (3.16)
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3.2.4 Comparaison des résultats avec la linéarisation et la simulation
numérique

Pour comparer les résultats, nous mettons sur le méme graphique (figure [3.8)) la
fréquence élevée au carré en fonction de I’accélération . Les fréquences obtenues par la
linéarisation sont représentées par la droite orange et les valeurs obtenues par la méthode
numérique sont représentées par les points bleus. La différence entre les deux est tres
faible. Pour chaque valeur de j souhaitée nous relevons les fréquences d’oscillation en
faisant une FFT de la réponse au choc (figure sur la sortie (ici seulement 1’angle 6).
Les valeurs obtenues sont données dans la table

Accélération  j | Simulation Fréquences théorie E o

(ms™2) numérique(Hz) linéarisée(Hz) rreurs(%)

1,62 0,93 0,90 -2,65

5 1,56 1,59 1,98

9,81 2,18 2,22 2,21

20 3,125 3,18 1,82

30 3,9 3,89 -0,03

40 4,49 4,50 0,25

50 5,07 5,03 -0,73

60 5,46 5,51 0,96
Ecart-type de I’erreur(%) | 1,27

TABLE 3.3: Comparaison des fréquences en fonction de 1’accélération

30F @ Fréquences au carré issue de la simulation numérique

— Fréquences au carré issue de la linéarisation
AN 2 1 -

N 25 fiin = w2 ¥ 7
p—

< 20

I

(@]

-]

®© 15 T
(7]

]

g 10f -
D)

>

O

L 5r 1
LL

O 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Accélération §j (m.s™?2)

FIGURE 3.8: Comparaison des fréquences obtenues par linéarisation et par simulation
numérique pour le robot PR
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3.3 Oscillations dépendantes de la vitesse

Dans cette partie, nous proposons de vérifier I’hypothese suivante : la vitesse peut
influencer la valeur des fréquences propres. Pour cela nous ferons I’étude dynamique du
robot RR (aussi appelé double pendule), puis nous ferons la comparaison entre deux cas :

— Premier cas : le calcul des valeurs propres des équations du mouvement linéarisées

autour d’un point de fonctionnement dynamique.

— Second cas : la simulation numérique des équations du mouvement sans

linéarisation mais dans les conditions du point de fonctionnement.

oONy

Liaison pivot Liaison pivot

d’axe (0,Z2)

d’axe (A,2)

(b) Graphe de liaison du robot RR

(a) Schéma cinématique du robot RR

FIGURE 3.9: Définition du robot PR

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Longueur de la barre / 0,5 m
Inertie du corps 1 1 0,36 kg.m2
Masse de la plateforme mobile m 5 kg

TABLE 3.4: Parametres géométriques et d’inertie du robot RR
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Ce que nous avons fait avec 1’accélération, nous pouvons aussi le faire avec la vitesse. Ici,
pour simuler la gravité, nous utilisons la machine décrite par la figure[3.9] La gravité est
émulée par le mouvement de rotation qui crée une accélération centrifuge. Pour mettre
en mouvement le robot et maintenir le point de fonctionnement, les liaisons pivot sont
motorisées. Le moteur de la liaison 0-1 a pour couple moteur 7|, le moteur de la liaison
1-2 a pour couple moteur 7.

3.3.1 Equation du mouvement

Les inerties en mouvement du robot RR sont I’inertie I du corps 1 et la masse m du
corps 2. Le double de I’énergie cinétique du robot est donc :

2Trr =19 )0° +mVacrjo” (3.17)
2Trr = [I+2mI*(1+cos0)] &* +mi*6* + 2mi*(1 4 cos 0) Lo (3.18)

Et la puissance virtuelle des efforts extérieures est :
Prr = T10+ 120 (3.19)

Les matrices suivantes sont calculées a partir de I’énergie cinétique du robot PR voir

[section 4.11

I+2ml*(14cos®) mi*(1+cos6
Mg (6) = { mi?(1 (+cos 0) ) ( ml? >] (3.20)
. : —20ml*sin® —6ml*sin 6
Mg (6.6) = {—émlzsine 0 } (3.21)
: 0 0
Crr (6,60) = [—(Oz—i—é)mlsin@ 01 (3:22)
Les équations du mouvement du robot RR sont les équations (3.23) et (3.24)
Migg (6) 4 + Crr (6,6) 4 = Qre (3.23)

I+2mi?(14cos@) mi*(1+cosB)] [& n —20mi*sin®@ —Omi*sin0] [a]  [Cy
mi*(1+cos @) mi? 6 ami? sin O 0 0| |G

Pour créer une force d’inertie dépendant uniquement de la vitesse de rotation, il suffit
que les deux moteurs rotatifs exercent un couple nul et que le corps 1 ait une vitesse de
rotation initiale non nulle.
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3.3.2 Obtention des fréquences propres par simulation numérique

Les équations du mouvement du robot RR sont simulées a 1’aide du logiciel
Simulink. Nous utilisons le méme schéma bloc (figure que pour la simulation
précédente. Le modele dynamique réécrit sous la forme de 1’équation (3.25)) permet
d’identifier les matrices 4 renseigner pour la simulation. Le rajout de J7 F permet d’exciter
le robot au niveau du point B.

T+ F—Clq,4)a = M(q)§ (3.25)

T . L.
— T = [”L’l Tz} vecteur des actions mécaniques des moteurs.
T . L .
— F= [Fx Fy} vecteur des actions mécaniques sur la plateforme mobile.
T . . a7 .. o 51T o .
—q = [a 9} , q = [Oc 9} et q = [Oc 0} vecteurs position, vitesse et
accélération des coordonnées articulaire du robot RR.

Modele Dynamique

F——+JT Clq,q)

FIGURE 3.10: Schéma bloc du modele dynamique sur Simulink

Pour simuler une force d’inertie constante en norme, dépendant de la vitesse, au niveau
du point B, qui tend le corps 2, il suffit de maintenir une vitesse de rotation ) constante
du corps 1. Dans la suite de cette sous partie, nous détaillons la simulation numérique
pour une vitesse & = 40rad.s~!. Les résultats de toutes les simulations sont donnés dans
la partie suivante. La figure|3.11{montre 1’évolution temporelle des accélérations, vitesses
et positions des parametres articulaires que nous souhaitons suivre pour notre simulation.

Les conditions initiales des deux intégrateurs sont (¢ = [60rad 571 Orad .s’l} T et q=0.

Pour respecter cette trajectoire, il faut que les actionneurs génerent un vecteur d’effort
constant T = 0. Le robot est libre pour le degré 0. Les conditions que nous avons imposées
sont suffisantes pour avoir une erreur nulle en position, vitesse et accélération. Pour
rappel, il n’y a pas de correcteur activé pendant la simulation.

Pour observer le phénomene vibratoire, il faut exciter le robot sur le degré 0 avec
un créneau sur F = [10_4N ON} ! pendant 0,01s suffisamment faible pour ne pas trop
s’éloigner de la trajectoire désirée qui est notre point de fonctionnement. La figure 3.12
montre la forme de I’excitation sur F, et les oscillations (de 1’ordre de 10~ rad) qui en
découlent sur 6.
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FIGURE 3.11: Définition de la trajectoire du robot RR
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3.3.3 Obtention des fréquences propres par linéarisation

Pour reproduire le méme comportement que la gravité, il faut avoir une vitesse de
rotation ¢t constante. L’ action des moteurs 7| et Tp n’est pas nécessaire pour maintenir les
conditions du point de fonctionnement et il faut supposer les variations de (0, 0,0) tres
petites. Le systeéme d’équations devient (3.26).

| {Z] " {_ggé "0 9} | m - m (3.26)

Comme pour le cas précédent (robot PR), pour faire une analyse modale nous avons
besoin uniquement des termes du premier ordre. Les termes 00 ¢ et 062, représentant les
inerties de Coriolis et centrifuge, sont du troisieme ordre. Ils sont négligeables devant les
autres termes de 1’équation (3.26). La figure [3.13] montre I’ordre de grandeur des termes
d’accélération et I’ordre de grandeurs des termes d’accélération de Coriolis et centrifuge.
Les résultats de cette figure sont issus de la simulation avec ¢& = 60 rad /s et nous montrons
0,3 secondes pour plus de lisibilité des graphes. Le systeme d’équations est le
systeme d’équation du mouvement linéarisé a 1’ordre 1.

BBEE e

Nous injectons la premiere équation dans la seconde et nous avons :

1
—+4 2
m12+
2 1

1
L4402
m12+

2 1

4 .
- — 6+a*0=0 (3.28)
—+4
mil? +
Ce qui donne :
s 9 4m1?
0+o |1+ 7 0=0 (3.29)

Nous en déduisons les fréquences d’oscillation du robot RR qui sont :

1 4mi?\ .
f= (ﬁ 1+ T) & (3.30)
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3.3.4 Comparaison des résultats avec la linéarisation et la simulation
numérique

Pour comparer les résultats, nous mettons sur le méme graphique la fréquence en
fonction de la vitesse angulaire «. Les fréquences obtenues par la linéarisation sont
représentées par la droite orange et les valeurs obtenues par la méthode numérique sont
représentées par les points bleus (figure [3.14). La différence entre les deux est tres faible,
I’écart-type de I’erreur est de 0,014%. Pour chaque valeur de & souhaitée, nous relevons
les fréquences d’oscillation en faisant une FFT de la réponse au choc (figure [3.12) sur la
sortie (ici seulement I’angle 6).

Vitesses angulaires Fréquences Fréquences Erreurs (%)
& (rads™") (Hz) théoriques (Hz)

1 0,58 0,61 0,055

5 3,12 3,07 -0,017

10 6,05 6,14 0,0148

20 12,3 12,28 -0,0014
30 18,35 18,42 0,0039

40 24,6 24,56 -0,0014
50 30,66 30,70 0,0014
60 36,7 36,84 0,0039
Ecart-type de I’erreur (%) 0,014

TABLE 3.5: Résultats de toutes les simulations du robot RR

351 ® Fréquences au carré issue de la simulation numérique T
Fréquences au carré issue de la linéarisation
B [ I+4mi? - i
30 flin = 1—[;2 (e}
~—
N
I 25 i
N
O
o 20 .
c
(O]
S 15 .
o
)
S
LL 10 .

0 10 20 30 40 50 60
Vitesses angulaires & (rad.s™!)

FIGURE 3.14: Comparaison des fréquences obtenues par linéarisation et par simulation
numérique pour le robot RR
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3.4 Conclusion

Jusqu’a présent pour les robots, le calcul de la fréquence d’oscillation des systemes
dans I’analyse modale était réalisé uniquement a partir d’un point de fonctionnement
statique. Nos travaux utilisant les simulations présentées dans ce chapitre, montrent
qu’il existe aussi un lien entre la fréquence d’oscillation des systemes mécaniques dans
I’analyse modale et les termes du premier ordre provenant des forces d’inertie propre a
la vitesse (Coriolis et centrifuge), propre a I’accélération. Dans la suite de cette these,
nous développerons un modele dynamique linéarisé qui inclura ces forces d’inertie afin
d’enrichir le calcul de la fréquence d’oscillation.
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Chapitre I

Modele dynamique et modele dynamique
linéarisé€ général

Le chapitre précédent a mis en évidence les effets de I’inertie sur les fréquences
de vibration. Ce nouveau chapitre développera un modele dynamique linéarisé général
qui prend en compte ces effets d’inertie. Andreas Muller a travaillé sur les effets de
I’actionnement et de la vitesse sur la raideur des robots, voir [31]], [[17] et [18]].

Dans ce chapitre, le modele dynamique d’un systeme général est écrit grace aux
équations de Lagrange (premiere partie). La seconde partie propose I’écriture du modele
dynamique linéarisé général. Le modele présenté fonctionne pour tout type de robot et il
n’y a pas d’obligation d’utiliser I’hypothese sur la répartition des masses pour les barres.
C’est le modele dynamique linéarisé utilisé au|chapitre 5] I est plus complet que le modele

présenté au chapitre

77



Chapitre 4. Modele dynamique et modele dynamique linéarisé général

4.1 Modele dynamique : équation de Lagrange

Les équations de Lagrange sont une re-formulation des équations classiques du
Principe Fondamental de 1a Dynamique (PFD) de Newton. Elles permettent de visualiser
le probléme du point de vue énergétique et ne font pas intervenir les actions de liaisons.
Les équations de Lagrange permettent 1’écriture directe des équations du mouvement et
s’appliquent dans les mémes conditions que le PFD, c’est-a-dire dans un référentiel R
galiléen et pour un systeme isolé. Dans ce chapitre, les équations de Lagrange sont écrites
sous forme matricielle. n est le nombre de parametres du systeme et m le nombre de degrés
de liberté.

Rappel des notations :

— g représente les paramétres de position. Ecrit sans indice, il représente tous les

paramétres. Exemple : f(q) = f(q1,.--,qn)

— () est le vecteur contenant les vitesses des parametres. Exemple : q = Bl}
2

— { est le vecteur contenant les accélérations des parametres. Exemple : { = [Zl}
2

Pour établir le modele dynamique du systeme générique, le nombre de parametres du
systeme est choisi supérieur au nombre de degré de liberté. Les parametres sont séparés
en deux :

— qL = [qi]T pour i allant de 1 a n les parametres des degrés de liberté.

— qc = [qi]T pour i allant de n+ 1 a m les parametres des degrés contraints.

Ces parametres sont rangés dans I’ordre suivant :

q' = [qf q] 4.1)

I1 n’y a pas de couplage entre les parametres dans la matrice de masse. Le seul lien entre
les parametres est décrit par les équations de contraintes.

A(qr) qL —B(gc) 4c =0 (4.2)

La fonction T est I’énergie cinétique du systeme et la fonction V est I’énergie potentielle
du systeme.

1, ) 1, )
T = qu M, (qr) 4L + quMc (gc)ac  V=V(q) (4.3)

Avec M et M~ qui sont les matrices de masses symétriques.
Le lagrangien du systeme est la différence entre I’énergie cinétique et potentielle.

L=T-V (4.4)
La puissance virtuelle P, permet de calculer les coefficients des forces généralisées.

~ 9P, (q,9)

0= "5 (4.5)
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Les équations de Lagrange avec multiplicateurs s’écrivent pour le parametre g;

8L) JdL

d
Pouri = 1jusqu’a m = <3_61, EP =0+ Z aij A (4.6)

Avec A; les multiplicateurs de Lagrange et a;; les coefficients des polynémes de degré
1 en ¢; provenant de la dérivée des équations de contrainte. Du fait du découplage, les
équations de Lagrange s’écrivent :

— Pour les gy, :
d [ JdL dL
S(Z= ) 2= AT A 4.7
o (3('1L) Ja QL+A" (q1) (4.7)
— Pour les g¢ :
d [ dL dL T
Rl i [ B A 4.8
En développant le premier terme de chaque équation :
d [ JL .
— | = | =M gr + M i) G 4.9
d [ dL .. . DN s
— | 5= | =Mc(g¢) Gc +Mc(g¢,4c) dc (4.10)
dt aqc

Puis en identifiant le second terme pour chaque équation :

JdL

Jq & (qz,4r) QL —Ev (qz) (4.11)
JdL .
aq —Cc<QC»QC) qC_EC (QC) (412)
Avec :
— C; et C. des matrices contenant les coefficients d’ordre 2 en ¢; du systeme
8L 8L
d’équations respectif — et —.
qL 3 qc
L 8L
— Ej, et Ec les vecteurs contenant tous les termes restants de — Jar 8q ne pouvant
C
pas étre rangés dans C; et C-.
En regroupant les termes qui peuvent 1’étre, les équations deviennent :
M, (q1) G+ Cp (qr,qr) dL+Er () = Qu+A" (q2) A (4.13)
M (g¢) dic +Cc (9¢,4c) dc +Ec (9) = Qc —B' (q¢) A (4.14)
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Les équations de contraintes permettent d’exprimer la relation entre les parametres.

dc=B""(qc)A(qL) 4L (4.15)

Pour simplifier les écritures, les variables dans les matrices sont masquées. Nous posons
B 'A=HetAT BT = HT . 1l en résulte les deux relations suivantes :

qc=HqL (4.16)

dc=HaL+Hau (4.17)
L équation (#.T4)) est multipliée par H :

H"Mcic+H" Cedc+H Ec=H"Qc—AT A (4.18)
Puis en remplagant ¢ et {c.
H'McHau+ (H'CcH+H'McH) qu+H' Ec =H' Qc—A" 4 (4.19)
Nous sommons les deux équations (@.13)) et (4.19) :

(M; +H"M¢H) G+ (C,+H ' CcH+H "M H) qr, +EL+H Ec = QL+ H' Qc

Nous obtenons le modele dynamique général qui s’écrit : (420
M () 4.+ Cg(q,9) 4L +Ec (9) = Qe (4.21)

Avec
Mg (q) =M, +H" McH (4.22)
Cg(q,9) =C +H CcH+H " McH (4.23)
Eg(q) =EL+H'Ec (4.24)
Qc=QL+H'Qc (4.25)

Pour la partie suivante, les équations du modele dynamique sont écrites sous la forme
d’une fonction d, telle que 1’équation (4.26)), cette forme permet de simplifier 1’étape de
linéarisation.

d(¢,4,4,A) = Mg (9) 4L+ Cg (¢:9) qL+Ec (9) — Qc (¢:4) (4.26)
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4.2 Contexte du modele dynamique

e Qr et Qc sont des vecteurs contenant les actions mécaniques qui correspondent
respectivement aux degrés de liberté qr, et q¢ (a I’endroit o une action mécanique
est appliquée, il y correspond un degré de liberté).

e Pour faciliter la notation, le vecteur A est défini par : AT = [Qr”,Qc” |

e Le systeme est un robot dont tous les parametres de position sont asservis. Cet
asservissement suit une commande qui, dans cette étude, est une commande
Proportionnelle-Dérivée (PD) avec une chaine directe (qui pré-calcule les actions
mécaniques, ce qui correspond a une commande en couple calculé CTC, figure
4.1| pour voir I’agencement de la commande).

e En ne sachant pas quelles sont les liaisons actives asservies, passives et
parfaites, dans un premier temps elles seront toutes considérées asservies
(raideur et amortissement). Pour désactiver I’élasticité et I’amortissement d’une
liaison, il suffit d’annuler les composantes de raideur et ou d’amortissement
correspondantes. Dans ce cas 1a :

Les actions mécaniques Qr, et Q¢ sont de la forme suivante :

QL <QLa QL) =QLecte + QLeor + Qrext 4.27)
Qc (QC7 QC) =Qcecte + Qceor + Qcext (4.28)

Avec
— Qrete €t Qrete sont les actions mécaniques des actionneurs calculées par la
commande CTC.
— Qrcor €t Qreor sont les actions mécaniques des actionneurs calculées par
I’asservissement (correcteur).
— Qrext et Qcext sont les vecteurs des actions mécaniques autres qui ne dépendent
pas de la commande CTC et de la commande PD.
Les actions mécaniques calculées par le correcteur PD permettent d’écrire les actions
mécaniques Qy, et Q¢ sous la forme :

QL (92.91) = Quete — Ky (qr. — qro) — Dy (G — dro) + Qrext (4.29)
Qc (9¢:9c) = Qcete — K (ac —qco) — De (e — Geo) + Qcext (4.30)

Avec
— K et K- sont les matrices diagonales de raideurs de la commande proportionnelle.
— Dy et D sont les matrices diagonales d’amortissement de la commande dérivée.
— qrLo> qco, qro €t qco sont les positions et vitesses de la commande désirée au
moment du calcul.
Pour I’analyse modale, les variations de la commande sont négligeables devant les
autres termes. La commande sera considérée constante, ce qui permet le changement de
variables suivant :

Qw (91,91) =Qro — K7 q1, — Dy 41, + Qrext (4.31)
Qc (gc,gc) =Qco — Kcdc — Deqe + Qcext (4.32)
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Lo Chaine directe
9d; 4d, 9d Commande CTC | @ete

Modele dynamique
inverse

qr, 4L, 4L
ou

qc, 4o g
G- Ga Robot s
Correcteur (PD)
Ou a6,

Modele dynamique direct

FIGURE 4.1: Schéma bloc de la commande des robots

4.3 Linéarisation du modele dynamique

Le développement limit€ de d a I’ordre 1 par rapport au point de fonctionnement Py,
donne le modele dynamique linéarisé (MDL), (4.34).

Py = (qo,40, 0, Ao) (4.33)
ad dd dd dd
| AQL+ =—| AQL+ =—| AqL+ =] AA=0 (4.34)
G Py aqL Py aqL Py JA Py

En utilisant la loi de commande (@.31) et {#.32), il est possible d’exprimer AA de
I’équation (4.34)) en fonction de Aq, et Aq..

dad dad ad

—| AMA=——| AQrL+—=—| A 4.35

aA Pf aQL Pf QL aQC Pf QC ( )
dd ,

— —| AA=—-1AQL—H AQc (4.36)

Les variations des actions mécaniques calculées par la chaine directe sont négligeables
devant les variations de la commandes PD et des actions extérieures.

AQL (q1,q1) = —K; Aqr, — Dy Aqr, + AQpext (4.37)

AQc (g¢:4c) = —KcAqe —DeAde + AQcext (4.38)
En utilisant I’équation (@.16)), on en déduit :

Aqc = HAqy, (4.39)

Aqc = HAqL (4.40)
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D’ou
j—i , AA = (K, +H"KcH) Aqu+ (D +H' DeH) AL — AQLext — H AQcext
(4.41)
Pour alléger les notations, nous posons :
Kp(q0) =K, +H'KcH (4.42)
Cp(q0) =Dy +H'DcH (4.43)

4.4 Identification

Le but des calculs suivants est d’identifier les termes de 1’équation et de les
faire correspondre avec un systeme d’équations différentielles du second ordre.

M (g0) AGL + Cq (g0, go) Aqr + Kq (g0, G0, Go,Ao) Aqr, = AF (4.44)

4.4.1 Matrices de Masse

Sans aucune ambiguité, I’identification de M, donne :

ad
M (g0) = Sar =M (o) (4.45)
qL Py
Sachant que :
M (q0) = My (920) +H" (90) Mc (gc0) H (40) (4.46)

4.4.2 Matrices d’amortissement

Pour identifier C; il faut rechercher tous les termes qui vont se mettre en facteur de
AqL
+Cp (40) (4.47)

ad
Cy(g0,90) = ErS
Py

Qui peut s’écrire
Co (90,490) = C, (90,90) +Cp (q0) (4.48)

e Avec C,(qo,qo) la matrice d’amortissement cinématique dépendante de la
position g et de la vitesse g.

. d(C(q,9) 4 2(C(q,9) q
C, (90,90) = ( ;.) L) + ( (8 ) L> H (q0) (4.49)
qL P, qc P,
Sachant que :
C(qr.qL) =C,+H'CcH+H McH (4.50)
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e Avec Cp(qo) la matrice d’amortissement de la commande dépendante de la
position q.
Cp(q0) =Dy +H'DcH (4.51)

4.4.3 Matrices de Raideur

Pour identifier K, il faut rechercher tous les termes qui vont se mettre en facteur de
AqrL

od
Ky (90,40,G0,A0) = Sar +Kp(q0) (4.52)
qL Py
o M (q) §r dC(g,9) 4L JE (g) 9Q(q,Ao0)
K ) ) 7A = + - 5. +K
Ko (90,40, Go,A0) da |y, da |p, " oa |, da |y, r(q0)
(4.53)

Chaque dérivée partielle est identifiée avec la matrice se trouvant a la méme position.

Ky (90,40) = K; (90, 40) + K, (90,90) + K, (q0) + K, (g0, Oco) + Kp(q0)  (4.54)
e Avec K; (qo,¢o) la matrice de raideur d’inertie dépendante de la position ¢ et de
I’accélération .
M (q10,9c) GLo
Py 9qc

IM (qr,9c0) dr
aqr,

H (qo) (4.55)
Py

Ki (CIOv CIO) =

Sachant que :

M (qr.9c) =My (q) +H" (q1,9¢) Mc (g¢) H (q1.9¢) (4.56)

e Avec K, (¢0,40) la matrice de raideur cinématique dépendante de la position ¢ et
de la vitesse ¢

K, (g0,40) = 9(Cla.4) ) 3 ) + 9(€la.4) ) 5 ) H (qo0) (4.57)
qL p dc p
i i
Sachant que :
C(qr.qr) =C,+H'CcH+H ' McH (4.58)
o AvecK,, (qo) la matrice de raideur potentielle élastique dépendante de la position
q.
JE (q) JE (q)
K, (q0) = + H (qo (4.59)
p(a0) L |p,  Iqc |p, (@0

e Avec K, (q0,0Qco) la matrice de raideur géométrique dépendante de la position g
et de ’actionnement Q¢

dHT Qco

4.60
JaL (4.60)

K, (g0,0Qco0) = —

Py
e Avec Kp (go) la matrice de raideur de commande dépendant de la position q.

Kp(q0) =K, +H'K-H (4.61)
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4.4.4 Variation des actions extérieures

Pour finaliser I’équation (4.44)), nous devons compléter le vecteur AF. Dans ce vecteur,
nous retrouvons toutes les actions mécaniques extérieures qui ne dépendent pas de la
commande et de la position.

AF = AQrext + H" AQCext (4.62)

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un modele général dynamique linéarisé
d’un mécanisme asservi avec une commande CTC autour d’un point de fonctionnement
Pr. Ne connaissant pas la position des axes asservis et des parametres sollicités par
les actions mécaniques extérieures, nous avons supposé qu’ils étaient tous asservis et
qu’ils pouvaient tous étre sollicités. Pour I’application a un cas connu, il faut supprimer
certaines composantes de matrices et des vecteurs, voire les supprimer complétement si
leur existence n’a plus de sens. Dans le chapitre qui suit nous proposons d’appliquer notre
modele dynamique linéarisé aux robots paralleles.
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Chapitre

Application aux robots paralleles

Ce chapitre présente 1’étude du modele dynamique linéarisé appliqué aux robots
étudiés dans cette these. Les robots étudiés sont tous des robots plans contenus dans le
plan (O, 176 , )76) Les mouvements observés lors de 1’analyse modale sont contenus dans
ce méme plan. Il est donc impossible de voir les oscillations d’'un mode hors plan. Le
chapitre se décompose en trois parties. La premiere partie présente la simplification des
matrices issues de la linéarisation en prenant en compte les particularités dans la famille de
robots étudiés. La deuxieme partie présente 1’application du modele dynamique linéarisé
le long d’une trajectoire définie pour les robots étudiés au La troisieéme partie
présente des phénomenes qui peuvent atténuer ou compenser les effets des forces d’inertie
sur les fréquences d’oscillations des robots. Les développements de ce chapitre sont une
extension de ’article que notre équipe a rédigé [32].
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5.1 Modele dynamique linéarisé des PKMs

Le modele dynamique linéarisé des PKMs conserve la méme forme que pour le cas
général 4.44] mais avec les notations propres aux robots paralleles voir [section 2.1.

Mo AX + CoAX + Ky AX = AF ey (5.1
Matrices Contenant les matrices suivantes Expressions
My M (Xo) My +J),0M, o
: oL M,J, X
C, (Xo Xo) Pl o
(&) Xo.Xo
Cy(Xo) IroDgd mo
" oL, M,J, X
K; (Xo.Xo) B
Xo.Xg
. oI, M,J, X
Ky K, (Xo,X) —
Xo.Xo
oJT © 0
K, (Xo, 7o) —
i IX Xo.T
Kp (XO) *LiOKq‘lmO

TABLE 5.1: Matrices du modele dynamique linéarisé appliquées aux PKMs

Sachant que :
Imo = 4n (X0,90) (5.2)

_ du(X,qo) du(Xo,q) I (5.3)
X IX Xo Jq qo0
Les développements sont relativement simples, rapides et permettent une compréhension
facilitée. Ils montrent les effets du point de fonctionnement (Xo,Xg,Xo, 7o) sur les

différentes matrices. Ces équations sont capables de montrer la fréquence instantanée
d’oscillations des robots lorsqu’ils suivent une trajectoire.

du(X,q)
0X
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5.2 Etude de cas

Dans cette partie, nous montrons plusieurs simulations numériques de robots. Nous
nous intéressons a I’évolution de la fréquence du premier mode d’oscillations le long de
la trajectoire. Nous comparerons deux cas :

— cas 1 : Pour la trajectoire donnée, a chaque intervalle de temps, nous calculons
la fréquence du premier mode d’oscillations avec un point de fonctionnement
statique Py = (Xp,0,0,0). Ce qui revient a calculer les valeurs propres de la
matrice de la formule [5.4]

M; 'K, (5.4)

— cas 2 : Pour la trajectoire donnée, a chaque intervalle de temps, nous calculons
la fréquence du premier mode d’oscillations avec un point de fonctionnement
dynamique P; = (Xo,Xo, X0, To). Ce qui revient a calculer les valeurs propres
de la matrice de la formule

M, (K +K,+K,+K,) (5.5)

Les résultats des calculs du cas 1 sont les courbes bleues et les résultats des calculs du cas
2 sont les courbes vertes, voir figures [5.2] [5.4] [5.6]et[5.8]

Les fréquences d’oscillation sont calculées toutes les 100us le long de la trajectoire.
La trajectoire de référence est une translation du point D au point A. La distance entre A
et D est la longueur d (0.4m pour le cas présent). Le Jerk (la dérivée de I’accélération par
rapport au temps) de la trajectoire est représentée par une fonction créneau par rapport au
temps ou les valeurs extrémums valent +J,,,x, 0, 0u — Jyqx. L' accélération, la vitesse et la
position sont des fonctions "S curve" calculées par intégrations successives par rapport au
temps, tout en limitant les extrémums des fonctions si nécessaire. Le tableau donne
les valeurs des extrémums pour chaque fonctions. Le Jerk, I’accélération, la vitesse et la
position en fonction du temps sont représentés sur la figure [5.1] Dans cette configuration,
seule la vitesse n’atteint pas sa limite V.

Limites Symboles | Valeurs extrémums | Unités
Jerk Jmax 50000 m/s>
Accélération | A 700 m/ s>
Vitesse Vinax 200 m/s
Position Poax d=0,4 m

TABLE 5.2: Parametres de la trajectoire
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0.04

0.05 0.06

0.01

0.06

0.01 0.02 0.03

temps (s)

0.04 0.05 0.06

FIGURE 5.1: Représentation temporelle de la trajectoire
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5.2.1 Etude du robot PRR-2

La description complete du robot PRR-2 est faite a la L’avantage du robot
PRR-2 est qu’il est suffisamment simple pour que toutes les matrices puissent étre écrites

de maniere littérale. C’est le seul robot ou les matrices sont détaillées.

Matrices Contenant les matrices suivantes Expressions
M, M, (Xo) {mx %(—) 2m, N +02 . tg}
K; (Xo,Xp) % {8 (1)
TR
K, (Xo, 7o) % [g (1)]
K, (Xo) 2k, {(1) tar?z 9}

TABLE 5.3: Matrices du modele dynamique linéarisé du robot PRR-2

Avec 0 = atan2(y, /12 —y?)

Premiére trajectoire du robot PRR-2

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.6] exprimés
dans Ry
—-0.2 0.2
Xa = [ 0.2 } Xa= {0.2} (5.6)

Seconde trajectoire du robot PRR-2

Le point de départ et le point d’arrivée sont désormais les vecteurs de 1’équation
exprimé dans Ry

X = [o(.)z} Xa= {—8.2} -7
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Le résultat de 1’analyse modale le long des deux trajectoires est donné par la figure

5.2

Pour la trajectoire 1 parallele a I’axe (O, X0 ), la fréquence dans le cas statique (courbe
bleue) et dans le cas dynamique (courbe verte) ne varient pas du tout. Des explications
sur I’interprétation des résultats sont fournies a la[sous-section 5.3.1]

Pour la trajectoire 2 parallele a 1’axe (O, )75) le robot traverse la position y = 0 qui
est la singularité de type II du robot PRR-2. Au démarrage et a la fin de la trajectoire, la
contribution des matrices de raideur des forces d’inertie et d’actionnement (K;, K et Kg)
dans la matrice de raideur globale (K)) est négative. Ce qui se traduit par le fait que la
courbe verte passe au dessous de la courbe bleue. Pour la partie centrale, la contribution
est positive, ce qui se traduit par le fait que la courbe verte passe au dessus de la courbe
bleue. Autour de la singularité, dans le cas statique, la fréquence chute a 0 et dans le
cas dynamique la fréquence est non nulle. Il est possible de traverser les singularités tout
en gardant une certaine raideur si le robot a une vitesse non nulle. Ici ce sont les forces
d’inerties dépendantes de la vitesse qui créent la raideur suffisante pour rester stable. C’est
une autre fagon de traverser une singularité que celle proposée par Kock [15] et Six [24].

Afin d’avoir une meilleure vision de I’'influence des forces d’inertie sur les fréquences
d’oscillation du robot PRR-2, nous changeons la valeur de la raideur d’asservissement k,
qui varie de ON/m a 10000000N /m. Cette étude est faite sur la trajectoire 2 car c’est la
seule trajectoire sensible aux forces d’inertie. Les résultats de cette étude sont données
sur la figure[5.3]

— Pour k; = ON/m, 1a matrice K est singuliere, une des valeurs propres est nulle et

I’autre est négative.

— Pour ON/m < k; < 5000N/m, la contribution négative des matrices de raideur
K, K, et K, est suffisamment grande pour que K ait une valeur propre négative
(chute de la fréquence d’oscillation vers 0Hz).

— Pour &k, < 5000N /m la contribution de la matrice de raideur d’asservissement Kp
est suffisamment grande pour compenser la contribution des matrices de raideur
des forces d’inertie et d’actionnement (K;, K, et Kg).

— Pour k, suffisamment grand (ex : k; > 10000000N /m), la contribution de la
matrice de raideur d’asservissement est prédominante dans la matrice globale K,
sauf autour de la singularité.
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Trajectoire 1 Horizontale

245
. 24r
N
<
o 2351
[&]
c
S
= 23f
o
-
225
22 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Cas statique Cas dynamique
. Trajectoire 2 Verticale
.20
N
z
o 15
[&]
c
S
3 10
o
LL
5
0 1 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
100%
Qo
% 50% |-
5 .
0, = =
O 0%
3 -50%
a
_100% 1 1 1 1 1
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
temps (s)

Accélération en % de A =700m.s™>
max

Vitesse en % de V. =200m.st
max

Positionen % de P =0,4m
max

FIGURE 5.2: Analyse modale le long des trajectoires du robot PRR-2
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5.2.2 Etude du robot PRR-3

La description complete du robot PRR-3 est faite a la L’expression
des matrices de ce robot est trop complexe pour étre écrite ici. Les calculs sont faits
formellement a 1’aide de Matlab Symbolic Toolbox puis intégrés dans des fonctions sur
Matlab.

Premieére trajectoire du robot PRR-3

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.8] exprimés
dans Ry
—-0.2 0.2
w02 we ] 59

Seconde trajectoire du robot PRR-3

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.9] exprimés

dans Ry
0 0
Xa= {0.2} Xa = {—o.z} (59)

Le résultat de 1’analyse modale le long des trajectoires est donné par la figure pour
kg =200000N /m.

La courbe bleue, qui est le cas statique, varie et se comporte comme pour la
cartographie faite a la sauf que la courbe est déformée car le robot ne se
déplace pas a vitesse constante. Pour les deux trajectoires, nous aboutissons a la méme
conclusion : La courbe verte, qui est le cas dynamique, est légerement au dessus de la
courbe bleue, ce qui veut dire que les effets dynamiques pour les deux trajectoires choisies
passant par I’axe (O, x§) pour la premigre et passant par I’axe (O, y§) pour la seconde ont
tendance a augmenter la raideur du robot.

La figure[5.5|présente I’évolution des fréquences d’oscillation du robot PRR-3 suivant
la trajectoire 1 lorsque le parametre &, varie de ON /m a 10000000N /m. Le comportement
des fréquences d’oscillation du PRR-3 dans le cas dynamique en fonction du parametre
kg est divis€ en trois parties :

— Pour ON/m < k; < 5000N/m, la contribution négative des matrices de raideur

K, K, et K, est suffisamment grande pour que K, ait une valeur propre négative
(chute de la fréquence d’oscillation vers 0Hz).

— Pour 5000N/m < k; < 500000N /m, il existe une différence notable entre le cas
statique et le cas dynamique.

— Pour k; >> 500000N /m (ex : k, = 10000000N /m), les effets des forces d’inertie
sur les fréquences d’oscillation sont négligeables (dans ce cas il n’y a pas de
singularité de type II pour créer une différence).

Une étude similaire en utilisant la trajectoire 2 donne les mémes résultats.
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FIGURE 5.4: Analyse modale le long des trajectoires du robot PRR-3
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FIGURE 5.5: Analyse de sensibilit€ du parametre k, sur les fréquences d’oscillation du
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5.2.3 Etude du robot PRR-4

La description complete du robot PRR-4 est faite a la L’expression des
matrices de ce robot est trop complexe également. Pour ce robot les parametres de
trajectoire et de raideur sont différents, voir tableau 5.4

Limites Symboles | Valeurs extrémums | Unités
Jerk Jmax 20000 m/s>
Accélération Amax 200 m/ s>
Vitesse Vinax 10 m/s
Position Poox d m
Raideur d’asservissement kg 5.107 N/m

TABLE 5.4: Parametres de la trajectoire

Premiere trajectoire du robot PRR-4

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.10] exprimés
dans Ry.

X;=1[0 01"  x,=[10 0,1]" (5.10)

Seconde trajectoire du robot PRR-4

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.11] exprimés
dans Ry.

X;=1[0 01]"  x,=[0 —0.1]" (5.11)

Le résultat de 1’analyse modale le long de la trajectoire est donné par la figure[5.6]

Pour la trajectoire horizontale 1, la courbe bleue, qui est le cas statique, ne varie pas
car le robot conserve sa géométrie lors d’un mouvement parallele a I’axe (O, %) Pour le
cas dynamique (courbe verte), la différence entre la courbe bleue et la courbe verte n’est
pas significative.

Pour la trajectoire verticale 2, lorsque nous comparons les deux courbes, nous voyons
le méme genre de comportement mais avec quelques différences. Dans le cas statique la
fréquence du premier mode chute vers 0 lorsque y = 0 (singularité de type II) mais ce
n’est pas le cas lorsque nous prenons en compte les force d’inertie dans les calculs. Nous
pouvons en déduire que les forces d’inertie induisent la raideur permettant de traverser les
singularités paralleles.

Le comportement des fréquences d’oscillation du robot PRR-4 dans le cas dynamique
est le méme que pour le robot PRR-2, seules les valeurs délimitant les zones sont
différentes, voir figure

page 98 Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 5. Application aux robots paralleles

Trajectoire 1 Horizontale

14.5361625 &
~—~~
N
I
N—r
[}
o
c
[}
>
(o3
o
el _
1453616 Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
100%
S
@ 50%
S
S o
8 0%
S
3 -50%
o
_100% Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (s)
s Trajectoire 2 Verticale
~
N
=
P 10
(&)
c
=
o 57
o
S
LL
0 Il Il Il Il Il Il
o 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
(@]
8 100%
% o f
3 OA)’/ \
‘5 -100% I I I I ! ! I
Dcz 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
temps (s)
Cas statique Cas dynamique
Propriétés trajectoire 1 Propriétés trajectoire 2

Accélération en % de A__ =200m.s™
max

Vitesse en % de V. =10m.s™t
max

Positionen % de P__ =10m Positionen % de P__ =0,2m
max max

FIGURE 5.6: Analyse modale le long des trajectoires du robot PRR-4

Accélération en % de A__ =200m.s”
max

Vitesse en % de V =5,4m.s'1
max

2

Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles

page 99



Chapi

kg=1000 N/m
1.5}
g g
~ l ~
(O] (O]
(8] (8]
c <
[} [}
> >
o o
05 @
LL LL
1.
0 0
0 0.02 0.04 0.06
temps (s)
kg=108 N/m
257 25

Frequence (Hz)
Frequence (Hz)

0.02 0.06

0 0.04
temps (s)
3 kg=10"% N/m
25710 q
~ ~
=S =
[} [}
(8} Q
c c
(O] (O]
> >
o (on
o o
LL LL
0 0.02 0.04 0.06
temps (s)

FIGURE 5.7: Analyse de sensibilité du parametre
robot PRR-4 lors du suivi de la trajectoire 2

(o2}

ol

I

w

N

N W~ OO

[En

tre 5. Application aux robots paralleles

kq:105 N/m
0 0.02 0.04 0.06
temps (s)
«10%2  kq=10"° N/m

0.02 0.06

0 0.04
temps (s)
«10'  kq=10% N/m

0.034 0.036 0.038 0.04 0.042
temps (s)

kg sur les fréquences d’oscillation du

page 100

Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 5. Application aux robots paralleles

5.2.4 Etude du robot Dual-V

Les parametres de trajectoire et de raideur utilisés sont ceux du tableau 5.5}

Limites Symboles | Valeurs extrémums | Unités
Jerk Jmax 20000 m/s’
Accélération Amax 200 m/ s
Vitesse Vinax 10 m/s
Position Poax 0,2 m
Raideur d’asservissement ky 900 N.m/rad

TABLE 5.5: Parametres de la trajectoire

Premiere trajectoire du robot Dual-V

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.12] exprimés
dans Ry
0,1 10,1
Xd—{o} Xa—{ 0 ] (5.12)

Seconde trajectoire du robot Dual-V

Le point de départ et le point d’arrivée sont les vecteurs de 1’équation [5.13] exprimés

dans Ry
0 0
welo] -]l .

Pour les deux trajectoires suivies par le robot Dual-V, I'influence de la vitesse et
de 1’accélération sont visibles sur la figure [5.8] Pour la géométrie du robot Dual-V
I’accélération a un comportement différent en fonction de la trajectoire et la vitesse a
tendance a augmenter la fréquence du premier mode d’oscillation.

Lorsque nous faisons I’analyse de sensibilit€ du parametre k, pour les deux
trajectoires, les trois zones identifiées dans les robots précédents sont de nouveaux
présentes.
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FIGURE 5.8: Analyse modale le long des trajectoires du robot Dual-V
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FIGURE 5.9: Analyse de sensibilit€ du parametre k, sur les fréquences d’oscillation du
robot Dual-V lors du suivi des trajectoires 1 et 2
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5.2.5 Conclusion

Apres toutes les simulations présentées dans cette partie, il est possible d’identifier
plusieurs manieres dont les forces d’inerties influent sur les fréquences du premier mode
d’oscillation. Les cas identifiés sont les suivants :

— 1" cas : Les forces d’inertie n’ont aucune influence sur la valeur de la fréquence
du premier mode d’oscillation. Nous pouvons voir cela avec le cas du PRR-2 et
PRR-4 lors de la trajectoire 1, il y a compensation de la raideur issue de la force
d’inertie.

— 2" cas : Les forces d’inertie ont une influence sur la valeur de la fréquence du
premier mode d’oscillation, mais nous ne pouvont pas dire si cette influence sera
une augmentation ou une diminution et sur quelle partie de la trajectoire. Suivant
la valeur des gains proportionnels de I’asservissement (k,), nous pouvont identifier
trois zones :

— Pour des faibles valeurs de k,, I’asservissement n’est pas capable de compenser
la chute de fréquence diie aux forces d’inertie et le modele dynamique linéarisé
du robot n’a pas de valeurs propres négatives (fréquences complexes donc
instabilité).

— Pour des valeurs intermédiaires de k;, le modele dynamique lin€aris€ a des
valeurs propres positives, I’'influence des forces d’inertie est présente.

— Pour des grandes valeurs de k,, la matrice de raideur d’asservissement Kp est
prépondérante dans la matrice de raideur globale K et I'influence des forces
d’inertie est négligeable.

— Il y a le cas particulier des singularit€s qui ne dépend pas de la valeur de k.
Seules les forces d’inertie et d’actionnement peuvent créer de la raideur dans
ce cas la.

Les différents cas dépendent fortement de la géométrie, de la répartition des inerties, de la
commande du robot et de la trajectoire. Le modele développé lors de cette these permet de
faire des prédictions sur le comportement de la fréquence du premier mode d’oscillation.
La section suivante illustre les phénomenes mis en jeu pour ces variations de fréquence a
partir de cas simplifiés.
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5.3 Effets atténuants des raideurs d’inertie

5.3.1 Compensation des raideurs par effet antagoniste

La comparaison de I’analyse modale du robot PR avec 1’analyse modale du robot
PRR-2 montrera les effets antagonistes des chaines fermées. Dans le
I’influence de la dynamique a été montrée pour le robot série PR. Pour créer une chaine
fermée, deux robots PR peuvent étre assemblés pour créer le robot PRR-2 qui possede une
chaine fermée, voir figures[5.10]et[5.T1] Les calculs sont refaits différemment ici pour voir
les influences des chaines fermées sur les fréquences des modes d’oscillation.

b
\

X1 = X,
0 X1 1_})—5

X2 B,

(b) Schéma cinématique du robot PRR-2
(a) Schéma cinématique de 2 robots PR assemblés

FIGURE 5.10: Assemblage du robot PRR-2

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Longueur de la barre / 0,05 m
Masse de la glissiere M 0,5 kg
Masse de la plateforme mobile m 0,5 kg

TABLE 5.6: Parametres géométrique et d’inertie du robot PR-2
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Liaison Glissiére Liaison pivot

de direction y d’axe (44,2)

Liaison pivot

d’axe (B,,Z)

Liaison Glissiere Liaison pivot

de direction y d’axe (4,,2)

FIGURE 5.11: Graphe de liaison du robot PRR-2

La force de gravité n’est pas prise en compte dans les calculs. Dans un premier
temps, nous écrirons le modele dynamique d’une seule chaine cinématique et le modele
dynamique associé (un seul robot PR), mais exprimé avec les parametres de position
du point B (I'utilisation des multiplicateurs de Lagrange facilite le calcul). Puis nous
utiliserons les multiplicateurs de Lagrange une seconde fois pour relier les deux chaines
cinématiques qui nous donneront le modele dynamique du robot PR-2 et le modele
dynamique linéarisé associé a ce robot.

Etude du robot PR

Les inerties en mouvement du robot PR sont la masse M du corps 1 et la masse m du
corps 2. Le double de I’énergie cinétique du robot est donc :

2TPR :MVG61/62+mVA62/02 (514)

Par contre le paramétrage du robot est différent et nous souhaitons que les parametres
libres du robot soient x; et y;. L’énergie cinétique s’écrit :

2Tpr = Mgy +m (i1 +¥7) (5.15)
Et la puissance virtuelle du robot PR est :

Popr = Fy g1 + Fp 01 + Fe X1 + Fy Yy (5.16)
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Pour simplifier les calculs, nous utiliserons les équations de Lagrange en utilisant les
multiplicateurs pour relier les parametres g; et 6; aux parametres x; et y;. Les matrices
suivantes sont calculées a partir de I’énergie cinétique du robot PR.

M
Mypg = [0 8] (5.17)
0
M, pg = {’g m} (5.18)

Les matrices Mypr et M pr sont constantes, nous en déduisons que les matrices
Cxpr et C pg sont nulles (en faisant référence a la famille de robot). Il faut renseigner
les équations de contrainte pour pouvoir calculer les équations du mouvement du robot
PR.

x1= Isin6;
(5.19)
vy = —lcos 6, +q1

En dérivant les équations de contrainte(5.19)), nous avons la relation des vitesses (5.20)
qui se réécrit sous la forme (5.2 1)) et nous permet de calculer la matrice H. Ici nous gardons
la notation H car ce n’est pas la matrice jacobienne du robot PR-2.

)'61 = éllCOS 61

) Isi (5.20)
y1 = 0ilsin6; +¢;
[RUNES 0 Icos6| [¢1]
{0 1} {y‘l} a {1 lsinel} {9‘1} =0 (5.21)
—tan6; 1
Hpg(61) = 1 0 (5.22)
[cos 6y
(My +H" M, H) X, + H"M,HX; = Qx +H" Qq (5.23)
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Grace a I’équation (5.23), nous pouvons calculer les équations du mouvement du
premier robot PR qui sont les équations (5.24)) et (5.25)).

Mpg; (61) X1 + Cpry (61,61) X1 =Qx1+H (61) Qg (5.24)

<~

Mtan? 6, +m —Mtan6, X n oM tan 0, O' X
—Mtan 6, M-+m i cos20; | -1 O y

_ Fx + —tan91 ﬁ ) Fql
F 1 0 F,

Nous calculons le modele dynamique linéarisé du robot PR et les matrices associées[5.26]
Les matrices d’amortissement ne sont pas prises en compte pour simplifier la démarche
et la matrice de raideur d’asservissement est nulle car il n’y en a pas. Le point de
fonctionnement choisi est Pf = (Xlo, X107 X107A10)

(5.25)

Mopr AX + (Kipg + K, pp + KgPR) AX = AFext (5.26)
o M tan? O10+m —Mtan 0Oy
Morr = [ —Mtan 0y M+m (5.27)

La matrice de masse Mpp;, la matrice d’amortissement Cpp, (91,91) et H' (6) ne
dépendent que du parametre 0; pour les parametres de position. 69, Fy10 et Fgio sont
les parametres 6 , Fy; et Fp; compatibles avec Xjg et Aqg du point de fonctionnement Py.
Les dérivées partielles d’un vecteur U quelconque se font en suivant la formule (5.28)) :

oU oU 20
9z — 2= 27 (5.28)
IX1 X10.X10 96, X10,610 IXi 610
Avec g—gll qui est la seconde ligne de la matrice H :
20, 1
- = 0 5.29
X1 g, Lcos 610 } (5:29)

Nous calculons les dérivées partielles des vecteurs suivants MppX, CppX et
_ET (91) qu:

OMppX

[2Mtan eloleo—Mydo]
_ cos* 0y (5 30)
M )
26, X10.610 coszy911(2)
: 810M(2sin” B10+1)
dCppX — |7 costlp (5.31)
96, X10,610 0
B M _ |:(1 + tan® 010) Fyjo+ ltélgsegli)o F910:| (5.32)
96, X10.610 0
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Le systeme dynamique linéarisé étant calculé, nous donnons davantage de précisions
sur le point de fonctionnement, qui est le méme que dans le cas du chapitre 3.2 (pour
rappel 6y = 601 = 6o; = 0). Nous en déduisons que xg; = Xo1 = Xp; = 0 et nous avons une
accélération constante sur y grace a une force d’actionnement Fy 1o qui vaut (M + m)¥1o.
Apres substitution des valeurs, 1’expression des matrices est :

00, 1
il =2-11 0 5.33
et 5 ..
_ Y 5.34
901 %0, LMo (-39
ICprX 0
201 |x. o M o
1 1X49,610
_OHT(0)Qu|  _ [<M +’")le} (5.36)
00 .. 0 .
1 X10,010

Le systeme dynamique linéarisé au point de fonctionnement est :

(e B R R U R U

0 M+m l —Myg 0 i 0
m 0 o Vo[ m 0], o
{0 M—l—m] AX+T _—M O] AX =0 (5.38)

En étudiant les valeurs propres de la matrice M_l - Kopr, nous retrouvons une
prop OPR

fréquence d’oscillation de fpg = ﬁ \/ y%
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Etude du robot PR-2

Les équations de la dynamique du second robot PR se trouvent en faisant un
changement d’indice de variable (1 devient 2). Le second robot PR n’a pas les actions
mécaniques au point B, car elles sont déja comptabilisées sur le premier robot.

Mprs (82) Xo + Cppa (62,62) Xo = H (62) Qg2 (5.39)

—

Mtan? 6, + m —Mtanez} ' [ i } 6-M [tan@z 0} ' [ x }

—Mtan 0 M-+m y cos2 0 -1 0 y
2 y 2 1 y (5.40)

— | tan 6, Icos6; | . qu

1 0 Fo,

Pour obtenir les équations de la dynamique du robot PRR-2, il faut utiliser les
multiplicateurs de Lagrange sur les équations dynamiques du robot PR1 et PR2.
L’équation de contraintes est (5.47)).

B1B,=0 (5.41)
Ce qui se traduit par :
=R (5.42)
Yr=>»n

L’équation (5.42)) permet de dire que les équations de la dynamique du robot PRR-2
sont la somme des équations de la dynamique du robot PR1 (5.24) et PR2 (5.39).
Les matrices des robots dépendent des parametres 0; et 6,. En regardant le schéma
cinématique du robot PR-2 contraint (figure [5.10] (b)) nous pouvons en déduire des
relations sur 6, par rapport a 6; (5.43).

sin 8, = sin 6;

cos 0, = —cos 6 543
tan6, = —tan 6, (5.43)
6 =—0

Les actions mécaniques Fy; et Fy, sont nulles car il n’y a pas de moteurs a ces endroits.
Les équations de la dynamique du robot PR-2 sont les équations [5.44]et[5.45]

Mpg_2 (1) X1 + Cpr_s (61,61) X1 = Qx1+J},(0) Qq (5.44)

Mt*+m 0 X1 291% 0 x| | Fx —t t Fy
2{ 0 M+m} {y‘JJr[ R A R R o

avec s = 8in 6, c = cos 0 et t = tan 0.
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Nous calculons le modele dynamique linéarisé du robot PR-2 et les matrices associées
[5.46] Les matrices d’amortissement ne sont pas prises en compte pour simplifier la
démarche et la matrice de raideur d’asservissement est nulle car il n’y en a pas. Le point
de fonctionnement choisi est Py = (X, Xo, Xo,A¢)

Mopr_2 AX+ (Kipr 2+ K,pr_2 +Kgpr o) AX = AFext (5.46)

Mtan®0;9+m 0

Mopp—2 =2 0 M+m

(5.47)
La matrice de masse Mpp_,, la matrice d’amortissement Cpp_» (91 ) 91) et JI(6y)
dépendent que du parametre 0; pour les parametres de position. Les dérivées partielles
d’un vecteur U se font en suivant la formule de 1’équation (5.28)) :
Avec 3_3(211 qui est la seconde ligne de la matrice H car la relation entre 6 et X est la
méme pour le robot PR et PR-2 :
1
= 0 (5.48)

[cos Oy

o6
Xy

N

Nous calculons les dérivées partielles des vecteurs suivants MppX, CppX et

_ET (91) qu :
aM X 4M tan 01 X19
Z=—PR-2% = [ cos?0yo ] (5.49)

26,

X10,010 0

Nous remarquons que la matrice K;pr_, ne dépend plus de I’accélération jg.

‘ O10M (4sin® 019+2)
ICpr 2X _ lwl (5.50)
X10,010

26,

0

. 8‘11{1 (91> qu

96, (5.51)

(1+tan?6y0) (Fy10 — quo)}

X10,610 { 0

Le systeme dynamique linéarisé étant calculé, nous donnons plus de précision sur le
point de fonctionnement, qui est le méme que dans le cas du chapitre 3.2 (pour rappel
6p1 = 6p1 = 6p1 = 0). Nous en déduisons que xg; = X9 = ¥o; = 0 et nous avons une

accélération constante sur y grice a une force d’actionnement Fjio et Fypo qui valent

26,

(M 4 m)¥10 chacune. Le point de fonctionnement étant le méme, X,

valeur que pour le robot PR.

prend la méme

26, 1
—| =-10 5.52
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Apres substitution des valeurs, les matrices sont :
— Pour la matrice de masse :

m 0
Mopr— =2 [O M+m] (5.53)

— Pour les matrices de raideur :
— dépendant de 1’accélération :

OMpp_,X
Z—PR24 = m (5.54)
96 X10,610
— dépendant de la vitesse, en sachant que 6y, =0 :
9Cpr X _ [ZQIOM} _ m (5.55)
96 X10,610 0
— dépendant de I’actionnement, en sachant que Fj10 = Fyop :
T
_ 9O Qa| {FqlanqZO} _ m (5.56)
96 X10,610

En rassemblant toutes les matrices, nous avons dans ce point de fonctionnement du
robot PR-2, le modele dynamique suivant :

m 0 . [0 0
[0 M+m1AX+{O O]AX_O (5.57)

Pour ce point de fonctionnement, 1’accélération et I’actionnement n’ont aucune influence
sur les fréquences de vibrations du robot PR-2. La combinaison de deux robots PR annule
la dépendance en j de la matrices de raideur d’inertie K; et I’effet de 1’actionnement se
compense. Cet exemple peut donner une explication pour laquelle les effets d’inertie sont
moins visibles sur des robots a structure paralle¢le que sur des robots série ou structures
arborescentes. Ceci pourrait étre une généralisation mais cela reste a démontrer.

page 112 Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles



Chapitre 5. Application aux robots paralleles

5.3.2 Compensation des raideurs d’inertie par la raideur
d’actionnement

Dans les deux cas précédents, pour obtenir les équations du modele dynamique
linéarisé (5.38) et (5.57), nous avons dii prendre en compte la raideur d’actionnement
dans les calculs. Nous avons pu le faire car la valeur des forces de I’actionnement était
simple a calculer. Nous proposons ici une modification des matrices en prenant en compte
le calcul des actions des moteurs dans le cas général.

La commande CTC calcule les actions des moteurs a partir d’'un modele dynamique.
Si le modele dynamique est suffisamment proche de la réalité alors les correcteurs (PD)
auront peu d’erreurs a corriger. Voir figure [5.12] pour la structure de 1’asservissement.

R Chaine directe
4d, 4d> 4d Commande CTC | Tete

Modele dynamique
inverse

lF ext
Robot
Ou

Modele dynamique direct

qd> 4ds> Gd

Correcteur (PD)

44,4

FIGURE 5.12: Schéma bloc de la commande CTC des robots

Pour rappel, le modele dynamique des robots de la famille de robot du chapitre 4.2 est :
(M + 25, M 1) X+ L5, M, J, X = Fext + 1, T (5.58)

Pour calculer les actions mécaniques de la chaine directe, il faut calculer 7, cette formule
est valable dans I’espace de travail :

Tere = 15 [(My +J5,0M 7,00 X0 + 17 ,0M,J,0X0 — Fexto] + AV (5.59)

Avec

— T les actions mécaniques des moteurs calculées par la commande CTC.

— J,,0 1a matrice jacobienne du robot calculée a la position g et Xo.

— Jj estla pseudo inverse de l;lo pour le robot redondant sinon c’est I’inverse de 1510
pour les autres.

— J,0 est la dérivée temporelle de la matrice jacobienne du robot calculée a la
position g et X et la vitesse g et X

— Vo un vecteur i du noyau de 1,20 pour les robots redondants uniquement.

— A; un coefficient permettant le calcul des actions de précontrainte des robots

redondants.
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En distribuant Jj, nous obtenons :
Tere = JoMxXo + M, J,0X0 +M,J,0X0 — JoFexto + AV (5.60)

Nous pouvons identifier trois types de contributions pour les actions mécaniques
d’actionnement.

Tcte = TAD + TAF + Tap (5.61)

— Tup les actions mécaniques des moteurs calculées pour mettre en mouvement le
robot.
— Tar les actions mécaniques des moteurs calculées pour équilibrer les actions
mécaniques extérieures .
— Tap les actions mécaniques des moteurs calculées pour pré-contraindre le robot
(afin de limiter les jeux).
La matrice de raideur est issue de la dérivée partielle du modele dynamique par rapport
a la position.

. d .. -
Ko(Xo,Xo) = < [(Mx + 15, My ) X + 15 M J, X = 15, T — Fext] e G
0,40,40
Nous pouvons supprimer les termes My X et Fey car ils ne dépendent pas de X :
Ko (Xo,Xo) = 9 [JEM, X+ M J, X — JE 7] (5.63)
=0 ) aX —m==q=m —m=—=q=m =m )'('0 XO Xo :
Puis en factorisant par J7 :
Ko(Xo,Xp) = 9 [Jh M, g, X+ M, J, X —1T)] (5.64)
- 2 S B Xo.X0.Xo .

Nous pouvons appliquer la formule classique de dérivation d’un produit, (uv)’ =u'v+u/':

. oJ . . ) . ..

Ko(X0,X0) = S| [MyoXo+ M, 0Xo — Tere] +200 5o M, X+ M, 0, X ]|
Xo X0,X0,Xo
(5.65)
Nous pouvons maintenant substituer T par sa valeur calculée a I’équation (5.60).
&(X(),X()) =
aJT . A B . . .
Xo
Iho =< M, 4, X+M,J, X7
+mo oX [—q =m +—q—m } Ko Ko Xo

(5.66)
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Plusieurs termes s’annulent dans I’expression ((5.66) de la matrice de raideur K

(5.67)

. d B i . .
Ko (X0, X0) = = [—L0doMxXo +J0J5Fexto — Ip AiVi+ T 1o (M, 1, X0+ M, J, X — T)]

o X Xo,Xo
(5.68)
T T p* O T Py
-~ N——
KO ( XO XO) — J T Matrice de raideur (%’ inertie Matrice de r}lideur d’inertie
— X | + 4, (J5Fexto — Aid,, Vi) — JnoT
Matrice de raideur géométrique ~ Matrice de raideur d’asservissement Xo0.Xo

(5.69)

Dans le tableau [5.7] nous présentons les expressions des différentes matrices dans deux
situations :
— Lorsque nous ne connaissons pas I’expression des actions mécaniques des moteurs
(a gauche).
— Lorsque nous connaissons I’expression des actions mécaniques des moteurs (a
droite).
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Les actions mécaniques des
moteurs ne sont pas en adéquation
avec le modele dynamique

Les actions mécaniques des moteurs sont en
adéquation avec le modele dynamique

. 9JIM,J,X , Jd /1 TN
Ki(Xo. Xo) = === Ki(Xo0,X0) = =5 [ (ZmoMgdyy = Lnd5My ) Xo] .
Xo.Xo 0
. oJIM J, X
K, (Xo,Xo) = ——=L"— oJL M J X
=V . S0 J,
X Ky(Xo, Xo) = =55
Xo.Xo
K, (Xp,T0) = — —2 K, (Xo,%0) = == |/, (JAFexto — Aid > V;
¢ (X0, 70) X |y, K, (X0, %) X (L (JoFexto — i, Vi) | .

Kp (Xo) = JhoK o

TABLE 5.7: Expressions des différentes matrices de raideur
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons adapté le modele dynamique linéarisé du aux
particularités de la famille de robot étudiée au Nous avons pu voir les effets
de I'inertie sur la premiere fréquence propre d’oscillation des robots PRR-2, PRR-3,
PRR-4 et Dual-V. Nous avons vu que certains effets pouvaient atténuer I’influence de
la dynamique sur les fréquences propres de vibrations, notamment les contributions
antagonistes de la raideur dynamique et la compensation de la raideur provenant de
la matrice géométrique. Cependant en fonction des trajectoires, la dynamique tend a
augmenter globalement la fréquence des oscillations. Cela reste lié aux trajectoires
effectuées.
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Conclusion

Le but original de ces travaux de recherche était de chercher un moyen d’augmenter la
fréquence du premier mode d’oscillation grace a la précontrainte, en espérant reproduire
le méme effet que celui qui permet d’augmenter la fréquence d’oscillation des cordes
d’une guitare grice a la tension de la corde. Pour cela nous avons utilisé deux modeles
pour conduire nos explorations :

— Le modele éléments finis linéaire

— Le modele solides rigides linéarisé
Nous nous sommes vite rendu compte que la précontrainte n’était pas la solution
pour augmenter les fréquences d’oscillation. Les raideurs générées par la précontrainte
s’additionnent avec la raideur déja existante du modele choisi qui est d’origine beaucoup
plus grande que la raideur de précontrainte (hypothese des robots performants). Le seul
cas ou cela présente un intérét est lorsque le robot se trouve au voisinage d’une singularité
de type II, ou la fréquence d’oscillation chute vers OHz.

Les fréquences d’oscillation du modele éléments finis linéaire sont plus de dix fois
plus grandes que celles du modele solides rigides lorsque les robots sont congus rigides
Cela est du aux valeurs numériques choisies de la raideur d’asservissement
qui ne peuvent pas étre trop grandes pour les robots redondants, sinon il pourrait y avoir
destruction du robot. Nous pouvons supposer qu’a masse constante, c’est la raideur qui
est cent fois plus grande (n fois plus grande dans I’équation ci-dessous).

kstruc = N.kyss

Dans une chaine cinématique la raideur d’asservissement est en série avec la raideur de la
structure. La raideur totale est donc :
1 1 . 1
kass+struc deS kSlI‘l/tC

1
1+1

kass+st ruc :kass

Le calcul de la raideur équivalente totale donne un résultat tres proche de la raideur
d’asservissement lorsque n est grand

kass—l—struc — kass
pour n grand

119



Conclusion

C’est pourquoi nous avons choisi de continuer nos études avec le modele solides rigides.

Lors des recherches bibliographiques nous avons remarqué que les modeles
dynamiques linéarisés et les études de raideurs ne prennent en compte dans leurs calculs
que I’équation de la statique. Nous avons décidé d’écrire un modele dynamique linéarisé
a partir de I’équation de la dynamique.

Les équations de ce modele dynamique linéarisé montrent une influence des forces
d’inerties sur la fréquence du premier mode d’oscillation. Pour voir directement cette
influence, nous avons étudié les robots PR et RR avec des simulations numériques
temporelles. Ces simulations numériques nous ont permis de valider notre modele. Nous
avons ensuite testé des robots paralleles planaires pour voir leur comportement lorsqu’ils
suivaient une trajectoire tres dynamique. En fonction du robot et de la trajectoire, nous
avons constaté :

— une augmentation de la fréquence d’oscillation

— une diminution de la fréquence d’oscillation

— aucun effet sur la fréquence d’oscillation

— un raideur résiduelle permettant de traverser les singularités paralleles
Quelques études complémentaires ont permis d’expliquer le fait que le gain (ou la
diminution) de fréquences est faible pour les robots paralleles voire completement nul.
D’une maniere plus générale notre principale contribution a porté sur le développement
d’un modele dynamique linéarisé plus complet ...

Le contexte de la these a consisté a I’appliquer a des robots paralleles qui, pour des
raisons de compensations des effets entre les différentes chaines cinématiques qui les
composent, a démontré la faible incidence sur la raideur/fréquence des oscillations. Ceci
dit, nous avons démontré que les effets existent et peuvent étre non négligeables pour une
chaine ouverte (robots séries ou arborescents)

Les travaux présentés dans cette these ouvrent des perspectives dans le domaine de la
robotique vers une modélisation plus fine des effets de la dynamique. Grace a ces travaux,
il serait possible :

— d’appliquer la méthode dynamique linéarisée a des robots série pour quantifier

I’influence de la dynamique sur les fréquences d’oscillation.

— de déterminer un modele dynamique plus proche de la réalité pour avoir un

meilleur calcul dans la commande CTC

— d’appliquer la raideur "statique" due a la pré-contrainte pour les robots a

cables (suspendus ou redondants) qui rencontrent des problemes de vibrations.
Cependant I’application ne présente pas d’intérét pour les robots paralleles
redondants rigides.
D’autre part, dans le cadre de la robotique, on tend a développer des robots peu rigides ou
flexibles. L’intérét des travaux sur la raideur et la pré-contrainte serait, avec un méme
robot, de passer par la commande un mode souple/faible raideur (quand 1’opérateur
interagit ou est a proximité) a un mode plus rigide quand il doit faire une tiche demandant
de la précision et que 1’opérateur s’est éloigné.
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Conclusion

Une deuxieme contribution a ét¢ de démontrer que, en dehors du voisinage des
positions singulieres, la prise en compte de la raideur des robots paralleles redondants,
construit pour étre rigides, n’apportait pas de résultats significatifs concernant le contrdle
de leur raideur en jouant sur les efforts internes grace a leur sur-actionnement (redondance
d’actionnement)

Il serait également intéressant d’observer expérimentalement les phénomenes que
nous avons mis en évidence d’un point de vue purement théorique afin de juger les limites
de notre modélisation.

Pour cela, nous proposons deux experiences :

— La premiere expérience serait de construire un robot PR instrumenté
(accélérometre et capteur de position angulaire) avec une longueur de glissiere
suffisamment grande pour que les phénomenes dynamiques puissent s’établir et
étre observés

— La seconde expérience serait de construire un cube contenant un pendule, un
capteur angulaire et un accélérometre et de mettre cette boite dans une fusée. Ce
type d’experience peut sembler irréalisable au premier abord mais pourrait tres
bien étre conduit a ’'université dans le cadre de projets FUSEX et/ou CUBSAT
avec le concours du CSU.

Enfin, le modele dynamique linéarisé que nous proposons pourrait, entre autres,
trouver des applications dans :
— la conception de robot pour éviter d’avoir des phénomenes dynamiques nuisibles
au robot.
— la commande des robots qui peuvent étre sensibles a la précision de I’estimation
des fréquences propres d’oscillation (notamment dans une commande utilisant
I’input shaping).
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Annexe A

Robot PRR-3

A.1 Description du robot PRR-3

Le robot PRR-3 est un robot paralléle redondant de degré 1 a deux degrés de
mouvement représentés par le vecteur des coordonnées articulaires X et trois degrés
d’actionnement représentés par le vecteur des coordonnées opérationnelles . Les
parametres 01, 6, et 03 représentent 1’ orientation des barres 12, 22 et 32. Le robot PRR-3
est construit sur le modele du robot PRR-2 en ajoutant une barre supplémentaire. Cette
barre en plus permet de pré-contraindre le robot en tout point de son espace de travail.

q1
X = H a= |4 (A.1)

La modélisation du robot PRR-3 est faite dans le plan 2D (O, X,¥). Il est utilisé dans cette
theése pour tester les effets de la précontrainte sur tout I’espace de travail. La longueur des
barres est de 30cm et elles ont une masse de 0,02kg. Les moteurs 1, 2 et 3 ont une masse
de 5,6kg chacun. Le centre de gravité des moteurs se situe respectivement au point Ay, A
et A3. La plateforme mobile pese 6kg et son centre de gravité est repéré au point C. Les
hypotheses de modélisation du robot PRR-2 sont utilisées pour la modélisation éléments
finis et solides rigides du robot PRR-3.
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Liaison Glissiere

de direction x;

Liaison Glissiere

de direction x

Liaison Glissiere

de direction x3

Liaison pivot

d’axe (C,2)

Liaison pivot

d’axe (4,,%)

Liaison pivot
d’axe (C,2)
Liaison pivot

d’axe (4,,Z)

Liaison pivot
dlaxe (AZIZ’) Liaison

encastrement

FIGURE A.1: Graphe de liaison du robot PRR-3

o

) Clz,y)

Oi
B
ptt

FIGURE A.2: Schéma cinématique du robot PRR-3
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A.2 Modele géométrique du robot PRR-3

Le modele géométrique d’une branche PRR a été fait génériquement a partir du robot
PRR-2. Nous reprenons les solutions [2.32] de I’équation [2.28]

qizo?-ff—li\/lz—(o?-ﬁ)z

—1 [ 1 1
xﬁz[o} X5 = ﬁ] x?=[_2ﬁ (A.2)
| 2 2
0 [_ V3 V3
yﬁ=[_1} vi= 12] y?=[% (A3)
2 2
gr=—x—1++12—y? (A.4)
2
_ X o [x3 .y
q2 > [ ) ( > +2) (A.5)
\/§ 2
_ X 2 (X3 Y
q3 = 3 l+\l (2 +2> (A.6)

Les angles 61, 6, et 03 sont les orientations des barres 12, 22 et 32. Pour le modele
dynamique éléments finis, les angles 0z sont les orientations des barres i2 (ou du vecteur

A;C) par rapport au vecteur )78 .

AC=—(q+) T +0C (A7)
Oicr = (X3, uf) (A.8)
AC-X =x—(qi+1) % - (A.9)
AC T =y— (qi+1) %% (A.10)
6 = atan2 (A€ 34,4, 5 ) (A.11)
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A.3 Modele cinématique du robot PRR-3

L’étude cinématique du robot PRR-3 permet I’écriture de la relation entre les vitesses

o S . . . .
de la plateforme mobile Vee3 /o avec la vitesse des moteurs. Les équations suivantes
donnent les relations qui existent entre 1’écriture matricielle utilisée en robotique et la
cinématique classique.

X:H ot Veaso=VitV, Va=ix Vy=y¥ (A.12)
q1
A= |g2| et Vyerjo=di% (A.13)
g3
1
@ = AC (A.14)
L’équiprojectivité sur les barres i2 donne les équations :
VAiel/O'l7i=VCe3/0'7i> — Gix U = (A +YY6) - U (A.15)
. X
(i - %] [di] = [wf -6 ui - 6] M (A.16)
wx 00 (1[4 [@® a@-%]
0 w-x 0 ||@|=|ud-X w33 M (A.17)
0 0 u-x] |gs] [W-X WY

Les matrices J ypgg3 €t Jxprg3 sont obtenues par identification. J, prp3 et JnprR3 SONt
calculées directement apres.

a-xi 0 0 wi-xg ui - yg
Joprrz=| 0 u3-x3 0 Jxprrs = |U3-X0 u3-30 (A.18)

0 0 w3 WX Uiy

-1
JmPRR3 = lquRngPRm (A.19)
. 2 9J 3 dJ
JmpPRR3 = ) Xi —_g§?R3 +) q.i—_gg{eR3 (A.20)
- i i=1 i

i=1
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A.4 Modele dynamique solides rigides du robot PRR-3

Les inerties en mouvement du robot PRR-3 sont les glissieres motorisées de masse
mg du (corps 11, 21 et 31) dont leurs centres de gravité se situent aux points A; et la
plateforme mobile (corps 3) de masse my dont le centre de gravité est localisé au point C.
Le double de I’énergie cinétique du robot est donc :

3

— —
2Tprr3 = Y Mg Vaicin0” +mx Veea1 /o (A.21)
i=1

Ceci se développe en forme polynomiale. Les matrices My pgp3 et M prg3 sont identifiées
a partir de I’équation de 1I’énergie cinétique.

2Tprr3 = mqq% + mqq% + mqq§ + mxxz + mxy2 (A22)
Ce qui donne :
mg 0 O m 0
X
Mprrz = | 0 my 0 et Myprrs = [ 0 mx] (A.23)
0 0 my

La puissance virtuelle du systtme est la somme des puissances virtuelles des efforts
extérieurs sur la plateforme :

T1 F
Prrrz=q" || +XT [ Fx} (A.24)
73 Y

Pour assembler le robot il faut utiliser la matrice Jacobienne du robot J,,prr3 (J,,.prr3

étant la matrice H dans le [chapitre 4) et de sa dérivée J, prgs- Les équations du
mouvement du robot PRR-3 sont données sous forme matricielle dans I’équation (A.25)).

Les composantes des matrices ne sont pas détaillées pour alléger les notations.

MprpsX + CprpsX = Four — JprpsT (A.25)

Avec
Mprrs = Myprrs +Jprrs M, prr3 I mprR3 (A.26)
Crrrz = l}TJRR3MqPRR3 JprR3 (A.27)
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Annexe

Robot PRR-4

Le robot PRR-4 est un robot parallele redondant de degré 1 a trois degrés
de mouvements pour quatre degrés d’actionnement. Les dimensions du robot ont été
choisies pour avoir une singularité de type II au centre de 1’espace de travail, afin de
voir comment se comporte le robot autour de cette singularité. Notamment, il est possible
de traverser une singularité. Les liaisons motorisées sont des glissieres de direction X aux
points A;. Ce sont des moteurs linéaires actionnent ces liaisons. Le schéma cinématique
et le paramétrage du robot sont donnés sur la figure Les valeurs des parametres
géométriques, d’inertie et de la raideur de la commande sont donnés dans le tableau [B.1]

Liaison pivot
Liaison glissiére Liaison pivot
. . d’axe (By,Z)
de direction X d’axe (44,2)
Liaison pivot
Liaison glissiere Liaison pivot d'axe (B;,2)
de direction ¥ d’axe (4,,2)
Liaison glissiere Liaison pivot
de direction ¥ d’axe (43,2) — .
Liaison pivot
d’axe (B3,Z)
Liaison glissiere Liaison pivot
. N N Liaison pivot
de direction X d’axe (A4,2) P
d’axe (By,2)

FIGURE B.1: Graphe de liaison du robot PRR-4
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FIGURE B.2: Schéma cinématique du robot PRR-4

Pour plus de détails sur la plateforme mobile, voir le tableau [B.2]et la figure[B.3

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Masse des moteurs my 8 kg
Masse de la PlateForme Mobile (PFM) myx 10 kg
Inertie de la PFM Ix 0,36 kg.m2
Demi-longeur de la PFM a 0,1 m
Demi-largeur de la PFM b 0,1 m
Masse de la barre ny, 5,15 kg
Raideur d’asservissement kg 200000 | N/m

TABLE B.1: Parameétres constants du PRR-4
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B.1 Modele géométrique du robot PRR-4

Ici nous cherchons la fonction qui permet de calculer les q en fonction des X. La
position du point C(x,y) est connue, ce qui permet de calculer directement la position des

points B;.
= 0¢

Ry

—
OB;

—s
+ Ea CBI
Ro

(B.1)
R3

Les points A; sont respectivement 1’intersection du cercle de centre B; et de rayon I
(longueur des barres) et les lignes (O;, ﬁ)

; : ——
AB =A,0,+0,0+0C+CB (B.2)
Avec :
—
Ai0; = —q;x4 (B.3)
0:0 = ey (B.4)
0C = x% + 78 (B.5)
—
CB, = a;x} + by} (B.6)

—
Le calcul de la norme du vecteur A;B; donne 1’équation (B.7), puis le polynome de
I’équation lorsque A;O; est remplacé par sa valeur.

— sy 5\2
(A,-Oi n OiB,~> _2=0 (B.7)
— —
ql-2—2 (0,’31"97(;) C]i+0iBi2—12 =0 (B.8)
Le discriminant réduit A’ de 1’équation vaut :
— 2
A= (OiBi - %) (B.9)

Les solutions de I’équation [B.§|sont :

N N 2
61i=0iBi')70>ﬂ:\/12— <0iBi‘%> (B.10)
avec :
—
OiBi-)T(?:x%—aicosoH—bisina (B.11)
s
O:B;-y§ = y+ e +a;sino — bicos o (B.12)
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Les solutions compatibles avec le mode d’assemblage du robot sont :

g1 =Xx—acoso +bsina — \/12_ (e—y+bcosa+asina)?

[\

[\

)
g2 =x+acoso+bsina + \/12_ (e—y+bcosa —asina)
g3 = x+acos o —bsino + \/12— (e+y-+bcosa +asina)
g4 =x—acoso —bsino — \/lz—(e+y+bcosoc—asina)2

Les angles 6; sont les orientations des barres 1.

— 2 —
0 = 0, =atan2 (:l:\/lz— (01-31")75) ﬂi&"%)

(B.13)
(B.14)
(B.15)

(B.16)

(B.17)
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B.2 Modele cinématique du robot PRR-4

L’ étude cinématique du robot PRR-4 permet I’écriture de la relation entre la vitesse de

translation Vee3 g et la vitesse de rotation Q3 o de la plateforme mobile et avec la vitesse
des moteurs. Les équations suivantes donnent les relations qui existent entre 1’écriture

matricielle utilisée en robotique et la cinématique classique.

i
X = y et VC€3/O:vx+?y vx: % ?y:y%)
a_
H .
Q3/0= 070
’ Voo AB;
] 2 . . .
q= 21,3 et VAieli/OZC]i% Uz?: zlz 7i>:z_0>/\17i
44|

(B.18)

(B.19)

(B.20)

Pour écrire la relation cinématique entre le point A; et C, il faut déterminer la relation
cinématique entre le point B; et C avec la loi des champs des moments cinématiques

appliquée au solide 3.

s
Vicsjo = Veeso + BCA Q3 /0

L’ équi-projectivité des vitesses sur la barre A;B; donne 1’équation suivante :

Vaieti/o- ul = Vic2i/0 uf
6% = (4% -+ + BCAGT ) -
4% - T = XX 4T, -0 + GBC -V
a0 0 0 e
;o _| 0 wx 0 0 - _|m!
J4PRR—4 0 0 % 0 €t JxPRR-4 T
— = 3
0 0 0 U4 - X0 M—4>T
1 @ﬁ @E
ui-Xxg ui.- xg
JmPRR—4 = u_%ﬂ; %xg
B B
ui-xy U3 xo
1 @ﬁ &?E{
L u4-xg ui-xg

BiC ¥
B.C-
BC
BC

(B.21)

(B.22)
(B.23)

(B.24)

Vi
V3
V3

V4
(B.25)

(B.26)
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L'écriture des matrices J, prra-J xprra €t J,prra st faite a partir des vecteurs. Cette
écriture dépend de comment sont calculés les vecteurs et les produits scalaires. Les
vecteurs u, et v} peuvent étre écrits en fonction des parametres q et X ou des parametres
0. La position des points B; par rapport au point C peut tre exprimée en coordonnées
cartésiennes dans la base R3 ou en coordonnées polaires avec les parametres d et ¢;.
Pour simplifier les écritures au maximum, les vecteurs u; et v; sont écrits en fonction des
parametres 6; et B;C en coordonnées polaires. Les vecteurs colonnes sont écrits dans le

repere Ry

d Bi(—a,b)

By(a,b)

)

By(—a,—b)

3
Bs(a,

7

()

FIGURE B.3: Schéma de la plateforme mobile du PRR-4

Noms Symboles | Valeurs | Unités
Demi-longeur de 1a PFM 0,1 m
Demi-largeur de la PFM b 0,1 m
Demi-diagonale de la PFM d 0,14 m

TABLE B.2: Parametres de la plateforme mobile du PRR-4

2
, 1 > (0B -3
W= i\/l (O,B, y0> ou

O:B;- 4

W=

ﬁ':—aig_biﬁ ou ﬁ:—d’ﬁm
p@i:cos(a—k(pi)fo)—i—sm(a—ﬂpi)%

Q= atan2(b,~, al-)

cos (6;)
sin (6;)

(B.27)

(B.28)
(B.29)
(B.30)
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Il faut calculer le produit scalaire entre le vecteur ﬁ et 7; :

B?-V?-—dcos(Bj vl> d sin ( Oc+(p, 6;) (B.31)
T
(BC. %) == (%.BC) + (&) + 5 =—(a+@)+(8)+ 2 (B3
Matrice Expression complete Expression simplifiée
_ T~ o
1 tan6; dsm( +([;1 )
cos 0;
in (o -0 1 ¢t
1 tan6, dsm( +(P92 ) | t; jfé
COS
J mPRR4 sin (a + (p32 —65) 1 1 fy
1 tan6; d
cos 63 1 i f4
in (o -0
1 tan6y dsm( +q;4 4)
1 cos 0, i
0 6 adcos(a—l—(m—el)_e.dcos(oc—i—(m)
cos? 6 cos 0; ! cos2 0, 1 dn d 4
6, _cos(o+@—6) . cos(a+ ) t dfia—dfie
J 0 cos2 0, ad cos 6, —6d cos2 6, 1 diy dfzq—dfre
<mPRR4 0 6; adcos(a+(p3 —6;) g dcos(OH— 03) 1 dtzs dfzg—dfse
cos? 63 cos 65 T cos2 6 1 dty dfisq—dfie
0 04 adcos(a+(p4—94) g dcos(OH—(p4)
cos? 0, cos Oy T cos? 04

TABLE B.3: Expressions de la matrice Jacobienne inverse du robot PRR4 et de sa dérivée
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B.3 Modele dynamique du robot PRR-4

Les inerties en mouvement du robot PRR-4 sont les glissieres motorisées de masse
my du corps 11 dont les centres de gravité se situent aux points A; et la plateforme mobile
(corps 3) de masse my dont le centre de gravité est localisé au point C et d’inertie iy d’axe
(C,73). Le double de I’énergie cinétique du robot est 1’équation et elle permet
d’identifier les matrices Mypgr_4 €t M ppg_4 sous forme polynomiale.

4
> .
2 TPRR4 = Z my VAiGli/02 +myx VC€3/02 +ix Q3/02 (B33)
i=1
2Tprra = my (47 + 5+ 43+ 43) +mx (€ +57) +ix e (B.34)
mg 0 0 0 e 00
0O mg, 0 O
Mrrr-4= | Oq mg 0 et Myprgps= |0 mx O (B.35)
0 0 0 m, 0 0 i

La puissance virtuelle du systeme est la somme des puissances virtuelles des efforts
extérieures sur la plateforme :

Poprr—4 = 4" T+ X Fey (B.36)

t=[n n u ul et Fu=[F F C| (B.37)

Pour assembler le robot, il faut utiliser la matrice Jacobienne du robot J,,prr_4 €t de
sa dérivée J, prr_4. Pour la suite, il est tres difficile d’écrire I’équation littérale du
mouvement sur cette page car les expressions sont longues. L’équation (B.38)) représente
les équations du mouvement du robot PRR-4.

MprraX + CprraX = J5prraT + Fext (B.38)

Mprra = My prra +pprra Myprra Lnprrs Crrra = LnprraMyprraLnprra  (B.39)
sin(c+@;—6;) dfi  cos(a+¢;—6) Ifi _dCOS(O‘+‘Pi)

- —d 2ty — = B.40
/i cos 6; T da cos 6; " 06; cos? 6; ( )
[ 0, Ofi 4 Ofi]
0 -0
cos? 6 “oa 196,
1 tan 6y f] 0 6, a3f2 : &fZ
|1 tan6 £ : _ cos2 0, doa. 206,
‘lmPRR74 ~ |1 tan 0; f3 lmPRR74 - 0 9'3 a8f3 9 af3 (B41)
1 tan6y f4 cos? 63 Ja 3893
04 Ofs . dfi
0 -0
|~ cos? 6, “oa 190, ]

page 138



Annexe

Robot Dual-V

Le robot Dual-V est un robot paralléle redondant de degré 1 a trois degrés de
mouvements représentés par le vecteur des coordonnées opérationnelles X qui sont les
mouvements de la plateforme mobile. La plateforme mobile a une masse my dont le
centre de gravité est le point Ps et une inertie i, d’axe (Ps, z_o>) Le Dual-V a quatre chaines
cinématiques RRR qui relient le bati a la plateforme mobile. Pour chaque chaine i, la
premiere pivot d’axe (Ai,Z))) en partant du bati est motorisée (moteur i, de parametre
gi = 61, d’inertie i, et de couple C;. La seconde d’axe (B,-,z_o>) (de parametre 65;)
et la troisieme d’axe (Ci,z_o>) sont passives. Les barres 1i de longueur /1i =/ ont un
mouvement de rotation et leur inertie est rapportée au niveau du moteur i. Les barres
2i de longueur [2i = [ ont leurs masses et inerties rapportées respectivement sur les barres
1i et la plateforme suivant I’hypothese simplificatrice des barres assimilées a deux masses
ponctuelles. Le schéma cinématique du robot et de son paramétrage est montré par la
figure [C.2] Pour plus de détails au sujet du Dual-V, le lecteur peut se référer a [23]. Les
parametres de géométrie, d’inertie et de la commande sont données dans le tableau [C.1]

X=[x y QS}T q=1[611 6 63 941}T (C.1)
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Liaison pivot

d’axe (04,7)

Liaison pivot

d’axe (0,,2)

Liaison pivot

d’axe (05,2)

Liaison pivot

d’axe (0,,2)

Liaison pivot
Liaison pivot
d’axe (B;,,2)

d’axe (4,,7)

Liaison pivot

Liaison pivot d’axe (B1,,2)

d’axe (4,,7)

Liaison pivot

d’axe (43,Z - _
xe (A7) Liaison pivot

d’axe (B34,2)

Liaison pivot

d’axe (A4,2) Liaison pivot

d’axe (B34,Z)

FIGURE C.1: Graphe de liaison du robot Dual-V
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FIGURE C.2: Schéma cinématique du robot Dual-V

Noms Symboles Valeurs Unités
Distance A;O projetée sur X0 a 0,39 m
Distance A;O projetée sur )78 d 0.11 m
Demi-longueur de la plateforme

Masse de la PFM My 2,1 kg
Inertie de 1a PFM i 0,023 kg.m?
Inertie rapportée des moteurs Iy 0,074 kg.m?
Masse de la barre myp, 1.9 kg
Masse volumique de la barre P 2700 kg/m?
Longueur des barres | 0,28 m
Coté de la section carrée C 0,05 m
Raideur d’asservissement kg 900 N.m/rad

TABLE C.1: Parametres constants du Dual-V
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C.1 Modele cinématique du robot Dual-V

L’ étude cinématique du robot Dual-V permet I’écriture de la relation entre les vitesses
e T .
de la plateforme mobile Vpcs g et Q5o avec la vitesse des moteurs.

.
X=1|y et VC€3/0:7x+vy VIZX% vy:)’% (C.2)
0s
— .
Q30 = 6525 (C.3)
611]
0 —
q= 9'2] et Q0= 6,13 (C4)
31
041

Pour écrire la relation cinématique entre les points A; et P, il faut déterminer la relation
cinématique, dans un premier temps entre les points A; et B; et dans un second temps entre
C; et P avec la loi des champs des moments cinématiques.

Viicit /0 =Vaiei 0+ Bifi AQj1 0 (C.5)
N .
Viici /o =161yl (C.6)
S —
Veiesjo =Vpesjo+ Cb A Q59 (C.7)
. . 1
Veies)o =¥X( + Y0 +di65x3 (C.3)

L’ équi-projectivité des vitesses sur la barre B;C; donne 1’équation suivante :

— —
VBiciz/o - uf = Veieiz)o - u (C.9)
16,1371 - U] = XU} - X + YU - ¥4 +difsxt - V] (C.10)

Les matrices suivantes sont obtenues en utilisant I’équi-projectivité sur les barres 2i, voir
dans I’article [23]].

S(911 — 912) 0 0 0
_ 0 5(921 — 922) 0 0
ﬁ =1 0 0 8(931 — 932) 0 (Clll)
0 0 0 (041 — O42)
c(012) s(612) —c(B1p—65)b
c(62) s(62) —c(6n—65)b
Jy = C.12
= C(Q32) S(932) 6(932 — 95)b ( )
0(942) S(942) 0(942 — Gs)b

avec s = sinus et ¢ = cosinus
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C.2 Modéele dynamique solides rigides du robot Dual-V

Les inerties en mouvement du robot Dual-V sont les inerties i, rapportées a 1’axe
(Aj, %) des moteurs i et la plateforme mobile (corps 5) de masse my de centre de gravité
Ps et Iinertie ix d’axe (P, z_o>) Le double de I’énergie cinétique du robot est 1I’équation
[C.13]qui permet d’identifier les matrices My pgg_4 et M prg_4 sous forme polynomiale.

4
— N —
2 Tpuav = Y, igQ1ip0° +mx Vpsesjo” +ix Qs /o (C.13)
i=1
2 Touaty = iq (03 + 03, + 03 + 63) +myx (¥ +5) +ix 62 (C.14)
iy, 00 0
0 i, 00 my 00
MunalV: 0 0 i, 0 et Mypuuv=1|0 mx 0 (C.15)
9 0 0 iy

0 0 0 i
La puissance virtuelle du systeme est la somme des puissances virtuelles des efforts
extérieurs sur la plateforme :

Popuaty = 47T+ X Fext (C.16)

t=[C1 G G G]" et Feu=[F F C]" (C.17)

Pour assembler, le robot il faut utiliser la matrice Jacobienne du robot J,,p,,,;v €t sa
dérivée J, v Pour la suite, il est tres difficile d’écrire I’équation du mouvement sur
cette page car les expressions sont trop longues. L’équation [C.I8|représente les équations
du mouvement du robot PRR-4.

MDualVX + gDualVX = ‘Z}Z;DualVT + Fext (C.18)
Mpuarv = puatv Mypuatv Lnpuarvy +Mx puary (C.19)
Couav :lgzDualVMunalV ‘ImDualV (C.20)
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Dynamique linéarisée totale : application aux robots paralleles

Résumé

Cette these se concentre sur I’analyse modale des robots. Les robots considérés pour nos développements
sont des robots paralleles (PKM) plans, redondants en actionnement ou non. Dans un premier temps nous
avons considéré les PKM redondants pour lesquels nous envisageons d’augmenter la fréquence de leurs
oscillations en utilisant les efforts internes. Nous avons étudié plusieurs robots plans redondants et nous
montrons que dans le cadre de robots concus pour étre rigides, I'influence des efforts internes rajoutés
n’a que peu d’importance. La suite de nos travaux soutient la proposition suivante : "les trajectoires
tres dynamiques influencent les fréquences des oscillations de la plateforme mobile". En effet, les robots
paralleles 1égers, peuvent atteindre de grandes accélérations. Nous avons choisi de nous intéresser a I’étude
de I’'impact que peut avoir les effets dynamiques sur la fréquence des oscillations de la plateforme mobile
de ces robots. Nous proposons d’étudier cette influence en nous basant sur un développement au premier
ordre du modele dynamique. Cette linéarisation du modele dynamique se veut plus complete que celles
proposées dans la littérature. Nous expliquons et vérifions la validité de notre approche par une étude sur le
lien entre accélération et vitesse et la fréquence d’oscillation pour les robots série PR et RR. Ensuite, nous
généralisons notre modélisation au premier ordre et I’appliquons aux quatre robots pour voir si nous sommes
capable d’en dégager une tendance concernant 1’évolution des fréquences d’oscillation. Nous constatons
que, en fonction des trajectoires, la dynamique a une influence faible mais visible, souvent positive sur
I’augmentation des fréquences d’oscillation de la plateforme mobile. Cependant, les trajectoires et les lois
horaires étant imposées, nous ne pouvons que subir cette influence.

Dynamique, effets d’inertie, linéarisation, robots paralléles, commande

Total linarized dynamics : application to parallel robots
Abstract

This thesis manuscript focuses on robot modal analysis. Our applications mainly revolve around
architectures with parallel kinematic machines (PKM). First we examined PKMs which are redundant in
actuation. The aim is to use their actuation is the tensioning of their structure, to enhance their oscillation
frequency. We have studied several redundancy planar robots and we demonstrate that in the case of
robots which are typically designed to be stiff, the impact of added internal forces is of low relevance.
The continuation of our research supports the following proposal: “High dynamics trajectories have an
impact on the oscillation frequency of the mobile platform.” Indeed parallel robots, when designed to be
light, can reach greater accelerations. We chose to concentrate on the study of the impact that dynamic
effects can have on the oscillation frequency of those robots’ mobile platform. The robots examined for
our developments are planar PKMs whether they have redundant actuation or not. We offer to study this
impact based on a prime order development of the dynamic model. This linearisation of the dynamic model
is intended to be more complete than those suggested by literature. We explain and verify the validity of
our approach with a study on the link between speed and oscillation frequency on PR robots and RR robots.
Then we will generalize our first order model and apply it to the four robots to see if we are able to identify
a pattern regarding the evolution of oscillation frequencies. We observe that, depending on the trajectories,
the dynamics have a low but noticeable, and often positive, impact on the increase of oscillation frequency
of the mobile platform. However, since the trajectories and speed input laws are imposed, we have no
choice but to be subjected to this impact.

Dynamics, inertia effects, linearization, parallele robots, command controls

Université de Montpellier
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