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Résumé

Dans cette thése, on s’intéresse & des aspects théoriques de la théorie des représentations p-
adiques du groupe de Galois absolu de K, ot K est un corps p-adique, réunis autour de deux axes
principaux : d’une part, tenter de caractériser les extensions de Lie p-adiques pour lesquelles on
peut définir une théorie des (¢, I')-modules, et d’autre part étudier la théorie des (¢, 7)-modules
pour obtenir des applications aux représentations p-adiques, et en particulier pour les représenta-
tions semi-stables. Cette thése est constituée de cing chapitres. Le premier présente les résultats
sur les représentations p-adiques, les (¢, I')-modules et la théorie de Hodge p-adique nécessaires
aux autres chapitres. Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & la question des extensions
de Lie p-adiques pour lesquelles on peut définir une théorie des (¢,I')-modules, et on montre
que, sous ’hypothése supplémentaire de demander & ce que le Frobenius soit de hauteur finie,
ces extensions sont des extensions de Lubin-Tate & extension finie prés. Le troisiéme chapitre
expose la théorie des vecteurs localement analytiques nécessaire aux quatriéme et cinquiéme
chapitres. Le quatriéme chapitre utilise la théorie des vecteurs localement analytiques pour
montrer la surconvergence des (¢, 7)-modules. Dans le cinquiéme chapitre, on utilise les résul-
tats du quatriéme chapitre pour caractériser les représentations semi-stables et potentiellement
semi-stables du groupe de Galois absolu de K en fonction de leur (g, 7)-module, et on montre
comment retrouver les invariants De,is et Dy d’une représentation a partir de leur (¢, 7)-module.

Mots-clefs : Théorie de Hodge p-adique, (¢, I')-modules, Corps des normes, représen-
tations p-adiques, surconvergence, (p, 7)-modules, vecteurs localement analytiques.

Abstract

In this thesis, we study some theorical aspects of the theory of p-adic representations
of the absolute Galois group of K, where K is a p-adic field. First, we try to give a
characterization of the p-adic Lie extensions of K for which one can build a theory of
(p,T')-modules. Then, we study the theory of (¢, 7)-modules. This thesis consists of five
chapters. The first one introduces the results on p-adic representations, (¢, [')-modules
and p-adic Hodge theory which are needed in the other chapters. In the second chapter, we
try to understand which p-adic Lie extensions of K can be used in order to build a theory
of (¢, I')-modules and we prove that, under the additional assumption that the Frobenius
is of finite height, such extensions are, up to a finite extension, Lubin-Tate extensions.
The third chapter lays out the theory of locally analytic vectors needed for the fourth and
fifth chapters. The fourth chapter uses the theory of locally analytic vectors to prove the
overconvergence of (o, 7)-modules. In the fifth chapter, we use results obtained in the
fourth chapter in order to characterize semi-stable and potentially semi-stable represen-
tations of the absolute Galois group of K from their (¢, 7)-modules, and we show how to
recover the invariants D and Dy attached to a representation V' from its (¢, 7)-module.

Keywords: p-adic Hodge theory, (p,I')-modules, Field of norms, p-adic representa-
tions, overconvergence, (i, 7)-modules, locally analytic vectors.
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INTRODUCTION

0.1. Motivation et notations

Un des objectifs de la géométrie arithmétique est de comprendre la structure du groupe
topologique Gq = Gal(Q/Q), le groupe de Galois absolu de Q, ou plus généralement du
groupe de Galois absolu Gx d’une extension finie K de Q. Un bon moyen d’obtenir des
informations sur Gq est d’étudier ses représentations, et notamment ses représentations
p-adiques. Une représentation p-adique de Gq est un Q,-espace vectoriel V' de dimension
finie muni d’une action continue de Gq. La géométrie algébrique fournit de nombreux
exemples de telles représentations, comme le module de Tate T),(E) associé a une courbe
elliptique E définie sur Q, ou encore les groupes de cohomologie étale Hét(XQ, Q,) d’'une
variété propre et lisse X définie sur Q.

Pour ¢ premier, on fixe un sous-groupe de décomposition Dy en ¢ de Gq, ce qui revient
& choisir un plongement Q — Q, et nous donne un isomorphisme D, ~ Gal(Q,/Q,). Les
Dy, avec ¢ parcourant I’ensemble des nombres premiers, engendrent topologiquement Gq,
mais la facon dont ils interagissent entre eux est trés mal comprise. Pour étudier une
représentation p-adique V' de Gq, on préfére s’intéresser a sa restriction a chacun des Dy,
restrictions qu’on peut étudier plus facilement. Fontaine et Mazur ont par ailleurs dégagé
la notion de représentation géométrique [FM95|, en imposant des conditions locales en
presque tout ¢ premier : on dit qu'une représentation p-adique V' irréductible de Gq est
géométrique si elle est non ramifiée sauf en un nombre fini de nombres premiers ¢ et si
elle est potentiellement semi-stable en p. Fontaine et Mazur conjecturent alors que toute
représentation géométrique en ce sens provient en fait de la géométrie.

La définition de Fontaine et Mazur met en lumiére le fait que la situation est nettement
différente selon que 'on soit dans le cas £ = p ou ¢ # p. En effet, dans le cas ¢ # p, la
topologie de Dy est en grande partie « incompatible » avec celle d'un Q,-espace vectoriel,
notamment parce que le sous-groupe d’inertie sauvage de D, est un pro-f-groupe. En
revanche, lorsque ¢ = p, qui est le cas auquel on va s’intéresser, la topologie de D, et
celle de Gal(Qp/Qp) sont compatibles et la catégorie des représentations p-adiques de
Gq, est trés « grosse », de sorte qu’il faille faire le tri dans ces représentations si on
souhaite isoler celles venant de la géométrie. La stratégie de Fontaine [Fon94a| pour

étudier et classifier les représentations p-adiques d'un groupe p-adique G tel que Gq, ou
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plus généralement G = Gal(K /K) oit K est un corps p-adique, est de construire des «
anneaux de périodes p-adiques », c’est-a-dire des Q,-algebres topologiques, munies d’une
action de G et de structures additionnelles, comme un Frobenius ou une filtration, de sorte
que si V est une représentation p-adique, alors Dp(V) := (B ®q, V) est un B“-module
qui est également muni de ces structures additionnelles. On dit qu’une représentation
p-adique V' de G est B-admissible si B ®q, V =~ B? en tant que B[G]-modules, c’est-
a-dire en tant que B-représentations de G. Si on s’arrange pour construire des anneaux
de périodes suffisamment riches en terme de structures additionnelles, alors le foncteur
V +— Dp(V) fournit des invariants intéressants de V. Fontaine a notamment construit
trois anneaux de périodes, a savoir B, Bg et Bgr, qui permettent de classifier les
représentations galoisiennes p-adiques et donc d’effectuer un tri parmi ces représentations
en fonction des anneaux de périodes pour lesquelles elles sont admissibles. On obtient
alors respectivement les représentations cristallines, semi-stables et de de Rham, chacune
de ces catégories étant une sous-catégorie pleine de la suivante.

Soit maintenant K une extension finie de Q,, et notons Gx son groupe de Galois absolu
Gal(ﬁp/K). Afin d’étudier les représentations p-adiques de Gx, une idée ayant déja été
utilisée avec profit par Tate [Tat67] et Sen [Sen80| pour I'étude des C,-représentations
est qu'on a intérét a opérer un dévissage de Gy, en faisant apparaitre une extension
intermédiaire K, /K, par exemple l'extension cyclotomique. Si on utilise cette idée de
dévisser wvia 'extension cyclotomique et la théorie du corps des normes de Fontaine et
Wintenberger [Win83|, on peut alors construire de nouveaux anneaux de périodes et on
aboutit a la théorie des (p,I')-modules cyclotomiques [Fon90|. On peut notamment con-
struire un corps local By de dimension 2, muni d’une action de I'x = Gal(K/K) et d'un
Frobenius ¢ qui commutent I'une & autre. La théorie des (¢, I'x)-modules cyclotomiques
de Fontaine permet de construire une équivalence de catégories tannakiennes V — D(V)
entre la catégorie des représentations de Gx et celle des (¢, 'k )-modules étales sur By,
c’est-a-dire les B g-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’actions semi-linéaires de
p et 'y commutant I'une a 'autre et tels que ¢ soit de pente 0.

Puisqu’on peut retrouver une représentation V' a partir de son (¢, I')-module D(V'), on
peut en principe retrouver tous les invariants associés a V' a partir de son (¢, I')-module,
ce qui requiert de faire le lien entre théorie de Hodge p-adique et (¢,I')-modules. Ce
sont les éléments surconvergents qui permettent de faire le lien entre ces deux théories, du
coté (o, I')-modules via le théoréme de Cherbonnier-Colmez [CC98| qui montre que toute
représentation p-adique de Gg est surconvergente, et du coté théorie de Hodge p-adique
via V'identification entre les éléments surconvergents de By et 1'ensemble des © € By
pour lesquels il existe un entier n € N tel que ¢~ "(x) « converge » dans B(;“R.

L’extension la plus usitée et étudiée dans la théorie des (¢, [')-modules est 'extension
cyclotomique K (pp~)/K, mais pour de nombreuses raisons, on souhaiterait généraliser
ces constructions a d’autres extensions intermédiaires. Deux types d’extensions semblent
particuliérement intéressantes pour ce faire. D’une part, les extensions de Lubin-Tate

associées aux uniformisantes de K, dont I'extension cyclotomique est un cas particulier
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et qui ont le mérite de rendre la théorie du corps de classes local complétement transpar-
ente, et d’autre part les extensions de Kummer, dont certains travaux ont montré qu’elles
jouaient un role important dans I’étude des représentations semi-stables [Bre98| [Kis06].
La construction de (p,, ['x)-modules dans le cas Lubin-Tate a été effectuée par Fontaine
[Fon90|, Kisin et Ren [KRO09|. Le principal probléme des extensions de Kummer est
qu’elles ne sont pas galoisiennes et on ne peut donc pas construire de (¢, 'k )-modules
pour de telles extensions. Pour pallier ce défaut, on dispose de deux options : on peut
utiliser la stratégie de Caruso [Carl3], qui a construit une variante des (¢, I")-modules
cyclotomiques de Fontaine pour les extensions de Kummer, les (¢, 7)-modules. La deux-
iéme option est de remplacer les extensions de Kummer par leur cloture galoisienne KS?!
et tenter de construire des (o, ['x)-modules avec I'x = Gal(K$?/K). Cette stratégie
s’avére fructueuse dans le cas o on s’autorise a considérer des (¢, ['x)-modules sur des
anneaux en plusieurs variables [TRO8|, mais certains résultats semblent suggérer que la
construction de (¢, 'kx)-modules sur des anneaux en une variable pour cette extension
devrait s’avérer difficile [Ber14].

De facon plus générale et pour des applications en théorie d’Iwasawa, on peut tenter
de dévisser K /K par une extension K. /K presque totalement ramifiée dont le groupe
de Galois est un groupe de Lie p-adique (ce qui était le cas des extensions de Lubin-Tate
et des clotures galoisiennes des extensions de Kummer).

Cette thése s’inscrit dans cette problématique, d’une part en s’attachant a comprendre
pour quelles extensions galoisiennes K,/K on peut construire une théorie des (¢, 'k)-
modules, d’autre part en s’intéressant a la théorie des (¢, 7)-modules de Caruso, notam-
ment a ’aide de la théorie des vecteurs localement analytiques de Schneider et Teitelbaum
[ST02b]. Sion s’est contenté pour I'instant de présenter la théorie dans le cas ol K était
une extension finie de Q,, on tentera néanmoins au maximum de se placer dans le cas
général suivant : k est un corps parfait de caractéristique p, F' = W (k)[1/p] est le corps
des fractions de 'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k et K une extension
finie totalement ramifiée de F. On note également K une cloture algébrique de K, et
toutes les extensions algébriques de K considérées seront vues comme des sous-corps de
K. On note également C, = ? le complété pour la topologie p-adique de K, qui est
un corps complet algébriquement clos de corps résiduel k, et on note Oc, la boule unité
fermée de C,.

Dans certains cas, on devra se résoudre a se placer dans des conditions plus spécifiques,
comme prendre p # 2 ou supposer que k est fini, et on le précisera le cas échéant.

On fixe également la convention suivante pour les poids de Hodge-Tate : si V est
une représentation p-adique de Gg, on dit que ¢ est un poids de Hodge-Tate pour V si
(Cp(—q) ®q, V)9 n’est pas réduit a {0}, de sorte que le caractére cyclotomique est de
poids 1.
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0.2. (p,I')-modules et corps des normes

Pour généraliser la construction des (¢, I')-modules cyclotomiques a d’autres extensions
K. /K, il faut qu’on puisse construire le corps des normes associé a une telle extension et
travailler dans certains anneaux de périodes de Fontaine, et donc considérer des extensions
« strictement arithmétiquement profinies ». La notion d’extension strictement arithmé-
tiquement profinie est une condition technique portant sur la ramification de ’extension,
qui implique en particulier que K /K contient « une bonne partie » de la ramification
de I'extension K /K, et cette condition est notamment vérifiée lorsque I'ye = Gal(K,/K)
est un groupe de Lie p-adique tel que le sous-groupe d’inertie de 'y est infini (ce qui
est automatique si dimI' > 2). L’intérét principal de la condition d’étre strictement
arithmétiquement profinie est qu’on peut associer & une telle extension son « corps des
normes » Xg(Ko) via la théorie de Fontaine-Wintenberger, qui est un outil essentiel
dans la construction des (i, T')-modules cyclotomiques®. Le corps des normes X (K)
de I'extension K, /K est un corps de caractéristique p, muni d’une valuation discréte pour
lequel il est complet, et dont le corps résiduel s’identifie a celui de K. En particulier, si
on suppose que K, /K est totalement ramifiée, X (K ) s’identifie a k((w)), ou @ est une
uniformisante de X (K ), et est naturellement muni d’un Frobenius ¢ et d’une action
de Gal(K«/K) qui commute a ce Frobenius. Le résultat clé de la théorie du corps des

normes est le suivant :

Théoréme (Fontaine- Wintenberger). — La construction du corps des normes induit
une équivalence de catégories entre celle des extensions finies de Xk (Ko) et celle des

extensions finies de K., et on dispose d’un isomorphisme
Gal( Xk (Koo)™ / Xk (Ky)) ~ Gal(K/Ky).

On appelle (¢, 'x)-module étale sur Xy (K ) un X (K )-espace vectoriel de dimen-
sion finie d, muni d’une action d’un Frobenius ¢x, (k. )-semi-linéaire et d’une action
semi-linéaire de I qui commutent 1'une & l'autre, et telle que Mat(y) € GL4(Ax(K)),
ol Ax(Ky) désigne 'anneau des entiers de X (K).

En montrant que, si D est un (¢, 'k )-module étale sur X (K ), alors il existe une base
de Xk (Ko)*® @xp (k. D formée d’éléments invariants sous ¢ := @x, (k. )=er @ ¢p, €t en

utilisant le théoréme de Fontaine-Wintenberger, Fontaine a montré le théoréme suivant :

Théoréme (Fontaine). — Le foncteur V +— D(V) = (Xg(Kx)*? ®p, V)%=, o

laction sur le produit tensoriel est diagonale et donnée via ['identification
Gal( Xk (Ko)*?/ Xk (Ky)) ~ Gal(K /K)

sur X (Koo)*®P, induit une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

F,-représentations de Gg et celle des (¢, i )-modules étales sur X (Ko)-

@ 0On a en fait juste besoin de la condition « arithmétiquement profinie » pour construire le corps des normes
d’une telle extension, mais le fait d’étre strictement arithmétiquement profinie permet de plonger ce corps des
normes dans le corps des fractions de E*, un anneau de périodes de Fontaine, ce qui s’avére trés utile pour la
suite de la construction des (¢, I')-modules en caractéristique 0.
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Etant donné que ce qui nous intéresse ici, ce sont plutot les représentations p-adiques,
il faut pouvoir relever cette équivalence de catégories en caractéristique 0, et donc notam-
ment pouvoir relever les actions de ' et du Frobenius sur Xg (K ) ~ k(@) & un anneau
a, T",

avec les a, dans Op (F' désignant extension maximale non ramifiée de F' dans K),

de Cohen Ak de Xg(K). L’anneau Ag est 'ensemble des sommes de séries )

telles que a,, — 0 quand n — —oo. Dans le cas cyclotomique et lorsque K = F, on peut
choisir 7' de sorte que g(T) = (1 + T)Xal9) — 1 et o(T) = (1+T)» —1. Si K # F,
toujours dans le cas cyclotomique, les actions de I' et ¢ sont a priori plus compliquées
a décrire. La théorie du corps des normes montre que toute extension finie séparable de
Xk (Ko) est de la forme Xg(My) pour M une certaine extension finie de K, et & une
telle extension X (M )/ Xk (Ks) correspond une unique extension étale de p-anneaux
Ap/Ak relevant X (M) / Xk (Ky) et telle que Aut(M,/K) agit fidélement sur Aj,.
On note A le complété p-adique de UM/F inie Anr. On appelle (¢, I')-module étale sur
A g un Ag-module libre de type fini, muni de 'action d’un Frobenius @a , -semi-linéaire
¢ et d'une action semi-linéaire de I'x qui commutent 'une a l'autre, et telle que Mat(p)

est inversible. On a le résultat suivant :

Théoréme (Fontaine). — Le foncteur V — (A ®gz, V)% induit une égquivalence de
catégories tannakiennes entre la catégorie des Z,-représentations de G et celle des (o, T')-

modules étales sur Ag.

Lorsque K, /K est une extension strictement APF quelconque, il n’est pas évident
qu’on puisse relever les actions de 'y et du Frobenius sur le corps des normes a la
caractéristique 0. En particulier, on se pose la question suivante, dans un cadre légérement

plus spécifique que celui qu’on avait pour l'instant décrit :

Question 1. — Soit K une extension finie de Q,, de corps résiduel k de cardinal q. Soit
K. /K une extension galoisienne totalement ramifiée et strictement APF de groupe de
Galois Tk = Gal(K/K). Soit E une estension finie de Q,, de corps résiduel kg =k, et
soit Ay la complétion p-adique de Og[T][1/T]. On note k((w)) le corps des normes de
Koo/K. Sl existe des séries {Fy(T) }ger, et P(T') dans Ay telles que :

(1) Fy(u) = g(u) et P(u) =u® dans k(@)), ot d est une puissance de q ;

(2) FjoP=PoF, et F,oFy, = Fy, pour g,h € Tk,

(3) Ed = T}
alors que peut-on dire sur l'eztension Ko /K ?

Dans le cas ot on dispose de telles séries, 'anneau A’; est alors muni d’actions Og-

linéaires de I'c et d’un Frobenius qui commutent 'une & l'autre, et s’étendent a B, =

A’.[1/p]. Si ¢ = d, la théorie de Fontaine s’applique :

Théoréme (Berger). — S’il existe un reléevement du corps des normes en caractéristique

0 comme dans la Question 1 et si d = q, alors on dispose d’une équivalence de catégories
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tannakiennes entre celle des représentations Op-linéaires de G et celle des (¢4, I'k)-

modules étales sur A';.

Kisin et Ren ont montré comment relever les actions sur le corps des normes en carac-
téristique 0 dans le cas Lubin-Tate en spécialisant les constructions de Fontaine [KR09],
et on peut montrer de facon plus générale que c¢’est encore le cas pour les extensions engen-
drées par les points de torsion d’un groupe de Lubin-Tate relatif (qui est une généralisation
par de Shalit des groupes de Lubin-Tate [dS85]). On peut se demander si c’est le seul
cadre dans lequel on peut effectivement relever les actions sur le corps des normes en
caractéristique 0. Berger s’était déja intéressé a la question des extensions pour lesquelles
il existait un relévement du corps des normes [Ber14|, et avait notamment montré que
dans le cas particulier o on ajoute la condition supplémentaire P(T) € Og[T], alors il
existe un caractére injectif n : I'r — O} dont tous les conjugués sont de de Rham a
poids positifs.

L’hypothése P(T) € Og[T] permet de se placer dans le cadre trés intéressant des
systémes dynamiques p-adiques étudiés par Lubin dans [Lub94|, ce qui d’une part nous
donne beaucoup d’outils pour étudier les objets qui apparaissent et tenter de généraliser
les résultats de Berger, et d’autre part nous permet de s’intéresser a un cas particulier de
I’observation formulée par Lubin, qui a remarqué que dans les cas observés ot une série
inversible et une série non inversible commutent, il y a d’une certaine facon un groupe
formel qui agit derriére. Le premier résultat de cette thése est que sous la condition
P(T) € Og[T], dite « de hauteur finie », les extensions pour lesquelles on peut relever

leur corps des normes en caractéristique 0 vérifient des conditions trés précises :

Théoréme A. — Si on peut relever les actions du Frobenius et de ' sur le corps des
normes X (Ko) en caractéristique 0, et si on suppose de plus que P(T) € Og[T], alors
K. /K est engendrée a extension finie prés par les points de torsion d’un groupe de Lubin-
Tate relatif.

0.3. Vecteurs localement analytiques, théorie de Sen et surconvergence

Lorsqu’on cherche & dévisser I'extension K /K via une extension intermédiaire K., /K
qui soit une extension de Lie p-adique dont le groupe de Galois est de dimension > 2,
les outils utilisés dans la théorie cyclotomique (ou plus généralement quand T'y est un
groupe de Lie p-adique de dimension 1) ne se généralisent pas forcément bien. On ne peut
notamment plus construire de traces de Tate continues sur K, comme dans [Tat67|.
Certains résultats récents de Berger et Colmez |[BC16| [Berl6b| suggérent qu’on peut
remplacer ces outils manquants (ou au moins une partie) par la théorie des vecteurs
localement analytiques, développée par Schneider et Teitelbaum [STO02b].

Si W est une représentation de Banach d’un groupe de Lie p-adique G, l'idée est de
se restreindre a I’étude de W', I'ensemble des éléments w de W qui sont localement

analytiques, c’est-a-dire pour lesquels I'application orbite g € G +— g(w) est une fonction
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localement analytique de g. Cela revient donc & identifier les éléments de W' avec des
fonctions localement analytiques G — W.

La théorie de Sen s’intéresse aux C,-représentations de Gx via le dévissage de I’extension
K /K par une extension de Lie intermédiaire K.,/K qui est de dimension 1. Sen s’était
notamment intéressé aux vecteurs K-finis vivant dans une C,-représentation W de I'g,
c’est-a-dire aux éléments w € W tels que w vit dans un sous- K-espace vectoriel de dimen-
sion finie de W stable sous I'action de I'x.. Comme on 'a fait remarquer juste au-dessus,
les outils développés par Tate et Sen ne se généralisent pas forcément lorsqu’on prend
pour K, /K une extension de Lie de dimension > 2, et W n’est pas un objet adapté
lorsque dim 'y > 2. L’idée de Berger et de Colmez pour généraliser la théorie de Sen
a été de remplacer I'espace W par I'espace W', en remarquant que ces deux objets
coincident lorsque K /K est une extension galoisienne dont le groupe de Galois est un
groupe de Lie p-adique de dimension 1.

Les vecteurs localement analytiques sont également un outil intéressant pour la général-
isation de la théorie de Sen a des extensions K.,/K comme celle de Kummer, en remar-
quant qu’on peut étendre la définition de vecteur localement analytique pour toute exten-
sion K /K incluse dans une extension de Lie p-adique, et on montre avec cette définition

le théoréme suivant :
. . —1la
Théoréme B. — Si K../K est une extension de Kummer, alors K, = K.

Outre l'intérét des vecteurs localement analytiques pour généraliser la théorie de Sen,
ces derniers jouent un role intéressant dans I'étude des (¢,, I'x)-modules. Le calcul de
la structure des vecteurs localement analytiques par Berger dans certains anneaux de
périodes ]NB[I?S} avec 0 < r < s, lui a notamment permis de démontrer la surconvergence
des représentations F-analytiques dans le cas Lubin-Tate. On peut d’ailleurs utiliser son
résultat portant sur la structure des vecteurs localement analytiques dans ces anneaux

pour montrer le résultat suivant :

Théoréme C. — Il n’existe pas de vecteurs localement analytiques non triviaur dans

]N3[13’T], avec r > 0, pour l'extension anticyclotomique ZS/sz.

Ce qui implique notamment qu’il n’existe pas de relévement de hauteur finie du corps
des normes anticyclotomique en caractéristique 0 (c’est-a-dire ou K /K est extension

anticyclotomique).

0.4. Extensions de Kummer et (¢, 7)-modules

Comme évoqué briévement précédemment, les extensions de Kummer jouent un role
intéressant dans 1’étude des représentations semi-stables, et on peut tenter de généraliser
les constructions de Fontaine pour les extensions de Kummer. Une des stratégies évoquées
était d’utiliser la théorie des (¢, 7)-modules de Caruso. La théorie du corps des normes
de Fontaine-Wintenberger appliquée a une extension de Kummer K. /K (qui est bien

strictement APF) et le relévement en caractéristique 0 du corps des normes et de son
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Frobenius, montre que, comme dans le cas des (p, I')-modules, on dispose d’une équiva-
lence de catégories tannakiennes entre la catégorie des représentations p-adiques de Gg_
et la catégorie des ¢-modules étales sur un corps local de dimension 2, B, . Cependant,
B, k n’est ici pas muni d’une action autre que celle du Frobenius, et I'idée de Caruso
est de rajouter 'action d’un élément 7, générateur topologique de Gal(K$* /K yq), aprés
avoir tensorisé par un anneau de périodes ]§Kg;oal qui contient B, k et est muni d’une ac-
tion de Gal(KS$*/K). Pour simplifier les notations, on note L = K et on a le résultat

suivant :

Théoréme (Caruso). — On dispose d’une équivalence de catégories tannakiennes entre

celle des (p, T)-modules étales sur (B, k, ]§L) et celle des représentations p-adiques de G .

Dans le cas des (¢, I')-modules cyclotomiques, on disposait du théoréme de Cherbonnier-
Colmez qui affirme que toute représentation p-adique est surconvergente, ce qui a notam-
ment permis & Berger d’associer a toute représentation p-adique V un (¢, I')-module dif-
férentiel sur 'anneau de Robba BL& 5, muni d’une connexion, et d’obtenir et de retrouver
certains invariants associés a V' via 1’étude de ce module & connexion [Ber02].

Caruso avait posé deux questions concernant les (¢, 7)-modules :

Question 2. — Premiérement, les (¢, T)-modules sont-ils surconvergents ¢ Deuziéme-
ment, peut-on établir un lien direct entre (o, T')-modules et (¢, T)-modules, ¢’est-a-dire ex-
pliquer comment passer du (@, T)-module associé & une représentation V- au (p,1")-module

associé a 'V, ou inversement, sans repasser par V ?

Gao et Liu ont montré dans [GL16| que les (p, 7)-modules sont effectivement surcon-
vergents, mais uniquement dans le cas ot k est fini, et leur méthode ne permet pas de faire
le lien entre (¢, 7)-modules et (¢, [')-modules. On peut cependant appliquer la méthode
utilisée par Berger pour montrer la surconvergence des représentations F-analytiques, en
utilisant la théorie des vecteurs localement analytiques et en calculant leur structure dans
des gros anneaux de périodes reliés & l'extension L/K. Comme L/K est une extension
de Lie p-adique dont le groupe de Galois est un groupe de Lie de dimension 2, on dispose
de deux opérateurs de dérivation, V, et V., provenant respectivement d’un générateur
topologique v de Gal(L/Ky) et d'un générateur topologique 7 de Gal(L/K y) choisi
précédemment (si p = 2 il faut éventuellement remplacer y par un élément de Gal(L/K )
tel que son image dans Gal(L/K)/A est un générateur topologique, on A C Gal(L/K )
est le sous-groupe de torsion). La principale raison pour laquelle on s’intéresse aux an-

neaux de périodes associés a I'extension L/K est la suivante :

Théoreme D. — SoitV une représentation p-adique de Gi. On dispose d’isomorphismes
Gal(L/K)-équivariants

(B®q, V)9 ~B;® D'(V) ~ B, s, D,(V),

ot D, (V) est le (¢, 7)-module associé o V et DY(V) est le (p,T)-module surconvergent

engendrant le (¢, 1')-module associé a V.
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En particulier, (ENB ®Rq, V)9 admet une base constituée d’éléments surconvergents, et
provient par extension des scalaires a By, du (p,T')-module ainsi que du (¢, 7)-module
associés a la représentation V. Le fait que (]§ ®q, V)9 soit engendré par des éléments sur-
convergents permet d’associer a V' 1'objet ﬁ;rig,L(V) = ]§Iig7L®(]§TL®B}( DY(V)). L’anneau

]§LgL = U,er, ﬁi{;L est plus pratique & manipuler que Panneau BY = U,er, B", no-

; . sont complets pour leur topologie de Fréchet, ce qui n’est

tamment car les anneaux BL

pas le cas des anneaux ]§TLT Cela permet de définir une notion de vecteurs pro-analytiques

dans EL; -
L’intérét de regarder les vecteurs pro-analytiques d’un objet tel que DL&L(V) est que les
vecteurs pro-analytiques de EIig ;, invariants sous v permettent de redescendre au niveau

de 'anneau B! On a en fait le résultat suivant :

T,rig, K*
Théoréme E. —

(1) (]éii’;L)paﬁ:l = UnEN SO*H(B:’ZT;’K) ;
(2) (Big )" = Unen ¢ " (Bl -

Autrement dit, lorsqu’on prend les invariants, soit sous I'action de Gal(L/K ), soit

T

rig L, ON retombe sur les

sous I'action de Gal(L/K.,), des vecteurs pro-analytiques de B

perfectisés des anneaux B!

T ., .
rrig e €0 B associés respectivement aux (¢, 7)-modules et

rig, K7
aux (¢, I')-modules.

Afin de calculer la structure des vecteurs localement analytiques dans les anneaux ]§£,
on a notamment besoin d’exhiber des éléments localement analytiques pour 'action de
Gal(L/K) dans ces anneaux, et qui se comportent bien vis-a-vis des opérateurs V., et
V,. Ce qu’on entend par la est qu'on veut trouver deux éléments b,,b, € ]§£ tels que
V.(b,) € (BL)®)* et V. (by) € ((BL)*)*. Le résultat suivant montre que de tels éléments
existent si min(/) est assez grand (cette condition n’est pas génante pour ce qu’on souhaite

montrer ensuite) :

Théoréme F. — Il existe r(b) > 0,b, € fﬁz, b, € ]§JFL tels que, pour tout I sous-intervalle
compact de [0, +00| avec min(I) > r(b),

(1) by € (Ei)la et Vy(by) = by ;

(2) b, € (BL)2 et V.(b,) = 1.

En construisant de bonnes approximations de b, et de b,, c’est-a-dire des éléments b;,
et bY de (B) tels que V,(b7) = 0 et V,(b7) =0 et b, — b € p"AL b, — b7 € p"AL on
montre alors le théoréme de structure suivant :

Théoréme G. — On a :

= (B = Uy (BE)™ =

= ((BL)) Y= = Uy (B =
et -

(1) siz € (BL)=, min(I) > r(b) et ng > 0, alors il existe n,m > 1 et une suite {x;} de
(BL)Gr =)= tels que [[p"=")iw]|g, — 0 et & =30 wi(by — b7)" ;
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(2) six € (B2 b, € I et ng > 0, alors il existe n,m > 1 et une suite {x;}ien
d’éléments de ((BL)Gm=am)Vr=0 tels que |[pm—m0)iz;||q. — 0 et = > isoi(br — b))

Ce théoréme de structure permet alors, en utilisant un analogue des équations de
Cauchy-Riemann, de montrer deux théorémes de monodromie permettant de descendre
d'un p-module sur ]A?;L&L muni d’une action de Gal(L/K) a un (i, 7)-module sur B! rig K
ou a un (yp, I')-module sur Biig’K :

Théoréeme H. —

(1) Si M est un (ﬁiing)pa—module libre de rang d, muni d’un Frobenius bijectif ¢, et
d’une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V(M) C M, alors MY¥+=°

est un (Bl )P*)V"=0-module libre de rang d et on a M = ((BLgL) *) B (@l ,)p)Tr=0

rig,L
Vy=0 .
MY=7;

(2) Si M est un (ﬁling)pa—module libre de rang d, muni d’un Frobenius bijectif ¢, et
d’une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V(M) C M, alors MYV =0

est un ((BIlg )PV =" module libre de rang d et on a M = ((BilgL)pa) B (B, ,)p)7r=0
MV=0,

On déduit alors de ce résultat d’'une part la surconvergence des (¢, 7)-modules, et
d’autre part une méthode pour passer d'un (¢, I')-module & un (¢, 7)-module et inverse-
ment :

Théoréme I. — Les (p,T)-modules sont surconvergents. De plus, si V' est une représen-

tation p-adique de Gg, alors :

(1) Blys ®n Dl =Bl @51 Dl (V) ;

T,rig rig, K ’
(2) (BIig,L ®BL K Dlig(v))paq ! Bj’ \rig, K ,00 ®Bi rig, K Trlg(v) ’
rlg K,00 U SO Bilg K et BT ,rig, K,00 U (’0—” Trlg K)
n>0 n>0

0.5. Modules de Kisin, (¢, 7)-modules différentiels et représentations semi-
stables

Une fois la surconvergence des (¢, 7)-modules établie en toute généralité, on peut
généraliser les constructions de Berger dans [Ber02] sur les (¢, I')-modules différentiels sur
I'anneau de Robba aux (¢, 7)-modules. Partant d’une représentation p-adique V' de G,
la surconvergence des (¢, 7)-modules permet d’associer 4 V un (¢, 7)-module D! rig(V) sur
(B! rig K Bilg 1), et on peut en fait montrer qu’on peut se restreindre a un (¢, 7)-module
sur (Bi rig K0 (BIlg 1 )P?), lequel est naturellement muni d’une connexion qui n’est autre que
I'opérateur V., de dérivation dans la direction 7. De plus, en renormalisant cet opérateur
V., en posant Ny = ;—jVT, I’anneau Bj—,rig,K est stable par la nouvelle connexion Ny. On
peut alors tenter de caractériser les représentations potentiellement semi-stables en fonc-
tion des propriétés de la connexion Ny sur le (p, 7)-modules différentiel associé défini sur
(Bl . (Bl

pa . . N . . N 2 .
T g0 (Blig.r)P?), ce qui revient a travailler avec des objets trés proches de ceux définis

par Kisin dans [Kis06| déja dans le but d’étudier les représentations semi-stables. Kisin
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avait notamment montré comment faire le lien entre les (¢, N)-modules filtrés admissibles
effectifs, qui paramétrent les représentations semi-stables a poids de Hodge-Tate négatifs,
et des p-modules étales sur Bj,rigl( munis d’une connexion Ny de E-hauteur finie.

Si T = (7, )nen désigne une suite de racines compatibles p"-iémes d’une uniformisante

7 de K telles que Koo = |J,cn K (my), alors [7] définit un élément de B, et on note

]AS;L&L = Eiig’L[log['ﬂ] et si V est une représentation p-adique de G, on note
Di,log(v) = Bj’,rig,K[log[%H ®B7T—,K Di(v>

Comme dans le cas des (@, T')-modules, le (¢, 7)-module a connexion D! . (V') permet

T,rig
de retrouver les invariants D.,s et Dy associés a la représentation V. Si A désigne I’élément
o . 1 . v . C
défini dans |Kis06, 1.1.1] et si prendre les invariants sous 1 dans ce qui suit signifie
que les éléments sont invariants sous ’action de 7 une fois qu’on a tensorisé par Biig L ou

Bfog 1, alors on a le résultat suivant :

Théoréeme J. — Si V' est une représentation p-adique de G, alors
Dyt(V) = (D! o, (V)[1/N)=" et Dewio(V') = (DL, (V)[1/A) ="

On dispose également d’isomorphismes de comparaison faisant le lien entre D ;s ou Dy
et DI (V) :

T,rig

Théoréeme K. — Soit V une représentation p-adique de Gk .

(1) si V' est semi-stable, alors
Bi,log,K[l//\] ®B1,K Di(‘/) = Bi,log,K[l/A] ®F DSt(V)
(2) si V est cristalline, alors

T
B‘r,rig,K

[1/A] ®B1,K Di(V) = Bi,rig,K[l/)\] ®F Deris(V).

En utilisant les (p, 7)-modules, on peut généraliser les constructions de Kisin dans
|Kis06], en utilisant des démonstrations analogues a celles de Berger dans [Ber08| pour
les (¢, T')-modules, et associer a tout (y, N, Gr/x )-module filtré D un (o, 7)-module dif-

férentiel M(D) stable par Ny, ce qui nous permet d’obtenir le résultat suivant :

Théoréme L. — Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (@, N,Gu/i)-modules

T

rrig K dont la connerion

filtrés dans la catégorie des (@, T)-modules différentiels sur B
associée est localement triviale, est une équivalence de catégories. De plus, le (o, N, Gar/i )-

module filtré D est admissible si et seulement si M(D) est étale.

0.6. Plan de la thése

Le premier chapitre de cette thése expose les principaux résultats concernant la théorie
du corps des normes, les (¢, I')-modules et les anneaux de périodes qui seront nécessaires

pour la suite.



12 INTRODUCTION

Le deuxiéme chapitre est dédié a la question des extensions pour lesquelles on dispose
d’une théorie des (p,I')-modules. On commencera par rappeler les définitions des exten-
sions de Lubin-Tate et leur lien avec la théorie du corps de classes local, on rappellera
les constructions de Fontaine, Kisin et Ren concernant les (¢,, 'k )-modules dans le cas
Lubin-Tate et on montrera le théoréme A, qui est le théoréme 2.2.40.

La théorie des vecteurs localement analytiques de Schneider et Teitelbaum et son ap-
plication & la généralisation de la théorie de Sen selon les travaux récents de Berger et
Colmez sera exposée dans le chapitre 3, ot 'on démontrera les théorémes B et C qui sont
respectivement la proposition 3.3.11 et le théoréme 3.4.11.

Dans le chapitre 4, on rappellera les définitions et constructions de Caruso concernant
les (¢, 7)-modules et on démontrera les théoréemes D, E, F, G, H et 1. Le théoréme D est la
combinaison des théorémes [TRO8, Thm. 1.2] et 4.2.6, le théoréme E est la combinaison
de la proposition 4.2.18 et de [Berl6b, Thm. 4.4, le théoréme F est la réunion des
lemmes 4.2.34 et 4.2.33, et le théoréme G est la réunion des théorémes 4.2.64, 4.2.66 et
de la proposition 4.2.61. Le théoréme H est quant & lui la réunion des théorémes 4.3.22,
4.3.24, et le théoréme I est la réunion des théorémes 4.3 et 4.3.31. On signale au passage
qu'une partie des résultats de ce chapitre, & savoir notamment la proposition 4.2.18 et
le théoréme 4.3, ont été indépendamment démontrés par Hui Gao, le théoréme 4.3 étant
alors montré en utilisant des résultats de descente de type Tate-Sen, ce qui a fait 'objet
d’un article en commun avec Hui Gao sur le sujet [GP18]|. En particulier, certaines
démonstrations présentées dans le chapitre 4 sont communes avec I'article susmentionné.

Le cinquiéme et dernier chapitre porte quant a lui sur I’étude du module & connexion
associé a un (p, 7)-module surconvergent, et on y démontrera les théorémes J, K et L, qui
sont respectivement les théorémes 5.1.5, 5.1.6 et la réunion des théorémes 5.3.33 et de la
proposition 5.3.38.

Pour finir, on résume dans 'annexe les liens entre les différents anneaux de périodes

dont on redonne une définition trés rapide.



CHAPITRE 1

THEORIE DU CORPS DES NORMES, ANNEAUX DE
FONTAINE ET (¢,I')-MODULES

Ce chapitre est constitué de rappels sur la théorie des représentations p-adiques et
modulo p et a pour but d’introduire bon nombre de notions, notations et constructions
dont on se se servira par la suite.

Dans tout ce chapitre, k£ est un corps parfait de caractéristique p et on note F =
W (k)[1/p] le corps des fractions de I'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans k.
C’est un corps complet pour une valuation discréte qu’on note v, et qu’on normalise
de fagon a avoir v,(p) = 1. Soit K une extension finie totalement ramifiée de F', de
degré e, de sorte que k s’identifie au corps résiduel de Ok et que K est complet pour
la topologie p-adique définie par la valuation v, étendant celle de F. On va s’intéresser
aux Z,-représentations, aux représentations p-adiques et modulo p du groupe de Galois
absolu Gx = Gal(K/K) de K. Si L est une extension finie de K, on notera G, le groupe
de Galois Gal(K /L) et vy, la valuation sur L telle que vy (L*) = Z.

On va tout d’abord rappeler les principaux résultats de la théorie du corps des normes
de Fontaine et Wintenberger dans la partie 1.1.1, puis on précisera ce qu’on entend exacte-
ment par Z,-représentations, représentations p-adiques et modulo p, et plus généralement
la définition de représentation qu’on compte utiliser par la suite dans la partie 1.1.2. On
s’intéressera ensuite dans la partie 1.1.3 aux (i, I')-modules et on montrera comment on
peut déduire des résultats sur le corps des normes une équivalence de catégories tannaki-
ennes entre (o, I')-modules étales en caractéristique p et représentations modulo p. On
montrera alors dans la partie 1.1.4 comment relever cette équivalence en caractéristique 0
et donc comment obtenir une équivalence de catégories tannakiennes entre (¢, I')-modules
étales en caractéristique 0 et représentations p-adiques.

Dans la partie 1.1.2, on va s’intéresser a une des principales stratégies de Fontaine pour
étudier et classifier les représentations p-adiques de Gk, a savoir de construire des algébres
topologiques B munies d’une action continue de Gg, et éventuellement de structures
additionnelles comme un Frobenius ou une filtration qui commutent a 'action de G,

puis d’associer a une représentation V donnée le B9%-module
Dp(V) = (B V),

Paction de G sur le produit tensoriel étant diagonale. Fontaine a construit un certain

nombre d’anneaux de périodes p-adiques, qui sont des Q,-algébres topologiques, parmi
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lesquels B, Bst et Bqr. L’anneau B est muni d’un Frobenius ¢, 'anneau By est
muni d'un opérateur de monodromie N tel que By = BY=° et d’un Frobenius ¢, et
Ianneau Bggr est un corps muni d’une filtration. Ces anneaux permettent de classifier les
représentations p-adiques de G, et on va détailler la construction des anneaux Bgr, By
et Beis et la classification des représentations de de Rham, semi-stables et cristallines qui

en découle dans la partie 1.2.1.

T.
rig
de leurs sous anneaux et on montrera un certain nombre de propriétés concernant ces

Pour finir, on rappellera la définition des anneaux ]§I, Bl et ﬁfog ainsi que de certains
anneaux dans la partie 1.2.2.

La plupart des énoncés de ce chapitre trouvent naturellement leur source dans les arti-
cles de Fontaine et Wintenberger, et on renvoie donc notamment a [FW79b|, [FW79a|,
[Fon94a| et [Fon94b| et [Win83] pour les résultats originaux. On fera attention cepen-
dant au fait que les notations utilisées dans ce chapitre sont parfois différentes de celles des
articles susmentionnés, et on renvoie notamment a ’annexe sur les anneaux de périodes,
qui fait le lien entre les notations utilisées ici et celles de Fontaine dans ses articles, rap-
pelle briévement les définitions des anneaux en question et récapitule les relations entre

les différents anneaux considérés.

1.1. La théorie du corps des normes et les (¢, ')-modules en caractéristique p

1.1.1. La théorie du corps des normes. — Fontaine et Wintenberger ont construit
dans [FW79b| et [Win83|, pour un certain type d’extensions infinies L/K dites arith-
métiquement profinies ou APF, un corps local Xk (L), appelé corps des normes de L/K.
On va commencer par rappeler la définition d’extension APF, et on note (G} )uer.u>—1
les groupes de ramification en notation supérieure comme dans [Ser62, Chap. IV]. Con-

formément & [Win83, Déf. 1.2.1], on fait les définitions suivantes :

Définition 1.1.1. — L’extension L/K est dite arithmétiquement profinie ou APF si
pour tout u > 1, le groupe GGy, est ouvert dans G.

Si L/K est APF, on pose G? = G; N GY% et on définit une bijection de [—1,+o00]
croissante, continue et linéaire par morceaux, en posant :

Vi (u) = { S 1G% : G2Gy]dv siu>0

U sinon.

On dit que Pextension L/K est strictement APF si lim inf 5225

u—~+00 [G%:919%
Proposition 1.1.2. — Si L/K est APF (respectivement strictement APF) et si M est
une sous-extension de L/K, alors M/K est APF (respectivement strictement APF).

> 0.

Démonstration. — Voir [Win83, Prop. 1.2.3]. O

Proposition 1.1.3. — Une extension galoisienne totalement ramifiée dont le groupe de

Galois est un groupe de Lie p-adique est APF et méme strictement APF.

Démonstration. — Voir [SenT72, §4]. O
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Remarque 1.1.4. — On compte par la suite surtout travailler avec des extensions de Lie
p-adiques ou des sous-extensions d’extensions de Lie p-adiques, et les propositions 1.1.2
et 1.1.3 nous permettront donc directement d’associer & ce type d’extensions leur corps

des normes sans repasser par la notion d’extension APF.

Si L/K est une extension APF, on note K, l'extension maximale non ramifice de K

contenue dans L et K Iextension maximale modérément ramifiée de K contenue dans L.
Proposition 1.1.5. — Les corps Ky et K| sont des extensions finies de K.
Démonstration. — Voir [Win83, §1.4]. O

Comme évoqué précédemment, Fontaine et Wintenberger ont construit un corps local
Xk (L) associé a une extension APF infinie L/K. Détaillons un peu cette construction :
Si L/K est une extension APF infinie, on note £/ I'ensemble ordonné filtrant des
sous-extensions finies de L/K et on pose
Xk(L)* = I#m E*
E€EL k

= {(QE)EGSL/K telles que ag € E et NE’/E<aE’> = Qg si B C El}

et Xg(L) = Xg(L)* U{0}.

Si o€ Xg(L), vp(ag) pour E € £k, ne dépend pas de E, et on pose v(a) = vp(ag).

Si x € ky, le corps résiduel de L, on note [z] le représentant multiplicatif de z dans K.
Si £ € £1/k,, on note xg la racine [E : Kj]-iéme de [z], ce qui a bien un sens puisque
[E : K| est une puissance de p. Pour E C E', on a

Tgp = xg_f, Bl Ngp(xp)

et comme &/, est cofinal dans &k, la suite (xE)EegL/Kl définit un élément de Xk (L)
qu’on note fr/k(x).
Théoréme 1.1.6. —

(1) Sixz,y € Xk(L), alors pour tout E € Erk, les Np/p(vp +ypr) convergent suivant
le filtre des sections de Ep/p vers un élément zp € B et v +y = (ZE)EEgL/K est un
élément de Xk (L).

(2) Muni de l’addition, de la multiplication et de la valuation v définies précédemment,
Xk (L) est un corps local de caractéristique p tel que v(Xg(L)*) = Z.

(3) L’application fr,x est un plongement de ki dans X (L) et elle induit un isomor-

phisme entre ki, et le corps résiduel de X (L).
Démonstration. — Voir [Win83, Thm. 2.1.3]. O

En particulier, on dispose d’une description explicite du corps Xg (L) : il s’identifie &
kr((7mk)), ol T est une uniformisante de Xy (L).

Si L/K est une extension APF infinie et si M/L est une extension algébrique sépara-
ble, la théorie du corps des normes associe a M une extension algébrique séparable de
Xk (L), notée Xy x(M) = lé'r_nXK(L’) ot L' parcourt Eyy/p. Sil'extension M/L est finie,



16 CHAPITRE 1. THEORIE DU CORPS DES NORMES, ANNEAUX DE FONTAINE ET (p,T")-MODULES

X1k (M) s’identifie & Xg(M). X i définit donc un foncteur de la catégorie des ex-
tensions algébriques séparables de L dans celle des extensions algébriques séparables de
Xk (L) et induit une équivalence de catégories :

Théoréeme 1.1.7. —

(1) Si X'/ X k(L) est une extension séparable, alors il existe une extension séparable M
de K et un Xg(L)-isomorphisme de X k(M) sur X'.

(2) Si My et My sont deuz extensions algébriques séparables de L, l'ensemble des L-
plongements algébriques séparables de My dans My s’identifie alors a celui des Xy (L)-

plongements algébriques séparables de X (M) dans Xy x(Ms).
Démonstration. — Voir [Win83, Thm. 3.2.2]. O

Corollaire 1.1.8. — 5i K* est une cloture séparable de K contenant L, alors le corps

X1k (K*P) est une cloture séparable de X (L) et on a une identification
Gal(K*?/L) ~ Gal(Xk(L)*?/Xk(L)).

La théorie du corps des normes dans le cas de corps locaux de caractéristique mixte
nous permet donc d’obtenir un isomorphisme entre deux objets de nature différente : le
groupe de Galois absolu du corps local Xk (L), de caractéristique p est isomorphe au
groupe de Galois absolu d’une extension APF d’un corps local de caractéristique 0.

Lorsque L/K est galoisienne, on dispose également du résultat suivant :

Proposition 1.1.9. — Si L/K est galoisienne de groupe de Galois I' = Gal(L/K), alors
[ agit fidelement sur Xg(L).

Démonstration. — Voir [Win83, Cor. 3.3.4]. O

1.1.2. Représentations. —  Avant de passer a la construction et a la définition des
(p,T')-modules, on va préciser les définitions de représentations qu’on compte utiliser par
la suite, et présenter la stratégie de Fontaine pour étudier et classifier les représentations
p-adiques, ou plus généralement les représentations sur un corps F.

Soit G un groupe topologique et soit B un G-anneau topologique, c’est-a-dire un anneau
muni d’une action continue de G telle que G agit par automorphismes. On appelle B-
représentation de G un B-module de type fini W, muni d’une action semi-linéaire continue
de G, c’est-a-dire que pour g € G,b € Bet w e W, on a g(b-w) = g(b)g(w).

Si G agit trivialement sur B, il s’agit simplement d’une représentation linéaire. Si
B = Q, muni de la topologie p-adique, on parlera de représentation p-adique plutét que

de Q,-représentation.

Définition 1.1.10. — Une B-représentation de G est dite libre si le B-module sous-

jacent est libre.

Définition 1.1.11. — On dit qu'une B-représentation libre V' de G est triviale si 'une

des deux conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
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(1) 1l existe une base de V constituée d’éléments de V¢ ;
(2) V ~ B? pour Paction naturelle de G.

Soit maintenant W une représentation libre de dimension d. Si on choisit une B-
base e, -+ ,eq de W et qu’on note U, la matrice de g dans cette base, alors g — U,
définit un cocycle continu sur G, a valeurs dans GL4(B). De plus, si fi,--, fq est une
autre base de W et qu’on note M la matrice de passage correspondante, alors la matrice
de g dans cette base est V, = M~'U,g(M). On en déduit que les cocycles obtenus a
partir de bases différentes sont cohomologues, et ont méme image, qu’on note [W], dans
H ot (G, GLa(B)).

Réciproquement, si v est un 1-cocycle dans Z! (G, GL4(B)) donné par

g = a(g) = (aij(9))i<ij<d,

il existe une unique action semi-linéaire de G sur W = B9 telle que, pour tout g € G,
d
g(ej) = Zaij(g)ei
i=1

et [W] est la classe de o dans Hl .(G,GL4(B)). On en déduit donc la proposition

cont

suivante :

Proposition 1.1.12. — Soit d € N. La correspondance W — [W] définit une bijection
entre l’ensemble des classes d’équivalence des B-représentations libres de dimension d et

le groupe de cohomologie H! (G, GLy4(B)).

La proposition suivante permet de faire le lien entre représentations p-adiques et Z,

représentations :

Proposition 1.1.13. — Si V' est une représentation p-adique d’un groupe compact G,

alors V' contient un sous-Zy-réseau T' stable par G tel que V = Q, ®z, T.

Démonstration. — Soit ey, -+ ,eq une base de V et g — U, le cocycle associé a cette
base. Ce cocycle a une image bornée dans GL4(Q,) puisque V est la représentation d’un
groupe compact. Par conséquent, 'image de ce cocycle est incluse dans p~"GL,4(Z,) pour
un certain n > 0. En particulier, si A = ®&Z,¢;, alors g(A) C p~™A. On en déduit que
T =3 ,cc9(N) est un Z,-réseau, qui est stable par G. ]

Dans ce qui suit, G est un groupe et E est un corps. Conformément a la définition
[Fon94b, 1.3.1], on définit la notion de (E,G)-anneau :

Définition 1.1.14. — On appelle (E, G)-anneau la donnée d’un anneau commutatif B
muni d’une structure de E-algébre et d’une action de G, c¢’est-a-dire d’un homomorphisme

de G dans le groupe des E-automorphismes de B.

Si B est un (£, G)-anneau, on posepour toute F-représentation de G, et en suivant
[Fon94b, 1.3.2],

Dp(V) := (B®gV)C,



18 CHAPITRE 1. THEORIE DU CORPS DES NORMES, ANNEAUX DE FONTAINE ET (p,T")-MODULES

et on note ag(V) : B ®ps Dp(V) — B ®g V Papplication B-linéaire déduite, par
extension des scalaires, de 'inclusion de D (V') dans B ®@g V.

On définit & présent comme dans [Fon94b, 1.4.1] la notion d’anneau G-régulier :

Définition 1.1.15. — Soit B un (F,G)-anneau. On dit que B est G-régulier sil est
non nul et si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

— B est réduit ;

— pour toute E-représentation V' de G, I'application ap(V') est injective ;

— tout élément b non nul de B tel que la E-droite engendrée par B est stable par G est

inversible.
Remarque 1.1.16. — En particulier, si ces propriétés sont vérifiées, B est un corps.
Remarque 1.1.17. — En pratique, la situation qu’on considérera le plus souvent sera

lecas G =0k et £ =Q,.

Proposition 1.1.18. — Si B est G-régulier et si V est une B®-représentation de G,
alors Uapplication avy est injective et dimpge Dp(V) < dimg V, et les assertions suivantes
sont équivalentes :

(1) dimge Dp(V) =dimg V ;

(2) vy est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [Fon94b, Prop. 1.4.2]. O
Comme dans [Fon94b, 1.5.1], on définit la notion de représentation B-admissible :

Définition 1.1.19. — Soit B un (E,G)-anneau, G-régulier. Une E-représentation V
de G est dite B-admissible si ag(V) est un isomorphisme, ou de fagon équivalente, si

Proposition 1.1.20. — La sous-catégorie pleine des représentations B-admissibles est
une sous-catégorie tannakienne et la restriction de Dp (vu comme un foncteur de la
catégorie des B -représentations dans celle des E-espaces vectoriels) a cette sous-catégorie

est un foncteur exact et fidéle respectant le produit tensoriel.
Démonstration. — Voir [Fon94b, Prop. 1.5.2]. O

L’intérét de ce formalisme est que, lorsque B est muni de structures additionnelles
(comme un Frobenius, une filtration, etc.) qui commutent a l'action de G, alors Dg(V)
est un BY-module muni de ces structures additionnelles, et ’étude des représentations
B-admissibles peut se faire via I’étude des Dg(V'), ce qui reléve plutdt de 1'algébre
linéaire. De plus, une des idées principales de la théorie de Fontaine est de classifier
les B%-représentations en fonction des anneaux G-réguliers B pour lesquelles elles sont

B-admissibles.
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1.1.3. Les (¢,I')-modules en caractéristique p. — Soit maintenant & une extension
finie de F' et K, /K une extension APF infinie. Comme on I’a mentionné précédemment,
Xk (Ko) s'identifie & &'((u)) ol u est une uniformisante de Xy (K) et k' est le corps
résiduel de K. De plus, Xk (K ) étant de caractéristique p, on peut le munir d’un Frobe-

nius ¢, (x.) défini par  +— 2. On définit alors la notion de p-module sur Xg(Ky) :

Définition 1.1.21. — Un p-module sur X (K) est la donnée d'un Xy (K )-espace
vectoriel M de dimension finie qui est muni d’une application ¢, : M — M semi-linéaire
par rapport au Frobenius sur Xy (K).

Un ¢-module sur X g (K) est de plus dit étale si ¢y (M) engendre M comme X (K )-

espace vectoriel.

Si maintenant V' est une Fj-représentation de Gal(Q,/K), alors on définit
DV) = (Xie(Koe)*T @, V)1 D/

o Gal(Q,/ K ) agit sur X (Ko )** par I'intermédiaire de I'isomorphisme Gal(Q,/K+) ~
Gal(X k(Koo )*P/ Xk (Kx)). Cest un X (K )-espace vectoriel muni d’un endomorphisme
P X (Ks)-Semi-linéaire ¢peyy induit par @x,(x.)sr @ 1. Réciproquement, si M est un -

module sur X (K), on définit V(M) comme le F-espace vectoriel
V(M) = (Xk(Koo)™ ®x,c(10) M)*~

muni de Paction de Gal(Q,/K) induite par celle sur Xx(Ks)*? et o ¢ est donné par
(p g SOXK(KOO)SEP ® SO]V[

Théoréme 1.1.22. — Les foncteurs V — D(V) et M — V(M) sont quasi-inverses l'un
de l'autre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

F, représentations de dimension finie de Gal(Qp/Koo) et celle des p-modules étales sur
Xk (Ko).

Démonstration. — Cette équivalence était déja connue dans le cas des F-représentations
de Gal( Xk (Kwo)*?/ Xk (K)), et on peut notamment se référer & [Dem72, Chap. 11L1,§6].

Ce théoréme découle donc de 1’équivalence qu’on vient d’évoquer et de I'isomorphisme
Gal(Xx (Kw)*?/ Xk (Kx)) = Gal(Q,/Kx)
via le corps des normes. O

L’action de Gal(Q,/K) sur une F,-représentation est donc encodée par un p-module
sur X (K). Si maintenant K, /K est une extension galoisienne de groupe de Galois
[k, alors la proposition 1.1.9 montre qu’on peut munir Xy (K, ) d’une action naturelle
de ' . Cette action commute a celle du Frobenius. On peut alors définir la notion de
(¢, I')-module sur X (Ko) :

Définition 1.1.23. — Un (p, 'k )-module sur X (K ) est la donnée d’un p-module D
sur Xk (K ), muni d’une action semi-linéaire continue de I' qui commute a celle de ¢p.

Il est dit étale s’il 'est en tant que p-module.
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Comme précédemment, on peut définir les foncteurs D +— V(D) et V — D(V) de la
catégorie respectivement des (o, ' )-modules sur Xx (K ) et des F,-représentations de

Gal(Q,/K), en posant de la méme fagon
V(D) = (X (Kw)*” @x (k) D)F

et
D(V) = (Xg(Ks)*? @, V) Q/Kex),

et on a alors le théoréme suivant :

Théoréeme 1.1.24. — Les foncteurs V — D(V) et D — V(D) sont quasi-inverses ['un
de l'autre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

F, représentations de dimension finie de Gal(Q,/K) et celle des (o, k)-modules étales
sur Xg(Ky).

Démonstration. — Voir [Fon90, Thm. A.3.4.3]. O

Cela nous permet de travailler avec des objets a priori plus simples que des représen-
tations galoisiennes, a savoir des objets relevant de l'algébre (semi)-linéaire. On a pour
Iinstant opéré un dévissage de ’extension QP/K par l'intermédiaire de K., et on s’est
ramené a I'étude de p-modules sur lesquels Gal(K/K) agit en commutant a l'action de
©.

Le principal probléme a présent est de réussir a remonter en caractéristique 0 pour
s'intéresser aux Z, ou aux Q, représentations. En effet, le corps des normes Xy (K)
n'est jamais parfait (puisqu'’il s’identifie & k(7)) et on ne peut donc pas appliquer la
méthode des vecteurs de Witt pour remonter le corps des normes (et les actions qui vont
avec) de facon canonique en caractéristique 0. Pour pouvoir remonter & la caractéristique
0, on va donc devoir spécialiser les constructions en fonction de extension K,/ K choisie.

Comme on 1'a vu, on cherche a dévisser 'extension QP/K en faisant intervenir une
extension intermédiaire K, qui soit infinie APF et galoisienne, mais telle que K, /K ne
soit pas trop compliquée. L’extension la plus utilisée est 'extension cyclotomique (), no-
tamment pour étudier les (¢, I' g )-modules, mais on lui préfére parfois d’autres extensions.
Depuis les travaux de Kisin et Ren [KR09], plusieurs auteurs se sont intéressé au cas oil
K. /K est une extension de Lubin-Tate associée a une uniformisante de K (voir [FX14]|
et [Berl6b| par exemple), notamment en vue d’une extension de la correspondance de
Langlands locale p-adique & GLy(K). Les extensions de Kummer se révélent quant a elles
utiles dans le but d’étudier les représentations semi-stables, mais elles ne sont jamais ga-
loisiennes, et on se retrouve parfois a travailler avec leur cloture galoisienne. Enfin, dans
une optique plus générale, on pourrait s’intéresser a une extension K., /K de groupe de

Galois un groupe de Lie p-adique.

W On appelle ici extension cyclotomique I'extension obtenue en rajoutant toutes les racines de 'unité d’ordre
une puissance de p, ce qui est un abus de langage puisqu’en régle générale, on appelle extension cyclotomique
I’extension engendrée par toutes les racines de 'unité.
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On va a présent expliciter la construction dans le cas cyclotomique, en définissant
certains objets dont on aura besoin par la suite. Le cas cyclotomique est en effet le cadre
le plus simple dans lequel on peut définir la théorie des (¢, ' )-modules.

On note F, = F(p,n) et on définit Fio := J, cn I I'extension cyclotomique de F. On
note Hp le noyau du caractére cyclotomique Xeya : Gp — Z; et ['r = Gp/Hp le groupe
de Galois de Fi,/F qui s’identifie via le caractére cyclotomique a un sous-groupe ouvert

de Z;. On rappelle que le caractere cyclotomique Xcyq est défini par identité

9(¢) = (X9 V(€ pyee, Vg € Gp.

Si L est une extension finie de F, on note H; le noyau du caractére cyclotomique
Xeyad 91 — Z), ie. Hp = Gal(Qp/Loo) avec Lo, = L - F,. Remarquons que L. /L est
strictement APF par la proposition 1.1.3 puisque Gal(L..,/L) s’identifie & un sous-groupe
ouvert de Z; et est donc un groupe de Lie p-adique de dimension 1. Comme précédem-
ment, on notera K, 'extension maximale non ramifiée de F' contenue dans K., et eg
I'indice de ramification de K, sur F,.
On définit
E" = lim Oc, = {(=®,2M,...) € O, : (a2 V) =2}
r—axP

et on le munit d’une structure d’anneau en posant

(xy)(i) = 20y®

et
j—oo
Proposition 1.1.25. — Muni de ces deux lois, E* est un anneau parfait de caractéris-

tique p, complet pour la valuation vg définie par vg(z) = v,(x®).
Démonstration. — Voir [Win83, Thm. 4.1.2]. O

Par la suite, on fixe de facon définitive une suite ¢ = (™), cn de racines compatibles

p-iémes de 'unité dans Og,, i.e. €@ =1et (™) = avec eV # 1. On note alors

U=¢c—1,etonawvg(®)= lim v,[(e™ —1)P"] = =55 On pose alors E = E*[%]
n—o0
Proposition 1.1.26. — L’anneau E est un corps algébriquement clos de caractéristique

p, d’anneau des entiers EY, qui contient F,((7)), d’idéal mazimal mg = {z € E :vg(z) >

0} et de corps résiduel Fp. 1l est isomorphe a la complétion de la cloture algébrique de
F, (7).
Démonstration. — Voir [Win83, Thm. 4.1.2]. O

On note ¢ : x — 2P le Frobenius sur E. Le corps E est naturellement muni d’une
action de Gq, qui provient de celle sur C,. Remarquons que les actions de Gp et du

Frobenius sur u sont données par

p(@) =a et g(u) = (1 + )X — 1.
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La proposition suivante permet de donner une autre interprétation & ET.

Proposition 1.1.27. — Sia est un idéal de Oc, tel que la topologie p-adique et la topolo-

gie a-adique coincident sur Oc,, alors Et ~ l&n Oc,/a.
TP

Démonstration. — Voir [BC09, Prop. 4.3.1]. O
Onnote Ef = {z e E* :Vi> 0,20 € O;_} et By = E;f[4].

Proposition 1.1.28. — On a E; = Eflt.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de [Win83, Cor. 4.3.4]. O

Dans le cas ot L/K est strictement APF, Wintenberger a montré la proposition suiv-

ante :

Proposition 1.1.29. — Il existe une constante ¢ = ¢(L/K) > 0 telle que, pour toutes

sous-extensions K', K" de L/K, avec K' C K" des extensions finies de K, pour tout

T € OK"7
NK///K/<§L')
VK (W -1 Z C.
Démonstration. — Voir |[Win83, Lem. 4.2.2.1]|. O

Pour n € N, on note &, 'ensemble des E € £,/ tels que le degré de E /K soit divisible

par p". Wintenberger montre alors le résultat suivant :

Proposition 1.1.30. — Si v = (vg)pee,,,, € Xx(L) et sin € N, alors la famille
(zP "B Lo converge suivant le filtre des sections de &, vers un élément x,, € L et
ag(x) = (Tp)nen € Ef.

De plus, Uapplication oy : Xg(L) — EL ainst définie est un plongement continu.
Démonstration. — Voir [Win83, Prop. 4.2.1]. ]

Pour des raisons de normalisation, on préfére a cette application ax une application
Lk, qu’on va maintenant définir. Si K /K est strictement APF, on note ¢ = ¢(K«/K) la
constante associée par la proposition 1.1.29, et on peut supposer sans perte de généralité

vk (p)
que ¢ < =1

E tels que vg(x) > c¢. La proposition 1.1.27 montre alors qu’on a une identification

Si E est un sous-corps de C,, on note af 'ensemble des éléments de

Et ~ im  Oc, /ag,- On note également (K,)nen la tour des extensions élémentaires
de K /K comme dans [Win83, §1.3|, et si m > 1, on note r,, I'unique entier positif
vérifiant p™ = [K,, : K;].

On note @LGSKM/Kl Op/af la limite projective des Or/aj, ot L parcourt Ex_/k, et
les morphismes de transition sont donnés par fr/,(z) = 2!l si L et L’ sont deux sous-
extensions de K. /K telles que L C L. On définit a présent une application tx, de
I'anneau des entiers Ax(Ko) de Xg(K) et a valeurs dans lim Or/a5, de la

LEgKoo/Kl

facon suivante : on identifie Ax(K) avec Ag, (K) par le fait que Ex_/k, est cofinal
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dans EKOO/K, et si (JZL)LEgKOO/KI - AK1(K00) = I'&HLESKOO/KI OL7 on note LK(,I') = (yL)

I’élément de @LGSK 1 Opr/a$ donné par y, =z mod ay.
[ee] 1

Proposition 1.1.31. — L’application vx est a valeurs dans E*, et définit un isomor-

phisme entre Ax(K) et son image, qui est

{(:L’n) € lim Ok /0% : T, € Im(Ok,,/a% — Ok, /ak_) pour tout m € N} :

TP

Démonstration. — Voir [CD15], lemmes 4.9 et 4.11 et le corollaire 4.12. O

Soit Er = k(%)) C E. Comme 7 est invariant sous l'action de Hp, Er C Ep. Soit
alors E = E7? la cloture séparable de Er dans E. Pour K une extension finie de F, on

note Ex = Eff5 | extension finie de Ep, d’anneau des entiers E};.

Proposition 1.1.32. — Si K/F est une extension finie, alors Uapplication tx de la

proposition 1.1.31 induit une bijection de I’anneau des entiers de X (Ky) sur Ej.
Démonstration. — Voir [CC99, Prop. L.1.1]. ]

Remarque 1.1.33. — Si on utilise 'application ax qu’on a définie dans la proposition
1.1.30 plutdt que I'application tx, alors on peut montrer que dans le cas cyclotomique,
arg(Xr(Fy)) = ¢ Y k((e — 1))), ce qui explique pourquoi on préfére ici travailler avec

I’application tx plutét qu’avec 'application ag.

Corollaire 1.1.34. — Si L/K/F sont des extensions finies, on a un isomorphisme Hy ~
Gal(E/Ek) et lidentité [E : Ex] = [Lo : K.

1.1.4. Les anneaux A, B et les (p,T')-modules en caractéristique 0. — On définit
a présent AT = W(E*) anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans E* et BT =

A*[1/p]. En particulier, on a

At = {Zpk[xk] LTy € E+}

k>0
et
B = { Z prlw] an € ﬁ*}
k>>—o0

ot [r] € AT est le relévement de Teichmiiller de z. On définit également A = W (E)
et B = A[1/p]. Ces anneaux sont munis d’un Frobenius ¢ déduit de celui de E via les
vecteurs de Witt et d’une action de Gp relevant celle sur E et donnée par g - [z] = [g - z].
On pose également u := [¢] — 1.

Ces anneaux sont naturellement munis de deux topologies, qu’on appellera respective-
ment topologie forte et topologie faible. La topologie forte consiste a munir A de la
topologie d’anneau la moins fine rendant continue la projection A — f], ott E est muni

de la topologie discréte. La topologie forte sur A est donc la topologie p-adique.
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La topologie faible quant a elle est la topologie d’anneau la moins fine rendant continue
la projection A — E ot E est muni de la topologie induite par la valuation vg. De
fagon plus explicite, on définit pour £ € N la fonction wy, : A -5 RU {+o0} définie par

wi(z) = 1I<1£ vg(x;) pour x = ZZSB prlzy] € A. On étend Wy A B naturellement en posant

wy(x) = 121]{ vg(z;) pour x = Y/ pFry] € B.
On dispose des propriétés suivantes :
Proposition 1.1.35. —
(1) we(x) = +o0 si et seulement si x € pFA ;
(2)
(3) wi(zy) > infiyj<p(wi(z) +w;(y)) ;
(4) wi(p(x)) = pwr(z).

wi(z +y) > inf(wg(z), wr(y)) (et égalité dans le cas wi(x) # wi(y)) ;

Démonstration. — Voir [CC98, 1.3]. O

La topologie faible sur A est la topologie définie par la famille de semi-valuations wy,
k € N, de sorte que x,, — x pour la topologie faible si et seulement si pour tout k£ € N,
wg(x, —x) = 400 quand n tend vers +oo.

Proposition 1.1.36. —
(1) L application (z))ren > > pooP"[k] est un homéomorphisme de (E)N sur A (re-
spectivement de (E*)N sur ;i*) pour les topologies faible et forte.

(2) Les anneauz A et A+ sont séparés et complets pour les topologies faible et forte.
Démonstration. — C’est la proposition 5.1 de [Col08|. O

Proposition 1.1.37. — L’action de p sur A et A est continue pour les topologies faible

et forte, et on a

Al = (AT =7

D
Démonstration. — C’est la proposition 5.2 de [Col08|. O

Comme ni Hp ni Gr n’agissent continiiment pour la topologie discréte sur E ou E*, ni
Hp ni Gp n’agissent continiiment sur A ou A+ munis de la topologie forte. En revanche,
comme A et A+ sont homéomorphes respectivement a EN et (E+)N, Gr agit contintiment
sur A et A* munis de la topologie faible.

Si K est une extension finie de F, on définit également A = W(Ex) et AL = W(E}).

On a par construction que

Ces anneaux sont des sous-anneaux fermés de A et A+ respectivement, pour la topologie
forte comme pour la topologie faible. De plus, comme Ex = Efx et ff[( = (E+)HK, on a

les égalités

Al — Ry et (AT)6 — A%
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On définit également les anneaux By = Ag[1/p] et B = AL[1/p], et on déduit des

égalités précédentes que
B#*~! = (B")*~! = Q,, B"s = By, (B")"* = B{.

Dans le but d’obtenir une théorie des (¢, I'x)-modules en caractéristique 0, on aimerait
4 présent construire un anneau de Cohen de E, c’est-a-dire un anneau A de valuation
discréte, complet, d’idéal maximal pA et de corps résiduel E, et on voudrait qu’il soit
de plus muni d’'un Frobenius ¢ et d'une action de 'y commutant & celle de ¢, ces deux
actions relevant celles sur E, mais la construction par les vecteurs de Witt échoue ici car
E n’est pas parfait.

Comme les actions de ¢ et Gr sur u sont données par les formules

e(u) =1 +u) -1
et
g(u) = (1 +u)¥ -1,

u est invariant sous l'action de Hp et 'anneau Al = Or[u] est stable par ¢ et Gp, et
muni par passage au quotient d’une action de I'r = Gp/Hp. On note Ap I'adhérence de
Op[u][1/u] dans A pour la topologie p-adique. Autrement dit, Ay = {D ez antF, ay, €
Op,limy, o ar =0}, et on a Ap/pAr = Er. On note aussi Bp = Ap[1/p] C B le corps
des fractions de A g, qui est encore stable par Gr et p. [’anneau A est donc un anneau
de Cohen pour Er muni d’actions de I'r et du Frobenius commutant 'une a I'autre et
relevant celles sur Er. On dit qu'une extension finie de corps locaux est non ramifiée si
I’extension des corps résiduels est séparable et si le degré de I'extension est le méme que

celui de I'extension des corps résiduels.

Proposition 1.1.38. — Si K est une extension finie de F, alors Ex est une extension
séparable de Ep et il existe une unique extension non ramifiée Bx /B, contenue dans ]§,
de corps résiduel Eg et telle que Gal(Bx/Br) ~ Gal(Ex /Er). On note Ak son anneau

des entiers pour la valuation p-adique et A} := AT N Afg.

Démonstration. — Comme B est absolument non ramifié, et que Ex /Ep est séparable et
finie avec E incluse dans le corps résiduel de ]§, il existe une unique extension Bx de Bp
(qui est donc automatiquement non ramifiée), contenue dans ]§, dont le corps résiduel est

Eg, et on a bien Gal(Bg/Br) ~ Gal(Ex /Er) puisque U'extension est non ramifice. [

Comme E = (J;/ Ex est la cloture séparable de Ep, I'extension maximale non ramifiée
By de By dans B est aussi la réunion des Bx quand K parcourt les extensions finies de
F. On note alors B I’adhérence de B3 dans B pour la topologie p-adique, et on note A
son anneau des entiers (qui est aussi le complété de 'anneau des entiers de B¥" pour la
topologie p-adique). On a donc A/pA = E. Comme les Bx sont tous stables par ¢, ¢’est
encore le cas de B, et comme BR" est stable sous 'action de Gp, c’est aussi le cas de B et
on a Gal(B¥"/Bk) ~ Gal(E/Ek) ~ Hg. Si K est une extension finie de F', le théoréme
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d’Ax-Sen-Tate (voir [Tat67, Thm. 1]) montre alors que Bx = (B")Hx = By et donc
que Ag = Ak,
On peut en fait décrire Ax = A N By un peu plus précisément. On rappelle que K

désigne 'extension maximale non ramifiée de F' dans K., et on a avec cette notation :

Proposition 1.1.39. — Si uxg € Ak avec ux uniformisante de Eg, alors Ak est la

complétion p-adique de Ok, [uk][1/uk]-
Démonstration. — Voir |[Col08, § 6.2] O

Cependant, on ne peut a priori plus décrire explicitement les actions de ¢ et I' sur ug,
et ux n’a plus aucune raison d’étre dans Aj.. On peut notamment regarder ’exemple

suivant, présenté dans [Ber14, §1] :

Ezxzemple 1.1.40. — Soit K/F une extension modérément ramifiée, de sorte que u} =

u jer A 1 d =" On aal
up avec n premier a p, on peut alors prendre uxg = up . On a alors

n p p n
e(ur) = (1 +up)? — )" =l - (1+u—n+---+ n(p_l))l/
K u'

et donc p(ug) € Ok, [uk]-

Dans le cas ot K/F est non ramifiée, on peut prendre ux = up = u et on a donc une
description simple des actions de ¢ et I'x sur Ax. L’exemple ci-dessus montre que ce
n’est plus le cas en général.

On rappelle que ni Hg ni G n’agissaient contintiment sur A ou A* munis de la topologie

forte. En revanche, on dispose ici de la proposition suivante :

Proposition 1.1.41. — Le groupe Hr agit continiment sur A et B munis de la topologie
forte.

Démonstration. — On a 'isomorphisme Gal(B¥ /Br) = Gal(E/Er) = Hp, de sorte que
Hp agit continiment sur E = A /pA muni de la topologie discréte, et donc contintiment

sur A et donc sur B munis de la topologie forte. O

On dispose alors d’un analogue de Hilbert 90, ou les cocycles ici considérés sont ceux

continus pour la topologie p-adique sur A :

Proposition 1.1.42. — Si K/F est une extension finie, alors
H'(Hic, A) = {0}

et std>1,
Hl(HK,GLd(A)) ={1}.

Démonstration. — On sait que H'(Hp, GL4(E)) = {1} par Hilbert 90 puisque Hy agit
sur E via I'isomorphisme Hyx ~ Gal(E/Ek). Si g — U, est un cocycle continu (pour la

topologie forte) sur Hy a valeurs dans GL4(A), alors comme g — U, est cohomologue au

cocycle trivial par Hilbert 90 sur E, il existe M € GL4(A) telle que M~1U,g(M) =1, et
donc telle que V;, = M~'U,g(M) appartienne a 1 + pMy(A).
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Si maintenant n > 1 et si g — U, est a valeurs dans 1 + p"My(A), alors en posant
V, =p (U, — 1), V, est un cocycle & valeurs dans My(E), et donc toujours par Hilbert
90 pour E, il existe N € My(A) telle que V, = g(N) — N. Ainsi, en posant M = 1—p"N,
ona M 'U,g(M) € 1+ p"My(A).

Par conséquent, si g — U, est un cocycle continu (pour la topologie forte) sur Hy a
valeurs dans GL4(A), il existe My, -, M, € GL4(A) telles que, pour tout m, M,, =1

mod p", et on a

Mt My U,g(My - -+ M,) =1 mod p™*t.

n

de sorte que le produit [] M, converge vers M € GL4(A) telle que M 'U,g(M)=1. O

On peut & présent définir les (¢, 'k )-modules sur A . Etant donné qu’on va s’intéresser
a des modules sur A, il est bon de mentionner que A est un anneau principal puisque

c’est un anneau de valuation discréte pour la valuation p-adique.

Définition 1.1.43. — On appelle p-module sur Ax un A g-module muni d'un Frobe-
nius semi-linéaire continu .

Un p-module D sur Ak est dit étale s'il est de type fini et si (D) engendre D comme
A -module.

On appelle p-module sur Bx un Bg-espace vectoriel muni d’un Frobenius semi-linéaire
continu ¢.

Un ¢-module D sur By est dit étale s’il posséde un A g-réseau étale stable par .

Si V est une Z,-représentation de Hy, on pose D(V) = (A ®z, V)P% qui est un
A -module.
Proposition 1.1.44. —

(1) Si V est une Z,-représentation de Hg, Uapplication naturelle A ®a, D(V) —
A ®z, V est un isomorphisme et D(V') est un Ag-module de type fini.
(2) Le foncteur V. — D(V) de la catégorie des Zy,-représentations dans celle des A -

modules est exact et fidéle.
Démonstration. — Voir [Fon94b, A.1. Prop. 1.2.4]. ]

Comme A est muni d’un Frobenius qui commute a l'action de Gr, D(V') est naturelle-
ment muni d’une structure de p-module sur Ag. De plus, si D est un ¢-module sur A,
on pose V(D) = (A ®a, D)?=!, qui est une Z,-représentation.

Proposition 1.1.45. —

(1) Pour toute Z,-représentation V de Hy, D(V) est un p-module étale ;

(2) les foncteurs D w— V(D) et V — D(V) sont quasi-inverses 'un de Uautre et in-
duisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Z,-représentations de

Hy et celle des p-modules étales sur Ak.
Démonstration. — Voir [Fon94b, A.1. Prop. 1.2.6|. H

En particulier, comme dans le cas des F-représentations, une Z,-représentation de Hy

est entiérement encodée dans le p-module D(V') associé sur Ax. On dispose évidemment
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d’un analogue pour les représentations p-adiques. Si V' est une représentation p-adique,
on pose D(V) = (B ®q, V)"¥, et si D est un p-module sur By, on pose V(D) =
(B®p, D)=L
Proposition 1.1.46. —

(1) Pour toute représentation p-adique V de Hy, D(V') est un p-module étale ;

(2) les foncteurs D w— V(D) et V. — D(V) sont quasi-inverses l'un de l'autre et
iduisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représentations p-

adiques de Hy et celle des p-modules étales sur By.

Démonstration. — C’est une conséquence immeédiate de la proposition 1.1.45 et de la

proposition 1.1.13. []

Définition 1.1.47. — On appelle (¢, 'kx)-module sur Ag (resp. sur Bg) un module
sur A (resp. sur By ) muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I'x qui commutent
I'une a l'autre.

On dit qu’un (p,'k)-module sur Ax ou By est étale si le p-module sous-jacent est

étale.

Si maintenant V' est une Z,-représentation de Gg, alors comme A est muni d’'une
action semi-linéaire continue de Gr qui commute a action de p, D(V) = (A ®z, V)7
est naturellement muni d’une action semi-linéaire continue de I'y = G/ Hx qui commute
a celle de ¢, et donc est naturellement muni d’une structure de (¢, 'k )-module sur Ak.
Réciproquement, si D est un (¢, 'k )-module sur Ak (resp. sur Bg), on note V(D) =
(A ®a, D)¥=! (resp. V(D) = (B ®p, D)¥=!) qui est alors une Z,représentation de
Gk (resp. une représentation p-adique de Gg). On a alors les théorémes d’équivalences

suivants, pour les Z,-représentations et les Q,-représentations :

Théoréme 1.1.48. — Les foncteurs D — V(D) et V +— D(V) sont quasi-inverses ['un
de l'autre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des

représentations Zy,-linéaires de Gy et celle des (p,'x)-modules étales sur Ak.
Démonstration. — Voir [Fon90, Thm. A.3.4.3]. O

Théoréme 1.1.49. — Les foncteurs D — V(D) et V — D(V) sont quasi-inverses ['un
de Uautre el réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la calégorie des

représentations Qy-linéaires de G et celle des (o, )-modules étales sur By.
Démonstration. — La encore, cela suit du théoréme 1.1.48 et de la proposition 1.1.13. [J

Comme dans le cas de la caractéristique p, I'intérét est de se ramener & des objets
. . , . .. .. . 1
a priori plus simples que les représentations galoisiennes, puisqu’ils relévent de ’algébre
semi-linéaire.
Les anneaux A et B contiennent comme sous-anneaux respectifs A}( et B}, qui
N - o ko 214
correspondent & des anneaux de séries f(1) = >, ., a;T", ot les a;, sont des éléments de

Ok, (respectivement K) telles qu’il existe une couronne non vide de la forme {z € C,,r <
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|z| < 1} sur laquelle f(T") converge et y est bornée. On appelle éléments surconvergents
les éléments de Al et Bl et on va maintenant voir comment définir ces anneaux.

Sir € Ry, on définit BM" = {z € B : klim wi(z) + 27k = +oo} et on note alors n(r)
—+00

e - 1)

le plus petit entier n tel que r < p"Y(p—1), et r, =p

On pose également

B'" = BB, Bf =U,.B!" et Bl = UB'",
At = {x e B N A tels que Yk, wi(z) + ﬂlk > 0},
p —

AT=B'nA, Al"=A"NnA, Al=ATNA,
et enfin
]A?;}(r _ (]A_D;T,T)HK, Kkr _ (AT,T‘)HK7 B},{r _ (BT,T>HK et A}%r _ (AT,T)HK.

On peut munir les anneaux AT et B d’une valuation v, en posant :

. T
o) = inf (we(x) + S F)

et AT est alors 'anneau des entiers de B~ pour cette valuation.

Remarque 1.1.50. — Ces notations ne sont pas exactement les mémes que celles de
Cherbonnier et Colmez dans [CC98|, on a ici choisi de reprendre les notations de [Ber02].

Proposition 1.1.51. —

(1) Sir >0, les anneaux B et AT sont des sous-anneauz de B stables par Gi.

(2) L’anneau B! est un corps, stable sous l'action de Gg et par o.
Démonstration. — Voir [CC98, Prop. 11.1.2]. O

En particulier, B} est aussi un corps. On dira a présent qu'un élément de B' est
surconvergent. Comme BT est un corps, si V est une représentation p-adique alors
dimB;( DI(V) < dimq, V, et on dit que V' est surconvergente si on a égalité, ce qui
est équivalent au fait que le Bx-espace vectoriel D(V) = (B ®q, V)"¥ posséde une base
sur By constituée d’éléments de DT(V) = (Bf ®@q, V)%, c’est-a-dire s'il existe 7 > 0 tel
que D(V) posséde une base sur By constituée d’éléments de D¥"(V) = (B @q, V)Fx.

On a alors deux résultats trés importants sur les éléments surconvergents :

Théoréme 1.1.52. — Toute représentation V de G est surconvergente, i.e. il existe
r(V) tel que D(V) = B ®@gi.rv) Dir()(V).
K

Démonstration. — C’est le théoréme principal de [CC98|. O

Proposition 1.1.53. — Il existe n(K) € N et ug € A;’(T”(K) dont l'image modulo p est
une uniformisante Uy de Ex et tel que A est un A g,-module libre dont (1, ug, - - ,u%‘_l)
est une base, et si T > Tyk), alors tout élément x € A}’(r peut s’écrire x = ), apuk.

ot ay, € Ok, et ot la série Y, , axT" est holomorphe et bornée par 1 sur la couronne
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{p~Vexr < |T| < 1}, et tout élément x € BY peut s'écrire & = > pez Wl o ay € Ko et

ot la série >, axT* est holomorphe et bornée sur la couronne {p~/*x™ <|T| < 1}.
Démonstration. — C’est une conséquence directe de [Col08, Prop. 7.5]. ]

Remarque 1.1.54. — Si A" est bien 'anneau des entiers de B pour la valuation v,,
il n’est pas I’anneau des entiers de B pour la topologie p-adique, et on a notamment
Afr o+ BN A. En fait, si on note Alo = UreR+ KT»ﬁ alors 2 € Al si et seulement si il
existe n € N tel que p"z € Al

1.2. Anneaux de Fontaine et représentations p-adiques

1.2.1. L’anneau Bgr et ses sous-anneaux. — On rappelle qu’on avait défini dans la

partie 1.1.4 I'anneau A* par AT = W(E*) et que tout élément z de A+ s’écrit donc de

“+oo
=0

avait noté ¢ € ET une suite de racines compatibles p™-iémes de Punité et u = [e] — 1. On

fagon unique sous la forme x = Y% pi[z;] avec les z; € E*. On rappelle également qu’on

note également p € E*+ une suite compatible de racines p™-iémes de p.

On dispose d’une application 6 : At = Oc, en posant

0 <Zpk[$k]) _ Zpkxl(c())'

k>0 k>0
Proposition 1.2.1. — L’application 0 ainsi définie est un morphisme surjectif d’anneaux.
Démonstration. — Le fait que 0 est surjectif est ici trivial et découle des définitions de E*,

A~ et 0. Ce qui est compliqué ici est la preuve que c’est bien un morphisme d’anneaux,
et on renvoie pour cela & la preuve du théoréme 1.2.1 de [Fon94a]. O

On prolonge # en un morphisme de Bt sur C, par 8( 3 pFz]) = 5 pbal”. La
k>—o0 k>—o0

surjectivité du morphisme 6 nous donne alors A™ /ker(f) = Ogc, et B /ker(0) = C,.
On étend 6 : B+ — C, en une application 0 : K ®g, B+ — C, en posant pour A € K

et 2 € BT, (A ® x) = M(x). On fixe également 75 une uniformisante de O

Proposition 1.2.2. — Le noyau de [’application 0 ainsi définie est engendré par nimporte

quel élément y € Ok Qo A* tel que 0(y) = 0 et vg(7) = vy(7k).

Démonstration. — En restreignant 6 a Og Rox, A+ puis en réduisant modulo 7y, 0
devient une application § : E* — Oc,/7kOc,, donnée par x — £© mod k. Siz est
dans le noyau de 6, alors T est dans le noyau de 6, de sorte que vg(T) > v,(7x) et donc
7/7 € ET, de sorte qu’il existe a € Ok ®oy, A+ tel que z—ay € ker(0) N7 (Ok @0y, AH).
Par conséquent, l'inclusion y(Ox ®o,, A™) C ker(f) est surjective modulo 7, et donc

surjective par le lemme de Nakayama. O

En particulier, le noyau de 6 est un idéal principal, engendré par [7x| — mx. Dans le

premier cas considéré 6 : Bt — C,, le noyau de 0 est également engendré par

=1+ [P+ VPP,
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L’opérateur # commute a l'action de Gx mais ker(#) n’est pas stable par ¢ puisque par
exemple 0(p([p] —p)) = p” — p # 0 (une autre facon de le voir est qu’on aurait alors un
Frobenius sur C,).

On définit & présent 'anneau By comme le complété de B+ pour la topologie ker(#)-
adique. Autrement dit, en posant Bj, = B*/(ker(#))", alors

By = lim B
On a en particulier B} /ker(6) ~ C, et donc si z € B, est tel que 6(x) # 0 alors x est
inversible et donc ker(f : B}z — C,) est engendré par [¢] — 1. Comme ker(6) est stable
par Gq,, l'action de Gq, sur B+ s'étend par continuité a BX;.

On définit 'élément ¢ comme la somme de la série log([¢]) :

t = Z(—l)“%-

k>1
Comme 60(t/([e] — 1)) =1 #0, t/([e] — 1) est inversible dans B}, et donc le noyau de
6 dans BJ; est aussi engendré par ¢. En particulier, si z € B, = peut s’écrire sous la
forme z = xot* avec 0(z¢) # 0, de telle sorte que Bqgr := B;[1/t] est un corps.
On munit de plus Bgr de la filtration Fil'Bag = ‘B, filtration qui reste stable sous

I'action de Gp puisque g € G agit sur ¢ par g(t) = x(g)t.

Lemme 1.2.3. — Six =Y. pFlxs] € A, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) la série > ;20 p*lxy] converge dans B ;
(2) la série 3,25 pkx,(co) converge dans C, ;
(3) k+vg(xr) = +o0 quand k — +o00.

Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 5.18|. O

Cela nous permet de faire le lien avec les éléments surconvergents de B de la facon

suilvante :

Corollaire 1.2.4. — La série Y p¥lxy] converge dans Bar si et seulement si Zpkmg))
converge dans C, et on dispose alors pour lesn € N tels que r, :=p"*(p—1) > r d’'une

application injective 1, = ™™ : BI™ — B, donnée par 3. pFlay] — S pPal "] et on a

alors
B = {z € B tels que ¢ "(x) converge dans Bi:}-
Proposition 1.2.5. — Tout polynome non constant P(T) € Qu[T] a une racine dans
Bz
Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que les racines de P sont

simples. P(T") admet une racine Z dans C,, puisque C, est algébriquement clos. Comme

Bl /tBi; = C,, le lemme de Hensel permet de relever cette racine dans BJj. O
Corollaire 1.2.6. — On a une inclusion Gq,-équivariante de Qp dans By, compatible
avec 0.

Proposition 1.2.7. — Si K est une extension finie de Q,, alors Bdgg =K.
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Démonstration. — Pour k € Z, on dispose d’une suite exacte
0— t""'Bl; — t"Bjz — C,(k) = 0
ce qui nous donne en prenant les invariants sous Gg :
k41 k
0 — (" 'Bip)?" — (I"Br)? — Cyp(k)7x.

Or C,(k)9% = {0} pour k # 0 par le théoréme 2 de |Tat67]. En appliquant ce résultat
pour k < 0, on trouve donc que Bgr9% = (B;{R)QK. En appliquant le résultat pour £ =1
puis en incrémentant k, on trouve que (t*B1;)9% — (tBJ;)9% est un isomorphisme, de
sorte que (tB;)9% = {0}. Pour finir, on prend k£ = 0. On trouve alors que I'application
(BiR)9% — CgK est injective, mais comme CgK = K et K C B, on en déduit que cette

application est un isomorphisme. O

Cela va nous permettre de définir une application K ®pg Bt — Bl:. En effet, le fait
que K C B} permet de définir une application K ®@p B+ — Bz par A ® z — Az, et on

a le résultat suivant :
Proposition 1.2.8. — L’application K ®k, B+ — Bl est injective.

Démonstration. — 11 suflit de montrer que I'application naturelle Ox ®o,. At - B, est
injective. Mais cette application est obtenue en recollant les applications Ox ®o,. At -

By, de sorte que son noyau est Ny ([Fx] — 7x)" - Ok Qo A+ = {0}. O

On peut déja utiliser Bygr pour commencer a classifier les représentations, et on dit
qu’'une représentation V de G est de de Rham si elle est Bgr-admissible. On rappelle
que par la définition 1.1.19, cela est équivalent au fait que le K-espace vectoriel Dgg (V) =

g . . .
(Bar ®q, V)% est de dimension dimgq, (V).
Fontaine a construit dans [Fon94a, §2| un sous-anneau de Bgg, noté A5, qu’on peut

définir de la fagon suivante :

+00 n
S w
x € Bgr tels que z peut s’écrire sous la forme xz = E Tn—
Acris = n=0 w )

ot 7, € AT et les 2, — 0 dans A1 pour la topologie forte

+

et on pose B, = Ais[1/p]. Remarquons que, comme ker(Q‘ %+) est un idéal principal

de A*, on peut remplacer w dans la définition par n’importe quel générateur de ker(0).

“+o00

n
ne0 Tnr € Acs avec z, — 0, une telle

On fera également attention au fait que si x =

écriture n’est pas unique.

Proposition 1.2.9. — Le Frobenius et l'action de G sur A+ et BT se prolongent na-
+

cris”

turellement en des actions sur A et B

Démonstration. — Le fait que A soit stable sous 'action de Gg vient simplement du

fait que g(w) = 2w avec x € A~ et de la définition qu’on a donné de A .
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Pour le Frobenius, on va utiliser le fait que, si z € A*, alors p(z) = 2P mod p. En

particulier, on a

o) =+ pr =p (a4 (= 1)

avec x € A%, et donc

p m
m — |
o) = (24 - 015
soit
w™ pm WP m -, WP
ol—|==—(xz+(p—-1— €A | —| C A
m/! m! p! p!
Cela nous permet donc de définir ¢ sur A et Bjms O]

Proposition 1.2.10. — Le Frobenius ¢ : Aqis — Ais ainst défini est injectif et c’est

aussi le cas du Frobenius ¢ sur B, .

Démonstration. — Voir [BC09, Thm. 9.1.8]. O
Proposition 1.2.11. — On at € Ags.
Démonstration. — On écrit [¢] — 1 = 2w avec z € AT, Alors
(el =1)" w"
M Ty — )
n (n =D n!
et comme (n — 1)! — 0 p-adiquement, on en déduit que ¢ € A . a

Proposition 1.2.12. — On a tP~' € pA .
Démonstration. — Voir [Fon94a, 2.3.4|. O

Cela nous permet également de définir Beys par Begs = B [1/t] (et on a aussi Bes =
A is[1/t] par la proposition 1.2.11) et d’étendre les actions de G et du Frobenius a B;s
en posant p(1/t) = —

Remarquons cependant que ¢ ne se prolonge pas continiment a Bgg tout entier, et
c’est d’ailleurs une des raisons pour lesquelles on définit un anneau tel que B.;. En effet,
si un tel Frobenius existait, on devrait avoir o(1/([p"/?] —p)) = 1/([p] — p). Or, comme
0([p"/?] — p) # 0, on a [p*/?] — p inversible dans Bjy, et donc 1/([p*/?] — p) € Bl,. Mais

9([p] — p) = 0 donc on n’a pas 1/([p] — p) € BJz. On peut sinon remarquer que comme
Bgﬁ L pour toute extension finie L de K, alors un tel Frobenius sur Bgr impliquerait
I’existence d’un Frobenius : Qp — Qp, ce qui n’est pas le cas. Cependant, B, n’est
pas un corps puisque par exemple p — w est un élément de B, mais il ne posséde pas
d’inverse dans B;s. L’anneau B, posséde un autre inconvénient : sa topologie n’est
pas trés facile & manipuler. Par exemple, en reprenant I'exemple de Colmez dans [Col98,

I11.2| la suite z,, = ne tend pas vers 0 dans B, par construction, mais la suite

wpn_
=1t
de terme géneral wr, = p" {5 ) tend vers 0, de sorte que tz, tend vers 0 dans B7 . et

donc que z,, tend vers 0 dans B.. C’est une des raisons pour laquelle on préfére parfois

travailler avec B, anneau construit par Colmez dans [Col98, I11.2] plutot qu’avec B,

max? cris?

ou Bf = ALx[1/p] et Panneau A, étant défini de la fagon suivante :

max
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x € B, tels que z peut s’écrire sous la forme z = Z a,w"/p"
Amax = n20
ou a, € A™ est une suite qui tend vers 0 pour la topologie forte
Comme dans le cas de B, on dispose des propriétés suivantes :

Proposition 1.2.13. —
(1) On at € B

max 7

(2) les actions de ¢ et Gi sur AT s'étendent o B

max*

Démonstration. — Voir [Col98, II1.2]. O

Cela nous permet donc de définir B,y := B, [1/t] et d’étendre les actions de Gy et
du Frobenius a By,.x en posant ¢(1/t) = p—t. Pour les mémes raisons que précédemment,
¢ ne se prolonge pas a Byg.

Proposition 1.2.14. —

(1) (B:;ls)GDZI (Br—‘r_lax)sp ! QP )

(2) (Baris) P~ = (Bmax)w_1 ;

(3) :OC()]QDT%B ax) - T—il,_o%(pn(B(—j";ls) ;

(4) ( max) - ﬂJr 0%0 (Bcris)-
Démonstration. — Voir [Col98, TI1.2]. O
Proposition 1.2.15. — On a Frac(Bes)9% = Frac(Bpay )9 = F.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de [Fon94b, Prop. 5.1.2| et du fait que
©(Bmax) C Bais C Beis par [Col98, 111.2]. O

L’anneau (25 ¢"(B{,,) sera appelé Brlg conformément aux notations de Berger dans
de Colmez dans |Col98|.

L’intérét de travailler avec B, est que B peut étre muni d’une structure d’espace

|[Ber02|. C’est aussi 'anneau BY,
de Banach p-adique, en définissant une norme sur A« en posant ||z|| = 1 si et seulement
stz € Apax \ PAmax (0n renvoie & [Col98| pour les détails). On dispose en particulier de

la propriété suivante :

Proposition 1.2.16. — Si x,y € Bt alors

max’

];HxH Myl < flzyll < [l2lf - yl]-
Démonstration. — Voir [Col98, Prop. 111.2.1]. ]

Et donc notamment la division par un élément de B est continue pour la topologie de
B .. et donc que la topologie de B induite par celle de t "B est toujours celle de

max

B ... La topologie de B,y est donc bien plus agréable & manipuler que celle de Bs.

Définition 1.2.17. — On dit qu’'une représentation V' de Gg est cristalline si elle est
Bis-admissible, et on note D;s le foncteur Deis(V) = (Beris ®q, V9K,
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La raison pour laquelle on peut effectivement travailler avec B, plutdt que B pour

I’étude des représentations p-adiques est que par définition, on a
@(Bma}() C BCriS C Bmax

et que les périodes des représentations p-adiques vivent dans des espaces de dimension

finie et stables par ¢, c¢est-a-dire dans N*¢"(Bags) = B [1/t], et on dispose de la

rig
propriété suivante :

Proposition 1.2.18. — Une représentation V de Gg est cristalline si et seulement si

elle est Bax-admissible si et seulement si elle est ﬁxg[l/t]-admissible, et on a

Dcris(v) = (Bmax ®Qp V)gK = (E+

rig

[1/] ®@q, V).
Démonstration. — Voir |Ber02, §1.2]|. O

Proposition 1.2.19. — Si'V est cristalline, alors Dar(V) = K @p Deis(V) et donc une

représentation cristalline est aussi de de Rham.
Démonstration. — Voir [Fon94b, 5.1.7]. O

On va a présent définir une application = — log[x] comme dans [Fon94a, 3.1.3], de E*

dans Bgg, [z] désignant le représentant de Teichmiiller de = dans A, vérifiant

log[zy] = log[z] + log]y].

Avant de construire cette application, commencons par rappeler comment on construit
le logarithme p-adique usuel : log, : CX — C,, qui vérifie log(xy) = log(z) + log(y).
Pour z € C, tel que v,(z — 1) > 1, on pose
+o0
log(z) := —1 ”Hu
Y
et cette série est bien convergente sur le domaine considéré, et vérifie 'identité

log(zy) = log(z) + log(y).

Si maintenant, z € 1 + mc,, il existe m € N tel que v,(2?" — 1) > 1, et on pose alors

1 m
log(z) = p—mlog(:cp ).

On vérifie que cette définition ne dépend pas du choix d’un tel m, et I'identité log(zy) =
log(z) + log(y) est toujours vérifiée. Remarquons également que log(z) = 0 si & € fiyeo.

Size Oép, alors T € Fp, et T # 0. On a alors la décomposition

z = [Ty
avec y € 1+ Mog, » et on pose

log(z) := log(y).
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Pour étendre l'application log & C,* de sorte que I'identité log(zy) = log(z) + log(y)
soit toujours vérifiée, il suffit de remarquer que si x € C,™ avec v,(z) = = avec r,s € Z

et s > 1, alors g—f =y € Og,, et la relation

log (Z—) = log(y) = slog(z) — rlog(p),

et on a donc uniquement besoin pour définir log(z) de définir log(p).
Cette méthode nous permet donc de définir un unique logarithme log,, sur C, une fois
qu’on a fixé la valeur de log,(p).

Revenons maintenant a ’application que nous voulions construire :

Proposition 1.2.20. — Il existe une unique application log : x — log[x] de E* dans
B, vérifiant log[zy] = log[z] + log[y], log[z] = 0 si z € F,,

ogt] = (-1t (=1

n
n>0

si vy (20 — 1) > 1 et tel que

&2 @y
loglp] = S (—1ytiie
og|p] ;( ) -
Démonstration. — Si z € E avec vg(z — 1) > 1, alors on pose
_ 1)
log[x] = Z(_l)nHM'
n
n>0

Cette série converge dans A puisqu’alors §([z] — 1) = 2(© — 1, et donc ([x]n;,l)n € Auis
et

logle] = Y2 (-1 - LS

n>0
qui converge bien dans A5 puisque (n — 1)! — 0 quand n — +o0.
Cette application s’étend alors de fagon unique en une application de 1+ mg dans B,

en posant
1 m
log[z] := — log[aP"]
pm
pour m tel que vg(zP" — 1) > 1, cette valeur ne dépendant pas du choix d’un tel m, et
on a bien que si x € F:, alors log[x] = 0.
Six e (E*)X, on peut écrire x = xoy avec xy € F; et y € 1 +mg, et on pose alors
log[z] := log|[y].

Si z € E* avec vg(z) = £, r,s € Z et s > 1, alors ;5)— =y € (E*)X, de sorte que la

relation

log ([[%ST]) = logly] = slog[z] — rlog[p]

nous donne

logl] = ~(rloglf] + logy])



1.2. ANNEAUX DE FONTAINE ET REPRESENTATIONS p-ADIQUES 37

et donc il nous suffit pour définir log[z] de définir log[p]. Il reste en fait donc & montrer

que ’écriture

el - 3y
i=0 "
converge dans B, ce qui est bien le cas puisque 6(% —-1)=0. O
Remarque 1.2.21. — Dans la preuve ci-dessus, on a en fait montré que si x € (E*)X,

+

cris*

alors log[z| € B
Proposition 1.2.22. — L’élément log[p] est transcendant sur Frac(Beys).
Démonstration. — Voir [Fon94a, 4.3.3]. O

Définition 1.2.23. — On définit By := Bs[log[p]] comme la sous-B,s-algébre de Bgr
engendrée par log[p], et BY := BZ. [log[p]] comme la sous-B.

s-algebre de B, engendrée
par log[p].

On a en fait mieux que la proposition 1.2.22 :

Proposition 1.2.24. — Si b est un élément de EX\ (ET)*, alors log[b] est transcendant
sur Frac(Bess), et le morphisme de B, -algébres de B, [X] dans B, défini par X

cris cris

log[b] est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir |[Fon94a, 3.1.5|. O

Le Frobenius s’étend de maniére canonique a BY, et By, puisqu’on a 1'égalité ¢(log[z]) =

p - log[z] dans BZ,. pour tout z dans (ET)*, et donc il existe une et une seule maniére

d’étendre ¢ en un morphisme de B, vérifiant ¢(log[z]) = p - log[z] pour tout = € EX. Le

Frobenius s’étend alors a By, via I'égalité p(1/t) = 1/(pt), et commute & l'action de G.

Remarque 1.2.25. — Sib e (E1)*, légalité p(logz]) = p - log[z] montre que log[z] est
) =B},

en fait dans N,ene™ (B e

Proposition 1.2.26. — On a les résultats suivants :
(1) (B = (Baris) 7% = (By)9* = F ;
(2) Les applications K @ BY,, — By et K @p B — Bz sont injectives.

Démonstration. — Voir [Fon94b, Prop. 5.1.2] et [Fon94a, 4.1.3, Thm. 4.2.4]. ]

Proposition 1.2.27. — Si v est une valuation sur K & valeurs dans Q, qu’on prolonge

en une valuation sur C,, alors il existe une unique Beis-dérivation N de By a valeurs
dans By telle que N(log[b]) = v(b©@) pour tout b € E*.

Démonstration. — Voir [Fon94a, 3.2.2]|. O

Définition 1.2.28. — On appelle la dérivation associée & v de la proposition 1.2.27

Iopérateur de monodromie associé a v.

Dans ce qui suit, on fixe une valuation v sur K et un opérateur de monodromie corre-

spondant sur Bg;.
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Proposition 1.2.29. — L’opérateur de monodromie N vérifie

(1) gN = Ng pour tout g € G ;
(2) Ny =ppN.

Démonstration. — Voir [Fon94a, 3.2.3|. O

Définition 1.2.30. — On dit qu’une représentation V' de Gx est semi-stable si elle est
Bgi-admissible, et on note Dy le foncteur Dy (V) = (Bg ®q, V)9x,

La propriété 1.2.18 montre que, pour I'étude des représentations p-adiques, on peut

+

travailler avec B, ou avec Brig[l /t] plutot qu’avec Bs. On peut ici aussi définir deux

autres anneaux :

Définition 1.2.831. — On définit B, := Bax[log[p]] et (BL) := B [log[p]]. On pose
également Ef[)g = ﬁzg[log[ﬁ]].

Proposition 1.2.32. — Une représentation V de Gg est semi-stable si et seulement si

elle est Bl -admissible si et seulement si elle est ﬁgg[l/t]-admissible, el on a
Da(V) = (B} ®q, V)% = (B, [1/1] @q, V).
Démonstration. — Voir [Ber02, §1.2|. O

Proposition 1.2.33. — On dispose d’une suite exacte
0 — Bcris — Bst ﬁ Bst — O

de sorte qu’une représentation V est cristalline si et seulement elle est semi-stable et
N =0 sur Dg (V).

Démonstration. — Voir [Fon94a, 3.2.3|. O

Proposition 1.2.34. — Si'V est semi-stable, alors Dar(V) = K @ D (V') et donc une

représentation semi-stable est aussi de de Rham.

Démonstration. — Voir [Fon94b, 5.1.7]. O

I et ]§T

1.2.2. Les anneaux B/, ﬁrig g

{+00}, et on notera [z|" pour [z"] méme si r n’est pas un entier, et on pose la convention
™ — 0. On définit alors comme dans |Ber02, §2.1]

s _ x+ ) P [
oA o )
= A{X Y} ([]'X —p,pY — [a]*, XY — [a]"")
et Bl = A1 /p]

— Dans la suite, on se donne r < s € N[1/p|]U

p _ 1
= =l

ou A{X,Y} désigne la complétion de A[X,Y].
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Lemme 1.2.35. — Tout élément de Al peut s’écrire sous la forme
p\" @)\ "

D7) w2 b

k>0 [4] o \ P
avec (ay), (by) suites de AT qui tendent vers 0.
Démonstration. — Voir [Ber02, Lemm. 2.3]. O
Lemme 1.2.36. — Si p, 0 € Et avec vg(p) = 7 et vg(o) = S5, alors Al =
A+f{r [d
A {[p]’ 2 }-
Démonstration. — Voir [Ber02, Lemm. 2.4]. O

Sir; <1y < sy < s, o0n aNalors uneNinclusion A*{WL,.I, WTI} — AJF{WL,.Q, WTQ} qui se
prolonge en un morphisme A5l — Al2is2l qui est toujours injectif. Cela nous permet
donc de définir, si I est un intervalle de R U {+o0}, B! = ﬂ[r;s}dﬁ[m}.

Pour I C J deux intervalles fermés, on définit une valuation p-adique V; sur B’ (on a
B’ c BY) en posant V;(z) = 0 si et seulement si z € AT\ pA” et avec Im(V;) = Z®@.
Muni de cette valuation V;, B! est un espace de Banach p-adique et le complété de BY
pour V; est BL.

Une autre fagon de voir les choses est de définir une valuation V(-,r), pour r > 0, sur
B*[1/[a]], en posant

1
V(e,r) = %ng(mpm
(S

ve (k)

pour z =Y., pFlag]. Simaintenant I est un sous-intervalle fermé de [0; +-00[, on pose
V(x,I) =inf,ef V(z, 7).

Lemme 1.2.87. — Si I C [r;40c] alors Bt € B! et si z € B s'écrit v = 3 pPlay]
alors Vi(x) = |V(x,I)].

Démonstration. — Voir |Ber02, Lem. 2.7]. O

En particulier, B! est aussi la complétion de B*[1/[7]] pour la valuation V(- 1) si 0 & I.
Si I = [0;7], B! est le complété de B+ pour V(-,I). Dans les deux cas, on peut alors
retrouver A’ comme l'anneau des entiers de B! pour V(- I).

[7*

Le groupe Gp agit sur A" et cette action s’étend A A*[[%T, 7] et le stabilise, donc

laction de Gr s’étend par continuité a tous les ;i[, B’. De méme, le Frobenius ¢ s’étend
~ 718 ~ 27|Ps
o[22 ]
[@"" p [arr” p
et se prolonge donc en une application de A? dans AP’ quel que soit 1.

en un morphisme

Remarque 1.2.38. — Ona At = A0t B+ = B0+l A = Altocite] B — Bltooito]
AT — 1&[7';+oo]7 Bf" = B[TH_OO].
@11 y aici un abus de langage, car V; n’est pas une valuation au sens propre du terme. Si I est de la forme

[r;r], on peut vérifier que V; est bien multiplicative, mais dans le cas général I = [r;s], on peut vérifier que V7
est seulement sous-multiplicative.
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On va a présent définir des morphismes de Al ot BInsl dans Bi;. Pour n > 0, on

pose Jy, = [ra;7a]. Siz € A%, on peut alors écrire

e (3 ()

3>0

“Zel ()] 2 (0]
S5O E-) 20

j>m

et comme les a; et b, tendent vers 0, les séries

2 (e 2 (o)

convergent dans A* et la série du haut est donc convergente pour la topologie ker(6)-
adique et converge dans BJ; vers un élément (o(z) € BJ;. Cette application s’étend

naturellement en une application ¢q : Bt — B1:.

Proposition 1.2.39. — L’application x — 1o(x) est un morphisme injectif de A% dans
B(}LR et si I = [r,ro] avec r < rg, alors le noyau du morphisme composé 0 o : Al = C,
est ker(Bo iy + AT — C,) = (pl/p— 1AL,

Sirg € 1, alors le noyau du morphisme composé Qoig : B! — C, est ker(fo : B! -

Cy) = ([pl/p — 1)B'.
Démonstration. — Voir |Ber02, Prop. 2.11] et |[Ber18, Page 2|. O

Proposition 1.2.40. — Si x € A™, on pose 1,(z) = (e "(x)). Lapplication = —
Lo(2) est un morphisme injectif de A’ dans Blp et si I = [r,r,] avec r < "o, alors le
noyau du morphisme composé 0o, : Al — C, estker(ou, : Al — C,) = (Lﬁp 1 1)AL.

Six € B, on pose 1,(x) = 1o(¢ (). L’application x — 1,(x) est un morphisme
wngectif de B’ dans Big et sir, € I, alors le noyau du morphisme composé fou,, : B! -
C, estker(f o1, B/ - C,) = (21 1B,

De plus, sir, € I, alors v, réalise une injection de AI, B! dans Bl:.
Démonstration. — Voir [Ber02, Prop. 2.12] et |[Ber18, Page 2]. O

Proposition 1.2.41. — Soitr =1y, s=1rp avec 1 <L < k. On a

(1) PRI 1 () fp — 1) - Al = (H([7) — p)AP
(2) pA[ﬂs} N A[0§5] — pA[O;s}.

Démonstration. — Si z € Al avec px € ker(6 o ™), alors & € ker(6 o ™) et donc en
utilisant la proposition 1.2.40 cela montre le premier point. Pour le deuxiéme, si x € Alrss]
est; tel que p € AL, alors 7 € B et Visis)(2) = Vips(z) > 0, de sorte que = € Al0s] ot
px € pAlos, 0
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On définit maintenant les anneaux BLg et Brlg par BL; = Blrtool of BLg = 7~>0Br1;
On munit Bl de la topologie de Fréchet définie par I'ensemble des V; ou [ parcourt

rig
’ensemble des intervalles fermés des [r; +ool, et on définit Aii’g comme 'anneau des entiers

de Bl pour la valuation Virw)- On peut aussi écrire Brlg sous la forme :

B, -UNA{ & T

r>0s>r
A1 /p]. On peut aussi voir Brlg comme la

Cela revient a dire que Brlg Nesr A*{ O p
complétion de B*[1/[7]] pour les valuations {Virss) s>, ce qui est une conséquence directe
de |[Ber02, Coro. 2.2|. En particulier, Brlg est complet pour sa topologie de Fréchet. On
peut également montrer (voir [Ber02, Prop. 2.19]) que BT" en est un sous-anneau dense.
On dispose également d’un principe du maximum :
Proposition 1.2.42. — Pour x € ﬁi{; et [ =[s,t] avecr €I, ona

Vi(z) = nf{Vis (@), Ve () }.
Démonstration. — Voir |Ber02, Coro. 2.20]. O

A partir de Br1g7 on peut définir ]A?;Iig’K = (BLg)HK. On définit également BL;K,

I’anneau de Robba a coefficients dans K, comme le complété de B}’(r pour la topologie de

Fréchet. On a en fait une description assez sympathique de Bil’g x bour r assez grand. En

effet, la proposition 1.1.53 montrait qu’il existe n(K) € N et uyx € A;’( "5 telle que ug
reléeve une uniformisante de E, et tel que pour r > r, k), tout élément z de B}’(r s’écrit
sous la forme z = Y, _, axuf; ot les a; sont dans K et la série Y, _, axT" est holomorphe
et bornée sur la couronne {p~/x" < |T| < 1}. L’anneau B’ est en particulier muni

de la topologie induite par celle de BL;, et BL; K« est alors le complété de BY pour

cette topologie, ce qui nous donne un isomorphisme entre B 5 et U'ensemble des séries

rig,

f=>rezaxTF ot a), € Ky et telles que pour tout p € [p~ Verr. 1], ‘kl‘im lak|p® = 0, et
—00
cet isomorphisme est donné par f — f(ug).

Pour finir, on va construire un anneau BT , qui est & Brlg ce que B est & B.;. Pour ce

faire, la construction est assez semblable : pour r > 0, on pose BITO’g = BL; [log[p]]. Le fait

que log[z] € leg si € (ET)* par la remarque 1.2.25 et la construction de application

z € EX log[z] € By faite a la proposition 1.2.20 montrent que cette application log

est en fait & valeurs dans Bfgg = B;tg log[p]], et done a fortiori dans B]"

log POUr tout r > 0.

Comme corollaire direct de la proposition 1.2.24, on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.2.48. — Si'b est un élément de E \ (E+)X, alors le morphisme de Brlg

algebres de B [X] dans ]§fgg défini par X + log[b] est un isomorphisme.

rlg[
La encore, le Frobenius et 'action de Gi s’étendent de maniére canonique a Blog,

toujours parce qu'on a l'égalité ¢(log[x]) = p - log[z] dans B::g pour tout x dans (E+) ,

et donc il existe une et une seule maniére d’étendre ¢ en un morphisme de Bfgg vérifiant

o(log[z]) = p - log[z] pour tout = € E*.
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Proposition 1.2.44. — Si v est une valuation sur K & valeurs dans Q, qu’on prolonge

b o =
rig-dérivation N de B,

telle que N(log[b]) = v(b©@) pour tout b € E*.

en une valuation sur Cy, alors il existe une unique B a valeurs

dans B!

log

Démonstration. — C’est un corollaire direct de la proposition 1.2.27. ]

On appelle encore la dérivation associée & v de la proposition 1.2.44 'opérateur de
monodromie associé a v, et dans ce qui suit, on fixe une valuation v sur K et un opérateur

de monodromie correspondant sur Bg;.

Proposition 1.2.45. — L’opérateur de monodromie N vérifie

(1) gN = Ng pour tout g € G ;

(2) No = ppN.
Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 1.2.29. O
Proposition 1.2.46. — On dispose d’une suite exacte
Bt . pf Nt
0 — By, = Bjg = Bjoy = 0.
Démonstration. — La aussi c¢’est une conséquence directe de la proposition 1.2.33. O]
1.2.3. (¢, N)-modules filtrés. — Les (¢, N)-modules filtrés sont étudiés en détail au

paragraphe 4 de [Fon94b]| et on ne va ici que rappeler les définitions et résultats dont
on aura besoin par la suite. On note o : F"™ — F'" le Frobenius absolu, c¢’est-a-dire

relevant « — 2P sur ki’.

Définition 1.2.47. — On appelle (¢, N)-module un F-espace vectoriel de dimension
finie D muni :
(1) d’une application injective, o-semi-linéaire ¢ : D — D,

(2) d’une application linéaire N : D — D telle que Ny = ppN.

Remarque 1.2.48. — La catégorie des (¢, N)-modules est abélienne. De plus, on peut

définir des produits tensoriels dans cette catégorie, en posant :

— D1 ® Dy = D1 @ Dy comme F-espace vectoriel ;

— p(di ® d2) = p(dr) ® p(da) ;

— N(dy ® dy) = N(dy) @ dy + d; @ N(dg).

F est naturellement muni d’une structure de (i, N)-module en prenant ¢ = o et N = 0,
et on a alors

F@D=D®F=D

de sorte que F' est le neutre dans cette catégorie.

Définition 1.2.49. — On appelle (¢, N)-module filtré la donnée d’un (¢, N)-module D
et d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée Fil'Dy sur Dx = K ®@p D par des

sous- K -espaces vectoriels de Dy, c’est-a-dire telle que :

(1) Fil'' Dy C Fil' D ;
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(3) UiezFil'Dg = Dr.
Un morphisme n : Dy — Dy de (¢, N)-modules filtrés est un morphisme de (p, N)-

modules respectant la filtration, c’est-a-dire que I'application K-linéaire induite ng
K@F D1 — K@F DQ vérifie

ni (Fil' D1 i) C Fil' Doy pour tout i € Z.

Remarque 1.2.50. — La catégorie des (¢, N)-modules filtrés est une catégorie additive
mais pas abélienne. De plus, on peut définir des produits tensoriels dans cette catégorie,

en posant :

— D1 ® Dy = Dy ® Dy comme (¢, N)-modules comme pour la remarque 1.2.48 ;

— Fil'(D1x ®k Dak) =Y, 15, Fil'" Dig @k Fil? Dy

F est naturellement muni d’une structure de (¢, N)-module en prenant ¢ = o et N =0
et
K si1<0,
0 sizi>0.

Fil'(K) = {

et on a alors
FD=DQF=D

de sorte que F' est le neutre dans cette catégorie.

Définition 1.2.51. — Si D est un (p, N)-module de dimension 1, on définit t5(D) :=
Up(y), ot y € F* est la matrice de ¢ dans une certaine base. Cette valuation est indépen-

dante du choix de y puisque ¢ : F' — F' est un automorphisme.
Si D est un (¢, N)-module de dimension finie d, on définit ¢ty (D) := ty(det(D)).

Remarque 1.2.52. — Dans la définition précédente, si A est la matrice de ¢ dans une
certaine base de D, alors on définit ¢ty (D) := v,(det A).

Remarque 1.2.53. — Lorsque D est de dimension finie, I'égalité Ny = pp N montre
que N est nilpotent.

Définition 1.2.54. — Si D est un (¢, N)-module filtré de dimension 1, on définit ¢y (D)
par tg(D) :=max{i € Z : Fil'D = D}.

Si D est un (p, N)-module filtré de dimension finie d, on définit ¢y (D) par tg(D) :=
ty(det(D)).

De plus, on dit que D est effectif si Fil°D = D.

Définition 1.2.55. — Un (¢, N)-module filtré D est dit admissible si ¢ : D — D est
bijective et

(1) tu(D) = tn(D) ;

(2) pour tout sous-(p, N)-module D" de D, muni de la filtration induite, ty(D") <
tn (D).
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Remarque 1.2.56. — Cette définition correspond en fait & ce que Fontaine appelait en
fait dans [Fon94b, Déf. 4.4.3] faiblement admissible. Cependant, depuis la démonstration
de I'équivalence « faiblement admissible implique admissible » dans [CF00], il semble
plus naturel de définir admissible de cette facon, sans rentrer en conflit avec la définition
de (¢, N)-module filtré admissible de Fontaine dans [Fon94b, 5.3.3].

Remarque 1.2.57 — Les notations ty (D) et ty(D) correspondent respectivement aux
pentes du polygone de Hodge et du polygone de Newton associés a D. Siun (¢, N)-module
filtré est admissible alors son polygone de Hodge se situe en dessous de son polygone de

Newton.

Proposition 1.2.58. — La catégorie des (p, N)-modules filtrés admissibles est une sous-

catégorie pleine de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés, et elle est de plus abélienne.
Démonstration. — Voir [Fon94b, §4|. O
Si D est un (¢, N)-module filtré, on peut définir
V(D) =={ve€B4w®D :¢)=v,Nuv=0,1®v € Fil(K ®r (Bg ® D))}.

C’est un sous Q,-espace vectoriel de By ® D, stable sous 'action de Gk
Théoréeme 1.2.59. —

(1) SiV est une représentation p-adique semi-stable de Gg, alors Dg (V') est un (o, N)-
module filtré admissible sur K.

(2) Si D est un (@, N)-module filtré admissible sur K, alors V(D) est une représenta-
tion p-adique semi-stable de Gk .

(3) Le foncteur Dy, de la catégorie des représentations p-adiques semi-stables de G
dans celle des (@, N)-modules filtrés admissibles, est une équivalence de catégories dont

Vi est un quasi-inverse.
Démonstration. — Voir [Fon94b, Thm. 5.3.5| et le théoréme principal de [CF00|. [

On va également s’intéresser aux représentations potentiellement semi-stables, et on va
donc aussi définir la notion de (¢, N, Gy i )-modules. Dans ce qui suit, M désigne une
extension galoisienne finie de K, et on notera Gy i le groupe de Galois de M/K. On

note My lextension maximale non ramifiée de F' dans M, c’est-a-dire My = W (ka)[1/p].

Définition 1.2.60. — Un (¢, N, Gy i )-module est un My-espace vectoriel D de di-
mension finie et muni d’une application o-semi-linéaire injective ¢ : D — D tel que

N¢ = ppN et d’une action semi-linéaire de Gy x qui commute a ¢ et N.

Définition 1.2.61. — Un (¢, N)-module filtré est la donnée d’un (¢, N, Gur i )-module
D et d’une filtration décroissante, exhaustive et séparée Fil'Dy; sur Dy = M ®n, D par

des sous-M-espaces vectoriels stables par Gy /.

Remarque 1.2.62. — 1l est équivalent de se donner une filtration sur Dy = Di}w K,
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Définition 1.2.63. — Comme précédemment, on définit si D est un (¢, N, Gar/x )-module
filtré de dimension 1, ty(D) comme le plus grand entier ¢ tel que Fil'Dy; # 0, et si
y € My est une base de ¢ dans une certaine base, alors v,(y) ne dépend pas du choix
de la base, et on définit tx(D) = v,(y). En dimension supérieure, on définit la encore
tn(D) :=tn(det D) et ty (D) :=ty(det D).

On dira qu'un (¢, N, Gu/k )-module filtré est admissible si ty (D) = tn(D) et si pour
tout sous-(p, NV, Gk )-module de D, muni de la filtration induite, on a ty(D’) < tn(D').

Proposition 1.2.64. — La catégorie des (o, N, Gy i )-modules filtrés admissibles est une
sous-catégorie pleine de la catégorie des (o, N, Gy i )-modules filtrés, et elle est de plus

abélienne.
Démonstration. — Voir |[Fon94b, §4]. O

Théoréme 1.2.65. —

Si 'V est une représentation p-adique de Gi dont la restriction a Gy est semi-stable, alors
Dy (V) := (Bg ®q, V)9t est un (o, N, Gumyi)-module filtré admissible sur K.

Le foncteur Dg r, de la catégorie des représentations p-adiques de G dont la restric-
tion a Gu est semi-stable dans celle des (¢, N, G i )-modules filtrés admissibles, est une

équivalence de catégories.

Démonstration. — Voir |[Fon94b, Prop. 5.3.6]. O






CHAPITRE 2

RELEVEMENT DU CORPS DES NORMES ET GROUPES
DE LUBIN-TATE RELATIFS

Dans ce chapitre, on suppose que K est une extension finie de Q.

Comme on I’a déja vu, une idée pour étudier des représentations p-adiques du groupe
de Galois absolu d’une extension finie K de Q, est de dévisser 'extension QP/K en
faisant intervenir une extension intermédiaire K,,/K APF afin qu’on puisse appliquer la
construction du corps des normes de Fontaine et Wintenberger qu’on a rappelée dans la
partie 1.1.1. On rappelle que le corps des normes de 'extension K. /K, noté X (K.), est
un corps de caractéristique p. Lorsque K /K est galoisienne, X (K ) est muni d’une
action de ' := Gal(K./K) qui commute a celle du Frobenius, et lorsqu’on arrive a
relever ces actions en caractéristique 0, comme c’est le cas lorsque K, /K est I'extension
cyclotomique, on dispose d’une théorie des (¢, ['x)-modules a la Fontaine donnant lieu a
une équivalence de catégories tannakiennes entre représentations et (¢, 'k )-modules.

Le but de ce chapitre est de tenter de caractériser les extensions pour lesquelles un tel
relévement est possible, et donc de caractériser les extensions pour lesquelles on dispose
d’une théorie des (¢, 'k )-modules. On s’intéressera tout d’abord dans la partie 2.1.1 aux
extensions et aux groupes formels de Lubin-Tate ainsi qu’a leurs application & la théorie
du corps de classes local, puis en 2.1.3 & la notion plus générale de groupe de Lubin-
Tate relatif, die a de Shalit [dS85]. On rappellera ensuite en 2.1.4 les constructions de
Fontaine, Kisin et Ren [Fon94b| [KRO09| qui montrent qu’'un tel relévement existe et
qu’on dispose d’une théorie des (¢, I'k)-modules pour les extensions de Lubin-Tate.

En dehors des extensions de Lubin-Tate, deux autres cas d’extensions spécifiques nous
intéresseraient particuliérement, a savoir le cas o K, /K est I'extension anticyclotomique
et le cas ou K. /K est la cloture galoisienne d’une extension de Kummer, notamment
parce qu’il s’agit des cas les plus simples d’extensions de Lie de dimension 1 et 2 qui ne
sont pas de Lubin-Tate.

Rappelons que I'extension anticyclotomique est définie au-dessus de F' = Q,2, 'unique
extension non ramifiée de degré 2 de Q,,, comme 'unique Z,-extension de I’ galoisienne
sur Q, telle que le Frobenius de Gal(F/Q,) agisse sur Gal(F,./F') par inversion. Le
compositum Fl, = Iy - Fye est alors égal a l'extension de Lubin-Tate de F' rattachée
& 'uniformisante p par la théorie du corps de classes local. Si on note o le Frobenius

de Gal(F/Q,), alors I'extension anticyclotomique est le sous-corps de Fl, invariant sous
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{9 € Gal(F/F) : xp(g9) = 0(xp(9))} et Uextension cyclotomique est celle invariante sous
{9 € Gal(F/F) = xp(9) = (0(xp(9))) '}

En ce qui concerne les extensions de Kummer, elles ne sont pas galoisiennes, et ce qu’on
entend par 14 est donc de savoir s'il existe une théorie des (¢, Ik )-modules pour 'extension
K. /K qui est la cloture de galoisienne d’une extension de Kummer, a savoir le composi-
tum de 'extension de Kummer considérée et de ’extension cyclotomique. Le groupe de
Galois de cette extension Gal(K,,/K) est un groupe de Lie p-adique de dimension 2.

On expliquera ensuite dans la partie 2.2 ce qu’on entend précisément par « relever le
corps des normes en caractéristique 0 ». On introduira une nouvelle classe d’extensions
en 2.2.1, les extensions ¢-itérées, qui généralisent la notion d’extension de Lubin-Tate
et pour lesquelles on peut effectivement relever le corps des normes en caractéristique
0. On montrera ensuite dans la partie 2.2.2 que les extensions pour lesquelles on peut
relever le corps des normes en caractéristique 0 dans le cas « hauteur finie » sont en
fait engendrées, a extension finie prés, par les points de torsion d’un groupe de Lubin-
Tate relatif. Pour finir, on montrera en 2.2.3 comment construire certaines extensions
engendrées par les points de torsion d’'un groupe de Lubin-Tate relatif et invariantes sous
Paction d’un groupe fini, de facon ¢-itérée, et donc pour lesquelles on a bien un relévement

en caractéristique 0 de hauteur finie.

2.1. Extensions de Lubin-Tate et (¢, 'k )-modules

Dans le premier chapitre, on a détaillé la construction des (p, I')-modules cyclotomiques.
Cependant, comme on I’a déja mentionné, on souhaiterait étendre cette correspondance
entre représentations et (p,I')-modules en dévissant par une autre extension que celle
cyclotomique. Un cas particuliérement intéressant est celui d’une extension de Lubin-
Tate, dont I'extension cyclotomique est un cas particulier. L’intérét de travailler avec des
extensions de Lubin-Tate est qu’on dispose alors d’une correspondance avec le corps de
classes local qui est explicite.

La construction des (¢, I')-modules dans le cas Lubin-Tate avait déja été effectuée par
Fontaine, puis reprise par Kisin et Ren dans [KR09]. On va dans un premier temps
rappeler ce que sont les extensions de Lubin-Tate et leur lien avec le corps de classes
local, ainsi que rappeler les constructions de Fontaine, Kisin et Ren.

2.1.1. Groupes formels et extensions de Lubin-Tate. — On rappelle qu'une loi
(commutative) de groupe formel (de dimension 1) sur un anneau commutatif unitaire A
est une série formelle F' € A[X, Y] telle que

(1) F(X,Y) =X 4+ Y+ termes de degré > 2

(2) F(X,F(Y,Z))=F(F(X,Y),Z)

(3) F(X,Y)=F(Y,X)

et qu'un morphisme entre deux lois F' et G de groupes formels sur A est une série
formelle h € TA[T] telle que

hMF(X,Y)) = G(h(X),h(Y)).
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Définition 2.1.1. — Soit A = Ok, ou K est une extension finie de Q,, de corps résiduel
F,, et soit 7 € Ok une uniformisante de Og. On définit F; comme 'ensemble des
f(T) € Ok[T] telles que f(T) =T + O(T?) et f(T)=T7 mod mg
Ezxzemple 2.1.2. —

(1) (T)=7T+T?e F,

(2)si K=Qpetm=palors f(T)=(1+T)Y—-1€F,

Théoréme 2.1.3. — Si f € F;, il existe une unique loi de groupe formel Sy a coefficients
dans O telle que f € End(Sy).

De plus, la classe d’isomorphisme de Sy ne dépend que de w (en particulier, si f, g € Fr,
Sp=S,).

Quel que soit a € Ok, il existe un unique endomorphisme laly : Sy — Sy tel que
la]f(T) = aT + O(T?) et [a]4(T) € End(Sy) (Iapplication a € O +— [a]; € End(S}) est
un morphisme d’anneauz).

En particulier, f = [y
Démonstration. — Voir [LT65, Thm. 1]. O

Remarque 2.1.4. — Les Sy ainsi définies sont appelées lois de groupes formels de Lubin-
Tate. Ce sont exactement les lois de groupes formels admettant un endomorphisme dont
la dérivée en 0 est une uniformisante de K et dont la réduction modulo mg est le Frobenius
T T1.

Ezemple 2.1.5. — Pour K =Q et m=p, f(T)=1+T)—1€ F,et f € End(F)
avec F(X,Y)=X+Y + XY, donc F =57 = G,,.
Dans ce cas, [a]; = (14+T)* — 1 pour a € Z,, o (14+T)* =3 o (2)T™.

On fixe a présent une uniformisante 7 de K et un f dans F, et donc f = [r];. On
définit alors A, = {z € K : [7"];(z) = 0} et A = |JA,, les points de torsion du groupe de
Lubin-Tate. Les A, sont munis d'une structure de Ox-module via a - x = [a];(z). On se
donne également une suite (u,,) telle que ug = 0 et pour n > 0, f(u,s1) = u, avec ug # 0.
On pose K, = K(u,) et K, =J K,. On a alors les résultats suivants :

Théoréme 2.1.6. — Si 7 est une uniformisante de K et f € F., alors :

(1) A, ~ (’)K/W”OK en tant que O -modules.
(2) K, = K(\,) et K,, ne dépend que du choix de 7 et pas de celui de f.
(3) n/K est galoisienne et Gal(K,,/K) ~ (O /ml)*.
(4) Si g € Gal(K/K), il eriste un unique x.(g) € O tel que pour tout A € A,
900 = D (@] V).
(5) Gal(K»/K) ~ Oj et cet isomorphisme est donné par g — x(g).
(6) Gal(Ko/K,) = {9 € Gal(K/K) : xx(9) € 1 +7"OF}.

Démonstration. — Voir [LT65, Thm. 2]. O
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L’application g + x,(g) définit un caractére de Gal(K/K) dans O, appelé caractére
de Lubin-Tate associé a 'uniformisante 7, et Pextension K. /K engendrée par les points
de torsion du groupe de Lubin-Tate est appelée extension de Lubin-Tate.

L’exemple le plus classique et naturel d’extension de Lubin-Tate est celui de I'extension
cyclotomique engendrée par les racines p"-iémes de 'unité. Pour K = Q, et 7 =p, on a
déja mentionné que f(7') = (1+7)?—1 était dans F, et que FI(X,Y) = X+Y+ XY = S}
On choisit alors (u,) telle que ug = 0 et f(u,11) = u,, comme précédemment avec uy # 0,
de telle sorte que ¢,, = 14w, est une racine primitive p”-iéme de 'unité vérifiant ¢, = ¢,
et Qp(un) = Qp((n) et le caractére cyclotomique est alors égal au caractére de Lubin-Tate
défini précédemment.

On dispose également, comme plus généralement pour les groupes formels (on renvoie
par exemple a [Haz78, §5.4] pour la construction dans le cadre des groupes formels), d’un

logarithme associé au groupe formel de Lubin-Tate :

Proposition 2.1.7. — Soit Fy une loi de groupe formel de Lubin-Tate. Il existe une
unique série formelle L¢(T) € K[T] qui est holomorphe sur le disque unité et vérifie

(1) Ly(T) =T+ O(T?) ;
(2) Lyolalf =a- L(T) pour tout a € Ok ;
(3) en écrivant f(T) =T -Q(T), alors

Ly(T)= lim fonm:T-Hw.

n—+oo f’(O)” 730 Q(O)

On notera par la suite log; ce logarithme et quand on considérera une extension de

Lubin-Tate associée a une loi de groupe formel de Lubin-Tate, on notera simplement [a]
plutot que [a]; pour a € Ok, la loi étant sous-entendue.
2.1.2. Corps de classes local. — Cette partie a pour but de rappeler les principaux
résultats de la théorie du corps de classes local ainsi que les liens entre corps de classes
local et extensions de Lubin-Tate. Dans cette partie, K désignera une extension finie de
Q,, d’anneau des entiers O et de corps résiduel k de cardinal ¢ = p", et on se donne une
uniformisante 7 de Ox. Comme d’habitude, on fixe une cloture algébrique Qp de Q,, et
les extensions algébriques de K seront considérées comme des sous-corps de Qp.

Comme le compositum de deux extensions abéliennes finies de K est encore une ex-
tension abélienne de K, la réunion de toutes ces extensions est une extension abélienne,
I'extension abélienne maximale de K, dont le groupe de Galois s’identifie au quotient de
Gal(Qp/Qp) par Padhérence de son groupe dérivé, et on note K2 cette extension.

Si K" est 'extension maximale non ramifiée de K, alors tout K-automorphisme o
de K" induit un automorphisme & de E/k. De plus, I'application ¢ — @ est un
isomorphisme Gal(K"™ /K) — Gal(k/k). Tl existe donc un unique élément Frobgx €
Cal(K™ /K) qui induit  — 27 sur k, et application ¢ — Frobf. 7 — Gal(K"™/K)

est un isomorphisme de groupes topologiques.
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Théoréeme 2.1.8. — Il existe un unique morphisme
dp : KX — Gal(K*/K)

tel que :

(1) pour toute uniformisante w de K, ®k(w) agit sur K™ comme Froby ;
(2) quelle que soit L/K eatension abélienne finie, Ny x(L*) est incluse dans le noyau

de a— (Pg)(a), et Pk induit un isomorphisme
O  K*/Npjg(L*) = Gal(L/K).
Démonstration. — Voir [Iwa86, Thm. 6.10]. O
On appellera application d’Artin locale 'application ® .

Théoréme 2.1.9. — Un sous-groupe N de K* est de la forme Np,x(L*) pour une cer-
taine extension abélienne L de K si et seulement si il est d’indice fini et ouvert dans
K*.

Démonstration. — Voir [Iwa86, Thm. 7.1|. O

Ces deux théorémes sont les résultats fondamentaux de la théorie du corps de classes
local, et ont un certain nombre de conséquences. En particulier, comme 7 est une uni-
formisante de Ok, @ (7) agit sur K™ comme Frobg, et si u € OF, um est aussi une

uniformisante de O, de sorte que
@K(U)IKunr — @K(UW)IKUHT . (@K(ﬂ-)lKunr)_l — ld

et donc O est dans le noyau de a — Pg(a)gu. De plus, Pg(a)gu = Frob}]f(a)
pour tout a € K*, ot vk est normalisée de sorte que vg(m) = 1. En d’autres termes,
I’application

Op K — Gal(K"/K)
se factorise en

K* - 7Z — Gal(K"/K),

la premiére fléche étant donnée par vk et la deuxiéme par n — Frob..

Remarque 2.1.10. — Si K, désigne I'extension non ramifiée de K de degré m, alors
N,k (K)) ={a € K* :m|vg(a)} = OF - 7"*

puisque c’est le noyau de a — ®x(a)x,,.

Les morphismes
(DL/K : KX/NL/K(LX) — Gal(L/K)
forment un systéme projectif lorsque L parcourt les extensions abéliennes finies de K

(ot on munit 'ensemble des extensions abéliennes finies de K de l'inclusion). Cela nous

donne, en passant a la limite, un isomorphisme

~ —_—

dr 1 (KX) — Gal(K*/K)
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ou la complétion de K * se fait selon la topologie des normes, et on renvoie a [AT52| pour
les détails concernant cette topologie.

Le choix d’une uniformisante 7 dans O détermine une décomposition

Trx Mm% L Z
K*x=0;
de K* en deux sous-groupes fermés, et donc par 5 une décomposition
ab unr
K* =K, K

ot K est le sous-corps de K@ fixé par @ (), et K™ est le sous-corps fixé par ®x(OF).
En particulier, K, est la réunion de toutes les extensions abéliennes finies L/K (néces-
sairement totalement ramifiées) telles que 7 € N, i (L*).

On va a présent faire le lien avec les extensions de Lubin-Tate. Soit K, /K l'extension
de Lubin-Tate associée a 'uniformisante 7, définie par un certain groupe de Lubin-Tate.
Comme K, /K est totalement ramifiée, K, et K" sont linéairement disjointes sur K,
de sorte que si on pose L™ := K, - K", alors Gal(L™/K) est le produit de Gal(K"™/K)
et de Gal(K,/K). On peut en particulier définir un morphisme f, : K* — Gal(L™/K)
de la facon suivante :

(1) siu € OF, fr(u) agit trivialement sur K™ et agit via [u'] sur les points de torsion
du groupe de Lubin-Tate.

(2) fr(m) est I'identité sur K, et agit comme Frobg sur K"

Théoréme 2.1.11. — Le corps L™ et Uapplication f. ainsi définis ne dépendent pas du
choiz de m. On a L™ = K®, f, = O et Koo = K.

Démonstration. — Voir [LT65, Thm. 3] et son corollaire. O

En particulier, le lien entre extensions de Lubin-Tate et corps de classes local est ex-
plicite.
2.1.3. Groupes de Lubin-Tate relatifs. — Les groupes de Lubin-Tate relatifs sont
une extension de la notion de groupes de Lubin-Tate et on aura besoin de ce degré de
généralité supplémentaire par la suite. On va tout d’abord rappeler la notion de groupe
formel de Lubin-Tate relatif définie par de Shalit dans |[dS85| ainsi que les principaux
résultats associés. Soit donc I’ une extension finie de Q,,, d’anneau des entiers Op et de
corps résiduel kp de cardinal g. Soit alors h > 1 et soit E 'extension non ramifiée de
F de degré h. On note ¢, : E — E le Frobenius F-linéaire qui reléve [z — x9], et si
F(T) =310 £T° € E[T], on pose f¢1(T) = 35 0q(f:)T".

Pour a € Op tel que vp(a) = h, on note F, I'ensemble des séries formelles f(T) €
Op[T] telles que f(T) = 7T + O(T?) avec Ng/p(m) = « et telles que f(T) = T¢
mod mg[7T]. Alors F. est non vide car Ng/p(E*) = {z € F*,vp(x) € h-Z} (voir

la remarque 2.1.10), et on a les résultats suivants :

Théoréme 2.1.12. — Si f(T) € F. alors :
(1) Il existe une unique loi de groupe formel S(X,Y) € Og[X,Y] telle que S¥eo(f, f) =

fobS, etla classe disomorphisme de S ne dépend que du choix de «,
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(2) pour tout a € Op, il existe une unique série formelle [a](T) € Og[T] telle que
[a](T) = aT + O(T?) et [a](T) € End(S).
Soit o = 0 et pour m > 1, soit x,, € Qp tel que x, = x,_1 avec x1 # 0. On pose
alors Ay, = {z € Q, : [*™](x) = 0} et A = UA,, et on pose aussi E,, = E(xn,) et
E3 = U1 E,,. Alors

(1) E,, = E(A,) et les corps E,, ne dépendent que du choiz de « et pas de celui de

f(T) e Fl.
(2) L’extension E,,/E est galoisienne et son groupe de Galois est isomorphe o (Op/m7)*.
(3) Si g € Gal(Q,/E), il eziste un unique xo(g) € OF tel que pour tout X € A,
90 = ral0)]s V).
(4) Gal(E/E) ~ O et cet isomorphisme est donné par g — Xa(g).
(5) ES C F® et ES est le sous-corps de F™ découpé par (o) C F* par théorie du

corps de classes local.
Démonstration. — 11 s’agit des résultats de [dS85]. O

Pour ne pas confondre les caractéres de Lubin-Tate relatifs avec ceux classiques, on
notera s’il y a ambiguité % le caractére de Lubin-Tate classique associé a I'uniformisante
msur F' (si 7 € Op bien sir). Siu € OF, on notera uZ le caractére non ramifié de Gg qui

envoie Frobg sur w.

Lemme 2.1.13. — Awvec les notations qu’on vient de poser et celles du théoréme 2.1.12,
on a xa(9) = xL(9) - 1E(9) 00 a = @"u. En particulier, Uaction de Gal(Q,/E) sur les
points de torsion de S est donnée par g(x) = [xE - uf(g)](z).

Démonstration. — Soit 7 € E tel que Ng,p(7) = o = @w"u. On note respectivement ¢ et
¢' pour Frobg et Frobg. Soient f(T) = wT + T et f'(T) € F,. Par [Iwa86, Prop. 4.2,

il existe une unique loi de groupe formel S¢(X,Y) (respectivement Sy (X,Y)) sur O g
P

telle que f oSy = S;f o f (respectivement f’ oSy = S}”,/ o f"). On note respectivement A
et A’ les points de torsion de Sy et de Sp.

Par la discussion suivant la proposition 4.4 de [Iwa86]| et [Iwa86, Prop. 4.5], il existe
une unique série formelle 6 € OQ/‘;%\ [T7] telle que O(T) = T + O(T?), ou € est une unité
de O s, et telle que

Q;nr;
(1) flo0=06%0],
(2) S%= S,
(3) [alf = [a]y pour tout a € Op.
La série 6 vérifie alors I’égalité
flof=6%0f.
Comme 6 définit un isomorphisme Fy — Fp (0 étant inversible dans Oqunr puisque

0’'(0) = € est une unité), on a un isomorphisme A — A’ de Op-modules, et on a I'égalité
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De plus, on a
0¢ = 0o [u]y

d’apres [Iwa86, Lemm. 5.14]. Soient maintenant € A et g € Gal(Q,/E) tel que g agit

comme ¢ sur QU"". Alors
9(0(x)) = 67" o g(x)
ie.
X(9) 5 (B(x)) = 0 0 [u]§ o [x=(9)] s (2)
et donc cela étant vérifié pour tout z € A,

= (9)]p = X (9)u']} = [xw(9)u"] -

Comme g agit sur A’, c’est-a-dire les points de torsion de S, via g(z) = [x(g9)|p(2),
Iégalité précédente nous dit que g agit sur les points de torsion de S par [y (g)uf]p =

IXE(9)1Z(9)] s, ce qu’on voulait démontrer. O

2.1.4. (¢, I'k)-modules. — On se donne désormais une extension finie F' de Q,,
d’anneau des entiers O, d'uniformisante 7 et de corps résiduel kr de cardinal g = p".
On note de plus Fy := W (kr)[1/p] 'extension maximale non ramifiée de Q,, dans F, et
on note o le Frobenius absolu sur Fy. On note e I'indice de ramification de F, et on a
donc eh = [F: Q,].

On considére a présent une uniformisante 7w de Op et S une loi de Op-module formel
de Lubin-Tate associée a 7 telle que [r|(T) =T+ «nT.

Pour a € Op, on dispose donc de I’endomorphisme de multiplication par a, qu’on note
[a](T). On définit alors comme dans la partie 2.1.1 Pextension de Lubin-Tate associ¢e F,
en posant F,, = F([x"]7'({0})) et F.s = UF,. On note également Hp = Gal(Q,/Fx)
et I'r = Gal(F/F). Par le théoréme 2.1.6, I'p est isomorphe & Of via le caractére de
Lubin-Tate y.

Si K/F est une extension finie, on pose K,, = KF,, et Ko, = KF,,, Hx = Gal(Qp/Koo)
et 'y = Gal(K«/K). On pose aussi I, = Gal(K,,/K,). Le fait que I';, s’injecte dans
Gal(Fi/F,) par g — gp. et le point (6) du théoréme 2.1.6 (on fera attention au fait que

le corps K du théoréme 2.1.6 correspond au corps F' ici) montrent que
[, = {g € 'k tels que x»(9) € 1 + 7" OF}.

Soit ug = 0 et, pour n > 1, u, € Qp tel que [7](un) = up_1, uy # 0. On a alors
vp(u,) = 1/¢" (g — 1)e pour n > 1 et F, = F(u,). Soit alors Qx(T) le polynome
minimal de uy, sur F. Ona Qo(T) =T, Q1(T) = [7|(T)/T et Qn1(T) = Qn([7](T")) pour
n > 1.

Finalement, soit log; = T + O(T?) € F[T7] le logarithme de Lubin-Tate, qui converge
sur le disque unité ouvert et vérifie log;r([a](T)) = a - log(T) pour a € Op. On a
logir(T) =T - [1>, Qr(T) /7 par la proposition 2.1.7. On notera expyp l'inverse de logyr

pour la composition.
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On rappelle que, dans le cas cyclotomique, on avait construit certains anneaux de
périodes afin de construire une théorie des (p,I')-modules. Pour généraliser ces résultats
au cas Lubin-Tate, on va également avoir besoin d’une généralisation de certains anneaux
définis dans la premiére partie. On fera attention au fait que les anneaux qu’on va a présent
définir seront appelés de la méme facon que dans le cas cyclotomique, mais ne seront pas
forcément les mémes : ce sont une généralisation des anneaux construits précédemment.

La proposition 1.1.27 et le fait que hN est filtrant dans N montrent que

EJF = @ Ocp/ﬂ'

x—ad

= {(zo,21,---) avec z,, € O¢, /7 et | = xn},

E* désignant toujours I’anneau construit dans la partie 1.1.3.

On note & présent A+ = Op ®0p, W(E') et BT = A*[1/7]. Ces anneaux sont stables
sous I'action du Frobenius ¢, = 1 ® ¢". Par la proposition 9.2 de [Co0l02], il existe un
unique u € AT dont I'image dans E* est @ = (ug,uy,---) et tel que o (u) = [r](w).

Ce u est défini comme lir+n (7] (g "([@])) et donc g(u) = [xx(g)](u) si g € I'r. Tout

élément de B[1/[u]] peut s’écrire sous la forme > koo T k] 00 {@}rez est bornée et
les z), € E.

On note également Er I'image du corps des normes de Fl,/F dans E par l'application
tr définie a la proposition 1.1.31, de sorte que Ep = kp(()), et si K/F est une extension
finie, on note Ex I'image du corps des normes de K.,/K dans E par k.

On note Ap la complétion p-adique de Op[u][1/u] dans A et By = Ap[1/7], qui sont

stables sous 'action de I'p et ¢, et on a Ap/mAp = Ep.

Remarque 2.1.14. — Dans le cas cyclotomique, on a F' = Q, et u = [¢] — 1, et on

retombe bien sur les anneaux définis dans la premiére partie.

Proposition 2.1.15. — Si K est une extension finie de F, alors il existe une unique
extension non ramifiée Bx/Bp, contenue dans ]§, de corps résiduel Ex et telle que

Gal(Bg/Br) ~ Gal(Ex/Er). On note Ag son anneau des entiers pour la valuation
p-adique et AT = AT N Ag.

Démonstration. — La démonstration est exactement la méme que celle de la proposition
1.1.38. O]

On note alors B la complétion p-adique de I'extension maximale non ramifiée de Bp
a lintérieur de ]~3, et on pose A son anneau des entiers pour la valuation p-adique. On

peut & présent utiliser ces différents anneaux pour définir les (¢, Ik )-modules dans le cas
Lubin-Tate.

Définition 2.1.16. — On appelle (g, 'k)-module D sur Ax un Ag-module de type
fini muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et I'x qui commutent.

Il est dit étale s’il est de type fini et si ¢,(D) engendre D comme A g-module.
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Un (¢,, ['kx)-module D sur Bk est un B-espace vectoriel de dimension finie muni d’un
Frobenius semi-linéaire ¢, et d’une action compatible de I', et on dit qu'un (p,, I'k)-

module est étale sl provient d'un (¢4, I'k)-module étale sur A.

En spécialisant les constructions de Fontaine, Kisin et Ren ont alors montré les résultats

suivants :

Théoréme 2.1.17. — Les foncteurs V — (A ®p, V)% et D — (A @4, D)?=! sont
quasi-inverses l'un de ['autre el réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre
celle des représentations Op-linéaires de G et celle des (p,, 'k )-modules étales sur Ak.

Les foncteurs V — (B ®p V)5 et D — (B ®g, D)%=! sont quasi-inverses l'un de
Uautre et réalisent une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représenta-

tions F'-linéaires de Gi et celle des (g, ' c)-modules étales sur By.

Démonstration. — Voir [Fon90, A.1.2.6 et A.3.4.3] et [KR09, Thm. 1.6]. O

2.2. Relévement du corps des normes

On va a présent expliquer ce qu’on entend exactement par « relever le corps des normes
en caractéristique 0 ». Soit K une extension finie de Q,, et soit K, /K une extension
galoisienne infinie totalement ramifiée strictement APF. On peut appliquer a une telle
extension la construction de Fontaine et Wintenberger du corps des normes, rappelée en
1.1.1, qui associe a 'extension K, /K un corps local de caractéristique p noté Xg(K),
muni d’une valuation discréte pour laquelle il est complet, et de corps résiduel kg de
cardinal q. Ce corps s’identifie donc & kg ((7x)) oit mx est une uniformisante du corps des
normes, et est muni d’une action de I'x = Gal(K«/K) et d’un Frobenius ¢, : x — 9.
Ces deux actions commutent I'une a 'autre. Soit maintenant £ une extension finie de Q,
telle que kg = k. On note Ag la complétion wg-adique de Og[T][1/T], ot wg est une
uniformisante de Og. On dira qu’on peut relever ’action de I'x et du Frobenius sur le
corps des normes en caractéristique 0 s’il existe des séries {F,(T)}ger, et P(T) dans Ag
telles que :

(1) Fy(mx) = g(mx) et P(my) =7 ;

(2) FjoP=PoF,et F 0 F, = Fy, pour g,h € T'g ;

(3) Fa=T.

L’intérét de relever les actions du corps des normes en caractéristique 0 est qu’on dispose
alors d’une théorie des (p,I')-modules & la Fontaine pour étudier les Op-représentations
de Gk, en remplacant I'extension cyclotomique dans la théorie de Fontaine par I’extension
K.

On note conformément aux notations du chapitre 1 Ex Pimage de Xx (K.) dans E par
I'application tx de la proposition 1.1.31, de sorte que Ag/wpAr ~ Eg. La théorie du
corps des normes nous dit qu’a toute extension finie L de K il correspond une extension
E; de Ek, donnée par I'image du plongement ¢;, de la proposition 1.1.31 appliquée au

corps des normes de L. /L avec Lo, = L - K. Réciproquement, toute extension finie
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séparable de Ex est de la forme E; ot L est une extension finie de K. De plus, a cette
extension E; /Ex correspond une unique extension étale de wg-anneaux Ap/Ag. On

note A la complétion wg-adique de UL/K fnie Az- On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 2.2.1. — Si on peut relever l'action de I'x en caractéristique 0, on a alors

une équivalence de catégories
{(¢q, T') — modules sur Ag} <> {représentations O — linéaires de Gk},

donnée par les foncteurs D — (A ®a, D)?7=! et V — (A ®p, V)X, avec Hx =

Gal(Q,/Kx)-
Démonstration. — Voir [Ber14, Thm. 2.1]. O

Théoréme 2.2.2. — Si on peut relever 'action de I'x sur Ex en caractéristique 0, alors

on peut relever l'action de I'y, sur By, en caractéristique 0.
Démonstration. — Voir |[Ber14, Thm. 1.3]. O

Cependant, méme dans des cas simples comme le cas cyclotomique, les séries P et F,
peuvent étre compliquées, notamment dans le cas ou L/K est ramifiée, ce qu’illustre trés

bien 'exemple 1.1.40.

Théoréme 2.2.3. — Soit F,, C K, une sous-extension galoisienne telle que K,/ F,, est
finie, et soit I'r = Gal(F/K). Si on peut relever laction de T'i sur Ex en caractéristique

0, alors on peut relever l'action de I'rp sur Ep en caractéristique 0.
Démonstration. — Voir [Ber14, Thm. 1.4]. O

Dans |[Ber14, Thm. 4.1|, Berger a notamment montré le résultat suivant, dans le cas

ou la série P(T) associée au Frobenius est dans Og|[[T] :

Théoréme 2.2.4. — Si P(T) € Ok[T], alors il existe un caractére n : Gal(Kw/K) —
Oy dont les conjugués par Emb(K, Qp) sont tous de de Rham et a poids de Hodge-Tate
positifs.

On peut en fait généraliser la notion de relévement du corps des normes en caractéris-
tique 0, en procédant de la facon suivante : soit £ est une extension finie de Q, telle
que kg C kg et soit d un entier qui soit une puissance de g. On note la encore Ag la

complétion wg-adique de Og[T][1/T]. On fait plus généralement la définition suivante :

Définition 2.2.5. — On dit qu’on peut relever 'action de 'k et du Frobenius sur le
corps des normes en caractéristique 0 s’il existe des séries {F,(T)}ger, et P(T) dans Ag
telles que :

(1) pour tout g € I'k, FQ(WK) = g(mk) et F(TrK) =7l ;

(2) FyjoP=PoF,et F 0 F, = Fy, pour g,h € T'g ;
(3) Flq=T.
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Dans ce cadre plus général, on n’a a priori pas de théorie des (¢4, ['x )-modules puisqu’on
n’a plus de raison d’avoir A¥¢=1 = Oy,

Remarquons que si on peut relever I'action du corps des normes en caractéristique 0,
on dispose de séries F(T) et P(T') dans Ag qui commutent 'une a 'autre, out P est une
série non inversible et les Fy, le sont. Si, comme dans [Ber14], on impose que P(T") soit en
fait une série dans A}, := Og[T], on parlera alors de relévement de hauteur finie. Si on se
place dans ce cadre, on peut alors montrer que, quitte a faire un changement de variable,
P(T) € T - Og[T] et les seéries Fy(T) sont aussi dans T - Og[T] (voir [Ber14, Lemm.
4.4] pour la premiére affirmation et [Ber1l4, Prop 4.2| et le paragraphe concernant cette
proposition dans [Ber18| pour la seconde). Autrement dit, on se retrouve dans le cas de
figure étudié par Lubin dans [Lub94| des systémes dynamiques p-adiques, c¢’est-a-dire des
familles d’éléments de T'- Og[T] qui commutent I'un & Pautre pour la composition. Dans
[Lub94, Page 341], il avait remarqué que « experimental evidence seems to suggest that
for an invertible series to commute with a noninvertible series, there must be a formal
group somehow in the background ». Cette remarque, que certains auteurs ont appelé
la conjecture de Lubin (voir notamment [Sar10|), a suscité les travaux de nombreuses
personnes, qui ont montré un certain nombre de résultats dans cette direction (voir par
exemple [Ber17|, [ILMSO02|, [Sar10], [Spel8|). On montrera également que certains de
nos résultats font écho a cette observation de Lubin.

On va dans la suite tenter d’obtenir une caractérisation un peu plus précise que celle
de Berger des extensions pour lesquelles on peut réaliser un relévement de hauteur finie
du corps des normes. Remarquons déja que le théoréme 2.2.4 implique en particulier qu’il
n’existe pas de relévement de hauteur finie du corps des normes anticyclotomique, ni de
relévement de hauteur finie du corps des normes de la cloture galoisienne d’une extension
de Kummer.

2.2.1. Extensions g-itérées. — Une généralisation possible des extensions de Lubin-
Tate est la notion d’extension -itérée, qui a été définie de fagon légérement différente par
plusieurs auteurs (voir [Ber16a] et [CD15]), dont I'extension de Kummer est également

un cas particulier. On choisit ici de faire la définition suivante :

Définition 2.2.6. — Soit uy = 7 une uniformisante de Ok, soit d une puissance de ¢ et
soit P(T) € Ok[T] une série formelle vérifiant P(0) = 0 et P(T) = T? mod 7Of. Soit
alors u,,1 € O une racine de P(T') — u,, et soient K,, = K (u,) et L =J K.

Une extension L/K de cette forme est dite p-itérée.

Remarque 2.2.7. — Notre définition est un peu plus générale que celle donnée par
Berger dans [Ber16al. En effet, Berger demande a ce que P(T') soit en fait un polynome
unitaire de la forme T 4+ a4 T% '+ --- + a;T avec les a; dans my, pour 1 <i < d — 1.

La définition 2.2.6 est quasiment la méme que celle de Cais et Davis dans [CD15], & ceci
prés qu’on s’autorise ici & prendre P(T) = T? mod 7 avec d une puissance de ¢ plutot

que d = gq.
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Toutes les extensions K, /K considérées jusqu’ici sont « presque » @-itérées, comme le
montrent les exemples suivants :
Ezxemple 2.2.8. —

(1) En prenant P(T') = T? et 7 une uniformisante de K, 'extension -itérée correspon-
dante K, /K est Pextension de Kummer associée a .

(2) Si LT est un groupe de Lubin-Tate formel sur Ok attaché & 7 et qu’on note K,, =
K(A,), alors I'extension K, /K est p-itérée avec o(T) = [r|(T).

(3) Si S est un groupe de Lubin-Tate relatif & une extension E/F et a € F comme
dans la définition, alors ES /E; est g-itérée avec ¢(T) = [a](T).

Cais et Davis montrent en fait le théoréme suivant :

Théoréeme 2.2.9. — Soit K,/ K une extension p-itérée. Alors il existe une sous-W (kg)-
algebre de AT, notée A}w/K, de la forme AEW/K = Wi(kk)[u], telle que 1 (X (Ky)) =
ki (@), et W(kg)[u] est muni d’actions d’un Frobenius et de Aut(Ky/K) commutant

Pune a Uautre et relevant celles sur ki (w)).
Démonstration. — Voir [CD15, Thm. 1.2 et Thm. 1.4]. O

Dans leur article [CD15] sur le relévement du corps des normes dans le cas d’extensions
p-itérées, Cais et Davis ont besoin de faire 'hypothése que cette extension est méme
strictement APF, afin d’obtenir des plongements dans les anneaux de Fontaine. Le
théoréme suivant, qu’ils ont ensuite montré avec Lubin, montre que cette hypothése est

en fait une conséquence de la définition d’extension @-itérée :
Théoréme 2.2.10. — Une extension p-itérée est strictement APF.

Démonstration. — Le théoréme principal de [CDL16] montre que si L/K est une ex-
tension infinie, totalement sauvagement ramifiée, alors L/K est strictement APF si et
seulement si il existe une tour d’extensions finies {L, },>2 de L; := K dans L telles que
L =JL, et une suite (m,),>; d'uniformisantes de L,, telles que :

(1) NLn+1/Ln(7Tn+1> =Tn ;

(2) la suite des degrés ¢, := [Ly41 : L] est majorée ;

(3) il existe € > 0 tel que si f,(z) = 29 + ap g, 127 + -+ + ap1x + (—1)P7m, € E,[7]
est le polynome minimal de 7,4, sur L, alors les coefficients non constants a,; de f,
vérifient vk (a, ;) > e.

Par définition, une extension p-itérée vérifie ces conditions, ce qui montre le résultat. [

Lorsque K,/ K est une extension p-itérée qui est de plus galoisienne, les théorémes 2.2.9
et 2.2.10 montrent qu’on peut relever action de I'x = Gal(K/K) en caractéristique 0

avec le Frobenius de hauteur finie.

2.2.2. Relévement du corps des normes dans le cas hauteur finie. — Comme
évoqué au début de cette section, une question intéressante serait de savoir pour quelles

extensions galoisiennes strictement APF K.,/ K on peut relever les actions du Frobenius
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et de 'y = Gal(K,/K) en caractéristique 0. On rappelle que cela signifie, en notant
ki (7)) le corps des normes de K /K, qu'il existe une extension finie £ de Q,, telle que
ki C kg, un entier d qui est une puissance de ¢ et des séries {F,(T") }ger, et P(T) dans
Ap telles que :

(1) pour tout g € Tk, Fy(T) € kx(T)) et P(T) € kx(T)) ;

(2) Fy(rg) = g(mk) et P(rg) = mf ;

(3) FjoP=PoF,et F,oF, = F, pour g,h € T'g ;

(4) Fiq=T.

On va a présent s’intéresser a la méme situation que Berger dans [Ber14|, a savoir
qu’on supposera que le relévement est de hauteur finie, ¢’est-a-dire que P(T') € Og[T].
On se propose ici d’affiner un peu le résultat de Berger, en montrant qu’en fait une telle
extension est engendrée, a extension finie prés, par les points de torsion d'un groupe formel
de Lubin-Tate, ce qui fait écho a la « conjecture de Lubin » dans ce cas particulier. Ici,
c’est le relevement du Frobenius qui joue le role de la série non inversible et les séries F
jouent le role des séries inversibles qui commutent a P.

Pour montrer le résultat voulu, on va utiliser des méthodes similaires a celles dévelop-
pées par Berger dans [Ber16a| lorsqu’il s’est intéressé aux extensions p-itérées qui sont de
plus galoisiennes, mais il va d’abord nous falloir montrer un certain nombre de résultats
préliminaires.

Soit E 'anneau défini dans la partie 1.1.3. Si on pose Ex = Efx, ot Hy = Gal(Qp/Koo),
on dispose alors d’un plongement Gy-équivariant tx @ Xg(Ko) — EK défini & la propo-
sition 1.1.31, dont on appelle Ex I'image.

On note Wg(-) = Op ®0,, W(+) les wp-vecteurs de Witt. On pose A = Wg(E), quon
munit du Frobenius Og-linéaire o, et de 'action Og-linéaire de G provenant des actions
sur E. Soit Ay = Afx de telle sorte que Ap = WE(EK)

Proposition 2.2.11. — Si Ag est muni d’'une action de I'i et d’un Frobenius pgq qui
commute a ['action de 'k, ces deur actions relevant celles sur le corps des normes
Xk (K) alors on a un plongement Ap — :&E, compatible avec pg et 1'k-équivariant,

qui reléve Uinjection 1 = X (Ko) — EK.
Démonstration. — Voir [Fon90, A.1.3|. O

On notera par la suite u 'image de T' dans Ap par ce plongement, de sorte que ¢q(u) =
P(u) et que u reléve tx(mg).

Berger a alors montré le résultat suivant concernant cet élément w :
Lemme 2.2.12. — Si P(T) € Og[T], alors u € A*.
Démonstration. — Voir |Ber14, Lemm. 3.1]. O

Commencons par rappeler les résultats de la partie 4 de [Berl4|, qui permettent

d’améliorer la régularité des séries P(T') et Fy(T) pour g € ' :

Proposition 2.2.13. — Pour tout g € I', F,(0) = 0.
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Démonstration. — Voir [Ber14, Prop. 4.2] et 'erratum [Ber18|. O

On peut a présent définir un caractére 1 : I'x — OF par n(g) = F,(0).

Lemme 2.2.14. — Si P(T) € Og[T], alors il existe a € mg tel que si T' =T — a et
u =u—a, alors g(u') = Q') avec Q(T") € T' - Og[T"].

Démonstration. — Voir |[Ber14, Lemme 4.4]. O

On va considérer par la suite qu’on a effectué le changement de variable donné en 2.2.14

tout en gardant les notations précédentes, de sorte que P(0) = 0 et que P(u) = pq(u).
Lemme 2.2.15. — On a P'(0) # 0.

Démonstration. — La démonstration est semblable a celle de Berger dans [Ber14, Lemm.
4.5]. On sait par la proposition 2.2.13 que F,(T) € T - Og[T] pour tout g € I'g. On
peut donc écrire F,(T) = n(g)T + O(T?), et P(T) = mT* + O(T**') avec m, # 0.
Comme F, o P = Po F,, on a n(g)mx = mn(g)*, et done pour k # 1, n(g)* ' = 1. En
particulier, pour g € n7!(1 + 2pOg), sous-groupe ouvert de I'g, on doit avoir n(g) =
1. Pour un tel ¢ € I'g, g # 1, on a g(v) # v et donc Fy(T) # T, on peut alors
écrire F,(T) = T + T'h(T) avec i > 2 et h(0) # 0. Comme Po F, = F,0 P, on a
P(T +T'h(T)) = 32 ,5(T*R(T))? PYX(T) /4!, et donc

P(T) + P(T)'W(Q(T)) = Q(T) + T'W(T)P'(T) + O(T***72),
et donc P(T)'h(P(T)) = T'h(T)P'(T) + O(T?**=2). Le terme de plus bas degré dans le

terme de gauche est de degré ki, alors que celui du terme de gauche est de degré ¢+ k — 1.
On en déduit ki =i+ k — 1, soit (k—1)(: — 1) =0, et donc k = 1. O

Corollaire 2.2.16. — Le caractére n : ' — OF est injectif.

Démonstration. — Ce corollaire découle de la proposition 1.1 de [Lub94|, qui montre que
si @Q'(0) € mg \ {0}, alors une série f(T) € T - Og[T] qui commute a @ est déterminée
par f’(0). Par conséquent, F, est entiérement déterminée par 7(g). En particulier, on a

Fy(T) =T si et seulement si g(u) = u et donc si et seulement si g = id. O

Comme P’(0) # 0, on peut a présent définir un logarithme associé & P, comme dans
[Lub94] :

Proposition 2.2.17. — Il existe une unique série formelle Lp(T) € E[T], holomorphe
sur le disque unité ouvert, et qui vérifie :

(1) Lp(T) =T + O(T?) ;

(2) Lpo P(T) = P(0) - Ly(T) ;

(3) Lpo Fy(T) =n(g) - Lp(T) pour g € I.

Démonstration. — 11 s’agit des propositions 1.1, 2.2 et 1.3 de [Lub94]| qui montrent au

passage que

_ oy T S(P(T))
LP(T> - nETOO P/(O)n =T H W’

n>0
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ot P(T) =T - S(T). 0

On va utiliser ce logarithme pour construire des périodes cristallines pour 1 comme
dans [Ber16a, §4]. On note ]N3;§g la. complétion de Fréchet de AT[1/p] pour la valuation
V' (-, [0, +o0[) comme dans la partie 1.2.2, et on fera attention au fait que cet anneau n’est
pas le méme que celui défini dans la partie 1.2.2 mais en est une généralisation au méme
titre que les anneaux définis dans la partie 2.1.4. En fait, si B désigne 'anneau ]§;§g du
premier chapitre, alors 'anneau B, qu’on vient de définir est en fait Bf, = £ ®g, B. Si
u € AT est I'élément défini & la suite du lemme 2.2.11 (et est bien dans AT via le lemme
2.2.12, Lp(u) converge dans ]§Ig, et g(Lp(u)) =n(g) - Lp(u) par les propriétés de Lp.

Un autre résultat de [Lub94| et qui va étre utile par la suite est le suivant :
Proposition 2.2.18. — Si f(T) € T - Og[T] est tel que f'(0) € mg \ {0}, on note
A(f) Uensemble des zéros des itérés de f (dans mg,). Si g(T) € T - Og[T] est tel que
g'(0) € OF et nest pas une racine de ['unité, on note A(g) 'ensemble des points fizes de

tous les itérés de g.
Si g et f commutent, alors A(g) = A(f).

Démonstration. — Voir [Lub94, Prop. 3.2]. O

On note X 'ensemble des plongements de E dans Qp. Si T € X, soit n(r) € N tel que
7 = ") sur kg, et soit u, = (1 ® p")(u) € A;’(E).

Pour F(T) =Y ;5 fiT" € E[T], on note F™(T) =Y ,o, 7(f;)T" qui est dans 7(E)[T].
On a alors g(L}(uT)_) =7(n(g)) - Lp(u,) dans EIgJ(E). On a alors le résultat suivant, qui
est le théoréme 4.1 de [Ber14| :

Proposition 2.2.19. — Le caractére n : I'x — Oj, est de Rham, & poids positifs.
Démonstration. — Voir |[Ber14, Thm. 4.1]. O

Dans le cas ou K = E et oit K/Q, est galoisienne, on peut en fait déduire le résultat

suivant :

Proposition 2.2.20. — Si K = E et si K/Q, est galoisienne, alors n : I' — Oy est

cristallin & poids positifs.
Démonstration. — La démonstration est la méme que [Ber16a, Prop. 5.2]. O]

De fagon analogue a la proposition 5.6 de [Ber16a], on a également le résultat suivant,

oll on note r, le poids de n en 7 pour 7 € X :

Proposition 2.2.21. — Si T € X, les assertions suivantes sont équivalentes :
) r,>1;

(2) Lp(ur) € Fil'Bag ;

(3) O(ur) € Q, ;

(4)

0
4) O(u,) € A(P7).
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Démonstration. — Puisque g(Lp(ur)) = 7(n(g))- Lp(u,), Péquivalence entre (1) et (2) est
immeédiate. Si maintenant, Lp(u,) € Fil'Bgg, alors LL(6(u,)) = 0 et donc 6(u,) € Q,.
Il est clair que (4) implique (3). Supposons maintenant (3) et notons = = 6(u,), de telle
sorte que g(z) = F7(x). Si g est assez proche de 1, alors g(x) = = donc x € A(F]) =
A(PT7) par la proposition 2.2.18, de sorte que (3) implique (4). Il ne reste donc plus
qu’a montrer que (4) implique (2). Si il existe n > 0 tel que (P7)°*(A(u,)) = 0, alors
(P7)"(0(u,)) € Fil'Bgg et donc L (u,) € Fil'Bgr par la proposition 2.2.17. O

Remarque 2.2.22. — Cette proposition est trés similaire & [Berl6a, Prop. 5.6]. On
remarque cependant une différence notable : dans le cas des extensions @-itérées traitées
par Berger, on disposait d'un élément u canonique tel que @q(u) = P(u) et (u) € Q,.
Ici, on dispose bien d’un élément canonique u tel que p4(u) = P(u), mais il n’y a aucune

raison pour qu’on ait #(u) € Qp.

Proposition 2.2.23. — Il existe T € ¥ tel que 0(u,) € Qp. De plus, si on note v, =
0 o ;" (u,), alors pour tout n € N, 0o p;"(u;) € T(E)o := 7(E) - Koo €t T(E)oo =

Unen 7(E) (vn)-

Démonstration. — La premiére chose a remarquer est qu’il existe un 7 € X tel que r, > 1.
En effet, le caractére n est a poids positifs ou nuls, donc si un tel 7 n’existait pas, le
caractére aurait ses poids tous nuls, de sorte que la représentation donnée par ce caractére
serait C,-admissible et donc 7 serait potentiellement non-ramifié par le théoréme de Sen
[Sen73, §5|. Comme lextension K /K est totalement ramifiée et infinie, et que 7 est
injectif, c’est impossible.

Soit maintenant 7 tel que 7, > 1, c’est-a-dire tel que O(u,) € Qp par la proposition
2.2.21, et on va pour simplifier les notations poser v = u, dans ce qui suit. On note a
présent v, = 0 o ¢, "(v) et on note K,, = K(v,).

Si on note U = (U, )nen dans E+, alors v,, = v,, dans Ocp/u%p par |[Fon94a, 1.2.3]. En
particulier, les v, sont dans Ok, modulo aj_ et donc sont dans O _ et invariants sous
Gal(ﬁp/Koo). Comme de plus, 6(v) € Qp, on en déduit que les v, sont dans K.,. Les
vy, vérifient la relation P7(v,41) = v, puisque p4(v) = P7(v). On va donc maintenant
montrer que 7(E)s = U~ T(E)(vy). Soit L = |J7(E)(v,) et soit g € I'x tel que
gir = idg. Alors en particufier, g(vn) = v, pour tout n, et donc Fy(v,) = v, pour tout
n > 0. Comme F](T) — T est une série dans Og[T], qui n’a donc qu'un nombre fini de
zéros dans le disque unité. Comme ||v,|| — 1 avec pour tout n > 0, ||v,|| < 1, on en
déduit que F;(T) =T et donc que g(u) = u, c’est-a-dire que g = id. On en conclut que
T(E)oo = Ups1 7(E) (vn). O

Quitte a faire grossir E, ce qui ne change pas les hypothéses de départ sur le fait qu’on
puisse relever I'action de I'xr & A, on peut supposer que E/Q, est galoisienne (donc
en particulier que 7(E) = FE), que E contient K, et que Uextension E, := FE - K est
totalement ramifiée sur £. On considére donc & présent que E vérifie ces hypothéses.

uitte a remplacer P par un de ses itérés P°™, on peut toujours supposer que d est
]
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une puissance du cardinal de kg, et on renumérote les v, en conséquence, c’est-a-dire
en prenant v, = 6 o ¢;"(u,) une fois qu’on a modifié d. On note alors pour n € N
E,+1 = E(v,) (pour éviter toute confusion avec la notation Fy qui désigne 1’extension

maximale non ramifiée de Q, dans E). On note également I'y = Gal(Ew/E).

Lemme 2.2.24. — Pour toutn € NU{+o00}, l'extension E, | E est galoisienne et on dis-
pose d’une injection Gal(E, /E) — Gal(K,/K) donnée par g — gk, De plus, l'extension
E/E est strictement APF.

Démonstration. — Soit n € N. L’extension K, /K est engendrée par un certain élément
a, dont tous les conjugués sur K sont aussi dans K,,. L’extension F,/E est donc aussi
engendrée par o, et comme K C F, les conjugués de o sur E sont a fortiori des conjugués
de a sur K, donc dans E,,. L’extension E, /E est donc galoisienne pour tout n, de sorte
que c’est aussi le cas de E,/E. Si maintenant n € N U {400}, soit ¢ € Gal(E,/E)
tel que gk, = idg,. Alors comme g = idg, on a g, = idg,, ce qui montre que
I'application Gal(E,/E) — Gal(K,/K) donnée par g — g, est injective. Le reste est
une conséquence directe de ce qu’on vient de montrer et du fait que K /K est strictement
APF (voir [Win83, Prop. 1.2.3]). O

Proposition 2.2.25. — Il existe w € A" tel que

Oplw] = {z € O ®o,, W(E"),00¢,"(2) € Og, pour tout n > 1}.

Démonstration. — Soit R = {z € Op ®o,, W(EY),0 0 p;"(z) € O, pour tout n > 1}.
C’est une Opg-algébre, séparée et compléte pour la topologie wg-adique, ot wg est une

uniformisante de Q. De plus, si 2 € R, son image dans ET est en fait dans Jim Og,/ag, .

Tzl
La proposition 2.2.23 montre que u, € R, et donc en particulier, R/wgrR contient

kg[uz]. On sait que lim Op, /a%, =~ kg[v] pour un certain v € E*, et on considére un
z—zd
¢lément w € R/wgR de valuation minimale parmi

{r € R/wgR,vg(x) > 0}.

Cet ensemble est non vide puisqu’il contient w,, et on peut effectivement choisir un élé-
ment de valuation minimale dedans puisque la valuation induite par celle de E* sur

im Op, /ap, est discréte. Alors R/wpR ~ kg[w], et donc R = Og[w] pour w € R

r—xd
relevant w, puisque R est séparée et compléte pour la topologie wg-adique. O

Lemme 2.2.26. — L’anneau Ogw] est stable par U'r et il existe une série Q(T) €
Og[T] telle que pq(w) = Q(w). De plus, il existe a € mg tel que, si w' = w — a, il existe
S(T) e T-Og[T] telle que S(w') = pq(w') et S(T) =T? mod mpg.

Démonstration. — L’ensemble

{x €At fo 0, "(x) € O, pour tout n > 1}
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est clairement stable par ¢4, et est égal & Og[w] par la proposition 2.2.25, de sorte que
wa(w) € Opfw] et donc qu’il existe une série formelle ) € Og[T] telle que Q(w) = q(w).
En particulier, on a Q(w) = w? et donc Q(T) = T? mod my.

Soit maintenant R(T) = Q(T + a) avec a € mg et soit w' = w — a. Alors pg(w') =
pa(w—a) = Q(w)—a = R(w')—a, et on note S(T) = R(T)—a de sorte que q(w') = S(w').
Pour que S(0) = 0, il suffit donc de trouver a € mg tel que @Q(a) = a. Un tel a existe bien
puisque comme Q(7) = T¢ mod mg, le polygone de Newton de Q(T') — T commence par
un segment de longueur 1 et de pente —uv,(Q(0)).

Pour finir, on a S(w') = @4(w’) et donc S(w') = w, de sorte que S(T)=T9 mod mpg.

[

Le lemme 2.2.26 montre qu’on peut choisir w dans
{3: € A* 00 ;" (x) € Og, pour tout n > 1}
tel que pq(w) = Q(w) avec Q(T') € T - Og[T], et on supposera par la suite avoir fait un

tel choix.

Lemme 2.2.27. — L’anneau Ogw] est stable par T'g, et si g € T'g, il existe une série
H,(T) € Og[T] telle que g(w) = Hy(w).

Démonstration. — Comme FE, /E est galoisienne pour tout n par le lemme 2.2.24 et

comme l'action de Gg commute & celle de ¢ et de €, 'ensemble
{x € A* 00 p;"(z) € O, pour tout n > 1}

est stable sous 'action de I'g, et d’aprés la proposition 2.2.25, cet ensemble est égal a
Og[w]. En particulier, si g € I'g, alors g(w) € Ogw] donc il existe Hy(T') € Og[T] telle
que Hy(w) = g(w). O

On dispose des mémes propriétés de régularité pour les séries () et {H,} que pour les

séries P et {F,} précédemment :
Proposition 2.2.28. — On a Q'(0) # 0 et pour tout g € 'y, H,(0) = 0.

Démonstration. — La démonstration est la méme que pour la proposition 2.2.13 et le
lemme 2.2.15. O

On définit & présent k(g) = H,(0), de telle sorte que g — £(g) est un caractére x
'y — Of. Comme dans le cas de 7, les propriétés de régularité des séries permettent de

montrer que k est injectif :
Corollaire 2.2.29. — Le caractére k : 'y — Op, est injectif.

Démonstration. — Comme pour le corollaire 2.2.16, ce corollaire découle de la proposition
1.1 de [Lub94|, qui montre que si Q'(0) € mg \ {0}, alors une série f(T) € T - Og[T] qui
commute & () est déterminée par f’(0). Par conséquent, H, est entierement déterminée
par x(g). Il reste & montrer que 'action de g sur w détermine entiérement g, maissi g € I'g

agit trivialement sur w, alors comme il existe 7 tel que u, € Og[w], on a g(u,) = u, avec
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u, comme & la proposition 2.2.23, de sorte que g agit trivialement sur F,,, ce qui permet

de conclure. O

Comme Q'(0) # 0, on peut également définir un logarithme associé & () comme dans

la proposition 2.2.17 :

Proposition 2.2.30. — I existe une unique série formelle Lo(T) € K[T], holomorphe
sur le disque unité ouvert, et qui vérifie :

(1) Lo(T) =T+ O(T?) ;

(2) LooQ(T) =Q'(0) - Lo(T) ;

(3) Lq o Hy(T) = k(g) - Lo(T) pour g € T,

On définit également des « conjugués » de la période w, qui sont & w ce que les u,
étaient & u : on définit, pour 7 € ¥ = Gal(E/Q,), w, = (1®@¢")(w) € At oun(r) N
est tel que 7 = ™) sur kg.

Comme a la proposition 2.2.20, on dispose du résultat suivant :

Proposition 2.2.31. — Le caractére k est cristallin a poids positifs.
Démonstration. — C’est encore la méme démonstration que [Ber16a, Prop. 5.2|. O
: _ n(r) .

On définit également w? = 0 o ;" (w,) et w* = (Q7)°*(wh ). Ces éléments w*
vont permettre d’approximer les w?.
Lemme 2.2.32. — On a 0o p;"(w,) = limy_ ;o w™F.
Démonstration. — L’image de w, dans E* est "™ (@) = w?"" et py(w,) = Q7 (w,). Le
lemme est alors une conséquence de [Col02, Lemm. 9.3]. O

Lemme 2.2.83. — Pour M > 0, il eziste j > 0 tel que vg(w? — w™) > M pour tout
n>1.

Démonstration. — Voir |Ber16a, Lemm. 5.4|. O

Pour 7 € ¥, on note 7/ le poids de k en 7. On a, de fagon analogue a4 [Berl6a, Prop.
5.6] :

Proposition 2.2.34. — Si T € X, les assertions suivantes sont équivalentes :
1) rr=1;

(2) Ly (w-) € Fil'Bag ;

(3) O(w,) €Q,

(4) O(w;) € MQ7) ;

(5) wr € Ujsopy” (Op[w]).

Démonstration. — L’équivalence entre les quatre premiéres propriétés a déja été dé-
montrée a la proposition 2.2.21. Il reste donc & montrer I'équivalence avec (5). Si
w, € Ujsopy’ (Op[w]), alors comme pq(w,) = Q" (w,) et comme Og[w] = {z € At 0o
¢ "(z) € O, pour tout n > 1} par 2.2.25, on en déduit que 6(w,) € Qp. Réciproque-
ment, supposons #(w,) € Qp. Il suffit de montrer qu’il existe 7 > 0 tel que w? € Op

n+j
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pour tout n par la caractérisation de Og[w] de 2.2.25. Soit maintenant M tel que
M > 1+ vg((Q7) (wr)) pour tout n > 0. Par le lemme 2.2.33, il existe j > 0 tel que
ve(w?® —w™) > M pour tout n > 1. Alors comme w” est une racine de Q" (T) — w™™?,

» —w! est une racine de Q7(w?? +T) —wl! . Siw!™' € O, ,, alors R,(T) =
QT (w +T) —wl™ ! est dans O, [T], et vérifie vp(R,(0)) > M + vg(R'(0)). On en

déduit alors que R,(T') posséde une unique racine de pente vg(R,(0)) — vg(R,(0)) > M

w

par la théorie des polygones de Newton. Cette racine est donc dans E, ;. En partic-

ulier, comme cette racine est w” — w™?, on en déduit que w™ € O ce qui conclut la

T ) n+j 7

preuve. ]

Remarque 2.2.85. — L’avantage de travailler dans Ogw] plutot que dans Ogfu] est
qu’on dispose cette fois d’un item 5 dans la proposition 2.2.34 (comparer avec la propo-
sition 2.2.21), qui nous permet d’exprimer les « bonnes » périodes de x en fonction de

w.

Si 7 satisfait ces conditions, on peut alors écrire w, = f,(¢,”" (w)) pour un certain
Jr > 0 et un certain f, € Og[T]. De fagon analogue a [Berl6a, Lemm. 5.7|, on a le

lemme suivant :

Lemme 2.2.36. — On a f;(0) =0, f/(0) #0, Q"o f(T) = froQ(T), et H] o f-(T') =
froHy(T).

Démonstration. — Siw, = f-(¢,” (w)), alors Q7 (w,) = Q7o f, (0’ (w)), et alors pg(w,) =
pafr o0 (W) = fr(9,” (pa(w))), de sorte que Q7 o f(T) = f, o Q(T). De la méme
fagon, Hj o f(T) = froHy(T). En évaluant maintenant en 7' = 0 la relation Q7o f(T') =
froQ(T), on obtient Q7(f-(0)) = f-(0) et donc f-(0) est une racine de Q™(T') — T.
Comme Q7(0) = 0 et comme Q7(T) = T¢ mod my, on a par la théorie des polygones
de Newton que soit f,(0) est de valuation 0 soit f,(0) = 0. Mais le premier cas ne peut
pas se produire puisque 6 o ;" (w,) = f-(wp4;) et donc f,(0) € mg. De plus, f.(0) # 0,
car si on écrit f(T) = fiT% + O(T*!) avec fi # 0, alors comme Q7 o f.(T) = f, o Q(T),
on a 7(Q'(0)) fr = frQ'(0)F et donc 7(Q'(0)) = Q'(0)*, et donc k = 1 puisque vg(Q'(0)) >
0. O

La encore, on obtient un résultat similaire a celui de Berger et le lemme qui suit est

'exact analogue de [Berl6a, Coro. 5.8].

Lemme 2.2.37. — Soit G = {1 € X tels que v > 1}. Alors G est un sous-groupe de 3
et si = E%, alors k(g) € OF. De plus, v est indépendant de T € G.

Démonstration. — La proposition 2.2.25 montre que 7 = id vérifie la condition (3) de la
proposition 2.2.34, de sorte que r{; > 1. Si o, 7 vérifient la condition (5) de la proposition
2.2.34, alors on peut écrire w, = f, (9,7 (w)) et w, = f,(p;7"(w)), de sorte que w,, =
f7 o f,(;7 777 (w)), et donc o vérifie aussi la condition (5). Comme ¥ est un groupe

fini, cela montre que G est un sous-groupe de .
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Par le lemme 2.2.36, Q" o f, = f, o Q(T), et donc (Q7)°" o f. = f, o Q°*(T), de telle

sorte que
1 1
QTonOTT: TOQ‘)”T’
G @) (1) = Gt 0 QD)
et donc en passant a la limite, Ly, o f-(T') = f1(0) - Lo(T). Comme de plus, HJ o f(T) =
froHy(T), on a g(Lgy o f-(v)) = 7(n(g)) - (LG o f+(v)). On en déduit que 7(x(g)) = £(g)
puisque Lj o fr(v) = f(0) - Lg(v). Ceci est vrai quel que soit 7 € H, donc k(g) € Op.
Comme k(g) € Op, son poids 7 en 7 ne dépend que de 7/ et est donc indépendant de
TEH. O

Pour finir, il nous faut utiliser un peu de théorie du corps de classes local : pour A
une uniformisante de F, on note E) ’extension de E attachée a A par théorie du corps
de classes local. Cette extension est engendrée par les points de torsion d’un groupe
de Lubin-Tate formel défini sur F et attaché a A, et on note x§¥ : Gal(E)/E) — O}
le caractére de Lubin-Tate correspondant. Comme FE. /E est abélienne et totalement

ramifiée, il existe A uniformisante de O telle que E,, C E).

Proposition 2.2.38. — On a k=[] . 7(x¥)™.

Démonstration. — C’est la méme preuve que [Berl6a, Prop. 6.1]. O
Théoréme 2.2.39. — Il existe F C E et r > 1 tels que n = Ng/r(x¥)"

Démonstration. — Soit F' le corps donné par le lemme 2.2.37 et r = r_ pour 7 € G, qui
ne dépend pas du choix de 7 € G par le lemme en question. Le lemme 2.2.37 montre
au passage que G = Gal(FE/F), et donc en combinant ces résultats avec la proposition

2.2.38, on en déduit donc que n = Ng,/p(x¥)" ]
Tout cela couplé au lemme 2.1.13 permet finalement de montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.2.40. — Si K est une extension finie de Q, et si Ko /K est une extension
infinie strictement APF et galoisienne, de groupe de Galois 'y = Gal(K«/K), et telle
qu’il existe une extension finie B de Q, telle que kx C kg, un entier d puissance du
cardinal de kr et des séries {Fy(T)}ger, et P(T) dans Ak telles que :

(1) pour tout g € T, Fy(T) € kx(T)) et P(T) € ki (T)) ;

(2) Fy(mi) = g(mi) et P(my) =7 ;

(3) FyoP=PoF, et FyjoFy, = Fy, pour g,h € I' ;

(4) Fa=T ;
alors il existe une extension finie L de E, un sous-corps ' de L et un groupe de Lubin-
Tate S relatif o Uextension F'™ N L de F, tel que si L3 est lextension de L engendrée

par les points de torsion de S, alors Ko C LS et L3 /K, est une extension finie.

Démonstration. — Soit L une extension finie de E telle que L contienne K, L/Q, est
galoisienne et L., /L est totalement ramifiée. Soit A une uniformisante de L telle que
Lo C Ey, soit E' = F*™ N L et soit m = Ny /p/(\) et @« = Np/p(A), de sorte que 7 est une

uniformisante de £’ et @ = Np//p(m). Soit S le groupe de Lubin-Tate relatif associé a «,
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et soit L, 'extension de L engendrée par les points de torsion de S. Si g € Gal(Q,/L%,),
alors Np/p(x¥(g9)) = 1 par le lemme 2.1.13, et donc par le théoréme 2.2.39, k(g) = 1. En
particulier, on a Lo, C L. Par le théoréme 2.2.39 et un peu de théorie de Galois, on a

alors :
(1) L5, est le corps découpé par {g € G : Ni/r(x¥(g)) = 1} ;
(2) Loo est le corps découpé par {g € G : Ni/p(x¥(9))" = 1}.
de sorte que L2 /L., est une extension galoisienne finie dont le groupe de Galois s’injecte

dans {x € Of, 2" = 1}. La conclusion suit du fait que L, /K est une extension finie. [

2.2.3. Réalisation d’extensions engendrées par les points de torsion d’un groupe
de Lubin-Tate comme extensions ¢-itérées. — On montre dans cette partie com-
ment construire certaines extensions vérifiant la caractérisation du théoréme 2.2.40, et
ce de facon ¢-itérée. De facon plus générale, on se demande, si K est une extension
finie de Q,, si K /K est I'extension engendrée par les points de torsion d'un groupe de
Lubin-Tate relatif, relatif a un sous-corps F' de K, et si L est une extension de K incluse
dans K, telle que K. /L soit finie, peut-on réaliser L/K de fagcon p-itérée 7 De plus,
est-il possible dans certains cas de montrer que la série P(T') correspondante est méme
un polynome ?

La plupart des résultats de cette partie sont issus de l'article [LMSO02| de Laubie,
Movahhedi et Salinier. Dans cet article, ils montrent en particulier comment construire,
a partir d’une loi de groupe formel de Lubin-Tate sur Ok, des séries qui sont des endo-
morphismes associés a une loi de groupe formel sur K appelée d-condensée et dérivée de
celle de Lubin-Tate.

Soient K, /K une extension de Lubin-Tate associée a une uniformisante =, S(X,Y’) une
loi de Lubin-Tate associée a cette uniformisante, 'y = Gal(K/K), x» : I'x — Of le
caractére de Lubin-Tate associé et d un entier tel qu’il existe un sous-groupe multiplicatif
W d’ordre d dans Q. On pose E = K((T)).

Pour a € K on définit [a] = [a|(T") € E 'unique endomorphisme de la loi F' sur K dont
la dérivée en 0 est a. On note P = [r].

Le groupe W agit sur F par composition & droite : (w, Q) — w.Q = Q o [w].

Par le théoréme d’Artin, on sait que E/E" est galoisienne de groupe de Galois isomor-
phe & W, et on définit alors V' := Ng/gw (T) = [ [, cpp [w](T).

Lemme 2.2.41. — On a EY = K(V)).

Démonstration. — C’est le lemme 2.1 de [LMS02] et c’est une conséquence directe d’un
théoréme plus général de Samuel [Sam66|, qui affirme que si O est un anneau local
intégre noethérien complet, et si G est un groupe fini de O-automorphismes de O[T, alors
Panneau O[T des invariants de G est le sous-anneau O[f(T)], ou f =[[,.os-T. O

Proposition 2.2.42. — Pour tout a dans K, il existe une unique série I', telle que

o0V =Volal = Ng/pw(la])
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On a alors la relation Ty o Ty = Ty, et Ty est, pour a € OF une série formelle dont la

dérivée en 0 est a®.

Démonstration. — Le fait que pour tout a dans K, il existe une unique série I', telle que
[,o0V =Volal = Ng/pw(la])

est une conséquence directe du lemme 2.2.41. La relation I', o I'y = I',, découle de ce
qu’on vient de dire et du fait que [a] o [b] = [ab].

1l reste & montrer que I, (0) = a?. On écrit donc T'y(T) = a- T+ O(T?) (ce qu’'on peut
bien faire puisqu’on a I',(0) = 0 en évaluant la relation I'; o V' =V o [a] en 0), et on écrit
V(T) = (-1)'T4 4+ O(T1). On a alors

LaoV =a(=1)"'T"+ O(T™)

et
Vola = (=1)* ! (aT)? + O(T"")

d

de sorte qu’en identifiant les coefficients en 79, on a a = a?, ce qu’il fallait démontrer. [

Les séries Iy, pour k € OF sont entiérement déterminées par leur dérivée en 0 :
Lemme 2.2.48. — Soient k,{ € OF.. On a 'y =T si et seulement si I'.(0) = I',(0).

Démonstration. — On prend le logarithme Lp associé au groupe formel de Lubin-Tate

considéré comme a la proposition 2.2.17. Alors

Lp(TyoV)=Lp(Solk])=Lp ( 11 [wk]) =k Lp

weWw
par le deuxiéme point de la proposition 2.2.17. En particulier, 'y = I'y si et seulement si

(% = k%, ce qui correspond bien aux dérivées en 0 de I'y et 'y, par la proposition 2.2.42. [
On peut également expliciter les coefficients des séries I, :

Lemme 2.2.44. — SiT(T) =377, co(a)T™ alors cy(a) est le résidu en 0 de
Vo la[(T) VI(T)
d V(T)n-‘rl ’
Démonstration. — Voir [LMS02, Lemm. 2.4|. O

On va a présent considérer la série [';; et I'utiliser pour construire une extension p-itérée

de K. Pour ce faire, on a tout d’abord besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2.45. — La série I'; vérifie les conditions suivantes :
(1) T,(0) =0 et T"(0) = 7? ;
(2) Th(T) =T9 mod mg.

Démonstration. — Le premier point a déja été énoncé et démontré dans la proposition
2.2.42. Pour montrer le deuxiéme point, on utilise la relation I'; o V' = V o [7](T), ce
qui nous donne en réduisant modulo 7 : I'x(V) = V(T?) mod 7 et donc I'; (V) = V(T)?
mod 7. On en déduit que I'; =T9 mod . O
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Théoréeme 2.2.46. — Si K../K est une extension de Lubin-Tate et si W est un sous-
groupe d’ordre d, premier a p, de O, alors il existe une exstension intermédiaire K C
L C K, avec L/K finie, une extension p-itérée Lo,/ L telle que Lo, = |J L(u,) et une
Jamille {Fy(T)}gecar./r) telles que g € Gal(Lo/L) agit sur les uy, par g(u,) = Fy(un)
avec Fy(0) = 0 et si on pose, pour g € Gal(Ls/L), n(g) = F,(0), alors n définit un
caractére Gal(Ly /L) — O et vérifie n(g) = xx(9)%. De plus, Lo, = K.

Démonstration. — Soit o € mg, xo # 0, tel que [7](zo) = 0 et soit ug = S(x). Comme
I'yoV =Vor],onal;(u)=0.

Montrons a présent que g est une uniformisante de L := K (ug). Comme d est premier
a p, la discussion suivant la proposition 6.4 de [LMS02| montre que ug = S(x¢) est racine
de multiplicité d de I',; et que les autres racines de [';; autres que 0 sont aussi de multiplicité
d. En particulier, on en déduit que [K(ug) : K] < L. Mais S(z9) = ug et V(7)) peut
s’écrire sous la forme V(T) = (=1)41T9(1+V,(T)) avec Vi (T') série inversible dans O [T
(voir la démonstration de [LMSO02, Prop. 2.6]). En particulier, [K(x) : K(ug)] < d.
Or comme x( engendre le premier niveau de 'extension de Lubin-Tate K; sur K, on a
[K(z9) : K] = g—1. Par conséquent, les inégalités précédentes sur le degré des extensions
sont des égalités, et donc [K (zg) : K(ug)] = d. Comme de plus, K(xy)/K est totalement
ramifiée, c’est aussi le cas de K(x¢)/K (up), et comme vg ) (ug) = d par le fait que
V(T) = (=1)41T91 4+ Vi(T)) avec Vi(T) série inversible dans O [T], on en déduit bien
que ug est une uniformisante de K (uyp).

On définit & présent une suite (z,,) de telle sorte que [7](z,41) = x,, et on pose u, =
V(z,). Alors

Lr(uy) =T o V(z,) =Volrl(x,) = V(zp-1) = tp_1.

Comme la série I'; vérifie les conditions de la définition 2.2.6 et que ug est une uni-
formisante de L, si on définit L, := L(u,) et Lo := |JL, alors 'extension L., /L est
p-itérée. Comme u, = V(z,), que K = |J K(x,) est une extension abélienne de K et
que Lo, = |J K (uy,), L est une sous-extension galoisienne de K, /K.

De plus, T'x(u,) = Tp o V(z,) = Vo [kl(z,) = V(g(z,)) si g € Gal(Kw/K) est
tel que xx(9) = k et V(g(zn)) = g(V(zn)) = g(un), et donc Ti(un) = g(un) pour
Xx(9) = k. Soit maintenant n : Gal(Kw/K) — Og donné par g — I" _ (0) = xx(9)F.
Comme Gal(K./K) ~ O via g — x«(g), ce caractére est surjectif sur I'ensemble Oy :=
{a:d T E Olﬁ}, qui est un sous-groupe d’indice d de Of. Si g € Gal(K./K) est tel que
n(g) = 1, alors x-(g)* = 1 et donc T, (,)(T) = T puisque les séries I';, sont entiérement
déterminées par leur dérivée en 0 par le lemme 2.2.43. En particulier, I'y () (un) = un
pour tout n et donc g € Gal(K./Ls). Réciproquement, si g € Gal(K /L), alors
pour tout n, g(u,) = u, puisque L., est engendrée par les (u,) sur K. Mais g(u,) =
g(V(xn)) = V(g(z,)) =Ty, (g)(tn), et donc I'y_(5)(T") — T est une série & coefficients dans
Ok|[T] qui s’annule en une infinité de points du disque unité de C,, & savoir tous les u,,
donc I'y ((T) =T et donc n(g) = 1.

En particulier, Gal(K,,/Ls) est un groupe fini isomorphe a W. ]
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Les résultats de |[LIMSO02| montrent que dans un cas précis, les séries I'y peuvent
s’exprimer en fonction des polynomes de Tchebychev. On a en particulier le résultat

suivant, ou 7,, désigne le n-iéme polynome de Tchebychev :

Proposition 2.2.47 — Dans le cas particulier d = 2 et K/Q, non ramifiée avec [p|(T) =

(L+T)P —1, les séries I'y, s’expriment en fonction des polynémes de Tchebychev :
I, =—-[2T.(-T/2+1) —2].
Démonstration. — Voir [LMS02, §7]. O

Remarque 2.2.48. — Dansle cas d = 2 et K/Q, non ramifiée avec [p|(T) = (1+71)"—1,
I'extension K, /K est 'extension cyclotomique et 'extension @p-itérée correspondante est
KiEY et engendrée par les racines successives de I, =—[27,(-7/2+ 1) — 2]. Comme
I, est un polyndme, cette extension est méme p-itérée au sens de la définition de Berger
(|Ber16a, Déf. 2.2]). C’est déja ce que Berger remarquait pour K = Qg dans |Ber16a,
Thm. 6.5].

Remarque 2.2.49. — Les séries I', qui apparaissent ici sont des semi-conjugués, par
S, d’endomorphismes d’une loi de Lubin-Tate relative. Il serait intéressant de savoir si,
lorsqu’on dispose d’un relévement du corps des normes de K., /K en caractéristique 0
avec le Frobenius de hauteur finie, les séries par l'intermédiaire desquelles 'k agit sont
aussi des semi-conjuguées de certains endomorphismes d’une loi de Lubin-Tate relative (a

priori celle apparaissant dans le théoréme 2.2.40).



CHAPITRE 3

VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES ET THEORIE
DE SEN

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a la théorie des vecteurs localement analytiques.
Cette théorie, développée par Schneider et Teitelbaum dans [ST02b] et [ST02a], a no-
tamment permis a Berger et Colmez de généraliser la théorie de Sen dans |[BC16/, théorie
de Sen qui fera 'objet de rappels dans la partie 3.1, et & Berger de montrer la surconver-
gence des représentations F-analytiques dans [Ber16b].

On exposera ensuite dans la partie 3.2 les définitions de base des vecteurs localement
analytiques ainsi que les propriétés dont on aura besoin pour la suite. On s’intéressera
ensuite dans la partie 3.3 au cas des extensions de Kummer, on y définira une notion
de vecteur localement analytique pour ces extensions, et plus généralement pour toute
extension incluse dans une extension de Lie p-adique, et on montrera que certains des
résultats de Berger et Colmez pour les vecteurs localement analytiques d’une extension
de Lie p-adique de dimension 1 se généralisent aux extensions de Kummer.

La derniére partie de ce chapitre est dédiée a ’exposition de la structure des vecteurs
localement analytiques dans les anneaux ]§§< et ]N3Lg7 5 dans le cas Lubin-Tate, structure
qui a été déterminée par Berger dans [Ber16b| et qui motivent certaines des constructions
du prochain chapitre, et on déduit de ce résultat qu’il n’existe pas de vecteurs localement
analytiques pour l'extension anticyclotomique dans les anneaux Ef( si 0 € I, ce qui
implique qu’il n’existe pas de relévement de hauteur finie du corps des normes dans le cas

anticylotomique.

3.1. Théorie de Sen

Si V est une représentation p-adique de Gy de dimension d, alors C, ®q, V est une
C,-représentation semi-linéaire de dimension d. Sen a montré que 1'étude de la C,-
représentation obtenue fournit déja des invariants intéressants de V. L’idée pour étudier
une telle représentation est de dévisser 'extension K /K wvia une extension intermédiaire
K./K qui soit profondément ramifiée au sens de [CG96], de sorte que K /K., soit
presque étale au sens de Faltings [Fal98|. Notons simplement que c’est en particulier le
cas des extensions auxquelles on s’est intéressé jusque 14, a savoir les extensions de Lubin-

Tate (et donc en particulier I'extension cyclotomique) et les extensions de Kummer, et
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mentionnons qu'une extension presque totalement ramifiée et galoisienne dont le groupe
de Galois est un groupe de Lie p-adique est aussi profondément ramifiée.

Si K, /K est une extension profondément ramifiée, on note Hx = Gal(K /K.,) et, dans
le cas ot K /K est galoisienne, on note ' le groupe de Galois Gal(K./K) = Gx/Hkg.
L’intérét d’opérer ce dévissage lorsque K /K., est presque étale apparait a la lumiére du

résultat suivant :
Théoréeme 3.1.1. — Si d > 1, alors H'(Hy,GL4(C,)) = {1}.
Démonstration. — Voir [Sen80, Prop. 4. O

Cela nous dit que si on part d’'une Cp-représentation semi-linéaire X de dimension d de
Uk, et donc notamment si X = C, ®q, V ou V est une Q,-représentation linéaire de
Gk de dimension d, alors I'application C, ®z X Hr 5 X est un isomorphisme. Dans
le cas ot K /K est galoisienne, W = Xx est une IA(OO—représentation semi-linéaire de
dimension d de ', et donc on se raméne a étudier des IA(oo—représentations semi-linéaires
de dimension finie de I'gk.

Sen s’est notamment intéressé dans [Sen80| au cas ou 'extension K /K est presque
totalement ramifiée et galoisienne, de groupe de Galois un groupe de Lie p-adique de di-
mension 1. Tl a notamment étudié les K. so-Teprésentations semi-linéaires de dimension finie
de I' pour généraliser la notion de poids de Hodge-Tate a une représentation quelconque,

et pour ce faire s’est intéressé aux vecteurs K-finis de ces représentations.

Définition 3.1.2. — Soit W une ]A(oo—représentation semi-linéaire de dimension finie de
I'k. On dit que w € W est K-fini s’il appartient & un sous-K-espace vectoriel de dimension
finie de W qui est stable par I'x. On note W I’ensemble des vecteurs K-finis de W.

C’est un sous- K -espace vectoriel de W.

L’intérét de regarder les vecteurs K-finis est que l'algébre de Lie de 'y agit semi-
linéairement sur W mais n’agit pas sur W. Le résultat suivant de Sen montre pourquoi

il suffit de s’intéresser aux vecteurs K-finis de W :

Théoréeme 3.1.3. — Si 'k est un groupe de Lie p-adique de dimension 1, alors IA(fél =
Ky, et si W est une l?m—représentation semi-linéaire de dimension finte de Ui, alors

Uapplication [/(\’OO QK. Wi — W est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [Sen80, Thm. 3|. O

Si K« /K est lextension correspondant & un caractére infiniment ramifié ¢ : Gx —

7, Cest-a-dire que Ko, = Q,"", on définit Tyx = Gal(Ko/K), Hx = Gk et K, le

P ?
corps invariant sous ker(y) mod p"). En particulier, si ¢ = Ycyel, Koo/ K est extension

cyclotomique de K. Sen a alors montré le résultat suivant :

Théoréme 3.1.4. — Si K./K est l'extension correspondant & un caractére infiniment

ramifié ¢ : G — 2 et si X est une K -représentation semi-linéaire de dimension finie
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de ', alors il existe un unique endomorphisme Ko-linéaire Oge, x tel que pour tout

x € X, il existe un sous-groupe ouvert I'y, de 'k tel que

9(x) = exp(log(1(g)) - Osen.x) (),

pour tout g € I';..

Démonstration. — Voir [Sen80, Thm. 2 et Thm. 4] O
Remarque 3.1.5. —

(1) Si on choisit une K, -base de X, la matrice de Og., x dans cette base ne fait
intervenir qu’un nombre fini d’éléments de Ko, et donc est & coefficients dans K,, pour
un certain n. En particulier, le fait que K, ne soit pas complet ne pose pas de probléme
quant a la convergence de la série définie par exp(log(¥(+)) - Osen.x)-

(2) Si g est assez proche de 1, on a log(¢(g)) suffisamment proche de 0, de sorte que
I'expression exp(log(¢(g)) - Ogen,x) @ toujours un sens pour g dans un voisinage assez

petit de 1 (ce voisinage dépendant de Oge, x).

Dans le cas particulier ou K, /K est 'extension cyclotomique, et si V' est une représen-
tation p-adique de Gk, on note Dg., (V) espace des vecteurs K-finis de W := (C, ®q,
V)Hx Le théoréme 3.1.4 nous donne un opérateur K, .-linéaire Og,,, sur Dg.,(V), et les
valeurs propres de cet opérateur généralisent la notion de poids de Hodge-Tate (cf. le
corollaire et sa preuve de [Sen80, Thm. 6]).

Les résultats suivants sont une conséquence des résultats de Sen qu’on a énoncés :

— L’application naturelle C, ®k. Dgen(V) — C, ®q, V est un isomorphisme de
représentations C,-semi-linéaires de Gy
— Sion étend Ogep, & C, @k, Dgen (V) par Cp-linéarité, alors Og,, commute & Uaction

de Gk (G agissant diagonalement sur le produit tensoriel), et on a
(Cp Pk DSen(V))ese":O =C, @k (C, ¥q, V)gK-

— Ogen = 0 si et seulement si le sous-groupe d’inertie de G agit a travers un quotient
fini sur V' (voir [Sen73, §5|).
— Dgen (V) admet pour n assez grand un unique sous- K ,-espace vectoriel, qu’on note

Dgenn(V) (o0t K, = K(p,n)), stable par I'x et tel que Papplication naturelle

Koo ®Kn DSen,n<V> — DSen(V>
soit un isomorphisme (et il en est alors de méme pour C, ®g, Dgenn(V) = C, ®q, V).
Ce sous-espace est stable par Og,,.

Cependant, dans le cas out dim(I'g) > 2, W n’est plus un objet adapté pour I’étude

des représentations de Gi. On peut notamment citer la proposition 5.3 de [BC16] :

Proposition 3.1.6. — Soit I'x un sous-groupe ouvert de SLy(Z,), et £s les deux poids
de Hodge-Tate de la représentation déduite de Gx — I'x — SLa(Z,). Sis # 0, et si W

est une Ko-représentation semi-linéaire de dimension finie de I'x, on a :

(1) si Win £ 0, alors W a un poids de Hodge-Tate qui appartient a s-Z ;
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(2) si W contient une base de W, alors 'opérateur de Sen de W est semi-simple,

valeurs propres dans s - 4.

3.2. Théorie des vecteurs localement analytiques

L’idée de Berger et Colmez, notamment développée dans [BC16], a été de remplacer
Wi par Iespace des vecteurs localement Q,-analytiques W' introduit par Schneider et
Teitelbaum (voir [ST02b]). On va dans un premier temps rappeler les différentes con-
structions et différents résultats de la théorie des vecteurs localement analytiques dont
nous aurons besoin, puis nous verrons un peu plus en détail les constructions de Berger et
Colmez et leur application & une généralisation de la théorie de Sen. On va se contenter
ici de rappeler les définitions et résultats dont nous aurons besoin par la suite, et on ne
va donc pas détailler les constructions sous-jacentes a la théorie des vecteurs localement
analytiques. Pour les détails de ces constructions, on renvoie notamment aux articles de
Schneider et Teitelbaum [ST02b| [ST02a|, au livre de Schneider sur les groupes de Lie
p-adiques [Sch11], a larticle de Lazard [Laz65]| ainsi qu’au livre d’Emerton [Emel7].
On appellera dans la suite espace LB un espace topologique localement convexe qui est
limite inductive d’une famille dénombrable d’espaces de Banach, et espace LF un es-
pace topologique localement convexe qui est limite inductive d’une famille dénombrable

d’espaces de Fréchet.

3.2.1. Généralités sur la théorie des vecteurs localement analytiques. —

Définition 3.2.1. — Soit K une extension finie de Q,, soit d un entier positif, soit V'
un K-espace de Banach et soit U un ouvert de K. On dit qu’une fonction f : U — V
est K-localement analytique, ou simplement localement analytique si K = Q,, si pour
tout xy € U, il existe une boule B(zg,79) C U et une série entiére F' en d variables, a

coefficients dans K et de rayon de convergence rg telles que
Vo € B(zo,10), f(z)=F(x— x0).

On note C**(U,V) le K-espace vectoriel de toutes les fonctions K-localement analy-
tiques f U — V.

Définition 3.2.2. — Soit K une extension finie de Q,,, soit V un K-espace de Banach
et soit M une K-variété. Une fonction f : M — V est dite K-localement analytique si
pour toute carte (U, ) de M, fop~t e C™(p(U),V).

On note C**(M, V) le K-espace vectoriel des fonctions K-localement analytiques f :
M—=V.

Définition 3.2.3. — Un groupe de Lie p-adique G est une Q,-variété munie d’une struc-
ture de groupe telle que la multiplication

m :GxG =G

(x,y) — Ty,

soit localement analytique.
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Remarque 3.2.4. — On n’a pas besoin de supposer que l'inversion g — g~ est locale-

ment analytique car cela découle de la définition (voir [Sch11, Prop. 13.6]).

Si G est un groupe de Lie p-adique, on considére T.G l'espace tangent en 1’élément
neutre e de G. On peut naturellement munir le Q,-espace vectoriel 7,G' d'un crochet
de Lie, c’est-a-dire d’une application bilinéaire antisymétrique [-,] : T.G x T.G — T.G
vérifiant U'identité de Jacobi [[z,y], 2] + [[y, 2], ] + [[z, 2], y] = 0. Cette construction est
faite en détail dans [Sch11, §13|, mais on va rappeler briévement comment procéder.

Pour g € G, on dispose de I'application de conjugaison par g, ¢, : G — G donnée
par h +— ghg~!. La différentielle de cette application en le neutre de G nous donne une

application linéaire d.(c,) : T.G — T.G, et donc une application
v :G— L(T.G,T.G)
g = ¢(g) = de(cy).

Cette application est localement analytique (voir [Sch11, Prop. 13.9]), et p(e) = id. En

différenciant ¢ en e, on obtient une application
dep T.G — Ta(L(T.G, T.G)) ~ L(T.G, T.G)

puisque ’espace tangent en un point d’un espace vectoriel s’identifie & I’espace en question.
On définit alors le crochet de Lie comme
] T.GxT.G —T.G
(v, w) = [(dep) ()] (w)
et on peut montrer (voir [Sch11, Prop. 12.5]) que cette application est antisymétrique et

vérifie I'identité de Jacobi évoquée plus haut.
Définition 3.2.5. — On appelle (T.G, |-, ]) lalgébre de Lie de G et on la note Lie(G).

On dispose également d’applications exponentielle et logarithme faisant le lien entre G
et Lie(G).

Proposition 3.2.6. — Soit G un groupe de Lie p-adique. Il existe une application ex-
ponentielle expg, définie sur un sous-groupe ouvert U du groupe additif Lie(G), vérifiant

les propriétés suivantes :

(1) expa(U) est un sous-groupe ouvert de G et expg est un isomorphisme de la variété
analytique U sur la variété analytique exps(U) ;

(2) expg(nz) = expg(x)™ pour tout © € U et tout x € Z.
Démonstration. — Voir |Bou72, I11.§7 Prop. 3. O

Remarque 3.2.7. — Contrairement au cas réel, on n’a pas unicité d’une telle application
exponentielle, et cette application n’est pas définie sur tout Lie(G). On parlera par
conséquent d’une exponentielle et non de ’exponentielle pour une application vérifiant la

proposition 3.2.6.

Proposition 3.2.8. — Soit G un groupe de Lie p-adique et soit G la réunion des sous-

groupes compacts de G. Alors :
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(1) Gy est un sous-groupe ouvert de G ;
2) il existe une et une seule application log, : Gy — Lie(G) telle que :
G f
(a) logg(2") = nlogq(z) pour tout x € Gy et tout n € Z ;
b) il existe un voisinage ouvert V de e dans G tel que log. |V soit l'application
/ G

réciproque d’une exponentielle injective.
(3) L’application logg est analytique sur Gy.

(4) Le noyau de log est le sous-groupe de torsion de Gy.
Démonstration. — Voir [Bou72, 111.§7.6]. O

On dispose en fait d’une autre facon de construire 'algébre de Lie Lie(G) de G en

utilisant I'application log usuelle.

Proposition 3.2.9. — Soit G un groupe de Lie p-adique. Alors on peut munir ’ensemble
L constitué des éléments log(g), g € G, d’une structure d’algébre de Lie telle que L ~

Lie(G) comme algébres de Lie.
Démonstration. — Voir [Laz65, Chap. 4, 3.2.4]. O

On ne détaille pas ici la facon de construire la structure d’espace vectoriel et le crochet
de Lie a partir des éléments log(g) pour g € G. Ces constructions sont faites en détail
dans |Laz65, Chap. 4, §3.2| et utilisent notamment la formule de Hausdorff.

On va a présent s’intéresser plus précisément a la théorie des vecteurs localement
analytiques, et on fixe donc G un groupe de Lie p-adique de dimension d et W une
Q,-représentation de Banach de G. On utilisera la notation multi-indice suivante : si
c = (c1,-,cq) et si k = (ky,---,kg) € N alors c& := (... ,csd). On pose aussi
kl =kl x - x kgl et |k| = k1 + - - k4. On note également 1, le d-uplet (ky,--- ,kq) ol
ki=0si1#jetk;=1.

Soit H un sous-groupe ouvert de G tel qu’il existe des coordonnées ¢y, -+ ,¢cq : H = Z,,

donnant lieu & une bijection analytique ¢ : H — Zg.

Définition 3.2.10. — On dit que z € W est un vecteur H-analytique si I’application
orbite H — W donnée par g — g(x) est analytique.

On dit que z € W est un vecteur localement analytique pour G si 'application orbite
G — W donnée par g — g(x) est localement analytique, ou de facon équivalente, s’il
existe un ouvert H de GG comme ci-dessus tel que x est H-analytique.

On note WH= J’ensemble des vecteurs H-analytiques de W et W' I’ensemble des

vecteurs localement analytiques de W pour G.

Dans le cas particulier ou U = ZZ C Qz, I’ensemble des fonctions analytiques [ : ZZ —
W s’identifie & ensemble des fonctions f : Z¢ — W telles qu'il existe une suite (fi)kene
avec fi — 0 dans W, telle que f(x) = >, e X fx pour tout x € Zg. L’espace des
fonctions analytiques Zz — W ¢’injecte dans ’espace C‘”‘(Zg, W) de la définition 3.2.1,
et est muni d’'une norme || - || donnée par ||f|| = supyena || fx|| qui en fait un espace de

Banach.
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De facon plus générale, si H est comme précédemment un sous-groupe ouvert de G tel
qu’il existe des coordonnées cy,--- ,cq : H — Z, donnant lieu a une bijection analytique
c : H— Zg, et si w € WH= alors il existe une suite (wy)xene avec wy — 0 dans
W, telle que g(w) = >y cna €(9) wk pour tout g dans H. De plus, W#=" g’injecte dans
I'espace C*"(H,W). On peut montrer (voir §10 et §12 de [Sch1l]) que C*(H,W) est
naturellement muni d’une norme telle que, si || - || désigne la norme induite sur W#-a"
via Vinjection C*™(H, W) et si w € WH= alors ||w||g = supyend ||wk||. Cela fait de
WH=am yn espace de Banach. La définition de W' montre que W' = UgWH-" ou H
parcourt une suite de certains sous-groupes ouverts de G, et on munit W' de la topologie
de la limite inductive, ce qui fait de W' un espace LB.

Soient G, H deux groupes de Lie p-adiques et f : G — H un morphisme analytique de
groupes. Si W est une représentation de H, on peut aussi voir W comme une représen-

tation de G et on a directement le lemme suivant :

Lemme 3.2.11. — Si w est un vecteur localement analytique pour H alors c’est un

vecteur localement Q,-analytique pour G.

Lemme 3.2.12. — Soient W, X deuz Q,-espaces de Banach et soit 7 : W — X une
application linéaire continue. St f : G — W est une fonction localement analytique alors

mo f G — X est localement Qp-analytique.
Démonstration. — Voir [BC16, Lemm. 2.2|. O

Proposition 3.2.13. — Soit B un G-anneau de Banach et soit W un B-module libre
de type fini muni d’une action compatible de G. Si W admet une base wy,--- ,wy dans
laquelle g — Mat(g) est une fonction analytique G — GL4(B) C My(B), alors

(1) Wh=en = gd_ | BH=" . w; si H est un sous-groupe ouvert de G.

(2) Wla N 1Bla Lw; .

=@l
Démonstration. — Voir [BC16, Prop. 2.3]. ]

Soit W un espace de Fréchet, dont la topologie est définie par une suite (p;);>1 de
semi-normes. On note W; la complétion de W pour p;, de telle sorte que W = T&npl Wi.
L’espace W' peut en fait étre défini si W est un espace de Fréchet (voir [Emel7| par
exemple), mais en général I'objet obtenu est trop petit, et on fait donc comme dans
[Ber16b, Déf. 2.3] la définition suivante :

Définition 3.2.14. — SiW = 1&1@_>1 W; est une représentation de Fréchet de G, on dit
que w € W est pro-analytique si son image 7;(w) dans W; est localement analytique pour

tout 7. On note WP? ’ensemble de ces vecteurs.

On étend la définition de W' et WP aux cas ott W est respectivement un espace LB
et un espace LF. Remarquons que si W est LB, alors W' = WP Si WV est un espace
LF, alors W' C WP mais WP? est en général plus gros.
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Proposition 3.2.15. — Soit B un G-anneau de Fréchet et soit W un B-module libre
de type fini muni d’une action compatible de G. St W admet une base wy,--- ,wy dans
laquelle g — Mat(g) est une fonction pro-analytique G — GL4(B) C My(B), alors
Wt = gl BP - w;.

Démonstration. — Si w € W, on peut écrire w = Z?Zl bjw; avec b; € B. Siw € WP et
i > 1, alors m;(b;) € B! pour tout i par la proposition 3.2.13 et donc b; € BP*. O
Remarque 3.2.16. — 1l est souvent pratique de pouvoir travailler avec une suite de sous-
groupes (G,),>1 de G telle que G; est un sous-groupe compact ouvert de G, G,, = G’fnfl
et G, est un sous-groupe de G tel qu’il existe des coordonnées locales ¢; : G; — Z,
telles que ¢(G,) = (p"Z,)?. On peut toujours trouver un tel sous-groupe puisqu’il suffit
de se donner un sous-groupe compact ouvert Gy de G qui est p-valué et saturé (voir
[Sch11, §23,8§26 et §27| pour la définition et ’existence d’un tel sous-groupe), et de poser
G, =GP,

Si on dispose d’une suite de sous-groupes (G,,),>; vérifiant les conditions exposées dans
la remarque 3.2.16, et si w € W2, alors il existe n > 1 tel que w € W 9" et on
peut écrire g(w) = Y, na€(9) wi si g € G, 0l (Wik)kena est une suite de W telle que
Pl — 0. On pose alors ||wl|q, = supgend ||[p™* - wy||. Cette norme coincide avec celle
quon déduit de I'inclusion W= — Con(G,,, W). Par le corollaire 3.3.6 de [Emel7],
Iinclusion (W &n—an)Gn=an _y Jj/Gn=an gt un isomorphisme topologique. En particulier,
siw € W= alors wi, € W&~ pour tout k € N%. Comme conséquence directe des

définitions, on dispose du lemme et de la proposition suivants :

Lemme 3.2.17. — Siw € W= qlors

(1) w e WE= pour tout m > n.
(2) llwllan < llwlla,, sim >n.
(3) llwllg,, = [lw]| sim>0.

Proposition 3.2.18. — L’espace W~ muni de || - ||g,, est un espace de Banach.

Lemme 3.2.19. — Si W est un anneau tel que ||zy|| < ||z - ||y|| alors WH=" est qussi
un annea et ||zy|lg < ||z||g - ||y||g pour ,y € WH=". Si de plus, w € W*NW'S, alors

% € W', En particulier, si W est un corps, alors W' est aussi un corps.

Démonstration. — C’est exactement ce que montre la preuve du lemme 2.5 de [BC186|.
Cependant, I’énoncé du lemme 2.5 d’ibid. ne prétend pas montrer que si w € W>* N W9,
alors i € W' et on en redonne donc la preuve ici.
Soit w € W=\ {0} avec g(w) = Yy cna €(9) wk. On a alors
1 1 1 1

g(w)  w+ 2 k0 ©(9) wic w1+ D o C(9)F - wie/w
En particulier, 1/w € W= dés que m > n est assez grand pour que SUPy 40 |[prikl

wifw|| < 1 de sorte que g(1/w) = ¥50(—1)7 (Zk ;éoc(g)kwk/wy . 0
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Lemme 3.2.20. — Si D € Lie(G) et n > 1, alors D(W%—a) C WS = et i existe

une constante Cp telle que ||D(z)||q, < Cpl|z||g, pour x € W=,

Démonstration. — Voir [ST02b, Prop. 3.2]. O

3.2.2. Le casde Z,. — On va a présent s’intéresser aux vecteurs localement analytiques
du groupe de Lie p-adique Z,, ce qui se révélera utile par la suite. On se donne 7 un
générateur topologique de Z,, et si W est une Q,-représentation de Z, qui est de Banach,
on note log 7 opérateur (—1)- 3, (1 —7)*/k. Cet opérateur n’est pas forcément défini

en tout point de W.

Lemme 3.2.21. — Soit (W, || - ||) une Qp-représentation de Banach de Z,. Si x € W,
alors x € W2»=9 s et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
(1) (log7)"(z) est bien défini pour tout i >0 ;
(2) [|(log 7)(x) /Y| — 0 quand i — +o0 ;
(3) pour tout a € Z,,
o — i (log7)'(z)
() = Za N
i=0 '
De plus, si ces conditions sont vérifiées, alors pour tout a € Z,, on a (log7%)(x) =

a-logt(z).
Démonstration. — Voir [ST02b, §4]. O

Le lemme qui suit donne une condition suffisante pour qu’un élément vivant dans une

Q,-représentation de Banach de Z, soit Z,-analytique.

Lemme 3.2.22. — Soit (W,|| - ||) une Q,-représentation de Banach de Z,, telle que la
norme soit invariante, c¢’est-a-dire que pour tout g € Zy, ||g - w|| = ||w||. Soit x € W.
Sl existe r < inf{1/3,p~/®"D} R >0 et ky € N Lels que

(1) |(1 — T“)k(x)H < R, pourtoutacZ,0<k < ko
(2) II(1— T“)k(x)H < 7k pour tout a € Z,, k> ko,

alors x € W2r—an,

Démonstration. — Etape 1: Logarithmes tronqués. On va dans un premier temps utiliser
certaines propriétés des applications log tronquées définies par Caruso dans [Carl3, §
3.2.2|, dont on rappelle maintenant la définition. Si A est une Q,-algébre, on note

p"—1

1 — %
log,, a:= Z QGA

- ]
=1

Si de plus, A est de Banach et ||@|| — 0 quand ¢ — 400, on note loga :=

(-1 (1;“)i et on dit que loga est bien défini. Si a,b € A sont tels que ab = ba, on

(1 —'ab)i _ @ - a)’ n Z (Z’.— 1) (1= a)i - ﬂ

1 1 Jg—1 7

a lidentité :

Jj=1
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On a alors par [Carl3, Equ. (3.4)]:

log,,(ab) =log,, a + Z (aj : Z (; : 1) (11— a)i_j> Ne ; b)J.

=7

Et on a en fait par 'équation juste en-dessous de [Carl3, Equ. (3.4)]

pm—1 .
: Z_l i—17 mo__
(1—X) - ; (j B 1>X Iel+ XP"IZ,X].
En évaluant en X =1 —a, on a
p"—1 i
mo__ ]_ _b J
B log(ab) ~loga—log, b= 3 fi(1—a)- (1—ap" T L2
j=1

ot les f;(X) € Z,[X] sont des polynémes.
Etape 2: Logarithmes. Les conditions (1) et (2) montrent directement que, pour tout

a € Z,, (log7*)(x) est bien défini. De plus, il existe ' > 0 tel que

(4) |(log7)(z)|| < ',  pour tout a € Z,.

On va maintenant montrer que

(5) (log7*)(x) = a- (log7)(x), pour tout a € Z,.
Pour montrer ce résultat, on va d’abord montrer que

(6) (log 7Y (z) = (log 7*)(z) + (log 7°)(2), Va,B € Z,.

En utilisant (3), on a

(7)
I (1= B)i
(108, 7)) (lo,, 7°)(2) ~ (g, )() = 3 (17 (1~ L=T

Comme || - || est invariante, on a
(8) I1(f(m)(w)]| < JJw|, pour tout w € W, pour tout polynome f(X) € Z,[X].

Quand p™/2 > ky (donc max{j,p™ — j} > ko, pour tout j), la norme du terme de droite
de (7) est majorée par p™rP"/? en utilisant (2) et (8). En faisant tendre m vers l'infini,
cela prouve (6).

Maintenant, pour a € Z,, on décompose a sous la forme a = a,, + p™b,, avec a,, €
Z.by € Z,. Par (6),

(log 7)(x) = (log 7*")(x) + (log 7""")(2) = @ - (log ) () + p™ - (log 7 (x).

En utilisant (4) puis en faisant tendre m vers l'infini, cela prove (5).

log 7)* ()

Etape 3: Sommes. On considére & présent la série Y reo ( o avec a € Z,. Le

terme général de la série est alors de la forme
1 (1 _ Ta)i1+---+ik (ﬂ:)
k! (SRR

,OlejZl.
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Si > i; =n, alors n > k. On pose
1 (1—7")"(x) . .
rE = ili%{Hk' P ||, ou sz =n,.
Remarquons qu’on a
1 — 7a\n
MH S Tn .p% . (%)k’ quand n Z kO'
31

Iz

k! Uk
A k fixé, on regarde la fonction f(y) = r¥-y* pour y > k. Son logarithme est yIn7+kIny,
dont la dérivée est Inr + k/y < 0 puisque r < 1/3 (ce qui montre au passage que le 1/3
n’est pas optimal, mais ¢a n’est pas dérangeant vis-a-vis du résultat souhaité). On en
déduit que

—|| < rfprT (E)k = (rp7=1)*, quand n > k.

.. /Lk
Cela implique que pour tout k, r, < +00. De plus

|| 1 (1 _ Ta)n<x) k k k L
k' 4y

re < (rpp%l)k, when £k > ko,

(log 7%)*(2)

et donc limyr, — 0 puisque r < pfp%l. Cela implique que > 7, 7

converge
absolument.
En utilisant cette derniére étape et ’équation (5) de la deuxiéme étape, on vérifie que

toutes les conditions du lemme 3.2.21 sont vérifiées, et donc x € W=, O]

3.2.3. Le cas Lubin-Tate et les vecteurs localement [-analytiques. — Soit
maintenant F une extension finie de Q, et F.,/F une extension de Lubin-Tate asso-
ciée & une uniformisante 7 de Op. On note I'p = Gal(F/F) et I',, = Gal(F/F,). 1
existe un rang ng € N tel que pour n > ng, 'application £ : g = log,(xx(g)) définisse une
bijection (Q,-)analytique entre I';, et 7"Op, ce qui permet de munir I',, d’une structure
F-analytique. Si W est une représentation de Banach F-linéaire et n > ng, alors on dit
que w € W est F-analytique sur I, s’il existe une suite (wy)r>o d’éléments de W avec
7wy, — 0 tel que g(w) = > k0 ¢(g)*wy pour tout g € T',,. On note alors Win—emt'=la

I'ensemble de ces éléments, et on pose W=l =, o, Whn-anl'—la,
Lemme 3.2.23. — W'n—anF-la — pyTn—an jyF-la
Démonstration. — Voir |[Ber16b, Lemme 2.5]. O

On reste dans le cadre Lubin-Tate, et on fixe F un corps de coefficients contenant F&!,
On note X I'ensemble des plongements de F' dans Qp. Pour 7 € X, on dispose d’un
opérateur de dérivation dans la direction 7, qui est un élément V. € E ®q, Lie(I'r) (on
renvoie par exemple & [Ber16b, §2| pour les détails). On peut le construire de la fagon
suivante : le E-espace vectoriel Homq, (F, E) est engendré par les éléments de 3. Si W
est une E-représentation de Banach de I'x et si w € W' et g € T'g, alors il existe des
éléments {V,},ex de E®q, Lie(I'r) (ce sont méme des éléments de F9' ®q, Lie(T'p), ot
FSl est la cloture Galoisienne de F)/Q,, dans Qp) tels qu’on peut écrire

logg(w) =Y 7(l(g)) - Va(w).

TED
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Pour g € T, et k € N*, on note £(g9)* =[], .7 0 £(g)". On définit pour k € N>,
VE par VE(w) = [[ o5 V& (w). Avec ces notations, il existe m > 0 et des éléments
{witkens tels que si g € Ty, alors g(w) = >y ns (9)*wk. On a aussi V. (w) = wy,
et w, = V¥(w)/k!. En particulier, on en déduit que w € W' est F-analytique si et

seulement si V. (w) = 0 pour tout 7 # id.

Lemme 3.2.24. — Si E/Q, est galoisienne et sih € Gal(E/Q,) agit sur E®q,Lie(I'r),
alors h(V;) = Vier. En particulier, Viq € F ®q, Lie(T'p).

Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemme 2.8]. O

Lemme 3.2.25. — Soient X,Y des représentations E-linéaires de I',,, soit g € Gal(E/Q,)
et soit f X — Y une application T, -équivariante telle que f(ax) = g~ '(a)f(x) pour
a€ E. Size XP, alors Via(f(x)) = f(Vg(2)).

Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemme 2.9]. O

3.3. Les extensions de Kummer

On va a présent s’intéresser aux cas des extensions de Kummer, et définir les notations
et objets qu’on compte associer a de telles extensions. Dans ce qui suit, /' désigne comme
au chapitre 1 le corps des fractions de ’anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans
un corps parfait k de caractéristique p, et K/F est une extension finie totalement ramifiée

de F. On note toujours C, le complété d’une cloture algébrique K de K.

3.3.1. Définitions et propriétés. — Soit my = 7 une uniformisante de Og. On note
aussi F(X) € Op[X] le polynéme minimal de 7 sur F' qui est un polynéme d’Eisenstein,
et on note e = [K : F|. On fixe également une suite compatible de racines p"-iémes
de 7, c’est-a-dire une suite (m,),>0 telle que pour tout n € N, #f,, = m,. On pose
K, = K(m,) et Ko = U, en K- On appelle extension de Kummer une telle extension
K. /K. Les extensions K, /K ne sont pas galoisiennes, en tout cas a partir du moment
olt (» n'est pas dans K, et donc K, /K n’est pas galoisienne. La cloture galoisienne
de Ko est L = Ko - Key. On note Goo = Gal(L/K) et Hy, = G, = Gal(K/L), et
I' = Gal(L/K) qui s’identifie & Gal(Kcye /(Koo N Keyer)) et donce aussi a un sous-groupe
ouvert de Z. Pour g € Gk et pour n € N, il existe un unique élément c,(g) € Z/p"Z
tel que g(m,) = C;ll‘(g)ﬂn. Comme ¢,11(9) = ¢,(g) mod p", la suite (¢,(g)) définit donc
un élément ¢(g) de Z,. De facon équivalente, la suite (m,)nen définit un élément 7 de
Panneau E* défini a la partie 1.1.3, et si g € Gk, il existe un unique élément c(g) € Z,
tel que g(7) = e“WT.

L’application g — c(g) est en fait un 1-cocycle (continu) de Gx dans Z,(1), tel que
c1(0) = Gal(K /K,,), et vérifie pour g, h € Gal(K/K,.) :

c(gh) = c(g) + Xeya(g)c(h).
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Par conséquent, si Z, xZ,; désigne le produit semi-direct de Z,, par Z,; et ou Z, agit sur
Z,, par multiplication, 'application g € Gx + (c(9), Xeye1(9)) € Zpx Z) est un morphisme
de groupes de noyau H.,. Le cocycle ¢ se factorise a travers H,, ce qui nous donne un
cocycle qu’on note toujours ¢ : Goo — Z, et qu'on appelle le cocycle de Kummer de
I'extension K, /K.

Comme H'(Gg, C,(1)) = {0} (voir par exemple [Tat67, Thm. 2|), il existe a € C,, tel
que pour tout g € G,

c(9) = g(@)Xeyalg) — o

Soit maintenant 7 un générateur topologique de Gal(L/ K ya) tel que ¢(7) =1 (c’est donc
I’élément correspondant a (1,1) via I'isomorphisme g € Gr, +— (¢(9), Xeyel(9)) € Zyp X Z)).

I = rXev(9) | On note également 7, := 77",

La relation entre 7 et I' est donnée par grg~
Le cas p = 2 est légérement différent des autres et le résultat suivant montre pourquoi
on devra faire attention et parfois modifier légérement les définitions pour inclure ce cas

de figure :

Proposition 3.3.1. — On a :

(1) Si Koo N Keya = K, Gal(L/K) et Gal(L/Kcya) engendrent topologiquement G ;
(2) si Koo N Keya # K, alors nécessairement p = 2 et dans ce cas Gal(L/K) et
Gal(L/Kcya) engendrent un sous-groupe ouvert de Go, d’indice 2.

En particulier, st p # 2, alors Koo N Keya = K.

Démonstration. — Pour le premier point, voir [Liu08, Lemm. 5.1.2|. Pour le deuxiéme,
voir [Liul0, Prop. 4.1.5]. O

Définition 3.3.2. — Si W est une représentation de G, on note W7=! et W7=! pour

respectivement W Gal(E/Keye)=1 ot 1}/ Gal(l/K)=1 "ot on note
Wr—la W'rn—an W'y—la

pour respectivement

WGal(L/Kcycl)fla, WGal(L/KCycl(Trn))fla WGal(L/Koo)fla.

Y

Si W est une représentation GG .-localement analytique, on définit les opérateurs de

dérivation, respectivement dans la direction 7 et la direction cyclotomique, par

log 77"
V, = gz pour n > 0
et
lo
y = 989 pour g € Gal(L/K,) assez proche de 1.
108, (Xeye1(9))
Remarque 3.3.3. — Contrairement a ce que la notation pourrait indiquer, v n’est pas

un élément de Gal(L/K). Dans le cas ou Gal(L/K) est pro-cyclique (et donc en
particulier lorsque p # 2), on peut en fait montrer qu’on peut choisir un générateur

topologique v de Gal(L/K ) et que les notations sont alors cohérentes avec ce choix. La
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notation n’est donc ambigiie que pour p = 2, néanmoins on fait ce choix par souci de

simplifier les notations.

Pour ce qu’on souhaite faire par la suite, on aura également besoin du résultat suivant,
qui nous dit exactement ce qu'il faut rajouter a une représentation de Gk /H., pour

définir une représentation de Gy /H :

Proposition 3.3.4. — Si H est un groupe topologique et p : Gk, /Hw — H est un
morphisme de groupe continu, alors se donner un prolongement continu p : Gx/Hoo —
H revient o se donner un élément Ty € H (qui est limage de 7) tel que pour tout

g € Gk /Hy tel que x(g) € N, on ait :
. _ x(9) —x(9)
pg) - m =T - p(T X gT).

Démonstration. — Voir la proposition 1.3 de |Car13]. O

3.3.2. Généralisation des vecteurs localement analytiques pour certaines ex-
tensions non galoisiennes. — Avec les notations et définitions employées précédem-
ment, on ne peut définir des vecteurs localement analytiques pour une extension K, /K
que lorsque celle-ci est galoisienne de groupe de Galois un groupe de Lie p-adique, ce qui
exclut notamment le cas de I'extension de Kummer. On va dans cette partie proposer une
généralisation de la notion de vecteur localement analytique pour n’importe quelle exten-
sion incluse dans une extension de Lie p-adique, ce qui permettra notamment d’inclure le

cas de I'extension de Kummer.

Définition 3.3.5. — Soit K.,/K une extension telle qu’il existe une extension K’/K
telle que Lo := K’ - K, est une extension de Lie p-adique de K. On dit que x € l?oo est

localement analytique relativement a l'extension K /K si x € /[;10‘2

Proposition 3.3.6. — La définition précédente ne dépend pas du choir de ['extension
K'.
Démonstration. — Soient K”/K'/K deux extensions de K comme dans la définition 3.3.5,

~ — la — la
et soit x € K. On va montrer que x € K’ - K, si et seulement si x € K" - K, .

Comme K’ K. /K est galoisienne, Gal(K" - K./ K'- K,) est distingué¢ dans Gal(K” -
K. /K), et donc

Gal(K' Koo /K)—la

((Kﬁ’/)GaI(K/"Koo/K"Kw) = <(K;7(’/)Gal(K”-KOO/K)*la) Gal(K" Koo / K" Koo)

et on a donc le résultat lorsque K’ C K”. Pour le cas général, si K’/ K et K" /K sont deux
extensions de K comme dans la définition 3.3.5 et si on ne suppose plus K’ C K”, alors en
posant K& = K”. K’ ce qu’on vient de faire montre que la notion de vecteur localement
analytique relativement a extension K coincide a la fois avec celle relativement a K’

et celle relativement & K”, ce qui conclut. H
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3.3.3. Vecteurs localement analytiques dans [A(oo. — Le premier résultat de Berger
et Colmez afin de généraliser la théorie de Sen a ’aide des vecteurs localement analytiques

est le suivant :

Théoréeme 3.3.7. — Si dim(I'x) = 1 et si W est une [A(Oo—représentation semi-linéaire

de dimension finie de I, alors Wi = /12,
Démonstration. — Voir |BC16, Thm. 3.2|. O

Le deuxiéme résultat fondamental de l'article de Berger et Colmez nous montre que

W' est un objet adapté pour I'étude des l?m—représentations semi-linéaires de ' :

Théoréeme 3.3.8. — Si 'k est un groupe de Lie p-adique, et si W est une représentation

~

K-semi-linéaire de dimension finie de ', Uapplication naturelle
Koo O W — W
est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [BC16, Thm. 3.4|. O

Avec un tel résultat reste la question de la description de IA(éi, qui dans le cas ot dim(I'y) =
1 n’est autre que K., d’aprés le théoréme 3.3.7 et les résultats de Sen mais est beaucoup
plus compliqué dans le cas général (on peut montrer, voir [BC16], que }A(}j; contient
strictement K, si dim(I'x) > 2). Berger et Colmez ont la aussi montré plusieurs résultats
sur la question, en calculant notamment explicitement K 12 dans les cas Lubin-Tate, SLy
et dans le cas de la composée de 'extension de Kummer et de I'extension cyclotomique.
De fagon plus générale, ils ont montré (voir [BC16, Thm. 6.1 et Rem. 6.2]) que, si on
note G un groupe analytique défini sur Q, tel que I'y = G(Z,,) (voir [Schll, §27| et I, =
G(p"Z,), alors IA(EO”*“" est un anneau de séries en d — 1 variables. Le cas des extensions
de Kummer nous intéressant particuliérement, on va rappeler le résultat de Berger et
Colmez sur la structure des vecteurs localement analytiques dans la cloture galoisienne
d’une extension de Kummer K. /K |[BC16, Prop. 4.12]. Soit a € C, trivialisant le
cocycle de Kummer associé, c’est-a-dire tel que c¢(g) = g(a)Xcya(g) — @ pour tout g € Gx
(on a vu pourquoi un tel élément « existait dans la partie 3.3.1). Alors pour g € Gk, on

a

_ o« c(9)
g(a) B chcl(g) * chcl(g)

et donc o € L' On choisit alors des éléments a, € L tels que |jo — an|| < p™,

ot || - || désigne la norme sur C, telle que ||p|| = 1/p. On note L, := K(m,, (m) et
G = Gal(L/Ly,). Par le lemme 3.2.17, il existe 7(n) > 1 tel que o, € Ly, et tel que si
m > r(n), alors a € L et ||a— an||c,, = ||a— ap||. On peut sans perte de généralité

supposer que la suite {r(n)} est croissante.
Si maintenant m > r(n) et (ax)ren est une suite d’éléments de L, telle que p™a; — 0

quand k — +oo, alors ax(a—a,)* — 0 dans LGm=an ot donc la série > ren anla—ap)”
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converge vers un élément de L&~ On note alors Ly, {{o— v } }» Uensemble des sommes
de ces séries, de sorte que Ly, {{c — oy} }, C LGm—am C L'l2,

Lemme 3.3.9. — On dispose d’une inclusion Lymy{{a—an}}n C Ly {{o—ani1} o1

Démonstration. — Soit f =37, g ax(a—0an)* € Ly {{a—an}}n. Soit B, = apyr—an, €
Ly(ny1y- On aalors ||5,]] < p™" et

F=> ax (Z ( )6’“ Ha = ann)! )

k>0

et on peut intervertir les sommes puisque pour tout couple (k, 7), ||35 7 (a—ay,1)|| < p~™*

et que p"*a;, — 0 quand kK — +o0, de sorte que

f= Z Vil — angr)’

7>0

avec y; = Z;":] ak(’;)ﬁ’;—j = >, (’J”)a,ﬂﬁz et donc v; € Lypmi1) par complétude.
Comme p™*a;, — 0 quand k — 400, on a bien p "H)Wj — 0 quand j — +o0 et

donc f € Lygnyn{{a — ani1}fni- O

Proposition 3.3.10. — L’application |J L,y {{a — an}}n — L' est un isomorphisme
d’espaces LB.

Démonstration. — C’est la proposition [BC16, Prop. 4.12|, et on va redonner ici I'idée
de la preuve, qui servira de motivation & de nombreuses constructions du chapitre 4.

Soit 2 € LG~ et soit V.. Vopérateur différentiel associé & 7. Soit alors
o k(o Nk k+ Z)
n= e - T ()
ol les av, sont des éléments de L tels que oo — o, € p™O;. Berger et Colmez montrent
qu’il existe m > n tel que y; € LGm—an ™" pour tout 7, et que x = 3, yi(a — )t dans
LGm=an Comme V,(y;) =0, y; € Kpn, (Cp )2 et done y; € K (Gym). O

Corollaire 3.3.11. — Si K/ K désigne une extension de Kummer, alors l?f; = K.

Démonstration. — Par [BC16, Prop. 6.3], il existe a € C, ®z, Lie(Gal(L/K)) tel que
a=0sur L'* En particulier, on dispose d’une relation non triviale entre les opérateurs

de dérivation V. et V., et comme V., n’est pas identiquement nul sur Ik (puisque par
exemple V. (a) # 0), si V,(y) =0 alors V. (y) = 0.

Par la démonstration de la proposition 3.3.10, si x € EG”_“", alors en posant
, k+1
;= —1ka—amkvk+’x< ),
n= Y- anf @) (7

onawx =y oyl —ap) etlesy sont dans K,,((m). Six € IA(}Q alors V,(z) =0 et
donc y; = 0 pour ¢ > 1 et yy € K,,, ce qui montre le résultat. O
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3.4. Vecteurs localement analytiques pour une extension de Lubin-Tate

Dans cette partie, on va redonner les résultats de Berger et Colmez sur la structure
des vecteurs localement analytiques dans I?Oo et de Berger sur la structure des vecteurs
localement analytiques dans les anneaux de périodes ]§§<, notamment car ces constructions
et résultats ont motivé une grande partie des constructions du chapitre 4. On montrera
également dans la sous-partie 3.4.3 comment utiliser les résultats sur la structure des
anneaux (ﬁ%)la pour montrer un résultat concernant le relévement du corps des normes
dans le cas anticyclotomique.

Dans toute cette partie, on fixe F'/Q,, une extension finie, et on fixe un corps de coeffi-
cients E contenant F'%. On fixe également 7 une uniformisante de O, et on considére
F/F lextension de Lubin-Tate associée a . On note ¥ I'ensemble des plongements de
F dans Q,, et on note Hp = Gal(Q,/Fx) et I'r = Gal(Fi/F). Si K/F est une extension
finie, on note K,, = K - F,,, Koo = U, jen Kn, Hg = Gal(Qp/Koo) et 'y = Gal(K/K).

3.4.1. Dans [?Clj; — Afin de simplifier les notations, on notera par la suite xI = 70 x
pour 7 € ¥. On a le théoréme suivant, di notamment a Tate dans [Tat67] (on pourra

également regarder [Fou09, § 3.2|) :

Théoréme 3.4.1. — Si 7 # id, alors il ewiste u, € ﬁoxo tel que g(u.) = x2(g) - u, si

g € Gpea. Si T =1d, un tel élément n’existe pas.

Soit G, = 1+ p"Op pour n > 1. On note F,, = F<S, de telle sorte que F), est le corps
engendré sur F' par les éléments de 7"-torsion sous 'action du groupe de Lubin-Tate
formel, ol e est I'indice de ramification absolu de F. Le log nous donne un isomorphisme
analytique de groupes log : G, — p"Op pour n > 1. Si g € Gy, on note £(g) = log, xx(9)-

Le corps ]3;2 est un sous-corps de ]300 qui contient F,. Dans le cas ou F' # Q,, les
éléments u, du théoréme 3.4.1 sont des exemples d’éléments de ﬁoo qui sont localement
Q,-analytiques mais pas localement constants. On pose alors =, = log(u,), de telle sorte
que g(x;) = z, +logx(g) si g € I'r. Pour tout plongement 7 # id et n > 1, soit
Tnr un élément de Fio tel que |[z; — 2,.[| < p™", ou || - || désigne la norme sur C,
étendant celle associée a la valuation v de F' (donnée par v(p) = e). Par le lemme 3.2.17,

il existe r(n) > 1 tel que z, . € F,(,) et tel que si m > r(n), alors z, € FGm—an g

|z — Znrlla, = |2+ — Tnr||- On peut sans perte de généralité supposer que {r(n)} est

croissante.
On note Yy = ¥\ {id}. On pose (x — x,)* = [[.cs (27 — z0)". . Sim > r(n)
et {ax}renso est une suite d’éléments de K, telle que p"¥la, — 0 quand |k| — +oo,

k 70 Gm—an A k
— 0 dans K et donc la série ), v g4y ax(X — X,)€ converge

alors ax(x — x,)
vers un élément de KG»~% On note alors K, {{x — x,}}» ensemble des sommes de

ces séries, de sorte que K, {{x —x,}}, C [A(fo""_“” C [?éi On a aussi une inclusion
KT(n){{X —Xnthn C Kr(nﬂ){{x — Xpt1} fnil

Théoréme 3.4.2. — L’application Uy K, my{{x — X, }}n — [A(é‘z est un isomorphisme

d’espaces LB.
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Démonstration. — Voir [BC16, Thm. 4.2]|. O

Corollaire 8.4.3. — Siz € K2, alors Via(z) =0 et donc KE™ = K.

(oo

3.4.2. Dans les (BL)®, — Berger a calculé dans [Ber16b] les vecteurs localement
analytiques dans les anneaux ]§§< pour une extension de Lubin-Tate. On va commencer
par définir ces anneaux de périodes et on redonnera ensuite les principaux résultats de
Berger concernant la structure de leurs vecteurs localement analytiques.

On a défini dans la partie 2.1.4 des anneaux B* et B généralisant les constructions
cyclotomiques de la partie 1.1.4 chapitre 1, et un élément u € E* défini par une suite
compatible de points de 7" torsion pour le Op-module formel de Lubin-Tate associé. On a
également défini un élément u € A relevant @ tel que 0q(u) = [7](u) et g(u) = [x=(9)](u).

Si r > 0, on définit une valuation V (-, 7) sur B¥[1/[u]] en posant

-1
V(z,r) = éng(k 4L
€ pr

ve(7k))

pour z =Yy, 7¥[x;]. Si maintenant I est un sous-intervalle fermé de [0; +-00], on pose
V(z,I) = inf,e; V(z,7). On définit alors Pannean BY comme le complété de B[1/[a]]
pour la valuation V' (-, 1) si 0 ¢ I, et comme le complété de B+ pour V(-,I)siI=1[0;r]
=1(p—1). Sip>0,0npose p=p-e-p/(p—1)-(¢—1)/qg,
de sorte que 7, = ¢" (¢ — 1) - e. Le fait que vg(u) = q/(q — 1)e et [Ber16b, Lemm. 3.4]

Si k> 1, on note rp, = p

montrent que, si 7 > 1 et i € Z, alors V(u’,r) = i/7.

Soit I un sous-intervalle de |1, +o00[ ou bien tel que 0 € I. Soit f(Y) = >, 5 axY" une
série entiére avec les ay € F et tels que vy(ax) + k/p’ — 400 quand |k| — 400 pour tout
p € I. Alors la série f(u) converge dans B, et on note BL I'ensemble des f(u) tels que
F(Y) est de cette forme. (Vest un sous-anneau de BL = (B!)#7 qui est stable sous Paction
de I'p. Le Frobenius ¢, sur B définit alors une application ¢, : BL — BqFI. Sim > 0,
on a goq_m(B%mI) C BL, et on pose Bp,, = gpq_m(B%mI), de sorte que Bf,, C Bf,, ., pour
tout m > 0.

On note t, = log;r(u). Comme log converge sur le disque unité ouvert, on a t, €
BR ™ gy (tn) = it et g(tn) = Xx(9)tx 81 g € Gr.

A , ) i+ ;
On notera a présent BL;F pour BEZ: >l (est un sous-anneau de B[FT <l

pour tout
s > r et on note BIY lensemble des f(u) € BL’;F tels que la suite (ap)rez soit de
plus bornée. Soit Bi, = U,5oB%". C’est un corps Hensélien (voir [M*95, §2|) dont le
corps résiduel Ep est isomorphe a F ((w)). De plus, il existe par théorie du corps des
normes (voir partie 1.1.1) une extension séparable Ex/Ep de degré [K : F]. Comme
B!, est Hensélien, il existe une unique extension finie non ramifice Bl /Bl de degré
f =[Kw : Fy)] de corps résiduel Ex (voir [M 195, §3]). Tl existe par conséquent r(K) > 0
et des éléments xq, - x5 € B}’(T(K) tels que Bl = @/ ,BY* - z; pour tout s > r(K). Si

r(K) < min(I), on pose alors BL la complétion de BE’(T(K) pour V (-, I), de telle sorte que
Bl = @/ ,BL - x;. On note alors Bl . = ¢ ™(BY") et BL _ = U,,50B%,, et donc en

particulier B, C BY.
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Proposition 3.4.4. — Si f(Y) € Op[Y], alors ;™ (f(u)) € (ﬁ%)Gmycfan,Ffla'

Démonstration. — Voir [Ber16b, Prop. 4.1]. O

mo—an,F'—la

Soit & présent my tel que t,,t,/Q sont dans (ﬁ})G

Lemme 3.4.5. — Sim > mg, sia € ]§§, et st Q- a € (ﬁfw)Gm“m’F_la, alors lélément

a est en fait dans (ﬁﬁ_‘)Gm*amF*la.

Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemm. 4.3|. O
Théoréme 3.4.6. —
(1) (ﬁ%)Gerkfan,Ffla C Bi’)m ;:
(2) Bp)™™* =Bl ;
) (Bl =Bl

rig,K,00"
Démonstration. — Voir [Ber16b, Thm. 4.4] et 'erratum [Ber18|. O

On va a présent préciser un peu la structure de (BL)2. Sit € Set f(V) =3, ,aY* €
F[Y], on pose f7(Y) = >,z 7(ar)Y*, et on note n(7) un relévement de n(r) € Z/hZ
qui est dans {0,--- ,h — 1}. On rappelle que F est une extension finie de F’, contenant
FGl et quesiT € X, ona V, € E®pLie(I'r). Clest un corps de coefficients de sorte que
Ok agit E-linéairement ci-apreés.

Soit maintenant y, = (7 ® M) (u) € O o, AT. On a alors g(y,) = [xx(9)]" (y7)

et @o(yr) = [7]"(y-) = 7(7)yr + ¥ On pose t; = (7 @ ¢"V)(tz) = logr(y:) et on
rappelle que W = {(7,n) € Gal(E/Q,) x Z tels que n(7|r) =n mod h}. Pour g € W

avec p"9~1(p — 1) € I, on a une application ¢, : E ®p B! - E ®r Bl donnée par
v (g7 ® (9lF ® ")) (2).

Lemme 3.4.7. — Sige W et p"9~Y(p—1) € I avec g|r =7 et n(g) —n(7) = kh, alors
ker(foi, : E®p B! —» E®p C,) =Qilyr) - E®p B’

Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemm. 5.1]|. O

On a V,(y,) = t; - v, ol v, est une unité de A} = Op[u] (voir [KR09, Lemm.
2.1.4]. On pose alors 9, = t-'v 'V, de telle sorte que 9, (y,) = 1. Pour 7,0 € ¥, on a
0r 00, = 0,0-, et 0-(y,) =0si 7 # v.

Lemme 3.4.8. — On a 0-((F ®F ﬁiig,K)p ) C (E®F ﬁligyK)pa.
Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemm. 5.2|. O

Lemme 3.4.9. — Six € K;C, I est un intervalle compact et n > 1, alors il existe £ > 0

et n, € Oplp, (u)] tel que x — x, € AL
Démonstration. — Voir [Ber16b, Lemm. 5.3|. O

Sin > 1 et [ est un intervalle compact, le lemme 3.4.9 nous donne un élément y,,, €
Ogle, (u)] tel que yr — . € p"Op Qo, AL ety yrn € (E®p BL)2. On note 1,
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I'uplet dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la 7-iéme qui vaut 1. Soit (y —y,)* =
HTez()(yr — Yrn)F et OF = HTGEO 9% . On a alors

0sik, =0,
kT(y - yn)kilf s k’r Z L.

O-(y — yn)k = {

Par le lemme 3.2.17, il existe m > 1 tel que y, —y,, € (E®p BL)Im=an o ||y, —Yrnllr,, <
P~ pour tout T € Xg. Soit {7;}ienzo une suite d’éléments de (E ®p BL)Im—amF—la te]le

que ||p"ilz;||r,, — 0 quand [i] — +oo. La série Y ; n=, 2i(y — y»)' converge alors dans

(E ®F ]A?;;()Fm—an.

Théoréme 3.4.10. — Six € (E®F]§§<)la et ng > 0, alors il existe m,n > 1 et une suite
(i)ien=o dans (E ®p ﬁf{fm_an’F_la telle que Hp(n_no)‘i‘xiHFm =0 et w =23 ;onm @iy —

ya)l.

Démonstration. — Voir [Ber16b, Thm. 5.4|. O

3.4.3. Application au relévement du corps des normes dans le cas anticyclo-
tomique. — Le théoréme 4.1 de [Ber14| a pour conséquence qu'’il n’existe pas de reléve-
ment de hauteur finie du corps des normes anticyclotomique. On va en fait pouvoir mon-
trer, grace au théoréme de structure des vecteurs localement analytiques 3.4.10, qu’il n’y
a pas de vecteurs localement analytiques non triviaux dans ]§§< pour l'action anticyclo-
tomique lorsque I = [0,7] avec r > 0, et on en déduira un résultat plus fort que dans le
cas du relévement du corps des normes.

Commencons par rappeler le cadre anticyclotomique dans lequel on se place. Ici, on aura
F' = Q2, et on note Iy I'extension cyclotomique de F'. L’extension anticylotomique F.
est définie comme 'unique Z,-extension de F' galoisienne sur Q, telle que le Frobenius de
Gal(F'/Q,) agisse sur Gal(F,./F) par inversion. Le compositum Fiyq - F,. est alors égal
a l'extension de Lubin-Tate rattachée a 'uniformisante p par théorie du corps de classes
local, qu’on notera Fi, et on note x, le caractére de Lubin-Tate associé. Si on note o
le Frobenius de Gal(F/Q,), alors I'extension anticyclotomique est le sous-corps de Fi
invariant sous G, = {g € Gal(F/F) : xp(9) = 0(xp(9))} et I'extension cyclotomique
est celle invariante sous G := {g € Gal(F/F) : x,(9) = (6(x,(g9)))"'}. On conserve les

notations de la partie 3.4.2. On note (]:5)?,5)[ les invariants de ]§§ sous G,

Théoréme 3.4.11. — Si I = [0;:7], alors (BX)))* = F. Autrement dit, il n'existe
pas de vecteurs localement analytiques non triviaur dans ]A?;E?’r’“] pour l’extension anticy-

clotomique F,./F.

Démonstration. — Soit z € ((B%)!)2. En particulier, z € (BL)".

Le lemme 3.4.9 montre qu’il existe £, > 0 et y, = Yo € (’)F[goge"(u)] tels que y, — y, €
p"BL. et on écrit y, = P, (¢, (u)) avec P, € Op[T]. Or la démonstration de ce lemme
(voir [Ber16b, Lemm. 5.3|) utilise la densité de |J,.n @, " (Fq[@]) dans E} pour la

topologie u-adique et conclut par approximations successives, ce qui montre qu’on peut
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choisir les P, de sorte que pour tout n > 0, P,(0) € pOp, et on fait ces choix pour la
suite.
Le théoréme 3.4.10 nous donne m,n > 1 et une suite {z;}ien de (BL)F—laGm—an o]

que ||p™z;llg,, — 0 et @ =3 2i(Yo — yn)'. Or les z; sont dans (BL)F~la.Gm—an

, qui est
inclus d’aprés le théoréme 3.4.6 dans B, ., et on note ' = m — k. Pour tout i € N,
on peut donc écrire z; = Q;(p, " (u)) avec Q; € F[T]. Quitte & remplacer £, et ¢’ par
max(l,, ') et & changer m, les Q; et les P, en conséquence, on peut supposer que £,, = .

On considére a présent les ensembles

Xom = {x € ]A?;f7 tels que x = sz(ug —y,)" avec les x; € (]§§7mk)F_la} ,
i>0
ot n € N et m est tel que y, — y, € (BL)Gm—an,

Alors U X = (ﬁ})la par le théoréme 3.4.10. Si z € X, ,,,, on peut, par ce qu’on a fait
précédemment, écrire z = Y0 Qi(p, (1)) (us — Pu(p, ()" pour £ = max(m — k, (),
ce qui montre que ce ¢ ne dépend pas du choix de z dans X, ,, mais uniquement de n et
m. En écrivant u, = ¢, (([p]”)*(us)) et en notant P, = ([p]”)*, on peut alors écrire x
sous la forme

z =t (Z Qi(u)(Fo(uo) — Pn(U))Z)
i>0
et comme P,(0) € pOr et B,(0) = 0, la série Y .., Q:(U)(P,(V) — P,(U))" définit un
élement de F[U, V], et on note f,, : Xpm — F[[U:V]] Papplication qui envoie

7= g’ (Z Qi(11) (P () — Pn<u>>i> € Xom

i>0
sur la série correspondant & Y. Q;(U)(P,(V) — P,(U))" dans F[U,V]. On définit une
action de I' sur F[U, V], F-linéaire, en posant g(U) = [x,(9)](U) et g(V') = [x»(9)]7(V),
de sorte que l'application f, ., : X,m — F[U, V] est G,, équivariante.

Comme exp;(0) = logr(0) = 0, si on note T} = log;(U) et To = log{(V), alors
FlU,V] = F[T1,T3], et Vaction de I" sur T} et T, est donnée par g(71) = x,(g) - 11 et
9(Tz) = o(xp(9)) - To. En particulier, si 4,7 > 0, g(T1Ts) = x,(9)'0(x,(9))? Ty Ty, de sorte
que l'action de I' sur F[T}, T3] préserve les monomes.

Soit maintenant x € ((B)/)a. 11 existe alors n,m tels que 2 € Xpm, et fom(z) €
F[T1,T5]. On peut donc écrire f,nm(z) = >, i~ 2, TiTY. Comme = € ((B2)!)la Xom
et que f, ., est [, équivariante, on a pour tout g € I';, N {g € Gal(F/F) : xp(g9) =
o(xp(9))} :

9(fam(@)) = fam(z).

Comme l'action de I' préserve les monomes, il nous suffit de montrer qu’il n’existe pas
de monome TfTQj invariant sous l'action anticyclotomique pour (i, 7) # (0,0). Or, si pour
tout g € T, N{g € Gal(Fo/F) : xp(9) = 0(xp(9))}, g(TiTY) = TiTY, alors x,(9)™ =1
pour tout g dans le quotient par {g € G,, : x»(9) = 0(xp(g9))}. Or ce quotient est sans

torsion (puisque F,./F est une Z,-extension) et x, est injectif, donc ¢ + j = 0. O
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Proposition 3.4.12. — L’élément u € A;E, défini dans la partie 2.1.4, est un vecteur

localement analytique de BL pour I = [0, 7].

Démonstration. — Le lemme 2.14 de [BSX15| montre que, si V' est un Qp-espace de
Banach, si I'r agit contintiment sur V' et si H est un sous-groupe compact ouvert de I
tel que pour tout g € H, |||lg — 1||| < ¢ avec ¢ < p 77, alors laction de T sur V' est
localement analytique.

Comme [ = [0,7], u* — 0 quand k — +o00, de sorte qu’il existe n > 0 tel que, si x.(g)—
1 € p"Op, alors ||[xx(9)](u) —ul|; < c. Sionnote G, ={g €lr:x(9) €1+p"Op} =
Gal(F/F,), c’est un sous-groupe compact ouvert de I'r. Il nous suffit donc de montrer

que, pour tout g € G, |||lg — 1]|| < ¢ sur BL. Soit h(T) = 3 a,T" tel que h(u) € BEL
n>0

avec ||h||; = 1, et soit g € G,. On écrit F, pour [x.(g)] et on a Fy(u) —u = [ avec
f € BL telle que ||f||; < ¢ puisque g € G,,. On a alors

(9= D(h(w) =) an(Fy(u)" —u")

n>0
n—1
= (Fy() — 0) 3 03 ol ™)
n>0 k=0
n—1
= (Fy(u) —u) Y an()_(u+ f)fu"*)
n>0 k=0
n—1 k k
=0 -0 L X et (4w
n>0 k=0 i—0 M
n—1 k—1 k
— (Fy(u) ~ w) ((Zanw ot )uffk—ﬂ»)
n>0 n>0 k=0 j=0 J
= (Fy(u) —u) ((Z au") + F)
n>0
avec ||Fl||; < ccar ||ull; <1, ||fllr < ¢ < 1etcar||-]||; est sous-multiplicative. On en
déduit donc que
(g — DBl < c.
ce qui montre le résultat. On en déduit que u est localement analytique pour ['p. O
Corollaire 3.4.13. — Il n’existe pas de relévement du corps des normes anticyclotomique

en caractéristique 0 de hauteur finie.

Démonstration. — Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe un relévement
du corps des normes anticyclotomique en caractéristique 0, de hauteur finie. Alors en
reprenant les notations de la partie 2.2.2, il existe un plongement I'p-équivariant de Ag
(la complétion p-adique de Og[[T]][1/T], munie d’actions compatibles Og-linéaires de I'p
et de ¢g) dans Ap = (Op ®0p, W (E))Ga(Qp/Fae)  Soit u 'image de T par ce plonge-
ment, qui est en fait dans AL par la proposition 2.2.12. La proposition 3.4.12 montre

que, si I = [0,r], u est, en tant qu’élément de ]AE;’%, un vecteur localement analytique. Le
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théoréme 3.4.11 montre alors que u € F, et donc g(u) = u pour tout g € I'p, ce qui est

impossible. O






CHAPITRE 4

(¢,7)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT
ANALYTIQUES DANS B!

rig

Caruso a développé dans [Car13| une théorie pour étudier les représentations p-adiques
de Gk, ou K est un corps p-adique, mais en remplacant I'extension cyclotomique par
I'extension de Kummer K, /K. Comme dans le cas des (¢, [')-modules, les représentations
p-adiques et modulo p de G sont classifiées par la catégorie des p-modules étales (sur
des anneaux qu’on va définir). En revanche, comme Iextension de Kummer n’est pas
galoisienne, on n’a pas de groupe I' qui agit & proprement parler et on ne peut plus copier
la méthode de Fontaine pour obtenir des (¢, I')-modules. La stratégie de Caruso est alors
de construire des (¢, 7)-modules, ¢’est-a-dire d’ajouter au p-module une action de 7, qui
est un générateur topologique de Gal(K s - Keyel/ Keyal), mais oll T agit aprés tensorisation
par AL, L étant le compositum de I'extension de Kummer et de I'extension cyclotomique.

Caruso a posé deux questions & la fin de son article. D’une part, la catégorie des
(p, 7)-modules étales étant équivalente a celle des (p, I')-modules étales puisque ces deux
catégories sont équivalentes & celle des représentations de Gg, il s’est demandé s’il était
possible d’expliciter directement cette équivalence sans repasser par les représentations.
D’autre part, Caruso s’est demandé s’il existe un analogue du théoréme de Cherbonnier-
Colmez, affirmant que les (o, ')-modules cyclotomiques sont surconvergents, dans le cas
des (¢, 7)-modules, aprés avoir défini ce qu’on entend exactement par surconvergence des
(i, 7)-modules.

La partie 4.1 de ce chapitre est dédiée a ’exposition des constructions et résultats de
Caruso concernant les (o, 7)-modules. Les définitions et constructions initiales de Caruso
ne fonctionnent cependant pas tout a fait dans le cas p = 2, et on montrera comment
étendre les notions de Caruso au cas p = 2 avec les définitions de Gao et Liu [GL16].

Le reste du chapitre a pour but d’utiliser la théorie des vecteurs localement analy-
tiques pour faire le lien entre (¢, I')-modules et (¢, 7)-modules et de déduire du théoréme
de Cherbonnier-Colmez la surconvergence des (p, 7)-modules. Ainsi, la partie 4.2 de ce
chapitre se concentre sur la détermination de la structure des vecteurs localement ana-

lytiques dans les anneaux ]§£ et BT en utilisant des méthodes similaires a celles de

rig,L>
Berger dans |Ber16b| et des traces de Tate normalisées dans certains anneaux de périodes
afin d’obtenir des lemmes d’approximation satisfaisants. La partie 4.3 de ce chapitre mon-
tre comment passer des (¢, 7)-modules aux (¢, [')-modules et inversement, et comment

en déduire la surconvergence des (i, 7)-modules. La démonstration de la surconvergence
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utilisant de fagon cruciale certains théorémes de Kedlaya sur les ¢-modules [Ked05|, on
exposera aussi dans la sous-partie 4.3.1 les résultats principaux de Kedlaya dont nous

aurons besoin.

4.1. Généralités sur les (p, 7)-modules

4.1.1. La théorie des (p,7)-modules. — Dans ce qui suit, on ne supposera plus
comme au chapitre 2 que K/Q, est une extension finie, et on se place a nouveau dans
le cadre plus général exposé au chapitre 1, c¢’est-a-dire que K/F est une extension finie
totalement ramifiée et F' = W (k)[1/p] est le corps des fractions de 'anneau des vecteurs
de Witt a coefficients dans k, un corps parfait de caractéristique p.

On va maintenant s’intéresser au cas ol I'on choisit de dévisser 'extension K/K via
une extension de Kummer, en suivant la stratégie de Caruso [Carl3|, ¢’est-a-dire a 'aide
des (p, 7)-modules. On va commencer par détailler un peu la construction de ces (¢, 7)-
modules et rappeler les principaux résultats de l'article de Caruso. On fera attention au
fait que nos notations différent de celles de Caruso et on renvoie & nouveau a l'annexe
sur les anneaux de périodes pour faire le lien entre les notations utilisées ici et celles de
Caruso, rappeler les définitions des anneaux en question et récapituler les relations entre
les différents anneaux.

Dans la suite, on fixe une extension de Kummer K., /K et on conserve les notations de
la partie 3.3.1. En particulier, on fixe 7 une uniformisante de K, de polynome minimal
E(X) sur F, et on se donne une suite compatible (7,),en de racines p™-iémes de 7, de
sorte que my = 7 et 1, = m, pour n > 0. On note également L la cloture galoisienne de
K« /K et on choisit 7 un générateur topologique de Gal(L/ K ya) tel que ¢(7) = 1, ot ¢
désigne le cocycle de Kummer associé¢ a K. /K.

Pour bien faire la différence avec les anneaux définis dans le cadre cyclotomique, on
mettra en indice des anneaux relatifs a 'extension de Kummer un symbole 7. Il s’agit
simplement d’une notation, les anneaux ne dépendant pas du choix de 'élément 7 mais
uniquement de l'extension de Kummer. On sera également amené & considérer dans les
parties suivantes a la fois des anneaux de Fontaine relatifs a l'extension K.y/K et a
I'extension K, /K. Afin de pouvoir distinguer plus facilement les deux cas de figure,
on notera Hyx = Gal(F/Kcyd) comme usuellement, et H, x = Gal(K/K,). On notera
également, si A est une algébre munie d’une action de Gy, Ax = Ax et A, g = AHnx,

Expliquons & présent comment construire les (¢, 7)-modules, en caractéristique p. On
peut, comme en 1.1.1, définir le corps des normes de K, /K et plonger celui-ci dans E.
La famille ((yn) et la famille (m,) définissent chacune un élément de E*, qu'on notera
respectivement ¢ et 7. On pose © = ¢ — 1, et on rappelle que vg(u) = Iﬁ. On a alors un
plongement du corps des normes de K,,/K dans E, dont I'image est E,  := k((7)). Soit
E. la cloture séparable de E, g dans E. Comme Gal(K /K,) agit trivialement sur E, g,
tout élément de Gal(K /K., stabilise E,, ce qui nous donne un morphisme Gal(K/K,.) —

Gal(E./E, k). Par le théoréme 1.1.8, ¢’est méme un isomorphisme, et on obtient alors
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une classification des F,-représentations de dimension finie de Gal(K/K,,) par les ¢-
modules étales sur E; . Il s’agit d’un cas particulier des constructions de la partie 1.1.1.
Rappelons simplement que, pour V' une F,-représentation de Gal(K/Ky), on définit
D(V) = (E; ®p, V)Gl /Kx) " qui est un E,. g-espace vectoriel muni d’un endomorphisme
¢E, ,-semi-linéaire ppy) induit par pg, ® 1. Réciproquement, si D est un ¢-module
étale sur E. i, on définit V(D) comme le F-espace vectoriel (E. ®g,_, D)?~' muni de
Iaction de Gal(K /K,) induite par celle sur E; et ol ¢ = ¢ ® pp. Ces deux foncteurs
sont alors quasi-inverses I'un de 'autre et donnent lieu a une équivalence de catégories
tannakiennes entre celle des F,-représentations de dimension finie de Gal(K /K.) et celle
des p-modules étales sur E; k.

Dans la théorie des (¢, I')-modules, on utilise le fait qu’une représentation de G définit
par restriction une représentation de Gy _, ce qui permet d’associer & une représentation
de G un p-module, et on obtient alors un (¢, I')-module en munissant ce p-module d’une
action de I" compatible. Ici, K. /K n’est pas galoisienne donc on n’a pas de groupe de
Galois qu’on pourrait faire agir sur le ¢o-module associé a la restriction d’une représentation
de Gk a Gk . L’idée est d’utiliser 'action du groupe topologiquement engendré par T,
mais ce dernier agit sur toute 'extension L/K, ot L = K - Kqq. Tout cela ameéne
Caruso & définir un corps de coefficients sur lequel 7 agit : on note EL le sous-corps de
E formé des éléments fixes sous action de Hy. Il contient notamment (E,)7> et donc
en particulier E; g. Cela nous ameéne a la définition de (¢, 7)-module de Caruso [Carl3,
Deéf. 1.7] :

Définition 4.1.1. — Un (¢, 7)-module sur (EﬂK,EL) est la donnée de :

(1) un p-module étale D sur E, f ;
2) un endomorphisme 7-semi-linéaire 7p E L Qg . D — EL ®Rg. . D qui commute a
( K T, K

¢E, @ ¢p, et qui vérifie, pour tout g € I' tel que Xcya(g) € N
Vo € D’ (g (029) 1d) o TD($) = Tgcyd(g) (27)

Remarque 4.1.2. — Comme le fait remarquer Caruso dans son article, la différence
entre la deuxiéme égalité de cette définition et la proposition 3.3.4 s’explique par le fait
qu’on ne demande ici & cette égalité de n’étre satisfaite que pour x € D, et pas sur tout
E L QE,  D. Cependant, comme 7p est semi-linéaire, le fait que I'identité soit vérifiée sur

D montre qu’en fait on a 1’égalité
(g®id)op = Tgcyd(g) o ((T_chd(g)gT) ® id).

Remarque 4.1.3. — On peut aussi utiliser des corps plus petits que le corps EL, comine
par exemple la cloture séparable de k((7,¢)) dans E. Cette approche est également
suggérée par Caruso dans son article, I'intérét étant que I'étude des points fixes de ce
corps plus petit sous I'action de certains sous-groupes de Gal(Qp/ K,) est parfois plus

simple.
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Simaintenant V' est une F)-représentation de Gx de dimension finie d, on rappelle qu’on
a défini D(V) = (E; ®p, V)GalQy/K=) Je p-module associé. Par la théorie de Fontaine,
D(V') est de dimension d sur E, . Pour définir une structure de (¢, 7)-module sur D(V'),
il reste juste a construire un automorphisme 7p de EL ®g, » D(V). Pour ce faire, le point

de départ est le lemme suivant qui nous donne une autre description de cet espace :

Lemme 4.1.4. — L’application naturelle E, ®p, , D(V) — (E @p, V)H> est un iso-

morphisme.
Démonstration. — Voir [Fon90, A.1.2.6 et A.1.2.7|. O

Or (f} ®w, V)7~ est naturellement muni d’une action de Gk qui est semi-linéaire rela-
tivement a la structure de EL—espace vectoriel. On définit alors 'application 7p comme
Pautomorphisme de Ej ®E, x D(V) correspondant a 'action de 7 sur (E @r, V)~ via
Pisomorphisme Ej, ®g, , D(V) — (E ®w, V)">=. On obtient alors bien un (¢, 7)-module
puisque le sous-groupe H,, de G agit trivialement sur E; et que Gk agit trivialement
sur D(V).

Réciproquement, si D est un (¢, 7)-module sur (E; g, EL), alors il fournit en particulier
un p-module sur E; x et la représentation V(D) associée a ce g-module est V(D) =
(B; ®g, , D)#=". Il reste a expliquer comment on étend 'action de G, sur V(D) en une

action de Gy tout entier. Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant :
Lemme 4.1.5. — L’application
(E: @, . D)*~' = (E®g, (BL @, , D))
déduite de l'extension des scalaires de E; i a EL est un isomorphisme.
Démonstration. — Voir [Car1l3, Lemm. 1.10]. O

On peut alors appliquer la proposition 3.3.4, ce qui nous dit qu’il existe une unique action
de Gk /Hy sur EL ®g, , D pour laquelle les éléments g € G /H agissent par (g ® id)
et 'élément 7 € Gy /H, agit via automorphisme 7. En composant par la projection
canonique G — Gi /H, on obtient alors une action de Gy sur EL ®E, , D. Comme par
ailleurs Gx agit sur E et donc sur (E, ®g,, D)*~' — (E ®f, (Er ®g, , D))#=', on en
déduit que l'action qu’on vient de définir sur D(V') prolonge celle de Gx__ . Caruso montre

alors le théoréme suivant [Carl3, Thm. 1.11] :

Théoréeme 4.1.6. — Les deux foncteurs D et V définis précédemment induisent une
équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Fp-représentations de dimension

finie de G et celle des (i, 7)-modules sur (B, i, Ep).

Démonstration. — Le théoréme 1.1.22 pour les ¢-modules garantit que les morphismes
canoniques

D — D(V(D))
et

V= V(D(V))
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sont des isomorphismes, pour tout (p,7)-module D sur (ET7K,EL) et pour n’importe
quelle F,-représentation V' de dimension finie de Gg. Il suffit alors de vérifier que le
premier morphisme commute a ’action du groupe topologiquement engendré par 7 et que

le second est Gx-équivariant, ce qui est direct. O

Pour définir les (¢, 7)-modules en caractéristique 0, il faut relever les différents anneaux
considérés précédemment en caractéristique 0. On va travailler dans A = W (E) et B =
A[1/p], mais il nous reste & définir un relévement des corps E, x et Ez. On définit donc
un anneau A, g a l'intérieur de A de la facon suivante :

Ak ={) a7 a€Op Jim_a; = 0}.
1€Z
Muni de la valuation p-adique v,(}",.; a;[7]") = minez vy(a;), Ak est un anneau de
valuation discréte qui admet E, g comme corps résiduel. Si M/K est une extension finie,
on note E, p; 'extension de E; g correspondant a M - K, /K par la théorie du corps

des normes.

Proposition 4.1.7. — Si M est une extension finie de K, alors E; ) est une extension
séparable de B, et il existe une unique extension non ramifiée B, /B, k, contenue
dans ;‘:, de corps résiduel B,y et telle que Gal(B; 1 /Br k) ~ Gal(E; v /E; k). On note

A v son anneau des entiers pour la valuation p-adique et A::M = AT N A v
Démonstration. — La démonstration est la méme que pour la proposition 1.1.38. O

Comme E, = |J,, P E; yr est la cloture séparable de E; g, I'extension maximale non
ramifice B} de B, g dans B est aussi la réunion des B,y quand M parcourt les ex-
tensions finies de K. On note alors B, I'adhérence de Bl dans B pour la topologie
p-adique, et on note A, son anneau des entiers (qui est aussi le complété de Panneau
des entiers de Bl pour la topologie p-adique). On a donc A,/pA, = E,. Comme
B! est stable sous 'action de Gk, c’est aussi le cas de B, et on a Gal(B}7 /B, ) ~
Gal(E, /B, y) =~ H, = Gal(K/M-K,.). Si M est une extension finie de K, le théoréme
d’Ax-Sen-Tate (voir [Tat67, Thm. 1]) montre alors que BY™" = (Bur)Hu — B, et
donc que A, 5y = AHna,

Le Frobenius déduit de la fonctorialité des vecteurs de Witt sur B définit par restriction
des endomorphismes de A, i, B, x, A, et B, et envoie notamment [7] sur [7]?. On définit
a présent un p-module étale sur A g (resp. sur B, x) comme la donnée d’un A, x-module
de type fini (respectivement d’un B, g-espace vectoriel de dimension finie) D muni d’une
application ¢ : D — D semi-linéaire par rapport au Frobenius et dont la matrice dans
une base est dans GL4(A, k). On a alors les mémes résultats qu’en caractéristique p

concernant les représentations de G :

Théoréme 4.1.8. — Pour V une Z,-représentation de Gk, on note D(V) = (A ®q,
V)95 et si D est un o-module étale sur A. k., on note V(D) = (A; ®a,, D)¢=". Les
foncteurs D — V(D) et V +— D(V) sont alors quasi-inverse l'un de autre et donnent
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lieu a une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des Z,-représentations libres

de type fini de Gk, et celle des p-modules étales sur A, k.

Théoréme 4.1.9. — Pour V une Q,-représentation de G, on note D(V) = (B; ®q,
V)95 et si D est un p-module étale sur B, on note V(D) = (B, ®g, , D)?='. Les
foncteurs D — V(D) et V +— D(V') sont alors quasi-inverse ['un de l'autre et donnent lieu
a une équivalence de catégories tannakiennes entre celle des représentations Q,-linéaires

de dimension finie de Gk et celle des p-modules étales sur B, k.

Comme dans le cas de la caractéristique p, il faut définir & nouveau un corps de coeffi-
cients sur lequel 7 va agir. On va pour cela considérer AL = Af (comme E 1, est parfait,
on aaussi A, = W(EL)) et B, = Ap[1/p]. Ces anneaux sont munis d’un endomorphisme
de Frobenius qui provient de celui sur B. On peut alors définir les (¢, 7)-modules étales

comme en caractéristique p :

Définition 4.1.10. — Un (¢, 7)-module étale sur (A, x, Ar) (resp. (B,x,ByL)) est la

donnée de

(1) un p-module étale D sur A, x (resp. B, k) ;
(2) un endomorphisme 7-semi-linéaire 7 : A; ®Ra,x D — A; ®a, D qui commute

A YA, ® @p, et qui vérifie, pour tout g € I tel que Xcya(g) € N :
Ve e D, (g®id)orp(z) = Tﬁcyd(g) ().
On a a nouveau les résultats suivants :

Théoréme 4.1.11. — On dispose d’une équivalence de catégories entre celle des Z,

représentations libres de type fini de Gk et celle des (p, T)-modules étales sur (A, k, :&L)
Démonstration. — Voir [Carl3, Thm. 1. O

Remarque 4.1.12. — Les résultats restent vrais en remplacant Z,-représentations par

Q,-représentations et A par B..

4.1.2. Généralisation & p = 2 et notion de surconvergence. — On va a présent
montrer comment généraliser ces définitions au cas p = 2 en reprenant les définitions de
Gao et Liu dans |GL16|.

Proposition 4.1.18. — Dans le cas p # 2, la donnée d’un (p,7)-module étale (D, Tp)
sur (Ar k., AL) est équivalente & la donnée d’un triplet (D', op/, G) ot :

(1) (D,¢p) = (D', pp) en tant que p-modules sur A,k ;

(2) G est une action G-semi-linéaire sur .KL de Goo sur M = ;;L QA x D' telle que

G commute a @y = i, ®¢p et laction de T € G coincide avec celle de Tp sur M ;
(3) en tant que sous A, x-module de M, D C MG E/Ks),

Démonstration. — Voir [GL16, 2.1.6]. O
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Cela nous améne a généraliser la définition des (p, 7)-modules de la facon suivante,
définition qui est bien équivalente & celle classique dans le cas p # 2 par la proposition
4.1.13.

Définition 4.1.14. — On appelle (p, 7)-module étale sur (A, x, AL) (resp. (B.g,ByL))
tout triplet (D, ¢p,G) ou :

(1) (D, ¢p) est un p-module étale sur A, g (resp. B, k) ;

(2) G est une action Go-semi-linéaire de Go sur M = Ay @A, D (resp. sur M :=
B, @B, D) telle que G commute a oy 1= 9z, ®pp (resp. Y = pg, ®pp), c’est-a-dire
que pour tout g € Goo, g = PMY ;

(3) en tant que sous A, g-module de M, D C MGal(L/Kee),

En particulier, si (D,¢p,G) est un (p,7)-module étale sur (AT,K71&L)7 on définit
V(D) = (A ®z, D)7 = (A ®x, (AL ®a, , D))?=! comme la Z,-représentation de
Ok ou Gk agit sur Ap @4, D via G et G agit diagonalement sur le produit tensoriel
A®z (AL ®a,, D).

Proposition 4.1.15. — Le foncteur qui a un (@, 7)-module étale (D, vp,Gs) associe la

Z,-représentation de Gg
V(D) = (A®g, D)*,

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des (p,T)-modules étales et celle

des Z,-représentations de Gi.
Démonstration. — Voir |GL16, Prop. 2.1.7]. O

Cette définition plus générale englobe donc a la fois celle de Caruso et le cas p = 2,
et on dispose toujours d’une équivalence de catégories tannakiennes entre représentations
p-adiques de Gk et (p, 7)-modules. On considére donc par la suite avoir fait ce choix de
définition pour les (¢, 7)-modules.

Caruso avait posé plusieurs questions dans son article, dont les deux suivantes :

(1) quel lien peut-on faire entre (¢, 7)-modules et (¢, I')-modules, sachant que les deux
catégories sont équivalentes puisqu’équivalentes a celle des représentations galoisiennes de
Gk 7 On souhaiterait bien évidemment pouvoir répondre a cette question sans repasser
par les représentations de G.

(2) Dans le cas des (¢, I')-modules, on dispose du théoréme de Cherbonnier-Colmez qui
affirme que tout (¢, ')-module (cyclotomique) est surconvergent. Ce résultat se révéle
extrémement précieux dans I’étude des représentations galoisiennes, et on aimerait avoir
un analogue de ce théoréme dans le cas des (¢, 7)-modules (si jamais un tel analogue était

possible).

Gao et Liu ont en fait répondu a cette deuxiéme question dans le cas ol le corps résiduel
k de K était fini, et montré dans [GL16]| que les (p, 7)-modules sont effectivement sur-

convergents. On propose ici de donner une méthode pour passer des (¢, 7)-modules aux
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(p,T)-modules (et inversement) et d’en déduire une autre fagon de montrer la surconver-
gence des (o, 7)-modules; sans cette fois supposer que k est fini. Expliquons exactement ce
qu’on entend par le fait qu’un (i, 7)-module est surconvergent, en reprenant la définition
de |GL16] :

Définition 4.1.16. — On rappelle que si V' est une Q,-représentation de G, le (¢, 7)-
module associé¢ a V sur (B, k, ]§L) est la donnée du ¢-module D(V) = (B, ®q, V)%=
et d’'une action semi-linéaire de Goo sur M(V) = (B ®q, V)"
Pour 7 > 0, on définit DI (V) = (Bl ®@q, V)%= et M7 (V) = (B @q, V)9".
On dit alors que le (p, 7)-module D associé a V' est surconvergent s’il existe r > 0 tel
qu’on ait
D(V) =B, i @1 DV (V)
et
M(V) =B, ©gpr MIT(V).

ot Bl =B, x N Bf.

4.1.3. (o, 7y )-modules. — On a vu dans la partie 4.1.1 comment associer & une
représentation p-adique V' de Gk un (p,7)-module. Pour ce qu’on souhaite faire en-
suite, on aura besoin de savoir ce que devient le (p, 7)-module associé a la restriction de
V a Gy, o M est une extension finie de K.

Si on pose My, := Ko - M, Ly == L-M et H,p = Gal(K/M,,), alors M, /M et
Ly /M sont strictement APF par la proposition 1.1.2. Si V' est une représentation p-
adique de Gy, on peut définir D(V) := (B, ®q, V)"~ qui est naturellement muni d’une
structure de @-module étale sur B, 7, et D(V) := (B ®q, V)9, qui est naturellement
muni d’une structure de ¢p-module étale sur ]§LM, muni d’une action de Gal(Ly /M) qui

commute a l'action de ¢.
Définition 4.1.17 — On appelle (¢, 7ar)-module sur (B 5/, ]§LA4) la donnée d’un triplet
<D7 ¥D; Gal(L]Vf/M))v

ou :

(1) (D, ¢p) est un g-module sur B, 5/ ;

(2) Gal(Ly /M) est une action Gal(Ly;/M)-semi-linéaire sur By, de Gal(Ly;/M) sur
D= ]§LM @, D telle que cette action commute & ¢ := g @ ¢p ;

’ M

(3) en tant que sous B, y-module de D, on a D C DHrar,

Si (D, pp,Gal(Ly/M)) est un tel (¢, 7ar)-module, on définit V(D) := (B, ®s, ,, D)~
et

V(D)= (Bep,, D) = (Bes, D)

Comme habituellement, un (¢, 7a7)-module est dit étale si le p-module sous-jacent est

étale.
Proposition 4.1.18. —
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(1) Les foncteurs D +— V(D) et V +— D(V) sont quasi-inverses l'un de l'autre et
imduisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des p-modules
€tales sur B, ) et celle des représentations p-adiques de Gy, ;

(2) V(D). ~ V(D) ;_ i

(3) Les foncteurs D — V(D) et V +— D(V) sont quasi-inverses l'un de l’autre et in-
duisent une équivalence de catégories tannakiennes entre la catégorie des (p, Tyr)-modules

étales sur (B; ]§LM) et celle des représentations p-adiques de Gyy.

Démonstration. — Le premier point est la proposition A.1.2.6 de [Fon90|. Le deuxiéme
point est une conséquence directe de |GL16, Lemm. 2.1.4| et de notre définition de

(i, Tar)-module. Pour le dernier point, on renvoie a la preuve de [GL16, Prop. 2.1.7]. O

Si on était parti au départ d’une représentation p-adique V de Gx dont on a considéré
la restriction & Gy, et si de plus on suppose que M, /K est galoisienne, alors (B, ®q,
V)Hra1 est naturellement muni d'une action de H, r/H,y ~ Gal(My/Ks). Comme
de plus, (]§ ®q, V)% C (]§ ®q, V)98, Taction de Gy /Gr,, en tant que sous-groupe
de Gx /G, sur (B ®q, V)9 coincide avec celle de Gyr/Gr,, sur (B ®q, Vigy )74 . Ces

considérations nous aménent & faire la définition suivante :

Définition 4.1.19. — Si M/K est une extension galoisienne finie telle que M et K
soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, pp, Gal(Ly/M)) est un
(¢, 7ar)-module sur (B,.7, By,,), on dit que D est muni d’une action de Gal(M/K) si Gx
agit sur D := ELM ®B,,, D et si:

(1) D en tant que sous ensemble de D est stable sous I'action de Hy C G :

(2) Gy, agit trivialement sur D, et H,  agit trivialement sur D ;

(3) Taction de Gar/Gr,, C Gi /Gy, coincide avec action de Gal(Ly; /M) sur D.

4.2. Vecteurs localement analytiques dans ﬁi et ]§Lg7 L

Soit B, = B on Hy = Gal(Q,/L). Comme Gal(B./Bk) ~ Go, By, est naturelle-
ment muni d’une action de I' = Gal(Kya/K) identifié a Gal(L/K) et d'une action de
7 (et de 72).

L’intérét de anneau Bj, est qu’il permet de faire le lien entre les (¢, I')-modules et les

(¢, 7)-modules, via la notion de (¢, G )-module suivante :

Définition 4.2.1. — On appelle (¢, G, )-module sur A (resp. sur ]§L) un module sur
A, (resp. sur ]§L) muni d’actions semi-linéaires continues de ¢ et G4 qui commutent.

On dit qu’un (¢, G )-module sur AL ou By est étale s'il existe une base de D dans
laquelle Mat(y) € GLy4(AL).

Définition 4.2.2. — Soit V une Z,-représentation de Gg. On définit alors le (¢, G )-

module D (V) associé & V par :

Dp(V) = (A &g, V).
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Et pour un (¢, G )-module D étale sur KL, on pose
V(D) = (A ©x, D)

Remarquons que, si on note D(V) le (¢, I')-module cyclotomique associé a V' (donc
D(V) = (A®z, V)9%ea) alors Dp(V) et D(V)®a, A sont des (o, Goo)-modules sur A,
et le second est étale. Le théoréme suivant montre que ces deux objets sont isomorphes.
Théoréeme 4.2.3. —

(1) L’application naturelle D(V) @4, Ay — Dy(V)
est un isomorphisme de (¢, G )-modules étales sur A;.

(2) Les foncteurs Dy et Vi sont quasi-inverses l'un de l'autre et donnent lieu & une
équivalence de catégories entre la catégorie des Z,-représentations de Gi et celle des

(¢, Goo)-modules sur Ay
Démonstration. — Voir [TRO8, Thm. 1.2|. O
Corollaire 4.2.4. — Le foncteur

{(.T) — modules étales sur A} — {(¢, Goo) — modules étales sur Ay}
Dw— D ®AK AL

est une équivalence de catégories.

Remarque 4.2.5. — On a évidemment les mémes résultats pour les Q,-représentations

en se placant sur B.

On a également le méme résultat pour les (¢, 7)-modules, c’est-a-dire qu’on a le théoréme

suivant :
Théoréme 4.2.6. — Le foncteur

{(¢, ) — modules étales sur (A, x,AL)} = {(¢, Goo) — modules étales sur Ay}
M M®a,, AL

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la définition 4.1.14 qu’on a présentée
dans la partie 4.1.2. O

On a donc un moyen trés simple de passer d’un (¢, 7)-module & un (¢, G )-module ou
d’un (p,T')-module & un (¢, G )-module, qui consiste a tensoriser par B, mais on n’a
pas de moyen facile de « redescendre », ¢’est-a-dire de passer d'un (p, G )-module & un
(p,T')-module ou & un (p, 7)-module, sans repasser par les représentations.

On va maintenant calculer les vecteurs localement analytiques dans les anneaux ]§£
et ]A?;Iig’L pour 'action de G'». Pour alléger les notations, si IV est une représentation
de Banach de G, on notera simplement W' les vecteurs Gu.-localement analytiques
de W, et si W est une représentation de Fréchet de G, on notera WP? les vecteurs

G oo-pro-analytiques de W.



4.2. VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Bl ET B, 107

On rappelle que pour n > 1, on a défini au corollaire 1.2.4 r, = p"~1(p — 1). On fixe
a présent 1 = 1y et s = 1, avec £ < k, et on pose I = [r;s]. On va & présent calculer
les vecteurs pro-analytiques de ﬁiig’L en passant par le calcul des vecteurs localement
analytiques de BZ pour un tel I. Pour simplifier les notations, on notera u = [g] — 1.

Dans le cas ott KoMKy = K, alors par la proposition 3.3.1, Gal(L/K) est topologique-
ment engendré par deux éléments 7 et v (v étant un générateur topologique de Gal(L/K,)).
Dans le cas contraire, la méme proposition nous dit que 7 et v engendrent un sous-groupe
ouvert d’indice 2 de G, qu’on notera G/_.

Dans les deux cas, on dispose de deux opérateurs de dérivation, I'un dans la direction
7, lautre dans la direction cyclotomique, opérateurs qu’on notera respectivement V., et
V., et qui sont des éléments de Lie(Gal(L/K)) et agissent sur les représentations G-
localement analytiques.

On pose a présent 7, := 7" et 7, :=?", et on note G,, C G4 le sous-groupe engendré

topologiquement par 7, et 7,. Les G, vérifient la propriété énoncée a la remarque 3.2.16.

Définition 4.2.7. — Si W est une Q,-représentation de Banach de G ., on définit W71
(resp. W77} comme I’ensemble des vecteurs Gal(L/ K yq)-localement analytiques (resp.
Gal(L/K)-localement analytiques).

On définit également W7=" (resp. W= W7~ et WIm~9") comme ensemble des
vecteurs Gal(L/ Ky )- analytiques (resp. Gal(L/Keye(,))-, Gal(L/ K )-,Gal(L/ K (ep))-

analytiques).

Lemme 4.2.8. — Soit W™lan=l .— Wr=laqn W=t et soit Wr—lar=1 .= Wr-lan =1,
Alors

WT—laq:l C Wla
et
W’y—la,r:l C Wla
Démonstration. — Tout élément g € G, ou g € G si p = 2 peut s’écrire de fagon unique

comme un produit ¢;7° avec ¢g; € Gal(L/K) et b = c(g) € Z,. Si x € W 18771 ¢t si
g € G, on écit g = 179 = relxl9) g = X9 g de sorte que g(x) = 769X ().

0!

Comme x € W™ et comme x(g) € ZX, on en déduit que z € W', ce qui montre le

P’
premier point.
Le deuxiéme point se déduit du fait que

Gal(Kcycl/K)—la

W’yflaﬂ':l _ (WGal(L/Kcycl)) C Wla
puisque Gal(L/Kya) est distingué dans G. O
Remarque 4.2.9. — L’inclusion W c W2 N W72 n’a a priori aucune raison d’étre

une égalité. A titre d’exemple, si G = Gy = Z, et G = G x Ga, et qu’on considére W
'espace des fonctions continues de G a valeurs dans Q, sur lequel G agit par translation,
alors la fonction f : G — Q,, définie par f(z,y) = 0si (x,y) = 0 et f(z,y) = (a? -
y?)/(z% + py?) sinon, vérifie f € W —lan W18 mais f ¢ W12,
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Le lemme suivant montre qu’on connait déja un certain nombre d’éléments localement

analytiques dans les anneaux B .
Lemme 4.2.10. — Si f(Y) € Op[Y], alors ™ f(u) € (BL)CGm+r—an,

Démonstration. — C’est le lemme 3.4.4 en remarquant que le cas cyclotomique est un cas

particulier du cas Lubin-Tate. O]

Soit I un sous-intervalle de |1, +oo[ ou tel que 0 € I. Soit f(Y) = >, 5 a;Y" une série
formelle telle que a, € F et v,(ag)+k/p — +oo quand |k| — +o0 pour tout p € I. Lasérie
f(u) converge dans B et on note BL l'ensemble des f(u) avec f comme précédemment.
C’est un sous-anneau de ]AE;’}, qui est stable sous 'action de I'. Le Frobenius définit une
application ¢ : BL — BY. Sim > 0, alors o~™(B%') ¢ BL et on note Bf,, =

©~™(BY), de telle sorte qu’on ait B}, C Bf,,.1 pour tout m > 0.
]

o [r;+oo

On notera & présent BLg » pour BTl Crest un sous-annean de B pour tout s > r

et on note BY ensemble des f(u) € BL’;’F tels que la suite (ay)kez soit de plus bornée.
Soit B, = U,s,0B". Clest un corps Hensélien (voir [M195, §2]) dont le corps résiduel
Er est isomorphe & F,((@)). De plus, il existe par théorie du corps des normes (voir partie
1.1.1) une extension séparable Ex /Ep de degré [K., : Fy]. Comme B!, est Hensélien, il
existe une unique extension finie non ramifice Bf_ /B, de degré f = [K,, : Fio] de corps
résiduel Ex (voir [M195, §3]), et on note B}’(r = BE{ N fs}g” Il existe par conséquent
r(K) > 0 et des éléments xq,---z; € BI7"™) tels que Bl = ¢/ Bl - 2; pour tout
s > r(K). Si r(K) < min(I), on pose alors BL la complétion de B ™) pour V(-, 1), de
telle sorte que B, = @&/ BL-z;. On note alors B, = o ™(B%") et BL. _ = U,50Bk .,
et donc en particulier Bf. , C B..

Soit I un sous-intervalle de |1, +oco[ ou tel que 0 € I. Soit f(Y) = >, 5 axY" une
série formelle telle que a; € F' et vy(ay) + pp;elk:/p — 400 quand |k| — 400 pour tout
p € I. La série f([7]) converge dans B’ et on note B! I'ensemble des f([7]) avec f
comme précédemment. C’est un sous-anneau de ]A?;f{ Le Frobenius définit une application
p Bl — BY. Sim >0, alors g™(BY) C B.. et on note B, = ¢ "(BY), de
£7K7m C BiK’mH pour tout m > 0.

On notera a présent Bi’; L:}}FOO[.

s > r et on note Bi;( I'ensemble des f(u) € Bi’;igj( tels que la suite (a)gez soit de plus

telle sorte qu’on ait B

g pour B C’est un sous-anneau de B[TT;} pour tout

bornée. Soit B;K = UT>>0B1’§{. C’est un corps Hensélien dont le corps résiduel Ex est
isomorphe a F,((7)). On note BL ., = ¢ ™(B"}[) et B!

— 1
,K,m 7,K,00 T UmZUBT,K,m et donc en

particulier B ;. C BL.

Pour M extension finie de K, il existe par la théorie du corps des normes (voir partie
1.1.1) une extension séparable E, y//E;  de degré [My, : Ky]. Comme B;K est Hen-
sélien, il existe une unique extension finie non ramifiée BI,M/BI,K dedegré f = [My : K]
de corps résiduel Ejy (voir [MT95]). Il existe par conséquent r(M) > 0 et des élé-

ments xq,-- Ty € Bi:;\(JM) tels que BI?W = @Zf:lBi’fK - x; pour tout s > r(M). Si
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r(M) < min([), on pose alors B!, la complétion de BZ&M) pour V' (-, I), de telle sorte
que B! ), = @/ Bl ;- ;.

Remarque 4.2.11. — De fagon générale, si M /K est une extension finie et si I est un
intervalle quelconque, alors on n’a pas défini 'anneau B, ou I'anneau BiM, puisqu’on
s’est contenté de définir ces objets lorsque min(/) > r(M). En revanche, il existe un
entier my; > 0 tel que, pour tout n > my,, min(I) > p"r(M), et on peut donc définir
les anneaux Bj,, ou By, pour n > my. On note alors By, . = Upzm, Bi, et

1 _ 1
BT,M,oo - UTIZWMBT,M,n'

Remarquons que, comme le Frobenius définit des bijections Al -5 API (et B! — BY! ,
de méme que Ak — AR AL — AP ) il suffit en fait d’étudier Al et B! pour I
de la forme I = [ry, )] et I = [0,r,]. En particulier, dans tout ce qui suit, on supposera
que I est de la forme I = [ry, 7] ou I = [0, ry].

Comme [71] est invariant sous l'action de I', le lemme 4.2.10 montre en particulier
que Bl C C ((B1)®)=1. De méme, on a Bk .. C ((B1)2)7=1_ En fait, connait déja
(BL))™=1 puisque ((BL)2)7=1 = (BL )% et donc ((Bf)?)7=! = (Bk o)™ comme dans le
théoréme 3.4.6. On dispose donc de la proposition suivante, qui est la reformulation du

théoréme 3.4.6 ici :

Proposition 4.2.12. — Soient I = |[ryrg] avec ¢ < k et m > 0 tels que t,é €
(EI )G,,,,,+k—an'

(1) ((Bf)%m#)=" C B, ;
(2) (B])") =" =Bf, :
)

(3) (Bl =" = Bk .

On peut donc se demander si on a également ((Bf)2)7=1 = B!

Koo €0 C'est ce quion

va maintenant montrer.

On va d’abord avoir besoin d’un analogue du lemme 3.1 et de la proposition 3.3 de
[Ber16b| dans le cas Kummer. On rappelle que F(X) est le polynéme minimal de 7 sur
F et que c’est un polynome d’Eisenstein, de sorte que E(0) = pc avec ¢ € Op. Pour
simplifier les notations, on note E, = ¢*(E([7]))/E(0).

Lemme 4.2.18. — Si y € AL glors il existe une suite {ai}iso d’éléments de A+,

tendant vers O pour la topologie p-adique, telle que y = Zizo a; - E}.

Démonstration. — C’est ’équivalent de [Ber16b, Lemm. 3.1|. Le lemme 2.3 de [BerOZ]
montre que tout élément y de A% peut s’écrire sous la forme y = > iso i - ([p]P " Ip)i o

les b; sont des éléments de A+ qui tendent vers 0 pour la topologie p-adique, et on peut
donc réécrire cela sous la forme y = 3. a; - ([PP" — p)/p)* avec les a; € A tendant vers
0 pour la topologie p-adique. De plus, comme [p] — p est un générateur de ker(f) dans
At et que c’est aussi le cas de E(7) (puisque vg(E(7)) = 1 et que E(T) appartient bien
a ker(#)), on en déduit qu’il existe v € (AT)* tel que E(7) = a - ([p] — p), et donc qu'il
existe B € (AT)* tel que ¢*(E(7)) = 8- ¢*([p] — p). Finalement, comme E(0) = pc on



110 CHAPITRE 4. (¢, 7)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Eiig

c € OF, on en deéduit que (@*(E([7]))/E(0))/(([P] — p)/p) est une unité de A+, d’o le
résultat. O

Proposition 4.2.14. — Soient 0 <r < s avecr =ry,s =1 Siy € NGY +p- ;&[”?5], et
st (Yi)i>o est une suite d’éléments de At telle que y— S0 yi- B soit dans ker(6 o p*)7
pour tout j > 1, alors il existe j > 1 tel que y — ZZ;& y; - Bl € p;&[”;s].

Démonstration. — Par le lemme 4.2.13, il existe j > 1 et des éléments ag,--- ,a;_; de
A™ tels que
(A) y—(ao+ar-Ex+-+aj_1- E,g_l) e pAlrl.

On a ag, yg € At etfo 0 F(yo — ag) € pOc, en appliquant les identités pour j = 1. Par
conséquent, il existe cg, dy € A~ tels que ag = yo + Erco + pdy. En particulier, (A) reste
vrai en remplacant ag par yp.

On suppose a présent que f < j — 1 est tel que (A) est vrai en remplagant a; par y;
pour ¢ < f — 1. Alors

(a0+a1'Ek+"'+ajfl'E]zil) - (yo+?/1'Ek+"‘+yj—1'Eifl)
est dans pAlrsl 4 Eg;&[r%s}. Sia; =y; pour ¢ < f —1, alors
B 4 R ' it A B 4 R '
agtapir- By + -+ a1 By Yt Yppr - L+ F Y1 B

est dans pg[“s] + Ei_f Alrssl puisque pg[’”?s] N E,{f Alrsl = pE,’; Al ep appliquant suffisam-
ment de fois le premier point de 1.2.41 et en utilisant que ©*(E(7)) est égal a ©*([p] — p)
a une unité de A+t pres. On a alors af,yy € At et o gpq_k(yf —ay) € pOg,. 1l existe
donc ¢y, dy € AT tels que ay = yy + pEycy + mdy et donc (A) reste vrai en remplacant ay
par ys. Par récurrence sur f, on obtient donc que y — (yo+vy1 - Ep+ -+ -+ y;—1 - Ei_l) est
dans p;i[”s], d’otul le résultat. O

Lemme 4.2.15. — Soit I = [ry, i) ou I =1[0,74]. Alors :
(1) Il existe mg > 0 tel que
t
Pt (E([7]))
(2) Pour tout n >0, ¢ "([7]) € (BL)m+r—an et o=n([7]) € (BL)k.
(3) Six € Bl est tel que tx € (BL)Y™= qlors x € (BL)™~",

(4) Pour m > my, on a

e (B

(BLymom1=t 0 g (B(F])BY = o (B(R)) B,
Démonstration. — Commencons par montrer le premier point. Pour simplifier les nota-
tions, on note Q = ¢*(E([7])). Comme Q est un générateur de ker(d o ¢, : B! — C,),
onat € ]N3i Soit mgy > 0 tel que, pour a € p™Z,, il existe d > 0 et H € Z,[X] tels

Q
que :

(9) (1= 7)(F) = 71 = [e]") = [Fp*t - H(p").



4.2. VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Bl ET B, 111

Quitte & augmenter mg, on peut supposer que Vi(p? - é) = a > 0. On va a présent
montrer par récurrence que, pour tout a € p"°Z, et pour tout s > 0, il existe une série

fs(X,Y) € F[X,Y], dépendant de a, telle que
a\s t t(pdt)s ’ fs([%],pdt)
(10) (1=7%(5) = R — :
Q Hion (Q)
Pour s = 0, fo = 1 convient. Soit maintenant s > 1 tel que (10) soit vraie pour s — 1.
Alors

Q) ) fsfl - Q ) Ta(fsfl)
I[-m(Q)

(1= (G) =ty T
Remarquons que
Q) fim1 — QT (fsm1) = (7" = 1)(Q) - foor — Q- (7" = 1)(fs—1)-

De plus, on a (7% — 1)(Q) = pt - G([7],p) et (7* — 1)(fs-1) = p™t - K([7],p™) avec
G,K € F[X,Y], de sorte que

fs =

convient, ce qui montre I'identité (10).

T(Q) - fso1 — Q- T(fs1)
pit

Par (10), on a maintenant
V(= 7)) 2 Vil (B 2 sa
Q Q
et donc les conditions du lemme 3.2.22 sont vérifiées pour le groupe topologiquement
engendré par p”°7 (qui est ~ Z,), ce qui termine la démonstration du premier point.
On va maintenant montrer le deuxiéme point, en utilisant une démonstration similaire
a celle de [Ber16b, Prop. 4.1]. Soit a € Z,. On a

P (™ () = " (7 [ = ¢ (7 - (4 0)) = o (7)o (Z () “m> |

Pour simplifier les notations, on écrit a présent c¢,,(T) pour (ZL) Les ¢, (T) sont des
polynomes de degré au plus m et tels que ¢,,(Z,) C Z,. Par [Ami64, Thm. 3| (voir
aussi [Col10, Thm. 1.4.7]), les g,,(T) := []%]! - ¢y (T) forment une base orthonormée de
Banach de LA, (Z,, M) pour tout sous-corps fermé M de C,, ott LA, (Z,, M) est I'espace
de Banach des fonctions sur Z, qui sont analytiques sur le disque fermé de rayon |p|".
I1 nous faut maintenant montrer que I’application Z, — ]§£ donnée par
ars Y cmla) o ()"
m>0

est analytique sur le disque fermé de rayon |p|", avec h = n + k. Soit |||,, la norme
sur By donnée par ||z|,, = ire;e] (). Par le principe du maximum (c’est le corollaire
2.20 de |[Ber02] et notre proposition 1.2.42), on a | " (u)|; = ||¢ "(u)|l;,. On a donc
o™ (@)™ e = 1™ i = [l ®1 puisque Vi, (u™) = m/ (" (p = 1) - ¢). Cela
implique

lenllianz,.cp - lg™" (@)™ |, < p| 710D Hl%]!l
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de sorte que ||cp||va,(z,.c,) - |0 (w)™ ]|, — 0 quand m — +o0, et on a bien la propriété
d’analycité.

Pour le troisiéme point, on peut supposer que n = 0, le cas général se démontrant de
la méme facon. On écrit I = [r, s] pour traiter les deux cas considérés & la fois. Comme
Vi = min{V},,), Vs, } et comme les valuations V}., et V|, sont multiplicatives, on en
déduit qu’il existe une constante ¢(I) > 0 ne dépendant que de I telle que pour tout
y € B,

Vi(y) = Vi(ty) — c(1),
et on a en fait ¢(/) = max(V},,(t), Vis,5(t)). Comme de plus, (1—7)(tx) =t-(1—71)(x),
on en déduit que si tx vérifie les conditions du lemme 3.2.21, alors x les vérifie aussi.

Pour le dernier point, soit y € BY tel que Q -y € (BL)™ " 1l suffit de montrer que

Yy € (ﬁi)”ﬂ_‘m, ce qui est direct en utilisant les deux points précédents. O]

Avant de passer a la suite, on aura besoin d’un équivalent de [CC98, Lemm. I1.2.2]

dans le cas Kummer :

Lemme 4.2.16. — Soitr > 1 et soit x =) _,a,[7]" € Ak (i.e. les a, sont dans Op
avec a_, — 0 quand n — +00). Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(1) z € A:,?}( ’

(2) vy(an) +nZL >0 pour tout n € Z et vy(a,) + knZ—2r — 400 quand n — —oo.

epr epr

Et pour montrer ce lemme, on aura besoin du résultat suivant :

Lemme 4.2.17. — Soient s > 0 et (ur)ren, (Vx)ren deux suites de nombres réels véri-
fiant les conditions suivantes :

(1) vp > infocijcpu; + s(k —1) ;

(2) v = ug st up < u; +s(k—1i) quel que soit 0 <i <k —1.
Alors on a :

(1) ugp > 0 quel que soit k € N si et seulement si vy > 0 pour tout k € N.

(2) Si s >0, alors limuy, = +00 si et seulement si lim vy, = +o00.

Démonstration. — Voir [CC98, Lemm. I1.2.3]. O
Démonstration du lemme 4.2.16. — La démonstration est sensiblement la méme que celle
de [CC98|. Commengons par remarquer que T = » . a,[7|" est dans Ai’}( si et

seulement si @’ = > _,a,[7]" est dans Ai’;(, et on supposera donc pour la suite que

n<0
T =Y, _oan[7]". Pour k € N, on note y, = p* > 0y (an)k @[T €t g = inf{n <
0lv,(an) = k}.
Avec ces notations, on a y, = [7]"™v ol
n An (~p—n
vk > AT,

P a
n>ny,vp(an)=vp(an,, ) Tk

de sorte que v est une unité de AT. On en déduit les formules wo(y,) = vg(y,) =

nit et wi(yx) > ve(y,) —isi @ > 1. De plus, comme z = iy, on a wy(r) >
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info<;<x wi(p'y;) = infocicr, wi_i(y;) avec égalité si et seulement si wy(yx) < wi_;(y;) pour
tout 0 < <k —1.

Le lemme 4.2.17 appliqué & s = r — 1 et aux suites vy = wy(x) +rk et up, = vg(y,) + 1k
montre que x € Ar}{ si et seulement si vg(y;)+ri > 0 pour tout i € N et vg(y;)+ri — +00
quand 7 — 4o0.

Pour terminer la démonstration, on utilise le fait que vg(7,) = inf, (q,)=k n1/e, ce qui
implique en particulier que « wy(yx) + kr > 0 pour tout k € N et wy(yx) + kr — +00
» équivaut a « vy(a,) +nZL > 0 pour tout n < 0 et vy(a,) +nZr — oo » D’autre

epr epr

part, la condition klim v (7)) + rk = +oo équivaut & inf, (4,)—r N2t + v,(a,) — 400
——+00

epr

quand k — +oo et donc (puisque vy(a,) — 400 quand n — —oo) aussi a la condition

lim wy,(a,)+ n% = 400, ce qui permet de conclure. ]
n——oo
Proposition 4.2.18. — Soit I = [ry;rx] ou I = [0,7], et soit m > mg avec my comme

au lemme 4.2.15.
(1) (Ai)”ﬂ”’a"”:l C AiK’m pour m > my ;
(2) (R)r-1oa=1 = Al

T,K,00 ;
(3) (Bl )=t =Bl

Démonstration. — C’est I’équivalent de [Ber16b, Thm. 4.4]. Une erreur figurait dans la

preuve originale, et on renvoie a erratum [Ber18| pour sa correction.

Comme dans la preuve du lemme 4.2.15, on notera Q := ¢*(E([7])). Soit = €
(AL )rm+r—ana=1 ot soit k, > 0 tel que
o~ epk . _
T, = (&)knﬁ c A[Oﬂ’k] —I—p"AI
p

Dans le cas particulier ou I = [0, 7], on peut choisir k, = 0. Par les lemmes 4.2.15 et
3.2.19, z, € (AL)ym+i—an3=1 On a donc

0 0 tp(xy) € (OF) "7 = O,
d’aprés la proposition 3.3.10 et le corollaire 3.3.11.
Comme 0 o 14" ([7T])) = Tmtk, il existe y, 0 € Op[p~"[7]] tel que
0o u(xn) =00 tk(Yno)-

Le lemme 1.2.40 montre que x,, — yn0 = (Q/p) - Tn1 avec x,,1 € Al
Par le lemme 4.2.15, on a 2,,; € (AL)™m+~97=1 Ep appliquant a nouveau ce procédé,

on obtient par récurrence une suite {y,;}ti>o 00 Yn; € Op[p~"(u)] telle que
T = (U0 + (Q/P)yny + -+ (Q/p) 'ymina) € (Q/pVAL

Par le lemme 4.2.14, il existe j > 0 tel que

(11) o= (U0 + (Q/P)Ynn + -+ + (Q/pY yuj1) € DAL

Le membre de gauche de (11) est dans ;;[LO’T’“} + p"AL (puisque y,; et Q/p sont dans

APy et donc est dans

(A[[(,)’Tk] +p"AL) NpAl = p(;&[fm +p" 'AL), par le lemme 1.2.41 .
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Soit

o = (Yoo + (Q/D)ynp + -+ (Q/D) ynj1) = pu,.
Par le lemme 4.2.15, y,,; € (AL)mm+e=an2=1 ot donc 2/, € (AL)mm+:=an7=1 En appliquant
a z), le méme procédé qu’on a appliqué & x,, et en procédant par récurrence, on obtient

{Yn.i }i<j, pour un certain j, > 0 ot y,; € Op[p~™(u)], et

Yn = gn,() + (Q/p>gn,1 + -+ (Q/p)jn_lgn,jn—h
de sorte que z, — y, € p"Al.
Soit maintenant z, := (mka)k"yn On a alors z, € @_m(Af;{r’“’r’“]) et z, converge vers
¢ dans Alremsl,

On a donc z € go_m(Aﬁj;([rk”"“]), et donc
s e gAY &L

Si I = [ry,r], on az € @‘m(Af}[”’r’“]) NAl = Al . et la preuve est terminée.
Si ry < 11, ce qu'on a fait montre qu'on a x = ¢~ "(f([7])) avec f qui converge sur la
couronne correspondant a [p"ry; p"rx]. On peut donc écrire f(Y) = fH(Y) + f~(Y), ou
[T est la partie positive et converge sur [0, p™rg] et f~ est la partie négative et converge
et est bornée sur [p™ry, +ool. Alors 2= := o™ (f~([7])) appartient a la fois a Blrers]
puisque x~ =z — ", et & ]~3T”"’€, et donc il appartient a Bhre.,

Comme f~(Y) converge sur la couronne [p™rg, +o0of et f~([7]) est dans BI#""e le
lemme 4.2.16 montre que f~(Y') converge sur la couronne [p"'r,, +oo[. Cela implique que
f(Y') converge sur la couronne correspondant & [p™ry, p"'rx] et donc que x € =™ (Aﬁj}t{m’r’“}).

La démonstration du troisiéme point est analogue a celle du troisiéme point de [Ber16b,
Thm. 4.4]. On commence par construire une application ¢ : B[T?K’T’“] — B[Ti%p’r’“/p] telle
que ¥(p(x)) = x. Pour ce faire, on définit une application 1 : AT, — AT, par ¢ :=

%gp‘lTrA+K/w(A+K). Par construction, c’est un inverse a gauche de . En remarquant
T, T,

AT o

~repk
que A[T?:ZKM] = Aj,K {—[ ’ —[ﬂpp }, on étend ¥ a A[:ZI’(T’“} en posant w([ﬂi;ﬂ) =

%]epé )
A o . \
U( » ) = PR et par construction c’est encore un inverse a gauche de ¢.

Si maintenant z € (Bl

pa A . 5.
Trg )P, alors le deuxiéme point montre que I'image de  dans

B[T”[’(r’“} est dans B[TT‘}’(% pour un certain m. Sit = 1 > 1, alors de méme il existe
[r
T7

B[T]?;(t)”’pm(t)t]. Or ¢™(z) = ym™O—meEm®)(z) € B[f:;”’pmt] et donc 2 € B! pour tout

. K,m

m(t) > m tel que l'image de z dans B ’}’{T‘“'] soit dans B[:;ZK’t,]m(t) de sorte que ™ (x) €

t > 1. La conclusion vient alors du fait que Biﬁfg K = I BE"‘}’;}m. O
7 b ) = [ b b

Par la suite, on aura également besoin de prendre les invariants non pas sous l’action
de 7 ou de vy, mais sous les opérateurs V. et V.. On aura en particulier besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.2.19. —

(1) ((BL)") 77 = Uy (BE) ")
(2) (BL)*)770 = U, o0((BL)#) ="
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Démonstration. — 11 suffit de montrer que si V., (z) = 0, alors il existe m tel que 77" (z) =
x. Si x est un vecteur localement analytique dans ]§£ tué par V., alors il existe mgy > 0 tel

que x est G,,-analytique pour tout m > myg. De plus, il existe m > mq tel que I'opérateur
exp(p™V,)

soit bien défini sur (B1)Cmo= et il coincide alors avec 77" par définition de I'opérateur
V.. Dong, si x est tué par V., alors il existe m > 0 tel que 77" (z) = z. La démonstration

du deuxiéme point est similaire. O

Le lemme 4.2.19 n’est pas complétement satisfaisant puisqu’on n’a pas vraiment décrit

les anneaux ((B1)#)™=1 et ((BL)=2)=1_ On va en fait montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.20. — Soient 0 < r < s < 400, soit [ = [r,s]| et soit My, (resp. M)
une extension galoisienne finie de K (resp. de Kcya) telle que Mo = M - Ko, avec M/ K
galoisienne finie (resp. M! =M Kea avec M'/K galoisienne finie). Alors :

(1) (B[ )T—la ,Gal(L/M)= B{-Moo ;
2

( ) ( )T pa,Gal(L/M)=1 Bj’:lg M, 00 ;
(3) ( ) —la,Gal(L/M")=1 B{V[’oo ;
(4) (BT ;T ) —pa,Gal(L/M")= BI{;,M’

rig,L

Avant de montrer ce théoréme, on va devoir revenir un peu plus en détail sur la con-
struction des B, et BL

Dans le cas Kummer. Soit M. /K, une extension galoisienne finie et M/K ga-
loisienne finie telle que M., = M - K, comme dans I’énoncé du théoréme 4.2.20. On
note My extension maximale non ramifiée de ' dans M., k' le corps résiduel de M),
fu = [k ¢ k] et E;p I'image du corps des normes de M, /K dans E via le plonge-
ment défini en 1.1.31. 1l existe 7y, une uniformisante de E, 5/, de polynome minimal Py,
sur E; 3. Soit Py € AF M)[X] dont la réduction modulo p est Pj;. Par le lemme de

Hensel, Pj; a une unique racine my; dans A, s dont la réduction modulo p est 7y, et

. 1 N
A= A; [ est un Ay -module libre dont (1,7, -+, w3} ) est une base, otl ey
est I'indice de ramification de E; 5/E; . En particulier, si on choisit vy,---,vp une

base de Oar,/OF et st Toypyyb := Vo - Moy pour 1 <a < for et 0 < b < ey — 1, alors

_ memfu
AT,M - @izl AT,K * T

et

A _ nemfum A

AT,M - @izl AT,K * Li.
Dans le cas ot E; y//E;  est non ramifiée, on prendra my, = mx = [7], de sorte que
PM =X — [71']

Le lemme suivant est 'analogue de [Col08, Lemm. 6.4] dans le cas Kummer.

Lemme 4.2.21. — On a wi(myr) > —(2k — 1)vg(0k, /8, ,, ) pour tout k > 1.

“+o00 n[

Démonstration. — On écrit mpy = Y~ 70 p"[2,]. On va montrer par récurrence sur k qu’on

a vg(xg) > —(2k — 1)vg(Py (Ta)). Soit 2z, = Zfz:o p"[zn]. On a par construction que
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Py (z) € p*T' Ay, De plus, comme Py est a coefficients dans AT, on apar hypothése

de récurrence que, si n > k + 1, alors

s

wn(Pu(20)) 2 | _inf i 2 (20 = V(P (7))

= — sup (2n — s)ve(Py(Ta)) > —(2n — 2)ve( Py (Ta)),

1< <k,iy+-is=n
puisque s > 2 car n > k+ 1 et les i; < k. On a donc en particulier wyi1(Par(2x)) >
—2kvg (P, (7)) et ve(yri1) > —2kve(Py(Tar)), ol yry1 est Uimage de p=* 1Py (2)
modulo p. Comme Py(zp11) € pk”:&M, on a alors yri1 + Py (Ta)xryr = 0, d’ou

I'inégalité pour k + 1. O

On définit & présent 7y, par 7y = (2ve(g, /B, ) (P — 1)/p (en particulier, 7p; = 0 si
E. v /E; k est non ramifiée). On a alors le lemme suivant, qui est I’analogue de [Col08,
Lemm. 6.5].

Lemme 4.2.22. — Sir > ry, alors my € AM et

(1) 2L est une unité de lanneau des entiers de ;U’r,
[7 ] M

(2) P

P}, )] est une unité de l'anneau des entiers de AM

Démonstration. — Le premier point est évident dans le cas non ramifié puisqu’alors

[;Jj‘é ;= 1. Le lemme 4.2.21 permet de conclure pour le cas ramifié.

Pour le deuxieme point, on a wi(Py (7)) > —(2k — 1)ve(Og, ,,/E, ) si & > 1 par le
lemme 4.2.21, de sorte qu’on a
( Py (mar) Py ()
o MM

[PJ'M(WM)]) =0 et wk(m) > —kryp/(p—1)sik > 1,

O

d’ou le résultat.

Soit f; = 7T§\Z1 si1 <i <ep. Les f; forment une base de A, 5 sur A, 5, et on note (f})
la base de A;y; sur A,y duale de (f;) pour la forme bilinéaire (x,y) — T, (2y) =

ZUEHMO/HM o(zy). Le lemme suivant est analogue de [Col08, Lemm. 6.9].
Lemme 4.2.23. — Si1 <i< ey, alors fi € Py(ma) ALy (7]
Démonstration. — On a

Tarjnty (Phy(mar) ' mhy) = 0sij < eny — 2
et

Torjary(Py(mar) ) = 1sij = enr — 1.
De plus, 73}’ s’écrit comme une combinaison linéaire a coefficients dans A}, en les ™
pour 0 < 7 < epr — 1, ce qui permet de montrer que f;* est de la forme Py, (7)1 Qi(mar),
ou Q; € AT, [X] est unitaire de degré ey — 1 —i. O
Corollaire 4.2.24. — Sir >y, alors ff € AL" et v.(f7) > —ve(dg, /8, «)-

Démonstration. — C’est une conséquence directe des lemmes 4.2.22 et 4.2.23 est c’est
'analogue de [Col08, Coro. 6.10]. O
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En particulier, on a pour I = [ry, 1] ou I = [ry, +00] avec ry > 1y,
51 pemfual
By =& "Bk
et anneau
I . ~emf I
BT,M T 69iill MBT,K © T
est celui qu’on avait défini a la suite du lemme 4.2.10.

Lemme 4.2.25. — Si I = [ry,x] avec ry > 1y, alors x; € (Ai)T_la-

Démonstration. — 11 suffit d’apres le lemme 3.2.19 de montrer que 7y, € (Ki)“la. Soit
Py (X) le polynéme minimal de my. Pour 7 € Gal(L/Kya) avec a € Z,, (7% o
Py)(t*(my)) = 0. Comme les coefficients de Py sont dans AT, ~C (A1) Jes co-
efficients de 7% o Py, sont des fonctions localement analytiques de a € Z,,.

On définit maintenant une application f : Z, x AL par f(a,z) = (a, (7% o Py)(x)).
Les coefficients de 7% o P); étant des fonctions localement analytiques de a € Z,, il existe
n > 0 tel que flp"prfﬁi est analytique. Comme Pj (7)) # 0, on peut appliquer a
f le théoréme de la fonction inverse pour les fonctions analytiques (voir [Ser92, Inverse
Function Theorem, Page 73|), de sorte qu’il existe un voisinage W de (a, my/) dans p"Z, x
Ki et un voisinage W’ de (0,0) tels que f induise une bijection entre W et W’ dont
I'inverse est analytique. Par définition de f, quitte a restreindre W et W’ il existe
n > 0, un ouvert ) contenant 0 de _Ki et un ouvert {2 contenant 0 de ;&i tels que
W = p"Z, x Q et W = p"Z, x . De plus, il existe g : W' — Q telle que pour tout
(a,z) € W, fa,z) = (a,g(a,x)) et cette fonction est analytique. En particulier, on a
(1% 0 Ppr)(x) = 0 si et seulement si z = g(a,0). On en déduit que 7*(myr) = g(a,0) et

donc est une fonction analytique de a € p"Z,, ce qui montre bien que my € (Ki)“la. O

Dans le cas cyclotomique.

Ce qui suit a déja été étudié et traité par Colmez dans [Col08, §6.2 et §6.3|, mais avec
des anneaux légérement différents, et on ne va que rappeler les principaux résultats de cet
article pour les anneaux que nous considérons ici.

Soit M/ Kcya une extension galoisienne finie et M /K galoisienne finie telle que My, =
M - K comme dans I’énoncé du théoréme 4.2.20. On note M, l'extension maximale
non ramifiée de F' dans M., k' le corps résiduel de My, fiy = [k : k] et Ep; 'image du
corps des normes de M,,/K dans E via le plongement défini en 1.1.31. Il existe @y, une
uniformisante de Ej;, de polynome minimal Py, sur Eyy. Soit Py, € ALO [X] dont la
réduction modulo p est Pj;. Par le lemme de Hensel, Py, a une unique racine uy; dans

;‘;M dont la réduction modulo p est Wy, et A_y := Ay fun] est un Ay -module libre

dont (1,up,--- ,uS¥ ") est une base, ot ey est I'indice de ramification de Ey;/Eyy,. En
particulier, si on choisit vy, -+, vy une base de W(K')/Op et si Tqyfy,p i= Vo - T3 pour

1<a< fyyet0<b<ey—1,alors

Ay = &2 A -
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et

Ay = @fflfﬂ'lxK " T

Lemme 4.2.26. — On a wo([—%]) =0 et wk(%) > —ksik>1.

Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 6.2]. O
Corollaire 4.2.27. — Sir > 1, alors % est une unité de 'anneau des entiers de AT
Démonstration. — C’est le corollaire 6.3 de [Col08| reformulé pour les anneaux qu’on
considere. O

Lemme 4.2.28. — On a wi(uy) > —(2k — 1)ve(0g,,/E,) pour tout k > 1.
Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 6.4]. O

On définit & présent comme dans [Col08, §6.2| ry; par ryy = 0 si Ey/Ep est non

ramifiée et 7y = (20g(dg,,/E,))(p — 1)/p sinon.

Lemme 4.2.29. — Sir >y, alors uy € Al et

(1) % est une unité de l’anneau des entiers de 11}{,

(2) Prlia) oot yme unité de Uanneau des entiers de NG

[P (@ar)]
Démonstration. — C’est [Col08, Lemm. 6.5| pour nos anneaux AM plutot que les AES/]
de Colmez.

Le premier point est une conséquence direct du corollaire 4.2.27 dans le cas non ramifié
et du lemme 4.2.28 pour le cas ramifié.
Pour le deuxiéme point, on a wi(Py,(ur)) > —(2k — 1)vg(dg,,/E,) si & > 1 par le

lemme 4.2.28, de sorte qu’on a

Pyr(unr) Prr(un)

k
wo([ ) =0 et wy( ) > ——sik>1,

P ()] [P ()] PM

d’ou le résultat. O

Soit f; = uij\zl sil <14 < ey. Les f; forment une base de Ay, sur A,, et on note

(f7) la base de Ay sur Ay, duale de (f;) pour la forme bilinéaire (z,y) — Thu, (2y) =
ZO’GH}MO/H]\/I U('/'Cy)

Lemme 4.2.30. — Si 1 <i< ey, alors f} € Py(un) " Afy [un.
Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 6.9]. O
Corollaire 4.2.31. — Sir > ry, alors fi € AV et v,(fF) > —VE (OB, /By, )-

Démonstration. — C’est une conséquence directe des lemmes 4.2.29 et 4.2.30 et I’équivalent
de [Col08, Coro. 6.10]. O
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En particulier, on a pour I = [ry, 1] ou I = [ry, +00] avec ry > 1y,
B}, = o Bi - z;
et 'anneau
B!, = @fflfMB% -
est celui qu’on avait défini précédemment.
Lemme 4.2.82. — Si I = [ry, 7] avec g > 1y, alors x; € (Ai)”‘la.

Démonstration. — 11 suffit d’aprés le lemme 3.2.19 de montrer que upy € (Ki)”‘la.
Soit Py(X) le polynéme minimal de uy,. Pour 7¢ € Gal(L/K.) avec a € Z,, (y*o
Py)(v*(unr)) = 0. Comme les coefficients de Py, sont dans A}, C (ALyr=12 e co-
efficients de * o Py; sont des fonctions localement analytiques de @ € Z,. Comme
Pl (upr) # 0, on conclut de fagon similaire & la preuve du lemme 4.2.25 en utilisant
le théoréme de la fonction inverse pour les fonctions analytiques (voir [Ser92, Inverse
Function Theorem, Page 73]). O

On peut a présent démontrer le théoréme 4.2.20 :

Démonstration. — 1l suffit de montrer les premier et troisiéme points, les deuxiéme et
quatriéme se déduisant des deux autres.
Comme ¢ induit une bijection entre (BL)7—aGallL/M)=1 o (BPI)7—1a.Gal(L/M)=1 j] ¢ ffit
de considérer le cas ou r > ry;. Dans ce cas,
(]’_S)i)Tfla,Gal(L/J\/])zl _ (E{V[)Tfla
— (@2 Bl a)
= @fflfMGgiK)T_la " Ly
par la proposition 3.2.13 et le lemme 4.2.25, et on conclut alors avec le théoréme 4.2.18
pour le cas M = K.
La démonstration du deuxiéme point est en tout point similaire : comme ¢ induit une
bijection entre (BL)7—1aGal(L/M)=1 o (BP!)7-1a.Gal(L/M)=1 ] guffit de considérer le cas ot

r > ry,;. Dans ce cas,
!l \y-la,Gal(L/M")=1 __ nl \y-la
(BL) = (By/)
_ emtfv I —la
= (&2 By - x;)"
_ exe v (I \y=la .
= &4 (Bk) " L

par la proposition 3.2.13 et le lemme 4.2.32, et on conclut alors avec le théoréme 3.4.6

pour le cas M = Kyq. O

On va maintenant montrer comment obtenir une description des vecteurs localement
analytiques dans les anneaux ]§£ analogue a celle qu’on obtient pour les vecteurs lo-
calement analytiques dans L. On rappelle qu’on a déja calculé les vecteurs localement
analytiques pour L dans C, a la proposition 3.3.10. La description est la suivante :

comme H'(Gr,Cy(1)) = {0}, il existe o € C, tel que ¢(g9) = g()Xeyaa(g) — @ (o0t ¢ est
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le cocycle de Kummer). Si on se donne des éléments «,, € L tels que ||a — a,]| < p™
pour la valuation p-adique, alors les , sont dans L, pour un certain 7(n) € N et on
peut sans perte de généralité supposer que la suite (7(n)),en est croissante. On a alors
L= Un>1Lymy{{a — an}}n.

Comme on connait déja des vecteurs localement analytiques dans ]§£ par le lemme
4.2.10, on souhaiterait remplacer le o du paragraphe précédent par un des vecteurs locale-
ment analytiques déja exhibé. Comme u est invariant sous 7 et que y(u) = (1+4wu)Xeva () 1,

un rapide calcul nous donne :
Vi(u)=0et Vy(u) =1t (1+u).

De méme, comme [7] est invariant sous Paction de I', et que 7([7]) = [7][¢], on en déduit
que

Vo ([7]) =t - [7] et V,([7]) = 0.
Le probléme est que, pour faire marcher la méme démonstration que dans le cas Ela, on
a besoin d’avoir un élément x tel que V., (z) = 1, ce qui n’est pas le cas avec les vecteurs
localement analytiques qu’on a déja exhibés. On pourrait également normaliser nos opéra-
teurs en remplacant V., par 0, = % -V, par exemple, mais on doit alors normaliser nos

opérateurs en divisant par £, qui n’est pas inversible dans ﬁiig. Dans le cas cyclotomique,

T

on peut en fait diviser par ¢ car V(x) est toujours divisible par ¢ si x € B, ic; mais

ce n'est plus vrai si z € (BT )2, On va donc devoir exhiber de nouveaux vecteurs lo-

rig,L
calement analytiques qui nous serviront pour décrire I’ensemble des vecteurs localement

analytiques de BZ.

Lemme 4.2.33. — Il existe r > 0 et b, € BY" tel que (1 —1)(b,) = 1 et tel que b, est un
vecteur localement analytique pour Gal(L/K) dans ]§£ des que I est un intervalle compact

tel que min(I) > r.

Démonstration. — Tavares Ribeiro montre dans [TR12| comment construire un élément
b€ By tel que (7 —1)b = 1. Pour ce faire, il définit 75 comme le Z,-module Z, & Z,e de
etc(g)

base (1, e) muni de laction g(1) =1, g(e) = al)” L’action de G sur T se factorise par
Gal(L/K), et on consideére la représentation Vo = Q,, ®z, 15, représentation a laquelle on
associe son (¢, ')-module D(V;). Calculons & présent une base de D(V3). 1® 1 est stable
par Hg, et un vecteur non colinéaire s’écrit alors a ® e — b ® 1 avec a # 0, de telle sorte
que, quitte a diviser par a, on peut supposer a = 1. L’élément b est alors uniquement
déterminé modulo By et vérifie (h — 1)b = ¢(h) pour tout h € H.

On peut en fait montrer que b est surconvergent : on utilise le théoréme de Cherbonnier
et Colmez qui dit que toutes les représentations p-adiques de G sont surconvergentes.
En particulier, cela signifie que D(V3) admet une base (z ® 1 +y®e,w ® 1 + 2z ® e)
oll z,vy, 2, w € Bf. Mais comme w, z ne peuvent étre simultanément nuls, on peut donc
obtenir une base de la forme (1®1,a®e+c® 1) avec a et ¢ surconvergents, et avec a non
nul nécessairement, et c/a est I’élément b défini précédemment, et est donc surconvergent.

En particulier, il existe 7 > 0 tel que b € B}
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Il reste & montrer que b, vu dans B pour I intervalle compact tel que min(I) >
r, est localement analytique pour Paction de Gal(L/K). On a d’aprés ce qu'on a fait
précédemment, (7 — 1)b = 1, et donc 7"(b) = b + n, donc l'action de 7% sur b est
localement analytique.

Si maintenant v est un générateur topologique de T', alors y7 = 7Xeva(~ et donc

. b . .
(7Xera™) —1)(y(b)) = 1. Autrement dit, v(b) — ooy est invariant sous mXeyel(7) donc sous
T puisque Xcya(7) € Z,- On note & présent a = y(b) —

Comme b était dans BE,
chcl('Y)
a € BL. Par le théoréme 3.4.6, Paction de ' sur BL est localement analytique, et donc
Paction de I' sur « est localement analytique. De plus,
b

chcl(V) .

v(b) = a+

Montrons a présent par récurrence sur n que

b
k—(n—1)
E V() Xeya (7 )+ .
e chcl(’}/)n

Le calcul précédent montre que c¢’est vrai pour n = 1. Soit donc n > 1 tel que

n—1
b
') = O Y (@) Xeya(MFT) + ——.
kz:% v chcl(’}/)n
Alors on a
n—1
b
n+1 _ k k—(n—1)
YHB) = () Y (@) Xeya (V)
kz:% v chcl(fy)
et donc
n—1
n+1 k41 k+1-n o b
YT b) = v Xeyel (Y + +
de sorte que
b
n—l—l —-n
7 Xc (d + N1
Z yai (77 ) (7)1

ce qui montre le résultat par récurrence. On a donc
n - 1 chcl(’Y)n”Vn(Oo —a b
v (b) - n—1 + n’
Xeyel (V)" Xeya(P)7(@) = Xeya(7)
Si maintenant g € G (ou G si Keya N Koo # {0}), on peut écrire g de fagon unique

sous la forme g = X979 On a alors

g(b) — (Tc(g)chcl(g)/yXCycl(g))(b)

et donc
g(b) = (reDxera(@))( 1 Neyal (7)Xeret@yXerat9) (o) — o N b )
Xeyel () Xevar(9)=1 Xeyel(7)7(a) — Xeyel (7)Xeve (9)
de sorte que
]_ XCyCl (fy)chcl(g)vchcl(g) (O{) — 1
g b) = b +c g)Xcyc\ g
O @ T qat@) —a vy @ O+ el9)Xera(9))

et comme laction de I" sur « est localement analytique, on en déduit que b € (B1)2. O



122 CHAPITRE 4. (¢, 7)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Eiig

Soit A = [[,=0¢™(E([7])/E(0)) € B} I’élément défini par Kisin dans [Kis06,

T,rig, K
§1.1.1]. Sib, = 1%’ alors b, est exactement I’élément t de [Liu08, Example 3.2.3|, et
by, € :A:JLF Comme BTL est un corps, il existe r, > 0 tel que 1/b, € ]~32’T”. De plus, comme

A est invariant sous l'action de 7, on a v(by) = Xcya(7y) - by
Lemme 4.2.84. — Soit I = [ry,ry). Sirg > 1y, alors by, 1/b, € (BL)=,

Démonstration. — Si vy, > 1y, alors by et 1/b, sont dans ]~3£ et il suffit donc d’aprés le
lemme 3.2.19 de montrer le résultat pour 1/b,. Tout d’abord, v agit sur 1/b, via la
multiplication par Xeya(y)™'. De plus, t-1/b, = pA € B},  est un vecteur 7-localement
analytique. Le lemme 4.2.15 montre alors que 1/b est 7 — la.

Pour conclure la preuve, on utilise le fait que tout élément g de G, (ou de G’ sip = 2)

s’écrit de fagon unique comme un produit 7% avec a,b € Z,,. Alors

9(1/by) = x(v)"*7°(1/b,)

et donc comme 1/b, est 7 —la, cela montre que 1/b, est bien localement analytique, d’oil
le résultat. L

Remarque 4.2.35. — Comme b, € ]AE;’;Eg, on devrait stirement pouvoir montrer que
b, € (]§£)lrL pour n’importe quel sous intervalle I compact de [0, +oco[. Cependant, la
démonstration faite ici utilise de fagon cruciale I'action sur 1/b,, ce qui nous oblige a

restreindre les intervalles I considérés.

Dans le cas des vecteurs localement analytiques dans Z, on avait vu qu’il existait a € L
tel que, pour tout g € Gr, g(a) = %Cg(f’). En particulier, o est un vecteur localement
analytique pour l'action de Gal(L/K), et on a V.(a) = 1 et V,(a) = —a. Comme L
est dense dans L par définition, il existe des éléments o, € L tels que (o — o) € p"O;z.
La preuve de la proposition 3.3.10 utilisait le fait que si x € ZG"”_“”, alors en posant
Ui = Dol —1)F (o — ) VEF(2) (1), 1l existait n > m tel que y; € LGn= pour tout
i et qualors @ = Y. v — ay)" dans LG et on avait V.(y;) = 0 et donc y; €

—— Gn—an

K, (Gpeo) , soit y; € K. On peut en fait utiliser I'opérateur 0, = —% plutot que
V., en posant z; = >0 (—1)"(a — a,,)*08 () (). et de méme, il existe n > m tel que
2z € L2 pour tout i et alors z = > im0 Zi(a — ay,)t dans LG et on a 0y(z) =0
donc z; € K,,. B

Remarquons qu’on retrouve en fait exactement le méme résultat et que changer de point
de vue en changeant I'opérateur V. en d, ne change rien ici puisque (L)V-=0 = K =
(Ela)vwzo. Dans le cas des anneaux ]§£ en revanche, on n’a pas du tout égalité entre
((Ei)la)vfzo et ((ﬁi)la)vwzo, et changer 'opérateur aura donc une grande importance.

Les éléments b, et b, qu’on a définis vont jouer le role du o précédent, suivant qu’on
décide de travailler avec 'opérateur V. ou V,,. Ona V,(b;) =1 et V,(b,) = —b,. Remar-
quons que « jouait un double role dans E, ce qui explique qu’on doive considérer cette fois
deux éléments : « encodait a la fois Paction de Gal(L/Kyq) au-dessus de 'extension cy-

clotomique et celle de Gal(L/K ) au-dessus de I'extension de Kummer, ¢’est-a-dire qu'un



4.2. VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Bl ET B, 123

élément de Gal(L/K ) ou de Gal(L/K_yq) est entiérement déterminé par son action sur
a. De la méme facon ici, b, encode I'action de Gal(B./By) ~ Gal(L/K ) au-dessus de
Bk, et b, encode laction de Gal(B;,; /B, k) ~ Gal(L/ K ) ~ Gal(K.ya/K) au-dessus de
B, k.

On va maintenant montrer qu’on a une description des vecteurs localement analytiques

dans ]§£ analogue a celle de Ela, c’est-a-dire des séries en (b, — b,) avec b, assez proche de
b., o b, est I'un des deux éléments qu’on vient de construire. On va donc avoir besoin de
construire de tels éléments b,,. Pour cela, on va construire des traces de Tate dans A M, Ol
M est une extension finie de Q,, et relativement a I’extension de Kummer et a ’extension
cyclotomique. Colmez a déja construit [Col08] de telles traces dans le cas cyclotomique,
et on va rappeler cette construction et s’en inspirer pour faire la méme chose du coté
Kummer.
4.2.1. Traces de Tate dans Kk — Le calcul des traces de Tate dans les anneaux
_XK, c’est-a-dire dans le cas cyclotomique, a déja été traité par Colmez dans [ColO8].
Cependant, Colmez définit ses traces de Tate sur des anneaux légérement différents des
notres, et on redonnera donc les démonstrations ici lorsqu’il y aura des différences, méme
si elles sont extrémement similaires a celles de Colmez dans [Col08, §8|

Dans ce qui suit, M est une extension finie de F' et on travaille avec le corps des
normes de la tour cyclotomique Eg, et on note comme d’habitude E,; 'extension de Eg
qui correspond & My, /F(pp~), avec Mo := M (up=). On note également M, Pextension
non ramifiée maximale de M contenue dans M. On note aussi Hy = Gal(Q,/M), et
Ey =EM A, = Aflm,

On rappelle qu’on a construit a la partie précédente des éléments uy, tels que A, est un
A y,-module libre dont (1,uy7, - -+, u$h ") est une base, otl ey est 'indice de ramification
de Ep/Eyy,, avec up = u si Epy/Ep est non ramifiée.

On note I =p~*ZN[0,1] et pour n € N, on note I,, = {i € [ :v,(i) > —n}. I est un
systéme de représentants de Q,/Z, et est la réunion croissante des I,, pour n € N. Soit
Enn = ¢ " (Ep). Clest un sous-corps de E, et Enco = UEwm, est la cloture radicielle
de Ej,.

Lemme 4.2.36. — Les €', pour i € I,,, forment une base de E;,Cn sur Ef.
Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 8.2]|. O
Proposition 4.2.37. — Il existe une constante cy; ne dépendant que de M telle que :

(1) tout élément x de Eyy,y, s’écrit de maniére unique sous la forme x =3, €'a;(x),
? n

ot (a;(z)) € Epy sii € I, et on a l'encadrement

vg(r) — ey < irng(al(x)) < vg(x);
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out élément x de NM s’écrit de maniére unique sous la forme x = ., 'a;(x), ou
2) tout élé tx de By s’éerit d [ il €
(a;(x))ier est une suite d’éléments de By tendant vers 0 suivant le filtre des complémen-

taires des parties finies, et on a l’encadrement
vg(r) — ey < infvE(ai(x)) < vg(x).
(S
Démonstration. — Voir [Col08, Prop. 8.3]. O

Remarque 4.2.38. — Si de plus, M/F est non ramifiée, on peut en fait montrer que

a;(z) e Bl siz € Ef,.

Pour n € N, on note Ay, = ¢ "(Ay), qui est un sous-anneau de :&M et vérifie
Ao /PAsin = Epy,. On a de plus une inclusion évidente Ajpy,, C Apgpt1-
Proposition 4.2.39. —

(1) Tout élément x de Appy s'écrit de fagon unique sous la forme x =3, [e'lai(z),
ot a;(x) € Ay sii € I,.

(2) Tout élément x de Ay peut s'écrire de fagon unique sous la forme x = > ierletai(x),
0t (a;(x))ier est une famille d’éléments de Ak tendant vers 0 (pour la topologie faible)

quand i tend vers linfini.
Démonstration. — Voir [Col08, Prop. 8.5|. O

Remarque 4.2.40. — Si M/F est non ramifiée, on peut montrer que si € :&j{[, alors
ai(x) € A}, pour tout i € I.

La remarque suivante est la remarque 8.6 de [Col08|.

Remarque 4.2.41. — L’unicité de cette décomposition entraine que les a; : ;‘:M — Ay

sont A js-linéaires.

On définit a présent comme a la suite de la remarque 8.6 de [Col08| un opérateur
par ¢ = %(p*l o Trg/ym). C’est un inverse a gauche de ¢ qui commute a I’action de Gx.
De plus, dans la base (1,[g],---,[e77']) de A sur ¢(A), cet opérateur est donné par la
formule

(o) + (@n)le] + -+ () [7) = 0.

On définit a présent, pour n € N, une application Ry, : AM — ;‘;M (en fait & valeurs

dans A,y,,) définie par

Rasn(z) = Z[ai]ai(m).

i€ln

Lemme 4.2.42. — Pour m >n et pour £ € Ay, on a Ryn(x) = @ "™ "™ (z).

Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 8.7]. O
Proposition 4.2.43. —

(1) nlgﬁlo Ryn(x) =2

(2) Sin e N, alors Ry, = ¢~ " 0 Ry 0 ™.

(3) Rarn est une section Ay, -linéaire continue de Uinclusion Ay, — AM.

(4)

4) Si g € Gk, alors go Ry, = Rpye 0 g, et donc Ry, commute a laction de I'yy.
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Démonstration. — Voir [Col08, Prop. 8.8|. O

On va a présent définir des applications traces sur AM. On définit donc AMTZ =
Apn N AL Remarquons qu’on a aussi AMn = o "(Al7). On a toujours I'inclusion
T
Alr, C Al RESE

Lemme 4.2.44. — Si a € E est tel que UE< ) —lvg(T), alors on peut écrire [a]
de maniére unique sous la forme [a] = [Bn], ot a(n) est le plus petit entier

n= 0 ul+a(n)
> p%l”; et B, € ET pour tout n € N.

Démonstration. — Voir [Col08, Lemm. 8.9]. O

On sait qu’il existe ry; > 0 et uj, relevant une uniformisante de Ej; tels que uy, € AMM
et que A, est un Ay -module libre dont (1, ups, -, u) ™ 1) est une base.
Sir > 1y, soit ey (r) = ey + inf(0, p(r — 1)). En particulier, si Ej//Ep est ramifiée,

on a ry > % =1et cp(p) = cu.

Proposition 4.2.45. — Sir >nry et six € AH, alors a;(x) € A}r\} quel que soit i € 1

et on a
ve(ai(x)) > v.(z) — e (r) et 'liJrgl vr(a;(x)) = +o00.
1—>+00
Démonstration. — C’est la version de la proposition 8.10 de [Col08] pour nos anneaux
Alr

Si x = 0 le résultat est évident, et on supposera donc par la suite x # 0.

Si Ej//Ep est non ramifiée et si x = [a], avec a € E,s, on note [ € Z le plus petit
entier tel que —lvE(_) < vg(a). D’aprés le lemme 4.2.44, on peut écrire « sous la forme
o] =372 u,+a(n 5 1Bn], ot les B, € E*, et méme les 3, € EL car invariants sous I’action
de Hys. On a donc a;([a]) = S0 wf—(:l(wai([ﬁn])7 avec a;([8,]) € A}, puisque Ep/Erp est
non ramifiée. En écrivant n = pk+iavec 0 <i<p—1,onaa(n)=(p—1)k+iet
pro  nrp
“T(uz+a(n)) T -1

—(l+a(n)) =pk(r—1)+i(r—1).

Comme on a r > p/(p — 1), on a pk(r — 1) +i(r — 1) — 400 quand k — 400 et
0 <i < p-—1, et atteint son minimum inf(0,p(r — (p — 1)) pour k = 0et i =p—1
ou k =i=0. La série > ' uH—:(n)ai([ﬁn]) converge donc dans AT et sa somme a;([o])

vérifie donc

vr(ai([e])) 2 —lvg(@) +nf(0, p(r — (p = 1)) = v([a]) — ve(@) + nf(0, p(r — (p = 1)),

d’ou le résultat quand = = [Z] et Ejp//Ep non ramifiée.
N Si Eps/Ep est non ramifiée et si z = Y, % p*[x;] dans A, alors la série converge dans
AT et on a a;(z) = 372 pPai([xx]), et donc on peut utiliser ce qu’on vient de montrer

et conclure par convergence uniforme.

Dans le cas général, on a a;(z) = > 7Y, ai(TM/MO(Wﬂlx))fj et UT(TM/MO(uZI:Jc)) >

v.-(z). On utilise alors le corollaire 4.2.31, ce qui permet de conclure. O
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Corollaire 4.2.46. — Sir > 0 et si p™"r > ry, alors Ry ,(x) € AR’}“”, la suite de
terme général Ryr,(x) tend vers x dans ;&M pour la topologie induite par v, et on a
U (Rarn(2)) > vp(x) —p "ep(r) six € AR’/IT.

Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Coro. 8.11| pour nos anneaux. Si n > 0,
alors Rygn(z) = @ ™(Raro(¢™(x))). Comme ™(z) € A" comme Ry = ag et comme

p"r > ryr, la proposition 4.2.45 montre que 'on a Ry, (x) € AMW et

Ur (R () = p™"vpne (a0 (@™ (1)) = p~" (Upra(@"(2)) — car(r)) = vr(x) —p~"enr(r).
Pour finir, si p™r > rj; et n > nyg, alors
= Rarn(7) = 97 (9" (@) = Ragono (0™ (2)) = 0™ Y [Elai(¢™(@))).
€N\ n—ng

La convergence de Ry, (z) vers x est alors une conséquence de la proposition 4.2.45

qui nous dit que lim; o vynor(a; (™ (x))) = +00. O
Corollaire 4.2.47. — L’anneau AR’/}:OO est dense dans _KM pour la topologie induite par
Uy

C’est en fait de ce résultat dont on aura besoin par la suite.

4.2.2. Traces de Tate dans Ai}( — On va a présent montrer des résultats similaires
a ceux de la partie précédente mais dans le cas Kummer. Cette fois, M est toujours
une extension finie de F, mais on travaille avec le corps des normes de l'extension de
Kummer, qu’on avait noté E; k. On note alors E; 5, l'extension de E; x qui correspond
a Iextension M (7'/P™) /F(71/?™) par la théorie du corps des normes. On note également
M, Textension non ramifiée maximale de M contenue dans M, = M(x'/**). On note
aussi Hrp = Gal(Q, /M), et ET,M = Efrn ATM = AHru,

On rappelle qu’on a également construit a la suite du théoréme 4.2.20 des éléments 7y,
tels que A, ps est un A,y -module libre dont (1, 7y, - - - ,Wf\}’_l) est une base, ol ey est
'indice de ramification de E, y;/E; yy,, avec my = [71] si E; p/E; k est non ramifiée.

On note a nouveau I = p~*ZN[0,1[ et pour n € N, on note I,, = {i € I : v,(i) > —n}.
L’ensemble I est un systéme de représentants de Q,/Z, et est la réunion croissante des I,
pour n € N. Soit E; p1,, = ¢ " (E; pr). C’est un sous-corps de ]A*jﬂM et Br proo = UErmn

est la cloture radicielle de E; »;.
Lemme 4.2.48. — Les T, pour i € I,,, forment une base de gpfn(E:f’K) sur E:_FK

Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Lemm. 8.2].
Comme 7 est une uniformisante de E; x, tout élément de Ej ; beut s’écrire de maniére

unique sous la forme

+00 p"—1
> an®" =3 T (b
m=0 k=0
ou les a,, sont des éléments de kr et by = j:og O " (appjpr)T. Les T8, 0 < k < p" —1

forment donc une base de Ej 5 sur " (E:_r ). En appliquant ¢ =", on déduit le résultat. [
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Proposition 4.2.49. — Il existe une constante cy; ne dépendant que de M telle que :

(1) tout élément x de By ppy s'écrit de maniére unique sous la formex =3, ., Ta;(x),

ot (a;(z)) € Erp sii € Ly, et on a Uencadrement
vg(z) — ey < infvE(ai(:p)) < vg(x);
1€

(2) tout élément x de ETM s’écrit de maniére unique sous la forme x =y, T'a;(x),
ot (a;())ier est une suite d’éléments de B,y tendant vers 0 suivant le filtre des complé-

mentaires des parties finies, et on a l’encadrement
vg(z) — ey < ig vg(a;(z)) < vg(x).

Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Prop. 8.3|.

Une base de E . sur Ef - est aussi une base de E, g, sur E; k. De plus, on sait
que 'extension E; g ,,,/E; i est radicielle et que E; )/ /E; x est séparable, de sorte qu’une
base de E, g, sur E; i est aussi une base de E; j/,,, sur E; ;. L’écriture existe donc et
est bien unique.

L’inégalité inf,c; vg(a;(x)) < vg(z) est directe, et il reste & montrer I'autre inégalité.
Lorsque M = K, on a inf;er vg(a;(x)) > 0 si vg(x) > 0 puisque les 7 forment une base
de Ef .

Cela montre I'inégalité voulue lorsque M = K.

sur E . De plus, par unicité de Pécriture, on a a;(7*z) = 7*a;(z) si k € Z.

Dans le cas général, soit d = [M : Koo| = [Eqa : Er k], et soit 6y = vg(dg,,/E,), Ol
Og, /B, designe la differente de E; ar/E; k. Soit (e1,- -, eq) une base de Ef,, sur Ef

et soit (ef,--- ,e5) la base de E; s sur E; x duale de (e, - - ,e4) pour la forme bilinéaire

-1
E; m/E; K
Ef ., et on a donc vg(ej) > —dy. Sim € N, alors (e1,--- ,eq) et (ef,--- ,€}) sont aussi

(x,y) = Tr(E; p/E; k)(zy). En particulier, les ef forment une base de 0 sur
des bases de Fy, sur Fy,, duales 'une de I'autre pour (z,y) = Trg_,,../B, .. (zy). Et

donc, si z € E; p1m, o0 a

d
. *
T = : :TrET,]M,m/ET,K,m (xek) ’ ek
k=1

et
d
a'l(x> - Z a’i(TrET,]M,m/ET,K,m (I€k>> ’ el:
k=1
pour i € I,,. Comme de plus, vg(Trg, ,,,./E, «..(T€k)) > vE(7), on en déduit le résultat
du cas M = K.

Pour finir, on sait que | E; v est dense dans ETM, par densité de E, dans E par

meN
la théorie du corps des normes et par le théoréme d’Ax [Ax70|. L'inégalité vg(a;(z)) >
vg(Z) — e, ot ey = VE(OE, ,,/E, ) + VE(T), montre que a; s’étend par continuité en une
application F,-linéaire continue de EM dans E; p/, ce qui permet de déduire le deuxiéme

point par passage a la limite. O]

Remarque 4.2.50. — Si de plus, M/F est non ramifiée, on peut en fait montrer que

ai(x) € Efy sia e EjM
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Pour n € N, on note A, 5, = ¢ (A, ), qui est un sous-anneau de KEM et vérifie
A /DA rvn = Ern. On a de plus une inclusion évidente A; pr, C Ararnt1-
Proposition 4.2.51. —

(1) Tout élément x de Asnry s'écrit de fagon unique sous la forme x =3, [T]ai(z),
ot a;(x) € Ay sii € I,.

(2) Tout élément x de Ay peut s'écrire de fagon unique sous la forme x = Sierlmai(x),
ot (a;(x))icr est une famille d’éléments de A,y tendant vers 0 (pour la topologie faible)

quand i tend vers l'infini.

Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Prop. 8.5|.

Les deux résultats se démontrent de la méme fagon. Soit D le A j;-module des familles
(a;(x))ier d’éléments de A, s tendant vers 0 quand ¢ tend vers 'infini. Pour démontrer
le deuxiéme point, il faut donc prouver que l'application (a;)ic; — Y ;c;[7']a; est un
isomorphisme de D sur ;‘;M, ce qu’il suffit de vérifier modulo p puisque les modules
considérés sont sans p-torsion et complets pour la topologie p-adique. La proposition
4.2.49 nous permet alors de conclure. Le premier point se démontre en remplacant [ par

I,, dans la démonstration qu’on vient de faire. O

Remarque 4.2.52. — Si M/F est non ramifiée, on peut montrer que si € AL, alors

a;(x) € AT, pour tout i € I.

Remarque 4.2.53. — L’unicité de cette décomposition entraine que les a; : ;‘;M —

A v osont A py-linéaires.

On définit a présent un opérateur ¢ par ¢ = %gp‘l o Trp, /,B,). C’est un inverse a
gauche de ¢ qui commute a Paction de Gi. De plus, dans la base (1, [7],--- ,[777!]) de

A, sur p(A,), cet opérateur est donné par la formule

U(p(xo) 4+ (1) [T + - + () [T71]) = 0.

On définit a présent, pour n € N, une application Ry, : ;‘;M — AM définie par
Ryn(x) =Y _[F]ai(x).
i€l

Lemme 4.2.54. — Pour m >n et pour x € A, ppm, on a Ry n(x) = o ™" "™ (x).
Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Lemm. 8.7].

Soit j € Z et soit z € A, pr. Alors ™ " ([7]p™(2)) vaut [77" "I]p™(2) si p™" divise
j et 0 si p™™ " ne divise pas 7. On en déduit le résultat en utilisant le premier point de la
proposition 4.2.51. O
Proposition 4.2.55. —

(1) nhg)lo Ryn(x) =2

(2) Sin e N, alors Ry, = ¢~ " 0 Ry 0 ™.

(3) Rarn est une section A npp,-linéaire continue de Uinclusion Ay, — AM.

(4)

4) Si g € G, alors go Ryry = Rypen©g.
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Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Prop. 8.8|.

Le premier point est une conséquence directe du deuxiéme point de la proposition 4.2.51.
Le deuxiéme et le dernier points sont des conséquences du lemme 4.2.54 par continuité,
et du fait que 'action de Gp commute a I'action de ¢ et de 9. Pour finir, Ry o = ao est
A, y-linéaire, et la A; ar.,-linéarité de Ry, découle de la A, j/-linéarité de Ry et du

deuxiéme point. O

On va a présent définir nos applications traces sur Ai?w On définit donc AT Mn =

AN ;&T’ Remarquons qu’on a aussi AT M = @‘”(Aiﬁ\y). On a toujours I'inclusion

Tr T,r
AT,M,n - AT,]V[,n-‘,—l'

Lemme 4.2.56. — Si o € E est tel que vg(a ) —lvg(7), alors on peut écrire [a] de
maniére unique sous la forme [a] = :“(’) ﬂ]lﬂ(n) [Bn], ot a(n) est le plus petit entier

> vg(T)n, et B, € ET pour tout n € N.

Démonstration. — C’est 'analogue de [Col08, Lemm. 8.9.
On peut déja remarquer que, si = >, p¥lay] € A, etsibe N, alors

7

v(p_l)/p(T(x — [ao])) = inf (b (7) + ve(ari1) + k) 2 bug(T) =1+ v@p-1)/p(2)-
On définit & présent les (3, par récurrence, en posant xo = [7'[a] et By = To, et :

%a(n+1) —a(n)

Tppr = ————(7, — [Ba]),
! p
et 5n+1 = Tni1-

La remarque du début montre alors que

Vip-1)/p(Tny1) > (a(n +1) —a(n))ve(T) — 1+ vp_1)/p(Tn)

et I'hypothése vg(a) > —lvg(m) donne wvy_1)/(z9) > 0. Par conséquent, on obtient
Vp-1)/p(Tn) > a(n)vg(T) —n pour tout n € N. Il reste a voir que a(n)vg(T) —n > 0 par

définition de a(n), de sorte que vg(8,) > 0, ce qui permet de conclure. m

On a vu qu’il existe ry; > 0 et 77 relevant une uniformisante de E; j; tels que m, €
Ai?{} et que A,y est un A, y-module libre dont (1,7, --- , 754 ") est une base. Quitte

a changer rj;, on peut supposer ry; > (vg(7)?)p/(p — 1).

Proposition 4.2.57. — Sir >ry, et six € AT Vs alors a;(x) € AT’M pour tout v € I

et on a
vr(ai(@)) = vr(x) — cu
et
lim v, (a;(x)) = +o0.

1—00
Démonstration. — C’est ’analogue de [Col08, Prop. 8.10].
Si x = 0 le résultat est évident, et on supposera donc par la suite = # 0.
Si Ej//Ep est non ramifiée et si x = [a, avec a € EN)T,M, on note [ € Z le plus petit

entier tel que —lvg(T) < vg(a). D’aprés le lemme 4.2.56, on peut écrire = sous la forme
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n = = . . .
[a] = > [%]lﬁm[ﬁn}, ot les 3, € ET, et méme les 3, € EY,, car invariants sous I’action

de H, . On a donc a;([a]) = > 7% ﬁ%ai([ﬁn]), avec a;([6,]) € AT, puisque Ey /Ep
est non ramifiée. On a alors

V2

p ) _nrp
Fl+a(n)’ p—1

U ( — vg(7)(l + nug(T)).

Comme on a r > vg(7)(p — 1)/p, la série 720 7rlf—:(")ai([ﬁn]) converge donc dans AH

et sa somme q;([«]) vérifie

vr(ai([a])) = —lve(T) = v.([o]) — ve(T)

d’ou le résultat quand z est un teichmiiller et E;/Er non ramifiée.

Si Ejs/Ep est non ramifiée et si x = >, 20 p¥rs] dans Ay, alors la série converge dans
Al et on a ai(z) = S °120 pPai([zk]), et donc on peut utiliser ce qu’on vient de montrer
et conclure par convergence uniforme.

Dans le cas général, on a a;(z) = Y7 al-(TM/MO(7r3\213z:))f;k et v (Tarinsy (Thy ) >

v.-(x). On utilise alors le corollaire 4.2.24 pour conclure. O

T

Corollaire 4.2.58. — Sir > 0 et si p"r > 1y, alors Ry ,(z) € AT:’M”, la suite de
terme général Ry, (v) tend vers x dans Al et on a v(Run) = ve(x) — p"en(r) si
ze Al
Démonstration. — C’est 1'analogue de [Col08, Coro. 8.11].

Sin >0, alors Rap(z) = ¢ "(Raro(¢™(x))). Comme ¢"(z) € A" comme Ry =
ap et comme p"r > 1y, la proposition 4.2.57 montre que U'on a Ry ,(x) € AHMW et

n

Ur(Rarn (7)) = p"vpnr (a0 (9" (2))) 2 p7 " (vpnr (07 (2)) — err) 2 v(z) — p "enr
Pour finir, si p"™°r > ry; et n > ng, alors
T = Rarn(®) = 07" (0™ () = Ratmono (™ (@))) = 0™ (Y [ai(¢™(x))).
ie[\]nfno
La convergence de Rys,(z) vers x est alors une conséquence de la proposition 4.2.57

qui nous dit que lim;_, o vynor(a; (™ (x))) = +00. O

Corollaire 4.2.59. — L’anneau Ai?%oo est dense dans _TAM pour la topologie induite

par v.

4.2.3. Lemmes d’approximation. — On va maintenant utiliser les corollaires 4.2.47
et 4.2.59 pour construire les éléments b, dont on a parlé précédemment. On rappelle
qu’on avait construit I’anneau A dans la premiére partie comme le complété de AP, ou
A°? gtait la réunion des anneaux Ay, avec M/F finie. De méme, A, est le complété
de AP ot AP est la réunion des A, pour M/F finie. On va ici utiliser ces anneaux
A5 et AP plutot que leur complété, ou plus précisément AT” = J,, JF finie, McL A et
AYT = Un/r finie, mcr Arnm- La raison en est la suivante :

Lemme 4.2.60. —

(1) si x € (ATP)!, alors V. (x) =0,
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(2) siz e (AXT)!, alors V,(z) = 0.

Démonstration. — Si z € (A7”)!, il existe une extension M/F finie telle que z € AL,
et « est algébrique sur Bj, . De plus, V,; = 0 sur Bj, puisque V (u) = 0. Soit P €
(Bl,)[X] annulant z avec P’(x) # 0 (ce qu'on peut toujours supposer puisqu’on est en
caractéristique 0), alors (V.(P))(z) + V,(x) - P'(x) = 0 et donc V,(x) = 0.

La démonstration du deuxiéme point est exactement la méme en changeant le point
de vue : il existe une extension M/F finie telle que = € AiM et x est algébrique sur
B!, De plus, V, = 0 sur B!}, puisque V,([7]) = 0. Si P € (BL,, )[X] annule z, alors
(V,(P))(z) + V,(z) - P'(x) =0 et donc V,(z) = 0. O

Comme précédemment, on notera également

AT = AL, APV = AT AL,

AFIY = (AT = (AR AT
et A5 = Astﬁ’T’r. On note aussi

AN =0 T(Ar), AXPTT = AXP AT

T,L,n

Aseptr _ SO—nAiiff,T,p”r = o AN Abr

T,L,n

7,L,00 T,L,n

Proposition 4.2.61. — On a :
(1) (AD)¥=0 = (A7 ) ;

T,L,00

(2) (AD)Y=0 = (ATZ)".

Démonstration. — Soit z € (AL)®V+=0_ Le lemme 4.2.19 montre qu'il existe m > 0 tel
que z € (AL)am=1 ¢t donc il existe une extension finie M de K, incluse dans L, telle que
x € (AL)T1aGalll/Meo)=1 oy N = M - K. Sans perte de généralité, on peut supposer
que M/K est galoisienne (il suffit de remplacer M par sa cloture galoisienne sur K). Le
théoréme 4.2.20 nous dit alors que = € AL,  C (A7 )'. Le sens réciproque est le
deuxiéme point du lemme 4.2.60.

12,Vr=0 " T,6 lemme

Le deuxiéme point se démontre de la méme fagon. Soit z € (Ai)
4.2.19 montre qu’il existe m > 0 tel que z € (AL)=™=1 ¢t donc il existe une extension
finie M’ de K, incluse dans L, telle que z € (AL)1=1aGalll/M)=1 "oy M! = M’ K.
Sans perte de généralité, on peut supposer que M’/ K est galoisienne. Le théoréme 4.2.20
nous dit alors que z € A{M’,oo C (Ast’;O)I . Le sens réciproque est le premier point du

lemme 4.2.60. OJ

Lemme 4.2.62. — Siz € AET et si k,n € N, alors il existe y € Afﬁg’r tel que x —y €
PRATT kAT
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Démonstration. — Soit x € AET. En particulier, € A;. En réduisant modulo p,
T € E;. Or E;, = UE); ou M parcourt les extensions finies de K incluses dans L (puisque
E est la cloture séparable de Ex dans E) En particulier, il existe une extension My finie
de K, incluse dans L, et yy € Ay, tels que z —yg € pAy, puisque Ay, C Ap. De méme,
% € Ay, et donc il existe une extension M, finie de K, incluse dans L, et y; € A,y
tels que % — 1 € pAyp, soit x — yo — py1 € p*Ayr, et on peut sans perte de généralité
supposer que My C M;. Par récurrence, on trouve donc o, y1,--- ,¥y, dans Ay , avec
M, extension finie de K incluse dans L, tels que © — yo — py1 — -+ — p™yn, € p" LA,
Soit alors z, = yo + -+ + p"yn. On note Y. ,p'[z;] Pécriture de z dans A;. Alors
™ = 3" pia] est tel que x — (™ € p”J“_lAL, et donc 2™ — 2z, € p"t'A;. En
particulier, comme z, € ;&Mn par construction, on en déduit que les x; sont tous dans
EM" pour i < n, et donc a fortiori (™ € KMR.

Comme z € Z&j.j“, alors en particulier z(™ € Ay, et donc, par ce qu’on a fait précédem-
ment, 2 € :&Mﬂ Comme M,, est une extension finie de K, on peut utiliser le corollaire
4.2.47, & savoir que AR}MOO est dense dans :&Mn pour la topologie induite par v,. On
peut donc trouver y € Aj\fmoo tel que 2™ —y € p”;‘;” + uFA*, Finalement, on a
z—y=(zx—aM)+ (zM —y) e prAlr + uFAT O

Lemme 4.2.63. — Six € jlz, sir>0,sin€N etsikeNaveck >e(n+1), alors
il eziste y € AP tel que x — y € ptATT + [?f]’ﬂ&*.

7,L,00

Démonstration. — Soit x € ;‘;JLF En réduisant modulo p, on obtient = € EL. Le corollaire
4.3.4 de [Win83| montre que (J, g0 ¢ *((Xx(K)*P)9:) est dense dans E; pour la
topologie T-adique. En particulier, il existe Ty € Uyezzo ¢ " (Xx (Ko)*)T)9%) tel que
T—7, € B, Mais (X (Ku)*?)9 = |JE,. 5 ott M parcourt les extensions finies de K
incluses dans L. Il existe par conséquent une extension M, de K, finie et incluse dans L,
qu’on peut supposer sans perte de généralité étre galoisienne sur K., et yo := [to] € :&%
tels que z — yo € pA} + [7]F AT,

On a & présent & — yo = pry + 21 avec z; € uPAT et ; € AT, En répétant ce quon
vient de faire avec x; a la place de z, cela nous donne y; € A%, ou M, est une extension
galoisienne finie de K incluse dans L (et on peut supposer que M, C M), tels que
z—yo—py1 € p*AT +[F]FAT. Par récurrence, on obtient M, extension galoisienne finie de
K. incluse dans L et yo, -+ -, yn € Any, tels que z—yo—py1—- - -—p™yy € p"“&}-f%—[%]kxf

Soit maintenant y := yo + py; + - - - p"y,. Par construction, y appartient a —Kﬂn - :&z
et on a x—y € p" AT + [7]FA*. On utilise & présent le fait que Al7 . est dense
dans KL’; pour la topologie induite par v, par la proposition 4.2.47. En particulier, il
existe une suite (z,) d’éléments de AMMQO telle que v,(z, —y) — +00. On peut donc
choisir N € N, N > (n + 1), tel qu’il existe z € AMMQO avec v.(y — z) > N et tel que
y—z € p" AL+ [7]FAT. On écrit alors y — z = p" 2y + [7]%25 une telle décomposition.

On veut montrer que z; € AET On a juste besoin de montrer que v,.(z1) > 0 puisque vy, z
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et [7]¥z, appartiennent tous & A" Or on a
v(z1) = oy — 2 = [7*2) — (n +1)

de sorte que

v(z1) > inf(v.(y — 2), kv.([7])) — (n 4+ 1) > inf(N — (n 4+ 1),0)

puisque k > %7 et puisqu’on a choisi N > n+1, on a v,.(21) > 0 et donc 2; € KTLT On
E ~ ~

a donc z — z € p"TLATT + [7]F AT, comme voulu. O

4.2.4. Structure des (BL)®. — Les lemmes d’approximation 4.2.62 et 4.2.63 nous

permettent donc de trouver, si n > 1 et I est un intervalle fermé tel que b, € ]§£, des
élements b, € (AX7 )" tels que b, — b}, € p"AL et si I est un intervalle fermé tel que
b, € By, des éléments b) € (A7 )" tels que b, — b € p"Ajf. De plus, d’aprés le lemme
4.2.60, ces éléments sont localement analytiques et vérifient V. (b)) =0 et V(b)) = 0.
Comme V.(b;) = 1, on a V (b, — b))* = k(b, — b7)*1, et par le lemme 3.2.17, il
existe m > 1 tel que b, — bY € (BL)9m= et ||b, — bY||c,, < p~™. Si {x;} est une suite
d’éléments de (B)Gm—anV-=0 telle que ||p™a;||c, — 0 quand i — +oo, alors la série

ZiEN :Ei(bT — b;Yl)l converge dans (]~3£)Gmﬂm'

Théoréme 4.2.64. — Si x € (BL)®, si r(b,) < min(I) et si ng > 0, alors il existe
n,m > 1 et une suite {x;} de (BL)Gm=am)V=0 tels que |[pmiz;||q, — 0 et © =
Eizo i(br — b))".

Démonstration. — Soit m > 1 tel que z € (BL)¢m=an_ [ application V, : (BL)Gm—an _,
(BL)Gm=an ot continue et donc il existe n > 1 tel que ||[VE(2)||q,, < p™mo~2k|z|

pour tout k € N. Si ¢ € N, on pose

G’rn

1 by — ),
r= 2 Sy B g,

keN

Cette série converge dans (BL)@m—" vers un élément z; vérifiant V. (z;) = 0, de telle

sorte que z; € ((B1)Gm=am)V==0  De plus, ||z;||c,, < p™ "0V [pi/il], - ||z]|q,, et donc

|Ip" =024, — 0, de sorte que la série . x;(b, — b])" converge et on note S sa

somme.
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Alors
'y 'y)k k+1
S=> wib: = b)) = (b — b))’ |Z A A Ve €
i>0 i>0 keN
b _ b%)H—k .
_Z Z ik V(@)
k>0 i>0
k4 \ (b — b)) o
=) (-)f ( )— iR ()
; z‘zzo k (1 + k)!
b, — b}
=Yy () 5 v
J!
k>0 >k
(b, — b (]
-3 w3 () vy
7>0 =0
Or 37, (1)(—=1)F = 0 sauf si j = 0, de sorte que S = x. O

Corollaire 4.2.65. — Sir(b,) < min(I), alors V, : (BL)* — (BL)"® est surjectif

Démonstration. — On écrit & = 7, xi(br — b})" comme dans le théoréme 4.2.64 en
prenant ng = 1. Comme V. (x;(b, — b])") = z;i(b—b1)" ' pour i > 1, on a z = V,(2)

avec
— E b'y)i+1'
z + 1 "

Gm <076

O

Cette série converge puisque |||

m*

On souhaiterait a présent montrer le méme genre de résultat en utilisant cette fois b,
et les b7

n’

et 'opérateur V.. Cependant, on n’a pas ici V,(b,) = 1 mais V,(b,) = —b,.
On définit donc lopérateur 9, par 9, = —%VA,. Cet opérateur est bien défini sur (B1)"™
dés que r, < min([I).

On définit donc I'opérateur 9, = —%Vﬂy pour tout intervalle I tel que min(I) > 7y, et
on a alors 0,(b,) = 1. On a donc 9, (b, — b7 )F = k(b, — b7)*7!, et par le lemme 3.2.17, il
existe m > 1 tel que b, — b7 € (BL)9m=m et ||by — b7 ||q,, < p~™. Si {z;} est une suite
d’éléments de (B1)Gm—anV2=0 telle que ||p™iaz;||c, — 0 quand i — +oo, alors la série
S ien Zi(by — b7)? converge dans (B )Gm—an,

Théoréme 4.2.66. — Si x € (BL)2 i r(b ), 7(1/by) < min(l) et si ng > 0, alors il
eriste n,m > 1 et une suite {x;} de ((BE)G’" V=0 tels que ||p™0Vzy||g,, — O et
T = Zizo i(by — b7)".

Démonstration. — Soit m > 1 tel que z € (BL)9m~. L’application 9, : (BL)Gm—am —
(B])%m" est continue et donc il existe n > 1 tel que ||9%(z)|q, < pT™ "0 2H*|z||q,,

pour tout k € N. Si i € N, on pose

= LS bt L g (),

keN
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Cette série converge dans (ﬁi)Gm*‘m vers un élément z; Vériﬁant V.(z;) = 0, de telle

1 ill - lal

[[p" ")z, — 0, la série > iz0 Ti(by — b])" converge et on note S sa somme.
Alors

Gm—an>V7=0 (n—mo—1)7

sorte que z; € ((BY) De plus, ||zi||g,, <p G, et donc

S= mi(by =) = (b, —b]) ZZ|Z ) O ()

>0 i>0 keN
_ _1\k (bw — b;)Hk i+k
k+i\ (b, —b0)Hk
— _1\k \Yy — Yn)  gitk
_ZO:( D;( k ) IR
. - T j ]
DICIDY (D S
k>0 §>k J:
YO awy ]
_ @3 (1)1
j=>0 k=0 k
Or 37, (7)(=1)% = 0 sauf si j = 0, de sorte que S = z. O

Corollaire 4.2.67. — Sir(b,),r(1/b,) < min([l), alors 0, : (B — (BL)= est sur-
jectif.

Démonstration. — La démonstration est analogue a celle du corollaire 4.2.65. O]

4.3. Surconvergence des (p, 7)-modules

4.3.1. Pentes de Kedlaya et théorémes de descente. — On va commencer par
rappeler les théorémes de Kedlaya de [Ked05]| dont on aura besoin par la suite. Les no-
tations de Kedlaya étant différentes des notres, on signale que 'anneau I'y, con de Kedlaya
est un anneau générique dont Biig, 5 et Bi’rig’ i sont des spécialisations. De méme, B; 5 et
Bl sont des spécialisations de 'anneau T'eopy[77"] de Kedlaya. Comme dans [Ked05, Déf.
3.1.5], on définit, si M est un p-module sur ]§Lg et sin € Z, M(n) comme le ]§Lg—modu1e
M ou l'action du Frobenius est multipliée par p”. Pour faciliter les notations, si D est un

¢-module sur un anneau A, on notera ¢*(D) le sous-A-module de D engendré par (D).

Proposition 4.3.1. — Soit D un p-module de rang 1 sur Brlg Alors il existe n € Z tel
que D ~ Bl (n).

rig

Démonstration. — Voir [Ked05, Prop. 3.3.2]. O

On définit maintenant la notion de pente d’un p-module comme dans [Ked05, Déf.
3.4.1].

Définition 4.3.2. — Soit D un ¢-module de rang 1 sur BTrng (resp. Brlg k) On

définit le degré de D comme 'unique entier n tel que

DBl ~Bf

rig rlg( )
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T

Trig e (Tesp. Bl ),

donné par la proposition 4.3.1. Si D est un p-module de rang d sur B rig K

on définit son degré comme celui de AYD.

On définit la pente de D comme le rapport (D) := deg(D)/rang(D).

On définit maintenant comme dans [Ked05, Déf. 3.4.5| la notion de p-module semi-

stable (qui n’a rien a voir avec celle de représentation semi-stable).

Définition 4.3.3. — Un ¢-module D sur B;rig’K (resp. BIig’K) est dit semi-stable si
pu(D) < p(D') pour tout sous-p-module non nul D' de D. On dit que D est stable si

w(D) < p(D') pour tout sous-p-module propre D' de D.

On peut a présent définir la filtration de Harder-Narasimhan comme dans [Ked05,
§3.5].

Définition 4.3.4. — Si S désigne un ensemble multivalué de n nombres réels, on définit
le polygone de Newton de S comme le graphe de la fonction affine par morceaux définie
sur [0, n] envoyant 0 sur 0 et dont la pente sur [i — 1, 4] est le i-iéme plus petit élément de
S. Réciproquement, étant donné un tel graphe, on définit son ensemble de pentes comme
I’ensemble (multivalué) des pentes de la fonction affine par morceaux définissant le graphe

sur les segments i — 1,4] pour ¢ € {1,--- ,n}.

Définition 4.3.5. — Si M est un B;rig’K— (resp. BLg,K‘) module libre, on dit que N C
M est saturé s’il est de type fini et si M /N est sans torsion. Si N C M est un sous-module,
il existe un plus petit sous-module saturé de M contenant N (qui est donc unique), et on

I’appelle saturation de N.

Définition 4.3.6. — Soit D un p-module sur B!

T rig.rc (TESD. Big,K)- On appelle filtra-

tion semi-stable de D une filtration exhaustive
O=DycCcDycCc---CcD/ =D

de D par sous-p-modules saturés, telle que chaque quotient successif D;/D;_; est semi-
stable de pente s;. Une filtration de Harder-Narasimhan de D est une filtration semi-stable

telle que s; < --- < 5.
Remarque 4.3.7. — Si une filtration de Harder-Narasimhan existe, elle est unique.

Définition 4.3.8. — Soit D un p-module sur B!

T,rig, K (resp. BIig,K)' Si0= DO C .- C

D; = D est une filtration semi-stable de D, on considére ’ensemble multivalué donné
par I'ensemble des pentes p(D;/D;_1) avec multiplicité rang(M;/M;_1). On Dappelle
I’ensemble multivalué de la filtration, et on appelle le polygone de Newton correspondant
le polygone des pentes de la filtration. Si D admet une filtration de Harder-Narasimhan,
on appelle ensemble multivalué de Harder-Narasimhan de D 1’ensemble multivalué de la

filtration et polygone de Harder-Narasimhan le polygone de Newton.

La proposition suivante montre que tout ¢-module admet bien une filtration de Harder-

Narasimhan :
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Proposition 4.3.9. — Tout o-module sur B;rigK (resp. BLg,K) admet une filtration de

Harder-Narasimhan.
Démonstration. — Voir [Ked05, Prop. 4.2.5]. O]

Conformément a [Ked05, Déf. 4.1.1], on note D.4 le p-module sur B! libre de rang

rig
d, dont une base est ey, --- ,e4 et dont le Frobenius dans cette base est donné par

4,0(61) = €2, " >§0(6d—1) =eq et 90<€d> = pey.

Ce p-module est stable de pente ¢/d par [Ked05, Lemm. 3.4.9|, et on appelle g-module

standard tout ¢-module de cette forme.

Définition 4.3.10. — On appelle décomposition de Dieudonné-Manin d’un ¢-module
D sur B!

rig une décomposition en somme directe

D= @;‘ZlDCi,di

de D en p-modules standards. L’ensemble multivalué des pentes d'une telle décomposition
est la réunion des ensembles multivalués consistant en les ¢;/d; avec multiplicité d; pour
ie{l,---,m}.

Théoréme 4.3.11. — Soit D un p-module sur ]§Lg. Alors :

(1) il existe une décomposition de Dieudonné-Manin pour D ;

(2) si D = @JL D, 4; est une décomposition de Dieudonné-Manin de M, soient sy, , s
les éléments distincts de [’ensemble multivalué des pentes de la décomposition. Pour
i=1,---,1, soit D; la somme directe des D,, 4, sur l’ensemble des j tels que c;/d; < s;.
Alors la filtration 0 C Dy C --- C D; = D coincide avec la filtration de Harder-
Narasimhan de D ;

(3) ensemble multivalué de n’importe quelle décomposition de Dieudonné-Manin de D
consiste en l'ensemble des pentes de Harder-Narasimhan de D. FEn particulier, [’ensemble

multivalué des pentes ne dépend pas du choix de la décomposition.
Démonstration. — Voir [Ked05, Thm. 4.5.7]. O

Définition 4.3.12. — Soit D un p-module sur E’Lg- On dit que D est isocline de pente

s si les pentes de Harder-Narasimhan de D sont toutes égales a s.

.i.

T rig e (T€SD. BI@,K)- On dit que D est isocline de pente s si

Soit D un ¢-module sur B
Bf

rig @ D est isocline de pente s.

La proposition suivante est un des résultats clés de Kedlaya :
T
rig

de pente 0. En particulier, si V est une représentation p-adique de Gy, alors ]§Iig

est étale si et seulement st il est isocline

®qQ, V

Proposition 4.3.13. — Un @-module sur B

est 1socline de pente 0.

Démonstration. — La proposition découle du théoréme 4.5.7 de [KedO05] et de la défini-

tion d’isocline de pente 0. [

On aura également besoin des théorémes suivants :



138 CHAPITRE 4. (¢, 7)-MODULES ET VECTEURS LOCALEMENT ANALYTIQUES DANS Eiig

Théoréme 4.3.14. — Le foncteur de changement de base, de la catégorie des p-modules
isoclines de pente s sur Bi’K (respectivement Bl ) vers la catégorie des p-modules isoclines

de pente s sur B;ri&K (respectivement BL&K) est une équivalence de catégories.
Démonstration. — 11 ’agit du théoréme 6.3.3 de [Ked05|. O

Théoréme 4.3.15. — Si M est un p-module sur Bi,ri&K ou Biig’K, alors M admet une

unique filtration {0} = My C My C --- C M; = M par des sous-p-modules telle que :
(1) pour i =1,--- 1, le quotient M;/M,;_y est isocline de pente s; ;
(2) S < S < -0 <81

De plus, cette filtration coincide avec la filtration de Harder-Narasimhan de M.
Démonstration. — C’est le théoréme 6.4.1 de [KedO05]. O

Dans la partie 4.1.3, on a généralisé la notion de (p,7)-module pour notamment
s'intéresser aux cas ol on restreint une représentation de Gx a Gy, avec M une ex-

tension finie de K. On montre ici comment appliquer ces définitions dans le cadre de

(¢, 7)-modules sur (B;rig’M, Bligr,):

nt
Bri&LM

Définition 4.3.16. — On appelle (p, 7p)-module sur (BT

g M ) la donnée d’un
triplet (D, pp, Gal(Ly/M)), ot :

(1) (D, pp) est un p-module sur BT,%M :

T

(2) Gal(Ly;/M) est une action Gal(Ly,/M)-semi-linéaire sur Bl

rig,L s

de Gal(Ly/M)

D telle que cette action commute & ¢ = pgt X ¢Yp ;
rig,L s

N ._ [f
sur D) := Brig’LM ®Bj—,rig7M

(3) en tant que sous BivrigM—module de D, on a D C DHr,

Définition 4.3.17. — Si M/K est une extension galoisienne finie telle que M et K
soient linéairement disjointes au-dessus de K, et si D = (D, pp,Gal(Ly/M)) est un
(o, TM)—moduleAsur (BiyrigM, ﬁiigLM), on dit que D est muni d’une action de Gal(M/K)
si G agit sur D et si :

(1) D en tant que sous ensemble de D est stable sous 'action de Hx C G :

(2) Gy, agit trivialement sur D, et H,  agit trivialement sur D ;

(3) Taction de Gar/Gr,, C Gi /Gy, coincide avec action de Gal(Ly /M) sur D.

On définit la notion équivalente pour les (¢, 'y )-modules conformément & [Ber08, Déf.
1.3.1]. On note, pour M extension finie de K, M.y U'extension cyclotomique de M et
Iy = Gal(Mcya /M) le groupe de Galois associé et Hy, = Gal(F/Mcyd).

Définition 4.3.18. — Si M /K est une extension galoisienne finie, et si D est un (¢, I'y)-
module sur BL&M, on dit que D est muni d’une action de Gal(M/K) si Gk agit sur D et
si:

(1) Hy C Gk agit trivialement sur D ;

(2) Vaction de Gyr/Hy C Gi/Hyr induite coincide avec celle de T'y;.

On dispose d’un résultat de descente galoisienne pour les (¢, I'y7)-modules :
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Proposition 4.3.19. — Si M/K est une extension finie et si D est un (¢, 'y)-module
sur BLgM muni d’une action de Gal(M/K), alors D5 est un (¢, 'x)-module et

D Brlg M (X>BJr DHK'

rig, K

Démonstration. — Voir [Ber08, Prop. 1.3.2]. O
On dispose également d’un résultat de descente galoisienne pour les (¢, 757)-modules :

Proposition 4.3.20. — SiD = (D, pp, Gal(Ly/M)) est un (¢, 77 )-module sur B!

T,rig,L s

muni d’une action de Gal(M/K), avec M/K une extension galoisienne finie, alors D«

est un (@, 7)-module sur (Bl rig K BLgL) et D= B! rig, M ®B11M DHrx
Démonstration. — La démonstration est similaire a celle de [Ber08, Prop. 1.3.2].

Le fait que D = BLrig’M ®B

2.6]. On va maintenant montrer que p*(DHnx) = DHrx_ Soit (y;) une base de D sur

—_ DHrx en tant que p-modules suit de [Ked04, Lemm.
B! ., 1 contenue dans Dm | et soit © € D, On peut alors écrire o = S zio(ys)
avec r; € Bl
T; € B!

rrigar, €6 comme les y; et x sont fixés par H;, on a également que les

et donc x € gp*(DHTvK).
; ®gt DK est bien muni d’une action de Gal(L/K)

Trng

T,rig, K

Il reste & montrer que Brlg

vérifiant les bonnes conditions, ce qui découle de la définition 4.3.17. O
4.3.2. Descente et monodromie. — On va maintenant montrer comment descendre

d’un (ﬁii&L)pa—module A un ((Eling)pa)szo—module, ou a un ((Bf. )P)V-=0_module, en

rig,L
s'inspirant des méthodes de Berger dans [Ber16b, §6]. Soit maintenant M un (Bilg )P~

module libre de rang d, muni d’'un Frobenius surjectif ¢, : M — M et d’'une action

pro-analytique de Gal(L/K). On a alors les résultats suivants :

Lemme 4.3.21. — Soit v > 0 tel que M et toutes ses structures soient définis sur
(BL;L)pa et tel que b., bi € BngL Soit my,--- ,mgq une base de M. Si I est un in-
tervalle fermé avec I C [r,+oo, on note M1 = &(BL)a . m,;. Alors (MT)V'=0 est un

(Ei)vw:o—module libre de rang d tel que
M' = (B)* @ (BL yia)v~=0 (MT)¥=0,

Démonstration. — Soit D, = Mat(0,). Pour montrer le lemme, il suffit de montrer qu’il
existe H € GLg((BL)") telle que 8, (H) + D, H = 0.
Pour k£ € N, on note D, = Mat(@,’j). Pour n assez grand, la série donnée par

bT
H=> (-1 —')

k>0

converge dans M,((B1)"=).
Alors H = Mat(zkzo(—l)’“(b”_—bak) et siz € M!, ona

0= 0,1 i k)

k>0
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et

_ 1Tk
0= 0,3 (- Bl o))

k>0

=0,(H -2)=0,H) -2+ D,H -z,

de sorte que H est une solution de I’équation 0,(H) + D.,H = 0. De plus, si n est assez
grand, on a || Dy (by — b7)F/K!|| < 1 pour k > 1, de sorte que H € GLy4((BL)™). O

Théoréme 4.3.22. — Si M est un (B!

rigyL)pa—module libre de rang d, muni d’un Frobe-

nius bijectif ¢ et d’une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V. (M) C
M, alors MV+=0 est un (B!

1d&L)pa)vvzo—module libre de rang d et on a

M = ((Biig,L)pa) ®((]§Lg,d"a)v”’:0 MY,

Démonstration. — Le lemme 4.3.21 nous permet de trouver des solutions sur chacun des
intervalles I tels que I C [r,+oo[, mais il nous faut maintenant recoller ces solutions.
On va utiliser le Frobenius comme dans la démonstration du théoréme 6.1 de 'article
[Ber16b| pour montrer qu’on peut rester a niveau fini.

Soit I tel que INpl # O et soit J = I'Npl. Soit my,--- ,mg une base de (M7)V+=0, Le
Frobenius ¢ définit des bijections oF : (M7)¥7=0 — (MP*1)¥+=0 pour tout k > 0. Soit
P € My((BY)") la matrice de (o(m1),--- , p(mg)) dans la base (mq, - -+ ,my).

Comme (my,--- ,my) est une base de M! par le lemme 4.3.21, c’est aussi une base de
M, de sorte que M7 = (BJ) ®p1 M. Mais MT = (BL)k ® (B yayT4=0 (MTYV+=0 donc

M7 = (By)" ® (B )layv-=0 (MT)V-=0.

On a alors
(M7)¥2=0 = ((B])* O ((BI )la) V=0 (MT)Vr=0) V=0
et donc
(M7)7=0 = (BE)*)70 &, yyorno (MT)T
de sorte que (my, - -+ ,my) est aussi une base de (M7)V7=°. De méme, (¢(my), -, ©(mq))

est une base de (M7)¥7=0 et donc P € GLy((BE)=2)V+=0).

Or, par le lemme 4.2.19, ((BL)=2)V-=0) = UnnBjy,, 0t N parcourt les extensions finies
de K incluses dans L, donc il existe une extension finie N de K, incluse dans L, et n > 0
tels que P € GLd(Bf\,’n). Pour k > 0, on pose I, = p*I et J, = I;, N I41, et on définit
Ey = @?:1]3%,71 - ¥ (m;). Comme P € GLq(BY,,), on a ¢*(P) € GLd(Bﬁjn), et donc

Jk _
By, ®gn Er =By, Qg1 By
N,n N,n

pour tout k& > 0. Les {Ej}r>o forment donc un fibré vectoriel au-dessus de BK};;OO[

pour 7 = min([). Le théoréme 2.8.4 de [Ked05]| affirme alors qu’il existe ny,--- ,ng des

éléments de Ng>oE, C M tels que By = @leBf\’;’n -n; pour tout k > 0. Ces éléments

T pa,V~=0
rig,N) 7

P2 d’ou le résultat. O

nous donnent donc une base de MY+=? au-dessus de (B , et donc une base de

M sur (BL&L
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On va a présent montrer les mémes résultats en « remplacant 7 par v », ¢’est-a-dire en

prenant les invariants sous l'opérateur V. plutot que sous l'opérateur V.

Lemme 4.3.23. — Soit v > 0 tel que M et toutes ses structures soient définis sur
(BII;L)pa et tel que by € BngL Soit mq,--- ,mg une base de M. Si I est un inter-
valle fermé avec I C [r,+oo|, on note M = @B . m,;. Alors (M))V"=0 est un

(B1)Y="module libre de rang d tel que
M= (Bp)"™ (B yayvr=0 (M*)Y=0.

Démonstration. — La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemme 4.3.21.
Soit D, = Mat(V,). Pour montrer le lemme, il suffit de montrer qu’il existe H €
GL4((BL)™) telle que V.(H) + D.H = 0.

Pour k € N, on note Dy, = Mat(V¥). Pour n assez grand, la série donnée par

(by — b7}
=y yn it
k>0
converge dans My((B1)").
Alors H = Mat(zkzo(—l)k%V@ et siz € M’ on a

0= v (3l o))

et
0= V(3 )
=V,.(H-2)=V.(H) -2+ D;H -z,

de sorte que H est une solution de 'équation V.(H) + D.H = 0. De plus, si n est assez
grand, on a || Dy (b, — b2)¥/K!|| < 1 pour k > 1, de sorte que H € GLg((BL)=). O

Théoréme 4.3.24. — Si M est un (BT

rig, 1 )P*-module libre de rang d, muni d’un Frobe-

nius bijectif ¢ et d’une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V(M) C

M, alors MY"=0 est un (B,

rig, )PV =0 module libre de rang d et on a

I‘lg,

M ((B]L )pa) ®((]§iig7L)pa)vT:0 MVTZO.

Démonstration. — La démonstration est 1a encore identique a celle du théoréme 4.3.22.
Le lemme 4.3.23 nous permet de trouver des solutions sur chacun des intervalles I tels
que I C [r,+oo[, mais il nous faut maintenant recoller ces solutions. On va utiliser
le Frobenius comme dans la démonstration du théoréme 6.1 de Particle [Ber16b| pour
montrer qu’on peut rester a niveau fini.

Soit I tel que I Npl # 0 et soit J = I Npl. Soit my,--- ,my une base de (M?)V==0. Le
Frobenius ¢ définit des bijections ©* : (MT)¥=0 — (M?*1)¥==0 pour tout k > 0. Soit
P € My((BY)) la matrice de (o(m1),--- ,p(mg)) dans la base (my, --- ,my).
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Comme myq,--- ,mqy est une base de M! par le lemme 4.3.23, c’est aussi une base de
M7, de sorte que M7 = (B{)" ®g1 M'. Mais M = (Bi) R (B yn)vr=0 (MT)V==0 donc

M7 = (Bf)" (B yayvr=0 (M=,

On a alors
(MJ)VT:O _ ((ﬁi)la ®((]§£)la)w:0 (MI)VT:O)VT:O
et donc
(M7)¥=0 = ((BY)!*)¥=° ® (B )ayvr=0 (M*)YV=°
de sorte que (my, -+ ,my) est aussi une base de (M7)V==0. De méme, (¢(my), -, o(mq))
est une base de (M7)V"=0 et donc P € GLg((BL)®)V-=0),

Or, par le lemme 4.2.19, ((BL)®2)V-=0) = UnnBy,» 01t N parcourt les extensions finies
de K incluses dans L, donc il existe une extension finie N de K, incluse dans L, et n > 0
tels que P € GLd(BiN’n). Pour k& > 0, on pose I}, = p*I et J, = I;, N 141, et on définit
Ep = &L, By, - 9 (m;). Comme P € GLy(BL ), on a ¢*(P) € GLqa(BZ ), et donc

B Ogis, B = Brlivy Optes Ein

pour tout k > 0. Les {Ej}r>o forment donc un fibré vectoriel au-dessus de BK,;;OO[

pour 7 = min([). Le théoréme 2.8.4 de [Ked05]| affirme alors qu’il existe nq,--- ,ng des

éléments de Ni>oly, C M tels que L), = @leBi’fN’n - n; pour tout k£ > 0. Ces éléments

)pa,VTZO

nous donnent donc une base de MV7=Y au-dessus de (]71’»T , et donc une base

T,rig, N
de M sur (BLgL)pa, d’ou le résultat. O

Cette méthode ne permet pour l'instant pas tout & fait de redescendre & un module

) T
sur Brig, T,rig, K

est une extension finie de K incluse dans L, puisqu’on rappelle qu’on a (]”_S’Lg’L)pa,vyzo =
Uy B! et (B!

pa,V, =0 __ T N 3 1
T rig.N oo tig. )PV = Uy Blig voo» 0t IV parcourt les extensions finies de K

mais seulement & un module sur BLg v ou sur B! ou N

5 ousur B T rig. N

incluses dans L.
Cependant, une fois qu’on est redescendu & niveau fini en prenant les invariants sous
V. =0 ou sous V., = 0, on peut appliquer les résultats de descente que sont les propo-

sitions 4.3.19 et 4.3.20 pour complétement redescendre & un module sur BjigyK ou sur

T .
T,rig, K °

Théoréme 4.3.25. — Si M est un (]A?;Lg,L)pa-module libre de rang d, muni d’un Frobe-
nius bijectif ¢ et d'une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V(M) C

M, alors M™=" est un BL&K’OO—module libre de rang d et on a M = ((]§Iig7L)pa) DBl o
MT=1 |
Démonstration. — Le théoréme 4.3.22 montre que MY =Y est un ((Eling)pa)szo—module

de rang d, tel que
_ pnf B v, =0
M =B, ®((B1igyL)pa)vT:O M

en tant que (p, G )-modules sur ]§Lg7L. Le lemme 4.2.19 montre que ((ﬁligVL)pa)V.r:O =

U, BLg’Nm. I existe donc une extension finie NV de K, incluse dans L, n > O et s1,--- , 54
une base de MV~=0 tels que Mat(y), Mat(y) € GLd(BLgJ\,’n). Sans perte de généralité, on
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peut supposer que N/K et Nyq sont galoisiennes. Si on note My = &% (B;[lg )" (S0)s
alors My est un p-module muni d’une action de I'y compatible (puisque Neya/K est
tel que MY-=0 = (Bl )p»V=0@; My,

galoisienne) sur B! gL
rlg N

rig,N»
De plus, comme
M= (Bl ™ @t )P Vr=0 MY,

on a

ce qui permet de munir My d’une structure de (¢, 'y)-module sur BT. gy muni d’une
action de Gal(L/N), au sens de la définition 4.3.18, en définissant 'action de Gal(Neye/K)
sur My comme celle provenant de 'action de Gal(L/K) sur M = (BITrlg )P ®pi My,
rig, N
En particulier, My := MI< = MZ7! est un (g, 'k )-module sur BL&K tel que M =
(BLgL) P2 ®@gt  Mg. De plus, par construction, on a My C M™=" de sorte que M7=! est
rig, K

un p-module sur (B, )P>7=1 de rang d, et donc

rig,L
M = (Bl )™ @ gy s MO
Comme on a (BIlg )Pt Bilg K.oo Dar le théoréme 4.2.18, on en déduit le résultat. [

Théoréme 4.3.26. — Si M est un (BilgL

YP2-module libre de rang d, muni d’un Frobe-
nius bijectif ¢ et d’une action pro-analytique compatible de Gal(L/K), tel que V(M) C

M, alors M?=! est un B! -module libre de rang d et on a M = ((Bilg )P ®gt

T,rig, K,00

T,rig, K,00
M=t
Démonstration. — Le théoréme 4.3.24 montre que M Y=Y est un ((BIlg P2 Va=0_module
de rang d, tel que
nt Vy=0 _
Buig L @y, ypyvomo M7 = M
en tant que (¢, Goo )-modules sur ]A?;Iig’L. Par le lemme 4.2.19, on a 'égalité ((BLg )PVl =

UnNBi’rig7N7n. Il existe donc une extension finie N de K, incluse dans L, n > 0 et
S1, -+, 84 une base de MV>=0 tels que Mat(p) € GL4(B ngNn) Sans perte de général-
ité, on peut supposer que N/K est galoisienne. Si on note My = ®% (B! rign) P (80),
tel que MY2=0 = (Bf, )P»¥"=0@;  My.

alors My est un p-module sur B vig I
T ,rig, N

T,rig, N’
De plus, comme

V=0,

pyTa=o M7
rlg
on a
ot pa
M = (Brlg L) ®BT MN7

T,rig, N
ce qui permet de munir My d’une structure de (¢, 7n)-module sur (B g v, ]§Lg7L) muni
d’une action de Gal(N/K) (car N C L donc Ly = L selon les notations de la définition

4.3.17) en définissant I'action de Gk sur BngL Rgt N My comme celle définie sur le
T,rig,

membre de gauche du produit tensoriel

Bl . D@, m M = B, ®g My

T,rig, N

de facon diagonale.
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H; i

En particulier, My := My™" = M;\’,Zl est un (p, 7)-module sur (B g K, Brlg 1) tel que

M = (BIlg )P ®pt Myp. De plus, par construction, on a Mg C M7=! de sorte que

T,rig, K
M7=! est un p-module sur (B;r1g )P*7=1 de rang d, et donc
nt =1
M (Brlg, )pa ®(]§Iig’L)pa,'y:1 M'Y .
Comme on a (ﬁligjL)paW— — B! rig. K00 PAT le théoréme 4.2.18, on en déduit le résultat. [
4.3.3. Surconvergence des (¢, 7)-modules. — Le résultat de descente du théoréme

4.3.25 va nous permettre, en utilisant le théoréme de Cherbonnier-Colmez, de redémontrer
le résultat de Gao et Liu affirmant que les (¢, 7)-modules sont surconvergents, mais sans
faire 'hypothése que K/Q, est finie.

Au vu des parties précédentes, on va maintenant travailler avec ce que Berger ap-
)P2 (ce qui est

pelle dans [Ber16b]| des (¢, ')-modules en plusieurs variables sur (BIIgL

I'équivalent de nos (¢, G )-modules sur B ). Pour V' une représentation p-adique de

rig,L
Gk, on définit

DI = (Bl g, V)9 et Dl (V) := (Bl @q, V)%

rig

Ces deux espaces sont des représentations topologiques de G .. De plus, le théoréme de
Cherbonnier-Colmez nous dit que V' est surconvergente, et donc le B%—espaee vectoriel
DY (V) = U0 DP (V) ala méme dimension que V, ott DI(V) = (BF @q, V) @2H(Qp/ Kevat),
On note DI"/(V) et Dj{é x (V) les complétions de D" (V') pour les topologies correspon-

dantes.
Lemme 4.3.27. — Les éléments de D™/(V) sont localement analytiques.
Démonstration. — Voir [Ber16b, Thm. 8.1] et [KR09, §2.1|. O

On dispose du résultat suivant, qui est le théoréme 9.1 de [Ber16b] :
Proposition 4.3.28. —

(1) 5[;?8](‘/)@ — (g[r;s})la ®Bg;?5] D[r,s}(v) ;
(2) Dl (V) = (Bl )™ @y Dl V)

rig,L rig, K
Démonstration. — Pour le premier point, comme B! ®q,V = B! Rplrisl DIsl(V), on
K
a DI*l(v) = Blr ®gins DIHI(V) et le résultat découle alors de la proposition 3.2.13. Le
K
deuxiéme point se montre de la méme facon. O]

La stratégie qu’on va utiliser pour montrer que les (¢, 7)-modules sont surconvergents
est la suivante : utiliser le théoréme de Cherbonnier-Colmez et la proposition 4.3.28

pour travailler avec des (¢, G )-modules sur (BT )P2 puis utiliser notre théoréme de

rig,L

monodromie 4.3.24 pour descendre & un p-module sur B! On montrera ensuite

T,rig, K,n*
comment passer d'un p-module sur BT rig. ;¢ & un p-module sur BﬁK7 et on aura pour cela

besoin des résultats de [Ked05| énoncés dans la partie 4.3.1.
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Théoréme 4.3.29. — Soit V une Q,-représentation de Gr. Alors le (p,T)-module as-

socié (D, pp, D) sur (B, By) est surconvergent.

Démonstration. — Soit V' une représentation p-adique de G de dimension d et soit
(D (V),M.(V)) le (¢, 7)-module associé a V sur (BT,K7]§L)' Pour r» > 0, on définit
DI"(V) = (Bl ®q, V)9~ et M{"(V) = (B} @q, V)

On doit montrer deux choses : d’une part que

— T
D(V) = Brx @grs D

T

(V)

et d’autre part que

M, (V) = By @gy.r M7 (V).

ot Bl = B, x NBI.

Remarquons que la deuxiéme chose & montrer est en fait une conséquence directe de
ce qu’on a fait précédemment : par le théoréme de Cherbonnier-Colmez, si V' est une
représentation p-adique de G, alors elle est surconvergente et donc D(V) = Bg ®B}(
(Bt ®q, V)9%eva . Par le théoréme 4.2.6, M, (V) est I'extension des scalaires de D(V)
par By, de sorte que M, (V) est engendré, comme (p, G )-module, par des éléments
surconvergents puisque D(V') 'est. Cela prouve donc le deuxiéme point.

On va maintenant démontrer le premier point. Soit M = DI, (V)P La proposition
4.3.28 montre que M est un (B,

rig,L

théoréme 4.3.25, M7=! est un (BIlg I

rig,L
)P2-module stable sous les actions de G, et de . Parle

Par=l_module de rang d, tel qu’on ait I'isomorphisme

BIIg,L ®(ﬁ . L pa'y 1 M’y_ (BT ®QP V)gL

rig

Par le théoreme 4.2.18, (B, ,)p*=1 = B!

rig,L T,rig,00

Il existe donc n > 0 et sy, - - - , 54 une base de M7=" tels que Mat(¢) € GLy4(B! rig.Kon)e S
on note DI . = @L (BT «) - ©"(s;), alors DI . est un p-module sur Bi}rig’K tel que

T,rig T,rig, K T,rig

M=t = (Bl p=ley DI

rig,L Bl g x T8

Ce module Dirlg est en fait entiérement déterminé par cette condition. En effet, si

en tant que (¢, G )-modules sur BLgL

Dy, Dy sont deux B! rrigrc-modules qui vérifient cette condltlon et si X est la matrice de
passage et Pp, P, les matrices de ¢, alors X € GLy(B! Y rig.J.n) POUT 1 assez grand, mais X
vérifie aussi X = Py 'p(X) P, et donc X € GLy(B Trng)

Comme on a un isomorphisme B ¢ @Bt ek D! rig = BLg ®q, V et que Brlg ®q, V est
isocline de pente 0, on en déduit par le théoréme 4.3.15 que Dirig est isocline de pente 0.
Le théoréme 4.3.14 couplé a la proposition 4.3.13 nous dit alors qu’il existe un ¢-module
étale DI sur BI +. i tel que D! rig Bj—,rig,K Dgt DI

Comme D est étale, il existe par le théoréme 4.1.9 une représentation W de H, x telle

que Brlg ®BT DI = Bilg ® W en tant que ¢p-modules sur Bilg En prenant les invariants

sous ¢ de Brlg ®q, W = Brlg ®q, V/, on obtient que V' = W en tant que représentations
de H, g, et donc le p-module D(V') sur B, i associé & V' par la théorie des (p, 7)-modules

est engendré par DI, ce qui montre le résultat. O
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Cette démonstration a deux conséquences intéressantes, en plus de montrer la surcon-

vergence des (p, 7)-modules.

Lemme 4.3.30. — Soit V une représentation p-adique de Gy et soit DI(V) := (Bl ®
VAR e p-module surconvergent associé, et soit r > 0 tel que DI(V) = BLK ®pir
((BL" ®q, V)%). Alors pour tout intervalle I compact tel que r < min(I), les éléments
de DI(V)) vus comme des éléments de DI(V)) sont des vecteurs localement analytiques

pour Gu.

Démonstration. — On rappelle qu’on a défini au début de la partie 4.3.3 EE”S](V) par
DI(V) = (B @q, V)%

~T77‘
et Dy, 1

(V) par
D (V) = (B ®q, V).

rig
Dans la démonstration du théoréme 4.3.29, on a construit le module DI(V) comme un

sous-objet de ZA?/L&L(V)W, de sorte que

D"(V) c D (V)P ¢ Dy¥l(v)e

rig,L

pour s > r, ce qui montre le résultat. O

La démonstration du théoréme 4.3.29 permet également de faire le lien entre (¢, 7)-
modules et (¢, [')-modules. Plus précisément, elle montre comment passer d’un (¢, ')-
module & un (¢, 7)-module. On peut en fait utiliser nos résultats des parties précédentes
pour réciproquement montrer comment passer d’'un (i, 7)-module a un (p,I")-module.
Soit V une représentation p-adique de G, et soit DT(V) (resp. DI(V)) le (p,T)-module
(respectivement (¢, 7)-module) surconvergent associé & V. Cela a bien un sens puisque
les représentations p-adiques sont toutes surconvergentes, au sens des (¢, I')-modules par
le théoréeme de Cherbonnier-Colmez et au sens des (g, 7)-modules par notre théoréme
4.3.29. On peut associer a ce (¢, ')-module DT(V) un module différentiel Djig(V) qu’on
définit par

Dl (V) := Bl x @1 DI(V).

rig ri

De méme, on associe au (i, 7)-module DI (V) un module différentiel D;rig

(V) qu’on définit
par

DT

T,rig

(V) =Bl x ®gr  DLV).

Le théoréme suivant, qui est une conséquence des théorémes 4.3.25 et 4.3.26 appliqués

respectivement a (ﬁiig,L ®pt DLrig(V))payT:l ot (EiigL Opt Djig(v))pa,'y=17 montre
T,rig, rig,

comment passer de 'un de ces modules différentiels & 'autre :

Théoréeme 4.3.31. —
(1) (Bzig,L ®Bi,rig,K DT (V))pa,r:l = BIig,K,oo ®BT D;F]g(v) 5

T,rig rig, K
(2) (Biig,L ®Biig,K Djig(‘/))pa,”/:l = Bj—,rig,K,oo (X)BJf Dj',rig(v)'

T,rig, K
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On va maintenant s’intéresser a des conséquences de la démonstration de la surconver-
gence des (p,7)-modules et principalement concernant 1’élément b,. On rappelle qu’on
a défini un élément by, € Af (I'élément t de [Liu08, Exemple 3.2.3|) par b, := o5 et
qu’on a montré au lemme 4.2.34 que si [ est un sous-intervalle de R avec min(7) assez
grand, alors b, € (BL)=. La surconvergence des (o, 7)-modules nous permet de montrer

des résultats plus précis concernant cet élément, et d’obtenir la conséquence suivante :
Proposition 4.3.32. — Onatée - BLL.

Démonstration. — Soit V = Q,(—1) comme représentation de Gx. La surconvergence des
(p, 7)-modules montre en particulier que le (¢, 7)-module associé a V' est surconvergent,
et donc (B ®q, V)"~x est de dimension 1. En particulier, (Bl ®q, V)7 est engendré
par un élément de la forme 2 ® a # 0, et, quitte & diviser par un ¢lément de Q;, on
peut supposer que a = 1. Il existe donc z € B, z # 0, tel que, pour tout g € H; g,
9(z) = x(g)z. On en déduit donc que z est invariant sous 'action de Ko - K¢yl = L, et
donc z € BLL. On fixe désormais un r > 0 tel que z € BITL et tel que 1/b, € ]§TLT Le
lemme 4.3.30 montre que z® 1 est pro-analytique pour Gal(L/K), et donc z € (ﬁi{gL

Or, si v est un générateur topologique de Gal(L/K ), on a y(b,) = x(7)b,, de sorte que

o

z/b, € ]§£ est invariant sous . De plus, z et 1/b, étant des vecteurs pro-analytiques de

Bl | ¢est encore le cas de z/b,. En particulier, on en déduit que z/b, € (Bl ypan=1,

rig,L> rig,L
Or (BI{;L)pa’Fl = Bi’;i&KOo par la proposition 4.2.18, de sorte que z/b, € Bi:;g,Kpo.

Il existe donc un entier n tel que z/b, € @‘”(Bi:figfg), et Slonc ©"(2/by) € Bifing.
Mais z et b, sont des éléments bornés, appartenant a Bi et Bi N Bj—ifing = Bi’f}{r, de
sorte que p"(z/b,) € BiK. Comme b, = pi/\, on en déduit que @™ (t) = p"t € "(\) -BiL,

n _ 1 . : Rt
et comme p"(\) = =T o (B (E) /B0 A,onabiente ) B, O

T

T,

passer du (¢, 7)-module d’une certaine représentation p-adique V' de G a sa tordue V' (d)

En particulier, b, € B, C B!, et donc on dispose d’'un moyen trés simple pour
pour un certain entier d. On rappelle que V(d) est la représentation p-adique de Gg
telle que V(d) = V en tant que Q,-espaces vectoriels, et si z € V(d) et g € Gk, alors
9T = Xeya(9)%(g - )y, ot (g - z)y désigne I'élément g - z dans V.

Proposition 4.3.33. — Si V est une représentation p-adique de Gg, si d est un entier
relatif et si D(V') désigne le (o, T)-module associé a V', alors

D(V(=d)) =bl-D(V).
Démonstration. — C’est une conséquence directe de la proposition 4.3.32, puisque si

(e1,++ ,e,) est une base du g-module associé a V', alors (biel, e 7bz€n) est bien une

base du ¢-module associé a V(—d) puisque b, € B.. O






CHAPITRE 5

(p,7)-MODULES A CONNEXION ET REPRESENTATIONS
SEMI-STABLES

On a vu au chapitre précédent les théorémes 4.1.9 et 4.3.29, qui nous donnent re-
spectivement une équivalence de catégories tannakiennes entre (p, 7)-modules étales sur
(B,,B}) et représentations p-adiques de Gy, et la surconvergence de ces (¢, 7)-modules.
Cela va nous permettre d’associer a toute représentation p-adique V' un (¢, 7)-module
B!

étale sur (BY,BY) puis un (¢, 7)-module étale sur (B! VgL

7,rig, K
Rt
(Brig,L

) et un (p, 7)-module

a connexion sur (B!

rrig Ko )P*), la connexion provenant de I’action infinitésimale de

7Zv | c’est-a-dire de opérateur V., de dérivation dans la direction 7.

Ce chapitre est dédié a I’étude de ces (¢, 7)-modules, et on va en particulier montrer
dans la partie 5.1 comment retrouver les invariants D et Dy associés a une représen-
tation p-adique & partir du (i, 7)-module. Dans la partie 5.2, on montrera comment as-
socier & une représentation p-adique un module & connexion sur (Bi7rig7K, (ﬁii&L)pa) dont
la connexion provient de l'action infinitésimale de 727, et dans la partie 5.3 on montrera
comment caractériser les représentations semi-stables a 1’aide de cette connexion.

Puisqu’on va utiliser et généraliser certains des résultats de Kisin dans [Kis06|, on
rappelle qu’on a choisi comme convention que le caractére cyclotomique a pour poids de
Hodge-Tate 1, comme Berger dans [Ber02], contrairement a Kisin dans [Kis06]| pour qui
V =Z,(1) a pour poids de Hodge-Tate —1.

5.1. (¢, 7)-modules et invariants D et Dy

On va maintenant montrer comment récupérer les invariants De,s(V) et Dy (V) d'une
représentation a partir de son (¢, 7)-module. Pour cela, on va tout d’abord avoir besoin
d’introduire un anneau Bi log, i €0 de montrer certaines propriétés concernant le foncteur

Dy et 'anneau B!

log du’on avait défini dans la partie 1.2.2.

BT

7,log,

5.1.1. B

log?
fixe une valuation v sur K par v(p) = e, de sorte que par la proposition 1.2.27 'opérateur
_ B

rig

et vecteurs localement analytiques. — Dans ce qui suit, on

de monodromie N sur Bf

log log[p]] = B! [log[#]] associé soit donné par

rig

n n

N ailogla]’) = =Y ia;log[]"™".

1=0 i=1
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On pose ]N31710g7K = ﬁl,rigﬂ[logm] = (ﬁfog)HﬂK. On définit également un anneau
Bllogﬂ, en posant Bj’,logj( = B;rig’K[log[%’]]. Cet anneau est stable sous l'action de ¢

On définit

[log[7]]. Comme le Frobenius induit

puisque p(log[n]) = p - log[w] par définition, et est un sous-anneau de ﬁfog.

également un anneau Bi’fogK par Bi’fogK = Bi’:igK

une bijection de BL’; 5 sur BI{;’TK, il induit également une bijection de Bl sur Bi’fgg -

T,log, K
En particulier, o(BY ) ¢ BI*" . On définit alors

7,log, K 7,log, K *
Bl = ¢ (Bl 1)
et
BTr:Tog,K,oo = U Bj—:Tog,K,w
n>0

1 ~T7T
qui sont des sous-anneaux de By .

On aura besoin par la suite du calcul des vecteurs localement analytiques dans ]§Llog’ K

Proposition 5.1.1. — On a (ﬁi’}og’K)pa = Bifog’Koo.

Démonstration. — On rappelle qu’on a déja calculé les vecteurs pro-analytiques dans

]A?;i::ig’K au théoréme 4.2.18, et on y avait montré que (]A?;L’;K)Pa — B Remarquons

T,rig, K,00"

également que log[7] € (ﬁifog )P, puisque log[7] est invariant sous 'action de v et qu’on

a 7" (log[7]) = kt + log[7].

Si maintenant = € (BiﬁogyK)pa, on peut écrire x = Y _,_, xy log[7]*. Comme
N . ]§T7T — ﬁTvT
: 7,log, K 7,log, K

est une application ]A?;L’;K—linéaire continue, le lemme 3.2.12 montre que N(z) € (Eiﬁ;gx)pa.

En itérant n fois lopérateur N, on trouve que x, € (]§T’r P2 Comme log[n| €

o T,log, K
(B

)P2, on en déduit que z — x, log[w|" € (ET’T )P2. En appliquant le méme résul-

T,log, K T,log, K .
tat & © — x, log[w]", on en déduit que ,_; est aussi dans (Bi’fogK)pa, et par récurrence
descendante sur k € {0,--- ,n}, on en déduit que chacun des z;, appartient a (]A?;I{;’K)pa.
Comme (EI{Q,K)W = Bi::ig,K,ow on en déduit le résultat. O
5.1.2. Utilisation des (¢, 7)-modules. — Soit
_ _
Dj',rig(v) - B‘r,rig,K ®BI,K D‘];(V) et Dj—,log(v) - BT,log,K ®B1,K Di(V)

Le théoréme 4.3 montre que D! . (V) et DI

T,rig T,log

BivlogvK—modules libres de rang d = dimgq, (V). Le but de cette partie est de montrer

(V') sont respectivement des B,anig’K— et

comment récupérer Dgis(V) et Dy (V) a partir de ces modules. On aura besoin pour cela
des résultats de la partie 3.2 de [Ber02|, qu’on va maintenant rappeler.

On rappelle que (voir par exemple la discussion précédant [Ber02, Prop. 3.4]), si
on pose D (V) = (B ®q, V)%, alors DE(V) = (Efgg ®q, V)9%. De plus, si V est
a poids de Hodge-Tate négatifs, alors Df(V) = Dy(V), et dans le cas général, on a
Dy (V) =t74DL(V(—d)) pour d assez grand.
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Proposition 5.1.2. — Si 'V est une représentation p-adique, alors (ﬁfog ®q, V)9K est
un F-espace vectoriel de dimension finie, et le morphisme induit par linclusion de ﬁfgg
dans ]§Lg

D (V) — (Bl ®q, V)%
est un isomorphisme de (o, N)-modules.
Démonstration. — Voir [Ber02, Prop. 3.4|. O

En particulier, une représentation V' a poids négatifs est semi-stable si et seulement

1 .
rig-admissible

puisque ses périodes sont tuées par N. Si les poids de Hodge-Tate de V ne sont pas

si elle est ﬁfog—admissible, et elle est cristalline si et seulement si elle est B

négatifs, on peut tordre V et on en déduit alors que V est semi-stable si et seulement

si elle est ﬁfog[l /t]-admissible et elle est cristalline si et seulement si elle est ﬁjig[l /t]-

admissible.

Proposition 5.1.3. — Si V est semi-stable, on a un isomorphisme de comparaison :
Bfog[l/t] ®F DS'E(V> = B;rog[l/t] ®Qp V

Démonstration. — Voir [Ber02, Prop. 3.5]. O

On note a présent Di (V) = BIT%K D1 DY (V) et DLg(V) = BI.gK Bpi, D'(V). Berger

log i
a montré le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.4. — Si V' est une représentation p-adique, alors
Da(V) = (DL, (V)[1/1)" et Dexso(V) = (DL, (V)[1/2])"%.
Démonstration. — Voir [Ber02, Thm. 3.6]. O

On se propose de montrer un résultat analogue a ce dernier, mais en utilisant les

modules Di’log(V) et D;rig(V). Pour simplifier les notations, on notera (D;log(‘/)[l/)\])ﬁ1
(resp. (DI, (V)[1/A])™) les éléments de DIy (V)[1/A] (resp. DI . (V)[1/A]) qui sont

invariants sous l'action de 7 en tant qu’éléments de (ﬁfog ®gt DI (V)[1/A] (resp.
7,log

7,log
nf T
<Brig ®Bj‘ rig D

T,rig

(V)[1/A]) via Plidentification z +— 1 ® x. Remarquons en fait que,

comme les éléments de B! de Bi,rig,K et de DI(V) sont invariants sous I'action de

T,log, K>

H. g, les éléments de (Di,log(V)[l/)\])T:1 (resp. (Diyrig(V)[l/)\])Tzl) sont, considérés en
tant qu'élements de (B], ©gt Dl (V))[1/A] (vesp. (Bl, @51 DI L (V)[L/A)]), a la

fois invariants par 7 et par H, x donc par Gg.

Théoréeme 5.1.5. — Si V est une représentation p-adique, alors
Dyt (V) = (D!, (V)[1/N)=" et Dewio(V') = (DL, (V)[1/A)=".
Démonstration. — Ona D!, (V)[1/A] C B [1/N®q,V et D! . (V)[1/\] C B, [1/\®q,

V. Comme inverser A dans ﬁlig revient a inverser ¢ puisque \/t € Bf par le lemme 4.2.34,

(V)[1/A])=! = (DI, (V)[1/A])9% est inclus dans Dy (V), et de

7,log

(V)[1/A])9% est inclus dans Dis(V).

on en déduit que (Di,log

(V)[L/A)=" = (D]

méme que (D! T rig

T,rig
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On va maintenant montrer que Dy C (D! o (V)[1/A])7=" et on va également montrer
que Dy C (D!

T,rig(V)[l/)\])Tzl. On va en fait se contenter de démontrer le premier point,

le deuxiéme s’en déduisant en faisant N = 0. Dans un premier temps, on va supposer que

V est & poids négatifs, de sorte que Dy (V) = (Efog

®q, V)9 par la proposition 5.1.2. De
plus, comme DI (V) a la bonne dimension, on a (]§1TOg ®q, V)Hx = ]N31710g7K ®pi DIL(V).

On en déduit donc que Dy (V) = (]A?;Llogx ®pi DI(V))™=l. Or Gk agit trivialement

sur Dg(V), ce qui fait que Dy (V') est constitué de vecteurs localement analytiques. En

particulier, (Bi,log K OBt DI(V))™=1 est constitué de vecteurs localement analytiques (ou

pro-analytiques) de ]§i gk ©@pt DI(V) invariants par 7. Mais le lemme 3.2.13 montre que
’ ’ ™, K

(Bj—,log,K ®B1’KDi(V))pa — (B! )pa®B:’K DI (V). Le calcul des vecteurs pro-analytiques

T,log, K
de ENﬁi g effectué en 5.1.1 montre que (]NBi’TOg )P = BI’TOgKOO. En particulier, il existe
un entier n et une base (e1,--- ,eq) de DI(V) tels que Dy (V) = (EB;.i:lBl’fogKn cey) L

Mais comme ¢ : Dy (V) — Dy (V) est bijective et commute & 'action de Galois, on en
déduit que ¢"(Dg(V)) = Dg (V) et donc que Dg (V) = (@?:1]3::{):;1( c"(e;))™"L, ce qui
montre que Dy (V) C (DI (V)[1/A])™=.

Ce qu’on vient de faire montre que, si d est assez grand, on a U'inclusion Dy (V(—d)) C

(Di}log(V(—d))[l/)\DT:l. On a Dijlog(V(—d)) = f\—iDi’log(V) par la proposition 4.3.33 et
on a aussi Dy(V(—d)) = t*Dg (V). On a donc DI\ (V(=d))[1/A] C DI, (V)[1/N], et
donc

Da(V(=d)) € (DI, (V(=d))[1/A)=" C (D], ,(V)[1/A)™=" = /(DI (V) [1/A])

puisque ¢ est invariant sous 7. Comme Dy (V (—d)) = t*Dy(V), on obtient alors
D (V) =t D(V(=d)) € t~4(D] 1o, (V)[L/A)™™H = (DL, (V)[1/A)
On en déduit donc le résultat pour V' quelconque. O

Proposition 5.1.6. — On a les isomorphismes de comparaison suivants :

(1) si V' est semi-stable, alors

[1/A] ®@F Dgt(V)

Bj’,log,K[l//\] ®B1,K Dj'(V) = Bj’,log,K

(2) 51V est cristalline, alors
Bl e i[1/N ®p1  DLV) = Bl [1/N] ®F Dexis(V)
Démonstration. — La aussi, montrer le cas semi-stable suffit puisqu’on obtient le cas
cristallin en faisant N = 0. Par la proposition 5.1.5, on a Dy (V) = (D;log(\/)[l//\])T:l,
donc a fortiori Dy (V) C D;log(V)[l/)\] C ﬁi,log}([l/)\] ®p! DI(V). Réciproquement,
[Ber02, Prop. 3.5] nous dit que comme V est semi-stable, Efog[l/t] ®p Dg(V) =

ﬁfog[l/t} ®q, V, et donc puisqu’inverser ¢ dans ﬁfog revient & inverser \ et que DI (V) C
D;log(V) C ]%TOg[l/)\] ®q, V, on en dédu}f en prenant les invariants sous H,x que
Di’log(V) C (Bfog[l/)\] @F Da(V)) 75 = Brioer[1/N ®F Dy (V). En particulier, on
a donc

Bl ic[1/A @1 DI(V) =B, [1/A] @F Du(V)
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et donc, en choisissant des bases {d;} de Dy (V) et {e;} de DI(V), il existe une matrice
A € GLy(B!, ¢[1/)]) telle que (e;) = A(d;).

En particulier, il existe n > 0 tel que \"A € Md(ﬁi,log,K>’ et il existe m > 0 tel que
ANTATL € Md(ﬁ:,log,K)‘ On note (a;;) les coefficients de A et (b;;) ceux de A~'. Alors
pour tout 7,

Ne; =Y (N'ay)d;
J
et
A"d; =) (A"bij)e;.
J

Comme les (e;) et (d;) sont des vecteurs pro-analytiques pour I'action de Gal(L/K) et
invariants sous 7 (et A aussi), c’est aussi le cas des (A\"a;;) et des (A"b;;) par le lemme
3.2.19, de sorte qu’il existe r > 0 et £ > 0 tels que les (\"a;;) et les (A™b;;) soient tous
dans B%Qg, k. Par la proposition 5.1.1. Comme ¢ définit un isomorphisme sur Dg (V')
et comme ¢(DI(V)) engendre DI(V), les (¢%(e;)) et les (p%(d;)) forment également une
base respectivement de Dy (V) et de DI(V), et ¢*(A) € GLd(BLIOg’K), ce qui permet de

conclure. O

5.2. Modules a connexion et (¢, N)-modules filtrés

Berger a montré dans [Ber02| comment associer & une représentation p-adique un
(p,T')-module & connexion sur 'anneau de Robba, et comment on pouvait utiliser cette
connexion pour retrouver si la représentation était semi-stable ou cristalline. Il a ensuite
construit dans [Ber08] une équivalence de catégories entre (@, N)-modules filtrés et (o, T')-
modules sur I'anneau de Robba dont la connexion est localement triviale, et montré que
la sous-catégorie des (¢, N)-modules filtrés admissibles (qui paramétre les représentations
p-adiques semi-stables de Gr) était équivalente & la sous-catégorie des (¢, I')-modules sur
I’anneau de Robba dont la connexion est localement triviale qui sont en plus étales.

On se propose a présent de montrer le méme genre de résultats mais dans le cadre
des (o, 7)-modules. Il faut sur ce point signaler que Kisin a déja montré dans [Kis06|
une grande partie de ces résultats, en utilisant la notion de (p, Ny)-modules sur Bj’rig’K,
en se restreignant aux représentations semi-stables & poids négatifs. On commencera

par s’intéresser aux modules a connexion sur B!

rrig e avant de retrouver des résultats

analogues a ceux de Berger dans [Ber08|, en reprenant les constructions de Berger dans
[Ber08| appliquées & des objets similaires & ceux définis par Kisin dans [Kis06|. Les
notations utilisées étant différentes de celles utilisées par Kisin, on renvoie & 'annexe sur

les anneaux de périodes pour faire le lien entre les différentes notations.

5.2.1. Modules a connexion sur Bi,rig,K et théorie de Kisin. — Si V' est une

représentation p-adique, on peut associer a son (¢, ')-module cyclotomique sur I'anneau
de Robba D!

1ig(V') une connexion provenant de 'action infinitésimale de I, ce que Berger a
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étudié dans [Ber02|. La théorie des vecteurs localement analytiques rend cette construc-

tion directe puisque les éléments de D! (V) sont localement analytiques par le lemme

rlg(
4.3.27 et puisque la connexion ainsi associée n’est autre que 'opérateur de dérivation

dans la direction cyclotomique V, : Dl (V) — D} (V), défini par V. (z) := hm G-l

rig rig 1 logx(7)
voir |Ber02| pour plus de détails). C’est une connexion au-dessus de l’operateur \%
.

BLgK — Brng7 et cet opérateur V, sur Biig’K n’est autre que lopérateur - si K = F

(on rappelle que u = [¢] — 1).
En gardant cette vision localement analytique des choses, la définition analogue dans

rlg(v)
(V') au-dessus de l'opérateur

le cas des (¢, 7)-modules serait de simplement remplacer la connexion V. sur D
dans le cas cyclotomique par la connexion V, sur D! rig
VvV, B,ng’K — B! Le probléme est que l'action de 7 ne se fait qu’aprés avoir
rig, L ) C B!
en revanche d’un espace naturel sur lequel I'opérateur V. est défini, & savoir (BLg )P, et

Lag(V))P = (Bl )™®

Trng

tensorisé au-dessus de B et qu’on n’a méme pas V. ( On dispose

T,rig, K T,rig, K"

plus généralement on peut définir une connexion V.. sur (BLg 1 ®D
D} i, (V).

T,rig

Pour des raisons évidentes, on souhaiterait néanmoins renormaliser 'opérateur V.,

de facon a avoir V. (BTrlg x) C B! On définit donc un nouvel opérateur Ny sur

T,rig, K *
(BLgL)pa, en posant Ny = _TAVT. Remarquons que, comme % € BT et est localement
analytique d’aprés le lemme 4.2.34, opérateur Ny : (BIlg )P — (BIlg )% est bien défini,
et plus généralement, la connexion Ny : (BLgL ® DI rig(V))P? (BilgL ® DI Hg(V))P?
est bien définie. De plus, comme V. ([7]) = ¢[7] et comme \ € BT“gK7 on a bien

Ny (B!

T,rig, K

) C B!
définir sur B;ri&K coincide avec Popérateur Ny défini par Kisin dans |[Kis06], puisqu’on
a avec cette définition Ny ([7]) = —A[7].

rrig o> €0 le choix du signe est fait pour que 'opérateur qu’on vient de

Définition 5.2.1. — On appelle (¢, 7)-module & connexion sur (B! rig K (BIlg 7)P?) ou
(¢, Ny)-module la donnée d’un (¢, 7)-module D sur (Birlg o (BIlg 1)P?), et d'une connex-
ion Ny : (BIlg )P ®BL D — (leg L)P ®pt D ot la connexion Ny est donnée par

T,rig, K
—)\v
t VT

Définition 5.2.2. — On appelle (¢, Ny)-cristal sur B! rrig UL B! rig i-module libre D

muni d’un Frobenius et d’une connexion Ny : D — D au-dessus de Ny : B! rig K 7

Bi,rig,K7 ¢’est-a-dire que pour tout m € D et pour tout x € BT“gK7 Ny(z-m) = Ny(x) -
m + x - Ny(m).
Remarque 5.2.3. — On fera attention au fait que ce qu’'on appelle ici (¢, Ny )-cristal

correspond plutot a ce que Kisin appelle (¢, Ny)-module dans [Kis06].

Meéme avec cette renormalisation, si V' est une représentation p-adique de Gy, on n’a
aucune raison de supposer a priori que Nv(Di Hg(V)) C Di rig(V), ce qui signifie qu’on ne
peut a priori pas toujours associer & une représentation un (¢, Ny)-cristal. On peut en
revanche montrer qu’on peut attacher un (@, Ny )-cristal & un certain nombre de représen-

tations, dont évidemment la représentation triviale. Kisin a notamment montré dans
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[Kis06] comment associer & une représentation semi-stable a poids de Hodge-Tate négat-

ifs un (¢, Ny)-cristal D sur B, .

D — M(D) et M — D(M), respectivement de la catégorie des (¢, Ny)-cristaux de E-

hauteur finie (c’est une condition sur I'image du Frobenius) sur B ;.

Plus particuliérement, Kisin construit deux foncteurs,

dans la catégorie
des (¢, N)-modules filtrés effectifs et de la catégorie des (¢, N)-modules filtrés effectifs
de E-hauteur finie. Il montre [Kis06, Thm.

1.2.15] que ces deux foncteurs sont quasi-inverses 'un de 'autre et donnent lieu & une

dans celle des (o, Ny)-cristaux sur B,
équivalence de catégories. De plus, le (¢, N)-module filtré D est faiblement admissible si
et seulement si M (D) est étale.

L’idée est de généraliser ces constructions et celles de Berger dans [Ber08] pour carac-
tériser les représentations semi-stables en fonction de la connexion associée a leur (¢, 7)-

module.

5.3. Caractérisation des représentations semi-stables

On va maintenant montrer comment utiliser les résultats de la partie précédente pour
généraliser les résultats de Kisin dans [Kis06] et récupérer des résultats analogues a ceux
de Berger dans [Ber08| dans le cas des (¢, 7)-modules.

5.3.1. Construction de (¢, Ny)-cristaux et de (¢, 7)-modules. — On va dans

un premier temps rappeler comment Kisin dans [Kis06| construit des (¢, Ny )-cristaux

sur B:_rrig , associés a des (¢, V)-modules filtrés effectifs. On montrera ensuite comment

étendre ces résultats en associant 4 un (@, N)-module filtré un (¢, 7)-modules a connexion
]

sur B] i, -

On définit X,, comme le complété de K, ®o, AT pour la topologie ([7] — m,)-adique.
L’anneau X, est muni de sa ([7] — 7, )-filtration, qui s’étend en une filtration sur le corps
des fractions de X,, qu’on notera Y, := X,[1/([7] — m,)].

On dispose pour tout n € N d’applications naturelles B} ;. — Bj’ri&K — X,, données

par u — 1 ® u, et on peut étendre cette derniére application a B:f’log’ 5 en envoyant log|7]

o ((F20) 1) o3 U7 (B

i=1

sur

L’anneau A, est muni d'un Frobenius ¢ qui envoie [7] sur [7]P et agit comme le
Frobenius absolu sur Op. On notera ¢p : AT, Tapplication Z,[[7]]-linéaire qui agit
sur Op via le Frobenius absolu de Op, et . : A7, — Al lapplication Op-linéaire
envoyant [7] sur [7]P. Ces applications induisent des applications ¢r et ¢, sur B; ) bour

tout I et sur B!

7 rigxc- O récupére bien sir ¢ via ¢ = ¢p 0 @, sur chacun de ces anneaux.

Toutes les définitions de ces objets sont faites par Kisin dans [Kis06, §1.1.1], mais on

en a changé les notations ici.

Lemme 5.3.1. — Soit M un B -module libre de type fini et soit N C M un sous-

module. Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) N C M est fermé ;
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(2) N est de type fini ;
(3) N est libre de type fini.

Démonstration. — Voir |Kis06, Lemme 1.1.5]. O

Soit maintenant D un (¢, N)-module filtré effectif. On rappelle que, suivant la définition
1.2.49, la filtration de D est donnée sur Dy = K ®p D. Pour n > 0, on définit ¢,
I’application composée :

n

B/ .k ®r D or 8% B ok @ D — X, ®pD =X, @k Dx

qu’on étend en une application

B 1N @r D — Y, @k Dg.

T,log, K

On définit maintenant

M(D) = {x € (BT

Tog. i [1/A] ®F D)N=0 ., (z) € Fil’(Y, ®x Dg) pour tout n > O} :

On remarque au passage que (B, ([1/A\] ®p D)= est un B}

3 ’
7 rig c-module muni d’un

Frobenius semi-linéaire déduit de ceux sur D et BI|  [1/)], et d'un opérateur différentiel
Ny induit par Ny ® 1 sur B],  [1/A\] ®F D.

Lemme 5.8.2. — Si on munit X,, d’une structure de BirigyK—module via @R, alors :
1) Uapplication )?n Rpn+ B' ®p D)N=0 — )?n Rk Dk induite par v, est un
Bl . Kk 7,log, K
T,rig, ’ )
1somorphisme ;
(2) On a

Xo@pp D)= D (7] = )7 X, @ FiV Die

T,rig, K
7>0

et ([7] — mn) 7 X, @k Fi¥V D = o"(E([7])) 7 X,, @k Fil! Dy

Démonstration. — Voir [Kis06, Lemme 1.2.1]. O
Lemme 5.3.3. — Les opérateurs ¢ et Ny sur (B, [1/\] ®@p D)¥=0 induisent sur
M(D) une structure de (p, Ny )-cristal sur Bi"rig’K. De plus, on a un isomorphisme de

B i x-modules
coker(1 ®@ ¢ : " M(D) — M(D))—= B0 (BirigyK/E([%])i)hi,
ot h; = dimg gr' D
Démonstration. — Voir [Kis06, Lemme 1.2.2]. O

On dit qu'un p-module 9 sur B

T,rig,
Jr
BT,rig,K

(p, Ny )-cristal sur Bj’rig’K est de E-hauteur finie s’il I'est en tant que ¢-module.
Si M est un g-module de E-hauteur finie, Kisin définit dans [Kis06, §1.2.5] un -

module filtré associé, noté D(IM), de la fagon suivante : le F-espace vectoriel sous-jacent

i est de E-hauteur finie si le conoyau de I’application

-linéaire ¢ : ©*M — M est tuée par une puissance de FE([7]), et on dit qu’un



5.3. CARACTERISATION DES REPRESENTATIONS SEMI-STABLES 157

de D(OM) est M/ (7], et Vopérateur ¢ est induit par celui de M. 11 définit ensuite une

filtration décroissante sur ¢*91 par :
Fil'p*0 = {z € "M : 1@ p(z) € E([7))'D} .

Le lemme 5.3.1 montre que c¢’est une filtration par des Birig -modules libres de type fini,
dont les parties graduées successives sont des modules de E([7])-torsion. Par transport
de structure, cela définit une filtration sur (1 ® ¢)(¢ * ). Kisin montre ensuite dans
[Kis06, §1.2.7] comment construire a partir de cette filtration une filtration sur D(9) k.
Si maintenant, 9% est un (¢, Ny )-cristal sur B:rigK de E-hauteur finie, on munit D(9N)
d’un opérateur Kj-linéaire N, en réduisant opérateur Ny modulo [7], ce qui munit
finalement D(91) d’une structure de (¢, N)-module filtré. Kisin montre alors le théoréme

suivant :

Théoréme 5.3.4. — Les foncteurs D — (D) et M — D(IM) sont ezacts et quasi-
wmwverses 'un de lautre et induisent une équivalence de catégories tannakiennes entre les

(p, N)-modules filtrés effectifs et la catégorie des (p, Ny)-cristauz de E-hauteur finie sur

+
BT,rig,K‘

Démonstration. — Voir [Kis06, Thm. 1.2.15]. O

On va maintenant généraliser ces constructions pour associer a un (¢, N)-module filtré
un (¢, 7)-module & connexion sur B;rig,K.
On pose, pour n > 0, X, le complété de K, ®o, Or[e "([7])] pour la topologie
(¢~ ™([71]) —mn)-adique, et Y,, := X,[1/(¢ " ([7]) — m,)] son corps des fractions. On dispose
évidemment d’applications ¢” : X,, — X, et ¢" :Y, — Y, données par ¢ "([7]) — [7]

et réciproquement, d’applications ¢ " )Z'n — X, et " }7n — Y, données par
@7 ~ or"
[7] = ¢ "([7]). La composée des applications B}, > X, X, définit

un élément log(¢ " ([7])) = ¢ "(log[7]) dans X,,, et on appellera toujours log[7] I’élément
p"log(e~"([71])).
On rappelle qu’on a défini dans la partie 1.2.1 n(r) comme le plus petit entier n tel que

p"tp—1)>r, et que QD*”(ENBL’Q) C By pour n > n(r).

Proposition 5.3.5. — Les X,, sont des sous-anneauz fermés de BX; tels que X,, C X,11,

et sin > n(r), alors @_"(Bi’;gﬁK) C Xn.

Démonstration. — La proposition 1.2.8 montre que Kn®p]§+ s’identifie & un sous-anneau
de By, de sorte que c’est aussi le cas pour K,, o, Op[e "([7])] qui est un sous-anneau
de K, ®zB*. Le lemme 1.2.2 montre que ¢~ "([7]) —, engendre ker(d) dans Ok, ®0, AT
et donc que la topologie (¢~ "([7]) — m,)-adique sur K, ®o, Or[e"([7])] coincide avec
la topologie ker(#)-adique, de sorte que X, est le complété de K, ®o, Op[e " ([7])] dans
Bz En particulier, ¢’en est un sous-anneau fermé. Le fait que X,, C X, provient
simplement du fait que K,, C K, 41 et que ¢ "([7]) € Xp 1.

) C X,. Comme @‘”(EI{Q C B} pour n > n(r),

) C By, et que les éléments de Bi’;ig 5 sont de la forme

Il reste & montrer que go_”(Bi’;gK

on sait déja que (p_”(Bi’;igvK
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pp_elk/p — +o0o quand £ — Zoo pour tout

> wez @[TF tels que ap € F et vy(ay) +
p € [r,4+o0]. De plus, on a

Si maintenant x € Bi ;Ig K

= S o e (7)Y = 3 aprt exp(L280

on écrit x = >, , ai[7]" et on a :

keZ keZ p
_ Z ap k Z k? lOg
keZ ' ”12‘
= Z 10% . Zk’a mk
b keZ

Comme la somme Y, , k‘apml converge pour tout i € N puisque n > n(r) et comme
log[7] € (¢~ "([7]) — mn) X, par définition, on en déduit que =" (x) définit bien un élément

de X,,, ce qui termine la preuve. O
On notera par la suite ¢, BT rrigk — Xn l'application définie par ¢=" pour n > n(r).

Proposition 5.3.6. — Si I est un idéal principal de BI" rrig ke QU dwzse N pour h > 0,

alors I est engendré par un élément de la forme :ijl(r) (%) avec les j, < h.

Démonstration. — On a A = [[1°) <M) De plus, on a B! Trgr /P (E([T]) = K,

E(0)
de sorte que les ¢"(E([7])) sont des idéaux maximaux. Si maintenant x est un générateur

de I, 2| \" et donc par [Laz62, Prop. 10|, z est le produit d’une unité par un élément de

+oo B |7
la forme n:n(r) (QOET) . D

Théoréme 5.8.7. — Si D est un o-module sur B! alors il existe r(D) > 0 tel que

T,rig, K7

pour tout v > r(D), il existe un unique sous B! -module D, de D tel que :

T,rig, K
( )D Brrng®BTT DT ;

T,rig, K

(2) le Bi’fng—module Bi’flrgK ®gtr D, a une base contenue dans p(D,).
T,rig, K

Démonstration. — Ce résultat est une variante d’un résultat de Cherbonnier [Che96], et
la version dans le cas des Bi rig x-modules du théoréme 1.3.3. de [Ber08]. Comme D est
un B! 7 rig,c-module libre de rang d, il en existe une base, qu’on note ey, -+, e4. Il existe
), et donc

en posant D, = &L Bi’rlg K€, les deux conditions du théoréme sont vérifiées. Il reste a

donc 7 = r(D) tel que la matrice de ¢ dans cette base soit dans GLd(B:rng

montrer 'unicité. Soient maintenant Dﬁ ) et D deux Bi’mg -modules vérifiant les deux

conditions du théoréme. On choisit des bases de ces deux modules, et on note M la matrice
de passage d’une base a 'autre et Py, P, les matrices de ¢ dans les bases correspondantes.

Ces matrices vérifient alors la relation (M) = Py MP,, avec P, P, € GLy(BM™ ),

T,rig, K /»
et M € Md(Biflg &) pour un certain s. Mais si s > pr, alors P 'MP, appartient a
Md(Bifﬂg ) et donc on a également (M) € Md(BiigK) Mais
s s , — s 1,8
@(Bj’ \rig, K) N B;F_ rig K 7 ¢<Bi rig, K ﬂ ¥ 1<Bi rig, K )) = (p(BT,ri/g,K)
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puisque o~ (Biilgﬂ) = Eifl/ng et que BE? N B'rrlg, = BT’ngK si s’ < s par le lemme
4.2.16. On a donc @(Bi’mg L) NB* g i C o(BF il/ng) mais réciproquement il est clair que
P(BIF ) € @(BLY, ) NBLY, ot Tégalité (B, ) NBLY, = 0B ).

En particulier, si M € My(Bl i K
que M est en fait dans M(Bxng) et on peut appliquer le méme raisonnement a M !,
de sorte que M € GLd(Bj’;g ) et donc DY = D). O

) avec s > pr, on peut remplacer s par s/p, de sorte

Si D est un ¢-module sur Birng et si n > n(r) avec r > r(D), l'application ¢,

BI" g — Xy confére une structure de (Bl )-module & X,, et 1a formule ¢, (11)-z =

T,rig, K

donne une structure de ¢, (B”

rg.sc)-module & D, et on note alors ce module ¢,(D,). Cela

nous permet donc de définir X, ®, B )Ln(DT), qu’on écrira Xn®;3"m D, afin d’alléger
n T,rig, K Trig, K

les notations. ’

Proposition 5.3.8. — Si D est un p-module de rang d sur BLrig’K et sz' DWW, D@ sont

deuz sous Bi’rigyK-modules libres de rang d et stables par ¢ de D[1/\] = ng k[ 1/A|®gt

T,rig, K
D tels que :
(1) DW[1/N] = D®[1/)] = D[1/}] ;
9) X, @ DV =Xx,2" D pourtout n >0 ;
( B Bl

Trng Trng

alors DY = D@,

Démonstration. — C’est I'analogue de [Ber08, Prop. 1.3.4].
On a DW[1/A] = DP[1/)] donc il existe h > 0 tel que \"D@ c DM, Soit maintenant
r > max(r(DW), r (D(2))) et tel que :

r

Xn ®;§1—,T D’,(’I) — Xn ®gfy’f D(Q)

T,rig, K T,rig, K
pour tout n > n(r). Les diviseurs élémentaires de "D < DM sont des idéaux de

n ~ jn,i
B:rlg x qui divisent A" done qui sont de la forme H ") <%) pouri=1,---.d

par la proposition 5.3.6. Le calcul des diviseurs elementalres commutant & la localisation,

ceux de linclusion

o' ®L7LTT D( ) X, ®th DWW

T
Trng Trng

sont donnés par les idéaux (A=), et donc j,, ; = h pour tous i et n, et donc DY = D O

Lemme 5.3.9. — Si D est un p-module sur B! on dispose d’une application

T,rig, K’

T,rig, K T,rig, K

Pn - Yn+1 Ry, (Yn ®i;ﬂw Dr) — Yn—H ®g+1 D,

donnée par on(Uni1 @ Up @ 1n(T)) = Up1Un @ tny1(@(X)).

Démonstration. — Cela découle du fait qu’on a les inclusions ¢(D,) C Bi’:g K ®gt " D,,
Ln+1<Bj—,f1Tg, ) C Xn+1 et [’nJrl(gD(:U’)) = Ln(ﬂ) si W € Bj—zng u

De fagon analogue a [Ber08, Déf. I1.1.1], on définit une notion de suite ¢-compatible :
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Définition 5.3.10. — Soit D un ¢-module sur B;ri&K et soit r > (D). Si {Mp}n>ne)

est une suite de X,,-réseaux de Y,, @ D, on dit que c’est une suite p-compatible si

tr
BT,rig,K

@n(Xn—H ®X" Mn) - Mn+1.

Lemme 5.3.11. — Si M est un sous-p-module de rang mazimal d’un p-module D sur
BTr,rig,K7 alors les M,, .= X, ®g::ig ; M, déterminent une suite p-compatible de X, -réseaux
deY,, ®g1’,fig,x D,.

Démonstration. — Cela découle de la définition 5.3.10 et de la construction des ¢,,. [

On dispose également d’un analogue du théoréme I1.1.2 de |Ber08| :

Théoréme 5.3.12. — Si D est un p-module sur Bi,rig,K’ sir >r(D) et si {M,} est une

suite p-compatible de réseaux de Y, ® .  D,, alors il existe un unique sous p-module M
T,rig, K

de D[1/A] tel que X,, @72, M, = M, pour tout n = n(r). De plus, M[1/A] = D[1/A].
B!

T,rig, K
rig,L

Si D est un (p,7)-module sur (B!

T orig, K ) tel que les Bgﬁ ®x, M, sont stables sous

Paction induite de G, alors M est aussi un (@, T)-module.

L’unicité d'un tel M est une conséquence directe de la proposition 5.3.8, et on va avoir

besoin d’un certain nombre de résultats avant de démontrer son existence. Dans ce qui

T

yrig k> un 7 > r(D) et une suite p-compatible

suit, on a donc fixé un p-module D sur B
{M,} de réseaux de Y, ®gw D,.

T,rig, K

Lemme 5.3.13. — 1l existe un entier h > 0 tel que pour tout n > n(r) on ait :

(¢ (7)) = m)" X @2, D, C My C (¢7"(#) = m) X, @82, D

7,rig, K T,rig, K
Démonstration. — C’est I'analogue de |Ber08, Lemm. IL.1.3]. Comme M, est un
réseau de Xn(r)®;3”f(f2 D, il existe h tel que 'inclusion du lemme soit vraie pour n = n(r).
T,rig, K

Comme de plus, ©,(Xn1 ®@x, Mp) = My, (907n([%]) — M) Xny1 = (907(n+1)([,7ﬂ) -
Tpt1)Xni1 €t

L _ ln41
(Pn(Xn—&-l ®Xn Xn ®]§T,r Dr) - Xn—',—l ®]§T,7‘ DT?
T,rig, K T,rig, K

I'inclusion reste vraie pour n + 1 si elle ’est pour n, ce qui permet de conclure. O

On fixe maintenant h comme dans le lemme précédent, et on a un analogue de [Ber08,
Lemm. I1.1.4] :

Lemme 5.3.14. — Onpose M, = {x € X™"D, tels que 1,(x) € M, pour tout n > n(r)}.

Alors M, est un Bi’rigvK—module libre de rang d.

I

Démonstration. — Comme les applications ¢, : A™"D, — M,[1/)\] sont continues, M,
est fermé dans A" D, donc est libre de rang fini par le lemme 5.3.1. Comme de plus,
M'D, C M, par le lemme 5.3.13, M, est un Bi’;ig’K—module libre de rang d. O

Lemme 5.3.15. — On a X, ®7,, M, = M, pour tout n = n(r).

T,rig, K
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Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Lemm. II.1.5].
Comme X, @7, M, et M, sont complets pour la topologie (¢~"([7]) — 7, )-adique,

T,rig, K
il suffit de montrer que 'application naturelle

Xo @2, My — My /(p7"([7]) - ) My, = My, /A" M,
T,rig, K

est surjective pour tout n.
Si € M, le lemme 5.3.13 montre qu’il existe y € A" D, tel que ¢,(y) — x € \'M,,.
La solution du probléme des « parties principales » (cf [Laz62, §8|) montre que, si

> 1,1l existe A\, s € Bi’;gK

tn(Ang) € 1+ (7"([7]) — m) X

tel que

et
tm(Ane) € (7™ ([7]) = 7o) X

si m # n. On pose alors z = A, 35y, de sorte que :

t(2) = ta(y) € (¢7"([7) — m0)*" X ®L1§1:Cig,;< M, C (o7 ([@]) = m)" My = A" M,

et, si m # n,

tm(2) € X' Xy @2 Dp CN' My C My
T,rig, K

et donc z € M, et I'application naturelle
Xn ®Fre M= (7" ([7]) — )" M,
T,rlg,

est bien surjective. O
Démonstration du théoreme 5.5.12. — Soit

M, := {x € A\™"D, tels que ¢, (z) € M, pour tout n > n(r)}.
t,r

T,rig,
to M, = M, pour tout n > n(r). On définit donc M := BI rie i Ot M.
BT,rlg,K 18, BT,rlg,K

Comme la suite de réseaux {M,} est p-compatible, on en déduit que (M) C M et

Les lemmes 5.3.14 et 5.3.15 montrent que M, est un B
que X, ®

x-module libre de rang d et

que X, ®L§TY,,. ©* (M), = M, pour tout n > n(pr). La proposition 5.3.8 appliquée & M
T,rig, K

et ©*(M) montre que ¢*(M) = M, et on a bien M[1/\] = D[1/)] par le lemme 5.3.14.
Ce M vérifie donc toutes les conditions, ce qui termine la preuve de 'existence.

Dans le cas ot D est un (¢, 7)-module tel que les Bdgﬁ ®x, M, sont stables sous 'action
induite de G, la définition de M, montre que ]§11ng ®Bi.rig,;< M est muni d'une action de
G+ commutant a celle de ¢, ce qui conclut. n

On va maintenant utiliser ces résultats pour associer & un (¢, N)-module filtré un
(¢, 7)-module sur B!

T,rig, K*
Si D est un (¢, N)-module filtré, on pose D = (BLI%K ®@p D)N=0,

Lemme 5.3.16. — On a

Bjrr,log,K Qg D = B!

T,rig, K T’IOg’

« ®p D.
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Démonstration. — Par définition de D, on a D C BL%K ®r D et il suffit donc de
montrer que les éléments de D engendrent B;logﬂ ®p D. Comme N est nilpotent sur D,
il existe une base (ey, - -, eq) dans laquelle Mat(/N) est sous forme de Jordan, c¢’est-a-dire
qu’il existe une partition de d : dy + --- + d, = d telle que pour tout i € {1,---,7}, le
F-espace vectoriel Eq, = Vectp(€q,1td;s €dy+tdi+1> " * > €di+-+dis1—1) €St stable par IV
et qu’on ait N(eq 4..1q,) = 0 pour tout i et N(ed,4..tdi+k) = €dy+-tdi+(k—1) DOUT tout
ke{l,-- ,dit1}

Comme les E; sont stables par N, il suffit de montrer que pour chacun des Ej;, il existe
une base de B;I%K ®B1,rig,K E; tuée par N. Montrons le pour E;, la démonstration étant
la méme pour les autres.

On a N(e;) = 0 donc €] = 1 ® e; est un élément de B;log’K Rpt E; tué par N.

T,rig, K

On a N(ey) = e; done N(1 ® e — log[7] ® e1) = 0 et donc € = 1 ® ey — log[7] ® e; est

tué par N. De méme, si on pose € = (=1 Flog[7)* @ ey pour j € {1,--+ ,d;},

alors comme N(e;11) = e; pour tout 4, e’ est bien tué par N. Pour conclure, il suffit de

remarquer que comme (ey,--- ,€q,) est une base de Ey, la famille (e},--- ey, ) est libre
_I.

dans BﬂlogK ®Bi,rig,K I O

En particulier, ce lemme montre que D est un ¢-module sur Bi’rig’ I

Pourn € Z,ona ¢ "(F) = F C K, ce qui confére a K, et & D, une structure de o~ " (F)-
module. On note ¢, (D) le ¢~ "(F)-module ainsi obtenu, et on écrira K ®'% D plutdt que
K ®4-n(p) tn(D) afin d’alléger les notations. L’application &, : K ®@p D — K @ D,
envoyant pu® x sur pu® i, (¢"(x)) est un isomorphisme puisque ¢, = ¢~ ", ce qui permet de
munir D}, := K®% D de la filtration image par cette application §,. On définit également
une filtration sur Y,, par Fil'Y, = (o "([7]) — 7n)"Y,, ce qui nous donne une filtration sur
Y,, @k D}, et on pose M, (D) := Fil°(Y, @k D}). Le foncteur D — M, (D) est alors un

®-foncteur exact. Comme de plus,

Bj'»log,K (®BJr D = BT,log,K Qr D

T,rig, K

et 1, (Bl

7,log ) C Y, pour n > n(r), on trouve que

Yn ®1§T,r D'r = Yn K D?{
T,rig, K

pour n > n(r), et donc M, (D) est un réseau de ¥, @2, D,.

T,rig, K

Proposition 5.3.17. — La famille de réseauz {M,} de Y, @7, D, définie par

T,rig, K
M, (D) =Fil’(Y,, @k D})
est p-compatible.
Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. 11.2.1]. Le X,-module M,(D) =
Fil’(Y,, @ D%) est libre de rang d et engendré par une base de la forme (o "([7]) —

7,) "M @ &, (e;), ol eq, -+, eq est une base de Dy adaptée & la filtration, et h; = ty(e;
de sorte que Mn—i-l(D) = ¢H<XTL+1 ®Xn MTL(D>> pUiSque £n+1 = ©¥n & fn sur DK

>
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Le théoréme 5.3.12 nous permet de définir un (¢, 7)-module, de facon analogue a
[Ber08, Déf. 11.2.2].

Définition 5.3.18. — Si D est un (¢, N)-module filtré, on définit M(D) le (p,7)-

module obtenu a partir du théoréme 5.3.12 a partir des réseaux
Mn(D) = FilO(Yn XK D?()
pour le (¢, 7)-module D = (B;logx ®p D)N=0,

Proposition 5.3.19. — Si D est un (¢, N,Gu i )-module filtré et si D' est le (o, N)-
module filtré relatif & M qu’on en déduit par oubli de Uaction de Gk, alors M(D') est

un (¢, 7 )-module sur (Bl Bl

o .
Yrig M ri&LM) muni d’une action de Gy .

Démonstration. — C’est une conséquence directe de la définition 4.3.17. O

Définition 5.3.20. — Si D est un (p, N, Gy )-module filtré, on définit M(D) par
M(D) = M(D')Hrx,

Proposition 5.3.21. — Si D est un (¢, N, Gy i )-module filtré, et si on pose M, (Dg) :=

Fil’(Y,, @k D}.), alors X, @8 M(D), = Mn(Dg) pour tout n = n(r).
T,rig, K

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. 11.2.5].

Par construction, X, ®"" M(D), C FilO(YM,n ®pr DY, )Hrx. Par [Fon94b, 4.3.2],

o7
BT,rig,K

on a
FllO(YMm ®]\/[ D}\l/I)H"vK = FllO(Yn ®K DnK),
et donc X, @7, M(D), C Myp(Dk).

T,rig, K

Simaintenant x € M, (D), alors x € (Xa,n®, M(D),)rx = Xo®2y,  M(D),,

X R T,rig, M T,rig, K
et donc 'application

X, @y, M(D); = My(D)

est un isomorphisme. O
On dispose d’un théoréme analogue & [Ber08, Thm. I1.2.6] :

Théoréme 5.3.22. — Le foncteur D — M(D) est un foncteur exact de la catégorie tan-

nakienne des (o, N, G )-modules filtrés dans la catégorie tannakienne des (@, T)-modules

sur BLri&K; et le rang de M(D) est égal a la dimension de D.
Démonstration. — La définition 5.3.18 montre que les M, (D) ont méme rang que la

dimension de D, et donc M(D) a pour rang la dimension de D.
Sion a une suite exacte

0— Dy — Dy — D3 — 0,

on va montrer que M(Dsy) — M(Dj3) est surjectif. Comme D — M, (D) est ®-exact,
M, (Ds) — M,(Ds3) est surjectif pour tout n, de sorte que I'image M de M(D;) dans
M(Ds) vérifie

Xn ®Lr M, = Mn<D3)

for
BT,rig#K
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et donc par Punicité dans le théoréme 5.3.12, 'image de M(D,) dans M(D3) est M(D3),
ce qui prouve la surjectivité.
Les mémes arguments montrent que M(D; ® D) = M(Dy) @ M(Ds). O

On va maintenant montrer que ce foncteur D — M(D) étend celui de Kisin :

Proposition 5.3.23. — Si D est un (p, N)-module filtré effectif, et si M(D) désigne
le (¢, V)-cristal sur B}, x obtenu & partir de D wvia le lemme 5.3.3, alors M(D) ~
Bi’ri&K Rp+ IM(D) en tant que (p, Ny)-cristauz.

T,rig, K

Démonstration. — Soit D un (¢, N)-module filtré effectif. On a défini M(D) comme
M(D) = {& € (B 1p [1/X @5 D)V 1, () € Fil'(Y, @k D) }
et M(D) était défini comme

M(D) = {x € (Bl opic[l/N ®F DN jiu(2) € Fil'(V,, @ DK)} .
Comme (Ln)|B+l p est la composée de 7, et de l'application ¢ " )?n — X, et que
NT, og,
0-"(Y,) = Y, on a M(D) C M(D). On pose MI(D) := Birig,K gt M(D), et
I'inclusion précédente nous donne 9M'(D) C M(D).
Soit r > r(M(D)), et soit pour n > n(r) :
M, =X, @z,  M(D).
BT,rig,K
La suite M, est donc ¢-compatible pour 9 (D)" et donc pour M(D) puisque M (D) et
M(D) ont méme rang (égal a la dimension de D). De plus, par définition de (D) et

comine on a un isomorphisme

Xn ®B+ (B+

T,log,

x@r DYV ~ X, @k Dy

en appliquant ¢;" au (1) du lemme 5.3.2, on en déduit que M, = Fil’(Y,, ®x D%). Or
M(D) est défini par la suite p-compatible M, = Fil’(Y,, ®x D7), ce qui conclut par

I'unicité dans le théoréme 5.3.12. OJ

5.3.2. Construction de (¢, N)-modules filtrés. — On va maintenant montrer com-

ment on peut associer a certains (¢, 7)-modules sur B!

T,rig,

construction étant un inverse de celle de la partie précédente. Avant cela, on va avoir

& un (¢, N)-module filtré, cette

besoin de quelques définitions et rappels sur les modules & connexion qu’on va étre amené
a considérer.
Comme dans [Ber08, Déf. II1.1.2], on définit la notion de connexion localement triv-

iale :

Définition 5.3.24. — Soit D un (g, 7)-module sur B!

»rig k¢ tel que la connexion associée

Ny définisse un (¢, Ny)-cristal. On dit que opérateur Ny est localement trivial sur D

s’il existe r tel que :

tn(r) —
Xn(r) ®BT’7' . Dr - Xn(r) Ok

T,rig,

(X @57 D

n(r
) T,rig, K
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Soit M un Y, -espace vectoriel de dimension d, muni d’une connexion Ny : M — M
qui étend celle sur Y,,. On appelle section horizontale de M un élément de MNv=0,

La connexion Ny est dite réguliére si M posséde un X,-réseau M tel que Ny (My) C
My, et on dit que la connexion est triviale si M posséde un X,-réseau M, tel que
Ny (Mo) C (¢ "([7]) — mn) Mo.

Lemme 5.3.25. — Soit M un 'Y, -espace vectoriel de dimension d, muni d’une connezion
Ny : M — M qui étend celle sur'Y,. On a alors :

(1) dimg, MNv=0 < d ;

(2) si My est un X,-réseau de M tel que Ny (M) C (o~ "([7]) — mn) Mo, alors M~ ="

est un K, -espace vectoriel de dimension d et My = X,, Qk, MéVV:O.

Démonstration. — Pour montrer le premier point, il suffit de montrer qu’une famille
d’éléments de MNv=0 libre sur K,, 'est encore sur Y,. On va procéder par récurrence sur
le nombre d’éléments. S’il n’y en a qu’un seul, il n’y a rien & faire. Sinon, soit n > 2 et
soient xy,- - - , o, des éléments de M™v=C formant une famille libre sur K,. Si A1, -, \n

sont des éléments non tous nuls de Y,, tels que

alors par hypothése de récurrence on peut supposer qu’ils sont tous non nuls, et quitte a

diviser par \,, on peut réécrire cette égalité sous la forme

Ty = E Nox;.

> Ne(X)a; =0

de sorte que pour tout i, Ny(A;) = 0 et donc A, € K,,. L’identité

T, = g Nox;

contredit alors la liberté des x; sur K,,, ce qui conclut la preuve.

En appliquant Ny, on trouve

Pour le deuxiéme point, soit My un X,-réseau de M tel que Ny (My) C (¢ "([7]) —
) Mp. En particulier, si on note 0 = %Nv, alors O(My) C M,. Soit alors D;, = Mat(9")
pour £ € N dans une certaine base de M,. Le méme calcul qu’en 4.3.21 montre que
H = Zkzo(—l)kaW];M converge vers une solution de d(H) + D1 H = 0, de sorte

que MéVV:O est un K,-espace vectoriel de dimension d tel que My = X,, ®g,, Mévv:o. ]

En particulier, la connexion est triviale si et seulement si dimg, M= = d, et dans
ce cas My = X,, @k, MNv=0 est 'unique X,-réseau de M tel que Ny (M) C (o~ "([7]) —
7Tn)M0.

Lemme 5.3.26. — Si N est un sous-Y,-espace vectoriel de M stable par Ny et si Ny

est triviale sur M, alors elle est triviale sur N.

Démonstration. — C’est un analogue de [Ber08, Lemm. IIL.1.3].
Si My est un X,,-réseau de M tel que Ny (My) C (¢ "([7]) — mn) Mo, alors My N N est
un X,-réseau de N tel que Ny (Mo N N) C (¢ ™([7]) — mn) (Mo N N). O



166 CHAPITRE 5. (¢,7)-MODULES A CONNEXION ET REPRESENTATIONS SEMI-STABLES

Lemme 5.3.27. — Soient D et r comme dans la définition 5.5.24. Si Ny est localement

triviale sur D, alors Ny est triviale sur Y, @ D, pour tout n > n(r).

Bi"

T,rig, K
De plus, si Dy est le réseau de Y, @7, D, tel que Ny(Dn) C (¢7"([7]) — mn) D,
Trng
alors Dyy1 = @n(Xpi1 ®x, D).
Démonstration. — C’est un analogue de [Ber08, Lemm. III.1.4].
Si Dy = X, ®k, (Yo @, D,)¥v=0 alors Ny(Dy(y) C (¢7"([7]) — ) Dngry par
T,rig, K

hypothése. Sin > n(r) et NV(D ) C (¢ "™([71]) — ™) Dy, alors en notant D,y le réseau

de Y, n+1 ®Ln+1 D, donné par Dn+1 = (;On(Xn-i-l XX, Dn)7 on a NV(DR-H) - ((pi(nJrl)([%]) -
T ,rig, K

Tnt1)Dny1 puisque Ny commute & . O

Lemme 5.3.28. — Si D est un (o, N, G,k )-module filtré, alors Ny est localement triv-

iale sur M(D).

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Prop. III.1.5].

La proposition 5.3.21 montre que

Yo ®5i.  M(D)r =Y, ®k D,

TI‘ng

et donc Ny = 0 sur D puisque Gy i est fini. O

En particulier, le lemme 5.3.28 montre que si M est dans I'image de D — M(D), alors
Ny est localement triviale sur M. On va maintenant s’intéresser a la réciproque, et on
va déterminer I'image essentielle du foncteur D — M(D).

Avant cela, on va avoir besoin de faire quelques rappels sur les équations différentielles
p-adiques et notamment la conjecture de monodromie p-adique, dans le cas qui nous

intéresse.

Définition 5.3.29. — Si D est un ¢-module sur BT 7 rig, i uni d’un opérateur différentiel
Op qui étend lopérateur 0 : f — Xﬁ et tel que Op o v = p- ¢ o Jdp, alors on dit que D

est une équation différentielle p-adique avec structure de Frobenius.

Remarque 5.3.30. — De facon plus générale, on appelle équation différentielle p-adique
avec structure de Frobenius tout ¢-module D sur ’anneau de Robba Rg associé a un
corps p-adique K (et sur lequel on a choisi un Frobenius), muni d’un opérateur différentiel

Op qui étend n’importe quelle dérivation continue 0 et tel que Op o ¢ = d(‘fsg) @ o Jp.

En particulier, si D est un (¢, 7)-module sur B;ri&K et si D est stable par 'opérateur
Op = %NV, alors D est une équation différentielle avec structure de Frobenius.

Le théoréme suivant, connu dans le cas général de la remarque 5.3.30 sous le nom de
conjecture de monodromie p-adique, a été conjecturé par Crew et démontré par André
[And02|, Kedlaya [Ked04| et Mebkhout [Meb02] :

Théoréeme 5.3.31. — Si D est une équation différentielle p-adique avec structure de

Frobenius, alors il existe une extension finie M /K telle que Uapplication naturelle :

Bj— rig, M[log[;ﬁ“ ®]W(/) (BT rig, M[log[ ]] ®BT

T,rig, K

D)?®=0 — B! . yllog[f]] ®g: D

T,rig, K
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soit un isomorphisme, M| étant l'extension mazimale non ramifiée de Ky dans My =
M- K.

Remarque 5.3.32. — Pour plus de détails sur les conjectures de monodromies p-adiques,

on renvoie également au séminaire Bourbaki de Colmez [Col|.

Si maintenant D est un (g, 7)-module sur B! stable sous I’action de dp = + Ny, on

7rig, K 1
pose Sy (D) = (Bi’ri&M [log[7]] ®Bi,rig,K D)?p=0, gC’est un M/-espace vectoriel, et comme
V. = 0 sur Sy (D), quitte & étendre les scalaires & une extension finie de M, on peut
supposer que Gal((M - L)/M.) agit trivialement sur S);(D). En particulier, on a alors
My = M{. Sans perte de généralité, on peut aussi supposer que M., /K est galoisienne.

Sous ces hypothéses, Sy(D) est un (¢, N, Gryi)-module tel que

Bi,rig,]V[ log[7]] @, Sm(D) = B:,rig,M[lOg[’]’FH Qgt D.

T,rig, K

On dispose d’un analogue du théoréme 111.2.3 de [Ber08| :

Théoréeme 5.3.33. — Si M est un (¢, T)-module sur B;rig,K
triviale, alors il existe un unique (p,7)-module D C M[1/)] tel que D[1/A] = M[1/)] et
tel que O (D) C D. De plus, la donnée de M détermine une filtration sur M &y, Sy (D)

et donc une structure de (¢, N, G i )-module filtré sur Syr(D) telle que M = M(Sy(D)).

tel que Ny est localement

Avant de démontrer ce résultat, on aura besoin du lemme suivant, qui est le lemme 7.6
de |Ber13| :

Lemme 5.3.34. — Soit D un F-espace vectoriel, et soit W un Bl -réseau de Bag @ D
stable sous Uaction de Gg, o Gr agit trivialement sur D. Si on pose Fil'D = DNt - W,
alors W = Fil"(Bar ®F D).

Démonstration du théoréme 5.3.33. — Puisque Ny est localement triviale, il existe une
famille de réseaux D, de Y, @7, M, tels que Ny(D,) C (¢~ "([7]) — m»)Dy. Comme
T,rig, K

de plus, Dy y1 = @n(Xnt1 ®x,, Dy) par le lemme 5.3.27, la famille {D,,} est p-compatible.

Le théoréme 5.3.12 nous donne alors un (p, 7)-module D tel que X, ®g“ D, =D,.
T,rig, K

Or Ny(D,) C (¢~™([7]) — m)D,, pour tout n, et donc Ny(D) C AD, ce qui conclut la

démonstration de I'existence d’un tel D. L’unicité vient alors du fait qu’on a forcément

Xn ®%,,  Dr =Dy, pour tout n > n(r).
T,rig, K
Le théoréme 5.3.31 de monodromie p-adique et la discussion qui suit montrent qu’il
existe une extension finie M de K telle que M, /K, est galoisienne, Gal((M - L)/M_ya)

agit trivialement sur Sy (D) et Sy (D) est un (p, N, Gy/x)-module tel que

Bl iar108[7]] @21, Sar(D) = BL;, y[log[7]] @51 D.

T,rig, K
Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, on notera D = Sy (D) et Yy, = Y,,- M,
Xmn = FilO(YM,n). On va maintenant construire une filtration sur Dy, = M ®jp1, D. On

dispose d’isomorphismes

n in L
YM,n Qnm D]w = YM,n ®];T,r Dr = YM,nr ®];T,r Mr
T,rig, K 7,rig, K
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qu’on utilise pour définir Fil'D?, = D%, N (o™([7]) — 7)Y ®%i, M, et on définit
. . T,rig, K
alors Fil' Dy, comme le tiré en arriére de la filtration Fil'D7}, par I'isomorphisme D), —

Dx[.

Par définition, Iisomorphisme Dy, ~ D%, est donné par p ® = +— u & t,(¢"(z)), de
sorte que la filtration induite sur D), ne dépend pas de n.

Pour finir, on a X, ®;§w M, = Fil’(Y, ®x D) de sorte que M = M(D) =

T,rig, K

M(Sy (D)) par le lemme 5.3.34. O
Comme conséquence directe, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.3.35. — Le foncteur D — M(D), de la catégorie des (¢, N, G i )-modules

filtrés, vers la catégorie des (p,T)-modules sur B!

rrig.rc dont la connexion associée est lo-

calement triviale, est une équivalence de catégories.

Corollaire 5.3.36. — Si D est un (¢, N,Guyk)-module filtré, et si M est un sous-
(p, 7)-module saturé de M = M(D), alors il existe un sous-objet D" C D tel que M' =
M(D').

Démonstration. — Le lemme 5.3.26 montre que la connexion Ny est localement triviale
sur M, et donc on peut écrire M' = M(D’) ot D’ est un (¢, N, Grr/x )-module filtré avec
M’ /K finie mais suffisamment grande. Il reste & montrer que comme M’ C M et M’ C M
est saturé (le résultat est faux sans cette hypothése), on obtient une inclusion D’ C D
comme (¢, N, Gy /i )-modules filtrés, de sorte que Gy s agit trivialement sur D’ et donc
que D' est un sous-(¢, N, Gar/i )-module filtré de D, ce qui permettra de conclure. Comme
M’ C M est saturé, on en déduit que M /M’ est muni d’une structure de (¢, 7)-module,

et on dispose d’une suite exacte
0-M->M-—->M/M -0

et donc d’une suite exacte

0—D —D
dans la catégorie des (¢, N, G/ )-modules filtrés. O
5.3.3. Calcul des pentes. — Dans cette partie, on va s’intéresser au calcul des pentes

de Frobenius du (¢, 7)-module M(D) associé au (¢, N)-module filtré D. Ces résultats

sont un analogue de ceux de la partie IV de Berger dans [Ber08|.

Théoréme 5.3.37. — Si D est un (¢, N, Gk )-module fillré, alors la pente de det M(D)
est égale a ty(D) —ty(D).

Démonstration. — C’est 'analogue de [Ber08, Thm. IV.2.1].

Le foncteur D — M(D) étant exact et compatible aux produits tensoriels, on a
det M(D) = M(det D). De plus, par définition, on a ty(D) = ty(det D) et ty(D) =
ty(det D), de sorte qu’il suffit de montrer le résultat lorsque D est de rang 1.
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Soit D de rang 1 et e une base de D telle que ¢(e) = p”Ag-e, avec g € O , et on note
n =ty(e). Alors M(D) = Bi}ri&K)\_" ®e, et o AT"®@e) = (E([7])/E(0))p" MA@ e et
donc la pente de M(D) est égale a v — 1, ¢’est-a-dire tx (D) — tg(D). O

Proposition 5.3.38. — Si D est un (¢, N, Gy )-module filtré, alors D est admissible

si et seulement si M(D) est un (@, T)-module étale.

Démonstration. — C’est la méme démonstration que |Ber08, Prop. 1V.2.2.].

On va commencer par montrer le sens direct. Supposons donc que D est admissible.
Le théoréme 4.3.15 montre que M (D) admet une filtration canonique par des sous (¢, 7)-
modules isoclines de pentes croissantes. La somme de ces pentes est, avec multiplicité,
la pente de det M(D), c¢’est-a-dire ¢t (D) — ty (D) = 0. 11 suffit donc de montrer que les
pentes de M(D) sont toutes > 0. Le corollaire 5.3.36 nous dit que tout sous-objet de
M(D) est de la forme M(D') ot D' C D et la pente de det M(D’) est tx(D')—ty(D’) >0
puisque D est admissible. En particulier, M (D) ne peut pas contenir de sous-objet isocline
de pente < 0, et donc M(D) est étale.

Pour Pautre sens, supposons a présent que M(D) est étale. La pente de det M (D) est
nulle et donc ty(D) — tg(D) = 0. Si D" est un sous-objet de D, de dimension d’, alors
det(D’) est de dimension 1 dans AYD et M(det D) est un sous-¢-module de rang 1 de
M(AY D). La proposition [Ber08, Prop. 1V.1.3] et le fait que M(AY D) = AY M(D) est
étale montrent que la pente de M(det D’) est positive, de sorte que ty(D’) —ty(D’) > 0,
et donc D est admissible. O

En particulier, ce résultat permet de caractériser les représentations potentiellement
semi-stables en fonction de la connexion associée a leur (¢, 7)-module sur Bivri&K : ce
sont celles dont la connexion est localement triviale. On peut également montrer que
le (¢, N,Gum i )-module filtré qu’on récupére a partir du (¢, 7)-module associé a une

représentation V' est exactement Dy (V) :

Proposition 5.3.39. — Si V' est une représentation p-adique de Gg, dont la restriction
a Gy est semi-stable, alors M(Dg (V) = Divrig(V).

Démonstration. — Soit D un (¢, N, Gy i )-module filtré admissible. Le théoréme 5.3.38

montre qu'il existe une représentation p-adique V de G telle que M(D) = D! (V). Or,

T,rig

le théoréme 5.1.5 appliqué aux (p, 7p7)-modules nous donne que

Do (V) = (Bl y[1/A @51 DL (V)™

T,rig, K

Comme de plus, on a
Bi,log,]b[[l/)‘] ®B7—,rig,K M(D) = Bj—,log,M[l/)‘} QMo D
et que (Bj',log,M[]‘/)\DTM:1 = Moy, on a alors D = (Bj—,log,]w[]‘/)\] OB, g D!

(V)= et
donc que D = Dg p(V) en tant que (¢, N, G/ )-modules.

Il reste a voir que les filtrations sur D et Dg (V') coincident. La filtration sur M &y, D
est par construction la méme que celle sur Sy, (M (D)), et il faut donc voir qu’elle coincide

avec celle provenant de isomorphisme (M ®, Dy 1 (V)95 = Dgr (V). Or, sin > n(r),
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Papplication ¢,, envoie Bi’fog v Dptr DI (V) dans Bqr ®q, V' et donc Yas,, @y Dy C
k) b K

. T,ri
T,rig, T

Bir ®q, V. Mais pour r tel que Di:;g engendre Di’rig et n > n(r), si on pose
W =Bjg ®x,, (Xarn @G ) DI (V)),
T,r1g,

alors W est un Bj-réseau de Bag ®q,V = Bar @ (M @, Dt (V')), stable sous Galois,
de sorte que par le lemme 5.3.34, on a W = Fil®(Bqr ®x (M ®@uy, Dy a(V))) et donc

Xnrn @y, DI (V) = Fil’(Yar, @k Dar(V))

T,rig, K
de sorte que la filtration sur D construite dans le théoréme 5.3.33 coincide avec la filtration
provenant de celle de Dggr(V'), d’ott I'égalité D = Dg (V) en tant que (¢, N, Gy x)-
modules filtrés. O]

Dans |Kis06|, la condition qui apparaissait et caractérisait les représentations semi-
stables a poids négatifs en fonction du ¢-module a connexion sur Bj’rig 5 qu’on leur asso-
ciait était celle de E-hauteur finie, c’est-a-dire qu’on demandait au conoyau du Frobenius
d’étre tué par une puissance de E([7]). Bien évidemment, lorsqu’on travaille avec des

p-modules sur B!

rrig kK POUL pouvoir prendre en compte toutes les représentations semi-

stables indépendamment de leurs poids, cette condition ne peut plus étre la bonne puisque

E([x]) est inversible dans Bi,rig, K

condition pour prendre en compte les ¢-modules sur B_ ;. x,

plus générale est équivalente au fait d’étre potentiellement semi-stable.

Il serait intéressant de voir comment généraliser cette

et voir si cette condition

Si V' est une représentation semi-stable de G, alors il existe d > 0 tel que V(—d)
(V) = l);dDT (V(—d)) en tensorisant le ré-

. N . 4 . t
soit a poids négatifs, et dans ce cas D rrig

T,rig
sultat de la proposition 4.3.33 par Bi,rigj( au-dessus de B;K. De plus, comme V' est
semi-stable, on a M(Dg(V)) = Di}rig(V) et D;rig(V(—d)) = M(Ds(V(—d))). Comme
V' (—d) est semi-stable a poids négatifs, le théoréme 5.3.4 et la proposition 5.3.23 montrent
qu’alors M(Dg(V(—d))) = Bi’rigx ®p+  M(Dw(V(=d))), ot M(Dg(V(—d))) est un
(i, Ny )-cristal sur B;L’ring de E-hauteur finie. En particulier, si V' est semi-stable & poids

quelconques, alors il existe d > 0 tel que A=2D! (V') contienne un sous-(p, Ny )-cristal

T,rig
sur B ;. ;- de E-hauteur finie qui engendre )\_dD;rig(V). Cela peut étre un bon point de

départ pour tenter de généraliser la notion de E-hauteur finie.



ANNEXE : ANNEAUX DE PERIODES

Cette annexe récapitule briévement les constructions des différents anneaux de périodes
et les liens entre ces différents anneaux, et revient aussi sur les différences de notations
entre celles utilisées ici et celles utilisées par d’autres auteurs. Le premier diagramme
rappelle les anneaux utilisés dans la théorie des (¢, I')-modules et leurs relations entre eux,
le deuxiéme fait la méme chose mais pour les (¢, 7)-modules et le troisiéme diagramme
récapitule les relations entre les principaux anneaux de périodes apparaissant en théorie
de Hodge p-adique et les autres principaux anneaux de périodes. Le dernier diagramme
illustre le calcul des vecteurs localement analytiques dans le complété du compositum
d’une extension de Kummer et de I’extension cyclotomique de K et le calcul des vecteurs
pro-analytiques dans I’anneau ﬁjigl.
Dans les trois diagrammes qui suivent, les fléches qui se terminent par ——>= sont

surjectives et toutes les autres sont injectives. La fléche en pointillés dans le dernier

T?r

diagramme est la limite inductive des morphismes ¢,y définis sur les sous-anneaux Blog‘

La coloration des fléches indique comment obtenir ’anneau d’arrivée & partir de celui de
départ : la fléche est verte si on obtient ’anneau d’arrivée en réduisant modulo p, bleue
si on obtient I'anneau d’arrivée en inversant p, violette si on obtient I’anneau d’arrivée en
« ajoutant un logarithme » et rouge si I'image est dense.

Dans le premier diagramme, on a supposé que K = F pour plus de simplicité. Si on ne
fait pas cette hypothése, alors la flecche A} — Ej. n’est plus forcément surjective. En
revanche, le reste du diagramme ne change pas. On peut en fait montrer que, si M/F est
une extension finie, alors la flecche A}, — E}, n’est surjective que si My, /F,, est non

ramifiée (on rappelle que Panneau A}, est défini comme 'intersection des anneaux A,
et ;ﬁ)
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Diagramme 1: Anneauz intervenant dans la théorie des (p,')-modules.

A B

S
E«|—A

Ej «—|— AL —— B}
/ /

Ej «—— Ag

Diagramme 2: Anneauz intervenant dans la théorie des (@, T)-modules.

E A B
/ | ATr { Bt
E*t At T | B+
EL - AL — EL
/! T /
AET — BET
/ T /
E] Al B}
ET,L — AT,L — BT,L
/ /
Al — Bl
/7 T /
Ef, AT, B:,
ET,K — AT,K — BT,K
/ /
AT:T — Bl
e /
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Diagramme 3. Anneauz intervenant en théorie de Hodge p-adique.

+
p BdR

B, + B/
0
. L
Brig Brig
B Bt B
A Af Afr A+ ;. Oc,
E E+ > Oc, /POc,

Diagramme 4: Calcul des vecteurs localement analytiques et pro-analytiques dans I

~ )
et By, 1, respectivement.
it
Cp Brig
7 nt
L Brig,L
Tla (]§T )pa
L rig,L
t,sep ,sep
L N BT,rig,K,oo Brig,K,oo
A Y 1
\\ 1
N 1
N 1
\\\ :
T T
KOO Kcycl BT,rig,K,oo Brig,K,oo
T T
K B'r,rig,K Brig,K



174 ANNEXE : ANNEAUX DE PERIODES

Dans ce dernier diagramme, on rappelle que 'extension L qui intervient est le compositum

d’une extension de Kummer, notée K, et de I'extension cyclotomique, notée K. Dans
T

rig?

liés a I'extension de Kummer K, alors que les anneaux sans tilde et qui n’ont pas de

le cas des sous-anneaux de Bl . les anneaux sans tilde et avec un 7 en indice sont ceux
7 en indice sont ceux liés a I'extension cyclotomique. Il faut lire le diagramme de la
fagon suivante : si deux anneaux sont reliés par un trait, alors 'anneau du dessous est
un sous-anneau de celui du dessus, et la couleur du trait indique le lien entre les deux
anneaux qu’il relie : la couleur du trait est rouge si on passe de I'anneau du dessus a
celui en dessous en prenant les invariants sous Gal(K /L), en prenant les éléments
tués par V., bleue en prenant les éléments tués par V., violette en prenant les vecteurs
localement analytiques ou pro-analytiques. Le trait est de couleur verte si on passe de
I’anneau du dessous a celui de dessus en « perfectisant » ’anneau du dessous, c¢’est-a-dire
que Panneau B du dessus s’écrit comme | J,-, ¢ "(A), oit A est "anneau du dessous. Enfin,
le trait est pointillé et bleu si on obtient 'anneau du dessous en prenant les invariants
sous Gal(L/K.ya) et pointillé et si on obtient 'anneau du dessous en prenant les
invariants sous Gal(L/K,).

En particulier, on remarque que dans le cas des vecteurs localement analytiques dans

T 1 . . N . ~ t,sep t,sep
L, Textension L joue & la fois le role des anneaux B et de BJ - dans le cas du
T

calcul des vecteurs pro-analytiques dans ]§rig7 Iy
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On va maintenant rappeler les différents anneaux de séries formelles qui interviennent.
Pour plus de simplicité, on va rester ici dans le cas K = F'. On note respectivement C[r; 1]
la couronne {z € C,, p~/" < |z], < 1} et C’[r; 1[ la couronne {z € C][,,p_pp;r1 <|z|p < 1}.
Avec l'identification X <— ¢ —1 ou X «— [¢] — 1, on a alors :

Ej = k[X]

A} = Op[X]

B = Op[X][1/p]
Er = k((X))

Al = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C[r;1],
et y sont bornées par 1}
B}’T = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C[r; 1],

et y sont bornées}

BI{QF = {séries de Laurent f(X), qui convergent sur C|r;1[}

BI%Tg,F = BI{;,FUOg(X)]

B/, r = {f(X) € F[X], f(X) converge sur le disque ouvert D[0; 1[}
Bl—gg,F = BIg,F[log(X)]

et avec l'identification Y «— 7 ou Y «— [7], on a :
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Ai% = {séries de Laurent f(Y), qui convergent sur C'[r; 1],
et y sont bornées par 1}
BI} = {séries de Laurent f(Y), qui convergent sur C'[r; 1],

et y sont bornées}

B . = {séries de Laurent f(Y), qui convergent sur C'[r;1[}

T,rig,

Bi7 =Bl [llog(Y)]

B:f’rig’F = {f(X) € F[Y], f(Y) converge sur le disque ouvert D[0;1[}
Bj,log,F = Bj,rig,FUOg(Y)]

Pour finir, on va revenir sur les différences de notations avec d’autres auteurs :
Notre anneau E* correspond a 'anneau O%p de la théorie de Scholze et & I'anneau R ou

R(C,) selon les notations de Fontaine, Wintenberger et Caruso, et 'anneau At = W(E")

+

rig @pparait aussi

est ’anneau A;,; dans les notations de Fontaine et Scholze. L’anneau B
sous le nom de B,y dans certains articles de Fontaine.

Les anneaux A, et Ag (resp. B, i et By, resp. B et B,) sont appelés E™ (resp. &,
resp. £") par Fontaine et Caruso.

[’anneau Aj_fK apparait en tant que & dans les notations de Kisin et Caruso. Ce que
Kisin appelle O et @n correspond a nos notations B:rigvK et )?n respectivement.
Enfin, 'anneau Iy, con de Kedlaya correspond aux anneaux BL&K et Bi}rigvK, et 'anneau

Leon|m ] de Kedlaya correspond aux anneaux BLK et Bl
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