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Résumé

La détection d’impacts est une préoccupation majeure pour suivre l’intégrité d’une

structure évoluant dans un environnement comportant des risques de collision. Ce travail

consiste à développer une méthode d’identification d’impact applicable à une structure

composite de grandes dimensions qui soit à la fois robuste, peu coûteuse en temps de calcul,

et qui nécessite peu de capteurs. Dans un premier temps, la démarche a été de décrire

l’image du point d’impact dans la réponse vibratoire par un vecteur de participations

modales. L’idée a ensuite été d’introduire l’hypothèse d’existence d’une famille de modes

discriminants permettant d’établir le lien bijectif entre les participations modales et le

point d’impact. Une procédure d’estimation de ces participations modales à partir d’un

unique point de mesure a été proposée. Dans un second temps, la démarche a été d’étendre

la procédure à l’identification d’une loi décrivant les paramètres principaux d’une force

d’impact. Des conditions portant sur les paramètres de mesure et les propriétés modales de

la structure sont déterminées pour garantir la précision et la robustesse de l’identification.

Ce travail a permis de développer une approche en rupture par rapport à l’état de l’art,

en ce sens qu’elle ne nécessite, en théorie, qu’un seul point de mesures vibratoires pour

identifier un impact. Des essais expérimentaux sur un pavillon d’A350 ont permis de valider

cette approche sur une structure composite de grandes dimensions.

Mots clés : Contrôle de santé intégré, problème inverse, identification d’impact, analyse

vibratoire
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Abstract

Many industrial structures operate in an environment with a high risk of collision.

The detection of impacts and the assessment of their severity is a major preoccupation in

Structural Health Monitoring. This work deals with the development of an impact identifi-

cation technique that is applicable to a large composite structure, numerically robust and

time efficient, and that requires a low number of sensors. The first step was to describe the

image of the impact point in the vibration response as a modal participation vector. The

idea was to introduce the existence of a discriminating modes family to make a bijective

link between the modal participations and the impact point. A least-squares procedure

is developed to estimate those modal participations by measuring the vibration response

of a single point on the structure. The second step was to extend the procedure to the

identification of a parametric law representing the impact load history. Some conditions on

measurement parameters and modal properties of the structure are identified to guarantee

both the accuracy and the robustness of the procedure. The approach developed in this

work is new regarding the state of the art : only one measurement point is considered for

identifying an impact event. An experimental validation on an A350 crown panel indicates

that the methodology is valid for large composite structures.

Keywords : Structural health monitoring, inverse problem, impact identification, vibra-

tion analysis
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ddl degré de liberté

TOA Time Of Arrival

SVD Singular Value Decomposition

VPM(A) Vecteur de Participation Modale (Amplifié)

FMD Famille de Modes Discriminants

FFT Fast Fourier Transform

FRF Frequency Response Function

AME Analyse Modale Expérimentale
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Notations

x,X Vecteur ou matrice

In Matrice identité de taille n

diag(x) Matrice carrée de diagonale le vecteur x

Im(.) Espace image d’une matrice

Ker(.) Noyau d’une matrice

∥.∥ Norme vectorielle ou matricielle

(.)T Transposée

(.)† Pseudo-inverse d’une matrice relativement à une norme ∥.∥

κ(.) Conditionnement d’une matrice inversible relativement à une norme ∥.∥

s : t ↦→ s(t) Signal temporel

ṡ, s̈ Dérivées première et seconde du signal temporel s

S Signal temporel s discrétisé

ηi Amortissement modal

ω0i Pulsation propre

ωi = ω0i
√

1− η2
i Pseudo-pulsation

ϕi : M ↦→ ϕi(M) Déformée modale

δ Distribution de Dirac

gi : t ↦→ gi(t) = 1
ω0i
e−ηiω0it sin (ωit) Réponse impulsionnelle modale ou réponse à une

distribution de Dirac

f Intensité d’un impact
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NOTATIONS

ψ : t ↦→ ψ(t) Forme d’une force d’impact

f.ψ Evolution temporelle d’une force d’impact d’intensité f et de forme ψ

F Point de la structure ou degré de liberté subissant l’impact

N Nombre de degrés de liberté

p Ordre de troncature modale

Φ Matrice modale tronquée de taille N × p

ϕi Déformée modale discrétisée ou i-ème colonne de Φ (vecteur de taille N)

ϕ∗
i Vecteur de participations modales ou i-ème colonne de ΦT (vecteur de taille p)
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Introduction

Contexte

La détection d’un impact appliqué sur une structure et l’évaluation des dommages as-

sociés sont deux préoccupations majeures du « Structural Health Monitoring ». De nom-

breuses structures évoluent en effet dans un environnement à haut risque de collision.

Détecter certains impacts permettrait alors de surveiller la structure et d’initier, si né-

cessaire, une inspection ciblée. C’est notamment le cas lors des opérations aéroportuaires

qui mettent en jeu plusieurs véhicules se déplaçant autour de l’avion (voir Figure 1). Di-

vers équipements - tels que camions de frêt, convoyeurs à bande ou passerelle passagers -

opèrent autour du fuselage et viennent au contact de celui-ci. Les procédures d’approche

sont strictes mais il arrive que certains impacts imprévus se produisent. Un opérateur doit

alors reporter l’évènement et le décrire avec précision dans un formulaire à l’attention de la

compagnie aérienne. Si les endommagements sont facilement identifiables sur les fuselages

métalliques (érafflures, bosses et trous), certains endommagements sont invisibles à l’oeil

nu sur les fuselages composites comme celui de l’A350. En effet, des impacts d’une certaine

énergie peuvent créer des endommagements internes (délamination, décollage de clip etc.),

alors que la peau extérieure du fuselage retourne élastiquement à sa position initiale. Ces

« impacts fantômes » sont bien connus et les fuselages composites sont dimensionnés en

conséquence pour y résister. De plus, des inspections régulières des fuselages composites

sont effectuées à l’aide de techniques non destructives de détection d’endommagement. Ces

inspections sont cependant onéreuses et immobilisent l’avion pendant plusieurs heures. Il

est donc pertinent de disposer d’un système de détection d’impacts et d’évaluation de sa

sévérité qui permettrait d’optimiser ces procédures de maintenance et de réduire les temps

d’immobilisation de l’avion.
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Figure 1 – Coactivité entre un avion au sol et les équipements aéoportuaires.

Analyse critique de l’état de l’art

L’identification d’un impact consiste d’une part à localiser le point d’application de

l’impact (problème de localisation) et d’autre part à reconstruire l’évolution temporelle

de l’excitation (problème de reconstruction). Le point d’impact est en général inconnu et

la structure ne peut donc pas être directement équipée de capteurs d’effort aux endroits

appropriés. Il faut donc identifier l’impact à partir de mesures indirectes en utilisant la

réponse vibratoire de la structure consécutive à l’impact. C’est en fait un double problème

inverse puisqu’il faut identifier deux objets de natures différentes : le point d’impact qui

est un lieu, et l’évolution temporelle de la force d’impact qui une grandeur temporelle.

D’une certaine façon, c’est la structure même que l’on souhaite transformer en capteur

d’effort en mesurant ses vibrations en certains points. De nombreuses approches ont été

développées depuis les années 1980 pour résoudre ce problème dans des contextes variés,

et pas seulement dans le domaine de l’Aéronautique.

[Briggs and Tse 1991] développent une technique de localisation d’un impact et d’esti-

mation de son intensité dans le domaine fréquentiel. Ils font l’hypothèse que le spectre

d’une force d’impact est plat dans une région basse fréquence. Ils proposent dans un pre-

mier temps de constituer expérimentalement un jeu de données indiquant les participations

modales associées à différents impacts appliqués avec un mécanisme de chute de bille. Lors-

qu’un impact a lieu, ils estiment les participations modales à partir des mesures vibratoires
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et les comparent avec leur jeu de référence pour identifier simultanément l’intensité du choc

et le point d’impact. Ils valident leur technique sur un montage représentant un tiroir de

disque qu’ils équipent d’un accéléromètre. Les intensités sont correctement estimées mais

le point d’impact n’est pas toujours déterminé de façon unique. De plus, le choix des modes

à retenir dans l’analyse n’est pas discuté et les impacts sont uniquement appliqués en des

points précis du tiroir le long d’une ligne.

[Wang and Chiu 2003] ont aussi développé une technique d’identification d’impact fondée

sur les participations modales mais dans le domaine temporel. Leur technique permet de

simultanément localiser un impact et estimer son intensité à partir d’une analyse modale

de la structure. L’analogue du jeu de données de référence utilisé dans la méthode de

Briggs est ici la matrice modale de la structure tronquée sur un nombre réduit de modes

de vibration. Ils valident leur méthode sur une poutre métallique simplement supportée sur

ses extrémités en utilisant les mesures d’un seul accéléromètre. Ils obtiennent globalement

de bons résultats pour la localisation des impacts appliqués. Cependant, ils constatent

que leur méthode est très sensible au point de mesure sans donner de règle précise sur

le positionnement du capteur. De plus, leur technique n’est valable que pour des impacts

de durée suffisamment faible pour que la réponse vibratoire de la structure puisse être

approchée par sa réponse impulsionnelle.

[Leclère et al. 2004] utilisent la Truncated Singular Value Decomposition (TSVD) pour

reconstruire des charges dynamiques appliquées sur le pivot d’un piston dans un moteur

diesel. Les auteurs étudient l’influence de l’ordre de troncature sur la qualité de reconstruc-

tion de l’évolution temporelle de l’excitation. Il observent qu’un ordre de troncature trop

élevé conduit à une solution instable de norme élevée, tandis qu’un ordre de troncature

trop petit conduit à une solution stable mais ne représentant pas correctement l’excitation

appliquée. Cependant, le point d’impact est connu dans leur étude et ils ne s’intéressent

qu’au problème de reconstruction.

[Boukria et al. 2009] identifient expérimentalement des forces d’impact appliquées sur une

plaque circulaire en aluminium encastrée sur son pourtour et équipée de quatre jauges de

déformation. Ils utilisent la régularisation de Tikhonov associée à la méthode de la courbe

en L pour reconstruire l’évolution temporelle de la force d’impact. Pour localiser l’impact,
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ils définissent une grille de points d’impact possibles et reconstruisent la force associée pour

chaque point. Le point permettant de minimiser un critère de reconstruction des mesures

vibratoires est retenu comme étant le point d’impact. Cette approche par balayage et la

méthode de la courbe en L, bien qu’elle soit applicable dans de nombreuses situations,

nécessitent un temps de calcul prohibitif pour des structures de grandes dimensions.

[Frieden et al. 2012] ont développé une méthode de localisation qui consiste à utiliser les

retards d’arrivée (Time of Arrival - TOA) des ondes de Lamb A0 à différents capteurs. Une

technique de triangulation basée sur un modèle de vitesse de propagation de ces ondes est

utilisée pour localiser l’impact. Ils valident expérimentalement leur méthode sur une plaque

composite raidie de dimensions 40cm × 50cm équipée de quatre capteurs FBG avec une

fréquence d’échantillonnage de 1GHz. Ils calibrent un modèle de vitesse de propagation en

effectuant une campagne d’impacts assistée par un réseau dense de capteurs PZT ayant une

fréquence d’échantillonnage de 1MHz. Leur travail a permis de développer une méthode

générale de localisation d’impact sur une structure composite. Toutefois, leur technique

nécessite une phase de calibration qui consiste à répéter des impacts sur la structure avec

un réseau dense de capteurs, ce qui n’est pas envisageable pour certaines applications.

[Zhao et al. 2017] détectent le passages des ondes de Lamb A0 dans une plaque composite

carrée encastrée sur ses coins équipée de quatre jauges de déformation avec une fréquence

d’échantillonnage de 1MHz. Ils utilisent une technique de transformée en ondelettes pour

identifier les TOA. Le problème de triangulation est formulé par un système d’équations

non-linéaires dépendant des angles de propagation. Ils proposent de le résoudre numéri-

quement à l’aide d’un algorithme mixant une approche par essaim de particules (Particle

Swarm Optimization - PSO) et une approche génétique (Genetic Algorithm - GA). Leur

technique nécessite d’utiliser un réseau dense de capteurs lorsque la structure est com-

plexe, ce qui augmente considérablement les temps de calcul pour résoudre le système

d’équations non-linéaires.
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Positionnement du sujet

Les études précédentes montrent qu’il existe de nombreuses techniques pour localiser

un impact appliqué sur une structure et reconstruire son évolution temporelle. Toutefois,

les techniques de reconstruction applicables aux structures complexes sont trop coûteuses

en temps de calcul pour envisager une application en temps réel. Par ailleurs, il semble

clair que le problème de localisation est plus délicat à aborder que le problème de recons-

truction qui se formalise par un problème de déconvolution bien connu dans le domaine

du Traitement de l’Image. Ou bien les techniques de triangulation des TOA s’appliquent

soit parce qu’on dispose d’un modèle de propagation d’ondes élastique, soit parce qu’on

peut se permettre d’entraîner un réseau dense de capteurs ; ou bien il faut se résoudre à

parcourir une grille de points d’impact possibles et retenir en fin de parcours le candidat

jugé le plus satisfaisant suivant un critère. A cela s’ajoute que le problème de positionne-

ment optimal des capteurs, pour la localisation ou la reconstruction, est rarement abordé.

En effet, il n’existe pas de règles générales de positionnement favorisant la précision et/ou

la robustesse de la procédure.

C’est dans ce contexte que cette étude a été menée. Ce travail consiste à développer

une méthode d’identification d’impact applicable à une structure composite de grandes

dimensions qui soit à la fois robuste, peu coûteuse en temps de calcul, et qui limite le

nombre de capteurs. L’application finale qui est visée est l’identification en temps réel

d’un impact d’équipement aéroportuaire appliqué sur un fuselage composite d’avion au

sol, avec un nombre acceptable de capteurs pour une réalisation industrielle.

L’approche développée est en rupture par rapport à l’état de l’art, en ce sens qu’elle ne

nécessite, en théorie, qu’un seul point de mesures vibratoires pour identifier l’impact. Il

s’agit d’une technique basée sur l’identification de participations modales pour laquelle on

peut précisément déterminer les modes de vibration qu’il faut retenir dans l’analyse. Cela

permet de significativement réduire la dimension du problème et de déterminer un cadre

de validité de l’approche développée.
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Hypothèses de travail

Le problème inverse d’identification d’un impact est un problème difficile qui fait tou-

jours l’objet de nombreuses recherches. Il n’existe pas, à l’heure actuelle, de consensus

pour le résoudre dans un cadre général. Cela dit, on a cherché dans ce travail à utiliser le

moins d’hypothèses possibles et qui seront satisfaites pour l’application finale visée. Les

quatre hypothèses de départ qui ont été adoptées sont les suivantes :

H1 La structure est initialement au repos

H2 La structure n’admet pas de modes de vibration rigides

H3 Des modes de vibration de la structure sont connus

H4 La structure admet un comportement modal en basse fréquence

Trois hypothèses supplémentaires ont été introduites au fil des travaux pour garantir la

validité de la méthode développée :

H5 On peut former une famille de modes discriminants à partir des modes connus (Cha-

pitre 3)

H6 Les modes discriminants sont faiblement amortis et bien séparés (Chapitre 4)

H7 L’évolution temporelle de la force d’impact peut se représenter par une loi paramétrée

(Chapitre 5)

Comme dans la majorité des travaux existants, on supposera implicitement que l’orien-

tation de l’impact est connue, par exemple normale à la surface de la structure. Toutes

ces hypothèses seront discutées pour les structures étudiées expérimentalement. Une cam-

pagne d’essais expérimentaux interne Airbus suggère que ces hypothèses sont valables dans

le cas d’un fuselage composite impacté par un équipement aéroportuaire.
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Organisation du document

Le Chapitre 1 présente les techniques majoritairement utilisées pour résoudre les pro-

blèmes inverses de localisation et de reconstruction. Les Chapitres 1 à 5 présentent la

démarche théorique suivie pour le développement d’une nouvelle méthode d’identification

d’impact. Les Chapitres 6 et 7 présentent la démarche expérimentale de validation de la

méthode sur une plaque métallique rectangulaire et sur un pavillon d’A350. Les notions

suivantes sont nouvelles - à la connaissance de l’auteur - et définies au fil des différents

chapitres :

— Vecteur de Participation Modale Amplifié (VPMA) dans le Chapitre 2,

— Famille de Modes Discriminants (FMD) et carte de robustesse angulaire dans le

Chapitre 3,

— Presque orthogonalité d’une famille de réponses impulsionnelles modales dans le

Chapitre 4,

— Points neutres de vibration maximale d’une structure dans le Chapitre 5.

Démarche

La démarche a consisté dans un premier temps à savoir s’il est possible de localiser un

impact appliqué sur une structure à N degrés de liberté et de reconstruire son évolution

temporelle à partir de la réponse libre (Chapitre 2). L’idée d’étudier la réponse libre est

que la mesure de son contenu vibratoire requiert des capteurs à plus basse fréquence

d’échantillonnage que ceux utilisés pour les techniques utilisant la propagation des ondes

élastiques. L’objectif a été d’établir un modèle de réponse linéaire par rapport au vecteur de

participation modale amplifié (VPMA). L’intérêt est que le VPMA est l’image de l’intensité

de l’impact et de son point d’application dans la réponse vibratoire. Pour cela, on a utilisé la

technique de superposition modale afin de séparer les termes dépendant du point d’impact

et ceux dépendant de son évolution temporelle et du point de mesure. L’idée a ensuite été

de développer une méthode de localisation d’un impact et d’estimation de son intensité à

partir du VPMA. Pour cela, on a montré qu’une simple procédure de discrimination basée

sur des calculs d’angles permet de localiser le point d’impact et d’estimer son intensité à
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partir du VPMA. Cependant, cette étude nous a conduits à renoncer à la reconstruction

de l’évolution temporelle exacte de la force d’impact à partir de la réponse libre. Cela

implique de se restreindre à l’estimation de certains paramètres de l’impact décrivant sa

forme tels que sa durée, sa dissymétrie etc.

L’étape suivante a consisté à développer une méthode de localisation d’un impact et d’es-

timation de son intensité à partir du VPMA tronqué sur un nombre réduit de modes

de vibration (Chapitre 3). Sachant qu’il est impossible d’identifier les N coefficients du

modèle de réponse, on a cherché à réduire la dimension du modèle tout en conservant le

lien bijectif entre le VPMA, le point d’impact et son intensité. L’idée a été d’introduire

une hypothèse supplémentaire d’existence d’une famille de modes discriminants (FMD).

On a donné un lien entre la dimension géométrique d’une structure et le nombre mini-

mum de modes à considérer pour former une FMD. Par suite, on a adapté la procédure

de discrimination en introduisant des paramètres de tolérance afin de tenir compte d’une

erreur d’estimation sur le VPMA tronqué. L’objectif a alors été d’étudier la robustesse

théorique de cette méthode afin de déterminer le domaine d’erreur admissible permettant

de résoudre le problème d’identification dans des tolérances données. Pour cela, on a dé-

terminé les noyaux du problème de localisation à ϵ-près et du problème d’estimation de

l’intensité de l’impact à r%-près. La méthode développée suppose cependant d’avoir une

estimation du VPMA tronqué. Dans le cas où l’impact appliqué est un Dirac, le problème

d’identification se réduit précisément à l’estimation du VPMA tronqué.

L’objectif du Chapitre 4 a été de rechercher des conditions pour estimer de façon robuste

et précise le VPMA tronqué à l’aide de mesures vibratoires d’un unique capteur dans

le cas où l’impact appliqué est un Dirac. Pour cela, on a formulé mathématiquement le

problème d’identification du Dirac sous la forme d’un problème des moindres carrés linéaire

utilisant les mesures d’un seul capteur. L’objectif a été de savoir comment minimiser le

conditionnement de la matrice à inverser afin d’augmenter la robustesse de la procédure.

L’idée a été de rechercher une condition suffisante d’existence et d’unicité d’une solution

portant sur le positionnement du capteur, les paramètres de mesures et sur les propriétés

modales de la structure. Pour cela, on a cherché les conditions permettant à la matrice

associée à la méthode des moindres carrés de prendre une forme à diagonale strictement
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dominante, et de pouvoir ainsi estimer aisément son conditionnement. Cette étude nous a

permis d’étudier l’influence du placement du capteur sur la variation du conditionnement

et de mettre en évidence des points de mesure optimaux.

Toutefois, les impacts ne peuvent pas tous être assimilés à un Dirac et il a été nécessaire

d’étendre la procédure à l’estimation d’une loi paramétrée de force d’impact (Chapitre

5). Pour cela, on a sélectionné des lois paramétriques d’évolution temporelle de force

d’impact permettant de représenter des impacts réels. Cela nous a permis de formuler

l’identification d’impact sous la forme d’un problème des moindres carrés semi-linéaire.

L’idée a ensuite été de développer une procédure d’optimisation globale pour résoudre

ce problème tout en exploitant la linéarité du modèle par rapport au VPMA tronqué.

Pour cela, on a proposé de discrétiser l’espace des paramètres de la forme d’impact et de

résoudre un problème des moindres carrés linéaire en chacun des points. L’objectif a ensuite

été d’étendre les conditions de robustesse dans le cas d’un Dirac à un impact pouvant se

décrire par une loi paramétrée. Pour cela, on a utilisé le modèle de réponse libre afin de

calculer le conditionnement du problème et d’étudier ses variations par rapport au point

de mesure et aux propriétés modales de la FMD. En particulier, on a exhibé des points

de mesure avantageux favorisant la robustesse de la procédure. A ce stade de l’étude, on

pouvait conclure que l’utilisation d’un unique accéléromètre était suffisante pour identifier

un impact sur une plaque, tandis que la majorité des techniques existantes en requiert au

moins trois. Cette originalité nous a conduits à mettre en place des expériences sur une

plaque métallique homogène afin de confronter les prévisions théoriques avec les résultats

expérimentaux.

Le Chapitre 6 a consisté à utiliser la méthode développée pour identifier expérimentalement

des impacts sur une plaque métallique homogène en utilisant un seul accéléromètre. Pour

cela, on a identifié une FMD minimale et globale de la structure, ainsi que les points neutres

associés pour placer le capteur. L’objectif a été d’identifier, dans des tolérances données,

des impacts appliqués en tout point de la plaque, avec divers embouts d’un marteau de

choc. On a étudié l’influence du positionnement du capteur et du choix de la FMD sur

la précision de localisation. On a également étudié l’influence de la loi paramétrée choisie

sur la qualité de reconstruction de la force d’impact. On a bien vérifié qu’il n’est pas
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nécessaire que la FMD soit dominante dans la réponse vibratoire, mais seulement que les

contributions des modes discriminants soient bien capturées. Pour cela, on s’est intéressé

à l’identification d’impacts brefs excitant majoritairement des modes d’ordre élevé alors

que la FMD est associée à des modes basse fréquence.

Cependant, l’application finale visée étant la détection d’un impact d’équipement aéro-

portuaire sur un fuselage composite d’avion au sol, l’étude de la plaque n’était suffisante.

L’étape finale a consisté à valider expérimentalement la méthode sur une structure com-

posite de grandes dimensions (Chapitre 7). Pour cela, on a étudié un morceau du pavillon

d’un A350 qui consiste en un panneau composite courbe, raidi longitudinalement par des

lisses et transversalement par des cadres, de dimensions 9.24m × 2.40m. On a positionné

huit accéléromètres et appliqué des impacts sur toute la structure. L’objectif a été de mon-

trer qu’un seul accéléromètre permettait de localiser la majorité des impacts appliqués.

Par suite, l’utilisation d’un réseau de capteurs a été envisagée pour améliorer la robustesse

de la procédure. L’idée a été de proposer des stratégies raisonnables pour faire dialoguer un

ensemble de capteurs pouvant donner des résultats différents. On a vérifié que l’utilisation

d’au moins trois accéléromètres permettait d’améliorer la robustesse de la procédure.
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Chapitre 1

Etat de l’art

Résumé : Le problème inverse de reconstruction est d’abord étudié car il se ramène à
un problème de déconvolution lorsqu’on suppose que la structure admet un comporte-
ment linéaire élastique avec des propriétés mécaniques invariantes dans le temps. Pour
le résoudre, on présente les techniques de TSVD, la régularisation de Tikhonov, le fil-
trage de Wiener et la régularisation par contrôle de dimension. Le problème inverse non
linéaire de localisation de l’impact est ensuite abordé après avoir décrit les différentes
régions dans une réponse vibratoire consécutive à un impact. Pour le résoudre, les tech-
niques de triangulation, de balayage et d’identification des participations modales sont
présentées. Le choix est fait d’étudier plus en détail les techniques de localisation à partir
des participations modales puisque les travaux de recherches ont été conduits dans cette
direction.
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CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

Des rappels mathématiques sont faits en Annexe A pour présenter différentes notions

largement utilisées pour la résolution d’un problème inverse linéaire : conditionnement

d’une matrice inversible, décomposition en valeurs singulières d’une matrice rectangulaire

(SVD), et résolution d’un système linéaire par la méthode des moindres carrés.

1.1 Généralités sur les problèmes inverses

La recherche de causalité est une idée très féconde en Sciences pour décrire des phéno-

mènes variés. L’idée consiste, dans un premier temps, à identifier les causes qui produisent

les effets observables d’un phénomène. Par exemple, pour décrire le mouvement d’une

structure on va rechercher les forces qui lui sont appliquées. Dans un second temps, on

va relier les effets observés (e.g. le mouvement) aux causes identifiées (e.g. les forces) par

un opérateur mathématique. Cette recherche de causalité se traduit très fréquemment par

une modélisation prenant la forme suivante :

y = O(x) (1.1)

où y désigne les effets, x les causes, et O l’opérateur reliant les causes aux effets. La relation

1.1 est couramment appelée « problème direct », en ce sens qu’elle permet de directement

prévoir les effets lorsqu’on connaît les causes. Le problème direct est qualifié de linéaire

lorsque l’opérateur mathématique O est linéaire par rapport aux causes, et non-linéaire

sinon.

Dans de nombreuses situations, on s’intéresse davantage à identifier les causes qui ont

produit des effets observés. On parle alors de problème inverse, lequel pouvant être linéaire

ou non suivant la nature de l’opérateur direct. Un problème célèbre a été formulé en 1966

par le physicien Mark Kak :

« Peut-on entendre la forme d’un tambour ? »

L’expérience montre en effet qu’il y a une causalité entre la forme du tambour et le son

émis lorsqu’il est percuté. Cependant, cette question formulée très simplement est en fait

un problème inverse de géométrie spectrale qui n’a eu de réponse générale définitive - et

négative - que depuis [C. Gordon 1992].
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Les problèmes inverses, linéaires ou non, sont en général qualifiés de mal posés. Ils peuvent

i) ne pas avoir de solution, ii) avoir plusieurs solutions, iii) être sensibles aux erreurs à

la fois de mesures et de modélisation du problème direct. Les situations dans lesquelles

ces problèmes se présentent sont très fréquentes, par exemple dès qu’on doit résoudre un

système matriciel Ax = y, où x et y designent respectivement les causes et les effets, et A

est l’opérateur direct qui lie de façon linéaire les causes aux effets. On est dans la situation

i) si y /∈ Im(A), dans ii) si y ∈ Im(A) et Ker(A) ̸= {0} , et enfin dans iii) si y ∈ Im(A)

et A est mal conditionnée.

Les problèmes inverses ne sont donc pas, même dans le cas linéaire, résolus par simple inver-

sion de l’opérateur direct (qui n’admet d’ailleurs pas toujours d’inverse). Il faut développer

des méthodes dites de régularisation qui vont modifier le problème direct pour rendre pos-

sible l’inversion et la stabiliser, i.e réduire l’amplification des erreurs, et conduire à une ou

éventuellement plusieurs solutions proches de la solution recherchée. Ces techniques intro-

duisent des paramètres supplémentaires qui peuvent avoir une signification physique, par

exemple supposer qu’un phénomène suit une loi connue, ou seulement numérique, comme

par exemple l’ajout d’un facteur d’amortissement dans un algorithme.

1.2 Problème inverse de reconstruction de l’évolution tem-
porelle d’une force d’impact

D’après [Inoue et al. 2001] le problème de reconstruction est linéaire en supposant

que le comportement de la structure est linéaire élastique et que ses propriétés mécaniques

sont invariantes dans le temps. En effet, dans ces hypothèses la structure agit comme un

système linéaire temporellement invariant (LTI) pour lequel le théorème de superposition

s’applique. Ainsi, la réponse q : t ↦→ q(t) de la structure en un point, consécutive à une

excitation ponctuelle f : t ↦→ f(t), est donnée par le produit de convolution :

q(t) = (f ∗ g)(t) =
∫ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ =

∫ t

0
g(τ)f(t− τ)dτ (1.2)

où g : t ↦→ g(t) désigne la réponse de la structure au même point pour une impulsion de

Dirac appliquée au même point d’excitation. Pour s’en convaincre, la réponse à l’instant
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t donnée par (1.2) peut se voir comme une somme infinie de réponses impulsionnelles

évaluées à l’instant t, d’amplitude f(τ) et retardées de τ , avec τ prenant toutes les valeurs

dans l’intervalle [0, t]. Les réponses impulsionnelles caractérisent donc complètement le

comportement de la structure pour une excitation quelconque.

En pratique, c’est un capteur qui enregistre n+ 1 valeurs de la réponse q avec une période

d’échantillonnage ∆t. On a donc accès au vecteur de réponse Q = (q(0) q(∆t) ... q(n∆t))T .

Le produit de convolution (1.2) peut alors être approché par une sommation de Riemann.

A l’instant tk la réponse vérifie donc la relation suivante :

q(tk) ≈ ∆t
k∑
i=1

g(ti)f(tk − ti) (1.3)

où ti = i∆t désigne un instant de mesure. Bien sûr, la période d’échantillonnage du capteur

doit être choisie suffisamment petite pour que l’approximation (1.3) soit convenable. En

particulier, ∆t doit au moins permettre de capturer les principales variations de l’excitation

appliquée. Finalement, l’équation (1.2) discrétisée en temps se réduit au système matriciel

linéaire :

Q = GF (1.4)

avec F = (f(0) ... f(tn−1))T et G la matrice carrée triangulaire inférieure de taille n dont

la ligne k est donnée par Lk = ∆t(g(tk) ... g(t1) 0 ... 0).

Le problème de reconstruction de la force d’impact F semble donc se résumer à l’identi-

fication de F en inversant la matrice G, appelée matrice de transfert. L’identification de

la matrice de transfert G est toujours un sujet de recherches mais plusieurs techniques

numériques ou expérimentales existent. Une analyse modale théorique est utilisée dans [Li

and Lu 2016] pour déterminer les matrices de transfert d’une poutre encastrée-libre et

d’une plaque simplement supportée sur ses bords. La matrice de transfert d’un élément

structurel de pont est déterminée expérimentalement dans [Khalori et al. 2016]. Des im-

pacts sont appliqués sur une grille de points de référence et les mesures de force et de

réponse vibratoire sont utilisées pour identifier les réponses impulsionnelles pour chaque

couple point d’impact/point de mesure. La même technique est employée avec un modèle

éléments finis dans [Vladislav et al. 2012] pour obtenir les fonctions de transfert d’un

panneau courbe troué. Une technique d’interpolation est utilisée pour raffiner la grille de
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points de référence correspondant au maillage du modèle.

Par construction, G est triangulaire inférieure donc son déterminant est égal à det(G) =

(g(∆t))n. Si la période d’échantillonnage est suffisamment petite, alors g(∆t) ̸= 0 et G est

inversible. Cependant, G présente l’inconvénient d’être généralement mal conditionnée.

D’après les relations (A.2) et (A.3), une petite erreur de mesure ∆Q ou de modélisation

∆G peut donc conduire à une solution F̂ très éloignée de F. On dit que le problème de

déconvolution est mal posé. L’origine de ce mauvais conditionnement est lié aux propriétés

des équations de Fredholm de première espèce, dont le problème de déconvolution (1.2)

est un cas particulier. On montre par exemple dans [Andrieux 2016] que des petites

perturbations haute fréquence des mesures q ou de la fonction de transfert g conduisent à

de grandes perturbations sur f . Il faut alors régulariser le problème de déconvolution en

introduisant des hypothèses supplémentaires sur la force d’impact. Plusieurs techniques

de régularisation existent, dans le domaine temporel ou fréquentiel.

1.2.1 Troncature de la décomposition en valeurs singulières - TSVD

La technique la plus simple pour régulariser le problème de déconvolution est la troncature

de la décomposition en valeurs singulières de la matrice de transfert G (Truncated Singular

Value Decomposition - TSVD). On note Q des mesures parfaites et E une perturbation

quelconque de sorte que Qm = Q+E désigne des mesures perturbées. En utilisant la SVD

de la matrice G, la solution « naïve » de (1.4) par inversion directe est donnée par :

F̂ =
n∑
i=1

Ui
TQm
σi

Vi (1.5)

où Ui et Vi désignent respectivement les colonnes i des matrices U et V, et où σi est la

i-ème valeur singulière 1 de G. Une étude est menée dans [Hansen 2002] sur l’influence

d’une perturbation E des mesures sur ∥F∥. L’auteur s’intéresse dans un premier temps à

l’évolution des quantités σi, |Ui
TQ| et |Ui

T Q
σi
|, évaluées numériquement, suivant l’indice

i. Les quantités |Ui
TQ| décroissent plus vite que les σi jusqu’à un certain indice, puis

atteignent un plateau correspondant au zéro machine ϵ. Passé cet indice, les valeurs singu-

lières σi supérieures au zéro machine amplifient ϵ. L’auteur conclut que la seule influence

1. On rappelle que G est inversible par hypothèse, donc σi > 0 pour tout i.
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des arrondis numériques conduit à une solution (1.5) instable 2 de norme élevée. Par suite,

l’auteur considère un bruit E modélisé par une distribution normale de moyenne nulle et

de variance quelconque. Son étude montre que la zone de décroissance rapide des termes

|Ui
TQm| se rétrécit à mesure que le niveau de bruit augmente. En conséquence, le nombre

de composantes perdues est d’autant plus important que le niveau de bruit augmente.

L’idée de la TSVD est de tronquer la série (1.5) avant la perte d’informations liée aux

arrondis numériques et au bruit :

F̂k =
k∑
i=1

Ui
TQm
σi

Vi (1.6)

C’est donc l’ordre de troncature k qui joue le rôle de paramètre de régularisation dans la

TSVD. Compte tenu de la discussion faite dans le paragraphe précédent, une approche

pour choisir l’ordre de troncature est par exemple de détecter le plateau des quantités

|Ui
TQm|. D’autres techniques de troncature ne nécessitant pas de contrôler ces quantités

sont présentées dans [Hansen 1998]. Notons que la seule inspection des valeurs singulières

ne permet pas de choisir l’ordre de troncature pour le problème de déconvolution. En effet,

[Hansen 2002] montre que les σi décroissent progressivement vers le zéro numérique, sans

saut particulier qui indiquerait un ordre de troncature privilégié.

La TSVD est utilisée dans [Leclère et al. 2004] pour reconstruire des charges dynamiques

appliquées sur le pivot d’un piston dans un moteur diesel. Les auteurs étudient l’influence

de l’ordre de troncature sur la qualité de reconstruction de l’évolution temporelle de l’ex-

citation. Il observent qu’un ordre de troncature trop élevé conduit à une solution instable

de norme élevée, tandis qu’un ordre de troncature trop petit conduit à une solution stable

mais ne représentant pas correctement l’excitation appliquée. [Chen and Chan 2017] uti-

lisent plusieurs variantes de la TSVD pour reconstruire des forces suiveuses appliquées sur

un tablier de pont. Ils proposent différentes techniques de choix des paramètres de régu-

larisation qu’ils appliquent à des mesures contaminées par des niveaux de bruits élevés

allant jusqu’à 10% de l’amplitude maximale.

2. Le même auteur montre dans [Hansen 1998] que l’instabilité est dûe aux changements de signes des
coordonnées de Ui et Vi d’autant plus fréquents que σi décroît, i.e. que i augmente.
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1.2.2 Régularisation de Tikhonov

[Tikhonov and Arsenin 1977] présentent une autre approche pour résoudre un problème

inverse linéaire du type (1.4). Les auteurs proposent de minimiser la fonctionnelle quadra-

tique :

∥Qm −GF∥2 + λ∥F∥2 (1.7)

où λ ≥ 0 est un paramètre de régularisation et ∥.∥2 désigne la norme euclidienne sur Rn+1.

L’idée est de minimiser le résidu tout en tempérant la norme de la solution obtenue. Suivant

la propriété recherchée sur la solution, on peut étendre la technique à la minimisation de :

∥Qm −GF∥2 + λ∥LF∥2 (1.8)

où L désigne un opérateur linéaire quelconque. Le choix est souvent fait d’utiliser un

opérateur de dérivation d’ordre 1 ou 2 pour tempérer les variations de la solution. D’après

[Demoment et al. 2002], un critère composite se met de manière plus générale sous la

forme :

P(Qm −GF) + λR(F)

Le paramètre de régularisation λ permet de choisir le degré d’importance à accorder au

résidu (fidélité aux données via la fonctionnelle P) par rapport aux propriétés souhaitées

sur F (fidélité à l’a priori via la fonctionnelle R). Une fidélité parfaite aux données est

obtenue pour λ = 0 et une fidélité parfaite à l’a priori est obtenue pour λ → +∞. L’idée

de minimiser un critère composite est de renoncer à obtenir la solution exacte à partir

des mesures disponibles qui sont inévitablement imparfaites. Comme dans la section pré-

cédente, on note Q les données parfaites et E la perturbation de sorte que Qm = Q + E.

On s’intéresse en fait à la classe de solutions {F̂ | ∥Qm −GF̂∥ ≤ k∥E∥}, avec k > 0 un

paramètre de tolérance, et on choisit une solution physiquement acceptable.

La minimisation de (1.7) présente l’avantage considérable d’être équivalente à la résolution

au sens des moindres carrés du système matriciel sur-déterminé :[
G
λI

]
F =

[
Qm
O

]
(1.9)

où I et O désignent respectivement la matrice identité et la matrice nulle de taille n. On

note A la matrice du système linéaire (1.9) et Y le membre de gauche. La matrice A est
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clairement de rang plein en colonnes. D’après l’annexe A, sa pseudo inverse est donnée

par A† =
(
ATA

)−1
AT . On note G = UΣVT une SVD de la matrice G. Tous calculs

faits on obtient A† =
[
V(ΣTΣ + λ2I)−1ΣTUT | (∗)

]
. On note Σ†

λ = (ΣTΣ + λ2I)−1ΣT .

L’unique solution au sens des moindres carrés de norme minimale est donnée par :

F̂λ = A†Y =
[
VΣ†

λUT | (∗)
] [ Qm

O

]
= VΣ†

λUTQm (1.10)

Tous les termes de Σ†
λ sont nuls sauf les n termes diagonaux donnés par σi/(σ2

i + λ2), au

lieu de 1/σi pour la solution obtenue par simple SVD. Le rôle du paramètre de régulari-

sation λ devient clair : les valeurs singulières grandes devant λ sont peu affectées par la

régularisation, on a alors σi/(σ2
i + λ2) ≈ 1/σi, tandis que les petites sont d’autant plus

atténuées qu’elles sont faibles devant λ. La régularisation de Tikhonov n’ignore donc pas

les petites valeurs singulières comme la TSVD mais tient compte de leur information tout

en limitant leur sensibilité au bruit.

Le choix du paramètre de régularisation λ est cependant délicat, et les méthodes existantes

pour le régler nécessitent souvent un temps de calcul important. On cite par exemple la

méthode de la courbe en L qui permet d’obtenir une valeur optimale de λ en un certain

sens [Hansen 1992]. Cette technique consiste à minimiser (1.7) pour plusieurs valeurs de

λ, puis à reporter sur un graphe log-log, pour chaque valeur de λ testée, la norme de la

solution obtenue en fonction de la norme du résidu. En fin de parcours, on retient la valeur

λL qui maximise la courbure de la courbe qui a généralement une forme en L. [Demoment

et al. 2002] expliquent que pour λ petit ∥F̂λ∥2 est très sensible aux variations de λ, le

graphe présente alors une partie verticale, tandis que pour λ grand c’est ∥Qm −GF̂λ∥2

qui est très sensible aux variations de λ, et le graphe présente une partie horizontale. Le

choix est donc fait de conserver la valeur pour laquelle les normes de la solution et du

résidu sont les moins sensibles aux variations du paramètre de régularisation.

[Jacquelin et al. 2003] montrent qu’en pratique la courbe obtenue peut présenter plusieurs

coins. Ils observent notamment ce phénomène pour le problème d’identification d’une

force d’impact appliquée sur une plaque circulaire uniforme. Les auteurs recommandent

d’utiliser plusieurs techniques de sélection du paramètre de régularisation pour décider de

la solution à retenir. On cite notamment la technique de validation croisée (Generalized
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Cross Validation - GCV) qui est développée dans [Golub et al. 1979]. La GCV consiste

à identifier une solution en retirant des échantillons de mesures puis à évaluer la capacité

de les restaurer à partir du modèle de réponse. On répète cette procédure pour plusieurs

valeurs de λ et on choisit en fin de parcours celle permettant de minimiser l’erreur de

prédiction.

[Choi et al. 2007] utilisent la régularisation de Tikhonov pour identifier des forces appli-

quées sur une plaque rectangulaire homogène simplement supportée sur ses bords modé-

lisée par éléments finis. Ils comparent les solutions obtenues pour différentes techniques

de choix du paramètre de régularisation (courbe en L et méthodes de validation croisée).

Ils montrent que la méthode de la courbe en L fournit les meilleurs résultats lorsque les

données sont très bruitées, mais que les méthodes de validation croisée sont plus précises

lorsque les données sont peu bruitées. [Boukria et al. 2009] identifient expérimentalement

des forces d’impact appliquées sur une plaque circulaire en aluminium encastrée sur son

pourtour en utilisant la régularisation de Tikhonov associée à la méthode de la courbe en

L.

1.2.3 Filtre de Wiener

Le filtrage de Wiener est l’analogue dans le domaine fréquentiel de la régularisation de

Tikhonov lorsque le bruit suit une distribution normale [Inoue et al. 2001]. En appliquant

la transformée de Fourier à (1.2), le produit de convolution se transforme en un simple

produit de spectres :

Qm(ω) = G(ω)F (ω) (1.11)

Bien qu’en apparence plus simple, l’identification de la force d’impact par estimation de sa

transformée de Fourier est affectéee par les mêmes problèmes que la déconvolution dans le

domaine temporel [Martin and Doyle 1996]. On note q les mesures parfaites et e l’erreur

commise de sorte que qm = q + e. En divisant par G(ω) l’équation (1.11) devient :

F (ω) = Q(ω)
G(ω) + E(ω)

G(ω) (1.12)

Il est classique de montrer que G(ω) est un filtre passe-bas de sorte que |G(ω)| → 0 pour

les fréquences élevées. La partie haute-fréquence de e, correspondant par exemple à du
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bruit de mesure, peut donc être considérablement amplifiée. Il est possible d’utiliser le

filtrage de Wiener pour tempérer cette amplification. Le filtre de Wiener est défini lorsque

le bruit e est décorrélé de q et de f par :

W (ω) = 1
G(ω)

|G(ω)|2

|G(ω)|2 + See(ω)/Sff (ω) (1.13)

où See et Sff désignent respectivement les spectres des fonctions d’auto-corrélation du

bruit et de l’excitation. On observe que le filtre de Wiener est constitué de la mise en série

d’un filtre inverse, donnant la solution exacte si l’erreur est nulle, et d’un filtre de lissage,

analogue aux termes σi/(σ2
i +λ2) dans la régularisation de Tikhonov, réduisant l’influence

de l’erreur dans la bande de fréquences |See(ω)| ≫ |G(ω)|2|Sff (ω)|.

Une estimation du spectre de la force d’impact est alors théoriquement obtenue par

F̂ (ω) = W (ω)Qm(ω). En pratique, le terme See(ω)/Sff (ω) est inconnu mais il peut être

identifié par une technique de réglage appropriée. [Inoue et al. 1992] utilisent plusieurs

jeux de données avec différents niveaux de bruit pour identifier le filtre de Wiener. Ils

parviennent à reconstruire des impulsions longitudinales appliquées sur l’extrémité d’une

poutre encastrée-libre. [Gunawan 2015] remplace See(ω)/Sff (ω) par une coefficient de

régularisation K qu’il règle par la méthode de la courbe en L. Cette technique lui permet

d’identifier expérimentalement la force d’impact exercée par une bille en acier projetée sur

une poutre.

1.2.4 Régularisation par contrôle de dimension

Par opposition aux techniques de minimisation d’un critère composite, comme la régulari-

sation de Tikhonov, il existe des méthodes de régularisation par contrôle de la dimension

du problème. Ces techniques consistent essentiellement à minimiser ∥Qm−GF∥2 en cher-

chant le minimum dans un sous-espace de dimension réduite.

Une force d’impact f se caractérise typiquement par une fonction continue à support com-

pact admettant un pic principal, éventuellement suivi d’une répétition de pics de plus

petites amplitudes. Plusieurs modèles paramétriques de loi d’impact peuvent être envisa-

gés, comme un demi-sinus pour représenter un choc mou, ou un quart de cosinus pour

représenter un choc dur. Pour représenter des variations plus complexes, on peut sup-
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poser que f se décompose sur une famille de fonctions régulières. Le problème consiste

alors à rechercher les coefficients de la décomposition permettant de minimiser un écart

prédictions-mesures. Les inconnues du problème de reconstruction ne sont plus les quan-

tités (f(ti))1≤i≤n, mais r ≪ n coefficients permettant de décrire une loi paramétrique. On

observe que cette réduction de dimension est généralement favorable pour améliorer la

robustesse d’une procédure d’identification.

[Wang and Chiu 2003] s’intéressent à l’identification de la force d’impact appliquée sur

une poutre simplement supportée sous la forme d’un Dirac d’intensité inconnue. [Yan and

Zhou 2009] s’intéressent à l’intensité et à la durée de la force d’impact appliquée sur un

panneau raidi composite. Ils recherchent pour cela la force appliquée sous la forme d’un

demi-sinus d’intensité et de durée inconnues. [Qiao et al. 2015] recherchent les variations

précises des forces d’impact appliquées sur une coque en acier encastrée-libre sous la forme

d’une superposition de B-splines cubiques.

1.2.5 Bilan sur les méthodes de reconstruction

On a présenté les méthodes de reconstruction les plus fréquemment rencontrées dans la

litterature scientifique pour reconstruire une force d’impact appliquée sur une structure

LTI lorsque le point d’application de la force est connu. La TSVD, la régularisation de

Tikhonov et le filtrage de Wiener offrent un cadre général pour l’identification d’une ex-

citation quelconque, et pas seulement une force d’impact. En revanche, les techniques de

régularisation par contrôle de dimension nécessitent un fort a priori sur l’excitation que

l’on recherche. Cela les rend néanmoins adaptées pour identifier une force d’impact que

l’on peut raisonnablement supposer positive et de courte durée.

L’état de l’art présenté sur les méthodes de reconstruction n’est bien sûr pas exhaustif et

de nombreuses autres approches peuvent être envisagées pour identifier une force d’impact.

Par exemple, l’inversion du système matriciel peut s’effectuer en utilisant un algorithme

itératif, et c’est le nombre d’itérations qui joue le rôle de paramètre de régularisation

[Gunawan and Homma 2004]. On cite également les méthodes probabilistes comme l’in-

férence bayesienne qui permettent de tenir compte des incertitudes sur les mesures et sur

le modèle de réponse, ainsi que des a priori disponibles sur la solution recherchée [Zhang
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et al. 2012][Aucejo and Smet 2016]. On cite par ailleurs la formulation par variables

d’état [Hollandsworth and Busby 1989], l’identification d’un système ARX et son inver-

sion [Park et al. 2009], et les réseaux de neurones entraînés à partir d’un jeu de données

expérimentales [Akhavan et al. 2000] ou numériques [Sarego et al. 2017]. Les techniques

basées sur les réseaux de neurones peuvent s’étendre aux structures présentant un compor-

tement non-linéaire [Ghajari et al. 2013]. Les autres techniques peuvent néanmoins résister

à de faibles non-linéarités, comme de la plasticité locale lorsque la structure étudiée est

métallique [Tran 2014].

1.3 Problème inverse de localisation du point d’impact

Le problème de localisation est en général formulé comme un problème inverse non

linéaire. Il est en ce sens plus difficile à résoudre que le problème inverse de reconstruction,

comme en témoigne le faible nombre de techniques générales qui existent pour le traiter.

Avant de présenter ces techniques, commençons par décrire les différentes régions que l’on

peut observer dans une réponse vibratoire consécutive à un impact pour une structure LTI

initialement au repos.

Un impact génère tout d’abord des ondes élastiques qui se propagent vers les frontières

de la structure. Suivant les propriétés du milieu de propagation et sa géométrie, ces ondes

élastiques peuvent se disperser, se réfléchir et s’interférer de façon plus ou moins complexe

[Doyle 1989]. Si l’énergie de l’impact est suffisamment élevée, mais assez faible pour consi-

dérer un comportement linéaire élastique, alors ces ondes se réfléchissent aux frontières de

la structure pour se superposer en modes de vibration. Du fait des divers types d’amortis-

sement liés aux frottements internes au sein du matériau ou aux conditions aux limites, la

réponse modale se caractérise par un régime d’oscillations amorties. Au final, une réponse

vibratoire consécutive à un impact se divise typiquement en trois régions (voir Figure 1.1) :

(I) La région de repos (t < tprop),

(II) La région dominée par la propagation des ondes élastiques (tprop ≤ t < tmodes),

(III) La région dominée par les modes de vibration (t ≥ tmodes).
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q(t)

ttprop tmodes

(I) (II) (III)

Figure 1.1 – Illustration des trois types de régimes dans une mesure vibratoire consécutive
à un impact (extraite des données expérimentales utilisées dans le Chapitre 7).

1.3.1 Techniques de triangulation

Une première approche pour localiser l’impact est d’utiliser la frontière entre les régions

(I) et (II), en utilisant les temps d’arrivée de certains types d’ondes aux différents capteurs

placés sur la structure. Les décalages temporels sont ensuite convertis en distances à partir

d’un modèle de vitesse de propagation de ces ondes. [Doyle 1989] présente des modèles de

propagation d’ondes de flexion pour des structures homogènes isotropes 1D et 2D. [Su and

Ye 2009] s’intéressent aux milieux anisotropes 2D et établissent les modèles de propagation

des ondes de Lamb. Ces ondes se propagent dans une plaque solide à surfaces libres. Ils

mettent en évidence l’importance du produit fréquence-épaisseur f.h sur la vitesse de

propagation d’une onde de Lamb de fréquence f dans une plaque composite d’épaisseur

h. En particulier, ils montrent que pour f.h < 1000 [Hz.m] seuls les modes fondamentaux

antisymétrique A0 et symétrique S0 se propagent. Les modes d’ordre supérieurs ne se

propagent que lorsque le produit fréquence-épaisseur est supérieur à 1000 [Hz.m]. Pour un

impact transverse d’énergie suffisamment faible, ils remarquent que i) le contenu spectral

de la force d’impact n’excite pas les modes d’ordres élevés et que ii) le mode fondamental

antisymétrique A0 domine le mode fondamental symétrique S0. Il s’ensuit que la détection

du mode A0 est particulièrement adaptée pour identifier la frontière (I)-(II) dans le cas

d’un impact transverse basse énergie. Le principal avantage de ces techniques est qu’elles

ne dépendent pas des conditions aux limites de la structure - les ondes ne se sont pas encore
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réfléchies aux frontières - mais seulement des propriétés mécaniques du milieu entre les

capteurs. Un autre avantage considérable est que tout impact génère des ondes élastiques

alors qu’il doit être d’énergie suffisamment élevée pour que la structure vibre et que la

région (III) soit significative pour être utilisée dans une méthode de localisation. Ces

techniques nécessitent des capteurs à fréquence d’échantillonnage élevée pour détecter les

passages des ondes élastiques, les vitesses de propagation étant de l’ordre du km/s, et un

modèle de propagation qui peut être difficile à établir si le milieu est complexe.

La première étape pour effectuer une triangulation est donc d’estimer précisément les

temps d’arrivée des ondes aux différents capteurs (Time Of Arrival - TOA). D’après [Park

et al. 2009] il existe principalement trois approches : le dépassement d’un seuil, l’identi-

fication du pic principal et l’identification d’un double pic. Une estimation trop grossière

des TOA se traduit par une grande incertitude sur la localisation de l’impact puisqu’ils

sont multipliés par la vitesse de propagation des ondes qui est de l’ordre du km/s. L’esti-

mation des TOA devient problématique dès lors que les signaux mesurés sont bruités par

l’environnement de la structure et que le ratio signal/bruit est faible. Plusieurs techniques

de filtrage des mesures peuvent être utilisées pour lisser leurs variations. Une fois les TOA

identifiés aux différents capteurs, une triangulation à partir d’un modèle de vitesse de

propagation peut être utilisée pour localiser l’impact.

Ce type de méthodes a été développé pour des structures relativement simples de type

poutre et plaque, métallique ou composite. [Ahmari and Yang 2013] localisent numéri-

quement des impacts appliqués sur une plaque métallique simplement supportée sur ses

bords. Ils identifient les TOA sur 12 points de mesure virtuels par une technique de dé-

passement de seuil, puis ils utilisent un modèle de propagation d’ondes de flexion dans les

plaques pour localiser l’impact. Les auteurs ajoutent du bruit sur les mesures numériques

afin de valider la robustesse de leur procédure. [Zhao et al. 2017] détectent le passage

des ondes Lamb A0 dans une plaque composite carrée encastrée sur ses coins équipée de

4 jauges de déformation avec une fréquence d’échantillonnage de 1MHz. Ils utilisent une

technique de transformée en ondelettes pour identifier les TOA. Le problème de trian-

gulation est formulé par un système d’équations non-linéaires dépendant des angles de

propagation. Ils proposent de le résoudre numériquement à l’aide d’un algorithme mixant
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l’approche par essaim de particules (Particle Swarm Optimization - PSO) et l’approche

génétique (Genetic Algorithm - GA). [Frieden et al. 2012] s’affranchissent d’un modèle

de propagation dépendant de l’angle de propagation en entrainant un réseau de capteurs

à localiser des impacts à partir d’un jeu de données de référence. La structure étudiée

est une plaque composite rectangulaire encastrée sur deux bords opposés. Les données de

référence sont obtenues expérimentalement en appliquant des impacts sur une grille de

points et en enregistrant les TOA aux différents capteurs ainsi que les coordonnées du

point d’impact associé. Lorsqu’un impact est appliqué, ce jeu de données permet de déter-

miner des lignes d’iso-propagation par paires de capteurs. Les intersections de ces lignes,

ou à défaut le barycentre des points d’intersection, permettent de localiser l’impact. Ils

valident leur technique avec i) 4 accéléromètres ayant une fréquence d’échantillonnage de

1MHz et ii) 4 capteurs FBG avec une fréquence d’échantillonnage de 1GHz. L’utilisation

des capteurs FBG semble nécessiter moins de points de référence dans le jeu de données

initial. [Ruiz et al. 2013] utilisent une méthode statistique de validation croisée pour lo-

caliser des impacts appliqués sur une aile d’avion à partir de 9 capteurs piezo-céramique

mesurant des déformations. Ils utilisent un jeu de données constitué de 574 impacts de

référence permettant de déterminer le point d’impact. [Zhong et al. 2016] utilisent un

réseau de neurones, entraînés sur un jeu de 200 impacts de référence, pour simultanément

localiser et estimer l’énergie des impacts appliqués sur un panneau composite raidi. La

structure est équipée de 10 capteurs PZT disposés en étoile effectuant des mesures avec

une fréquence d’échantillonnage de 2MHz.

1.3.2 Techniques de balayage

Les techniques de balayage ont été développées pour éviter d’utiliser ces techniques de

triangulation qui nécessitent d’une part un modèle de propagation d’onde, et d’autre part

un réseau dense de capteurs à fréquence d’échantillonnage élevée. L’approche par balayage

consiste à résoudre un problème de reconstruction des données sur une grille de points

d’impact possibles. Le candidat qui minimise un certain écart prédictions-mesures est

retenu comme étant le point d’impact. Plutôt que de chercher à résoudre directement un

problème inverse non linéaire, on résout plusieurs fois un problème de reconstruction des
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données en supposant que l’impact a eu lieu sur un des points de la grille. Cela permet

notamment d’utiliser une plus grande partie de la réponse vibratoire avec une fréquence

d’échantillonnage plus petite, la région (III) étant dominée par un contenu fréquentiel de

plus basse fréquence.

[Li and Lu 2016] identifient simultanément le point d’impact et l’évolution temporelle

de la force appliquée sur une poutre encatrée-libre équipée de deux accéléromètres. Ils

résolvent le problème de reconstruction de la force d’impact sur une grille de points régu-

lièrements espacés avec la méthode de Tikhonov associée à la méthode la courbe en L. Le

point qui minimise la distance quadratique entre les prédictions et les mesures est choisi

comme étant le point d’impact. [Vladislav et al. 2012] valident numériquement la même

technique de balayage sur un modèle éléments finis de panneau homogène troué. La grille

de candidats correspond au maillage de la structure. Une technique d’interpolation leur

permet d’affiner la précision de localisation. [El-Bakari et al. 2014] utilisent un algorithme

PSO pour automatiquement sélectionner les points d’intérêt de résolution du problème

de localisation. Ils développent une technique qui s’affranchit du problème de reconstruc-

tion de l’excitation en tirant avantage du principe de réciprocité de Maxwell-Betti. Ils

appliquent numériquement leur technique sur une poutre simplement supportée, virtuelle-

ment équipée de 3 capteurs mesurant des déplacements, et soumise à une distribution de

pression.

1.3.3 Identification des participations modales

Une autre approche pour localiser un impact est d’identifier les participations de certains

modes de vibration dans la réponse vibratoire. L’idée sous-jacente est que les différents

modes de vibration d’une structure ne sont pas excités dans les mêmes proportions suivant

le point d’application de l’impact. On présente deux techniques qui ont été développées

sur ce principe et qui permettent de simultanément localiser un impact et estimer son

intensité.

[Briggs and Tse 1991] développent une technique dans le domaine fréquentiel sur l’hy-

pothèse que le spectre d’une force d’impact est plat dans une région basse fréquence. On

sait en effet que plus la durée d’une excitation est petite et plus son contenu spectral est
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large. En particulier, une impulsion modélisée par un Dirac excite uniformément toutes

les fréquences. Ils en déduisent que sur une plage de pulsations [0, ωc] le spectre d’une

mesure d’accélération consécutive à un impact de durée assez petite peut raisonnablement

se mettre sous la forme :

Ã(ω) ≈ −fω2
p∑
r=1

Arjk
ω2
r − ω2 + iηrω2

r

où f désigne l’intensité de l’impact, ωr < ωc et ηr sont respectivement la pseudo-pulsation

propre et l’amortissement modal du mode r ∈ J1, pK, et Arjk = ϕr(Mj)ϕr(Mk) est le

produit des déformées modales du mode r évaluées au point de mesure Mj et au point

d’impact Mk. Ils proposent dans un premier temps de constituer expérimentalement un

jeu de données Arjk sur une grille de points d’impact Mk de référence. Lorsqu’un impact

a lieu, une régression linéaire leur permet d’identifier simultanément l’intensité f et les p

coefficients Arjk à partir des mesures vibratoires de l’accéléromètre. Par suite, ils utilisent

leur jeu de données de référence pour localiser le point d’impact. Ils valident leur technique

sur un montage représentant un tiroir de disque équipé d’un accéléromètre, et ils retiennent

les p = 5 premiers modes de vibration dans leur analyse. Les intensités sont correctement

estimées mais le point d’impact n’est pas toujours déterminé de façon unique.

[Wang and Chiu 2003] ont développé une méthode d’identification des participations

modales dans le domaine temporel. Leur technique permet de simultanément localiser un

impact et estimer son intensité à partir d’une analyse modale de la structure. L’analogue

du jeu de données de référence utilisé dans la méthode de Briggs est ici la matrice modale

de la structure tronquée sur un nombre réduit de modes de vibration. Ils développent leur

méthode sur une poutre métallique simplement supportée sur ses extrémités en utilisant les

mesures d’un seul accéléromètre. Même si leur technique est présentée comme une simple

astuce mathématique, elle est suffisamment générale pour être étendue à des structures

plus complexes ayant un comportement linéaire élastique. On présente dans le paragraphe

suivant les différentes étapes qui les conduisent à ces résultats.

Ils utilisent la technique de superposition modale pour obtenir la réponse en accélération

projetée sur une famille de p modes de vibration. Le point de mesure sur la poutre est

noté Mj et le point d’application de l’impulsion est noté Mk. La réponse tronquée évaluée
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en Mj pour une impulsion d’intensité f ayant lieu à l’instant t = 0 en Mk est donnée par :

ã(t) = f
p∑
r=1

ϕr(Mj)ϕr(Mk)
ωr

e−ηrω0rt
[
ω2

0r(2η2
r − 1) sin(ωrt)− 2ηrω0rωr cos(ωrt)

]
Au lieu de garder pour inconnue le point d’application de l’impulsion Mk, noyé dans des

termes non linéaires, ils considèrent pour inconnues les quantités ϕr(Mk). Ils discrétisent

la poutre en 20 éléments (21 noeuds dont 2 fixes), et ne retiennent que les p = 4 premiers

modes de vibration dans leur analyse. Leurs inconnues sont donc l’intensité de l’impulsion

f , ainsi que les ϕr(Mk) pour r = 1, ..., 4. Mk est supposé être l’un des 19 degrés de

liberté. A l’aide d’un algorithme de minimisation et d’un jeu de paramètres initiaux non

précisés dans leur article, ils minimisent la somme des carrés des écarts entre les mesures

d’accélération et leur modèle de réponse avec pour inconnues les ϕr(Mk) et f . Ils notent

alors Dk = (ϕ1(Mk) ϕ2(Mk) ϕ3(Mk) ϕ4(Mk)) le vecteur ligne formé des déformées modales

des 4 modes évaluées au degré de liberté Mk, et D̂k l’estimation qu’ils en font avec leur

algorithme. Ils déterminent le point d’impact comme étant le degré de liberté l de leur

modèle de poutre minimisant le coefficient de corrélation :

MACkl = (D̂k.Dl
T )2

∥D̂k∥∥Dl∥

où les Dl sont connus puisque ce sont les lignes de la matrice modale de la poutre tronquée

aux 4 premiers modes de vibration. Le MAC est habituellement utilisé en analyse modale

expérimale pour le recalage essais-calculs comme mesure pour comparer deux modes de

vibration [Pastor et al. 2012]. Ici, le MAC n’est pas utilisé sur les colonnes de la matrice

modale représentant les déformées des modes, mais sur les lignes représentant les parti-

cipations modales. Ils obtiennent globalement de bons résultats pour la localisation des

impacts appliqués. Ils constatent cependant que leur méthode est très sensible au point

de mesure et qu’il est favorable d’éloigner l’accéléromètre du milieu de la poutre qui est

un nœud de vibration pour les modes de rang pair. Ils signalent également que le modèle

d’impulsion n’est pas approprié pour tous les impacts qui ont été appliqués sur la poutre.

Ils mentionnent qu’il serait plus avantageux d’utiliser un modèle de loi d’impact triangu-

laire mais ils n’ont pas donné de suite à leur travail dans cette direction depuis la parution

de leur article. [Wang 2002] adapte cette technique 3 pour la localisation d’une sinusoïde

3. L’article paru en 2003 a été soumis avant celui paru en 2002.
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de fréquence connue mais d’intensité inconnue.

Les techniques basées sur les participations modales présentent l’avantage d’utiliser un

modèle de réponse linéaire qui peut s’identifier par régression. Le choix des modes à re-

tenir dans l’analyse ainsi que le positionnement du capteur sont les principales difficultés

soulevées par ces approches. Un choix de modes arbitraire et un positionnement du cap-

teur aléatoire peuvent facilement conduire à des problèmes de non-unicité de la solution.

Ces techniques ne permettent pas actuellement de reconstruire les variations de la force

d’impact, mais seulement d’identifier son intensité.

59



CHAPITRE 1. ETAT DE L’ART

60



Chapitre 2

Etude sur la possibilité d’identifier
un impact à partir de la réponse
libre d’une structure à N degrés
de liberté

Résumé : Notre problème porte sur l’identification d’un impact d’énergie suffisante pour
exciter des modes de vibration globaux d’une structure. L’objectif de ce chapitre est
d’étudier la possibilité de localiser un impact et de reconstruire son évolution temporelle
à partir de mesures effectuées majoritairement dans le régime d’oscillations libres. On
considère pour cela une structure à N degrés de liberté soumise à une excitation ponc-
tuelle et on établit un modèle de réponse à l’aide de la technique de superposition modale.
On montre que le vecteur de participation modale amplifié (VPMA) permet de localiser
une excitation et d’estimer son intensité. En revanche, on met en évidence l’impossibi-
lité de reconstruire exactement une évolution temporelle de force d’impact quelconque à
partir de la réponse libre.
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2.1 Images de l’évolution temporelle d’une excitation et de
son point d’application dans la réponse vibratoire

On considère une structure linéaire élastique avec des propriétés mécaniques invariantes

dans le temps discrétisée par la méthode des éléments finis. La structure discrétisée possède

N degrés de libertés (ddl) qu’on regroupe dans un vecteur q = (q1 ... qN )T . On suppose que

la structure est initialement au repos, et qu’elle est soumise à une excitation f : t ↦→ f(t)

au ddl indexé F (voir Figure 2.1).

C

t ↦→ q(t)
t ↦→ f(t)

F

Figure 2.1 – Enregistrement de la réponse vibratoire en C consécutive à un impact en F
appliqué sur une structure discrétisée.

Dans ces conditions, les équations du mouvement de la structure discrétisée sont d’après

[Gmür 2012] :
Mq̈(t) + Dq̇(t) + Kq(t) = f(t)

q(t) = 0, ∀t < 0
q̇(t) = 0, ∀t < 0

(2.1)

où M,D,K sont respectivement les matrices masse, amortissement et rigidité de la struc-

ture discrétisée. Toutes les coordonnées du vecteur force f(t) sont nulles sauf celle indexée

F qui vaut f(t). On suppose que la matrice d’amortissement satisfait la condition de frot-

tement de Rayleigh 1, c’est-à-dire qu’elle est de la forme D = αM + βK. En normalisant

les modes de vibration par rapport à la matrice masse, la matrice modale Φ = [ϕ1|...|ϕN ]

1. Plus généralement, on montre dans [Gmür 2012] que les équations normales sont découplées lorsque
la matrice D satisfait la relation DM−1K = KM−1D appelée condition de frottement de Caughey. La
matrice ΦTDΦ est alors diagonale.
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diagonalise simultanément M,D,K de la façon suivante :

ΦTMΦ = I
ΦTKΦ = diag(ω2

01, ..., ω
2
0N )

ΦTDΦ = diag(2η1ω01, ..., 2ηNω0N )
(2.2)

où ω0i et ηi désignent respectivement la pulsation propre et l’amortissement modal du

i-ème mode de vibration ϕi. En projetant les équations (2.1) dans la base modale de sorte

que :

q(t) = Φz(t) (2.3)

et en les pré-multipliant par ΦT avant d’utiliser les relations (2.2), on obtient un système de

N équations différentielles linéaires d’ordre deux découplées. Pour i = 1, ..., N les équations

du mouvement de la coordonnée généralisée zi, appelées équations normales, s’écrivent :

z̈i(t) + 2ηiω0iżi(t) + ω2
0izi(t) = ΦFif(t)

zi(t) = 0,∀t < 0
żi(t) = 0,∀t < 0

(2.4)

En supposant que la structure n’admet pas de modes rigides (ω0i > 0), la solution des équa-

tions normales (2.4) est donnée par un produit de convolution entre la force d’excitation

et la réponse impulsionnelle d’un système à 1 degré de liberté :

zi(t) = ΦFi(f ∗ gi)(t) = ΦFi

∫ t

0
f(τ)gi(t− τ)dτ (2.5)

où gi(t) = 1
ωi
e−ηiω0it sin (ωit) avec ωi = ω0i

√
1− η2

i . Ce produit de convolution traduit le

fait que le système à 1 ddl agit comme un système linéaire temporellement invariant pour

lequel le théorème de superposition est valable. On note C l’index d’un ddl sur lequel est

placé un capteur mesurant la réponse q. En injectant (2.5) dans (2.3), la réponse enregistrée

au ddl indexé C est donnée par :

q(t) =
N∑
i=1

ΦCiΦFi(f ∗ gi)(t) (2.6)

En particulier, la réponse impulsionnelle g de la structure est donnée par :

g(t) =
N∑
i=1

ΦCiΦFigi(t) (2.7)
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En séparant dans (2.6) les termes qui dépendent du point de mesure C, de l’excitation f

et de son point d’application F , il vient :

q(t) = (ϕ∗
C)T .Df (t).ϕ∗

F (2.8)

où ϕi∗ désigne la i-ème colonne de ΦT et Df (t) = diag((f ∗ g1)(t), ..., (f ∗ gN )(t)). En

posant Lf (t) = (ϕ∗
C)T .Df (t) et XF = ϕ∗

F l’équation (2.8) devient :

q(t) = Lf (t).XF (2.9)

L’équation (2.9) met en évidence un nouveau point de vue vis-à-vis des grandeurs qu’il est

judicieux de vouloir identifier dans la réponse mesurée. L’image de l’évolution temporelle

f : t ↦→ f(t) de l’excitation dans la réponse est donnée par Lf : t ↦→ Lf (t), et celle de

son point d’application F est donnée par le vecteur XF. Présenté sous la forme (2.9), le

problème d’identification d’un impact est en fait un problème inverse bilinéaire. En effet,

pour une excitation f donnée (resp. un point d’impact F donné), le modèle de réponse est

linéaire par rapport à XF (resp. Lf ). Or, il est beaucoup plus facile d’identifier un modèle

linéaire qu’un modèle qui ne l’est pas à partir de mesures, en utilisant par exemple une

procédure de moindres carrés linéaire (voir section 4.1.2). Il faut néanmoins s’assurer que

les objets transformées Lf et XF permettent de remonter aux inconnues initiales f et F .

C’est ce que nous allons étudier dans les sections suivantes.

2.2 Développement d’une méthode de localisation d’une ex-
citation et d’estimation de son intensité à partir du
VPMA

Le vecteur XF donne les pondérations de chaque mode à la réponse temporelle suivant

le point d’application de l’excitation. Par définition, il a la propriété d’être commun à tout

point de la structure au sens où il ne dépend pas du point de mesure. Si l’excitation est

appliquée sur un noeud du mode i alors la coordonnée i de XF est nulle et le mode i ne

participe pas à la réponse. Pour cette raison, on appelle XF le vecteur de participation

modale (VPM) au sens où ses coordonnées indiquent les poids des différents modes de
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vibration suivant le point d’application de l’excitation. A titre d’exemple, les contributions

X1 et X2 des modes de flexion 1 et 2 d’une poutre simplement supportée soumise à une

excitation en son centre sont représentées sur la Figure 2.2.

F

ϕ1

X1 ̸= 0

X2 = 0

ϕ2

f

Figure 2.2 – Représentation des deux premières composantes du vecteur de participation
modale associé à une excitation appliquée au centre d’une poutre simplement supportée.

En fait, il existe un lien bijectif très simple entre le point d’application de l’excitation

et le VPM correspondant. Si les N modes de vibration de la structure discrétisée sont

connus alors la matrice modale complète Φ est disponible. La matrice ΦT est inversible

donc toutes ses colonnes sont linéairement indépendantes. En particulier, il existe une et

une seule colonne de ΦT qui est égale à XF = ϕ∗
F , et c’est précisément la colonne F .

Il est possible de conserver le lien bijectif entre F et toute homothétie non nulle de XF.

En effet, multiplier XF par un facteur λ ̸= 0 ne modifie pas les proportions dans lesquelles

les différents modes de vibration sont excités. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer

que le raisonnement précédent reste valable en remplaçant « égal à » par « colinéaire à » :

le ddl F auquel est appliquée l’excitation s’obtient en recherchant l’unique colonne de

ΦT colinéaire à λXF. On peut tirer avantage de cette propriété pour estimer l’intensité

de l’excitation appliquée. Dans la suite de cette section on remplace la notation f(t)

de l’évolution temporelle de l’excitation par fψ(t), où ψ désigne l’évolution temporelle

unitaire de l’excitation et où f est un réel désignant son intensité. En posant ZF = fXF,
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qu’on appelle le vecteur de participation modale amplifié (VPMA), le modèle de réponse

(2.9) s’écrit :

q(t) = Lψ(t).ZF (2.10)

On retiendra donc les définitions suivantes :

Définition 2.2.1 (VPM-VPMA). Soit une structure soumise en un point F à une exci-

tation d’intensité f , et (ϕi)1≤i≤p une famille de p modes de vibration. On appelle vecteur

de participation modale (VPM) associé à la famille (ϕi)1≤i≤p le vecteur colonne de taille

p défini par XF = (ϕ1(F ) ... ϕp(F ))T . On appelle alors vecteur de participation modale

amplifié (VPMA) le vecteur ZF = fXF.

Remarque 2.2.1. Pour une structure discrétisée, F désigne un degré de liberté en dépla-

cement ou en rotation, et ϕi(F ) désigne la déformée du mode i pour ce degré de liberté.

L’intensité de l’excitation n’est alors rien d’autre que le coefficient de colinéarité entre ZF

et la colonne F de ΦT :

f = (ϕ∗
F )T .ZF
∥ϕ∗

F ∥2
(2.11)

Cette façon d’estimer l’intensité d’une excitation présente des avantages qui deviendront

clairs dans la section 4.1.3 lorsque nous considérerons un VPMA tronqué sur une famille

réduite de modes de vibration connus.

Terminons par relever que cette procédure est valable pour tout type d’excitations, et pas

seulement pour les excitations de type force d’impact que nous allons considérer à partir

de la section suivante. Le ddl F auquel est appliquée l’excitation s’obtient en recherchant

l’unique colonne de ΦT colinéaire au VPMA, et le coefficient de colinéarité est précisément

l’intensité f de l’excitation (voir Figure 2.3).
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ΦT =

ϕ∗
F

ZF = f.ϕ∗
F

ϕ∗
1 ϕ∗

Nϕ∗
F

... ...

N

N

Figure 2.3 – Illustration de la procédure de localisation d’une excitation et d’estimation
de son intensité à partir du VPMA.

2.3 Mise en évidence de l’impossibilité de reconstruire une
force d’impact quelconque à partir de la réponse libre

Dans la section 2.1, on a considéré une excitation quelconque f et on a montré que

la réponse complète faisait intervenir des produits de convolution avec des réponses im-

pulsionnelles dans Lf . On rappelle que Lf est l’image de f dans la réponse et que notre

démarche consiste à savoir s’il est possible de retrouver f à partir de Lf . On considère

à présent que l’excitation est une force d’impact et on va montrer que la majorité de la

réponse mesurée consiste en des oscillations libres qui peuvent se décrire par une superpo-

sition de sinusoïdes amorties exponentiellement. On en déduira que l’information résiduelle

de f dans la réponse libre est incomplète et qu’il est impossible, en général, de reconstituer

la force d’impact à partir de Lf .

D’après [Lalanne 1999] un impact se définit comme une excitation de durée finie T qui est

brève devant un temps caractéristique de réponse de la structure, par exemple tc = π/ω01

où ω01 désigne la première pulsation propre non nulle de la structure. Si l’intensité de

l’impact est suffisante, l’expérience montre que des ondes élastiques se propagent du point

d’application de l’impact vers les frontières de la structure avant de se réfléchir et de se

superposer en modes de vibration. Cette phase vibratoire se caractérise par un régime

d’oscillations amorties et nous allons montrer que la réponse libre, c’est-à-dire observée

pour t ≥ T , peut être modélisée par une somme de sinusoïdes amorties exponentiellement.

Pour cela, on étudie dans un premier temps le mouvement z d’un système mécanique à

1 ddl initialement au repos soumis à une excitation f de durée finie T . L’équation du
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mouvement de ce système est de la forme :

z̈(t) + 2ηω0ż(t) + ω2
0z(t) = f(t)

z(t) = 0,∀t < 0
ż(t) = 0,∀t < 0

(2.12)

Passée la durée T , le second membre devient nul et le système est alors en oscillations

libres avec pour conditions initiales le mouvement imprégné à l’instant T . En faisant le

changement de variable u = t−T dans (2.12), z(t) devient y(u) et la réponse libre (u ≥ 0)

est décrite par :

ÿ(u) + 2ηω0ẏ(u) + ω2
0y(u) = 0

y(0) = z(T ) = zT
ẏ(0) = ż(T ) = żT

(2.13)

En posant ω = ω0
√

1− η2 la solution de (2.13) est donnée par :

y(u) = 1
ω
e−ηω0u(ωzT cos (ωu) + żT sin (ωu)) (2.14)

En revenant à la variable t et en utilisant l’identité a cos(x)+b sin(x) = Rsin(x−θ+π/2),

avec R = (a2 + b2)1/2 et tan θ = b/a, la réponse libre s’exprime sous la forme :

z(t) = Ae−ηω0t sin (ωt− ϕ) ou z(t) = Kg(t− τ) (2.15)

Ainsi, selon le point de vue, la réponse libre est une sinusoïde amortie exponentiellement

ou la réponse à un Dirac d’intensité K et retardé de τ , avec τ ≤ T , comme représenté sur

la Figure 2.4.
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f(t)
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τ0 T t

K

f(t)

Figure 2.4 – Impulsion équivalente décrivant la réponse libre d’un système mécanique à
1 ddl.

D’après la section 2.1, la réponse d’une structure à N ddl peut s’exprimer comme une

superposition de N réponses de systèmes mécaniques à 1 ddl découplés. En utilisant (2.15),

la réponse libre d’une structure discrétisée mesurée au ddl indexé C peut se mettre sous

la forme d’une somme de sinusoïdes amorties exponentiellement :

q(t) =
N∑
i=1

ΦCiΦFiAie
−ηiω0it sin (ωit− ϕi) (2.16)

ou de façon équivalente sous la forme d’une somme de réponses impulsionnelles modales

retardées et modulées en amplitude :

q(t) =
N∑
i=1

ΦCiΦFiKigi(t− τi) (2.17)

Lf est alors de la forme :

Lf (t) = (ΦC1K1g1(t− τ1) ... ΦCNKNgN (t− τN )) (2.18)

La réponse libre est donc complètement décrite par les propriétés modales de la structure

et N couples de coefficients (Ai, ϕi) ou (Ki, τi) qui dépendent du mouvement imprégné

à l’instant t = T . La durée d’un impact étant généralement très faible par rapport à la

durée des oscillations libres, c’est donc majoritairement sous la forme (2.18) que se trouve

Lf au cours des mesures vibratoires. Le modèle de superposition de sinusoïdes amorties

exponentiellement est donc adapté pour décrire la réponse d’une structure consécutive à

69



CHAPITRE 2. ETUDE SUR LA POSSIBILITÉ D’IDENTIFIER UN IMPACT À
PARTIR DE LA RÉPONSE LIBRE D’UNE STRUCTURE À N DEGRÉS DE
LIBERTÉ

un impact. En particulier, la réponse impulsionnelle de la structure au ddl indexé C s’en

déduit en prenant Ki = 1 et τi = 0 pour i = 1, ..., N .

Les relations (2.16), (2.17) ou (2.18) montrent que l’information résiduelle de l’évolution

temporelle de la force d’impact f dans la réponse libre d’une structure à N degrés de

liberté se résume à un ensemble de N couples de réels (Ki, τi). Passée la durée de l’impact,

les seules informations restantes sur f dans la mesure vibratoire à un instant t ≥ T

quelconque sont ces couples de réels qui ne dépendent pas du temps et ne sauraient a priori

caractériser les variations de f recherchées. Il semble donc illusoire de chercher à remonter

à l’information complète sur f à partir de la seule identification des couples (Ki, τi) par

une quelconque méthode. En effet, il est en général impossible de reconstruire une fonction

scalaire quelconque à partir d’un ensemble fini de réels, à moins qu’elle admette une loi

paramètrée. De la même façon, il est illusoire de vouloir distinguer des couleurs sur une

image en noir et blanc sans a priori (voir Figure 2.5). En revanche, plus le nombre de degrés

de liberté est grand et plus il est possible d’extraire d’informations sur f , de couleurs, au

travers des couples (Ki, τi). Cela montre déjà qu’il y aura un compromis à trouver entre la

précision souhaitée pour l’identification et le temps de calcul qui dépendra nécessairement

du nombre de degrés de liberté retenus dans l’analyse.

Bien sûr, si la réponse complète est utilisée, c’est-à-dire à partir de t = 0, alors toute

l’information sur l’excitation f est contenue dans la réponse mesurée q = f ∗ g. Notons

cependant que la période d’échantillonnage du capteur mesurant la réponse vibratoire doit

être suffisamment petite pour correctement capturer les variations de f qui sont inconnues.

Rajoutons que la déconvolution de f ne peut être robuste qu’en introduisant un paramètre

de régularisation dont le réglage nécessite une procédure coûteuse en temps de calcul (voir

section 1.2.2).
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Figure 2.5 – Perte d’informations sur une image en noir et blanc.

Terminons cette section en mentionnant qu’il existe des algorithmes permettant d’identifier

les coefficients d’une série de sinusoïdes amorties exponentiellement [Badeau 2005]. Il est

donc possible d’écrire (2.16) sous la forme :

q(t) =
N∑
i=1

Bie
−ηiω0it sin (ωit− ϕi) (2.19)

puis d’estimer les amplitudes Bi et les déphasages ϕi des sinusoïdes à partir des mesures

vibratoires. Cependant, cela ne permettraît pas d’identifier les ΦFi qui permettent de

localiser l’impact. En effet, les amplitudes sont de la forme Bi = ΦFiDi et tout couple

(λΦFi,
1
λDi), avec λ ̸= 0, permet de reconstituer l’amplitude Bi. Il s’agit d’une ambiguïté

d’échelle intrinsèque aux problèmes inverses bilinéaires [S. Choudhary 2014]. On utilisera

toutefois l’expression (2.19) pour démontrer certaines propositions pour l’identification

d’un impact arbitraire dans le Chapitre 5.

2.4 Considérations sur l’estimation de l’instant d’impact

Le modèle de réponse (2.10) nécessite d’être initialisé à l’instant d’impact qui est in-

connu dans la pratique. Pour une structure de dimensions suffisamment faibles initialement

au repos, on peut raisonnablement supposer que l’instant d’impact est confondu avec le

début du mouvement du capteur (voir Chapitre 6). En revanche, pour une structure de

plus grandes dimensions les ondes élastiques qui se propagent consécutivement à l’impact
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mettent un certain temps pour d’une part atteindre le capteur, et d’autre part pour se

réflechir et se superposer en modes de vibration amortis (voir section 1.3).

Il est possible de contourner ce problème d’au moins deux façons. La première approche

consiste à mettre l’instant d’impact en paramètre inconnu du modèle de réponse (voir

Chapitre 5). Il faut alors résoudre un problème d’optimisation fortement non linéaire avec

le risque de trouver un minimum local. La seconde approche consiste à placer plusieurs

capteurs sur la structure pour détecter plus précisément l’instant d’impact. Ils doivent

être distribués de sorte que l’erreur maximale que l’on puisse commettre sur l’instant

d’impact ne conduise pas à des erreurs trop importantes dans la procédure d’identification

de l’impact. Notons que l’influence d’une erreur d’estimation sur l’instant d’impact est à

comparer avec un temps caractéristique de réponse de la structure : une même erreur ∆t

n’a pas la même importance suivant la raideur de la structure.

Enfin, une autre approche pourrait être envisagée en travaillant dans le domaine fréquentiel

pour s’affranchir de l’erreur d’estimation sur l’instant d’impact. En effet, les proportions

dans lesquelles sont excités les modes de vibration suivant le point d’application de l’impact

sont indépendantes du temps 2, et le théorème du retard nous apprend que deux signaux

retardés ont même transformée de Fourier en module. Cependant, cette approche n’est pas

étudiée dans ce travail car la linéarité du modèle de réponse par rapport à ZF est perdue 3,

ce qui empêche son identification par les méthodes développées dans les Chapitres 4 et 5.

2.5 Bilan sur la possibilité d’identifier un impact à partir de
la réponse vibratoire mesurée en un point

Dans ce chapitre, nous avons introduit une approche indirecte pour identifier un impact

appliqué sur une structure à N degrés de liberté à partir de sa réponse vibratoire mesurée

en un point. Plutôt que de chercher à identifier directement la force d’impact f et son

point d’application F , on s’est intéressé à leurs images respectives Lf et XF dans la

formulation (2.9) obtenue par la technique de superposition modale. L’intérêt majeur de

2. Par définition ZF ne dépend pas du temps.
3. Soit S la transformée de Fourier d’un signal s. Le modèle de réponse dans le domaine fréquentiel est

|Q(ω)| = |L(ω).ZF| où la composante i de L(ω) est Ψ(ω)Gi(ω).
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cette formulation est qu’elle est linéaire par rapport aux images Lf et XF, et qu’il existe

des techniques robustes et peu coûteuses en temps de calcul pour identifier des modèles

linéaires à partir de mesures.

Les hypothèses que nous avons faites sont que l’impact est ponctuel, que la matrice d’amor-

tissement satisfait la condition de Caughey, que la structure n’admet pas de modes rigides 4

et qu’elle reste dans son domaine de comportement linéaire élastique. La condition de Cau-

ghey permet de diagonaliser la matrice d’amortissement. En pratique, [Gmür 2012] indique

qu’il est fréquent d’ignorer les composantes hors diagonale de la matrice d’amortissement

même si des couplages existent et sont observés expérimentalement. Cette simplification

est souvent faite lorsque la structure est faiblement dissipative et que ses fréquences propres

sont bien séparées. L’hypothèse de comportement linéaire élastique suggère que l’impact est

d’intensité suffisamment faible pour ne pas modifier les propriétés matériau (e.g. endom-

magement, plastification) ni engendrer de grandes déformations ou grands déplacements.

On reviendra sur la validité de ces hypothèses pour les structures impactées étudiées dans

les Chapitres 6 et 7.

On a montré que la formulation du problème de localisation d’une excitation en termes

de participations modales est linéaire alors que sa formulation directe ne l’est pas puisque

le point d’application F intervient dans des termes non-linéaires. Par suite, l’idée a été de

montrer qu’il existe un lien bijectif simple entre le point d’application de l’excitation et le

vecteur de participation modale qui permet de retrouver de façon unique F lorsque XF

est connu, ou plus généralement lorsque λXF est connu avec λ ̸= 0. Ce lien bijectif traduit

le fait que le point d’application de l’excitation détermine de façon unique les proportions

dans lesquelles les modes de vibration sont excités. Cela rejoint l’expérience qui montre

qu’appliquer une même force d’impact sur une structure en deux points différents produit

des vibrations différentes. On peut appeler ce phénomène la signature vibratoire

du point d’impact. En effet, le vecteur de participation modale est en bijection avec le

point d’application de l’excitation. La réponse vibratoire d’un capteur placé en n’importe

quel point de la structure est ainsi modulée par un même vecteur de participation modale.

4. En fait cette hypothèse n’est pas indispensable si l’on filtre la composante continue des mesures
vibratoires. On filtre ainsi le mouvement de corps rigide pour ne garder que le mouvement vibratoire qui
peut nous renseigner sur l’impact appliqué.
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L’approche développée pour la localisation est donc ponctuelle, contrairement aux tech-

niques de triangulation qui nécessitent par construction plusieurs capteurs (voir section

1.3.1).

Concernant le problème de reconstruction de la force d’impact, on a commencé par montrer

que l’intensité de l’impact pouvait facilement être évaluée à l’aide du vecteur de partici-

pation modale amplifiée ZF. Il suffit pour cela de localiser dans un premier temps le point

d’application F de l’excitation en recherchant l’unique colonne de ΦT qui est colinéaire à

ZF. Le coefficient de colinéarité est alors précisément l’intensité de l’impact. En revanche,

on a mis en évidence qu’il était impossible, en général, de reconstituer l’évolution tem-

porelle unitaire ψ de la force d’impact. En effet, dans le cas où l’excitation appliquée est

un impact, c’est-à-dire une excitation suffisamment brève et intense pour produire des

oscillations, on a montré que la réponse vibratoire peut raisonnablement se modéliser par

une somme de sinusoïdes amorties exponentiellement. Ces oscillations amorties libres, qui

constituent la majorité de la réponse vibratoire mesurable, ne donnent qu’une information

réduite sur l’impact qui a été appliqué. En effet, l’information restante sur l’excitation ψ

est un ensemble de N couples de réels (Ki, τi). Or, il est en général impossible de remonter

à une fonction scalaire à partir de la donnée d’un ensemble fini de réels, à moins que celle-ci

ne soit paramétrée par un petit nombre de paramètres. C’est pour cette raison que nous

étudierons au Chapitre 5 la possibilité de reconstruire la force d’impact appliquée sous

la forme d’une loi paramétrée. Cela permettra de plus d’utiliser des procédures beaucoup

moins coûteuses en temps de calcul.

Cependant, on a supposé tout au long de ce chapitre que les N composantes de Lf et

XF étaient connues exactement. Dans la pratique, seul un nombre réduit de modes de

vibration est disponible et on n’a accès qu’à une matrice modale tronquée. Le chapitre

suivant est consacré à l’adaptation de notre approche dans la situation où seul un nombre

p≪ N de modes de vibration est disponible.
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Chapitre 3

Développement d’une méthode de
localisation d’une excitation et
d’estimation de son intensité à
partir du VPMA tronqué

Résumé : Dans le chapitre précédent, tous les coefficients du modèle de réponse associés
aux N degrés de liberté de la structure étaient supposés connus, ce qui est impossible
dans la pratique. L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode permettant de
localiser une excitation et d’estimer son intensité à partir du VPMA tronqué sur une fa-
mille réduite de modes de vibration. L’idée nouvelle a été d’introduire l’hypothèse d’exis-
tence d’une famille de modes discriminants (FMD) dont les contributions déterminent
complètement le point d’application d’une excitation. On propose différentes méthodes
d’identification d’une FMD suivant que la structure soit considérée continue ou discréti-
sée. En particulier, on montre que les trois modes de flexion ϕ1,1, ϕ1,2 et ϕ2,1 d’une plaque
simplement supportée sur ses bords forment une FMD minimale et globale. Par suite,
une procédure de discrimination basée sur des calculs d’angles est développée pour loca-
liser un voisinage du point d’application d’une excitation et estimer son intensité à partir
du VPMA tronqué sur une FMD. On détermine les noyaux du problème de localisation
d’une excitation à ϵ-près et du problème d’estimation de son intensité à r%-près. L’étude
montre que le noyau du problème de localisation est non borné, ce qui est très favorable
pour la robustesse de la procédure de localisation.
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3.1 Mise en évidence du phénomène de signature vibratoire
du point d’application d’une excitation

Dans le domaine de la télédétection, une signature se définit par l’ensemble des éléments

qui permettent de caractériser un objet ou certaines de ses propriétés par un capteur 1.

Dans le cas qui nous occupe, l’objet est une excitation appliquée sur une structure, la

propriété recherchée est son point d’application, et nous utilisons un capteur permettant

de mesurer la réponse de cette structure en un point (mesures de déplacements, vitesses

ou accélérations).

On a évoqué en section 2.5 l’idée d’une signature vibratoire caractérisant le point d’applica-

tion d’une excitation à partir de mesures vibratoires en un point. En effet, la connaissance

des participations de tous les modes de vibration d’une structure discrétisée, mathémati-

quement l’identification du vecteur de participation modale XF, caractérise complètement

le point d’application de l’excitation. Il y a un lien bijectif entre le point d’application F

et son image XF dans la réponse vibratoire mesurée en un point. Dans la pratique, il est

clair que tous les modes de vibration de la structure discrétisée ne sont pas connus et que

seul un nombre p≪ N de modes sont disponibles. Notre démarche consiste à savoir s’il est

possible de définir la signature vibratoire du point d’application d’une excitation à partir

des contributions d’un nombre réduit de modes de vibration. Autrement dit, nous allons

chercher les conditions dans lesquelles il est possible d’établir un lien bijectif entre le point

d’application F d’une excitation et les participations de p modes de vibration au travers

d’un vecteur de participation modale tronqué. On étendra naturellement en section 3.2.2

le phénomène de signature vibratoire pour une structure continue puisqu’on ne considérera

qu’un nombre fini de modes de vibration.

Commençons par mettre en évidence, de façon intuitive et naïve, la possibilité de ré-

duire l’information à identifier pour caractériser le point d’application d’une excitation.

Imaginons pour cela que la structure étudiée est un piano accordé, et qu’on dispose d’un

microphone pour enregistrer le son d’une touche jouée. On se convainc aisément qu’il existe

un lien bijectif entre la note fondamentale du signal sonore enregistré et la touche jouée,

1. Définition Wikipedia d’une signature en télédétection.
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i.e. le point d’application de l’excitation. Par exemple, si la note fondamentale identifiée

est un La 440Hz, alors on en déduit la touche qui a été jouée. Bien sûr, la signature du

point d’application est ici acoustique au sens où le capteur utilisé, le microphone, est de

nature acoustique. Cependant, cette signature acoustique est bien l’image de la signature

vibratoire recherchée : le son enregistré est dû aux vibrations du mécanisme lié à la touche

jouée qui se communiquent à l’air de la caisse de résonance du piano. Remarquons que,

par construction, le piano a un accordage dissymétrique si bien que le microphone peut

être placé n’importe où. Si deux touches du piano étaient identiques, alors la position du

microphone aurait son importance : le temps d’arrivée du signal sonore au microphone,

si celui-ci n’est pas à équidistance des touches identiques, permettrait de discriminer la

touche jouée.

Etudions maintenant de façon plus rigoureuse le cas d’une poutre en flexion simplement

supportée sur ses extrémités subissant une excitation f en un point quelconque F (voir

Figure 3.1).

F

ϕ1

X1

X2

X1

−X2

F ∗

ϕ2

l l

f

Figure 3.1 – Discrimination du point d’application à partir du vecteur de participation
modale tronqué aux deux premiers modes de flexion.

Commençons par supposer que seule la contribution X1 du premier mode de vibration

en flexion est connue. Par définition X1 = ϕ1(F ) et comme ϕ1 est symétrique alors une
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excitation qui aurait eu lieu au point F ∗, symétrique de F par rapport au centre de la

poutre, aurait aussi conduit à la contribution X1 = ϕ1(F ) = ϕ1(F ∗). Néanmoins, on

remarque que la connaissance de la contribution du premier mode dans la réponse permet

déjà de se restreindre à deux points candidats possibles 2. Si maintenant on suppose que

la contribution X2 du deuxième mode de vibration en flexion est connue, alors puisque

ϕ2 est antisymétrique on a ϕ2(F ∗) = −ϕ2(F ) qui permet de discriminer le point F ∗. En

conclusion, la connaissance du vecteur de participation modale tronqué XF = (X1 X2)T

permet de remonter de façon unique au point d’application F de l’excitation f : c’est le

seul point auquel peut avoir lieu une excitation quelconque pour exciter les deux premiers

modes dans une proportion (X1 X2) donnée.

Le point d’application d’une excitation appliquée sur une poutre simplement supportée,

considérée en tant que structure continue, admet donc une signature vibratoire réduite

aux contributions des deux modes de vibration en flexion. Cependant, celle-ci ne peut pas

être identifiée si le capteur est positionné au milieu de la poutre qui est un noeud modal du

deuxième mode de vibration en flexion. La réponse du capteur serait en effet identique que

l’excitation soit appliquée au point F ou au point F ∗. On étudiera en détail le problème

du placement du capteur pour l’identification du vecteur de participation modale tronqué

en section 5.3.3.

3.2 Hypothèse d’existence d’une famille de modes discrimi-
nants pour réduire la dimension du problème de locali-
sation d’une excitation et d’estimation de son intensité

On a vu dans la section précédente qu’il n’était pas toujours nécessaire de connaître

les contributions de tous les modes de vibration dans la réponse pour déterminer le point

d’application d’une excitation. Cela dépend bien sûr de la structure étudiée, et on a vu dans

le cas d’une poutre simplement supportée sur ses extrémités que les deux premiers modes

en flexion permettent de complétement caractériser le point d’application d’une excitation.

C’est ce que nous appelons des modes de vibration discriminants puisqu’il suffit d’identifier

2. En pratique, on verra que cela est impossible à réaliser puisque les contributions ne sont toujours
connues qu’à un facteur près. Il faut connaître au moins deux contributions pour que leur rapport soit
indépendant du facteur en question et permette de discriminer le point d’application de l’excitation.
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leurs contributions dans la réponse pour discriminer le point d’application de l’excitation.

La dimension du problème de localisation formulé en termes de participations modales

est donc significativement réduite lorsqu’une famille de modes discriminants (FMD) est

connue. On verra en section 5.3.1 que réduire la dimension du problème d’estimation du

VPMA permet non seulement de gagner en temps de calcul mais également en robustesse.

Le cas de la poutre simplement supportée sur ses extrémités a ceci de particulier que

la FMD formée des deux premiers modes de flexion permet de localiser une excitation

appliquée en n’importe quel point de la poutre. On verra que cette situation n’est pas

isolée (e.g. poutres et plaques avec différentes conditions aux limites) mais qu’il n’est a

priori pas certain qu’il existe une FMD de ce type pour toute structure parmi les modes

de vibration connus. Cela compris, on peut envisager deux définitions d’une FMD :

FMD globale : Les contributions des modes discriminants caractérisent complètement

la localisation d’une excitation appliquée en n’importe quel point de la structure,

FMD partielle : Les contributions des modes discriminants caractérisent la localisation

d’une excitation appliquée en certains points de la structure.

La première définition, plus puissante mais moins générale que la seconde, s’est avérée

applicable pour la majorité des structures simples étudiées. On montrera en section 3.2.4

en quoi les modes connus ne permettent pas toujours de former une FMD globale et on

utilisera une FMD partielle dans le Chapitre 7.

Dans les sections suivantes, on va définir les grandeurs tronquées avant de proposer des ca-

ractérisations d’une FMD, suivant que la structure soit considérée continue ou discrétisée.

On proposera en section 3.4 un algorithme permettant de rechercher une FMD à partir de

la connaissance d’un nombre réduit de modes de vibration connus d’une structure.

3.2.1 Projection du modèle de réponse sur une famille de modes de
vibration connus

Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose n’avoir accès qu’à un nombre fini p de

modes de vibration de la structure étudiée, avec p < N lorsqu’on considérera une structure

discrétisée à N degrés de liberté. Pour simplifier les notations, on suppose sans perte de
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généralité que les modes de vibration connus de la structure sont les p premiers 3 (ϕi)1≤i≤p.

On appelle réponse tronquée aux p modes sélectionnés le signal défini par :

q̃(t) =
p∑
i=1

ϕi(C)ϕi(F )(fψ ∗ gi)(t) (3.1)

qui correspond à la projection de la réponse complète sur la famille des modes propres

sélectionnés 4. On rappelle que ψ désigne l’évolution temporelle unitaire de l’excitation

et f son intensité (voir section 2.2). Dans le cas d’une structure discrétisée admettant

N degrés de liberté, on note Φ̃ la matrice modale tronquée de taille N × p. On conserve

cependant les notations Lψ pour l’image de ψ dans le signal tronqué, XF et ZF = fXF pour

désigner le VPM et le VPMA tronqués de tailles p× 1. Les formes des modèles de réponse

(2.9) et (2.10) sont donc préservées en projection sur la famille de modes sélectionnés en

remplaçant formellement q par q̃.

Signalons que la réponse tronquée (3.1) n’a en général aucune raison d’être proche de

la réponse complète. On sait cependant d’après [Gmür 2012] que lorsque l’excitation

appliquée est un Dirac, les contributions des modes propres d’ordre élevé deviennent vite

négligeables lorsque la distribution des pulsations propres ωi est large puisque les termes

de la série sont en 1
ωi
e−ηiω0it.

3.2.2 Définition d’une FMD par la propriété d’intersection des lignes de
vibration au point d’application d’une excitation arbitraire

Dans cette section, on considère une structure continue soumise à une excitation d’intensité

f en un point quelconque F , dont p modes de vibration ϕ1, .., ϕp sont connus. On note S

l’ensemble des points de la structure qui ne sont pas bloqués par des conditions aux limites.

L’objectif est de donner une caractérisation d’une FMD pour une structure continue,

sachant que les contributions des modes de vibration ne peuvent être connues qu’au facteur

f près en utilisant l’approche envisagée en section 2.2 pour localiser une excitation et

estimer son intensité à partir du VPMA. L’idée originale est de montrer que le point

d’application de l’excitation est toujours un point d’intersection de certaines lignes de

3. Cela permet d’éviter d’écrire (ϕσ(i))1≤i≤p où σ désigne la sélection de modes.
4. La relation est valide pour des modes de vibration normalisés par rapport aux masses modales (voir

section 2.1).
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vibration. On suppose p > 2 et on traitera le cas p = 2 dans la section 3.4.1.

Le vecteur de participation modale amplifié peut toujours se définir pour une structure

continue en se limitant aux contributions des p modes de vibration connus :

ZF = f (ϕ1(F ) ... ϕp(F ))T (3.2)

De façon analogue à la démarche utilisée pour la poutre en section 3.1, on cherche à

déterminer quels sont les points de la structure auxquels auraient pu avoir lieu l’excitation

pour exciter les p modes connus dans les proportions données par ZF.

Supposons que ZF est non nul. Sans perte de généralité, supposons ϕ1(F ) ̸= 0 si bien que :

ZF ∝
(

1 ϕ2(F )
ϕ1(F ) ...

ϕp(F )
ϕ1(F )

)T
(3.3)

On est conduit à rechercher les points M ∈ S auxquels auraient pu avoir lieu l’excitation

pour que les modes de vibration ϕ1, .., ϕp soient excités suivant les proportions respectives

λ2 = ϕ2(F )/ϕ1(F ), ..., λp = ϕp(F )/ϕ1(F ). Cela nous amène à généraliser la notion de ligne

nodale à celle de ligne d’iso-proportion λ entre les modes j et i :

Définition 3.2.1 (Ligne d’iso-proportion). On appelle ligne d’iso-proportion λ entre les

modes j et i le lieu des points de la structure défini par Lj/i(λ) = {M ∈ S | ϕj(M) =

λϕi(M)}.

Remarque 3.2.1. La ligne nodale du mode ϕi se déduit de la définition en prenant j = i

et λ = 0. On la note Li(0).

Remarque 3.2.2. Lj/i(λ) caractérise précisément l’ensemble des points M de la structure

auxquels peut avoir lieu une excitation pour que les modes ϕj et ϕi soient excités dans une

proportion λ donnée. La coordonnée j du VPMA, divisée par la coordonée i supposée non

nulle, est alors λ.

Remarque 3.2.3. On parlera de ligne de vibration lorsqu’on ne précisera pas les modes

de vibration considérés ni la proportion λ.
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D’après (3.3) le point F est un point d’intersection de p− 1 lignes de vibration 5 :

F ∈
p⋂
j=2

Lj/1(λj) (3.4)

Cela compris, la famille de modes est une FMD sur S\L1(0) si pour tout F ∈ S\L1(0)

on a l’égalité
⋂p
j=2 Lj/1(λj) = {F}, avec λj = ϕj(F )/ϕ1(F ). La famille de modes est donc

une FMD sur S\L1(0) si et seulement si les lignes d’iso-proportion associées à un point

quelconque F ∈ S\L1(0) se coupent en un unique point. Le point d’intersection est alors

nécessairement le point F d’après (3.4).

Supposons que ZF est nul. Dans ce cas, on peut dire que l’excitation a eu lieu au croisement

des p lignes nodales Li(0) des modes retenus :

F ∈
p⋂
j=1

Lj(0) (3.5)

Une condition nécessaire pour qu’une famille de modes soit discriminante est donc que

l’intersection de ses lignes nodales soit vide 6 ou réduite à un point. On retient donc les

définitions suivantes :

Définition 3.2.2 (FMD partielle). Soit (ϕi)1≤i≤p une famille de p modes de vibration

d’une structure et k ∈ J1, pK. Soit Z ⊂ S\Lk(0). On dit que (ϕi)1≤i≤p est une famille de

modes discriminants (FMD) sur Z si pour tout F ∈ Z on a
⋂p
j=1,j ̸=k Lj/k(λjk) = {F},

avec λjk = ϕj(F )/ϕk(F ). On dit alors que (ϕi)1≤i≤p est une FMD partielle sur Z.

Définition 3.2.3 (FMD globale). On dit que (ϕi)1≤i≤p est une FMD globale de la structure

si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) L’intersection des lignes nodales
⋂p
i=1 Li(0) est vide ou réduite à un point,

ii) Pour tout j ∈ J1, pK la famille (ϕi)1≤i≤p est une FMD sur S\Lj(0).

Remarque 3.2.4. En pratique, il n’est pas toujours nécessaire de vérifier ii) pour tout

j ∈ J1, pK, par exemple s’il existe une déformée qui ne s’annule pas sur S.

5. C’est un résultat général qui ne dépend pas du type d’excitation appliquée ni des modes retenus dans
l’analyse.

6. Bien sûr, si elle est vide la situation où ZF est nul ne se présente pas.
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Utilisons la caractérisation précédente pour montrer qu’une plaque simplement supportée

sur ses bords admet une FMD globale constituée de trois modes. On considère une plaque

rectangulaire métallique de dimensions a × b subisant une excitation normale à son plan

en un point quelconque F = (xF , yF ) ∈ S =]0, a[×]0, b[. On montre dans [Leissa 1969]

que les modes de vibration en flexion ϕi,j d’une telle plaque sont de la forme :

ϕi,j(x, y) ∝ sin
(
iπx

a

)
sin
(
jπy

b

)
(3.6)

La déformée du premier mode de vibration ϕ1 = ϕ1,1 ne s’annule donc que sur les bords

de la plaque. Or, nous avons supposé que l’excitation est normale au plan de la plaque et

hors d’un bord donc le premier mode est nécessairement excité, soit ϕ1(F ) ̸= 0. On pose

alors λ2 = ϕ2(F )/ϕ1(F ), λ3 = ϕ3(F )/ϕ1(F ) (avec ϕ2 = ϕ1,2 et ϕ3 = ϕ2,1) et on montre

que :

L2/1(λ2) = {(x, y) ∈ S | y = yF }
L3/1(λ3) = {(x, y) ∈ S | x = xF }

(3.7)

0 a

b

y

x

L2/1(λ2)

L3/1(λ3)

F

xF

yF

Figure 3.2 – Intersection de deux lignes d’iso-proportion d’une plaque au point d’appli-
cation d’une excitation.

On en déduit d’une part que les lignes de vibration sont des lignes verticales ou horizontales

(voir Figure 3.2), et d’autre part que (ϕ1, ϕ2, ϕ3) est une FMD globale. La Figure 3.3

représente les déformées modales de ces trois modes de flexion.
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Figure 3.3 – Déformées des trois modes de flexion ϕ1, ϕ2 et ϕ3 formant une FMD globale
d’une plaque simplement supportée sur ses bords.

Intuitivement, le mode ϕ1 sert de référence non uniforme, le mode ϕ2 permet de discriminer

les moitiés haute/basse de la plaque, et le mode ϕ3 permet de discriminer les moitiés

droite/gauche. Remarquons que la FMD (ϕ1, ϕ2, ϕ3) n’est pas nécessairement formée de

modes de vibration dont les fréquences propres associées se suivent. Si la dimension b de

la plaque est suffisamment grande par rapport à la dimension a on peut avoir ω1,3 ≤ ω2,1.

Il est remarquable que seulement trois modes de vibration soient suffisants pour discriminer

n’importe quel point d’application d’une excitation arbitraire appliquée sur une plaque

simplement supportée sur ses bords. En fait, on va montrer dans la section suivante que

c’est le nombre minimum de modes dont peut être constituée une FMD pour une structure

2D.

3.2.3 Nombre minimum de modes formant une FMD d’une structure
continue suivant la dimension de son paramétrage géométrique

On considère une structure continue dont la géométrie peut se paramétrer par d variables 7

x1, ..., xd, avec chaque xi pouvant prendre valeur dans un intervalle quelconque d’extré-

mités ai et bi avec ai < bi. On dit alors que le paramétrage géométrique de la structure

est de dimension d. Par exemple, une poutre a un paramétrage géométrique de dimension

d = 1 tandis qu’une plaque et un cylindre ont un paramétrage géométrique de dimension

7. Le résultat qu’on va établir est valable pour d ≥ 1 mais il est évident qu’en pratique on aura d ≤ 3.
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d = 2. L’objectif est de montrer qu’il existe un nombre minimum de modes que l’on doit

considérer pour former une FMD d’une structure continue 8.

Théorème 3.2.1. Soit une structure de dimension géométrique d et (ϕi)1≤i≤p une famille

de p modes de vibration. On a l’implication suivante :

(ϕi)1≤i≤p est une FMD⇒ p ≥ d+ 1

Démonstration. On suppose que (ϕi)1≤i≤p est une FMD. On note P ⊂ Rd le produit car-

tésien des d intervalles de variation des xi. Par exemple P = [a1, b1]× ...× [ad, bd] si tous

les intervalles considérés sont fermés. Pour i = 1, ...p, on note ϕi : P → R, M ↦→ ϕi(M)

l’application continue donnant la déformée d’un des p modes de vibration connus de la

structure. On note C ⊂ P un ouvert sur lequel ϕ1 ne s’annule pas. On définit λ : C →

Rp−1,M ↦→ λ(M) = (ϕ2(M)/ϕ1(M) ... ϕp(M)/ϕ1(M)). Par hypothèse, les modes considé-

rés forment une FMD. La section 3.2.2 nous apprend que les proportions suivant lesquelles

les modes de vibration sont excités sont uniques par rapport au point d’application. L’ap-

plication continue λ est donc injective : λ(P ) = λ(Q) ⇒ P = Q. La question est donc de

savoir si l’on peut avoir une injection continue d’un ouvert C ⊂ Rd vers Rp−1. D’après le

théorème de Brouwer [nLab authors 2018], il existe une injection continue de C dans Rp−1

si et seulement si p− 1 ≥ d. C’est donc une condition nécessaire pour que l’application λ

qui nous intéresse soit une injection continue.

La preuve du théorème précédent introduit la notion importante d’application proportion :

Définition 3.2.4 (Application proportion). Soit (ϕi)1≤i≤p une famille de modes de vi-

bration d’une structure de dimension géométrique d. Soit Cj un ouvert de Rd sur lequel

un mode quelconque ϕj ne s’annule pas. On appelle application proportion l’application

continue λj : Cj → Rp−1 définie par :

M ↦→ λj(M) =
(
ϕ1
ϕj

(M), ..., ϕj−1
ϕj

(M), ϕj+1
ϕj

(M), ..., ϕp
ϕj

(M)
)

Propriété 3.2.1. Si λj est injective sur Cj alors (ϕi)1≤i≤p est une FMD sur Cj.
8. L’hypothèse de structure continue est indispensable pour utiliser la continuité de l’application λ.

Pour une structure disctrétisée on peut trouver une FMD sans vérifier la relation (3.2.1) puisqu’il suffit
que la caractérisation géométrique décrite en section 3.2.3 soit vérifiée.
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Remarque 3.2.5. L’exigence d’injectivité traduit celle d’intersection réduite à un point

dans la définition donnée en section 3.2.2.

Remarque 3.2.6. On dit qu’une FMD est minimale lorsque p = d+ 1.

Exemple 3.2.1. Les modes de flexion ϕ1,1, ϕ1,2 et ϕ2,1 forment une FMD minimale (et

globale) de la plaque simplement supportée sur ses bords (d = 2 et p = 3).

Compte tenu de ce qui précède, une FMD pour une structure continue 2D contient au

moins trois modes. Pour s’en convaincre en images, supposons qu’on peut paramétrer la

structure par un couple (x, y) ∈ P = [0, 1]2. On va choisir deux modes ϕ1 et ϕ2 et on

va montrer que (ϕ1, ϕ2) ne peut pas être une FMD (raisonnement par contraposée). On

suppose pour simplifier que les conditions aux limites sont sur les bords et qu’un mode

ϕ1 ne s’annule pas en dehors des bords. On considère un deuxième mode quelconque

ϕ2. La fonction de proportion λ = ϕ2/ϕ1 est continue et définie sur C =]0, 1[2. On note

D = λ(C) =]λm, λM [ et λ0 ∈ D. Lorsque (x, y) parcourt C, λ décrit une surface dans C ×D

qui admet une ligne de niveau λ0 (voir Figure 3.4). La valeur λ0 est donc prise plusieurs

fois donc λ n’est pas injective, donc (ϕ1, ϕ2) n’est pas une FMD.

x1

x2

λM

D = λ(C)

λm

C

λ0

1

0

1

Figure 3.4 – Non injectivité de λ : R2 ⊃ C → D ⊂ R.
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3.2.4 Caractérisation géométrique de la matrice modale tronquée sur
une FMD

Dans cette section, on considère une structure discrétisée admettant N degrés de liberté

soumise à une excitation quelconque au ddl indexé F . On suppose que le ddl indexé F

est un degré de liberté de déplacement et que les N degrés de liberté considérés sont des

degrés de liberté en déplacement (quitte à retirer toutes les lignes de la matrice modale

tronquée correspondant à des degrés de liberté en rotation). L’objectif de cette section est

de caractériser la matrice modale lorsqu’elle est tronquée sur une FMD.

La matrice modale tronquée Φ̃ s’obtient en sélectionnant p colonnes de la matrice inver-

sible Φ, et donc Φ̃ est de rang p. Φ̃T est également de rang p. Il existe donc p colonnes

indépendantes de Φ̃T et les (N − p) colonnes restantes en sont des combinaisons linéaires

(éventuellement nulles). Ainsi, il n’y a aucune raison pour que ZF = fϕ∗
F ne soit colinéaire

qu’à la seule colonne F de Φ̃T . Lorsque c’est le cas, cela signifie précisément que la famille

de modes retenus est une FMD. On retient donc la définition suivante d’une FMD pour

une structure discrétisée :

Définition 3.2.5 (FMD d’une structure discrétisée). Soit (ϕi)1≤i≤p une famille de p

modes de vibration d’une structure discrétisée à N dégrés de liberté. On note Z ⊂ J1, NK

un ensemble d’indices repérant certains degrés de liberté de la structure dans la matrice

modale tronquée. On dit que (ϕi)1≤i≤p est une FMD sur Z si pour tout i ∈ Z la colonne

ϕ∗
i n’est colinéaire à aucune autre colonne de Φ̃T . On dit que (ϕi)1≤i≤p est une FMD

globale si c’est une FMD sur Z = J1, NK.

Remarque 3.2.7. Cette définition nous assure que ZF = fϕ∗
F est uniquement colinéaire

à la colonne indexée F de Φ̃T .

Une famille de p modes (ϕi)1≤i≤p est une FMD globale si et seulement si la famille associée

(ϕ∗
i )1≤i≤N est constituée de vecteurs (de taille p) deux-à-deux indépendants. On peut donc

déterminer si la famille est discriminante en calculant les angles mutuels entre les ϕ∗
i et

en vérifiant s’ils sont non nuls modulo π. Cela nécessite cependant d’effectuer CN2 calculs

d’angles, ce qui peut être prohibitif pour N grand puisqu’alors CN2 ∼ N2/2.

Pour réduire la combinatoire, on va donner une caractérisation géométrique d’une famille
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de modes discriminants. Remarquons tout d’abord que si la famille (ϕ∗
i )1≤i≤N est consti-

tuée de vecteurs deux-à-deux indépendants alors la famille (ϕ∗
i /∥ϕ∗

i ∥)1≤i≤N conserve cette

propriété. De même, changer un ϕ∗
j en son opposé ne modifie pas non plus cette propriété

puisque les angles sont comptés modulo π. Compte tenu de ce qui précède, la propriété

suivante est vérifiée par une FMD globale d’une structure discrétisée :

Propriété 3.2.2. Si la famille (ϕi)1≤i≤p est associée à une famille de vecteurs (ϕ∗
j )1≤j≤N

correspondant à des points distincts d’une demi-sphère unité de dimension p, quitte à

normaliser les ϕ∗
j et à en retourner certains, alors c’est une FMD globale.

Remarque 3.2.8. On retrouve dans cette caractérisation d’une FMD l’exigence d’injec-

tivité étudiée en section 3.2.3.

La Figure 3.5 représente une famille de N = 6 vecteurs deux-à-deux indépendants placés

dans une demi-sphère unité de dimension p = 2 (demi cercle unité). On présente en

section 6.2 une visualisation analogue associée à la plaque étudiée expérimentalement avec

N = 161 et p = 3 (sphère unité).

x1

x2

ϕ∗
1

10
ϕ∗

6ϕ∗
2

ϕ∗
3

ϕ∗
4

ϕ∗
5

Figure 3.5 – Caractérisation géométrique d’une famille de p = 2 modes discriminants
d’une structure à N = 6 ddl.

Soit S une sphère de dimension p paramétrée par les variables x1, ..., xp. On appelle qua-

drant une partie de S pour laquelle les xi restent de même signe. Chaque paramètre pou-

vant être de signe positif ou négatif, une sphère de dimension p admet donc 2p quadrants.
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Une demi-sphère s’obtient en ne considérant qu’une partie de S pour laquelle un des xi
reste de signe constant. Une demi-sphère de dimension p admet donc 2p−1 quadrants.

Une famille quelconque de p modes (ϕi)1≤i≤p s’associe à une famille de vecteurs (ϕ∗
i )1≤i≤N

représentant des points d’une demi-sphère unité de dimension p, quitte à les normaliser et à

en retourner certains, qui se répartissent dans des quadrants Q1, ..., Q2p−1 . Pour savoir si la

famille de modes est discriminante, il suffit en fait de vérifier si les ϕ∗
i de chaque quadrant,

normés et éventuellement retournés, sont distincts. En notant Ni le nombre de ϕ∗
j dans

le quadrant Qi, le nombre m de comparaisons qu’il faut effectuer au total est donné par

m =
∑2p−1
i=1 C

Ni
2 . Si les ϕ∗

i se répartissent uniformément dans chaque quadrant, soit Ni =

N/2p−1, alors m = 2p−1Ni(Ni−1)
2 ∼ N2

2p . La division de la demi-sphère en quadrants permet

donc de diviser le nombre d’opérations à effectuer, et donc de réduire la combinatoire.

D’un point de vue géométrique, la décomposition en quadrants correspond à regarder les

ensembles de ddl de la structure dont les déformées des modes discriminants sont de même

signe. On représente sur la Figure 3.6 a) les deux quadrants de la poutre associés aux deux

modes discrimininants ϕ1 et ϕ2, et sur la Figure 3.6 b) les quatre quadrants de la plaque

associés aux trois modes discriminants ϕ1,1, ϕ1,2, et ϕ2,1 (voir leurs déformées modales sur

la Figure 3.3). On utilisera en pratique la notion de quadrant dans la section 6.3.3.

ϕ1ϕ2

Q1 = (+,+) Q2 = (+,−)
Q1 = (+,+,+) Q2 = (+,+,−)

Q3 = (+,−,−)Q4 = (+,−,+)

a) b)

Figure 3.6 – a) Quadrants de la poutre associés aux deux modes discriminants ϕ1 et ϕ2.
b) Quadrants de la plaque associés aux trois modes discriminants ϕ1,1, ϕ1,2, et ϕ2,1.
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Signalons qu’il peut être possible de déterminer en seulement N opérations si une famille

de modes est discriminante ou non. On note σi la sélection de signes qui caractérise le

quadrant Qi de sorte que pour j = 1, ..., p on a σi(j) = ±1. On définit ψi le vecteur milieu

du quadrant Qi par (voir Figure 3.7) :

ψi =
√
p

p
(σi(1) ... σi(p))T (3.8)

Si pour i = 1, ..., p les angles mutuels entre le vecteur milieu ψi et les ϕ∗
j du quadrant Qi

sont tous distincts, alors la famille des p modes est discriminante. Dans ces conditions il

suffit donc de réaliser N calculs d’angles pour vérifier que la famille est discriminante. Si

certains angles sont égaux dans un même quadrant, alors il faut comparer deux-à-deux les

ϕ∗
j , normés et éventuellement retournés, qui ont donné les mêmes valeurs d’angle avec le

vecteur milieu.

x1

x2

10

ψ2 =
√

2
2 (−1 1)T ψ1 =

√
2

2 (1 1)T

Q1Q2

Figure 3.7 – Représentation des quadrants et des vecteurs milieu dans le cas p = 2.

En résumé, le tri en quadrants permet de réduire le nombre d’opérations à effectuer pour

déterminer si les modes sélectionnés forment une FMD globale. La matrice modale tron-

quée Φ̃ est alors étudiée par blocs comme illustré sur la Figure 3.8. L’intérêt de cette

décomposition en quadrants est de pouvoir identifier les blocs qui contiennent des ϕ∗
i liés

et qui nécessitent de rajouter des modes dans l’analyse. Cette idée de décomposer la ma-

trice modale en blocs est à lier avec l’idée de FMD partielle proposée en début de section

3.2. Dans la situation où les p modes connus ne permettent pas de couvrir toute la struc-

ture, c’est-à-dire de localiser une excitation appliquée en un point quelconque, on peut

associer une FMD à une zone spécifique de la structure liée à un ensemble de quadrants

pour lesquels les ϕ∗
i sont deux-à-deux indépendants.
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Φ̃ =

p

N

Q1

Q2

Q2p−1

...
Figure 3.8 – Regroupement des lignes de la matrice modale associées aux ϕ∗

j répartis
dans les différents quadrants.

3.3 Développement d’une méthode de localisation d’une ex-
citation et d’estimation de son intensité à partir d’une
estimation du VPMA tronqué sur une FMD

L’intérêt de tronquer sur une FMD est que la procédure de localisation d’une excitation

et d’estimation de son intensité décrite en section 2.2 avec le VPMA complet (de taille N)

est inchangée en utilisant le VPMA tronqué (de taille p). Le ddl F auquel est appliquée

une excitation d’intensité f s’obtient en recherchant l’unique colonne de Φ̃T colinéaire au

VPMA tronqué, et le coefficient de colinéarité est précisément l’intensité f de l’excitation

(voir Figure 3.9). La procédure est alors applicable à une structure discrétisée dont quelques

modes seulement sont connus. D’un point de vue numérique, la procédure est à moindre

coût puisque la dimension est réduite de N à p, où p désigne le nombre de modes dans la

FMD.

Φ̃T =

ϕ∗
F

ZF = f.ϕ∗
F

ϕ∗
1 ϕ∗

Nϕ∗
F

... ...

N

p

Figure 3.9 – Illustration de la procédure de localisation d’une excitation et d’estimation
de son intensité à partir du VPMA tronqué sur une FMD.
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Jusqu’à présent, on a supposé que l’estimation du VPMA était exacte, c’est-à-dire qu’on

avait ZF = fϕ∗
F . En pratique, le VPMA est estimé par une procédure numérique utilisant

des mesures et une connaissance a priori sur l’excitation appliquée (voir Chapitres 4 et

5). Il est donc toujours entaché d’une erreur, liée en partie à des erreurs de mesure (bruit

électronique et de l’environnement), et en partie à des erreurs de modèle (troncature,

incertitude sur les propriétés modales des modes connus, comportement faiblement non-

linéaire, modèle d’excitation etc). L’objectif de cette section est d’adapter la procédure

en tenant compte d’une erreur d’estimation sur le VPMA. Pour cela, on va introduire

des paramètres de tolérance qu’on va relier à des exigences de localisation de l’excitation

(localisation à ϵ près) et de reconstruction de l’intensité (estimation à r% près). On note

ẐF l’estimation disponible du VPMA tronqué et e ∈ Rp l’erreur d’estimation commise de

sorte que :

ẐF = ZF + e (3.9)

L’objectif des sections suivantes est de déterminer le domaine d’erreur admissible auquel

peut appartenir e pour ne pas empêcher une localisation de l’excitation à ϵ près ou une

estimation de son intensité à r% près.

3.3.1 Introduction d’une tolérance de colinéarité

L’erreur d’identification e, si elle n’est pas colinéaire à ZF, modifie l’angle entre ẐF et ϕ∗
F ,

si bien que le point d’application F ne peut pas être localisé sans précaution en recherchant

une colonne de Φ̃T colinéaire à ZF. En effet, ou bien ẐF n’est colinéaire à aucun des ϕ∗
i

et la procédure de recherche ne donne aucun résultat, ou bien ẐF est colinéaire à un ϕ∗
i

correspondant à un point de la structure n’ayant a priori aucune raison d’être proche de

F .

On est donc conduit à introduire une tolérance de colinéarité θc ∈ [0, π/4] permettant

d’assouplir la recherche de points d’application possibles appelés « candidats ». Dans toute

la suite on appelle « petit angle » entre deux vecteurs u et v l’angle θ ∈ [0, π/2] entre la

droite engendrée par u et le vecteur v (voir Figure 3.10). C’est une définition commode

pour définir la tolérance de colinéarité qui n’interdira pas que ẐF et ϕ∗
F soient de sens

opposés pour la localisation de l’excitation à partir du VPMA. La Figure 3.11 récapitule
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les différentes notations des petits angles.

θ1θ2

u

v1v2

v3

v4

θ3
θ4

Figure 3.10 – Représentation des petits angles θi ∈ [0, π/2] entre u et les vi.

ẐF

ϕ∗
F

θ̂Fθc

ϕ∗
i

θi

θ̂i

Figure 3.11 – Définition des petits angles utilisés.

Si le petit angle θ̂i ∈ [0, π/2] entre ẐF et ϕ∗
i est plus petit que θc alors le point Fi sera

parmi les candidats retenus pour le point d’application. La procédure assouplie avec la

tolérance de colinéarité peut donc conduire à plusieurs candidats Fi parmi lesquels figure

F si et seulement si :

θ̂F ≤ θc (3.10)

L’unicité de la solution que nous avions en travaillant avec un VPMA exact ZF est donc

perdue. Il est cependant nécessaire de procéder ainsi pour autoriser des erreurs d’estimation

inévitables en pratique.
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3.3.2 Noyau du problème de localisation à ϵ près

Etant donné que la procédure assouplie peut retrouver plusieurs candidats Fi, nous de-

vons choisir une exigence de proximité ϵ > 0 pour définir une localisation de F jugée

satisfaisante. On note ∥Fi − F∥ la distance euclidienne entre les lieux des ddl indexé Fi
et F . On dira que l’excitation est localisée en F à ϵ près si tous les candidats Fi véri-

fient ∥Fi − F∥ ≤ ϵ. Cela nous amène à définir la tolérance de colinéarité maximale θϵ(F )

garantissant une ϵ-localisation du point d’application F à partir du VPMA exact. Pour

cela on note θi ∈ [0, π/2] le petit angle entre ϕ∗
i et ϕ∗

F . On définit dans un premier temps

l’ensemble Θϵ(F ) des tolérances de colinéarité admissibles pour localiser F à ϵ-près :

Θϵ(F ) = {θ ∈ [0, π/2] | ∀i, (θi ≤ θ ⇒ ∥Fi − F∥ ≤ ϵ)} (3.11)

On définit alors la tolérance maximale de colinéarité θϵ(F ) ∈ Θϵ(F ) permettant de localiser

F à ϵ-près :

θϵ(F ) = supΘϵ(F ) (3.12)

Finalement, tous les candidats sont proches à ϵ près de F si :

θ̂F + θc < θϵ(F ) (3.13)

L’inégalité (3.13) montre comme attendu que la tolérance de colinéarité doit être raison-

nablement réglée 9 en choisissant :

θc < θϵ(F ) (3.14)

La condition 3.13 n’est pas nécessaire puisqu’il peut exister des ϕ∗
j isolés associés à des

points Mj tels que θj > θϵ(F ) et ∥Mj − F∥ ≤ ϵ. On ne retrouvera donc pas, bien sûr,

tous les points proches de F à ϵ près avec cette procédure. C’est ce qu’on représente sur la

Figure 3.12. Il ne reste plus qu’à traduire la condition (3.13) par un domaine admissible

de l’erreur d’estimation e ∈ Rp commise sur le VPMA.

9. Un erreur nulle doit au moins conduire à identifier des candidats proches de F à ϵ-près.
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ϵ

F

ẐF

ϕ∗
F

θ̂F

θϵ(F )

θc

Figure 3.12 – Illustration du paramètre de tolérance de colinéarité utilisé pour la locali-
sation à ϵ-près du point d’application de l’excitation.

Définition 3.3.1 (Noyau du problème de localisation). On note Nϵ le noyau du problème

de localisation de F à ϵ près de la procédure défini par :

Nϵ = {e ∈ Rp | ∀i = 1, ...,m(e), ∥Fi − F∥ ≤ ϵ}

où m(e) désigne le nombre de candidats Fi trouvés avec une erreur d’estimation e ∈ Rp

commise sur le VPMA.

La Figure 3.12 montre que si e = −fϕ∗
F + y avec y ∈ C défini par :

C = {y ∈ Rp |
|yT .ϕ∗

F |
∥y∥∥ϕ∗

F ∥
≤ cos(θϵ(F )− θc)} (3.15)

alors e ∈ Nϵ. C représente en fait le cône de révolution dans Rp de sommet l’origine, orienté

par ϕ∗
F et de demi-angle d’ouverture θϵ(F ) − θc ∈ [0, π/4]. Le noyau Nϵ contient donc ce

même cône translaté par le vecteur −fϕ∗
F , ce qu’on note :

−fϕ∗
F + C ⊂ Nϵ (3.16)

Le noyau du problème de localisation contient donc un cône de révolution qui a la propriété

d’être stable par homothétie au sens suivant : si e = −fϕ∗
F+y ∈ Nϵ alors e′ = −fϕ∗

F+λy ∈

Nϵ quel que soit λ. Le domaine d’erreur admissible pour la localisation à ϵ près n’est donc

pas borné, ce qui est très favorable du point de vue de la robustesse de la procédure de

localisation.
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3.3.3 Noyau du problème d’estimation de l’intensité à r% près

Avec la procédure assouplie définie en section 3.3.1, nous devons 10 maintenant définir une

intensité d’excitation fi associée à chaque candidat Fi par le coefficient de colinéarité entre

ϕ∗
i et ẐF :

fi = (ϕ∗
i )T .ẐF
∥ϕ∗

i ∥2
(3.17)

D’après l’étude précédente sur le noyau du problème de localisation, la situation ẐF =

−fϕ∗
F ne perturbe pas la localisation à ϵ près pourvu que (3.13) soit vérifiée. Elle conduit

en revanche à l’identification de fF = −f pour le ddl indexé F au lieu de f . On ne

peut donc qu’espérer estimer |f |. L’objectif de cette section est de déterminer le domaine

d’erreur admissible sur e ∈ Rp permettant de garantir une estimation de |f | à r% près, où

r désigne une exigence de reconstruction.

Définition 3.3.2 (Noyau du problème d’estimation de l’intensité). On note Nr le noyau

du problème d’estimation de l’intensité f à r% près défini par :

Nr =
{

e ∈ Rp | ∀i = 1, ...,m(e),
⏐⏐⏐⏐1− ⏐⏐⏐⏐fif

⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐⏐ ≤ r}
où m(e) désigne le nombre de couples (Fi, fi) trouvés avec une erreur d’estimation e ∈ Rp

commise sur le VPMA.

Remarque 3.3.1. En toute rigueur, Nr devrait s’appeler le noyau du problème d’estima-

tion à r% près de la valeur absolue de l’intensité.

Il est clair qu’on ne peut pas procéder de la même façon que pour le noyau de localisation en

cherchant la tolérance de colinéarité maximale permettant d’identifier des candidats dont

les intensités associées par (3.17) soient toutes proches de f à r% près en valeur absolue.

En effet, la procédure de localisation est par construction liée à des calculs d’angles qui se

relient à la tolérance de colinéarité θc, alors que la procédure d’estimation de l’intensité

est liée aux projections de ẐF sur les ϕ∗
i . Il est donc possible que ẐF et un ϕ∗

j associé à un

point Mj très éloigné de F soient tels que (3.17) conduise à un fj proche de f . Cependant,

10. On pourrait considérer fi = ∥ẐF∥/∥ϕ∗
Fi

∥ mais on perdrait l’information sur le signe de l’intensité.
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nous allons montrer qu’étant donnée une tolérance de colinéarité θc choisie il existe une

précision de reconstruction r′ qu’il est possible d’atteindre.

Soit e ∈ Nr une erreur sur le VPMA conduisant à l’identification de m(e) ≥ 1 candidat(s).

La relation (3.17) peut s’écrire :

fi = σ(i)∥fϕ
∗
F + e∥
∥ϕ∗

i ∥
cos(θ̂i) (3.18)

où σ(i) = ±1 est indiqué car θ̂i est défini comme étant le petit angle (voir section 3.3.1)

dans [0, θc] ⊂ [0, π/4] entre ϕ∗
i et ẐF de sorte que cos(θ̂i) > 0. La condition

⏐⏐⏐1− ⏐⏐⏐fi
f

⏐⏐⏐⏐⏐⏐ ≤ r

se traduit donc par :

(1− r)|f | ∥ϕ
∗
i ∥

cos(θ̂i)
≤ ∥fϕ∗

F + e∥ ≤ (1 + r)|f | ∥ϕ
∗
i ∥

cos(θ̂i)
(3.19)

On cherche maintenant à encadrer les bornes de l’encadrement (3.19) par des quantités

qui ne dépendent pas de e au travers des Fi qui sont associés à une erreur e donnée. Pour

cela on note l (resp. L) la plus petite (resp. plus grande) norme 2 d’une colonne ϕ∗
i de la

matrice Φ̃T . On note de plus :

R′
1(r) = (1− r)|f | L

cos(θc)
et R′

2(r) = (1 + r)|f |l (3.20)

On désigne par B′
i(r) la boule de Rp de centre−fϕ∗

F et de rayonR′
i(r). On note B′

2(r)\B′
1(r) =

{y ∈ Rp | R′
1(r) ≤ ∥fϕ∗

F + y∥ ≤ R′
2(r)}. Avec ces notations on a :

B′
2(r)\B′

1(r) ⊂ Nr (3.21)

L’intérieur entre les deux boules B′
i(r) est non vide si et seulement si R′

1(r) ≤ R′
2(r), ce

qui se traduit par :

1− r
1 + r

≤ cos(θc)
l

L
(3.22)

Sachant que r > 0, l’étude de r ↦→ 1−r
1+r montre que la relation 3.22 se traduit par r ≥ r′,

avec r′ fonction de θc défini pour vérifier l’égalité. Cela montre qu’il existe une exigence r′
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qu’il est possible d’atteindre pour la tolérance de colinéarité θc choisie suivant les étirements

relatifs des normes des colonnes de Φ̃T . De façon similaire on note :

R′′
1(r) = (1− r)|f |l et R′′

2(r) = (1 + r)|f | L

cos(θc)
(3.23)

On a alors :

Nr ⊂ B′′
2(r)\B′′

1(r) (3.24)

D’où l’on conclut finalement que :

B′
2(r)\B′

1(r) ⊂ Nr ⊂ B′′
2(r)\B′′

1(r) (3.25)

La caractérisation (3.21) montre qu’une partie du noyau de reconstruction ne dépend pas

de l’orientation de ẐF (à lier à θc) mais seulement de sa norme (à lier à l/L). Autrement

dit, l’estimation de l’intensité de l’excitation peut être précise alors que sa localisation

a échoué. En effet, lorsque e parcourt Rp, l’angle θ̂F entre ẐF et ϕ∗
F parcourt [0, π/2].

Cela compris, il est clair qu’il peut arriver que ẐF et un ϕ∗
i soient tels que la relation

(3.17) conduise à un fi proche de f . Nous allons terminer cette étude sur les noyaux de

la procédure dans la section suivante en étudiant le domaine d’erreur permettant à la fois

de localiser l’excitation à ϵ près et de reconstruire son intensité (en valeur absolue) à r%

près.

3.3.4 Domaine admissible de l’erreur d’estimation commise sur le VPMA
tronqué

On suppose que les tolérances de proximité ϵ et de reconstruction r sont raisonnablement

choisies (voir (3.14) pour ϵ et (3.22) pour r), ce qui se traduit par 0 ∈ Nϵ ∩ Nr. Il est

possible de représenter graphiquement les noyaux des problèmes de localisation Nϵ et de

reconstruction Nr formulés par rapport à l’erreur d’estimation e ∈ Rp sur le VPMA. On

note (u1, ...,up) une base orthonormée de Rp avec u1 = fϕ∗
F

∥fϕ∗
F ∥ . Pour e ∈ Rp, on note e1

la coordonée de e suivant u1 et eo = (0 e2 ... ep)T le vecteur constitué des coordonnées

restantes qui est orthogonal à u1. On a donc e = e1u1 + eo. Les noyaux Nϵ et Nr étant
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inclus dans des formes de révolution (cône et intérieur entre deux boules) de même centre, il

en est de même pour le noyau du problème complet d’identification de l’excitation Nϵ∩Nr
(voir Figure 3.13). On visualise que le noyau du problème de localisation de F est non

borné alors que celui du problème de reconstruction est borné.

e1

∥e0∥

−∥f.ϕ∗
F ∥

θ0

R′
1(r)

R′
2(r)

⊂ Nr

⊂ Nϵ

⊂ Nr ∩Nϵ

0

Figure 3.13 – Illustration des noyaux de la procédure de localisation d’une excitation et
d’estimation de son intensité (θo = θϵ(F )− θc)

3.3.5 Choix pratique de la tolérance de colinéarité

Le réglage de la tolérance de colinéarité θc proposé dans la relation (3.14) dépend du point

d’application F de l’excitation. En pratique, F est une inconnue et donc la tolérance de

colinéarité ne peut pas être a priori réglée de façon optimale pour garantir une ϵ-localisation

de l’excitation. Une première possibilité est de choisir θc < min(θϵ(F )) avec F parcourant

les ddl de la structure susceptibles de subir une excitation. Dans le cas où cette approche

conduirait à une tolérance de colinéarité trop faible, on peut envisager de modifier comme

suit la procédure de discrimination sur les angles. On note θ̂i ∈ [0, π/2] le petit angle (voir

section 3.3.1) entre un ϕ∗
i et ẐF et on choisit un facteur de dispersion γ > 1. On prend

θc = π/4 et et on recherche tous les Fi candidats tels que θ̂Fi ≤ θc. On détermine ensuite

θ̂min = min θ̂Fi et on exclut tous les Fj tels que θ̂Fj > γθ̂min (voir Figure 3.14). Cette

procédure permet de ne conserver que les candidats Fi qui réalisent au mieux la propriété

de colinéarité attendue entre ẐF et ϕ∗
F .
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F1 Fm

γθ̂min

θ̂min

θc

Candidats sélectionnés

Candidats rejetés

Figure 3.14 – Raffinement de la procédure de discrimination sur les angles.

3.4 Procédure de recherche d’une FMD

Dans les exemples étudiés jusqu’à présent (poutre et plaque simplement supportées), on

a pu exhiber une FMD sans recourir à une méthode numérique. Les expressions des dé-

formées modales étaient connues de façon analytique tout en étant suffisamment simples

à manipuler. Ainsi, pour la poutre on a pu raisonner directement à l’aide de figures repré-

sentant les déformées des modes de flexion (voir section 3.1), tandis que pour la plaque on

a utilisé les lignes de vibration qui sont simplement des lignes verticales ou horizontales

(voir section 3.2.2). Dans cette section, on va montrer qu’une méthode graphique peut-être

suffisante pour une structure de type poutre avec différentes conditions aux limites. En

effet, la section 3.3.4 nous apprend qu’une structure 1D peut admettre un couple de modes

discriminants. On proposera une méthode numérique pour les structures plus complexes

pour lesquelles les méthodes graphique ou analytique (par calcul explicite des lignes de

vibration) ne seraient pas applicables.

On suppose dans la suite de cette section que les ϕi sont rangés dans l’ordre de leurs

pulsations propres ω0i associées, c’est-à-dire que si i < j alors ω0i < ω0j . On suppose sans

perte de généralité que la direction de l’excitation est normale et que les composantes

normales des déformées modales sont connues.
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3.4.1 Méthode graphique de caractérisation d’un couple de modes dis-
criminants pour une structure 1D

On considère une structure 1D que l’on paramètre par une variable x ∈ I = [0, 1] re-

pérant un point quelconque de la structure (voir Figure 3.15). On note ICL l’ensemble

des points bloqués dans la direction normale par les conditions aux limites (pour tout

x ∈ ICL, ϕi(x) = 0 pour tout i). Notre démarche consiste à savoir comment identifier un

couple de modes discriminants étant donné un nombre fini de ϕi connus de la structure.

On se limite pour la méthode graphique à la recherche d’une FMD constituée de deux

modes, sinon il est préférable d’utiliser la méthode numérique décrite en 3.4.2.

x = 0

x = 1

f

Figure 3.15 – Structure 1D quelconque subissant une excitation normale.

Pour des raisons qu’on détaillera dans la section 5.3.1, il est judicieux de former une FMD

à partir de modes qui se suivent (ϕi, ϕi+1) et qui sont associés aux pulsations propres

les plus basses possibles. On étudie donc en premier lieu le couple de modes (ϕ1, ϕ2) en

procédant par étapes successives et en s’arrêtant dès qu’une étape échoue :

Etape no1 : On vérifie que ϕ1 et ϕ2 n’admettent pas plus d’un noeud de vibration en

commun (hors ICL bien sûr). On note xnc le noeud de vibration commun éventuel.

Etape no2 : On vérifie que ϕ1 et ϕ2 n’ont pas plus d’un noeud de vibration distinct de

xnc. On note xn1 l’éventuel deuxième noeud de vibration de ϕ1.

Etape no3 : On vérifie que la fonction λ = ϕ2/ϕ1 définie sur I\({xnc, xn1} ∪ ICL) est

injective. En particulier, on vérifie que les courbes représentatives de ϕ1 et ϕ2 n’ad-

mettent pas plus d’un point d’intersection sur I\({xnc, xn1} ∪ ICL).
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Si l’une des étapes échoue alors (ϕ1, ϕ2) n’est pas une FMD et il faut repartir à la première

étape avec le couple (ϕ2, ϕ3). La recherche s’arrête lorsqu’on a trouvé un couple (ϕi, ϕj)

satisfaisant les trois étapes ou lorsqu’il n’y a plus de couple à tester, auquel cas les modes

connus ne permettent pas de former une FMD constituée de deux modes.

L’étape 1 correspond à vérifier que les lignes nodales se coupent au plus en un point (voir

section 3.2.2). L’étape 2 tient au fait que le VPMA serait colinéaire à (0 1)T pour une

excitation ayant lieu sur les noeuds de vibration de ϕ1 distincts de xnc. Au moins deux

points d’application de l’excitation pourraient alors conduire à un VPMA colinéaire à

(0 1)T ce qui contredirait la définition d’une FMD. On raisonne de même avec les éventuels

noeuds de vibration de ϕ2 distincts de xnc. L’étape 3 consiste à vérifier que ϕ1 et ϕ2 sont

toujours excités dans des proportions différentes pour des points d’application différents

des noeuds de vibration de ϕ1, ce qui se traduit par le fait que λ ne doit pas prendre deux

fois la même valeur. En particulier, si les courbes représentatives de ϕ1 et de ϕ2 admettent

plus d’un point d’intersection alors (ϕ1, ϕ2) n’est pas une FMD puisque la valeur 1 est

atteinte plusieurs fois (λ n’est pas injective).

On se propose dans la suite de cette section d’appliquer cette méthode graphique à la

poutre simplement supportée ainsi qu’à un modèle 1D d’avion au sol. D’autres applica-

tions sont présentées en Annexe B sur une poutre homogène considérée avec différentes

conditions aux limites à ses extrémités.
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Poutre simplement supportée

Les modes de vibration en flexion d’une poutre homogène simplement supportée sur ses

extrémités sont de la forme ϕi = αsin(iπx), avec α qui dépend des propriétés de la poutre.

Montrons que (ϕ1, ϕ2) est une FMD par la méthode graphique proposée ci-dessus. La

Figure 3.16 montre que les étapes 1 et 2 sont vérifiées puisque seul ϕ2 admet un noeud de

vibration. La fonction λ = ϕ2/ϕ1 est définie sur ]0, 1[ et est représentée sur la Figure 3.16.

Elle est continue strictement décroissante donc injective. (ϕ1, ϕ2) est donc une FMD.

Phi1

Phi2

0 10.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9

0

−2

2

−1

1

x

L
a

m
b

d
a

Figure 3.16 – Poutre supportée-supportée.

En fait c’est la seule FMD de la poutre constituée de deux modes. En effet, pour tout j et

pour tout x on a −α ≤ ϕj(x) ≤ α , et pour j ≥ 3 ϕj atteint au moins deux fois la valeur

α ou −α. Il s’ensuit que pour i ≥ 2, j ≥ 3, et i < j, les courbes représentatives de ϕi et ϕj
se coupent au moins deux fois, ce qui fait systématiquement échouer l’étape 3. Il ne reste

donc que le couple (ϕ1, ϕ2).

Remarquons que λ s’applatit au voisinage d’une extrémité. On peut donc s’attendre à

mieux discriminer un impact appliqué sur la partie centrale de la poutre que proche d’une

extrémité. Une même erreur absolue δλ commise sur λ(x) ne conduit pas à la même

incertitude de localisation suivant que x soit proche du centre ou d’une extrémité de la

poutre.
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Modèle 1D d’avion au sol (poutre appuyée sur deux ressorts)

On considère une poutre appuyée sur deux ressorts représentant de façon simplifiée un

avion au sol sur ses trains d’atterrissage. On suppose que les propriétés de la poutre et

les raideurs des ressorts sont telles que ϕ1 et ϕ2 sont les modes de vibration associés aux

ressorts. C’est le cas pour un avion au sol dont les modes de trains d’atterrissage 11 sont

associés à des fréquences plus basses que celles des modes du fuselage. ϕ1 correspond alors

à des oscillations en phase des ressorts et ϕ2 à des oscillations en opposition de phase

comme représenté sur la Figure 3.17.

0 1 x

ϕ1(x)

ϕ2(x)

Figure 3.17 – Modes de vibration ϕ1 et ϕ2 d’un modèle 1D d’avion au sol.

Qualitativement 12 on a ϕ1(x) = ax+ b et ϕ2(x) = cx+ d avec ab > 0 et cd < 0, donc :

λ(x) = cx+ d

ax+ b
et λ′(x) = − ad− cb

(ax+ b)2 (3.26)

La quantité ad−cb ne peut pas être nulle (cela impliquerait b/a = d/c ce qui est impossible

avec nos hypothèses ab > 0 et cd < 0) donc λ′ est de signe constant. λ est alors continue

strictement monotone donc injective. (ϕ1, ϕ2) est donc une FMD pour le modèle 1D d’avion

au sol. Cela signifie que les contributions des modes de trains d’atterrissage permettent de

repérer sur l’axe de l’avion le point d’application d’une excitation quelconque.

11. Ces modes de vibration correspondent en fait à des modes de pneus.
12. Le fuselage ne se déforme pas sur ces modes.
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3.4.2 Méthode numérique d’extraction d’une FMD à partir de modes
de vibration connus d’une structure complexe

On considère une structure de dimension géométrique d dont on connait p modes de

vibration. On propose dans cette section une méthode numérique permettant de rechercher

une FMD constituée de q ≥ d + 1 modes. On note Sd = {M1, ...,MN} l’ensemble des N

points d’évaluation des déformées modales qui ne sont pas bloqués par les conditions aux

limites. L’objectif est d’extraire une FMD à partir de la matrice modale tronquée Φ̃ de

taille N × p. Plutôt que d’utiliser la caractérisation donnée en section 3.2.4 qui se vérifie

numériquement de façon combinatoire, on va utiliser les lignes de vibration définies en

section 3.2.2. Pour cela, on adapte la définition de ligne de vibration pour une structure

discrétisée en remplaçant « M ∈ S » par « M ∈ Sd ». Les lignes de vibration sont alors

des ensembles de points inclus dans Sd.

On note pour simplifier (ϕ1, ..., ϕq) une famille de q ≥ d + 1 modes parmi les p qui sont

connus 13. Pour des raisons évoquées dans la section 5.3.1, il est judicieux de former une

FMD à partir d’un petit nombre de modes qui se suivent (ϕi, ϕi+1, ϕi+2, ...) et qui sont

associés à des pulsations propres bien séparées. Pour savoir si (ϕ1, ..., ϕq) est une FMD on

procède par étapes successives en s’arrêtant dès qu’une étape échoue :

Etape no1 : On vérifie que l’intersection des lignes nodales est soit vide soit réduite à un

point. S’il existe on le note Mn.

Etape no2 : Pour chaque Mi ̸= Mn, on recherche un indice k tel que ϕk(Mi) ̸= 0. Pour

j ̸= k on note λjk = ϕj(Mi)/ϕk(Mi). On vérifie alors que l’intersection des q − 1

lignes d’iso-proportion Lj/k(λjk), pour tout j ̸= k, est réduite à {Mi}.

Cette méthode peut conduire à l’identification de plusieurs FMD que l’on note F1, ...,Fn.

Il est alors intéressant de s’intéresser aux cartes de robustesse angulaire de ces familles :

Définition 3.4.1 (Carte de robustesse angulaire). Soit ϵ > 0 une exigence de localisation.

On appelle carte de robustesse angulaire d’une FMD la représentation graphique de Mi ↦→

θϵ(Mi) pour tout Mi ∈ Sd.

13. Au lieu de devoir les noter ϕσ(1), ..., ϕσ(q) avec σ la sélection.
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Remarque 3.4.1. La carte de robustesse angulaire d’une FMD indique le lieu des points

de la structure pour lesquels la localisation à ϵ- près est possible en tronquant le VPMA

sur cette FMD (voir section 3.3.2).

On privilégie en fin de parcours la famille Fi qui couvre de façon satisfaisante, avec un

minimum de modes, la zone de la structure susceptible d’être impactée. On donne dans

la suite de cette section les cartes de robustesse angulaire des FMD sélectionnées pour

une plaque homogène appuyée sur ses coins ainsi que pour un cylindre homogène appuyé

sur trois points. D’autres applications sont présentées en Annexe B pour la même plaque

rectangulaire homogène considérée avec différentes conditions aux limites.

Plaque simplement appuyée sur ses coins

On considère une plaque rectangulaire métallique homogène simplement appuyée sur ses

coins dont les propriétés géométriques et mécaniques sont décrites dans le Tableau B.1. Un

modèle éléments finis (MEF) est réalisé avec Nastran 2014 pour calculer la matrice modale

tronquée aux six premiers modes. Le MEF consiste en un découpage de 8 × 8 éléments

CQUAD8 possédant des noeuds au milieu de chaque arrête (voir Figure B.6). Les noeuds

des coins 1, 17, 209 et 225 sont simplement appuyés (translations bloquées). La procédure

numérique de recherche décrite plus haut permet d’identifier que les modes ϕ1, ϕ2 et ϕ3

forment une FMD globale. Leurs déformées sont représentées sur la Figure 3.18. On se fixe

une exigence de localisation égale à la demi-diagonale d’une cellule du maillage :

ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2

On représente sur la Figure 3.19 la carte de robustesse angulaire associée à F1 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

et à l’exigence de localisation ϵ. On constate que θϵ est d’autant plus grand que l’on se

rapproche du centre de la plaque. L’erreur angulaire entre ẐF et ϕ∗
F peut donc être plus

importante pour une excitation appliquée proche du centre.

106



CHAPITRE 3. DÉVELOPPEMENT D’UNE MÉTHODE DE LOCALISATION
D’UNE EXCITATION ET D’ESTIMATION DE SON INTENSITÉ À PARTIR DU
VPMA TRONQUÉ

Figure 3.18 – FMD globale constituée de trois modes de la plaque simplement appuyée
sur ses coins.

Figure 3.19 – Carte de robustesse angulaire associée à F1 et ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2 (valeur
max : 25◦).
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Cylindre fixé sur trois points

On considère un cylindre métallique appuyé sur trois points dont les propriétés géomé-

triques et mécaniques sont décrites dans le Tableau 3.1. Un modèle éléments finis (MEF)

est réalisé avec Nastran 2014 pour calculer la matrice modale tronquée aux cinq premiers

modes. Le MEF consiste en un découpage de 32 × 20 éléments CQUAD8 (circonférence

× longueur) possédant des noeuds au milieu de chaque arrête. Les noeuds représentés sur

la Figure 3.20 sont bloqués en translation. On représente les déformées des modes de vi-

bration sur la Figure 3.21. La procédure numérique de recherche décrite plus haut permet

d’identifier que les modes ϕ1, ϕ2 et ϕ3 forment une FMD partielle couvrant l’ensemble du

cylindre, exceptée la zone définie par le triangle entre les trois points d’appuis qui est une

zone nodale. On note cette famille de modes F1. Le premier mode ϕ1 correspond à un

mode de roulis droite/gauche, le second mode ϕ2 correspond à un mode d’applatissement

de la partie supérieure et le troisième mode ϕ3 correspond à un mode de tangage haut/bas.

On vérifie que le triangle défini par les trois points d’appuis est une ligne nodale commune

aux trois modes.

On se fixe une exigence de localisation ϵ = (a2
e + b2

e)1/2 et on se propose d’étudier la

carte de robustesse angulaire de F1. Pour faciliter la visualisation, on déplie le cylindre

de sorte que les points d’appuis se retrouvent sur une ligne médiane. On les représente

par des croix rouges sur le cylindre déplié. Un point M = (R θ X) sur le cylindre est

repéré par un point P = (x y) sur la plaque, avec x = X et y = Rθ. On note a = L

la longueur du cylindre et b = 2πR sa circonférence. On observe sur la Figure 3.22 que

F1 n’autorise que très peu d’erreur angulaire en dehors de la partie haute du cylindre.

Ce n’est donc pas une bonne FMD partielle pour couvrir le cylindre hors du triangle des

points d’appuis. On note F2 = (ϕ1, ..., ϕ5) la famille formée des cinq premiers modes de

vibration de la structure. Les déformées de ϕ4 et ϕ5 sont représentées sur la Figure 3.21.

On observe sur la Figure 3.23 que les valeurs de θϵ sont augmentées et plus uniformément

réparties. Rajouter les deux modes ϕ4 et ϕ5 permet donc de mieux discriminer le point

d’application d’une l’excitation. On observe toutefois que les zones avant-basse et arrière-

basse du cylindre sont plus difficiles à discriminer (θϵ ≈ 3◦). Pour mieux localiser une

excitation sur ces zones il faudrait utiliser des modes d’ordre plus élevé.
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Dimensions R = 10 cm, L = 1 m, h = 5 mm
Masse volumique 2700 kg.m−3

Module de Young 70 GPa
Coefficient de Poisson 0.3
Mode 1 ω01 = 250 rad/s
Mode 2 ω02 = 883 rad/s
Mode 3 ω03 = 1164 rad/s
Mode 4 ω04 = 1670 rad/s
Mode 5 ω05 = 2110 rad/s

Table 3.1 – Propriétés géométriques et mécaniques du cylindre appuyé sur trois points.

Figure 3.20 – Modèle éléments finis du cylindre appuyés sur trois points (croix rouges).

Figure 3.21 – Cinq premiers modes de vibration du cylindre appuyé sur trois points.
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Figure 3.22 – Carte de robustesse angulaire associée à F1 et ϵ = (a2
e+b2

e)1/2 (valeur max :
12◦).

Figure 3.23 – Carte de robustesse angulaire associée à F2 et ϵ = (a2
e+b2

e)1/2 (valeur max :
15◦).
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3.5 Bilan sur la procédure d’identification d’une excitation
à partir du VPMA tronqué sur une FMD

Dans ce chapitre, nous avons introduit le concept de signature vibratoire du point

d’application d’une excitation en définissant les familles de modes discriminants (FMD)

d’une structure. Si la structure étudiée admet une FMD globale alors les contributions

des modes qui la constituent déterminent complètement le point d’application F d’une

excitation. L’intérêt majeur d’utiliser une FMD est de ne conserver dans l’analyse qu’un

petit nombre de modes connus de la structure. En général, il n’y a pas de raison pour

qu’une structure quelconque admette une FMD globale constituée d’un petit nombre de

modes, mais nous avons montré sur plusieurs exemples que cela pouvait être le cas. Nous

avons même exhibé des FMD minimales formées de p = d + 1 modes, où d désigne la

dimension de la géométrie de la structure continue étudiée. En particulier, l’étude du

modèle 1D d’avion nous a montré que les deux modes de trains d’atterrissage forment une

FMD minimale. Les contributions de ces deux modes permettent donc de localiser une

excitation quelconque sur l’axe de l’avion.

On a proposé une méthode de localisation d’une excitation permettant de tenir compte

d’une éventuelle erreur d’estimation sur le VPMA tronqué sur une FMD. Pour cela, on a

introduit un paramètre de tolérance de colinéarité qui peut être théoriquement réglé de

sorte à localiser le point d’application d’une excitation à ϵ près. Le noyau du problème de

localisation avec cette procédure est un cône de révolution. C’est donc un domaine non

borné, ce qui est très avantageux du point de vue de la robustesse de la procédure puisque

des erreurs très grandes peuvent ne pas perturber la localisation. Cette nouvelle procédure

de localisation peut conduire à l’identification de plusieurs candidats possibles. Cela nous

a conduit à définir une intensité associée à chaque candidat et à étudier les conditions dans

lesquelles chacune de ces intensités estime l’intensité réelle de l’excitation à r% près (en

valeur absolue). Le choix de la tolérance de colinéarité et l’étirement maximal entre les

normes des colonnes de Φ̃T limitent la précision de reconstruction r que l’on peut espérer

atteindre.

La méthode d’identification développée dans ce chapitre nécessite d’avoir une estimation
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du VPMA tronqué sur une FMD. Dans le chapitre suivant nous allons étudier le problème

d’estimation robuste du VPMA à partir de mesures vibratoires d’un unique capteur. Au-

trement dit, on va s’intéresser à l’identification des proportions dans lesquelles les modes

de vibration sont excités. On va se placer dans le cas où l’excitation appliquée est un

impact suffisamment bref pour être représenté par un Dirac.
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Chapitre 4

Détermination de conditions pour
l’identification robuste et précise
d’un Dirac à partir de mesures
vibratoires en un point

Résumé : Dans le cas où l’impact appliqué est un Dirac, les seules inconnues sont le
point d’application de l’impact et son intensité. L’identification d’un Dirac peut donc
se ramener à l’identification du VPMA tronqué sur une FMD qui permet de remonter
aux inconnues du problème avec la procédure développée dans le chapitre précédent.
L’objectif de ce chapitre est de développer une méthode d’estimation robuste et précise
du VPMA tronqué pour l’identification d’un Dirac à partir des mesures d’un unique
capteur. L’idée originale a été de montrer qu’il n’est pas nécessaire que le modèle de
réponse permette de bien représenter les mesures, mais seulement de capturer les contri-
butions des modes discriminants. Pour cela, on formule le problème d’identification du
VPMA tronqué par un problème des moindres carrés linéaire et on montre qu’il admet
une solution unique sous certaines conditions portant sur les propriétés modales de la
structure et les paramètres de la mesure. Dans ces conditions, la matrice à inverser est à
diagonale strictement dominante, ce qui permet d’établir une formule approchée de son
conditionnement en norme 2 et de montrer que les contributions des modes discriminants
sont correctement capturées. Par suite, on propose des emplacements du capteur permet-
tant de minimiser le conditionnement du problème et donc d’augmenter la robustesse de
l’estimation du VPMA tronqué.
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Dans ce chapitre on suppose que l’impact à identifier est de durée suffisamment brève

pour que la réponse consécutive à cet impact puisse être assimilée à la réponse impul-

sionnelle de la structure (voir Equation 2.7). On dira de façon impropre que l’impact à

identifier est un Dirac même si l’on ne parlera pas de distributions, au sens mathématique

du terme, dans toute cette étude. On utilise la définition physique d’un Dirac comme étant

la limite lorsque T → 0 du signal porte πT défini par πT (t) = 1/T sur [−T/2, T/2] et 0

partout ailleurs. L’intégrale de chaque signal πT sur ] −∞,+∞[ est unitaire, et lorsque

T → 0 on a q = πT ∗g → g. Bien sûr, il n’y a pas de raison dans la pratique de supposer que

l’impact appliqué est un Dirac. Cependant, cette étude a un intérêt fondamental puisque

l’identification d’un Dirac peut se ramener à l’identification du VPMA. Autrement dit,

le Dirac est la nature d’impact la plus simple à identifier, en termes de formalisme, avec

la procédure développée dans ces travaux. Les résultats de cette étude seront le point de

départ pour étendre la méthode à l’identification d’une loi paramétrée de force d’impact

dans le Chapitre 5.

Les notions de précision et de robustesse renvoient respectivement à l’analyse de la moyenne

et de la dispersion des résultats obtenus pour un même impact appliqué en considérant

plusieurs perturbations des données (mesures et/ou modèle). Signalons que la procédure de

localisation développée dans le chapitre précédent permet d’identifier plusieurs candidats

pour chaque essai d’identification d’impact : on suppose ici qu’un critère permet de définir

un seul point à partir de cet ensemble de candidats 1. On dit que la localisation est précise,

relativement à un ensemble d’essais d’identification d’un même impact appliqué, lorsque

la moyenne (ou barycentre) des points retrouvés F̂ est proche du point d’impact réel F .

On dit de plus que la localisation est robuste lorsque l’ensemble des points retrouvés est

peu dispersé, c’est-à-dire lorsque le diamètre de l’ensemble des points retrouvés est petit.

La précision et la robustesse de la procédure sont deux propriétés distinctes que nous

cherchons à réunir pour identifier correctement chaque évènement d’impact. On peut en

effet avoir une procédure de localisation robuste mais imprécise, tout comme on peut avoir

une procédure de localisation instable mais précise (voir Figure 4.1).

1. Par exemple avec un barycentre pondéré comme proposé en section 4.1.3
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F

F̂

F

F̂

a) b)

x x

yy

Figure 4.1 – a) Localisation robuste mais imprécise b) Localisation précise mais non
robuste.

4.1 Estimation du VPMA à partir de mesures vibratoires
en un point

4.1.1 Formulation du problème

On considère une structure linéaire élastique à N ddl aux propriétés mécaniques tempo-

rellement invariantes soumise à l’instant t = 0 à un Dirac d’intensité f appliqué au ddl

indexé F (voir Figure 4.2).

fδ

F
C

q

ϵ

Figure 4.2 – Problème d’identification d’un Dirac.

L’instant d’impact, le t = 0, n’est pas considéré comme une inconnue dans cette étude 2.

On suppose comme dans la section 2.1 que la structure est initialement au repos, qu’elle n’a

pas de modes rigides, et qu’elle est faiblement amortie. On suppose de plus qu’une famille

2. Voir section 5.2.3 pour les techniques d’estimation de l’instant d’impact
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de p modes discriminants de la structure est connue (voir Chapitre 3), les p premiers pour

simplifier les notations, et qu’un capteur est placé au ddl indexé C. Dans ces conditions,

la section 3.2.1 nous apprend que la projection q̃ du déplacement du ddl indexé C sur la

famille des p modes connus est donnée par :

q̃(t) = fLδ(t).XF = Lδ(t).ZF (4.1)

où l’image de δ dans la réponse, notée Lδ(t) = (ΦC1g1(t) ... ΦCpgp(t)), est connue puisque

les propriétés modales des p modes retenus dans l’analyse sont supposées connues.

On dispose de n > p mesures (q(ti))1≤i≤n, éventuellement entachées de bruit, prises en des

instants ti = i∆t avec ∆t la période d’échantillonnage du capteur. En pratique, le bruit

qui perturbe les mesures est soit de nature électronique et lié au capteur, soit lié à l’envi-

ronnement de la structure. Notre problème est alors d’estimer le vecteur de participation

modale amplifié ZF qui permet de remonter au point d’application F du Dirac et à son

intensité f par la méthode décrite dans le Chapitre 3. Plus précisément, on souhaite loca-

liser F à ϵ-près et estimer |f | à r%-près, où ϵ et r désignent respectivement des exigences

de localisation et de reconstruction (voir section 3.3).

4.1.2 Résolution au sens des moindres carrés

On est dans la situation où l’on doit identifier un modèle linéaire de dimension p à partir de

mesures vibratoires d’un capteur qui sont éventuellement bruitées. Une résolution au sens

des moindres carrés est donc appropriée. Pour alléger les notations on note Li = Lδ(ti).

On recherche une approximation ẐF du VPMA au sens des moindres carrés de sorte que

la somme des carrés des écarts prédictions-mesures :

S(Z) =
n∑
i=1

(Li.Z− q(ti))2 (4.2)

soit minimale. S(Z) peut se mettre sous la forme :

S(Z) = ZTAZ− 2UTZ− α (4.3)

avec A =
∑n
i=1 LT

i Li, U =
∑n
i=1 q(ti)LT

i et α =
∑n
i=1 q(ti)2.
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On montre en Annexe A que la solution du problème des moindres carrés est unique si et

seulement si la matrice A est inversible. La solution est alors donnée par ẐF = A−1U.

Nous donnerons dans la section 4.2.2 une condition suffisante pour que la matrice A

soit inversible, mais remarquons déjà qu’elle ne l’est pas si le capteur est placé sur un

noeud modal d’un des p modes retenus dans l’analyse. En effet, d’après (2.8) on a Li =

(ϕ∗
C)T .Dδ(ti) avec Dδ(ti) = diag(g1(ti), ..., gp(ti)). Supposons sans perte de généralité que

le capteur est positionné sur un noeud modal du premier mode de vibration retenu dans

l’analyse de sorte que ΦC1 = 0. Dans ce cas, pour tout i = 1, ..., n la première ligne et

la première colonne de chaque matrice LT
i Li sont nulles, et par conséquent A n’est pas

inversible. On en déduit qu’il est nécessaire que le capteur soit placé hors d’un noeud

modal pour que la matrice A soit inversible.

4.1.3 Variante sur l’estimation de l’intensité

Il peut sembler surprenant de travailler avec le vecteur de participation modale amplifié

ZF = fXF pour identifier en fin de parcours plusieurs intensités fi, chacune étant associée à

un candidat Fi trouvé. Nous pourrions en effet obtenir une unique estimation de l’intensité

en recalant les amplitudes maximales des signaux prédits et mesurés. Pour cela, il suffirait

de considérer les mesures normalisées à 1, soit le signal qn = q/||q||∞, et d’estimer le VPMA

associé Zn avec la procédure des moindres carrés décrite ci-dessus. La reconstruction du

signal normalisé serait alors donnée par q̃n = Lδ.Zn. On pourrait alors estimer l’intensité

par :

f̂ = ||q||∞
||q̃n||∞

(4.4)

Cette variante n’est en fait valable que lorsque les modes retenus dans l’analyse sont

effectivement ceux qui contribuent le plus à l’amplitude maximale de la réponse. Or, il n’y a

aucune raison que les modes retenus, les modes discriminants qui contiennent l’information

sur le point d’application F , soient ceux qui contribuent le plus dans la réponse. Nous

verrons même dans le Chapitre 6 que dans le cas d’un impact dur, i.e qui sollicite une

large bande de fréquences, les modes discriminants retenus contribuent peu à la réponse.
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Cette variante conduirait certes à bien recaler les amplitudes prédictions-mesures, mais

pas à estimer convenablement l’intensité de l’impact que nous recherchons. En revanche,

l’intensité f du Dirac est bien contenue dans le VPMA et il est donc raisonnable de chercher

à l’estimer à partir de celui-ci. Nous pouvons toutefois nous demander dans quelle mesure

un modèle de réponse qui prédit mal les mesures peut être utile pour identifier un impact.

Nous allons voir dans la section suivante qu’il est possible d’estimer convenablement le

VPMA tronqué aux modes discriminants même si l’erreur de troncature du modèle de

réponse est élevée.

Terminons en signalant que la procédure proposée en section 3.3.3 permet d’identifier

autant d’intensités possibles fi que de candidats Fi. On peut alors définir une estimation

f̂ de l’intensité à l’aide d’un barycentre sur les m intensités fi obtenues. De cette façon,

l’estimation f̂ de l’intensité de l’impact se définit par :

f̂ =
m∑
i=1

wifi (4.5)

où les wi sont de somme unitaire en accordant davantage d’importance aux intensités fi
associées à des θ̂i petits. Par exemple en choisissant :

wi = cos(θ̂i)∑m
i=1 cos(θ̂i)

(4.6)

où nous rappelons que θ̂i ∈ [0, θc] ⊂ [0, π/4], et donc que cos(θ̂i) ∈ [
√

2/2, 1] (voir Figure

3.11). De façon analogue, on peut estimer le point d’impact F par un barycentre pondéré

F̂ des candidats Fi défini par :

F̂ =
m∑
i=1

wiFi (4.7)

où l’on a abusivement noté M = −−→OM le vecteur position d’un point M par rapport à

l’origine O d’un repère géométrique de la structure.
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4.2 Conditions suffisantes sur les propriétés modales de la
structure et les paramètres de mesure pour rendre le
problème d’estimation du VPMA bien posé

On qualifie de « bien posé » un problème admettant une unique solution qui a la pro-

priété d’être robuste par rapport aux perturbations des données (mesures et/ou modèle).

Dans cette section nous allons voir que l’utilisation du modèle linéaire tronqué (4.1) ne

conduit pas nécessairement à de grandes erreurs d’estimation sur le VPMA, même si le

nombre p de modes retenus dans l’analyse est petit en comparaison du nombre de modes

significativement excités par l’impact. Il est en effet classique de montrer que le spectre

d’un Dirac est plat et excite uniformément toutes les fréquences de la structure.

On note Gi, Q et Q̃ les signaux gi (voir section 2.1), q et q̃ discrétisés en temps sur

l’intervalle de mesure avec la période d’échantillonnage ∆t. Par exemple on a Gi =

(gi(t1) ... gi(tn))T avec ti = i∆t. D’après l’équation (2.7) les signaux échantillonnés Q

et Q̃ se décomposent dans la famille des (Gi) :

Q =
N∑
i=1

KiGi et Q̃ =
p∑
i=1

KiGi (4.8)

où Ki = ΦFiΦCi. On note Qe =
∑N
i=p+1KiGi la projection de la réponse sur la famille

des N − p modes qui n’ont pas été retenus dans l’analyse. On note de plus Q̂ le projeté

orthogonal de Q sur la famille (Gi)1≤i≤p obtenu par la procédure des moindres carrés

décrite en section 4.1.2.

L’objectif de cette section est de montrer que sous certaines conditions, portant sur les

propriétés modales de la structure et les paramètres de mesure, le modèle de réponse Q̂

identifié avec la procédure des moindres carrés est proche du signal tronqué Q̃. Pour cela,

nous allons d’abord montrer que sous une condition de bonne séparation des modes les

fonctions de réponse impulsionnelle gi sont presque orthogonales, en un sens que nous

préciserons, pour le produit scalaire usuel sur l’espace des fonctions continues sur [0,+∞[

de carré intégrable. Nous verrons que cela reste vrai en considérant les réponses impulsion-

nelles discrétisées Gi dans l’espace Rn muni de son produit scalaire usuel, pourvu que la

durée de mesure et la fréquence d’échantillonnage du capteur soient suffisamment grandes.

Or, la procédure des moindres carrés utilisée pour estimer le VPMA permet d’obtenir le
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projeté orthogonal Q̂ du vecteur réponse mesurée discrétisée Q sur l’espace engendré par

la famille (Gi)1≤i≤p. Nous en déduirons que, dans ces conditions, la solution du problème

des moindres carrés conduit à l’identification d’un modèle Q̂ proche du signal tronqué aux

p modes sélectionnés Q̃.

4.2.1 Presque orthogonalité des fonctions de réponse impulsionnelle dis-
crétisées associées à des modes faiblement amortis et bien séparés

On considère une famille de p réponses impulsionnelles que l’on note G = (gi)1≤i≤p. On

note E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,+∞[ de carré intégrable qu’on

munit du produit scalaire usuel défini par (u|v)E =
∫∞

0 u(t)v(t)dt. On rappelle que les gi
sont définies par gi(t) = 1

ωi
e−ηiω0it sin (ωit) avec ηi < 1. Les amortissements modaux ηi

étant non nuls les gi sont des éléments de E puisque gi = O+∞(ui) avec ui : t→ e−ηiω0it

qui est continue de carré intégrable sur [0,+∞[.

Définition 4.2.1 (Séparation modale). On appelle séparation modale entre deux modes

distincts i et j la quantité sij ∈ [0, 1] définie par :

sij = |ωi − ωj |
ω0i + ω0j

Remarque 4.2.1. Les structures qui présentent « trop de symétries » ont des modes

de vibration associés à la même fréquence propre. On a alors sij = 0 pour ces modes

confondus. C’est par exemple le cas lorsqu’on considère une plaque carrée simplement

supportée sur ses bords : ϕ1,2 et ϕ2,1 sont associés à la même pulsation propre ω1,2 = ω2,1.

On pose ηm = mini ηi, ηM = maxi ηi, et s = mini ̸=j sij définissant une séparation modale

de la famille de modes considérés. On note g∗
i = gi/∥gi∥E les réponses impulsionnelles

normées et on montre en Annexe C que la famille G∗ = (g∗
i )1≤i≤p vérifie :

∥g∗
i ∥E = 1 et pour i ̸= j |(g∗

i |g∗
j )E | ≤ µE(G∗) (4.9)

avec µE(G∗) qu’on appelle le coefficient de presque orthogonalité de la famille G∗ défini

par :

µE(G∗) = η2
M

(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

(4.10)
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Ce coefficient est petit devant 1 lorsque les modes considérés sont faiblement amortis et

bien séparés. En effet, pour ηM → 0 et s ̸= 0 on a |(g∗
i |g∗

j )| → 0. On dit alors que la famille

G∗ est presque orthogonale, ou que la famille G est presque orthogonale à une normalisation

près, au sens de la définition suivante :

Définition 4.2.2 (Presque orthogonalité). Soit (ui)1≤i≤p une famille de p éléments d’un

espace vectoriel V muni d’un produit scalaire (.|.)V . On dit que la famille (ui)1≤i≤p est

presque orthogonale sur V pour le produit scalaire (.|.)V lorsqu’elle vérifie :

∥ui∥V = 1 et pour i ̸= j |(ui|uj)V | ≤ µ≪ 1

On appelle µ le coefficient de presque orthogonalité de la famille (ui)1≤i≤p.

Remarque 4.2.2. C’est une définition qualitative qui n’a d’intérêt que lorsqu’on précise

la condition de petitesse sur µ pour l’application visée. Dans notre étude, la petite grandeur

de référence est η2
M étant donné que l’on considère par hypothèse une famille de p modes

de vibration faiblement amortis.

Il reste à montrer que cette propriété peut rester vraie en considérant les signaux échan-

tillonnés. On munit F = Rn du produit scalaire usuel (U|V)F =
∑n
k=1 UkVk et on considère

la famille G = (Gi)1≤i≤p. On définit G′
i =

√
∆t

∥gi∥E
Gi puis G∗

i = G′
i

∥G′
i∥F

. On montre en Annexe

C que pour une durée de mesure D suffisamment grande et une période d’échantillonnage

∆t suffisamment petite la famille normalisée G∗ = (G∗
i )1≤i≤p vérifie :

∥G∗
i ∥F = 1 et pour i ̸= j |(G∗

i |G∗
j )F | ≤ µF (G∗) (4.11)

avec µF (G∗) le coefficient de presque orthogonalité de la famille G∗ défini par :

µF (G∗) = µE(G∗) + η2
M

1− η2
M

(4.12)

Notons que µF (G∗) > µE(G∗) (voir Annexe C). Si les amortissements sont faibles et les

modes sont bien séparés alors µF (G∗) est petit devant 1 et la famille G∗ est presque

orthogonale :

∥G∗
i ∥F = 1 et pour i ̸= j |(G∗

i |G∗
j )F | ≪ 1 (4.13)
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4.2.2 Formule approchée du conditionnement pour une FMD formée de
modes faiblement amortis et bien séparés

Les coefficients de la matrice A (voir section 4.1.2) sont donnés par :

Aij = ΦCiΦCj(Gi|Gj)F = ΦCiΦCj

∆t ∥G′
i∥F ∥G′

j∥F ∥gi∥E∥gj∥E(G∗
i |G∗

j )F (4.14)

D’après la section précédente, si les modes de la FMD sont faiblement amortis et bien

séparés, et si la durée de mesure et la fréquence d’échantillonnage du capteur sont suf-

fisamment grandes, alors la famille G∗ = (G∗
i )1≤i≤p est presque orthogonale et les rela-

tions (4.11) sont vérifiées. On note pour alléger µ = µF (G∗). D’après l’Annexe C on a√
1− η2

M ≤ ∥G′
i∥F ≤

√
1 + η2

M , si bien que pour i = j la relation (4.14) applique :

1− η2
M

4∆t
Φ2
Ci

ηiω3
0i
≤ Aii ≤

1 + η2
M

4∆t
Φ2
Ci

ηiω3
0i

(4.15)

On peut alors raisonnablement approcher les coefficients diagonaux par 3 :

Aii ≈
1

4∆t
Φ2
Ci

ηiω3
0i

(4.16)

Les coefficient hors diagonaux vérifient quant à eux :

|Aij | ≤ µ
1− η2

M

4∆t
|ΦCiΦCj |

(ηiηj)1/2(ω0iω0j)3/2 (4.17)

On observe que si µ est suffisamment petit alors :

|Aii| >
p∑
j ̸=i
|Aij | (4.18)

Ainsi A est à diagonale strictement dominante 4. La matrice A est donc inversible et son

conditionnement en norme 2, noté κ(A), peut raisonnablement s’approcher par le plus

grand rapport, en valeur absolue, de ses coefficients diagonaux [Spiteri 2002]. Et cette

3. Plus rigoureusement on devrait écrire Aii = 1
4∆t

Φ2
Ci

ηiω3
0i

+ o( 1
ηi

).
4. Cela ne peut bien évidemment pas se réaliser si le capteur est sur un noeud modal puisqu’alors un

coefficient diagonal serait nul.
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approximation est d’autant plus précise que µ est petit. La relation (4.16) nous conduit

alors à l’approximation 5 suivante du conditionnement en norme 2 de la matrice A :

κ(A) ≈ max
(

Φ2
Ci

ηiω3
0i

)
/min

(
Φ2
Ci

ηiω3
0i

)
(4.19)

Les paramètres de la procédure peuvent se choisir pour réduire le conditionnement de la

matrice A (section 4.3). La procédure d’estimation du VPMA est alors robuste puisque

des perturbations voisines des mesures conduiront à des estimations voisines du VPMA. Il

reste à montrer que l’estimation ẐF que l’on fait du VPMA peut être précise, c’est-à-dire

proche en un certain sens de ZF.

4.2.3 Majoration de l’erreur d’estimation commise sur le VPMA

Les signaux échantillonnés Q, Q̃, Qe et Q̂ se décomposent dans la famille G∗ = (G∗
i )1≤i≤N

qui n’est qu’une normalisation de la famille des (Gi)1≤i≤N (voir 4.2.1). On note X, X̃,Xe

et X̂ les vecteurs formés de leurs composantes 6 respectives dans la famille G∗. On montre

en Annexe C que l’erreur d’estimation commise sur X̃ en utilisant un modèle tronqué sur

p modes vérifie :

∥X̂− X̃∥∞ ≤ µ(N − p)∥Xe∥∞∥G−1∥∞ (4.20)

où G est la matrice de taille p définie par Gij = (G∗
i |G∗

j ), et µ est le coefficient associé à

la famille G∗ donné par (4.12).

La majoration (4.20) montre que plus µ est petit et moins l’erreur d’estimation commise

sur X̃ est importante. Cependant, cette majoration est très pessimiste à cause du facteur

(N − p) puisque N ≫ p, et du facteur µ qui est probablement très grand devant 1 puisque

les N modes de la structure, en particulier ceux d’ordre élevé, n’ont a priori aucune raison

d’être bien séparés. Il est même observé que les modes appartenant au domaine haute

fréquences sont en général très rapprochés [Lesueur 1988].

5. On réalise en fait un développement limité à l’ordre 1 en o(1/ηi).
6. On ne parle pas de coordonnées puisqu’a priori n ̸= N et que la liberté de la famille (G∗

i )1≤i≤N n’est
pas garantie.
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En fait, la majoration (4.20) peut être largement améliorée en remarquant que les termes

dans la série (2.7) décrivant la réponse impulsionnelle sont en 1
ω0i
e−ηiω0it. Les modes d’ordre

élevé ne contribuent donc que très peu à la réponse mesurée si la distribution des pulsations

propres ω0i est large. La structure agit donc comme un filtre passe-bas, si bien que l’on

peut décomposer Qe en deux parties :

Qe = Qe
(1) + Qe

(2) (4.21)

où Qe
(1) contient les N (1) modes qui ont été significativement excités mais dont on a pas

tenu compte dans l’analyse, et Qe
(2) contient les (N −N (1)− p) modes restants. Le signal

Q(1) = Q̃ + Qe
(1) ≈ Q vérifie la majoration :

∥X̂(1) − X̃∥∞ ≤ µ(1)N (1)∥Xe
(1)∥∞∥G−1∥∞ (4.22)

où cette fois ci N (1) ≪ N puisque la structure agit comme un filtre passe-bas, et où µ(1) a

plus de raison d’être petit devant 1 puisqu’il est seulement associé à la famille des N (1) +p

vecteurs G∗
i .

Ainsi Q̂ ≈ Q̂(1), obtenu par la procédure des moindres carrés, et Q̃, obtenu par troncature

sur p modes, sont proches si d’une part les N (1) + p fonctions de réponse impulsionnelles

gi sont presque orthogonales, et d’autre part si les paramètres de mesures D et n sont bien

choisis. On représente cette situation sur la Figure 4.3. Autrement dit, la presque orthogo-

nalité des fonctions de réponse impulsionnelle réduit l’influence de l’erreur de troncature.

C’est notamment pour cette raison que la procédure des moindres carrés est judicieuse

pour estimer le VPMA : la projection orthogonale et la troncature se confondent dans ces

conditions. Une majoration analogue à (4.22) peut s’obtenir entre ẐF et ZF en passant

des xi aux zi par une mise à l’échelle appropriée :

∥Ẑ(1) − ZF∥∞ ≤ cµ(1)N (1)∥Xe
(1)∥∞∥G−1∥∞ (4.23)

où c =
√

∆t/min (ΦCi∥G′
i∥F ∥gi∥E) avec i parcourant 1,...p.
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V ect
(
(G∗

i )1≤i≤p

)

Q Qe

Q̂

Q̃

Figure 4.3 – Illustration du lien entre projection orthogonale et troncature modale dans
les conditions de presque orthogonalité de la famille des (Hi).

Terminons en donnant une condition suffisante sur l’erreur de troncature pour que le Dirac

soit localisé à ϵ près et que son intensité soit estimée à r% près. Pour cela, on suppose que

les tolérances de colinéarité θc et de reconstruction r sont raisonnablement choisies (voir

sections 3.3.2 et 3.3.3). On a alors 0 ∈ Nϵ ∩ Nr. Autrement dit, une erreur d’estimation

nulle sur le VPMA conduit à une localisation du Dirac à ϵ près et à une reconstruction

de son intensité à r% près. En fait, on peut trouver une boule B ⊂ Rp de rayon R > 0 de

centre l’origine telle que B ⊂ Nϵ ∩Nr (voir Figure 4.4).

e1

∥e0∥

−∥f.ϕ∗
F ∥

B ⊂ Nr ∩Nϵ

0

Figure 4.4 – Inclusion d’une boule de centre l’origine dans le noyau d’identification du
Dirac dans des tolérances fixées. Voir section 3.3.4 pour la construction de cette illustration.

D’après la relation (4.23), si l’on a :

cµ(1)N (1)∥Xe
(1)∥∞∥G−1∥∞ ≤ R (4.24)
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Alors e = ẐF − ZF ∈ B ⊂ Nϵ ∩ Nr, et donc le Dirac est identifié dans les tolérances

fixées. La relation (4.24) indique que l’erreur de troncature peut être compensée par la

presque orthogonalité de la famille (g∗
i )1≤i≤N(1)+p. Bien sûr, c’est seulement une condition

suffisante qui a l’intérêt d’illustrer que la presque orthogonalité de la famille G∗ garantit

l’identification robuste et précise du Dirac 7.

4.3 Sélection des paramètres de mesure améliorant la ro-
bustesse de la procédure d’estimation du VPMA dans
les conditions de presque orthogonalité des fonctions de
réponse impulsionnelle

L’objectif de cette section est de proposer des paramètres de mesure (durée de me-

sure, fréquence d’échantillonnage, et positionnement du capteur) permettant de réduire

le conditionnement de la matrice A dans l’hypothèse où la famille (g∗
i )1≤i≤p est presque

orthogonale.

4.3.1 Sélection de la durée de mesure et de la fréquence d’échantillon-
nage réalisant la propriété de presque orthogonalité des réponses
impulsionnelles discrétisées

Par hypothèse, la FMD sélectionnée est associée à p fonctions de réponse impulsionnelle

normées g∗
i presque orthogonales au sens de la relation (4.9). La section 4.2.1 nous apprend

que la durée de mesure D peut être choisie suffisamment grande et la période d’échan-

tillonnage ∆t peut être choisie suffisamment petite pour que les réponses impulsionnelles

discrétisées G∗
i soient presque orthogonales au sens de la relation (4.13). On note D∗ et ∆t∗

la durée de mesure et la période d’échantillonnage permettant de réaliser cette propriété.

La première exigence sur les paramètres de mesure, si l’on veut utiliser les propriétés de

presque orthogonalité, est donc d’effectuer les mesures sur une durée D avec une période

7. La condition nécessaire et suffisante d’identification du Dirac dans les tolérances fixées est par défi-
nition e ∈ Nϵ ∩ Nr, comme illustré sur la Figure 3.13.
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d’échantillonnage ∆t satisfaisant 8 :

D ≥ D∗ et ∆t ≤ ∆t∗ (4.25)

Il nous reste maintenant à étudier le problème du positionnement du capteur pour mini-

miser le conditionnement de la matrice A dans les conditions de presque orthogonalité.

4.3.2 Points de mesure minimisant le conditionnement de la matrice A

Commençons par motiver l’étude du positionnement du capteur en rappelant qu’il ne

peut pas être placé n’importe où sur la structure suivant les contributions modales que

l’on souhaite capturer. On a donné en section 4.1.2 une condition nécessaire de placement

du capteur : il ne doit pas être positionné sur un des noeuds modaux des p modes de

vibration retenus dans l’analyse. Dans le cas contraire, la matrice A est singulière et le

problème d’estimation du VPMA est alors mal posé.

Si les modes discriminants sont faiblement amortis, suffisamment séparés, et que les condi-

tions (4.25) sont satisfaites, alors les réponses impulsionnelles discrétisées normées G∗
i sont

presque orthogonales au sens de la relation (4.13) (voir Annexe C). La formule approchée

du conditionnement donnée par (4.19) permet de retrouver que le capteur ne doit en aucun

cas être placé sur un des noeuds de vibration des modes de la FMD, sinon κ(A) = +∞

(matrice non inversible). Mais surtout, cette formule approchée donne le loisir de déter-

miner les points de mesure permettant de minimiser le conditionnement de la matrice A.

Pour minimiser κ(A) il suffit en effet de positionner le capteur sur un point P vérifiant :

P = argmin
(

max
(

Φ2
Ci

ηiω3
0i

)
/min

(
Φ2
Ci

ηiω3
0i

))
(4.26)

où C parcourt l’ensemble des ddl de la structure sur lesquels il est possible de placer un

capteur.

Les points vérifiant (4.26) permettent de maximiser la robustesse de la procédure d’estima-

tion du VPMA lorsque le conditionnement de la matrice A est effectivement bien approché

8. D’après l’Annexe C, la période d’échantillonnage se choisit une fois que la durée de mesure est fixée.
En toute rigueur, on devrait donc noter ∆t(D) ≤ ∆t∗(D∗).
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par la formule (4.19). En particulier, cela se réalise lorsque (i) l’impact appliqué est un

Dirac et (ii) lorsque les réponses impulsionnelles discrétisées sont presque orthogonales.

Nous privilégierons d’autres points de mesure, que nous appelerons points neutres, dans

la section 5.3.3 lorsque l’impact à identifier n’est pas un Dirac (la condition (i) est alors

fausse), et/ou lorsqu’il existe une contrainte sur les temps de calculs empêchant d’utili-

ser une trop grande partie de la réponse vibratoire en vérifiant les conditions (4.25) (la

condition (ii) est alors fausse).

4.4 Détermination du noyau du problème d’identification
d’un Dirac dans des tolérances fixées

On a déterminé dans la section 3.3.2 le noyau du problème de localisation d’une exci-

tation à ϵ près à partir d’une estimation du VPMA, et dans la section 3.3.3 on a déterminé

le noyau d’estimation de son intensité à r% près. Cependant, les noyaux Nϵ et Nr sont

définis par rapport à l’erreur d’estimation e ∈ Rp commise sur le vecteur de participation

modale amplifié ZF. On note E ∈ Rn l’erreur commise sur le modèle de réponse tronqué :

Q = Q̃ + E (4.27)

L’objectif de cette section est de déterminer les noyaux N ′
ϵ et N ′

r de la procédure définis

par rapport à E. Autrement dit, on cherche le domaine des erreurs E ∈ Rn admissibles

sur Q̃ pour envoyer e = O(E) ∈ Rp dans Nϵ ou Nr, où O désigne l’opérateur permettant

de passer de E ∈ Rn à e ∈ Rp. Cela posé, N ′
ϵ et N ′

r sont les images réciproques de Nϵ et

Nr par l’opérateur O :

N ′
ϵ = O−1(Nϵ) et N ′

r = O−1(Nr) (4.28)

où O−1(P) ⊂ Rn désigne l’image réciproque d’un domaine P ⊂ Rp par l’opérateur O.

On sait déjà que l’opérateur O en question est linéaire puisque on n’a effectué qu’une série

d’opérations linéaires pour passer de Q à ẐF, et donc il s’exprimera simplement sous la

forme d’une matrice de taille p× n.
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D’après la section 4.1.2, la solution ẐF du problème des moindres carrés vérifie AẐF = U,

où U =
∑n
i=1QiLT

i =
∑n
i=1 Q̃iLT

i +
∑n
i=1EiLT

i . L’erreur dans le second membre est donc

Ue =
∑n
i=1EiLT

i , et donc l’erreur commise sur le vecteur de participation modale est

e = A−1Ue. On note B la matrice rectangulaire de taille p × n obtenue en rangeant en

colonnes les LT
i de sorte que Ue = BE. On a ainsi e = A−1BE, d’où l’on déduit :

O = A−1B (4.29)

Il reste à déterminer l’image réciproque d’une partie P ⊂ Rp par l’opérateur linéaire O.

Pour cela on considère le système matriciel :

BE = Ae (4.30)

On suppose pour simplifier que la matrice B est de rang plein en lignes. D’après [Borne

and Rotella 2000] sa pseudo-inverse B† pour la norme 2 vérifie BB† = Ip, où Ip désigne la

matrice identité d’ordre p. Une solution particulière de (4.30) est E0 = B†Ae, si bien que

l’ensemble S des solutions de (4.30) est donné par B†Ae à un élément de Ker(B) près.

On en déduit les noyaux de la procédure d’estimation du VPMA formulés par rapport à

l’erreur E ∈ Rn commise sur le modèle tronqué Q̃ :

N ′
ϵ = B†ANϵ + Ker(B) et N ′

r = B†ANr + Ker(B) (4.31)

Nϵ est un cône de révolution donc sa transformation (linéaire) par B†A est toujours

un cône, mais qui n’est pas forcément de révolution. En particulier, N ′
ϵ est toujours un

domaine non borné, ce qui est favorable du point de vue de la robustesse de la procédure

de localisation. Nr est inclus dans un intérieur entre deux boules, donc sa transformation

par B†A est incluse dans un intérieur entre deux ellipsoïdes.
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4.5 Bilan sur les conditions d’identification robuste et pré-
cise d’un Dirac

On récapitule ici les conditions suffisantes identifiées dans ce chapitre permettant d’iden-

tifier un Dirac de façon robuste et précise à partir de mesures vibratoires en un point.

Conditions suffisantes d’identification robuste et précise d’un Dirac :

Si les conditions suivantes sont satisfaites :

C1 : La durée de mesure D et la période d’échantillonnage ∆t sont telles que la
relation (4.12) est vérifiée

C2 : Les amortissements ηi et les séparations modales sij des modes formant la FMD
sont tels que la relation (4.18) est vérifiée

Alors la matrice A est à diagonale strictement dominante. On peut alors améliorer la
robustesse de la procédure d’identification du Dirac en remplissant la condition suivante :

C3 : Le capteur est positionné sur un point de la structure vérifiant la relation (4.26)

Si de plus les conditions suivantes sont vérifiées :

C4 : Les N (1) modes omis dans l’analyse mais significativement excités par l’impact
sont tels que µ(1) permet de vérifier la relation (4.24)

C5 : La tolérance de colinéarité θc vérifie la relation (3.14)

Alors la procédure est précise pour la localisation du Dirac. Si de plus la condition
suivante est satisfaite :

C6 : Les quantités l = mini ∥ϕ∗
i ∥ et L = maxi ∥ϕ∗

i ∥ vérifient la relation (3.22),

Alors la procédure est également précise pour l’estimation de l’intensité du Dirac.

Démonstration. C1 et C2 impliquent que le conditionnement de la matrice A est bien

approché par la relation (4.19). C3 permet alors de le minimiser, i.e. de maximiser la

robustesse. C4 implique que l’erreur de troncature est compensée par la presque ortho-

gonalité des réponses impulsionnelles associées aux modes significativement excités par le

Dirac, et donc que l’estimation du VPMA est précise. Avec C5 les candidats Fi retrouvés

à partir du VPMA par la procédure de discrimination sont ϵ-proches du point d’impact F .

La condition C6 garantit que les intensités |fi| associées aux candidats retrouvés seront au

moins proches de |f | à r′%-près, où r′ est défini par l’égalité dans la relation (3.22).
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Toutes ces conditions sont suffisantes mais pas nécessaires pour l’identification robuste

et précise du Dirac. En particulier, la localisation peut être précise même si C4 n’est

pas vérifiée. En effet, l’erreur d’estimation e commise sur le VPMA peut être de norme

très grande tout en étant dans Nϵ qui n’est pas borné (voir section 3.3.2). La condition

nécessaire et suffisante pour une identification précise du Dirac est que l’erreur d’estimation

commise sur le VPMA soit dans Nϵ ∩ Nr (voir section 3.3.4). Les conditions de presque

orthogonalité permettent toutefois de garantir que l’estimation du VPMA est à la fois

précise et robuste, et donc que la localisation du Dirac et l’estimation de son intensité le

sont aussi lorsque la tolérance de colinéarité est bien réglée.

C2 porte sur les propriétés modales des modes formant la FMD, et donc elle dépend du

système mécanique étudié (structure et conditions aux limites). C1 et C3 portent sur les

paramètres de mesure sur lesquels il est possible d’agir. Notons que C1 peut être une

contrainte par rapport au temps de calcul admissible puisqu’elle impose d’utiliser une

grande partie de la réponse vibratoire (n est alors grand). C4 porte à la fois sur les

propriétés modales du système et sur le point d’application du Dirac. En fait, la situation

idéale est que les modes de la FMD soient effectivement les modes les plus excités par

l’impact. Le nombre de modes pouvant être significativement excités dépend en effet du

point d’application de l’excitation. Typiquement, un impact ayant lieu sur une partie plus

rigide de la structure sollicite des modes plus rigides associés à des fréquences propres plus

élevées.

On a vu dans ce chapitre qu’on peut résoudre le problème d’identification d’un Dirac

appliqué à l’instant t = 0 par une méthode des moindres carrés linéaire à partir des

mesures d’un seul capteur. On représente sur la Figure 4.5 les différentes étapes de la

procédure d’identification d’un Dirac. Toutefois, la technique développée suppose d’une

part que l’instant d’impact est connu, le t = 0, et que l’impact est de durée suffisamment

brève pour que la réponse de la structure puisse être identifiée à sa réponse impulsionnelle.

En pratique, ces deux hypothèses ne sont pas toujours satisfaites : il est nécessaire d’étendre

la technique développée à l’estimation de l’instant d’impact ainsi qu’à la reconstruction

d’une loi paramétrée de force d’impact.
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Z = ẐF ⇒ q̂ ≈ q̃

CF

fδ

F C

q

F

ϵ

ẐF

ϕ∗
F

θϵ(F )
θc

ϕ∗
F2

ϕ∗
F3

ϕ∗
F1

F3

F1
F2

C

a) b)

c) d)

Figure 4.5 – Procédure d’identification d’un Dirac. a) Impulsion en F et mesures en
C, b) Estimation du vecteur de participation modale amplifié par minimisation de l’écart
prédictions-mesures, c) Procédure de discrimination sur les angles pour identifier les can-
didats et les intensités associées, d) Représentation des points candidats.

132



Chapitre 5

Extension de la méthode à
l’identification pratique d’un
impact arbitraire avec des mesures
d’accélérations

Résumé : Le modèle de Dirac s’applique à un impact de durée suffisamment brève pour
que la réponse de la structure puisse être représentée par sa réponse impulsionnelle. En
pratique, ce modèle n’est pas toujours valable et il est nécessaire de tenir compte de l’évo-
lution temporelle de la force d’impact. L’objectif de ce chapitre est d’étendre la procédure
d’identification à la reconstruction d’une loi paramétrée de force d’impact. Pour cela, on
propose des lois nécessitant peu de paramètres qui décrivent convenablement différents
types d’impact. Le problème d’identification est formulé par un problème des moindres
carrés non-linéaire. On propose de le résoudre par une procédure d’optimisation globale
tenant compte de la linéarité du modèle de réponse par rapport au VPMA tronqué. Pour
affiner le conditionnement de la procédure, on montre qu’il est préférable de mesurer des
accélérations plutôt que des déplacements et de placer les capteurs sur des emplacements
appelés points neutres. Enfin, on propose une stratégie de réglage des paramètres de la
procédure de discrimination permettant de réaliser un compromis précision-robustesse.
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Une force d’impact ψ se caractérise par une durée finie T et un pic principal, parfois

suivi par des répétitions de pics correspondant à des retours vibratoires de la structure

sur l’impacteur (voir Figure 5.1). On a vu dans la section 2.3 qu’il était impossible de

reconstruire une force d’impact ψ quelconque à partir de mesures effectuées dans le régime

d’oscillations libres d’une structure à N ddl qui constitue la majorité de la réponse vibra-

toire mesurable. En effet, l’information résiduelle sur ψ dans le régime libre (observé pour

t ≥ T ) est un ensemble de N couples de réels qui ne permettent pas de reconstruire une

fonction scalaire quelconque. En revanche, il semble plus raisonnable de chercher à esti-

mer un petit nombre r de paramètres de la force d’impact caractérisant sa forme, comme

sa durée ou la dissymétrie de son pic principal, d’autant plus que notre objectif est de

retrouver l’énergie de l’impact et non ses variations précises.

τ tτ + T

ψ

1

0

Pic principal

Répétitions de pics

Figure 5.1 – Représentation d’une force d’impact avec répétitions de pics.

5.1 Sélection de lois paramétriques de force d’impact

De façon générale, une force d’impact se caractérise par une fonction continue à support

borné [τ, T + τ ] où τ ≥ 0 désigne l’instant d’application de l’impact, et T > 0 désigne la

durée de l’impact (voir Figure 5.1). L’instant t = 0 considéré ici correspond à un début

de mesures alors que la structure est initialement au repos. On proposera en section 5.2.3

des techniques permettant d’estimer l’instant d’impact t = τ . On suppose que la durée

d’impact T est suffisamment brève pour générer des oscillations libres de la structure (voir

section 2.3), mais qu’elle est suffisamment longue pour que la réponse ne puisse pas être
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convenablement approchée par une réponse impulsionnelle. Dans le cas contraire, on est

ramené au problème d’identification d’un Dirac étudié dans le chapitre précédent.

Remarquons qu’il n’est pas utile de chercher un modèle de force d’impact qui présente des

petites perturbations par rapport à la courbe moyenne, comme cela peut être observé dans

les expériences. En effet, la réponse q d’un point de la structure est donnée par l’application

linéaire continue q : f ↦→ q(f) = f ∗ g, avec g la réponse impulsionnelle de la structure.

Une petite perturbation ∆f de l’excitation se traduit par une petite perturbation ∆q de

la réponse. Les paramètres supplémentaires liés à ces petites perturbations permettraient

certes de représenter plus fidèlement une force d’impact comme illustrée en Figure 5.1.

Cependant, ils augmenteraient inutilement les temps de calcul avec la procédure proposée

en section 5.2.2. Quatre modèles sont proposés pour représenter avec peu de paramètres

une loi d’impact (voir Figure 5.2) :

DS Un demi sinus appliqué à l’instant τ et de durée T ,

QC Un quart de cosinus appliqué à l’instant τ et de durée T ,

GS Une gaussienne symétrique de moyenne µ et de variance σ,

GD Une gaussienne dissymétrique de moyenne µ, de variance gauche σg et de variance

droite σd.

ψ(α, t)

0 t

0 t

0 t

0 t

σ σg σd

µ µ

a) DS b) QC

c) GS d) GD

τ τ + T τ τ + T

Figure 5.2 – Modèles paramétrés de loi d’impact.
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Les modèles DS et GS représentent des « impacts mous » pour lesquels le pic principal est

symétrique. Typiquement, ces impacts s’observent lorsque le matériau de l’impacteur est

très peu rigide par rapport à celui de la structure au point d’impact et que la vitesse de

l’impacteur n’est pas trop importante. A l’inverse, les modèles QC et GD représentent des

« impacts durs » pour lesquels le pic principal se caractérise par une brusque augmentation

de la force à partir de l’instant d’impact. Notons que les modèles GD et GS ne sont

pas à support borné mais à décroissance exponentielle. On verra qu’ils sont adaptés aux

procédures numériques puisque qu’ils sont de régularité C∞ sans nécessiter beaucoup de

paramètres pour représenter un impact à pic symétrique ou dissymétrique. Les modèles

DS et QC ne sont pas C1 sur [0,+∞[, ce qui interdit d’utiliser des méthodes d’optimisation

basées sur une hypothèse de gradient continu. Enfin, signalons que les modèles proposés

ne permettent pas de représenter des répétitions de pics comme illustré sur la Figure 5.1.

En pratique, ces modèles permettent cependant de capturer le pic principal contenant la

majorité de l’énergie de l’impact (voir section 6.5.3).

5.2 Estimation simultanée du VPMA et des paramètres de
la loi d’impact à partir de mesures vibratoires en un
point

5.2.1 Formulation du problème

On considère une structure linéaire élastique à N ddl soumise à l’instant t = 0 à une force

d’impact fψ. La loi unitaire ψ dépend éventuellement d’un paramètre τ caractérisant le

décalage entre l’instant d’impact et le début des mesures. On suppose qu’une FMD formée

de p de modes de vibration connus de la structure est disponible (voir Chapitre 3). On

note (αi)1≤i≤r l’ensemble des r paramètres utilisés pour décrire la loi d’impact unitaire

ψ avec un modèle paramétrique (voir section 5.1). On regroupe ces paramètres dans un

vecteur α = (α1 ... αr) de sorte que le modèle de réponse de la structure au point de

mesure C est donné par :

q̃(α, t) = Lψ(α, t).ZF (5.1)
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Les expressions des ψ(α) ∗ gi dans Lψ(α, t) peuvent se calculer explicitement pour les

modèles DS et QC. En revanche, les gaussiennes se prêtent mal au calcul intégral explicite

et les produits de convolution avec les lois GS et GD doivent être calculés numériquement.

On dispose de n > p + r mesures (q(ti))1≤i≤n, éventuellement entachées de bruit, prises

aux instants ti = i∆t avec ∆t la période d’échantillonnage du capteur. Le problème est

alors d’estimer le vecteur de participation modale amplifié ZF, lié au point d’application F

de l’impact et à son intensité f (voir Chapitre 3), et d’identifier le vecteur des paramètres

α décrivant l’évolution temporelle unitaire de la force d’impact ψ. Par suite, on souhaite

localiser à ϵ-près le point d’impact F (voir Figure 5.3) et estimer son intensité f à partir de

l’estimation ẐF du VPMA en utilisant la procédure de discrimination décrite en section

3.3. La reconstruction de la force d’impact est donnée par f̂ψ(α̂), où f̂ et α̂ désignent

respectivement les estimations de l’intensité de l’impact et du vecteur des paramètres de

la loi unitaire.

fψ

F
C

q

ϵ

Figure 5.3 – Problème d’identification d’un impact quelconque.

5.2.2 Résolution par une méthode de moindres carrés semi-linéaire ex-
plorant l’espace des paramètres de la forme d’impact

On cherche une approximation ẐF du vecteur de participation modale amplifié et une

approximation α̂ du vecteur des paramètres de l’impact au sens des moindres carrés. Plus

précisément, on veut minimiser la somme des carrés des écarts prédictions-mesures :

S(β,Z) =
n∑
i=1

(Li(β).Z− q(ti))2 (5.2)
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où l’on a posé Li(β) = Lψ(β, ti). Le modèle de réponse (5.1) n’est plus linéaire par

rapport à toutes les inconnues puisque qu’on doit estimer le vecteur des paramètres α qui

est noyé dans les expressions non linéaires ψ(α) ∗ gi. S n’a plus de raison d’admettre un

minimum unique et une procédure d’optimisation globale doit être envisagée. Remarquons

cependant que le modèle de réponse reste linéaire par rapport au vecteur de participation

modale amplifié ZF. Comme on le verra dans la section 5.3, il est toujours possible de bien

conditionner le problème d’estimation du VPMA pour un jeu de paramètres α(i) donné.

On est donc conduit à explorer l’espace des paramètres α de la forme d’impact et à

identifier pour chaque jeu de paramètres α(i) l’unique VPMA associé par résolution d’un

problème des moindres carrés linéaire (voir section 4.1.2). On retiendra, en fin de parcours,

le couple (α(opt),ZF
(opt)) pour lequel la plus petite valeur de S a été obtenue. On qua-

lifie dans la suite cette procédure de semi-linéaire puisque qu’elle consiste à résoudre un

problème des moindres carrés linéaire pour chaque jeu de paramètre α(i) exploré. Le prin-

cipal avantage de cette méthode est que chaque itération consiste à résoudre un système

matriciel linéaire de petite dimension p qui nécessite très peu de temps de calcul.

L’exploration de l’espace des paramètres de la forme d’impact peut s’effectuer de plusieurs

manières. Le plus simple, mais aussi le moins économique en temps de calcul, est de dé-

couper uniformément les intervalles possibles de valeurs des paramètres
[
αmini , αmaxi

]
et

de résoudre en chaque point. Cette approche nécessite une connaissance préalable sur les

valeurs raisonnables à donner aux extrémités de chaque intervalle et au pas de résolution.

Une autre approche consiste à découper les intervalles à l’aide d’un algorithme d’explora-

tion dédié sélectionnant automatiquement les régions d’intérêt. On peut par exemple citer

les algorithmes de type génétique ou essaim de particules [Eberhart et al. 2001]. L’explo-

ration de l’espace des paramètres peut s’avérer très coûteuse en temps de calcul, surtout si

l’on effectue un simple découpage uniforme, et le modèle de loi d’impact retenu doit utiliser

un nombre de paramètres approprié au temps de calcul autorisé pour l’application visée 1.

Par ailleurs, suivant la stratégie d’exploration choisie il faut s’assurer que le modèle de loi

d’impact utilisé a les régularités nécessaires pour le bon déroulement de la procédure. Par

exemple, un algorithme nécessitant des calculs de gradients impose d’utiliser un modèle

1. Par exemple pour une application en temps réel.
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de loi d’impact au moins de régularité C1, comme par exemple les modèles GS et GD.

Enfin, le couple solution obtenu peut être affiné en utilisant une procédure d’optimisation

locale avec pour point de départ le couple associée à la plus petite valeur de S obtenue.

Par exemple, on peut utiliser l’algorithme de Levenberg-Marquardt qui est une procédure

itérative stable convergeant toujours vers le minimum local le plus proche du point de

départ [Marquardt 1963]. Cet algorithme utilise une jacobienne donc il faut utiliser un

modèle de loi d’impact au moins de régularité C1 pour qu’elle soit continue. Une fois ZF
(opt)

obtenu, on applique la procédure de discrimination décrite en section 3.3 pour identifier

les candidats Fi possibles et les intensités fi associées.

5.2.3 Techniques d’estimation de l’instant d’impact

Dans le Chapitre 4, on a supposé que l’instant d’impact était connu et on a développé

une procédure d’identification d’un Dirac sans se préoccuper du problème d’estimation de

l’instant d’impact. Pour une structure de dimensions suffisamment faibles, comme pour la

plaque étudiée dans le Chapitre 6, le temps d’établissement du régime vibratoire tmodes
est suffisamment court pour être négligé (voir Figure 1.1). Dans ce cas, on peut initialiser

le modèle de réponse au temps t = tmodes ≈ 0. Pour cela, il suffit de définir un seuil

de dépassement de niveau vibratoire a > 0 puis d’initialiser les mesures à l’instant de

franchissement du seuil (voir Figure 5.4).

q

t

a

−a t = 0

Figure 5.4 – Estimation de l’instant d’impact à partir du signal vibratoire du capteur le
plus proche du point d’impact.
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Cette approximation n’est plus valable lorsque la structure est de grandes dimensions et

que le capteur est trop éloigné du point d’impact, comme pour le panneau étudié dans le

Chapitre 7. On peut contourner ce problème de deux façons. La première option consiste

à mettre l’instant d’impact en paramètre inconnu du modèle de réponse (par exemple avec

le modèle GD proposé en section 5.1). Il faut alors résoudre un problème d’optimisation

fortement non linéaire avec le risque de trouver un minimum local. La seconde approche

consiste à placer plusieurs capteurs sur la structure, et à les distribuer de sorte que l’erreur

maximale que l’on puisse commettre sur l’instant d’impact ne conduise pas à des erreurs

trop importantes dans la procédure d’identification de l’impact.

5.3 Sélection de paramètres de mesures affinant le condi-
tionnement en chaque point de l’espace des paramètres

L’objectif de cette section est de déterminer des paramètres de mesure (type de me-

sure effectuée et positionnement du capteur) permettant d’affiner le conditionnement du

problème sachant que la loi d’impact ψ est inconnue. L’idée est de renoncer de trouver des

paramètres de mesures optimaux permettant d’atteindre le minimum du conditionnement,

comme nous l’avons fait pour l’identification d’un Dirac en section 4.3, et de seulement

rechercher des paramètres de mesure favorables, quelle que soit la loi d’impact considérée.

5.3.1 Etude du conditionnement de la matrice A suivant les hypothèses
sur la FMD et les paramètres de mesures

On se propose d’étudier le conditionnement de la matrice A telle qu’introduite en section

4.1.2, dans un premier temps sans faire d’hypothèse sur la FMD et les paramètres de

mesures choisis, puis dans un second temps en supposant que les modes de la FMD sont

faiblement amortis et bien séparés.

Par définition, A =
∑n
i=1 LT

i (α)Li(α) où Li(α) = (ϕ∗
C)T .Dα(ti) avec Dα(t) la matrice

diagonale de taille p dont les coefficients diagonaux sont donnés par hi(t) = (ψ(α) ∗ gi)(t)

(voir section 2.1). Cela compris, on peut factoriser A sous la forme :

A = DCHDC (5.3)
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avec DC = diag(ΦC1, ...,ΦCp), et H la matrice de taille p de terme général Hij = (Hi|Hj)F
où Hi = (hi(t1) ... hi(n∆t))T (voir Annexe C pour un rappel des notations). On note

κ(M) le conditionnement en norme 2 d’une matrice M inversible. En utilisant la propriété

κ(PQ) ≤ κ(P)κ(Q), on obtient la majoration suivante :

κ(A) ≤ κ(H) max
i,j

⏐⏐⏐⏐ΦCj

ΦCi

⏐⏐⏐⏐2 (5.4)

Sans hypothèse supplémentaire, notre étude du conditionnement de la matrice A s’arrête

ici, en ouvrant la porte à des placements judicieux de capteurs étudiés en section 5.3.3. On

se propose cependant d’aller plus loin en supposant que les modes de la FMD sont faible-

ment amortis et bien séparés. On peut alors utiliser des propriétés de presque orthogonalité

analogues à celles étudiées en section 4.2.1.

L’étude effectuée en section 2.3 montre que la majorité de la réponse vibratoire mesurable

consiste en des oscillations libres de la structure. D’après la relation (2.17), ce régime libre

peut se décrire par une somme de réponses impulsionnelles gi, chacune retardée de τi, et

modulées en amplitude par des facteurs Ki. On considère ainsi la famille H = (hi)1≤i≤p,

où les hi sont définies par hi(t) = Kigi(t− τi) si t ≥ T et hi(t) = 0 sinon. D’après l’Annexe

C, la famille normalisée H∗ = (hi/∥hi∥E)1≤i≤p vérifie :

∥h∗
i ∥E = 1 et pour i ̸= j |(h∗

i |h∗
j )E | ≤ µE (5.5)

Avec µE le coefficient de presque orthogonalité de la famille H∗ qui est petit devant 1

lorsque les modes considérés sont faiblements amortis et suffisamment séparés. On note

H′
i =

√
∆t

∥hi∥E
puis H∗

i = H′
i

∥H′
i∥F

. D’après l’Annexe C, pour une durée de mesure suffisamment

grande et une période d’échantillonnage suffisamment petite, la famille normalisée H∗ =

(H∗
i )1≤i≤p vérifie :

∥H∗
i ∥F = 1 et pour i ̸= j |(H∗

i |H∗
j )F | ≤ µF = µE + η2

M

1− η2
M

(5.6)
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En reprenant les calculs de la section 4.2.2, on montre alors que :

Aii ≈
1

4∆t
K2
i Φ2

Ci

ηiω3
0i

(5.7)

Les coefficient hors diagonaux vérifient quant à eux :

|Aij | ≤ µF
1− η2

M

4∆t
|KiKjΦCiΦCj |

(ηiηj)1/2(ω0iω0j)3/2 (5.8)

Si µF est suffisamment petit alors la matrice A est à diagonale strictement dominante,

donc inversible. Son conditionnement en norme 2 peut raisonnablement s’approcher par le

plus grand rapport, en valeur absolue, de ses coefficients diagonaux. On a alors :

κ(A) ≈ max
(
K2
i Φ2

Ci

ηiω3
0i

)
/min

(
K2
i Φ2

Ci

ηiω3
0i

)
(5.9)

et cette approximation est d’autant plus précise que µF est petit.

La relation (5.9) n’est valable que pour des mesures effectuées dans le régime libre. En

pratique, la durée de l’impact est inconnue et une partie des instants de mesure sont dans

le régime forcé (ti ≤ T ). On note m le plus grand indice tel que m∆t < T , A(m) =∑m
i=1 Li

TLi la matrice calculée à partir des m premiers échantillons de mesure, et A(n) =∑n
i=m+1 Li

TLi calculée à partir des échantillons restants. L’approximation (5.9) est en

fait valable pour A(n) et non pour A = A(m) + A(n). On ne peut a priori rien dire

sur le conditionnement de la matrice A complète, mais on verra dans les applications

(Chapitres 6 et 7) qu’utiliser une partie de la réponse forcée ne dégrade pas nécessairement

le conditionnement du problème.

5.3.2 Réduction du conditionnement de la procédure par mesures d’ac-
célérations

On se propose d’étudier le conditionnement de la procédure pour des mesures d’accéléra-

tions qui sont en pratique plus commodes à effectuer étant donné que les accéléromètres

sont de petits capteurs ne nécessitant pas de point de référence. La forme du modèle de

réponse (5.1) est conservée pour des mesures d’accélérations en dérivant deux fois par
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rapport à la variable t :

q̈(α, t) = L̈ψ(α, t).ZF (5.10)

Le régime libre de la structure se définit donc pour des mesures d’accélérations à partir

des fonctions ḧi définies par :

ḧi(t) = Kig̈i(t− τi) si t ≥ τi et ḧi(t) = 0 sinon (5.11)

En dérivant deux fois gi par rapport à la variable t on obtient :

g̈i(t) = −ω0ie
−ηiω0it

⎡⎣2ηi cos(ωit) + 1− 2η2
i√

1− η2
i

sin(ωit)

⎤⎦ (5.12)

En utilisant l’identité a cos(x) + b sin(x) = R sin(x − ϕ + π/2), avec R = (a2 + b2)1/2 et

tanϕ = b/a, l’équation (5.12) devient :

g̈i(t) = −Rω0ie
−ηiω0it sin(ωit− ϕi + π/2) (5.13)

avec R = 1√
1−η2

i

et tanϕi = 1−2η2
i

2ηi

√
1−η2

i

. Soit encore :

g̈i(t) = − ω2
0i√

1− η2
i

gi(t− ui) (5.14)

avec ui = (ϕi−π/2)/ωi. Les réponses impulsionnelles en accélération s’obtiennent à partir

de celles en déplacement par une amplification − ω2
0i√

1−η2
i

et un décalage temporel ui. Pour

t ≥ T les fonctions ḧi sont donc données par :

ḧi(t) = − Kiω
2
0i√

1− η2
i

gi (t− (ui + τi)) (5.15)

On remarque que ḧi(t) est de la forme K ′
igi(t − τ ′

i), tout comme les fonctions hi déjà

étudiées. Si les modes de la FMD sont faiblement amortis et bien séparés, la section pré-

cédente nous apprend que la famille (ḧi/∥ḧi∥E)1≤≤p est presque orthogonale. Une formule
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approchée du conditionnement de la nouvelle matrice A pour des mesures d’accélérations

se déduit directement de (5.9) par :

κacc(A) ≈ max
(
K2
i Φ2

Ciω0i
ηi

)
/min

(
K2
i Φ2

Ciω0i
ηi

)
(5.16)

On observe que les pulsations propres n’interviennent plus en ω3
oi mais seulement en ωoi.

Les écarts fréquentiels entre les modes retenus dans l’analyse ont donc une influence beau-

coup plus réduite sur le conditionnement de la procédure par rapport à des mesures en

déplacements.

La formule approchée du conditionnement (5.16) dépend des coefficients Ki qui sont in-

connus. On ne peut donc pas positionner le capteur pour minimiser à coup sûr le condi-

tionnement comme nous l’avons proposé pour le Dirac 2 dans le Chapitre 4. Même si l’on

connaît les Ki, la relation (5.16) implique d’utiliser une grande partie de la réponse vi-

bratoire (D ≥ D∗) avec une précision élevée (∆t ≤ ∆t∗) pour atteindre les conditions

de presque orthogonalité de la famille (H∗
i )1≤i≤p. La taille n des vecteurs échantillonnés

peut donc être importante et rédhibitoire pour une identification dans le temps autorisé

par l’application visée. On va donc proposer des emplacements de capteurs judicieux quels

que soient les paramètres de mesure (durée et fréquence d’échantillonnage), les propriétés

modales de la FMD et la force d’impact appliquée.

5.3.3 Positionnement du capteur sur un point neutre de mobilité maxi-
male

La majoration (5.4), valable aussi bien pour des mesures de déplacement ou d’accélération

en considérant soit les hi soit les ḧi, met en évidence l’importance du rapport ν(C) =

maxi,j
⏐⏐⏐ΦCj

ΦCi

⏐⏐⏐.
Définition 5.3.1 (Point neutre). Soit (ϕi)1≤i≤p une famille de p modes de vibration nor-

més par rapport aux masses modales. On appelle point neutre de la structure, relativement

à la famille de modes considérés, les points N ∈ S de la structure vérifiant :

ν(N) = max
i,j

⏐⏐⏐⏐ϕj(N)
ϕi(N)

⏐⏐⏐⏐ = 1

2. Dans le cas du Dirac on a |Ki| = 1 pour tout i.
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Remarque 5.3.1. Les points neutres ne vibrent pas préférentiellement sur un mode de vi-

bration ou un autre de la famille de modes considérés. L’emplacement du capteur n’amplifie

donc pas préférentiellement les erreurs sur une participation modale ou une autre.

Remarque 5.3.2. S’ils existent, les points neutres s’obtiennent géométriquement par les

points d’intersection, hors croisement éventuel des lignes nodales, des déformées en valeur

absolue des modes considérés. Ils dépendent de la normalisation des modes de vibration.

Définition 5.3.2 (Mobilité). Soit (ϕi)1≤i≤p une famille de p modes de vibration normés

par rapport aux masses modales, et P ∈ S un point quelconque de la structure. On note

V = maxi=1,...,p maxM∈S |ϕi(M)| le plus grand ventre des modes considérés. On appelle

mobilité du point P dans la famille de modes considérés le rapport m(P ) défini par :

m(P ) = mini |ϕi(P )|
V

Remarque 5.3.3. Pour une structure discrétisée on a V = maxi=1,...,N maxj=1,...p |Φij |.

On exprimera la mobilité entre 0% (noeud modal) et 100% (plus grand ventre).

Sans hypothèse supplémentaire sur la famille (hi)1≤i≤p, ni sur la durée de mesure, la

fréquence d’échantillonnage du capteur ou la force d’impact appliquée, on observe qu’on

peut réduire la majoration du conditionnement rien qu’en positionnant le capteur sur un

point neutre. A défaut, on peut toujours positionner le capteur sur un point maximisant le

rapport maxi,j
⏐⏐⏐ΦCj

ΦCi

⏐⏐⏐. On représente sur la Figure 5.5 les deux points neutres d’une poutre

simplement supportée associés aux modes de flexion 1 et 2. On en déduit, par construction

graphique sur la Figure 5.6, les quatre points neutres d’une plaque simplement supportée

sur ses bords associés aux modes de flexion (1, 1), (1, 2) et (2, 1).
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ϕ1ϕ2

N1 N2

Figure 5.5 – Points neutres d’une poutre simplement supportée sur ses extrémités associés
aux modes de flexion 1 et 2.

ϕ1,1ϕ2,1

ϕ1,1

ϕ1,2
N1 N2

N4 N3

Figure 5.6 – Détermination graphique des points neutres d’une plaque simplement sup-
portée sur ses bords associés aux modes de flexion (1, 1), (1, 2) et (2, 1).
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Il est possible que plusieurs points neutres Ni existent avec une mobilité m(Ni) différente.

Ce n’est pas le cas pour la poutre et la plaque simplement supportées qui admettent

plusieurs points neutres de mobilité identique du fait des symétries de la structure. En

revanche, c’est le cas pour une plaque encastrée sur un bord qui admet deux paires de

points neutres avec des mobilités différentes (voir Figure B.7).

On va montrer qu’il faut privilégier le positionnement du capteur sur un point neutre N

de mobilité m(N) maximale. On note e(t) l’erreur commise à l’instant t sur le modèle de

réponse de sorte que q(ti) = Li.ZF + e(ti) = q0(ti) + e(ti). En reprenant les notations

de la section 4.1.2, on écrit U =
∑n
i=1 q0(ti)LT

i +
∑n
i=1 e(ti)LT

i = U0 + Ue. On a donc

ẐF = A−1 (U0 + Ue) = ZF + A−1Ue. L’erreur commise sur le VPMA est donc donnée

par ẐF − ZF = A−1Ue. En reprenant les notations de la section 5.3.1, on a A−1 =

D−1
N H−1D−1

N , avec D−1
N = 1

V m(N)Ip où Ip désigne la matrice identité de taille p. On a

de plus LT
i = V m(N).(h1(ti) ... hp(ti))T . On note hi = (h1(ti) ... hp(ti))T puis He =∑n

i=1 e(ti)hi. On a alors Ue = V m(N).He. On en déduit :

∥ẐF − ZF∥ = ∥H
−1He∥

V m(N) (5.17)

La relation (5.17) conduit alors à choisir un point neutre N de mobilité maximale afin de

réduire l’erreur d’estimation sur le VPMA.

5.4 Mise en évidence du compromis précision-robustesse de
la procédure

On suppose dans cette section que la famille Ḧ∗ = (Ḧ∗
i )1≤i≤p est presque orthogonale

de sorte que le conditionnement de la matrice A peut s’approcher par (5.9). On suppose

que la FMD sélectionnée admet au moins un point neutre sur lequel on positionne le

capteur. L’objectif de cette section est de montrer que les exigences de précision et de

robustesse sont contradictoires. Une stratégie de recherche de compromis est proposée en

section 5.5.
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5.4.1 Influence du nombre de modes retenus dans l’analyse sur la pré-
cision et la robustesse de la procédure

Avec les hypothèses évoquées ci-dessus, le conditionnement de la matrice A est donné par :

κacc(A) ≈ max
(
K2
i Φ2

Ciω0i
ηi

)
/min

(
K2
i Φ2

Ciω0i
ηi

)
(5.18)

En séparant les influences des différentes quantités on obtient :

κacc(A) ≤ max
i,j

⏐⏐⏐⏐Kj

Ki

⏐⏐⏐⏐2 .max
i,j

⏐⏐⏐⏐ΦCj

ΦCi

⏐⏐⏐⏐2 .max
i,j

(
ω0j
ω0i

)
.max
i,j

(
ηj
ηi

)
(5.19)

La relation obtenue montre qu’il est favorable de sélectionner une FMD dont le rapport

maxi,j (ω0j/ω0i) est le plus petit possible. Autrement dit, la robustesse de la procédure est

améliorée en retenant le plus petit nombre possible de modes dans l’analyse. A l’inverse,

on peut majorer l’erreur d’estimation commise sur le VPMA par :

∥Ẑ(1) − ZF∥∞ ≤ cµ(1)N (1)∥Xe
(1)∥∞∥(Ḧ∗)−1∥∞ (5.20)

où l’on a repris la démarche de la section 4.2.3 en notant Ḧ∗ la matrice de taille p de terme

général Ḧ∗
ij = (Ḧ∗

i |Ḧ∗
j )F . Pour gagner en précision, il faut donc augmenter le nombre de

modes que l’on retient dans l’analyse afin de réduire l’erreur de troncature N (1)∥Xe
(1)∥∞.

Les exigences de précision et de robustesse sont donc antagonistes.

Notons que le nombre de modes à retenir avec des mesures d’accélérations est plus impor-

tant qu’avec des mesures de déplacements. En effet, les termes temporels 3 de la série (2.17)

sont en 1
ωi
e−ηiω0it pour des mesures de déplacements, tandis qu’ils sont en ωie−ηiω0it pour

des mesures d’accélérations. Le contenu fréquentiel des mesures vibratoires en accélération

est donc plus large. Pour autant, on verra dans le Chapitre 7 qu’il suffit de retenir 7 modes

pour identifier des impacts variés sur le panneau étudié avec des mesures d’accélérations,

même si le nombre de modes significativement excités est largement supérieur (de l’ordre

de 30).

3. Pour des mesures effectuées dans le régime libre.
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5.4.2 Convergence de la bande fréquentielle par sélection itérative d’une
FMD

L’antagonisme entre les exigences de précision et de robustesse nous conduit à définir

un critère permettant de décider, de façon systématique, si le nombre de modes retenus

dans l’analyse est suffisant ou pas. Comme indiqué dans la section 3.2, l’important est

de convenablement capturer les contributions de p modes discriminants qui suffisent pour

localiser l’impact et estimer son intensité. Il n’est donc pas nécessaire de choisir un critère

basé sur la qualité de reconstruction du signal vibratoire temporel mesuré. Il n’est d’ailleurs

même pas certain qu’on soit en mesure de le faire avec les seuls modes connus de la

structure. En revanche, il suffit d’étudier la proximité des contenus fréquentiels des mesures

et des prédictions, sur la bande de fréquences [f01, f0p] couverte par la plus petite FMD

disponible, pour déterminer si les contributions des modes discriminants sont ou non bien

capturées (voir Figure 5.7). L’idée est donc de répéter la procédure d’identification de

l’impact, en commençant par la plus petite FMD disponible, puis de rajouter des modes

dans l’analyse jusqu’à satisfaire un critère de proximité. Par exemple, on peut vérifier que
∥Q̃−Q∥2

∥Q∥2
≤ ϵf , où Q et Q̃ désignent les modules des transformées de Fourier discrètes des

signaux échantillonnés Q et Q̃ sur la bande [f01, f0p], et où ϵf désigne une exigence de

reconstruction exprimée en %.
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Figure 5.7 – Convergence de la bande fréquentielle [90Hz,285Hz] par ajout de modes dans
l’analyse.
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Précisons que l’approche proposée a un sens dans la mesure où rajouter un ou plusieurs

modes dans une FMD forme une nouvelle FMD :

• Pour une structure continue cela se traduit par :

(ϕ1, ..., ϕp) est une FMD⇒ (ϕ1, ..., ϕp, ϕp+1) est une FMD

où ϕi : M ↦→ ϕi(M) désigne l’application continue représentant la déformée du

i-ème mode de vibration (voir section 3.2.3). Preuve : Par contraposée. On note

λ(p+1) : C → Rp,M ↦→ λ(p+1)(M) = (ϕ2
ϕ1

(M) ... ϕp+1
ϕ1

(M)), où C désigne un ouvert de

Rd sur lequel ϕ1 ne s’annule pas. Par hypothèse (ϕ1, ..., ϕp, ϕp+1) n’est pas une FMD,

cela signifie que l’application λ(p+1) n’est pas injective. Il existe donc P ̸= Q ∈ C

tels que pour j = 2, ..., p + 1 on a ϕj

ϕ1
(P ) = ϕj

ϕ1
(Q). En particulier, pour j = 2, ..., p

on a ϕj

ϕ1
(P ) = ϕj

ϕ1
(Q), soit λ(p)(P ) = λ(p)(Q) avec P ̸= Q. L’application λ(p) n’est

pas injective, donc (ϕ1, ..., ϕp) n’est pas une FMD.

• Pour une structure discrétisée à N degrés de liberté cela se traduit par :

(ϕ1, ...,ϕp) est une FMD⇒ (ϕ1, ...,ϕp,ϕp+1) est une FMD

où ϕi désigne la i-ème colonne de la matrice modale tronquée. Preuve : Par contra-

posée. Supposons que (ϕ1, ...,ϕp,ϕp+1) n’est pas une FMD. Alors il existe i ̸= j

tels que (ϕ∗
i ,ϕ

∗
j ) soit liée 4. On a donc ϕ∗

i = λϕ∗
j . Notons u∗

k les p premières com-

posantes de ϕ∗
k. On a u∗

i = λu∗
j , donc (u∗

i ,u∗
j ) est liée, donc (ϕ1, ...,ϕp) n’est pas

une FMD.

4. Rappelons que ϕ∗
i désigne la i-ème colonne de la transposée de la matrice modale tronquée.
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5.5 Bilan sur la procédure d’identification d’un impact pa-
ramétré

On présente en Annexe D la procédure finale d’identification d’un impact. L’identifi-

cation d’un impact arbitraire nécessite deux étapes supplémentaires par rapport à l’iden-

tification d’un Dirac : l’exploration de l’espace des paramètres de la loi de forme d’impact

choisie, et la sélection itérative du nombre de modes à retenir dans l’analyse. Deux implé-

mentations sont possibles suivant que l’on choisisse d’itérer en premier lieu sur l’exploration

de l’espace des paramètres ou sur le nombre de modes. En pratique, le nombre de modes

p(opt) à retenir dans l’analyse pour faire converger la bande fréquentielle d’intérêt [f01, f0p]

(voir section 5.4.2) peut s’identifier pour α(i) ̸= α(opt). On peut considérer que p(opt) est

identifié lorsqu’il a été obtenu pour x% des jeux de paramètres α(i) testés, sur au moins

m tests, avec x et m choisis par l’utilisateur. Ainsi, on réduit significativement le temps

de calcul en supprimant les itérations sur p dès que la confiance de x% de répétition est

atteinte sur au moins m tests. Le choix est donc fait d’itérer sur le nombre de modes pour

chaque jeu de paramètre α(i) testé (voir algorithme ci-dessous).

Pour la localisation, le nombre maximal de modes pmax à retenir dans l’analyse est majoré

par le nombre de modes suffisants pour identifier un Dirac. En effet, le spectre d’un Dirac

est plat et excite uniformément toutes les fréquences : c’est en ce sens le cas le plus

contraignant sur le nombre de modes à retenir. La section 4.2.3 nous assure néanmoins

que la structure agit comme un filtre passe-bas et que le nombre de modes à retenir est

d’autant plus petit que la distribution des fréquences propres est large. Rappelons que

d’après la section 5.4.1 le nombre de modes à considérer est en théorie plus élevé pour des

mesures d’accélérations que de déplacements.

L’objectif des chapitres suivants est de valider expérimentalement cette procédure d’identi-

fication d’impact. On s’intéresse dans le Chapitre 6 à une structure académique de petites

dimensions, et dans le Chapitre 7 on s’intéresse à une structure industrielle de grandes

dimensions.
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Algorithm Estimation du VPMA
y ← 0, i← 1
Tant que Exploration non terminée faire

Sélection d’un nouveau jeu de paramètres α(i)

Si y < x ou i < m alors
j ← 1
Tant que Bande fréquentielle [f01, f0p] non reconstruite faire
p(j) ← p+ j
Estimation du VPMA avec α(i) et p(j)

Calcul du résidu quadratique Sij
Vérification de reconstruction de la bande fréquentielle [f01, f0p]
j ← j + 1

Fin Tant que
Mise à jour statistique de p(opt)

Recherche de p(l) minimisant le plus souvent le résidu quadratique
n← Nombre d’occurences de p(l) sur les i jeux de paramètres testés
y ← n/i

Sinon
Estimation du VPMA avec α(i) et p(opt) = p(l)

Calcul du résidu quadratique Sil
Fin Si
i← i+ 1

Fin Tant que
Identification de la loi d’impact
k = argminiSil
α(opt) ← α(k)

Identification du VPMA
ẐF ← ZF

(k,l)
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Chapitre 6

Validation expérimentale de
l’approche mono-capteur
d’identification d’impacts sur une
plaque métallique

Résumé : Les techniques de triangulation nécessitent au moins trois capteurs pour loca-
liser un impact appliqué sur une plaque homogène. Or, la technique développée dans les
chapitres précédents permet d’envisager qu’un unique accéléromètre est théoriquement
suffisant pour à la fois localiser l’impact et estimer certains de ses paramètres tels que sa
durée, son intensité et la dissymétrie de son pic principal. De plus, il n’est pas nécessaire
de disposer d’un modèle de réponse précis puisqu’il suffit d’identifier les contributions
modales d’un faible nombre de modes de vibration formant une FMD. L’objectif de ce
chapitre est de valider expérimentalement la méthode d’identification d’impact pour une
plaque simplement supportée sur ses bords équipée d’un unique accéléromètre. Pour cela,
on détermine les paramètres de la méthode permettant de localiser dans une précision
donnée les impacts appliqués avec différents embouts d’un marteau de choc. En particu-
lier, on étudie l’influence du positionnement du capteur sur la précision de l’identification
et on montre que les meilleures performances sont obtenues lorsque le capteur est sur
un point neutre. On étudie également l’influence du choix de la loi paramétrée sur la
qualité de reconstruction de la force d’impact et on confirme que le modèle de gaussienne
dissymétrique est plus précis pour estimer les paramètres des impacts appliqués.
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Ce chapitre présente le déroulement de la procédure d’identification d’impacts, de-

puis l’analyse des modes de vibration de la structure à la sélection des paramètres de la

méthode. On a choisi pour cela une structure académique pour laquelle l’analyse modale

expérimentale peut facilement se comparer à l’analyse modale théorique. On décrit en pre-

mier lieu le dispositif expérimental, l’analyse modale de la structure et la sélection d’une

FMD. On présente ensuite les résultats expérimentaux avant de les discuter.

6.1 Dispositif expérimental

La structure étudiée est une plaque rectangulaire en aluminium montée sur un support

spécifique permettant de reproduire des conditions aux limites « simplement supportée »

. Le montage consiste en quatre lamelles souples en aluminium qui sont collées sur les

bords de la plaque et vissées sur un cadre rigide en acier (voir Figure 6.1). Une description

technique précise est présentée dans [Robin et al. 2016]. La structure a été fournie par

la société Vancouver2 et les essais ont étés réalisés au Conservatoire National des Arts et

Métiers de Paris.

Un modèle éléments finis est réalisé avec Nastran pour calculer la matrice modale tron-

quée aux six premiers modes. Les déformées modales d’une plaque simplement supportée

sont connues de façon analytique (voir section 3.2.2), mais l’objectif est ici d’appliquer la

procédure générale d’identification d’un impact pour une structure quelconque. Le modèle

éléments finis de la plaque consiste en un découpage de 8×8 éléments CQUAD8 possédant

des noeuds au milieu de chaque arrête (voir Figure B.6). La résolution de la discrétisation

spatiale du modèle éléments finis est d = min(a, b)/16 = 2.25 cm : on ne peut donc pas

localiser des candidats plus finement que cette résolution. L’exigence de localisation de

l’impact est choisie égale à la demi diagonale d’une cellule de la plaque :

ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2 = 3.6cm

Un accéléromètre 352C22 PCB Piezotronics est positionné sur le noeud le plus proche

du point neutre N = (a/3, b/3), et des impacts sont appliqués au milieu de chaque cellule

avec un marteau d’impact IH-02 Tenlee Piezotronics. Plusieurs embouts faits de matériaux

différents (caoutchouc, nylon, aluminium et acier) permettent de varier la force d’impact
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appliquée. Une analyse modale expérimentale de la plaque est effectuée pour estimer les

amortissements modaux et vérifier les fréquences propres calculées par le modèle éléments

finis (voir Tableau 6.1). Exceptée la première fréquence propre, toutes les autres sont

estimées avec moins de 1% d’erreur par le modèle analytique. Il était attendu d’après

[Robin et al. 2016] que l’erreur sur la première fréquence propre soit plus importante à

cause du montage qui perturbe le premier mode. Le logiciel m+p Analyzer 5.1 est utilisé

pour enregistrer les mesures sur une durée D = 0.64s avec une fréquence d’échantillon-

nage fe = 12.8kHz. La procédure d’identification est codée avec le logiciel libre de calcul

numérique Scilab.

Marteau

Acquisition

Lamelle
Cadre

Plaque

y

x

Accéléromètre

0

Figure 6.1 – Dispositif expérimental.

Dimensions a = 36 cm, b = 42 cm, h = 3 mm
Masse volumique 2800 kg.m−3

Module de Young 72.5 GPa
Coefficient de Poisson 0.33
Mode 1 f01 = 94.7 Hz (98.3), η1 = 1%
Mode 2 f02 = 224 Hz (223), η2 = 0.3%
Mode 3 f03 = 269 Hz (268), η3 = 0.6%
Mode 4 f04 = 390 Hz (393), η4 = 0.3%
Mode 5 f05 = 430 Hz (431), η5 = 0.09%
Mode 6 f06 = 547 Hz (551), η6 = 0.14%

Table 6.1 – Propriétés géométriques et mécaniques de la plaque étudiée, fabriquée par
la société Vancouver2 (Toulouse, France). Valeurs expérimentales et analytiques (entre
parenthèses) des fréquences propres.
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6.2 Carte de robustesse angulaire de la FMD sélectionnée

D’après la section 3.2.4, les trois modes de flexion ϕ1 = ϕ1,1, ϕ2 = ϕ1,2 et ϕ3 = ϕ2,1

forment une FMD minimale de la plaque. Leurs déformées sont représentées sur la Fi-

gure 3.3. On représente sur la Figure 6.2 la carte de robustesse angulaire (voir définition

en section 3.4.2) de la famille (ϕ1, ϕ2, ϕ3). Les valeurs de θϵ varient entre 3.9◦ et 37.3◦.

On observe que les valeurs de θϵ sont plus petites près des bords et surtout proche des

coins. On s’attend donc à ce que l’identification d’un impact au voisinage d’un bord soit

plus difficile. Pour s’en convaincre, on représente sur les Figures 6.3 et 6.4 l’ensemble des

candidats que l’on peut retrouver lorsque ẐF = ZF et θc = θϵ(F ), pour un impact ayant

lieu soit au centre de la plaque, soit proche d’un coin. Chaque flèche correspond à un

ϕ∗
i = (ϕ1(Mi) ϕ2(Mi) ϕ3(Mi))T normé associé à un noeud Mi du modèle éléments finis.

La flèche rouge correspond à ZF = fϕ∗
F et les flèches vertes, à l’intérieur du cône de

recherche, correspondent aux ϕ∗
i associés aux candidats Fi retrouvés par la procédure de

discrimination.

Figure 6.2 – Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ϕ2, ϕ3) et ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2
(valeur max : 37◦). Points neutres : N1 = (3ae 3be) / N2 = (5ae 3be) / N3 = (3ae 5be) /
N4 = (5ae 5be). Mobilités : m(N1) = m(N2) = m(N3) = m(N4) = 65%.
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ϕ1(M)
ϕ2(M)

ϕ3(M)

Figure 6.3 – Candidats retrouvés avec l’angle maximal de robustesse pour un impact
appliqué au centre de la plaque. (F = 113, θϵ(F ) = 37.3◦).

ϕ1(M)
ϕ2(M)

ϕ3(M)

Figure 6.4 – Candidats retrouvés avec l’angle maximal de robustesse pour un impact
appliqué proche d’un coin. (F = 65, θϵ(F ) = 6◦).

La Figure 6.5 représente les valeurs de θϵ en considérant cette fois-ci la famille (ϕ1, ..., ϕ6).

Les valeurs de θϵ varient pour cette famille entre 9◦ et 39.2◦. Les valeurs de θϵ sont glo-

balement augmentées, en particulier dans la partie centrale de la plaque, mais les valeurs

les plus faibles correspondent toujours à des points proches des bords et surtout des coins.
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Pour cet exemple, il est donc plus simple de discriminer un point d’impact en connais-

sant davantage de contributions modales. On sait néanmoins que rajouter des modes dans

l’analyse n’est pas toujours favorable du point de vue de la robustesse de la procédure

(voir section 5.4.1).

Figure 6.5 – Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ..., ϕ6) et ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2
(valeur max : 39◦). Points neutres : N1 = (2ae 2be) / N2 = (6ae 2be) / N3 = (2ae 6be) /
N4 = (6ae 6be). Mobilités : m(N1) = m(N2) = m(N3) = m(N4) = 0.89.

6.3 Détermination des paramètres permettant de localiser
des impacts variés dans une précision donnée

6.3.1 Description de la procédure

On applique un impact sur chaque cellule de la plaque avec chacun des quatre embouts

du marteau de choc. La plaque est initalement au repos avant chaque essai. Au total,

64 × 4 = 256 impacts ont donc été appliqués. On réprésente sur la Figure 6.6 les allures

typiques des différentes forces enregistrées suivant l’embout utilisé. Sur l’ensemble des

mesures effectuées, les durées d’impact varient entre 0.5ms et 5.5ms, et certaines forces

d’impact présentent des pics multiples.
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Figure 6.6 – Allures typiques des forces d’impact appliquées suivant l’embout du marteau
de choc.

Pour chaque impact, les mesures d’accélération du capteur sont enregistrées et l’instant

d’impact est estimé lorsqu’un seuil de 5% sur la valeur absolue maximale du signal est

dépassé (voir section 5.2.3). La longueur du signal est réduite à environ 10 oscillations

du premier mode de vibration (10/f01 = 0.11s). La procédure des moindres carrés semi-

linéaire décrite en section 5.2.2 est utilisée avec le modèle de demi-sinus (DS). La durée

T de l’impact est estimée en explorant un intervalle [Tmin, Tmax], uniformément discrétisé

avec une résolution ∆T , afin de minimiser le résidu quadratique défini par la relation

(5.2). On obtient du même coup une estimation du VPMA qui est ensuite utilisée pour

identifier des points d’impact candidats. On utilise pour cela la procédure de discrimination

décrite en section 3.3 avec une tolérance de colinéarité θc et un facteur de dispersion γ

(voir section 3.3.5). L’ensemble des paramètres utilisés pour localiser les impacts est donné

dans le Tableau 6.2.
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Modèle de forme d’impact Demi-sinus (DS)
Espace des paramètres [Tmin, Tmax] = [0.3ms, 6ms]
Pas de résolution ∆T = 0.1ms
Détection t = 0 Seuil de 5% sur l’amplitude maximale
Tolérance de colinéarité θc = 25◦

Facteur de dispersion γ = 2
Discrétisation spatiale ds = 2.25cm
Exigence de localisation ϵ = 3.6cm
Durée de mesure D = 0.11s
Fréquence d’échantillonnage fe = 12.8kHz
Position de l’accéléromètre C = 85

Table 6.2 – Paramètres utilisés pour la localisation des impacts.

6.3.2 Exemple détaillé de localisation d’un impact

On présente les résultats détaillés obtenus pour l’impact appliqué au centre de la cellule

54, i.e en F = (5.5a/8, 6.5b/8), avec l’embout en caoutchouc. Les mesures enregistrées

sont présentées sur la Figure 6.7. On observe que l’impact a une forme lisse légèrement

dissymétrique de durée T = 4ms et d’intensité f = 17.6N. La procédure des moindres

carrés semi-linéaire identifie la durée d’impact T̂ = 2.6ms et le vecteur de participation

modale amplifié ẐF = (15.6 24.2 15.1)T . On observe que pour le point d’impact étudié

les modes 1 et 3 sont excités dans le même ordre de grandeur tandis que le mode 2 est

davantage excité. La procédure de discrimination à partir de ẐF et du facteur de dispersion

permet de retrouver trois candidats 1 (Fi, fi) :

• f1 = 14.8N, F1 = (5a/8, 6b/8)↔ ϕ∗
F1

= (1.2 1.6 0.90)T

• f2 = 15.1N, F2 = (5.5a/8, 6b/8)↔ ϕ∗
F2

= (1.0 1.5 1.2)T

• f3 = 24.2N, F3 = (5.5a/8, 7b/8)↔ ϕ∗
F3

= (0.57 1.0 0.63)T

La Figure 6.8 montre qu’ils sont ϵ-proches de F donc la localisation de l’impact, dans la

tolérance de localisation choisie, est réussie.

1. Ils se situent obligatoirement sur les points de calcul des déformées modales liés à la discrétisation
de la plaque.
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Figure 6.7 – Reconstruction des mesures pour F = (5.5a/8, 6.5b/8).
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Figure 6.8 – Candidats retrouvés par la procédure de localisation (rond bleu : capteur,
croix noire : point d’impact F , rond noir : candidat Fi).
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6.3.3 Influence de la FMD sélectionnée suivant la nature de l’impact
appliqué

On commence par étudier les résultats globaux de localisation obtenus avec l’embout en

caoutchouc. Pour présenter l’ensemble des résultats sur une même figure, une croix verte

est affichée sur le point d’impact s’il a été localisé à ϵ-près. Dans le cas contraire, on affiche

une croix rouge reliée au candidat le plus éloigné. La Figure 6.9 montre l’ensemble des

résultats obtenus avec les paramètres indiqués dans le Tableau 6.2. On observe que 56/64

impacts sont localisés à ϵ-près, et que les échecs correspondent à des impacts appliqués

sur des cellules proches d’un bord de la plaque. En particulier, les impacts appliqués sur

les coins sont seulement localisés à 4ϵ-près (14.4cm). Pour affiner les résultats obtenus,

on représente sur la Figure 6.10 les barycentres pondérés suivant les angles calculés (voir

section 4.1.3).

On étudie maintenant les résultats obtenus avec l’embout en acier. La Figure 6.11 montre

la carte de localisations en utilisant la FMD (ϕ1, ϕ2, ϕ3). On observe que seulement 32/64

impacts sont localisés à ϵ-près, 51/64 à 2ϵ-près, et 59/64 à 4ϵ-près. Pour les cellules 40 et

64, la procédure de localisation a même retrouvé des candidats diamétralement opposés.

Ces deux impacts ont été appliqués sur le quadrant Q3 = (−,+,+) et des candidats ont

été retrouvés dans le quadrant Q1 = (+,+,+) (voir section 3.2.3). En fait, le mode ϕ1

est très faiblement excité lorsque l’impact a lieu sur une cellule adjacente au bord, si bien

que la discrimination entre les quadrants Q1 et Q3 nécessite une estimation très précise de

la contribution du premier mode. Or, l’embout en acier excite davantage de fréquences et

l’on commet donc une plus grande erreur de troncature, pouvant parfois inverser le signe

de la première composante de ẐF. Par exemple, pour l’impact appliqué sur la cellule 64

le VPMA estimé est ẐF = (−0.047 5.0 7.0)T ). Il conduit à l’identification de nombreux

candidats dans les quadrants Q1 et Q3 (voir Figure 6.12).

On répète donc la procédure avec les FMD augmentées en rajoutant des modes dans l’ana-

lyse, jusqu’à améliorer au mieux la localisation de l’ensemble des impacts. Les meilleurs

résultats sont obtenus avec (ϕ1, ..., ϕ6) et sont représentés sur la Figure 6.13. On parvient

à atteindre les mêmes performances qu’avec l’embout en caoutchouc : 52/64 impacts sont

localisés à ϵ-près, 63/64 à 2ϵ-près, et 63/64 à 4ϵ-près.
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Figure 6.9 – Carte de localisations pour l’embout en caoutchouc en utilisant la FMD
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) (croix verte : localisation à ϵ-près, croix noire : candidat le plus éloigné).

Figure 6.10 – Barycentres pondérés des candidats obtenus (croix verte : point d’impact,
croix noire : barycentre).
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Figure 6.11 – Carte de localisations pour l’embout en acier en utilisant la FMD
(ϕ1, ϕ2, ϕ3).
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Figure 6.12 – Estimation imprécise avec la FMD (ϕ1, ϕ2, ϕ3) de la première contribution
modale conduisant à l’identification de nombreux candidats dans les quadrants Q1 et Q3.
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Figure 6.13 – Carte de localisations pour l’embout en acier avec la FMD (ϕ1, ..., ϕ6).

Figure 6.14 – Barycentres pondérés des candidats obtenus avec la FMD (ϕ1, ..., ϕ6).
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6.3.4 Influence du positionnement du capteur

Trois accéléromètres avaient été initialement placés sur la plaque pour étudier l’influence

du placement du capteur sur la localisation des impacts dans les mêmes conditions. On

présente les résultats de l’étude précédente avec l’embout en caoutchouc et l’accéléromètre

placé soit au point C ′ = (6a/8, 5b/8), soit au point C ′′ = (2a/8, 6b/8). Remarquons que

C ′′ est plus éloigné d’un point neutre de la plaque que C ′ (voir section 5.3.3). On constate

sur les Figures 6.15 et 6.16 que la localisation 2 est d’autant moins précise que le capteur

est positionné loin d’un point neutre.

On peut cependant obtenir de meilleures performances de localisation avec les points de

mesure C ′ et C ′′ lorsque la durée de l’impact appliquée est plus faible. Par exemple,

avec l’embout en acier on peut augmenter la FMD afin de réduire l’erreur de troncature et

améliorer la précision d’estimation du VPMA. On représente sur les Figures 6.17 et 6.18 les

cartes de localisations obtenues avec la FMD (ϕ1, ..., ϕ6) et les mesures des accéléromètres

C ′ et C ′′.

2. Les résultats des impacts appliqués sur les cellules adjacentes aux bords de la plaque n’ont pas été
affichés pour plus de clarté (localisations très imprécises).
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Figure 6.15 – Carte de localisations avec la FMD (ϕ1, ϕ2, ϕ3) pour l’embout en caoutchouc
et l’accéléromètre placé en C ′ = (6a/8, 5b/8).

Figure 6.16 – Carte de localisations avec la FMD (ϕ1, ϕ2, ϕ3) pour l’embout en caoutchouc
et l’accéléromètre placé en C ′′ = (2a/8, 6b/8).
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Figure 6.17 – Carte de localisations avec la FMD (ϕ1, ..., ϕ6) pour l’embout en acier et
l’accéléromètre placé en C ′ = (6a/8, 5b/8).

Figure 6.18 – Carte de localisations avec la FMD (ϕ1, ..., ϕ6) pour l’embout en acier et
l’accéléromètre placé en C ′′ = (2a/8, 6b/8).
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6.3.5 Performances globales de localisation pour la loi d’impact sélec-
tionnée

Le Tableau 6.3 récapitule l’ensemble des meilleures performances de localisation obtenues

avec les quatre embouts du marteau de choc et les trois différents points de mesure. Pour

l’embout en caoutchouc, les meilleures performances sont obtenues avec F1 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3),

tandis que pour tous les autres embouts elles sont obtenues avec F2 = (ϕ1, ..., ϕ6). Le

point de mesure C permet de localiser à ϵ-près 83.2% des impact appliqués, C ′ permet

d’en localiser 79.7%, et C ′′ permet d’en localiser 64.8%.

Embout FMD Loc. (/64) avec C Loc. (/64) avec C ′ Loc. (/64) avec C ′′

ϵ 2ϵ 4ϵ ϵ 2ϵ 4ϵ ϵ 2ϵ 4ϵ
Caoutchouc F1 56 61 64 49 60 64 29 46 58
Nylon F2 53 62 63 51 62 62 41 54 56
Aluminum F2 53 62 64 50 57 61 42 52 54
Acier F2 51 62 63 54 62 63 54 61 62

Table 6.3 – Resultats de localisation détaillés de la campagne d’impacts.

6.4 Sélection d’une loi paramétrique pour la reconstruction
d’une force d’impact

6.4.1 Description de la procédure

On souhaite étudier l’influence de la loi paramétrique utilisée pour capturer les paramètres

de la forme d’impact. Pour cela, on applique deux impacts de formes différentes et on

s’intéresse à la qualité de reconstruction de la force appliquée avec les lois proposées en

section 5.1, auxquelles on ajoute la loi de Dirac retardé (DR). Pour chaque paramètre αi de

la loi considérée, on discrétise uniformément un intervalle [αmini , αmaxi ] avec une résolution

∆αi. Les bornes des intervalles et les résolutions utilisées sont présentées dans le Tableau

6.4. L’instant d’impact est estimé à l’aide de la technique de franchissement de seuil décrite

dans la section 6.3.1. L’estimation de l’instant d’impact est affinée avec les lois GS, GD et

DR à l’aide du paramètre de position de pic µ. L’intensité de l’impact est estimée à partir

de la moyenne pondérée donnée par la relation (4.5). Les deux impacts considérés sont :
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Impact 1 : 13.1N au centre de la cellule 21 avec l’embout en caoutchouc

Impact 2 : 21.6N au centre de la cellule 35 avec l’embout en acier

On représente sur la Figure 6.19 les évolutions temporelles des impacts 1 et 2. L’impact 1 a

une durée de 4.5ms avec une forme lisse légèrement dissymétrique. Il peut donc convenable-

ment se représenter par une loi monopic. L’impact 2 présente un pic principal d’une durée

de 0.8ms avec des répétitions de pics sur 7ms. Les lois considérées ne peuvent donc pas

reconstruire cette évolution temporelle. En pratique, ces retours vibratoires se rencontrent

couramment et il est nécessaire de s’intéresser aux résultats renvoyés par la procédure

d’identification.
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Figure 6.19 – Evolutions temporelles des impacts 1 et 2.

DR DS et QC GS GD
µmin = −5∆t Tmin = 0.3 ms µmin = −5∆t µmin = −5∆t
µmax = +30∆t Tmax = 6 ms µmax = +30∆t µmax = +30∆t

∆µ = ∆t ∆T = 0.1ms ∆µ = ∆t ∆µ = ∆t
σmin = 0.01 ms σming = 0.01 ms
σmax = 2 ms σmaxg = 2 ms

∆σ = 0.01 ms ∆σg = 0.05 ms
σmind = 0.01 ms
σmaxd = 2 ms

∆σd = 0.01 ms

Table 6.4 – Espace des paramètres pour les différentes lois paramétriques testées. ∆t =
1/fe représente la période d’échantillonnage de l’accéléromètre.
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6.4.2 Performances de reconstruction suivant la loi paramétrique utilisée

On utilise la FMD F1 pour identifier l’impact 1. La Figure 6.20 montre les reconstructions

du signal de force obtenues avec les différentes lois. La flèche noire représente la loi DR, et

pour plus de lisibilité la hauteur de la flèche est ajustée à l’intensité de l’impact appliqué.

L’intensité obtenue avec la loi DR est homogène à des [N.s]. Les paramètres optimaux

avec les performances de localisation et de reconstruction associées sont présentés dans

le Tableau 6.5. On observe que l’intensité retrouvée par la loi QC est trop élevée et que

l’impact n’est pas localisé à ϵ-près. Cela est dû à l’initialisation trop en avance de la loi

avec la technique de seuil utilisée. En effet, la loi QC présente une discontinuité à l’instant

t = τ qui ne représente pas correctement l’évolution temporelle de la force appliquée. En

conséquence, les candidats retrouvés sont plus éloignés du capteur, d’où la localisation à

3ϵ-près et l’intensité d’impact beaucoup plus élevée. Pour corriger ce problème, il faudrait

laisser l’instant d’impact en paramètre de la loi pour affiner l’instant d’initialisation. Toutes

les autres lois permettent de localiser à ϵ-près le point d’impact. Les lois DS, GS et GD

estiment convenablement les paramètres de la forme d’impact. Le modèle GD est cependant

plus précis puisqu’il permet de capturer la dissymétrie du pic. En revanche, l’espace des

paramètres avec le modèle GD est plus grand et l’identification des paramètres nécessite

plus de temps de calcul. La loi DR permet de localiser à ϵ-près l’impact, d’estimer la

position du pic, et d’obtenir l’intensité d’une impulsion équivalente, exprimée en N.s, qui

reproduirait au mieux les mesures d’accélérations au sens des moindres carrés.

Loi DS QC GS GD DR
Localisation ϵ 3ϵ ϵ ϵ ϵ

Reconstruction 24.4% 132% 23.3% 13.9% NA
Intensité 11.8N 24.2N 13.1N 12.8N 0.0176N.s
Paramètres T = 2.9ms T = 4.3ms µ = 18∆t µ = 15∆t µ = 18∆t

σ = 0.68ms σg = 0.58ms
σd = 1.0ms

Table 6.5 – Performances de reconstruction de la force d’impact 1 avec les différentes lois
utilisées. Le pourcentage de reconstruction correspond à l’erreur relative en norme 2 entre
la force mesurée et la force reconstruite (NA = Non Applicable).
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Figure 6.20 – Reconstruction de la force de l’impact 1 avec les différentes lois paramé-
triques.

On utilise la FMD F2 pour identifier l’impact 2. La Figure 6.21 montre les reconstructions

du signal de force obtenues avec les lois DS, QC et DR. Les paramètres optimaux avec les

performances de localisation et de reconstruction associées sont présentés dans le Tableau

6.6. On observe que la procédure capture le pic principal de la force d’impact appliquée.

Pour cet impact, la force appliquée admet une pente initiale suffisamment raide pour que

la loi QC reconstruise assez raisonnablement le pic principal. En revanche, les lois GS et

GD échouent à la fois pour la localisation et la reconstruction. Une explication possible est

que l’espace des paramètres est trop vaste pour reconstruire le pic principal comme le font

les lois DS et QC. En particulier, on observe que la valeur renvoyée pour µ est µmax, ce qui

signifie que le résidu quadratique se minimise en mettant à zéro la plus grande partie du

signal possible. On peut contourner ce problème en réduisant l’intervalle de variation du

paramètre de position du pic µ. Par exemple, on peut choisir µmax = µδ, où µδ représente

la position de l’impulsion équivalente de l’impact appliqué, identifiée au préalable avec la

loi DR. Cela revient à supposer que i) la durée d’impact est suffisamment faible pour que

l’identification avec la loi DR aboutisse, et ii) que la position du pic principal se situe

avant µδ, comme cela a souvent été observé pour les pics dissymétriques avec σg < σd. La

forme d’impact retrouvée se rapproche alors de l’allure d’un Dirac, comme représenté sur

la Figure 6.22 (voir Tableau 6.7 pour les valeurs des paramètres obtenues).
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Figure 6.21 – Reconstruction de la force de l’impact 2 avec les lois DS, QC et DR.

Loi DS QC GS GD DR
Localisation ϵ ϵ E E ϵ

Reconstruction 51.8% 74.7% E E NA
Intensité 13.2N 10.4N E E 0.00763N.s
Paramètres T = 1.0ms T = 1.3ms µ = +30∆t µ = +30∆t µ = +7∆t

σ = 0.01ms σg = 0.01ms
σd = 0.22ms

Table 6.6 – Performances de reconstruction de la force d’impact 2 avec les différentes lois
utilisées (E=Echec)
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Figure 6.22 – Reconstruction de la force de l’impact 2 avec différentes lois paramétriques,
en choisissant µmax = µδ pour les lois GS et GD.
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Loi GS GD DR
Localisation ϵ ϵ ϵ

Intensité 87.7N 65.7N 0.00763N.s
Paramètres µ = +7∆t µ = +7∆t µ = +7∆t

σ = 0.01ms σg = 0.01ms
σd = 0.06ms

Table 6.7 – Performances d’identification de l’impact 2 pour différentes lois paramétriques
en choisissant µmax = µδ pour les lois GS et GD.

6.5 Discussion sur les résultats expérimentaux obtenus

6.5.1 Identification des contributions modales de la FMD minimale

D’après les résultats présentés en section 6.3.5, la majorité des impacts appliqués sont

localisés à ϵ-près, quelque soit l’embout utilisé, pourvu que la FMD utilisée soit conve-

nablement choisie. En considérant l’ensemble des impacts appliqués, on atteint 83.2% de

réussite pour la localisation à ϵ-près avec la loi DS. Pour l’embout en caoutchouc, la famille

F1 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) est suffisante pour estimer les contributions des modes discriminants.

Pour s’en convaincre, on représente sur la Figure 6.23 les contenus fréquentiels des signaux

d’accélération mesurés et reconstruits pour l’impact appliqué au centre de la cellule 21 avec

l’embout en caoutchouc. En fait, ce sont les modes de F1 qui sont majoritairement excités

par l’impact, si bien que le signal d’accélération reconstruit est proche du signal mesuré.

On représente sur la Figure 6.24 la reconstruction du signal d’accélération. L’erreur relative

en norme 2 entre les signaux mesuré et reconstruit est égale à 29.8%. On est donc dans la

situation où le modèle de réponse permet non seulement d’identifier l’impact mais aussi de

reconstruire convenablement les mesures d’accélération. Cependant, lorsqu’on rajoute des

modes dans l’analyse, par exemple en considérant la FMD augmentée F2 = (ϕ1, ..., ϕ6),

les contributions des modes rajoutés sont mal estimées. On représente sur la Figure 6.23

les contenus fréquentiels des signaux d’accélération mesurés et reconstruits avec F2. L’er-

reur relative 3 en norme ∞ sur ZF passe de 8.9% lorsqu’il est estimé avec F1 à 27.1%

lorsqu’il est estimé avec F2. Signalons toutefois que les contributions des modes de F1 res-

tent convenablement estimées même en retenant F2 dans l’analyse. On peut donc estimer

3. Le VPMA exact est estimé en utilisant une moyenne des VPM des noeuds de la cellule car le centre
n’est pas un point de calcul des déformées modales.
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VPMA avec F2, puis le tronquer sur F1 pour la procédure de discrimination permettant

d’identifier des candidats.

En revanche, il faut utiliser F2 pour tous les autres embouts. On constate en effet que

les contributions des modes discriminants sont moins bien capturées en utilisant F1 que

F2. On représente sur la Figure 6.25 les contenus fréquentiels des signaux d’accélération

reconstruits en utilisant F1 ou F2 pour l’impact appliqué au centre de la cellule 23 avec

l’embout en acier. On observe que la contribution du premier mode est mieux capturée,

et que les contributions des modes ϕ4, ϕ5, ϕ6 sont très bien estimées. Pour cet exemple,

on peut aussi bien localiser avec les modes de F1 que ceux de F2. Comme suggéré en

section 5.4.2, l’utilisation d’une FMD augmentée permet de mieux reconstruire la bande

fréquentielle d’intérêt [85Hz,285Hz] contenant les contributions de la FMD minimale F1.

Notons toutefois que les modes de F1 ou de F2 ne contiennent pas la majorité de l’infor-

mation sur le signal d’accélération. On ne peut donc pas reconstruire convenablement les

mesures d’accélération comme représenté sur la Figure 6.26. Cet exemple illustre qu’il est

plus judicieux d’estimer l’intensité avec (4.5) plutôt qu’avec (4.4).
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Figure 6.23 – Contenus fréquentiels des signaux d’accélération mesuré et reconstruits pour
l’impact appliqué sur la cellule 21 avec l’embout en caoutchouc. La bande de fréquences
[85Hz,285Hz] correspond aux modes ϕ1, ϕ2, ϕ3, et la bande de fréquences [285Hz,580Hz]
correspond aux modes ϕ4, ϕ5, ϕ6.
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Figure 6.24 – Signaux d’accélération mesuré et reconstruit, avec la loi DS et F1 ou F2,
pour l’impact appliqué sur la cellule 21 avec l’embout en caoutchouc.
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Figure 6.25 – Contenus fréquentiels des signaux d’accélération mesuré et reconstruit, avec
la loi DS et F1 ou F2, pour l’impact appliqué sur la cellule 23 avec l’embout en acier.
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Figure 6.26 – Signaux d’accélération mesuré et reconstruit, avec la loi DS et F1 ou F2,
pour l’impact appliqué sur la cellule 23 avec l’embout en acier.

6.5.2 Performances de localisation suivant le point d’application de l’im-
pact

On remarque que ce sont essentiellement les impacts appliqués sur les cellules proches

des bords de la plaque, et en particulier des coins, qui sont les moins bien localisés. Si

l’on exclut ces impacts, le taux de localisation à ϵ-près atteint 95% avec la loi DS. Cette

difficulté de localisation peut s’expliquer par deux phénomènes. Premièrement, les impacts
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appliqués proches des bords excitent significativement des modes de rang plus élevé. La

Figure 6.27 illustre les contenus fréquentiels des signaux d’accélération mesurés pour les

impacts appliqués sur les cellules 1 et 28 avec l’embout en caoutchouc. On observe que des

modes de rang plus élevés sont significativement sollicités par l’impact sur le coin (cellule

1). Les lignes en traitillés seraient des exponentielles décroissantes si l’axe des ordonnées

n’était pas tracé en échelle logarithmique. En conséquence, l’erreur de troncature est plus

élevée, ce qui dégrade la précision de la procédure. Deuxièmement, la carte de robustesse

angulaire présentée en section 6.2 montre que l’angle maximum de robustesse θϵ(F ) est

beaucoup plus petit pour F proche d’un coin (≈ 4◦) que du centre de la plaque (≈ 37◦).

Ainsi, le noyau de localisation Nϵ est beaucoup moins étendu pour un impact appliqué

proche d’un bord que du centre de la plaque.
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Figure 6.27 – Contenus fréquentiels des signaux d’accélération mesurés pour les impacts
appliqués sur les cellules 1 et 28 avec l’embout en caoutchouc.

6.5.3 Reconstruction des formes d’impact par rapport aux solutions de
référence

On s’intéresse à la qualité de reconstruction des formes d’impact 1 et 2 avec les diffé-

rentes lois paramétriques (voir Figures 6.20 et 6.21). Idéalement, on souhaiterait que les

lois estimées ψ(α̂), obtenues par minimisation d’un résidu quadratique sur les mesures

d’accélération, soient proches de celles obtenues par minimisation du résidu quadratique
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sur les mesures de force :

αref = argminβ
n∑
i=1

(ψ(β, ti)− ψm(ti))2

où ψm : t ↦→ ψm(t) désigne la forme de l’impact appliquée. Les solutions de référence sont

donc les lois ψ(αref ) minimisant le résidu quadratique sur le signal de force unitaire. Pour

les formes de référence des lois DS et QC, on utilise l’estimation de l’instant d’impact

effectuée avec la technique de seuil. Les Tableaux 6.8 et 6.9 donnent les valeurs de αref
pour les différentes lois, et les erreurs relatives en norme 2 les différentes formes obtenues.

Les Figures 6.28 et 6.29 permettent de comparer les solutions obtenues aux solutions de

référence. La loi DS conduit à une reconstruction exacte de la solution de référence pour

l’impact 1, et à la meilleure reconstruction pour l’impact 2 (erreur : 19.8%). La loi GD

fournit la meilleure reconstruction des mesures pour l’impact 1 (erreur : 11%), et une

bonne reconstruction de la solution de référence (erreur : 4.6%). Même si les performances

de reconstruction de la forme de l’impact 2 sont moins bonnes que celles de l’impact 1, on

constate que les solutions obtenues par la procédure d’identification de l’impact capturent

le pic principal, tout comme les solutions de référence.

Signalons qu’il peut exister de nombreux minima locaux pour lesquels le résidu quadratique

sur les mesures d’accélérations est proche, si bien que l’on devrait plutôt raisonner en

termes de famille de solutions possibles. C’est particulièrement le cas lorsque l’impact

appliqué est de durée assez faible pour être représenté par un Dirac : toute forme d’impact

de durée suffisamment faible permet de reconstruire les mesures d’accélération avec des

performances semblables.

Modèle DS QC GS GD
αref T = 2.9ms T = 3.8ms µ = +18∆t µ = +15∆t

σ = 0.84ms σg = 0.64ms
σd = 1ms

Ecart 1 21.0% 42.8% 22.7% 11.0%
Ecart 2 21.0% 39.5% 13.8% 8.72%
Ecart 3 0% 47.9% 17.6% 4.8%

Table 6.8 – Paramètres minimisant le résidu quadratique sur le signal de force de l’impact
1. Ecart 1 : Erreur relative en norme 2 entre ψ(α̂) et ψm. Ecart 2 : Erreur relative en norme
2 entre ψ(αref ) et ψm. Ecart 3 : Erreur relative en norme 2 entre ψ(αref ) et ψ(α̂).
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Figure 6.28 – Formes mesurée ψm, reconstruite avec la procédure d’identification ψ(α̂),
et de référence ψ(αref ) pour l’impact 1.

Modèle DS QC GS GD
αref T = 0.9ms T = 0.8ms µ = +6∆t µ = +4∆t

σ = 0.17ms σg = 0.01ms
σd = 0.27ms

Ecart 1 77.4% 125% 98.4% 95.4%
Ecart 2 72.2% 116% 50.0% 34.0%
Ecart 3 19.8% 80.1% 88.9% 90.4%

Table 6.9 – Paramètres minimisant le résidu quadratique sur le signal de force de l’impact
2. Ecart 1 : Erreur relative en norme 2 entre ψ(α̂) et ψm. Ecart 2 : Erreur relative en norme
2 entre ψ(αref ) et ψm. Ecart 3 : Erreur relative en norme 2 entre ψ(αref ) et ψ(α̂).
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Figure 6.29 – Formes mesurée ψm, reconstruite avec la procédure d’identification ψ(α̂),
et de référence ψ(αref ) pour l’impact 2.

6.5.4 Vérification de la formule approchée du conditionnement

Les propriétés de la plaque données dans le Tableau 6.1 permettent de calculer les sépa-

rations modales sij (voir section 4.2.1) des six premiers modes de vibration. En notant S

la matrice de terme général sij on a :

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0.41 0.48 0.61 0.64 0.71
0 0.093 0.27 0.32 0.42

0 0.18 0.23 0.34
0 0.048 0.17

(∗) 0 0.12
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
En utilisant la relation 4.10 et le Tableau 6.1, on en déduit les coefficients de presque

orthogonalité associés aux familles de réponses impulsionnelles liées à F1 = (ϕ1, ϕ2, ϕ3) et

F2 = (ϕ1, ..., ϕ6) :

µE(F1) = 0.0114 et µF (F1) = 0.0115
µE(F2) = 0.0429 et µF (F2) = 0.0430
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On est précisément dans la situation où la structure étudiée admet des modes basse fré-

quence faiblement amortis et bien séparés (µ≪ 1). On donne la matrice A1 calculée pour

l’impact 1 (voir section 6.4.1) avec la FMD F1, la loi DS avec α̂, la durée de mesure

D = 0.11s et la fréquence d’échantillonnage fe = 12.8kHz :

A1 =

⎡⎢⎣964 4.41 11.5
4.41 1870 −16.6
11.5 −16.6 1040

⎤⎥⎦
On vérifie que A1 est à diagonale strictement dominante. Son conditionnement en norme

2 calculé par Scilab 4 est égal à κ(A1) = 1.94. La formule approchée (5.16), en supposant

les Ki = 1, donne κapp(A1) = 2.95. L’erreur relative entre les valeurs exacte et approchée

est de 34%. Cette erreur peut se réduire en utilisant une plus grande partie du signal. 5.

On représente sur la Figure 6.30 l’évolution du κ(A1) en fonction de la durée de mesure.

On observe que le conditionnement converge vers la valeur 2.92. L’erreur relative se réduit

alors à 0.84%. Les modes retenus dans l’analyse et les choix des paramètres de mesures

rentrent donc dans le domaine de validité de la formule approchée. En particulier, les

modes sont suffisamment séparés, et la durée de l’impact est assez faible pour supposer

Ki = 1.
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Figure 6.30 – Evolution du conditionnement en norme 2 de la matrice A1 en fonction de
la durée de mesure.

4. Scilab effectue une décomposition en valeurs singulières de la matrice avant de calculer son condi-
tionnement en norme 2 par le rapport entre la plus grande et la plus petite valeur singulière.

5. L’intérêt est seulement de vérifier que la formule approchée du conditionnement est vérifiée dans les
conditions de presque orthogonalité. Ce n’est pas avantageux en pratique car cela augmente le condition-
nement de la matrice.
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On procède de la même façon avec l’impact 2. On donne la matrice A2 calculée avec la

FMD F2, la loi DS avec α̂, la durée de mesure D = 0.11s et la fréquence d’échantillonnage

fe = 12.8kHz :

A2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

141 −10.4 −8.62 −4.03 1.60 −0.39
475 5.77 3.73 −0.660 0.447

384 3.41 −0.645 0.210
474 −10.4 1.45

(∗) 442 3.22
452

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
On a κ(A2) = 3.42 et κapp(A2) = 4.75. L’erreur relative est donc de 28.0%. On représente

sur la Figure 6.31 l’évolution du κ(A2) en fonction de la durée de mesure. On observe

que le conditionnement converge vers la valeur 5.69. L’erreur relative se réduit alors à

19.6%. Cette fois-ci, les modes ne sont pas suffisamment séparés pour que l’approximation

du conditionnement soit correcte et que l’on puisse négliger les termes hors diagonaux de

A2. Ils sont cependant assez séparés pour que la matrice A2 soit à diagonale strictement

dominante et bien conditionnée.
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Figure 6.31 – Evolution du conditionnement en norme 2 de la matrice A2 en fonction de
la durée de mesure.
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6.5.5 Localisation avec la loi de Dirac retardé

En fait, l’ensemble des impacts appliqués avec les embouts en nylon, aluminium ou acier,

peuvent être convenablement localisés à l’aide de la loi DR. On donne dans le Tableau

6.10 les performances de localisation obtenues pour l’ensemble des impacts appliqués.

Ces impacts sont donc de durées suffisamment faibles pour que les réponses mesurées

puissent s’approcher par une réponse impulsionnelle. L’avantage d’utiliser cette loi pour

la localisation est que les temps de calculs sont beaucoup plus rapides qu’avec les autres

lois puisque le seul paramètre à déterminer est la position du pic.

Embout FMD Localisations (/64)
ϵ 2ϵ 4ϵ

Caoutchouc F1 16 50 53
Nylon F2 55 64 64
Aluminium F2 55 64 64
Acier F2 53 64 64

Table 6.10 – Resultats de localisation de l’ensemble des impacts appliqués avec la loi DR.
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Chapitre 7

Validation expérimentale de la
méthode d’identification d’impacts
sur une structure composite de
grandes dimensions

Résumé : Les dimensions de la plaque étudiée dans le chapitre précédent sont suffisam-
ment petites pour identifier un impact à l’aide d’un unique accéléromètre. En particulier,
l’instant d’impact pouvait s’estimer à partir d’une technique de seuil. L’objectif de ce
chapitre est de valider expérimentalement la méthode d’identification d’impact sur une
structure de plus grandes dimensions, avec des propriétés mécaniques plus complexes en
termes de matériaux et d’assemblages de composants. La structure étudiée est une section
du pavillon d’un A350 de dimensions 9.24m×2.40m. Une analyse modale expérimentale
du panneau a permis d’identifier 7 modes de vibration de la structure entre 10Hz et
50Hz. Huit accéléromètres ont été positionnés sur la structure afin d’étudier l’influence
des points de mesure choisis pour identifier les impacts. L’instant d’impact est laissé
comme inconnue supplémentaire du problème. Les résultats expérimentaux montrent
qu’un seul accéléromètre permet de localiser 88% des impacts appliqués à 41cm près,
et 100% des impacts à 82cm près. L’utilisation d’un réseau de capteurs est discutée afin
d’améliorer la robustesse de la procédure en cas de défaillance d’un capteur. En revanche,
les modes connus du panneau sont associés à des fréquences propres trop basses pour
correctement représenter les variations des forces d’impact appliquées. On observe un
phénomène de glissement vers une allure de Dirac.
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7.1 Dispositif expérimental

La structure étudiée est un morceau du pavillon d’un A350 de dimensions 9.24m ×

2.40m. Le pavillon - crown panel - correspond à la partie supérieure centrale du fuselage

(voir Figure 7.1). Il s’agit d’un panneau constitué d’une peau mince raidie longitudinale-

ment par des lisses et transversalement par des cadres (voir Figure 7.2). Le panneau étudié

a trois trous sur sa ligne médiane (passages d’antennes) et des patchs composite renforcent

les zones autour de chaque trou. Tous les éléments sont en matériau composite CFRP ex-

ceptés les attaches de fixation qui sont métalliques. Le panneau est posé sur six rondins

en bois et deux sangles maintiennent fermement le panneau afin d’éviter tout décollement

lors des essais (voir Figure 7.3). Une note de calcul interne Airbus [Morteau-Rivet 2018]

imposait d’appliquer des impacts d’une énergie inférieure à 10J avec un embout spécifique

afin de ne pas endommager le panneau pour de futures utilisations.

Landing gear bay

Crown panel
Lateral panel

Keel beam + after lower shell
Centre wing box

Forward lower shell

Figure 7.1 – Situation du pavillon (crown panel) dans un fuselage d’avion. Image extraite
de [Morteau-Rivet 2018].

Lisses

Cadres

Figure 7.2 – Cadres et lisses d’un panneau latéral d’A350.
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Sangle

x
0

y Renfort

be = 42cm ae = 70cm

Cellule

Trou

Appui

Figure 7.3 – Description du dispositif expérimental.

Une visualisation numérique du dispositif expérimental est réalisée avec Scilab. La Figure

7.4 représente la division du panneau en cellules (lignes noires), les trois trous (carrés

rouges), les six points d’appuis (carrés noirs), et les deux sangles de maintien (lignes

bleues). Le rectangle délimité en rouge par des traitillés correspond à la zone du panneau

sur laquelle ont été appliqués les impacts. C’est la zone que l’on souhaite couvrir par une

famille de modes discriminants.

Zone d’impact

Trou

Appui Sangle

Figure 7.4 – Visualisation numérique du dispositif expérimental avec Scilab.

7.2 Analyse modale expérimentale du panneau

Une analyse modale expérimentale (AME) du panneau a été réalisée à l’aide de "tap

tests" par une équipe d’analyse vibratoire Airbus. Cette technique consiste à répéter des
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impacts sur une grille de points Fi de la structure et à enregistrer pour chaque impact

appliqué la force et la réponse vibratoire en différents capteurs Cj . Les mesures permettent

d’identifier les fonctions de transfert en fréquence (Frequency Response Function - FRF)

pour chaque couple (Fi, Cj). Les FRF - qui sont en fait les représentations fréquentielles

des réponses impulsionnelles - encapsulent les propriétés modales de la structure. Un algo-

rithme dédié permet de les extraire sur une bande de fréquences donnée. Les sorties d’une

AME sur une bande de fréquences sont typiquement :

— Les fréquences propres f0i,

— Les amortissements modaux ηi,

— Les masses modales µi,

— Les déformées des modes de vibration ϕi.

Le logiciel utilisé pour effectuer l’AME est LMS Test Lab Modal Analysis version 15A. L’al-

gorithme d’extraction de ce logiciel identifie des modes complexes dont les déformées sont

représentées par des vecteurs complexes ϕi ∈ CN (partie réelle et partie imaginaire). Une

structure avec amortissement proportionnel n’admet que des modes réels tandis qu’une

structure avec de forts amortissements ou des amortissements non proportionnels peut

présenter des modes complexes. Le bruit de mesure peut aussi perturber l’identification

des modes de vibration et conduire à l’identification de modes complexes non physiques.

Différents indicateurs existent pour décider si un mode donné est réel ou complexe. En

particulier, les indicateurs MPC (Modal Phase Collinearity) et MPD (Mean Phase Devia-

tion) sont fondés sur l’étude des phases de chaque composante complexe d’une déformée

modale. D’après le manuel [LMS International 2012] on peut considérer que le mode est

réel si MPC ≥ 90% et MPD ≤ 15◦, complexe si MPC < 90% et MPD > 15◦, et indéter-

miné sinon. Des critères supplémentaires - nécessitant une certaine expérience utilisateur

- existent pour décider dans le cas indéterminé si le mode est réel, complexe, ou seulement

purement numérique (i.e. non physique). Il est donc utile d’avoir une connaissance a priori

sur les déformées de la structure. Cela permet de décider si celles obtenues par l’AME sont

conformes aux attentes, i.e. jugées physiquement acceptables par l’utilisateur.

Pour réaliser l’AME, le panneau a été divisé en 14 × 6 cellules, chaque cellule compre-
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nant un point de mesure 1 en son centre, aux sommets, et au milieu de chaque arête (9

points par cellule). Un accéléromètre PCB-356B21 a été positionné sur chaque rangée ver-

ticale de points de mesure à environ 1/3 des bords longitudinaux. Un marteau d’impact

PCB-086D05 avec un embout en élastomère de 21mm de diamètre a été utilisé pour ap-

pliquer les impacts. Une chaîne d’acquisition Abacus a été utilisée pour enregistrer les

mesures. Le logiciel d’AME a permis d’extraire 10 modes de vibration sur la bande de

fréquences [10Hz,50Hz]. Les valeurs des incateurs MPC et MPD sont indiquées dans le Ta-

bleau 7.1. Les modes 2,3,5,6,7,8,9 sont retenus comme étant des modes de vibration réels de

la structure. Leurs déformées sont représentées sur la Figure 7.5. Seuls les modes 2,3,5 sont

identifiés sans ambigüité avec de très bons indicateurs (MPC ≥ 90% et MPD ≤ 15◦) et

des déformées attendues. Les modes 6,8,9 sont indéterminés (MPC ≥ 90% et MPD > 15◦)

mais leurs déformées étaient également attendues. On observe que les fréquences propres

des modes 8 et 9 sont très proches. La déformée du mode 9 se différencie de celle du mode

8 par une opposition de phase sur la moitié du panneau faiblement excitée. Le mode 7 est

retenu même si MPC < 90% et MPD > 15◦ car sa déformée est une symétrie de celle du

mode 8. Les modes 1,4,10 sont rejetés car il sont identifiés avec MPC < 90% et MPD > 15◦,

et parce que leurs déformées sont très irrégulières pour des modes basse fréquence (voir

Figure 7.6). Ces modes sont soit liés à des amortissements non proportionnels ou à des

non-linéarités, soit à la méthode numérique.

Mode fi [Hz] η0i [%] MPC [%] MPD [◦]
1 11.0 1.08 77.9 18.0
2 13.2 0.42 99.6 4.08
3 17.0 0.58 99.3 5.90
4 18.2 1.32 67.3 35.1
5 21.2 2.68 98.0 7.07
6 33.9 2.95 93.9 15.1
7 39.4 0.94 88.9 22.4
8 42.8 1.14 93.2 17.9
9 44.1 1.39 94.7 17.4
10 44.8 0.95 83.2 26.9

Table 7.1 – Analyse modale expérimentale du panneau sur [10Hz,50Hz].

1. Un point de mesure désigne ici un impact à appliquer pour l’AME, associé à des mesures vibratoires
aux différents capteurs.
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Figure 7.5 – Modes de vibration retenus à l’issue de l’AME.

Figure 7.6 – Modes de vibration rejetés à l’issue de l’AME.
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7.3 Identification des FMD

La résolution longitudinale de la discrétisation spatiale de l’AME est ae/2 = 35cm, et

la résolution transversale est be/2 = 21cm (voir Figure 7.3). L’exigence de localisation est

choisie égale à la longueur d’une demi-diagonale d’une cellule du panneau :

ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2 = 40.8cm

La procédure présentée en section 3.4.2 est utilisée pour identifier des FMD à partir des 7

modes de vibration retenus par l’AME. On les note ϕ2, ϕ3, ϕ5, ϕ6, ϕ7, ϕ8 et ϕ9 conformément

à la Figure 7.5. La structure est de dimension géométrique d = 2, donc on s’intéresse dans

un premier temps aux familles formées de p = d + 1 = 3 modes (voir section 3.2.3). Il

existe C7
3 = 35 combinaisons possibles de familles formées de 3 modes parmi les 7 qui sont

connus. Pour chaque combinaison, on calcule les cartes de robustesse angulaire associée

à la précision ϵ choisie (voir section 3.4.2), et on retient les valeurs min et max de θϵ

(voir section 3.3.2). C’est la famille F1 = (ϕ3, ϕ5, ϕ6) qui couvre la plus grande partie

du panneau avec min θϵ = 0◦ et max θϵ = 22◦. Aucune FMD globale de 3 modes n’a

été trouvée en utilisant les modes connus de l’AME. La Figure 7.7 représente la carte de

robustesse angulaire associée à la famille F1 et à la précision ϵ choisie.

Figure 7.7 – Carte de robustesse angulaire associée à F1 = (ϕ3, ϕ5, ϕ6) et ϵ = 40.8cm
(min θϵ = 0◦, max θϵ = 22◦).

On s’intéresse maintenant aux familles augmentées de F1 (voir section 5.4.2). L’idée est

d’augmenter les valeurs min et max de θϵ sur l’ensemble de la zone que l’on souhaite couvrir
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(voir Figure 7.4). On considère dans un premier temps les familles F1 augmentées d’un seul

mode, et on obtient que F2 = (F1, ϕ8) est une FMD globale avec θϵ = 1◦ et max θϵ = 31◦.

En répétant ce procédé, on obtient F3 = (F2, ϕ7) avec min θϵ = 9◦ et max θϵ = 37◦, puis

F4 = (F3, ϕ2) avec min θϵ = 10◦ et max θϵ = 39◦, et enfin F5 = (F4, ϕ9) avec min θϵ = 10◦

et max θϵ = 44◦.

En fin de parcours, on a obtenu la meilleure FMD partielle formée de 3 modes (famille F1),

puis on a successivement amélioré la robustesse angulaire en rajoutant des modes un-à-un

à partir de F1 (familles F2 à F5). La Figure 7.8 illustre la carte de robustesse angulaire

de F2. Ce procédé a permis de tester 45 combinaisons, au lieu de toutes les combinaisons

possibles de familles contenant entre 3 et 7 modes qui sont au nombre de 99.

Figure 7.8 – Carte de robustesse angulaire associée à F2 = (ϕ3, ϕ5, ϕ6, ϕ8) et ϵ = 40.8cm
(min θϵ = 1◦, max θϵ = 31◦).
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7.4 Positionnement des accéléromètres

Une contrainte de temps lors des essais expérimentaux a conduit à positionner les

accéléromètres avant que l’AME ne soit achevée. La Figure 7.9 représente par des ronds

bleus les positions C1, ..., C8 des huit accéléromètres qui ont été montés sur la structure

(modèle PCB-356B21).

D’après la section 5.3.3, plus le rapport ν(C) = maxi,j
⏐⏐⏐ΦCj

ΦCi

⏐⏐⏐ est proche de 1, et plus on

diminue la majoration (5.4) du conditionnement de la matrice à inverser pour l’estimation

du VPMA. Les rapports ν(Ci) dans les familles F1 à F5 sont indiquées dans le Tableau

7.2. Un autre rapport important est m(C), aussi défini en section 5.3.3, qui indique si le

capteur est proche d’un noeud modal de la famille de modes étudiée. Plus m(C) est proche

de 100% et plus le capteur est éloigné d’un noeud modal. Les rapports m(Ci) de ces points

de mesure sont indiqués dans le Tableau 7.3.

Les valeurs de ces rapports seront mises en regard des performances de localisation dans la

section 7.6.1. On verra que certains points de mesure sont bien meilleurs que d’autres. En

particulier la position C8 n’identifiera que très peu d’impacts. On s’en servira cependant

en section 7.7.5 comme point de mesure défectueux permettant de valider une stratégie de

dialogue entre plusieurs capteurs d’un réseau si l’un d’entre devait s’avérer défaillant.

C1

C2

C3

C4

C5

C6

C7 C8

Figure 7.9 – Emplacement des huit accéléromètres sur la structure.
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F1 F2 F3 F4 F5
ν(C1) 2.85 3.82 16.9 16.9 22.3
ν(C2) 1.46 1.95 4.72 4.72 7.41
ν(C3) 5.17 5.17 10.5 10.5 10.5
ν(C4) 2.21 2.21 13.7 13.7 13.7
ν(C5) 8.42 8.42 15.8 15.8 16.3
ν(C6) 16.6 16.6 16.6 16.6 20.7
ν(C7) 3.17 3.29 3.29 3.29 4.07
ν(C8) 3.15 3.29 3.54 3.54 3.54

Table 7.2 – Evaluation des rapports ν(Ci) pour les différents capteurs et pour les diffé-
rentes FMD.

F1 F2 F3 F4 F5
m(C1) 15.3 15.3 3.45 3.21 2.40
m(C2) 31.1 31.1 12.8 11.9 8.92
m(C3) 13.7 13.7 6.75 6.26 4.67
m(C4) 33.2 33.2 5.35 4.96 3.72
m(C5) 7.61 7.61 4.06 3.77 2.82
m(C6) 3.89 3.89 3.89 3.61 2.71
m(C7) 11.5 11.1 11.1 10.3 6.24
m(C8) 5.75 5.50 5.50 5.10 3.82

Table 7.3 – Evaluation des rapports m(Ci) [%] pour les différents capteurs et pour les
différentes FMD.

7.5 Vérification de la formule approchée du conditionne-
ment

Les modes discriminants ne sont pas aussi bien séparés (voir section 4.2.1) que ceux de

la plaque étudiée dans le chapitre précédent (voir section 6.5.4). On donne dans le Tableau

7.4 les séparations modales minimales s = mini ̸=j sij pour les familles F1 à F5, ainsi que

les coefficients µE et µF des familles de réponses impulsionnelles modales associées. Les

coefficients µE et µF des familles F3 et F4 ne peuvent pas être considérés petits devant

1, et ceux de la famille F5 sont plus grands que 1. On ne peut donc pas conclure sur le

conditionnement de la matrice à inverser dans la procédure d’identification de l’impact

(voir section 4.1.2). On se propose donc de le calculer pour les différents points de mesures

et les différentes FMD en utilisant les paramètres donnés dans le Tableau 7.6. On donne
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dans le Tableau 7.5 les valeurs obtenues qu’on compare avec la formule approchée (5.16)

en prenant les Ki égaux à 1. On observe que la matrice n’est pas toujours à diagonale

strictement dominante (symbole F) et que son conditionnement dépasse 100 pour plusieurs

configurations. En particulier, on s’attend à ce que les points de mesure C5 et C6 soient très

sensibles aux erreurs de mesure et/ou de modèle, quelle que soit la FMD utilisée (κ ≥ 90).

s µE µF
F1 0.110 0.0715 0.0724
F2 0.110 0.0715 0.0724
F3 0.0423 0.477 0.479
F4 0.0423 0.482 0.483
F5 0.0143 3.94 3.95

Table 7.4 – Séparations modales minimales des différentes FMD et coefficients de presque
orthogonalité des familles de réponses impulsionnelles modales associées.

F1 F2 F3 F4 F5
C1 10.7(20.8) 46.4(47.7) 269(256)(F) 263(256)(F) 482(379)(F)
C2 2.81(5.45) 12.1(12.4) 21.1(20.0) 20.7(20.0) 49.2(41.6)
C3 35.2(68.6) 60.8(68.6) 75.6(77.7) 74.3(77.7) 87.8(77.7)
C4 6.43(12.5) 7.73(12.5) 88.3(132) 86.6(133) 163(133)(F)
C5 93.5(182) 192(197) 209(197) (208)(197) 308(209)(F)
C6 362(705) 649(705)(F) 652(705)(F) 663(705)(F) 1380(1180)(F)
C7 12.86(12.65) 12.9(12.6) 12.9(12.6) 12.8(12.6) 12.8(12.6)
C8 12.1(23.6) 12.1(23.6) 39.3(41.8) 40.7(41.8) 40.8(41.8)(F)

Table 7.5 – Conditionnement suivant le point de mesure et la FMD pour la loi DR,
D = 0.755s, fe = 5.12kHz. Valeur entre parenthèse : évaluation de la formule approchée
du conditionnement. (F) : matrice non diagonale strictement dominante.
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7.6 Performances d’identification avec un accéléromètre

On se propose dans un premier temps d’utiliser séparément les huit accéléromètres

positionnés sur la structure. On discutera en section 7.7 l’utilisation simultanée de plu-

sieurs accéléromètres. L’objectif de cette section est de valider l’approche mono-capteur

développée pour identifier des impacts sur une structure composite de grandes dimensions.

7.6.1 Localisation des impacts

Le logiciel LMS Test Lab est utilisé pour enregistrer les mesures sur une durée D =

0.755s avec une fréquence d’échantillonnage fe = 5.12kHz. La procédure d’identification est

codée avec le logiciel libre de calcul numérique Scilab. Les paramètres utilisés sont donnés

dans le Tableau 7.6. L’instant d’impact est d’abord estimé à l’aide de la procédure de

franchissement d’un seuil décrite en section 5.2.3. Le seuil est choisi à 5% de l’accélération

maximale mesurée par le capteur utilisé. L’estimation est ensuite ajustée avec le paramètre

µ d’avance ou de retard (voir section 5.1). L’estimation du point d’impact est obtenue à

partir d’un barycentre pondéré sur les θ̂i (voir section 4.1.3). Les Tableaux 7.7 à 7.9

présentent les performances de localisation obtenues suivant la famille de modes utilisée

et le point de mesure. Les meilleurs succès de localisation à ϵ et 2ϵ près sont précisés pour

chaque capteur par les valeurs entre parenthèses.

Loi de forme d’impact Dirac Retardé (DR)
Détection de l’instant d’impact Franchissement d’un seuil puis ajustement
Espace des paramètres µmin = −5∆t

µmax = +20∆t
∆µ = ∆t

Tolérance de colinéarité θc = 25◦

Facteur de dispersion γ = 2
Discrétisation spatiale ds = 21cm
Exigence de localisation ϵ = 40.8cm
Durée de mesure D = 10/f1 = 0.755s
Fréquence d’échantillonnage fe = 5.12kHz

Table 7.6 – Paramètres utilisés pour la localisation des impacts appliqués sur le panneau.
∆t = 1/fe représente la période d’échantillonnage.

196



CHAPITRE 7. VALIDATION EXPÉRIMENTALE DE LA MÉTHODE
D’IDENTIFICATION D’IMPACTS SUR UNE STRUCTURE COMPOSITE DE
GRANDES DIMENSIONS

FMD Loc. (/48) avec C1 Loc. (/48) avec C2 Loc. (/48) avec C3
ϵ 2ϵ ϵ 2ϵ ϵ 2ϵ

F1 29(60%) 31 31 39 24 34
F2 23 40(83%) 38 48(100%) 29(60%) 40(83%)
F3 6 13 37 46 24 36
F4 6 13 38 46 23 35
F5 11 17 42(88%) 45 24 34

Table 7.7 – Performances de localisation avec les accéléromètres C1, C2, C3.

FMD Loc. (/48) avec C4 Loc. (/48) avec C5 Loc. (/48) avec C6
ϵ 2ϵ ϵ 2ϵ ϵ 2ϵ

F1 36 41 24 32 5 12
F2 41(85%) 48(100%) 34(71%) 43(90%) 14 26
F3 28 41 17 22 22(46%) 28
F4 30 38 17 22 22(46%) 29(60%)
F5 34 41 17 20 17 23

Table 7.8 – Performances de localisation avec les accéléromètres C4, C5, C6.

FMD Loc. (/48) avec C7 Loc. (/48) avec C8
ϵ 2ϵ ϵ 2ϵ

F1 25(52%) 37 0 1
F2 17 32 2(4%) 5
F3 24 37 1 6(12%)
F4 24 39(81%) 2 6(12%)
F5 23 34 2(4%) 4

Table 7.9 – Performances de localisation avec les accéléromètres C7, C8.
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On donne dans le Tableau 7.10 le classement des différents points de mesure en termes

de succès de localisation suivant la famille de modes sélectionnée. Les positions C2 et

C4 se partagent les deux premières places du classement sur l’ensemble des familles de

modes, tandis que C8 est systématiquement le point de mesure le moins performant, avec

un succès de localisation de l’ordre de 4% seulement. La Figure 7.10 représente la carte

de localisations associée au point de mesure C2 avec F5. L’approche mono-capteur est

donc validée pour cette structure composite de grandes dimensions : C2 localise 88% des

impacts à ϵ = 41cm près, et 100% des impacts à 2ϵ = 82cm près.

On représente sur les Figures 7.11 et 7.12 la dispersion du succès suivant les valeurs de

ν et de m. On observe une corrélation 2 négative (r = −0.24) entre ν et le succès, et une

corrélation positive (r = +0.58) entre m et le succès. Les développements de la section 5.3.3

suggéraient de telles tendances. Les corrélations obtenues avec ces positions de capteurs

ne sont toutefois pas très marquées (|r| < 0.9).

Classement F1 F2 F3 F4 F5
n◦1 C4(75%) C4(85%) C2(77%) C2(79%) C2(88%)
n◦2 C2 C2 C4 C4 C4
n◦3 C1 C5 C3 C7 C3
n◦4 C7 C3 C7 C3 C7
n◦5 C3 C1 C6 C6 C6
n◦6 C5 C7 C5 C5 C5
n◦7 C6 C6 C1 C1 C1
n◦8 C8 C8 C8 C8 C8

Table 7.10 – Classement des différents points de mesure en termes de succès de localisation
à ϵ = 41cm près suivant la famille de modes utilisée.

2. Le coefficient de corrélation entre deux variables X et Y se définit par r = E[(X−E[X])(Y −E[Y ])]
σX σY

, où
E[Z] désigne l’espérance de la variable Z et σZ sa variance.
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Figure 7.10 – Carte de localisations avec C2 et F5.
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Figure 7.11 – Corrélation négative entre ν et le succès de localisation à ϵ près (r = −0.24).
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Figure 7.12 – Corrélation positive entre m et le succès de localisation à ϵ près (r = +0.58).
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7.6.2 Reconstruction des forces d’impact

On se propose d’étudier les performances de reconstruction des forces d’impact appliquées

avec la loi DS (voir section 5.1) et les paramètres donnés dans le Tableau 7.11.

Loi de forme d’impact Demi-sinus (DS)
Détection de l’instant d’impact Franchissement d’un seuil puis ajustement
Espace des paramètres µmin = −5∆t

µmax = +20∆t
∆µ = ∆t
Tmin = 1ms
Tmax = 8ms
∆T = 0.5ms

Famille de modes F5
Tolérance de colinéarité θc = 25◦

Facteur de dispersion γ = 2
Durée de mesure D = 10/f1 = 0.755s
Fréquence d’échantillonnage fe = 5.12kHz
Point de mesure C2

Table 7.11 – Paramètres utilisés pour la reconstruction des forces appliqués avec une loi
DS. ∆t = 1/fe représente la période d’échantillonnage.

Les performances de reconstruction obtenues sont moins bonnes que celles atteintes dans le

Chapitre 6 avec la plaque métallique. On observe souvent que l’écart prédictions-mesures S

(voir section 5.2.2) varie peu. Il en résulte que des valeurs de S très voisines de Sm = minS

sont parfois associées à des solutions très différentes. On représente sur la Figure 7.13 une

famille de solutions ψ̂ = ψ(α̂) définies par :(
ẐF, α̂

)
∈ {(Y,β) | S (Y,β) ≤ (1 + c)Sm}

avec c = 2%. On observe que la famille de solutions semble glisser vers l’allure d’un Dirac

à mesure que le paramètre de durée d’impact diminue. Ce phénomène peut s’expliquer par

les résultats de la section 7.6.1 : les impacts appliqués sont de durées suffisamment petites

pour que la réponse vibratoire puisse convenablement s’approcher par une réponse à un

Dirac. Cela était également le cas pour la plaque étudiée dans le Chapitre 6, mais dans

une bien moindre mesure. En effet, la durée typique des impacts appliqués pour les deux

structures est de 5ms, mais la bande de fréquences de la FMD utilisée pour la plaque s’étend

sur [94Hz,547Hz], tandis que celle du panneau s’étend sur [11Hz,44Hz]. En conséquence, les
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modes connus du panneau ne permettent pas de convenablement reconstruire le contenu

fréquentiel de la force d’impact appliquée qui est de durée très brève. On obtient donc

avec cette procédure qu’une famille de solutions admissibles, au sens où elles permettent

de convenablement approcher la réponse vibratoire mesurée du panneau.
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Figure 7.13 – Phénomène de glissement vers une allure de Dirac pour la reconstruction
de l’impact appliqué en F = (4.39m 0.57m). Croix noire : pic d’une solution admissible.
Représentation de trois solutions admissibles avec T3 ≤ T2 ≤ T1.
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7.7 Utilisation d’un réseau de capteurs

L’approche développée dans cette thèse ne nécessite en théorie qu’un seul point de

mesures vibratoires. Cela signifie que chaque capteur d’un réseau peut indépendamment

identifier un impact appliqué sur une structure. On souhaite savoir s’il est possible de faire

communiquer un réseau de capteurs afin d’améliorer simultanément les performances de

localisation et la robustesse de la procédure. Il est en effet nécessaire d’envisager le cas où

au moins un des capteurs installés présente un dysfonctionnement. Ce dernier ne doit pas

pour autant faire échouer la procédure alors que d’autres capteurs du réseau parviennent

à correctement localiser l’impact.

7.7.1 Définition d’une performance de localisation à partir d’un en-
semble de points d’impact candidats

Chaque capteur identifie un ensemble de points plus ou moins proches du point d’impact.

Lorsqu’on utilise un réseau de capteurs, la question se pose de savoir comment évaluer a

posteriori la performance de localisation d’un capteur par rapport à un autre. Il existe des

définitions précises de distances entre un ensemble de points et un point. Par exemple,

on peut utiliser la distance usuelle entre un ensemble de points A et un point b par

d(A, b) = mina∈A ∥b − a∥. La Figure 7.14 montre que l’utilisation de cette distance est

discutable pour évaluer une performance de localisation à partir d’un nuage de points très

dispersés. En effet, quelques points de A sont très proches de F , mais les autres sont plus

éloignées que tous ceux de l’ensemble de points B.

F

A

B

Figure 7.14 – Problème de définition d’une performance de localisation à partir d’un
ensemble de points : P (A) ≥ P (B) ou P (A) ≤ P (B) ?
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Comme tout choix paraît discutable, on se propose de rassembler des propriétés que l’on

souhaite réaliser pour définir une performance de localisation à partir d’un ensemble de

points d’impact candidats :

Définition 7.7.1 (Performance de localisation). Soit F le point d’impact, A un ensemble

de points, P1 (resp. P2) un point plus proche (resp. plus distant) de F que tout autre

point de A. On appelle performance de localisation une application P : A ↦→ P(A) ∈ [0, 1]

vérifiant les propriétés suivantes :

i) A = {F} ⇒ P(A) = 1 (succès)

ii) A = ∅⇒ P(A) = 0 (échec)

iii) P(A ∪ {P1}) ≥ P(A) (valorisation)

iv) P(A ∪ {P2}) ≤ P(A) (pénalisation)

Exemple 7.7.1. Soit S l’ensemble des points de la structure. Les applications suivantes

sont des performances de localisation :

A ↦−→

⎧⎨⎩1− ∥I−F∥
maxM∈S ∥M−F∥ si A ̸= ∅

0 si A = ∅

où I est un point intérieur quelconque dans le diamètre de A, i.e. un barycentre pondéré

des points de A.

Exemple 7.7.2. Soit ϵ > 0 une exigence de localisation. Les applications suivantes sont

des performances de localisation :

A ↦−→
{

1 si ∥I − F∥ ≤ ϵ
0 sinon

où I est un point intérieur quelconque dans le diamètre de A.

Avec cette définition, on se convainc que les grandeurs importantes d’un ensemble de points

d’impact candidats A sont son diamètre d ainsi que son excentricité e (voir Figure 7.15).

Ces deux paramètres se mettent d’ailleurs en relation avec les exigences de précision et de

robustesse discutées en introduction du Chapitre 4 : on souhaite que e et d soient aussi

petits que possible pour chaque identification d’impact.
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F
A

I
d

e

Figure 7.15 – Définition du diamètre d et de l’excentricité e d’un ensemble de points A,
et représentation d’un point intérieur I dans le diamètre de A.

7.7.2 Définition d’une stratégie de dialogue

La première opération envisagée pour faire communiquer deux capteurs est l’intersection

de leurs résultats. Avec la procédure de localisation développée, chaque capteur identifie

un ensemble discret de points. Or, l’utilisation d’une intersection entre deux ensembles

discrets de points 3 serait une opération trop sévère : deux points distincts très proches ont

une intersection vide. On suppose donc que la structure étudiée est divisée en n cellules

c1, ..., cn. Notre objectif est de localiser la cellule cF de la structure sur laquelle un impact

est appliqué (voir Figure 7.16). Le choix est donc fait d’associer à chaque capteur Ci
l’ensemble Ci des ni cellules qu’il a retrouvées : Ci ↦→ Ci = {c(i)

1 , ..., c
(i)
ni }.

C

t ↦→ q(t)cF

C

Figure 7.16 – Division d’une structure en cellules.

3. L’ensemble obtenu par intersection de deux ensembles discrets de points est défini par l’ensemble des
points communs de ces deux ensembles.
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On propose la définition suivante de stratégie de dialogue :

Définition 7.7.2 (Stratégie de dialogue). Soient q ≥ 2 capteurs C1, ..., Cq distribués

sur une structure identifiant respectivement les ensembles de cellules C1, ..., Cq. On note

E = {C1, ..., Cq} l’ensemble des résultats individuels de chaque capteur. On appelle stratégie

de dialogue une application s : E ↦→ s(E) ⊂ E.

Remarque 7.7.1. On note (E, s) un réseau de capteurs muni d’une stratégie de dialogue.

Exemple 7.7.3. Une stratégie de dialogue triviale est par exemple s(C1, ...) = C1 qui

choisit systématiquement les résultats du premier capteur du réseau.

On se limite aux stratégies de dialogue qui sont des sélections de résultats parmi l’en-

semble des résultats individuels de tous les capteurs. On pourrait bien sûr imaginer des

stratégies fondées directement sur l’ensemble des mesures de chaque capteur du réseau.

Cette restriction est motivée par l’utilisation du critère des moindres carrés pour estimer

les participations modales des modes discriminants (voir section 5.2.1). Ce sont en effet

les carrés des écarts prédictions-mesures qui interviennent dans la procédure. Les mesures

d’un capteur défectueux, intégrés dans un critère d’écart prédiction-mesures portant sur

toutes les mesures des capteurs, fausserait l’ensemble des résultats.

7.7.3 Problème d’indécidabilité

L’utilisation d’une stratégie de dialogue, telle que définie dans la section précédente, ad-

met d’emblée une limitation : l’indécidabilité. Si l’on imagine la situation présentée sur

la Figure 7.17, on se convainc qu’il n’existe pas de stratégie de dialogue permettant de

systématiquement choisir l’ensemble C1 plutôt que l’ensemble C2. Il faut en effet connaître

F pour évaluer P (C1) puis P (C2), pour choisir C1 plutôt que C2.

L’utilisation d’un réseau de capteurs muni d’une stratégie de dialogue (E, s) ne permet

donc pas systématiquement de réaliser la propriété suivante :

P : P (s(E)) ≥ max
i
P (Ci)

Autrement dit, il n’existe pas de stratégie de dialogue permettant de systématiquement

améliorer les performances individuelles de chaque capteur d’un réseau. Avec cette ap-
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proche, on conclut que le nombre de capteurs n’est pas corrélé à la performance de locali-

sation.

F

C1

C2

C1

C2

Figure 7.17 – Illustration du problème d’indécidabilité.

7.7.4 Choix d’une stratégie de dialogue réduisant le diamètre de l’en-
semble des candidats

Le problème d’indécidabilité nous conduit à renoncer à vouloir systématiquement réaliser

toute propriété dépendant de F . Par exemple, l’exigence de précision, consistant à réduire

l’excentricité e de l’ensemble des candidats, n’est pas non plus décidable puisque e dépend

de F (voir Figure 7.15). En revanche, le diamètre d d’un ensemble de points ne dépend

pas de F , et on peut facilement le réduire en retirant certains points. Il ne reste plus qu’à

choisir les points à retirer. Le choix est fait d’associer à chaque cellule c de la structure (voir

section 7.7.2) le nombre n(c) de fois qu’un capteur du réseau a retrouvé cette cellule, et

à ne conserver que les cellules cj telles que n(cj) = maxi=1,...,n n(ci). On ne conserve ainsi

que les cellules qui ont été retrouvées le plus grand nombre de fois. En notant cj1 , ..., cjk
les k cellules ainsi identifiées, la stratégie de dialogue sd retenue est définie par :

sd(E) = {cj1 , ..., cjk}

Il faut toutefois rester prudent sur les performances de localisation attendues avec cette

stratégie de dialogue. Tout ce qu’on peut dire est que si la cellule retrouvée le plus grand

nombre de fois est cF , alors la stratégie de dialogue sd réalise P (voir section 7.7.3). Ce choix

de stratégie de dialogue, comme un autre, reste contestable vis-à-vis de la performance de

localisation attendue dans la mesure où l’on ne connaît pas le point F .
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7.7.5 Prévention du risque de défaillance en utilisant un réseau de cap-
teurs muni d’une stratégie de dialogue

On se propose de vérifier que la stratégie de dialogue proposée dans la section précédente

permet de prévenir le risque de défaillance d’un capteur du réseau. On utilise dans un

premier temps les deux meilleurs points de mesures C2 et C4, ainsi que le moins bon point

de mesure C8 (voir section 7.6.1). On convient qu’il faut utiliser au moins q ≥ 3 capteurs

pour éviter la situation d’indécidabilité présentée sur la Figure 7.17. Le point de mesure C8

joue le rôle du capteur défaillant. La Figure 7.18 illustre la carte de localisations obtenue

avec le réseau (C2, C4, C8) muni de la stratégie de dialogue sd définie dans la section

précédente. On observe que 83% des impacts sont localisés à ϵ près, et que 100% sont

localisés à 2ϵ près. On vérifie bien que l’utilisation du réseau de capteurs muni de cette

stratégie de dialogue permet d’ignorer la défaillance du point de mesure C8.

0 102 4 6 81 3 5 7 90.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0

2

1

0.5

1.5

x [m]

y
 [

m
]

Figure 7.18 – Carte de localisations avec le réseau (C2, C4, C8), la famille de modes F2,
et la stratégie de dialogue sd.

On se propose finalement d’utiliser l’ensemble des capteurs positionnés sur la structure

pour localiser les impacts. Le Tableau 7.12 donne les résultats de localisation obtenus

suivant la famille de modes utilisée. On observe que l’utilisation du réseau de capteurs

permet d’obtenir de bonnes performances quelle que soit la FMD globale retenue, alors

même que les points de mesures C5, C6, C8 sont défaillants (voir Tableau 7.10). La Figure

7.19 représente la carte de localisations obtenue avec F5. Avec la stratégie de dialogue

utilisée, il suffit en effet que la majorité des capteurs s’accorde sur des cellules proches du

point d’impact pour que les performances de localisation soient satisfaisantes.
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FMD Loc. (/48)
ϵ 2ϵ

F1 33 40
F2 35(73%) 46
F3 34 48(100%)
F4 35 47
F5 37(77%) 47

Table 7.12 – Performances de localisation avec le réseau complet.

0 102 4 6 81 3 5 7 90.5 1.5 2.5 3.5 4.5 5.5 6.5 7.5 8.5 9.5
0

2

1

0.5

1.5

x [m]

y
 [

m
]

Figure 7.19 – Carte de localisations avec le réseau complet, la famille de modes F5, et la
stratégie de dialogue sd.
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Conclusion

Ce travail a mis en évidence qu’il est possible d’identifier un impact à partir de mesures

vibratoire effectuées en un unique point d’une structure. L’approche proposée repose sur

une hypothèse d’existence d’une famille de modes discriminants (FMD) permettant de

couvrir la zone de la structure susceptible d’être impactée. La technique développée a été

validée expérimentalement sur une structure composite complexe de grandes dimensions.

Nouveautés

A l’inverse des techniques de triangulation, la méthode de localisation développée uti-

lise non pas la région de la réponse dominée par la propagation d’ondes, mais celle dominée

par les modes de vibration. Il est clair que cela donne un avantage pratique par rapport

aux autres techniques. Cela nous permet d’une part d’utiliser moins de capteurs puisque

les vibrations sont perceptibles en tout point de la structure. D’autre part, cela permet

d’utiliser des capteurs moins coûteux puisque les fréquences que l’on souhaite détecter

sont bien inférieures à celles mises en jeu dans la région de propagation des ondes. Il est

cependant nécessaire que l’impact appliqué sur la structure soit d’énergie suffisante pour

la faire vibrer, sans quoi la signature vibratoire du point d’impact se retrouve dans le bruit

et ne peut être identifiée. Dans le cadre de l’application visée, à savoir l’identification d’un

impact d’équipement aéroportuaire appliqué à un fuselage d’avion (métallique ou compo-

site), on sait que ce dernier point n’est pas limitant puisque des campagnes expérimentales

ont montré que ces impacts excitent les modes de vibration basse fréquence de l’avion.

Contrairement aux méthodes existantes d’identification des participations modales, on ne

cherche pas à sélectionner les modes permettant de reconstruire au mieux les mesures
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vibratoires. La seule exigence est de correctement capturer les contributions des modes

de la FMD dans la réponse contenant l’information sur le point d’impact. On a d’ailleurs

vérifié expérimentalement que l’on pouvait retenir un très petit nombre de modes dans

l’analyse en comparaison du nombre de modes significativement excités par les impacts

appliqués. Le plus petit nombre possible de modes à retenir pour former une FMD est

relié à la dimension du paramétrage géométrique de la structure. Des méthodes ont été

proposées pour exhiber une FMD à partir des modes de vibration connus. Lorsque les

déformées s’expriment de façon analytique, on peut s’intéresser aux lignes d’iso-proportion

déterminées par le point d’impact et rechercher si elles se coupent en un unique point. Cette

propriété d’une FMD est d’ailleurs valable quelle que soit l’excitation appliquée, et pas

seulement pour des forces d’impact. Lorsque les déformées ne peuvent être exprimées de

façon analytique (structure à discrétiser), on peut s’intéresser aux cartes de robustesse

angulaire associées à différentes combinaisons de modes. On sélectionne alors la famille de

modes permettant de mieux couvrir la structure.

On a proposé des points de mesures vibratoires avantageux pour positionner un capteur

que l’on a appelés points neutres de vibration maximale. L’étude des variations du condi-

tionnement de la matrice à inverser dans la procédure des moindres carrés montre que

ces points permettent d’améliorer la robustesse de la procédure. Un critère mathématique

basé sur la connaissances des déformées, normalisées par rapport aux masses modales,

a été proposé pour identifier ces points. Les résultats expérimentaux confirment que les

points neutres conduisent globalement à de meilleures performances de localisation. On

a également montré que l’utilisation d’un réseau de capteurs pouvant dialoguer permet

d’améliorer la robustesse de la procédure. Ce problème devient en effet important dans la

situation où un capteur est défectueux. En revanche, la stratégie de dialogue proposée ne

permet pas systématiquement d’améliorer les performances individuelles des capteurs du

réseau. Contrairement à de nombreux travaux, on ne conclut donc pas avec cette approche

que le nombre de capteurs est corrélé aux performances de localisation.

210



CONCLUSION

Améliorations possibles

Plusieurs améliorations de la technique développée peuvent être envisagées, notamment

en ce qui concerne les performances numériques. Il semble important d’améliorer la phase

exploratoire de l’espace des paramètres dans la procédure des moindres carrés semi-linéaire.

C’est en effet la partie la plus coûteuse en temps de calcul dès lors que l’on souhaite

capturer un nombre important de paramètres de l’impact. Il serait intéressant d’essayer

plusieurs stratégies d’exploration basées sur des algorithmes d’optimisation globale de type

génétique ou essaim de particules.

Des considérations sur l’information contenue dans la réponse libre de la structure nous ont

conduits à n’estimer que certains paramètres de la forme d’impact, comme sa durée ou la

dissymétrie de son pic principal. Cela présente l’avantage de fortement réduire la dimension

du problème de reconstruction. Cependant, l’inconvénient est que l’on ne peut pas finement

reconstruire les variations de la force d’impact. On a même observé que la reconstruction de

la force pouvait glisser vers l’allure d’un Dirac si la bande de fréquence de la FMD ne couvre

pas suffisamment le contenu vibratoire de la force d’impact. Or, une connaissance plus

précise de l’évolution temporelle de la force renseigne davantage sur l’évènement d’impact.

Cela dit, on peut imaginer combiner la partie localisation de l’approche développée dans

ce travail avec une technique de reconstruction plus performante, si bien sûr les temps de

calcul autorisés le permettent.

Dans le cas de l’utilisation d’un réseau de capteurs, un travail supplémentaire est à fournir

pour définir une stratégie de dialogue conduisant le plus souvent possible à améliorer les

performances de localisation individuelles de chaque capteur. Une idée serait d’utiliser un

critère portant sur la qualité de reconstruction du contenu vibratoire mesuré à partir des

prédictions de chaque capteur. On pourrait d’emblée rejeter les résultats de localisation

des capteurs conduisant à de grands écarts sur les participations modales. Au préalable,

il faudrait étudier l’influence d’une erreur sur chaque participation modale vis-à-vis de la

localisation du point d’impact.
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Perspectives

Au-delà des améliorations techniques que l’on pourrait effectuer, cette étude ne permet

pas de résoudre toutes les questions posées sur l’identification d’un impact à partir de

mesures de capteurs.

L’hypothèse la plus difficile à réaliser dans un contexte opérationnel est certainement la

connaissance des propriétés modales actuelles des modes discriminants. En effet, il est

clair que les propriétés modales d’une structure aussi complexe qu’un avion sont sujettes à

varier suivant la pression des pneus, le centrage de l’avion, la masse de carburant etc. Pour

une réalisation industrielle de cette méthode, il serait pertinent de répondre à la question

suivante :

Peut-on calibrer automatiquement les propriétés modales d’un avion en

opération ?

L’énergie de l’impact est une grandeur importante pour évaluer sa sévérité qui semble

faire consensus dans de nombreux travaux. Elle se calcule naturellement à partir de l’éner-

gie cinétique injectée par l’impacteur au moment de percuter la structure. L’impacteur

et ses propriétés sont toutefois inconnues et semblent inaccessibles à partir des mesures

vibratoires. Certains auteurs proposent d’évaluer cette énergie par le travail de la force

d’impact qui représente l’énergie injectée dans la structure par l’impacteur. L’approche

développée dans ce travail permet bien d’évaluer la force d’impact, mais pas précisément

le déplacement de la structure au point d’impact. Un travail supplémentaire est à fournir

dans cette direction, par exemple en établissant des lois empiriques. La réponse à la ques-

tion suivante permettrait donc de compléter l’approche développée pour évaluer la sévérité

d’un impact :

Comment évaluer l’énergie d’un impact à partir de mesures vibratoires ?

Fondamentalement, il semble possible de s’affranchir de l’estimation de l’instant d’impact

pour localiser un impact. Le contenu vibratoire, i.e. les différentes harmoniques présentes

dans les signaux mesurés, sont identiques pour un même impact appliqué à des instants

différents. La formulation en termes de contenu spectral est cependant non-linéaire par
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rapport au vecteur de participation modale. Cela empêche notamment d’identifier simple-

ment un Dirac à l’aide de la méthode des moindres carrés linéaire utilisée. Cependant,

l’ajout de l’instant d’impact dans la loi paramétrée à identifier conduit à des minima lo-

caux, ainsi qu’à des temps de calcul plus importants. Et cela d’autant plus que la structure

est de grandes dimensions puisque les capteurs ont plus de raison d’être fortement éloignés

du point d’impact. Le problème suivant est donc ouvert et reste à étudier :

Peut-on s’affranchir de l’estimation de l’instant d’impact pour localiser un

impact ?

Même si les notions développées dans ce travail ont pour application l’identification d’un

impact ponctuel, on peut se demander si elles peuvent également servir dans d’autres

contextes. Il semble par exemple possible de directement utiliser l’approche développée

pour localiser une sinusoïde d’intensité et de fréquence inconnue. Le problème suivant est

donc à étudier pour élargir le domaine d’application :

Peut-on étendre l’approche mono-capteur développée à la localisation d’autres

types d’excitation, en particulier des excitations multiples ?
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Annexe A

Rappels mathématiques

L’objectif de cette annexe est de présenter différentes notions d’algèbre linéaire utiles pour

la résolution d’un problème inverse linéaire. Ces rappels sont en grande partie tirés de

[Allaire and Kaber 2002] et [Borne and Rotella 2000].

Conditionnement d’une matrice inversible

Le conditionnement d’une matrice A inversible de taille n, relativement à une norme

subordonnée ∥.∥, est défini par :

κ(A) = ∥A∥∥A−1∥ (A.1)

Il vérifie toujours κ(A) ≥ 1. En effet, en notant I la matrice identité de taille n, on a

par propriété d’une norme matricielle 1 = ∥I∥ = ∥AA−1∥ ≤ ∥A∥∥A−1∥ = κ(A). Le

conditionnement d’une matrice donne une indication sur le potentiel d’amplification des

erreurs lors de la résolution d’un système matriciel linéaire AX = Y, avec A inversible et

X,Y ∈ Rn\0. On montre dans [Allaire and Kaber 2002] qu’une perturbation du second

membre ∆Y conduit à la majoration suivante de l’erreur d’estimation ∆X :

∥∆X∥
∥X∥ ≤ κ(A)∥∆Y∥

∥Y∥ (A.2)

On montre également qu’une erreur sur la matrice ∆A conduit à la majoration :

∥∆X∥
∥X + ∆X∥

≤ κ(A)∥∆A∥
∥A∥

(A.3)
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Enfin, pour des erreurs commises à la fois sur le second membre et la matrice, on a :

∥∆X∥
∥X∥ ≤

κ(A)
1− ∥A−1∥∥∆A∥

(∥∆Y∥
∥Y∥ + ∥∆A∥

∥A∥

)
(A.4)

Le conditionnement d’une matrice inversible est donc une grandeur d’intérêt pour analyser

la stabilité de la résolution d’un système matriciel linéaire par inversion directe.

Décomposition en valeurs singulières d’une matrice rectan-
gulaire

La SVD (Singular Value Decomposition) d’une matrice A de taille n ×m consiste à fac-

toriser A sous la forme :

A = UΣVT (A.5)

où U et V sont des matrices orthogonales, de tailles respectives n × n et m × m, et Σ

est une matrice rectangulaire diagonale 1 de taille n × m. On suppose dans la suite que

n ≥ m, le cas n < m se traite en considérant AT . Les coefficients σi de Σ, habituellement

rangés par ordre décroissant σ1 ≥ ... ≥ σm, sont des réels positifs ou nuls appelés valeurs

singulières de A. Les valeurs singulières d’une matrice sont uniques mais pas les matrices

U et V qui dépendent d’un choix de bases. Le nombre de valeurs singulières non nulles

donne notamment le rang de A. La SVD montre que toute matrice peut se représenter

par une matrice diagonale, moyennant deux changements de base : un au départ et un à

l’arrivée. En effet, soient E,F deux espaces vectoriels de dimensions finis, et soit u une

application linéaire de E vers F . On note BE une base de E, BF une base de F , et A

la matrice représentative de u dans ces bases. D’après la SVD, on a A = UΣVT . Soit

x ∈ E et y = u(x) ∈ F . On note X et Y les vecteurs formés des coordonnées de x et y

dans les bases respectives BE et BF . On a alors Y = AX = UΣVTX. On note B′
E la base

de E formée des vecteurs représentés dans BE par les colonnes de V, et B′
F la base de F

formée par les vecteurs représentés dans BF par les colonnes de U. On fait le changement

de base au départ BE → B′
E et celui à l’arrivée BF → B′

F . En notant X′ et Y′ les vecteurs

formés des coordonnées de x et y dans B′
E et B′

F , on a X = VX′ et Y = UY′. On a alors

1. Seuls les coefficients (i, i) sont éventuellement non nuls, avec i allant de 1 à min(n, m).
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Y′ = ΣX′, ce qui montre que les coordonnées de Y′ s’obtiennent par simple multiplication

de celles de X′.

Cela compris, la SVD montre qu’une matrice inversible transforme la sphère unité en

une ellipsoïde [Allaire and Kaber 2002]. On représente sur la Figure A.1 l’action d’un

automorphisme de R2 sur le disque unité. Cela donne une interprétation géométrique du

conditionnement en norme 2 d’une matrice inversible : c’est le rapport entre les longueurs

du plus grand et du plus petit demi-axe de l’ellipsoïde obtenue par transformation de la

sphère unité. Pour une matrice inversible de taille n, on a donc :

κ2(A) = ∥A∥2∥A−1∥2 = σ1
σn

(A.6)

Le conditionnement en norme 2 d’une matrice inversible est d’ailleurs généralement calculé

numériquement par les logiciels en faisant une SVD de la matrice puis en utilisant la

relation (A.6).

A

VT U

Σ

A = UΣVT

Figure A.1 – Action d’un automorphisme de R2 sur le disque unité. Image de [Johann
2010].
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Résolution d’un système matriciel linéaire au sens des moindres
carrés

On considère une matrice A de taille n×m de rang r, avec n ≥ m, et le système matriciel

AX = Y, avec X ∈ Rm et Y ∈ Rn. On recherche les solutions X̂ qui minimisent la norme

euclidienne du résidu :

X̂ = argminX∥AX−Y∥2 (A.7)

Toute solution vérifiant (A.7) est appelée solution du système linéaire AX = Y au sens

des moindres carrés. Cette situation se présente notamment lorsqu’on veut identifier un

modèle linéaire de m paramètres à partir de n réalisations observées. Du fait des erreurs

de modélisation du phénomène observé et du bruit de mesure inévitable en pratique, il est

possible que Y /∈ Im(A), et par conséquent que le système linéaire AX = Y n’admette

pas de solution. Le choix est alors souvent fait de rechercher les solutions vérifiant (A.7).

D’après la section précédente, A se factorise sous la forme A = UΣVT . On note X′ =

VTX, Y′ = UTY, x′
i et y′

i les composantes respectives de X′ et Y′. On a alors :

∥AX−Y∥22 = ∥ΣX′ −Y′∥22 =
r∑
i=1

(
σix

′
i − y′

i

)2 +
n∑

i=r+1
(y′
i)2

Les solutions X̂ sont donc données par x̂i′ = y′
i/σi pour i = 1, ..., r, et x̂i′ quelconque

pour i = r + 1, ...,m. Sans hypothèse supplémentaire sur A, il existe donc une infinité de

solutions au sens des moindres carrés.

Si A est de rang plein en colonnes on a r = m et la solution au sens des moindres carrés est

unique. On note Σ† la matrice rectangulaire de taille m×n de diagonale (1/σi)1≤i≤m et de

coefficients hors diagonaux nuls. L’unique solution au sens des moindres carrés est donnée

par X̂′ = Σ†Y′, soit X̂ = VΣ†UTY. On note A† = VΣ†UT qu’on appelle pseudo-inverse

de la matrice A pour la norme euclidienne. On a alors plus simplement X̂ = A†Y. Un

simple calcul montre en fait que A† =
(
ATA

)−1
AT .

Dans le cas contraire, on verra qu’il est raisonnable de s’intéresser à l’unique solution de

norme minimale donnée par x̂i′ = y′
i/σi pour i = 1, ..., r, et x̂i′ = 0 pour i = r + 1, ...,m.

On note Σ† la matrice rectangulaire de taille m× n définie par Σ†
ii = 1/σi pour 1 ≤ i ≤ r

et nulle partout ailleurs. L’unique solution au sens des moindres carrés de norme minimale
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est alors donnée par :

X̂ = VΣ†UTY

En notant A† = VΣ†UT , on a toujours X̂ = A†Y. La matrice A† est toujours appelée

pseudo-inverse de la matrice A pour la norme euclidienne. Une présentation détaillée des

propriétés des pseudo-inverses est faite dans [Borne and Rotella 2000].

D’un point de vue géométrique, Ŷ = AX̂ est le projeté orthogonal de Y sur Im(A) pour

le produit scalaire euclidien (voir Figure A.2). En effet, en notant (.|.) le produit scalaire

euclidien sur Rn, on a pour tout X ∈ Rp :

(
Y− Ŷ|AX

)
=
(
Y−AX̂|AX

)
=
((

I−AA†
)

Y|AX
)

= XTAT
(
I−AA†

)
Y

En utilisant la SVD de la matrice A et la définition de A† on montre que AT
(
I−AA†

)
=

0. On en déduit que Y − Ŷ est orthogonal à tout élément de Im(A), autrement dit que

Ŷ est le projeté orthogonal de Y sur Im(A).

Im(A)

Y Y− Ŷ

Ŷ

Figure A.2 – Illustration de la projection orthogonale de Y ∈ Rn sur Im(A) ⊂ Rn.
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Annexe B

Familles de modes discriminants
pour différentes configurations de
poutres et de plaques

L’objectif de cette annexe est de donner des FMD pour différentes configurations de poutres

et de plaques. Pour les poutres nous utilisons la méthode graphique décrite en section 3.4.1

et pour les plaques nous utilisons la méthode numérique décrite en section 3.4.2.

Poutre homogène de section rectangulaire considérée avec
différentes conditions aux limites

On considère une poutre homogène de section rectangulaire et de longueur unitaire.

D’après [Pascal 2008] les déformées modales en flexion sont de la forme :

ϕn(x) = C1n cosh(βnx) + C2n cos(βnx) + S1n sinh(βnx) + S2n sin(βnx) (B.1)

où les coefficients βn, C1n, C2n, S1n, S2n dépendent des conditions aux limites de la poutre.

Les valeurs de ces coefficients sont données sur la Figure B.1 pour différents types de

conditions aux limites aux extrémités de la poutre.
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Figure B.1 – Déformées modales des différentes configurations de poutres (d’après [Pascal
2008]).

Pour toutes ces configurations les deux premiers modes de flexion forment une FMD. Nous

représentons sur les Figures B.2 B.3 B.4 B.5 les déformées modales des quatre premières

configurations. Nous représentons également leurs fonctions de proportions λ = ϕ2/ϕ1

définies sur ]0, 1[ qui sont clairement continues injectives. Les résultats de la cinquième

configuration (poutre supportée-supportée) sont présentés en section 3.4.1.
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Figure B.2 – Poutre encastrée-libre.
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Figure B.3 – Poutre encastrée-supportée.

233



ANNEXE B. FAMILLES DE MODES DISCRIMINANTS POUR DIFFÉRENTES
CONFIGURATIONS DE POUTRES ET DE PLAQUES

Phi1

Phi2

0 10.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9

0

2

4

6

x

L
a

m
b

d
a

Figure B.4 – Poutre encastrée-glissante.

Phi1

Phi2

0 10.2 0.4 0.6 0.80.1 0.3 0.5 0.7 0.9

0

−10

−5

5

x

L
a
m

b
d
a

Figure B.5 – Poutre encastrée-encastrée.
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Plaque rectangulaire homogène considérée avec différentes
conditions aux limites

On considère une plaque homogène rectangulaire dont les dimensions et les propriétés

mécaniques sont données dans le Tableau B.1. Un modèle éléments finis (MEF) est réalisé

avec Nastran 2014 pour calculer les six premières déformées modales normées par rapport

aux masses modales dans différentes configurations. Le MEF consiste en un découpage de

8 × 8 éléments CQUAD8 possédant des noeuds au milieu de chaque arrête (voir Figure

B.6). On considère les conditions aux limites suivantes :

E1 : Encastrement du bord 1,

E1-S3 : Encastrement du bord 1 et bord 3 supporté,

E1-E3 : Encastrement des bords 1 et 3,

S : Supportée sur tous les bords,

CS : Coins supportés,

TA : Appuyée sur trois points.

Excepté pour la configuration TA, on identifie pour chaque configuration une FMD

globale en utilisant la méthode décrite dans la section 3.4.2. Pour la configuration TA,

on donne la FMD partielle constituée de trois modes couvrant le mieux la plaque. Pour

chaque configuration, on donne les points neutres de vibration maximale associés (voir

section 5.3.3) ainsi que la carte de robustesse angulaire pour ϵ = (a2
e + b2

e)1/2/2 (voir

section 3.4.2). Les résultats des configurations CS et S sont présentés plus en détails dans

les sections respectives 3.4.2 et 6.2. On constate que les FMD obtenues correspondent aux

modes 1D discriminants associés aux configurations similaires de poutre avec l’ajout d’un

mode dans la direction transverse.
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Dimensions a = 36 cm, b = 42 cm, h = 3 mm
Masse volumique 2800 kg.m−3

Module de Young 72.5 GPa
Coefficient de Poisson 0.33

Table B.1 – Propriétés géométriques et mécaniques de la plaque étudiée.

Figure B.6 – Modèle éléments finis de la plaque utilisé pour calculer les déformées modales
dans les différentes configurations.
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Plaque encastrée sur le bord 1

Figure B.7 – Configuration E1. Déformées des modes (ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Figure B.8 – Configuration E1. Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ϕ2, ϕ3) et
ϵ = (a2

e + b2
e)1/2/2 (valeur max : 24◦). Points neutres : N1 = (1.5ae b) / N2 = (6.5ae b) /

N3 = (2ae 5be) / N4 = (6ae 5be). Mobilités : m(N1) = m(N2) = 65% / m(N3) = m(N4) =
34%.
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Plaque encastrée sur le bord 1 et appuyée sur le bord 3

Figure B.9 – Configuration E1S3. Déformées des modes (ϕ1, ϕ2, ϕ4).

Figure B.10 – Configuration E1S3. Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ϕ2, ϕ4) et
ϵ = (a2

e +b2
e)1/2/2 (valeur max : 24◦). Points neutres : N1 = (1.5ae 6be) / N2 = (6.5ae 6be).

Mobilités : m(N1) = m(N2) = 48%.
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Plaque encastrée sur les bords 1 et 3

Figure B.11 – Configuration E1E3. Déformées des modes (ϕ1, ϕ2, ϕ4).

Figure B.12 – Configuration E1E3. Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ϕ2, ϕ4)
et ϵ = (a2

e+b2
e)1/2/2 (valeur max : 25◦). Points neutres : N1 = (2ae 3be) / N2 = (6ae 3be) /

N3 = (2ae 5be) / N2 = (6ae 5be). Mobilités : m(N1) = m(N2) = m(N3) = m(N4) = 44%.
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Plaque simplement supportée sur ses bords

Figure B.13 – Configuration S. Déformées des modes (ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Figure B.14 – Configuration S. Carte de robustesse angulaire associée à (ϕ1, ϕ2, ϕ3) et
ϵ = (a2

e + b2
e)1/2/2 (valeur max : 37◦). Points neutres : N1 = (3ae 3be) / N2 = (5ae 3be) /

N3 = (3ae 5be) / N4 = (5ae 5be). Mobilités : m(N1) = m(N2) = m(N3) = m(N4) = 65%.
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Plaque simplement supportée sur ses coins

Figure B.15 – Configuration CS. Déformées des modes (ϕ1, ϕ2, ϕ3).

Figure B.16 – Configuration CS. FMD partielle : (ϕ1, ϕ2, ϕ3) (valeur max : 25◦). Points
neutres : N1 = (2ae 2be) / N2 = (6ae 2be) / N3 = (2ae 6be) / N4 = (6ae 6be). Mobilités :
m(N1) = m(N2) = m(N3) = m(N4) = 38%.
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Plaque à bords libres simplement appuyée sur trois points

On donne la FMD partielle formée de trois modes permettant de couvrir le plus uni-

formément la structure. On observe que la zone triangulaire entre les points d’appuis n’est

pas couverte. L’inspection des déformées modales montre que les déformées des modes 1

et 5 ne varient pas dans cette zone, et le mode 6 admet un ventre de vibration présentant

trop de symétries pour discriminer les points à ϵ-près.

Figure B.17 – Configuration TA. Déformées des modes (ϕ1, ϕ5, ϕ6).

Figure B.18 – Configuration TA. FMD partielle : (ϕ1, ϕ5, ϕ6) (valeur max : 16◦). Points
neutres : N1 = (1ae 6be) / N2 = (3.5ae 5be). Mobilités : m(N1) = 30% / m(N2) = 16%.
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Annexe C

Résultats de presque orthogonalité
des réponses impulsionnelles

On note E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0,+∞[ de carré intégrable que l’on

munit du produit scalaire usuel défini par (u|v)E =
∫∞

0 u(t)v(t)dt. Les fonctions de réponse

impulsionnelle gi sont définies sur [0,+∞[ par gi(t) = 1
ωi
e−ηiω0it sin (ωit) avec 0 < ηi < 1.

Les amortissements modaux ηi étant supposés non nuls les gi sont clairement des éléments

de E. On note T la durée d’un impact de sorte que le régime libre de la structure peut se

représenter par des réponses impulsionnelles modales hi retardées de τi ≤ T (voir section

2.3). On considère ainsi les fonctions hi définies sur [0,+∞[ par hi(t) = gi(t− τi) si t ≥ T

et hi(t) = 0 sinon. On note ∆t la période d’échantillonnage d’un capteur, n le nombre de

mesures et D = n∆t la durée de mesure. On pose F = Rn que l’on munit du produit

scalaire usuel défini par (U|V)F =
∑n
k=1 UkVk. On définit l’échantillonnage d’un signal

u ∈ E par U = (u(0) ... u((n− 1)∆t))T ∈ F . L’objectif de cette annexe est de démontrer

les différentes relations utilisées dans les Chapitres 4 et 5.
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Presque orthogonalité sur E d’une famille (hi) pour le produit
scalaire (.|.)E

On considère une famille H = (hi)1≤i≤p et on commence par calculer les produits scalaires

mutuels entre chaque élément. En notant αi = ωiτi on a :

(hi|hj)E =
∫ +∞

T
hi(t)hj(t)dt

= eηiω0iτi+ηjω0jτj

ωiωj

∫ +∞

T
e−(ηiω0i+ηjω0j)t sin(ωit− αi) sin(ωjt− αj)dt

= eηiω0iτi+ηjω0jτj

2ωiωj

[∫ +∞

T
e−(ηiω0i+ηjω0j)t cos((ωi − ωj)t− (αi − αj))dt−∫ +∞

T
e−(ηiω0i+ηjω0j)t cos((ωi + ωj)t− (αi + αj))dt

]

On calcule alors :

I =
∫ +∞

T
e−at cos(bt− c)dt = ℜ

[
e−jc

∫ +∞

T
e(−a+jb)tdt

]
= ℜ

[
−e−jc a+ jb

a2 + b2

[
e(−a+jb)t

]+∞

T

]
= e−aT

a2 + b2ℜ [(cos(c− bT )− j sin(c− bT )) (a+ jb)]

= e−aT a cos(c− bT ) + b sin(c− bT )
a2 + b2

En posant a = ηiω0i + ηjω0j , b1 = ωi − ωj , b2 = ωi + ωj , c1 = αi − αj − b1T et c2 =

αi + αj − b2T , on obtient :

(hi|hj)E = e−[ηiω0i(T−τi)+ηjω0j(T−τj)]

2ωiωj

[
a cos(c1) + b1 sin(c1)

a2 + b2
1

− a cos(c2) + b2 sin(c2)
a2 + b2

2

]
(C.1)

En prenant i = j on a a = 2ηiω0i, b1 = 0, b2 = 2ωi, c1 = 0 et c2 = 2(αi − ωiT ), si bien que

la relation précédente devient :

(hi|hi)E = e−2ηiω0i(T−τi)

2ω2
i

⎡⎣ 1
2ηiω0i

−
2ηiω0i cos(2(αi − ωiT )) + 2ω0i

√
1− η2

i sin(2(αi − ωiT ))
4η2
i ω

2
0i + 4ω2

0i(1− η2
i )

⎤⎦
= e−2ηiω0i(T−τi)

4ηiω3
0i(1− η2

i )

[
1− ηi

(
ηi cos(2(αi − ωiT )) +

√
1− η2

i sin(2(αi − ωiT ))
)]

(C.2)
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• Supposons que l’impact appliqué est un Dirac. On a alors T = τi = 0 et pour i = j

on obtient :

(gi|gi)E = 1
4ηiω3

0i
(C.3)

Pour i ̸= j on a :

(gi|gj)E = 1
2ωiωj

[
a

a2 + b2
1
− a

a2 + b2
2

]
= a

2ωiωj
b2

2 − b2
1

(a2 + b2
1)(a2 + b2

2)
= 2a

(a2 + b2
1)(a2 + b2

2)

On note ηm = mini ηi, ηM = maxi ηi et s = mini ̸=j |ωi−ωj |
ω0i+ω0j

. On a de façon évidente :

|b1| ≥ s(ω0i + ω0j) et b2 ≥
√

1− η2
M (ω0i + ω0j)

ηm(ω0i + ω0j) ≤ a ≤ ηM (ω0i + ω0j)

D’où l’on obtient :

1
(a2 + b2

1)(a2 + b2
2)
≤ 1

(ω0i + ω0j)4(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

(C.4)

Donc :

|(gi|gj)E | ≤
2ηM

(ω0i + ω0j)3(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

Et d’après l’inégalité classique entre moyennes géométrique et arithmétique :

√
ω0iω0j ≤

ω0i + ω0j
2 (C.5)

On en déduit :

|(gi|gj)E | ≤
1

4(ω0iω0j)3/2
ηM

(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

On considère maintenant la famille normalisée G∗ = (g∗
i )1≤i≤p avec g∗

i = gi/∥gi∥E .

On a d’après (C.3) :
1

∥gi∥E∥gj∥E
≤ 4ηM (ω0iω0j)3/2

D’où l’on déduit finalement :

∥g∗
i ∥E = 1 et |(g∗

i |g∗
j )E | ≤ µE(G∗) = η2

M

(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

Avec µE(G∗) qu’on appelle le coefficient de presque orthogonalité de la famille G∗.

Ce coefficient est petit devant 1 lorsque les modes considérés sont suffisamment

séparés. En effet, pour ϵ < 1 la condition µE(G∗) < ϵ se traduit par :

s > ηM

√
1

(1− δ)ϵ −
(
ηm
ηM

)2
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où δ = η2
M − η2

m < 1 puisque ηM < 1. En particulier, la séparation s nécessaire est

d’autant plus petite que les amortissements des modes considérés sont faibles (si-

gnalons que par définition s < 1). On retiendra donc que pour des modes faiblement

amortis et bien séparés on a µE(G∗) ≈ η2
M

η2
m+s2 < 1.

• Sans hypothèse sur la forme d’impact, on reprend (C.2) en utilisant l’identité

a cos(x) + b sin(x) = R cos(x − θ), avec R = (a2 + b2)1/2 et tan θ = b/a. On a

alors :

(hi|hi)E = e−2ηiω0i(T−τi)

4ηiω3
0i(1− η2

i )
[1− ηi cos (2(αi − ωiT )− θi)]

D’où l’on tire :
e−2ηiω0i(T−τi)

4ηiω3
0i(1 + ηi)

≤ ∥hi∥2E ≤
e−2ηiω0i(T−τi)

4ηiω3
0i(1− ηi)

(C.6)

Soit encore d’après (C.3) :

e−2ηiω0i(T−τi)

1 + ηi
≤
(∥hi∥E
∥gi∥E

)2
≤ e−2ηiω0i(T−τi)

1− ηi

Pour i ̸= j on écrit :

(hi|hj)E = e−[ηiω0i(T−τi)+ηjω0j(T−τj)]

2ωiωj(a2 + b2
1)(a2 + b2

2)
[aC + S]

Où l’on a noté C = (a2 + b2
2) cos(c1)− (a2 + b2

1) cos(c2) et S = b1(a2 + b2
2) sin(c1)−

b2(a2 + b2
1) sin(c2). On pose | cos(c)| = maxi(| cos(c1)|, | cos(c2)|) de sorte que :

|C| ≤ (2a2 + b2
1 + b2

2)| cos(c)| = 2(a2 + ω2
i + ω2

j )| cos(c)|

On a par ailleurs :

2(a2 + ω2
i + ω2

j ) = 2((ω0i + ω0j)2 − 2ω0iω0j(1− ηiηj))

= (ω0i + ω0j)2

⎡⎣2−
(√

ω0iω0j
ω0i+ω0j

2

)2

(1− ηiηj)

⎤⎦
= 2′(ω0i + ω0j)2

Où l’on a noté 2′ =
[
2−

(√
ω0iω0j

ω0i+ω0j
2

)2
(1− ηiηj)

]
vérifiant 1 + ηiηj ≤ 2′ ≤ 2.

On a alors :

|C| ≤ 2′(ω0i + ω0j)2| cos(c)|
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Et par suite :

a|C| ≤ 2′ηM (ω0i + ω0j)3| cos(c)|

En posant | sin(c)| = maxi(| sin(c1)|, | sin(c2)|) et en utilisant b2 ≤ ω0i + ω0j , on

montre de façon similaire que :

|S| ≤ 2′(ω0i + ω0j)3| sin(c)|

D’où l’on déduit en utilisant (C.4) et (C.5) :

|(hi|hj)E | ≤
e−[ηiω0i(T−τi)+ηjω0j(T−τj)]

4(ω0iω0j)3/2
2′

1− η2
M

ηM | cos(c)|+ | sin(c)|
(1− (η2

M − η2
m))(η2

m + s2)

On considère maintenant la famille normalisée H∗ = (h∗
i )1≤i≤p avec h∗

i = hi/∥hi∥E .

On a d’après (C.6) :

1
∥hi∥E∥hj∥E

≤ 4√ηiηj
√

1 + ηi
√

1 + ηj(ω0iω0j)3/2e−[ηiω0i(T−τi)+ηjω0j(T−τj)]

≤ 4ηM (1 + ηM )(ω0iω0j)3/2e−[ηiω0i(T−τi)+ηjω0j(T−τj)]

D’où l’on déduit finalement :

∥h∗
i ∥E = 1 et |(h∗

i |h∗
j )E | ≤ µE(H∗) = 2′

1− ηM
η2
M | cos(c)|+ ηM | sin(c)|

(1− (η2
M − η2

m))(η2
m + s2)

Avec µE(H∗) le coefficient de presque orthogonalité de la famille H∗ qui est petit

devant 1 lorsque les modes considérés sont faiblements amortis et suffisamment

séparés. On a alors µE(H∗) = O( ηM

η2
m+s2 ). Lorsque T → 0 on a | sin(c)| → 0. On

retrouve que pour un impact de durée suffisamment faible, plus précisément de

durée T telle que | sin(c)| ≤ ηM , on a µE(H∗) = O( η2
M

η2
m+s2 ).
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Approximation de (u|v)E par ∆t(U|V)F et application à une
famille de réponses impulsionnelles échantillonnées

• Soient u, v ∈ E. On va montrer que l’on peut approcher (u|v)E à la précision

souhaitée par ∆t(U|V)F pourvu que la durée de mesure D et la fréquence d’échan-

tillonnage 1/∆t soient assez grandes. Plus précisément on veut montrer que :

∀ϵ > 0,∃D∗ > 0,∃n∗(D) > 0,
(D ≥ D∗, n ≥ n∗(D)⇒ |∆t(U|V)F − (u|v)E | ≤ ϵ)

Preuve : Soit ϵ > 0. On a :

lim
D→+∞

∫ D

0
u(t)v(t)dt =

∫ +∞

0
u(t)v(t)dt = (u|v)E

Par définition de la limite :

∃D∗ > 0,∀D ≥ D∗ |
∫ D

0
u(t)v(t)dt− (u|v)E | ≤ ϵ/2 (C.7)

On choisit D ≥ D∗. On note n le nombre de mesures de sorte que ∆t = D/n. Il

reste à choisir n pour réaliser la propriété souhaitée. On note tk = k∆t les instants

de mesures. On a :

∆t(U|V)F = ∆t
n∑
k=1

u(tk)v(tk) = Sn

On reconnait que Sn est une somme de Riemann avec uv continue sur [0, D]. On a

donc :

lim
n→+∞

Sn =
∫ D

0
u(t)v(t)dt

Par définition de la limite :

∃n∗(D) > 0,∀n ≥ n∗(D) |Sn −
∫ D

0
u(t)v(t)dt| ≤ ϵ/2 (C.8)

D’où l’on déduit en utilisant (C.7) que pour D ≥ D∗ et n ≥ n∗(D) on a :

|∆t(U|V)F − (u|v)E | ≤ |∆t(U|V)F −
∫ D

0
u(t)v(t)dt|+ |

∫ D

0
u(t)v(t)dt− (u|v)E |

≤ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ
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• Soit H = (hi)1≤i≤p. On veut montrer la propriété suivante

∀ϵ > 0,∃D∗ > 0,∃n∗(D) > 0,(
D ≥ D∗, n ≥ n∗ ⇒ ∀i, j ∈ J1, pK, |∆t(Hi|Hj)F − (hi|hj)E | ≤ ϵ

) (C.9)

Preuve : On reprend la démonstration précédente en choisissant D ≥ maxi,j D∗
ij

puis n(D) ≥ maxi,j n∗
ij(D).

• Soit H = (hi)1≤i≤p une famille presque orthogonale, à une normalisation près, de

coefficient µE . On veut montrer que la famille H = (Hi)1≤i≤p est presque ortho-

gonale, à une normalisation près, pour le produit scalaire (.|.)F lorsque la durée

de mesure et la fréquence d’échantillonnage sont assez grandes et que les modes

considérés sont faiblement amortis et bien séparés.

Preuve : On note h∗
i = hi

∥hi∥E
et H′

i =
√

∆t
∥hi∥E

Hi. Pour tout ϵ > 0 la condition

|∆t(Hi|Hj)F − (hi|hj)E | ≤ ϵ est équivalente à |(H′
i|H′

j)F − (h∗
i |h∗

j )E | ≤ ϵ
∥hi∥E∥hj∥E

qui se traduit par :

1− ϵ

∥hi∥2E
≤ ∥H′

i∥2F ≤ 1+ ϵ

∥hi∥2E
et |(H′

i|H′
j)F | ≤ µE+ ϵ

∥hi∥E∥hj∥E
(C.10)

Soit ϵ = η2
M mini ∥hi∥2E . D’après (C.9) il existe D∗ et n∗(D) tels que pour D ≥ D∗

et n ≥ n∗(D) les relations (C.10) deviennent :

1− η2
M ≤ ∥H′

i∥2F ≤ 1 + η2
M et |(H′

i|H′
j)F | ≤ µE + η2

M (C.11)

On pose H∗
i = H′

i
∥H′

i∥F
. Les relations (C.11) deviennent alors :

∥H∗
i ∥F = 1 et |(H∗

i |H∗
j )F | ≤ µF = µE + η2

M

1− η2
M

(C.12)

On en conclut que pour des modes suffisamments amortis et un choix approprié de

paramètres de mesure (durée de mesure et fréquence d’échantillonnage) la famille

H∗ associée à la famille H∗ est également presque orthogonale.
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Majoration de l’erreur d’estimation commise sur le VPMA

On va montrer la majoration (4.20). Pour alléger les notations on note Ni = H∗
i . On a

alors Q =
∑N
i=1 xiNi, Q̃ =

∑p
i=1 xiNi et Q̂ =

∑p
i=1 x̂iNi la projection orthogonale de Q

sur [N1, ...,Np].

∀j = 1, ..., p
(
Q− Q̂ | Nj

)
= 0(

N∑
i=1

xiNi −
p∑
i=1

x̂iNi | Nj

)
= 0

D’où l’on tire :

∀j = 1, ..., p
p∑
i=1

x̂i
(
Ni | Nj

)
=

N∑
i=1

xi
(
Ni | Nj

)
=

p∑
i=1

xi
(
Ni | Nj

)
+

N∑
i=p+1

xi
(
Ni | Nj

)
On note Np,p la matrice de terme général

(
Ni | Nj

)
avec i, j ∈ J1, pK. On note q = N − p

et Np,q la matrice de terme général
(
Ni | Nj

)
avec i ∈ J1, pK et j ∈ Jp + 1, NK. On note

X̂ = (x̂1 ... x̂p)T et X = (X̃ Xe)T avec X̃ = (x1 ... xp)T et Xe = (xp+1 ... xN )T . On a

ainsi :

Np,pX̂ = Np,pX̃ + Np,qXe

Donc :

X̂ = X̃ + N−1
p,pNp,qXe (C.13)

D’après la définition des Ni on a (Ni | Ni) = 1 et |
(
Ni | Nj

)
| ≤ µ. Pour Y = (y1 ... yl)T

on note ∥Y∥∞ = supi |yi| et pour M de taille k × l on note la norme matricielle induite

∥M∥∞ = sup∥Y∥∞≤1 ∥MY∥∞. En utilisant la propriété de séparation de la norme induite

la relation (C.13) permet d’obtenir la relation cherchée :

∥X̂− X̃∥∞ ≤ µ(N − p)∥Xe∥∞∥N−1
p,p∥∞ (C.14)
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Annexe D

Procédure complète
d’identification d’un impact

Impact

Hors ligne
En ligne

Evénement

Estimation de α̂ et ẐF

Identification d’une FMD (ϕi)1≤i≤p

Positionnement du capteur
sur un point neutre

Choix d’une loi
d’impact ψ = ψ(α)

Mesures vibratoires (q(ti))1≤i≤n

Analyse discriminante fondée sur
les angles θ̂i entre ẐF et les ϕ∗

i

Identification des candidats (Fi, fi)

Analyse modale de la structure

ψ̂ = ψ(α̂)

(
F̂ , f̂

)
Etape :
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Dimitri GOUTAUDIER
Méthode d’identification d’un impact
appliqué sur une structure admettant

des modes de vibration basse fréquence
faiblement amortis et bien séparés

Résumé : La détection d’impacts est une préoccupation majeure pour suivre l’intégrité d’une structure
évoluant dans un environnement comportant des risques de collision. Ce travail consiste à développer
une méthode d’identification d’impact applicable à une structure composite de grandes dimensions qui
soit à la fois robuste, peu coûteuse en temps de calcul, et qui nécessite peu de capteurs. Dans un premier
temps, la démarche a été de décrire l’image du point d’impact dans la réponse vibratoire par un vecteur
de participations modales. L’idée a ensuite été d’introduire l’hypothèse d’existence d’une famille de modes
discriminants permettant d’établir le lien bijectif entre les participations modales et le point d’impact.
Une procédure d’estimation de ces participations modales à partir d’un unique point de mesure a été
proposée. Dans un second temps, la démarche a été d’étendre la procédure à l’identification d’une loi
décrivant les paramètres principaux d’une force d’impact. Des conditions portant sur les paramètres de
mesure et les propriétés modales de la structure sont déterminées pour garantir la précision et la robustesse
de l’identification. Ce travail a permis de développer une approche en rupture par rapport à l’état de
l’art, en ce sens qu’elle ne nécessite, en théorie, qu’un seul point de mesures vibratoires pour identifier un
impact. Des essais expérimentaux sur un pavillon d’A350 ont permis de valider cette approche sur une
structure composite de grandes dimensions.

Mots clés :
Contrôle de santé intégré, problème inverse, identification d’impact, analyse vibratoire

Abstract : Many industrial structures operate in an environment with a high risk of collision. The
detection of impacts and the assessment of their severity is a major preoccupation in Structural Health
Monitoring. This work deals with the development of an impact identification technique that is applicable
to a large composite structure, numerically robust and time efficient, and that requires a low number
of sensors. The first step was to describe the image of the impact point in the vibration response as a
modal participation vector. The idea was to introduce the existence of a discriminating modes familly to
make a bijective link between the modal participations and the impact point. A least-squares procedure
is developed to estimate those modal participations by measuring the vibration response of a single point
on the structure. The second step was to extend the procedure to the identification of a parametric law
representing the impact load history. Some conditions on measurement parameters and modal properties
of the structure are identified to guarantee both the accuracy and the robustness of the procedure. The
approach developed in this work is new regarding the state of the art : only one measurement point is
considered for identifying an impact event. An experimental validation on an A350 crown panel indicates
that the methodology is valid for large composite structures.

Keywords :
Structural health monitoring, inverse problem, impact identification, vibration analysis
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