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Chapitre 1

Introduction

1.1 Métriques de Kihler-Einstein

En 1915, Einstein publie I'équation suivante qui porte maintenant son nom :

1
R;w - §guuR + Ag;w = /’iT;wa

ou R, est le tenseur de Ricci, R est la courbure scalaire, g, est le tenseur de la métrique lorentzienne
i.e. de signature (+ - - -), A est la constante cosmologique, 7}, est le tenseur énergie-impulsion et x est
la constante gravitationnelle d’Einstein. Dans cette équation, le terme de droite qui correspond au tenseur
énergie-impulsion représente la répartition de masse et d’énergie dans I'espace-temps et le terme de gauche
représente la courbure de I'espace-temps déterminée par la métrique. Cette équation permet de comprendre
comment la distribution de masse-énergie agit sur la courbure de I'espace-temps. Un cas important est
lorsque nous nous plagons dans le videi.e. T, = 0 alors :

1
R, = (2R - A> G-
En prenant la trace de cette équation, nous obtenons que

2
" A
n—2

)

et donc I'équation d’Einstein dans le vide s’écrit :

2A
R, = (n—?) v+
2A

On pose alors k := =5 que l'on appelle la constante d’Einstein. Une métrique vérifiant cette propriété sera
alors dite métrique d’Einstein et la variété sous-jacente sera une variété (lorentzienne) d’Einstein. Par la suite, les
mathématiciens ont retiré ’hypothese lorentzienne, ont travaillé en dimension quelconque et se sont ainsi
mis a chercher des variétés riemanniennes qui admettent des métriques d’Einstein.

Dans cette thése, nous nous placerons du point de vue de la géométrie complexe et nous travaillerons
en particulier sur des variétés kahlériennes compactes. Rappelons qu’une variété kiihlérienne est une variété
hermitienne (M, h) telle que la (1, 1)—forme w := —Im h, appelée la forme kiihlérienne, soit fermée, et que 1’'on
la munit de la métrique riemannienne g := Reh (qui détermine h donc w). On s’intéresse a une équation
similaire a celle d’Einstein :

Ric(w) = \w,

ott Ric(w) est la forme de Ricci associée 4 w et A une constante. Une métrique kdhlérienne vérifiant une telle
équation sera appelée dans ce cas métrique de Kihler-Einstein. Pour étudier cette équation, on peut par
exemple utiliser le flot de Ricci. En effet, il existe un lien entre ces métriques et la convergence du flot de

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Kiihler-Ricci. Ce dernier consiste en une famille (w;); de métriques kdhlériennes dépendant d'un parametre
de temps ¢ variant dans un intervalle de R de la forme [0, T[ ot T' € R U {400} vérifiant

9 :
pri Ric(ws), (1.1)
oll wy est une forme de Kéhler fixée au départ. On peut montrer qu’il existe une solution maximale a cette
équation définie sur un intervalle [0, T},40[ OU Thas € RU {+00}. L'idée est de déterminer T, et d’étudier
la limite de w; quand ¢ tend vers T},q.. Ici, les résultats ne sont pas généraux et dépendent d"un invariant
cohomologie de la variété kdhlérienne compacte M dans laquelle nous travaillons : la premiere classe de Chern
¢1(M). Nous pouvons la définir comme la classe de cohomologie (réelle) de la forme de Kéhler Ric(w) (pour
une forme de Kahler sur M quelconque, on montre qu’elle ne dépend pas d’un tel choix). Ce qui sera
important, c’est le signe de ¢, (M). On dira que
e la premiere classe de Chern ¢; (M) est positive et on notera ¢; (M) > 0 si elle est représentée par une
(1,1)-forme réelle qui est définie positive,
e la premiere classe de Chern c¢; (M) est négative et on notera c; (M) < 0 si elle est représentée par une
(1, 1)-forme réelle qui est définie négative,
e la premiere classe de Chern ¢; (M) est nulle et on notera ¢; (M) = 0 si elle est représentée par la (1, 1)-
forme réelle nulle.

Sici(M) < 0ouci(M) = 0 alors on peut montrer que T4, = +00 et que la solution maximale w, de
I'équation du flot de Ricci (modulo renormalisation) converge vers une métrique de Kdhler-Einstein. On
pourra consulter le livre [9] pour plus de détails.

Par contre, le cas ot ¢;(M) > 0 est plus difficile. En effet, on peut montrer qu’il existe des variétés
complexes compactes M dont la premiére classe de Chern est positive (on dit que c’est une variété de Fano)
qui n’admettent pas de métriques de Kahler-Einstein, par exemple CP? éclaté en un point (voir [55]). Nous
introduisons donc la notion de soliton de Kihler-Ricci. On dit que (X, g) est un soliton de Kéhler-Ricci sur
une variété complexe M si

e X € n(M) ot n(M) est I'ensemble des champs de vecteurs holomorphes complexes sur M i.e. les
sections holomorphes du fibré¢ T10M,
e g est une métrique kidhlérienne sur M
telle que
Ric(wg) — wy = Lx (wg), (1.2)

ollon a posé :

o w, la forme de Kéahler associée a g,

¢ Ric(wy) la forme de Ricci associée a wg,

e Lx(wy) la dérivée de Lie de w, dans la direction de X.
On remarque immédiatement que cette équation généralise bien celle de Kahler-Einstein, en effet il suffit
de prendre X = 0 pour la retrouver. La terminologie de soliton se justifie parce que ce sont des solutions
auto-similaires i.e. qui évoluent le long des symétries du flot. Dans notre cas, ces symétries seront les renor-
malisations et les difféomorphismes. En effet, supposons qu’il existe un soliton de Kéahler-Ricci (X, g) alors
w(t) = (1 4 t)pjw vérifie I'équation (1.1) ot ¢, est le flot associé a Re X.

1.2 Les solitons de Kihler-Ricci

1.2.1 Le champ de vecteurs solitonique

La premiere étape lorsqu’on cherche un soliton de Kahler-Ricci est de déterminer un "bon" candidat
potentiel pour le champ de vecteurs solitonique. Pour cela, Iinvariant de Futaki a été introduit dans [59]. Pour
tout champ de vecteurs holomorphe X € 7n(M) sur une variété kahlérienne (1, g), de forme kahlérienne
wg € 2me1 (M), on définit la fonctionnelle Fx, appelée fonctionnelle de Futaki, par

Fx : ’17(M) — C
v / U(hg—HX)eexw; ’
M

ol on note :
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e hg l'unique fonction appartenant a C*° (M, R) vérifiant
Ric(wy) — wy = V—190h,, / ehgw;‘ = / W
M M

e 0x l'unique fonction appartenant & C>° (M, C) vérifiant
ixwg =vV—1 x, / eexw; = / w;l.
M M

Cette fonctionnelle est un invariant holomorphe i.e. elle est indépendante de la métrique kihlérienne w,,
choisie pour la calculer (voir la proposition 1.1. de [59]). Le résultat important est alors le lemme suivant
(extrait aussi de [59]) :

Lemme 1.2.1 Soit M une variété de Fano compacte et soit (X, g) un soliton de Kihler-Ricci sur M. Alors l'invariant
de Futaki F'x pour le champ de vecteur X est nul i.e. Fx = 0.

Nous obtenons donc une condition nécessaire pour qu'un champ de vecteurs soit un champ de vecteurs
solitonique. L'existence d'un tel champ de vecteurs est étudié dans le papier [59], on y trouve notamment
la propostion 2.2 qui a été complétée par la suite par le résultat de [50]. On résume cela dans la proposition
suivante :

Proposition 1.2.2 Il existe un champ de vecteurs holomorphe X € n(M) tel que Fx = 0.

Si X = Oalors Fj correspond a l'invariant de Futaki introduit pour les métriques de Kahler-Einstein (voir par
exemple le livre [21]). Ainsi la fonctionnelle Fj sera donc nul si M admet une métrique de Kahler-Einstein.
Une étude détaillée de 'invariant de Futaki sera faite dans ce manuscrit. Elle apportera des précisions sur
ces résultats.

1.2.2 La méthode de la continuité

Pour résoudre 'équation (1.2) et trouver la métrique, on peut utiliser la méthode de la continuité intro-
duite & I'origine par Aubin et Yau comme dans les articles [19, 64, 49].

Considérons une variété de Fano (M, ¢°) telle que wyo € 2mc1(M) et (X, g) un soliton de Kihler-Ricci
sur M. Nous avons alors, par le lemme 99, qu’il existe une fonction h € C*°(M, R) telle que

Ric(wgo) — wgo = v/ —100h.
En plus, toujours par le lemme 99, il existe une unique fontion ¢ appartenant a C>(M, R) telle que
Wy = wgo + V=1 o).

En remarquant que 0x (g) = 0x(g°) + X (¢), on voit que résoudre I’équation des solitons de Kéhler-Ricci est
équivalent a trouver une fonction lisse 1 solution de 'équation de Monge-Ampere complexe suivante (voir
par exemple [61]) :

det(g)> +1;7) = det(g);) exp(h — Ox(¢°) — X(¢) = ¢) 13)
(9?3 + %;) > 0.
On peut aussi 1’écrire globalement sous la forme
(wgo +V=LODY)" = ehv=0x(8")=XWyn,. (1.4)
(wgo ++/—=100¢) > 0. '

L'objectif pour démontrer le théoréme d’existence d'une telle fonction # est d’appliquer la méthode de
la continuité : on considére alors 'équation suivante d’inconnue ¢ € C*>°(M,R) dépendant d’un parametre
tel0,1]:

(1.5)

det(g: +¢;5) = det(g) exp(h — Ox — X(p) — tp)
(g% + ‘pi}) > 0.
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On remarque tout de suite que 1’équation des solitons de Kéhler-Ricci correspond au cas o1 ¢t = 1. Rappelons
que la méthode de continuité consiste a considérer I’ensemble S des temps ¢ € [0, 1] oi1 il existe une solution
¢ al'équation (1.5) et & montrer que S est un ouvert fermé non vide de [0, 1]. Ainsi, S sera égal a [0, 1] donc
il y a une solution au temps t = 1i.e. aI’équation des solitons de Kéhler-Ricci. On peut montrer, notamment
grace aux travaux de Yau dans [65] que cela se résume a chercher une borne supérieure uniforme pour les
¢¢. C'est cette démarche que nous emploierons pour démontrer 'existence de solitons de Kihler-Ricci dans
le cas horosphérique (voir ci-apres pour plus d’explications).

1.2.3 Quelques exemples

Les premiers exemples que 1’on peut donner de solitons de Kéhler-Ricci sont les métriques de Kahler-
Einstein. On peut donc penser a 1'exemple le plus simple de 1'espace projectif complexe CP" muni de la
métrique de Fubiny-Study. Plus généralement, on a aussi les variétés de Fano compactes homogenes. On
pourra consulter [7] pour le cas des métriques de Kéhler-Einstein. Citons aussi les travaux récents de Del-
croix [15] sur les compactifications de groupes de Lie complexes réductifs ot1 1’on trouve des conditions né-
cessaires et suffisantes sur ces compactifications pour obtenir 1’existence d'une métrique de Kahler-Einstein.

II est intéressant de trouver un exemple de variété qui admette un soliton de Kéhler-Ricci (X, g) non
trivial i.e. X # 0. C’est le cas de I'espace projectif CP? éclaté en un point (voir par exemple [55] pour la
preuve). On peut montrer qu’il admet un soliton de K&hler-Ricci puisqu’il se trouve étre une variété to-
rique. En effet, dans l'article [64], il est montré grace a la méthode de la continuité que toutes les variétés
toriques kihlérienne de Fano admettent un soliton de Kéhler-Ricci. Puisque CP? éclaté en un point ne peut
admettre une métrique de Kéhler-Einstein alors son soliton est obligatoirement non trivial. Ce résultat fut
étendu dans l'article [49] aux cas des fibrations toriques homogenes. Terminons en citant une derniere gé-
néralisation avec l'article [16] qui en utilisant des résultats de K-stabilité obtient des résultats concernant
I'existence de solitons de Kahler-Ricci dans le cas horosphérique. Nous re-démontrerons ce résultat et nous
le compléterons dans cette thése par des méthodes analytiques.

1.2.4 Le flot de Ricci

L’idée derriere 'introduction des solitons de Kahler-Ricci était d’étudier la convergence du flot de Ricci
dans le cas Fano. Malheureusement, on ne peut montrer de résultats généraux. Citons le résultat important
de [60] qui stipule que si la variété admet un soliton de Kahler-Ricci alors le flot de Ricci convergera (au
sens de Cheeger-Gromov) vers le soliton de Kahler-Ricci. De plus, il est possible de démontrer 1’existence
de solitons de Kahler-Ricci en étudiant le flot de Ricci. On peut retrouver les résultats des exemples de la
section précédente par cette méthode, on pourra consulter les articles [30, 66] par exemple. De plus, dans un
article en préparation qui sort du cadre de cette these car elle est consacrée aux aspects statiques des solitons
de Kéhler-Ricci, nous compléterons cette étude par une étude du flot de Ricci sur les variétés horosphériques
(voir leur définition dans la partie 1.3). En particulier, nous démontrerons le résultat suivant :

Théoreme 1.2.3 Soit M une variété horosphérique lisse de Fano de groupe de Lie complexe réductif associé G et K
un sous-groupe compacte maximal K de G. La solution w, définie pour t € [0,+oo] au flot de Ricci renormalisé
avec comme condition initiale une métrique K-invariante wy converge au sens de Cheeger-Gromouv vers une forme
kiihlérienne wo, quand t vers +oo telle que (X, goo) soit un soliton de Kihler-Ricci oit X est un champ de vecteurs
holomorphe annulant l'invariant de Futaki et g, la métrique riemannienne associée d wWeo.

1.2.5 La décomposition solitonique

On fixe une variété de Fano (M, ¢°). On considere cette fois-ci I’ensemble des champs de vecteurs ho-
lomorphes réels sur cette variété i.e. 'ensemble des champs de vecteurs vérifiant LxJ = 0, on notera cet
ensemble 7® (M). On montre (voir [33]) que n® (M) est I'algebre de Lie de la composante neutre Aut’(M) du
groupe des automorphismes de la variété M. Le principal résultat donnant une décomposition de ce groupe
dans le cas Kédhler-Einstein est donné par le théoreme de Matsushima .

Théoreme 1.2.4 ([39]) Soit M une variété de Fano admettant une métrique de Kihler-Einstein. Alors la composante
neutre Aut® (M) du groupe des automorphismes de M est un groupe réductif complexe, et le groupe des isométries
holomorphes d'une métrique de Kihler-Einstein est un sous-groupe compact maximal de Aut®(M).
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En corollaire immédiat, nous obtenons donc que n® (M) est une algebre de Lie réductive. Et cela nous donne,
en particulier, une obstruction a l’existence d’'une métrique de Kdhler-Einstein. Ce résultat a été complété
par le résultat suivant (voir le lemme 28 de [45] ou la proposition 7.2.4 de [23]). Avant de I'énoncer, nous
avons besoin d’introduire la notion de laplacien pondéré. On définit le laplacien pondéré par X € n®(M)
grace a la formule suivante pour u € C*(M,R)

1
Aéf(,u = Agu — in’o(u).

De plus, puisque la structure complexe J de la variété M est antisymétrique pour g, on peut étendre la
définition précédente par C-linéarité aux fonctions u € C*(M,C). De méme, on pondere le crochet de
Poisson usuel de la fagon suivante :

X . 0
{u, v}, = {u,v}y —/ {u, viwe™ wy,
M
ol O est la fonction vérifiant
ixl,owg = \/7159){, / eexw;’ = / w;’.
M M
Avant d’énoncer le théoréme, rappelons que si E est un espace vectoriel complexe alors on note E le conju-

gué complexe de cet espace vectoriel complexe.

Théoréme 1.2.5 ( voir par exemple [45, 23]) Soit M une variété kihlérienne compacte de Fano. On suppose qu’il
existe un soliton de Kihler-Ricci (X, g) sur la variété complexe M dont on note J la structure complexe.

o L’application entre algebres de Lie suivante
vimxxg s (kAT 22 VT RY) S (), )
u +— Vg u:= Vg Re(u)+ JVy,Im(u).
est alors bien définie et est un isomorphisme d'algebres de Lie. En particulier, ker(A. ; — 2T) est alors de dimen-
sion finie.
o La premiere valeur propre X (A ;) de I'opérateur AY ; vérifie A\ (A, ;) > 2 avec égalité sin® (M) # 0.
o L’application suivante est bien définie et définit un isomorphisme d’espaces vectoriels réels :

JVg i ker(AY ; —2I) NCF (M, R)g — r(M).

ot on a noté k(M) l'ensemble des champs de vecteurs de Killing de la variété M et
C(M,R)o = {f € C°(M,R) / /M fePxup = 0},
o La forme hermitienne définie sur m par
(u,v) — /M V—1{u, i}feexwf;,

est positive. Et si on note son spectre (;)i—o,... n pour le produit scalaire donné L* donné par la forme volume
e?xw? alors on a la décomposition suivante :

Vi = A{€ € (M) / [€, Vgbx] = &}
En particulier, on a o = 0 et
Vo = k(M) + J (M),

oit k(M) est I'espace vectoriel des champs de vecteurs de Killing de M.

Nous étudierons en détails cet isomorphisme x dans le cas torique dans cette these.
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1.3 Plan de la theése

Le chapitre 2 est un chapitre de rappels concernant la géométrie kdhlérienne et ne contient aucun nou-
veau résultat, il ne fait que fixer les notions et notations nécessaires a cette these. Notre princpal source est
le polycopié [23].

Le chapitre 3 est un chapitre qui introduit la notion principale de cette these : les solitons de Kéhler-Ricci.
Nous les introduisons comme des solutions auto-similaires au flot de Ricci et nous proposons une étude dé-
taillé qui s'inspire des travaux originels avec notamment [61, 59, 14].

Le chapitre 4 est une étude de la décomposition solitonique provenant du théoreme 1.2.5 dans le cas
d’une variété torique kdhlérienne compacte (M, go, z, T) admettant un soliton de Kahler-Ricci. Rappelons
qu’une variété torique kdhlérienne (M, go, z, T) est une variété kdhlérienne compacte (X, go) de dimension
complexe n munie d'une action effective et hamiltonienne pour la forme symplectique w := w, du tore
compact T = t/A de dimension n olt A est un Z-réseau de l'espace vectoriel réel euclidien t de produit
scalaire noté (-, -) et dont on note x : M — t* I'application moment. Rappelons que 'application moment =
est une application vérifiant

VEet, —ix.w=(dz,¢§),

ot X¢ € I'(T'M) est le champ de vecteurs fondamental associé a 1’action du tore T i.e.

d
Vze M, Xe(z)= ah:o exp(tf) - z

De plus, I'image de x dans t* est un polytope convexe P qui se trouve étre I'enveloppe convexe des images
par x des points fixes de 'action de T ([2]). On peut alors montrer que si P° est I'intérieur de P, alors M° =
z~1(PY) est un ouvert dense constitué des points ou T agit librement et que I'on a un symplectomorphisme
T-équivariant :

M° ~ P% x T,

permettant de munir M° de coordonnées (z,t) avec z € P% et t € T. Ce systéme de coordonnées sur M
est appelé coordonnées actions-angles. De plus, sur cet ouvert, toute métrique g qui est T-invariante va s’écrire
sous la forme
g =9g¢ = ZGdez & d:Ej + Hq;jdti ® dtj,
%
ou G = (G;;) est la matrice hessienne d’une application ¢ € C>*(P",R) appelé potentiel symplectique et
H = (H;;) est la matrice inverse de la matrice G.

De plus, puisque z est définie modulo une constante, on obtient que P est défini modulo translation.
Dans le cas Fano, il existe un tel polytope privilégié, que I'on appelera polytope algébrique et qui s’écrit sous
la forme

Py = ﬂ {x e t" [ (x,b,) < —1} tel que (M) = — Py,
PEA(1)

ott A(1) est un ensemble fini et les b, sont des vecteurs appartenant a t. On peut consulter la partie 4.1.3
pour les détails.

On peut montrer (voir [64]) qu’il existe un soliton de Kahler-Ricci (X, g) sur toute variété torique kdhlé-
rienne de Fano et qu’en plus X sera de la forme X = JX, +/—1X, ou J est la structure complexe de M et
X, est le champ de vecteurs fondamental de I’action du tore T associé a un vecteur a € t. On notera, dans
ce cas, (g, a) le soliton de Kahler-Ricci, Af ; le laplacien pondéré par le soliton (g, a) et x4, I'isomorphisme
du théoreme 1.2.5.

Apres quelques rappels nécessaires a notre étude, nous calculons le laplacien pondéré en coordonnées
actions-angles (z,t) :

Za ( 7 ox ) ZG”atat +2Z“’ ”a FZQQ](’%

3,j=1 3,j=1 3,j=1

ot G est la matrice hessienne du potentiel symplectique de g et H la matrice inverse de G. Nous apportons
alors une caractérisation du soliton (g, a) en termes de fonctions propres de ce laplacien pondéré :
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Théoreme 1.3.1 Soit (M, g, x, T) une variété torique kihlérienne de Fano telle que —P,;, = im(x). Supposons que
M admette un soliton de Kiihler-Ricci (g, a). Alors pour tout 3 € t, la fonction (x, 5) est une fonction propre sur M
pour le laplacien pondéré Ay ;.

Remarquons que ce résultat existe dans le cas des métriques de Kahler-Einstein (voir [35]). De plus 'action
du tore T s’étend en une action effective et holomorphe du tore complexe T¢. Celui-ci s’injecte donc dans
Aut®(M) et induit une sous-algebre de Lie (M) de n®(M). Nous déterminons alors la décomposition
solitonique restreinte a ’algebre de Lie ng (M)

Lemme 1.3.2 Supposons que (M, g, x,T) soit une variété torique kihlérienne compacte de Fano telle que (g, a) soit
un soliton de Kihler-Ricci. L'application x|, restreinte a ne (M) est donnée par

Xgalpan s  mM) — A (P)
b+ Jby — —(x,b) + -1 (x,b1) ’

oit Aff§(P) est U'ensemble des fonctions lisses définies sur M s'écrivant sous la forme (x,b1) + /—1 (x, by) pour
(bl,bg) etxt

Nous continuons alors notre étude de ker(Aj ; — 2I) par le théoréme de décomposition suivant :

Théoréme 1.3.3 Soit f € C>°(M, C) une fonction propre du laplacien Ay ; pour la valeur propre 2. Alors on peut
trouver des couples (o, my) € C™ x N™ pour 1 < k < d et des fonctions fy; € C>(P°,C) pour 1 <1 < my, et oit
PY est l'intérieur de P tels que, en coordonnées actions-angles,

d
Flao =Y > frattelort), (1.6)

Nous complétons ce résultat en montrant que d est égal a 1 et que les a correspondent aux racines de
Demazure associées au polytope algébrique P de la variété torique M. Rappelons que o € t* est une racine
de Demazure de P s'il existe p, € A(1) tel que («,b,,) = 1 et (o, b,) < 0 pour tout p € A(1) tel que p # pq.
Nous obtenons alors 1'un des résultats principaux de la these :

Théoreme 1.3.4 Soient (M, go, x, T) une variété torique kiihlérienne compacte de Fano et P := —im(x) le polytope
algébrique associé, dont on note R(P) I'ensemble de ses racines de Demazure. Supposons que (g, a) soit un soliton de
Kihler-Ricci sur la variété complexe M dont on note J la structure complexe.

e Nous avons la décomposition suivante :

ker (A2, —2I) = Afif & P Cua,
a€ER(P)

oit Aff§ est I'ensemble des fonctions lisses sur M s'écrivant sous la forme (x,by) 4+ v/—1(x, by) o0t (b1, by) €
t x tet v, est la fonction appartenant a C>° (M, C) telle qu’en coordonnées action-angles (x,t)

%|M0 — (<337pr> +1) e‘(a,v¢—ﬁt)7

oit ¢ est le potentiel symplectique associé a g.
e Deplus, sion note V,,, les espaces propres de la décomposition solitonique et x I'isomorphisme entre ker (AZ, 5 — 2I)
et nR (M) du théoreme 1.2.5, alors nous avons

X' =Afige P Cu
a€R(P),{(e,a)=0

et pour tout v > 1,

Xﬁl(vlﬁ) - @ Cug.

a€R(P).2 (a,a)=pi

e En particulier, les fonctions v, sont des fonctions propres de I'opérateur Ay, ;—21 pour la valeur propre 4(cv, a).
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Le chapitre 5 est une étude analytique des variétés horosphériques. Soit G un groupe de lie complexe
reductif (par exemple G = GL,,(C) et B un sous-groupe de Borel (par exemple le sous-groupe des matrices
triangulaires de GL,,(C)), voir par exemple [54] pour des généralités. Rappelons qu'une variété G-sphérique
X est une G-variété algébrique complexe (i.e. un schéma réduit de type fini sur C muni d"une action algé-
brique de () normale et admettant une B-orbite ouverte et dense. On s’intéresse alors a une sous-classe des
variétés sphériques, celle des variétés horosphériques. Une G-variété sphérique sera dite horosphérique si le
stabilisateur 4 dans G d’un point = de la B-orbite ouverte et dense de G est horosphérique i.e. contient un
sous-groupe unipotent maximal d’un conjugué de B. On dira alors que (X, ) est un plongement horosphé-
rique. En particulier, X admettra G/H comme ouvert dense, appelé 1'espace homogene horosphérique de
X.

Rappelons maintenant que si 7" est un tore maximal de G alors l'algebre de Lie g de G admet la décom-
position en espaces de racines :

g = tDaca da,

ol ® est le systeme de racines de (G, T), partie finie du groupe X(T') des caracteres algébriques de T i.e. des
morphismes de groupes algébriques 7' — C*. Maintenant, si nous supposons que le sous-groupe de Borel
B de G contient T alors nous pouvons définir ®* := ®*(B) I'ensemble des racines positives de ® tel que, si
b est l'algebre de Lie de Bet &~ = —®™, alors

b=t® @ o

aedt

On aura, en particulier, 1'existence d"un sous-groupe de Borel B~ dit sous-groupe de Borel opposé a B, tel
que BNB~™ =T.

On peut alors définir le polytope moment AT C X(T') ® R associé a B de la variété horosphérique X
comme le polytope moment de Kirwan de la variété kahlérienne (X,w) pour l'action d'un sous-groupe
compact maximal K de G, oli w est une forme kdhlérienne K-invariante dans ¢; (X) (voir [10, 31] pour plus
de détails). Ce polytope va induire un sous-groupe de Levi L de G d’ensemble de racines ®;, constitué des
racines ® qui sont orthogonales pour la forme de Killing de G a l’espace affine engendré par A™. On pose
alors @}, = &+ \ @, et on note 2pp la somme des éléments de ®. On peut alors montrer que P = Ng(H)
est un sous-groupe parabolique d’ensemble de racines égale a &7, U &} (voir lemme 5.1.5).

Le premier résultat que nous démontrons est le résultat d’existence de solitons de Kéhler-Ricci grace a
la méthode de la continuité :

Théoréme 1.3.5 Soit M une variété horosphérique lisse de Fano. Alors M admet un soliton (X, g) de Kihler-Ricci.

Précisons que le résultat a déja été montré dans [16] mais en utilisant la K-stabilité. Nous employons la
démarche de [60]. Nous déterminons le champ de vecteurs solitonique et nous établissons I'équation de
Monge-Ampere complexe associée au soliton de Kédhler-Ricci que nous ramenons a une équation de Monge-
Ampere réelle. En utilisant des arguments similaires a ceux de [60], nous concluons. Nous complétons alors
le résultat en calculant la borne de Ricci R(M). Rappelons que la borne de Ricci est définie comme

R(M) := sup {Fw € ¢1(M), Ric(w) > tw}.
te[0,1]

Nous obtenons ainsi un autre des résultats principaux de cette these :

Théoreme 1.3.6 Supposons que M soit une variété horosphérique lisse d’espace homogene horosphérique G/ H tel que
H contienne le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé B~ de G. Notons P = Ng(H) et A le polytope
moment associé a B de la variété horosphérique M . De plus, on suppose que 2pp # Barpg (A1) oit Barpy (A™) est
le barycentre du polytope A™ pour la mesure de Duistermaat-Heckman. On a alors que R(M) est l'unique t €10, 1]
tel que

%(BBIDH(AJF) + 2pp) €0 (A+ + 2pp) .

Nous concluons cette these en développant 'exemple des grassmanniennes impaires et symplectiques, tiré
d’un article [48] de Pasquier et Perrin, qui sont variétés horosphériques lisses de Fano dont le soliton de
Ké&hler-Ricci est non-trivial. En effet, ces variétés sont des variétés horosphériques dont le groupe des auto-
morphismes est non réductif. Ceci implique, par le théoreme de Matsushima (voir [39]) qu’elles ne peuvent
admettre de métriques de Kahler-Einstein. Or puisqu’elles admettent quand méme un soliton de Kdhler-
Ricci, celui-ci ne peut-étre que non-trivial. Nous déterminons en particulier le champ de vecteurs solitonique
et la décomposition solitonique de ces variétés (voir partie 5.4).



Chapitre 2

Géométrie kahlérienne

2.1 Etude des variétés presque complexes et complexes
Commencons par rappeler la définition d"une variété complexe :

Définition 2.1.1 Soit M une variété différentielle réelle de dimension (réelle) 2n.

Une carte complexe de M est un couple (U, ) oit U est un ouvert de M et o) un difféomorphisme de U dans un
ouvert de C™.

Si (Uy,41) et (Ua, 1p2) sont deux cartes complexes alors on définit la fonction de transition par 1)y o := by o9y "
P1(U1 NU3) — Uz N UL). On dit alors que M est une variété complexe de dimension complexe n si elle est munie
d’un atlas maximal {U;,; }ier de cartes complexes tel que les fonctions de transitions sont des fonctions holomorphes
entre ouverts de C™.

Maintenant, si M est une variété complexe munie d’'un atlas {U;, ¢, };e; de cartes complexes, alors on
dit qu'une fonction f : M — C est holomorphe si pour tout i € I, ona que f o, ! : (U;) € C" — C est
une fonction holomorphe. En particulier, nous voyons directement que si on écrit ¢; = (z1,--- , z,) alors
les z; sont des fonctions holomorphes. On dit alors que les z; forment un systéme de coordonnées holomorphes.
De plus, si (w1, -+ ,wy,) est un autre systeme de coordonnées holomorphes alors, comme les fonctions de
transitions sont holomorphes, nous obtenons que pour tout i € {1,---,n}, la fonction w; est holomorphe
par rapporta 2z, - - , Zn.

Une autre maniere de définir la notion de variété complexe passe par la notion de structure presque com-
plexe. C’est ce point de vue que nous allons introduire maintenant, et nous verrons grace au théoréme 2.1.5
sous quelles conditions les deux points de vue coincident.

2.1.1 Structure presque complexe et complexe

Commencgons par introduire la notion de structure presque complexe :

Définition 2.1.2 Soit M une variété différentielle réelle de dimension 2n.

Une structure presque complexe sur M est la donnée d'un endomorphisme J : TM — TM sur le fibré tangent
réel de M vérifiant J|%pM = —idg,nr pour tout p € M. On dit alors que le couple (M, J) est une variété presque
complexe.

Remarque. De maniere équivalente, cela revient & demander 'existence d"une structure d’espace vectoriel
complexe sur T, M pour tout p € M variant de maniere lisse en p. En effet, J|7, 1/ permet de définir une
structure d’espace vectoriel complexe sur V' par la formule suivante :

V(a,b,v) e RxRxT,M, (a++vV—-1-b)-v=a-v+b-J(v).

Et réciproquement si 7}, M est un espace vectoriel complexe pour tout p € M variant de maniere lisse en p,
en définissant .J|7, ,; comme la multiplication par v/—1 pour tout p € M, nous obtenons bien une structure
presque complexe sur M.

17
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Les exemples les plus importants de variétés presque complexes sont donnés par les variétés complexes.
En effet, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.1.3 Si M est une variété complexe alors il existe une structure presque complexe naturelle sur M.

Démonstration. Soit ¢ : U € M — V C C" une carte holomorphe de M. Comme 1) est en particulier un
difféomorphisme, nous obtenons que l'application tangente di) induit un isomorphisme :

T,M — C" VpeU.
Maintenant, grace a cet isomorphisme, nous pouvons définir la structure presque complexe J par
Jw)=v-1-v, YveT,M.

Pour que ceci soit correct , il faut s’assurer que cette application J ne dépend pas de l'identification choisie
entre T, M et C" i.e. est indépendante de la carte holomorphe choisie. Or, ceci est une conséquence directe
du fait que les changements de cartes sont holomorphes i.e. que leur différentielle est C-linéaire.

De plus, si nous prenons des coordonnées locales (z1, - - , z,) dans M et que nous écrivons z; = z; +

) i 4 9 ... 90 90 .. . _0
v—1-y; ot z; et y; sont des fonctions réelles, nous obtenons que (811 S BaT By 0 By

) est une base
de T, M et que J est alors définie par

0 0 0 0
(aﬂCi) - 87%7 (ayz) B _8901'7

i=1,n.

O
Par contre, la réciproque n’est pas vraie. Une structure presque complexe n’'induit pas toujours une
structure de variété complexe. Ce qui nous conduit a la définition suivante :

Définition 2.1.4 Soit M une variété différentielle réelle munie d'une structure presque complexe J.

On dit que J est une structure intégrable sur M si J est induite par une structure complexe (au sens de la
proposition 2.1.3).

On dit alors que (M, J) est une variété complexe, ou que J est une structure complexe sur M.

Terminons cette section en donnant une condition nécessaire et suffisante pour qu’une structure presque
complexe soit complexe. Il s’agit du Théoréme de Newlander-Nirenberg, que nous énongons sans démonstra-
tion.

Pour cela, on introduit le tenseur de Nijenhuis N défini par

NY(X,Y) = [X,Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX, JY].

Théoréme 2.1.5 [Théoréme de Newlander-Nirenberg] Soit M une variété différentielle réelle munie d’une structure
presque complexe J. Une condition nécessaire et suffisante pour que J soit une structure intégrable est que le tenseur
de Nijenhuis N7 est nul.

Démonstration. La preuve originiel est dans [41]. O

2.1.2 Fibré tangent d'une variété presque complexe
Si (M, J) est une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n, nous avons
I ar = —idz,nr, Vp € M,

ainsi pour tout p € M, I'endomorphisme J|7, »; admet X? + 1 comme polyndme caractéristique et donc
v—1 et —/—1 comme valeurs propres. Cela induit la décomposition suivante :

TiM :=T,M ®: C=T; M & Ty, M,

< 1,0 0,1 . , s )
ou Ty M et T, M sont respectivement l'espace propre associé a v/ —1 et —/—1, et comme cette décompo-
sition est lisse en p € M, nous obtenons une décomposition en somme directe du fibré vectoriel complexe

T°M :=TM @ C=T;"M & T)"' M.
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De plus, en remarquant que si u € T, M alors

1 1
u= i(u —v—=1Ju) + i(u—l— V=1Ju),
et que

;u VTLIu) e THOM, ;u VL) e T,
nous obtenons que T;"° M est engendré par les (u — v/—1.Ju) pour u € TM et T M par les (u + /—1Ju)
pour u € TM . Par la suite, pour alléger les notations, on oubliera de mettre J pour les espaces %' M et
T%' M lorsque la structure complexe est claire.
De plus, si M est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T1OM et T%!' M sont appelés
respectivement fibré tangent holomorphe et anti-holomorphe de T®M. De plus si z; = x1 + /=1y, , 2, =

T, + v/ —1y, sont des coordonnées locales holomorphes de M, alors en posant pour tout j € {1,--- ,n}:
0 10 g0
0z; © 2 O Ay,
o 0 1,0 0
7 =2l TV )

nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 2.1.6 Soit M une variété complexe. Le sous-fibré T*OM (respectivement T M) est engendré locale-

; ) d ; ; ) )
ment par les sections R AR (respectivement par les sections 950 e ).

2.1.3 Fibré cotangent d’une variété presque complexe
Soit (M, J) une variété presque complexe, on peut définir I'action de .J sur le fibré cotangent 7* M par

J: | T"M — T*M
a — aoJ1-

Comme J~! = —J, on peut aussi définir
Ja=—aolJ.

En remarquant que
JoJ(@)=aoJ toJ ' =—a, VacT"M,
nous obtenons que
J? = —idpen .

Ainsi, nous obtenons aussi une décomposition du complexifié du fibré cotangent
T*Mc :=T*M @r C=T;""MaT;"°M,

ott les sous-fibrés T3 M et T;*"' M sont respectivement les espaces propres de J associés a la valeur propre
V/—1 et —/—1. De plus, comme dans le cas du fibré tangent, on a que 77;""° M est engendré par la famille
{a++v=1Ja [ a € T*M} et que T**1 M est engendré par la famille {o« — /=1Ja / a € T*M}. De méme,
par la suite, pour alléger les notations, on oubliera de mettre .J pour les espace 7! M et T*%-! M lorsque la
structure complexe est claire.

Le lemme suivant fait le lien entre la décomposition du fibré tangent et celui du fibré cotangent.

Lemme 2.1.7 Soit (M, J) une variété presque complexe. On a alors
M ={aeT*Mc [ a(Z) =0, VZ € T"' M}

et
7'M = {a € T*Mc | (Z) =0, VZ € T"°M}.
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Démonstration. Faisons la démonstration pour le fibré 7+0:1 M. 11 suffit de montrer que
V(u,w) eTM x T*M, (w—+v—-1Jw)(u—+v—1Ju) =0.

En développant par linéarité et en utilisant la définition de J, le résultat en découle trivialement. O
De plus, en notant AP:% M etA®%? M les p-ieme puissances extérieurs de T*1:0 M et T*0-1 M respectivement,
on notera APYM = APYM ® A%9M. Nous obtenons grace aux propriétés de la puissance extérieure que

AEM ~ € APM.
ptq=k
Les sections de AP*7M sont appelées formes différentielles de type (p,q) et on notera 1'espace des formes
différentielles de type (p, ¢) par QP?M. En particulier, nous avons aussi la décomposition suivante :
AQe(M) = 3 0PI(M),
p+q=k

ot Q¢ (M) est le complexifié de I'espace des formes différentielles réelles Q et 2, (M) = APQY @ A1Q%L

De plus, si M est une variété complexe de dimension (complexe) n alors T*Y M et T*%:! M sont appelés
respectivement fibré cotangent holomorphe et anti-holomorphe de T M. De plus si 21 = x1 + v/ —1y1, -+ , 2, =
Zn + /=1y, sont des coordonnées locales holomorphes de M, alors en étendant par C-linéarité la dérivée
extérieure et en posant pour tout j € {1,--- ,n}:

dz; = dx; + v —1dy;

et
de = dxj Y —1dyj

nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 2.1.8 Soit M une variété complexe. Le sous fibré A*°M (respectivement A%' M) est engendré locale-
ment par les sections dz1, - - - , dzy, (respectivement par les sections dzy, - - - ,dzy). Et de plus, une base de AP-7 M est
donnée par

{dZil /\~-~/\dzip/\d2j1 /\-'-/\dzqu, 1 <--- <ip, g1 < - <jq}

Par la suite, on notera pour I = (i1,--- ,ip) tel que i1 < --- <14
dzr = dZil VANRERIAN dzip,
et
dz[ = dZil VARERIVAN dfip.
2.1.4 Les opérateurs J et 0

Dans cette partie, nous allons étudier plus en détails, les champs de vecteurs et les formes différentielles
d’une variété complexe (M, J) de dimension (réelle) 2n.
Nous avons vu dans la proposition 2.1.8 que 'ensemble

{dziy N Ndzy NdZj, N NdZ, i < <y, G1 <o < g}

était localement une base du C*°(M)-module QP-7(M). Ainsi, comme d(dz;) = 0, nous obtenons que si
a=>y 17007 dzr N dZ; ot les o ; sont des fonctions réelles lisses alors

da = ZdOéIJdZ] ANdzj.
I1,J

Alors day ; appartient a (M) et nous pouvons décomposer doy s en parties de type (0,1) et de type (1,0),
et obtenir que da est la somme d’une forme de type (p, ¢ + 1) et d"une forme de type (p + 1, q).

Définition 2.1.9 Pour toute forme différentielle o de type (p, q) sur une variété complexe M de dimension n, on
définit o comme la composante (p, q + 1) de da et Do comme la composante (p + 1, q) de do.
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On obtient ainsi deux applications :
9 : QPI(M) — QPFTLI(M)

et
0: QPY(M) — QPItL(M).

De la définition, il résulte les propriétés suivantes que nous résumons dans la proposition suivante :
Proposition 2.1.10 Les opérateurs O et O vérifient la régle de Leibniz i.e.

daAB)=d(a)AB+(-1)T* A8,
et

AanB)=08)AB+ (-1)F*Ad.

De plus, on a

et )
9 =0>=00+00=0.

Maintenant, nous allons interpréter la notion de fonctions holomorphes a 1'aide des formes différen-
tielles.

Proposition 2.1.11 Soit f : M — C une fonction lisse. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. la fonction f est holomorphe,
2. Z(f)=0,vZ e T®' M,
3. df est une forme différentielle de type (1,0).

Démonstration. Cela découle directement du fait que si f est une fonction lisse alors dans tout systéme de
coordonnés locales (21, - - - , z,) nous avons

n (9 ) . n a )
of = a—idz’ etdf =y %idzl.
i=1 i=1

2.2 Ftude des variétés kihlériennes

2.2.1 Définitions générales

Rappelons qu'une métrique riemannienne g sur une variété différentielle M est un tenseur qui a tout
point p de M associe un produit scalaire (i.e. une forme bilinéaire symétrique définie positive) sur 1’'espace
vectoriel réel T,,M et variant de maniere lisse en p. On dit alors que (M, g) est une variété riemannienne.

L'idée de cette partie est d’analyser les conditions sous lesquelles une métrique riemannienne est com-
patible avec une structure presque complexe.

Définition 2.2.1 Soit g une métrique riemannienne sur une variété presque complexe (M, J).
On dit que g est compatible avec la structure J si

Vpe M, Y(X,Y) € (T,M)? g,(X,Y)=g,(JX,JY).

Si (M, g,J) est une variété riemannienne presque complexe telle que g soit compatible avec J, on définit
alors la forme de Kihler w, associée a la métrique g comme la 2-forme vérifiant w,(X,Y") := g(JX,Y’) pour
tous champs de vecteurs X et Y sur M. De plus, comme g est définie positive, nous obtenons que w, est
non-dégénérée. Remarquons aussi que 1’on peut retrouver la métrique & partir de sa forme de Kéhler par la
formule g = wy(-, J-).
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Définition 2.2.2 Soit (M, J) une variété complexe de dimension n. Une métrique hermitienne h sur M est un tenseur
qui a tout point p de M associe un produit scalaire hermitien (i.e. une forme hermitienne définie positive) sur I'espace
vectoriel complexe T, M qui varie de maniére lisse en p. On dit alors que (M, h) (ou (M, h, J) si on veut préciser la
structure complexe) est une variété hermitienne.

Si (M, J) est une variété complexe alors toute métrique riemannienne g compatible avec J définit une
métrique hermitienne en posant i := g — v/—1lw. Réciproquement se donner une métrique hermitienne h
est équivalent a se donner une métrique riemannienne g compatible en prenant g := Re(h) et la forme de
Kéhler associée a g est alors w = —Im(h). On peut donc aussi parler de la forme de Kahler associée a une
métrique hermitienne.

Définition 2.2.3 On dit que la variété riemannienne presque complexe (M, g, J) est une variété kihlérienne si
e g est compatible avec J,
e la structure presque complexe J est intégrable,
e la forme de Kihler associée w := g(J-, -) est fermée.
On dit alors que g (ou la métrique hermitienne associée h selon les auteurs) est une métrique kihlérienne.

Remarque. Une définition équivalente est de dire qu'une variété kdhlérienne est une variété hermitienne
telle que la forme de Kédhler associée a la métrique hermitienne est fermée.

En particulier, nous obtenons que (M,w) est une variété symplectique. Nous obtenons ainsi une autre
définition d’une variété kahlérienne qui fait le lien avec la géométrie symplectique :

Définition 2.2.4 Une variété kihlérienne (M, g, J,w) est une variété complexe riemannienne et symplectique véri-
fiant
g(Ja ) = W('v ')7

oit g est la métrique riemannienne, J la structure complexe et w la forme symplectique.

2.2.2 Expressions en coordonnées locales

Dans cette section, nous donnons quelques expressions en coordonnées locales. Si M est une variété
complexe de dimension n munie d’"une métrique hermitienne 4 alors si on prend (z1, - - - , z,,) des cordonnées
locales dans un ouvert U de M alors on a

h|U = Z hjEde ® dzZg,
1<5,k<n

N

ot (h;7)1<; 5<, est une matrice hermitienne positive a coefficient C*°. Ainsi, nous avons alors

N
wlo = —Im(h)ly = “5—= (h=H)lo
v —1 7 —
:?( Z hjEde@)de* Z h]»gde@de)
1<j4,k<n 1<j,k<n
=1 3 .
= D hgdy@di— Y hgdz@dz)
1<j,k<n 1<j,k<n
v =1 - -
=5 D hgdy@di— Y hgdz@da)
1<j4,k<n 1<4,k<n
V-1
=5 D hgldy®da —da ®dy).
1<j,k<n

Or on sait que
de NdzZy = de R dzZr — dzZr ® de,
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d’out
v/ —1 7
wly = — Z hipdz; A dzZ.
1<j,k<n

En particulier, on voit clairement que w est alors une 2-forme réelle (car partie imaginaire d’une métrique
hermitienne) positive (car (h,5)1<i,j<n) est une matrice définie positive) de type (1, 1) (au vu de I'expression
locale).

Maintenant, si M est une variété kdhlérienne alors dw = 0. Or comme w est réelle, dw = 0 est équivalent
a 0w = 0, ce qui se traduit en coordonnées locales par 1'égalité :

Ohjg _ Oy
821 8zj ’

1<,k 1 <n.

2.3 Courbure de Ricci

On suppose ici que M est une variété kiahlérienne compacte. Un calcul simple nous donne que dans un
systéeme de coordonnées locales :

et N (2

nl
1<j<n

dzj A d?k) = det(hjE) dry ANdyy A - Ndxy, A dyn,

ol z, = Tp, + v/—1y,. Ainsi la forme volume dV associée a la métrique riemannienne vaut

wn
dV = —.
n!

Ce qui peut encore s’écrire puisque M est compacte sous la forme

/ w" = n!'Vol,(X) > 0.

b'e

Maintenant, soit 2 une forme volume sur M, qui s’écrit localement dans la carte (U, z1, - - - , 2,,) sous la forme
Q= (\E)n Q(Zh e zp)d2t NdEE A N2 A dET

ot 2 est une fonction lisse strictement positive définie sur U. En remarquant que /—1 99 log Q ne dépend
pas de la carte holomorphe choisie, on peut alors définir une (1, 1) forme globale \/—1 90 log 2 définie loca-
lement par sa restriction dans toute carte (U, ) par la formule suivante

V=1001log Qv := v/—1891og Q.

Définition 2.3.1 Soit (M,w) une variété kihlérienne compacte. On définit la forme de Ricci Ric(w) par la formule
suivante :

Ric(w) := —v/—109logw™.

2.4 Classe de Chern

24.1 Cohomologie de Dolbeault

On fixe encore (M,w) une variété kihlérienne compacte. Soit o une forme différentielle. On dit que «
est J-fermée si da = 0 et qu’elle est J-exacte s’il existe une forme différentielle 3 telle que 98 = a. En
remarquant que grace a la proposition 2.1.10 (qui nous dit en particulier que 7 = 0), nous avons que si «
est 0-exacte alors « est 0-fermée, et nous pouvons définir le groupe de cohomologie de Dolbeault par la formule
suivante : _

{ (1,1)-formes d-fermées }
{ (1,1)-formes d-exactes }

Hy' (M) =

De plus, si a est une (1,1)-forme, on notera [a] sa classe de cohomologie. Nous avons alors un résultat
important : le 90-lemme.
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Lemme 2.4.1 Soit (M, w) une variété kiihlérienne compacte et soit o une (1, 1)-forme telle que (] = 0. Alors il existe
une fonction réelle lisse p telle que o = /—1 00 . De plus,  est unique modulo une constante addtive.

Démonstration. On pourra consulter [17, 23]. 0

2.4.2 C(Classe de Chern d’un fibré en droites

Soit L — M un fibré en droites complexes sur une variété compacte complexe M. Rappelons que L est
donc la donnée d"un recouvrement (U, )oc 4 et de fonctions holomorphes ¢, : U, NUg — C*, dites fonctions
de transitions, vérifiant

{ taptpy=tay Y(a,B,7) € A3 2.1)
tagtga= 1 V(Ogﬁ) € A? ’

Une section s de ce fibré est alors la donnée d'une famille (s, )qc.4 de fonctions holomorphes s, : U, — C
vérifiant

SalUanus = tap - 88lUanUS-

De méme, une métrigue hermitienne h sur L est la donnée d’une collection (h,).ca de fonctions telles que
ha € C*(Uqy,RY) pour tout a € A et telles que I'on ait la relation

ho = lts.al® - hs, Y(a,B) € A%

La norme |s|, d’une section s pour la métrique h se définit alors sur l'ouvert de trivialisation U, par la
formule :
Is|h = haSaSa-

On définit alors la courbure R, de la métrique hermitienne h sur L comme la (1,1)-forme sur M que 1'on
définit localement sur l'ouvert U, par la formule :

Ry, :=+/—1001log hy,.

On montre que cette formule ne dépend pas du recouvrement et on définit alors la premiere classe de Chern
¢1(L) du fibré en droites L par

Ry € Hy''(M).

e (L) = %{

Terminons par donner des propriétés de la premiere classe de Chern qui découlent directement de la défi-
nition.

Nous avons évité d’introduire la notion de courbure a partir des connexions car ces derniéres ne sont
pas nécessaires dans ce mémoire. On pourra consulter [7] pour les liens entre ces deux points de vue.

Un fibré en droites est entierement déterminé par ses fonctions de transition. Il y a une bijection entre
I'ensemble des classes d’équivalences (en un sens que nous ne rappelons pas ici) de fonctions de transition
et 'ensemble des classes d’isomorphismes de fibrés en droites. Grace a ces deux remarques nous allons
définir sur ce dernier ensemble une structure de groupe. Pour cela, partons de deux fibrés en droites L et
L. Quitte a prendre un recouvrement plus fin, on peut toujours supposer que les fonctions de transition
de L et de L sont données sur le méme recouvrement {U, }oe4 de M, déterminés respectivement par les
fonctions de transition {ga.s}a.gea €t {Gasta.sea. On définit le fibré en droites L ® L par les fonctions de
transition {ga, 3 Gas fase.a, qui Vérifient en particulier les conditions (2.1). On définit aussi un fibré en droites
L* par les fonctions de transition { g;ﬁl }a,pe.4 et on vérifie alors facilement que L ® L* correspond a un fibré
trivialisable i.e. isomorphe au fibré trivial C x M, pour cela on notera L* par L~! dans cette these (parfois
noté —L dans la littérature). En particulier si s est une section non nulle de L, on définit s~ 1 la section pour
le fibré inverse L~!. Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 2.4.2 Si E et F' sont deux fibrés en droites, alors on a
(] Cl(E X F) = Cl(E) + Cl(F')7
e ci(E7Y) = —¢1(E).
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2.4.3 C(Classe de Chern d’une variété

Maintenant si M est une variété compacte complexe munie d'un recouvrement de cartes (Uy, (2{, - - - 2%)),

on définit le fibré (en droites) canonique Ky par ses fonctions de transition t,3 € C*° (U, N Ug, C) de formule

EY,
bl <azf>1<_ j< )
<ij<n

En effet, grace aux formules de changement de variables et & la multiplicativité du déterminant, les fonctions
tqp vérifient bien

taptspy=tay V(a,B,7) € A
tagtga= 1 V(a,ﬁ) € A?

Remarque. On peut montrer que le fibré K, est isomorphe au fibré des formes différentielles de degré
maximale i.e. a Q™%(M) (si on note n la dimension complexe de M).

On définit alors le fibré anticanonique K ;;' comme l'inverse du fibré canonique K et on a donc (voir
lemme 2.4.2)
c1(Ky') = —e1(Ku).

Définition 2.4.3 Si M est une variété complexe, on définit la premiere classe de Chern de la variété M, et on la note
c1(M), par
C1 (M) = C1 (K]\_/[l) = —C1 (Kjw).

Soit (M, h,w) une variété kdhlérienne. Alors la métrique h définit une matrice (h})1<i j<n sur I'ouvert Us,.
Cette matrice est hermitienne définie positive donc det(h*) > 0. On pose

Va € A, hy = det(h*)"L

On définit alors une collection (h).c4 de fonctions telles que h, € C*(U,,R%) qui vérifient grace a la
formule de changement de variables et a la multiplicativité du déterminant :

V(Oz,ﬁ) S AQ, ho = |tﬁ7a|2hﬁ,
donc cette collection définit une structure hermitienne sur Ky,.
Proposition 2.4.4 Soit (M, w) une variété kihlérienne compacte. Alors on a

1

T o

e1 (M) = o—[Ric(w)].
On dira que
e la premiere classe de Chern c; (M) est positive et on le notera c; (M) > 0 si elle est représentée par une
(1, 1)-forme réelle qui est définie positive,
e la premiere classe de Chern ¢ (M) est négative et on le notera c¢1 (M) < 0 si elle est représentée par
une (1, 1)-forme réelle qui est définie négative,
e la premiere classe de Chern ¢; (M) est nulle et on le notera ¢; (M) = 0 si elle est représentée par la
(1,1)-forme réelle nulle.

Définition 2.4.5 Soit M une variété complexe compacte. Si la premiere classe de Chern est positive i.e. c1(M) > 0
alors on dit que la variété M est de Fano.

2.5 FEtude des variétés de Fano

2,51 Champs de vecteurs holomorphes et de Killing

Soit (M, J) une variété complexe compacte. On peut donc voir 7, comme un fibré vectoriel complexe
via l’action de J que l'on notera (T ;).
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Définition 2.5.1 Soit X € I'(Tar,5). On dira que X est un champ de vecteurs holomorphe réel s’il vérifie
LxJ =0,

oit Lx est la dérivée de Lie dans la direction de X. On note n (M) I'ensemble des champs de vecteurs holomorphe
réels.

De plus, comme [Lx, Ly] = L[x,y], nous avons alors que I'ensemble n® (M) des champs de vecteurs holo-
morphes réels est une sous-algebre réelle de I'(Th;). De plus, en utilisant le fait que J soit intégrable, nous
avons LyxJ — JLxJ =4N’(X,Y) = 0, nous obtenons que si X est réel holomorphe alors JX aussi. Ainsi,
on peut donc dire que 7% (M) est une sous-algebre de Lie complexe (via l'action de J) de I'(Ti, J)).

Une autre maniere de définir la condition d’holomorphie est la suivante :

Définition 2.5.2 Soit X € T'(T;°M). On dit que X est un champ de vecteurs (complexe) holomorphe s'il est une
section holomorphe du fibré vectoriel T\'' M i.e. s'il s’écrit localement dans toute carte holomorphe (U, z1,- - , 2,)
sous la forme

n ) a
X = Z;Xlazi’
1=

ot X; : U — C est holomorphe. On notera alors n(M) I'ensemble des champs de vecteurs (complexes) holomorphes.

On va terminer en faisant le lien entre les deux types d’holomorphies. Pour cela, on rappelle que nous
avons un isomorphisme entre I'(T) ;) et T(T,;°) donné par I'application 7 : X € T'(M, (Tar, J)) — X 10 :=
3(Z—+/~1JZ) € T(M,T,;") et donc l'inverse est donné par 7~ : Z € I'(T}°) = Z + Z € T(Tar,s).
La seconde étape consiste alors a faire le lien entre les deux conditions d’holomorphie via I'isomorphisme
précédent. En effet, si Z € n(M) alors il sécrit localement Z = 3, Z* 8‘; etdZ =3,0Z' ® 821 que l'on
peut écrire sous la forme dy Z = [Y!, Z]'0 pour tout Z € T'(T,;°) et pour tout Y € T'(Ty). Ainsi on
obtient que via I'isomorphisme précédent dy Z = 2Re([Y*1, 7(Z2)10]1.9). Cette derniere égalité peut alors se
ré-écrire grace a 'annulation du tenseur N; de Nijenhuis (dans le cas o1 (M, J) est une variété complexe)
sous la forme 0y Z = —$.J(LxJ)(Y). Pour plus de détails, on pourra consulter [23]. Résumons cela dans la
proposition suivante :

Proposition 2.5.3 Soit X € I'(Ta). On dit que X est un champ de vecteurs holomorphe réel si et seulement si
X0 e F(T}’OM ) est un champ de vecteurs holomorphe (complexe). O

Maintenant, on suppose que M admette une métrique riemanienne g. On dira que X € I'(Ts) est un
champ de vecteurs de Killing s'il vérifie
L xXg = 0.

On notera x(M) 1'ensemble des champs de vecteurs de Killing de M. Dans le cas kdhlérien, on peut alors
montrer le lemme suivant.

Lemme 2.5.4 Soit (M, g, J) une variété kihlérienne compacte. Alors k(M) est une sous-algebre de lie de ng (M ). De
plus, k(M) est I'algebre de Lie du groupe des isométries de (M, g) qui se trouve étre un groupe de Lie compact.

Démonstration. On pourra consulter le chapitre 2 de [23]. O

2.5.2 Décomposition des champs de vecteurs holomorphes

Maintenant, on suppose que la variété (M, w,) est une variété kdhlérienne compacte de Fano. Cela va
nous donner un théoréme de décomposition de l'espace 7n(M).

Pour cela, remarquons que si on prend un champ de vecteurs holomorphe X alors ixw, est une (0, 1)-
forme O-fermée. Pour le voir, on écrit X s’écrit localement en utilisant les conventions de sommation d’Ein-
stein sous la forme

0
92"

otl1 les X sont des fonctions holomorphes, et donc nous obtenons

X =X

ixwg = V-1 gﬁXide.
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Le calcul suivant montre finalement le résultat :
Aixwy) = V=10x(g;5X")dz" N d7’
=v- (5 9:5)X" + 9;501(X"))dz" A dZ’
= V=1 (k(g;5)X")dz" N dZ’ (car les X* sont holomorphes)
=0.

La derniere égalité résulte de la condition de Kihler qui nous donne que
O (9:7) = 0 (9:3);
or comme le produit extérieur est alterné i.e.
dzF N dZ? = —dZ A dZEF,

nous obtenons que pour tout ¢ fixé :
Z k(g dz Adz =0,

ce qui permet de conclure.

Maintenant, la théorie de Hodge nous donne le résultat suivant
Z%H(M,C) = H*'(M,C) & Im(),

ot H%1(M,C) est I'ensemble des (0,1)-formes harmoniques sur M et Z%!(M,C) I'ensemble des (0,1)-
formes O-fermées (voir [17] par exemple pour plus de détails). De plus, comme c;(M) > 0, on a d’apres
'inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano que

HOH (M, C) =0, (2.2)

i.e. il n'existe pas de (0, 1)-forme harmonique sur M (voir par exemple [23, 17] pour plus de détails). Ainsi
nous obtenons 7
Z%Y(M,C) = Im(9),

ce qui nous donne le lemme suivant.

Lemme 2.5.5 Soit (M,w,) une variété kithlérienne compacte de Fano. Pour tout champ de vecteurs holomorphe X €
n(M), il existe une unique fonction 0x € C*(M, C) vérifiant

ixwg =V—1090x, / egxwg :/ Wy (2.3)
M M
Nous avons alors I'égalité ~
Lxwg =+V—1000x. (2.4)

Démonstration. L'existence vient de la discussion qui précede, tandis que 1'unicité vient de la condition de
normalisation (seconde équation). L'égalité 2.4 résulte de la formule de Cartan :

Lxwg = d(ixwg) + ix(dwg) (formule de Cartan)
= d(ixwg) (car wy est fermée)
N/ =1
= 2—d(89 X) (grace al’équation 2.3)
us
= /—1000x (par le lemme 2.1.10).

a
Ce résultat peut aussi s’exprimer dans le cas des champs de vecteurs holomorphes réels. Avant d’énoncer
le résultat, rappelons que si g est une métrique riemannienne alors, en utilisant le fait que g est une forme
non-dégénérée, pour tout fonction f € C>°(M,R), il existe un champ de vecteurs V, f dit gradient riemannien
de f vérifiant g(V, f,-) = df.
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Lemme 2.5.6 Soit (M, g, J,w) une variété kiihlérienne compacte de Fano. Pour tout champ de vecteurs holomorphe
réel X € n®(M), il existe deux fonctions f et g appartenant a C>° (M, R) telles que

X =V, f+JV4h
De plus, quitte a renormaliser par une constante ces fonctions, on obtient que
20x10 =f++vV—1h.

Démonstration. On traduit la propriété en utilisant I'isomorphisme X +— X1 entre les champs de vecteurs
holomorphes complexes et réels. On pourra aussi consulter [23]. O
Remarque. De plus, si on pose F' = f 4+ v/—1h alors on notera Vg ;F := V,f + JV h.

2.5.3 Groupe des automorphismes

Rappelons pour commencer que nous notons Aut(M, J) le groupe des automorphismes holomorphes
d’une variété complexe compacte (M, J). Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.5.7 Soit (M, J) une variété compacte complexe. Alors Aut(M, J) est un groupe de Lie complexe dont
I'algebre de Lie est n® (M) (et donc par isomorphisme n(M)).

Démonstration. On pourra consulter la preuve de la proposition 2.1.1 de [23] ou directement le théoreme
1.1 du chapitre 3 de [33]. O

Si on se donne un champ de vecteurs holomorphe X, alors X agit sur toute fonction f définie sur M par
la formule :

Ve e M, X(f)(x)= %It:o [f(exp(tX) - z)],

oll exp est 'application exponentielle associée au groupe Aut(M). De plus, puisque Aut(M) est un groupe
de Lie, on peut parler de sa composante connexe de l'identité que nous noterons Aut’(M). On a alors le
théoréme de décomposition suivant (dans le cas Fano).

Théoreme 2.5.8 Soit M une variété compacte kihlérienne de Fano. La composante connexe de l'identité Aut®(M)
du groupe des automorphismes holomorphes Aut(M) de la variété M admet la décomposition suivante :

Aut®(M) = Aut(M) x Ry,

ot Aut,. (M) est un sous-groupe réductif de Aut® (M) et la complexification d'un sous-groupe compacte maximal K
de Aut®(M) et R, le radical unipotent de Aut®(M). De plus, si on note n® (M), nX (M) et nX (M) les algebres de Lie
de Aut(M), Aut, (M) et R, respectivement, alors

n® (M) = nf (M) + 1, (M).

Démonstration. D’apres le corollaire 5.8 de [20], on a que 'application d’Albanese induit un morphisme de
groupe de Lie entre Aut®(}) et la variété d’Albanese Alb(M) de la variété M et que le noyau de cette appli-
cation est un groupe algébrique linéaire. Dans le cas Fano, le noyau se trouve alors étre égale a Aut’ (M) et
les résultats classiques, tels que le théoreme de Chevalley, nous donnent alors la premiére décomposition.
La seconde suit alors immédiatement. On pourra aussi consulter l'introduction de Iarticle [22] pour plus de
détails. O

Remarque. Nous n’avons pas défini ici les termes de radical unipotent ou de réductif. Cela sera fait au
chapitre 5, sinon on peut aussi directement consulter [54].



Chapitre 3

Les solitons de Kahler-Ricci

3.1 Les métriques de Kahler-Einstein
Dans cette section, on fixe une variété kdhlérienne compacte (M, go, wo, Jo) de dimension (complexe) n.

Définition 3.1.1 Soit g une métrique de Kihler définie sur une variété complexe (M, Jy). On dit que g est une
métrique de Kihler-Einstein s’il existe une constante X € R tel que la forme de Kihler w associée i g vérifie

Ric(w) = Aw. (3.1)
On dit que X est la constante d’Einstein de g.

Rappelons que nous pouvons écrire localement :

et
Ric(w) = V=1R; dz' AdZ’, ot R;; = —9;0;10g det(g;5). (3.3)

Ainsi, si on note (¢7%)1<; j<, I'inverse de la matrice (gij)léz} j<n et si on définit la courbure scalaire R par la
formule suivante : -
R:=¢"R~

177

alors nous obtenons, en utilisant ’équation (3.1), que
R = gjiRi; = )\gﬁgﬁ = An.

Cela implique que la courbure scalaire est constante. De plus le signe de la constante d’Einstein A est impor-
tant. En effet, en prenant les classes de cohomologie de I'équation (3.1), nous obtenons par la proposition
244

2m e (M) = Aw].

Nous avons donc trois possibilités pour la premiere classe de Chern ¢; (M) :
(i) ei(M)<0siA<O,
(i) c1(M)=0siA=0,

(iii) c1(M) <0siA>0.

Nous avons alors des résultats concernant 1’existence et 1'unicité des métriques de Kéhler-Einstein selon
ces trois cas. Avant de les énoncer, nous allons expliquer la démarche pour les obtenir. L'idée est de ramener
la recherche de telles métriques a la résolution d’une équation de Monge-Ampeére complexe.

Soit w une forme kihlérienne et fixons une forme kihlérienne de référence wy € [w]. Supposons que \w
et Ric(w) aient la méme classe de cohomologie. On peut alors écrire grace au d9-lemme qu’il existe une
fonction f € C*°(M,R) telle que

Ric(wp) = Awo + v —100f.

29
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et qu'il existe aussi ¢ € C* (M, R) telle que
w = wy +V—109¢.
L’équation (3.1) s’écrit alors
Ric(wo + vV—109¢) = A (wy + V—199yp) .
Finalement, d"apres ce qui précede, nous obtenons que
Ric(wg + vV—199p) = Ric(wy) + vV—190(—f + Ay).

En utilisant les expressions localement, cela nous donne, en notant ( 905)19, j<n la matrice de go,

3

_ det (g% + =) _
Ty TWT) _
001n ( det(g%) A0(f — Ap).

En remarquant que

_ (det(gh 07\ [ (wo+v/—100p)"
901n (“70 =00In oy s
€ (gzj) Wo
nous obtenons que l'expression précédente est valable sur toute la variété M et en utilisant le principe du
maximum sur la variété compacte M, nous avons donc

(wo +V—=190p)"™ = el 2?1, (3.4)

Nous avons incorporé la constante venant du principe du maximum dans la fonction f qui est définie
modulo une constante additive. Cette équation de Monge-Ampere complexe en ¢ est alors équivalente a
I'équation de Kéhler-Einstein en w. C’est cette démarche combinée & la méthode de la continuité qui a per-
mis d’obtenir les résultats suivants.

Dans le cas ot ¢; (M) < 0, nous avons en particulier le théoréeme d’Aubin-Yau ([3]) qui nous donne l'exis-
tence et l'unicité de solutions a cette équation dans le cas ot ¢1 (M) < 0.

Théoreme 3.1.2 Sur une variété complexe compacte M dont la premiere classe de Chern c1 (M) est définie négative
(i.e. c1 (M) < 0), il existe une unique métrique de Kihler-Einstein de constante d’Einstein A = —1

Dans le cas out ¢1 (M) = 0, la conjecture de Calabi démontrée par Yau (voir [65]) répond a la question de
I'existence de solutions a 1’équation de Kéhler-Einstein :

Théoreme 3.1.3 Soit (M,w) une variété kihlérienne compacte et soit 0 € 2mci(M). Alors il existe une unique
métrique g dont la forme de Kihler w vérifie

W] = [@], Ric(@) = 6.

En particulier, si ¢ (M) = 0 alors il existe dans toute classe de cohomologie de Hy' (M) une métrique de Kiihler-
Einstein w dont la constante d’Einstein est nulle.

Dans le cas o1 ¢ (M) > 0, il existe des variétés dont la premiere classe de Chern est positive qui n’ad-
mettent pas de métrique de Kihler-Einstein. Il existe trois obstructions importantes a I’existence dans le cas
Fano. Le premiere est le théoreme de Matsushima [39].

Théoréme 3.1.4 Soit M une variété kithlérinne compacte de Fano admettant une métrique de Kihler-Einstein. Alors
la composante de I'identité Aut®(M ) du groupe des automorphismes de M est un groupe réductif complexe, et le groupe
des isométries holomorphes d'une métrique de Kihler-Einstein est un sous-groupe compact maximal de Aut®(M).

L’autre obstruction est la non-annulation de l'invariant de Futaki. En effet, Futaki a introduit dans [21] un
invariant sur toute variété kihlérienne compacte A/ de Fano. Il est défini par
F [w] * U(M ) — C
X — [ X(f)w,
ou f € C*°(M,R) est définie par le 90-lemme par
Ric(w) — Aw = V—190f,

ot w € 2mcq (M). Il est alors montré que cet invariant, appelé invariant de Futaki, ne dépend que de la classe
de cohomologie de w. Il est alors clair que si M admet une Kihler-Einstein alors Fj,; = 0. Pour introduire le
prochain invariant, nous avons besoin d’étudier la démarche de résolution par la méthode de la continuité :
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3.2 Méthode de la continuité

Nous avons obtenu dans la section précédente que I'équation des métriques de Kéhler-Einstein (renor-
malisée par A = 1) est équivalente a I’équation de Monge-Ampere complexe suivante d’inconnue la fonction
p €C®(M,C):

(wo + V—190p)" = el ~2u2, (3.5)

ol f est définie comme précédemment par Ric(w) — w = y/—193f. On peut montrer que cela implique que
la fonction f vérifie la condition de normalisation suivante :

/efwg’:/ wg -
M M

L’équation de Monge Ampere complexe (3.5) en ¢ avec la condition wy++/—1 99 > 0 est alors équivalente a
I’équation de Kdhler-Einstein en w (renormalisée en A = 1). En résumé, on s’intéresse au systéme d’inconnue
» € C*°(M,R) suivant :

det(g% + pz) = det(g%)exp(f —
(96J i7) (9;5) exp(f — ¢) (3.6)
Maintenant, on introduit un parametre ¢ € [0, 1] dans 1’équation précédente :
det(¢% + ¢;5) = det(g%)exp(f —t
(gzoj ?:;5) (935) exp(f — te) 37)

On remarque tout de suite que la solution au temps ¢ = 1 correspond a I'équation (3.6).

Pour conclure a I’existence d'une solution au temps ¢ = 1, on montre que ’ensemble S des temps ¢ € [0, 1]
tels qu’il existe une fonction ¢; € C>°(M,R) solution a 1’équation (3.7) au temps ¢ est un ouvert fermé non
vide de [0, 1] donc égal a [0, 1]. On doit donc montrer les trois propriétés suivantes :

e Il existe une solution pour le temps ¢ = 0.

e S'’il existe une solution ¢, au temps ¢ € [0, 1] alors il existe § > 0 tel qu'il existe une solution ¢, pour

tout ¢ € [to,to + I[.

e S'il existe une solution ¢, pour tout temps t € [0, 1] alors il existe une solution ., au temps ;.
Pour I'existence au temps t = 0, c’est une conséquence du théoreme de Calabi-Yau. Pour le caractére ouvert,
on pose

F:|C¥*(M)x[0,1] — Ch*(M)

det(g% + ‘pi}) .
(p;t) — In <det(g?j)> —(f—tp)

Maintenant, on calcule la dérivée de F' dans la direction de ¢ au point (¢y,, o) :
D(S"tmtO)F(w) = A/¢ + t(ﬂpv

ott A est le laplacien par rapport a we,, - Remarquons que si ¢ € ker Dy, +,)F alors ona ) = 0: en effet on
a

o<ty [ uPavy, = [ wavav,, = - [ |96l v, <o
M M M

ol g¢, est la métrique riemanienne associé a We,, - De plus, comme D(%O o) est un opérateur est auto-adjoint,

alors I'opérateur D(wo o) @ unnoyau réduit a zéro et on obtient que Dy, +,) est un isomorphisme pour tout

t € [0, 1, nous obtenons 'existence de § > 0 tel que pour tout ¢ €ltg, to + d], il existe p; € C>*(M) vérifiant
F(py,t) = 0 et tel que I'application ¢ — ¢, est continue. Il faut aussi que w,, soit une métrique kiahlérienne.
Quitte a réduire 9, le critere de Sylvester pour les matrices définies positives permet d’obtenir que les w,,
soient kdhleriennes puisque wy l'est. Il reste & montrer que ¢; est lisse. Ceci est une conséquence directe du
théoréme de régularisation des solutions de 1’équation de Monge-Ampere ([65, 28] pour plus de détails). De
plus, le théorie des opérateurs elliptiques, notamment le théoréme de régularisation elliptique, nous donne
bien que la solution est bien lisse.
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Le dernier point est la partie difficile. Celle-ci repose sur 1'obtention d"une constante Cj, > 0 indépen-
dante du temps t, telle que la famille (¢;) (e, <, [ S0it bornée pour la norme C* i.e.
ptller < C.

En effet, le théoreme d’Arzela-Ascoli permettra alors d’extraire une sous-suite ¢, qui convergera en norme
Ck1 vers Yoo quand ¢; — €1. De plus, d’apres les célebres travaux de Yau dans [65], nous sommes au final
réduit a chercher une estimation a priori en norme C°. De plus, rechercher C' > 0 telle que

lpllce < C,
est équivalent a chercher des constantes C et C telles que

supp; < C et C < inf ¢.
M M

Or on a une inégalité de type Harnack :
—inf o, < C(1+ sup¢y),
M M

(voir [58, 53] pour plus de détails). Ceci permet de réduire uniquement a la recherche d’une borne supé-
rieure. Le caractere fermé de S se résume donc a montrer
AC >0, Vt€[0,1], supp; < C.
M
Cette majoration n’étant pas automatique (sinon toute variété admettrait une métrique de Kédhler-Einstein),

nous introduisons un nouvel objet qui permet de mesurer le temps maximal d’existence de solutions pour
I’équation (3.7).

Définition 3.2.1 Soit (M, wy) une variété kihlérienne compacte de Fano. On pose alors
R(M) :=sup{t € [0,1] / Fw € c1(M), Ric(w) > tw}.
On appellera R(M) la plus grande borne inférieure de Ricci.
Le théoréme suivant permet de faire le lien entre ’équation de Monge Ampere (3.7) et R(M).

Théoréme 3.2.2 ([55]) Les propositions suivantes sont équivalentes pour 0 <t < 1:
e ['équation (3.7) admet une solution au temps t,
o il existe une forme kiihlérienne w € c1 (M) telle que Ric(w) > tw.

En particulier, cela implique bien que R(M) est le temps maximal d’existence d'une solution a 1’équation
(3.7). En particulier, nous obtenons donc le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.3 Soit (M, wq) une variété kihlérienne compacte. Alors M admet une métrique de Kihler-Einstein si
et seulement si R(M) = 1.

3.3 Le flot de Ricci

Une autre maniere de démontrer 1’existence de métriques de Kahler-Einstein passe par le flot de Ricci et
sa convergence. Nous l'introduisons dans la section suivante :

3.3.1 Définition

Avant de commencer, faisons quelques rappels sur les objets que nous allons utiliser dans cette section.
Si on considere une variété kdhlérienne (M, w) de dimension n, on rappelle que la forme de Kihler w et la
forme de Ricci Ric(w) ont les expressions locales suivantes :

Ric(w) = V=1 R; dz' AdZ’, ot R5 = —8;0;log det (g,5). (3.9)
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3.3.2 Définitions

Maintenant, prenons (M, wy) une variété kihlérienne compacte de dimension complexe n. On dit que la
famille (w;)¢er de formes de Kéhler (dépendant d'un parametre ¢t € I C R o1 I est un intervalle contenant
0) est solution du flot de Kihler-Ricci sur M avec comme condition initiale wy si elle vérifie

4 :
T T Ric(wt), wi=o = wo. (3.10)

Par la suite, il nous faudra considérer (pour la convergence, voir section 3.3.4) 1’équation suivante :

0
a&)t = — Ric(@t) — l/(:)t, (:}t:o = Wo, (311)
ot v € {0,1} et on appelle cette équation : I'équation du flot de Kiihler-Ricci normalisé.

En fait, on peut voir que 1’équation (3.11) avec v = 1 est une renormalisation de I"équation (3.10). Plus

précisément on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.1 Soit (ws)ser une solution de I'équation (3.10) définie sur R. Alors w, est une solution de I'équation
(3.11) avec v = 1 pour tout t € R oi

Ws
s+

Wy t =log(s+1).

Démonstration. On commence par remarquer que
t=In(s+1) <= s=¢e" -1,
et grace a I'expression (3.9), nous avons
Ric(w;) = Ric(ws).
Ainsi,on a:

0 0500
ot T ot os

_etﬁ Ws
T 9s\s+1

0
. ((s—&—l)%ws —ws)

(s+ 1)

=€

1
= ((s +1) Ric(ws) — wy)

= Rlc(fut) + @t,

ce qui permet de conclure. O

3.3.3 Existence et unicité de solutions maximales

Dans cette section, nous allons démontrer I’existence et 'unicité d une solution maximale pour I'équation
(3.10). La premiere étape va étre de déterminer une borne supérieure au temps d’existence d’'une solution.
En effet, supposons que (w;) soit une solution définie sur un intervalle [0, #[. Alors en prenant les classes de
cohomologie de I’équation (3.10), on obtient

0 0
g [w(t)] = [E w(t)] (car la dérivée par rapport au temps n’intervient
pas dans les calculs de cohomologie)
= —[Ric(w)] (d’apres I'équation 3.10)

= —27TC1(M)
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Comme le membre de droite ne dépend plus de temps, on obtient donc
[wi] = [wo] — t2me (M) Yt € [0,¢], (3.12)

or w; est une forme de Kédhler i.e. w; > 0. Nous obtenons ainsi une condition nécessaire pour que le flot
existe sur [0, ¢[ : on doit avoir

t' <sup{t >0/ [wo] — t2mc1 (M) > 0} =: T.
Nous pouvons montrer que la condition est, en fait, suffisante.

Théoréme 3.3.2 Il existe une solution maximale w, a I'équation du flot de Ricci-Kihler (3.10) définie sur I'intervalle
10, T

Démonstration. On esquisse la démonstration. On pourra consulter [9] pour plus de détails.

On commence par fixer 77 < T et on montre qu’il existe une solution a 1'équation (3.10) sur [0, 7”]. Nous
allons définir une forme de Kahler de référence &, dans chaque classe de cohomologie [wo] —t 27 ¢, (M) pour
t €]0,T'[ (cette classe est de Kahler car t < T" < T'). En particulier, il existe une forme de Kéhler 7 telle que

n € [wo] —T' 2mey (M).
Et on définit &; comme le chemin linéaire entre wy et 7 i.e.

Wp := wo + tx € [wo] — t2mey (M), Vt €]0,T'[,

ol
X = %(n —wp) € —2mer (M).
En définissant la forme volume 2 sur M par Q = e/ wq ol f vérifie x = — Ric(wp) ++/—1 99 f, nous obtenons
qu’elle vérifie
V—100logQ = x = %}Jt € —2mcy (M). (3.13)

On cherche maintenant une famille (¢;):c[o, 77| de fonctions lisses définies sur M a valeurs réelles telle
que

Doy .

5

Et on a alors le résultat suivant :

log , W4+ V—=100p; >0, wi—o=0. (3.14)

(th + -1 8530,3)”
Q

Lemme 3.3.3 Résoudre I'équation du flot de Kihler-Ricci (3.10) est équivalent a résoudre I'équation de Monge-
Ampere (3.14).

Démonstration. Soit ¢, une solution de I’équation (3.14). Posons alors
Wt = (I)t + Vv -1 aapt

On a dong, d’apres la deuxiéme équation de 3.14, que w; > 0 i.e. w; est une forme de Kdhler. De plus, elle
vérifie bien la condition initiale de valoir wy au temps ¢ = 0 d’apres la troisieme équation de (3.14) et le
calcul suivant montre qu’elle est bien solution du flot de Kahler-Ricci (3.10) :

) o {0y
&wt = &Wt +v—100 (&f)
) _ _ _
= 50 + V=100 ((log(@r + V=190¢1)") — V=199(log Q). (voir I'équation (3.14))

Grace a la formule 3.13, le premier et le dernier termes se simplifient, on obtient donc

0 _ _

&wt =V 7186((10g<®t + V *163@&”)
= v/~-109(logw}") (par définition de w)
= V/—180(log det((g:);5)) ol g; est la métrique riemannienne associé a w;

= —Ric(wy) (voir I’équation (3.9)) .
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Réciproquement, si w; est une solution de 1’équation (3.10) alors en prenant les classes de cohomogie de
cette équation, nous obtenons que [w;] = [wo] — ¢ 27 c1 (M), et puisque par définition &; appartient aussi a
cette classe, en utilisant le d0-lemme, on peut trouver un potentiel ¢, tel que

VT
Wy = Wt + 788(;%
2m

Quitte a rajouter une constante, on peut supposer que @, vérifie

M

De plus, le théoreme de régularité parabolique, nous dit que l'application (x,t) — ¢.(z) est lisse sur
M x [0,T"[. Donc nous obtenons

V=100 logw" = v/—19d1og det((g¢);7)

= — Ric(w)
0 - .
=5 wy (voir I'équation (3.10))
0 _
== (@ + V—100%,) (par définition de ).
_ _ [ 0p
=+v—-100logQ ++v—100 (5:) (voir I'équation 3.13)

Or M est une variété compacte donc les seules fonctions pluri-harmoniques sont les constantes, ce qui nous
donne :

dpr wi'
—— =log — t
at Og Q +C( )7

ott ¢ : [0, T'[— R est une fonction lisse. Maintenant, on pose

t
Pt = Pr — / c(s)ds — o,
0
et on a alors que ¢ est une solution de (3.14). En effet, il est clair que ¢y = 0 et que

dpr (i — f(f c(s)ds — o)

ot ot
o
=5 W

= log ﬁt (par définition de ¢(t))

(@ + %65%)”
Q

= log (par définition de wy).

3.3.4 Convergence du flot

3.3.5 Notions de convergence

Fixons une variété kihlérienne compacte (M, w). Si f est une fonction sur M, on définit la norme C° de f
sur M par

[ fllco(ary = sup | fl,
M



36 CHAPITRE 3. LES SOLITONS DE KAHLER-RICCI

et pour tout ouvert U C M,
[fllcoqwy = sup |1

On étend cette définition aux tenseurs réels. Pour cela, si on se donne W un tenseur réel, on définit |W|§ en
contractant par g, on définit alors la norme sur M de W par :

Willeoar.g) = [1HWlg lleoary-

Maintenant, en considérant la dérivée covariante réelle associée a la métrique g, on définit pour toute fonc-
tion f le tenseur VF f dont les composantes sont (Vgr);, - - - (Vr),, f, et de méme pour tout tenseur W. On
définit alors la norme C* sur M pour tout fonction f et pour tout ouvert U C M :

k
I £llcew.gy = D IVE Flleow,g)s

m=0

et de maniere similaire pour tout tenseur W.
Finalement, on dit que la famille (T}); de tenseurs converge de maniére C*° (M, g) vers T si

t—o00

Vk €N, [Ty — Twollerarg) — 0.

Etude dans le cas ot ¢; (M) < 0

On consideére une variété kihlérienne compacte (M, wy) telle que ¢1 (M) < 0 et on suppose de plus que
wo € —27T61(M).
En appliquant le théoreme 3.3.2, on obtient qu’il existe une unique solution maximale & 1"équation (3.10) :

0 .
—w; = — Ric(wy), wi—p = wo,

ot
et que cette équation est définie sur l'intervalle [0, T'[ out
T :=sup{t >0/ [wo] — t2m c1 (M) > 0}.
O.r on sait que wy € —2mc1 (M) et ¢1(M) < 0 donc
YVt >0, [wo] —t2mer(M)=—(t+1)2rc1(M) >0

d’ott
T = +o0.

On a donc une solution w = w; définie pour tout ¢ > 0 a I'équation (3.10). En prenant les classes des
cohomologies de cette équation, on obtient

[wt] = (1 +t) 27T81(M),

et donc w; diverge quand ¢ tend vers l'infini. On ne peut espérer faire converger ce flot. Pour cette raison, on
considere 1’équation de Kéhler-Ricci normalisée (3.11)

o =~ Ric(er)

—w; = — Ric(wy) —wr,  wi—g = wo.

o t t t=0 = Wo

Nous avons vu alors grace au lemme 3.3.1 que cette équation admet aussi une solution w; définie pour tout
t > 0. Cette fois-ci, en passant aux classes de cohomologie, on obtient que

[wt] = =27 C1 (M)
Nous avons alors le résultat suivant.

Théoreme 3.3.4 ([13]) Soit (wi)i>o la solution de I'équation du flot de Kihler-Ricci normalisée (3.11). Alors w
converge de maniere C* vers une métrique de Kihler-Einstein wx g € —2m c1(M).
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Etude dans le cas ot ¢; (M) = 0

On consideére une variété kdhlérienne compacte (M, wy) telle que ¢; (M) = 0.
En appliquant le théoréme (3.3.2), on obtient qu’il existe une unique solution maximale a I'équation 3.10
et que cette équation est définie sur l'intervalle [0, T ot

T :=sup{t >0/ [wo] — t2mc1 (M) > 0}.

or on sait que ¢ (M) = 0 et wy > 0, donc
T = +o0.

On a donc une solution w; définie pour tout ¢ > 0 a I’équation (3.10). En prenant les classes de cohomologie
de cette équation, on obtient

[wi] = [wol-

On peut alors montrer le résultat suivant :

Théoreme 3.3.5 ([13]) La solution w, a I'équation (3.10) converge de maniére C*° vers I'unique métrique de Kihler-
Einstein wi g € |wo)-

Etude dans le cas oit ¢, (M) > 0

Comme dit précédemment, il n'y a pas toujours existence de solutions a 1’équation de Kéhler-Einstein
sur une variété M dont la premiere classe de Chern ¢ (M) est positive. On introduit donc des solutions
"particulieres" que I'on appelle soliton de Kéhler-Ricci qui se trouvent étre des solutions auto-similaires i.e.
qui évoluent le long des symétries du flot (d’ot1 la terminologie). Dans notre cas, nos symétries seront de
renormalisation et de difféomorphismes. En effet, supposons qu’il existe X € n(M) tel que

Ric(wg) —wy = Lx (wg)

alors hy := (1+1t)pjw ol ¢ est le flot associé a Re X vérifie % = — Ric(hy). Apres cette bréve introduction,
nous allons étudier ces solutions plus en détails dans la section suivante.

3.4 Les solitons de Kihler-Ricci

3.4.1 L’équation des solitons de Kadhler-Ricci

Soit (M, w) une variété kahlérienne compacte dont la premiere classe de Chern est positive ¢; (M) > Oi.e.
M est une variété kdhlérienne compacte de Fano. Rappelons que nous notons 7(M ) 'ensemble des champs
de vecteurs holomorphes complexes sur M.

Définition 3.4.1 Soit M une variété kihlérienne compacte de Fano. On dit que le couple (X, g) est un soliton de
Kihler-Ricci si

o X e n(M)ie X estun champ de vecteurs holomorphe,

o g est une métrique kihlérienne sur M
telle que

Ric(wg) — wg = Lx (wg), (3.15)

ou
o w, est la forme de Kiihler associée g,
e Ric(wy) est la forme de Ricci associée wg,
o Lx(wy) est la dérivée de Lie de wy dans la direction de X.

Remarque. Cette notion généralise la notion de métrique de Kéhler-Einstein. En effet, si on prend X = 0,
alors on retrouve I'équation de Kahler-Einstein (3.1.1).
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Remarque. La condition d’étre de Fano n’est pas nécessaire car elle découle de I'équation (3.15). En effet, on
a

Ric(wg) —wy = Lxwy
= d(ixwg) + ix(dwg) (formule de Cartan)

= d(ixwy) (car wy est fermée).

Or ixw, est une (0,1)-forme d-fermée (résultat démontré dans la suite). Donc d’apres la théorie de Hodge
(voir [63] pour plus de détails), elle s’écrit

IxWg = Oz—|—5(b,

ol « est une (0, 1)-forme harmonique et ¢ une fonction appartenant a C* (M, C). Ainsi nous obtenons que

Ric(wy) — wy = O(ixw,) (car ixw, est O-fermée)
= 9(a + d¢) (d’apres ce qui précede)
= 00¢ (car « est harmonique).

Donc en passant aux classes de cohomologie et en utilisant le fait que Ric(w,) est un représentant de
2meq (M), nous obtenons que 2meq (M) est représentée par la métrique w, et donc ¢1 (M) est obligatoirement
positive. Ceci nous donne une condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton Kdhler-Ricci.

Lemme 3.4.2 Soit M une variété de Fano compacte. Si (X, g) est un soliton de Kihler-Ricci alors la forme de Kihler
wgq associée a la métrique g vérifie wy € 2m cq (M).

3.4.2 Les théorémes d’existences et d’unicités

Les deux questions importantes lorsque nous étudions une équation sont l’existence et I'unicité de so-
lutions. Dans le cas des solitons de Kihler-Ricci, il existe un résultat concernant 1'unicité démontré dans
[61, 59].

Proposition 3.4.3 Soit une variété kihlérienne de Fano compacte M. Si (X, g) et (X', ') sont des solitons de Kiihler-
Ricci alors il existe o € Aut(M)° tel que

’

wg =0"wy, X = (0™h)(X).

ot Aut(M)° est la composante connexe de l'identité du groupe Aut(M) des automorphismes holomorphes de M.

Par contre, nous n’avons pas de résultats généraux concernant I’existence. Nous pouvons montrer 1’exis-

tence sur des variétés de Fano particulieres, par exemple sur les variétés toriques de Fano (voir la section
4.1).

Théoréme 3.4.4 ([64]) Il existe un soliton de Kihler-Ricci, qui est unique modulo les automorphismes holomorphes,
sur toute variété kithlérienne compacte torique de Fano.

Pour démontrer ce résultat, Zhu et Wang commencent par déterminer le champ de vecteurs solitonique a
l'aide de I'invariant de Futaki et ensuite ils se rameénent a une équation de Monge-Ampére réelle et concluent
a l'aide de la méthode de la continuité.

3.4.3 Etude de I'équation des solitons de Kihler-Ricci

Dans cette section, nous allons étudier les conséquences de 1’existence de solitons de Kéhler-Ricci sur
une variété de Fano compacte.

Pour cela, on fixe une variété de Fano compacte M et on considere un soliton de Kihler-Ricci (X, g) sur
M. Par l'équation (3.15), les formes w, et Ric(w,) sont des (1, 1)-formes réelles, nous obtenons que £ xw,
est aussi une (1, 1)-forme réelle i.e. L1, xwy = 0, ott Im X est la partie imaginaire de X. Nous avons alors la
proposition suivante.
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Proposition 3.4.5 Soit M une variété de Fano compacte et (X, g) un soliton de Kihler-Ricci sur M. Nous avons
alors les conséquences suivantes :

(i) la dérivée de Lie L xwq est une (1,1)-forme réelle i.e. Limxwg = 0,

(ii) la partie imaginaire ImX du champ de vecteurs X engendre un sous-groupe a un parametre compact (¢¢)ier
composé d’isométries pour w.

Démonstration.
Le premier point a déja été prouvé.
Pour le second point, comme M est une variété compacte, le flot (¢;):cr de ImX est global. De plus, par
ce qui précede et par les propriétés du flot, on a
d
0= Limxwyg = —|i=0((¢¢)+w)-
dt
ainsi, comme ¢y = id, nous obtenons

(Pr)sw = (¢o)sw = w, Vt€R,

ce qui permet de conclure. O

Avant d’étudier plus en détails cette équation, faisons quelques rappels afin de fixer les notations et
conventions. Si g est une métrique kidhlérienne, alors g s’écrit localement

9=29;5 dz' @ dz?. (3.16)
(On rappelle aussi que nous notons (¢°*) l'inverse de la matrice (g;5).)
De plus, la forme de Kéhler w, associée a g et la forme de Ricci Ric(w,) associée a w, s’écrivent alors
wy = V—lg; dz' ANdZ, (3.17)

Ric(wy) = V=1R; dz' AdZ’, ot R;5 = —9;05log det(g,7)- (3.18)

Avec ces notations, nous pouvons étudier 1'équation des solitons de Kahler-Ricci. Pour commencer, nous
avons le lemme suivant

Lemme 3.4.6 Soit M une variété de Fano compacte. Alors pour toute métrique kihlérienne g telle que sa forme de
Kihler wy appartienne a 2m c1 (M), il existe une unique fonction hy € C*°(M,R) vérifiant

Ric(wy) — wy = V—100hy, / ehgwg = / Wy (3.19)
M M

Démonstration. Puisque w, € 27 ¢1(M) et Ric(w) appartiennent a 2 ¢; (M ), nous obtenons par le 90-lemme
qu’il existe une fonction h, € C*°(M, R) telle que

Ric(wy) —wy = V/—100h,.

De plus, hg est entierement déterminée modulo une constante, on normalise alors en demandant en plus

que
hg n _ n
/ e wy —/ Wy
M M

ol w” = w, A -+ Aw, la forme volume associée a w,. En effet, comme w” est une forme volume, nous avons
g g g g

g
que
/ ehgw; >0 et / wy >0,
M M

._ S
0 .= log <W, s

donc en posant
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hg+0, n __ n
/ e wg = / wg .
M M

De plus, cette normalisation détermine entiérement k. En effet, supposons que h,, et ?Lg vérifient cette condi-
tion, alors par hypothese on a que

on obtient bien que

hg = hy +0,

en prenant 'intégrale, on obtient

0 hg, m _ hg+6, n _ hg n _ n _ hgy
(& / (& wg —/ (& (JJg —/ e wg = wg = (& ng
M M M M M

donc comme [}, e"sw? > 0, nous obtenons que ¢’ = 1 i.e. § = 0. Ce qui permet de conclure a 'unicité. O

Exploitons maintenant le fait que M est une variété de Fano i.e. ¢;(M) > 0. Rappelons (voir section 2.5)
que pour tout champ de vecteurs holomorphe X € n(M), il existe une unique fonction §x € C*(M,C)
vérifiant

ixwy =V—100x, / egxwg = / Wy (3.20)
M M
Nous avons alors le résultat suivant qui fait le lien entre les fonctions 0 x et h :

Proposition 3.4.7 En gardant les notations des lemmes 3.4.6 et 2.5.5, nous obtenons que si (X, g) est un soliton de
Kihler-Ricci alors hy = 0x.

Démonstration. Commencons par rappeler 1'égalité (2.4) :
£Xwg =V —1(959)(.

Comme (X, g) est un soliton de Kéhler-Ricci, par ’équation des solitons de Kéhler-Ricci (3.15), nous avons
que ~
V—1000x = Lx(wy) = Ric(wy) — wy.

Or, par I'équation (3.19), nous avons aussi
V—190h, = Ric(wy) — wy.

Ainsi 0x et h, vérifient la méme équation, et de plus, par hypothese, les fonctions §x et hy vérifient la méme
condition de normalisation, on conclut alors par unicité de fx (voir le lemme 2.5.5). O

3.4.4 L’invariant de Futaki pour les solitons de Kahler-Ricci

Cette section s’inspire grandement de l'article originel [59].

Une premiére définition de l’invariant de Futaki

Dans cette section, on considere une variété de Fano compacte M et une métrique kdhlérienne g sur M
telle que sa forme de Kéhler w, appartienne a 27 ¢1 (M). On définit alors !"invariant de Futaki pour les solitons
de Kihler-Ricci qui nous donnera une condition nécessaire pour que (X, g) soit un soliton de Kahler-Ricci.

Définition 3.4.8 Soit M une variété de Fano compacte et soit g une métrique kihlérienne sur M telle que wy €
c1(M). Pour tout champ de vecteurs holomorphe X € n(M), on définit la fonctionnelle Fx, appelée fonctionnelle de
Futaki, par
Fx:|nM) — C
v v(hyg —HX)eexw;‘
M
ot on note :
o hg l'unique fonction appartenant a C*° (M, R) vérifiant

Ric(wg) — wy = V—1090hy, / ehgwg :/ Wy,
M

M



3.4. LES SOLITONS DE KAHLER-RICCI 41

o Ox l'unique fonction appartenant a C*>° (M, C) vérifiant

Z'Xwg:\/—lgﬁx, / eexwg:/ wg.
M

M

(voir les lemmes 3.4.6 et 2.5.5 pour plus de détails)

Au vu de la définition, il semblerait que la fonctionnelle F'x dépende de la métrique kdhlérinne g mais le
lemme suivant montre qu’il n’en est rien et que la fonctionnelle de Futaki F'x est un invariant holomorphe
appelé invariant de Futaki :

Lemme 3.4.9 Soient M une variété kihlérinne de Fano compacte et g une métrique kihlérienne sur M telle que
wq € 2w c1(M). Alors, pour tout X € n(M) la fonctionnelle Fx est indépendante de g.

Démonstration. La preuve que nous donnons est tirée de [59]. Soit g’ une autre métrique kihlérienne telle
que wy € 2w ¢ (M). D’apres le 00-lemme, il existe une fonction ¢ € C* (M, R) telle que

Wy = Wg + V—1006.
e La premiere étape de notre démonstration consiste a montrer que
Ox(g") = Ox(9) + X(¢) + ¢,
ol ¢ est une constante. Pour cela, on remarque que d’un c6té nous avons

V=190x(g) + X(¢)] = ixwy + V=1 9[X(¢)],

et de l'autre c6té, nous avons

V=190x(9') = ix(wy) = ix(wy +V—100¢)
= ixwy + V—1ix (00¢).

Maintenant, on remarque que B B
ix (00¢) = 9[X(9)].
En effet, si on écrit localement X = X?9;, nous avons alors d'une part
d’ott B ~ o
ix(009) = (0;0;¢) X'dz’.

Et d’autre part, nous avons aussi

X(¢) = X'(0:9),

d’ou
0X(¢) = 0((9;0)X")dz’
(0;0;0)X"dz’ (car X est holomorphe)
= (0;0;¢)X"dz’ (car ¢ est a valeurs réelles).

Ainsi, on remarque B
ixwy = V=10 (0x(9) + X(¢)),

et dong, par la formule de Cartan,

Lxwy =V~109 (0x(9) + X (9)).
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De plus, par définition, nous avons aussi
,CXng/ =V -1 859){ (gl).

et donc B
90 [0x (g") — (0x(9) + X (9))] = 0.

Par le principe du maximum, nous obtenons que
Ox(9") = Ox(9) + X(¢) +c.
e La seconde étape consiste a montrer que la constante ¢ est nulle i.e.
0x(g") = 0x(g9) + X(¢).
Pour cela, nous définissons les métriques kidhlériennes w,_ par la formule
wy, = wy + (s — 1)v/—100¢, Vs € [1,2].
Remarquons (nous démontrerons ces égalités a la fin de la preuve) que nous avons

d, :
- (w5.) = Ao wy, (3.21)

oll A, est ’opérateur laplacien associé a wg, et
X(f) =(00x(95):9 flu,,, Vf €C>(M,C). (3.22)

Nous pouvons aussi remarquer que la premiere étape de la démonstration nous donne que pour tout
s € [1, 2], il existe une constante c, telle que

0x(gs) = 0x(9) + X (¢) + cs.

Ainsi, nous obtenons que

% | exploxto) + (s - Dx (@),

= / %( exp(0x(g) + (s —1)X (¢))W;LS) (interversion dérivée et intégrale)
M

:/ (Aso+ X(¢)) exp(Ox(9) + (s — 1) X ())wy. (grace ala formule (3.21)).
M

Or, en utilisant la formule d’intégration par partie et la formule (3.22), nous obtenons que

As¢ exp(bx(g) + (s — 1) X(¢))wg,
M

(9, dlexp(0x (9) + (s — )X (9))]) wy,

(0¢,010x (9) + (s — X (9)]) exp(0x(g) + (s — 1) X () wy,

(09,010x (9) + (s — )X (9) + csl) exp(x (9) + (s — 1) X (¢)) wy,

(9¢,010x (95)]) exp(0x(g9) + (s — 1)X(9)) w,

X(6)exp(Ox(9) + (s = 1) X(9)) wy,-

N el el e
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Ceci implique que
d
o | explox(o) + (s - DX (@) =0
SJIM

donc nous avons
| explox(o) + (s = DX (o), = [ esplOxtaNeg = [ wp,

De plus, puisque wy, et w, ont la méme classe de Chern, par la formule de Stokes, nous avons
|wi=[ a.
M M

[ exploxto) + (s = DX (o, = [ wp
M M

et on conclut grace a I'unicité démontrée dans le lemme 2.5.5, que

ce qui nous donne

GX(g) + (5 - 1)X(§0) = GX(gs)a Vs € [172}7

donc en particulier, en prenant s = 2 que

0x(g9) + X(p) = 0x(d),

ce que nous voulions.
o La troisieme étape consiste a remarquer que

Bo= h, —log 2
g =hg — ngﬁ—¢+0,
g
o1 c est une constante. En effet, nous avons
V—=100h;, = Ric(wy) — wyr

= Ric(wy) — wy, — V—190¢

= Ric(wy) — Ric(wy) + V—180h, — V/—190¢.
En écrivant cela en coordonnées, nous obtenons que

_ wy
d0lhy — hy + log w—i—i— ¢] =0,
9

ce qui permet de conclure.
e La quatriéme étape consiste a montrer que pour tout (X,v) € n(M)?, ona

/ o(hy — Bx(9))eX D = / o(hy — x(g))e’x @,
M M

ce qui achévera donc la démonstration du lemme. Pour cela, on rappelle que nous avons défini les
métriques kdhlériennes wy, par la formule

Wy, = wy + (s — 1)v/=190¢, Vs € [1,2],

et nous posons aussi
n

w ’
he =hg — log—i— (s—1)p, Vsell,2].
Wy
Commengons par remarquer que

Ric(wy,) — wy, = V—190hs, (3.23)
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et que

dhg
ds

=—(Asp+9). (3.24)

(Nous démontrerons ces deux égalité a la fin de la preuve.) Remarquons aussi tout de suite que nous
avons

dGZigs) _ %[QX@ +(s—1)X(9)] = X(¢). (3.25)

De plus, on rappelle qu’en faisant un raisonnement similaire a celui de la section 3.4, nous obtenons
que pour tout v € n(M) fixé, il existe une fonction s € C>°(M, C) telle que :

iv(wg,) = V=109,
et que nous avons la formule suivante :
Vs € [1,2],Vf € C>°(M,C), v(f) = (15,0 f)a,. - (3.26)

(on démontrera cette égalité a la fin de la preuve.)
On définit alors

f: L2 — C

S /MWhS—eX(gs))eM%)w;'

On va étudier la dérivée de f par rapport & la variable s et montrer qu’elle est nulle, ainsi f(s) ne
dépendra de s i.e.

fls)=f(1), Vse[L,2].

En particulier, nous aurons que

ce qui permettra de conclure. Passons au calcul, en utilisant les équations (3.23), (3.25) et (3.24), nous
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obtenons que

&

=
V)

=

&
V2]
&l

(/M v(hs = Ox (gs))ee)‘(gg)wl)

[v(hs - 0X (gé))] eex(!]s)wn

9s

&l

d
v(hy = 0x(95)) =" 0wy,
d

o(hs — Bx(9:))e™ @ —[wj |

+

_|_

d
U(% [hs —0x (95)]) eox(gS)w;:

d
v(hs —0x (%))@ [0x (g5)] € 92) Wg.

_|_

_|_
T ET I

Ox(gs n
0(hs = 0x(g2))e"* 19 — [} ]

V(~Dyh — ¢ — X (9))e?x @)

X(¢)v(hs —0x (gs))eex (gs)w;:

(A9¢) U(hs —0x (gs))BOX(gS)w;:~

+

+
ToET T

_ / V(=g — ¢ — X(§))e> )01
M

v / (A6 + X(6) v(hs — Ox(gs))ex @)
M

De plus, grace a I’équation (3.26), nous obtenons

U _ [ G BETTRGN, Lxn
s _—/];/[<8'(/)S78(As¢s+X(¢))>wg560 g Wgs
- / (05, ), €7 9o,
M

* / (Aths + X (0)) v(hs — Ox(g5))e"> 9 .
M

Maintenant, en faisant une intégration par partie et la formule (3.22), nous obtenons que

_/ <5wsa5¢>w95 e9x(gs)w;ls = __/ <5(¢s eex(gs))’5¢>‘*’9s w;ls'
M
4 /M (@(e?x (), 89).,, by ).
:/ (D) b X )07
M

+ X (¢) s €9x(gs)w7; .
M °

45
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De méme, on montre que

- / (D05, 0(A56 + X(9)))a, > e, = / (B + X (@) (Bsths +v(0x(95))) €]
M M
Ainsi, en utilisant les équations précédentes, nous avons

df (s)
ds

" /M s(As + X ()" 9wy,

= /M (As¢ + X((b)) (Asths + U(OX(gS)))e9X(gs)w;LS

s

+ [ (B4 X(0) 0l = Ox(92))e™ 0.
En simplifiant cette expression, nous obtenons que

df (s)
ds

= /M(As¢ + X(QS))(AST,ZJS + ’L/JS —+ U(hs))eex(gs)w;:,

On pose maintenant
p= Asd)s + s + v(hs)

et nous avons alors que
Op = 0. (3.27)

(Cette égalité sera démontré a la fin de la preuve.)
Donc en faisant une intégration par partie, nous obtenons que

df (s)
ds

:/ (O, 09)w,, €™ wy = 0.
M o )

Ainsi nous obtenons que f(1) = f(2), ce qui permet de conclure.

Il nous reste a montrer les 5 égalités énoncées au cours de la démonstration.
e Commengons par montrer 1’équation (3.21) :

d n n
% (wgs ) = ASQ/) wgs.
En effet, on a

d oy d B B
s (wgs ) = s ( det[wij + (s — 1)¢z‘j] dV)

(ot on a posé ¢,5 := 0;0;¢ et dV la forme volume standard)

- d
= Wy, @(%3 + (s = 1)¢5) det(gs)dV
= w”; ¢ det(gs)dV

n
= As¢ wgs
(o1 A, est 'opérateur laplacien associé a wy, ).

e Passons a la démonstration des équations (3.23) et (3.24) :

dhg
——= _(As¢ + QS)

Ric(wy,) — wy, = v/—100hs, P
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On rappelle que
he = hy —log —% — (s — 1
g — 108 W (s—1)¢
det g5
=hg— — (s —1)9.
g g det ( )(b

Nous avons donc
V=109 hs =+/—109h, —V/—10dlogdet g5 + V—1001logdet —(s — 1) v/=109¢ = Ric(ws) — ws.

L’équation (3.23) découle alors directement de 'égalité précédente en utilisant les expressions des
différents termes de la somme. Pour l'autre égalité, le calcul suivant permet de conclure :

dhg B d ) det g
as  ds \ & e, ) ¢

(9.)5 ) — ¢

95 s

gfg 95+ (s — 1)3i5j¢> -9

= —97 (9:0;0) — ¢
= 7As¢ - ¢

o5}
I~ —

¢ Ensuite, il y a ’équation (3.26) : S
v(f) = (09s,0 [, -
Comme cette égalité est ponctuelle, pour la montrer nous pouvons nous placer dans un systeme

normal pour g, en un point quelconque et faire le calcul en ce point. Ainsi comme v est holomorphe,
il s’écrit localement sous la forme v = v*0;. Ainsi, nous obtenons que

v(f) = 'Uiaif =2'0; I

Or, dans un systéeme normal pour g,, 1'égalité i, (wy,) = +/—10¢, nous donne que v = gjws pour
tout j € {1,--- ,n}, ainsi nous obtenons

v(f)=0;v¢s 0; f.

On conclut en se souvenant que nous sommes dans un systeme normal pour g5 et donc que dans ce
systeme le membre de droite vaut bien (9,9 f).,. -

o De méme, I'équation (3.22) est identique a la précédente (en remplagant v par X).
o [l reste & démontrer 1’égalité (3.27) : B
dp = 0.

Remarquons que I"équation est ponctuelle, on se place dans un systéme de coordonnées normal cen-
tré (en un point z de M quelconque) pour la métrique g i.e. au point z, nous avons gz = d,5. Ainsi,

I'égalité i, (w,,) = V=101, devient v* = 9;1)5 (ot1 les v; sont les cordonnées locales du champ de
vecteurs v i.e. on a v = v'9;). Au point z, nous avons donc

D= AS”‘/}s + 1/)5 + U(hs)
= 0;0:%s + Vs + v; Oihs
= @Ezwa + % + 5i’(/)s azhs

On peut encore l'écrire pour plus de lisibilité, avec ¢ = 1), :

P =5+ ¥+ Pylhs)i



48 CHAPITRE 3. LES SOLITONS DE KAHLER-RICCI

On a dong, avec R = Ric(g,) pour plus de lisibilité :

p; = %3 + Q/ﬁ] + ¢Tj(h8)i + %(hS)ij

=Y, + R ibm + 5 + ¥(hs)i + ¥i(hs) 5 (par les formules de Ricci)
= R, bm + 5+ i(hs) 5 (puisque v; = v" est holomorphe)
= R, m + 5+ 0 (R7 — 9;7) (par définition de hy)
=0 (par les formules de Ricci).

O
La premiere propriété importante de cet invariant est qu’il nous donne une obstruction a I'existence de
solitons de Kéhler-Ricci. Plus précisément, nous avons le résultat suivant :

Lemme 3.4.10 Soit M une variété de Fano compacte et soit (X, g) un soliton de Kihler-Ricci sur M. Alors l'invariant
de Futaki F'x pour le champs de vecteur X est nul i.e. Fx = 0.

Démonstration. Nous avons vu dans le lemme 3.4.9 que I'invariant de Futaki ne dépend pas de la métrique
choisie, nous prenons donc la métrique g associée au soliton de Kahler-Ricci (X, g). Or, nous avons vu dans
le lemme 3.4.7 que
hg = 0x(9),
d’ou
v(hg —0x(g)) =0, Vo €n(M),

or par définition, la fonctionnelle F'x a pour expression :

Fo) = [ vlh=0x(o)e™ @,
ce qui permet de conclure. O

Une autre formulation de l'invariant de Futaki

On garde les notations introduites dans les sections précédentes. Rappelons que si on a une métrique
kahlérienne g telle que sa forme de kdhler w, appartienne a 27 ¢, (M), il existe une unique fonction by €
C>(M,R) vérifiant

M

Ric(wy) — wy = vV/—190hy, / ehgwg = / Wy (3.28)
M

De plus si X est un champ de vecteurs holomorphe alors il existe une unique fonction §x € C*(M,C)
vérifiant

ixwg:\/—lgex, / egxwg:/ Wy (3.29)
1 M

M
On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.4.11 Nous avons la relation suivante :

E[AQX + X(hg) + ex] =0,

ot A est le laplacien associé a w,.

Démonstration. On fait le calcul dans un systeme de coordonnées locales. En utilisant alors les formules
(3.28) et (3.29), les trois termes séparément se simplifient alors mutuellement entre eux. O

Comme M est compacte, le principe du maximum nous dit que
—(Abx + X (hy)) = Ox +c,
oll ¢ est une constante. On peut donc renormaliser la fonction 6 x en une fonction §X qui vérifie donc

ixwy = vV—100x, Abx + X (hy) = —0x. (3.30)
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Remarquons que cette renormalisation est équivalente & demander que 0x vérifie

/ axeh-‘?w; =0.
M

En effet, cela résulte de la formule d’intégration par parties qui nous donne que
/ Afxels wy = — / <59X,56h9 )y wy
M M
=— /M<59X,5hg>wgeh’9wg.
=— / X(hg)ehgw;"
M

( La derniere égalité résulte du fait que v/—190x = ixw,). Nous avons alors le lemme suivant :

Lemme 3.4.12 Soit (M, wy) une variété de Fano compacte. Pour toute fonction ¢ € C*°(M,R) telle que
Wy 1= wy +V—100¢.

soit une forme kiihlérienne pour une métrique g'. Alors la forme wgy appartient a 2w c1 (M) et donc pour tout X €
n(M) il existe Ox (g') € C>° (M, C) telle que

ixwy =V=100x(g), Aybx +X(hy) = =0x(g),
oil hg est définie par le lemme 3.4.6 pour la métrique g'. Nous avons alors la relation suivante :
Ox(g') = Ox(9) + X(0).

Démonstration. Commencons par introduire quelques notations. Pour tout s € [1,2], on pose

Wy, = Wy + (5 — 1)v/=190¢, (3.31)
et
wn
hs = hg —log gns — (s = 1), (3.32)
Wg
et Ox(gs) € C(M,C) telle que
ixwy, = V=190x(g), / Ox (gs)e"sew?, = 0. (3.33)
M

Remarquons que
A0x(gs) — Ox — (s —1)X(¢)] =0

(voir la démonstration du lemme 3.4.9 pour une preuve de ce fait). Ainsi par le principe du maximum, nous
obtenons qu’il existe des constantes ¢, dépendant de maniere lisse en s telles que

Ox(gs) = Ox + (s — 1)X(¢) + cs. (3.34)

Nous posons maintenant
65) = [ [+ (= DX (0) + el
M

Par I’équation (3.32), on obtient que

G(s) = /M[5x + (s = 1)X(¢) + csle” FHDHhagym,
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Ainsi nous obtenons grace aux équations (3.31) et (3.34) que

dG
ds

(s) = /M<X<¢> + ddf — (Ox + (5 = DX () + ci)g)e CFDIFhayn

des  ~
= [ X0+ T2 =)o)
M S

Or grace a la formulation d’intégration par parties et la formule (3.30), nous avons que

[ (xX(6) = x(g)0) e, <o
M

dG dcs b n
E(S)_ T /Me Wy, -

Maintenant, en remarquant que h, = h, (voir I'équation (3.23) dans la démonstration du lemme 3.4.9 pour
une preuve de ce fait), nous obtenons par la condition de normalisation de 1"équation (3.33) que

Ainsi nous obtenons que

Gl(s) = / 03+ (5= )X (0) + el =0

" > (0, nous avons

. . hb’
Ainsi, comme [, e"<w}

dcg

ds ’
d’ou
cs =c1 =0,Vs € [1,2].

Nous avons donc bien ~ _ -
0x(g") = 0x(g2) = Ox + X ().

On considére maintenant la fonctionnelle suivante :

f: M) — C
7 — / egzw;'
M

Il semblerait que cette fonctionnelle dépende de la métrique kidhlérienne g mais il n’en est rien comme le
montre le lemme suivant.

n(

Lemme 3.4.13 Soient M une variété de Fano compacte et g une métrique kihlérienne sur M telle w, € 2m ¢y (M).
Alors la fonctionnelle f est indépendante de g.

Démonstration. Prenons une autre métrique g’ telle que sa forme w, soit aussi un représentant de 2 ¢, (M)
ainsi nous avons par le 90-lemme qu’il existe ¢ € C>°(M,R) telle que

Wy = wg = wy + V—109¢.

De plus, nous noterons

Wiy = wy +V—100(tg).

Remarquons tout de suite que wy, est aussi un représentant de 27 ¢; (M). Passons maintenant a la démons-
tration.
e La premiere étape consiste a montrer que

/ P+ 2(0)
M

- 1 -
/ e Wl + / / (Ao + Z())e?> T2 @i A dt,
M 0 M
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ott A; est le laplacien associé a la forme w;,. Pour cela, on remarque que

d 5 d 5
O] — (PO det(gy)|aV

~ d ~
= Z(9)e"* T4 det(gig)dV + —{det(geg)]e”* 4D av

= Z(9)"* 17 det(gog)dV + (g10)"7 2

(#)e7+120) det(gig)aV + (926)7 =

Z
Z($)e" 79 dot(g1s)AV + (g10)7 055 det(geg)e” /O av
Z($)e7 12 det(g5)dAV + Ay det(gug)e 4@ av

d’ou

d ~ —~
%[eeﬁtz((b)wfd = (Z(¢) + At¢)€ez+tz(¢)wy¢

Ainsi, nous obtenons que

1
//(At¢+Z( Dz ttZ(o Jwpy, Adt = // [Pz +tZ(¢ Adt
0o Jum M dt

_ Pa12(0) )]/\dt
/0 dt UM( t¢
:/ e§Z+Z(¢)wg /e Wy

M M

Ce qui permet de conclure.
e La seconde étape consiste a montrer que

/ e§Z+Z(¢)wg — / eazw;
M M
Cela est une conséquence de la formule d’intégration par partie qui nous donne que
| otz 7O, o
En effet, on a
Ao €§Z+tz(¢)wf¢ = _/ <5€§Z+tz(¢)75¢>www?¢-
M M

== [ @z 120,00, 7D,
O.r d’apres le lemme 3.4.9, on a que izwiy = V—10(0z + tZ(¢)) donc

/ Ao €ez+tz(¢)wf¢:/ —Z(¢)€ez+tz(¢)wf¢-
M M

Ce qui nous donne alors le résultat souhaité.
e La derniére étape consiste a conclure par unicité de fx en utilisant I’équation 3.30.

Maintenant, on veut étudier la dérivée de f au point X € n(M) par rapport a v € n(M

- d
[(gt¢)m] det(gt¢) 9+tZ(¢) dv

~d
[g” + t(ﬁ”] det(gt¢) Oz+tZ(¢)dV

51

O

). Le lemme

suivant nous donne une expression de cette dérivée et montre en particulier qu’elle est un multiple de

I'invariant de Futaki introduit précédemment.
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Lemme 3.4.14 Soit M une variété de Fano compacte. Soit f la fonctionnelle définie par

foinM) — C
7 eezw;
M

La dérivée au point X € n(M) par rapport d v € n(M) de f a pour expression

fe) = [ BePxur. (3.35)
M
De plus nous avons qu'il existe une constante C non nulle telle que
fx() =C- Fx(v),
ot Fx est l'invariant de Futaki pour le champ de vecteurs X . En particulier, nous avons donc
fix(v) =0+ Fx(v) =0.
Démonstration. On sait que

L (v) = lim

En remplacant f par son expression, nous obtenons que

65X+t'v — efx

fx(v) = flg% " fw;.
Orona
V=190 41, = IX +toWg
= ixWg + tiywy
= V190 + V—-10(t gv)
d’ot

Ox 11 = Ox + 0, +c,

ot ¢ est une constante. De plus, par la condition de normalisation des différentes fonctions, nous obtenons

/ §X+tv€h9w; =0, / (§X —&-tgvehg) wl =0,
M M

c/ eh-‘iwgz().
M

i — 3 hg, ,n P P .
Ceci nous donne ¢ = 0 puisque [, e"sw}’ > 0. Ainsi notre dérivée a pour expression

egx +t-0, _ egx

/ — 1 n
fit) = Jim |
_ t-0,
= hm eex u wn
t—=0 Jus t 9
t0,)
I B G
A t—0 t 9

— / 01)60)(60;.
M

Cela démontre la premiére partie du lemme. Pour la seconde, nous allons exploiter le fait (voir la formule
(3.30)) que

0, = —A0, — v(hy).
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Ainsi, nous avons
Fe(w) = = [ (88,4 ohg)e™ ) .
M

Or grace a la formulation d’intégration par parties, nous avons que

&wz—Aﬁ@—@Wﬁﬁ

Or on sait qu’il existe une constante ¢’ telle que

Ox =0x +,
d’ot
fie(w) = —e /M v(Ox — hg)e?* W = —e“ Fx (v).
De plus, comme e # 0, nous avons donc bien
Fi(v) =0 < Fx(v) =0.

g
Rappelons que si (X, g) est un soliton de Kahler-Ricci alors F'x = 0 (voir le lemme 3.4.10). Nous pouvons
reformuler ce fait sous la forme suivante.

Lemme 3.4.15 Soit M une variété kihlérienne de Fano compacte. Si (X, g) est un soliton de Kihler-Ricci sur M
alors X est un point critique de 'application

f:|nM) — C

7 — /eezw;'
M

C’est cette vision de l'invariant de Futaki que nous allons exploiter dans la section suivante afin de trouver
un champ de vecteurs 1’annulant.

Etude de 'invariant de Futaki

Rappelons pour commencer les notations et la décomposition introduites dans le théoréme 2.5.8.
Si K est un sous-groupe compact maximal de la composante connexe de I'identité Aut®(M) du groupe
des automorphismes holomorphes Aut(M) de la variété M, alors nous avons

Aut®(M) = Aut, (M) x R,

ot Aut, (M) est un sous-groupe réductif de Aut®(M) et la complexification de K et R, le radical unipotent
de Aut®(M). De plus, si on note n® (M), nR (M), n(M) et € les algebres de Lie de Aut(M), Aut,.(M), R, et
K respectivement, alors on a

n® (M) = nf (M) + 1, (M).

Rappelons que nous avons noté n(M) 1'algeébre de Lie des champs de vecteurs holomorphes complexes et
qu’il existe un isomorphisme entre n(M) et n* (M) donnée par X — X9 Si on note n,.(M) et n, (M) 'image
de nE(M) et n (M) respectivement par I'isomorphisme précédent. Nous obtenons alors une décomposition

n(M) = n,(M) + nu(M).

Lemme 3.4.16 En gardant les notations qui précedent, il existe un unique champ de vecteurs holomorphe X € n,. (M)
tel que Im(X) € ¢ et vérifiant

Fx(v) =0, Yven.(M).
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Démonstration. En gardant les notations introduites dans le lemme 3.4.15, ce probléme est équivalent a
chercher un point critique a la fonction f. On rappelle que f%(v) désigne la dérivée de f en X dans la
direction v.

Puisque f% est indépendante de la métrique kdhlérienne g, nous pouvons choisir une métrique kahlé-
rienne g qui est K-invariante. De plus, comme Fx est linéaire sur 1, (M) et que Aut, (M) est le complexifié
de K, on peut se restreindre a calculer Fx (v) pour v € n,(M) tel que Im(v) € £

Par le lemme 2.5.5 et la renormalisation de la démonstration du lemme 3.4.11, pour tout Z € 5, (M) tel

que Im(Z) € ¢, il existe une fonction 07 € C°>(M,C) telle que
izwg = V—Taé} et / é;(ehgwg =0.
M
En utilisant la formule de Cartan et le fait que i xw, est une (0, 1)-forme J-fermée, on a

,Czwg =V -1 8552

De plus, on remarque que izw, = izw,. En effet, si on écrit que localement Z = Z%9; alors on a d’une part
que

ipWg = —\/jlgﬁfjdzi.
et d’autre part que
— g7 de

Ainsi nous obtenons gréce a la formule de Cartan que
Lowg = doizw,
=do (izwy)
=doigw,
= —V/-1000,
— /1000,
— V=190

En combinant ces deux résultats, nous obtenons que

V=100, — 04) = L, 5w,
= ﬁzﬁlm(z)“’g

= 2\/ —lﬁlm(z)wg
=0 (car g est K-invariante et Im(Z) € ¢).

Ainsi nous obtenons que
gz = 5 z +c,

ou ¢ est une constante. Or, nous avons que

/ Gxeh’gwg’ =0,
M

et comme h, est une fonction réelle, en prenant le conjugué de cette intégrale, nous obtenons aussi

/ @ehgw!’; =0.
M
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Ainsi ¢ = 0 et donc 0z est une fonction a valeurs réelles. De plus, en se souvenant que

a(l—t)X-i—tY = (1—t)0x + thy

(voir par exemple la démonstration du lemme 3.4.14) et que 'exponentielle est une fonction convexe, on
obtient que f est une fonction convexe sur 7, (M) vu comme R-espace vectoriel. Pour conclure, il suffit donc
de montrer que f est propre i.e. f(Z) diverge quand Z tend vers l'infini dans I'espace vectoriel 7, (M) de
dimension finie normé par Z — [, |Z],w;".

Soit (B;);=1....,m une base de 1, (M) (en tant que R-espace vectoriel). Comme Aut, (M) est le complexifié
de K, on peut supposer que pour tout ¢, on a Im(B;) € €. De plus, grace au procédé de Gram-Schmith pour
le produit scalaire induit par la métrique g, on peut considérer que (B;)1<i<m est une base orthonormée. De
plus, par le méme raisonnement qu’au début de la démonstration, on voit que les fonctions f, associées
aux champs de vecteurs Z; par I'équation (3.30) sont a valeurs réelles

Prenons maintenant une suite (Z;);en de champs de vecteurs holomorphes dans le R-espace vectoriel
n-(M) telle que [,, |Z]qw; — +oc. Il faut donc montrer que f(Z;) — +oo0. Il existe donc m suites réelles
(t))en telle que Z; = > ; tiZ;, et comme nous avons pris une base orthonormée, nous avons que

Zi5 =) 1P

%

Comme [}, |Zi]w,w) — +oo, quitte a extraire, cela signifie qu'il existe au moins une suite (t})en telle

que |tj| — +o00. On peut donc extraire des sous-suites (t] )xen telles que

t) | > |ti.], Vie{l,--- ,m}.

A ) 4 s s : It |
La suite <t11’“ étant bornée, quitte a extraire a nouveau, on peut supposer que les suites ‘ tll’“ sont
1 1

keN keN

convergentes pour tout i € {1,--- ,m}. Terminons en remarquant que 1’on peut supposer aussi que tfk >0

pour tout ¢ € {1,--- ,m}. En effet, il existe un nombre infini de termes positifs ou de termes négatifs dans

cette suite, quitte a remplacer Z; par —Z; et a extraire a nouveau, on peut donc bien faire cette hypothese.
Grace a ces hypotheéses, on a que

mo g4

Z1+Z e 70— Zo, 1= 400,
1=2 lk

ol Z, appartient a 1, (M) (vu R-espace vectoriel). On notera 0. 7, la fonction associée au champ de vecteurs
holomorphe Z; par I'équation (3.30), on remarque tout de suite que cette fonction est non identiquement
nulle comme Z, n’est pas identiquement nul. De plus, par le méme raisonnement qu’au début de la dé-

monstration, on voit que . 7, est a valeurs réelles. Maintenant, comme nous avons que || M 0. Zo€ gw =0,
que es > 0 (car hy, est a valeurs réelles) et que 04, # 0, nous obtenons qu’il existe un ouvert U C M telle
07, > Osur U.

En remarquant que

m
Oz e5m, i i)z = bz + > (/)
i=1
(voir la démonstration du lemme 3.4.14 pour une démonstration de cette propriété), nous obtenons par
passage a la limite :

Gzl—FZ lkez — 0z,, U, — +oo.
=1 lk

On en déduit donc qu'il existe € > 0 assez petit tel qu’a partir d’un certain rang, nous obtenons que sur U

t
9214—2 "92 >e > 0.

zllk
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Ce qui nous donne donc

[(Zy,) = /M exp (Z t§k§Zi> wy
i=1

" m ti "
. 1 l n
= /Mexp <tlk (921 + E tfesz)) Wy

i=2 Ik

1
> / estlkwg — +00, I — +oo.
. .

Cela permet de conclure. En effet, la seule valeur d’adhérence possible pour la suite (|f(Z;)|)ien est +o0.
Supposons le contraire i.e. la suite admet une valeur d’adhérence finie que I'on notera A € R™. Il existe
alors une sous-suite (|f(Z;, |)ken qui converge vers I. Comme nous avons pris la suite (Z;),en completement
arbitraire, nous pouvons faire le méme raisonnement pour la suite extraite (Z;, )yen et donc obtenir que
par unicité de la limite A = +o00, ce qui est absurde. La suite (| f(Z;)|);en admet +00 comme unique valeur
d’adhérence, elle converge donc vers cette valeur d’adhérence. Ceci permet de conclure que f est propre et
donc termine la preuve. O
Nous avons alors la proposition suivante :

Proposition 3.4.17 En gardant les notations précédentes, il existe un unique champ de vecteurs holomorphe X €
(M) avec Im(X) € ¢ tel que Fx (-) s’annule sur n,.(M). De plus, X est nul ou il appartient au centre de n, (M) i.e.
[X,Y] = 0pour tout Y € n,.(M), et nous avons

Fx ([u,v]) =0, V(u,v) € n(M) x n(M).
En d’autres termes, Fx (-) est un caractére de Lie sur n,.(M).

Démonstration. La premiere partie de la proposition est une conséquence directe du lemme précédent.
Maintenant, on va traiter deux cas séparément.

1. Supposons que le centre de 7, (M) soit réduit a {0}. Alors comme 7, (M) est une algebre de Lie ré-
ductive, nous avons 1, (M) = [n.(M),n,(M)]. Remarquons que la fonctionnelle de Futaki en X = 0
devient

Fo(v) = /M v(hg)wl.

Cette fonctionnelle coincide avec l'invariant de Futaki "usuelle" pour les métriques de Kéahler-Einstein
définie par exemple dans [21]. On voit, en particulier, Fiy est un morphisme d’algebre de Lie sur n(JM).
En effet, si on pose 7 € Aut(M) et (o¢):cr le sous-groupe a un parametre engendré par Re(v), alors on
a

/M(T.gt.T—l)*(hg)wg = /M hg((Toe 7™ 1)) (w)h)
= [ (o))
_ /M(T~Ut)*hg(7'*wg)
= [ @@t

En dérivant cette égalité en ¢ = 0, en se souvenant que l'invariant de Futaki ne dépend pas de la
métrique kahlérienne et en remarquant que (7 - o - 7~ ') est le sous-groupe engendré par Ad.(Re(v))
et que 7*(hy) vérifie Ric(7*wy) — T*wy = v/—1007*hgy, nous obtenons

Fo(AdT'U) = Fo(U).

Maintenant, si on prend T = 7, ot (75)scr le groupe a un parametre engendré par Re(u) ott u € n(M)
alors en dérivant en s = 0 I'équation précédente, nous obtenons que

Fo([u,v]) =0, V(u,v) € U(M)Q'



3.5. DECOMPOSITION SOLITONIQUE DE n* (M) 57

Ce qui montre que Fj est bien un morphisme d’algebres de Lie. Ainsi comme 1, (M) = [n,.(M), n(M)],
nous obtenons que Fy est identiquement nulle sur 7, (M). Comme 0 vérifie les hypotheéses du lemme
précédent, par unicité, nous avons X = 0, ce qui permet de conclure dans ce cas.

2. Supposons que le centre 7.(M) de 1, (M) ne soit pas réduit a zéro. En considérant la fonctionnelle f
restreinte a 7.(M), on montre en utilisant les mémes arguments que dans la preuve précédente que
I'on peut trouver un unique champ de vecteurs holomorphe X’ € n.(M) avec Im(X') € £ tel que f%.,
s’annule sur 7. (M). Il reste donc a montrer que

fxo([u,v]) = 0, Y(u,v) € ne(M) x n(M).

Soientv € n(M), T € Aut(M) et (0¢)+cr le sous-groupe a un parametre engendré par Re v. Nous avons
alors

/zv (roe™ 1) (hg — Ox1)e™ wy

= [ (hy = 8o ) ()

:/ (00)" (7 (hg) = (7" (0 (wg)))e’x T 07" (wp)
M

ol fx- est la fonction associée au champ de vecteurs X' par I'équation 3.30. Maintenant, remarquons
que (T - oy - Tier est le sous-groupe a un parametre engendré par Ad. (Rev), que h, vérifie Ric(m*w,) —
T*wy = /—10071%hy et que T*(Ox/(wy)) vérifie ix: (T*wy) = V/—19[(7*(0x:(wy))]. Ainsi, en dérivant
cette égalité en ¢ = 0 et en se souvenant que l'invariant de Futaki ne dépend pas de la métrique
kéahlérienne nous obtenons

Fx(Ad;(v)) = Fx(v).
Maintenant si nous prenons u € 7,(M) tel que Im(u) € tet (7 = 7,)scr est le groupe & un parametre
engendré par u alors, en différentiant 1’égalité précédente, nous trouvons que
Fx:(Ju,v]) =0, Y(u,v) € n.(M) x n(M).
Ce que nous voulions. Ainsi, nous voyons que Fx/ s’annule sur 7,(M). Par unicité, on conclut que

X = X'. Ce qui permet de conclure.

O
Concernant la sous-algebre 17, (M), nous avons le résultat suivant provenant de [50] :

Proposition 3.4.18 Pour tout X € n,.(M) tel que Im(X) € ¢, ona Fx|,, ) = 0.

3.5 Décomposition solitonique de n%(M)

Rappelons le théoreme de Matsushima (voir [39]) qui donne une décomposition de 7®*(M) dans le cas de
Kéhler-Einstein .

Théoreme 3.5.1 Soit M une variété de Fano compacte admettant une métrique de Kihler-Einstein. Alors la com-
posante de lidentité Aut’(M) du groupe des automorphismes complexes de M est un groupe réductif complexe,
et le groupe des isométries holomorphes d'une métrique de Kihler-Einstein est un sous-groupe compact maximal de
Aut®(M).
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Si on note x(M) I'algebre de Lie du groupe des isométries de M alors on obtient que
(M) = k(M) + J 5(M),

ou J est la structure complexe sur n*(M). En particulier, on voit que n® (M) est une algebre de Lie complexe
réductive. De plus, on peut montrer (voir le chapitre 2 de [23]) que x (M) correspond aux champs de vecteurs
de Killing sur M. L’objectif de cette section va étre de donner un équivalent a cette décomposition dans le

cas des solitons de Kéhler-Ricci. Dans le cas solitonique, il existe un premier résultat que 1’on trouve dans
[61].

Théoréme 3.5.2 Si (M, w°) est une variété kiihlérienne compacte admettant un soliton de Kihler-Ricci (X, g) alors
le sous-groupe compact connexe maximal de Aut® (M) est conjugué a la composante connexe de l'identité du groupe
Isomgy (M) des isométries de (M, g).

Ce résultat a été précisé par la suite. Pour I'énoncé, il faut commencer par pondérer le laplacien par le
champ de vecteurs solitonique. Pour cela, on rappelle que nous avons les deux fonctions :
e h4 est'unique fonction appartenant a C*° (M, R) vérifiant

Ric(wy) — wy = V/—100h,, / ehf’w;":/ Wy
M M

e 0y estl'unique fonction appartenant a C*° (M, C) vérifiant
ixwg = V—-1060x, / eexwg = / wg.
M M

Précédemment, on a vu que si (X, g) est un soliton de Kéhler-Ricci alors hy, = 8x (voir lemme 3.4.7) et qu’en
particulier §x est une fonction a valeurs réelles. On considere alors le laplacien pondéré pour u € C*°(M,R)

1
A;fJu = Agu — du (Vghg — V=1JV4hy) = Agu — §X(u) (3.36)

De plus, on étend cette définition par C-linéarité aux fonctions u € C>°(M,C) De méme, on pondere le
crochet de Poisson usuel de la fagon suivante :

{u, v} = {u,v}, — /M{u,v}wehgw; =dv(JVg4u) — /M{u,v}wehgwg.

Nous avons alors le théoréme suivant (voir le lemme 28 de [45] ou la proposition 7.2.4 de [23]).Avant d"énon-
cer le théoreme, rappelons que si E est un espace vectoriel complexe alors on note E le conjugué complexe
de cet espace vectoriel complexe.

Théoréme 3.5.3 Soit M une variété kihlérienne compacte de Fano. On suppose qu’il existe un soliton de Kihler-Ricci
(X, g) sur la variété complexe M dont on note J la structure complexe.

o L’application entre algebres de Lie suivante

X =XX,g* (ker(Ang_mI)v\/jl{'f}f) — (UR(MH'»'])
u — Vg u:=VyRe(u)+ JVy Im(u).

X

est alors bien définie et est un isomorphisme d'algebres de Lie. En particulier, ker(Ag

sion finie.

7 — 2I) est alors de dimen-

e La premiere valeur propre Ay (A ;) de l'opérateur A ; vérifie A\ (A} ;) > 2 avec égalité si n™ (M) # 0.
o L'application suivante est bien définie et définit un isomorphisme d’espaces vectoriels réels :

JVg i ker(Ay ; —2I) NCF (M, R)g — K(M).

ol on a noté k(M) I'ensemble des champs de vecteurs de Killing de la variété M et

(M, R)y = {f € C*(M,R) / /M fefxan =0y,
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o La forme hermitienne définie sur ker(A.Y ; — 21) par
—1X 0 n
(u,v) —~ /M V=Hu, 0}, e wy,

est positive. Et si on note (7;)i=1.... N son spectre pour le produit scalaire L* donné par la forme volume e
alors on a la décomposition suivante :

Vi = {€ € (M) / [§, VgOx] = i€}

En particulier, on a po = 0 et
Vo= K’(M) + JK(M)v

ot k(M) est 'espace vectoriel des champs de vecteurs de Killing de M.
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Chapitre 4

Propriétés spectrales des variétés toriques

Dans ce chapitre, nous supposerons que toutes nos variétés sont connexes sauf mention explicite du
contraire.

4.1 Rappel de géométrie torique

4.1.1 Géométrie symplectique

On dit que (M, w) est une variété symplectique si M est une variété différentielle lisse et w est une 2-forme
fermée non dégénérée sur M que l'on appellera forme symplectique. L'existence de cette forme symplectique
implique que la dimension (réelle) de M sera paire, on la notera m := 2n. Un difféomorphisme entre deux
variétés symplectiques f : (M,w) — (N, n) sera appelé un symplectomorphisme s’il vérifie f*n = w. De plus,
on remarque que sur la variété (M, w) les automorphismes qui sont des symplectomorphismes forment un
groupe (pour la composition usuelle des fonctions) qui sera noté Symp(M, w).

Puisque w est non-dégénérée, nous avons un isomorphisme entre fibré tangent et cotangent de M. Cela
va nous donner un lien entre les fonctions lisses de M et les champs de vecteurs de M par 'intermédiaire
de leur application tangente. Plus précisément, I'isomorphisme (de fibrés vectoriels) entre TM et T* M est
donné par

W' : T™ — T*M
XeT,M — (Y w,(Y,X)eTrM).

Et maintenant, si f € C>°(M,R) alors d, f € T, M, donc I'isomorphisme précédent nous donne l'existence
et 'unicité d'un champ de vecteurs X; que l'on appelle le champ de vecteurs hamiltonien associé a f vérifiant

in (OJ) = —df

On appelle aussi X le gradient symplectique et on le note V,, f (voir [23] par exemple).
Les champs de vecteurs pour lesquels il existe une application f € C*(M,R) vérifiant la relation précé-
dente seront importants pour la suite, ce qui nous conduit a la définition suivante.

Définition 4.1.1 Soit X un champ de vecteurs sur une variété symplectique (M,w). On dit que X est hamiltonien
Si i xw est exacte i.e. si
af € C*°(M,R), ixw = —df.

On dit que X est localement hamiltonien siixw est fermée i.e. si
d(ixw) =0.

On note H(M) I'ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens et #;,.(}/) I'ensemble des champs de
vecteurs localement hamiltoniens.

Remarquons que nous avons aussi la caractérisation suivante : le champ de vecteurs X est localement
hamiltonien si et seulement si le flot local (¢;);c;r de X préserve la forme symplectique w de M i.e. pjw = w
pour tout t € I.

61
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4.1.2 Action d'un groupe de Lie sur une variété symplectique

Dans cette partie, on fixe une variété symplectique (1, w) et un groupe de Lie G, d’algebre de Lie g, qui
agit sur M par 'application :
p:|GxM — M
(g,2) — guz.

Remarque. On rappelle que si G agit sur M alors on définit le stabilisateur d"un point x € M par
Gy, ={9€@G, g-z=uz}.

Alors on dit que 'action de G est fidéle si

() G. = {1},

zeM

et que I'action de G est [ibre si
Ve e M, G, ={1}.

On rappelle aussi que ¢ induit un morphisme de groupes entre G et le groupe Diff(A) des difféomor-
phismes de M par

¢:| G — Diff(M)
g — ¢(g,")

En particulier, 'action est fidele si et seulement si p est injective.

Action symplectique

Commengons par la définition d"une action symplectique.
Définition 4.1.2 On dit que ¢ est une action symplectique si
Jg'w=w, Yge€QqG,
autrement dit, si ¢ est un morphisme de groupes entre G et le groupe des symplectomorphismes Symp(M) de M.

Pour définir la notion d’action hamiltonienne, nous avons besoin de la notion de champs de vecteurs
fondamentaux.

Soit { € g. On peut associer a £ un champ de vecteurs X, dit champ de vecteurs fondamental associé i §
(pour I'action de ¢) par la formule :

Xe:|M — TM

d .
v Zo(ep(te).n)limo

Remarque. Une propriété importante qui découle de la définition est que X; est le champ de vecteurs sur
M dont le flot est donné par (¢, z) — ¢(exp(t§), z).

Le lemme suivant permettra de chercher une condition nécessaire et suffisante pour que tout champ de
vecteurs fondamental soit hamiltonien.

Lemme 4.1.3 Soit ¢ une action symplectique. Tout champ de vecteurs fondamental X, (pour I'action de ¢) est loca-
lement hamiltonien i.e. pour tout £ € g, le flot de X¢ préserve la forme symplectique de w de M.

Démonstration. D’apres la remarque précédente, le flot local de X¢ est donné par ¢, : x — ¢(exp(t€), z). Or
cette application préserve la forme symplectique car 'action ¢ est symplectique, ce qui permet de conclure.
O
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Action hamiltonienne

Passons a la définition d’une action hamiltonienne.

Définition 4.1.4 On dit que ¢ est une action hamiltonienne s'il existe une application y : M — g* vérifiant
1. ¢ est une action symplectique.

2. Pour tout £ € g, le champ de vecteurs fondamental X, est hamiltonien i.e.

V¢ € g, It € C¥(M,R), ix.w=—dut.

3. L'application
©:]g — C®(M,R)
& — ,LL£
est un morphisme d’algebres de Lie (oit C*° (M, R) est munie du crochet de Poisson,).
On pose alors
| M — g
po— (= pf(p)
L’application p est appelée I'application moment de 'action de G par ¢.
On peut montrer (voir [4]) que les actions hamiltoniennes sont définies a partir de ’application moment
de la fagon suivante.
Définition 4.1.5 On dit que ¢ est une action hamiltonienne s'il existe une application p : M — g* vérifiant
1. ¢ est une action symplectique.
2. Pour tout & € g, si on pose s = p — (u(p), &) alors

3

dps = —lix W,

i.e ut est application hamiltonienne du champ de vecteurs fondamental associé a &.
3. L'application p est G-équivariante i.e.
Vm e M, V§ €g, (u(g-m),§) = (Ady u(m),§),

ot Ad* est l'action coadjointe de G sur g*.

4.1.3 Variété torique symplectique
On passe a la définition principale.

Définition 4.1.6 Un quadruplet (M,w,T™, u) est une variété torique symplectique de dimension 2n si (M,w) est
une variété symplectique connexe compacte de dimension 2n munie d’une action hamiltonienne et fidele du tore T"
de dimension n et d’application moment . On note t I'algeébre de Lie de T™ et A le réseau déterminé par T dans ti.e.
T =t/A

L’application moment p vérifie des propriétés intéressantes que nous résumons dans la proposition sui-
vante dont on renvoie a [4] pour des démonstrations. Avant d’énoncer ces propriétés, rappelons qu'un
polytope de Delzant est un polytope convexe dans le dual t* de t définie par d > n inégalités de la forme

<I/T,£U> + X >0,

oll v, appartient a A et A\, € R et tel que tout sommet est I'intersection de n faces de codimension 1 dont les
vecteurs normaux forment une base de A.

Proposition 4.1.7 ([2],[27], [26]) Nous avons les propriétés suivantes :

o L’image de p dans t* est un polytope convexe P qui se trouve étre I'enveloppe convexe des images par i des
points fixes de I'action de T™. On montre que ce polytope est un polytope de Delzant et que réciproquement tout
polytope de Delzant est I'image par une application moment d’une variété torique.
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e Pour chaque face F de P, le stabilisateur de tout point z € p~*(Int(F)) pour l'action de T™ est le tore de
dimension égale a la codimension de F' et dont I'algébre de Lie est I'annulateur dans t du sous-espace vectoriel
de t* correspondant a F.

e En particulier, si on note P° l'intérieur de P, alors l'action de T" sur M° := p=1(PY) est libre et donc
p: MO — PO est une T"-fibration principale. De plus, M° est un ouvert dense de M.

Ainsi si P est un polytope de Delzant, alors il s’écrit sous la forme
P = ﬂ{a: et" [/ Li(z) = (x,v;) + \; > 0},
i=1

ot ; € A et A; € R. Une face est alors déterminée par un ensemble I C {1,---,r} tel que

F=pPn (({zet /Liz) =0}
i€lp
On notera F(P) 'ensemble des faces du polytope P. Le deuxiéme point de la proposition 4.1.7 signifie que

pour toute face F' € F(P) d’intérieur FY, si on note Ty := tp/Ar ol tr est le sous-espace vectoriel de t
engendré par les {v; : i € Ir} et Ap estle sous-réseau de A engendré par les {v; : i € Ir}, nous obtenons

pH(F%) = FO x T"/Tg.

Le troisiéme point de la proposition 4.1.7 signifie alors que M? est symplectomorphe a P° x T" C R x T"
que 'on a muni de la forme symplectique induite par la forme symplectique standard de R*". Ainsi en
identifiant t ~ R™ et A ~ Z", nous obtenons que

M~ P° x T" = {(z,t) € P* x R"/Z™)} .

Ce systéme de coordonnées sur M sera appelé le systéme de coordonnées actions-angles. L'action de T™ sera
alors donnée par
Ve e T, 6-(z,t) = (z,t+90),

et la forme symplectique w s’écrira simplement sous la forme

n
w = de] A\ dtj.
j=1

On peut I’écrire matriciellement sous la forme :

w:<_01 é) (4.1)

Rappelons que nous avons défini 'application moment p : M — t* la formule
Vbet, —d{u,b) =ix,w, 4.2)
ot1 Xy (2) 1= 4|—g exp(th) - z. Ainsi dans le systtme de coordonnées actions-angles, nous avons :

0

5 (4.3)

Vb e t, Xb:i:bi

i=1

4.1.4 Variété torique kdhlérienne

Soit (M, w, T™, 1) une variété torique. On rajoute une structure complexe J qui soit T"-invariante et telle
que (M, w, J) soit une variété kdhlériennei.e. g := w(-, J-) est une métrique riemannienne. On dira alors que
(M, w, J,T™, ) est une variété torique kihlérienne.

La premiere conséquence est que, puisque J est intégrable, alors T" s’étend en une action holomorphe
du tore complexe T¢ ~ (C*)". En particulier, nous obtenons alors un systéme de coordonnées holomorphes
sur M :

MO~ (C)" ~R"x vV/-1T"={u++v-1v/ueR" veR"/Z"}. (4.4)
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Dans ce systéme, nous avons
VOeT", 6 (u+V-1v) =u+ V-1 (v+9).

La structure complexe J est alors simplement donnée par la multiplication par v/—1 i.e.

0 -7
J:(I ; ) (45)

De plus, grace a 1'équation (4.4), on sait que M° ~ T¢, cette derniere étant une variété de Stein (voir [17]
pour plus de détails), il existe un potentiel f € C*°(M°, R) tel que

w = 24/—100f. (4.6)
Puisque w est T"-invariante, le potentiel f ne va dépendre que de la variable u. Ainsi nous obtenons
0 F
w= < _F 0 > , (4.7)
oll F est la matrice hessienne de f pour la variable u. De plus, puisque g = w(-, J-), nous avons aussi
F 0
g= ( 0 F ) . (4.8)

Un rappel sur I'étude des métriques kahlériennes T"-invariantes est donné dans la section suivante.

De plus, nous allons travailler sur des variétés de Fano, cette propriété se traduit sur le polytope moment
par l'existence d'un centre privilégié : si P est un polytope de t*, il existe des formes affines L1, - - - L4 sur t*
avec d > n telles que

d
P=({zet /Lyz) >0},
k=1
alors on dit que P admet un centre privilégié s’il existe « € t* tel que Ly (x) = --- = Lq(x). Un tel z est alors
unique et on 'appelle le centre privilégié de P. Nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.1.8 ([19], [64]) Soit (M,w, J, g, T™, ) une variété torique kahlérienne compacte. Alors M est de Fano
si et seulement si P = im(u) admet un centre privilégié.

On pourra consulter aussi la section 4.1.6 pour plus de détails.

4.1.5 L’espace des métriques kdhlériennes T"-invariantes

Avant de déterminer I'ensemble des métriques kdhlériennes T"-invariantes, nous introduisons quelques
notations. Puisque P est un polytope de t*, il existe des formes affines L, - - - Ly sur t* avec d > n telles que

P=ni_{z et /Lix) >0},

et ot VL, = 1, € A. On définit alors "ensemble des potentiels symplectiques S(P) comme l'ensemble des
fonctions ¢ € C°(P) telles que sa restriction a P° ou a l'intérieur de toute face non vide de P soit lisse et

strictement convexe et telle que si ¢9 = % 22:1 Ly log Ly, alors ¢ — ¢q soit la restriction a P d’une fonction
lisse définie sur un ouvert contenant P. Nous avons alors le résultat suivant (on pourra consulter [1]).

Théoréme 4.1.9 L'ensemble des métriques T"-invariantes sur (M,w, T™, 1) est en bijection avec le quotient de S(P)
par l'ensemble Aff(P,R) des sur P. De plus la bijection est donnée par 'application ¢ — gy oit

Vo € S(P), goluo =Y Gijdw; @ daj + Hijdt; @ dt, (4.9)
,J

dans le systeme de coordonnées actions-angles oit G = (Gj)1<q,j<; est la matrice hessienne de ¢ et H = (H;j)1<i j<;
est la matrice inverse de la matrice G.
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On dira alors que ¢ est le potentiel symplectique de gg.
Commencons par remarquer que le potentiel ¢y dont 1’expression est donné par

d
1
bo = 3 ; Ly log Ly, (4.10)

définit un potentiel symplectique que 1’on appelle potentiel de Guillemin. De plus, on peut écrire matricelle-
ment les différentes expressions précédentes dans le systéme de coordonées actions-angles. Commencons
en rappelant que w = Y .- | dx; A dt; d’ott

w< o é) (4.11)
De plus, en utilisant I’expression (4.9), on écrit g = g4 sous la forme

g—(g 2) (4.12)
et donc

J:(é *(f{ ) (4.13)

Ces expressions nous permettent de calculer le gradient riemannien et symplectique pour une fonction
u € C*>°(M,R). Nous obtenons donc

= o 0
V¥ = Z g a 637 + 2 Guge oL, ot (4.14)
1,7=1 v i,j=1
et
Vot = Z 0x; at Z ot; axz (4.15)
On peut aussi calculer la forme de Ricci Rlc(w) dans ce systéme de coordonnées, nous obtenons donc
Ric(w) Z 5 Hh ik dxy A diy, (4.16)
4,5k, =1
oll on a adopté la notation
I 0Hy;
liik * (91‘18{);‘]{

Terminons par la formule du laplacien pour la métrique g :
0 0 G 0 4.17
]Zl a ’L] 8 + 87157 1] aitj 9 ( . )

et par la formule d’Abreu (voir [1]) pour la courbure scalaire :

", 92H;
Scaly = p*S(H),ott S(H Z auﬂa,jf
UM

(4.18)

Terminons cette section en faisant le lien entre les deux systemes de coordonnées (z, t) et (u, v). En effet,
on peut remarquer que l’application moment y est donnée en coordonnées complexes par :

of
ou’
Ainsi par restriction, on peut voir que u(u,0) est un difféomorphisme entre R" et P°. Le changement de
coordonnées est donc donné par le difféomorphisme suivant :
of

T = 70’ t=nv. (4.19)

p(u, v) =

On pourra consulter [1, 12] pour plus de détails.
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4.1.6 Construction algébrique

Cette section qui s’inspire de l'article [37] rappelle la construction "algébrique" d’une variété torique
kdhlérienne de Fano. Cette construction nous apporte des précisions sur 'application moment et sur la
décomposition du groupe des automorphismes d’une variété torique (et de l'algebre de Lie des champs de
vecteurs holomorphes).

Eventails et construction algébrique

Soit A un Z-module libre de rang n. On pose alors B := Homy(A,Z) le groupe des morphismes (de
modules) de A dans Z. On alors un accouplement bilinéaire (-,-) : B x A — Z.

On peut étendre B et A en deux espaces vectoriels réels de dimension n en prenant leur produit tensoriel
avec R : on pose donc Bg := B ®z R et Ag := A ®z R. L'accouplement Z-bilinéaire s’étend alors en une
application R-bilinéaire entre By et Ag.

Définition 4.1.10 Soit o sous-ensemble de Ag . On dit que I'ensemble o est un cone s’il existe (a1, - - ,as) € A® tel
que

e o =RTa;+---+Rta,,

e 0N (—0o)={0}.

On définit alors le cone dual de o par ¢¥ := {x € Br / (x,y) > 0 Vy € o}. De plus, on dit qu'un sous-
ensemble 7 de o est une face de o, et on note 7 < o, s’il existe by € oV tel T = o N by = {y € o / (bo,y) = 0}.

Définition 4.1.11 Un éventail de A est un ensemble A de cones de Ag telle que
eVoc A r<o=T1T€EA
e V(o,0') €A% onNo’' <cetona <o

On dit alors que I'ensemble (a1, - ,a,s) sont les générateurs fondamentaux de o. Pour tout éventail A, on
définit le support |A| de A dans A par |A| := Usca0. De plus pour tout i € {0,--- ,n}, on pose

A(i) :={oc € A/ dimo =i},

ou dim o désigne la dimension de l'espace vectoriel réel engendré par ¢ dans Ag. On dira que A est un
éventail non-singulier si pour tout ¢ € A(n), les générateurs fondamentaux (aq,--- ,a,) de o forment de
Z-base de A.

Avec ces notations, on a alors le théoréme suivant, que 1'on tire du théoréme 1.4 de [37], mais dont
on peut trouver des preuves dans [18], [42]. Avant de 1’énoncer, rappelons qu'un espace topologique est
irréductible s’il n’est pas la réunion de deux fermés propres.

Théoréme 4.1.12 Soit A un éventail non singulier de A. On peut lui associer une unique variété algébrique complexe
lisse T a qui vérifiera les propriétés suivantes.
o T est une compactification Tc-équivariante de T irréductible de dimension n.

e Pour touti € {0,--- ,n} et pour tout o € A(3), il existe une unique orbite O sous 'action de Tc telle que
Ta=|]O"
cEA

De plus, I'adhérence D(o) de O est une sous-variété Tc-stable de T o topologiquement irréductible lisse et de
dimension n — i qui admet la décomposition suivante :

Do)=|]o"
T>0
e Pour tout o € A(n), Uy := U,<,O7, est un voisinage affine ouvert et Tc-stable de O° dans T a tel que
Te Cc U, ~ A"(C) =C",

Ta = U U,.

oceA(n)

et

Terminons cette sous-section avec la réciproque au théoréme précédent (voir le théoreme 4.1 de [43]) :

Théoreme 4.1.13 Toute variété X algébrique complexe lisse irréductible de dimension n, sur laquelle Tc agit de
maniere fidele et réguliere, est Tc-equivariament isomorphe a une variété de la forme T a pour un éventail A non-
singulier d’'un Z-module libre A de rang n.
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Polytope (algébrique) et application moment

Dans cette section, nous gardons les notations introduites précédemment. L'objectif, maintenant, est
d’obtenir une caractérisation sur 1’éventail A pour que la variété T soit de Fano. Ensuite, nous ferons,
a 'aide de l'application moment, le lien avec la construction symplectique et avec le polytope de Delzant
associé a cette construction.

On fixe une variété algébrique complexe irréductible compacte torique M lisse dont 1’éventail est noté
Aie. M = Ta ot A est un éventail d'un Z-module libre A de rang n. On note b, € A l'unique générateur
fondamental de p € A(1). On considere le diviseur

K = _EpeA(UD(P)

sur M. On a alors le théoreme suivant (théoreme 2.1 de [37] et [18]). Nous n’utiliserons que 1'équivalence
entre les condition (1) et (4). Nous ne rappelons donc pas la définition d"un diviseur ample et tres ample.

Théoreme 4.1.14 Avec ces notations, K est un diviseur canonique de T a et on a Iéquivalence entre les propositions
suivantes :

1. M est une variété de Fano,

2. K est ample,

3. K est trés ample,

4. Py :={a € Br : (a,b,) <1 Vp € A(1)} est un polytope convexe compact dont les sommets sont les
{ar : 7€ A(n)}, ot a, est 'unique élément de By tel que (a.,b) = 1 pour tout générateur b de 7.

Pour cela, on commence par rappeler que T¢ est un ouvert dense de T . De plus, on sait qu’il existe un
sous-groupe compact maximal Tr dans T¢ tel que

{(tl,"' ,tn)/ti E(CX,|ti| = 1} :SH’XTR C T~ (Cx)n = {(t1,"' ,tn)/ t; E(CX}

Si on note (t1,--- ,t,) € (C*)™ le systeme de coordonnées holomorphes usuelles de T¢, alors on peut
définir, pour tout i € {1,--- ,n}, des fonctions z; € C*>°(T¢,R) par la formule suivante :

tit; = exp(—x;).

Ainsi, toute fonction u € C*°(R", C) en les variables (z1,- - - ,x,) peut étre vue comme une fonction appar-
tenant a C*°(Tg, C) en les variables complexes (t1,- - - ,t,) qui sera Tr-invariante.
Considérons maintenant, la fonction u° définie sur R” (identifié a A par le choix d"une Z-base de A) par

wW:|R* — R

[ A — log[ Z eXp(<a'mx>)]'

TEA(N)

Un calcul direct nous permet de voir que cette fonction est strictement convexe sur R" et que fi,0 := Vau' :
r € R" = (01u(x), -+ ,0,u’(z)) € R" (ou R™ est identifié Hom (A, Z)g par le choix de la Z-base duale
de la Z-base choisie pour A) est un difféomorphisme entre R™ et I'intérieur Py, du polytope Py, défini au
théoreme 4.1.14. On a que la 2-forme wgo sur T¢ définie (via I'identification précédente) par

wgo =V —1 20U,
est une métrique kidhlérienne Tg-invariante sur Tc. Nous avons alors le résultat suivant :

Théoréme 4.1.15 La métrique wgyo s'étend sur M en une métrique kihlérienne Tr-invariante vérifiant en plus wgo €
27 ¢ (M). De plus, on a que w,o s'étend en une forme kihlérienne sur M telle que im(ji,0) = Py

Démonstration. On pourra consulter la section 3 de [5] pour la premiére assertion et le théoreme 4.2 de [37]
pour la seconde assertion. O

De plus, si on se donne une autre métrique kdhlérienne Tg-invariante g telle que w, € 27 c;(M) alors
d’apres le 00-lemme, nous obtenons qu’il existe ) € C*°(M, R) telle que w = wyo ++/—190%¢. En remarquant
que v est donc T-invariant, nous avons alors, sur T¢, ’égalité

w=+v—100u, ottu = u® + 1.
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On retrouve ainsi la définition du potentiel kdhlérien définie a la section 4.1.4. De plus, puisque la fonction
1) est globalement définie sur M, elle est bornée, et donc on a im(p,,) = im(p,0) = Pag. On pourra consulter
[5] ou [64] pour plus de détails.

On a le corollaire suivant qui fait le lien avec la construction symplectique.

Corollaire 4.1.16 Soit (M, w, g, J, Tc, 1) une variété kithlérienne compacte torique de Fano, d’application moment p
telle que w € 27 ¢1(M). On peut associer a cette variété deux polytopes Poymp = (M) et le polytope Py provenant
d’un éventail A construit a la section précédente. Nous avons alors

P= Psymp = —Lalg-
En particulier, si on écrit que
d
— n
Psymp - m{x S R )<$7VT> Z _)\r}7
r=1

alors d est égal au cardinal de A(1) et pour tout r = 1,--- , d, il existe un unique p € A(1) tel que v, = by et A\, =1
ie.

Paymp= [ {z €R" (x,b,) > —1}. (4.20)

pEA(L)
Démonstration. Avec les notations précédentes, puisque ¢;t; = exp(—x;) pour 1 < i < n,onaque fi,o = —.
Ceci permet de conclure. O

Groupe des automorphismes

Rappelons pour commencer que le groupe des automorphismes d'une variété complexe compacte M est
un groupe de Lie complexe de dimension finie dont ’algebre de Lie est isomorphe a n®(M).

Supposons qu’en plus M soit torique de Fano i.e. (M, w, J, g, T, i) est une variété kidhlérienne compacte
torique de Fano, et que p est 'application moment vérifie im(y) = —P,4. Cela signifie que 1'action de T”
s’étend en une action du tore complexe T¢ qui agit de maniere fidéle et holomorphe sur M avec une orbite
ouverte et dense. En particulier, T¢ va définir un tore complexe maximal de Aut(M). De plus, comme T¢
est connexe, on a que T¢ appartient a Aut®(M), donc nous avons

T ¢ Tc ¢ Aut®(M) = Aut(M) .

Pour décrire Aut(M)Y et son algebre de Lie, nous allons introduire la notion de racines de Demazure.
Notons t l'algebre de Lie de T™.

Définition 4.1.17 Un élément a € t* est une racine de Demazure de Py, s'il existe un unique p, € A(1) tel que
(a,bp,) = 1et (a,b,) < 0 pourtout p € A(1) tel que p # pa.

On note R(Py;4) 'ensemble des racines de Demazure de P,;,. On définit alors
S(Palg) = R<Palg) N _R(Palg) ={ac R(Palg> / —ac R(Palg)}
et
U(Paig) = R(Pag)\S(Pug) = {a € R(Pay) / a & S(Payg)}-

Avec ces notations, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.1.18 (Proposition 7 [18]) Le groupe Aut”(M) est isomorphe & un produit semi-direct R,,(M)x Aut,.(M)
tel que R, (M) est le radical unipotent de Aut®(M) et Aut,.(M) est un groupe algébrique réductif contenant le tore
Tc¢. De plus, si on note n(M), n, (M), n.(M) et no(M) les algebres de Lie de respectivement Aut(M), R, (M),
Aut,. (M) et T¢ alors nous avons les décompositions suivantes :

nM)=n"(M)s @ CV.,
a€R(Paiy)

w0 =P0ne @ Cv,
a€S(Paig)
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Nu(M) = @ CVa,

a€U(Paig)
ot pour tout o = (v, , ) € R(Paig), le champ de vecteurs V,, € n(M) est un champ de vecteurs défini sur
Tec = {(tl,“- ,tn) ct; € (Cx}par:
Valte = | | t; b thm- 421
ol g i ;( po )b b g (4.21)

Pour plus de détails, on pourra par exemple consulter la section 3 de [42].

4.2 Solitons de Kihler-Ricci dans le cas torique

On fixe une variété (M, J, go, wo) kdhlérienne compacte de Fano de dimension réelle 2nn. On rappelle que
le couple (g, X ), composé d'un champ de vecteurs holomorphe X sur M et d'une métrique kihlérienne g
sur M, est un soliton de Kihler-Ricci s'il existe une constante A € R, dite constante de Kihler-Einstein, telle que

Ric(w) — Aw = Lx(w), (4.22)

ol w est la forme de Kéhler associée a g, Ric(w) est la forme de Ricci associée a w et Lx (w) est la dérivée
de Lie de w dans la direction de X. La notion de soliton de Kahler-Ricci généralise la notion de métrique de
Kihler-Einstein, en effet si on prend X = 0, on retrouve I'équation de Kihler-Einstein Ric(w) = Aw.

Le fait que X soit un champ de vecteurs holomorphe et que M soit une variété de Fano compacte im-
plique, par la théorie de Hodge, qu’il existe une fonction x € C*°(M) telle que Lx (w) = v/—190 0x (voir
par exemple [61, 59] et le lemme 2.5.5). Ainsi, si nous prenons les classes de cohomologie de I'équation
(4.22), nous avons alors par la proposition 2.4.4 la relation suivante :

AMw] = 27y (M).

De plus en prenant le produit extérieur de 'équation (4.22) avec w™ ™! et en intégrant, nous obtenons

Ric(w) Aw™™ ! — )\/ W' =+v—1 [ 000x Aw" L.
M M M

Pour toute (1, 1)-forme réelle o, on définit sa trace par rapport a w par la formule : (Tr, o) -w™ = 2n aAw™ !,

ce qui nous donne
/ Tr, (Ric(w))w™ — 2n A / W' =+v~1[ Tr,(000x)w™.
M M M

Maintenant, par définition, on a que Scal, = Tr,(Ric(w)) et A9 = Tr,,(v/—190), ce qui nous donne

/ Scalgw™ — )\/ w" = A5 w™.
M M M

En remarquant que le dernier terme est nul par la formule d’intégration par partie, nous obtenons
1
A= —Scal, (4.23)
2n

ot1 n est la dimension complexe de M et Scal := [, Scalgw™/ [,, w™ la courbure scalaire moyenne de (M, g)
(on rappelle que Scal, est la courbure scalaire de g).

Supposons que (M, J, g,w, T™, p) soit une variété kahlérienne compacte torique de Fano. On peut mon-
trer ([64]) qu’il existe un unique soliton de Kahler-Ricci (modulo l’action des automorphismes holomorphes
de M) et que le champ de vecteurs solitonique est de la forme

X=JX,+Vv-1X,



4.3. LE LAPLACIEN PONDERE SUR UNE VARIETE TORIQUE DE FANO 71

ot X, est le champ de vecteurs fondamental pour 'action du tore T associé i un vecteur a € t. En particulier, nous
avons

Lxw=—2v—100 (i,a). (4.24)
En effet, on a par d'une part

Lxw=dixw
= AT X+ VIX,, )
= dw(J Xa, )] + V=1d[w(Xa,")]
= dlw(J Xa,")] = V=1d[{n,a),")]
= —d[g(Xa,")]

n

= —d[ Z aiHijdtj]

ij=1

= — Z aiHij}kda:k/\dtj,

i, k=1
et d’autre part :
—2vy 7163«“’7 (1> = 7ddc<ﬂa a>
= —d[z a' Jdx;] (puisque d°(u, a) = Jd{p, a))
i=1n
= —d| Z a'H;;dt;] (en utilisant 1’équation (4.13))
ij=1

= — Z aiHij};@dmk/\dtj.

i\j k=1
Ce qui nous donne bien que

n

Lxw=—2V/=100(u,a) = —dd*(p,a) = — > a'Hyjpday A dt;. (4.25)

i\j k=1

Ainsi, en prenant la trace par rapport a la forme w de 1'équation (4.22), nous sommes ramenés a chercher les
couples (g, a) composés d'une métrique kihlérienne g sur M et d'un vecteur a € t vérifiant

Scaly — Scal = -2 A%(p, a). (4.26)

Ainsi, sur les variétés toriques, un soliton de Kéhler-Ricci peut étre vu comme un couple (g, a) vérifiant
I’équation (4.26). En fait, on peut montrer (voir [36, 24, 25]) que cette définition est en fait équivalente dans
le cas d’une variété torique kdhlérienne compacte de Fano a la définition classique d'un soliton.

Terminons en rappelant que le vecteur a € t est entierement déterminé par la combinatoire du polytope
im(y) associé a la variété torique symplectique (M,w, T, ;1) grace a 'annulation de l'invariant de Futaki.
Cette derniére condition s’exprime (voir la fin de la section 2 de [64] pour les détails calculatoires) de la
fagon suivante :

Vf € Af(t*,R), / e~ 2@ f dy(z) = f(p) / e~ 2@ dy(z), (4.27)
P P
ol p est le centre privilégié de P, dv la formule volume euclidienne standard et Aff(t*, R) I'ensemble des
fonctions affines réelles sur t*. On pourra consulter [19, 64].

4.3 Le laplacien pondéré sur une variété torique de Fano

4.3.1 La premiere valeur propre du laplacien pondéré

On fixe une variété kihlérienne compacte de Fano torique (M?", J, go,wo, T", u) telle que (g, a) soit un
soliton de Kéahler-Ricci. Lorsqu’on travaille sur les solitons de Kahler-Ricci, il est important de pondérer
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le laplacien comme expliqué dans [44, 45]. Dans notre cas, en utilisant I'équation (4.24), on définit alors le
laplacien pondéré par la formule suivante :

VYo € C°(M,R), A% =A%+ dv(Vy(u,2a)).

En utilisant les formules (4.17), (4.14) et (4.9), on obtient donc I'expression de A% dans les coordonnées
actions-angles :

Z@.’L‘ ( Ua ) ZGUatat +22a1 zga (428)

2,j=1 1,j=1 3,j=1

De plus, comme nous travaillons sur des variétés kahlériennes, il faut aussi tenir compte de la structure
complexe J en rajoutant un multiple du terme By ; donné par

Vv € C(M,R), By jv:=g(Vyv,Vyu(p,2a)) =dv(Vy(u,2a)). (4.29)
Le laplacien complexe pondéré est alors donné par la formule
9.0 = AP —/-1B7 ;. (4.30)

Remarquons que 1'on retrouve la formule (3.36) grace au fait que hy, = 6x = —2(u,a) a constante pres
comme il découle de I'équation (4.24). De plus, puisque la structure complexe J de la variété M est antisy-
métrique pour g, on peut étendre la définition précédente par C-linéarité aux fonctions u € C* (M, C). En
utilisant la formule (4.15), nous obtenons que

- 0
BS ;= 2a, o (4.31)
j=1

0 0?
ar=- Za (”a ) ZG”atat+22aH”a - V=1 Zzaja (4.32)
t,j=1
Terminons en remarque que si u et v sont des fonctions T"-invariantes i.e. mdependantes de la variable ¢
alors
A (uv) = v ASOy 4 u AT — 2 Z o0 His 8x (4.33)
i,j=1

Maintenant, nous nous intéressons aux valeurs propres de ce laplacien et aux fonctions propres (appelées
aussi potentiels) associées i.e. on cherche des nombres complexes v € C et des fonctions non nulles f €
C>° (M, C) vérifiant

A f=vf

Le résultat fondamental concernant les valeurs propres du laplacien pondéré complexe A{ ; est le lemme 28
de [45]. En particulier, il montre que, en renormalisant I'équation (4.22) pour avoir A = 1, la premiere valeur
propre est 2. Pour le compléter, nous avons alors les deux résultats nouveaux suivants qui nous donnent
des fonctions propres associées a cette premiére valeur propre. De plus, il généralise aussi la proposition 2.4
de [35] qui traite le cas des métriques de Kahler-Einstein sur les variétés toriques :

Lemme 4.3.1 Soit une variété torique kihlérienne compacte de Fano (M>", J, go,wo, T™, ). Alors le couple (g, a)
est un soliton de Kiihler-Ricci si et seulement si modulo une constante additive on a

Vb et, 2X{(u,b) = A {(u,b),
ol X est la constante de Kihler-Einstein dans I'équation des solitons (4.22).

Démonstration. La preuve suit la démarche de la proposition 2.4 de [35] en rajoutant les termes nécessaires
dans le cas solitonique.
Soit (g, a) un soliton de Kéhler-Ricci. Il existe donc A € R tel que

Ric(w) — Aw = Lxw,
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ol w est la forme de Kahler de g et
X =JX,+v-1X,.

Commengons par remarquer que nous avons, pour tout b € t,

(5]

=—d Z bjH;j (par la formule (4.17))

4,J=1

n
= - E bjH;j srdxy,
i g k=1

—2ix, Ric(w).

d[AI(p,b)] = d

De plus, nous avons aussi (voir la formule (4.25)) :

Lxw=— Z a;Hyj pdxy, A dt, (4.34)
i g k=1

n
ixb (ﬁxw) = Z U,iHij,kbjdl‘k
i,j,k=1

=d |:zn: aiHZ-jbj

i,j=1

n
= E C(,iHij,kbjdxk
i,5,k=1

=d[d{p,b) (Vg(u,a)) (par la formule (4.14)).
Ainsi nous obtenons grace a I'équation des solitons (4.22)

dA-'”“(,u, b> = ixb (—2 RiC(UJ) + ZEX(.J)
= -2\ ixbw
= 2)d [(1, b)] (grace a la formule (4.2)).

On conclut alors en utilisant le fait que la variété M est compacte connexe donc il existe bien une constante
¢ € Ctelle que

AP, b) = 27 [(1,b) + ca]

ainsi nous obtenons bien
AP ((u,b) + cp) = 2 [(u, b) + cp] -

Réciproquement, supposons que
Vbet, Jep € C, 2X ({u, b) + cp) = AT ({1, ) + ¢p) -

Ainsi on a, en utilisant la formule (4.32), pour touti =1, -- ,n, ol b(¢) a toutes ses coordonnées nulles sauf
la i-éme,

2\ (lEl +Cb7~,) = _ZHij’j +QZ(1]'H]'Z'. (435)
j=1 j=1
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Ce qui nous donne

1 n
Ric(w) = —3 Z Hi ik dey A diy

ik,l=1
1 OH,
=3 5 b ey A dty
iki=1 9Tk
1 0 n
= — — [2) -2 Hi | dxg A dt
5 P orr (@1 + Co(1) ;a 1| ATk l

= )\Z dxyp N\ dty, — Z a;Hy 1 dxy, A dt
k=1

— Lk,i=1
=+ Lxw,

ouonaposé X = JX, ++—1X, (voir 'équation (4.25)). O
On peut étendre au cas complexe grace au corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2 Pour tout b € t, la fonction (u1,b) (modulo une constante) est encore une fonction propre pour la
valeur propre 2\ pour le laplacien complexe Ay ;.

Démonstration. Il suffit de remarquer que B ;{u,b) = 0 pour tout b € t par I'équation (4.31) car la fonction
(p, b) ne dépend pas des coordonnées t1, - - - , . O

Quitte a modifier 'application moment et donc a translater le polytope moment, on peut supposer que
la constante est nulle. Le corollaire suivant nous dit que le polytope correspondant a la constante nulle est
—Pyyg.

Corollaire 4.3.3 Soient (M, g,w, J, T™, ) une variété torique kiihlérienne de Fano telle que im(p) = —Ppg et a € t
tels que (g, a) soit un soliton de Kihler-Ricci. Alors pour tout b € t, la fonction (u, b) est une fonction propre pour le
laplacien pondéré Ay ;.

Démonstration. Pour tout b € t, on sait, par le lemme 4.3.1 qu’il existe une constante c; telle que
A% {1, b) = 2X (1, b) + 2\ cy.

On integre alors par rapport a efx wy ou X = JX, + v/—1X, et on obtient en faisant une intégration par

parties que
O—/ AG y{p,b :2)\/ <,u7b>eexwg+2)\cb/ eexwg.
M M

Pour conclure, il suffit donc de montrer que

0 n __
/M<u,b>e Ywy = 0.

Puisque que Ox = —2(u, a) + ¢, (voir I'équation (4.24) o1 ¢, est une constante, il suffit de montrer que

/ (1, b) e*2<”’“>w;‘ =0.
M

Rappelons que d’apres I'équation (4.20), le polytope de Delzant P = Py, = (M) est

P= () {yeR" (y,b,) > -1},

pEA(L)

et qu’en particulier le centre privilégié de P est l'origine et que de plus si f est le potentiel kahlérien de

w = 2y/—100f alors
af  of
8u1 aun
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Ainsi nous devons montrer que

/ Zbkexp< QZal )det fij)du=0

Et en faisant le changement de variable z; = nous devons finalement montrer que

8ui !

b n
/ Zbk T exp <—2Zalaj5) dr = 0.
Pr=1 =1

Cette derniere intégrale est bien nulle car elle correspond a I’annulation de I'invariant de Futaki (voir I'équa-
tion (4.27)) en remarquant que le centre privilégié de im(p) = — Py, est I'origine par définition de Py;,. O

4.3.2 Théoreme de décomposition pour la premiére valeur propre

Pour commencer, introduisons une notation pour simplifier les expressions par la suite. Pour toute fonc-
tion f € C* (M, C), si on pose e; le vecteur de R™ tel que toutes ses coordonnées soient nulles sauf la i-ieme
qui est égale a 1 alors on note X, - f := Lx,_f la dérivée de Lie de f dans la direction du champ de vecteur
fondamental X.,. En particulier X, - f est une fonction appartenant a C*°(M, C). On peut alors itérer la
dérivée de Lie. On définit alors par récurrence X SZ_ f=fetXD f=X - (X ;fi’l . f) pour tout n > 1.

Lemme 4.3.4 Soient (M, J, go,wo, T™, 1) une variété kihlérienne compacte de Fano torique et (g,a) un soliton de
Kihler-Ricci. Pour toute fonction propre f € C°°(M C) du laplacien pondéré A9¢ pour la valeur v et pour tout
multi-indice o € N", la fonction X' - X&2 - --- - X2 - f est aussi une fonction propre pour la valeur propre v. Le
résultat est encore vrai pour le laplaczen pondere complexe Af ;.

Démonstration. Commencons par remarquer qu’en coordonnées actions-angles, nous avons

3|a\f|M0

X X0 XO - flp = T

Maintenant, on remarque aussi par ’équation (4.28) que

ala\f ala\(,,f)
Vot T o
o0 f)
T e

|<X\ of n n
Z oz; ( ”axj)_i; ”8t6t —2) il ”a

1,5=1

Or les fonctions H;; et G;; ne dépendent que des variables d’action x; et les a; sont constants donc on peut
commuter la dérivée d’angle avec les autres dérivées dans 'expression et obtenir

Z aJUL( ijax (8150‘ - ZGljatﬁt 3? —Q‘Z aiHij%j 87

4,j=1 i,j=1 i,j=1
lex]
=A% o f .
ot
Pour étendre cette égalité a toute la variété, la fonction X&' - X2 - ... - X - f est une fonction globalement

définie sur M et donc I'égalité précédente se lit

VXeall -Xé“;' . L X% f|M0 = A9 (Xgll .Xea;_ _Xéxnn f) |M0-

€En

L’égalité s’étend alors par densité a toute la variété M. Ce qui permet de conclure.
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Dans le cas complexe, il suffit de remarquer par 1'équation (4.29) que

o1 (By ,f) &~ ol (oF
o~ 2% \ oy
olal ¢
Ny, ot
—22% ot

1
. olal f
(%)

L’expression des fonctions propres est alors donnée par le théoreme suivant.

.
Il

Théoreme 4.3.5 Soit f € C>(M, C) une fonction propre du laplacien complexe pondéré A ; pour la valeur propre

2. Alors on peut trouver des couples (ay,, my) € C" x N" pour 1 < k < d et des fonctions fi,; € C°°(P°,C) pour
1 <1< my oit PO est 'intérieur de P tels que, en coordonnées actions-angles,

d
flao =Y > frattelorth, (4.36)

k=11<my

Démonstration. Soit f une fonction propre associé a la valeur propre 2. On sait que ’espace propre associé
a 2 est de dimension finie (voir le théoréme 3.5.3 ol1 la normalisation A = 1 a été utilisée). On a donc qu’il
existe pour tout ¢ € {1,--- ,n}, un entier ps; > 0 et des nombres complexes c;, ; € C tels que

rrif PRS0

T = Ck,i =
Pf.i ) k
ot — " ok

On peut alors résoudre cette équation en passant sous forme matricielle. En effet, en fixant i et en ne consi-
dérant que la dérivation par rapport a ¢; on pose :

X:(f f(l) f(pf,i—l) ),

et on doit donc résoudre :

X = A;'X,
ol 4; est la transposée de la matrice compagnon :
0 0 0 Co,i
1 0 0 C1
0 1 0 Co
6 0 ... 1 ¢ f’;,l’i

Cela implique que
2SAX' = exp(tlAl) th,
ol X est un vecteur appartenant a (C*°(M?))P/¢ et ne dépendant pas de la variable ¢;. Maintenant en
remarquant que les coefficients de la matrice exp(¢;A) sont des combinaisons linéaires des T; ;. ; qui sont
définies par
Tk,i,l = té . exp(aLk ti),

ot les v; 1, sont les d; valeurs valeurs propres de A; de multiplicité m;  etott! € {0,--- ,m; , —1}, on obtient
donc que
d; Mik
Flaro =D i~ ik
k=1 1=0

ot les f;; ne dépendant pas de ¢;. On conclut alors par récurrence en remarquant que les 7} j; forment
une famille libre. O
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4.3.3 Le sous-espace 7y

A partir de maintenant et pour le reste du chapitre, on fixe une variété torique kédhlérienne compacte de
Fano (M, J, go, T™, 1) et on note (X, g) I'unique soliton de Kahler-Ricci dont on note a € t1’élément tel que
X = JX, + v—1X,.De plus, on suppose que la constante d’Einstein est normalisée pour avoir A = 1.

On veut étudier I'isomorphisme x donné par le théoreme 3.5.3. Rappelons que le tore compact T" s’étend
en un tore complexe Tc qui s'injecte dans le groupe Aut’(M), on note ¢ : Tc — Aut’(M) cette injection.
Ainsi, si t est l'algebre de Lie de T et tc l'algébre de Lie de T¢, nous obtenons que 7§ (M) = du(tc) est
une sous-algebre de Lie de n®(M) et qu’elle est aussi égale a la complexification de du(t) i.e. g (M) =
du(t) @ J du(t). En particulier, on a que ng (M) est isomorphe a t & /—1t.

Nous avons alors le lemme suivant qui caractérise la restriction de x ! a it (M).

1

Lemme 4.3.6 L'application x ! restreinte i ng (M) est donnée via l'isomorphisme v par

X B ARS(P)
du(by) + Jdu(be) —  —{u,ba) +v/—=1(u,b1) ’

oil Aft§ (P) est l'ensemble des fonctions lisses définies sur M s'écrivant sur MO et en coordonnées actions-angles sous
la forme {p,b1) + v/ —1{u, ba) pour (by,bs) € t x t.

Démonstration. Commengons par remarquer que Aff§ (P) est bien inclus dans ker(Aj ;—2I) grace au corol-
laire 4.3.2. Grace a l’action du tore, b; € tinduit un champ de vecteurs X3, qui se trouve étre égala vV, {(u, b1)
(voir formule (4.15)). Puisque g = w(-, J-), ce dernier est égal a J V,{u, b1). Ainsi si by € t alors v/—1bs in-
duit le champ de vecteurs —V (g, bs). Ceci permet de conclure en utilisant 'isomorphisme x donné par le
théoréme 3.5.3. O

Pour le reste de I'espace n® (M), il est préférable de travailler avec les champs de vecteurs holomorphes
complexes, nous allons donc transporter la décomposition solitonique dans cet espace et I'étudier ensuite.

4.3.4 La décomposition solitonique complexe

Commengons par remarquer que nous pouvons traduire 1'isomorphisme pour les champs de vecteurs
holomorphes. En effet, 'algébre de Lie n®(M) est isomorphe a n(M) via 'application X +— X9, Nous
obtenons donc l'isomorphisme

X | ker(A7 ; —2I) — n(M)
v o (Vg 0)t0.
De plus, d’aprés le théoreme 4.1.18, nous avons
M) =)@ B Cla
CKER(Palg)

Or, l'espace 1o(M), qui est isomorphe a (M) via X +— X0 étant déja compris, grace au lemme 4.3.6, on
est donc ramené a rechercher une fonction v, € C*°(M, C) telle que

(vg,J'Uoz)l"o :Vo(
{ W em @

Résolution locale du systéeme (4.37)

Maintenant, on considére les coordonnées logarithmiques sur T¢ i.e. t; = exp(z;) ol z; = u; + v/ —1v;.
Dans ce systéme, nous obtenons, par I'équation (4.21), que

Valse = exb ((=0,2)) 3 -(p. ) 5

k=1

ott la notation («, z) désigne, avec o = (a1, -+ - , ),

(o, 2) = Zai (uz + \/jlvi) .
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On cherche donc une fonction v, € C*(M,C) solution du systeme d’équations (4.37). Commengons par
remarquer que nous avons

W((vg“]voz) 3 ) \/7811045

et donc nous devons avoir

WV, ") = V—=10v,.

Si on se place dans le systéme de coordonnées actions-angles, nous obtenons donc que

Vji=1,---,n, az] Z

=1

(exp ((=av, 2)) (bp,)i)

ol on rappelle que f est le potentiel kdhlérien de w (voir I'équation (4.6)). En particulier, cela nous dit que

Va|pro = 2 Z i exp [(—a, 2)] + 2
Z i exp [(—a, 2)] + v (puisque le potentiel kdhlérien est T"-invariant)
= (u, bpa> exp ((—a, Vo + V—1t)) + v (par I'équation (4.19))

ol ¢ est le potentiel symplectique (voir le théoreme 4.1.9) de g et v2 est une fonction holomorphe sur M°.
Il reste & déterminer v2. Pour cela, on utilise la seconde équation de (4.37). On pose alors

Vg = (1: by >€<7a’v¢+\/jlt>
et on calcule o
AY vl — 20/,
Remarquons que nous avons, grace a 1’équation (4.33) et au corollaire 4.3.3,
Aa JT - Ag J (<H’v bpa> exp( a, V¢ -V t))
= Ag ; ({1 by,) exp(—a, Vo)) exp(a, vV=1t) + ({11, by, ) exp(—a, V) Ag ; (expla, V-11))
7 (s Pa>) exp(—a, Vo)) exp(a, V.- t) ({1, 0p.)) &G, (exp{=a, Vo)) expla, V=1t)

(<u, pa )exp< a, V) exp(a, \/—71t>+(</~tabpa>) A% (exp(—a, Vo)) exp(a, v —1t)
+ ({1, by, ) exp(—a, Vo)) A7 ; (exp(a,ﬁt)). (4.38)

De plus, nous avons, par I'équation (4.32) et puisque (o + v/—1t) ne dépend pas de z1, - - - , Z,
A7 (exp(oz, V-1 t>) = (tozGoz + 2{a, a>) exp(a, vV —1t). (4.39)

En utilisant a nouveau 'équation (4.32) et en se souvenant que la matrice de G est la matrice hessienne de

o
A (exp(—a, V¢)) = — (taGa + 2a, a>) exp(—a, V). (4.40)
Nous avons donc finalement, a I’équation (4.38), que

A vl = 20, + 2(a, by, ) exp(—a, Vo — v=1t). (4.41)

Or (o, b,,) = 1 (puisque « est une racine de Demazure, voir la définition 4.1.17) donc nous avons finale-
ment : L
AZ julh, — 20, = 2exp(—a, Vo — vV —1t).

Remarquons alors que, grace aux équations (4.39) et (4.40),

A7 5 (exp<fa, Vo — \/j1t>) =
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Donc finalement
o7 (vh +exp(—a, Vo — V—=1t)) =2 (v}, + exp(—a, Vo — vV—1¢)) .
Nous posons alors la fonction suivante :
Vo i= ((, b, ) + 1) exp(—a, Vo +/—1t) € C=(M°,C).
On l'appellera la fonction de racine cv.

Théoréme 4.3.7 La fonction de racine « est une solution locale i.e. sur M° au systeme d’équations (4.37).

Démonstration. La seconde équation de (4.37) est vraie d’apreés ce qui précede, il s’agit donc de regarder si
le terme additif

v? = exp(—a, Vo + v/ —1t)
n’interfére pas dans la résolution de la premiere équation. Or en coordonnées logarithmiques ce terme s’écrit

02 = exp(—a, 2).

Cette fonction est clairement holomorphe sur M°. Ceci permet de conclure. O

Résolution globale du systeme (4.37)

On veut maintenant trouver une fonction appartenant a C*>° (M, C) qui vérifie le systeme d’équations
(4.37). On va donc montrer le résultat suivant.

Théoreme 4.3.8 La fonction v, € C°(MY, C) s’étend en une fonction appartenant a C>° (M, C).

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons montrer que v,, est une fonction continue sur la variété
M. On sait que la fonction v, a pour expression

va = (11, bp,) +1) exp(—a, Vo + v~1t).
Or la théorie des potentiels symplectiques (voir le théoréme 4.1.9), nous dit que ¢ peut s’écrire
¢ =do+h,

oll ¢ est le potentiel de Guillemin (voir 1’équation (4.10)) et h € C>°(U,R) avec U ouvert de R" contenant
P. Ainsi, on peut écrire

Va = (<,LL7 bPu> + 1) eXp<_a7 v¢0> : eXp<_a7 Vh+ \/j1t>

Remarquons tout de suite que exp(—a, Vh + /—1t) s’étend en une fonction continue sur P x T". Pour le
terme restant, en utilisant I’expression du potentiel de Guillemin (voir I'équation (4.10)), on obtient que

({1 bp0) + 1) exp(—a, Vop) = e~ 3@ Zocam ) (0, ) +1) T ((bp) +1) 720
pEA(L)

Par les propriétés des racines de Demazure (voir la définition 4.1.17), nous avons

<a7bpa> =1, <a7bp> <0 Vp# pa-

Ceci permet d’étendre (par la méme formule) de maniere continue la fonction ({u,b,_) + 1) exp(—a, Vo)
au bord du polytope. Nous avons donc montré que v, définit une fonction continue sur P x T". De plus,
nous avons

VteT", VF € F(P), Yz € F, Vp € Ir, vo(z, b, +1t) =va(x,t).

En effet, il y a deux cas a traiter :
e Supposons que («, b,) = 0 alors par définition la fonction v, vérifie la propriété demandée.
e Il reste a traiter le cas ott (@, b,) # 0. Dans ce cas, la fonction v, est nulle sur la face correspondante
donc la propriété est vérifiée.
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Ainsi, nous obtenons que v, induit (par la méme expression) une fonction continue sur F' x T" /T et donc
nous obtenons que v, définit une fonction continue sur I'espace | |pc z(p) £ x T"/Tp.

Pour conclure, on sait (voir par exemple la section 2.1 de [34]) que i’espace topologique sous-jacent a la
variété M peut se décrire comme

M~| || FxTTe]| / ~
FeF(P)

ou (z,t) € FxT"/Tg ~ (a',t') € F x T" /T sietseulementsiz =z’ ett =t mod Trnp .1l faut et suffit
donc de montrer que si (z,t) € F x T"/Tp ~ (2/,t') € F/ x T"/Tp: alors vy (z,t) = ve(x,t’). Ce qui est le
cas par définition de la fonction v,,.

Maintenant, on va montrer que la fonction v, est lisse. Pour cela, on remarque qu’elle définit une fonction
lisse sur M qui vérifie

(Vg 70a)"0 =V, sur M°.

Or on sait (par la théorie de Hodge) qu'’il existe une fonction 6y, € C*(M, C) telle que
(Vy.s0v,)"0 =V, sur M,

et donc par restriction sur M°. Cela signifie que sur M°, nous avons

6 [9\/@ - Ua] =0.
Cela signifie qu’il existe une fonction holomorphe 09 définie sur M tel que
Oy, — va = 00

Le membre de gauche étant borné puisque continu sur la variété compacte M, nous obtenons que 69 est une
constante et donc par densité nous obtenons que 6y, = v, modulo une constante additive sur M et donc v,
est aussi lisse. O

Nous pouvons résumer ce que nous venons de démontrer dans le théoréme suivant.

Théoreme 4.3.9 Soit (M, wo, J, T", 1) une variété torique kihlérienne compacte de Fano telle que P := im(u) soit
le polytope algébrique associé dont on note R(P) 'ensemble de ses racines de Demazure. Supposons que (g, a) soit un
soliton de Kihler-Ricci tel que sa constante de Kihler-Einstein soit égale a 1 sur la variété complexe (M, J).

o Nous avons la décomposition suivante :

ker (AZ,J _ 2]1) - Afe @ Cu,
a€R(P)

oit Aff§ est I'ensemble des fonctions lisses sur M s'écrivant sous la forme (x,by) 4+ /—1(x, by) ot (b, by) €
t X tet v, est la fonction appartenant a C*° (M, C) telle qu’en coordonnées action-angles (x,t)

Valaro = ((2,bp,) + 1) e (@VO7V7I0,
oit ¢ est le potentiel symplectique associé a g.
o Deplus, sion note V,, les espaces propres de la décomposition solitonique et x I'isomorphisme entre ker (A; = QH)
et nR (M) du théoreme 3.5.3, alors nous avons
X)) =Afflfe P Cua
a€R(P),{a,a)=0

et pour tout i > 1,
X_ ! (V’Yl ) = @ C ’/U\C;'
a€R(P), 2(a,a)=";
e En particulier, les fonctions v, sont des fonctions propres de l'opérateur Ay _ ; — 21 pour la valeur propre
4, a).
Démonstration. Le premier point est une conséquence de la discussion qui précede. Le second point est une

conséquence de Iisomorphisme y énoncé dans le théoréme 3.5.3 et du fait que les v, sont bien des solutions
au systeme d’équations (4.37). Le troisieme point est alors un calcul direct. O
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4.4 Exemples de décompositions solitoniques dans le cas torique

4.4.1 L’espace projectif

L’exemple le plus simple est de considérer 1'espace projectif. Pour encore plus de simplicité, on va se
limiter & CP? avec sa structure complexe standard, sa métrique de Fubini-Study et 'action de T" donnée
par (t1,t2) - [20, 21, 22] = [#0,t1 21, t2 22]. Le polytope de Delzant est alors donné (voir [1]) par

3
P=({zeR?: (,b)+1>0}
i=1

ot R? est muni de sa base canonique (e1, e2) et de son produit scalaire usuel permettant de 1'identifier avec
son dual, et

b1 =e1 ,bQ = €9, b3 = —e€1 — €.

De plus, on sait que la métrique de Fubini-Study de CP? est une métrique de Kéhler-Einstein dont le
potentiel symplectique est le potentiel de Guillemin ¢, donné par

1 3
¢0 = §;lrlnlra

otton a posé I, := (z,b,) + 1. On pourra consulter [35] ou [1]. Nous obtenons alors que
3

1 1
Vo =5 (L+Inl)b, = In

r=1

1 1 1
o1t e1 +=1In T2 +

—_— — €3.
1—371—1‘2 2 1—1‘1—332

On veut maintenant déterminer la décomposition solitonique. Il faut donc déterminer les racines de Dema-
zure :

1. On cherche o € Z? tel que
(v, e1) =1
<Oé, 62> <0
(o, —e1 —e2) <0
On obtient deux racines :
ap1 = €1, Q12 :=€1 — €2.

2. De méme on obtient :

Qg1 = €2, Qg9 = —€] + eo.
3. On doit terminer en résolvant :
(o, e1) <0
<Oé, €2> < 0
(a,—e1 —eg) =1
On obtient aussi deux racines :
Q31 = —€1, Q32 := —€2.

Cela nous donne donc la liste de fonctions propres suivantes :
Vay,, = (@1 + DY2(1 =2y —a0)/? eV,
Vay o o= (21 + 1)1/2 (22 + 1)1/2 @*\/jl(trtz)7
Vo, = (T2 + D2 (1 =2y — )/ eVl
Vg p = (2 + 1) (a1 +1)1/7 V1m0,
= (o1 + )21 -2y —9)'/? VT
Vag,o 7= (T2 + 1)1/2 (11— — 1‘2)1/2 eV Itz

Remarquons que puisqu’il s’agit d’'une métrique de Kahler-Einstein, ces fonctions propres correspondent
aux fonctions propres du laplacien usuel comme calculées par exemple dans le chapitre 3 section C de [6]
mais exprimées dans le systéme de coordonnées actions-ang]les.

Vasz,; *



82 CHAPITRE 4. PROPRIETES SPECTRALES DES VARIETES TORIQUES

4.4.2 CP? éclaté en un point

On considere le cas ot la variété complexe M est CP? éclaté en un point, que nous noterons par la suite
M; . On sait (voir chapitre 1 de [27]) que le polytope P associé a cette variété torique est le trapeze 7 donné

par:
?:{x€R2 Vi=1,---,4 <$,1/i>2*1}a

V=€, Vp = —€1, V3 = €1, Vy = €1 —E€q.

On peut déja calculer les racines de Demazure de ce trapeze :
Q1] = €2, Q21 = —€1, Qg3 := —€] —€2, Q4] = —€2.

De plus, on devra considérer le trapéze 7 qui se trouve étre le trapéze translaté du trapeze 7 par le vecteur
(2,1). On montre alors que o : (z,y) € [1,3] x [0,1] = (z,zy) € T est un difféomorphisme. Cela entraine que
M, est une variété torique de Calabi. Avant de définir cette notion, nous avons besoin de la définition d'un
trapeéze de Calabi.

Définition 4.4.1 Un trapeze de Calabi est un polytope de R? qui est égal a I'image d'un rectangle (o1, ca] X [B1, B2] C
R? avec oy > O et 31 > 0 par Uapplication o : (z,y) = (x,zy).

On fixe maintenant un trapeéze de Calabi donné par l'image d’un rectangle [, as] x [1, B2]. On peut
alors écrire les normales a chaque aréte sous la forme

Uay, = Coy ( 061

Ainsi le couple formé du trapéze de Calabi et ses vecteurs normaux (appelé trapeze de Calabi étiqueté dans
l'article [35]) est entierement déterminé par 8 parametres :

(0517012’61752’ Calacazacﬁncﬁz)‘

Si on prend le trapeze de Calabi dont les parametres sont (1,3,0,1,1, —%, —1,1), alors on retrouve le
polytope 7 associé a M;. On notera ; I'application moment telle que im ¢ = 7 et i 'application moment
telle que im & = 7. En particulier,ona g = p — (2, 1).

Terminons en rappelant le résultat fondamental qui nous servira par la suite a chercher les solitons de
Kahler-Ricci.

Définition 4.4.2 Soit (M, w, J,T?, i) une variété torique kihlérienne compacte connexe de dimension réelle 4. On
dit que M est torique de Calabi s'il existe deux fonctions T?-invariantes x et y € C> (M) strictement positives telles
que 'application moment y soit donnée par p = (x, xy). On appelle alors (x,y) les coordonnées de Calabi.

On remarque que le polytope associé & M est alors un trapeze de Calabi. Nous avons la proposition 4.9
de [35].

Proposition 4.4.3 Soit (M, w, J,T?, i) une variété torique de Calabi ayant pour polytope le trapeze de Calabi donné
par les parametres (oq, a2, 81, B2, Cay, Cay, Cay , Cg,) et ayant pour coordonnées de Calabi (x,y). Remarquons que
Imz = [aq, a2] et Imy = [B1, B2]. On pose (t, s) les deux cordonnées d’angles correspondantes sur M°. Alors nous
avons qu’il existe deux fonctions A € C*°(M) et B € C*>° (M) telles que

e les fonctions A et B ne dépendent respectivement que de la variable x et y et sont strictement positives sur M°,
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e la métrique g, dite métrique de Calabi, a une expression particuliere sur MO :

glaro = A?m) dz? + ny) dy? + Aff) (dt + yds)? + zB(y)ds?, (4.42)
e on a les conditions au bord suivantes pour i = 1,2 :
Aa;) =0, B(B;) =0, (4.43)
et
A = i B3 = ;ﬁ (4.44)
U
De plus, on montre alors que
Seat, — 4@+ B W)

et

Soal 4 1 1 1 1 1 1
cal 1= - a5 A - ’
(%1 + (6%} Qg — (] Cal Ca2 62 - /81 Cﬂ1 052

La recherche de solitons de Kahler-Ricci a 'aide du théoreme précédent est faite dans 1’article [36] ot il est
montré le résultat suivant (lemme 3.8).

Lemme 4.4.4 Supposons que g est une métrique torique de Calabi pour A € C*([aq, o)) et B € C*°([f1, B2]). Pour
tout a € t, en écrivant (u, a) = a1z + azxy, le couple (g, a) est un soliton de Kihler-Ricci si

—A"(z) — 2a1 A (x) — 2 Scal = m, B"(y) =m, (4.45)

1 2 2
onm=—— - . En particulier, on a que as = 0.
B2 — P (Cﬁl Cﬂ2> P e a2

Remarque. Nos conventions sont différentes d’ot1 la différence de signes dans I'équation (4.45).

Revenons a CP? éclaté en 1 point. On sait qu’il n’admet pas de métriques de Kihler-Einstein (voir [55])
donc on doit chercher & résoudre 'équation (4.45) avec a; # 0. Rappelons que les parametres de Calabi sont
donnés par

1
(1,3,0,1,1,— =, —1,1).
3
Un calcul direct nous donne que
m = —4, (4.46)

et
Scal = —4. (4.47)

On peut alors résoudre I'équation (4.45) et on obtient :

, (4.48)
ay

Alz) = ;31 [(%2 - ;) exp(—2a1 (z — 1)) + a1 2% — (2a1% + a1)  + <a1 + ;)

et la fonction B a pour expression
Bly)=—2(y—1)y=—-2"+2y. (4.49)

On peut aussi calculer a; grace a l'invariant de Futaki et on obtient que a, est la solution non nulle de

o 1 2 1
ai — 5 exp(—4a1) +3ai —2a; + 5= 0. (4.50)
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On peut alors calculer la matrice H associée au potentiel symplectique du soliton. Pour cela, on rappelle
que nous avons (voir le lemme 3.8 de [36])

1 A y A(z)
H(z,y) = T < yA(x) 22B(y) +y? A(z), )

Cette fonction H peut aussi s’écrire sous la forme

1
1 A(/h) /TTA(M)
H(pa, p2) = il s 2 (4.51)
— A(p) 3B, p2) + () A(pr),
21 k1

On calcule alors la matrice G inverse de la matrice H :

z Y Y Mo k2
. A(z)  zB(y) zB(y) A(pr)  piB(p, p2) piB(pa, p2)
Y ! ke o
xB(y) zB(y) uiB(p, p2) p1B(pa, p2)
ou
—1 2 1 2 2 2 1
Alpuy) = el Ky exp(—2a (1 — 1))+ a”pi — (2a° +a)p1 + | a + 3
et

2
B(p1, p2) = =2 <M2> +2 <N2> :
H1 H1

On peut alors se ramener au polytope algébrique en utilisant I’expression

/L:ﬁ+(271)'

Notons ¢ le potentiel symplectique associé a la métrique de Calabi telle que la matrice G ci-dessus soit la
matrice hessienne de ¢. Nous obtenons que les fonctions propres sont données par

(fi + 1) - VP2V,

’Ual,l =

(—fin + 1) - eVOn=vTh,

’Z)OQ,1 =

— (_ﬁl _ ﬁ2 + 1) . 6(V¢)1+(V¢)2*\/j1(t1+t2)’

Vag o =

Vo1 = (_ﬁQ + 1) : e(v¢)2_\/jlt2'



Chapitre 5

Existences de solitons de Kahler-Ricci
dans les variétés horosphériques

5.1 Les variétés horosphériques

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur la théorie des groupes algébriques et sur les va-
riétés horosphériques. Une bonne référence pour la théorie des groupes est [54]. Pour la notion de variété
horosphérique, on renvoie a [47, 62].

5.1.1 Groupe réductif

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe complexe i.e. G est un sous-groupe algébrique connexe de
GLy (C). On définit le sous-groupe dérivé D(G) du groupe G comme le sous-groupe engendré par les com-
mutateurs de G i.e. les éléments de la forme [g, h] := ghg~'h~! pour g et h des éléments de G. On peut alors
définir la suite dérivée (D™ (G))nen par

vn>1, D°(G) =G, D(G)=D (D" 1G)).

On dit alors que G est résoluble s'il existe n € N telle que D"(G) = {e}. De plus, on définit le radical R(G)
du groupe G comme le sous-groupe distingué connexe résoluble de G maximal pour ces propriétés et pour
I'inclusion.

Maintenant, un groupe algébrique linéaire complexe connexe G est dit unipotent s'il est isomorphe a un
sous-groupe fermé de UT,, ou UT, est le sous-groupe de GL,,(C) formé des matrices triangulaires supé-
rieures dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1. On définit le radical unipotent R, (G) du groupe
G comme le sous-groupe distingué connexe unipotent de G maximal pour ces propriétés et pour I'inclusion.

Définition 5.1.1 On dit qu’'un groupe algébrique linéaire complexe connexe G est réductif si R, (G) = {e} et que G
est semi-simple si R(G) = {e}.

Puisque R, (G) C R(G) alors nous avons directement que si G est semi-simple alors G est réductif. De
plus, nous avons la définition équivalente suivante :

Proposition 5.1.2 ([51]) Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Alors G est réductif si et seulement si G est
isomorphe d la complexification de K.

Ainsi, si on note K un sous-groupe compact maximal de G tel que G soit la complexification de K, alors
si nous notons l'algébre de Lie de K par £, nous obtenons

g=tad JE,

ol J est la structure complexe de g.
Terminons avec cette proposition qui nous donne la décomposition de 'algébre de Lie des groupes
réductifs.

85



86CHAPITRE 5. EXISTENCES DE SOLITONS DE KAHLER-RICCI DANS LES VARIETES HOROSPHERIQUES

Proposition 5.1.3 ([54]) Soit G un groupe réductif. Alors R(G) est la composante connexe de l'identité du centre
Z(G) du groupe G et R(G) se trouve étre alors un tore. De plus, D(G) est un sous-groupe semi-simple de G et G est
le quotient de D(G) x R(G) par un sous-groupe central fini. Et nous avons alors

g=2(g) ®[g, 9]

Maintenant, on considére un tore maximal 7" de G. On note ® C X(T') le systéme de racines de (G,T') ol
X(T) est le groupe des caracteres algébriques de T i.e. des morphismes de groupes algébriques T — C*. On
rappelle que nous avons la décomposition en racines :

g ::t€>€£>ga

acd

ot t est l'algebre de Lie de T et pour tout e € X(T), g, :={z € g : Vh €t ad(h)(xz) = a(h)z, } de sorte que
go soit une droite complexe si et seulement si o € ®. Pour la suite, on rappelle ici que 1'on définit le groupe
de Weyl de G par rapport a T' par

W =W(G,T):=Na(T)/T,

ol N¢(T') est le normalisateur de 7' dans Gi.e. No(T) :={g€ G/ gTg~* =T}

5.1.2 Sous-groupe de Borel et paraboliques

On garde les notations introduites dans la section précédente. Puisque ¢ contient a la fois « et —q,
nous voulons définir la notion de racines positives (et négatives). Pour cela, nous utilisons la notion de
sous-groupe de Borel. Rappelons qu'un sous-groupe de Borel B est un sous-groupe fermé connexe résoluble
maximal pour ces propriétés et pour l'inclusion et qu’il est unique a conjugaison prés. Maintenant, si nous
prenons un sous-groupe de Borel B de G contenant 7" alors nous pouvons définir ®* := &+ (B) I'ensemble
des racines positives définies par B par

b=t® 6{) Jos

acdt
On définit alors les racines négatives ®~ := &~ (B) de ® associé a B par
d=0tUP,
et on a donc
¢ =-dTieacdt &= —acd .

De plus, il existe un unique sous-groupe de Borel B~ de G appelé le sous-groupe Borel opposé a B par rapport
a T vérifiant BN B~ =T. Nous avons donc

o+(B™) = &~ (B).

Remarquons aussi que nous avons la décomposition suivante pour les algebres de Lie de B et B~ :

b" =t P go=t® P 9-a

aed— aedt

Terminons en remarquant que si on note U le sous-groupe unipotent maximal de B alors son algebre de Lie

est
u= @ Ja-

aedt

Maintenant on introduit la notion de sous-groupe parabolique. Pour cela, on commence par définir /'en-
semble ¥ des racines simples comme 1’ensemble des racines de & qui ne peuvent pas s’écrire comme somme
de deux autres éléments de . Les sous-groupes paraboliques sont alors paramétrés par les sous-ensembles
I de 3. Si on se donne un tel sous-ensemble I et si on note ®; le sous-ensemble de ® engendré par les racines
contenus dans I alors le sous-groupe parabolique contenant B associé I sera noté P := P et est défini comme
le sous-groupe fermé connexe de GG dont I'algeébre de Lie est
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On pose alors
dp = ot U D;.

On peut définir le sous-groupe parabolique opposé a P, que 1’on notera ) := ()7, comme le sous-groupe para-
bolique associé a I pour le sous-groupe de Borel B~ i.e. le sous-groupe connexe fermé d’algebre de Lie

q=1to @ Ja-
a€d—UD;

Rappelons qu'un sous-groupe fermé L de P est dit sous-groupe de Levi si la multiplication L x Ry (P) — est
un isomorphisme de variétés. Dans notre cas, on montre que L = P N () est un sous-groupe de Levi de P
qui se trouve étre le sous-groupe de Lie connexe fermé dont 1’algebre de Lie est

=t @ga.

acdr

Maintenant, on définit 'ensemble @}, comme l’ensemble des racines de G qui ne sont pas dans & = @~ U®;
ie.ona
+ —
QL LUDPg = .

De maniére équivalente, cela revient & définir }, comme 1’ensemble des racines de P qui ne sont pas dans
q)L = (I)[ i.e.
PLUD, = Pp.

En particulier, on voit que ®, est 'ensemble des racines du radical unipotent U de P, que nous avons donc

<I>=<I>;u<I>Lu<I>57

et que
oS, = —oFf.
Terminons en définissant
2pp = Z Q.
acd}

5.1.3 Sous-groupes horosphériques et espaces homogenes horosphériquse
Sous-groupe horosphérique

On garde encore les notations précédentes. Nous pouvons alors passer a la définition d’un sous-groupe
horosphérique :

Définition 5.1.4 Soit H un sous-groupe algébrique fermé d'un groupe algébrique linéaire complexe connexe réductif
G. On dit que H est un sous-groupe horosphérique de G si H contient le radical unipotent U d'un sous-groupe de
Borel B.

La proposition suivante permet de construire des sous-groupes horosphériques a I’aide de sous-groupes
paraboliques. Pour cela, on rappelle que Ng(H) := {g € G / gHg~ " = H} est appelé le normalisateur de H
dans G.

Proposition 5.1.5 ([46]) Supposons que H est un sous-groupe horosphérique de G. Si on pose P := Ng(H) alors
P est un sous-groupe parabolique de G contenant le sous-groupe de Borel B, et le quotient P/H = T/T N H est
un tore. Réciproquement, si H est un sous-groupe algébrique fermé connexe de G tel que N (H) est un sous-groupe
parabolique P de G et P/ H est un tore, alors H est horosphérique. Nous avons alors que la fibration

G/H — G/P.
de fibre P/ H est une fibration en tore au dessus d'une variété de drapeaux généralisés.

Nous obtenons alors la décomposition suivante de 1'algebre de Lie de H :

hb=to® D ga, olito =tNh.

acEdp
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Espace homogeéene horosphérique

Maintenant, on remarque si H est horosphérique alors GG/ H est un espace homogene, ce qui nous conduit
a la définition suivante :

Définition 5.1.6 Supposons que H est un sous-groupe horosphérique de G, alors on dit que G/H est un espace
homogéne horosphérique.

Etudions un peu cet espace homogene G/ H. Le normalisateur P := Ng(H) agit sur G/H par multiplication
a droite par l'inverse. De plus, H est inclus dans P et agit de maniere triviale. On peut alors définir une
action de G x P/H sur G/H de la maniére suivante :

(9,pH) - xH = grp™ ' H.

De plus, on remarque que le groupe d’isotropie de eH est donné par {(p,pH) € G x P/H : p € P}.On
appelle ce groupe diag(P) qui se trouve étre isomorphe a P par la premiére projection.

5.1.4 Groupes des caracteres et sous-groupes a un parametre

Comme a I'accoutumée, on garde les notations introduites dans les sections précédentes. On pose
a=tnJt

Nous avons une identification entre a et 0(7") ®z R ot N(T') est le groupe des sous-groupes a un parametres
deTie. A € N(T)sietseulementsi A : C* — T est un morphisme de groupes algébriques. L'identification
est alors donnée par la dérivée au point 1 de la restriction de A a R;f. Cela permet d’obtenir

a~ ‘ﬂ(T) ®z R.

De plus, comme TNH définit un sous-tore de T alors 9(T'NH ) définit un sous-réseau de N(T") correspondant
aux sous-groupes a un parametre qui sont triviaux sur 7' N H. Nous obtenons donc l'existence d"un sous-
espace vectoriel réel a de a tel que ap = N(T' N H) ®z R et tel que

f():a()@Jao.

Rappelons que [g, g] est I'algebre de Lie du groupe D(G) qui est semi-simple et donc la forme de Killing
k de g définit un produit scalaire (-,-) sur a N [g, g]. De plus « est nulle sur 3(g). Ainsi on peut définir un
produit scalaire global a en prenant un produit scalaire invariant par le groupe de Weyl W sur a N Z(g) et
en supposant aN Z(g) et an [g, g] sont orthogonaux pour (-, -). On définit alors a; I’orthogonal de ay pour le
produit scalaire (-, -) et nous avons

t=a9®ay & Jag P Jay,

et
p/f] ~a; dJaj.

Enfin, nous rappelons qu’il existe un accouplement naturel (-, -) entre 9(T") et X(T") défini par x o A(z) =
(A% De plus, I'accouplement naturel entre X(7') ®z R et N(T) @z R obtenu par extension R-linéaire peut
étre vu comme (x,a) = In x(exp a) pour tout x € X(T) eta € a ~ N(T) ®z R. Puisque (-, -) est un produit
scalaire, pour x € X(7'), nous définissons ¢, comme I'élément unique de a tel que

Va€a, (x,a)={x,a). (5.1)

On peut grace a cette derniere égalité définir pour tout a € @, le générateur e, de la droite complexe g, tel
que [eq, e_q] = to Ol t, est donc I'unique élément de a tel que pour tout a € a, (tq,a) = (o, a). Terminons
cette section par la décomposition polaire.

Proposition 5.1.7 ([16]) L'image de a; dans G par I'application exponentielle est un domaine fondamental pour
Uaction de K x H sur G ot K agit par multiplication a gauche et H par multiplication par 'inverse a droite. Par
conséquent, on obtient que {exp(a)H / a € a1} C G/H est un domaine fondamental pour 'action de K sur G/H.
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5.1.5 Variété horosphérique
Plongement horosphérique

Commencons par rappeler la définition d"un plongement homogene et d"une variété homogene.
Rappelons qu'une G-variété algébrique complexe est un schéma réduit de type fini sur C muni d"une
action algébrique de G.

Définition 5.1.8 Une G-variété algébrique complexe normale X sera dit G-sphérique si elle admet une B-orbite
ouverte et dense.

Notons que X est alors connexe.
On s’intéresse alors a une sous-classe des variétés sphériques, celle des variétés horosphériques.

Définition 5.1.9 Une G-variété sphérique X sera dite horosphérique si le stabilisateur H dans G d'un point x de la
B-orbite ouverte et dense de G est horosphérique.

On dira alors que (X, z) est un plongement horosphérique. En particulier, X admettra G/H comme ouvert
dense. De plus, on dira alors que deux plongements horosphériques (X, z) et (X', z’) sont isomorphes s'il
existe un isomorphisme G-équivariant de X sur X’ envoyant z sur '

Dans notre cas, nous allons supposer que X est lisse. Grace aux théoréemes GAGA (voir [52]), la variété X
est donc une variété (analytique) complexe projective de Fano et en particulier X est une variété kdhlérienne
de Fano compacte connexe pour la métrique induite par la métrique de Fubini-Study de 'espace projectif.

Polytope associé a un plongement horosphérique

On fixe un espace homogene horosphérique G/H i.e. G est un groupe algébrique linéaire complexe
connexe réductif et H un sous-groupe horosphérique de G. Rappelons, voir par exemple le chapitre 38 de
[57], que puisque l’ensemble ¢ des racines de G définit un systéme de racines, il existe un unique élément
a¥ e X(T)* ~ N(T) tel que (a,a”) = 2. Avec nos notations précédentes, on a que o = Htfl\z to. De plus,
on définit alors a,, € Z par a, = (2pp, ") et la chambre de Weyl dominante fermée € par

C={xeA:=X(T)®zR/ {x,a¥) >0 Ya € &t}.

et la chambre de Weyl dominante ouverte comme l'intérieur de la chambre de Weyl dominante fermée. De plus,
on définit le semi-groupe des poids dominants par A* := X(7) N €.
On a la définition suivante introduite dans [46].

Définition 5.1.10 Soit G/H un espace homogene horosphérique. Un polytope convexe Q de a ~ N(T) @z R est dit
G/ H-réflexif s’il vérifie les trois conditions suivantes :

(1) Q est a sommets dans N(T) U {‘;—v a€ @Iﬁ} et contient 0 dans son intérieur,

(2) le polytope dual Q* associé au polytope Q est a sommets dans X(T'),
%
(3) pour tout o € &F, nous avons Z— € Q.
«
Avec cette définition, on a alors la proposition suivante. Avant de I’énoncer, nous avons besoin de la défini-
tion du polytope moment. On peut définir le polytope moment AT C X(T) ®z R associé au sous-groupe de
Borel B de la variété horosphérique X comme le polytope moment de Kirwan de la variété kahlérienne (X, w)
pour l'action d’un sous-groupe compact maximal K de G, ol w est une forme kidhlérienne K-invariante
dans 27 ¢, (X)) (voir [10, 31] pour plus de détails). Une autre maniére passe par la théorie des représenta-
tions. Soit L un fibré en droites G-linéarisé ample d'une G-variété sphérique X. On fixe un sous-groupe
de Borel B de GG et T' un tore maximal de B. Notons V) une représentation irréductible de G de plus haut
poids A € X(T) par rapport au sous-groupe de Borel B. Comme X est sphérique, pour tout r € N, il existe
un ensemble fini A, C X(7T) tel que H°(X,L") = @ ca,Vi. Le polytope moment AT par rapport a B est
l'adhérence de U,en 4= dans X(T') @z R. On pourra consulter [10, 11] pour plus de détails. On a alors la
proposition suivante.

Proposition 5.1.11 ([46]) Soit G/H un espace homogene horosphérique. Il existe une bijection entre I'ensemble des
plongements horosphériques de Fano de G /H a isomorphisme pres et I'ensemble des polytopes G / H-réflexifs de a. De
plus, on a alors que le polytope 2pp + Q™ est le polytope moment de X associé au sous-groupe de Borel B. La condition
(3) est alors équivalente au fait que A* = 2pp + Q* est inclus dans €. En particulier, on voit que 0 € Int(Q) et que
donc —2pp € Int(A™).
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Automorphismes G-équivariants d’une variété horosphérique

On fixe un plongement horosphérique (X, z) de G/H et on note P := Ng(H). La classification des
variétés horosphériques montre que nous avons un isomorphisme entre les automorphismes G-équivariants
de X et ceuxde G/H :

Autg(X) ~ Autg(G/H).

Cetisomorphisme est simplement donné par 'application de restriction a 1’orbite ouverte. On pourra consul-
ter [32] qui traite le probleme dans le cadre plus général des variétés sphériques. De plus, nous avons aussi

Autg(G/H) ~ P/H,

ot P/H agit sur G par multiplication a droite par l'inverse. On pourra consulter [62] et en particulier la
proposition 1.8. On résume cette section par la proposition suivante.

Proposition 5.1.12 Soit (X, z) un plongement horosphérique de I'espace homogene horosphérique G /H. Notons
P := Ng(H). Nous avons alors
Autg(X) ~ P/H.

5.1.6 Fibré en droites (G x P/H)-linéarisé au dessus d’une variété homogene G/H

Dans cette section, on fixe un groupe algébrique linéaire complexe connexe réductif G et H un sous-
groupe horosphérique G et on pose P = N¢(H). Commencgons par rappeler la définition d'un fibré linéarisé
dans notre situation.

Définition 5.1.13 Soit I : L — G/ H un fibré en droites au dessus de G/H. On dit que L est (G x P/H)-linéarisé
s'il existe une action © : (G x P/H) x L — L notée (z,y) — O, (y) telle que
o II: L — M est un morphisme G-équivariant,
e pour tous les g € G et p € P, l'application induite par I'action de O (. , i1y entre les fibres Lypr et Lgy,—1 g est
linéaire.

Remarquons qu’a tout fibré en droites (G x P/H)-linéarisé, on peut associer un caractere de P. En effet,
pour tout p € P, l'action de (p,pH) € diag(P) est triviale sur la classe triviale dans G//H. Ainsi, O, ,x
induit un isomorphisme linéaire (d'inverse @(pq p1 H)) entre L.y et L.y et donc une représentation linéaire
de dimension 1 de diag(P) ~ P i.e. il existe un caractere x € X(P) tel que

(p,ph) - & = x(p)§, V€ € Len.

Considérons la projection 7 : G — G/H. On peut alors définir le fibré tiré-en-arriere 7* L au dessus de G,
qui est un fibré en droites. De plus, comme 7 est G-équivariant, le fibré 7*L admet une G-linérisation. En
particulier, on peut alors définir une section globale s sur 7* L. Pour cela, on choisit un élément s(e) € (7*L).
et on pose :

s:ge G g-s(e) e (n"L),. (5.2)

Maintenant considérons l'inclusion ¢ : P/H — G/H. On peut définir le fibré restriction .*L défini au
dessus de P/H qui est un fibré en droites. De plus, comme ¢ est équivariant pour l’action de P x P/H, nous
obtenons que ¢*L est un fibré (P x P/H)-linéarisé. On peut alors aussi définir deux sections globales :

sy :pH € P/H — (p,eH) - s'(e), (5.3)
s;:pH € P/H — (e,p *H)s (e), (5.4)

ot I'élément s'(e) appartenant & (1*L). est tel que s'(e) et s(e) s'envoient sur le méme élément de L.y par
les applications canoniques 7*L — L et t*L — L. On remarque que ces sections sont reliées par la formule :

sy (pH) = x(p)si(pH).

Terminons cette section, en résumant ce que nous venons de définir avec un diagramme commutatif :

7*L L L

{1
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Métriques hermitiennes sur les fibrés (P x P/H)-linéarisés au dessus de G/H

Rappelons qu'une métrique hermitienne q sur une fibré vectoriel complexe L au dessus d'une variété
complexe X est la donnée pour tout 2 € X d’une métrique hermitienne ¢, sur la fibre L, de L telle que
l'application « — ¢, est lisse. Prenons maintenant une trivialisation s de L au-dessus d'un ouvert U de X.
Si L est un fibré en droites, cela revient a dire que pour tout x € U le vecteur s(x) est une base de L, et
donc définir ¢, se résume a se donner un réel strictement positif a, qui sera égal & la norme au carré de s(z)
par rapport a la forme hermitienne ¢, i.e. a, = |s(x)|2. On définit alors le potentiel local de q (par rapport a la
trivialisation s) par ¢ : * € U — —Ina, € R. Notons que la métrique % est entierement déterminée par tous
ses potentiels locaux et que g est lisse si et seulement si tous ses potentiels locaux sont lisses.

Finissons en rappelant que I’on peut associer, a toute métrique ¢ hermitienne, une (1, 1)-forme w, appelée
courbure de q. Pour ce faire, nous définissons localement w, |y = v/—199¢ ol ¢ est le potentiel local associé a
une trivialisation au dessus de U. Nous vérifions que w|y ne dépend pas de la trivialisation et donc définit
une (1,1) - forme globale. De plus, nous pouvons montrer que w, € 2mc¢;(L). On dira aussi que L est a
courbure positive s’il existe une métrique ¢ telle que w, est une forme de Kéhler. Il y a aussi une notion de
potentiel global. Pour le définir, on définit une métrique hermitienne de référence ¢° sur L et pour toute
métrique hermitienne ¢, on définit la fonction lisse ¢ sur X, appelée potentiel global de q par rapport a ¢° par
la formule suivante :

VE € Ly, [€ls = e "¢

Par définition des (1, 1)-formes w, et wyo et en faisant un calcul dans des cartes locales, on voit que la fonction
1) satisfait la relation suivante :

wWeo = wg +v—1 00).
On pourra consulter [17] pour plus de détails.
Soient G/H un espace homogene horosphérique, L un fibré en droites (G x P/H)-linéarisé sur G/H et
g une métrique K-invariante hermitienne sur L. On peut alors considérer la métrique 7*¢ sur le fibré 7* L et
définir le potentiel local (qui est en fait défini sur tout G) ¢ par rapport a la section s de I’équation (5.2) :
$:9€G— —2Inls(g)|rq € R.

On peut aussi définir un autre potentiel v : a; — R associé a la restriction a ¢* L :

u:x €a; — —2In|s.(exp(x)H)

=q €R. (5.5)
Nous avons la proposition suivante qui permet de relier les deux potentiels.

Proposition 5.1.14 ([16]) En gardant les notations précédentes, nous avons
o(k exp(a) h) = u(x) - 21n [x(exp(a)h)],

pour touslesk € K, x € a;, h € H.

Courbure

Dans cette section, nous rappelons le calcul de la courbure de fibré en droite sur G/H dans une base
adaptée. La premiere étape consiste a définir cette base. A cet effet, nous rappelons que nous pouvons
identifier I'espace tangent de G/H en eH avec g/h ~ @, et Ce_q @ a; & Ja;. On peut alors obtenir une base

complexe de l'espace tangent T,z (G/ H) comme concaténation d"une base (I;)1<i<, sur a; etdes (e_q ), o
Sur P/H, nous pouvons définir pour ¢ € T,y (G/H) le champ de vecteurs holomorphes réel :
R¢:pH — (H,p 'H) - ¢. (5.6)

Nous avons alors une base complexe de T"°(P/H) donnée par les (Rl; — /—1JRI;)/2 pour 1 < j < ret
(Re_o —v/—1JRe_,)/2 pour tout o € 5, et nous notons par (7;)1<;j<r - ('ya)aeq); la base duale. Avec cette

base, nous pouvons calculer la courbure.
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Théoréme 5.1.15 ([16]) Soit w la (1, 1)-forme de courbure K-invariante d'une métrique K-invariante q sur un (G x
P/H)-linéarisé fibré en droites L sur G/H, dont on note x le caractére associé. La forme w est déterminée par sa
restriction a P/H, donnée pour tout x € ay par

1 0%u 1 —
Wexp(z)H = z : Zal ol (l‘) \ _17j1 A7j2 + § : <Oé, iv’U’(‘r) - tX> _1’704 /\ﬁow
J17%)2

1<j1,j2<r acd}

oit Vu € ay est le gradient de la fonction w sur a définie par I'équation (5.5) pour le produit scalaire (-, -). De plus, on
a, en posant MAg(u) = det(Hess(u)),

n _ MAg(u)(2)
wexp(z)H A Card(®E

H (a, Vu(z) + 4ty) Q,

r Card(@;
472 ) ae@;

ol

Q::( A yj/\ﬁj)A( A %/\%).

1<j<r aE @;r,
De plus, en choisissant convenablement s(e) pour la formule (5.3), nous obtenons la formule

Mg (1) (2)
4T2Card(q>; )

n —
wexp(m)H -

[T (e Vu(@) + 4ty )s ' A (5.7)

+
aedy

Pour cela, on pose

sie (A (A )

1<j<r acd}

qui définit donc une section du fibré 1* K,y ot K¢,/ est le fibré canonique de G//H. En particulier, on a
Slerr € (1*K)cn, et en utilisant les isomorphismes suivants

(Kp/m)er ~ (U Kaym)er ~ (Kgu)ern ~ (7" K u)en,

nous posons via ces isomorphisme s(e) := S|.x. Nous obtenons alors, par définition de 2 et s, (formules
(5.6) et (5.3)), que
Vo € a1, sy(exp(z)H) = s(exp(x)H),

et ceci permet de conclure. Nous utiliserons constamment par la suite ce choix de section .

Lien avec le polytope moment et conséquences

Dans cette section, on considére un plongement horosphérique, de groupe réductif G et de sous-groupe
horosphérique H. On notera P = Ng(H) le normalisateur de H dans G. Rappelons que P est un sous-
groupe parabolique et qu'il existe un autre sous-groupe parabolique @) tel qu’il existe un sous-groupe de
Levi L vérifiant P N ) = L. Dans cette partie, on considere que le sous-groupe parabolique P contient le
sous-groupe de Borel opposé B~ i.e. #f; = &~ \®;, = —(®*+\®,). Rappelons que nous avons introduit le
polytope moment A de X par rapport au sous-groupe B de Borel. Maintenant, nous définissons

A:=—2pp—Atolipp= > « (5.8)

+
acdy

et la fonction support vop par
VoA - 2A — R

59
T sup,esn(T,p). (5.9)

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes qui découlent directement de la définition :
o Vz €aj, Vae R}, v(ax) = av(x)
o V(z,y) € (@)% v(z +y) < v(@)+o(y)
* Vz € aj, v(z) <d|zl| ottd = suppeza [|pll-
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De plus, si z € af est tel que ||z|| = 1, alors 2A est contenu dans le demi-espace {y € a} / (z,y) < vaa(z)} et
au moins un point de 2A est dans la frontiére de ce demi-espace i.e. dans {y € af / (z,y) = voa(2)}.

Proposition 5.1.16 ([16]) Soit q une métrique hermitienne a courbure positive K-invariante sur le fibré en droites
K et soit u : a; — R le potentiel convexe défini par I'équation (5.5). Alors u est une fonction lisse et strictement
convexe telle que I'application du : © — dyu € af vérifie im(du) = 2A et la fonction u — von est bornée sur a,. En
particulier, le polytope 2 A est indépendant de la métrique q choisie.

En utilisant la section 5.1.5, nous pouvons faire deux remarques. La premiére est que, puisque —2pg =
2pp appartient a Int(A™) par la proposition 5.1.11, nous avons

0 € Int(A). (5.10)

Rappelons maintenant que A" C €, ott € est la chambre de Weyl pour le sous-groupe de Borel B (voir la
proposition 5.1.11). Ainsi nous avons

Ya € ®7(B),Vp € At, (p,a”) >0.
Cette derniére peut encore s’écrire sous la forme
Ya € ®7(B),Vp € AT, (p,a) > 0.
Puisque &5 C ®+(B~) = ®~(B), nous avons alors
Va € ®5,Vp € ~A", (p,a) >0.
Donc par compacité de AT, nous obtenons qu’il existe f > 0 tel que
Va € ®f, Vpe —AT, 0< (a,p) < f. (5.11)

Nous terminons cette section avec la notion de barycentre d’un polytope associé a une mesure. On considere
une mesure de probabilité v sur le polytope A™. Pour tout endomorphisme f € L(a}, a}), on considére alors
'application

Joens fdv:|ar — R
2 = Joear (f(@), 2) dv(2).

Il découle directement de la définition que [, fdv € aj. De plus lorsque 1'on prend pour application f
l'application identité, on appelle [, xdv le barycentre du polytope 2A pour la mesure dv et on le note
Barg, (A™). De plus, sila mesure v est juste finie (non nulle) alors on définit le barycentre pour la mesure &
o1 V est le volume de a; pour la mesure v.

Pour la suite, on définit la mesure de Duistermaat-Heckman ppy sur le polytope moment A+ comme la
mesure ayant pour densité

p ] (@p),

+
a€¢Q

par rapport a la mesure de Lebesgue sur A*. On notera alors Barpy(A™) le barycentre de A* pour la
mesure de 22 oi1 V est le volume de A" pour la mesure de Duistermaat-Heckman.

5.2 Existence de solitons de Kdhler-Ricci dans le cas horosphérique

On fixe une variété kdhlérienne compacte de Fano M. Rappelons pour commencer que le groupe des
automorphismes complexes Aut(M) de M est un groupe de Lie de dimension finie dont 1’algebre de Lie est
’ensemble des champs de vecteurs réels holomorphes noté 7n®(M).

Si K est un sous-groupe compact maximal de la composante connexe de l'identité Aut®(M) du groupe
des automorphismes holomorphes Aut(M) de la variété M, alors nous avons

Aut®(M) = Aut,.(M) x Ry,
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ott Aut, (M) est un sous-groupe réductif de Aut’ (M) et la complexification de K et R, le radical unipotent
de Aut®°(M). De plus, si on note n®* (M), n* (M), n%(M) et € les algebres de Lie de Aut(M), Aut,.(M), R, et
K respectivement, alors on a

(M) = 1t (M) + 1, (M).
Rappelons que nous avons noté n(M) 1'algebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes complexes et
qu’il existe un isomorphisme entre n(M) et (M) donnée par X — X9 Si on note n,.(M) et n,, (M) 'image
de nE(M) et n (M) respectivement par I'isomorphisme précédent. Nous obtenons alors une décomposition

n(M) = n,(M) +nu(M).

On suppose maintenant que (M, z) est un plongement horosphérique sous l'action du groupe réductif
Aut, (M) =: G et que x € M est tel que son groupe d’isotropie H dans G soit le sous-groupe horosphérique
dans G contenant le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé B~. On pose aussi P := Ng(H) et
L le sous-groupe de Levi de P. En utilisant les décompositions de la section précédentes, nous obtenons en
notant g = 7~ (M) 'algebre de Lie de G que :

g=a1Pag®Ja; & Jag P EB ga @ @ ga @ @ ga

acd} ag®y a€d,

En particulier, I'algebre de Lie du groupe de Lie Aut (/) des automorphismes G-équivariants de A/ s’iden-
tifie al’algebre de Lie de P/H qui correspond au facteur a; & Ja; dans la décomposition précédente. On peut
remarquer que, par définition de Autg (M), cette algebre de Lie s’identifie aussi au centre 3(g) de 1'algebre
de Lie de g.

On fixe maintenant une métrique riemanienne ¢° de forme kéhlérienne wyo € 27 ¢y (M) sur M. En utili-
sant le 99-lemme, il existe une unique fonction & in C*°(M, R) telle que

Ric(wgo) — wgo = V—190h, /

Wiy = / wyo- (5.12)
M M

De plus, si nous fixons une métrique hermitienne m? sur K};' telle que w,,0 = wyo alors nous pouvons

définir un volume dV sur M donné dans une trivialisation locale s de K ;;' par
dV = |8|mos P As L =e st A5

ol ¢ est le potentiel local associé a la trivialisation s. Modulo une constante, nous obtenons que h est égal
au logarithme du potentiel de dV' par rapport a wyj,, donc nous renormalisons pour les faire correspondre
i.e. nous obtenons

e'wlly = dvV. (5.13)

Pour le voir, en écrivant localement dans un ouvert de trivialisation U 1’égalité (5.12), nous obtenons que
a0 (111 det(g;7) + h) =00 (1n det(p,;7) + h) = d0p.

Cette derniére équation peut finalement s’écrire globalement sous la forme

_ w™
00 <ln el d;’;) =0.

On conclut alors grace au principe du maximum.

5.2.1 Détermination du champ de vecteurs solitonique

La premieére étape consiste a déterminer le champ de vecteurs solitonique. Pour cela, on utilise l'invariant
de Futaki. On sait que nous avons le résultat suivant (provenant de la proposition 2.1 de [59]) :

Proposition 5.2.1 En gardant les notations précédentes, il existe un unique champ de vecteurs holomorphe complexe
X € gb0 avec Im(X) € ¢ tel que I'invariant de Futaki en X, noté Fx (-), s’annule sur g*°. De plus, X est nul ou il
appartient au centre de g':°, et nous avons

Y(u,v) € g"° x n(M), Fx([u,v]) = 0.

En particulier Fx (-) est un caractere de Lie sur g*-°.
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En appliquant ce théoréme au cas horosphérique, nous obtenons la proposition suivante

Proposition 5.2.2 Supposons que M est une variété horosphérique lisse sous 'action de G = Aut(M),.. Le champs
de vecteurs X € n,(M) = g"© annulant 'invariant de Futaki a la forme suivante :

X=¢(—V—-1JEon€ € ay.

Démonstration. On sait que 'on cherche X € 3(g'?) tel que ImX € € or 3(g"") = (p/h)*Y = (a1 + Jap)?
etdonc tN (a; + Ja;) = Jay, ainsi X sera bien de la forme

X=¢—y/—1Jéou€ e a.

O
Maintenant, nous voulons calculer 'invariant Futaki dans notre cas. On rappelle (voir I'équation (3.35))
que nous pouvons 1’écrire sous la forme :

Fk(}U::b/ §?€§XW27
M
ol . « vérifie
ing:\/—lggX, / gxehgwgzo. (514)
M
Tout d’abord, nous utilisons I'invariance par K de la forme de Kéhler w, pour remarquer le fait suivant :
Exwg = ;Cgi\/jl(]&-wg = ngg -V —1£J§wg = Efwg,

car wy est K-invariant et J§ € £. Donc nous calculons juste L¢w,. Nous avons la proposition suivante (tirée
de la proposition 4.14 de [15] avec une convention différente, nous faisons agir a gauche et non a droite d’ott
la différence de signe).

Proposition 5.2.3 Soit ¢ € a;. Sion pose Y = ¢ —/—1J¢ € ay” alors la fonction Oy est K-invariante et
Vo € a1, Oy (exp(z)H) = (Vu(z), (), (5.15)
ot Vu est le gradient du potentiel convexe u défini par la formule (5.5) pour le produit scalaire (-, ).
Avec ce résultat, nous pouvons calculer I'invariant de Futaki Fx.
Proposition 5.2.4 Soit X = & — \/—1J¢ le champ de vecteurs annulant I'invariant de Futaki. Nous avons alors
e, [ 20009 T @p)dp =0, (516
aedh

Démonstration.
On va calculer Fx (Y) quand X = ¢ —v/—1J¢etY = ¢ —+/—1J¢. Nous avons alors

Fx(Y):/ gyegxwg:/ ayegxw;'/,
M G/H

puisque G/H est dense dans M. On sait que G/H est une fibration au dessus de G/P de fibre P/H (voir
la proposition 5.1.5). Par K-invariance, par les formules (5.15) et (5.7), nous obtenons, en faisant une inté-
gration le long de la fibre (voir la proposition 6.15 de [8] par exemple), qu'il existe une constante C' > 0
indépendante de ¢ et ¢ telle que, en notant par abus Vu la fonction définie sur P/H qui a pH — Vu(z) olt
x € a; est 'unique élément de a; telle que exp(z)H = pH.

Fx(Y)=C (Vu, ¢)eVed) H (o, Vu+4t,.) MAg(u) s, P A5 h

P/H
/ (xECD}t
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En utilisant la décomposition polaire (voir la proposition 5.1.7), nous obtenons qu’il existe des constantes
Co, C1, Cs, C3 non nulles indépendantes de € et ¢ telles que

Fx(Y) :CO/K / (Vu(z), ¢)e V@) H (o, Vu(z) + 4t,,.) MAR(u)(z)dx | dk
M ae@ﬁ

=0 / (Vu(x), Qe TT (a, Vu(z) + 4t,,) MAg(u)(z) dz

+
acdy

:C2/ (0, Qe T (a.p' +4pp) dp
p'E2A

+
acdy

—Co [+ 20n, 09 ] (o) d
peEAt

+
aeéQ

Nous obtenons I'avant-derniere égalité en faisant le changement de variable p’ = d,u grace a la proposition
5.1.16 et en utilisant la dualité en particulier 1'égalité (o, t,,.) = (a, pp) (voir I’équation (5.1)). Nous utilisons
le changement de variables p’ = —2p — 4pp et la formule (5.8) pour obtenir la derniere égalité. g

5.2.2 Equation de Monge-Ampére dans le cas horosphérique
Cas général
Soit (X, g) un soliton de K&hler-Ricci i.e.
Ric(wg) —wg = Lxwy.

En utilisant le 99-lemme, il existe une unique fontion v a constante additive preés appartenant a C*°(M, R)
telle que

Wy = Wgo + V—1004).
En se souvenant que 0x (g) = 0x(¢°) + X (¢), on voit que résoudre I’équation des solitons de Kahler-Ricci est

équivalent & trouver une fonction lisse ¢ solution en coordonnées locales de 1’équation de Monge-Ampere
suivante :

det(g% + 7//2}) = det(g%) exp(h —0x(g°) — X(¢) — ) (5.17)
ot h = hgo est 'unique fonction appartenant a C*° (M, R) vérifiant
Ric(wg) - wg =+/—100h, / ehwgo = / Weo s
M M
On peut aussi I’écrire globalement sous la forme
(wgo + \/jlagw)n — ehflbfex(go)*X(w)wgo. (5 18)
Wgo + v —1851!) > 0. '

Cas horosphérique

Supposons maintenant que M est une variété horosphérique sous l'action de G = Aut, (M) telle que
g° est une métrique kdhlérienne invariante par K. Déja, on sait (voir la proposition 5.2.2) que le champ
de vecteur solitonique X s’écrit sous la forme X = ¢ — /—1J¢ avec £ € a;. Comme la forme wg est K-
invariante, nous voulons de plus trouver une solution K-invariante . Grace a la densité de G/H dans M,
nous pouvons réduire notre étude a cet espace homogene. De plus, par K-invariance, par la décomposition
polaire et]’équation (5.15), on peut simplement calculer cette équation pour les valeurs exp(z) H pour z € a;.
En notant u et u° les potentiels définies par I'équation (5.5) pour les métriques ¢ et ¢° sur le fibré K,," oit
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q et ¢° sont des métriques telles que respectivement wyo = w,o et wy, = wy, on a, puisque la fonction ¢ est
K-invariante,
Vo € ay, u(z) = u’(z) + Y(exp(z) H). (5.19)

Ainsi, I'équation (5.17) s’écrit sur P/H, en utilisant I’équation (5.15), sous la forme

MAz (u)(z)
4r 9Card(®F)

I (e Vu(z) +4t,,.)
ae@;
MAg (u®)(z)

h—1p—(Vu(z),£) 0 —
e H <Oé, Vu (.’I}) + 4tpp> 4r 2Card(¢'1t)

ae@;

Nous pouvons simplifier cette expression. Pour cela, nous utilisons les formules (5.13) et (5.7) qui s’écrivent
sur P/H sous la forme

el H (o, Vul () +4t,,) MA(v)(@) e Q.

47 9Card(9})
ae@;

et puisque u = u’ 4 ¢ nous obtenons donc :

H cdt <Oz, y u(x) + 4tﬂp>
| ~lac?p — o~ u—(Vu(z).§)
MARg (u)(x) b 20 =e . (5.20)

5.2.3 La méthode de la continuité

Nous voulons maintenant montrer 1’existence de solitons de Kéahler-Ricci. Pour ce faire, nous allons
utiliser la méthode de continuité. Pour commencer, nous introduisons dans I'équation de Monge-Ampere
un parametre ¢ € [0, 1] :

det(g +;5) = det(g®) exp(h — Ox — X () — 1)
P (5.21)

Remarquons que I'équation (5.17) est 1’équation précédente avec ¢ = 1. De plus, si une solution existe au
temps ¢, nous la dénotons par ;. Puisque wyo + v/—1 08 ¢, défini une métrique kihlérienne K-invariante,
elle a un potentiel convexe u; définie par 'équation (5.5) pour une métrique ¢; sur K, telle que wy, = wy,.
En faisant la méme simplification que précédemment, la premiére équation de (5.21) peut s’écrire sous la

forme
Haeblt <a’ vu(‘T) + 4tpp>

MA .
() (2) Pl et

=exp [— (u’(z) + tu(z)) — (Vu(z),9)] . (5.22)

Finalement, en posant w; = ¢ - u; + (1 — t) - u°, et en remarquant que u; = u® + ¢4 et donc wy = u® + t1);, on
est ramené & étudier I'équation de Monge-Ampere réelle suivante :

IIaE®;<Q7V“H(x)+*RPP>

MAs ) (a) - " =

= exp[~wi() — (Vuy(x), €] (5.23)

Rappelons que la méthode de continuité consiste & considérer ’ensemble S des temps ot il existe une
solution :
S :={t €[0,1] : il existe une solution ¢, a 'équation (5.21) au temps t},

et a montrer que S est un ouvert fermé non vide de [0, 1].

Le caractere ouvert et 'existence d’une solution au temps ¢t = 0 proviennent de 'étude des équations
de Monge-Amperes faites dans [3, 65]. On pourra aussi consulter [61] pour une étude faite dans le cas des
solitons de K&hler-Ricci.

De plus, grace au théoréme d’Arzela-Ascoli, il suffit d’avoir une estimation a priori C k pour tout k > 3
des potentiels 1); pour obtenir le caractere fermé (voir par exemple la section 3.1 de [56] pour plus de détails).
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Or grace aux travaux de Yau et de Calabi faits dans ’appendice A de [65], on peut ramener ce probléeme a
trouver une estimation C°. De plus, par l'inégalité de type Harnack suivante ([61, 64] pour plus de détails) :

—inf ey, < C(1+ sup ),
M M

on est ramené a chercher une borne supérieure uniforme pour les 1), pour les temps ¢ € [0, 1].

5.2.4 Preuve de l'estimation a priori

La démarche employée dans cette section s’inspire de celle de [64].

On doit démontrer une estimation a priori pour ¢ € [0, 1]. Maintenant, en utilisant le fait que 0 € S et
que S est ouvert, on peut réduire cela & démontrer 1’estimation a priori sur [to, 1] pour ¢y > 0. On fixe un tel
to pour le reste de la section. De plus, par simplicité, on note r la dimension réelle de I’espace vectoriel a; et
on choisit une base (a1, -- ,a,) de a; avec (z1,- -, x,) les coordonnées associées dans a;. On identifie donc
a; avec R”. On note || - || la norme euclidienne usuelle sur R".

On commence par un lemme qui nous sera utile par la suite.

Lemme 5.2.5 Ona
V(e / Ot i gy —
a, —e tdxr =0.
ag ac

Démonstration. Il suffit par linéarité de montrer :

ow
Vi=1,---,r, / ey = 0.
R™ al‘l
On peut écrire grace au théoreme de Fubini :

owy _, Oe~ Wt
—we —
e Yidr = — T
R™ 81'1 R7 ('9%

+oo 86_“’“‘ R
:/ / de; | dzy---dz; - - - dxy,
Rr—1 — 00 8:51

_ / (e day - d7, -+ - dry
Rr—1

otwy;, : s € R (21, ,2-1,8,Tit1, -~ ,Tn) € R et ot les autres coordonnées xj, sont fixées. Pour
conclure, il suffit de montrer que

lim e wit(®) = .
s—Foo

Pour démontrer cela, on remarque que, par définition de la fonction w; et grace a la proposition 5.1.16
appliqué a v et u, on a

1-t

ot C est une constante indépendante de x et vaa est la fonction support de 2A i.e. v2a(2) = sup,eon (7, p)-
Donc, on a pour tout p € 2A

vaa(z) = (z,p) = zi(ai, p) + Z zj(az, p)
j=1,j#i

Finalement, on obtient N
Vp € 24, 0 < e i) < Cemslanr),

ot C est une constante indépendante de . Pour conclure, il suffit de remarquer que, grace au fait que 0 € 2A,
il existe une boule centrée 0 et de rayon ¢ > 0 contenue dans 2A et donc il existe p; € 2A tel que (a;,p1) >0
et po € 2A tel que (a;, p2) < 0. O
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Lemme 5.2.6 La fonction w; atteint son minimum my en x, € aj.

Démonstration. La démonstration repose sur le fait qu'une fonction convexe sur R” qui admet un point
critique admet un minimum global. Pour appliquer ce résultat, on remarque que w; est une fonction convexe
car barycentre des fonctions convexes u et u° (voir la proposition 5.1.16). Pour conclure, il suffit donc de
montrer que 0 € Vw,(R™) Cela provient du fait que

Vw(ay) = tVu(ay) + (1 — t)Vu®(ay) (par définition de w)
=2tInt(A) +2(1 —¢) Int(A) (proposition 5.1.16)
=21Int(A) (car 2A est convexe)
etona0 € 2Int(A) (voir la formule (5.10)). O

Lemme 5.2.7 On a la propriété suivante :
AC > 0,Vt € [to,1],m, < C.

Avant de commencer la preuve, on rappelle un résultat concernant les domaines convexes qui nous sera
utile.

Lemme 5.2.8 ([29]) Soit Q2 un domaine convexe borné de R". Alors il existe un unique ellipsoide E, appelé ellipsoide
minimal de 0, dont le volume est minimal parmi les ellipsoides contenant Q). De plus, E vérifie

1
-EFECQCE.
n

Soit T une transformation affine de partie vectorielle de déterminant 1, préservant le centre xo de E ie. T(z) =
Tyect(x — x0) + 0 pour une matrice Tyeer € GLy, (R) et telle que T'(E) est une boule Bg, de centre xo pour un certain
R > 0 (dépendant de E). En particulier, nous avons Br,,, C T(Q2) C Br.

Maintenant, on passe a la preuve du lemme 5.2.7.

Démonstration. On pose, pour tout k € N
A ={z eR" /my+k <wy(x) <my+k+ 1},

et on a les propriétés élémentaires suivantes :
e l’ensemble A, est borné pour k > 0 et UkeN A =m
o 1; € Ag.
° Ufzo A; est convexe pour k > 0.
De plus, comme u; et u® sont convexes, les matrices des dérivées partielles secondes ((we)ij)i<i,j<r €t
(u$;)1<ij<r sont positives et donc nous obtenons (c’est une conséquence directe de la formule de Min-
kowski, voir par exemple la page 115 [38])

det((wy);;) = det(t (us)i; + (1 — t)u?j) > det((ut)q5) + det((1 — t)u?j).
Puisque det((1 — ¢)uf;) > 0, nous obtenons, en utilisant I'équation (5.23),

det((we)ij) = det(t - (ue)ij) =" - det((ur)s;)
B e—wt(l‘)_(Vut(:E)vf) (4T2Card(<1>;))
Hae{); <O‘7 Vuy (‘T) + 4t,0P>

. 47‘20ard(<1>;) 4

a e €

—wg

> ¢

ol on a posé
d=inf{(p,&) /p€ —2AT —4pp} €R
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et, grace a la formule (5.11),

0<d = sup H(a,p> < 400.

—2A+
pe aE@;

Finalement, comme ¢ € [to, 1] on peut écrire, avec Cy > 0 une constante,
det((wt)ij) > C'(]e_nlt sur A(). (524)

En utilisant le lemme 5.2.8, il existe une transformation affine de partie vectorielle de déterminant 1 et
préservant le centre de I’ellipsoide minimal Ay telle que

BR/T C T(Ao) C Bgp, (525)
et donc, nous obtenons que
det((wy)i;) > Coe~™* dans T'(Ay) (5.26)
Montrons que
R < V2rCy VPremd?r, (5.27)

En effet, on pose

2
. 1 1/r —my /7 2 R
v.y€a1|—>§C’O e lly — vell* — - +m;+1eR

ol y; est le centre de l'ellipsoide minimal de Ay. Un calcul direct nous donne
det(v;;) = Coe™ ™t sur T'(Ay),
et, donc d’apres I'équation (5.26),
det(v;;) < det((wy);) sur T'(Ao) ,

et
v(y) > my +1 > w(y) sur 9T (Ap).

On applique alors le principe de comparaison pour les équations de Monge-Ampere réelles (voir par exemple
[28] ) et on obtient

v > wsur T'(Ap).

En particulier, on obtient
| R\’
my < v(y) = fiCé/re*mf/’“ (r) +my + 1.

Maintenant, grace a la convexité de w, on a
k
Ap [ J Ak C (k+1)- A,

i=0

oit (k+ 1) - Ay est la dilatation de Ay de facteur (k + 1). De plus, grace a I'équation (5.25) et au fait que w,
est convexe, on obtient

T(Ax) CT(((k+1)-Ag)) C (k+1) T(Ao) = Bry1)r-
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Maintenant, si on note w, le volume de la boule unité de R" alors on a

/ e—'wt S § :/ e—wt
a k Apg

= Z e~ =% Vol(Ay) (comme w; > my + k sur Ay)
k

= Z e~™ =k Vol(T(Ay)) (comme T préserve le volume)
k

< w, Z e”™ k(k+1)R) (comme T'(Ax) C Bt1)r)

k
(R)' —~ (k+1)"
S zk: -
< Che /2 (par I’équation (5.27) ci dessus),

out C; > 0 est une constante indépendante du temps ¢. Finalement, on obtient

1
—my /2 / —wy
e > — e .
~ O /g

De plus, grace a I’équation (5.23) et au calcul effectué a la fin de la démonstration de la proposition 5.2.4, on
a

1 [acat (@, Vue(z) +4t,,)
/2> L / MAg (11 )V (0:6) 21€2E C T
& a1 4r 9Card(®%)

1 / e{—2p—4pp.£) Hae@é (o, p) —. %
A+ C1

= — d =
Ci 4r QCard@}t) P

ou C; est une constante indépendante de ¢ et strictement positive car A" est d'intérieur non vide. Finale-
ment, cela nous donne que
my S Ca

ou C' > 0 est une constante indépendante du temps ¢. O
Lemme 5.2.9 On a la propriété suivante :
3C > 0,Vt € [to, 1], my > C.

Démonstration. Ici, la preuve ne s’inspire plus de [64] mais de [19] utilisé aussi dans la proposition 6.19
de [15]. Pour commencer, rappelons que |Vw,|| < dp := sup{||z| : z € 2A}. Ainsi, par le théoréme des

accroissement finis, on a

Vo € ar, |wi(z) —my| < do |z — 2.

Ainsi, pour tout z € B(z! L), nous avons
> do

lwy(z) —my| <1,

1
B (Z‘t, d()) C Ao.

/ dx = Vol(Ag) > / dx = Vol(B (xt, 1)) =c, (5.28)
Ao B(at, % do

ot ¢ ne dépend plus du temps puisque Vol(B(z", z-) = Vol(B(0, 7-)

ce qui nous dit que = € Aj et donc

Et nous avons donc
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Rappelons aussi que grace au calcul précédent, il existe une constante C indépendante du temps telle

que
CQ:/ e “idz.
ax

+oo
02:/ e_wtda::/ / e *dsdx
a; a; Jwe(x)
—+o00
:/ e ® (/ ]l{wt<s}dl’) ds
— 0o ap

“+o0
= / e *Vol({w; < s})ds

—Mmy¢

Nous avons alors

+oo
= efmt/ e Vol({w; < s})ds
0

—+o0
>e M / e Vol(Ay) ds.
1
Ainsi, en utilisant I'équation (5.28), nous obtenons que
+oo
Cy>e ™¢ / e %ds,
1

que l'on peut écrire
+o00
In(Cs) > —my + In (c / e_sds> .
1

Ceci permet de conclure. O
Lemme 5.2.10 Soit z* = (2!, -+ , xl)) le point oil est atteint le minimum de w;. On a
=]l < ",
ot C" est une constante indépendante du temps t.
Démonstration. On raisonne par I'absurde, on suppose donc que
VO >0, 3t € [to,1], ¢ est définiet ||2'|| > C".

Pour usage ultérieur, notons que ceci implique en particulier que ||z*|| # 0. Rappelons que grace au calcul
précédent, on a
/ e Ytdx = Cy > 0.
ai
Rappelons aussi que ||[Vw;|| < dg := sup{||z] : = € 2A} donc il existe un rayon R’ > 0 indépendant de ¢ tel
que inf{w(z) : = € 9B(z*, R')} > m; + 1. Maintenant par convexité, on a

1
Vo € a1\ B(z", R'), wi(z) > EH% — 2| +my.

Donc pour tout € > 0, il existe § > R’ indépendant de ¢ tel que, par le lemme 5.2.9,

/ efwt(:c)dJC < 675/ 67% Hm*xt”dz <e. (529)
a1\B(z*,5) a\B(z",9)

On fixe € et § qui vérifient la propriété ci-dessus. Nous utilisons ici un argument de [16] (utilisé notamment
dans le théoreme 6.30) plutdt que I’argument originel de [64]. Puisque u° est une fonction convexe d’asymp-
tote van et que Vu est un difféomorphisme de a; dans Int(2A) et 0 € Int(2A)( voir la proposition 5.1.11),
par inégalité de convexité, nous obtenons que

ou° 1

Vz € B(z',6), TC(I) > 5 @0;
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ou ¢ = z'/||zt|| et ag = inf{|van(§)| : € € a,||&]| =1} > 0. On obtient

/ 0L ey > / —wr g
—(z)e™dx > -a e Yt dx
B(zt,0) ¢ 2" B(x,0)
1 -
> —ap / e W dx—/ e () gy
2 a a1\ B(zt,8)
1
> 500 (/ e Y dr — 5) (par I'équation (5.29))
ay
1 . .
> 1% Cs (quitte a prendre ¢ assez petit).
Donc pour ¢ assez petit,
a“O( Ye~Udz > 0 (5.30)
——(x)e” "tdx . .
an OC
Maintenant, montrons que pour tout { € a;, ona
O g = 0 (5.31)
——e¢e ‘dxr=0. .
ar OC

En effet, la proposition 5.2.4 et sa démonstration nous donne que :

0= / (Vug(z), Qe V@O TT (a, Vue(w) + 4t,,.) MAg (ur) (z)dx

ae@;
= (| / (Vug(z), e @) dy (pour une constante C{, > 0, par I'équation (5.23))
ai
8ut
/ —
= —(z)e @ dy
*Ja, 9C
1—1¢ oud 1 ow;
=C)—— | —(x)e ¥ @dz — )= | E(zx)e @ dx
0 t o 84—() Ot o ag()
1—t [ ou°
=Ch— | —(2)e @) dy lemme 5.2.5).
i | B (
Donc,on a:
ou®
V¢ € ay, ——(z)e" " @dz = 0.
(em /01 ac (x)e x
Ceci montre I"équation (5.31), qui est en contradiction avec I'équation (5.30). Ceci termine la preuve. O

On conclut alors la preuve de I’estimation a priori grace au lemme suivant.

Lemme 5.2.11 Soit ¢, une solution a I'équation (5.21) ot t € [to,1]. Ona

sup wt S C//a
M

pour une constante C" indépendante de t.

Démonstration. Par densité et par K-invariance, il suffit de montrer que

sup ¢ (exp(y)H) < C".

yeay

Par convexité de u;, on a
Vy € a1, u(0) + (Vue(y),y) > ui(y).
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Par définition de vaa et puisque Vu(a1) = 2Int(A) par la proposition 5.1.11, on a

van (y) + ue(0) > ug(y).

Maintenant, on a par 1’égalité (5.19),

Yi(exp(y)H) = w(y) — uo(y)
< vana(y) + u(0) — uo(y)
< a+ u(0) (car voa — ug est bornée).

Donc il suffit de montrer que u,(0) admet une borne supérieure indépendante du temps t.
Pour cela, rappelons que z' est le point ol w; atteint son minimum. Comme Vw,(a;) = Int(2A) qui est
un polytope borné, on a
[Vwe(ar)] < dp :=sup{||z|| : = €2A},

et donc
[w: (0) — wy(2")| < do|=*]].

De plus, grace au lemme 5.2.10, on a ¢’ > 0 indépendant de ¢ tel que || 2| < C’, ce qui implique
|wi(0) — wy(x")| < doC”.
Par le lemme 5.2.7, on a w;(z') = m; < C ou C est une constante indépendante ¢. Donc on a
we(0) < C + doC.

Mais w; = tu; + (1 — t)u® donc
tu(0) < C 4+ doC”" — (1 — t)u®(0).

Finalement, comme ¢ € [tg, 1], on obtient
Ut (O) S ®a

ol © est une constante indépendante de t. O

Nous obtenons ainsi une majoration des solutions ; a I’équation (5.21) sur P/H indépendante du temps
t appartenant a [to, 1]. Cette majoration s’étend par K-invariance et densité a M. Ceci permet donc d’obte-
nir 1'estimation a priori nécessaire pour conclure a l’existence de solitons de Kahler-Ricci sur les variétés
horosphériques par la méthode de la continuité. On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.12 Soit M une variété horosphérique de Fano lisse. Alors il existe un soliton de Kihler-Ricci sur M.

5.3 Meétrique de Kihler-Einstein dans le cas horosphérique

Dans cette section, on étudie a quelles conditions nécessaires et suffisantes le soliton (X, g) est trivial i.e.
X = 0 et donc quand g est une métrique de Kdhler-Einstein. Cette partie s’inspire des travaux de these de
Delcroix [15].

5.3.1 Condition d’existence

Nous venons de démontrer que toute variété horosphérique lisse de Fano admet un soliton de Kahler-
Ricci. On peut compléter ce résultat par le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.1 Supposons que M soit un plongement horosphérique d'un espace homogene horosphérique G /H tel
que H contienne le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé B~ de G. Notons A™ le polytope moment de X
associé au sous-groupe de Borel B. Alors M admet une métrique de Kihler-Einstein si et seulement si

Bar(A+)DH = —2pp,

oitonaposé P := Ng(H) et Barpy (A™) est le barycentre du polytope A pour la mesure de Duistermaat-Heckman.
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Démonstration. On sait qu'il existe un soliton (X, g). Par unicité du soliton de Kahler-Ricci, il faut et suffit

donc de montrer que X = 0 si et seulement si Bar(A*)pg = —2pp. En particulier, grace aux résultats
théoriques concernant l'invariant de Futaki, il s’agit donc de montrer que Fj est identiquement nulle si et
seulement si Bar(AT)py = —2pp . On rappelle (voir 'équation (3.35)) que Fy s’écrit pour x € g (telle

que sa partie réelle s’identifie au champ de vecteur défini par « — % exp(tRe(x))z) :

Fo(x) = /M 5x WZ~

Lywy, =/—1000,, / Orerwl =0, (5.32)
M
et ott la fonction h, € C*° (M, R) (définie modulo une constante additive) vérifie
Ric(wy) — wy = V—190h,,.

De plus, on sait que nous devons uniquement nous intéresser a I’annulation de F sur p/h ~ 3(g). On obtient
alors, grace a I’équation (5.16), pour tout ¢ € a; :

Q) =0 [ 2000 TT (ap) b

+
aEQQ

ol M est une constante indépendante de ¢. Nous avons que g est donc une métrique de Kahler-Einstein si
et seulement si

veea, [ w420 [] (@nip=o.

ae®$
Cette derniere égalité peut encore s’écrire sous la forme
<BarDH(A+) + 2pp, C> =0.
Ce qui nous donne bien que g est une métrique de Kéahler-Einstein si et seulement si

Barpy (A™) = —2pp.

5.3.2 Equation de Monge-Ampeére et borne inférieure de Ricci

Reprenons les notations introduites dans la partie 5.2. Pour démontrer I'existence de métriques de Kahler-
Einstein via la méthode de la continuité, il suffit de prendre X = 0 dans1’équation (5.21) et { = 0 dansl'équa-
tion (5.23). Nous obtenons I'équation de Monge-Ampeére complexe suivante d'inconnue v, € C*°(M,R) :

det(g% +1;7) = det(g%)exp(h —t
(gaj ¥i3) (935) exp(h — 1)) (5.33)
(gﬁ + 77[113) >0
et donc I'équation de Monge-Ampere réelle d’inconnue u; € C*(a;,R) :
MAR(u)() - H (a, Vue(z) +4t,,) = exp[—w(z)], (5.34)

+
acdy

oli on a posé wy = tu; + (1 — t) u® (on rappelle que u° est le potentiel définie par 1’équation (5.5) pour la
métrique de référence g°). Cette définition étant inchangée, les démonstrations des lemmes 5.2.5,5.2.6, 5.2.7
et 5.2.11 peuvent s’appliquer a ce cas. En particulier, on obtient donc la proposition suivante.

Proposition 5.3.2 Il existe une solution au temps to > 0 a I'équation (5.33) s'il existe une constante C' > 0 indépen-
dante du temps t telle que
sup |2t < C,
te[0,t0]

oit at est le point oir est atteint le minimum de la fonction w;.
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Nous obtenons directement le corollaire suivant.

Corollaire 5.3.3 La borne inférieure de Ricci R(M) est égale i
R(M) =sup {t; € [0,1] : 3C >0, Vt <ty, |z'|<C}.

5.3.3 Calcul de la plus grande borne inférieure de Ricci

On va calculer R(M) dans le cas horosphérique en s’inspirant des travaux de [15]. Avant de commencer,
remarquons que, grace a 1’équation, (5.34)

/ e~ @y =V, (5.35)
ax

ou V est le volume de A pour la mesure de Duistermaat-Heckman.

Théoreme 5.3.4 Supposons que M soit un plongement horosphérique d’un espace homogene horosphérique G/ H tel
que H contienne le radical unipotent du sous-groupe de Borel opposé B~ de G. Notons P = Ng(H) et A™ le polytope
moment de X associé au sous-groupe de Borel B. De plus, on suppose que 2pp # Barpy (A™) ot Barpy (A™) est le
barycentre du polytope At pour la mesure de Duistermaat-Heckman. On a alors que R(M ) est 'unique ¢ €10, 1] tel
que

t
7(B&TDH(A+) + 2pp) €0 (A+ + 2pp) .

t—1
/ e Vide =V.
a

Démonstration. Rappelons que nous avons
Rappelons aussi que ||[Vw|| < d := sup{||z| : = € 2A"} donc il existe un rayon R’ > 0 indépendant de ¢
tel que inf{w;(z) : = € 9B(z', R)} > m; + 1. Maintenant par convexité, on a

1
Vo € a; \ Bz, R), w(z) > EHx — 2t 4+ my.

Donc pour tout € > 0, il existe § := §. > R’ indépendant de ¢ tel que

/ e @) gy < 676/ e~ wllz=="ll g <e. (5.36)
Jai\B(z*,6) a1\ B(z",6)
Posons to, = R(M) qui est strictement inférieur a 1 puisque M n’admet pas de métrique de Kahler-Einstein.
Commengons par remarquer que
tlirtn |2*]| = +o0.
—too

En effet, si ||z'| admet une valeur d’adhérence alors 1’équation (5.21) admet une solution en ¢t = ¢ et
puisque I’ensemble des solutions est ouvert, il existe un § > 0 tel qu’il existe une solution en ¢t = ¢, +J. Ceci

contredit la maximalité de R(M) = to.. De plus, en posant pour tout ¢ € [0,tx], & = m:” , on peut trouver

[E3
une suite (¢;);en de [0, t] telle que t; — too et & € ay vérifiant

lim &. = .
i_mofn oo

Commengons par remarquer que pour tout ¢ € [0, t«], nous avons

/(Vut,ft)e*wtda::/ (Vug, &) MAR(u) - H (o, Vuy + dpp)dx

u1 & a€¢;
:/ (&) T (evp+4pp)dp
24 f
aedy
— [ ~wrzon) IT
A+
a€¢$

= —(Barpy (A1) + 2pp, &)V.
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Nous obtenons en passant a la limite que

lim (Vug,, &, )e” “tide = —(Barpy (AT) + 2pp, & )V. (5.37)

1—+o0 a;

Rappelons que nous avons défini la fonction support vaa par 1'équation (5.9). Avec cette défintion, on veut
montrer que

lim (Vu®, &, )e " = vga(&.)V. (5.38)

1—>—+00 a

On fixe un réel € > 0. On pose 0 := £/6d o1 d := sup,¢, A |||/ et on a, par la formule (5.36) avec § = g, que

/ e Yidr < 0.
ai\B(zt,5)

Donc nous obtenons que

‘/ (Vuo,gt)ewtdx’ §/ (Vul, &) et da
a1\ B(zt,8) a1\ B(zt,8)

< d/ e Vidx
a;\B(zt,d)

< dé.

Ce qui nous donne par définition de 6 :
‘ / (Vul, &) e Wt dx ‘ <e/6. (5.39)
a1\B(zt,8)

De plus, puisque Vu®(a;) = Int(2A) (proposition 5.1.16), on a

Vo € B(z',0), (Vu'(2),&) < vaa-(&)-
Puisque u° est une fonction convexe, on a
O(x) —ul(z — 2t)

Vz € B(zt,8), (Vul(z),&) > = ll2¢]|

Pour tout z € B(z",46),onaz—a' € B(0,) d’out'existence d'une constante Cj € R indépendante du temps
t tel que
Vr € B(z",8), u’(z —2") > Cp.

De plus, on sait (proposition (5.1.16)) qu’il existe C; > 0 indépendante du temps telle que
Vo € a;, —C; <u’(z) —vaa(z) < Oy

Ainsi en posant C' = —Cj — (1, nous obtenons que

Vo € B(e',B). (Val(a).&) >

En écrivant z = z' + (z — 2"), on obtient puisque la fonction support voa est positivement homogene
t

Vo € B(xt,é)’ (VUO(J:),&:) > von <£t + H) + |C’

[l ]

Maintenant, puisque la fonction support vaa est une fonction continue positivement homogene et sous-
additive, on obtient, pour tout z € B(z',9),

(Vuo(l')agt) > UQA(&) — VoA (_m) n ”xc;”

x—at t_ C
> UzA(ft) - H Hva ( < ’ ) +

[l lat — x|l [l

C
—_—— inf wvaa ().
T~ Tl i, v2a )

> van (&) +
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Nous avons donc qu’il existe une constante C’ > 0 indépendante du temps ¢ telle que
Cl
m < (Vu'(2),&) — van (&) <0
En particulier, puisque ||z*|| diverge quand ¢ — ¢, nous obtenons

Jig €N, Vi >io, [(Vu'(z),&)—vaal&s,)

< ¢e/3V,
et donc

| (Vi (z) — von (&) efwt(””)d:c’ <e/3. (5.40)
B(xt,)

En utilisant a nouveau 1'inégalité (5.36) avec § = Jy, nous obtenons que

‘UQA(&)V N von (&) e W ‘ - ‘ / van (&) e @ dg — / van (&) e @ dg
B(xt,8) a B(z*,6)
S| male) e
al\B(zt,zS)
< d#.
Nous obtenons donc
|vaa (&)V — / van (&) e P da| < /6. (5.41)
B(xt,8)
Terminons en remarquant par continuité de voa que
E|i1 S N, Vi > il, |v2A(§ti)V — UQA(ftO)V| < 8/3. (542)

On peut alors conclure, grace aux formules (5.39), (5.40), (5.41), (5.42), que :

Vi Z max(io, il),

/ (Vo (x), &, )e v @ dy — m(goo)v\ <e.

a

Nous avons donc bien la formule (5.38).
Maintenant, d’apres le lemme 5.2.5, nous avons

0= / (Vwy(x), &) et @ de =t / (Vug, &) e tde + (1 — t)/ (Vul, &) e vt @ dz.
Ainsi, par passage a la limite, nous obtenons que
—too (Barpu (AT) +2pp, &) + (1 = too) v2a (1) = 0,

ce qui peut s’écrire sous la forme

3 toi T (Barpm (287) +20p, &) = vaa(éec). (5.43)

Etudions donc la fonction

fite0,1]— —ﬁ (Bar(2A™)) + 2pp € af.
Remarquons que f(0) = 0 € aj. Or nous savons que 0 € 2Int(A) donc f(0) € Int(A). Ainsi, puisque la
fonction ¢/(t — 1) est une fonction strictement décroissante sur [0, 1] & valeurs dans | — oo, 0], les valeurs
de f parcourent la demi-droite d’origine 0 et de direction —(Barp g (2A™) + 2pp). Grace a ’équation (5.43),
nous obtenons que f(t~) est un vecteur oit son évaluation atteint la valeur vaa (&, ), cela signifie que f(tx)
appartient a '’hyperplan support défini par §;__. Ainsi t, est 'unique temps ¢ € [0, 1] tel que

t
En utilisant I’équation (5.8), on peut ré-écrire cette derniere condition sous la forme

t
m (BaI‘DH(AJr) + 2pp) €0 (A+ + 2pp) .
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5.4 Exemple dans le cas horosphérique

Il est intéressant de se demander s’il existe des variétés horosphériques dont le soliton de Kéhler-Ricci
est non-trivial. La réponse est affirmative, il existe des exemples en nombre infinis notamment donnés dans
l'article [47]. Ces variétés horosphériques ont un groupe d’automorphisme non réductif, cela implique (par
le théoréeme de Matsushima, voir [39]) qu’elles ne peuvent admettre de métriques de Kdhler-Einstein. Or
puisqu’elles admettent quand méme un soliton de Kéhler-Ricci, celui-ci ne peut-étre que non-trivial. Nous
allons nous intéresser a un exemple particulier, celui des grassmanniennes impaires et symplectiques. Nous
rappelons leur définition dans le paragraphe suivant.

On fixe un espace vectoriel complexe E de dimension 21 + 1 et on prend w € A* E* de rang maximal
i.e une 2-forme alternée de rang 2n. On note alors Gr, (i, E) 'ensemble des sous-espaces vectoriels V' de
E de dimension i isotropes pour w i.e. V- C V . Par la suite, on prendra E = C?"*! et on notera alors
Gry(i,2n + 1). Il est montré dans [40] que pour i € {2,--- ,n — 1} et n > 2, la variété Gr,(i,2n + 1) est
une variété horosphérique dont le groupe des automorphismes est le groupe projectif symplectique impair
PSpops1 = Spant1/{EI} qui se trouve étre un groupe non-réductif et connexe (voir la section 3 de [40]).

Rappelons que Spay,+1 est le stabilisateur dans GL3,,+1 de la forme w. Si on considére une base symplec-
tique impaire (eg, €1, - , €2y,) i.€. elle vérifie w(e;, e;) = &; 2n41—; pour 0 < 4,5 < 2n alors M € Spy, 11 siet
seulement si elle s’écrit dans la base (eq, €1, - , €a,,) sous la forme

Al
=)
ou\ € C*, [ € C*™eta € Spy, out Spa, est le groupe symplectique de dimension 2n. De plus, on remarque
que C* s’injecte dans Sps,,+1 comme les matrices de la forme

v=(o1)
u=(20).

De plus, on note alors U le sous-groupe de Sps,+1 de la forme

1 1
=0 )

avec | € C?". Nous avons alors la proposition suivante :

et Spa, comme les matrices de la forme

Proposition 5.4.1 Le sous-groupe U est le radical unipotent de Spap+1 et (C* x Spay,) est un sous-groupe réductif.
En particulier on a I'égalité suivante :
Sp2n+1 =U x ((C* X Sp2n)~

Démonstration. Voir la section 3 de [40]. O

On sait que le champs de vecteur solitonique va appartenir au centre de 1’algébre de lie de C* x Sp,,,. Or
cette algebre de Lie est égale au facteur C x spo,, et son centre va donc étre égal a C puisque spo,, est simple
donc son centre est nul. On résume cela dans la proposition suivante :

Proposition 5.4.2 Pourtoutn > 2eti € {2,--- ,n—1}, le champ de vecteurs solitonique de la variété Gr,, (i, 2n+1)

est de la forme :
) X O
X= ( 0 0 ) ’

Démonstration. Le seul point qui reste encore a justifier est le fait que A9 # 0 mais cela est une conséquence
du fait que la variété Gr,, (i, 2n + 1) admet un soliton non trivial (puisque son groupe d’automorphisme est
non-reductif). O

ot Ap € C*.
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On veut maintenant étudier la décomposition solitonique de Gr,,(%,2n + 1). Pour cela, on commence
par remarquer que, grace a la proposition 5.4.1, I’algebre de Lie de Span41 que 1’on notera spa,, 1 admet la
décomposition suivante :

spant1 = (C X spay) S, (5.44)

o {(0 1) s ree).

o1 u est 'algébre de Lie de U égale a:

On remarque alors que pour touti € {1,--- ,2n}

= (5 8)(35)-(2 ) (3 !

Cela nous donne donc la décomposition solitonique.

Théoréme 5.4.3 Pour tout n > 2eti € {2,--- ,n — 1}, la variété Gr,, (i, 2n + 1) admet un soliton de Kihler-Ricci
dont le champs de vecteur solitonique est de la forme

Mo O .
( 00 0 ) € 5Pant1, Ao € C*.

On a la décomposition solitonique suivante :
Spon+1 = Vo © Vi,

oit Vo = (C X spay,) ie.
VY € (C x spap), [X, Y] =0,

et Vi, =uie.
VL € u,[X,L] = Ao L.

Démonstration. Par le théoreme 3.5.3, sp2y,+1 admet une décomposition sous la forme

N
SPon41 = VO S @ Vu,;a
=1

avec N > 1 (puisque le soliton de Kéhler-Ricci sur les variétés grassmanniennes impaires est non trivial) et
ou
VM = {Y € SPop+1 ¢ [X, Y] =V Y}

Déja on remarque, par un calcul direct, que
VY € (C x spa,), [X,Y]=0,
et donc
((C X 5p2n) C ‘/0

De plus, par I'équation (5.45), nous avons
ucC V>\o .

Or, I’équation (5.44) nous donne que
span+1 = (C X sp2n) O,

et donc les inclusions précédentes sont des égalités et cela nous donne donc la décomposition solitonique
souhaitée. 0
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