
HAL Id: tel-02079743
https://theses.hal.science/tel-02079743

Submitted on 26 Mar 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Optimisation du débit pour des applications linéaires
multi-tâches sur plateformes distribuées incluant des

temps de reconfiguration
Mathias Coqblin

To cite this version:
Mathias Coqblin. Optimisation du débit pour des applications linéaires multi-tâches sur plateformes
distribuées incluant des temps de reconfiguration. Calcul parallèle, distribué et partagé [cs.DC]. Uni-
versité de Franche-Comté, 2015. Français. �NNT : 2015BESA2059�. �tel-02079743�

https://theses.hal.science/tel-02079743
https://hal.archives-ouvertes.fr


 

Thèse de Doctorat

 

é c o l e  d o c t o r a l e s c i e n c e s  p o u r  l ’ i n g é n i e u r  e t  m i c r o t e c h n i q u e s

U N I V E R S I T É  D E  F R A N C H E - C O M T É

n 

Optimisation du débit pour des
applications linéaires multitâches
sur plateformes distribuées incluant
des temps de reconfiguration

MATHIAS COQBLIN



ii



 

Thèse de Doctorat

 

é c o l e  d o c t o r a l e s c i e n c e s  p o u r  l ’ i n g é n i e u r  e t  m i c r o t e c h n i q u e s

U N I V E R S I T É  D E  F R A N C H E - C O M T É

présentée à L’U.F.R. DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE L’UNIVERSITÉ
DE FRANCHE-COMTÉ pour obtenir LE GRADE DE DOCTEUR DE L’UNIVERSITÉ
DE FRANCHE-COMTÉ
Spécialité : Informatique

Optimisation du débit pour des applications
linéaires multitâches sur plateformes distribuées

incluant des temps de reconfiguration

par Mathias Coqblin
Soutenue le 23 janvier 2015 devant la Commission d’Examen :

Rapporteurs Lionel Brunie Professeur, Institut National des Sciences Appliquées de Lyon (INSA
Lyon), LIRIS, Lyon

Alix Munier-Kordon Professeur, Université Pierre et Marie Curie Paris 6, LIP6, Paris
Membres du jury Dominique Gendreau Maître de Conférences, Université de Franche-Comté, UFR-ST,

FEMTO-ST, Besançon, Co-directeur
Jean-Marc Nicod Professeur, Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et des

Microtechniques (ENSMM), FEMTO-ST, Besançon, Directeur
Veronika Rehn-Sonigo Maître de Conférences, Université de Franche-Comté, UFR-ST,

FEMTO-ST, Besançon, Co-directeur
Yves Robert Professeur, Ecole Normale Supérieure de Lyon (ENS-Lyon), LIP, Lyon,

Examinateur



iv



Table des matières

Introduction 1

1 Plateformes distribuées 7

1.1 Grilles de calcul/Cloud Computing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1.1 Historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.2 Types de grilles de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1.3 Utilisations des grilles de calcul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Micro-usine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2.1 Introduction de la micro-usine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.2 Spécificités de la micro-usine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2.3 La micro-usine modulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Gestion des plateformes distribuées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.1 Pannes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.3.2 Energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3.3 Reconfigurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.4 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Ordonnancement 23

2.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.1.1 Ordonnancement en ligne ou hors ligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.2 Critères d’optimisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2 Types d’applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.3 Ordonnancement de pipelines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3.1 Une seule machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.2 Une tâche par machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.3 Assignation par intervalles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3.4 Assignation générale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

v



vi Table des matières

2.3.5 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.4 Ordonnancement avec reconfigurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.5 Hétérogénéité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.6 Classification des problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.6.1 Nomenclature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.6.2 Classification du problème étudié . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2.7 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Maximisation du débit sur une plateforme distribuée avec temps de reconfiguration 37

3.1 Modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 Applications . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.2 Plateformes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.3 Reconfigurations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.4 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.5 Espaces de stockage ou Buffers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.1.6 Fonction objectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.7 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.2 Classification des sous-problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.1 Types des problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2.2 Résumé des problèmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Allocation et ordonnancement d’applications homogènes 47

4.1 Ordonnancement sur une machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Ordonnancement sur plusieurs machines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2.1 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2.2 Ordonnancement du pipeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.3 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5 Applications hétérogènes 53

5.1 Buffers différents d’une machine à l’autre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

5.1.1 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.1.2 Ordonnancement du pipeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5.2 Buffers entièrement hétérogènes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.1 Ordonnancement sur une machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2.2 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72



Table des matières vii

5.2.3 Ordonnancement du pipeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3 Temps de reconfiguration indépendants d’une séquence (sti) . . . . . . . . . . . . . 74

5.3.1 Ordonnancement sur une machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.3.2 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.3.3 Ordonnancement du pipeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.4 Temps de reconfiguration dépendants d’une séquence (sti,j) . . . . . . . . . . . . . . 78

5.4.1 Ordonnancement sur une machine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

5.4.2 Assignation des tâches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.4.3 Ordonnancement du pipeline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.5 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

6 Sélection des buffers 85

6.1 Allocation avec st . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.1.1 Algorithme d’allocation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

6.1.2 Allocation avec des restes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

6.2 Allocation avec sti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

6.2.1 Avec deux temps de reconfiguration différents . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.2.2 Optimiser les buffers avec différents temps de reconfiguration . . . . . . . . . 99

6.2.3 Résultats de simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.3 Allocation avec sti,j . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

6.4 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Conclusion et perspectives 125

Liste des publications 129



viii Table des matières



Introduction

Chacun d’entre nous accomplit chaque jour un grand nombre de tâches toutes aussi diverses les
unes que les autres. Le confort moderne a permis de rendre les plus pénibles d’entre elles un peu
moins lourdes à accomplir. Cependant, nous convenons tous que nous manquons de temps car
nous voulons toujours faire davantage de choses dans une journée, pour le travail, les loisirs, la
maison, la famille, etc. D’un point de vue plus pragmatique, l’industrie et plus généralement le
monde professionnel s’est lancé dans une course contre la montre dans laquelle il s’agit de faire
tout toujours plus vite afin d’augmenter la rentabilité. Rares sont les domaines dans lesquels il est
possible de prendre son temps pour faire les choses. Il s’agit là d’un constat et il ne m’appartient
de prendre position ici.

Une des réponses possibles à apporter pour faire face à ce défis n’est certainement pas de
travailler dans son coin mais plutôt de s’unir afin d’accélérer le traitement des tâches à accomplir.
C’est le paradigme du travail parallèle. L’évolution des architectures des ordinateurs a suivi ce
paradigme dès qu’il a été possible de le faire avec une première machine parallèle dotée de deux
processeurs dans les années 1960. L’histoire du calcul parallèle est riche et aujourd’hui nous avons
tous une machine parallèle sur notre bureau et nous utilisons à distance des machines parallèles
qui traitent la très grande quantité de requêtes qui circulent sur les réseaux. De plus, des centres
de calculs équipent toutes nos universités et nos organismes de recherche pour ne parler que
des traitements informatiques. Les manières de travailler en parallèle sont multiples comme l’a
montré la classification de Flynn [45]. Une première idée pour travailler en parallèle consiste à
travailler tous indépendemment les uns des autres à la réalisation d’une même tâche unique,
chaque fois sur des éléments différents. La mise en œuvre d’une telle organisation ne pose pas
de problème a priori : chacun prend par exemple une donnée ou une pièce, effectue l’ensemble
des actions appropriées afin de rendre un résultat fini ou un produit fini et recommence. Cela
suppose de plus que chacun des participants a toutes les compétences requises pour accomplir
le travail dans sa totalité. C’est d’ailleurs comme cela qu’une grande partie des traitements se
font dans les mésocentres de calcul des universités. En effet, cela ne demande pas de modifier
le cœur des applications à paralléliser. Cependant, lorsque la tâche à accomplir dépasse des
compétences ou les capacités de traitement des ressources disponibles, il s’agit de travailler
autrement. Il est par exemple possible à chacun de faire encore une fois la même chose, mais
cette fois sur une petite partie du volume à traiter avec au minimum une phase de division ou
de distribution des éléments à traiter et une phase de collecte à la fin. Des dépendances peuvent
même exister au cours du traitement avec de nécessaires phases de synchronisation. C’est le
cas par exemple pour la construction d’un mur avec des briques qui s’entrelacent ou pour le
calcul d’un produit de matrices avec le déplacement des valeurs des lignes et des colonnes d’un
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2 Introduction

processeur voisin à l’autre. A l’inverse chacun peut effectuer une tâche différente de toutes les
autres, mais sur la totalité des éléments à traiter. Les éléments traités traversent alors l’ensemble
des tâches de l’application et passent donc entre les mains de tous acteurs de l’application si
chaque acteur fait effectivement une tâche différente des autres. L’accélération attendue dans
ces deux cas ne peut dépasser le nombre d’entités participant aux traitements étant donné
les problèmes de synchronisation, de communication, etc. D’autres formes de travail parallèle
existent à commencer par le mélange des deux modèles précédents, mais notre but n’est pas
d’être exhaustif mais seulement d’introduire cette notion.

Dans cette thèse nous nous focalisons sur un type d’application particulier. Il s’agit des
applications décomposées en une succession de tâches qui se suivent linéairement telles que la
sortie d’une tâche soit l’entrée de la suivante. On parle dans ce cas également d’application de
type pipeline. Chaque tâche est répétée indéfiniment dans la limite du volume à traiter. Il s’agit
du travail à la chaîne1 magnifiquement mis en image dans le film « Les Temps Modernes2 »
de Charlie Chaplin. Ce type d’organisation a été inventée bien avant la révolution industrielle.
Dès l’antiquité, la notion de mouvement continu est employée pour l’alimentation en eau, la
manipulation de terre ou de minerais. Au XVIe siècle Léonard de Vinci imagine les postes de
travail grâce auquel l’ouvrier ne se déplace plus. Plus tard, au XVIIIe siècle l’industrie horlogère
naissante a déjà adopté ce mode d’organisation avec près de 150 ouvriers participant à la création
d’une montre. Sans refaire l’historique complet de ce type d’organisation donnons cependant
quelques chiffres également repris des pages de l’encyclopédie libre citée plus haut : les usines
Ford ont divisé le temps de montage d’une Ford T par douze entre 1913 et 1920 grâce à l’usage
de convoyeurs qui déplacent les voitures en construction. On passe par exemple de 12 heures
pour l’assemblage d’une Ford T en 1913 à 93 minutes dès 1914. Ce gain de productivité est
répercuté sur son prix – $690 en 1911 contre $290 en 1924 – et sur les salaires qui doublent
dans les années 1920. En 1929, la moitié des ouvriers de Détroit possèdent une voiture. Par
la suite, l’introduction des machines outils semi-automatiques ou automatiques dans les années
50/60 permettent d’augmenter considérablement les rendements. Des chaînes de montage les plus
spectaculaires sont celles qui assemblent les composés électroniques sur les cartes du même nom à
haute cadence. Les chaînes de montage automobiles sont également très optimisées. Mais dans le
cas de la production de petites ou moyennes séries, l’apparition de machines outils, permettant
de traiter un grand nombre de tâches différentes, ouvrent la voie à des ateliers automatisés,
flexibles et reconfigurables. C’est précisément à ce niveau que nous ancrons notre contribution :
ordonnancer des tâches sur un atelier flexible.

Pour compléter le management des dispositifs de production parallèle, nous devons décider
qui (quelle ressource) fait quoi (quelle tâche) et quand, ce qui n’est pas toujours une chose facile.
Cette décision s’appelle ordonnancer les tâches. Les problèmes d’ordonnancement sont étudiés
depuis aussi longtemps que des plateformes distribuées ou parallèles de production existent.
Là encore, ils concernent tant la production industrielle que le déploiement de programmes in-
formatiques sur des Clusters de calcul, ou un simple système d’exploitation devant gérer les
applications lancées. On parle même d’ordonnancement dans de simples cas de files d’attentes,
comme la gestion de priorités de téléchargements sur un site web. Au sens général, l’ordonnan-
cement consiste en deux types de décisions. La première cherche à assigner des tâches à des

1http://fr.wikipedia.org/wiki/Travail_à_la_chaine
2http://fr.wikipedia.org/wiki/Les_Temps_modernes_(film)
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3

machines, c’est à dire déterminer quelle machine devra exécuter quelle(s) tâche(s) en fonction
des disponibilités de chaque machine et ce, afin de ne pas perdre de temps. La seconde décision
consiste à déterminer les dates ou l’ordre relatif d’exécution des tâches, autrement dit déterminer
la priorité de chaque tâche sur une machine en fonction de ses besoins et des autres tâches. Un
ordonnancement est toujours fait relativement à un ou plusieurs objectifs à optimiser. Ce peut
être de terminer le travail le plus tôt possible ou consommer le moins d’énergie pour le travail à
faire, etc. Il s’agit classiquement d’un problème combinatoire pour lequel il est rare de trouver
un algorithme qui trouve l’ordonnancement optimal dans un temps raisonnable.

Cette thèse propose d’étudier le cas de l’ordonnancement de tâches dont les dépendances sont
linéaires, sur des ensembles limités de machines. Plus précisément, le problème posé est celui
d’un ensemble consécutif de tâches à traiter pour produire un résultat, et qui doit être traité par
un nombre de machines inférieur au nombre de tâches. Il consiste à déterminer quelle machine
devra traiter quelle(s) tâche(s), et dans quel ordre les traiter pour maximiser le débit moyen
(nombre de sorties par unité de temps) ou minimiser la période moyenne (temps moyen entre
deux sorties) dans une production infinie. Concrètement, le cadre d’application de ces travaux
est double. Le premier est l’étude des problèmes d’ordonnancement dans le monde du calcul et
de la grille du calcul. Dans ce cadre nous considérons un ensemble de processeurs capables de
traiter des opérations de calculs en flux et cherchons à paralléliser ce calcul. Le second cadre
d’application est la micro-usine modulaire. Ce domaine, encore émergeant, fait à l’heure actuelle
appel à des modules de production capables d’effectuer un grand nombre de tâches différentes,
mais étant très coûteux en eux-mêmes et donc limités en nombres.

Une particularité des problèmes étudiés, principalement motivée par la micro-usine modu-
laire comme introduit précédemment, est la prise en compte de temps de reconfiguration. En
effet les machines dont nous disposons sont capables d’effectuer un grand nombre de tâches
différentes, mais requièrent d’être reconfigurées ou recalibrées pour s’adapter à chaque nouvelle
tâche. Dans le cadre du calcul parallèle, ces reconfigurations prennent souvent la forme d’un
temps de chargement logiciel ; changer de type de calcul peut nécessiter le chargement d’un
autre logiciel par exemple, voire d’une suite complète d’applications. Par hypothèse, le nombre
de ressources à notre disposition étant plus faible que le nombre de tâches, plusieurs tâches
sont traitées par certaines ressources. Dans ce cas, des reconfigurations sont nécessaires pour
que toutes les tâches soient traitées. En fonction de l’ordonnancement calculé, un nombre plus
ou moins grand de reconfigurations est à prévoir. Pour réduire l’impact des reconfigurations, il
semble logique de les limiter au strict nécessaire. D’un point de vue théorique, si nous cherchons
un ordonnancement optimal avec un nombre infini d’entrées, par exemple avec deux tâches sur
une même machine, la reconfiguration de la machine pour le traitement de la deuxième tâche
doit se faire le plus tard possible. Dans ce cas la reconfiguration se fera au bout d’un temps
infini si on veut minimiser l’impact de cette reconfiguration. Ceci n’a pas vraiment de sens en
pratique. De la même manière qu’il est nécessaire de mettre un temps minimal pour produire un
résultat dans les problèmes de minimisation de la consommation énergétique dans le domaine du
traitement temps réel, il convient de limiter ici l’espace occupé par les entrées et les sorties des
tâches ainsi que par les résultats intermédiaires. Pour ce faire nous introduisons des buffers. Il
s’agit d’espaces de stockage disponibles pour accueillir entrées, sorties et résultats intermédiaires
– un espace physique pour des produits inachevés en production, ou un espace mémoire pour des
résultats intermédiaires en calcul. Ces buffers, disponibles pour chaque tâche, vont permettre
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de réduire le nombre de reconfigurations en laissant une machine d’exploiter complètement ses
buffers d’entrée ou de sortie avant de se reconfigurer pour l’exécution d’une autre tâche. Le cas
le plus défavorable aurait été de changer de type de tâche après chaque exécution pour sortir
chaque entrée au plus vite, et donc de compter un temps de reconfiguration à chaque tâche, ce
qui reviendrait à augmenter artificiellement la durée des traitements de toutes les tâches. Nous
montrons qu’il est possible de faire beaucoup mieux.

Les travaux de cette thèse sont issus d’une collaboration entre le département d’Infor-
matique des Systèmes Complexes (DISC), le département d’Automatique et Systèmes Micro-
Mécatroniques (AS2M) de l’Institut FEMTO-ST et ponctuellement avec le Laboratoire de l’In-
formatique du Parallélisme de l’Ecole Normale Supérieure de Lyon. Les travaux de recherches
ont été principalement effectués au sein de l’équipe CARTOON du DISC, à l’Université de
Franche-Comté, qui possède une expertise en ordonnancement de systèmes distribués de type
grille de calcul. La collaboration avec le département AS2M a permis à ces travaux d’être enri-
chis en connaissance dans le domaine de la micro-usine et de ses spécificités. Des échanges entre
ces équipes ont permis de définir des problématiques et des critères d’optimisation du domaine,
ainsi que de mettre en place des modèles effectuant la liaison entre ces travaux et le monde de
la micro-usine.

Nous avons ainsi pu modéliser notre plateforme et nos applications avec un niveau d’abstrac-
tion permettant de traiter simultanément des problèmes de calcul informatique et des problèmes
de production. Les solutions proposées ne dépendent alors pas d’une plateforme spécifique mais
correspondent à un modèle logique, applicable à certains modèles physiques. Plus précisément,
les solutions proposées sont des solutions d’assignation de tâches (mapping) sur des machines,
ainsi que des problèmes d’ordonnancement de plusieurs tâches sur une seule machine. Ces so-
lutions sont cependant restreintes, comme nous le détaillons par la suite, à des plateformes
distribuées homogènes. Enfin l’ensemble de ces solutions a été implémenté puis expérimenté par
simulation afin de discuter de leurs performances. Les résultats de ces simulations sont venus
attester de l’efficacité de nos algorithmes ou, le cas échéant, nous ont aidé à produire de meilleurs
algorithmes lorsque ceux-ci ne sont pas optimaux.

Organisation du document

Ce manuscrit est organisé en 6 chapitres. Nous décrivons d’abord le contexte ainsi qu’un
état de l’art dans le domaine. Nous décrivons ensuite de façon formelle les problèmes liés à
nos travaux. Enfin nous proposons des solutions à ces différents problèmes, que nous testons et
évaluons.

Les chapitres 1 et 2 définissent le contexte et positionnent notre travail. Dans le chapitre 1
nous présentons le contexte des plateformes distribuées. Plus précisément, nous détaillons les
deux grands types de plateformes distribuées sur lesquels nos travaux s’appuient : les grilles de
calcul et la micro-usine modulaire. Nous nous attardons également sur les différents problèmes
liés à ces plateformes – à savoir les problèmes liés aux pannes, à l’énergie et aux reconfigurations –
ainsi qu’à leurs applications.

Le chapitre 2 est consacré à la présentation des divers problèmes liés à l’ordonnancement.
Nous détaillons les terminologies dans le domaine ainsi que les différents critères d’optimisa-
tion recherchés. Nous énumérons les types d’applications étudiés en ordonnancement. Nous nous
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attardons particulièrement sur l’ordonnancement des applications en pipeline, qui sont les ap-
plications étudiées dans ce document. Nous abordons également un autre élément central de
notre étude, la prise en compte des temps de reconfiguration des machines et l’hétérogénéité des
applications à ordonnancer.

Dans le chapitre 3 nous définissons formellement les problèmes étudiés dans le document en
introduisant toutes les notations nécessaires. Il s’agit de l’assignation des tâches d’une application
pipeline à un ensemble de machines interconnectées telles que le nombre de tâches est supérieur
au nombre de machines et qu’un temps de reconfiguration doit être comptabilisé à chaque
changement de tâche sur une même machine. Pour ce faire, nous assignons les tâches sur chaque
machine par intervalles de tâches consécutives, et nous introduisons les buffers qui permettent
de stocker les éléments intermédiaires dans le but de maximiser le nombre de résultats par
unité de temps en sortie du pipeline. Cela passe par la réduction de l’impact des temps de
reconfiguration sur le débit de sortie. Trois sous-problèmes apparaissent alors pour optimiser
notre fonction objectif. Trouver la dite assignation et déterminer un ordonnancement au sein
de chaque machine forment les deux problèmes principaux et sont l’objet des chapitres 4 et 5.
Le dernier problème consiste à déterminer, le cas échéant, la taille des différents buffers pour
chaque tâche ou machine. Enfin nous précisons toutes les variantes de ces problèmes que nous
étudions par la suite.

Les chapitres 4, 5 et 6 sont consacrés aux contributions de cette thèse. Le chapitre 4 propose
une solution complète pour le cas le plus simple. Il s’agit du cas où les temps de reconfiguration
et les tailles des buffers sont identiques. Une solution d’assignation est proposée, ainsi qu’un
algorithme d’ordonnancement pour chaque machine. Ces algorithmes servent de base pour le
chapitre suivant. Nous montrons également, bien que les détails soient réservés au chapitre
suivant, que la solution globale est optimale : après assignation des tâches sur chaque machine,
l’ordonnancement supposé optimal appliqué à chaque machine doit produire un ordonnancement
global également optimal.

Le chapitre 5 étend les travaux du chapitre précédent pour étudier les mêmes problèmes avec
des applications plus hétérogènes. Nous étudions d’abord les cas pour lesquels les buffers ont des
tailles différentes, d’abord d’une machine à l’autre puis d’une tâche à l’autre.

Dans le chapitre 6 nous traitons le problème de la sélection de la taille des buffers. Nous pré-
sentons d’abord un algorithme d’allocation des buffers pour le cas où les temps de reconfiguration
sont identiques. Nous étudions cet algorithmes et proposons des heuristiques pour l’améliorer s’il
reste de l’espace allouable. La résolution de ce problème est totalement différente si les temps de
reconfiguration sont différents. Nous proposons pour ce cas une solution heuristique qui cherche
à réduire l’impact des temps de reconfiguration les plus grands.

Enfin nous concluons ce document en synthétisant notre contribution et en élaborant les
perspectives possibles pour la suite de ces travaux.
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Plateformes distribuées
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Le mot “plateforme” est un terme générique très fréquemment employé dans la littérature
scientifique et technique. Il serait impossible de nommer l’ensemble des domaines ayant dans son
vocabulaire le mot plateforme. Dans le domaine informatique, il peut par exemple désigner à la
fois l’ensemble des outils logiciels comme un système d’exploitation (e.g., plateforme Linux) ou un
environnement d’exécution (e.g., plateforme Java), l’ensemble des éléments y compris matériels
participant à la définition d’une base de données ou d’un service web, l’infrastructure réseau
supportant les communications entre ordinateurs d’une entreprise, etc. Dans d’autres domaines
on parle également de plateformes de maintenance, de plateformes téléphoniques, etc. La liste
peut être arbitrairement longue, c’est pourquoi il apparaît souhaitable de définir le contour de
ce terme dans le cadre des travaux de cette thèse. Nous profitons de ce chapitre pour montrer
au niveau des deux domaines d’application de nos travaux les spécificités, les particularités et
les contours de chacun d’eux. Cela permet d’expliquer le parallèle que nous faisons entre eux
afin d’expliquer en quoi les résultats décrits plus loin dans le manuscrit peuvent servir à la fois
en informatique et en micro-robotique.
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De manière générale et avant de se focaliser sur les deux domaines auxquels nous faisons
allusion ici, il appartient de parler du point commun qui apparaît au niveau de ce que nous
entendons par le terme plateforme par le fait qu’il est complété par le mot “distribué”. En
effet, nous arrêtons notre étude à des ensembles hétérogènes, ou pas, d’éléments opératoires,
de calcul ou de manipulation/assemblage, qui travaillent collectivement dans un but commun.
Notre contribution à ce niveau est l’orchestration de ces acteurs dans le but de maximiser soit
le débit des calculs soit le débit de sorties des pièces finies dans le cadre de nos hypothèses de
travail. Avant de rentrer plus dans les détails de cette contribution il nous appartient de décrire
respectivement dans les deux domaines informatique et micro-robotique ce qu’on entend par
plateformes distribuées.

1.1 Grilles de calcul/Cloud Computing

Le terme de grilles de calcul (grid computing en anglais) est utilisé pour désigner la puissance
de calcul mise à disposition du plus grand nombre par analogie, selon la légende, à la diffusion
de l’énergie électrique (grid power) par le réseau des lignes électriques aux États-Unis. En effet,
une analogie a pu être faite entre la possibilité pour tout un chacun de disposer de la puissance
électrique par l’intermédiaire d’une prise de courant et la possibilité de bénéficier d’une puissance
de calcul extérieur grâce à une prise réseau connectée à Internet. A ce titre il est encore question
aujourd’hui de grid à propos d’électricité dans le terme smart grid qui désigne le réseau dense
des productions électriques diversifiées provenant de différentes sources renouvelables. Très tôt
est apparu cette notion de transparence dans l’accès aux moyens de calcul, que ceux-ci soient
concentrés à un seul endroit, qu’ils soient formés par la réunion de plusieurs centres de calcul
distants ou qu’ils soient le résultat de la mise en commun de ressources connectées et mises à
disposition lorsque non utilisées.

Depuis quelques années, le terme de grille de calcul tend à être remplacé par le terme cloud
computing dont la traduction “calcul dans le nuage” est une référence plus évidente à la notion
de transparence dans l’accès aux ressources de calcul et aux données associées. Associé à cela,
le terme d’informatique dans le nuage (ou cloud en anglais) est un terme qui désigne à ce titre
une notion plus large que le seul accès aux calculs. Il s’agit maintenant de faire migrer toutes
ses données numériques comme ses photos, ses contacts, ses agendas, ses documents, etc., dans
le but de dématérialiser les supports pour permettre un accès à ses données toujours et partout,
moyennant une connexion réseau. Afin de ne pas faire un amalgame avec cette dimension du
cloud, nous conservons le terme de grille pour désigner les ressources de calcul distantes.

Dans la suite de ce paragraphe, nous faisons un survol de la typologie des différentes grilles de
calcul accessibles, chacune d’elles ayant sa propre identité [49]. Cette typologie n’a pas vraiment
changé depuis les années 2000. Les vrais grands changements par rapport à cette classification
concernent la mise à disposition de plus en plus d’applications grand public. Sans le savoir,
les utilisateurs mobilisent un grand nombre de ressources pour profiter de ces applications et
pour qu’une certaine garantie de la qualité de service existe à ce niveau. Il s’agit par exemple
des moteurs de recherche qui sont toujours accessibles avec un traitement d’information colos-
sale par des centaines de milliers de cœurs de calcul consommant annuellement l’équivalent du
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quart de ce que consomme une ville comme Marseille en électricité en ce qui concerne Google1

(chiffre de 2011). Nous pourrions citer les accès aux calculs d’itinéraires, aux accès et aux trai-
tements des documents en ligne, etc. De ce fait, les enjeux dans ce domaine se sont déplacés
d’une problématique d’accès et définition des paradigmes aux problématiques liées au passage
à l’échelle, à l’intéropérabilité des systèmes, à la définition des services accessibles, à la sécurité
des traitements, des transactions et des informations, et également et surtout la maîtrise de
la consommation énergétique de tous ces centres de calcul qui sont toujours du point de vue
infrastructures des grilles de calcul même si l’utilisateur ne voit qu’un nuage.

1.1.1 Historique

Supercalculateurs et calcul parallèle

Depuis longtemps la possibilité de calculer rapidement séduit l’industrie. La recherche dans
le domaine est motivée par le besoin en puissance de calcul afin d’aider la science et l’industrie,
dans les domaines de la chimie, de la physique, de l’aéronautique, ou encore la météorologie.
Le terme de super-calcul (Super Computing) est utilisé pour la première fois en 1931 par le
New York World [59] pour désigner une tabulatrice créée par IBM. C’est dans les années 50 et
60 qu’apparaissent les premiers vrais super calculateurs. Le CDC 6000 [102], conçu en quatre
ans par Seymour Cray, constitua un bond en avant dans l’évolution des calculateurs. Cray
utilisa des composants semi-conducteurs différents pour l’époque, et dut mettre en place un
système réfrigérant pour refroidir la machine dont la taille a du être réduite pour augmenter ses
performances.

Cray créa par la suite sa propre entreprise et continua de développer des super calculateurs.
Dans les années 70 apparaissent les processeurs vectoriels, processeurs dont le but est d’effectuer
une unique instruction sur de larges jeux de données. Le parfait exemple est le Cray-1 sorti en
1976, et considéré comme étant le plus grand succès dans l’histoire des supercalculateurs [90].
Des architectures parallèles apparaissent ensuite dans de tels supercalculateurs. Le Cray-2, sorti
en 1985 et succédant au Cray-1 et à son successeur le Cray X-MP, était un calculateur disposant
de 4 processeurs ainsi que d’un système à refroidissement liquide [28]. Il a été le calculateur
parallèle le plus puissant jusqu’en 1990 grâce à ses 1.9 gigaflops2 et sa capacité à faire bouillir
l’eau qui le refroidissait !

Cette notion de parallélisation et d’utilisation massive de processeurs dans une seule machine
s’est généralisée dans les années 1990 avec de plus en plus de cœurs mis en jeu. L’idée d’utiliser
une quantité massive de processeurs de faible capacité est née avec des machines comme le
System X, supercalculateur de Virginia Tech utilisant de façon brute 1100 Power Mac G5. Il
fut assemblé en 2003 et atteignit les 12.25 teraflops. Dans les années 2000 apparaît la notion de
calcul petascale, c’est à dire de machines atteignant la puissance de plusieurs pétaflops. On parle
alors de machines atteignant les plusieurs milliers ou plusieurs dizaines de milliers de cœurs. La
machine la plus puissante en date est le Tianhe-2, qui atteind les 33.86 pétaflops, ainsi qu’un
total de 16000 nœuds et 3120000 cœurs d’après le TOP-500 de novembre 20133.

1http://effetsdeterre.fr/2011/09/12/google-consommation-geante-denergie/
2FLoating-point Operations Per Second, unité de vitesse de calcul correspondant au nombres d’opérations

atomiques de calcul par seconde.
3http ://www.top500.org/lists/2013/11/

http://effetsdeterre.fr/2011/09/12/google-consommation-geante-denergie/
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Communications entre supercalculateurs

En parallèle à la possibilité de faire interopérer des processeurs entre eux, les scientifiques
se sont posés la question de pouvoir faire interopérer des calculateurs, ou simplement des or-
dinateurs, entre eux. Ainsi sont d’abord nées les notions de réseau et de communication. C’est
au cours des années 60, et durant presque une décennie, qu’est développé le projet ARPANET,
l’ancêtre d’Internet. Il s’agit d’un projet à l’initiative du DARPA4, et dont l’objectif à l’origine
était de créer un réseau de communications résistant à une attaque nucléaire. La mise en œuvre
consista alors à créer un système délocalisé, et réparti sur plusieurs sites qui sont au départ au
total de quatre : l’Université de Californie à Los Angeles, l’Université de Stanford, l’Université
de Californie à Santa Barbara, et l’Université de l’Utah. Le projet fut le tout premier à utiliser
le protocole TCP/IP, maintenant universellement utilisé dans tous les réseaux au monde, et
continua de croître dans les années 1970.

Par la suite d’autres projets furent mis en place pour tenter de relier spécifiquement des
supercalculateurs pour les faire travailler entre eux. On parle alors de Metacomputing, terme
introduit en 1992 par Larry Smarr [97] alors directeur du National Center for Supercomputing
Applications (NCSA). Mais le calcul haute performance est une tâche difficile à effectuer, et faire
interagir plusieurs supercalculateurs intelligemment n’est pas chose aisée. En 1997 est alors né
Globus [47]. Il s’agit d’un ensemble d’outils (toolkit) visant à faciliter ce metacomputing. Ces
outils offrent un niveau d’abstraction au système et des facilités de mise en place d’applications
distribuées, permettant pour la première fois de réellement utiliser des calculateurs entre eux
comme une “grille”. Le principe est alors celui des grilles d’énergie décrites précédemment : les
outils permettent de s’abstraire de la couche matérielle et d’utiliser l’ensemble des machines
comme un tout, peut importe les machines qui sont connectées à un moment précis.

1.1.2 Types de grilles de calcul

Comme nous l’avons évoqué, le terme grille de calcul ne définit pas une technologie unique
mais un concept général. Le type de grille ainsi que la gestion et l’organisation des ressources
peuvent varier en fonction de l’implémentation. On trouve des grilles physiques, c’est à dire
des machines ou des calculateurs directement interconnectés entre eux, mais aussi des grilles
virtuelles, offrant un service à plusieurs niveaux à l’utilisateur. Ces grilles virtuelles peuvent
s’appuyer sur des modèles physiquement interconnectés mais offrant une interface et des services
plus évolués.

Desktop grid : Ces grilles sont formées exclusivement par des ordinateurs personnel (desktop).
L’ensemble de ces ordinateurs met à profit une partie de ses ressources, et à l’aide d’une ap-
plication contribue à la formation d’une grille de calcul. Ces systèmes ont été mis en place par
exemple par l’Université Paris-Sud Orsay dans la plateforme XtremWeb [24], ou la plateforme
BOINC [5, 21] de l’Université de Berkeley. Les implémentations de ces plateformes mettent en
avant la possibilité de contribuer à différents secteurs de recherche (souvent médicale), en per-
mettant aux utilisateurs d’exploiter les temps d’inactivité ou de faible activité de leur machine.

4Defense Advanced Research Projects Agency, agence américaine pour les projets de recherche avancée en
défense
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Grilles de ressources : Il s’agit d’architectures parallèles dédiées et composées d’une importante
quantité de cœurs. C’est le principe d’approche des supercalculateurs et des mésocentres de
calculs. Ces grilles peuvent s’étendre à une échelle nationale, comme le projet nord-américain
XSEDE [107], qui remplaça TeraGrid [101] en 2011, ou la plateforme française Grid’5000 [56]
qui comptait en 2011 plus de 7000 cœurs sur 9 sites différents. L’infrastructure des nœuds et les
interconnexions de ces grilles sont gérés par des boîtes à outils telles que le Globus Toolkit [46].

Grilles de services : Ces grilles mettent en place un ensemble de services installés sur une
grille, à l’aide d’ensembles d’applications dites « intergiciels » (middleware). Il s’agit ici, plutôt
que d’exploiter les ressources physiques avec ses propres applications, d’exploiter des ressources
logicielles, ou services, comme des applications hautes performances déjà installées sur la grille.
Ces services rendent l’accès aux ressources physiques plus simples aux utilisateurs moins expéri-
mentés ou simplement non-informaticiens. Beaucoup de logiciels middlewares existent à ce jour,
comme les projets DIET [26, 36] ou NetSolve/GridSolve [84, 108].

Ce type de services a donné naissance au Cloud Computing, architecture en « nuage » dans
lequel on n’utilise plus de ressources physiques, mais des services offerts par ce nuage. Il existe
plusieurs niveaux d’accès aux services offerts, mais qui sont tous virtualisés ; il n’y a pas d’accès
direct aux machines et ressources implémentant le Cloud. Il existe une taxonomie de ces services
selon leur type et leur modèle :

• L’Infrastructure en tant que Service, ou Infrastructure as a Service (IaaS), est le
service de plus bas niveau. Il offre accès complet à un ensemble de machines virtuelles
brutes dans lequel l’utilisateur peut travailler librement.

• La Plateforme en tant que Service, ou Platform as a Service (PaaS), est un service qui
offre une plateforme de calcul à l’utilisateur. A la différence de l’infrastructure, l’ensemble
est généralement déjà muni d’un système d’exploitation ainsi que des outils nécessaires à
leur exploitations (outils d’infrastructure, compilateurs et interpréteurs, etc.). L’utilisateur
conserve cependant le contrôle sur les applications et ce qu’il veut installer ou exécuter,
mais s’abstrait des problèmes de se procurer des machines et les configurer.

• Le Logiciel en tant que Service, ou Software as a Service (SaaS), est un service à
plus haut niveau offrant un accès direct à l’utilisateur à des applications qu’il utilisera.
Le fournisseur du cloud ici s’occupe intégralement de l’architecture des machines, ainsi
que de l’installation et du maintien à jour des applications. L’ensemble de services Google
Apps de Google est représentatif de ce type de services dans le commerce : on accède à
un ensemble d’applications telles que la gestion de mails et d’agenda (GMail et Google
Agenda), la bureautique (Google Docs) ou encore le stockage de données (Google Drive),
sans avoir installé quoi que ce soit localement, et ce depuis n’importe où sur terre et depuis
n’importe quelle machine car un simple navigateur suffit.

Des modèles spécialisés dérivés du Software as a Service ont également fait leur apparition,
et sont largement utilisés par le grand public. On parle ainsi de Réseau en tant que Service
(Network as a Service) pour des service liés aux réseaux comme les VPN, de Données en tant
que Service (Data as a Service) pour un système de stockage et d’accès à des données, ou de
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Stockage en tant que service (STorage as a Service) pour les services de stockage de fichiers à
distance tels que iCloud [61] ou Dropbox [39].

1.1.3 Utilisations des grilles de calcul

Les utilisations des grilles de calculs sont variées. Les différentes architectures physiques et
logicielles permettent de répondre à différents types de besoin. Foster et Kesselman [48] offrent
de classifier les différentes applications des grilles en cinq types :

• Le calcul haute performance a pour objectif d’effectuer un maximum de calculs bruts.
Il s’agit en général d’applications complexes nécessitant une grande puissance de calcul.

• Le calcul à haut débit se concentre sur l’exécution de nombreuses tâches, qui à la
différence du calcul haute performance sont de plus petite taille, et sont indépendantes ou
faiblement dépendantes. Les calculs faisant intervenir la contribution d’utilisateurs tiers à
l’aide de Desktop grids sont un exemple d’application des calculs à haut débit.

• Le calcul à la demande correspond à un besoin généralement plus léger mais pouvant
arriver à n’importe quel moment. Le système doit s’assurer que les demandes d’utilisateurs
qui arrivent doivent être prise en compte rapidement. Il s’agit comme son nom l’indique
d’un service accessible à tout moment.

• Le calcul orienté données se concentre sur du traitement de données plutôt que du
calcul brut. Il s’agit généralement de traitement de larges jeux de données, telles que
par exemple l’analyse d’images ou de vidéos [66] (en astronomie avec les projets Mon-
tage [63] ou Grist [62], ou pour la cartographie des océans avec les projets OurOcean [77]
ou SCOOP [20]).

• Le calcul collaboratif permet à des personnes éloignées les unes des autres de travailler
ensemble et en temps réel. Il assure le partage et la visualisation de données, ainsi que les
communications, en temps réel.

En fonction du type d’utilisation que l’on a d’une grille, on choisira généralement l’archi-
tecture matérielle et logicielle adaptée. Par exemple les Desktop grids sont plus adaptées aux
calculs à haut débit du fait de la possibilité de répartir beaucoup de tâches de faible exigence
sur des machines personnelles, et le calcul à la demande sera mieux implémenté par des grilles
de services comme les Clouds.

1.2 Micro-usine

Les problèmes d’ordonnancement touchent beaucoup les systèmes de production. Cependant
les systèmes de production classiques ont moins de problèmes liés à l’ordonnancement pure.
La solution des problèmes liés à la planification de la production sont souvent détournés par
d’autres solutions ; s’il manque une machine pour effectuer une tâche, il suffit d’acheter une
nouvelle machine spécialisée. En revanche, il existe un domaine de la production qui ne peut pas
encore se permettre ce luxe : la micro-usine modulaire.
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Les techniques d’usinage et de production sont de plus en plus performantes. Mais les besoins
dans ce domaine sont également de plus en plus exigeants. En particulier, la demande pour la
conception d’éléments de plus en plus petits est grandissante ; dans les domaines de technologies
avancées tels que le multimédia, la recherche médicale ou l’automobile, les systèmes embarqués
intègrent de plus en plus de composant micro-mécatroniques. Même si les techniques évoluent
et que les outils d’usinage classiques gagnent en précision et en finesse, il est très difficile de les
utiliser pour obtenir autant de finesse sur des éléments de taille micrométrique [82]. De plus la
demande en précision supérieure engendre des coûts en énergie bien plus grands qu’en production
classique.

L’introduction de la micro-usine vient répondre à ces besoins de précision et de gestion
d’énergie [87]. Son concept est d’adapter la taille et la forme des machines à la taille des nouveaux
éléments à produire. Il ne s’agit pas cependant d’avoir une usine de taille microscopique comme
son nom l’indiquerait, mais d’avoir une usine adaptée aux besoins de la conception de produits
de taille microscopique.

1.2.1 Introduction de la micro-usine

C’est au Mechanical Engineering Laboratory (MEL) qu’est développé le premier concept
de micro-usine. Cette première idée tient en un principe très simple : reproduire des éléments
d’usinage standard à une échelle réduite. En 1996 le premier outil est fabriqué [69] ; il s’agit d’un
micro-tour (figure 1.1(a)) de 32× 25× 30.5mm de dimensions, avec un moteur tournant à 10000

tours/minutes et consommant 1.5W, capable d’usiner une pièce jusqu’à 60µm avec une précision
de 2.5µm. Sont rapidement par la suite fabriqués plusieurs autres outils [86, 100], présentés en
figure 1.1 : une micro-presse 1.1(b), une micro-fraiseuse 1.1(c), un bras de transfert 1.1(d) et un
micro-préhenseur 1.1(e).

L’ensemble de ces outils a pu être intégré dans un seul ensemble, la « micro-usine por-
table » [86], boîte mesurant 625 × 490 × 380mm et pesant 34kg (voir figure 1.2). Il s’agit d’un
ensemble fonctionnel, complètement portable, et équipé pour le pilotage d’un joystick, de trois
caméras et d’un écran.

1.2.2 Spécificités de la micro-usine

La manipulation de composants et de pièces dans le monde microscopique n’est pas la même
que dans le monde macroscopique. La taille et surtout le poids des éléments manipulés engendrent
beaucoup de problèmes [33]. En effet à l’échelle microscopique les forces d’adhésion subies par
un objet rivalisent avec les forces gravitationnelles, et les surpassent à mesure que la taille
de l’objet diminue. Les simples charges électrostatiques véhiculées par les préhenseurs peuvent
causer des problèmes dans le micro-monde [27]. Dès lors, la manipulation classique avec une
pince est délicate, car il est difficile de simplement déposer une pièce, ne serait-ce qu’à cause de
la précision requise [37]. D’autre part la perte d’une pièce est le plus souvent définitive, sa taille
ne permettant pas de la récupérer facilement. D’autres techniques des préhensions sont alors
requises.

Une autre problématique liée à la micro-usine est l’automatisation des tâches. A l’heure
actuelle et comme illustré figure 1.2, la manipulation n’est pas automatique mais gérée par
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(a) Micro-tour (b) Micro-presse (c) Micro-fraiseuse

(d) Bras de transfert (e) Micro-préhenseur

Figure 1.1 – Éléments de la micro-usine
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Figure 1.2 – Micro-usine portable

un humain. La production doit être extrêmement précise et est d’autant plus lente. Pour une
utilisation industrielle de la micro-usine il est nécessaire de pouvoir automatiser le processus.
Les outils actuels étant cependant limités, il est nécessaire d’adapter la gamme de production à
ces derniers.

1.2.3 La micro-usine modulaire

Le concept de modularité ou de reconfigurabilité dans la micro-usine naît de la difficulté à
effectuer des tâches dans le monde microscopique.

Dans les systèmes de production classiques, l’approche est de concevoir une gamme de pro-
duction, et d’acheter les outils nécessaires à sa réalisation. Cette façon de procéder n’est ce-
pendant pas compatible avec les problèmes que la micro-usine cherche à résoudre : diminution
de la place et du coût de production, et automatisation. Comme nous l’avons vu, jusqu’ici la
micro-usine est un bloc composé d’outils agencés ensemble. Autrement dit, changer de gamme
de production, qui nécessite le changement d’outils, revient à devoir complètement recréer une
autre micro-usine. Le processus est alors bien trop coûteux. De plus, il ne permet pas facilement
de mettre en place une automatisation car le système change à chaque fois.

Le modèle envisagé est alors inversé : concevoir une micro-usine modulaire et reconfigurable,
capable d’effectuer un grand nombre de types de tâches, et organisée de façon à permettre
l’automatisation de ces tâches.
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Figure 1.3 – Une Pocket-Factory composée de trois microboxes

En 2006, le CSEM – Centre Suisse d’Electronique et de Microtechnique – et le Labora-
toire de Systèmes Robotiques de l’EPFL conçoivent une micro-usine modulaire baptisée Pocket-
Factory [104]. Cette Pocket-Factory est composée de modules indépendants et homogènes, appe-
lés microboxes, par la suite assemblés afin de former une micro-usine complète (voir figure 1.3).
Ces modules ont été conçus pour travailler ensemble en un bloc complètement autonome. En
effet chaque microboxe possède des sas d’entrée et de sortie permettant le transfert des éléments
d’un module à l’autre. Chaque module est hermétique et doté d’un système d’assainissement de
l’air, ainsi qu’une palette complète d’outils pour la micro-usine. En 2007 le CSEM développe un
robot parallèle miniature, le Pocket Delta [53] (voir figure 1.4).
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Figure 1.4 – Module Pocket Delta

1.3 Gestion des plateformes distribuées

Les plateformes distribuées peuvent contenir différentes particularités ayant une influence sur
la façon d’effectuer, voire de penser, un ordonnancement sur celles-ci. Nous détaillons d’abord
différents cadres d’applications des plateformes, qui sont un facteur important pour savoir ce que
l’on cherche à ordonnancer. Nous parlons ensuite de la gestion des pannes ou erreurs pouvant
intervenir sur les machines, puis du problème de la gestion de l’énergie dont le besoin est gran-
dissant. Enfin nous parlons de la possibilité de reconfigurer de telles plateformes pour s’adapter
à différents types de tâches. Nous détaillerons ce point plus en détail par la suite car il est au
centre de cette thèse.

1.3.1 Pannes

A mesure que les supercalculateurs et clusters de calcul gagnent en puissance et en com-
plexité, les pannes matérielles deviennent inévitables et sont prises en compte dans de nombreux
systèmes [58]. Le taux de panne varie grandement d’une configuration matérielle à l’autre, mais
ils peuvent atteindre une panne par demi-heure dans les calculateurs à pétaflops.

La littérature concernant les pannes et la tolérance aux pannes est vaste [10, 29, 41, 42, 64,
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65, 73, 79, 80, 89]. La notion de tolérance aux pannes (fault tolerance), que nous développons
par la suite, est la capacité d’un système à maintenir un fonctionnement malgré les pannes
survenant. Ces pannes peuvent être logicielles (erreur dans la programmation) ou matérielles
(pannes physiques). La nature de la faute provoquant la panne varie. Elle peut être :

• passagère si elle se produit une ou peu de fois et ne dure pas (par exemple la perte de
signal occasionnelle lors d’une communication),

• intermittente ou transitoire si elle survient de manière répétée sans rester constante (par
exemple un faux contact),

• permanente si la panne demeure et ne peut être résolue sans une intervention humaine (par
exemple la défaillance ou détérioration d’une pièce indispensable qui doit être remplacée),

• byzantine si le système semble fonctionner mais produit des résultats aléatoires et erronés.

La gravité de la panne et la façon de gérer le problème dépendent grandement de la nature
de la panne elle-même.

• Une panne passagère est généralement la moins grave. Il est très facile de concevoir un sys-
tème vérifiant le bon déroulement d’une opération, telle que la transmission de données, et
de répéter cette dernière en cas de problème. On ne cherche souvent pas à la diagnostiquer.

• Une panne transitoire est une panne temporelle, dans laquelle les temps de réponse ne
correspondent pas aux exigences du système. Il peut être nécessaire de recalibrer des com-
posants ou changer le matériel.

• Une panne permanente n’est pas difficile à diagnostiquer mais empêche complètement le
système de fonctionner normalement.

• Une panne byzantine, tirant son nom du problème des généraux byzantins [71], est une
panne donnant des résultats aléatoires. Elle constitue un problème dont il est difficile
de diagnostiquer l’origine. Cette dernière peut être une erreur de programmation, ou une
panne intermittente ayant des répercussions sur le reste du système par réaction en chaîne.

Les pannes touchent les systèmes de production comme les systèmes de calcul. Dans le
premier la panne est souvent physique et provient de la détérioration du matériel. Dans le second
cas il peut s’agir d’une défaillance au niveau des machines exécutant les tâches, de problèmes
dans les échanges de données, ou de fautes logicielles.

De la même façon, une panne peut avoir différents effets sur le système : il peut complètement
crasher et ne plus répondre, ou ne répondre qu’à certains moments, n’effectuer que certains types
de tâches, ou avoir un comportement qui semble totalement aléatoire (jusqu’à identification du
problème).

Pour palier à ce problème de pannes et obtenir des systèmes fiables plusieurs solutions sont
proposées. Le concept général est nommé la tolérance aux pannes (fault tolerance). Il consiste
à concevoir des systèmes qui fonctionneront malgré la présence d’erreurs ; de tels systèmes sont
moins efficaces que les systèmes sans pannes, mais sont tout aussi fiables. Par opposition, la
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méthode classique consiste à améliorer son matériel afin qu’il ne produise plus d’erreurs. On
parle alors d’« intolérance aux pannes » (fault intolerance) [6]. Mais de tels systèmes requièrent
d’avoir accès au matériel utilisé, ce qui n’est pas toujours le cas, et que la technologie du moment
permette effectivement de supprimer ces pannes. La tolérance aux pannes est donc un moyen
d’optimiser des systèmes de production ou de calcul sur lequel les pannes sont imposées.

Benoit et al. [9, 11] proposent un modèle dans lequel les pannes sont un événement statistique
lié à la tâche à traiter, et où l’on cherche à maximiser le débit d’une production linéaire (pipeline).
On considère alors la probabilité qu’un élément en entrée d’une série de tâches atteigne la sortie
en un seul morceau après chaque traitement. On peut alors prévoir le nombre d’éléments en
entrée nécessaires pour produire une sortie, et il s’agit alors de maximiser le débit en tenant
compte des pannes. Leur choix se porte sur le faible coût des pièces en entrée et ils cherchent
à maximiser le débit malgré les pannes. D’autres méthodes sont également envisagées : on peut
placer en amont dans le pipeline les machines les plus rapides, afin de déterminer plus rapidement
les premiers échecs, et éviter de perdre du temps à faire transiter l’élément pour voir un échec
à mi-chemin. De la même façon, on peut aussi tenter d’effectuer les tâches les plus à risque au
début. Enfin on peut envisager de réduire la vitesse de toutes les machines, car dans beaucoup
de systèmes le taux d’erreurs est étroitement lié à la vitesse de traitement.

La redondance est également un moyen de gérer les pannes. Le concept a été introduit par
Von Neumann [105] en 1956, et consiste à ajouter un surplus d’information, de pièces ou de
matériel pour compenser les pannes qui peuvent survenir. L’idée est, pour compenser la perte
due aux pannes, d’avoir un élément de rechange accessible rapidement. Par exemple si plusieurs
machines traitent la même tâche, l’une tombant en panne ne fera que diminuer la vitesse de
traitement de cette tâche car les autres prennent à charge la tâche. Si le problème est lié à une
erreur de tâche, on peut multiplier le nombre de pièces en entrée, ou on peut calculer plusieurs
fois la même chose afin de vérifier un calcul.

On distingue alors deux types de redondances : la redondance spatiale et la redondance tem-
porelle [6]. La redondance spatiale est celle consistant à ajouter plus de machines, de composants,
ou de pièces. Il s’agit de compenser la défaillance d’une machine ou d’un composant en ayant
des éléments de remplacement capable d’assurer la suite. La redondance temporelle consiste à
répéter plusieurs fois les mêmes opérations pour être sûr qu’elles s’effectuent correctement. Elle
est beaucoup utilisée en informatique : pour vérifier l’intégrité de données on transmet ou cal-
cule généralement plusieurs fois une information. Cette information peut être validée si elle est
la même tout le temps, ou votée si divers résultats sont présents mais une valeur est trouvée
plusieurs fois.

1.3.2 Energie

La croissance constante de la taille et de la puissance des supercalculateurs n’a pas qu’une
influence sur les pannes ; la gestion de l’énergie est également un enjeu. La consommation des su-
percalculateurs est immense. Par exemple le supercalculateur Tianhe-1A, dévoilé en 2010, a une
consommation de 4.04 megawatts pour une puissance de 2.507 pétaflops [31]. Cette consomma-
tion est même inférieure à la normale pour cette puissance, puisqu’elle aurait triplé en n’utilisant
que des CPU. Son successeur le Tianhe-2 consomme 24 megawatts dont 17.6 sans son système
de refroidissement [38]. A l’heure actuelle nous parlons déjà d’essayer d’atteindre des puissances



20 Chapitre 1. Plateformes distribuées

en hexaflops5. Mais cette puissance de calcul, où l’on parle alors d’Exascale, ne paraît pas encore
atteignable étant donné l’énergie requise.

Une des autres grandes motivations actuelles pour la réduction des coûts en énergie est la
mise à disposition grandissante des data centers et des clouds pour grand public. En effet depuis
plusieurs années le cloud computing s’est démocratisé à l’échelle des utilisateurs non-scientifiques.
Leur but est d’offrir un accès rapide et pratique à une formule d’hébergements et d’outils tels que
le télé-chargement ou le streaming, ce dernier étant une pratique extrêmement populaire à l’ère
de l’Internet dit « ultra haut débit ». On parle alors de content delivery network (CDN) [23], c’est
à dire de réseaux de distribution de contenus. Parmi les plus populaires actuellement peuvent
être cités CloudFlare6, OVH7 ou encore Amazon CloudFront8. Ces systèmes offrent un accès
à un contenu orienté données (par opposition au web classique plus orienté information) et
mettent en place en interne de grands réseaux de nuages. Ces réseaux ont des besoins en énergie
comparables à ceux du HPC étant donné le nombre de leurs utilisateurs, et de tels systèmes sont
envisagés spécifiquement pour le HPC [25]. En 2010, l’énergie consommée par les data centers à
eux seul représentait entre 1.1 et 1.3% de la consommation mondiale en énergie.

Le cas le plus extrême dans ce domaine est Google, dont la popularité et le nombre de
services fait croître la consommation en énergie à des quantités inégalées. Pour répondre à ces
besoins, Google s’est constitué en 2009 la branche Google Energy LLC afin de générer sa propre
énergie [91]. Cette branche fut créée initialement pour réduire les coûts en énergie de Google,
en créant (et en revendant en partie) de l’énergie durable via des contrats avec des entreprises
spécialisées en énergie. Pour référence, les coûts en énergie d’après Google sont de 0.0003kWh
par recherche individuelle, soit l’équivalent d’allumer une ampoule 60W pendant 17 secondes,
et produit l’équivalent de 0.2g de dioxyde de carbone. A multiplier donc par les 6 milliards de
recherches par jour effectuées en 2013, totalisant plus de 2000 milliards de recherches sur cette
années, nombre qui ne cesse de croître chaque année [54].

Le problème de la consommation d’énergie est également au cœur des études dans les réseaux
de capteurs sans fil. En effet ces systèmes sont composés de capteurs indépendant fonctionnant
sur batteries de capacité limitée [1]. Etant donné la taille des capteurs ces sources d’énergie sont
très limitées, de l’ordre de moins de 0.5Ah pour une tension de 1.2V. Ces capteurs ont un grand
besoin en communications et consomment beaucoup pour parvenir à un réseau cohérent. Shou
et al. [96] montrent que paralléliser les calculs effectués par les capteurs accélère considérablement
les calculs, mais augmente aussi grandement la consommation à cause de l’augmentation des
communications.

Il existe plusieurs façons de contrôler la consommation d’énergie, et les études sont encore
en cours [88]. Une première méthode évidente est d’optimiser chaque nœud du réseau ainsi
que ses composants. Au niveau matériel, il est possible d’améliorer la compatibilité entre les
composants physiques comme les processeurs ou les disques durs. Il devient également de plus
en plus intéressant de remplacer les disques durs par des SSD, beaucoup moins coûteux en
énergie. Il existe aussi des techniques pour améliorer l’état dormant des machines (l’opération

51 hexaflops = 1000 pétaflops = 1018 flops.
6http ://www.cloudflare.com/
7http ://www.ovh.com/
8http ://aws.amazon.com/cloudfront/
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de réveil étant coûteuse), ainsi que la distribution adaptative de l’énergie aux processeurs en
fonction des besoins (Dynamic Voltage and Frequency Scaling).

Une autre manière de maîtriser l’énergie consommée est de le faire au niveau du data center
lui-même. Améliorer la source d’énergie locale, utiliser de l’énergie durable, ou se positionner près
d’une source d’énergie, permet de minimiser les pertes en électricité. Le problème de température
au sein du système est également critique pour la consommation, car le refroidissement des data
centers est très coûteux. Pour rappel le Tianhe-2 consomme 24 megawatts dont environ 6.4 pour
son système de refroidissement.

Enfin, tenir compte de l’énergie lors de la conception des programmes, des applications ou des
ordonnancement est également important. Lorsque qu’on connaît à l’avance les caractéristiques
des tâches, dont leur consommation, il est possible d’orienter les algorithmes d’ordonnancement
pour économiser de l’énergie. Au niveau logiciel, on peut choisir de concentrer les calculs à
certains endroits pour minimiser les coûts de communication, ou d’utiliser les machines intelli-
gemment.

1.3.3 Reconfigurations

La reconfiguration des machines est une notion large. De manière générale, il s’agit d’un
temps d’inactivité obligatoire régulier durant lequel une machine ou un processeur ne peut
traiter les tâches gérées par l’ordonnancement.

Cette reconfiguration peut prendre bien des formes : il peut s’agir d’un entretien régulier des
outils, d’un calibrage des outils pour traiter un autre type de tâche, d’un temps de préparation
pour traiter une entrée donnée.

Les domaines dans lesquels les reconfigurations interviennent sont également nombreux, en
production comme en calcul distribué. Par exemple le changement de toner dans une usine de
fabrication de photocopieurs peut nécessiter plusieurs jours [70]. Dans la fabrication de semicon-
ducteurs, le changement de type de wafer nécessite un ajustement des machines [67]. De même,
Lin et Liao [78] ont étudié les problèmes d’ordonnancement à deux machines avec reconfigura-
tion dans une production d’autocollants. Les reconfigurations sont également un point clé dans
le domaine émergeant de la micro-usine modulaire [35, 51].

Les calculs distribués de nos jours mettent également en jeu des reconfigurations. Allahverdi
et Al-Anzi [2] ont montré que la gestion des accès, transferts et synchronisations de gros volumes
de données dans les applications web, dont le temps de réponse est primordial pour l’utilisateur,
pouvait être modélisée par un problème d’ordonnancement à deux machines avec reconfigura-
tions. Bondalapati et Prasanna [22] ont établi que si à bas niveau les algorithmes liés à la vision
artificielle étaient des calculs répétitifs sur de grands ensembles de données, à haut niveau les
calculs avaient beaucoup de dépendance irrégulières et imprévisibles, faisant intervenir beaucoup
de reconfigurations.

1.4 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons exposé le contexte général dans lequel se situent ces travaux, ainsi
que les différentes plateformes existantes. Nous avons d’abord présenté les systèmes haute per-
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formance et les grilles de calculs, qui sont au cœur de beaucoup de problèmes d’ordonnancement.
Nous avons ensuite présenté la micro-usine modulaire, système de production émergeant dispo-
sant d’un haut taux de reconfigurabilité. Enfin nous avons montré différentes caractéristiques de
ces plateformes ayant une influence sur la conception d’ordonnancement sur ces dernières.
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La définition de l’ordonnancement est large. Il peut prendre beaucoup de formes différentes,
et contient beaucoup de métriques et de paramètres. Nous nous efforçons dans les sections
suivantes d’établir une cartographie des différentes propriétés de l’ordonnancement.

2.1 Définitions

Dans la littérature, l’ordonnancement d’un ensemble de tâches répond généralement à l’un des
deux problèmes majeurs suivants : définir l’allocation des ressources disponibles aux différentes
tâches, et définir les dates d’exécution des tâches sur les ressources.

Dans leur livre sur l’algorithmique parallèle, Legrand et Robert [72] définissent l’ordonnan-
cement de la façon suivante :
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Definition 1. Un ordonnancement d’un système de tâches G = (V,E,w) est une fonction σ :
V → N∗ telle que σ(u) + w(u) 6 σ(v) pour toute arête e = (u, v) ∈ E.

Dans le graphe G représentant le système, V représente l’ensemble des tâches à exécuter, E
l’ensemble des dépendance entre les tâches, et w(u) le temps d’exécution de chaque tâche u tel
que pour toute arête (u, v) w(u) soit le même. Il s’agit donc de déterminer les dates d’exécution
des tâches telles que, si (u, v) existe, les dates d’exécution σ(u) et σ(v) respectent la précédence
établie par (u, v) et la durée d’exécution w(u) de u.

Autrement dit l’ordonnancement consiste à définir la date d’exécution d’un ensemble de
tâches en respectant leurs dépendances ; une tâche ne peut démarrer avant que la ou les tâches
dont elle dépend ne soient terminées. L’ensemble des tâches à exécuter, ainsi que leurs propriétés
et leurs dépendances, est appelé application.

Si la plateforme d’exécution de ces tâches consiste en une architecture de différentes machines
(en ligne ou parallèles), alors viennent s’ajouter à ce problème la répartition des tâches sur les
différentes ressources et la prise en compte des communications. Les spécificités et contraintes
de la plateforme sont à prendre en compte lors de l’établissement de l’ordonnancement : pannes
potentielles, problèmes d’énergie, ou encore entretien et reconfiguration des machines. Ces pro-
blèmes sont repris et développés dans la définition d’un ordonnancement donnée par Leung et al.
[74] :

Definition 2. L’ordonnancement traite de l’allocation de ressources rares à des activités avec
l’objectif d’optimiser un ou plusieurs critères de performance.

2.1.1 Ordonnancement en ligne ou hors ligne

Il faut distinguer deux grandes familles d’ordonnancement : les ordonnancements dits en
ligne [44] (online) et hors ligne [43, 50] (offline). Ces termes font référence à la connaissance
des informations relatives aux tâches au préalable.

Dans un ordonnancement hors ligne, nous disposons à l’avance de toutes les informations
nécessaires, c’est à dire les vitesses et disponibilités des machines, toutes les tâches à traiter
ainsi que leurs temps de calcul nécessaires, ainsi que tout autre paramètre mis en œuvre. Il est
alors possible de calculer à l’avance l’ensemble de l’ordonnancement. Cet ordonnancement est
donc effectué avant toute exécution des tâches sur la plateforme, et lors de l’exécution les dates
d’exécution de chaque tâche sont connues.

Dans un ordonnancement en ligne, les tâches ne sont pas connues à l’avance, et il est né-
cessaire de prendre des décisions au fur et à mesure que les tâches arrivent, sans connaître les
futures tâches. La connaissance partielle des informations rend le problème plus difficile car il
n’est pas possible de préparer un ordonnancement optimal sur l’ensemble des tâches qui auront
été exécutées.

Dans les deux cas cependant, il est nécessaire de connaître la durée ou le poids d’une tâche
afin de calculer un ordonnancement efficace. Si sa durée n’est pas connue il est impossible de
déterminer si le choix effectué pour cette tâche est judicieux, en offline comme en online.
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2.1.2 Critères d’optimisation

De manière générale, un ordonnancement vise à optimiser l’exécution de tâches sur des res-
sources, en permettant au processus de s’exécuter le plus vite possible et en évitant le gaspillage
des ressources. Un critère d’optimisation vise à définir quelle est la variable que l’on cherche à
minimiser (ou maximiser). Il permet de confronter l’efficacité des différents algorithmes dévelop-
pés et de définir leur caractère optimal ou non. Il existe différents critères d’optimisation précis,
qui dépendent généralement du problème à traiter. La façon dont est conçue un ordonnancement
est dépendante du problème traité, et grandement influencée par le critère que l’on cherche à
optimiser.

• Le temps de complétion maximal (oumaximum completion time). Il s’agit de la date de
terminaison de la dernière tâche. Il est, dans les ordonnancements hors-ligne dans lesquels
l’ensemble des tâches est connu à l’avance, le critère d’optimisation le plus courant. Il est
aussi appelé makespan et noté Cmax. Ce critère est le plus adapté à l’ordonnancement des
graphes de tâches ou d’ensembles de tâches. La maximisation de l’utilisation des ressources
est primordiale pour suivre ce type de critère, puisqu’on cherche à diminuer le temps total
d’exécution des tâches.

• Le temps de complétion moyen, noté
∑
Ci, permet, lorsque les tâches sont indépen-

dantes et proviennent de différents utilisateurs, de répondre aux différents besoins des
utilisateurs. Il s’agit de la moyenne des temps de complétion Ci de chaque tâche i. En
effet chaque utilisateur n’est pas intéressé par le temps de complétion de l’ensemble du
système, mais par celui de sa ou ses propres tâches. On cherche donc à satisfaire tous les
utilisateurs en optimisant en moyenne les temps de complétion.

• Le débit est la quantité de tâches exécutées en moyenne par unité de temps. Lorsqu’on
travaille en flux continu, il n’est pas toujours possible d’établir un critère basé sur la
complétion, à moins d’établir à intervalles réguliers un objectif à atteindre. On préfère alors
maximiser le débit de l’exécution. On peut également définir la période de l’exécution,
c’est à dire le temps moyen écoulé entre deux tâches terminées, et que l’on cherche à
minimiser. Par définition la période est l’inverse du débit. Ainsi maximiser le débit est
totalement équivalent à minimiser la période.

• Le temps d’attente moyen intervient dans le cas où les tâches ne sont pas toutes sou-
mises en même temps mais au fil de l’eau, comme dans les clusters de calcul. Une fois
soumises, les ressources nécessaires ne sont pas toujours disponibles. Ces tâches peuvent
alors être mises en file d’attente. Noté

∑
Fi, il s’agit de la moyenne de chaque temps d’at-

tente Fi définie comme la différence entre la date d’arrivée ai d’une tâche i et sa date de
complétion Ci (Fi = Ci − ai). Bender et al. [7] précisent que ce critère a tendance à créer
un déséquilibre entre les grandes et petites tâches, augmentant les temps d’attentes de ces
dernières. Ils recommandent l’utilisation du critère maxi Fi.

• Le ralentissement des tâches (stretch) est un autre critère d’optimisation dans le contexte
des clusters. Noté Si, le stretch représente le rapport entre le temps Ci − ai que la tâche
a passé dans le système et son réel temps d’exécution ti (Si = Ci−ai

ti
). Avec ce critère, les

grosses tâches ont une plus grande tolérance aux temps d’attente que les petites. De la
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même façon qu’avec le cas précédent, pour éviter les déséquilibres il est possible d’utiliser
le critère maxi Si (max stretch).

Il existe bien sûr beaucoup d’autre critères, souvent dérivés des critères présentés ici. Il est
possible par exemple de pondérer les critères de complétion par des priorités entre les tâches.
Il est également possible, dans le cas des flux, de définir une date di à respecter pour chaque
tâche ou pour l’ensemble de l’exécution. On parle alors de due date ou deadline, selon la rigueur
désirée pour cette date.

Les contraintes liées aux plateformes influencent aussi grandement les critères d’optimisation.
Les contraintes en énergie par exemple sont de plus en plus présentes dans le domaine du calcul
haute performance [52, 57]. Il ne peut s’agir de critère principal ou unique, car la solution d’opti-
misation de l’énergie consisterait alors à ne pas utiliser de machines. Il s’agit plutôt de deuxième
critère : l’ordonnancement doit être optimisé en restant en dessous d’une certaine consommation
énergétique, ou alors l’énergie doit être minimiser sans que les dates de fin d’exécution des tâches
ne dépassent une date donnée.

Optimisation multi-critères Les critères qui sont cités ne sont pas mutuellement exclusifs.
Dans certains systèmes on cherche à étudier une optimisation multi-critères, c’est à dire que
deux critères, ou plus, sont à optimiser en même temps. Par exemple on peut vouloir minimiser
le makespan mais également minimiser les coûts de production. On peut aussi vouloir maximiser
le débit et minimiser la latence, autrement dit aller le plus vite possible en forçant la régularité
des traitements plutôt que de tout terminer d’un coup. Ces multi-critères sont généralement
résolus en optimisant l’un des critères et en se servant de ce dernier comme contrainte, puis
en tentant d’améliorer au maximum les autres critères. On peut également mettre en place des
heuristiques visant à équilibrer l’optimisation de tous les critères si aucun n’a de réelle priorité.
On cherche en effet l’ensemble des solutions non dominées représentées par le front de Pareto.
Sur ce front, il n’est pas possible de dire qu’une solution est meilleure qu’une autre.

2.2 Types d’applications

Les applications, c’est à dire l’ensemble des tâches à exécuter, peuvent être représentées par
beaucoup de modèles différents.

Tâches indépendantes Dans ce modèle un ensemble de tâches est donné à l’avance. Les tâches
sont totalement indépendantes, et exécutées sur la plateforme en parallèle et dans l’ordre que
l’ont veut. Ce modèle correspond à une exécution de type maître/esclave. On parle aussi de sacs
de tâches (Bag-of-Tasks) pour désigner ces ensembles de tâches [12].

Graphe de tâches Ce modèle représente des séquences de tâches avec des dépendances (Fi-
gure 2.1). Il prend souvent la forme d’un DAG (Directed Acyclic Graph), dans lequel une tâche
peut dépendre d’un ensemble d’autres tâches exécutées au préalable, et où tout aboutit à un
résultat unique. Les sommets ou nœuds du graphe représentent les tâches à exécuter et les arcs
les dépendances entres ces tâches. Ce modèle est beaucoup utilisé dans la production indus-
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trielle : la création d’un produit fini requiert la conception de différentes pièces au préalable. Le
respect des précédences lors de l’élaboration d’un ordonnancement est primordial ici, et le degré
de parallélisation dépend de la largeur du graphe.

S5

S4S3

S2S1

Figure 2.1 – Exemple de graphe de tâches : toutes les tâches convergent vers S5

Workflow Le Workflow est un type d’application dans lequel un ensemble fini de tâches est
défini, puis exécuté un grand nombre de fois sur des entrées différentes [13, 106, 109]. Le principe
est celui de la production en chaîne de montage, dans laquelle on fabrique beaucoup de produits
identiques de la même façon, ou de celui d’une application effectuant des calculs sur des données
différentes. L’ensemble des tâches définies dans le workflow forme généralement un DAG : il
s’agit d’une application en graphe de tâches et exécutée à répétition.

Tâches parallèles La parallélisation de tâches (indépendantes ou non) n’étant pas toujours
évidente sur une plateforme, les tâches ici ont été conçues pour être exécutées sur des plateformes
parallèles. La parallélisation se fait donc au niveau de l’application. Il existe trois modèles de
tâches parallèles :

• Les tâches rigides sont des tâches pour lesquelles le nombre de ressources à utiliser est fixé
par l’utilisateur. On connaît ce nombre à l’avance et il n’est pas possible d’en changer [60,
81].

• Les tâches modelables, ou moldables, sont des tâches laissant à l’ordonnanceur le choix
de son déploiement sur les ressources. Le nombre et l’attribution des ressources ne sont
pas imposés, mais sont fixés par l’ordonnanceur avant l’exécution, ou au plus tard à son
départ [92, 103].

• Les tâches malléables sont une version plus souple des tâches modelables. A la différence
de celles-ci, il est possible de modifier l’allocation des ressources pour cette tâche en cours
d’exécution [40, 60, 83].

Dépendances en ligne

S5S4S3S2S1

Figure 2.2 – Un graphe linéaire
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Un cas particulier du graphe de tâches est le pipeline (Figure 2.2). Il s’agit d’une chaîne
d’exécution linéaire, c’est à dire un graphe plat dans lequel chaque tâche à l’exception de la
première possède exactement une dépendance. Une séquence de tâches est donnée et l’exécution
de chacune d’elles dépend de la précédente. La tâche ici ne désigne pas une exécution unique,
mais un type de traitement effectué régulièrement sur des entrées (données ou pièces) différentes.
On parle alors parfois d’étapes (stages en anglais). Concrètement, dans le cas d’une chaîne de
montage par exemple, chaque produit doit passer par une série d’étapes afin d’y subir une
transformation. A la suite de ce document nous parlons de tâches pour faire mention de ces
étapes, et nous parlons d’exécution ou traitement d’une tâche pour parler du traitement d’une
entrée à une étape donnée.

Dans le cas d’un DAG, une tâche peut avoir des dépendances multiples. Il s’agit d’un en-
semble de 2 tâches ou plus qui doivent être terminées avant que l’exécution de la tâche suivante
ne soit possible. Il peut s’agir de calculs parallèles nécessaires à l’exécution d’un plus gros calcul,
ou dans le cas d’une usine plusieurs pièces devant être usinées avant leur montage. Si le problème
le requiert, il est possible de linéariser un DAG en imposant des contraintes artificielles supplé-
mentaires. Ainsi, si une tâche S3 possède deux dépendances distinctes S1 et S2, il est possible de
créer un pipeline S1 − S2 − S3 ou S2 − S1 − S3 ; les contraintes d’origine sur S3 sont conservées,
mais par un choix spécifique sur l’ordre des tâches parallèles on obtient un système linéaire. La
chaîne ainsi traitée correspond à un tri topologique du graphe des dépendances (DAG) décrivant
l’application.

2.3 Ordonnancement de pipelines

Le problème d’ordonnancement des pipelines fait partie intégrante des problèmes traités
dans cette thèse. Des sous-problèmes ainsi que des solutions sont développés en détails dans les
chapitres suivants.

Le problème principal de l’ordonnancement d’applications en pipeline sur une plateforme est
l’assignation des différentes tâches sur les ressources [8]. Il s’agit d’un problème d’équilibrage
de charge. La plateforme considérée peut posséder différents degrés d’hétérogénéité, augmentant
graduellement la complexité du problème. Elle peut être complètement homogène, c’est à dire que
chaque machine est interchangeable et que les communications entre chacune sont identiques.
Elle peut avoir des communications homogènes, c’est à dire que les machines ont des performances
différentes. Enfin elle peut être complètement hétérogène, tant au niveau des performances des
machines qu’au niveau des communications.

De manière générale, le problème consiste à assigner les étapes de l’application sur les ma-
chines. Il est possible d’avoir des contraintes, soit de façon volontaire pour simplifier l’implé-
mentation, soit en fonction de la quantité de ressources disponibles par rapport au nombre de
tâches.



2.3 Ordonnancement de pipelines 29

2.3.1 Une seule machine

P1

S5S4S3S2S1

Figure 2.3 – Allocation de toutes les tâches sur une machine

Si une seule machine est disponible, ou si on choisit d’étudier l’ordonnancement d’une ma-
chine avec un sous-ensemble de tâches (Figure 2.3), il ne s’agit pas d’un problème d’assignation,
mais de convenir d’un ordre d’exécution des tâches sur la machine. L’ordre naturel est d’exécuter
les tâches les unes après les autres, dans leur ordre de dépendance. Cependant les contraintes
liées à la plateforme, comme les reconfigurations, peuvent avoir une influence sur cet ordre ;
l’ordre naturel pourrait ne pas être la solution optimale.

2.3.2 Une tâche par machine

P5P4P3P2P1

S5S4S3S2S1

Figure 2.4 – Allocation d’une tâche par machine

Si suffisamment de ressources sont disponibles, il est possible d’assigner exactement une
tâche par machine. On parle de One-to-one Mapping (voir Figure 2.4). Cette solution permet de
s’abstraire du problème d’exécution des tâches au sein de la ressource, car elle exécute toujours
la même tâche. Le problème d’assignation est cependant toujours présent si la plateforme est
hétérogène. On cherche alors à assigner les tâches en fonction de leurs besoins et des capacités
des machines.

2.3.3 Assignation par intervalles

P2P1

S5S4S3S2S1

Figure 2.5 – Allocation d’intervalles de tâches chaque machine

De façon plus générale, si plusieurs machines sont disponibles, mais pas forcément suffisam-
ment pour assigner une tâche par machine, il est possible d’assigner les tâches par intervalles
(Interval Mapping (voir Figure 2.5)). Il s’agit de découper le pipeline en sous-ensemble de tâches
conjointes afin d’assigner chaque intervalle sur une machine. Le problème est plus complexe que
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le simple équilibrage de charge avec une tâche par machine, puisqu’il faut étudier l’ensemble
des découpages possibles. Il est ensuite possible d’étudier l’ordonnancement au sein de chaque
machine, de façon indépendante ou en tenant compte des machines voisines.

Une assignation par intervalles peut augmenter drastiquement la charge de travail des ma-
chines, mais elle peut diminuer la quantité de communications, car potentiellement moins de
machines sont utilisées. S’il y a suffisamment de machines et si les communications sont rapides
et n’occupent pas une grande place dans le système, il est possible qu’une solution optimale
consiste à appliquer une assignation d’une tâche par machine. En revanche, si le coût des commu-
nications est élevé, alors la meilleure solution peut consister en l’allocation de grands intervalles
sur un sous-ensemble de machines plus performantes [8].

Dans le cas homogène, il est possible d’obtenir une solution optimale en un temps polyno-
mial, par l’utilisation d’un algorithme de programmation dynamique [98, 99]. Celui-ci cherche
à découper l’ensemble de tâches en intervalles de sorte de minimiser celui qui a le plus grand
besoin en calcul. Autrement dit, on retient l’ensemble des intervalles tel que l’intervalle à la plus
grande période aura la plus petite période de toutes les assignations.

Cette solution n’est cependant pas applicable si la plateforme est hétérogène. En effet la
programmation dynamique ne se préoccupe que des tâches, et considère que chaque machine
est interchangeable. Le problème devient NP-Complet dès lors que certaines machines sont plus
performantes que d’autres. La recherche de solutions passe alors par des heuristiques. Dans leur
concept général elles tentent d’équilibrer les charges de chaque intervalle en découpant à chaque
itération le plus lourd d’entre eux et en assignant la machine disponible la plus performante à
l’intervalle résultant le plus demandeur.

2.3.4 Assignation générale

P2P1

S5
S4

S3S2S1

Figure 2.6 – Allocation générale des tâches sur les machines

Une version généralisée de l’Interval Mapping existe, le General Mapping (voir Figure 2.6).
Plutôt que de restreindre la répartition des tâches par intervalles, n’importe quel sous-ensemble
du pipeline peut être assigné à une machine. Ceci peut être utilisé pour améliorer les perfor-
mances de l’ordonnancement, ou grouper les tâches par type sur des machines qui sont plus
adaptées à ces types, mais aura pour conséquence une augmentation du nombre de communica-
tions entre les machines.
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Benoit et Robert [8] ont montré que, pour des communications homogènes, sans ajouter
de contraintes supplémentaires telles que les reconfigurations, il existe une solution optimale à
l’assignation générale sous la forme d’une assignation par intervalles.

2.3.5 Complexité

Les trois types de problèmes d’assignation – Une tâche par machine, Assignation par inter-
valles et Assignation générale – ont été étudiés en fonction de l’hétérogénéité de la plateforme
disponible [8, 98, 99]. Ils sont résumé dans le tableau 2.1.

Homogène Comm. Homogènes Hétérogène
Une tâche par machine polynomiale (dichotomie) polynomiale (dichotomie) NP-complet
Assignation par intervalles polynomiale (prog dyn.) NP-complet NP-complet
Assignation générale même complexité que l’Interval Mapping NP-complet

Table 2.1 – Complexité des différents problèmes d’assignation de pipelines

Le problème d’assignation d’une tâche par machine est solvable en temps polynomial tant
que les communications sont homogènes. Dans le cas d’une plateforme homogène la solution est
évidente : toutes les machines étant interchangeables, on assigne chaque tâche sur n’importe
quelle machine. Dans le cas des communications homogènes, un algorithme glouton recherche
l’assignation optimale par dichotomie, qui recherche une assignation permettant d’atteindre la
plus faible période atteignable. Le problème devient NP-complet avec une plateforme hétérogène.

Puisqu’il a été montré que, pour des communications homogènes, une solution optimale au
problème dû à l’assignation générale existait sous la forme d’une assignation par intervalles, ces
deux problèmes sont identiques. Dans le cas de l’assignation générale le problème consiste à se
restreindre à la recherche d’une assignation par intervalles optimale. Dans le cas d’une plateforme
homogène, il existe un algorithme de programmation dynamique permettant d’obtenir un résul-
tat en temps polynomial. Il s’agit d’un algorithme recherchant tous les découpages possibles tels
que la période de l’intervalle le plus coûteux soit la plus faible possible (équilibrage de charge).
Le principe de cet algorithme est étudié et exploité par la suite dans le Chapitre 4. Enfin le
problème devient NP-complet dès que les communications sont hétérogènes, pour l’assignation
par intervalles comme l’assignation générale.

2.4 Ordonnancement avec reconfigurations

Les reconfigurations constituent une partie importante des systèmes distribués. Elles peuvent
prendre beaucoup de formes. Certaines machines sont universelles et peuvent effectuer une
grande quantité de tâches différentes si elles sont configurées pour celles-ci. D’autres effectuent
toujours le même type de tâches mais nécessitent d’être ajustées en fonction des besoins –
physiques ou informatiques – de la tâche. D’autres encore sont complètement spécialisées mais
doivent subir un temps de maintenance à intervalle régulier.

On retrouve deux grands types de reconfiguration pour une machine, classés selon le temps
nécessaires à leur exécution [3, 4] :
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• Les reconfigurations indépendantes de toute séquence (sequence-independent setup times)
sont des reconfigurations dont le temps d’exécution est fixé par la tâche vers laquelle on
se reconfigure. Dans le cadre de calculs distribués, la reconfiguration d’une machine de
calcul peut être plus ou moins lente (relativement au temps annoncé) en fonction de ses
capacités.

• Les reconfigurations dépendant de la séquence (sequence-dependent setup times) sont des
reconfigurations dont le temps d’exécution dépend de la tâche précédemment traitée par
la machine et de la tâche suivante. En général la notion de typage de tâches intervient
avec ces reconfigurations : passer d’une tâche à une autre tâche du même type requiert un
temps de reconfiguration faible, alors que changer de type de tâche prend plus de temps.

Les reconfigurations peuvent avoir une importance relative à chaque tâche variable. Elles
peuvent prendre autant de temps que l’exécution d’une tâche. Dans ce cas elles sont souvent
gérées en même temps que l’exécution d’une autre tâche. Mais elles peuvent aussi prendre un
temps énorme, de l’ordre de plusieurs heures ou plusieurs jours [70].

La nature et l’origine des reconfigurations varient beaucoup. Il peut s’agir d’une maintenance
matérielle régulière à faire [110], ou d’un ajustement du matériel lors d’un changement de type
de pièce en entrée. Par exemple Kim et al. [68] étudient un problème de production de semi-
conducteurs dans lequel différents wafers de pièces peuvent arriver, pour lesquels il est nécessaire
d’adapter les préhenseurs. Dans la notion de traitement de lots de pièces (batches), en production,
interviennent également les problèmes de reconfiguration. Il est dans ces cas souvent nécessaire de
reconfigurer la machine pour traiter de nouveaux lots ou types de lots [32]. Ces lots peuvent être
formés par une limite physique, c’est à dire un buffer dans lequel un nombre limité d’information
ou de produits est stockable, avant de devoir transférer cet ensemble, ou reconfigurer la machine
pour traiter un autre type de tâche dessus [85]. Les reconfigurations interviennent aussi dans le
traitement des problèmes de familles de pièces ou de données [94, 95]. Il s’agit ici d’un ensemble
d’entrées (physiques ou logiques) qui sont groupées selon leurs affinités : généralement si chaque
nouvelle entrée d’un même type ne requiert pas ou peu de changements, passer d’un type à l’autre
nécessite une reconfiguration plus conséquente que la simple adaptation au sein d’un même
type. La micro-usine actuelle utilise souvent des machines à tout faire : elles sont spécialisables
en beaucoup de types de tâches [34]. De la même façon qu’avec les familles de pièces, il peut
aussi exister des familles de tâches. Les reconfigurations au sein de ces familles peuvent être
moins importantes que celles nécessitant de passer d’un type de tâche à l’autre. Par exemple,
le réglage de la précision d’un préhenseur prendra moins de temps que le changement de l’outil
de préemption à l’outil de perçage. Li et Qiao [75], Li et al. [76] étudient des systèmes dans
lesquels les familles de tâches sont totalement incompatibles, et nécessitent une reconfiguration
pour passer d’une famille à l’autre.

D’un point de vue ordonnancement, il s’agit d’une contrainte liée à la plateforme. Comme
pour les pannes et l’énergie, il ne s’agit pas d’un critère à optimiser en soit mais d’un élément
qui vient influencer la façon de concevoir un ordonnancement. Par exemple les temps d’attente
des tâches dans un pipeline (flow shop) peuvent être perturbés par une reconfiguration.

Dans le cas de d’un pipeline, l’ordonnancement au sein d’une machine en est changé : puis-
qu’une machine devra effectuer plusieurs tâches en travaillant sur la même entrée, elle devra se
reconfigurer à chaque fois. Dans ce cas, si le système permet le stockage temporaire de ses en-
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trées, la simple succession des tâches au sein de la machine n’est pas optimale. Il sera préférable
d’effectuer plusieurs fois la même tâche sur plusieurs entrées avant d’en changer ; la quantité de
tâches à exécuter et leurs temps sont constants, mais la quantité de reconfigurations est alors
réduite. En réduisant le temps passé par la machine à faire des configurations, alors que le temps
d’exécution de chaque tâche est constant, on réduit alors le temps d’exécution total.

Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, il est possible d’utiliser et d’adapter
des solutions existantes pour l’assignation de tâches dans un pipeline en prenant en compte ces
reconfigurations. La complexité des algorithmes augmente cependant plus vite.

2.5 Hétérogénéité

Une autre façon de classer les problèmes est le degré d’hétérogénéité des plateformes et des
applications.

Par exemple les machines d’une plateforme peuvent être complètement homogènes, uni-
formes ou complètement hétérogènes. Des machines homogènes sont toutes identiques ; elles
partagent les mêmes caractéristiques, propriétés et capacités, et sont toutes interchangeables
sans le moindre impact sur le système. Des machines uniformes ne sont pas identiques, mais
partagent une relation au regard de leurs capacités. Si une machine est deux fois plus puissante
qu’une autre, elle sera capable de tout effectuer deux fois plus vite. Cette relation peut être mise
en évidence dans le cas de systèmes à reconfigurations : si une machine traite des tâches deux
fois plus vite qu’une autre machine, elle sera également capable de se reconfigurer deux fois plus
vite. Enfin les machines complètement hétérogènes n’ont aucune relation les unes aux autres.
Elles offrent la complexité la plus élevée aux problèmes.

Au delà des machines elles-mêmes, la plateforme peut être d’un degré d’hétérogénéité dif-
férent. Si l’élément principal entrant en compte ici est l’hétérogénéité des machines, d’autres
facteurs sont à prendre en compte. Par exemple, un système peut contenir des machines hé-
térogènes mais dont les communications entre elles sont homogènes, ou identiques. Si cette
plateforme est complètement hétérogène, alors les temps de communication entre les machines
sont également hétérogènes.

Enfin, un problème plus spécifique aux systèmes étudiés est l’hétérogénéité des applications
étudiées. En plus de leurs temps d’exécution différents, les tâches étudiées ont d’autres proprié-
tés qui peuvent être ou non homogènes : la taille des entrées de chaque tâche, son temps de
reconfiguration, et la capacité de stockage qui lui est allouée. Différents degrés d’hétérogénéité
des applications sont couverts et étudiés lors de cette thèse.

2.6 Classification des problèmes

Dans cette section nous définissons la norme utilisée pour classifier les différents types de
problèmes d’ordonnancement, en fonction du nombre de machines utilisées, des spécificités de
la plateforme et de l’application, et de l’objectif à atteindre.
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2.6.1 Nomenclature

Etant donné tous les types d’ordonnancement possibles, il est nécessaire de définir claire-
ment les variables du problème. Graham et al. [55] ont proposé une classification des problèmes
d’ordonnancement sous la notation α |β | γ :

• α représente le type de plateforme. Elle prend la valeur 1 s’il n’y a qu’une seule machine,
puis une notation de type Xn où n représente le nombre de machines (2, 3, · · · , n) et X
la nature de la plateforme :

– Fn – Flow Shop : applications pipelines à cheminement unique ;

– Jn – Job Shop : applications pipelines à cheminement multiple ;

– On – Open Shop : applications pipelines à cheminement libre ;

– Pn – ressources identiques ;

– Qn – ressources uniformes ;

– Rn – ressources indépendantes.

• β représente une liste des différentes contraintes et caractéristiques applicables au système
étudié. Par exemple, dans le cadre d’applications avec reconfigurations (setups), on trouve
la notation STsd et STsi pour indiquer si les reconfigurations dépendent ou non de l’ordre
dans lesquels elles sont effectuées, ou STsd,b et STsi,b pour indiquer si les traitements
peuvent être effectués par lots.

• γ indique le critère d’optimisation, comme le makespan (Cmax) ou le retard maximum
(Lmax).

2.6.2 Classification du problème étudié

Le problème que nous cherchons à étudier, comme nous l’élaborons dans le Chapitre 3,
est un problème d’affectation des tâches d’une application dont la forme est un pipeline. La
plateforme est linéaire et nous étudions tous les types de reconfiguration. D’après la notation
α |β | γ proposée, nous pouvons établir les paramètres suivants :

• Plateforme : α = 1 et α = Fn – Il s’agit d’un flow shop à n machines pour le problème
général. Le problème sur une machine est cependant étudié en détail pour optimiser le
comportement individuel de chaque machine.

• Caractéristiques : β = STsi,b et β = STsd,b – Nous étudions les problèmes de traitement
par lots avec reconfigurations. Ces reconfigurations peuvent êtres totalement indépendantes
d’une tâche à l’autre (STsi) où dépendre de la séquence selon laquelle on passe d’une tâche
à l’autre (STsd).

• Critère d’optimisation : γ = throughput – Nous cherchons à maximiser le débit lors de
l’exécution (ou minimiser la période globale).

Nous étudions donc par la suite des problèmes couvrant les notations 1|STsi,b|throughput,
1|STsd,b|throughput, Fn|STsi,b|throughput et Fn|STsd,b|throughput.
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Les tâches et leurs durées sont connues à l’avance, et l’essentiel de l’ordonnancement peut
être calculé en toute connaissance de causes. Cependant étant donné le remplissage des buffers
au cours de l’exécution sur une machine et étant donné que cette machine doit traiter plusieurs
tâches différentes incluant des reconfigurations, il faut également définir un algorithme d’ordon-
nancement interne qui tienne compte de l’état courant des buffers. Son comportement, bien que
complexe à suivre, sera entièrement connu et contrôlé par l’ordonnancement.

2.7 Synthèse

Nous avons présenté dans ce chapitre une vue d’ensemble des différents problèmes liés à
l’ordonnancement. C’est un domaine complexe dans lequel il existe beaucoup de façon de clas-
sifier les problèmes : selon le type de plateforme utilisée, selon le type et l’organisation des
tâches imposées, selon le critère que l’on cherche à optimiser, selon la connaissance qu’on a des
tâches, etc. Nous avons également développé le modèle qui nous intéresse et sera présenté dans
le Chapitre 3 : les ordonnancements de pipelines incluant des temps de reconfigurations.
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Dans ce chapitre nous présentons le contexte des travaux de cette thèse. Nous détaillons le
modèle des plateformes ainsi que celui des applications. Nous détaillons également les spécificités
de notre modèle, les reconfigurations, ainsi que la fonction objectif et la manière générale de
traiter le problème. Nous présentons ensuite une cartographie des différents problèmes étudiés.

3.1 Modèle

Dans notre modèle nous parlons d’entrées et d’étapes ou de tâches comme termes généraux.
Une entrée, ou un élément en entrée, peut correspondre à deux types d’éléments selon l’appli-
cation : dans le cas d’une application de calcul, une entrée est un jeu de données amenant à la
production d’un résultat après avoir été traité par l’étape ou la tâche à laquelle il est destiné ;
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dans le cas d’une application de réalisation ou de fabrication, une entrée est une pièce physique
jouant le rôle de produit intermédiaire avant son achèvement en fin de fabrication à la sortie du
système. Nous parlons d’étapes ou de tâches pour distinguer les différentes étapes de traitement.
En effet, un processus de calcul ou de fabrication peut être divisé en différentes étapes à effectuer
dans un certain ordre afin de profiter d’un certain niveau de parallélisme dans la production du
résultat final, qu’il soit matériel ou non. Nous parlons dans la suite d’étapes ou de tâches pour
qualifier ces actions non divisibles qui sont exécutées par telle ou telle ressource conformément
à un ordre défini par l’application elle même.

3.1.1 Applications

Les applications que nous prenons en compte dans cette thèse sont des applications linéaires
de type flux (workflow ou pipeline en anglais). Dans la suite du document, ces deux termes sont
fréquemment employés pour parler de l’application. Il s’agit d’applications divisées en plusieurs
tâches qui se suivent les unes après les autres qui peuvent être représentées à la manière de la
figure 3.1. Une application comme celle-ci est définie pour traiter un grand nombre d’entrées
en continu, d’où la notion de flux définie plus haut. Ces applications sont connues également
sous la terminologie anglaise de d’application de type streaming dans le contexte des traitements
numériques ou plus simplement de chaînes de production dans le contexte manufacturier. De
façon plus formelle, une application de type un pipeline comme définie ici peut être exprimée
comme un ensemble S de n étapes ou tâches : S = {S1, . . . , Sn}. Chaque entrée présente au
début du pipeline traverse le pipeline après avoir franchi toutes les étapes dans l’ordre, la sortie
d’une étape intermédiaire étant l’entrée de l’étape suivante, jusqu’à sortir en fin de pipeline sous
la forme du résultat final. Concrètement une étape Si reçoit une entrée de taille δi de l’étape
précédente Si−1, traite cette entrée en wi opérations élémentaires, et produit alors en sortie une
entrée de taille δi+1 pour l’étape Si+1 suivante.

δ6

w1 w2 w3 w4 w5

S2 S4 S5S1 S3

δ1 δ2 δ3 δ4 δ5

Figure 3.1 – Exemple d’une application pipeline.

3.1.2 Plateformes

Les plateformes cibles sont des ensembles distribuées de ressources à même de supporter
les applications décrites plus haut. Il s’agit d’un ensemble P de p machines homogènes P =

{P1, . . . , Pp} toutes interconnectées. Chaque machine Pu a une vitesse d’exécution vu, exprimée
en nombre d’opérations atomiques par unité de temps, et un espace de stockage allouable finiMu.
Chaque machine Pu prend X/vu unités de temps pour exécuter X opérations. Chaque machine
Pu est interconnectée à une autre machine Pv par un lien de communication bi-directionnel lu,v
de bande passante – ou vitesse – βu,v (exprimée en unités de taille d’entrée par unité de temps).
Nous travaillons avec un modèle de coût linéaire pour les communications, chaque communication
nécessite donc X/βu,v unités de temps pour transmettre une entrée de taille X de la machine
Pu à la machine Pv. De plus les communications sont basées sur un modèle bi-directionnel à un
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port [18, 19], dans lequel n’importe quelle machine peut envoyer et recevoir en même temps, mais
pour lequel chaque direction ne supporte qu’une transmission à la fois. Les communications ne
sont pas bloquantes, c’est à dire que l’émetteur n’a pas besoin d’attendre que la communication
soit terminée pour continuer son traitement et va simplement stocker les entrées ou les sorties
dans des espaces de stockage ou buffers.

3.1.3 Reconfigurations

Chaque machine est capable de traiter n’importe quel type de tâche, c’est à dire qu’elle est
capable de traiter des entrées de toute étape et de produire dans tous les cas le résultat at-
tendu. Cependant pour passer de l’exécution d’une tâche à l’étape Si vers la tâche à l’étape Sj ,
une machine Pu doit être reconfigurée pour le prochain traitement. Cela entraîne un temps de
reconfiguration (ou setup time en anglais), notés st. Il existe plusieurs modèles pour ces reconfi-
gurations : les temps de reconfiguration uniformes (st) pour lesquels toutes les reconfigurations
prennent le même temps quelque soit les tâches concernées et les machines en jeu, les temps de
reconfiguration indépendant d’une séquence (sti), pour lesquels les temps dépendent de l’étape
Si vers laquelle on doit se reconfigurer, et les temps de reconfiguration dépendant d’une séquence
(sti,j), qui dépendent de l’étape en cours Si et de l’étape vers laquelle on souhaite se reconfigu-
rer Sj .

3.1.4 Assignation des tâches

Pour exécuter le pipeline de l’application sur une plateforme distribuée donnée, chaque
machine se voit assigner un ensemble d’étapes. Nous utilisons le modèle d’assignation par in-
tervalles. Chaque machine va donc traiter un ensemble d’étapes consécutives. Nous cherchons
donc un partitionnement de J1, nK en p 6 m intervalles Kk = JIk, JkK tels que Ik 6 Jk pour
1 6 k 6 p, I1 = 1, Ik+1 = Jk + 1 pour 1 6 k 6 p − 1 et Jp = n. L’intervalle Kk est assigné
à une machine Pu. La fonction d’assignation a(i) effectue la correspondance entre les étapes,
les intervalles et les machines. Pour une étape Si, a(i) = u signifie que Si est assignée à Pu.
Pour une machine Pu, a′(u) = k si Pu s’occupe de l’intervalle Kk. Une fois que l’assignation est
effectuée, un ordonnancement interne pour chaque machine doit être déterminé, car celui-ci aura
une influence sur le comportement global du système. En effet chaque machine peut traiter de
manière séquentielle chaque étape qui lui est assignée. Cependant des temps de reconfiguration
surviennent à chaque fois que la machine passe d’une étape à l’autre. Pour atténuer l’impact de
ces temps, une machine peut traiter plusieurs entrées de suite par la même étape, avant de passer
à une autre étape. Les résultats intermédiaires sont stockés dans des buffers (espaces de stockage
temporaires). Ainsi chaque étape Si assignée à la machine Pu dispose d’un buffer d’entrée Bi.
La dernière étape sur une machine dispose en plus d’un buffer de sortie. De cette façon, il y a
un buffer de plus sur une machine que d’étapes qui lui sont allouées.

3.1.5 Espaces de stockage ou Buffers

Deux modèles sont envisagés pour gérer ces espaces de stockage ou buffers : les buffers à
capacité fixe ou à capacité variable. Dans le premier cas nous considérons des buffers déjà assignés
à chacune des étapes, indépendamment de la machine. Dans le second cas, nous considérons un
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espace de stockage disponible sur les machines (de la mémoire informatique dans le cadre de
calculs, ou de l’espace physique en production d’objets physiques). Ce deuxième cas engendre
un problème qui s’ajoute au premier : en fonction des temps requis par les traitements et par les
reconfigurations pour chaque tâche assignée à une machine, quelle part de l’espace disponible
lui allouer afin de garantir le meilleur débit du traitement ?

La figure 3.2 illustre un exemple d’allocation par intervalles des tâches sur les machines avec
des buffers. On note Bi le nom du buffer d’entrée de la tâche Si où sont stockées les entrées
pour cette étape. Chaque machine Pu dispose également d’un buffer supplémentaire de sortie,
noté BOu, destiné au stockage des résultats de la dernière tâche allouée à cette machine. Ces
résultats sont prêts à être transmis à la machine suivante, c’est à dire la machine en charge de
la tâche suivante. Ce faisant, il existe n + p buffers au niveau de toute la plateforme avec p
machines utilisées et n tâches dans l’application.

La capacité d’un buffer Bi est le nombre d’entrées qu’il est possible de stocker simultanément
en vue de leur traitement par la tâche Si. Cette valeur est notée bi. Dans le cas particulier du
buffer de sortie de la machine Pu, la capacité de B0u, notée bou est la même que la capacité du
buffer d’entrée de la dernière prise en charge par Pu. De plus, il est possible de faire le lien entre
le volume disponible et la capacité de traitement, si besoin, grâce à la connaissance de la taille
des entrées δi des tâches Si, sachant que le volume disponible au niveau d’une machine Pu est
Mu.

On note l’état de remplissage d’un buffer Bi à un instant donné b̂i. Une machine est donc
capable de traiter des tâches à l’étape Si tant que b̂i > 0 ou tant que b̂i+1 < bi+1, c’est à dire tant
qu’il reste des entrées à traiter ou qu’il est possible de stocker la sortie dans le buffer suivant.

Par convention, lorsque nous parlons des différentes possibilités de répartir l’espace disponible
sur les différents buffers, nous désignons respectivement par b, bu ou bi les cas de figures pour
lesquels la capacité des buffers est respectivement la même sur tous les buffers quelque soit la
machine, la même sur tous les buffers d’une même machine et potentiellement différente d’une
machine à l’autre, ou potentiellement différente d’un buffer à l’autre.

P1 P2

S3S2S1

BO1B3B2B1 B4 B5 BO2

S4 S5

Figure 3.2 – Exemple d’assignation par intervalles avec des buffers dont la capacité est de type bu – Les
étapes S1 à S3 sont assignées à P1 : b1 = b2 = b3 = bo1 = 3, et les étapes S4 et S5 sont assignées à P2 :

b4 = b5 = bo2 = 5.

3.1.6 Fonction objectif

La fonction objectif est de maximiser le débit ρ de l’application, c’est à dire le nombre moyen
de tâches exécutées par unité de temps et par conséquent le nombre moyen de sorties par unité
de temps. Or, le débit est lié à la période P de l’application par la relation ρ = 1/P. Nous
rappelons que la période P est une période moyenne qui désigne le temps moyen écoulé entre
deux sorties. Ainsi maximiser le débit est équivalent à minimiser la période de l’application.
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Puisque notre modèle nous permet de recouvrir les temps de communication avec les temps de
traitement, P peut être formellement définie par P = maxu

(
max

(
in(u), cpu(u), out(u)

))
, où

in(u), cpu(u), out(u) sont respectivement les temps moyens de transmission, de traitement et de
sorties des éléments en entrée de la machine Pu ∈ P . Dans les chapitres suivants nous exprimons
de manière plus précise cette période en fonction des paramètres qui la composent.

Le problème général de minimisation de la période d’exécution se décompose en trois prin-
cipaux problèmes. Tout d’abord, attendus une application et un ensemble de buffers à notre
disposition, nous cherchons à trouver un ordonnancement sur une machine qui minimise la pé-
riode de cette machine sachant quelles tâches lui sont assignées. Le second problème consiste
à trouver une assignation des tâches sur les machines telle que, en utilisant l’ordonnancement
précédent, la plus grande période obtenue par toutes les machines soit la plus faible possible.
Enfin le troisième problème vise les cas où les buffers ne nous sont pas imposés et que l’on
dispose d’un espace de stockage libre ; il faut alors trouver quel espace allouer à chaque buffer
sur chaque machine de sorte de minimiser la période lors de l’application de l’assignation des
tâches et de l’ordonnancement précédents.

3.1.7 Notations

Ce paragraphe a pour but d’expliquer les différentes notations employées dans les chapitres
de contribution. Ces notations sont souvent simplifiées par rapport à celles – plus générales –
introduites dans ce chapitre, en fonction de leur nécessité dans le cadre étudié. De manière
générale par exemple, la plateforme employée étant homogène, les vitesses des machines et
l’espace disponible sont tous les mêmes ; on parlera donc d’une vitesse v et d’un espace de taille
M (∀1 6 u 6 p, vu = v,Mu = M).

Hétérogénéité des variables Dans le chapitre 4 nous traitons exclusivement le cas où les tailles
des buffers et les temps de reconfiguration sont homogènes. Ainsi nous utilisons les notations b et
st pour désigner respectivement le nombre d’entrées qu’il est possible de stocker simultanément
dans un buffer quelque soit la tâche et le temps nécessaire à une reconfiguration. En effet, ces
valeurs sont communes à toutes les tâches et à toutes les machines1. De même, dans le chapitre 5
nous étudions des variantes des problèmes résolus dans le chapitre 4. Plus exactement, nous
étudions ces problèmes avec différents degrés d’hétérogénéité dans les paramètres qui entrent en
jeu, à savoir les tailles de buffers et les temps de reconfiguration. Nous employons la notation
adaptée à chacun des sous-problèmes étudiés : Bu pour indiquer des buffers dont la taille bu
est homogène au sein d’une même machine Pu mais différente d’une machine à l’autre ; Bi pour
indiquer des buffers dont la taille bi dépend de la tâche Si ; sti pour indiquer des temps de
reconfiguration dépendant de la tâche Si à exécuter quelque soit la configuration de départ ; sti,j
pour des temps dépendant à la fois des configurations courante et à venir (Si → Sj).

Contexte étudié Parmi les problèmes observés, nous étudions tantôt l’ordonnancement interne
à une machine indépendemment des autres, tantôt l’ordonnancement au niveau du pipeline
complet, c’est à dire en considérant toutes les machines. Dans le premier cas, certaines notations

1En réalité nous utilisons sti (temps de reconfiguration indépendants d’une séquence) étant donné que ce cas
n’est pas différent du cas st. La justification est donnée en début de chapitre traitant de ce cas.
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nécessaires à l’étude de l’ordonnancement sur plusieurs machines deviennent inutiles étant donné
que nous étudions l’ordonnancement interne des tâches au niveau d’une seule machine. Ainsi
l’intervalle des tâches étudiées sur la machine sera toujours J1, nK à la place de JI, JK comme
indiqué précédemment lorsque l’on appréhende la totalité de la plateforme. De plus, dans le cas
des buffers homogènes d’une tâche à l’autre sur une machine (Bu), le nombre d’entrées possibles
stockées au niveau des buffers est noté b et non bu pour des questions de simplification.

3.2 Classification des sous-problèmes

Nous proposons dans ce paragraphe d’énumérer les problèmes et les sous-problèmes qu’il est
possible d’étudier et ceux que nous avons effectivement étudié dans le cadre de cette thèse. Ces
derniers sont présentés en détail dans les prochains chapitres.

3.2.1 Types des problèmes

Il est important d’abord de rappeler les trois problèmes généraux que nous cherchons à
résoudre, afin d’optimiser la fonction objectif :

1. trouver un ordonnancement au sein de chaque machine,

2. assigner les tâches sur les machines disponibles, et

3. le cas échéant déterminer la taille de chaque buffer.

Ces trois problèmes sont ceux que nous cherchons à résoudre au long des chapitres de contri-
bution, les deux premiers problèmes dans les chapitres 4 et 5 et le dernier dans le chapitre 6.
Dans le cas de la mise en application des deux premiers problèmes, un dernier sous-problème
intervient et est étudié. Il s’agit de l’ordonnancement général dans le pipeline. Le but de cette
étude est d’établir si, malgré une solution optimale proposée pour l’assignation des tâches et l’or-
donnancement sur une machine, l’exécution de l’ordonnancement sur chaque machine produit
effectivement un résultat optimal.

De ces problèmes généraux nous dérivons un grand nombre de sous-problèmes liés prin-
cipalement au degré d’hétérogénéité des variables décrivant l’application comme les temps de
reconfiguration et les capacités des buffers. Puisque nous ne cherchons pas à minimiser les temps
d’exécution des tâches mais à réduire l’impact des reconfigurations, nous n’étudions pas les dif-
férences dans les temps de traitement wi de chaque tâche Si. A la place, nous regardons l’impact
de l’hétérogénéité des temps de reconfiguration et des tailles des buffers. Ainsi nous étudions :

• dans le chapitre 4, des buffers et des temps de reconfiguration complètement homogènes ;

• dans le chapitre 5 :

– des buffers différents d’une machine à l’autre ;

– des buffers complètement hétérogènes ;

– des temps de reconfiguration indépendants d’une séquence, avec des buffers homo-
gènes, différents d’une machine à l’autre, puis complètement hétérogènes ;
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– des temps de reconfiguration dépendants d’une séquence, avec des buffers homogènes,
différents d’une machine à l’autre, puis complètement hétérogènes.

Dans le chapitre 6, dédié au problème d’un espace à répartir entre les buffers pour l’ensemble
de l’application, nous étudions dans un premier temps le problème des temps de reconfiguration
homogènes, puis celui des temps hétérogènes. Ce dernier étant plus complexe, il fait l’objet d’une
étude plus poussée. En effet, si nous avons la possibilité de découper un espace en buffers et
que les temps de reconfiguration sont différents, alors il faut tenir compte de ces temps dans
l’allocation de l’espace. Dans tous les cas, nous devons minimiser l’impact des reconfigurations
qui apparaissent comme du temps perdu afin de minimiser la période moyenne entre deux sorties.
Ainsi, il semble préférable, à espace constant, d’accorder plus d’entrées aux tâches nécessitant
des temps de reconfiguration élevés qu’aux autres.

3.2.2 Résumé des problèmes

Nous proposons ici une représentation visuelle des différents problèmes mentionnés, sous
forme d’un arbre combinant les différents paramètres, et dont les feuilles correspondent aux
combinaisons étudiées. A chaque feuille le chapitre dans lequel le problème est étudié apparaît
entre parenthèse. Les branches marquées en vert sont les problèmes étudiés ou traités, même s’il
n’existe pas forcément de solution optimale calculable en temps polynomiale pour tous.

La figure 3.3 présente sous la forme d’un arbre les différentes combinaisons de problèmes en
fonction de l’hétérogénéité de l’application. Chaque nœud correspond à un choix sur un type de
variable (taille des buffers, temps de reconfiguration, etc.) ; le chemin menant à chaque feuille
de l’arbre correspond donc à une combinaison de variables constituant notre plateforme. Sur la
branche principale gauche de l’arbre se situent l’ensemble des sous-problèmes liés à l’ordonnance-
ment sur une machine et l’assignation de tâches sur les machines, ces deux familles de problèmes
étant étudiées ensemble dans les chapitres 4 et 5. Cette branche est d’abord scindée selon le
type des buffers qui nous sont imposés : tous homogènes (B), homogènes sur une machine (Bu),
ou complètement hétérogènes (Bi). Ce dernier cas fait l’objet d’une étude distincte selon une
configuration précise des buffers dit « multiples » (voir chapitre 5), puis du cas général. Enfin
pour tous ces cas nous couvrons l’influence des temps de reconfiguration homogènes, indépen-
dant d’une séquence et dépendant d’une séquence (st, sti et sti,j respectivement). La branche
principale droite décline quant à elle les sous-problèmes étudiés pour l’allocation des buffers dans
le chapitre 6. Là encore nous couvrons les mêmes différents types de reconfiguration. Le cas des
temps homogènes fait l’objet d’une étude séparée pour des tailles d’entrées hétérogènes.

Les figures 3.4 et 3.5 proposent un zoom éclaté des branches gauche et droite respectivement.
Pour chaque combinaison de paramètres, nous détaillons quelles familles de problèmes sont
étudiées, ainsi que si ces derniers sont étudiés, encore en cours d’étude ou pas encore traités.
Les problèmes non étudiés pour une branche précise n’y figurent pas. Par exemple le problème
d’allocation des buffers n’est évidemment pas mentionné dans la figure 3.4. Notons que par
soucis de simplicité et de lisibilité, nous combinons les deux sous-branches B et Bu ; les mêmes
problèmes sont étudiés et traités, tous dans le chapitre 5 (à l’exception de la combinaison B et
st, qui fait l’objet du chapitre 4). De même dans la figure 3.5, si l’étude de l’allocation des buffers
inclue implicitement l’ordonnancement sur une machine (bien qu’il s’agisse essentiellement d’une
réutilisation des résultats des chapitres 4 et 5), nous ne nous intéressons pas dans le chapitre 6 à
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l’assignation des tâches. Notons également que le sous-problème de l’ordonnancement du pipeline
dans son intégralité, mentionné plus haut, est inclus dans la mention du problème d’assignation
des tâches ; il est étudié systématiquement avec ce dernier.

Problèmes (allocation/ordonnancement)

Taille des buffers imposée (Bx)

B

st sti sti,j

Bu

st sti sti,j

Bi

Multiple

st sti sti,j

Non-Multiple

st sti sti,j

Allocation des tailles des buffers

st

δ δi

sti sti,j

Figure 3.3 – Cartographie des combinaisons de problèmes.

Taille des buffers imposée (Bx)

B et Bu

st

(A) (B)

sti

(A) (B)

sti,j

(A) (B)

Bi

Multiple

st

(A) (B)

sti

(A) (B)

sti,j

(A) (B)

Non-Multiple

st

(A) (B)

sti

(A) (B)

sti,j

(A) (B)

(A) Ordonnancement sur une machine (B) Assignation des tâches

Problème traité Problème non traité

Figure 3.4 – Zoom : Problèmes d’ordonnancement et d’assignation des tâches.

3.3 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons posé les problèmes que nous avons étudiés et pour lesquels
nous proposons des solutions. Nous avons détaillé la forme que prennent la plateforme, les
applications, les temps de reconfiguration et les buffers. Nous avons introduit les premières
notations nécessaires à la présentation de nos algorithmes et de nos preuves. Enfin nous avons
schématisé les différentes variantes des problèmes que nous étudions dans ce document.
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Allocation des tailles des buffers
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δ
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δi

(C)

sti
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Problème traité Problème non traité

Figure 3.5 – Zoom : Problèmes d’allocation des buffers.
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Dans ce chapitre nous considérons une plateforme homogène, c’est à dire un ensemble de
machines identiques en tout point. Nous considérons également l’application comme homogène
au regard des tailles de buffers et des temps de reconfiguration : tous les buffers du pipeline
ont une taille b, et tous les temps de reconfiguration sont de durée st. En revanche, les temps
d’exécution wi des tâches ainsi que leurs tailles d’entrées δi peuvent être différents.

Comme énoncé précédemment, la solution au problème d’ordonnancement ne se contente
pas de dépendre uniquement de l’allocation, mais dépend également de la manière dont les
machines gèrent l’exécution des tâches dont elles ont la responsabilité. Alors que ce problème
d’ordonnancement interne est un faux problème en l’absence de temps de reconfiguration entre
les tâches, celui-ci conditionne en partie la valeur de la période du système dans le cas qui nous
occupe ici. Ainsi, nous devons travailler à deux niveau :

• trouver un ordonnancement qui maximise le débit pour une machine donnée et l’ensemble
des tâches à effectuer qui lui sont confiées ;

• effectuer l’allocation par intervalles des tâches consécutives à exécuter sur les machines. En
considérant qu’un ordonnancement optimal est trouvé pour chaque machine, l’allocation
doit être faite de telle sorte que la machine la plus lente ait la période la plus petite possible.

La combinaison de ces deux opérations conditionne la qualité de la solution trouvée en terme
de période ou de débit moyen de l’application sur la plateforme. La solution est optimale si
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l’ordonnancement sur chaque machine atteint la plus faible période possible étant donné les
tâches à exécuter et qu’aucune autre allocation ne permet de réduire la valeur de la période de
la machine la plus lente, c’est à dire de celle dont la période est la plus élevée. Le débit (ou
respectivement la période) du système est alors celui (ou respectivement celle) de la machine la
plus lente à condition que celle-ci ne présente pas de temps d’inactivité en régime permanent.
Dans le cas contraire, nous ne serions plus en mesure ni d’affirmer que la solution proposée est
optimale (peut être l’est elle ?) ni de donner de valeurs pour le débit ou la période.

Dans un premier temps nous étudions l’ordonnancement au sein d’une machine, avant de
nous attarder sur l’allocation.

Enfin il est important de noter que dans ce chapitre et les chapitres suivants, l’expression
de la période si une seule tâche Si est assignée à la machine Pu est et sera toujours Pu = wi

vu
.

En effet il s’agit d’un cas particulier pour lequel aucune reconfiguration n’est requise, et seul le
temps de traitement de la tâche est pris en compte.

4.1 Ordonnancement sur une machine

Sur une seule machine, les tâches S1 à Sn forment un seul intervalle. Nous proposons un al-
gorithme glouton, GREEDY-B, pour résoudre le problème d’ordonnancement sur une machine
(voir Algorithme 1). L’idée est de maximiser la quantité d’entrées traitées entre deux reconfigu-
rations.

Ceci est accompli en sélectionnant une tâche dont le buffer d’entrée est plein et le buffer de
sortie est vide, de sorte qu’exactement b entrées soient traitées. De cette manière, au début de
l’exécution b entrées sont traitées en tâche S1, remplissant complètement le buffer de S2, puis
la machine est reconfigurée pour traiter S2, et ainsi de suite, jusqu’à ce que b entrées sortent du
pipeline depuis Sn. Puis la machine est reconfigurée en S1 à nouveau.

Nous proposons de démontrer le caractère optimal de GREEDY-B. Pour ceci, nous introdui-
sons quelques définitions :

Definition 3. Soient, pour l’ensemble de l’exécution et pour 1 6 i 6 n,

• nbout le nombre total d’entrées qui ont été totalement traitées (sorties de Sn),
• nbsti le nombre de reconfigurations qui a été fait en Si,
• nbst =

∑n
i=1 nbsti le nombre total de reconfigurations effectuées, et

• nbcompi la quantité moyenne d’entrées traitées par reconfiguration sur une tâche Si.

On a, pour 1 6 i 6 n :

nbcompi =
nbout

nbsti
, nbsti =

nbout

nbcompi
, et nbst =

n∑
i=1

nbout

nbcompi

Note : Bien que le système étudié ici soit homogène au regard des temps de reconfiguration,
les propositions et théorèmes exposés ici sont les mêmes pour des temps de reconfiguration
dépendant d’une tâche (sti). Puisqu’il n’y a pas de perte de généralité dans le cas mentionné,
nous traitons les preuves ici directement pour ce cas.

Proposition 1. Pour toute tâche Si (1 6 i 6 n), nbcompi 6 b.
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Algorithme 1 : Algorithme GREEDY-B
Entrées :

n : nombre de tâches
Données :

Scourante : tâche en cours d’exécution ou à exécuter après reconfiguration
Ssuivante : prochaine tâche à exécuter après que Scourante se soit exécutée
(Svalides) : liste des tâches éligibles à une future exécution (triée dans l’ordre croissant
des indices des tâches)

Attendre la présence d’au moins b entrées dans le buffer de S1
Scourante ← S1
tant que vrai faire

Traiter b entrées par Scourante
(Svalides)← {Si|1 6 i 6 n & b̂i = b & b̂i+1 = 0}
si (Svalides) = ∅ alors

Attendre la présence d’au moins b entrées dans le buffer de S1
(Svalides)← {S1}

Ssuivante ← dernière tâche dans (Svalides)
Reconfiguration de Scourante à Ssuivante
Scourante ← Ssuivante

Démonstration. Pour chaque tâche Si, la quantité d’entrées pouvant être traitées après une
reconfiguration est limitée par la taille de ses buffers d’entrée et de sortie, respectivement Bi et
Bi+1. Une fois qu’une reconfiguration est faite vers n’importe quelle tâche Si, il n’est pas possible
de traiter plus d’entrées que le buffer d’entrée Bi ne peut avoir, ou que le buffer de sortie Bi+1

ne peut en contenir. Puisque tous les buffers ont une capacité égale exactement à b entrées, on
a bien nbcompi 6 b.

Proposition 2. La période d’une machine, dont les buffers sont homogènes, peut être exprimée
comme suit :

P =
n∑
i=1

wi
v

+
n∑
i=1

sti
nbcompi

.

Démonstration. La période est le temps d’exécution total divisé par le nombre d’entrées traitées
nbout. Le temps d’exécution est la somme du temps de traitement des tâches et du temps de
reconfiguration. Le temps de traitement est le temps requis pour traiter une fois chaque tâche
(wi/v pour Si) multiplié par le nombre d’entrées nbout, et le temps de reconfiguration est la
somme des temps passés à reconfigurer sur chaque tâche : nbsti× sti. La période peut donc être
exprimée comme :

P =
1

nbout

(
n∑
i=1

wi
v
× nbout+

n∑
i=1

sti × nbsti

)
,

Nous pouvons conclure en rappelant que nbsti = nbout
nbcompi

.

Lemme 1. Sur un pipeline de machines avec des buffers homogènes, la borne inférieure de la
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période d’une machine est :

Pmin =
n∑
i=1

(wi
v

+
sti
b

)
.

Démonstration. Le résultat provient directement des Propositions 1 et 2 :

P =
n∑
i=1

wi
v

+
n∑
i=1

sti
nbcompi

>
n∑
i=1

wi
v

+
n∑
i=1

sti
b

= Pmin.

Théorème 1. Une solution optimale au problème d’ordonnancement sur une machine à buffers
homogènes peut être résolu en temps polynomial grâce à l’utilisation de l’algorithme GREEDY-B.

Démonstration. Le comportement de GREEDY-B est de toujours effectuer b traitements entre
deux reconfigurations. Ainsi on a nbcompi = b pour 1 6 i 6 n. Ainsi la période obtenue avec
cet algorithme est exactement Pmin, c’est à dire la borne inférieure de la période. L’algorithme
est donc optimal.

4.2 Ordonnancement sur plusieurs machines

4.2.1 Assignation des tâches

Le problème de l’allocation par intervalles sur des plateformes complètement homogènes
sans reconfigurations peut être résolu en temps polynomial en utilisant la programmation dyna-
mique [98, 99]. Or cet algorithme ne prend pas en compte les reconfigurations. Nous proposons
ici une solution permettant de les prendre en compte. Plus précisément, nous utilisons les résul-
tats de l’algorithme GREEDY-B pour calculer la période de chaque intervalle à chaque fois que
l’algorithme d’allocation optimal le souhaite.

Soit c(j, k) la période optimale obtenue par toute allocation par intervalles qui assigne les
tâches S1 à Sj en utilisant k machines. Soit per(i, j) la période, obtenue par GREEDY-B, de la
machine sur laquelle les tâches Si à Sj sont assignées. Notons que per(i, j) prend en compte des
temps de communication. On obtient l’algorithme 2.

4.2.2 Ordonnancement du pipeline

Nous nous intéressons ici, pour conclure ce chapitre, au caractère optimal de notre solu-
tion. Plus précisément, étant donné une assignation effectuée par l’algorithme 2, et l’algorithme
GREEDY-B appliqué à chaque machine, l’ordonnancement global du système est-il optimal ?
En effet l’assignation des tâches cherche à minimiser la période intra-machine la plus grande de
l’ensemble des machines. Or, dans notre étude, nous travaillons avec des buffers et l’algorithme
GREEDY-B montre bien que la production des sorties ou la consommation des entrées au niveau
de chaque machine se fait par à-coups. En effet, les sorties sont produites uniquement lorsque la
dernière tâche de la machine considérée s’exécute. Un temps plus ou moins long peut s’écouler
avant que cette tâche ne soit à nouveau exécutée. De même, le buffer d’entrée ne se vide que
lorsque la première tâche de la machine courante s’exécute. Il est ainsi légitime de se poser la
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Algorithme 2 : Algorithme d’assignation par intervalles par programmation dynamique
c(j, k) est la période optimale obtenue par toute assignation par intervalles, en assignant
S1 à Sj et en utilisant k machines :

c(j, k) = min
16`6j−1

(
max

(
c(`, k − 1), per(`+ 1, j)

))
,


c(j, k) = +∞ if k > j

per(j, j) = max
(
δj
β ,

wj

v ,
δj+1

β

)
per(`, j) = max

(
δ`
β ,
∑j

h=`

(
wh
v + st

b

)
,
δj+1

β

)

question de l’existence possible de famines à l’entrée de certaines machines ou de saturations à
la sortie de certaines autres. Si cela se produisait au niveau de la machine la plus lente, nous ne
pourrions pas conclure quant au caractère optimale de la solution. Si ce problème se posait au
niveau des autres machines, la saturation et la famine se produisant respectivement en amont
et en aval de la machine la plus lente, cela ne poserait pas de problème dans la mesure où leurs
performances leur permettent respectivement de produire à nouveau b sorties avant que la ma-
chine la plus lente en ait à nouveau besoin ou de consommer b entrées avant que la machine la
plus lente ne puisse produire à nouveau b sorties.

Il est possible ainsi d’estimer que l’ordonnancement est effectivement optimal si la machine
la plus lente n’est pas ralentie. Il ne s’agit pas d’une condition nécessaire, mais suffisante. La
période de l’ensemble de l’exécution d’une production linéaire est guidée par la machine la plus
lente, l’algorithme d’assignation garantissant que la période de cette dernière est la plus petite
possible. Ainsi, si cette machine n’est pas ralentie alors la période de l’ensemble de l’exécution
sera la plus petite possible.

Nous nous contentons ici de préciser que la solution est effectivement optimale dans le cas
étudié. La preuve de cette affirmation est très longue et similaire à celle du théorème 2 dans le
chapitre suivant, concernant le cas des buffers identiques au sein d’une même machine. Puisqu’il
n’y a pas de perte de généralité dans le cas mentionné, la preuve du théorème 2 sert aussi de
preuve pour le cas présent.

4.3 Synthèse

Nous avons posé dans ce chapitre les bases de l’ordonnancement de notre système dans le
cas le plus simple. Nous avons proposé un algorithme d’ordonnancement pour un intervalle de
tâches donné sur une machine avec des temps de reconfiguration et des buffers homogènes. Nous
avons également proposé d’utiliser un algorithme d’allocation par intervalles pour assigner les
différentes tâches aux machines de façon optimale. Par la suite nous utilisons ces algorithmes
comme base pour développer des solutions sur des systèmes plus hétérogènes.
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Ce chapitre est consacré à l’étude des différents degrés d’hétérogénéité dans l’application.
Les deux paramètres principalement étudiés sont l’hétérogénéité dans la capacité des buffers et
celle dans les temps de reconfiguration.
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Concernant les autres paramètres ils n’entrent simplement pas en jeu dans l’optimisation
de la période par les reconfigurations. Nous n’avons par exemple aucun moyen de controler
les temps d’exécution wi des tâches, et celles-ci doivent être traitées quoi qu’il arrive. Réduire
ces temps requiert d’optimiser la plateforme, ou l’implémentation de l’application, ce que nous
n’étudions pas dans ces travaux. De même la taille δi des entrées a une influence sur la capacité
des buffers, mais si cette taille est imposée ce paramètre n’entre plus en jeu. L’influence de la
taille des entrées est étudiée dans le chapitre 6 consacré à l’allocation libre de l’espace en buffers
de taille appropriée.

Afin de couvrir toutes les combinaisons de problèmes possibles liées aux capacités de buffers
et aux reconfigurations, nous procédons dans l’ordre suivant :

• Dans un premier temps nous étudions les buffers qui sont homogènes sur une même machine
mais qui varient d’une machine à l’autre (Bu).

• Ensuite nous étudions le problème lorsque tous les buffers sont de taille différente sur la
même machine (Bi).

• Enfin nous étudions le problème des temps de reconfiguration hétérogènes en deux parties :
les temps indépendant d’une séquence, c’est à dire différents d’une tâche à l’autre (sti),
et les temps dépendant d’uneséquence, qui pour une même tâche diffèrent selon la tâche
d’origine (sti,j).

Afin de couvrir toutes les combinaisons de problèmes possibles liées aux capacités de buffers
et aux reconfigurations, nous supposons d’abord lors de l’étude des buffers hétérogènes que les
temps de reconfiguration sont homogènes. Par la suite lors de l’étude des temps de reconfiguration
hétérogènes, nous étudions pour chaque cas (sti et sti,j) des sous-cas liés à l’hétérogénéité des
buffers : homogènes, homogènes sur une machine, ou hétérogènes. Nous couvrons ainsi les neuf
cas de figure.

Les trois problèmes étudiés au du chapitre 4 sont à couvrir avec chacun de ces changements de
paramètres : déterminer un ordonnancement sur une machine permettant d’obtenir une période
optimale, effectuer une assignation des tâches sur la plateforme, et déterminer si l’ordonnance-
ment est optimal à l’échelle du pipeline. A chaque début de section nous précisons quels sont le
ou les problèmes traités, et pourquoi le ou les autres ne sont pas traités ici.

5.1 Buffers différents d’une machine à l’autre

Lorsque les buffers sont homogènes au sein d’une machine mais différents d’une machine
à l’autre, ils sont notés Bu. Le problème d’ordonnancement sur une machine dans ce cas est
identique à celui du cas homogène traité dans le chapitre précédent : à l’échelle d’une les buffers
sont homogènes. Nous ne traitons donc pas ce problème de nouveau. Nous nous intéressons dans
cette section à l’aspect optimal d’un tel ordonnancement à l’échelle du pipeline lorsque les buffers
sont différents d’une machine à l’autre.
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Algorithme 3 : Algorithme d’assignation par intervalles par programmation dynamique
(pour Bu)
c(j, k) est la période optimale obtenue par toute assignation par intervalles, en assignant
S1 à Sj et en utilisant k machines :

c(j, k) = min
16`6j−1

(
max

(
c(`, k − 1), per(`+ 1, j)

))
,


c(j, k) = +∞ if k > j

per(j, j) = max
(
δj
β ,

wj

v ,
δj+1

β

)
per(`, j) = max

(
δ`
β ,
∑j

h=`

(
wh
v + st

b

)
,
δj+1

β

)
Avec b =

⌊
M∑n+1

k=1 δk

⌋
, ou b =

⌊
M

(n+1)δ

⌋
si ∀` 6 i 6 j, δi = δ.

5.1.1 Assignation des tâches

Le cas de figure dans lequel interviennent des buffers homogènes sur une machine est par-
ticulier. Il s’agit d’un cas qui survient lorsqu’un espace M est disponible pour la machine, et
alloué aux buffers. Nous choisissons ici une allocation uniforme : l’espace est réparti pour que
tous les buffers au sein de la machine Pu aient la même capacité bu. La recherche de meilleures
répartitions de cet espace n’est pas étudiée dans le cadre de ce chapitre, mais fait l’objet du
chapitre 6.

Etant donné le modèle de répartition de l’espace choisi, l’assignation est similaire à l’assi-
gnation par intervalles dans le cadre d’applications totalement homogènes. Puisque la taille des
buffers ne dépend pas de la machine mais des tâches qui lui sont assignées, la plateforme reste
homogène. En effet la taille des buffers est calculée à la volée au moment de calculer la période
d’une machine. C’est l’adaptation présentée dans l’algorithme 3 : b n’est pas une valeur imposée,

mais vaut
⌊

M
(n+1)δ

⌋
si les tailles d’entrée sont homogènes,

⌊
M∑n+1

k=1 δk

⌋
sinon.

5.1.2 Ordonnancement du pipeline

Nous avons pu observer puis démontrer que le fait d’avoir des buffers homogènes mais dif-
férents d’une machine à l’autre n’avait pas d’impact sur l’optimalité de l’ordonnancement sur
une machine. Le problème sous-jacent que nous avons dû étudier est celui d’un potentiel blocage
ou d’une potentielle famine dans le système étant donné le caractère apparemment irrégulier
des flux en sortie des machines. En effet les éléments sont traités par lots correspondant à la
taille des buffers de la machine. Si une machine a une période moyenne Pu, elle ne produit pas
une sortie toutes les Pu secondes, mais elle sort bu résultats en sortie en même temps toutes les
bu × Pu secondes. On peut se demander si ce mode de fonctionnement ne va pas déranger la
fluidité de l’exécution, et ralentir les machines.

On cherche donc à savoir si la machine la plus lente, dont la période est censée limiter et
donc définir la période globale du système, n’est pas ralentie. Si cela est le cas, cela signifie tout
d’abord que la période du système est bien celle donnée par la machine la plus lente fidèlement à
l’algorithme GREEDY-B et qu’ensuite l’allocation par intervalles telle définie par l’algorithme 3



56 Chapitre 5. Applications hétérogènes

conduit bien à une organisation optimale de la plateforme également pour le cas étudié.

Dans le théorème qui suit nous introduisons la notion de temps de cycle CTu d’une machine
Pu. Il s’agit du temps que met la machine à traiter toutes les données dans ses buffers avant de se
retrouver dans son état initial (un « cycle »). Avec des buffers homogènes au sein d’une machine,
on a Pu = CTu/bu car un cycle est le temps mis par la machine pour traiter bu éléments et la
période est le temps moyen entre deux sorties, et donc CTu = Pu × bu.

Théorème 2. Sur un pipeline avec des buffers intra-machine homogènes de capacité bu, la
période P est dictée par la période de la machine la plus lente.

Démonstration. Nous proposons de montrer ce théorème par récurrence sur le nombre de ma-
chines.

Considérons d’abord un pipeline sur deux machines. Nous cherchons à prouver que la machine
la plus lente n’est jamais ralentie, que ce soit par un manque d’éléments en entrée ou par
saturation de son buffer de sortie. Soient P1 et P2 ces deux machines ; BO1 est le buffer de
sortie de P1, et BIa′(2),2 le buffer d’entrée de P2. Soient P1, P2 et b1, b2 leur période et taille
d’entrée/sortie respectives (bo1 = b1 et bIa′(u),2 = b2). Soient CT1 le temps que prend P1 pour
traiter complètement b1 éléments, et CT2 le temps que prend P2 pour traiter complètement b2
éléments.

On considère que la bande passante des liens de communication est assez grande pour que les
communications soient recouvertes par les temps d’exécution. Si ce n’était pas le cas la période
du système serait dictée par les temps de communication, quelle que soit la période des machines.

Nous supposons les deux cas suivant, chacun réparti en deux sous-cas : (1) P2 est la machine
la plus lente (P1 6 P2) avec b1 6 b2 (1.a) ou b2 6 b1 (1.b), et (2) P1 est la machine la plus lente
(P2 6 P1) avec b1 6 b2 (2.a) ou b2 6 b1 (2.b).

1. P1 6 P2 donc CT1
b1

6 CT2
b2

: dans ce cas la machine P2 ne doit pas être en famine. On
a donc b̂2 = b2 quand P2 commence un nouveau cycle d’une durée de CT2 unités de
temps (ut). De plus nous considérons qu’au début les buffers de sortie et d’entrée de
P1 et P2 (respectivement) sont pleins. Sinon, cette situation survient après une phase
d’initialisation.

(a) b1 6 b2

On a b2
b1

6 CT2
CT1

. On distingue trois cas :

• Si la partie fractionnaire de CT2
CT1

est zéro ({CT2CT1
} = 0) alors CT2 = qCT1 (q ∈ N).

Cela veut dire que P1 traite exactement assez de fois b1 entrées pour permettre
à P2 de traiter b2 entrées à chaque fois qu’elle finit le cycle précédent.

• On observe la même conclusion quand CT2 > d b2b1 eCT1 car tous les CT2 temps
de cycle la machine P1 produit b2 + x sorties pendant que P2 n’en traite que b2.
Ainsi, de temps en temps les buffers BO1 et BIa′(2),2 sont saturés.

• Dans le dernier cas, on a :

CT2 = qCT1 + r
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avec q =

⌊
CT2
CT1

⌋
et CT2 ≡ r (mod CT1)

et
b2
b1
CT1 6 CT2 <

⌈
b2
b1

⌉
CT1

Dans cette configuration de la plateforme, le pire cas apparaît quand la machine
P2 est la plus rapide possible et P1 est la plus lente possible (P1 = P2), et
quand P1 et P2 vont respectivement produire b1 sorties et traiter b2 entrées d’un
coup. On a donc aussi b2 = qb1 + r.
Par la suite, nous cherchons à montrer par récurrence que P2 peut toujours com-
mencer un nouveau cycle sans délais, c’est à dire que le nombre d’éléments dans
BO1 et BIa′(2),2 doit être au moins de b2 avant que P2 n’entre dans un nouveau
cycle.

Soit Cj le jème cycle de P2. Puisque CT2 = qCT1 + r, pendant un cycle Cj
(CT2 ut) P1 est capable de sortir qb1 éléments et commence un (q + 1)ème cycle
avant la fin de Cj . Cette avance cumulée de P1 lui permet à intervalle régulier de
finir (q + 1) cycles au lieu de q. Soit i = b jrb1 c le nombre de fois que P1 a fini un
cycle d’avance depuis le début de C1.
On définit une hypothèse de récurrence qui définit, après le jème cycle (Cj) de
P2, que le nombre d’entrées dans BO1 et BIa′(2),2 est plus grand que b2 avec :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (jq + i+ 1)b1 − (j − 1)b2

pour tout 1 6 j < CT1.
Dans tous les cas, P1 a commencé un nouveau cycle exactement (jr − iCT1)ut
avant la fin de Cj . Ceci est dû au fait qu’à chaque cycle P1 commence un nouveau
cycle r ut en avance (CT2 = qCT1 + r), et qu’à chaque fois qu’un cycle supplé-
mentaire de P1 survient, l’avance de P1 est perdue de la valeur de CT1 (par la
suite, on appelle ce temps supplémentaire que P1 a pour démarrer un nouveau
cycle son avance sur Cj). Si cette hypothèse est vérifiée alors P2 peut démarrer
Cj+1 sans délais.
Par la suite nous montrons que ces conditions permettent à P2 d’entrer dans un
nouveau cycle sans délais pour j = 1, 2 ((ii)(iii)). Puis, en supposant que ces
conditions sont vraies pour j, on montre que P2 peut entrer dans un cycle Cj+1

sans attendre (iv) :

i. Après l’étape d’initialisation, on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + b2

P2 peut commencer son premier cycle (C1) parce que b2 éléments sont dis-
ponibles en entrée pour P2.

ii. Pendant C1 et avant de commencer le cycle C2 de P2, P1 a suffisamment de
place pour produire au moins qb1 éléments en sortie (plus exactement, il y a
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de la place pour b2 = qb1 + r). Maintenant on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (q + 1)b1

Puisque b1 > r et donc qb1 + b1 > qb1 + r, P2 peut traiter son cycle C2 car
(q + 1)b1 > b2. A ce moment P1 a déjà commencé son cycle depuis r ut. Son
avance est trop courte pour qu’il puisse finir un cycle supplémentaire (i = 0).

iii. Après C2, P1 a produit au moins qb1 autres sorties et P2 a consommé b2
entrées. A ce moment, on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (2q + 1)b1 − b2

P2 peut entrer en C3 seulement si b2 est plein, c’est à dire seulement si
(2q + 1)b1 − b2 > b2. Cela signifie que 2r 6 b1. Si cette condition est vraie,
alors P2 peut effectivement commencer C3 sans attendre (et la récurrence est
alors vraie), et l’avance de P1 serait alors 2r ut. Dans le cas contraire, on a
2r > b1, et puisque nous commençons à j = 2 alors i = b jrb1 c = b2rb1 c = 1. En
d’autres termes l’avance cumulée de P1 était assez grande pour avoir produit
un ensemble de b1 éléments supplémentaire durant C2. On peut donc ajouter
b1 à l’expression précédente b̂o1 + b̂Ia′(2),2. On obtient :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (2q + 1)b1 − b2 + b1 = (2q + 1 + 1)b1 − b2

L’avance de P1 à la fin de C2 est maintenant de (2r − CT1)ut. Puisqu’on a
effectivement (2q+1+1)b1 > 2b2 ((q+1)b1 > b2), et donc (2q+1+1)b1−b2 >
b2, P2 peut également commencer C3 sans attendre.
L’hypothèse de récurrence est donc vraie pour j = 1, 2, et l’avance de P1 est
(2r − iCT1) dans tous les cas à cause de la valeur de i.

iv. Supposons maintenant que les j premiers cycles de P2 on pu commencer
sans délais. L’expression qui suit est donc vraie à la fin de Cj−1, permettant
à P2 de commencer Cj sans attendre. De plus l’avance cumulée de P1 est
((j − 1)r − iCT1)ut. On a donc :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = ((j − 1)q + i+ 1)b1 − ((j − 1)− 1)b2 > b2

La question est de savoir si cette expression est vraie à la fin de Cj . Pendant
Cj , P2 traite b2 éléments, et P1 en sort au moins qb1, son avance sur P2 étant
((j − 1)r − iCT1 + jr)ut = (jr − iCT1)ut. Le nombre d’éléments dans BO1

et BIa′(2),2 devient :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = ((j − 1)q + i+ 1)b1 − ((j − 1)− 1)b2 − b2 + qb1

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (jq + i+ 1)b1 − (j − 1)b2

On obtient alors b̂o1 + b̂Ia′(2),2 > b2 si :

(jq + i+ 1)b1 > jb2
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et i >
jr

b1
− 1 avec b2 = qb1 + r

Cette expression est toujours vraie, car i = b jrb1 c et bxc > x − 1. On peut
conclure que l’hypothèse de récurrence est toujours vraie pour j < CT1.

v. On peut également conclure que l’hypothèse de récurrence est toujours vraie
pour tout j positif, car il y a un cycle régulier pour lequel les états des
buffers et des machines sont identiques. En effet on sait qu’en CT1 unités de
temps P1 sort exactement b1 éléments et continue à boucler : si on commence
à compter le temps au moment où la machine P1 a traité x < b1, après
exactement CT1 ut elle va avoir sortit le reste et commencé à sortir x autres
éléments. De la même façon, en CT2 unités de temps, P2 va sortir exactement
b2 éléments. Pour les deux, en CT1 × CT2 unités de temps, elles vont sortir
b1 × CT2 (respectivement b2 × CT1) éléments. Puisque le pire cas étudié est
P1 = P2 et donc CT1

b1
= CT2

b2
, on peut conclure que b1 × CT2 = b2 × CT1,

et donc que lorsqu’on arrive à j = (k + 1)CT1, c’est à dire que CT1 × CT2
unités de temps se sont écoulées depuis j = kCT1, les deux machines seront
exactement dans le même état qu’avant (en supposant que l’hypothèse de
récurrence soit vraie pendant ce temps).

Ceci conclut le cas de P1 6 P2 et b1 6 b2.

(b) b2 6 b1

On a CT1
CT2

6 b1
b2
. On distingue trois cas :

• En utilisant les mêmes arguments que précédemment, si la partie fractionnaire
de CT1

CT2
est nulle ({CT1CT2

} = 0) alors CT1 = qCT2 (q ∈ N). Cela signifie que P1

sort exactement b1 éléments pour permettre à P2 d’entrer dans q cycles pour une
durée de CT2 ut chacun. Après l’exécution d’un cycle de P1, le même scénario se
répète toujours. Dans ce cas P2 n’attend jamais.
• On observe la même conclusion lorsque CT1 6 b b1b2 cCT2 car le temps CT1 requis

par la machine P1 pour produire b1 éléments est plus court que le temps que
prendre P2 pour en consommer b b1b2 cb2. De temps en temps BO1 et le buffer
d’entrée BIa′(2),2 sont saturés.
• Dans le dernier cas on a :

CT1 = qCT2 + r

with q =

⌊
CT1
CT2

⌋
et CT1 ≡ r (mod CT2)

and
⌊
b1
b2

⌋
CT2 < CT1 6

b1
b2
CT2

Comme nous l’avions supposé dans le cas précédent (b1 6 b2), dans cette confi-
guration de la plateforme le pire cas apparaît quand la machine P2 est la plus
rapide possible et P1 la plus lente possible (P1 = P2) et quand P1 et P2 vont
respectivement produire b1 éléments en sortie et en consommer b2 en entrée au
même moment. On a alors b1 = qb2 + r.
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Par la suite, nous proposons de démontrer par récurrence que P2 peut toujours
démarrer q ou q + 1 cycles sans délais entre deux sorties consécutives de P1.
Cela signifie que la quantité de données en BO1 et BIa′(2),2 est au moins égale à
(q + 1)b2 ou qb2 avant que P1 n’entre dans un nouveau cycle de traitement.

Soit Cj le jème cycle de traitement de P1. Puisque CT1 = qCT2 + r, pendant
un cycle de Cj de P1 (CT1 ut), P2 est capable de consommer qb2 éléments et
commence un (q + 1)ème cycle avant la fin de Cj . L’avance cumulée de P2 lui
permet alors périodiquement d’exécuter (q+ 1) cycles au lieu de q. Soit i = b jrb2 c
le nombre de fois que P2 a exécuté un cycle supplémentaire depuis le début de
C1.
On définit une hypothèse de récurrence qui dit, après le jème cycle (Cj) de P1,
que le nombre d’éléments en BO1 et BIa′(2),2 est plus grand que (q + 1)b2 ou qb2
avec :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (j + 1)b1 − (jq + i)b2

pour tout 1 6 j < CT2.
Dans tous les cas, P2 a commencé un nouveau cycle exactement (jr − iCT2)ut
avant la fin de Cj .
Si cette hypothèse est vérifiée alors P2 n’attend pas pendant Cj+1.
Nous montrons maintenant que ces conditions permettent à P2 de répéter des
cycles sans attendre pour j = 1 (ii). Puis en supposant ces conditions vraies pour
j, nous montrons que P2 n’attend pas pour les q ou q + 1 prochains cycles que
cette machine doit exécuter avant la fin de Cj+1 (iii) :

i. Après l’étape d’initialisation, on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + b2

P2 peut commencer ses q premiers cycles pendant C1, car P1 et P2 com-
mencent en même temps.

ii. Après C1 et avant le début du prochain cycle C2 de P1, P1 a produit b1
éléments, P2 en a consommés qb2 et a déjà commencé son (q + 1)ème cycle
pendant r ut. On a maintenant :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + b2 + b1 − (q + 1)b2

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = 2b1 − qb2

Cette expression corrobore l’expression plus générale b̂o1+ b̂Ia′(2),2 pour j = 1.
De plus puisque b1 = qb2 + r, si r > b2

2 alors :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 > (q + 1)b2

En effet le dernier cycle de P2 a commencé depuis 2r ut. Donc pendant le
prochain cycle C2, P2 doit commencer (q + 1) cycles. La précédente expres-
sion montre que P2 est capable de commencer tous ses cycles sans attendre
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pendant C2. Dans ce cas P2 va commencer son dernier cycle (2r − CT2)ut
avant la fin de C2 et i = 1.
Si r < b2

2 , alors 2b1 − qb2 = qb2 + 2r. A cause de la valeur de r il n’y aura
que q nouveaux cycles commencés pendant C2, et le stockage des éléments
est assez grand pour permettre leur commencement sans délais. Dans ce cas
P2 va commencer son dernier cycle (2r)ut avant la fin de C2 et i = 0.

iii. Supposons que les j premiers cycles de P1 ont commencé sans délais de P2,
alors le nombre d’entrées stockées dans BO1 et BIa′(2),2 est :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (j + 1)b1 − (jq + i)b2

De plus le dernier cycle de P2 a commencé jr − iCT2 ut avant la fin de Cj ,
i = b jrb2 c étant le nombre de fois que P2 a comencé (q+ 1) cycles au lieu de q
(sauf pendant C1).
La condition pour qu’on puisse commencer (q+1) cycles de P2 pendant Cj+1

est
b̂o1 + b̂Ia′(2),2 > (q + 1)b2

Ce qui signifie que

(j + 1)r

b2
− 1 > i = bjr

b2
c

Puisque r < b2, la condition est vraie si et seulement si

b(j + 1)r

b2
c = bjr

b2
c+ 1

Pendant Cj+1, P2 peut donc effectuer un cycle supplémentaire sans attendre.
La valeur de r fait qu’à la fin de Cj+1, i est incrémenté à (i + 1). Le cycle
supplémentaire commence ((j + 1)r − (i+ 1)CT2)ut avant la fin de Cj+1.
Si la condition précédente n’est pas respectée, on a (j+1)r

b2
−1 < i ou r < i+1

j+1b2.
Puisque CT1 = qCT2 + r, on a aussi r < i+1

j+1CT2. Ceci implique de P2

n’effectue que q cycles entre Cj et Cj+1. Mais le premier cycle de P2 qui
finit pendant cette période a commencé avant le début de Cj+1. La période
considéré est CT1 + jr − iCT2 dans laquelle il n’y a que q cycles CT2 :

CT1 + jr − iCT2 = (j + 1)r + qCT2 − iCT2
Puisque r < i+1

j+1CT2 :

(j + 1)r + qCT2 − iCT2 < (i+ 1)CT2 + qCT2 − iCT2
(j + 1)r + qCT2 − iCT2 < (q + 1)CT2

Donc :

CT1 + jr − iCT2 < (q + 1)CT2

Ainsi il n’y a que q commencements de nouveaux cycles dans ce cas, et puisque
P1 sort b1 = qb2+r nouveaux éléments au début de Cj+1, P2 traite ses entrées
sans attendre et commence son dernier cycle ((j + 1)r− iCT2)ut avant la fin
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de Cj+1.
iv. Comme dans le premier cas étudié (b1 6 b2), on peut observer qu’il y a

un cycle périodique de CT1 × CT2 entre les deux machines. Cela permet de
déduire que l’hypothèse de récurrence est vraie pour tout j.

Ceci conclut le cas pour P1 6 P2 et b2 6 b1.

2. P2 6 P1 donc CT2
b2

6 CT1
b1

L’idée ici est de montrer que le buffer de sortie BO1 de la
première machine P1 n’est jamais saturé. On considère le système dans la pire configuration
par rapport à cette contrainte : le buffer de sortie de P1 (BO1) et le buffer d’entrée de P2

(BIa′(i),i) sont pleins quand P1 et P2 commencent leur cycle de traitement respectif.

(a) b1 6 b2

On a b2
b1

> CT2
CT1

. On distingue trois cas :

• Si la partie fractionnaire de CT2
CT1

est nulle ({CT2CT1
} = 0) alors CT2 = qCT1 (q ∈ N).

Cela signifie que P2 consomme exactement b2 éléments quand P1 en sort qb1 = b2.
A cause de leur période respective, chaque fois que P2 consomme b1 éléments, P1

en sort moins de b1. Dans le cas où P1 est le plus rapide possible, il remplit au
mieux qb1 = b2 éléments. Puisque BO1 et BIa′(2),2 ont une capacité de stockage
cumulée de b1 + b2, ces buffers ne sont jamais saturés dans ce cas.
• On observe la même conclusion quand CT2 6 b b2b1 cCT1 car à chaque temps de

cycle CT2 la machine P2 est capable de consommer plus de b b2b1 cb2 éléments,
tandis que P1 n’en produit que b b2b1 cb1 ou (b b2b1 c+ 1)b1. De temps en temps BO1

et le buffer d’entrée BIa′(2),2 peuvent être vides.
• Dans le dernier cas on a :

CT2 = qCT1 + r

avec q =

⌊
CT2
CT1

⌋
et CT2 ≡ r (mod CT1)

et
⌊
b2
b1

⌋
CT1 < CT2 6

b2
b1
CT1

Comme définit précédement, le pire des cas apparaît quand P1 = P2, BO1 et
BIa′(i),i sont pleins au départ et quand P1 sort b1 éléments en une fois. La dif-
férence est que P2 consomme un élément par période P2 et va libérer le buffer
d’entrée le plus lentement possible. On a toujours b2 = qb1 + r.

Dans la partie suivante nous utilisons les mêmes notations introduites dans la
partie (1.a) (j, i) ainsi que la définition du cycle Cj comme le jème cycle de
traitement de P2.
A cause des contraintes introduites précédemment pour gérer ce cas, nous pou-
vons également réutiliser la même formule de récurrence sur le nombre total
d’éléments dans BO1 et BIa′(2),2 :

∀j < CT1 b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (jq + 1 + i)b1 − (j − 1)b2
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Par la suite nous cherchons à prouver par récurrence que b̂o1 + b̂Ia′(2),2 ne dépasse
jamais b1 + b2 :

i. Après l’étape d’initialisation, on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + b2

P2 peut commencer son premier cycle (C1) parce qu’il y a b2 éléments dis-
ponibles pour P2. P1 a assez de place pour en produire qb1 grâce à la place
libérée par P2 petit à petit (qb1 < b2). P1 a commencé son dernier cycle il y
a r ut.
BO1 et BIa′(2),2 ne sont donc pas saturés pendant C1.

ii. En utilisant l’expression précédente b̂o1 + b̂Ia′(2),2, après C1 et avant le début
de C2 le nombre total d’éléments dans BO1 et BIa′(2),2 est :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (q + 1)b1

Pendant le prochain cycle de P2 (C2), P2 consomme b2 entrées et P1 en
produit au moins qb1. Mais P1 a commencé des cycles qui peuvent potentiel-
lement finir plus tôt pendant C2, et donc avant le début de C3. La période de
temps impliquée est (r + CT2)ut, avec CT2 = qCT2 + r. Donc si CT1 6 2r,
P1 va finir (q+1) cycles avant la fin de C2, ou q sinon. Puisque P2 consomme
b2 éléments pendant la même période, on doit vérifier la contrainte suivante
dans le pire des cas (i = 1) :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (2q + 2)b1 − b2 6 b1 + b2

Cette contrainte est vérifiée si et seulement si b1 6 2r (b2 = qb1 + r). Il
s’agit également de la condition qui permet à P1 de sortir (q+ 1)b1 éléments
pendant C2. Si CT1 > 2r (i = 0) nous devons vérifier la contrainte suivante
avec i = 0 et qb1 sorties au lieu de (q + 1)b1 :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (2q + 1)b1 − b2 6 b1 + b2

Cette contrainte est qb1 6 b2, ce qui est toujours vrai par définition de b1 et
b2.
A la fin de C2 et avant C3, P1 est donc en train de travailler sur son cycle en
cours depuis (2r−iCT1)ut, et BO1 et BIa′(2),2 ne sont jamais saturés pendant
C2.

iii. Supposons maintenant que pendant les j premiers cycles de P2, après Cj ,
BO1 and BIa′(2),2 ne sont jamais saturés. Nous devons prouver qu’aucune
saturation ne survient pendant le prochain cycle Cj+1.
A la fin de Cj , le nombre d’éléments stockés en BO1 et BIa′(2),2 est obtenu
par la formule :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (jq + 1 + i)b1 − (j − 1)b2

Pendant le prochain cycle Cj+1, P2 consomme b2 entrées pendant que P1 en
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produit (q + i)b1. Puisque P2 consomme en moyenne aussi vite que P1 ne
produit, chaque fois que P1 sort b1 éléments, P2 a libéré b1 espaces dans son
buffer d’entrée. Puisque b2 = qb1 + r, les q premiers cycles de traitement de
P1 n’augmentent pas le nombre d’éléments dans les buffers. Mais P1 a com-
mencé sa première production avant le début de Cj+1. Si la période de temps
supplémentaire pendant laquelle P1 produit des sorties est assez grande, cette
quantité supplémentaire d’éléments peut potentiellement être sortie avant la
fin de Cj+1. Cette période est de (jr− iCT1 +CT2)ut. On doit donc vérifier
qu’un cycle supplémentaire de P1 ne sature pas les buffers.
Si cette période est plus grande que (q+1)CT1 alors un cycle supplémentaire
se termine avant la fin de Cj+1. Ce cycle apparaît quand :

r >
i+ 1

j + 1
b1 or (i+ 1) 6

j + 1

b1

Cette contrainte est vraie lorsque :

(i+ 1) = bj + 1

b1
c

Cela signifie également que i est incrémenté de 1 à la fin de Cj+1, représentant
ce cycle supplémentaire.
Nous devons maintenant vérifier qu’un cycle supplémentaire ne sature pas les
buffers. La contrainte suivante doit donc être vraie :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = ((j + 1)q + 1 + i+ 1)b1 − (j − 1)b2 6 b1 + b2

On obtient (i+ 1) 6 (j+1)r
b1

, ce qui est vrai car on a (i+ 1) cycles supplémen-
taires pendant les (j + 1)ème cycles de P2. Cette contrainte reste vraie sans
un cycle supplémentaire de P1 pendant Cj+1.

iv. Comme dans les deux autres cas étudiés, on peut observer qu’il y a un cycle
périodique CT1 × CT2 sur les deux machines. Cela nous permet de conclure
que l’hypothèse de récurrence est vraie pour tout j.

Ceci conclut le cas pour P2 6 P1 et b1 6 b2.

(b) b2 6 b1

On a b1
b2

6 CT1
CT2

. On distingue trois cas :

• De la même manière que pour les cas précédents, si la partie fractionnaire de CT1
CT2

est nulle ({CT1CT2
} = 0) alors CT1 = qCT2 (q ∈ N). Cela signifie que P2 consomme

exactement assez d’éléments (qb2) pour permettre à P1 de produire qb1 éléments
pendant une durée de CT1 ut chacun. Après un cycle de P1, le même scénario
se répète toujours. Dans ce cas, P1 a toujours assez d’espace pour produire ses
sorties. Il n’y a pas de saturation.
• On observe la même conclusion quand CT1 > d b1b2 eCT2 car le temps CT1 que

requiert la machine P1 pour produire b1 sorties est plus long que le temps que
met P2 à consommer d b1b2 eb2 entrées. De temps en temps le buffer de sortie BO1

et le buffer d’entrée BIa′(2),2 peuvent être vides.
• Dans le dernier cas on a :
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CT1 = qCT2 + r

with q =

⌊
CT1
CT2

⌋
and CT1 = r (mod CT2)

and
b1
b2
CT2 6 CT1 <

⌈
b1
b2

⌉
CT2

Comme les suppositions précédentes, le pire des cas apparaît quand la machine
P1 est la plus rapide possible tandis que P2 est la plus lente possible (P1 = P2),
quand BO1 et BIa′(i),i sont plein au départ, quand P1 sort b1 éléments d’un coup
et quand P2 consomme un élément à chaque période P2 de sorte de libérer le
buffer d’entrée le plus lentement possible. On a donc aussi b1 = qb2 + r.

Par la suite nous réutilisons les mêmes notations définies en (1.b) (j, i), ainsi que
la définition du cycle Cj comme étant le jème cycle de traitement de la machine
P1.
Grace aux contraintes précédemment introduites pour gérer ce cas, nous pouvons
également réutiliser la formule par récurrence déjà prouvée sur le nombre total
d’éléments dans BO1 et BIa′(2),2 :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (j + 1)b1 − (jq + i)b2

pour tout 1 6 j < CT2.
Dans tous les cas, après Cj , P2 a commencé son nouveau cycle pendant (jr −
iCT2)ut, et ce pour la même raison expliquée dans le cas (1.b).
Dans la suite nous montrons par récurrence que b̂o1 + b̂Ia′(2),2 de dépasse jamais
b1 + b2 :

i. Après l’étape d’initialisation, on a :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + b2

P2 peut commencer ses q+1 premiers cycles de traitement pendant C1 car P1

et P2 commencent en même temps et parce que BO1 et BIa′(2),2 contiennent
b1 + b2 > (q + 1)b2 éléments. Donc avant la fin de C1 les buffers contiennent
seulement r éléments, et P1 a commencé son dernier cycle depuis r ut. Pen-
dant C1 les buffers ne sont pas saturés.

ii. Après C1 et avant le commencement de C2 sur P1, P1 produit b1 éléments et
P2 en consomme (q + 1)b2. On a alors :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + r = 2b1 − qb2

Puisque les prochains éléments n’arrivent que d’un coup à la fin du nouveau
cycle C2, et puisque P2 consomme au moins qb2 éléments, les buffers ne font
que diminuer en remplissage pendant C2. La condition pour que les buffers
ne soient pas saturés pendant C2 est donc :
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b̂o1 + b̂Ia′(2),2 6 b1 + b2

Avec b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = b1 + r, condition vérifiée car r < b2.
Pendant C2, P2 a consommé au moins qb2 éléments, ou (q+1)b2 quand b2 6 2r

(i = 1) comme expliqué plusieurs fois avant. Pour mémoire, i = b jrb2 c. P2 a
donc commencé un nouveau cycle de traitement exactement (2r − iCT2)ut
avant la fin de C2, et la quantité d’éléments dans les buffers y est alors 2r−ib2.
Pendant C2, BO1 et BIa′(2),2 ne sont alors pas saturées et P1 n’attend pas.

iii. Supposons maintenant que pendant les j premiers cycles de P1, il n’y a pas de
délais sur la machine P1, et que la quantité d’éléments dans BO1 et BIa′(2),2
est :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (j + 1)b1 − (jq + i)b2

Comme expliqué plus tôt, b̂o1 + b̂Ia′(2),2 diminue pendant un cycle de P1. En

conséquence b̂o1 + b̂Ia′(2),2 6 b1 + b2 est une condition suffisante pour éviter la
saturation des buffers et donc éviter que P1 n’ait à attendre. Après le cycle
Cj on a un total d’éléments dans BO1 et BIa′(2),2 de :

b̂o1 + b̂Ia′(2),2 = (j + 1)b1 − (jq + i)b2

sachant que b1 = qb2 + r, on a :

jr 6 (i+ 1)b2

et donc
jr

b2
− 1 6 i =

⌊
jr

b2

⌋
ce qui est toujours vrai par définition de la fonction partie entière. Cela signifie
que P1 ne va jamais attendre et que la période des deux machines P1 et P2

est P1.
iv. Comme pour les autres cas étudiés, on peut observer un cycle périodique

CT1×CT2 sur les deux machines, ce qui permet de conclure que l’hypothèse
de récurrence est vraie pour tout j.

Ceci conclut le cas pour P2 6 P1 et b2 6 b1.

Nous considérons maintenant j machines sur lesquelles les étapes d’un pipeline sont assignées
pour un mapping par intervalles. Nous supposons que le théorème soit vrai pour j machines,
c’est à dire que la période est dictée par la plus lente de ces machines. Nous avons prouvé que le
théorème était vrai pour j = 2 (il l’est forcément pour j = 1). Nous devons maintenant prouver
que le théorème est toujours vrai lorsque nous ajoutons une j + 1ème machine qui traite de
nouvelles tâches.

Puisque la période des j premières machines est dictée par la machine la plus lente, nous
pouvons grouper ces machines et les considérer comme une seule grosse machine donc la période
(c’est à dire le temps moyen entre deux productions) est la période de la plus lente des machines
entre 1 et j. Cette période est obtenue par l’algorithme d’ordonnancement intra-machine. De



5.2 Buffers entièrement hétérogènes 67

plus, la taille du buffer de sortie BOj de cette machine est boj , c’est à dire la taille du dernier
buffer de cet ensemble de machines.

En utilisant cette observation, tous les cas précédemment étudiés peuvent être à nouveau
appliqués, pour lesquels P1 représente l’ensemble des j premières machines et P2 est la (j+1)ème.
Ceci conclut la preuve.

5.2 Buffers entièrement hétérogènes

Dans cette section nous étudions le cas où tous les buffers sont entièrement hétérogènes. Le
problème principalement étudié est le problème d’ordonnancement au sein d’une seule machine.
Nous étudions en fin de section le problème d’ordonnancement du pipeline et celui d’assignation
des tâches aux machines.

5.2.1 Ordonnancement sur une machine

L’algorithme d’ordonnancement GREEDY-B n’est pas adapté pour le cas traité ici car il
recherche exactement un buffer d’entrée plein et un buffer de sortie vide pour traiter exactement
b entrées. Si les buffers sont hétérogènes ce cas n’arrivera pratiquement jamais, le traitement
doit donc être adapté.

Nous distinguons deux cas de figure pour résoudre le problème. Dans un premier cas, dé-
noté « buffers multiples » ou « chaînes multiples », les buffers ne sont pas homogènes mais
chaque couple de buffers adjacents sont multiples deux à deux. Plus formellement, ∀1 6 i 6 n,
min(bi, bi+1)|max(bi, bi+1). Dans le second cas les buffers sont hétérogènes sans aucune propriété
de la sorte.

Nous étudions dans un premier temps le cas des buffers multiples. Dans ce cas si un buffer
Bi a une capacité k fois supérieure à celle de Bi+1, il est possible de revenir exactement k fois
traiter Si par lots de bi+1 entrées, pour vider le buffer Bi. De la même façon si le buffer Bi a une
capacité k fois inférieure à celle de Bi+1, il est possible de remplir k fois Bi à l’étape Si−1 pour
remplir Bi+1 petit à petit. Nous nous intéressons ensuite au cas des buffers non-multiples, pour
lesquels ces opérations ne permettent pas d’effectuer un remplissage ou un vidage complet.

a Buffers multiples

Dans le cas où les buffers sont multiples deux à deux, l’algorithme GREEDY-B est adap-
table pour tenir compte des tailles variables. Il s’agit de l’algorithme GREEDY-BI-MULT (al-
gorithme 4).

De manière informelle, si par exemple les deux premières étapes ont des buffers d’entrée de
capacité b et que le reste a des buffers de capacité k × b, il est plus intéressant d’effectuer k
fois une exécution locale de GREEDY-B sur les deux premiers buffers, afin de remplir B3, puis
d’exécuter GREEDY-B sur le reste de l’intervalle. Les buffers ayant une capacité plus élevée que
b sur la plupart du pipeline, la période est inférieure à celle obtenue en utilisant GREEDY-B et
une capacité uniforme b (i.e., tronquer virtuellement les plus grands buffers).

L’algorithme GREEDY-BI-MULT présenté est donc une extension de GREEDY-B : à chaque
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Algorithme 4 : Algorithme GREEDY-BI-MULT
Entrées :

n : nombre de tâches
Données :

Scourante : tâche en cours d’exécution ou à exécuter après reconfiguration
Ssuivante : prochaine tâche à exécuter après que Scourante se soit exécutée
(Svalides) : liste des tâches éligibles à une future exécution (triée dans l’ordre croissant
des indices des tâches)

Scourante ← S1
tant que vrai faire

(Svalides)← ∅
répéter

Attendre des entrées dans les buffers
(Svalides)← {Si|1 6 i 6 n & Condition 1 ou 2}

jusqu’à (Svalides) 6= ∅
Ssuivante ← dernière tâche dans (Svalides)
Reconfiguration de Scourante à Ssuivante
Scourante ← Ssuivante
Effectuer min(bc, bc+1) traitements (Les conditions 1 et 2 garantissent cette possibilité)

Condition 1 : b̂i > bi+1 & b̂i+1 = 0 (il est possible de remplir complètement un buffer de
sortie vide)
Condition 2 : b̂i = bi & (bi+1 − b̂i+1) > bi (il est possible de vider complètement un
buffer d’entrée plein)

étape au lieu de rechercher b̂i = b & b̂i+1 = 0, nous recherchons la tâche ayant le plus de capacité
de travail, c’est à dire le minimum entre le nombre de pièces en entrée et l’espace disponible
en sortie. La principale différence avec GREEDY-B est que l’exécution des tâches n’est pas
linéaire ; la logique de l’algorithme est donc tournée de sorte de chercher les tâches qu’il est
possible d’exécuter dès que des changements dans les buffers apparaissent. Nous démontrons par
la suite que cet algorithme est optimal sur une machine et dans le cas des buffers multiples.



5.2 Buffers entièrement hétérogènes 69

Théorème 3. L’algorithme GREEDY-BI-MULT permet de calculer un ordonnancement optimal
avec des buffers multiples sur une machine en temps polynomial.

Démonstration. Nous proposons d’abord de modifier la Proposition 1. Le nombre maximal d’en-
trées traitées par reconfiguration en Si est cette fois borné par le plus petit des deux buffers
qui concerne l’étape. Ainsi on a nbcompi 6 min(bi, bi+1) (pour 1 6 i 6 n), et donc, d’après
ceci et la Proposition 2, la borne inférieure de la période, comme montré dans le Lemme 1, est
Pmin =

∑n
i=1

(
wi
v + sti

min(bi,bi+1)

)
.

Dans l’algorithme GREEDY-BI-MULT, nous reconfigurons vers une nouvelle étape si et
seulement si l’une des deux conditions (condition 1 ou 2) est respectée (voir algorithme 5) :

• La condition 1 est respectée si et seulement si bi ≥ bi+1 et que nous pouvons traiter assez
d’entrées pour remplir complètement le buffer vide bi+1. Dans ce cas on a bi ≥ bi+1 et
nbcompi = bi+1.

• La condition 2 est respectée si et seulement si bi 6 bi+1 et que nous pouvons traiter
assez d’entrées pour vider totalement le buffer plein bi. Dans ce cas on a bi 6 bi+1 et
nbcompi = bi.

On a toujours ReconfigurationSi ⇐⇒ Condition 1 ou Condition 2, ce qui correspond à
ReconfigurationSi ⇐⇒ (bi > bi+1 et nbcompi = bi+1) ou (bi 6 bi+1 et nbcompi = bi). On en
déduit que ReconfigurationSi ⇐⇒ nbcompi = min(bi, bi+1).

Cela signifie qu’en utilisant GREEDY-BI-MULT, le nombre de traitements par reconfigura-
tion pour une étape est constant et toujours égal à min(bi, bi+1). Puisque la valeur est constante,
il s’agit également de la valeur du nombre moyen de traitements par reconfiguration (toutes les
étapes comprises) : ∀i, nbcompi = min(bi, bi+1).

D’après la Proposition 2, pour tout algorithme d’ordonnancement la période est exprimée par
P =

∑n
i=1

(
wi
v

)
+
∑n

i=1

(
sti

nbcompi

)
, et donc la période obtenue par GREEDI-BI est

∑n
i=1

(
wi
v

)
+∑n

i=1

(
sti

min(bi,bi+1)

)
, qui correspond exactement à l’expression de Pmin. L’algorithme est donc

optimal.

De plus, le choix de la prochaine tâche à exécuter correspond à un choix glouton motivé par
l’une des deux conditions présentées plus haut et dont l’examen prend un temps constant. Le
temps du choix est en O(n). Les autres opérations de l’algorithme correspondent aux traitements
des tâches elles-mêmes (temps constant). Dans le cas le plus défavorable, il est nécessaire de faire
une reconfiguration par entrée traitée au niveau de chaque tâche, ce qui conduit le nombre de
reconfigurations, donc de choix, égal au nombre d’entrées traitées multiplié par le nombre de
tâche n de la machine.

L’algorithme GREEDY-BI-MULT est par conséquent polynomial et optimal, ce qui conclut
la preuve.

b Buffers non-multiples

Si les buffers ne sont pas multiples deux à deux, il n’est pas possible de garantir qu’à chaque
étape un buffer peut être totalement vidé ou qu’un autre peut être totalement rempli ; dans ce
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Algorithme 5 : Algorithme GREEDY-BI
Entrées :

n : nombre de tâches
Données :

Scourante : tâche en cours d’exécution ou à exécuter après reconfiguration
Ssuivante : prochaine tâche à exécuter après que Scourante se soit exécutée
(Svalides) : liste des tâches éligibles à une future exécution (triée dans l’ordre croissant
des indices des tâches)
Ci : nombre d’entrées que l’on peut traiter en Si (voir Capacité(Si))

Scourante ← S1
tant que vrai faire

(Svalides)← {Si|1 6 i 6 n & Condition 1 ou 2}
si Ssuivante 6= null alors

pour tous les Si ∈ {S1, . . . , Sn} faire
Ci = Capacité(Si)

(Svalides)← Si tel que Ci ait la plus grande valeur

Ssuivante ← dernière tâche dans (Svalides)
Reconfiguration de Scourante à Ssuivante
Scourante ← Ssuivante
Ci = Capacité(Si)

/* On en traite autant qu’on peut (voir Capacité(Si)) */
Effectuer Ci traitements

Condition 1 : b̂i > bi+1 & b̂i+1 = 0
Condition 2 : b̂i = bi & (bi+1 − b̂i+1) > bi

/* Capacité(Si) calcule pour chaque Si la quantité maximale d’entrées
pouvant être traitées à cette étape si on se configure maintenant */

Capacité(Si) = min(̂bi, bi+1 − b̂i+1)

cas il y aura toujours des entrées non traitées en entrée ou un peu d’espace jamais utilisé en
sortie de certaines tâches.

Nous n’avons pas été capable d’établir une expression de la période optimale, ou d’établir un
ordonnancement optimal. De plus l’algorithme GREEDY-BI-MULT décrit avant ne peut aboutir
car aucune des deux conditions permettant de choisir une étape ne peut être garantie. En effet si
un buffer Bi a un taux de remplissage qui ne lui permet ni d’accueillir bi−1 entrées ni de traiter
bi+1 entrées (à cause du remplissage de Bi+1), GREEDY-BI-MULT est bloqué.

Dans un premier temps nous avons généralisé l’algorithme GREEDY-BI-MULT pour te-
nir compte de cette incertitude. Dans l’algorithme GREEDY-BI (algorithme 5), si aucune des
conditions 1 et 2 – cas idéaux – ne peuvent être respectées, on calcule pour chaque étape la
quantité maximum de tâches qu’il est possible d’effectuer à cet instant. Cette quantité, qui vaut
min(̂bi, bi+1− b̂i+1), permet de déterminer pour quelle étape l’impact des reconfigurations est le
plus faible. Cet impact n’est minimisé que si la condition 1 ou 2 est respectée. En outre, la com-
plexité de cet algorithme est toujours polynomiale. En effet, on ajoute simplement à l’examen
des conditions 1 et 2, si nécessaire, la recherche de la plus grande quantité de travail possible au
niveau des n tâches. Pour chaque reconfiguration envisagée, on prend toujours un temps linéaire
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en le nombre de tâches.

Lors de l’application et des tests effectués sur cet algorithme, nous avons constaté que son
comportement était similaire à celui de GREEDY-BI-MULT. En effet si, par exemple, à l’étape
Si nous avons bi = 3 et bi+1 = 7, l’algorithme ayant tendance à passer deux fois par l’étape
Si pour remplir Bi+1 à b̂i+1 = 6 avant de le vider dans les étapes suivantes. Le dernier espace
du buffer était ignoré. De même parfois le dernier élément présent dans un buffer était ignoré
jusqu’à ce que le buffer soit rempli à nouveau.

Partant de ce constat nous avons développé des heuristiques pour virtuellement tronquer
certains buffers afin de guider GREEDY-BI dans le choix des buffers qu’il faut remplir. L’idée
est de construire un pipeline compatible avec GREEDY-BI-MULT (buffers multiples deux à
deux) et dont on connaît le caractère optimal. Le choix des capacités supplémentaires à ignorer
est donc fait en amont par rapport à l’algorithme, et ce choix combinatoire est au cœur des
heuristiques développées. Celles-ci sont nécessairement sous optimales.

Description des heuristiques Plusieurs heuristiques ont été développées et comparées pour
tronquer les buffers. Elles sont fondées sur un principe commun : partant d’un buffer de référence
Bi, on tronque ses buffers voisins à la première valeur de capacité telle qu’elle soit multiple
(supérieure ou inférieure) de bi. La troncature est ensuite propagée au reste du pipeline : pour
chaque buffer tronqué Bj , on tronque son prochain voisin tel que sa capacité soit multiple avec
bj . On garantit donc que chaque buffer est multiple avec chacun de ses voisins, car il est forcé
multiple avec un voisin et son autre voisin est forcé multiple avec lui.

Le choix du buffer de référence est primordial. Si sa capacité est un nombre premier par
exemple, il est possible que la capacité de ses voisins doive être grandement réduite pour les
rendre multiples. Les différentes heuristiques sont les suivantes (on note bmax la capacité du
buffer qui a la plus grande capacité) :

H0-TRUNC L’heuristique de base sans intelligence : on sélectionne le buffer de plus faible
capacité, et tous les buffers sont forcés à celle-ci (∀i, bi = b). La complexité de cette
heuristique est O(n).

H1a-TRUNC et H1b-TRUNC Le buffer de référence est le premier de la chaîne (H1a-
TRUNC) ou le dernier (H1b-TRUNC). La complexité de cette heuristique est O(m× n),
où m = bmax.

H2a-TRUNC et H2b-TRUNC Le buffer de référence est le plus grand de la chaîne (H2a-
TRUNC) ou le plus petit (H2b-TRUNC). La complexité de cette heuristique est O(m×n),
où m = bmax.

H3-TRUNC Le buffer de référence est le premier comme pour H1a, mais avec une particularité
dans la recherche : à chaque exploration d’un nouveau buffer Bi, on évalue localement si
le meilleur résultat consiste à élaguer Bi (comme dans H1a-TRUNC), ou à partir de Bi
comme buffer de référence et élaguer les tailles originelles de Bi−1 à B1 de la même façon
que H1b-TRUNC. La comparaison s’effectue en évaluant la période obtenue sur le sous-
pipeline 1..i. Une fois le choix effectué nous continuons avec le buffer suivant. La complexité
de cette heuristique est O(m× n2).



72 Chapitre 5. Applications hétérogènes

H4-TRUNC Le buffer de référence est recherché. Pour chaque buffer existant dans le pipe-
line, celui-ci est sélectionné comme référence, et la propagation est effectuée totalement.
La période du pipeline obtenue est évaluée et comparée à celle des pipelines obtenus en
prenant les autres buffers comme référence. Le meilleur résultat obtenu est sélectionné. La
complexité de cette heuristique est O(m× n2).

Expériences Nous comparons ici les six variantes de nos heuristiques mises en place. Nous les
confrontons également à la solution consistant à ne pas élaguer les buffers et à utiliser GREEDY-
BI directement.

Deux expériences ont été conduites pour comparer ces heuristiques. Dans tous les cas, nous
avons fixé les temps d’exécution et de reconfiguration à ∀1 6 i 6 n,wi = sti = 1. La vitesse des
machines est également fixée à vu = 1, et enfin la graine du générateur aléatoire est fixée afin
de pouvoir comparer les résultats entre eux et permettre la reproductibilité des expériences. Les
tests consistent en la génération aléatoire de pipelines d’une taille n donnée avec des tailles de
buffers allant d’une valeur bmin à bmax. Chaque jeu de tests généré est soumis de façon égale à
chaque traitement heuristique : pour cent jeux de tests traités, ce sont les cents mêmes jeux de
tests qui sont comparés d’une heuristique à l’autre. Nous fixons un minimum bmin = 2.

Dans la première expérience, en figure 5.1, la taille maximum des buffers est fixée à bmax = 40.
Pour différentes valeurs de n telles que 2 6 n 6 20, nous avons généré 200 pipelines et établit
une période moyenne pour chaque heuristique. On observe que les performances de toutes les
exécutions décroissent à mesure que la taille du pipeline augmente.

Dans la seconde expérience, en figure 5.2, la taille du pipeline est fixée à n = 10. Similairement
à la première expérience, pour différentes valeurs de bmax telles que 5 6 bmax 6 200, nous avons
généré 100 pipelines et établi une période moyenne pour chaque heuristique. On peut observer
ici que les performances globales croissent à mesure que la taille des buffers augmente.

Les deux expériences sont cohérentes quant aux performances des heuristiques. L’exécution
de GREEDY-BI sans heuristique offre une période décente sur les pipelines de très faible taille,
mais devient ensuite rapidement très mauvaise. La différence se marque d’autant plus que les
tailles de buffers augmentent. Même l’heuristique H0 basique, consistant à ramener tous les
buffers à la taille du plus petit, obtient une bien plus faible période. Parmi les heuristiques,
H0 est de loin la moins bonne. Les meilleurs résultats sont obtenus par H2b, H3 et H4, tandis
que H1a, H1b et H2a obtiennent des résultats moyens. H4 est l’heuristique la plus complexe
mais la plus efficace, puisqu’elle évalue un maximum de cas de figures, en parcourant plus de
choix que les heuristiques H1a à H2b et en sélectionnant toujours le meilleur. Cependant, il est
intéressant de noter que, même si la complexité de toutes les heuristiques est relativement faible,
l’heuristique H2b obtient des résultats très proches de H3 et H4 avec une complexité inférieure.

5.2.2 Assignation des tâches

Comme pour les buffers homogènes d’une machine à l’autre, assigner des tâches sur les
machines avec des buffers homogènes s’effectue avec le même algorithme de programmation
dynamique (voir algorithme 2). Là aussi un simple changement est opéré afin de tenir compte
de ces buffers dans l’expression de la période. Il s’agit de l’algorithme 6.
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Algorithme 6 : Algorithme d’assignation par intervalles par programmation dynamique
(pour Bi)
c(j, k) est la période optimale obtenue par toute assignation par intervalles, en assignant
S1 à Sj et en utilisant k machines :

c(j, k) = min
16`6j−1

(
max

(
c(`, k − 1), per(`+ 1, j)

))
,


c(j, k) = +∞ if k > j

per(j, j) = max
(
δj
β ,

wj

v ,
δj+1

β

)
per(`, j) = max

(
δ`
β ,
∑j

h=`

(
wh
v + st

min(bh,bh+1)

)
,
δj+1

β

)

Comme nous l’avons vu dans le lemme 1, la borne inférieure de la période, que nous pouvons
obtenir (3), est Pmin =

∑n
i=1

(
wi
v + sti

min(bi,bi+1)

)
. Nous adaptons donc l’expression de la période

dans notre algorithme par celle-ci.

5.2.3 Ordonnancement du pipeline

Par simulation de nos algorithmes, dans ce cas de figure, nous avons pu observer qu’il existait
de rares cas dans lesquels, malgré des solutions d’ordonnancement et d’assignation optimales et
avec une chaîne de buffers multiples, la machine la plus lente pouvait parfois être ralentie. En
effet il arrive que, si les buffers forment des sous-groupes au sein d’une machine, avec de grandes
differences entre la taille dans chaque groupe, la machine la plus lente puisse avoir un bref
moment d’inactivité. Il est par exemple possible de créer une situation de famine au niveau de
la machine la plus lente lorsque par exemple les premières tâches qui lui sont affectées ont des
buffers de très petites tailles avec des temps de traitement très rapides alors que les dernières
tâches ont de très grands buffers avec des temps de calcul longs. Dans ce cas les premières tâches
sont très souvent sollicitées afin de remplir les buffers de grandes tailles, à un rythme que la
machine précédente n’arrivent pas à suivre.

Ceci implique que la période du système est plus élevée que celle estimée par l’algorithme
d’allocation (période de la machine la plus lente). En revanche, cela n’implique pas nécessai-
rement que la solution ne soit pas optimale – il se peut que la meilleure solution dans ces cas
inclut le ralentissement de la machine la plus lente. Mais nous n’avons plus la garantie que nous
avions dans le cas précédent (Théorème 2). Dans aucune des simulations effectuées, un tel cas
est apparu. Seule une recherche manuelle avec des valeurs totalement irréalistes a permis de le
mettre en évidence.

5.3 Temps de reconfiguration indépendants d’une séquence (sti)

Dans cette section et la suivante nous étudions l’influence de l’hétérogénéité des temps de
reconfiguration. De manière générale les temps de reconfiguration indépendants de la séquence
n’ajoutent pas de réels problèmes si les buffers sont imposés. En effet dans le cas des buffers
de capacité imposée, seul cas étudié jusqu’à présent, nous montrons que chaque reconfiguration
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est effectuée le moins souvent possible. L’influence de ces reconfigurations est plus grande dans
le chapitre consacré à la distribution de l’espace disponible en buffers, avec toute latitude pour
déterminer la taille de chacun.

5.3.1 Ordonnancement sur une machine

Sur une machine l’ordonnancement avec sti est similaire à l’ordonnancement avec des temps
homogènes. Nous montrons d’abord que le problème est strictement identique avec des buffers
homogènes ou multiples, et que notre solution est toujours optimale. Puis nous étudions le cas
des buffers de capacités quelconques, pour lesquels nous adaptons nos heuristiques pour tenir
compte des temps de reconfiguration différents.

a Buffers homogènes ou multiples

Le cas des buffers homogènes (B ou Bu) ou des chaînes de buffers multiples (Bi) est simple.
En effet aucun choix n’est faisable quant à la capacité de ces buffers, et notre solution consiste
à réduire l’impact des reconfigurations autant que possible. Informellement, peut importe le
temps de chaque reconfiguration, nous devons les faire et nous garantissons de les faire le moins
possible.

Théorème 4. L’algorithme GREEDY-BI-MULT permet de calculer un ordonnancement opti-
mal avec des buffers de capacités homogènes ou multiples sur une machine avec des temps de
reconfiguration indépendants d’une séquence en temps polynomial.

Démonstration. Nous avons déjà prouvé les deux cas de buffers avec des temps de reconfigu-
ration homogènes (st). D’après les théorèmes 1 et 3, nous avons établi qu’avec GREEDY-B et
GREEDY-BI-MULT nous minimisons la période en maximisant l’utilisation des buffers à chaque
fois, c’est à dire en réduisant l’impact des reconfigurations de chaque étape à leur maximum.
Il n’est donc pas possible de réduire plus les temps de reconfiguration, et ce même s’ils ne sont
pas les mêmes d’une étape à une autre. Les algorithmes sont donc optimaux. Par ailleurs, nous
avons prouvé précédemment que l’algorithme GREEDY-BI-MULT a une complexité polynomiale
indépendamment de la valeur des temps de reconfiguration.

b Buffers de capacités quelconques

Le cas des chaînes non multiples est plus particulier. Puisque nous n’avons pas pu exhiber de
solution optimale avec des reconfigurations homogènes, nous ne pouvons pas non plus en obtenir
avec des temps plus hétérogènes.

Concernant l’algorithme GREEDI-BI généralisé, il est possible de l’adapter en changeant la
fonction Capacité(Si) pour tenir compte des temps de reconfiguration. Plutôt que de calculer
la quantité maximum de tâches traitables à chaque étape, on peut calculer quelle est l’économie
maximale faite si on se reconfigure en Si, c’est à dire sti

min(̂bi,bi+1−b̂i+1)
. Cependant comme nous

avons pu le voir dans la section précédente cet algorithme est très peu efficace en comparaison
des heuristiques développées.
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Figure 5.3 – Comparaison des heuristiques (en fonction de n)

Heuristiques Nous avons adapté l’implémentation de nos heuristiques pour tenir compte des
variations dans les temps de reconfiguration. Plus précisément c’est l’évaluation de la période
qui prend en compte les différents temps de reconfiguration. Lorsqu’une heuristique cherche à
faire un choix en évaluant la période d’un pipeline ou d’un sous-pipeline, celle-ci est calculée
avec ce nouveau paramètre. En conséquence seules les heuristiques H3-TRUNC et H4-TRUNC
sont modifiées.

Des expériences ont été menées dans les mêmes conditions que pour les heuristiques d’origine.
La seule différence est que les temps de reconfiguration sont générés aléatoirement dans un
intervalle [1, 10]. Les résultats sont présentés dans les figures 5.3 et 5.4.

Les résultats sont similaires à ceux observés avec des temps des reconfiguration homogènes
(voir section b). Les heuristiques H2b, H3 et H4 sont les meilleures, et les heuristiques H1a, H1b
et H2a sont moins bonnes. La période de l’heuristique H0 est aussi bonne que les autres sur de
très petits pipelines. En revanche elle se déteriore très vite au delà, plus vite que dans le cas des
temps de reconfiguration homogènes.

Influence des buffers sur les temps de reconfiguration Les heuristiques présentées jusqu’ici
ont un défaut de taille pour le cas étudié : elles ne font pas activement usage des temps de recon-
figuration différents. L’idée est qu’il peut être plus intéressant de conserver la plus grande taille
possible pour les buffers voisins d’une tâche nécessitant de plus hauts temps de reconfiguration.
De cette façon nous pouvons minimiser encore plus l’impact de ces reconfigurations.

De manière plus générale, l’expression du problème est : si la possibilité nous est offerte de
choisir la capacité des buffers dans la limite d’un espace disponible, comment répartir cet espace
pour privilégier les temps de reconfiguration les plus élevés ?

Ce problème n’est pas traité ici car il fait l’objet d’une étude plus approfondie dans le
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chapitre 6. Pour résoudre le problème spécifique des buffers de tailles imposées avec des temps de
reconfiguration indépendants d’une séquence, nous faisons usage ici des heuristiques présentées.

5.3.2 Assignation des tâches

L’assignation des tâches est également identique à celle avec des temps de reconfiguration
identiques, car ceux-ci dépendent de l’application est non de la plateforme. Une fois encore
un léger changement est effectué dans l’expression de la période au sein de l’algorithme pour
prendre en compte ce paramètre. Les algorithmes 2 (B), 3 (Bu) et 6 (Bi) sont donc altérés avec
les expressions de période suivantes (respectivement) :

per(`, j) = max

(
δ`
β
,

j∑
h=`

(wh
v

+
sth
b

)
,
δj+1

β

)
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5.3.3 Ordonnancement du pipeline

De la même manière que sur une machine, l’ordonnancement des tâches à l’échelle du pipeline
répond aux mêmes contraintes qu’avec des temps de reconfiguration identiques. Plus précisément,
le cas des buffers homogènes au sein d’une machine ne cause pas de problèmes : le calcul de la
période et du temps de cycle tient déjà compte des temps de reconfiguration. Quant aux buffers
de capacités hétérogènes, le même problème se pose : certains cas particuliers, comme celui
montré dans la section 5.2.3, peuvent ralentir la machine la plus lente.

Les contraintes et solutions liés aux temps de reconfiguration indépendants d’une séquence
sont donc les mêmes que pour les temps de reconfiguration identiques.

5.4 Temps de reconfiguration dépendants d’une séquence (sti,j)

Nous discutons dans cette section du problème des temps de reconfiguration dépendants
d’une séquence, c’est à dire de l’ordre de traitement des tâches. Le temps de reconfiguration
dépend cette fois de la configuration courante et de la configuration à venir. Ce problème ne se
posait pas précédemment car ces temps ne dépendaient pas de l’ordre des traitement ; le problème
principal était alors uniquement de réduire le coût de ces temps en maximisant l’utilisation des
buffers. Nous devons maintenant tenir compte de l’ordre d’exécution des tâches.

Ici une autre option s’offre à nous pour réduire les coûts : le choix d’une séquence de traite-
ment des tâches qui minimise la somme de tous les stk,l tels que ∀1 6 i 6 n, Sk et Sl soient deux
étapes consécutives dans le chemin partant de Si et revenant Si et passant au moins une fois
par chaque étape. Intuitivement, il s’agit d’un Problème de Voyageur de Commerce, ou TSP1

car il s’agit bien de trouver permutation de l’ensemble des tâches de la machine qui minimise
l’impact des reconfiguration sur la période à la place de minimiser la distance parcourue.

Ce problème a été exprimé en tant que Problème de Voyageur de Commerce et résolu par Sa-
lomon et al. [93]. Il s’agit pour nous ici d’étendre la solution à notre modèle. En effet une fois
une séquence déterminée, il devons garantir la bonne exécution de notre ordonnancement en
exploitant au maximum les buffers, pour encore une fois minimiser l’impact de chaque temps de
reconfiguration, même si ces derniers ont déjà été sélectionnés pour être les plus faibles possible.

5.4.1 Ordonnancement sur une machine

Nous considérons d’abord, puisque le problème est déjà connu, qu’il est possible de déterminer
une séquence qui minimise la part due aux reconfigurations dans le temps moyen de traitement
d’une entrée. Le problème principal qui se pose alors est celui du remplissage des buffers. Plus
précisément nous cherchons à savoir s’il est possible d’appliquer une variante de nos algorithmes
d’ordonnancement afin de toujours maximiser l’utilisation des buffers.

Nous présentons d’abord une solution pour des buffers homogènes (B, ou Bu sur une ma-
chine), et montrons qu’elle est optimale. Le problème avec des buffers hétérogènes est cependant
bien plus complexe, nous ne le traitons pas mais expliquons les difficultés qui lui sont liées.

1Traveling Salesman Problem.
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a Buffers homogènes (B) ou (Bu)

L’algorithme servant de base ici est GREEDY-B. Il existe cependant un problème addition-
nel : dans l’algorithme d’origine, nous exécutons les tâches dans l’ordre des étapes. Ceci garantit
qu’en se reconfigurant vers une nouvelle étape, nous avons toujours tous les éléments en entrée,
et le buffer de sortie est toujours vide. Ainsi il peut accueillir les résultats et traiter autant
d’entrées que possible. Dans le cas des sti,j et du TSP, nous obtenons une séquence qui n’est
pas l’ordre d’origine. Il n’est donc pas garanti, sans une préparation du système, qu’un buffer
Bi contienne des éléments en entrée lorsqu’on se reconfigure en Si.

La solution que nous avons trouvée est de pré-remplir certains buffers dans une phase de
régime transitoire. L’idée est que pour un cycle complet, chaque reconfiguration en une étape
Si doit correspondre à un état b̂i = bi et bi+1 = 0. Pour chaque buffer Bi à remplir, on traite
alors linéairement les étapes S1 à Si−1. Cette opération n’est pas optimale, mais l’optimisation
étudiée traite uniquement de la phase de régime permanent qui suit.

Il y a alors trois questions principales à se poser pour l’exploitation des buffers ici :

• Etant donné une séquence obtenue par la résolution du TSP, quels buffers pré-remplir afin
de pouvoir effectuer cette séquence ?

• Est-il possible de pré-remplir ces buffers ? Ou encore, comment empêcher que le remplissage
de Bi gêne le remplissage de Bj (pour i < j), ou de voir Bi être vidé lors du remplissage
de Bj ?

• Le pré-remplissage de certains buffers précis permet-il d’obtenir une séquence infinie ? Plus
précisément :

1. Est-il possible de faire un cycle complet, sans qu’il n’y ait ni famine ni saturation de
buffer à aucune étape ?

2. Après un cycle complet, se retrouve-t-on dans la même configuration qu’au début des
cycles, avec les mêmes buffers remplis ou vides ?

Il s’agit alors de trouver une liste de buffers à pré-remplir telle que les points 1 et 2 soient
respectés, puis de pouvoir les remplir.

Important : Nous considérons, pour le bon déroulement de la phase d’initialisation, que la
séquence obtenue par la résolution du TSP commence par la tâche S1. Puisque la nature de la
solution est une séquence qui peut boucler sur elle-même, si le premier élément de la séquence
obtenue n’est pas 1, nous procédons implicitement à un décalage cyclique de toutes les valeurs
afin d’obtenir la séquence désirée.

Algorithme de sélection des buffers à remplir L’algorithme 7 permet de définir quels buffers
sont à remplir.

Informellement, l’algorithme de sélection traite le problème de la façon suivante : on remplit
tous les buffers Bi pour lesquels l’étape Si−1 n’apparait pas précédemment dans la séquence.
Le raisonnement derrière ce choix est le suivant : si, en suivant l’ordre des étapes tel qu’on doit
les exécuter, on arrive en une étape Si et que l’étape Si−1 n’a pas encore été traitée dans la
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Algorithme 7 : Algorithme de sélection des buffers à remplir (STIJ-B-SELECT)
Données : Seq – liste des numéros d’étapes i dans l’ordre de la séquence du TSP
Résultat : Fill - liste des buffers à pré-remplir

Fill ← ∅
si Seq[1] 6= 1 alors

Décaler cycliquement toutes les valeurs de Seq jusqu’à ce qu’on ait Seq[1] = 1

pour chaque k de 1 à Seq.taille faire
i← Seq[k]
si (i− 1) /∈ Seq.sous_liste(1,k − 1) alors

/* Buffer à remplir : Bi */
Fill.ajouter(i)

Algorithme 8 : Algorithme de pré-remplissage des buffers (STIJ-B-FILL)
Données : Fill - liste des buffers à pré-remplir

Trier(Fill, ORDRE_DECROISSANT)
pour chaque k de 1 à Seq.taille faire

i← Fill[k]
/* On cherche à remplir Bi */
Appliquer GREEDY-B sur un cycle de S1 à Si−1

séquence, cela signifie qu’au premier cycle l’étape Si−1 n’est pas traitée avant Si. On a donc
besoin de pré-remplir Bi manuellement. A l’inverse, si l’étape Si−1 existe précédemment dans la
séquence, on en conclut qu’à un moment dans le cycle le buffer Bi sera rempli avant qu’on en
ait besoin, et qu’il ne faut pas pré-remplir Bi.

Cet algorithme permet donc d’effectuer un premier cycle complet sans problème de famine
ou de saturation. Nous discutons par la suite de la possibilité d’exécuter un ordonnancement en
préservant cet état.

Algorithme de pré-remplissage L’algorithme 8 traite le problème de pré-remplissage des buf-
fers. L’idée est simple : pré-remplir un buffer Bi consiste à appliquer l’algorithme GREEDY-B
de l’étape S1 à Si−1 sur un seul cycle. On obtient alors un buffer Bi rempli et prêt à être utilisé
pour l’étape Si. Afin de ne pas avoir de conflit lors du pré-remplissage de chaque buffer, on
pré-remplit les buffers dans l’ordre décroissant de leur indice. Ainsi, si on doit pré-remplir B3

et B5, on applique d’abord une fois GREEDY-B de S1 à S4 pour remplir B5, puis on applique
GREEDY-B de S1 à S2 pour remplir B3.

Les conflits sont évités car d’une part pour chaque buffer pré-rempli, nous n’atteignons pas
l’étape concernée par le buffer précédemment rempli, et d’autre part tous les buffers précédant
le buffer qui vient d’être pré-rempli sont vides. Les deux conditions cumulées font qu’à chaque
étape GREEDY-B peut être appliqué sans problème de saturation, et comme B1 est toujours
plein on n’a pas non plus de problème de famine.
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Algorithme 9 : Algorithme GREEDY-B-STIJ pour l’ordonnancement avec buffers homo-
gènes et temps de reconfiguration dépendants d’une séquence
Données :

Un pipeline de n étapes Si avec 1 6 i 6 n
Seq : la séquence des étapes à effectuer respectant le résultat d’un TSP basé sur les
temps de reconfiguration
Fill : la liste des buffers à pré-remplir calculée avec STIJ-B-SELECT

STIJ-B-FILL(Fill)

/* STIJ-B-SELECT garantit que Seq[1] = 1. On choisit donc k = 1 tel que
Seq[k]= 1 pour commencer à cette étape. */

k ← 1
Si ← Seq[k]
Ssuivant ← Si

tant que vrai faire
si Ssuivant 6= Si alors

Reconfiguration de Si à Ssuivant (Si ← Ssuivant)

Traiter b entrées

/* On définit l’indice de l’étape suivante */
si k = Seq.taille alors

/* Si on est au bout de la séquence, on boucle */
k ← 1

sinon
k ← k + 1

Ssuivant ← Seq[k]

Algorithme GREEDY-B-STIJ L’algorithme GREEDY-B a été adapté en GREEDY-B-STIJ
(voir algorithme 9) pour tenir compte des contraintes imposées par ces temps de reconfiguration.
En dehors de la phase d’initialisation, la différence principale réside dans le choix de l’étape
suivante. En effet l’algorihme GREEDY-B faisait un choix de l’étape suivante en fonction de
l’état de remplissage des buffers, l’amenant à faire un traitement linéaire des tâches de 1 à n.
Pour GREEDY-B-STIJ, nous devons respecter l’ordre imposé par la séquence obtenue par la
résolution du TSP. Le choix de l’étape suivante est donc exclusivement basé sur l’ordre proposé
par cette séquence : pour une tâche SSeq[k], on choisit de se reconfigurer en la tâche SSeq[k+1]

(ou SSeq[1] si k = Seq.taille).

Nous discutons dans le paragraphe suivant de la validité de cet algorithme par rapport aux
buffers. Plus précisément, nous montrons que cet algorithme peut exécuter un ordonnancement
sans s’arrêter (ou jusqu’à épuisement des entrées), et ce sans avoir de problèmes de famine ou
de saturation de buffers.

Régularité du cycle d’exécution Nous cherchons à présent à démontrer que l’ensemble des
algorithmes présentés dans cette section sont valides quant à l’exécution correcte de l’ordonnan-
cement et aux attentes que nous en avons. Pour rappel, nous cherchons à montrer que le choix
des buffers pré-remplis, ainsi que l’ordonnancement défini, permettent une exécution infinie du
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système. Nous proposons de démontrer cela par reccurence, suivant la propriété suivante : est-il
possible d’effectuer un cycle complet Ck ?

Lemme 2. Etant donnée une séquence cyclique de tâches définie par la solution d’un TSP
appliquée sur les temps de reconfiguration, et étant donné un pré-remplissage des buffers d’après
les algorithmes STIJ-B-SELECT et STIJ-B-FILL, il est possible d’effectuer un premier cycle de
traitement complet, sans famine ou saturation des buffers.

Démonstration. Nous cherchons à savoir si, au cours du traitement de chaque étape, il n’y a pas
de problème de famine ou de saturation. Puisqu’on a des buffers homogènes, cela revient à dire
que lors de la reconfiguration en Si, on doit avoir (1) b̂i = bi (assez d’éléments pour ne pas avoir
de famine) et (2) b̂i+1 = 0 (assez de place pour ne pas avoir de saturation).

Les algorithmes STIJ-B-SELECT et STIJ-B-FILL pré-remplissent un buffer Bi si et seule-
ment si la tâche précédente n’est pas rencontrée précédemment dans la séquence. Ceci garantit
que :

• Pour tout 1 6 i 6 n, lors de la reconfiguration à une étape Si, Bi est plein, car soit
Si−1 a été effectué plus tôt et a rempli Bi, soit elle ne l’a pas été et STIJ-B-SELECT l’a
sélectionné pour être pré-rempli. On n’a donc jamais de problème de famine (1).

• Pour tout 1 6 i 6 n, lors de la reconfiguration à une étape Si, Bi+1 est vide, car si la tâche
suivante Si+1 est n’est pas exécutée avant Si alors STIJ-B-SELECT aura choisi de ne pas
pré-remplir Bi+1, sinon Si+1 est traitée avant et va vider Bi+1 à temps. On n’a donc pas
de problème de saturation (2).

On conclut des points (1) et (2) que toute étape peut être exécutée sans problème à la
condition que GREEDY-B-STIJ respecte strictement l’ordre de la séquence. Ceci conclut la
preuve.

Théorème 5. Etant donnée une séquence cyclique de tâches définie par la solution d’un TSP ap-
pliqué sur les temps de reconfiguration, et étant donné un pré-remplissage des buffers d’après les
algorithmes STIJ-B-SELECT et STIJ-B-FILL, l’algorithme GREEDY-B-STIJ peut s’exécuter
à l’infini ou jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de tâches en entrée, et de façon périodique.

Démonstration. Nous montrons ce théorème par récurrence : il est possible d’effectuer un k-ème
cycle Ck d’exécution sur la machine.

La propriété a été montrée dans le lemme 2 pour C1, qui montre que le pré-remplissage des
buffers permet un premier cycle.

On cherche alors à montrer que si un k-ème cycle Ck est possible, on se retrouve dans la même
configuration après son exécution qu’avant son exécution. Cela permettrait alors d’exécuter le
k + 1-ème cycle Ck+1.

Supposons qu’il soit possible de faire le cycle Ck grâce à une configuration favorable des
buffers. En suivant strictement l’algorithme GREEDY-B-STIJ, on sait que ∀1 6 i 6 n, traiter
Si signifie que Bi est complètement vidé et que Bi+1 est complètement rempli (si on n’a pas de
problèmes de famine ou de saturation). On sait aussi que, d’après ce même algorithme, on traite
au cours d’un cycle une et une seule fois chaque étape Si. On en déduit qu’au cours d’un cycle,
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tout buffer Bi à l’exception de B1 et Bout est rempli exactement une fois lors de l’exécution de
Si−1, et vidé exactement une fois lors de l’exécution de Si. On en conclut qu’après l’exécution
d’un cycle tout buffer revient dans son état d’origine (vide ou plein).

De plus, les propriétés (1) et (2) du lemme 2 vérifient ensemble que chaque buffer Bi change
d’état dans un ordre ne provoquant ni famine ni saturation : il peut être être (1) vidé par Si
puis (2) rempli à nouveau par Si−1 plus tard, ou (2) rempli par Si−1 puis (1) vidé à nouveau
par Si plus tard.

On en déduit que la configuration des buffers à la fin du k-ème cycle Ck est la même qu’au
début. On en conclut que ∀k > 1, le cycle Ck est possible sans famine ni saturation, ce qui
conclut la preuve.

Optimalité de la solution

Théorème 6. Etant donnée une séquence cyclique de tâches définie par la solution d’un TSP
appliqué sur les temps de reconfiguration, et étant donné un pré-remplissage des buffers d’après
les algorithmes STIJ-B-SELECT et STIJ-B-FILL, l’algorithme GREEDY-B-STIJ permet de
calculer un ordonnancement optimal avec des buffers homogènes sur une machine en temps
polynomial.

Démonstration. D’abord, nous avons montré dans le théorème 5 que GREEDY-B-STIJ est fonc-
tionnel dans les conditions mentionnées.

Le théorème 1 montre que l’algorithme GREEDY-B est optimal. La nature de cette preuve
est qu’on minimise le plus possible l’impact des temps de reconfiguration, en utilisant la capa-
cité des buffers à leur maximum. GREEDY-B-STIJ est une variante de GREEDY-B dont la
seule différence est de changer l’ordre, selon un ordre défini au préalable. Or l’ordre d’exécution
n’est jamais utilisé dans la preuve du théorème 1. L’algorithme GREEDY-B-STIJ a la même
complexité que GREEDY-B car aucun traitement supplémentaire n’est effectué.

On en conclut que GREEDY-B-STIJ est toujours optimal sur une machine.

b Buffers hétérogènes

Le traitement des buffers hétérogènes (Bi) avec des temps de reconfiguration dépendant
d’une séquence s’est avéré jusqu’ici bien trop complexe. Nous avons donc décidé de ne pas le
traiter.

En effet la solution avec des buffers homogènes consiste à adapter une solution d’ordonnan-
cement linéaire, en changeant l’ordre des tâches pour un ordre défini par la solution d’un TSP.
Avec des buffers hétérogènes, la solution d’ordonnancement n’est plus linéaire : nous effectuons
parfois des sous-cycles pour remplir ou vider un buffer de taille plus conséquente. Cette solution
n’est pas compatible avec celle utilisant un TSP, car on obtient deux séquences en conflit.

Une piste explorée mais qui n’a pas aboutit pour la résolution de ce problème était d’arriver
à définir et caractériser ces sous-cycles afin de rechercher une séquence dessus grâce à un TSP.
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5.4.2 Assignation des tâches

En admettant qu’une solution, optimale ou non, soit trouvée pour l’ordonnancement avec
des temps de reconfiguration dépendants d’une séquence, l’algorithme d’assignation de tâches
demeure inchangé. En effet cet algorithme est entièrement dépendant de l’expression de la pé-
riode. L’assignation sera donc dépendante de la qualité de la période obtenue : si la période
pouvant être obtenue est optimale, l’assignation sera optimale, sinon l’algorithme effectura la
meilleure assignation possible.

5.4.3 Ordonnancement du pipeline

De la même manière que pour l’assignation des tâches, l’ordonnancement du pipeline est
dépendant de l’ordonnancement sur une machine. Les mêmes problèmes surviennent qu’avec
d’autres types de temps de reconfiguration, en particulier avec les buffers hétérogènes, qui
peuvent également engendrer des cas où la machine la plus lente est ralentie.

La machine la plus lente en revanche n’est pas ralentie dans le cas des buffers homogènes,
car le temps de cycle comme la période sont dépendants du cycle effectué. Or, même si le cycle
n’est pas linéaire avec des temps sti,j , il est régulier : au bout d’un cycle exact la machine se
retrouve dans le même état qu’au cycle précédent. Nous montrons donc que le théorème 2 est
toujours valide dans le cas présent, et que la solution est aussi efficace que l’assignation de tâches
et l’ordonnancement intra-machine le permettent.

Théorème 7. Sur un pipeline avec des buffers intra-machine homogènes de capacité bu et avec
des temps de reconfiguration dépendant d’une séquence, la période P est dictée par la période de
la machine la plus lente.

Démonstration. Le théorème 2 montre que pour des machines avec des buffers homogènes et des
cycles réguliers, la machine la plus lente n’est pas ralentie. Or nous montrons dans le théorème 5
que les algorithmes présentés permettent d’obtenir un cycle regulier. La seule différence entre les
cycles du cas homogène et les cycles dans le cas présent est donc l’ordre dans lequel ces cycles
s’effectuent. Le théorème 2 est donc valide pour le cas actuel, ce qui conclut la preuve.

5.5 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons développé des algorithmes d’ordonnancement et des heuristiques
pour répondre aux problèmes d’hétérogénéité dans l’application. Les algorithmes présentés sont
optimaux si les buffers sont homogènes au sein d’une machine, ou s’ils sont hétérogènes mais
multiples deux à deux, et si les temps de reconfiguration ne sont pas dépendants d’une séquence.
Dans le cas où les buffers sont hétérogènes et de taille quelconque, nous avons développé des
heuristiques pour tenter de minimiser la période en restreignant les buffers de l’application à des
buffers adaptés à notre algorithme d’ordonnancement. Enfin si les temps de reconfiguration sont
dépendants d’une séquence, le problème d’ordonnancement devient un problème de voyageur
de commerce (TSP). Ce problème consiste à trouver le chemin qui minimisera les temps de
reconfiguration, puis à partir de ce chemin, à déterminer une initialisation du système en pré-
remplissant des buffers.
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Dans ce chapitre nous étudions le problème de la répartition d’un espace ou d’une mémoire
disponible pour créer nous-même des buffers de la capacité désirée pour chaque étape. Ces
travaux s’appuient partiellement sur les précédents chapitres. Nous étudions l’intérêt d’allouer
l’espace pour obtenir une application similaire à celles rencontrées précédemment (par exemple,
des buffers « multiples »), ou si la liberté qui nous est offerte permet de faire des choix plus
judicieux.
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Nous étudions à tour de rôle l’allocation des buffers dans les cas où les reconfigurations sont
homogènes (st), indépendantes d’une séquence (sti) et dépendantes d’une séquence (sti,j). Pour
le premier cas nous présentons une approche simple consistant à donner à tous les buffers des
tailles identiques. Nous montrons son caractère optimal dans certaines situations et présentons
des heuristiques pour les autres situations. Dans le second cas, plus délicat car nécessitant plus
de finesse dans le choix de différents buffers, nous développons des heuristiques pour tenter de
résoudre ce problème. Enfin nous abordons le problème des reconfigurations dépendantes d’une
séquence, problème sensiblement plus complexe qui est posé, mais n’a pas encore été résolu.

Par souci de simplicité, dans les sections qui suivent, nous appelons cet espace global de
stockage une mémoire M (ouMu si elle est différente d’une machine à l’autre). Par ailleurs nous
étudions le problème d’allocation sur une seule machine, et considérons que les étapes 1 à n sont
les étapes assignées à cette machine.

6.1 Allocation avec st

Le premier cas d’allocation étudié est celui pour lequel tous les temps de reconfiguration
sont identiques ; il s’agit d’un temps universel sti = st avec 1 6 i 6 n. Dans un premier temps
nous nous concentrons sur des applications avec des tailles d’entrée homogènes (δi = δ avec
1 6 i 6 n). Nous proposons d’abord un algorithme simple d’allocation, ALL-B, qui répartit la
mémoire de façon à obtenir des buffers de capacité identique. Nous discutons par la suite du
caractère optimal de cet algorithme. Enfin nous étudions la possibilité de réallouer l’excédent de
mémoire après allocation. Cette dernière partie fait l’objet du développement d’heuristiques qui
sont ensuite discutées et évaluées.

6.1.1 Algorithme d’allocation

Si n étapes sont assignées à une machine alors cette dernière a besoin de n + 1 buffers : n
buffers d’entrée et un buffer de sortie. Etant donné une mémoire ou un espace M et une taille
pour des éléments en entrée δ (δi = δ avec 1 6 i 6 n), si nous voulons que tous les buffers aient
la même capacité, alors la capacité maximale de tous les buffers peut être calculée par :

b =

⌊
M

(n+ 1)δ

⌋
L’algorithme ALL-B répartit et alloue de façon uniforme l’espace disponible à chaque buffer.

L’espace réellement alloué pour chaque buffer est mi = m = bδ =
⌊
M
n+1

⌋
. Puisque les capacités

des buffers doivent être des entiers, la capacité b =
⌊
mi
δ

⌋
ne conserve que la plus grande valeur

entière possible, et une partie de l’espace n’est pas utilisée. La quantité totale d’espace utilisée
par cette allocation est donc (n+ 1)δ × b 6M , et nous appelons R = M − (n+ 1)δ × b le reste
de l’espace après l’allocation, c’est à dire la partie de l’espace qui n’est pas utilisée.

Nous proposons de montrer que cette allocation est optimale, c’est à dire qu’il n’y a pas
d’allocation offrant une meilleure période d’ordonnancement, si le reste est inférieur à δ.

Théorème 8. L’algorithme ALL-B est optimal sur une machine, c’est à dire que la période
obtenue est minimale grâce à cette allocation quand R = M − (n+ 1)δ ×

⌊
M

(n+1)δ

⌋
< δ.
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Démonstration. Tout d’abord notons, que puisque tous les éléments à chaque étape ont la même
taille, la quantité maximale de ces éléments qui tiennent dans un espace M donné est bM/δc,
un reliquat d’espace ne pouvant pas être utilisé car R < δ. Soit M ′ = (n + 1)δ ×

⌊
M

(n+1)δ

⌋
la

quantité d’espace réellement utilisée. Nous supposons dans ce théorème que M −M ′ < δ, c’est
à dire que même si M ′ 6 M les deux espaces peuvent contenir exactement la même quantité
maximale d’éléments. De plus b = M ′

(n+1)δ est un nombre d’éléments entier. Nous supposons donc
par la suite que la mémoire estM = M ′, de façon à ne pas avoir à exclure de partie fractionnaire
systématiquement.

Nous cherchons ensuite à exprimer la période d’une solution dans laquelle les buffers peuvent
avoir des capacités différentes, par exemple si le i-ème buffer peut contenir bi éléments, pour
1 6 i 6 n+ 1. Nous pouvons réutiliser le résultat du lemme 1, la seule différence étant que nous
modifions la proposition 1 de la même manière que dans le théorème 3 : nbcompi 6 min(bi, bi+1)

(pour 1 6 i 6 n), puisque le buffer d’entrée et de sortie d’une étape Si peuvent contenir
respectivement bi et bi+1 données, et qu’une fois une reconfiguration faite en Si il n’est pas
possible de traiter plus d’éléments qu’il n’y en a ou qu’il n’y a de place pour en stocker. Enfin,
puisque nous considérons ici tous les temps de reconfiguration identiques, nous avons :

Pmin(b1, . . . , bn+1) =

n∑
i=1

wi
v

+

n∑
i=1

st

min(bi, bi+1)

Nous cherchons à montrer par récurrence sur n que le minimum de cette fonction est atteint
pour b1 = · · · = bn+1 = b = M

(n+1)δ , avec pour contrainte
∑n+1

i=1 biδ = M . Notons que durant
la preuve nous n’avons pas besoin de considérer que b et bi sont des entiers, mais la condition
posée sur R garantit que la valeur de b est entière pour un pipeline de n étapes.

• Pour n = 1, on a

Pmin(b1, b2) =
1∑
i=1

(wi
v

+
st

min(bi, bi+1)

)
=
w1

v
+

st

min(b1, b2)

Sachant que b1 + b2 = M/δ = 2b, on peut exprimer b1 et b2 en tant que b1 = b + ε et
b2 = b− ε.

Pmin(b1, b2) =
w1

v
+

st

min(b+ ε, b− ε)

fonction minimisée lorsque ε = 0, c’est à dire b1 = b2 = b.

• Considérons maintenant que le résultat est vrai pour n − 1, et soit bn+1 la taille du buffer
qui est ajouté lorsqu’on considère n étapes au lieu de n− 1. L’espace disponible pour les n− 1

premières étapes est alors M − bn+1δ. Pour rappel les valeurs des bi peuvent ne pas être entières
pour l’instant. La période peut être exprimée en fonction de la période des n − 1 premières
étapes Pn−1 :

Pmin(b1, . . . , bn+1) = Pn−1 +
wn
v

+
st

min(bn, bn+1)
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Par récurrence, on suppose que la valeur minimum pour Pn−1 est obtenue lorsque b1 = · · · =
bn = M−bn+1δ

nδ . On a alors :

Pn−1 =
n−1∑
i=1

wi
v

+ n× st

M/nδ − bn+1/n
=

n−1∑
i=1

wi
v

+
n2 × st

M/δ − bn+1

Pmin(b1, . . . , bn+1) =

n∑
i=1

wi
v

+
n2 × st

M/δ − bn+1
+

st

min(bn, bn+1)

Supposons d’abord bn+1 6 bn. On a alors min(bn, bn+1) = bn+1, et l’objectif est de minimiser
la fonction f(x) = n2

M/δ−x + 1
x , où x correspond à bn+1. La dérivée première de cette fonction est

f ′(x) = n2

(M/δ−x)2 −
1
x2
, et son unique racine positive est x = M

(n+1)δ , qui correspond au minimum
de la fonction f(x). Pour cette valeur de bn+1, on a b1 = · · · = bn = M

(n+1)δ = bn+1, et donc
l’hypothèse bn+1 6 bn est vérifiée et la solution qui minimise la période est celle pour laquelle
tous les bi sont égaux.

Si en revanche bn+1 > bn, on a alors n2

M/δ−bn+1
+ st

bn
> n2

M/δ−bn + st
bn
, et on cherche à minimiser

une fonction de bn. Pour la borne inférieure on obtient alors la même fonction f(x) que précé-
demment, x correspondant à bn cette fois. La borne inférieure de la période est donc minimisée
pour bn = M

(n+1)δ . De plus, le seul terme contenant bn+1 est n2

M/δ−bn+1
, et donc plus bn+1 est petit,

plus l’expression de la période est petite. La borne inférieure minimale de la période est donc
atteinte pour le cas limite bn+1 = bn, ce qui correspond au même résultat que pour bn+1 6 bn.
La période est donc bien minimisée pour bn+1 = bn dans tous les cas.

Enfin nous concluons cette preuve en rappelant que pour un pipeline à n étapes, la valeur
de b est entière grâce à la condition posée sur la mémoire, et que la borne inférieure de la période
est atteinte grâce au théorème 1.

6.1.2 Allocation avec des restes

S’il existe un reste dans l’espace disponible après son allocation grâce à ALL-B, il est possible
sous certaines conditions d’utiliser ce reste pour augmenter la taille de certains buffers. Il est
également possible qu’il existe un algorithme d’allocation qui ne serait pas basé sur ALL-B et
qui utiliserait mieux ou complètement la mémoire. Dans les deux cas la période obtenue par un
algorithme d’ordonnancement pourrait être inférieure à celle que nous avons jusque là.

Nous montrons d’abord dans cette section que s’il existe un reste plus grand que δ, l’algo-
rithme d’allocation n’est pas forcément optimal. Ensuite nous présentons des heuristiques pour
utiliser au mieux ce reste. Enfin nous étudions les performances théoriques de ces heuristiques
ainsi que celles lors de simulations.

a Importance du reste

Proposition 3. Etant donné une application avec des temps de reconfiguration st et des tailles
d’entrée δ homogènes, l’allocation ALL-B ne produit pas une solution nécessairement optimale
si R > δ.
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Démonstration. Supposons une machine seule, avec un espaceM = 20, et une vitesse d’exécution
v = 1. Un total de n = 6 étapes sont assignée à cette machine, et on a δ = w = st = 1.

Il y a sept buffers, et donc ALL-B va répartir l’espace en des buffers de taille b = 2, et le
reste est R = 20− 2× 7 = 6. La période optimale en utilisant cette distribution est obtenue par
l’algorithme GREEDY-B (théorème 1), et donc :

P =
6∑
i=1

(wi
v

)
+

6∑
i=1

(st
b

)
= 6 +

(1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2

)
= 9 .

Supposons maintenant que nous allouons le reste sur les derniers buffers, ce qui permet
d’obtenir l’allocation suivante : b1 = b2 = b3 = b4 = 2 et b5 = b6 = b7 = 4. Cette distribution
utilise tout l’espace disponible, et correspond à une chaîne de buffers multiples. On peut obtenir
la période optimale en utilisant l’algorithme GREEDY-BI-MULT (théorème 3), et donc :

P =

6∑
i=1

(wi
v

)
+

6∑
i=1

( st

min(bi, bi+1)

)
= 6 +

(1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

2
+

1

4
+

1

4

)
= 8.5 .

En observant que la période obtenue par cette allocation est inférieure à celle obtenue par
ALL-B nous en déduisons qu’il est possible de faire mieux que l’algorithme ALL-B dans certains
cas. Ceci conclut la preuve.

b Heuristiques pour l’allocation ALL-B avec un reste

Afin de traiter le problème du reste engendré par ALL-B, nous avons développé des heuris-
tiques spécialisées dans la réallocation de cette mémoire. L’objectif est de raffiner l’allocation
initiale pour obtenir une allocation similaire à celle de la proposition 3.

Notons d’abord qu’après une allocation effectuée par ALL-B, on a bi = b avec 1 6 i 6 n+ 1,
et il n’y a pas assez d’espace restant pour avoir bi = b+1 pour 1 6 i 6 n+1, (car R < (n+1)δ).
Dans certains cas cependant, il est possible d’utiliser R pour augmenter la taille de k < n + 1

buffers. D’après la proposition 3 l’utilisation de ce reste peut permettre de diminuer la période.
Nous restreignons cette utilisation à la création de chaînes de buffers multiples telles que définies
précédemment, de sorte qu’il soit possible d’obtenir une période inférieure en utilisant GREEDY-
BI-MULT, cet algorithme permettant par ailleurs d’attendre une période optimal compte tenu
des capacités des buffers.

L’idée première de ces heuristiques est que s’il reste suffisamment d’espace pour augmenter
la taille des buffers par incréments de b s’il reste au moins 2bδ d’espace disponible. Dans ce cas
il est possible de doubler la taille d’au moins deux buffers consécutifs. Ceci permet de réduire de
moitié le nombre moyen de reconfigurations effectuées sur les étapes correspondantes sans avoir
d’influence sur les autres temps.

ALL-B-H1 (algorithme 10) – La première heuristique alloue le reste par lots de 2bδ pour
augmenter la taille des deux derniers buffers de b chacun. L’algorithme continue ensuite d’aug-
menter leur taille tant qu’il reste 2bδ d’espace disponible. D’après l’expression de la période,
augmenter la taille de ces deux buffers consécutifs permet de diminuer l’impact des reconfigu-
rations en Sn, tout en conservant les mêmes valeurs partout ailleurs. L’impact sur les temps de
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reconfiguration est réduit d’un facteur k, avec k × 2bδ 6 R < (k + 1)× 2bδ.

ALL-B-H2 (algorithme 11) – La seconde heuristique commence par doubler la taille des
deux derniers buffers su R > 2bδ. Ensuite, double par itération successives la taille de chaque
buffer adjacent tant qu’il reste au moins bδ d’espace. L’idée est cette fois de diviser par deux l’im-
pact des temps de reconfiguration pour un maximum d’étapes, au lieu de réduire au maximum
ces temps sur une étape. Notons qu’il est important d’augmenter la taille de deux buffers consé-
cutifs pour constater un changement. Le fait de commencer en fin de pipeline puis d’augmenter
successivement la taille des buffers adjacent permet d’obtenir un changement pour chaque buffer
modifié, plutôt que de devoir augmenter la taille de deux à chaque fois. Notons également que
puisque R < (n + 1)δ, l’algorithme terminera forcément avant d’avoir doublé la taille de tous
les buffers.

Algorithme 10 : Heuristique ALL-B-H1 pour la réallocation du reste d’espace.
Data : M – l’espace disponible
Output : mi – l’espace alloué à chaque buffer Bi, et R – le reste.

Appliquer ALL-B : les tailles de buffer actuelles sont mi = bδ, leur capacité est bi = b, le
reste est R = M − (n+ 1)bδ

tant que R > 2bδ faire
mn+1 ← mn+1 + bδ

bn+1 ← bn+1 + b

mn ← mn + bδ

bn ← bn + b

R ← R− 2bδ

Algorithme 11 : Heuristique ALL-B-H2 pour la réallocation du reste d’espace.
Data : M – l’espace disponible
Output : mi – l’espace alloué à chaque buffer Bi, et R – le reste.

Appliquer ALL-B : les tailles de buffer actuelles sont mi = bδ, leur capacité est bi = b, le
reste est R = M − (n+ 1)bδ

si R > 2bδ alors
k ← n+ 1

tant que R > bδ faire
mk ← mk + bδ

bk ← bk + b

R ← R− bδ
k ← k − 1

c Performance des heuristiques

Attendu un espace M , on définit les notations suivantes :

• Pb(M) est la période obtenue avec des buffers de capacité bi = b avec 1 6 i 6 n+ 1 ;
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• Palgo(M) est la période obtenue par une des heuristiques (on pourra alors préciser PALL−B−H1

ou PALL−B−H2) ;

• Popt(M) est la période optimale (minimale) qui peut être obtenue avec un espace M .

On calcule la valeur de b obtenue avec l’algorithme ALL-B, d’où M = b(n + 1)δ +R, avec
R < (n + 1)δ. Nous avons déjà montré (théorème 8) que s’il n’y a pas de reste après ALL-B,
alors Pb(M) est optimal. Plus formellement :

M = b(n+ 1)δ ⇐⇒ Pb(M) = Popt(M) .

On définit M∗ = (b+ 1)(n+ 1)δ = M + (n+ 1)δ−R. Avec un espace M∗, il n’y a également
pas de reste et on a Pb+1(M

∗) = Popt(M∗). Nous commençons par montrer que Palgo(M) et
Popt(M) peuvent être bornées par Pb(M) et Pb+1(M

∗) respectivement :

Lemme 3. Soit les espaces mémoireM etM∗ tels queM∗ = (b+1)(n+1)δ etM = b(n+1)δ+R
avec b entrées ou sorties de taille δ réparties dans n+ 1 buffers, alors on a :

Pb(M) > Palgo(M) > Popt(M) > Pb+1(M
∗)

Démonstration. Par définition, on a Palgo(M) > Popt(M). Pour la borne supérieure, les deux
algorithmes (ALL-B-H1 et ALL-B-H2) peuvent potentiellement améliorer Pb(M) en exploitant
le reste, et la période ne peux pas être augmentée par l’allocation du reste de la mémoire car
chaque nouvelle allocation est faite de façon à diminuer la période.

Pour la borne inférieure, notons que Pb+1(M
∗) = Popt(M∗) est la période optimale avec un

espace M∗ > M car il n’y a pas de reste après répartition en n+ 1 buffers. Popt(M) ne peut pas
être meilleure car cela signifierait qu’il existe une meilleure solution avec M∗ qui n’utiliserait
pas tout l’espace.

Théorème 9. Les trois algorithmes ALL-B, ALL-B-H1 et ALL-B-H2 sont des algorithmes de
b+1
b -approximation.

Démonstration. Soit W =
∑n+1

i=1

(
wi
v

)
. On a Pb(M) = W + (n+1)st

b , et Pb+1(M
∗) = W + (n+1)st

b+1 .
On a donc :

Pb(M)

Pb+1(M∗)
=
W + (n+1)st

b

W + (n+1)st
b+1

6
(n+1)st

b
(n+1)st
b+1

=
b+ 1

b
,

car W > 0 et (n+1)st
b+1 6 (n+1)st

b .

Enfin, grâce au lemme 3, on a :

Palgo(M) 6 Pb(M) 6
b+ 1

b
Pb+1(M

∗) 6
b+ 1

b
Popt(M) ,

ce qui conclut la preuve (pour rappel Pb(M) est la période obtenue par l’algorithme ALL-B).
Notons que le pire rapport d’approximation est obtenu par b = 1, ce qui donne des algorithmes
de 2-approximation. Cependant, à mesure que b grandit, la période obtenue par les algorithmes
tend vers la solution optimale.
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d Résultats des simulations

Nous proposons d’évaluer la qualité des heuristiques pour l’allocation des buffers avec des
simulations. Nous faisons varier la taille du pipeline (c’est à dire le nombre de buffers à allouer)
ainsi que l’espace M disponible. Ces deux paramètres ont un impact sur la valeur de b et du
reste, et donc sur l’efficacité des algorithmes.

Nous effectuons deux simulations. Dans la première (figure 6.1) l’espace disponible a une
taille fixe M = 150 et la taille n du pipeline varie : 3 6 n 6 50. A mesure que la quantité
d’étapes augmente la mémoire disponible pour chaque buffer diminue. Dans la seconde simulation
(figure 6.2), la taille du pipeline est fixée à n = 5, et la taille de l’espace augmente : 6 6M 6 50.
Nous utilisons δ = 1, et donc avec n = 5 et M = 6 il y a juste assez de mémoire pour allouer
des buffers d’une capacité de 1 pour chaque étape. Quand M augmente, la capacité b obtenue
par ALL-B augmente.

Pour chaque configuration, nous exécutons les deux heuristiques et calculons la période
obtenue (PALL−B−H1(M) et PALL−B−H2(M)), ainsi que la période Pb(M) obtenue grâce à
ALL-B directement. Enfin nous calculons également la valeur de M∗ = (b + 1)(n + 1)δ (après
application de ALL-B) ainsi que la période Pb+1(M

∗) correspondante, c’est-à-dire la période
qu’aurait obtenue ALL-B si la mémoire avait été suffisante pour avoir une capacité b+1. Comme
nous pouvons l’observer dans les figures 6.1 et 6.2, les périodes PALL−B−H1 et PALL−B−H2 sont
toujours comprises dans l’intervalle [Pb,Pb+1]. On observe aussi que PALL−B−H2 est toujours
au moins égale à PALL−B−H1, et souvent meilleure (période inférieure).

Interprétation des résultats : Les deux figures nous ont permis de mettre en évidence des
comportements sur les heuristiques et de les interpréter :

Dans la figure 6.1, PALL−B−H1 est souvent très proche de Pb, alors que PALL−B−H2 ne
s’en rapproche que si le reste est petit. Ceci est dû à la nature plus restrictive de ALL-B-
H1 et à la façon d’utiliser le reste. A chaque itération de ALL-B-H1, l’algorithme a besoin
d’exactement 2bδ d’espace supplémentaire, alors que ALL-B-H1 n’a besoin que de bδ au-delà de
la première itération. Notons également qu’après avoir doublé la taille des deux derniers buffers
(point commun aux deux heuristiques), pour tout 2bδ disponible ALL-B-H2 peut doubler la
taille de deux buffers supplémentaires, diminuant donc de moitié la valeur de deux termes 1

b

dans la partie reconfiguration de la période. ALL-B-H1 en revanche va continuer à diminuer la
même fraction ce qui a moins d’impact sur la valeur globale de la période. Plus formellement,
pour un pipeline de n étapes et un reste de la forme R = (X+1)bδ (X correspondant au nombre
de buffers que l’on peut initialement doubler), le temps lié aux reconfigurations de ALL-B-H1 est
n−1
b + 1

(X/2)·b alors que le temps de ALL-B-H2 est n−Xb +X
2b . Or on a bien n−1

b + 1
(X/2)·b >

n−X
b +X

2b

pour n > 0, X > 0 et b > 0.

Dans la figure 6.2, même si PALL−B−H2 est toujours meilleure que PALL−B−H1, nous re-
marquons que les deux périodes ont toujours la même valeur pour M > 18, qui correspond à
une valeur b > 3 obtenue par ALL-B. Il existe en fait, pour chaque valeur de n, un point de
rupture dans les valeurs de M pour lequel aucune des deux heuristiques ne pourra améliorer
la période, et qui correspond aux valeurs de M pour lesquelles ALL-B donne une valeur de b
telle que 2b > n + 1. Il s’agit donc, puisque M > (n + 1)δ × b, de toute valeur de M telle que
M > (n+ 1)2/2× δ. En effet le reste est, par définition de ALL-B, toujours inférieur à (n+ 1)δ,
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et le reste requis initialement par chaque heuristique est 2bδ. Donc si la valeur obtenue pour b
est telle que 2b > n+ 1, le résultat des deux heuristiques sera exactement le même que ALL-B
– il n’y a pas de réallocation du reste. Notons cependant que le pire cas reste b = 1, puisque
l’approximation est de b + 1/b = 2 alors que ce rapport tend vers 1 à mesure que la valeur de
b augmente. On conclut que les heuristiques n’améliorent pas la solution quand il y a beaucoup
d’espace par rapport au nombre de tâches. Cependant la figure montre aussi que ALL-B tend
vers la solution optimale à mesure que cet espace augmente.

6.2 Allocation avec sti

Lorsque les temps de reconfiguration ne sont pas les mêmes d’une tâche à l’autre, l’approche
ALL-B ne convient plus. En effet le raisonnement utilisé avec des temps de reconfiguration
identiques consiste à minimiser globalement le nombre de reconfigurations, la réduction des
reconfigurations sur une tâche ayant le même impact quelle que soit la tâche. Dans ce nouveau
cas d’étude, des buffers de même taille n’auront pas le même impact sur le temps passé à se
reconfigurer sur chaque tâche. Il convient alors de se demander s’il n’existe pas des allocations
de buffers meilleures qu’avec ALL-B, en plaçant par exemple des buffers de plus grande taille
sur certaines tâches à temps de reconfiguration élevé afin de grandement en réduire l’impact.

A la suite de cette section nous proposons une méthode alternative d’allocation de buffers,
pour répondre au problème des temps de reconfiguration différents d’une machine à l’autre.
Le principe général est d’établir un rapport de proportionnalité (ou ratio) entre les tailles des
buffers en fonction des coûts de reconfiguration des tâches concernées. Ce rapport est ensuite
utilisé pour définir des allocations pour les tailles des différents buffers. Une ébauche des travaux
sur ce problème a été présentée dans [17]. La méthode proposée ici est plus approfondie et
contient de nouvelles simulation, incluant notamment des comparaisons à une solution optimale
calculée par force brute.

Dans un premier temps nous rappelons les notations utilisées pour la résolution de ce pro-
blème et en introduisons d’autres, et présentons un exemple pour illustrer l’intérêt d’une al-
location différente dans le cas de temps de reconfiguration hétérogènes. Dans la section 6.2.1
nous illustrons notre raisonnement à l’aide d’un cas simple contenant seulement deux coûts de
reconfiguration différents. L’étude principale du problème se situe dans la section 6.2.2. Nous
montrons d’abord comment trouver le ratio optimal entre deux buffers consécutifs pour le cas
où les temps de reconfiguration ne décroissent pas à mesure qu’on avance dans le pipeline. Puis
nous introduisons différentes heuristiques pour le cas général, basées sur le principe de ratio ob-
tenu précédemment. Une difficulté ici est d’arrondir les ratios non entiers en des valeurs entières
sans dépasser la capacité mémoire totale (ni laisser trop de mémoire inexploitée), ainsi que de
décider quand une tâche avec un temps de configuration coûteux mérite d’avoir deux grands
buffers. En plus de ces heuristiques et dans le but d’aider à analyser leur intérêt, nous détaillons
à la fin de cette section des algorithmes par force brute optimaux, qui ne sont réservés qu’à des
petits pipelines étant donné leur complexité exponentielle. Ils consistent soit en le calcul de deux
étapes d’arrondis basées sur les ratios non entiers, ou le calcul d’une solution ad hoc valide qui
minimise le coût global des reconfigurations. Dans la section 6.2.3 nous proposons des simula-
tions approfondies qui montrent l’efficacité des heuristiques qui choisissent plus soigneusement
des tailles de buffers que la solution naïve qui sélectionne une taille unique.
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Rappel Pour rappel, nous cherchons à assigner à chaque tâche Si (1 6 i 6 n) un buffer d’entrée
Bi d’une capacité de bi éléments. Le buffer de sortie d’une tâche Si est le buffer Bi+1, et il existe
ainsi un buffer de sortie de la machine (Bn+1), d’où un total de n + 1 buffers. Le nombre de
traitements consécutifs qu’il est possible d’effectuer sur une même tâche avant de se reconfigurer
est limité par la taille de son buffer d’entrée et/ou de sortie : la machine est capable de traiter
des entrées en Si tant que Bi n’est pas vide et tant que Bi+1 n’est pas plein. Chaque tâche Si
est donc limité à min(bi, bi+1) traitements consécutifs. La taille de ces buffers est limitée à une
mémoire totale de taille M ; la contrainte étant donc :

n+1∑
i=1

δi × bi 6M (6.1)

Motivation Prenons un exemple simple pour illustrer l’intérêt d’une allocation plus fine des
buffers. Supposons une application de n = 9 tâches avec donc 10 buffers à allouer, et disposant
d’une mémoire de taille M = 50. Supposons également, par simplicité, que tous les éléments ont
la même taille δi = 1 (1 6 i 6 n+ 1), et que les temps de traitement des tâches sont identiques
et fixés à wi = 1 (1 6 i 6 n), de sorte que seul le coût des reconfigurations

∑n
i=1

sti
min(bi,bi+1)

soit
représentatif de la période. Dans un premier temps, nous choisissons des temps de reconfiguration
identiques sti = 1 pour 1 6 i 6 n, et utilisons la méthode algorithmique ALL-B vue dans la
section 6.1. Toutes les capacités des buffers sont ainsi fixées à bi = b = 5 (1 6 i 6 n + 1), et le
coût des reconfigurations est alors de

∑9
i=1

1
5 = 9

5 = 1.8. Supposons maintenant qu’un des temps
de reconfiguration soit différent, par exemple st4 = 10. Dans la même configuration de buffers, le
coût est alors de

∑3
i=1

1
5 + 10

5 +
∑9

i=5
1
5 = 18

5 = 3.6. Nous décidons ensuite de changer l’allocation
des buffers pour privilégier S4 et réduire l’impact de son temps de reconfiguration excessif ; la
mémoire nous permettant par exemple d’allouer 8 emplacements pour B4 et B5 (b4 = b5 = 8)
en réduisant les autres buffers à une taille b = 4. Le coût des reconfigurations devient alors∑3

i=1
1
4 + 10

8 +
∑9

i=5
1
4 = 8

4 + 10
8 = 3.25. Le résultat reste de façon évidente moins bon que pour

le cas des reconfigurations homogènes, mais il reste meilleure que l’approche ALL-B naïve pour
ce type de cas.

Problème traité Il a été montré dans [14] que décider de l’ordre d’exécution des tâches est
un problème difficile, même avec des temps de reconfiguration constants. Comme nous l’avons
observé dans la section précédente, si toutes les entrées ont des tailles (δi) identiques, alors la
solution naturelle consiste à allouer des tailles de buffers identiques de taille b, puis de traiter les
tâches linéairement les unes après les autres en traitant b entrées à chaque fois. Cependant les
études du chapitre 5 montrent que si les tailles des buffers sont différentes, alors il devient bien
plus difficile de concevoir un ordonnancement pour l’exécution des tâches, à moins que les buffers
ne soient de tailles proportionnelles, c’est à dire que pour 1 6 i 6 n, min(bi, bi+1)|max(bi, bi+1)

1.
Dans un tel cas, nous pouvons concevoir un ordonnancement des tâches qui aura un coût de :

C =
n∑
i=1

sti
min(bi, bi+1)

(6.2)

1C’est à dire que l’une des deux opérations bi/bi+1 ou bi+1/bi doit être entière.
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En effet chaque élément devra être traité à chaque tâche, un temps que l’on ne pourra
réduire par ordonnancement, mais pourra ne payer un prix en temps qu’à certaines exécutions.
En moyenne, puisque la tâche Si peut être exécutée min(bi, bi+1) fois sans avoir à se reconfigurer,
le coût engendré par une seule entrée sur la tâche Si est sti

min(bi,bi+1)
, d’où le résultat du coût.

Notons que la période de la machine étant
∑n

i=1
wi
v + C, minimiser ce coût C revient à

minimiser la période et donc maximiser le débit de l’application. De plus, puisque le traitement
de chaque tâche est irréductible, c’est à dire wi/v est constant, changer C est le seul moyen d’avoir
un impact sur la période. Le but est donc de minimiser C, attendu les contraintes établies dans
l’équation (6.1).

Nous commençons par un cas d’étude simple avec deux temps de reconfiguration différents
dans la section 6.2.1, avant d’explorer le problème général dans la section 6.2.2.

6.2.1 Avec deux temps de reconfiguration différents

Dans cette section nous étudions le cas où il n’existe que deux durées de reconfiguration
différentes, st et ST . Nous expliquons alors que cette situation implique que les buffers seront
alloués selon deux tailles possibles, b concernant les reconfigurations courtes et B les longues.
L’objectif est alors de trouver un rapport entre les deux valeurs pour ces tailles de buffers en
tenant compte du nombre de buffers qui doit être assigné à chaque valeur et de la mémoire
disponible, afin de déterminer quelle sont ces valeurs. Dans la section (a) nous nous intéressons
d’abord au cas le plus simple, dans lequel une seul tâche possède ce temps de reconfiguration
élevé. Puis dans la section (b) nous généralisons au cas où plusieurs tâches peuvent avoir ce
temps plus élevé.

a Avec un seul coût plus élevé

En premier lieu nous considérons le cas où une seule tâche a un temps de reconfiguration dif-
férent, plus grand que les autres. Par soucis de simplicité, nous considérons des tailles d’éléments
identiques ici, c’est à dire δi = 1 pour 1 6 i 6 n+ 1.

Si toutes les tâches ont des temps de reconfiguration identiques st sauf une (par exemple Si)
avec un temps st� ST , la solution naturelle est d’avoir des tailles de buffers identiques, b, sauf
pour le buffer d’entrée et de sortie de Si : bi = bi+1 = B > b. Dans ce cas, nous cherchons à
minimiser plus de coûts de reconfiguration pour Si que pour les autres tâches. Ce coût peut être
exprimé comme :

C =
st

b
× (n− 1) +

ST

B

Il y a deux buffers de taille B et n − 1 buffers de taille b, et donc les contraintes sur la
mémoire sont définies comme (pour rappel, δi = 1) :

M > (n− 1)b+ 2B (6.3)

Nous avons montré dans [14] qu’un ordonnancement efficace ne peut être trouvé que si chaque
couple de buffers consécutifs est multiple. Nous supposons donc que B = α × b, où α est un
entier (et α > 1). Notons que pour le cas b = 1, la plus grande valeur possible pour α est limitée
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par α 6
⌊
M−(n−1)

2

⌋
.

On remplace alors B par α× b dans l’équation (6.3) et on obtient :

b 6
M

(n− 1) + 2α

Le but est de trouver la valeur de α, et donc de trouver les valeurs de b et de B, de sorte
que C soit minimisé. Nous considérons d’abord que b peut être rationnel, puis nous expliquerons
comment choisir une valeur entière. On définit donc

b =
M

(n− 1) + 2α

Le coût peut être exprimé comme une fonction de α :

C(α) =
1

M

(
ST (n− 1 + 2α)

α
+ st(n− 1 + 2α)(n− 1)

)
,

et sa dérivée est :
C ′(α) =

n− 1

M

(
2st− ST

α2

)

La fonction C ′(α) décroît pour 1 6 α 6
√

ST
2st = αopt, et croît pour α > αopt. Si αopt >⌊

M−(n−1)
2

⌋
, alors on dit que αopt =

⌊
M−(n−1)

2

⌋
.

Enfin, nous calculons les valeurs entières optimales de b et B pour α = bαoptc et α = dαopte,
et on conserve le choix de α qui minimise le coût.

b Avec plusieurs coûts consécutifs

Nous étendons ici le problème à une version dans laquelle il n’y a toujours que deux coûts st
et ST (st� ST ), mais plusieurs tâches peuvent avoir le coût élevé ST . Le problème est exprimé
de la façon suivante :

• n tâches ;

• n+ 1 buffers ;

• M est l’espace mémoire total qui doit être réparti dans les n+ 1 buffers pour recevoir les
entrées/sorties de chaque tâche de sorte que le buffer de sortie d’une tâche soit le buffer
d’entrée de la prochaine ;

• x tâches dont la reconfiguration est courte (st) et dont les buffers d’entrée et de sortie
restent petits (b) sauf si une tâche voisine requiert de plus grands buffers ;

• n−x tâches dont la reconfiguration est longue (ST ) et dont les buffers d’entrée et de sortie
sont grands (B) ;

• y ensembles (d’au moins un élément) de tâches consécutives dont la reconfiguration est



98 Chapitre 6. Sélection des buffers

longue. Naturellement la tâche précédant un ensemble et celle lui succédant ont toutes
deux une reconfiguration courte (st).

Pour rappel C =
∑n

i=1
sti

min(bi,bi+1)
, et donc pour diminuer le coût des reconfigurations d’une

tâche les deux buffers l’entourant – entrée et sortie – doivent être plus grands, puisque le coût
est dicté par le plus petit des deux buffers. Cela implique que pour toute tâche Si avec un coût
ST entourée des tâches avec des coûts st, deux buffers (Bi et Bi+1) doivent être grands (B).
Dans le cas d’un ensemble de z tâches consécutives avec sti = ST , z buffers d’entrée ainsi que
le buffer de sortie de la zème tâche seront de grande taille, pour un total de z + 1 buffers. En
plus de chaque grand buffer d’entrée des n− x tâches avec de grands temps de reconfiguration,
on aura donc un grand buffer supplémentaire par ensemble de tâches consécutives pour « finir »
chaque ensemble (diminuer l’impact de la dernière tâche de l’ensemble), même s’il s’agit d’une
tâche isolée. Dans ces conditions, on peut déduire qu’avec y ensembles, on a :

• n− x+ y grands buffers (nombre total de tâches avec un temps ST plus le nombre d’en-
sembles symbolisant le nombre de buffers de sortie à agrandir pour « finir » l’ensemble) ;

• n− (n− x+ y) = x− y + 1 petits buffers (y 6 x+ 1).

Nous avons montré que nous obtenons le meilleur débit lorsque deux buffers consécutifs ont
leur taille telle que l’un est multiple de l’autre. On a donc, avec α entier :

B = α× b (6.4)

L’espace mémoire total contraint l’utilisation mémoire :

M > (x− y + 1)b+ (n− x+ y)B

> (x− y + 1)b+ α(n− x+ y)b

> b(x− y + 1 + α(n− x+ y))

La taille d’un petit buffer est donc

b =

⌊
M

(x− y + 1) + α(n− x+ y)

⌋
(6.5)

Le sur-coût C que nous devons payer à cause des reconfigurations dépend de la taille des
buffers, donc de la valeur de α. Soit C(α) une fonction d’α définie comme :

C(α) =
x st

b
+

(n− x)ST

B
=
x st

b
+

(n− x)ST

α× b
(6.6)

Considérons la valeur rationnelle de b :

C(α)×M = x st(x− y + 1 + α(n− x+ y)) +
(n− x)ST ((x− y + 1) + α(n− y + 1))

α
) (6.7)
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La dérivée C ′(α) est

C ′(α)×M = x st(n− x+ y)− (n− x)ST (x− y + 1)

α2

La fonction C ′(α) décroît pour α tel que :

1 6 α 6

√
(n− x)ST (n− y + 1)

x st(n− x+ y)
= αopt

α doit être une valeur entière. La valeur optimale de α est soit bαoptc soit dαopte, en fonction
de C(α). De plus, la valeur de b considérée était rationnelle dans l’équation (6.7). Le choix de α
dépend aussi de la mémoire disponible M .

6.2.2 Optimiser les buffers avec différents temps de reconfiguration

Nous étudions à présent le problème général avec n différents coûts de reconfiguration. Nous
nous concentrons d’abord sur le cas particulier où les temps de reconfiguration ne décroissent
pas avec les numéros de tâches. De cette façon, les buffers augmentent en taille à mesure que
nous approchons de la fin du pipeline. Par la suite et par soucis de simplicité, nous appelons ce
type de cas le modèle non-décroissant, et le cas opposé le modèle « non-croissant ». Par la suite
nous étudions le cas plus général, dans lequel il n’y a aucune relation d’ordre dans les coûts
de reconfiguration. Nous cherchons à conserver des tailles de buffers qui sont multiples deux à
deux, de façon à en déduire facilement un algorithme d’ordonnancement qui obtient une période
minimale, sans coût additionnel (voir [14]).

a Temps de reconfiguration non-décroissants

Avec des temps de reconfiguration qui ne décroissent pas, on a toujours min(bi, bi+1) = bi,
et donc la fonction de coût de l’équation (6.2) devient

C =
n∑
i=1

sti
bi

avec bi+1 > bi.

Puisque tous les bi sont multiples, on définit bi = αibi−1 pour 1 6 i 6 n + 1, c’est à dire le
rapport de proportionnalité entre le buffer bi et son prédécesseur. En supposant b0 = 1, on a
bi =

∏i
k=1 αk. Nous avons donc n+ 1 inconnues αk pour 1 6 k 6 n+ 1.

Pour tout 1 6 i 6 n, on exprime αi comme une fonction de tous les αk, avec k > i. On
obtient alors une expression de αn+1, et nous pouvons en déduire récursivement chaque valeur
de αi. Toutes ces valeurs qui optimisent la fonction de coût C sont rationnelles et nous les
arrondirons à des valeurs entières lors d’une prochaine étape.

Pour simplifier les notations, nous posons P ba =
∏b
`=a α` (avec P i1 = bi), et P ba = 1 pour

a > b.
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En premier lieu, sachant que b0 = 1, nous obtenons α1 grâce aux contraintes mémoire :

α1 =
M

δ1 +
∑n+1

k=2 P
k
2 δk

. (6.8)

Ensuite, nous exprimons le coût comme une fonction de α2, en remplaçant α1 par sa valeur
optimale :

C(α2) =
n∑
k=1

stk

P k1
=

1

α1

(
st1 +

n∑
k=2

stk

P k2

)

=

(
δ1
M

+
α2

M

n+1∑
k=2

P k3 δk

)(
st1 +

1

α2

n∑
k=2

stk

P k3

)
.

Cette fonction prend la forme aα2 + b
α2

+ c, donc le minimum est obtenu en α2 =
√

b
a . On

a alors :

α2 =

√√√√ δ1
M

∑n
k=2

stk
Pk
3

st1
M

∑n+1
k=2 P

k
3 δk

=

√
δ1
st1

∑n
k=2 stkP

n
k+1

Pn3
∑n+1

k=2 P
k
3 δk

.

Nous montrons récursivement que

αi =

√
δi−1
sti−1

∑n
k=i stkP

n
k+1

Pni+1

∑n+1
k=i P

k
i+1δk

(6.9)

pour i > 2. De plus, nous montrons que minimiser le coût C(αi) pour des valeurs fixes de
αk (i < k 6 n+ 1), équivaut à minimiser la fonction

∆i(αi) =

(
δi−1
M

+
αi
M

n+1∑
k=i

P ki+1δk

)(
sti−1 +

1

αi

n∑
k=i

stk

P ki+1

)
.

Nous avons déjà montré ces résultats pour i = 2, car nous avons exactement C(α2) = ∆2(α2).

Supposons que ces résultats sont vrais pour toutes les valeurs inférieures ou égales à i, et
établissons un résultat pour αi+1. Nous exprimons ∆i comme une fonction de ∆i+1, en supposant
que la valeur optimale de αi est utilisée comme expression du coût. Soient a = αi

M

∑n+1
k=i P

k
i+1δk

et b =
∑n

k=i
stk
Pk
i+1

. On peut réécrire ∆i comme :

∆i =
sti−1δi−1

M
+ sti−1aαi +

δi−1
Mαi

b+ ab.

A cause de l’hypothèse, αi minimise ∆i, et à cause de la forme de ∆i, on a αi =
√

b
a

δi−1

Msti−1
, et

∆i =
sti−1δi−1

M
+ 2

√
sti−1δi−1

M
ab+ ab.

Il est alors facile de vérifier que ab = ∆i+1 en développant le produit, et les seuls termes en αi+1



6.2 Allocation avec sti 101

apparaissent dans ∆i+1. Donc, pour minimiser le coût exprimé comme une fonction de αi+1,
nous devons minimiser ∆i+1(αi+1). Ce résultat est obtenu directement grâce à la forme de la
fonction, de la même façon que nous avons obtenu α2.

Ceci est vrai pour i 6 n, et nous notons que αn+1 = 1 (il n’y a rien à gagner à avoir un
buffer de sortie plus grand que le précédent). On dérive donc la valeur de

αn =

√
δn−1
stn−1

stn
δn + δn+1

. (6.10)

On peut donc calculer toutes les valeurs rationnelles optimales pour les αi. De façon intéres-
sante, αi ne dépend que des δk et des stk pour k > i − 1. M n’intervient que dans le calcul de
α1, car toutes les autres valeurs αk sont des ratios.

Nous discutons de la manière de choisir des valeurs entières dans la section (b). En effet la
valeur entière de αi peut être soit dαie soit bαic. Pour tout 1 6 i 6 n + 1, chaque choix de
αi influence la valeur du coût. En conséquence, nous devons considérer potentiellement 2n+1

configurations différentes. De plus, la limite de taille de M est une contrainte supplémentaire
pour ces choix. C’est pourquoi nous choisissons la valeur entière de chaque αi en utilisant trois
heuristiques (Up, Down, et Closest) que nous détaillons dans la section suivante.

b Cas général

Dans le cas le plus général, il n’est plus possible de prévoir si la valeur de min(bi, bi+1) est bi
ou bi+1 lorsque l’on calcule le coût C de l’équation (6.2). Cependant, intuitivement, si la tâche Si
a un plus grand temps de reconfiguration que Si−1 et Si+1 (pour 1 < i < n), la capacité de ses
buffers d’entrée et de sortie devrait être plus grande ou égale à celles du buffer d’entrée de Si−1
et du buffer de sortie de Si+1. Ces deux buffers devraient également avoir la même taille, de
sorte que nous puissions traiter Si exactement bi = bi+1 fois avant d’avoir à se reconfigurer.

Notre but est de réutiliser les résultats théoriques dérivés de la section (a). Une possibilité
pourrait être de calculer les valeurs optimales des ratios entre les buffers pour chaque séquence
de tâches dont les coûts de reconfiguration sont monotones, mais il deviendrait très difficile de
choisir comment répartir la mémoire parmi toutes les séquences de tâches. A la place, nous
avons décidé de trier tous les temps de reconfiguration et de calculer les ratios comme dans la
section (a), avant de décider comment choisir des valeurs entières pour les capacités des buffers
grâce à des heuristiques, tout en évitant de dépasser la capacité mémoire totale.

Par la suite nous décrivons sept heuristiques servant à calculer les capacités des buffers.
La première, SameB décrite en section (b), crée des buffers de capacités identiques. Il y aura
forcément des cas où ce choix naïf sera optimal, mais nous introduisons ensuite des heuristiques
qui ciblent des applications avec des temps de reconfiguration homogènes, pour lesquelles il
est normalement mieux de choisir des buffers de capacités différentes. Il y a deux catégories
d’heuristiques (H1 et H2), avec trois variantes d’heuristiques par catégorie en fonction de la
stratégie employée pour arrondir les valeurs des coefficients de proportionnalité entre les capacités
des buffers.

Puisque nous réutilisons le modèle non-décroissant pour ces heuristiques, ces dernières consi-
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dère que chaque taille de buffer est multiple d’une taille de buffer plus petite. Pour chacune
des catégories d’heuristiques (H1 et H2), nous proposons également une quatrième stratégie de
passage en entiers en recherchant les arrondis optimaux, pour montrer l’influence de cette étape
dans la détermination des valeurs des tailles des buffers voisins. En effet quand le nombre de
tâches n’est pas trop grand, nous pouvons donc calculer les capacités optimales pour les buffers
en fonction des valeurs entières des αi (1 6 i 6 n) calculées précédemment, en comparant tous
les arrondis possibles. Cette stratégie de calcul des arrondis dite de force brute (brute force en
anglais) n’est pas adaptable à de grandes tailles mais nous aide à valider cette approche du
calcul des valeurs arrondies des αk (1 6 k 6 n), donc d’évaluer l’efficacité relative des trois
heuristiques du calcul des arrondis.

Enfin nous proposons à la fin de cette section une solution optimale obtenue par un algo-
rithme brute force pour la meilleure distribution mémoire possible en buffers. Contrairement à
l’approche brute force précédente qui cherche seulement le meilleur arrondi au sein des familles
d’heuristique H1 et H2, cette solution ne se contente pas de chercher la meilleure solution en-
tière mais la meilleure solution d’assignation des buffers. Elle entre donc en concurrence avec
l’ensemble des heuristiques SameB, H1 et H2. Cette approche optimale a pour but de nous aider
à comparer les heuristiques précédentes à la meilleure solution dans le cadre de plateformes suf-
fisamment petites (environ 10 tâches) à cause de la complexité de l’algorithme. Cette dernière
approche n’est pas basée sur le modèle non-décroissant.

SameB

La première heuristique, SameB, consiste à appliquer l’approche naïve visant à répartir la
mémoire M en n+ 1 buffers de capacité identique. En fait cette heuristique consiste à appliquer
ALL-B tel qu’énoncé dans la section 6.1. Pour 1 6 i 6 n + 1, chaque buffer Bi contient des
éléments de taille δi, pour une capacité totale b, utilisant ainsi une quantité de mémoire b× δi.
La capacité b pour l’heuristique SameB est par conséquent définie par :

b =

⌊
M∑n+1
i=1 δi

⌋
(6.11)

Comme expliqué plus tôt, puisque tous les bi sont proportionnels deux à deux, une avec des
capacités différentes imposerait qu’on ait au moins bi = 2 × bj pour 1 6 i, j 6 n + 1. La taille
mémoire disponible étant limitée et devant être partagée pour tous les buffers, choisir des buffers
de capacités identiques peut donc s’avérer être un bon compromis.

H1-Up, H1-Down, H1-Closest et H1-BF

Nous proposons ici un ensemble d’heuristiques qui, comme expliqué plus tôt, sont fondées sur
les résultats théoriques de la section (a). Pour les tâches représentant des maximum locaux dans
les temps de reconfiguration, nous décidons d’adapter la taille des buffers en fonction de l’espace
mémoire disponible. Ces trois choix sont présentés dans les figures 6.3(a), 6.3(b) et 6.3(c). Par
soucis de simplification, nous supposons que le dernier buffer a la même taille que le buffer
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d’entrée de Sn, c’est à dire que bn = bn+1. Les heuristiques sont implémentées de cette façon :

1. Nous trions d’abord les valeurs des reconfigurations par ordre croissant (de sorte de se
retrouver dans la même configuration qu’avant), en utilisant une fonction de permutation
π telle que pour 1 6 i, j 6 n, stπ(i) 6 stπ(j) si π(i) < π(j). Nous calculons ensuite la
séquence des αk dans le sens inverse grâce aux équations (6.10), (6.9), (6.8), de sorte que
bπ(i) =

∏π(i)
k=1 αk. Mais puisque la tâche Sn n’a pas nécessairement le plus grand temps de

reconfiguration (stn 6 max16i6n(sti)), nous devons prévoir de la place pour le buffer bn+1

afin d’anticiper l’utilisation mémoire lors de la fin du calcul des αk. Comme nous l’avons
vu plus tôt, dans tous les cas bn = bn+1 car Bn+1 est un buffer de sortie. Puisqu’on connaît
la position de stn dans la séquence triée des reconfigurations (π(n)), nous seront capables
de calculer bn+1 = bπ(n) =

∏π(n)
k=1 αk lorsque tous les αk seront connus.

2. On définit ensuite trois politiques (respectivement Up, Down et Closest) pour arrondir les
valeurs de chaque αk, de sorte de calculer chaque valeur de bk =

∏k
`=1 α` pour 1 6 k 6 n+1,

puisque bk ∈ N∗. On essaie au mieux d’augmenter chaque αk vers dαke pour augmenter la
capacité de bk ∈ N∗ et ainsi réduire le coût total des reconfigurations. Cependant chaque
αk est une valeur rationnelle théorique qui minimise le coût C, et augmenter sa valeur n’est
pas toujours possible à cause de la mémoire M limitée de la machine. Soit α̂k la valeur
entière choisie pour αk. H1-Up, H1-Down et H1-Closest sont trois différentes heuristiques
qui correspondent aux différentes façons respectives de choisir une valeur entière pour αk :

(a) H1-Up : nous considérons αk dans l’ordre de k = 1 à n+ 1, et pour chaque valeur de
k on définit α̂k = dαke si la mémoire utilisée est inférieure ou égale à la quantité M ,
ou α̂k = bαkc sinon. Notons que lorsque l’on définit un αk comme la partie entière
inférieure, la taille mémoire disponible restante augmente, induisant plus de place
disponible pour augmenter la valeur des αk plutôt que la réduire.

(b) H1-Down : nous procédons comme l’heuristique précédente, mais explorons les αk
dans l’ordre descendant, de k = n+ 1 à k = 1.

(c) H1-Closest : dans cette dernière politique pour les arrondis. Il s’agit de faire un arrondi
au plus proche. Pour chaque 1 6 k 6 n + 1 nous choisissons une valeur de αk telle
que α̂k = bαkc si αk − bαkc < 0.5, α̂k = dαke sinon. La taille mémoire restante est
également prise en compte pour valider ou non chaque choix potentiel de dαke pour
α̂k, sachant que le choix de bαkc est toujours disponible.

3. Nous calculons chaque bk avec 1 6 k 6 n+ 1 en utilisant les valeurs entières α̂` de chaque
α` (avec 1 6 ` 6 k and 1 6 k 6 n+ 1) ;

4. Nous remplaçons chaque valeur de bk dans sa position originale dans la séquence pour
prendre la taille de Bπ−1(k) dans le pipeline, en utilisation la fonction π−1(k) pour chaque
k, avec 1 6 k 6 n+ 1.

5. Enfin nous considérons chaque tâche Si représentant un maximum local dans les temps de
reconfiguration, c’est à dire chaque Si tel que sti = max(sti−1, sti, sti+1) (pour 1 < i < n).
Comme nous l’avons dit plus tôt, bi devrait être égal à bi+1 même si on compte utiliser
l’ensemble bi des éléments en entrée de Si, de sorte de réduire le sur-coût causé par le
temps sti. Plus précisément, un maximum local dans un buffer isolé ne sert à rien : pour
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réduire le coût lié à une tâche Si, bi et bi+1 doivent tous deux être grands et de taille
identique, puisque la réduction du coût des reconfigurations est limitée par le plus petit
des deux buffers. Autrement dit tout excès de capacité dans un buffer qui est maximum
local ne sera jamais utilisé. Nous cherchons donc idéalement pour cet équilibre à augmenter
la mémoire allouée au buffer de sortie de Si, comme montré dans la figure 6.3(a). Puisque
bk =

∏k
`=1 α̂`, si bi+1 < bi alors il y a au moins un facteur 2 entre bi et bi+1. Cette

phase de ré-allocation consomme cependant beaucoup de mémoire. Dans certains cas,
augmenter la taille du buffer Bi+1 de la valeur bi+1 à bi peut simplement ne pas être
possible. Quand la quantité de mémoire n’est pas assez grande pour augmenter la valeur
de bi+1, la taille superflue de bi n’est alors jamais exploitée et gaspille de la mémoire.
Nous ré-allouons donc la mémoire de la façon suivante : nous réduisons la valeur de bi
à max(bi−1, bi+1), tel qu’exposé dans la figure 6.3(b) quand bi+1 = max(bi−1, bi+1), et la
figure 6.3(c) quand bi−1 = max(bi−1, bi+1). De cette façon, nous récupérons de la mémoire
inutilisée et augmentons la taille mémoire disponible petit à petit, sans impacter sur les
performances et en permettant de faire une ou plusieurs ré-allocations telles que celles de
la figure 6.3(a).

Les performances de ces heuristiques dépendent non seulement de l’étape de calcul des αk
rationnels basée sur le modèle non-décroissant (étape (1)), mais aussi de l’étape du calcul des
arrondis décrite précédemment (étape (2)). Pour évaluer l’importance de cette dernière étape et
pour mesurer une distance à l’arrondi optimal, nous avons développé un algorithme brute force
nommé H1-BF, entrant en concurrence avec H1-Up, H1-Down et H1-Closest. Dans cette approche
nous considérons, quand n n’est pas trop grand, les 2n façons d’arrondir les n valeurs rationnelles
de αk en α̂k (1 6 k 6 n). En effet la valeur de α̂k est égale à dαke ou bαkc. Pour chacune des
2n solutions d’arrondis calculées pour cette approche brute force nous traitons également les
étapes (3), (4) et (5). Notons que nous n’avons pas besoin de calculer α̂n+1 puisqu’on sait que
bn+1 = bn si bn est la capacité du buffer d’entrée de la dernière tâche lorsque l’on considère les
buffers dans leur position correcte (après l’étape (4)). On ne garde ensuite que la séquence des
α̂k (1 6 k 6 n) pour laquelle les buffers obtenus à l’issue de l’étape (5) offrent le plus faible coût
de reconfiguration global.

Les trois heuristiques H1-Up, H1-Down et H1-Closest sont comparées ensemble dans la sec-
tion 6.2.3, qui présente des simulations sur de nombreux scénarios. Ces heuristiques sont égale-
ment comparées à H1-BF.

H2-Up, H2-Down, H2-Closest et H2-BF

A cause de la taille mémoire limitée, il paraît intéressant de donner une taille bien plus grande
à des buffers pour les tâches à fort coût de reconfiguration afin de réduire la valeur de C, plutôt
que de partager un reste de mémoire dans chaque buffer Bi (1 6 i 6 n + 1). Nous présentons
ici trois nouvelles heuristiques H2-Up, H2-Down et H2-Closest qui, basées initialement sur les
heuristiques H1-Up, H1-Down et H1-Closest, cherchent à changer le nombre d’éléments en entrée
de Si+1 lorsque sti = max(sti−1, sti, sti+1) (1 < i < n), c’est à dire lorsque Si est un maximum
local. L’opération permet un accroissement de ce buffer même si la mémoire n’est pas suffisante,
en sacrifiant la taille d’autres buffers. Leur exécution est la suivante :
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bi−1 bi bi+1 bi−1 bi bi+1

(a) Adaptation de la taille de Bi+1 en bi quand la mémoire
disponible est suffisante.

bi−1 bi bi+1 bi−1 bi bi+1

(b) Adaptation de la taille de Bi en bi+1 quand il n’y a pas
assez de mémoire disponible.

bi−1 bi bi+1 bi−1 bi bi+1

(c) Adaptation de la taille de Bi en bi−1 quand il n’y a pas
assez de mémoire disponible.

Figure 6.3 – Adaptation de la taille de Bi ou de Bi+1 en fonction de la mémoire restante.
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1. Nous suivons d’abord les quatre premières étapes des heuristiques H1-Up, H1-Down et
H1-Closest pour commencer les heuristiques H2-Up, H2-Down et H2-Closest. Par exemple,
chaque bi calculé à l’aide de H2-Up a la même valeur que celle calculée par H1-Up lors de
l’étape (4) de sa description (avant de s’occuper des maximum locaux).

2. Pour chaque étape Si qui est un maximum local (sti = max(sti−1, sti, sti+1) avec 1 < i <

n), nous proposons de forcer Bi+1 à prendre la valeur de Bi (bi) pour diminuer autant que
possible l’impact des grandes valeurs de sti dans l’expression de C (voir équation (6.2)), et
ce même s’il ne reste pas assez de mémoire. La figure 6.3(a) montre comment la phase de
ré-allocation se déroule s’il reste assez de mémoire ; il s’agit d’un cas similaire à l’étape (5)
de H1-*. Comme expliqué lors de cette même étape, cette phase de ré-allocation est très
coûteuse en mémoire. Pour rendre l’opération possible quoi qu’il arrive, nous compensons
la perte de mémoire en diminuant la taille des autres buffers de façon proportionnelle.
Cette opération est expliquée dans les étapes qui suivent.

3. Nous recalculons la valeur de α̂1 de la façon suivante : puisque α1 est conçu pour tirer
avantage de la mémoire en considérant les valeurs calculées de chaque αk avec 1 < k 6 n+1,
il est possible en utilisant équation (6.8), mais en n’utilisant que des entiers, de réévaluer α1

en exploitant la même formule et en changeant P k2 par bk/α̂1, puisque bk =
∏k
`=2 α̂` × α̂1.

Les valeurs des bk sont prises en compte dans l’ordre donné par la fonction π. Soit α′1 la
nouvelle valeur rationnelle de α1 :

α′1 =
M

δ1 +
∑n+1

k=2
bk
α̂1
δk
. (6.12)

4. Nous arrondissons α′1 pour donner une valeur entière à α̂1
′. La taille mémoire étant limitée

ici, la seule valeur possible pour α̂1
′ est bα′1c. Nous sommes alors en mesure de calculer

chaque valeur b′k correspondante, et ainsi calculer chaque valeur bi en remplaçant sa valeur
par b′k (sachant que π(i) = k, ou π−1(k) = i). Soit b′i = b′π−1(k) le nouveau nombre d’entrée
dans le buffer Bi. La relation entre b′i et b

′
i+1 est maintenue malgré le calcul de α̂1

′. Le
processus de ré-allocation garantit que l’espace mémoire disponible restant est toujours
supérieur à zéro.

La description précédente conduit alors à la définition de H2-Up, H2-Down et H2-Closest,
qui vont par la suite être comparées aux heuristiques précédentes.

De plus, comme pour les heuristiques H1-* et pour la même raison, nous proposons de calculer
les arrondis par force brute pour H2 nommé H2-BF. Comme pour H1-BF, cette approche par
force brute considère elle aussi les 2n manière différentes de faire les arrondis (si n n’est pas trop
grand), puis calcule pour chaque configuration arrondie les étapes suivantes (fin de l’étape (1),
puis étapes (2), (3) et (4)) afin de ne conserver que la configuration qui correspond au plus petit
sur-coût de reconfiguration. Les résultats obtenus sont comparés à H2-*.

Les simulations de la prochaine section cherchent à mettre en évidence que la recherche de
capacités de buffers appropriées est très importante, et que le coût des reconfigurations sur la
performance du système peut être considérablement réduite.
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BruteForce

Pour évaluer les approches heuristiques décrites précédemment, nous avons développé un
algorithme brute force optimal (BruteForce). Cet algorithme explore chaque valeur possible
pour les buffers telle que la somme des espaces mémoire alloués ne dépasse pas celle de l’espace
mémoire total M , et de sorte que tous les buffers consécutifs soient multiples deux à deux. Nous
recherchons ainsi de façon exhaustive toutes les solutions valides et n’en gardons qu’une pour
laquelle le sur-coût C est le plus faible. Cet algorithme possède de façon évidente une complexité
exponentielle et le nombre de solutions explorées est énorme (exponentiel par rapport au nombre
de tâches n) ; nous ne sommes pas capable de calculer des solutions pour des plateformes plus
grandes que n = 10 tâches. Cependant les applications considérées sont assez grandes pour rendre
possible la comparaison entre les solutions heuristiques et la solution optimale. De nombreuses
simulations montrent que nos approches sous optimale dans le cas général basées sur le modèle
non-décroissant trouvent des solutions proches du résultat optimal.

c Contre-exemple et améliorations

Jusqu’ici nous faisons la supposition que tous les buffers sont proportionnels entre eux,
puisque tout buffer Bi dépend d’un rapport αi, lui-même proportionnel à αi−1. Dans le cas des
coûts de reconfiguration dans un ordre non-décroissant, nous avons prouvé que le coût optimal
suit naturellement cette supposition. Cependant dans le cas général cette supposition est trop
restrictive, même si nous avons développé des stratégies efficaces basées sur la stratégie du mo-
dèle non-décroissant. En effet dans le cas général seul les tailles des buffers au sein d’une sous
séquence (non-décroissante ou non-croissante) doivent être toutes proportionnelles. Puis puisque
deux sous séquence successives partagent une tâche, les valeurs de buffers au sein de chacune
sont intrinsèquement dépendantes à cause du buffer qui les lient. Si la tâche partagée Si est un
maximum local, alors toutes les tailles de buffer dans les deux sous séquences adjacentes seront
proportionnelles aux tailles des buffers d’entrée et de sortie de Si (bi et bi+1, avec bi = bi+1). Si Si
est un minimum local, Bi et Bi+1 auront une taille bi = bi+1 qui sera proportionnelle à la taille
de chaque buffer des deux sous séquences. Nous montrons dans la figure 6.4 les différentes straté-
gies appliquées à un exemple. La figure 6.4(d) montre un cas où les tailles des buffers de la sous
séquence S1 à S3 sont proportionnelles à 3, tandis que celles des buffers de la séquence S3 à S6
sont proportionnelles à 4, alors que l’ensemble des buffers du pipeline sont multiples de b3 = 24

ou b4 = 24. En considérant le même pipeline avec les mêmes tailles mémoire, nous montrons
respectivement trois différentes allocation mémoires, chacune correspondant à une stratégie déve-
loppée plus tôt : la figure 6.4(a) montre la stratégie SameB, la figure 6.4(b) montre les stratégies
H1/H2-Down, et la figure 6.4(c) montre les stratégies H1/H2-Up/Closest. Les valeurs obtenues
pour le sur-coût C sont respectivement C = 311.27, C = 373.33 et C = 277.33. Cependant
en permettant d’avoir des rapports de proportionnalité différents d’une séquence à l’autre, nous
montrons dans la figure 6.4(d) qu’il est possible de diminuer le coût des reconfiguration encore
plus, jusqu’à C = 254.66 dans le cas présenté.
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Figure 6.4 – Différentes stratégies de distribution de la mémoire sur un même pipeline
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6.2.3 Résultats de simulations

Pour évaluer les différentes heuristiques, nous exécutons différentes simulations. Le but prin-
cipal est de montrer l’importance d’une allocation de buffers intelligente, ainsi que son influence
sur le coût des reconfigurations. Toutes les tailles des entrées sont fixées à δi = 1 afin de per-
mettre une meilleure comparaison des solutions. La taille mémoire est donc exprimée en terme
de capacité totale de l’ensemble des buffers.

Dans la plupart des simulations, nous utilisons deux mécanismes différents pour générer des
valeurs de temps de reconfiguration (sti).

• Rand1 – Dans la première approche, les coûts de reconfiguration sont sélectionnés au
hasard entre 5 et 100001, avec un pas fixé pour l’expérience. Cela signifie que pour un pas
de x, la variable aléatoire peut prendre une valeur parmi n’importe quelle valeur telle que
5 + k × x < 100001. Ce choix conduit à des reconfigurations de coûts différents, mais qui
pourraient ne pas beaucoup varier. Les coûts pourraient même zigzaguer en alternant des
valeurs faibles et élevées.

• Rand2 – La seconde approche cherche à générer des temps de reconfiguration très différents,
avec la promesse d’atteindre plus la forme de vagues que de zigzags. Pour ce faire, les coûts
de reconfiguration appartiennent tous à un des x types de reconfiguration, fixés à chaque
simulation. Chaque type de reconfiguration ti se voit attribuer une valeur aléatoire xi
comprise entre 1 et 9, avec la contrainte que ti = xi × 10i−1 (1 6 i 6 x). Puis, pour
chaque type de reconfiguration, nous choisissons aléatoirement le nombre de tâches qui
appartiennent à chaque type, avec pour contrainte #(ti) ≥ #(ti+1).

a Temps de reconfiguration non-décroissants

Dans la première expérience, nous évaluons le comportement des heuristiques pour les appli-
cations avec des coûts de reconfiguration non-décroissants. Dans ce cas, il est possible de calculer
la capacité rationnelle optimale de chaque buffer, tel que décrit dans la section précédente. La
taille définitive des buffers dépend alors uniquement de la technique utilisée pour arrondir la
solution rationnelle en une solution entière. Notons que dans ce type d’applications, les versions
H1 et H2 de chaque heuristique Up, Down et Closest agissent exactement de la même façon,
puisqu’aucune ré-allocation de buffer ne doit être faite. Les figures 6.5 et 6.6 présentent les résul-
tats pour des applications de 70 tâches et une mémoire variante de 4000 à 20000 : la figure 6.5(a)
contient les résultats obtenus avec Rand1 (pas de 13), tandis que la figure 6.6 montre les résultats
avec Rand2. La figure 6.5(b) expose les détails de la figure 6.5(a). Sur tous les graphiques sont
tracées les valeurs moyennes des coûts de 100 applications différentes. Comme nous pouvons le
constater, l’heuristique SameB est dépassée dans les deux cas. Cependant, dans le cas de plate-
formes avec une faible variance dans les coûts de reconfiguration (Rand1, figure 6.5(a)), SameB
s’en sort presque aussi bien que les meilleures heuristiques de H1 et H2, à savoir H1-Up, H2-Up,
H1-Closest, et H2-Closest. H1-Down et H2-Down s’en sortent toutes deux mal. Nous pouvons
donc ici statuer sur l’importance de la politique d’arrondi : les heuristiques Down tendent à
augmenter le facteur α des gros buffers, tandis que les autres stratégies tendent augmenter les
tailles de buffer de façon globale, menant à des différences de tailles plus faibles. Les stratégies
Closest et Up permettent donc de mieux mettre en avant le comportement des reconfigurations.
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Figure 6.5 – Coût moyen pour des applications avec 70 tâches et des temps de reconfiguration
non-décroissants.
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Dans le cas de plateformes avec des coûts de reconfiguration très hétérogènes (figure 6.6), toutes
les heuristiques H1 et H2 s’en sortent bien mieux que SameB. On atteint des résultats jusqu’à
5.2 fois meilleurs que SameB (H*-Closest avec M = 6000). Les heuristiques Down s’en sortent
toujours légèrement moins bien que Closest et Up. La défaite de SameB est due aux recon-
figurations additionnelles qui doivent être exécutées pour les tâches avec de grands coûts de
reconfiguration, puisque SameB alloue moins pour les tâches coûteuses que les autres stratégies.

b Cas général : coûts de reconfiguration en forme de vagues

La seconde série de simulations teste le comportement de nos heuristiques sur des plateformes
générales, sans contraintes sur les reconfigurations.

Rand1 créé des applications générales avec les propriétés suivantes : tout d’abord, les temps
de reconfiguration sont hétérogènes, mais souvent dans le même ordre de grandeur ; ensuite,
comme nous l’avons mentionné, les temps de reconfiguration on tendance à zigzaguer, ce qui
impose l’allocation de grands buffers sur des tâches à faible temps de reconfiguration se situant
après les tâches concernées (par exemple, si bi est grand, alors bi+1 doit l’être même si Si+1 a de
faibles temps de reconfiguration). Les résultats pour ce type d’applications sont montrés dans la
figure 6.7. Le comportement des heuristiques est similaire à celui dans le cas des applications non-
décroissantes, avec une différence de taille : SameB surpasse légèrement les autres heuristiques,
et nous observons un classement dans les heuristiques d’arrondi. En effet H2-Closest et H2-Up
s’en sortent mieux que H1-Up et H1-Closest. H1-Down est remarquablement moins bonne que
les autres, et H2-Down est la pire. La figure 6.7(a) montre le résultat d’une application de 70
tâches avec un pas de 122. Le coût de chaque heuristique est normalisé par le coût de SameB,
SameB ayant donc un ratio de 1.

SameB surpasse toutes les autres heuristiques. Cette bonne performance ici est due aux
caractéristiques des applications générées par Rand1, et ses meilleures performances en com-
paraison des applications avec des reconfigurations non-décroissantes s’expliquent de la façon
suivante : le zigzag dans les valeurs des reconfigurations provoquent la nécessité de buffers iden-
tiques, car il faut toujours au moins deux grands buffers consécutifs pour amoindrir le coût des
reconfigurations.

Pour les applications non-décroissantes, il peut être nécessaire d’augmenter la taille des
buffers à la fin de l’application pour économiser de grands coûts, d’où les problèmes qu’a SameB
à être performant dans de tels cas.

La figure 6.7(b) montre le coût moyen de 100 applications avec 70 tâches. Nous observons que
le classement précédent reste vrai, et qu’en augmentant la taille mémoire le coût total décroît
encore plus puisque des espaces de buffers supplémentaires sont alloués à chaque étape. Les
performances relatives des heuristiques restent néanmoins les mêmes.

Nous cherchons ensuite à tester le comportement des heuristiques sur des applications gé-
nérées par Rand2. Ces applications ont les propriétés suivantes : d’abord les buffers consécutifs
sont soit les mêmes soit différents d’au moins un ordre de grandeur ; ensuite, les applications
courtes ont au moins un pic dans les temps de reconfiguration, tandis que les applications plus
grandes en ont plusieurs. On s’attend donc à ce que nos heuristiques gèrent mieux ces pics que
SameB.
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Figure 6.7 – Plateforme avec 70 tâches, temps de reconfiguration aléatoires.
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Les figures 6.8 et 6.9 montrent les résultats d’une application avec 200 tâches et une mémoire
variant entre 4000 et 20000 ; nous en traçons les résultats pour 4, 5 et 6 types de reconfiguration.
Les résultats de toutes les heuristiques sont normalisées par les résultats de SameB. Les premières
observations révèlent que la série d’heuristiques H1 s’en sort mal. En effet le ratio n’excède
en général pas les 0.4 (0.4 et 0.2) pour respectivement 4 (5 et 6) types de reconfiguration
(figures 6.8(a), 6.8(b) et 6.9). Cela signifie que H1-Up, H1-Closest et H1-Down sont au moins
deux fois pire que SameB. Comme nous l’avons déjà expliqué dans la section 6.2.2, pour profiter
d’un grand buffer, il en faut au moins deux afin de traiter Si min(bi, bi+1) fois sans payer de
coût de reconfiguration. Puisque le calcul des valeurs α n’anticipe pas ce fait, les heuristiques H1
adaptent les tailles des buffers en conséquence après coup (voir description de H1 à l’étape (5)).
Puisque la mémoire restante disponible vient à manquer quelque fois, les gros buffers doivent
être réduits et H1 perd son avantage sur SameB.

Une observation plus approfondie montre que SameB est surpassée par les heuristiques H2.
Par exemple, dans le cas de 4 types de reconfiguration et M = 15000 (voir figure 6.8(a)), H2-
Up et H2-Down atteignent un ratio de 2.7 et H2-Closest un ratio de 2.8. Quand le nombre de
types de reconfiguration augmente, le ratio entre H2 et SameB augmente d’autant plus. Par
exemple, dans le cas de 6 types de reconfiguration (figure 6.9), les heuristiques H2 sont presque
trois fois plus efficaces que SameB. Toujours dans le cas de 6 types de reconfiguration, on a
observé que lorsque la taille mémoire est petite (M 6 10000 pour des coûts de reconfiguration
jusqu’à 900000) toutes les heuristiques H2 ne sont pas en mesure de trouver une solution. En
effet H2-Closest et H2-Down n’arrivent pas à trouver une solution. Plus précisément, elles ne
sont pas capables d’ajuster les buffers avec l’espace mémoire restant, une fois que les valeurs
pour αi (1 < i 6 n + 1) sont fixées. Elles produisent une valeur α1 < 1 et il n’y a donc pas de
mémoire disponible pour arrondir à 1. Quand la mémoire initiale est raisonnablement grande
cependant, ces heuristiques redeviennent compétitives. H2-Up atteint des résultats au moins
trois fois meilleurs que SameB. Cependant il n’y a pas de classement observable au sein des
heuristiques H2. Chaque stratégie surpasse les autres selon les tailles mémoire. Le pire rapport
est obtenu par H2-Down pour M = 18000 avec une valeur de 1.7, ce qui signifie que SameB est
toujours largement moins bonne.

Pour valider nos observations sur une application de 200 tâches, nous avons tracé sur la
figure 6.10 le résultat moyen sur 100 applications pour H2 et SameB. Le coût C décroît à
mesure que la mémoire grandit, et les heuristiques H2 atteignent des résultats en moyenne 2.7

fois meilleurs que dans les heuristiques trouvées par SameB.

c Comparaison à la solution optimale

Pour finir nous comparons nos heuristiques à la solution optimale BruteForce, ainsi qu’aux
stratégies de calcul des arrondis en force brute des α par H1-BF et H2-BF. Les expériences qui
suivent permettent d’évaluer le comportement de nos heuristiques sur de petites applications.
Toutes les applications de cette section ont 10 tâches et sont générées avec Rand2.

Temps de reconfiguration non-décroissants

La figure 6.11 montre les résultats pour deux applications différentes avec 10 tâches et des
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Figure 6.8 – Plateforme avec 200 tâches, mémoire croissante et différents nombres de types de
reconfiguration : avec 4 et 5 types de reconfiguration.
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Figure 6.11 – Coût relatif dans deux applications différentes avec 10 tâches et des coûts de reconfiguration
non-décroissants. 3 types de reconfiguration.
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Figure 6.12 – Résultats moyens sur 100 applications avec 10 tâches et 3 types de reconfiguration.

coûts de reconfiguration non-décroissants. La taille mémoire M varie entre 50 et 100 et les
applications on 3 types de reconfiguration. Les deux graphiques exposent le coût relatif de
chaque heuristique par rapport à la solution BruteForce ; chaque coût est normalisé par le coût
de BruteForce tel que cot relatif = cotBruteForce/cotheuristique. Comme nous pouvons le voir
SameB obtient les plus mauvais résultats : à 60% de la solution optimale dans la figure 6.11(a)
et à 50% dans la figure 6.11(b). Les versions H1 et H2 des différentes heuristiques s’en sortent
de la même manière. H*-Closest obtient de bons résultats dans tous les cas, mais est surclassé
par H*-Down dans deux cas (M = 80 et M = 90 dans la figure 6.11(a)). H*-Down et H*-Up
sont les plus mauvaises des trois stratégies, en fonction de l’application. La solution arrondie
par force brute (H*-BF) obtient des résultats quasi-optimaux, mais n’est pas toujours capable
de trouver la solution optimale.

Les résultats moyens sur 100 exécutions dans la figure 6.12 confirment les observations faites
et permet l’évaluation suivante : SameB trouve des solutions deux fois plus coûteuses que Bru-
teForce. H*-BF s’en sort mieux que Closest, qui est meilleure que Up, elle-même meilleure que
Down. L’écart est cependant assez serré et le facteur de performance est inférieur à 1.2.

Cas général

Dans le cas général nous observons une fois encore la supériorité de l’approche H2 sur H1. Les
figures 6.13 et 6.14 montrent les résultats sur des applications générales avec 3 types de reconfigu-
ration. Les figures 6.13(a) et 6.13(b) montrent la performance relative de deux applications. On
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peut observer que SameB s’en sort différemment en fonction de l’application : elle se situe dans
un cas entre H1 et H2 (figure 6.13(a)) et dans l’autre est meilleure que toutes les heuristiques du
calcul des arrondis (figure 6.13(b)). Les résultats moyens sur la figure 6.14 montrent que SameB
s’en sort mieux que Up, Down et Closest dans le cas général, mais pas mieux que H*-BF. Ces
résultats ne sont guère surprenant puisque les expériences sont conduites sur des applications
de très petite taille avec peu de mémoire disponible. Ces applications sont trop petites pour
exploiter au mieux les capacités des heuristiques. Cependant les résultats montrent également
que l’utilisation de SameB dans ces cas n’est pas recommandées. En effet la solution optimale
BruteForce peut être calculée pour ce type d’applications, et SameB peine à se rapprocher de
cette solution.

Nous avons également conduit des expériences sur des applications dont les coûts des re-
configuration forment une montagne, c’est à dire un unique pic dans le pipeline, à l’instar du
contre-exemple présenté précédemment (voir figure 6.4). Les résultats sur un tel type d’applica-
tions sont présentés dans la figure 6.15.

Une fois encore le classement d’efficacité des heuristiques est H*-BF, Up, Closest, Down et
enfin SameB. Les meilleures sont à 80% de la solution optimale tandis que SameB obtient 55%.
On suppose que ce classement reste vrai pour de plus grandes applications en forme de vraies
vagues, puisque de telles applications peuvent être considérées comme une séquence d’applica-
tions en forme de montagne testées ici, et puisque toutes nos expériences avec des applications
en forme de vagues ont montré l’importance de stratégies de calcul des arrondis et d’ajustement
des buffers plus sophistiquées que SameB.

6.3 Allocation avec sti,j

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, les temps de reconfiguration dépendant
d’une séquence introduisent le besoin de résoudre un problème de voyageur de commerce (TSP)
afin de minimiser les coûts impliqués. La recherche d’une solution au TSP s’avère déjà très
difficile avec des buffers imposés – nécéssitant de nouveaux algorithmes (section 5.4) avec des
buffers homogènes, voire une toute nouvelle approche avec des buffers différents.

Si l’allocation est laissée au choix de l’utilisateur le problème devient encore plus complexe.
Il n’est pas possible de simplement sélectionner un ordre en résolvant un TSP afin d’obtenir des
valeurs de reconfiguration fixées puis d’appliquer la solution de la section précédente. En effet
le choix des buffers, sauf dans le cas exceptionnel où les buffers sont identiques, va nécessiter un
algorithme d’ordonnancement non-linéaire qui effectuera des sous-cycles entre certaines tâches.
Ceci va donc engendrer une séquence différente de celle du TSP (section 5.4), qui n’aura donc
pas les temps de reconfiguration attendus par l’algorithme de sélection des buffers. Choisir une
séquence va influencer le choix des buffers, et vice-versa.

Le choix des buffers dans ce cas est donc un problème qui nécessite une nouvelle approche,
et qui n’a pas encore été résolu à ce jour.
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(a) Application avec 10 tâches et and 3 types de reconfiguration. Exécution 1.
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Figure 6.13 – Coût relatif pour deux applications différentes avec 10 tâches et 3 types de reconfiguration.
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Figure 6.14 – Moyenne sur 50 exécutions. 10 tâches et 3 types de reconfiguration.
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6.4 Synthèse

Dans ce chapitre nous avons étudié le problème de la sélection et de l’allocation des buffers
sur une machine, en partant d’un espace allouable initial. Pour résoudre ce problème nous nous
sommes appuyés sur les résultats des chapitres 4 et 5. Plus précisément nous nous sommes servis
de deux connaissances développées dans ces chapitres : l’expression de la période optimale ainsi
que des algorithmes d’ordonnancement permettant d’atteindre cette période, et le fait que nous
ne sommes en mesure de trouver un ordonnancement optimal que si les buffers sont au moins
multiples entre eux.

Dans un premier temps nous avons étudié le cas des temps de reconfiguration homogènes. Une
solution intuitive est développée consistant à allouer de façon équitable l’espace disponible pour
créer des buffers identiques. Cette solution est ensuite affinée pour exploiter l’espace restant de
cette allocation. Par la suite, nous avons étudié le cas plus complexe des temps de reconfiguration
hétérogènes. Dans le cas des temps dépendant d’une tâche nous avons développé des heuristiques
qui permettent d’allouer des buffers en mettant les tâches à haut temps de reconfiguration en
priorité. Enfin le cas des temps de reconfiguration dépendant d’une séquence est abordé ; il
consiste à réutiliser les résultats du cas précédent, en l’adaptant avec les résultat obtenus par la
résolution d’un TSP.



124 Chapitre 6. Sélection des buffers



Conclusion et perspectives

Dans ce document nous étudions un ensemble de problèmes liés à l’ordonnancement sur des
plateformes distribuées. L’étude recouvre tant les plateformes de productions telle que la mi-
crousine modulaire, ou les plateformes de calculs distribués. Les prémisses de nos problèmes sont
le traitement d’applications linéaires de type pipeline par des machines capables de traiter plu-
sieurs types de tâches. Ces tâches consistent en un traitement appliqué sur des éléments, visant
à transformer ces derniers petit à petit jusqu’à obtention d’un produit final en fin de pipeline.
Selon le modèle employé, ces éléments peuvent varier de nature ; il peut s’agir de pièces ou de
composants travaillés ou associés entre eux en production, ou encore de données informatiques
à traiter sur des plateformes de calcul. Chaque machine est en mesure de traiter des entrées à
travers n’importe quel type de tâche, mais doit payer un coût en temps pour être reconfigurée
afin d’effectuer le type de tâche suivant. Enfin une contrainte posée est d’avoir à disposition un
nombre de machines inférieur au nombre de tâches à effectuer. Cette contrainte nous force à
assigner plusieurs tâches sur une seul machine et à concevoir des algorithmes d’ordonnancement
pour correctement gérer le traitement de tous les éléments à travers les tâches assignées.

L’objectif de nos travaux est de maximiser le débit de notre application, c’est à dire minimiser
la période définie comme le temps moyen entre deux sorties de production du pipeline. Dans de
tels systèmes nous ne contrôlons pas le temps de traitement de chaque tâche. L’optimisation passe
donc par deux étapes essentielles : répartir proprement les tâches sur l’ensemble des machines
pour minimiser la période de chaque machine, et diminuer l’impact des temps de reconfiguration.
La répartition d’un pipeline de tâches sur des machines est un problème déjà étudié dans [8],
mais l’hypothèse de l’existence des temps de reconfiguration n’est pas prise en compte. Nous
appuyons néanmoins une partie de nos travaux sur ces résultats, en les adaptant à nos besoins.
Un élément clé retenu est la répartition des tâches par intervalles sur les machines : le sous-
ensemble de tâches assignées à chaque machine est un intervalle de tâches consécutives. Afin de
réduire l’impact des temps de reconfiguration nous introduisons la notion de buffers. Il s’agit de
réserver, pour chaque tâche, un espace dans lequel les produits d’une tâche peuvent être stockés
en l’attente d’être traités par la tâche suivante. Cette méthode permet à une machine de traiter
plusieurs éléments sur la même tâche avant d’avoir à se reconfigurer vers une autre, réduisant
ainsi le coût relatif des reconfigurations.

Nous traitons ainsi trois familles de problèmes dans ce document. Le premier consiste, at-
tendu un intervalle de tâches consécutives assignées à une machine ainsi que des buffers proposés
pour chaque tâche, en la conception d’un algorithme d’ordonnancement des tâches au sein de
la machine. L’algorithme doit faire le meilleur usage possible des buffers afin de réduire l’im-
pact des reconfigurations. Le second problème est celui d’assigner les tâches aux machines de
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sorte que, en exécutant l’algorithme d’ordonnancement précédent sur chaque machine, la période
globale du pipeline soit minimisée. Enfin nous nous sommes posés la question de la possibilité
d’assigner nous-mêmes les buffers en fonction de nos besoins. Le dernier problème implique ainsi
un espace global disponible que nous cherchons à répartir sous la forme de buffers pour chaque
tâche. Il s’agit alors d’allouer de l’espace aux buffers de sorte de réduire au maximum l’impact
des reconfigurations, en supposant que l’algorithme développé pour le premier problème soit
utilisable.

Afin de résoudre ces problèmes nous les avons découpés en sous-problèmes. De manière
générale, nous étudions d’abord des cas simples, dans lesquels les temps de reconfiguration et les
buffers sont homogènes, avant d’aborder les problèmes plus complexes. L’ensemble des problèmes
et des sous-problèmes est exposé et hiérarchisé dans le chapitre 3. La résolution des différents
problèmes s’effectue de façon incrémentale tout au long du document. Dans le chapitre 4 nous
détaillons et traitons les problèmes d’ordonnancement sur une machine et d’assignation des
tâches dans leur forme la plus simple. L’application utilisée est entièrement homogène : tous
les temps de reconfiguration sont identiques, les buffers nous sont imposés et ont la même
capacité. Nous montrons que nous obtenons une solution optimale en utilisant un algorithme
d’ordonnancement glouton simple et en adaptant la solution de [8] pour prendre en compte les
reconfigurations. Le chapitre 5 est une suite logique du chapitre précédent, dans lequel nous
rendons les applications plus complexes en leur apportant des degrés d’hétérogénéité. Ainsi
nous étudions les changements apportés lorsque les buffers n’ont pas la même taille, et quand
les temps de reconfiguration sont différents. Les algorithmes présentés dans le chapitre 4 sont
ainsi adaptés ou affinés, avec un succès variable selon les cas. Enfin le chapitre 6 vient couvrir la
dernière famille de problème : l’allocation des buffers. Ce chapitre vient ici aussi s’inscrire comme
une suite de ses prédécesseurs. En effet nous sélectionnons des tailles de buffers en tenant compte
des algorithmes d’ordonnancement développés pour exploiter au maximum ces buffers.

En bilan de ce document, nous pouvons statuer sur les trois familles de problèmes. Nous avons
conçu des algorithmes pour répondre au problème d’ordonnancement des tâches. Les solutions
sont optimales pour des temps de reconfiguration qui ne dépendent pas d’une séquence et avec
des buffers qui sont multiples entre eux. Dans le cas où les buffers imposés sont quelconques,
nous n’avons pas pu caractériser la période optimale ; nous avons en revanche observé que notre
algorithme d’ordonnancement ignorait toujours une partie de ces buffers, et avons donc conçu
des heuristiques pour virtuellement élaguer la taille des buffers afin de les rendre multiples
entre eux. Pour tous ces cas il s’avère qu’avoir des temps de reconfiguration homogènes ou
indépendants d’une séquence n’a pas d’influence ; minimisons tous les coûts de reconfiguration
au maximum quoi qu’il arrive. Enfin pour le cas des reconfigurations dépendantes d’une séquence,
nous montrons qu’il existe un algorithme optimal seulement si toutefois les buffers sont identiques
sur une machine donnée.

Concernant le problème d’assignation des tâches sur les machines, nos algorithmes consistent
principalement à adapter la solution de [98, 99]. Il s’agit d’un algorithme de programmation dy-
namique qui cherche à minimiser la période de l’intervalle le plus long à traiter. Pour tenir compte
des temps de reconfiguration nous avons remplacé l’expression de la période dans cet algorithme
par celle que nous obtenons avec nos algorithmes d’ordonnancement. Il existe donc autant de
variantes de cet algorithme qu’il y a de variantes de notre algorithme d’ordonnancement. Ces
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solutions sont optimales avec des buffers homogènes au sein d’une machine, et quels que soient
les temps de reconfiguration (y compris dépendants d’une séquence). Des simulations approfon-
dies ont en revanche révélé que des buffers hétérogènes au sein d’une machine introduisent des
irrégularités dans les sorties de chaque machine qui peuvent, dans de rares occasions, provoquer
un ralentissement de la machine la plus lente, nous empêchant de statuer sur le caractère optimal
de la solution.

Enfin concernant l’allocation d’un espace dans des buffers, trouver une solution optimale
s’avère plus complexe que nous ne l’avions prévu. Dans le cas de temps de reconfiguration
homogènes et avec des éléments de taille homogène, nous montrons qu’allouer l’espace de sorte
d’avoir des buffers homogènes est une solution optimale s’il n’y a pas un reste inutilisé d’espace
ou si ce dernier est très petit. S’il existe un reste il est possible de l’utiliser et nous avons
conçu des heuristiques pour tenter de déterminer la meilleure utilisation possible du reste. De
plus si les éléments n’ont pas la même taille selon la tâche, cette solution n’est pas optimale
puisque des éléments de grande taille pourraient monopoliser trop d’espace. Dans le cas de
temps de reconfiguration hétérogènes mais indépendant d’une séquence, nous proposons une
solution entièrement heuristique qui vise à allouer les buffers de sorte de placer des priorités sur
certaines étapes. L’idée est alors de pouvoir placer des grands buffers autour des tâches à grand
temps de reconfiguration pour mieux réduire l’impact de ces derniers. Enfin nous ne proposons
pas de solution pour le cas des reconfigurations dépendantes d’une séquence.

La nature de ces travaux offre naturellement des perspectives. En effet il s’avère que tous
les problèmes n’ont pas été complètement traités. Certains n’ont pas de solution optimale et
peuvent être améliorés, d’autres sont encore ouverts. Le problème d’ordonnancement sur une
machine avec des buffers hétérogènes reste ouvert à la possibilité de trouver un ordonnancement
exploitant au maximum les buffers, plutôt que de devoir les tronquer. Certains travaux n’ont pu
aboutir pour l’instant qu’à des solutions par approches heuristiques et restent encore ouverts à
des possibilités d’amélioration.

Concernant l’assignation des tâches, comme précisé plus haut, nous avons constaté que dans
de rares cas des buffers hétérogènes ne permettent pas d’obtenir un ordonnancement certifié
optimal, puisque la machine la plus lente est ralentie. Nous n’avons pas pu caractériser avec
précision ce qui provoquait ce comportement. Nous avons jusqu’ici considéré la solution comme
acceptable à défaut d’être optimale, puisque seul quelques cas extrêmes isolés sont source de
problèmes et nous supposons raisonnablement que l’algorithme d’assignation des tâches aboutira
très rarement à de tels cas. Cependant la recherche de l’origine du problème pourrait permettre
de repenser soit notre algorithme d’assignation soit celui d’ordonnancement.

De tous nos problèmes encore ouverts, les plus intéressants sont de loin ceux concernant des
temps de reconfiguration dépendants d’une séquence. Il apparaît en effet qu’il s’agisse d’un cas
d’utilisation commun en production : par exemple le calibrage d’un composant dans une machine
prendra peu de temps si la tâche précédente impliquait le même type de traitement, et sera bien
plus long s’il implique aussi le changement de type composant au préalable. Bien que nous ayons
trouvé une solution avec des buffers homogènes, le problème reste complètement ouvert avec des
buffers hétérogènes. L’incompatibilité de ce problème avec nos solutions actuelles vient du fait
que des buffers hétérogènes impliquent que l’ordonnancement sur une machine ne passe pas une
et une seule fois par chaque tâche lors d’un cycle ; à la place, la machine va faire quelques allers
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et retours entre certaines tâches pour remplir et vider des plus gros buffers. Ce comportement
va naturellement briser la séquence suggérée par la résolution d’un problème de voyageur de
commerce (TSP) qui cherchait un parcours minimisant les temps de reconfiguration.

Pour le problème d’ordonnancement avec des buffers fixés, une piste étudiée et celle de
concevoir notre problème solution à un TSP qui tiendrait compte du nombre de fois que chaque
tâche devra être parcourue. Nous n’avons pas inclus cette solution dans ce document nous n’avons
pas encore eu le temps de la concevoir ni la valider. Pour le problème d’allocation nous n’avons
pas fait de progrès. Nous pensons cependant que la recherche d’une solution d’ordonnancement
avec des buffers hétérogènes nous éclairera quant aux méthodes d’allocations des buffers, de
la même manière que l’ordonnancement avec des buffers hétérogènes et des reconfigurations
indépendantes d’une séquence nous a aidé à créer des heuristiques pour allouer des buffers dans
ce dernier cas.

Une autre perspective envisagée est l’étude du problème d’assignation sur des plateformes
hétérogènes. Il a été montré dans [8] que ce problème était NP-Difficile même avec des communi-
cations homogènes entre les machines. Des heuristiques sont cependant proposées. Ici encore ces
solutions ne tiennent pas compte de la spécificité de nos travaux, c’est à dire les temps de reconfi-
guration. Une étude préliminaire de nouvelles heuristiques mettant en avant ces reconfigurations
a été effectuée, mais avec un succès limité en comparaison des heuristiques déjà existantes.

Enfin de manière plus générale nous n’avons pu tester nos algorithmes et nos heuristiques
qu’au travers de simulations. Il sera intéressant de pouvoir les tester dans un cadre applicatif
réel, par exemple en production avec la micro-usine. Cela permettrait d’une part d’éprouver nos
algorithmes dans une situation réelle et d’autre part de découvrir d’autres problèmes et d’autres
configurations liées à la plateforme cible.
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Résumé :

Les travaux présentés dans cette thèse portent sur l’ordonnancement d’applications multi-tâches
linéaires de type workflow sur des plateformes distribuées. La particularité du système étudié est
que le nombre de machines composant la plateforme est plus petit que le nombre de tâches à
effectuer. Dans ce cas les machines sont supposées être capables d’effectuer toutes les tâches de
l’application moyennant une reconfiguration, sachant que toute reconfiguration demande un temps
donné dépendant ou non des tâches. Le problème posé est de maximiser le débit de l’application,
c’est à dire le nombre moyen de sorties par unité de temps, ou de minimiser la période, c’est à
dire le temps moyen entre deux sorties. Par conséquent le problème se décompose en deux sous-
problèmes : l’assignation des tâches sur les machines de la plateforme (une ou plusieurs tâches
par machine), et l’ordonnancement de ces tâches au sein d’une même machine étant donné les
temps de reconfiguration. Pour ce faire la plateforme dispose d’espaces appelés buffers, allouables
ou imposés, pour stocker des résultats de production temporaires et ainsi éviter d’avoir à reconfigurer
les machines après chaque tâche. Si les buffers ne sont pas pré-affectés nous devons également
résoudre le problème de l’allocation de l’espace disponible en buffers afin d’optimiser l’exécution de
l’ordonnancement au sein de chaque machine. Ce document est une étude exhaustive des différents
problèmes associés à l’hétérogénéité de l’application ; en effet si la résolution des problèmes est
triviale avec des temps de reconfiguration et des buffers homogènes, elle devient bien plus complexe
si ceux-ci sont hétérogènes. Nous proposons ainsi d’étudier nos trois problèmes majeurs pour
différents degrés d’hétérogénéité de l’application. Nous proposons des heuristiques pour traiter ces
problèmes lorsqu’il n’est pas possible de trouver une solution algorithmique optimale.

Abstract:

In this document we tackle scheduling problems of multitask linear workflow applications on
distributed platforms. In our particular problem the number of available machines on the platform
is lower than the number of stages within the pipeline. The machines are then assumed to be able to
perform any kind of task on the application given the appropriate reconfiguration (or setup), the catch
being that any reconfiguration is time consuming. The problem that we try to solve is to maximize
the throughput of such applications, i.e., the mean amount of outputs per unit of time, or to minimize
its period, i.e., the average time between two outputs. As a result this problem is split into two sub-
problems: mapping tasks onto different machines of the platform (most machines will likely handle
several tasks), and find an optimal schedule within a machine while taking setup times into account.
To solve this we introduce buffers, which are spaces available for each machine to store temporary
production results and avoid reconfiguring after each task execution, and which may or may not
be already allocated for each stage. If those buffers are not already allocated to each task then a
third problem must be solved to properly allocate the available space onto each buffer, as different
buffer configurations have a huge impact on the scheduling of a machine. This document presents
an exhaustive coverage of the different problems that are associated with the heterogeneity of the
application; the problems with homogeneous buffer capacities and setup times are rather simple to
solve, but they get a lot more complex as heterogeneity increases. We study the three main sub-
problems for each heterogeneity combination, and offer heuristic solution to solve them when an
optimal solution cannot be reasonably found.
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