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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte

La pollution environnementale est un problème majeur rencontré de par le monde. En
effet, de multiples études ont montré les effets de la pollution, par exemple dans l’eau [227]
ou l’air [117], sur la santé, et plus généralement sur la biodiversité [14]. L’activité humaine
est aussi à l’origine du changement climatique [96], qui affecte et affectera la vie de milliards
d’humains.

En conséquence, de façon à fournir des outils d’aide à la décision, en termes d’atténuation
ou de compensation de l’activité humaine sur la faune et la flore, la surveillance environne-
mentale a fait d’énormes progrès depuis plusieurs décennies. Elle ne consiste pas seulement à
surveiller la qualité de l’air, de l’eau ou des sols, mais aussi à mesurer le niveau de bruit et
de pollution lumineuse, qui ont des conséquences sur la santé et la biodiversité [197, 69, 133].
Aujourd’hui, il existe principalement trois méthodes d’acquisition de données.

1. La première, consiste à dépêcher une équipe de scientifiques sur le terrain. Ceux-ci
effectuent alors des mesures/relevés sur la zone étudiée, pendant le temps de la cam-
pagne. Cette façon de procéder, souvent utilisée en biologie [150], permet généralement
une acquisition de données précises, réparties de façon homogène sur le secteur géo-
graphique de l’étude, mais uniquement le temps de la campagne de mesure.

2. La seconde méthode d’acquisition, plus classique, consiste à placer des capteurs fixes
à différents emplacements de la zone d’intérêt. Les capteurs utilisés dans ce cas sont
souvent très précis, mais également volumineux et assez onéreux. Par ailleurs, ces
capteurs permettent l’acquisition de données sur de grands intervalles de temps, mais
avec une couverture spatiale faible.

3. La troisième, plus récente, consiste à surveiller une zone non-pas sur le terrain, à
partir de mesures ou de campagnes scientifiques, mais via l’imagerie (multi- ou hyper-
spectrale) aérienne ou satellitaire [105].

Aujourd’hui en France, la mesure officielle de la qualité de l’air est assurée par les Asso-
ciations Agréées de Surveillance de la Qualité de l’Air (AASQA), qui disposent d’un réseau
de stations fixes et mobiles réparties sur le territoire. Ce réseau rencontre les mêmes pro-
blèmes qu’évoqués précédemment, à savoir un coût d’installation et d’entretien important
ainsi qu’une couverture spatiale relativement pauvre. Aujourd’hui, ces mesures éparses dans
l’espace servent à alimenter des modèles de la qualité de l’air qui permettent une cartogra-
phie générale mais dont les effets locaux, tels que les effets canyon dans les rues, ne peuvent
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pas être pris en compte. De plus, la surveillance de la pollution est un enjeu majeur pour la
santé, et malheureusement, telle qu’elle est effectuée actuellement, elle n’implique pas assez
la population qui ne prend souvent pas connaissance de la qualité de l’air qu’elle respire.

Une tendance générale en surveillance environnementale consiste à compléter les réseaux
de capteurs fixes par de grandes quantités de capteurs, communicant via des réseaux sans-fil,
qui sont individuellement moins précis que les capteurs classiques mais couvrent de manière
beaucoup plus dense une zone d’étude [84, 178]. En particulier, le développement de capteurs
miniaturisés permet maintenant d’imaginer des capteurs mobiles, portés par exemple par des
robots [58], des véhicules [86] ou des volontaires [175].

L’utilisation massive d’appareils électroniques portables géolocalisés, de type smartphones
par exemple, a permis l’émergence d’un nouveau mode d’acquisition où les porteurs de ces
appareils sont acteurs de l’acquisition : la mesure par foule de capteurs mobiles (en anglais
mobile crowdsensing) [72]. Le mobile crowdsensing consiste à équiper des citoyens volontaires
de capteurs (appartenant ou connectés à leurs smartphones), effectuant des mesures tout au
long de leurs trajets quotidiens. Grâce à leurs smartphones, les données sont alors datées
et géolocalisées avant d’être transmises à un serveur central via une connexion sans fil (par
exemple GSM ou WiFi). Les campagnes de mesure par mobile crowdsensing exploitent donc
les déplacements quotidiens des utilisateurs pour augmenter la couverture spatiale des me-
sures. Les capteurs qui équipent les participants à la collecte sont généralement bas-coût et
nécessitent peu d’entretien, simplifiant ainsi la gestion du réseau. De plus, l’implication di-
recte des citoyens dans la campagne de mesure permet également de sensibiliser la population
au sujet de l’étude.

Le projet d’Observation et Sensibilisation Citoyenne à la qualité de l’Air en Région
(OSCAR), financé par le programme chercheurs-citoyens de la Région Hauts-de-France depuis
2014, vise à développer un boîtier de mesure de la qualité de l’air pour le mobile crowdsensing.
Constitués de différents capteurs permettant de quantifier les principaux éléments impactant
la qualité de l’air que nous respirons (monoxyde de carbone, ozone, dioxyde d’azote, particules
fines, humidité et température), ces boîtiers d’acquisition doivent être relativement bas-coût
et simples de conception afin de pouvoir être fabriqués en masse avant d’être mis à disposition
de citoyens volontaires pour effectuer une campagne de mesure par mobile crowdsensing.

Le projet OSCAR réunit plusieurs partenaires permettant une mise en commun des do-
maines d’expertise. L’étape de collecte qui requiert le développement d’infrastructures per-
mettant de récupérer les données de façon éthique, c.-à-d. en les anonymisant de façon à
respecter la vie privée des participants est assurée par l’équipe-projet Spirals du centre IN-
RIA Lille Nord-Europe grâce à la plateforme Apisense® [80]. Le développement du boîtier
d’acquisition ainsi que des méthodes spécifiques de traitement du signal nécessaires pour fu-
sionner et interpréter l’ensemble des données reviennent au Laboratoire d’Informatique Signal
et Image de la Côte d’Opale (LISIC), tandis que des données de référence précises ainsi que
l’expertise en surveillance de la qualité de l’air sont apportées par l’AASQA Régionale ATMO
Hauts-de-France. Enfin, dans le but de maximiser la sensibilisation du public à la surveillance
de la qualité de l’air, les boîtiers de mesure ont vocation à être entièrement assemblés dans
des centres de formation de la région Hauts-de-France (lycées, université). La mise en relation
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du LISIC avec les centres de formation est assurée par le quatrième et dernier partenaire du
projet OSCAR, l’association Bâtisseurs d’Economie Solidaire (BES).

1.2 Objectifs

Même si depuis quelques années il s’est créé un réel engouement pour lemobile crowdsensing,
notamment pour des applications environnementales [72], leur mise en place n’est pas triviale
et requiert le développement d’un certain nombre de techniques pour la récupération des
données et leur exploitation. En effet, dans la mouvance de l’internet des objets, on compte
plusieurs problématiques en lien avec ce type de réseaux de capteurs [84, 165] :

1. Il est possible de traquer les porteurs de boîtiers, attentant ainsi grandement à leur
vie privée. De nombreuses stratégies d’anonymisation ont dont été proposées dans la
litérature [33].

2. L’utilisation continue de tels capteurs de mesure est coûteuse en énergie et dans le
cas de réseaux de capteurs denses, de nombreuses données sont redondantes. Certains
auteurs ont donc proposé des stratégies d’optimisation de l’observatoire, soit en faisant
se déplacer les capteurs aux positions les plus critiques [174], soit en sélectionnant le
sous-ensemble de capteurs apportant le plus d’information [16, 27, 171, 176].

3. Les données présentent des biais [100] dûs aux dérives des réponses des capteurs, néces-
sitant le ré-étalonnage régulier de ces derniers. Cet étalonnage ne peut généralement
pas se faire in situ et des approches dites aveugles d’étalonnage de capteurs (on parle
parfois aussi d’auto-étalonnage) ont été proposés à cette fin.

Dans cette thèse, nous nous intéressons au développement des méthodes de traitement du
signal pour l’interprétation de données collectées par mobile crowdsensing. Les approches
proposées exploitent les informations acquises par mobile crowdsensing, c.-à-d. les données
brutes des capteurs, la date et l’heure de chaque mesure, ainsi que leur géolocalisation.

Notre premier objectif est de mettre au point une méthode d’étalonnage semi-aveugle
d’un réseau de capteurs, c.-à-d. de développer une approche visant à estimer les paramètres
propres à chaque capteur du réseau, permettant l’estimation d’une valeur physique, à partir
d’une donnée de sortie brute. En particulier, la méthode développée doit être adaptée à
une utilisation dans un projet de mobile-crowdsensing dans lequel les capteurs mobiles ne
sont pas contraints dans leurs déplacements. Elle se doit donc d’être relativement robuste à
une dispersion aléatoire des données et à une faible proportion de mesures croisées entre les
différents capteurs.

Le second objectif de cette thèse est de développer une méthode permettant la construction
de cartes de pollution à partir de données issues d’un réseau de capteurs mobiles. L’approche
proposée doit permettre l’intégration de mesures en provenance de nombreux capteurs de
précisions différentes, ainsi que des mesures ponctuelles précises fournies par les stations
officielles des AASQA.
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1.3 Plan

Les travaux présentés dans ce manuscrit sont organisés en 9 chapitres, dont celui-ci, et
deux parties principales. Dans le chapitre 2, nous proposons un état de l’art des méthodes
d’étalonnage de capteurs de la littérature, en partant des différents modèles de capteurs
utilisés pour arriver aux méthodes correspondantes.

La première partie de la thèse propose de revisiter l’étalonnage aveugle de capteurs comme
un problème informé de factorisation matricielle non-négative ou semi-non-négative. Le cha-
pitre 3 de ce manuscrit dresse un état de l’art des approches de NMF de la littérature,
répertoriées en fonction des différentes contraintes qu’elles permettent de prendre en compte.
Dans le chapitre 4, nous reformulons le problème d’étalonnage d’un réseau de capteurs mo-
biles à réponse affine sous la forme d’un problème informé de factorisation matricielle tenant
compte des différentes contraintes liées au modèle de réponse des capteurs. Les méthodes
d’étalonnage proposées tiennent compte de contraintes de non-négativité, rentrant ainsi dans
la catégorie des méthodes informées de factorisation en matrices non-négatives (NMF). Le
chapitre 5 est dédié à l’extension des premières méthodes développées à des capteurs à ré-
ponses non-linéaires. Ces dernières approches tiennent compte de structures particulière des
matrices facteurs et relâchent sur l’une d’elles la contrainte de non-négativité, nous parlons
alors de méthodes informées de factorisation en matrices semi-non-négatives. Des tests pré-
liminaires mettant en évidence les performances et les limites des approches proposées sont
réalisés et discutés dans le chapitre 6.

La deuxième partie de la thèse propose d’incorporer dans les méthodes d’étalonnage pré-
cédentes des outils de régularisation spatiale du phénomène physique observé partiellement
(permettant aussi sa cartographie). Un bref état de l’art des méthodes d’interpolation de don-
nées est présenté dans le chapitre 7. Ces types d’approches sont alors utilisés dans ce même
chapitre afin de régulariser les approches d’étalonnage développées précédemment. Dans le
chapitre 8, nous proposons de tester les dernières méthodes développées sur de nouveaux jeux
de donnée simulés et nous mettons alors en avant l’apport de la régularisation spatiale dans
les approches d’étalonnage développées.

Enfin, le chapitre 9 dresse le bilan des travaux réalisés dans cette thèse et ouvre les
perspectives envisageables.

Ce manuscrit comporte également un certain nombre d’annexes dans lesquelles nous évo-
quons différents travaux réalisés un peu en marge de la thèse. L’annexe A présente des mé-
thodes robustes que nous avons proposées pour un réseau de capteurs fixes. Historiquement,
ces approches ont été les premières développées pendant la thèse mais elles nécessitent des
hypothèses qui ne sont pas vérifiées en pratique pour le projet OSCAR. L’annexe B détaille
une méthode robuste de NMF informée, proposée pour une autre application que l’étalon-
nage de capteurs. Enfin, nous étudions dans l’annexe C une extension d’une approche rapide
de NMF au cas où des données sont manquantes. Cette approche a été développée dans un
cadre général et son extension à un cadre informé pour l’étalonnage de capteurs fait partie
des perspectives de cette thèse.
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Chapitre 2

État de l’art en étalonnage de
capteurs

2.1 Introduction

Le terme étalonnage, souvent remplacé par l’anglicisme calibration, peut avoir plusieurs
définitions suivant les domaines. En traitement d’images ou de vidéos, l’étape d’étalonnage
correspond généralement à estimer les distorsions induites par le dispositif d’acquisition [208,
188, 199, 236, 90] ou l’orientation des caméras [208, 88, 233] dans des applications comme par
exemple la vision par ordinateur. En réseau de microphones, l’étalonnage a principalement
pour objectif de déterminer la géométrie du réseau, c.-à-d. la position des microphones, par
une estimation du déphasage entre les signaux reçus [202, 161, 110]. En modélisation, l’éta-
lonnage peut consister à apprendre les paramètres d’un modèle physique, par exemple par
des approches d’assimilation de données [174].

Dans l’application considérée dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étalonnage d’un
réseau de capteurs électroniques. Cet étalonnage consiste à estimer les paramètres permettant
de retrouver le champ physique mesuré à partir de la grandeur électrique en sortie des capteurs.
La section suivante introduit ce problème d’étalonnage auquel nous serons confrontés par la
suite, et dresse un état de l’art des méthodes existantes.

2.2 Modèles d’étalonnage de capteurs

Avec le développement relativement récent de nouveaux capteurs et micro-contrôleurs
bas-coût ainsi que celui de réseaux sans fils de plus en plus étendus, les applications utilisant
des données en provenance de réseaux de capteurs mobiles se sont multipliées. Une problé-
matique inhérente à l’exploitation de données issues de telles structures est l’étalonnage des
capteurs. De façon générale, lors de l’utilisation d’un capteur électronique, celui-ci convertit
un phénomène physique d’entrée auquel il est sensible, par exemple un taux de luminosité,
une température, une concentration de gaz ou un taux d’humidité, en un signal de sortie à
un instant t, cette conversion effectuée par le capteur lie sa valeur de sortie x(t) (souvent une
tension, expimée en Volts) à la valeur physique d’entrée y(t) par une fonction d’étalonnage
F non accessible à l’utilisateur et qui est propre au capteur. Le but de l’étalonnage est alors
d’inverser la fonction F pour permettre de reconstruire à partir de la tension de sortie du
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capteur, la valeur physique d’entrée correspondante. Étalonner un capteur revient donc à
résoudre un problème inverse.

Suivant le type de capteur utilisé, le modèle de réponse, c.-à-d. la fonction d’étalonnage
dont il faut chercher les paramètres 1, peut avoir différentes formes.

1. Modèle linéaire/affine : Aussi connu sous le nom de modèle gain/offset, c’est le plus
simple et le plus largement étudié. Les capteurs dont la réponse suit ce type de modèle
convertissent la valeur physique d’entrée en une tension de sortie par une relation
affine, c.-à-d.

x(t) ' F(y(t)) ' f0 + f1 · y(t), (2.1)

où f0 et f1 sont respectivement l’offset et le gain du capteur. Certaines approches de
la littérature considèrent un modèle simplifié avec l’offset f0 connu ou nul (fonction
d’étalonnage linéaire) [25, 186, 127, 21], le gain f1 = 1 (estimation du biais/offset de
la fonction d’étalonnage) [111, 143] tandis que d’autres s’intéressent à l’estimation à
la fois du gain f1 et de l’offset f0 [5, 143, 128, 85].

2. Modèle non-linéaire : Le modèle non-linéaire est nettement moins étudié dans la litté-
rature. Outre des non-linéarités très générales traitées par réseaux de neurones [101],
certains auteurs ont considéré des modèles plus simples, c.-à-d. des modèles affines par
morceaux [217] (dans ce cas (2.1) est localement vérifiée) ou des modèles polynômiaux
[216]. Le modèle polynômial est une extension du modèle gain/offset (2.1) à un ordre
supérieur. Les capteurs dont la réponse suit un modèle polynômial ont une fonction
d’étalonnage qui s’exprime comme un polynôme de degré n, c.-à-d.

x(t) ' F(y(t)) '
n∑
j=0

fj · y(t)j . (2.2)

3. Modèle multi-linéaire : Dans certaines applications, les capteurs utilisés peuvent avoir
des réponses qui dépendent de plusieurs paramètres [160] ou qui sont fortement cor-
rélées avec d’autres phénomènes physiques [63]. Pour la surveillance de la qualité de
l’air par exemple, la réponse de certains capteurs de gaz peut dépendre à la fois de la
concentration du gaz mesuré mais également d’autres paramètres tels que la tempé-
rature et/ou l’humidité. La fonction d’étalonnage est donc une fonction de plusieurs
grandeurs physiques, qui peut s’écrire, dans le cas de deux grandeurs physiques y1(t)
et y2(t) influençant la réponse du capteur :

x(t) ' F(y1(t), y2(t)) ' f1 · y1(t) + f2 · y2(t) + f0, (2.3)

où f1 et f2 sont les gains associés à chaque valeur physique et f0 est un offset. Les
méthodes d’étalonnage spécifiques pour ce type de capteurs sont peu nombreuses dans
la littérature actuelle [160, 63].

1. Dans ce manuscrit, nous utiliserons de manière abusive le terme de "paramètres d’étalonnage" pour noter
les paramètres qui lient la sortie de capteur x(t) à la grandeur physique y(t). Par exemple dans l’équation
2.1, nous appelerons gain et offset les paramètres f1 et f0 alors que les vrais paramètres d’étalonnage sont
respectivement 1/f1 et −f0/f1 (en supposant f1 6= 0).
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4. Modèle gain/phase : Dans des domaines plus spécifiques, la réponse d’un capteur à un
signal d’entrée peut induire un déphasage de ce signal, c.-à-d.

x(t) ' F(y(t)) ' f1 · expiθ · y(t), (2.4)

où f1 et θ sont respectivement le gain et le déphasage du capteur. L’étalonnage de ces
capteurs est notamment étudié dans [11].

5. Dérive (drift en anglais) : Certains auteurs [87, 228, 213, 222] considèrent que les
capteurs qu’ils utilisent sont pré-étalonnés, c.-à-d. que les paramètres des fonctions
d’étalonnage sont connus mais qu’ils évoluent au cours du temps. La dérive correspond
alors à rajouter l’indice temporel t comme paramètre de la fonction d’étalonnage F .
Dans ce cas, le champ mesuré à l’instant t s’écrit :

x(t) = F(x(t), t), (2.5)

ou – par exemple pour le cas du modèle multi-linéaire – sous la forme [160]

x(t) ' F(y1(t), y2(t), t) (2.6)
' f1 · y1(t) + f2 · y2(t) + f0 + f3 · t. (2.7)

Dans la section suivante, nous proposons un bref état de l’art des méthodes existantes
pour étalonner un réseau de capteurs.

2.3 Méthodes d’étalonnage

Nous proposons ici une taxonomie des approches d’étalonnage existantes. Nous distingue-
rons les approches d’étalonnage à base de régression, les approches par apprentissage, ainsi
que celles dites non-supervisées ou faiblement supervisées.

2.3.1 Les approches de type régression linéaire/non-linéaire

La méthode classique d’étalonnage de capteurs consiste à exposer les capteurs à étalonner
à des valeurs d’entrée contrôlées. Connaissant la valeur physique d’entrée, il est alors possible
d’estimer les paramètres d’étalonnage des capteurs pour faire coïncider la tension de sortie
avec la valeur physique d’entrée, par simple régression. Cette méthode d’étalonnage est no-
tamment utilisée dans [224, 168]. Si cette façon d’étalonner les capteurs permet une grande
précision dans l’estimation des paramètres, le contrôle de la valeur physique à laquelle sont
exposés les capteurs est cependant assez difficile et nécessite bien souvent un équipement spé-
cifique tel qu’un laboratoire sous atmosphère contrôlée pour l’étalonnage de capteurs de gaz,
température, humidité ou particules. Ces équipements sont souvent extrêmement coûteux, de
plus, la tendance actuelle est à l’utilisation de réseaux constitués de très nombreux capteurs.
La taille importante de ces réseaux ne permet donc pas de manipuler manuellement tous les
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capteurs pour les étalonner en laboratoire. De plus, ces capteurs sont souvent bas-coût, et de
ce fait moins stables. L’étape d’étalonnage peut donc être à répéter régulièrement, entraînant
alors de nombreuses manipulations. Les méthodes proposées dans [224, 168] s’appliquent donc
à des réseaux de petite taille et/ou facilement accessibles, constitués de capteurs relativement
stables, sous réserve de disposer des installations nécessaires.

Dans le cas de capteurs à réponse affine, une simple régression linéaire entre la mesure
physique de sortie du capteur et la valeur physique d’entrée permet une estimation efficace
des paramètres d’étalonnage [224, 168]. Dans le cas de modèle de réponse non-linéaire plus
complexe dont l’expression n’est pas forcément connue a priori, les réseaux de neurones sont
généralement utilisés. Ils permettent alors un apprentissage automatique des paramètres [101].

2.3.2 Étalonnage par apprentissage/correction

Les auteurs de [5, 128, 223] ont proposé des méthodes d’étalonnage à base de projection
orthogonale pour un réseau de capteurs fixes à réponses affines (modèle gain/offset) et dont les
mesures sont synchronisées. Celles-ci consistent à estimer les paramètres des capteurs de sorte
que le signal reconstruit appartienne à un sous-espace S préalablement appris. L’algorithme
proposé se décompose en deux étapes : dans un premier temps, une phase d’apprentissage
permet l’estimation du sous-espace S dans lequel doit résider le signal observé par les capteurs.
Dans un second temps, les capteurs sont étalonnés par projection sur leur espace nul, c.-à-
d. l’espace S⊥ orthogonal à S, via PS⊥ , la matrice de projection sur S⊥. La dimension du
sous-espace S des données est supposée inférieure au nombre de capteurs présents, c.-à-d. les
capteurs sur-échantillonnent le phénomène physique observé [5].

• étape d’apprentissage : l’apprentissage de la matrice PS⊥ qui permet l’étalonnage de
capteurs du réseau dans [5, 128, 223] est effectué en supposant que dans un premier
temps des capteurs étalonnés fournissent directement les valeurs du phénomène phy-
sique observé. En construisant la matrice de données Y telle que sa i-ème colonne
contient les mesures de tous les capteurs à un instant ti, alors l’apprentissage de PS⊥

peut être réalisé par exemple par réduction de l’espace via une analyse en composantes
principales (ACP) ou une analyse de Fourier des données [5].
• étape d’étalonnage : les capteurs du réseau vieillissant, ils nécessitent d’être régulière-
ment ré-étalonnés. En considérant un modèle de réponse affine, alors, le vecteur x(t)
contenant les mesures de l’ensemble du réseau à un instant t donné, est lié au vecteur
y(t) contenant les valeurs du champ physique aux emplacements des capteurs par la
relation

y(t) = diag(f1)x(t) + f0, ∀t (2.8)

où diag(f1) est la matrice diagonale dont le i-ème élément diagonal est le gain f1i
associé au i-ème capteur et f0 est le vecteur dont l’élément f0i est l’offset du i-ème
capteur. En utilisant la matrice PS⊥ de projection sur S⊥ alors

PS⊥ ·y(t) = PS⊥ · (diag(f1)x(t) + f0) = 0, ∀t. (2.9)
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En considérant plusieurs échantillons, c.-à-d. plusieurs vecteurs de mesures pris à dif-
férents instants ti et en centrant les mesures, Balzano et Nowak [5] parviennent à
remplacer les offsets dans (2.9) par une expression ne dépendant plus que des gains.
Les gains des capteurs doivent donc vérifier la projection nulle des données sur S⊥,
et peuvent être estimés par moindres carrés [5], décomposition en valeurs singulières
(SVD pour Singular Value Decomposition) [5], ou par moindres carrés totaux [128]. Une
fois les gains estimés pour chaque capteur, en supposant connaitre la valeur moyenne
x̄ du phénomène physique au cours du temps, l’offset peut être estimé en suivant les
développements ci-dessous :

1
T

T∑
i=1
f1x(ti) + f0 ≈ x̄, (2.10)

⇒ f0 ≈ x̄−
1
T

T∑
i=1
f1x(ti), (2.11)

où T est le nombre de échantillons disponibles pour l’étalonnage.

Cette méthode d’étalonnage par projection montre de bonnes performances dans l’ap-
plication considérée par ses auteurs, cependant, elle nécessite une configuration particulière
du réseau de capteurs, ainsi qu’un accès à une base de mesures étalonnées pour permettre
l’apprentissage du sous-espace du signal et son orthogonal. Dans [5, 128], les auteurs pro-
posent également une version informée de cette méthode en supposant que pendant la phase
d’étalonnage certains capteurs du réseau sont étalonnés.

Plusieurs extensions de ces travaux ont été proposées, dans [223], les auteurs étendent
l’approche de Balzano et al. pour l’estimation de la dérive des capteurs, en incluant un filtrage
de Kalman et proposent également dans [221] de l’apprentissage profond (ou deep learning)
pour l’apprentissage du sous-espace.

Dans [55], nous avons étendu [5] et [128] en proposant une version robuste aux valeurs
aberrantes. Notre approche consiste en un pré-traitement à base d’ACP robuste [126] pour
filtrer les données. Ces travaux ont été réalisés en début de thèse. Cependant, nous nous
sommes aperçus a posteriori que nous ne pourrions pas bénéficier de capteurs pré-étalonnés
en pratique dans le projet OSCAR, ce qui limitait l’intérêt de telles approches. Aussi, comme
ces travaux ne constituent pas le cœur de la thèse, ils sont présentés en annexe A.

2.3.3 Les approches non-supervisées ou faiblement supervisées

Les méthodes d’étalonnage non-supervisées ne nécessitent pas de connaître à l’avance une
grande base de données d’apprentissage. Ces méthodes travaillent directement sur les don-
nées en provenance des capteurs et sont donc particulièrement adaptées aux réseaux mobiles
pour lesquels il peut être par exemple difficile d’avoir un apprentissage du signal observé,
principalement à cause de la mobilité des capteurs qui n’est souvent pas contrôlée.
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Ces approches non-supervisées peuvent être ordonnées en deux sous-groupes, d’un côté
des méthodes dites de macro-étalonnage, de l’autre les méthodes de micro-étalonnage, dont
les définitions sont données ci dessous.

Définition 2.1
Les méthodes de macro-étalonnage consistent à harmoniser en même temps les données en
provenance de tous les capteurs, pour obtenir un ensemble de mesures cohérentes.

Définition 2.2
Les méthodes de micro-étalonnage travaillent capteur par capteur et font souvent intervenir
des données de référence pour étalonner le réseau.

2.3.3.1 Macro-étalonnage

Étalonnage pour l’acquisition compressée
L’acquisition compressée x(t) (ou compressed-sensing) d’un signal y(t) consiste à rechercher

un vecteur z(t) k-parcimonieux, c.-à-d. contenant au plus k composantes non-nulles, telle que
y(t) peut s’écrire comme

y(t) = D· z(t), (2.12)

où D est un dictionnaire connu. L’acquisition est dite compressée car on observe non pas y(t)
mais x(t) qui est de dimensions inférieures et qui est lié à y(t) par :

x(t) = Ψ ·y(t), (2.13)

où Ψ est un opérateur de compression, supposé connu et incohérent par rapport à D [23]. La
reconstruction de y(t) à partir de x(t) s’effectue donc en estimant d’abord z(t) par résolution
du problème inverse parcimonieux

z̃(t) = arg min
z(t)
||x(t)−Ψ ·D· z(t)||F ,

s.c. z(t) est k-parcimonieux.
(2.14)

Le problème d’acquisition compressée a été très étudié dans la littérature [61], mais les pro-
blèmes d’étalonnage pour cette configuration n’ont été abordés que beaucoup plus récemment
[11, 186, 21]. Dans ces travaux, le problème (2.14) devient

z̃(t) = arg min
z(t)
||x(t)− diag(f1) · Ψ ·D· z(t)||F ,

s.c. z(t) est k-parcimonieux.
(2.15)

Les auteurs de [186] ont étendu l’approche de generalized approximate message passing [170]
pour résoudre (2.15). Les auteurs de [11] ont proposé un cadre convexe à la résolution 2 de
(2.15), en supposant connue la somme des valeurs de f1, et utilisent l’algorithme des directions
alternées (ADM) [19]. Enfin, les auteurs de [21] considèrent un cadre non-convexe faisant appel

2. Ces auteurs ont aussi considéré un modèle gain/phase d’étalonnage dans [11].
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à une descente par gradient, pour une application en imagerie.

Méthodes basées sur les moments
Dans [218], les auteurs considèrent un réseau de n capteurs mobiles effectuant des mesures

sur une zone géographique fixe. Ils supposent également que les capteurs suivent un modèle
gain/offset et que le gain moyen f̄1 et l’offset moyen f̄0 des capteurs sont connues. En intégrant
les mesures prises par un capteur sur un intervalle de temps T suffisamment grand et en
supposant que le phénomène physique observé est stationnaire pendant toute la durée des
acquisitions, alors la moyenne µi(T ) des mesures prises par le capteur i pendant l’intervalle
de durée T est liée à la moyenne µ̄ du champ physique observé par la relation

µi(T ) = f1i · µ̄+ f0i + ηi(T ), (2.16)

où f1i, f0i sont respectivement le gain et l’offset du capteur i, et ηi(T ) est l’écart à la moyenne
qui tend vers zéro lorsque T → ∞, c.-à-d. lorque le nombre d’échantillons augmente. De la
même façon, les auteurs de [218] montrent que la variance σ2

i des mesures du capteur i est
liée à la variance σ̄2 du phénomène physique observé par la relation

σ2
i = f2

1 i · σ̄2 + θi(T ), (2.17)

où θi(T ) est l’erreur d’estimation qui tend vers zéro quand T →∞. En considérant alors les
équations (2.16) et (2.17) pour tous les capteurs et en définissant εf1 et εf0 comme

εf1,
1
n

·
n∑
i=1

f1i − f̄1 et εf0,
1
n

·
n∑
i=1

f0i − f̄0, (2.18)

les auteurs de [218] proposent d’estimer le gain et l’offset de chaque capteur en résolvant le
problème de minimisation suivant

min
f1,f0,µ̄,σ̄2,εf1 ,εf0

||η(T )||22 + ||θ(T )||22 + ε2f1 + ε2f0 , (2.19)

où f1 et f0 sont respectivement le vecteur des gains et des offsets des capteurs et où η(T ) et
θ(T ) sont respectivement le vecteur composé des erreurs ηi(T ) et celui composé des erreurs
θi(T ). Les auteurs de [218] ont également proposé deux extensions de cette approche pour des
capteurs à réponses non-linéaires [217, 216]. Ces méthodes s’affranchissent de toute connais-
sance même partielle du phénomène physique observé mise à part l’hypothèse de stationnarité
du phénomène sur l’intervalle de temps T . Cependant, elles nécessitent une longue acquisition
de données avant d’être efficaces.

Une approche similaire basée sur les moments a également été proposée dans [70] pour
du destripping d’images satellitaires. En imagerie sattelitaire, de nombreux instruments fonc-
tionnent selon le système push broom présenté dans la figure 2.1. Le satellite se déplaçant
dans une direction orthogonale à l’orientation du réseau de capteurs, les données observées
forment une image. Dans le cas où aucun capteur n’est étalonné, l’image observée présente des
bandes spatiales qui sont relativement gênantes. Les auteurs de [70] proposent une approche
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Figure 2.1 – Principe d’acquisition d’images par système push broom. Source : [25].

d’étalonnage par comparaison des histogrammes obtenus sur chaque bande. Plus récemment,
une extension bayésienne de [70] a été proposée par Carfantan et Idier [25].

Étalonnage par modèle de graphe
Dans [111], les auteurs considèrent un réseau de capteurs mobiles suivant un modèle de

réponse offset, c.-à-d. que la mesure x(t) d’un capteur est liée à la valeur physique observée
y(t) par la relation

x(t) = y(t) + f0, (2.20)

où f0 est l’offset du capteur. Les auteurs proposent d’utiliser le formalisme de rendez-vous
qu’on trouve plus classiquement dans les approches de micro-étalonnage et dont la définition
est la suivante :

Définition 2.3 ([183])
Un rendez-vous est un voisinnage spatio-temporel entre deux capteurs. Lorsqu’ils sont en
rendez-vous, deux capteurs sont supposés observer la même valeur physique d’entrée.

En supposant qu’au cours du temps, le déplacement des capteurs les amène à se rencontrer
et donc à effectuer des mesures du même phénomène physique, les auteurs de [111] proposent
de réécrire les rencontres entre les capteurs sous forme d’un graphe dans lequel chaque cap-
teur est un nœud. Si deux capteurs ont effectué une mesure en rendez-vous, alors les nœuds
correspondants sont reliés par une arrête. Le graphe construit à partir des rendez-vous met
en évidence les relations entre les différents capteurs. Lee et al. [111] déduisent alors de ces
relations un système d’équations mettant en jeu la matrice laplacienne du graphe et dont la
résolution mène à l’étalonnage du réseau de capteur. Cependant, comme pour les approches
basées sur les moments, il faut intégrer les mesures des capteurs sur un intervalle de temps
conséquent afin d’assurer un nombre important de croisements entre les différents capteurs.
En effet, dans [111], les auteurs montrent que les performances sont fortement corrélées à la
densité de mesures croisées entre les capteurs.

Plus récemment, les mêmes auteurs ont proposé d’inclure au réseau de capteurs mobiles,
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des données issues de référence [194], réduisant ainsi la sensibilité de la méthode à la densité
des mesures.

2.3.3.2 Micro-étalonnage

La majorité des méthodes de micro-étalonnage pour les réseaux de capteurs mobiles font
intervenir à la fois des données de capteurs à étalonner mais également des données de capteurs
de référence et exploitent la définition de rendez-vous 2.3.

Étalonnage par références directes
Dans [143], les auteurs considèrent un réseau de capteurs mobiles effectuant des mesures

sur une zone où évoluent également des capteurs de référence étalonnés. Lorsqu’un capteur
à étalonner effectue une mesure dans un voisinage spatio-temporel proche d’un capteur de
référence, alors ils sont en rendez-vous, et sont supposés observer le même phénomène phy-
sique. Pour des capteurs suivant un modèle d’offset, lorsqu’un capteur effectue une mesure en
rendez-vous avec une référence, la relation suivante doit être vérifiée :

x(t)REF = x(t) = y(t) + f0, (2.21)

où x(t)REF est la valeur du phénomène physique fournie par la référence, x(t) est la valeur
du phénomène physique reconstruite à partir de la donnée de sortie y(t) du capteur, et f0
est son offset. Si f0 n’est pas parfaitement déterminé, alors la valeur du phénomène physique
reconstruite n’est pas rigoureusement égale à la valeur du capteur de référence, et l’équation
précédente est biaisée. Les auteurs de [143] proposent une méthode d’étalonnage permettant
de corriger l’offset d’un capteur à partir du biais de mesure, constaté lors d’un rendez-vous
avec une référence. L’utilisation de mesures de références pour l’étalonnage de capteurs mo-
biles est une idée d’autant plus intéressante qu’en pratique, les réseaux de capteurs mobiles
bas-coût qui doivent être régulièrement ré-étalonnés sont souvent déployés en renforcement
d’infrastructures existantes, constituant des points de référence. Cependant, l’approche pro-
posée dans [143] suppose que chacun des capteurs à étalonner rencontrent fréquemment des
références autour desquelles ils effectuent des mesures, ce qui est une hypothèse difficilement
vérifiable dans certaines applications, par exemple en mobile crowdsensing.

Approche multi-sauts
Dans l’application visée dans [85], des capteurs environnementaux ont été placés sur un

réseau de tramways. Tout au long de la journée, les mesures brutes, c.-à-d. non étalonnées,
issues des différents capteurs sont datées, géolocalisées et collectées. À ces mesures de capteurs
mobiles viennent s’ajouter des mesures de référence issues de capteurs fixes précis et pré-
étalonnés répartis à différents endroits le long des lignes de tramway. La méthode d’étalonnage
proposée exploite alors les informations fournies par la mobilité des capteurs ainsi que les
données de référence des stations fixes. En particulier, l’approche décrite exploite les rendez-
vous entre les capteurs mobiles à étalonner et les capteurs de référence.
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Grâce à la configuration particulière du réseau de capteurs mobiles utilisé ici, c.-à-d.
grâce au passage régulier des tramways à proximité des capteurs de référence, l’accumulation
de mesures en rendez-vous entre tous les capteurs (mobile/mobile et mobile/référence) est
assurée. Ces rendez-vous ont alors permis aux auteurs de [85] de proposer une approche
d’étalonnage dite multi-sauts étalonnant un à un l’ensemble des capteurs du réseau. Cette
approche en trois étapes répétées jusqu’à étalonnage de l’ensemble du réseau consiste à :

1. Sélectionner un capteur à étalonner ayant effectué des mesures en rendez-vous avec
une référence.

2. Étalonner ce capteur par régression linéaire entre ses mesures et les mesures de réfé-
rence.

3. Considérer ce capteur étalonné comme étant une nouvelle référence.
4. Répéter l’opération pour un autre capteur.
Une extension de cette méthode a été proposée [182], remplaçant la régression par moindres

carrés classique par une régression moyenne géométrique (GMR pour geometric mean regres-
sion), permettant de pallier au problème de propagation de l’erreur d’étalonnage d’un capteur
à un autre. Plus récemment, la même équipe a proposé une extension de [85, 182] à des cap-
teurs non plus à réponse gain/offset mais à réponses multi-linéaires, en tenant compte de la
possible sensibilité des capteurs à différents phénomènes physiques [134].

Les très bons résultats obtenus en utilisant cet étalonnage multi-sauts en situation réelle,
sont en grande partie dûs à la configuration du réseau, permettant d’assurer une grande
quantité de mesures croisées entre les capteurs. La notion de rendez-vous ainsi que l’intégration
de mesures de références sont les points clés développés par [85, 182] et sont particulièrement
bien adaptés à une utilisation dans un réseau de capteurs mobiles. Récemment, une version
distribuée de [182] a été proposée dans [109].

Dans une application de mobile crowdsensing classique, où les porteurs des capteurs sont
humains, ces derniers se déplacent de façon non contrainte et un nombre suffisant de rendez-
vous entre tous les capteurs n’est pas assuré pour permettre un étalonnage précis du réseau.
Il est alors nécessaire de développer de nouvelles approches

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons passé en revu les méthodes d’étalonnage les plus couramment
utilisées, permettant de gérer des réseaux de capteurs fixes [70, 5, 25, 128, 11], ou mobiles
[143, 218, 85, 111, 182, 194, 134, 109].

Ces approches sont souvent très spécifiques et requièrent soit des connaissances précises
du phénomène physique observé, soit une densité considérable de données pour permettre un
bon déroulement de l’étalonnage du réseau.

En mobile crowdsensing, les réseaux de capteurs sont souvent déployés sur de grandes sur-
faces et sont mobiles. La répartition des données sur le champ physique observé est donc rela-
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tivement aléatoire, et il est donc difficile de pouvoir recueillir en amont de la collecte, des in-
formations sur le signal qui sera observé par le réseau. Les approches d’étalonnage supervisées
ne sont donc clairement pas adaptées à ce type de réseaux. De plus, en mobile crowdsensing
classique, les capteurs sont bien souvent libres dans leurs mouvements. L’acquisition de don-
nées croisées entre les capteurs mobiles et les références n’est donc pas assurée. Les approches
non-supervisées nécessitant une connexion de chaque capteur à une référence ne sont donc
pas non plus envisageables pour l’étalonnage des réseaux de capteurs en mobile crowdsensing.

Dans la partie suivante, nous proposons de revisiter le problème d’étalonnage d’un réseau
de capteurs mobiles sous la forme d’un problème informé de factorisation matricielle, où la
matrice observée qui collecte les données n’est que partiellement connue, c.-à-d. que certaines
de ses données sont manquantes. En particulier, les approches proposées permettent de gérer
l’hétérogénéité du réseau de capteurs en tenant compte de l’ensemble des données des capteurs
mobiles peu précis et des capteurs de référence très précis.
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Première partie

Le problème de l’étalonnage de
capteurs vu comme un problème de

factorisation matricielle
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Chapitre 3

État de l’art en factorisation
matricielle

3.1 Introduction

Dans les prochains chapitres, nous montrerons comment ré-ordonner les données acquises
par un réseau de capteurs mobiles sous la forme d’une matrice réécrivable comme un produit
matriciel dont l’estimation des facteurs permet l’étalonnage des capteurs. Il est donc important
d’avoir connaissance de la grande richesse de la littérature sur les méthodes de factorisation
matricielle dont nous proposons ici un état de l’art.

Dans beaucoup d’applications, une matrice de données X peut s’écrire sous la forme d’un
produit matriciel

X ≈ G·F. (3.1)

De très nombreuses approches permettent de décomposer cette matrice en un produit ma-
triciel. L’analyse en composantes principales (ACP) [158] par exemple qui est généralement
utilisée pour réduire la dimension des données, décompose les colonnes de X en combinaisons
de vecteurs orthogonaux. L’analyse en composantes indépendantes (ACI) [24], étendant l’idée
de l’ACP, sépare les colonnes deX en combinaisons de vecteurs statistiquement indépendants.
L’apprentissage de dictionnaire, consiste à construire une matrice D généralement orthonor-
mée dont la combinaison de quelques colonnes permet de reconstruire chaque colonne de X.
La matrice D (le dictionnaire), apprise sur une matrice X, est ensuite utilisée sur d’autres
données pour, par exemple les débruiter, les restaurer [136] ou les classifier [29]. Le filtrage
collaboratif vise également à factoriser une matrice de données souvent à trous de façon à en
extraire des profils types [201]. Cette technique est en grande partie utilisée dans les systèmes
de recommandation et permet par exemple d’apprendre le profil de nombreux utilisateurs
de façon à pouvoir leur suggérer des produits. Enfin, nous citons ici la factorisation en ma-
trices non-négatives (NMF pour Nonnegative Matrix Factorization) comme dernier exemple
de méthode de factorisation matricielle. En NMF, une matrice de données non-négatives X
est factorisée sous la forme du produit de deux matrices G et F non-négatives fournissant la
meilleure approximation de X. Par rapport aux approches sans contrainte de signe, les tech-
niques de NMF permettent généralement une interprétabilité accrue des facteurs matriciels
[113].

Les méthodes d’étalonnage que nous proposons de développer dans la suite de ce manuscrit
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sont principalement basées sur des approches de type NMF. Ainsi, nous proposons dans la
suite de ce chapitre un bref état de l’art des méthodes de NMF rencontrées dans la littérature.

3.2 Critères et contraintes usuelles en NMF

En considérant une matrice de données positive X ∈ Rm×n+ , un problème de factorisation
matricielle peut généralement s’écrire sous la forme d’un problème d’optimisation visant à
minimiser la fonction de coût

J (G,F ) = D (X||G·F ) + C (G,F ) , (3.2)

où D ( · ) est un terme d’attache aux données et C ( · ) est une fonction de pénalisation
associée aux contraintes et régularisations éventuelles.

Les méthodes proposées dans ce manuscrit sont principalement basées sur des approches de
factorisation en matrices non-négatives (NMF) ou semi-non-négatives (Semi-NMF). En NMF,
la matrice de données X ainsi que les matrices facteurs G et F sont supposées non-négatives,
tandis qu’en Semi-NMF, seule l’une des matrices facteurs est supposée non-négative. Les
approches les plus classiques de NMF et Semi-NMF consistent à minimiser la fonction de
coût (3.2) en tenant compte des contraintes de positivité du/des facteur(s). Ces contraintes
de signe des matrices ne peuvent pas être directement incluses dans le problème (3.2) par
pénalisation sont donc rajoutées en marge du problème d’optimisation (généralement via le
choix de la méthode d’optimisation) qui s’écrit alors

G,F = D
(
X||G̃· F̃

)
+ C

(
G̃, F̃

)
,

s.c. G̃, F̃ ≥ 0.
(3.3)

Dans cette section, nous présenterons les principaux critères utilisés comme terme d’attache
aux données en NMF, ainsi que les contraintes et pénalisations les plus fréquentes.

3.2.1 Critères usuels d’attache aux données

Nous considérons ici le problème de NMF général le plus standard, c.-à-d. sans contraintes
autre que la non-négativité des matrices, qui consiste à minimiser :

J (G,F ) = D (X||G·F ) ,
s.c. G̃, F̃ ≥ 0.

(3.4)

Pour ce problème, les termes d’attache aux données usuels sont la norme de Frobenius, la
divergence de Kullback-Leibler, la divergence d’Itakura-Saito, les divergences paramétriques
ou encore un terme d’attache aux données pondéré. D’autres critères, moins classiques, per-
mettent de tenir compte d’informations complémentaires ou de structures spécifiques de fac-
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teurs.

3.2.1.1 La norme de Frobenius

Le problème de factorisation le plus classique consiste à minimiser la fonction de coût (3.4),
en choisissant comme terme d’attache aux données la norme de Frobenius de (X − G·F ),
c.-à-d.

D (X||G·F ) = 1
2 · ||X −G·F ||2F =1

2 ·
∑
i,j

(xi,j − (G·F )i,j)2,

=1
2 ·Tr

(
(X −G·F )(X −G·F )T

)
,

(3.5)

où (A)i,j est l’élément de la matrice A situé à la i-ème ligne et j-ème colonne. Cette norme,
obtenue par généralisation du produit scalaire hermitien, est la plus utilisée. En effet, la norme
de Frobenius est le critère d’attache aux données le plus adapté à la factorisation d’une matrice
corrompue par un bruit gaussien.

Suivant la nature de la matrice de données à factoriser, il peut être intéressant d’utiliser
un terme d’attache aux données autre que la norme de Frobenius, permettant de prendre en
compte certaines caractéristiques de la matrice, par exemple un bruit particulier ou la présence
de valeurs aberrantes. Parmi les termes d’attache aux données les plus courants, la divergence
de Kullback-Leibler [113, 112], d’Itakura-Saito [97, 67, 116] ainsi que les divergences α [2] ou
β [40]. Plus généralement, ces divergences peuvent être exprimées sous la forme d’une unique
formule paramétrique, la divergence αβ [35].

3.2.1.2 Divergence de Kullback-Leibler

La divergence de Kullback-Leibler (divergence KL) [179] mesure généralement la dissimi-
larité entre deux vecteurs u, v et est définie comme

dKL (u||v) =
∑
i

(
ui · ln

(
ui
vi

)
− ui + vi

)
, (3.6)

où ui est le i-ème élément de u et vi celui de v. Cette formule se généralise naturellement sur
les matrices et l’attache aux données

DKL (X||G·F ) =
∑
ij

(
xij · ln

(
xij

(G·F )ij

)
− xij + (G·F )ij

)
. (3.7)

Cette mesure a notamment été utilisée dans l’une des approches de référence en NMF, celle
de Lee et Seung [112].
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3.2.1.3 Divergence d’Itakura-Saito

La divergence d’Itakura-Saito (divergence IS) [97] qui s’exprime entre deux scalaires u et
v positifs comme

dIS (u||v) = u

v
− ln u

v
− 1, (3.8)

se généralise aux matrices U et V comme

DIS (U ||V ) =
∑
ij

dIS (uij ||vij) . (3.9)

Cette divergence est principalement utilisée pour des applications en traitement audiopho-
nique, du fait qu’elle est invariante à l’échelle, c.-à-d. que pour tout scalaire λ positif

dIS (λ·u||λ· v) = dIS (u||v) . (3.10)

Cette propriété permet d’accorder autant d’importance aux termes de grande comme de faible
amplitude, ce qui permet de traiter de façon équivalente toutes les valeurs d’une matrice U ,
même lorsque celles-ci sont très dispersées, comme cela peut être le cas en audio lorsque U
correspond par exemple à un spectrogramme [67, 116]. L’attache aux données utilisant la
divergence IS s’écrit

DIS (X||G·F ) =
∑
ij

(
xij

(G·F )ij
− ln xij

(G·F )ij
− 1

)
. (3.11)

3.2.1.4 Les divergences paramétriques

Divergence α
La divergence α, proposée par Chernoff [30] puis reprise en NMF par Amari [2] est un pre-

mier cas de mesure de similarité entre deux signaux, permettant d’ajuster suivant la valeur
de α le comportement de l’attache aux données vis à vis d’éventuelles valeurs aberrantes.
Si le choix d’un paramètre α faible permet en général de réduire l’influence des valeurs ex-
trêmes/aberrantes, le choix d’un paramètre fort a l’effet inverse et produit une approximation
majorante des signaux de données. La divergence α s’exprime entre deux matrices U et V
comme

Dα (U ||V ) =



−1
α(α−1) · ∑

i,j
(uαijvα−1

ij − αuij + (α− 1)vij), α 6= 0 et α 6= 1,∑
i,j

(uij ln uij
vij
− uij + vij), α = 1,∑

i,j
(vij ln vij

uij
− vij + uij), α = 0.

(3.12)

Divergence β
Initialement étudiée par Basu en 1998 [6], la divergence β permet tout comme la diver-

gence α de changer le comportement du terme d’attache aux données par l’ajustement d’un
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α β α+ β Dαβ (X||G·F ) équivalence
1 1 eq. (3.5) norme de Frobenius
1 0 eq. (3.7) divergence de Kullback-Leibler (KL)
1 -1 eq. (3.11) divergence de Itakura-Saito (IS)

1 eq. (3.12) divergence α
1 eq. (3.13) divergence β

Table 3.1 – Tableau des divergences.

paramètre β. Elle s’exprime entre deux matrices U et V comme

Dβ (U ||V ) =



−1
β · ∑

i,j
(uijvβij − 1

1+βu
β+1
ij − β

1+β v
β+1
ij ), β 6= 0 et β 6= −1,∑

i,j
(uij ln uij

vij
− uij + vij), β = 1,∑

i,j
(vij ln vij

uij
+ vij

uij

−1 − 1), β = 0.
(3.13)

Divergence αβ
Les divergences paramétriques [35] utilisées en NMF permettent un réglage fin du compor-

tement de l’attache aux données. En particulier, les divergences αβ [35] dépendent de deux
paramètres et s’expriment entre deux scalaires u et u comme

dαβ (u||v) =



−1
αβ · (uαvβ − α

α+βu
α+β − β

α+β v
α+β), (α, β, α+ β) 6= 0,

1
α2 (uα ln uα

vα − u
α + vα), α 6= 0, β = 0,

1
α2 (ln vα

uα + uα

vα − 1), α = −β 6= 0,
1
β2 (vβ ln vβ

uβ
− vβ + uβ), α = 0, β 6= 0,

1
2(ln u− ln v), α, β = 0.

(3.14)

Cette divergence peut être généralisée aux matrices et s’exprime alors comme

Dαβ (U ||V ) =
∑
ij

dαβ (uij ||vij) , (3.15)

pour toutes matrices U et V positives. En ajustant les valeurs de α et β, cette formulation
proposée par Cichocki et al. en 2011 [35] permet de rassembler sous une unique expression les
divergences évoquées précédemment mais également la norme de Frobenius. Le tableau 3.1
montre le terme d’attache aux données correspondant au choix des paramètres α et β.

Les divergences présentées dans le tableau 3.1 ont toutes fait l’objet de nombreux travaux
[30, 6, 112, 144, 38, 36, 2, 34, 89, 68, 123], avant d’être généralisées par Cichocki et al. [35].
Les méthodes développées dans cette thèse reposent essentiellement sur de la NMF avec des
fonctions de coût à base de norme de Frobenius. L’utilisation des divergences paramétriques
ne sera donc pas étudiée plus en détails dans ce manuscrit. Par ailleurs, un état de l’art plus
complet sur les divergences paramétriques est présenté dans la thèse de Limem [123].
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Il est toutefois important de retenir que les divergences paramétriques permettent d’unifier
sous la forme d’une même expression (3.14), de nombreuses variantes du terme d’attache aux
données, et que le choix adéquat des paramètres α et β permet une certaine robustesse aux
valeurs aberrantes et/ou de pénaliser différemment les erreurs en fonction de leur signe (sous-
et sur-approximations de X par le produit G·F ) [35].

3.2.1.5 Critère pondéré

Si une mesure de confiance sur la qualité des données présentes dans X est disponible,
elle peut être insérée dans le problème d’optimisation et permet alors de limiter par exemple
les effets du bruit. Pour tenir compte de cette fluctuation de confiance aux données, il est
possible de pondérer ces dernières en affectant un poids à chaque entrée de la matrice X. Les
données les plus sûres sont alors favorisées en se voyant affectées de poids forts, au dépend
des autres données auxquelles sont associés des poids plus faibles.

Les premiers travaux en NMF pondérée ont été menés en 2001 par Guillamet et al. [78].
Les auteurs considèrent alors un poids constant par ligne de la matrice X en définissant une
matrice diagonale D ∈ Rm×m+ dont l’élément dii correspond à la pondération associée à la
i-ème ligne de X. Cette pondération peut être incluse directement dans le terme d’attache
aux données qui s’écrit alors

DD (X||G·F ) , D (D·X||D·G·F ) . (3.16)

Depuis ces travaux, les mêmes auteurs ont proposé des extensions permettant une pondération
de chaque élément de X indépendamment [79]. En définissant une matrice de pondération
W ∈ Rm×n+ dont un élément wij correspond au poids associé à xij , le terme d’attache aux
données s’écrit alors

DW (X||G·F ) , D (W ◦X||W ◦ (G·F )) , (3.17)

où ◦ désigne le produit de Hadamard. L’utilisation d’une pondération terme à terme permet
également de gérer le cas d’une matrice X à données manquantes, en associant aux entrées
correspondantes un poids nul de façon à ce qu’elles n’influencent pas la factorisation. Si la
matrice W est binaire, alors elle fait office d’opérateur d’échantillonnage de X. La prise en
compte d’une pondération dans le terme d’attache aux données a été étudié de nombreuses
fois avec la norme de Frobenius [78, 79, 234, 91, 56] ou des divergences paramétriques [31].

3.2.1.6 Prise en compte de structures dans le critère

Dans certains problèmes spécifiques, les facteurs matriciels peuvent avoir des structures
spécifiques dont il peut être intéressant de tenir compte dans le critère d’attache au données
D( · ).
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Contraintes strictes d’égalité
Si quelques éléments des matrices sont connus de façon précise, alors ils peuvent être forcés

de façon stricte. Dans [123, 119], une paramétrisation des matrices en la somme d’une partie
forcée connue et d’une partie libre à estimer permet la gestion de ces contraintes d’égalité
strictes. L’approche développée consiste dans un premier temps à définir deux matrices ΦF ∈
Rr×n+ et ∆F ∈ Rr×n+ contenant respectivement les valeurs connues de F et les valeurs inconnues
à déterminer. Ainsi, la matrice F recherchée s’écrit comme la somme d’une partie forcée et
d’une partie libre à estimer, c.-à-d.

F = ΦF︸︷︷︸
valeurs forcées

+ ∆F︸︷︷︸
valeurs libres

(3.18)

Il est évident que l’intersection de la partie forcée et de la partie libre de F doit être nulle,
une valeur ne pouvant pas être à la fois connue et inconnue. Or, l’introduction de (3.18)
comme une contrainte du problème d’optimisation de NMF (3.3) ne suffit pas à assurer cette
intersection nulle entre la matrice ΦF fixée et la matrice estimée ∆F .

Limem [123] définit alors deux masques binaires ΩF et Ω̄F informant respectivement de
la présence ou de l’absence de contraintes égalité, c.-à-d.

Ωf ij =
{

1 si fij est connu
0 sinon et Ω̄Fij =

{
0 si fij est connu
1 sinon. (3.19)

Ainsi, en associant (3.18) et (3.19) dans le problème de NMF général celui-ci se réécrit

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

D (X||G·F ) ,

s.c. F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ,
(3.20)

où ◦ désigne le produit de Hadamard. Il est à noter que cette paramétrisation a été proposée
dans le cadre d’un critère pondéré de NMF et des approches ont été proposées avec la norme de
Frobenius [119], des divergences KL [121] et paramétriques (β- [120, 122], α- et αβ-divergences
[123]).

Contrainte de structure
Il arrive que les colonnes ou les lignes des matrices soient liées, imposant alors une certaine

structure aux matrices recherchées. Dans [141, 140, 47] par exemple, la matrice F contient
des colonnes qui sont des combinaisons d’autres colonnes de F . La matrice est alors séparée
en deux parties F = [FM, F E ], ou FM est la partie maître contenant les colonnes de F
linéairement indépendantes, et où F E est la partie esclave, entièrement définie par la partie
maître via une relation F E = R(FM). Cette contrainte de structure sur F mène alors au
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problème d’optimisation

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X − G̃· F̃
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. F̃ = [FM, F E ],
F E = R(FM).

(3.21)

Dans [141, 140, 47], les colonnes de la matrice esclave F E sont des produits de Hadamard
des colonnes de la matrice maître FM. En factorisation tensorielle, des approches ont été
proposées afin de permettre d’estimer des facteurs avec une structure de Vandermonde [195].
Toutefois, cette structure de Vandermonde n’est pas développée en factorisation matricielle
et nous proposerons une méthode spécifique de factorisation pour ce genre de structure dans
les travaux présentés dans cette thèse.

3.2.2 Les contraintes vues comme des pénalisations

Le problème de NMF (3.4) est très générique et il est classique d’y ajouter une ou plu-
sieurs contraintes et/ou régularisations afin de guider la factorisation vers le résultat souhaité.
Dans la section ci-après nous présentons les contraintes et pénalisations les plus couramment
rencontrées dans la littérature.

Les informations supplémentaires qui sont ajoutées à la NMF standard (3.4) peuvent
être incluses dans le problème d’optimisation de deux façons différentes. Outre certaines
contraintes structurant la fonction d’attache aux données, de nombreuses contraintes – dites
douces – peuvent être incluses au problème par l’ajout d’une pénalisation, menant alors au
problème d’optimisation (3.2). Dans cette section nous présentons les contraintes les plus clas-
siques qui peuvent s’inclure au problème d’optimisation au moyen d’un terme de pénalisation.

3.2.2.1 Pénalisations d’évolution lente

Dans certains problèmes (audio, video), il peut être intéressant de contraindre les lignes
ou colonnes des facteurs à estimer à être proches. Dans [220] pour du traitement vidéo, la
différence de deux colonnes successives de la matrice F doit être faible. Les auteurs proposent
alors de lisser les colonnes en pénalisant le problème d’optimisation en y ajoutant le terme

C (G,F ) = λ· ||F ·R||F , (3.22)
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où

R =



−1 0 0 · · · 0
1 −1 0 · · · 0
0 1 −1 · · · 0
...

... . . . . . . ...

0 0 0 . . . −1
0 0 0 · · · 1


. (3.23)

Le produit (F ·R) fournit la matrice des différences des colonnes successives de F . La mi-
nimisation du critère (3.22) permet alors de pénaliser les différences entre ces colonnes et
donc de lisser F . Dans [62] cette régularisation a également été utilisée pour l’estimation de
spectrogramme lisses en application audio.

3.2.2.2 Pénalisations de lissage

Afin d’assurer l’obtention d’une solution "lisse" (smooth en anglais), il est classique d’uti-
liser la régularisation de Tikonov [155] qui ajoute une pénalisation au problème général (3.3).
Cette dernière consiste à minimiser la norme de Frobenius de la matrice à lisser, et s’écrit
alors pour F

C (G,F ) = λ

2 ||F ||
2
F , (3.24)

où λ est le poids associé à la régularisation. Cette contrainte est tout à fait applicable à la
matrice G. Dans [196] des contraintes de lissage sur G et F sont combinées pour assurer la
construction d’une matrice de rang faible.

3.2.2.3 Pénalisations de parcimonie

Dans certaines applications [235], l’une des matrices recherchées peut être soumise à une
contrainte de parcimonie, c.-à-d. qu’elle ne doit avoir que peu d’éléments non-nuls. Le terme de
pénalisation associé à une contrainte de parcimonie sur une matrice utilise souvent la norme `0
qui donne le nombre d’éléments non-nuls de la matrice. La minimisation de cette norme dans
le problème d’optimisation est difficile puisqu’elle relève des mathématiques combinatoires et
il lui est souvent préféré une relaxation convexe. En 2002, Hoyer [93] a proposé de choisir
comme fonction de pénalisation la norme `1 de la matrice F , c.-à-d.

C (G,F ) = ||F ||1 =
∑
ij

|fij | , (3.25)

qui pour une matrice non-négative n’est autre que la somme de ses éléments. Hoyer explique
alors que le problème de NMF avec comme unique contrainte (3.25) mène à des solutions
dégénérées dans lesquelles la matrice G tend vers l’infini tandis que la matrice F tend vers zéro
pour minimiser sa norme `1. Ce problème de dégénérescence est alors fixé par normalisation
des matrices G et F .
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Plus récemment, Kim et Park [103] on proposé de choisir comme terme de pénalisation

C (G,F ) = ν·
∣∣∣∣∣∣G̃∣∣∣∣∣∣2

F
+ λ·

∑
i

||f i||1 , (3.26)

où f i est la i-ème colonne de F . La norme
∣∣∣∣∣∣G̃∣∣∣∣∣∣2

F
permet alors de limiter la dégénérescence de

la solution évoquée précédemment, tandis que∑
i
||f i||1 impose une certaine parcimonie de F .

Les paramètres ν, λ sont les poids associés à chaque partie du terme de pénalisation. Cette
pénalisation est un premier exemple de mélange de contraintes. Il s’agit ici de considérer une
contrainte de lissage sur la matrice G ainsi qu’une contrainte de parcimonie sur F .

Dans [142], les auteurs proposent d’utiliser la norme `1,2 comme contrainte de parcimonie.
Cette dernière offre un compromis entre le lissage induit par la norme `2 et la parcimonie
provoquée par la norme `1. La norme `1,2 consiste pour une matrice F en l’expression

||F ||1,2 =
∑
i

∣∣∣∣∣∣f̄i∣∣∣∣∣∣2 , (3.27)

où f̄i est la i-ème ligne de F .

L’intérêt certain de la NMF avec contraintes de parcimonie [235] a inspiré de très nombreux
autres travaux [108], utilisant des divergences paramétriques comme la divergence β ou KL
[131], ou des critères de pénalisation particuliers comme les normes `p [181].

3.2.2.4 Pénalisations douces d’égalité

Si les valeurs approximatives des matrice G et F sont connues et contenues dans G? et
F ?, alors G et F peuvent être régularisées par l’ajout de la pénalisation

C (G,F ) = λ

2 ||G−G
?||2F + λ

2 ||F − F
?||2F , (3.28)

au problème (3.3). Si le produit (G·F ) doit permettre de reconstruire les données X, les
matrice G et F doivent elles rester proches des données G? et F ?. Cette pénalisation permet
une régularisation douce, en n’imposant pas une égalité stricte entre les matrice G et G? d’une
part, et F et F ? d’autre part.

3.2.2.5 Pénalisations de faible rang

Dans (3.3), le rang de la matrice reconstruite par le produit (G·F ) est fixé par les
dimensions des matrices. Cependant, il peut être souhaité de rechercher une solution faible
rang, sans pour autant connaître à l’avance la valeur du rang. De façon intuitive, la contrainte
de faible rang peut être ajoutée en marge du problème d’optimisation (3.3) où la solution doit
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vérifier
Rang(G·F ) ≤ r, (3.29)

où r est le rang maximum souhaité pour le matrice reconstruite. Toutefois, la résolution de
(3.3) avec (3.29) est difficile et une alternative – issue des travaux en complétion de matrices
[22] – consiste à pénaliser le rang de la matrice reconstruite directement dans le problème
d’optimisation, en incluant dans (3.3) la pénalisation

C (G,F ) = λ

2 ||G·F ||2? , (3.30)

où, pour une matrice A, ||A||? est la norme nucléaire définie comme la somme des valeurs
propres de A et λ est le poids de la pénalisation dans le problème globale (3.2). Une alternative
à la norme nucléaire [196] consiste à minimiser la somme des normes de Frobenius de G et F
et donc à utiliser la pénalisation

C (G,F ) = λ

2 ||G||
2
F + λ

2 ||F ||
2
F . (3.31)

Cette pénalisation est également un exemple de mélange de contraintes, en l’occurrence, il
s’agit ici de considérer une contrainte de lissage sur chaque matrice G et F .

3.2.3 Autres pénalisations : contraintes de bornitude

Il arrive dans certains problèmes que toutes les contraintes ne soient pas insérables dans
le problème d’optimisation sous forme de pénalisations. Ces contraintes sont alors ajoutées
en marge du problème d’optimisation et sont traitées de façon particulière. C’est notamment
le cas des contraintes de bornitudes, que nous détaillons ci-dessous.

Afin de faciliter la résolution du problème de factorisation, il peut être intéressant de
réduire le champ de recherche des matrices facteur, par exemple, en bornant l’intervalle de
recherche. Ceci est réalisable dans beaucoup d’applications où les valeurs des matrice recher-
chées ont un sens physique et où certaines valeurs sont interdites. Cette contrainte n’est pas
incluse dans le problème sous la forme d’une pénalisation mais mène à la relation

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X − G̃· F̃
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. IG ≤ G̃ ≤ SG, et IF ≤ F̃ ≤ SF ,
(3.32)

où IG, IF sont respectivement la borne inférieure de G et F et où SG, SF sont respectivement
la borne supérieure de G et F . Ce type de contrainte a été proposé par exemple par Lin [125]
ou Limem et al. [122]. Dans les deux cas, la contrainte de bornitude est traitée par projection
des valeurs en dehors des intervalles admissibles vers la borne la plus proche.
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3.2.4 Unicité et exactitude de la NMF

Il est à noter que dans son formalisme général (3.2), le problème de NMF n’est pas convexe
et présente de multiples optima locaux. Les conditions garantissant l’unicité des solutions ont
donc été particulièrement étudiées. Ces aspects ont été présentés de manière détaillée dans
[123] et nous n’en fournissons ci-dessous qu’une synthèse.

Les premiers travaux de la littérature ont étudié la convergence de la NMF en utilisant les
conditions de Karush-Kuhn Tucker (KKT) [124]. Celles-ci sont des conditions nécessaires pour
obtenir un optimum local mais la suffisance n’est garantie que pour des fonctions de coûts
convexes, ce qui n’est pas le cas des problèmes généraux de NMF. L’unicité de la solution
a par la suite été étudiée par Donoho et Stodden [49] et Moussaoui [145]. Ces auteurs ont
montré qu’à une matrice de permutation près, l’unicité de la solution de la NMF est possible
si certaines conditions de parcimonie conjointe des facteurs matriciels – conditions appelées
quasi-séparabilité dans [49] – est vérifiée. Ces hypothèses ont été particulièrement étudiées en
démélange hyperspectral (dans le cas de mélange linéaire) où ces conditions de parcimonie
sont vérifiées par les sources à séparer [12].

Un autre problème actuel en NMF concerne l’exactitude de la factorisation, dans le cas où
la matrice X n’est pas bruitée. Les approches présentées dans ce chapitre et celles développées
dans cette thèse sont des méthodes de factorisation approchée. Obtenir une solution exacte de
NMF peut être vu comme un problème combinatoire [211]. Des approches exactes – faisant
appel à des hypothèses de parcimonie proches de [49] voire plus contraignantes – ont été
proposées par exemple dans [4, 13, 210].

3.3 Optimisations usuelles pour les algorithmes alternés

Bien qu’il soit clairement identifié par (3.3), la résolution du problème de NMF n’est
pas triviale, celui-ci étant non-convexe par rapport aux deux matrices G et F . Les premiers
travaux sur la NMF remontent aux années 90. Introduits par Paatero et al. [151, 152, 3],
on parle alors de PMF pour factorisation en matrices positives. Dans ces premiers travaux
[151], les matrices G et F sont estimées simultanément, en résolvant un problème de moindres
carrés. L’utilisation de cette méthode est limitée à des méthodes de petite taille. Depuis, la
communauté scientifique en traitement du signal et en apprentissage s’est fortement intéres-
sée au problème de NMF, et des stratégies alternées permettant la résolution du problème
d’optimisation ont été très étudiées. Cette stratégie consiste à considérer non pas le problème
non-convexe d’optimisation général (3.3) mais les sous-problèmes en G et en F , c.-à-d.

G = arg min
G̃≥0
J (G̃, F ), (3.33)

F = arg min
F̃≥0
J (G, F̃ ). (3.34)
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L’intérêt des approches alternées réside dans le fait que pour la plupart des critères d’attache
aux données vus précédemment, les sous-problèmes (3.33) et (3.34) sont convexes et beaucoup
plus simples à gérer.

Les méthodes alternées de résolution du problème de NMF sont généralement basées sur
l’une des techniques d’optimisation suivante : l’approche heuristique, la descente de gradient ,
la majoration-minimisation (stratégie MM) ou des méthodes proximales comme par exemple
la méthode des directions alternées (ADM pour Alternating Direction Method).

3.3.1 Méthode heuristique

L’approche heuristique est l’approche d’optimisation qui a été proposée par Lee et Seung
[112]. Cette technique peut être vue comme une descente de gradient avec un pas spécifique
et consiste en une mise à jour multiplicative. Elle consiste à écrire le gradient de J (G,F )
par rapport à un facteur – disons F par exemple – comme la différence entre deux termes de
signes opposés, c.-à-d., en partant de l’équation (3.5)

∇FJ (G,F ) = ∂J (G,F )
∂F

= GT ·G·F −GT ·X, (3.35)

= ∇+
FJ (G,F )−∇+

FJ (G,F ), (3.36)

où
∇+
FJ (G,F ) , GT ·G·F (3.37)

et
∇−FJ (G,F ) , GT ·X. (3.38)

La formule de mise à jour de F consiste alors en

F = F ◦ ∇
−
FJ (G,F )
∇+
FJ (G,F )

. (3.39)

De manière similaire, la mise à jour de G s’effectue en calculant

∇+
G = G·F ·F T , et ∇−G = X ·F T , (3.40)

ce qui mène à la mise à jour

G = G ◦ ∇
−
GJ (G,F )
∇+
GJ (G,F )

. (3.41)

En partant de matrices initiales positives, les mises à jour multiplicative, qu’elles soient ob-
tenues par la méthode heuristique ou une autre approche (comme la stratégie de Majoration-
Minimisation discutée ci-après) garantissent la positivité des solutions. L’idée consiste – mis
à part pour les valeurs nulles – à avoir les rapports dans (3.39) et (3.41) qui tendent vers 1,
ce qui conduit les gradients à tendre vers zéro.
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3.3.2 Descente de gradient

La méthode classique de descente de gradient pour la recherche du minimum d’une fonction
consiste, à partir d’un point de paramètres initial, à mettre à jour ce point en suivant une
direction diminuant le critère. De façon plus formelle, la direction choisie, appelée direction
de descente est définie comme

Définition 3.1
dk est une direction de descente si, partant d’un point courant fk

∇D
(
fk
)T

· dk < 0. (3.42)

Avec une direction de descente dk, tout point construit par la relation

fk+1 = fk + ρk · dk, (3.43)

avec un pas de descente ρk > 0 suffisamment petit, fait décroître la fonction de coût D ( · ).
Il est très classique de choisir comme direction de descente, l’opposé du gradient, c.-à-d.
dk = −∇D

(
fk
)T

. Ces méthodes sont cependant connues pour leur convergence lente en
cas de mauvais choix du pas de descente ρk. Des versions accélérées comme par exemple la
méthode du gradient conjugué leur sont souvent préférées. Il est à noter que les formules de
mise à jour multiplicatives obtenues avec la méthode heuristique discutée ci-dessus peuvent
être vues sous l’angle de la descente de gradient, avec un choix particulier du pas [112] qui
permet de transformer la somme dans (3.43) en une mise à jour multiplicative qui s’écrit :

fk+1 = fk ·αk · dk, (3.44)

De nombreuses méthodes de NMF construites à partir de descente de gradient ont été
proposées, par exemple [112, 93, 125, 140].

3.3.3 Approche Majoration-Minimisation (MM)

En considérant le problème d’optimisation convexe

f = arg min
f̃
D
(
f̃
)
, (3.45)

où D ( · ) est la fonction de coût du problème, alors, le résoudre itérativement par majoration-
minimisation (MM) consiste à

1. Construire une fonction majorante généralement convexe H(f, fk) de la fonction de
coût initiale D ( · ), et qui soit tangente à D ( · ) au point fk. Cette fonction est
appelée fonction auxiliaire de D ( · ) au point fk. La fonction H a donc les propriétés
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- - - Fonction auxiliaire
—– Fonction de coût

H(fk, fk) = J (fk)

H(fk+1, fk) = min
f
H(f, fk)

J (fk+1)

fk fk+1

Figure 3.1 – Illustration du principe des méthodes MM.

suivantes

H(f, fk) ≥ D (f) , (3.46)
H(fk, fk) = D

(
fk
)
. (3.47)

2. Calculer fk+1 par minimisation de H(f, fk) au lieu de minimiser directement D (f).
3. Réitérer jusqu’à atteindre un critère d’arrêt ou un nombre maximum d’itérations.

La mise à jour par la formule fk+1 = arg min
f≥0
H(f, fk) permet, grâce aux propriétés de la

fonction auxiliaire (3.46) et (3.47), d’assurer la décroissance de la fonction de coût D ( · ). Le
principe de fonctionnement de la recherche de minimum par méthode MM est illustré dans
la figure 3.1.

En utilisant cette méthode MM de façon alternée sur les sous-problèmes en G (3.33) et
en F (3.34), de nombreuse méthodes de NMF ont été proposées, par exemple [112, 65, 119].

3.3.4 Méthode par moindres carrés alternés (ANLS)

Contrairement aux approches d’optimisation présentées jusqu’ici, les approches basées
sur les moindres carrés alternés cherchent réellement à minimiser (3.33) et (3.34) à chaque
itération de l’algorithme, une fois l’autre facteur estimé à l’itération précédente. Pour cela,
ces techniques de NMF consistent, dans leur version de base, à appliquer une approche de
moindres carrés non-négatifs, assez gourmande en temps de calcul. Plusieurs extensions plus
rapides, par exemple [39, 102] ont proposé d’accelérer ce type de techniques en partitionnant
les données de G et F , respectivement.

La méthode des moindres carrés hiérarchiques alternés [39] partitionne le problème de
NMF de base en 2 · r sous-problèmes, où r est le nombre de colonnes (respectivement de
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lignes) de la matrice G (resp. F ). La fonction de coût J est alors reformulée comme

J (g1, · · · , gr, f̄1, · · · , f̄r) = 1
2 ·

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣X −

r∑
l=1
gl · f̄l

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F

, (3.48)

où pour une matrice A, al représente sa l-ème colonne et āl sa l-ème ligne. Ce problème est
alors partitionnable en sous-problèmes suivant les colonnes de G et les lignes de F (différent
donc de l’approche ANLS qui utilise un partitionnement dans le sens contraire). Ainsi, pour
la recherche de f̄l, en définissant le résidu R(l) = X −

r∑
i 6=l
gj · f̄j , alors

R(l) ' gl · f̄l, (3.49)

et le problème d’optimisation associé à (3.49) s’écrit

f̄l = arg min
f̄≥0

1
2
∣∣∣∣∣∣R(l)− gl · f̄

∣∣∣∣∣∣2
F
. (3.50)

Ce dernier peut être re partitionné en problèmes indépendants suivant un élément flk de F ,
ce qui conduit à la résolution de

f̃lj = arg min
f≥0
||rj(l)− gl · f||F , ∀j ∈ {1, · · · , n}, (3.51)

où rj(l) est la j-ème colonne de R(l). La solution de ce problème pour un élément flk est
obtenue de façon triviale par la formule

flj =
[
gTl · rj(l)
gTl · gl

]+

, (3.52)

et est facilement généralisable à l’ensemble du vecteur ligne f̄l donnant alors la formule de
mise à jour de f̄l. Toute la démarche pour arriver à l’écriture de cette formule de mise à jour
est réalisable pour une colonne de G.

3.4 Méthodes "historiques" de NMF

Dans le tableau 3.2, nous présentons les principales méthodes "historiques" de NMF pro-
posées dans la littérature, ainsi que les contraintes associées. La liste des méthodes présentées
dans ce tableau est non-exhaustive, l’attention étant portée sur les approches de la littérature
utilisant un terme d’attache aux données basée sur la norme de Frobenius. Il est à noter que
la NMF a aussi été étudiée sous l’angle d’approches bayésiennes, par exemple dans [146, 184,
185], qui ne sont pas présentées dans ce tableau.
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3.5 Méthodes de NMF pour les problèmes de grandes dimen-
sions

3.5.1 Méthodes de NMF accélérées

Aujourd’hui, le traitement des Big Data monopolise beaucoup d’attention en recherche.
L’acquisition de jeux de données de très grandes dimensions étant de plus en plus facile, les
méthodes de traitement doivent s’adapter pour permettre une analyse/extraction des infor-
mations en un temps raisonnable. En NMF, la matrice de données X à factoriser peut être
gigantesque (matrice 480000× 17000 pour les données du prix Netflix 1), et les méthodes de
factorisation présentées précédemment ne sont pas adaptées pour gérer une telle quantité d’in-
formation. Dans les sections suivantes, nous proposons un bref aperçu de quelques méthodes
visant à accélérer la NMF standard.

3.5.1.1 Méthode de NMF par mises à jour itératives alternées

Dans [73], les auteurs étudient la complexité des formules de mise à jour multiplicatives de
Lee et Seung [113]. Ils proposent alors de modifier l’algorithme de Lee et Seung en effectuant
à chaque itération plusieurs mises à jour successives pour G et pour F , de façon à réduire le
nombre d’évaluations des termes les plus couteux en calculs. En suivant la même démarche,
Gillis et al. proposent également une version accélérée de l’algorithme de NMF par HALS
[39].

3.5.1.2 NMF par gradient de Nesterov

La méthode de gradient optimal de Nesterov [149], est une méthode d’optimisation rapide
permettant la résolution du problème

F = arg min
F̃

f(F̃ ), (3.53)

dans le cas où la fonction f( · ) est convexe et de gradient Lipschitz-continu, c.-à-d. s’il existe
une constante L telle que pour tout X, Y du domaine de définition de f( · ),

||f(X)− f(Y )|| ≤ L· ||X − Y || . (3.54)

En calculant la valeur de la constante de Lipschitz L, la méthode de gradient optimal de
Nesterov consiste en une succession de descentes de gradient avec un pas adaptatif dépendant
de L.

En considérant les sous-problèmes de NMF (3.33) et (3.34), Guan et al. [76] montrent que
la fonction de coût associée à chacun des sous-problèmes est convexe et de gradient Lipschitz-

1. Voir http://www.netflixprize.com/.
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continu. Ils proposent alors d’alterner les mises à jour des matrices en utilisant le gradient
optimal de Nesterov. Cette méthode de NMF à base de gradient de Nesterov (NeNMF pour
Nesterov-based NMF) fait aujourd’hui partie des méthodes les plus rapides de NMF selon [193].
Son extension pondérée – permettant éventuellement de traiter des données manquantes – a
été proposé dans [52] et est détaillée dans l’Annexe C.

3.5.1.3 Méthode de NMF aléatoire (Randomized NMF)

Lorsque le problème à traiter est de grande taille, il est probable qu’il soit de faible
rang, c.-à-d. que la taille de données nécessaires à l’estimation des variables latentes soit
beaucoup plus faible que la taille de la matrice X. Cette hypothèse est au cœur des approches
d’ACP robuste et de complétion de matrices [241]. En particulier, l’utilisation d’opérateurs de
mélange aléatoires pour réduire la taille des données et accélérer une décomposition ont fait
l’objet de nombreux travaux, qui sont en partie regroupés dans [82]. Combiner ces stratégies
avec la NMF a été proposé par plusieurs auteurs.

Une autre façon de traiter les matrices de très grande dimension consiste à n’en considérer
qu’une partie. Dans [219], les auteurs proposent de mettre à jour les matrices à partir de sous-
matrices de données de tailles réduites, extraites de la matrice complète X par projections
aléatoires [212]. Wang et al. [219] proposent donc de résoudre de façon alternée les problèmes
d’optimisation suivants

G = arg min
G̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X ·RG − G̃· (F ·RG)
∣∣∣∣∣∣
F
, (3.55)

et
F = arg min

F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣RF ·X − (RF ·G) · F̃
∣∣∣∣∣∣
F
, (3.56)

où les tailles des matrices RG et RF sont définies telles que les produits X ·RG et RF ·X

réduisent la matrice X, c.-à-d. que si X ∈ Rm×n alors RG ∈ Rm×rG et RF ∈ RrF×n avec
rG << n et rF << m. Wang et al. [219] utilisent alors les formules classiques de mise à jour
multiplicative de Lee et Seung [113] pour les deux sous-problèmes en G et F .

Dans [239], les auteurs décomposent la matrice X par ACP randomisée – pour stocker un
produit A·S beaucoup moins volumineux – et proposent de nouvelles mises à jour multipli-
cative mettant en jeu A·S au lieu de X. Les auteurs de [204] ont proposé des techniques
similaires aux deux approches ci-dessus mais les ont étendues au cas où la NMF est séparable.

3.5.1.4 NMF distribuée

Sur un fond plus orienté informatique, et sur le même principe que les méthodes ANLS
et HALS, certains auteurs ont proposé de découper les sous-problèmes de NMF en problèmes
indépendants suivant les lignes/colonnes des matrices G et F . Plusieurs stratégies sont alors
envisagées pour distribuer les calculs de façon à profiter au maximum de la puissance du
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calculateur à disposition (calcul GPU, cluster de calcul, etc..) [129, 106, 118, 99].

3.5.2 NMF pour flux de données

Dans le cas où la factorisation doit être effectuée en temps réel sur une matrice X de
données entrantes, alors X est construite au fur et à mesure de l’arrivée des données. Des
méthodes spécifiques de NMF doivent alors être utilisées, permettant l’insertion des nouvelles
données dans X, et/ou l’oubli de données trop anciennes. On parle alors de NMF en ligne
(Online NMF) ou de NMF par flux (Streaming NMF). De nombreuses approches pour gérer
la factorisation de matrices de données entrantes ont été proposées [135, 116, 77, 237, 238],
pour la plupart basées sur une construction itérative de X dans laquelle les nouvelles données
reçues sont ajoutées dans une nouvelle ligne ou colonne de X, se traduisant par l’ajout d’une
ligne de G ou colonne de F à rechercher.

3.5.3 Co-factorisation

Dans certaines situations, plusieurs jeux de données à factoriser peuvent avoir des simila-
rités dans leur décomposition factorielle. Plutôt que de considérer un problème d’optimisation
individuel pour chaque jeu de données, certains auteurs ont proposé de lier les problèmes en
tenant compte de ces similarités entre les différents facteurs. On parle alors de co-factorisation,
de factorisations groupées ou encore de factorisations jointes [114, 231, 130, 187]. Pour sim-
plifier les explications, nous présentons ci-dessous les problèmes dans le cas où seuls deux jeux
de données, notés X1 et X2, sont disponibles. Les facteurs à estimer sont notés Gi et Fi pour
i = 1, 2.

Le problème traité par la co-factorisation consiste souvent à supposer strictement égaux
certains facteurs, par exemple F1 = F2 = F , et à rechercher des matrices G1, G2, F , telles
que pour deux matrices de données X1 et X2

{G1, G2, F} = arg min
G̃1,G̃2,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X1 − G̃1 · F̃
∣∣∣∣∣∣2
F

+ 1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X2 − G̃2 · F̃
∣∣∣∣∣∣2
F
, (3.57)

c.-à-d. que la matrice F est commune à la factorisation des matrices de données X1 et X2.

Dans [130], les auteurs ont proposé une version moins contraignante du problème (3.57),
dans lequel la matrice F n’est plus rigoureusement identique pour chaque problème, mais
autorise quelques variations : certains facteurs – par exemple les Fi, i = 1, 2 – doivent etre
"proches" d’une matrice F ? connue (à une indétermination de permutation et de facteur
d’échelle près, que l’on suppose résolue ci-dessous) et proposent d’optimiser le problème sui-
vant :

{G1, G2, F1, F2} = arg min
G̃1,G̃2,F̃1,F̃2

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X1 − G̃1 · F̃1
∣∣∣∣∣∣2
F

+1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X2 − G̃2 · F̃2
∣∣∣∣∣∣2
F

+λ

2

2∑
i=1

∣∣∣∣∣∣F̃i − F ?∣∣∣∣∣∣2F .
(3.58)
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Les auteurs de [187] ont proposé une alternative, uniquement pour le cas de deux matrices
à factoriser, dans lequel on contraint F1 et F2 à être "proches" entre elles, c.-à-d.

{G1, G2, F1, F2} = arg min
G̃1,G̃2,F̃1,F̃2

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X1 − G̃1 · F̃1
∣∣∣∣∣∣2
F

+1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X2 − G̃2 · F̃2
∣∣∣∣∣∣2
F

+λ

2 ·
∣∣∣∣∣∣F̃1 − F̃2

∣∣∣∣∣∣2
F
,

(3.59)
ou

{G1, G2, F1, F2} = arg min
G̃1,G̃2,F̃1,F̃2

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X1 − G̃1 · F̃1
∣∣∣∣∣∣2
F

+1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X2 − G̃2 · F̃2
∣∣∣∣∣∣2
F

+λ·
∣∣∣∣∣∣F̃1 − F̃2

∣∣∣∣∣∣
1
.

(3.60)
Alors que (3.59) impose des contraintes de lissage dans la différence entre les facteurs F1 et
F2, le problème (3.60) contraint cette différence à être parcimonieuse.

Il est à noter que des approches de co-factorisation ont aussi été proposées lorsque les
facteurs matriciels sont de taille différente, par exemple pour la factorisation conjointe de
données audio et vidéo [132] ou d’images multi- et hyper-spectrales [9].

3.5.4 Factorisation tensorielle

Il peut également arriver que les données ne puissent pas être "naturellement" stockées
sous forme d’une matrice X. Si une dimension supplémentaire est nécessaire pour stocker les
données, alors il est possible de les organiser sous la forme d’un tenseur, qui n’est autre qu’un
tableau multi-dimensions de données, et pour lequel des opérations telles que l’addition ou la
multiplication sont définies de façon particulière. Les données écrites sous forme de tenseur
peuvent alors être factorisées, par des méthodes spécifiques de factorisation tensorielle [104,
191] avec ou sans contrainte de signe. Dans le cas où tous les facteurs sont non-négatifs, les
méthodes sont regroupées sous l’acronyme NTF pour Nonnegative Tensor Factorization [189,
240].

Historiquement, les tenseurs de dimension 3 ont souvent été ré-écrits sous forme de ma-
trices avant d’être factorisés, par exemple par des approches de NMF. Cependant, ce trai-
tement pouvait amener des pertes d’informations utiles, dûes à la structure multi-voie in-
trinsèque aux données. Fort heureusement, les décompositions de type NTF héritent non-
seulement de tous les avantages de NMF (dont l’interprétabilité des facteurs), mais bénéficient
également des avantages dûs aux structures multilinéaires des données organisées en tenseurs
[240]. Il est à noter que de nombreuses fonctions de coût et de régularisation présentées dans
ce chapitre pour la NMF ont aussi été considérées en NTF. On trouve notamment dans la
littérature des approches capables de gérer l’absence de données [177], conçues pour traiter
des problèmes de grande dimension [37, 214] ou encore développées avec un cadre bayésien
[94].

Les travaux réalisés dans cette thèse s’appuyant exclusivement sur des approches de fac-
torisation matricielle, nous n’entrerons pas ici dans les détails des approches de factorisation
tensorielle, qui nécessitent de redévelopper l’ensemble des opérations de base. Le lecteur in-
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téressé trouvera par exemple énormément d’information sur ce type de factorisation dans
[191].

3.6 Cas des données manquantes

Comme évoqué dans le section 3.2.1.5, la matrice de données X peut avoir des données
manquantes. Celles-ci peuvent être prises en compte dans la factorisation au moyen d’une
matrice de pondération W (3.17). Les travaux présentés dans cette thèse rentrent aussi dans
cette catégorie, puisque les données à traiter ne seront que partiellement connues. Cependant,
il existe une riche littérature sur l’estimation de données manquantes dans des matrices de
faible rang [44], depuis les travaux pionniers de [64, 22, 225]. Le problème consiste à estimer
une matrice M de faible rang qui approche la matrice X partiellement observée, c.-à-d.

M = arg min
M̃
‖W ◦ (M̃ −X)‖F + λRang(M̃), (3.61)

où W est l’opérateur binaire indiquant la présence ou absence de données dans X, ◦ est le
produit de Hadamard et Rang( · ) est un opérateur dont l’expression pénalisée dans (3.61)
permet de minimiser le rang de la matrice à estimer. Minimiser le rang est généralement
un problème complexe et l’idée souvent utilisée en complétion de matrices consiste à rendre
convexe (3.61) en remplaçant l’opérateur de Rang par une norme nucléaire [22, 225], comme
discuté dans la section 3.2.2.5.

Le problème (3.61) présente des similitudes avec les problèmes de factorisation matricielle
si on ré-écrit la matrice M à estimer sous la forme d’un produit matriciel [20]. Cependant, les
approches historiques, basées par exemple sur des décompositions en valeurs singulières tron-
quées, ont plutôt été vues comme des extensions matricielles à l’acquisition compressée [22,
44], permettant ainsi de rattacher à cette problématique tous les résultats obtenus en acqui-
sition compressée en termes de probabilité d’estimation de données manquantes en fonction
de l’échantillonnage des données.

3.7 Conclusion

La littérature traitant du problème de factorisation en matrices non-négatives (NMF) est
extrêmement riche puisque ce type de problème intéresse les chercheurs depuis les années 90
et est aujourd’hui encore un sujet de recherche sur lequel se penche une grande communauté.

L’état de l’art qui a été présenté dans ce chapitre est non-exhaustif mais procure une vue
générale des méthodes permettant de traiter le problème de NMF, en partant des approches
historiques/classiques [113, 125, 39, 102] jusqu’aux méthodes plus modernes adaptées aux
problématiques actuelles [219, 129, 135, 76, 73, 118, 106, 99, 232], tout en montrant que la
NMF permet de tenir compte d’un très grand nombre de contraintes et informations supplé-
mentaires [78, 48, 103, 241, 119, 140, 123, 108, 181, 221].
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Dans les chapitres suivants, nous proposons de développer des méthodes d’étalonnage
d’un réseau de capteurs mobiles, à base de factorisation pondérée et informée en matrices
non-négatives et semi-non-négatives. En particulier, nous nous servirons dans le chapitre 4
de la paramétrisation développée dans la thèse de Limem [123] pour informer le problème de
NMF dans le cadre d’un étalonnage de capteurs à réponse affine. Dans le chapitre 5, nous
introduirons cette paramétrisation dans un problème de NMF structurée pour lequel nous
développerons des formules de mise à jour à base de gradient projeté.
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Chapitre 4

Méthodes de NMF informées pour
l’étalonnage d’un réseau de

capteurs mobiles à réponse affine

Nous présentons ici une partie des développements réalisés dans cette thèse pour l’étalon-
nage de capteurs et qui ont fait l’objet des publications [50, 53]. Dans un premier temps nous
présentons les définitions et hypothèses nécessaires à la mise en place de nos méthodes d’éta-
lonnage. Nous montrons ensuite comment poser ce problème sous forme d’une factorisation
matricielle informée. Enfin nous proposons différentes approches permettant la résolution du
problème de factorisation tout en respectant les contraintes qui auront été introduites.

4.1 Définitions et hypothèses

Les campagnes de mesure par foule de capteurs (en anglais mobile crowdsensing), utilisent
des données datées et géolocalisées en provenance de nombreux capteurs mobiles, déployés
sur une zone géographique bien définie.

Les méthodes d’étalonnage que nous proposons dans ce manuscrit sont dédiées au mobile
crowdsensing pour la surveillance de la qualité de l’air. Nous considérerons donc dans tout ce
manuscrit qu’un réseau de n capteurs mobiles effectue des mesures sur une zone géographique
fixée. De façon générale, nous écrivons la mesure xj fournie par le j-ème capteur du réseau
lorsqu’il est exposé à une valeur physique y comme

xj = Fj(y), (4.1)

où Fj( · ) est la fonction d’étalonnage dont la forme générale est supposée connue, associée
au capteur et dont nous cherchons à estimer les paramètres, de façon à retrouver la valeur
physique d’entrée y.

Dans un premier temps, nous cherchons à réécrire les données fournies par l’ensemble
du réseau de capteur sous forme d’une matrice de données X. Pour cela, nous utilisons le
formalisme de rendez-vous de la définition 2.3 page 12.

Un rendez-vous est caractérisé par une distance spatiale ∆d et une durée ∆t. Lorsque deux
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Capteur mobile 1

Capteur mobile 2

Capteur mobile 3

Rendez-vous

n=3 capteurs

m=16 cellules

écriture matricielle

Scène S Matrice de données X

Figure 4.1 – D’une scène S vers une matrice de données X.

capteurs sont en rendez-vous, la fluctuation du phénomène physique entre deux emplacements
de mesure éloignés d’une distance inférieure à ∆d pendant un intervalle de temps [t, t+ ∆t]
est négligeable. Les capteurs en rendez-vous sont donc supposés être exposés à la même valeur
physique d’entrée y(t). Le choix de la distance ∆d et de la durée ∆t définissant un rendez-
vous est très dépendant du phénomène physique observé [183]. Par exemple, le monoxyde de
carbone est très fugace et, pour garantir que deux capteurs soient en rendez-vous et observent
bien la même concentration de ce gaz, les paramètres ∆d et ∆t doivent être choisis bien plus
petits que pour l’observation d’un gaz tel que l’ozone, moins volatile.

Nous définissons alors une scène comme :

Définition 4.1
Une scène S est une zone discrétisée, observée durant un intervalle de temps [t, t+ ∆t). La
taille d’une cellule est fixée de sorte que si deux capteurs sont dans une même cellule, alors
ils sont l’un de l’autre à une distance inférieure à ∆d.

En d’autres termes, une scène S n’est autre qu’une discrétisation du champ physique
observé pendant un intervalle de temps durant lequel il n’y a pas d’évolution du champ. Si
deux capteurs se trouvent dans une même cellule de la scène, alors, par construction, ils sont
en rendez-vous et observent la même valeur physique d’entrée.

En supposant que la scène S est divisée en m cellules et en notant xi,j la mesure produite
par le capteur j dans la i-ème cellule de S, alors nous pouvons ordonner les mesures prises par
chaque capteur dans chaque cellule, sous la forme d’une matrice X ∈ Rm,n dont un élément
xi,j correspond à la mesure du j-ème capteur dans la cellule i. Ainsi, une ligne de X contient
les mesures de tous les capteurs dans une même cellule, tandis qu’une colonne de X contient
les mesures d’un même capteur pour chaque cellule. La construction de la matrice X à partir
de la définition de la scène S est illustrée au niveau de la figure 4.1. L’indice i de la cellule est
obtenu en scrutant les colonnes de la scène S de haut en bas, de gauche à droite. La matrice
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X est donc une concaténation des colonnes de la scène pour chaque capteur.

La matrice de données X construite par mise en forme des mesures sur une scène S
est la base à partir de laquelle nous proposons d’élaborer nos méthodes d’étalonnage par
factorisation matricielle présentées ci-après. Il est à noter que l’ensemble des matrices de
données Xk issues de plusieurs scènes Sk – k étant un indice temporel – peuvent sans difficulté
être concaténnées sous la forme d’une unique matrice de données X. Dans la suite de ce
chapitre, nous développons des approches pour étalonner un réseau de capteurs à partir de
données issues d’une unique scène. Les méthodes proposées peuvent être trivialement étendues
au cas multi-scènes.

4.2 Mise en place de l’étalonnage par factorisation

4.2.1 Écriture matricielle du problème d’étalonnage

Dans cette section, nous nous intéressons à l’étalonnage de capteurs à réponses affines,
c.-à-d. aux capteurs dont la mesure de sortie est liée à la valeur physique d’entrée par une
relation affine. Ainsi, la mesure xi,j fournie par le capteur j dans la cellule i d’une scène S
est liée à la valeur physique yi de la cellule par la relation

xi,j = f1,j + yi · f2,j , (4.2)

où f1,j est l’offset du capteur et f2,j est son gain. En considérant la relation (4.2) pour toutes
les cellules i ∈ [[1 · · ·m]] et tous les capteurs j ∈ [[1 · · ·n]], alors la matrice de données X peut
s’écrire comme le produit

x1,1 · · · x1,n
...

...
xm,1 · · · xm,n


︸ ︷︷ ︸

X

=


1 y1
...

...
1 ym


︸ ︷︷ ︸

G

·
[
f1,1 · · · f1,n
f2,1 · · · f2,n

]
︸ ︷︷ ︸

F

. (4.3)

Les matrices G et F contiennent respectivement la structure du modèle d’étalonnage (forçant
une colonne de uns dans G), et les paramètres d’étalonnage des capteurs. Étalonner le réseau
de capteurs en utilisant la factorisation (4.3) consiste alors à estimer les matrices G et F qui
produisent la meilleure approximation de X, tout en respectant la contrainte de structure de
G, c.-à-d. en résolvant le problème d’optimisation

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣X − G̃· F̃
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. g1 = 1[m×1],

(4.4)

où ||· ||F est la norme de Frobenius, g1 est la première colonne de G et 1[m×1] est un vecteur
colonne de uns.
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4.2.2 Prise en compte des données manquantes

En pratique, lors de campagnes demobile crowdsensing, les capteurs ne sont pas contraints
dans leurs mouvements, puisqu’ils effectuent des mesures au cours des déplacements de leurs
porteurs. Ils ne parcourent donc que partiellement la scène. Si un capteur j effectue une me-
sure dans une cellule i de S, alors l’équation (4.2) s’applique, sinon la mesure xi,j n’est pas
disponible et est donc manquante dans la matrice X, comme illustré dans la figure 4.1. Ces
données manquantes dans X ne permettent pas de résoudre directement le problème (4.4).
Cependant, en définissant ΩX le domaine sur lequel X est observé et PΩX ( · ) l’opérateur pro-
jetant X sur ΩX , alors le problème d’optimisation pour l’étalonnage des capteurs permettant
de tenir compte des données manquantes dans X s’écrit

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣PΩX (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. g1 = 1[m×1].

(4.5)

En omettant la contrainte qui s’applique à la première colonne de G, le problème d’opti-
misation (4.5) correspond au problème de factorisation matricielle pour la complétion faible
rang de matrice [81]. En pratique, ce problème peut être abordé en utilisant par exemple une
technique de factorisation matricielle pondérée. L’extension pondérée de (4.5) s’écrit alors

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. g1 = 1[m×1],

(4.6)

où ◦ est le produit de Hadamard, et W , (wi,j) est la matrice de poids dont les éléments wi,j
sont définis tels que

wi,j =
{
ρi si la donnée xi,j est disponible,
0 sinon. (4.7)

Le poids ρi > 0 peut être choisi proportionnellement à la confiance dans le capteur i. Si tous
les capteurs ont une sensibilité équivalente, tous les poids ρi peuvent être fixés à un, rendant
alors la matrice W binaire. A ce stade, le problème d’étalonnage d’un réseau de capteurs
mobiles peut dont être réécrit sous la forme du problème de factorisation matricielle pondérée
spécifique (4.6). Dans la section suivante, nous proposons l’ajout de contraintes supplémen-
taires dans (4.6). Ces contraintes sont liées aux capteurs utilisés pour la surveillance de la
qualité de l’air, aux propriétés des phénomènes physiques observés, ainsi qu’à la configuration
particulière du réseau de capteurs considéré.

4.2.3 Contrainte de non-négativité

La matrice de données X contient uniquement les valeurs de sortie des capteurs, qui dans
la majorité des cas sont des tensions. De plus, pour la surveillance de la qualité de l’air, la
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scène S et donc le vecteur y = [y1, . . . , ym]T correspondent à un phénomène physique non-
négatif comme par exemple une concentration, une proportion ou une température (qui peut
s’exprimer en degrés Kelvin). Les matrice X et G sont par conséquent non-négatives. Enfin,
la matrice F contient les paramètres des capteurs qui sont positifs pour un grand nombre
de capteurs à réponses affines [74, 190]. La matrice F peut donc également être supposée
non-négative. A ce stade, nous avons finalement réécrit le problème d’étalonnage de capteurs
comme un problème de factorisation pondéré et informé en matrices non-négatives, c.-à-d.,

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. g1 = 1[m×1].

(4.8)

4.2.4 Prise en compte de données de référence

Les réseaux constitués de capteurs mobiles bas-coût sont souvent utilisés pour compléter
les mesures fournies par un réseau fixe existant, moins dense, plus onéreux, mais également
plus précis. Dans d’autres applications environnementales, combiner la grande quantité d’in-
formations en provenance du réseau de capteurs bas-coût avec les quelques mesures précises
produites par le réseau existant permet d’augmenter la distribution spatiale des données grâce
à la mobilité du réseau bas-coût, tout en conservant la précision des mesures fixes [41]. Pour
la surveillance de la qualité de l’air, le réseau de capteurs mobiles est déployé en complément
du réseau de mesure officiel des AASQA constitué de quelques stations fixes, régulièrement
étalonnées. Ces stations fournissent directement une estimation précise de la valeur physique
qu’elles mesurent. Ces données constituent une vérité de terrain valable dans les cellules de
chaque station, c.-à-d. que si une station est située dans la cellule i de S, alors la valeur
physique réelle de cette cellule yi est connue. L’ensemble des mesures fournies par les stations
officielles fixes peuvent alors être modélisées comme les données d’un unique capteur mobile,
le (n + 1)-ème capteur, ayant pour paramètres un offset nul et un gain égal à un. La prise
en compte de ces données de référence se traduit dans le problème d’étalonnage par l’ajout
d’une colonne à la matrice de données X qui contient alors les mesures des stations fixes,
ainsi que par l’ajout d’une colonne à la matrice F qui contient les paramètres des capteurs
fixes. De plus, comme les mesures fournies par les capteurs fixes correspondent directement
aux valeurs du champ physique, ces données peuvent être reportées dans la deuxième colonne
de G. Le problème d’optimisation à résoudre pour étalonner le réseau de capteurs mobiles
en tenant compte à la fois de la non-négativité des matrices, des mesures de référence et des
données manquantes dans X dues à l’échantillonnage spatiale des capteurs mobiles s’écrit

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. g1 = 1[m×1],

gi,2 = xi,n+1 ∀i ∈ I,

fn+1 =
[

0
1

]
.

(4.9)
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où I est l’ensemble des cellules pour lesquelles une donnée de référence est disponible, gi,2 est
le i-ème élément de la deuxième colonne de G et fn+1 est la (n+ 1)-ème colonne de F .

L’équation (4.9) montre que l’étalonnage d’un réseau de capteurs mobiles peut être envi-
sagé en utilisant une méthode de NMF particulière permettant de conserver la structure spé-
cifique des facteurs tout en tenant compte des données manquantes dans X et des contraintes
égalité dans G et F .

4.2.5 Conditions nécessaires à l’étalonnage

Il est important de remarquer que dans le problème de NMF pondérée

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
, (4.10)

la solution n’est pas unique et est déterminée à un facteur d’échelle et à un permutation près
[173], c.-à-d. que si G et F sont solutions de (4.10), alors en considérant une matrice diagonale
D ainsi qu’une matrice de permutation P , les matrices G̃ = G·D·P et F̃ = P−1 ·D.−1 ·F

sont également solutions de (4.10). L’ambiguïté sur D mène à un étalonnage relatif des cap-
teurs, c.-à-d. un étalonnage permettant uniquement d’assurer une certaine cohérence des
mesures des capteurs les uns par rapport aux autres, mais pas un étalonnage complet per-
mettant de revenir aux valeurs physiques d’entrée. Une façon classique de fixer ce problème
d’échelle en NMF consiste à normaliser l’une des matrices G ou F [229, 107, 32]. Cependant,
pour l’étalonnage de capteurs par factorisation matricielle, il est impératif de retrouver la
vraie matrice F , contenant les vrais paramètres des capteurs. Une normalisation arbitraire
des matrices n’est donc pas envisageable. En réalité, l’ambiguïté d’échelle est naturellement
fixée dans (4.9) grâce aux données de référence qui sont introduites dans la matrice X, sous
certaines hypothèses de bon conditionnement de cette matrice.

Afin de permettre un bon déroulement de l’étalonnage, c.-à-d. afin de résoudre le problème
d’optimisation (4.9), il doit y avoir suffisamment de données et de diversité dans la matrice
X. Il est très facile de voir dans un cas extrême que si toutes les données contenues dans X
sont identiques, ses colonnes sont constantes et l’estimation des matrices G et F n’est alors
pas possible. De la même façon, si un capteur ne fournit qu’une mesure, alors la colonne de F
correspondante ne pourra pas être estimée sans information complémentaire. Par conséquent,
et comme pour toute méthode d’analyse de variables latentes, nous avons besoin d’une certaine
diversité dans les mesures pour pouvoir effectuer la factorisation.

De façon similaire, il doit y avoir suffisamment de connections entre les capteurs mobiles
à étalonner et les mesures de référence, de façon à permettre un étalonnage complet de tous
les capteurs. En imaginant par exemple le cas où les capteurs peuvent être divisés en deux
groupes disjoints, c.-à-d. que les capteurs du premier groupe n’ont pas de mesures en rendez-
vous avec les capteurs du deuxième groupe, alors sous réserve que les conditions de diversité
et de quantité des mesures soient vérifiées, le groupe ayant des mesures en rendez-vous avec
des mesures de référence pourra être complètement étalonné, tandis que le groupe n’en ayant
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pas ne pourra être étalonné que de façon relative.

4.3 Une première approche d’étalonnage par complétion de
matrice (NMF/C-Cal)

Dans cette section, nous proposons une première méthode "naturelle" d’étalonnage basée
sur le faible rang de la matrice de données X. Supposons dans un premier temps que la
matrice X soit complète, c.-à-d. que tous les capteurs ont effectué une mesure dans chaque
cellule de la scène S. D’après l’équation (4.9), la dernière colonne de X qui contient les
mesures de référence doit être égale à la deuxième colonne de G qui contient les valeurs du
phénomène physique observé. Par conséquent, les matrice X et G sont connues et à partir
d’elles, la matrice F peut alors être estimée par exemple par moindres carrés non-négatifs.
Cependant, comme un certain nombre de données peuvent être manquantes dans X, cette
approche ne peut pas être appliquée directement, et une première étape d’estimation des
valeurs manquantes dans X est alors nécessaire.

Comme la matrice X est de faible rang, la restauration de ses données manquantes par
l’utilisation d’une méthode de complétion de matrice de faible rang permet l’obtention d’une
matrice complète Xcomp vérifiant

Xcomp = arg min
X̃

rang(X̃),

s.c. PΩX (X) = PΩX (X̃),
(4.11)

où PΩX ( · ) est l’opérateur définit dans la section 4.2.2. Ce problème étant NP -difficile, il
peut être relâché et s’écrire alors comme

Xcomp = arg min
X̃

∣∣∣∣∣∣X̃∣∣∣∣∣∣
?
,

s.c. PΩX (X) = PΩX (X̃),
(4.12)

où ||· ||? est la norme nucléaire. En pratique, de nombreuses approches ont été développées
pour résoudre le problème (4.12), en utilisant par exemple une SVD tronquée [22, 7]. Ce-
pendant, par construction, le rang de la matrice X est connu et est égal à 2 pour le modèle
affine. La matrice X peut donc s’écrire comme le produit de deux matrices non-négatives
(4.3). Il est alors possible de chercher à résoudre le problème de complétion (4.11) par une
approche de complétion de matrice par factorisation en matrices non-négatives (ou NMF/C
pour Nonnegative Matrix Factorization/Completion) [234, 230, 52], qui consiste à résoudre 1

{A,S} = arg min
Ã,S̃

∣∣∣∣∣∣PΩX (X − Ã· S̃)
∣∣∣∣∣∣
F
, (4.13)

1. Les matrices A et S obtenues par la complétion de matrice (4.13) ne correspondent pas nécessairement aux
matrices G et F recherchées puisque rien dans le problème de complétion ne permet de fixer les indéterminations
et les données connues.

49



en utilisant une méthode de direction alternée (ADM pour Alternating Direction Method)
[230], des mises à jour multiplicatives [234] ou une descente de gradient de Nesterov [52]. Les
deux matrices A et S obtenues permettent par produit de reconstruire une matrice Xcomp

complète vérifiant la propriété de faible rang de X et sa décomposition en produit de ma-
trices non-négatives. La matrice Xcomp ainsi construite est alors utilisée pour étalonner le
réseau de capteurs comme proposé précédemment. L’algorithme complet d’étalonnage par
complétion de matrice est finalement résumé dans l’Algorithme 1. Cette méthode sera appe-
lée NMF/C-Cal (pour Nonnegative Matrix Factorization/Completion for Calibration) dans la
suite de ce manuscrit.

Malgré les propriétés intéressantes de cette approche qui conserve la non-négativité des
facteur estimés et le rang de la matrice X, les performances obtenues lors des tests d’étalon-
nage sont liées à la réussite de l’étape de complétion de matrice qui donne des résultats très
variables suivant le conditionnement de la matrice de mesure X. Les performances de cette
approche seront étudiées dans le chapitre 6, consacré aux tests des méthodes d’étalonnage
développées.

Algorithme 1 Étalonnage par complétion de X et régression

Construire la matrice Xcomp par une approche de complétion de matrice faible rang, par
exemple à base de SVD tronquée [7] ou de NMF/C [230].

Construire G comme
G ,

[
1m×1,x

comp
n+1

]
(4.14)

Estimer F par moindres carrés non-négatifs en résolvant

F = arg min
F̃≥0

∣∣∣∣∣∣Xcomp −G· F̃
∣∣∣∣∣∣
F

(4.15)

4.4 Étalonnage de capteurs par factorisation matricielle infor-
mée

Afin d’inclure l’ensemble des contraintes dans une nouvelle méthode d’étalonnage par
NMF informée, nous proposons de reformuler le problème d’optimisation (4.9) en utilisant la
paramétrisation proposée dans [119]. Celle-ci consiste à décomposer les matrices G et F en
la somme de leur partie libre à estimer et une partie forcée qui contient les valeurs connues.
Cette paramétrisation s’écrit alors

G = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G, (4.16)

50



pour la matrice G, et
F = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F , (4.17)

pour la matrice F , où
• ΩG et ΩF sont les matrices binaires informant la position des valeurs connues dans G
et F ,
• Ω̄G et Ω̄F sont les matrices binaires informant la position des valeurs libres dans G et
F ,
• ΦG et ΦF sont les matrices contenant les valeurs connues de G et F ,
• ∆G et ∆F sont les matrices à estimer, contenant les valeurs libres de G et F .

Les masques binaires ΩG, ΩF , Ω̄G et Ω̄F sont définis de façon à garantir une intersection nulle
des parties libres et connues de chaque matrice, c.-à-d. ΩG ◦ Ω̄G = 0 et ΩF ◦ Ω̄F = 0 [119].

En utilisant les paramétrisations (4.16) et (4.17), le problème d’optimisation (4.9) s’écrit
alors

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(4.18)

Le problème (4.18) étant non-convexe par rapport aux deux matrices G et F , nous propo-
sons de l’aborder par une stratégie de mises à jour alternées en considérant les sous-problèmes
en G :

G = arg min
G̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃·F )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

(4.19)

et en F :

F = arg min
F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(4.20)

Ces deux sous-problèmes sont ensuite résolus de façon itérative et alternée. Pour la mise à
jour de F , les auteurs de [119] ont proposé la formule multiplicative suivante

F ← ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ◦
(
GT · (W ◦ [X −G· ΩF ◦ ΦF ]+)

GT · (W ◦ (G· Ω̄F∆F ))

)
, (4.21)

obtenue en suivant une stratégie MM où, pour une matrice A quelconque, [A]+ seuille les
éléments négatifs de A à un réel ε donné. Il est intéressant de remarquer que si la matrice
F n’a pas d’éléments connus, ΩF est donc une matrice nulle, Ω̄F = 12×(n+1), F = ∆F , et la
formule de mise à jour (4.21) est alors identique à la version pondérée [79] de la formule de
mise à jour multiplicative de Lee et Seung [113]. Pour le sous-problème (4.19), nous proposons
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d’adapter la mise à jour de F à la matrice G, c.-à-d.

G← ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G ◦
(

(W ◦ [X − ΦG ·F ]+) ·F T

(W ◦ (∆G ·F )) ·F T

)
. (4.22)

Comme évoqué précédemment, il est important de garder en tête qu’en factorisation ma-
tricielle, une ambiguïté d’échelle entre G et F est généralement observée. Ce problème est
habituellement résolu en normalisant les lignes de F ou les colonnes de G. Cependant, pour
l’étalonnage de capteurs, nous cherchons à estimer la vraie matrice F et nous ne pouvons donc
pas normaliser de façon arbitraire les matrices estimées. En réalité, dans la méthode d’étalon-
nage proposée ci-dessus, le problème d’ambiguïté d’échelle est résolue grâce aux capteurs de
référence qui contraignent la dernière colonne de F et permettent donc de fixer l’échelle du
problème, tant qu’il y a suffisamment de mesures dans la matrice X pour lier chaque capteur
du réseau avec au minimum deux mesures de référence (pour le modèle affine) distinctes, via
des rendez-vous directs ou un chemin entre les différents capteurs. Si la matrice X ne contient
pas suffisamment de mesures de références et/ou pas suffisamment de rendez-vous entre les
capteurs mobiles à étalonner et les capteurs de références, alors la méthode d’étalonnage par
NMF informée présentée ci-dessus que nous appellerons IN-Cal (pour Informed Nmf-based
Calibration) effectue un étalonnage relatif des capteurs, c.-à-d. que les mesures des capteurs
sont harmonisées de façon à être cohérentes d’un capteur à un autre, mais l’ambiguïté d’échelle
reste non-résolue. L’algorithme de cette méthode d’étalonnage par NMF informée (IN-Cal)
est présenté dans l’Algorithme 2.

Algorithme 2 Etalonnage par Factorisation Informée en Matrices Non-négatives (IN-Cal)
Initialisation de G et F
pour k de 1 à itération max faire

Mettre à jour G selon (4.22)

Mettre à jour F selon (4.21)

fin pour

4.5 Régularisation par utilisation de données constructeur

Les fabriquants des capteurs fournissent très souvent dans la documentation de leurs
produits des paramètres moyens d’étalonnage. Ces informations ne sont pas prises en compte
dans les méthodes d’étalonnage précédentes NMF/C-Cal et IN-Cal, alors que leur utilisation
permettrait de régulariser l’étalonnage des capteurs dans les cas où la matrice X ne serait
pas bien conditionnée pour permettre un étalonnage efficace des capteurs par les méthodes
précédentes, c.-à-d. s’il n’y a pas suffisamment de rendez-vous ou de mesures de référence
dans X pour lever le problème d’ambiguïté d’échelle du problème de NMF. Par ailleurs, cette
information est utilisée par plusieurs méthodes d’étalonnage présentes dans la littérature,
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notamment [11, 218, 111].

En considérant des capteurs à réponses affines, alors les paramètres théoriques fournis par
le fabriquant sont une valeur moyenne f̄1 pour l’offset et une valeur moyenne f̄2 pour le gain.
En pratique, la moyenne des offsets de tous les capteurs du réseau et la moyenne des gains
de tous les capteurs doivent être proches des moyennes théoriques, ce qui s’écrit

1
n

·
n∑
j=1

f1,j ≈ f̄1 et 1
n

·
n∑
j=1

f2,j ≈ f̄2. (4.23)

Il est important de noter que la normalisation des lignes de F ou des colonnes de G est
très classique en factorisation matricielle et est habituellement effectuée après mise à jour de
la matrice [229], ou directement dans la mise à jour [107]. La normalisation de la matrice
F dans le cas de factorisations matricielles informées a également été proposée dans [122,
32]. Cependant, ces normalisations forcent de façon brutale les normes des lignes de F à être
rigoureusement égales aux valeurs choisies, ce qui peut entrainer une erreur dans la cas de
l’étalonnage de capteurs où la moyenne fixée par le constructeur n’est pas rigoureusement égale
à la "vraie" moyenne des paramètres des capteurs. Ce type d’erreur est une des principales
limites des approches d’étalonnage n’utilisant pas de capteurs de référence pour fournir une
vérité de terrain, comme par exemple [11]. En considérant la contrainte de norme comme une
pénalisation du problème d’optimisation, alors l’impact de la pénalisation sur le problème
peut être ajusté en faisant varier le poids associé à la régularisation.

En définissant f̄ ,
[
f̄1, f̄2

]
, alors les approximations (4.23) s’écrivent

1
n

·F ·
[

1n×1
0

]
≈ f̄ , (4.24)

où
[

1n×1
0

]
est un vecteur colonnes de taille [(n + 1) × 1] constitué d’une colonne de uns

concaténée avec un zéro afin de ne pas tenir compte de la dernière colonne de F qui corres-
pond aux capteurs de référence, dans le calcul de la moyenne des paramètres. En utilisant
la paramétrisation (4.17) et en remarquant que la dernière colonne de Ω̄F est nulle, alors
l’approximation (4.24) s’écrit finalement

1
n

· (Ω̄F ◦ F ) · 1(n+1)×1 ≈ f̄ . (4.25)

Nous proposons de déduire de l’expression (4.25) un terme de pénalisation qui une fois intro-
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duit dans le problème (4.18) mène au problème d’optimisation

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F

+ ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F̃ ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
F
,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(4.26)

où ν est le poids permettant de gérer la force du terme de pénalisation. Comme pour la
méthode IN-Cal, le problème (4.26) est non-convexe par rapport à G et F , et peut donc être
séparé en deux sous-problèmes. Il est immédiat de remarquer que le terme de pénalisation
ajouté au problème n’intervient que dans le sous-problème en F . Le sous-problème en G est
donc identique à celui de la méthode IN-Cal proposée précédemment et la formule de mise à
jour associée (4.22) est donc toujours applicable. Le sous-problème en F quant à lui s’écrit

F = arg min
F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F

+ ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F̃ ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
F
,

s.c. F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(4.27)

Pour le calcul de la formule de mise à jour associée au problème (4.27), nous proposons
d’utiliser l’approche heuristique décrite dans [112]. Ainsi, nous commençons par définir J la
fonction de coût associée à (4.27) comme

J = 1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F

+ ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F̃ ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F
. (4.28)

Nous réécrivons alors J comme la somme J = J1 + J2, où

J1 = 1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F

(4.29)

est la fonction de coût du problème de NMF informée présenté dans (4.20) et

J2 = ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F̃ ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F

(4.30)

est la partie de la fonction de coût due à la pénalisation.

L’introduction de la paramétrisation (4.17) dans la fonction de coût J1 mène alors à
l’expression

J1 = 1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· (ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ))
∣∣∣∣∣∣2
F
, (4.31)

= 1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X̃ −G· (Ω̄F ◦∆F ))
∣∣∣∣∣∣2
F
, (4.32)
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où X̃ = [X −G· (ΩF ◦ ΦF )]+ avec [ · ]+ l’opérateur de projection sur R+ qui permet d’assu-
rer la non-négativité de la matrice X̃. Par développement de la norme de Frobenius, l’équation
(4.32) peut s’écrire

J1 = 1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

[
(W ◦ (X̃ −G· (Ω̄F ◦∆F )))i,j

]2
, (4.33)

= 1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

w2
i,j ·

[
x̃i,j − (G· (Ω̄F ◦∆F ))i,j

]2
, (4.34)

= 1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

w2
i,j ·

[
x̃i,j −

N+1∑
k=1

gj,k · Ω̄Fk,i · ∆Fk,i

]2

. (4.35)

A partir de (4.35), il est facile de dériver la fonction de coût J1 par rapport à un élément
∆Fk,j de ∆F , ce qui donne

∂J1
∂∆Fk,i

=
m∑
j=1

w2
i,j ·

[
x̃i,j − (G· (Ω̄F ◦∆F ))i,j

]
· (−gj,k · Ω̄Fk,i), (4.36)

= −Ω̄Fk,i ·
m∑
j=1

gj,k · (W 2 ◦ X̃)i,j − gj,k · (W 2 ◦ (G· (Ω̄F ◦∆F )))i,j , (4.37)

= −Ω̄Fk,i ·
[
GT · (W 2 ◦ X̃)−GT · (W 2 ◦ (G· (Ω̄F ◦∆F )))

]
k,i
. (4.38)

La dérivée (4.38) se généralise alors trivialement pour l’ensemble de la matrice ∆F , ce qui
donne

∂J1
∂∆F

= Ω̄F ◦
(
GT · (W 2 ◦ (G· (Ω̄F ◦∆F )))−GT · (W 2 ◦ [X −G· (ΩF ◦ ΦF )]+)

)
. (4.39)

De la même façon, l’introduction de la paramétrisation (4.17) dans la fonction de coût J2
mène alors à l’expression

J2 = ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n ·

(
Ω̄F ◦ (ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F )

)
· 1[(n+1)×1] − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F
. (4.40)

En remarquant que Ω̄F ◦ ΩF ◦ ΦF = 0, alors nous obtenons

J2 =ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n ·

(
Ω̄F ◦∆F

)
· 1[(n+1)×1] − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F
,

=ν

2 ·
2∑
j=1

[
1
n

·
n+1∑
i=1

(
Ω̄F ◦∆F

)
i,j
− f̄j

]2

.

(4.41)

La dérivée de la fonction de coût J2 par rapport à l’élément ∆Fi,j de ∆F s’écrit alors

∂J2
∂∆Fi,j

= ν·
[

1
n

(
n+1∑
k=1

Ω̄Fi,k · ∆Fj,k

)
− f̄j

]
· 1
n

· Ω̄Fi,j . (4.42)
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L’extension matricielle de cette dérivée s’écrit alors

∂J2
∂∆F

= ν

n2 · diag
((

Ω̄F ◦∆F

)
· 1[(n+1)×1]

)
· Ω̄F −

ν

n
· diag(f̄ ) · Ω̄F . (4.43)

En notant finalement J +
1 et J +

2 les parties positives de (4.39) et (4.43), et J −1 et J −2
leurs parties négatives, la dérivée de la fonction de coût globale J par rapport à la matrice
∆F s’écrit

∂J
∂∆F

= (J +
1 + J +

2 )− (J −1 + J −2 ), (4.44)

et la formule de mise à jour multiplicative de ∆F obtenue par la méthode heuristique s’écrit

∆F ← ∆F ◦
J −1 + J −2
J +

1 + J +
2
, (4.45)

c.-à-d.

∆F ← ∆F ◦
Ω̄F ◦ (GT (W 2 ◦ [X −G· (ΩF ◦ ΦF )]+ + ν

n diag(f̄ ) · Ω̄F

Ω̄F ◦ (GT (W 2 ◦ (G(Ω̄F ◦∆F ))) + ν
n2 diag((Ω̄G ◦∆F ) · 1[(n+1)×1]) · Ω̄F

. (4.46)

La mise à jour de la matrice F complète s’écrit finalement

F ← ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F . (4.47)

La mise à jour (4.46) permet de rajouter à la méthode IN-Cal une régularisation douce
de la valeur moyenne des lignes de F , d’où le nom que nous donnons à cette méthode dans la
suite de ce manuscrit, ACIN-Cal (pour Average Constrained IN-Cal). L’algorithme de cette
méthode est présenté dans l’Algorithme 3

Algorithme 3 Étalonnage par Factorisation Informée en Matrices Non-négatives sous
contrainte douce de normalisation (ACIN-Cal)

Initialisation de G et F .
pour k de 1 à itération max faire

Mise à jour de G selon (4.22).

Mise à jour de F selon (4.46) et (4.47).

fin pour

4.6 Initialisation des méthodes

Chacune des approches d’étalonnage qui ont été présentées précédemment sont itératives
et nécessitent une initialisation des matrices G et F . Cette étape d’initialisation est un pro-
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blème bien connu en NMF et différentes stratégies sont envisageables. Une approche classique
consiste à initialiser les matrices aléatoirement, tandis que certains auteurs ont proposé une
initialisation par des experts [119], la sortie d’une autre approche de factorisation [8] ou encore
un modèle physique [162].

Dans les premiers tests réalisés dans le cadre de cette thèse, qui ont fait l’objet de la
publication [50], nous avons choisi d’initialiser les matrices par la sortie d’une première version
de l’approche "naturelle" présentée dans la section 4.3. Nous avons d’abord utilisé l’approche
de complétion faible rang proposée dans [7]. Malheureusement, cette initialisation était très
coûteuse en temps de calcul et nous avons finalement remplacé l’approche de complétion par
SVD tronquée [7] par l’approche NMF/C [230]. Cependant, comme toute méthode de NMF,
la NMF/C nécessite aussi d’être initialisée. Nous effectuons finalement cette étape par tirages
aléatoires autour des paramètres théoriques du constructeur des capteurs pour la matrice F ,
tandis que pour G, la première colonne est initialisée à 1 – pour satisfaire au modèle affine –
tandis que sa deuxième colonne est initialisée aléatoirement. Les éventuelles entrées négatives
des matrice G et F initialisées sont seuillées à une constante ε faible et non-négative pour
assurer la non-négativité de toutes les matrices. L’approche "naturelle" d’étalonnage a alors
montré des performances légèrement meilleures qu’avec la SVD tronquée dans la phase de
complétion, mais en deça des performances atteintes par les autres approches proposées dans
ce chapitre.

Par ailleurs, dans d’autres tests complémentaires, nous avons constaté qu’initialiser nos
approches (i) avec la sortie de la méthode naturelle (utilisant la SVD tronquée ou la NMF/Cci-
dessus) ou (ii) de manière aléatoire comme pour la NMF/C apportait in fine les mêmes
performances d’étalonnage. Ce sont donc des initialisations aléatoires d’IN-Cal et d’ACIN-Cal
que nous utiliserons dans tous les tests de cette thèse.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de reformuler le problème d’étalonnage d’un réseau
de capteurs mobiles à réponses affines sous la forme de différents problèmes d’optimisation.

En exploitant des hypothèses et définitions couramment utilisées dans la littérature pour
l’étalonnage de réseaux de capteurs, nous avons proposé de regrouper les mesures collectées
par l’ensemble du réseau en une matrice de données X factorisable en un produit de deux
matrices G et F , la première contenant la structure du modèle d’étalonnage, la seconde les
valeurs des paramètres de chaque capteur. L’échantillonnage spatial irrégulier du à la mobilité
des capteurs se traduit sur X par l’absence de certaines données. Nous avons alors proposé
de gérer l’absence de certaines données par une pondération du problème de factorisation.

Le problème d’étalonnage proposé a alors pris la forme d’une factorisation pondérée en
matrices non-négatives dans laquelle des données de capteurs de référence étalonnés sont
mêlées à celles des capteurs mobiles afin de pallier au problème d’ambiguïté d’échelle ren-
contré classiquement en factorisation matricielle. Ces données de référence sont incluses dans
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les problèmes d’optimisation sous la forme de contraintes égalité dans les matrices facteur
recherchées.

Deux méthodes de résolution ont été développées. Nous avons dans un premier temps
proposé une approche d’étalonnage naturelle à base de complétion de matrice faible rang. Dans
un second temps, nous avons développé une méthode d’étalonnage utilisant une factorisation
matricielle informée dans laquelle les matrices sont décomposées en la somme de parties libres
à estimer et de parties forcées permettant de respecter les contraintes égalité liées aux modèles
et aux données de référence.

Dans le cas où la matrice de données X serait mal conditionnée et ne permettrait donc pas
une estimation correcte deG et F , nous proposons de régulariser les problèmes de factorisation
matricielle en exploitant les paramètres théoriques fournis par le fabriquant des capteurs. Ces
informations se traduisent dans les différents problèmes d’optimisation par l’ajout d’un terme
de pénalisation influençant la mise à jour de la matrice des paramètres F .

Dans le chapitre suivant, nous proposons d’étendre les méthodes proposées ici pour des
capteurs à réponses affines à des capteurs à réponse non-linéaire.
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Chapitre 5

Méthodes de Semi-NMF informées
pour l’étalonnage d’un réseau de

capteurs mobiles non-linéaires

Dans ce chapitre, nous proposons de généraliser les approches d’étalonnage développées
précédemment au cas de l’étalonnage d’un réseau de capteurs à réponses polynômiales de
degrés et de signes quelconques. La forme polynômiale des réponses des capteurs impose alors
des structures particulières aux matrices recherchées. La matrice G contenant les valeurs
du phénomène physique observé prend alors la forme d’une matrice de Vandermonde. Les
méthodes développées ici ont fait l’objet de la publication [54].

5.1 Hypothèses et introduction de structures dans les ma-
trices facteurs

Les méthodes d’étalonnage qui sont proposées dans ce chapitre reposent sur les mêmes
définitions que précédemment. En particulier, n capteurs mobiles sont supposés effectuer des
mesures sur une scène S, à partir desquelles se construit une matrice de données X comme
illustré dans la figure 4.1.

Nous nous intéressons maintenant à l’étalonnage de capteurs à réponses polynômiales. La
fonction d’étalonnage F j associée au j-ème capteur du réseau est alors un polynôme de degré
N fixé, c.-à-d. que la mesure xi,j fournie par le j-ème capteur du réseau lorsqu’il est exposé
à la valeur physique yi de la cellule i s’écrit comme

xi,j = Fj(yi) = f1,j + f2,j · y + · · ·+ fN+1,j · yN , (5.1)

où les termes fk,j sont les paramètres d’étalonnage associés au capteur j. Dans le cas où
les capteurs suivent une réponse polynômiale de degré 1, alors nous revenons au modèle de
réponse affine étudié précédemment.

En supposant que la scène S soit composée de m cellules qui ont toutes été visitées par
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l’ensemble des capteurs, alors la matrice de données X peut s’écrire sous la forme
x1,1 · · · x1,n
...

...
xm,1 · · · xm,n


︸ ︷︷ ︸

X

=


1 y1 · · · yN1
...

...
...

1 ym · · · yNm


︸ ︷︷ ︸

G

·


f1,1 · · · f1,n
...

...
fN+1,1 · · · fN+1,n


︸ ︷︷ ︸

F

. (5.2)

La matrice G a une structure de Vandermonde, notée G , VDM(y, N), dont les colonnes
sont toutes des expansions monômiales du phénomène physique observé y, alors que F contient
les paramètres des capteurs. Étalonner le réseau consiste alors à estimer G et F telles que

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2
∣∣∣∣∣∣X − G̃· F̃

∣∣∣∣∣∣2
F

s.c. G̃ = VDM(y, N) ≥ 0,
(5.3)

En pratique, les capteurs étant toujours non-contraints dans leurs déplacements, des don-
nées sont manquantes dans la matrice X et peuvent être prises en compte dans le problème
(5.3) au moyen de la matrice de pondération W définie dans (4.7) qui informe de la position
des données manquantes dans X. Le problème d’optimisation à résoudre s’écrit alors

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2
∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )

∣∣∣∣∣∣2
F

s.c. G̃ = VDM(y, N) ≥ 0,
(5.4)

De plus, les matrices X et G sont supposées non-négatives puisque contenant respective-
ment, les valeurs de sortie des capteurs, et le phénomène physique observé. Nous considérons
comme précédemment que les mesures fournies par des capteurs de référence fixes et étalon-
nés peuvent être vues comme les mesure d’un unique (n + 1)-ème capteur mobile dont les
paramètres d’étalonnage sont

f2,n+1 = 1 et fk,n+1 = 0 ∀k 6= 2. (5.5)

En effet, avec ces paramètres d’étalonnage, si une station de référence fournit une mesure dans
la cellule i de la scène S, alors xi,n+1 est disponible et est égal à la valeur physique yi présente
dans la deuxième colonne de G. Grâce à la structure de Vandermonde de G, une mesure de
référence informe donc une ligne complète de G. Les capteurs de référence apportent donc
des contraintes sur les deux matrices facteurs recherchées qui sont pour G des lignes connues,
et pour F une colonne (la (n + 1)-ème) qui est connue. Nous proposons d’utiliser ici encore
la paramétrisation (4.16) et (4.17) développée par Limem et al. [119] permettant de séparer
chaque matrice en la somme de sa partie libre à estimer et de sa partie connue.

Étalonner le réseau de capteurs consiste donc à retrouver les matrices G et F respectant
les contraintes égalité imposées par la paramétrisation (4.16) et (4.17), ainsi que la structure
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de Vandermonde de la matrice G, c.-à-d. qu’il faut résoudre le problème d’optimisation

{G,F} = arg min
G̃,F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = VDM(y, N) ≥ 0,
G̃ , ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F̃ , ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(5.6)

Il est important de remarquer que contrairement à l’étalonnage des capteurs à réponses affines,
nous n’avons pas posé ici de contrainte de non-négativité sur la matrice F . En effet, si une
grande partie des capteurs à réponse affine utilisés pour la surveillance de la qualité de l’air
ont des paramètres non-négatifs, ce n’est pas le cas de la plupart des capteurs à réponses
non-linéaires. La méthode d’étalonnage proposée dans ce cas doit donc permettre de gérer
des paramètres de signes quelconques.

5.2 Étalonnage par complétion

Comme pour les capteurs à réponses affines, il est évident que si la matrice X est complète,
alors la matrice G est également connue car entièrement définie à partir de la dernière colonne
de X. La matrice F peut alors être estimée par moindres carrés en résolvant

F = arg min
F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣Xcomp −G· F̃
∣∣∣∣∣∣2
F
. (5.7)

Cette approche est très similaire à la méthode d’étalonnage par complétion proposée pour
les capteurs à réponses affines, à ceci près que dans le cas présent, une fois la matrice X
complétée, sa dernière colonne doit être propagée dans G de façon à respecter la structure
de Vandermonde. De plus, la matrice F n’étant plus sujette à aucune contrainte de signe,
elle peut être estimée par la méthode classique des moindres carrés. L’algorithme de cette
méthode est présenté dans l’Algorithme 4.

5.3 Étalonnage par factorisation matricielle informée

Le problème d’optimisation (5.6) étant non-convexe par rapport aux deux matrices G et
F , nous le divisons en deux sous-problèmes qui seront résolus de façon itérative et alternée.
Le sous-problème par rapport à G s’écrit

G = arg min
G̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃·F )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = VDM(y, N),
G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

(5.10)
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Algorithme 4 Étalonnage par complétion de X et régression.

Construire la matrice Xcomp par une approche de complétion de matrice faible rang, par
exemple à base de SVD tronquée [7].

Construire G comme
G ,

[
1m×1,x

comp
n+1 , . . . , (x

comp
n+1 )N

]
(5.8)

Estimer F par moindres carrés en résolvant

F = arg min
F̃≥0

∣∣∣∣∣∣Xcomp −G· F̃
∣∣∣∣∣∣
F

(5.9)

tandis que celui par rapport à F s’écrit

F = arg min
F̃

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

F̃ , ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(5.11)

5.3.1 Mise à jour de la matrice de Vandermonde

Grâce à la paramétrisation (4.16) et (4.17), il est facile de voir que seule la partie libre de
G doit être mise à jour dans le problème d’optimisation (5.10) et la fonction de coût associée
s’écrit

J =1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

=1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

(W ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F ))2
i,j ,

=1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

w2
i,j · (x̃i,j − ((Ω̄G ◦∆G) ·F )i,j)2,

(5.12)

où x̃i,j est l’élément de la j-ème ligne et i-ème colonne de la matrice X̃ , X− (ΩG ◦ΦG) ·F .
Comme expliqué précédemment, lorsqu’une donnée de y est connue, alors toute la ligne cor-
respondante dans G est connue, et inversement, lorsqu’une donnée de y est inconnue, alors
toute la ligne correspondante est à estimer. La matrice ∆G a donc également une structure de
Vandermonde, ce qui permet de reformuler la fonction de coût J par rapport à la deuxième
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colonne de ∆G que nous notons ∆y. Cette nouvelle expression de J s’écrit

J = 1
2 ·

m∑
j=1

n∑
i=1

w2
i,j ·

(
x̃i,j −

N+1∑
k=1

Ω̄Gi,k · ∆y
k−1
j · fk,j

)2

. (5.13)

A partir de cette dernière expression, nous proposons une stratégie de mise à jour en deux
étapes pour la matrice ∆G qui consiste en une première mise à jour de ∆y par une itération
de descente de gradient projetée, suivie par une étape de propagation de ∆y dans ∆G de
façon à conserver la structure de Vandermonde de ∆G. Cette stratégie en deux temps de mise
à jour d’une partie des données puis de leur propagation dans l’ensemble de la matrice a été
utilisée dans [140, 66] dans un contexte de factorisation en matrices linéaires-quadratiques.

En dérivant (5.13) par rapport à un élément ∆yi de ∆y, nous obtenons

∂J
∂∆yi

=
n∑
i=1

w2
i,j · (x̃i,j − ((Ω̄G ◦∆G) ·F )i,j) ·

N+1∑
k=2

(k − 1) · Ω̄Gi,k · ∆y
k−2
j · fk,j ,(5.14)

=
n∑
i=1

(W 2 ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F ))i,j ·
N∑
k=1

k· Ω̄Gi,k+1 · ∆Gi,k · fk+1,j , (5.15)

=
n∑
i=1

(W 2 ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F ))i,j · (D· (Ω̄S
G ◦∆S

G) ·FS)i,j , (5.16)

=
n∑
i=1

(W 2 ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F ))i,j · ((FS)T · (Ω̄S
G ◦∆S

G)T ·DT )i,j . (5.17)

où Ω̄S
G est la matrice composée desN−1 dernières colonnes de Ω̄G, ∆S

G est le matrice composée
des N − 1 premières colonnes de ∆G, FS est la matrice composée des N − 1 dernières lignes
de F , et D est la matrice diagonale dont les élément sont di,j , i. A partir de l’expression
(5.17) il est facile de généraliser l’expression du gradient de J par rapport à ∆y et de trouver

∂J
∂∆y

= diag
[
(W 2 ◦ (X̃ − (Ω̄G ◦∆G) ·F )) · (FS)T · (Ω̄S

G ◦∆S
G)T ·DT

]
. (5.18)

Nous proposons alors de mettre à jour le vecteur colonne ∆y par une simple descente de
gradient projeté de Lin [125]. La mise à jour s’écrit donc

∆y ←
[
∆y − ρG · ∂J

∂∆y

]+

, (5.19)

où ρG est le pas de descente fixé, et [ · ]+ est l’opérateur de projection sur R+. Une fois le
vecteur ∆y mis à jour, nous pouvons alors reformer le vecteur colonne y complet en réunissant
sa partie libre ∆y mise à jour et se partie connue Φy

y ← Φy + ∆y. (5.20)

La matrice G complète peut être mise à jour à son tour en propageant y de façon à conserver
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la structure de Vandermonde, ce qui s’écrit alors pour chaque colonne gi de G comme

gi ← yi−1, ∀i ∈ [[1 · · ·N + 1]]. (5.21)

5.3.2 Mise à jour du deuxième facteur

La mise en place de la mise à jour de la matrice F est immédiate, en remarquant que la
contrainte de structure de Vandermonde de G n’intervient pas dans le sous-problème (5.11).
La fonction de coût J associée au problème s’écrit alors

J =1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X −G· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ,
(5.22)

et correspond à la fonction de coût du problème de factorisation matricielle informée présenté
dans l’équation (4.32). Sa dérivée s’écrit donc comme (4.39), à ceci près que la matrice F
n’est pas sujette ici aux contraintes de non-négativité appliquées dans (4.32), et que donc
l’opérateur de projection [ · ]+ utilisé dans (4.39) n’a pas à être appliqué. Nous obtenons
finalement que

∂J
∂∆F

= Ω̄F ◦
(
GT · (W 2 ◦ (G· (Ω̄F ◦∆F )))−GT · (W 2 ◦ (X −G· (ΩF ◦ ΦF )))

)
. (5.23)

La mise à jour par descente de gradient est ensuite immédiate et s’écrit

∆F ← ∆F − ρF · ∂J
∂∆F

, (5.24)

où ρF est le pas de descente fixé. L’algorithme proposé pour l’étalonnage d’un réseau de
capteurs par factorisation informée en matrices semi-non-négatives avec contrainte de struc-
ture de Vandermonde (SC-ISN-Cal pour Structure-Constrained Informed Semi-NMF based
Calibration) est finalement résumé dans l’Algorithme 5.

Algorithme 5 Étalonnage par Factorisation Informée en matrices Semi-Non-négatives avec
contrainte de structure de Vandermonde (SC-ISN-Cal).
Initialisation de G et F .

pour k de 1 à itération max faire

Mise à jour de y selon (5.19) et (5.20).

Mise à jour de G selon (5.21).

Mise à jour de F selon (5.24).

fin pour
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5.4 Extension à la régularisation par utilisation de données
constructeur

Comme pour les capteurs à réponses affines, nous disposons pour les capteurs à réponses
polynômiales de paramètres d’étalonnage théoriques fournis par le fabriquant. Il peut être
intéressant de s’en servir afin de régulariser la factorisation en cas de mauvais conditionnement
de la matrice de données, comme évoqué précédemment.

Pour rappel, ces paramètres théoriques correspondent aux valeurs moyennes des para-
mètres d’étalonnage observés par le fabriquant. Pour les capteurs à réponses polynômiales
d’ordre N il s’agit donc de N + 1 valeurs théoriques f̄1, · · · , f̄N+1 dont doivent s’approcher
les moyennes des paramètres d’étalonnage estimés dans la matrice F , c.-à-d.

1
n ·

n∑
i=1

f1,j ≈ f̄1,

...
...

1
n ·

n∑
i=1

fN+1,j ≈ f̄N+1

(5.25)

Comme présenté dans la section 4.5, l’information apportée par les données constructeur
peuvent être incluses dans le problème d’optimisation par rapport à F (5.11). La fonction de
coût associée s’écrit alors

J =1
2 · ||W ◦ (X −G·F )||2F + ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ,

(5.26)

et peut être séparée en la somme J = J1 + J2 avec

J1 = 1
2 · ||W ◦ (X −G·F )||2F et J2 = ν

2 ·
∣∣∣∣∣∣∣∣ 1n · (Ω̄F ◦ F ) · 1(n+1)×1 − f̄

∣∣∣∣∣∣∣∣2
F
. (5.27)

La dérivée de J1 par rapport à ∆F est présentée dans l’équation (5.23), tandis que celle
de J2 est présentée dans l’équation (4.43). La mise à jour de ∆F par descente de gradient est
alors immédiate et s’écrit

∆F ← ∆F − ρF ·
(
∂J1
∂∆F

+ ∂J2
∂∆F

)
. (5.28)

Les données fournies par le fabriquant des capteurs permettent de contraindre la matrice
F . La régularisation apportée n’influence donc que le problème d’optimisation sur F et le
problème sur G reste tel qu’écrit dans (5.10). La formule de mise à jour de G proposée dans
la méthode SC-ISN-Cal est donc toujours applicable ici. L’algorithme de cette approche est
présenté dans l’Aglorithme 6.
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Algorithme 6 Étalonnage par Factorisation Informée en matrices Semi-Non-négatives avec
contrainte de structure de Vandermonde et de moyenne (ASC-ISN-Cal).
Initialisation de G et F .

pour k de 1 à itération max faire

Mise à jour de y selon (5.19) et (5.20).

Mise à jour de G selon (5.21).

Mise à jour de F selon (5.28) avec (5.23) et (4.43).

fin pour

5.5 Initialisation et astuces algorithmiques

Comme expliqué dans le chapitre précédent, les méthodes développées ici pour des capteurs
à réponses non-linéaires doivent être initialisées. Dans les premiers tests réalisés dans [54], nous
avons utilisé la même stratégie que celle utilisée dans [50], c.-à-d. que nous avons d’abord
appliqué une approche de complétion [7] à la matrice X. Une fois X complétée, la matrice G
peut à son tour être estimée par identification de la dernière colonne de X avec la seconde
colonne de G à partir des équations (5.2) et (5.5). La matrice F peut ensuite être estimée
par moindres carrés. Cependant et contrairement aux approches IN-Cal et ACIN-Cal, ce
type d’initialisation amenait souvent en pratique vers des minima locaux. Nous avons alors
initialisé aléatoirement F et G, comme discuté dans la section 4.6 (mis à part que G doit
ici vérifier la structure de Vandermonde), ce qui a permis de meilleures performances dans
des tests préliminaires. Dans les tests des méthodes non-linéaires qui seront effectués dans le
chapitre suivant, nous initialiserons donc les deux matrices G et F par tirages aléatoires.

Un autre aspect non trivial des approches développées ici est le choix des pas de descente
ρG et ρF introduits dans les équations (5.19) et (5.24). En effet, un choix de pas de descente
trop petit risque d’entrainer une très faible vitesse de convergence de la méthode, tandis
qu’avec un pas trop grand, la projection présente dans la mise à jour de G tend à être
largement appliquée, menant à de médiocre performances d’étalonnage. Par ailleurs, dans nos
tests préliminaires, nous avons observé que le choix des poids de descente adaptés dépend
également de la proportion de données manquantes dans la matrice X. Les pas de descente
choisis sont présentés dans le chapitre suivant consacré aux tests de toutes les méthodes
développées jusqu’ici.
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5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu les approches d’étalonnage proposées précédemment
pour des capteurs à réponses affines et à paramètres non-négatifs au cas plus général de
capteurs à réponses non-linéaires et à paramètres de signes quelconques.

Dans les approches proposées, les mesures effectuées par les capteurs sont disposées dans
une matrice de données X non-négative, factorisable sous la forme d’un produit G·F , où
G contient la nouvelle structure du problème d’étalonnage qui prend la forme d’une matrice
de Vandermonde, et F contient les valeurs des paramètres des capteurs. Les matrices X
et G sont supposées non-négatives tandis que la matrice F est libre de toute contrainte de
signe. Des données de référence issues de capteurs étalonnés sont également incluses aux
données des capteurs mobiles, forçant alors certaines entrées des deux matrices. Par ailleurs,
l’échantillonnage irrégulier produit par la mobilité des capteurs laisse place ici aussi à des
données manquantes dans X, qui sont gérées dans le problème de factorisation par l’ajout
d’une matrice de pondération dans le problème de factorisation.

Une première approche "naturelle" d’étalonnage par complétion de matrice a été propo-
sée, avant de transposer le problème d’étalonnage des capteurs sous la forme d’un problème
informé et pondéré de factorisation en matrice semi-non-négatives avec un facteur de Van-
dermonde. Dans cette dernière approche, les mises à jour multiplicatives introduites pour le
modèle affine dans le chapitre précédent sont délaissées au profit de mises à jour par descente
de gradient projeté dans le cas de la matrice non-négative G et standard dans le cas de la
matrice F .

Une dernière méthode d’étalonnage a ensuité été décrite, permettant de tenir compte
dans la factorisation de données constructeur, de façon à guider la factorisation dans le cas
où la matrice de données X mal conditionnée, ne permettant pas à elle seule d’étalonner les
capteurs de façon efficace.

Dans le chapitre suivant, nous proposons de mettre à l’épreuve l’ensemble des méthodes
d’étalonnage proposées jusqu’à présent, pour les capteurs à réponses affines et pour ceux à
réponses non-linéaires.
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Chapitre 6

Étude de performances

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier les performances des différentes méthodes
d’étalonnage présentées précédemment sur jeux de données simulés. Dans une première sec-
tion, nous présentons donc la façon dont nous avons procédé pour obtenir des simulations
"réalistes". Dans un second temps, nous comparons les performances obtenues par les diffé-
rentes approches développées sur les jeux de données simulés.

6.1 Conditions de simulation

Afin d’obtenir des jeux de données qui soient réalistes, trois aspects de la simulation
doivent être étudiés avec attention. Dans un premier temps, les paramètres des capteurs
simulés doivent être proches de paramètres de capteurs réels, de façon à s’assurer que les
méthodes d’étalonnage proposées sont suffisamment précises pour permettre l’estimation de
paramètres réels. Dans un second temps, la scène S simulée doit contenir des valeurs possibles
du phénomène physique observé et être en accord avec les limites de sensibilité des capteurs
simulés. En effet, les méthodes d’étalonnage développées que nous proposons de tester ici ne
prennent pas en compte (i) les effets de saturation de capteurs qui arrivent lorsque ceux-ci
sont exposés à des valeurs physiques dépassant les seuils de sensibilité et (ii) les effets de
non-détection lorsque les valeurs physique sont en dessous du seuil de sensibilité des capteurs.
Enfin, la proportion de données manquantes et de rendez-vous dans la matrice de données X
sont induites par le déplacement des capteurs et doivent donc être simulées de façon à être
cohérentes avec des données de mobile crowdsensing.

6.1.1 Sélection des capteurs

Dans les tests qui seront réalisés dans ce chapitre, nous nous intéresserons à la mesure
du taux de particules fines. Ces polluants, émis par une grande partie des activités humaines
(automobile, industries, chauffage, etc..) sont parmi les principaux éléments surveillés par
les organismes de mesure de la qualité de l’air et représentent un enjeux majeur pour la
santé. Les particules surveillées sont généralement classées suivant leur taille. Les PM10 qui
correspondent aux particules de moins de 10 µm, les PM2.5 aux particules de moins de 2.5 µm
et les PM1 à celles de moins de 1 µm. Les mesures du taux de particules fines sont exprimées
en mg/m3
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Figure 6.1 – Illustration du fonctionnement d’un capteur de particules. Source [203].

Les capteurs miniaturisés permettant la mesure du taux de particules fines sont pour
la plupart basés sur un système optique utilisant la diffraction produite lorsqu’un faisceau
lumineux entre en contact avec une particule. Une source lumineuse (laser ou diode infrarouge)
et un détecteur photosensible sont placés de manière non-alignée dans le capteur. Lorsqu’une
particule entre en contact avec le faisceau, la lumière est alors diffractée vers le photorécepteur
qui détecte alors une particule. Suivant la taille de la particule coupant le faisceau, l’angle
de diffraction varie, permettant de classer les particules suivant leur taille. Ce principe de
fonctionnement est illustré dans la figure 6.1.

De très nombreuses références de capteurs de particules fines sont disponibles dans le
commerce à des prix très variables suivant la qualité de l’optique utilisée dans le capteur mais
également le système de circulation de l’air mis en place. Dans les capteurs les plus bas coût
[74, 198], une résistance chauffante (comme présentée sur la figure 6.1) assure la circulation de
l’air dans le boîtier. Ces résistances perturbent légèrement la mesure puisqu’elles détruisent les
aérosols qui ne sont alors plus comptés dans les particules fines. Dans les modèles de capteur
plus haut de gamme, le système chauffant est souvent remplacé par un ventilateur assurant la
circulation de l’air tout en conservant intactes tous les éléments potentiellement mesurables
[163]. Toutefois, les capteurs bas-coût avec circulation de l’air par chauffage sont les plus uti-
lisés tant dans les projets de recherche [26, 153] que dans des projets/applications/bricolages
amateurs (voir Fig. 6.2b)

6.1.1.1 Pour le modèle affine

Pour la simulation des capteurs à réponses affines, nous avons sélectionné le capteur de
particules Sharp GP2Y1010AU0F [74], évoqué précédemment et présenté dans la figure 6.2a.

Dans la documentation technique [74], le fabriquant fourni les valeurs moyennes pour le
gain et l’offset du capteur, ainsi que des intervalles à l’intérieur desquels doivent se situer les
paramètres réels des capteurs. Ces données constructeurs sont présentées dans la tableau 6.1.

À partir de ces données constructeur, nous avons effectué 40 simulations de réseaux consti-
tués de n = 25 capteurs en tirant aléatoirement pour chaque simulation 25 offsets et 25 gains
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(a) (b)

Figure 6.2 – (a) : un capteur de particules Sharp GP2Y1010AU0F. (b) : un projet amateur
de mesure de la qualité de l’air.

paramètre min. moyenne max.
offset 0 V 0.9 V 1.5 V
gain 3.5 V/mg/m3 5 V/mg/m3 6.5 V/mg/m3

Table 6.1 – Paramètres théoriques du capteur de particules Sharp GP2Y1010AU0F.

autour des moyennes théoriques. Les gains et offsets obtenus sont ensuite tronqués de façon
à appartenir aux intervalles théoriques fournis par le constructeur. Ces paramètres sont sto-
ckés pour chaque simulation dans la matrice Ftheo des paramètres théoriques, qui devra être
retrouvée par les méthodes d’étalonnage. À titre d’exemple, les paramètres obtenus pour le
premier réseau simulé sont présentés dans la figure 6.3. À cette matrice Ftheo simulée, nous

juxtaposons le vecteur
[

0
1

]
correspondant aux paramètres des capteurs de référence.
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Figure 6.3 – Un exemple de simulation de paramètres de capteurs à réponses affines.
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(a) (b)

Figure 6.4 – (a) : un capteur de particules stbm 271. (b) : courbe d’étalonnage théorique du
stbm 271, source [198].

6.1.1.2 Pour le modèle non-linéaire

Pour la simulation de capteurs à réponses non-linéaires, nous avons sélectionné le capteur
de particules STBM 2731 [198], présenté dans la figure 6.4a. Ce capteur, réputé plus précis que
le précédent est fourni avec une notice technique de laquelle nous pouvons extraire la courbe
d’étalonnage présentée dans la figure 6.4b. À partir de cette courbe, nous pouvons estimer
les paramètres d’étalonnage moyens du capteurs, qui sont d’environ 0.9 pour l’offset, 13 pour
le gain associé au terme d’ordre 1 et −2.5 pour celui associé au terme d’ordre 2. Comme
précédemment, nous avons effectué 40 simulations de réseaux de 30 capteurs mobiles. Tous
ces paramètres simulés constituent la matrice Ftheo des paramètres théoriques des capteurs, à
laquelle nous juxtaposons le vecteur [0, 1, 0]T des paramètres des capteurs de référence. Une
fois les paramètres des capteurs simulés, nous nous intéressons à produire une scène S à partir
de laquelle nous pourrons construire les mesures prises par les réseaux de capteurs simulés
précédemment.

6.1.2 Simulation d’une scène et d’une matrice de données

Pour la simulation d’une scène, nous avons considéré une gaussienne, discrétisée suivant
un maillage de taille 10 × 10 cellules et normalisée de sorte que les valeurs physiques des
cellules soient comprises entre 0 et 1.5 mg/m3, ce qui correspond à l’intervalle de sensibilité
théorique des capteurs de particules qui ont été simulés précédemment. La scène produite,
présentée dans la figure 6.5, peut par exemple représenter grossièrement la diffusion d’une
source ponctuelle de pollution. Il est important de noter que la scène simulée ici n’a pas pour
objectif d’être proche de la réalité d’une carte de pollution. Elle a principalement pour but
de permettre de tester les méthodes d’étalonnage proposées précédemment sur des données
simulées qui soient cohérentes avec les mesures pouvant être produites par des capteurs de
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Figure 6.5 – Scène simulée.

pollution.

À partir de la scène simulée S, il est facile de construire la matrice Gtheo, en juxtaposant
une colonne de uns et la scène vectorisée. Dans le cas des simulations pour les capteurs à
réponses non-linéaires, la scène vectorisée est dupliquée dans Gtheo, de façon à respecter la
structure de Vandermonde de la matrice. Nous pouvons alors construire pour chaque jeu de
paramètres la matrice de mesures théorique Xtheo complète par le produit

Xtheo = Gtheo ·Ftheo. (6.1)

À ce stade, nous disposons de tous les éléments permettant de tester les approches d’éta-
lonnage développées précédemment, c.-à-d. des matrices de données Xtheo complètes qui se-
ront partiellement vidées aléatoirement par la suite pour visualiser l’influence des données
manquantes dues aux déplacement des capteurs, ainsi que les matrices de paramètres théo-
riques Ftheo qui permettrons d’évaluer la qualité de la reconstruction des paramètres par nos
méthodes d’étalonnage.

6.1.3 Discussion sur les paramètres et les critères de performance

Paramètres de simulation
Afin de tester le comportement des méthodes d’étalonnage développées, nous proposons de

faire varier trois paramètres. La proportion ρDM de données manquantes dans X liées aux
déplacements des capteurs, la proportion ρRV de capteurs mobiles ayant effectué une mesure
en rendez-vous avec un capteur de référence, et le bruit de mesure, c.-à-d. le SNR d’entrée
sur la matrice de données X. Dans chaque simulation, 4 mesures de référence sont placées
aléatoirement dans la dernière colonne de X.
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Quelques précisions méthodologiques
Pour toutes les méthodes d’étalonnage proposées, les matrices G et F doivent être initiali-

sées, nous proposons des initialisations aléatoires autour des valeurs théoriques des capteurs
pour F , autour de la valeur moyenne de la scène pour G. De plus les méthodes étant itéra-
tives, nous fixons le nombre d’itérations à 5.e5. Pour la méthode ACIN-Cal, le paramètre de
régularisation est, sauf mention contraire, fixé à ν = 10, tandis que les valeurs f̄ des para-
mètres de régularisation sont, sauf mention contraire, fixés aux valeurs exactes des moyennes
des paramètres de F .

Dans le cas des approches SC-ISN-Cal et ASC-ISN-Cal, le pas de gradient doit également
être défini. Suite à de nombreux tests nous avons pu effectuer deux constats, le premier étant
que le pas de gradient pour la mise à jour de G doit être choisi avec plus d’attention que celui
pour F . La matrice G étant contrairement à F sujette à une contrainte de positivité un pas
de gradient trop important mène à un seuillage de G perturbant totalement les performances
des méthodes. Par ailleurs, nous avons également pu remarquer qu’il est intéressant d’ajuster
le pas de gradient en fonction de la proportion de données manquantes. Après de nombreux
tests, nous avons choisi d’utiliser comme pas de gradient ρG pour G et ρF pour F

ρG = 0.001(ρDM + 0.1) et ρF = 0.01(ρDM + 0.1). (6.2)

Il est important de noter que le choix des pas de gradient pourrait sans doute être optimisé.
Cependant, comme nous l’avons brièvement évoqué dans le chapitre précédent, la paramétri-
sation utilisée dans nos méthodes – avec notamment la présence de produit de Hadamard –
rend la recherche d’un pas optimal non triviale. Par ailleurs, nous avons proposé une approche
rapide de NMF basée sur le gradient de Nesterov et adaptée à la factorisation d’une matrice
à données manquantes. Cette approche – présentée dans l’annexe C – pourrait tout à fait
être appliquée ici et ainsi pallier au problème de selection des pas de descente. Toutefois, nous
n’avons pas pu la tester dans le cadre de cette thèse par manque de temps et celà restera dans
les proches perspectives de ce travail.

Critère de performance
Le critère d’évaluation choisi pour évaluer les performances des méthodes est le RMSE

(pour root mean square error) entre les paramètres estimés et les paramètres théoriques.
Pour l’évaluation de l’estimation des offsets, le RMSE s’écrit

RMSE(f̄1, f̄theo1) =

∣∣∣∣∣∣f̄1 − f̄theo1

∣∣∣∣∣∣
2√

n
, (6.3)

où n est le nombre de capteurs.

6.2 Performances sur le modèle affine
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Figure 6.6 – Performances globales de : (a) NMF/C-Cal, (b) IN-Cal, (c) ACIN-Cal.
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Figure 6.7 – Exemples de matrices de données X construites avec (a) 80% de données
manquantes et (b) 10% de données manquantes.

Performances globales
Dans un premier temps, nous proposons une vue générale des performances obtenues avec

les méthodes d’étalonnage NMF/C-Cal, IN-Cal et ACIN-Cal. Nous faisons donc varier la
proportion de données manquantes ρDM de 10 à 95%, la proportion de rendez-vous de 0 à
100% et nous considérons le cas sans bruit (SNR = ∞). Pour chaque couple de paramètres
(ρDM, ρRV), nous effectuons l’étalonnage avec les trois méthodes présentées précédemment sur
40 simulations différentes. La figure 6.7 montre les matrices de données X obtenues sur une
simulation pour différentes proportion de données manquantes ρDM.

La figure 6.6 montre pour chaque méthode et pour chaque couple de paramètres la pro-
portion de simulations pour lesquelles le RMSE final est sous le seuil de 1.e − 8. Dans cette
figure, une case de couleur bleue signifie que pour le couple de paramètres correspondant,
aucune des simulations n’a atteint le seuil de 1.e − 8, tandis qu’une case rouge signifie que
toutes les simulations se sont bien déroulées et ont atteint un RMSE final d’au plus 1.e− 8.

L’approche d’étalonnage NMF/C-Cal, parvient à étalonner le réseau de capteurs lorsque
celui-ci est suffisamment dense, c.-à-d. lorsque la proportion de données manquantes ρDM est
inférieure à 50% et que la proportion de rendez-vous entre les capteurs de référence et ceux à
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Figure 6.8 – Performances par rapport à la proportion de données manquantes (ρRV =
0.3,SNR=∞) pour (a) NMF/C-Cal, (b) IN-Cal, (c) ACIN-Cal.

étalonner ρRV est au dessus de 60%. Lorsque ces deux conditions sont respectées, NMF/C-Cal
atteint un taux de succès pour l’étalonnage entre 80 et 100%. Lorsque ρDM augmente et/ou
lorsque ρRV diminue, les performances chutent brutalement. Ainsi, lorsque ρDM ≥ 80% ou
lorsque ρRV ≤ 20%, NMF/C-Cal ne parvient jamais à un RMSE final inférieur à 1.e− 8.

Comme on peut le voir sur la figure 6.6b IN-Cal en revanche se montre bien plus robuste
à la proportion de données manquantes ainsi qu’à la proportion de rendrez-vous. En effet,
mis à part lorsque ρDM = 95% et/ou lorsqu’il n’y a pas de rendez-vous entre les capteurs
de référence et les capteurs à étalonner, cette approche permet, dans la majorité des cas, un
étalonnage précis des capteurs. La chute de performances pour des valeurs extrêmes de ρDM
et ρRV était attendue puisque dans ces conditions, les hypothèses nécessaires à la méthode
ne sont pas vérifiées. En particulier, lorsqu’il n’y a pas de rendez-vous entre les références et
les capteurs mobiles, l’ambiguïté d’échelle du problème de NMF n’est pas résolue. De même,
lorsqu’il y a trop de données manquantes, certains capteurs du réseau sont isolés et ne sont
plus reliés au références. Dans ce dernier cas, le problème d’échelle n’intervient donc que sur
certains capteurs et ne peut être résolu.

Les paramètres de régularisation apportés à ACIN-Cal rendent les performances de la
méthode totalement indépendante de la proportion de rendez-vous entre les références et les
capteurs mobiles. En effet, les rendez-vous étaient nécessaires dans IN-Cal afin de résoudre
l’ambiguïté d’échelle du problème de NMF. En introduisant la régularisation avec les données
constructeur, les lignes de F sont automatiquement mises à l’échelle et les rendez-vous ne
sont donc plus obligatoires. Il faut toutefois souligner le fait que dans les tests réalisés ici,
la moyenne exacte des paramètres des capteurs est utilisée dans ACIN-Cal. Les lignes de F
sont donc parfaitement normalisées et mises à la bonne échelle. L’influence de l’utilisation de
paramètres de régularisation erronés sera étudiée plus loin dans ce chapitre.

Nous proposons maintenant d’étudier plus en détail le comportement des méthodes d’éta-
lonnage développées par rapport aux paramètres de simulation, c.-à-d. par rapport à ρDM,
ρRV et le SNR d’entrée, en les faisant varier un par un.
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Influence des données manquantes
Afin de mettre en évidence l’influence de la proportion de données manquantes dans la

matrice X, nous fixons la proportion de rendez-vous ρRV à 30% et le SNR d’entrée à ∞
(pas de bruit de mesure). Nous faisons alors varier la proportion de données manquantes de
10 à 95%. Pour chaque valeur de ρDM, nous appliquons les méthodes d’étalonnage sur 40
simulations. La figure 6.8 montre les performances obtenues avec chaque méthode. Dans cette
figure, la courbe montre le RMSE médian obtenu sur 40 simulations pour chaque méthode
d’étalonnage, tandis que l’enveloppe délimite les valeurs maximale et minimale de RMSE
obtenues pour chaque méthode.

Il est immédiat de constater que la méthode d’étalonnage par complétion de matrice
NMF/C-Cal, ne fournit de résultats satisfaisants ni au niveau de son enveloppe (valeur maxi-
male toujours haute), ni pour sa médiane et est surpassée par les méthodes d’étalonnage à
base de NMF informée IN-Cal et ACIN-Cal quelque soit la valeur de ρDM. Il est à noter que
la même méthode utilisant une SVD tronquée pour estimer Xcomp fournit des performances
médianes relativement similaires avec une partie basse de l’enveloppe beaucoup plus haute
(autour de 10−1), comme on peut le voir dans [50].

La méthode IN-Cal produit des résultats satisfaisant dans la majorité des simulations,
avec un RMSE médian en dessus de 1.e−12 pour des valeurs de ρDM entre 0 et 90%. Lorsque
ρDM = 95%, les capteurs mobiles ne sont plus suffisamment connectés entre eux, et des groupes
se retrouvent isolés des mesures de références. Ces groupes de capteurs isolés sont alors sujet à
l’ambiguïté d’échelle et ne sont donc pas parfaitement étalonnés. Il est important de remarquer
que la taille de l’enveloppe est essentiellement due à la faible vitesse de convergence de cette
la méthode IN-Cal. L’enveloppe est considérablement réduite autour de la valeur médiane du
RMSE en choisissant un nombre d’itérations plus élevé comme nous l’avons montré dans [50]
où la même méthode a été testée avec 1.e6 itérations.

Comme on peut le voir sur la figure 6.6c, ACIN-Cal propose des performances médianes
légèrement meilleures qu’IN-Cal. Par contre, mis à part quand ρDM = 95%, l’enveloppe ob-
tenue avec ACIN-Cal est très réduite, ce qui montre l’apport de la moyenne dans l’approche
puisque la régularisation apportée dans ACIN-Cal accélère la convergence de la méthode ori-
ginale IN-Cal. Dans le cas le plus extrême où 95% des données sont manquantes dans X,
ACIN-Cal possède toujours une enveloppe élevée, ce qui était attendu : l’introduction de la
régularisation par les données constructeur est destinée à résoudre le problème d’étalonnage
dans le cas où aucune des mesures de référence ne serait disponible.

Influence des rendez-vous
Nous proposons ici d’étudier l’influence de la proportion de rendez-vous sur les approches

d’étalonnage proposées. Ainsi, nous fixons la proportion de données manquantes à 90%, et le
SNR d’entrée à∞ (pas de bruit). Nous faisons alors varier la proportion ρRV de capteurs mo-
biles ayant un rendez-vous avec une mesure de référence de 0 à 100%. Comme précédemment,
40 simulations d’étalonnage sont réalisées pour chaque valeur de ρRV. La figure 6.9 montre les
performances obtenues avec chaque méthode d’étalonnage. La courbe y représente la valeur
médiane de RMSE obtenue pour chaque méthode d’étalonnage, tandis que l’enveloppe montre
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Figure 6.9 – Performances par rapport à la proportion de rendez-vous (ρDM = 0.9,SNR=∞)
pour (a) NMF/C-Cal, (b) IN-Cal, (c) ACIN-Cal.

les valeurs minimales et maximales de RMSE atteintes.

Comme précédemment, il est immédiat de constater que les méthode d’étalonnage à base
de factorisation matricielle informée IN-Cal et ACIN-Cal produisent de bien meilleures per-
formances que NMF/C-Cal. IN-Cal montre de bonnes performances tant qu’il existe des
rendez-vous entre les capteurs mobiles à étalonner et les capteurs de référence. Lorsque la
proportion de rendez-vous diminue jusqu’à atteindre 0%, l’ambiguïté d’échelle classique de
NMF ne peut plus être fixée et les performances d’étalonnage chutent alors brutalement. Tou-
tefois, il est bon de rappeler que lorsque l’ambiguïté d’échelle n’est pas résolue, IN-Cal permet
d’étalonner le réseau de capteurs de façon relative et que donc les paramètres des capteurs
sont bien estimés, à un facteur près.

Quelque soit la proportion de rendez-vous dans la matrice X, la méthode ACIN-Cal
parvient à maintenir un RMSE remarquablement bas, grâce à l’utilisation de la moyenne
théorique des paramètres qui permet de réduire l’erreur d’estimation dans les cas où IN-Cal
n’effectue qu’un étalonnage relatif des capteurs. Toutefois, rappelons que les très bonnes per-
formances obtenue par cette méthode sont susceptibles de se dégrader légèrement en condi-
tions réelles où les valeurs théoriques moyennes ne correspondront pas à la moyenne réelle
des paramètres des capteurs. L’influence des paramètres de régularisation et notamment de
l’emploi de valeurs théoriques erronées, sera discutée plus loin dans ce chapitre.

Sensibilité au bruit
Afin de montrer la sensibilité des méthodes d’étalonnage proposées par rapport au bruit

de mesure, nous fixons la proportion de données manquantes ρDM à 90%, la proportion de
rendez-vous ρRV à 30%, et nous faisons varier le SNR d’entrée de ∞ (pas de bruit) à 20 dB
par l’ajout d’un bruit gaussien sur la matrice de données X. Les simulations de bruit sont
réalisées de façon à conserver des matrices de données bruitées qui soient non-négatives.

Dans le cas de l’approche NMF/C-Cal, les performances obtenues sont relativement mau-
vaises et le niveau de bruit a finalement peu d’impact sur les valeurs de RMSE atteintes.
Les méthodes IN-Cal et ACIN-Cal montrent des performances qui évoluent de façon similaire
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Figure 6.10 – Performances par rapport au SNR d’entré (ρDM = 0.9,ρRV = 0.3) pour (a)
NMF/C-Cal, (b) IN-Cal, (c) ACIN-Cal.
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Figure 6.11 – Influence des paramètres de régularisation dans la méthode ACIN-Cal avec
différents niveau d’erreur sur les paramètres théoriques. À gauche avec une erreur de l’ordre
de 1.e− 6 et à droite de l’ordre de 1.

par rapport au niveau de bruit. Pour ces deux méthodes, le RMSE médian évolue de façon
linéaire avec l’augmentation du niveau de bruit.

Choix des paramètres de régularisation
Dans l’approche ACIN-Cal, le choix du poids ν, associé au terme de régularisation doit

être attentivement choisi. Dans les simulations précédentes, nous avons fixé le poids ν = 10 et
les moyennes théoriques des paramètres utilisées dans la régularisation aux moyennes exactes
des paramètres à estimer. Ce choix idéal de paramètres théoriques est également utilisé dans
d’autres approches de la littérature, comme par exemple [11]. En situation réelle, les para-
mètres théoriques fournis par le constructeur ne sont pas rigoureusement égaux aux moyennes
exactes des paramètres. Dans ce cas, le choix d’un poids ν trop fort contraindra la moyenne
des paramètres estimés à être proche de valeurs théoriques erronées et les performances d’éta-
lonnage se verront alors fortement dégradées. Inversement, si le poids ν est choisi trop faible,
la régularisation aura alors moins d’influence sur la méthode.

L’influence du choix du paramètre ν est mise en évidence dans la figure 6.11 où nous

79



montrons les performances obtenues avec ACIN-Cal, sur des simulations sans bruit, avec
90% de données manquantes et en faisant varier la proportion de rendez-vous de 0 à 100%.
Pour chaque valeur de ρRV, nous avons réalisé 40 simulations. Les courbes dans la figure 6.11
montrent la valeur médiane de RMSE atteinte par la méthode, tandis que les enveloppes
délimitent l’intervalle dans lequel se situe l’ensemble des RMSE obtenus après étalonnage.
Dans la figure 6.11a l’erreur sur la valeur théorique est fixée à 1 et à 1.e−6 dans la figure 6.11b.
Les courbes et enveloppes en noir correspondent aux tests réalisés avec un poids ν = 0, celles
en bleu avec ν = 1.e− 4, en vert ν = 1.e− 2 et en rouge ν = 1.

Dans la figure 6.11a, l’erreur due au paramètres moyen d’étalonnage est importante –
autour de 1.e-4 – et affecte grandement les performance d’étalonnage pour toutes les valeurs
non nulles de ν. En effet, lorsque ν = 1, le RMSE median reste autour de 1 et ce même
quand ρRV = 100%, c.-à-d. quand tous les capteurs sont en rendez-vous. Celà montre que la
régularisation a un impact majeur sur la factorisation. Lorsque la valeur de ν diminue, les
RMSE sont légèrement plus bas – du au fait que l’impact de la régularisation est diminué –
excepté quand ρRV = 0 où le RMSE obtenu avec IN-Cal et l’erreur sur la moyenne théorique
sont similaires.

Dans la figure 6.11b, l’analyse est un peu différente. Dans ce cas, l’erreur due au paramètres
moyen d’étalonnage est plutôt faible. Pas conséquent, lorsque ρRV = 0, la régularistion permet
d’améliorer les performances par rapport à l’approche IN-Cal. Cependant, lorsque ν = 1.e−4,
l’influence de la régularisation est trop faible et les performances obtenue sont alors similaires
à celle de IN-Cal. Lorsque ρRV augmente – c.-à-d. lorsque les hypothèses nécessaire à un bon
étalonnage par IN-Cal sont satisfaites – nous retrouvons le même comportement que dans la
figure 6.11a, c.-à-d. que les valeurs de ν les plus fortes fixent l’erreur d’étalonnage à l’erreur
sur les paramètres théoriques, alors que des valeurs plus faibles de ν permettent d’obtenir un
RMSE plus faible.

Ces tests montrent l’importance de l’erreur due à la régularisation par les paramètres
constructueur sur les performances d’étalonnage, d’où l’intérêt de tenir compte de cette régu-
larisation sous la forme d’un terme de pénalisation et non comme une normalisation stricte.
Ces tests ont également montré que la selection du paramètre ν n’est pas triviale et pourrait
sans doute être optimisée.

Comparaison avec une approche d’étalonnage multi-sauts
Nous nous intéressons ici à comparer les performances de notre approche IN-Cal avec

l’approche d’étalonnage multi-sauts développée par Saukh et al. dans [182]. Cette méthode
présentée brièvement dans le chapitre d’état de l’art de cette thèse page 13 a été conçue dans
le cadre d’un projet de mesure de la qualité de l’air par mobile crowdsensing dans lequel les
capteurs mobiles ont été placés sur des tramways. Les mouvements des capteurs sont donc
réguliers et assurent un nombre de rendez-vous considérable entre les capteurs mobiles mais
également avec des données de stations de référence fixes. Avec cette configuration particulière
de réseau, l’approche d’étalonnage multi-sauts a montré des performances intéressantes dans
[182]. Cependant, dans les tests que nous avons menés jusqu’ici, chaque capteur n’entrait en
rendez-vous qu’avec au plus une donnée de référence. Dans ce cas, les approches multi-sauts
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ne sont pas applicables puisque nécessitant à chaque étape que le capteur à étalonner ait
au moins deux mesures distincteds en rendez-vous evec un capteur de référence, de façon à
pouvoir estimer ses deux paramètres, gain et offset.

Nous avons donc proposé de comparer les performances de notre approche IN-Cal avec
celles atteintes par l’approche multi-sauts [182] sur un nouveau jeu de données simulées qui
respecte les contraintes nécessaires à [182]. Ces nouvelles simulations consistent à retirer
aléatoirement des entrées de la matrice de données X de façon a obtenir une proportion
de données manquantes ρDM que nous faisons varier de 0 à 95%. Dans ces simulations, nous
laissons libre ρRV la proportion de rendez-vous qui évoluera naturellement avec le changement
de la proportion de données manquantes.

Pour chaque proportion de données manquantes, 40 simulations sont effectuées. Dans les
figures 6.12a et 6.12b, nous montrons le RMSE médian ainsi que son enveloppe pour chaque
valeur de ρDM avec, en rouge, l’approche multi-sauts et en bleue IN-Cal. Dans les simulations
correspondant à la figure 6.12a la matrice X est non bruitée, tandis que dans celles de la
figure 6.12b le SNR d’entrée est fixé à environ 30 dB.

Dans la figure 6.12a, les deux approches testées montrent des performances similaires
lorsque la proportion de données manquantes dans la matrice X est faible, c.-à-d. lorsque
ρDM ≤ 80%. Cependant, lorsque ρDM augmente, IN-Cal produit de bien meilleures perfor-
mances que l’approche multi-sauts, ce qui était attendu, du au fait que lorsque ρDM > 80%, le
nombre minimum de rendez-vous entre un capteur mobile et une référence peut être inférieur
à 2 dans certaines simulations. Enfin, lorsque ρDM > 90%, alors les deux méthodes montrent
des performances fortement dégradées, dues aux simulations dans lesquelles au moins un
capteur effectue moins de 2 mesures distinctes.

Dans le cas bruité montré dans la figure 6.12b, le RMSE médian obtenu par IN-Cal est
toujours en dessous de celui atteint par l’approche multi-sauts. Lorsque la proportion de
données manquantes est grande, les performances de l’approche multi-sauts sont très forte-
ment dégradées tandis que IN-Cal produit des résultats bien meilleurs. En réalité, lorsque
ρDM = 95%, les performances obtenue par IN-Cal avec et sans bruit sont similaires, pour ce
niveau de bruit fixé.

6.3 Performances sur le modèle non-linéaire

Comme pour les capteurs à réponse affine, nous proposons ici d’étudier les performances
des approches SC-ISN-Cal et ASC-ISN-Cal. Compte tenu des piètres performances obtenues
avec l’approche d’étalonnage par complétion matricielle et regression sur le modèle affine,
nous nous focaliserons donc dans ce chapitre sur les performances obtenues par nos approches
à base de factorisations matricielles informées.
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Figure 6.12 – Comparaison des performances de IN-Cal (en bleue) vs. l’étalonnage multi-
sauts [182] (en rouge) dans (a) un cas sans bruit et (b) avec un SNR d’entrée d’environ
30 dB.
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Figure 6.13 – Performances globales de : (a) SC-ISN-Cal, (c) ASC-ISN-Cal.
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Performances globales
Dans un premier temps, nous proposons un aperçu général du comportement des deux

méthodes SC-ISN-Cal et ASC-ISN-Cal, par rapport à la proportion de données manquantes
ρDM et à la proportion de rendez-vous ρRV. Nous fixons donc le SNR d’entrée à ∞ (pas de
bruit) et nous effectuons 40 simulations par couple de paramètres (ρDM, ρRV). Il est important
de noter que le problème à résoudre ici est bien plus complexe que celui à traiter pour
l’étalonnage de capteurs à réponse affine. En effet, les paramètres à estimer avec le modèle non-
linéaire sont plus nombreux pour chaque capteur, sans contraintes de signe et une structure
de matrice est à respecter. Par ailleurs, bien que le problème à résoudre soit plus complexe,
nous avons conservé pour toutes les simulations effectuées dans cette section le même nombre
de capteur de mesures de référence que dans les tests effectués pour le modèle affine, c.-à-d.
4 mesures de référence par jeu de données. Le risque que le problème soit mal posé est donc
plus important ici que dans les tests précédents.

La figure 6.13 montre pour chaque couple de paramètres, le comptage des simulations
dont l’erreur finale d’étalonnage – obtenue après 5.e5 itérations – est inférieure ou égale à
1.e − 2. Dans cette figure, un "pixel" rouge signifie que 100% des 40 simulations ont atteint
le seuil de RMSE fixé – ici 1.e− 2 – tandis qu’un pixel bleu indique au contraire que tous les
tests ont échoué à atteindre ce seuil. Le dégradé de couleur du bleu au rouge rend compte de
la proportion de simulations ayant atteint le seuil de RMSE.

Il est immédiat de constater que le comportement de SC-ISN-Cal montré dans la fi-
gure 6.13a est relativement similaire à celui de l’approche IN-Cal montré dans la figure 6.6b.
En effet, les meilleurs performances sont obtenues lorsqu’il y a beaucoup de rendez-vous
dans la matrice X et une proportion raisonnable de données manquantes, autour de 50%
pour obtenir les meilleurs RMSE. Lorsque la proportion de données manquantes devient trop
importante, certains capteurs ne fournissent plus suffisament de mesures ou ne sont plus
connectés à suffisament de données de référence pour permettre un étalonnage correcte du
réseau avec SC-ISN-Cal. De même lorsqu’il n’y a pas suffisament de rendez-vous entre les
capteurs mobiles et les références alors les performances de SC-ISN-Cal sont limitées.

Comme nous pouvons le voir dans la figure 6.13b, la régularisation apportée par les don-
nées constructeur des capteurs dans ASC-ISN-Cal améliore considérablement les performances
d’étalonnage puisqu’elle permet une bonne estimation des paramètres même lorsqu’il y a peu
voir aucun rendez-vous entre les capteurs mobiles et les données de référence. Par ailleurs,
l’utilisation de la régularisation avec données constructeur accélère également la vitesse de
convergence de la méthode ce qui permet d’améliorer les performaonces obtenues même dans
les configurations où l’approche SC-ISN-Cal devrait fournir de bons résultats mais est est
trop lente à converger. En revanche, lorsque trop de données sont manquantes, cette régula-
risation ne permet pas d’améliorer les performances d’étalonnage puisqu’elle ne permet pas
de connecter les capteurs mobiles les uns aux autres. Dans ce cas le problème d’ambiguïté
d’échelle propre au problème de factorisation matricielle n’est pas fixé.

Le comportement des approches SC-ISN-Cal et ASC-ISN-Cal montré dans la figure 6.13
est semblable à celui des approches IN-Cal et ACIN-Cal montré dans la figure 6.6, à un facteur
d’échelle près, puisque pour la construction de la figure 6.6 nous sélectionné un seuil de RMSE
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Figure 6.14 – Performances par rapport à la proportion de données manquantes (ρRV = 0.3,
SNR=∞) pour (a) SC-ISN-Cal, (b) ASC-ISN-Cal.

fixé à 1.e− 8 tandis qu’ici nous avons fixé ce seuil à 1.e− 2. Cette différence de choix de seuil
s’explique par le problème à résoudre qui est nettement plus complexe dans le cas du modèle
non-linéaire que dans le cas du modèle affine étudié précédemment.

Dans les paragraphes suivants, nous étudions plus en détails l’influence de chaque para-
mètres ρDM, ρRV ainsi que du SNR d’entrée.

Influence des données manquantes
Afin d’évaluer plus précisément l’impact de la proportion de données manquantes sur les

performances de ces méthodes, nous fixons la proportion de rendez-vous ρRV à 30% et le SNR
d’entrée à ∞ (pas de bruit). Nous faisons alors varier la proportion de données manquantes
ρDM de 10 à 95% et réalisons comme précédemment 40 simulations pour chaque valeur de
ρDM. Dans la figure 6.14, la courbe montre la valeur médiane de RMSE atteinte par chaque
méthode sur les 40 simulations réalisées tandis que l’enveloppe rend compte de la variabilité
des RMSE au cours de ces tests. Nous pouvons voir sur la figure 6.14a que le RMSE médian
obtenu par l’approche SC-ISN-Cal est relativement stable pour toutes les valeurs de ρDM
(autour de 1.e-2), sauf lorsque 95% des données sont manquantes. Dans ce cas, la valeur
médiane est proche de 1. L’ajout de la régularisation à l’aide des paramètres théoriques dans
ASC-ISN-Cal permet de diminuer fortement l’erreur d’étalonnage pour atteindre un RMSE
médian de 1.e − 12 pour toute valeur de ρDM en dessous de 90%. La hauteur importante de
l’enveloppe dans la figure 6.14b est probablement due à la faible vitesse de convergence de
quelques simulations parmi les 40 effectuées.

Influence des rendez-vous
Pour la mise en évidence de l’impact de la proportion de rendez-vous sur l’étalonnage, nous

fixons la proportion de données manquantes ρDM à 90%, le SNR d’entrée à∞ (pas de bruit) et
nous faisons varier la proportion de rendez-vous ρRV de 0 à 100%. Les figures 6.15a et 6.15b
montrent les performances obtenues par les méthodes d’étalonnage sur 40 simulations par
valeur de ρRV. Là encore, les courbes représentent la valeur médiane de RMSE atteinte tandis
que les enveloppes délimitent les valeurs hautes et basses du RMSE. Nous constatons alors que
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Figure 6.15 – Performances par rapport à la proportion de rendez-vous (ρDM = 0.9, SNR=∞)
pour (a) SC-ISN-Cal, (c) ASC-ISN-Cal.
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Figure 6.16 – Performances par rapport au SNR d’entré (ρDM = 0.9,ρRV = 0.3) pour (a)
SC-ISN-Cal, (c) ASC-ISN-Cal.

naturellement les performances de SC-ISN-Cal s’améliorent légèrement avec l’augmentation
du nombre de rendez-vous. En effet, si la valeur médiane du RMSE est stabilisée autour de
1.e− 3 pour ρRV > 0, l’enveloppe tend à se déplacer vers des valeurs plus basses, principale-
ment pour la partie inférieure. Dans la figure 6.15b, nous constatons qu’avec ASC-ISN-Cal, la
proportion de rendez-vous avec des capteurs étalonnés n’a plus d’impact sur les performances
obtenues. La valeur médiane tout comme l’enveloppe sont alors bien moins élevées qu’avec
SC-ISN-Cal, ce qui justifie l’intérêt de cette approche avec régularisation. Notons toutefois
qu’ici encore, les paramètres théoriques choisis pour la régularisation correspondent aux va-
leurs exactes des moyennes des paramètres. Ces valeurs sont inaccessibles en pratique et ne
sont qu’approximativement connues, une erreur est alors présente et influence l’étalonnage de
la même façon que présenté précédemment pour le modèle affine. La valeur du paramètre de
régularisation est donc à choisir avec attention.

Sensibilité au bruit
Pour tester la sensibilité au bruit des approches SC-ISN-Cal et ASC-ISN-Cal, nous fixons

la proportion de données manquantes ρDM à 90% et la proportion de rendez-vous ρRV à 30%.
Nous faisons alors varier le SNR d’entrée entre∞ (pas de bruit) et 25 dB par ajout d’un bruit
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gaussien. Pour chaque valeur de SNR, 40 tests sont effectués et les performance tracées dans
la figure 6.16a pour SC-ISN-Cal et 6.16b pour ASC-ISN-Cal. Les performances obtenues sont
attendues, le RMSE évolue de la même façon qu’avec les méthodes IN-Cal et ACIN-Cal, à
ceci près que lorsqu’il n’y a pas de bruit ses valeurs sont plus élevées que dans le cas affine.
Comme expliqué précédemment, cette chute de performances est notamment due au fait que
le problème à résoudre est plus complexe mais qu’aucune connaissance, contrainte ou donnée
supplémentaire n’est ajoutée pour faciliter l’étalonnage.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les performances obtenues par les méthodes d’étalon-
nage proposées précédemment pour des capteurs à réponse affine ainsi que pour des capteurs à
réponse non-linéaire. Les approches testées tiennent notamment compte des contraintes liées
aux campagnes de mesures par foule de capteurs mobiles, c.-à-d. des données éparses donnant
lieu à des entrées manquantes dans la matrice X, et un faible taux de croisement entres les
capteurs mobiles à étalonner et les références. En particulier, elles montrent des performances
intéressantes dans des conditions difficiles, où peu de mesures étalonnées (4 dans chaque si-
mulation) sont mêlées aux mesures des capteurs mobiles. Dans ces conditions, les approches
classiques d’étalonnage de la littérature telles que les approches multi-sauts [183, 182] ne sont
pas applicables puisque nécessitant généralement une plus grande densité de mesures afin
d’assurer une grande quantité de rendez-vous entre l’ensemble des capteurs du réseau.

Toutefois, les méthodes proposées restent sensibles lorsqu’une proportion trop importante
de données sont manquantes, ne permettant alors plus de lier l’ensemble du réseau. Par
ailleurs, lorsque l’étalonnage se déroule pour le mieux la valeur du phénomène physique est
estimée précisément en chaque point de mesure. Une étape est ensuite nécessaire pour inter-
poler le champs de pollution et ainsi reconstruire une carte complète. Dans la partie suivante,
nous proposons d’introduire dans les approches d’étalonnage des méthodes d’interpolation
qui permettront à la fois de connecter l’ensemble du réseau de capteurs dans les conditions
les moins favorables à l’étalonnage et de permettre de mettre en place une cartographie du
champ partiellement mesuré par les capteurs.
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Deuxième partie

De l’étalonnage à la reconstruction
de champs physiques
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Chapitre 7

Raffinement de l’étalonnage et
extension à la cartographie par

ajout d’une régularisation spatiale

Les approches présentées dans la première partie de ce manuscrit montrent des perfor-
mances globales assez intéressantes dans des situations d’étalonnage relativement difficiles
comptant peu de rendez-vous entre les capteurs. Cependant, toutes ces méthodes restent as-
sez sensibles dans les cas extrêmes où la trop grande proportion de données manquantes ainsi
que la trop faible proportion de rendez-vous ne permettent plus de vérifier les hypothèses
nécessaires à l’étalonnage, c.-à-d. que certains capteurs sont totalement isolés ou ne sont plus
liés, même indirectement, à suffisamment de références. En mobile crowdsensing classique où
les capteurs sont portés par des humains, les déplacements sont non-contraints et ces cas
extrêmes comportant beaucoup de données manquantes et peu de rendez-vous sont amenés
à être assez courants. De plus, toutes ces approches sont basées sur la construction de la
matrice de données X à partir d’une scène S discrétisée suivant un maillage adapté au phé-
nomène physique observé. En pratique, le choix du paramètre ∆d est difficile puisqu’il est
dépendant à la fois du phénomène physique observé et des conditions de mesure. Un mauvais
choix de ∆d entraine alors une mauvaise discrétisation de la scène qui induit à son tour un
biais dans l’étalonnage. La robustesse des méthodes d’étalonnage proposées précédemment
doit donc être renforcée pour permettre d’atteindre de bonnes performances d’estimation
des paramètres d’étalonnage dans des conditions extrêmes et en minimisant l’influence du
paramètre ∆d utilisé pour discrétiser la scène.

Par ailleurs, l’objectif final du projet OSCAR dans le cadre duquel ont été menés les
travaux présentés dans ce manuscrit est de permettre la production d’une cartographie de
la qualité de l’air. L’aspect restauration du champ de pollution observé par le réseau n’a
pas encore été développé ici mais il est important de noter qu’avec chacune des méthodes
présentées précédemment, lorsque l’étalonnage des capteurs est mené à bien, la matrice des
paramètres F est estimée avec précision, tout comme une partie de la matrice G dont la
seconde colonne contient la carte discrétisée du phénomène physique observé. Ces méthodes
permettent donc une première fusion des mesures produites par chaque capteur ainsi qu’une
première cartographie du champ mesuré.

Les deux objectifs à atteindre dans cette seconde partie de manuscrit sont donc d’améliorer
la robustesse des méthodes dans le cas extrême de mesures très dispersées en espace, et de
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permettre en sortie d’étalonnage de produire une cartographie fine du champ de pollution
observé. Nous proposons ici d’atteindre ces objectifs en couplant les méthodes précédentes à
des approches d’estimation de données manquantes. Notons que les régularisations proposées
dans ce chapitre peuvent être appliquées à toutes les approches proposées dans la première
partie de la thèse, c.-à-d. IN-Cal, ACIN-Cal et SC-ISN-Cal. Dans ce chapitre, pour des raisons
de concision, nous ne présentons que les extensions de IN-Cal.

7.1 État de l’art en estimation de données manquantes

L’estimation de données manquantes est une problématique qui a rencontré un écho,
tant en traitement du signal qu’en mathématiques et en physique. En effet, dans beaucoup
d’applications, les données à traiter peuvent être incomplètes. Outre les approches basées
sur la complétion de matrices, discutées dans le chapitre 3, de nombreuses approches ont
été proposées dans la littérature pour l’estimation de données manquantes dans un signal [1,
17], une image [10, 60], des séries temporelles [159] ou plus généralement une collection de
données. Nous proposons ici un bref aperçu de certaines de ces méthodes que nous divisons
en plusieurs catégories, c.-à-d. :

1. les approches d’estimation de données discrètes,
2. les techniques d’estimation de données continues,
3. les méthodes d’estimation utilisées par exemple en génie de l’environnement.

7.1.1 Les approches d’estimation de données discrètes

Dans cette section, nous considérons le même formalisme que dans la partie précédente
de la thèse, c.-à-d. que le phénomène observé est discrétisé sur une grille de dimension fi-
nie, générant ainsi des vecteurs finis et éventuellement très "longs". Nous considérons le cas
d’un signal y observé en q points (possiblement multi-dimensionnels) {p1, . . . ,pq} parmi m
disponibles et dont nous cherchons à estimer la valeur yq+1 en un (q + 1)−ème point pq+1,
sans ajout d’a priori sur la nature du signal observé. Nous définissons donc y , [y1 . . . yq]T
le vecteur des observations aux points {p1 . . .pq}.

7.1.1.1 Interpolation aux K plus proches voisins (KNN)

Les K-plus proches voisins (ou KNN pour K-Nearest Neighbor en anglais) est une mé-
thode très simple utilisée en classification qui consiste à attribuer à un objet la classe la plus
représentée parmis ses K plus proches voisins [115]. La méthode des KNN est également uti-
lisée en interpolation de données [207] et consiste, pour estimer la valeur d’un signal en un
point p à interpoler, à lui attribuer comme valeur celle la plus largement représentée parmi
les K points d’observation présents dans son voisinage. Cette méthode, très simple, ne peut
fonctionner correctement que si le choix du nombre de voisins K a été correctement effectué.
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Par ailleurs, le nombre de voisins autour d’une valeur manquante doit être relativement élevé
pour que l’interpolation soit convenablement réalisée. Aussi, ce type d’approche n’est a priori
pas adapté au problème considéré et ne sera pas étudié par la suite.

7.1.1.2 Approche barycentrique d’estimation de donnée

L’interpolation barycentrique – ou combinaison convexe – légèrement différente de l’ap-
proche KNN, consiste à estimer la valeur yq+1 en un point pq+1 comme une combinaison
linéaire des points voisins, c.-à-d.

yq+1 =
q∑
i=1

wi · yi, (7.1)

où {w1, . . . , wk} sont les poids associés à chaque élément de la combinaison linéaire. En
interpolation barycentrique, le poids wi associé à point de mesure pi est souvent fonction
de sa distance au point d’interpolation. La formule la plus courante pour le calcul des poids
est

wi =
1
di

α∑q
j=1

1
dj

α , (7.2)

où di correspond à la distance euclidienne entre le i-ème point d’observation et le point
d’interpolation, et le paramètre α est généralement fixé à 1 ou 2. Cette formule de calcul
des poids assure que ∑iwi = 1. Il est à noter que lorsque la distance enclidienne entre deux
points est importante, le poids wi associé est négligeable. Les calculs peuvent être accélérés
en les limitant à la zone de voisinnage du point à interpoler. D’autres fonctions de calcul des
poids peuvent également être utilisées [43].

L’interpolation barycentrique est une approche d’interpolation dont la mise en place est
très simple, cependant ses performances sont relativement limitées, une valeur interpolée ne
pourra pas par exemple dépasser la valeur maximale atteinte par les observations environ-
nantes. Dans l’application visée ici, nous avons besoin d’une approche d’interpolation permet-
tant une plus grande souplesse, c.-à-d. autorisant un comportement plus libre du phénomène
physique reconstruit et ne limitant pas ainsi les valeur estimées.

7.1.1.3 Estimation de données par a priori de parcimonie

Dans de nombreuses applications, il est possible de considérer qu’un signal y peut être
écrit comme une combinaison parcimonieuse des atomes d’un dictionnaire D donné. C’est à
dire que si y ∈ Rm×1 est le signal considéré et que D ∈ Rm×d est le dictionnaire, alors il existe
un vecteur a ∈ Rd×1 dont un nombre k � d de composantes sont non-nulles et tel que

y ≈ D·a. (7.3)
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Cette propriété de décomposition parcimonieuse d’un signal suivant un dictionnaire donné
peut permettre par exemple de débruiter/restaurer un signal ou une image [59, 137], de faire
de la classification ou de l’identification de formes [95, 226].

En considérant maintenant que le signal observé yobs est une version "à trous" – c.-à-d.
avec des entrées manquantes – de y, celui-ci peut s’écrire comme

yobs = E·y (7.4)
≈ E·D·a, (7.5)

où E est la matrice d’échantillonnage diagonale dont un élément ei,i est égal à 0 ou 1. Ainsi, si
ei,i = 0 alors la i-ème donnée de y est manquante dans yobs. Il est à noter que le problème (7.5)
présente des similitudes avec l’acquisition compressée. En effet, définissions y′obs le vecteur de
taille q concaténant toutes les valeurs connues dans yobs. Alors (7.5) s’écrit sous la forme
(2.13) où Ψ est une matrice binaire m× q telle que

y′obs = Ψ ·y. (7.6)

Le problème d’estimation manquante peut alors être vu comme un problème d’acquisition
compressé particulier où la matrice Ψ n’est plus un opérateur de mélange aléatoire mais une
matrice extraite de E. Cependant, les outils de résolution de (2.14) restent valables et la
plupart des approches sont basées sur des techniques de relaxation convexe de la parcimonie
– comme par exemple l’approche LASSO [205] faisant appel à la norme `1 – ou des techniques
gloutonnes, comme par exemple OMP (Ortogonal Matching Pursuit en anglais) [154, 45].

Ces techniques d’estimation de données manquantes ont été principalement utilisées en
traitement d’images, où la problématique s’appelle couramment inpainting [10]. Dans [59], les
auteurs proposent une telle technique, basée sur la parcimonie, où le dictionnaire regroupe
plusieurs transformées parcimonieuses, chacune permettant la reconstruction des contours ou
de la texture. Dans [17], les auteurs estiment un signal en le supposant parcimonieux dans le
domaine de Fourier, pour l’observation astrophysique. Cette même idée a été considérée dans
[1] pour la restauration de signaux audiophoniques.

Il est à noter que pour que ces approches soient efficientes, notamment sur des problèmes
de grande dimension, il est nécessaire :

— de connaître un dictionnaire bien adapté au problème considéré,
— d’avoir des atomes relativement peu corrélés.

Dans le cas où les atomes sont corrélés, les approches classiques d’approximation parcimo-
nieuse ne fonctionnent pas et le problème parcimonieux ne peut alors être résolu que par
optimisation combinatoire exacte, connue pour être coûteuse et seulement adaptée aux pro-
blèmes de petite taille [18].
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7.1.2 Les approches basées sur l’analyse de données fonctionnelles

Lorsque la taille du vecteur y est importante, il peut être plus intéressant de considérer les
données comme étant de longueur infinie et discrétisant une fonction à estimer. Nous suppo-
sons alors que nous observons q points {y1, . . . , yq} échantillonnant de manière irrégulière, en
les points {p1, . . . ,pq}, une fonction Y à estimer. Cette vision inclut notamment l’estimation
paramétrique de fonctions (régression linéaire ou polynômiale) et la régression de données
fonctionnelles, un sous-domaine de l’analyse de données fonctionnelles (FDA pour Functional
Data Analysis en anglais) [169].

7.1.2.1 Estimation de données par régression

Nous supposons ici que la fonction Y est gouvernée par un nombre réduit de paramètres
à estimer en supposant que, pour tout i = 1, . . . , q,

yi = Y(pi). (7.7)

Le modèle le plus connu de régression est la régression linéaire [71] qui cherche à lier les
variables par une relation linéaire ou affine. Ainsi, dans le cas où les points d’observation sont
bi-dimensionnels, c.-à-d. qu’un point pi = (pi,1, pi,2), en définissant la matrice P comme

P =


1 p1,1 p1,2
...

...
...

1 pq,1 pq,2

 , (7.8)

la régression linéaire consiste à estimer le vecteur de paramètres a = [β, α1, α2]T tel que
(P ·a) soit le plus proche possible de yobs au sens des moindres carrés. Le vecteur a est alors
défini par l’équation a = (P TP )−1P Ty. Ainsi, la valeur de la fonction Y en un nouveau point
pq+1 = (p1,q+1, p2,q+1) peut être estimée par l’application de la relation

Y(pq+1) = β + α1 · p1,q+1 + α2 · p2,q+1. (7.9)

Cette approche de régression linéaire par moindres carrés est la plus classique et facile à
mettre en œuvre, toutefois les profils de fonctions reconstruits sont limités à des droites dans
le cas mono-dimensionnel, et à des plans en dimensions plus élevées.

La régression polynômiale consiste à rechercher le vecteur de paramètres a qui permet
de lier le vecteur des observations y aux points pi non plus par une relation affine mais par
une expression polynômiale. En mono-dimensionnel, cette approche peut être vue comme une
extension immédiate de la régression linéaire qui consiste donc à rechercher les coefficients
{a0, . . . , aN} tels que chaque observation Y(pi) puisse s’écrire comme une fonction polynô-
miale de son point d’observation, c.-à-d. que Y(pi) ≈

∑N
l=0 alp

l
i. Cette régression peut être
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résolue par moindres carrés en considérant la matrice

P =


1 p1 · · · pN1
...

...
...

1 pq · · · pNq

 . (7.10)

L’inconvénient de ce modèle de régression réside dans le fait que le degré du polynôme re-
cherché est fixé et qu’il doit être sélectionné précisément pour permettre de bien approximer
les données observées. Il est important de noter que ces régressions peuvent être étendues
trivialement à des dimensions supérieures.

7.1.2.2 Interpolation par calage de fonctions

En analyse de données fonctionnelles [169], une alternative à la régression paramétrique
ci-dessus consiste à supposer que la fonction Y à estimer peut s’écrire comme une combinaison
linéaire de fonctions Φi issues d’une base plus simple à calculer, c.-à-d.

Y(p) =
k∑
i=1

ciΦi(p). (7.11)

L’intérêt de ce type de représentation est la compacité de description de Y puisque une fois la
base choisie, on peut représenter la fonction Y par le vecteur de pondération c , [c1, . . . , ck]T ,
d’où son intérêt pour la classification [169] et par extension, pour certaines approches de
séparation de sources [167, 166]. Les bases de fonctions les plus classiques sont les séries de
Fourier – lorsque les données à estimer sont périodiques – ou les (bases de) splines pour les
autres cas [169]. Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’à ces dernières :

— Splines : la méthode des splines consiste à ajuster sur les données des courbes dont
l’énergie de flexion entre deux points de mesure est minimale [57, 215]. Deux variantes
des splines existent, d’un côté une approche exacte dont la courbe d’interpolation est
contrainte à passer exactement par les points de mesure, d’un autre côté une approche
relâchée qui permet un compromis entre l’attache aux données disponibles et le "degré
de lissage" de la courbe obtenue.

— Les fonctions de base radiales : cette approche consiste à rechercher une courbe collant
au mieux aux données observées et qui soit combinaison linéaire de fonctions d’une
base prédéfinie. Différentes familles de bases sont considérées, la base exponentielle,
multiquadratique, multiquadrique inverse, spline cubique ou spline plaque mince. Ces
bases et leur utilisations sont détaillés dans la thèse d’Adriana Coman [42]. Une des
difficultés qui peuvent être rencontrées avec ce type d’approches est le choix du nombre
de nœuds et des degrés des polynômes constituant la base [166]. En effet, la régression
ne peut être que possible que si, pour un degré de spline donnée, le nombre de points
observés entre deux noeuds est suffisamment élevé. Le positionnement optimal des
nœuds est donc dépendant de l’échantillonnage du phénomène observé.
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7.1.3 Méthodes d’estimation de données à base de modèle

L’estimation de champs spatiaux ayant un sens physique à partir données irrégulièrement
échantillonnées a été aussi très étudié par les physiciens, qui ont proposé des modèles physiques
à cet effet. Cependant, ces modèles peuvent fortement dépendre de la zone étudiée. Jerrett
et al. ont par exemple parcouru l’ensemble des modèles utilisés pour la modélisation de la
qualité de l’air en zone urbaine [98]. Ces types de modèle ont aussi été étudiés en traitement
du signal et en informatique, principalement sous forme de problème inverse/déconvolution
pour de la localisation de sources en 1D [46] ou 2D [148, 147], l’estimation de débit de sources
[172, 139] ou le placement optimal/sélection de capteurs [15, 174, 176].

7.1.3.1 Méthodes basées sur la mécanique des fluides

Les modèles CFD (pour Computational Fluid Dynamics en anglais) permettent une réso-
lution numérique des équations de la mécanique des fluides – c.-à-d. les équations d’Euler et
de Navier-Stokes [164]– et sont ainsi utilisables dans un grand nombre d’applications, comme
par exemple la qualité de l’air [180], l’épandage de gaz liquide [138], ou l’industrie aéronau-
tique [164]. Ces approches sont capables de prendre en compte des sources multiples et leurs
activités – par exemple, des débits variables – associées. Les méthodes utilisant les modèles
CFD peuvent approcher de manière précise la réalité du terrain et tenir compte de différents
facteurs intervenant dans le phénomène modélisé (écoulements fluidiques laminaires ou tur-
bulents, effets thermiques, présence d’obstacles et de reliefs, etc). Cependant, ces modèles
peuvent être assez complexes à mettre en œuvre (choix de la discrétisation spatiale, choix de
la méthode de résolution) et sont généralement très coûteux en temps de calcul.

Aussi, coupler ces techniques aux approches IN-Cal et ACIN-Cal (et leurs extensions non-
linéaires) – itératives et nécessitant donc potentiellement plusieurs ré-estimations du champ
physique – n’est donc pas a priori un choix judicieux si on veut conserver un temps de calcul
raisonnable.

7.1.3.2 Les modèles intégraux

Les modèles intégraux sont basés sur la résolution simplifiée des équations de la mécanique
des fluides. Contrairement aux approches basées sur les modèles CFD, les modèles intégraux
ne permettent pas de tenir compte des obstacles et du relief. Cependant, ils introduisent des
paramètres supplémentaires – par exemple un registre d’émission des polluants – pour pallier
aux phénomènes non-représentés par les équations simplifiées de la mécaniques des fluides et
tiennent compte de la turbulence atmosphérique via des classes de stabilité atmosphérique,
évitant ainsi une modélisation lourde de la turbulence. Ce type de modèle – comme ADMS
[180] par exemple – est actuellement utilisé par certaines AASQA pour modéliser la qualité
de l’air à l’échelle urbaine [206].

Par contre, les modèles intégraux ont été proposés pour des réseaux de capteurs fixes
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Figure 7.1 – Exemple de diffusion obtenue avec le modèle plume [209].

et très parcimonieux dans l’espace. Ils ne sont donc pas actuellement adaptés aux grandes
quantités de données fournies par des réseaux mobiles. Par ailleurs, l’estimation du registre
d’émission est une tâche fastidieuse qui doit être réalisée sur chaque site étudié. Ce type de
méthodes n’est donc pas a priori adapté aux données issues du mobile crodwsensing.

7.1.3.3 Le modèle analytique gaussien

Le modèle analytique gaussien [209] permet de simuler, à partir de positions connues de
sources ponctuelles de pollution – ayant chacune un débit constant connu – et d’un champ de
vent (direction et force du vent) la dispersion d’un polluant dans l’air jusqu’à un site voulu. La
dispersion est estimée en suivant un étalement gaussien dont l’orientation est influencée par
le champ de vent, comme illustré dans la figure 7.1. Ce modèle, assez simple, a été notamment
couplé à la NMF dans [162] pour estimer les contributions nulles de sources dans un problème
de séparation de sources. Il a aussi été utilisé dans [15] dans un problème d’optimisation de
l’observatoire. Cependant, dans le cadre du projet OSCAR, nous ne disposons pas de champs
de vent locaux mais uniquement globaux. Or, la trajectoire du vent peut être assez complexe
à modéliser en milieu urbain [174]. Ce type de modèle ne sera donc pas étudié dans la suite
du manuscrit.

7.1.3.4 Modèle LUR

Le modèle LUR (pour Land Use Regression en anglais) cherche à prédire la valeur d’un
phénomène physique en un point d’interpolation p en se basant sur une connaissance des
caractéristiques du terrain environnant ainsi que sur des information de trafic par exemple.
Le modèle LUR a été utilisé dans d’autres projets d’estimation de la qualité de l’air à partir
d’un réseau mobile de capteurs [86]. Cependant, dans le cadre du projet OSCAR, nous ne
disposons pas d’estimation du flot de circulation et ne pouvons donc enrichir le modèle pour
obtenir une modélisation précise.
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7.1.4 Les approches géostatistiques

Dans les approches d’interpolations géostatistiques, le phénomène physique étudié est mo-
délisé par une fonction aléatoire Y(p) où p est point de l’espace géographique. Les différentes
variables aléatoires indexées par le processus aléatoire Y(p) sont corrélées et c’est à partir
des corrélations entre les points d’observations que les propriétés de dispersion spatiale du
phénomène physique sont alors déduites et utilisées pour l’interpoler.

Appréhension globale du krigeage
Le krigeage fait partie de la famille des méthodes géostatistiques pour l’interpolation de

données. Meilleur outil d’interpolation linéaire [75], le krigeage consiste à apprendre à partir
des observations disponibles le comportement du phénomène physique d’intérêt avant de
l’étendre aux points d’interpolations désirés. Plusieurs méthodes de krigeage sont étudiées
dans la littérature :

• le krigeage simple, dans lequel le phénomène physique observé est modélisé par la
fonction aléatoire

Y(p) = µ+ δ(p), p ∈ D, (7.12)

où µ est une constante connue, δ( · ) est une fonction aléatoire stationnaire de second
ordre centrée et D est le domaine d’étude du phénomène physique.
• le krigeage ordinaire, dans lequel le phénomène physique suit le même modèle que le

krigeage simple, avec une constante µ inconnue.
• le krigeage universel, dans lequel la fonction aléatoire Y(p) n’est plus stationnaire.

Quelque soit le type de krigeage choisi, la méthode employée pour arriver aux formules
d’interpolation est la même et repose sur les quatre contraintes suivantes :

C1. Linéarité : chaque estimation du phénomène physique en un nouveau point pq+1 doit
être combinaison linéaire de l’ensemble des q observations Y(p1), . . . ,Y(pq) disponibles,
c.-à-d.

Ỹ(pq+1) = a+
q∑
i=1

wi ·Y(pi), (7.13)

avec a et wi des paramètres à déterminer.
C2. Autorisation : l’interpolation par krigeage est réalisée en minimisant l’erreur d’esti-

mation. Cette dernière doit donc admettre un moment d’ordre 2.
C3. Non-biais : le krigeage est une méthode d’interpolation sans biais. L’erreur d’estima-

tion doit être d’espérence nulle, c.-à-d. E
[
Ỹ(pq+1)− Y(pq+1)

]
= 0.

C4. Optimalité : la variance de l’erreur d’estimation doit être minimale, c.-à-d. que
Ỹ(pq+1) minimise

Var(Ỹ(pq+1)− Y(pq+1)). (7.14)

Les développements nécessaires à l’écriture des contraintes ci-dessus sont détaillés dans
l’article de Chauvet [28]. Suivant les hypothèses de krigeage simple, ordinaire ou universel,
la vérification des contraintes C1 à C4 mène aux formules d’interpolation. Dans cette sous-
section, nous présentons l’approche d’interpolation par krigeage ordinaire, qui se trouve être
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la technique la plus utilisée [75]. Nous reprenons les notations de la thèse de Coman [42] dans
laquelle sont présentées plus en détails les différentes approches de krigeage.

Le krigeage ordinaire
Comme évoqué précédemment, pour arriver à l’écriture de la formule d’interpolation par

krigeage, les hypothèses C1 à C4 ci-dessus doivent être vérifiées une à une. Nous nous plaçons
ici dans le cas du krigeage ordinaire et modélisons donc le phénomène physique étudié par la
fonction aléatoire

Y(p) = µ+ δ(p), p ∈ D, (7.15)

où µ est une constante inconnue, δ( · ) est une fonction aléatoire stationnaire de second ordre
centrée et D est le domaine d’étude du phanomène physique.

Dans le cas du krigeage ordinaire, la vérification des contraintes mène aux résultats sui-
vants :

(C1)⇒ Ỹ(pq+1) = a+∑q
i=1wi ·Y(pi) = a+wT · ŷ, où w est le vecteur des poids wi et

ŷ est le vecteur des Y(pi).
(C2)⇒ ∑

wi = 1.
(C3)⇒ a = 0 et donc Ỹ(pq+1) = wT · ŷ.
(C4)⇒ Le vecteur minimisant la variance Var(Ỹ(pq+1)− Y(pq+1)) est solution de

γ1,1 . . . γ1,q 1
...

...
γq,1 . . . γq,q 1
1 . . . 1 0

 ·


w1
...
wq
ν

 =


γq+1,1

...
γq+1,q

1

 , (7.16)

où γi,j = 1
2(Y(pi)− Y(pj))2.

Afin de pouvoir procéder à une interpolation par krigeage ordinaire en un point pq+1,
il faut donc déterminer la valeurs des poids wi par résolution du problème (7.16) obtenu
par vérification de la contrainte C4. Or, si les valeurs γi,j sont connues pour tout couple
(i, j) ∈ {1, . . . , q}2, les valeurs γq+1,i sont elles inconnues et leur estimation passe par l’etude
du variogramme qui constitue un point clé du krigeage.

Analyse de variogramme : Le variogramme, calculé à partir des observations du phé-
nomène physique et de leur localisation permet de réprésenter la structure spatiale du champ
observé. Il s’agit de calculer pour chaque couple d’observations (Y(pi),Y(pj)) la distance hij
entre les emplacements des mesures ainsi que la différence γij entre les valeurs observées. Le
variogramme est alors le tracé de toutes les valeurs γ en fonction des distances h, son allure
dépend des fluctuations du phénomène physique mesuré, comme illustré dans la figure 7.2.

Les valeurs γq+1,i nécessaires à la résolution du problème (7.16) sont finalement estimées
à partir du variogramme associé au phénomène physique observé. Une fois ces paramètres
obtenus, l’estimation des poids wi est triviale et peut être effectuée par exemple par moindres
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Figure 7.2 – (d-e-f) Exemples de variogrammes obtenus pour les champs simulés (a-b-c).

carrés. L’interpolation de la valeur au site pq+1 est ensuite immédiate par la formule

Ỹ(pq+1) = wT · ŷ. (7.17)

Par ailleur, le krigeage permet également d’évaluer la variance autour du point interpolé,
ce qui donne un indice de confiance dans l’estimation. Cette variance est calculée par la
formule

σ(pq+1) =
q∑
i=1

wi · γq+1,i. (7.18)

Notons que les approches d’interpolation par calage de fonctions, approximation bary-
centrique ou krigeage sont toutes basées sur une idée commune d’estimer la valeur en un
nouveau point pq+1 par un mélange pondéré des observation environnantes. Seule varie d’une
approche à une autre la méthode d’estimation des paramètres de mélange. Dans les méthodes
d’interpolation par calage de fonctions, ces paramètres sont en partie contraints par le choix
de la base de fonction. Dans les méthodes barycentriques, il s’agit de fixer la valeur du para-
mètre α intervenant dans les différents poids du modèle, tandis qu’avec le krigeage, tous les
paramètres sont automatiquement ajustés par apprentissage à partir des points d’observation
et une mesure de confiance associée aux points interpolés est aussi fournie.
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7.2 Étalonnage par factorisation matricielle avec contrainte de
décomposition parcimonieuse

Dans cette section, nous proposons de régulariser les méthodes d’étalonnage présentées
précédemment en supposant que le phénomène physique observé par le réseau de capteurs
mobiles admet une décomposition parcimonieuse suivant un dictionnaire D connu. Cette
nouvelle hypothèse ajoute aux problèmes de factorisation matricielle présentés précédemment
une contrainte supplémentaire permettant un relâchement de la définition 2.3 de rendez-vous
page 12. Par ailleurs, l’utilisation du dictionnaire permettra également d’affiner la cartographie
grossière produite par les méthodes d’étalonnage précédentes. La méthode proposée ci-dessous
a été publiée dans [51, 53].

Ajout d’une nouvelle hypothèse à l’étalonnage
Pour rappel, le problème de factorisation matricielle considéré dans la méthode IN-Cal

consistait originalement à chercher les matrices G et F minimisant

{G,F} = arg min
G̃,F̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F .

(7.19)

La seconde colonne g2 de la matrice G devant contenir les valeurs y du phénomène physique
observé par les capteurs. Nous supposons que ce phénomène admet une décomposition parci-
monieuse suivant un dictionnaire D connu, c.-à-d. qu’il existe un vecteur a parcimonieux tel
que y ≈ D·a. Cette hypothèse semble tout à fait réaliste : en effet, dans le cas de la mesure
de la qualité de l’air, le dictionnaire D peut être appris à partir de différentes réalisations
d’un modèle de simulation – par exemple un modèle discuté dans la section 7.1.3.1, comme
le modèle analytique gaussien [200] – permettant de générer différentes "formes" possibles du
champ physique. Le vecteur y est ensuite vu comme une combinaison de quelques formes
caractéristiques contenues dans D. Cette hypothèse de décomposition parcimonieuse s’appli-
quant à y, elle s’applique également à g2, à ceci près qu’avec les données manquantes dans
X, g2 est une version potentiellement à trous de y. La décomposition parcimonieuse suivant
le dictionnaire permet donc d’approximer les entrées de g2 correspondant aux cellules de la
scène qui ont été visitées par au moins un capteur. Autrement dit,

ω ◦ g2 ≈ ω ◦ (D· a), (7.20)

où ω est le vecteur binaire de poids ωi assurant la présence d’une mesure par un capteur de
la cellule i, c.-à-d.

ωi =
{

0 si ∑jWij = 0
1 sinon (7.21)
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L’equation 7.20 peut alors être insérée dans le problème de factorisation (7.19) sous la forme
d’une nouvelle contrainte donnant

{G,F,a} = arg min
G̃,F̃≥0,a

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃· F̃ )
∣∣∣∣∣∣2
F

+ λ

2 · ||ω ◦ (g2 −D· ã)||2F ,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F̃ = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ,

||a||0 � k,

(7.22)

où λ est le paramètre de régularisation associé à la contrainte de décomposition parcimonieuse
de g2. Ce problème diffère des méthodes classiques de NMF parcimonieuse [93, 92, 235, 108]
qui consistent à rechercher des matrices G et F creuses. Au contraire, nous cherchons ici une
matrice G dense dont une colonne admet une décomposition parcimonieuse. Cette démarche
est quelque peu similaire à celle présentée dans [83]. Comme pour les méthodes présentées
précédemment, la fonction de coût associée au problème d’optimisation global (7.22) est non-
convexe par rapport à G, F et a. Par ailleurs, la contrainte de parcimonie ne faisant intervenir
que le vecteur a et la matrice G, elle n’influence que les mises à jour de ces variables. Les
sous-problèmes que nous devons considérer ici sont donc

G = arg min
G̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃·F )
∣∣∣∣∣∣2
F

+ λ

2 · ||ω ◦ (g2 −D·a)||2F ,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

(7.23)

et

a = arg min
ã
||ω ◦ (g2 −D· ã)||2F ,

||a||0 � k.
(7.24)

Nous pouvons remarquer que le problème d’optimisation en F n’est pas affecté par la nouvelle
contrainte de décomposition parcimonieuse. Aussi, la formule de mise à jour (4.21) de F
développée pour la méthode IN-Cal reste applicable ici.

Mise à jour de la matrice G
Pour la résolution de (7.23), c.-à-d. du problème d’optimisation en G, en remarquant sim-

plement que g2 = G·
[

0
1

]
, le terme de pénalisation dans (7.23) peut s’écrire

λ

2 · ||ω ◦ (g2 −D·a)||2F =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(√λ·ω) ◦

(
D·a−G·

[
0
1

])∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

F
. (7.25)

En définissant les matrices

W ,
[
W,
√
λ·ω

]
, X , [X,D·a] et F ,

[
F,

(
0
1

)]
, (7.26)
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alors il est évident que

1
2 · ||W ◦ (X −G·F )||2F + λ

2 · ||ω ◦ (g2 −D·a)||2F = 1
2 · ||W ◦ (X −G·F)||2F . (7.27)

Chercher G solution du problème d’optimisation (7.23) est donc équivalent à chercher G
solution du problème

G = arg min
G̃≥0

1
2 ·

∣∣∣∣∣∣W ◦ (X − G̃·F)
∣∣∣∣∣∣2
F
,

s.c. G̃ = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G.

(7.28)

La mise à jour de G avec la contrainte de décomposition parcimonieuse selon D peut donc
être effectuée en utilisant la formule (4.22) page 52 développée pour IN-Cal, en considérant
dans cette dernière les matrices W, X et F respectivement en lieu et place des matrices W ,
X et F .

Mise à jour du vecteur a
Pour la mise à jour du vecteur a, le problème d’optimisation associé (7.24) vise à estimer

la meilleure décomposition parcimonieuse de g2. Cette estimation peut être effectuée de dif-
férentes manières. Le problème (7.24) étant NP-difficile, de nombreuses alternatives ont été
proposées, comme par exemple sa relaxation convexe, c.-à-d.

a = arg min
ã
||ω ◦ (g2 −D· ã)||2F + µ· ||ã||1 , (7.29)

où µ est le poids associé à la contrainte de parcimonie de a, c.-à-d. que plus µ est élevé, plus le
vecteur solution trouvé sera proche de zéro. L’équation (7.29) est l’expression d’un problème
pondéré de LASSO ou de Basis Pursuit Denoising pour lesquels de nombreuses approches
ont été développées [235]. Le problème pondéré de LASSO est bien souvent très sensible
au choix du paramètre µ, dont la valeur optimale dépend de la variance du bruit additif.
Une alternative à LASSO et ses dérivées consiste à utiliser des méthodes gloutonnes comme
l’OMP [154] présentée précédemment. Pour rappel, cette méthode consiste à sélectionner
dans le dictionnaire D l’atome ayant la meilleure corrélation avec le signal à approximer, à
projeter le signal sur l’espace orthogonal à cet atome puis à réitérer ces deux étapes jusqu’à
sélection du nombre souhaité d’atomes. La version pondérée d’OMP sera utilisée pour la mise
à jour du vecteur a dans la méthode d’étalonnage par NMF informée avec contrainte de
parcimonie développée ici et que nous appellerons désormais SpIN-Cal (pour Sparse IN-Cal).
L’ajout de cette contrainte de parcimonie permet de relâcher le besoin de nombreux rendez-
vous exacts rencontrés dans la méthode IN-Cal. En effet, en utilisant le dictionnaire D, deux
capteurs sont en rendez-vous virtuels lorsqu’ils effectuent chacun une mesure sur le même
support atomique. La connexion entre deux capteurs est alors assurée grâce à la contrainte
g2 ≈ D·a qui permet de lier les mesures à travers les atomes du dictionnaire.

L’algorithme de la méthode d’étalonnage SpIN-Cal est résumé dans l’Algorithme 7. Il est
intéressant de remarquer que la contrainte de décomposition parcimonieuse de g2 n’influençant
pas la mise à jour de la matrice F , il est tout à fait envisageable de rajouter au problème
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(7.22) les contraintes de régularisation par moyenne qui ont été présentées dans ACIN-Cal
page 54. En effet ces contraintes n’intervenaient que dans la mise à jour de la matrice F et
sont donc trivialement insérables dans une nouvelle méthode d’étalonnage contenant à la fois
la contrainte de parcimonie de g2 et la régularisation de F . Dans cette dernière méthode que
nous appellons SpAIN-Cal (pour Sparsity and Average Constrained IN-Cal) la mise à jour de
F est effectuée par la formule (4.46) d’ACIN-Cal, tandis que G et a sont mis à jour avec les
formules de SpIN-Cal.

Algorithme 7 Étalonnage par Factorisation Informée en matrices Non-négatives avec
contrainte de décomposition parcimonieuse (SpIN-Cal).

Initialisation de G et F .

pour k de 1 à itération max faire

Mettre à jour F selon (4.21).

Mise à jour de a par OMP pondéré.

Mettre à jour G selon (4.22) avec les matrices W, X et F à la place de W , X et F .

fin pour

7.3 Régularisation par introduction d’un modèle

L’approche SpIN-Cal proposée précédemment permet de lier l’ensemble du réseau de cap-
teurs grâce aux atomes d’un dictionnaire D connu. Cette nouvelles façon de connecter les
capteurs – qui ne sont plus obligés d’effectuer de mesure dans une même cellule de la scène,
voir figure 4.1 – permet de réduire la taille ∆d du voisinage utilisé pour la construction de la
matrice de données X. Cette nouvelle taille de voisinage est définie en fonction des données
utilisées lors de la phase d’apprentissage du dictionnaire. Un problème majeur de l’approche
par dictionnaire réside dans la sélection des atomes lorsque le dictionnaire est corrélé. En loca-
lisation/comptage de sources sonores, certains auteurs ont proposé de construire par exemple
un dictionnaire de fenêtres de Blackman de moyennes [157] et écart-type [156] différents, et
de chercher à décomposer le signal étudié suivant ce dictionnaire en "fusionnant" les atomes
corrélés [156]. Cependant, malgré la très grande quantité de méthodes permettant la sélections
des atomes, lorsque ceux-ci sont fortement corrélés, la sélection reste difficile et ne permet pas
l’obtention de résultats satisfaisants, sauf à considérer le problème combinatoire exact [18].

Dans cette section, nous proposons donc de remplacer la régularisation avec dictionnaire
par un modèle. La contrainte de décomposition parcimonieuses du phénomème physique y est
alors remplacée par une contrainte de cohérence avec un modèle Y évalué aux emplacements
des mesures. Notons que la scène observée n’étant plus discrétisée, nous réécrivons la matrice
observée X comme suit. Reprenons la définition 4.1 de la scène. Nous considérons maintenant
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une discrétisation spatiale δd suffisamment fine pour être considérée comme ponctuelle. Avec
cette grille, aucun capteur n’est en rendez-vous avec un autre capteur, au sens de la définition
2.3. La matrice X générée est donc de très grande dimension mais contient énormément de
lignes sans aucune information. Nous proposons dans un premier temps de supprimer les lignes
sans information de la matrice observée, en la multipliant par une matrice Ψ qui jouerait le
même rôle que dans les approches parcimmonieuses pour l’inpainting, comme expliqué dans
la section 7.1.1.3. Par ailleurs, les lignes restantes ne contiennent qu’une seule valeur. Dans
cette section, nous utiliserons malgré tout la notation X pour décrire cette matrice vidée des
lignes nulles.

Deux approches sont présentées ci-après : dans un premier temps nous proposons d’utiliser
un simple modèle polynômial pour régulariser le signal reconstruit dans g2. Dans un deuxième
temps, la connexion entre les capteurs sera assurée par interpolation des données manquantes
par krigeage ordinaire.

7.3.1 Modèle polynômial

Nous supposons ici que le phénomène physique observé par le réseau de capteurs mobiles
peut être approché par un polynôme de degré N donné. En considérant alors y ∈ Rq,1 le
vecteur contenant les valeurs yi du phénomène physique à tous les emplacements pi mesurés
par les capteurs, alors

yi ≈ ŷi , Y(pi) ∀i ∈ {1, . . . , q}, (7.30)

où Y(pi) est un polynôme de degré N , évalué aux coordonnées pi = (pi,1, pi,2). De la même
façon qu’avec le dictionnaire, cette contrainte d’approximation polynômiale sur le phénomène
physique observé peut être reportée sur la seconde colonne de la matrice G et est alors intégrée
dans le problème de factorisation associé à l’étalonnage des capteurs, menant à l’optimisation
de

min
G,F≥0,ŷ

1
2 · ||W ◦ (X −G·F )||2F + λ

2 · ||g2 − ŷ||
2
F ,

s.c. G = ΩG ◦ ΦG + Ω̄G ◦∆G,

F = ΩF ◦ ΦF + Ω̄F ◦∆F ,

ŷ = [Y(p1), . . . ,Y(pq)]T .

(7.31)

L’algorithme proposé pour tenir compte d’une régularisation par approximation polynômiale
du phénomène physique observé est alors très simple et consiste à mettre à jour successivement
les matrice G, F et le vecteur ŷ. La nouvelle contrainte de régularisation n’intervenant pas
dans le problème d’optimisation de la matrice F , cette dernière peut être mise à jour par la
formule (4.21) développée pour la méthode IN-Cal.
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Mise à jour du vecteur ŷ (contrainte de régression polynômiale)
Pour la mise à jour du vecteur ŷ, le problème d’optimisation à considérer est le suivant

min
ŷ
||g2 − ŷ||

2
F , s.c. ŷi = Y(pi) ∀i ∈ {1, . . . q}, avec Y un polynôme de degré N fixé.

(7.32)
Dans le cas où le degré N du polynôme approximant est connu et fixé à 2, alors la contraintre
qui s’applique au vecteur ŷ permet d’écrire que

ŷ = P ·a, (7.33)

où

P ,


1 p1,1 p1,2 p1,1 · p1,2 p2

1,1 p2
1,2

...
...

...
...

...
...

1 pq,1 pq,2 pq,1 · pq,2 p2
q,1 p2

q,2

 , (7.34)

est la matrices contenant les coordonnées des points d’observation et a , [a0, . . . , a6]T est le
vecteur des paramètres à déterminer du polynôme approximant. En réinjectant l’égalité (7.33)
dans le problème d’optimisation (7.32), ce dernier revient à résoudre le problème

a = arg min
ã
||g2 − P · ã||2F , (7.35)

ce qui peut être fait pas une méthode de moindres carrés classique. La mise à jour de ŷ
consiste alors en ces deux étapes :

1. Une mise à jour de a par moindres carrés

a← (P T ·P )−1 ·P T · g2. (7.36)

2. Une mise à jour de ŷ par construction

ŷ ← P ·a. (7.37)

Mise à jour de G
La mise à jour associée à la matrice G est immédiate en constatant que le problème par

rapport à G associé à l’optimisation (7.31) est identique à celui de la méthode SpIN-Cal
précédente, à ceci près que l’approximation parcimonieuse D·a est remplacée ici par le
vecteur approximant ŷ et qu’il n’y a plus de donnée manquante dans la colonne g2. De la
même façon donc que pour SpIN-Cal, la mise à jour (4.22) peut être utilisée en remplaçant
les matrices W , X et F par

W ,
[
W,
√
λ· 1[q×1]

]
, X , [X,Y ] et F ,

[
F,

(
0
1

)]
. (7.38)

L’algorithme de cette approche d’étalonnage à base de NMF informée et régularisée par
approximation polynômiale – que nous appellons PolIN-Cal pour Polynomial-based IN-Cal
– est présenté dans l’algorithme 8.
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Algorithme 8 Étalonnage par Factorisation Informée en matrices Non-négatives avec
contrainte d’approximation polynômiale (PolIN-Cal).

Initialisation de G et F .

pour k de 1 à itération max faire

Mettre à jour F selon (4.21) pour PolIN-Cal.

Mettre à jour de ŷ par les deux étapes (7.36) puis (7.37).

Mettre à jour G selon (4.22) avec les matrices W, X et F .

fin pour

7.3.2 Utilisation d’un modèle géostatistique : le Krigeage

Comme il le sera montré dans le chapitre suivant, lorsque le phénomène physique peut
être approché de façon précise par un polynôme de degré connu et fixé, la régularisation
produite par l’ajout de cette contrainte montre de bonnes performances. Cependant, lors de
l’observation d’un phénomène physique sur une zone étendue avec des phénomènes locaux
assez complexes à modéliser (ou anticiper), l’approximation polynômiale du phénomène ob-
servé peut s’éloigner du phénomène physique réel et ne permet alors plus une régularisation
efficace de l’étalonnage. Par ailleurs, la sélection du degré N du polynôme régularisant peut
également être délicate et entrainer une forte erreur d’étalonnage en cas de mauvais choix.
Nous proposons ici de régulariser la factorisation – et donc l’étalonnage – d’une façon dif-
férente, à l’aide d’une méthode d’interpolation géostatistique : le krigeage. Cette approche,
plus souple que les précédentes, ne demandera pas l’ajout de connaissances suppélementaires
et travaillera directement à partir des données disponibles, fournies par le réseau de capteurs.

Dans les méthodes SpIN-Cal et PolIN-Cal développées ci-dessus, nous avons régularisé la
factorisation en introduisant une contrainte sur le phénomène physique, c.-à-d. sur le vecteur
ŷ contenu dans la seconde colonne de G. De façon équivalente, nous aurions pu introduire
cette régularisation sur les colonnes de la matrice X en cherchant la combinaison d’atomes –
dans le cas de SpIN-Cal – ou le polynôme – dans le cas de PolIN-Cal – approximant chaque
colonne de X. En procédant ainsi, la matrice X est alors complétée et les capteurs sont liés par
les valeurs interpolées, créant ainsi des rendez-vous "virtuels" entre les capteurs. Cependant,
cette approche alternative nous semble relativement similaire à approcher la seconde colonne
de G : celle-ci peut en effet être vue comme une fusion des valeurs issues de tous les capteurs
post-étalonnage.

Le krigeage est une méthode d’interpolation de données dite exacte dans le sens où il ne
modifie pas les valeurs aux points d’observation. Cette caractéristique du krigeage ne nous
permet donc pas de régulariser directement le vecteur y correspondant à la deuxime colonne
de G, puisque celui-ci étant complet, il ne serait pas modifié par application du krigeage. Nous

106



proposons donc de travailler ici sur les colonnes de la matrice de données X.

En considérant le modèle de capteurs à réponse affine, dans un cas idéal, les éléments xij de
la j-ème colonne deX devrait correspondre à la mesure du j-ème capteur du réseau, à la i-ème
position de mesure. Cependant, l’échantillonnage irrégulier des mesures du aux déplacements
des capteurs induit un certain nombre de données manquantes dans la matrice X. Certains
éléments xij ne sont donc pas disponibles. Nous pouvons voir la j-ème colonne de X, c.-à-d.
xj , comme un champ physique – correspondant au champ y affecté par la relation affine
(4.2) – dont nous avons certaines observations – les emplacements des mesures du capteur j
– et des valeurs inconnues à estimer – les entrées de xj manquantes. Nous proposons alors
d’estimer les valeurs manquantes dans xj par krigeage à partir des ses entrées connues. En
réalisant répétant cette complétion sur toutes les colonnes de X, la matrice obtenue – notée
Xcomp – est complète et les différents capteurs sont tous connectés par rendez-vous "virtuels".
L’étalonnage peut alors être effectué par application de notre approche IN-Cal sur Xcomp.

Il est important de noter ici que l’estimation des entrées manquantes dans X ne peut
pas être réalisée en une fois pour toutes les entrées de la matrice X, mais bien colonne par
colonne. En effet, nous ne pouvons pas considérer dans le krigeage les données brutes issues de
différents capteurs. Ces dernières n’étant pas étalonnées, elles ne sont pas à la même échelle
et les utiliser de façon simultannée perturberait fortement l’estimation du variogramme et
par conséquent la reconstruction des entrées manquantes. Cependant, la qualité d’estimation
des données manquantes sur une colonne qui n’aurait que peu de valeurs observées devra
être prise en considération. Il est intéressant de remarquer que le krigeage est une méthode
d’interpolation statistique et qu’il permet d’avoir une estimation de la fiabilité des valeurs
estimées. En effet, pour chaque valeur interpolée x̂ij , le krigeage permet de déduire la variance
d’erreur d’estimation, notée σij , qui vaut zéro si l’estimée et parfaite – c.-à-d. si le point x̂ij
est un point de mesure – ou est strictement supérieure à 0 sinon. Cette mesure σij peut être
prise en compte dans la pondération de la matrice W utilisée dans l’approche d’étalonnage
IN-Cal. En effet, nous proposons de remplacer les valeurs nulles de wij de W par

ŵij , exp
{

σij
x̂2
ij + ε

}
, (7.39)

où ε > 0 est un seuil fixé par l’utilisateur pour éviter la division par zéro. La variance
normalisée σij

x̂2
ij+ε

fournit une vision relative non-biaisée de l’erreur d’estimation, qui a été
montrée comme plus performante que la variance non-normalisée dans des problèmes de
séparation de sources [192]. Ainsi, nous pouvons utiliser cette information sur la fiabilité des
valeurs interpolées pour pondérer l’étalonnage. Cette approche d’étalonnage informée par
krigeage – que nous appelons KIN-Cal pour Krigging-based IN-Cal en anglais – est résumée
dans l’algorithme 9.
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Algorithme 9 Étalonnage par Factorisation Informée en matrices Non-négatives avec com-
pletion par krigeage (KIN-Cal).

Initialisation de G et F .

Estimer Xcomp par krigeage de chaque colonne de X.

Estimer la matrice Ŵ dont les valeurs ŵij sont définies dans (7.39).

Étalonner les capteurs par IN-Cal en remplaçant respectivement X et W par Xcomp et Ŵ .

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposé trois régularisations permettant de relâcher la contrain-
te de rendez-vous nécessaire aux approches d’étalonnage développées dans la partie précé-
dente de cette thèse. Les régularisations proposées ici consistent à ajouter artificiellement une
connexion entre les mesures des différents capteurs, générant ainsi des rendez-vous "virtuels"
entre les capteurs. Nous avons proposé l’emploi d’information différentes : dictionnaire dis-
cret, régression polynômiale ou géostatistiques. Ces informations sont utilisées de manière
relativement similaires dans la factorisation et il est donc possible d’utiliser un autre modèle,
apportant éventuellement plus d’informations, à la place.

Il est à noter aussi que ces techniques demandent un certain degré d’expertise pour être
utilisées de manière efficiente. En effet, les approches SpIN-Cal et PolIN-Cal nécessitent res-
pectivement qu’on leur fournisse un dictionnaire et un degré de polynôme qui correspondent
aux données à approcher. Au contraire, l’approche KIN-Cal utilise du krigeage et est de facto
moins supervisée que les précédentes. Nous pouvons donc nous attendre à ce que cette ap-
proche fournisse de moins bonnes performances sur des exemples spécifiques mais soit plus
versatile en pratique. Ces effets seront discutés dans le chapitre suivant, où nous testons les
méthodes présentées.

Enfin, comme expliqué précédemment, les méthodes d’étalonnage de capteurs à réponse
polynômiale proposées dans le chapitre 5 peuvent aussi être étendues de la même manière
que les approches de NMF informées pour l’étalonnage de capteurs à réponse affine.
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Chapitre 8

Étude de performances des
approches régularisées

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier les performances des approches SpIN-Cal,
PolIN-Cal et KIN-Cal proposées dans le chapitre précédent. Il est important de rappeler
que les méthodes PolIN-Cal et KIN-Cal font intervenir les coordonnées des points de mesure
directement dans leur processus d’interpolation de données. L’information spatiale est alors
prise en compte sans avoir besoin de discrétiser le phénomène physique observé, contrairement
à toutes les autres approches développées dans ce manuscrit. L’étude des performances de
SpIN-Cal, PolIN-Cal et KIN-Cal sera donc menée en deux temps.

Nous comparerons d’abord les résultats de SpIN-Cal avec ceux de IN-Cal sur les jeux de
données simulés dans le chapitre 6.

Dans un second temps, nous étudierons les performances de PolIN-Cal et KIN-Cal sur de
nouveaux jeux de données sans discrétisation spatiale du phénomène physique observé.

8.1 Illustration de l’apport d’une régularisation spatiale

L’objectif de cette section est de montrer l’intérêt de la régularisation spatiale apportée
par le dictionnaire dans SpIN-Cal, par rapport aux résultats obtenus avec notre approche
IN-Cal. Nous reconsidérons donc les mêmes jeux de données que ceux du chapitre 6.

Nous reprenons donc la scène S simulée page 73, permettant d’obtenir la matrice théorique
Gtheo, ainsi que la matrice des paramètres théoriques Ftheo simulées page 71. Par le produit
Gtheo ·Ftheo, nous construisons alors la matrice de mesures théorique Xtheo dont toutes les
entrées sont connues. Pour simuler des mesures par mobile crowdsensing, nous vidons ensuite
cette matrice jusqu’à obtention des proportions de données manquantes ρDM et de rendez-
vous ρRV souhaitées, et nous ajoutons un bruit gaussien de façon à obtenir le SNR d’entrée
voulu. La matrice X obtenue après retrait des entrées constitue la matrice de données à partir
de laquelle sera effectué l’étalonnage des capteurs, c.-à-d. l’estimation des matrices G et F .

Pour construire le dictionnaire D utilisé par l’approche SpIN-Cal, nous nous plaçons ici
dans un cadre idéal dans lequel la scène S peut être parfaitement reconstruite à partir de 2
atomes de D (c.-à-d. que le signal y est 2-parcimonieux) constitué d’un total de 62 atomes
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Figure 8.1 – Performances des méthodes IN-Cal (en rouge) et SpIN-Cal (en bleue) par
rapport à (a) la proportion de données manquantes, (b) la proportion de rendez-vous, (c) le
SNR d’entrée.

peu corrélés. Ainsi, le vecteur y construit par vectorisation de la scène S s’écrit y = D·a
avec ‖ a‖0 = 2, c.-à-d. toutes les entrées du vecteur a sont nulles excepté les deux entrées
associées aux atomes permettant l’approximation parcimonieuse de y.

8.1.1 Comparaison des approches SpIN-Cal et IN-Cal

Afin de mettre en évidence l’apport de la contrainte de décomposition parcimonieuse
de SpIN-Cal par rapport à l’approche IN-Cal, nous réalisons trois séries de tests. Dans la
première, nous fixons la proportion de rendez-vous ρRV à 30%, le SNR d’entrée à ∞ (pas de
bruit) et nous faisons varier la proportion de données manquantes ρDM de 0 à 95%. Dans une
second série de tests nous fixons ρDM = 90%, SNR=∞ et nous faisons varier ρRV de 0 à 100%.
Enfin dans une dernière série, nous fixons ρDM = 90%, ρRV = 30% et nous faisons varier le
SNR d’entrée de∞ (pas de bruit) jusqu’à environ 20 dB. Tous les tests sont effectués à partir
de la même scène simulée S, cependant, pour chaque jeu de paramètres (ρDM,ρRV,SNR), 40
simulations sont réalisées, chacune avec une nouvelle matrice F à estimer.

Les deux méthodes testées ici, IN-Cal et SpIN-Cal sont toutes deux lancées avec 5.e5
itérations. Le RMSE final est ensuite calculé sur les gains des capteurs, c.-à-d. la seconde
ligne de F . Les figures 8.1a, 8.1b et 8.1c montrent les performances obtenues avec chaque
méthode (SpIN-Cal en bleue et IN-Cal en rouge), par rapport à la proportion de données
manquantes, la proportion de rendez-vous et le SNR d’entrée, respectivement. Comme dans
le chapitre 6, les courbes pleines des figures représentent les valeurs médianes de RMSE
tandis que les enveloppes délimitent les valeurs minimales et maximales obtenues sur les 40
simulations. Dans le cas de la méthode SpIN-Cal, nous fixons le paramètre de régularisation
λ de (7.22) à 10 dans chaque série de tests. L’influence de ce paramètre sera étudié plus en
détails dans des tests plus complets.
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Figure 8.2 – Illustration de l’accélération de la convergence par analyse des performances
des méthodes IN-Cal (en rouge) et SpIN-Cal (en bleue) par rapport aux itérations. Figure
extraite de [51].

Influence des données manquantes
Comme expliqué précédemment, les performances obtenues avec IN-Cal sur la figure 8.1a

sont celles commentées page 76. Nous rappelons en particulier que IN-Cal produit des per-
formances intéressantes jusqu’à environ 90% de données manquantes. Au delà de ce seuil, les
performances sont fortement dégradées. Avec SpIN-Cal en revanche, les performances sont
relativement constantes sur tout l’intervalle testé, c.-à-d. de 0 à 95% de données manquantes.
Par ailleurs, l’enveloppe obtenue avec IN-Cal reste élevée quelque soit la quantité de don-
nées manquantes dans X, ceci étant du à la faible vitesse de convergence de la méthode sur
quelques simulations. La taille de l’enveloppe est fortement diminuée par l’utilisation du dic-
tionnaire qui, en ajoutant une contrainte à la factorisation, accélère sa vitesse de convergence.
Cette accélération est visible dans la figure 8.2, extraite de [51] où nous montrons l’évolution
du RMSE en fonction des itérations. Pour la réalisation de cette figure, nous avons appliqué
les méthodes IN-Cal et SpIN-Cal sur 25 jeux de données simulés, non bruités, comportant
90% de données manquantes et 30% de rendez-vous. La courbe et l’enveloppe rouge corres-
pondent aux performances obtenues avec IN-Cal, tandis que celles en bleu correspondent à
SpIN-Cal. Il est aussi intéressant de remarquer que SpIN-Cal produit également de meilleures
performances qu’ACIN-Cal – dont les résultats sont présentés dans la figure 6.8 – dans le cas
où 95% des données sont manquantes dans X. Ce gain de performance est du au fait que
l’approximation parcimonieuse permet de lier l’ensemble des capteurs les uns aux autres et
mène donc à un étalonnage cohérent de l’ensemble du réseau, ce que ne permet pas de faire
notre approche normalisée ACIN-Cal.

Influence des rendez-vous
Ici encore les performances obtenues par IN-Cal sont identiques à celles présentées dans la

figure 6.9. Nous notons en particulier que IN-Cal donne de bon résultats en médiane et en
enveloppe pour les proportions de rendez-vous avec des capteurs étalonnés supérieures à 20%.
Cependant, les performances sont fortement dégradées dès lors que ρRV ≤ 20%. L’introduction
du dictionnaire permet de lier l’ensemble des capteurs du réseau grâce à ses atomes, ce qui
permet de créer artificiellement les rendez-vous manquants entre les capteurs mobiles et les
références, ce qui stabilise les performances de la méthode quelque soit la proportion de
rendez-vous. Les performances obtenues avec SpIN-Cal sont donc totalement indépendantes
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Figure 8.3 – Scènes reconstruites après étalonnage par les méthodes (a) IN-Cal et (b)
SpIN-Cal, à partir d’une matrice de données X avec 95% de données manquantes.

de la proportion de rendez-vous et le RMSE médian obtenu est ici toujours situé en dessous
de 1.e− 12. Ceci démontre en particulier que le dictionnaire autorise l’utilisation d’un pas de
discrétisation plus fin pour la méthode SpIN-Cal par rapport à IN-Cal.

Influence du bruit
Nous nous intéressons ici à l’impact du bruit de mesure sur les performances de l’approche

SpIN-Cal. Comme nous pouvons le voir sur la figure 8.1c, le comportement des méthodes
IN-Cal et SpIN-Cal est relativement similaire puisque les deux approches montrent un RMSE
médian qui évolue linéairement avec l’augmentation du SNR d’entrée. Dans les cas peu brui-
tés – jusqu’à environ 50 dB – SpIN-Cal produit des performances légèrement meilleures que
l’approche IN-Cal. Cependant, dans les cas très bruités, l’approche avec dictionnaire peut
fournir des résultats moins bons qu’avec IN-Cal. Ceci est du au fait que dans certaines simu-
lations très bruitées, les atomes sélectionnés lors pour la régularisation ne correspondent pas
aux atomes théoriques permettant de reconstruire au mieux le phénomène physique, ce qui
entraine de médiocres performances d’étalonnage.

Au travers des trois séries de tests présentées ci-dessus, nous avons montré que l’apport
d’une régularisation spatiale – ici grâce à un dictionnaire – permet de guider l’étalonnage
et d’atteindre des performances assez remarquables même dans des configuration extrême
comportant peu ou pas de rendez-vous entre les capteurs mobiles et les données de référence,
et beaucoup de données manquantes. Dans la sous-section suivante, nous proposons d’étu-
dier le comportement global de l’approche SpIN-Cal ainsi que l’influence du paramètre de
régularisation λ qui n’a pas été considéré jusqu’à présent.

Un exemple de cartographie
Comme évoqué dans le chapitre 7, un bon déroulement des méthodes d’étalonnage par fac-

torisation matricielles présentées dans ce manuscrit produit une bonne estimation des matrices
G et F . Or, la seconde colonne de G contient une estimation du phénomène physique partiel-
lement observé par les capteurs et permet donc de reconstruire partiellement une première
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Figure 8.4 – RMSE obtenu sur la seconde colonne de la matrice G par les méthodes (a)
IN-Cal et (b) SpIN-Cal, calculés par rapport à la proportion de rendez-vous, en rouge sur
l’ensemble de la colonne de G et en bleue sur les éléments de G pour lesquels une mesure est
disponible.

cartographie du champ physique. Les méthodes développées dans la première partie de ce
manuscrit – dont IN-Cal – ne permettent pas d’interpoler les valeurs du champ physique aux
emplacements qui n’ont pas été visités par des capteurs : la cartographie produite reste donc
"à trous". Dans le cas de l’approche SpIN-Cal en revanche, la décomposition du phénomène
physique via le dictionnaire permet bien de reconstruire l’ensemble du champ physique.

Ces différences de reconstruction sont mises en évidence dans les figures 8.3a et 8.3b,
dans lesquelles sont présentées les scènes reconstruites avec les méthodes IN-Cal et SpIN-Cal,
respectivement. Ces scènes sont obtenues après application des approches d’étalonnage sur la
matrice simulée X comportant 95% de données manquantes. Sur ces figures, nous pouvons
voir que la reconstruction produite par la méthode IN-Cal est de très mauvaise qualité car (i)
il n’y a pas assez de rendez-vous pour assurer un étlonnage du réseau de capteurs et (ii) des
données manquantes ne sont pas reconstruites. Avec SpIN-Cal en revanche, la reconstruction
de la scène est bien plus précise et ne compte plus de cellules vides.

Une autre façon de mettre en évidence cette différence de performances consiste à suivre
l’évolution du RMSE sur la deuxième colonne de la matrice G en fonction de la proportion de
rendez-vous. Dans les figures 8.4a et 8.4b, nous montrons les RMSE obtenus avec IN-Cal et
SpIN-Cal respectivement. Dans ces figures, la courbe rouge représente le RMSE médian calculé
sur la seconde colonne de G complète, tandis que la courbe bleue représente le RMSE médian
calculé sur la seconde colonne de G en ne considérant pas les cellules vides, pour lesquels
aucune mesure n’est disponible dans X. Nous remarquons que les deux RMSE sont similaires
(et bas) pour l’approche SpIN-Cal alors que la méthode IN-Cal fournit des RMSE beaucoup
plus élevés, non-seulement on tient compte de toutes les données de g2, dont certaines ne
peuvent pas être directement estimées, mais aussi quand on ne tient compte que des données
observées dans X.
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Figure 8.5 – Performances globales de SpIN-Cal pour différentes valeurs du paramètre de
régularisation : (a) λ = 0.01, (b) λ = 1, (c) λ = 10, (d) λ = 100.

8.1.2 Performances globales de SpIN-Cal et influence du paramètre de
régularisation

Nous nous plaçons ici dans le cas d’une matrice de données X construite comme précé-
demment, sans bruit et dans laquelle nous controlons la proportion de données manquantes
ρDM qui varie de 10 à 95%, ainsi que la proportion de rendez-vous ρRV qui varie de 0 à 100%.
Pour chaque couple de paramètres (ρDM,ρRV), nous effectuons 40 simulations sur lesquelles
nous appliquons SpIN-Cal afin de procéder à l’étalonnage. Les figures 8.5a, 8.5b, 8.5c et 8.5d
montrent les performances obtenues par SpIN-Cal après 5.e5 itérations, avec un paramètre
λ respectivement égal à 0.01, 1, 10 et 100 respectivement. Ces figures mettent en évidence
la proportion de simulation ayant atteint un RMSE final inférieur à 1.e − 8. Comme pour
la figure 6.6, un "pixel" rouge signifie que 100% des simulations ont atteint le seuil fixé – ici
1.e− 8 – tandis qu’un pixel bleu signifie qu’aucune simulation n’a atteint ce seuil.

Nous constatons immédiatement que lorsque le paramètre de régularisation λ est choisi
trop petit – λ = 0.01 – alors la méthode SpIN-Cal ne profite pas de la régularisation apportée
par le dictionnaire, et les performances obtenues sont identiques à celles présentées dans la
figure 6.6b pour la méthode IN-Cal.

Dans le cas la figure 8.5b où le paramètre λ est fixé à 1, nous constatons une nette amé-
lioration des performances dans toutes les situations extrêmes, c.-à-d. lorsqu’il y a beaucoup
de données manquantes et/ou très peu de rendez-vous. Seuls quelques simulations dans le cas
où la proportion de rendez-vous est nulle et où peu de données sont manquantes n’atteignent
pas le seul de RMSE fixé. Ceci est principalement du au fait que lorsqu’il y a peu de données
manquantes et peu de rendez-vous, la convergence de la méthode d’étalonnage est lente, et le
paramètre λ = 1 n’est pas encore suffisant pour profiter pleinement de l’accélération produite
par la régularisation.

Dans cette série de tests, les meilleures performances sont atteintes lorsque λ = 10, comme
présenté dans la figure 8.5c. Avec ce choix de paramètre, la méthode profite à la fois de
l’accélération amenée par la régularisation, mais également de la connexion des mesures grâce
au dictionnaire. Dans ce cas, toutes les simulations réalisées ont atteint le seuil de 1.e− 8.

114



Enfin comme nous pouvons le voir sur la figure 8.5d, lorsque λ = 100, le poids est trop
fort et une confiance trop importante est accordée à l’approximation parcimonieuse. Ce poids
limite les performances dans les cas où l’approximation est mal estimée lors des premières
itérations.

Dans cette section, nous avons montré l’intérêt de l’ajout d’une régularisation spatiale –
ici en utilisant un dictionnaire – dans les méthodes d’étalonnage développées précédemment.
En effet, cette régularisation permet de lier l’ensemble des capteurs les uns aux autres mais
également aux mesures de référence, rendant les méthodes présentées précédemment totale-
ment indépendantes de la proportion de données manquantes ainsi que de la proportion de
rendez-vous. Cependant, nous nous somme placés jusqu’à présent dans un cas idéal où les
mesures effectuées par les capteurs étaient en rendez-vous exacts, et où le dictionnaire était
parfaitement construit de façon à obtenir une reconstruction parfaite du champ physique
observé. Ces deux hypothèses de rendez-vous et de reconstruction exacte ne sont pas tou-
jours vérifiées en pratique, et des erreurs d’estimation ou de rendez-vous peuvent perturber
l’étalonnage.

Dans la section suivante, nous proposons d’évaluer les performances des approches PolIN-Cal
et KIN-Cal présentées dans le chapitre précédent. En particulier, contrairement à SpIN-Cal,
ces dernières approches ne demandent pas de discrétisation du phénomène physique observé
et ne sont donc a priori pas sensibles aux erreurs de rendez-vous.

8.2 Comparaison des approches régularisées sur un nouveau
jeu de données

Dans cette section, nous proposons de comparer les performances des approches IN-Cal,
SpIN-Cal, PolIN-Cal et KIN-Cal sur un jeu de données plus "réaliste" dans lequel le phé-
nomène physique n’est plus discrétisé a priori. En effet, nous considérons le cas où nous
obtenons des mesures géo-localisées et où le pas ∆d n’est pas fourni mais doit être estimé.
De fait, les approches PolIN-Cal et KIN-Cal ne sont pas affectées par l’absence de cette in-
formation puisque ces approches utilisent la position exacte des mesures dans le processus
d’approximation/interpolation des données. Au contraire, l’approche IN-Cal – et dans une
moindre mesure SpIN-Cal – nécessite de fournir un pas de discretisation spatiale adéquat :
en effet, si ce pas est trop grand, l’écart possible entre deux mesures dans une même cellule
sera trop élevé et perturbera l’étalonnage. Au contraire, si ce pas est trop petit, le risque que
des capteurs ne puissent pas être en rendez-vous n’est pas négligeable.

8.2.1 Simulations des données

Comme expliqué dans la section 7.3, sans discrétisation, la matrice de données X est
construite de sorte que chaque ligne corresponde à une position p à laquelle au moins un
capteur a effectué une mesure. Ainsi, en supposant que les capteurs ont fourni des mesures
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Figure 8.6 – Champs physique simulé pour les tests des méthodes PolIN-Cal et KIN-Cal

en m points {p1 . . .pm} de l’espace, alors X = (xij), où

xij =
{
f0,j + f1,j ·Y(pi) si le capteur j a effectué une mesure à la position pi,

0 sinon, (8.1)

avec Y(pi) la valeur du champ physique à la position pi, f0,j l’offset du capteur et f1,j son
gain. Il semble évident qu’en considérant directement les positions des mesures des capteurs
et non plus les cellules de la scène discrétisée, les rendez-vous entre les capteurs deviennent
très rares voir même inexistant et la matrice X est alors très creuse, ne comportant plus
qu’une mesure par ligne. La taille de la matrice X est entièrement définie par le nombre n de
capteurs et le nombre q de mesure totales. Dans les simulations ci-dessous, nous proposons
de fixer le même nombre de mesures mcpt pour chaque capteur, c.-à-d. q = n·mcpt. Afin de
simuler la matrice de données X, nous commençons par simuler un réseau constitué de n = 26
capteurs (25 capteurs mobiles et 1 capteur de référence), comme expliqué dans le chapitre 6,
en tirant aléatoirement 25 gains et 25 offsets autour des paramètres théoriques fournis dans
la documentation du capteur de particules [74]. Les paramètres simulés sont ensuite tronqués
de façon à respecter les spécifications constructeur, puis sont agencés dans une matrice Ftheo.
La matrice Gtheo est construite en juxtaposant une colonne de uns et le vecteur contenant les
valeurs du phénomène physique simulé en q = n·mcpt points de l’espace tirés aléatoirement,
où mcpt = 10, 25, 50 ou 100. Pour simuler le phénomène physique observé, nous avons défini
la fonction

Y(p) = 0.175 + 0.08p1 + 0.05p2 − 0.008p2
1 − 0.005p2

2, (8.2)

simulant un épisode de pollution issu d’une source ponctuelle, comme représenté dans la
figure 8.6, et dont les valeurs se situent entre 0.1 et 0.5 mg/m3, pour satisfaire aux limites
de sensibilité et aux contraintes de linéarité des capteurs de particules simulés. Une fois les
matrices Ftheo et Gtheo simulées, nous créons la matrice de données complète Xtheo par le
produit Gtheo ·Ftheo. Finalement, nous pouvons créer la matrice de données X en enlevant
aléatoirement des mesures dans Xtheo de façon à ce que chaque ligne de X comporte une
donnée et que chaque colonne en compte mcpt. L’étalonnage peut ensuite être réalisé par
PolIN-Cal ou KIN-Cal à partir de la matrice de données X et est présenté dans les sous-
sections ci-dessous. Il est à noter qu’on ne peut pas étudier ici l’influence du taux de valeurs
manquantes ou de la proportion de rendez-vous entre capteurs. Nous ne joueons donc que sur
la densité de mesure – via la valeur de mcpt – pour étudier ces effets. Enfin, nous considérons
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ci-dessous un cas idéal non-bruité.

Pour étudier les performances des méthodes IN-Cal et SpIN-Cal, il faut fournir un pas de
discrétisation pour chaque approche ainsi qu’un dictionnaire. Nous supposons ici que la scène
définie dans la figure 8.6 représente un champ sur une zone de 10 m × 10 m. Pour l’approche
IN-Cal, nous avons testé dans des expériences préliminaires des cellules carrées de côté fixé
respectivement à 0.5, 1 et 2 m. Les résultats obtenus avec le pas de 1 m étaient légèrement
meilleurs et nous pavons donc la scène dans les tests ci-dessous avec des cellules carrés de
cette taille. Par ailleurs, si deux points de mesure sont aux bords de deux cellules voisines
et distinctes, il est possible que leur distance soit inférieure à ∆d et donc qu’ils soient en
rendez-vous (au sens de la définition 2.3) sans l’être au sens de la discrétisation de la scène.
Pour pallier à ce problème, nous proposons un maillage recouvrant dans lequel deux cellules
horizontalement ou verticalement adjacentes sont recouvrantes de 50%.

Pour SpIN-Cal, le dictionnaire est constitué de plusieurs gaussiennes scindées de centres
différents et discrétisées avec un pas 1.e−2 m. La scène simulée, représentée dans la figure 8.6
est alors 2-parcimonieuse suivant le dictionnaire D, constitué de 52 atomes. Il est à noter que
contrairement aux tests précédents, les atomes permettent une approximation parcimonieuse
de la scène qui n’est pas exacte, même en l’absence de bruit. Par ailleurs, deux gaussiennes
de centres voisins founissent des atomes corrélés, ce qui rend plus difficile leur sélection dans
la décomposition parcimonieuse, comme discuté précédemment.

8.2.2 Étude de performances des approches IN-Cal, SpIN-Cal, PolIN-Cal
et KIN-Cal

Nous présentons ici les performances d’étalonnage obtenues avec les approches IN-Cal,
SpIN-Cal, PolIN-Cal et KIN-Cal. Comme expliqué précédemment, la matrice de données X
est entièrement définie par le nombre n de capteurs et le nombre mcpt de mesures par capteur.
Dans les tests suivants, nous proposons donc d’analyser les performances d’étalonnage – c.-à-
d. le RMSE final obtenu après 5.e5 itérations – en sortie des approches PolIN-Cal et KIN-Cal
par rapport au nombre mcpt de mesures par capteur.

Performances de l’approche IN-Cal
La figure 8.7 montre les performances de la méthode IN-Cal avec les paramètres ci-dessus

pour la scène considérée, en fonction du nombre mcompt de points de mesures. Nous remar-
quons que l’étalonnage n’est pas réalisé de manière satisfaisante, avec un RMSE médian
proche de 4 quelque soit la valeur de mcompt. Cela est dû à la discrétisation qui amène un
effet similaire à du bruit de mesure sur les valeurs observées dans chaque cellule.

Performances de l’approche SpIN-Cal
La figure 8.8 présente les performances obtenues avec SpIN-Cal quand le poids λ de la

contrainte de parcimonie de g2 est fixé à 10 ou 100, respectivement. Nous notons de meilleures
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Figure 8.7 – Performances de la méthode IN-Cal en fonction du nombre de mesures par
capteur, avec un pas de discrétisation de la scène fixé à 1.
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Figure 8.8 – Performances de l’approche SpIN-Cal en fonction du nombre de mesures par
capteur (a) λ = 10, (b) λ = 100.

performance qu’avec IN-Cal, mais en deça des tests réalisés précédemment avec des RMSE
médians légèrement au dessus de 1e − 3 lorsque mcpt ≥ 25. Comme discuté ci-dessus, cela
peut être dû au fait que le dictionnaire approche seulement la scène et que ses atomes sont
corrélés. Lorsque le nombre de mesures est faible, c.-à-d. mcpt = 10, l’étalonnage n’est pas
bien réalisé (avec un RMSE médian respectivement proche de 0.3 et 0.8 quand λ = 10 ou
100). Cette chute de performance peut être due au poids trop fort du dictionnaire sur les
premières itérations de la NMF, engendrant une erreur d’étalonnage qui ne se corrige pas au
fur et à mesure des itérations. Ce comportement est aussi visible sur la figure 8.5, comme
discuté dans la section 8.1.2.

Performances de l’approche PolIN-Cal
Dans les figures 8.9a, 8.9b et 8.9c, nous montrons les performances obtenue par la méthode

PolIN-Cal par rapport au nombre de mesures par capteurs que nous faisons varier de 10 à 100,
pour différentes valeurs du paramètre de régularisation λ. Dans la figure 8.9a le paramètre
est fixé à λ = 10, dans la figure 8.9b à 100 et dans la figure 8.9c le paramètre λ évolue en
fonction de nombre de mesures par capteurs avec la formule λ = 10 ·mcpt. Pour chaque
valeur de mcpt, 40 simulations ont été réalisées. Le degré N du polynôme recherché est fixé
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Figure 8.9 – Performances d’étalonnage de la méthode PolIN-Cal en fonction du nombre
de mesures pas capteur et du paramètre de régularisation (a) λ = 10, (b) λ = 100 et (c) λ
adaptatif.

à 3 et est donc surréstimé par rapport à celui du champs simulé. Dans ces figures, la courbe
bleue montre le RMSE médian obtenu en sortie d’étalonnage, sur 40 simulations, tandis que
l’enveloppe délimite les valeurs minimales et maximales obtenues.

Dans la figure 8.9a, les valeurs de RMSE obtenues sont relativement stabilisées – en mé-
diane et en enveloppe – pour mcpt entre 25 et 100. Cependant, ces valeurs sont plutôt élevées
(bien que plus bas qu’IN-Cal sur ces mêmes tests) : le RMSE médian se situe autour de
1.e− 2. Pour mcpt = 10 cependant, le RMSE médian ainsi que le partie basse de l’enveloppe
diminuent, ce qui semble assez peu naturel. En effet, avec la régularisation par régression po-
lynômiale, nous nous attendons ici à ce que les performances s’améliorent avec l’augmentation
du nombre de mesures mcpt. Cette amélioration des performances est probablement dûe au
fait que la pondération de l’approximation polynômiale dans la fonction de coût (7.31) devient
plus importante quand le nombre de points de mesure diminue, ce qui confirme l’expérience
suivante.

Dans la figure 8.9b, nous augmentons la valeur du paramètre de régularisation λ que nous
fixons alors à 100. Les performances obtenues – en comparaison de celle présentées dans la
figure 8.9a – sont largement améliorées pour toutes les valeurs de mcpt testées, ce qui confirme
que les performances limitées obtenues avec λ = 10 étaient dues à une valeur trop faible de ce
paramètre de régularisation, ne permettant pas alors à PolIN-Cal de profiter pleinement de
la régularisation. Toutefois, nous remarquons également que l’amélioration de performance
obtenue avec l’augmentation du paramètre de pondération est nettement plus importante
pour les plus faibles valeurs testées de mcpt. Le RMSE croît avec la valeur de mcpt, laissant
penser que le paramètre de régularisation λ devrait être sélectionné en fonction du nombre
de mesures par capteurs.

Finalement, dans la figure 8.9c, nous adaptons la valeur du paramètre λ en fonction demcpt
avec la formule λ = 10 ·mcpt. Nous constatons alors une nette amélioration des performances
pour toutes les valeurs de mcpt, même les plus élevées. Dans cette figure, les valeurs médianes
de RMSE sont toutes autour de 1.e− 12. La partie haute est également diminuée et passe de
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Figure 8.10 – Comparaison des performances d’étalonnage des méthode IN-Cal (courbe
pointillée) et KIN-Cal (courbe pleine), en fonction du nombre de mesures pas capteur.

1.e-1 pour toutes les valeurs de mcpt dans la figure 8.9a, à environ 1.e− 3 dans la figure 8.9c.

Performances de l’approche KIN-Cal
Dans la figure 8.10, nous montrons les performances obtenues avec la méthode KIN-Cal (en

bleu). Le RMSE médian obtenu en sortie de l’étalonnage diminue avec le nombre de mesures
par capteurs. Cependant, les performances sont assez mauvaises, avec un RMSE médian
autour 5 lorsque mcpt = 10 et baissant à environ 0.5 lorsque 100 mesures par capteurs sont
disponibles. Ce résultat, qui peut sembler décevant par rapport aux performances obtenues
avec PolIN-Cal ou SpIN-Cal, est probablement du au fait que l’approche KIN-cal n’effectue
le krigeage qu’une seule fois sur chaque colonne de X :

— la qualité d’estimation des données manquantes dans chaque colonne de X dépend du
nombre et de la répartition des échantillons de la scène à reconstruire. Ainsi, plus il y
a de points de mesures et meilleure est l’estimation du champ physique.

— contrairement aux approches PolIN-Cal et SpIN-Cal, la méthode KIN-Cal n’améliore
pas la qualité du krigeage au fur et à mesure des itérations de la NMF informée.

Cependant, bien que les performances de KIN-Cal semblent beaucoup moins intéressantes que
celles obtenues avec PolIN-Cal ou SpIN-Cal par exemple, il est important de rappeler que,
comme évoqué dans le chapitre précédent, KIN-Cal est l’approche d’étalonnage régularisée la
moins supervisée qui ait été développée dans ce manuscrit. De ce fait, cette approche devrait
être plus facilement s’adapter aux différentes concentrations de particules fines sur une zone
d’étude en pratique que les autres approches regularisées, qui nécessitent de trouver la bonne
fonction de régression polynômiale ou le bon dictionnaire.

8.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les performances des extensions régularisées de la mé-
thode IN-Cal que nous avons proposées dans le chapitre précédent. Ces approches, en ajoutant
une régularisation spatiale au problème d’étalonnage, permettent de s’affranchir des rendez-
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vous exacts entre les capteurs qui limitaient les performances et les possibilité d’application
des approches d’étalonnage développées dans la pertie précédente de ce manuscrit.

Les méthodes SpIN-Cal et PolIN-Cal ont montré des performances très intéressantes en at-
teignant des valeurs de RMSE particulièrement basse en fin d’étalonnage. Cependant, les tests
réalisés ont également mis en évidence que l’une des principales difficultés de ces méthodes
réside dans la sélection des paramètres de régularisation, qui, loin d’être triviale, devrait
également être optimisée.

L’approche KIN-Cal présente des performances plus faibles qui pouvaient être attendues
et qui ne remettent pas en cause l’intérêt de cette approche. Rappelons que dans les tests
présentés précédemment, le phénomène physique simulé pouvait être parfaitement reconstruit
par régression polynômiale, ce qui n’est pas toujours le cas en pratique lorsque le champs
physique est moins régulier et comporte des phénomènes plus localisés.
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Chapitre 9

Conclusion générale

9.1 Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés au problème d’étalonnage d’un réseau de
capteurs mobiles dans le cadre d’un projet de surveillance de la qualité de l’air par mesure
citoyenne, dans le cadre du projet OSCAR. Nous avons commencé par reformuler le problème
d’étalonnage d’un réseau de capteurs mobiles sous la forme d’un problème de factorisation
matricielle à données manquantes dans lequel une matrice de donnéesX contenant les mesures
des capteurs mobiles est factorisée suivant un produit G·F , où les facteurs contiennent res-
pectivement le modèle d’étalonnage fonction du phénomène physique observé et les paramètres
d’étalonnage de chaque capteur. La réécriture du problème proposée tient compte de diverses
hypothèses classiques en étalonnage de capteurs mobiles et a permi d’ouvrir le problème d’éta-
lonnage de capteurs à la littérature très riche des méthodes de factorisation matricielle. Dans
le cas de capteurs à réponse affine, le problème d’étalonnage prend la forme d’un problème
informé de factorisation en matrices non-négatives, tandis que pour des capteurs à réponse
non-linéaire il s’agit d’un problème informé de factorisation en matrices semi-non-négatives.

La formulation proposée dans ce manuscrit, fait principalement intervenir la paramétrisa-
tion développée dans [123] pour informer la factorisation. Cette dernière est employée ici afin
de tenir compte dans la factorisation de mesures issues de capteurs de référence, idéalement
fournies par une AASQA, comme par exemple ATMO dans le cadre du projet OSCAR.

Nous avons dans un premier temps proposé deux méthodes d’étalonnage pour des capteurs
à réponse affine, l’une à base de complétion de matrice – méthode NMF/C-Cal – l’autre
utilisant des mises à jour multiplicatives spécifiques – méthode IN-Cal. Les algorithmes de
ces deux approches sont résumés aux pages 50 et 52, respectivement. En comparaison aux
approches de la littérature en étalonnage de capteurs mobiles, les deux méthodes proposées
permettent de tenir compte de l’ensemble des connexions entre les capteurs du réseau et se
sont montrées moins sensibles à l’échantillonnage irrégulier des données du au mouvement
des capteurs.

À la suite de ces premiers développements, nous avons proposé d’inclure les informations
provenant de la documentation constructeur au problème de factorisation, de façon à per-
mettre sa résolution dans le cas où certaines hypothèses necessaires à l’étalonnage ne seraient
pas vérifiées. En particulier, l’introduction de cette régularisation permet de conserver de
bonnes performances d’étalonnage dans le cas où aucune donnée de référence ne serait dis-
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ponible. La méthode de résolution du problème de NMF régularisé – méthode ACIN-Cal –
consiste alors en des mises à jour multiplicatives particulières. L’algorithme de cette approche
est présenté à la page 56 de ce manuscrit.

Nous avons par la suite étendu ces premières approches à l’étalonnage de capteurs à ré-
ponse non-linéaire. Dans ce nouveau modèle, la non-linéarité de la fonction d’étalonnage se
traduit dans la factorisation par l’ajout d’une contrainte de structure sur l’une des matrices
facteur, qui doit alors prendre la forme d’une matrice de Vandermonde, ainsi que par une
possible négativité de certains paramètres. L’extension des approches proposées précédem-
ment à ce type de capteurs donne trois nouvelles méthodes, l’une à base de complétion de
matrice et régression, une autre – SC-ISN-Cal – à base de factorisation matricielle avec mises
à jour par déscentes de gradient, et une dernière – ASC-ISN-Cal – tenant compte des données
constructeur des capteurs.

En seconde partie de cette thèse, nous avons proposé de régulariser les approches précé-
dentes en ajoutant au problème de factorisation une contrainte d’approximation du phéno-
mène physique reconstruit par un modèle. Cette nouvelle contrainte permet principalement de
rendre les approches proposées moins sensibles à l’échantillonnage irrégulier des mesures des
capteurs, en connectant toutes les données entre elles via un dictionnaire – méthode SpIN-Cal
– un modèle polynômial – méthode PolIN-Cal – ou via une estimation du phénomène observé
par krigeage – méthode KIN-Cal. Les approches SpIN-Cal et PolIN-Cal ont montré de très
bonnes performances sur des jeux de données simulés. Cependant, elles nécessitent en pra-
tique de pouvoir effectuer un apprentissage de dictionnaire – pour SpIN-Cal – ou d’avoir une
connaissance a priori des paramètres de calage du modèle physique – degré de polynôme dans
le cas d’PolIN-Cal. A contrario, avec KIN-Cal, l’approximation régularisante est estimée di-
rectement à partir des données et ne demande pas d’ajout de connaissances particulières. Les
performances obtenues sur données simulées sont moins impressionnantes que celles atteintes
avec nos autres méthodes. Cependant, en application sur données réelles, cette dernière mé-
thode plus souple doit pouvoir s’adapter plus facilement à n’importe quel jeu de données,
sans nécessiter de réglages particuliers, contrairement aux autres approches.

9.2 Perspectives

Le travail présenté dans ce manuscrit ouvre de nombreuses perspectives parmi lesquelles :

Application des approches proposées sur des données réelles : Dans le cadre du
projet OSCAR, le développement du boîtier de mesure citoyenne a connu des phases de retard.
Cependant, les premières campagnes de fabrication ont eu lieu fin 2017. Il reste à finaliser
l’application APISENSE® pour cette expérience, afin de faire remonter des données et tester
nos approches.
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Régularisation spatiale parcimonieuse de données continues : Les méthodes régu-
larisées par un a priori spatial qui ont proposées dans cette thèse, notamment SpIN-Cal et
PolIN-Cal, ont montré de bonnes performances sur l’ensemble des tests. Cependant, elles né-
cessitent le rêglage d’un pas de discrétisation et d’un dictionnaire pour la première, et un degré
de polynôme pour la seconde. Une idée intéressante pourrait consister à mixer les deux ap-
proches, en fournissant à l’utilisateur un dictionnaire de fonctions paramétriques (polynômes,
splines, bases radiales) qui seraient optimisées pour coller aux données, sous contrainte de
parcimonie du nombre de fonctions utilisées.

L’accélération des méthode proposées : Les méthodes de factorisation utilisées dans
cette thèse pour la mise en place des approches d’étalonnage ne sont pour l’instant pas des
plus optimales en terme de temps de calcul et un travail reste à faire pour les accélérer et les
rendre applicables en pratique, sur de grand jeux de données. Pendant la thèse, nous avons
développé une variante de la méthode de factorisation matricielle avec gradient de Nesterov
au cas d’une matrice à factoriser comportant des données manquantes. Cette approche – qui
est présenté en détails dans l’arcticle [52] joint dans l’annexe C – est l’une des méthodes
envisagées pour accélérer les approches d’étalonnage proposées dans ce travail.

La prise en compte de l’évolution temporelle du phénomène physique : Dans cette
thèse, tous les tests et développements ont été réalisés en considérant une unique scène S.
Si l’extension au cas multi-scènes par concaténation des matrices de données est immédiate,
il peut être intéressant de considérer l’intégration des données au court du temps d’une fa-
çon qui permettrait de tenir compte de l’évolution temporelle du phénomène physique. Une
approche envisagée est la remise en forme du problème d’étalonnage non plus comme un
problème de factorisation matricielle, mais comme un problème de factorisation tensorielle
où la dimension supplémentaire introduite par l’écriture des données sous forme de tenseur
correspondrait alors au temps. Une alternative consisterait à traiter le problème sous forme
de co-factorisation.

L’extension à des modèles de réponse plus complexe : Nous avons considéré ici le
cas de capteurs à réponse affine ou non-linéaire, qui correspondent à la plupart des réponses
de compteurs de particules du commerce. Cependant, d’autres capteurs – comme les capteurs
de gaz – font intervenir des modèles d’étalonnage plus complexes, et tiennent par exemple
compte d’intéractions entre différents phénomènes physiques (température, humidité, etc).

Optimisation de l’observatoire : Comme expliqué précédemment, lemobile crowdsensing
classique fait appel aux (capteurs connectés ou issues de) smartphones des utilisateurs. Ceux-
ci utilisant une batterie, il est important de limiter au maximum la consommation énergétique
des applications demobile crowdsensing, au risque de perdre des utilisateurs volontaires sinon.
Comme expliqué dans l’introduction de la section 7.1.3, les modèles physiques ont souvent
été couplés à des stratégies d’optimisation de l’observatoire [15, 174, 176]. Il pourrait être
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intéressant de coupler de telles stratégies aux approches présentées dans cette thèse, de façon
à (i) étalonner de manière fine le réseau, (ii) obtenir une cartographie fine du champ observé
et (iii) minimiser la consommation énergétique.
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Annexe A

Méthode robuste d’étalonnage de
capteurs fixes

Dans les tous premiers travaux réalisés dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes
d’abord intéressés aux méthodes d’étalonnages existantes à base de projection en sous-espace
[5, 128], dans le but d’étendre ces approches destinées à des réseaux de capteurs fixes à des
réseaux de capteurs mobiles. Nous sommes rapidement arrivés à la conclusion que de telles
méthodes, sans ajout de contraintes ou connaissances supplémentaires n’étaient pas envisa-
geables pour L’application considérée : en effet, les approches [5, 128] ont d’abord besoin d’une
phase d’apprentissage du phénomène physique, pendant laquelle les capteurs sont étalonnés.
Or, dans le cadre du projet OSCAR, cette phase n’était pas envisageable. Toutefois, nous
avons proposé un pré-traitement à base d’ACP robuste permettant de filtrer les valeurs aber-
rantes parmi les données des capteurs et ainsi de limiter leur très fort impact sur les résultats
d’étalonnage. Nous avons montré dans [55] que ce pré-traitement est particulièrement bien
adapté à une utilisation en amont de l’utilisation de méthode d’étalonnage de la littérature
telles que [5, 128], puisque celui-ci peut s’appliquer directement sur les matrices de données
utilisées par ces méthodes, sans l’ajout d’hypothèses supplémentaires. Ces premiers travaux,
qui n’ont pas été évoqués dans ce manuscrit, sont présentés ci-après.
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Abstract—In this paper, we aim to blindly calibrate the re-
sponses of a sensor network whose outputs are possibly corrupted
by outliers. In particular, we extend some well-known nullspace-
based blind calibration approaches, proposed for fixed sensors
with affine responses—i.e., with unknown gain and offset for each
sensor—to that difficult case. These state-of-the-art approaches
assume that the true data lie in a known lower dimensional
subspace, so that in practice sensors can be calibrated by
projection of the uncalibrated observations to this subspace. A
robust extension was recently proposed in order to provide less
sensitivity to noise. In this paper, we show that such methods
(including the robust extensions) are very sensitive to outliers and
we propose new extensions able to deal with such issues. For that
purpose, we assume the outliers to be rare events, which can be
modeled as a sparse contribution to the low-rank observed data.
Using such an assumption, we separate sparse outliers from the
low-rank data, so that we can perform calibration. We show that
the proposed approach is able to handle up to 10% of outliers in
the data without major impact on the calibration accuracy while
state-of-the-art methods are already sensitive to the presence of
one unique outlier.

I. INTRODUCTION

While being increasingly cheap, sensors are now part of
our daily lives. Indeed, deployed in large-scale networks, they
provide massive quantities of data and allow many applications
for, e.g., smart cities [1], agriculture [2], or environment
monitoring [3]. In such scenarios, the high number of mea-
surements provided by the numerous sensors compensate the
poor sensitivity and quality of an individual sensor (which is
due to the fact that such sensors are low-cost) [4].

However, an inherent problem to any sensor network is the
sensor calibration step which is necessary to get interpretable
and consistent data. Calibration usually consists of estimating
the unknown parameters that link the sensors outputs to the
corresponding physical inputs. Traditionally, calibration can
be performed in a laboratory by determining the calibration
parameters to fit a known and controlled input to which sensors
are exposed to. However, when the sensors are too numerous
or inaccessible, calibrating them in laboratory is no longer
possible and specific signal processing methods have been
proposed to remotely calibrate the sensors of the network from
the collected measurements.

In the current literature, these calibration approaches can be
classified into two main families, namely micro- and macro-
calibration [5]. Micro-calibration consists of calibrating one
single sensor of a network at a time while macro-calibration

operates on the whole set of sensors. Depending whether or not
the sensors are mobile in the network, different assumptions
have been proposed to solve such problem. When the sensors
are mobile, they can be in rendezvous, i.e., they are in the
same spatio-temporal neighborhood, thus sensing the same
phenomenon [6]. Such an assumption was recently used1 in
both micro- [8], [9], [10] and macro-calibration2 [12], [13],
[14]. However, in the case of fixed sensors, other assumptions
are needed. For fixed sensors, state-of-the-art calibration ap-
proaches assume to known the low-rank subspace where the
sensed phenomenon lies [15], [16] or consider a compressed
sensing framework [17], [18]. Other approaches use statistical
properties3 of the sensed phenomenon to derive estimates of
the calibration parameters [19].

Another issue with sensor networks may happen if the
sensors are faulty. In such a case, the readings result in outliers
which must be taken into account [20]. In this paper, we
investigate the influence of outliers on blind calibration. In
particular, we focus on the subspace-based approach [15] and
its robust extension [16]. We show that these methods are
very sensitive to the presence of even a unique outlier and we
propose an outlier-robust extension, which assumes that the
number of outliers is low with respect to the mass of generated
data, i.e., the outliers can be modeled as a sparse contribution
in the observed low-rank data.

The remainder of the paper reads as follows. We introduce
the sensor calibration problem in Section II. In Section III,
we briefly recall the principles of state-of-the-art methods
[15] and we show how sensitive to outliers these methods
are. In Section IV, we propose a novel outlier-robust calibra-
tion method which combines a preprocessing stage—which
finds and removes outliers from the sensor readings—to the
nullspace-based strategies. In Section V, we experimentally
show the enhancement provided by our proposed method. In
particular, the preprocessing stage is shown to be able to filter
up to 10% of outliers in the data. Lastly, we conclude and
discuss the possible extension of the work in Section VI.

For the sake of readability, the notations used in this paper
are defined in Table I.

1Some approaches, e.g., [7], do not use the rendezvous assumption.
2Please note that in that case, macro-calibration has similarities with low-

rank matrix completion [11].
3Moment-based calibration methods were also proposed for mobile sensor

networks, e.g., in [7].



TABLE I
NOTATIONS USED IN THIS PAPER.

Symbol Definition
a a scalar
a a column vector
A a matrix
A a diagonal matrix

variables x, x, or X the sensed physical phenomenon
variables y, y, or Y the outlier-free contributions of the sensor readings
variables z, z, or Z the sensor readings

P(.) the projection operator on the nullspace of x(t)

II. PROBLEM STATEMENT

In this paper, we assume to observe the sensed signals
z(t) ∈ Rn provided by a synchronized network composed
of n fixed sensors. Moreover, we also assume that the sensors
are possibly defecting. Sensor faults might be due to, e.g.,
communication errors between sensors, signal subsampling
due to desynchronization (assuming that missing samples are
set to zero), sparse or continuous spurious sensor readings
(see Fig. 1). In that case, the corrupted sensor readings z(t),
observed at time t read

z(t) = y(t) + o(t), (1)

where y(t) and o(t) are the vectors of outlier-free sensor
readings and outliers, respectively. In this paper, we assume
the outliers to be sparse, i.e., most values in o(t) are null.

If one consider that sensor readings are outlier-free, i.e.,
o(t) = 0 for any time t, then one can directly observe y(t).
If we assume that the calibration functions for each sensor of
the network to be affine, then the true input phenomenon—
denoted xi(t)—reads

xi(t) = yi(t) · αi + βi, (2)

where yi(t) is the signal observed by the i-th sensor at
time t, and αi and βi are the unknown sensor gain and
offset associated with the sensor i, respectively. Then, by
defining x(t) ∈ Rn as the column vector containing the input
phenomenon observed by the n sensors and Y(t) the diagonal
matrix of y(t), one can write

x(t) = Y(t) · α+ β, (3)

where α and β are the vectors containing the sensor gains
and offsets, respectively. Calibrating the sensor network then
consists of estimating α and β.

For that purpose, we briefly recall the assumptions made
in [15], upon which we build our proposed method. We first
assume that the sensor network is oversampling the observed
signal, i.e., x(t) lies in a low dimensional subspace S which
is assumed to be spanned by a set of r basis vectors, where
r � n is the rank of S . These basis vectors are assumed to
be known. Such an assumption might look strong. However, it
arises in several situations, e.g., for bandlimited signals with
sensor distances lower than required by the Shannon-Nyquist
sampling rate [15]. It is also valid in a machine learning
framework—where the sensors are calibrated in their early
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Fig. 1. Examples of sensor faults: (top) outlier-free sensor reading, (middle)
presence of 2 local sensor faults (e.g., constant or bottom-noise fault) , and
(bottom) fault due to defective sensor or communication lost.

life—so that S can be learned from early sensor readings.
Then, while sensors are aging, their responses drift with time,
i.e., their calibration parameters vary. This implies that at a
given time t, the sensor readings follow the calibration model
(3). Besides, as S is known, one can compute P , the linear
projection on its orthogonal subspace. The key idea used in
[15] (and in its robust extension [16]) consists of noticing that
x (t) is in the nullspace of P , i.e.,

P(x(t)) = P(Y(t) · α+ β) = 0. (4)

In practice, we assume to collect synchronized snapshots
y(t1), y(t2), . . . , y(tk) from the sensor network, where tj
denotes the time of the j-th snapshot. In order to perform
calibration, the number k of snapshots satisfies [15]

k ≥
⌈
n− 1

n− r

⌉
+ 1. (5)

Defining Yj , Y(tj) , the nullspace blind calibration problem
thus aims to solve

{α̂, β̂} = argmin
α,β

∣∣P
(
Yj · α+ β

)∣∣ , ∀j ∈ [[1, k]] . (6)

In the next sections, we briefly introduce the principles
of the nullspace-based calibration methods [15], [16]. We
then show that they are very sensitive to the presence of
outliers in the observed signals—i.e., when o(t) 6= 0—and we
propose a novel nullspace calibration method which introduces
a preprocessing stage to remove outliers.

III. NULLSPACE-BASED SENSOR CALIBRATION

We now briefly recall the principles of the nullspace-based
calibration methods. As P is linear and defining

Ȳ , 1

k

k∑

j=1

Yj , (7)



the centered version of Eq. (4) reads

P
((

Yj − Ȳ
)
· α
)
= 0, ∀j ∈ [[1, k]] , (8)

which yields

P
(
Yj − Ȳ

)
· α = 0, ∀j ∈ [[1, k]] . (9)

The authors in [15] then defined a matrix C by stacking the
projection in each snapshot, i.e.,

C ,



P
(
Y1 − Ȳ

)
...

P
(
Yk − Ȳ

)


 . (10)

Combining Eqs. (9) and (10) implies that the unknown gain
vector α is solution of

α̂ = argmin
α
||C · α||2 , (11)

which can be solved using ordinary Least Square (LS) or
SVD—noticing that the last eigenvector is proportional to α—
as proposed in [15]. However, the solutions of Eq. (11) are
not unique: indeed, if α is a solution to Eq. (11), then λ · α
is also a solution. The authors in [15], [16] removed the scale
ambiguity by setting the first element4 of α to 1.

The authors in [16] then proposed an extension of [15]
which uses Total Least Square (TLS) to solve Eq. (11). TLS
mainly consists of a weighted SVD where the weights allow
to take into account the accuracy of each sensor.

Once the gain vector is estimated, the authors in [15]
estimate the offsets5, assuming the observed phenomenon is
zero-mean (or at least its average value is known). In that case,
one easily derive

β = −Ȳ · α. (12)

Finally, the calibration process is summarized in Algo-
rithm 1 and provides an interesting performance while remain-
ing easy to implement. However, the projection step makes

Algorithm 1 Nullspace-based calibration methods [15], [16].

Center the measurement matrices Yj (see Eq. (9)) ;
Construct C (see Eq. (10)) ;
Estimate α from Eq. (11) using LS, SVD or TLS ;
Estimate β (see Eq. (12)).

the method very sensitive to outliers. Indeed, in a realistic
framework, the measurements provided by the sensor network
can be corrupted by outliers, as explained in Section II.
The outlier-free vectors y(tj) are thus inaccessible and one
must deal with corrupted sensor readings z(tj) instead. If

4Please note that other strategies—e.g., assuming to know the sum of the
values of the unknown calibration parameters [18]—have been proposed in the
literature and can be also applied with these methods instead. In the remainder
of the paper, we follow the same strategy as in [15], [16].

5An approach for estimating β when n � m offsets are known was also
proposed in [15].

one directly applies the above nullspace-based calibration
techniques on z(tj), then

P
(
Zj · α+ β

)
= P

(
(Yj + Oj) · α+ β

)
, (13)

= P
(
Yj · α+ β

)
+ P (Oj · α) , (14)

where Zj , diag (z(tj)) and Oj , diag (o(tj)). It turns out
that the estimation of α is perturbated by Oj , which also
implies a poor estimation accuracy of β. Please note that
the TLS method should be robust to outliers if the latter are
present in very few sensors. Indeed, by lowering the weights
associated to the relevant sensors, it should be still possible
to perform accurate calibration on the outlier-free sensors.
However, TLS should provide a very limited enhancement (or
even no enhancement at all) if the outliers are distributed over
all the sensors readings, which is more likely to happen in
practice.

It should be noticed that the above methods were also
extended to a partially blind calibration problem in [15], [16].
In that case, some sensor calibration parameters are assumed
to be known, thus improving the calibration performance.
However, even these methods are sensitive to outliers as they
are also based on nullspace projection.

As a consequence, a novel approach able to handle outliers
must be proposed, which we introduce in the next section.

IV. PROPOSED OUTLIER-ROBUST CALIBRATION METHOD

The outliers that may corrupt the data can be seen as
sparse noisy data. In sensor networks, it usually corresponds
to spurious readings or transmission faults.

At this stage, it should be noticed that Zj ·α+β in Eq. (13)
can also be expressed as

Zj · α+ β = A · z(tj) + B, (15)

where A , diag (α) and B , diag
(
β
)
, respectively. We now

define the matrix Z , [z(t1), . . . , z(tk)], i.e., whose (i, j)-th
element reads

(Z)ij , zi(tj). (16)

From Eq. (1) and Eq. (16), we can derive

Z = Y +O, (17)

where Y and O contain the entries of y(tj) and o(tj),
respectively.

Using the same formalism as in Eq. (15), Eq. (3) provides

X = A · Y + B, (18)

where X , [x(t1), . . . , x(tk)]. Since x(t) lies in a low
dimensional subspace S defined by r � min(n, k) basis
functions, it turns out that X is a low-rank matrix, and as
a consequence, Y is also low-rank. As O is assumed to be
sparse, it turns out that the sensor readings Z are written
as the sum of a low-rank and a sparse matrix, which has
been intensively studied under the name of Robust Principal



Component Analysis (RPCA) since the pioneering work in
[21], [22]. RPCA aims to solve

min
Y,O
||Y ||2? + λ ||O||1 , s.t.Z = Y +O, (19)

where ||·||? is the nuclear norm of a matrix—i.e., the sum of its
eigenvalues—||.||1 is the `1 norm, and λ a positive weighting
parameter. RPCA became a popular tool as it finds numerous
applications, e.g., in video surveillance, face recognition, or
ranking and collaborative filtering [22].

Numerous RPCA algorithms have been proposed in the
literature and can thus be applied to Z, in order to estimate
Y and O. In some preliminary tests, we found the Inexact
Augmented Lagrange Multiplier (IALM) method [23] to be
fast and accurate for the considered application. As most
RPCA algorithms, the IALM-RPCA technique is iterative and
computes partial SVDs of the size of Z to estimate O and to
derive Ŷ , an estimation of Y .

Then, we can easily extract the vectors ŷ(tj) and build
the diagonal matrices Ŷj , ∀j ∈ [[1, k]] . At this stage, it is
straigthforward to perform blind calibration by applying any
of the above projection-based calibration techniques to Ĉ,
the matrix defined in Eq. (10) using the estimated Ŷj . The
structure of the proposed methods is provided in Algorithm 2.
Let us stress that using RPCA as a preprocessing stage of

Algorithm 2 Proposed outlier-robust calibration methods.

Construct Z (see Eq. (16))
Estimate Ŷ using IALM-RPCA [23]
Center the matrices Ŷj (see Eq. (9)) ;
Construct Ĉ (see Eq. (10)) ;
Estimate α from Eq. (11) using LS, SVD or TLS ;
Estimate β (see Eq. (12)).

the nullspace-based calibration does not involve any extra-
assumption. Moreover, in a machine learning framework, it
can also be applied to early readings—where the sensors are
assumed to be calibrated—as sensor faults or communication
errors might happen. In that case, the estimation of S might
be improved as well. Lastly, such a preprocessing can also be
applied to the partially blind extensions of the above nullspace-
based blind calibration methods, as proposed in [15], [16].

In the next section, we investigate the enhancement provided
by our proposed method with respect to the state-of-the-art
ones, in both blind and partially blind scenarios.

V. EXPERIMENTAL VALIDATION AND DISCUSSION

In this section, we investigate the performance of the
proposed outlier-robust calibration methods. To that end, we
simulate a low-dimensional subspace S of rank r = 20 and
we derive a set of n = 100 sensors by randomly picking 100
gains and offsets. We then simulate k = d3 ·r · log(n)e signals
from the subspace S—as done in [16]—and we derive the
outlier-free sensor responses associated to each signal—using
Eq. (2)—thus providing the vectors y

j
, ∀j ∈ [[1, k]] .

In the tests below, we explore the effects of both the
subspace error and the number of outliers on the calibration
performance. Indeed, as the subspace is assumed to be learned
prior to the calibration, it may be not perfectly known. Its
estimation error is simulated by adding random zero-mean
Gaussian perturbations to the theoretical subspace with in-
creasing variance [15]. Such an error is then estimated as

εS , 1

k
·
k∑

i=1

||P (xi)||2
||xi||2

. (20)

In the tests reported below, the values of εS range from 0 to
0.45. A few outliers are then randomly added to the observed
data matrix Y . Their proportion ρo ranges between 0 and
20% of the number of data points in Z. For each pair of
parameters (εS , ρo), we apply the LS [15] and TLS [16]
nullspace-based calibration methods to the sensor readings
corrupted by outliers. The weights used in TLS are all set to
1, so that TLS behaves as SVD. We also apply our proposed
extension, where IALM-RPCA is applied to Z before applying
LS or TLS calibration.

As a performance criterion, we compute the error between
the estimated parameters α̃ and the true ones α using

Error =
||α− α̃||2
||α||2

. (21)

Figure 2 shows the median performance of the tested methods
obtained over 100 trials. Let us first focus on the enhancement
reached by the state-of-the-art methods. When the proportion
of outliers is set to 0, the TLS calibration approach out-
performs the LS one, which is consistent with [16]. While
the median calibration error reached using LS is above 0.9
when the subspace error εS is above 0.26, the TLS-based
technique provides median calibration errors always below
0.30. However, its spread (shown by considering minimum
and maxium errors) is higher than with LS. As an example,
the errors reached when εS = 0.45 are between 0.17 and 0.92
with TLS calibration while they are between 0.94 and 0.98
with LS calibration. When some outliers are added to the data,
the calibration error reached by both methods significantly
increases. However, their behaviour is not similar. On the one
hand, the median error reached with LS calibration remains
close to 1 for almost any tested value εS of the subspace
error (it is always above 0.9 when only ρo = 0.2% of outliers
are present in the data, for any initial subspace error). On
the contrary, the median TLS calibration error remains always
below 0.6 when ρo ≤ 0.2%. However, for higher values of
ρo, the median TLS calibration error drastically increases (it
is always above 10 when ρo ≥ 2%, for any tested value of
εS ), thus showing that such a robust approach is actually very
sensitive to the presence of outliers.

On the contrary, both our proposed methods—which com-
bine the IALM-RPCA preprocessing with the above calibra-
tion techniques—provide almost constant performance up to
ρo = 10% of outliers. Interestingly, the preprocessing does
not affect the calibration performance when no outlier is
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Fig. 2. Performance of the nullspace-based calibration methods with respect to the subspace estimation error εS and the outlier proportion ρo. The nullspace
in Eq. (11) is estimated using: (a) LS [15], (b) RPCA preprocessing + LS, (c) TLS [16], and (d) RPCA preprocessing + TLS.

present in the data. Indeed, in that case, the performance
reached by the state-of-the-art calibration methods and their
respective proposed extensions are almost equal. When the
outlier proportion is higher than 20% (the situation is not
plotted on Fig. 2), the outlier matrix O is not very sparse
and the IALM-RPCA method fails in accurately estimating it,
thus leading to a degradation of the calibration performance.

We also investigated the case of partially blind (PB) cali-
bration. We reproduced the same experiment as above, except
that we considered a set of 5 sensors to be perfectly calibrated,
i.e., their calibration parameters are assumed to be known.
Due to space consideration, we cannot show the plots on
the paper but the performance reached by the state-of-the-
art and the proposed methods are consistent with the blind
case. Indeed, the PB state-of-the-art techniques using LS and
TLS show the same sensitivity to outliers than the blind LS
and TLS approached tested above. The use of well calibrated
sensors is then not sufficient to make these methods robust to
outliers. Using RPCA as a preprocessing for PB calibration
methods allows some robustness to the presence of up to 10%
of outliers while it does not affect the performance of the
methods in outlier-free simulations.

It should be noticed that in the nullspace-based calibration

problem, the rank of Y is assumed to be known, as it was
estimated with S. This knowledge is not fully taken into
account in the IALM-RPCA algorithm, as it aims to find a
matrix of minimal rank but it does not take into account the
known rank r + 1 of matrix Y . Keeping the rank equality
constraint in RPCA might allow to filter additive noise in the
sensor readings, and thus to improve the performance reached
by the proposed techniques.

VI. CONCLUSION AND PERSPECTIVES

In this paper, we proposed a robust extension of nullspace-
based blind calibration methods. We reordered the collected
data in a low-rank matrix that we filtered using an RPCA
algorithm. While not adding any extra-assumption, such a
preprocessing stage allows removing up to 10% of outliers
without any loss of calibration performance. This work opens
many perspectives. We recently proposed some mobile sensor
calibration techniques based on informed matrix factorization
[12], [13], [14]. In future work, we will investigate some
outlier-robust extensions of these approaches, using a similar
low-rank modeling. We will compare such a formalism to
robust informed matrix factorization using parametric diver-
gences [24], [25] or the Huber norm [26], that we recently



proposed for another application [27]. Moreover, the proposed
techniques need to know the low-rank subspace where the
sensed phenomenon lie. We will investigate the use of machine
learning to learn S and to perform sensor calibration.
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Annexe B

Méthode robuste de NMF à base de
divergence paramétrique et de

contrainte de somme à un

Dans le cadre d’une autre application au sein de l’équipe, nous avons travaillé au dévelop-
pement d’une méthode de factorisation matricielle robuste, avec une fonction de coût à base
de divergence paramétrique. Cette approche permet notamment d’effectuer la factorisation
d’une matrice de données corrompue par des valeurs aberrantes, tout en incluant des données
forcées dans les matrices facteur et une normalisation dure des matrices. Cette approche qui
a donné lieu à la publication [31] présentée ci-après est une perspective intéressante pour
renforcer la robustesse de nos méthodes d’étalonnage aux valeurs aberrantes.
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ABSTRACT

Source apportionment is a very challenging topic for which
non-negative source separation is well-suited. Recently, we
proposed several informed Non-negative Matrix Factorization
(NMF) for which some expert knowledge was introduced.
These methods were all dealing with some set values of one
factor together with the row sum-to-one property by either
processing each constraint alternatingly or using a new pa-
rameterization which involves all of them. However, this last
method was sensitive to the presence of outliers. In this pa-
per, we thus propose a new robust informed Split Gradient
NMF method which is based on a weighted αβ-divergence
cost function. Experiments conducted for several input SNR
with and without outliers on simulated mixtures of particulate
matter sources show the relevance of the new approach.

Index Terms— Informed Source Separation, Non-negative
Matrix Factorization, Split Gradient, Source apportionment,
αβ-divergence

1. INTRODUCTION

Source apportionment consists of estimating the particulate
matter sources and their contributions in the ambient air. A
source is fully described by a profile which stands for a kind
of fingerprint of the source by gathering m chemical species
proportions (expressed in ng/ng). The observed particulate
matter concentration obtained through chemical analysis may
be written as a non-negative linear combination of p profiles.
In practice, chemists collect n concentration samples which
are mathematically modeled by a n × m non-negative data
matrix X . Denoting G and F , the n × p contribution matrix
and p×m profile matrix, respectively, we derive

X ≈ G · F, (1)

which can be solved using Non-negative Matrix Factorization
(NMF). Moreover, due to the nature of the source apportion-
ment problem, the rows of F sum to one.

Sum-to-one constraints are often met in NMF—e.g., in
remote sensing [1–3]—but those constraints are applied on

x

y

z

x

y

z

Fig. 1. Geometric point of view for (Left) hyperspectral data,
(Right) Chemical data

the columns of the second factor, namely the mixing coeffi-
cients. This implies that the data points of X lie in a polytope
of the non-negative orthant, as shown with 3 endmembers on
the left plot of Fig. 1. In that case, searching for the mixing
matrix may be split into independent sub-problems related to
one column in which the non-negativity and sum-to-one ap-
ply. Then, most algorithms are based on running independent
Fully Constrained Least Squares (FCLS) algorithms [4]. In
source pollution, the situation is quite different. The sum-to-
one constraint is applied on the rows of F , which implies that
the data points belong to a convex hull of a simplicial cone in
the non-negative orthant spanned by the different source pro-
files, as shown on the right plot of Fig. 1. As a consequence,
splitting the NMF problem into independent sub-problems is
impossible since the constraints apply along the rows.

Moreover, source apportionment is known to be a diffi-
cult task, as the data are noisy and possibly corrupted. Equa-
tion (1) is usually solved by an alternating Frobenius norm
minimization under the non-negativity of all the entries in X ,
G, and F [5]. It is well-known that such a norm is well-
suited to the case of additive zero-mean Gaussian noise while
failing in the presence of even a single atypical observation.
As a result, robust methods are designed in order to with-
stand a certain fraction of contamination named outliers. The
latter may be defined as data with unusual statistical proper-
ties with respect to the majority of the available data. While
“leverage points” and “vertical outliers” are met in robust



regression [6], only vertical outliers—corresponding to cor-
rupted data points in the observed matrix—are met in NMF.
In source apportionment, they usually come from a contam-
ination during the measurement process but may also occur
during the transmission process. The methods able to deal
with outliers should be split into two main families. While
some papers, e.g., [3, 7, 8], assume that X may be decom-
posed as the sum of a low-rank term L—which can then be
factorized as in Eq. (1)—and a sparse matrix S—which con-
tains the outliers present in the collected data—some authors
propose instead modified cost functions, which provide less
penalization to large residuals than the Frobenius norm, e.g.,
`2,1 [9], `1 − `2 [10] or Huber [11] norms. An alternative
consists of using some parametric divergences, e.g., α- [12],
β- [13, 14], or αβ-divergences [15], which are tuned by the
value of α and β.

Lastly, classical NMF outputs in atmospheric pollution
often lack physical meaning [16], probably because some
rows of the profile matrix are geometrically close to each
other. Moreover, we found in [17] that even weighted NMF
using β-divergence do not provide satisfactory results. To
tackle such an issue, we recently proposed some informed
NMF methods in, e.g., [17–19]. Indeed, chemical experts
are able to set some values of the profile matrix F , which
can help the NMF to converge to an interpretable result.
Such constraints should be applied together with the above
row sum-to-one constraint. In [17, 18], these constraints
were alternatingly satisfied within iterations and the resulting
methods were shown to provide a good performance. How-
ever, we also found that some specific set-value constraints
may provide poor results. In our previous work [19], we
proposed a solution which always lives in the space of both
constraints and which is less sensitive to the set constraint
location than [17, 18]. However, the method in [19] is based
on the Frobenius norm, which is not robust to outliers as
explained above. Indeed, in that case, some outlying points
may lie outside the real convex hull (see Fig. 1) and classical
NMF may be affected by these outliers.

As a consequence we here extend [19] and we propose a
new informed NMF approach using αβ-divergence. The pro-
posed method thus (i) incorporates some known values of the
profile matrix while satisfying the sum-to-one constraints at
each iteration, and (ii) uses a robust parametric cost function
to deal with outliers.

The remainder of the paper is structured as follows. In
Section 2, we introduce the NMF parameterization used
in this paper. Section 3 is devoted to the expression of a
weighted αβ-divergence for NMF. We then introduce the
updates rules of the proposed method in Section 4 while its
performance is investigated in Section 5. Lastly, Appendix A
provides the proof that the third KKT is satisfied by our
method.

2. PROBLEM PARAMETERIZATION

As explained above, we assume in this paper that some en-
tries of the profile matrix are known as they are provided by
experts. Such a knowledge can be taken into account as a
specific parameterization proposed in [18], that we briefly re-
call hereafter. We define Ω as a p ×m binary matrix which
indicates the presence or the absence of constraints on each
element fij of the matrix F , i.e.,

Ωij =

{
1 if fij is known,
0 otherwise. (2)

Moreover, we defineΩ as the p×m binary matrix which reads

Ω , 1pm −Ω, (3)

where 1pm is the p×m matrix of ones. F then reads

F = Ω ◦ Φ+Ω ◦∆F, (4)

where ◦ denotes the elementwise matrix multiplication, Φ and
∆F are both p × m matrices of set and free values, respec-
tively, i.e., Φ , F ◦ Ω and ∆F , F − Φ ◦ Ω. It should be
noticed that the parameterization (4) can also be applied toG,
as shown in, e.g., [20, 21] for another application.

However, it should be noticed that Eq. (4) does not allow
to take into account the row sum-to-one constraint. To this
end, we proposed in [19] a novel parameterization inspired
by the work in [22], i.e.,

F = Ω ◦ Φ+
Ω ◦ Z

(Ω ◦ Z) · 1mm
· (1pm − Φ · 1mm). (5)

where the fraction denotes elementwise division. It should be
noticed that Z is a non-negative matrix with no row sum-to-
one constraint. The sum-to-one property is taken into account
by the denominator of the ratio in Eq. (5) which is weighted
by the total value of the free part, i.e., 1pm−Φ·1mm. As an ex-
ample, let F be a 1× 4 profile matrix and Φ = [0, 0.1, 0, 0.3].
The maximum free part value is then 1pm − Φ · 1mm =
[0.6, 0.6, 0.6, 0.6] and Eq. (5) reads

F =

[
Z11 · 0.6
Z11 + Z13

, 0.1,
Z13 · 0.6
Z11 + Z13

, 0.3

]
.

As for Eq. (4), it should be noticed that a similar parameteri-
zation may be applied to G. In that case, the sum of each row
of G should be equal to the sum of each row of X . Such a
strategy was proposed in [22] for non-informed NMF. How-
ever, it should be noticed that in the application considered in
this paper, such a parameterization is not applicable since it is
valid only in an exact factorization framework. Indeed, while
the parameterization (5) is derived from the definition of the
profile matrix, only an approximate row sum constraint may
be applied to G. In addition, outliers may affect even more
this relationship. This problem is addressed below in the gen-
eral framework of the parametric αβ-divergence cost func-
tion, which is well suited for managing outliers and which
encompasses several classical cost functions.



3. WEIGHTED αβ-DIVERGENCE

Many cost functions may be designed to cope with outliers.
They can rely on modified norms of the matrix of residuals,
thus leading to the same output for opposite residual entries.
Another choice is to choose a parametric divergence tuned
by several parameters, thus enabling to penalize in a differ-
ent way a positive or negative residual. This is of particular
interest in source apportionment, where the sample data may
be corrupted afterwards by an additional contamination. This
situation corresponds to the case of positive outliers only.

The αβ-divergence function is a parametric asymmetric
discrepancy measure which may be used to evaluate the gap
between two matrices P and Q by evaluating the correspond-
ing divergence of each entry, i.e., ∀(α, β, α+ β) 6= 0,

Dα,β(P ||Q) =
∑

i,j

−1
αβ

(PαijQ
β
ij−

α

α+ β
Pα+βij − β

α+ β
Qα+βij ).

(6)
The classical Frobenius norm may be viewed as a special case
of the αβ-divergence by choosing α = 1 and β = 1. It un-
derlies a real-valued Gaussian distribution whereas the data
are only non-negative. This fact promotes the use of different
parameters, particularly, some special parameters lead to very
famous divergences measures such as α-divergences [15] or
β-divergences [13, 14]. This divergence is used for example
in clustering or non-negative matrix factorization [15]. It has
many advantages: firstly, it may be differentiated with respect
to the estimation, and secondly it remains convex for a wide
range of parameters. Moreover, its asymmetry enables to give
different penalizations to a negative or positive gap. Addition-
ally, by introducing a weight matrix W , an individual weight
may also be given to each divergence entry [23, 24] as

Dα,βW (P ||Q) =W ◦ Dα,β(P ||Q). (7)

In analytic chemistry, measurements xij are provided with
absolute uncertainties σij . In the case of an αβ-divergence,
the entries of the weight matrixW readwij , σ

−(α+β)
ij . Such

a weighted divergence is used below to derive the update rules
of the proposed informed NMF method.

4. PROPOSED INFORMED SPLIT GRADIENT NMF

In this section, we aim to derive the update rules for G and F .
It should be noticed that such rules may be obtained from the
differenciation of a cost function J defined as

J , Dα,βW (X||G · F )
s.t. F = Ω ◦ Φ+ Ω◦Z

(Ω◦Z)·1mm
· (1pm − Φ · 1mm).

(8)

4.1. Update rules for G

As explained above, G is unconstrained in the considered ap-
plication. As a consequence, the update rules, derived Eq. (8),

should only take into account the weight matrix W . For that,
we extend the work in [23,24] from one hand and in [15] from
the other hand, to a Weighted αβ-NMF (αβ-WNMF) which
yields the following update rules for G:

Gk+1 = Gk ◦




(
W ◦

(
Xα ◦ (GF )β−1

))
FT

(W ◦ (GF )α+β−1)FT



( 1
α )

. (9)

These rules encompass several other methods, especially αβ-
NMF [15] if W = 1nm, e.g., for any i and j, wij = 1, and
β-NMF [13] if additionally α = 1. This divergence is able
to deal with outliers since it can accept an asymmetric gap
between the data and the estimated ones [15].

4.2. Update rules for F

In this subsection, we introduce the proposed update rules for
the profile matrix F . we aim to differentiate Eq. (8) with re-
spect to F , so that we can propose heuristic rules based on the
KKT conditions which satisfy the expected properties of the
solutions. Because of space limitations, only the main steps of
the proof are provided below. The differentiation of J with
respect to F may be performed by expressing J in term of
several matrix traces, which leads to

∂J
∂F

=
1

α
GT [W ◦ (G · F )β−1 ◦ ((G · F )α −Xα)] (10)

From the parameterization (5), Fij—the (i, j)-th entry of
F—only depends on the i-th row of Z—i.e., on Zik, ∀k ∈
{1 . . .m}—and its differentiation may then be expressed with
respect to Zik, hence providing

∂Fij
∂Zik

= (1−
m∑

l=1

Φil)
Ωij∑m

l=1ΩilZil

[
δjk −

ΩikZij∑m
l=1ΩilZil

]
.

(11)
where δjk is the Kronecker function which is equal to 1 when
j = k. We then define B the p ×m strictly negative matrix
whose entries bik read

bik , 1−∑l Φil

(
∑m
l=1 ZilΩil)

. (12)

Combining Eqs. (10), (11), and (12), we derive the matrix
form of the differentiation of J with respect to Z, i.e.,

∂J
∂Z

= B◦
[
∂J
∂F
◦Ω− Ω

1pm − Φ · 1mm
◦
(
(
∂J
∂F
◦ F ◦Ω) · 1mm

)]
.

(13)
The third KKT condition allows to express a general condi-

tion to obtain a stationary point w. r. t. Z, as Z ◦ ∂J
∂Z

= 0.
This condition may be expressed with respect to F , i.e.,

F ◦Ω ◦ ∂J
∂Z

= 0. (14)



In the case of a stationary point (F = F k = F k+1), combin-
ing Eqs. (13) and (14) leads to the following general condition

Ω ◦ F k ◦U − (U ◦Ω ◦ F k) · 1m×m
1p×m − Φ · 1m×m

◦ F k+1 ◦Ω = 0, (15)

where U , −∂J
∂F

. From Eq. (15), we derive the update rules
for F , e.g.,

F k+1 = Ω◦Φ+Ω◦ F k ◦ U
[U ◦Ω ◦ F k] · 1mm

◦ (1pm−Φ · 1mm).

(16)
By forgetting the scalar factor in Eq. (10)—due to the pres-
ence of U in both the denominator and numerator—U may
be written as

U = GT (W ◦ (Xα ◦ (GF )β−1))−GT (W ◦ (GF )α+β−1).
(17)

The general form of the update rules given in Eq. (16) fulfills
the parameterization introduced in (5). However, the non-
negativity of F should be preserved which is ensured when
U is positive. The authors in [22] proposed to shift U by
adding η · 1pm, where η is computed at each iteration. As an
alternative, we here propose an analytic shift equal to the sum
of the negative part of −∂J

∂F
provided in Eq. (10). Thus, from

Appendix A, the shifted matrix Us is given by

Us =G
T (W ◦ (Xα ◦ (GF )β−1))−GT (W ◦ (GF )α+β−1)

+ [GT (W ◦ (GF )α+β−1)]1mm.
(18)

Thus, the updated rules of the proposed αβ-divergence Split-
Gradient Method for Constrained Weighted NMF(αβ-SG-
CWNMF) consists of using Us as defined in Eq. (18) instead
of U in Eq. (16). These updated rules together with Us satisfy
(i) the non-negativity of F , (ii) the sum-to-one constraints,
and (iii) the third KKT condition (see Appendix A).

5. SIMULATIONS

In this section, the performance of the newly proposed
method is investigated by conducting several experiments
with and without outliers. The data matrix X consists of
50 samples and 7 species listed in Table 1, with a known
uncertainty measure σij provided by a chemical expert and
associated with each data point xij . The collected sampled
values are firstly corrupted by a contamination simulated by
one or several individual multiplicative outliers located at ran-
dom locations and tuned by a gain. This gain is always greater
than one in order to simulate a pollutant contamination. Sec-
ondly, the offline chemical analysis is modeled by an additive
uniform noise within the interval [−min(λσij ;xij);λσij ]
while preserving their positiveness. It is to be noted that λ
is related to an input Signal-to-Noise Ratio (SNR) before

Table 1. Positions and values of the constraints used in the
informed NMF methods. X means no constraint.

Fe Ca SO
4

Zn Mg Al Cr

Source 1 0.7 X X X 0.04 X X
Source 2 0.3 X X X X 0.075 X
Source 3 X 0.2 X X 0.12 X X

outliers are applied. The profile matrix consists of three par-
tially correlated industrial profiles. In addition, all the tested
informed methods are using 6 set values, provided in Table 1.
In the tests, the initialization for F is performed with the
same expert’s profiles which are consistent with the chosen
constraints. The initial contribution is then computed with a
weighted quadratic program. The performance is measured
by using an average MER [25], computed on the columns of
G, expressed in dB.

Four blind methods are experimented. Two of them are
based on the β-divergence and are tested with β = 0.8,
namely the β-NMF [13] and the β-WNMF [24]. The two
others blind approaches are using a Frobenius cost function,
i.e., the robust NMF (rNMF) [3] which put the outliers into
a sparse matrix and a weighted version of the Split-Gradient
NMF (SG-WNMF) proposed in [22]. Moreover, two state-
of-the-art informed approaches are tested, i.e., our previous
informed β-NMF methods [17] denoted β-CWNMF and β-
CWNMF-R (but we only show the best achieved performance
in these tests, i.e., the one obtained with β-CWNMF-R). We
compare all these methods with our new Split Gradient Con-
strained Weighted NMF (denoted αβ-SGCWNMF) for which
we set α = 0.6 and β = 0.6. In addition, we show the per-
formance obtained on αβ-WNMF when F is set to the true
profile matrix (the corresponding plot is denoted “Bound” in
the figures). In order to evaluate all these methods, we run
400 tests for each plot in Fig. 2 with various input Signal-to-
Noise Ratios (SNRs) ranging from 15 to 75 dB. However, we
limit the representation of the x axis in Figure 2 to 55 dB for
space considerations. The three plots in Figure 2 show the
reached MERs with respect to the input SNR. In these plots,
the Bound is roughly equal to the input SNR. We investigate
the case without outliers (left plot), and with 5 outliers (right
plot). Please note that the shown SNR in these cases stand for
the SNRs computed after setting several outliers. In the case
of large SNRs, this means that several small outliers coexist
with very low noise. On the contrary, low SNRs may be ob-
tained by medium size outliers with large noise. It turns out
in Fig. 2 that the rNMF approach [3] is always failing. This
is probably due to the fact that in source apportionment, an
outlier is not necessarily of large amplitude (it is outside the
range provided by the uncertainty). In that case, the estima-
tion of the sparse matrix of outliers completely fails in rNMF,
thus providing a poor MER performance. Our new method
αβ-SGCWNMF outperforms all the other approaches in ev-
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Fig. 2. MERs provided by the tested NMF methods vs. the input SNR: (left) no outlier, and (right) 5 outliers.
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Fig. 3. Performance of the tested NMF methods vs. the num-
ber of outliers. Perf. Criterion: MER (in dB).

ery slice of SNR. Moreover, it remains very close to the
computed Bound with and without outliers, thus showing its
relevance. In order to confirm this behaviour, we set the
input SNR before outliers to 40 dB and we investigate the
influence of the number of outliers on the performance of all
methods. The multiplicative outlier factor is chosen such that
it enables to increase the unnoisy entry data by 30 percent.
Figure 3 shows the achieved MER versus the outlier number,
associated with the SNR after outliers inside brackets. We
notice that all methods provide a decreasing performance
when the number of outliers increases. Our αβ-SGCWNMF
outperforms all the others and remains very close to the
Bound obtained through regression on G. To conclude, our
new method seems to bring an important enhancement in the
performance even in the presence of a few outliers.

6. CONCLUSION

In this paper, a new informed NMF method is proposed for the
source apportionment problem. It relies on a weighted αβ-
divergence able to resist to medium size asymmetric outliers.
It is also based on a previously introduced parameterization of
the profile matrix which enables to fulfill automatically both
the set values and the row sum-to-one constraint. Then, a gen-
eral form of the update rules are derived heuristically by using

the differentiation of the criterion with respect to the newly
introduced matrix and the third KKT condition. By propos-
ing a new analytic shift, it yields new analytic expressions of
the update rules. This method is extensively compared with
state-of-the art methods and seems to ouperform all the oth-
ers in every slice of input SNR and for all the tested numbers
of outliers. In addition, our method remains very close to the
computed bound obtained with the exact profile matrix, even
in the presence of outliers.
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A. PROOF OF THE KKT CONDITION WITH THE
NEW MATRIX US

Let U be defined in Eq. (17).

Theorem 1. Every Us of the form Us = U + S · 1mm fulfills
the third KKT condition (15).

Provided that U satisfies the condition (15), it amounts to
check the necessary condition at convergence,

Ω◦F k◦(S·1mm)− ((S · 1mm) ◦Ω ◦ F k) · 1mm
1pm − Φ · 1mm

◦F k+1◦Ω = 0.

(19)
By using the property

((S · 1mm) ◦B) ◦ 1mm = (S · 1mm) ◦ (B · 1mm), (20)

it turns out that

Ω◦F k◦(S·1mm)− (S · 1mm) ◦ ((Ω ◦ F k) · 1mm)

1pm − Φ · 1mm
◦F k+1◦Ω = 0.

(21)
Knowing that (Ω ◦F k) · 1mm = 1pm−Φ · 1mm, it leads that
the necessary condition to get a stationary points reads

Ω ◦ F k ◦ (S · 1mm)− (S · 1mm) ◦ F k+1 ◦Ω = 0 (22)

Given that F reachs a limit point (F k = F k+1), the necessary
condition (22) is always fulfilled. This completes the proof.

In addition, if we choose S , GT (W ◦(GF )α+β−1), then
Us given in Eq (15) is solution of the third KKT condition.





Annexe C

Méthode accélérée de NMF avec
données manquantes

Dans cette thèse, nous avons principalement utilisé des approches de NMF multiplicatives
ou à base de descente de gradient. Dans le cas des méthodes multiplicatives, celles-ci sont
connues pour leur grande simplicité de mise en pratique, cependant, il est également connu que
ces méthodes sont lentes à converger, en particulier si les matrices recherchées sont de grande
dimension. Dans le cas des approches par descente de gradient, la vitesse de convergence
dépend fortement du pas de descente choisi, et sa sélection n’est pas toujours triviale. Par
ailleurs, les méthodes qui optimisent la recherche de ce pas font une recherche par ligne, qui
est coûteuse, ce qui rend l’approche peu applicable aux problèmes de grande dimensions.

Aujourd’hui, la NMF à base de gradient de Nesterov (NeNMF) est connue pour être parmi
les méthodes les plus rapides [193]. Cependant, dans sa version classique [76], la NeNMF ne
permet pas de tenir compte de données manquantes dans la matrice à factoriser.

En perspective de l’application de nos approches d’étalonnage à des jeux de données de
grandes dimensions, nous avons développé deux méthodes de factorisation matricielle accélé-
rées basées sur l’approche de Nesterov qui permet de gérer la possible absence de certaines
entrées dans la matrice de données. L’une de ces approches permet d’include une pondéra-
tion dans la méthode de NeNMF tandis que la seconde combine une stratégie de EM (pour
Expectation-Maximization en anglais) avec le gradient de Nesterov. Ces deux méthodes sont
présentées en détails dans la publication [52] présentée ci-après.

Copyright
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G. Roussel, "Fast nonnegative matrix factorization and completion using Nesterov iterations",
in Proceedings of the 13th International Conference on Latent Variable Analysis and Signal
Separation (LVA/ICA 2017), Lecture Notes in Computer Sciences (LNCS), vol. 10179, pp.
25-36, Copyright Springer International Publishing AG, 2017.
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Abstract. In this paper, we aim to extend Nonnegative Matrix Fac-
torization with Nesterov iterations (Ne-NMF)—well-suited to large-scale
problems—to the situation when some entries are missing in the observed
matrix. In particular, we investigate the Weighted and Expectation-
Maximization strategies which both provide a way to process missing
data. We derive their associated extensions named W-NeNMF and EM-
W-NeNMF, respectively. The proposed approaches are then tested on
simulated nonnegative low-rank matrix completion problems where the
EM-W-NeNMF is shown to outperform state-of-the-art methods and the
W-NeNMF technique.

Keywords: Low-rank matrix completion; nonnegative matrix factoriza-
tion; Nesterov iterations; gradient descent

1 Introduction

Estimating missing entries in a low-rank matrix—known as Matrix Completion
(MC)—received a lot of attention since some pioneering work in [8, 2]. Indeed,
such a problem finds many applications [1] including environmental monitoring
[17, 26] for example. Mathematically, it consists of estimating a matrix M ∈
Rm×n—partially known on a subset Ω of entries—by a low-rank matrix X, i.e.,

min
X

rank(X) s.t. PΩ(X) = PΩ(M), (1)

where PΩ(.) is the sampling operator of M .
Among the many approaches recently proposed to solve MC, matrix factor-

ization techniques emerged as a powerful tool, especially when the rank of the
data matrix M is known [11, 31]. Moreover in some applications—e.g., blind sen-
sor calibration [5, 6]—M is nonnegative, thus yielding a Nonnegative MC (NMC)
problem which can be tackled by Nonnegative Matrix Factorization (NMF).
NMF is widely used in, e.g., signal processing or machine learning, and consists
of finding two nonnegative matrices G ∈ Rm×r+ and F ∈ Rr×n+ such that

X ≈ G · F. (2)
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Most NMF algorithms consider two separate convex sub-problems that respec-
tively and alternately estimate G for a fixed F and F for a fixed G. Such es-
timates are obtained using, e.g., Multiplicative Updates (MU) [19], Alternating
Nonnegative Least Squares (ANLS) [15], or Projected Gradient (PG) [22]. Addi-
tionally, some authors incorporated some extra-information in the NMF model
[30], e.g., weights [13, 10], sum-to-one constraints [18, 21, 4], sparsity assumptions
[14, 6, 12], or known and/or bounded values [22, 3, 20, 21, 5, 6, 12]. With the Big
Data era, computational time reduction of NMF is particularly investigated, e.g.,
through optimal solvers [9], distributed strategies [23], online estimation [24], or
randomization [33, 29].

When applied to a data matrix M which is partially known on a subset Ω
of entries, NMF consists of estimating both matrices G and F which satisfy

min
G,F≥0

||PΩ(M)− PΩ(G · F )||F , (3)

where ||.||F is the Frobenius norm. Solving Eq. (3) is usually done either by
applying Weighted NMF (WNMF) [13, 10] to M or by using an Expectation-
Maximization (EM) strategy [32, 16]. However, these approaches use MU [32,
13] or ANLS iterations [16], and are limited to relatively small-sized matrices.
As NMC may be applied to very large-scale problems, efficient WNMF methods
must be proposed. As a consequence, in this paper we investigate NMF with
Nesterov iterations (Ne-NMF) [9] that we propose to extend to the NMC prob-
lem. Indeed, NeNMF is improving PG-NMF [22] by replacing the line search of
the optimal step in the update rules—known to be time consuming—by Nes-
terov iterations [25]. NeNMF is thus much faster than MU-NMF or PG-NMF1.
Moreover, NeNMF can be easily extended to semi-NMF, which is of particular
interest in some sensor calibration problems [7]. We thus propose to extend the
NeNMF algorithm to deal with missing entries in a nonnegative data matrix M .
In particular, we discuss the respective advantages and drawbacks of extensions
using the above weighted and EM strategies. We experimentally show that the
latter outperforms both the state-of-the-art methods and the proposed weighted
extension in simulations of NMC problems.

The remainder of the paper is organized as follows. We recall the principles
of the NeNMF method in Section 2. We then extend such an approach to the
case of an observed matrix with missing entries in Section 3. The enhancement of
the proposed methods is investigated in Section 4 while we conclude and discuss
about future work in Section 5.

2 Standard NeNMF

As explained above, for a fixed m×n nonnegative data matrix X, NMF consists
of finding both the m × r and r × n matrices G and F which provide the best

1 See for example the CPU-time consumptions of [27] at https://github.com/

andrewssobral/lrslibrary.
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low-rank approximation of X, as shown in Eq. (2). The NeNMF method [9]
iteratively and alternately updates G and F . For that, it solves

F = arg min
F̃≥0
J (G, F̃ ) = arg min

F̃≥0

1

2
·
∣∣∣
∣∣∣X −G · F̃

∣∣∣
∣∣∣
2

F
, (4)

and

G = arg min
G̃≥0
J (G̃, F ) = arg min

G̃≥0

1

2
·
∣∣∣
∣∣∣X − G̃ · F

∣∣∣
∣∣∣
2

F
, (5)

respectively, by applying in an inner loop the Nesterov accelarated gradient
descent [25]. In order to update a factor, say F , the latter initializes Y0 , F t—
where t is an NeNMF outer iteration—and considers a series αk defined as

α0 = 1, αk+1 =
1 +

√
4α2

k + 1

2
, ∀k ∈ N. (6)

For each inner loop index k, the Nesterov gradient descent then computes

Fk =

(
Yk −

1

L
∇FJ (G, Yk)

)+

, (7)

and

Yk+1 = Fk +
αk − 1

αk+1
(Fk − Fk−1), (8)

where (.)+ is the operator which projects any negative entries to zero, ∇FJ (G, .)
is the gradient of J (G, .) in Eq. (4), and L is a Lipschitz constant equal to

L =
∣∣∣∣G ·GT

∣∣∣∣
2

= ||G||22 , (9)

where ||.||2 is the spectral norm. Nesterov gradient descent thus performs a sin-
gle step of gradient to go to Fk and then slides it in the direction of Fk−1
to derive Yk+1. Using the Karush-Kuhn-Tucker (KKT) conditions, a stopping
criterion—considering both a maximum number Maxiter of iterations and a gra-
dient bound—is proposed in [9], thus yielding F t+1 = YK , where YK is the last
iterate of the above inner iterative gradient descent. In practice, the gradient
descent stops if K = Maxiter or if

∣∣∣∣∇+
FJ (Gt, YK)

∣∣∣∣
F ≤ ε ·

∣∣∣∣[∇+
GJ (G1, F 1),∇+

FJ (G1, F 1)
]∣∣∣∣
F , (10)

where ε is a user-defined threshold, ∇+
FJ (Gt, .) is the projected gradient of

J (Gt, .), and J (G1, F 1) is the value of the cost function computed at the outer
loop initialization. The same strategy is applied to G.

3 Extending NeNMF to missing entries

3.1 Weigthed extension of NeNMF

As explained in Section 1, two main strategies exist to process missing data in
matrix factorization, i.e., using weights or an EM framework. In the weighted
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strategy, a binary matrix W is included in the NMF formalism. The (i, j)-th
entry in W is defined as

W (i, j) ,
{

1 if (i, j) ∈ Ω,
0 otherwise.

(11)

Combining Eqs. (3) and (11), WNMF for NMC considers the following problem:

min
G̃,F̃≥0

∣∣∣
∣∣∣W ◦

(
X − G̃ · F̃

)∣∣∣
∣∣∣
2

F
, (12)

which is solved using the same splitting strategy as for NMF, e.g., for F :

F = arg min
F̃≥0
JW (G, F̃ ) = arg min

F̃≥0

1

2
·
∣∣∣
∣∣∣W ◦

(
X −G · F̃

)∣∣∣
∣∣∣
2

F
. (13)

Lemma 1. The cost function JW (G, .) is convex.

Lemma 2. In the case of binary weights—and assuming that any row and any
column of W contains at least one nonzero element—the gradient of JW (G, .) is
L-Lipschitz continuous, where L is defined in Eq. (9).

The proofs are provided in Appendix A.
Lemmas 1 and 2 allow the use of Nesterov iterations, which alternately com-

pute updates (7) and (8), except that the gradient ∇FJ (G, Yk) is here replaced
by

∇FJW (G, Yk) = GT ·
(
W 2 ◦ (G · Yk −X)

)
, (14)

where W 2 = W ◦W and ◦ is the Hadamard product. The stopping criterion for
the inner loop is the same as in Section 2 for the standard approach, except that
J (., .) is here replaced by JW (., .).

It should be noticed that weighted gradient optimization was also investi-
gated in matrix factorization with no sign constraint [28]. In particular, the
authors explain that many local minima of JW (G,F ) exist but can be avoided
in practice by gradient descent methods with a well-chosen step size. As a con-
sequence, the major risk of the proposed W-NeNMF might be to converge to a
local minimum.

3.2 EM extension of NeNMF

As an alternative to the above weighted framework, the authors in [32] proposed
an EM strategy which consists of an unweighted low-rank approximation of a
weighted combination of a previously computed approximation. It turns out that
for a given NMF iteration t, the EM problem aims to solve

min
Gt+1,F t+1≥0

∣∣∣∣W ◦M + (1m,n −W ) ◦ (Gt · F t)−Gt+1 · F t+1
∣∣∣∣2
F , (15)

where 1m,n is the m×n matrix of ones. Indeed, the term (1m,n−W ) ◦ (Gt ·F t)
in Eq. (15) provides the expected missing values of M . The latter are derived
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from the complete-data log-likelihood expression, with respect to the unknwon
data X and given the observed data matrix M and the current estimate of X,
i.e., Gt · F t. Denoting Xt , W ◦M + (1m,n −W ) ◦ (Gt · F t), Eq. (15) reads as
a classical NMF problem, i.e.,

min
Gt+1,F t+1≥0

∣∣∣∣Xt −Gt+1 · F t+1
∣∣∣∣2
F , (16)

whose solution maximizes the previously computed likelihood [32]. As a conse-
quence, the whole approach consists of:

E-step: Estimate the completed version X of M using

X ←W ◦M + (1m,n −W ) ◦ (G · F ). (17)

M-step: Apply a standard NMF to update G and F using X instead of M .

The resulting EM extension of NeNMF then follows the same structure, except
that the M-step runs Nesterov iterations instead of MU [32] or ANLS [16].

It should be noticed that the E-step is a key point in the method. Indeed,
if the estimation of X is not accurate enough—which might happen in early
NMF iterations or in noisy conditions—this might propagate inaccuracies in
the estimation of G and F along iterations. We experimentally investigate such
potential issues in Section 4.

Moreover, the authors in [32] state that the EM strategy combined with MU-
NMF is less sensitive to initialization than MU-WNMF. However, they notice
that MU-WNMF is faster than EM-NMF in their tests, because they run many
MUs at each M-step. When applied to Nesterov iterations, such a strategy has to
be rethought. As a consequence, we investigated in preliminary tests the number
of Nesterov outer loops processed at each M-stage. Actually, this number is linked
to the proportion of missing data in M . Indeed, when the proportion of missing
data is low, the E-step is accurate enough to run many Nesterov outer loops and
provide a good performance. On the contrary, when this proportion is high, we
faced that running relatively few outer loops provides a better performance. As
a trade-off, we run 2 outer loops per M-step.

4 Performance of the weighted NeNMF extensions

In this section, we investigate the completion performance of the proposed W-
NeNMF and EM-W-NeNMF, with respect to the state-of-the-art WNMF [13]
and EM-WNMF2 [32] techniques3. For that purpose, we generate simulations
which each consist of the generation of 500×10 and 10×500 random matrices G

2 As explained above, the standard approach was shown to be slow to converge in [32],
because many MUs were applied at each M-step. To prevent such an issue, at each
M-stage, we here run one NMF update per matrix factor, i.e., one MU.

3 In some preliminary tests, we noticed that the EM-W-ANLS method [16] provided
a performance similar to EM-WNMF [32]. We thus do not include it in these tests.
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Fig. 1: Evolution of the NMC ESRs vs the CPU time, achieved with MU (in
blue), and Nesterov iterations (in red).

and F , respectively. For each pair of matrices, we derive the rank-10 500× 500
nonnegative matrix X and we randomly sample a percentage of data through
an operator PΩ , where this percentage ranges from 10 to 90% (with a step-
size of 20%). The number Maxiter of passes in the Nesterov inner loops is set
to 100. Indeed, such a value was shown to be a good trade-off in preliminary
tests where Maxiter was set to 1, 10, 100, and 1000. In particular, we noticed
a very low performance when Maxiter = 1—i.e., when the proposed extensions
turn out to use a classical gradient descend instead of Nesterov iterations—
while the achieved performance was close in the other cases, with a slightly
better enhancement with 100 passes per inner loop for each extension. The user-
defined threshold ε is initialized to 10−3 and is divided by 10 each time the
stopping criterion (10) is reached within a very low number of inner iterations
that we set to Miniter = 5 in our tests.

All the methods are run using Matlab R2014a on a laptop with an Intel Core
i7-4800MQ Quad Core processor, and 32 GB RAM memory. In particular, they
are initialized with the same matrices and are stopped after 15 s. In order to
compare their performance, we finally compute an Error Signal Ratio (ESR)
defined as

ESR(X,G · F ) =
||X −G · F ||2F
||X||2F

. (18)

Figure 1 shows the ESRs—reached by the four tested methods on 30 simula-
tions made with 50% of missing entries in M—with respect to the CPU time
expressed in seconds. Interestingly, the MU-based methods and the W-NeNMF
method provide the same global ESR after 15 s. However, the W-NeNMF ESRs
decrease faster in the early iterations. This shows the acceleration due to the
Nesterov iterations. All these methods are outperformed by the EM-W-NeNMF
approach whose much lower ESRs are still significantly decreasing. This implies
that running the EM-W-NeNMF method more than 15 s should provide a much
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better enhancement. On the contrary, the other methods provide slightly de-
creasing ESRs, which implies that they will need a lot of time to converge to a
limit matrix.
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10−9

10−8

10−7

10−6

10−5

10−4

10−3

Missing value prop. (%)

E
S

R
(a

ft
er

1
5

s.
)

WNMF

EM-WNMF

W-NeNMF

EM-W-NeNMF

0 20 40 60 80
10−5

10−4

10−3

Missing value prop. (%)

E
S

R
(a

ft
er

1
5

s.
)

WNMF

EM-WNMF

W-NeNMF

EM-W-NeNMF

Fig. 2: Median NMC performance reached by the tested NMF methods: (left)
noiseless data, (right) noisy data.

The left plot in Fig. 2 shows the median ESRs achieved by the tested methods
after 15 s CPU time, with respect to the missing value proportion. Again, we
notice that the EM-W-NeNMF outperforms all the other approaches. However,
when only 10% of the data inM are available, the achieved performance is almost
similar to the one obtained with both the WNMF and W-NeNMF methods.
Actually, the weigthed extensions of MU-NMF and NeNMF are not very sensitive
to the sampling rate, in contrast to the EM methods which look very sensitive
to this parameter. Indeed, when a lot of data is missing, the E-step does not
yield an accurate estimate of X, thus providing a little enhancement in the
M-step, which is consistent with [32]. This results in a slower strategy, which
is particularly visible with the EM-WNMF performance and which is partly
compensated by the speed of Nesterov gradient for the EM-W-NeNMF method.

The right plot in Fig. 2 shows the achieved ESRs in the same simulations
when an additive noise is added to X, with an input SNR around 34 dB. We first
notice that the median performance achieved by the WNMF, EM-WNMF, and
W-NeNMF methods is almost not affected by the presence of noise. However, the
obtained ESRs were already quite high in the noiseless case and thus remain high.
Despite the fact that the achieved ESRs are higher in the noisy configuration
than in the previous noiseless case, the EM-W-NeNMF still outperforms the
other methods. The performance loss is probably due to the fact that the E-step
is less efficient, which prevents accurate estimation of G and F in the M-step.
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5 Conclusion

In this paper, we proposed to extend a fast NMF method using Nesterov gradient
descent to solve large-scale low-rank nonnegative matrix completion. Indeed,
contrary to classical gradient methods, Nesterov gradient descent does not need
the line search of the optimal step in the update rules, which makes the approach
really fast. In order to process missing data, we proposed two extensions using
the weighted and the EM strategies, respectively. The latter—which consists
of an unweighted optimization of a weighted problem—was found to be better
suited than the weighted strategy, in noiseless and noisy NMC simulations, hence
showing the relevance of the method.

In future work, we aim to extend such approaches to an informed framework
[5, 6, 20]—where some entries of G and/or F are provided—and to apply such
extensions to large-scale blind calibration problems [5–7].

Acknowledgments. This work was funded by the ”OSCAR” project within
the Région Hauts-de-France ”Chercheurs Citoyens” Program.

A Proof of Lemmas 1 and 2

Following the structure of the proof in [9], the proof of Lemma 1 is shown by
noticing that

JW (G,λF1 + (1− λ)F2)− λJW (G,F1)− (1− λ)JW (G,F2) = −λ(1−λ)
2 JW (G,F1 − F2) ≤ 0.

(19)
Let us now focus on the proof of Lemma 2. The Lipschitz continuity of ∇FJW
can be shown by extending the proof in [9] to the weighted situation considered
in this paper. However, the key point lies in the estimation of the ”best” Lipschitz
constant. Indeed, let us first recall that Q is a Lipschitz constant of ∇FJW (G, .)
if, for any matrices F1 and F2,

||∇FJW (G,F1)−∇FJW (G,F2)||F ≤ Q · ||F1 − F2||F . (20)

From Eq. (7), it is obvious that the larger is the majoring constant Q, the smaller
is the associated gradient step size and thus the convergence speed.

Considering the gradient expression (14), we derive

||∇FJW (G,F1)−∇FJW (G,F2)||F =
∣∣∣∣GT ·

(
W 2 ◦ (G · (F1 − F2))

)∣∣∣∣
F . (21)

The singular value decomposition of G yields

||∇FJW (G,F1)−∇FJW (G,F2)||F ≤ ||G||2
∣∣∣∣W 2 ◦ (G · (F1 − F2))

∣∣∣∣
F . (22)

At this stage, we need to put W and G out of the norm to obtain a Lipschitz
constant. This can be done by assuming that any column and any row of M
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contains at least one element—i.e., any column and row of W contains at least
one 1—and thus noticing that

∣∣∣∣W 2 ◦ (G · (F1 − F2))
∣∣∣∣
F ≤ ||G · (F1 − F2)||F , (23)

which provides, using another singular value decomposition of G:

||∇FJW (G,F1)−∇FJW (G,F2)||F ≤ ||G||
2
2 ||F1 − F2||F , (24)

i.e., the Lipschitz constant for W-NeNMF is L.
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Résumé — Le mobile crowdsensing consiste à acquérir des données géolocalisées et datées
d’une foule de capteurs mobiles (issus de ou connectés à des smartphones). Dans cette thèse,
nous nous intéressons au traitement de données issues du mobile crowdsensing environnemen-
tal. En particulier, nous proposons de revisiter le problème d’étalonnage aveugle de capteurs
comme un problème informé de factorisation matricielle à données manquantes, où les facteurs
contiennent respectivement le modèle d’étalonnage fonction du phénomène physique observé
(nous proposons des approches pour des modèles affines et non-linéaires) et les paramètres
d’étalonnage de chaque capteur. Par ailleurs, dans l’application de surveillance de la qualité de
l’air que nous considérons, nous supposons avoir à notre disposition des mesures très précises
mais distribuées de manière très parcimonieuse dans le temps et l’espace, que nous couplons
aux multiples mesures issues de capteurs mobiles. Nos approches sont dites informées car (i)
les facteurs matriciels sont structurés par la nature du problème, (ii) le phénomène observé
peut être décomposé sous forme parcimonieuse dans un dictionnaire connu ou approché par
un modèle physique/géostatistique, et (iii) nous connaissons la fonction d’étalonnage moyenne
des capteurs à étalonner. Les approches proposées sont plus performantes que des méthodes
basées sur la complétion de la matrice de données observées ou les techniques multi-sauts de la
littérature, basées sur des régressions robustes. Enfin, le formalisme informé de factorisation
matricielle nous permet aussi de reconstruire une carte fine du phénomène physique observé.

Mots clés : Étalonnage de capteurs, factorisation matricielle, estimation de données man-
quantes, internet des objets, mobile crowdsensing

Abstract — Mobile crowdsensing aims to acquire geolocated and timestamped data from
a crowd of sensors (from or connected to smartphones). In this thesis, we focus on proces-
sing data from environmental mobile crowsensing. In particular, we propose to revisit blind
sensor calibration as an informed matrix factorization problem with missing entries, where
factor matrices respectively contain the calibration model which is a function of the observed
physical phenomenon (we focus on approaches for affine or nonlinear sensor responses) and
the calibration parameters of each sensor. Moreover, in the considered air quality monitoring
application, we assume to pocee- some precise measurements—which are sparsely distributed
in space and time—that we melt with multiple measurements from the mobile sensors. Our
approaches are "informed" because (i) factor matrices are structured by the problem nature,
(ii) the physical phenomenon can be decomposed using sparse decomposition with a known
dictionary or can be approximated by a physical or a geostatistical model, and (iii) we know
the mean calibration function of the sensors to be calibrated. The proposed approaches de-
monstrate better performances than the one based on the completion of the observed data
matrix or the multi-hop calibration method from the literature, based on robust regression.
Finally, the informed matrix factorization formalism also provides an accurate reconstruction
of the observed physical field.

Keywords : Sensor calibration, matrix factorization, missing value estimation, internet
of things, mobile crowdsensing
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