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Chapitre 1

Introduction

And God said : “Let there be
light.” Then there was light.

Genesis 1:3, New World
Translation of the Holy Scriptures



1.1 Contexte historique

Messager divin, rayonnement stellaire, onde, particule... la lumiere a toujours fasciné ’homme. Sa percep-
tion et la compréhension de sa nature ont évolué au cours des siecles, menant a de nombreuses découvertes.
L’homme commenca par étudier la lumiere qui lui venait du ciel, que ce soit celle du Soleil qu’il peine a
regarder ou celle des étoiles qu’il contemple. Observant la périodicité et la précision de leur mouvement,
les civilisations antiques apprirent & construire des calendriers, afin de prédire les saisons & venir ou les
équinoxes. Ces mouvements furent mis en équations pour la premiere fois de maniére précise par Newton.
Une fois le mouvement de ces luminaires célestes appréhendé, il s’interrogea sur la nature méme de la lu-
miere. Ce fut Maxwell qui pour la premiere fois en proposa une description ondulatoire, la définissant comme
un phénomene électromagnétique. Finalement, suite a la révolution quantique qu’initia Planck, I’étude de
leffet photoélectrique mena Einstein & suggérer une description corpusculaire de la lumiere. Cette dualité
onde/corpuscule poussa alors de Broglie a généraliser cette description ondulatoire a toutes les particules de
matiére, ce qui permit a Schrodinger d’établir sa célebre équation...

1.1.1 Meécanique céleste : les prémices de la dynamique hamiltonienne

La présentation qui suit est inspirée de [14] et du tres éclairant [53]. Elle introduit les outils nécessaires
a 'exposé de la problématique étudiée dans ce manuscrit de these, qui sera développée dans la section 1.2.

L’histoire de la mécanique telle qu’on la connait aujourd’hui débute avec Newton. Il s’appuie sur les
travaux de Copernic et Galilée, péres de I’héliocentrisme, et de Kepler, qui introduisit ses trois lois, expliquant
notamment que les planetes et les cometes ont des trajectoires elliptiques. Introduisant le calul infinitésimal
(indépendemment et simultanémment & Leibniz), il obtient une description précise de la mécanique des corps
célestes. C’est dans son livre Principia qu’il écrit ses lois, notamment la seconde loi de Newton, connue aussi
sous le nom de ‘principe fondamentale de la dynamique’. Ainsi naquit la mécanique classique.

Ces lois inspireront toute une génération de scientifiques (aujourd’hui célebres), et pour cause, elles
permettent une mise en équation du mouvement. On peut citer par exemple Euler, Lagrange ou encore
Hamilton. Les travaux de ce dernier aboutiront sur une reformulation de la mécanique classique, a savoir
la mécanique hamiltonienne. Cette mécanique exprime les trajectoires non plus en termes de position, mais
en terme de position et d’impulsion. Le mouvement est donc vu dans l'espace Ry x R}, (¢,p) désignant les
variables (position, impulsion). Cet espace est appelé espace des phases ou espace des configurations et est
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défini comme le cotangent T*Ry de l'espace des positions Ry, les covecteurs d’'un vecteur fixé désignant
les impulsions d’une position donnée. La mécanique hamiltonienne provient alors de la description des sys-
témes dynamiques par une fonction H en les variables (¢, p) correspondante a ’énergie du systéme étudié,
appelée la fonction hamiltonienne (nommée H par Lagrange en '’honneur de Huygens, et non de Hamilton
contrairement aux apparences... voir [42]). Elle a pour expression dans de nombreux cas

H(q,p) = (p—A9)* +V(a), (a,p) €R] xRy

ou A est un potentiel vecteur et V une fonction potentiel. Par exemple, en électromagnétisme, A désigne le
potentiel magnétique et V le potentiel électrique. L’entier n désigne le nombre de variables de positions, n = 2
dans le cas d’'un mouvement plan par exemple. De cette fonction on déduit les trajectoires de la dynamique
via les équations hamiltoniennes du mouvement

q(t) = G (q(1), p())
p(t) = =G (q(t),p(t)) - (1.1)
(4(0),p(0)) = (g0 po)

Cette formulation permettra notamment l'introduction de la géométrie symplectique dans la dynamique
classique, dont on illustrera quelques avantages dans le Chapitre 3. On peut insister sur le fait que I'état
d’une particule, i.e. sa position et son impulsion, est alors décrit par un point de ’espace des phases.

Au 19¢ siecle, la mécanique classique connait une profonde évolution par l'introduction de la notion
de champs. Jusque 1a, les ‘particules’ intéragissaient entre elles via des ‘forces’. Cependant, les travaux de
Faraday prolongés par ceux de Maxwell montrent la nécessité d’introduire les ‘champs’, des objets physiques
immatériels qui intéragissent et mettent en mouvement la matiere. Maxwell, en 1864, formule alors les
célebres équations de Maxwell, mettant ainsi en équation les champs électrique et magnétique et présentant
les liens entre ces derniers. Il propose alors une description de la lumieére en tant qu’onde électromagnétique.

1.1.2 La catastrophe ultraviolette, les quantas d’énergie et les grains de lumiere

A la fin du 19¢ siécle, Planck s’intéresse au rayonnement des corps noirs. Il n’arrive pas & concilier deux
lois sur ce rayonnement, les lois de Wien et de Rayleigh-Jean, qui donnent la longueur d’onde du rayonnement
en fonction de la température du corps noir mais dans des domaines spectraux différents. La loi de Rayleigh-
Jean étant mise en défaut pour de petites longueurs d’onde, cela remet en cause la thermodynamique et en
fait toute la dynamique classique de I’époque : il s’agit de la catastrophe ultraviolette. Cela le poussera a
introduire timidement en 1901 la constante de Planck h et la théorie des quanta d’énergie. Il explique que
les échanges d’énergie AFE entre le corps noir et son rayonnement sont quantifiés, multiples entiers de la
constante de Planck réduite

AFE =nh

ou i = h/2m. Cette théorie ne sera confirmée que quelques années plus tard, en 1905, par Einstein et son
explication de l'effet photoéléctrique. Il introduisit alors les quanta de lumiére, c’est & dire les photons, qui
constituent une description corpusculaire de la lumiere.

1.1.3 Meécanique ondulatoire et principe d’incertitude

En 1924, dans sa theése de doctorat, Louis de Broglie suggere alors que cette dualité onde/corpuscule ne se
limite pas uniquement aux photons mais & toute particule de matiere. Il propose que ’on puisse associer une
onde a chaque particule, et cette théorie sera confirmée dans le cas des électrons par ’expérience de Davisson
et Germer en 1927. Seulement deux années apres ’hypotheése de De Broglie, en réponse a une question de
Debye ("If there is a wave, there must be a wave equation!"), Schrodinger propose une équation décrivant
la propagation d’une telle onde (c.f. [64]). Il postule que la fonction d’onde 1 d’une particule seule évoluant
sous un potentiel V' doit étre solution de

aw h?

ihy = =5 =M+ V. (1.2)



Cette formulation de la mécanique quantique est alors fortement rattachée a la mécanique hamiltonienne,
lopérateur —h2A 4 V étant obtenu par quantification de ’hamiltonien H.
La quantification a pour but d’associer a un hamiltonien, i.e. une fonction H € C>*(T*R7,R) que l'on

appelera symbole, un opérateur He L(L2(R?)), que I'on appelera opérateur pseudo-différentiel ou opérateur
de Schrodinger. L’idée est de quantifier pour 1 < j < n, le symbole de position

Qj: (¢:p) = g
en l'opérateur de multiplication par z;
Q;: feLAR") — x;f

et le symbole d’impulsion
Pj:(a,p) = p;
en l'opération de dérivation
Pj: f € L*(RY) = —ihd; f.

Les opérateurs Q]‘ et 15j définissent alors des opérateurs autoadjoints, non bornés sur L2(R™). On cherche
alors naivement & remplacer g; par ; et p; par P; dans I'expression de I’hamiltonien H. Ceci dit, du fait
de la non-commutation des opérateurs (); et P;, le symbole

(a,p) = a;p)

peut étre quantifié de deux manieres diférentes : Qj Pj ou Pj Qj. Il est donc nécessaire de définir une méthode
de quantification. La méthode de quantification qui sera utilisée ici sera la quantification de Weyl, parfois
appelée aussi quantification de Schréodinger. Elle concerne certaines classes de symboles que nous allons
briévement introduire. On se réferera & [74] pour une présentation plus détaillée. On commence par définir
une fonction d’ordre m. Il s’agit d’une fonction vérifiant la propriété

m € C*(T*Ry,R) telle que IC,r >0, VX,V € T"R"m(X) < C(X - Y)"'m(Y)
ot (X) := (1+ ||X||?)*/2. On définit alors la classe de symbole associée
S(m) := {a € C®°(T*R},R)|Vor € N*,3C,, > 0, |[0%a| < Cam} .

Alors, pour tout a € S(m), on associe l'opérateur Opy (a) défini en ¢ € .(R™) par

1 i
Opy(a)yp:z e R" — k) //R2" en @)y (x;y,f) ¥ (y)dydE.

L’opérateur Opy (a) peut alors étre étendu en un opérateur non borné sur L?(R"). Cette quantification
est une quantification symétrique car elle quantifie les symboles réels en des opérateurs symétriques, par
exemple,
QP + P,Q;
Opy; ((g,p) = gjp;) = ==
La théorie ondulatoire de la matiére développée par de Broglie et Schrédinger se heurte alors a une diffi-
culté majeure, tant d’ordre physique que philosophique ou pragmatique. Effectivement, en 1927 Heisenberg
présente, sur la base des travaux de De Broglie et Schrodinger, son principe d’incertitude. Il se formule
comme suit : pour ¥ une fonction d’état, i.e. telle que |)|? soit une densité de probabilité, on définit les
positions et impulsions moyennes de ¥ comme

(Q)y = (U, 2Y)12 et (P)y = (¥, —ih0, )y
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et les variances associées
ApQ = 1/(@%)y — (@) et Ay P :=/(P?)y — (P)]]
(en supposant que toutes ces quantités existent). Alors,

AyQALP > g (1.3)

Autrement dit, il est impossible de décrire avec précision a la fois la position et I'impulsion d’une particule
quantique. Ceci remet en question lexistence méme de particules quantiques (car non localisées) ainsi que la
description de telles particules par un espace des phases quantique, comme c’était le cas pour la mécanique
hamiltonienne.

Néanmoins, la question avait été anticipée par Schrodinger. En effet ce dernier montre dans [63] que
la dynamique d’un état gaussien localisé propagé par un oscillateur harmonique reste localisée autour de
la dynamique classique associée. On peut aussi citer les travaux d’Ehrenfest et sa communication [18] en
1927 dans laquelle il montre que pour des temps plus petits qu’un temps 7g un état initialement localisé
reste localisé autour de la trajectoire classique. Le temps 7g sera alors dénommé temps d’Ehrenfest et
correspondra au temps auquel un état localisé perd toute localisation. Cela meénera a ’étude d’une classe
particuliere d’états localisés : les états cohérents.

1.2 Problématique étudiée

Le sujet de ce manuscrit s’insére dans cette problématique. Il s’agit d’étudier ’évolution de la localisa-
tion d’états d’une classe particuliere, les états cohérents, dans un cadre bien précis, celui de la propagation
magnétique 2-D. Dans le cas de ces états extrémement localisés, les liens entre la dynamique quantique et la
dynamique classique sous-jacente sont forts. Ils seront mis en évidence de maniere générale dans le Chapitre 4
et dans le cas précis de la propagation magnétique 2-D dans le Chapitre 5.

1.2.1 De lincertitude d’Heisenberg a la cohérence d’un état

Reprenons le principe d’incertitude d’Heisenberg et donnons en un énoncé plus général et plus précis.
Avant cela, on définit pour un opérateur auto-adjoint C' non nécessairement borné sur L2(R"), et pour une
fonction ¢ € Dom(C) N Dom(C?), la valeur moyenne de C en 1)

(CY, ) L2mn)

Cly = —F5——,
S 7 v

et sa variance
2,0 = [ic2), - ()2,
Theorem 1.2.1. Soient A et B deux opérateurs autoadjoints sur L?(R™), n > 1. de domaines respectifs

Dom(A) et Dom(B). On supposera que . (R™) C Dom(A)NDom(B) et que A et B laissent .7 (R™) stable.
Soit ¢ € S (R") tel que ||[¢||r2@®n) = 1. Alors

AADB > 3[4, B), |

ot [A, Bl = AB — BA désigne le commutateur de A et de B.

Démonstration. On pose f = (A — (A)y)¥ et g = (B — (B)y)¥ et on commence par remarquer que
(ApA)*(AyB)? = | flIE2@m l9lIE2@ny = [(F, )Lz | (1.4)
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par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. On observe d’une part que

(fsg)r2@n) = (BA)y — (A)y(B)y

et
(9, Fr2@ny = (AB)y — (A)y(B)y

puis d’autre part que

(fs 2@y — <9af>L2(R”)>2
2

(f, g)ee e = Tm ((f, g)ran)” = (

Un calcul donne alors que

L((AB)y — (A (B)y — (BA)y + (A)y(B)y)?

([4, B]),, -

Im ({f, g)r2m)” =

N = N

O

Prenons alors pour opérateurs autoadjoints (non bornés) les opérateurs @; et P;, ou, pour rappels, Q;
désigne la multiplication par la coordonnée z; de R™ et P; la dérivation en la j°® variable P; = —ihd;,
1 < 7 < n. La relation de commutation s’écrit alors

Qj, P;] =ih
et le Théoréme 1.2.1 donne alors pour toute fonction ¢ € . (R")

h
AyQAyP > 3 (1.5)
On retrouve la relation (1.3). On souhaite définir une classe d’états de localisation optimale, i.e. minimisant

ce principe, des états 1 tels que

AyQALP = g
On obtient la proposition suivante.
Proposition 1.2.2. Pour toute fonction ¢ € ./ (R") telle que ||¢|2mny = 1, pour tout 1 < j < n, les
assertions suivantes sont équivalentes

i. ¢ vérifie le cas d’égalité de (1.5), & savoir

h
ApQjAP; = 9

ii. il existe g e R", pe R" A >0 et g€ L (R"1), ||g|lL2@n-1) =1 tels que

22\ 4 Py Mei—a)?
P e
mh

Vo € Rn, gp(x) = g(l‘l,. ey L1, L1y - - - ,.T,”) <

Démonstration. On se place dans le cas n = 1 pour simplifier. Soit ¢ minimisant le principe d’Heisenberg
(1.5). On pose (@), = q et (P), = p et on considére a nouveau f = (Q — (Q)y)p et g = (P — (P),)ep.
Puisque ¢ minimise (1.5), on est dans le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.4), i.e. f =g ou
g =~ f pour 7, 4 deux nombres complexes. Puisque ¢ est une fonction de Schwartz, on obtient que ni ~, ni
4 ne peut étre nul. Considérons g = v f, qui donne ’équation différentielle en ¢ :

Orp = %(v(x ~qo) — Po)
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qui admet des solutions dans I’espace de Schwartz si et seulement si Im(y) > 0, de la forme
plz) = CeRlo—0™+i%t

avec C une constante de normalisation L. En injectant alors dans

h
A‘PQAWP = 5
on obtient que v = —i\, avec A > 0 et C' de la forme annoncée. La réciproque se vérifie par le calcul. O
Dans la suite on considérera la classe d’état de la forme
1 n/4 pa_ (z—q)?
2 eR" = [ — [ 1.6
0 (%) (1.6

correspondant au cas A = 1/2. Les états ¢ de la forme (1.6) sont aujourd’hui appelés les états cohérents
gaussiens. Il s’agit d’une classe d’états dont la propagation a été beaucoup étudiée (voir [23, 39] par exemple).
L’intérét de tels états est leur localisation optimale autour d’un point (go,po). Effectivement, on retrouve
par le calcul les moyennes en position et impulsion (@), = o et (P), = po. Cette minimisation du prin-
cipe d’Heisenberg donne alors des propriétés intéressantes de propagation. Dans [63], Schrodinger étudie la
propagation d’une telle fonction, qu’il nomme alors Gaussian error-curve par un oscillateur harmonique. Il
obtient deux résultats importants. Le premier est que la solution de I’équation de Schrodinger associée a
loscillateur harmonique —h?A + 22 prise au temps ¢, issue d’un état cohérent gaussien de la forme (1.6),
reste un état cohérent gaussien. Le second est que cet état cohérent gaussien suit exactement la trajectoire
classique de ’hamiltonien sous-jacent, H(q,p) = p* + ¢®. En d’autres termes, si 1’état cohérent initial est
‘centré’ en (qo,po) et si (q(t), p(t)) décrit la trajectoire classique issue de (qo, po), alors, le propagé au temps ¢
par I’équation de Schrédinger est un état cohérent gaussien centré en (g(t), p(t)). Ainsi, un tel état cohérent
reste localisé, ‘optimal’ au sens du principe d’incertitude de Heisenberg, pour tout temps de la propagation.

Il apparait par la suite que ce fait n’est pas vrai pour des hamiltoniens généraux. L’exemple ci-dessus entre
dans le cadre de la propagation d’états gaussiens par I’équation de Schrodinger associée a des hamiltoniens
quadratiques. On peut se référer & [12, 60] pour des références sur le sujet. L’idée est que la propagation
par des hamiltoniens quadratiques laisse stable une classe contenant les états gaussiens et qui lui est assez
proche : il s’agit de la classe des états comprimés, de forme

_jap ;zp ,(x—qg)D(r—q)
p:xe€R—are*2me' m e 2"

avec I une matrice carrée de taille n symétrique complexe de partie imaginaire définie positive et ar > 0 telle
que [|¢[|r2@®n) = 1. On retrouve les états gaussiens en posant I' = il,,, ot I,, désigne la matrice identité de
taille n. Lorsque 1’on propage par des hamiltoniens plus généraux, donc non nécéssairement quadratiques, il
se passe un phénomene de délocalisation en temps longs. Ce phénomene a été remarqué et quantifié pour la
premiere fois par Ehrenfest en 1927, peu de temps apres que Schrédinger ait mis en place son équation et que
Heisenberg ait prouvé ses principes d’incertitudes. Dans une communication [18], il parle de Deffet dissipatif
que peut avoir I’équation de Schrédinger et introduit un temps, le temps d’Ehrenfest, que 'on notera Tg au

dela duquel un état cohérent perd sa localisation. Comme la délocalisation est un phénomeéne quantique, il
s’agit d’un temps dépendant du parametre f, de sorte que

Te — o lorsque A — 0.

L’ordre de grandeur de ce temps est directement relié & la nature du probléme étudié (se référer a l'in-
troduction éclairante de Darticle [65]). Ainsi on peut identifier deux ordres de grandeurs de temps dans la
propagation des états cohérents. La propagation en temps dits finis, concernant des temps ¢t indépendants
du parametre h, et la propagation en temps longs, concernant les temps ¢ qui tendent vers I'infini lorsque A
tend vers 0.
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La propagation en temps finis par des hamiltoniens généraux d’états cohérents comprimés a été étudiée
par Hagedorn dans [25, 26, 27]. L’idée est d’approcher la solution de ’équation de Schrédinger associée a
un opérateur H par des superpositions d’états cohérents comprimés, centrés en la dynamique classique. Ce
faisant, Hagedorn résout I’équation de Schréodinger dans le cas électrique H= —h2A+V, a une erreur d’ordre
O(hl/ 2) en norme L? pres, Pentier [ étant relié au nombre d’états comprimés utilisés dans la superposition
d’état et a la régularité du potentiel V. Ces travaux seront prolongés dans [11] ot la méme étude sera
menée pour des hamiltoniens trés généraux, plus nécessairement de la forme H = (p — A(q))? + V(q).
Le point important de cette généralisation est 'utilisation de la concentration des états cohérents en un
point de la trajectoire classique et la linéarisation du flot autour de ce point, faisant intevenir le Hessien de
I’hamiltonien en ce point, qui est une forme quadratique... Ainsi la propagation des états comprimés par des
hamiltoniens quadratiques fournira une bonne approximation de la propagation générale des états cohérents.
Cette méthode d’approximation se montrera fertile. Elle permettra entre autres de retrouver la notion de
‘temps limite’ au bout duquel on perd toute localisation, voir encore [11]. On trouve aussi dans [60, 12]
I’approximation de la propagation par ’équation de Schréodinger d’un état comprimé par un développement
en série de puissances de h'/2 et de coefficients des états gaussiens multipliés par des polyndmes dont
on controle la croissance en degré. Cela donnera acceés aux représentations de Bargman et de Wigner, qui
permettront d’améliorer le temps de validité de 'approximation et la qualité de celle-ci pour des hamiltoniens
plus réguliers par exemple. On peut citer [13] pour une référence plus récente. On cite aussi [51, 52, 48], ot
les états cohérents sont définis sous la forme

1 —41P ;TP r—q
Plgp)(T) = We e’ pg()an W

avec p, une troncature autour de g et ap une famille de fonctions de Schwartz dépendant continuement de
h et admettant un développement (au sens de Borel) de la forme

ap, ~ Zhjﬂaj

Jj=0

avec les fonctions a; des fonctions de Schwartz. On voit alors émerger la notion de profil d'un état cohérent,
retrouvant les états cohérents gaussiens ou comprimés en posant pour ay un profil gaussien. Dans ses articles,
Thierry Paul étudie la propagation en temps finis de tels états. Il obtient similairement a Didier Robert et
Monique Combescure que les états cohérents propagés par des hamiltoniens (électriques cette fois ci) peuvent
étre approchés & tout ordre en /i par un état cohérent centré en la trajectoire classique et de profil a(t). Le
terme d’ordre 0 est obtenu par propagation du terme ag par le hessien de ’hamiltonien (ce qui n’est pas sans
rappeler la propagation d’état gaussiens). Voir par exemple [48] pour un énoncé. Il en fera notamment des
applications pour la construction de quasimodes pour les opérateurs de Schréodinger en jeu. Enfin, on peut
aussi citer les travaux de Yajima dans [73] qui propose une formulation Lagrangienne des états cohérents et
des résultats de propagation en temps court. Il s’intéresse a des solutions approchées sous la forme WKB et
en temps courts, associées a des hamiltoniens avec potentiels magnétique et électrique.

Pour conclure cette présentation des résultats de propagation en temps finis, il est important de parler des
liens entre la propagation en temps finis d’états cohérents et le Théoréme d’Egorov. Ce dernier est un outil
puissant permettant de faire le lien entre la propagation quantique et la dynamique classique sous jacente.
Voir lexcellente référence [74, Chapitre 11] pour un énoncé précis, et le Chapitre 4 pour une discussion plus
poussée sur le sujet. Une des applications de ce théoréme est la suivante : la localisation d’une fonction que
I’on propage évolue en temps finis selon la dynamique classique associée a la propagation quantique. Comme
mentionné plus haut, les états cohérents sont un moyen de mesurer ce lien entre dynamique classique et
propagation quantique. En effet, lors de la propagation quantique en temps finis d’un état cohérent, le centre
de I’état propagé est donné par 1’évolution classique issue du centre de ’état initial.

L’étude de la propagation en temps longs (i.e. pour des temps ¢ — oo lorsque i — 0) se heurte & un
obstacle qui n’était pas présent lors de la propagation en temps finis. En effet les états cohérents introduits
plus haut sont alors sujets a des phénomeénes de délocalisations, i.e. ne peuvent plus étre décrits par une
position ¢ et une impulsion p. L’ordre de grandeur des temps pour lesquels ce phénomene apparait est
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donné par le temps d’Ehrenfest Tg. Il est alors connu que pour des cas ou la dynamique classique est
hyperbolique 7z = | In(h)| et que pour des trajectoires stables Tz =< VA, c.f. [11, 49, 50] par exemple. L’idée
est alors d’étudier la dynamique des états cohérents pour des temps d’ordres inférieurs a celui du temps
d’Ehrenfest en s’attendant a garder des états localisés, mais aussi d’étudier la propagation pour des temps
de ordre de Tg et au-dela et de voir quels phénomeénes purement quantiques peuvent surgir. Par exemple,
par des techniques impliquant les fonctions de Wigner (voir [20] pour une définition), dans [11] les auteurs
montrent que 'approximation en sommes d’états cohérents d’un état gaussien propagé reste valide jusqu’a
des temps proche du temps Tg. Dans les mémes années, Hagedorn et Joye dans [28, 29] prouvent un résultat
similaire, impliquant une concentration de 1’état propagé autour de la trajectoire classique pour des temps
de l'ordre du temps Tg. Utilisant des techniques de transformation de Wigner, on trouve dans [8] un énoncé
du Théoréeme d’Egorov jusqu’en des temps de 'ordre de T, i.e. logarithmiques en temps. Il y est alors étudié
des phénomeénes de concentration des états cohérents dans des propagations en des temps t < |log(h)| dans
le cas d’un flot hyperbolique.

La propagation pour des temps au dela du temps d’Ehrenfest laisse quant a elle apparaitre toute sorte
de comportements... Il peut y avoir déconstruction de I’état, 1’état cohérent transitant alors vers un état
lagrangien. On peut se référer a [65] pour une étude de ce phénomene. Dans le cas de trajectoires périodiques,
on peut avoir des échelles de temps pour lesquelles on a destruction de ’état cohérent, ce dernier se trouvant
délocalisé sur toute la trajectoire classique, et pour d’autres échelles de temps on peut voir apparaitre des
reconstructions partielles voire une reconstruction totale de I’état. On peut citer a ce sujet la tres instructive
zoologie de Paul dans [49], ou encore 1'étude détaillée des phénomenes de recontruction dans [44]. On peut
aussi se référer a 'introduction générale aux états cohérents [61]. Pour un point de vue plus ‘dynamique
classique’ de ce genre de phénomeénes, on peut aussi se référer au trés clair exposé de [50]. On peut aussi se
référer & [2], ol est abordée la propagation en temps longs par le moyen des mesures semiclassiques. Pour
diverses échelles de temps, comparées & A~ ', les auteurs obtiennent une description précise de ces mesures
dans le cas comletement intégrable du tore.

La problématique de cette these s’inscrit alors dans la propagation d’état cohérents pour des temps
longs, de I'ordre de t < ™!, donc bien au dela du temps d’Ehrenfest 7z, laissant apparaitre des phénomeénes
purement quantiques. Cela sera possible en raison du cadre magnétique que nous prodigue la dimension
n = 2, que nous introduirons brievement ci-dessous. Pour réaliser cette étude il est & noter qu’il nous faudra
décider quelle définition d’états cohérents adopter, ce qui fera 'objet de la discussion du Chapitre 4.

1.2.2 Champ magnétique et le cas 2-D

Dans tout le reste de ce chapitre, nous nous placerons dans le cas de la dimension 2, i.e. dans le cas
d’un mouvement plan : (¢q,p) € Rg X Rf,. Dans ce cadre la, on considere un champ magnétique B comme un
champ de vecteurs de R? orthogonal en tout point au plan R? x {0} que 1’on identifiera & Rg. Les trajectoires
obtenues laissent alors stable ce plan, et on limitera notre étude a Rz. On peut prouver qu’il existe un
potentiel vecteur A € C*°(R?,R?), appelé potentiel magnétique de sorte que dans le formalisme hamiltonien
la fonction hamiltonienne responsable du mouvement soit donnée par

H:(q,p) € Ry xRS v |lp — A(q)|”
ott || - || désigne la norme euclidienne de R?. En quantifiant cet objet, on obtient le laplacien magnétique
Lpa = || =iV — A|*> = (=ihdy — A1(q))* + (—ihdy — As(q))>.

Les trajectoires classiques sont alors obtenues en résolvant les équations hamiltoniennes associées & H et la
dynamique quantique est quant a elle donnée par ’équation de Schrodinger afférante & Ly a. Les définitions
précises de ces objets et les questions d’existence des flots classiques et quantiques seront examinées en détail
dans le Chapitre 3.

Comme dit précédemment, le formalisme hamiltonien ouvre I'accés aux outils de la géométrie symplec-
tiques. Via de telles techniques, dans [57], dans le cadre d’'un champ magnétique B ne s’annulant pas, les
auteurs prouvent des résultats de formes normales tant pour 'hamiltonien H que pour le laplacien magné-
tique Lp a. Ces résultats de formes normales permettent une description fine du mouvement classique dans
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un champ magnétique de particules a petites énergies et de I'impact de ces trajectoires sur le mouvement
quantique associé. Donnons un énoncé simplifié de ces resultats.

Le premier est un résultat de forme normale classique, et concerne la transformation de I’hamiltonien
H par une application compatible avec les équations du mouvement, a savoir un symplectomorphisme.

Cette transformation se fait pour ‘de petites valeurs de H’ i.e. sur un voisinage de la surface caractéristique
= H1({0}).

Theorem 1.2.3. Soit Q) un ouvert de ]Rg sur lequel le champ B ne s’annule pas. Alors il existe un symplec-
tomorphisme r d’un voisinage Q0 de

{(¢,A(q)) eRI xR2jge Q} C %

2

sur un voisinage de {0} x RZ_,

et une fonction
feC®R:, xR R)

telle que .
V(Zl, 2:2) € K(Q), Ho n_l(zl, 22) = f(ZQ, |21|2) + O(|21|OO)

De plus,
¢:q € Ry~ r(q, Alg) € {0} x RZ,

définit un symplectomorphisme de R?I sur Ri et on a f o ¢(q) = B(q).

Ce théoreme permet une description fine du mouvement classique d’une particule de petite énergie, i.e.
de position ¢ et d’impulsion p de sorte que (g,p) soit proche de la surface d’énergie nulle X. En effet, ce
théoreme prouve que sur un voisinage de la surface caractéristique, I’hamiltonien magnétique est proche
d'un systéme intégrable, dont I'hamiltonien K = f(22,|21]?) est fonction de |21|?, responsable d’oscillations
rapides centrées en {z; = 0}, i.e. sur la surface d’énergie nulle, et dont le centre évolue selon ’hamiltonien

hr = f(z2,1) = Bokr™1(0,2)1 + O(I*/?)

en z, la valeur de I = |z;|? étant constante au cours du temps. Ce mouvement est appelé le mouvement centre
guide, car il s’agit d’oscillations rapides dont le centre dérive plus lentement. Ce phénomene fut déja étudié
par Littlejohn dans [45], article dans lequel il introduit aussi une forme normale classique de ’hamiltonien
magnétique. Dans [57], les auteurs utilisent des résultats de géométrie symplectique pour obtenir une premieére
forme normale classique, qu’ils affinent en utilisant des résultats de formes normales de Birkhoff. Les preuves
seront données dans le Chapitre 3, mais on peut se référer & [70, 9, 69, 71] en ce qui concerne l'outil des
formes normales de Birkhoff. On peut remarquer finalement que les auteurs appliquaient ce résultat dans un
cadre confinant, ce qui ne sera pas notre cas ici. Les résultats d’approximation de la dynamique classique
issue de H par celle du systéme intégrable K seront valables pour des temps d’ordre t = e~ ! ot € désigne
I’énergie magnétique de la particule. Ce résultat sera établi dans le Chapitre 3.

La forme normale de Birkhoff permet une quantification des résultats ci-dessus en une forme normale
quantique du Laplacien magnétique.

Theorem 1.2.4. Il existe un opérateur unitaire Uy, et deux opérateurs pseudo-différentiels N et Ry tels que
Uhﬁh’AU;»: =N+ Ry,

avec N tel que si H; = Vect(hj) ® L*(R), j € N, avec h; la j¢ fonction d’hermite, la resctriction a H;,
notée N'U) soit un opérateur pseudo-différentiel 1-D de symbole principal

n) =n(2j +1)Bo¢t.
L’opérateur pseudo-différentiel Ry, est ‘négligeable’ sur un voisinage de /{(Q)

14



La négligeabilité de Rj sera explicitée dans le Théoréme 2.2.5. On reconnait ici les niveaux d’énergie
de Voscillateur harmonique. En effet, les fonctions d’Hermite désignent les fonctions propres de l'oscillateur
harmonique et les i(2j+1) les valeurs propres de ce dernier. Ceci est dii & la présence de l'oscillateur classique
dans la forme normale classique, qui se quantifie en oscillateur quantique. Il se passe alors un phénomene
intéressant d’un point de vue quantique : les restrictions A7) sont toutes d’ordre 4. En d’autres mots, d’un
point de vue ‘spectral’ 'opérateur N est d’ordre h, ce qui ralenti la dynamique quantique associée. Ainsi sur
chaque espace H;, la dynamique étant d’ordre £, si on propage jusqu’en des temps d’ordre £, on obtient une
propagation d’ordre 1 en un ‘temps réduit’, ce qui permet d’appliquer la théorie usuelle de propagation des
états cohérents en des temps finis, s’appuyant sur la dynamique classique. Dans le cas magnétique, pour de
petites énergies, ce théoreme de forme normale quantique permet une description de la propagation d’états
cohérents en temps longs par la dynamique classique.

1.3 Résultats prouvés dans ce manuscrit

La contribution principale de cette these se répartie sur trois domaines :
i/ la définition d’une classe d’états et les premiéres propriétés de propagation générale ;
it/ la propagation magnétique en temps longs de fonctions de la classe de Schwartz;
iii/ la propagation magnétique en temps longs d’états cohérents et I’étude de leur localisation.

Il est a noter que le résultat principal de ce manuscrit est celui concernant la propagation en temps longs
des états cohérents. Comme expliqué dans la section 1.2, le grand défi de I’analyse semi-classique est la
propagation pour des temps longs, ou on fait tendre en méme temps t vers I'infini et A vers zéro, ces deux
limites ne commutant pas. Le ‘mur’ que ’on rencontre alors dans le cas de la propagation d’états cohérents
est le temps d’Ehrenfest Tz, au plus de I'ordre de A/, Le résultat prouvé ici est un résultat de propagation
en temps d’ordre A1, bien plus longs que le temps d’Ehrenfest. Il s’agit & notre connaissance du premier
résultat de propagation pour des temps aussi longs. Ce résultat est obtenu pour des états cohérents d’énergie
magnétique nulle, i.e. centrés sur la surface caractéristique. Dans ce cas, la dynamique classique est triviale,
car le centre de ’état cohérent en est un point fixe. Le Théoreme d’Egorov nous enseigne alors que 'état
pour des temps finis ne bouge pas dans la limite semi-classique. Grace aux résultats de formes normales de
[57], on arrive alors & ‘pousser’ le temps de validité du Théoreme d’Egorov a des temps longs de lordre de
k1, observant un phénomeéne d’ubiquité de ’électron, ou de quantification des trajectoires. L’état, localisé
en un point pour des temps finis, se sépare en plusieurs états, se délocalisant sur les centres de ses états,
tous suivant la méme dynamique guidée par le champs magnétique B mais a des vitesses différentes.

Les techniques mises en oeuvres pour prouver ce résultat sont assez sophistiquées. Il s’agit de techniques
de géométrie symplectique, formes normales, d’analyse microlocale (transformation de Wigner, front d’onde,
opérateurs Ai-pseudodifférentiels et opérateurs intégraux de Fourier), équations de propagation, espaces de
Sobolev semiclassiques, hypoellipticité... Le but de cette section est d’exposer une vision d’ensemble des
résultats établis durant cette these et des idées clefs des preuves afférantes.

1.3.1 Définition d’une nouvelle classe d’états et étude de la propagation en
temps finis

Un des premiers problémes apparus dans I’étude de la propagation magnétique des états cohérents fiit
la nécessité de préciser la classe d’états que l'on allait étudier parmi celles prodiguées par la littérature,
abondante a ce sujet. On peut citer entre autres deux définitions de classes d’états cohérents qui ont guidé
I'introduction d’une nouvelle classe d’états. La premiere est celle que I’on retrouve dans les travaux de Robert
et Combescure [11, 13] : les états comprimés. L’avantage de cette classe d’état est qu’elle est explicite, ce qui
permet de faire des calculs. L’inconvénient est que la classe est uniquement stable par propagation par des
hamiltoniens quadratiques et nécessite de sommer des états pour approcher une propagation plus générale.
La seconde est celle utilisée par Paul ([52, 48]) : il s’agit d’états cohérents s’écrivant avec un profil a se
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développant au sens de Borel en série de fonctions de Schwartz et de puissance de h'/2. De méme cette classe
n’était pas stable par propagation générale, mais un état cohérent propagé restait trés proche en norme L2
d’un état de la classe centré en la dynamique classique.

Ce qui a guidé le choix de la classe est le fait suivant : pour utiliser les résultats de forme normale, il
est nécessaire d’appliquer a ’état cohérent que 'on souhaite propager 'opérateur de forme normale. Cet
opérateur est en fait un propagateur pris au temps 1 d’une équation de Schrédinger avec hamiltonien borné.
On souhaite alors que I'application de I'opérateur de forme normal & 1’état initial de la propagation donne
un état qui soit dans la méme classe. Cette réfléxion a mené a l'introduction de la classe suivante d’états
cohérents.

Definition 1.3.1. On considére pour A > 0 et z € T*R? les opérateurs unitaires de dilatation
1 .
Ap: feL3(R?) — — ()€L2R2

et de translation o
Th(2) : f € L2A(R?) = e 5 % f(2 — q)

ol z = (q,p). On définit I'ensemble s des profils sur R? comme suit : f, € s si et seulement si il existe
f € #(R?) indépendant de % avec || f|r2mr2) =1, 8> 0 et (gr)o<n<n, C - (R?) une famille de fonctions de
Schwartz uniformément bornée en i dans les semi-normes de Schwartz tels que f;, = f + #%gs. On définit
alors la classe d’états cohérents comme

¢ .= {ei%Th(z)Ahfh, SER, € T*R2, fy € 5, } .

Remark 1.3.2. Cette définition se généralise en toute dimension, en considérant z € T*R"™ et f,gr comme
des fonctions de .#(R™). On notera alors respectivement s et €[n] les classes de profils et d’états cohérents
en dimension n > 1.

Cette définition emprunte la notion de profil f; translaté par 'opérateur Tj(z)Ap aux définitions intro-
duites précédemment. Elle englobe de plus les deux définitions précédentes lorsque l'on fixe le parameétre
B =1/2. L’idée est de concentrer un profil f;, autour d’un point z, qui sera appelé centre de I'état cohérent, &
un taux V4. Ce profil est défini par une partie classique, f, qui est une distribution de probabilité, pouvant
ainsi représenter une particule classique vue d’un point de vue quantique, et par une partie semi-classique,
hPgp, disparaissant a la limite semi-classique i — 0. L’intérét d’introduire cette partie semi-classique est que
les théoremes précédents de propagation en temps finis deviennent un théoréeme de stabilité.

Theorem 1.3.3. Considérons (Hy).co,1] une famille d’hamiltoniens réels dépendant continuement du temps,
telle que uniformément en temps et en h € (0,ho), (Ht)iepp,1] € S(1). Considérons la dynamique classique
z(t) = (q(t), p(t)) associée, issue d’un point z = (q,p). Alors, si @, € €, si l’équation de Schrodinger associée
a (Hy)ieo,1) admet une solution jusqu’au temps t = 1 issue de cet état, le propagé quantique de . au temps
t est un état de la classe € centré en z(1).

Ce théoreme prouve deux choses. La premiére est une stabilité de la classe € par propagation en des
temps finis, et la deuxieéme est que le centre de ’état propagé est donné par la dynamique classique : il s’agit
en quelque sorte d’un théoréeme d’Egorov de la classe €.

Idées de la preuve du Théoréme 1.3.3 La preuve de ce théoreme repose sur la localisation en un point
des états cohérents, via Popérateur de ‘translation-concentration’ Ty (2)A. Posons

p(t) == U(t0)p-

la solution de I’équation de Schrodinger associée & I’hamitonien Hy, ot U(t, s) définit la famille des propa-
gateurs associés, i.e. la famille d’opérateurs unitaires sur L2(IR?) tels que

ihdsU(t,s) = Opy (Hy)U(t,s) U(s,s) = idpz(ge)-
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On suppose l'existence d’une telle famille de classe C! en les variables (¢, s) € [0, 1]%. On pose alors ¢ = ¢(1).
Puisque H; définit une famille de symboles uniformément bornée en temps, on peut prouver que pour tout
t €[0,1], ¢(t) € #(R?). On considére alors z le centre de ¢ et son profil f; = f + h?g; € s. Considérant
Iintégrale d’action

K 1
6t = 60 +/ (ps . QS - Hs(zs))ds - §(qt Pt — qo 'pO)a
0

on définit

o(t) == e AT (—2()U (2, 0)p(0). (1.7)
Il s’agit du propagé de ¢(0) au temps ¢ que l'on translate par —z(t) et que I'on dilate de v/A. On s’attend
alors a retrouver un profil f(¢), ce que l'on cherche & prouver. Pour cela, on commence par établir I’équation
de propagation associée a v. Par le calcul, on est naturellement mené a considérer, via les opérateurs de
concentration et de dilatation en z(t), le développement de Taylor de X — H;(z(t) 4+ vhX) autour du point
z(t) et on pose

Ky(t, X) := X THess(Hy, 2(t)) X

et R®) le reste intégral de Taylor d’ordre 3 dans ce développement. On obtient alors I’équation

i0(t) = Opp_y (Ka(t, X) + VAR®) (t, X)) v(t)
U(t = 0) = fh
qui admet un propagateur Pj(-,-) donné par
Py :(t,s) €[0,1]* = Pi(t,s) = (Th(z(t))Ah)_lU(t,s)T(z(t))Ah
avec les mémes propriétés de continuité que U, appliquant .(R?) sur lui-méme et satisfaisant pour tout
v e .S (R?),
i0, Py (t,0)v = Oph_; (K2 + VAR®) Py (¢, 0)v
0) .

On considére alors ’équation suivante, en vf

{i@tv(o)it)oz Oqule(KQ(t’ '))U(O) (t) (1.8)

(0 (t y=Ff
Par les travaux de [11], puisque (1.8) est une équation de propagation par un hamiltonien quadratique, on
peut prouver que la condition d’existence d’un flot classique suffit a ce que le flot quantique existe aussi.
Ainsi, pour ¢t € [0,1], 'équation (1.8) admet un propagateur (P(t,s)): sefo,1] de classe Cl! en temps et
unitaire sur L?(IR?). On peut prouver, via des techniques d’états cohérents gaussiens et d’espaces de Sobolev

semiclassique, que ce propagateur est continue sur la classe de Schwartz : pour toute semi-norme de Schwartz
p, il existe une constante C' > 0 et une semi-norme p telles que

p (P(t,00®) < CH(o®)

Pour t € [0, 1], on pose alors
v O (t) := P,(t,0)f € .Z(R")

qui est la solution de (1.8). Il s’agit d’une famille de fonctions indépendantes de fi et telle que
vt € [0,1], [0 Wl = 10O 0) 22 = 1.

La fonction v(%) (1) semble étre un bon candidat pour la partie classique du potentiel profil de (1). Reste a
prouver que A; 'T5(2(1))p(1) —v® (1) ’écrit sous la forme 17§y, avec 3 > 0 et §; une fonction uniformément
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bornée dans .7 (R?) par rapport a h, désignant ainsi la partie semi-classique du profil de ¢(1). Par le principe
de Duhamel, on a

v(t) — v O (t) = KPPy (t,0) gn — iVR /O t Py(t, s) Opi_, (R P, (s,0) fds. (1.9)

Par le caractére uniformément borné de H;, on prouve alors que le propagateur P; est borné sur la classe de
Schwartz, ce qui donne, avec (1.9) que

(1) = v (1) + g,

oll g, est une fonction uniformément bornée en A dans .%(R?) d’expression
N _ ot
gn = RPPPy(t,0) g — in'/2F / Pi(t, 5) Op} oy (R Po(s,0) fds
0

et A := min(1/2, B) ce qui prouve v(1) € s (en fait, on obtient vy () € 5™ pour tout ¢ € [0,1]). Finalement,
w = eiél/hTh<2’1)Ahvh(1)

ol 01 := §;—1 and z := 2(1), ce qui prouve le résultat annoncé. O

Dans I’étude de la dynamique en temps longs de ces états cohérents, il nous a été utile d’avoir, outre des
estimées L2, des estimées précises des états cohérents dans la classe de Schwartz. Dans I’esprit de [60], nous
avons prouvé les estimations suivantes, que nous nommerons estimées de Wigner.

Proposition 1.3.4. Soit a un symbole d’une classe S(m) avec m une fonction d’ordre quelconque, et soit
p, € € un état cohérent de profil fy € s. Alors, pour € > 0 donné et pour M, N assez grands,

N
_z+z o —M
Op ey < 3200 (8) |1£R]12E X // // 2 dY<Z z> a2 (1.10
0B} (@) 22 e (5) 1] N/ — (1.10)

avec
_ —1 L (£:)0409
Ce(t) = _max_(1060(¥)¥) @) 3 T w1s60) (111)
i€l jeJ
ou K est un entier dépendant de N et M et I, J des ensembles finis dépendant uniquement de N, M, € et
m, et enfin avec p;; une semi-norme de Schwartz, 0; ; > 0 dépendants de €.

Remark 1.3.5. Le parameétre € est nécessaire ici pour controéler la croissancce ( au plus polynomiale) du
symbole a a I'infini. Moralement, on ‘multiplie’ le symbole par f; qui décroit trés rapidement a I'infini. C’est
par ce biais que I'on obtient I'estimation (1.10) avec une contante dépendante de € et avec un terme ||f;||*~¢
et c’est pourquoi on ne peut prendre directement ¢ = 0 en général. Cependant, on peut noter que pour
a € S(1) il est possible de prendre £ = 0 grice & la ‘non-croissance’ de a & I'infini.

L’intérét de ce résultat réside dans I'arbitrarité de la fonction d’ordre m. En effet, ce résultat étant vrai
pour tout symbole a de classe de symbole S(m) arbitraire, il implique un controle des normes de Schwartz
avec une expression explicite de la constante dans ’estimation (voir les liens entre semi-normes de Schwartz
et espaces de Sobolev généralisés dans [74, Chapitre 8]). Il permet par exemple de prouver les résultats
suivants sur la classe d’états introduite précédemment.

Corollary 1.3.6. Soit ¢, € € un état cohérent de profil fr, € s et soit m une fonction d’ordre sur R*. alors,
pour € > 0 on a la propriété de continuité suivante

Ya € S(m), Vz € RY, ||Op%”(a)<pz\|iz(R2) < h3C(a) (fﬁ)”fﬁ”LQ R?2) (1.12)

avec C(a) < C maxog|a|<K ||m_18aa/HLoo(]R2n) ot C > 0 dépend uniquement de m et avec Cc(fy) comme
dans (1.11). Si de plus on considére un symbole a € S(m) s’annulant sur un voisinage de z, alors pour toute
semi-norme de Schwartz p, on obtient

P (0D} (a) =) = Cla, p)Ce(fn) 112 (az) O (1) (1.13)
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avec C(a,p) ne dépendant que de a et de p, et C.(fy) comme ci-dessus. Les constantes dans O(h™) ne
dépendent que du voisinage sur lequel s’annule a et de la fonction d’ordre m.

Nous donnons une idée de la preuve des estimées de Wigner. Elle s’appuie sur la représentation dans
I’espace des phases des états cohérents via la transformation de Wigner et sur la décroissance rapide du profil
fy.

Esquisse des preuves de la Proposition 1.3.4 et du Corollaire 1.3.6. L’idée principale de la preuve
de la Proposition 1.3.4 repose sur 'introduction d’une fonction associée aux états cohérents, la fonction de
Wigner (voir [20] pour une définition plus complete). Cette fonction ‘représente’ les états cohérents dans
I’espace des phases. Elle permet de tirer parti de la forte localisation des états cohérents dans ’espace des
phases et de leur décroissance rapide a l'infini pour obtenir des estimations sur des opérateurs pseudo-
différentiels a partir de leur symbole.

On consideére une famille d’états cohérents (¢, ),cr2» de méme profil f5; € s. On remarque alors que pour
un symbole arbitraire a € S(m) avec m(z) < (z)! ot I € N,

2
(2wh)™

[ ] ¥ atgnye s iven-on, () a5y (=

Ceci conduit & définir la fonction de Wigner W, ,» associée a la famille d’états cohérents (¢, ),cgrs de profil
fy, € s,

mn 2i,(— +p’ 7L‘1/7 7Lq’+
V\/Z’Z/(y,n):hn/2 ﬁw(Y_ 22— z)x/ ezh (n P2p)fh <y2\/ﬁu> i, <y2\/ﬁu w

ol w désigne la forme symplectique canonique sur R*

<Op’lféj (a)8027 Soz’ >L2 (R") =

w((a,b),(c,d)=b-c—a-d

et ou Y := (y,n). Cette définition donne acces a la formule suivante

w 1
(Oph (@)= )12 = 5w /R L Y)Wz (Y)dY (1.14)

qui montre que la fonction de Wigner peut étre utilisée comme noyau intégral pour le calcul de l'action des
opérateurs pseudo-différentiels sur les états cohérents. Posons maintenant

U= (g, u) € R* = £4(5 — w)a (9 + u).

L’application U, est une fonction de Schwartz sur R* de semi-normes toutes bornées unifomément en h €
(0, hg), et on a l'expression plus concise

2" 244, (p_ pte’ —m
W (y 77) hn/thw(Y—fz z—2") % / e%u(ﬂ 3 )\I/h<\,(/j; Y \f )du

Pour prouver la Proposition 1.3.4 on utilise alors les propriétés d’intégrale oscillante de la fonction de
Wigner pour montrer une décroissance rapide en les variables Y — %Zl et z — 2/, Ce faisant, on arrive par
la décroissance rapide de la fonction ¥y & compenser la croissance polynomiale du symbole a et a avoir
Pestimation ci-dessus. On ne fera pas la preuve de cette proposition ici car elle est trés calculatoire et utilise
les outils classiques de I’étude des intégrales oscillantes. On en fera la preuve compléte dans le Chapitre 4.

La Proposition 1.3.4 permet de prouver le Corollaire 1.3.6. La propriété (1.12) en est une implication
directe. En ce qui concerne la propriété (1.13), en considérant un état cohérent ¢, localisé en z et un symbole
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a dans une classe S(m) tel que a s’annule sur une boule B(z,d), § > 0, la Proposition 1.3.4 permet de prouver
que

o B ()

(1)

" //R%\B(o,é) //R%\B(Oﬁ) <§E>Ndr <‘§ﬁ>MdC>

(2)

avec C, := C(a)C.(fp)||fn]|?>~¢, fn désignant le profil de ¢.. On peut alors prouver que (1) = O(hM) et que
(2) = O(AY), de sorte que pour tout entier M, N, on ait

1Py (@)= [IF2gny < C-O(RY + 1Y)

ce qui implique la proposition de localisation (1.13). O

1.3.2 Propagation magnétique en temps long

L’objet de cette these est la propagation magnétique. Posons succintement le cadre de cette propagation,
qui sera détaillée dans le Chapitre 3. On considére ’hamiltonien magnétique en dimension 2,

H(q,p) = llp — Ag) |-

Si on suppose que B est dans une classe de symbole S(m), alors on peut prouver qu’il en est de méme pour
I’hamiltonien H, que I'on quantifie alors pour obtenir le Laplacien magnétique

Lna = —ihV — A(q)|?

de domaine
Dom(Lpa) = {¢ € L*(R*) t.q. Vj € {1,2},(—ind; — A;)p € L*(R*)}.

On obtient donc I’équation de Schrédinger

bt = Ly At
{;t_tgp: " nAY (1.15)

pour 9 un état de L?(R?) que l'on précisera plus tard. Puisque £ o est un opérateur autoadjoint indépen-
dant du temps, le théoreme de Stone nous prodigue un groupe a un parametre d’opérateurs unitaires sur
L2(R"), (P');cx tel que

Vit € R, Pt DOI‘I’I(E;LA) — Dom(£h7A)

et tel que la solution de (1.15), dans le cas ol P9 € Dom(Ly, a), s’écrive
’L/)t teR— Pt’L/JO S DOI’I’I(,C;LA).

La famille d’opérateurs (P?!);cg est alors appelée la famille des propagateurs associée & Ly 4. Cette résolution
de I’équation de Schrédinger par une famille de propagateurs n’est pas propre au cas magnétique, mais s’étend
a tous les cas ou lopérateur de Schrodinger dirigeant la propagation est indépendant du temps et (essen-
tiellement) autoadjoint, par exemple pour le laplacien magnétique sous sa forme normale N, essentiellement
autoadjoint sur le domaine .%(R?).

L’outil principal de I’étude de la propagation des états cohérents en temps longs par 'opérateur de
Schrédinger magnétique est le résultat de forme normale quantique. Il permet 1’étude de la propagation
magnétique par le laplacien magnétique Ly a, dont le propagateur est donné par I’équation

ihO P' = Ly aP', P'=° = Idi2(ge), (1.16)
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par comparaison avec la propagation par I'opérateur sous forme normale N, d’équation
Q' = NQ', Q= = Idiz(re). (1.17)
En effet, puisque par le Théoréme 1.2.4 il existe un opérateur unitaire Uy tel que
Ui Ly aUp =N + Ry,

il nous faut comparer la propagation magnétique P' avec la propagation sous forme normale U} Q?, et pour
cela on invoque la formule de Duhamel, qui s’écrit ici, pour g € .7 (R?),

t
* ? —S *
Plapg — Ur Q"Unpy = _g/ P'= RyU; Q*Upapods. (1.18)
0

Ceci dit, pour estimer la différence P'yg — U;Q'Uptpy en temps longs il est alors nécessaire d’avoir des
estimations sur P* et Q' en temps longs aussi. Quand il s’agit d’estimer dans la norme L2, le résultat est
immédiat par les estimations de Wigner de la Proposition 1.3.4 et par unitarité des propagateurs. Or, si
on veut un controle plus fin, comme dans des normes de Schwartz, le résultat est beaucoup moins évident.
Il s’avére que grace & la structure de I'opérateur N, les estimations de propagation en temps finis restent
valables pour des temps d’ordre A~! pour le propagateur Q'. Ce n’est pas le cas pour P?.

La question est donc : peut-on contréler en temps longs les semi-normes de Schwartz pour la propagation
magnétique ¢ La réponse est oui et a fait 'objet d’un travail en commun avec Nicolas Raymond et San Va
Ngoc. Ce travail a donné lieu & un article soumis [5]. Le résultat prouvé dans cet article est & rapprocher de
celui fait dans [46]. Dans cet article, les auteurs étudient la croissance en temps des normes de Sobolev de
solutions d’équations de Schrédinger et en font une application aux opérateurs de Schréodinger magnétique
et électrique. La force de ces résultats est que les opérateurs considérés dépendent du temps, et que sous des
hypotheses sur des crochets de commutations avec un opérateur donné, indépendant du temps, on obtient
une croissance exponentielle en temps, voire polynémiale sous certains cas. On peut aussi se référer au
Chapitre 3 pour une littérature plus abondante a ce sujet.

Citons les théorémes principaux de [5] et donnons l’essence des preuves. Le travail effectué le fut en
dimension n quelconque, mais par souci de cohérence, nous nous restreindrons a la dimension 2.

Commencgons par énoncer les hypotheses nécessaires aux théoremes qui suivent :

Assumption 1.3.7. On suppose que
i. il existe by > 0 tel que, pour tout = € R?,

B(I’) 2 b()7

ii. pour tout a € N2, il existe C' > 0 tel que, pour tout = € R%, [0°B(z)| < C|B(x)|.

Cette derniere hypothese est une condition de ‘régularité’” a 'infini du champ B. Dans ces conditions,
nous avons le lemme suivant qui sera utile pour les preuves des résultats qui suivent (voir [35, Theorem 2.2]
pour une référence).

Lemma 1.3.8. On a

infsp(Lpa) =" inﬂ£ B(z) + o(h).
z€R?

En particulier, il existe C > 0 et hg > 0, tels que, pour tout h € (0, k), Ln,.a est inversible et

ILha | <CR7L.

Ainsi, pour A suffisament petit, 'opérateur Ly o sera inversible, dont 'inverse est de norme de I'ordre
ﬁ71

21



Definition 1.3.9. Pour tout n € N, on considere
Dom(LyA") = {1 € L*(R?) : V0 e {1,...,n} : Lpa""" € Dom(LsAa)}.
L’opérateur L5 o™ est défini par récurrence via la relation

VY € Dom(Lpa™), Laa"t = Lia(Lna™ '),

L’opérateur (Dom(Ls a™), Lr,a™) est autoadjoint et inversible. Le théoréme qui suit prouve une propriété
de régularité elliptique du laplacien magnétique. On définit les dérivées magnétiques

VJ S {172}7 Lj = 7Zhaj - Aj.
L’idée est de controler les dérivées magnétiques successives par une certaine puissance du laplacien Ly A .
Theorem 1.3.10. On suppose satisfaite I’Hypothése 1.3.7. Soit n € N. Il existe hy > 0 et C > 0 tels que
pour tout h € (0,hy), et pour tout yp € Dom(Ly A™),

D el < CR 2| Lp Ayl (1.19)

oceA(2n)

ot, pour k € N, (k) = U];:O{l,Q}{l""’p}, et pour p € N, pour o € {1,2}{b-P} [ .= Loy Loy, avec
la convention Ly = 1d.
Definition 1.3.11. Pour tout k € N et tout ¢ € .%(R?), on considére
= max [|z%0%] s .
P = max [20%)
lal+181<k

On cite alors le théoreme principal de cette sous-section, qui donne une estimation en temps longs de la
dynamique quantique magnétique dans la classe de Schwartz.
Theorem 1.3.12. On suppose que I’Hypothése 1.3.7 est satisfaite. Pour toutt € R, on a

itLy,

e Z(RY) ¢ S (RY).

De maniére plus précise, pour tout M € N*, et tout k € N, il existe hg > 0, C >0, N € N* et K € N, tels
que, pour tout h € (0, hg), pour tout vy € S (R?), et tout t € [0, A~ M],

itLy A

pr(e ™" o) < Ch Npk (o).

Un résultat similaire est dans l'article [60, Corollary 2.11], fondé sur I'analyse des états cohérents, et ou
est faite '’hypothese que les dérivées du symbole d’ordre 3 ou plus sont bornées. L’approche choisie ici est
directement reliée & la structure du laplacien magnétique, que I'on peut comparer & 'analyse dans [41].

On commence par donner les arguments principaux de la preuve du Théoréme 1.3.10.

Esquisse de la preuve du Théoréme 1.3.10 La preuve de ce théoréme débute avec un résultat de
densité, établissant qu’il suffit de prouver le Théoréme 1.3.10 pour des fonctions de Schwartz. Considérons
f € L?(R?). 11 existe un unique ¢ € Dom(L; A") tel que L A" = f. Soit alors fi € €5°(R?) convergeant
vers f dans L?(R?) et considérons a k fixé I'unique ¢ € Dom(Ls a") tel que L A" = fx. On remarque
alors que, par continuité de (L a™)7!, 1) converge vers ¢ dans L?(R?). Forts de ceci, munissons nous du
lemme suivant.

Lemma 1.3.13. Posons

HZ (RY) = {p € L*(R?) : Yo € N?,38 > 0: #@ 9% € L*(R?)}.

exp
Considérons f € Hg)fp(RQ). Alors, lunique solution w € Dom(Ly o) de Ly aw = f appartient ¢ espace
HZ (R?).

exp
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On peut noter que, par les injections de Sobolev on a, HZ (RY) C .#(R%). Par le Lemme 1.3.13 on

exp

observe que 1y, € .%(R?). Supposons alors que (1.19) est vérifiée pour tout 1 € L a (R?), avec ¥ = 1y, — 1y,
for all (k,f) € N2, cela montre que pour tout o € 2A(2n), (Ly¥n)nen est une suite de Cauchy de L2(R?).
Ainsi, au sens des distributions, Lyt € L2(R?). Il reste a appliquer a nouveau (1.19) avec ¢ = 1, et a faire
tendre k — +o0.

La preuve du Théoreme 1.3.10 nécéssite aussi les deux lemmes suivants.

Lemma 1.3.14. Pour tout ¢y € Dom(Ls a), on a
. 1
I(=ihV — A)PlIEe ey < SI00Z, u

ot Y117, o = 1VlE2 g2y + [1£n,a%|E2 ge)-
Démonstration. La preuve de ce lemme est élémentaire. Par définition du domaine, pour tout ¢ € Dom(Ly, A ),

2
(Lnath, ¥)L2@2) = [(—ihV — A)p|12me) = Z L9117 2 g2y »

j=1

de sorte que

2
> Ll gy < INILR AVl @e) -
j=1

Lemma 1.3.15. II existe C > 0 et hy > 0 tels que pour tout ¢ € . (R?) et tout h € (0, hy),
[(B)¢llaqee) + 1(B)* (—ihV — A)llaqae) < Ch7H [l esn - (1.20)
De plus, pour tout ¢ € Dom(Ly ), on a
By € L2(R?) et |B|2(—ihV — A)p € L2(R?),
et (1.20) est vérifiée pour tout ¢ € Dom(Ly, a).

Démonstration. Par intégration par parties, en utilisant 'Hypotheése 1.3.7 et notamment le fait que (B)
controle ses dérivées,

[ B = A)ufde = (B)(=ihY = A)u (<ihY = A)i)saqee

< (Lrat, (B)Y)re(re) + C|[(B)YllL2ge) [ (=AY — A)¢||L2(ge)
< C||<B>¢||L2(R2)”¢”EhA .

(1.21)

On obtient
|, WBPFIvRde = (L1, Lol KB

< CHBYlwaqeey[(~hY ~ A)ilaey + Ch [ (B)|(~iV ~ A)yofde,
R
ol on a utilisé une intégration par partie et 'Hypothése 1.3.7. Par (1.21), on a alors

[ BRI < 08 (B e 4],

et ainsi
I(B)¢lle ey < Ch™H|9ll 2y m -
On conclut en appliquant de nouveau (1.21). O

Le Théoreme 1.3.10 se prouve par récurrence pour n > 0. Néanmoins, le cas n = 1 peut étre prouvé
directement et est éclairant sur la preuve du théoréme. Nous ne ferons donc pas la preuve de I’hérédité et
nous contenterons du cas n = 1.
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Le cas n = 1. On cherche a prouver ce qu’il existe C > 0, hg > 0 tels que, pour tout ¢ € .7 (R?) et tout
he (0, ho),

L% |lL2 ey + |1 L3 lIL2@e) + |1 L1Lot e ey + | LeLitllize) < CR™ Y| L at||r2(re) -

Pour cela, considérons ¢ € .%(R?) et posons

Lrat=f.

Considérons j € {1,2}. On a
Lra(Ljy) =Lif + [Lna, Ljl,
et
[(=ihV — A)(Lj)|F2mey = (Lj f, Lyt reee) + ([Cna, Ly, Liv)rzee) ,

On a, pour k # j
[Cha,Ly) = (L3, L] = (L, Lj] Ly + Li[Lk, Ly]) -

Ainsi,
(2. L} Lithuaen| < OB o [(ihV = Ablliaee) +C [ [BI(=ih¥ - Ayofd.

Et, pour tout ¢ € (0,1),
(Ljf, Li)aee)| < ellL39[72 ey + CllFIIF2R2) »

d’on

1(=ihV — A)(Lj)[IE2 g2y < C||f||i2(R2)+C||B¢\|L2<R2)||(—z'hV—A)z/z||L2(R2)+C/R2 [B|(=ihV — A)p|*dz.

En appliquant le Lemme 1.3.14, conjointement & la remarque ||¢H%hA <C(+ h’2)||f||iz(R2), on trouve
(=i — A) (L) 2 g2y < ChT2N 7.

ce qui prouve le résultat annoncé.

Donnons maintenant les idées de la preuve du Théoréme 1.3.12.
Esquisse de la preuve du Théoréme 1.3.12 Considérons tout d’abord 1y € .(R?). On désigne par
1(+) la solution de 1’équation de Schrédinger (1.15). On introduit quelques notations.

Notation. Pour k,A € N, on définit Il » I'ensemble des opérateurs P qui sont la compositon d’opé-
rateurs pris parmi (L;)igj<2 et (Tr)i1gkg2 avec K occurences de x et A occurences de L. On pose aussi

= U I, x.

(k,\)ENZ
La preuve du Théoréme 1.3.12 s’appuie sur la proposition suivante.

Proposition 1.3.16. Soient (r,\) € N et P € Il 5. Il existe hg >0, C >0 et N € N tels que, pour tout
t >0, et tout 1y € . (R?), pour A <2n < A+ 1,

I1PY(t) |22y < Ch™N (14 %) > 1Ln,a"x% 0|12 (r2) -

|| <k |a|+r<a+n
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Cette propostion prouve le contrdle des semi-normes de Schwartz et ainsi le Théoréeme 1.3.12. En effet,
des injections de Sobolev on apprend que, pour tout k € N; il existe K € N tel que pour tout f € .7 (R?),

< max  |z®9°f|.
p(f) < max (00

En utilisant que 9; = (—ih) "' (L; + A;), et que A est dans une certaine classe de symboles, on a C' > 0 et
N € N tels que, pour tout f € L*(R?), si [|Pf||L2gz) < 400 pour tout P € II, z*0° f € L*(R?) pour tout
a,B N2 et

1220° fllLa@ey < Ch™N > IPfllLeee) »
PER

ou R est une partie finie de II. Alors, la Proposition 3.3.1 implique, pour IV, k et n assez grands,

0% 6(t) a2 < ChN S PO ey < CRNA %) S [1Lna” @ olls e -

PER lyl<k, v]<n

On conclut finalement par

1L 2%ollL2ey < C(1+2%)™Lp A" 2P0l ®2) < Cpi (o) ,

pour m, K suffisaments grands.

Cette proposition se prouve par récurrence sur le nombre k£ d’occurences de z dans 'opérateur P. On ne
prouvera pas ici cette récurrence, mais on peut l'illustrer en prouvant la Proposition 1.3.16 dans les kK = 0
et k =1.

Lorsque « vaut 0 Pour tout ¢t > 0, on a, par définition,

b(t) = e Eragy.
Pour tout ¢ € N, on obtient
it
L a"(t) = emFmALy a3 .

Par application du Théoréme 1.3.10, on prouve I'estimation de la Proposition 1.3.16 pour x = 0.

Lorsque k vaut 1 On a
—ih0y(zj9) = L,a(x9) + (25, Lralt) .
On remarque que [z, L5 a] = 2hL;. Avec la formule de Duhamel, on a, pour tout ¢ > 0,
i(t

. t —s
2(t) = ¥ ErA (a000) + / e T AL 1 (s)ds (1.22)

Par le Lemme 1.3.14, on obtient

t t
@) lle e < s dollueqee) + 2 / 1Li20(8) e rayds < [l ollieme) + V2 / 16(5)l| e ads.
0 0

Puisque le propagateur est un opérateur unitaire, on a, pour tout ¢t > 0,

t
llzj9 ()2 ey < 259012 ®2) + 2/ IL3(s) lL2eyds < [|2jv0llL2me) + V2] Yol 2y a -
0

De maniére plus générale, par (1.22), on obtient pour tout ¢ € N,

t
it i(t—s)
ﬁh,Azxﬂ/J(t):efﬁh’Aﬁh,Aé(%%)+/ e T ErA2Ly A Litp(s)ds.
0
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de sorte que
t
I1Lha 0 (8)lleme) < [|Lna" (25%0) |2 @e) + 2/ ILn.A" Lij(s)||r2(re)ds
0

t
< na i)y + Ch™ [ ena 0l uaqeayds
0

<1Lha" (z5%0) L2 @e) + Cth ™ (| L A o2 ge) -

II reste alors a appliquer le Théoreme 1.3.10 et de commuter les x; avec les L. La preuve de I’hérédité
empruntant les méme outils que ceux utilisés dans les cas k = 0 et k = 1, elle ne sera pas développée ici. [

1.3.3 Propagation magnétique d’états cohérents : un résultat d’ubiquité

Apres avoir introduit la classe d’états cohérents qui nous intéresse, les résultats de formes normales et
de propagations magnétique, nous énoncons les théorémes de propagation en temps longs d’états cohérents.
Pour le théoréme qui suit, nous supposons seulement que le champ magnétique B ne s’annule pas sur un
ouvert €2 de Ri.

Theorem 1.3.17. Il existe un opérateur pseudo-différentiel Jp sur L2(R?) tel que pour tout a € (0,1) et
K >0, si J; € N est une famille d’entiers tels que Jp = Kh™%, alors les assertions qui suivent sont vraies.
Soit ¢ € € un état cohérent centré en un point zo de la surface caractéristique ¥ = H~1(0) et soit (¢h)ier
son propagé par 'équation de Schrédinger magnétique (1.16) :

Vt € R, @h := P,
Alors @b peut étre décomposé comme suit :

Jh

oh=Y st (129
j=0

ot (aj)jen € 2(Ry), et il existe T > 0 tel que le reste r}, satisfasse, pour tout N € N,

sup [|[(Ln,a)Vrh L2 @2y = O(h), (1.24)
te[0,T/h]

et tel que gog-’h ait les propriétés suivantes.
1. Vj 20, ol est la projection orthogonale de ¢j, sur ker(Jyn — (25 + 1)h) ;
2. vie 0,7, )
P e e (1.25)
3. on peut suivre le centre de ces états cohérents : pour tout t € [0,T), on a goi-/hh centré en z((2j5 + 1)t)
ot z(t) := @%zo, et @% désigne le flot hamiltonien de B sur X.

Ici, Jp est un oscillateur harmonique 1-D ‘déformé’. En effet, son spectre est composé des valeurs propres
de l'oscillateur harmonique 1-D,
{(2j +1)h,j € N}
et les espaces propres sont donnés par

,Hj,h = ker (jh — (2] + 1)h)

tous de dimension infinie. Ces espaces sont appelés les niveauzr de Landau. Le Théoréme 1.3.17 nous apprend
que pour des temps d’ordres 2!, ces niveaux de Landau sont stables par la dynamique quantique & un terme
d’ordre Opz2(h*) pres.
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Le Théoréme 1.3.17 nous apprend alors que pour des temps d’ordre A~!, un phénomeéne d’ubiquité
quantique de 1’état cohérent apparait, ce qui n’était pas prévisible par la dynamique classique. En effet
la relation (1.23) montre que 1’état se réparti sur les niveaux de Landau et se propage sur chacun de ces
niveaux a une vitesse différente : il s’agit d’un effet de dispersion en énergie de ’état. Chaque paquet d’onde
se propageant définit un état cohérent & un facteur prés, qui correspond & la quantité d’énergie de 'état
initial sur le niveau considéré.

Cette découpe de I’état cohérent est valide pour des temps plus courts. Cependant, la distance entre
deux paquets d’onde de deux niveaux de Landau consécutifs étant de 'ordre de ¢t x &, on obtient que pour
des temps d’ordre plus petit que A1, & la limite semiclassique, les états se trouvent tous confondus avec le
centre zg de I’état cohérent initial, ce qui est cohérent avec le Théoreme d’ Egorov, zg étant un point fixe de
la dynamique.

On peut noter que lestimation du reste (1.24) se fait dans les normes adaptées au laplacien magnétique.
Ce dernier n’étant pas elliptique, on ne peut conclure sur un contréle par des normes de Sobolev semi-
classiques plus générales. Pour cela, on peut invoquer le Théoréme 1.3.10, pour obtenir le théoréme suivant.

Theorem 1.3.18. On reprend les notations du Théoréme 1.3.17. Pour un champ magnétique B satisfaisant
Uhypothése 1.3.7, en supposant de plus qu’il existe by > 0 tel que

Y e R?, Bg) > by, (1.26)

on obtient l'estimation suivante du terme de reste 7’% spour T € R un temps donné et pour une semi-norme
de Schwartz p quelconque, on a
sup p(r) = O(h™). (1.27)
te[0,T/h)

Ainsi, avec une hypotheése de régularité du champ magnétique a linfini, et une hypothese d’ellipticité
(1.26), on obtient une estimation (1.27) dans toutes les semi-normes de Schwartz, ce qui est bien plus fort que
Pestimation (1.24). L’estimation dans l'espace de Schwartz montre que 1'état propagé est fortement localisé
autour des centres des états cohérents répartis sur les niveaux de Landau.

L’hypothese 1.3.7 suppose que le champ magnétique ‘ne varie pas trop a 'infini’, en contrélant ses dérivées
par lui-méme. Il apparait que cette hypothése est assez connue et utilisée dans la littérature. En dimension
d > 3, cette condition est cruciale pour obtenir, négociant des hypotheses d’ellipticité supplémentaires, que
le laplacien magnétique a une résolvante compacte et ainsi n’a pas de spectre essentiel. En ’absence de ces
conditions d’ellipticité, cette méme hypotheése donne une description précise du spectre essentiel. On peut se
référer & [4, 34]. Le bien fondé de cette hypothése dans notre cas est son utilisation pour obtenir une borne
inférieure au spectre essentiel de £y a, obtenue dans [34], et qui est un ingrédient important de la preuve
du Théoreme 1.3.10. De maniére générale cette hypothese est optimale pour obtenir la compacité de la
résolvante du laplacien magnétique : dans [17] il est prouvé que méme sous de bonnes conditions d’ellipticité,
si ’hypothese 1.3.7 n’est pas satisfaite, il peut y avoir des champs magnétiques donnant des laplaciens sans
résolvante compacte et sans une bonne description du spectre essentiel.

Nous donnons maintenant les arguments principaux des preuves des théoremes ci-dessus, reposant essen-
tiellement sur les outils présentés jusqu’ici.

Etapes principales de la preuve des Théorémes 1.3.17 et 1.3.18 : L’objet de ces deux théorémes
est de propager un état 302 € € par I'équation de Schrodinger magnétique

{Zh:?togo}tz :OEH,ASD;'L (128)
Prn = Pho

avec un état initial gp% centré sur la variété caractéristique ¥. Reprenant le notations du Théoreme 1.2.4, on
considére l'opérateur unitaire Up. Appliquant la Proposition 1.3.3, on obtient que %9 := U;¢? est encore
un état cohérent de la classe € centré en un point 29 := £~ 1(Xo) € k1(X) = {21 = 0}. La stratégie de la
preuve est de propager dans un premier temps 1) par la forme normale N et de relier cette propagation a
celle de ¢f par I'équation de Schrédinger magnétique (1.28) initiale.
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Propagation par la forme normale : On s’intéresse a I’équation de propagation suivante

{ifiatf% =Nv; (1.29)

RO =1vh-

qui, par le Théoréme de Stone admet un propagateur (Q°)¢cr, unitaire sur L2(R?) et satisfaisant

Vi € .Z(R?) ihdQt = NQUp.

On désigne alors par 1} := Q'Y la solution de (1.29). Comme dit plus haut, I'état ¥9 € € est localisé en
R (X0) = (0,29).

Considérons l'oscillateur harmonique en la variable zy,
In = —h?02, + a3,

et les fonctions de Hermite associées (h;)jen C -7 (Ry,). On commence par énoncer le résultat suivant.

Lemma 1.3.19. II existe une famille d’états (f))jen C 7 (Ry,) et une suite (a;)jen C 2(Ry) telles que
Yh= hi®f
§=0

avec pour tout entier j pour lesquels a; # 0, aj_lfjo est un état cohérent de la classe €MV, centré en 29. Dans
le cas ot a; = 0, on obtient que f; = Orz2(hP)

Le Lemme 1.3.19 montre que %Y est une somme de fonctions, chacune correspondant & un ‘niveau de
Landau’ : fJQ correspond & l'occupation de 99 du j¢ niveau d’énergie. Le lemme suivant donne la répartition
en énergie sur les niveaux de Landau dans la limite semiclassique 7 — 0.

Lemma 1.3.20. Reprenant la suite ci-dessus (aj)jen C (*(Ry) indépendante de h, il existe une suite
dépendante de h, (¢(h)); C R telle que j € N

IF7II? = of + h¥e;(h)
avec Y75 of =1 et ol > js0l€j(R)| est une suite bornée indépendemment de h.

Appliquant le Lemme 1.3.19, on étudie maintenant la propagation

o0
h=D_hi®f
=0

Par le Théoréme 1.2.4, la solution de (1.29) peut s’écrire
o0
Uh=>Y i@ fl
j=0
avec pour tout j € N, fjt solution de I’équation de propagation

fias = G

fi=0 _ g0 (1.30)

ou %N () est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole principal s’écrit (2§ +1)Bo¢~L. Dans le but
d’appliquer les résultats de propagations usuels & (1.30) on fait le ‘rescaling’ en temps suivant. Etant donné
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J €N, on pose 7 :=t x ii(2j + 1) de sortes que 7; corresponde au temps de la dérive lente sur le j° niveau de
Landau. Ainsi, pour un temps de propagation global ¢ € [0, Th™'], on a des temps réduits 7; € [0, (25 + 1)T7.
On pose alors ij I= f; et on obtient I’équation de propagation équivalente

ihd,, [ = FO [

Ik

f_;‘—J = fJO )

G . L ()

F h(2j + 1)N
est un opérateur pseudo-différentiel agissant sur L2(R,,) avec pour symbole principal B o ¢~!. On met en
avant le fait qu’ici, méme si le symbole total de FU) dépend de j, le symbole principal quant & lui est
indépendant de j. Puisque N') est la restriction d’un opérateur autoadjoint sur un sous espace stable, il
définit un opérateur autoadjoint sur L?(R,,). Toujours par le Théoréme de Stone, il existe une famille de
propagateurs (Q;j )r;er pour 'équation (1.30); revenant & la propagation pour le temps initial ¢, on obtient
pour t € [0, T/A],

T j ht
£ =17 =@,

De plus, par le Lemme 1.3.19 et par la Proposition 1.3.3, on sait que a;l ijj est un état cohérent de la classe
¢l on 7; est fixé, et I’évolution du centre de cet état cohérent est gouverné par le flot hamiltonien de

K:=Bog¢g !,

qui est le pull-back du champ magnétique B de Q C R(QI sur la surface d’énergie nulle {z; = 0} par ¢. De

maniére plus précise, soit @, le flot hamiltonien de K, et soit 7' > 0 tel que @gj +1)t(zg) reste dans 'ouvert

Q pour i € [0,7]. Alors, puisque f]f:o est un état cohérent centré en 29, on obtient que f;7 est un état
cohérent centré en @32 (29) pour 7; € [0, (25 + 1)T]. En d’autres mots, pour tout € [0, 7], le centre de f;/h

est donné par @gj+1)t(z8), ol la solution de (1.29) est donnée par

vt [0.T/H, =) hi®ff.

jEN

On retrouve déja a ce stade de la preuve le phénoméne d’ubiquité quantique annoncé. En effet, notre état
cohérent se sépare en une somme pondérée d’états cohérents et chacun des centres des états cohérents a
sa propre dynamique. Ainsi, pour des temps d’ordre A~!, la localisation de % n’est plus un point unique
dans I'espace des phases, mais une suite de points tous sur la méme trajectoire issue du flot de I’hamiltonien
donné par le champ magnétique, en restriction a la surface caractéristique {z; = 0}.

Une autre remarque importante est que, diie & la propriété de conservation de la norme L2 par la
propagation par I’équation de Schrédinger

1£ilLe ey = £ L2, ) (1.31)

Poccupation en énergie du j° niveau de Landau reste la méme au cours du temps, a savoir a?-. En d’autres
mots, il n’y a pas de glissement énergétique vers des énergies plus hautes ou plus basses au cours de la
propagation.

Retour a la propagation initiale Apres avoir étudié la propagation magnétique par I'opérateur de
forme normale, il nous faut maintenant revenir & la propagation initiale, par le laplacien magnétique Ly a.
Le lemme qui suit constitue le premier pas de cette preuve. Le Lemme 1.3.19 nous enseignait que

Wh=D hi®ff. (1.32)

Jj=0
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Lemma 1.3.21. Pour«a € (0,1) et K > 0, soit J une suite d’entiers dépendante de h, telle que Jp > Kh™?.
Alors, pour

= hiof], (1.33)
J<Jn

on a }
Up — 4 = Oz (h).
Remark 1.3.22. Il apparait en fait que pour toute semi-norme de Schwartz p pout tout é > 0, on a
> op(f))’ < oo
JEN
Cette propriété nous sera utile plus tard

Ce lemme nous montre que seuls les premiers niveaux de Landau de 1’état ¢ importent dans la propa-
gation, mais qu’il nous faut considérer un nombre croissant de niveaux de Landau lorsque & — 0 pour avoir
une bonne estimation du terme de reste. On compare maintenant la propagation de I’état

70
Uh= ) Ui
J<JIh
par N avec la propagation de go% par le Laplacien de départ.

Propagation sous des champs magnétiques généraux On considére dans ce paragraphe un champ
magnétique B ne s’annulant pas, sans autres hypotheses. Le Théoreme 1.2.4 prodigue une relation entre L5 a

et NV,
£E7A = Uh./\/'Ug + UthUg.

Pour tout j € Net t € R, on pose ¢ , := h; ® ff. De (1.30) on obtient que
ihO Ut = L AURYS  — Un Ryt .
Considérons a € (0,1) et J; € N comme dans le Lemme 1.3.21 et sommons en j < Jz. On obtient alors

I’équation de propagation suivante, en posant 1[)% = ZjéJn h; ® f;,

{matUh&g = L aUp} + ¢} (1.34)

Tt=0 _ 7.0
hoo=Uh

avec el = UhR;ﬂ;é. On compare alors la solution de (1.34) avec la solution ot de (1.28). Pour tout /1 > 0 et
pour tout ¢ € R, posant D} = ¢ — Uptk, le principe de Duhamel nous enseigne que

.t
D! = P'DY — % /0 Ptoeids (1.35)

ou P! désigne le propagateur associé a I’équation (1.28), donné par le théoréme de Stone. Notre but est de
prouver que pour tout temps T et pour tout entier N, uniformément en temps ¢ € [0,7T/h],

||£h,AND%||L2(R2) = O(hoo)

Nous ne prouverons pas ce résultat ici, mais nous donnerons les ingrédients principaux de la preuve. Puisque
P! est unitaire et commute avec Ly A, on obtient

T S
HEh,ANth‘ZHL%R?) S HCE’ANDFQLHN(RZ) + n2 SE[SO?%M H‘ChﬁANeﬁHLZ(]RZ) :
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Alors, par application du Lemme 1.3.21, on prouve que
||£h,AND%||L2(R2) = OY(hOO)

En utilisant maintenant les estimations de Wigner prodiguées par la Proposition 1.3.4 et le Corollaire 1.3.6,
on prouve que

HLH,ANezHLQ(]RQ) = O(hoo)

On obtient alors

sup HEn,AN (¢h — Unibp) ||L2(R2) = O(h*). (1.36)
te[0,7/h]

Propagation par des champs magnetiques vérifiant la propriété (P) On donne maintenant les
idées principales de la preuve du Théoreme 1.3.18. On suppose alors que le champ magnétique B vérifie la
propriété (P). On suppose de plus qu’il existe by > 0 tel que Vg € R?, B(q) > by. On considére a nouveau
D! = pp — Upbk, et (1.35) nous donne & nouveau

. t
¢ —S,S8
D = P'D}) — %/0 P'%eids

et on cherche & prouver pour un temps 7' > 0 donné, uniformément pour des temps t € [0, T/#],
D} = 0.5 (h™).

Pour ce faire il faut d’abord prouver que PD) = O o (h*), ce qui est directement donné par le Lemme 1.3.21
et par le Théoreme 1.3.12. Il reste alors a prouver l’estimation

/ Preids = O (B). (1.37)
0

on commence par prouver que uniformément en s € [0,T/h], ¢§ = Oz (h*). On rappelle que ¢} =
UnRp>. i<an w;)h. En appliquant alors a nouveau les estimations de ngner de la Proposition 1.3.4 et du
Corollaire 1.3.6 on obtient alors
sup p(e}) = O(F).
s€[0,T/h]

Les estimations de propagation magnétiques du Théoréeme 1.3.12 donnent alors

sup p (’D%) = O(h™)
te[T/h)

ce qui prouve

sup  p | ¢ @i | = O0>). (1.38)
te[0,T/h] he ];h i

Fin des preuves des Théorémes 1.3.17 et 1.3.18 On définit alors pour tout j les espaces
Hjn = Uy (Vect(hj) ® L*(Ry,))

et on définit 'opérateur
In = UnZrUy,

qui est un opérateur pseudo-différentiel par le Théoréme d’Egorov. Puisque (h;) en est une base hilbertienne
de L%(R,, ), les espaces H,; , sont en somme directe orthogonale et

VieN, VfeHjn Inf=(2j+1)hf
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Pour tout t € R, ¢, := Upt! 1, et 9%, est la projection de 9 sur I'espace Vect(h;) @ L*(R,,). Ainsi, ¢,
est la projection de ¢} sur H; 5, d'out cpz-ﬁ € Hjn, et

LP% = Z @;,h'

jEN

Ceci, avec (1.36) prouve (1.23) et (1.24). De plus, pour tout j, en utilisant la Proposition 1.3.3 appliquée a
lopérateur Uy, on constate que chaque état gpgvf’,;l est centré en @gﬂ +1)tX0. Finalement, (1.25) est donné par
le Lemme 1.3.19. Ceci acheve la preuve du Théoréeme 1.3.17. En ce qui concerne la preuve du Théoréme 1.3.18,
il reste a estimer le terme de reste r; dans les semi-normes de Schwartz. Ces estimations sont données par

(1.38), qui prouve (1.27). O

1.4 Organisation du manuscrit

Le présent chapitre contient une entrée en matiere historique, conduisant & l'introduction des bases
mathématiques nécessaires a 1’étude développée dans ce manuscrit. Elle permettra aussi d’introduire les
différents résultats prouvés dans cette these et d’expliciter les outils nécessaires a ces preuves.

Le Chapitre 2 introduira de maniére précise les notions de champ magnétique, de dynamique classique
et de propagation quantique, dans le cas spécifique de la dimension 2. Ceci permettra d’énoncer les théoremes
de formes normales que nous utiliserons, en absence de confinement. On donnera alors les idées majeures de
la preuve de ces théoremes.

Le Chapitre 3 fait ’'objet de I'article [5], soumis, en colaboration avec Nicolas Raymond et San Va Ngoc.
Il y est prouvé un résultat de stabilité de la classe de Schwartz sous la propagation quantique magnétique,
sous des hypotheses d’ellipticité du champ magnétique et de controle des dérivées de ce dernier, I’empéchant
de ‘trop osciller’ & I'infini.

Le Chapitre 4 est entieremement dédié a I’étude des états cohérents. Apres un état de ’art plus développé
que dans cette introduction, axé essentiellement sur la propagation des états comprimés de Didier Robert
et Monique Combescure par des hamiltoniens quadratiques et plus généraux, on définira la classe d’états
cohérents que 'on cherche & propager et on énoncera et prouvera les théoremes de propagation afférants,
s’'inspirant des résultats concernants les états comprimés. Cette derniére partie sera tirée directement d’une
section de l'article [6] soumis, écrit en collaboration avec San Vi Ngoc.

Le Chapitre 5 est constitué de 'article [6], moins la section contenant 1’étude des états cohérents. Il s’agit
de prouver les théorémes principaux de ce manuscrit, le Théoreme 5.1.1 et le Théoreme 5.1.2, établissant les
propriétés de délocalisation d’un état cohérent sous propagation magnétique en temps longs.
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Chapitre 2

Un monde magnétique

33

[...] and the moral of that is — ‘Be
what you would seem to be’ — or,
if you’d like it put more simply —
‘Never imagine yourself not to be
otherwise than what it might
appear to others that what you
were or might have been was not
otherwise than what you had
been would have appeared to
them to be otherwise’

Alice’s Adventures in
Wonderland, Lewis Carroll



Les phénomenes magnétiques sont connus depuis I'antiquité. Témoin en est le terme ‘magnétique’, qui
provient de la ville antique de Magnésie de Méandre, au sud-ouest de ’actuelle Turquie, fondée autour de 500
avant notre ere, célebre pour son temple d’Artémis et son amazonomachie (fresque représentant un combat
impliquant des amazones) et d’oul on extrayait la magnétite, pierre magnétique connue a 1’époque par les
grecs. On peut aussi mentionner I'invention de la boussole, entre le I1°™¢ et le I°" siecle avant notre ére en
Asie, qui prit la forme d’une cuillere en magnétite indiquant le sud (c.f. image 2.1). Les savants de 1’époque
attribuaient alors les phénomenes électromagnétiques a des ‘esprits’, conférant des propriétés animistes a la
matiere...

De nos jours, les ‘esprits’ qui se cachent derriére ces phénomenes sont démasqués, tant d’un point de
vue classique que quantique. Du c6té classique, la géométrie symplectique et le formalisme hamiltonien
permettent de décire le mouvement des particules chargées dans des champs magnétiques. Cependant, ce
formalisme nécessite pour un champ magnétique B donné de poser une fonction potentiel magnétique A. Ce
potentiel magnétique n’est pas défini de maniére unique, mais a une jauge pres. Il entre dans I'expression de
I’hamiltonien magnétique

H(q,p) == |p— A(g)|?

qui désigne la fonction énergie d’une particule a la position ¢ et d’impulsion p. La trajectoire d’une particule
est alors donnée par les équations hamiltoniennes du mouvement (2.6). Ceci dit, le formalisme hamiltonien
permet une description plus précise encore du mouvement classique magnétique car il ouvre la voie a toute
la théorie symplectique. Plus précisément, le champ magnétique est connu pour courber les trajectoires des
particules (FIGURE 2.1). Dans un champ uniforme, les trajectoires sont d’ailleurs circulaires, orthogonales
aux lignes de champ. Dans des champs magnétiques ‘presque uniformes’; on observe de méme des trajectoires
circulaires, mais de centre mobile, se mouvant le long des lignes de champ magnétiques. Dans [45], on trouve
une premiére explication & ce phénomeéne, appelé mouvement centre guide. Finalement, dans [57], dans le
cadre du mouvement magnétique plan, via des outils de déformations symplectiques et des techniques de
formes normales, et pour des particules de petite énergie magnétique, le responsable de ce mouvement oscil-
latoire rapide et de la variation plus lente du centre de ces oscillations est confondu : il s’agit de 'oscillateur
harmonique (ce résultat était déja connu, c.f. [47, 45]; ce que [57] apporte est une description explicite de
Phamiltonien magnétique via un résultat de forme normale). Dans ce premier chapitre, nous introduirons le
formalisme hamiltonien du mouvement magnétique, nous énoncerons le théoréme de forme normale classique
et exliquerons en quoi ce théoréme permet de décrire avec précision les trajectoires magnétiques. Finalement,
nous donnerons une preuve de ce résultat de forme normale, issue de [57]. L’exemple conducteur qui illustrera
ces résultats sera le cas du champ constant.
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FIGURE 2.1 — (a) Cuillére indiquant le sud du temps des Han (206 avant J.-C. - 220 apres J.-C.) (b) Des
électrons en trajectoire rectiligne sont propulsés dans une chambre d bulles soumise a un champ magnétique. 11
s’agit d’un liquide a la limite de [’ébullition dans lequel I’électron, sur son trajet, forme un noyau d’ébullition
et produit en cédant localement de l’énergie, un chapelet de bulles, ce qui permet de visualiser sa trajectoire.
On remarque alors que les trajectoires sont courbées, ce qui est caractéristiques de la présence d’un champ
magnétique.

Le formalisme hamiltonien de la mécanique classique donne acces a une description quantique du mou-
vement magnétique. En quantifiant I’hamiltonien magnétique, on identifie un autre de ces ‘esprits’ antiques,
le laplacien magnétique

Ly :=|—ihV — Al

et on peut définir le mouvement quantique via la céleébre équation de Schrodinger

ihdypt = L a1’
Pr=0 = 1y

ott 9 désigne la fonction d’onde d'une particule prise au temps ¢, [¢)'|?> donnant la densité de présence
de la particule. Le laplacien magnétique a été largement étudié durant les derniéres décennies. On s’est
notamment intéressé a ses propriétés spectrales, au développement asymptotique de ses valeurs propres et
a la localisation des fonctions propres qui y sont associées (voir [43, 4, 17, 34, 35, 21, 33, 38, 56] et bien
d’autres). Certains ont cherché les liens entre ce laplacien et le laplacien électrique via 'approximation de
Borh-Oppenheimer, ce dernier de la forme —h?A 4+ V ou V est un potentiel dit ‘électrique’, comme étudié
par Schrédinger lui-méme dans un de ses trois articles de 1926 (voir [63] et [55, 16, 54] pour les liens entre
le laplacien électrique et le laplacien magnétique). On peut citer aussi les résultats de type scattering et
résonances dans le cas magnétique, comme dans [3, 7] ot est considéré le cas du champ magnétique constant,
perturbé par un champ électrique a courte portée. On y retrouve alors les niveaux de Landau, ce qui fait
écho a I’étude développée dans ce chapitre et dans le Chapitre 5.

Nous ne nous intéresserons pas a la théorie spectrale du laplacien magnétique ici mais plutét aux pro-
priétés de propagation d’états tres localisés. Nous nous restreindrons au cas 2-D, qui nous prodigue la forme
normale annoncée ci-dessus. Une fois quantifiée, elle met en évidence un résultat de forme normale quantique
dans lequel on retrouve l'oscillateur harmonique quantique, dont les niveaux d’énergies, que I'on appelera
niveauxr de Landau ici, sont quantifiés. Dans le Chapitre 5, il permettra d’étudier la propagation d’états
en temps longs. Dans ce chapitre, on introduira aussi tout ce formalisme quantique, et on énoncera puis
prouvera le résultat de forme normale quantique.
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L’idée essentielle de ce chapitre est d’identifier I’origine du caractere oscillatoire des trajectoires classiques
et de mettre en évidence les conséquences quantiques de ce mouvement classique oscillatoire. Ceci constituera
Poutil principal du résultat de propagation en temps long du Chapitre 5. Par temps longs, on entend des
temps ¢ qui tendent vers 'infini dans la limite semi-classique, i.e. lorsque i — 0. L’expression temps longs
est utilisée par opposition a ’expression temps courts, ou temps finis, qui désigne les temps admettant une
limite finie dans la limite & — 0, par exemple les temps indépendants de .

2.1 Cadre magnétique

Soit (21, 22, 33) une base orthonormée de R3. On considére une particule chargée se déplacant dans le

2 — — 2 . N J N
plan R? = {q1 €1 + g2 €2/(q1, ¢2) € R*}. On soumet cette particule & un champ magnétique orthogonal a ce

—
plan : B = ng. On identifiera donc ce champ & une fonction B € C*°(R?,R). On consideérera de plus que
ce champ ne s’annule pas a 'intérieur d'un ouvert  C R?, et pour simplifier on le supposera positif sur cet
ouvert : B > 0. On ne traitera pas le cas ou un champ électrique est présent, i.e. ce dernier sera considéré
comme nul dans tout le développement qui suit. Nous commencerons par décrire le mouvement classique
d’une telle particule, et nous verrons comment on peut en déduire la dynamique quantique associée.

2.1.1 Du champ magnétique a ’hamiltonien magnétique

Comme annoncé ci-dessus, le formalisme hamiltonien permet de décrire le mouvement d’une particule
dans un champ magnétique via une fonction hamiltonien H, appelé hamiltonien magnétique. On explique
comment cet hamiltonien est construit a partir du champ B. Pour le développement qui suit, on peut se
référer a [45, 68, 14].

Définition d’un potentiel magnétique

L’idée vient d’une interprétation géométrique du champ magnétique. Comme présenté ci-dessus, le champ
magnétique tel que I’on va I’utiliser est une fonction de classe C* de R?, & valeurs dans R. Or, les équations
de Maxwell nous donnaient un tel champ comme étant a divergence nulle

- =
A\ Bthéorique =0

_
ce qui nous prodigue un champ Bih¢orique cOmme un champ a rotationnel

— - =
Bthéorique =V X Athéorique-

On cherche donc a réécrire ces équations en terme de formes différentielles, compatibles avec une description
symplectique du mouvement. On consideére la dérivée extérieure d sur R? et un champ de vecteur A €

C>*(R?%,R?). On a alors
_ (A9
Alg) = <A2(Q)>

et de I'identification entre champs vectoriels et formes différentielles, en définissant la 1-forme wa = A;dg; +
Asdgs on tire
dwa = (0142 — 02 A1)dg1 A dgo.

N
Or, pour un champ de vecteur Ashéorique = (A1, A2,0)T, on a
" 0
V x Athéorique = 0

0145 — 02 A4

On définit alors la 2-forme og = B dg; A dgs et on cherche une 1-forme wa sur R? de sorte que dwa = og.
Pour cela, on fait appelle au Lemme de Poincaré, dont on donnera une preuve constructive.
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Theorem 2.1.1. (Lemme de Poincaré) Soit p un entier non nul et o une p-forme lisse sur R™ fermée et
définie sur un voisinage de 0. On définit la (p — 1)-forme

1
Ve e R", wy(-) = / P oy, -)dt. (2.1)
0

Alors dw = o.

Démonstration. On considere la famille de difféomorphismes (¢¢)c(0,1) définie par ¢;(x) = tx, que l'on
prolonge par l'application nulle en ¢ = 0. Cette famille est le flot issu du champ de vecteur (x:):e(o,1) défini
par x;(x) = t~'x. En notant ¢;o le pull-back de o par ¢, on a

' d
0 =¢i0 — Ppy0 = /o %qbtadt.

Par définition de la dérivée de Lie £,,, on obtient

1
U:/ ¢; Ly, odt.
0

La formule de Cartan nous donne que
Lx = d(Lx(T) + txdo

ou txo(-) =o(X,-). La forme o étant fermée, on a do = 0 et ainsi

1
o :/ qbfd(LXta)dt.
0
Par commutation de d avec le pull-back et I'intégrale en ¢, on obtient
o =dw
avec
1
Wy :/ ®7 (ty, 0x)dt.
0

Enfin, en utilisant la définition de ¢; et de x;, on obtient

1
Wy = / tp_lotx(:lc7 )dt
0
ce qui pouve le résultat annoncé. O

Ainsi, puisque la 2-forme og est fermée sur €2, il existe une 1-forme wa = A;dg; + Asdgs telle que
dws = og. On définit alors le potentiel magnétique de B comme

A:=qeR?:— (28;) € R2.

Se pose alors la question de 'unicité d’un tel potentiel vecteur, élucidée dans le lemme suivant grace au
Lemme de Poincaré.

Lemma 2.1.2. Soient A et A € COO(R(QI,]R2) telles que, via lidentification avec les formes différentielles,
dwa = dwz = Bdg; Adge. (2.2)
Alors, il existe une fonction ¥ € COO(RZ,R) telle que
A=A+VU. (2.3)

Inversement, si A et A satisfont (2.3), alors (2.2) est vérifiée, ou, en d’autres termes, les potentiels vecteurs
définissent le méme champ B.
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Démonstration. Soient A et A satisfaisant (2.2). Alors,
d(wA - OJA) = 07

ie. la 1-forme wa — wj est une forme fermée. En appliquant le Lemme de Poincaré ci-dessus il existe une
0-forme, donc une fonction ¥ € C*°(R2,R) telle que

wA—wA:d\Il

en identifiant ¥ avec la 0-forme correspondante. Ainsi, puisque d¥ = wyy on obtient (2.3). Inversément, en
supposant (2.3),
de =dwa + (—6281\1' + 8162‘1’) =Bdg; ANdge

par lemme de Schwartz. O
Ainsi, on constate que le potentiel magnétique A ainsi défini n’est pas unique, mais & une jauge ¥ pres.
L’introduction du potentiel magnétique permet alors de définir I’hamiltonien magnétique associé a B.
Le formalisme hamiltonien
On commence par définir ’hamiltonien magnétique.

Definition 2.1.3. On considére espace des phases associé & R?, T*R? ~ R xR2. L’hamiltonien magnétique
est donné par
H:T'R*> (¢,p) = H(g,p) = [p— A(@)|* €R

ott || - || définit la norme euclidienne sur R2.

On remarque alors qu’une particule soumise & un champ magnétique pur, se situant en un point (g, p) de
Pespace des phases, a une énergie H (g, p) qui ne dépend pas directement de la valeur du champ magnétique
en ¢ mais de celle du potentiel magnétique.

Pour décrire les trajectoires du mouvement par cette fonction hamiltonienne, il est nécessaire d’introduire
quelques notions de géométrie symplectique. Il est connu que ’on peut munir le cotangent T*R? d’une forme
symplectique naturelle

wo = dg1 Adpr + dgz A dpe

olt (q1,q2) désignent le systéme de coordonnées canonique de TR? identifié & R? et (p;, p2) correspondant aux
coordonnées canoniques de (TR?)* identifié & TR? via ¢} = p; et g5 = pa. Le théoréme de représentation de
Riesz nous apprend alors que pour toute 1-forme L € (TR?)*, il existe un unique champ de vecteur x € TR?
tel que

Vg € R?, VX € T,R?, L,(X) = wo(x(q), X).

Appliquons cela & ’hamiltonien H et considérons la 1-forme définie par la différentielle de H, & savoir dH .

Theorem 2.1.4. Il existe un unique champ de vecteurs
xu € TR?
tel que pour tout g € R?, pour tout X € Tq]RQ,
dgH(X) = wo(xm(q), X).

Ce champ de vecteur est appelé le champ de vecteurs hamiltonien de H.
Remark 2.1.5. Si
_ 0 I
7= (% 6)

désigne la matrice symplectique de M4(R), si VH désigne le vecteur gradient de H, on a la relation

XH = JVH.
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Les trajectoires du mouvement magnétique sont alors obtenues en intégrant ce champ de vecteurs : si
X(t) = (q(t),p(t)), (q(t),p(t)) correspondant & la trajectoire d’une particule issue de (go,po) dans le champ

magnétique B, on a
X(t) = xu(t)
{X(O) = lwop0) 24

Puisque la fonction hamiltonienne H est de classe C*°(R*,R), on a le théoréme d’existence locale de solution
a I’équation ci-dessus, donné par le Théoreme de Cauchy-Lipshitz.

Theorem 2.1.6. Pour tout Xo € T*R?, il existe T(X,) > 0 et une unique application (®*(Xy))
de classe C1([0,T(Xy)), T*R?) solution de

tef0.7(x0))

S (X0) = xu(#(X0))

(2.5)
o'=0 = X,

De plus, t — ®(Xo) définit un groupe a un paramétre, que l'on appelle le flot hamiltonien issu de Xo et
Uapplication
D (t,Xo) g q)(t,X())

définie sur un voisinage ouvert U de {0} x T*R? de Ry x T*R? est un difféomorphisme global de U sur son
image.

Remark 2.1.7. On supposera dans la suite, pour des raisons de simplicité, que le flot est global en temps,
ce qui n’est bien slir pas le cas en toute généralité.

En explicitant (2.5), la trajectoire (q(t),p(t)) d’une telle particule est alors donnée par les équations
hamiltoniennes du mouvement
i =0,H(q,
p=—-0,H(q,p)

et de maniére tout aussi remarquable ces équations ne dépendent pas du champ magnétique directement
mais de son potentiel vecteur associé. Un premier intérét au formalisme hamiltonien développé ci-dessus est
donné par le théoreme suivant.

Theorem 2.1.8. Le flot hamiltonien laisse H invariant, i.e.
VteR, (®')*H=Hod"'=H.
De plus, le flot hamiltonien donné par H préserve la structure symplectique de T*R?, i.e.
vt € R, (®")*wy = wo.
Ainsi, en plus d’étre un difféomorphisme, application
X € T*R? = ®'(X) € T*R?,
pour t fixé, constitue un symplectomorphisme.

Démonstration. La premiére assertion se vérifie en dérivant par rapport au temps 'application H o ®. En

effet, on obtient
d
&H 0 ® = dgtH - x(®") = wolxm(®"), xu(®")) =0
par antisymétrie de wg, d’ou
VteR, Hod' = Hod" = H.

Pour la deuxieéme assertion, on se réferera a [68, chapitre 8] O
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Ce théoeme montre que le formalisme hamiltonien entre dans le cadre des systémes conservatifs, i.e.
systemes dont I'énergie est conservée au cours du temps. Ainsi, ’énergie magnétique est constante lors de
la propagation. De plus, cela prouve que les trajectoires sont piégées dans les lignes de niveau de H. Une
application a ce théoréme est que pour toute condition initiale Xy appartenant a une ligne de niveau bornée
de H, le flot correspondant est global. Puisque la fonction hamiltonien H est conservée au cours du temps,
elle peut étre appelée une intégrale premiere du mouvement. Dans le cas des systémes 1-D, cela constitue
des systémes complétement intégrables (c.f. [68] pour une définition et la théorie qui en découle).

Compatibilité entre les équations de Hamilton et le principe fondamental de la dynamique

A ce stade du développement, il est bon de se poser la question suivante : quel est lien entre le formalisme
hamiltonien développé ci-dessus et le principe fondamental de la dynamique, ou deuxiéme loi de Newton ?
Effectivement, ce dernier nous enseigne que si x désigne la position d’une particule dans un champ magnétique

=
B, alors elle est soumise a la force de Lorentz

— —
FLorentz =iAB

et le mouvement est décrit par
— —

i = FLorentz = 4 A B. (2.7)

Il S’avere que les deux équations du mouvement (2.6) et (2.7) sont équivalentes. Dans le développement qui
suit, on considerera que ’hamiltonien magnétique est donné par

1
H = 5lp = Alg)]”

ce qui simplifiera les différentes identifications entre les variables (g,p) du formalisme hamiltonien et les
variables (z,) des équations de Newton. En effet, si on explicite les équations hamiltoniennes (2.6), on
obtient

¢ =p—Alg)p = (T,A)" (p — Alg)) = (T,A)"q,

ou T,A désigne I'application tangente & A en ¢, d’out en posant z(t) = ¢(t), on obtient & = p — A(z) et
i=p—T,Ai = (T,AT — T, A)i.

Finalement, par un calcul on obtient
—
i=1AB,
et on retrouve la force de Lorentz et les équations newtoniennes du mouvement. Inversement, partant des
équations de Newton (2.7), en posant pour position ¢(t) := z(t) et pour impulsion magnétique p(t) :=
Z(t)+ A(z(t)), on retrouve les équations hamiltoniennes du mouvement. Ainsi, les descriptions hamiltonienne
et newtonienne du mouvement sont équivalentes.
Il est & noter que le principe fondamental de la dynamique ne nécessite pas l'introduction d’un potentiel

magnétique A, et donc n’appelle pas l'outillerie des formes différentielles et de la géométrie symplectique.
Comme on le verra dans la section 2.3, c’est ce qui fait la richesse du formalisme hamiltonien.

Exemple : cas du champ constant

Prenons le cas du champ constant B = Bg. Un choix possible de potentiel magnétique est alors A =
(A1, Ao)T avec
A RS (q1,2) = 0 et Ay :R? 3 (q1,q2) — Bogi.

On retrouve bien
doa = Bodgi Adge = wi,.-
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FIGURE 2.2 — Résolution numérique de la trajectoire (g1(t), g2(t)) d’une particule dans un champ variable
B(q1,q2) = 2 — cos(q1) + ¢3. La trajectoire oscillante enserre une ligne de niveau de B.

L’hamiltonien magnétique a alors pour expression
H:R*xR*3 (q,p) = pi + (p2 — Bowr)?

et les équations hamiltoniennes du mouvement sont données par

G1 = 2p1

g2 = 2(p2 — Boq1)

p1 = 2Bo(p2 — Bog1)
p2 =0

La résolution de ces équations conduit a ’expression suivante de la trajecoire

< Zgg ) = ag cos(2Bot) + By sin(2Bot) + Cy

avec g, fo et Co dans R*. On trouve alors un mouvement circulaire, de pulsation donnée par le champ
magnétique 2B, appelée aussi pulsation cyclotron (voir [47] par exemple). On retrouve le mouvement circu-
laire caractéristique des particules chargées en présence de champ magnétique. Lorsque le champ magnétique
varie peu, ou lorsque I’énergie de la particule est tres petite, on constate que le mouvement d’une particule
est circulaire rapide de centre suivant une dynamique plus lente, ce qui est lié au résultat de forme normale
mentioné plus haut (c.f. section 2.2 pour les détails et la Figure 2.2).

2.1.2 De ’hamiltonien magnétique au laplacien magnétique

La formulation hamiltonienne de la dynamique classique permet de décrire le mouvement d’une particule
grace & une fonction hamiltonienne H, qui généralement correspond & une fonction énergie de la particule
étudiée. D’une maniere similaire, pour décrire la dynamique quantique d’une telle particule, on utilise une
‘fonction énergie’, en réalité le quantifié de la fonction H, et une équation du mouvement quantique, ’équation
de Schrédinger. Dans cette section, on définit le quantifié de H et on donne des propriétés du propagateur
associé.
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On suppose a partir d’ici et pour toute la suite que le champ magnétique B est dans une classe de
symboles S(m’), pour m” une fonction d’ordre sur T*R?. Par le Lemme de Poincaré, et plus précisément
via (2.1), on remarque que le potentiel magnétique A a ses deux composantes A; et Ay dans une classe
S(m’). On obtient finalement que ’hamiltonien magnétique ci-dessus appartient & une classe S(m), ce qui
nous permet de le quantifier avec de bonnes propriétés de 'opérateur pseudo-différentiel obtenu.

Definition 2.1.9. On définit le laplacien magnétique comme le quantifié de I’hamiltonien magnétique
Ly.a := Opy (H)
que I'on munit provisoirement du domaine . (R?). Il a pour expression
Lya = (—ihdy — Ay)? + (—ihdy — As)?
que 'on écrira de maniére plus concise L5 4 = || — AV — A2

On remarque immédiatement qu'un tel opérateur n’est pas borné sur L2(R?), qu’il est bien défini sur les
fonctions de Schwartz .7 (R?) et qu’il y est symétrique :

Vo, € S (R?), (¢, Lnat)12re) = (Lnap, ¥)12®2).

Nous énongons quelques propriétés du laplacien magnétique.

Caractére autoadjoint du laplacien magnétique

On introduit I'espace HY défini par
Hj = {u e L*(R®) t.q. (—ihV —A)u e L*(R?)}

que I’on munit de la forme sesquilinéaire (-, '>H}; donnée par

Ve €Hh ey = [ (<inY = A)p- T — Ajide + |

opdz.
R2

On a alors la proposition suivante.

Proposition 2.1.10. L’espace (HY, (-, ~>H}\) est un espace de Hilbert, dans lequel C§°(R?) est dense.

Démonstration. La forme sesquilinéaire (-, '>Hi\ définit bien un produit scalaire sur Hy . On prouve la com-
plétude de I'espace. Pour cela on consideére une suite de Cauchy (uy, )nen de (Hy, (-, >Hi\) Puisque pour tout
u dans HY

lullf, = I(=ihV — A)u|E2ge) + llullfs ge).

on obtient que (un)nen et ((—ihV — A)uy), . définissent aussi des suites de Cauchy sur L?(R?). Par
complétude de cet espace, il existe deux fonctions u et v dans L2(R?) telles que les suites (up)nen et
((—inv — A)un)n oy convergent respectivement vers u et v dans L?(R?). Enfin, par continuité de V et de la
multiplication par A dans I’espace des distributions D, ((—ihV — A)un)
sens de D’ et par unicité de la limite

nen converge vers (—ihV — A)u au

(—ihV — A)u = v dans D'.

Or, v € L2(R?), d’out (uy)nen converge vers u dans Hj , ce qui achéve la preuve de complétude.
En ce qui concerne le résultat de densité, on commence par poser

H1A7comp := {4 € Hj tel que supp(v)) compact}.
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Puisque A € C*°(R?) C L3, (R?), on a de maniére directe que Hy .., € H'(R?). On prouve que C5°(R?)

loc
est dense dans Hy ... Ce fait se prouve par régularisation. En effet, soit ¢ € Hj .o, €t 80it (p5)nen une
approximation de I'identité lisse & support compact. On pose ¢, := p, * ¢, qui définit une suite de fonctions
de C§°(R?). Par les propriétés des approximations de I'identité, ||, — ¢l (r2) — 0 lorsque n — 0, d’out

on g et Ve, 5 Vo

Enfin, puisque A € Li_ et puisque (¢, —¢)nen est une suite de fonctions de supports inclus dans un compact

fixe, on obtient que [|A(¢n — ¢)|lL2®2) — 0, ce qui achéve la preuve de densité de C5°(R?) dans H}y .o,
On prouve maintenant que C5°(R?) est dense dans HY . Pour cela on consideére f € H} tel que

Vo € C5°(R?), [ Tpda /W(fmv — A)f(—ihV — A)pdz = 0. (2.8)

Par densité de C5°(R?) dans Hp .o, (2.8) s’étend a toutes fonctions ¢ € Hy .o, On considere alors

X € C5°(IR?) une fonction réelle positive valant 1 sur B(0,1) et 0 en dehors de B(0,2), et soit pour n entier
Xn(2) = x(z/n). On pose alors ¢, = x,f. On a alors ¢, € H},&ycomp et ainsi (2.8) est vérifiée pour tout ¢y,
n € N. Or, (2.8) se réécrit pour p = ¢,, n € N,

/RQ Yol f12da + /]R Xn|(—ihV — A) f|2dz + %/W((fmv —A)f)- (fmfvx (;))dx —0. (2.9)

Puisque f € HY et x € C5°, on obtient que

1 /RZ((—mv ~ ) (ingvx () )ar — 0

n

et par application du théoréme de Beppo-Levy, (2.9) donne a la limite n — oo

2 —ihV — A)f|> = 0.
JrP+ [y = Ay <o

Ainsi, si f € HY est orthogonal & toute fonction ¢ € C§°(R?) au sens du produit scalaire (-, '>H}\, alors f =0,
ce qui prouve la densité de C§°(R?) dans HY. O

On a alors le théoreme suivant qui donne une réalisation autoadjointe de Lp a .
Theorem 2.1.11. On définit ’espace

HR = {p € L*(R?) t.q. (—ihV — A)*p € L*(R?)} .
Le laplacien magnétique muni du domaine

Dom(Lp a) := Ha
définit un opérateur autoadjoint sur L2(R?) et de plus
Ly a : Dom(Ly a) — L*(R?) (2.10)

est une application bijective d’inverse continue.

Démonstration. Pour prouver ce résultat, on invoque le théoréme de Lax-Milgram (c.f. [56, 31]) dont on
donne un énoncé.
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Theorem 2.1.12. Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que V s’injecte continuement dans H et tels
que V soit dense dans H. Si B est une forme sesquilinéaire hermitienne continue sur V coercive, i.e. telle
qu’il existe o > 0 avec

Vu € V,B(u,u) > aofu|)?,

alors il existe un opérateur L de domaine
Dom(L) :={u € V: v+ B(u,v) est continue sur V pour la topologie de H}
défini de maniére unique pour tout u € Dom(L) par
Yo eV, B(u,v) = (Lu,v)q.

Lopérateur £ : Dom(L) — H ainsi défini est bijectif d’inverse continu et Dom(L) est dense dans H. Il
s’agit d’un opérateur autoadjoint de domaine Dom(L) dense dans V.

En reprenant les notations du Théoréme 2.1.12, on pose H := L%(R?) et V := H}&. Selon la proposition
précédente, ils définissent des espaces de Hilbert avec les normes associées, et V s’inclut continuement dans
H, avec densité du premier dans le deuxiéme. De plus, on définit la forme sesquilinéaire hermitienne sur V

Bra:Hy x Hy 3 (u,v) = [ (—=ihV — A)u(—ihV — A)vdz +/ uodz € R.
R2 R2

Pour u € V, By a(u,u) = [[ul|}: , ce qui donne la continuité de Bp A sur V. En remarquant que pour tout
A

u€eV,
Yo €V, By alu,v) = (Lsau,v)wH,

on obtient alors par application du Théoréme de Lax-Milgram que le laplacien magnétique L5 o de domaine
Dom(Ly a) = H% définit un opérateur autoadjoint. De plus,

£h,A : Dom(ﬁh)A) — LQ(RQ)
est une application bijective d’inverse continue. O

Le caractere autoadjoint de (Eh, A, Dom(Lp, A)) nous permettra de définir le propagateur associé lors-
qu’on introduira 1’équation de Schrédinger associée. La propriété de régularité elliptique ci-dessus permet
d’inverser le laplacien elliptique. En d’autres mots, si on se donne f € L2(R?), alors par le théoréme précédent,
il existe une fonction u € H% telle que

EhyAu = f

Liens entre le laplacien magnétique L5 o et le champ magnétique B

Comme mentioné plus haut, il est surprenant de voir que le laplacien magnétique dépend non pas de la
fonction B directement mais du potentiel A. On constate cependant que le champ B resurgit dans la forme
quadratique associée a Ly a. On rappelle I'expression de la forme sesquilinéaire

Bpa:Hy x Hy 3 (u,v) = [ (—=ihV — A)u(—ihV 