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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❡t ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r s♦✉t❡♥✉✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é
❡t✱ t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❞✬❛✈♦✐r ♣❡r♠✐s q✉❡ ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡ s♦✐t ✉♥ très ❜♦♥ ♠♦♠❡♥t✳ P❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ❏✉❧✐❡♥ ❇♦♥♥❡❧ ♣♦✉r s❡s ✐❞é❡s ❜r✐❧❧❛♥t❡s✱ s❛ ❜✐❡♥✈❡✐❧❧❛♥❝❡
✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉t ❧❡ ❜❡❛✉ ♣❛♣✐❡r ❝❛❞❡❛✉ q✉✬✐❧ ❛ s✉ ♠❡ttr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳
❏❡ t✐❡♥s ❛✉ss✐ à r❡♠❡r❝✐❡r ▼❛r✐❡ ●é❤❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞✬❛✈♦✐r
t♦✉❥♦✉rs ❝r✉ ❡♥ ❝❡ q✉❡ ❥❡ ❢❛✐s❛✐s✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ❚❤✐❡rr② ❈❤♦♥❛✈❡❧ ♣♦✉r s♦♥ s✉✐✈✐✱ très
s♦✉✈❡♥t à ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡t s♦♥ ❡①♣❡rt✐s❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ q✉❡ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ♣✉t ❡①♣❧♦✐t❡r
à ✶✵✵%✳ ❊t s✉rt♦✉t✱ ♠❡r❝✐ à ✈♦✉s tr♦✐s ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣é ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♣r✐s❡s✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ♠♦♥ ❥✉r② ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬é✈❛❧✉❡r ♠♦♥
tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐ à ❊♠❛♥✉❡❧ ❘❛❞♦✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣rés✐❞é ❧❡ ❥✉r② ♣♦✉r ✉♥❡ t❤ès❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡ s♦♥
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ ❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ ❇❛r❜❛r❛ ◆✐❝♦❧❛s ❡t P❤✐✲
❧✐♣♣❡ ❘♦✉①✱ ♣♦✉r ❧❡✉r r❡❧❡❝t✉r❡ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❧❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ♣❛ss✐♦♥♥é❡s✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s
❛✉ss✐ r❡♠❡r❝✐❡r ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ❋❛tt❛❝✐♦❧❧✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r s✉ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❛✈❡❝ ✐♥térêt ♠❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❥♦✉r ❛✉ ❞❡r♥✐❡r✳ ❙❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ❳❛✈✐❡r ❈r✐st♦❧ ♣♦✉r s❛ ♣é❞❛❣♦❣✐❡✱ ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❲❑❇ ❡t
s❡s t♦♥♥❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✳

▼❛✐s ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t s✉rt♦✉t ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r t♦✉s ❝❡✉① ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ♣❧❛✐s✐r✳
❏❡ ♣❡♥s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❑é❦é ✭♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❦é❦é✮ ❛✈❡❝ q✉✐ ❧❡s s♦rt✐❡s ❡♥ ♠❡r r✐♠❡
❡♥ été ❛✈❡❝ ❣é♥♦❝✐❞❡ ❡t ❡♥ ❤✐✈❡r ❛✈❡❝ ✓ à ❧❛ r❛♠❡✳✳✳ ç❛ ♣❛ss❡ ✔✱ ♣♦✉r ♥♦s ♣✐q✉❡✲♥✐q✉❡s s✉r ❧❛
♣❧❛❣❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡s t❡♠♣êt❡s ❡t ❞❡ ♠❡ ❧❛✐ss❡r ❣❛❣♥❡r ❛✉ ♠♦♥♦♣♦❧②✳ ▼❡r❝✐ ●❛ét❛♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r été ✓
❤②♣❡r ❝♦♥t❡♥t ✔ ❡t ✓ à ❧❛ ❝♦♠♣♦t❡ ✔ ✭♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ♣❛rt❛❣é t❛ s❝✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♣❛ss✐♦♥✮✳ ❯♥
❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à P❛✉❧✐♥❡ ❡t ❆❞r✐ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✉r❛✐s ❛✉ ♠♦✐♥s r❡t❡♥✉ ✉♥❡ ❝❤♦s❡ ✳✳✳ ❧❡ ▼❆▼❇❖ ✦ ▼❡r❝✐
à ❊✇❡♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❡♥✜♥ ❝♦♠♣r✐s ❛♣rès tr♦✐s ❛♥s q✉❡ ❧❛ ■P❆ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ●✉✐♥♥❡ss✳
▼❡r❝✐ à ❈❧é♠❡♥t ❡t ➱✈❛ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♣❛rt❛❣és à ❇r❡st ♣✉✐s à ❆♥t✐❜❡s ♣✉✐s à ❇r❡st✳
▼❡r❝✐ à ❋❧♦r❡♥t ♣♦✉r s♦♥ ❣r♦✉♣❡ ❋❛❝❡❜♦♦❦ ♣❛ss✐♦♥♥❛♥t ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉①
❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ●❛✉❧t✐❡r✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡✱ ▼❛♥✉❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❈♦♦❦✐❡ à q✉✐ ç❛ ❢❡r❛ ❤②♣❡r ♣❧❛✐s✐r ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ♠❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳ ❊♥✜♥
✉♥ ❣r❛♥❞ ♠❡r❝✐ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs ❧❛✐ssé ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❥❡ ✈♦✉❧❛✐s ❡t
♣♦✉r ❛✈♦✐r r❡❧✉ s❛♥s r✐❡♥ ② ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♠♦♥ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❊t ♣♦✉r t♦✉s ❝❡✉① q✉❡ ❥❡ ♥✬❛✐ ♣❛s ❝✐tés
✐❝✐✱ ❥❡ ✈♦✉s ♠❡ttr❛✐s ❞❛♥s ❧❡s r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ t❤ès❡✳✳✳ ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥ ♣❡✉
♣❛r ❝♦♥tr❡✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✶✶✶
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✷
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

❆♥♥❡①❡ ❆ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲✢✉✐❞❡ ✶✶✾

❆♥♥❡①❡ ❇ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❡♥st❡r✲❑r❛♠❡rs✲❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭❲❑❇✮ ✶✷✶

❆♥♥❡①❡ ❈ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ✶✷✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✷✼



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛r✐♥ ét❛✐t ❧❡ ❜❡r❝❡❛✉ ❞❡ t♦✉t❡s ✈✐❡s s✉r t❡rr❡ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ✹✵✵ ♠✐❧❧✐♦♥s
❞✬❛♥♥é❡s✱ ✐❧ ♥✬❛ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ r✐❡♥ ❞✬❤♦s♣✐t❛❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ❣❡♥r❡ ❤✉♠❛✐♥✳ ❆ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❏✳ P✐❝❝❛r❞✱
❉♦♥ ❲❛❧❝❤ ❡t ❏✳ ❈❛♠❡r♦♥✱ ❧❡s tr♦✐s s❡✉❧s ❍♦♠♠❡s à ❛✈♦✐r ❛tt❡✐♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s s✉r t❡rr❡
✭−11 000 ♠ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✮✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦♥❞❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛❝❝ès q✉✬✐❧ r❡st❡
à ❞é❝♦✉✈r✐r✳ ■❧ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛rt✐r ❡♥ ❡①♣é❞✐t✐♦♥ s✐ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ♣♦✉r ❡♥
❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬❤♦st✐❧✐té✳ ➱q✉✐♣é ❞✬✉♥ s❝❛♣❤❛♥❞r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡✱ q✉❡❧q✉❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s ♣❛ssé❡s
à ♣❧✉s ❞❡ 20 ♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s✉✣s❡♥t à s❛t✉r❡r ❡♥ ❛③♦t❡ ❧❡s t✐ss✉s ❞✉ ❝♦r♣s ❤✉♠❛✐♥✱ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧❡
r❡s♣❡❝t ❞❡ ♣❛❧✐❡rs ❞❡ ❞é❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❣r❛✈❡s tr❛✉♠❛t✐s♠❡s✳ ❈❡ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s très ❢♦rt❡s ♣r❡ss✐♦♥s q✉✐ s✬② ❡①❡r❝❡♥t q✉✐ r❡♥❞❡♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ s✐ ❤♦st✐❧❡✳ ❆ ❝❡❧❛ s✬❛❥♦✉t❡
❧❛ très ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✭❧✉♠✐èr❡s✱ ♦♥❞❡s r❛❞✐♦✳✳✳✮
❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ♠❛♥q✉❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ♥♦s ♠♦②❡♥s ♠♦❞❡r♥❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭té❧é♣❤♦♥✐❡✱ ●P❙✱ r❛❞✐♦✳✳✳✮
❡t ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭❝❛♠ér❛s✮✳ ❉❡ ❢❛✐t✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡st ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♠②stér✐❡✉① ❡t ❞✐✣❝✐❧❡ à
♦❜s❡r✈❡r ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦②❡♥s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ♦♥❞❡s
♠é❝❛♥✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✈❡❝t❡✉r
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❛ ❢❛✉♥❡ ❛q✉❛t✐q✉❡✳ ■❧ ❛ été sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥é❡s
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡s ❡s♣è❝❡s q✉✐ ♥♦✉s s♦♥t ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r❛❣✐r ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ s❡
❧♦❝❛❧✐s❡r✱ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳✳✳ P❛r ♠✐♠ét✐s♠❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦té ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❛❞❛♣té❡ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✭❧❡s tr❛♥s❞✉❝t❡✉rs✮✱ ❞✬é❝♦✉t❡ ✭❧❡s
❤②❞r♦♣❤♦♥❡s✮ ❡t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❛✜♥ ❞❡ ✿ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r s♦♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞ét❡❝t❡r✴❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✐♥térêts✳

●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ s❡ s❡r✈✐r ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✐t❡ ❛❝t✐✈❡✱ ♦ù ❧❡ s♦♥ ❡st é♠✐s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐ ❡♥ ré❝✉♣èr❡
✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡
♠✐❧✐❡✉ tr❛✈❡rsé ♣❛r ❧❡ s♦♥ ♦✉ s✉r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♣❡rt✉r❜❛♥t s❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
❧♦rs ❞❡ ❧✬é❝❤♦❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦❞♦♥t♦❝èt❡s ✭❞❛✉♣❤✐♥s✱ ❝❛❝❤❛❧♦ts✳✳✳✮
♠❛✐tr✐s❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥ ♦r❣❛♥❡ ❞é❞✐é ✿ ❧❡ ♠❡❧♦♥✳ ▲❡s s♦♥❛rs ❛❝t✐❢s ✉t✐❧✐sés ♣❛r ❧✬❤♦♠♠❡ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡s
♠ê♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r♦s♣❡❝t✐♦♥ ♣étr♦❧✐èr❡✱ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲
s♦❧ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥❛♣♣❡s ❞✬❤②❞r♦❝❛r❜✉r❡ ♦✉✱ ❡♥ ❤②❞r♦❣r❛♣❤✐❡✱ à ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡r ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡
❞❡s ❢♦♥❞s ♠❛r✐♥s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✐t❡ ♣❛ss✐✈❡✱ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉❝✉♥❡
é♠✐ss✐♦♥ s♦♥♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳ ■❧ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❛❧♦rs ❞❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐r ❧❡s s♦♥s ❛♠❜✐❛♥ts
q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t s♦♥ ♣❛②s❛❣❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ♥♦s ♦r❡✐❧❧❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛ér✐❡♥✱ ❝❡tt❡
é❝♦✉t❡ ♣❛ss✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❞✐s❝rét✐♦♥✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s s♦♥♦r❡s ❞✬✐♥térêts
♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞✬é❧é♠❡♥ts s✐❧❡♥❝✐❡✉① ✈✐❛ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ q✉✬✐❧s ♦♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t
❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s✱ ❞✐t❡s ❞✬♦♣♣♦rt✉♥✐tés✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss♦♥s s✉r t❡rr❡✱ à t❡❧ ♣♦✐♥t q✉❡ ♥♦s s❡♥s ② s♦♥t ✐♥❛❞❛♣tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡
s♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❡♥✈✐r♦♥ q✉❛tr❡ ❢♦✐s ♣❧✉s ✈✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛✐r✱ ✐❧ s✉✐t ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❝t✐❧✐❣♥❡s✱ ✐❧ s✉❜✐t très s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞
❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞✬é❝❤♦s à ❧✬é❝♦✉t❡ ❡t❝✳✳✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡✛❡ts s♦♥t ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣♦rt❛♥ts s❡❧♦♥



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❡❛✉ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ s♦♥♦r❡✳ ❖♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡ ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❞❡✉①
t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❞✐ts ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❡t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▲❡s ♣❡t✐ts✲❢♦♥❞s ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ♣❧❛t❡❛✉①
❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉① ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s✳ P♦✉r ❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❧❡ s♦♥ ✐♥t❡r❛❣✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞ ♣♦✉✈❛♥t ♠ê♠❡ ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ♣é♥étr❡r très
♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉r s✬② ♣r♦♣❛❣❡r✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞❡s
♣❧❛✐♥❡s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❦✐❧♦♠ètr❡s✱ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡ à s❡ ♣r♦♣❛❣❡r
❞❛♥s ❧✬❡❛✉ s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭♣♦✉✈❛♥t ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s
♣♦✉r ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❢❛✐❜❧❡s✮✳

◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❞❛♣✲
té❡ à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é♣❧♦②é❡s s♦✐❡♥t
s♣é❝✐✜q✉❡s à ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝✐tés✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ s✉✐✈❛♥t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡✱ ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞✐✛ér❡r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬❤②❞r♦♣❤♦♥❡s✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s ❡♥ rés❡❛✉ ❡t ❞✐s♣♦sés ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢❛ç♦♥s ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐✲
♠✐s❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝✉❡✐❧❧✐❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❡♥
tr✐♣❧❡t ❞✬❤②❞r♦♣❤♦♥❡s ✭tr♦✐s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✮ ♦✉ ❡♥ ❛♥t❡♥♥❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s ✭s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬❤②❞r♦♣❤♦♥❡s s②♥❝❤r♦♥✐sés ♣❧❛❝és s✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❞r♦✐t❡✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ♣❛ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛r✐♥ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡
❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

❈♦♥t❡①t❡ ❡t ♦❜❥❡❝t✐❢s

P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥
❞❡ t❤ès❡s ♠♦t✐✈é❡s ❡t ✜♥❛♥❝é❡s ♣❛r ❧❛ ❉✐r❡❝t✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❧✬❆r♠❡♠❡♥t ✲ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ♥❛✈❛❧❡s
✭❉●❆✲❚♥✮ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ 20 ❛♥s s♦✉s ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❉✳ ❋❛tt❛❝❝✐♦❧✐✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ♣♦✉r
❜✉t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬♦♥❞❡s ❯❧tr❛ ❇❛ss❡ ❋réq✉❡♥❝❡ ✭❯❇❋✱ ✐♥❢ér✐❡✉r à
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ❍❡rt③✮ ❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♣❛ss✐✈❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❛❞❛♣té❡s à ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s ét✉❞❡s ❝♦♥❞✉✐t❡s ❞✉r❛♥t ❝❡s ❛♥♥é❡s s❡ s♦♥t très ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ssé❡s ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❡t✐ts✲❢♦♥❞s ♣♦✉r ❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❯❇❋
❬▲❡ ❘♦✉① ✶✾✾✻✱ P✐❣♥♦t ✶✾✾✼✱ ◆❛r❞✐♥ ✶✾✾✽❪✱ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡
❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❬◆✐❝♦❧❛s ✷✵✵✹❪ ♦✉ ❣râ❝❡ à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝❛♣t❡✉r ❬▲❡ ❚♦✉③é ✷✵✵✼❪✱ ❝❛r❛❝tér✐s❡r
♣❛ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ◆✐❝♦❧❛s ✷✵✵✹❪✱ ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ♣❛ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠♠❡r❣é❡s ❬❈♦♥❛♥ ✷✵✶✼❪✳✳✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡ ♣❛rt✐ ❞❡ ❝♦♠✲
♣❧ét❡r ❧❡s tr❛✈❛✉① ✐♥✐t✐és ♣❛r P✳ P✐❣♥♦t ❬P✐❣♥♦t ✶✾✾✼❪ ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❯❇❋ ❡♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▲❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s tr❛✐té❡s ✐❝✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥✲
s✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❯❇❋ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛ss✐✈❡ ❞❡
s♦✉r❝❡s ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♣✐st❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡
❏✳ ❇♦♥♥❡❧ ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳

❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✉ t②♣❡♠❛t❝❤❡❞✲✜❡❧❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❬❇❛❣❣❡r♦❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✳
❊❧❧❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❝♦♠♣❛r❡r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✐♥ s✐t✉ à ❞❡s ré♣❧✐q✉❡s ❣é♥éré❡s ❡♥ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣❧✐q✉❡
♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡ ❞❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ♣♦✉r êtr❡ très s❡♥s✐❜❧❡s à ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❡rr❡✉rs
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦✲❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡♥✲
✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳ ❆✉ ✈✉ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♦❝é❛♥s✱ ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
✐♥é✈✐t❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ s❡ t♦✉r♥❡r ✈❡rs ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ s♦♥t r♦❜✉st❡s ✈✐s à
✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉① ❞ét❛✐❧s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❡❧é❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ■❧ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été très ✉t✐❧✐sé ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡
❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬❚❤♦❞❡ ✷✵✵✵✱ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✵✱ ❘♦✉s❡✛ ✫ ❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷❪✱ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❣é♦✲
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❬❍❡❛♥❡② ✷✵✵✹❪✱ ❡♥ s♦♥❛r ❛❝t✐❢ ❬◗✉✐❥❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✽❪✱ ❡♥ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❬❩✉r❦ ✫
❘♦✉s❡✛ ✷✵✶✷✱ ▲❡ ●❛❧❧ ✫ ❇♦♥♥❡❧ ✷✵✶✸❪✱ ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❇♦♥✲
♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✳ ❆✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❬Pr❡♠✉s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹✱ ❈♦♥❛♥ ✷✵✶✼❪✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à s❛✈♦✐r s✐
❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ♦✉ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡✉✐❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ s✐♠♣❧✐st❡✱ ❝❡
❣❡♥r❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st très ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡♥ ❯❇❋✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❡t ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ❞✐✈❡rs✐té ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ♦✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❡ ❛❧♦rs ✉♥ ♣r❡♠✐❡r tr✐ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✲
✜❡r ✉♥ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉tt❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡
❜r✉✐t ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ très s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ tr❛✜❝ ♠❛r✐t✐♠❡ très ❜r✉②❛♥t ❡♥ ❯❇❋✳

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ s♦✉r❝❡s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✶ ❞♦♥t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r
✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✈✐s✐❜❧❡s
s✉r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉✬❡♥tr❡t✐❡♥♥❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ❣r❛♥❞✲
❢♦♥❞✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❣r❛♥❞s✲
❢♦♥❞s ❡t ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ✿

✶✳ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❀

✷✳ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❞❡ s❡s ♦r✐❣✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❥✉sq✉✬❛✉① ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❀

✸✳ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s ❀

✹✳ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳

▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ r❡♣r✐s❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉ à

✶✳ ❧❡ t❡r♠❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❛✉ s❡♥s ❞✉ s♦♥❛r✐st❡✳ ❯♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❛♥❛✉① ❢réq✉❡♥t✐❡❧s

✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❍❡rt③✮ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡

tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡t ✹ ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t 20 ❍③✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢

❆♠❡r✐❝❛ ❬❊♠♠❡t✐èr❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪ ❛♣♣♦rt❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦✉♠✐s à ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❚♦♣✐❝s ✐♥

❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪ ❞♦♥t ❧❡s r❡t♦✉rs ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡ s♦♥t✱ à ❝❡ ❥♦✉r✱ t♦✉❥♦✉rs
❛tt❡♥❞✉s✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ✭♦✉ s❡r♦♥t✮ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣rés❡♥tés ❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡s
❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼✱ ❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❝❪ ❡t ♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t ❧✐stés
❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣ré✲
❤❡♥❞❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛r✐♥✳
❖♥ s✬❛tt❛❝❤❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ❜✐❡♥ ré❢ér❡♥❝❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ♦❜s❡r✈é❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❡t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t r❡✈✐❡♥t à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s
❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♠♦❞❡s✳ ❉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡s
❡t ét❡♥❞✉❡s ❛✉① s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t ❡♥ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡
♣❡rs♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ str✐❛t✐♦♥s✱
❧✐é❡s à ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s✲❢réq✉❡♥❝❡s
❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t
❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s str✐❛t✐♦♥s ❞✐s❝✉té❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❝❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
s❝❛❧❛✐r❡ ♠❛✐s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡✳ ❊♥ s❡
❜❛s❛♥t s✉r ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s♦✉s s❛
❢♦r♠❡ s❝❛❧❛✐r❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✐s❝✉t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡✴♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ●râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❞♦♥♥é❡✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❆✉ tr❛✈❡rs ❞✬❡①❡♠♣❧❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s♦♥t ét✉❞✐és
❛✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s
❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s✳



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✺

❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ ❛❜♦r❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé
s✉r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ❡st ♣r♦♣♦sé✳ ■❧ ✉t✐❧✐s❡ ❝♦♠♠❡
❡♥tré❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♠❡s✉ré❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛ss✐✈❡✱ ✐❧
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦✉ ✐♠♠❡r❣é❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
q✉✐ s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❡♥s✉✐t❡ t❡sté❡
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
✷✲❉✮✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❯❇❋ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✉ ❝❛❞r❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛✉t❡✉r s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① q✉✬✐❧
❛ ♠❡♥és✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥
❞❡s q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳ P✉✐s ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❡t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st
❞r❡ssé❡✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ♣✐st❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡t ❛♥❛❧②s❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥
❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❞✉ r❡❝✉❧❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t r❡♥✈♦②é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛✉t❡✉r ✉♥ ♣r♦❥❡t
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✳

P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❡st ✉♥❡ ❈■❋❘❊ ❉é❢❡♥s❡ ❡♥
♣❛rt❡♥❛r✐❛t ❛✈❡❝ ❚❤❛❧❡s ❉▼❙✳ ▲❛ t❤ès❡✱ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✸ ❛♥s✱ ❛ été ❞é❝♦✉♣é❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

• ✷✸ ♠♦✐s à ❧✬➱❝♦❧❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆✈❛♥❝é❡s ✭❊◆❙❚❆✮ ❇r❡t❛❣♥❡✱
• ✺ ♠♦✐s à ❲♦♦❞s ❍♦❧❡ ❖❝é❛♥♦❣r❛♣❤✐❝ ■♥st✐t✉t✐♦♥ ✭❲❍❖■✮✱
• ✽ ♠♦✐s à ❚❤❛❧ès ❉❡❢❡♥s❡ ▼✐ss✐♦♥ ❙②st❡♠s ✭❉▼❙✮ ❙♦♣❤✐❛✲❆♥t✐♣♦❧✐s✱

❡♥ ❡♥tr❡t❡♥❛♥t ❞❡s ✈✐s✐t❡s ré❣✉❧✐èr❡s s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❉●❆✲❚♥ à ❚♦✉❧♦♥✳
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♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥❛t✉r❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t✳
❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ♣❛ss✐✈❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ét✉❞✐é❡ ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ▲❛ ♣❤②s✐q✉❡
s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ✭❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✮ ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛r✐♥✮✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s
♣❡r♠❡t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❛r ❞✐❢✲
❢ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♦ù ❧✬♦♥❞❡ ❡st ♣r♦♣❛❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✜♥❡♠❡♥t ❞✐s❝rét✐sé✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥tè❣r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ♠❛✐s ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡s ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡✳ ❆♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❛②♦♥s ♦✉ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲
t✐♦♥✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ré❢ér❡♥❝é❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♠❛✐s ❞✐✈❡r❣❡♥t
❞❛♥s ❧❡✉rs ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠❛✐s é❝❤♦✉❡ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ♣❧✉s ❜❛ss❡s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣❡r❞
s♦♥ ✐♥térêt ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❡①♣❧♦s❡✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ét✉❞✐é ✐❝✐✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡t r❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥✱ ré✢❡①✐♦♥✱ ré❢r❛❝t✐♦♥✱
❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡♥ ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❝❡ ♠♦❞è❧❡
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✳

✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐s❡ à ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉❛♥❞ ✐❧
❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡st
♥♦t❛♠♠❡♥t ♠✐s❡ ❡♥ ❛✈❛♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r
❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés✳

✶✳✶✳✶ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s

✶✳✶✳✶✳✶ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s♦✉✈❡♥t q✉❛❧✐✜é ❞❡ str❛t✐✜é✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉❝❤❡s s✉♣❡r♣♦sé❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥



✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✾

❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ✭❡❛✉✱ ❣❧❛❝❡✱ sé❞✐♠❡♥t✱ r♦❝❤❡✳✳✳✮✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
♣❤②s✐q✉❡s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s à ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✈❛r✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❯♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡

❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ♦ù ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❜r✉sq✉❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡s ♦♥t ❧✐❡✉✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s ❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬❡❛✉✱ ❡t ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉❝❤❡s s✐t✉é❡s s♦✉s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s
✐♥✲s✐t✉ ♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❜❛q✉❡s ❬❯r✐❝❦ ✶✾✼✾❪ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡✳ ❯♥❡
❢♦✐s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé✱ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦✜❧✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ s❡✉❧s

• ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té c(z)✱
• ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡s ♠❛ss❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ(z) ❡t
• ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t α(z)

s❡r♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s❝❤é♠❛t✐sé
❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳

Sable

Basalte

C
o
lo

n
n
e
 d

'e
a
u

grandeurs
physiques

P
ro

fo
n
d
e
u
r

α(z) ρ(z) c(z)

Eau salée

F
o
n
d
-m

a
rin

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛r✐♥✳

●é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡s tr♦✐s q✉❛♥t✐tés s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✭♦♥❞❡s✲P✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉
♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦♥ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦♣❛❣é ♣❛r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡ s✐❣♥❛❧
ét✉❞✐é ❡st ❛❧♦rs ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳

✶✳✶✳✶✳✷ ❱✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❡st ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ q✉✐ ✐♥✢✉❡ ❧❡ ♣❧✉s
s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ s❡r❛ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲✬❛❧❧✉r❡ ❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té✱ s♦✉✈❡♥t ❛❜ré❣é ❙❙P ✭♣♦✉r ❙♦✉♥❞ ❙♣❡❡❞
Pr♦✜❧ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é ❣râ❝❡ à ✉♥❡ s♦♥❞❡ ❈❚❉ ✭♣♦✉r
❈♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❉❡♣t❤ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✱
❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z ✭✈✐❛ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ st❛t✐q✉❡✮ ❡t ❧❛ s❛❧✐♥✐té S✳ ▲❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ s♦♥



✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬❈❧❛② ✫ ▼❡❞✇✐♥ ✶✾✼✼❪ ✿

c(z) = 1449.2 + 4.6T + 0.055T 2 + 0.00029T 3 + (1.34− 0.01T )(S − 35) + 0.016z, ✭✶✳✶✮

♦ù T ❡st ❡①♣r✐♠é❡ ❡♥ ❞❡❣rés ❈❡❧s✐✉s✱ ❙ ❡♥ ♣♦✉r ♠✐❧❧❡ ❡t z ❡♥ ♠ètr❡s✳ ❊♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝é❧ér✐té s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦✉ ❞❡ s❛❧✐♥✐té✳

❙✐ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t
❧❛ s❛❧✐♥✐té ♣❡✉✈❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✈❛r✐❡r ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦✜❧s
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ s❛❧✐♥✐té t②♣✐q✉❡s ❞✉ ♠♦✐s ❞✬❛♦ût ❡♥ ❆t❧❛♥t✐q✉❡ ◆♦r❞✲❊st ❡t ❡♥
▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ s♦♥t ❞♦♥♥és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷(a)✱ ✶✳✷(b) ❡t ✶✳✷(c)✳ ❱✐❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✮✱
❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝é❧ér✐té ❛ss♦❝✐és s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❡t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷(d)✳
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(d)

Atlantique N/E
Méditerrannée

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ Pr♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s t②♣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❞❡ 4500 ♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❡♥ ❆t✲
❧❛♥t✐q✉❡ ◆♦r❞✲❊st ❡t ❞❡ 2500 ♠ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ❡♥ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡✳ ❙♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ (a) ❧❡s ♣r♦✜❧s
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❡♥ (b) ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❡♥(c) ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ s❛❧✐♥✐té ❡t ❡♥ (d) ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡
❝é❧ér✐té✳

❖♥ ♥♦t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷(b)✱ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉rt♦✉t ❡♥ été✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝❤❛✉✛é❡ ❢❛✐s❛♥t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ q✉✐ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥ ❢♦rt ❣r❛❞✐❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✷(d)✳ P❧✉s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞♦✉❝❡s ❡t ❧❛ ❝é❧ér✐té
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ s❛❧✐♥✐té q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s
♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❝é❧ér✐té✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❆t❧❛♥t✐q✉❡ ◆♦r❞✲❊st ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♠é❧❛♥❣❡ ❞✬❡❛✉① ♣❧✉s
s❛❧é❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡❛✉ ♠♦✐♥s s❛❧é❡ ❞❡ ❧✬♦❝é❛♥✳ ❆✉✲❞❡❧à ❞❡ 1500 ♠✱ s❛❧✐♥✐té
❡t t❡♠♣ér❛t✉r❡ s♦♥t q✉❛s✐♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❢❛✐t ❛✉❣♠❡♥t❡r
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ st❛t✐q✉❡✱ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❜❛r♦❝❧✐♥❡✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
❝é❧ér✐té ♣♦s✐t✐❢ très st❛❜❧❡ ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✳



✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✶✶

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❞❡ t②♣❡ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❆t✲
❧❛♥t✐q✉❡ ◆♦r❞✲❊st s❡r❛ ❞✐s❝✉té❡ ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

✶✳✶✳✶✳✸ ❘é❢r❛❝t✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ✭❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 1480−1550♠✴s s♦✐t
❡♥✈✐r♦♥ 5% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✮ s❡♠❜❧❡♥t ❛♥❡❝❞♦t✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s ❞é❢♦r♠❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s❡
♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ♠✐❧✐❡✉ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ❡st ❝❛♣✐t❛❧❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲
❉❡s❝❛rt❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ q✉✐ ❧✐❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ r❛s❛♥❝❡ θ(z) ❛✉ ♣r♦✜❧ ❞❡
❝é❧ér✐té c(z) ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ♣❛r

cos θ1
c1

=
cos θ2
c2

, ✭✶✳✷✮

♦ù θj = θ(zj) ❡t cj = c(zj)✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✳
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c1

(a) (b)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ❊♥ (a) ❡st ♣rés❡♥té ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ♥é❣❛t✐❢✳ ❊♥ (b) ❡st
tr❛❝é ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ✭tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞é❝r✐t
♣❛r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ♣rés❡♥té ❡♥ (a)✳ ▲❡s r❛②♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ s❡ ❝♦✉r❜❡♥t s✉✐✈❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✳

❆✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡
λ(z) = c(z)

f
♣❛r ❞❡s ❝♦✉r❜❡s à ♣❤❛s❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t s♦♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ r❡✲

♣rés❡♥t❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❝rêt❡s ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
❞♦♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸(a)✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡ s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✷✮ ❡t ❛❞♦♣t❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸(b)✳ ❖♥ ♣❡✉t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞é✜♥✐r
✉♥ r❛②♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥ ❞❡s tr❛❝és ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐r❡s ❛✉ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳ ❚r♦✐s r❛②♦♥s ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡ss✐♥és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸(b)✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐❧s s❡♠❜❧❡♥t s❡ ❝♦✉r❜❡r ❡t êtr❡ ❛tt✐rés
✈❡rs ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝é❧ér✐té✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❡t ❆t❧❛♥t✐q✉❡ ◆♦r❞✲❊st ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝♦♥s✐✲
❞érés ❝♦♠♣♦rt❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❛✉t♦✉r ❞❡ z = 100 ♠✳ ▲❡✉rs



✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

♣r♦✜❧s ❞❡ ❝é❧ér✐té r❡s♣❡❝t✐❢s s♦♥t ✐❧❧✉strés ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹(a) ❡t ✜❣✉r❡ ✶✳✹(c)✳ ❊♥ ❝♦✉♣❧❛♥t ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ❝❡rt❛✐♥s r❛②♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s s❡ ♣✐è❣❡♥t ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡
❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❝❤❡♥❛❧ ❙❖❋❆❘ ✭♣♦✉r ❙❖✉♥❞ ❋✐①✐♥❣ ❆♥❞ ❘❛♥❣✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡
❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹(b) ❡t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹(d) ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❊♥ (a) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (c)✮ ❧❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝é❧ér✐té ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s tr❛❝és
❞❡ r❛②♦♥s ❡①♣♦sé ❡♥ (b) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (d)✮ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝é❧ér✐té✳ ▲❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
❇❊▲▲❍❖P ❬P♦rt❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪✳ ❙❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s r❛②♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t
♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t tr❛❝és✳

▲❡ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❝❡s r❛②♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐t ♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞✲
♠❛r✐♥ ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐✱ ❧❡ ❝❤❡♥❛❧ ❙❖❋❆❘ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ♣♦rté❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t
❝✐t❡r ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ✶✾✽✷ ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❆✉str❛❧✐❡ ❡t ❧❡s
❇❡r♠✉❞❡s ❬❙❤♦❝❦❧❡② ❡t ❛❧✳ ✶✾✽✷❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st✐♠é❡
à ♣rès ❞❡ 20 000 ❦♠✳

✶✳✶✳✶✳✹ ❘é✢❡①✐♦♥

▼ê♠❡ s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s r❡st❡ ♣✐é❣é❡ ❞❛♥s ❧❡✭s✮ ♠✐♥✐♠✉♠✭❛✮ ❞❡ ❝é❧ér✐té✱
✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐❡ s✬❡♥ ❧✐❜èr❡ ❡t ✈✐❡♥t ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✿ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❛✐r ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❢♦♥❞ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉
❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ tr♦✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s✱ à s❛✈♦✐r ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡❛✉✴❛✐r✱ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❢♦♥❞ ❡t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❢♦♥❞ s❛❜❧❡✴❜❛s❛❧t❡✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ♥♦té❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠✐✲



✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✶✸

❧✐❡✉ ✶✴♠✐❧✐❡✉ ✷✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ré❢r❛❝té❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♦♥❞❡ tr❛♥s♠✐s❡ ✭❞✉
♠✐❧✐❡✉ ✶ ✈❡rs ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✷✮ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré❢r❛❝té❡ é✈♦q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✸
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❧♦rs ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲
❉❡s❝❛rt❡s ✭✶✳✷✮ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
tr❛♥s♠✐s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡
❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❡t r❡❧✐❡ ❧✬❛♥❣❧❡
❞❡ r❛s❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡✱ θr✱ à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r❛s❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✱ θi✱ ♣❛r ✿

θr = −θi. ✭✶✳✸✮

▲❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡ ❡t✴♦✉ tr❛♥s♠✐s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❡st❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✶ ❡t ❝❡❧❧❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✶ ✈❡rs ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✷✳ ❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❢♦r♠❛♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♦♥t r❛♣♣❡❧é❡s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❆✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s r❡t✐❡♥❞r♦♥s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ✿

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛✐r✴❡❛✉ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛✐r ❡t ❧✬❡❛✉ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛✐r ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ✭ρair = 0✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✈❡rs ❧✬❛✐r✳ ▲❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st ré✢é❝❤✐❡ ❡♥ s✉❜✐ss❛♥t
✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❡ π✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ t♦t❛❧❡✳

❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❢♦♥❞ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✱ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♥♦té θc✱ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉q✉❡❧ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
♣❡r♠✐s❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✮✳ P♦✉r ❝❡s ❛♥❣❧❡s ❛✉❝✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✈❡rs ❧❡ ❢♦♥❞✲
♠❛r✐♥ ❞❡ t❡❧ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐❡ ❡♥ s✉❜✐ss❛♥t ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ q✉✐
❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r❛s❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳ P♦✉r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ θc✱ ✐❧ ② ❛
ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✈❡rs ❧❡ s♦✉s✲s♦❧✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ♥❡ s❡ ❢♦♥t ♣❛s s❛♥s ♣❡rt❡
❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ r✉❣♦s✐té ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s
❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❛r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❡t tr❛♥s♠✐s❡s s♦♥t
❛tté♥✉é❡s✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ♥♦t❡r q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✳ ❙♦♥ ❡✛❡t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
❞✐♠✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ s♦♥ ✐♠♣❛❝t ❧✐♠✐té ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ét✉❞✐é❡ ✐❝✐✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦✲
❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞❡r♦♥s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
❛❝♦✉st✐q✉❡s✳

✶✳✶✳✶✳✺ ❆tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✈✐s✲
q✉❡✉s❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❧✐é❡ à ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✉ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
❡st q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✳



✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❆tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧✬❡❛✉✱ ❧❡s sé❞✐♠❡♥ts ♦✉ ♠ê♠❡ ❧❛ r♦❝❤❡✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛✲
❣❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✈✐sq✉❡✉①✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ✭❞♦♥❝
❛❝♦✉st✐q✉❡✮ ❢❛✐t ❡♥tr❡r ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ❞✐ss✐♣❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞❡ ❝❤❛❧❡✉r✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡st
❣r❛♥❞❡ ♦✉ q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ▲✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st ♥♦té α ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✶
❡t ❡st s♦✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭❡♥ ❞❇/λ✮✳

❙tr✐❝t❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡st ♥♦♥✲♥✉❧✱ ♠❛✐s ❛✉ ✈✉ ❞❡s ❣❛♠♠❡s
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✭✐♥❢ér✐❡✉r à 300 ❍③✮ ❡t ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭1 − 100 ❦♠✮ ❝♦♥s✐❞éré❡s
❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♣r❡♥❞r❛
αeau = 0 ❞❇/λ✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡t ✢✉❝t✉❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♥❛t✉r❡✳ ❯♥❡ ❧✐st❡ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s
❬❯r✐❝❦ ✶✾✼✾❪✳ ◆♦t♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t q✉❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥❞❡ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦✉❝❤❡s ❞✉ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ♦✉ tr❛♥s✲
♠✐s❡s ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞ s✉❜✐ss❡♥t ✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ♣✐é❣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❙❖❋❆❘ ♥❡
s✉❜✐ss❡♥t ♣❛s✳

❆tté♥✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❧♦♥❣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❜♦r♥é ♣❛r
❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✳✶✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞✬♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ✿ ❞❡s ♦♥❞❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ♣✉✐s ❞❡s ♦♥❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s
❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ♦ù ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ s♦♥t ♥é❣❧✐❣és✳ ❚rès ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t
❞é✜♥✐ ♣♦✉r r ≤ H✱ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ♣♦✉r r ≫ H ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ♦ù H ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡
❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳

θc

Source

Propagation
 sphérique

Propagation
 cylindrique

Zone de transition

H

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ❙❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡✱ ❡t ❝②❧✐♥✲
❞r✐q✉❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s s✐♠♣❧❡✳

❊♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡✱ ❧❡ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ s✬ét❡♥❞ s❡❧♦♥ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ré♣❛rt✐ss❛♥t é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s✉r
✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ 4πr2✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞é❝r♦✐t ❞♦♥❝ ❡♥ 1

r2
✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s

❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡ s✬ét❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♦♥❞❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ré♣❛rt✐❡ s✉r ✉♥ ❝②❧✐♥❞r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ 2πrH ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐tr❡
❡♥ 1

r
✳ ▲✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ q✉✬❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡✳



✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✶✺

✶✳✶✳✷ ❚②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts

✶✳✶✳✷✳✶ P❡t✐t✲❢♦♥❞ ❡t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞✐st✐♥❝ts ✿ ❧❡s ♣❡t✐ts✲❢♦♥❞s ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ très t❡rr❡✲à✲t❡rr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♣♣♦rt❡r à
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧t✐t✉❞❡s ❞✉ ❣❧♦❜❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❙✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s s❡ ❞❡ss✐♥❡♥t ❡t ♦♥ ❡st t❡♥té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ♣❡t✐ts✲❢♦♥❞s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t 1000 ♠ètr❡s✱ ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s ♣♦✉r ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs s✉✲
♣ér✐❡✉r❡s à 1000 ♠ètr❡s✳ ❈❡❝✐ ré♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré❛❧✐té q✉✐ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs
❞❡s ♦❝é❛♥s s❡♠❜❧❡ très ❜✐❡♥ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥tr❡ ✶✮ ❧❡s ♣❧❛t❡❛✉① ❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞s ❀ ❡t ✷✮
❧❡s ♣❧❛✐♥❡s ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ ❊♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s t❛❧✉s
❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉① ♣❧♦♥❣❡❛♥t très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s à q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡
♠ètr❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛❧t✐t✉❞❡s s✉r ❧❡ ❣❧♦❜❡ ❬❙✈❡r❞r✉♣ ❡t ❛❧✳ ✶✾✹✷❪

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡rr✐èr❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❛ t♦✉❥♦✉rs été ❞✬✐♥térêt ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
q✉✐ s♦♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✭♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①✮✱ ❞❡ ❝❡✉① q✉✐✱ à
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s♦♥t ♣❧✉s s✉❥❡ts à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭r❛②♦♥s✮✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ q✉♦✐q✉❡
très ❣é♥ér❛❧❡✱ ❡st ❝❛♣✐t❛❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts à ✉t✐❧✐s❡r✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s s❡ ♠é❧❛♥❣❡♥t✱
❢♦r♠❛♥t ❞❡s tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡ r❡♥❞❛♥t ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❇✳
●✳ ❑❛t❧s♥❡❧s♦♥ ❡t ❱✳ ●✳ P❡t♥✐❦♦✈ ❬❑❛ts♥❡❧s♦♥ ✫ P❡t♥✐❦♦✈ ✷✵✵✷❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝r✐tèr❡ s✐♠♣❧❡
✈✐s❛♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈ér✐✜❛♥t

r2 ≫ 2fH2

c
, ✭✶✳✹✮

♦ù r ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✱ H ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✱ c ❧❛ ❝é❧ér✐té ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s
❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡t f ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré✱ q✉❡ s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ ❡st
✈ér✐✜é❡ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ❞❡ tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳



✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❢❛✐t
❛✉ss✐ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡s s♦✉r❝❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭f <

300 ❍③✮ ❡♥ ♣❧❛✐♥❡ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✭H > 1000 ♠✮ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❦✐❧♦♠ètr❡s ✭1 < r < 100 ❦♠✮✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ H = 2500 ♠✱ f = 150 ❍③ ❡t ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡
♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ s♦♥ c = 1500 ♠✴s✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❇✳ ●✳ ❑❛t❧s♥❡❧s♦♥ ❡t ❱✳ ●✳ P❡t♥✐❦♦✈✱
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ s✐ r ≫ 1.1 ❦♠✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❣❛♠♠❡s
❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♠♦❞❡s ♣r❡♥❞ ❧❡ ❞❡ss✉s s✉r ❧❡s tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❆✉ s❡♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞
♦✉ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❡st ❛♠❜✐❣✉ë ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❛②❛♥t ✉♥❡ ♣r♦✲
❢♦♥❞❡✉r H > 1000 ♠ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❡s
s♣é❝✐✜❝✐tés ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳✶✳✷✳✷ ❙♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❡t✐t✲❢♦♥❞

❊♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❜❛r♦❝❧✐♥❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✳✶✳✷ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥s ❞✬✐♠♣❛❝t
s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡
♣r❡ss✐♦♥ st❛t✐q✉❡ ♥✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❞♦♠✐♥❛♥t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❡
♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ♣❡✉t ♠ê♠❡ ② êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♥♥✉❧❛♥t t♦✉t ❡✛❡t ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳

▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st ❧♦✉r❞❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡✱ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝
❧❡ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞ ❡t ❞❡ s❛
❜❛t❤②♠étr✐❡✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ t②♣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té r❡♣rés❡♥té ❡♥
✜❣✉r❡ ✶✳✼(a)✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ à f = 50 ❍③ ❡st ❛✣❝❤é
❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(b)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧✐é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞✉ ❢♦♥❞✳

❙❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st✱ ❞ès ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❦✐❧♦♠ètr❡s✱ très ♠❛❥♦r✐t❛✐✲
r❡♠❡♥t ♣♦rté❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❡♥❞❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❜❛sé❡s s✉r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✐♥❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡s✳ P♦✉r ✉♥ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡rt✐✱ ❧✬❛♣♣❛✲
r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣♦✉r r > 5 ❦♠ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ss✐♥é
❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(b)✳

✶✳✶✳✷✳✸ ❙♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

❊♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❜❛r♦❝❧✐♥❡✱ r❡♥❞ ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛♥t❡✳ ▲✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡ ♣❡✉t r❡st❡r ♣✐é❣é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡t ❧❡ s♦♥ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s❛♥s ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ s✉r
❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ▲✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s tr❛❥❡ts ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✐❝té❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té
s❛♥s ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❢♦♥❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥
❞❡ ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛❥❡ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ♥✬❛②❛♥t
♣❛s ✐♥t❡r❛❣✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞✱ ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ P❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❞❡s
③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ré❣✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s tr❛❥❡ts ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡
ét❛♥t ♣❛ssés ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❈❡s ③♦♥❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣



✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✶✼

❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(d)✳ ▲♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s
③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡ ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s 30 − 50 ❦♠ ❡t 70 − 90 ❦♠ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✈❛st❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ✭❛✉t♦✉r ❞✉ ❙❖❋❆❘✮ s✬ét❛❧❛♥t ❞❡ 20 à 100 ❦♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❊♥ (a) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (c)✮ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡✳ ❊♥ (b) ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (d)✮ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ❘❆▼
❬❈♦❧❧✐♥s ✶✾✾✺❪ ♣♦✉r ✉♥ ❢♦♥❞ ❞❡ t②♣❡ s❛❜❧❡ ✭ρsable = 1700♠✴s✱ csable = 1500♠✴✱ αsable = 0.6 ❞❇✴λ✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❞❡ ♣❡♥t❡ +0.1✪ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✳



✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

✶✳✷ ▲❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈✐s❡ à ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ré❣✐ss❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té❡✳ P✉✐s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❡♥ ❛③✐♠✉t✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣❛r
❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✭à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✮✳

✶✳✷✳✶ ❖r✐❣✐♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

✶✳✷✳✶✳✶ ▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ét✉❞✐é❡ ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ♥♦té❡ pt✳ ❉❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❝❛r✲
tés✐❡♥ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x, y, z)✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ s♦✐t ✿

pt(x, y, z) = Pt(x, y, z)− P0 ✭✶✳✺✮

❛✈❡❝ Pt ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❡t P0 ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ pt s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✉ s♦♥ c ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡t ♥♦♥ ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡
♠❛t✐èr❡✳ ❈❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛t✐èr❡ ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ✢✉✐❞❡✮ ❡st ❧✉✐ ♥♦té ~v ❡t
❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛♣♣❡❧é ✈✐t❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳

✶✳✷✳✶✳✷ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉① ✭s❛♥s ❛♠♦r✲
t✐ss❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s
r❡str❡✐❣♥♦♥s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t
❞✬✐❣♥♦r❡r ❧❡s ❡✛❡ts ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡s ❣r❛♥❞s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ✶✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ♦ù s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st s♦✉♠✐s ❛✉① tr♦✐s ❧♦✐s
❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ P♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ✢✉✐❞❡✱ t♦✉t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡
✢✉✐❞❡ ❡♥tr❛♥t ♦✉ s♦rt❛♥t ❞✬✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦♥♥é à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ❞♦✐t s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡r ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ✿

∂ρ

∂t
= −ρ~∇.~v. ✭✶✳✻✮

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧♦✐ ❞❡ ◆❡✇t♦♥ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ s♦♥t
♦♣♣♦sé❡s à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✉♥✐té ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

∂~v

∂t
= −1

ρ
~∇pt. ✭✶✳✼✮



✶✳✷✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ✶✾

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬ét❛t ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❧✐❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té✱ ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✱ s♦✐t ✿

∂pt
∂t

= c2(
∂ρ

∂t
+ ~v.~∇ρ). ✭✶✳✽✮

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✻✮✱ ✭✶✳✼✮ ❡t ✭✶✳✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥

ρ~∇.(
1

ρ
~∇p)− 1

c2
∂2p

∂t2
= 0. ✭✶✳✾✮

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f ✭✐✳❡✳ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✮
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ pt(x, y, z, t) = pt(x, y, z)e

iωt✱ ❛✈❡❝ ω = 2πf ❧❛ ♣✉❧s❛t✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ✿

ρ~∇.(
1

ρ
~∇pt)−

ω2

c2
pt = 0. ✭✶✳✶✵✮

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❡st ♣❛ssé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❋♦✉r✐❡r✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ pt s❡r❛ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ p ❡t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ r❡st❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t
k = ω

c
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✵✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

ρ~∇.(
1

ρ
~∇p)− k2p = 0. ✭✶✳✶✶✮

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡s ❧❛ ❝é❧ér✐té ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ rés♦✉❞r❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣

❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✮✳

✶✳✷✳✶✳✸ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ à ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡
♣♦♥❝t✉❡❧❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t
s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦✉r❝❡ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥
❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✶✮✳
❖♥ r❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♠❡♠❜r❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③✱ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ S ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s✉r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ❞❡✈✐❡♥t

ρ~∇.(
1

ρ
~∇p)− k2p = S. ✭✶✳✶✷✮

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ♣❛②s❛❣❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡
❞❡ ♥❛t✉r❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♠❛♠♠✐❢èr❡ ♠❛r✐♥✱ ❝r❡✈❡tt❡ ❝❧❛q✉❡✉s❡✱ ♣♦✐ss♦♥✳✳✳✮✱ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✭♥❛✈✐r❡✱
❛✐r✲❣✉♥✱ s♦✉s✲♠❛r✐♥✳✳✳✮ ♦✉ ❣é♦❧♦❣✐q✉❡ ✭sé✐s♠❡✱ ✈❛❣✉❡✱ ✈♦❧❝❛♥✳✳✳✮✳ ▲❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞é❝r✐t ❧❛
❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡✳



✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

✶✳✷✳✶✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s
✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡t ❞❡ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✳ P♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③✱ ❝❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉① ♥✉♠ér♦tés ✶ ❡t ✷✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✱ s♦✐t

p1 = p2, ✭✶✳✶✸✮

❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❡①♣r✐♠é❡ ❝♦♠♠❡

1

ρ1

∂p1
∂~n

=
1

ρ2

∂p2
∂~n

, ✭✶✳✶✹✮

❛✈❡❝ ~n ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳

✶✳✷✳✶✳✺ ▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭f ✱ ρ✱ c✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✮ ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❘és♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ✭s✐♠✉❧❡r✮ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ❞é♣❡♥❞
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣❛r é❧é♠❡♥ts
✜♥✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❝♦♥séq✉❡♥t✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r
✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très ❛t✲
tr❛②❛♥t❡s ❡♥ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❛r ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s✉r très ♣❡✉
❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✭♠♦❞❡s✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t s❡r❛ ❧❛ ❜❛s❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣é❡s✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦❞❛❧ ❑❘❆❑❊◆ ❬P♦rt❡r ✶✾✾✷❪ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♠♦❞❡s ❡t ❞♦♥❝ s✐♠✉❧❡r
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s str❛t✐✜é✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ r❛②♦♥s ♣♦rt❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❈✬❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s✳
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ r❛②♦♥s ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
❣r❛♥❞❡✉rs ❢❛❝✐❧❡s à ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r
❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❝♦❞❡
❇❊▲▲❍❖P ❬P♦rt❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✼❪ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s r❛②♦♥s✳

❊♥✜♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s✱ ❛❧❧✐❛♥t ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ♣❤②s✐q✉❡s
❛✜♥ ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✐t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s
❡♥ s♦♥t ✉♥ ❜♦♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❆▼ ❬❈♦❧❧✐♥s ✶✾✾✺❪ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡st
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ■❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐
❝❛r ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭❡✳❣✳ ✈❛r✐❛♥t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❡♥



✶✳✷✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ✷✶

❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠♦❞❛❧❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ t❡sté❡s s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s é✈✐t❛♥t ❧❡
✧❝r✐♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✧ ❬❲✐r❣✐♥ ✷✵✵✹❪✳ ❈❡ ❝❛s ♣❛t❤♦❧♦❣✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
s✉♣♣♦s❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✭✐❝✐✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①✮ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ q✉✐
❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ st❛t✉❡r
s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❤♦rs ❞❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡✳

✶✳✷✳✷ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

✶✳✷✳✷✳✶ ❍②♣♦t❤ès❡s

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ♠♦❞❡ ♥♦r♠❛✉① ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs z ❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s r
❡t ❞❡ ❧✬❛③✐♠✉t ✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (r, z) ❡t
❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦✉r❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st
♣❧❛❝é❡ ❡♥ (0, zs) ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡

S(r, z) =
δ(r)δ(z − zs)

2πr
, ✭✶✳✶✺✮

♦ù δ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ q✉✐ ❡①♣r✐♠é❡ ❞❛♥s ❧❡
r❡♣èr❡ r − z éq✉✐✈❛✉t à ✿

1

r

∂

∂r
(r
∂p

∂r
) + ρ(z)

∂

∂z
(

1

ρ(z)

∂p

∂z
) + k2(z)p =

δ(r)δ(z − zs)

2πr
. ✭✶✳✶✻✮

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮ s♦♥t sé♣❛r❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

p(r, z) = Ψ(z)R(r), ✭✶✳✶✼✮

♦ù Ψ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ z ❡t R ❞é❝r✐t ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐✈❡ ❡♥ r✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t
❛♣♣❡❧é❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✭❢✉❧❧ ✇❛✈❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✻✮✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ q✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ✈r❛✐
q✉❡ s♦✉s t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s✳ ▲❡ ❝❛s ✧❣é♥ér❛❧✧✱ ét✉❞✐é ❝✐✲❛♣rès✱ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é ❡t
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡
♣r❡ss✐♦♥✳

✶✳✷✳✷✳✷ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✼✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

Ψ(z)

r

d

dr

(
r
dR(r)

dr

)
+R(r)ρ(z)

d

dz

(
1

ρ(z)

dΨ(z)

dz

)
+ k2(z)Ψ(z)R(r) = −δ(r)

2πr
δ(z − zs). ✭✶✳✶✽✮



✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à r 6= 0 ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ♥✉❧✱ ❡t ❡♥
❞✐✈✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✽✮ ♣❛r Ψ(z)R(r) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1

R(r)

[
1

r

d

dr

(
r
dR(r)

dr

)]
+

1

Ψ(z)

[
ρ(z)

d

dz

(
1

ρ(z)

dΨ(z)

dz

)
+ k2(z)Ψ(z)

]
= 0. ✭✶✳✶✾✮

●râ❝❡ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✶✾✮ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡ r ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡ z✳ P♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥st❛♥ts✳
❊♥ ♥♦t❛♥t C ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ z ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ρ(z)
d

dz

(
1

ρ(z)

dΨ(z)

dz

)
+
(
k2(z)− C

)
Ψ(z) = 0. ✭✶✳✷✵✮

❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té s✉r Ψ(z) ✭❡♥ z = 0 ❡t z = H✮ ✐♠♣♦sé❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ ✐❝✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t✉r♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❬❩❡tt❧ ✷✵✵✺❪ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s Cm ❛✈❡❝ m ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ♣♦s✐t✐❢✳ ❆r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐
❞✬♦r❞♦♥♥❡r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r ♦r❞r❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ C1 ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t C∞ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✳ ❆ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s Cm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
Ψm(z)✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ♥♦r♠❛❧✐sé❡s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s Ψm ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ z ∈
[0, H] ❡t s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t m ❢♦✐s s✉r z✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❡♥ ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥ ♠♦❞❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t

pm(r, z) = Ψm(z)Rm(r), ✭✶✳✷✶✮

♦ù Rm(r) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ Cm✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ét❛♥t
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t♦t❛❧ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐té ❞❡s ♠♦❞❡s✱ s♦✐t

p(r, z) =
+∞∑

m=1

Ψm(z)Rm(r). ✭✶✳✷✷✮

◗✉❡❧q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
R(r)✳ ❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✶✳✷✷✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✳✶✻✮ ❡t ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❛✈❡❝ ✭✶✳✷✵✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

+∞∑

m=−∞

[
1

r

d

dr

(
r
dRm(r)

dr

)
Ψm(z) + CmRm(r)Ψ(z)

]
= −δ(r)

2πr
δ(z − zs). ✭✶✳✷✸✮

❊♥✜♥✱ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✸✮ s✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été
❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥ r

1

r

d

dr

(
r
dRm(r)

dr

)
+ CmRm(r) = −δ(r)

2πr

Ψm(zs)

ρ(zs)
. ✭✶✳✷✹✮

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧
♥♦té❡ H

(1)
0 ✱ ♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❡t ❧✬❡①♣♦s❛♥t s♦♥ ❡s♣è❝❡✳ ❊♥

s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ r s✬é❝r✐t ✿

Rm(r) =
i

4ρ(zs)
Ψm(zs)H

(1)
0 (
√

Cmr). ✭✶✳✷✺✮



✶✳✷✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ✷✸

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ♥♦t❛t✐♦♥ km =
√
Cm ❡t ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✶✳✷✺✮ ❞❛♥s ✭✶✳✷✷✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣

❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ t♦t❛❧ s✬é❝r✐t

p(r, z) =
i

4ρ(zs)

+∞∑

m=1

Ψm(z)Ψm(zs)H
(1)
0 (kmr). ✭✶✳✷✻✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❡♥ ❛③✐♠✉t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❬❆❜r❛♠♦✇✐t③
❡t ❛❧✳ ✶✾✼✷❪ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r kmr > 4 ❬❈❧❛② ✫ ▼❡❞✇✐♥ ✶✾✼✼❪✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p(r, z) ≈ Q
+∞∑

m=1

Ψm(z)Ψm(zs)
e−ikmr

√
kmr

, ✭✶✳✷✼✮

❛✈❡❝ Q = iei
π
4√

8πρ(zs)
✳

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✭✶✳✷✼✮ ❞♦♥♥❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣r♦♣r❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t✉r♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❛✜♥ ❞❡ ❧❡s
❞ét❡r♠✐♥❡r✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s Ψm(z) ❡t km ♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣✉✐❞❡
❞✬♦♥❞❡s ♣❛r❢❛✐t ✭❙❙P ✐s♦❝é❧èr❡ ❡t ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡✮✳ ❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s
s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❡①✐st❡♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ P❡✲
❦❡r✐s ✭♣❡t✐t✲❢♦♥❞✮ ♦✉ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ▼✉♥❦ ✭❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✮✳ ▲❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❝❡s ❣✉✐❞❡s
❞✬♦♥❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉✈r❛❣❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❬❇r❡❦❤♦✈s❦✐❦❤
✫ ▲②s❛♥♦✈ ✷✵✶✸✱ ❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ P♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s Ψm(z) ❡t
km ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ■❧s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞é❞✐és ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦❞❛❧ ❑❘❆❑❊◆ ✉t✐❧✐sé ✐❝✐✳

✶✳✷✳✷✳✸ ❆❥♦✉t ❞❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✭✶✳✷✼✮ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ▲✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❡st ❞♦♥❝ ✐❣♥♦ré✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡t
❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐sq✉❡✉①✳
▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❙t✉r♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st
❝♦♥t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦❞❛❧ ❑❘❆❑❊◆ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
ré❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦♥✲✈✐sq✉❡✉① Cm ♣✉✐s ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❬❙t❛❦❣♦❧❞ ✫
❍♦❧st ✷✵✶✶❪ ❛✜♥ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ à ❛❥♦✉t❡r à ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✈✐sq✉❡✉① s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡

p(r, z) ≈ Q
+∞∑

m=1

Ψm(z)Ψm(zs)
e−i(km+iαm)r

√
kmr

, ✭✶✳✷✽✮

♦ù αm ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ m è♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡✳

✶✳✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t ❞ès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✻✮✱ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ km✳ ▲❡
❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞✬♦♥❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s



✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

♣♦♥❞éré❡s ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s Ψm(z) à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ (Ψm, km)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ❞❡ ✭✶✳✷✽✮ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

• ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡ m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r Ψm(zs)✱
• ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❛✉ ♠♦❞❡ m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r Ψm(z) ❡t
• ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r 1√

kmr
✳

✶✳✸ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s
str❛t✐✜é ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❛r❞♦♥s s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ♠♦❞❡
✭✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✴♣❤❛s❡✱ ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✱ t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✮ ♣✉✐s s✉r s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❡♥ ❜❛♥❞❡ ❧❛r❣❡ ✭❞✐s♣❡rs✐♦♥✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡
❜❛♥❞❡ s♦♥t ❡①♣♦sé❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉rs ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sés✳

✶✳✸✳✶ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

✶✳✸✳✶✳✶ P❤❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✭✶✳✷✽✮ ❛ été ♠❡♥é ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡
f ✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ eiωt✱ ❧❛
♣❤❛s❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ m ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

φm = ωt− kmr. ✭✶✳✷✾✮

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❈❡s
❞❡✉① q✉❛♥t✐tés s♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❡t ❞❡ s❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳

❱✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ vpm ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m s❡
♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
❝♦♥st❛♥t❡ ✭❡✳❣✳ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡✮✳ ❙♦✐t✱ à ω ✜①é ✿

dφm = ω − km
dr

dt
= 0. ✭✶✳✸✵✮

▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

vpm ≡ dr

dt
=

ω

km
. ✭✶✳✸✶✮

❱✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ vgm tr❛❞✉✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ m✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡
❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬♦♥ s✬❛✉t♦r✐s❡ à ét✉❞✐❡r ✉♥ ♣❛q✉❡t ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ f ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
❞❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s✐ ❧❡s ♦♥❞❡s ❞✉ ♣❛q✉❡t r❡st❡♥t ❡♥ ♣❤❛s❡✱ s✐♥♦♥✱ ❡❧❧❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t
❞❡str✉❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ♠♦❞❡ m éq✉✐✈❛✉t à ✿

∂φm

∂ω
= 0. ✭✶✳✸✷✮



✶✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ✷✺

❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✶✳✷✾✮ ❞❛♥s ✭✶✳✸✷✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs

vgm ≡ r

t
=

∂ω

∂km
. ✭✶✳✸✸✮

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡m ❞✉ ♠♦❞❡✳ ■❧ ❡♥ s✉✐t
q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r✲

♠♦❞❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥tr❛✲♠♦❞❡✱
❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳

✶✳✸✳✶✳✷ P♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❞é✜♥✐r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ m✱ ♥♦té θm✱ ❝♦♠♠❡ ✿

θm(z) =
km
k(z)

=
c(z)

vpm
. ✭✶✳✸✹✮

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦ù ❝❡t ❛♥❣❧❡ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ❉✬❛♣rès
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✹✮✱ ❝❡❝✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❡st é❣❛❧❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡
❝♦♥s✐❞éré✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ z±m ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ± ♣♦✉r ❢❛✐r❡
ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r z+m ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r z−m✱ ❛✈❡❝ z+m < z−m✳ ❉✬❛♣rès
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✹✮✱ à ❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❧❡ ♠♦❞❡ ✈ér✐✜❡ ✿

vpm = c(z±m). ✭✶✳✸✺✮

❈❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s Ψm(z) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧❡ ❛♥❛❧②s❡✳
❉✬❛♣rès ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡

kz,m =
√

k2(z)− k2m, ✭✶✳✸✻✮

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ Ψm(z) ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡

ρ(z)
d

dz

(
1

ρ(z)

dΨ(z)

dz

)
+ k2z,mΨ(z) = 0. ✭✶✳✸✼✮

▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t ❞❡s s✐♥✉s♦ï❞❡s s✐ kz,m ❡st
ré❡❧ ❡t ❞❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ s✐ kz,m ❡st ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ✭✶✳✸✹✮
❡t ✭✶✳✸✺✮✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ✿

• Ψm(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❡t
• Ψm(z) ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡t s❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳
▲♦rsq✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ ❝é❧ér✐té ✭✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❝é❧ér✐té ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ✉♥
❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐t❡✳ ❈✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s q✉❛♥❞ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡✲
♠❡♥ts s❡ s✐t✉❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡t ❡st r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ❊♥ ❝❡
s❡♥s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✭à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦✉
♥♦♥✮✳▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ❝♦♥✜♥é❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥ ♠♦❞❡✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s q✉✐
❡st ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳



✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

✶✳✸✳✷ ❚②♣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✭✶✳✷✼✮✱ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❢❛✐t ✐♥✲
t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❛♥❣ N à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t✉r♠✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ Cm = k2m ✈ér✐✜❡♥t k2m < 0 ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡
♣✉r❡♠❡♥t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✼✮✱ ❝❡s ♠♦❞❡s s♦♥t très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛tté♥✉és ❛✈❡❝
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ■❧s s♦♥t q✉❛❧✐✜és ❞❡ ♠♦❞❡s é✈❛♥❡s❝❡♥ts ❡t s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ♥é❣❧✐❣és ♣♦✉r r ≫ 1✳ ❆
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s 1 < m < N ♦♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ré❡❧✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ♠♦❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✱ s♦✐t ✿

p(r, z) ≈ Q
N∑

m=1

Ψm(z)Ψm(zs)
e−i(km+iαm)r

√
kmr

. ✭✶✳✸✽✮

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ✧à ♣❡✉ ♣rès é❣❛❧❡ à✧ s❡r❛ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ é❣❛❧✐té str✐❝t❡✳ ▼❛✐s ♥✬♦✉❜❧✐♦♥s
♣❛s q✉❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé tr♦✐s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿ ✶✮ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❀ ✷✮ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ♠♦❞❡s é✈❛♥❡s❝❡♥ts s♦♥t ♥é❣❧✐❣é❡s ❀
✸✮ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳

P♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✸ ❡t ✹✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s s♦♥t ❞✐st✐♥❣✉és ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦s❝✐❧❧❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ Ψm(z)✳ ❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✷✱ Ψm(z) ♦s❝✐❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞❡ m ❡t ❡st ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✉✲❞❡❧à✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✱ ❝❡rt❛✐♥s
♠♦❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❛❧♦rs q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ✿ ❧❡s ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és ❡t ❧❡s
♠♦❞❡s ❛tté♥✉és✳



✶✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ❊♥ (a) ❡st r❡♣rés❡♥té ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❝♦♥s✐❞éré ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❢♦♥❞
à 2500♠ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❊♥ (b) ❡st ❞♦♥♥é ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ✿
♠♦❞❡ ré❢r❛❝té ✭❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✮✱ ♠♦❞❡ ré✢é❝❤✐ ✭♦r❛♥❣❡✮ ❡t ♠♦❞❡ ❛tté♥✉é ✭♥♦✐r✮✳ ❊♥ (c) ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❛tté♥✉❛t✐♦♥✳

✶✳✸✳✷✳✶ ▼♦❞❡s ❣✉✐❞és

▲❡s ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és s♦♥t ♣✐é❣és ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✸✺✮✱ ✐❧s ♦♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s
❞❡ ♣❤❛s❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿

cmin < vpm < cfond, ✭✶✳✸✾✮

♦ù cmin ❡st ❧❛ ❝é❧ér✐té ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡t cfond ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ❢♦♥❞ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡
❡❛✉✴❢♦♥❞✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❙❙P ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥st❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡
♠♦❞❡s ❣✉✐❞és ✿

▲❡s ♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés ✭❚✲♠♦❞❡s✮ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡✲
♠❡♥t r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ ❙✐ ❧❛ ❝é❧ér✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ csurf ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té
❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ clim ✭❝❡ q✉✐ ❡st s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(a)✮✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ✭✶✳✸✺✮ ❝❡s ♠♦❞❡s
s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣♦✉r

cmin < vpm < csurf . ✭✶✳✹✵✮

▲❡s ♣❛rt✐❡s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
❞✬❡❛✉✱ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❡✉r ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡
❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ✐❧s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❡st
❞♦♥♥é ❡♥ ❜❧❡✉ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(a) ♦ù ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ♠✐s❡ ❛✉ r❡❣❛r❞
❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(b) q✉✐ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ ♠♦❞❡✳
■❧s s❡r♦♥t ❛❜ré❣és ❚✲♠♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭♣♦✉r ❚r❛♣♣❡❞ ♠♦❞❡s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳



✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

▲❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s s✉r❢❛❝❡ ✭❙❘✲♠♦❞❡s✮ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t
s✉♣ér✐❡✉r ❡st s✐t✉é à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r r❡st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
❞✬❡❛✉✳ ❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s✳ ❈❡s ♠♦❞❡s
✈ér✐✜❡♥t ❛❧♦rs ✿

csurf < vpm < clim. ✭✶✳✹✶✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ♠♦❞❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r s❛♥s ✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ♦♥❞❡s q✉✐ s❡ ré✢é❝❤✐ss❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡
♠❛✐s q✉✐ s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ré❢r❛❝té❡s ❡♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s✱ ✐❧s s✉❜✐ss❡♥t très
♣❡✉ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(a) ❡t (b)✳ ■❧s s❡r♦♥t ❛❜ré❣és
❙❘✲♠♦❞❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭♣♦✉r ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡✢❡❝t❡❞ ♠♦❞❡s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

▲❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ❢♦♥❞ ✭❇❘✲♠♦❞❡s✮ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té à ❧❛ s✉r✲
❢❛❝❡ s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝é❧ér✐té ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠♦❞❡s
❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r s❡ s✐t✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡ ❢♦♥❞✳ ■❧s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣♦✉r ✿

cmin < vpm < clim. ✭✶✳✹✷✮

■❧s s♦♥t ❛❧♦rs q✉❛❧✐✜és ❞❡ ❇❘✲♠♦❞❡s ✭♣♦✉r ❇♦tt♦♠ ❘❡✢❡❝t❡❞ ♠♦❞❡s ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳ ❈✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t
❧❡ ❝❛s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳ ◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❡st très r❛r❡ ❝❛r
❧❡ ♣r♦✜❧ ❜❛r♦❝❧✐♥❡ ♦✛r❡ ✉♥ ❢♦rt ❣❛✐♥ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r q✉✬✐❧ ❡st très r❛r❡ ❞✬❡①❝é❞❡r ❡♥
s✉r❢❛❝❡✳

▲❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ✭❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✮ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝
❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❞é✜♥✐s ♣♦✉r

clim < vpm < cfond. ✭✶✳✹✸✮

♦✉
csurf < vpm < cfond. ✭✶✳✹✹✮

s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ♠♦❞❡s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡
❞✬❡❛✉ ❡t s♦♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡❛✉✴❢♦♥❞✳ ■❧s tr❛❞✉✐s❡♥t
❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❢♦♥❞ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t✱ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ♣é♥ètr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❡ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❧é❣❡r
❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡s sé❞✐♠❡♥ts✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❧❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ♠♦✐♥s
❧♦✐♥ q✉❡ ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ♦✉ ❧❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞❡ ré✢é❝❤✐ ❡st ❞♦♥♥é❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(b)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t αm ♥♦♥✲♥✉❧ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s ✈✐s✐❜❧❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(c)✳ ■❧s s♦♥t ❛❜ré❣és ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ✭♣♦✉r ❙✉r❢❛❝❡ ❘❡✢❡❝t❡❞✲❇♦tt♦♠ ❘❡✢❡❝t❡❞ ♠♦❞❡s
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳

✶✳✸✳✷✳✷ ▼♦❞❡s ❛tté♥✉és

▲❡s ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és ♣é♥ètr❡♥t ❧❡ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✳ ■❧s ♦♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ✈ér✐✜❛♥t ✿

cfond < vpm < c∞, ✭✶✳✹✺✮



✶✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ✷✾

❛✈❡❝ c∞ ❧❛ ❝é❧ér✐té ♠❛①✐♠✉♠ r❡♥❝♦♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s ♠♦❞❡s
♦s❝✐❧❧❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✱ ❧✬❡❛✉ ❡t ❧❡ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✳ ■❧s ♣❡✉✈❡♥t ♣é♥étr❡r très ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t
❧❡ s♦✉s✲s♦❧ ❡t s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✳ ▼ê♠❡ s✐ ✐❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✱ ❡♥ ré❛❧✐té✱ très ♣❡✉ ❞❡ ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❛tté♥✉é ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(b) q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦✉❝❤❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❡st ❡♥ ré❛❧✐té ✉♥ ♠♦❞❡ ♣✐é❣é ❞❛♥s ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t s✉❜✐t ✉♥❡ très ❢♦rt❡
❛tté♥✉❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝
❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♠♦❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾(c) à ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ αm q✉✐ ♦s❝✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s
❛tté♥✉és✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣é♥ètr❡♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ♠❛✐s
♥✬② r❡st❡♥t ♣❛s ♣✐é❣és✳

✶✳✸✳✸ Pré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s

❯♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✽✮
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢✱ ✐❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s ❤♦r✐✲
③♦♥t❛✉① ♣r♦❝❤❡s✮ ❣é♥èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❛♣♣♦rt ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❡t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬ét✉❞❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡✭s✮ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬✐❧ s❡ ♣❛ss❡
❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ♦ù✱ ♠ê♠❡ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❛ss❡s ✭q✉❡❧q✉❡s ❍❡rt③✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮
❛❞♠❡t ❞❡ très ♥♦♠❜r❡✉s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✐❧ ❢❛✉t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❤❡♥❛❧ ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡✮✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡
❤♦r✐③♦♥t❛✉①✮ ❡st é❧❡✈é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts s❡ ♠é❧❛♥❣❡♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♠♠❡ ❞❡s ✧r❛②♦♥s ❞✐✛✉s✧ ❬●✉t❤r✐❡ ✫ ❚✐♥❞❧❡ ✶✾✼✻❪✳ ❉❡ t❡❧s r❛②♦♥s s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(d)✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝❤❛q✉❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ ❡♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♠♦❞❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦t❛❧❡ p(r, z)
♥✬❡st ❝♦♥str✉✐t❡ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ r❡str❡✐♥t ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❈❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs
✈♦✐s✐♥s ❡t s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭✐♥t❡r❢èr❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡♠❡♥t✮✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s
♦♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ✐❧s ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à s✬❛♥♥✉❧❡r ❧❡s
✉♥s ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❝❡♥trés s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ✷✱
✹✹ ❡t ✼✾ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✳

▲❡s ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ✈♦✐s✐♥ ❬●✉✲
t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠♦❞❡ m ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s✐ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
❛✈❡❝ s♦♥ ♠♦❞❡ ❛❞❥❛❝❡♥t m + 1 ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 2π✱ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥
♠♦❞❡ ✭✶✳✷✾✮ ✿

r∆km,m+1 = 2nπ, ✭✶✳✹✻✮

❛✈❡❝ ∆km,m+1 = km − km+1 ❡t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
❉✬❛♣rès ✭✶✳✹✻✮✱ ✐❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ❡st ❞✬❛✉t❛♥t

♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡ ♦✉ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡ ✭✐✳❡✳
∆km,m+1 ❡st ❣r❛♥❞✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❝❡❧❛ ❛✉r❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s



✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①
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p(r, z)

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ❙♦♠♠❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥tr✐✲
❜✉t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ♣♦✐♥t (0, 0) ♦ù ❛✉❝✉♥ ♠♦❞❡ ♥✬❡st ❝♦♥s✐❞éré✱ ❥✉sq✉✬❛✉ ♣♦✐♥t
p(r, z) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ t♦t❛❧❡✱ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✳ ▲❡s ♠♦❞❡s
♦♥t été ❝❛❧❝✉❧és ❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❞♦♥♥é ❡♥
✜❣✉r❡ ✶✳✹(a) ❛✈❡❝ z = zs = 100 ♠✱ r = 40 ❦♠ ❡t f = 100 ❍③✳

♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❝❛s ❡①trê♠❡ ♦ù ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts
♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣♦sé q✉❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠♦❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♠♦❞❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t t♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥s Ψm(zs) ❡t ❞❡ ❧❡✉rs s❡♥s✐❜✐❧✐tés à
❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r Ψm(z)✳

❈❡ ❝❛s ❡①trê♠❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐♥t❡r✈✐❡♥t à ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡
❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡ ② ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ✐❝✐ ✉♥❡ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✮ q✉✐
❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ♣♦rté❡ ♣❛r
❧❡s ♠♦❞❡s ♦✉ ♣❛r ❞❡s r❛②♦♥s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✮✳

✶✳✸✳✹ Pr♦♣r✐étés ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡

✶✳✸✳✹✳✶ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡✲❜❛♥❞❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠♦❞❛❧ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
✉♥✐t❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦❝❝✉❧té ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
❡t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ♥♦✉s ❧❡s ré✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ s✐❣♥❛❧
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ s̃(r, z, f) r❡ç✉ ❡♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ s♣❡❝tr❡



✶✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ✸✶

S(f) q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✿

s̃(r, z, f) = p(r, z, f)S(f) = QS(f)

N(f)∑

m=1

Ψm(z, f)Ψm(zs, f)
e−i(km(f)+iαm(f))r

√
km(f)r

. ✭✶✳✹✼✮

❊♥ ré❛❧✐té✱ s✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ p ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✽✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡
❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉ès ❧♦rs ❧❡ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧
s(r, z, t) ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ t❡❧ q✉❡

s(r, z, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
s̃(r, z, f)eiωtdf ✭✶✳✹✽✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ✭✶✳✹✼✮ r❡st❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ✭✶✳✹✽✮ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s N(f) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳

❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♥✬❡st ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s s♦❧✈❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s
s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ✜♥✐ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✐s❝r❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r
❞✐s❝rèt❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡
❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛❧✐❛s✐♥❣✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① ♠❛✐s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ à t♦✉t❡s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡♥t à ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①❡✳

✶✳✸✳✹✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛✜♥ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡✲
❜❛♥❞❡ ✿ ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦❞❛❧❡ ❑❘❆❑❊◆ ❬P♦rt❡r ✶✾✾✷❪ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ❘❆▼
❬❈♦❧❧✐♥s ✶✾✾✺❪✳ ❚♦✉s ❞❡✉① rés♦❧✈❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ❡t ✐❧s s♦♥t s✉❥❡t
❛✉① ❛s♣❡❝ts ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❙♣❡❝tr❡ ❜♦r♥é ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ ❞♦✐t tr♦♥q✉❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈❛❜❧❡✱ q✉❡ s♦✐t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ S(f) ❜♦r♥é ❀
s♦✐t ❧✬ét✉❞❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✬✐♥térêts ✜♥✐❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t fmax ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t fmin ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✽✮ s❡ r❛♠è♥❡ à ✿

s(r, z, t) =
1

2π

∫ fmax

−fmax

s̃(r, z, f)eiωtdf. ✭✶✳✹✾✮

❉❡s ③ér♦s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉tés ❡♥tr❡ −fmin ❡t fmin✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ à ✈❛❧❡✉rs
ré❡❧❧❡s✱ s̃ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é s②♠étr✐q✉❡ ✭❤❡r♠✐t✐❡♥✮✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❧❛
tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❜♦r♥é❡ ✭✶✳✹✾✮ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✿

s(r, z, t) = Re{ 1
π

∫ fmax

0
s̃(r, z, f)eiωtdf}. ✭✶✳✺✵✮



✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❙♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧ ∆f ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞✉ré❡ T ❞✉ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿

∆f =
1

T
. ✭✶✳✺✶✮

P♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ T s♦✐t s✉♣ér✐❡✉r ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ s♦✐t tmax = r

vg,min
✱ ❛✈❡❝ vg,min ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐❢

❧❡ ♣❧✉s ❧❡♥t✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ s✐♠✉❧❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ s✐❣♥❛❧ à t❡♠♣s ré❞✉✐t s(t − t0) ♦ù t0 = r
vg,max

❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡ s✉r ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❧❛ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❛✈❡❝ vg,min ❧❛ ❣r❛♥❞❡
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✳ ❖♥ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ré❞✉✐t
Tr = tmax− t0✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♣❛s ❞✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r
❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❞✉ré❡ ré❞✉✐t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ s❡r❛ ❛❧♦rs
❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ✿

• ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r ❛✉❣♠❡♥t❡✱
• ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝é❧ér✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✭✐✳❡✳ tmax− t0 ❡st ❣r❛♥❞✮✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✱ s❡✉❧s ❧❡s ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és ✐♠♣♦rt❡♥t ✈r❛✐♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣

❧♦✐♥t❛✐♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐♠✐t❡r ❛✉① ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡①trê♠❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ 10 s ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
♠ê♠❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ 100 ❦♠✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ ❡st r❛r❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉
♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ∆f = 0.1 ❍③✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s❡r❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❘❆▼
❡t ❑❘❆❑❊◆✳

✶✳✸✳✹✳✸ ❙é♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞❡s ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❧❛r❣❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❞❡① ❞✉ ♠♦❞❡ ❣é♥ér❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✐♥t❡r✴✐♥tr❛ ♠♦❞❡s✮✳ ▲❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❢❛✈♦r✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❛ sé♣❛r❛❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞❡s ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❢réq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❜❛♥❞❡ ❧❛r❣❡✱ ❧❡s
♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐s♦❧és s✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✶(a) ❡t ✶✳✶✶(b) ♥♦✉s ♠♦♥tr❡♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❡t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▲❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✉t✐❧✐sés s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳

❊♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡s✱ ✈♦✐r ♠ê♠❡ sé♣❛r❛❜❧❡s ❡♥ ❜❛ss❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶(b)✱ ❧❡s ♠♦❞❡s s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ♣❛r
♣❛q✉❡t ❢♦r♠❛♥t ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts✳ ▲❡s ♠♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s sé♣❛r❛❜❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ▲❡s tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s
✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ✶✳✶✶(b)✱ s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t été ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥ts s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ■❝✐ ♦♥
♥♦t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t très ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t sé♣❛r❛❜❧❡s ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❝❛r ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥tr❛✲♠♦❞❛❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ♠❛rq✉é ✭❞✉ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ♠♦✐♥s ❢♦rt❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢♦♥❞✲♠❛r✐♥✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧s s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡t ♣❡r❞❡♥t ❧❡✉r ✐❞❡♥t✐té ♣r♦♣r❡
❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳



✶✳✸✳ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ✸✸
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(b)
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60
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ❊♥ (a) ❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ 0 − 100 ❍③ ❛♣rès
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❡♥❛❧ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(a)✳ ❙✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ très ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s✱ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r ❡t ✐♥tr❛ ♠♦❞❛❧❡✳ ❊♥ (b)

❧❡ s♣❡❝tr♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ 0 − 100 ❍③ ❛♣rès ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(c)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s (a) ❡t (b)✱ ❧❛ ♠ê♠❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ r = 40 ❦♠✱ z = zs = 100 ♠✳ ❯♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❘❙❇ ❞❡
15 ❞❇ ❛ été ❛❥♦✉té à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❞❛♥s
♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❯❇❋ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉
♦❝é❛♥✐q✉❡ ♦♥t été ✐❧❧✉strés ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♠♦♥tré q✉✬à ❧❛ ✈✉ ❞❡s ❛❧❧✉r❡s ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧❛
ré❢r❛❝t✐♦♥ ② t✐❡♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❛✐❧❧é ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡
❡♥ ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉① q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❛r
❧❛ s✉✐t❡ ♠✉♥✐s ❞❡ ❞❡✉① ♦✉t✐❧s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❧✬✉♥ ♠♦❞❛❧ ✭❑❘❆❑❊◆✮ ❡t
❧✬❛✉tr❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ✭❘❆▼✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s
❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ♣♦✉r s②♥t❤ét✐s❡r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t
été ♣rés❡♥té❡s✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦❝é❛♥✐q✉❡ ré❡❧✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❝♦♥♥❛îtr❡
♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t✳ ▼ê♠❡ s✐ ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ♣❛r ❞❡ ♣❡t✐t❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠♦❞❛✉① ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s km✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥ s✬❡♥ r❡✲
tr♦✉✈❡ ❧✉✐ très ❢♦rt❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝té ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ très s❡♥s✐❜❧❡s q✉❛♥❞ r ❡st ❣r❛♥❞✳
P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡
✧▼❛t❝❤✲❋✐❡❧❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣✧ ❬❇❛❣❣❡r♦❡r ❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪ s♦♥t ♠✐s❡s à ♠❛❧✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♠♦❞❛✉① ✭km ❡t Ψm✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s ✶✳✸✳✸ ❡t ✶✳✸✳✹✳✸✱ ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✈♦r❛❜❧❡ à ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s



✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ ❆♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❡t ❞♦♥❝ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❆ ❞é❢❛✉t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❡①tr❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s
à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q✉✬♦♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥tr❡ ❡✉① ✭✐✳❡✳ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♠♦❞❛❧❡s✮✳ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡
❞é❝r✐t ❝❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛r✐♥ ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❞❡✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❡t ❧✬é♥❡r✲
❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♣♦rté❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉s✲
t✐q✉❡ ✭❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❝❛rré✮ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s
♠♦❞❡s ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s str✉❝t✉rés ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✳ ❊♥ ❜❛ss❡ ❢ré✲
q✉❡♥❝❡✱ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❛ss❡③ st❛❜❧❡s ❬▲✉rt♦♥ ✷✵✵✷❪ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♦❜s❡r✈és✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❢❛✐s❛♥t ét❛t ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t été ❝❡❧❧❡
♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ✶✾✼✷ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❉✳❊✳ ❲❡st♦♥ ❡t ❑✳❏✳ ❙t❡✈❡♥s ❬❲❡st♦♥ ✫ ❙t❡✈❡♥s ✶✾✼✷❪ ♠❡tt❡♥t ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ❜r✉✐t r❛②♦♥♥é ♣❛r ✉♥ ♥❛✈✐r❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❛
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ✈❡♥✉❡s ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❙✳❉✳ ❈❤✉♣r♦✈
❡♥ ✶✾✽✷ ❬❈❤✉♣r♦✈ ✶✾✽✷❪ ♦ù ✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té s❝❛❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛
♣❡♥t❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❢réq✉❡♥❝❡✳
■❧ ❞é♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❡t ❝❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡
❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ très rés✐❧✐❡♥t❡ à ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ét❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛ été très ét✉❞✐é ❡t ✉t✐❧✐sé
❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛
♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s q✉✬✐❧ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✐s♦❝é❧èr❡s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✳ ❖♥ ✈❡rr❛
♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ♠✐❡✉① r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❋♦✉r✐❡r ✷✲❉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥✜♥ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
à ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ♣rés❡♥té✳

✷✳✶ ❖r✐❣✐♥❡

✷✳✶✳✶ ▼♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

❆✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st ✐❣♥♦ré ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s♣❡❝tr❡
s♦✉r❝❡ ♣❧❛t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✱ s♦✐t S(f) = 1✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ s✐❣♥❛❧
r❡ç✉ s̃ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❆ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♣rès✱ ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✼✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ N ♠♦❞❡s ✿

s̃(r, z, f) =

N(f)∑

m=1

am(r, z, f)eiφm(r,f), ✭✷✳✶✮



✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

❛✈❡❝ am = Ψm(zr,f)Ψm(zs,f)√
km(f)r

❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡t φm = km(f)r s❛ ♣❤❛s❡✳

▲✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ I✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

I(r, z, f) ≡ |s̃(r, z, f)|2

=

(
N∑

m=1

ameiφm

)
.

(
N∑

n=1

ane
−iφn

)

=
N∑

l

a2l +
∑

m,n,m 6=n

amancos(φm − φn)

=
N∑

l

a2l +
∑

m,n,m 6=n

amancos(∆kmnr).

✭✷✳✷✮

❆ ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝♦s✐♥✉s ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ∆kmn = km − kn✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝♦s✐♥✉s rés✉❧t❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬ét✉❞❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❝♦s✐♥✉s s❡
❞é♣❤❛s❡♥t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✷✳✶(a) ♣♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ P❡❦❡r✐s
♦✉ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b) ♣♦✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❉❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ❞✉ ❜❛s
♣♦✉r (a) ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❡t (b) ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ I(r, f) ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s
✈✐s✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✐st❛♥❝❡−❢réq✉❡♥❝❡✱ ❛❜ré❣é ♣❧❛♥ r − f ✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
Imn(r, f)✱ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s m ❡t n✱ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ str✐❛t✐♦♥✱
❛✈❡❝

Imn(r, f) = amancos(∆kmnr). ✭✷✳✸✮

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ❝❡s str✐❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❛❝❝❡♣t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ✭N(f) ≥ 2✮ ❡t q✉❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡s
♠♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥✉❧❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❜❛ss❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬②



✷✳✶✳ ❖r✐❣✐♥❡ ✸✾

❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s ré❛❧✐st❡s✱ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st
❡①trê♠❡♠❡♥t ❜❛ss❡ ✭f ≪ 1 ❍③✮✳

✷✳✶✳✷ P❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥

❊♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(a)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t❡r♠❡s ❡♥ ❝♦s✐♥✉s s❡♠❜❧❡♥t ❞❡ss✐♥❡r ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❜✐❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▼❛t❤é♠❛✲
t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✬✉♥❡ str✐❛t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❡t ❡♥ ✜①❛♥t ❧❡
rés✉❧t❛t à ③ér♦ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✷✵✶✶❪✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à s✉✐✈r❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✉ ♣❧❛♥ r− f

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✱ Imn = cste✱ s♦✐t ✿

Imn(r, f) = cste ⇒ ∂Imn

∂f
∂f +

∂Imn

∂r
∂r = 0. ✭✷✳✹✮

▲❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐s♦✲✐♥t❡♥s✐té ∂f
∂r

s✬❡①♣r✐♠❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✹✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂f

∂r
= −∂Imn

∂r

∂f

∂Imn
. ✭✷✳✺✮

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ aman ❞❡ ✭✷✳✸✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❡t ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ s♦♥t ♥é❣❧✐❣é❡s ❬❈❤✉♣r♦✈ ✶✾✽✷✱ ❏❡♥s❡♥
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✭✷✳✸✮ ❞❛♥s ✭✷✳✺✮ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂f

∂r
= −∂Imn

∂r

∂f

∂Imn

= − aman∆kmnsin(∆kmnr)

raman
∂∆kmn

∂f
sin(∆kmnr)

= −1

r

∆kmn

∂∆kmn

∂f

✭✷✳✻✮

❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ spm = 1
vpm

❡t ❞❡s ❧❡♥t❡✉rs

❞❡ ❣r♦✉♣❡ sgm = 1
vgm

❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✶✮ ❡t ✭✶✳✸✸✮ ❞❛♥s ✭✷✳✻✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂f

∂r
= −f

r

∆sp,mn

∆sg,mn
, ✭✷✳✼✮

❛✈❡❝ ∆sp,mn = spm − spn ❡t ∆sg,mn = sgm − sgn✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ré♦r❣❛♥✐s❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ✭✷✳✼✮✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ✈✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥

log r − log f ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♥♦té❡ βmn(f)✱ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✿

∂log f

∂log r
=

r

f

∂f

∂r
= −∆sp,mn(f)

∆sg,mn(f)
= βmn(f). ✭✷✳✽✮

❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♣❛✐r❡ (m,n) à ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ f ✳ ■❧ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ♣❡♥t❡s
❞❡ str✐❛t✐♦♥✮✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ✿

βmn(f) = − 1

f

∆kmn

∂∆kmn

∂f

, ✭✷✳✾✮



✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

βmn(f) = −∆sp,mn(f)

∆sg,mn(f)
. ✭✷✳✶✵✮

✷✳✶✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp)

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦✉ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♠♦❞❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
❡♥tr❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❬❘♦✉① ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪✱ ♥♦té❡ sg(sp)✱ q✉✐ ❡st ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✶ ♣♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳✷ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

✷✳✶✳✸✳✶ ●✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t

P♦✉r ❝❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ✐❞é❛❧ ♦ù c(z) = c ❡t ♦ù ❧❡ ❢♦♥❞ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r✲
❢❛✐t❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❇r❡❦❤♦✈s❦✐❦❤ ✫
▲②s❛♥♦✈ ✷✵✶✸❪ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

km = k

√
1−

(mπ

kH

)2
, ✭✷✳✶✶✮

❛✈❡❝ k = ω
c
❡t ❍ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ▲♦✐♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ✈ér✐✲

✜❡♥t
(
mπ
kH

)2 ≪ 1 ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❧✐♠✐té à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ s♦✐t ✿

km ≈ k

(
1− 1

2

(mπ

kH

)2)
. ✭✷✳✶✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✱ ❧❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❡①♣r✐✲
♠é❡s ❝♦♠♠❡

sgm =
∂km
∂ω

≈ 1

c
+

1

2

(mπ

H

)2 c

ω2
✭✷✳✶✸✮

❡t

spm =
km
ω

≈ 1

c
− 1

2

(mπ

H

)2 c

ω2
. ✭✷✳✶✹✮

❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✭✷✳✶✹✮ ❞❛♥s ✭✷✳✶✸✮✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝é❧ér✐té ❞✉
♠✐❧✐❡✉ ✜①é❡✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞✉ ♥✉♠ér♦
❞✉ ♠♦❞❡ ❛✈❡❝

sg(sp) ≈
2

c
− sp. ✭✷✳✶✺✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ sg(sp) ❡st
tr❛❝é❡ ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❖♥
r❡♠❛rq✉❡ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ q✉❡✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷(a)✮ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉❡❧❧❡ q✉❡
s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷(b)✮✱ ❧❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✭✷✳✶✺✮✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s ✈r❛✐❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
♠♦❞❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ❧❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✭❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♦✉ ❧❡ ♥✉♠ér♦
❞✉ ♠♦❞❡ ❛✉❣♠❡♥t❡✮✳



✷✳✶✳ ❖r✐❣✐♥❡ ✹✶

0.6 0.62 0.64 0.66
Lenteur de phase [ms.m−1]

0.67

0.68

0.69

0.7

0.71

0.72

0.73

0.74
L
en
te
u
r
d
e
gr
ou

p
e
[m

s
.m

−
1
]

(a)

← m = 9

m =1 →

modes à 150 Hz
sg =

2
c
− sp

sg =
1

c2sp

0.6 0.62 0.64 0.66
Lenteur de phase [ms.m−1]

0.67

0.68

0.69

0.7

0.71

0.72

0.73

0.74

L
en
te
u
r
d
e
gr
ou

p
e
[m

s
.m

−
1
]

(b)
←

f
=

43 Hz

f = 150 Hz →

mode m = 3
sg =

2
c
− sp

sg =
1

c2sp

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ sg(sp) ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ❊♥ (a) ❧❡s 9 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s à 150 ❍③
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✳ ❊♥ (b) ❧❡ ♠♦❞❡ 3 ❡st r❡♣rés❡♥té à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ 0 à 150 ❍③✳ ❉❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ sg(sp) t❤é♦r✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✭✷✳✶✺✮ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇
✭✷✳✷✹✮ s♦♥t ♠✐s❡s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡♠♣✐r✐q✉❡s✳

✷✳✶✳✸✳✷ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

P♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ✭♣♦✉r
❲❡♥st❡r✲❑r❛♠❡rs✲❇r✐❧❧♦✉✐♥✮ ❬❆❜r❛♠♦✇✐t③ ❡t ❛❧✳ ✶✾✼✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥
❡①✐st❡✱ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❡st✱ ♣♦✉r ✉♥ ❙❙P ✭❙♦✉♥❞ ❙♣❡❡❞ Pr♦✜❧❡✮ ❞♦♥♥é✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ♠♦❞❡✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ φ(z) ❡t ❞✬✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ a(z) ❝♦♠♠❡
❞é♠♦♥tré ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳ ❊❧❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❧♦rsq✉❡ a(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭♣♦✉r
❞❡s ❧❡❝t❡✉rs s♦✉❤❛✐t❛♥t ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré❢ér❡♥❝❡r à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✹✮ ♦ù ❧✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❝♦♥s✐st❡ à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬▼✉♥❦ ✫ ❲✉♥s❝❤ ✶✾✽✸✱ P✐❣♥♦t ✶✾✾✼❪✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♠♦❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ kr ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r✲
♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t z+ ❡t z−✳ P♦✉r
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥é✱ ❝❡ ♠♦❞❡ ❡①✐st❡ s✐ ✐❧ r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❈❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ s✉r t♦✉t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ s♦✐t ✉♥
♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ π✳ ❙♦✐t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❇✳✾✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ✿

∫ +∞

−∞
kz(z) dz = mπ, ✭✷✳✶✻✮

♦ù kz(z) =
√

ω2

c(z)2
− k2r ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré✳



✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

❊♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✻✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∫ z−

z+
kz(z) dz + ϕ(z+) + ϕ(z−) = mπ, ✭✷✳✶✼✮

❛✈❡❝ ϕ(z±) ❞❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ✐♠♣♦sés ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳ ❈❡s t❡r♠❡s
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✿ ϕ(z±) = π

4 ♣♦✉r ✉♥❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ϕ(z±) = π
2

♣♦✉r ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❡st✲✐❧ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ✭❚✲
♠♦❞❡s✱ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✳✳✳✮ ❝❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❡t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

∂

∂kr

∫ z−

z+
kz(z) dz = 0. ✭✷✳✶✽✮

▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♦ù ✐❧ ② ❛ ✉♥ s❛✉t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧✐é à ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳

❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t kz ❞❛♥s ✭✷✳✶✽✮ ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ kr✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ♣❡✉t
êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❝♦♠♠❡

∂

∂kr

∫ z−

z+

(
ω2

c2(z)
− k2r

) 1
2

dz = 0

∫ z−

z+

(
2ω

c2(z)

∂ω

∂kr
− 2kr

)(
ω2

c2(z)
− k2r

)− 1
2

dz = 0.

✭✷✳✶✾✮

❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ✭✷✳✶✾✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ♣❛r ω ❡t
♦♥ tr♦✉✈❡

∫ z−

z+

1

sgc2(z)

(
1

c2(z)
− s2p

)− 1
2

dz −
∫ z−

z+
sp

(
1

c2(z)
− s2p

)− 1
2

dz = 0. ✭✷✳✷✵✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ s♦rt❛♥t sg ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

sg(sp) =
1

sp

∫ z−

z+
1

c2(z)

(
1

c2(z)
− s2p

)− 1
2
dz

∫ z−

z+

(
1

c2(z)
− s2p

)− 1
2
dz

. ✭✷✳✷✶✮

P✉✐sq✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❡t
❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿ à ✉♥❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡
♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦✉ ❞✉ ♠♦❞❡
❝♦♥s✐❞éré✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b) q✉✐ ✐♠♣♦s❡
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) q✉✐ r❡st❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ♠♦❞❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸(a)✮ ♦✉ ❞❡
❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸(b)✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s s✉✐✈❛♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳



✷✳✶✳ ❖r✐❣✐♥❡ ✹✸

0.6 0.62 0.64 0.66
Lenteur de phase [ms.m−1]

0.66

0.68

0.7

0.72

0.74
L
en
te
u
r
d
e
gr
ou

p
e
[m

s
.m

−
1
]

(a)

←

m
=

25

←

m
=

62

modes à 50 Hz
sg = 0.726− 1

0.9sp
sg = 0.658 + 1

3sp

0.6 0.62 0.64 0.66
Lenteur de phase [ms.m−1]

0.66

0.68

0.7

0.72

0.74

L
en
te
u
r
d
e
gr
ou

p
e
[m

s
.m

−
1
]

(b)

←

f =
20

Hz

←

f =
52

Hz

mode m = 25
sg = 0.726− 1

0.9sp
sg = 0.658 + 1

3sp

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ sg(sp) ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ str❛t✐✜é ❣r❛♥❞✲
❢♦♥❞ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✶(b)✮ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳
❊♥ (a) ❧❡s 78 ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s à 50 ❍③ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés✳ ❊♥ (b) ❧❡ ♠♦❞❡ 25 ❡st r❡♣rés❡♥té à
♣❧✉s✐❡✉rs ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ 0 à 100 ❍③✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❧❛ ♠ê♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) q✉✐ ❞é♣❡♥❞
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ❞❡s ❞r♦✐t❡s ♣♦✉r
❞❡s ❣❛♠♠❡s ❞❡ ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ❡t ❛✉① ♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés✳ P♦✉r
❧❡s ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és ✭sp < 0.606 ♠s✳♠−1✮✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t r❡st❡r ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ♣✐é❣és ❞❛♥s
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞♦♥♥❛♥t ❝❡t ❛s♣❡❝t ♦s❝✐❧❧❛♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp)✳

✷✳✶✳✹ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ β ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦❝❤❡s

❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ spm ♣r♦❝❤❡ ❞❡
spn✮✱ à ✉♥❡ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ s♦✐t ✿

1

β(sp)
= −dsg(sp)

dsp
. ✭✷✳✷✷✮

❈❡tt❡ ❞ér✐✈é❡ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦❝❤❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐s♦❝é❧èr❡
♣✉✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s str❛t✐✜é✳

✷✳✶✳✹✳✶ ●✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ✭✷✳✶✺✮✱ ❡t ❡♥ ❧✬✐♥❥❡❝t❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡
q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ✈❛✉t

β ≈ 1, ✭✷✳✷✸✮

❡t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t sp✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t βmn(f) ❛ été q✉❛❧✐✜é ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t✳
▲❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✸✮ ❡t ✭✷✳✶✹✮
❞❛♥s ✭✷✳✽✮✳



✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

✷✳✶✳✹✳✷ ❈❛s ❣é♥ér❛❧

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✭✷✳✷✶✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡
❡st s♦✉✈❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡
♣r♦✜❧s ❞❡ ❝é❧ér✐té✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s✳

❈❛s ✐s♦❝é❧èr❡ ❱ér✐✜♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❣✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t✳ ❊♥ ✜①❛♥t
c(z) = c✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✭✷✳✷✶✮ ✈❛❧❡♥t t♦✉❥♦✉rs z− = H ❡t z+ = 0✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✷✳✷✶✮ ❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

sg =
1

c2sp
✭✷✳✷✹✮

❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st tr❛❝é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ♣♦✉r ✉♥
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ✐s♦❝é❧èr❡ ✭✐❝✐ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r❢❛✐t✮ ❞♦♥t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞r♦✐t❡
sg = 2

c
− sp✳ ❊♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭✷✳✷✹✮ ❞❛♥s ✭✷✳✷✷✮ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ✿

1

β
=

c2k2r
ω2

=
k2r
k2

. ✭✷✳✷✺✮

P✉✐s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞❡ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ s♦✐t kr ≈ k✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ s♦✐t ✿

β ≈ 1. ✭✷✳✷✻✮

P♦✉r ✉♥ ❙❙P ✐s♦❝é❧❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ sg(sp) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s✱ q✉✐ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡
❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣é♥ètr❡♥t ❧❡ ❢♦♥❞ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és✮✳

❈❛s str❛t✐✜é ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ str❛t✐✜és✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿ ✶✮
❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ✈❛r✐❡♥t ❛✈❡❝ sp ❡t ✷✮ ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡s ❜♦r♥❡s
s♦♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♠♦❞❡s q✉✐ ♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t tr❛❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t ❙❘✲♠♦❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✮✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✸✺✮✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t z± ❞❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡
✈❛r✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡s
♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s♦♥t s✐t✉és à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡
♣❤❛s❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✷✮ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦✉ sg s✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✷✳✷✶✮✳ P♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❙❙Ps
❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s
❞❛♥s ❬❍❛rr✐s♦♥ ✷✵✶✶❪✳ ▲✬❛✉t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❝♦♥❝❡♣✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ♠❛✐s très é❧♦✐❣♥é❡ ❞❛♥s s❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❉❡s é❧é✲
♠❡♥ts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❬❈❤✉♣r♦✈ ✶✾✽✷❪ ❡t ❬❈♦❝❦r❡❧❧ ✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✶❪ ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞❛❧❡✳

❖♥ r❡t✐❡♥❞r❛ ✐❝✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s q✉✐ s♦♥t ré❢r❛❝tés
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞é❝r✐t ♣❛r c(z) = c(1 − az)✱ ❛✈❡❝ a r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❛r♦❝❧✐♥❡✱



✷✳✶✳ ❖r✐❣✐♥❡ ✹✺

♦♥ tr♦✉✈❡ β ≈ −3✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ très
♣❡✉ ❞✉ ❙❙P ❡t ✈❛✉t ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs β ≈ 1✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ s♦♥t
❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) s❡♠❜❧❡ êtr❡✱ à ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rès✱ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❊♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦ù ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

sg ≈ sg0 −
1

β
sp, ✭✷✳✷✼✮

♦ù sg0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ sp ❝♦♥s✐❞éré✳ ❉❡✉①
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s♦♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❡t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ sp ❝❤♦✐s✐s s✬❛❝❝♦r❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡
❣✉✐❞és ♣r♦♣♦sés ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✶✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ✭ 1

1650 < sp < 1
1546✮ ✈♦✐❡♥t ❧❡✉rs

❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ré❣✐t ♣❛r β ≈ 0.9✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés ✭ 1
1546 < sp < 1

1507✮ ♦♥t ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❛✈❡❝ β ≈ −3✳ P♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❛tté♥✉és ✭sp < 1

c1650
✮✱ sg(sp)

s❡ ♠❡t à ♦s❝✐❧❧❡r ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦❞❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛tté♥✉és ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡
♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❆✉① ✈✉❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛tté♥✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❡st ✈❛❧✐❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s✳

✷✳✶✳✺ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ β ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❞❡s é❧♦✐❣♥és

❘❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉t❛♥t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡
q✉❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠♦❞❡s (m,n) ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ s✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❝♦♠♣♦rt❛♥t R ré❣✐♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❞❡✉① ♠♦❞❡s m ❡t n
q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ré❣✐♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✼✮✳
◆é❛♥♠♦✐♥s ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s βmn(f) ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡
❞❡ ♠♦❞❡s ❣râ❝❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳ ❉❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞❛✉① (m,n)

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉s à ❧❡✉r ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ βmn(f) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s β(sp, sp)✳ ❊♥
♣❧✉s ❞❡s R ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ré❣✐♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞✬❛✉tr❡s
✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ré❣✐♠❡s✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✶(b)✳ ❆ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐s❛t✐♦♥ sg(sp) ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❆ s❛✈♦✐r✱ β ≈ −3 ♣♦✉r ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t ❧❡s ❙❘✲♠♦❞❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ β ≈ 0.9

♣♦✉r ❧❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♣❧✉s ❡①♦t✐q✉❡s ✭β ≪ −3 ♦✉ β ≫ 1✮ q✉❛♥❞ ♦♥ ♠❡t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡♥tr❡
❡✉①✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ β ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ❞✉ ❙❙P ❬❈❤✉♣r♦✈ ✶✾✽✷❪✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s✉rt♦✉t ✈✐s✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t ❧❡s
❙❘✲♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❡st ♣❧✉s s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ❞ét❛✐❧s ❞✉ ❙❙P✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡s ♣❡t✐t❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t très ✈✐t❡ ❧✐ssé❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣❧✉s ❡s♣❛❝é❡s ❝♦♠♠❡
♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ♥♦t❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ q✉❛♥❞ ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ❡t s♦♥ ❡✛❡t ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧✐é ❛✉① ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s



✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

t❡r♠❡s✱ s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡
❣r♦✉♣❡ s❡r❛ ❧✐é❡ à ❧✬❛❧❧✉r❡ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ✭❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ❧❡s ❡✛❡ts
❞❡s ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ❛✉r♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡s à s✬❛♥♥✉❧❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st
rés✐❧✐❡♥t ❛✉① ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡t s❡✉❧❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✉ ♣r♦✜❧ ❡st ré❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❛✉① ✈✉❡s ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ♦❝é❛♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ✕ ■❝✐ ❧❡s ♠♦❞❡s à 300 ❍③ s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❑❘❆❑❊◆ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ♠é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b)✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ r❛♠❡♥é à s❛
❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r β(sp, sp) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r
❞❡ ♣❤❛s❡ s❡❧♦♥ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✳ P❛r ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡s q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✉ ♠♦❞❡ ✭❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✮✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à été ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡
♠♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✮✳

✷✳✶✳✻ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

❈❛s ✐s♦❝é❧èr❡ P♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ✐s♦❝é❧èr❡✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡
❛✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❡st très ❜✐❡♥ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ β ≈ 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s
♣❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❡t ❝❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(a)✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✶✳✶✳✷✳✷✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡
✐s♦❝é❧èr❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t ❢♦♥❞✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐
❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✈♦❧♦♥t✐❡rs ❧❛ ✈❛❧❡✉r β ≈ 1 à ❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

❈❛s str❛t✐✜é ❉ès ❧♦rs q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ré❣✐♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) s❡ ♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡✳ ❉❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t



✷✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✹✼

❧♦rs ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ré❣✐♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❤étér♦❝❧✐t❡s ❧✐é❡s
❛✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡♥tr❡ ré❣✐♠❡s✳ ❚♦✉s ❝❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡s ❝♦❤❛❜✐t❡♥t✱ ❝♦♥str✉✐s❛♥t
✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡
str❛t✐✜é✱ ✐❧ ❡st ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❘♦✉s❡✛ ✫
❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷✱ ❇❛❣❣❡r♦❡r ✷✵✵✷❪✱ ♥♦té❡ Eβ ✱ ♦ù ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ à t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β

❞é♣❡♥❞ ❞❡s ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥s aman ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

✷✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s aman ré✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❞✉ ♠ê♠❡ ❝♦✉♣ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥
❝♦s✐♥✉s ❞❛♥s ✭✷✳✸✮ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞♦♥♥é✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
❧❛ s♦✉r❝❡ ✭❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s✮✱ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ✭s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞❡s ♠♦❞❡s✮ ❡t ❞❡ ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ✭❛✉① ❣ré ❞❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱
❞❡s ❛tté♥✉❛t✐♦♥s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❡t ✈✐sq✉❡✉s❡✮✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥✬❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s r✐❡♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t✳
■❧ ♥✬❡st ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥
❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❡st ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❢❛✐t ❛✉ss✐
❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛❜♦✉t✐ss❛♥t à ✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ Eβ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳

▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❉❛♥s
✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
I(r, f) é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥é ❡t ❢❡♥êtré ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b)✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r
♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ Eβ ✳ ❊♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧✐é❡ ❛✉① ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡
s♦✉r❝❡ zs ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ zr✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✳ ❘♦✉s❡✛ ❡t ❘✳❈✳ ❙♣✐♥❞❡❧ ❬❘♦✉s❡✛
✫ ❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷❪✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❞✐t❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞é✲
r❛♥t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
♦❜s❡r✈é❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❘♦✉s❡✛ ❡t ❙♣✐♥❞❡❧✱ ❥✉st✐✜❛♥t ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❡♥
❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳

✷✳✷✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ s✐❣♥❛❧ s♦✉r❝❡ S(f) ♣❧❛t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡
B✱ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛ss✐✈❡♠❡♥t ♠❡s✉ré s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♠♦♥♦✲s♦✉r❝❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠❡s✉ré I(r, f) ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞û ❛✉① ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ I(r, f) ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳

▲✬✉♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✷✲❉ ✭❚❋ ✷❉✮✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❨❛♥❣ ✷✵✵✸✱ ❇❛❣❣❡r♦❡r ✷✵✵✷✱ ❘♦✉s❡✛ ✫ ❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷✱ ❈♦❝❦r❡❧❧
✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✵❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♠♣❧♦②é❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❘❛❞♦♥



✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

❬❚✉r❣✉t ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ♦✉ ✈✐❛ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♠❛♥✉❡❧❧❡s ❬❇r♦♦❦s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❚❋ ✷❉ ❡st
♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞❛❧❡s ❡t
♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥tr❡❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs str✐❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❝❛s ♦✉ ❥✉st❡♠❡♥t
Eβ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ s❡r♦♥t ♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts
♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲❛ ❚❋ ✷❉ ❝♦♥st✐t✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❚❋ ✷❉ ❝♦♠♠❡ ✿

Ĩ(x, y) =

∣∣∣∣∣

∫ f0+
B
2

f0−B
2

∫ r0+
L
2

r0−L
2

I(r, f)e−i2π(xr+yf)drdf

∣∣∣∣∣ , ✭✷✳✷✽✮

♦ù r0 ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡ ❝❛♣t❡✉r ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t f0 ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉
s✐❣♥❛❧✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ✭❡♥ ♠−1✮ ❡t y ✭❡♥ s✮ s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♥❥✉❣✉é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
à ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s r ✭❡♥ ♠✮ ❡t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s f ✭❡♥ ❍③✮✳ ❊♥ ✐♥sér❛♥t ✭✷✳✷✮ ❞❛♥s ✭✷✳✷✽✮✱ ❡t ❡♥
♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts aman ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❛
❚❋ ✷❉ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞❡ str✐❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Ĩ(x, y) =
∑

m,n,m 6=n

Ĩmn =
∑

m,n,m 6=n

am(zs, zr)an(zs, zr)sinc(πxL)sinc(πyB)∗

(δ(x− xmn, y − ymn) + δ(xmn − x, ymn − y)),

✭✷✳✷✾✮

♦ù ∗ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥✱ δ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡ (xmn, ymn) s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❧❛ str✐❛t✐♦♥ Imn✳ ❈❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✈❛❧❡♥t ✿

xmn(f) =
∆kmn(f)

2π
✭✷✳✸✵✮

❡t

ymn(r, f) = r
∂∆kmn(f)

2π∂f
. ✭✷✳✸✶✮

◆♦t♦♥s q✉✬❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡✱ xmn r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ Imn ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ymn ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ Imn ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ❊♥
ré✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ✭✷✳✸✵✮ ❡t ✭✷✳✸✶✮ ❝♦♠♠❡

xmn(f) = f∆sp,mn(f) ✭✷✳✸✷✮

❡t
ymn(r, f) = r∆sg,mn(f). ✭✷✳✸✸✮

❙♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ♦♥ r❡❝♦♥♥❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ymn ❡st ❡♥ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
t❡♠♣s ❞✬❛rr✐✈é❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ m ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ n

✭♥♦té ❚❉❖❆ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡ ♣♦✉r t✐♠❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✮✳ ▲❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ xmn

❢❛✐t q✉❛♥❞ à ❡❧❧❡ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❡t ❡st à
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rès ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬❛♥❣❧❡s ❞✬❛rr✐✈é❡s✳

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜✲
❣✉r❡ ✷✳✺(a)✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ✷❉ ✭✷✳✷✽✮ ❡st ré❛❧✐sé ❣râ❝❡ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r r❛♣✐❞❡ ✷✲❉ ✭❚❋❘ ✷✲❉✮ ❞♦♥t ❧❛ s♦rt✐❡ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺(b)✳ ❈♦♠♠❡



✷✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✹✾

(a)

31.5 32 32.5

Range (km)

140

150

160
F

re
qu

en
cy

 (
H

z)

(b)

-5 0 5
x (mm−1)

0

0.5

1

y
(s
)

(c)

-10 -5 0 5 10

β

0

0.5

1

1.5

K

-10 -5 0 5 10

β

0

0.5

1

N
or

m
al

iz
ed

 e
ne

rg
y

(d)

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✕ ❚♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ✳ ❊♥ (a) ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝
✭✶✳✹✼✮ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡r❛♥♥é❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶(b)✳ ❊♥ (b) ❧❛ ❚❋❘ ✷✲❉ ❞✉
♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ (c) ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❡♥ ❛②❛♥t ♦♣éré ❧❡
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✷✳✸✺✮ ❡t ✭✷✳✸✻✮✳ ❊t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ (d) ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ❡st✐♠é❡ ♦❜t❡♥✉❡
❡♥ s♦♠♠❛♥t (c) s❡❧♦♥ K✳

❛♥♥♦♥❝é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚rès s♦✉✈❡♥t✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠♦✐t✐é ❞❡ Ĩ(x, y) ❡st ❛✣❝❤é❡ ♣✉✐sq✉❡ I(r, f) ❡st à
✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s ❡t ❞♦♥❝ s❛ ❚❋ ✷❉ ❡st ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t r0 ≫ L ❡t f0 ≫ B ❡t ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ✭✷✳✸✷✮ ❡t ✭✷✳✸✸✮ ❞❛♥s ✭✷✳✶✵✮✱
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♠❡ ✿

βmn = −r0
f0

xmn

ymn
. ✭✷✳✸✹✮

❉♦♥❝✱ ❡♥ ♦♣ér❛♥t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

β = −r0
f0

x

y
, ✭✷✳✸✺✮

❡t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
K =

√
x2 + y2, ✭✷✳✸✻✮

❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ĩ(β,K)

❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺(c)✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ✱ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
I(r, f) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ Ĩ(β,K) s❡❧♦♥ K ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✷✳✺(d)✱ s♦✐t

Eβ(zs, zr, r0, f0) =

∫
Ĩ(β,K)dK. ✭✷✳✸✼✮

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ Eβ

❡st ❛✉ss✐ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ L ❡t ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ B✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r Eβ ✭✐✳❡✳ ❧❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s xmn ❡t ymn✮ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛✉① ❞❡ ✭✷✳✷✾✮✳



✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

✷✳✷✳✷ ❱❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ Eβ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ str❛t✐✜é

✷✳✷✳✷✳✶ Eβ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s aman
q✉✐ s♦♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ P♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ zr
✜①❡ ❡t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r r0 ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ Eβ ❧✐é❡s à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✷✳✻✮(a) ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ❡st ♠❡s✉ré❡
❣râ❝❡ à ❧❛ ❚❋ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ B = 20 ❍③ ❝❡♥tré ❡♥ f = 150 ❍③
❡st ❡st✐♠é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚❋❘ ✷✲❉ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡❝✉❡✐❧❧✐ s✉r ✉♥❡
❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠ ✐♠♠❡r❣é❡ à zr = 100 ♠✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ (a) ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t (b) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s (a) ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❡st ✜①é❡ à r0 = 30 ❦♠ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s (b) ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡st zs = 5 ♠✳

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ r❡ss❡♠❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(a) ❡t ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ t❡r♠♦❝❧✐♥❡
❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ Eβ ❡st ❛❧♦rs ❡♥ s✉r❢❛❝❡ très ❜✐❡♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡ β ≈ 1 ♣✉✐s q✉❛♥❞ ❧❛
s♦✉r❝❡ ♣❧♦♥❣❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s✬ét❛❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✳ ❈❡❝✐
s✬❡①♣❧✐q✉❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ❇❘✲♠♦❞❡s ✭❛✈❡❝ β > 1 ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✮ ❡st
♣r❡sq✉❡ ♥✉❧❧❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t β > 1 ré❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
❡t ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❇❘✲♠♦❞❡s s♦♥t ❡①❝✐tés ✭✐✳❡✳ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ✐♠♠❡r❣é❡
s♦✉s ❧❡ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡✮✳

❈❡tt❡ ♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ très ♣❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t
❧✬♦❜s❡r✈❡r s✉r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻(b)✳ ▲❛ très ❢❛✐❜❧❡ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♠♦❞❡s ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❡①♣r✐♠❡r ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ q✉✐ ✭❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t
❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✈✐sq✉❡✉s❡✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥s Ψm(zs) ❡t ❞❡ ❧❡✉rs s❡♥s✐❜✐❧✐tés
Ψm(zr)✳

P♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ré❝❡♣t❡✉r ✜①❡ zr✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ Eβ(zs) ❡st ❞♦♥❝
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉✳ ❘♦✉s❡✛ ❡t ❘✳❈✳ ❙♣✐♥❞❡❧ ♦♥t ♣r♦✲
♣♦sé✱ ❞❛♥s ❬❘♦✉s❡✛ ✫ ❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷❪✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♠♦❞❛❧❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ✭❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ♣❛r



✷✳✷✳ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✺✶

❡①❡♠♣❧❡✮✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❛❜♦✉t✐r ❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧ ✐❧s ♦♥t été ❝♦♥tr❛✐♥ts ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✿ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s✳
▲❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛✐♥s✐ ♣ré❞✐t❡s ♣❡r❞❡♥t ❧❡✉r ❝❛r❛❝tèr❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♠♦②❡♥♥é ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡♠❜❧❡ ❥✉st✐✜é❡ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞
♦ù ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡
ré❝❡♣t❡✉r ✜①é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✳ ❘♦✉s❡✛
❡t ❘✳❈✳ ❙♣✐♥❞❡❧ ❡st ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡✳

✷✳✷✳✷✳✷ E(β) ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

❊♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❞é♣❡♥✲
❞❛♥❝❡ ❞❡ Eβ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✷✳✼(a)✳ P♦✉r
❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉✬❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐é❡s ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❡①❝✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼(b) ❡t ❛♣♣❛r❛✐t
♣❧✉s ❢♦rt❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❦✐❧♦♠ètr❡s ✭r0 < 20 ❦♠✮✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✼ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ B = 20 ❍③ ❝❡♥tré ❡♥ f = 150 ❍③
❡st ❡st✐♠é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❚❋ ✷❉ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❧❛
✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❡♥ (a) ❛✈❡❝ zr = 100 ♠
❡t r0 = 50 ❦♠✱ ♦✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✱ ❡♥ (b) ❛✈❡❝ zs = 500 ♠ ❡t
zr = 1000 ♠✳

P♦✉r ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✳ ❘♦✉s❡✛ ❡t
❘✳❈✳ ❙♣✐♥❞❡❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛ ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✸ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❧♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✈❛❧✐❞❡s ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✱ Eβ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❣ré ❞❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡
❞❡ ❞✐✈❡rs ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳



✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

✷✳✸ ❆✉tr❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s

P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛✉① str✐❛t✐♦♥s ❢♦r♠é❡s
♣❛r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✲
s♦✉r❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✈❛st❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ à ❞✬❛✉tr❡s
♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦✉ à ❞✬❛✉tr❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡ très ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s
❞ét❛✐❧❧❡r t♦✉t❡s ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s♦✉❧✐❣♥❡r
q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ β ❡t ❞✬❛✉tr❡s q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡♥t
❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ Eβ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳

✷✳✸✳✶ Eβ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s

✷✳✸✳✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ r❡♣èr❡ ✸✲❉

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ à 3 ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❉❛♥s ❝❡ r❡♣èr❡✱ ❧❡ ♣❧❛♥ r − z ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❝❡ ♣❧❛♥ s❡ tr♦✉✈❡ à ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧
Θs ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❈❡t ❛♥❣❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❣✐s❡♠❡♥t ❡t ❡st ✐♥❞✐❝é ♣❛r
s ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❣✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ à ✉♥ ❛♥❣❧❡ q✉✐ ❧✉✐
❡st ♣r♦♣r❡✱ ❛♣♣❡❧é ❛♥❣❧❡ ❞❡ s✐t❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té θm ❞❛♥s ✭✶✳✸✹✮✳ ▲❡ s✐t❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐❝é ♣❛r
m ♣✉✐sq✉❡ q✉✬✐❧ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦❞❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽ ✕ ❘❡♣èr❡ ✸✲❉ ✐❧❧✉str❛♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ s✐t❡ ❡t ❞❡ ❣✐s❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♠♦❞❡ m✳

▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ s✐❣♥❛❧ s♦✉s ❞✐✛ér❡♥ts ❛♥❣❧❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①
Θ̂✱ ❛♣♣❡❧és ✈♦✐❡s✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❍▲❆
❝♦♠♣♦rt❛♥t N ❝❛♣t❡✉rs✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré y s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ❞é♣❤❛sé s❡❧♦♥ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡
d✱ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ✿

d(Θ̂, f) = e
−i 2πf

c(zr)
∆r sin Θ̂

, ✭✷✳✸✽✮

♦ù ∆r ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ t❛✐❧❧❡ N ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❡t ✉♥
❝❛♣t❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡



✷✳✸✳ ❆✉tr❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✺✸

❝♦❤ér❡♥t❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛♣t❡✉rs ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞é♣❤❛sé ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s t❡sté❡s✱ s♦✐t ✿

B(Θ̂, f) =
1

N
dty, ✭✷✳✸✾✮

♦ù t ❞é♥♦t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ q✉❡ ❧❛

✈♦✐❡ ♣♦✐♥té❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣s❡✉❞♦✲❣✐s❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞❡ m ❞é✜♥✐ ♣❛r

sin Θ̂m = sinΘs cos θm. ✭✷✳✹✵✮

▲♦✐♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈♦✐❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢èr❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❡t ❡st r❡❥❡té✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧♦✐♥ ❞✉ tr❛✈❡rs ❞❡
❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✭sinΘs ≫ 0✮✱ ❧❛ ✈♦✐❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❣✐s❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ s✐t❡ ❞❛♥s ✭✷✳✹✵✮✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❧✐é❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✳✸ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r✱ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rès✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ▲❖❋❆❘ ✭♣♦✉r ▲❖✇ ❋r❡q✉❡♥❝② ❆♥❛❧②s✐s ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮✳

✷✳✸✳✶✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡

❊♥ é❝r✐✈❛♥t ✭✷✳✹✵✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ m s✐❣♥❡ ❞❛♥s
✉♥❡ ✈♦✐❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡ ♣♦✉r ✿

sin Θ̂m = c(zr)spm sinΘs. ✭✷✳✹✶✮

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ✈♦✐❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ à ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ vgm ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❛rr✐✈❡ s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡
à ✉♥ ✐♥st❛♥t

tm = sgmr0. ✭✷✳✹✷✮

❈✬❡st ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥t❡r✲♠♦❞❛❧❡✳
❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s s♦♥t à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡✱ ♥♦té χ

❬❙♦str❛♥❞ ✷✵✵✺✱ ▲❡❡ ✫ ▼❛❦r✐s ✷✵✵✻❪✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st
✉♥❡ ♣❡♥t❡ q✉✐ ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭♣❧❛♥ t−sinΘ̂✮
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮✳ ❈❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ❡st
❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ♣❛r

χ =
∂t

∂sinΘ̂
. ✭✷✳✹✸✮

❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ✈✐❛ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st r❡❧✐é à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❙♦♥❣ ✫ ❈❤♦ ✷✵✶✺❪ ❡♥ ✐♥sér❛♥t

♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞❡ m ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✵✮✱ ✭✷✳✹✶✮ ❡t ✭✷✳✹✷✮ ❞❛♥s ✭✷✳✹✸✮ ♣♦✉r ✜♥❛❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✿

χmn = − 1

βmn

r0
c(zr)sinΘs

. ✭✷✳✹✹✮



✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

▲❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t t♦✉t❡s ❧❡s r❡♠❛rq✉❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ♣❡♥t❡s✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞♦✐t êtr❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❞✉ré❡ s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ❝♦✉rt❡ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♠❛sq✉❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s s✐❣♥❛✉①
♥♦♥✲✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❝♦♥t✐♥✉s ❧❛r❣❡✲❜❛♥❞❡ q✉✐ s♦♥t ❞é❝♦rr❡❧és ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧✬✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s
s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬●♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✺❪✳

0.8 0.85 0.9 0.95 1
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t r (
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sinΘs

β = −3

β = 0.9

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾ ✕ ▲❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞✉ré❡ 0.2 s✱ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ 0 à 100 ❍③✱ ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡ à Θs = 75◦ ❡st s②♥t❤ét✐sé❡ ❣râ❝❡
à ❑❘❆❑❊◆ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s✐t✉é❡ à r0 = 50 ❦♠✳ ❯♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥ ❡st ❛❥♦✉té ❛✈❡❝ ✉♥
r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t ❞❡ 0 ❞❇ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ❞♦♥♥é ❡♥ ❡♥tré ❞❡ ❑❘❆❑❊◆ ❡st ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❞♦♥t ❧❡ ❙❙P ❡st ❞❡ss✐♥é ❡♥
✜❣✉r❡ ✶✳✹(a)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧❡s ♠♦❞❡s s❡ ❞✐s♣❡rs❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ✈♦✐❡s s✉✐✈❛♥t
❞❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ❞✐❝té❡s ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❖♥ r❡❝♦♥♥❛✐t à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
t②♣✐q✉❡ ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ❛✈❡❝ β ≈ 0.9 ❡t à ❞r♦✐t❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s ❛✈❡❝ β ≈ −3✳

✷✳✸✳✶✳✸ Eβ s✉r ▲❖❋❆❘

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡
❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s str✐❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s✳ ❉✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❛♣t❡✉rs ✭✐✳❡✳ s✉r
❧✬❛♥t❡♥♥❡✮✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♠❛✐s ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ♦♥ ♣❡✉t ✐s♦❧❡r



✷✳✸✳ ❆✉tr❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✺✺

❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♣❛r ✈♦✐❡✳ ❚✳❈✳ ❨❛♥❣ ❬❨❛♥❣ ✷✵✵✸❪ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
I(r, f) ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✲s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡ ▲❖❋❆❘ ❛ss♦❝✐é à
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ▲❖❋❆❘ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥
s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❡♥ ♣♦✐♥t❛♥t ❞❛♥s s❛ ✈♦✐❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❛✉ ✜❧ ❞✉ t❡♠♣s ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
Ĩ(t, f)✳ ❙✐ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❡t✴♦✉ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ s♦♥t ♠♦❜✐❧❡s✱ ❛❧♦rs ❧✬❛①❡ ❞❡s t❡♠♣s t

❡st à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ r(t)✳ ▲❡ ▲❖❋❆❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❞é❢♦r♠é ♣❛r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥tr❡
❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❧❡ ♠♦♠❡♥t
♦ù ❧❛ ❝✐❜❧❡ ♣❛ss❡ ❛✉ ♣❧✉s ♣rès ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ✭❧❡ ❈P❆ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡ ♣♦✉r ❝❧♦s❡st

♣♦✐♥t ♦❢ ❛rr✐✈❛❧✮✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s✳ ▲♦✐♥ ❞❡ ❝❡s
❈P❆✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♥t❡♥♥❡
❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞é❢♦r♠❛♥t très ♣❡✉ ❧❡s str✐❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♠❛❣✐♥❡r ❡st✐♠❡r
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❚❋ ✷❉ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳

◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ✈♦✐❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦✲
❞❛❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s s✐❣♥❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ✈♦✐❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣♦✐♥té❡ ♣❛r ❧❡ ▲❖❋❆❘✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧♦✐♥ ❞✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❧❡ ▲❖❋❆❘ ♣❡✉t é❧✐♠✐♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❡t ❛✐♥s✐ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♠♦t✐❢
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❡t ❝❡❧✉✐ s✉r ❝❛♣t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t✳

✷✳✸✳✷ ▲♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡

●✳❆✳ ●r❛❝❤❡✈ ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s ❬●r❛❝❤❡✈ ✶✾✾✸❪ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❡t
♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛✉①
∆kmn ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f ✳ ❊♥ r❡❢♦r♠✉❧❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ✐❧ tr♦✉✈❡ ✿

∆kmn = γmnf
− 1

β ✭✷✳✹✺✮

♦ù γmn ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s (m,n)✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✺✮ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ●r❛❝❤❡✈✱ ❉✳❩✳ ●❛♦ ❡t ❛❧✳ ♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬●❛♦

❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ q✉✬❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ m ♣❛r

km(f) ≈ f

c0
− γm

c0
f
− 1

β , ✭✷✳✹✻✮

❛✈❡❝ c0 ❧❛ ❝é❧ér✐té ✈ér✐✜❛♥t km → 2πf
c0

q✉❛♥❞ f → ∞✳ ❈❡❧❛ ✐❧❧✉str❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧

♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ f ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡♥ − 1
β
✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t êtr❡ ✈✐s✐❜❧❡

❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ k − f ♦✉ ❜✐❡♥ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s t❡♠♣s✲❢réq✉❡♥❝❡s ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶(a)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❡st
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮✱ s♦✐t φm(f) = rkm(f)✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

tm(f) =
∂φm(f)

∂f
≈ r

c0

(
1 +

1

β
γmf

− 1
β
−1
)
. ✭✷✳✹✼✮

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶(a)✱ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
t− f ✳ ❉❡s é❧é♠❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥❡①❡s ❞❡ ❬❉❙♣❛✐♥ ✫ ❑✉♣❡r♠❛♥ ✶✾✾✾❪✳



✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ▲❖❋❆❘ ♣♦✐♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡
❡♥tr❡ 0 ❡t 100 ❍③ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✳ ❉❡✉① s♦✉r❝❡s ✧❜r✉✐t❡✉rs✧ s♦♥t ♣❧❛❝é❡s àΘ = 90◦

❡t Θ = 45◦✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ 20 ♠✳s−1 à zs = 10 ♠ s❡❧♦♥
✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ à ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t ♣❛ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❡rs ❛✉ ❈P❆ à t = 0.5 ❤ à ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ r = 30 ❦♠✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ r❡st❡ ✜①❡ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r zr = 80 ♠✳ ❯♥ ❜r✉✐t ❜❧❛♥❝ ❣❛✉ss✐❡♥
❡st ❛✉ss✐ ❛❥♦✉té ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t ❞❡ 0 ❞❇ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❝♦♥s✐❞éré❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❣râ❝❡ ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❑❘❆❑❊◆ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ t♦✉t❡s ❧❡s 36 s ♣❡♥❞❛♥t 1 ❤ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡t ❧❡ ▲❖❋❆❘ ♣♦✐♥té s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt ❡st ❛✣❝❤é✳ ❖♥
♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞♦♥t ❧❡s str✐❛t✐♦♥s ❧♦✐♥ ❞✉
❈P❆ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♠♦✐♥s ❞é❢♦r♠é❡s✳

✷✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✷✳✸✳✸✳✶ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡

▲❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛✉①
✈✉❡s ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❡s ♣❡♥t❡s
❞❡s str✐❛t✐♦♥s ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t



✷✳✸✳ ❆✉tr❡s ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✺✼

❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❛♥s ✭✷✳✹✹✮✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥ s❝❛❧❛✐r❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✉♥❡
❤②♣♦t❤ès❡ s✉r β ❡t ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t I(r, f)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡✳

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❞❡st✐♥é❡s ❛✉①
♣❡t✐ts✲❢♦♥❞s✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❬❚❤♦❞❡ ✷✵✵✵✱ ❚❛♦ ✫ ❑r♦❧✐❦ ✷✵✵✽❪ ♦✉
❜✐❡♥ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t−sinΘ̂ ❬❙♦str❛♥❞ ✷✵✵✺✱ ❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❑✳ ❈♦❝❦r❡❧❧
❡t ❍ ❙❝❤♠✐❞t ❬❈♦❝❦r❡❧❧ ✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✲s♦✉r❝❡✱ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡
❝réé❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ✈❡rs ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧s ♦❜s❡r✈❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s I(r(t), f) ❡t ❡st✐♠❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡
ré❝❡♣t❡✉r✱ ♥♦té❡ r̂✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s str✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✭✷✳✽✮✱ s♦✐t ✿

r̂ = βf
∂r

∂f
. ✭✷✳✹✽✮

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♣❡r♠❡t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s✉♣♣♦s❡r β = 1 ❡t ❛✐♥s✐ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❡s ♣❡♥t❡s ❞❡s str✐❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡s ♣❡♥t❡s ❡st ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à
❧❛ ❚❋ ✷❉✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ t♦✉t ❡♥ r❡❥❡t❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜r✉✐t ✈✐❛ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s
❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té✳

P♦✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛✉t❡✉r ♣r♦♣♦s❡ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬❈♦❝❦r❡❧❧ ✷✵✶✶❪ ❞❡ ✜❧tr❡r
❧❡s ♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❚✲♠♦❞❡s ❡t ❙❘✲♠♦❞❡s✮ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s
✭❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✮ ❡t r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦ù ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ β ≈ 1✳ ▲❛
♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ q✉✬❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞♦✐t
êtr❡ très ♣ré❝✐s❡ ❛✉① ✈✉❡s ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ♠✐s ❡♥ ❥❡✉ ❡t s✉♣♣♦s❡ ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡
❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt
s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t✳

✷✳✸✳✸✳✷ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉tôt ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✐ é✈♦❧✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ à ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❉✳ ❘♦✉s❡✛
❬❘♦✉s❡✛ ✫ ❙♣✐♥❞❡❧ ✷✵✵✷❪ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❏✳ ❇♦♥♥❡❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
Eβ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ✐♠♠❡r❣é❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞
❛✈❡❝ ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❡✉rs ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❇♦♥✲
♥❡❧ ✷✵✶✵❪✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪✳
❈❡tt❡ ✐❞é❡ ❡st r❡♣r✐s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s✲
❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞é❞✐é❡ ❛✉① ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❛✉ ❞❡ss✉s ♦✉ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉
t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ ❬❚✉r❣✉t ✫ ❋✐❛❧❦♦✇s❦✐ ✷✵✶✷❪✳

✷✳✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❉✳❩✳ ●❛♦ ❡t ❛❧✳ ❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪
♠♦♥tr❡♥t q✉❡✱ ❝♦✉♣❧é à ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬●❛♦
❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❏✳ ❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸❪ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡♠♣s✲
❢réq✉❡♥❝❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ β✳



✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ β

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ q✉❛♥t✐té q✉✐ à ❜✐❡♥ ❞❡s é❣❛r❞s ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés très
❛ttr❛②❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ✐s♦❝é❧èr❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s s♦♥t t♦✉s
❞❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ❡♥tr❛✐♥❛♥t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st s❝❛❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ β ≈ 1 ❡t ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡
❞✬♦♥❞❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❣râ❝❡
à ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s très s✐♠♣❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t
♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡st ♠✐❡✉① ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
♥♦♥✲✐♥✈❛r✐❛♥t❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st très ❜✐❡♥
❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✱ ❡t ❧❛✐ss❡ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉① ✈✉❡s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡
✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❡t ❞✬❡♥ ♣ré❞✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❛❞❛♣té❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿

✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
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✸✳✶✳✹✳✶ Pré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✶✳✹✳✷ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Ê✇❦❜

β ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✸✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✸✳✷✳✶ ▼✐r♦✐r ❞❡ ▲❧♦②❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✸✳✷✳✷ ❈❛s β = 0 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✸✳✷✳✸ ❩♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼





✸✳✶✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✻✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦té ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❑✳ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✭❛♥♥❡①❡ ❆✷ ❞❡ ❬❈♦❝❦r❡❧❧ ✷✵✶✶❪✮✱ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ t❡♥❞ à ré♣♦♥❞ à ❝❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❡t
❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞❡✈✐❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣ré❞✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡s ❞❛♥s ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬❊♠♠❡t✐èr❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪✳

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❛✉s❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♦♥ ♣r♦♣♦s❡
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡
❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❙❡✉❧❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐✲
q✉❡r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❧✬❛♥❛❧②s❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆▼✲❋▼ ✭♣♦✉r
❆♠♣❧✐t✉❞❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❋r❡q✉❡♥❝② ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣ré❞✐t❡✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s
❡t r❛②♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳

✸✳✶ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

P♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡ ❙❙P ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré ❡♥
▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ q✉✐ ❡st ❞❡ss✐♥é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼(c)✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ été s✐♠♣❧✐✜é

Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❬♠❪ ❝é❧ér✐té ❬♠✴s❪ ❞❡♥s✐té ❬❦❣✴♠3❪ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴λ❪

0 1530 1030 0

100 1500 1030 0

2500 1550 1030 0

2500 1700 1700 0.6

∞ 1700 1700 0.6

✸✳✶✳✶ ■♥t✉✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ Eβ

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✱ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ s♦♥t s✉❥❡ts à ✉♥❡
♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞
❜✐❡♥ q✉❡❧ ✐♠♣❛❝t ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r s✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✈✐s✐❜❧❡s ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ t♦✉s ❧❡s
♠♦❞❡s✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s ❣r♦✉♣❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❢❛✐t❡ ♣❛r ▲✳ ◗✉✐❛♥✲◗✉✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❞❛♥s ❬◗✐❛♥✲◗✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✱ ♦ù ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧



✻✷
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés ✭❞♦♠✐♥❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s
❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮ ♦♥t ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡s ♣❧✉tôt ♥é❣❛t✐❢s ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s
ré✢é❝❤✐s ✭❞♦♠✐♥❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡✮ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❧✉tôt ♣♦s✐t✐❢✳

❈❡tt❡ ♠ê♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ r❡❣❛r❞ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡
❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♦ù ❡♥ (a) ❧❡ ❝❤❛♠♣
❞✬✐♥t❡♥s✐té ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 35✱
65 ❡t 90 ❦♠ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❡♥ (b) ♣❛r ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ β = −3✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡
❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
Eβ ✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❊♥ (a) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❑❘❆❑❊◆ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
t❡st à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 = 150 ❍③✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ é♠❡t à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r zs = 500 ♠✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é à zr = 1000 ♠✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ❢♦rt❡s ③♦♥❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 35✱ 65 ❡t 90 ❦♠✳ ❊♥ (b) ❧❡s ♠❡s✉r❡s
Eβ ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ B = 20 ❍③ ❝❡♥tré ❡♥
f0 r❡ç✉ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧❛❝é❡ ❞❡ r0 = 1 à r0 = 100 ❦♠
t♦✉t ❧❡s 250 ♠✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶(b)✱ ♠♦♥tr❡ ✉♥
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ✭✐❝✐ ❧❡s 20 ♣r❡♠✐❡rs ❦✐❧♦✲
♠ètr❡s✮✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♦ù ❧❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ♠✐❣r❡♥t
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❞é❜✉t❛♥t ❡♥ β ≈ 1 à 2 ❦♠ ❡t ❛❜♦✉t✐ss❛♥t ❡♥ β ≈ −1 à
20 ❦♠ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r β = 0 ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ét♦♥♥❛♥t❡✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✭✷✳✶✵✮✱ β = 0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❡
♠ê♠❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠❛✐s ❞❡ ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉ ♣❛r



✸✳✶✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✻✸

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠ê♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞♦✐t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣r✐s❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
♣ré❞✐r❡ Eβ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡✳

✸✳✶✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s

▲❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st s♦✉✈❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❈❤✉♣r♦✈ ✶✾✽✷✱ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✷✵✶✶✱ ◗✐❛♥✲◗✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ♠❛✐s
❡❧❧❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s été ✐♥té❣ré❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐❞❡♥✲
t✐✜❡r ❧❡s ♠♦❞❡s q✉✐ s♦♥t ❞♦♠✐♥❛♥ts ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (zs, zr, r0) ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f0✳
❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✱ ✐❧ ② ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ❧♦rsq✉❡
❞❡✉① ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡✱ s♦✐t ✿

r0∆km,m+1(f0) = 2pπ, ✭✸✳✶✮

❛✈❡❝ p ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♠❛✐s ❝❤❛♥❣❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st très r❛r❡ q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈ér✐✜❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✳
❖♥ s✉✐t ♣❧✉tôt ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ p ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦❞❛❧❡ m ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❛r
✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ i ✭q✉✐ ♥❡ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♣❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❞❡ p✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
t❡st ❡t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ r0 = 30 ❦♠

❖♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ i ❝❛r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ p(m) ❛ été ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts m ❡t m + 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ i s❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦❞❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ mp = i + 0.5✳ ❯♥ t❡❧ ♠♦❞❡ ❡st
❛♣♣❡❧é ♠♦❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♠♦❞❡ ✜❝t✐❢ s✐t✉é ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s
❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❙❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭kmp ❡t Ψmp(z)✮ s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧é❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
♠♦❞❡s ❝♦♥♥✉s ✭❞ét❡r♠✐♥é ❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡♥t♦✉r❛♥t mp✳
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p(m)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st à f = 150 ❍③
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✭zs = 500 ♠✱ zr = 1000 ♠✱ r0 = 30 ❦♠✮✳

❊♥ s♦✐✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✐❛t✐♦♥ Im,m+1(r, f)

❞♦♥t ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ❣♦✉✈❡r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ βm,m+1✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s s✉♣♣♦s❡ ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té é❧❡✈é❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ✐✳❡✳ ∆km,m+1(f) ≪ 1✱ ❞❡ t❡❧❧❡



✻✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ✐✳❡✳ ❞✉ ❝♦s✐♥✉s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮✱ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t
❣r❛♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ♥♦té❡ Dm,m+1 ❡t ✈❛✉t s❡❧♦♥ ✭✷✳✸✵✮ ✿

Dm,m+1 =
1

xm,m+1
=

2π

∆km,m+1
. ✭✸✳✷✮

❊❧❧❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ♣♦✉r ❞❡s ❢ré✲
q✉❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10 − 100 ❍③✳ ▲❡s str✐❛t✐♦♥s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts
♥❡ s♦♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❥❛♠❛✐s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ✭❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❦✐❧♦♠ètr❡✮✳ ❆✉ s❡♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✈✉
❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s N ♠♦❞❡s ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts mp ❞♦♠✐♥❛♥ts ❧❡
❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s str✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts mp ❡t mq ❛ss♦❝✐és à ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s✬é❝r✐t ✿

βmpmq(f0) = − 1

f0

∆kmpmq(f0)
∂∆kmpmq (f0)

∂f

. ✭✸✳✸✮

▲❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♦❝é❛♥✐q✉❡s βmpmq ❝♦♥st✐t✉❛♥t Eβ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ♣✉✐sq✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❡st ❡❧❧❡ ♠ê♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ r✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣ré❞✐t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ s✉r ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t Ĩ (x, y) ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✭✐✳❡✳ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s βmpmq ♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ampamq✮✳ ❈❡❝✐
♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❧✬✐♥❞✐❝❡ m ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n✮ ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡
mp ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t mq✮✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t
❞♦♥♥é❡s ♣❛r

xmpmq =
∆kmpmq

2π
, ✭✸✳✹✮

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭✷✳✸✹✮

ympmq = −r0
f0

xmpmq

βmpmq

. ✭✸✳✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ĩ(x, y) → Ĩ(β,K) q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♣✉✐s
❡♥ s♦♠♠❛♥t s❡❧♦♥ K✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ Eβ ✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✧♣ré❞✐t❡✧ ❡st
♥♦té❡ Êβ ✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ré✐tér❛♥t ❝❡tt❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡
s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❧❡s Êβ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✳

❙✐ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❡♥ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ❞❡ Eβ ❛❧♦rs ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶(b) ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❞❡✉① ✜❣✉r❡s✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Eβ é❝❤♦✉❡ à r❡♣r♦✲
❞✉✐r❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦❜s❡r✈é ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦✉♣❧❛♥t ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣ré❞✐t❡ Êβ ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡
❜❛♥❞❡ B = 20 ❍③ ❝❡♥tré ❡♥ f0 = 150 ❍③ r❡ç✉ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧❛❝é❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ r0 = 1 à r0 = 100 ❦♠ t♦✉s ❧❡s 250 ♠✳
▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ❝❤❛♥❣❡♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ P♦✉r r < 10 ❦♠ ❛✉❝✉♥ ♠♦❞❡ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t ♦♥
♥❡ ♣ré❞✐t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳

✸✳✶✳✸ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲
ré❝❡♣t❡✉r

■❝✐✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡t ❡♥ ♣❤❛s❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞✬❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ✭✷✳✻✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ✐❣♥♦r❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s
❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ β q✉✐ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r
❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭✷✳✾✮ ♦✉ ✭✷✳✶✵✮✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡
❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳

✸✳✶✳✸✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆▼✲❋▼ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ s♦✉s ❲❑❇

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s Ψm s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s
♣❛r ③ér♦✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆▼✲❋▼ ✭♣♦✉r ❛♠♣❧✐t✉❞❡

♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✲❢r❡♥❝② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✮ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ a ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡
φ✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡

Ψ(z) = a(z)eiφ(z), ✭✸✳✻✮

♦ù a(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❞❡ z✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t s❛♥s ③ér♦✳
❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s

♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❇✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r
♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉① km s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡t



✻✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

❧✬❡♥✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ m s❡❧♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛✲
t✐♦♥s ✭❇✳✾✮ ❡t ✭❇✳✶✶✮✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ z0 ❞❡ ✭❇✳✾✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t z±m✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ Ψm(z) ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ♦♥❞❡s✱ ❧✬✉♥❡ ♠♦♥t❛♥t❡

Ψ−
m(z) =

A√
kz,m(z)

e
−i

∫ z

z
−

m
kz,m(z′) dz′+ϕ(z−m)

, ✭✸✳✼✮

❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡

Ψ+
m(z) =

A√
kz,m(z)

e
i
∫ z

z
+
m

kz,m(z′) dz′+ϕ(z+m)
, ✭✸✳✽✮

❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ s♦✐t ✿

Ψm(z) ≈ Ψ−
m(z) + Ψ+

m(z). ✭✸✳✾✮

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ϕ(z−m) ❡t ϕ(z+m) s♦♥t ❧❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r✲
♥❡♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ♣♦✉r Ψm ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à
z−m = 377 ♠ ✭❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ét❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❢♦✉r♥✐❡ ✉♥❡
très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❧♦✐♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ z−m✳ ❊♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✱ kz(z−m) = 0 ❡t
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❞✐✈❡r❣❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡st❡ très ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ❡st ❛✣❝❤é❡ ❡♥ tr❛✐t ♥♦✐r✳
❙♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦✉s ❲❑❇✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✸✳✾✮✱ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡t ❞✐✈❡r❣❡ ❡♥
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ♦ù kz(z

−
m) = 0✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s✱
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r✱ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❡✉rs
♣r♦♣r✐étés ♣❤②s✐q✉❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ❲❑❇ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡
Ψm ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✳



✸✳✶✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✻✼

✸✳✶✳✸✳✷ P❤❛s❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❞❡ Ψm(z) ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡
✭✶✳✹✼✮✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ pm ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ m s✬❡①♣r✐♠❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✿

pm(zr, zs, r) =
[
Ψ−

m(zr) + Ψ+
m(zr)

] [
Ψ−

m(zs) + Ψ+
m(zs)

] e−ikmr

√
kmr

=
∑

ε,ξ

Ψε
m(zr)Ψ

ξ
m(zs)

e−ikmr

√
kmr

.
✭✸✳✶✵✮

❈✬❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ε = ± ❡t ξ = ±✳ ❊♥ ré✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ♦♠✐s❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ❛♣♣❛r❛✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✱ s♦✐t ✿

φξε
m(zr, zs, r, f) = km(f)r + ξ

∫ zs

z
ξ
m

kz,m(z, f) dz + ε

∫ zr

zεm

kz,m(z, f) dz + ϕ(zξm) + ϕ(zεm). ✭✸✳✶✶✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ✭✸✳✶✶✮ ♥✬❡st ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❧✐r❡ ε ❡t ξ ❝♦♠♠❡ s❝❛❧❛✐r❡
❜✐♥❛✐r❡ ✈❛❧❛♥t ±1 q✉❛♥❞ ✐❧s s♦♥t s✐t✉és ❞❡✈❛♥t ❧❡ s✐❣♥❡ ✐♥té❣r❛❧✳

❆ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♣rès✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s ❡st ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

aξεm(zr, zs, r, f) ∝
1√

kz,m(zr, f)kz,m(zs, f)km(f)r
. ✭✸✳✶✷✮

❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❡t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇
❞♦♥♥❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s✱ ❧❡✉rs ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❡✉✈❡♥t
❞✐✈❡r❣❡r ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t✴♦✉ ❧❛ s♦✉r❝❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥
✭♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ♦ù kz(z

±
m = 0)✮✳

✸✳✶✳✸✳✸ ■♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆▼✲❋▼ ♣r♦♣♦sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ♠♦❞❛❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ N ♠♦❞❡s ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ 4N ♦♥❞❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ♥♦t❡r w ❧✬♦♥❞❡ q✉✐ à ♣♦✉r ♣❛r❛♠ètr❡s ε✱ ξ ❡t m✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ (4N)!

(4N−2)!2! ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞✬♦♥❞❡s w = (ε, ξ,m) ❡t v = (µ, ν, n) ❛✈❡❝ w 6= v✳ ▲❛ str✐❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉①
❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

Iwv = awav cos(∆φwv). ✭✸✳✶✸✮

❛✈❡❝ ∆φwv = φw − φv✳ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✱ ❡t ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s aw✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ t❡❧❧❡ str✐❛t✐♦♥
✈❛✉t ❛❧♦rs

βwv = −r0
f0

∂∆φwv

∂r
∂∆φwv

∂f

, ✭✸✳✶✹✮



✻✽
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

❊♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é s❡❧♦♥ r ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

∂∆φwv

∂r
= ∆kmn(f0). ✭✸✳✶✺✮

▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ tr♦✉✈é ❡♥ ✭✷✳✻✮✳ ■❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ε ♥✐ ❞❡ ξ ♠❛✐s
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦❞❛❧✳ ❙❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ ❝♦s✐♥✉s ❞❡ ✭✸✳✶✸✮ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣♦✉r ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞❡✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à f ✱ ♥♦✉s ♣ré❝é❞♦♥s ♣❛r
ét❛♣❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ tw ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ w ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❬❈❧❛② ✫ ▼❡❞✇✐♥ ✶✾✼✼❪ ✭❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✶ ♣♦✉r ✉♥ ♠♦❞❡✮✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧✬♦♥❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞♦♥❝ s✉✐✈❛♥t

∂

∂ω
[ωtw − φw] = 0, ✭✸✳✶✻✮

s♦✐t

tw =
∂φw

∂ω
. ✭✸✳✶✼✮

❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ svg,m =
∂kz,m
∂ω

✱ ❡t ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❧❛ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
✭✸✳✶✶✮ ❞❛♥s ✭✸✳✶✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

tw = sg,mr0 + ξ

∫ zs

z
ξ
m

svg,m dz + ε

∫ zr

zεm

svg,m dz. ✭✸✳✶✽✮

❖♥ ❡st✐♠❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡♥ f ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❡t ❧❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ϕ(z±m) s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

❖♥ ❞é✜♥✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ Sg,w✱ q✉✐ ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s✱ s♦✐t ✿

Sg,w =
tw
r
. ✭✸✳✶✾✮

❊♥ ✐♥sér❛♥t ✭✸✳✶✺✮ ❡t ✭✸✳✶✼✮ ❞❛♥s ✭✸✳✶✹✮ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✾✮ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s✬❡①♣r✐♠❡
❝♦♠♠❡ ✿

βwv(zs, zr, r0, f0) = − ∆sp,mn(f0)

∆Sg,wv(zs, zr, r0, f0)
, ✭✸✳✷✵✮

❛✈❡❝ ∆Sg,wv = Sg,w − Sg,v✳ ▲❡ ♥✉♠ér❛t❡✉r ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✧❝❧❛s✲
s✐q✉❡✧ ✭✷✳✶✵✮✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s (±,±,m) ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡♥t❡✉r
❞❡ ♣❤❛s❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡ m✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s♦♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮ ♥✬❡st ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡
✭✷✳✶✵✮ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡st ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✱ ❧❡s t❡r♠❡s
✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ✭✸✳✶✽✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❝♦♠♣❛rés à sg,mr0✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s
❞✬✐♥❞❡① ♠♦❞❛❧❡ m s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞✉ ♠♦❞❡ m✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✭✷✳✶✵✮ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✵✮✳



✸✳✶✳ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✻✾

✸✳✶✳✹ Pré❞✐❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ Eβ

❙♦✉s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❞♦♥t
❧❡s ♣❤❛s❡s ❞é✜♥✐❡s ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♠♦❞❡s ✭✶✳✷✾✮✳ ❈❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ❞❡
♣❤❛s❡ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡
♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s à ✉♥❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ t❡❧s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ ✳

✸✳✶✳✹✳✶ Pré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✱ ♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t ✐❝✐ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✶✵✮✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡
❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ 4N ♦♥❞❡s ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s
✐♥t❡r❢èr❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ♦♥❞❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ✐♥❞✐❝❡
♠♦❞❛❧✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦♥❞❡ w = (ε, ξ,m) ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t❡ à ❧✬♦♥❞❡ ♥♦té❡ w+1 = (ε, ξ,m + 1)✳ ▲❡s ♦♥❞❡s
❛❞❥❛❝❡♥t❡s ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ε ❡t ξ ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s
❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡ ❬❚✐♥❞❧❡ ✫ ●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪✱ s♦✐t

∆φww+1(zr, zs, r0, f0) = 2pπ. ✭✸✳✷✶✮

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ s✉✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ p ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ i ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡ ❞❡ p✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ✐❧ ❡①✐st❡ q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
p(m)✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ (ε, ξ)✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
t❡st ❡t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r zr = 500 ♠ ✱ zs = 1000 ♠ ✱ r = 30 ❦♠✳ ❈❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ tr❛✐té❡ ♣♦✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ♠♦❞❡s✳ ■❝✐✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✈✐♥❣t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡
❝♦♥tr❡ ❝✐♥q ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ wp = (ε, ξ, i + 0.5)✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦❞❛❧❡
♥✬❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
✭φwp

❡t awp
✮ s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧é❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ♦♥❞❡s ❝♦♥♥✉❡s w ✭❣râ❝❡ à ❑❘❆❑❊◆ ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐✲

♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✮✳ ❈❡tt❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✶❉ s❡❧♦♥ m ♣✉✐sq✉❡ ε ❡t ξ r❡st❡
t♦✉❥♦✉rs ±✳

✸✳✶✳✹✳✷ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Ê✇❦❜β

❊♥ ✐♥té❣r❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ t❡❧ q✉✬✐❧
❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✸✳✷✵✮✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Eβ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞û à ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❞❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs

βwpvq
(zs, zr, r0, f0) = − ∆sp,wpvq

(f0)

∆Sg,wpvq
(zs, zr, r0, f0)

, ✭✸✳✷✷✮

q✉✐ ❡st ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✈✐❛ ✭✸✳✷✶✮ ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✈✐❛ ✭✸✳✶✾✮✳



✼✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ❉✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st à f0 = 150 ❍③
♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✭zs = 500 ♠✱ zr = 1000 ♠✱ r0 = 30 ❦♠✮✳

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣ré❞✐t❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ Eβ ✱ ♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t Ĩ(x, y) ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭✐✳❡✳ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s
❞❡ ♣❡♥t❡s βwpwq

♣♦♥❞éré❡s ♣❛r ❧❡✉rs ❡①❝✐t❛t✐♦♥s awp
awq

✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❧✬✐♥❞✐❝❡ m ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n✮ ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❡ wp ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t wq✮✳ ▲❡s
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r

xwpwq
=

∆kmpmq

2π
, ✭✸✳✷✸✮

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✭✷✳✸✹✮

ywpwq
= −r0

f0

xwpwq

βwpwq

. ✭✸✳✷✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s Ĩ(x, y) → Ĩ(β,K) q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ ♣✉✐s
❡♥ s♦♠♠❛♥t s❡❧♦♥ K✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡
❝❡❧❧❡ ♣ré❞✐t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✱ Êβ ✱ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st
♥♦té❡ Ê✇❦❜

β ✳

P♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st✱ Ê✇❦❜

β ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ Ê✇❦❜

β (r) ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ très
❜♦♥♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣ré❞✐t❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶(b)✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❆▼✲❋▼ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡
❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✱ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡r✳ ▼ê♠❡
s✐✱ ✐❝✐✱ ✉♥ s❡✉✐❧ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❛ été ❛❥♦✉té ♣♦✉r é✈✐t❡r q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s r❡st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳



✸✳✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✼✶

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Distance [km]
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β

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣ré❞✐t❡ Ê✇❦❜

β ♣♦✉r ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡
❜❛♥❞❡ B = 20 ❍③ ❝❡♥tré ❡♥ f0 = 150 ❍③ r❡ç✉ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠
s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ♣❧❛❝é❡ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ r0 = 1 à r0 = 100 ❦♠ t♦✉s ❧❡s 250 ♠✳ ▲❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❛r ❧❡s ♦♥❞❡s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈❛r✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳

✸✳✷ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❡st✐♠é❡s Êβ ❡t Ê✇❦❜

β s♦♥t ❡①❛♠✐♥é❡s à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❡♥✜♥ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r
❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Êβ ✉t✐❧✐s❡ (ε, ξ) = (0, 0) ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✈✐s❛♥t à ✐❣♥♦r❡r ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s Ψm ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✾✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ê✇❦❜

β ♦♥ ❡①tr❛✐t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❞❡s Ψm ✭♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❧❛
♣❧✉s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✮ ❛✜♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡
q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❞❡ ♣❤❛s❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞✐✈❡r❣❡r✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Ê✇❦❜

β ✉t✐❧✐s❡ ❛❧♦rs (ε, ξ) = (±,±) ✐♠♣❛❝t❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
✭✸✳✷✵✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ♠♦❞❡s ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❬●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪ q✉✐ ❡st ❞✐s❝✉té ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❈✳

▲❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✧♣ré❞✐t❡s✧ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s à ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ Eβ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡
ré❢ér❡♥❝❡✳ Eβ ❡st ✐❝✐ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❣é♥éré à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡
✈♦✉❧✉❡ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ❘❆▼✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❜❛sé s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s ♥❡ ❢❛✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❡♥tré❡s ❞❡ ❘❆▼ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳✶✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❆▼ r❡q✉✐èr❡
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❢♦♥❞ très ❛tté♥✉❛♥t❡ q✉✐ ❡st ré❣❧é❡ à 4

3 ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉
❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳

❉❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ q✉✐ ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❡s
❡✛❡ts s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ✶✮ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❀ ❡t ✷✮
❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ à zr = 500 ♠ ♠❡t ❡♥ ❛✈❛♥t
✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ P♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✱
❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡s ❞✬♦♠❜r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❡t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐
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(b)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❚r❛❝é ❞❡ r❛②♦♥s ré❛❧✐sé ❛✈❡❝ ❇❊▲▲❍❖P ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡st✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s (a)
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡t (b) ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡s r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s s✉r ❧❡ ❢♦♥❞ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡
s♦♥t ❡♥ ♦r❛♥❣❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t ❡♥ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s r❛②♦♥s
♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ♥✐ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥✐ ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞ s♦♥t ❡♥ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❧❡s r❛②♦♥s ♦r❛♥❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡♣rés❡♥té ♣♦✉r ❜✐❡♥ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ▲❡s tr♦✐s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ét✉❞✐é❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s s✉r ❧❡s s♦✉s ✜❣✉r❡s (a) ❡t (b)✳

❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❯♥ tr❛❝é ❞❡ r❛②♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❇❊▲▲❍❖P✱ ❡st
♣rés❡♥té ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼(a) ❡t ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼(b)✳
❊♥ t♦✉t tr♦✐s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r L = 1 ❦♠ s♦♥t ét✉❞✐és ❞é✜♥✐ss❛♥t
tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✸✳✷✳✶ ▼✐r♦✐r ❞❡ ▲❧♦②❞

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ zs = 500♠✱ zr = 1000♠✱ r = 8.5❦♠✱ ▲ ❂ 1❦♠ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮

P♦✉r ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❆ ❝❡tt❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❧♦✐♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮
♦♥t ✉♥ ✐♠♣❛❝t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♦♥❞❡s✳ ❖♥❞❡s ❡t ♠♦❞❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(a) ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ❡t ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥
♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✶✮✳
❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ tr♦✐s ❣r♦✉♣❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s wp = (ε, ξ,mp) q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡ ❞❡ p ❛❧♦rs q✉✬❛✉❝✉♥ ♠♦❞❡ ♥❡ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✭❧❛
❝♦✉r❜❡ ❡♥ tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é ♥❡ ❝r♦✐s❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p ré❡❧❧❡✮✳

▲❛ ♣❤❛s❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s♦♥t ✐♥t❡r♣♦❧é❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s
❝♦♥♥✉❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❣râ❝❡ à ✭✸✳✶✶✮ ❡t ✭✸✳✶✷✮✳ ❈❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ sg − sp ❡♥ r❡❣❛r❞ ❞❡s ♠♦❞❡s à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f0✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(b)✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱
❝❤❛q✉❡ ♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝r♦✐① ♥♦✐r❡ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s tr♦✉✈é❡s à f0 ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t
♣❛s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❞❡s à ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✕ (a) ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❞✬♦♥❞❡s
à f0 = 150 ❍③✳ (b) ▲❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡
❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♠♦❞❡s tr♦✉✈és ♣❛r ❑❘❆❑❊◆ à f0 = 150 ❍③✳ (c) ▲❛ ❚❋❘ ✷❉
❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ I(r, f) ❣é♥éré ❣râ❝❡ à ❘❆▼ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡
♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛❥♦✉té❡s ❡♥ s✉r✲❝♦✉❝❤❡✳ (d) ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Eβ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣ré❞✐t❡
Ê✇❦❜

β ✳

♣❤❛s❡ sp,wp
= 0.65 ♠s✴♠ ❛ ✉♥❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ 0.011 ♠s✴♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt

à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ s❡
♣r♦♣❛❣❡ 25 ♠✴s ♠♦✐♥s ✈✐t❡ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❜❧❡✉ ✭❧❡ ♠♦❞❡✮ ❡t ❧❛ ❝r♦✐① ♥♦✐r❡ ✭❧✬♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✮ ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞❡s t❡r♠❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ à ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s tr♦✐s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❡t ♣r♦❞✉✐s❡♥t tr♦✐s
str✐❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(c) ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❚❋❘ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ I(r, f)
s②♥t❤ét✐sé ❛✈❡❝ ❘❆▼✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❡♥ ❡✛❡t tr♦✐s ♣✐❝s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ✭❝♦✉❧❡✉rs ❝❤❛✉❞❡s✮ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧❛
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ tr♦✐s str✐❛t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭xwpwq

❡t ywpwq
✮

❞❡s str✐❛t✐♦♥s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t tr♦✉✈é❡s s♦♥t
♥♦té❡s ❞✬✉♥❡ ❝r♦✐① ♥♦✐r❡ ❡♥ s✉r✲❝♦✉❝❤❡✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝r♦✐① ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à
❧❛ ❧✬❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ awp

awq
✳ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝r♦✐① ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s

❞❡s str✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s s❡♠❜❧❡♥t
❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡✳

▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣ré❞✐t❡ ❣râ❝❡ ❛✉① ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s Ê✇❦❜

β ❡st ♣rés❡♥té❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(d) ❛✐♥s✐ q✉❡ Eβ q✉✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ ❇✐❡♥ é✈✐❞❡♠✲
♠❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Êβ ♥✬❡st ❞❡ss✐♥é❡ ♣✉✐sq✉❡ q✉✬❛✉❝✉♥ ♠♦❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♥✬❛ été tr♦✉✈é ♣♦✉r
❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ Ê✇❦❜

β r❡♣r♦❞✉✐t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❛



✼✹
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡✳

❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s wp = (+,+, 18.5) ❡t wq =

(−,−, 48.5) ❞ét❡r♠✐♥é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(a)✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❣râ❝❡ à ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✽(a)✱ ♦♥t ❞❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❞❡✉① ♠❛rq✉❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s
à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(b)✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛✲
♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐❢ βwpwq

≈ 0.6 ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ✈❛✉t βmpmq ≈ −3 ♣♦✉r ❞❡✉① ♠♦❞❡s à ❝❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡✳
▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦s✐t✐✈❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♠ê♠❡ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s
❚✲♠♦❞❡s ♦✉ ❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✱ ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❡✉rs str✐❛t✐♦♥s à ♣❡♥t❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
♥é❣❛t✐❢✮✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s
✭✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣♦s✐t✐❢✮✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐r♦✐r ❞❡ ▲❧♦②❞✱ ❞é❝r✐✈❛♥t
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡t ✉♥❡ ♦♥❞❡ q✉✐ ❛ été t♦t❛❧❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐❡ ♦✉ ré❢r❛❝té❡ à
✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ s❡ r❛♣♣♦rt❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼(a) ❝❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s s✉✐✈❡♥t ❧❡s tr❛❥❡ts
❞é❝r✐ts ♣❛r ❧❡s r❛②♦♥s ❞✐r❡❝ts ✭❜❧❡✉ ❢♦♥❝é✮ ❡t ré✢é❝❤✐✲s✉r❢❛❝❡ ✭❝❧❡✉ ❝❧❛✐r✮ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❡t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t✱ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❘❆▼ ✭✐✳❡✳
s❛♥s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✮ ❛ ♣✉ êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡t ♣ré❞✐t à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞❛❧❡s ❣râ❝❡ à
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✳

✸✳✷✳✷ ❈❛s β = 0

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ zs = 500♠✱ zr = 1000♠✱ r = 12.5❦♠✱ ▲ ❂ 1❦♠ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮

P♦✉r ❝❡ ❝❛s ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉❡ ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✱ à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ r = 12.5 ❦♠✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ✜❣✉r❡ ✸✳✾(a)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ♥❡✉❢s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲❡✉r ❧❡♥t❡✉r
❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ sg − sp ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(b) ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs
r♦✉❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ❣râ❝❡ à ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ♥♦✐rs ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ▲✬✉♥
❞❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✐♥s✐ q✉❡ q✉❛tr❡ ❞❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡s✮ s♦♥t très ♣❡✉ ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❝❛r ✐❧s ♦♥t ❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦✳
❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t✴♦✉ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ s♦♥t à ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs s✐t✉é❡s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡
♦s❝✐❧❧❛♥t❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡s ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s s♦♥t é✈❛♥❡s❝❡♥t❡s✳

▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣r♦❞✉✐s❡♥t ✉♥❡ str✐❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r r♦✉❣❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(c)✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛ ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r❡sq✉❡ ♥✉❧❧❡✱ ❧✬❡①❝✐✲
t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ampamq ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ très ♣❡t✐t❡✳ ▲❡ ♠❛rq✉❡✉r r♦✉❣❡ ❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
très ♣❡✉ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ♠❛✐s ❛♣♣❛r❛✐t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭s❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ♣❛r ❧❛ ✢è❝❤❡ r♦✉❣❡✮✳ ■❧ ♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❝✐♥q ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♥✬❡st
♣❛s ♥✉❧❧❡✱ ❞♦♥♥❡♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞✐① str✐❛t✐♦♥s ❞♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ♠❡✲
s✉ré❡s✳ ▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ✭✐✳❡✳ ❧❡s ❝r♦✐① s❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡
s✉r ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❝❤❛✉❞❡s✮ ❡t ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❧❡s t❛✐❧❧❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ♠❛rq✉❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉①
❛♠♣❧✐t✉❞❡s r❡❧❛t✐✈❡s ♦❜s❡r✈é❡s✮ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(c)✳

▲❡s ❞❡✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s Êβ ❡t Ê✇❦❜

β s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽(d) ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ Eβ ✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t



✸✳✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✼✺
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✕ (a) ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❞✬♦♥❞❡s
à f0 = 150 ❍③✳ (b) ▲❡s ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✭❡✮s s♦♥t r❡♣rés❡♥té✭❡✮s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs
r♦✉❣❡s✴♥♦✐rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧s ✭❊❧❧❡s✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré✭❡✮s
❛✉① ♠♦❞❡s tr♦✉✈és ♣❛r ❑❘❆❑❊◆ à f0 = 150 ❍③✳ (c) ▲❛ ❚❋❘ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ I(r, f)

❣é♥éré ❣râ❝❡ à ❘❆▼✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✭❡✮s s♦♥t
❛❥♦✉té❡s ❡♥ s✉r✲❝♦✉❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs r♦✉❣❡s✴♥♦✐rs✳ (d) ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Eβ

❡t ❝❡❧❧❡s ♣ré❞✐t❡s Ê✇❦❜

β ❡t Êβ

❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠♦❞❛❧❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡
♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛ été ❝❤♦✐s✐❡ ❛✜♥ ❞✬✐❧❧✉str❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡
très ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ■❧ ❡st ❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s
❞❡✉① ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡swp = (+,+, 24) ❡twq = (−,−, 24) ✐♥❞✐q✉é❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✸✳✾(a)✳ ❈♦♠♠❡
❡❧❧❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✺✮✱ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ s♦♥t
très ♣r♦❝❤❡s ❛✈❡❝ sp,wp

≈ Sp,wq
≈ 0.658 ♠s✴s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡

✐❞❡♥t✐q✉❡s s♦♥t r❡❝♦♥♥❛✐ss❛❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾(b)✳
P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ à ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❞❡s ❛♥❣❧❡s

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ θwp
(zr) = εc(zr)sp,wp

✳ ❊❧❧❡s ❛rr✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s✉r
❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛♥❣❧❡s ♦♣♣♦sés t❡❧ q✉❡ θwp

(zr) = −θwq
(zr) ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞❡✉① ♦♥❞❡s

♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✷✷✮✱ à ✉♥❡
str✐❛t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❧❛ str✐❛t✐♦♥ à xwpwq

= 0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾(c)✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✭✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾(d)✮✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
♦♥❞❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡t ✐❝✐ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡①✐st❛♥t q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧✬êtr❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞❛❧✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥✉❧
❡st ✉♥❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ q✉❡ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✶✵✮ ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳



✼✻
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✿ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♥✐ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♥✐

✐♥✈❛r✐❛♥t❡

✸✳✷✳✸ ❩♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✿ zs = 10♠✱ zr = 500♠✱ r = 34.5❦♠✱ ▲ ❂ 1❦♠ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵ ✕ (a) ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❞✬♦♥❞❡s
à f0 = 150 ❍③✳ (b) ▲❡s ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✭❡✮s s♦♥t r❡♣rés❡♥té✭❡✮s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs
r♦✉❣❡s✴♥♦✐rs ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✳ ■❧s ✭❊❧❧❡s✮ s♦♥t ❝♦♠♣❛ré✭❡✮s
❛✉① ♠♦❞❡s tr♦✉✈és ♣❛r ❑❘❆❑❊◆ à f0 = 150 ❍③✳ (c) ▲❛ ❚❋❘ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ I(r, f)

❣é♥éré ❣râ❝❡ à ❘❆▼✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t✭❡✮s s♦♥t
❛❥♦✉té❡s ❡♥ s✉r✲❝♦✉❝❤❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♠❛rq✉❡✉rs r♦✉❣❡s✴♥♦✐rs✳ (d) ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Eβ

❡t ❝❡❧❧❡s ♣ré❞✐t❡s Êβ ❡t Ê✇❦❜

β

▲❛ s♦✉r❝❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❞ ✭❚✲♠♦❞❡s ❡t
❙❘✲♠♦❞❡s✮✳ ❈❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ✐♥t❡r❢ér❡r ❡t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ❞❡ ❢♦rt❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✐❝✐ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡✳

▲❛ s♦✉r❝❡ ét❛♥t s✐t✉é❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ξ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✮ s♦♥t très ♣❡t✐t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ♦♥❞❡s w = (±, ε,m) ♦♥t ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉✐ s♦♥t
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ξ✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✸✳✶✵(a) ♦ù ❧❡s ❝♦✉r❜❡s (+,+) ❡t (−,+) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s (+,−) ❡t (−,−) s❡ ❝♦♥❢♦♥❞❡♥t✳
❖♥ tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉✐ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
♣r✐s❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞❡s✴♦♥❞❡s
éq✉✐✈❛❧❡♥t✭❡✮s ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞❛✉① ❢❛✐❜❧❡s s♦♥t tr♦✉✈é✭❡✮s✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭❡♥ ♥♦✐r❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧❡♥t❡✉rs ❞❡



✸✳✷✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Eβ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✼✼

♣❤❛s❡ ❡t ❞❡ ❣r♦✉♣❡✱ ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵(b)✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉✬❡❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣r❡sq✉❡ ❝♦♠♠❡
❧❡s ♠♦❞❡s ✭❡♥ ❜❧❡✉✮✳ ❆ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r kmr ❞❡ ✭✸✳✶✶✮ s❛♥s
❣r❛♥❞ ❡✛❡t ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥té❣r❛❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠♦❞❛❧❡s ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ❢♦rts ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡s✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r
❣r♦✉♣❡s ❞✬♦♥❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭♠❛rq✉❡✉rs ♥♦✐rs✮ s♦♥t ♣❧✉s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ❛✈❡❝
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✭♠❛rq✉❡✉rs r♦✉❣❡s✮✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ s❡ s✐t✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡ str✐❛t✐♦♥s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❇✐❡♥ q✉❡
❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st très ❜✐❡♥ ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❝❤❛✉❞s ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵(c)✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✶✵(d)✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ ❡st très ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡
♣❛r Ê✇❦❜

β ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à Êβ ✳
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡

♣ré❞✐r❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❉✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♠♦❞❛❧❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡ s✉✣t✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡st ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ♠ê♠❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ❦✐❧♦♠ètr❡s✳ ■❝✐ ❧✬❛♣♣♦rt ✈✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r ❣r♦✉♣❡s ♣❧✉s q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❡s ❧❡♥t❡✉rs ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞éré ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡♥❝♦♥tr❡r
❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ▼❛❧❣ré s❛ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ q✉✐ s✬② ❝♦♥str✉✐s❡♥t s♦♥t très
❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ✈❛r✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ét✉❞✐é❡✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s
s❡ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❡♥ ♣❛q✉❡ts ❞✬♦♥❞❡s s✬❡①♣r✐♠❛♥t t♦✉r à t♦✉r✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs
❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❛✉ ❣ré ❞❡ ❧❛ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♣❛r
❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s✳

❊♥ ♥♦✉s ❛✐❞❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞❡
❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s
❢❛✈♦r❛❜❧❡s à ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ st❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s s♦✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ♠♦❞❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r r ❣r❛♥❞ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ β ♥✬❡st
♣❧✉s ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♠❛❣✐♥❡r
✐♥✈❡rs❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❢❛✐t ét❛t ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♠♦❞❛❧❡✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱
q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞✲
❢♦♥❞ ❡❧❧❡ r❡st❡ très ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧♦❝❛❧✐s❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ✜♥❡ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱
✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t s♦✉r❝❡s ✐♠♠❡r❣é❡s r❡st❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✉❝✐❛❧❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉tt❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ s♦✉s✲
♠❛r✐♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ é✈♦❧✉❛♥t ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à s❛✈♦✐r s✐ ❧❛
s♦✉r❝❡ ❡st s✐t✉é❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ✭s♦✉r❝❡ ✐♠♠❡r❣é❡✮ ♦✉ ❛✉ ❞❡ss✉s ✭s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
s❡✉✐❧✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳

■❝✐✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♦ù ✉♥ t❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❡♥tré❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té
❛❝♦✉st✐q✉❡ ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❍▲❆✮ ✐♠♠❡r❣é❡ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳
▲✬ét✉❞❡ ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ❝❛s ❞❡ s✐❣♥❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−100 ❍③✮ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡
✭♣❧✉s✐❡✉rs ❍❡rt③✮ ❞♦♥t ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡ s♦♥
♣❡✉t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r s✉r ❞❡ très ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡t ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♠♣❛❝té ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✈❛❧✐❞❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ▼❛t❝❤❡❞✲❋✐❡❧❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✭▼❋P✮ ❬❇❛❣❣❡r♦❡r
❡t ❛❧✳ ✶✾✾✸❪✱ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛✐s s✬❛✈èr❡ êtr❡ très
s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❙❙P ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à s❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳
P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t s❡ ❜❛s❡♥t
s✉r ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦✉♣❧é ❡♥tr❡ é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ❬Pr❡♠✉s ✫ ❍❡❧❢r✐❝❦ ✷✵✶✸✱ ❈♦♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❡t t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❚✉r❣✉t ✫ ❋✐❛❧❦♦✇s❦✐ ✷✵✶✷❪✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ré❝❡♠♠❡♥t s♦✉♠✐s
❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉① ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❜✐♥❛✐r❡s✳ ❯♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st
❡♥s✉✐t❡ ❞r❡ssé✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣r♦♣♦sé ❡st ❞é❝r✐t✳ ■❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ♠❛✐s s❡ s✉✣t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ très r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✈❛✲
❧✐❞é✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st t❡sté ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♠é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❙♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❢❛❝❡ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t
❡t ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛♥❛❧②sé✳

✹✳✶ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡

❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st ❛❜♦r❞é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❬Pr❡♠✉s ✫ ❍❡❧❢r✐❝❦ ✷✵✶✸✱ ❈♦♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❞ér♦✉❧é ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❡♠♣r✉♥tés ❛✉①
tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❊✳ ❈♦♥❛♥ ❬❈♦♥❛♥ ✷✵✶✼❪✳



✹✳✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✽✶

✹✳✶✳✶ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r

❯♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❛ttr✐❜✉❡ à ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r♠✐
❝❡❧❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✐st✐♥❝t❡s s♦♥t
❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ Ω0 ❡t Ω1 ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❢❛❝❡ à ✉♥ t❡st
❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡♥tré❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ y✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

H0 s✐ y ∈ Ω0,

H1 s✐ y ∈ Ω1.
✭✹✳✶✮

❯♥ t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Ω1 ✭♦✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1✮ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥térêt ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Ω0 ✭♦✉ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❝❡tt❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱
❡♥ ♥♦t❛♥t Ĥ1 ❡t Ĥ0 ❧❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉rs✱ q✉❛tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ✿

• ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✐ Ĥ1|H1

• ❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥ s✐ Ĥ0|H0

• ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ s✐ Ĥ1|H0

• ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♠❛♥q✉é❡ s✐ Ĥ0|H1

▲❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞✐ts ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭❤♦rs ❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣r♦❢♦♥❞✮ ré❛❧✐s❡♥t ❧❡ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s
❜✐♥❛✐r❡s ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ P✉✐s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✱ tr❛♥❝❤❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s H1 ❡t
H0 ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡t
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ✈♦♥t
êtr❡ ❞✐s❝✉té❡s✱ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥
s❡ r❛♠è♥❡ t♦✉t ❞❡ s✉✐t❡ à ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛❧♦rs ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❧✬❡s♣❛❝❡ à ✉♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡st ♣r♦❥❡té❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦té❡
τ(y)✱ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✈❡rs R✳

❖♥ ét✉❞✐❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞♦♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ✉♥
s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♥♦té ν✱ t❡❧ q✉❡ ✿

τ(y) ≤ ν → Ĥ0,

τ(y) > ν → Ĥ1.
✭✹✳✷✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡ ❞❡♥s✐tés ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✮ ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s✱ ν ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❡st✐♠é❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡
❡st✐♠é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✐t❡s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
❬●r❛❤❛♠ ✫ ❚❛❧❛② ✷✵✶✶❪✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t s❡ r❛♣♣♦rt❡r à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦✲
❞✉✐ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡
❝r✉❝✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❡❧❧❡ ❡st ❥✉❞✐❝✐❡✉s❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡✱ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥♦♥✲
♣❡rt✐♥❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét✉❞✐é s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ❜✐❡♥
sé♣❛ré❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ τ(y) ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡
❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉❤❛✐té❡s✳



✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳ ▲♦rsq✉❡ q✉❡ ❧❡
s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν ❡st ✜①é✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s✱ ❞❡ ♥♦♥ ❞ét❡❝t✐♦♥s✱ ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥s ♠❛♥q✉é❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s✳

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t ❞✐s❝✉té❡s ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✶✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r

▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s ❣râ❝❡ à s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥
PD ❡t s❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ PFA✳ ❈❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés rés✉♠❡♥t à ❡❧❧❡s s❡✉❧❡s ❧❛ t♦t❛❧✐té
❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ à s❛✈♦✐r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞❡ ♥♦♥✲❞ét❡❝t✐♦♥ PND ❡t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♠❛♥q✉é❡ PMD✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❞✉✐t❡ ❞❡
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛✈❡❝ PND = 1 − PFA ❡t PMD = 1 − PD✳ P♦✉r ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν ❞♦♥♥é✱ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ✿

PD = p((τ(y) > ν)|H1),

PFA = p((τ(y) > ν)|H0).
✭✹✳✸✮

❊❧❧❡s s♦♥t ❡①♣r❡ssé♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡t ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡ss✐♥é s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✶✳

P♦✉r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ τ ✜①é❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s s❡✉✐❧s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν ∈ R ♣❡✉t
êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❈❖❘ ✭❝♦✉r❜❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✮✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❝♦♥s✐st❡ à tr❛❝❡r ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡✳ ❊♥
✉♥ s❡♥s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ r❡♥❞ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞✐t❡s ♣❛r❢❛✐t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t (PFA = 0, PD =

1) ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✳ ❈❡❝✐ ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t sé♣❛ré❡s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ❞✐t❡ ♥♦♥✲
❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡



✹✳✶✳ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✽✸

t❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✐♥t✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚rès s♦✉✈❡♥t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛✐té✱ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t
❡♥tr❡❧❛❝é❡s ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶ ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ tr❛❝é❡ ❡♥
r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡

P♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧❡ s❡✉✐❧ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡s ❢❛✉ss❡s
❛❧❛r♠❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs s❛♥s ❛♠❜✐❣✉ïté s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣❛r❢❛✐t❡✳
❖♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t (PFA = 0, PD = 1)✳ P♦✉r
t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❜♦♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❝❤♦✐s✐ s❡❧♦♥ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❢❛✉ss❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✳ ❈❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡ ❡t ❞❡s
❡①✐❣❡♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ✜①❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①✐❣❡r ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ 90%
✭✐✳❡✳ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ PD = 0.9✮✳ ❊♥ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ♦♥ tr♦✉✈❡
❧❡ ❝❧❛ss✜❡✉r q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♠❛rq✉é ♣❛r ✉♥ ❝r♦✐① r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❈❡
❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛✣❝❤❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s (PFA = 0.24, PD = 0.9) ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν q✉✐
❡st ❝♦♥♥✉✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛ ♣❧✉tôt ♥♦tr❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡
❛❧❛r♠❡ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s 5%✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜❡ ❘❖❈✳



✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

✹✳✷ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞é♣❡♥❞❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
♠étr✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❜♦r❞❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♠étr✐q✉❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❧✐tté✲
r❛t✉r❡✳ ▼ê♠❡ s✐ q✉❡❧q✉❡s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥❡ tr❛✐t❡♥t ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✭❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦✉ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✮✱ ❡❧❧❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡s ❝♦♠♠❡ t❡❧✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st
❜❛sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭♠❡s✉r❡ ♠♦♥♦✲❝❛♣t❡✉r✱ s✉r
❛♥t❡♥♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✱ s✉r ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥t❡♥s✐té✳✳✳✮✳

✹✳✷✳✶ ❙❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
♠❡s✉ré❡ ✭❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠♦❞❛❧❡s ♦✉ ✐♥t❡♥s✐té✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣❧✐q✉é❡s
♣❛r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t✴♦✉ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ t❡♥❞
à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡✮ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ ♣♦✉r ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ dΨm(z)

dz

∣∣
z≈0

> dΨm(z)
dz

∣∣
z≫0

♣♦✉r ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♠♦❞❡s ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥✳

❱✳ Pr❡♠✉s q✉❛♥t✐✜❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ✐♥❞❡① ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧é à
❧❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥ ✜❧tr❡ ♠♦❞❛❧ ❬Pr❡♠✉s ✶✾✾✾❪✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s✉❜✐ss❡♥t ❧❡s ❡✛❡t ❞❡ ❧✬ét❛t
❞❡ ♠❡r ✭❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ✈❛❣✉❡s✮ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r s✐♥✉s♦ï❞❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬é♠✐ss✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❢♦rt❡s ❡t ❧✬✐♥❞❡① ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦rt✳ P♦✉r
❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠♠❡r❣é❡s✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t st❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉rt ❞✉ t❡♠♣s✳
▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
♠♦❞❛❧❡s s♦♥t ♣❧✉s st❛❜❧❡s✳ ▲✬✐♥❞❡① ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥
♠♦❞❛❧❡ ❡st ❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉tôt ❞❡st✐♥é❡ ❛✉①
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ♦ù ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♣ré❞✐❝t✐❢ ❞❡s ✐♥❞❡① ❞❡ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❉✳ ❋❛tt❛❝❝✐♦❧✐ ❡t P✳ ❉❛✲
♥❡t ❞❛♥s ❬❋❛tt❛❝❝✐♦❧✐ ✫ ❉❛♥❡t ✷✵✶✶❪✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ♠♦❞❛❧✱ ❡t ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉✈❛♥t ❛✐❞❡r à ♠✐❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ à été ✈❛❧✐❞é s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ♣❡t✐t❡s é❝❤❡❧❧❡s à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ❝✉✈❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❘✳ ❲❛❣st❛✛ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❬❲❛❣st❛✛ ✶✾✾✼❪✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✐❧ ❡st✐♠❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡
❞✬♦♥❞❡s s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♠♠❡r❣é❡s✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ■❧ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❧✉tôt à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞✉❡s ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ ❊♥
♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r
q✉❡ ❧❡s s✐❣♥❛✉① ❧❡s ♣❧✉s st❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❝✐ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❡❧❧❡s
❞❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♠♦❞❛❧❡s ✭s♦rt✐❡s ❞✉ ✜❧tr❡ ♠♦❞❛❧✮ ♠❛✐s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥



✹✳✷✳ ➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✽✺

s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲
❢♦♥❞✳

✹✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ♣❛r s♦✉s✲❡s♣❛❝❡

▲♦rsq✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st str❛t✐✜é ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s✱ ❝♦♠♠❡
❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ P❛r♠✐s ❝❡s ♠♦❞❡s✱ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣é✲
r✐❡✉rs s♦♥t ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ s♦♥t très ♣❡✉ ❡①❝✐tés ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s
♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés ✭❚✲♠♦❞❡s✮ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s ❢♦♥❞ ✭❇❘✲♠♦❞❡s✮ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳
❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✹✵✮ ♦✉ ✭✶✳✹✷✮✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❇❛sé s✉r ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡st ❣r❛♥❞❡ ❛❧♦rs ✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♠❡r❣é❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❝♦♠♣♦rt❛♥t
✉♥ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❞♦✇♥✇❛r❞✲r❡❢r❛❝t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮✳
◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣❛r s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ à été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r Pr❡♠✉s ❡t ❛❧✳
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❬Pr❡♠✉s ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✹❪ ♣✉✐s ét❡♥❞✉ ❛✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s
❬Pr❡♠✉s ✫ ❍❡❧❢r✐❝❦ ✷✵✶✸❪✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❊✳ ❈♦♥❛♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ Pr❡♠✉s ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ r❛♣♣♦rt❛♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛✉ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠❛✐tr✐sé❡s ❬❈♦♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪✳ ■❧ ♣r♦♣♦s❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡
♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛♣♣❛r❡♥té❡ à ✉♥ t❛✉① ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ✭✐✳❡✳ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❇❘✲♠♦❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✮✳ ▲❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ♦ù
♣❧✉s✐❡✉rs ✜❧tr❡s ♠♦❞❛✉① s♦♥t t❡stés ✭✜❧tr❡ ❛❞❛♣tés✱ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡✳✳✳✮ ❡t ❝♦♠♣❛rés à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡
❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✈❛❧✐❞é❡ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳

❑✳ ❑✐♠ ❡t ❛❧ ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡
❞❡ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❘✳ ❲❛❣st❛✛ ❣râ❝❡ à ❧❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✱ ❧❡ ❜✉t ❡st
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉t❧✐✲s♦✉r❝❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s✱ ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♠❛❥♦r✐té ❡①♣❧✐q✉é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s✳ ❉❛♥s
✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❝❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛t❝❤❡❞✲✜❡❧❞
♣r♦❝❡ss✐♥❣✳

✹✳✷✳✸ ▼♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t ✸ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱
❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t à
❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
❡t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞é❞✐é❡s à ❞❡s ③♦♥❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❘✳ ▼❝❈❛r❣❛r ❡t ▲✳ ❩✉r❦ ❬▼❝❈❛r❣❛r ✫ ❩✉r❦ ✷✵✶✸❪ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ▲❧♦②❞ ✭✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ tr❛❥❡t ❞✐r❡❝t ❡t ✉♥ ré✢é❝❤✐ s✉r❢❛❝❡✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r
❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ s♦✉r❝❡s ♠♦❜✐❧❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡
♣r♦❞✉✐t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ q✉❡❧q✉❡s ❦✐❧♦♠ètr❡s ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✮ ❝❡ q✉✐



✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❧✐♠✐t❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r t❤é♦r✐❡ ❛✉① ❝♦✉rt❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳ ■❧s ♠♦♥tr❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐❡s ❡st ♠♦❞✉❧é❡ ❡♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ r❡♥tr❡ ❡♥ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❧❛ s❝✐♥t✐❧❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞✐s❝✉té❡ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t q✉✐ st✐♣✉❧❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✮ s♦♥t ♣❧✉s ❢♦rt❡s
♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ✉♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼❝❈❛r✲
❣❛r ❡t ❩✉r❦ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❞û à ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡✮
❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s q✉✐ ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡ xmn ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✮✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉✐ ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❬▼❝❈❛r❣❛r ✫ ❩✉r❦ ✷✵✶✸❪✳

❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❏✳❇✳ ❲❡♥❣ ❡t ❨✳▼✳ ❨❛♥❣ ❬❲❡♥❣ ✫ ❨❛♥❣ ✷✵✶✼❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ♣❛ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡ s✐t✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡
❞✬♦♠❜r❡✳ ❊♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❡t ♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s
✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 5 ❡t 30 ❦♠ ❡♥✈✐r♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s✱ ✐❧s
❡st✐♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡ tr❛❥❡ts ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❢♦r♠❛♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❞♦♥t ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s s♣❛t✐❛❧❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
✭✈❛r✐❛❜❧❡ ymn ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✸✸ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✮ s♦♥t r❡❧✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥
❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❊♥ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ✐♥✈❡rs❡r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡
❜❛sé❡ s✉r ❝❡tt❡ ❣r❛♥❞❡✉r ymn✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ▼❝❈❛r❣❛r ❡t ❩✉r❦✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❡✉t êtr❡
ét✉❞✐é t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞❡s ❡♥ s✬✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉① t❡r♠❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮✳

❘✳ ❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ é✈♦q✉❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❬❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡
❧❛ s♦✉r❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✭❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s
❢réq✉❡♥❝❡s ymn✮ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s✐t✉é❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s
❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ✭❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♦ù ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛
❝é❧ér✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✮✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♦ù ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ str✐❛t✐♦♥ ❡st ♠❛rq✉é ♣❛r ❞❡s
str✐❛t✐♦♥s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s ✭xmn = 0 ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡
❲❡♥❣ ❡t ❨❛♥❣ ❞❛♥s ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞✬♦♠❜r❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t q✉✬à ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ tr❛✐té ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ q✉✐ ❡st ❛♥❛❧②sé ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✸✳✷✳✷ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ q✉✐ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡st ❡♥
q✉❡❧q✉❡ s♦rt❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✳ ❙✐ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❝✐tés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥
s❡✉❧ ❛s♣❡❝t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ s❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♣❛t✐❛❧❡ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♦✉ s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s
❢réq✉❡♥❝❡s✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✬❡♥tr❡t✐❡♥♥❡♥t
❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés✳ ❊❧❧❡s s✉✐✈❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐❝té ♣❛r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡
❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
❝❡❧❧❡s ❞✐s❝✉té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❛r ❡❧❧❡ ❛✣❝❤❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s à ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❧à ♦ù



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✽✼

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
à ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s à ❝♦✉rt❡s ❞✐st❛♥❝❡s q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✈❛❧✐❞❡s ❡t ♦ù ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ ✕ ❩♦♥❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❤②s✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r (a) ▼❝❈❛r❣❛r ❡t ❩✉r❦ ❬▼❝❈❛r❣❛r
✫ ❩✉r❦ ✷✵✶✸❪ (b) ❲❡♥❣ ❡t ❨❛♥❣ ❬❲❡♥❣ ✫ ❨❛♥❣ ✷✵✶✼❪✱ (c) ❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬❉✉❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ❡t (d)
❧✬❛✉t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ▲❡s ③♦♥❡s ❞❡ss✐♥é❡s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛✉t❡✉rs
s♦✐t ✈❛❧✐❞❡✳ ❆ ❞❡s ✜♥s ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✉♥ tr❛❝é ❞❡ r❛②♦♥s ❡st ❡①♣♦sé ❡♥ ❢♦♥❞ ❛✈❡❝ ❡♥ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝é ❧❡s
r❛②♦♥s ré❢r❛❝tés✱ ❡♥ ❜❧❡✉ ❝❧❛✐r ❧❡s r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❡♥ ♦r❛♥❣❡ ❧❡s r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s à
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❛✉ ❢♦♥❞✳

✹✳✸ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ■❧ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣❛r ❊✳ ❈♦♥❛♥ ❞❛♥s ❬❈♦♥❛♥ ✷✵✶✼❪ ❡t ♣r♦♣♦s❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ s✐❣♥❛✉①
❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✈✉ ♣❛r ✉♥❡ ❍▲❆✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s
❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ② t✐❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉①
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s✱ très r❛r❡♠❡♥t ❛❜♦r❞és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ❞♦♥♥é ❧✐❡✉
à ✉♥❡ s♦✉♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ r❡❧❡❝t✉r❡✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ été✱ ❞♦♥t ❧❡ ❙❙P s❡ ♣rêt❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡①❡r❝✐❝❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡ r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡
❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦✐t êtr❡ r❡❝♦♥str✉✐t s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡✳

✹✳✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❜❛sé❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ ❬Pr❡♠✉s
✫ ❍❡❧❢r✐❝❦ ✷✵✶✸✱ ❈♦♥❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪ ❛❞❛♣té ❛✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡ ❝♦♥❝❡♣t ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t



✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

♣❛r ❏✳ ❇♦♥♥❡❧ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❬❇♦♥♥❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵✱ ❇♦♥♥❡❧ ✷✵✶✵❪ ❡t r❡♣r✐s ♣❛r ❆✳ ❚✉r❣✉t ❡♥ ♣❡t✐t✲
❢♦♥❞ ❬❚✉r❣✉t ✫ ❋✐❛❧❦♦✇s❦✐ ✷✵✶✷❪ s❛♥s q✉❡ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♥❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉✱
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ r−f ✱ à ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ✭✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥é❣❛t✐❢✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❛r s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt✱ ❧❡s
s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♥✬❡①❝✐t❡♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❝❡s ♠♦❞❡s✳ ▲❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à ❝❡s s♦✉r❝❡s
♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs très ♣❡✉ ❞❡ str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱
✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ x − y ✭❚❋ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✮ ♣♦✉r
❡①♣r✐♠❡r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s✳

✹✳✸✳✶✳✶ ■♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s str❛t✐✜é ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✮ ❞✉ t②♣❡ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡ été ❞♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦❛❝♦✉st✐q✉❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡
t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ✕ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ été s✐♠♣❧✐✜é

Pr♦❢♦♥❞❡✉r ❬♠❪ ❝é❧ér✐té ❬♠✴s❪ ❞❡♥s✐té ❬❦❣✴♠3❪ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❬❞❇✴λ❪

0 csurf = 1530 1030 0

100 cmin = 1500 1030 0

2500 clim = 1550 1030 0

2500 cfond = 1700 1700 0.6

∞ cfond = 1700 1700 0.6

❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞❡s
s♦♥t très ♣❡✉ ❡①❝✐tés ♣❛r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❚✲♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r z+m ❡st ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ str✐❛t✐♦♥s ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❚✲
♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ aman ❞❡ ❧❛ str✐❛t✐♦♥ Imn ❡st très
♣❡t✐t❡ s✐ m ♦✉ n r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s✳ ▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠♦t✐❢
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡ ❝♦♥st✐t✉❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s❡❧♦♥ ❧❡✉rs t②♣❡s ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠♦❞❡s
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✮✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ s❡r❛ ♠❡♥é❡ s✉r ❧❛ ❚❋ ✷❉ Ĩ(x, y) ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
♦ù ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢é✲
r❡♥❝❡ ✿ ❧✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡s✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ♣♦✉r (a) ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡
❡t (b) ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭♣❛♥♥❡❛✉



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✽✾

❞✉ ❤❛✉t✮ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ str✐❛t✐♦♥s à ♣❡♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✈❡❝ β ≈ 1 ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ✉♥❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ✭♣❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❜❛s✮ ❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ss✐♥é ❡♥ ♥♦✐r s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹(a)✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ❧❡s str✐❛t✐♦♥s ✭♣❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❤❛✉t✮ s♦♥t
♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t à ♣❡♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❛✈❡❝ β ≈ −3 ♦✉ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✈❡❝ β > 1✱ r❡♥❞❛♥t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❞❡ss✐♥é ❡♥ ♥♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹(b) ✭♣❛♥♥❡❛✉ ❞✉ ❜❛s✮ très é♥❡r❣ét✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
❞é✜♥✐❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ x− y✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❜❛sé ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
♣♦✉r (a) ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ à zs = 10♠ ❡t (b) ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ à zs = 300♠✳ ▲❡s ♣❛♥♥❡❛✉①
❞✉ ❤❛✉t r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❜r✉✐tés✳ ▲❡s ♣❛♥♥❡❛✉① ❞✉ ❜❛s ❛✣❝❤❡♥t ❧❡s ❚❋ ✷❉
✭✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐❡ x ≥ 0✮ ❞❡ ❝❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❙♦♥t r❛❥♦✉té s✉r ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧❡ s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡s ✭❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥ ♥♦✐r✮
❡t ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ✭tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é
♦r❛♥❣❡✮✳

✹✳✸✳✶✳✷ ❙♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s r❡❝❤❡r❝❤és✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s N ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
t②♣❡ ✭❚✲♠♦❞❡s✱ ❙❘✲♠♦❞❡s ♦✉ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✮✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢é✲
r❡♥❝❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❣r♦✉♣❡ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ s❝❛❧❛✐r❡ q✉❡
❧❡ ♥♦t❡r❛ βN ❡t q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ❝♦♥♥✉✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ✿

• βN ≈ −3 s✐ N ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s
• βN ≈ −3 s✐ N ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙❘✲♠♦❞❡s
• βN ≈ 1 s✐ N ❡st ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✳



✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ m ❡t ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ n ∈ N✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ x− y s✉✐✈❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮✱ s♦✐t ✿

ymn = − 1

βml

r0
f0

xml. ✭✹✳✹✮

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ r0 ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t
❝♦♥♥✉❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ βmn ❞é❝r✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ❧✬❡st
♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✱ s✉rt♦✉t s✐ m ❡t n s♦♥t ❞❡s ♠♦❞❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦✉✈❛♥t ❛❧❧❡r ❞❡ −∞ à +∞✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t
ré❛rr❛♥❣❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮ ♣♦✉r ❧✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ βN✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♦♥ é❝r✐t
✭✹✳✹✮ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♠♦❞❡
l ✿

ymn = yml + yln = −r0
f0

(
1

βml
xml +

1

βln
xln). ✭✹✳✺✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t l✳ P♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t l t❡❧ q✉❡ l ∈ N ✭✐✳❡✳ ❧❡ ♠♦❞❡
l ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦❞❡ n✮ ❡t βml = +∞✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣♦s❡r
βln = βN✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✹✳✺✮ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r
❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✺✮ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs

ymn = − r0
f0βN

xln, ✭✹✳✻✮

♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥❝♦r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮

ymn = − r0
f0βN

(xmn − xml). ✭✹✳✼✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t q✉❡ xmn ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♥❥✉❣✉é❡ à ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱
❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞❡ m ❡t t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s n ∈ N s♦♥t ❛❧✐❣♥és s❡❧♦♥ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞✬éq✉❛t✐♦♥

y(x) = − r0
f0βN

(x− xml), x ∈ [xmin xmax]. ✭✹✳✽✮

▲❡s ❜♦r♥❡s xmin ❡t xmax ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❡t✐t❡ ❡t à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❞❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ✉♥ ♠♦❞❡ m ❡t ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s N✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s q✉❛♥t✐tés xml✱ xmin ❡t xmax r❡st❡ ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ❡st✐♠❡r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ♠♦❞❡s m ❡t n✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✱
❝❤♦✐s✐r l t❡❧ q✉❡ βml = +∞ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ sg,m = sg,l✳ ▲❡ ♠♦❞❡ l ❝♦♥s✐❞éré ✐❝✐ ❡st ❞♦♥❝ ❝❡❧✉✐ q✉✐
❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❣r♦✉♣❡ N ❡t q✉✐ ❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ q✉❡ m✳ ❈❡ ♠♦❞❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐✜❛❜❧❡ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ sg − sp ❡♥ tr❛ç❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ m✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✺ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù m ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t N ❧❡
❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✳

❊♥ ré♣ét❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡♥tr❡m ❡t N ✭❚✴❚✱ ❚✴❙❘✱
❚✴❙❘❇❘✱ ❙❘✴❙❘❇❘ ❡t ❙❘❇❘✴❙❘❇❘✮✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r xml✳ ❙❡❧♦♥ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s
❞é✜♥✐s ♣❛r ✭✶✳✹✵✮✱ ✭✶✳✹✶✮✱ ✭✶✳✹✸✮ ❝♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✿

• s✐ m ❡t N s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✱ ❛❧♦rs ∆Sg,ml = 0 s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m = l s♦✐t
xml = 0✳

• s✐ m ❡st ✉♥ ❙❘✲♠♦❞❡ ❡t N ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✱ ❛❧♦rs xml ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✲
✈❡♠❡♥t ❜♦r♥é ♣❛r 0 < xml < f( 1

csurf
− 1

clim
)✳



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✾✶

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❤❛q✉❡
♠♦❞❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é à f = 100 ❍③ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✶✳
▲❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❞✐✈✐sés ♣❛r t②♣❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❧❡♥t❡✉r ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳ ▲❡ ♠♦❞❡ l ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞❡ m ❞❡ ❚✲
♠♦❞❡s tr♦✉✈é ❡♥ tr❛ç❛♥t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r m✳

• s✐ m ❡st ✉♥ ❚✲♠♦❞❡ ❡t N ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✱ ❛❧♦rs xml ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❜♦r♥é ♣❛r f( 1

csurf
− 1

clim
) < xml < f( 1

cmin
− 1

clim
)✳

• s✐ m ❡st ✉♥ ❚✲♠♦❞❡ ❡t N ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✱ ❛❧♦rs ∆Sg,ml = 0 s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ m = l

s♦✐t xml = 0✳

▲❡s q✉❛♥t✐tés xmin ❡t xmax ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❜♦r♥é❡s ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✹✵✮✱ ✭✶✳✹✶✮ ❡t
✭✶✳✹✸✮ ❞❛♥s ✭✷✳✸✷✮✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s βN✱ xml✱ xmin ❡t xmax s♦♥t rés✉♠é❡s ❞❛♥s
❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡
Ĩ(x, y) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡✱
❝❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡✱ ♥♦té C1✱ ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ❜❧❡✉ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ s❡❝♦♥❞ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞❡s ❣✉✐❞és ✭❚✲♠♦❞❡s✱ ❙❘✲♠♦❞❡s ❡t ❙❘❇❘✲
♠♦❞❡s✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t✳ ■❧ ❡st ♥♦té C0 ❡t ❡st r❡♣rés❡♥té ❡♥ ♦r❛♥❣❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✜❣✉r❡✳

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❝✐ ❞é✜♥✐ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞❡ Ĩ(x, y)✳ ▲✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡ ❡t ❞♦♥t ✉♥ ❢♦rt ❝♦♥t❡♥✉ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡ ✭s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ C1✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥❣❧♦❜❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ✭s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ C0✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ C1 ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s C0 ❡t q✉❡ t♦✉t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ C0 ❡st ❞✉ ❜r✉✐t✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ♥♦✉s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✿

• ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭βN✱ cmin✱ csurf ❡t clim✮



✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ tr✐és ♣❛r t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡

m ✴ N ❚✲♠♦❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s

❚✲♠♦❞❡ βN = −3 βN = −3 βN = 1

xmin = 0 xmin = 0 xmin = f | 1
csurf

− 1
clim

|
xmax = f | 1

cmin
− 1

csurf
| xmax = f | 1

cmin
− 1

clim
| xmax = f | 1

cmin
− 1

cseabed
|

xml = 0 xml = 0 xmin < xml < f | 1
cmin

− 1
clim

|

❙❘✲♠♦❞❡ βN = −3 βN = 1

xmin = 0 xmin = 0

xmax = f | 1
csurf

− 1
clim

| xmax = f | 1
csurf

− 1
cseabed

|
xml = 0 xmin < xml < f | 1

csurf
− 1

clim
|

❙❘❇❘✲♠♦❞❡ βN = 1

xmin = 0

xmax = f | 1
clim

− 1
cseabed

|
xml = 0

• ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✲s♦✉r❝❡ ré❝❡♣t❡✉r r0
• ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ f0✳

❙✐ t♦✉t❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s♦♥t ré✉♥✐❡s ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❝❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

✹✳✸✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r

✹✳✸✳✷✳✶ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s

❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té
❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ■❝✐ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✮ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s Ω0 ❡t Ω1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❛✉① s♦✉r❝❡s
✐♠♠❡r❣é❡s✳ ❊❧❧❡ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ zlim✱ ❞❡ t❡❧❧❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Ω0 s✐ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à zlim ♦✉ ❞❡
❧❛ ❝❧❛ss❡ Ω1 s✐ ❡❧❧❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ à zlim✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥r❡❣✐stré
s✉r ✉♥❡ ❍▲❆ ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦✐t ❝❤♦✐s✐r ❡♥ ❧❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

H0 s✐ zs ≤ zlim,

H1 s✐ zs > zlim.
✭✹✳✾✮

P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜r✉✐ts r❛②♦♥♥és ♣❛r ❞❡s ♥❛✈✐r❡s ✭❝❧❛ss❡ Ω0✮
❡t ❞❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✭❝❧❛ss❡ Ω1✮✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ✜①é❡ q✉❡❧q✉❡s
♠ètr❡s s♦✉s ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥ ♥❛✈✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ zs ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠ètr❡ ✈♦✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✾✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ▲❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s C1 ❡t C0 ❞❡ Ĩ(x, y)✳ ■❧s s♦♥t ❜♦r♥és ❡♥ ❝r♦✐s❛♥t ❧❡s ❞r♦✐t❡s
❝♦♥str✉✐t❡s ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❡①tr❡♠✉♠ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐stés ❞❛♥s ❧❡ t❛❧❡❛✉ ✹✳✷✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts
s♣é❝✐✜q✉❡s p1 ❡t p2 ♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x, y) s✉✐✈❛♥t❡s ✿ p1 = (f | 1

csurf
− 1

clim
|, 0) ❡t p2 = (f | 1

cmin
−

1
clim

|, 0)✳

❬❘♦ss ✷✵✶✸✱ ❆r✈❡s♦♥ ✫ ❱❡♥❞✐tt✐s ✷✵✵✵❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ✉♥ ❜ât✐♠❡♥t ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ s❡r❛ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st ❞❡ 400 ♠✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ zlim = 20 ♠ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✈✐sé❡✳ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♠❛✐s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
é✈✐❞❡♥t❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ✉♥ t❡❧ ❞é❝♦✉♣❛❣❡✳

✹✳✸✳✷✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❍▲❆ ✐♠♠❡r❣é❡ à zr = 200 ♠ ❝♦♠♣♦rt❛♥t 101 ❤②❞r♦♣❤♦♥❡s
ré♣❛rt✐s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ ❡s♣❛❝❡♠❡♥t ✐♥t❡r✲❝❛♣t❡✉rs ∆r = 10 ♠✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt✱ à ✉♥❡
❞✐st❛♥❝❡ r0✱ ❡st ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✭❡♥❞✲✜r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛♣t❡✉r ✈❛✉t L = 1 ❦♠✳
▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❝♦♥❝❛té♥❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❡s ré❝❡♣t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st



✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

♥♦té r✳
▲❛ s♦✉r❝❡ é♠❡t ✉♥ s✐❣♥❛❧ ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❞♦♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡st ♣❧❛t s✉r ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

B = 20 ❍③ ❝❡♥tré s✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f0 = 100 ❍③✳ ❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳✷✱ ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ à ∆f = 0.1 ❍③ ✭❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡♠♣s
❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ 10 s ❞✉ s✐❣♥❛❧ t❡♠♣♦r❡❧ s(t)✮✳ ▲❡s 201 ❢réq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❡st ❣é♥éré❡ s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈❡❝t❡✉r f ✳

❆✐♥s✐✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ r❡ç✉ s✉r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r✱ ♥♦té s̃(r, f) ❞❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ 101×201✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❜r✉✐t s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ❜❧❛♥❝ η ∼ N (0, σ2) ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
❝✐r❝✉❧❛✐r❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♠❡r✱ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❜r✉✐té ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r s✬é❝r✐t s❡❧♦♥
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✼✮ ❝♦♠♠❡ ✿

s̃b(r, f) = s̃(r, f) + η(r, f). ✭✹✳✶✵✮

❖♥ ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡ à ❧✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ S(f) = 160 ❞❇ ❡t ✉♥ ❜r✉✐t ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2 =

70 ❞❇✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ✐❝✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ é♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t
✜①❡✱ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ r❡ç✉ s̃ ❡st s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ✭♣❡rt❡ ♣❛r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✮✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t ✭❘❙❇✮ ❡st ❞♦♥❝
❛✉ss✐ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❡r ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲
❛♥t❡♥♥❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✮ ❡st ❧❛ ❚❋ ✷❉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✿

Ĩb(x, y) = ❚❋❘ ✷❉{|̃sb|2}. ✭✹✳✶✶✮

❈❤❛q✉❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
101 × 201 ♦ù 101 ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛♣t❡✉rs ❡t 201 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛♥❞❡
♣❛ss❛♥t❡✳

✹✳✸✳✷✳✸ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞✐s❝✉té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❚✲♠♦❞❡ ✭s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ C1✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛
♠étr✐q✉❡ s❡r❛ ♣❧✉tôt ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s C1 ❡t C0 ♣♦✉r
s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥ t❡r♠❡s ❝♦♥st❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥ r❡❥❡t ❞❡
❜r✉✐t ✭é♥❡r❣✐❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ C0✮✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✉t✐❧✐sés ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s
C1 ❡t C0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❢❡♥êtré ✭❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❜❛♥❞❡ ✜♥✐❡ s✉r ✉♥❡
❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡✮✱ Ĩb(x, y) ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❝♦♥✈♦❧✉é❡s ♣❛r ✉♥ s✐♥✉s
❝❛r❞✐♥❛❧ ❝♦♠♠❡ é❝r✐t ❡♥ éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s✬ét❛❧❡ ❞♦♥❝ s✉r
✉♥ s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡✱ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s C1 ❡t C0

s♦♥t ét❡♥❞✉s ♣♦✉r ❡♥❣❧♦❜❡r ❧❡ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s s✐♥✉s ❝❛r❞✐♥❛✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬❛rêt❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ C0 ❡t ❧✬❛rêt❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ C1 s♦♥t ❞✐♠✐♥✉é❡
✭βN = −1 ❡t βN = 0.75 ❛✉ ❧✐❡✉ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ βN = −3 ❡t βN = 1 ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮✳ ❈❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t ❞✉ r❡❥❡t ❞❡ ❜r✉✐t✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ré❣✐❡s
♣❛r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❤♦rs ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s ♦✉
❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❙❙P ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞érés s♦♥t ♥♦tés
D1 ❡t D0 ❡t s♦♥t ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✾✺

◆♦t♦♥s q✉❡ ♠❛❧❣ré ❝❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s✱ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
❞é❜♦r❞❡r s✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡ss✐♥é❡s ❡♥ r♦✉❣❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❖♥
❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡❧✉✐ ❧✐é à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❧♦❜❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭à
❧❛ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s✮ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❛r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ❢❛✐s❛♥t
♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ D1✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞✉ t②♣❡ ❙❘✴❙❘
✭❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ♠♦❞❡s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ s✉✣①❡✮✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳✷✱ ❝❡ t②♣❡
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✐❣♥❡ s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ y(x) = r0

f03
x t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢♦♥t ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❚✴❚ ♦✉

❚✴❙❘✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭q✉✐ ❡①❝✐t❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✮ ❛✉r❛
✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥♦♥✲♥✉❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ D1✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ③♦♥❡s ❞❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♦ù ❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡t ✐♠♣❛❝t ❡st très
❧✐♠✐té ❝❛r✱ ♣♦✉r ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭1 − 100 ❦♠✮✱ ✐❧ r❛r❡ q✉❡ ❞❡✉① ❙❘✲♠♦❞❡s
❞♦♠✐♥❡♥t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡
D1 ❡t D0 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

τ =

∑
D1

Ĩb(x, y)

∑
D0

Ĩb(x, y)
, ✭✹✳✶✷✮

♦ù
∑
D

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❝rèt❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣✐①❡❧s ❞❡ Ĩb(x, y) ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ③♦♥❡ D✳

❖♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ❙✐ τ
❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡✉① ♣❛s êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
❞❡ ❚✲♠♦❞❡s ✭❤②♣♦t❤ès❡ H0✱ s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1 ❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sé ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❚✲♠♦❞❡ ✭❤②♣♦t❤ès❡ H1✱ s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s✮✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❡st
♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✽ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s♦✉r❝❡✳ ❊❧❧❡ ❛♣♣❛r❛✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ❞✐s❝r✐♠✐♥❡r ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦❝❤❡s
❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ♥❡ ré♣♦♥❞ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♣♦sé ♣♦✉r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✭✹✳✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✜①é❡ à 400 ♠✱
❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ τ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✉♥ s❡✉✐❧
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν = 0.475 ♣❡r♠❡t✱ ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❡st ❡♥ ❞❡ss✉s ♦✉ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡✉✐❧ zlim✳

P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs✱ s♦✐t zs < 400 ♠✳

✹✳✸✳✷✳✹ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡

■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✭✹✳✶✷✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡
❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ❝❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❖♥ s✬❛tt❡♥❞ ❛❧♦rs à ❝❡ q✉❡ τ ❧❡ s♦✐t ❛✉ss✐✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ✐❧❧✉stré
❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾ ♦ù ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ✭❑❘❆❑❊◆✮ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ré♣❛rt✐❡s
❡♥tr❡ 1 < r0 < 100 ❦♠ ❡t 1 < zs < 400 ♠✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬à ❝♦✉rt❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st très ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞♦♥♥❡ ♠ê♠❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s
❝♦♥tr❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦rt❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡



✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❞❛♥s ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❛t②♣✐q✉❡s ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦rt❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♠✐r♦✐r ❞❡ ▲❧♦②❞ tr❛✐té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ❚✲♠♦❞❡s ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ♣❡✉t êtr❡ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡
t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s✐❣♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ D1 ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡
❧❡ ❝❛s β = 0 tr❛✐té ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❚✲♠♦❞❡s s✐❣♥❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❡t ❡st r❡❥❡té❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞✉ ❜r✉✐t✳

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
❛tt❡♥❞✉✳ P♦✉rt❛♥t✱ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ♣❡rs✐st❡ ❞û ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞♦♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❣r♦✉♣❡
❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♠❡s✉r❡ à ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❞✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ❣❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲✬✉♥❡
❝♦♠♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦✉rt❡s ❞✐st❛♥❝❡s r > 1 ❦♠ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❧❡s ❡①❝❧✉❛♥t r > 10 ❦♠✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s
♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
s♦♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡s✳

➱t♦♥♥❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ ♦♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ✭♦✉ très ♣❡✉✮ ❞✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♣ér✐♦❞✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✭t♦✉s ❧❡s 30 ❦♠ ♣♦✉r ❝❡t ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✮✳ ■❧ ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡
❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ét✉❞✐é❡ ✭1−100 ❦♠✮ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❙❘✲♠♦❞❡s ❞♦♠✐♥❡ ❞❛♥s
❝❡s ③♦♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✭✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞❡✉① ❣r♦✉♣❡s
❞❡ ❙❘✲♠♦❞❡s ♣♦✉r ❝❡❧❛✮✳

✹✳✸✳✸ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❆✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈ ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ tr❛❝é❡s✱ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥
♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❞❡ PFA = 0.05✳

✹✳✸✳✸✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s H1 ❡t H0 s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❡♥
❣é♥ér❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s 104 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞❛❧❡s
s♦♥t s✐♠✉❧é❡s ❛✈❡❝ ❑❘❆❑❊◆✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡
❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t 20 ♠ ♣♦✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡t ❡♥tr❡ 20 ❡t
400 ♠ ♣♦✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡♥ sé♣❛r❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✳ ▲❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♦♥t été ❣é♥éré❡s
♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥tr❡ 1 ❡t 10 ❦♠ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡t
❡♥tr❡ 10 ❡t 100 ❦♠ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ✉♥❡
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s t❡sté❡s ❡t ❞❡ ❣❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳

▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥ très ❜♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡
♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✳ ❆✈❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s



✹✳✸✳ ❈❧❛ss✐✜❡✉r ❜❛sé s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✾✼

s♦♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣ré❞✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐r❛✐t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛✉r❛✐t ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♠é❞✐♦❝r❡s✳

✹✳✸✳✸✳✷ ➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s

❈♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡st✐♠é❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥t
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ ❧✐s❡♥t s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ❛❜s❝✐ss❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡✮ ❡t s✉r ❧✬❛①❡
❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ✭♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥✮✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✶ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉①
❣❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ τ ❡st ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣
♣r♦❝❤❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ τ ❛✣❝❤❡ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❝✐❜❧é❡ PFA = 0.05✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡
0.98✳ ▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ν = 0.48✳

❈✬❡st ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν = 0.48✮ q✉✐ ❡st
t❡sté ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥✳ ■❧ s❡r❛ ♥♦♠♠é ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲✬ét✉❞❡ q✉✐ s✉✐t ✈✐s❡ à
ét✉❞✐❡r s❛ r♦❜✉st❡ss❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡s ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t
❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡
✭❢réq✉❡♥❝❡✱ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡✮✳



✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ▲❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s D1 ❡t D0 ❞❡ Ĩ(x, y)✳ ■❧s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s s♦✉s✲
❡s♣❛❝❡s C1 ❡t C0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ❧♦❜❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❡t ❡♥ r❡❧❛①❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t p1 r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t p2 ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
p2 = (f | 1

cmin
− 1

clim
|+ 1

L
, 0)✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❡ s♦✉r❝❡ s✐t✉é❡s à
✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ r0 = 40 ❦♠ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❊♥ (a) ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡t ❡♥ (b) ✉♥ ③♦♦♠
s✉r ❧❡s 400 ♣r❡♠✐❡rs ♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❱❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ τ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s s♦✉r❝❡✲
❛♥t❡♥♥❡ t❡sté❡s✳



✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st✐♠é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s H1 ❡t H0

♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛✉
r❡❣❛r❞ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ♥♦♥✲❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥✳



✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

✹✳✹ ➱t✉❞❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡s ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❣❛r❛♥t✐ ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ 5%✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❞❡ ❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣r♦♣♦sés ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✐s❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
❝❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ✭✐✳❡✳ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬ét✉❞❡✳
❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♦✉ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡ ♦♥
s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❧✉tôt ❛✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡
❞❡ PFA = 0.05✳ ❈❡ s❡✉✐❧ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r
✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ét✉❞✐é❡ ♦ù ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t s❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳

✹✳✹✳✶ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❣é♥éré ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡s
❘❆▼✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ s✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥str✉✐ts ❝♦♠♠❡
t❡❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t ✭♦✉ r❛♥❣❡

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛♥❣❧♦♣❤♦♥❡✮✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳✷✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s t✐ré❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ❣é♥éré❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ré♣❛rt✐ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s
❞✐st❛♥❝❡s ✭t♦✉s ❧❡s 500 ♠ ❡♥tr❡ 1 ❡t 100 ❦♠✮ ❡t s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ✭❞❡ 1 à 400 ♠ ♣❛r
♣❛s ❞❡ 1 ♠✮✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❡st✐♠é❡s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s 4 times103 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ❡t ❧❡s 75× 103 ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
H1✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❛s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐✲
t✐♦♥ ✭❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣♦t❤ès❡✮ ♠❛✐s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 s❡r❛ ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❡st✐♠é❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡
s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1✳ ❊❧❧❡s r❡st❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣ré❝✐s❡s ♣♦✉r êtr❡
❛♥❛❧②sé❡s✳ ❈❡t ❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✲❞✐st❛♥❝❡ ❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ③♦♥❡s ♦ù ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
s♦♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳

✹✳✹✳✷ ❊rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐✲
♠❡♥t❛❧❡s ❞é❣r❛❞é❡s ♦ù ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥
♦✉tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❝❡♥tr❛❧❡
r0✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ r❛r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣ré❝✐s❡✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st
❛✉ss✐ t❡sté❡ ❢❛❝❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❝❡t ❛ ♣r✐♦r✐✳



✹✳✹✳ ➱t✉❞❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✶✵✸

✹✳✹✳✷✳✶ ▼é❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❧❡

▲❡s ♦❝é❛♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ très ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ✐❧ ❡st
♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝✬❡st r❛r❡♠❡♥t ❧❡
❝❛s✳ P❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦❛❝♦✉st✐q✉❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❡r s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✳

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✷✲❉ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t tr♦✐s ❙❙Ps
❞✐✛ér❡♥ts ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❛✉① ❞✐st❛♥❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ 20✱ 30 ❡t 75 ❦♠✳ ❯♥❡ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s ❙❙Ps ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷(a) ❡t ♠✐s❡ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ ❙❙P ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t♦t❛❧ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥t❡r♣♦❧é à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❙❙Ps✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✷✲❉ ❞✬✉♥ t❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st tr❛❝é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷(b)
❡t ♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❯♥ ③♦♦♠ s✉r ❧❡s 400
♣r❡♠✐❡rs ♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷(c) ♦✛r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té
❞❡ ❝é❧ér✐té ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✷✲❉ ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❘❆▼✳ ❊♥ (a) ❧❡s tr♦✐s
♣r♦✜❧s ✭tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s✮ ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❙❙P t♦t❛❧ s♦♥t ♠✐s ❛✉ r❡❣❛r❞
❞✉ ❙❙P ✶✲❉ ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❊♥ (b) ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉
♠✐❧✐❡✉ s✉r 100 ❦♠ r❡♥❞❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞✉ ❙❙P ❡t ❞❡ ❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡✳ ❊♥ (c) ✉♥ ③♦♦♠
❞✉ ♣❛♥♥❡❛✉ (b) ♣♦✉r ♠✐❡✉① r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❣é♥éré❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❡t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t
❡st✐♠é❡s✳ ❉❡✉① ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s s♦♥t ❞❡ss✐♥é❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ♣♦✉r ❧❡s ❣❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ r0 >

10 ❦♠ ✭❞✐st❛♥❝❡s ♦ù ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r s♦♥t ❣❛r❛♥t✐❡✮ ❡t r0 > 1 ❦♠ ✭♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ✐❝✐ q✉❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t très ❧é❣èr❡♠❡♥t
❞é❣r❛❞é❡s✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ PD = 0.95 ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❛✉ss❡



✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❛❧❛r♠❡ ❞❡ PFA = 0.05 ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ r0 > 10 ❦♠✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s✉r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡st q✉❡❧q✉❡ ♣❡✉ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ ❝❤❛♠♣
♣r♦❝❤❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ s❡✉✐❧ ν = 0.48 ✭❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✮✱ ❧❡
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(b)✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉❡s ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ♦✉ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡✉✐❧✳ ▲❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❢♦✉r♥✐✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞é❣r❛❞é✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❙❙P ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ♣r♦✜❧ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ❘és✉❧t❛ts ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❢❛❝❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✳ ❊♥ (a) s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝é♥❛r✐♦s t❡stés ♣♦✉r ❞❡✉① ❣❛♠♠❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✳
▲❡s s♦rt✐❡s ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ♥♦✐r ❧♦rsq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H1 ❛ été
r❡t❡♥✉❡ ❡t ❡♥ ❜❧❛♥❝ ♣♦✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ H0 ♣♦✉r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ (b) ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡✱
(c) ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t (d) ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡✳

✹✳✹✳✷✳✷ ❋♦r♠❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✳✸✱ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é s✉r
✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ s②♥t❤ét✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s
♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t
✐♥t❡r✲❝❛♣t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡
❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❣é♥éré❡s s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡t ❛✈❡❝ ❞❡s
❡s♣❛❝❡♠❡♥ts ✐♥t❡r✲❝❛♣t❡✉rs ✐rré❣✉❧✐❡rs r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡✳



✹✳✹✳ ➱t✉❞❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✶✵✺

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ têt❡ ❡st ✐♠♠❡r❣é❡ à 200♠ ❡t ❧❛ q✉❡✉❡ à
210 ♠✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ 101 ❝❛♣t❡✉rs ❞♦♥t ❧✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ❡st t✐ré ❛❧é❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ 10 ♠ ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ 1 ♠✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♥t❡♥♥❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❝❡ t✐r❛❣❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡✳

◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❘❆▼ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❣ér❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❢❛❝✐❧✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✭❡t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✮ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❑❘❆❑❊◆ ❡t ♥♦♥ à ❣râ❝❡ à
❘❆▼ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐tés ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❡t ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❡st✐♠é❡s ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s ♦❜t❡♥✉❡s
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(a)✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t
❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ PD = 0.96 ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ❡t PD = 0.89

s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s t❡sté❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(c)✳ ■❧s r❡st❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
❖♥ ♥♦t❡ t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡ ❥✉st✐✜❛♥t ❧✬❛❧❧✉r❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❘❖❈ ♣♦✉r r0 > 1 ❦♠ ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(a)✳

✹✳✹✳✷✳✸ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥✐ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲❛♥t❡♥♥❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s D1 ❡t D0 ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡
✉t✐❧✐s❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳ ❙✐ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥✉❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
❣râ❝❡ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞❛♣té❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❡st✐♠❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ré❛❧✐s❡
❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ▲❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❧❛ss✐✜❡✉r
s♦♥t ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ r0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ 10%✳ ❈✬❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❣❡♥r❡ ❞✬❡rr❡✉r q✉❡ ❧✬♦♥
♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❬❙♦s✲
tr❛♥❞ ✷✵✵✺✱ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✵❪✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ ❡st ✐❝✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t r0 ❞❡ ✭✹✳✽✮ ♣❛r
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ r̂0 = N (µ, σ)✱ ❛✈❡❝ µ = r0 ❡t σ = 0.1 r0✳

P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡rr❡✉r✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❘❖❈s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(a)✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❞❡ 5% ❡st ❞❡ PD = 0.95 ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥✲
t❛✐♥ ❡t r❡st❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱
❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✣❝❤é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(c)✳
▲❡s ❢❛✉ss❡s ❛❧❛r♠❡s ❡t ❧❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ♠❛♥q✉é❡s s❡ ré♣❛rt✐ss❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❝❤❡
❡t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡✉✐❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ r̂✳ ❯♥ ❛✉tr❡
t✐r❛❣❡ ❞♦♥♥❡r❛✐ ✉♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✲
✈é❡s ❡t ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸(c) r❡s♣❡❝té❡✳

✹✳✹✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ à ❞❡s ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉tôt ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r



✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡s ♠❡s✉r❡s ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤é♦r✐q✉❡s s♦✉❤❛✐té❡s✳

✹✳✹✳✸✳✶ ■♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♦♥ q✉❛❧✐✜❡ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ré✈❡rs✐❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ♣r♦❢♦♥✲
❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♠❡s✉ré✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✹✼✮✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ♥❡ s♦♥t ❡①❝✐tés ♣❛r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✐♠♠❡r❣é❡
s♦✉s ❧❡ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡
H1 ♥❡ ♣♦rt❡r❛ ♣❛s ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ t❡st❡r ❡♠♣✐r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥tr❡ 10 ❡t 300 ♠
♣❛r ♣❛s ❞❡ 10♠✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ PFA = 0.05 ❡st tr❛❝é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹(a)✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t✱ s✐ zr < 100 ♠ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❧✉s ❞❡
❢❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦❢♦♥❞❡s ♣♦✉r ❧❡s r❛✐s♦♥s ❝✐té❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❛✉✲❞❡❧à ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❡ st❛❜✐❧✐s❡♥t ❡t s❡♠❜❧❡♥t t❡♥❞r❡
✈❡rs ❧❛ PD ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 1✳

▲❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ✭✉♥ ♣❛r ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛♥t❡♥♥❡✮ ❡st tr❛❝é
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹(b)✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡st❡ ❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ♦ù ❧❛ ❞✐s❝✐r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✱ ❝❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st
s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ PFA = 0.05 ❡t ❛②❛♥t ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✭PD ≈
0.9✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉✬✐❧ ❡st ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ♣♦✉r
100 < zr < 300✳
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(b)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ❊♥ (a) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠é ✜①é❡
à 0.05 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❊t ❡♥ (b) ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♠✐s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳



✹✳✹✳ ➱t✉❞❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✶✵✼

✹✳✹✳✸✳✷ ❋réq✉❡♥❝❡

▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ f0 ❡st ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉
❝❧❛ss✐✜❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❥♦✉❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s✳ ❊♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t tr♦♣ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ à ♠❛❧ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞❡s
ré❢r❛❝tés✳

■❝✐ ❧❡ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st t❡sté ♣♦✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❝❡♥tr❛❧❡s 20✱ 40✱ 80 ❡t 160 ❍③✳ ▲❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés
❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛✣❝❤❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ❞❡ 0.05 s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✺(a) ❡t ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺(b)✳

❖♥ ♥♦t❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❜❛ss❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡
❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳ ❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺(a) ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ s❡♠❜❧❡ s❡ tr♦✉✈❡r ❛✉①
❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ 20 ❍③✳ ❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣r❡sq✉❡ t♦✉s
❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ♦s❝✐❧❧❡♥t ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ ❈❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t très ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬❡❛✉✳ P♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞✱ ❝❡tt❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❧✐♠✐t❡ ❞é❝r♦✐t ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ 5 ❍③ q✉❛♥❞ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s 5000 ♠✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❞é♣❛ssé❡ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ st❛❜✐❧✐s❡♥t
❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s PFA ❞❡ 0.05 ✉t✐❧✐s❡♥t t♦✉s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ν ≈ 0.5✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
✈❛❧✐❞é ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞❡s ré❢r❛❝tés✱ ✉♥ s❡✉❧ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉❤❛✐té❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺ ✕ ❊♥ (a) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠é ✜①é❡ à
0.05 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ❊t ❡♥ (b) ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♠✐s ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

✹✳✹✳✸✳✸ ◆✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛ss✐✈❡✱ ❧♦rs ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✉❡s✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉✬✐❧
❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❡t q✉✐ ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❜ât✐♠❡♥t ✭❝❛r❣♦t✱ ♥❛✈✐r❡ ❞❡ ♣❧❛✐s❛♥❝❡✱
s♦✉s✲♠❛r✐♥✮ ❡t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡✱ ❧❡✉r ét❛t✳✳✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡✱ ✐❝✐✱ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❡st ❜✐❡♥
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡✳



✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❉✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡

❊♥ s✉✐✈❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❣é♥éré❡s
❛✈❡❝ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❜r✉✐t ❛♠❜✐❛♥t ✜①é à AN = 80 ❞❇✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ 120 <

SL < 180 ❞❇✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s PD ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛ss✉r❛♥t ✉♥❡ PFA ❞❡ 0.05 s♦♥t ❛✣❝❤é❡s
❡♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻(a) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦✉r❝❡✲
❛♥t❡♥♥❡ ♥✬❡①❝é❞❛♥ts ♣❛s 100 ❦♠✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ❛✣❝❤❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
s✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 155 ❞❇✳ ❉❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ 140 < SL < 155✱ ✐❧ ❡st très
♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞ét❡❝té❡ ♠❛✐s q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦✐t tr♦♣ ❜r♦✉✐❧❧é
♣♦✉r êtr❡ ❡①♣❧♦✐té✳ P♦✉r SL < 140 ❞❇ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ❜r✉✐t
❡t ❧❛ s♦✉r❝❡ ♥✬❡st ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞ét❡❝té❡ s✉r ❝❛♣t❡✉rs✳ ❆tt❡♥t✐♦♥ ✐❝✐ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡ s✉r ❝❛♣t❡✉rs✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❞ét❡❝té❡ ❣râ❝❡ à ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✉ t②♣❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s q✉✐ ♣r♦✜t❡♥t ❞✬✉♥ ❣❛✐♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻(b)✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡ ❛tt❡✐♥t✱ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥
r❡t❡♥✉ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡t ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ à été ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ♥♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
s✐♠♣❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ s♦✉s✲❡s♣❛❝❡ D1✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻ ✕ ❊♥ (a) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ ❛❧❛r♠❡ ✜①é❡ à
0.05 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦✉r❝❡✳ ❊t ❡♥ (b) ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss✐✜❡✉rs ♠✐s
❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❛❞❛♣té
à ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ❙❙P ❛✈❡❝ ♣r♦✜❧ t❤❡r♠♦❝❧✐♥❡ ❡♥ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❛ ♣❡r✲
t✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠étr✐q✉❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✐❞é❛❧❡s
♣✉✐s s❛ r♦❜✉st❡ss❡ à ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♠♦♥tré❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
ré❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥❝❧✉❛♥t❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥✬ét❛✐❡♥t ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❛ t❤ès❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡
❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r



✹✳✹✳ ➱t✉❞❡s s✉r ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ✶✵✾

♣♦✐♥t ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❝❛r ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡ ♣❛②s❛❣❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st très s♦✉✈❡♥t ♠✉❧t✐✲
s♦✉r❝❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠❡s✉ré s✉r ❝❛♣t❡✉rs ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✳✸✱
❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡tr♦✉✈é ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s
❬❨❛♥❣ ✷✵✵✸❪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s t❡♠♣s t ❞✉
▲❖❋❆❘❣r❛♠ à ❧✬❛①❡ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s r ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛❧♦rs ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ♣r♦✜t❛♥t ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♠❛✐tr✐sé✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t → r ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s
♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ ▲✬❡s♣❛❝❡♠❡♥t ✐♥t❡r✲❝❛♣t❡✉rs ❞é♣❡♥❞ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ ♣❡✉t
✈❛r✐❡r✳ ▲❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❧❛✐ss❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✳





❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❘és✉♠é ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲
♠❛r✐♥❡ ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❛r✐é❡s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣
❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠✲
♣ré❤❡♥s✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✳ ❊♥ ♠❡tt❛♥t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡♥t ❧❡s ♠✐❧✐❡✉① ✧♣❡t✐t✲❢♦♥❞✧ ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ✧❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✧✱ ❧❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛r✐♥ s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s ✭ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ré✢❡①✐♦♥✱
❛tté♥✉❛t✐♦♥✮✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✲
✈❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ à ✉♥❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♦♥♦r❡ ❡st
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s ❞✐s♣❡rs✐✈❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡
à ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r✱ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛✲
t✐✜és✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
❛✈❛♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❛✉① ♠♦❞❡s✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡
♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ✭ré✢é❝❤✐s✱ ré❢r❛❝tés✮
❛✉① ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳

▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❡①♣❧♦r❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♠♦❞❡s ✿ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✱ ♥♦té β✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉✬❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té
s❝❛❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡ str✐❛t✐♦♥ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞❛♥s
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡✲❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡s ♠♦❞❡s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té
❡st ♠♦♥tré❡ ❡♥ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛♥t ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✐s♦❝é❧èr❡s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és✳ ❉❛♥s
❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡
♠♦❞❡s✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ β = 1 ❞é♠♦♥tré❡✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s
❝♦❤❛❜✐t❡♥t ❡t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s✱ ❝ré❡ ✉♥ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st
❛❧♦rs ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡st ♠✐❡✉① ❞é❝r✐t ♣❛r ✉♥❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♥♦té Eβ ✳ ❖♥ ✐❧❧✉str❡ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ✭♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❞✐st❛♥❝❡✮ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és ♣❡t✐t✲
❢♦♥❞✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ Eβ ❡st très ♠❛rq✉é❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡t s❡r❛ ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊♥✜♥✱
❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞é❝r✐t ❞✬❛✉tr❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❛❧ q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ ❝♦♥❝❡♣t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐❡s✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥
❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♠♦❞❛❧❡s✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉✲



✶✶✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

t✐♦♥ Eβ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ❛❝❝ès à ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
♣r♦❢♦♥❞❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❊❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣és ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥
♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❧❛ ❢♦rt❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♠♦❞❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡
❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Eβ ✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱
❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❢♦r♠❛♥t ✉♥ ♠♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st tr❛✐té s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✱ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❡t r❛②♦♥s✳ ▲❛
✈❛❧✐❞✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥✜r♠é❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉✲
❧é❡s✳ ❆✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧✬✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♣é❝✐✜❝✐tés ❞❡ ❧❛
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
❞✬é♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳ ❊♥ s❡ ❜❛✲
s❛♥t s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡✱ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡st ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❜✐♥❛✐r❡
✈✐s❛♥t à ❡st✐♠❡r s✐ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s ♦✉ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r s❡✉✐❧✳ ▲❛ ♠étr✐q✉❡ t❡s✲
té❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ❚❋ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✲s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❞❡s
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st
❡♥s✉✐t❡ t❡sté❡ ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ré❛❧✐st❡s ✭❜❛t❤②♠étr✐❡ ❡t ❝é❧é✲
r✐té ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❛♥t❡♥♥❡ ❞é❢♦r♠é❡✱ ❡rr❡✉r ❞✬❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r✮✳ ▲❛
r♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ❝❧❛ss✐✜❡✉r à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❣❛♠♠❡s
❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts r❛♣♣♦rts s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ❞✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♥t❡♥♥❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥tér❡ss❡♥t à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❣r❛♥❞✲
❢♦♥❞✳ P❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ✈❡❝✲
t❡✉r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦✉r❝❡ q✉✐ s♦♥t ét✉❞✐é❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥ts ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ✉❧tr❛ ❜❛ss❡
❢réq✉❡♥❝❡ ✭f < 300 ❍③✮ ❡♥r❡❣✐strés s✉r ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦✲s♦✉r❝❡✳ ■❧s
♠❡tt❡♥t ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♦❜s❡r✈é❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ■❧
❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❞✉❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ✉♥❡
♣ré❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t à ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s
♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ♠♦❞❡ ❬❊♠♠❡t✐èr❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛❪✳ ▼❛❧❣ré ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱
❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ❧❡s ♦r✐❣✐♥❡s ❞❡ s❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té✱ ♦♥t
♣❡r♠✐s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❜❪✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ s✬❛✈èr❡ êtr❡ r♦❜✉st❡ à ❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ ♠❛t❝❤❡❞✲✜❡❧❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱
s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❧❛✐ss❡ s✉♣♣♦s❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ t❡♥✉❡ ❞❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡s ❡♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ré❡❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✸

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ré❝❡♣t❡✉rs ✭❣é♦♠étr✐❡ ❞✬❛♥t❡♥♥❡✮ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s
❛♥t❡♥♥❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♦✉ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✳

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉✈r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦✐❡s ♣♦✉r ❧❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s à ✈❡♥✐r✳ ❈❡s
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❛✐♥s✐
q✉❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s s♦♥t ♦r❣❛♥✐sé❡s ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ✿ ✶✮ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés s♦♥t ❧✐sté❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t ❀ ✷✮ ❧❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ s❡❧♦♥ ♠♦✐✱ à ❞❡s ♣✐st❡s ❞❡ ❣r❛♥❞s ✐♥térêts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té s♦♥t ♣rés❡♥té❡s
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ♣❧✉s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✳

✶✮ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s tr❛✈❛✉①

❆♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ♠♦❞❡s

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ❡st ❛❜♦r❞é❡ s♦✉s ❧✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡
tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❲❑❇ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱
❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ r❡st❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■❧ ❛ été ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❲❑❇ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞✬✉♥❡ sér✐❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬♦♥❞❡s ❬❇r❡♠♠❡r ✶✾✺✶❪✳ P♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① str❛t✐✜és✱ ❝❡tt❡
sér✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✳✶✻✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❝♦✉♣❧é❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❇r❡♠♠❡r✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♥s✐ tr♦✉✲
✈é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉✲
♣ér✐❡✉rs q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ q✉✐ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉
str❛t✐✜é ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t
❞❡ t❤ès❡ ❞❡ ❏✳❇✳ ❉♦❝ ❬❉♦❝ ✷✵✶✷❪✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❞é❝r✐r❡
❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♠♦❞❛❧❡s ❡♥ sér✐❡ ❞❡ ❇r❡♠♠❡r ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❲❑❇✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ à ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
♣❧✉s ❜❛ss❡s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❜❛s❡
s❡r❛✐t ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❱✳ P❛❣♥❡✉① ❬P❛❣♥❡✉① ✷✵✶✵❪ ♦✉ ❞❡ ❏✳❇✳ ❉♦❝ ❬❉♦❝ ✷✵✶✷❪✳
❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ tr❛✐té ♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❛r✐❛♥t s✉r
♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬❞❡ ❍♦♦♣ ✶✾✾✻❪ ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❛♣♣❛r❛✐t ✭♠♦❞❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡✮✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❆✳ ❇❛❣❣❡r♦❡r ❬❇❛❣❣❡r♦❡r ✷✵✶✵❪✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞❡✉① éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧és ❡t s❡♠❜❧❡
❛✉ss✐ ♣❡rt✐♥❡♥t❡✳



✶✶✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈❛s ❞❡s t❛❧✉s ❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉①

▲❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❞é✲
♠♦♥tré❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t str❛t✐✜é✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❡t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❛r✐❛♥t ❝♦♥t✐♥✉♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❞✐st❛♥❝❡✲♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✷✲❉✮ ♦✉ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐st❛♥❝❡✲♣r♦❢♦♥❞❡✉r✲❣✐s❡♠❡♥t ✭❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ✸✲❉✮✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s t❛❧✉s✱ ✐❞é❛❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦♥t
❧❛ ❜❛t❤②♠étr✐❡ ✈❛r✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧❛t❡❛✉① ❝♦♥t✐♥❡♥t❛✉① ✭♣❡t✐t✲❢♦♥❞✮ ✈❡rs ❧❡s ♣❧❡✐♥❡s ♦❝é❛✲
♥✐q✉❡s ✭❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✮✱ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❡t ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳
P♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡
♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣✉✐s ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡s ❡t ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡s à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s✲❢♦♥❞s ❛✜♥ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐é ❞❡ ❝❡s ❞❡r✲
♥✐èr❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❜♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇✳ ❉❡❈♦✉r❝② ❡t ❛❧✳ ❬❉❡❈♦✉r❝② ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✻❪
q✉✐ ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✸✲❉ ❞❡s ♠♦❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❡♥ ré♣♦♥s❡ à ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞✉ t❛❧✉s✳

❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s

▼❛❧❣ré ❧❡s t❡sts ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐té ❡♥ ♠❡r ❞❡ ❝❡tt❡
♠ét❤♦❞❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❞♦✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❝❛❧✐❜ré❡ ❞♦♥t ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ tr❛❝té❡ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞✬❤②❞r♦✲
♣❤♦♥❡s✳ ❆✉① ✈✉❡s ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡
❦✐❧♦♠ètr❡s✮ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
♣r♦✜t❡r ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ❡t ✐s♦❧❡r ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞✬✐♥térêt✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛
❛ été ✈✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ♣❛r ♥❛t✉r❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❆✉tr❡s ♠étr✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛✲
♥✐q✉❡ ❡t ♠♦♥tré q✉✬❡❧❧❡ s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♠étr✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✉r❝❡✲ré❝❡♣t❡✉r q✉✐
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡st r❛r❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛✉tr❡s ♠étr✐q✉❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t
♦❝é❛♥✐q✉❡ q✉✐ s✬❛✛r❛♥❝❤✐ss❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳

◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ r❡❣❛r❞❡r s✐ ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❛❞r❛♥s s✉♣ér✐❡✉r
❡t ✐♥❢ér✐❡✉r ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ❚❋ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✭♣❧❛♥ x − y✮ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s s✉✣s❛♥t✳ ❖♥
r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❚✴❚✱ ❚✴❙❘ ❡t ❙❘✴❙❘ s✐❣♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛❞r❛♥t ❝✐té ❛❧♦rs q✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s✐❣♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✳ ❯♥ t❡❧❧❡ ♠étr✐q✉❡ r❡✈✐❡♥❞r❛✐t à ♥é❣❧✐❣❡r
❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦✉♣❧é❡s ❚✴❙❘❇❘ ❡t ❙❘✴❙❘❇❘✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❝♦♠♣❛r❡r
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡①♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ♣❡♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❛♥t ♣❛s ❞✬❛ ♣r✐♦r✐
s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♠❡♥é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ♣rés❡♥t❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t
❞❡s ♣❡♥t❡s ❞❡ str✐❛t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡s ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ♣❡♥t❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s✳



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✺

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠étr✐q✉❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
❢♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s ✭s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✮ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ xml ❞❡ ✭✹✳✽✮
❡st ♥✉❧✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s s❡❧♦♥ ✉♥❡
❞r♦✐t❡ y(x) q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t (0, 0) ❞✉ ♣❧❛♥ x − y✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s✱ ❧❛ ❞r♦✐t❡ y(x) ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥❡ ♦r❞♦♥♥é❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ xml ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t
❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ x − y ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡
❝♦♥❝❡♣t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡✱ ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r❛✐t ♣r✐s❡ ❛✐♥s✐ ✿ s✐ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ y(x) ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ s♦✉r❝❡
❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s✐♥♦♥ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♠❡r❣é❡✳ ■❧ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ y(x) ✭q✉✐ ❡st ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ r ❡t β✮✱ ❡t ❡♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞✬✉♥ ❛ ♣r✐♦r✐ s✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡t s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠étr✐q✉❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥ s❡✉✐❧ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛❞❛♣té ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✶✳✷✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬✐♥térêt ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s str✐❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♠❛✐s ❧❛ ♣❡♥t❡ ❞❡
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❡♥ ✈♦✐❡s ❡t ❡♥ t❡♠♣s ❬▲❡❡ ✫ ▼❛❦r✐s ✷✵✵✻❪✳ ❈❡t ✐♥✈❛r✐❛♥t
❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s✐❣♥❛✉① tr❛♥s✐t♦✐r❡s ♦✉ ❞❡s s✐❣♥❛✉① ❧❛r❣❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦♥t✐♥✉s ❞é❝♦rré❧é ❡♥
❢réq✉❡♥❝❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✉♥ ❝❧❛ss✐✜❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥
♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣✐é❣é❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st✐♠❛♥t ❧❛ ♣❛rt
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s q✉✐ ♠✐❣r❡ ❡♥ s✬é❧♦✐❣♥❛♥t ❞✉ ❣✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉
❝♦✉rt ❞✉ t❡♠♣s ✭β > 0✮ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ♠✐❣r❡ ✈❡rs ❧❡ ❣✐s❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭β < 0✮✳ ❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s
❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ s♦♥t ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❊♥ ❛ss♦❝✐❛♥t ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s à ❧✬✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s♦✉r❝❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭❧❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✮ ❛✉r♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ à ♠✐❣r❡r
❧♦✐♥ ❞✉ ❣✐s❡♠❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡✉① ❡①❝✐tés ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♠❡r❣é❡ ❛✉r♦♥t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ t❡♥❞❛♥❝❡
à ♠✐❣r❡r ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡ ❣✐s❡♠❡♥t s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❡①♣♦sé
❡♥ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❬❊♠♠❡t✐❡r❡ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✼❪ ♠❛✐s ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ t❡st❛♥t
♥♦t❛♠♠❡♥t s❛ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✳ ❊♥ s♦✐✱ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✬❛♥t❡♥♥❡
❡st très ❛ttr❛②❛♥t ❝❛r ✐❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠✉❧t✐✲s♦✉r❝❡s✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ à ❞✬❛✉tr❡s ❙❙Ps

▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
▼é❞✐t❡rr❛♥é❡♥ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❙❙P✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡
ét✉❞❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♠❡♥é❡ ❝❤❡③ ❚❤❛❧ès ❉▼❙✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥
❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞✬❛✉tr❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♠♣♦rt❛♥t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ ❝é❧ér✐té✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r ❞❡s ❙❙Ps ❝♦♠♣♦rt❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✐♥✐♠❛ ❞❡
❝é❧ér✐té ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ❆t❧❛♥t✐q✉❡ ♥♦r❞✲❡st✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❧❡s ❙❘✲♠♦❞❡s ♣❛ss❡♥t ❞✬✉♥



✶✶✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝é❧ér✐té à ✉♥ ❛✉tr❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ sg(sp) ♥✬❡st ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s D1 ❡t D0 ❝♦♠♠❡ ❡①♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡tt❡ ❤étér♦❣é♥é✐té ❞❡
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✳

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞

▲✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡
♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬❚❤♦❞❡ ✷✵✵✵✱ ❈♦❝❦r❡❧❧ ✫ ❙❝❤♠✐❞t ✷✵✶✵❪✳ ❚②♣✐✲
q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ β = 1 ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠✉❧é❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ❧♦rsq✉❡ q✉❡
❧❡ ❙❙P à ✉♥ ♣r♦✜❧ ✐s♦❝é❧èr❡ ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✹✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s
❧❛ ♣❛rt✐❡ ✷✳✸✳✸✳✶ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✳ ❆✜♥ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts str❛t✐✜és
❈♦❝❦r❡❧❧ ❬❈♦❝❦r❡❧❧ ✷✵✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ✜❧tr❡r ❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t ❧❡s ❙❘✲♠♦❞❡s ✭♦✉ ❇❘✲♠♦❞❡s✮ ❛✜♥ ❞❡
s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s s✐♠♣❧❡ β = 1✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡s ❝❤♦s❡s s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ré✈è❧❡ q✉❡ ❧❡s
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❡t ❧❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s s✬❛❧✐❣♥❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ x−y

✭❚❋ ✷❉ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✮ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ré❣✐❡ ♣❛r β = 1✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♥♦♥ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s
❧❡ ♣❧❛♥ x − y ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✳
❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ β = 1 ♣♦✉r ❧❡s ❙❘❇❘✲♠♦❞❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❡st✐♠❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s❛♥s ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❡t ❡♥ ♣r♦✜t❛♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛♣♣♦rté❡ ♣❛r
❧❡s ❚✲♠♦❞❡s ❡t ❧❡s ❙❘✲♠♦❞❡s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✱ ♦ù
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♣rés❡♥ts✳

✷✮ Pr♦❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡

▲❡s tr❛✈❛✉① ♠❡♥és ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣r♦♣♦s❡♥t ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ à ❧❛ ❝♦♠♣ré✲
❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ♦❝é❛♥✐q✉❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ r✐❡♥
❞✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬❡♥ ♣❡t✐t✲❢♦♥❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡r✲
t❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ q✉❛♥❞ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❞✉ ♣❤é♥♦✲
♠è♥❡ ♦❜s❡r✈é ✭❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✮ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ à 100 ❍③ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ♠♦❞❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ q✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s
❝♦♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✲
♥❛❣❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ♥✬❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✜♥ ✭❡s♣❛❝❡♠❡♥t ✐♥t❡r✲❝❛♣t❡✉rs ❣r❛♥❞✮
❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❝❛♣t❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥♥✉❡ ❛ss❡③ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t✳ ❆ ♠♦♥ ❛✈✐s✱ ❧✬✐♥térêt
❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ I(r, f) ❝♦♠♠❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ t♦✉t s♦♥ s❡♥s ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ▲❖❋❆❘ I(t, f)✳ ❙✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡♥s✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st ♣❡r❞✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈♦✐❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡❝♦♥str✉✐t❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ L ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s t❡♠♣s ❞✉ ▲❖❋❆❘✱ t❡❧❧❡ q✉❡ L(t) → r ❡♥
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✳ ❖♥ ❝ré❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡
s②♥t❤ét✐q✉❡ ♠❡s✉r❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té I(r(t), f) ✭♦✉ ✉♥❡ ♣r❡ss✐♦♥ p(r(t), f)✮ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐♠❡♥✲



P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✶✶✼

s✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ r(t) ❡st très s♦✉✈❡♥t ♠❛❧ ❝♦♥♥✉❡✱ ♠❡tt❛♥t à ♠❛❧ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❞❡ ✧♣❡t✐t❡s✧ ❣r❛♥❞❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡✳

❉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
s♦♥t ❛❧♦rs ♣ré❢ér❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♠♠❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♦✉ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❝♦♠♠❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❡♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ s♦✉r❝❡s
❡t ❞✬❛♥t❡♥♥❡ ♠❛✐tr✐sé❡s ❡st s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ✭❧✬❡✛❡t ❉♦♣♣❧❡r s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✐♥té❣ré à ❝❡
s✐♠✉❧❛t❡✉r✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❜♦♥♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉
♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ▲❖❋❆❘ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡
❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦rté❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ❞❡s s♦✉r❝❡s s✐t✉é❡s ❧♦✐♥ ❞✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♠♦❞❡s ❡①❝✐tés s❡ ❞✐s♣❡rs❡♥t
❡♥ ✈♦✐❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ré✢é❝❤✐s✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
r❡❥❡tés✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❧❛ ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ s✉r ❧❡ ▲❖❋❆❘ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
✈♦✐❡s ❛❞❛♣té❡ à ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞✐✛ér❡♠✲
♠❡♥t ❧❡s ✈♦✐❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ✉♥ s❡❝♦♥❞ t❡♠♣s✱ ❧❡s
tr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡✈r♦♥t êtr❡ ré❛❧✐sés s✉r ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❧❡✈❡r ❝❡rt❛✐♥s ❞♦✉t❡s
s✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐té à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ❣r❛♥❞✲❢♦♥❞ ❀ ❡t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥ts ❡♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r s♦✉r❝❡s ré❡❧❧❡s✳ ♣♦✉✈♦✐r ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t rés✉❧✲
t❛ts ♣✉❜❧✐❛❜❧❡s s❡r❛✐t ✉♥ ♣❧✉s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s✲♠❛r✐♥❡ ❛✉ ✈✉ ❞✉ très ♣❡t✐t
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s
❣r❛♥❞✲❢♦♥❞✳





❆♥♥❡①❡ ❆

❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ à ✉♥❡

✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲✢✉✐❞❡

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠✐❧✐❡✉①✱ ♥♦té ♠✐❧✐❡✉ ✶ ❡t ♠✐❧✐❡✉ ✷✱ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡t ❞❡♥s✐té
r❡s♣❡❝t✐✈❡s c1✱ ρ1✱ c2 ❡t ρ2✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ s♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❧✬♦♥❞❡
✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡ ♣✉❧s❛t✐♦♥ ω ❡t ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r❛s❛♥❝❡ θi ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ ❞✬❛♥❣❧❡
❞❡ r❛s❛♥❝❡ θr ❡t ✉♥❡ ♦♥❞❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ r❛s❛♥❝❡ θt✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❦i✱ ❦r ❡t ❦t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ (r, z) t❡❧ q✉❡

❦i = (k1cosθi, k1sinθi), ❦r = (k1cosθr, k1sinθr) et ❦t = (k2cosθt, k2sinθt), ✭❆✳✶✮

♦ù k1 = ω
c1

❡t k2 = ω
c2
✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❆✳✶ ❡♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s r❛②♦♥s

❛❝♦✉st✐q✉❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳

z

r

i r

t

Milieu 2

2 c2

Milieu 1 

interface

1 c1

krki

kt

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐❧✐❡✉ ✶ s✬é❝r✐t

p1(r, z, t) = eik1cosθir+ik1sinθiz−ωt +Reik1cosθrr+ik1sinθrz−ωt, ✭❆✳✷✮

❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠✐❧✐❡✉ ✷

p2(r, z, t) = Teik2cosθtr+ik2sinθtz−ωt, ✭❆✳✸✮

♦ù r✱ z ❡t t s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s R ❡t T s♦♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡ ❡t tr❛♥s♠✐s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡✳

▲❡s ✐♥❝♦♥♥✉s θr✱ θt✱ R ❡t T s♦♥t ♦❜t❡♥✉ ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧✐♠✐t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ r❛s❛♥❝❡ ❞❡s
♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡ ❡t tr❛♥s♠✐s❡✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡

p1 = p2, ✭❆✳✹✮



✶✷✵ ❆♥♥❡①❡ ❆✳ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✢✉✐❞❡✲✢✉✐❞❡

❞❡ t❡❧ s♦rt❡ q✉❡✱ ✐♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✷✮ ❡t ✭❆✳✸✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✹✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

eik1cosθir +Reik1cosθrr = Teik2cosθtr. ✭❆✳✺✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t r✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞❡ r❛s❛♥❝❡ ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡

k1cosθi = k1cosθr = k2cosθt. ✭❆✳✻✮

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥

θi = θr, ✭❆✳✼✮

❡t ♣♦✉r ❧❛ ré❢r❛❝t✐♦♥
cosθi
c1

=
cosθt
c2

. ✭❆✳✽✮

▲❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s
ré✢é❝❤✐❡ ❡t tr❛♥s♠✐s❡✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡

1

ρ1

∂p1
∂z

=
1

ρ2

∂p2
∂z

. ✭❆✳✾✮

■♥❥❡❝t❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭❆✳✷✮ ❡t ✭❆✳✸✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✾✮ ♦♥ tr♦✉✈❡

k1sinθi −Rk1sinθr
ρ1

=
Tk2sinθt

ρ2
. ✭❆✳✶✵✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s ♣♦✉r ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✼✮ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t
θi = θr = θ1 ❡t θt = θ2✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ s✬é❝r✐t

(1−R)ρ2c2sinθ1 = Tρ1c1sinθ2. ✭❆✳✶✶✮

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦r❡s✲❡t✲❞é❥à ❝♦♥s✐❞éré ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧❡s
❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡ R ❡t tr❛♥s♠✐s❡ T s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪✳ ❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✻✮
❞❛♥s✭❆✳✺✮ ♦♥ tr♦✉✈❡

1 +R = T. ✭❆✳✶✷✮

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✷✮ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡
ré❢r❛❝t✐♦♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

R =
ρ2c2sinθ1 − ρ1c1sinθ2
ρ2c2sinθ1 + ρ1c1sinθ2

✭❆✳✶✸✮

❡t

T =
2ρ2c2sinθ1

ρ2c2sinθ1 + ρ1c1sinθ2
. ✭❆✳✶✹✮



❆♥♥❡①❡ ❇

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❲❡♥st❡r✲❑r❛♠❡rs✲❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭❲❑❇✮

❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ρ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✳✷✵✮ ♣❡✉t êtr❡
réé❝r✐t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

d2Ψ(z)

dz2
+ k2z(z)Ψ(z) = 0, ✭❇✳✶✮

♦ù kz(z) =
√

k2(z)− k2r ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡t kr ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✳ ▲❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s Ψ(z) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ X(z) ❡t ❞❡ s♦♥ ❝♦♥❥✉❣✉é X(z)✱ s♦✐t ✿

Ψ(z) = X(z) +X(z), ✭❇✳✷✮

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✶✮ ❛✈❡❝ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉✐✱ ❡♥
t❡r♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ φ(z) ❡t ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ a(z)✱ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶❪ ✿

X(z) = a(z)eiφ(z), ✭❇✳✸✮

♦ù a(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❞❡ z✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t s❛♥s ③ér♦✳ ▲❡s ③ér♦s s♦♥t ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❢♦♥❞❡✉rs ♦ù ❧❛ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t❡ φ(z) = (n+ 1

2)π✱ ❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✭❇✳✶✮ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ Ψ(z) ♣❛r s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ X(z)✱ ❧❡s

♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡ ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ♥✉❧❧❡s✳ ❙♦✐t✱ ♣♦✉r
❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡

1

a(z)

d2a(z)

dz2
+ k2z(z)−

(
dφ(z)

dz

)2

= 0, ✭❇✳✹✮

❡t ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡

2
da(z)

dz

dφ(z)

dz
+ a(z)

d2φ(z)

dz2
= 0. ✭❇✳✺✮

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✹✮ ❡st
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡✈❛♥t k2z ✱ s♦✐t ✿

1

a(z)

d2a(z)

dz2
≪ k2z(z). ✭❇✳✻✮

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❝❤❡r❝❤é❡ a(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❞❡ z✳ ❙♦✉s
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✹✮ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ❊✐❦♦♥❛❧❡ ❡t ✈❛✉t

(
dφ(z)

dz

)2

= k2z(z). ✭❇✳✼✮



✶✷✷ ❆♥♥❡①❡ ❇✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❡♥st❡r✲❑r❛♠❡rs✲❇r✐❧❧♦✉✐♥ ✭❲❑❇✮

❖♥ tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✈ér✐✜❡

dφ(z)

dz
= ±kz(z), ✭❇✳✽✮

❡t✱ ❛♣rès ✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

φ(z) = ±
∫ z

z0

kz(z
′) dz′ + ϕ(z0), ✭❇✳✾✮

❛✈❡❝ z0 ❡t ϕ(z0) ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
❊♥ ✐♥sér❛♥t ✭❇✳✽✮ ❞❛♥s ✭❇✳✺✮✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈ér✐✜❡

2
da(z)

dz
kz(z) + a(z)

dkz(z)

dz
= 0, ✭❇✳✶✵✮

❞♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

a(z) =
A√
kz(z)

, ✭❇✳✶✶✮

❛✈❡❝ A ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✐♥❥❡❝t❛♥t ✭❇✳✾✮ ❡t ✭❇✳✶✶✮ ❞❛♥s ✭❇✳✸✮ ♦♥ tr♦✉✈❡

X(z) =
A√
kz(z)

e
i
∫ z

z0
kz(z′) dz′+iϕ(z0). ✭❇✳✶✷✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ré❡❧❧❡ Ψ(z) s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✭❇✳✶✮ ❡st tr♦✉✈é❡ ❡♥ s✉♣❡r♣♦s❛♥t X(z) ❛✈❡❝ s♦♥
❝♦♥❥✉❣✉é s❡❧♦♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❇✳✷✮ ✿

Ψ(z) =
A√
kz(z)

(
e
i
∫ z

z0
kz(z′) dz′+iϕ(z0) + e

−i
∫ z

z0
kz(z′) dz′+iϕ(z0)

)
. ✭❇✳✶✸✮



❆♥♥❡①❡ ❈

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ✉♥❡ ❞✉❛❧✐té ❡♥tr❡ ♠♦❞❡s ❡t r❛②♦♥s ❬●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡
q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ 4×N ♦♥❞❡s✱ s♦✐t ❞✬❛♣rès
✭✸✳✶✵✮ ✿

p(zr, zs, r) = Q

N∑

m=1

∑

ε,ξ

Ψε
m(zr)Ψ

ξ
m(zs)

e−ikmr

√
kmr

. ✭❈✳✶✮

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s✱ ❧✬✉♥❡ ♠♦♥t❛♥t❡ Ψ−
m(z) ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ Ψ+

m(z)✱ s❡
r❡♥❝♦♥tr❡♥t✱ ❡❧❧❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❞❡str✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✐ ✉♥❡ ❝rêt❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝r❡✉① ❡t ❝♦♥str✉❝✲
t✐✈❡♠❡♥t s✐ ❞❡✉① ❝rêt❡s ✭♦✉ ❞❡✉① ❝r❡✉①✮ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♠♦t✐❢ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ♥÷✉❞s ❡t ❞❡s ❛♥t✐✲♥÷✉❞s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ❈✳✶✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱
❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ♣r♦❣r❡ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡✉r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ±θm ♠❛✐s ❧❡ ♠♦t✐❢ r❡st❡✱ q✉❛♥❞ à
❧✉✐✱ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ z ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s❡❧♦♥ r✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡s s❡❧♦♥ z ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ Ψm(z)✱ ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥té à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶✳ ▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡❧♦♥ r ❡st
❡❧❧❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ km = k cos θm(z) q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦❞❛❧❡ m✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ rés✉❧t❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s✳

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡✳ ❉❡✉① ♦♥❞❡s ♠♦♥t❛♥t❡ ❡t
❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ k s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♦ù ❧❛ ❝é❧ér✐té c ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳
▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ✉♥ ♠♦t✐❢ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❡♥ z ❞♦♥t ❧❡s ♥÷✉❞s ❡t ❧❡s
❛♥t✐✲♥÷✉❞s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s Ψ(z)✳



✶✷✹ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥♦r♠❛✉①

❉✉❛❧✐té ♠♦❞❡s✴r❛②♦♥s

▲❛ ❞✉❛❧✐té ♠♦❞❡s✴r❛②♦♥s ✐♥t❡r✈✐❡♥t s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❲❑❇ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉①
✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✭❞✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦❞❛❧❡ s✉❝❝❡ss✐❢✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛✉① ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ss✐♥❛♥t ✉♥ r❛②♦♥ ❞✐✛✉s ❬❚✐♥❞❧❡ ✫ ●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹✱ ●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹✱ ●✉t❤r✐❡ ✫ ❚✐♥❞❧❡ ✶✾✼✻❪✳

P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭✸✳✶✶✮ ❞❡s q✉❛tr❡ ♦♥❞❡s ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ m ❞♦♥♥é
♣❛r ❲❑❇✱ s♦✐t ✿

φξε
m = kmr + ξ

∫ zs

z
ξ
m

kz,m(z′) dz′ + ε

∫ z

zεm

kz,m(z′) dz′ + ϕ(zξm) + ϕ(zεm). ✭❈✳✷✮

❈♦♠♠❡ ❝❡s ♦♥❞❡s r❡s♣❡❝t❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉

∫ z−m

z+m

kz,m(z′) dz′ + ϕ(z−m) + ϕ(z+m) = mπ, ✭❈✳✸✮

♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs é❝r✐r❡ ✿

−
∫ z

z−m

kz,m(z′) dz′ = mπ − ϕ(z−m)− ϕ(z+m)−
∫ z

z+m

kz,m(z′) dz′, ✭❈✳✹✮

❊♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ✭❈✳✹✮✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✷✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

φξε
m = kmr + ξ

∫ zs

z+m

kz,m(z′) dz′ + ε

∫ z

z+m

kz,m(z′) dz′ + κε,ξm ✭❈✳✺✮

❛✈❡❝ κε,ξm ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ (ε, ξ,m) ❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❞é♣❤❛s❛❣❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t✳

▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✺✮ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠❜✐♥é❡s ♣♦✉r êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

zs ❡t z ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t kz,m =
(

ω2

c2(z)
− k2m

) 1
2 ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

φε,ξ
m = kmr ±

∫ z

zs

( ω2

c2(z′)
− k2m

) 1
2 dz′ + κε,ξm , ✭❈✳✻✮

♦ù ± ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✭ε, ξ✮✳
❉✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ t♦t❛❧ ✭❈✳✶✮✱ ❝❡s ♦♥❞❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡t ❧❡

❢♦♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s s♦♥t ❡♥ ♣❤❛s❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥
❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣❤❛s❡ ∆φ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ 2π✳ ❙♦✐t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❡ ✭❈✳✻✮ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à m ✿

∆km
∆m

r +

∫ z

zs

km
∆km
∆m

( ω2

c2(z′)
− k2m

)− 1
2 dz′ +

∆κε,ξm

∆m
= 2nπ, ✭❈✳✼✮

❛✈❡❝ n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ st❛❜❧❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞❛✉①
♣r♦❝❤❡s ♣✉✐sq✉❡ ✭❈✳✻✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛r✐❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ m✳ ❊♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧❡s
♦♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❞❡ ✭❈✳✼✮ ✭✐✳❡✳ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ♠♦❞❛✉① ❛❞❥❛❝❡♥ts m ❡t m + 1✮✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬é♥❡r❣✐❡
✐♥t❡r✈✐❡♥t à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ r ❡t à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r z ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❬❚✐♥❞❧❡ ✫ ●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪ ✿

r = ±
∫ z

zs

( ω2

c2(z′)k2m
− 1
)− 1

2 dz′ +
2nπ

∆km,m+1
, ✭❈✳✽✮



✶✷✺

❛✈❡❝ ∆km,m+1 = km − km+1✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❝✐ ❧❡ t❡r♠❡ ∆κε,ξm,m+1 ❡st ♥✉❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s
❞é♣❤❛s❛❣❡s ❛✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts✳

❖♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧♦rs ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s r❛②♦♥s✱ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡
tr❛❥❡t ❞✬✉♥ r❛②♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❛②❛♥t ré❛❧✐sé n ❝②❝❧❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♥♦té D ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❧❛
♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ z ❬❏❡♥s❡♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶✱ ❚✐♥❞❧❡ ✫ ●✉t❤r✐❡ ✶✾✼✹❪✱ s♦✐t ✿

r = ±
∫ z

zs

( c(z0)

c2(z′) cos2 θ(z0)
− 1
)− 1

2 dz′ + nD, ✭❈✳✾✮

♦ù z0 ❡st ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❞❡ ✭❈✳✽✮ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ✭❈✳✾✮
♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

km =
ω

c(z0)
cos θ(z0) ✭❈✳✶✵✮

❡t

D =
2π

∆km,m+1
. ✭❈✳✶✶✮

▲❡s ♦♥❞❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❈✳✽✮ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥ r❛②♦♥✱ ❞✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✭❈✳✾✮ ❡t ❞♦♥t ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r
z0 ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✵✮ ❡t s♦♥ ❝②❝❧❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✶✶✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ✭❈✳✾✮ ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉① q✉❛tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✭ε, ξ✮✳ ❈❡s
q✉❛♥t✐tés ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞♦♥❝ q✉❛tr❡ r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ n ❞❡ ❝②❝❧❡s✱ ❝♦♠♠❡
✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷✳ ❊♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✺✮✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés ❝♦♠♠❡ ✉♥
❛❥♦✉t ✭♦✉ ✉♥ r❡tr❛✐t✮ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠ê♠❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
q✉✐ ❛✉r❛✐t ❡✛❡❝t✉é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r n ❞❡ ❝②❝❧❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❝❡t ❛❥♦✉t ✭♦✉ r❡tr❛✐t✮ ❡st ré❛❧✐sé
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❛✉r❛✐t ♣✉ êtr❡ ♠❡♥é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ✭❈✳✺✮ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡
r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s r❛②♦♥s ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s s✬❛rrêt❡ ✐❝✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✽✮ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡ q✉✐ ♥✬♦♥t
❞❡ s❡♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s r❛②♦♥s q✉✐ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❬P✐❣♥♦t ✶✾✾✼❪✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣♦✉r n = 1✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ε ❡t ξ

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭❈✳✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧✬❛❥♦✉t ♦✉ ❛✉ r❡tr❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❝♦♠♣❧❡t D✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦té ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✳ ▲❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛②❛♥t ré❛❧✐sés ✉♥
❝②❝❧❡ ❝♦♠♣❧❡t s♦♥t tr❛❝és ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❡t ❝❡✉① r❡❧✐❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛✉ ré❝❡♣t❡✉r ❡♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥✳
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❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✷✵✶✽✳
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❬●❛♦ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✵❪ ❉❛ ❩❤✐ ●❛♦✱ ◆✐♥❣ ❲❛♥❣ ❡t ❍❛♦ ❩❤♦♥❣ ❲❛♥❣✳ ❆ ❞❡❞✐s♣❡rs✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r

s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆❝♦✉st✐❝s✱
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♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜r♦❛❞❜❛♥❞ ♥♦♥✲✐♠♣✉❧s✐✈❡ ❛❝♦✉st✐❝ s♦✉r❝❡s ✐♥ ❛♥ ♦❝❡❛♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡

❛rr❛② ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✶✸✽✱ ♥♦✳ ✺✱ ♣❛❣❡s
✷✻✹✾✕✷✻✻✼✱ ✷✵✶✺✳

❬●r❛❝❤❡✈ ✶✾✾✸❪ ●❆ ●r❛❝❤❡✈✳ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ❧❛②❡r❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ❆❝♦✉s✲
t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✱ ✈♦❧✳ ✸✾✱ ♥♦✳ ✶✱ ♣❛❣❡s ✻✼✕✼✶✱ ✶✾✾✸✳

❬●r❛❤❛♠ ✫ ❚❛❧❛② ✷✵✶✶❪ ❈❛r❧ ●r❛❤❛♠ ❡t ❉❡♥✐s ❚❛❧❛②✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❞❡
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❬●✉t❤r✐❡ ✫ ❚✐♥❞❧❡ ✶✾✼✻❪ ❑✳ ▼✳ ●✉t❤r✐❡ ❡t ❈✳ ❚✳ ❚✐♥❞❧❡✳ ❘❛② ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠♦❞❡ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ✉♥❞❡r✇❛t❡r ❛❝♦✉st✐❝s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙♦✉♥❞ ❛♥❞ ❱✐❜r❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✳ ✹✼✱ ♥♦✳ ✸✱ ♣❛❣❡s ✹✵✸✕✹✶✸✱
❆♦ût ✶✾✼✻✳
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♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛♥❞ r❛② ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✈♦❧✳ ✶✷✾✱
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Titre: Invariant océanique grand-fond et discrimination en immersion de sources UBF (1-300 Hz) 
sur une antenne horizontale 

Mots clés: Acoustique sous-marine, modes normaux, dualité modes-rayons, invariant océanique, 
Motif d’interférences, discrimination en immersion. 
 
Résumé: En milieu océanique grand-fond (profondeur  >1000 m), la propagation d'ondes acoustiques Ultra 
Basse Fréquences (UBF, 1-300 Hz) est caractérisée par une forte influence des propriétés géo-acoustique 
de l'environnement marin. Classiquement, des méthodes de localisation du type matched field processing 
sont mises en place pour intégrer cet aspect lors de l'inversion. Cependant, ces méthodes sont connues 
pour être très sensibles à de petites erreurs de modélisation de l'environnement, qui sont en pratique 
inévitables. C'est pourquoi il convient mieux de se tourner vers d’autres méthodes d’inversion plus robustes 
à la méconnaissance de l'environnement. 
 
Dans ce manuscrit on choisit d'étudier une quantité, appelée invariant océanique. Elle est associée à la 
formation d’interférence et montre des propriétés intéressantes de robustesse à de petites variations des 
propriétés géo-acoustique du milieu. En adoptant une approche ondulatoire de la propagation, on 
s’intéresse particulièrement à deux phénomènes responsables de sa dépendance à la configuration source-
récepteur (la prédominance du champ acoustique par des groupes de modes et le comportement différencié 
des ondes montante et descendante constituant un mode). Cette approche permet une prédiction précise et 
une compréhension profonde du phénomène d'interférence en milieu grand-fond. En couplant cette théorie 
de l'invariant océanique avec le concept d'énergie piégée, une méthode de localisation est ensuite 
proposée. Elle prend la forme d'une discrimination en immersion utilisant comme entrée l'intensité 
acoustique d'un signal large bande reçu sur une antenne horizontale. 

 

Title: Deep-water waveguide invariant and depth discrimination for very low frequency (1-300Hz) 
sources recorded by a horizontal line array 

Keywords: Underwater acoustics, normal modes, rays-modes duality, waveguide invariant, 
interference pattern, depth discrimination. 
 
Abstract: Within the deep-water ocean (depth >1000 m), low frequencies (1-300 Hz) acoustic waves are 
characterized by very long range propagation. In this context, the propagation is largely impacted by the 
oceanic environment. Thus, localization methods based on classical plane wave models do not perform 
well. Matched field processing has been proposed to include better environmental models, but it is known to 
perform poorly as soon as the environment is not perfectly known. Given that the ocean is a dynamic 
system, it changes quickly over time and space making this method inapplicable in an operational context. 
To circumvent this issue, a better way is to consider methods that do not require detailed knowledge about 
the environment. 
 
In this manuscript I consider a quantity called the Waveguide Invariant (WI) which is known to be robust to 
small environment variations. In particular, I investigate two phenomenons responsible for its dependence to 
the source-receiver configuration: the dominance of the acoustic field by groups of modes and the frequency 
dependence of the eigenmodes. Using a ray-mode approach, these two features are integrated in a WI 
derivation which provides a thorough way to predict and understand the striation patterns in deep-water 
context. Then, using this underlying physics driving the propagation along with the concept of mode 
trapping, a depth localization method is proposed. The input data for the algorithm is a range-frequency 
intensity, as measured on a horizontal line array. This idea is explored and extended to propose a source 
depth discrimination which is performed as a binary classification problem. 
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