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2.4.1 Panorama des méthodes standard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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4.1.2 Critère de séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Introduction générale

1 Contexte et objectifs

Les régions de notre galaxie situées entre les étoiles sont regroupées sous l’appellation
de “milieu interstellaire”. Bien que ce milieu soit généralement très dilué, on y trouve de la
matière injectée par les étoiles en fin de vie. Cette matière n’est pas répartie uniformément
dans le milieu interstellaire mais concentrée dans des nuages de gaz et de poussière. Ces nuages
présentent la particularité d’absorber la lumière émise par les étoiles dans l’ultraviolet (UV)
pour en réémettre la majeure partie dans l’infrarouge (IR).

Plus spécifiquement, certaines portions des nuages interstellaires sont baignées par un flux
de rayonnement UV suffisamment intense pour dissocier les molécules. Ces zones d’interaction
entre rayonnement et matière sont appelées régions de photodissociation (PDR pour Photo-
Dissociation Regions en anglais). Ce type d’interface a un impact majeur sur la structure, la
dynamique, la chimie et l’équilibre thermique du nuage.

On s’intéresse ici aux régions de formations stellaires, caractérisées par la présence de
jeunes étoiles massives entourées d’un nuage de matière où l’interaction entre le gaz, la
poussière et les photons UV est particulièrement importante. L’étude de ces PDR permet de
comprendre l’influence d’une étoile massive sur son voisinage, qui peut favoriser l’effondre-
ment gravitationnel du nuage de matière, entrâınant la formation de nouvelles étoiles.

L’imagerie hyperspectrale dans le domaine IR est l’outil privilégié pour l’étude de ces
régions. Elle donne accès aux principales raies de refroidissement du gaz et à l’émission de la
poussière, à partir desquelles il est possible de déterminer les conditions physiques locales en
s’appuyant sur les modèles de transfert de rayonnement ou de régions photodominées.

Une image hyperspectrale (ou cube hyperspectral) est une fonction de trois variables,
à savoir deux variables de position (position d’un pixel dans une image) et une variable
spectrale (longueur d’onde). Ainsi, à chaque pixel de l’image correspond un spectre d’intensité
électromagnétique.

Dans le contexte d’étude des PDR, les images hyperspectrales acquises par les télescopes
spatiaux (e.g. Spitzer et Herschel) présentent une caractéristique majeure. Tout d’abord le
milieu observé est, au premier ordre, “transparent” aux longueurs d’onde considérées. Le
spectre mesuré pour chaque pixel correspond donc à l’émission sur toute la profondeur du
nuage de matière. Ensuite, sous l’effet du rayonnement UV intense, le nuage de matière
est structuré en strates. Chaque couche du nuage est constituée de molécules de gaz et de
poussières spécifiques, et possède donc une signature spectrale propre que l’on appellera
composante élémentaire.
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Le spectre global obtenu pour un pixel donné est alors une combinaison (linéaire instan-
tanée dans notre cas) des spectres élémentaires émis par les différentes couches du nuage de
matière.

L’étude des structures de la PDR passe donc par l’extraction d’une part des spectres
élémentaires associés à chaque couche du nuage de matiere observé et d’autre part des cartes
de répartition donnant la disposition des différentes couches du nuage dans la nébuleuse.
Pour réaliser cette décomposition mathématique du cube spectral, on utilise des méthodes
de séparation aveugle de sources (SAS). Les problèmes de SAS consistent à estimer un en-
semble de signaux sources inconnus à partir d’un ensemble de signaux observés qui sont des
mélanges de ces signaux sources, l’opérateur de mélange étant en partie inconnu. Dans notre
contexte, on modélise le mélange par une combinaison linéaire instantanée, cependant les
paramètres du mélange (i.e. les coefficients donnant la contribution de chaque source dans
chaque observation) sont inconnus et sont aussi à estimer.

L’objectif de ces travaux de thèse est le développement de méthodes de SAS dédiées à
l’analyse des données hyperspectrales et répondant aux contraintes imposées par les observa-
tions de régions de photodissication. Dans ce but, nous avons étudié dans un premier temps
les possibilités qu’offrent les méthodes de SAS présentes dans la littérature et applicable à
notre contexte spécifique. Après avoir souligné les avantage et inconvénient des méthodes
existantes et utilisables, nous avons développé des méthodes de SAS originales permettant
une décomposition des images hyperspectrales sous les contraintes imposées par le contexte
astrophysique.

2 Organisation du manuscrit

Nous commencerons cette étude par deux chapitres portant sur l’état de l’art. Dans le
premier chapitre, nous présenterons le concept de la SAS dans un contexte général. Nous
décrirons les différents types de mélanges rencontrés dans les principaux domaines d’applica-
tion, puis nous présenterons les différentes classes de méthodes de la littérature permettant
de résoudre le problème de SAS pour un modèle linéaire instantané. Nous nous focaliserons
davantage sur les méthodes utilisables dans notre contexte.

Dans le second chapitre, nous aborderons la problématique de SAS que soulève l’imagerie
hyperspectrale en observation de la Terre et en astrophysique. Ensuite, nous établirons un
panorama des méthodes de SAS spécifiques à ces deux domaines d’application. Pour finir,
nous décrirons les données sur lesquelles nous travaillerons tout au long de ce manuscrit et
conclurons ainsi sur nos choix méthodologiques.

Les trois chapitres suivant présentent nos contributions en termes de méthodes de SAS.
Le chapitre trois porte sur l’hybridation d’une méthode d’analyse en composantes parcimo-
nieuses, appelée SpaceCORR, avec une méthode de factorisation en matrices non négatives
(NMF). L’objectif de cette approche est d’exploiter les avantages des méthodes SpaceCORR
et NMF tout en contrebalançant leurs inconvénients respectifs.

Dans le chapitre quatre, nous proposerons une première approche permettant de relâcher
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la contrainte de parcimonie imposée par SpaceCORR. La méthode développée, appelée
MASS, est basée sur l’exploitation de la structure géométrique que prennent les données
sous certaines conditions de parcimonie. Nous étudierons également l’hybridation de MASS
avec la NMF.

Dans le chapitre cinq, nous proposons une seconde approche permettant de relâcher la
contrainte de parcimonie imposée par SpaceCORR. La méthode développée, appelée SIBIS,
est une méthode géométrique basée sur l’étude de l’intersection des sous-espace engendrés
par certaines régions de l’image hyperspectrale présentant des propriétés de parcimonie.

Pour chacun des chapitres détaillant nos contributions méthodologiques, un ensemble de
tests sur données simulées est réalisé afin d’étudier les performances et les limites de nos
approches. Chaque méthode est enfin appliquée sur les données réelles à notre disposition.

Pour finir, nous proposons dans un dernier chapitre une conclusion générale à ces travaux
ainsi qu’un ensemble de perspectives.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous introduirons le concept de la Séparation Aveugle de Sources
(SAS) dans un contexte général. Nous décrirons les différents types de mélanges rencontrés
dans les principaux domaines d’application, puis nous présenterons les différentes classes
de méthodes de la littérature permettant de résoudre le problème de SAS pour un modèle
linéaire instantané. Nous nous focaliserons davantage sur les méthodes basées sur la factori-
sation en matrices non-négatives, l’analyse en composantes parcimonieuses ainsi que sur les
méthodes géométriques, ces classes de méthodes nous servant de base afin de traiter notre
problématique.

1.1 Généralités

La séparation aveugle de sources est un problème générique de traitement de données
rencontré dans de nombreux domaines d’application. L’étude de phénomènes physiques, ou
la caractérisation d’un milieu, passe généralement par la mesure de signaux d’intérêt nous
renseignant sur les phénomènes ou le milieu considéré. Dans certains cas, les signaux d’intérêt
que l’on souhaite étudier sont mélangés lors de leur propagation simultanée jusqu’aux cap-
teurs et sont éventuellement bruités. Le terme signal ici est à prendre au sens large puisqu’il
dépend de la nature du phénomène observé : acoustique, spectroscopique, images ou encore
d’autre type de données plus complexes. Ainsi, un capteur (un microphone, une antenne, un
imageur...) fournit des données constituant un signal observé issu du mélange des signaux
d’intérêt, appelés signaux sources.

Parmi les domaines d’application de la SAS, on mentionnera par exemple l’étude des
signaux acoustiques [1, 50, 95, 121, 140], les télécommunications [47, 128], le biomédicale
[42, 77, 87, 91, 134, 141], l’observation de la Terre [80] ou encore l’astrophysique [16, 27, 113].
Ces deux dernières applications, et en particulier la télédétection en astrophysique, seront
détaillées dans la suite de ce manuscrit. Pour un panorama plus complet des méthodes de
SAS générales et des applications, le lecteur pourra consulter [33, 37, 38, 39, 44, 46, 71].
La grande variété de champs d’application de la SAS conduit à l’élaboration de plusieurs
modèles de mélange de données.

Pour illustrer la procédure de mélange, on prend l’exemple d’un ensemble de M observa-
tions notées xm (m ∈ {1, . . . ,M}) issues du mélange de L sources notées s` (` ∈ {1, . . . , L}).
Chaque signal source et signal observé est constitué de N échantillons que l’on indicera par
n. Suivant le domaine d’application, n peut désigner un indice temporel, fréquentiel, spatial...
La Figure 1.1 illustre le mélange des sources s` par un système de mélange M.

La relation entre les sources et les observations est donnée par l’application :

xm =M(s1, s2, ..., sL). (1.1)

L’objectif de la SAS est d’estimer l’ensemble des signaux sources s` uniquement à par-
tir des signaux observés xm. L’opérateur de mélange M est en partie inconnu. La classe
de l’opérateur est prédéfinie et dépend du modèle de mélange mais les paramètres de cet
opérateur sont inconnus et sont donc aussi à estimer. C’est pourquoi on parle de méthodes
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Figure 1.1 – Procédure de mélange

aveugles de séparation.

En plus de la classe de l’opérateur de mélange, d’autres paramètres sont à prendre en
compte pour résoudre la problème de SAS comme l’estimation du nombre de sources, le
nombre d’observations par rapport au nombre de sources ainsi que des indéterminations de
permutation et d’échelle. Ces différents points sont détaillés dans les paragraphes suivants.

1.2 Modèles de mélange

Le modèle de mélange caractérise le système liant les sources aux observations. Il peut être
linéaire (instantané ou convolutif), ou non linéaire. Les données astrophysiques sur lesquelles
nous travaillons sont issues de mélanges linéaires instantanés (ce point sera détaillé dans la
Section 2.2.2). C’est pourquoi nous ne présentons ici qu’un simple panorama des modèles
existants sans en détailler la nature ni les applications.

1.2.1 Mélanges Linéaires

Les mélanges linéaires appartiennent à la première catégorie de type de mélange. Ils sont
largement répandus dans la littérature et comportent trois sous catégories.

1.2.1.1 Mélange linéaire instantané

Dans ce modèle, chaque observation est une combinaison linéaire des sources. On parle de
mélange instantané lorsque la valeur du nième échantillon de l’observation dépend uniquement
de la combinaison linéaire des valeurs des sources au même nième échantillon :

xm(n) =
L∑
`=1

am` s`(n), (1.2)

où am` sont les coefficients de mélange donnant la contribution de la source ` dans l’observa-
tion m. Ce modèle peut être écrit sous la forme matricielle suivante :

X = AS, (1.3)
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où X ∈ RM×N est la matrice des observations, A ∈ RM×L la matrice de mélange et S ∈ RL×N

la matrice des sources.

1.2.1.2 Mélange linéaire à retard

Ce modèle de mélange linéaire est une généralisation du modèle précédent. Dans ce cas,
la valeur du nième échantillon de l’observation est une combinaison linéaire des valeurs des
sources à un indice différent :

xm(n) =
L∑
`=1

am` s`(n− nm`), (1.4)

où nm` correspond au décalage de la source ` dans l’observation m. Par exemple, dans le cas
de signaux temporels, ce décalage peut être introduit lorsque le temps de propagation des
sources jusqu’aux capteurs est différent pour chaque source.

1.2.1.3 Mélange convolutif

Dans ce modèle, chaque observation est une combinaison linéaire des sources convoluées
par un filtre propre à chaque source et à chaque observation :

xm(n) =
L∑
`=1

fm` ∗ s`(n), (1.5)

où fm` est la réponse impulsionnelle du filtre relatif à la source ` dans l’observation m. Par
exemple, dans le cas de signaux temporels, ce modèle est utilisé en présence de réflexions (un
capteur reçoit plusieurs fois la même source avec des décalages différents).

1.2.2 Mélanges non linéaires

La seconde catégorie de mélange concerne les mélanges non linéaires. Ces modèles, moins
répandus dans la littérature, se rapportent à des applications pour lesquelles le modèle linéaire
est insuffisant pour décrire le mélange des signaux d’intérêt. On distinguera les deux modèles
suivants :

1.2.2.1 Mélange post non linéaire

Ce modèle de mélange est caractérisé par l’ajout d’une transformation non linéaire fm
à un modèle linéaire instantané, chaque observation pouvant subir une transformation non
linéaire différente :

xm(n) = fm

(
L∑
`=1

am` s`(n)

)
. (1.6)
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1.2.2.2 Mélange linéaire quadratique

Ce modèle de mélange est caractérisé par l’ajout d’interactions possibles entre les sources
elle-mêmes. L’interaction entre deux sources est modélisée par le produit des valeurs des
échantillons de ces sources :

xm(n) =
L∑
`=1

am` s`(n) +
∑

16i6j6L

bmij si(n) sj(n). (1.7)

Pour plus de détails sur les mélanges non linéaires, le lecteur peut se référer à [30, 46, 49, 66,
67, 84, 100, 130].

1.3 Paramètres complémentaires

1.3.1 Estimation du nombre de sources

Un problème inhérent à la SAS est l’estimation du nombre L de sources présentes dans
les observations. Dans la majorité des cas, ce paramètre doit être fixé avant de procéder à
la séparation des sources proprement dite. On notera que certaines méthodes (par exemple
celle explicitée dans la Section 1.4.3.4) peuvent estimer le nombre de sources parallèlement
à la séparation. L’approche classique pour estimer le nombre de sources que nous allons
détailler est basée sur la décomposition en éléments propres de la matrice de covariance des
données (procédé similaire à l’Analyse en Composantes Principales (PCA pour Principal
Component Analysis en anglais) [131]. Le principe de la méthode est disponible dans [97].
Notons qu’il existe d’autres méthodes pour estimer le nombre de sources d’un mélange mais
elles nécessitent des contraintes supplémentaires sur le modèle de mélange linéaire. On re-
trouve cette configuration en imagerie hyperspectrale pour l’observation de la Terre (voir par
exemple [18]).

La méthode consiste à chercher le nombre minimum de composantes qui contribuent
le plus dans la variance totale des données, en supposant que le bruit est indépendant et
identiquement distribué (i.i.d.). Ce nombre correspond au nombre de sources présentes dans
les observations. Notons ΣX la matrice de covariance empirique des observations X :

ΣX =
1

N
XcX

T
c , (1.8)

où Xc est la matrice des données centrées : Xc(m, .) = X(m, .)− X̄(m, .). La décomposition
de ΣX en éléments propres s’écrit :

ΣX =
M∑
i=1

λieie
T
i , (1.9)

où λi est la iième valeur propre associée au vecteur propre ei. Les valeurs propres de ΣX ont
alors les propriétés suivantes (une preuve de ces propriétés est disponible dans [51]).
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Propriété 1 : Pour des données non bruitées (on note X0 la matrice des observations
non bruitées), la matrice de covariance ΣX0 possède L valeurs propres positives et M − L
valeurs propres nulles.

Le nombre L de sources est alors directement déduit de cette propriété. Pour une ap-
plication réelle, les données sont généralement perturbées par un bruit que l’on ne peut pas
négliger. Supposons donc que les observations X sont perturbées par un bruit E, blanc sui-
vant les indices m et n, additif, centré et de variance σ2

E. On a alors X = X0 +E. La relation
entre la matrice de covariance des observations non bruitées ΣX0 et la matrice de covariance
des observations bruitées ΣX est donné par :

ΣX = ΣX0 + σ2
EIM , (1.10)

où IM est la matrice identité (M ×M).

Propriété 2 : Les valeurs propres λ de ΣX et les valeurs propres λ0 de ΣX0 sont liées
par la relation :

λ = λ0 + σ2
E. (1.11)

Ces deux propriétés permettent alors de déduire que les valeurs propres ordonnées λ(i) de
ΣX pour un mélange de L sources sont telles que :

λ(1) > . . . > λ(L) > λ(L+1) = . . . = λ(M) = σ2
E. (1.12)

En pratique, à cause du nombre limité d’échantillons et de l’hypothèse forte d’un bruit
blanc ayant la même variance pour toutes les observations, l’égalité λ(L+1) = . . . = λ(M) = σ2

E

n’est pas vérifiée. Cependant, la différence entre les valeurs propres λ(L+1), . . . , λ(M) est faible
comparée à la différence entre les valeurs propres λ(1), . . . , λ(L) (en particulier entre les valeurs
propres λ(L) et λ(L+1)). La courbe des valeurs propres ordonnées est donc constituée de
deux parties. La première partie ΩS contient les L premières valeurs propres associées aux
composantes ayant une forte contribution dans la variance totale des données. Dans cette
partie de la courbe, les valeurs propres sont significativement différentes. La seconde partie
ΩE contient les valeurs propres restantes associées au bruit. Dans cette partie, les valeurs
propres sont similaires. Un exemple de courbe est donné sur la Figure 1.2.

Le but de la méthode d’estimation du nombre de sources est d’identifier à partir de quel in-
dice r = L+1 les valeurs propres ne varient plus significativement. Cette étape de la procédure
peut être réalisée par un algorithme automatique introduit dans [97]. Cette méthode basée sur
le gradient de la courbe des valeurs propres permet d’identifier une cassure dans cette courbe.

Par ailleurs, selon la valeur L du nombre de sources par rapport au nombre des observa-
tions M présentes dans les données, on peut distinguer trois situations indépendamment du
modèle de mélange :

— Si le nombre d’observations est égal au nombre de sources (M = L), on parle de
mélange déterminé.

— Si le nombre d’observations est supérieur au nombre de sources (M > L), on parle de
mélange sur-déterminé.
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Figure 1.2 – Exemple de courbe des valeurs propres ordonnées pour un mélange synthétique
de 4 sources en présence d’un bruit blanc suivant les indices m et n.

— Si le nombre d’observations est inférieur au nombre de sources (M < L), on parle de
mélange sous-déterminé.

Les mélanges déterminés et sur-déterminés sont en général équivalents en terme de traite-
ment par des méthodes de SAS, les mélanges sur-déterminés étant souvent plus avantageux
notamment en terme de robustesse au bruit. Cependant des subtilités peuvent apparâıtre
comme nous le verrons dans le Chapitre 5 où la méthode que nous proposons nécessite un
nombre minimale d’observations supérieur au nombre de sources (au moins 2L observations
dans le meilleur cas). Il est parfois nécessaire de ramener un mélange sur-déterminé à un
mélange déterminé en utilisant des méthodes de réduction de dimensions telle que l’ana-
lyse en composantes principales (PCA) [131]. Par exemple, ce cas peut apparâıtre lorsque la
méthode de séparation nécessite le calcul de déterminant de la matrice de mélange A (par
exemple la méthode N-FINDR [139] décrite dans la Section 2.4.2). Le cas des mélanges sous-
déterminés est plus difficile à résoudre et nécessite l’ajout de contraintes supplémentaires ou
d’utiliser des méthodes spécifiques.

1.3.2 Indéterminations

A partir du modèle de mélange linéaire instantané, on peut mettre en évidence deux
incertitudes de la SAS. En effet, sans information a priori sur les signaux sources mélangés,
l’échange d’un facteur quelconque entre une source et son coefficient de mélange n’affecte en
rien les observations :

xm(n) =
L∑
`=1

am` s`(n) (1.13)

=
L∑
`=1

am`
b`

b`s`(n). (1.14)
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Cette incertitude est appelée indétermination d’échelle sur les signaux sources. Afin de pal-
lier cette indétermination, une normalisation des sources ou des coefficients de mélanges est
possible (par exemple fixer la norme `2 de chaque source à l’unité, ou fixer les éléments dia-
gonaux de la matrice de mélange à l’unité). Ces solutions sont en général des conventions et
n’ont aucune incidence sur la forme du signal source estimé. On notera cependant que ces
normalisations ont parfois un sens lorsque l’on peut exprimer les signaux ou les coefficients
de mélange dans une unité de mesure physique.

Par ailleurs, l’indice ` associé à chaque source est arbitraire car les sources sont estimées
à une permutation près des vraies sources. En effet, si on change l’ordre des sources et des
coefficients de mélanges associés dans l’équation (1.13), l’observation n’est pas modifiée. Cette
permutation est appelée indétermination d’ordre. Notons que cette indétermination doit être
prise en compte dans le cas de résultats issus de données synthétiques permettant d’évaluer
les performances d’une méthode, les mesures d’erreurs d’estimations étant affectées par les
permutations des sources.

1.4 Méthodes pour les mélanges linéaires instantanés

La SAS est la discipline regroupant les méthodes permettant d’estimer les L signaux
sources s` (et leurs coefficients de mélange associés am`) à partir de leurs mélanges contenus
dans les M signaux observés xm. Comme mentionné précédemment, notre champ d’investi-
gation concerne la SAS pour des données issues d’un mélange linéaire instantané. Dans cette
section, on s’intéresse donc aux méthodes les plus répandues dans la littérature en rapport
avec le mélange linéaire instantané :

xm(n) =
L∑
`=1

am` s`(n), (1.15)

écrit sous forme matricielle :
X = AS, (1.16)

avec X (M×N) la matrice des observations, A (M×L) la matrice de mélange et S (L×N) la
matrice des sources. L’objectif de la SAS est donc d’obtenir une estimation des deux matrices
inconnues A et S aux indéterminations près. On note Â et Ŝ les estimations respectives de
A et S :

X ≈ ÂŜ. (1.17)

La procédure générale de la SAS est illustrée sur la Figure 1.3.

Le problème de la SAS est un problème mal-posé, et ce indépendamment du modèle de
mélange. Si on ne dispose pas d’information supplémentaire sur le mélange et/ou les sources,
l’équation (1.17) possède une infinité de solutions. En effet si le couple {Â, Ŝ} est une solu-
tion, alors {ÂP−1, P Ŝ} est aussi une solution pour toute matrice P inversible. Pour résoudre
le problème de nombre infini de solutions, il est nécessaire d’ajouter des contraintes sur les co-
efficients de mélanges et/ou sur les sources afin de parvenir à une solution unique, ou tout au
moins afin de réduire le nombre de solutions admissibles. Selon le domaine d’application, on
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Figure 1.3 – Procédure de séparation

dispose d’informations a priori sur les données permettant d’imposer des contraintes comme
par exemple l’indépendance statistique, la non-négativité, la parcimonie, etc... La nature des
contraintes que l’on impose définit les différentes classes de méthodes de la SAS.

Historiquement, les premiers travaux portant sur la SAS sont attribués à J. Hérault, C.
Jutten et B. Ans dans les années 80 [72]. Depuis, plusieurs grandes classes de méthodes ont
émergé et sont abondamment étudiées dans la littérature.

La première classe concerne les méthodes d’Analyse en Composantes Indépendantes
(ICA pour Independent Component Analysis en anglais). Elles sont basées sur un forma-
lisme probabiliste et requièrent que les signaux sources soient mutuellement statistiquement
indépendants. Jusqu’au début des années 2000, l’ICA était la seule classe de méthodes per-
mettant de réaliser la SAS. Pour plus de détails sur cette classe de méthodes, le lecteur pourra
consulter [37, 44, 46, 71].

La seconde classe de méthodes concerne les méthodes de Factorisation en Matrices Non-
négatives (NMF pour Nonnegative Matrix Factorisation en anglais). Ces méthodes apparues
au début des années 2000 requièrent que les sources et les coefficients de mélange soient
non négatifs. Pour plus de détails sur cette classe de méthodes, le lecteur pourra consulter
[33, 89, 90].

La troisième classe de méthodes concerne les méthodes d’Analyse en Composantes Par-
cimonieuses (SCA pour Sparse Component Analysis en anglais). Ces méthodes requièrent
que les signaux sources soient parcimonieux dans un domaine de représentation (temporel,
spatial, temps-fréquence ou temps-échelle par exemple). Pour plus de détails sur cette classe
de méthodes, le lecteur pourra consulter [37, 45, 46, 63].

La dernière classe de méthodes concerne les méthodes basées sur l’inférence bayésienne.
Ces méthodes permettent d’ajouter de l’information a priori en attribuant des densités de
probabilité aux sources et aux coefficients de mélange. Pour plus de détails sur cette classe
de méthodes, le lecteur pourra consulter le Chapitre 12 de [37].

Parmi les méthodes de SAS existantes, une autre classe de méthodes couramment utilisées
est à évoquer : les méthodes basées sur une représentation géométrique des données [19]. Ces
méthodes géométriques sont généralement incluses dans les méthodes SCA puisqu’elles re-
quièrent des hypothèses plus ou moins restrictives de parcimonie. La plupart des méthodes
géométriques étant développées pour des applications en télédétection, elles requièrent l’ajout
de contraintes supplémentaires au modèle linéaire usuel Eq. (1.16). Nous présenterons donc
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cette classe de méthodes en deux temps. Dans ce chapitre, nous détaillerons les méthodes
géométriques applicables au modèle linéaire standard, puis dans le Chapitre 2 dédié à l’ima-
gerie hyperspectrale nous présenterons un panorama des méthodes géométriques nécessitant
un modèle linéaire contraint.

1.4.1 Analyse en Composantes Indépendantes

Les premières méthodes de SAS ont été des méthodes basées sur l’ICA [37, 46, 71].
Cette classe de méthodes peut être vue comme un prolongement de l’analyse en compo-
santes principales (PCA) [131], dans laquelle le critère de non corrélation des sorties est
remplacé par l’indépendance statistique. Comme nous le verrons dans la Section 2.6.2, nous
nous intéressons à des données astrophysiques pour lesquelles les sources sont spatialement
et spectralement corrélées (voir Section 2.6.2.1 pour plus de détails). Ainsi cette classe de
méthodes ne pourra pas être utilisée dans notre contexte. Néanmoins, l’ICA étant l’une des
classes de méthodes les plus utilisées en SAS, nous en présentons ici le principe général.

Dans l’ICA, les sources sont modélisées par des variables aléatoires, ainsi s`(n) est la nième

réalisation de la variable aléatoire s`. L’objectif de l’ICA est d’estimer les sources de telle sorte
que celles-ci soient mutuellement statistiquement indépendantes. Cependant, cette hypothèse
sur les propriétés des sources n’est pas suffisante pour garantir la séparation des sources. En
effet, il a été démontré dans [36] que séparer des signaux indépendants et identiquement
distribués (i.i.d) suivant une loi gaussienne est impossible. La résolution du problème de
SAS passe par l’ajout d’une des deux hypothèses complémentaires suivantes : soit les sources
suivent une loi de probabilité non gaussienne (sauf au plus une), soit les sources sont non
i.i.d. On aboutit donc à deux catégories de méthodes ICA basées sur l’une ou l’autre de ces
hypothèses complémentaires.

1.4.1.1 Méthodes basées sur la non gaussianité

Cette première catégorie comprend les méthodes applicables aux sources i.i.d. avec la
nécessité que les sources soient non gaussiennes (sauf au plus une). En pratique, l’estima-
tion des sources est réalisée par l’optimisation d’un critère d’indépendance statistique. Nous
présentons ci-dessous les principaux critères utilisés par l’ICA pour cette première catégorie :

Maximisation de la non gaussianité Le principe de ce critère est de forcer les sources
estimées à être le plus non gaussiennes possible. La mesure la plus utilisée pour la non
gaussianité est le kurtosis normalisé. Il vaut zéro pour une distribution gaussienne. Plus la
valeur absolue du kurtosis normalisé d’une distribution augmente, plus la densité de cette
dernière s’éloigne de la densité gaussienne. Une autre mesure de la non gaussianité est basée
sur la théorie de l’information : la néguentropie. Elle est toujours positive ou nulle, et vaut
zéro uniquement pour une distribution gaussienne. L’une des méthodes les plus connues basée
sur la maximisation de la non gaussianité est FastICA [70].

Minimisation de l’information mutuelle Ce critère est déduit de la théorie de l’in-
formation. L’information mutuelle est une mesure permettant de caractériser directement
l’indépendance statistique entre des variables aléatoires. Elle est toujours positive et s’annule
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si et seulement si les variables aléatoires sont statistiquement indépendantes. Elle donne donc
une mesure directe de l’indépendance statistique des sources. On peut citer comme exemple
d’utilisation de ce critère les travaux [5, 36, 37, 118].

Maximisation de la vraisemblance Ce critère permet d’estimer les sources et les coeffi-
cients de mélange qui maximisent la vraisemblance des observations. En pratique les densités
de probabilité des sources sont inconnues, elles sont alors supposées comme appartenant à
une famille de distributions donnée. Le critère de maximisation de la vraisemblance a été
notamment étudié dans [9, 59, 120].

Approche tensorielle Cette approche est basée sur l’utilisation des cumulants d’ordre
supérieur (en général d’ordre 4) comme critère d’indépendance statistique. Les cumulants
croisés d’ordre 4 de variables aléatoires forment un opérateur multilinéaire appelé tenseur de
cumulants d’ordre 4. Une propriété du tenseur de cumulants d’ordre 4 est qu’il est diagonal
pour des variables aléatoires mutuellement indépendantes. Les sources sont alors estimées
par diagonalisation du tenseur relatif aux signaux de sortie du système de séparation. C’est
sur ce principe qu’est fondée la méthode JADE [26].

1.4.1.2 Méthodes basées sur la structure des signaux

Cette seconde catégorie comprend les méthodes applicables aux sources gaussiennes avec
la nécessité que les sources soient non i.i.d. Parmi ces méthodes, on distingue celles basées
sur l’autocorrélation des sources et celles basées sur la non stationnarité des sources.

Lorsque les sources sont autocorrélées, la séparation est réalisée en imposant la nullité de
l’intercorrélation des sources pour différents décalages temporels. Cette approche est utilisée
dans la méthode SOBI [8] et la méthode AMUSE [133].

Lorsque les sources sont non stationnaires, la séparation est réalisée par décorrélation
des sources entre elles à différent instants. Nous citerons [119] comme exemple de travaux
utilisant cette approche.

1.4.2 Factorisation en matrices non négatives

Les méthodes de NMF sont basées sur la décomposition d’une matrice non négative
(i.e. dont les éléments sont positifs ou nuls) en un produit de deux matrices également non
négatives. Ces méthodes ne se limitent pas au problème de SAS et peuvent être rencontrées
dans d’autres applications, notamment en classification avec par exemple, la classification
de texture, la reconnaissance faciale ou encore la surveillance d’email (Chapitre 8 de [33]).
Nos travaux portant spécifiquement sur la SAS, nous nous restreindrons dans la suite de ce
manuscrit au vocabulaire et aux notations introduits précédemment pour la décomposition
du mélange linéaire instantané Eq. (1.16) pour décrire les méthodes de NMF.

La première méthode de factorisation a été introduite au milieu des années 90 par P.
Paatero et U. Tapper [115, 116] sous la dénomination de PMF (pour Positive Matrix Facto-
risation en anglais). Bien que ces travaux initient l’approche originale d’utiliser la positivité
comme contrainte pour estimer un produit matriciel, les méthodes NMF sont popularisées à
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la fin des années 90 par les travaux de D.D. Lee et H.S. Seung [89, 90]. Ces travaux intro-
duisent un algorithme très simple à mettre en œuvre et convergeant plus rapidement que la
PMF. Depuis cette période, d’autres approches ont été proposées dans la littérature afin de
résoudre le problème de la NMF.

1.4.2.1 Principe général

L’objectif de ces méthodes est de décomposer la matrice des observations non négatives
X ∈ RM×N

+ en un produit de deux matrices non négatives A ∈ RM×L
+ et S ∈ RL×N

+ à une er-

reur d’estimation près : X ≈ ÂŜ. En terme de SAS, les matrices Â et Ŝ sont respectivement,
les estimations des coefficients de mélange et des sources aux indéterminations d’échelle et
de permutation près. Dans le suite du manuscrit, on notera les matrices estimés Â et Ŝ en
omettant le “chapeau” (à quelques exceptions près), afin d’alléger les notations.

La factorisation est réalisée en deux étapes. La première étape consiste à définir une
mesure pour quantifier la différence entre la matrice des observations X et le produit AS.
Le choix de cette mesure (ou distance) dépend de la structures des données, de la nature du
bruit et donc de l’application. On note D(X||AS) la distance entre X et AS. La distance la
plus naturelle et la plus utilisée dans la littérature est la distance euclidienne définie par la
norme de Frobenius :

D(X||AS) =
1

2
‖X − AS‖2

F . (1.18)

Une autre distance fréquemment utilisée dans la littérature est la divergence généralisée
de Kullback-Leibler :

D(X||AS) =
∑
m,n

Xm,n ln

(
Xm,n

[AS]m,n

)
−Xm,n + [AS]m,n. (1.19)

On trouve également dans la littérature de nombreux algorithmes de NMF basés sur
d’autres mesures que celles introduites par D.D. Lee et H.S. Seung [89, 90] et définies par
Eq. (1.18) et Eq. (1.19). On mentionnera par exemple les classes des alpha-divergences ou
des beta-divergences. Une liste détaillée et une étude comparative des mesures couramment
utilisées par la NMF sont données dans le Chapitre 2 de [33].

La seconde étape consiste à minimiser la mesure de distance entre X et AS définie
précédemment. Il s’agit de trouver les matrices optimales Â et Ŝ à valeurs non négatives
qui minimisent la fonction de coût J suivante :

J (A, S) = D(X||AS) A > 0, S > 0. (1.20)

Le problème d’optimisation se résume donc à :(
Â, Ŝ

)
= argmin

A,S
J (A, S) tq. Â > 0, Ŝ > 0. (1.21)

Plusieurs approches sont possibles afin d’optimiser cette fonction de coût. On trouve
notamment dans la littérature des algorithmes basés sur la méthode des moindres carrés
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alternés (ALS pour Alternating Least Square en anglais) [116], la méthode du gradient projeté
[32, 96, 142], la méthode Quasi-Newton (Chapitre 6 de [33]) ou encore les mises à jour
multiplicatives [89]. Nous donnons dans le paragraphe suivant quelques exemples de ces
méthodes. Bien que les approches pour optimiser la fonction de coût Eq. (1.20) soient assez
variées selon les applications, le principe général de ces algorithmes reste le même. On peut
résumer la structure de ces algorithmes comme suit :

1. Initialisation des matrices A et S.

2. Estimation itérative et alternée des matrices A et S selon les équations de mise à jour
définies par la méthode (ALS, multiplicative...) et par la mesure de distance.

3. L’estimation s’achève lorsque la condition d’arrêt est satisfaite.

En général, les matrices A et S sont initialisées aléatoirement. Cependant, nous verrons
par la suite que la solution donné par la NMF est fortement dépendante de l’initialisation
de l’algorithme. Il existe plusieurs alternatives possibles afin de rendre la NMF plus robuste
aux conditions initiales (voir Section 1.4.2.3).

Concernant les conditions d’arrêt, plusieurs versions sont possibles afin de fixer la conver-
gence de l’algorithme. On note D(k) la valeur de la distance D à l’itération k. Voici les critères
d’arrêt les plus courants :

— L’algorithme a convergé à l’itération k si la distance D(k) devient inférieure à un seuil
ε :

D(k)(X||ÂŜ) 6 ε. (1.22)

— L’algorithme a convergé à l’itération k si la distance D n’a pas varié (ou très peu)
entre deux itérations successives de la minimisation :

D(k)(X||ÂŜ)−D(k−1)(X||ÂŜ)

D(k)(X||ÂŜ)
6 ε. (1.23)

— Le nombre d’itérations de l’algorithme est prédéfini.
D’autres critère d’arrêt avancés sont disponibles dans le Chapitre 1 de [33].

1.4.2.2 Algorithmes standard de NMF

Nous présentons dans ce paragraphe les familles d’algorithmes les plus répandues dans la
littérature utilisées pour optimiser la fonction de coût Eq. (1.20). Pour chacune d’elle, nous
décrivons le concept de base en nous limitant à la distance euclidienne Eq. (1.18) comme
mesure de distance. Depuis les premiers travaux portant sur la NMF, de nombreuses va-
riantes ont été proposées dans la littérature pour chacune de ces familles. Ces variantes
ont souvent pour objectif soit d’accélérer la convergence des algorithmes, soit d’ajouter des
contraintes supplémentaires à la fonction de coût J afin de prendre en compte des pro-
priétés supplémentaires disponibles sur les données. Nous reviendrons sur cet aspect dans le
paragraphe suivant.

Algorithmes ALS La première version de la NMF, introduite par P. Paatero et U. Tapper
[116] sous la dénomination de PMF, utilise comme méthode d’optimisation un algorithme
ALS. Le principe de l’ALS est d’optimiser la fonction de coût Eq. (1.20) en procédant par
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minimisation alternée suivant les deux variables A et S. A chaque itération, une des deux va-
riables est fixée et l’autre est optimisée par moindres carrés. Afin de garantir la non négativité,
le résultat de chaque équation de mise à jour et ensuite projeté sur l’orthant positif. On ob-
tient alors les deux règles de mise à jour suivantes :

S ←
[
(ATA)−1ATX

]
+

(A fixé) (1.24)

A ←
[
XST (SST )−1

]
+

(S fixé), (1.25)

où [P ]+ est la projection de P sur l’orthant positif. En pratique cette projection est réalisée
en remplaçant les valeurs négatives de P par une petite valeur positive ε : [P ]+ = max(ε, P ).
Le lecteur pourra se référer au Chapitre 4 de [33] pour obtenir des détails supplémentaires
et des versions différentes de l’algorithme ALS.

Algorithmes du Gradient Projeté Les algorithmes du gradient projeté sont une classe
de méthodes classiques pour résoudre un problème d’optimisation. Le principe est de réaliser
l’optimisation en cherchant les points stationnaires de la fonction de coût (dans le cas d’une
optimisation convexe un unique point stationnaire existe pour la fonction de coût). Cette
opération est réalisée par descente de gradient en incorporant la projection sur l’orthant
positif des résultats des équations de mise à jour à chaque itération. Dans leur forme générale,
les règles de mise à jour du gradient projeté sont définies par :

S ← [S − ηS∇SJ (A, S)]+ (1.26)

A ← [A− ηA∇AJ (A, S)]+ , (1.27)

où ∇SJ (A, S) (resp. ∇AJ (A, S)) est le gradient de la fonction de coût J par rapport à S
(resp. A). ηS et ηA sont deux pas d’apprentissage positifs. La difficulté de mise en œuvre
des algorithmes du gradient provient du choix du pas d’apprentissage. Il peut être fixe, ou
variable selon les méthodes et influe directement sur le point de convergence et la vitesse
de convergence de l’algorithme. Des travaux portant sur le choix d’un pas d’apprentissage
optimal sont disponible dans le Chapitre 5 de [33].

Algorithmes Quasi-Newton Projeté Les algorithmes Quasi-Newton projetés sont une
extension des algorithmes du gradient projeté. Dans ces derniers, la fonction de coût Eq.
(1.20) est optimisée grâce à une approximation du premier ordre (i.e. le gradient) de J .
Le principe des méthodes Quasi-Newton est d’utiliser une approximation du second ordre
(le Hessien) de J afin d’en trouver les points stationnaires. Notons HS = ∇2

SJ (A, S) et
HA = ∇2

AJ (A, S) les Hessiens de J suivant respectivement S et A. La forme générale des
équations de mise à jour devient alors :

vec(S) ←
[
vec(S)−H−1

S vec(∇SJ (A, S))
]

+
(1.28)

vec(A) ←
[
vec(A)−H−1

A vec(∇AJ (A, S))
]

+
, (1.29)

où vec(P ) = [p11, p21, . . . , pI1, p12, . . . , pIJ ]T désigne la version vectorisée de la matrice P ∈
RI×J . Le principal avantage des algorithmes Quasi-Newton est d’avoir une vitesse de conver-
gence accélérée par rapport aux algorithmes du gradient grâce à la prise en compte de la cour-
bure de la fonction de coût J . On peut trouver des exemples d’algorithmes Quasi-Newton
dans le chapitre 6 de [33].

19



Algorithmes Multiplicatifs La version de la NMF introduite par D.D. Lee et H.S.
Seung [89] utilise comme méthode d’optimisation un algorithme multiplicatif. La simpli-
cité d’implémentation et de mise en œuvre de cette méthode en fait l’une des méthodes les
plus populaires. Elle est basée sur le même concept que l’algorithme du gradient projeté.
Cependant, on exprime le pas d’apprentissage en fonction des paramètres A et S, l’idée étant
de faire apparâıtre une multiplication dans les règles de mise à jour. C’est pourquoi on parle
d’algorithmes multiplicatifs en opposition aux algorithmes additifs (du type gradient projeté)
dans lesquels les matrices A et S sont mises à jour en leur ajoutant une variation pondérée
par le pas d’apprentissage. En choisissant comme mesure la distance euclidienne Eq. (1.18),
on obtient les règles de mise à jour multiplicatives suivantes :

S ← S � (ATX)� (ATAS) (1.30)

A ← A� (XST )� (ASST ), (1.31)

où � et � sont respectivement le produit et la division élément par élément. On remarque
qu’en plus de ne pas avoir de pas d’apprentissage à calculer, les règles de mise à jour multi-
plicatives ne nécessitent pas d’étape de projection des résultats. En effet la non négativité de
Â et Ŝ est garantie par la structure des règles de mise à jour (à condition que l’initialisation
soit non négative). Cependant, il n’est pas toujours possible d’établir des règles de mises à
jour multiplicatives pour des fonctions de coût plus complexe, ceci dépendant de la distance
choisie et d’éventuelles contraintes supplémentaires ajoutées au critère J . Le lecteur pourra
se référer au Chapitre 3 de [33] contenant plusieurs variantes d’algorithmes multiplicatifs
(notamment en terme d’extension de cette approche à d’autres mesures).

1.4.2.3 Unicité et convergence

Les différents algorithmes de la NMF décrits ci-dessus, présentent deux inconvénients
majeurs. Le premier, directement issu de la nature de la NMF, est la non unicité de la
solution donnée par la NMF. Le second inconvénient provient de la non convexité de la
fonction de coût J à minimiser entrâınant une sensibilité des algorithmes à l’initialisation.

Précédemment, nous avons montré que le problème de SAS générique pour un mélange
linéaire instantané Eq. (1.16) est mal posé et possède une infinité de solutions. La factorisation
d’une matrice non négative X en deux matrices non négatives souffre du même inconvénient,
bien que le domaine des solutions possible soit réduit. En effet si le couple {Â, Ŝ} est une
solution, alors {ÂP−1, P Ŝ} est aussi une solution pour toute matrice P inversible telle que :

X ≈ ÂP−1PŜ tq. ÂP−1 > 0 et PŜ > 0. (1.32)

Notons qu’il n’est pas nécessaire que P ou que P−1 soit non négative pour vérifier cette
relation. Ainsi le problème d’optimisation Eq. (1.21) possède une infinité de solutions, sous
la seule contrainte de non négativité. Cette indétermination s’ajoute aux indéterminations
standard de permutation et d’échelle de la SAS (voir Section 1.3.2). Les travaux de D.L.
Donoho [54] puis de S. Moussaoui [108] donnent une étude détaillée de l’unicité des solutions
de la NMF. D’un point de vue géométrique, en considérant chaque observation xm comme
un élément de l’espace vectoriel RN , la NMF revient à identifier le plus petit cône inclus dans
l’orthant positif contenant le nuage de points des observations. On représente cette situation

20



en 2D sur la Figure 1.4. Intuitivement, on remarque que le cône englobant le nuage de points
n’est pas unique. D.L. Donoho et S. Moussaoui montrent qu’une condition supplémentaire
à la non négativité est nécessaire pour conduire à l’unicité de la solution. Cependant ces a
priori sur les données sont difficilement justifiables dans le cas de données réelles.

Figure 1.4 – Illustration des cônes englobant le nuage de points des observations xm dans
un espace à deux dimensions (N = 2).

Par ailleurs, la fonction de coût J à minimiser pour résoudre le problème de la NMF
est non convexe simultanément suivant les deux variables A et S. La fonction de coût est
strictement convexe suivant une variable, l’autre étant fixée. La fonction de coût à optimiser
contient donc des minima locaux. Ainsi les différentes méthodes d’optimisation présentées ci-
dessus convergent généralement vers un minimum local, le point de convergence dépendant
fortement du point d’initialisation de l’algorithme. Une initialisation aléatoire peut donc
conduire à une solution non satisfaisante.

Plusieurs approches sont disponibles dans la littérature afin de compenser ces deux in-
convénients, en adoptant par exemple différentes stratégies d’initialisation pour éviter les
minima locaux ou encore en ajoutant des contraintes supplémentaires afin de réduire le do-
maine des solutions possibles. On présente ci-dessous quelques unes de ces méthodes.

Initialisation Le point de convergence optimal des algorithmes de NMF dépend fortement
de la distance entre le point initial et le minimum global de la fonction de coût. Une initiali-
sation aléatoire n’est donc pas satisfaisante. Il existe dans la littérature plusieurs approches
afin d’obtenir une initialisation conduisant à une fonction de coût la plus faible possible.

Les travaux de A.N. Langville et al. [86] comparent les performances de six méthodes
d’initialisation différentes. Parmi elles, on trouve des approches basées sur la Décomposition
en Valeurs Singulières (SVD pour Singular Value Decomposition en anglais), sur des méthodes
de classification ou encore sur une initialisation par les données. On notera que le choix et
les performances de ces méthodes d’initialisation dépend de l’application et des données. On
mentionnera également les travaux [25, 124, 138] portant sur les méthodes d’initialisation de
la NMF.

Une autre approche est d’utiliser une initialisation multiple (Chapitre 1 de [33]). Le prin-
cipe est de réaliser un certain nombre de factorisations avec une initialisation aléatoire et un
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petit nombre fixé d’itérations. On choisit ensuite l’initialisation ayant donné la fonction de
coût J la plus faible ou celle dont la décroissance de J a été la plus rapide. Puis on effectue
la NMF avec cette initialisation jusqu’à la convergence définie selon l’un des critères d’arrêt
mentionnés précédemment.

On trouve aussi dans la littérature une approche basée sur l’hybridation de la NMF avec
une autres méthodes de SAS [11]. L’idée de cette méthode hybride est d’utiliser dans un
premier temps une ICA modifiée pour effectuer la factorisation. L’utilisation d’une méthode
ICA, dans un cas ou les conditions d’utilisation ne sont pas tout à fait satisfaites, permet
d’obtenir une approximation grossière de la factorisation. Cette approximation est ensuite
utilisée comme initialisation de la NMF. Nous reviendrons en détail sur ces méthodes hybrides
dans les Chapitres 3 et 4 dans lesquels nous utilisons des méthodes de SCA pour initialiser
la NMF.

Structure Multi-Couches Une solution possible pour d’éviter les minima locaux lors de
l’optimisation de J est d’utiliser une structure multi-couches pour les différents algorithmes
détaillés précédemment. Le principe est d’estimer la matrice A en cascade par K NMF
successives. Le modèle initial X ≈ ÂŜ devient alors :

X ≈ Â(1)Â(2) . . . Â(K)Ŝ(K), (1.33)

où Â(k) est l’estimation de A à la kième couche de la structure. La séquence d’estimation
prend alors la forme suivante : la première couche est donnée par le modèle X ≈ Â(1)Ŝ(1),
puis les couches suivantes sont estimées selon Ŝ(k−1) ≈ Â(k)Ŝ(k) avec k ∈ [2, K]. A chaque
couche K de l’algorithme, on utilise une initialisation aléatoire et multiple.

La décomposition du problème de factorisation en K sous factorisations successives, cha-
cune estimée avec une initialisation différente, permet d’augmenter les performances de la
NMF et réduisant le risque de converger vers un minimum local de J (voir par exemple le
Chapitre 1 de [33] et les travaux qui y sont référencés).

Analyse Monte Carlo Une autre solution possible pour réduire l’influence des minima
locaux est de procéder à l’estimation des sources S par une analyse Monte Carlo. Le principe
de cette méthode introduite par O. Berné [15] est de réaliser un grand nombre K de factorisa-
tions avec une initialisation aléatoire pour chaque estimation. On obtient ainsi K estimations
différentes de la matrice S, contenant chacune L sources. L’ensemble des K ×L sources (i.e.
lignes de S) sont ensuite regroupées par une méthode de classification (k-means [131] dans
cet exemple). On obtient donc L clusters contenant chacun K estimations de la même source.
Les sources finales sont obtenues en déterminant le centre de chaque cluster, en utilisant la
moyenne ou la médiane des individus par exemple. Enfin, l’estimation de la matrice A est
réalisée par moindres carrés non négatifs (NNLS pour NonNegative Least Square en anglais)
[88]. Cette méthode permet en plus de quantifier la dispersion des solutions données par la
NMF en estimant la variance intra-classe des individus.

Normalisation Il est possible d’introduire différentes normalisations à chaque itération des
algorithmes de la NMF. Ces normalisations permettent de réduire le domaine des solutions
possibles en compensant l’indétermination d’échelle de la décomposition. Les normalisations
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possibles sont souvent dictées par l’application considérée. On pourra par exemple forcer la
somme des coefficients de chaque ligne de A à être unitaire afin de définir les coefficients de
mélange comme étant des proportions (nous reviendrons sur ce cas dans la Section 2.2.1).

Contraintes de régularisation Certaines applications permettent de formuler des hy-
pothèses supplémentaires sur les données. Ainsi, dans l’objectif de réduire le nombre de
solutions admissibles de la NMF, il est possible de prendre en compte ces informations a
priori dont on dispose sur les sources et/ou sur les coefficients de mélange pour contraindre
davantage le problème d’optimisation de A et S. En pratique, l’utilisation de contraintes
supplémentaires se traduit par l’ajout de termes de régularisation à la mesure de similarité
D. La fonction de coût J prenant en compte ces a priori s’exprime, dans sa forme générale,
selon :

J (A, S) = D(X||AS) + λAJA(A) + λSJS(S) A > 0, S > 0, (1.34)

où les fonctions de pénalisations JA(A) et JS(S) permettent de forcer la solution à adopter
les propriétés souhaitées et les paramètres de régularisation λA et λS expriment le poids que
l’on accorde aux propriétés de A et S. Par exemple, plus la valeur λA sera élevée, plus la
propriété définie par JA sera imposée à l’estimation de A. Le choix des propriétés imposées
aux matrices dépend de l’application, mais on trouve régulièrement dans la littérature les
deux contraintes suivantes :

— Contrainte de parcimonie : Un signal ou une matrice est dit parcimonieux si la majeure
partie de ses coefficients est nulle ou négligeable. Une mesure classique de la parcimonie
est la norme `1. Par exemple, on souhaite que les sources estimées par la NMF soient
parcimonieuses, on utilisera alors comme contrainte sur S la fonction de pénalisation
[68, 81] :

JS(S) =
L∑
`=1

‖s`‖1. (1.35)

— Contrainte de lissage : L’allure d’un signal est lisse si ce signal est à valeurs continues
et n’a pas de variation brusque. Une mesure classique utilisée pour cette contrainte
est la norme `2. Par exemple, on souhaite que les signaux sources estimés par la NMF
soient lisses, on utilisera alors comme contrainte sur S la fonction de pénalisation
[31, 55] :

JS(S) =
L∑
`=1

‖s`‖2
2. (1.36)

On trouve dans la littérature d’autres propriétés imposées aux sources ou aux coefficients
de mélange, par exemple on peut mentionner la décorrélation des sources ou encore des
contraintes géométriques. Pour cette dernière propriété, nous mentionnerons une méthode
particulière dans la Section 2.4.2.2. Le lecteur pourra ce référer aux travaux [33] pour plus
de détails sur les contraintes de pénalisations utilisées pour la NMF.

1.4.3 Analyse en composantes parcimonieuses

Les méthodes de SCA sont apparues dans le domaine de la SAS au début des années 2000.
Depuis, elles sont abondamment étudiées par la communauté scientifique et se retrouvent dans
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de nombreux domaines d’applications. Elles sont basées sur des propriétés de parcimonie des
signaux que nous allons détailler.

Définition 1 : Un signal est dit parcimonieux dans un domaine de représentation si la
plupart de ses échantillons sont nuls ou, en pratique, négligeables.

Cette définition générale de la parcimonie introduit deux notions à compléter, d’une part
la notion de domaine de représentation et d’autre part le nombre d’échantillons négligeables
définissant le degré de parcimonie d’un signal.

La propriété de parcimonie est intimement liée au domaine de représentation d’un signal
(temporel, fréquentiel, spatial, temps-fréquence, temps-échelle...). En effet, un signal peut
présenter des propriétés de parcimonie dans un domaine particulier sans qu’il en soit de
même dans d’autres. Cette propriété est illustrée sur la Figure 1.5. Le signal audio présenté ici
n’est pas parcimonieux en représentation temporelle. En revanche, en représentation temps-
fréquence, sur une grande proportion de fenêtres temps-fréquence, les valeurs sont négligeables
pour l’analyse d’un tel signal.

Figure 1.5 – Représentation temporelle (à gauche) et temps-fréquence (à droite) d’un signal
audio.

Le degré de parcimonie d’un signal dans un domaine de représentation donné est relié au
nombre d’échantillons négligeables du signal considéré. Ainsi, on peut distinguer les signaux
fortement parcimonieux pour lesquels seuls quelques échantillons sont non négligeables (en
proportion de l’ensemble des échantillons), des signaux faiblement parcimonieux où seuls
quelques échantillons sont négligeables.

Dans le cadre de la SAS, on traite un ensemble de signaux observés qui sont issus du
mélange d’un ensemble de signaux sources. On s’intéresse donc plus particulièrement aux
propriétés que présentent conjointement l’ensemble de ces signaux et non aux propriétés des
signaux individuels telles que celles définies ci-dessus (bien que celles-ci soient liées) [45, 46].
Il est donc nécessaire d’étendre les propriétés des signaux individuels au problème de SAS
pour pouvoir exploiter la parcimonie.
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1.4.3.1 Parcimonie conjointe

Pour réaliser la séparation des signaux observés en utilisant des propriétés de parcimonie,
l’approche la plus simple est d’isoler chaque source dans des petites zones Z du domaine de
représentation considéré.

Ces zones d’analyse sont constituées, dans la majorité des cas, de quelques échantillons
adjacents des signaux (typiquement quelques dizaines) mais nous verrons dans la Section 1.4.5
qu’il existe des méthodes pour lesquelles les zones d’analyse sont réduites à un seul échantillon
(aux prix de contraintes supplémentaires). On s’intéresse en particulier au nombre de sources
actives dans ces zones d’analyse.

Définition 2 : Une source est active dans une zone d’analyse Z si sa puissance moyenne
est non nulle dans cette zone.

Définition 3 : Une source est isolée dans une zone d’analyse Z si elle est la seule à être
active. Les zones contenant une source isolée sont appelées zones mono-sources.

La propriété de parcimonie conjointe décrit le nombre de zones mono-sources présentes
dans le domaine de représentation des données. Comme pour la parcimonie d’un signal indi-
viduel, nous pouvons définir un degré de parcimonie conjointe. Dans le cas idéal, les sources
ont un support complètement disjoint. Autrement dit, dans chaque échantillon du domaine de
représentation, une seule source (au plus) est active. Ce fort degré de parcimonie des sources
est classiquement appelé WDO (pour W-Disjoint-Orthogonality en anglais). Ce scenario est
illustré sur la Figure 1.6. Les signaux mélangés sont donc composés, à chaque instant de la
contribution d’une unique source (au plus).

A contrario, un faible degré de parcimonie entrâıne l’existence de seulement quelques
zones d’analyse (possiblement une unique zone par source) du domaine de représentation
dans lesquelles une source est isolée. On parle alors de sources quasi-non-parcimonieuses
(QNS pour Quasi Non-Sparse en anglais). Ce scénario est illustré sur la Figure 1.7. On
remarque que les signaux mélangés contiennent la contribution des deux sources la plupart
du temps sauf sur de petits intervalles où une seule source est présente.

Ces deux cas concernant le degré de parcimonie conjointe des sources conduisent à deux
catégories de méthodes de SCA. Par ailleurs, comme nous l’avons mentionné précédemment,
un signal peut être parcimonieux dans un domaine de représentation sans qu’il le soit dans
un autre. Cette propriété est également valable pour la parcimonie conjointe.

1.4.3.2 Espace de représentation

Afin de faire apparâıtre des propriétés de parcimonie sur les signaux sources (individuelles
entrâınant la parcimonie conjointe), il est parfois nécessaire d’appliquer une transformation
parcimonieuse des signaux observés. Prenons l’exemple des deux signaux sources audio actifs
à chaque instant de la Figure 1.8. Dans le domaine temporel, ces deux signaux sources
ne sont pas conjointement parcimonieux. Cependant, on remarque qu’il existe des fenêtres
temps-fréquence où une seule des deux sources a des valeurs non négligeables (e.g. seule la
source 1 est active dans les basses fréquences). Ces sources ne seront donc pas parcimonieuses
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Source 1 Observation 1

Source 2 Observation 2

Figure 1.6 – Mélanges de deux sources WDO. Les deux signaux sources de supports totale-
ment disjoints sont représentés à gauche et les deux signaux mélangés à droite. Les intervalles
de temps ne contenant que la source 1 sont en rouge, ceux ne contenant que le source 2 sont
en violet.

(QNS) en représentation temporelle mais le seront en représentation temps-fréquence.

Idéalement, l’utilisation d’une telle transformation doit conserver la linéarité du modèle
de mélange Eq. (1.16) et conserver les paramètres du mélange. Par exemple notons x(n) =
As(n) le signal mélangé observé x à l’échantillon n. Après passage dans un domaine de
représentation parcimonieux, le modèle de mélange linéaire doit être conservé. On a alors :
x̃(ν) = As̃(ν), où la variable ν contient les paramètres du nouveau domaine de représentation
(e.g. ν = (t, ω) pour une représentation temps-fréquence).

Dans le cadre de nos travaux, les données dont nous disposons sont “naturellement” par-
cimonieuses. Nous n’utiliserons donc aucune transformation préalable des signaux observés.
Cependant, nous mentionnons certaines transformations communément utilisées en SCA :
la DCT (pour Discrete Cosine Transform en anglais), la STFT (pour Short-Time Fourier
Transform en anglais) ou encore la CWT (pour Continuous Wavelet Transform en anglais).
Pour plus de détails sur ces transformations et leurs utilisations en SCA, le lecteur pourra
consulter le Chapitre 10 de [37], les travaux [45, 46, 48, 122] ainsi que les références qui y
sont citées.
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Source 1 Observation 1

Source 2 Observation 2

Figure 1.7 – Mélanges de deux sources QNS. Les deux signaux sources ont un support
recouvrant sauf sur quelques intervalles de temps. Les sources sont représentées à gauche
et les deux signaux mélangés à droite. Les échantillons ne contenant que la source 1 sont
en rouge, ceux ne contenant que le source 2 sont en violet et les échantillons contenant la
contribution des deux sources sont en noir.

1.4.3.3 Catégories de méthodes de SCA

Méthodes basées sur l’hypothèse de sources WDO Cette catégorie de méthodes
impose une forte contrainte de parcimonie sur les sources. Un algorithme classique de ce
type de méthodes est DUET (pour Degenerate Unmixing Estimation Technique en anglais)
proposé par S. Rickard et al. [75]. Dans sa version originale, cette méthode est conçue pour
séparer des mélanges à atténuation et à retard sur deux capteurs et L > 2. Le principal
avantage de cette approche est de permettre de séparer des mélanges sous-déterminés (au
détriment d’une forte contrainte sur les sources). Cependant, de nombreux travaux dans la
littérature proposent des extensions de DUET permettant de relaxer la contrainte WDO
[126, 140]. On mentionnera également les travaux de S. Rickard et al. [125] proposant la
méthode DESPRIT qui permet la prise en compte d’un plus grand nombre d’observations
M > 2 combiné à une version plus relâchée de la contrainte WDO. On peut citer également
les travaux de J. Rosca et al. [127] dans lesquels la condition de WDO est ramenée à M − 1
sources (où M est le nombre d’observations).
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Source 1

Source 2

Figure 1.8 – Représentation temporelle (à gauche) et temps-fréquence (à droite) de deux
signaux audio. Ces deux sources sont conjointement parcimonieuses (QNS) en représentation
temps-fréquence.

Dans notre contexte astrophysique, les données sur lesquelles nous travaillons ne sont
pas issues du mélange de sources disjointes. De plus, les mélanges que nous considérons sont
largement sur-déterminés ce qui ne justifie pas l’utilisation de ce type de méthodes. C’est
pourquoi nous ne détaillerons pas dans ce manuscrit ces différentes approches.

Méthodes basées sur l’hypothèse de sources QNS Cette catégorie de méthodes, en
opposition aux méthodes basées sur l’hypothèse de sources WDO, relâche considérablement
la contrainte de parcimonie des sources. Plusieurs méthodes utilisant la QNS des sources
ont été développées dans notre équipe par Y. Deville et al. [45, 46] parmi lesquelles on peut
mentionner :

— Les méthodes TiFROM (pour Time-Frequency Ratios Of Mixtures en anglais) et Tem-
pROM (pour Temporal Ratios Of Mixtures en anglais) [1, 2, 3]. Ces méthodes détectent
les zones mono-sources en étudiant la variance des rapports d’observations.

— Les méthodes TiFCORR (pour Time-Frequency CORRelation-based BSS en anglais)
et TempCORR (pour Temporal CORRelation-based BSS en anglais) [43, 50]. Ces
méthodes sont basées sur la même structure que les méthodes de type “ROM” mais
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détectent les zones mono-sources en utilisant un critère basé sur la corrélation.
— La méthode TiSCORR (pour Time-Scale Ratios Of Mixtures en anglais) [48]. Cette

approche est une variante de TiFCORR en appliquant une transformation parcimo-
nieuse basée sur les ondelettes.

L’hypothèse générale de ces méthodes est qu’il existe, pour chaque source, de petites zones
du domaine de représentation où seule cette source est présente. Les sources peuvent être
recouvrantes dans le reste du domaine de représentation.

Nous portons un intérêt particulier à cette catégorie de méthodes puisqu’elles se prêtent
bien à la séparation de nos données astrophysiques et constituent également le socle de plu-
sieurs de nos contributions que nous détaillons dans ce manuscrit. Dans la suite de cette sec-
tion, nous énonçons le principe général commun à ces méthodes puis nous décrivons différents
critères de détection des zones mono-sources.

1.4.3.4 Principe général des méthodes QNS

L’hypothèse de départ des méthodes basées sur la QNS des sources est l’existence de
zones mono-sources pour chacune des sources présentes dans le mélange considéré.

Définition 4 : Une source est accessible dans le domaine de représentation s’il existe
au moins une zone d’analyse Z où elle est isolée.

Hypothèse 1 : Chaque source est accessible dans le domaine de représentation considéré.

La structure générale des méthodes basées sur la QNS des sources est la suivante :

1. Étape de transformation parcimonieuse (optionnelle)

2. Étape de détection des zones mono-sources

3. Étape d’estimation de la matrice de mélange

4. Étape de reconstruction des sources

Étape de transformation parcimonieuse Cette étape optionnelle permet de représenter
les signaux observés dans le domaine d’analyse le plus parcimonieux possible au sens de
l’Hypothèse 1 (parcimonie conjointe des sources).

Étape de détection des zones mono-sources Cette étape permet de détecter toutes
les zones mono-sources du mélange considéré. Plusieurs critères de détection sont possibles
et conduisent aux différentes familles de méthodes proposées par Y. Deville et al.

Étudions les caractéristiques des observations au sein d’une zone mono-source Z contenant
l’unique source d’indice `0. A partir de l’expression du mélange linéaire des signaux x(ν) =
As(ν) (on omettra le “tilde” par la suite pour alléger la notation), on déduit que les M
observations (éventuellement transformées) de la zone Z s’expriment sous la forme :

xm(νz) = am`0s`0(νz) m ∈ {1, . . . ,M}, (1.37)
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où νz sont les indices des échantillons appartenant à la zone Z. On remarque alors que les
signaux observés xm sont tous proportionnels dans une zone mono-source. Les auteurs pro-
posent alors plusieurs critères pour détecter la proportionnalité des signaux dans les zones
d’analyse afin de distinguer les zones mono-sources des zones multi-sources.

Dans les méthodes TiFROM et TempROM, les zones mono-sources sont distinguées en
étudiant la variance des rapports des observations notés :

αm(νz) =
xm(νz)

x1(νz)
m ∈ {2, . . . ,M}. (1.38)

On précise que le choix du signal observé d’indice 1 comme signal de référence est arbitraire.
Il peut être remplacé par toutes autres observations. Le choix du signal de référence n’a pas
d’influence sur la méthode dans un cas théorique non bruité. En pratique on choisira comme
signal de référence le signal ayant la plus grande puissance afin de limiter le risque d’avoir
comme référence un signal fortement bruité.

Si une source est isolée dans la zone Z, le rapport des observations sera constant en tout
points νz de la zone d’analyse. En effet si la source d’indice `0 est isolée dans la zone Z (Eq.
1.37), alors ce rapport s’écrit :

αm(νz) =
am`0
a1`0

. (1.39)

Afin de garantir l’existence des rapports d’observations dans chaque zone d’analyse, on évitera
les divisions par zéro en prenant les précautions suivantes :

Hypothèse 2 : Dans chaque zone d’analyse Z, au moins une source est active et pour
une zone mono-source, tous les coefficients de mélange associés à cette source sont non nuls
(i.e. am`0 6= 0,∀m ∈ {1, . . . ,M}).

En pratique, cette hypothèse est toujours satisfaite dû à la présence de bruit dans les
données. De plus, afin de garantir que les rapports d’observations distinguent les zones mono-
sources des zone multi-sources, il est nécessaire d’introduire la contrainte suivante sur les
sources :

Hypothèse 3 : Si plusieurs sources sont actives dans une zone d’analyse Z, elles doivent
varier suffisamment afin que le rapport αm(νz), m ∈ {1, . . . ,M}, ne soit pas constant pour
tous les indices νz. En particulier, les sources ne doivent pas varier de façon cohérente (i.e.
proportionnelle) dans une zone d’analyse.

Le critère utilisé pour détecter les zones mono-sources dans les méthodes de type “ROM”
est alors le suivant :

Propriété 3 : Une zone d’analyse Z est mono-source si est seulement si la variance des
rapports des observations est nulle :

var
νz
{αm(νz)} = 0 ∀m ∈ {2, . . . ,M}, (1.40)

où l’opérateur “var” définit la variance sur les échantillons des signaux considérés.
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La Propriété 3 est alors utilisée comme suit pour mesurer la qualité mono-source qZ d’une
zone. Pour chaque zone d’analyse Z, on calcule le paramètre suivant :

qZ = mean
m
{var
νz
{αm(νz)}}, (1.41)

où l’opérateur “mean
m

” définit la moyenne arithmétique sur les observations. Si la mesure qZ

est inférieure à un seuil proche de 0, alors la zone d’analyse est mono-source. Plusieurs appli-
cations peuvent être utilisées pour définir cette mesure de qualité mono-source d’une zone.
En effet, la moyenne peut être remplacée par le maximum “max

m
”, la mesure sera donc très

restrictive sur la qualité mono-source d’une zone. A contrario l’opérateur minimum “min
m

”

définira une mesure plus souple. La moyenne ou encore la médiane définissent quant à elles
des restrictions intermédiaires souvent utilisées en présence de bruit.

Une autre approche pour détecter les zones mono sources est d’utiliser les coefficients
d’intercorrélation des signaux observés dans une zone Z. C’est la méthode utilisée dans les
méthodes TiFCORR et TempCORR. Notons R{x1, xm}(Z) l’intercorrélation non centrée des
observations d’indices 1 et m :

R{x1, xm}(Z) =
1

Card(Z)

∑
ν∈Z

x1(ν)x∗m(ν) m ∈ {2, . . . ,M}, (1.42)

où x∗m(ν) est la conjugaison complexe de xm(ν) et Card(Z) est le nombre d’échantillons dans
la zone Z. Le coefficient de corrélation correspondant s’exprime alors selon :

ρ{x1, xm}(Z) =
R{x1, xm}(Z)√

R{x1, x1}(Z)×R{xm, xm}(Z)
m ∈ {2, . . . ,M}. (1.43)

De nouveau, afin de garantir l’existence des coefficients de corrélation dans chaque zone
d’analyse, on évitera les divisions par zero en supposant l’Hypothèse 2 définie précédemment.
De plus, l’Hypothèse 3 est reformulée pour s’assurer que le coefficient de corrélation distingue
les zones mono-sources des zones multi-sources :

Hypothèse 4 : Si plusieurs sources sont actives dans une zone d’analyse Z, elles sont
toutes linéairement indépendantes.

Le critère utilisé pour détecter les zones mono-sources dans les méthodes de type “CORR”
est alors le suivant :

Propriété 4 : Une zone d’analyse Z est mono-source si est seulement si :

|ρ{x1, xm}(Z)| = 1 ∀m ∈ {2, . . . ,M}. (1.44)

La Propriété 4 est alors utilisée comme suit pour mesurer la qualité mono-source qZ d’une
zone. Pour chaque zone d’analyse Z, on calcule le paramètre suivant :

qZ = mean
m
{|ρ{x1, xm}(Z)|}. (1.45)
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Si la mesure qZ est supérieure à un seuil proche de 1, alors la zone d’analyse est mono-source.
De nouveau, la moyenne peut être remplacée par des fonctions d’agrégation telles que le
minimum, le maximum, la médiane... afin de rendre la mesure plus ou moins tolérante quant
à la qualité mono-source d’une zone.

Étape d’estimation de la matrice de mélange L’étape précédente permet de localiser
toutes les zones mono-sources présentes dans les données. Comme mentionné précédemment,
à chaque zone mono-source correspond une colonne de la matrice de mélange A. Ainsi l’en-
semble des zones mono-sources permet d’estimer toutes les colonnes de la matrice de mélange
aux indéterminations standard de la SAS près. La méthode d’estimation des colonnes de la
matrice de mélange dépend du critère choisi pour détecter les zones mono-sources.

Pour les méthodes de type “ROM” basées sur les rapports des observations, l’estimation
des colonnes de la matrice de mélange est effectuée directement à partir des rapports d’ob-
servations αm(νz). On remarque alors qu’on obtient une estimation normalisée de la colonne
de la matrice de mélange, le premier élément de la colonne étant égal à 1, les autres ayant un
coefficient d’échelle de 1

a1`0
. En pratique, on utilise la moyenne (ou la médiane) des rapports

des observations suivant les indices d’échantillons de la zone afin de rendre l’estimation plus
robuste. L’estimation de la colonne relative à la `ième source s’écrit alors :

â` = mean
νz
{αm(νz)}, (1.46)

où â` est l’estimation de la `ième colonne de Â.

Pour les méthodes de type “CORR” basées sur les coefficients de corrélation des obser-
vations, l’estimation des colonnes de la matrice de mélanges est donnée par le rapport des
intercorrélations des signaux observés dans la zone Z. A partir de l’expression des observa-
tions contenues dans une zone mono-source Z contenant la `ième source, Eq. (1.37), le rapport
s’écrit suivant :

R{x1, xm}(Z)

R{x1, x1}(Z)
=
am`0
a1`0

∀m ∈ {1, . . . ,M}. (1.47)

De nouveau, on remarque que l’on obtient une estimation normalisée de la colonne de la
matrice de mélange.

Indépendamment de la méthode d’estimation des colonnes de la matrice de mélange, on
obtient au final une estimation d’une colonne pour chaque zone mono-source. Cependant
plusieurs zones mono-sources relatives à la même source sont généralement détectées dans
les données. Il est donc nécessaire d’agréger ces estimations afin d’obtenir l’estimation de la
matrice A. Plusieurs stratégies sont possibles pour réaliser cette agrégation.

Dans la version originale des méthodes, les auteurs proposent de classer les zones mono-
sources par ordre décroissant de qualité mono-sources qZ (mesure donnée soit par la moyenne
de la variance des rapports d’observations, soit par la moyenne des coefficients de corrélation).
En considérant successivement chaque zone mono-source de la liste ordonnée, une nouvelle
colonne est conservée si sa distance par rapport aux colonnes précédemment identifiées est
supérieure à un seuil défini par l’utilisateur. On considère ainsi que la zone courante ne
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contient pas la même source que les précédentes. La procédure s’arrête lorsque le nombre de
colonnes estimées est égal au nombre de sources présentes dans les données. Une variante
possible de cette approche permet de ne pas avoir la connaissance préalable du nombre
de sources présentes dans les données. En effet, on peut laisser l’estimation se poursuivre
tant qu’il reste des zones mono-sources dans la liste ordonnée. Ainsi le nombre de colonnes
estimées dépendra du seuil sur la distance entre les colonnes choisie et du seuil sur la qualité
mono-source des zones d’analyse.

Une autre possibilité est de procéder par classification. On réalise toutes les estimations
des colonnes issues des zones mono-sources de qualité suffisante. On procède ensuite à la
classification de ces colonnes avec, par exemple, l’algorithme du k-means [131]. Les colonnes
retenues seront alors les centres de chaque cluster identifié, ou encore, la colonne du cluster
ayant le meilleur coefficient de qualité mono-source. Une approche avancée [78] permet de
prendre en compte la mesure de qualité mono-source dans la classification par des approches
“flou” (e.g. fuzzy k-means [131]).

Étape de reconstruction des sources Cette étape consiste à extraire les signaux re-
cherchés à partir des observations et de l’estimation de la matrice de mélange Â. Une esti-
mation des sources à une permutation et un facteur d’échelle est donnée par :

Ŝ(ν) = Â−1X(ν). (1.48)

Enfin une transformation inverse est effectuée sur les sources estimées (si une transformation
parcimonieuse à été préalablement effectuée). On note qu’il est préférable de réaliser l’estima-
tion des sources dans le domaine original de représentation des données (Ŝ = Â−1X). Dans le
cas de mélanges sous-déterminés, les sources estimées ne sont reconstruites que partiellement
(pour plus de détail sur l’application de ces méthodes aux mélanges sous-déterminés voir
[1, 45, 50]).

L’avantage de ce type de méthodes par rapport à la première catégorie basée sur la WDO,
est qu’elles nécessitent une faible hypothèse de parcimonie. Cependant, pour ce faire, il est
nécessaire de fixer un certain nombres de paramètres comme la taille des zones d’analyse,
leur recouvrement, le seuil sur la distance entre les estimations des colonnes de la matrice
de mélange, ou encore le critère choisi pour la détection des zones mono-sources. Les per-
formance des méthodes QNS sont directement liées au choix de ces paramètres. Plusieurs
études quantifient l’impact de ces différents paramètres sur les résultats [45, 50, 102, 122].
Nous reviendrons sur ce point dans le Chapitre 3 lié à nos propres simulations.

1.4.3.5 SpaceCORR

Dans leurs versions originales, les méthodes du type “TiF/Temp/TiS - ROM/CORR”
ont été développées pour des signaux mono-dimensionnels dans leurs représentations origi-
nales. Or, les méthodes de type “TiF” ou “TiS” réalisent la séparation en travaillant sur
un espace transformé en 2 dimensions (respectivement l’espace temps-fréquence et temps-
échelle) et sont donc extensibles aux traitements des images pour lesquelles les observations
et les sources sont dans un domaine spatial à 2 dimensions. En 2010, I. Meganem et al. [102]
ont proposé une méthode dérivée de TiFCORR pour la séparation d’images (i.e. des signaux
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bi-dimensionnels dans leurs représentation originale). L’utilisation de méthode de SAS mono-
dimensionnelle est possible pour séparer des images en les arrangeant sous forme de vecteurs,
cependant l’information spatiale est alors perdue (e.g. homogénéité spatiale, comportement
local des contours...). L’idée des méthodes proposées par I. Meganem et al. est de séparer les
images sources en conservant leurs structures spatiales. Ces méthodes, basées sur le critère
de détection utilisant la corrélation décrit précédemment, se déclinent en deux versions. La
première, considérant les sources présentes dans le domaine spatial de l’image, est appelée
SpaceCORR. La seconde est une variante de SpaceCORR en appliquant au préalable une
transformation parcimonieuse, consistant à représenter les images dans le domaine des on-
delettes. Cette seconde version est alors naturellement appelée WaveCORR. Notons que ces
deux approches reprennent les différentes étapes communes aux méthode QNS introduites
précédemment.

Par la suite, la méthode SpaceCORR a été étendue au cas des images hyperspectrales
par les travaux de S. Karoui et al. [78, 79] dans un contexte d’observation de la Terre. Nous
reviendrons en détail sur ces méthodes dans la Section 2.4.1.3 puisque certaines précisions
sont à apporter sur les contraintes imposées par ce champ d’application.

Pour les besoins de nos travaux, la méthode que nous utiliserons est une extension de
SpaceCORR aux images hyperspectrales mais dans un contexte différent de celui étudié par
S. Karoui et al. Nous détaillerons la version de l’algorithme que nous utilisons dans la Section
3.2.1.

1.4.4 Inférence bayésienne

Une dernière grande classe de méthodes utilisées pour la SAS regroupe les méthodes basées
sur l’inférence bayésienne. L’idée générale de ces méthodes est l’ajout de connaissances a
priori sur les sources, les coefficients de mélanges et/ou le bruit afin de contraindre davantage
le modèle linéaire et donc de réduire l’ensemble des solutions admissibles. En considérant
les sources S et les coefficients de mélange A comme des réalisations de variables aléatoires
indépendantes, les a priori dont on dispose permettent d’attribuer des densités de probabilités
p(S) et p(A) respectivement à S et A. A partir de la vraisemblance des observations p(X|A, S)
et de la règle de Bayes, la loi a posteriori des données s’exprime suivant :

p(A, S|X) =
p(X|A, S)p(A, S)

p(X)
, (1.49)

où p(X) est la densité des observations, considérée comme un terme de normalisation. De
plus, l’indépendance de A et S permet d’obtenir l’expression de la loi a posteriori suivante :

p(A, S|X) ∝ p(X|A, S)p(A)p(S). (1.50)

Cette loi a posteriori permet ensuite de définir un estimateur des sources S et des coefficients
de mélange A dont le plus courant est le MAP (pour Maximum a posteriori). Enfin des
algorithmes d’optimisation tels que EM (pour Expectation Maximisation en anglais) ou encore
une modélisation MCMC (pour Markov Chain Monte Carlo en anglais) permettent d’obtenir
les estimations Ŝ et Â des sources et des coefficients de mélange.

Pour plus de détails sur ce type d’approche en SAS, le lecteur pourra consulter le Cha-
pitre 12 de [37] ainsi que les références qui y sont citées. D’autres exemples de travaux seront
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mentionnés dans la Section 2.5.2 portant sur l’état de l’art des méthodes utilisées en astro-
physique [34, 35, 83, 85, 109, 129]. Dans notre contexte, nous ne souhaitions pas introduire
d’information supplémentaire dans le modèle de mélange linéaire X = AS, afin de conserver
un modèle simple permettant une interprétation physique des résultats aisée. Nous n’utilise-
rons donc pas cette classe de méthodes.

1.4.5 Méthodes géométriques

Les méthodes géométriques sont une classe de méthodes de SAS basées sur la représentation
géométrique des données observées. Sous des hypothèses plus ou moins restrictives de non
négativité et de parcimonie, la structure géométrique que prend les données peut être ex-
ploitée afin de réaliser la séparation des sources. Les méthodes géométriques sont parti-
culièrement étudiées dans le contexte de démélange d’image hyperspectrale en observation
de la Terre, dû à la géométrie particulière du problème induite par un mélange linéaire
contraint. Nous détaillerons ce point et présenterons les méthodes géométriques utilisées en
télédétection dans le chapitre suivant (Section 2.4.2). Dans cette section-ci, nous nous focali-
serons sur les méthodes de la littérature applicables directement sur les données issues d’un
mélange linéaire standard Eq. (1.16).

1.4.5.1 Principe général

L’hypothèse de départ est, comme pour la NMF, que les observations X, les coefficients
de mélange A et les sources S sont non négatifs (i.e. X ∈ RM×N

+ , A ∈ RM×L
+ et S ∈ RL×N

+ ).
En considérant chaque colonne de la matrice des observations comme un élément d’un RM

espace vectoriel, l’ensemble des données observées forme un ensemble de vecteurs localisé
dans l’orthant positif :

{x(., n)} ⊂ RM
+ ∀n ∈ {1, . . . , N}, (1.51)

où x(., n) est la nième colonne de X (on la notera xn par la suite pour alléger la notation).
Chaque vecteur observé xn est issu d’une combinaison linéaire non négative des signaux
sources :

xn = Asn A ∈ RM×L
+ , sn ∈ RL

+ n ∈ {1, . . . , N}, (1.52)

où le vecteur sn est la nième colonne de S. En supposant que A est de rang de colonne plein,
l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives des colonnes de A :

C(A) = {c | c = Av, v ∈ RL
+}, (1.53)

forme un cône simplicial dans RM
+ . Les vecteurs colinéaires aux colonnes de A (notées a`),

sont les ` arêtes E` du cône simplicial C(A) :

E` = {c | c = αa`, α ∈ R+}. (1.54)

De même, on définit les ` facettes F` du cône simplicial C(A) comme étant les sous-ensembles
suivant :

F` = {c | c = A\a`v, v ∈ RL−1
+ }, (1.55)
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où A\a` est la matrice A privée de sa `ième colonne. On note qu’une facette d’un cône simpli-
cial de dimension L est un cône simplicial de dimension L− 1.

Le principe des méthodes géométriques est d’identifier le cône simplicial C(X) généré par
les observations. Sous certaines conditions de parcimonie, les cônes simpliciaux C(X) et C(A)
sont confondus. Ainsi, identifier l’enveloppe convexe englobant les observations X permet
d’identifier la matrice de mélange A. On trouve dans la littérature deux approches distinctes
permettant cette identification : la matrice A est identifiée soit en recherchant les arêtes, soit
en recherchant les facettes du cône simplicial pour en déduire les arêtes. Ces deux stratégies
sont caractérisées par des contraintes de parcimonie différentes sur la matrice des sources S.

Une dernière approche géométrique, distincte des deux citées précédemment, est à men-
tionner. Le principe décrit jusqu’ici concerne l’utilisation de la géométrie des données, sous
certaines contraintes de parcimonie, pour résoudre le problème de SAS. Une méthode à part
entière est basée sur l’exploitation de la géométrie de la matrice de corrélation des données.
Bien que le principe d’identification du cône simplicial reste proche des méthodes plus clas-
siques basées sur la géométrie des données, le cône simplicial en lui-même ne représente pas
la même information que dans les méthodes précédemment évoquées.

Dans la suite de cette section, nous préciserons ces trois approches géométriques distinctes
de SAS en présentant trois méthodes associées de la littérature.

1.4.5.2 Méthodes d’identification par les sommets

La première approche pour identifier le cône simplicial C(A) est basée sur la recherche de
ses ` arêtes E` directement à partir des observations. Ce type de méthode nécessite l’hypothèse
de parcimonie sur la matrice des sources S suivante :

Hypothèse 5 : Pour chaque source, il existe au moins un indice d’échantillons n des
observations (i.e. une colonne de X) pour lequel une unique source est active (i.e. la nième

colonne de S a une seule valeur non nulle).

En d’autres termes, il existe pour chaque source au moins un vecteur observé mono-source.
Pour illustrer cette hypothèse, supposons que l’échantillon d’indice n0 contient uniquement
la source d’indice `0. A partir de l’expression d’un mélange linéaire non négatif, Eq. (1.52),
la colonne n0 de X vérifie la relation xn0 = Asn0 , ce qui est équivalent à :

xn0 = a`0s`0n0 , (1.56)

où le scalaire s`0n0 correspond à la `ième0 entrée de la nième0 colonne de S. On reconnâıt alors
l’expression d’une arête (Eq. (1.54)) du cône simplicial engendré par A. Si l’Hypothèse 5
est vérifiée, le cône simplicial engendré par les données observées est confondu avec le cône
simplicial engendré par A. Cette situation est schématisée sur la Figure 1.9.

On trouve dans la littérature deux méthodes utilisant l’identification d’un cône simplicial
par les sommets. Notons que ces méthodes ont été développées dans un contexte d’imagerie
hyperspectrale en observation de la Terre mais qu’elles sont applicables au modèle de mélange
linéaire non négatif non contraint.
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Figure 1.9 – Représentation du cône simplicial englobant les données issues d’un mélange
de 3 sources en 3 dimensions. Les cônes simpliciaux générés par A et X sont confondus si
l’Hypothèse 5 est vérifiée.

Exploitation de la géométrie induite par les données La méthode SMACC (pour
Sequential Maximum Angle Convex Cone en anglais) [64] propose un algorithme séquentiel
pour identifier le cône simplicial C(A) englobant les observations. En premier lieu, le cône
simplicial est défini à parti d’une unique colonne de la matrice des observations. A chaque
itération, la dimension du cône simplicial estimé est incrémentée. Les sources estimées sont
générées simultanément et mises à jour à chaque itération de l’algorithme. L’identification
d’une nouvelle arête du cône simplicial est basée sur l’étude de l’angle formé par les obser-
vations avec le cône simplicial existant. Le vecteur observé formant un angle maximum est
retenu comme nouvelle colonne de la matrice de mélange A et augmente ainsi la dimension
du cône simplicial de 1.

Le procédé utilisé par les auteurs pour définir les angles formés par les observations avec le
cône simplicial repose sur la méthode de “Gram-Schmidt” (algorithme classiquement utilisé
en algèbre pour identifier une base orthogonale à partir d’une famille libre de vecteurs).
Pour les besoins de la méthode, l’algorithme de Gram-Schmidt est modifié de manière à
permettre des projections obliques afin de garantir la non négativité des arêtes du cône
simplicial estimées.

La procédure prend fin lorsque tous les vecteurs observés sont contenus dans le cône
simplicial estimé.

Exploitation de la géométrie induite par les statistiques des données La méthode
CCA (pour Convex Cone Analysis en anglais) [73] est basée sur la décomposition en éléments
propres de la matrice de corrélation des échantillons de la matrice des observations. En
supposant le nombre de sources L connu, les L vecteurs propres associés aux L plus grandes
valeurs propres de la matrice de corrélation sont utilisés comme base de décomposition.
L’ensemble des combinaisons linéaires des éléments de cette base dont le résultat est non
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négatif forme un cône convexe.
L’objectif de la méthode est d’identifier les arêtes de ce cône convexe. Les arêtes du cône

convexe sont les points extrêmes contenant L−1 valeurs nulles, les autres étant non négatives.
La matrice générant ce cône convexe (i.e. la matrice formée par les arêtes précédemment

identifiées) est ensuite utilisée pour construire un opérateur d’inversion permettant de résoudre
le problème de séparation.

1.4.5.3 Méthodes d’identification par les facettes

La seconde approche permettant d’identifier le cône simplicial C(A) est basée sur la re-
cherche de ses ` facettes F`. Ce type de méthode nécessite également une hypothèse de
parcimonie sur la matrice des sources S, afin de garantir que chaque facette est identifiable
uniquement à partir des observations :

Hypothèse 6 : Pour chaque source, il existe au moins L − 1 indices d’échantillons des
observations (i.e. L− 1 colonnes de X) pour lesquels une unique source est nulle, les autres
étant actives (i.e. les L− 1 colonnes de S considérées ont le même élément nul).

En d’autres termes, chaque facette du cône simplicial engendré par X contient au moins
L− 1 vecteurs observés. Ainsi le cône simplicial engendré par les données est confondu avec
le cône simplicial engendré par A.

La méthode SCSA (pour Simplicial Cone Shrinking Algorithm en anglais) [114], proposée
dans un contexte d’imagerie médicale, est une approche reposant sur cette hypothèse et
permettant de chercher le cône simplicial d’ouverture minimale englobant toutes les données
observées, l’ouverture du cône simplicial étant contrainte par ces facettes.

Le principe de la méthode consiste, à partir d’un cône initial contenant la totalité des
observations, à construire itérativement une suite de cônes simpliciaux inclus les uns dans les
autres et contenant l’ensemble des observations. L’ouverture du cône courant est inférieure a
celle du cône précédent. Le cône courant est obtenu par construction géométrique en modifiant
une à une les arêtes du cône précédent. L’algorithme s’arrête lorsque l’ouverture du cône
estimé ne peut pas être réduite davantage.

La méthode permet ainsi d’obtenir une estimation de la matrice de mélange A par une
approche de minimisation globale du critère d’ouverture contraint par la présence d’observa-
tions sur les facettes du cône simplicial engendré par A. Cependant le critère utilisé n’étant
pas convexe, la recherche de l’ouverture minimale peut donner une solution non optimale,
requérant l’utilisation d’une matrice de rotation adéquate pour débloquer l’algorithme et
poursuivre la minimisation.
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Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les principes de la SAS ainsi qu’un pano-
rama des différentes classes de méthodes existantes dans le cas d’un mélange linéaire instan-
tané. Le choix d’une classe de méthodes dépend de la nature des données et des hypothèses
que l’on peut formuler sur celles-ci. Nous avons esquissé quelques propriétés relatives aux
données utilisées dans le cadre de nos travaux (e.g. la corrélation des sources, la non négativité
des données ou encore la parcimonie). Nous détaillerons plus précisément la nature de nos
données dans le chapitre suivant et pourrons ainsi conclure sur nos choix de méthodes pour
résoudre notre problème de SAS en astrophysique.
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2.3.3 Choix du modèle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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2.4.2.1 Méthodes avec pixels purs . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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2.5.2 Méthodes bayésiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.5.3 Factorisation en matrices non négatives . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.5.4 Analyse en composantes parcimonieuses . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.6 Étude de nos données et choix méthodologiques . . . . . . . . . . 61
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Introduction

Dans ce chapitre, nous aborderons le principe de l’imagerie hyperspectrale et la probléma-
tique de SAS que soulèvent de telles données. Nous nous restreindrons dans le cadre de ce
manuscrit, aux cas de l’observation de la Terre et de l’astrophysique. Nous évoquerons dans
un premier temps, les processus de formation des images pour ces deux applications, puis nous
détaillerons les deux modèles de mélange linéaires spécifiques à ce type de données. Dans un
second temps, nous réaliserons l’état de l’art des méthodes de SAS employées en observation
de la Terre et en astrophysique. Pour finir, nous décrirons les données sur lesquelles nous
travaillerons tout au long de ce manuscrit et conclurons ainsi sur nos choix méthodologiques.

2.1 Généralités

L’imagerie hyperspectrale consiste à acquérir simultanément dans différentes longueurs
d’onde la lumière émise ou réfléchie par les objets composant la scène observée. Ainsi, pour
chaque élément du plan spatial (i.e. pixel) une mesure du spectre de puissance électromagné-
tique est effectuée. Les données collectées par ce type d’imageur peuvent être vues comme
une fonction de trois variables : deux variables spatiales donnant la position du pixel dans
l’image, et une variable spectrale donnant la longueur d’onde de la lumière. Les images
hyperspectrales sont donc des données agencées en cube (on parle couramment de cube de
données ou cube hyperspectral), pouvant être appréhendées de deux manières. Elles peuvent
être vues comme un ensemble d’images de la puissance du rayonnement électromagnétique
émis ou réfléchi autour d’une longueur d’onde donnée, avec donc une image par bande étroite
de longueurs d’onde (on parle alors de bande spectrale). Elles peuvent aussi être vues comme
un ensemble de spectres de puissance électromagnétique, avec un spectre pour chaque position
dans l’image.

Nous illustrons cette définition en distinguant les images hyperspectrales des images mo-
nochromes et multispectrales (nous considérons ici qu’une image couleur standard est une
image multispectrale acquise avec trois bandes spectrales : rouge, vert et bleu). Sur la Figure
2.1 on observe les caractéristiques suivantes :

— Les images monochromes sont acquises suivant une unique bande spectrale (couvrant
une large gamme ∆λ de longueurs d’onde) et fournissent l’intensité lumineuse mesurée
pour chaque pixel de l’image.

— Les images multispectrales sont acquises suivant 3, ou au plus, 10 bandes spectrales.
La largeur δλ des bandes spectrales peut varier d’un bande à l’autre et elles sont
souvent irrégulièrement espacées.

— Les images hyperspectrales sont acquises suivant plusieurs centaines de bandes spec-
trales. Les bandes spectrales sont fines, de même largeur et régulièrement espacées
permettant d’obtenir un spectre quasi continu pour chaque pixel.

Les images hyperspectrales sont acquises par des capteurs de plus en plus performants.
Trois caractéristiques principales permettent de quantifier les performances de ces capteurs, et
donc d’évaluer les capacités des données obtenues à restituer l’information du milieu observé :

— La résolution spatiale : cette caractéristique permet, comme pour les images conven-
tionnelles, d’évaluer la finesse des détails d’une image. Elle désigne l’aptitude du cap-
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Figure 2.1 – De l’imagerie monochrome à l’imagerie hyperspectrale. Figure inspirée de la
Figure 1.2 page 10 de la thèse de N. Gorretta-Monteiro [62].

teur à distinguer de petits objets adjacents. Elle est communément exprimée en terme
de surface couverte par un pixel du capteur ou en terme d’angle d’ouverture, notam-
ment en astronomie.

— La résolution spectrale : cette caractéristique permet d’évaluer la finesse du spectre
obtenu pour chaque pixel. Elle désigne l’aptitude du capteur à distinguer deux lon-
gueurs d’onde proches de la lumière qui lui parvient. Elle quantifie la distance entre
deux bandes spectrale adjacentes.

— La résolution radiométrique : cette caractéristique permet d’évaluer la finesse de l’in-
tensité mesurée en chaque point du spectre. Elle désigne l’aptitude du capteur à dis-
tinguer deux intensités lumineuses proches. Cette grandeur est directement liée au pas
de quantification associé à l’électronique du capteur et définit le nombre maximum
d’intensités différentes enregistrées par pixel. En astrophysique, on parle de sensibilité.

Le principe de l’imagerie hyperspectrale est basé sur le fait que chaque objet observé
émet ou reflète des ondes électromagnétiques à des longueurs d’onde spécifiques à sa compo-
sition moléculaire. Ainsi chaque spectre observé associé à chaque pixel du cube possède des
propriétés d’émission, d’absorption, de réflexion et/ou de transmission du ou des matériaux
présents dans ce pixel à chaque longueur d’onde acquise par l’instrument. Les images hyper-
spectrales sont donc une source importante d’informations caractérisant la scène observée.
Elles permettent au travers de méthodes d’analyse adéquates de répondre à certaines ques-
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tions telles que “combien de matériaux sont présents dans la scène observée ?”, “dans quelle
proportion ?” ou encore “comment sont-ils répartis dans la scène ?”. La richesse des infor-
mations contenues par les images hyperspectrale permet le développement de nombreuses
applications. On les retrouve dans de nombreux domaines tels que : l’imagerie médicale,
l’agroalimentaire, la chimie, l’astrophysique, la télédétection avec en particulier la géologie,
l’urbanisme, la défense, l’écologie, l’agriculture... Notons que le terme de télédétection au sens
général désigne l’acquisition d’informations sur un objet ou un phénomène, par l’intermédiaire
d’un instrument de mesure situé à distance. Ainsi, suivant cette définition, l’astronomie fait
partie de la télédétection. Cependant, communément, le terme de télédétection est réservé à
l’observation de la Terre.

En imagerie hyperspectrale, les spectres observés associés à chaque pixel ne sont générale-
ment pas issus d’un unique matériau. Ainsi le spectre d’un pixel est le résultat du mélange
des spectres de tous les constituants purs présents dans le pixel. Les phénomènes physiques
à l’origine de ces mélanges ainsi que leurs modélisations dépendent des applications (nous
détaillerons ce point dans la suite de cette section pour deux applications spécifiques). Ce
“mélange spectral” conduit à de nombreux problèmes d’analyse de l’information contenue
dans le cube de données comme par exemple, comment classer les pixels d’une image suivant
les matériaux constituant la scène observée, comment obtenir la composition et la concentra-
tion minéralogique d’un sol si chaque spectre observé est constitué du mélange des spectres
des matériaux purs. C’est dans ce contexte que les méthodes de SAS interviennent et consti-
tuent souvent une étape préalable nécessaire à l’analyse des données hyperspectrales.

Les méthodes de SAS en télédétection sont un domaine largement étudié dans la littérature
et de nombreuses méthodes spécifiques ont vu le jour dans ce contexte. Bien que les données
et le modèle physique de mélange diffèrent légèrement de nos applications astrophysiques,
nous en présentons ici le principe général pour plusieurs raisons : certaines de nos méthodes
sont déduites de méthodes employées en observation de la Terre et les méthodes que nous pro-
posons sont applicables à la télédétection (sous réserve de quelques modifications mineures).

Par ailleurs, un dernier domaine d’application est à mentionner pour la SAS appliquée à
l’imagerie hyperspectrale. Il s’agit de la planétologie, domaine appartenant à l’astrophysique
mais employant des modèles et des méthodes proches de ceux utilisés en observation de la
Terre. Nous ne détaillerons pas cet aspect de l’imagerie hyperspectrale, mais nous mention-
nerons quelques exemples de travaux dans la Section 2.5.

Dans la suite de ce chapitre, nous détaillerons les phénomènes physiques conduisant au
mélange des données puis les différents modèles de mélange utilisés en SAS pour extraire
l’information des données hyperspectrales dans le cadre de la télédétection et de l’astrophy-
sique.

2.2 Modèle physique de mélange

Les capteurs hyperspectraux mesurent l’énergie transportée par les photons à une lon-
gueur d’onde λ donnée, ou plus précisément sur un petit intervalle de longueurs d’onde cor-
respondant à la sensibilité du capteur. Plusieurs grandeurs physiques permettent de décrire
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cette énergie comme par exemple, l’éclairement (irradiance en anglais) exprimé en W.m−2,
décrivant la puissance du rayonnement reçue par une surface ou encore la luminance (radiance
en anglais) exprimée en W.m−2.sr−1, décrivant la puissance émise par une surface.

Pour nos besoins et par souci de simplicité, nous utiliserons pour quantifier la radiation
électromagnétique émise ou reçue par un objet la radiance spectrale notée φ(λ), exprimée
en W.m−2.sr−1.Hz−1 (i.e. la puissance émise ou reçue par unité de surface, par angle solide
et par longueur d’onde). Notons que cette grandeur dépend également de l’orientation de la
surface et, dans le cas d’une surface réfléchissant un rayonnement, de la nature du matériau
et des angles d’incidence et de réflexion. La radiance spectrale nous permet d’homogénéiser
le vocabulaire utilisé par les différentes communautés de la télédétection et de l’astrophy-
sique. Notons d’ailleurs que les astronomes utilisent le terme d’intensité spécifique à la place
de radiance spectrale. Pour plus de détails sur l’imagerie en observation de la Terre, le lec-
teur pourra consulter [57] et plus particulièrement le Chapitre 3 portant sur la radiométrie
en télédétection. Pour les notions de transfert radiatif en astrophysique, le lecteur pourra
consulter [29].

Les mécanismes de formation des images et la nature des objets observés sont différents
en télédétection et en astrophysique. Nous allons donc distinguer ces deux cas qui conduisent
à un modèle de données légèrement différent.

2.2.1 En observation de la Terre

Le processus de formation d’une image hyperspectrale en télédétection peut être résumé
comme suit. Le rayonnement solaire, constituant la source principale d’éclairage, illumine la
surface imagée au niveau du sol. Le rayonnement électromagnétique émis par notre étoile
traverse l’atmosphère terrestre et interagit avec elle par des phénomènes d’absorption et de
diffusion modifiant ainsi sa distribution spectrale. Ce rayonnement interagit ensuite avec les
matériaux présents au niveau du sol qui vont l’absorber, le diffuser et/ou le réfléchir, ceci
en fonction de la longueur d’onde et de la nature des matériaux. Le rayonnement réfléchi
retraverse l’atmosphère, subissant ainsi de nouvelles modifications pour enfin être capté par
l’instrument. Le spectre de radiance mesuré par l’instrument provient donc du spectre du
rayonnement solaire modifié par deux traversés de l’atmosphère et par sa réflexion sur les
matériaux au sol.

La réflectance d’un matériau notée ϕ(λ) est une grandeur physique mesurant la capacité
d’un matériau à réfléchir un rayonnement incident. Elle est définie comme le rapport entre
la radiance incidente et la radiance réfléchie et donne ainsi la proportion de rayonnement
réfléchie par le matériau. Cette grandeur sans unité dépend de la longueur d’onde et de
l’orientation de la surface.

La réflectance, constituant le signal d’intérêt, est obtenue en corrigeant les effets des deux
traversées de l’atmosphère et en normalisant le spectre de radiance capté par le spectre de
radiance solaire. Ainsi chaque pixel d’une image hyperspectrale en télédétection correspond
à un vecteur de mesure de la réflectance caractéristique des matériaux présents au sol. Nous
illustrons ce propos sur la Figure 2.2. La figure présente une version schématique d’une image
hyperspectrale acquise par un satellite observant la surface de la Terre. On remarque que
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chaque élément constituant la scène (eau, sol, végétation...) possède une signature spectrale
propre permettant de l’identifier.

Figure 2.2 – Illustration d’un cube hyperspectral en observation de la Terre. A chaque pixel
du cube correspond un spectre de réflectance. Schéma issu de [19].

La surface couverte par un pixel correspond à une zone spatiale locale mais dont l’étendue
est non négligeable. Cette zone ne cöıncide généralement pas avec la distribution spatiale des
matériaux à la surface du sol. Ainsi un pixel couvre généralement une surface constituée de
plusieurs matériaux purs. Les pixels mélangés sont parfois appelés mixels en opposition aux
pixels non mélangés appelés pixels purs. Les pixels possèdent donc une signature spectrale ne
correspondant à aucun des matériaux purs présents dans la scène observée. Ce phénomène
de mélange est principalement dû à la résolution spatiale de l’instrument (de l’ordre de la
dizaine de mètres généralement, voire du mètre pour les meilleurs instruments actuels en
imagerie satellitaire (Pléiades) [57]).

Le comportement spectral d’un pixel est issu de la composition des réflectances des
différents matériaux purs le constituant. Le modèle de données le plus courant pour représenter
cette composition est un modèle de mélange linéaire. Ce modèle est réaliste lorsque la surface
imagée est relativement plane, uniformément éclairée et les matériaux purs sont agencés de
manière à constituer un pavage grossier (Fig. 2.3). Cependant ce modèle devient inadapté
pour un milieu urbain, par exemple, où des réflexions multiples sur différents matériaux
peuvent apparâıtre. On préférera dans ce cas un modèle linéaire quadratique (voir par exemple
les travaux [100, 101, 103] ainsi que les références qui y sont citées). Une autre limite au
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modèle linéaire apparâıt lorsqu’un matériau supposé pur n’est pas homogène et présente des
propriétés de mélange au niveau microscopique. On parle alors de mélange intime. De nou-
veau, ce cas est pris en compte par des approches non-linéaires. Un résumé des approches
non-linéaires en télédétection est disponible dans [53].

Figure 2.3 – Schéma d’une image contenant des pixels mélangés en observation de la Terre.

Dans le cas d’un mélange linéaire, le spectre de réflectance observé au niveau d’un pixel est
représenté par la combinaison linéaire des différents spectres de réflectance des matériaux purs
présents dans le pixel. La pondération affectée à chaque spectre pur représente la proportion
du matériau associé dans le pixel (Figure 2.4). Le passage de la radiance spectrale mesurée
à la réflectance observée (i.e. la normalisation du rayonnement réfléchi par le rayonnement
incident) introduit une contrainte supplémentaire sur les pondérations affectées à chaque
spectre pur, que nous allons détailler ci-après.

Figure 2.4 – Modélisation du mélange au niveau d’un pixel en télédétection.
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Pour cette démonstration, nous négligerons les effets de l’atmosphère et supposerons que la
scène est illuminée uniformément. Reprenons l’exemple d’un pixel contenant deux matériaux
notés M1 et M2, comme illustré sur la Figure 2.4. La surface occupée au sein du pixel par le
matériau M1 (resp. M2) est notée SM1 (resp. SM2). On note φM1(λ) et φM2(λ) les radiances
spectrales réfléchies par les matériaux M1 et M2. La radiance spectrale totale réfléchie est
donc φT (λ) = φM1(λ) + φM2(λ). La radiance spectrale solaire incidente sur le pixel est notée
φS(λ). D’après la définition de la réflectance, la réflectance total ϕT (λ) du pixel est donnée
par :

ϕT (λ) =
φM1(λ) + φM2(λ)

φS(λ)
. (2.1)

Cependant, dans cette relation la notion de surface occupée par les deux matériaux est cachée.
On note φ′M1

(λ), φ′M2
(λ) et φ′S(λ) la radiance spectrale réfléchie par surface unitaire pour le

matériau M1, M2 et pour la radiance spectrale solaire incidente, respectivement. On a donc :

φM1(λ) = SM1φ
′
M1

(λ), (2.2)

φM2(λ) = SM2φ
′
M2

(λ),

φS(λ) = (SM1 + SM2)φ
′
S(λ).

On en déduit alors :

ϕT (λ) =
SM1φ

′
M1

(λ) + SM2φ
′
M2

(λ)

(SM1 + SM2)φ
′
S(λ)

. (2.3)

Ainsi les contributions des réflectances de chaque matériau dans la réflectance totale est
donnée par :

ϕT (λ) =
SM1

SM1 + SM2

ϕM1(λ) +
SM2

SM1 + SM2

ϕM2(λ), (2.4)

où ϕM1(λ) =
φ′M1

(λ)

φ′S(λ)
et ϕM2(λ) =

φ′M2
(λ)

φ′S(λ)
sont respectivement les réflectances des matériaux

M1 et M2. Le coefficient de pondération associé à chaque réflectance est donc la proportion
de surface dans le pixel occupée par le matériau considéré. On en déduit aisément que la
somme des pondérations associées à chaque matériau vaut 1. La généralisation de la relation
Eq. (2.4) au cas du pixel contenant L matériaux donne :

ϕT (λ) =
L∑
`=1

SM`

ST
ϕM`

(λ), (2.5)

où ST est la surface totale couverte par le pixel : ST =
L∑̀
=1

SM`
.

Par ailleurs, chaque terme de l’expression de la réflectance totale d’un pixel (Eq. (2.5)) est

non négatif. En effet,
SM`

ST
est la fraction de la surface du pixel occupée par le `ième matériau,

elle est donc positive est comprise entre 0 et 1. La réflectance ϕM`
(λ) du `ième matériau est

le rapport de deux radiances spectrales (i.e. de deux puissances), elle est donc positive et
comprise entre 0 et 1.

Par identification avec le modèle de mélange linéaire Eq. (1.15), les réflectances des
matériaux constituent les sources et leurs proportions associées (communément appelées
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abondances) représentent les coefficients du mélange. En utilisant les notations usuelles en
SAS, le modèle de mélange d’un spectre associé à un pixel en observation de la Terre est
donné par : 

x(λ) =
L∑
`=1

a` s`(λ)

L∑
`=1

a` = 1

a` > 0 ∀` ∈ {1, . . . , L}
s`(λ) > 0 ∀` ∈ {1, . . . , L}

(2.6)

où x(λ) = ϕT (λ) est le signal observé correspondant au spectre de réflectance totale du pixel,

a` =
SM`

ST
est le coefficient de mélange correspondant à l’abondance du matériau M` dans le

pixel et s`(λ) = ϕM`
(λ) est le spectre de réflectance du matériau M`. Par la suite, on utilisera

pour ce modèle la notation d’indice spectral définit précédemment, i.e. la notation λ sera
replacée par la notation générique n.

Pour conclure, on constate que le modèle de mélange linéaire des réflectances au ni-
veau d’un pixel est contraint par la non négativité et par la somme à 1 des abondances des
matériaux. La contrainte de non négativité provient de la nature des signaux observés et la
contrainte de somme à 1 provient de la normalisation des radiances spectrales réfléchies par
la radiance spectrale incidente uniforme. Nous verrons dans la Section 2.4.2 que l’ajout de la
contrainte de somme à 1 au modèle de mélange linéaire non négatif induit une représentation
géométrique différente de celle exposée dans la Section 1.4.5. Les propriétés géométriques
induites par le modèle Eq. (2.6) sont à l’origine de nombreuses méthodes propres à la
télédétection décrites dans la Section 2.4.2.

2.2.2 En astrophysique

Les données hyperspectrales sur lesquelles nous travaillons sont issues de l’observation de
régions de formation stellaire par les télescopes spatiaux Spitzer et Herschel. Les nébuleuses
étudiées sont caractérisées par la présence de jeunes étoiles massives entourées d’un nuage de
matière composé de gaz et de poussières. Ce nuage a la particularité d’absorber la lumière
émise par les étoiles dans l’ultraviolet (UV) pour en réémettre la majeure partie dans l’in-
frarouge (IR). Sous l’effet d’un tel rayonnement, on observe une stratification du nuage de
matière où chaque couche est constituée de molécules de gaz et de poussières spécifiques.

Pour de telles observations, la nature du rayonnement électromagnétique capté par l’ins-
trument est un rayonnement d’émission, dépendant de la composition du nuage de matière.
Pour quantifier le rayonnement électromagnétique émis, on utilise la radiance spectrale notée
φ(λ).

Ainsi, chaque pixel du cube hyperspectral correspond à un vecteur de mesure de la ra-
diance spectrale émise par une portion de la nébuleuse observées. Chaque pixel de l’image
peut être associé à une ligne de visée spécifique. Cette situation est schématisée sur la Figure
2.5. Dans cet exemple, le nuage de gaz observé est décomposé en trois couches sous l’effet du
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rayonnement UV. Les quatre pixels du capteur schématisés par les lignes de visée notées de
a à d sont associés aux spectres d’émission du nuage le long de ces mêmes lignes de visée.

Figure 2.5 – Illustration des lignes de visée associées à chaque pixel pour une région de
photodissociation. On observe une stratification du nuage de gaz sous l’effet du rayonnement
UV provenant de l’étoile.

Afin d’aboutir à la description du processus de mélange, deux propriétés majeures du
nuage de gaz sont à préciser. Tout d’abord le milieu observé est transparent aux longueurs
d’onde considérées, on parle alors de milieu optiquement mince. Le spectre mesuré pour
chaque pixel correspond à l’émission sur toute la profondeur du nuage de matière. Cette
situation est à opposer au cas de l’observation de la Terre où le spectre mesuré est réfléchi
par une surface opaque. La transparence du milieu impose de prendre en compte la ligne
de visée de l’instrument pour décrire les phénomènes de mélange apparaissant dans de telles
données.

La seconde propriété concerne la radiance spectrale mesurée en chaque point spatial de
l’image. La radiance spectrale est variable spatialement, i.e. une portion du nuage de matière
peut émettre fortement alors qu’une portion voisine peut émettre très faiblement. Cette
variabilité dépend de nombreux paramètres tels que la quantité de matière le long de la
ligne de visée (appelée colonne densité), la température locale ou encore la fluorescence liant
l’intensité émise à l’intensité du champ de rayonnement UV (lui-même lié à la distance à
l’étoile et à l’atténuation du rayonnement par le nuage de matière). Pour plus de détails
sur les conditions physiques et chimiques régnant dans ce type de milieu, le lecteur pourra
consulter [13, 132]. Ainsi, la radiance spectrale mesurée est spatialement disparate et ne peut
être normalisée par le champ de rayonnement UV baignant la nébuleuse. Cette situation est
à opposer au cas de l’observation de la Terre où la radiance spectrale mesurée est normalisée
par la radiance spectrale solaire.

Chaque pixel représentant une ligne de visée spécifique, le spectre observé associé est
donc constitué du mélange des spectres émis par les différentes couches du nuage de matière.
Chaque couche du nuage possède une signature spectrale spécifique que l’on appellera com-
posante pure ou composante élémentaire (par analogie, les composantes pures en observation
de la Terre sont appelées matériaux). Chaque spectre observé est donc composé du mélange
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des spectres élémentaires émis le long de la ligne de visée. En reprenant l’exemple schématisé
sur la Figure 2.5, les spectres observés a et b sont composés des spectres élémentaires issus des
couches rouge, verte et bleue, alors que le spectre d ne contient que la composante spectrale
issue de la couche bleue.

Le mélange le long de la ligne de visée est modélisé par la combinaison linéaire des
spectres élémentaires (voir le chapitre 2 de [13] ainsi que les références qui y sont citées pour
une justification du choix du modèle). La pondération associée à chaque spectre élémentaire
représente l’intensité mesurée au niveau du pixel. La radiance spectrale mesurée pour un
pixel donné est donc modélisée par :

φ(λ) =
L∑
`=1

α` φ`(λ), (2.7)

où α` est le coefficient de pondération associé à la `ième composante élémentaire. Ce coefficient
dépend de la colonne densité, de l’intensité locale du champ de rayonnement ou encore de la
température locale. On notera que sous certaines conditions de normalisation, le coefficient
α` représente l’intensité d’émission.

Par identification avec le modèle de mélange spectral linéaire Eq. (1.15), les radiances spec-
trales des composantes élémentaires représentent les sources et les coefficients de pondération
α` associés représentent les coefficients du mélange. En utilisant les notations usuelles en SAS,
le modèle de mélange d’un spectre observé associé à un pixel en astrophysique est donné par :

x(λ) =
L∑
`=1

a` s`(λ)

a` > 0 ∀` ∈ {1, . . . , L}
s`(λ) > 0 ∀` ∈ {1, . . . , L}

(2.8)

De nouveau, dans la suite du manuscrit on substituera l’indice spectral λ par l’indice n.

Pour conclure, on constate que le modèle de mélange linéaire des radiances spectrales
observées est contraint uniquement par la non négativité provenant de la nature des signaux
observés.

2.3 Modèle du cube

Dans la section précédente, nous avons défini le modèle de mélange d’un pixel d’une image
hyperspectrale. L’application d’une méthode de SAS nécessite avant tout la construction
de la matrice des observations X à partir du cube hyperspectral. Il est donc nécessaire
de restructurer le cube hyperspectral en une matrice et d’identifier ce que nous appelons
observations, échantillons, coefficients de mélange et sources. Comme nous l’avons mentionné
précédemment, une image hyperspectrale peut être appréhendée de deux manières, soit on
considère que le cube est une collection de spectres soit une collection d’images. Il en résulte
donc les deux modèles suivants pour caractériser le mélange observé.
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Figure 2.6 – Modèle de données avec les sources spectrales.

2.3.1 Modèle spectral

Pour ce modèle de données, nous définissons les observations comme étant les spectres
mesurés. Le cube de données est redimensionné en une matrice des observations Obs, où
chaque ligne contient un des Px × Py = M spectres arrangés dans n’importe quel ordre et
indicés par m ∈ {1, . . . ,M}. Chaque colonne de Obs correspond à l’indice de l’échantillon
spectral n ∈ {1, . . . , N} de toutes les observations. Chaque spectre observé est une combi-
naison linéaire des L (L � M) spectres élémentaires inconnus et est le résultat du mélange
des mêmes spectres élémentaires :

obs(m,n) =
L∑
`=1

map(m, `) spec(`, n), (2.9)

où obs(m,n) est le nième échantillon spectral de la mième observation, map(m, `) est la
pondération du spectre élémentaire ` dans l’observation m et spec(`, n) est le nième échantillon
spectral du `ième spectre élémentaire. En employant la terminologie de la SAS, map joue le
rôle des coefficients de mélange et spec joue le rôle des sources. Ce modèle peut être réécrit
sous la forme matricielle :

Obs = Map× Spec, (2.10)

où Map est la M ×L matrice de mélange et Spec est la L×N matrice des spectres sources.
Une représentation schématique du modèle spectral est montrée sur la Figure 2.6. Chaque
spectre observé est issu du mélange spatial des sources spectrales.

2.3.2 Modèle spatial

Pour ce modèle de données, nous définissons les observations comme étant les bandes
spectrales (images). La construction du modèle spatial est réalisée en transposant le modèle
spectral (2.10). Dans cette configuration, chaque ligne de la matrice des observations ObsT

contient une des N bandes spectrales redimensionnées en vecteur. Chaque colonne de ObsT

correspond à un indice d’échantillon spatial m ∈ {1, . . . ,M} pour toutes les observations (i.e.
chaque colonne correspond à un pixel). Chaque bande spectrale de ObsT est une combinaison
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Figure 2.7 – Modèle de données avec les sources spatiales.

linéaire des L (L� N) bandes spectrales inconnues et est le résultat du mélange des mêmes
cartes d’abondance :

ObsT = SpecT ×MapT . (2.11)

avec ObsT la N ×M matrice des données transposées, SpecT la N × L matrice de mélange
et MapT la L ×M matrice des sources. Une représentation schématique du modèle spatial
est montrée sur la Figure 2.7. Chaque bande spectrale observée est issue du mélange spectral
des sources spatiales.

2.3.3 Choix du modèle

Le choix du modèle spectral ou spatial dépend généralement des hypothèses requises par
les méthodes de SAS utilisées. Prenons par exemple le cas des méthodes SCA. Ces méthodes
requièrent que les sources soient conjointement parcimonieuses. Cette caractéristique est,
selon les applications, soit portée par les spectres (modèle (2.10)) soit portée par les carte
d’abondance (modèle (2.11)).

En reprenant les notations usuelles de la SAS utilisées jusqu’ici, nous aurons pour le
modèle spectral X = Obs comme matrice des données, A = Map comme matrice de mélange
et S = Spec comme matrice des sources.

Pour le modèle spatial nous aurons donc X = ObsT comme matrice des données, A =
SpecT comme matrice de mélange et S = MapT comme matrice des sources.

2.4 Méthodes de SAS en observation de la Terre

Cette section présente un panorama des méthodes de démélange spectral utilisées en
télédétection. Dans un premier temps, nous évoquerons les travaux utilisant les méthodes
usuelles de SAS présentées dans le chapitre précédent, puis dans un second temps nous
détaillerons quelques méthodes spécifiques à la télédétection.
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2.4.1 Panorama des méthodes standard

2.4.1.1 Analyse en composantes indépendantes

Les méthodes de démélange d’images hyperspectrales basées sur l’ICA sont apparues à la
fin des années 90. A titre d’exemple, nous mentionnerons les travaux [7, 92, 137]. En 2005,
J.M.P. Nascimento et J.M. Bioucas-Dias proposent une étude de l’efficacité des méthodes ICA
en démélange spectral [111], et remettent en cause la majorité des méthodes antérieures. En
effet, les auteurs montrent dans cette étude que l’indépendance des sources dans un contexte
de télédétection n’est généralement pas vérifiée. Dans le cas où les fractions d’abondance des
matériaux sont considérées comme étant les sources (modèle défini par l’équation (2.11)), la
somme à 1 des abondances entrâıne la dépendance des sources entre elles. Dans le cas où
les spectres sont considérés comme étant les sources (modèle défini par l’équation (2.10)), la
nature des matériaux observés (i.e. différent types de végétation, milieux urbains...) entrâıne
une corrélation non négligeable des sources entre elles.

Par ailleurs, on mentionnera les travaux de D. Benachir et al. [11] présentant une version
modifiée de l’ICA permettant son utilisation en télédétection. Dans cette étude, les auteurs
proposent d’utiliser l’ICA dans un premier temps, pour estimer approximativement les L− 1
sources spatiales indépendantes constituant l’image hyperspectrale. Dans un second temps,
les résultats de l’ICA sont utilisés comme initialisation de la NMF. Cette approche hybride
permet de compenser les inconvénients propres à l’ICA et la NMF à savoir respectivement,
la nécessité d’avoir des sources indépendantes et la non unicité de la solution.

2.4.1.2 Factorisation en matrices non négatives

Parmi les méthodes de démélange utilisées en télédétection, on retrouve des algorithmes
basés sur la NMF. Les principales contributions dans ce domaine sont caractérisées par l’ajout
à la fonction de coût d’un terme de pénalisation spécifique à la télédétection. On mentionnera
par exemple la méthode MVC-NMF [105], générique de ce type d’approche. Cette méthode
est détaillée dans la section suivante portant sur les méthodes géométriques. On trouve dans
la littérature d’autres méthodes, chacune basée sur une pénalisation propre. Parmi les plus
communes, on trouve les méthodes ICE (pour Iterated Constrained Endmember en anglais)
[12], L1/2-NMF [123] ou encore CoNMF (pour Collaborative-NMF en anglais) [93]. Pour plus
de détails sur les méthodes de démélange reposant sur la NMF, le lecteur pourra consulter
[98] ainsi que les références qui y sont citées.

2.4.1.3 Analyse en composantes parcimonieuses

Une autre classe de méthodes de démélange couramment utilisée en télédétection concerne
les méthodes basées sur la SCA. Notons tout d’abord que cette catégorie concerne essentielle-
ment les méthodes semi-supervisées, méthodes utilisant des bibliothèques spectrales permet-
tant l’identification des spectres des matériaux présents dans les données. Dans ce manuscrit,
nous nous focalisons sur les méthodes dites aveugles de démélange. Nous ne détaillerons donc
pas ce point mais le lecteur pourra consulter [19, 74, 98] regroupant les principaux travaux
utilisant ce type d’approche.
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Parmi les méthodes de SCA, on peut mentionner également les méthodes géométriques
détaillées dans la section suivante. En effet, les méthodes géométriques employées en télédétec-
tion sont toutes basées sur des hypothèses plus ou moins fortes de parcimonie des sources.

Dans le premier chapitre, nous avons détaillé la méthode SpaceCORR, basée sur la parci-
monie conjointe des sources présentes dans une image. Les travaux de thèse de S. Karoui [78]
ont permis d’appliquer ce type d’approche à des images multispectrales en observation de
la Terre. Les deux méthodes développées, appelées 2D-Corr-NLS et 2D-Corr-NMF [79], sont
des extensions de SpaceCORR prenant en compte la somme à 1 des fractions d’abondance.

Plus récemment, D. Benachir et al. proposent de relâcher la contrainte de présence de
zones mono-sources de la méthode SpaceCORR en construisant une méthode basée sur
l’exploitation de zones bi-sources. En effet, l’hypothèse d’existence de zones d’analyse spa-
tiales dans lesquelles une seule source est active (Hypothèse 1, page 29) n’est pas toujours
vérifiée dans les données hyperspectrales en observation de la Terre, notamment à cause d’une
résolution spatiale trop faible.

La méthode proposée, appelée BiS-Corr, exploite la structure géométrique que prennent
les données dans une zone bi-source pour résoudre le problème de SAS. Nous portons un
intérêt particulier à cette approche puisque nous proposerons une contribution basée sur une
hypothèse relativement similaire dans le Chapitre 5.

La structure de la méthode BiS-Corr est identique à celle de la méthode SpaceCORR.
Elle est constitué des trois étapes : détection des zones bi-sources puis identification de la
matrice de mélange et enfin reconstruction de la matrice des sources.

L’étape de détection des zones bi-sources est basée sur un critère de corrélation. La
contrainte de somme à 1 des abondances des matériaux combinée avec la présence de deux
sources dans une zone d’analyse rend les observations proportionnelles au sein de cette zone
bi-source.

L’étape d’identification de la matrice de mélange est basée sur la géométrie des données.
Le nuage de points associés aux pixels d’une zone bi-source prend la forme d’une droite dans
le plan défini par deux bandes spectrales. L’étude de l’intersection d’une droite associée à une
zone bi-source avec seconde droite droite associée à une seconde zone bi-source donne accès
aux coefficients de mélange associés à chaque source. En effet, le point d’intersection de deux
droites associées à deux zones bi-sources ayant une unique source en commun correspond au
coefficient de mélange relatif à cette source commune. Ainsi il est possible de reconstruire
l’intégralité de la matrice de mélange à la condition qu’il existe au moins une zone bi-source
pour chaque paire de source.

L’étape de reconstruction des sources est effectuée par un algorithme de moindres carrés
non négatifs (NNLS).

Pour finir sur les méthodes usuelles de SAS employées en télédétection, nous citerons
quelques exemples de travaux basés sur des méthodes statistiques utilisant des approches
bayésiennes [52]. Un panorama des méthodes bayésiennes utilisées pour le démélange en
télédétection est disponible dans [19].

Par ailleurs, le lecteur pourra consulter les références [19, 74, 80, 98] résumant l’ensemble
des approches utilisées en télédétection mentionnées dans cette section.
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2.4.2 Méthodes géométriques

Cette section traitant des méthodes géométriques fait suite à la Section 1.4.5 dans la-
quelle nous avons présenté les méthodes géométriques pour un modèle linéaire de données
non négatives. Suivant ce modèle, les données observées sont incluses dans un cône simpli-
cial de l’orthant positif RM

+ . Comme nous l’avons montré précédemment, en télédétection le
modèle linéaire de données a la contrainte supplémentaire de la somme à 1 des coefficients
d’abondance des matériaux (modèle (2.6)). De plus, les méthodes géométriques requièrent
une contrainte de parcimonie des sources (nous détaillons ce point ci-après). Classiquement,
on suppose que cette hypothèse de parcimonie est spatiale. On se référera donc dans cette
section au modèle spatial des données Eq. (2.11). En supposant la matrice de mélange A de
rang de colonne plein, l’ensemble des observations :

S(A) = {x | x = As,
L∑
`=1

s` = 1, A ∈ RN×L
+ , s` ∈ RL

+}, (2.12)

forme un simplexe de dimension L− 1 dans RM
+ . Les sommets de ce simplexe correspondent

aux colonnes de la matrice de mélange A. Cette situation est schématisée sur la Figure 2.8
montrant le mélange de 3 sources en 3 dimensions.

Figure 2.8 – Représentation du simplexe englobant les données issues d’un mélange de 3
sources en 3 dimensions. Le simplexe engendré par A et l’enveloppe de X sont confondus si
l’Hypothèse 5, page 36 est vérifiée.

Le principe des méthodes géométriques en télédétection est identique à celui présenté
dans la Section 1.4.5. L’idée générale est d’identifier le simplexe S(X) englobant les observa-
tions. Sous certaines conditions de parcimonie, ce simplexe cöıncide avec celui engendré par
les colonnes de la matrice de mélange. Ainsi, identifier les sommets du simplexe contenant
l’ensemble des observations permet d’estimer la matrice de mélange A et donc de réaliser la
séparation des sources.
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On trouve dans la littérature deux approches distinctes permettant d’estimer le simplexe
S(A). La première est basée sur la recherche des sommets du simplexe directement à partir
des observations. Cette stratégie impose, pour chaque source, la présence d’au moins un pixel
pur dans les données (Hypothèse 5, page 36). La seconde approche, dite méthode du volume
minimal, est basée sur la construction du simplexe de volume minimal englobant l’ensemble
des observations. Cette stratégie impose la présence d’au moins L−1 observations sur chaque
facette du simplexe (Hypothèse 6, page 38).

Dans la suite de cette section, nous décrirons brièvement les méthodes les plus connues
en télédétection. Pour un panorama plus complet et plus de détails sur cette catégorie de
méthodes, le lecteur pourra consulter [19] ainsi que les références qui y sont citées.

2.4.2.1 Méthodes avec pixels purs

PPI La méthode PPI (pour Pixel Purity Index en anglais) [20] procède à l’identification des
sommets du simplexe d’intérêt en projetant l’ensemble des données sur un large ensemble de
vecteur unitaires générés aléatoirement. Les points extrêmes, pour chaque direction aléatoire,
sont stockés. Un compteur enregistre le nombre de fois où un point (i.e. un spectre observé)
est retenu comme point extrême. Les pixel purs (i.e. les sommets du simplexe) correspondent
aux pixels ayant obtenu le plus grand score.

N-FINDR La méthode N-FINDR [139] est basée sur les propriétés du volume du simplexe
généré par les observations. Le volume du simplexe généré par les pixels purs est plus grand
que le volume du simplexe généré par n’importe quelle combinaison linéaire de pixel. L’al-
gorithme de recherche des sommets du simplexe est alors le suivant. Un premier simplexe
est construit à partir de pixels sélectionnés aléatoirement parmi les données. La méthode
procède ensuite par inflation du simplexe en recherchant les pixels maximisant le volume du
simplexe d’intérêt. Les sommets du simplexe retenus sont donc les pixels générant le simplexe
englobant l’ensemble des observations.

OSP / VCA La méthode OSP (pour Orthogonal Subspace Projection en anglais) [65] est
basée sur une succession de projections orthogonales des données pour identifier itérativement
les sommets du simplexe. Le premier sommet retenu est le pixel observé ayant la plus grande
distance avec l’ensemble des pixels restants. Les sommets suivants sont ensuite obtenus en
projetant les données sur un vecteur orthogonal au sous espace engendré par les colonnes de
la matrice de mélange déjà identifiée. Le nouveau sommet retenu correspond à la projection
extrême. Cette étape de projection / identification est ensuite répétée jusqu’à ce que tous les
sommets du simplexe soient identifiés. La méthode VCA (pour Vertex Component Analysis
en anglais) [112], est très similaire à la méthode OSP. Elle est basée sur le même principe de
projection / identification. Cependant la méthode VCA inclut un processus de caractérisation
du bruit pour réduire la sensibilité au bruit de la projection. Pour cela, la méthode VCA utilise
la SVD pour identifier la direction optimale de projection qui représente au mieux les données
(au sens du SNR maximum).

57



2.4.2.2 Méthodes à volume minimal

Le principe des méthodes à volume minimal a été introduit par M.D. Craig dans [40], et
repris par la suite dans plusieurs méthodes géométriques de la littérature. L’approche de ces
méthodes est d’estimer la matrice de mélange A qui minimise le volume du simplexe engendré
par ses colonnes, sous la contrainte que S(A) contient l’ensemble des vecteurs observés. Le
problème d’optimisation qui découle de cette approche peut être formulé comme suit :

Â = argmin
A

VS(A)

A−1X > 0

1TLA
−1 = 1TN

(2.13)

où VS(A) est le volume du simplexe engendré par les colonnes de A. On trouve dans la
littérature plusieurs stratégies pour résoudre ce problème d’optimisation non convexe, dont
quelques exemples sont mentionnés ci-après.

MVSA / SISAL / MVES La méthode MVSA (pour Minimum Volume Simplex Analysis
en anglais) [94] est basée sur des méthodes d’optimisation dites “Sequential Quadratic Pro-
graming”. La méthode SISAL (pour Simplex Identification via Split Augmented Lagrangian
en anglais) [17] propose une approche basée sur la résolution séquentielle de sous-problèmes
d’optimisation convexe à l’aide d’un algorithme du Lagrangien augmenté.

Les méthodes MVSA et SISAL ont la particularité de permettre une violation de la
contrainte de non négativité. Cette caractéristique prend en compte le fait que des vecteurs
observés peuvent être en dehors du simplexe à cause du bruit. L’introduction d’une version
plus souple de la contrainte de non négativité rend les méthodes SISAL et MVSA plus
robustes et plus efficaces pour résoudre le problème d’optimisation. De plus, pour réduire le
risque que ces méthodes convergent dans des minima locaux, les auteurs proposent dans les
deux cas d’initialiser leurs algorithmes par la matrice estimée grâce à la méthode VCA.

La méthode MVES (pour Minimum Volume Enclosing Simplex en anglais) [28] propose
une reformulation du problème d’optimisation non convexe permettant ainsi une approche
de minimisation cyclique utilisant une méthode de programmation linéaire.

MVC-NMF La méthode MVC-NMF (pour Minimum Volume Constrained Nonnegative
Matrix Factorization en anglais) [105] est basée sur la prise en compte de la géométrie du
problème de SAS par la NMF. Pour ce faire, les auteurs proposent d’ajouter un terme de
pénalisation à la NMF portant sur le volume du simplexe engendré par les colonnes de A. Le
problème de minimisation se formule suivant :

(
Â, Ŝ

)
= argmin

A,S

1

2
‖X − AS‖2

F + λV 2
S (A)

A > 0, S > 0

1TLS = 1TN

(2.14)

où λ est un paramètre de régularisation contrôlant le poids de la contrainte du volume
du simplexe dans la fonction de coût. Ce problème non convexe est résolu alternativement
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suivant A et S. Les équations de mises à jour sont déterminées grâce à la méthode du gradient
projeté en incluant une projection sur l’orthant positif afin de forcer la non négativité des
estimations.

2.5 État de l’art de la SAS en astrophysique

Dans cette section, nous présentons un panorama des méthodes de SAS utilisées en astro-
physique (une nouvelle fois, nous nous restreindrons au modèle de mélange linéaire instan-
tané). Bien que moins répandues qu’en observation de la Terre, on trouve en astrophysique
une grande diversité d’applications, tant en terme de méthodes qu’en terme de données
considérées. D’un point de vue méthodologique, les premiers travaux concernent l’utilisa-
tion de la PMF [116]. Cette première application ponctuelle sera suivie par l’utilisation de
méthodes basées sur l’ICA quelques années plus tard. On constate d’ailleurs que l’ICA et les
méthodes bayésiennes sont les méthodes les plus utilisées par la communauté astrophysique.
L’utilisation des méthodes basées sur la NMF ou la SCA sont plus marginales. D’un point
de vue champs applicatifs, la majorité des travaux portent sur l’extraction du Fond Diffus
Cosmologique (CMB pour Cosmic Microwave Background en anglais), avec notamment le
développement d’une méthode spécifique basée sur l’ICA. On trouve dans la littérature un
ensemble de travaux portant sur l’étude des glaces de Mars. Bien que cette application soit
de la planétologie (comme indiqué précédemment, nous ne détaillerons pas ce domaine dans
ce manuscrit), nous mentionnons ces travaux majeurs à titre d’illustration. De plus, ce do-
maine spécifique montre une évolution intéressante de l’utilisation des méthodes de SAS en
astrophysique. On trouve également de nombreuses autres applications, telles que l’étude des
galaxies, des populations stellaires, du milieu interstellaire ou encore des exoplanètes. Nous
évoquerons l’ensemble de ces points dans la suite de cette section.

2.5.1 Analyse en composantes indépendantes

Les méthodes basées sur l’ICA sont d’un grand intérêt pour la communauté astrophysique
et notamment en cosmologie avec l’étude du CMB. L’objectif de ces applications est d’isoler le
CMB des autres sources perturbatrices présentes dans les données. Parmi les premiers travaux
dans ce domaine, on peut citer ceux de D. Maino et al. [99] puis de C. Baccigulapi et al. [6]
utilisant la méthode FastICA [70]. On trouve également dans la littérature la méthode SMICA
(pour Spectral Matching Independent Component Analysis en anglais) [41, 117] développée
spécifiquement pour l’extraction du CMB. Cette méthode a la particularité de pouvoir séparer
des sources gaussiennes en travaillant sur les coefficients de Fourier. Par la suite quelques
extensions de la méthode SMICA ont été proposées avec, par exemple, les travaux [107]
proposant un algorithme opérant sur les coefficients d’ondelettes, puis avec les travaux [4]
prenant en compte la polarisation du CMB. Plus généralement, on citera les articles [34, 35]
résumant l’utilisation de méthodes de SAS pour l’étude du CMB par la communauté de la
mission Planck de l’ESA.

Un autre domaine d’application populaire en astrophysique concerne l’utilisation de l’ICA
dans l’étude des glaces de Mars. Les données hyperspectrales fournies par la sonde Mars Ex-
press sont analysées dans le but d’étudier la répartition spatiale des glaces de H2O et de CO2.
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Les travaux originaux [56] utilisent les algorithmes JADE [26] et FastICA [70]. Cependant
les discussions à propos des résultats obtenus (voir [111] et le Chapitre 16 de [37] portant
sur les applications de la SAS) montrent que les images sources ne sont pas indépendantes et
donc que les hypothèses nécessaires à l’ICA ne sont pas vérifiées. Des investigations ont donc
été entreprises pour améliorer ces résultats avec notamment les travaux de S. Moussaoui et
al. [109] proposant l’emploi d’une approche bayésienne.

Parmi les autres domaines d’application présents dans la littérature, on mentionnera les
travaux de D. Nuzillard et A. Bijaoui [113] portant sur l’étude des galaxies grâce aux méthodes
FastICA [70] et SOBI [8]. Ces travaux sont probablement les premiers proposant l’utilisation
de l’ICA pour l’étude de données astrophysiques, suivi par les travaux de M. Funaro et al.
[58] utilisant l’ICA pour séparer les artefacts présents dans les données astrophysiques.

Plus récemment, on trouve l’utilisation de l’ICA pour la détection d’exoplanètes avec les
travaux de I.P. Waldmann et al. [136] portant sur les données Hubble puis avec les travaux
de G. Morello et al. [106] portant sur les données Spitzer.

2.5.2 Méthodes bayésiennes

Les méthodes bayésiennes de SAS utilisées en astrophysique sont, comme pour les méthodes
ICA précédemment citées, essentiellement dédiées à l’extraction du CMB. On mentionnera à
titre d’exemple les travaux [129] proposant une approche bayésienne utilisant comme infor-
mation a priori la connaissance des densités spectrales des sources. D’autres exemples d’uti-
lisation de méthodes bayésiennes en cosmologie sont détaillés dans le résumé méthodologique
[85], ainsi que dans les résumés portant sur les données Planck [34, 35].

Comme cité précédemment, une approche bayésienne à été développée pour l’étude des
glaces de Mars dans [109], pour prendre en compte la corrélation des sources extraites.

Dans un contexte différent, les travaux de K.H. Knuth et al. [83] proposent l’utilisation de
méthodes bayésiennes de SAS pour l’étude des grandes molécules carbonées présentes dans
le milieu interstellaire.

2.5.3 Factorisation en matrices non négatives

L’utilisation de la NMF pour l’étude de données astrophysiques est plus marginale et
concerne des domaines différents de ceux mentionnés jusqu’ici. Les travaux de M. Juvela et
al. [76] datant de 1996 sont probablement les premiers proposant l’utilisation de méthodes
de SAS pour l’étude de données astrophysiques. Les auteurs proposent d’étudier l’émission
de la nébuleuse Thumbprint grâce à la méthode PMF [116] introduite par P. Paatero et al.
en 1994.

Plus récemment, les travaux de thèse de I. Meganem [100] portent sur le démélange de
spectres stellaires dans les données hyperspectrales de l’instrument MUSE au VLT [104]. Ces
travaux concernent l’étude de champs denses d’étoiles pour lesquelles la PSF de l’instrument
et les effets atmosphériques peuvent entrâıner la superposition de plusieurs spectres stellaires
sources au sein d’un même pixel observé. L’objectif est donc de séparer la contribution de
chaque étoile dans chaque spectre observé grâce à une méthode basée sur la NMF.

Une autre application proposée par P.D. Hurley et al. [69] consiste à identifier les com-
posantes spectrales des galaxies observées par le télescope spatial Spitzer. On notera que les
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auteurs utilisent la version de l’algorithme de la NMF proposée par D.D. Lee et H.S. Seung
[89].

Enfin, le dernier domaine d’application que nous mentionnerons est celui qui nous concerne
directement dans ces travaux de thèse. L’objectif est le développement de méthodes de SAS
pour étudier le milieu interstellaire, et plus précisément les régions de photodissociation.
L’étude de ces régions par la SAS a été initiée par O. Berné et al. Dans leur travaux, les
auteurs appliquent la NMF aux données hyperspectrales de Spitzer [16], puis de Herschel
[15], afin de caractériser les conditions physico-chimiques régnant au sein d’une région de
photodissociation.

2.5.4 Analyse en composantes parcimonieuses

Les méthodes de SAS basées sur la SCA sont peu utilisées en astrophysique. La princi-
pale contribution dans ce domaine concerne les travaux de Bobin, Starck et al. portant sur
l’extraction du CMB des données Planck. Les auteurs proposent l’utilisation de la méthode
GMCA [21] initialement développée dans un contexte de traitement d’images puis de la
méthode AMCA [22] prenant en compte la parcimonie et la possible corrélation des sources
présentes dans les données astrophysiques.

Plus spécifiquement, on mentionnera les travaux de thèse de M. Puigt [122] portant sur
les méthodes de SAS du type TiF/Temp - ROM/CORR détaillées dans la Section 1.4.3, ap-
pliquées au signaux de parole. On trouve dans son manuscrit une première tentative d’applica-
tion de cette classe de méthodes aux données astrophysiques. Les données étudiées sont issues
de Spitzer et portent sur l’étude des poussières dans le milieu interstellaire. Les résultats ob-
tenus sont ensuite comparés aux études réalisées par O. Berné et al. avec les mêmes données
mais cette fois ci à l’aide des méthodes FastICA [70] et NMF [89]. Les résultats de cette
première tentative sont mitigés puisque les méthodes n’arrivent qu’à extraire partiellement
les sources présentes dans le mélange. Cependant l’auteur M. Puigt précise que les méthodes
ne sont pas adaptées à ce type de données. En effet le faible nombre d’échantillons dispo-
nibles dans les spectres observés est le principal facteur limitant dans la définition de zones
d’analyse exploitables par les méthodes.

2.6 Étude de nos données et choix méthodologiques

Nous finirons ce chapitre par une présentation des données sur lesquelles nous tavaillons.
Une brève étude des caractéristiques de ces données permet d’orienter le choix de méthodes
de SAS que nous utiliserons pour réaliser la décomposition des images hyperspectrales. De
plus, les limites des méthodes disponibles dans la littérature applicables à nos données per-
mettent d’esquisser les axes de nos contributions présentées dans les chapitres suivants de ce
manuscrit. Pour finir, le choix méthodologique permet de fixer le modèle de mélange linéaire
(spatial ou spectral) utilisé dans la suite de ce manuscrit. Nous développons l’ensemble de
ces points dans la suite de cette section.
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2.6.1 Caractéristiques des images hyperspectrales

Ces travaux de thèse se positionnent dans l’étude de régions de photodissociation réalisée
par O.Berné et al. (voir par exemple [15, 16]), l’objectif étant d’apporter une contribution
méthodologique aux méthodes de SAS utilisées en astrophysique.

Les données hyperspectrales à notre disposition pour ces travaux sont issues des instru-
ments IRS (pour Infrared Spectrograph en anglais) et HIFI (pour Heterodyne Instrument for
the Far-Infrared en anglais) embarqués respectivement sur les télescopes spatiaux Spitzer
(NASA) et Herschel (ESA). Les images hyperspectrales fournies par ces deux instruments
permettent, de par leurs caractéristiques, l’accès à une information différente.

Les images hyperspectrales de IRS-Spitzer sont des données IR sur la plage de longueurs
d’onde 5.2-38 µm couverte par 4 modules distincts (chacun ayant une bande d’observation et
une résolution spectrale spécifique). Les spectres mesurés puis traités par la SAS, permettent
l’identification de la composition chimique des grains de poussière présents dans le nuage de
gaz. La cartographie de la nébuleuse obtenue à l’issue de la SAS, permet ainsi d’obtenir la
répartition spatiale des différentes populations de grains de poussière.

La Figure 2.9 montre la cartographie de la région nord de la nébuleuse NGC7023 par
IRS-Spitzer. La mesure est réalisée par le module “Short-Low” de l’instrument donnant une
couverture spectrale de 5.2-14.5 µm à la résolution spectrale de λ

∆λ
= 60-120 (résolvance).

La résolution spatiale de ce module est 3.6′′ d’arc, soit 1.8′′ d’arc par pixel. L’image hyper-
spectrale a au final une dimension de 29 × 39 pixels pour 202 bandes spectrales.

Figure 2.9 – NGC7023-NW cartographiée par IRS-Spitzer. A gauche, le rectangle vert définit
la zone cartographiée dans une image couleur grand champ. Au centre, la carte d’intensité
intégrée suivant l’axe spectral. A droite, les spectres sélectionnés dans le cube de données
aux positions indiquées sur la carte.

Les images hyperspectrales de HIFI-Herschel sont des données IR sur les plages de
fréquence 480-1250 GHz et 1410-1910 GHz, divisées en 6 bandes d’observation. La haute
résolution spectrale de l’instrument permet d’obtenir le profil de raies d’émission spécifiques
(raie de structure fine [CII] de l’ion C+ à 158 µm soit 1900 GHz, dans l’étude qui nous
concerne). Ainsi les spectres mesurés permettent l’étude de la cinématique des gaz au sein
de la nébuleuse. La Figure 2.10 montre la cartographie de la nébuleuse de la Tête de Cheval
et de la région nord de la nébuleuse NGC7023-NW par HIFI-Herschel. La mesure est réalisée
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par la “Bande 6” de l’instrument (1600-1910 GHz). La résolution spectrale à 1900 GHz est
de ∼1.2 MHz et la résolution spatiale à 1900 GHz est de 11′′ d’arc, soit 5′′ d’arc par pixel.
Au final, l’image hyperspectrale de la Tête de Cheval a une dimension de 115 × 96 pixels
pour 286 bandes spectrales, celle de NGC7023-NW a une dimension de 32 × 39 pixels pour
306 bandes spectrales.

(a) Tête de Cheval

(b) NGC7023-NW

Figure 2.10 – La Tête de Cheval (en haut) et NGC7023-NW (en bas) cartographiées par
HIFI-Herschel. A gauche, le rectangle vert définit la zone cartographiée. Au centre, la carte
d’intensité intégrée suivant l’axe spectral. A droite, les spectres sélectionnés dans le cube de
données aux positions indiquées sur la carte.

On notera que l’axe spectral pour les données HIFI-Herschel (Figure 2.10) est exprimé en
vitesse et non en longueur d’onde. Une information pertinente extraite de ces spectres étant
le décalage en vitesse par effet Doppler de la raie observée, il est alors plus aisé d’exprimer
l’axe en vitesse par la relation : v = c × (f − f0)/f0 où f est la fréquence observée, f0 la
fréquence intrinsèque de la raie [CII] à 1900 GHz et c la vitesse de la lumière.

2.6.2 Choix méthodologiques

Au début de ce chapitre, nous avons décrit les processus physiques conduisant aux mélanges
des données hyperspectrales. Ce mélange est modélisé par un modèle linéaire instantané
(une justification précise de ce choix est disponible le chapitre 2 de [13]). La résolution
du problème mal posé de SAS passe par l’ajout d’hypothèses spécifiques (indépendance des
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sources, non négativité, parcimonie...) conduisant aux différentes classes de méthodes de SAS.
Nous étudions ces différentes hypothèses pour les données considérées ici, ce qui nous permet
de fixer le choix du modèle spectral ou spatial.

2.6.2.1 Classe de méthodes

Les méthodes basées sur l’ICA nécessitent l’indépendance statistique des sources. Considé-
rons tout d’abord le modèle de mélange de sources spectrales Eq. (2.10). Les données IRS-
Spitzer présentent une forte corrélation des sources spectrales due à la nature chimique très
proche des différentes populations de poussière nommées PAH+, PAH0 et VSG (voir [16]
pour plus de détails). Les données HIFI-Herschel présentent également une forte corrélation
des sources spectrales due au fait que l’on observe une unique raie d’émission, l’étalement et
le décalage Doppler de cette raie étant recouvrante d’une source à l’autre.

On considère maintenant le modèle de mélange de sources spatiales Eq. (2.11). Les données
IRS-Spitzer dans cette configuration présentent également une forte corrélation des sources
spatiales. La répartition des différents grains de poussières est directement liée à l’intensité
du rayonnement UV, et donc à la distance à l’étoile (stratification du nuage de gaz). Ainsi
les PAH+ sont abondants près de l’étoile et à mesure que la distance à l’étoile augmente, on
observe une augmentation progressive de l’abondance des PAH0 et une diminution progressive
de l’abondance des PAH+. On observe le même phénomène en s’éloignant davantage de l’étoile
avec l’apparition progressive des VSG conjointement à la disparition progressive des PAH0.
Les données HIFI-Herschel présentent une corrélation spatiale due, dans le cas de la Tête
de Cheval, à la proximité des pics d’émission des deux sources spatiales présentes dans les
données. Dans le cas de NGC7023-NW, on observe également une corrélation spatiale due à
la stratification des sources spatiales.

On en conclut que les méthodes basées sur l’ICA ne sont pas adaptées pour ces données.

Les données considérées ici sont non négatives de par leur nature physique (spectres
d’émission). Les méthodes basées sur la NMF sont donc adaptées dans notre contexte. O.
Berné et al. ont déjà utilisé les algorithmes de Lee et Seung [89] sur les données IRS-Spitzer
[16] et pour l’étude de la Tête de Cheval [15]. Nous proposerons d’étendre ces applications
dans le chapitre suivant.

En ce qui concerne les méthodes basées sur la SCA, nous devons de nouveau distinguer
les deux modèles spatial et spectral.

Dans le cas d’une approche spectrale Eq. (2.10), les données considérées ici ne sont pas
conjointement parcimonieuse. Les différentes populations de poussières détectées dans les
données IRS-Spitzer ont des raies d’émissions situées aux même longueurs d’onde et les
données HIFI-Herschel présentent la même caractéristique par définition (observation d’une
raie d’émission spécifique qui sera décalée par effet Doppler, les deux décalages extrêmes étant
recouvrants). On ne peut donc pas identifier dans les trois jeux de données un intervalle de
longueurs d’onde (et même une longueur d’onde) où une unique source est active.

Dans le cas d’une approche spatiale Eq. (2.11), l’hypothèse d’une parcimonie conjointe
des sources spatiales et parfaitement justifiée. En effet, la stratification du nuage de gaz due
à l’intensité du champ de rayonnement UV isole les populations de poussières dans certaines
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régions de la nébuleuse (données IRS-Spitzer). Pour les données HIFI-Herschel, certaines
régions des nébuleuses observées peuvent être homogène en terme de dynamique (mouve-
ment relatif par rapport a l’observateur) dû à la configuration géométrique du trio étoile,
surface du nuage de gaz et ligne de visée de l’instrument. Ces portions du nuage de matière
ne contiennent qu’une unique source spatiale. Les méthodes SCA sont donc utilisables dans
une configuration de sources spatiales. De plus, les données étant à la fois non négatives et
spatialement parcimonieuses, les méthodes géométriques peuvent également être adaptées
dans cette étude.

Dans le chapitre suivant, nous quantifierons les différentes propriétés de corrélation et de
parcimonie des sources.

2.6.2.2 Modèle de mélange

Comme décrit précédemment, les données considérées sont non négatives et présentent de
la parcimonie conjointe spatiale. Afin d’exploiter cette dernière propriété pour la décomposition
du cube de données, il est nécessaire de considérer les sources spatiales, et donc de modéliser
le cube hyperspectrale suivant le modèle Eq. (2.11). Notons que les algorithmes standard de
la NMF (i.e. sans contraintes supplémentaires sur les matrices A et/ou S) énoncés dans la
Section 1.4.2.2 sont insensibles aux choix du modèle spatial ou spectral. En effet, le passage
d’un modèle à l’autre se fait par transposition, et de même, on passe d’une équation de mise
à jour à l’autre par simple transposition.

Par souci de simplicité, nous utiliserons donc dans l’ensemble de ce manuscrit le modèle
spatial. Pour ce modèle, une observation est une bande spectrale de l’image hyperspectrale
et un échantillon est un pixel de cette bande spectrale. Une observation est le résultat d’un
mélange spectral de sources spatiales :

x(n,m) =
L∑
`=1

a(n, `) s(`,m) (2.15)

On notera que l’indice n se réfère à l’axe spectral de l’image hyperspectral, exprimé en
longueur d’onde pour les donnée Spitzer et en vitesse pour les données Herschel. L’indice m
se réfère à la position du pixel dans une bande spectrale vectorisée. En utilisant les notation
usuelle de la SAS, ce modèle de mélange s’écrit sous forme matricielle :

X = AS (2.16)

où X ∈ RN×M
+ est la matrice des données observées (chaque ligne est une bande spectrale

vectorisée et chaque colonne un spectre observé), A ∈ RN×L
+ est la matrice de mélange

contenant les L spectres élémentaires présents dans les données et S ∈ RL×M
+ la matrice des

sources spatiales (chaque ligne correspond à une image source vectorisée).

2.6.3 Positionnement de nos travaux

Au regard des propriétés des données dont nous disposons, notre choix de méthode de
SAS se porte naturellement vers la NMF, exploitant la non négativité des données, et vers
la méthode SpaceCORR, méthode utilisant la parcimonie spatiale des images.
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Cependant, l’inconvénient majeur de la NMF est qu’elle souffre d’un problème de non
unicité de la solution (voir Section 1.4.2.3). Dans leur travaux portant sur l’application de
la NMF aux données Spitzer [16] puis Herschel [15], O. Berné et al. proposent une approche
pour contrer cet inconvénient. Pour notre première contribution, nous poursuivrons cette
idée d’améliorer la convergence de la NMF dans le Chapitre 3.

La méthode SpaceCORR, quant à elle est sensible à la présence de zone d’analyse mono-
source pour chaque source (Hypothèse 1, page 29). Dans de nombreux cas, cette hypothèse
peut ne pas être strictement vérifiée par les données, ce qui réduit ainsi directement les perfor-
mances de la méthode. Nous détaillerons ce point dans le Chapitre 3 portant sur la méthode
SpaceCORR appliquée aux images hyperspectrales. Plusieurs approches sont possibles pour
contrer cet inconvénient. La première consiste à utiliser SpaceCORR pour initialiser la NMF.
Cette hybridation permet de tirer parti des avantages des deux méthode tout en compensant
leurs inconvénients respectifs. Cette approche est détaillée dans la Chapitre 3.

Une seconde approche possible est de réduire la dimension des zones d’analyse au mini-
mum, i.e. à un seul pixel. Cette approche est développée dans le Chapitre 4.

Enfin une dernière approche consiste à permettre la présence de quelques sources par
zones d’analyse aux prix d’une contrainte supplémentaire. Cette approche est étudiée dans
le Chapitre 5.

Conclusion

Tout au long de ce chapitre nous avons abordé les différents aspect de la SAS pour la
décomposition d’images hyperspectrales. Nous avons dans un premier temps détaillé le prin-
cipe de formation d’une image hyperspectrale puis décrit les phénomènes de mélange pouvant
apparâıtre dans deux applications en particulier. Le cas de la télédétection ne nous concerne
pas directement mais cette application étant abondamment étudiée dans la littérature, il
était nécessaire de l’évoquer dans ce manuscrit. Le cas de l’astrophysique, et en particulier
l’étude des régions de photodissociation, constitue le contexte de ces travaux. Dans un second
temps, nous avons réalisé un état de l’art des méthodes de SAS pour ces deux applications.

Nous disposons, dans le cadre de ces travaux de thèse, de trois jeux de données hy-
perspectrales astrophysiques (La nébuleuse de la Tête de Cheval acquise par Herschel, la
nébuleuse NGC7023-NW acquise par Herschel et Spitzer) présentant les caractéristiques ci-
après. Les sources (spatiales ou spectrales) sont corrélées, les données sont non négatives
et elles présentent de la parcimonie conjointe spatiale. Le choix méthodologique pour la
décomposition de ces images est alors le suivant. Dans le chapitre 3 nous étudierons la
décomposition réalisée par les méthodes NMF et SpaceCORR ainsi qu’une version hybride
de ces deux approches. Dans le chapitre 4 nous proposons une approche géométrique basée
sur l’hypothèse de présence de pixels purs dans les observations. Et enfin dans le chapitre
5, nous proposons une méthode géométrique autorisant la présence de quelques sources par
zones d’analyse aux prix d’une contrainte supplémentaire.
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avions arrêté notre choix méthodologique sur les classes
de méthodes NMF et SCA pour décomposer les données hyperspectrales astrophysiques à
notre disposition. Dans ce chapitre, nous développerons notre première contribution consis-
tant à combiner la NMF avec la méthode SpaceCORR évoquée dans le premier chapitre.
L’objectif de cette méthode hybride est de tirer parti des avantages des deux méthodes tout
en contrebalançant leurs inconvénients respectifs. Après avoir détaillé notre méthode hy-
bride, nous évaluerons ses performances sur un ensemble de données synthétiques puis nous
l’appliquerons à nos données réelles.

3.1 Limites de SpaceCORR et de la NMF

Théoriquement, la NMF se prête bien à notre problème de démélange de données non
négatives. Cependant, comme nous l’avons détaillé dans la Section 1.4.2.3, la NMF souffre
de deux inconvénients majeurs :

— La factorisation X = AS possède une infinité de solutions sous la seule contrainte de
non négativité.

— La fonction de coût J (A, S) à minimiser est non convexe simultanément suivant les
deux variables A et S. Elle contient donc des minima locaux ce qui rend la méthode
NMF sensible à l’initialisation.

Notre proposition pour améliorer les performances de la NMF dans notre contexte as-
trophysique est d’initialiser la NMF avec les résultats obtenus par une autre méthode. Ainsi
l’initialisation fournie est proche de la vraie solution et est donc moins susceptible de faire
converger l’algorithme dans un minimum local.

L’utilisation de SpaceCORR dans notre contexte est justifiée si on considère des sources
spatiales (voir Section 2.6.2 pour plus de détails). Cependant l’efficacité de la méthode repose
essentiellement sur la présence de zones mono-sources pour chaque source (Hypothèse 1, page
29), la dimension des zones d’analyse étant un paramètre significatif dans les performances
de la méthode. En effet, de trop petites zones ne permettent pas d’évaluer la qualité mono-
source des zones, et a contrario, de trop grandes zones ne garantissent pas la présence de
zones mono-sources. La dimension des zones doit donc être compatible avec les données. De
plus un trop grand nombre de sources ou un faible nombre de pixels dans les images peuvent
compromettre les performances de SpaceCORR.

Plusieurs approches sont possibles pour contrebalancer ces inconvénients.

— Une première approche possible est de réduire la dimension des zones d’analyse au
minimum, i.e. à un seul pixel. Cette approche est développée dans le Chapitre 4.

— Une seconde approche est de permettre la présence de quelques sources par zone aux
prix d’une contrainte supplémentaire. Cette approche est étudiée dans le Chapitre 5.

— Une troisième possibilité, détaillée dans ce chapitre, est d’affiner les résultats de Spa-
ceCORR grâce à la NMF. Ainsi même si SpaceCORR fournit une estimation grossière
d’une ou plusieurs sources ainsi que de leurs coefficients de mélange associés, les
résultats approximatifs sont affinés par la NMF.
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3.2 Approche proposée

Précédemment, nous avons souligné les inconvénients à résoudre le problème de démélange
d’images hyperspectrales en utilisant seulement la NMF ou SpaceCORR. Nous proposons
donc une approche tirant avantage de ces deux méthodes en gommant leurs inconvénients
respectifs. La méthode hybride se décompose en deux étapes naturelles. La première étape
consiste à appliquer SpaceCORR aux données dans le but d’obtenir une première décomposi-
tion pouvant être approximative. La seconde étape consiste à initialiser la NMF avec les
résultats de SpaceCORR pour affiner ces résultats.

3.2.1 La méthode SpaceCORR

Nous précisons ici l’algorithme de SpaceCORR que nous utilisons pour décomposer une
image hyperspectrale. Cette version diffère légèrement de la version originale introduite par
I. Meganem et al. [102] ou de la version utilisée par S. Karoui et al. [78, 79] en observation
de la Terre (voir Section 1.4.3.5 pour plus de détails).

En premier lieu, nous modifions quelque peu les notations du modèle de mélange linéaire
Eq. (2.15) sans en changer la nature. Cette opération a pour but d’alléger les notations
utilisées dans ce chapitre, sans modifier le contenu des différentes matrices X, A et S. Le
modèle de mélange linéaire de sources spatiales s’écrit :

xn(m) =
L∑
`=1

an` sl(m) ∀m ∈ {1, . . . ,M}, (3.1)

où xn est la nième ligne de X (i.e. la nième bande spectrale de l’image) et s` la `ième ligne de
S (i.e. la `ième source spatiale). L’indice m correspond à la position spatiale d’un pixel dans
l’image.

A partir de ce modèle linéaire spatial, nous reformulons l’Hypothèse 1 (page 29) nécessaire
aux méthodes basées sur la parcimonie conjointe des sources :

Hypothèse 7 : Chaque source est spatialement accessible i.e. pour chaque source, il
existe au moins une zone spatiale Z où cette source est isolée.

Le domaine spatial d’analyse est divisé en zones Z constituées de quelques pixels adjacents
(typiquement des zones carrées de 5 × 5 pixels) possiblement recouvrantes. Les différentes
étapes de SpaceCORR sont énoncées comme suit :

3.2.1.1 Étape de détection des zones mono-sources

Les zones mono-sources sont détectées en mesurant la corrélation entre chaque bande
spectrale au sein de la zone d’analyse Z considérée :

R{xi, xj}(Z) =
1

Card(Z)

∑
m∈Z

xi(m)xj(m) ∀i, j ∈ {1, . . . , N}, i < j, (3.2)
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où Card(Z) correspond au nombre de pixels dans une zone Z. Notons ici que contrairement
aux méthodes basées sur la corrélation décrite dans la Section 1.4.3.4, on évalue la corrélation
entre tous les couples de bandes spectrales possibles et non en utilisant une bande spectrale
de référence. Selon la Propriété 4 (page 31), une zone d’analyse Z est mono-source si est
seulement si :

|ρ{xi, xj}(Z)| = 1 ∀i, j ∈ {1, . . . , N}, i < j. (3.3)

Ainsi, la meilleure zone mono-source correspond à la zone où le critère :

qZ = mean
i<j
{|ρ{xi, xj}(Z)|}, (3.4)

est le plus proche de 1. En pratique on conservera toutes les zones dont le critère de qualité
mono-source qZ est supérieur à un seuil choisi par l’utilisateur.

3.2.1.2 Étape d’estimation de la matrice de mélange

Chaque zone mono-source précédemment identifiée conduit à une estimation d’une co-
lonne de la matrice de mélange suivant le rapport :

R{x1, xn}(Z)

R{x1, x1}(Z)
=
an`0
a1`0

∀n ∈ {1, . . . , N}, (3.5)

où `0 est l’indice de la source contenue dans la zone mono-source. Notons ici que l’utilisation
de la bande spectrale d’indice 1 comme signal de référence est arbitraire. En pratique on
utilise comme bande spectrale de référence la bande ayant la plus grande puissance afin de
limiter le risque d’avoir comme référence une bande fortement bruitée.

L’identification de la matrice de mélange est réalisée par la classification de toutes les
colonnes précédemment estimées avec l’algorithme du k-means [131]. Pour chaque cluster,
on choisit la moyenne des colonnes contenues dans le cluster comme estimation finale de la
colonne de la matrice de mélange.

3.2.1.3 Étape de reconstruction des sources

L’étape finale de SpaceCORR consiste à estimer les L sources spatiales à partir de l’es-
timation des spectres élémentaires et des observations, sous la contrainte de non négativité.
Ainsi pour chaque pixel observé d’indice m ∈ {1, . . . ,M}, les sources sont estimées suivant :

J (s(m)) =
1

2
‖x(m)− As(m)‖2

2. s(m) > 0, (3.6)

où x(m) est le mième spectre observé (i.e. la mième colonne de X) et s(m) le vecteur des contri-
butions spatiales associées à chaque spectre élémentaire (i.e. la mième colonne de S). Cette
optimisation est un problème classique de moindres carrés non négatifs (NNLS) [88]. Cette
étape est réalisée pour chaque pixel observé est permet au final de reconstruire l’ensemble
des images sources.
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En pratique, l’algorithme de SpaceCORR se résume donc à :

Entrées : X l’ensemble des bandes spectrales observées, L le nombre de sources.
Sorties : A les spectres élémentaires, S les cartes sources.

1. Parcours de tout l’espace spatial du cube et calcul pour chaque zone Z du coefficient
de qualité mono-source qZ avec Eq. (3.4).

2. Sélection des zones mono-sources en ne conservant que les zones dont le coefficient de
qualité est supérieur à un seuil.

3. Pour chaque zone mono-source, estimation de la colonne de la matrice de mélange
associée avec Eq. (3.5).

4. Classification des colonnes potentielles précédemment obtenues en L ensembles. Le
centre de chaque cluster donne une estimation de chaque colonne de A.

5. Reconstruction des sources S par minimisation du critère Eq. (3.6) (NNLS).

3.2.2 La méthode MC-NMF

La version de la NMF que nous utilisons est basée sur les algorithmes multiplicatifs
de Lee et Seung [89] (voir Section 1.4.2.2 pour plus de détails). Dans la Section 1.4.2.3
portant sur la convergence et l’unicité de la NMF, nous avons mentionné un ensemble de
stratégies possibles pour améliorer les résultats de la NMF (e.g. choix de l’initialisation, ajout
de contrainte supplémentaire...). Nous discuterons de l’initialisation dans la section suivante.
La version “seule” (en opposition à la méthode hybride) décrite ici comprend un algorithme
multiplicatif auquel on ajoute une version modifiée de l’analyse Monte-Carlo introduite par O.
Berné et al. [15] et une étape de normalisation à chaque itération. La méthode complète que
nous proposons, appelé MC-NMF (pour Monte-Carlo NMF) est décrite dans les paragraphes
suivants.

3.2.2.1 Algorithme multiplicatif et normalisation

Nous rappelons ici l’algorithme multiplicatif de Lee et Seung basé sur la distance eucli-
dienne D(X||AS) comme mesure de similarité. La fonction de coût à minimiser est donc :

J (A, S) =
1

2
‖X − AS‖2

F . A > 0, S > 0. (3.7)

Les équations de mise à jour multiplicatives permettant l’estimation des matrices A et S sont
alors les suivantes :

S ← S � (ATX)� (ATAS) (3.8)

A ← A� (XST )� (ASST ). (3.9)

A chaque itération, les spectres estimés (i.e. les colonnes de la matrice A) sont normalisés
suivant :

N∑
n=1

a`(n) = 1 ∀` ∈ {1, . . . , L}, (3.10)
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où a` est la `ième colonne de A. Cette étape de normalisation a pour objectif de réduire le do-
maine des solutions possibles en compensant l’indétermination d’échelle de la décomposition
(voir l’expérimentation sur données réelles de la Section 3.4.2). Enfin la condition d’arrêt
fixant la convergence de l’algorithme est basée sur la variation de la distance D entre deux
itérations successives :

D(k)(X||ÂŜ)−D(k−1)(X||ÂŜ)

D(k)(X||ÂŜ)
6 ε, (3.11)

où D(k) est la valeur de la distance D à l’itération k.

3.2.2.2 Analyse Monte-Carlo

L’objectif de cette étape est de réduire l’influence des minima locaux et donc de compenser
la non unicité de la solution obtenue. Pour cela, les spectres élémentaires (i.e. la matrice de
mélange A) est estimée par une analyse Monte-Carlo. L’idée est de réaliser un grand nombre
K (typiquement 100) de NMF avec une initialisation aléatoire à chaque factorisation. On
obtient ainsi K estimations différentes de la matrice A, contenant chacune une estimation des
L spectres élémentaires. CesK×L spectres sont ensuite regroupés en L classes {ω1, ..., ωL} par
une méthode de classification. Comme pour l’étape d’estimation de la matrice de mélange de
la méthode SpaceCORR (Section 3.2.1), nous utilisons l’algorithme du k-means [131]. Chaque
classe ω` obtenue contient toutes les estimations du même spectre élémentaire associé à une
source.

Dans la version proposée par O. Berné et al. [15], les spectres finaux (i.e. l’estimation
des colonnes de la matrice A) sont obtenus en choisissant comme représentant d’une classe
le centre de chaque cluster. La variance intra-classe des individus permettait de quantifier la
dispersion des solutions données par la NMF.

Nous proposons une alternative pour estimer le spectre le plus représentatif d’une classe
en utilisant une estimation de la densité de probabilité (PDF pour Probability Density Func-
tion en anglais) des K intensités obtenues à chaque échantillon de longueur d’onde.

La méthode des noyaux de Parzen ou fenêtres de Parzen [131] est une méthode non
paramétrique permettant d’estimer la PDF d’une variable aléatoire en chaque point de son
support.

Ainsi pour une classe et une longueur d’onde donnée, on obtient une estimation de la PDF
de l’intensité u du rayonnement, notée fω`,n. Une estimation du spectre élémentaire le plus
représentatif d’une classe est obtenue en sélectionnant, pour chaque échantillon de longueur
d’onde, l’intensité u la plus probable :

â`(n) = argmax
u

fω`,n(u) ∀` ∈ {1, . . . , L}, (3.12)

où â` est l’estimation de la `ième colonne de A. L’erreur d’estimation à chaque échantillon de
longueur d’onde n, pour une colonne donnée, est déterminée en sélectionnant les intensités
dont les probabilités associées sont égales à max (fω`,n) /2. On définit donc l’intervalle d’erreur
[α`(n), β`(n)] de â`(n) tel que :

fω`,n(â`(n)− α`(n)) = fω`,n(â`(n) + β`(n)) =
1

2
max (fω`,n) . (3.13)
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Nous illustrons cette procédure sur la Figure 3.1 montrant un exemple de PDF annotée avec
les différents points caractéristiques précédemment définis.

Figure 3.1 – Densité de probabilité fω`,n des intensités de la classe ω` pour une longueur
d’onde n donnée.

3.2.2.3 Reconstruction des sources

L’étape finale de la méthode MC-NMF consiste à estimer les L sources spatiales à
partir des spectres élémentaires et des observations, sous la contrainte de non négativité.
Cette procédure est identique à celle utilisée pour la méthode SpaceCORR détaillée dans
précédemment. Le lecteur peut se reporter à la Section 3.2.1.3 illustrant l’utilisation de l’al-
gorithme NNLS [88] dans notre contexte.
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En pratique, l’algorithme de MC-NMF se résume donc à :

Entrées : X l’ensemble des observations, L le nombre de sources.
Sorties : A les spectres élémentaires, S les cartes sources.

1. NMF :
— Initialisation aléatoire de A et S.
— Mise à jour de A et S suivant les règles multiplicatives Eq. (3.8) et (3.9). A chaque

itération, les colonnes de A sont normalisées suivant Eq. (3.10).
— Arrêt des mises à jour lorsque le critère Eq. (3.11) est vérifié.

2. L’étape 1 est répétée K fois. On obtient finalement K × L spectres élémentaires.

3. Classification de l’ensemble des spectres élémentaires estimés en L clusters avec un
algorithme de k-means.

4. Pour chaque cluster d’indice `, l’estimation de l’intensité la plus probable à chaque
longueur d’onde permet de construire le spectre élémentaire â` représentatif du cluster
suivant Eq. (3.12). Les barres d’erreurs de cette estimation sont déduites avec Eq.
(3.13).

5. Reconstruction des sources S par minimisation du critère Eq. (3.6) (NNLS).

3.2.3 Les méthodes hybrides

Dans des conditions idéales, la méthode SpaceCORR donne une décomposition parfaite
du cube de données. On entend par conditions idéales le fait que les données présentent des
zones strictement mono-sources (i.e. qZ = 1) et que les données ne sont pas bruitées. En
pratique, la présence de zones parfaitement mono-sources peut ne pas être réaliste. Dans de
telles conditions, les zones Z retenues pour l’estimation de la matrice de mélange A peuvent
être contaminées par la présence, faible mais non négligeable, d’une ou plusieurs autres sources
et / ou de bruit. Dans ce cas, la décomposition obtenue par SpaceCORR n’est pas idéale
mais donne une bonne approximation des “vraies” sources ainsi que de leurs coefficients de
mélange associés.

Pour améliorer la décomposition du cube de données, ces approximations sont affinées
en initialisant la MC-NMF avec les spectres Â ou les cartes d’abondance Ŝ obtenues avec
SpaceCORR. Ainsi, le point de départ de la NMF est proche du minimum global de la
fonction de coût Eq. (3.7) à optimiser, ce qui réduit le risque que la NMF converge dans
un minimum local. De plus, cette méthode d’initialisation réduit l’ensemble des solutions
possibles de la NMF, ce qui réduit la dispersion des solutions de la MC-NMF (les barres
d’erreur de l’analyse MC définies précédemment sont réduites).

Par ailleurs, on notera qu’initialiser la NMF avec à la fois les spectres et les cartes présente
peu d’intérêt. D’une part les résultats obtenus sont identiques à ceux obtenus en initialisant
la NMF uniquement avec les cartes et d’autre part cela supprime l’analyse MC dans la châıne
de traitement. Ainsi, lors de l’initialisation de la NMF, une des deux matrices A ou S est
initialisée avec l’estimation correspondante obtenue avec SpaceCORR. Les coefficients de la
seconde matrice sont alors générés suivant une distribution uniforme sur l’intervalle [0, 1].

Le choix d’initialisation par les spectres ou par les cartes sera discuté dans la Section
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3.3.4. La version hybride utilisant l’initialisation par les spectres est appelée SCA-NMF-Spec
en version abrégée (le nom complet étant SpaceCORR-MC-NMF-Spec). La version hybride
utilisant l’initialisation par les cartes est appelée SCA-NMF-Map (pour SpaceCORR-MC-
NMF-Spec).

Pour conclure, les méthodes hybrides proposées permettent une tolérance sur le critère de
qualité mono-source qZ des zones d’analyse de SpaceCORR tout en réduisant la variabilité
des solutions données par la NMF.

3.3 Résultats expérimentaux sur données synthétiques

Dans cette section, nous réalisons un ensemble de tests des méthodes SpaceCORR, MC-
NMF et hybrides sur des données synthétiques réalistes. Ces différents tests ont pour objectif
de quantifier les performances des méthodes en fonction du rapport signal sur bruit (SNR
pour Signal to Noise Ratio en anglais), du taux de parcimonie conjointe des données ou
encore d’évaluer la dispersion des solutions obtenues par la MC-NMF et par les méthodes
hybrides.

3.3.1 Construction des données synthétiques réalistes

Pour évaluer la qualité des résultats de nos méthodes, nous construisons un ensemble de
cubes hyperspectraux représentatifs de notre contexte astrophysique. Les données synthétiques
que nous utilisons dans nos différents tests modélisent les données HIFI-Herschel, i.e. chaque
spectre élémentaire ne contient qu’une unique raie d’émission. Les cubes de données simulés
sont de dimensions 100×100×300, i.e. chacune des 300 bandes spectrales contient 100×100
pixels, et est composée de 2, 4 ou 6 sources.

3.3.1.1 Modélisation des spectres élémentaires

Les raies d’émission observées par le spectromètre HIFI-Herschel (voir Figure 2.10) possè-
dent deux particularités qui sont la conséquence des conditions physiques régnant dans le
nuage de gaz.

La première est l’étalement spectral de la raie observée selon une distribution gaussienne
des fréquences. Cet étalement est dû majoritairement, à la température, aux turbulences du
nuage de gaz ainsi qu’à la PSF (pour Point Spread Function en anglais) de l’instrument.

La seconde particularité est le décalage en fréquence de la raie observée. Ce décalage par
effet Doppler provient de la dynamique du nuage de gaz. En effet différentes régions du nuage
sont en mouvement par rapport à l’observateur et donc les fréquences observées sont décalées
par rapport aux fréquences émises. Le décalage en fréquence de la raie d’émission constitue
d’ailleurs le paramètre principal permettant de différentier deux spectres élémentaires. Pour
plus de détails sur les propriétés physiques des observations, le lecteur pourra consulter [132].

Les spectres élémentaires sont simulés par des fonctions gaussiennes normalisées (i.e. qui
s’intègrent à 1) de même largeur σSpec (le cas de largeurs différentes pour chaque gaussienne a
été étudié et donne des résultats similaires). Pour obtenir les différents spectres élémentaires
présents dans les données, nous faisons varier la position de la gaussienne sur l’axe spectral.
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Ainsi nous simulons le décalage Doppler spécifique à chaque source. La Figure 3.2 montre les
spectres élémentaires utilisés dans les différents cubes de données pour les mélanges de 2, 4
et 6 sources. On notera que les gaussiennes utilisées sont recouvrantes.

Figure 3.2 – Spectres élémentaires utilisés dans les différents cubes de données synthétiques
contenant respectivement 2, 4 ou 6 sources.

3.3.1.2 Modélisation des cartes d’abondance

Sous l’effet du rayonnement UV, le nuage de gaz observé est structuré en strates. Dans
le cas des données IRS-Spitzer, chaque strate du nuage est caractérisée par la présence d’une
population spécifique de poussières (voir les Sections 2.2.2 et 2.6.2.1, ainsi que [132]). Dans le
cas des données HIFI-Herschel, la stratification du nuage de gaz est la conséquence d’un autre
phénomène physique : sous l’effet du rayonnement UV, on observe une photoévaporation du
nuage. Ainsi, suivant la géométrie du nuage de gaz et de l’extinction du rayonnement UV
par le gaz, chaque strate est animée d’un mouvement qui lui est propre. La direction de
photoévaporation est normale à la surface du nuage et son intensité dépend de la profondeur
dans le nuage de gaz. Cette situation est illustrée sur la Figure 3.3.

Bien que les strates du nuage de gaz aient des origines différentes selon les données
considérées, on observe dans les deux cas une parcimonie conjointe des sources spatiales.
Dans le cas des données HIFI-Herschel, le décalage Doppler de la raie observée varie suivant
la position spatiale dans la nébuleuse. On modélise chaque strate du nuage de gaz par une
fonction gaussienne en 2 dimensions (2D). Chaque gaussienne est normalisée et a la même
largeur σMap suivant les axes x et y. On définit la zone d’influence d’une source spatiale (i.e.
la zone pour laquelle la source est considérée active) par les pixels situés entre le pic de la
fonction gaussienne 2D et une distance de 3σMap. Au delà de cette distance, la source est
considérée comme négligeable. La parcimonie spatiale conjointe est simulée en faisant varier
la position de chaque source spatiale. Le degré de parcimonie conjointe dépend donc de la
position de chaque source, la distance d entre deux pics de fonctions gaussiennes 2D voisines
variant de 6σMap à 2σMap avec un pas de 1σMap. Pour alléger les notations, on omettra le
“σMap” à chaque mention de d. Le cas extrême d = 2 contient toujours des zones mono-
sources pour chaque source pour rester dans les conditions d’application de SpaceCORR.
La Figure 3.4 montre les positions de chaque source spatiale dans les deux cas extrêmes en
terme de degré de parcimonie conjointe, i.e. d = 2 et d = 6. De plus, afin d’éviter les va-
riations cohérentes entre les intensités de deux sources spatiales, chaque carte d’abondance
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Figure 3.3 – Illustration de la photoévaopration du nuage de gaz sous l’effet du rayonnement
UV. La direction et l’intensité de la photoévaporation constituent les paramètres discriminant
les spectres élémentaires.

est légèrement perturbée par un bruit multiplicatif uniforme sur l’intervalle [0, 0.1]. Ainsi la
symétrie des scènes modélisées n’entrâıne pas de relation linéaire entre les différentes cartes.

Pour finir, on ajoute à chaque cube défini précédemment un bruit blanc gaussien de
manière à obtenir un SNR de 10, 20 ou 30 dB. On dispose donc au final de 45 images
hyperspectrales (3 nombres de sources différents × 5 positions des sources spatiales × 3
niveaux de bruit), chacune ayant des propriétés de parcimonie un nombre de sources et un
SNR distinct.

3.3.2 Mesures de performances

Pour quantifier les performances des méthodes que nous proposons dans ce manuscrit,
nous utilisons les deux critères distincts suivants. Chacun de ces critères est applicable uni-
quement sur des données synthétiques. On précise que ces critères sont appliqués après cor-
rection des permutations des sources induites par la SAS. Les spectres élémentaires estimés
par chacune de nos méthodes sont systématiquement normalisés (tel que

∑N
n=1 a`(n) = 1)

avant la reconstruction des sources. Ainsi l’indétermination d’échelle propre à la SAS est
fixée pour permettre une comparaison cohérente avec les données synthétiques. Notons qu’il
existe d’autres critères de performances que ceux mentionnés ci-dessous. Le lecteur pourra
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Figure 3.4 – Positions des sources spatiales utilisées pour la construction des cubes hyper-
spectraux contenant 2, 4 et 6 sources. La ligne du haut montre le cas sans recouvrement
des sources (d = 6σMap) et la ligne du bas montre le cas avec un recouvrement maximum
(d = 2σMap). Les cas intermédiaires ne sont pas représentés.

consulter [135] pour un exemple de critères utilisés en SAS pour des signaux audio.

3.3.2.1 Mesure d’erreur pour les cartes d’abondance

La comparaison d’une carte d’abondance estimée ŝ` avec la carte correspondante s` utilisée
pour synthétiser le mélange est réalisée avec la racine carrée de l’erreur quadratique moyenne
normalisée NRMSE (pour Normalized Root Mean Square Error en anglais) :

NRMSE` =
‖s` − ŝ`‖2

‖s`‖2

. (3.14)

Cette mesure d’erreur standard exprimée en pourcentage vaut 0 pour deux cartes iden-
tiques. A partir de cette mesure, on définit l’erreur totale d’estimation des cartes :

NRMSE = mean
`
{NRMSE`}. (3.15)

3.3.2.2 Mesure d’erreur pour les spectres élémentaires

La comparaison d’un spectre élémentaire estimé â` avec le spectre correspondant a` utilisé
pour synthétiser le mélange est réalisée avec l’angle spectral SAM (pour Spectral Angle Map-
per en anglais). Cette mesure usuelle en imagerie hyperspectrale est définie comme l’angle
formé par les deux spectres :

SAM` = arccos

(
< a`, â` >

‖a`‖.‖â`‖

)
, (3.16)
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où < ., . > définit le produit scalaire. Cette mesure exprimée en radian vaut 0 pour deux
spectres identiques. A partir de cette mesure, on définit l’erreur totale d’estimation des
spectres :

SAM = mean
`
{SAM`}. (3.17)

3.3.2.3 Mesure de la dispersion des solutions de la MC-NMF

L’analyse Monte Carlo associée à la NMF permet de définir la dispersion des solutions
données par chacune des K répétitions de la NMF. Pour chaque source estimée, on construit
ainsi l’enveloppe donnant la dispersion des solutions autour de la solution la plus probable
suivant l’équation (3.13). On normalise l’amplitude de l’enveloppe par l’intensité maximale
afin d’obtenir les barres d’erreur en pourcentage du maximum d’intensité. Cette normalisa-
tion est arbitraire et permet d’exprimer la dispersion de la MC-NMF indépendamment de
l’intensité spectrale. On note NMCEB` (pour Normalized Monte Carlo Error Bar) l’erreur
normalisée associée au `ième spectre élémentaire :

NMCEB`(n) =
α`(n) + β`(n)

U`
∀n ∈ {1, . . . , N}, (3.18)

où U` = max
n
{a`(n)} est l’intensité maximale du `ième spectre élémentaire. Pour illustrer

cette mesure, on représente sur la Figure 3.5, un exemple de spectre estimé et d’enveloppe
de dispersion donnée par la MC-NMF.

Figure 3.5 – Illustration de la mesure de dispersion de la NMF. La figure du haut montre un
spectre estimé par la MC-NMF (en bleu) ainsi que son enveloppe de dispersion (en rouge).
La figure du bas montre l’amplitude de l’enveloppe exprimée en pourcentage du maximum
de l’intensité spectrale.
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Pour quantifier la dispersion totale des solutions de la MC-NMF pour un cube de données,
la mesure précédente est moyennée suivant l’axe spectral :

NMCEBmean
` = mean

n
{NMCEB`(n)}, (3.19)

puis suivant les sources dans un second temps :

NMCEBmean = mean
`
{NMCEBmean

` }. (3.20)

On associe à la dispersion totale moyenne définie précédemment, une version donnant la
dispersion maximale suivant l’axe spectral :

NMCEBmax
` = max

n
{NMCEB`(n)}. (3.21)

puis suivant les sources :

NMCEBmax = max
`
{NMCEBmax

` }. (3.22)

3.3.3 Performances des méthodes

Chacune des quatre méthodes décrites précédemment (SpaceCORR Section 3.2.1, MC-
NMF Section 3.2.2, SCA-NMF-Spec et SCA-NMF-Map Section 3.2.3) est appliquée sur l’en-
semble des cubes synthétiques. Pour chaque cube, 100 réalisations de bruit sont effectuées.
Afin de simplifier la représentation des résultats, nous montrons dans la suite uniquement les
critères de performances atteints par les méthodes, auxquels nous associons un cas pratique
montrant deux exemples de spectres et de cartes d’abondance estimés. Le premier exemple
illustre le cas idéal de données fortement parcimonieuses (d = 6) et l’autre illustre le cas le
plus défavorable (d = 2). Le cas pratique utilisé pour illustrer les résultats est toujours le
même quel que soit la méthode utilisée, ceci pour faciliter les comparaisons des différentes
méthodes. Il s’agit de la seconde source du cube contenant 4 sources et un SNR de 20 dB.

En ce qui concerne le SAM et le NRMSE présentés sur les figures suivantes, ils sont obte-
nus en moyennant les SAM et NRMSE mesurés pour chaque méthode à chaque réalisation de
bruit. On y associe une barre d’erreur donnant l’écart type suivant les réalisations de bruit.
Concernant les mesures de dispersion NMCEB (moyenne ou maximale), elles sont obtenues
en deux temps. Dans un premier temps, on définit pour chaque source le spectre moyen et
l’enveloppe moyenne suivant les réalisations de bruit. Dans un second temps, on réalise les
agrégations (moyenne ou maximum) suivant l’axe spectral (n), puis suivant les sources (`)
comme défini dans la section précédente.

Pour résumer, on associe à chaque méthode une figure composée de six cadrants disposés
en deux lignes et trois colonnes. La première ligne donne le SAM et la seconde le NRMSE.
La première colonne concerne les cubes contenants 2 sources, celle du milieu ceux contenants
4 sources et la dernière ceux contenant 6 sources.

Au sein de chaque cadrant, l’axe des abscisses donne la distance d définissant le recouvre-
ment des sources spatiale, de d = 6 à d = 2 (sens de variation décroissant). Les trois courbes
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représentent chacun des trois niveaux de bruit testés dans cette étude à savoir : bleue pour
30 dB, rouge pour 20 dB et noire pour 10 dB.

Pour la méthode MC-NMF et les méthodes hybrides, on ajoute une figure composée de 6
cadrant disposés comme précédemment donnant la mesure de dispersion NMCEB. La ligne
du haut illustre le NMCEBmean et la ligne du bas le NMCEBmax pour chacun des 45 cubes.

En conclusion, l’ensemble de ces tests et illustrations vise à quantifier plusieurs phénomènes.
Tout d’abord, évaluer l’impact du niveau de bruit et de la distance entre les sources sur les
performances des méthodes. Ensuite, quantifier l’apport des méthodes hybrides par rapport
aux méthodes SpaceCORR et MC-NMF appliquées séparément. L’étude des barres d’erreur
de l’analyse Monte-Carlo associées à la NMF permet d’évaluer la dispersion des solutions
données par la MC-NMF en fonction du niveau de bruit, de la parcimonie des sources et de
l’initialisation.

En amont de ces tests, nous avons testé sur l’ensemble des cubes la méthode d’estimation
du nombre de sources décrite dans la Section 1.3.1. Dans chaque cas, la méthode estime
correctement le nombre de sources. Ces résultats sont sans ambigüıté car la séparation de la
courbe des valeurs propres en une partie signal ΩS et une partie bruit ΩE apparâıt clairement,
comme illustré sur la Figure 1.2, page 12. Ces résultats sont sans surprise car les performances
de ces méthodes sont directement liées à la nature du bruit, blanc additif gaussien, et un
SNR suffisamment élevé dans nos simulations.

3.3.3.1 SpaceCORR

Les performances globales atteintes par SpaceCORR sont montrées sur la Figure 3.6.

Parcimonie Les résultats de SpaceCORR selon le degré de parcimonie présente dans les
données sont sans équivoque. On observe les mêmes tendances quel que soit le nombre de
sources ou le niveau de bruit. Dans les cas les plus favorables (d = 6 à d = 4), les performances
de SpaceCORR sont excellentes, le SAM est inférieur à 0,025 rad pour des niveaux de bruit
de 30 et 20 dB et inférieur à 0.06 rad pour 10 dB de bruit. Dans le même temps, le NRMSE
est respectivement inférieur à 5 % et inférieur à 12 %.

On remarque une légère dégradation des performances pour une distance d = 3, puis une
rupture significative apparâıt pour d = 2. Dans ce dernier cas, la méthode est à la limite de
l’échec pour le cube contenant 6 sources et 10 dB de bruit. Pour les mélanges de 2 sources,
on observe une augmentation du SAM de 0,08 rad et du NRMSE de 10 % entre d = 3 et
d = 2. Les cas des mélanges de 4 ou 6 sources sont similaires avec une augmentation du SAM
respectivement de 0,13 et 0,19 rad selon le niveau de bruit et une augmentation de NRMSE
respectivement de 15 % et 28 % entre d = 3 et d = 2. On notera cependant que même dans
cette situation extrême de faible degré de parcimonie (d = 2), l’extraction des sources reste
acceptable pour un mélange de 2 sources avec de “faibles” niveaux de bruit.

Nombre de sources On remarque que dans ces tests les performances de SpaceCORR se
dégradent peu en fonction du nombre de sources lorsqu’elle est appliquée dans des conditions
idéales (entre d = 6 et d = 3). Dans ces conditions lorsque l’on passe de 2 à 4 sources, le
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.6 – Performances atteintes par SpaceCORR sur les 45 cubes synthétiques avec 100
réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en noir).
Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

SAM augmente de 0,03 rad et le NRMSE de 2,5 % pour les mélanges avec 10 dB de bruit.
Lorsque l’on passe de 4 à 6 sources, le SAM augmente de 0,01 et le NRMSE de 2 % pour les
mélanges avec 10 dB de bruit.

En revanche pour d = 6, lors du passage de 2 à 4 sources on observe une chute significative
des performances avec un SAM augmentant de 0,15 rad et un NRMSE de 20 % à 10 dB. Lors
du passage de 4 à 6 sources, les performances diminuent moins brutalement, le SAM reste
identique et le NRMSE augmente de 5 %.

Niveau de bruit On observe que SpaceCORR est relativement robuste aux niveaux de
bruit les plus raisonnables. En effet pour les mélanges contenant 20 ou 30 dB de bruit, les per-
formances sont quasiment identiques. En revanche, on note une dégradation plus conséquente
lorsque l’on passe de 20 à 10 dB avec un SAM augmentant de 0,03 rad et un NRMSE de 5
à 10 % dans les cas les plus favorables. De nouveau cette tendance s’accentue dans le cas le
moins favorable (d = 2) avec une augmentation du SAM de 0.10 rad et du NRMSE de 20 %.

En ce qui concerne les 100 réalisations de bruit, on observe une très grande stabilité des
résultats avec des barres d’erreur négligeables, mis à part pour le cube contenant 2 sources,
un SNR de 10 dB et d = 2. Dans ce derniers cas, un écart type de 5,0e-3 rad pour le SAM et
de 0,5 % pour le NRMSE apparâıt, ce qui reste faible au regard des performances atteintes
par SpaceCORR dans ces conditions.
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Cas pratique Avant de faire le bilan des performances globales de SpaceCORR dans notre
contexte, on illustre concrètement ces résultats par un cas pratique (le cube contenant 4
sources et un SNR de 20 dB). On montre sur la Figure 3.7 la seconde source dans les deux
positions extrêmes d = 6 et d = 2. Le Tableau 3.1 donne les différentes mesures obtenues pour
cette source en particulier. Les tendances que nous pointons dans cet exemple sont valables
pour les autres cubes synthétiques.

Avant toute chose, on remarque que les critères de performances sont plus élevés dans
ce cas précis, ceci étant dû aux différentes moyennes (suivant les réalisations de bruit et les
sources) utilisées afin d’obtenir les résultats globaux précédents.

Figure 3.7 – Exemple de résultats obtenus par SpaceCORR dans le cas le plus parcimonieux
(ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est en bleu et le
spectre de référence est en tirets noirs.

d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 2,7 % 19,8 %
SAM`=2 (rad) 0,019 0,121

Table 3.1 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par SpaceCORR sur
le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).
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Dans le cas le plus favorable (d = 6), le résultat de la décomposition est excellent, ce cas
étant dans des conditions idéales de parcimonie. Le NRMSE obtenue est de 2,7 % et le SAM
est de 0,019 rad. Visuellement, on remarque que le pic d’intensité du spectre est légèrement
sous estimé.

Le cas le moins favorable (d = 2) est à la limite d’application de SpaceCORR. On observe
que le spectre estimé n’est pas élémentaire mais est contaminé par le résidu des autres com-
posantes présentes dans le mélange. On notera que la raie estimée est asymétrique, le résidu
sur la partie droite de la raie est plus conséquent. L’élargissement de la raie estimée entrâıne
une sous-estimation du pic d’intensité à cause de la normalisation. Sur la carte d’abondance
associée, on remarque plusieurs effets. Tout d’abord on n’observe pas de résidu d’autres com-
posantes du mélange, à quelques artefact près. La forme de la source spatiale est irrégulière
et son intensité est surestimée.

Concernant le bruit, nous avons mentionné précédemment le fait que SpaceCORR donne
de bonnes performances en présence d’un bruit raisonnable. Cette observation se confirme
ici puisque les spectres obtenus sont lisses malgré un SNR de 20 dB. Le bruit est atténué par
SpaceCORR lors de la phase de classification des colonnes potentielles estimées, l’agrégation
des colonnes relatives à la même source ayant un effet moyenneur sur un bruit blanc.

Bilan En résumé, SpaceCORR donne d’excellents résultats si les données sont suffisamment
parcimonieuses, i.e. s’il y a un nombre suffisant de zones mono-sources. On note d’ailleurs
que SpaceCORR est peu sensible au nombre de sources pour les même raisons, le degré de
parcimonie étant en partie lié au nombre de sources dans les données. Enfin, nous avons
souligné que SpaceCORR est relativement robuste au bruit dans les données.

La présence de résidu dans les estimations issues des cas les moins parcimonieux est due
au faible nombre de zones mono-sources par source dans les données. De plus, l’étape de
détection des zones mono-sources est sensible aux choix du seuil utilisé pour sélectionner les
meilleures zones mono-sources. Suivant ce seuil, des zones quasiment mono-sources peuvent
être utilisées pour estimer les colonnes de la matrice de mélange et donc introduire des
contributions issues d’autres sources. Cependant la sensibilité de la méthode au choix de ce
paramètre sera atténuée par l’hybridation avec la MC-NMF.

Par ailleurs, on souligne que les valeurs prises par les différentes mesures de qualité sont
assez élevées par rapport aux valeurs habituellement mesurées dans d’autres domaines d’ap-
plication. Par exemple dans le cas pratique, le SAM est assez modéré avec 0.121 rad dans
le pire cas, ce qui reste encore acceptable en terme de qualité d’estimation. En revanche, le
NRMSE quant à lui atteint une valeurs conséquente (19,8 %). Cette valeur est cependant à
prendre avec précautions. Comme nous l’avons mentionné précédemment, les résultats sont
visuellement cohérents et acceptables surtout en considérant le niveau élevé de bruit (20 dB).
Le NRMSE conséquent provient de la sous-estimation globale de l’intensité d’émission. En
conclusion, ces mesures sont davantage utilisées comme éléments de comparaison entre les
différentes méthodes proposées, que comme une mesure absolue d’acceptation ou de rejet des
résultats.
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3.3.3.2 MC-NMF

Les performances globales atteintes par MC-NMF sur les 45 cubes avec pour chacun, 100
réalisations de bruit, sont montrées sur la Figure 3.8.

2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.8 – Performances atteintes par la MC-NMF sur les 45 cubes synthétiques pour les
100 réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en
noir). Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

Parcimonie En ce qui concerne le critère de parcimonie, les résultats sont mitigés. Pour
l’ensemble des mélanges contenant 4 ou 6 sources, on obtient une tendance en accord avec
l’intuition. En effet, les performances de la MC-NMF diminuent lorsque la distance d séparant
les sources diminue. Cette tendance reste faible avec une augmentation du NRMSE au maxi-
mum de 2,5 % entre d = 6 et d = 2. Dans le même cas, le SAM augmente de 0,01 rad. On
notera que dans le cas d’un SNR = 10 dB, cette tendance est inversée, avec une diminu-
tion du SAM de 0,01 rad. La MC-NMF reste donc relativement stable vis à vis du degré de
parcimonie présente dans les cubes contenant 4 ou 6 sources.

Le cas des cubes ayant 2 sources est, quant à lui, surprenant. En effet, l’évolution des deux
mesures NRMSE et SAM est contre intuitive. Les erreurs d’estimation sont stables pour les
distances allant de d = 6 à d = 3 mais diminuent brutalement pour les distances les moins
favorables. Le NRMSE s’améliore de 6 % et le SAM de 0,05 rad dans le cas le plus bruité.
En d’autres termes, dans cette situation plus les données sont mélangées, meilleurs sont les
résultats.

Afin de comprendre les raisons de cette sensibilité à la parcimonie dans le cas d’un mélange
de 2 sources, nous avons réalisé un ensemble de tests. Plusieurs causes peuvent conduire à ce
résultat comme la présence de bruit, la symétrie des cartes, la grande similarité des spectres
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ou encore le nombre d’itérations de la NMF, bien que toutes ces hypothèses soient communes
avec les cubes contenant 4 ou 6 sources. On liste ci-après les tests effectués n’ayant conduit à
aucune conclusion satisfaisante (dans chaque cas la tendance est la même que celle observée
sur la première colonne de la Figure 3.8).

— Absence de bruit dans les mélanges.
— Suppression de la normalisation des spectres à chaque itération de la NMF.
— Permutation aléatoire des colonnes de X.
— Suppression de la symétrie des cartes d’abondance en déformant une Gaussienne 2D.
— Suppression de la similarité des spectres en changeant la nature de la fonction simulant

la raie (fonction triangle ou carré).
— Nombre fixe d’itérations de la NMF.
— Suppression des spectres observés ayant une puissance inférieure à 90 % de la puissance

maximale observée.

Toutes ces expériences avaient pour objectif de tester si la structure particulière de nos
simulations ou les critères choisis pour la NMF (comme la normalisation ou le critère d’arrêt)
n’avaient pas une influence sur la forme de la fonction de coût à minimiser. Le seul test
effectué ayant conduit à une dégradation des performances de MC-NMF en fonction de la
distance d est le suivant.

On remplace les cartes d’abondance simulées par des gaussiennes 2D par une matrice S
de dimension 2× 100 dont les éléments sont tirés suivant une répartition uniforme comprise
entre 0,5 et 1. Les 25 premiers éléments de la première ligne sont multipliés par un coefficient
α. Les éléments 26 à 50 de la seconde ligne sont également multipliés par ce même coefficient
α. Ainsi, suivant la valeur de α, on simule plus ou moins de parcimonie dans les données (α
joue le même rôle que d). Dans ce test, on observe une diminution des performances de la
MC-NMF lorsque α augmente.

A ce jour nous n’avons pas d’explication satisfaisante pour valider la ou les raisons de ces
résultats inattendus dans le cas d’un mélange de 2 sources.

Enfin, on précise que l’on a testé pour tous les cubes (ainsi que pour les méthodes hy-
brides présentées ci-après), le cas de parcimonie d = 1. On retrouve alors des performances
cohérentes, i.e. le SAM et le NMRSE augmente considérablement pour tous les cubes et pour
toutes les méthodes.

Nombre de sources On remarque que les résultats de MC-NMF se dégradent légèrement si
le nombre de sources présentes dans les données augmente, ce qui est cohérent. Globalement,
le SAM augmente de 0,01 lorsque l’on passe de 2 à 4 sources puis de 4 à 6 sources. Le NRMSE
quant à lui augmente d’environ 4 % lorsque l’on passe de 2 à 4 sources et de 1,5 % de 4 à 6
sources.

Niveau de bruit Enfin on observe que la MC-NMF est sensible au niveau de bruit présent
dans les données. En effet, lorsque le SNR passe de 30 dB à 20 dB, le NRMSE augmente de
2 à 4 % et le SAM de 0,02 rad, puis pour un SNR passant de 20 dB à 10 dB, le NRMSE
augmente d’environ 5 % et le SAM de 0,04 rad. En ce qui concerne les 100 réalisations de
bruit, on observe que les résultats de la MC-NMF varient d’une réalisation à l’autre. Cet effet
est négligeable pour les cubes contenant 2 sources mais devient conséquent pour les mélanges
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de 4 ou 6 sources, indépendamment du niveau de bruit. On observe un écart type de 0,6 %
pour le NRMSE dans le pire cas et un écart type de 5,0e-3 rad pour le SAM dans le pire cas.

Barres d’erreur Pour finir, on étudie l’amplitude des barres d’erreur de l’analyse Monte
Carlo associée à la NMF détaillées sur la Figure 3.9.

2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.9 – Dispersion des solutions de la MC-NMF obtenues sur les 45 cubes synthétiques
avec 100 réalisations de bruit. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la ligne du bas le
NMCEBmax.

On remarque globalement que la variabilité des solutions de la MC-NMF augmente à la
fois avec le nombre de sources, le niveau de bruit et à mesure que le taux de parcimonie
diminue. Pour les mélanges de 2 sources, les barres d’erreur restent faibles avec une moyenne
de 1,5 % du maximum d’intensité dans le pire cas (SNR = 10 dB et d = 2) pour un maximum
de 3 %. Ainsi, pour 2 sources les solutions de la MC-NMF sont peu variables même dans le
cas le moins favorable.

Pour les mélanges de 4 ou 6 sources, la dispersion des solutions de la MC-NMF devient non
négligeable avec une moyenne de 5 % du maximum d’intensité dans le pire cas. Cependant,
le maximum de l’enveloppe devient conséquent (ligne du bas de la Figure 3.9) et dépend
fortement du niveau de bruit et du degré de parcimonie dans les données. On constate qu’il
augmente d’une part de 10 % en moyenne entre d = 6 et d = 2, d’autre part de 3 à 5 %
pour un SNR passant de 30 dB à 20 dB pour atteindre une augmentation de 10 % pour un
SNR passant de 20 dB à 10 dB. Ainsi dans les cas les plus favorables, on observe des barres
d’erreur pouvant atteindre 15 % du maximum d’intensité, mais pouvant atteindre 30 à 40 %
dans les cas les plus défavorables.
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Cas pratique Dans le but de comparer les méthodes entre elles, on représente l’estimation
de la même source du même cube (4 sources et SNR = 20 dB) que dans le cas pratique
précédent. On notera que la réalisation de bruit n’est pas la même que dans l’exemple pro-
posé pour SpaceCORR. Les résultats pour les deux positions extrêmes sont montrés sur la
Figure 3.10 ainsi que dans le Tableau 3.2.

Figure 3.10 – Exemple de résultats obtenus par MC-NMF dans le cas le plus parcimonieux
(ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est en bleu et le
spectre de référence est en tirets noirs. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des
solutions.

d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 20,6 % 23,1 %
SAM`=2 (rad) 0,108 0,107
NMCEBmean

`=2 2,4 % 5,3 %
NMCEBmax

`=2 10,3 % 23,3 %

Table 3.2 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par la MC-NMF sur
le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).

Dans les deux cas représentés, on remarque que la raie estimée a une largeur plus faible
que la référence, ce qui entrâıne une surestimation du pic d’intensité, due à la normalisation
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des spectres. On souligne que la position du pic est malgré tout correctement estimée. On
note par ailleurs que le SAM est très proche dans les deux cas représentés.

Sur les cartes d’abondance, on observe la présence résiduelle d’une autre source. On re-
marque que cet artefact est absent sur l’estimation du spectre dans le cas le plus parcimonieux.
Dans l’autre cas, on observe la présence d’un faible résidu d’une autre composante à droite du
lobe. De plus cet artefact faible en intensité n’explique pas le NRMSE conséquent mesuré. La
surestimation du pic d’intensité spectrale évoquée précédemment entrâıne la sous-estimation
de l’intensité globale au niveau de la carte d’abondance. Cette sous-estimation de l’ordre de
10 % entrâıne un NRMSE élevé, 20 % et 23 % selon le cas, malgré un visuel satisfaisant.

Précédemment nous avons souligné la sensibilité de la MC-NMF au niveau de bruit. On
remarque dans cet exemple que les spectres extraits sont relativement lisses au regard d’un
SNR de 20 dB. L’impact du bruit est atténué lors de l’estimation des spectres par l’analyse
Monte Carlo, plus particulièrement lors du choix des intensités les plus probables à chaque
longueur d’onde au sein d’un même cluster obtenu par classification.

On observe également la relation entre la dispersion des solutions de la MC-NMF et le
taux de parcimonie précédemment évoqué, les barres d’erreur étant plus grandes dans le cas
le moins parcimonieux (Tableau 3.2). De plus on remarque qu’il y a un lien direct entre
l’intensité du signal et l’amplitude des barres d’erreur. Dans le cas le plus parcimonieux,
l’erreur maximale NMCEBmax est de 10 % ce qui reste acceptable au regard du niveau de
bruit, alors quelle atteint un maximum de 23 % dans le cas le plus défavorable.

Bilan Pour résumer, nous avons souligné que les résultats de MC-NMF sont relativement
peu sensibles à la parcimonie (si l’on excepte le cas problématique des mélanges contenant
2 sources). Ce constat semble cohérent du fait que la parcimonie n’est pas prise en compte
dans la MC-NMF. De même le nombre de sources est un critère ayant un effet relativement
négligeable sur les performances de la MC-NMF (dans le cadre de nos simulations). Nous
avons également souligné que le niveau de bruit est un paramètre ayant un effet conséquent
sur la qualité des solutions données par la MC-NMF (bien que le cas non bruité ne donne pas
de résultats idéaux). On notera en particulier que l’amplitude des barres d’erreur de la MC-
NMF dépend de l’ensemble des paramètres testés (degré de parcimonie, nombre de sources
et niveau de bruit). La variabilité des solutions de la MC-NMF est souvent conséquente et
l’objectif des méthodes hybrides de réduire cette variabilité est pertinent.

3.3.3.3 SCA-NMF-Spec

Les performances globales atteintes par SCA-NMF-Spec sont montrées sur la Figure 3.11.
Les résultats obtenus avec SCA-NMF-Spec suivent la même tendance quel que soit le nombre
de sources présentes dans les données. On observe une évolution contre intuitive des perfor-
mances en fonction de la distance d. Les courbes de performances ont la même forme que
celles obtenues avec la MC-NMF seule dans le cas de deux sources.

Parcimonie Pour une distance comprise entre d = 6 et d = 4, les performances n’évoluent
pas. En revanche à partir de d = 3, les performances s’améliorent et on observe une diminution
brutale du SAM et de NRMSE pour d = 2. Le NRMSE s’améliore en moyenne de 5 % et le
SAM de 0,5 rad entre d = 6 et d = 2.
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.11 – Performances atteinte par SCA-NMF-Spec sur les 45 cubes synthétiques pour
100 réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en
noir). Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

Nombre de sources Les performances de SCA-NMF-Spec se dégradent légèrement quand
le nombre de sources augmente. Globalement, le SAM augmente de 0,01 rad lorsque l’on
ajoute 2 sources et le NRMSE augmente d’environ 5 % lorsque l’on passe de 2 à 4 sources, puis
il augmente d’environ 2 % lorsque l’on passe de 4 à 6 sources. On notera que l’augmentation
est sensiblement la même que celle observée pour la MC-NMF seule.

Niveau de bruit On observe que SCA-NMF-Spec est sensible au niveau de bruit présent
dans les données avec une dégradation notable des performances lorsque le SNR augmente.
Lorsque le SNR passe de 30 dB à 20 dB, le NRMSE augmente d’environ 3 % et le SAM de
0,02 rad, puis pour un SNR passant de 20 dB à 10 dB, le NRMSE augmente d’environ 5
% et le SAM de 0,04 rad. De nouveau, on remarque que ce constat est le même que celui
observé pour MC-NMF. En revanche, on remarque que SCA-NMF-Spec est très stable vis à
vis des 100 réalisations de bruit. Les barres d’erreur sont à peine visibles sur la Figure 3.11
avec, dans le pire cas, un écart type de 0,14 % pour le NRMSE et 1,0e-3 rad pour le SAM.

Barres d’erreur Pour finir, on étudie l’amplitude des barres d’erreur de l’analyse Monte
Carlo associée à la SCA-NMF-Spec détaillée sur la Figure 3.12.

Globalement, on observe les mêmes tendances que celles de la MC-NMF seule, la disper-
sion de la MC-NMF augmente avec le nombre de sources, le niveau de bruit et à mesure que
le taux de parcimonie diminue. Cependant, les taux de dispersion sont nettement inférieurs
à ceux de la MC-NMF seule dans tous les cas. En moyenne, la dispersion des solutions varie

91



2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.12 – Dispersion des solutions de SCA-NMF-Spec obtenues sur les 45 cubes
synthétiques avec 100 réalisations de bruit. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la
ligne du bas le NMCEBmax.

entre 0,05 % et 0,4 % du maximum d’intensité pour des distances comprises entre d = 6 et
d = 3. Dans le pire cas où d = 2, elle atteint 0,5 % du maximum d’intensité en moyenne. Le
maximum de l’enveloppe de dispersion est également faible dans tous les cas. Il varie entre
0,1 % et 1 % pour des distances comprises entre d = 6 et d = 3 quel que soit le nombre de
sources ou le niveau de bruit considéré. Dans le cas le moins favorable, le maximum atteint
2 % du maximum d’intensité.

Cas pratique De nouveau, on considère le même cas pratique que celui présenté précédem-
ment, pour une réalisation de bruit différente. Les résultats pour les deux positions extrêmes
sont montrés sur la Figure 3.13 ainsi que dans le Tableau 3.3.

Dans le cas le plus parcimonieux, on remarque que le spectre estimé a les mêmes ca-
ractéristiques que celui obtenu avec la MC-NMF seule. En effet, la raie estimée a une largeur
plus faible ce qui entrâıne une surestimation du pic d’intensité. En revanche la position
du pic d’intensité est correctement estimée et la raie obtenue est symétrique. Sur la carte
d’abondance on note la présence résiduelle des deux sources voisines.

Dans le cas le moins parcimonieux, on observe une asymétrie de la raie estimée, la partie
droite de la raie étant moins bien estimée que la partie gauche. En effet, on remarque la
présence résiduelle d’une contribution spectrale sur la partie droite du spectre estimé. Cette
asymétrie entrâıne une légère erreur d’estimation de la position du pic d’intensité. On note
que le spectre estimé dans ce cas présente les mêmes caractéristiques, plus atténuées, que
celui obtenu par SpaceCORR utilisée seule. Sur la carte d’abondance associée, on observe le
résidu de la source voisine associée à l’artefact présent sur le spectre.
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Figure 3.13 – Exemple de résultats obtenus par SCA-NMF-Spec dans le cas le plus par-
cimonieux (ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est
en bleu et le spectre de référence est en tirets noirs. Les barres d’erreur rouges donnent la
dispersion des solutions.

Globalement, on note que la source spatiale est correctement positionnée et a une forme
régulière. Le résultat visuel est convaincant malgré la présence résiduelle d’artefacts (faibles
en intensité) et la sous-estimation de l’intensité d’émission (en lien avec la surestimation du
pic d’intensité spectrale). Cependant, l’erreur d’estimation reste conséquente dans les deux
cas : 21,4 % pour d = 6 et 16,4 % pour d = 2.

En ce qui concerne les barres d’erreur, on remarque qu’elles sont quasiment négligeables.
Dans le cas le plus favorable, la dispersion des solutions de la NMF est au maximum de
0,57 % du maximum d’intensité pour atteindre 1,46 % dans le pire cas.

d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 21,4 % 16,4 %
SAM`=2 (rad) 0,102 0,083
NMCEBmean

`=2 0,12 % 0,53 %
NMCEBmax

`=2 0,57 % 1,46 %

Table 3.3 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par SCA-NMF-Spec
sur le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).
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Bilan En résumé, cette première version hybride donne des résultats présentant les mêmes
caractéristiques que ceux obtenus par la MC-NMF seule, au sens des critères de parcimonie,
de nombre de sources et de sensibilité au niveau de bruit. Globalement, les tendances des
courbes de la Figure 3.11 sont les mêmes que celles rencontrées dans le cas des cubes contenant
2 sources de la Figure 3.8, avec des erreurs de d’estimation similaires.

En revanche, on note une nette amélioration de la dispersion des solutions données par
SCA-NMF-Spec avec une erreur maximale NMCEBmax atteignant 1,46 % dans le cas le plus
défavorable (Tableau 3.3). Cette propriété est le principal objectif visé par l’hybridation. Les
solutions données par SCA-NMF-Spec sont également très stables vis à vis des 100 réalisations
de bruit.

3.3.3.4 SCA-NMF-Map

Les performances globales atteintes par SCA-NMF-Map sont montrées sur la Figure 3.14.
De manière générale, on observe que les résultats de SCA-NMF-Map suivent les mêmes
tendances que celles observées avec SpaceCORR utilisée seule. La forme des courbes obtenues
ici est similaire à celles de la Figure 3.6, seules les valeurs des mesures de performances
changent.

2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.14 – Performances atteintes par SCA-NMF-Map sur les 45 cubes synthétiques pour
100 réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en
noir). Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

Parcimonie Cette version hybride est sensible au degré de parcimonie présente dans les
données. Dans les cas les plus favorables (de d = 6 à d = 3), les performances sont excellentes
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et stables avec une valeur de NRMSE inférieure à 12 % et une valeur de SAM inférieure à
0,06 rad pour un SNR de 10 dB. Lorsque d = 2, on atteint de nouveau la limite des conditions
d’application de SpaceCORR. On note dans ce cas une nette dégradation des performances,
le NRMSE augmentant de 4 à 6 % et le SAM augmentant de 0,03 à 0,05 rad pour un mélange
de 2 sources. Cette augmentation atteint 8 % à 13 % pour le NRMSE et 0,06 à 0,08 rad pour
le SAM pour les mélanges de 4 et 6 sources. Cependant on constate que les scores atteints
sont nettement meilleurs à ceux obtenus par SpaceCORR seule (Figure 3.6).

Nombre de sources Comme pour les résultats de SpaceCORR seule, SCA-NMF-Map est
peu sensible au nombre de sources présentes dans les données, dans des conditions idéales de
parcimonie (on rappelle que les critères de parcimonie et de nombre de source sont directement
liés). On observe que les performances sont identiques, quel que soit le nombre de sources,
pour les cubes ayant un SNR de 30 ou 20 dB. De légères variations apparaissent dans les
mélanges ayant un SNR de 10 dB avec une augmentation du NRMSE de 2 % et du SAM de
0,03 rad lorsque l’on passe de 2 à 4 sources, puis une augmentation du NRMSE de 2 % et un
SAM identique lorsque l’on passe de 4 à 6 sources.

Niveau de bruit On constate que cette version hybride est, comme SpaceCORR, assez
robuste aux niveaux de bruit raisonnables (SNR de 20 et 30 dB). Dans ce cas, on observe
une légère dégradation des performances lorsque l’on passe d’un SNR de 30 à 20 dB avec une
augmentation du NRMSE de 0,5 % à 1 % et du SAM de 0,01 rad sur l’ensemble des cubes
correspondants. En revanche, on observe une dégradation plus conséquente avec les cubes
ayant un SNR de 10 dB, le NRMSE augmentant de 5 % à 8 % et le SAM de 0,02 à 0,04
rad selon le nombre de sources. On note que cette légère dégradation des performances en
fonction du SNR est plus faible que celle observée avec SpaceCORR. De nouveau, on observe
que cette méthode hybride est très stable vis à vis des 100 réalisations de bruit. Les barres
d’erreur sont négligeables avec dans le pire cas un écart type de 0.13 % pour le NRMSE et
0,013 rad pour le SAM (Figure 3.14).

Barres d’erreur Pour finir, on étudie l’amplitude des barres d’erreur de l’analyse Monte
Carlo associée à SCA-NMF-Map détaillée sur la Figure 3.15.

Globalement, on observe les mêmes tendances que la version SCA-NMF-Spec avec cepen-
dant une diminution d’un facteur 10 de la dispersion des solutions. En moyenne, la dispersion
est inférieure à 0,01 % du maximum d’intensité pour des distances comprises entre d = 6
et d = 3. Dans le pire cas où d = 2, elle reste inférieure à 0,025 % avec une exception, elle
atteint 0,05 % pour le mélange contenant 2 sources avec un SNR de 10 dB. Le maximum
de la dispersion demeure très faible en restant inférieure à 0,025 % du maximum d’intensité
pour un SNR de 20 ou 30 dB et une distance comprise entre d = 6 et d = 3. Dans le pire
cas (d = 2 et un SNR de 10 dB), le maximum de dispersion atteint 0,15 %, ce qui reste
négligeable.

Cas pratique Les résultats du cas pratique, pour les deux positions extrêmes sont montrés
sur la Figure 3.16 ainsi que dans le Tableau 3.4.
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 3.15 – Dispersion des solutions de la SCA-NMF-Map obtenues sur les 45 cubes
synthétiques avec 100 réalisations de bruit. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la
ligne du bas le NMCEBmax.

d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 2,1 % 10,4 %
SAM`=2 (rad) 0,016 0,063
NMCEBmean

`=2 1,2e-3 % 2,6e-2 %
NMCEBmax

`=2 3,0e-3 % 8,8e-2 %

Table 3.4 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par SCA-NMF-Map
sur le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).

Encore une fois, on remarque que les spectres estimés ont les mêmes caractéristiques que
ceux obtenus par SpaceCORR seule. Dans le cas le plus favorable, les résultats sont excellents
avec un NRMSE de 2,1 % et un SAM de 0,019 rad, avec une légère sous-estimation du pic
d’intensité du spectre se répercutant sur la carte d’abondance.

Dans le cas le moins parcimonieux, on observe la même déformation du spectre estimé que
celle décrite pour SpaceCORR. Le spectre est asymétrique et on note la présence résiduelle
d’une composante spectrale sur la droite de la raie. Ce résidu entrâıne une sous-estimation
du pic d’intensité ainsi qu’une erreur d’estimation de la position de ce pic.

Concernant l’estimation de la source spatiale, on remarque qu’elle est correctement posi-
tionnée mais on observe également la présence très ténue de la troisième source. Malgré un
NRMSE de 10,4 %, le résultat est visuellement acceptable si on tient compte du SNR de 20
dB et du faible nombre de zones mono-sources dans les observations.
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Figure 3.16 – Exemple de résultats obtenus par SCA-NMF-Map dans le cas le plus parcimo-
nieux (ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est en bleu
et le spectre de référence est en tirets noirs. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion
des solutions.

Les barres d’erreur associées à la dispersion de SCA-NMF-Map sont, comme pour la
précédente version hybride, négligeables. Dans le cas le plus parcimonieux, la dispersion
maximale est de 3e-3 % pour atteindre 8,8e-2 % dans le cas le moins parcimonieux.

Bilan En résumé, cette seconde version hybride donne des résultats présentant les mêmes
caractéristiques que ceux obtenus par SpaceCORR, au sens des critères de parcimonie, de
nombre de sources et de sensibilité aux niveaux de bruit. Globalement, les tendances des
courbes de la Figure 3.14 sont identiques à celles de la Figure 3.6, avec tout de même une
nette amélioration des erreurs de d’estimation dans les cas les moins favorables. La disper-
sion des résultats donnés par SCA-NMF-Map devient négligeable, avec un gain d’un ordre
de grandeur sur l’amplitude des barres d’erreur par rapport à la précédente version hybride.

Jusqu’ici, nous avons décrit les performances des méthodes individuellement. Dans la
section suivante, nous comparons ces différentes approches pour mettre en évidence l’apport
des méthodes hybrides.
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3.3.4 Comparaisons et discussion des résultats

Afin de rendre aisée la comparaison des différentes méthodes entre elles, nous nous basons
sur le cas pratique utilisé précédemment, à savoir le cube contenant 4 sources avec un SNR
de 20 dB. De nouveau, nous étudions les deux positions extrêmes des sources spatiales d = 6
et d = 2. Nous récapitulons l’ensemble des résultats obtenus dans le Tableau 3.5. Cependant,
contrairement aux paragraphes précédents, les mesures données ne concerne plus uniquement
la seconde source, elles sont moyennées suivant les 4 sources. Les conclusions apportées ici
cas sont les mêmes quel que soit le nombre de sources ou le niveau de bruit présent dans les
données.

MC-NMF SpaceCORR SCA-NMF-Spec SCA-NMF-Map

d
=

6σ
M
a
p NRMSE 15,34 % 3,04 % 16,60 % 2,58 %

SAM (rad) 0,074 0,019 0,089 0,015
NMCEBmean 2,67 % - 0,15 % 1,01e-3 %
NMCEBmax 13,94 % - 0,83 % 3,0e-3 %

d
=

2σ
M
a
p NRMSE 18,30 % 20,58 % 11,75 % 11,63 %

SAM (rad) 0,082 0,142 0,06 0,081
NMCEBmean 3,68 % - 0,43 % 1,73e-2 %
NMCEBmax 23,32 % - 1,52 % 8,8e-2 %

Table 3.5 – Mesures de performances obtenues par les différentes méthodes pour un cube
contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB. Les résultats en gras identifient les cas où les
méthodes hybrides améliorent les résultats obtenus par la MC-NMF ou par SpaceCORR
utilisées seules. Les résultats soulignés identifient les meilleurs résultats obtenus pour chacun
des deux cubes d = 6 ou d = 2.

3.3.4.1 Apports de SCA-NMF-Spec

Le cas le plus parcimonieux (d = 6) donne des résultats assez instables. Dans l’exemple
présenté sur le tableau, SCA-NMF-Spec donne des performances en deçà de celles obtenues
par les méthodes seules. Cette situation n’est pas systématique, il arrive que SCA-NMF-Spec
donne des résultats légèrement meilleurs que la NMC-MF seule, mais systématiquement
moins bons que SpaceCORR. Dans ce contexte, SpaceCORR donne des résultats idéaux.
Ainsi les spectres utilisés pour initialiser la MC-NMF sont très proches des vrais spectres (avec
un écart de 0,019 rad dans l’exemple). Cependant, la MC-NMF initialisée avec ces spectres
dégrade systématiquement la qualité des spectres et donc conjointement, la qualité des cartes
d’abondance associées. La qualité de l’estimation finale oscille autour de celle obtenue avec
la MC-NMF seule. En revanche, on observe dans tous les cas une nette diminution de la
dispersion des solutions données par SCA-NMF-Spec par rapport à la dispersion de la MC-
NMF. Dans l’exemple présenté ci-dessus, la dispersion maximale est inférieure à 1 % du
maximum d’intensité alors qu’elle était au maximum de 14 % pour la MC-NMF seule.

Les résultats obtenus par cette première version hybride sont plutôt mitigés. Le premier
objectif des méthodes hybrides est de réduire la dispersion des solutions de la MC-NMF.
Cet objectif est correctement rempli dans toutes les configurations testées. Le second objectif

98



est d’améliorer les résultats de SpaceCORR dans le cas où ceux-ci ne donnent qu’une ap-
proximation de la solution. Dans le cas présent de forte parcimonie, la solution donnée par
SpaceCORR est excellente, on ne s’attend pas à ce que l’hybridation l’améliore. En revanche,
la méthode échoue sur le second objectif puisque la solution idéale de SpaceCORR est large-
ment dégradée par la MC-NMF pour au final donner une solution similaire, en terme d’erreur
d’estimation, à celle donnée par la MC-NMF seule.

Dans le cas le moins parcimonieux (d = 2), la méthode SCA-NMF-Spec améliore systéma-
tiquement les performances obtenues par les méthodes seules. Dans ce contexte, SpaceCORR
donne une approximation grossière des composantes spectrales. On a vu dans la Section
3.3.3.1 que le spectre estimé est parasité par la présence résiduelle d’autre(s) composante(s).
Cette approximation est ensuite raffinée par la MC-NMF et au final, les performances ob-
tenues sont nettement meilleures que celles obtenues par la MC-NMF ou par SpaceCORR
utilisées seules. De nouveau, on observe une nette diminution de la dispersion des solutions
données par SCA-NMF-Spec avec des barres d’erreur comparables à celles obtenues dans
le cas précédent d = 6. La dispersion maximale est d’environ 1,5 % alors qu’elle était au
maximum d’environ 23 % pour la MC-NMF seule.

Les résultats obtenus dans ce cas par SCA-NMF-Spec sont tout à fait satisfaisants. Les
deux objectifs précédemment mentionnés sont atteints. On observe une amélioration de la
qualité de l’estimation par rapport aux méthodes utilisées séparément et SCA-NMF-Spec
fournit une solution quasiment unique.

En conclusion, on constate dans tous les cas une réduction conséquente de la dispersion
des solutions de SCA-NMF-Spec. L’initialisation avec les spectres estimés avec SpaceCORR
rend la NMF très stable, elle fournit des solutions quasiment identiques à chaque tir Monte
Carlo. En revanche la qualité de l’estimation de SCA-NMF-Spec dépend fortement du taux
de parcimonie présent dans les données. Dans le cas le plus parcimonieux, la solution donnée
par SpaceCORR est excellente est ne justifie pas l’emploi d’une méthode hybride (d’autant
plus que celle-ci dégrade la solution initiale). Dans le cas où SpaceCORR ne fournit qu’une
approximation grossière de la solution, l’hybridation avec la MC-NMF permet une nette
amélioration de la qualité de séparation vis à vis des résultats obtenus par les méthodes
seules. Ainsi, l’étude des coefficients de qualité des zones d’analyse permet de définir si on se
situe dans un cas de forte parcimonie ou non, et donc de choisir la méthode la plus adéquate.
Nous reviendrons sur cet aspect dans la conclusion des tests synthétiques (Section 3.3.4.3).

3.3.4.2 Apports de SCA-NMF-Map

Globalement, on constate que les performances de cette version hybride sont toujours
meilleures que celles obtenues avec les méthodes MC-NMF ou SpaceCORR utilisées séparément
(contrairement à la version SCA-NMF-Spec).

Ainsi, dans le cas le plus parcimonieux (d = 6), la solution donnée par SpaceCORR est
améliorée bien que celle-ci soit déjà excellente, en considérant les niveaux de bruit conséquents
présents dans les données. La dispersion des solutions de SCA-NMF-Map est négligeable (au
maximum elle atteint 3,0e-3 % du maximum d’intensité dans l’exemple ci-dessus).

Dans le cas le moins parcimonieux (d = 2), on obtient des performances d’estimation
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(SAM et NRMSE) similaires à celles obtenues par SCA-NMF-Spec. L’approximation des
sources spatiales issues de SpaceCORR est nettement améliorée. De nouveau, la dispersion
des solutions données par SCA-NMF-Map est négligeable avec un maximum de 8,8e-2 % dans
l’exemple considéré.

On notera cependant que bien que la qualité de d’estimation soit similaire entre les
méthodes hybrides, on observe deux tendances. Globalement, les spectres sont mieux estimés
par la méthode SCA-NMF-Spec (comme dans l’exemple précédent). La meilleure qualité
de d’estimation des cartes d’abondance est généralement obtenue par SCA-NMF-Map. On
souligne cependant qu’il n’y a pas de différence fondamentale entre les deux méthodes. Le
second point à mentionner est que, bien que les valeurs des mesures de performances soient
similaires entre les deux version hybrides, les erreurs mesurées sont différentes. Dans le cas de
SCA-NMF-Spec, le pic d’intensité est systématiquement surestimé (l’intensité de la source
est donc sous estimée). Dans le cas de SCA-NMF-Map, on observe le phénomène inverse, i.e.
le pic d’intensité spectral est surestimé et l’intensité de la source est sous estimée.

En conclusion, on constate que SCA-NMF-Map permet de réduire considérablement la dis-
persion des solutions données par la MC-NMF, les résultats obtenus sont quasiment uniques.
La qualité de l’estimation est systématiquement meilleure que celle obtenue par les méthodes
utilisées séparément (même dans le cas où SpaceCORR est utilisée dans des conditions
idéales). Cependant, la qualité de l’estimation obtenue dans le cas le moins parcimonieux
est généralement un peu en deçà de celle obtenue par SCA-NMF-Spec.

3.3.4.3 Conclusion des tests synthétiques

Les deux méthodes hybrides présentées dans ce chapitre améliorent, d’une part, nettement
la dispersion des solutions données par la MC-NMF utilisée seule. Ce point constitue le pre-
mier intérêt d’utiliser les méthodes hybrides. Le second point est la qualité de décomposition
atteinte par les méthodes hybrides. Les tests sur données synthétiques montrent que, selon
le taux de parcimonie conjointe des sources, il est préférable d’utiliser l’une ou l’autre des
deux versions hybrides. Si l’hypothèse de parcimonie est réaliste dans les données, i.e. si
les résultats donnés par la méthode SpaceCORR utilisée seule sont bons et ne constituent
pas une approximation, la méthode SCA-NMF-Map est à privilégier. En effet, dans ce cas
une forte contrainte sur l’initialisation de la NMF, i.e. au sens du nombre de paramètres
fixés, permet d’affiner les estimations de SpaceCORR, alors que dans les mêmes conditions la
méthode SCA-NMF-Spec dégrade les résultats de SpaceCORR. On rappelle que le nombre
d’échantillons dans les cartes d’abondance est nettement supérieur au nombre d’échantillons
dans les spectres élémentaires.

A contrario, si les résultats donnés par SpaceCORR sont approximatifs, la méthode SCA-
NMF-Spec donne généralement les meilleurs résultats. Dans ce cas, il est préférable de laisser
davantage de liberté à la NMF pour améliorer l’estimation donnée par SpaceCORR.

Le choix de la méthode hybride dépend donc de la qualité mono-source des zones d’ana-
lyse. Cependant, un coefficient de qualité proche de 1 est une condition nécessaire mais non
suffisante. En effet, si plusieurs zones d’analyse ont un coefficient de qualité proche de 1, rien
ne garantie qu’il y ait une zone d’analyse correspondant à chaque source présentes dans le
mélange. Il est donc nécessaire de compléter l’étude des cartes de coefficients de qualité (telle
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que celle montrée sur la Figure 3.18) par une étude des résultats de la séparation des données
effectuée avec une autre méthode de SAS (la MC-NMF par exemple). Ainsi la comparaison
de la carte des coefficients de qualité avec les cartes d’abondance estimées permet de vali-
der l’hypothèse de présence de zones mono-sources pour chaque source et donc de choisir la
méthode hybride adéquate.

Pour l’application sur des données réelles, l’hypothèse de présence de zones parfaitement
mono-sources pour chaque source est généralement peu réaliste, i.e les données réelles sont
proches du cas d = 2 des données simulées. Ainsi dans ce cas, le choix de la méthode hybride
passe par l’analyse du coefficient de qualité des zones mono-sources obtenu avec SpaceCORR
ainsi que par l’estimation visuelle par les expert de la qualité de la décomposition obtenue
par SpaceCORR. Nous illustrerons ce commentaire dans la section suivante portant sur
l’application des méthodes hybrides sur données réelles.

3.4 Résultats expérimentaux sur données réelles

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus par les différentes approches
précédemment présentées sur le cube hyperspectral de la Tête de Cheval cartographiée par
HIFI-Herschel (Figure 2.10 (a)). Nous précisons que l’utilisation de SpaceCORR sur ces
données est parfaitement justifiée, l’hypothèse de parcimonie étant réaliste (présence de deux
sources spatiales vérifiant l’Hypothèse 7, page 70). Cette hypothèse est déduite des résultats
obtenus par la NMF employée seule (voir les travaux [14], ainsi que la Figure 3.21).

Avant de présenter les résultats, on mentionne que les données de la Tête de Cheval
contiennent deux sources spatiales. Ce nombre est estimé par la méthode présentée dans la
Section 1.3.1. La courbe des valeurs propres de la matrice de covariance spatiale des données
est montrée sur la Figure 3.17. L’estimation du nombre de sources est dans ce cas sans
ambigüıté, on observe une nette cassure dans la courbe à l’indice 3.

Figure 3.17 – Courbes des 20 premières valeurs propres de la matrice de covariance spatiale
des données de la Tête de Cheval.

Sur l’ensemble des figures montrant les résultats obtenus sur la Tête de Cheval, la ligne
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en pointillés indique la vitesse systémique de la nébuleuse (10.7 km/s). Arbitrairement, on
choisit d’appeler la composante montrée sur la première ligne des figures la première source
(S1) et la composante montrée sur la ligne du bas la seconde source (S2).

3.4.1 SpaceCORR

Nous présentons ici les résultats de la décompositions donnée par SpaceCORR. Avant
de les commenter, nous étudions la carte des coefficients de qualité qZ des zones d’analyse
(Figure 3.18).

Figure 3.18 – Carte des coefficients de qualité qZ des zones d’analyse obtenue pour la Tête
de Cheval. Les zones d’analyse Z ont une dimension de 5 × 5 pixels et le recouvrement est
de 80 % suivant chacune des directions Ox et Oy.

L’étude de la qualité mono-source des zones d’analyse a deux objectifs. Le premier est de
vérifier l’accessibilité de chaque source en comparant la carte des coefficients de qualité qZ
avec les résultats donnés par la MC-NMF (Section 3.4.2). La carte permet également de fixer
le seuil permettant de discriminer les zones dites mono-sources, ou quasiment mono-sources,
des autres.

Dans le cas présent on constate que les coefficients atteignent au maximum une valeur
de 0,937, i.e. les meilleures zones d’analyse ne sont pas totalement mono-sources. Cependant
au regard de la répartition des zones d’analyse potentiellement mono-sources (identifiées en
comparant la Figure 3.18 avec les carte de la Figure 3.21), on observe que la première source
est largement représentée. Le cas de la seconde source est moins évident avec seulement
quelques zones d’analyse ayant un coefficient qZ > 0, 85, ce qui rend l’extraction de cette
source plus délicat. On note d’ailleurs que le seuil utilisé pour discriminer les zones d’analyse
est de 0,8.

Le second objectif est, comme nous l’avons vu lors des tests synthétiques, de choisir quelle
version hybride utiliser. Dans ce cas, on remarque qu’une source n’est accessible qu’au prix
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d’un seuil sur la qualité des zones d’analyse relativement bas, ce qui laisse présager que l’ex-
traction des sources n’est pas parfaite, au sens ou des résidus de l’autre composante peuvent
subsister dans les spectres estimés. Ainsi le choix se porterait plutôt vers la méthode Hybride-
Spec.

La Figure 3.19 montre les résultats obtenus par SpaceCORR. On remarque deux différences
principales par rapport aux résultats obtenus par la MC-NMF. Le premier est que les
frontières entre les deux sources spatiales sont plus franches. Les sources obtenues sont qua-
siment disjointes.

Les spectres estimés conservent un profil pseudo gaussien mais on constate qu’ils sont plus
déformés que ceux obtenus par la MC-NMF, ils sont encore moins symétriques ce qui laisse
penser qu’il reste une contribution résiduelle dans chaque spectre élémentaire. On notera
également que le pic d’intensité est moins décalé sur l’axe des vitesses, ce qui renforce l’idée
de présence de résidus. On souligne tout de même que les résultats obtenus sont cohérents
et corrects au regard du niveau de bruit (estimé à 30 dB) présent dans les données. Cette
première estimation constitue une bonne base pour nos méthodes hybrides.

Figure 3.19 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de SpaceCORR aux
données de la Tête de Cheval.
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3.4.2 MC-NMF

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus par la MC-NMF seule. Lors de
la description de cette méthode (Section 3.2.2), nous avons mentionné l’ajout d’une étape de
normalisation des spectres à chaque itération de l’algorithme de la NMF : Eq. (3.10). Le but
de cette normalisation est de réduire la dispersion des solutions de la NMF en contraignant les
coefficients d’échelle entre les sources spatiales et les spectres élémentaires associés. L’efficacité
de cette étape n’a pas été vérifiée lors des tests sur données synthétiques, seule la version avec
l’étape de normalisation ayant été employée. Nous illustrons ici le gain qu’elle apporte sur la
qualité de la décomposition des données réelles. La Figure 3.20 montre les résultats obtenus
sans l’étape de normalisation et la Figure 3.21 donne les résultats de la MC-NMF normalisés
suivant l’équation (3.10). On notera que ces derniers résultats sont ceux disponibles dans
l’étude [14].

Figure 3.20 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de la MC-NMF
sans l’étape de normalisation aux données de la Tête de Cheval. Les barres d’erreur rouges
donnent la dispersion des solutions.

On constate que l’étape de normalisation provoque une nette diminution de la dispersion
des solutions de la NMF. Les barres d’erreur ne sont pas négligeables mais cette étape consti-
tue déjà une amélioration de l’algorithme de base de la NMF. On souligne qu’il n’y a pas de
différence notable entre les cartes d’abondance et les spectres élémentaires estimés avec la
version normalisée ou non de la MC-NMF.
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Figure 3.21 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de la MC-NMF
avec l’étape de normalisation aux données de la Tête de Cheval. Les barres d’erreur rouges
donnent la dispersion des solutions.

Concernant la qualité de la séparation, on note que les deux raies d’émissions estimées ne
sont pas perturbées par la présence résiduelle de l’autre composante spectrale. Les spectres
estimés ont un profil pseudo gaussien et leurs pics d’intensité sont décalés de part et d’autre
de la vitesse systémique, constituant ainsi une composante “blue-shift” à 10,3 km/s et une
composantes “red-shift” à 11,0 km/s.

Une interprétation de ces résultats est que le nuage de gaz s’évapore sous l’action du
rayonnement UV provenant de l’étoile massive proche. A cause de la géométrie de la surface
du nuage de gaz et de l’évaporation normale à cette surface, une partie du gaz s’évapore
vers l’observateur, créant la composante “blue-shift”, l’autre s’évaporant dans la direction
opposée, créant ainsi la composante “red-shift”.

Par ailleurs, on observe que les deux sources spatiales correspondent à deux régions dis-
tinctes de la nébuleuse. Ainsi l’hypothèse de parcimonie conjointe des sources semble valide
pour ces données, ce qui permet l’utilisation de la méthode SpaceCORR.

3.4.3 Méthodes hybrides

La Figure 3.22 montre les résultats obtenus avec SCA-NMF-Spec et la Figure 3.23 montre
ceux obtenus par SCA-NMF-Map.

Globalement, les méthodes donnent les mêmes tendances que celles observées lors des
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Figure 3.22 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de SCA-NMF-Spec
aux données de la Tête de Cheval. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des
solutions.

tests sur données synthétiques. Les résultats obtenus par la méthode SCA-NMF-Spec sont
visuellement proches de ceux obtenus par la MC-NMF. Ceux de SCA-NMF-Map sont proches
des résultats obtenus par SpaceCORR. On note que la version SCA-NMF-Map a gommé
les approximations de SpaceCORR en donnant des spectres moins déformés avec un pic
d’intensité plus décalé, les cartes d’abondance quant à elles sont plus lisses.

Concernant les barres d’erreur, elles sont devenues quasiment négligeables, ainsi l’initiali-
sation avec les estimations de SpaceCORR a rendu le résultat de la MC-NMF quasi unique.
Dans le paragraphe suivant nous concluons sur les résultats des méthodes hybrides dans ce
cas réel.

3.4.4 Bilan de l’étude du cas réel

Afin de conclure sur l’application des méthodes hybrides sur les données HIFI-Herschel
de la Tête de Cheval, nous représentons l’ensemble des composantes spectrales estimées sur
la Figure 3.24.

Le premier constat est la proximité des estimations des méthodes hybrides avec les
méthodes seules. En effet, on remarque de nouveau que la composante spectrale issue de
la méthode SCA-NMF-Spec est proche de celle obtenue par MC-NMF et a contrario, celle
de SCA-NMF-Map est proche de celle obtenue par SpaceCORR. On remarque également
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Figure 3.23 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de SCA-NMF-Map
aux données de la Tête de Cheval. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des
solutions.

que les spectres estimés par les méthodes hybrides constituent des “versions intermédiaires”
des spectres obtenus par les méthodes seules. La position du pic d’intensité des méthodes
hybrides est située entre les deux positions obtenues par la NMF et par SpaceCORR.

On rappelle que lors des tests synthétiques, la MC-NMF avait tendance à surestimer le
pic d’intensité, aux prix d’une diminution de la largeur de la raie, et a contrario, SpaceCORR
avait tendance à sous estimer le pic accompagnée d’un élargissement de la raie. On retrouve
bien ces tendances sur la Figure 3.24. Ainsi lors des tests synthétiques, la NMF et SpaceCORR
donnaient un encadrement de la vraie solution, encadrement affiné par les méthodes hybrides.
Cette tendance se retrouve sur les données réelles, ainsi on peut supposer que la vraie solution
est comprise entre les estimations des deux méthodes hybrides.

On reporte les mesures de dispersions des méthodes dans le Tableau 3.6. On observe
que les méthodes hybrides donnent une dispersion toujours inférieure à 1 % du maximum
d’intensité ce qui rend la solution de la MC-NMF quasiment unique. Cependant, on notera
que même si la diminution des barres d’erreur des méthodes hybrides est systématique elle
ne sont pas toujours négligeables.
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MC-NMF-v0 MC-NMF SCA-NMF-Spec SCA-NMF-Map
S1 S2 S1 S2 S1 S2 S1 S2

NMCEBmean 5,58 % 5,29 % 0,6 % 1,8 % 0,34 % 0,07 % 0,02 % 0,05 %
NMCEBmax 15,97 % 16,32 % 2,16 % 5,52 % 0,93 % 0,19 % 0,08 % 0,14 %

Table 3.6 – Récapitulatif des mesures de dispersion des solutions de la MC-NMF pour les
différentes méthodes. La méthode nommé MC-NMF-v0 est la version de la MC-NMF sans
l’étape de normalisation à chaque itération de la NMF.

S1

S2

Figure 3.24 – Représentation de l’ensemble des versions des deux raies d’émissions de la
Tête de Cheval. Les spectres bleus sont obtenus par la MC-NMF, les noirs par SpaceCORR,
les rouges par SCA-NMF-Spec et les verts par SCA-NMF-Map.
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos premières contributions pour résoudre le
problème de SAS dans un contexte astrophysique. La méthode proposée est une hybridation
des méthodes SpaceCORR et MC-NMF, l’idée étant de tirer parti des avantages respectifs
des deux méthodes seules.

Nous avons ensuite effectué un ensemble de tests sur données synthétiques réalistes per-
mettant d’évaluer les performances de cette approche et de définir les conditions d’application
des deux versions hybrides proposées. Pour finir nous avons validé ces expérimentations en
appliquant nos méthodes sur données réelles et en comparant nos résultats à ceux obtenus
avec les méthodes utilisées seules. La pertinence des résultats nous permet de valider cette
approche.

Cependant, les méthodes hybrides restent dans une moindre mesure sensible au taux
de parcimonie conjointe spatiale présente dans les données. Dans le chapitre suivant nous
proposons une première approche permettant de relâcher cette hypothèse de parcimonie
nécessaire à SpaceCORR.
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Chapitre 4

Méthode géométrique à pixels purs et
somme d’abondance non contrainte
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Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une approche de SAS basée sur la méthode
SpaceCORR. L’efficacité de SpaceCORR repose essentiellement sur la présence de zones
mono-sources pour chaque source, la dimension des zones d’analyse étant un paramètre di-
rectement lié à cette propriété. L’approche hybride que nous avons alors proposée avait
pour objectif de raffiner les résultats de SpaceCORR par un algorithme de MC-NMF pour
compenser le cas où SpaceCORR ne fournit qu’une estimation grossière d’une ou plusieurs
composantes du mélange. Suite à de nombreux tests sur données synthétiques et réelles, nous
avions conclu que malgré une nette amélioration des performances des méthodes SpaceCORR
et MC-NMF utilisées seules, les méthodes hybrides restaient dans une moindre mesure sen-
sibles à la qualité des zones d’analyse dites mono-sources.

Une conséquence directe de ces conclusions est l’impossibilité d’utiliser la méthode Spa-
ceCORR (et donc les méthodes hybrides associées) sur les données de HIFI-Herschel de la
nébuleuse NGC7023-NW (voir la Section 2.6). En effet, le faible nombre d’échantillons spa-
tiaux (32 × 39 pixels) et la présence de 6 sources rendent l’hypothèse d’accessibilité des
sources (Hypothèse 7 - page 70) irréalisable.

Dans ce chapitre, nous présentons une approche possible afin de rendre plus souple l’hy-
pothèse d’accessibilité des sources. L’idée développée ici est de réduire la dimension des zones
d’analyse à un seul échantillon spatial (i.e. à un seul pixel observé) en utilisant un autre prin-
cipe de séparation. La méthode que nous proposons, appelée MASS (pour Maximum Angle
Source Separation en anglais) est basée sur l’hypothèse qu’il existe pour chaque source au
moins un pixel observé ou seule cette source est active. Si les données observées non négatives
vérifient cette hypothèse, l’ensemble des observations forme alors une structure géométrique
particulière : un cône simplicial inclus dans l’orthant positif, qu’il est possible d’exploiter pour
réaliser le démélange des données. La méthode MASS proposée ici entre dans la catégorie des
méthodes géométriques détaillée dans la Section 1.4.5 portant sur l’état de l’art des méthodes
de SAS.

De nouveau, nous insistons sur l’absence de somme à 1 des coefficients de mélange dans
notre contexte (voir Section 2.2.2 pour plus de détails sur le modèle de données en astrophy-
sique).

On mentionne que les méthodes géométriques sont particulièrement étudiées en observa-
tion de la Terre, dû à la représentation des observations sous forme de simplexe induit par
la somme à 1 des coefficients d’abondance (voir Section 2.4.2). Pour résumer, dans notre cas
les observations sont contenues dans un cône simplicial et non un simplexe, notre méthode
a donc pour objectif l’identification de ce cône simplicial. Dans la suite du chapitre, nous
omettrons le terme “simplicial” pour alléger le discours.

Dans les sections suivantes, nous décrirons tout d’abord les propriétés géométriques des
données sous l’hypothèse de présence de pixels non mélangés dans les données, puis nous
justifierons la séparabilité des données par cette approche. Ensuite, nous détaillerons l’algo-
rithme de MASS puis nous discuterons de son hybridation possible avec la MC-NMF. Pour
finir nous évaluerons les performances de MASS sur les données synthétiques utilisées pour
évaluer SpaceCORR (voir Section 3.3.1) et nous appliquerons cette approche aux données
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réelles.

4.1 Propriétés géométriques

4.1.1 Cône simplicial

En premier lieu, nous modifions les notations du modèle de mélange linéaire Eq. (2.15)
afin d’adopter plus aisément une approche géométrique (on reste tout de même dans une
approche spatiale des sources). Chaque spectre observé est représenté comme un élément
d’un RN espace vectoriel. Le modèle de mélange en considérant des sources spatiales s’écrit :

xm(n) =
L∑
`=1

a`(n) slm ∀n ∈ {1, . . . , N}, (4.1)

où xm est la mième colonne de X (i.e. le mième spectre observé), a` la `ième colonne de A
(i.e. le `ième spectre élémentaire) et slm et le coefficient d’abondance associé. Pour la partie
théorique de ce chapitre, nous emploierons plutôt le vocabulaire de la géométrie, i.e. nous
appellerons vecteurs les différents spectres (observés ou élémentaires). Ainsi chaque vecteur
observé xm est issu de la combinaison linéaire des éléments de A :

xm = Asm A ∈ RN×L
+ , sm ∈ RL

+, m ∈ {1, . . . ,M}, (4.2)

où le vecteur sm est la mième colonne de S. Chaque vecteur observé est la combinaison linéaire
non négative des colonnes de A, elles-mêmes non négatives. En supposant que A est de rang
de colonne plein, l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires non négatives des colonnes
de A :

C(A) = {c | c = Av, v ∈ RL
+}, (4.3)

forme un cône simplicial dans RN
+ (l’orthant positif de RN). Les vecteurs colinéaires aux

colonnes a` de A, sont les ` arêtes E` du cône C(A) :

E` = {c | c = αa`, α ∈ R+}. (4.4)

Ces définitions ont déjà été évoquées dans l’état de l’art de la SAS portant sur les méthodes
géométriques (Section 1.4.5), en inversant les rôles (et donc les dimensions) des deux matrices
A et S.

Par définition, l’ensemble des vecteurs observés xm donnés par l’Eq. (4.2) est contenu
dans le cône C(A) engendré par les colonnes de A défini par l’Eq. (4.3).

Nous formulons alors l’hypothèse suivante : soit x̃m un vecteur observé n’ayant que la
source d’indice `0 ∈ {1, . . . , L} active (i.e. toutes les sources d’indices ` 6= `0 sont nulles).
L’expression d’une telle observation mono-source s’écrit alors :

x̃m = a`0s`0m, (4.5)

L’observation x̃m est donc colinéaire à la `ième0 colonne de A. On reconnâıt alors l’expression
d’une arête (Eq. (4.4)) du cône engendré par A.
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Ainsi, si chaque source est présente dans au moins un vecteur mono-source, on peut
identifier chaque colonne de A (à un coefficient d’échelle près) en identifiant les arêtes du
cône englobant l’ensemble des données.

Hypothèse 8 : Pour chaque source, il existe au moins un vecteur observé xm (i.e. une
colonne de X) pour lequel une unique source est active (i.e. la mième colonne de S a une
unique valeur non nulle).

Si cette hypothèse est vérifiée par les données, le cône engendré par les vecteurs observés
C(X) est confondu avec le cône C(A). Ainsi, identifier l’enveloppe convexe englobant les
observations X permet d’identifier les colonnes de la matrice de mélange A. Cette situation
est schématisée sur la Figure 4.1.

Figure 4.1 – Représentation de données issues du mélange de 3 sources en 3 dimensions.
L’ensemble des vecteurs observés xm est contenu dans le cône rouge engendré par les colonnes
de A. Si les données contiennent un vecteur mono-source x̃m pour chaque source (Hypothèse
8), alors le cône engendré par les données X est confondu avec le cône engendré par A.

L’identification des arêtes du cône C(A), est basée sur la recherche successive des vecteurs
les plus éloignés au sens angulaire. En premier lieu, le cône est défini à partir des deux
observations formant le plus grand angle. A chaque itération, la dimension du cône estimé
est incrémentée de 1. L’identification d’une nouvelle arête du cône est basée sur l’étude
de l’angle formé par les observations avec le cône existant, plus précisément de l’angle formé
entre chaque observation et sa projection orthogonale sur le cône existant. Le vecteur observé
formant un angle maximum est retenu comme nouvelle arête du cône. Ce processus est répété
jusqu’à ce que les L colonnes soient identifiées.

Avant de voir l’algorithme de MASS en détail, on vérifie les propriétés des outils nécessaires
à l’étude des angles maxima entre les vecteurs observés.
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4.1.2 Critère de séparation

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que le critère d’angle maximal permet bien
d’identifier les arêtes du cône. Pour simplifier les écritures suivantes, on normalise l’ensemble
des vecteurs observés xm de manière à ce qu’ils soient de longueur unitaire. Cette simplifica-
tion sans incidence sur la méthode permet de définir l’angle entre deux observations d’indices
m1 et m2 noté :

ang(xm1 , xm2) = cos−1

(
< xm1 , xm2 >

‖xm1‖‖xm2‖

)
= cos−1 (< xm1 , xm2 >) , (4.6)

où < ., . > définit le produit scalaire. De plus, le produit scalaire entre les deux vecteurs
observés (non négatifs et de norme unitaire), est compris dans l’intervalle [0, 1]. La fonction
arccos étant monotone décroissante sur cet intervalle, chercher les observations qui forment un
angle maximal est équivalent à chercher les observations ayant un produit scalaire minimal.
Cette remarque permet d’alléger davantage les notations et de travailler uniquement avec des
produits scalaires.

Nous détaillons dans la suite les deux cas que nous allons rencontrer dans l’algorithme de
MASS. Le premier cas est l’étude de l’angle formé par deux vecteurs observés et le second
est l’étude de l’angle formé par une observation et sa projection orthogonale sur les arêtes
déjà identifiées du cône.

4.1.2.1 Cas de deux vecteurs observés

Tout d’abord, montrons que parmi tous les vecteurs observés, les deux observations ayant
le plus petit produit scalaire (i.e le plus grand angle) sont mono-sources si l’Hypothèse 8
est vérifiée. Soit xm1 =

∑L
`=1 a` slm1 et xm2 =

∑L
`=1 a` slm2 les deux vecteurs observés

étudiés. Notons x̃m1 = ap spm1 et x̃m2 = aq sqm2 deux vecteurs observés mono-sources avec
p, q ∈ {1, . . . , L} et p 6= q.

1. Le produit scalaire entre deux observations mono-sources est défini suivant :

cos(x̃m1 , x̃m2) = spm1sqm2 < ap, aq > . (4.7)

2. Le produit scalaire entre deux observations possiblement mélangées est défini suivant :

cos(xm1 , xm2) = <
L∑
i=1

aisim1 ,
L∑
j=1

ajsjm2 > =
L∑
i=1

L∑
j=1

< aisim1 , ajsjm2 > (4.8)

=
∑

i,j∈{1,...,L}
(i,j) 6=(p,q)

< aisim1 , ajsjm2 > +< apspm1 , aqsqm2 >︸ ︷︷ ︸
= cos(x̃m1 ,x̃m2 )

.

Or les vecteurs ai et les coefficients sim`
sont non négatifs pour i ∈ {1, . . . , L}. On a

donc :
< aisim1 , ajsjm2 > > 0 ∀i, j ∈ {1, . . . , L}. (4.9)

On en déduit alors que cos(xm1 , xm2) > cos(x̃m1 , x̃m2), se qui entrâıne :

ang(xm1 , xm2) 6 ang(x̃m1 , x̃m2). (4.10)
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Pour conclure sur ce premier cas, on constate que les deux vecteurs observés formant un
angle maximum sont nécessairement mono-sources si l’Hypothèse 8 est vérifiée. On en déduit
la propriété suivante :

Propriété 5 : Si xp et xq sont deux vecteurs observés vérifiant la relation :

< xp, xq >= min
i,j

< xi, xj > ∀i, j ∈ {1, . . . ,M}, (4.11)

alors xp et xq sont tous deux mono-sources.

4.1.2.2 Cas d’un vecteur observé et de sa projection

Nous avons évoqué précédemment que les arêtes du cône C(A) (i.e. les colonnes de A)
sont identifiées itérativement. Notons Ã la matrice formée par les colonnes estimées à un
instant donné de l’algorithme. On constate que C(Ã) est un sous cône de C(A). La seconde
démonstration nécessaire à notre méthode est de garantir que l’observation formant un angle
maximal avec sa projection sur le sous-espace engendré par les colonnes de Ã est mono-source
si l’Hypothèse 8 est vérifiée (et bien évidement s’il reste des arêtes non identifiées).

Soit Ã = [â1, . . . , âp] la matrice des p arêtes déjà identifiées, p ∈ {2, . . . , L − 1}. Soit
Π = Ã(ÃT Ã)−1ÃT la matrice de projection orthogonale sur le sous-espace engendré par Ã.
On note m` l’indice de l’observation étudiée. Si l’observation d’indice m` est mono-source,
on la note x̂m`

= aqsqm`
.

1. L’angle entre une observation mono-source et sa projection sur le sous-espace engendré
par Ã vérifie :

cos(x̃m`
,Πx̃m`

) =< aqsqm`
, Πaqsqm`

> . (4.12)

2. L’angle entre une observation possiblement mélangée et sa projection le sous-espace
engendré par Ã vérifie :

cos(xm`
,Πxm`

) = <
L∑
i=1

aisim`
,

L∑
j=1

Πajsjm`
> =

L∑
i=1

L∑
j=1

< aisim`
, Πajsjm`

>

(4.13)

=
∑

i,j∈{1,...,L}
(i,j)6=(q,q)

< aisim`
, Πajsjm`

> +< aqsqm`
, Πaqsqm`

>︸ ︷︷ ︸
= cos(x̃m`

,Πx̃m`
)

.

Puisque les vecteurs aj et les coefficients sjm`
sont non négatifs, on admet ici que le

vecteur projeté Πajsjm`
est dans l’orthant positif. On a donc :

< aisim`
, Πajsjm`

>> 0 ∀i, j ∈ {1, . . . , L}. (4.14)

On en déduit alors que cos(xm`
,Πxm`

) > cos(x̃m`
,Πx̃m`

), se qui entrâıne :

ang(xm`
,Πxm`

) 6 ang(x̃m`
,Πx̃m`

). (4.15)
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Pour conclure sur ce second cas, on constate que l’observation formant un angle maximal
avec sa projection sur le sous-espace associé au cône C(Ã) déjà identifié est nécessairement
mono-source si l’Hypothèse 8 est vérifiée. On en déduit la propriété suivante :

Propriété 6 : Si le vecteur observé xq vérifie la relation :

< xq,Πxq >= min
i
< xi,Πxi > ∀i ∈ {1, . . . ,M}. (4.16)

alors xq est mono-source.

Nous avons donc montré que le critère d’angle maximal permet la séparabilité des sources
si les sources sont accessibles, au sens de l’Hypothèse 8. Dans la section suivante, nous
détaillons l’algorithme complet de MASS basé sur l’étude des angles formés par les observa-
tions.

4.2 La méthode MASS

L’approche géométrique que nous proposons pour résoudre le problème de SAS procède en
deux temps. Tout d’abord l’identification des arêtes du cône C(X) engendré par les données
permet d’estimer les colonnes de la matrice de mélange A aux indéterminations standard de
la SAS près. Ensuite, les sources sont reconstruites par moindres carrés non négatifs.

4.2.1 Estimation de la matrice de mélange

L’estimation de la matrice de mélange par l’algorithme MASS est elle-même décomposée
en deux parties distinctes. Dans un premier temps, on estime les deux premières colonnes
de la matrice de mélange en identifiant parmi toutes les observations les plus éloignées au
sens angulaire. Cette première étape permet de construire une base du sous-espace engendré
par les deux premières colonnes de Ã, permettant ainsi l’identification de toutes les autres
colonnes. Dans un second temps, on identifie successivement chaque colonne manquante en
procédant par projection successive des vecteurs observés sur le sous-espace associé au cône
C(Ã) déjà identifié. On rappelle qu’avant toute chose, les vecteurs observés sont normalisés
tels que ‖xm‖2 = 1,∀m ∈ {1, . . . ,M}.

4.2.1.1 Les deux premières colonnes de A

Les deux premières colonnes de la matrice de mélange correspondent à la paire de vecteurs
observés formant le plus grand angle. Notons xm1 et xm2 cette paire de vecteurs. On a :

(m1,m2) = argmin
i,j

< xi, xj > ∀i, j ∈ {1, . . . ,M}. (4.17)

Selon la Propriété 5, ces deux observations sont mono-sources. Ces deux colonnes de X
sont donc l’estimation de deux colonnes de A à un facteur près. On note Ã = [xm1 , xm2 ] la
matrice formée par ces deux observations. Ã est construite à partir de deux arêtes C(A) et
elle engendre un cône C(Ã), sous cône de C(A).
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4.2.1.2 Toutes les autres

La seconde étape dans l’estimation de la matrice de mélange est d’identifier le vecteur
observé qui forme le plus grand angle avec les colonnes de Ã. Ce vecteur est défini comme
étant celui formant le plus grand angle avec sa projection orthogonale sur le sous-espace
associé au cône C(Ã). Soit ΠÃ(X) la projection des colonnes de X sur le sous-espace associé
au cône engendré par les colonnes de Ã :

ΠÃ(X) = Ã(ÃT Ã)−1ÃTX. (4.18)

Notons m3 l’indice de la colonne suivante de la matrice de mélange. Elle est identifiée suivant :

m3 = argmin
i

< xi, πi > ∀i ∈ {1, . . . ,M} (4.19)

où πi est la iième colonne de ΠÃ(X). Selon la Propriété 6, cette observation est mono-source
et donne une estimation d’une colonne de A à un facteur près. La nouvelle estimation de
la matrice de mélange est Ã = [xm1 , xm2 , xm3 ]. La dimension du cône C(Ã) associé est donc
incrémentée de 1. Cette procédure de projection / identification est ensuite répétée jusqu’à
l’identification des L colonnes de la matrice de mélange. Au final, la matrice de mélange est
complètement estimée :

Â = [xm1 , . . . , xmL
]. (4.20)

Notons que les colonnes de Â sont obtenues dans un ordre arbitraire et sont toutes de norme
unitaire (i.e. on retrouve les indéterminations de permutation et d’échelle classiques en SAS).

L’idée globale de MASS est de construire une estimation de la matrice de mélange di-
rectement à partir des données observées. Cependant, les données réelles étant contaminées
par du bruit, cette estimation peut être assez éloignée de la solution désirée. Dans le para-
graphe suivant nous proposons une solution pour diminuer l’impact du bruit sur la qualité
des résultats.

4.2.1.3 Prise en compte du bruit

Avec la procédure décrite jusqu’ici, l’estimation de la matrice de mélange est très sensible
au bruit puisque les colonnes de Â sont des vecteurs observés “bruts”. Pour rendre l’estimation
plus robuste, nous proposons une extension de l’algorithme précédent en introduisant une
marge de tolérance dans la sélection des colonnes de X (Eq. (4.17 et Eq. (4.19)). Au lieu de
sélectionner la colonne qui a le plus grand angle avec sa projection (ou les deux premières
colonnes qui forment le plus grand angle), nous sélectionnons toutes les colonnes qui sont
quasiment colinéaires à la colonne identifiée avec la méthode ci-dessus. L’introduction de
cette marge de tolérance permet de prendre en compte le cas où plusieurs vecteurs mono-
sources, relatifs à la même source, sont présents dans les données observées. Pour chaque
colonne xm`

précédemment identifiée selon Eq. (4.17) ou Eq. (4.19), on construit l’ensemble
A` :

A` = {xi | < xm`
, xi >> κ} i ∈ {1, . . . ,M}, ` ∈ {1, . . . , L} (4.21)
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où κ est un seuil de tolérance choisi proche de 1 pour éviter de sélectionner des observations
mélangées (typiquement κ = 0.99). La matrice de mélange est obtenue en moyennant les
colonnes de chaque ensemble A` ce qui réduit l’influence du bruit :

Â = [Ā1, . . . , ĀL] (4.22)

où Ā` est la colonne moyenne de l’ensemble A`.

4.2.2 Reconstruction des sources

L’étape finale de la méthode consiste à estimer les L sources spatiales à partir des spectres
élémentaires et des observations, sous la contrainte de non négativité. Cette procédure est
identique à celle utilisée pour les méthodes SpaceCORR et MC-NMF détaillées dans le cha-
pitre précédent. Le lecteur peut se reporter à la Section 3.2.1.3 illustrant l’utilisation de
l’algorithme NNLS [88] dans notre contexte.

Par ailleurs, à l’issue de notre étude, il nous est apparu qu’une procédure de ce type pour
l’identification des arêtes d’un cône simplicial a aussi été présentée dans un contexte de re-
connaissance de forme [82]. Les auteurs proposent une méthode appelée EVA (pour Extreme
Vector Algorithm en anglais) dans le but d’améliorer l’identification des composantes les plus
représentatives d’un jeu de données. On souligne que la méthode MASS est appliquée sur des
données hyperspectrales dans un contexte de SAS. De plus, nous avons apporté une preuve
de la séparabilité des observations avec le critère d’angle maximum (voir Section 4.1.2), et
notre méthode inclut une étape supplémentaire pour être robuste au bruit. Enfin, une autre
approche de SAS fondée sur les vecteurs extrêmes et appliquée en imagerie biomédicale a
récemment été publié [110].

En pratique, l’algorithme de MASS se résume donc à :

Entrées : X l’ensemble des spectres observés, L le nombre de sources.
Sorties : A les spectres élémentaires, S les cartes sources.

1. Normalisation des vecteurs observés tels que ‖xm‖2 = 1,∀m ∈ {1, . . . ,M}.
2. Estimation des deux premières colonnes de Ã avec Eq. (4.17).

3. Estimation des colonnes suivantes par projection sur Ã avec Eq. (4.19).

4. Répétition de l’étape 3 jusqu’à l’obtention des L colonnes de Ã.

5. Construction des L ensembles A` avec Eq. (4.21).

6. Estimation des colonnes de Â avec Eq. (4.22).

7. Reconstruction des sources S par minimisation du critère Eq. (3.6) (NNLS).

4.3 Méthodes hybrides

Nous présentons ici les variantes hybrides de la méthode MASS. Dans le chapitre précédent,
nous avons utilisé les résultats de SpaceCORR pour initialiser la MC-NMF et ainsi obtenir
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une qualité de séparation supérieure aux deux méthodes utilisées séparément. Nous réutilisons
ce concept ici avec la méthode MASS.

Dans des conditions favorables, la méthode MASS donne une décomposition parfaite du
cube de données. On entend par conditions favorables le fait que les données présentent
au moins une observation mono-source par source et que les données ne sont pas bruitées.
En pratique, ces conditions peuvent ne pas être réalistes. Dans des conditions réelles, les
observations retenues comme estimations des arêtes du cône C(A) peuvent être contaminées
par la présence, faible mais non négligeable, d’une ou plusieurs autres sources. Dans ce cas,
la décomposition obtenue par MASS n’est pas idéale mais donne une bonne approximation
des “vraies” sources ainsi que de leurs coefficients de mélange associés.

Pour améliorer la décomposition du cube de données, ces approximations sont affinées
en initialisant la MC-NMF avec les spectres Â ou les cartes d’abondance Ŝ obtenues avec
MASS.

Au même titre que les versions hybrides de SpaceCORR (voir Section 3.2.3), on précise
qu’initialiser la NMF à la fois avec les spectres et les cartes est inutile, les résultats obtenus
étant identiques à ceux obtenus en initialisant la NMF uniquement avec les cartes. Ainsi, lors
de l’initialisation de la NMF, les coefficients de la matrice A ou S laissée libre sont générés
suivant une distribution uniforme sur l’intervalle [0, 1].

Le choix d’initialisation par les spectres ou par les cartes sera discuté dans la Section 4.4.4.
La version hybride utilisant l’initialisation par les spectres est appelée MASS-NMF-Spec, et
la version utilisant l’initialisation par les cartes est appelée MASS-NMF-Map.

Pour conclure, les méthodes hybrides proposées permettent une tolérance sur la qua-
lité mono-source des vecteurs observés retenus comme arêtes du cône, tout en réduisant la
variabilité des solutions données par la MC-NMF.

4.4 Résultats expérimentaux sur données synthétiques

Dans cette section, nous réalisons un ensemble de tests pour évaluer les performances
des méthodes en fonction du rapport signal sur bruit, du taux de parcimonie conjointe des
données et du nombre de sources. Les tests sur données synthétiques sont les mêmes que ceux
réalisés avec la méthode SpaceCORR. On utilise les mêmes cubes de données précédents et
les résultats sont présentés sous la même forme (pour plus de détails, voir Section 3.3.3).

Ainsi, chacune des trois méthodes décrites précédemment (MASS Section 4.2, MASS-
NMF-Spec et MASS-NMF-Map Section 4.3) est appliquée sur l’ensemble des 45 cubes synthé-
tiques avec pour chaque cube, 100 réalisations de bruit (voir Section 3.3.1 pour plus de détails
sur la construction de ces données synthétiques).

Pour chaque méthode, nous montrons comme précédemment une figure présentant le
SAM et NRMSE moyen obtenu sur chacun des 45 cubes. Une seconde figure permet l’étude
de la dispersion des solutions données par les méthodes hybrides. Enfin pour chaque méthode,
on illustre nos commentaires par l’étude d’un cas pratique montrant un spectre élémentaire
extrait ainsi que la carte de la source spatiale associée, ceci dans les deux cas de distance
extrême d = 6 et d = 2. Le cas pratique utilisé pour illustrer les résultats est toujours le
même quel que soit la méthode utilisée, ceci pour faciliter les comparaisons des différentes
méthodes. Il s’agit de la seconde source du cube contenant 4 sources et un SNR de 20 dB.
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On rappelle que la figure montrant les résultats globaux est composée de 6 cadrants
disposés en deux lignes et trois colonnes. La première ligne donne le SAM et la seconde le
NRMSE. La première colonne concerne les cubes contenants 2 sources, celle du milieu ceux
contenants 4 sources et la dernière ceux contenant 6 sources. Au sein de chaque cadrant,
l’axe des abscisses donne la distance d définissant le recouvrement des sources spatiales, de
d = 6 à d = 2 (sens de variation décroissant). Les trois courbes représentent chacun des
trois niveaux de bruit testés dans cette étude à savoir : bleue pour un SNR de 30 dB, rouge
pour un SNR de 20 dB et noire pour un SNR de 10 dB. La figure illustrant la dispersion des
solutions est composée de 6 cadrants disposés comme précédemment donnant la mesure de
dispersion NMCEB. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la ligne du bas le NMCEBmax

pour chacun des 45 cubes.

4.4.1 MASS

Les performances globales atteintes par MASS sur les 45 cubes avec pour chacun, 100
réalisations de bruit, sont montrées sur la Figure 4.2.

2 sources 4 sources 6 sources

Figure 4.2 – Performances atteintes par MASS sur les 45 cubes synthétiques pour les 100
réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en noir).
Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

Parcimonie Les résultats de MASS en fonction du degré de parcimonie sont relativement
stables pour les mélanges de 2 et 4 sources. Pour des distances allant de d = 6 à d = 3,
les performances sont excellentes pour des niveaux de bruit de 30 et 20 dB. Le SAM est
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inférieur à 0,04 rad et le NRMSE est inférieur à 5 %. On note une légère dégradation des
performances pour d = 2 avec une augmentation du SAM comprise entre 0,03 et 0,05 rad et
une augmentation du NRMSE comprise entre 3 % et 7 %.

Les résultats obtenus avec les mélanges contenant 6 sources se dégradent à partir d’une
distance plus grande. Pour d = 6 et d = 5, on observe des performances similaires aux autres
cas. Puis entre d = 5 et d = 2, on constate une nette augmentation du SAM de 0,1 rad et du
NRMSE de 15 %.

Bien que les performances soient moins bonnes avec les mélanges à 10 dB de bruit, on
observe globalement la même évolution du SAM et du NRMSE en fonction de d. On remarque
cependant, que le NRMSE des cubes contenant 2 sources diminue en fonction de d ce qui
rappelle la tendance rencontrée avec la MC-NMF (Figure 3.8).

Nombre de sources Concernant les mélanges ayant un niveau de bruit de 30 et 20 dB,
on observe des performances très proches lors du passage de 2 à 4 sources. Dans les cas les
moins parcimonieux, on note une légère augmentation du SAM de 0,03 rad et du NRMSE de
4 %. Lors du passage de 4 à 6 sources, les performances sont identiques dans les cas idéaux
d = 6 et d = 5, mais se dégradent plus franchement par la suite pour atteindre une différence
pour le SAM de 0,1 rad et pour le NRMSE de 12 %.

Les résultats obtenus sur les mélanges ayant un niveau de bruit de 10 dB de bruit sont
proches lors du passage de 4 à 6 sources. En revanche, le cas des mélanges de 2 sources est
incohérent. Le NRMSE augmente en moyenne de 10 %, par contre le SAM diminue de 0,06
rad dans le même temps.

Niveau de bruit On remarque que MASS est robuste aux niveaux de bruit les plus favo-
rables. Pour les mélanges contenant 20 ou 30 dB de bruit, les performances sont quasiment
identiques avec une différence de SAM de 0,02 rad et de NRMSE de 3 % au maximum. En
revanche, on observe une nette dégradation des performances lorsque l’on passe à 10 dB de
bruit. En effet, quel que soit le nombre de sources ou le taux de parcimonie, on note une
augmentation du SAM comprise entre 0,2 et 0,3 rad pour une augmentation du NRMSE
allant de 15 à 25 %.

En ce qui concerne les 100 réalisations de bruit, on constate que les résultats de MASS
peuvent grandement varier selon les cas. Pour les mélanges de 2 ou 4 sources avec un niveau de
bruit raisonnable ou encore les mélanges contenant 6 sources et un taux élevé de parcimonie,
ces variations sont faibles avec un écart type maximum de 0,01 rad pour le SAM et 1 % pour
le NRMSE. En revanche, la variabilité des résultats devient conséquente pour les mélanges
contenant 10 dB de bruit. On note, sur la Figure 4.2, un écart type de 0,04 rad pour le SAM
et 5 % pour le NRMSE avec les mélanges contenant 2 ou 4 sources. Pour les mélanges de 6
sources, ces variations restent du même ordre avec une exception, que l’on retrouve pour tous
les niveaux de bruit. En effet pour d = 4, l’écart type est doublé par rapport aux distances
d = 5 et d = 6.

Cas pratique Les résultats du cas pratique, pour les deux positions extrêmes, sont montrés
sur la Figure 4.6 ainsi que dans le Tableau 4.1.
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Figure 4.3 – Exemple de résultats obtenus par MASS dans le cas le plus parcimonieux (ligne
du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est en bleu et le spectre
de référence est en tirets noirs.

Dans le cas le plus favorable (d = 6), on constate que les performances de MASS sont
excellentes. Le NRMSE obtenue est de 2,18 % et le SAM est de 0,015 rad. Le spectre obtenu
est parfaitement lisse alors que le SNR est de 20 dB. On notera cependant que le pic d’intensité
du spectre est légèrement sous estimé.

Dans le cas le moins parcimonieux (d = 2), on constate que le spectre obtenu est contaminé
par un bruit résiduel. La position, la largeur de la raie sont quant à elles correctement
estimées est on n’observe pas de présence résiduelle d’autre composante. Le bruit toujours
présent est dû au choix de l’angle de tolérance dans l’estimation des colonnes de la matrice
de mélanges. Le choix de ce seuil est un compromis entre le bruit résiduel et la présence
d’autres composantes résiduelles. Il dépend du nombre d’observations effectivement mono-
sources présentes dans les données, faible dans ce cas défavorable.

La source spatiale associé est quant à elle correctement estimée, elle est circulaire, à la
bonne position et on notera l’absence de source résiduelle. Les performances atteintes par
MASS dans ce cas restent acceptables (7,29 % pour le NRMSE et 0,049 rad pour le SAM)
compte tenu du niveau de bruit et du faible nombre d’observations mono-sources dans les
données.

Bilan En résumé, MASS donne d’excellents résultats dans le cas de données suffisamment
parcimonieuses et en présence d’un niveau de bruit raisonnable (20 ou 30 dB). On constate
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d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 2,18 % 7,29 %
SAM`=2 (rad) 0,015 0,049

Table 4.1 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par MASS sur le cas
pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).

de plus que pour les mélanges de 2 ou 4 sources, les résultats sont corrects même dans les
conditions les moins favorables de parcimonie, toujours avec un bruit de 20 ou 30 dB.

Le principal inconvénient mis en évidence par les tests sur données synthétiques est la
sensibilité de la méthode au niveau élevé de bruit. En effet, les performances pour les mélanges
contenant 10 dB de bruit sont faibles, même dans des conditions optimales de parcimonie.
Cette sensibilité provient de la structure même de la méthode qui réalise l’estimation de la
matrice de mélange en sélectionnant directement les colonnes à partir des vecteurs observés.
L’introduction d’un angle de tolérance dans cette sélection a un effet conséquent sur les
niveaux de bruit raisonnables mais devient moins efficace pour des niveaux de bruit plus
conséquents. Par ailleurs, réduire le seuil de tolérance permettrait une plus grande robustesse
au bruit, au détriment de la séparation des composante. Des observations non mono-sources
seraient alors utilisée dans l’estimation des colonnes de la matrices de mélange.

La sensibilité de MASS au niveau de bruit peut être atténuée par l’hybridation avec la
MC-NMF, comme nous allons le montrer.

4.4.2 MASS-NMF-Spec

Les performances globales atteintes par MASS-NMF-Spec sur les 45 cubes avec pour
chacun, 100 réalisations de bruit, sont montrées sur la Figure 4.4. On constate qu’elles suivent
la même tendance quel que soit le nombre de sources présentes dans les données. Tout comme
la méthode hybride SCA-NMF-Spec (Figure 3.11), les courbes de performances ont la même
forme que celles obtenues avec la MC-NMF seule dans le cas de deux sources (Figure 3.8).
L’évolution des performances qui y est montrée est contre intuitive en fonction de la distance
d.

Parcimonie Dans le cas des mélanges contenant 2 ou 4 sources, les performances n’évoluent
pas pour des distances allant de d = 6 à d = 3. Dans le cas de d = 2, on note une diminution
du SAM de 0,03 rad et du NRMSE de 5 %. Le cas des mélanges de 6 sources est assez
similaire, on notera cependant une amélioration des performances dès d = 5. Entre d = 5 et
d = 2, le SAM diminue de 0,025 rad et le NRMSE de 4 %.

Nombre de sources Les performances de MASS-NMF-Spec sont relativement stables
en fonction du nombre de sources. Lorsque l’on passe de 2 à 4 sources, le SAM augmente
globalement de 0,02 rad (on remarque que le cas des mélanges à 10 dB est identique dans ce
cas) et le NRMSE augmente de 5 %. Le passage de 4 à 6 sources dégrade les performances
de 0,01 rad pour le SAM (0,02 rad dans le cas à 10 dB) et de 3 % pour le NRMSE.
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 4.4 – Performances atteinte par MASS-NMF-Spec sur les 45 cubes synthétiques pour
100 réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB (en
noir). Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.

Niveau de bruit On constate que la version hybride MASS-NMF-Spec est sensible au bruit
au même titre que la méthode MASS utilisée seule. Cependant, on note que la dégradation
des performances en fonction du SNR est bien moindre ici. Pour un SNR passant de 30 à 20
dB, le SAM augmente d’environ 0,02 rad et le NRMSE de 3 %. Lorsque le SNR passe de 20
à 10 dB, le SAM augmente d’environ 0,05 rad et le NRMSE de 7 %.

En ce qui concerne les 100 réalisations de bruit, on observe une nette amélioration de la
variabilité par rapport à la méthode MASS utilisée seule. Pour les mélanges à 30 et 20 dB,
la méthode devient très stable, les barres d’erreur sont négligeables (elles persistent toujours
dans le cas particulier du mélange de 6 sources à d = 4). Les solutions des mélanges à 10
dB varient toujours en fonction des réalisations de bruit mais dans une moindre mesure. On
note un écart type de 0,02 rad du SAM et de 2 % du NRMSE pour les mélanges de 2 sources.
Cette variabilité diminue pour les mélanges de 4 et 6 sources avec un écart type de 0,01 rad
du SAM et de 1 % pour le NRMSE.

Barres d’erreur L’amplitude des barres d’erreur de l’analyse Monte Carlo associée à
MASS-NMF-Spec est détaillée sur la Figure 4.5.

De nouveau, on observe les mêmes tendances que celles rencontrées précédemment avec
la MC-NMF seule et les méthodes hybrides issues de SpaceCORR. La dispersion de MASS-
NMF-Spec augmente avec le nombre de sources, le degré de parcimonie et le niveau de bruit
dans les données. On constate également que les taux de dispersion sont équivalents à ceux
observés avec la méthode SCA-NMF-Spec (Figure 3.12).
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 4.5 – Dispersion des solutions de MASS-NMF-Spec obtenues sur les 45 cubes
synthétiques avec 100 réalisations de bruit. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la
ligne du bas le NMCEBmax.

En moyenne, la dispersion des solutions varie entre 0,02 % et 0,2 % du maximum d’inten-
sité pour des distances comprises entre d = 6 et d = 3. Dans le pire cas où d = 2, elle atteint
0,45 % du maximum d’intensité en moyenne. Le maximum de l’enveloppe de dispersion est
également faible dans tous les cas. Il varie entre 0,1 % et 0.85 % pour des distances comprises
entre d = 6 et d = 3, quel que soit le nombre de sources ou le niveau de bruit considéré. Dans
le cas le moins favorable, le maximum atteint 1,8 % du maximum d’intensité.

Cas pratique Les résultats du cas pratique, pour les deux positions extrêmes sont montrés
sur la Figure 4.6 ainsi que dans le Tableau 4.2.

Tout d’abord, on remarque que les résultats obtenus sont très proches de ceux rencontrés
avec la méthode hybride SCA-NMF-Spec (Figure 3.13). La forme des raies estimées, les
artefacts restant sur les sources spatiales ainsi que les critères de performances sont quasiment
identiques.

Dans le cas le plus parcimonieux, la raie estimée a une largeur plus faible ce qui entrâıne
une surestimation du pic d’intensité. La position du pic d’intensité est correctement estimée
et la raie obtenue est symétrique. Sur la carte d’abondance on note la présence résiduelle des
deux sources voisines.

Dans le cas le moins parcimonieux, on observe une asymétrie de la raie estimée. On
remarque la présence résiduelle d’une contribution spectrale sur la partie droite du spectre
estimé. Cette asymétrie entrâıne une légère erreur dans l’estimation de la position du pic
d’intensité. On note la présence résiduelle d’une source voisine.

Dans les deux cas, on note que la source spatiale est correctement positionnée et a une
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Figure 4.6 – Exemple de résultats obtenus par MASS-NMF-Spec dans le cas le plus par-
cimonieux (ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est
en bleu et le spectre de référence est en tirets noirs. Les barres d’erreur rouges donnent la
dispersion des solutions suivant l’équation 3.13.

forme régulière, malgré la présence résiduelle d’artefacts (faibles en intensité) et la sous-
estimation de l’intensité d’émission (en lien avec la surestimation du pic d’intensité spectrale).
Cependant, l’erreur d’estimation reste conséquente dans les deux cas : 21,4 % pour d = 6 et
17,15 % pour d = 2.

En ce qui concerne les barres d’erreur, on remarque qu’elles sont quasiment négligeables.
Dans le cas le plus favorable, la dispersion des solutions de MASS-NMF-Spec est au maximum
de 0,58 % du maximum d’intensité pour atteindre 1,18 % dans le pire cas.

d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE`=2 21,4 % 17.15 %
SAM`=2 (rad) 0,101 0,085
NMCEBmean

`=2 0,12 % 0,41 %
NMCEBmax

`=2 0,58 % 1,18 %

Table 4.2 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par MASS-NMF-Spec
sur le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).
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Bilan En résumé, cette première version hybride donne des résultats présentant les mêmes
caractéristiques que ceux obtenus avec SCA-NMF-Spec (voir Section 3.3.3.3). Nous revien-
drons sur la comparaison entre les versions hybrides de SpaceCORR et de MASS dans la
Section 4.4.4.

En comparaison avec la méthode MASS utilisée seule, le principal avantage est une
amélioration globale des critères de performances pour les mélanges avec 10 dB de bruit.
La méthode MASS utilisée seule dans cette configuration donnait des résultats peu satisfai-
sants. Ils sont nettement améliorés lors de l’hybridation avec la MC-NMF.

Pour finir, on souligne la nette diminution de la dispersion des solutions données par
MASS-NMF-Spec par rapport a celle rencontrée avec la MC-NMF (Figure 3.9). Les barres
d’erreur rencontrées ici sont du même ordre de grandeur que celles obtenues avec SCA-NMF-
Spec (Figure 3.12).

4.4.3 MASS-NMF-Map

Les performances globales atteintes par MASS-NMF-Map sur les 45 cubes avec pour
chacun, 100 réalisations de bruit, sont montrées sur la Figure 4.7. Mis à part le cas des
mélanges de 2 sources avec un SNR de 10 dB, on constate qu’elles suivent la même tendance
quel que soit le nombre de sources présentes dans les données. On constate que les courbes
de performances ont la même forme que celles obtenues avec MASS seule (Figure 4.2), seule
les valeurs des mesures de performances changent.

2 sources 4 sources 6 sources

Figure 4.7 – Performances atteintes par MASS-NMF-Map sur les 45 cubes synthétiques
pour 100 réalisations de bruit avec un SNR de 30 dB (en bleu), 20 dB (en rouge) et 10 dB
(en noir). Les barres d’erreur donne l’écart type suivant les 100 réalisations de bruit.
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Parcimonie On distingue le cas des mélanges à 10 dB des autres cas. Pour les mélanges
contenant 30 et 20 dB de bruit, on constate que cette version hybride reste stable pour des
distances allant de d = 6 à d = 3. Les performances sont, dans ces conditions, excellentes avec
un SAM inférieur à 0,02 rad et un NRMSE inférieur à 4 %. Pour le cas le moins parcimonieux
(d = 2), on observe une augmentation du SAM de 0,03 rad et du NRMSE de 7 %. Pour les
mélanges contenant 6 sources, on observe une diminution des performances dès d = 5, le
SAM augmentant de 0,06 rad et le NRMSE de 13 %.

Concernant les mélanges à 10 dB, on retrouve le cas contre intuitif pour les mélanges de
2 sources avec une diminution du SAM de 0,04 et du NRMSE de 3 %. Les cas contenant 4
et 6 sources donnent des performances relativement stables en fonction de d avec un SAM
augmentant de 0,02 rad et un NRMSE augmentant de 2 % entre d = 6 et d = 2.

Nombre de sources Comme pour la méthode MASS utilisée seule, cette version hybride
est peu sensible au nombre de sources présentes dans les données pour les niveaux de bruit
de 30 et 20 dB. Pour ces mélanges, on observe une augmentation du SAM de 0,03 rad et du
NRMSE de 3 % lors du passage de 2 à 4 pour d = 2. Lors du passage de 4 à 6 sources avec
d = 2, on observe une dégradation des performances du même ordre avec une augmentation
du SAM de 0,06 rad et du NRMSE de 3 %.

Le cas des mélanges à 10 dB est moins homogène. Lors du passage de 2 à 4 sources, on
note une augmentation du SAM de 0,01 rad et du NRMSE de 7 % entre d = 6 et d = 3. Pour
d = 2 la différence est plus conséquente avec un SAM augmentant de 0,04 et un NRMSE
augmentant de 10 %. Lors du passage de 4 à 6 sources, le SAM est identique mais en observe
une légère diminution du NRMSE de 2 %.

Niveau de bruit Comme pour la méthode MASS utilisée seule, on remarque que cette
version hybride est robuste au niveau de bruit de 30 et 20 dB. Dans ces cas et quel que soit le
nombre de sources, on observe des performances quasiment identiques avec une différence du
SAM de 0.01 rad au maximum et une différence du NRMSE de 3 % au maximum. Concernant
les mélanges à 10 dB, on note de nouveau une nette dégradation des performances avec un
SAM augmentant de 0,08 rad et une augmentation du NRMSE comprise entre 12,5 et 19 %
selon le nombre de sources.

En ce qui concerne les 100 réalisations du bruit, on observe une nette diminution de la
variabilité des solutions par rapport à la méthode MASS utilisée seule. Cependant elle reste
non négligeable pour les mélanges à 10 dB.

Barres d’erreur Les barres d’erreur de l’analyse Monte Carlo associée à MASS-NMF-Map
sont détaillées sur la Figure 4.8.

On rencontre de nouveau deux tendances suivant le niveau de bruit présent dans les
données. Dans le cas des mélanges à 30 et 20 dB de bruit, la dispersion des solutions de
MASS-NMF-Map est négligeable avec dans le pire cas un écart type de 0,2 % en moyenne et
un maximum de l’enveloppe de la dispersion n’excédant pas 0,8 % du maximum d’intensité.
Dans le cas des mélanges à 10 dB de bruit, on observe une légère augmentation de la dispersion
des solutions de MASS-NMF-Map. Pour les distances comprises entre d = 6 et d = 3, la
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2 sources 4 sources 6 sources

Figure 4.8 – Dispersion des solutions de la MASS-NMF-Map obtenues sur les 45 cubes
synthétiques avec 100 réalisations de bruit. La ligne du haut illustre le NMCEBmean et la
ligne du bas le NMCEBmax.

dispersion est en moyenne de 0,5 % pour attendre un maximum de 2 %. Dans le cas le moins
favorable, elle atteint 1 % du maximum d’intensité pour atteindre 4 % au maximum.

Cas pratique Les résultats du cas pratique, pour les deux positions extrêmes, sont montrés
sur la Figure 4.9 ainsi que dans le Tableau 4.3.

De nouveau, on remarque que les résultats obtenus ont les mêmes caractéristiques que
ceux obtenus avec MASS seule. Dans le cas le plus favorable, les résultats sont excellents avec
un SAM de 0,015 rad et un NRMSE de 2,07 %. On observe toujours une légère sous-estimation
du pic d’intensité du spectre.

Dans le cas le moins parcimonieux, le spectre est asymétrique et on note la présence
résiduelle d’une composante spectrale sur la droite de la raie. Ce résidu entrâıne une sous-
estimation du pic d’intensité ainsi qu’une erreur d’estimation de la position de ce pic. En
revanche, on constate que le spectre obtenu est parfaitement lisse contrairement à celui estimé
avec MASS seule. La source spatiale associée est correctement estimée et on notera l’absence
de source résiduelle. Les performances sont améliorées par rapport à MASS utilisée seule avec
un SAM de 0,027 rad et un NRMSE de 5,39 %.

Les barres d’erreur associées à la dispersion de MASS-NMF-Map sont, comme pour la
précédente version hybride, quasiment négligeables. Dans le cas le plus parcimonieux, la
dispersion maximale est de 3,94e-3 % pour atteindre 1,57 % dans le cas le moins parcimonieux.
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Figure 4.9 – Exemple de résultats obtenus par MASS-NMF-Map dans le cas le plus par-
cimonieux (ligne du haut) et le moins parcimonieux (ligne du bas). Le spectre estimé est
en bleu et le spectre de référence est en tirets noirs. Les barres d’erreur rouges donnent la
dispersion des solutions.

Bilan En résumé, cette seconde version hybride donne des résultats présentant les mêmes
caractéristiques que ceux obtenus avec la méthode MASS. Globalement, les tendances des
courbes de la Figure 4.7 sont identiques à celles de la Figure 4.2. De nouveau, on souligne
une nette amélioration des performances pour les mélanges contenant 10 dB de bruit en
comparaison avec la méthode MASS utilisée seule, ainsi qu’une nette amélioration de la dis-
persion des solutions par rapport à celle obtenue avec la méthode MC-NMF seule (Figure 3.9).

Dans la section suivante, nous comparons les méthodes MC-NMF, MASS, MASS-NMF-
Spec et MASS-NMF-Map dans le but d’évaluer les apports des versions hybrides. Nous com-
parons également les performances des méthodes hybrides construites à partir de SpaceCORR
étudiées dans le chapitre précédent à celles construites à partir de MASS étudiées dans ce
chapitre.

4.4.4 Comparaisons et discussion des résultats

Nous nous basons de nouveau sur le cas pratique utilisé jusqu’ici, à savoir le cube contenant
4 sources avec un SNR de 20 dB. Les critères de performances récapitulés dans le tableau
4.4 sont moyennés suivant les 4 sources. Nous étudions les deux cas de parcimonie extrêmes :
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d = 6σMap d = 2σMap

NRMSE2 2,07 % 5,39 %
SAM2 (rad) 0,015 0,027
NMCEBmean

`=2 1,54e-3 % 0,21 %
NMCEBmax

`=2 3,94e-3 % 1,57 %

Table 4.3 – Mesures de performances associées aux résultats obtenus par MASS-NMF-Map
sur le cas pratique (2ième source du cube contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB).

d = 6 et d = 2.

MC-NMF MASS MASS-NMF-Spec MASS-NMF-Map

d
=

6σ
M
a
p NRMSE 15,34 % 3,08 % 16,56 % 2,58 %

SAM (rad) 0,074 0,020 0,089 0,015
NMCEBmean 2,67 % - 0,15 % 9,46e-4 %
NMCEBmax 13,94 % - 0,70 % 3,94e-3 %

d
=

2σ
M
a
p NRMSE 18,30 % 10,0 % 12,72 % 7,41 %

SAM (rad) 0,082 0,068 0,056 0,048
NMCEBmean 3,68 % - 0,38 % 0,12 %
NMCEBmax 23,32 % - 1,47 % 0,57 %

Table 4.4 – Mesures de performances obtenus par les différentes méthodes pour un cube
contenant 4 sources avec un SNR de 20 dB. Les résultats en gras identifient les cas où les
méthodes hybrides améliorent les résultats obtenus par les méthodes seules. Les résultats
soulignés identifient les meilleurs résultats obtenus pour chacun des deux cubes.

4.4.4.1 Apports de MASS-NMF-Spec

Le cas le plus parcimonieux (d = 6) donne des résultats ayant les mêmes tendances que
ceux obtenus avec la version hybride SCA-NMF-Spec (voir Section 3.3.4.1).

La méthode MASS utilisée seule donne des résultats excellents puisqu’elle est utilisée
dans des conditions favorables de parcimonie. La version hybride MASS-NMF-Spec donne
en revanche des résultats contre intuitifs. Les performances sont en deçà de celles obtenues
par les méthodes seules.

Les spectres utilisés pour initialiser la MC-NMF sont très proches des vrais spectres
élémentaires contenus dans les observations. Cependant la MC-NMF dégrade systémati-
quement ces spectres ainsi que les cartes d’abondance associées. La qualité de l’estimation est
au final proche de celle obtenue avec la MC-NMF seule. On note cependant que la dispersion
des solutions de cette première version hybride est nettement améliorée par rapport à celle
observée avec la MC-NMF seule.

Les résultats obtenus dans le cas le moins parcimonieux sont mitigés. Dans ce contexte,
l’estimation de MASS reste correcte dans les cas les plus favorables de bruit (20 ou 30 dB).
Ainsi, utiliser les spectres correctement estimés, au bruit résiduel près, permet à la MC-NMF
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de lisser le résultat final sans gommer les artefacts résiduels restant. On note alors dans ce cas
une légère progression du SAM, sans amélioration significative de l’estimation de MASS. En
comparaison à la MC-NMF employée seule, on note une nette progression des performances
en plus d’une réduction significative de la dispersion des solutions. De plus, on mentionne que
dans le cas des mélanges contenant 10 dB de bruit (absent du tableau), les performances de
cette première version hybride sont nettement meilleures que celle obtenues avec les méthodes
seules.

En conclusion, on constate dans tous les cas une réduction conséquente de la dispersion
des solutions de MASS-NMF-Spec. L’initialisation avec les spectres estimés avec MASS rend
la MC-NMF très stable.

Mis à part le cas des données fortement bruitées, les performances atteintes par MASS
sont tout à fait correctes même dans le cas le moins parcimonieux. Ainsi l’initialisation de
la MC-NMF avec les spectres issus de MASS ne permet pas d’améliorer significativement
les résultats. Cette situation est similaire à celle déjà évoquée sur l’apport des méthodes
hybrides dans le chapitre précédent. Si la MC-NMF est initialisée avec des résultats corrects
en terme de qualité, il est souhaitable de contraindre un grand nombre de coefficients, et
donc de procéder à une initialisation par les cartes d’abondance et non par les spectres.

Dans le cas de données fortement bruitées, la méthode MASS donne des résultats mitigés.
Les spectres obtenus sont correctement démélangés mais sont toujours perturbés par du
bruit. Ainsi, l’initialisation de la MC-NMF par les spectres dans cette situation permet une
amélioration des critères de performances. Le principal effet de la MC-NMF est un lissage
des résultats.

4.4.4.2 Apports de MASS-NMF-Map

Globalement, on constate que les performances de cette seconde version hybride sont
systématiquement meilleures que celles obtenues par les méthodes utilisées séparément.

Ainsi, dans l’exemple présenté dans le tableau ci-dessus, on observe que la solution donnée
par MASS est améliorée (même dans le cas le plus parcimonieux où celle-ci est déjà excel-
lente). La dispersion des solutions de MASS-NMF-Map est négligeable dans le cas le plus
parcimonieux avec un maximum de 3,94e-3 % du maximum d’intensité. Dans le cas le moins
parcimonieux, elle reste faible avec un maximum de 0.57 % dans l’exemple considéré.

De plus, on constate sur l’ensemble des tests que les performances de MASS-NMF-Map
sont systématiquement meilleures que celles obtenues avec MASS-NMF-Spec, quel que soit
le degré de parcimonie (de d = 6 à d = 2) ou le niveau de bruit. Cependant, ce constat
est à nuancer. Les performances de la méthode MASS utilisée seule sont correctes (si l’on
excepte le cas des mélanges à 10 dB). Or dans le chapitre précédent, nous avions conclu dans
la Section 3.3.4.3 que si les résultats de SpaceCORR étaient bons, l’initialisation de la MC-
NMF par les cartes (i.e. contraindre un grand nombre de coefficients à l’initialisation) donne
les meilleures performances. En revanche, si SpaceCORR ne fournit qu’une approximation
grossière des composantes du mélange, il est préférable de laisser davantage de liberté à la
MC-NMF est donc d’initialiser par les spectres.

Dans les tests effectués jusqu’ici, MASS donne des résultats satisfaisant pour des distances
allant de d = 6 à d = 2. Ainsi, dans tous les cas évoqués jusqu’ici, l’initialisation par les cartes
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(MASS-NMF-Map) donne les meilleures performances. En revanche, si l’on réduit davantage
le degré de parcimonie dans les données (cas non illustré), on constate que pour une distance
de d = 1, la version MASS-NMF-Spec donne de meilleurs résultats.

En conclusion, on constate que MASS-NMF-Map permet de réduire considérablement
la dispersion des solutions données par la MC-NMF utilisée seule, les résultats obtenus
étant quasiment uniques. Les performances de cette version hybride sont systématiquement
meilleures que celles obtenues par les méthodes utilisées séparément, même dans le cas où
MASS est utilisée dans des conditions favorables.

4.4.4.3 Comparaison MASS / SpaceCORR

Dans ce chapitre et le précédent, nous avons identifié les situations les plus favorables à
chaque version hybride des méthodes SpaceCORR et MASS. Nous comparons ici l’ensemble
des méthodes hybrides.

Dans des conditions favorables de parcimonie (d = 6 à d = 3), SpaceCORR et MASS
utilisées seules donnent des résultats très proches pour les mélanges avec un SNR de 30 et 20
dB (régulièrement MASS et légèrement meilleure pour les mélanges à 30 dB). En revanche,
SpaceCORR est beaucoup plus robuste au niveau de bruit élevé (10 dB). Dans les conditions
limites de parcimonie (d = 2), MASS donne globalement de meilleurs résultats. Cet avantage
pour MASS s’explique ici par le fait que le critère de parcimonie d = 2 est plus restrictif pour
SpaceCORR que pour MASS. En effet, pour d = 2, il reste très peu de zones mono-sources
dans les données alors que le nombre de pixels purs reste conséquent.

Concernant les méthodes hybrides utilisant l’initialisation par les spectres (SCA-NMF-
Spec et MASS-NMF-Spec), on retrouve globalement les mêmes conclusions qu’avec les métho-
des utilisées seules. En effet, les performances sont identiques dans des conditions favorables
de parcimonie avec un SNR de 30 ou 20 dB. Ce résultat est cohérent puisque les méthodes
SpaceCORR et MASS fournissent une bonne estimation des spectres élémentaires dans ce
cas. Dans le cas des mélanges à 10 dB de bruit, SpaceCORR étant plus robuste au bruit,
la version SCA-NMF-Spec donne les meilleures performances. Et inversement, dans le cas
le moins parcimonieux (d = 2), c’est la méthode MASS-NMF-Spec qui donne les meilleures
résultats.

Concernant les méthodes hybrides utilisant l’initialisation par les cartes (SCA-NMF-Map
et MASS-NMF-Map), on retrouve de nouveau les mêmes conclusions dans des conditions
favorables de parcimonie et de bruit. Dans ce cas, les deux versions hybrides donnent des
résultats équivalents. A contrario, dans des conditions limites de parcimonie, MASS donne
les meilleures performances. Dans le cas de données fortement bruitées, SpaceCORR donne
systématiquement les meilleurs résultats.

4.4.4.4 Conclusion des tests synthétiques

Tout d’abord, les deux méthodes hybrides présentées dans ce chapitre améliorent nette-
ment la dispersion des solutions données par la MC-NMF utilisée seule. Ce point constitue
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le premier intérêt à utiliser les méthodes hybrides.

En ce qui concerne la qualité de décomposition atteinte par les méthodes hybrides, les tests
sur données synthétiques montrent que, selon le taux de parcimonie conjointe des sources, il
est préférable d’utiliser l’une ou l’autre des deux versions hybrides. En effet, les conclusions
précédemment évoquées sont les mêmes que celles obtenues avec les version hybrides de la
méthode SpaceCORR.

Dans les conditions favorables de parcimonie, i.e. si les résultats donnés par la méthode
MASS sont bons et ne constituent pas une approximation, la méthode MASS-NMF-Map est
à privilégier. Dans ce cas, contraindre un grand nombre de paramètres lors de l’initialisation
de la NMF permet d’affiner davantage les estimations de MASS, alors que la version MASS-
NMF-Spec dégrade les résultats de MASS.

A contrario, si les résultats donnés par MASS sont approximatifs, la méthode MASS-
NMF-Map donne les meilleurs résultats. On rappelle que dans l’ensemble de nos tests synthé-
tiques illustrés dans le chapitre, ce cas de figure ne s’est jamais présenté. En effet même
pour d = 2, les performances de MASS sont correctes est donc une forte contrainte sur
l’initialisation de la MC-NMF reste la meilleure solution. En revanche, lors de nos tests
complémentaires avec d = 1, la version MASS-NMF-Spec donne de meilleures performances.
Dans ces conditions, les résultats de MASS ne sont qu’une approximation grossière des com-
posantes élémentaires, il est donc nécessaire de contraindre un minimum de coefficients dans
l’initialisation de la MC-NMF.

Le dernier point discuté dans ces tests est le choix de la méthode pour initialiser la MC-
NMF, i.e. quand utiliser SpaceCORR et quand utiliser MASS. Pour résumer, SpaceCORR
et ces versions hybrides sont à privilégier pour les mélanges où l’hypothèse de présence de
zones mono-sources est garantie, même avec un SNR faible. Dans les autres cas, MASS et
ses versions hybrides donnent des performances meilleures, ou au moins équivalentes.

Dans la section suivante, nous présentons une application de MASS et de ses versions
hybrides sur données réelles.

4.5 Résultats expérimentaux sur données réelles

L’idée générale derrière la construction de la méthode MASS est de relâcher la contrainte
de parcimonie nécessaire à SpaceCORR, i.e. de réduire la dimension des zones spatiales d’ana-
lyse à un seul pixel. Cette nécessité est apparue lors de l’étude des données de NGC7023-NW
cartographiées par HIFI-Herschel (voir Section 2.6, et plus particulièrement la Figure 2.10
(b) présentant ces données). En effet, ces données ne contiennent pas de zones mono-sources
pour chaque source, ce qui rend SpaceCORR inutilisable. De plus les solutions données par
MC-NMF utilisée seule, sont sensibles à l’initialisation comme en témoignent les barres d’er-
reur présentes sur la Figure 4.11. L’utilisation d’une méthode hybride est donc nécessaire
pour améliorer ces résultats.

Les données HIFI-Herschel pour NGC7023-NW contiennent 6 sources spatiales. Ce nombre
est estimé par la méthode présentée dans la Section 1.3.1. La courbe des valeurs propres de
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la matrice de covariance spatiale des données est montrée sur la Figure 4.10. L’estimation
du nombre de sources est possible pour ces données. En effet, la courbe des valeurs propres
ordonnées est explicitement constituée de deux parties séparées à l’indice 7. Avant cette
frontière, les valeurs propres sont régulièrement décroissantes puis elles forment un plateau
après cette frontière.

Figure 4.10 – Courbe des 20 premières valeurs propres de la matrice de covariance spatiale
des données de NGC7023-NW.

Sur l’ensemble des figures montrant les résultats obtenus, la ligne en pointillés indique
la vitesse systémique de la nébuleuse (3.06 km/s). Arbitrairement, on choisit d’ordonner
les composantes suivant un ordre croissant de décalage en vitesse. Les composantes sont
nommées de S1 à S6.

4.5.1 MC-NMF

Nous présentons sur la Figure 4.11, les résultats de la décomposition donnée par la MC-
NMF pour la nébuleuse NGC7023-NW. On précise qu’il s’agit de la version de l’algorithme
avec normalisation à chaque itération présentée dans la Section 3.2.2.

Avant toute chose, on constate que la dispersion des solutions de la MC-NMF est consé-
quente pour chaque spectre élémentaire estimé, malgré la normalisation à chaque itération
de la NMF. De plus, la qualité de l’estimation des raies d’émission varie d’une composante à
l’autre :

— Les composantes S2, S3 et S4 ont un profil pseudo gaussien, symétrique et ne sont pas
perturbées par le résidu d’autres raies.

— La composante S5 n’est plus symétrique, on devine la présence d’une (ou plusieurs)
composante résiduelle sur l’aile gauche de la raie.

— Les composantes S1 et S6 contiennent à l’évidence le résidu d’au moins une autre raie
d’émission. Au regard de la position du second lobe visible sur les spectres estimés, la
composante S1 contient un résidu de S5 tandis que S6 contient un résidu de S1.
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Figure 4.11 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de la MC-NMF aux
données de NGC7023-NW. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des solutions.

Concernant les sources spatiales, on observe qu’elles sont recouvrantes, contrairement au
cas de la Tête de Cheval. Cependant, pour les composantes S2, S4, S5 et S6, on peut supposer
la présence de pixels purs dans les données. En effet, certaines parties de ces sources semblent
ne contenir qu’une unique composante. On peut donc formuler l’hypothèse de la présence de
pixels purs pour ces composantes. Cette hypothèse est à mettre en relation avec le fait
que les composantes estimées avec la MC-NMF peuvent toujours contenir des contributions
d’autres sources (notamment les composantes S1 et S6). Par ailleurs, les composantes S1 et
S3 semblent systématiquement recouvrantes, il n’y a probablement pas de pixel pur dans les
données pour ces sources, MASS n’en fournira au mieux qu’une approximation.

4.5.2 MASS

La Figure 4.12 montre les résultats obtenus avec MASS sur la nébuleuse NGC7023-NW.

On peut remarquer deux différences majeures avec les résultats de la MC-NMF. Globa-
lement, les raies estimées sont plus larges que celles obtenues par la MC-NMF. En effet, on
observe que le pic d’intensité des raies estimées est inférieur dans les estimations obtenues
avec MASS, cette diminution de l’intensité étant dû à la normalisation des raies. Mis à part
les composantes S2 et S3, les raies estimées semblent contenir les contributions d’autres com-
posantes élémentaires, ce qui entrâıne l’élargissement des raies. Par ailleurs, on constate que
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Figure 4.12 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de MASS aux
données de NGC7023-NW.

la composante spectrale S1 obtenue avec la MC-NMF est absente des estimations obtenues
par MASS. Les deux composantes S2 et S3 ont leurs pics d’intensité positionnés à la même vi-
tesse. Par comparaison, on remarque qu’il s’agit de la composante S4 de la MC-NMF séparée
en deux composantes. Cette séparation est bien visible sur les cartes d’abondance.

Les sources spatiales estimées sont disjointes contrairement aux résultats obtenus avec la
MC-NMF pour lesquels on observe du recouvrement. Si on associe les cartes d’abondance
de MASS et de la MC-NMF, on observe que la source S1 estimée avec MASS est une partie
de la source S2 estimée avec la MC-NMF. De même, les sources S2, S3, S4 et S5 estimées
avec MASS sont respectivement des parties des sources S3, S4, S5 et S6 estimées avec la
MC-NMF.

Le cas de la source S6 estimée avec MASS est intéressant. En effet, cette source spatiale
correspond à la source S1 estimée avec la MC-NMF. Cependant on remarque que les spectres
associés ne correspondent pas. Le spectre de la composante S6 de MASS est plus proche (au
sens de la position du pic d’intensité) de la composante S6 de la MC-NMF.

Pour conclure sur les résultats obtenus avec MASS, l’utilisation de la méthode seule
n’est pas pertinent. Les raies d’émission estimées contiennent probablement les contributions
d’autres composantes et l’extraction des sources spatiales n’est que partielle pour chaque com-
posante. Cependant, ces premiers résultats fournissent une première approximation grossière
des composantes élémentaires, que nous utilisons pour initialiser la MC-NMF.
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4.5.3 Méthodes hybrides

La Figure 3.22 montre les résultats obtenus avec la méthode MASS-NMF-Spec et la Figure
3.23 montre ceux obtenus par MASS-NMF-Map.

S1 S4

S2 S5

S3 S6

Figure 4.13 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de MASS-NMF-
Spec aux données de NGC7023-NW. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des
solutions.

De nouveau, on constate que les méthodes donnent les mêmes tendances que celles ob-
servées lors des tests sur données synthétiques ainsi que dans l’application sur données réelles
du chapitre précédent. Les résultats obtenus par la méthode MASS-NMF-Spec sont visuelle-
ment proches de ceux obtenus par la MC-NMF. Ceux de MASS-NMF-Map sont proches des
résultats obtenus par MASS.

Concernant la méthode MASS-NMF-Spec, on note deux différences avec les résultats de
la MC-NMF. Le second lobe présent dans l’estimation de la raie de la composante S1 est
plus accentué dans cette version hybride. On souligne que la carte d’abondance associée
est visuellement la même. On observe également que la version hybride a gommé quelques
artefacts de bruit présents au coté des raies estimées S3 à S5 avec la MC-NMF.

Les résultats obtenus avec MASS-NMF-Map sont très proches de ceux obtenus avec MASS
seule. Or, nous avons conclus que MASS seule ne donne pas pour ces données de résultats
satisfaisants. Cette version hybride n’améliore donc pas l’approximation effectuée par MASS.

Concernant les barres d’erreur associées à la dispersion des solutions, on constate qu’elles
sont quasiment négligeables pour la version hybride MASS-NMF-Map. En revanche, on ob-
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Figure 4.14 – Cartes d’abondance et spectres obtenus par l’application de MASS-NMF-
Map aux données de NGC7023-NW. Les barres d’erreur rouges donnent la dispersion des
solutions.

serve une variabilité des solutions dans les résultats de MASS-NMF-Spec. Les solutions sont
nettement moins dispersées qu’avec la MC-NMF utilisée seule (voir tableau), mais la varia-
bilité reste présente malgré la contrainte imposée à l’initialisation de la MC-NMF. Dans le
paragraphe suivant, nous concluons sur les résultats des méthodes hybrides pour ce cas réel.

4.5.4 Bilan pour les données réelles

Afin de conclure sur l’application des méthodes hybrides sur les données HIFI-Herschel
de la nébuleuse NGC7023-NW, nous représentons l’ensemble des composantes spectrales
estimées sur la Figure 4.15.
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Figure 4.15 – Représentation de l’ensemble des raies d’émission de NGC7023-NW. Les
spectres bleus sont obtenus par la MC-NMF, les noirs par MASS, les rouges par MASS-
NMF-Spec et les verts par MASS-NMF-Map.

Tout au long de ce chapitre et du précédent, nous avons souligné la proximité des estima-
tions des méthodes hybrides avec les méthodes seules. En effet, les composantes spectrales
issues de la méthode MASS-NMF-Spec sont proches de celles obtenues par la MC-NMF et a
contrario, celles de MASS-NMF-Map sont proches de celles obtenues par MASS. Ces conclu-
sions sur les méthodes hybrides se retrouvent dans les résultats obtenus sur NGC7023-NW
illustrés sur la Figure 4.15.
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De plus, on constate que les versions hybrides issues de MASS se comportent comme
les méthodes hybrides issues de SpaceCORR. Lors des tests synthétiques, la MC-NMF avait
tendance à sur estimer le pic d’intensité, aux prix d’une diminution de la largeur de la raie, et
a contrario, MASS et SpaceCORR avaient tendance à sous estimer le pic accompagnée d’un
élargissement de la raie. On constate de nouveau que les spectres estimés par les méthodes
hybrides constituent des “versions intermédiaires” des spectres obtenus par les méthodes
seules. La position du pic d’intensité des méthodes hybrides est située entre les deux positions
obtenues par MC-NMF et par MASS.

Ainsi avec les données synthétiques, les méthodes seules fournissent un encadrement de la
vraie solution, cet encadrement étant ensuite affiné par les méthodes hybrides. Cette tendance
se retrouve sur les données réelles. On peut donc supposer que la vraie solution est comprise
entre les estimations des deux méthodes hybrides.

Dans le cas précis de NGC7023-NW, nous avons conclu précédemment que la méthode
MASS ne donnait qu’un approximation grossière de chaque composante. Les raies d’émission
estimées contiennent le résidu d’autres raies. L’extraction des sources spatiales n’est que
partielle pour chaque composante, et les raies S3 et S4 semblent être relatives au même spectre
élémentaire (pics d’intensité situés à la même vitesse). Dans cette situation, nous avons établi,
grâce aux tests synthétiques, que si MASS ne fournissait pas de résultats satisfaisants, à cause
d’une hypothèse de parcimonie peu réaliste, il était souhaitable d’utiliser MASS-NMF-Spec.

Bien que nous ne disposions pas de vérité terrain pour favoriser les résultats d’une version
hybride par rapport à l’autre, on peut tout de même supposer que la version de MASS-
NMF-Spec fournit une estimation plus fiable des raies d’émission ainsi que de leurs cartes
d’abondance associées.

MC-NMF MASS-NMF-Spec MASS-NMF-Map
NMCEBmean NMCEBmax NMCEBmean NMCEBmax NMCEBmean NMCEBmax

S1 8,81 % 26,22 % 2,11 % 4,70 % 0,06 % 0,15 %
S2 17,32 % 68,42 % 3,91 % 18,39 % 0,13 % 0,47 %
S3 9,86 % 49,37 % 2,42 % 8,37 % 0,28 % 1,16 %
S4 9,23 % 52,44 % 5,25 % 15,46 % 0,15 % 0,36 %
S5 9,36 % 37,83 % 4,35 % 15,48 % 0,59 % 2,49 %
S6 11,25 % 37,53 % 3,90 % 14,21 % 0,17 % 0,57 %

Table 4.5 – Récapitulatif des mesures de dispersion des solutions de la MC-NMF pour les
différentes méthodes.

On reporte les mesures de dispersion des méthodes dans le Tableau 4.5. On observe que
les méthodes hybrides permettent une réduction significative de la dispersion des solutions de
la MC-NMF. Cependant, contrairement au tests synthétiques et au cas de la nébuleuse de la
Tête de Cheval étudié dans le chapitre précédent, elles ne sont pas négligeables. La dispersion
atteint un maximum de 18,39 % dans le cas de MASS-NMF-Spec. Elle est davantage réduite
avec MASS-NMF-Map avec un maximum de 2,49 % du maximum d’intensité. Ce constat
est dû à la contrainte imposée à la MC-NMF lors de l’initialisation (en terme de nombre de
coefficients fixés).
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Récemment, S. Foschino a, lors de son stage de Master 2 encadré par O. Berné, étudié la
Nébuleuse NGC2023 cartographiée par IRS-Spitzer. L’objectif est l’étude de la répartition des
différentes populations de poussière présentes dans le nuage de gaz (voir la Section présentant
ce type de donnée pour la nébuleuse NGC7023-NW). Pour effectuer la séparation des 3
composantes élémentaires, l’auteur a dans un premier temps appliqué la méthode MC-NMF.
Pour ces données, les solutions données par la méthode sont trop dispersées, la NMF étant
dans ce cas trop sensible à une initialisation complètement aléatoire. Les résultats obtenus à
la fin des 100 tirs Monte-Carlo ne sont pas cohérents.

L’auteur a donc dû utiliser la méthode MASS pour initialiser correctement la MC-NMF et
ainsi obtenir des résultats exploitables. Au final, les barres d’erreur associées à la dispersion
sont raisonnables. Les spectres estimés associés aux poussières présentes sont comparables à
ceux obtenus dans l’étude d’autres nébuleuses.

Ainsi la méthode hybride MASS-NMF a été la seule alternative pour obtenir des résultats
satisfaisants pour l’étude de ces données.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de SAS géométrique. L’objectif visé
lors de la construction de la méthode MASS était de réduire la dimension des zones d’analyse
de la méthode SpaceCORR à un unique échantillon spatial. La méthode MASS nécessite des
données non négatives et présentant des propriétés de parcimonie. Nous avons également
proposé une hybridation de MASS et de la MC-NMF pour tirer parti des avantages des deux
méthodes utilisées seules.

Nous avons ensuite effectué un ensemble de tests sur données synthétiques réalistes per-
mettant d’évaluer les performances de ces méthodes et de définir les conditions d’application
des deux versions hybrides proposées.

Pour finir nous avons utilisé nos méthodes sur les données réelles qui ont motivées cette
contribution. La pertinence des résultats obtenus de notre coté d’une part, et par S. Foschino
dans l’étude d’une autre nébuleuse d’autre part, nous permet de valider cette approche.

Dans le chapitre suivant, nous développons une autre approche permettant de relâcher
les conditions de parcimonie imposées par SpaceCORR en permettant au zones d’analyse de
contenir plusieurs sources actives, au prix d’une contrainte de parcimonie supplémentaire.
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Chapitre 5

Méthode de SAS basée sur
l’intersection de sous-espaces
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Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les performances de la méthode SpaceCORR ainsi
que de ses versions hybrides utilisées sur des données hyperspectrales. L’efficacité de Space-
CORR et, dans une moindre mesure, des versions hybrides dépend de la qualité des zones
mono-sources disponibles pour chaque source (voir Section 3.3.3.1). La présence de zones
d’analyse mono-sources étant un facteur limitant de ces méthodes, nous avons proposé dans
le chapitre précédent, une approche permettant de réduire la dimension des zones d’analyse
à un seul échantillon spatial, relâchant ainsi la contrainte de parcimonie imposée par Space-
CORR.

Dans ce chapitre nous proposons une seconde variante à l’hypothèse de parcimonie conjointe
des sources, la méthode SpaceCORR nécessitant la présence de zones mono-sources pour
chaque source, la méthode MASS nécessitant quant à elle la présence de pixels mono-sources
pour chaque source. L’idée générale que nous allons développer ici est d’utiliser de nouveau
des zones d’analyses (de mêmes dimensions que celles de SpaceCORR) mais d’étudier l’inter-
action de deux zones à la place de les utiliser séparément. Ainsi, dans cette approche, nous
ne nous intéressons pas directement au nombre de sources actives dans chaque zone mais au
nombre de sources qu’une paire de zones a en commun. Plus spécifiquement, la méthode uti-
lise les paires de zones partageant une unique source, cette contrainte étant moins restrictive
que celle de SpaceCORR, en terme de nombre de sources actives par zone.

Une approche similaire a été étudiée par D. Benachir et al. [10] dans un contexte d’ima-
gerie multispectrale ou hyperspectrale en observation de la Terre. La méthode est basée
sur l’hypothèse qu’il existe au moins une zone bi-source pour chaque paire de sources pos-
sible. L’étude des propriétés géométriques de l’intersection de chaque paire de zone bi-sources
partageant une unique source permet d’estimer les coefficients d’abondance relatifs à cette
source. Cependant les propriétés géométriques des données sont induites par la somme à 1
des coefficients d’abondance, rendant ainsi cette méthode inutilisable sur nos données.

L’approche que nous proposons est basée sur le même concept d’étude des intersections de
paires de zones pour estimer les paramètres du mélange. Cependant, pour nos besoins, nous
éliminons la propriété de somme à 1 des coefficients d’abondance, l’intersection de chaque
paire n’est donc pas de même nature, et nécessite donc une méthode différente d’identifica-
tion et d’exploitation.

Nous rappelons ci-après les notions de parcimonie évoquées tout au long de ce manuscrit.
Suivant les méthodes considérées, le terme parcimonie ne désigne pas la même information.
Nous pouvons identifier trois concepts distincts :

— Dans le sens conventionnel, un signal est parcimonieux si un grand nombre de ses
échantillons sont nuls ou négligeables.

— Dans le contexte des méthodes SpaceCORR, MASS et BiSCorr, la parcimonie décrit
une information conjointe (voir Section 1.4.3). Les signaux sources considérés sont
conjointement parcimonieux dans une zone du domaine d’analyse si pour tous les
signaux observés, la plupart des signaux sources sont simultanément inactifs dans ces
zones (i.e. ils n’interviennent pas dans les mélanges observés). Une unique source est
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active par zone parcimonieuse dans le cas des méthodes SpaceCORR et MASS, deux
sont actives par zone pour la méthode BiSCorr.

— Un troisième concept peut être introduit à partir de BiSCorr et sera étendu dans ce
chapitre. En plus des définitions précédentes, la parcimonie signifie ici qu’une paire de
zones d’analyse a une unique source en commun, toutes les autres sont spécifiques à
chacune des deux zones.

Pour résumer, le premier concept se rapporte au nombre d’échantillons nuls dans un seul
signal, le second au nombre de signaux sources simultanément inactifs dans une seule zone
et le dernier au nombre de sources partagées par une paire de zones d’analyse. La méthode
que nous proposons est basée sur cette dernière notion.

Contrairement à la méthode BiSCorr, notre approche ne requiert pas un nombre fixe
de sources présentes dans chaque zone d’une paire pour exploiter la parcimonie. L’unique
contrainte pour une telle paire de zones est que ces deux zones partagent une unique source.
Cependant, nous pouvons définir une condition nécessaire mais non suffisante sur le nombre
de sources présentes dans chaque zone d’une paire. Supposons que la première zone d’une
paire contient `1 ∈ [2, L − 1] sources (les cas `1 = 1 et `1 = L sont exclus car ils se réfèrent
aux méthodes basées sur la présence de zones mono-sources et nous considérons ici le cas
plus difficile où les données ne contiennent pas de telle zone). Le nombre de sources `2 de la
seconde zone sera alors dans l’intervalle `2 ∈ [2, L− `1 + 1].

A partir de ces observations, nous introduisons les définitions et hypothèse suivantes :

Définition 5 : Une paire de zones partageant une unique source est qualifiée de paire a
“intersection-mono-source”, abrégée en “paire IMS” par la suite.

Définition 6 : Une source est dite “accessible” dans un domaine de représentation s’il
existe au moins une paire IMS partageant cette source.

Hypothèse 9 : Chaque source est accessible, au sens de la Définition 6, dans le domaine
de représentation considéré.

Ce chapitre présente une méthode géométrique, appelé SIBIS (pour Subspace-Intersection
Blind Identification and Separation en anglais), pour résoudre le problème de SAS avec un
modèle linéaire instantané. SIBIS est basée sur la recherche de paires de sous-espaces dont les
intersections contiennent un unique signal source. Les coefficients de mélange sont identifiés
à partir de ces intersections, puis les sources sont reconstruites par moindres carrés. SIBIS
requiert l’indépendance linéaire des sources et pour chaque source, il doit exister au moins
une paire de sous-espaces partageant uniquement cette source.

Dans les sections suivantes, nous décrirons tout d’abord le cadre géométrique de la
méthode a travers l’étude d’un exemple simple. Ensuite nous détaillerons chaque étape de
l’algorithme de SIBIS. Pour finir, nous évaluerons les performances de SIBIS sur données
synthétiques et nous l’appliquerons sur données réelles.
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5.1 Contexte géométrique

La méthode SIBIS étant basée sur les propriétés géométriques des données, nous utilisons
la même formulation du problème de SAS que celle employée avec MASS (Eq. 4.1)). Chaque
spectre observé est représenté comme un élément d’un RN espace vectoriel. Le modèle de
mélange en considérant des sources spatiales s’écrit :

xm(n) =
L∑
`=1

a`(n) slm ∀n ∈ {1, . . . , N}, (5.1)

où xm est la mième colonne de X (i.e. le mième spectre observé), a` la `ième colonne de A
(i.e. le `ième spectre élémentaire) et slm et le coefficient d’abondance associé. Pour la partie
théorique de ce chapitre, nous emploierons plutôt le vocabulaire de la géométrie, i.e. nous
appellerons vecteurs les différentes composantes spectrales.

Nous étudions dans un premier temps le cas simple d’un mélange de L = 3 sources et nous
supposons que l’Hypothèse 9 est satisfaite. On note Z1 et Z2 deux zones spatiales d’analyse,
Z1 = {1, 2} et Z2 = {3, 4} sont réduites à deux échantillons dans cet exemple. Z1 et Z2

contiennent respectivement les vecteurs observés X(Z1) = [x1 x2] et X(Z2) = [x3 x4]. Les
vecteurs observés dans Z1 sont les mélanges des sources d’indices ` = {1, 2} et ceux dans
Z2 sont les mélanges des sources d’indices ` = {2, 3}. La paire de zones Z1 et Z2 a donc en
commun uniquement la source d’indice ` = 2. Cette situation est illustrée sur la Figure 5.1.
On précise que cet exemple n’est pas complet et ne permet pas d’extraire toutes les sources.
Son rôle est uniquement pédagogique est il permet de visualiser aisément la situation.

Figure 5.1 – Représentation schématique d’un exemple simple d’un mélange de 3 sources.
Les zones Z1 et Z2 forment une paire dont l’intersection est mono-source. La source partagée
par les deux zones est encadrée en rouge.

Définissons les différents sous-espaces associés à chaque zone Z1 et Z2. Les combinaisons
linéaires des vecteurs observés des zones Z1 et Z2 génèrent respectivement deux sous-espaces,
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notés Z1 et Z2, chacun supposé de dimension 2. Dans le but de garantir la dimension des
deux sous-espaces Z1 et Z2, il est nécessaire d’introduire l’hypothèse suivante :

Hypothèse 10 : Pour chaque zone d’analyse Z, le nombre de vecteurs observés xm
linéairement indépendants est égal au nombre de sources actives dans Z.

On a :

Z1 = {z1 | z1 = α1x1 + α2x2, α1, α2 ∈ R},
Z2 = {z2 | z2 = α3x3 + α4x4, α3, α4 ∈ R}. (5.2)

On peut modifier la définition de ces deux sous-espaces en changeant les bases associées.
A partir de l’Équation (5.1) et de l’Hypothèses 10, on a :

Z1 = span(a1, a2),

Z2 = span(a2, a3). (5.3)

où l’opérateur span défini l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs.
La matrice A étant supposée de rang de colonne plein, le sous-espace de RN engendré par

ses colonnes est de dimension 3. Selon la relation de Grassmann [60], on a :

dim(Z1) + dim(Z2) = dim(Z1 + Z2) + dim(Z1 ∩ Z2), (5.4)

où la somme Z1 + Z2 cöıncide avec le sous-espace engendré par A. Par conséquent, l’inter-
section Z1 ∩ Z2 est de dimension 1. Elle est composée des éléments inclus à la fois dans Z1

et Z2. A partir de l’Équation (5.3), une base de l’intersection est évidente. Les éléments de
l’intersection sont définis par :

Z1 ∩ Z2 = {v | v = βa2, β ∈ R}. (5.5)

La géométrie de cet exemple est illustrée sur la Figure 5.2.
L’intersection Z1 ∩ Z2 fournit une colonne de la matrice de mélange A à un facteur

d’échelle β près. Cette indétermination d’échelle, peut être compensée si une normalisation
des colonnes de A est possible. L’indétermination du signe peut être compensée si les coeffi-
cients de mélange sont non négatifs.

A partir de cette propriété de l’intersection, nous déduisons une méthode pour estimer
les colonnes de la matrice de mélange A uniquement à partir des données X. Dans la section
suivante nous présentons les différentes étapes de la méthode SIBIS dans le cas général.

5.2 La méthode SIBIS

La méthode SIBIS permet de décomposer les signaux observés mélangés en un ensemble
de L signaux sources et de coefficients de mélange associés. La méthode procède en différentes
étapes :

— Détection des paires de zones satisfaisant la contrainte d’intersection mono-source
(Hypothèse 9),

— Estimation de la matrice de mélange A,
— Reconstruction de la matrice des sources S.

Chacune de ces étapes est détaillée dans les sections suivantes.
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Figure 5.2 – Géométrie de l’exemple simple. Les sous-espaces Z1 et Z2 associés aux zones
Z1 et Z2 s’intersectent en un sous-espace de dimension 1 contenant a2.

5.2.1 Identification des paires de zones IMS

L’objectif de cette étape est de segmenter le domaine d’analyse en régions homogènes,
puis d’identifier toutes les paires de zones dont l’intersection est mono-source. Une région ho-
mogène est définie selon deux caractéristiques : les pixels appartenant à cette région possèdent
les mêmes sources actives et deux régions homogènes voisines n’ont pas les mêmes sources
actives.

5.2.1.1 Segmentation

La segmentation est basée sur l’algorithme de “Split and Merge”, bien connu en traitement
des images [61], adapté aux données hyperspectrales. L’algorithme de segmentation procède
en deux étapes distinctes.

En premier lieu, le domaine d’analyse est divisé en petites zones Z (typiquement 5 × 5
pixels). Le domaine d’analyse est exploré en utilisant des zones adjacentes ou recouvrantes.
Pour chaque zone, on estime la dimension du sous-espace associé (i.e. le nombre de sources
actives dans la zone) en utilisant la méthode décrite dans la Section 1.3.1. On notera que
cette étape diffère de l’algorithme “Split and Merge” original. Dans notre cas, le domaine
d’analyse est entièrement divisé au lieu de procéder par dichotomie à l’aide d’un critère de
décision.

La seconde étape consiste à regrouper les zones voisines Z si leur union est homogène.
Dans ce but, on compare chaque zone avec tous ses voisins. Si deux zones voisines ont les
mêmes sources actives, elles sont fusionnées. Ensuite, on étudie les nouveaux voisins de la
zone ainsi mise à jour. Ce processus est itéré jusqu’à ce qu’il ne reste plus de fusion possible.
Le critère de fusion est basé sur le nombre de sources actives dans chaque zone opérande Z1

et Z2 (i.e. sur la dimension de Z1 et Z2). Si :

dim(Z1) = dim(Z2) = dim(Z1 + Z2), (5.6)
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alors l’union des zones Z1 et Z2 est homogène, elles sont donc fusionnées. Au final, on obtient
un domaine d’analyse segmenté en K zones homogènes.

5.2.1.2 Intersections mono-sources

La recherche des paires de zones partageant une unique source est également basée sur
la dimension des sous-espaces associés à chaque zone. On souhaite trouver toutes les paires
de sous-espaces dont l’intersection est mono-dimensionnelle. Pour chacune des K!

2!(K−2)!
paires

possibles, on estime la dimension de l’intersection avec la relation de Grassmann Eq. (5.4).
On identifie toutes les paires de zones satisfaisant la relation :

dim(Zp ∩ Zq) = dim(Zp) + dim(Zq)− dim(Zp + Zq) = 1, (5.7)

avec 1 6 p < q 6 K.

5.2.2 Estimation de la matrice de mélange

L’identification des colonnes de la matrice de mélange A est réalisée en estimant toute les
intersections mono-dimensionnelles. Soit Zp et Zq une paire de zones dont l’intersection est
mono-dimensionnelle et Zp et Zq les deux sous-espaces associés. Les zones Zp et Zq partagent
la source d’indice k ∈ [1, L].

Avant d’estimer l’intersection, il est nécessaire d’obtenir une base de Zp et une base de
Zq. Notons dp et dq les dimensions respectives de ces sous-espaces. N’importe quelle base
étant adaptée, on choisit simplement les bases orthogonales (bases propres) fournies par la
décomposition en valeurs singulières (SVD pour Singular Value Decomposition en anglais)
des matrices X(Zp) et X(Zq). On note que les bases des quatre sous-espaces fondamentaux
associés à une matrice peuvent être identifiées par SVD [60]. On a :

X(Zp) = UpΣpV
T
p ,

X(Zq) = UqΣqV
T
q . (5.8)

Une base orthogonale de Zp (resp. Zq) est donnée par les dp (resp. dq) premières colonnes de
Up (resp. Uq). Nous obtenons ainsi deux bases dont les vecteurs colonnes pi et qj forment les
matrices P et Q. Ces deux bases sont respectivement associées à Zp et Zq selon :

Zp = span(pi), ∀i ∈ [1, dp]

Zq = span(qj), ∀j ∈ [1, dq]. (5.9)

Soit v un élément de l’intersection Zp∩Zq, alors v ∈ Zp et v ∈ Zq. Donc v peut être exprimé
dans les deux bases :

v = α1p1 + α2p2 + · · ·+ αdppdp (5.10)

v = β1q1 + β2q2 + · · ·+ βdqqdq , (5.11)

avec αi, βj ∈ R. On en déduit alors :

α1p1 + α2p2 + · · ·+ αdppdp − (β1q1 + β2q2 + · · ·+ βdqqdq) = 0. (5.12)
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Soit la matrice M = [p1 . . . pdp − q1 · · · − qdq ] et le vecteur θ = [α1 . . . αdp β1 . . . βdq ]
T .

L’Équation (5.12) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

Mθ = 0. (5.13)

Nous reconnaissons alors la définition de ker(M), le noyau de l’application linéaire associée
à la matrice M . La résolution de ce système linéaire permet donc au travers de (5.10) ou
(5.11) d’obtenir une base de l’intersection Zp ∩ Zq.

De plus, le théorème du rang [60] pour une matrice M (n× d) avec d = dp + dq donne la
relation :

rg(M) + dim(ker(M)) = d, (5.14)

où rg(M) est le rang de colonne de M . La matrice M étant composée de l’union des deux
bases P et Q, on a rk(M) = dim(Zp +Zq). Le nombre de colonnes d correspond à la somme
des dimensions des deux sous-espace Zp et Zq, i.e. d = dim(Zp) + dim(Zq). Selon Eq. (5.7)
et Eq. (5.14), on a :

dim(ker(M)) = 1. (5.15)

On en conclut alors que l’équation (5.13) possède une unique solution (en dehors de la
solution triviale θ = 0), et cette solution nous donne précisément les paramètres de la base
de l’intersection. L’intersection Zp∩Zq étant mono-dimensionnelle par construction, identifier
une base du noyau de l’application linéaire associée à la matrice M permet d’obtenir de façon
certaine une base de l’intersection.

Comme nous l’avons mentionné précédemment, la SVD fournit une base des sous-espaces
fondamentaux associés à la matrice M = UmΣmV

T
m . Dans notre cas, ker(M) étant mono-

dimensionnelle, une base du noyau est donnée par la dernière colonne de Vm (noté vd). Donc
θ = vd, ce qui permet d’obtenir v selon l’Équation (5.10) ou (5.11). Le vecteur v est alors
utilisé comme base de l’intersection :

Zp ∩ Zq = {v | v = βak, β ∈ R}, (5.16)

où k ∈ [1, L] est l’indice de la source partagée par Zp et Zq. Cette intersection donne une
estimation de la colonne de A associée à la source partagée par Zp et Zq. Cette étape d’iden-
tification des intersections est répétée pour chaque paire de zones retenues dans l’étape
précédente. Ainsi, nous obtenons en ensemble de colonnes potentielles de A. Les colonnes
sont généralement estimées de nombreuses fois à cause de leur possible présence dans de nom-
breuses intersections. Pour compenser cette sur-représentation, nous appliquons une étape
de classification (algorithme du K-means [131]) dans le but de regrouper en L classes les esti-
mations correspondant à la même colonne de la matrice de mélange. La moyenne de chaque
classe est utilisée pour former une colonne de la matrice Â (l’estimation de A). Notons que
les colonnes de Â sont obtenues dans un ordre arbitraire et à un facteur d’échelle près.

5.2.3 Reconstruction des sources

L’étape finale de la méthode consiste à estimer les L sources spatiales à partir des spectres
élémentaires et des observations, sous la contrainte de non négativité. Cette procédure est
identique à celle utilisée dans les chapitres 3 et 4. Le lecteur peut se reporter à la Section
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3.2.1.3 illustrant l’utilisation de l’algorithme NNLS [88] dans notre contexte.

En pratique, l’algorithme de SIBIS se résume donc à :

Entrées : X l’ensemble des bandes spectrales observées, L le nombre de sources.
Sorties : A les spectres élémentaires, S les cartes sources.

1. Segmentation du cube de données en régions homogènes :
— Parcours de tout l’espace spatial du cube et estimation pour chaque zone Z du

nombre de sources actives en utilisant la méthode décrite dans la Section 1.3.1.
— Fusion des régions connexes ayant les mêmes sources actives suivant le critère Eq.

(5.6).

2. Détection des paires de zones ayant une unique source en commun (paires IMS) suivant
la relation Eq. (5.7).

3. Estimation de la colonne de la matrice de mélange associée à chaque paire IMS :
— Résolution du système Eq. (5.13) avec la SVD.
— Le paramètre θ ainsi obtenu permet de définir une base de l’intersection des deux

zones avec la relation (5.10) ou (5.11).

4. Classification des colonnes potentielles précédemment obtenues en L ensembles. Le
centre de chaque cluster donne une estimation de chaque colonne de A.

5. Reconstruction des sources par NNLS avec Eq. (3.6).

5.3 Résultats expérimentaux

Pour évaluer les performances de SIBIS, nous réalisons deux expériences. Dans un pre-
mier temps, nous appliquons la méthode SIBIS à des données synthétiques ne contenant
aucune zone (ou pixel) mono-source, mais satisfaisant l’Hypothèse 9. Nous comparons les
performances obtenues avec celles obtenues avec la MC-NMF. Dans un second temps, nous
appliquons la méthode SIBIS aux données de NGC7023-NW cartographiée par IRS-Spitzer
(voir Section 2.6, et plus particulièrement la Figure 2.9 présentant ces données) et nous
comparons les résultats obtenus avec ceux estimés par deux autres méthodes.

5.3.1 Tests sur données synthétiques

Nous construisons 3 cubes de données contenant respectivement 3, 4 et 6 sources. Ces
données synthétiques modélisent, au même titre que celle utilisée dans les chapitres 3 et 4, les
propriétés spectrales des données HIFI-Herschel, i.e. chaque spectre élémentaire ne contient
qu’une unique raie d’émission modélisée par une fonction Gaussienne (voir Section 3.3.1.1).

Les cartes d’abondance associées sont construites de manière à respecter les deux critères
suivants : il n’existe aucune zone (ou pixel) mono-source dans les données et chaque source est
accessible (Hypothèse 9). Pour chaque source spatiale active, les coefficients d’abondance sont
générés suivant une distribution uniforme sur l’intervalle [0.5, 1.5]. La valeur des coefficients
d’abondance appartenant à une région où cette source est inactive est fixée à 0. Pour finir,
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on ajoute à chaque cube de données un bruit blanc Gaussien de manière à obtenir un SNR
de 30, 20 ou 10 dB.

Les mesures de performance utilisées sont le SAM pour les spectres estimés et le NRMSE
pour les cartes d’abondance (voir Section 3.3.2.1 pour plus de détails). L’ensemble des
résultats obtenus est présenté dans le tableau 5.1.

Cube no 1 (3 sources)
SNR 30 dB 20 dB 10 dB

SIBIS
NRMSE 0,32 % 1,12 % 3,24 %

SAM (rad) 4,76e-3 1,43e-2 4,10e-2

MC-NMF
NRMSE 1,45 % 2,35 % 7,39 %

SAM (rad) 1,37e-2 2,69e-2 6,61e-2

Cube no 2 (4 sources)
SNR 30 dB 20 dB 10 dB

SIBIS
NRMSE 0,72 % 2,54 % 15,96 %

SAM (rad) 9,09e-3 3,03e-2 0,18

MC-NMF
NRMSE 9,55 % 13,62 % 17,31 %

SAM (rad) 9,73e-2 0,14 0,16

Cube no 3 (6 sources)
SNR 30 dB 20 dB 10 dB

SIBIS
NRMSE 0,69 % 6,04 % 52,69 %

SAM (rad) 9,34e-3 7,79e-2 0,31

MC-NMF
NRMSE 11,25 % 14,77 % 19,94 %

SAM (rad) 7,77e-2 0,10 0,16

Table 5.1 – Mesures de performances obtenus par les méthodes SIBIS et MC-NMF pour
chacun des trois cubes de données simulées. Les résultats en gras identifient les cas où l’esti-
mation de la MC-NMF est meilleure que celle de SIBIS.

Le premier constat est que la méthode SIBIS donne d’excellentes performances sur les 3
cubes de données pour les niveaux de bruit les plus raisonnables. Dans le cas des mélanges
avec un SNR de 30 dB, le NRMSE est inférieur à 1 % et le SAM inférieur à 0,01 rad. Dans
le cas des mélanges avec un SNR de 20 dB, le NRMSE atteint 6 % et le SAM 0,08 rad pour
le cube no 3. Le cas des mélanges contenant 10 dB de bruit est plus mitigé. Les performances
atteintes restent acceptables pour les cubes no 1 et 2, malgré une nette augmentation des
critères de performances vis à vis des mêmes mélanges mais avec un SNR supérieur. En
revanche la méthode échoue à extraire toutes les sources pour le cube no 3 avec 10 dB de
bruit, le NRMSE moyen atteint dans ce cas 53 % et le SAM 0,31 rad.

En comparaison avec la MC-NMF, on constate que SIBIS donne globalement de meilleurs
résultats, à deux exceptions près. Dans le cas du cube no 2 avec 10 dB de bruit, les deux
méthodes sont équivalentes. Dans le cas du cube no 3 avec 10 dB de bruit, la méthode SI-
BIS échoue dans la décomposition, alors que la MC-NMF donne une estimation grossière de
toutes les composantes (20% pour le NRMSE et 0,16 rad pour le SAM).
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Nos premières conclusions impliquent que l’erreur conséquente observée pour les cubes
no 2 et 3 avec 10 dB de bruit est due à la méthode d’estimation du nombre de sources (méthode
connue pour être sensible au bruit). Les erreurs d’estimation du nombre de sources entrâınent
une segmentation incorrecte du domaine d’analyse et donc une estimation approximative des
différentes bases nécessaires à la méthode.

De plus, un faible nombre d’observations rend l’estimation du nombre de sources plus
difficile, les zones d’analyse de 5 × 5 pixels contiennent peu d’observations pour estimer
correctement un nombre élevé de sources. En effet, on constate dans le cas d’un mélange de
trois sources avec 10 dB de bruit, que la méthode SIBIS donne des résultats très corrects.
Ceci est dû au faible nombre de sources dans chaque région homogène d’une part (2 sources
par région) et au fait que les régions homogènes sont plus grandes dans le cube no 1 que dans
les deux autres, d’autre part.

Cependant, si les données sont correctement segmentées, la construction d’une base pour
chaque zone et pour chaque intersection avec la SVD a un “effet moyenneur” sur les observa-
tions contenues dans chaque zone. Ainsi, le bruit blanc ajouté aux observations est atténué
par la SVD.

5.3.2 Test sur données réelles

Dans cette seconde expérience, nous appliquons SIBIS aux données de NGC7023-NW
cartographiée par IRS-Spitzer. Nous comparons les résultat obtenus à ceux obtenus par deux
autres approches. Dans une première étude, O. Berné et al. [16] ont utilisé la NMF pour
réaliser la décomposition du cube hyperspectral. La méthode géométrique MASS étudiée
dans le chapitre précédent est également applicable à ces données (voir [23]). En effet, la
présence de pixel observés mono-sources est une hypothèse réaliste dans ce cas. En revanche,
à cause du faible nombre de pixels (29×39), l’image ne contient pas de zones mono-sources (ou
quasiment mono-sources) permettant l’utilisation de SpaceCORR ou de ses versions hybrides.
Cependant, la distribution des sources spatiales obtenues par la NMF suggère que chaque
source est spatialement accessible, l’Hypothèse 9 est valide.

Les résultats obtenus sont présentés sur la Figure 5.3. On notera que les spectres extraits
sont normalisés tels qu’ils s’intègrent à 1 et sont présentés dans un ordre arbitraire. Cela
renforce la confiance à l’égard des résultats de ces trois méthodes dans ce contexte réellement
aveugle, i.e. où les spectres élémentaires sont inconnus.

On observe que la méthode SIBIS réalise la décomposition du cube avec succès. Les
composantes spectrales estimées sont équivalentes à celles extraites par la NMF ou par MASS.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de SAS géométrique. L’objectif visé
était de proposer une extension à la méthode SpaceCORR utilisant de petites zones d’ana-
lyse parcimonieuses pour résoudre le problème de SAS. Cette extension se traduit par le
relâchement de l’hypothèse de présence de zones mono-sources en permettant que plusieurs
sources soient actives par zone. La méthode SIBIS nécessite des données présentant la pro-
priété de parcimonie suivante : il existe pour chaque source au moins une paire de zones

155



(a) Spectre 1 (b) Spectre 2

(c) Spectre 3

Figure 5.3 – Composantes spectrales extraites des données de NGC7023-NW cartographiée
par IRS-Spitzer. Les spectres en bleu sont ceux extraits avec la NMF, ceux en noir sont
extraits avec MASS et ceux en rouge sont extraits avec SIBIS.

d’analyse partageant uniquement cette source.

Nous avons ensuite effectué des tests préliminaires sur données synthétiques permettant
d’évaluer les performances de la méthode en comparaison aux performances atteintes par la
MC-NMF. Pour finir, nous avons utilisé SIBIS sur un jeu de données réelles. Les résultats
obtenus sont équivalents à ceux obtenus par la NMF et par MASS et nous permettent de
valider cette approche.

Ces tests préliminaires ouvrent plusieurs pistes d’amélioration de la méthode, avec en
priorité celle de rendre l’estimation du nombre de sources actives dans une zone plus robuste
au bruit. On définit ci-après un ensemble de tests complémentaires et variantes possibles pour
la méthode :

— La construction de données synthétiques plus réalistes permettrait d’évaluer plus fi-
nement les performances et les possibilités de la méthode SIBIS.
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— La méthode permettant aux signaux d’avoir des échantillons négatifs, l’étude du cas
de données non négatives dans lesquelles le bruit introduit des valeurs négatives serait
intéressante.

— L’hybridation de SIBIS avec la MC-NMF, au même titre que les méthodes SpaceCORR
et MASS, permettrait d’améliorer les performances de SIBIS dans les situations cri-
tiques d’accessibilité des sources et de niveau de bruit trop élevé.

— Une extension intéressante de la méthode serait de combiner SIBIS avec SpaceCORR
pour prendre en compte la présence dans les données d’éventuelles zones mono-sources.

157



158



Conclusion générale et perspectives

Dans le cadre de cette thèse, nous nous sommes intéressés à la résolution du problème
de mélange des données hyperspectrales issues de la cartographie des régions de photodis-
sociation en astrophysique. Nous avons, dans un premier temps, étudié la littérature et les
méthodes déjà utilisées dans ce contexte. Dans un second temps, nous avons proposé nos
propres contributions pour valider, puis améliorer les résultats existants, ou permettre de
résoudre des cas de mélange plus difficiles.

La première partie du manuscrit portant sur l’état de l’art de la SAS et de l’imagerie hy-
perspectrale nous a permis de définir progressivement le positionnement de nos travaux. Dans
le premier chapitre, nous avons présenté les principes de la SAS ainsi qu’un panorama des
différentes classes de méthodes existantes pour traiter le cas d’un mélange linéaire instantané
pour une application quelconque.

Dans le second chapitre, nous avons abordé les différents aspect de la SAS pour la
décomposition d’images hyperspectrales en observation de la Terre et en astrophysique. Le
cas de l’observation de la Terre ne nous concerne pas directement mais cette application
étant abondamment étudiée dans la littérature, il était nécessaire de l’évoquer dans ce ma-
nuscrit. Nous avons donc, pour ces deux applications, décrit les phénomènes de mélange puis
détaillé la modélisation des données, en insistant sur l’absence de somme à un des coefficients
d’abondance rendant inutilisable la majorité des méthodes de SAS employés en observation
de la Terre. Nous avons ensuite établit un panorama des méthodes SAS utilisées en imagerie
hyperspectrale.

Pour finir sur cette première partie, nous avons détaillé la nature de nos images. Les trois
jeux de données hyperspectrales à notre disposition présentent les caractéristiques suivantes :
les sources (spatiales ou spectrales) sont corrélées, les données sont non négatives et elles
présentent de la parcimonie conjointe spatiale. L’étude des méthodes de la littérature et des
propriétés de nos données nous a donc permis d’affiner notre choix méthodologique.

Notre première contribution a été détaillée dans le chapitre trois. En premier lieu, nous
avons étudié les limites des méthodes NMF et SpaceCORR utilisées seules puis proposé
plusieurs solutions pour améliorer les résultats obtenus par les méthodes seules. La première
solution proposée est d’initialiser la NMF avec les résultats obtenus par SpaceCORR. Ainsi,
même si SpaceCORR fournit une estimation grossière d’une ou plusieurs composantes, les
résultats approximatifs sont affinés par la NMF. Les autres solutions proposées ont abouti à
la construction des méthodes MASS et SIBIS détaillées dans les chapitres quatre et cinq.

Pour évaluer l’apport des méthodes hybrides par rapport à l’utilisation de la NMF et de
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SpaceCORR seules, nous avons construit un ensemble de données synthétiques réalistes per-
mettant de mesurer l’impact du taux de parcimonie, du nombre de sources et du niveau de
bruit sur les résultats. Nous avons ainsi pu définir les conditions d’application des méthodes
hybrides. Pour finir, nous avons validé ces expérimentations en appliquant nos méthodes sur
données réelles et en comparant nos résultats à ceux obtenus avec les méthodes NMF et Spa-
ceCORR utilisées seules. La pertinence des résultats nous a permis de valider cette première
proposition.

Dans le chapitre quatre, nous avons proposé une méthode originale permettant de réduire
la dimension des zones d’analyse de la méthode SpaceCORR à un unique pixel. La méthode
géométrique MASS nécessite en contrepartie des données non négatives. MASS est basée sur
l’hypothèse qu’il existe pour chaque source au moins un pixel observé où seule cette source
est active. Nous avons également proposé une hybridation de MASS et de la NMF pour tirer
parti des avantages des deux méthodes utilisées seules.

Nous avons évalué les performances de MASS et de ses versions hybrides sur les mêmes
données synthétiques que celles utilisées pour SpaceCORR. Nous avons ainsi pu définir les
conditions d’application de MASS. De plus, cela nous a permis de comparer les performances
de SpaceCORR et de MASS ainsi que de leurs version hybrides respectives. Pour finir, nous
avons utilisé MASS et ses versions hybrides sur les données réelles qui ont motivé cette contri-
bution. La cohérence des résultats obtenus, nous permet de valider l’efficacité de la méthode
MASS.

Dans le chapitre cinq, nous avons proposé une méthode originale permettant aux petites
zones d’analyse utilisées par SpaceCORR d’avoir plusieurs sources actives. La méthode SIBIS
est basée sur l’hypothèse qu’il existe pour chaque source au moins une paire de zones d’analyse
partageant uniquement cette source.

Pour évaluer les performances de SIBIS, nous avons effectué des tests préliminaires sur
données synthétiques et comparé ces résultats avec ceux obtenus avec la NMF. Pour finir,
nous avons utilisé SIBIS sur un jeu de données réelles. Les résultats obtenus sont équivalents
à ceux obtenus par la NMF et par MASS et nous permettent de valider cette approche.

En bilan de ces travaux de thèse, l’ensemble des méthodes proposées a été appliqué
sur des données réelles. Il en ressort deux points importants. Tout d’abord les méthodes
hybrides proposées permettent un réduction significative de la dispersion des solutions de la
NMF, rendant la solution obtenue quasi-unique. Cette propriété permet d’affiner les résultats
obtenus précédemment avec le NMF utilisée seule. D’autre part l’utilisation des versions
hybrides de MASS a permis de décomposer une image hyperspectrale en un jeu de spectres
élémentaires et de cartes d’abondance associées physiquement interprétables alors que la
NMF utilisée seule ne donnait pas de résultats cohérents.

Les méthodes originales MASS et SIBIS sont présentées respectivement dans les articles
[23] et [24].

Par ailleurs, les résultats concluants obtenus avec MASS et SIBIS permettent d’envisager
plusieurs perspectives ou compléments mentionnés ci-dessous.
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En ce qui concerne la méthode MASS :
— Il serait intéressant de comparer la méthode MASS aux rares méthodes géométriques

de la littérature basées sur la présence de pixels purs mais ne nécessitant pas la somme
à un des coefficients d’abondance.

En ce qui concerne la méthode SIBIS :
— La construction de données synthétiques plus réalistes permettrait d’évaluer plus fi-

nement les performances et les possibilités de la méthode SIBIS.
— Puisque la méthode permet aux signaux sources d’avoir des échantillons négatifs,

l’étude du cas de données dans lesquelles le bruit introduit des valeurs négatives serait
intéressante.

— L’hybridation de SIBIS avec la MC-NMF, au même titre que les méthodes SpaceCORR
et MASS, permettrait d’améliorer les performances de SIBIS dans les situations cri-
tiques d’accessibilité des sources et de niveau de bruit trop élevé.

— Une extension intéressante de la méthode serait de combiner SIBIS avec SpaceCORR
pour prendre en compte la présence dans les données d’éventuelles zones mono-sources.
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[15] O. Berné, C. Joblin, Y. Deville, P. Pilleri, J. Pety, D. Teyssier, M. Gerin, and A. Fuente.
Blind decomposition of herschel-hifi spectral maps of the ngc 7023 nebula. In procee-
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source separation using nmf to unmix urban hyperspectral images. IEEE Transactions
on Signal Processing, pages 1822–1833, 2014.

[102] I. Meganem, Y. Deville, and M. Puigt. Blind separation methods based on correlation
for sparse possibly-correlated images. IEEE International Conference ICASSP, pages
1334–1337, 2010.
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