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Développement de de modéles réduits adaptatifs pour le controle
optimal des écoulements

Résumé

La résolution des problémes de controle optimal nécessite des temps de calcul et des
capacités de stockage tres élevés. Pour s’affranchir de ces contraintes, il est possible
d’utiliser les méthodes de réduction de modeles comme la POD (Proper Orthogonal
Decomposition). L'inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable
que pour des parameétres situés dans un voisinage proche des parametres pour lesquels
elle a été construite. Par conséquent, en controle optimal, cette base peut ne pas étre
représentative de tous les parametres qui seront proposés par l'algorithme de controle.
Pour s’affranchir de cet handicap, une méthodologie de contrdle optimal utilisant des
modeles réduits adaptatifs a été proposée dans ce manuscrit. Les bases réduites adaptées
sont obtenues & 1'aide de la méthode d’interpolation ITSGM (Interpolation on Tangent
Subspace of Grassman Manifold) ou de la méthode d’enrichissement PGD (Proper Ge-
neralized Decomposition). La robustesse de cette approche en termes de précision et
de temps de calcul a été démontrée pour le contrdle optimal (basé sur les équations
adjointes) des équations 2D de réaction-diffusion et de Burgers. L'approche basée sur
I'interpolation ITSGM a également été appliquée avec succes pour controler I'écoulement
autour d'un cylindre 2D. Deux méthodes de réduction non intrusives, ne nécessitant
pas la connaissance des équations du modele étudié, ont également été proposées. Ces
méthodes appelées NIMR (Non Intrusive Model Reduction) et HNIMR (Hyper Non
Intrusive Model Reduction) ont été couplées a un algorithme génétique pour résoudre
rapidement un probleme de contrdle optimal. Le probléme du controle optimal de 1’écou-
lement autour d'un cylindre 2D a été étudié et les résultats ont montré l'efficacité de
cette approche. En effet, 'algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR a permis
d’obtenir les solutions avec une bonne précision en moins de 40 secondes.

Mots clefs : Modeles d’ordre réduit, Décomposition Orthogonale aux valeurs propres
(POD), Proper Generalized Decomposition (PGD), controle optimal, interpolation de
bases, Algorithme génétique.
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Development of adaptive reduced order models for optimal flow

control

Abstract

The numerical resolution of adjoint based optimal control problems requires high com-
putational time and storage capacities. In order to get over these high requirement, it is
possible to use model reduction techniques such as POD (Proper Orthogonal Decomposi-
tion). The disadvantage of this approach is that the POD basis is valid only for parameters
located in a small neighborhood to the parameters for which it was built. Therefore, this
basis may not be representative for all parameters in the optimizer’s path eventually
suggested by the optimal control loop. To overcome this issue, a reduced optimal control
methodology using adaptive reduced order models obtained by the ITSGM (Interpola-
tion on a Tangent Subspace of the Grassman Manifold) method or by the PGD (Proper
Generalized Decomposition) method, has been proposed in this work. The robustness
of this approach in terms of precision and computation time has been demonstrated for
the optimal control (based on adjoint equations) of the 2D reaction-diffusion and Burgers
equations. The interpolation method ITSGM has also been validated in the control of
flow around a 2D cylinder. In the context of non intrusive model reduction, two non-
intrusive reduction methods, which do not require knowledge of the equations of the
studied model, have also been proposed. These methods called NIMR (Non-Intrusive
Model Reduction) and HNIMR (Hyper Non-Intrusive Model Reduction) were developed
and then coupled to a genetic algorithm in order to solve an optimal control problem
in quasi-real time. The problem of optimal control of the flow around a 2D cylinder has
been studied and the results have shown the effectiveness of this approach. Indeed, the
genetic algorithm coupled with the HNIMR method allowed to obtain the solutions with
a good accuracy in less than 40 seconds.

Keywords : Reduced order models, Proper Orthogonal Decomposition (POD), Pro-
per Generalized Decomposition (PGD), Optimal control, Interpolation of reduced bases,
Genetic algorithms.
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INTRODUCTION GENERALE

Les problemes d’optimisation sous contraintes, ou problémes de controle optimal, in-

terviennent dans de nombreuses applications industrielles. Pour pouvoir les résoudre,
ces problemes sont généralement transformés en des problemes d’optimisation sans
contraintes par l'introduction de multiplicateurs de Lagrange. Ces problemes d’optimisa-
tion sans contraintes sont résolus par une méthode de descente classique de type gradient
nécessitant plusieurs fois la résolution des équations d’état et des équations adjointes, ce
qui est cotiteux en temps de calcul. De plus, comme la résolution du probleme adjoint,
qui dépend de la variable d’état, se fait en remontant le temps, la variable d’état préa-
lablement calculée doit étre disponible donc stockée : ce qui nécessite des capacités de
stockages importantes. Ainsi, les ressources de calcul et les capacités de stockage tres éle-
vées représentent un inconvénient majeur a la mise en ceuvre de cette approche.
Pour s’affranchir de ces difficultés, il est possible d’utiliser les méthodes de réduction de
modeles. Ces méthodes facilitent, d'une part, le stockage et le traitement de données de
trés grande taille et permettent, d’autre part, d’obtenir rapidement et a faible cotit la dy-
namique temporelle de phénomenes complexes. Elles consistent a approximer la solution
h(t,x,0) d’'un probleme physique sur un sous espace vectoriel de faible dimension (en-
gendré par une base réduite ¢ (x,0)), capable de capturer les caractéristiques dominantes
et les propriétés les plus élémentaires de ce probleme. Ainsi, la solution s’écrit

9
h(tx,0) ~ Y a"(t,0)¢"(x,0)
k=1

ol g est la dimension de la base censée étre significativement petite, § un parametre de
contrdle et al, ..., af représentent les coefficients temporels a déterminer. Une fois la base
réduite construite, les coefficients temporels sont obtenus par la résolution d’un systéme
d’équations différentielles de taille q résultant de la projection de Galerkin des équations
gouvernant le probleme étudié sur chaque élément de la base réduite.

De nombreuses techniques de réduction existent, ce qui les différencie, c’est le principe
de construction de la base ¢. Parmi les différentes méthodes de réduction de modele,
il est possible de distinguer deux grandes familles, celle dite "a posteriori" qui nécessite
une connaissance préalable des solutions du probléme afin de construire la base réduite,
et celle dite "a priori" qui ne nécessite aucune information préalable du probleme. Dans
ce manuscrit, deux méthodes de réduction de modéles sont considérées. La premiére
est la POD (Proper Orthogonal Decomposition) qui est la méthode a posteriori, la plus

utilisée en raison de son optimalité & produire une base de rang minimal contenant la



Introduction générale

quasi totalité de l'information présente dans I'ensemble des snapshots nécessaires a sa
construction. La seconde est I’approche "a priori" appelée PGD (Proper Generalized De-
composition) qui est une méthode itérative dont le principe est d’enrichir la base réduite
a chaque itération par un nouveau mode.

Le controle optimal couplé a des modeles réduits obtenus par POD, a été utilisé dans
de nombreuses applications. Il consiste a construire une base POD pour un ou plusieurs
parametres de controle d’apprentissage, et a formuler le probleme de controle optimal
réduit associé, pour lequel les coefficients temporels représentent les variables d’état.
Ainsi, la dimension du probleme de controle est drastiquement réduite et sa résolution
devient tres rapide. L'inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable
que pour des parameétres situés dans un voisinage proche des parametres pour lesquels
elle a été construite. Par conséquent, en controle optimal, cette base peut ne pas étre
représentative de tous les parametres qui seront proposés par 1’algorithme de controle.
Dans le but d’améliorer cette approche classique, I’objectif de cette these est de développer
des méthodes d’interpolation ou d’adaptation de bases réduites rapides, permettant de
mettre a jour les modéles réduits a chaque itération de l'algorithme de controle. Dans un
premier temps, un algorithme de contrdle optimal réduit, basé sur les équations adjointes,
avec une phase d’adaptation de bases est proposé. Dans ce cas, I'adaptation de bases se
fait par deux approches. La premiere, notée ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace
of Grassman Manifold), consiste a construire un échantillonnage de bases POD pour
différents parametres de contrdle, puis a interpoler ces bases, en passant par l'espace
tangent de la variété de Grassman, pour obtenir la base correspondant a un nouveau
parametre. La seconde consiste a adapter, en utilisant la méthode PGD, la base associée
au parametre de l'itération précédente pour qu’elle soit valide pour le parametre de
l'itération courante.

La seconde partie de cette these est consacrée au développement d"une nouvelle méthode
de réduction de modele non intrusive, appelée NIMR (Non Intrusive Model Reduction).
Cette méthode consiste a interpoler a la fois les bases spatiales et temporelles obtenues
par POD, en utilisant la méthode ITSGM; puis a appliquer un processus de calibration
aux bases interpolées afin d’obtenir des bases ayant la structure des bases POD. Le
probléme de calibration de ces bases revient a résoudre un probleme d’optimisation sous
contraintes dont la solution est analytiquement déterminée. Une variante de cette mé-
thode notée sous I'acronyme HNIMR, qui permet de réduire drastiquement les temps de
calcul de méthode NIMR, est également proposée. Ces approches sont ensuite couplées a

un algorithme génétique pour le controle optimal des écoulements.

Ce manuscrit est organisé de la fagon suivante :

— Le Chapitre 1 est consacré a la formulation d’un probleme de controle optimal. La
premiere partie de ce chapitre concerne une bréve description théorique de 1'opti-
misation sur un ensemble convexe fermé. La deuxieme est dédiée a une description
détaillée de la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour un probleme géné-
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ral d’optimisation ot les contraintes sont décrites par des équations aux dérivées
partielles. Enfin, le chapitre se termine par la formulation du probléme de controle
optimal associé aux écoulements fluides.

— Le Chapitre 2 est dédié a la réduction de modeéles et a la formulation du probleme
de contrdle optimal réduit. Un apercu de quelques méthodes de réduction de mo-
deles existantes est tout d’abord donné, avec un focus sur la méthode POD dans
sa version discrete. La construction du modéle réduit par la projection de Galerkin
et la dérivation du modele réduit associé aux équations de Navier-Stokes seront
détaillées dans la deuxiéme section. Enfin, 1'utilisation des modéles d’ordre réduit
dans le contexte du controle optimal est examinée dans la derniere partie.

— Le Chapitre 3 est voué a la description des méthodes d’adaptation de bases ré-
duites. Ce chapitre commence par un bref rappel des méthodes d’interpolation
usuelles qui seront utilisées dans ce manuscrit. La deuxiémes partie est consacrée
a la description de la méthode d’interpolation des bases réduites ITSGM (Interpo-
lation on a Tangent Space of the Grassmann Manifold) et la troisieme a la descrip-
tion de la méthode d’adaptation de bases fondée sur la PGD (Proper Generalized
Decomposition). Ces deux méthodes seront couplées a 1’algorithme de controdle
optimal réduit au chapitre 5.

— Le Chapitre 4 est consacré a la description détaillée des méthodes de réduction de
modeles non intrusives NIMR et HNIMR développées dans ce travail de thése. La
robustesse et la précision de ces méthodes sont testées sur le probleme d’écoule-
ment incompressible d'un fluide Newtonien autour d"un cylindre.

— Le Chapitre 5 concerne la mise en ceuvre du contrdle optimal réduit adaptatif basé
sur "équation adjointe ou sur un algorithme génétique. Dans la premiére partie de
ce chapitre, les modifications algorithmiques engendrées par la phase d’adaptation
de bases dans 'algorithme de contrdle optimal réduit (basé sur 1" équation adjointe)
sont décrites. Le potentiel des méthodes d’adaptation de bases ITSGM et PGD dans
cet algorithme est ensuite illustré sur le probleme de controéle optimal des équations
de réaction-diffusion, de Burgers et des équations de Navier-Stokes. La seconde
partie concerne le controle optimal réduit en utilisant un algorithme génétique
couplé avec les méthodes de réduction de modeles non intrusives NIMR et HNIMR.
La pertinence de I’approche en termes de précision et de temps de calcul est évaluée
pour le probleme de contrdle optimal de I'écoulement d’un fluide autour d'un
cylindre.
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Chapitre 1. Optimisation sous contraintes

1.1

1.2

INTRODUCTION

Les problemes d’optimisation sous contraintes sont les problemes pour lesquels une
fonction objectif 7 (x) est minimisée ou maximisée sous une contrainte booléenne N (x).
Ce type de problemes apparait au quotidien dans de nombreuses applications, par
exemple, pour la régulation du trafic routier ou du trafic aérien, la conception de forme,
le pilotage des satellites, le controle d’écoulements, I'optimisation des cofits en économie
... Dans ce travail, les problemes abordés concernent la minimisation d’une fonctionnelle
cotit sous des contraintes décrites par des équations aux dérivés partielles (EDP) non li-
néaires, ou autrement dit, des problemes de controle optimal. La résolution numérique de
ces problémes s’avere complexe a réaliser. En effet, vu la dépendance implicite entre les
variables d’état et les variables de contrdle, une forme explicite des conditions d’optima-
lité est généralement difficile a obtenir. Il est cependant possible de s’affranchir de cette
difficulté a l'aide de la théorie des multiplicateurs de Lagrange introduite par Hestenes
[1] et Powell [2]. En introduisant ces multiplicateurs, le probleme d’optimisation avec
contraintes, se transforme en un probleme d’optimisation sans contrainte pour lequel les
conditions d’optimalités sont explicites. Des algorithmes d’optimisation classiques basés
sur une direction de descente peuvent étre utilisés pour résoudre ce probleme d’optimi-
sation sans contrainte. Cette approche a été intensément étudiée et appliquée dans de
nombreux domaines et en particulier en mécanique des fluides [3][4][5][6]...etc
Ainsi, ce chapitre est dédié a la description théorique et méthodologique de la résolu-
tion des problemes de contrdle optimal. La premiere partie du chapitre est consacrée a
une breve description théorique de I'optimisation sur un convexe fermé et des conditions
d’optimalités associées. La deuxieme partie de ce chapitre est dédiée a la description de
la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour un probleme général d’optimisation
ou les contraintes sont décrites par des équations aux dérivés partielles. Il se terminera
par l'écriture du probléme associé au controle des écoulements fluides pour lequel les
contraintes sont régies par les équations de Navier-Stokes.

OPTIMISATION SUR UN ENSEMBLE K D'UN ESPACE DE BANACH Z

Cette section est dédiée a une bréve description des résultats théoriques et des mé-
thodes numériques pour chercher la solution d"un probleme de minimisation sur un en-
semble convexe fermé. Dans ce cas, le probleme de minimisation s’écrit donc :

min 7 (x) (1.1)

xeKcZ

ou J est la fonctionnelle objectif a minimiser (supposée continiment différentiable au
sens de Fréchet) et x la variable d’optimisation. Z est un espace de Banach etK CZ
est un ensemble convexe fermé de Z. Ce qui suit est un rappel, sans démonstration, des

1. V est appelé espace de Banach, si il est un espace vectoriel muni d’une norme || ||y, et qu’il est complet
pour la topologie induite par cette norme (toute suite de Cauchy est convergente).
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résultats classiques de 1'optimisation. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer entre
autres aux références suivantes [7, 18, 9, 10, 11].

Existence d’un minimum

Si Z est de dimension finie, I'existence du minimum est donnée par le théoréme sui-

vant :

Théoréme 1.1 Soit Z un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K un ensemble
fermé non vide de Z, et J : K —— R une fonction continue sur K, et coercive “infinie a l'infini”,
c’est a dire :

V(x"), C K, lim ||x"|| = 400 = lim J(x") = +o0 (1.2)
n——+oo n—-+oo

Alors il existe au moins un point minimum de J sur K. De plus, de toute suite minimisante de [J
dans K, on peut extraire une sous suite qui converge vers un point minimum sur K.

L’astuce principale pour prouver le théoréme [1.1| réside dans le fait qu’en dimension
finie, les fermés bornés sont compacts. Il suffit alors de montrer que toute suite mini-
misante de J sur K est bornée. Cette propriété est assurée par (1.2). En outre, elle est
automatiquement vérifiée si K est borné.

Toutefois, en dimension infinie, les fermés bornés ne sont pas forcément des compacts

[12]. Dans ce cas, le théoréme se généralise de la fagon suivante :

Théoreme 1.2  Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Banach réflexif Z, et J
une fonction convexe continue et coercive sur K (i.e., qui vérifie la condition (1.2))), alors il existe
un minimum de J sur K. Si de plus [J est strictement convexe sur K, ce minimum est unique.

Un espace de Banach Z est réflexif lorsqu’il coincide avec le dual de son dual (i.e.,
Z = Z**). C’est bien le cas pour une large classe d’espaces tels que les espaces de Hilbert.

Condition d’optimalité
Définissons maintenant la notion de différentiabilité au sens de Fréchet.

Définition 1.1 Soit Z et Y deux espaces de Banach et J une fonction définie sur un voisi-
nage de x € Z i valeurs dans Y. On dit que J est différentiable au sens de Fréchet en x s'il existe
une application linéaire continue L de Z dans Y telle que

J(x+w)=J(x)+ L(w) +o(w), avec limM —

0.
w—0 H(UHZ

On note L = V. J (x). V.J (x) est appelée différentielle, dérivée ou gradient de [J en x.

Pour le cas particulier out Y = R, la différentielle L = V J(x) est une forme linéaire
continue sur Z, c’est a dire que L(w) = (VJ (x),w) . ; ot (-, ) 7. , désigne le crochet de
dualité. En pratique, il n’est pas toujours évident de déterminer la différentielle au sens de
Fréchet. Il apparait donc utile d’introduire une notion plus faible de dérivée dite dérivée
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1.2.3

directionnelle. La dérivée directionnelle d"une fonction [ en un point x € Z suivant une
direction z € Z est définie par
J(x +62) = J(x)

(Vj(x),z>z*,z = (lsiﬂ% 5 (1.3)

Si de plus, pour toute direction z € Z la dérivée directionnelle en un point x existe et que
z — (VJ(x),z) ;- ; est une application linéaire continue de Z dans Y, alors on dit que J
est différentiable au sens de Gateaux en x. On note que la différentiabilité d"une fonction
au sens de Fréchet implique sa différentiabilité au sens de Gateaux. La réciproque est en
général fausse, méme en dimension finie.

La condition d’optimalité pour le probleme est donnée par le théoréeme suivant :

Théoreme 1.3  Soit x € K. On suppose que J est différentiable en x. Si x est un minimum
local de J sur K, alors
(VI (x),z=x)7., >0 VzeK (1.4)

Notons que la condition nécessaire (1.4), dite inéquation d’Euler, devient nécessaire et
suffisante si en plus [J est convexe. Il faut aussi remarquer que si K = Z, I’équation (1.4)
se réduit simplement a I’équation d’Euler V.7 (x) = 0.

Algorithme de descente lorsque K = Z

a) Construction d’une suite minimisante
On se place dans le cas K = Z, le probleme d’optimisation devient donc

minJ7 (x) (1.5)

xezZ

La résolution de ce probleme s’effectue généralement a 1’aide des algorithmes d’optimisa-
tion dits de descente. L'idée des algorithmes de descente est de chercher pour le candidat
x" € Z, une direction d" € Z telle que x,(t) Y J (x" + td") est décroissante a t = 0, c’est
a dire

Vxn(0) = (VI (x"),d"),. , <0.
Cette descente peut toutefois étre tres petite. Afin de vérifier la qualité de la direction de
descente, pour 1 > 0 fixé, il est naturel de vérifier la condition (condition sur 1’angle)

(VT d%) g 7 2V T ()2 |1d"]] 2 (1.6)
Ces approches nécessitent également le choix d’un pas de descente ¢” de telle sorte que
Xn(@") < xn(0).

Les algorithmes de descente consistent donc a construire une suite minimisante (xy),eN
telle que |, — x*| n%—gO 0. Le nouveau itéré de la suite est calculé a 1’aide de la relation de
récurrence suivante

xn+1 = x" 4 od"
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Les différentes étapes des algorithmes de descentes sont répertoriés dans l'algorithme

Algorithme 1 : Algorithme de descente

1 choisir un vecteur initial x%;

2 forn=1,2,--- do

3 | Si|IVI(x")]| < ¢ STOP;

4 | Choisir une direction de descente d" € Z telle que (VJ (x"),d"),. , <0;
5 | Choisir un pas de descente 0" > 0 tel que J (x" + ¢"d") < J(x");

6 Déterminer le nouveau itéré x"+1 = x" 4 o"'d".

7 end

b) Conditions d’admissibilité
Dans le cadre général, il n’est pas encore possible de prouver une convergence globale
de l'algorithme (1} Pour y parvenir, des conditions supplémentaires sur la qualité de la
direction de descente ainsi que sur les pas de descente seront nécessaires. Ces conditions
sont dites conditions d’admissibilité et sont données comme suit :

— Admissibilité des directions de descente d"

(VI ("), d") 707 nseo

R0 = |[VI(x")||z= =50
[la"[z
— Admissibilité des pas de descente "
"Hotdt) < ") Vnet VJ("),d"),. o
T o) < TG et (VT
T (x" + od") — T (x| =50 [d"||z
(VI d" ., . o
L’expression ] = n’est autre que la pente de J au point x" dans la direction
z
d", définie par
n VI xM),d".,.
dj(xn+t d >‘ _ VI, ",
dt [ld"[|z ) le=0 [ld"[|z

Par conséquent, la propriété d’admissibilité des pas de descente signifie que si la dé-
croissance de J devient de plus en plus petite, la pente suivant les directions 4" devient
également de plus en plus petite. La propriété d’admissibilité des directions de descente
quant a elle, signifie que si la pente le long de d" devient de plus en plus petite, alors les
fortes pentes possibles deviennent de plus en plus petite. Ces deux conditions permettent
de prouver la convergence globale de 1’algorithme de descente énoncée dans le théoréme

suivant :

Théoréme 1.4 Soit J continfiment Fréchet différentiable et x", d", o™ généré par I'algo-
rithme de descente 1| On suppose que dy, 0" sont admissibles et que J (x™) est bornée inférieure-
ment. Alors

lim V.7 (x") = 0. (1.7)

n—oo

En particulier, tout point d’accumulation de x" est un point stationnaire.
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Démonstration. Soit J* = ir;gj(x”) > —oo. Alors, d’apres J (1" + o"d") — J(x") < 0 on
n>
aJ((x") — J*et

j(xO) o j* — ij(xn) o j(anrl) — ij(xn) . j(xn _’_U.ndn)‘

n=0 n=0

ceci implique que J(x" + ¢"d") — J(x") "=5 0. Ainsi, d’apres I'admissibilité de ¢ on

obtient
(VTG g 0
[la"[z
Il résulte de 'admissibilité de d" que
VT (x")]|z: =5 0

Ensuite, considérons le cas ot x* est un point d’accumulation de x". Alors il existe une
sous suite toujours noté x” qui converge dans Z vers x*. D’apres la monotonie de la suite
J (x™) on conclu que J (x*) < J(x") pour tout n. En appliquant on a par continuité

VJ(x*) = 1limVJ(x") =0.

n—o0

Dans la pratique, deux questions assez fréquentes se manifestent :
1. Comment vérifier si une direction de descente est admissible ?
2. Comment vérifier si les pas de descente sont admissibles ?

Une réponse a la question |1 est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 Les directions de descente d" sont dites admissibles si elles satisfont la condi-

tion (1.6).
Démonstration. Découle directement de la condition (1.6

1VTE),dY,.,
e

VT ()]lze < =
O

Dans le cadre des espaces de Banach, le calcul des directions de descente d" n’est
pas facile. 1l est a noter que par le fait que Z* 5 V.7 (x") ¢ Z la dérivée négative de
J ne convient pas comme direction de descente. Cependant dans le cas particulier des
espaces de Hilbert, en utilisant le théoreme de représentation de Riesz [13], on peut choisir
Z*=Zet(, ")z 7= (,)z Par conséquent VJ (x") € Z et =V J (x") sont des directions
de descente. Les méthodes de descente pour lesquelles d" = —V 7 (x") sont appelées
méthodes de descente de type gradient.
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¢) Exemples de choix de pas de descente
Pour répondre a la question |2, de nombreuses regles pour le choix du pas de descente
existent dans la littérature. Nous décrivons uniquement celles qui sont les plus utilisées :

1. Regle de minimisation

Il semble naturel de déterminer le pas ¢ par la regle de Cauchy comme solution du
probléme de minimisation

miny, (o) (1.8)

>0
Ce pas est appelé pas de Cauchy ou pas optimal [11][14]. Cette méthode est qualifiée
de recherche linéaire "exacte", mais n’est utilisée que pour des cas simple, notam-
ment quand la fonction x, peut étre explicitement exprimée en fonction de .

2. Régle de minimisation bornée

Un nombre s > 0 fixé est choisi et ¢ est calculé comme solution du probleme

min x,(0) (1.9)

o€0,s]

3. Regle d"Armijo

Cette méthode dite inexacte a été développée pour les cas ou le calcul d'un pas
"exact” devient impossible. Soit 4" une direction de descente de J au point x". La
condition d’Armijo [g] consiste a imposer que J décroisse autant qu'une portion

0 € (0,1), et s’exprime comme suit
J " +c"d") = J(x") <o (VT (x"),d") . , (1.10)

Le pas de descente ¢ correspondant est donc choisi comme étant le maximum de
I'ensemble {1,1/2,1/4,--} qui vérifie la condition

d) Exemples de choix de direction de descente

Dans un algorithme de descente, les directions de descente peuvent étre obtenues en
calculant 'opposé du gradient de la fonctionnelle 7 au point courant, c’est a dire d" =
—V J (x). L'algorithme de descente de type gradient est donc défini par la suite récurrente

suivante :
X =x" — 5, VT (x"), o, > 0.

ou le pas 0, peut étre déterminé par 1'une des stratégies présentées dans le paragraphe
précédent. Les directions de descente peuvent également étre calculées a 1’aide de 1al-
gorithme de Newton, qui consiste a chercher les points critiques de la fonction J en
résolvant 'équation :

VJ(x)=0

Supposons que la fonction J est de classe C? et que la matrice hessienne H|[f](x") est
inversible, 1'algorithme de descente de type Newton est défini par la suite récurrente

suivante
K = 2 — oy [HIf](x")] T VI (+"), a0 >0,
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ou d" = —I[H[f](x")] ' VJ(x") est appelée direction de Newton. L'algorithme de
Newton présente 1’avantage d’avoir une convergence quadratique. Toutefois, il présente
quelques inconvénients :

— Un cotit de calcul important dii au calcul de la hessienne H|[f](x") et a la résolution
du systeme linéaire H[f](x")d" = V.J(x"). De plus, I'expression analytique des
dérivées secondes est rarement disponible dans les applications.

— L’absence de convergence si le premier itéré est trop loin de la solution, ou si la
hessienne est singuliere.

— Il n’y a pas de distinction entre minima, maxima et points stationnaires.

En ce qui concerne les applications numériques traitées dans ce manuscrit, seule la mé-
thode de descente de type gradient sera utilisée.

1.2.4 Algorithme de descente lorsque K C Z est convexe fermé

Revenons maintenant au cas ou K C Z est convexe fermé. Un scénario fréquemment
rencontré en pratique, et d’ailleurs celui qui nous intéresse le plus, est lorsque K est défini
comme

K={xeZ, =x <x<xgr presque partout}

avec x1 et xg qui sont bien définis. Il est maintenant devenu tres facile de calculer la
projection Pk sur K [15] de tout élément w € Z en utilisant

Px(w) = max(xy, min(w, xg)) (1.11)

L’algorithme pour le cas ott K C Z est alors obtenu par une légeére modification de 1'al-
gorithme 1} Les étapes d’optimisation sur un convexe fermé sont répertoriées dans 1’algo-
rithme [2|

Algorithme 2 : Algorithme de descente projetée

1 choisir un vecteur initial x° € K;

2 forn=1,2,--- do

3 | Si||[VI(x")]| <e STOP;

4 | Choisir une direction de descente d" € Z telle que (VJ (x"),d"),. , <0;
5 Choisir un pas de descente o, > 0 tel que J (Px(x" + 0,d")) < J (x");

6 Déterminer le nouveau itéré x" 1 = Py (x" + 0,d").

7 end

1.2.5 Cas particulier de I'optimisation quadratique

Soit la fonctionnelle quadratique J : RN — R définie par

T(x) = %(Ax,x) ~ (bx), (1.12)

ot (+,-) désigne le produit scalaire Euclidien canonique de RN, A est une matrice N x N
symétrique définie positive et b € RN. Soit B une application linéaire de RN dans RM
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identifiable a une matrice de taille M x N.
Le probleme d’optimisation sous contraintes consiste & minimiser la fonctionnelle 7 (x)
tel que x appartient au noyau de la matrice B. C’est a dire :

J(x) < J(z),Vz € KerB = {z € RN, Bz = 0},
x € KerB

(1.13)

Ce probleme d’optimisation sous contraintes est un probleme de point selle, dont la so-
lution numérique peut étre calculée en utilisant 1’algorithme d’Uzawa. Il existe plusieurs
variantes de l'algorithme d"Uzawa [16]. Les plus utilisés sont ’algorithme du résidu mi-
nimal (Algorithme [3) et I'algorithme du gradient conjugué (Algorithme [4).

Algorithme 3 : Algorithme d'Uzawa (résidu minimal)

1 Pour n = 0 choisir un vecteur initial £* € RM et calculer xX* = A~1(b — BT¢Y) ;

2 &", x" connus, on détermine z", p,, ¢"*1, x"*! par

" = —A"'BTBx", (1.14)
(Bx", Bz")

Pn = —W (1.15)

gl =¢" + puBx", (1.16)

X" = x4 o2 (1.17)

OPTIMISATION SOUS CONTRAINTES : CONTROLE OPTIMAL

Position du probleme

L'objectif de cette section est de traiter la classe des problemes variationnels de la
forme
min J(y,0) sur (y,0) € V x K (1.25)

sous la contrainte

N(y,0)=0 (1.26)

ot J : VxZ — R désigne la fonctionnelle cotit, et N : V x Z — W décrit 'équation
des contraintes appelée aussi équation d’état. De plus, nous supposons que K C Z est un
ensemble convexe fermé de Z et V, W et Z sont des espaces de Hilbert. Les problemes qui
s’inscrivent dans le cadre des équations et (1.26) sont assez généraux et se retrouve
dans de nombreux domaines d’application. Ils comprennent notamment les problemes
de contrdle optimal, 'optimisation de forme, les problemes inverses pour l’estimation
de parametres, les problemes de contact et de friction, les problémes de reconstruction
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Algorithme 4 : Algorithme d’Uzawa (gradient conjugué)
1+ Pour n = 0 choisir un vecteur initial &° € RM et calculer xX* = A~1(b — BT¢?) ;
2 On calcule la direction de descente w, par
wo = g0 = —Bxsin =0, (1.18)
w, = —Bx" + A w,_q, sin>1 (1.19)
Bx"[? .
/\n = W S1n Z 1, (1.20)
3 &", x" connus, on détermine z", p,,, &1, x"*1 par
2" = A7'BTw,, (1.21)
= |Bx"|” (1.22)
Pn = (Bx™", Bz") '
gl =" — pywy, (1.23)
D L (1.24)
d’image etc. Dans le contexte du contrdle optimal, la variable y est appelée variable d’état,
6 le parametre de controle, et 7 la fonctionnelle cotit choisie de maniere appropriée pour
atteindre des performances spécifiques. Si N’ permet d’exprimer la variable y en fonction
de 6, alors le probleme décrit par les equations et (1.26) peut étre réduit a
renil?j(y((?),(?) sous la contrainte N (y(6),6) = 0. (1.27)
S
La relation entre les variables y et 6 est assurée par 1’équation (1.26). Cette relation est
typiquement décrite par des equations aux dérivées partielles définies sur () et évoluant
en temps sur |0, T]. En particulier, dans ce manuscrit, on s’intéresse a des problemes
d’optimisation dont les contraintes sont des équations au dérivées partielles et les espaces
fonctionnelles sont des espaces de Hilbert tels que
V =L12%(0,T; H(Q)) W = L2(0,T; L2(Q)) Z =R%
1.3.2 Calcul des directions de descente

D’un point de vu numérique, l'implémentation d"un algorithme de descente permet-
tant de fournir une solution pour un probléme de type nécessite le calcul des di-
rections de descente. Celles ci peuvent étre évaluées en calculant le gradient de la fonc-
tionnelle par rapport a la variable d’optimisation. Toutefois, I'évaluation du gradient de
la fonctionnelle est généralement difficile. Cette difficulté découle de la dépendance im-
plicite entre la variable d’état et la variable d’optimisation, via 1’équation des contraintes
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(1.26). Une approche possible pour évaluer V7 consiste simplement & utiliser ’approxi-
mation de Taylor de premier ordre. Une autre approche plus précise consiste a utiliser la
méthode des sensibilités. Enfin, une troisieme approche consiste a traiter y et § comme des
variables indépendantes et a utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange [17][18].
Comme déja mentionné précédemment, cette derniere approche permet de transformer
le probléme d’optimisation sous contraintes en un probleme d’optimisation sans
contrainte facile a résoudre. L'évaluation de V7 par les trois approches mentionnées est
décrite ci apres.

L’expression du gradient de la fonctionnelle objectif par rapport a la variable d’optimisa-

tion 6 € Z s’exprime comme suit
VoT (y,0) = 9y T (y,0)y'(6) + 90T (y,6) (1.28)

Dans cette expression, on note bien que les termes 9,7 (y,6) et d9J (y,6) sont faciles a
évaluer. En revanche, le terme de sensibilité y'(6) est difficile a évaluer.

a) Approximation de Taylor d’ordre 1
Afin d’évaluer le terme de sensibilité y'(6), il est possible d’approximer la ligne tangente
de y(0). Cette approximation est appelée approximation polynomiale de Taylor d’ordre 1

et est définie pour ¢ suffisamment petit comme suit

y(8) ~ y(6 —ed6) +&(y'(6),56)

ceci implique que
0) —y(60 —edb)
€

(' (6),80) ~ U

L'utilisation d"une approximation par différences finies du gradient peut sembler attrac-
tive en raison de sa facilité de mise en ceuvre. Toutefois, cette approche n’est pas recom-
mandée a cause de son manque en précision. De plus, son colit numérique augmente

énormément lorsque la dimension des variables d’optimisation 6 est élevée.

b) Equations de sensibilités
Il est également possible d’évaluer le terme de sensibilité i’ (0) par la résolution du sys-
téme linéaire

Iy N (y,0)y'(6) = —9eN (v, 6) (1.29)
L’avantage de cette approche par rapport a 'approximation de Taylor d’ordre 1 est que
le calcul de y'(0) est plus précis [19] et se fait en une seule étape (résolution de systemes
linéaires). Toutefois, il est nécessaire de résoudre autant de systémes linéaires qu’il y a de
directions possibles. Bien que cette approche soit plus performante que l'approximation
de Taylor d’ordre 1, elle reste quand méme cotiteuse a implémenter.
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¢) Méthode des multiplicateurs de Lagrange
Dans ce paragraphe, on introduit la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour le
calcul du gradient de la fonctionnelle objectif. Cette approche est plus performante et per-
met le calcul du gradient de la fonctionnelle avec un faible cofit par rapport aux deux
approches précédentes.
Supposons que J : VxZ — Ret N : V x Z — W soient continiment Fréchet différen-
tiables, et que la dérivée partielle de A par rapport a y au point (77, 0) satisfait la condition
suivante

oy N (7,0) € L(V,W) est une bijection (1.30)

ol 7 est donné par 7 = y(6). Si 6 est un minimum local pour (1.27), alors
(6-0) Vo (7,6) >0 VoeK (1.31)

On introduit maintenant une définition qui permettra de transformer cette condition d’op-
timalité implicite en une forme explicite et exploitable.

Définition 1.2 Un élément ¢ € W est appelé I'état adjoint associée a la variable d’état i si
il est solution du probleme adjoint suivant :

9T (7,0) + 0N (7,0)"¢ =0 (1.32)
ot 9y N (77,0)* désigne I'opérateur adjoint de d,N (7,0).

Les conditions d’optimalité pour le probleme d’optimisation sous contraintes (1.27)

sont données par le théoréme suivant :

Théoreme 1.5  Soit 0 un minimum local pour ([1.27) et i I'état associé. Si la condition
est vérifiée, alors il existe un état adjoint & € W tel que le systeme d’optimalité suivant est satisfait :

N(,0) =0, (1.33)
9T (7,0) +9yN(7,0)"¢ =0, (1.34)
(6—0)" [90.7(7,0) + 36N (7,6)"¢] >0 V6 K. (1.35)

Démonstration. L'opérateur adjoint 0,V (77, 0)* étant bijectif (voir [20] pour plus de détails),
il existe un état adjoint { € W qui satisfait I'équation (1.34). Pour obtenir les équations
, on calcule Vo J au point (7,6) dans la direction 66 € Z comme suit

(VoJ (7,0),00), = (9T (¥,0),(y'(8),80)),, + (9T (7,6),60),
En utilisant 1'équation adjointe on peut écrire

<V9J(y‘,§),(59>zz < ‘;I<y (9), >>V+<89~7y_ >
:_<'y (7,0)(v'(0),90))y +<89jy_9_ 0),
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Grace a I'équation (1.29) on a

(VoT (7,0),86), = (, (9N (7,0),86)),, + (36T (7,6),99),
=o6" [aeN(y, )C+895(y, )]

Finalement, en choisissant 66 = 6 — @ pour tout 6 € K, puis en utilisant (1.31), on obtient
(6-0)" [90.7(7,0) + 0N (7,0)°¢] > 0.
U

Le systeme d’optimalité formé par les équations (1.33), (1.34) et (1.35) peut facilement
étre obtenu par l'introduction de la fonction de Lagrange, dans laquelle la variable d’état
y et d’optimisation 6 sont supposés indépendantes. La fonction de Lagrange associée au

probleme est donnée par
L:VXZxW-—R
(v,6,8) — L(y,6,8) = T (y,0) + (&N (y,0))w

ou ¢ désigne le multiplicateur de Lagrange. La différentielle du Lagrangien par rapport a
la variable d’état y, suivant la direction dy € V, s’exprime comme suit

<8 L(y,9,%), ‘53/>V <8 J(y,0),0 >V + <€rayN(y19)5y>w
= (9T (v,0),0y)y + (0N (y,0)"¢, o), - (1.36)
Par conséquent, I’annulation de I'équation (1.36)) permet d’obtenir I'équation donnée

par
9yJ (y(6),0) + 9N (y(6),8)"¢ = 0.

De maniere identique, en prenant la différentielle du Lagrangien par rapport 6 suivant la
direction 66 € Z, on obtient

(00L(y,6,8),00); = (90T (v,0),86) ; + (&, 90N (y,6)36)
= (99T (y,0),00) , + (g N (y,0)"E,60) , .
d’ou
L(y,6,8) = 9T (v,6) + 96N (y,0)"¢ (1.37)
Donc, I'équation est également établie par

(9L(7,0,8),0—8), >0 VoEK.

Finalement, le systeme d’optimalité formé par les équations (1.33), (1.34) et (1.35) peut
étre obtenu via I’annulation des dérivées partielles de la fonction de Lagrange par rapport
a ¢, y et 0 comme suit
%L(7,6,0)=0 = N(@70)=
9y L(7,0,5) =0
(0-0)"9L(7,6,6) >0 VoeK =

— QO
<

N

~~

NS

= D

SN—
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1.3.3

En utilisant I'équation (1.37), il est maintenant possible d’évaluer les directions de descente
indépendamment de la dimension du parametre de controle. L’algorithme d’optimisation

en utilisant 'approche des multiplicateurs de Lagrange est détaillé ci apres.

Algorithme de contrdle optimal par I'approche des multiplicateurs de Lagrange

Les étapes de résolution du probleme de controle optimal en utilisant la
méthode des multiplicateurs de Lagrange sont répertoriées dans l’algorithme

Algorithme 5 : Algorithme de contrdle optimal

1 initialisation de l'algorithme : n = 0 et o) = ginit,

2 while E > e do

3 | Résoudre I'équation d’état N (y",6") = 0 pour y" = y(6");
4 Trouver ¢" solution de I"équation adjointe

3y T (y(6)),8) + 3y (y(6"),0)"¢ = 0
5 | Evaluation de la direction de descente par I’équation
dr = —89/3(y”, 0", gn, Kn)

6 Recherche de maniere linéaire du pas de descente o, (regle d’Armijo (1.10));
7 Mise a jour des parametres de controle (1.11)

9n+1 — PK(G” _|_0,ndn)

Evaluation du critére de convergence

Ly 0, et — L(y", 0", 8"))

E= |L(y T, on T, gt

8 end

L'évaluation a chaque itération 1 de dg» £ nécessitera la résolution du probleme d’état
et du probleme adjoint ce qui engendre des temps de calcul important. Il est
a noter que méme si le probleme d’état est non linéaire, le probleme adjoint est toujours
linéaire, et donc il peut étre beaucoup moins cher a résoudre que le probleme direct. De
plus, comme la résolution du probléme adjoint se fait en remontant le temps, les exigences
de stockage pour sa résolution sont malheureusement importantes. En effet, l'opérateur
adjoint est une linéarisation de l'opérateur non linéaire. Si le modéle direct est station-
naire, cela ne représente pas une difficulté significative. Cependant, si celui ci dépend du
temps, la trajectoire entiére de la solution directe doit étre disponible pour assembler le
systeme adjoint. L’approche évidente pour rendre toute la trajectoire de la solution dis-
ponible consiste a stocker la valeur de chaque variable résolue. Cette approche est la plus
simple, et c’est 'option la plus efficace si il y a suffisamment de stockage disponible sur
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la machine. Cependant, pour de longues simulations avec de nombreux degrés de liberté,
il est généralement impossible de stocker toute la trajectoire de la solution.

Pour s’affranchir de ces difficultés de stockage et de temps de résolution, il est possible
d’utiliser les méthodes de réduction de modeles. Ces méthodes permettent de compresser
l'information d’un probleme physique dans un sous espace de petite dimension. Ainsi,
un stockage mémoire tres faible et un acceés quasi-instantané a la dynamique temporelle
du probléme deviennent possible. Ces approches seront décrites au chapitre 2.

CONTROLE OPTIMAL DES ECOULEMENTS

On s’intéresse dans cette section au probléme de controle optimal des écoulements.
Plus particulierement, nous allons présenter le probléme de minimisation d"une fonction-
nelle objectif dont les contraintes sont décrites par les equations de Navier-Stokes.

Probléme de Navier-Stokes

Soit Q un ouvert borné de R? (d = 2,3) et T = I'p UT,, son bord tel queI'p NI, =@.
On note par L*(Q) = [Lz(Q)}d ’espace des fonctions réelles de carré intégrable dans (),
et par (-, )2 et ||| 2(q) le produit scalaire et la norme associés. On introduit ensuite
les sous espaces de L?(Q)) suivants :

H'Y(Q)={ve*(Q): Vvel*O)}
L2(Q) = {v € L2(Q): /dex = 0}
Hyrp (Q) = {v € L*(Q) : v, =g}

Pour p > 1 et V un espace de Hilbert, on définit 1’espace
T
LP(0,T; V) = {v :(0,T) — V: v est mesurable et/ [[o(8)]]} dt < oo} .
0

Considérons maintenant un fluide Newtonien incompressible de viscosité cinématique
constante v, contenu dans (), et soumis a une force volumique externe f. Pour chaque
x € Qett >0 onnote par u = (uy,---,uy)(x,t) et p(x,t) le champs de vitesse et la
pression du fluide. L'équation du mouvement du fluide est décrite par les équations de
Navier-Stokes adimensionnel :

oru — %Au—ku -Vu+Vp=f(0) dansQ x[0,T|

V-u=0 dans Q x [0, T|

u=g sur I'p x [0, T| (1.38)
1

—R—eVu-n—i—anO sur Iy x [0, T|

u(0) =up dans Q)
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ot Re désigne le nombre de Reynolds, et § € RNr les parametres de contréle

1.4.2 Formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes :

Les formulations variationnelles du probleme nécessiteront I'introduction des espaces

fonctionnels suivants
P = L%(Q),
V = Hgr, (Q),
VO = H&,FD (Q)’
Vio={veV:V.v=0}C H(Q),

Vodio ={v € Vo : V-0 =0} C H(Q),

(@)

72
H =V " c12(q)

On définit les formes linéaires, bilinéaires et trilinéaires suivantes :

m: H(Q) x H(Q) — R

(u,v) — m(u,v) = /Q uvdx

a: HY(Q) x H(Q) — R
(u,v) — a(u,v) = /QVu : Vodx

c: HY(Q) x HY(Q) x H}(Q) — R

(u,0,w) — c(u,v,w) = /Q(u-V)v-wdx

d:HY(Q)xP —R

(u,9) — d(u,q) = —/qu-udx

b: H'(Q) — R

v — b(v) :/vadx

dr : H'(Q) xP — R

(u,9) — dr(u,q) = /rqu-nda

2. Ici les parametres de controle apparaissent dans le terme source des équations de Navier-Stokes (1.38).
D’autres situations de contréle peuvent étre envisagées, notamment le controdle sur le nombre de Reynolds
ou sur des parametres liés aux conditions aux limites sur une ou plusieurs portions du bord I'.
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ar : H'(Q) x H'(Q) — R

(u,v) — ar(u,v) :/Vu-nvda
r

Soient t > 0 et up une condition initiale dans H, pour tout couple de fonctions tests
(v,9) € Vp x P, les relations suivantes sont vérifiées :

ar, (w,v) =0
er (U, p) =
1
—ﬁara(u,v) +dr,(v,p) =0
La formulation faible associée au probleme (1.38) s’exprime alors comme suit
Trouver u € L2(0,T; V) et p € L?(0, T; P) tels que
1
m(0m,v) + ﬁa(u,v) +c(u,u,v)+d(v,p) =b(v), YveW (1.39)
d(u,q) =0, VqeP
Considérons maintenant des fonctions tests a divergence nulle v € Vj 4;,, alors
d(v,p) =0

d’ou la formulation variationnelle compacte des équations de Navier-Stokes :

Trouver u € L2(0, T; Vy;,) et p € L2(0, T; P) tels que

1 (1.40)
m(dsu,v) + R—ea(u,v) +c(u,u,v)=>b(v), Yve Vi
Formulation du probleme de contrdle optimal
Considérons la fonctionnelle objectif
1t A2 1 (T |2 Wig2
J(u,0) = 7/ / lu —4|"dx dt + —/ lu(T) —4(T)|"dx + —=|0| (1.41)
2Jo Ja 2Ja 2

ou 7 désigne un champs de vitesse cible, et w un coefficient de régularisation. En toute
évidence, les variables d’état (u, p) sont liées au parametre de controle 6 via 1’équation
de Navier-Stokes (1.38). En tenant compte de cette relation, le probléeme de minimisation
sous contraintes consiste alors a déterminer 6 qui minimise la fonctionnelle objectif (1.41).
Le probléeme de contrdle est alors formulé comme suit

meinj(u, 6) tel que
u € L%(0,T;V) et p € L?(0, T; P) vérifient

i (142)
m(diu,v) + ﬁa(u,v) +c(u,u,v)+d(v,p) =b(v), YoeV

| d(u,q) =0, VgeP
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Le probléme sous contraintes est ensuite transformé en un probleme d’optimisation
sans contrainte par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La fonctionnelle de La-

grange dans ce cas §’écrit

L0008, 70) = T, 0)+ [ =m0, 918) 4 0(,8) 4 el €) + 48, p) — b(0)|
b [ (@ p) — var(e @) e+ [ du, )
+ [m(u,g)]§+/()T/rD x(u — g) do dt

ou ¢, 7t et k¥ sont les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement a 1'équation
de quantité de mouvement, 1'équation de continuité et I'équation des conditions aux li-
mites de Dirichlet. Toute solution du probléme de minimisation satisfait I'équation

variationnelle suivante
DL(u,p,0,¢& m,«)(ou,dp, 00,08, 6m,ox) =0
pour toute direction (éu, dp, 66,0¢, 67, 6x). L'équation adjointe est obtenue en satisfaisant
I'équation
(0uLl(m,p,0,8, 7,x),0u) + (,L(u,p,0,¢ m,x),6p) =0 (1.43)
Le terme (d,c(u, u, ), ou) peut s’écrire en intégrant par parties comme suit
(@uc(at, u, &), 6u) = / (61 - V)u- Edx + / (- V)ou- Edx
0 0
= / (Vu)T& Sudx — / (u-V)E dudx + /(u -n)¢ dudo
0 0 r
L'intégration par parties du terme a(u, {) permet d’écrire
a(6u, &) = /Ag 5udx+/vg n Sudo
De méme pour le terme d(u, 77), on a

d(éu,n):—/ nV-(Sudx:/ Vr 5udx—/7r ou-ndo
0 0 r

Apres substitution des termes ci dessus, 1’équation (1.43) peut alors s’écrire comme suit

—/OT/Qatg (Sudxdt—Rle/QAg',‘ (sudxdt+/0T/Q(Vu)T§ 5udxdt—/OT/Q(u-V)§ Sudx dt
+/0T/r(u-n)z; (Sudadt—Rle/OT/rV(Su-n gdUdH—];e/rVé‘-n Sudo
+/ A4 5udx—/r7t 5u-nd(7~|—/ &(T) (Su(T)dx—/Qéf(O) ou(0) dx

// (5udxdt+/ — 4(T)) 6u(T) dx

T
—//5;9 V'gdxdt—i—//&p §-ndadt—|—/ / kéudo dt = 0.
0 Jo 0o Jr 0o Jrp
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pour toutes directions du et dp telles que

—%V(Su-n%—épn:O, sur I',x]0, T
ou(0) =0, dans Q

V-éu =0, dans Ox]0,T]

dou=0, surI'px]|0,T]

I s’ensuit que 'équation adjointe associée au probleme d’optimisation (1.42)) s’exprime

par

— & —VvAE+ (V) E— (u-V)E+Vr=d—u dans Qx[0,T]

V-&=0 dans Q x [0, T|

=0 sur I'p x [0, T| (1.44)
%Vu-n—f—u-n;‘—rm:o sur I'y x [0, T
&(T)=a(T) —u(T) dans Q)

Finalement, en utilisant les équations adjointes (1.44), les directions de descente liées au
parametre d’optimisation 6 sont évaluées comme suit

T
dy = —3gL = —/ / Eof dxdt — wh (1.45)
0 Q

En pratique, le probleme de controle est résolut en utilisant 1’algorithme[s| Dans 1al-
gorithme, les directions de descente (étape 6) sont évaluées en utilisant 1'équation (1.45),
ot ¢ est solution du systéme adjoint et u est solution du systeme d’état (1.38).
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1.5

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre, le probléeme d’optimisation sous contraintes dans sa forme générale
a été présenté et les conditions d’optimalités ont été dérivées. En pratique la complexité de
ce type de probléme est résolue a 'aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange,
qui transforme le probleme d’optimisation sous contraintes en un probleme d’optimisa-
tion sans contrainte. L’algorithme utilisé pour la résolution de ce nouveau probleme est un
algorithme de descente classique dont les directions de descente sont calculées via 1'éva-
luation du gradient de la fonctionnelle. Ce type d’algorithme nécessite la connaissance
d’un pas de descente qui doit étre soigneusement choisi afin d’éviter les oscillations au-
tour de I'optimum. Il est naturel de chercher le pas optimal qui réalise une descente maxi-
male suivant une direction donnée. Pour des problemes d’optimisation simples, le pas
optimal peut étre analytiquement calculé. Malheureusement dans le cas des problemes
que l'on traite, il est impossible de trouver un pas optimal de maniere analytique. Pour
cela, nous utiliserons une méthode de recherche linéaire basée sur la regle d’Armijo.

La résolution du probléme de controle optimal avec la méthode classique basée sur
I’état adjoint est non réalisable en temps quasi-réel. En effet, pour les problemes non li-
néaires instationnaires, I’évaluation du gradient de la fonctionnelle nécessite la résolution
de I'équation d’état et de I’équation adjointe, ce qui entraine des temps de calcul impor-
tants ainsi qu’un stockage mémoire volumineux. Il est alors indispensable d’avoir recours
a des méthodes qui réduisent considérablement la dimension du probléme d’origine. Une
solution possible est d’utiliser les méthodes de réduction de modeles. Ces méthodes sont
trés répandues dans de nombreux domaines d’application et permettent pour les pro-
bléemes dynamiques, un faible cotit de stockage mémoire, et un acces rapide a la dyna-
mique temporelle. Dans le chapitre suivant, quelques méthodes de réduction de modeles

existantes seront présentées.
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Chapitre 2. Réduction de modeles et optimisation

2.1

INTRODUCTION

Aujourd’hui, les techniques de réduction de modeles deviennent de plus en plus uti-
lisées dans de nombreuses applications nécessitant la manipulation de données volumi-
neuses et/ou la résolution de problémes de grande dimension. Ceci s’explique par le
fait que ces méthodes facilitent, d’'une part, le stockage et le traitement de données de
tres grande taille et permettent, d’autre part, d’obtenir trés rapidement et a faible cott
la dynamique temporelle de phénoménes complexes. En effet, les modéles d’ordre réduit
(ROM) ont pour but d’approximer la solution d"un phénomene complexe dans un sous
espace vectoriel de faible dimension capable de capturer les caractéristiques dominantes
et les propriétés les plus élémentaires du phénomene physique étudié. Ces techniques
consistent donc a réduire la dimensionnalité d’un ensemble de données composé dun
trés grand nombre de variables (corrélées), tout en conservant autant que possible la va-
riation présente dans cet ensemble. Cela revient & approximer une fonction 4(t, x) sur un
domaine d’intérét [0, T] x Q) par une combinaison linéaire d'un nombre fini de fonctions

de base ¢*(x) sous la forme
q

Wt x) ~ Y 0k (£)gk (x) (2.1

k=1

oil g est censé étre significativement petit et af représentent les coefficients temporels,
pouvant étre obtenus via la résolution d"un systéme d’équations différentiels résultant de
la projection de Galerkin du modele complet sur les fonctions de base ¢*(x).

La technique de réduction modele la plus utilisée est la décomposition de Karhunen-
Loeve, appelée également ACP (Analyse en Composante Principale) ou POD (Proper
Orthogonal Decomposition). Dans ce cas, les données sont transformées en un nou-
vel ensemble de fonctions non corrélées ordonnées de sorte que les premiers éléments
conservent la majeure partie de la variation présente dans I’ensemble de données originel.
Les nouvelles fonctions sont appelées composantes principales. Les derniéres compo-
santes identifient les directions dans lesquelles il existe tres peu de variations. Ainsi, une
fois que les composantes principales sont identifiées, il est possible de réduire la dimen-
sion de l’espace d’origine des variables, en ne gardant que les premieres composantes
principales.

Cette approche a été appliquée dans de nombreux domaines : en micro électro mécaniques
par Liang et al. [21], en aéroélasticité [22} 23], en dynamique des structures [24][25][26], en
détection de dommages [27][28][29], en analyse modale [30], en dynamique des réactions
chimiques [31] ...etc. Dans le cadre de la mécanique des fluides, cette approche a été
introduite en 1967 par Lumley [32] pour identifier les structures spatialement cohérentes
d'un écoulement turbulent. Aubry et al,, a la fin des années 80, ont utilisé la base POD
pour construire, par projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur cette base,
un modele d’ordre réduit capable de reproduire la dynamique pariétale de I'écoulement
turbulent dans un canal [33]. Depuis ces travaux, I'approche POD/ROM a été appliquée
pour étudier de nombreux écoulements, notamment I'écoulement dans une cavité en-
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trainé isotherme [34], anisotherme [35] ou encore I'écoulement autour d’un obstacle [36].
Elle a été également utilisée pour étudier la dispersion de polluants dans les écoulement
[37, |38, 39, 40] et en interaction fluide structure (FSI) [41, 42]. D’autres applications de
la POD en hydrodynamique peuvent étre trouvées dans les travaux de Aubry et al. [43],
Berkooz el al. [44][45], Glezer et al. [46], Ciliberto et al. [47][48], Arndt et al. [49], Tinney
[50], Hong et al. [51], Moin et al. [52], Sirovich et al. [53][541[55], Merzlota et al. [56], Glegg
et al. [57], O'Donnell et al. [58]. Bien que la POD soit 1’approche la plus couramment
utilisée, d’autres techniques de recherche de bases de faible dimension existent. On peut
citer par exemple, la méthode BT (Balanced Truncation) adaptée a la réduction de systéme
de controle dont la dynamique est linéarisable [59], la méthode DMD (Dynamic Modes
Decomposition) développée par Schmidt [60] ou la méthode CVT (Centroidal Voronoi
Tessellations) [61]].

Dans ce chapitre, un aperqu de quelques méthodes de réduction de modeles existantes
est tout d’abord donné, avec un focus sur la méthode POD dans sa version discrete. La
construction du modele réduit par la projection de Galerkin et la dérivation du modele
réduit associé aux équations de Navier-Stokes isothermes seront détaillées dans la section
Enfin, 1'utilisation des modeles d’ordre réduit dans le contexte du contrdle optimal

est examinée dans la section

CONSTRUCTION DES BASES REDUITES

On rappelle ici que 1'objectif de cette section est de chercher a approximer une fonction
h(t, x) appartenant a I'espace de Hilbert L? (0, T; H'(Q))) par une combinaison linéaire de
produits de fonctions appartenant a I'espace de Hilbert tensoriel [0, T] ® H'(Q), comme

suit .
Wt x) ~ Y ak (1) gk (x) (2.2)
k=1

en espérant raisonnablement que 'approximation devienne exacte quand g s’approche
de l'infini. L'espace de Hilbert V est équipé d'un produit scalaire (-,-) dont la norme
associée est notée || - ||. Les coefficients notés a* représentent les amplitudes inconnues
de I'approximation. Une fois les fonctions de base ¢* sont choisies, les valeurs d’ampli-
tude sont obtenues par un processus de minimisation défini au sens des moindres carrés

comme suit ,

{ocl,...,oﬂ} = min (2.3)

{¢h.. 01}

%um—ﬁdmdm
=1

En toute évidence, pour la méme fonction k(t, x), la représentation n’est pas unique.
Le choix des fonctions ¢*(x) qui forment une base ¢ (x) pour la fonction h(t, x) est arbi-
traire. En outre, pour chaque choix fait pour la base, un ensemble d’amplitudes différent

correspond. Dans la plupart des cas, la précision cible pour 1’approximation peut étre
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2.2.1

atteinte lorsque g est assez grand. Il est naturel donc de chercher une base capable d’ap-
proximer le mieux possible h(t, x) pour un nombre de modes g le plus petit possible. I
existe une liberté totale dans le choix des fonctions de base ¢*(x), a condition qu’elles
soient linéairement indépendantes. Le choix de 1'ensemble orthonormal vérifiant la pro-
priété
(9 (), 9'(x)) = b

présente des avantages et simplifie la tAiche de détermination des amplitudes de maniére
que chaque a* dépend uniquement de ¢

a(5) = (h(t,%), 9" (x))

En outre, cette base doit étre optimale, dans le sens ol pour chaque valeur de g, I'ap-
proximation doit étre aussi bonne que possible en terme d’erreur au sens des moindres
carrés. En d’autres termes, le but est de chercher une suite de fonctions orthonormales
telles que les g premiers termes assurent la meilleure approximation a g termes. Une fois
trouvée, ces fonctions de bases ordonnées sont appelées les modes propres associés a la
fonction h(t, x). Dans les paragraphes suivants, différentes méthodes de construction de

bases réduites seront présentées et détaillées.

Méthode BT (Balanced Truncation)

Dans cette section, nous rappelons la méthode BT (Balenced Tuncation). Soit le systeme

dynamique linéaire suivant :

dx
yri Ax(t) + BO(t) (2.0
z(t) = Cx(t) + DO(t)

*dp la matrice

ot A € RN-*Nx représente la matrice du systtme dynamique, B € RM
d’entrée, C € R%*Nr Ja matrice de sortie, D € R%*% la matrice de retour, x € RN le
vecteur d’état d’entrée, z € R% le vecteur d’état de sortie, et 0(t) le vecteur d’entrée. La

réduction de ce systeme consiste a produire un systeme similaire

dx

z,(t) = Cyx, () + DO(t)

(2.5)

d’ordre nettement inférieur a celui du systeme originel (7 << Ny), pour lequel z,(t) est
une bonne approximation de z(t) pour les entrées d’intérét 6(t). Dans ce cas, A; € R7*1,
B, € R7*4p, Gy € R%>1, D € R%*%, et 1a dimension de 6(t) et z reste inchanggés.
Un systeme linéaire de la forme est dit équilibré si les Grammiens
e} e}
W, = /o eAtBBTeA' dt W, = /0 eATteCT et (2.6)
admettent des solutions diagonales identiques

W, =W, =X = diag(cy,- - - , 0N, )- (2.7)
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ou W, et W, sont respectivement les opérateurs Grammiens de controlabilité et d’observa-
bilité. Il s’avere que tout systeme peut étre transformé en une forme équilibrée en utilisant
un changement de base X = Qx. Les deux matrices Grammiennes sont transformées par
une transformation de congruence comme suit

Wc - QWCQT/ (2-8)
WO - Q_TWUQ_ll (29)
W.W, = QW.W,Q 1. (2.10)

En utilisant le fait que deux matrices symétriques peuvent étre diagonalisées par le biais
d’une transformation de congruence appropriée, il est possible de trouver la matrice Q
qui résulte en deux matrices diagonales W, et W, telles que W, = W,. Les valeurs propres
de W.W, restent invariantes par similarité. Ces valeurs propres sont appelées valeurs sin-
gulieres de Hankel [62]. Elles emmagasinent les informations importantes du systéme
(2.4). En particulier, les petites valeurs propres correspondent aux sous systémes qui ont
un effet faible sur le comportement entrée sortie du systéeme originel. Ces derniers sont
presque non observables ou non contrdlables. En pratique, 1’astuce pour calculer les va-
leurs singuliéres de Hankel est d’observer que les matrices Grammiennes sont des solu-
tions Hermitiennes définies positives et uniques des équations dites de Lyapunov :

AW, + WcAT + BBT =0, (2.11)
ATW, + W,A+CTC =0. (2.12)

Pour un systéme controlable et observable, les deux matrices Grammiennes W, et W,
sont définies positives. Donc par décomposition de Cholesky, il existe donc L. et L, deux
matrices triangulaires inférieures telles que

W, = L.LT et W, = L,LT (2.13)

Soit LI'L, = UXVT la décomposition en valeurs singulieres de L] L.. La matrice de trans-

formation Q s’écrit

Q=LVZ 2 (2.14)
Q_l = 2_1/2UTL3 (2.15)

En utilisant la transformation par similarités, on introduit les matrices suivantes

A=QAQ, (2.16)
B=Q !B, (2.17)
C =cCQ. (2.18)

Le modele d’ordre réduit est finalement obtenu par troncature du systéme originel, en
partitionnant les matrices X, A, B et C comme suit

0 : |An A <~ |B -
1 i 1 A B— ] &
Ap Ax B,

0 %, [Cl Cz:| (2.19)
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telles que X; € IR7*Y contient les valeurs singulieres ayant une contribution significative
dans le systeme, A;; € R7%9, B; € R1*%, C; € R%*1. Le modele réduit s’écrit alors

dx
Ef:AH%m+me

zq(t) = Cix4(t) + DO(t)

(2.20)

L'un des aspects attractifs du modéle réduit ainsi calculé est que 'erreur engendrée par la

troncature est bornée [63][64] et s’exprime par :

Nx
oy < |[H(s) = Hy(s)||w <2 ) 0y (2.21)
q=q+1
ol s est une fréquence complexe, et les fonctions H et H sont les fonctions de transfert
données par

H(s) = D+ C(sI — A)"!B,
H(s) = D+ C(sI — A)7'B.

Cependant, la mise en ceuvre numérique de cette méthode nécessite des temps de calculs
importants, principalement a cause de la résolution des équations de Lyapunov. D’autre
part, cette approche est applicable uniquement aux systemes linéaires de la forme des
équations (2.4). Ceci est handicapant pour une utilisation en mécanique des fluides, car
dans ce cas les systemes doivent étre linéarisables.

Méthode POD (Proper Orthogonal Decomposition)

Etant donné que les applications traitées dans ce manuscrit sont de nature numérique,
seule la version discréte de la POD sera présentée. On trouve généralement cette approche
dans la littérature sous le nom de 1’Analyse en Composante Principale (PCA), bien que
certains auteurs l'appellent également décomposition de Karhunen-Loeve discrete. On
désignera par la suite par A la matrice éléments finis symétrique définie positive, qui
sert pour définir la norme subordonnée || - ||4 liée au produit scalaire choisi pour la
construction des fonctions de base ¢, - - -, ¢. On choisira éventuellement A la matrice de
masse qui correspond au produit scalaire usuel de L?(Q)) . Si on choisit le produit scalaire
euclidien, I'opérateur A correspond a la matrice identité.

a) Minimisation de 1’erreur d’approximation

Supposons que nous avons un ensemble de N vecteurs u; de dimension N,, concaté-
nés par colonnes dans une matrice X. Notre objectif est de trouver la représentation la
plus précise de X dans un sous-espace W de dimension 4 < Nj;. Si nous désignons par
gol, q)z, -+, ¢71abase de W orthonormée par rapport a la norme subordonnée || - || 4, alors
chaque vecteur de I'ensemble d’origine peut étre écrit comme

q
U~ Zalkq)k, I=1,---,Ns (2.22)
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ot a’F sont les amplitudes correspondantes au [-iéme vecteur dans le nouveau sous-espace

W. Si @ désigne la matrice formée par les éléments de la base orthonormée ¢* qui en-

gendrent W, et « la matrice formée par les amplitudes a'¥, I’équation (2.22) peut étre

écrite sous forme matricielle comme
uy~e-a, l=1,---,N; (2.23)

L’erreur de cette approximation au sens des moindres carrés peut étre exprimée par

N;
E— Z thlk k
=1

Le but est maintenant de trouver une base ¢ formée par I'ensemble des vecteurs ortho-

2

A
normés @', ¢?,- - -, @7 qui minimisent cette erreur. Le probléme de minimisation s’écrit :

mm EH”I (p-quil (2.24)

<PTA<P =l
En développant I'expression de E on a

E= Y-l ~2) 04 (zazk k) e

=1k=1

— 2 g |)* — 22 sz”‘ulTAgo + ZZ(X”‘ (2.25)

=1k=1
La dérivée partielle de E par rapport a a’/ s’exprime par :
aai]-E = —ZuiTA(Pj + 247
L'optimum de E au point &/ est donc atteint lorsque
(Xi/' = uiTA(Pj

En substituant cette valeur optimale dans 1’équation (2.25), on obtient :

. T T T

E:Z||ul|| ZZZ (ul Acp)ul Aqo —|—ZZ (ul Ago) (2.26)
I=1 =1k=1 =1k=1

Etant donné que
T
' Agt = ¢" Auy
le deuxiéme terme de I'équation (2.26) peut étre réécrit comme suit

Ns 4
222 (ulTAq)k> TAgk —2224) Au,ul TAgF (2.27)
I=1k=1

=lk=

D’autre part, le troisieme terme de (2.26) peut étre exprimé par

ZZ(MITA(P) ZZ(MITA(P)WTA(P —ZZq) "AuTAg* (229)

=1k=1 =1k=1 =1k=1
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Substituant et (2.28) dans (2.26), ’erreur totale & minimiser devient

Ns ) N; g W T T .
E= Z ] |7 — 224) Auju;” Ag (2.29)
=1 I1=1k=1

ou encore

tr
Il
MZ

N
Il
—

T 4 Yoo k
quH Zfl’ Y wuf | A
=1

T 1 1
| - Z(P" A2DA?¢* (2.30)
k=1

I
™z

N
Il
—

ou D, est appelée matrice de covariance, est définie par :
D= A:XxXTA: (2.31)

Le premier terme de I'équation (2.30) est constant et ne dépend que de 1'ensemble des
vecteurs initiaux (mais pas de la base choisie). Il s’ensuit alors que le probleme de mi-
nimisation de l'erreur E, revient a un probleme de maximisation du deuxiéme terme de

'équation
max lekTDtp avec P = A%q) (2.32)
{p, ¢To=I} ¢

Afin de résoudre ce probleme de maximisation sous contraintes, on peut utiliser la mé-
thode des multiplicateurs de Lagrange qui, comme mentionné au chapitre 1, permet de
convertir le probléme en un probléme de maximisation sans contrainte en introdui-
sant la fonction de Lagrange

L Zw"TDw ZDH (#*'y' — o) (233)
=1l=1

ot A = (Aj;) € R7*7. Sachant que la matrice D est symétrique, on peut écrire

9 q
alp] (y,A) = 2Dyl — Zz/\kﬂﬁ 5 — Y Y Auphay
s
g
=2Dy/ — Y (A + Ay

=1

D’apres la condition d’optimalité du Lagrangien, on a
i1y !
Dy’ = EZ(/\jl + Aij) (2.34)

I=1

Pour g =1,onal =1 etl'équation se réduit a

Dy' = Ap!,  avec A= Ap (2.35)
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Pour g > 1, la condition d’optimalité du premier ordre du Lagrangien est
Dyl = /\jl/)j, Vi=1,---,q, avec Aj=Aj. (2.36)

Nous souhaitons montrer que les conditions d’optimalité pour la base {1/]1, 1/)2, s, l/ﬂ+1 }
de rang g + 1 sont données par

Dy =My, Vi=1,--,q+1 (2.37)

Par hypothese, 'équation (2.36) est déja vérifiée, il reste juste a montrer que
Dy?*! = Ayt (2.38)

D’apres 1'équation on peut écrire
g+1

1
Dyft! = 5 Y (Agrik + Aegen) 9" (2.39)
k=1

On a aussi
1T a4+1 1T 1
Agray’ 97 =y Dyt

T
) Z ()‘q+1,k + )\k,q+1)’~ljl ¢k
k=1

= A1 + Mg

Etant donné que les vecteurs {1,01, -, 1,0‘”1} forment une base

T
lpq+1 lpl:O’ VZG]_,,q
on déduit que
Agi1] = —Algets viel,---,q (2.40)
Par substitution de (2.40) dans 'équation (2.39), on aboutit a
1 q
1 I 1
Dyt = EZ(/\qH,l + Mg )V + Agirg9”"
=1
1
e Aq+11l]q+
d’ott la vérification de (2.37). En résumé, les conditions d’optimalités sont satisfaites si

P et A; sont les vecteurs et valeurs propres correspondantes aux problemes aux valeurs

propres suivants
Dy =My, Vi=1,---,q. (2.41)
En substituant (2.41) dans I’équation (2.30), ’erreur d’approximation devient

N; q
E-). > = ZwkTDwk
N;

=Y (|| - ZlPkT (Akllﬂ )

=1

2 HulH - ZAk (2.42)

1=1

Z
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On conclut finalement que I'erreur d’approximation est minimisée, si et seulement si la
base ¢ est composée des g vecteurs propres qui correspondent aux g plus grandes valeurs
propres du probleme (2.41). L'erreur d’approximation dans ce cas peut étre exprimée
par le ratio entre les valeurs propres considérées et toutes les autres valeurs propres du

probleme (2.41), soit :

_ =1
RI = % (2-43)
)\‘
i=1 l

Les étapes de construction de la base POD en utilisant la matrice de covariance sont

résumées dans 1’algorithme [}

Algorithme 6 : Algorithme POD par covariance

1 Construire la matrice de covariance D € RN~*Nr telle que
1 T A1 «
D=A2XX" A ot X=[u up --- un]

2 Calculer les valeurs propres Ay > --- > Ay, de D et la matrice des vecteurs propres
associés ¢ = [ - - - ]

3 Calculer la base POD ¢ en résolvant le systeme linéaire A%(p =9

4 Tronquer la base en ne gardant que les g premiers modes tels que R < ¢, ou1 € est
fixé par l'utilisateur,

5 Calculer les coefficients temporels par projection :

o =XTA¢', Vie{l,...,N;}

Un aspect négatif lié a la dérivation des composantes principales par cette approche,
est la grande taille (N x Ny) du probléme aux valeurs propres (2.41). La construction
et résolution numérique de ce probleme peut s’avérer tres cotiteuse, voire impossible.
C’est typiquement le cas lorsque N, représente le nombre de degrés de libertés et N; le
nombre d’instant temporels issus de la discrétisation d"un probleme physique (générale-
ment Ny > Nj). Ce fait justifie l'intérét d’introduire la méthode des Snapshots [65], qui
permet de chercher la méme base en résolvant un probleme aux valeurs propres de taille

N; x N; beaucoup plus petite.

b) Méthode des Snapshots
Soit X la matrice composée de N; vecteurs d’origine u; de dimension Ny. Supposons que
le premier vecteur de base @' s’exprime comme combinaison linaire de tous les u;, c’est a
dire

ng = XZ)l
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ol les coefficients inconnus de cette combinaison forment un vecteur v; de dimension Ns.

Ty = 1), le vecteur ¢' qui contient

En supposant que ce vecteur est unitaire (c’est a dire v;
les plus grandes variations de 'ensemble de vecteurs formant la matrice X est celui qui
maximise la longueur
5= ¢! TaA ¢!

Ce critére apparait évident, puisque le vecteur inconnu ¢' est défini comme combinaison
linaire de tous les vecteurs collectés dans la matrice X. Par conséquent, pour une matrice
X fixe, le vecteur inconnu est défini de maniére unique par I'ensemble des coefficients qui
forment le vecteur v;. Une modification de ces coefficients sous la contrainte de former
un vecteur unitaire changera évidemment non seulement la direction de ¢', mais aussi
sa longueur. La direction qui correspond a celle avec la plus grande variance de tous les
vecteurs de I’ensemble aura la plus grande longueur é. Trouver ¢' revient alors a résoudre
le probleme de maximisation sous contraintes suivant

max (vlTX TAle) (2.44)

{01, vlT v1=1}

Encore une fois, la méthode des multiplicateurs de Lagrange peut étre utilisée pour sim-
plifier la résolution de ce probleme. On introduit la fonction de Lagrange correspondante

L(v1, M) = vlTCvl - M (vlTvl — 1) (2.45)

C=XTAX

est la matrice de corrélation temporelle, et A est un multiplicateur de Lagrange. L’annu-
lation de la différentielle de par rapport a v; donne

Coy — Mo =0 (2.46)
En multipliant I'équation (2:46) par v! on trouve
U{ C01 = )\1

Ceci montre que la solution du probléme est obtenue en prenant la plus grande
valeur propre A; de la matrice C et le vecteur propre associé v1. De maniere analogue on
cherche ¢ tel que

q)k = Xvy

L’expression générale pour construire ce k-ieme vecteur de base optimale est donnée par
Co, — Akvk =0 (2.47)

Jusqu’a présent, seuls les vecteurs v, ont été forcés a étre unitaires. Par conséquent, cette
dérivation n’aboutira pas forcément a des vecteurs de base normalisés ¢*. Comme il est
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plus pratique de travailler avec une base orthonormée, les vecteurs v, doivent étre calibrés
par des facteurs de normalisations zj

Ok = Vkzk
La formule générale pour le k-ieme vecteur propre devient alors
¢ = X0 = Xvgzg (2.48)

ot les ¢* correspondent aux vecteurs de base normalisés. Alors les facteurs de normalisa-

tion sont alors obtenus en forgant le critere suivant
g agk=1 (2.49)
En substituant dans 'équation le critere devient
(Xvkzk)TAXvkzk =1 (2.50)

Apres regroupement des termes, et en utilisant le fait que z; et un facteur de normalisation
on écrit
szkXTAXvkzk = z%v,vak =1

En utilisant maintenant (2.47), 1'expression ci-dessus devient
zZof Moy = Mol o = 1
Puisque les v sont unitaires, cette equation s’écrit finalement
A =1
Le facteur de normalisation recherché est donc
Zk = A 172
Finalement, les fonctions de la base orthonormale POD sont définies par
cpk = Xvk/\,:1/2 (2.51)

D’apres (2.47), vi est solution du probleme

XTAXv, = Aoy
En utilisant (2.51), on peut écrire

XTAQ" = /Aoy

On multiplie les deux cotés de I'équation par A2X
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soit
1

]
NI=

DAz ¢F = \ Az gk

Sachant d’apres que A%qbk = ¢*, on retrouve bien que la méthode basée sur la
matrice de covariance D et la méthode basée sur la matrice de corrélation temporelle C
résultent en la méme base POD. L'utilisateur est alors libre de décider laquelle parmi ces
deux méthodes est la plus appropriée pour son application. Cependant, on notera que la
matrice D est de taille Ny x Ny, tandis que la matrice C est de taille N; x Ns. Comme il est
toujours préférable de travailler sur des matrices de taille petite, il est donc raisonnable
de choisir I'approche basée sur la matrice C dans les cas ou N; < N, et 'approche basée
sur la matrice D dans le cas opposé.

Les étapes de construction de la base POD en utilisant la matrice de corrélation sont
résumées dans l'algorithme [z

Algorithme 7 : Algorithme POD par corrélation

1 Construire la matrice de corrélation C par
C=XTAX olt X=1[u up - uy,)

2 Calculer les valeurs propres A; > --- > Ay, de C et la matrice des vecteurs propres
associés V = [v1 - - - vn,].

N comme suit

3 Calculer la base POD ¢ = [¢'--- ¢
¢' = XoA V2, Vie {1,...,Ns}

4 Tronquer la base en ne gardant que les q premiers modes tels que RY < ¢, ol1 € est
fixé par 'utilisateur.
5 Calculer les coefficients temporels par projection

ol = XTAgoi, Vie{l1,...,Ns}

¢) POD par l'approche SVD

Une autre facon d’obtenir une base POD est d’utiliser la décomposition en valeurs sin-
gulieres (SVD - Singular Value Decomposition). La SVD est dotée de deux propriétés
importantes. Tout d’abord, cette décomposition existe pour toute matrice qu’elle soit car-
rée, rectangulaire, singuliere, non singuliere, creuse ou dense. Donc, peu importe le type
de la matrice, nous savons qu’elle admet une décomposition en valeurs singulieres. La
deuxiéme propriété utile de la SVD est I'optimalité. C’est la méthode qui permet d’ob-
tenir la meilleure approximation de rang faible d’'une matrice quelconque au sens de la
norme euclidienne (norme-2). Pour plus de détails sur la SVD, le lecteur intéressé peut se
référer a [66].

La SVD consiste a décomposer une matrice quelconque Y de taille N, x Ns en un produit
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de trois matrices
Yy =uzv’ (2.52)

ot les colonnes de U et V sont orthonormales et X est une matrice rectangulaire dont
uniquement les éléments de la diagonale, appelés valeurs singuliéres, sont non nuls et
vérifient

Yik =0%, 01 >0 >--->0,>0, r=min(Ny, Ns)
Le rang de la matrice Y est égal au nombre de valeurs singulieres non nulles. Le théoréme
suivant permet de quantifier 'erreur d’approximation de la matrice Y par la matrice ¥
de rang inférieur.

Théoréme 2.1 (Schmidt-Mirsky, Eckart-Young)  Pour une décomposition SVD de la matrice
Y, siq < rang(Y) et
9
Yq = Z(Tl'uﬂ)iT ,
i=1
alors

Y-Y,||= min ||Y—B||=0,.1, 2.
Y=Yl = min ||Y~Bll=0cp (253)

ol u; et v; sont respectivement les vecteurs colonnes de U et V.

L’équation indique que la distance au sens de la norme euclidienne (norme-2)
entre la matrice approximée Y, de rang k et la matrice originel Y est exactement égale
a 0p+1. Supposons maintenant que nous cherchons une matrice de rang inférieur qui
approche la matrice Y. Cette matrice peut étre obtenue par troncature de la décomposition
SVD de la matrice Y, en gardant que les g premiéres valeurs singuliéres et les g premieres
colonnes des matrices U et V. L'approximation d’ordre g de Y est alors donnée par

Y~ UE, VT (2.54)

L’optimalité de cette approximation repose sur le fait qu’aucune autre matrice de rang g
ne peut étre plus proche de Y au sens des moindres carrés (racine carrée de la somme des
carrés de tous les éléments).
Considérons maintenant que Y = Az2X. En multipliant du coté gauche par XTAz
ona:

x'ax =vs'u'uzv’

En tenant compte de I'orthonormalité de U, on obtient :
XTAX = vx2vT

Or d’apres le paragraphe précédent, X? AX correspond a la matrice de corrélation tem-
porelle C, d’ott
c=verv’
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La matrice ¥? est une matrice diagonale de taille N, x N;, dont les éléments de la diago-
nale sont égaux au carré des valeurs singulieres, soit

2 2
Tk = Ok
Finalement, en prenant en compte 'orthogonalité de V on peut écrire :
CV =vx? (2.55)

L’équation montre que les colonnes de V sont les vecteurs propres de la matrice de
corrélation C, et les valeurs singuliéres de la matrice A2X sont les racines carrés des va-
leurs propres de la matrice C. De la méme maniére, en multipliant du coté droit par
UT on montre que les colonnes de U sont les vecteurs propres de la matrice de covariance
D = A:XXTA?, et la base POD @ dans ce cas est obtenue en résolvant le systéme linéaire
A%q) =Uu.

Méthode POD récursive

Contrairement a la méthode POD classique ot uniquement deux parametres (N, = 2)
entrent en jeu dans la forme séparée d'une fonction, la méthode POD récursive [67] est
destinée a généraliser cette décomposition pour des fonctions multi-paramétriques (N, >
2).

Considérons par exemple le cas simple d'une fonction a trois variables suivante

h:XxYxZ—R

En utilisant la méthode POD classique, la fonction h(x,y, z) peut étre approximée par la

relation

h(x,y,z) ~ hy(x,v,2) Z(?k ~u(y, 2)

On applique une deuxiéme fois la méthode POD sur les modes vy

Tk
=Y 9" ¥ (2)
j=1

on obtient la décomposition suivante

hg (%, Y, 2) ZZé‘k (v) - #’;k)(z)

Cette approche peut étre appliquée pour décomposer des fonctions tenseurs d’ordre D
en une somme de D produit tensoriel de fonctions de dimension 1. Cette reformulation
permettra de réduire les exigences de stockage et faciliter 1’accés aux données. Toutefois,
la construction d’une telle décomposition peut s’avérer tres cotiteuse lorsque 1’ordre D du
tenseur est grand.
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2.2.4 Méthode DMD (Dynamic Modes Decomposition)

Considérons la matrice de snapshots X = [u1 up uz --- uy], ou ux € RM, et
supposons qu’il existe un opérateur linéaire A qui assure approximativement la liaison

entre deux vecteurs consécutifs, c’est a dire
Uy R Aug
Cette hypothese nous permet de formuler I'ensemble X comme une suite de Krylov
K (A) = {n, Awy, A%y, -, AN )

Le but de la méthode DMD, introduite par Schmid [60], est d’extraire les caractéristiques
dynamiques du processus décrit par I'ensemble Iy, (A). On souhaite alors calculer les
valeurs propres et vecteurs propres de 'opérateur A qui est inconnu par hypothese. Lidée
de la méthode repose sur I'hypothese qu’a partir d"'un nombre de snaphots critique (ici
N;), les vecteurs de 1’ensemble X deviennent linéairement dépendants. Cela revient a
considérer que l'ajout de vecteurs supplémentaires ne va pas améliorer le sous espace
vectoriel engendré par les vecteurs u;, i = 1,---,N;. Quand cette condition est atteinte,
on peut exprimer uy, en fonction des u;, i =1,--- , Ny — 1 comme suit
Ns—1

UN, = Z SkUr +r
k=1

ot r € RN est un résidu. Cette expression s’écrit sous forme matricielle
uN, = Zs+r (2.56)

avec sT = |

1,52, ,SN,—1) et Z la matrice construite a partir de X comme suit
Z=[uy up - uy,1]

En introduisant les matrices Y et S suivantes

0 S1
1 0
Y =[uy ug --- un,] S = (2.57)
1 0 SN,—2
1 SN,—1
on peut écrire
Y=ZS+ re{,s,l (258)

oulen,—1 € RN~ est le (N; — 1)-iéme vecteur de la base euclidienne unitaire. De plus, on

a par hypothése que Y = AZ, d’ou

AZ =Y =ZS+rey_, (2.59)
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Les coefficients sy, . . ., sy,—1 formant la derniere colonne de la matrice S, seront déterminés

en calculant le minimum au sens des moindres carrés du résidu r, c’est a dire :

2 (2.60)

min||Zs — un,
s

Une maniere pour calculer s consiste a considérer la décomposition QR de Z, ce qui
implique que
s=R"'Q"uy,

Finalement, on peut écrire que
AQ =QH avec H = RSR™!

Ainsi, on peut voir que les valeurs propres de S représentent quelques valeurs propres
de A. Les vecteurs propres de A qui correspondent aux modes propres DMD sont alors
calculés comme suit

¢ = Qh
ou h; est le i-eme vecteur propre de H. En pratique, bien que la décomposition ci-dessus,
basée sur la matrice S soit mathématiquement correcte, 1’algorithme qui en résulte ren-
contre des problemes de conditionnement et est souvent incapable d’extraire plus que
quelques premiers modes dynamiques dominants [60].
Une procédure d’implémentation plus robuste qui résulte en une matrice S similaire as
est alors choisie pour contourner ce probleme. Le minimum au sens des moindres carrés
du résidu r est calculé en utilisant la décomposition SVD comme suit Z = UZVT.
En substituant cette expression dans l’équation (2.59), on obtient

u'au=u'yvz'=§
Les vecteurs propres de A qui correspondent aux modes propres DMD sont
(pi = Uv;

ol v; est le i-eme vecteur propre de S.
Les différentes étapes de la méthode DMD sont résumés comme suit :

1. Stocker les snapshots dans deux matrices
Z=[u up -+ un~—1] Y=1I[up uz --- uy]
2. Calculer la décomposition en valeurs singuliéres tronquée de Z
z=uzv’

3. Définir la matrice réduite §
S=u’yvz!

1. Deux matrices A et B sont dites similaires si il existe une matrice P inversible telle que A = P~!BP.
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2.3

2.3.1

4. Calculer les vecteurs et valeurs propres de S
Sv=vA

5. Le mode DMD ¢’ correspondant a la valeur propre DMD A; est alors donné par
¢’ = Uv;

Récemment, la DMD a été appliquée entre autres, pour étudier I’écoulement derriere une
membrane souple [60], I'écoulement autour d’un cylindre [68], 1'écoulement autour des
trains a grande vitesse [69]], les interactions entre les ondes de choc et la couche limite
turbulente [[70], I’écoulement dans une cavité [60] [71] et divers jets [72] [60][73]...etc

CONSTRUCTION DU MODELE D’ORDRE REDUIT (ROM)

Cas général

Soit V 'espace de Hilbert tel que V = L2(0, T; H'(Q))). L'espace V peut étre identifié
a lespace produit 7 ®V, ou T = L?(0,T) et V = H'(Q)). Considérons maintenant un
systeme dynamique dont la solution y = y(x, t) évolue dans V en suivant I"équation

d
5% = X(y) (2.61)

ot X désigne un champs vectoriel défini sur V. En particulier, dans le cas ot y = y(x, t)
est gouverné par une equation aux dérivées partielles, définie dans un domaine spatial (),
V désignera un espace fonctionnel sur Q) et X un opérateur différentiel spatial. Soit V un
sous-espace vectoriel de V de dimension g, sur lequel la solution y € V est approximée

comme suit
q

y(t,x) = yy(t,x) = Z{M(t)qvj(x) (2.62)
j=

ol {goj eV, j=1,---, q} est une base de V orthonormale par rapport au produit scalaire

de L?, c’est a dire :
/Q ¢'¢ldx = ¢

En remplagant y par l'expression de y, dans 1’équation (2.61), on obtient

1. de) .
ZEG"] = X(yq) +7 (2.63)

j=1

ou r est le résidu lié a I'erreur d’approximation. En supposant que

fdx=0, Vi=1,---,
/Qrcp X 1 q
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et en tenant compte de ’orthonormalité des modes ¢', le systeme d’équations différen-
tielles ordinaires de dimension g résultant de la projection de Galerkin de 1’équation (2.63)

sur les ¢' s’exprime

dai . .
= = /QX ;%“JQ)J p'dx, Vi=1,---,q (2.64)
Ce systeme d’équations différentielles ordinaires de faible dimension g, constitue ce que
I'on appelle modele d’ordre réduit (ROM). La solution de ce modéle réduit nous donne
les coefficients temporels &/ et la formule (2.62) ’expression de la solution approximée.

Construction du ROM pour les équations de Navier-Stokes

a) Position du probleme

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la dérivation des équations du modele réduit associé
au probleme de Navier-Stokes. On considere donc 'écoulement isotherme d'un fluide
Newtonien incompressible de viscosité cinématique constante v régi par les équations

atu—RieAu—ku-Vu—FVp:f dans Q) x [0, T|[

V-u=0 dans Q) x [0, T|

u=g sur I'p x [0, T| (2.65)
Ontt =0 sur I'y x [0, T|

—Riea,,u +pn=0 sur Ty x [0, T

u(0) = ug dans Q)

Le domaine spatial (2 est un ouvert borné connexe de RY, avec d = 2,3. Nous supposons
que la frontiere I' du domaine () est divisée en trois partitions I'p, I'y et I';. Sur I'p, la
vitesse est fixée a une valeur g(x) donnée indépendante du temps. Les forces exercées
en chaque point de la frontiere I'; par unité de surface sont nulles et une condition de
Neumann homogene est imposée sur la frontiere I'y. On introduit les champs moyens de
vitesse et de pressions # et p qui vérifient

u(t,x) =u(x) + u(t, x)
p(t,x) = p(x) + p(t, x)
u=g, surlpx][0,T]
0, =0, surlyx[0,T[

—0,u=pn, surl,x[0,T[
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Les équations (5.23) deviennent alors

;

atﬁ—%Aiﬂ—ﬁ-Vfﬂ—ﬁ-Vﬁ%—ﬁ-Vﬁ%—Vﬁ:f dans () x [0, T|

V-u=0 dans Q x [0, T|

=0 sur I'p x [0, T] (2.66)
1. .

_ﬁanu +pn=0 sur Ty x [0, T

u(0) = uy = up — up dans O

avec 1
. 1 o un s
f=rf+ Re u—u-Vu—Vp

Pour t > 0 et uyp € H une condition initiale, la formulation faible associée au probléme

(2.66) peut s’écrire comme suit
(Trouver i € L%(0,T; V) et p € L?(0, T; P) tels que
- 1 _ - Jo . - -
m (9L, v) + R—eu(u,v) +c(u,u,v)+ c(u,u,v) +c(w,u,v) +d(v,p) +dr, (v, p) = b(v)

d(u,q) =0
V(v,q) € Vo x P

(2.67)
Les espaces fonctionnels H, V, V et P ainsi que les formes multilinéaires m(-,-), a(-,-),

d(-,-), dry(,), c(-,-,-) et b(-) sont définis dans la section[1.4]du chapitre 1.

b) Construction du modéle d’ordre réduit

Considérons une base POD de vitesse ¢ de dimension g, construite a partir d’'un en-
semble de champs fluctuants de vitesses {uy,u,--- 1N, } pris a des instants discrets
ty € {t1,t2,-- - ,tn,}. La reconstruction du champs fluctuant de vitesse sur le sous espace
vectoriel engendré par ¢ est obtenue comme suit

qu

~ i i
u~ Z“uq)u
i=1

En substituant cette expression dans la premiere équation de (2.67) avec v = cpi, (pour
i=1,...,q4), on obtient

qu
Ly W

[ }au—i—zchk ook + B )—i—Dl.(”)] :fz.(”), Vi=1,--,qu
j=1k=
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ou
M = m(gl, 9l) I/qui;qv{;dx R = a(gl, ¢l) z/oqui : Vol dx
Ty = (i, ¢l gl +cloli, gl) = [ @ Vgl - glhdx+ [ (g - V)~ gl dx
Cli) = c(qh, ¢k, 9l =/Q((P£-V)¢’§,-¢de E" = b(g}) Z/quvidx
B = d(g}, ) = — [ pV - gl dx D" = dr (gl D) = [ pol, o

Etant donné que les modes POD de vitesse sont par construction a divergence nulle,
Ju )

l'équation de conservation de masse Y _a;d(¢),q) = 0 est vérifiée pour tout q quelles que
i=1

soient les valeurs «;,. De plus, le terme li¢ au gradient de pression est numériquement nul,

d’ou

B" =0, Vi=1,...,q

1

Le systeme d’équations différentielles constituant le modele réduit s’exprime alors comme

suit
qu le] qu 1 — () ) Gu qu ] N ‘
Zle(]u) dtll + Zl |:1{eRl(]u) -+ Ci;l :| (X]u + Zlkzlcz(]];()“{laﬁ + Dl(u) — E(”)’ Vl — 1’ L. ;qu

Ju X .
ZMigu)aL (0) = / puupdx, Vi=1,---,q,
j=1 Q

(2.69)

Une fois que les sous espaces vectoriels réduits engendrés par les bases réduites POD sont
déterminés, le calcul des matrices réduites M (1) R(”), f(u), B(”), Dfl‘), F() et du tenseur
C) se fait dans la phase offline [74][75]. Ainsi, la résolution du systeme d’équations

différentielles ordinaires devient tres rapide. Cependant dans certains cas, I’évaluation du
Ju qu (u) ] k

du terme chijk ayu, en chaque itération de temps peut étre coliteuse a cause de la
j=1k=1

dimension du tenseur C(*) qui est égale au nombre de modes de vitesse gardés au cube.
Pour réduire le cotit de calcul de ce terme, il est possible d’utiliser par exemple la méthode
EIM-DEIM [6][77].

¢) Traitement du terme de pression
()

Comme la pression fluctuante est indéterminée, la présence du terme de pression D;
dans 1’équation du modéle d’ordre réduit présente un obstacle dans sa résolution.
La plupart des travaux existant néglige ce terme dont la contribution est généralement
petite. Toutefois, comme il a été souligné par Noack et al. [78], ce terme ne peut pas
étre négligé dans de nombreuses applications. Pour palier a ce probléme, Bergmann et
al. [79] ont proposé de construire une base POD ¢ = [g,” ¢,”]" a partir de 'ensemble

des snapshots X = [X[ X; ]T de vitesse et de pression de telle sorte que les coefficients

. . .
temporels pour la vitesse et la pression soient identiques, c’est a dire, p = szlq)lu et
i=1
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u= Zai(p;. Ainsi, le terme Di(u) s’écrit
q
u) : I I i
= sz P, - ndo
=1 JIn

Il est également possible, comme pour les méthodes de prédiction correction introduites
par Chorin [80] et Temam [81]], d’introduire une équation de Poisson pour tenir compte
du terme de pression dans le modéle d’ordre réduit [82][83][84]. Une autre approche
proposée par Leblond et al. [85] et Tallet et al. [86], consiste a créer une base POD ¢, =
{q)},, ..., 9T} de telle sorte que la pression fluctuante soit reconstruite comme suit p ~

Zoc; q);. Les coefficients temporels de vitesse «, et de pression &, sont alors solutions

d’un modele d’ordre réduit construit en minimisant a chaque instant #**! la norme L?
au carré du résidu Res"*!) qui apparait dans les équations de quantité de mouvement
discrétisé en temps. Dans ce cas, le résidu discrétisé en temps est donné par

qu ],1’1+1 ]r Ju . .
Res(m+1) Z ]"‘7 _ Z A<Pu W [(ﬁ'vﬁp]pﬁ' (QDJu'Vﬁ)] W

T ok At F
" X;](Z((Pu ’ un ]71 " + EVQDP 4 1:;82—1
j=1k=1
Les variations de ||Res(”+1)]|iz(0) par rapport a &, pouri = 1,...,q, et ay pour m =

1,...,qp s’expriment comme suit

1.
94 |[Res™ Vit =2 [ Res™*D (g} = ogh ) d

aag||Res(”+l)H%2(Q = Z/QRes(”H)Vq)p dx

1
En notant ¢!, = ¢/, — R—Aq)u, les conditions d’optimalité du probleme arifunp || Res+1)| 2, @

résultant de 'annulation de 9, | |Res™ 1|2,

(n+1)12
q et dar| |Res™ V)2, (o conduisent au mo-
déle réduit suivant

]rn+1 ]r qu

)& —u 1
ZM u) Ay Ty _ZRieRE]‘) ],n+1+c( )
j=1
qu qu »
+Ezcz]k ],n kn + ZK ln+l EE:’/lli-l’ Vi=1,--,qu
j=1k=1

jn+1 jm Gu
— 0y n+1
o Z Rm] ]n+ + Cﬁrz]) (2.70)

Z 06

ik, In+1 _ 3(p) _
+chm]ka” " + ZKml &y = Fm,n+1’ Vm = 1" o ’ql’
j=1k=1 1=

qu . .
Y M4l (0) = / giindx, Yi=1,---,q.
- 0
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ou
My ZM(%,%):/ gl dx R za(qv{u%):/ Aglyl, dx
T = el gl vl + el y) = [ (@ 9)gh - gldx+ [ (gl V)l dx
Ci) = c(gl, gk, vh) =/Q(¢L-V)(Pu-llfu dx
ALY B = [ Fyids
et
M) = m(gl, Vo) / A RY) = a(gl, Vo) / AgLV i dx

C(f]-) = c(1, <pu,V(pp)+c((pu,ﬁ,Vg0?) = /Q(ﬁ- V)¢, - Vo dx+/Q (@h V)i - Vo dx
Cﬁf}i = c(@l, @4, Vo) = /Q(qt)]u V)@ - Vo) dx

KEZ)I/QV({);VQOZdX fmp :/Qngode

d) Stabilisation du modéle d’ordre réduit

En utilisant la POD pour la construction de la base spatiale, seul un nombre relativement
faible de modes est gardé pour la construction du ROM. Ainsi, le ROM ne prend pas en
compte l'interaction avec les modes non résolus souvent représentatifs de petites échelles
du phénomene étudié. Bien que trés petites, ces échelles peuvent jouer un role important
dans la résolution du ROM. Ainsi leur non prise en compte résulte en un ROM qui peut
étre instable. Plusieurs techniques ont été développées pour palier au probléeme de stabi-
lité des modeles réduits. L'approche la plus élémentaire et la plus utilisée est de considérer
que l'influence des petites échelles peut étre modélisée par une viscosité supplémentaire
dite artificielle. Cette viscosité est introduite par 'utilisateur de fagon a ce que les résul-
tats obtenus soient le plus proche possible de ceux obtenus dans les simulations utilisées
pour la construction de la base réduite. En particulier, cet ajout peut étre par 'introduc-
tion d'une viscosité turbulente de type Heisenberg [87][88], ou d"une viscosité spectrale
évanescente [89]]. Une variante de cette approche introduite par Rempfer [go] consiste a
attribuer a chaque mode POD un certain niveau de dissipation. Giovanni et al. [84] pro-
posent une méthode de stabilisation appelée SUP-ROM. Cette méthode consiste a enrichir
le sous espace vectoriel de vitesse par un ensemble de fonctions de bases de telle sorte que
cet enrichissement garantisse la vérification d"une version réduite de la condition inf-sup.
Bergmann et al. [79], proposent quant a eux, différentes méthodes de stabilisation basées
sur 1’évaluation des résidus du modele complet : enrichissement de la base par ajout des
résidus, formulation de Petrov-Galerkin du modele réduit (SUPG : streamline upwind Pe-
trov Galerkin) et formulation VMS (Variational Multiscale). Toutes ces approches agissent
sur 1’équation du ROM par modification ou introduction de termes supplémentaires. Il
est également possible d’améliorer la structure et le contenu de la base POD sans modifier
le ROM. Ainsi, Iollo et al. [91][92] suggerent de définir le probleme POD en utilisant la
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2.4

2.4.1

2.4.2

norme dans I'espace de Sobolev H'(Q)), afin d’introduire la partie dissipative directement
dans les equations du modele réduit.

Dans notre cas, le modeéle réduit utilisé a été construit en projetant 1’équation de quantité
de mouvement sur les fonctions de base de vitesse, puis sur le gradient des fonctions
de base de pression afin de compléter le systeme d’équations différentielles. Le ROM

construit ainsi a montré un bon comportement sans aucun besoin d’étre stabilisé.

CONTROLE OPTIMAL REDUIT

Dans un algorithme d’optimisation sous contraintes EDP (contréle optimal), les mo-
deles complets (résolus par éléments finis, volumes finis ou différences finies) permettant
d’obtenir les variables d’état et leurs variables adjointes, assurent une bonne prédiction
des directions de descentes. L'inconvénient majeur de ces modeles complets est qu’ils sont
tres coliteux en temps de calcul et en stockage mémoire. En toute évidence, une seule ité-
ration de l'algorithme de descente nécessitera au moins la résolution de deux systémes
linéaires de grande taille. Dans le cas ou les contraintes sont décrites par une EDP non
linéaire, le cotit augmente davantage. Une solution possible permettant de réduire ces
exigences est d’utiliser les techniques de réduction de modeles. Dans cette section, 1'op-
timisation & 1’échelle réduite est décrite pour un probleme d’optimisation non linéaire
général.

Position du probléme de contréle optimal réduit

L’objectif de cette section est de réduire drastiquement la dimensionnalité du probleme
d’optimisation défini dans la section en utilisant les modéles d’ordre réduit construit
par la méthode POD/Galerkin. En reprenant le méme cadre fonctionnel et les définitions
de la section le probléme de controle optimal dans son cadre général est défini par

min J (y,0) sur (y,0) € V x K (2.71)

sous la contrainte

N(y,6)=0 (2.72)

On distinguera deux sortes d’optimisation réduites, 1’optimisation réduite "Reduce Then
Differentiate", et I'optimisation réduite "Differentiate Then Reduce".

Optimisation réduite "Differentiate Then Reduce"

L'optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" consiste tout simplement a sup-
poser que les variables d’état et adjointes peuvent étre représentées dans deux sous
espaces vectoriels de dimension finie distincts, engendrés par deux bases ¢ et . Le
probléme d’optimisation (dont I’état y et 1’état adjoint ¢ sont solutions de deux équations
aux dérivées partielles) est alors ramené a un probleme d’optimisation réduit simple a
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résoudre, dont la variable d’état & et la variable adjointe { sont cette fois-ci solutions de
deux équations différentielles ordinaires de tailles réduite.

On suppose donc que y = y(0) et ¢ = ¢(6) peuvent étre approximés en utilisant une
décomposition spatio-temporelle d’ordre g et r respectivement comme suite

q

u(t,x,0) = y,(t,x,0) = Zak(t,())qok(x) Vo € K (2.73)
k=1
&(t,x,0) =& (tx,0) = Zék(t,Q)t/Jk(x) Vo € K (2.74)
k=1
avec
zx:{al,---,oﬂ} gz{gll...,gf}
(I,:{(Pl,...,qﬂ} ‘I’:{Ebl/"'/l/ﬂ}

Les ensembles w et { sont les coefficients temporels déterminés en résolvant les modeles
d’ordre réduit issus de la projection de Galerkin des équations du modele complet d’état et
de I'état adjoint sur les bases réduites @ et ¢ supposées fixes par rapport aux changements
du parametre de controle 6. Ainsi, dans la suite, pour une base ¢ fixée, on notera N(,, :
T7x K — T1 l'application telle que Ny (a,68) = 0 correspond au modele réduit de
I’équation d’état donné comme suit

9 .
<N (Zakqok,9> ,gol> =0, Vi=1,--,g (2.75)
k=1 12(Q)

De méme, on notera My, : 7" x T4 x K — T" I'application telle que M (Z,«,0) = 0
correspond au modele réduit de I'équation adjointe donnée par

q q oy
<ayJ (szkgok,e) + 9, (szkq)k,e> Z§k¢k,¢l> =0, , YIle{l, - ,r}
k=1 k=1 k=1

12(Q))
(2.76)

L'optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" consiste tout d’abord a extraire les
conditions d’optimalités pour le probleme complet (section [1.3), puis en utilisant les ap-
proximations de 'état et de 1'état adjoint (2.73)(2.74), déterminer la direction de descente
d, a l'itération n par la relation suivante

dn = — (307 ()", 07)) + 3N (", 00 e (2.77)

L’algorithme d’optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" est décrit dans 1'algo-
rithme [§

Remarque 2.1 Plusieurs choix peuvent étre réalisés pour la construction des bases réduites
@ et . Il est par exemple possible de choisir une seule base spatiale pour approcher I'état et I'état
adjoint. Cette base pourra étre construite par exemple en utilisant la méthode POD sur I'ensemble
des snapshots issus de plusieurs simulations du probleme d’état et du probléeme adjoint [93].
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Algorithme 8 : Algorithme d’optimisation réduit "Differentiate Then Reduce".

1 Initialisation de l'algorithme : n = 0 et (") = §";
2 while E > ¢ do
3 Résoudre 'équation d’état

N (&), 00y = g
4 Connaissant &), trouver ™) solution de I’équation adjointe
M¢(C(”),&(”),9(”)) =0

5 | Reconstruction de u,g") et 2" en utilisant les express1ons 2.73) et (2.74]

6 Evaluation de la direction de descente d,, = —agﬁ( Ejr )
7 Recherche linéaire du pas 0, (Armijo)
8 Mise a jour des parametres de contrdle

001 = pr (8™ + 0,,d,,)

9 Critere de convergence

E =

,j{p(&(wl),g(nﬂ)) Jq;(&( n) 9(”))’
|j(p (& n+1) (n+1) )‘

10 end

2.4.3 Optimisation réduite "Reduce Then Differentiate"
Le probleme de I’optimisation réduite "Reduce Then Differentiate" consiste a partir de
la connaissance de 'approximation de l'état y ~ y, = Zaiq)i, a reformuler le probléeme

1=
d’optimisation sous forme réduite et a dériver les conditions nécessaires d’optimalités

associées.

En substituant I’expression de y, dans le probleme d’optimisation (2.71)(2.72), le pro-
bleme de contrdle optimal réduit revient a

min J, (&,6) sur (&,0) €T xK (2.78)
sous la contrainte réduite

ou J, est telle que
Tp(&,0) = T (y4,0)

Le probleme de controle réduit (2.78) (2.79) est résolu en utilisant la méthode des mul-
tiplicateurs de Lagrange. La fonction de Lagrange associée a la contrainte réduite (2.79)
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s’écrit :

Lo:TxZxT—R
(@,0,B) — L(&,0,B) = Tp(&,0) + (B, Np(&,0))

La différentielle du Lagrangien par rapport a la variable d’état &, suivant la direction
o0& € T, est donnée par

<a&£¢(a,9, ,B),é&>T - <a&j¢(&,9),(55¢>T + <,3,a&/\/,,, (&,9)5&>T
_ <a& j¢(&,9),5a>T n <a&/\/¢ (&,0)"B, 5&>T
La condition d’optimalité 0z Ly, (&0, B) = 0 permet d’extraire 'équation adjointe. Ainsi

la variable adjointe B sera solution du probleme

g Np (&,0) B+ 05 Tp(&,0) =0 (2.80)

En prenant maintenant la différentielle du Lagrangien par rapport 6 suivant la direction
00 € Z,ona

(90Ly (&,6,B),00), = (9Tp (&,0),00), + (B, 0o Ny (&,0)50)

= (09 Tp (&,0),00), + (9N, (&,60)"B,00),

On peut en déduire la condition d’optimalité réduite

(2.81)
(2.82)

(6-6)" (9Tp (&,0) + 36N (&,0)B) >0 Vo€ K. (2.83)

51
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L’algorithme d’optimisation réduite "Reduce Then Differentiate" est résumé dans algo. [g}
Algorithme 9 : Algorithme d’optimisation réduit "Reduce Then Differentiate".
1 Initialisation de 1’algorithme : n = 0 et o) = ginit,
2 while E > e do
3 Résoudre I'équation d’état réduite
Ny (&M, 00y =0
4 Connaissant &™), trouver B solution de I’équation adjointe
a&/\/(p(&(n)lg(n))*ﬁ(n) +05 T, &, 00M) =0
5 Evaluation de la direction de descente d,, = —0dpLy (&",0", B")
6 Recherche linéaire du pas 0, (Armijo)
7 Mise a jour des parametres de contrdle
001 = pr (8™ + 0,,d,,)
8 Critere de convergence
B |j¢(5‘(n+1),9(n+1)) j(P(&( n) 9("))’ ,
E= |j(p(&(n+1) 9 (n+1) )‘ 4 ou jq’ &, 6 Z[X QD 0
9 end
2.4.4 Exemple d’illustration

a) Position du probleme :
Le but de ce paragraphe est de tester la robustesse des approches de controle optimal
"Reduce Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce" sur le probleme modele de
controle de 1'équation de réaction diffusion non linéaire en agissant sur les forces exté-
rieures. Soit O = [0,1] x [0,1] un domaine borné et I sa frontiere. Le probleme étudié
est

o — VAU + %uz = f. dans Qx]0,T]

u=yg surIx]0,T] (2.84)
u(0) =uy dans Q.

ol g € L?(Q) est une condition initiale et f. € L?(]0, T], L>(Q))) désigne les forces exté-
rieures appliquées sur le domaine (). Le terme source f. est défini par la fonction Gaus-
sienne centrée en un point (cx, cy) comme

(x—cf (- Cy>2> (2.85)

27
f(t/x/y) - \ﬁCOS(?Ot) exp <_ 25.)2{ - 25.5
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La fonction g des conditions aux limites de Dirichlet est donnée par I'expression

g(t,x) = % cos(x* + ) (2.86)

Pour ce cas d’étude, le coefficient de diffusion v est choisi égal a 0.01, Ty = 2.5, & = 0.3,
6,=07,¢,=03,¢,=07 Le modele complet est discrétisé et résolu par la méthode des
éléments finis (Fenics [94]) sur 'intervalle temporel ]0,10] en utilisant un maillage non
uniforme composé de 5511 degrés de libertés.

10° 100

10%F~~ 0
1ot 95
100 X
107! N
X 90
-2 N
A 10 . Rk
1073 A
107
107° )
10-6 el 80
1077 RS

1078 - ’
I 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 P2 3 1 5 6 7 8 9 10 11
mode POD k

o

13

(a) Valeurs propres de la matrice de corrélation (b) Ratio R entre les valeurs propres gardées et

toutes les valeurs propres POD.
FIGURE 2.1 — Illustration des propriétés des valeurs propres POD.

b) Modéle d’ordre réduit

La base POD associée a ce probleme a été construite par la méthode des snapshots en
utilisant 500 clichés uniformément répartis sur l'intervalle temporel [0,10]. Les valeurs
propres POD, rangées par ordre décroissant sont tracées sur la figure La contribu-
tion des modes PODF] dans la représentation de I’ensemble des snapshots est montrée
sur la figure On constate que tres peu de modes capturent la quasi totalité de l'in-
formation. Les 4 modes conservés correspondent alors aux g premieres valeurs propres
les plus significatives du probleme POD. Ces modes sont tracés dans 'ordre selon leurs
contribution dans la figure Dans ce cas d’étude, les 6 premiers modes on été conservé
(9 = 6). En effectuant la projection de Galerkin des équations sur ces modes, on
aboutit au systeme différentiel de petite taille suivant vérifié par les coefficients temporels

k
Y A
i=1

2. L'expression du ratio R est donnée par R¥ =
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1 do/ 1< 1
Y Mjj— +v) Rijd + =) Bjid + = ) Njala* = F + =G;
oAt = €3 2t
q _ (2.87)
Y _M;;el (0) = (uq, Pi)12(q)
=1
Vi=1,---,q

Les coefficients du systeme dynamique réduit liés aux équations (2.84) sont

M;; = /Q(Pj(Pidx Niij/Q(Pj(Pk(Pidx F = /fopidx

R = /QV(p]-Vq)idx Bij:/r(ij’z‘d‘T G = /rg(pl-da

Les conditions aux limites de Dirichlet sont forcées dans le ROM au sens faible en utilisant

08 1500 08 1000 10 0.0

(a) mode q)l (b) mode (p2 (c) mode (p3

1.0 0.0 08

1.0 0.0 1.0 0.0

(d) mode (p4 (e) mode (p5 (f) mode q)6
FIGURE 2.2 — Fonctions de base générées par la méthode POD.

la méthode de pénalisation [95]. Cette technique consiste a écrire la solution u sur T

comme

Uy =g-— eva—u

on
ol € est un réel qui tend vers 0. Quand € — 0 la condition aux limites sur I' va tendre vers
une condition de Dirichlet. Par conséquent, on peut remplacer les conditions de Dirichlet

par la condition de Neumann suivante

Lo _uwr—g

on €
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Soit u, 'approximation de u en gardant g modes, I’erreur relative est mesurée en utilisant

l'erreur de reconstruction moyenne ¢!, définie par

; , ;
[ o =l o )
T 2
()l )

L’erreur de reconstruction du modeéle réduit en fonction du nombre de modes est tracée

el, =100 x (

dans la figure On constate que trés peu de modes assurent une bonne reconstruction
de u. Ainsi, 3 modes assurent une erreur inférieure a 2% et 6 modes une erreur inférieure

a 0.1%. De plus, I’erreur commise par le ROM est trés proche de celle obtenue par POD.

2 - T T T T - v - 05 TN
NN > POD

10t} \\\9\\\

102

10 %\
o Y
=% N,
Q::\
107! “@\\\\Q
g
1072 AR P
107°

k

FIGURE 2.3 — Pourcentage d’erreur en fonction du nombre de modes considérés pour la reconstruction.

Ecriture du probléeme de contrdle optimal réduit

Considérons maintenant le probléme d’optimisation sous contraintes suivant

min 7 (u,0) sur (u,0) € V x K tel que u satisfait I’équation (2.84) (2.88)

ou V =12(0,T,H'(Q)) et K = {6 € Z/0 <6 <1} avec Z = R?. Pour ¥ > 0 un para-
metre de régularisation et 7 la solution cible associée a un parametre § € K, on définit la
fonctionnelle objectif 7 : V x Z — R par

T
j(u,@):l/ /|u—a\2dxdt+1/ (T — a(T)2dx + Sjop2 (2.89)
2Jo Ja 2 Jo 2

ou 7 correspond a la solution du probleme (2.84) pour ¢, et ¢,. Une base POD d’ordre

g = 6 est ensuite construite et 71 est approximée comme suit

i
I~y =) &'¢ (2.90)
i=1
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La fonctionnelle réduite s’écrit

i ([ dlandr + a (T (T
+§ZZ L4 /O(XlX + &' (T)a"(T) (2.91)

telle que
I = ¢~/ dx flq = /Q ¢! 7 dx Ly = /Q ¢, ¢! dx

On rappelle que l'objectif de cette étude est de comparer les deux approches "Reduce
Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce".
Approche "Differentiate Then Reduce" :

En notant ¢ la variable adjointe associée a 1’équation contrainte (2.84)), le probleme adjoint
s’écrit
0l +VAE —u =u—10 in Qx]0,T]
=0 onIx]|0,T] (2.92)
¢(T)=ua(T) —u(T) inQ.
De maniere identique au probléme d’état, un ensemble de snapshots obtenu en résolvant
I’équation adjointe a été considéré pour construire la base POD associée au parametre

(cx, cy) = (0.3,0.7). La variable adjointe est ensuite approximée dans cette base comme
suit

7
g~ 0y
i=1
En injectant cette expression dans 1'équation adjointe , puis en effectuant la projec-

tion de Galerkin sur la base POD adjointe de taille 4 = 6, le modele réduit de 1’équation
adjointe s’écrit

q7" ) q"
2 ij dt VER?]'C]_ E l]k“]gk F’
=

j=1
(2.93)
ZMW — —E(T) ’
Vi =1,....q9°
avec o
= [wiiax Nj= [ oyl

_ i oy q . q .
— /Q V1IJ]VII) dx Fz* _ lek/ qDklpl dx — Z&l/ qf\)llpl dx
= YO =1 “Q
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Les directions de descente sont alors données par :

V2 T 27 ; (x—c)? (y—cy)?
=y = ] i J(x — — X Y —
de, ]221 o /0 ¢’ cos < T, t) dt /01/1 (x — cx) exp < 207 552 dx — Kcy

Y

a V2 T 27 ; (x — cx)2 (]/ c )2
=y = ] - i(y — - — Y —
de, ]E—1 o2 /0 ! cos < T t) dt /01,0 (y —cy)exp ( 2072 20 dx — xcy

Approche "Reduce Then Differentiate" :

Le probleme réduit adjoint "Reduce Then Differentiate”" quant a lui est obtenu directement
a partir du modele réduit (2.87). Il est donné par le modele réduit suivant

q q '
ZMZ ﬁ Z; z],B ZNl]k(X‘B 2 ;Lﬁ&l

q

= LLjid

i

i,k=1
ZMZ]ﬁ — ;Ijiuci(T)

V]:L...,q

Les directions de descente dans ce cas s’écrivent :

o= B e (o [ e g (52 W0 e

X j=1 Y
\@ q T . X — Cy 2 (y—C )2
de, = 052;/ Ccos (t)ﬁ]dt/ ¢’ (x —¢y) exp _{ 202 F_ 20; dx —xcy
]:

Comparaison des deux approches :

Nous choisissons pour la présente étude de construire les problemes de controle optimal
"Reduce Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce" en utilisant la base POD asso-
ciée au parametre (cy, c,) = (0.3,0.7). Trois cas tests en considérant trois solutions cibles
obtenues pour les parametres (cy, ¢,) = (0.4,0.8), (¢x,¢y) = (0.2,0.6) et (¢x, ;) = (0.2,0.8)
ont été étudiés. On constate que 1'approche "Differentiate Then Reduce" converge moins
bien que I'approche "Reduce Then Differentiate". Cela peut étre di aux erreurs cumulées
par les modeles réduits de 1’'équation d’état ainsi que celui de I'équation adjointe. Ces
erreurs affectent la qualité de prédiction des directions de descentes déterminées par le
gradient de la fonction de Lagrange. Le domaine de validité de la base POD associée au
parametre (cy,c,) = (0.3,0.7) est évaluée en calculant l'erreur relative pour différents
points dans l'espace des parametres admissibles. La figure [2.7l montre que le ROM peut
prédire la dynamique temporelle juste sur un voisinage du parametre pour lequel la
base POD a été construite. Plus on s’éloigne de ce voisinage plus l'erreur relative tend
a augmenter. Par conséquent, dans le controle optimal réduit, 1'utilisation d'une base
POD construite pour un parametre qui est loin du parameétre cible, risque de causer une
mauvaise prédiction des parametres de controle. C’est notamment le cas pour la base
POD construite pour (cy, ¢y) = (0.2,0.8) (figure [2.
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FIGURE 2.4 — Comportement de la de l'algorithme de contrdle optimal réduit. Le parametre optimal est

6 = (0.6,0.4).
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FIGURE 2.7 — Erreur moyenne entre le modele complet et le modeéle réduit construit par projection de Galerkin
des équations du modele complet sur la base POD construite pour le parametre 6 = (0.4,0.6)

CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans ce chapitre, différentes techniques de réduction de modeles ont été rappelées,
avec un focus sur la méthode POD en raison de sa capacité a produire une base spatiale
optimale au sens de la moyenne quadratique. La dynamique temporelle est obtenue en-
suite par la résolution d"un systéeme d’équations différentielles de petite taille obtenu par
la projection de Galerkin de I"équation gouvernant le probléme d’origine sur les fonctions
de base POD.

Les modeéles réduits ont alors été utilisés pour formuler un probleme de controle optimal
réduit dont la résolution est beaucoup plus rapide que le probléme de controle optimal
classique.

La POD étant une méthode a posteriori, elle dépend alors fortement des informations
fournis par les simulations ou les données expérimentales. La capacité d"une base spatiale
fixée a reproduire la dynamique du probléme pour les parametres de contrdle suscep-
tibles d’étre balayés par 1'algorithme d’optimisation, a été testée pour le cas du probléme
de réaction-diffusion. Les résultats ont confirmé que le choix de la base POD est cruciale
pour assurer un bon comportement des algorithmes de controle réduit "état-état" ou "état-
adjoint". Une solution proposée par Bergmann et al. [96], consiste a utiliser la méthode
des régions de confiance, qui fournit un indice sur la validité de la base et la met a jour
si nécessaire en résolvant le modele complet. Cette approche, bien qu’efficace, reste tout
de méme cotiteuse en temps de calcul. Par conséquent, il est plus intéressant de chercher
des méthodes de mise a jour de bases réduites moins cotiteuses, qui éviteront le recours
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a la résolution du modéle complet. Les chapitres suivants 3 et 4 seront consacrés a la
présentation des approches permettant d’adapter rapidement les bases réduites en fonc-
tion du changement des parametres de controle. Comme les résultats sur I'exemple du
contrdle de 'équation de réaction-diffusion ont montré que le controle optimal réduit par
l'approche "état-état" est plus efficace que 1’approche "état-adjoint"”, c’est cette approche

qui sera adoptée par la suite dans les applications au chapitre 5.
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Chapitre 3. Adaptation des modéles d’ordre réduit

3.1

INTRODUCTION

Dans le cadre du contrdle optimal, l'utilisation de 1’approche POD/ROM nécessite
une attention particuliere. En effet, la capacité des fonctions de bases POD a reproduire la
dynamique du phénomene étudié est dépendante de l'information originellement conte-
nue dans l'ensemble des snapshots utilisés pour leur construction. Supposons que ces
snapshots correspondent & un parametre de controle f,ns; € RY. Dans la plupart des cas,
la base POD ainsi construite, n’est plus représentative de la dynamique du phénomene
pour une perturbation du parametre 0cos:. Ainsi, dans le cadre du controle optimal, une
seule et méme base, construite pour un parametre de contrdle donné 6,5, ne sera pas
capable de prédire la dynamique du phénomene pour l’ensemble des parametres 6,4,
balayé par l'algorithme de contrdle. Il s’avére donc nécessaire de construire des bases
POD robustes vis a vis de la variation des parametres de contrdle, ou de développer des
techniques d’adaptation de bases POD.

Pour augmenter le domaine de validité de la base POD, il est possible de construire
une base POD a partir de snapshots provenant de simulations correspondantes a dif-

1 QNP

térentes valeurs 0., ...,0..

du parameétre de contrdle. Cette approche a notamment
été appliquée avec succes par Akman et al. [93] dans le controle optimal des equations
de réaction-convection diffusion, par Tallet et. al [35] pour le controle de 1"écoulement
anisotherme dans une cavité entrainée et par Mifsud et al. [97] dans le contexte de la
réduction de modéle de 'aérodynamique des armes. L'un des inconvénients majeurs de
cette approche, notée par la suite MPS (Multiple Parametrized Snapshots) est la construc-
tion cotiteuse du probleme aux valeurs propres permettant de calculer la base MPS-POD.
En effet, la taille de la matrice de corrélation dans ce cas est N,Ns x N, N; ot N; désigne
le nombre de snapshots pour un paramétre donné et N, le nombre de parametres. Bien
que la base POD/MPS permette une flexibilité dans l'algorithme de contrdle vis a vis
du changement de parameétres, elle reste tout de méme optimale uniquement pour les
points de 1’échantillonnage, et peut pour certains parametres de contrdle ne pas étre
représentative du phénomene physique.

Une autre approche possible, consiste a interpoler un ensemble de bases POD ¢y, ..., ¢n,
construites pour différentes valeurs 6y, ...,0y, du parametre de controle, pour obtenir la
base associée au parametre de contrdle souhaité. Les techniques d’interpolation standards
(RBE, Lagrange, Spline ...) s’avérent peu efficaces car elles n’assurent pas 1’'obtention d"une
base, et méme si elles résultent en une base, cette derniere n’est pas en général repré-
sentative du phénomene étudié. Pour contourner cette difficulté Amsallem et al. [98] ont
proposé une approche d’interpolation de bases fondée sur les résultats de la géométrie
différentielle, et plus particulierement, sur les propriétés de la variété de Grassmann.
Cette approche, notée par la suite ITSGM (Interpolation on the Tangent Subspace of the
Grassmann Manifold) a été appliquée avec succes dans le contexte de 1’aéroélasticité. Une
fois qu'une approximation de la base souhaitée est obtenue par interpolation, un nouveau

modele d’ordre réduit est construit via la projection de Galerkin de cette derniere sur les
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équations du modele complet.

Au lieu d’interpoler les bases puis de construire le ROM, Amsallem et al. [99] on proposé
de construire le modele réduit associé a chaque base de l'échantillonnage des bases
POD, puis d’interpoler les matrices réduites résultantes de la projection de Galerkin. La
méthodologie est similaire a celle de l'interpolation des bases, sauf que cette fois ci, la
variété considéré est celle des matrices symétriques définies positives. Cette méthode a été
appliquée avec succes pour 'adaptation des modeles d’ordre réduit issus des problemes
linéaires de la dynamique structurelle.

Ce chapitre débute par un bref rappel des méthodes d’interpolation usuelles qui seront
utilisées dans ce manuscrit. La deuxiéme section concerne la description de la méthode
d’interpolation de bases réduite ITSGM. Finalement, la troisiéme section sera consacrée
a la description d'une méthode d’adaptation de bases réduites qui consiste a enrichir,
en utilisant la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) la base associée a un

parameétre donné, pour qu’elle soit valide pour un nouveau parametre.

METHODES CLASSIQUES D INTERPOLATION

Supposons qu'il existe une fonction f(x) inconnue pour laquelle une distribution de
n+1 données f(xq), -, f(x,) € RN x ... x RNx en n + 1 points distincts xg,- - ,x, €
R% x - -+ x R% est connue. Le probléme d’interpolation consiste a construire une fonction
<(x) qui coincide avec f(x) aux points xo, - - - , Xy, i.e.,

glxk) = f(xx), 0<k<n, (3.1)

Une maniere simple pour obtenir cette fonction est de relier les valeurs connues par une
ligne droite. Bien que ce soit une solution légitime, il est parfois préférable de chercher
une fonction approchée qui soit plus réguliere. Par exemple il est possible de chercher
g(x) dans la classe des fonctions polynomiales. De maniére alternative, la fonction g(x)
peut étre une fonction trigonométrique ou polynomiale réguliére par morceaux etc ...
Dans ce qui suit, nous allons rapidement rappeler les méthodes usuelles d’interpolation
qui seront utilisées dans ce manuscrit. Sans perte de généralités, ces méthodes seront
détaillées pour le cas d, = 1.

a) Interpolation de Lagrange :
L'interpolation de Lagrange suppose que g(x) est recherchée sous la forme d'une combi-
naison linéaire de polyndmes de degrés O, ..., n comme suit

n(x) = Y F()lf
k=0

ou I} sont des polyndmes de degré au plus n. En imposant la condition (3.1), et en tenant
compte de la condition
IMx;) =0 ik=0,---,n
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oi1 5¥ est I'indice de Kronecker défini par
1, i=k
o = ,
0, i#k
les polyndmes I} de degré n peuvent étre construits comme suit

(x —x0) - (x = xp1) (x — xpp1) - (x — %)
Xp—Xo0) +++ (% — 1) (% — Xg1) -+ (X, — Xn)

=

b) Interpolation par spline

Une courbe spline S(x) est une fonction polynomiale par morceaux définie sur un inter-
valle [x1, xr] divisé en sous-intervalles [xj_1, xx]. Supposons que nous disposons de 1 + 1
données f(xg), -, f(xn) telles que

Xp =X < x1<:---<Xy =XR

La fonction spline d’interpolation S(x) est alors déterminée sur chaque intervalle [xj_1, x|
par un polyndme cubique. On note Si(x) la restriction de S(x) sur l'intervalle [x_1, x¢].
Etant donné que Si(x) est un polyndme cubique déterminé par 4 coefficients, le nombre
total de parameétres a déterminer est alors 4n. Ces paramétres sont déterminés en vérifiant
les conditions suivantes :

(I). Sur chaque intervalle [x;_1,x¢], S(x) doit vérifier Si(xx) = f(xg) et Sp(xkr1) =
f(Xes1)-

(I). S'(x) doit étre continue en tous nceuds intérieurs, c’est & dire, pour tout k =
1,--+,n—1 on doit avoir §';_1(xx) = Sk (x¢).

(II). S”(x) doit étre continue en tous nceuds intérieurs, c’est a dire, S _1(xx) = "¢ (xx).
(IV). L'un des choix de conditions au limites aux points x;, et xg doit étre considérée

(a). Les conditions d’Hermite

§'(xr) = f'(xr), S'(xr) = f'(xr)

Cela suppose que f'(x1) et f'(xgr) sont connues.

(b). Les conditions périodiques
§'(x1) = S'(xr), S"(x1) = S"(xr)

(c). Les conditions naturelles
S/I(xL) — S”(xR)
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¢) Interpolation RBF
L'interpolation RBF (Radial Basis Function) consiste a chercher une solution sous la forme

gu() = YA (d(x, x0)),
k=0

avec Ay € R.d(x,y) = ||x —y|| est une métrique dans l'espace euclidien, et ¢ : [0, 00[— R
est la fonction de base radiale. Tenons compte de la condition (3.1), on obtient alors le
systéme linéaire vérifié par les A :

Ay € RMTPMHL egt définie par Agii = ¢(d(xi, xj))

L’existence d"un unique interpolant exige alors que la matrice d’interpolation soit non sin-
guliére. En particulier, I'unicité est assuré en choisissant par exemple 1'une des fonctions
de bases suivantes :

Soitr >0ete>0

p(r)=e* fonction Gaussienne
1
p(r) = ——— fonction multi-quadratique inverse
V2 + g2
p(r) = Vr2+¢ fonction multi-quadratique
p(r)=r fonction linéaire
o(r) =1 fonction cubique

ou r et € sont deux nombres réels strictement positifs. Dans ce manuscrit, nous utiliserons

la méthode RBF en choisissant comme fonction radiale la fonction Gaussienne.

d) Interpolation IDW

La méthode d’interpolation IDW (Inverse Distance Weighting) part du principe que les
observations ont un poids plus ou moins important selon leurs éloignement. Ainsi, plus
I'observation est éloignée, moins sa contribution sera importante. Etant donné un échan-
tillonnage xo, - - - , x,, la forme générale qui permet de trouver la fonction d’interpolation

g(x) en utilisant 'interpolation IDW est donnée par
n

Y wi(x) f(x)

k=0

8(x) = iwk
k=0
| f(x), sid(x,x) =0

, sid(x,xx) #0,Vk € {0,...,n}

1
wk(x) = d(x, xk)p

est la fonction poids IDW [100], p un nombre réel positif et d(-,-) une métrique bien
définie.
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33

3.3.1

e) Limitations

Bien que les méthodes d’interpolation usuelles permettent parfois d’obtenir des approxi-
mations légitimes de données, elles ne sont pas tout le temps robustes en réduction de
modeles. En effet, d'un point de vue mathématique, une interpolation classique dun
ensemble de bases réduites de dimension g ne formera pas forcément une base de dimen-
sion g. Un soin particulier doit donc étre apporté dans le cas de I'interpolation de bases
réduites. Le but du paragraphe suivant, est de surmonter cette difficulté en utilisant les
outils de la géométrie différentielle.

METHODE ITSGM POUR L’ADAPTATION DE BASES REDUITES

Quelques rappels de géométrie différentielle

a) Rappel sur les variétés différentielles

Une variété M de dimension g est un espace topologique qui ressemble localement a un
espace Euclidien de dimension g. Cette variété est dite différentielle si elle permet la défi-
nition des dérivées des trajectoires. La dérivée d'une trajectoire )(t) en un point [p] € M
est le vecteur noté )(t) qui vit dans 75 M appelé espace tangent a la variété M au point
]

Une variété Riemannienne est une variété différentielle munie d’un produit scalaire (-, -) o]
défini de maniere unique sur tout espace tangent 7s.M. Avec ce produit scalaire, la lon-

gueur d’une trajectoire ) : [0, T| — M est définie par

T .
L) = [0y (32

olt [[-|[y(; est la norme induite par le produit scalaire (-,-)y,) sur Ty M. La distance
d([@], [¢]') entre deux points de la variété est celle qui réalise le minimum des distances
de toutes les trajectoires possibles entre les deux points [@] et (]’

Le chemin qui minimise la distance entre deux points dans la variété est appelée géo-
désique. Ce chemin est aussi une trajectoire définie par une equation différentielle de
second ordre [101]. Par conséquent, une géodésique est définie de fagon unique par deux
conditions initiales. Ces derniéres sont typiquement la solution initiale et la vitesse ini-
tiale [102]. Une géodésique peut étre paramétrée par la variable scalaire ¢ € [0, 1] comme
Y :1]0,1] — M. Dans ce cas, ) (0) est la solution initiale et Y(1) est la solution finale de
la géodésique. L'unicité de la géodésique permet de définir I'application exponentielle[']
Expy,) : TsM — M qui relie I'espace tangent en un point [p] d’une variété différen-
tielle & elle méme. La définition de I'application exponentielle géodésique est donnée par :

Soit Y(t) une géodésique sur la variété différentielle M, déterminée de maniere unique
par les conditions initiales Y (0) et Y(0). L'exponentielle de Y (0), notée Expyo(j)o) est

1. L'exponentielle usuelle est un cas particulier
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par définition
Expy, (Vo) = Y(1) (33)

b) Variété de Grassmann G(g, Ny)

Ces dernieres années, le calcul sur la variété de Grassmann [103][104] a suscité l'intérét
de la communauté scientifique par de nombreuses applications, notamment en "subspace
tracking" [105], en "clustering” [106], en "sparse coding" [107][108], et récemment en ré-
duction de modeles [98]]. Dans ce paragraphe nous allons donc présenter brievement la
dérivation des formules permettant le calcul pratique dans cette variété.

Soit ¢ € ]Ri\]qu ol g < Ny et IRi\I"Xq I'ensemble des matrices de rang maximal. Les co-
lonnes de ¢ forment une base dans R™x d’un sous espace [¢] de dimension g. L'ensemble
de tout ces sous espaces [@]| de dimension g forme ce qu’on appelle la variété de Grass-
mann G(g, Ny). Les matrices ¢ € Ry qui représentent ces sous espaces appartiennent
a la variété non compacte de Stiefel ST (9, Ny) [1o1][109]. Cependant, il est possible de
considérer ces matrices dans la variété de Stiefel compacte qui est un sous-ensemble de
ST (g, Ny) contenant uniquement les matrices qui sont orthonormales

ST(q,Nx) = {(p e RN /9T = Iq}

Les quatre principales représentations matricielles de la variété de Grassmann G(g, Ny)
sont :

(I). Représentation via les matrices de rang maximal [110] :
G(g, Ni) = RE™/GL(q)
(IT). Représentation orthogonale [101] :
G(q,Nx) = O(Nx)/O(q) x O(Nx - ¢)
(IlI). Représentation via la variété de Stiefel [101] :
G(q,Nx) = ST (q,Nx)/O(q)
(IV). Représentation via les matrices symétriques idempotentes [111] :
G(q, Ny) = {P e R : PT =P, P? = P,rang(P) = q}

La représentation (IV) est trés répandue pour les taches d’apprentissage sur la variété de
Grassmann, par exemple, en analyse discriminante [112], pour les méthodes du noyau
de Grassmann [113], et en représentation Grassmannienne de rang faible [114]. Dans les
représentations (I), (II), et (III), un point @] de la variété de Grassmann G (g, Ny) est iden-
tifié a une classe d’équivalence suivant les espaces quotients associés. Par exemple, dans

2. Les colonnes de ces matrices pourraient étre construites a partir d"une base POD, dans ce cas Ny indique
le nombre de degrés de liberté du modele complet et g la taille de la base d’ordre réduit.
3. La variété non compacte de Stiefel est composée de toutes les matrices de taille Ny x g et de rang g.
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la représentation (III), un point [p] € G(g, Ny) est vu comme une matrice représentante
¢ € ST (g, Ny) issu de la classe d’équivalence [¢] donnée par

lp] ={eQ: YQ<cO(q)}

Comme les matrices représentatives ¢ sont considérées dans la variété de Stiefel com-
pacte, chaque point de la variété de Grassmann est alors défini par la classe d’équivalence

suivante

o] ={pQ: 979 =1,Q€ 0]

¢) Espace tangent en un point de la variété G(g, Ny)

En chaque point [@p]| = span(¢) de G(g, Ny), il existe un espace tangent de méme dimen-
sion noté 7, G(q, Nx), pour lequel le point d’origine est le point de tangence. Chaque
point de cet espace tangent peut étre représenté par une matrice H € RN+*4. Plus concre-
tement, I’'espace tangent peut étre représenté par I'ensemble suivant [103]

TG0 No) = {H e RN oTH =0}

d) Géodésique dans G (g, Ny)

Pour le cas d'une variété de Grassmann, la paramétrisation de la géodésique est donnée

par le résultat [101][T09] suivant
Soit Yo un point de la variété de Grassmann G(q, Ny) représenté par la matrice de rang
maximal ¢ € ST (g, Ny), et x le point dans l'espace tangent Ty, G(q, Ny), représenté par
la matrice H € RN<*7 dont la décomposition en valeurs singuliéres est H = ULV La
représentation paramétrique sur G(q, Ny) de la géodésique ayant les conditions initiales
Y(0) = Vo et Y(0) = x est donnée pour tout Q € O(q) par

Y(t) = span {q)Vcos(tZ)QT + Usin(tZ)QT} 0<t<1 (3-4)

Pour simplifier, un choix possible est de considérer par exemple Q = I, ou Q = V.

e) Application exponentielle géodésique Exp,,
Un intérét pratique de la variété de Grassmann est le fait que c’est une variété différentielle
sur laquelle une formule explicite de 'application Expy,, peut étre formulée. La formule
explicite pour I'application exponentielle entre un point de I'espace tangent a la variété
elle méme est établi par le résultat [115] suivant
Soient @ € ST (q, Ny) une matrice de rang maximal dont les colonnes engendrent le
sous espace [¢] € G(q, Nx), et x un point de 'espace tangent TG (q, Nx) représenté par
la matrice H oit H = UXV'T est sa décomposition en valeurs singulieres. L'application
Exponentielle Expy,,) qui relit x a un sous-espace ('] de dimension q représenté par la
matrice de rang maximale ¢' € ST (q, Ny) est donnée par

@' =@Vcos(2)Q" + Usin(£)Q', VQ € O(g) (3-5)
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f) Application logarithme géodésique Log,

Maintenant que l’application exponentielle est définie, il est important pour les applica-
tions pratiques de définir son inverse. L'application inverse est appelée application loga-
rithmique et associe un voisinage V|, de [p] € G(q, Ny) a 'espace tangent 7(,,1G(q, Nx)
[Toz]|[116].

Dans le cas de la variété de Grassmann, il n’existe pas d’expression explicite pour 1’appli-
cation Logg. Toutefois, il est possible d’évaluer I'opération Logy,) par la méthode décrite
ci-apres [1o1][117].

Soient ¢, ¢’ un couple de matrices dans la variété de Stiefel compacte représentative des
deux classes d’équivalences [¢], [¢’] € G(g, Ny). Nous cherchons a trouver une matrice H
représentative de x € 7,5 (g, Ny) vérifiant

Expy, (x) = [¢']

Ecrivons H tel que ZOWT = H est sa décomposition en valeurs singuliéres. En utilisant
'expression de I'application exponentielle (3.5), ¢’ peut étre exprimée comme suit

@' = ¢@Wcos(@®)Q! + Zsin(©®)Q"

Maintenant, en tenant compte de la condition ¢ TH = 0, car H appartient a l'espace
tangent, on peut écrire

Wcos(©)Q" =9'g’ et Zsin(0)Q" = ¢’ —gp’ep’
d’ou
Zsin(@)Q" (Wcos(®)Q") ™" = (¢’ — 9 ¢') (9 9) ! (3.6)

La matrice W étant une matrice orthogonale alors W= = WT, 1’équation devient
donc

Ztan(@)W' = (In, —pg ' )9’ (9"¢")
En appliquant la SVD, le terme du second membre s’écrit
(v, —pp' )9 (@ 9") " = UZV!

Ainsi, par identification, Z, W et © sont tels que Z = U, W = V et ® = arctan(X). Le

calcul pratique de I’application logarithmique s’effectue donc de la fagon suivante :
Soient ¢ et ¢’ deux matrices orthogonales dont les colonnes engendrent [p] et [p] €
Vip) respectivement. L'image de |¢'] par I'application logarithmique, x = Log, (l¢']) €
Ti919(q, Nx), est représentée par la matrice H donnée par

H = Uarctan(Z) V7T (3.7)
ot U, V et ¥ sont les matrices associées a la décomposition en valeurs singulieres suivante :

(I-pp")e'(pTe") ' =UZVT
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3.3.2

Interpolation des bases POD

On considere un échantillonnage {(pl, L@ Nb} de bases POD de dimension g
construites pour différents parametres Py, = {601, -, 0, }. On souhaite maintenant in-
terpoler ces bases réduites de fagon a obtenir la base pour le parametre 6 ¢ Py,. Comme
expliqué brievement auparavant, les bases POD peuvent étre vues comme des représen-
tants de points appartenant a la variété de Grassmann G(g, Ny). La variété de Grassmann
n’est pas un espace vectoriel, par conséquent, 1"utilisation directe des méthodes d’interpo-
lation usuelles sur les bases réduites s’avere souvent inefficace. Toutefois, une propriété
intéressante concernant la variété de Grassmann, est que I'espace tangent 7,1 G (9, Nx) en
un un point [@] quelconque est un espace vectoriel, dans lequel 'utilisation des méthodes
traditionnelles d’interpolation est légitime. La méthode consiste donc tout d’abord a choi-
sir un pointﬂ de référence [§09i0] qui sera l'origine de 1’espace tangent a la variété G(g, Ny)
en ce point. Ensuite, par I'application logarithme géodésique, on cherche les vitesses ini-
tiales ; des géodésiques entre le point [y, ] et les autres points [p;] de Iéchantillonnage.
L’étape suivante consiste a calculer par une méthode d’interpolation standard la vitesse
initiale ¥ correspondante au parametre cible 6. Finalement, le sous espace approximé [®s]
est obtenu en appliquant I’application exponentielle géodésique. Cette technique est illus-

trée sur la figure
T‘_Aurgu q.N.)

[@s, ]

FIGURE 3.1 — Illustration de l'interpolation des bases réduites. Etape 1 : calculer les vitesses initiales x €
ﬁweo]g(q, Ny ) images par I'application Log[(pgo] des sous espaces [@g,] € G(q, Nx); étape 2 : se placer dans

I'espace tangent T[,pgo]g(q, Ny ) et interpoler les xy afin d’obtenir la vitesse initiale approximée X ; étape 3 :

déterminer le sous espace interpolé @] image par l'application Exp[%o] de X € Ty eo]g(q, Ny).

4. [p] désigne dans ce paragraphe le sous espace vectoriel de dimension g engendré par a base POD P,
qui elle a été construite pour un parametre 6;.
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Afin de simplifier la compréhension de la méthode d’interpolation de bases, le cas par-
ticulier (N, = 2) de deux bases @, et ¢, correspondantes a deux parametres scalaires
01 et 0, sera présenté dans le prochain paragraphe. Ce cas particulier est appelé dans la
littérature Subspace Angle Interpolation method (SAIM).

a) Cas particulier de deux bases (SAIM)

Soient ¢, ¢, € RN+ deux bases POD construites en deux parametres scalaires distincts
0, et 6,. On souhaite calculer la base ¢ correspondante a un parametre . Les deux bases
@1 et @y sont des représentants de deux sous espaces vectoriels [@1] et [@p2] de G(gq, Ny).
Les étapes d’adaptation de [@1] et [p] pour un nouveau parametre 6 différent de 6; et
6>, consiste dans un premier lieu a choisir un point de référence dans G (9, Ny) (ici ¢a sera
[p1] ou bien [g;]). L'étape suivante repose su l'utilisation de 1’application logarithmique
afin de pouvoir déterminer la vitesse initiale de la géodésique Y (t) qui les relie.
Supposons ici que [@1] est choisi comme point de référence, alors la géodésique dans
G(q, Ny) satisfait Y(0) = [@1] et V(1) = [@2]. On note Tj,,| I'espace tangent a G(q, Nx) au
point [g1] tel que Y(t) € T, |. Par définition de I'application logarithmique, on a

Y(0) = Logy, | (2]
D’apres (3.7), la matrice représentante de Y (0) € Tip,) peut étre écrite comme suit
H = Uarctan(Z) V7T

avec U, V et X sont les matrices de la décomposition en valeurs singuliéres suivante

(I-@9])p,(@ie,) ' =UZVT

Maintenant qu’on s’est placé sur 'espace tangent, la vitesse initiale correspondante a 0 est
approximée en utilisant une méthode d’interpolation standard. La géodésique Y(t) dans
G(g, Ny) entre [p1] € G(q, Ny) et [(?] € G(q,N,) satisfait Y(0) = [p1] et V(1) = [(?] Etant
donné que 7}, est un espace plat et que [¢1] est son origine (c’est a dire : Log; o] ([p1]) =
0), la condition initiale sur la dérivée y(t) € Tjp,) peut étre interpolée en utilisant les deux
points Log, 1([1]) = 0 et Logy, | ([¢p2]) = Y(0) comme suit

Y(0) =7Y(0)
ou _

_ a0

"T85 -6

Ainsi, la matrice représentative de 37(0) est calculée de la fagon suivante
H = Urarctan(X)VT

puis, ayant trouvé I'approximation de la vitesse initiale de la cible, on utilise I’application
exponentielle pour trouver une approximation d’une base représentante du sous espace
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cible.
En utilisant le résultat (3.4), la géodésique sur G(g, Ny) ayant les conditions initiales )(0)
et J(0) est donnée par

V(t) = Vect {g,V cos (tFarctan(X)) + Ussin (fFarctan(Z))} 0<t <1

d’ou
V(1) = Vect {@,V cos (Farctan(X)) 4 U sin (Farctan(X))}

Finalement, l'expression de la base adaptée en utilisant deux bases POD ¢, et ¢,
construites pour deux parametres scalaires différents 6; et 6, est

(502_—9;1> arctan(X) (:2__9;1> arctan(X)
b) Cas général ITSGM)

En partant du méme principe que pour l'interpolation de deux bases (SAIM), I'approche

+ U sin

¢ =@,V cos

d’interpolation est étendue au cas général d’'un nombre arbitraire N, de bases POD.
Pour commencer, un point [@g | de la variété de Grassmann G(q, Ny) est choisi pour
étre le point de référence de 1'espace tangent. Ensuite, les géodésiques entre le point
de référence [@g,] et les autres points [y, € G(g, Ny) sont calculées. Bien évidemment,
toutes ces géodésiques partagent le point [pg,] comme position initiale, seule la vitesse
initiale est différente. Les dérivées initiales, qui appartiennent toutes a 1’espace tangent
Tie SO]Q (g, Nx), sont finalement interpolées afin d’approximer la dérivée initiale qui déter-
mine la géodésique entre le point de référence et le point cible. Finalement, en appliquant
l'application exponentielle, une base représentative du sous espace interpolé [@;] peut
étre calculée. Les étapes de la méthode ITSGM [98] sont détaillées dans 1’algorithme
Algorithme 10 : Algorithme ITSGM

1 Choisir une base de référence ¢, considérée comme représentant du sous espace
¢y € G(q, Nx)
2 Pour touti=1,---,N, eti # ip, déterminer un représentant H; de
Xi € Tipy,19(q, Nx), image par 'application logarithmique Logy, | de [po,]
0
H; = U;arctan(Z;) V" avec (I — @g,p0," @0, (9o, @o,) ' = ULV (3.8)

1

5 Trouver H représentant de x € 7I‘P60

4 En utilisant la valeur approximée de H et par l'application exponentielle Exp;

1G(q, Ny) en interpolant I'ensemble des H;

Po,]’
calculer @4 représentant du sous espace [@;] € G(g, Ny) cibles ’

5= (pGOVcos(i) + ljlsin(i) avec H=UxXVT (3.9

Remarque : Une fois que la base spatiale pour le parametre cible 8 est calculée par
interpolation, le systeme dynamique d’équations différentielles ordinaire (ROM) décrivant
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I'évolution temporelle est obtenu en effectuant la projection de Galerkin des équations
du modéle complet sur la base interpolée. Le modele réduit ainsi construit est de faible
dimension et permet un accés rapide a la dynamique temporelle du probleme.

Coit asymptotique de la méthode ITSGM

Rappelons ici que Ny signifie le nombre de degrés de libertés du probleme complet,
N; le nombre d’instants temporels (c’est a dire le nombre de snapshots), N;, le nombre
de bases POD de I’échantillonnage (supposées de méme dimension q) et d;, la dimension
des parameétres d’interpolation. Dans le but de simplifier, le cotit de calcul associé a la
méthode ITSGM sera présenté dans le cas ou la dimension du parametre d’interpolation
est d, = 1. Dans ce qui suit, le cotit pour chaque étape de I'algorithme d’interpolation est
détaillé :

— Etape 2 : le calcul par I'application logarithmique nécessite les opérations sui-
vantes :
— 2(Np — 1) multiplications matricielles, soit 2(N, — 1) x O(Nyg?).
— (Np — 1) inversions de matrices, soit (N, — 1) x O(g°).
— (N, — 1) décompositions SVD tronquées d’ordre g effectuées pour un cotit

asymptotique égal a (N, — 1) x O(N.g?).

— Ftape 3 : linterpolation (par exemple de Lagrange) dans l'espace tangent est

implémentée pour un cotlt asymptotique égale a Nj, x O(N,q).

— Ftape 4 : le calcul par I'application exponentielle nécessite les opérations suivantes :
— une décomposition SVD tronquée d’ordre g effectuée a un cotit asymptotique
de O(Nyg?).
— des multiplications matricielles, soit un cotit égal 8 O(Nyg?) +2qO(Ny).

Comme g est tres petit devant Ny (7 < Ny), les termes en O(g%) sont négligés. De méme,
en supposant que g est de l'ordre de la dizaine, les termes en O(N,q) sont négligés devant
ceux en O(Nyg?). Le cofit asymptotique estimé pour les calculs effectués dans la méthode
ITSGM s’éleve donc a (3N;, — 1) x O(Nyg?). Cette méthode est par conséquent efficace en
terme de temps de calcul, car sa complexité est fonction linéaire du nombre de degrés de
libertés du probleme complet.

ADAPTATION DE BASES REDUITES PAR PGD

La méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) est une méthodes d’approxi-
mation basées sur des produits tensoriels. Elle consiste a approximer une solution y € V
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d’un probleme N (y) = 0 par la représentation séparée suivante

q )
N,
y(01,02,...,0N,) =Yy = ) x,ﬁ”(el) ® - ®x,5 ”)(QNp), x, €V (3.10)
k=1

ou V est identifié a un espace vectoriel généré par le produit tensoriel de g espaces vec-
toriels V;. Les variables 0; peuvent représenter le temps ¢, la variable d’espace x, un para-
metre de controle, etc. La PGD est une méthode itérative qui consiste a chaque itération,

a ajouter a la forme séparée un nouveau jeu de fonctions (xp(/ir)1 (61),- -, xl(i +’i) (On,))

calculé en résolvant les probléemes obtenus en injectant la forme séparée d’ordre g + 1 dans
les équations régissant le probleme d’origine et en projetant ces équations sur chaque

(k)
g+1°

ser chacune des variables 0;, est le méme, le nombre total d’inconnus avec la PGD est

fonction x En supposant que le nombre de degrés de liberté noté Ny pour discréti-
Ng x g X Ny au lieu de NGN ” avec une approche traditionnelle. Ainsi, si il faut g produit de
fonctions pour obtenir une représentation correcte de la solution y, nous aurons a chaque
itération PGD a résoudre un probleme dont le nombre de degrés de liberté est N, X Np.
Comme g est généralement petit (quelques dizaines voire une centaine), cette démarche
est plus rapide que les méthodes classiques.

La méthode PGD a initialement été proposée par Ladeveze et al. [118] [119][120] pour
réduire le temps de simulation des problemes de la mécanique des structures non linéaire.
Dans ce cas, la méthode est connue sous le nom de "radial time-space approximation" et
consiste a chercher la solution sous forme séparée en espace et temps. La PGD a égale-
ment été utilisée par Nouy et al. [121] [122] pour la résolution des problemes stochas-
tiques. Dans ce contexte, I’approche est appelée "Generalized Decomposition". Ammar et
al. ont étendu la PGD a la résolution de problemes multidimensionnels dans le cadre de la
théorie cinétique des fluides complexes afin de résoudre les modéles de systemes polymé-
riques [123] [124]. Depuis ces travaux, la PGD a été appliqué pour résoudre rapidement et
de maniere efficace de nombreux problemes de transfert de chaleur [125], de mécanique
des fluides [126] [127] [128] [129] [130], de chimie quantique [131], de mécanique des so-
lides [132] [133] [134], etc. Dans le contexte du contrdle et de 'optimisation, la PGD a été
déja utilisée par Chinesta et al. [135] [136]. Dans ces travaux, la séparation des variables
est étendue en plus de I'espace et le temps aux parametres de controle. Cette forme sé-
parée construite en dehors de la boucle de controle (phase offline) est censée représenter
correctement la variation des parametres de controle a l'intérieur de l'algorithme d’opti-
misation. Cet abaque numérique est utilisé par la suite dans la boucle d’optimisation ou
de contréle pour calculer rapidement un optimum. Dans cette these, 'approche considé-
rée est différente, la forme séparée considérée est spatio-temporelle, et la PGD intervient
dans l'algorithme de contrdle comme un correcteur de la base spatiale par rapport au
changement des parametres de controle.
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PGD basée sur le critere d’orthogonalité de Galerkin

Considérons l'application N : V x Z — W décrivant une equation au dérivées par-
tielles ot V = L2(0, T; H'(Q)) et W = L2(0, T; L?>(Q))). V et W sont identifiés respective-
mentda 7 @ VetT @H,ouT =L%*0,T),V=H(Q)etH=L>Q).

Soit y(0) la solution de NV (y,6) = 0, on suppose que nous disposons d'une décomposition
spatio-temporelle y, d’ordre g telle que

y(t,x,0) = y,(t,x,0) th (t,0)¢"(x,0) (3.11)

L’approche PGD considérée ici vise a enrichir cette décomposition en ajoutant a I’approxi-
mation précédente le produit de fonctions & afin d’approximer la solution associée a un
nouveau parameétre cible 0, soit :

y(t, x,0) = y,(t,x,0) = Za (t,0)9"(x,0) +ap.

Les nouvelles fonctions (&, p) € T x V sont définies de maniére optimale lorsqu’elles
satisfont le critére de Galrekin double suivant

(N(yg+ap,0),a9" +a*),, =0, V(a*9*)eT xV (3.12)

Soit une fonction temporelle & € 7 connue et fixée, on définit 'application f,E‘” T —V
qui a & associe une fonction spatiale ¢ par

(N(yg+@p),a9*), =0, Vo* eV (3.13)

De la méme maniére, pour une fonction spatiale § € )V connue et fixée, 'application
ft(q) : ¥V — T qui a ¢ associe une fonction temporelle & peut étre définie par

(N(yg+ap),a*p), =0, Ya* €T (3.14)
Le nouveau couple (&, p) € T x V satisfait les equations et si et seulement si
p=£"@) et a=£"() (3:15)

On définit g,(ﬁ) : YV — V l'application composée définie par

d
g ;ff}gq) o f9 (3.16)

et gt : T — T l'application composée définie par

def
gL 0o fl0 (3.17)

En utilisant 'application (3.16), pour & = ft ( ) le probleme est alors équivalent
au probleme du point fixe

? =3¢ (9) (3.18)
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De méme pour § = f,S”’) (@), en utilisant cette fois ci 'application (3.4.1), le probleme
peut étre amené au probleme de point fixe suivant

a=g"@) (3.19)

Par conséquent, pour une décomposition d’ordre g de y, la nouvelle fonction opti-
male @ € T (resp. § € V) peut étre définie comme le point fixe du probleme
(resp. (3.18)). Les étapes pour calculer un couple optimal (&,p) € T x V sont résu-

mées dans l'algorithme de type point fixe (Algorithme ) appliqué a l'opérateur gt(q).

Algorithme 11 : PGD (Algorithme du point fixe)

1 Actualiser les coefficients temporels a; = {txl,~ . ,oﬂ} en résolvant le modéle
réduit construit avec la base associée au parameétre 6.

. . . .
<N(sz1q)1,0),qol> =0, i=1,...,9
=1

L2(Q)

2 m = 0 et M,y choisi par 1'utilisateur

3 while m < Moy or [[yg41 — yql| < €[|yg1l[ do

4 &0 arbitraire;

5 for k + 0 to k;,,, do

6 calculer ¢+ = fﬁq)(&(@);

; caleuler &1 — ft(Q)(¢(k+1));

8 Vérifier la convergence |o*1 — o¥| < €,|c**1| ot oF = ||a¥||;
9 end

10 | Enrichissement : g7 = ) et g = {qol,' o, (Pqﬂ}

11 Update : Trouver a1 = {txl, S, (x‘”l} solutions de 1’'équation du modele

réduit
1
<N(Eaf(pf,9),¢l> =0, i=1,...,9+1
=t 2(0)
12 Reconstruction de la solution
A d k \ Ak
Yor1(tx,0) = Y a*(t,6) " (x)
k=1

13 q(—q—i—l
14 m<+—m-+1

15 end
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Mise en forme de la base PGD

Apreés un enrichissement par la méthode PGD, 1'élément rajouté a la base spatiale
@ peut apporter une contribution faible ou présenter des dépendances linéaires avec la
base initiale. Ainsi, 'ensemble des fonctions de base ¢ = {gol, L0, (7)} ne formera pas
forcément une base de rang minimal. De plus, en effectuant de multiples enrichissements,
la taille de cet ensemble devient grande entrainant un colit numérique supplémentaire
dans la résolution du modele réduit obtenu par projection de Galerkin. Afin d’avoir une
base de rang minimal tout en gardant le méme ordre de précision de l'approximation, il
est primordial de réorganiser les modes spatiaux de maniere a supprimer les relations de
liaisons entre le dernier élément ajouté et les modes existants. Pour ce faire, le procédé de
Gram-Schmidt est tout d’abord appliqué sur la famille ¢ de maniére a ce que le nouvel
ensemble de fonctions de base ¢ = {4)1, . .,cp‘?“} vérifie

/Qcpi<p7dx:5ij, ijl,--',q—f—l

Par la suite, les coefficients temporels sont actualisés en résolvant 1'équation du mo-
dele d’ordre réduit construit en utilisant la base ¢. Les nouveaux coefficients temporels
¢ = {gl,- e, §‘7+1} sont ainsi obtenus. L'ensemble des solutions en des instants discrets
{t,t2,...,tN,} est reconstruit comme suit

q+1 ] ] q+1 ‘ .
X = {ygr1(t1), -y (tn)} = {Z;g](tl)(l)]/' ce _Z;?(tq)(l’]}
j= j=

En utilisant la méthode POD par corrélation, le probleme aux valeurs propres a résoudre

s’écrit 1
q+

CV=AV ot C;= /Qy(tz-)y(tj)dx = Y () (t)
k=1

La base améliorée de rang minimal ¢ est recherchée telle que

N, g+1

v =Y Y ol (t)Vii, i=1,...,q+1 (3-20)

1=1j=1

N,

En posant Kj; = Z? (t;)Vy;, on est donc amené a résoudre le probleme aux valeurs propres
=1

suivant

clred)K = \K (3.21)

oil C(red) c IR(q+1)><(q+1) ot
Ns . .
c =Y ()T (1)
1=1

La résolution du probleme conduit a g4 4+ 1 valeurs propres dont on ne garde que
celles qui ont une contribution significative. Ainsi, on ne garde que les r premiéres valeurs

propres telles que
g+1

T
Z/\l' <7 Z)\i
i=1 i=1
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ou 7 est le critere de sélection des modes propres fixé par l'utilisateur. La base de rang

minimal est finalement reconstruite par la relation

q+1

l/)iIZ(PjKji, izl,...,i’
j=1

Les étapes de réduction de la taille de la base PGD sont détaillées dans 1’algorithme
Cet algorithme remplacera 1'étape 9 de l'algorithme PGD (Algo. [11).
Algorithme 12 : Réduction de taille de la base PGD

1 Appliquer le procédé de Gram-Schmidt a la famille {(pl, e, gb} et obtenir la

famille de vecteurs de base {4)1, e, ¢t H} telle que

/ngi(,bjdx:&'j/ Vi=1---,9+1

2 Actualiser I’ensemble des coefficients temporels {le, cee,ad, &} en résolvant
I’équation du modele d’ordre réduit construit en utilisant la base orthonormalisée
@, et obtenir la famille de coefficients temporels {Z',---, 771},

(red)

3 Construire la matrice de correlation réduite C'"*% telle que

NS . .
c ) =Y Z(t)d (1)
=1

4 Déterminer le rang minimal 7, qui pour # fixé a ’avance par 1'utilisateur vérifie
r g+1
Z)\i <y 2/\1
i=1 i=1
5 Reconstruire les fonctions de la base de rang r par la relation

q+1

l/JiIZ(PjK]'Z', izl,...,i’
j=1
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CONCLUSION DU CHAPITRE

Dans la premiere partie de ce chapitre, la méthode d’interpolation de bases réduites
ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of Grassman Manifold) a été introduite.
Contrairement aux méthodes d’interpolation usuelles (Lagrange, RBF, spline ...) cette mé-
thode fondée sur des résultats de géométrie différentielle permet de donner un sens au
probleme d’interpolation des bases POD en passant par le sous espace tangent en un
point de la variété de Grassmann. Une fois que la base interpolée est calculée, la dy-
namique temporelle associée au nouveau parametre est obtenue en résolvant le systéme
d’équations différentielles de petite taille, issu de la projection de Galerkin du modele
complet sur cette base. La seconde partie de ce chapitre a été consacrée a la description de
I'approche d’adaptation de base fondée sur la méthode PGD (Proper Generalized Decom-
position). La robustesse de ces deux approches a l'intérieur d"un algorithme de controle
optimal sera testée au chapitre 5.
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Chapitre 4. Construction d’un modéle réduit non intrusif

4.1

INTRODUCTION

L’ensemble des méthodes présentées au chapitre précedent sont dites intrusives, car
elles nécessitent pour prédire la dynamique temporelle, le recours aux équations du
modeéle réduit, qui eux ont été construites a partir du modele complet via la projection
de Galerkin. De plus en plus d’auteurs proposent des techniques de réduction de modéle
dites non-intrusives, dans le sens ou1 elles ne nécessitent pas d’avoir recours aux équations
régissant le probleme de base. Ces approches peuvent étre trés utiles notamment lorsque
les snapshots sont issus de données expérimentales. Ainsi, dans le contexte de la réduc-
tion de modele non-intrusive, Xiao et al. [137][138] suggerent de construire un ensemble
d’hyper surfaces pour la représentation de la dynamique temporelle, puis d’utiliser la
méthode RBF sur des grilles de Smolyak afin de les interpoler. La base spatiale réduite,
quant a elle, est obtenue en appliquant la POD sur I’ensemble des snapshots également
interpolés par RBF. L'approche a été utilisée pour étudier 1'écoulement 2D autour d'un
cylindre lorsque le nombre de Reynolds varie. Toujours sur le méme cas d’étude, Shinde
et al. [139] proposent d’approximer les fonctions de bases spatiales et temporelles par une
interpolation linéaire. Cette approche a également été appliquée par Joyner [140] pour la
détection de dommages par courant de Foucault (eddy current damage detection). Pour
ce cas, il a été observé que les résultats obtenus par la méthode POD/interpolation sont
comparables a ceux obtenus par la méthode POD/Galerkin.

Dans ce manuscrit, et dans le contexte de la réduction de modele non-intrusive, nous
proposons une méthode originale basée sur l'interpolation des bases spatiales et tempo-
relles par la méthode ITSGM. Considérons la décomposition SVD (Singular Value De-
composition) d'un ensemble de matrices Xy = UkaVkT, ol X représente la matrice des
snapshots. Uy et Vi sont respectivement les bases spatiale et temporelle, et X; la matrice
diagonale contenant les valeurs singulieres. La méthode proposée notée par la suite NIMR
(Non Intrusive Model Reduction) s’effectue alors en deux étapes. La premiere étape est
I'étape d’interpolation, qui consiste a interpoler les valeurs singuliéres (en utilisant par
exemple Lagrange, RBF, Spline ...) et les bases spatiales et temporelles (en utilisant la mé-
thode ITSGM). La deuxieme étape est 1'étape de classement, qui a pour but de classer
selon 'ordre des valeurs singulieres interpolées, les modes propres spatiaux et temporels
obtenus par la méthode ITSGM. Ce classement s’effectue par la résolution d"un probléme
de minimisation sous contraintes dont la solution peut analytiquement étre déterminée.
Une variante de cette méthode, notée sous 1’acronyme HNIMR (Hyper Non Intrusive Mo-
del Reduction), sera également présentée. Cette variante permet de réduire d’avantage
I'ordre du probleme d’interpolation par NIMR et par conséquent d’accélérer le temps de
calcul.

Ce chapitre commence par une description détaillée des méthodes de réduction de modele
non intrusive NIMR et HNIMR proposées. La robustesse et précision de ces méthodes sera
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testée par la suite sur le probleme d’écoulement incompressible d'un fluide Newtonien
autour d’un cylindre.

MeTHODE NIMR

Position du probleme

Supposons que pour un ensemble de parameétres Yy = {6; € R%,i=1,--- ,N,} nous
disposons, pour chaque parametre 6;, de 1’'ensemble des solutions X (6;) d’un probléeme
physique non linéaire en des instants discrets t;. En particulier, pour chaque parameétre 0;,
X; = X(6;) € RN«*Ns désignera la matrice constituée par concaténation des snapshots is-
sus de la simulation numérique ou de I'expérience. La question qui se pose dans le cas ot
les équations gouvernant ce probléme sont numériquement cofiteuses ou ne sont pas dis-
ponibles est : “Existe-t-il un moyen robuste permettant d’approximer la solution X décrivant ce
méme probleme pour un parametre 6 ¢ Y, sans avoir recours aux équations du modele complet ou
a l'expérience ?”. Pour répondre a cette question, il est possible d’obtenir I’approximation X
en utilisant les méthodes d’interpolation polynomiales usuelles sur les éléments de 1’en-
semble {Xf}jzl,...,Nb' Cette approche, appliquée directement, peut s’avérer efficace pour
les problemes a caractere linéaire ou faiblement non linéaire. Toutefois, pour le cas des
problemes non linéaires, elle ne garantie pas en général une bonne approximation de 1'in-
terpolée X. Malgré cette difficulté, les méthodes d’interpolation restent attirantes a cause
de leur simplicité et de leur rapidité. L’objectif de cette section est donc de contourner
cette difficulté en dérivant une méthode d’interpolation basée sur l'interpolation ITSGM
présentée au chapitre précedent. Cette méthode est appelée NIMR (Non Intrusive Model
Reduction) et sa dérivation est détaillée dans ce qui suit.

Description de la méthode

Pour i = 1,---, N, nous effectuons la décomposition SVD tronquée d’ordre g des

matrices de snapshots comme suit
X; ~ UL, V!
ott U; € RN=*1 et V; € RN:*4 sont deux matrices vérifiant
u'u; =vy'v,=1,

et X; = diag (aill, Tio, ey O'i,q), est la matrice diagonale contenant les valeurs singulieres

0ij = \/A(X]Xi) = 0jj, pourj=1,--- -1

e L'approximation des valeurs singulieres {o7,...,0,} = diag(Z) correspondante au nou-
veau parametre 6 est assez simple a obtenir. En effet, il suffit juste d’interpoler point par
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point I'ensemble des valeurs singulieres 0;1, - - - , 0, connues pour l'ensemble des para-
metres dans Yj.

e Les matrices colonnes U; et V; appartiennent a la variété de Stiefel, U; € ST (g, Ny) et
Vi € ST (g, Ns). Par conséquent, leur interpolation point par point n’a pas de sens et ne
garantit pas que le résultat soit forcément un élément de la variété de Stiefel. Il est donc
plus judicieux de traiter ces éléments comme des représentants de sous espaces vectoriels
afin de donner un sens a l'interpolation, et ce en appliquant la méthode ITSGM. L'algo-
rithme ITSGM (Algo. [10) du chapitre précédent est alors appliqué sur I’ensemble des [U]]
puis sur 'ensemble des [V;] et une approximation de deux représentants U et V des sous

espaces vectoriels [U] et [V] est obtenue.
e La matrice X peut alors étre exprimée comme suit

X = UKZQ"V"
ou K, Q € [O(g)]* sont deux matrices orthogonales qui servent de calibrage. L'introduc-
tion de K et Q dans l'approximation a une grande importance, et le bon choix de ces
deux matrices va assurer la combinaison adéquate des vecteurs colonnes de U et de V
qui correspond au rangement des valeurs singuliéres interpolées dans la matrice X.
e La deuxiéme étape de la méthode NIMR consiste a ajuster le signe des modes de
chaque base POD de 1’échantillonnage par rapport a une base de référence. Cette base
de référence est choisie telle que la distance entre le sous espace vectoriel qu’elle en-
gendre et le sous espace vectoriel interpolé par la méthode ITSGM est minimale. La
fonction dist([Y], [Z]) désigne la métrique mesurant la distance entre deux points [Y] et
[Z] appartenant a la variété de Grassmann G (g, Ny).

q
dist([Y],[Z]) = ; arccos(s;)

ott s; sont les valeurs singulieres de la matrice Y7 Z. Les étapes de changement de signes
des bases Uy et Vi, pour k = 1,..., N, sont détaillés dans l’algorithme (Algo. .

Algorithme 13 : Ajustement de 1’échantillonnage des bases POD.
1 fork = 1,...,Nb do

2 forj=1,...,qandj # jo do

3 o Ajustement des signes des modes spatiaux :

4 Si ||Ll]]O - U,{Hz > || + U,{||2 = multiplier le j*™¢ mode U,{ de la base Uy par —1.
5 e Ajustement des signes des modes temporels :

6 Si ||V]]0 - V,{||2 > ||VIi+ VIZ||2 = multiplier le j*™ mode VIZ de la base Vj par —1.
” end

s end

e Une fois que les bases ajustés sont déterminées, 'étape suivante de la méthode NIMR
consiste a proposer un critere permettant de retrouver les matrices de passage orthogo-
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nales K et Q les mieux adaptées au classement des valeurs singulieres interpolées. Elles

sont choisies comme solutions des deux problemes de minimisation suivants :

Ny N,
K =argmin ) w;||USK—U|[; et Q=argmin ) x||V5Q - V|| (4.1)
dKeO(q) i=1 5Qe0(g) i=1

ott || - ||r est la norme de Frobenius et w; et x; sont des coefficients de pondération tels

que
Ny Ny
Y wi=Yx=1 (4.2)
i=1 i=1

Le choix de ces coefficients est inspiré des poids de l'interpolation IDW. Ils sont donnés

par B » o )
o= st )™ dist(P)[Vi) s

;dist([ﬁ], AN kzbldist([f/], Vi)™

avec m,l > 1 deux réels arbitraires. Trouver K et Q revient donc a résoudre les problemes

d’optimisation sous contraintes donnés par 1'équation (4.1). Etant donné que ces deux
problemes sont similaires, nous nous contenterons d’illustrer les démarches de la résolu-

tion uniquement pour trouver K.

e La recherche de K comme solution du probleme de minimisation sous contrainte
d’orthogonalité peut étre simplifié en introduisant la fonction de Lagrange suivante

N N
L(K,R) = Y wi||UK — U;||? + Trace (R(KTK - Iq)>
i=1

N, _ Ny _ N,
= Y || UK]2 - 2) w; <u1< uz->F + Y | [U|[3 + Trace (R(KTK - Iq)>
i=1 i=1 i=1

ol R est une matrice symétrique qui joue le role du multiplicateur de Lagrange. En tenant
compte de on peut écrire

Ny
L(K,R) = Trace [ KTUTUK | — 2) wjTrace (UinIK)
[l y
I, i=1
Ny
+ EwiTrace ulu; | + Trace (R(KTK — Iq))

I‘I
Np _
= Trace (KTK) - ZZwiTrace (UiTLIK> + Trace <R(KTK — Iq)> +q
i=1

En utilisant maintenant les identités suivantes

%Tmce(ABTB) =B(A+A")

d T
@Trace(AB) =A
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la différentielle de £ par rapport a K s’écrit

Ny
OxL(K,R) = 2K —2Y w;UTU; + 2KR (4.4)
i=1

Par annulation de la différentielle de dx L(K, R), on aboutit a
Ny
K(I;+R) =) wU"u; (4-5)
i=1

En utilisant 1'équation (4.5), on peut extraire la relation suivante

N, N L
(I + R) KK (I, + R) = ¥y wwuTuu’u; (4.6)
i=1j=1

Etant donné que K est orthogonale et que R est symétrique, on peut écrire

2
N, N, o
I +R= | )Y wwuu'u; (4-7)
j=1i=1

M

On note bien que la matrice M est par construction symétrique définie positive, ceci per-
1. . . .
met de calculer M2 via la décomposition aux valeurs propres de M comme suit

M2 = pAzPT (4.8)

ou A est la matrice des valeurs propres de M et P est la matrice des vecteurs propres
associés. Ainsi, on a
ipT
I; + R = PA2P (4-9)

En injectant I'expression (4.9) dans 1’équation (4.5), on trouve l'expression de la matrice
de passage K comme suit
K=Uu" (Zm%) PA2pT
i=1

e En suivant la méme démarche, on peut montrer que la matrice Q est donnée par

Q=VvT (ZKM) Hy :H'
i=1

ou H et 5 vérifient la décomposition aux valeurs propres

Ny Ny e
Y'Y kix VI VVTV; = HyH"
j=1i=1
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o Les étapes de la méthode NIMR sont résumées dans 1’algorithme
Algorithme 14 : Algorithme NIMR.

Etape offline :
1 Pouri=1,..., Ny, approximer la matrice de snapshots X; en utilisant la

décomposition SVD tronquée d’ordre g, soit :
X; ~ UL; V]!

Etape online :

2 Interpoler les valeurs singulieres ¢, - - - , 0, et construire la matrice X pour le
parametre cible 6.

3 Calculer U et V les matrices représentant les sous-espaces vectoriels [U] et [V]
associés au nouveau parametre 6 et obtenus en appliquant I'interpolation ITSGM
respectivement sur les sous-espaces [U;] et [V;],i=1,...,N;.

4 Construire les nouvelles bases Uy et Vi pour k = 1,..., N, par I'algorithme (Algo.
13).

5 Calculer les coefficients de pondération w; et «; définis par ’équation (4.3).

6 Calculer A la matrice diagonale des valeurs propres, et P la matrice des vecteurs
propres associés, vérifiant la décomposition aux valeurs propres suivante

Ny Ny
Y Y wiwuf tu"u; = PAPT
j=li=1

7 Calculer # la matrice diagonale des valeurs propres, et H la matrice des vecteurs
propres associés, vérifiant la décomposition aux valeurs propres suivante

Ny N s
Y'Y xix VI VVTV, = HyH"
j=1i=1

8 Calculer les matrices orthogonales K et Q par les relations

K=Uur (ZMM) PA2PT

i=1

Q=vT <invi> Hy :HT
i=1
9 Reconstruire la matrice des snapshots interpolée

X = UKZQ"VT

Remarque 4.1 L'étape offline de I'algorithme (14| correspond a I'étape de construction des
bases réduites qui se fait une fois pour toute en dehors de I'algorithme NIMR. Cette étape n’est
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donc pas effectué a chaque fois que le parametre d’interpolation change, seules les étapes 2 a 9 sont
exécutées.

4.3 MgrHODE HNIMR

La méthode HNIMR n’est rien d’autre que la méthode NIMR mais en dimension
hyper-réduite. C’est une sorte de compression de données dont l'objectif est de dimi-
nuer davantage la dimensionnalité du probleme d’interpolation. Supposons que pour
i=1,---,q,nous disposons des décompositions en valeurs singulieres tronquées d’ordre
g des matrices de snapshots X; données par

X; ~ ULV
ou uz‘ S ]RNqu et ‘/1 € IRNSXQ et Zi — dlgg (O-i,ll Tin, - /Ui,q) telle que
0ij = \/A(X]Xi) > 01, pour j=1,---,q—1

La méthode HNIMR consiste tout d’abord a construire les matrices col(U) et col(V) par
concaténation par bloc des bases U; et V;, soient

COI(U) = [U1 u --- UN;; ] et COI(V) = [Vl Vv, .- VNb ]

On effectue ensuite les décompositions en valeurs singulieres tronquées de col(U) et
col(V) d’ordre r et s respectivement comme suit

col(U) = poWT et col(V) =a@®@Z"

ou r,s S qNb/ (P € RNXXT‘, |4% € RthXV, (S IRNSXS/ Z S IRqNbXSI Q = dlﬂg (PLPZ/ e /pi’) et
© = diag (61,02, - - ,6s). En rangeant les matrices W et Z sous forme de matrices lignes

par blocs
Wi Zy
W %)
W= . et Z=| .
WNb ZN,

avec W; € R7*" et Z; € R7*%, on peut approximer encore les matrices de snapshots X;
comme suit
Xi ~ (pQWiTZiZi®IXT

L’avantage de cette écriture est I'apparition d’'un nouvel ensemble de matrices de snap-
shots réduites Y; = WiTZZ-Z,- de taille 7 X s hyper réduite. Ces matrices réduites formeront
le nouvel ensemble de snapshots paramétrés sur lequel la méthode NIMR va étre appli-
quée. Soit donc Y; = N;r; ]iT la décomposition en valeurs singuliéres tronquée d’ordre m
de Y; et écrivons

X; ~ @oN;m;]] O’ (4.10)
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ou N; € R™™, J; € R®*™ sont maintenant les bases réduites et 71;; les valeurs singulieres
telles que

Tj = )\]'(YiTYi) > TUij+1, pour]' =1,---,m—1

Par analogie avec la section précédente, les valeurs singulieres 7r; sont tout d’abord in-
terpolées en utilisant une méthode d’interpolation usuelle et la matrice 7r des valeurs
singulieres approximée est obtenue. L'interpolation ITSGM sera ensuite appliquée sur
I’ensemble des sous-espaces vectoriels [Nj| puis l'ensemble des sous espaces vectoriels
[J;] afin d’obtenir deux représentants des classes d’équivalence [N] et []J] respectivement.
Finalement, les matrices de passage orthogonales K et Q permettant de classer les vec-
teurs des bases interpolées N et J seront recherchées comme solutions des problemes

d’optimisation
N, N,
K =argmin ) w||[NGK—N;||[ et Q=argmin ) x|[J6Q - Ji||} (4.11)
SKeO(q) i=1 6Qe0(q) i=1

ou w; et x; sont des coefficients de pondération telles que

N Ny
Zwi = ZKZ' =1
i=1 i=1

L’expression de K et Q dans ce cas est

K=NT <ZwiNi> PA2pT

i=1

Ny
Q=J" (ZKJz) Hy :H'

i=1

avec P, A, H, 5 qui sont obtenues par les décompositions en valeurs propres suivantes

N, N, o

Y Y wiw;NJNNTN; = PAP"

j=1i=1
o o TT7T T
) xixiJ; JJ'Jj = HyH
j=1i=1

On en déduit que
Y = NK7Q'J"
Finalement, la solution approximée sera reconstruite comme suit

X ~ goYOuaT (4.12)
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Les étapes de la méthode HNIMR sont résumés dans 'algorithme

Algorithme 15 : Algorithme HNIMR.

Etape offline :

1 Pour i =1,...,N,, approximer la matrice de snapshots X; € RN+*Ns en utilisant la

décomposition SVD tronquée d’ordre g, soit :

X; ~ U;Z, V!

2 Construire les matrices col(U) et col(V) par concaténation par bloc

CO](U) = [Ul Uz tee LINb ] et COI(V) = [Vl Vz cee VN;, ]
et calculer leurs décompositions SVD tronquées d’ordre r et s respectivement :

col(U) = poWT col(V) = a@®ZT

3 Extraire les matrices blocs W; € R7*" et Z; € R7** tels que

W Z1

W, Z>
W= ) et Z=|

WNb ZN;,

4 Construire les matrices de snapshots hyper réduites Y; = WIL,;Z; et calculer leur

décompositions SVD tronquées d’ordre m :
Yi=NmJli=1,...,N,

Etape online :

5 Pour un nouveau parametre d’interpolation, interpoler les matrices Y¥; en utilisant

les étapes 2 a 7 de l'algorithme NIMR (Algorithme [14)) pour obtenir

Y = NKrQ'J"

6 Reconstruire la matrice des snapshots interpolée

X ~ goYOua" (4.13)

4.4 CoUT ASYMPTOTIQUE DES METHODES NIMR T HNIMR

Rappelons que Ny, N;, N, signifient respectivement, le nombre de degrés de liberté

du probléme complet, le nombre de snapshots et le nombre de bases POD (supposées de
méme dimension g). Comme pour le calcul de la complexité de la méthode ITSGM, le
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cotit de calcul associé aux méthodes NIMR et HNIMR sera présenté lorsque le parametre

d’interpolation est de dimension N, =1:

— Etape 2 : Linterpolation des valeurs singuliéres est instantanée et nécessite un cotit
asymptotique égale a N, x O(g).

— Ftape 3 : La méthode ITSGM est appliquée deux fois avec un cotit asymptotique
qui s’éleve a (3N, — 1) x [O(Nyg?) + O(Nsg?)]

— FEtape 5, 6 et 7 : Ces étapes nécessitent les opérations suivantes :
— N, multiplications matricielles avec un cofit asymptotique de N, x O(N,g?).
— N, multiplications matricielles avec un cofit asymptotique de N, x O(Nsg?).
— calcul de deux décompositions aux valeurs propres avec un cofit asymptotique

égale a 20(q°).
— Etape 8 : multiplications matricielles d'un cotit asymptotique de 2 [O(q%) + O(4?)].

Une estimation du cofit asymptotique total pour les calculs effectués dans la méthode
NIMR dans le cas d, = 1 s’éleve donc a 6N, x O(max(Ny, Ns)g?). La méthode NIMR est
alors efficace d"un point de vue numérique, car sa complexité est une fonction linéaire du
maximum entre le nombre de degrés de libertés du probleme complet et le nombre de
snapshots.

Le cotit des calculs peut davantage étre réduit en considérant la version hyper réduite
HNIMR. Dans ce cas, le colit asymptotique est considérablement réduit et atteint au
maximum 6N, x O(max(r,s)g?), ol r et s sont trés petits devant N, et N; (ordre de la

dizaine).

APPLICATION SUR LE PROBLEME DE L'ECOULEMENT AUTOUR D'UN CY-

LINDRE

Position du probleme

Nous considérons 1’écoulement d"un fluide dans un canal, autour d’un cylindre cir-
culaire de diametre D (Figure [4.1). Le domaine d’étude () est un domaine rectangulaire
de hauteur H = 30D et de longueur 45D. Le centre du cylindre est situé a L; = 10D de
la frontiere gauche et & H/2 de la paroi basse. Une vitesse d’intensité u., est appliquée
a 'entrée du canal et une condition de type outlet (pn — & Vu-n = 0) a sa sortie. Sur
les parois horizontales du canal, les conditions aux limites imposées sur la vitesse sont
telles que v = 0 (composante verticale) et d,u = 0 (composante horizontale). Le fluide
est supposé isotherme et incompressible et sa dynamique est régie par les équations de
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Navier-Stokes suivantes

(

1

atu—ﬁAuﬁ-u-Vu—l-Vp:O dans Q) x [0, T|
V-u=0 dans Q) x [0, T|
U= Ueo sur I';, x [0, T]
u=20 sur Iwcylirwlre x [0, T]
U =0 sur Tpogip % [0, T[
anul =0 sur rnosl,‘p X [0, T[

1
—Eanu +pn=0 sur Ty X [0, T]
u(0) = ug dans Q)

Les valeurs du nombre de Reynolds Re = u,D/v considérées dans cette étude varient
entre 90 et 450. Les simulations numériques ont été effectuées avec Fenics (éléments
finis de Taylor-Hood [P, /IP1) en utilisant un maillage non uniforme, comprenant 85124
degrés de libertés pour la vitesse et 10694 pour la pression, raffiné autour du cylindre et
le long de la zone du sillage (Figure . La condition initiale considérée pour toutes les
valeurs du nombre de Reynolds correspond a la solution a un instant donné du régime
periodique de I'écoulement a Re = 100. Le pas de temps est fixé a 0.01.

— Oyu=0,v=10

o-n=>0 H

Il
HO)

) -

—_—
. yu = 0,v =0

r

LI B Lo !

FIGURE 4.1 — Domaine spatial et conditions au limites pour le cas d'étude de I'écoulement autour d'un
cylindre circulaire.

Afin de tester la pertinence des méthodes NIMR et HNIMR de maniére quantitative, les
erreurs relatives, le nombre de Strouhal ainsi que les coefficients aérodynamiques (coef-
ficient de trainée Cp et de portance Cpr) sont calculés. Le nombre de Strouhal est défini

Dfs

par S; = —— ou f; représente la fréquence d’oscillation de I’écoulement. Les coefficients
Uco
adimensionnels de trainée Cp et de portance C; sont donnés par les expressions suivantes

Fp Fp

Cp=—2_; Cp=—1L_
PT Touzp © Tt 1puzD
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FIGURE 4.2 — Maillage éléments finis du domaine fluide pour le cas de I'écoulement autour d’un cylindre.

ou p est la masse volumique du fluide et Fp, F;, représentent respectivement les forces de
trainée et de portance exercées par le fluide sur le cylindre définies par la relation suivante

Fp

E /r (V(Vu +VTu) - pI) ‘ndo
cylindre

ol u et p sont la vitesse et la pression dimensionnelles et y la viscosité dynamique du
fluide.

Construction des bases réduites d’apprentissage

Un échantillonnage d’écoulements paramétrés[]] est construit pour les valeurs du
nombre de Reynolds comprises entre Re = 90 et Re = 450 en considérant un pas
ARe = 30, soit Re = {90,120,150,180,...,450}. Les variables de vitesse et de pression
sont ensuite décomposées en un champ moyen[|et un champ fluctuant comme suit

u(t,x,Re) = u(x) + u(t, x, Re)
p(t,x,Re) = p(x) + p(t, x, Re)

ot les champs moyens u et p correspondent a la moyenne de tous les snapshots issus
des solutions du modele complet pour les différentes valeurs du nombre de Reynolds de

1. Les équations de Navier-Stokes sont résolues sous forme adimensionnelle. Lorsque le nombre de Rey-

nolds varie, u« n’est pas modifié, la variation se fait par l'intermédiaire de la viscosité cinématique v.
2. Les conditions aux limites sont portées par le champs moyen.
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I"échantillonnage considéré, soient :

Ny Ng 1 N; N

;;u tj, x, Re;) P = N,

Nsz

N; est le nombre de Snapshots pour chaque nombre de Reynolds et Nj, le nombre des
valeurs du nombre de Reynolds de 1’échantillonnage. Les champs fluctuants sont ensuite
approximés sur deux sous-espaces vectoriels de dimension finie V = span{¢.,..., pi'} et

P = span{qop, .., @} comme suit

i(t, x, Re) Zoc (t,Re) ¢,(x, Re) (4.14)

qu
p(t, x, Re) sz (t,Re) ¢, (x, Re) (4.15)

@ = {pl,...,¢l'} est la base POD de vitesse et {q)}], ..., @7} la base POD de pression.
Ces deux bases ont été calculées en considérant 500 snapshots (N; = 500) régulierement
répartis entre les instants f; = 7 et ty = 12, ce qui représente environs 8 périodes du
détachement tourbillonnaire de 1’écoulement. La contribution des modes POD dans 'ap-
proximation de # et p est déterminée par le ratio

ou les A; sont les valeurs propres POD. Les figures |4.3| et 4.4] sur lesquelles sont tracé les
valeurs propres POD et leurs ratios pour les différents nombres de Reynolds d’apprentis-
sages, indiquent que tres peu de modes POD sont capables de capturer la quasi totalité
de I’énergie. Ainsi, pour ce cas d’étude, les sous espaces vectoriels V et P sont construits
a partir des modes propres associés aux premiéres valeurs propres ayant une contribution
significative, soient g, = 10 et g, = 8. Pour chaque nombre de Reynolds d’apprentissage,
les modeles réduits seront construits en gardant le méme nombre de modes, a savoir 10
modes de vitesse et 8 modes de pression.

Mise en ceuvre des méthodes NIMR et HNIMR

Si X, (Re) et X,(Re) désignent les matrices formées par concaténation des vecteurs
snapshots obtenus pour un nombre de Reynolds donné

Xu(Re) = [ug,(Re), -, uy; (Re)] Xp(Re) = [pg,(Re), -, py; (Re)]

alors l'approximation peut s’écrire sous forme matricielle comme suit

(4.16)
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le+06 mode 1 100 AR St Rt - - qu=1 ——
mode 2 ----se--- 7 e Gu =2 -~
mode 3 x 90 ] Gu=3 x
100000 | e 1 s x mZy
mode 5 ---=--- <0 / Ju=>5 ——=--
mode 6 -0 r 1 Ju="06 -0
10000 mode 7 e g Qu=T
mode 8 --sm 8 70 b | qu = 8 o
mode 9 = Gu=9 -
1000 ¢ mode 10 —— f qu=10 ——
o 60} -
100 | ~
50
10 - 40 L m
1 30 L L L L L L L
50 100 150 200 250 300 350 400 450 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Nombre de Reynolds Nombre de Reynolds
FIGURE 4.3 — Valeurs propres POD de vitesse et ratio en fonction du nombre de Reynolds.
le+06 mode 1 100 gp=1—
mode 2 - gp = 2 =
100000 F /// mode 3 = 99 Gh =3
mode 4 & gy =4 =
mode 5 -~ o8 | gy =5 ——-
10000 F 1 mode 6 ---on- q§:6,,,e,,
. mode 7 . g 97 | ap=7
L e T mode 8 - % Gp =8 e
o - — E/;,_ gg B ‘a 96 |
100 b e E o
NS o =) 95
10 } Yguar ]
“.7_,-7-’ 9 ahm AT 94
1¢ e e E 93
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Nombre de Reynolds Nombre de Reynolds

FIGURE 4.4 — Valeurs propres POD de pression et Ratio en fonction du nombre de Reynolds.
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oll ¢,(Re) et @,(Re) sont normalisés au sens de la norme euclidienne et les matrices
2 (Re), Zy(Re),Vy(Re) et V,(Re) sont telles que

%u(Re) = diag(|[aL(Re)||, - ||l (Re)] £, (Re) = diag(|[a}(Re)||, - | a¥ (Re)]
B a,(Re) B ocp(Re)
Vi(RE) =, (Re) Vo(Re) = T (Re)

L'intérét de cette décompositionf]| est d’extraire les valeurs singulieres des coefficients
temporels afin de les normaliser et par suite se ramener a la décomposition SVD des
matrices X, (Re) et X,(Re). Considérons maintenant Nj, valeurs du nombre de Reynolds
pour lesquelles nous construisons les deux ensembles de matrices de snapshots

'D(H) = {Xu(Rel),Xu(Rez),...,Xu(Rer)} et D(p) - {Xp(Rel),Xp(Rez),...,Xp(Rer)}

En utilisant les décompositions en valeurs singulieres (4.16), les ensembles suivants sont

formés

DY = {pu(Re1),@u(Res), ..., pu(Ren,)} et DF' = {@,(Rer),pp(Rea), ..., @,(Ren,)}

D" = {Vy(Rer), Vu(Rea), ..., Vu(Ren,)} et D) = {V,(Rey), Vy(Rea), ..., Vy(Rey,)

DM = {Su(Rer), Zu(Rez), ..., Zu(Ren,)} et DY) = {E,(Re1),,(Rey), ..., Ep(Ren,)}

Nous rappelons que l'objectif de la NIMR est de construire les matrices de snapshots
X, (Rve) et Xp(ITe) approchées correspondant a une nouvelle valeur du nombre de Rey-
nolds Re # Re; pour i = 1,...,Nj. La premiére étape consiste a interpoler les ensembles
des matrices singulieres Dg”) et D((Tp ) en utilisant l'interpolation spline cubique. L'adapta-
tion des bases spatiales et temporelles pour le nouveau nombre de Reynolds est ensuite
établie en appliquant la méthode ITSGM sur les ensembles D,(Cu), chp ), Dt(u) et Dfp). L'in-
terpolation utilisée dans I'espace tangent a la variété de Grassmann est celle de Lagrange.
L'étape d’ajustement des bases interpolées @, ¢, V, et ‘7;, est effectuée en calculant les
matrices orthogonales de petite taille Q, et K, pour la vitesse et Q, et K}, pour la pression
par résolution des deux problemes d’optimisation sous contraintes (4.1), ot les puissances
ont été choisies égales a 3 (c’est a dire m = [ = 3).

Remarque 4.2 Pour le cas de I"écoulement autour d'un cylindre, les modes temporels sont
periodiques et possédent des conditions initiales différentes sur la phase de I'échantillonnage. Les
résultats de la méthode NIMR et HNIMR peuvent par conséquent étre déphasés par rapport aux
résultats de référence issus du modele complet. Afin de procéder a une étude comparative avec les
résultats de la POD, les résultats sont post-traités pour supprimer ce déphasage.

3. Cette écriture exprime simplement le lien entre la méthode POD et la décomposition SVD.
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Evaluation des performances des méthodes NIMR et HNIMR

L'objectif est d’illustrer la capacité des méthodes ITSGM/ROM, NIMR et HNIMR a
prédire la dynamique de 1’écoulement pour des nombres de Reynolds n’appartenant pas
a I'ensemble des nombres de Reynolds d’apprentissage. Le pourcentage d’erreur moyen
&y, entre la solution du modeéle complet u et son approximation u,, est défini par la relation

T 5 7
(/0 || — uy, L2(Q) dt)
1
T 2
(f Nl )

es mémes relations sont utilisés pour mesurer 1'erreur d’approximation de la pression
L lat t util I’ d’ t del

£° =100 x

p. L'influence du nombre de bases Nj, et du pas ARe entre deux nombres de Reynolds
de l’échantillonnage sur la méthode NIMR a été testée pour Re = 160 et Re = 280 en
considérant 2 < N, < 6 et 20 < ARe < 50. Les figures et indiquent que I'évolution
de I'erreur relative moyenne pour la vitesse et la pression ne suit pas de régle bien établi
en fonction de la variation de N, et de ARe. Par conséquent, il est difficile d’affirmer
a partir de ces résultats quel est le choix optimal du nombre de bases N; et du pas de
Reynolds ARe. Par la suite, nous prendrons Nj, = 3 et ARe = 30.

Les nombres de Reynolds d’apprentissage seront donc ceux considérés au paragraphe
a savoir 90, 120, 150, 180, 210, 240, 270, 300, 330, 360, 390, 420 et 450. Pour
Rejpie = 195, les modes spatiaux de la vitesse et de pression obtenus par la méthode
NIMR sont comparés aux modes POD| sur les figures et On constate que les
modes NIMR reclassés sont trés proches de ceux obtenus par la POD. Les matrices de
calibration permettent bien de reclasser les modes de la base interpolée selon I'ordre et
la contribution des modes POD. De méme, les coefficients temporels obtenus par NIMR
sont quasi-identiques a ceux de la POD (voir les figures [4.9] et [4.10). Les coefficients aé-
rodynamiques obtenus par le modéle complet (FULL) , la méthode NIMR et la méthode
ITSGM/ ROM pour Regjpe = 195 sont tracés sur la figure Une bonne concordance
des résultats obtenus par la méthode NIMR avec ceux obtenus par le modeéle complet est
observée. Ceci est confirmé par les erreurs relatives moyennes répertoriées dans le tableau
En effet, la méthode NIMR permet d’obtenir une approximation trés satisfaisante sur
la vitesse et la pression (0.47% d’erreur sur la vitesse 3.23% sur la pression).

Différents nombre de Reynolds 90 < Re; < 450 distincts des nombres de Reynolds
d’apprentissage ont été considérer par la suite afin de tester et valider I'approche NIMR.
Les coefficients aérodynamiques Cp, C Lmax, CLyrms, St sont tracés en fonction du nombre

4. POD désigne ici les au fonctions de base POD de référence calculées a partir des snapshots issus du

modele complet pour le nombre de Reynolds cible Re_jp,.
5. ITSGM/ROM est le modele réduit interpolé obtenu par projection de Galerkin de 1’équation du modele

complet sur la base interpolé par ITSGM.
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de Reynolds sur la figure et comparés aux résultatsﬂ issus du modele complet et de
I"approche ITSGM/ROM. Une bonne concordance entre les résultats du modele complet
et les résultats de la méthode NIMR est observée. L'erreur relative moyenne entre la
solution de référence et la solution obtenue par interpolation est représentée sur la figure
On constate que quel que soit le nombre de Reynolds considéré, I'erreur relative
moyenne de la méthode NIMR ne dépasse pas 1.5% pour la vitesse et 6% pour la pression.
Ces résultats sont satisfaisants : le modéle réduit obtenu par la méthode NIMR est capable
de reproduire avec pertinence un écoulement a un nombre de Reynolds différent de ceux
considérés dans la construction des écoulements d’apprentissage. Bien que la méthode
NIMR soit légérement moins précise que la méthode ITSGM/ROM, elle est beaucoup
plus rapide en terme de temps de calcul. En effet, les temps de simulation réels des
méthodes ITSGM/ROM, NIMR et HNIMR répertoriés au tableau montrent que la
méthode NIMR est environ 6 fois plus rapide que la méthode ITSGM/ROM. La version
hyper réduite HNIMR présente des gains encore plus importants en étant 30 fois plus
rapide que la méthode NIMR et 170 fois plus rapide que la méthode ITSGM/ROM. Cette
différence importante de temps de calcul entre I'approche intrusive ITSGM/ROM et les
approches non intrusives NIMR et HNIMR s’explique par le cofit relativement élevé lié
au calcul des coefficients du modele réduit obtenu par projection de Galerkin.

Méthode ED Crmax | CLrms Sy gzo EZO
POD 1.307 | 0.672 | 0474 | 0.176 | 0.03426% | 0.03631%
NIMR 1.301 | 0.675 | 0.480 | 0.175 | 0.47239% | 3.23544%
ITSGM/ROM | 1.304 | 0.694 | 0474 | 0.176 | 0.11703% | 0.36774%

TABLE 4.1 — Comparaison des coefficients aérodynamiques obtenus par les méthodes POD, ITSGM/ROM et
NIMR pour le nombre de Reynolds cible Rejpj, = 195

ITSGM/ROM | NIMR | HNIMR
9.5 sec 1.51 sec | 0.05 sec

TABLE 4.2 — Temps de calcul réels en utilisant les méthodes de réduction de modele ITSGM/ROM, NIMR
et HNIMR pour la prédiction de I"écoulement autour d'un cylindre

6. Les résultats du coefficient de trainée moyen Cp obtenus par modele complet montrent qu’il y a un
comportement convexe de ce coefficient en fonction de la variation du nombre de Reynolds, avec un minimum

compris entre Re = 160 et Re = 230. Ce comportement a été déja observé par Fabiane et al. [141].
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(a) mode 1
(b) mode 2
(c) mode 3
(d) mode 4

(e) mode 5

(f) mode 6

(g) mode 7

FIGURE 4.7 — Comparaison des modes de vitesse issues de la NIMR (gauche) avec les modes POD (droite)

pour Regjpj, = 195.
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(a) mode 1

(b) mode 2

(c) mode 3

(d) mode 4

(e) mode 5

(f) mode 6

(8) mode 7
F1IGURE 4.8 — Comparaison des modes de pression issues de la NIMR (gauche) avec les modes POD (droite)
pour Regjp, = 195.
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46 CONCLUSION DU CHAPITRE

Comme il a été déja souligné au chapitre 3, en utilisant la méthode ITSGM pour l'inter-
polation des bases POD, la nécessité de recourir aux équations du modele complet pour
reconstruire la dynamique temporelle met en évidence l'intrusivité de cette approche. En
effet, une fois que la base interpolée est calculée, la dynamique temporelle associée au
nouveau probleme est obtenue en résolvant le systeme d’équations différentielles ordi-
naires, issu de la projection de Galerkin du modele complet sur la base interpolée. Cette
approche de réduction de modele est alors dite intrusive vu sa dépendance aux équations
du modele complet. Il est alors impossible de reconstruire la dynamique temporelle du
probléme sans avoir acces aux équations de base. Dans le but de contourner ce probleme,
ce chapitre a été dédié a la construction de la nouvelle méthode d’interpolation non intru-
sive appelée NIMR (Non Intrusive Model Reduction) et sa variante HNIMR (Hyper Non
Intrusive Model Reduction). Cette méthode a été appliquée et validée sur le probléme
de I’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre lorsque le nombre de Reynolds change.
Il s’ensuit que les résultats obtenus sont en accord avec les résultats du modéle complet
(d’erreur moyenne relative inférieure a 1.5% et 6% respectivement pour la vitesse et la
pression). L'approche s’avere également tres rapide en temps de calcul. En effet, l'inter-
polation des bases réduites par la méthode NIMR se fait en moins de 2 secondes et en
moins de 0.05 secondes pour 1'approche HNIMR. Dans le chapitre suivant, le potentiel
des approches de réduction de modéle non intrusive (NIMR et HNIMR), ainsi que des
approches intrusives du chapitre précédent (ITSGM, MPS et PGD) sera illustré sur les
problemes de controle optimal réduit des équations de réaction diffusion, de Burgers et
de Navier-Stokes.
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5.1 INTRODUCTION

Le contrdle optimal et la réduction de modéle par POD ont été couplés dans plusieurs

applications de la physique dans le but de réduire le temps de calcul et les exigences
de stockage mémoire. Le contrdle optimal basé sur les équations adjointes d’un modele
réduit (voir section a notamment été utilisé en mécanique des fluides pour réduire
les instabilités qui apparaissent dans le sillage de I’écoulement autour d'un cylindre fixe
[142] ou en rotation [143] en agissant respectivement sur la vitesse d’entrée et sur la
vitesse de rotation du cylindre ; pour contréler la taille de la zone de recirculation présente
en aval de I'’écoulement dans une marche descente en agissant sur l'intensité d'un jet
auxiliaire [144), [145]; pour contrdler 1’écoulement autour d'un profil d’aile [146] [147];
pour controler 1'écoulement dans une cavité entrainée différentiellement chauffée [148].
L’approche a également été appliquée pour le controle des équations paraboliques [149]
et des équations de Burgers [150, 151]. Ces différentes applications ont montré que le
controle par les modéles d’ordre réduit permet un gain significatif en temps de calcul ainsi
qu’en stockage mémoire. Cependant, la réduction du temps de calcul dépend fortement
de la qualité du modéle réduit et de sa capacité a prédire les directions de la descente
avec une précision suffisante. Pour améliorer I'approche du contrdle optimal par modele
réduit, Leibfritz et al. [152] ont combiné la POD avec la NSDP (nonlinear semidefinite
programming) et la méthode des régions de confiance IPCTR (interior point constraint
trust region). Agarwal et al. [153] et Bergmann et al. [154), 96] s’appuient sur une technique
similaire, qui non seulement restreint le modéle réduit a sa région de validité, mais qui
fournit un algorithme robuste globalement convergeant.
L’objectif de ce chapitre est dans un premier temps de tester les méthodes ITSGM, PGD
et MPS dans l'algorithme de contréle optimal basé sur I'équation adjointe réduite. Apres
avoir décrit les modifications algorithmiques engendrées par la phase d’adaptation de
bases, la robustesse de 1’approche est testée pour le contrdle optimal des équations de
réactions diffusion non linéaires et puis des équations de Burgers, et enfin I'écoulement
autour d’un cylindre régi par les équations de Navier-Stokes. La seconde partie concerne
le controle optimal en utilisant un algorithme génétique en conjonction avec les méthodes
de réduction de modele non intrusives NIMR et HNIMR. La pertinence de 1’approche en
terme de précision et de temps de calcul est évaluée pour le probléeme de controéle optimal
de I’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre.

5.2 CONTROLE OPTIMAL REDUIT AVEC ADAPTATION DE LA BASE REDUITE

5.2.1 Algorithme de contrdle optimal réduit avec phase d’adaptation

Le probleme de controle optimal complet que 1'on souhaite résoudre s’écrit

min J (y,0) sur (y,0) € Vx K tel que N(y,0) =0 (5.1)
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ot K un est ensemble convexe fermé de Z = R% et V = L?(0,T; H'(Q)). Soit § un
parametre fixe, supposons que pour un parametre de contrdle § voisin de 0 la variable
d’état () est approximée dans le sous espace vectoriel de dimension g, engendré par
l'ensemble des fonctions de bases g = {¢j, ..., @)}, soit :

q
y(t,x,0) = yq(t,x,0) = ) a*(t,0) g (x) (5-2)
k=1

Les coefficients temporels &(t,8) = {a'(t,0),...,a%(t,0)} peuvent étre déterminés en ré-
solvant le systeme d’équations différentiels obtenu par projection de Galerkin de 1'équa-
tion des contraintes sur la base réduite ¢y, soit

q ~ ~ .
<N (Z“k(t,G)sv’é(x),@) ,qvb(x)> =0, Vi=1,-,q
k=1 L2(Q)

L’équation du modéle réduit ci dessus s’écrit de maniere compacte comme suite

N, (&, 6)=0 (5.3)
Pour 6 € K fixé, on définit I’application

0 — &

ot T = L?(0,T) et & est solution du modele réduit Ny, (&,6) = 0. L'application Fy,
permet d’obtenir a partir de la base réduite gg construite pour le parameétre 6, la solution
du modele réduit pour tout parametre § dans le voisinage de # € K. Cette solution est
donc obtenue par résolution du modele réduit (5.3). En substituant dans le probleme

de controle optimal et en utilisant I'expression des contraintes réduites (5.3), on peut
formuler le probleme de controle optimal réduit suivant

min Jp, (&,0) sur (&0) €T xK (5-4)
tel que
& = Fp,(0) c’estadire Np,(&,0) =0 (5-5)

On rappelle que dans ce cas (voir section [2.4), la fonction de Lagrange associée a la
contrainte réduite (5.5) est définie par

Loy TxZxT—R
<&f§/ﬁ) - ﬁ(&/érﬂ) = j(l’e(&r@ + <ﬁ/NIP9(E‘/9~)>T

ou B est un multiplicateur de Lagrange. Les conditions d’optimalités pour le probleme

d’optimisation sous contrainte réduite (5.4)(5.5) sont données par
N, Po (

a&N% (&, é)*ﬁ + 95 Tp, (

<89~j¢9(&,é) + 0gNp, (&,0)"B,0 — §>Z >0 V0 € K= inéquation du minimum de 7,

, é) = 0 = équation des contraintes réduite

=N

,0) = 0 = équation adjointe (5.6)

<N
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et les directions de descente sont évaluées par la relation suivante
dg = ~03Ly, (8,0, B) = —05Tp, (&,8) — 95Ny, (&,6)" B (57)

Les étapes de résolution de ce probleme d’optimisation sont résumés dans 1’algorithme
gl Contrairement a cette approche ot la base réduite est supposée fixe, la stratégie dé-
veloppée avec phase d’adaptation de bases, consiste a résoudre une séquence de pro-
blemes d’optimisation de type (5.4)(5.5) entrecoupée par une phase d’adaptation de la
base réduite. Autrement dit, pour un parametre candidat (") fourni par 'algorithme de
contrdle réduit a l'itération 7, la base réduite @) est fixée et une solution Gc(,f ) du probléeme
(5-4)(5.5) associé est trouvée. Dans une seconde étape, la nouvelle base réduite @ 11) est
mise a jour en utilisant la méthode ITSGM ou la méthode PGD de telle sorte qu’elle soit la
plus adaptée au paramétre convergé 0("+1) = 0. Les étapes du controle optimal réduit

avec phase d’adaptation sont illustrées dans 'algorithme

Algorithme 16 : Algorithme de contrdle optimal réduit avec adaptation de bases.

1 initialiser k = 0, et choisir ) arbitraire;

2 résoudre le modele réduit (5.5) — &,

3 prendre a =t =g,

4 while |j¢9(k> (&(k),()(k) — j%(k) (&(k—l)lg(k—l)” > e,j%(k) (am(k),g(k)” do

5 initialiser = 0, () = ().
. ~ (1

6 | while |, . (&

7 I+ 1+1;

8 pour 6 = §U-1) résoudre le modele réduit (55) — al) ;

9 pour & = &) et § = §(~1), résoudre le probleme adjoint réduit — 5,(1? ;

10 calculer la direction de descente d(!) par 1'équation (5.7);

11 calculer le nouveau parametre de contrdle par () = Py <§(l*1) + (Tld(l)) tel
que 0; > 0 est déterminé par la regle d’Armijo;

12 end

5| 00 g,

14 adapter la base @, pour le nouveau parametre %) en utilisant la méthode
ITSGM ou la méthode PGD;

15 k<+—k+1;

16 end

Dans le cas ou la méthode PGD est choisie pour actualiser la base réduite (étape 14), un
seul enrichissement PGD a chaque itération est suffisant pour obtenir une précision satis-
faisante des directions de descente et par suite a assurer une convergence rapide de 1'al-
gorithme de contrdle réduit. Apres plusieurs itérations de 1’algorithme de controle réduit,
la fonctionnelle et les parameétres de contrdle stagnent et 1’algorithme |16 agit exactement
comme l'algorithme PGD classique [130]. En effet, dans ce cas les parametres de controles
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sont fixes et faire une itération supplémentaire de 'algorithme de controle réduit revient
a faire un enrichissement PGD supplémentaire.

Les méthodes ITSGM et MPS sont des méthodes a posteriori car elles dépendent des snap-
shots préalablement calculés et stockés. La précision maximale des solutions obtenues en
utilisant ces méthodes est donc déterminée par le choix initial de la distribution des pa-
rametres d’apprentissage, ol les snapshots utilisés pour construire les bases POD sont
calculés. Dans une boucle de contrdle réduit, les méthodes MPS et ITSGM atteindront
leurs précision maximale apres un certain nombre d’itérations. Au-dela de ces itérations,
les parametres de contrdle ainsi que la fonctionnelle cotit vont stagner, signifiant qu’un
contrdle optimal approximatif est atteint. Un moyen possible pour améliorer la précision
des résultats obtenus par les méthodes ITSGM et MPS est d’utiliser la méthode PGD
dans la phase d’adaptation lorsque les indices de stagnation des parameétres de controle
apparaissent. Dans ce qui suit, ces combinaisons de méthodes seront mentionnées sous
les acronymes ITSGM/PGD et MPS/PGD. Dans la suite de ce chapitre, ces méthodes
d’adaptation de bases réduites seront testées dans 1’algorithme de contrdle optimal réduit
(Algo. pour le contrdle optimal des équations de réaction-diffusion, des équations de
Burgers[ et des équations de Navier-Stokes. Dans le cas ot le controle est effectué pour
atteindre une solution cible 1, la formule utilisée pour le calcul de I’erreur relative a I'issue
du controle entre la solution convergée u., et la solution cible est donnée par

. N
(]t = i )
.\
()l )

Application au contrdle de I’équation de réaction-diffusion

el =100 x

a) Probleme de contrdle optimal complet
Soient ) C R? un domaine borné et I' = I'p U Ty sa frontiére, le probléme de réaction
diffusion étudié s’écrit
1
o — vAu + §u2 =f inQx]|0,T]
u=g onIpx]0,T]

(5.8)
oy =0 onTyNx]0,T]

u(0) =up inQ.

ol 4y € L2(Q) est une condition initiale et f € L2(]0, T], L?(Q)) désigne les forces exté-
rieurs appliqués sur le domaine (). le terme f est défini par la fonction Gaussienne de

1. Les résultats concernant le contréle optimal réduit de I’équation de réaction-diffusion et I'équation de
Burgers ont fait 1’'objet de la publication [155].
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rayon ¢ centrée au point (cy, ¢,) comme suit
Y

ft,x,y,cx,cy) = )\cos(%‘[ﬂ—nt) exp (— (x— ) T W= Cy)z) (5.9)

0 20’2

La fonction g des conditions aux limites de Dirichlet est donnée par 1'expression

g(t,x) = (t) cos(x* + y?) (5.10)

Dans la suite, on s’intéresse aux parametres de controle cy, c¢,, & et v. Nous allons pré-
senter trois cas tests du controle réduit de 1'équation de réaction-diffusion. Le premier
cas test consiste a agir sur ¢, et ¢, coordonnées du centre de la fonction Gaussienne du
terme source f. Dans le 2°™¢ cas, le controle est effectué en faisant varier le coefficient de
diffusion v et le rayon de la fonction Gaussienne ¢. Finalement, dans le 38me a5 tous ces
parametres seront variés.

On considere le probléeme d’optimisation sous contraintes suivant
min 7 (u,0) sur (1,0) € V x K tel que u satisfait I’équation (5.8) (5.11)

ouV =12 (0, T, H;/FD (Q)) et K C Z avec Z = R%. Pour ¥ > 0 un parametre de régu-
larisation, et 7 la solution cible associée & un parametre 0 € K, on définit la fonctionnelle
objectif 7 : V x Z — R par

T (1,6) 2// )\dedt+2/ u—afdx+ 507 (512)

ot (). est le domaine de contrdle décrit dans la figure

[0} Qg Qip Mg
@ @ Qi Qs
@ Qe Qip Dy

y}\

@ 073 023 Qi

X
\
7

I's

16
FIGURE 5.1 — Domaine spatiale Q) et sous domaines Q)¢ = 'Ul(),« sur lesquelles le controle est effectué.
i=

b) Ecriture du probléme de contréle optimal réduit

Supposons maintenant que () et i sont approximés dans deux sous espaces vectoriels
engendrés respectivement par les familles de vecteurs de base POD ¢ = {¢',...,¢"} et
@ =1{¢,..., 9"}, soient :

u(t,x,0) sz (t,0)¢ (x, t) ~ i&j(t)g?)f(x) (5.13)
=1
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Le modele réduit de I'équation de réaction-diffusion s’écrit
)
9

Z i dt —’rVZRZ]DC + = ZBZ]oc]+ ZNl]kzxuc =F+ - G

=1
1 .

ZMija](O) :/Quoq)idx

]:

1

]kl

(5-14)
Vi=1,--

\

.’q

ol € — 0 est le parametre de pénalisation des conditions aux limites [95] (voir chapitre
2, sous section . Les coefficients du modele réduit M;;
de la projection de Galerkin sont calculés comme suit

Z]/ RZ]/ Bl]/ q, 1]]( F et G ISSUS
M;; = /Q @ dx

Ni]'k:/Q(ij)kq’idx E:/qu)idx
ij:/QVCPjVGOidx Bi]’:/qo](pld(f

G, = / g@;do
r
En utilisant le modele d’ordre réduit (5.14), on dérive le modele réduit adjoint associé
suivant

q ‘
ZMZ} at VZRijﬁl Z N B = Z ZLJZ“
1 ik=1

Y MB(T) ZLM Y ()
i=1 i=1

Vi=1,.

. q
ou Ii; sont les coefficients de la fonctionnelle cotit réduite obtenus en injectant les ap-
imations (5.13)

proximations dans la fonctionnelle objectif Ces coefficients sont obtenus par
les identités suivantes

Iij = N q)kq)jdx Ly = /Q qokq?)l dx

Finalement, en utilisant le probléme adjoint réduit, on détermine les directions de descente
dans les directions des variables de contrdle cy, ¢, v et & comme suit

AL T (2 - (x —ex)?+ (y — ¢y)?
= —— —_ ] J(x — — y _
de, 5_2;/0 cos ( T t)ﬁ ult‘/(2 ¢’ (x — cx) exp ( 552 dx — Kcy
A (T 27\ , (x —cx)?
de, = —6_2];/0 cos <T0t>ﬁ]dt/Q ¢ (x — ¢cy) exp (—

- _/\Z/ cos <t),3]dt/ (x — C")z;<y— cy)? exp (_(x —c)? + (y — ¢y)?

552 ) ¢j(x)dx — k&
ZZRU / W' Bldt — xv

i=1j=1
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c) Test 1 : controle de 0 = (cy, ¢y)

Pour ce cas test, 'équation de réaction-diffusion est considérée en choisissant
I'p =T1UILUI3UTy et 'y = @. Le coefficient de diffusion v est choisi égal a 0.01,
n(t) = %, A=+2 Ty =25et & = 0.15. Dans ce premier test, 1’objectif est de contrdler
la solution u a l'intérieur du sous domaine (), en agissant, par l'intermédiaire du para-
metre de controle 0 = (cy, cy), sur le centre de la fonction Gaussienne (5.9). Pour la mise
en ceuvre du contrdle optimal réduit avec phase d’adaptation, 16 points uniformément
répartis dans le domaine K = () ont été considérés afin de construire un échantillonnage
Yy du parametre de contrdle 6 (figure [5.2). Une base POD ¢ de taille 6 pour chaque
parametre 6 € Yy est calculée en utilisant un ensemble de 400 snapshots uniformément
répartis sur l'intervalle |0, T| avec T = 5. La réunion de tous ces snapshots paramétrés est
ensuite considérée pour la construction de la base MPS/POD (i.e., 1600 snapshots ont été
utilisés). Le modeéle complet permettant d’avoir les snapshots a été résolu par éléments
finis (Fenics) sur un maillage non uniforme composé de 5511 degrés de liberté, ou le pas
de temps considéré est 6t = 0.005.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURE 5.2 — Distribution des parametres de controles 0 dans le domaine des solutions admissibles.

Soit # = u(f) la solution du probleme (5.8) construite pour le parametre cible
0 = (0.35,0.65) que 'on souhaite atteindre par 1'algorithme de contrdle optimal réduit En
prenant comme point de départ de I’algorithme de controle le parametre 6 = (0.7,0.3),
l'objectif est de retrouver le paramétre de controle cible § qui minimise la fonctionnelle
(5.12). Les solutions en trois instants associés aux parametres initiaux et cible sont tracées
sur la figure On constate clairement l'influence de 6 sur la solution #(0) qui apparait
comme une excitation externe localement appliquée dans le domaine Q.

Etant donné les notions locales sur lesquelles la méthode d’interpolation ITSGM est
fondée, et afin d’obtenir une bonne approximation par cette interpolation, il est préférable
de sélectionner uniquement les bases POD correspondants a des parametres dans un voi-
sinage assez petit du parameétre cible. Ainsi dans notre cas, seulement les 4 bases POD
voisines sont considérées. On note également que pour la méthode MPS 'adaptation de
la base a chaque itération n’est pas nécessaire, car la base MPS/POD est par hypothese
construite de fagon qu’elle soit valide pour tous les parametres dans Yj.

La figure montre pour chaque méthode utilisée dans le controle réduit 1’évolution
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2 2
1.0 0.0 S 1000

(a) u®(T/3) (b) u© (2T/3) (©) u®(T)

1.0 0.0 S 1000

1.0 0.0

(d) a(T/3) (e) 2(2T/3) () a(T)
FIGURE 5.3 — Représentation de la solution cible il et de la solution initiale u(®) aux instants T/3, 2T /3 et
T.

de la fonctionnelle cotit. En terme de convergence de l'algorithme de controle réduit,
la méthode PGD se comporte mieux que les méthodes ITSGM et MPS. A litération 9,
le controle réduit par PGD donne une approximation suffisante des parametres cibles
(cx, cy). Au dela de l'itération 9, les parametres de contrdle stagnent et la PGD continue a
minimiser 'erreur d’approximation de la solution jusqu’a I'itération 18, ot1 la fonctionnelle
commence a se stabiliser, indiquant que la méthode PGD a atteint sa précision maximale.
Pour les méthodes ITSGM et MPS, la précision maximale est atteinte aux itérations 8 et 10
respectivement. Cela se traduit par la stagnation de la fonctionnelle et des parametres de
controle. La stagnation de la fonctionnelle indique que la méthode utilisée pour ’adap-
tation des modeles réduits a atteint sa précision maximale. Etant donné que la méthode
PGD apporte une meilleure précision par rapport aux méthodes ITSGM et MPS, une amé-
lioration de la précision obtenue par ces derniéres peut étre envisagée en les combinant
avec la méthode PGD. Autrement dit, la PGD est appliquée a partir de l'itération ot la
fonctionnelle pour les méthodes ITSGM et MPS ne varie plus. Ceci entraine une chute de
la fonctionnelle ce qui se traduit par une augmentation de la précision de la solution. Les
tigures [5.5{montrent que l'algorithme de contréle optimal réduit en utilisant les méthodes
ITSGM, PGD, MPS ou encore les variantes ITSGM/PGD, MPS/PGD, permet de retrouver
le parametre cible 8. Le temps CPU est trés petit (rapport entre 94 et 134 par rapport au
modele complet) comparé a celui nécessaire dans le cas ot le probleme de controle serait
résolut par le modele complet (tableau 5.1). D’autre part, I'erreur relative entre la solution
cible et la solution convergée obtenue par 1’algorithme de controle réduit, est petite (entre
0.3% et 6%), ce qui prouve la robustesse des méthodes d’adaptation de modeles réduit
utilisées a l'intérieur de l'algorithme réduit pour cet exemple.
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FIGURE 5.4 — Evolution de la fonctionnelle objectif en fonction des itérations de controle.
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(b) Evolution du parametre cy

FIGURE 5.5 — Evolution des paramétres cy et cy en fonction des itérations de controle.

Méthode/itération | TFULL /T method 6() T (60)) el

FULL (iter.12) - (0.350,0.650) | 7.6 x 10~1° | 0.003%
ITSGM (iter.12) 98 (0.352,0.649) | 5.9 x 10~ | 5.471%
MPS (iter.12) 134 (0.350,0.651) | 8.9 x 107 | 6.616%
PGD (iter.12) 94 (0.350,0.649) | 2.9 x 107% | 0.392%
ITSGM-PGD (iter.12) 100 (0.350,0.650) | 7.2 x 107% | 0.584%

MPS-PGD (iter.12) 131 (0.350,0.650) | 6.4 x 107% | 0.541%

TABLE 5.1 — Rapport de temps CPU entre le contrdle optimal classique et le controle optimal réduit avec
phase d’adaptation, parametre de controle convergé 6™, valeurs des fonctionnelles et pourcentages d'erreurs
de reconstruction entre la solution cible 1 et la solution u((®)) obtenue a issue de I'algorithme de controle.
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d) Test 2 : contrdle de 6 = (v, )

Considérons le probléme d’optimisation ot1 'on souhaite contrdler la solution u a l'inté-
rieur du sous domaine (). en agissant cette fois-ci sur le coefficient de diffusion v et sur le
rayon de la fonction Gaussienne du terme source &. Le parametre de controle dans ce cas
est noté 6 = (v, &). Pour ce cas nous posons #(t) = cos(t), A = 2v/2, Ty = 2, ¢, = 0.55,
cy = 053, Tp =T1 Ul et I'y = I UTy. Le modele complet est résolu sur l'intervalle
temporel ]0,5] par éléments finis en considérant un maillage non uniforme constitué de
33025 degrés de libertés et un pas de temps 6t = 107%. Les points d’échantillonnage
de I'ensemble Y, sur lequel les snapshots ont été calculés pour construire les bases POD
et MPS/POD sont représentées sur la figure L'ensemble contenant les parametres
admissibles est donné par

K = {(V,a) ER2, /104 <v<1et005<0c< 0.5} (5.15)

Soit #(0) = (0.0045,0.1) le parametre de départ de I'algorithme de contrdle réduit @ cher-
chons a retrouver par l'algorithme de controle réduit le parametre cible § = (0.001,0.35)
et la solution associée pour laquelle la fonctionnelle 7 est minimisée. Les figures 5.7/ et

(%
l l l l l
| | | | |
8 Sl L Sy 6 & L & - .-
l o l l l l
03 ¢ — — — - ~ “ 77777777777 " 777777777777 ’ 777777777777 ’ 777777777777 “ - -
) S o o o o PO
| | | | |
l l l l 9(0)
01§ - ® S o ®* °*
e e e e e v
0.0005 0.0015 0.0025 0.0035 0.0045

FIGURE 5.6 — Echantillonnage des parametres de controles 6.

montrent que la stratégie du controle optimale réduit en utilisant les méthodes ITSGM,
PGD, MPS ou encore les variantes ITSGM/PGD, MPS/PGD, permet de retrouver le para-
metre cible § en diminuant drastiquement le temps de calcul CPU. Le temps du contrdle
complet (FULL) a été divisé par 85 en utilisant la méthode PGD et 136 en utilisant la
méthode MPS/PGD (tableau [5.2). De plus, l'erreur relative entre la solution cible et la
solution a l'issue de 'algorithme de controle réduit, est petite (entre 2% et 5%).

e) Test 3 : contrdle de 6 = (cy, ¢y, v, 7)

Comme il a été souligné dans les deux tests ci-dessus, le controle optimal réduit en uti-

2. Le maillage dans ce cas d’étude est plus raffiné que celui du test 1 a cause de la dynamique importante
induite par les conditions aux limites de Neumann et les petites valeurs que peut avoir le coefficient de
diffusion.
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FIGURE 5.7 — Evolution de la fonctionnelle objectif en fonction des itérations.
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FIGURE 5.8 — Evolution des parametres v et & en fonction des itérations de controle.
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iterations
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(b) Evolution du rayon de la Gaussienne &

Méthode/itération | 7FULL /T method o) J(6)) e,

FULL (iter.12) — (0.0010,0.345) | 1.6 x 107 | 1.428%
ITSGM (iter.12) 107 (0.0011,0.347) | 1.7 x 10~ | 4.502%
MPS (iter.12) 111 (0.0010,0.338) | 1.0 x 1079 | 3.676%
PGD (iter.12) 85 (0.0010,0.348) | 3.5 x 107 | 2.191%
ITSGM-PGD (iter.12) 107 (0.0011,0.347) | 1.7 x 1079 | 4.502%

MPS-PGD (iter.12) 136 (0.0010,0.345) | 2.8 x 10~ | 1.893%

25

TABLE 5.2 — Rapport de temps CPU entre le controle optimal classique et le contréle optimal réduit avec phase
d’adaptation, parametre de controle convergé 0(®), valeurs des fonctionnelles et pourcentages de d’erreurs de

reconstruction entre la solution cible 11 et la solution 1(6®)) obtenue a Uissue de I'algorithme de controle.
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lisant les méthodes ITSGM et MPS nécessite une phase offline de création d’un échan-
tillonnage d’ensembles de snapshots paramétrés. Dans certains cas, lorsque le contrdle
est effectué sur un nombre de parametres d, supérieur a 2, la phase offline peut étre trés
cotiteuse et les approches ITSGM et MPS perdent leur intérét dans le controle optimal
réduit. Etant donné que la PGD est une méthode a priori qui vise a diminuer l’erreur
de I’'approximation, le but de ce paragraphe est alors de montrer que la méthode PGD
présente des gains indépendamment du nombre de parametres de controle. Dans ce troi-
siéme cas test, nous allons donc considérer le méme probleme de controle que le cas test
2, en agissant en plus sur le coefficient de diffusion et le centre de la fonction Gaussienne.
Le parametre de controle s’écrit alors 6 = (v, &, ¢y, cy).

On consideére 7 la solution cible qui correspond au parametre § = (0.001,0.35,0.3,0.7)
telle que il est approximée sur un sous-espace de dimension 10 représenté par la base
POD associée. L'ensemble des solutions admissibles K est donné par

K:{(v,(r,cx,cy)e]Rix]R2 /107 <v<], 0<d<1, 0<cr<1 et 0<cy<1}

(5.16)
En démarrant d’une solution initiale u(©) = u(()(o)) telle que 00 = (0.005,0.1,0.6,0.3),
nous cherchons 2 atteindre le parametre cible § en minimisant la fonctionnelle 7 sous la
contrainte de I'équation (5.8). L'allure en trois instants des solutions initiale et cible est
représenté sur la figure Ces figures montrent que la dynamique entre la solution de
départ et la solution cible est tres riche. Les figures et[5.11] montrent que I'algorithme

0.0

1000

() ul®(T/3) (b) u© (2T/3) (©) u®(T)

0.2
1.0 0.0

1.0 0.0

(d) a(T/3) (e) #(2T/3) (f) (T)
FIGURE 5.9 — Représentation de la solution cible 1i et initiale 1) qux instants T/3,2T/3 et T.

de controdle réduit en utilisant la méthode PGD pour l'actualisation des bases réduites,
parvient a atteindre correctement les parametres cibles du probléeme. Le temps CPU né-
cessaire pour que l'algorithme PGD fournisse une solution avec une erreur relative de
2.8% (resp. 1.13%), est réduit de 94 fois (resp. 73 fois) par rapport au temps CPU du
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5.2.3

probléeme de contrdle optimal classique basé sur le modele complet (voir le tableau [5.3).
Ainsi, environ 98% du temps CPU a été économisé en utilisant la PGD dans 1’approche
du contrdle optimal réduit. L’approche du controle réduit en utilisant la PGD peut donc
réduire drastiquement le temps CPU avec une bonne précision.

Méthode /itération | 7FULL /TPCD | 7(g(=)) el
FULL (iter.25) — 1.05 x 1072 | 0.34%
PGD (iter.20) 94 5.69 x107% | 2.8%
PGD (iter.25) 73 953 x107° | 1.13%

TABLE 5.3 — Rapport de temps CPU entre le controle optimal classique et le controle optimal réduit en
utilisant la PGD dans la phase d’adaptation de bases réduites, parametre de controle convergé (™), valeurs
des fonctionnelles et pourcentages de d’erreurs de reconstruction entre la solution cible il et la solution
1u(6(®)) obtenues a l'issue de I'algorithme de controle.

100

107-5¢

1076}

-« J
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9«77-(

1077

10 15 20 25 30
control iterations

(233

0

FIGURE 5.10 — Fvolution de la fonctionnelle 7.

Application au controle de I’équation de Burgers

a) Position du probleme

Dans cette section, la stratégie du controle optimal réduit adaptatif est appliquée sur
le probleme de controle optimal des équations de Burgers en deux dimensions. Soient
T > 0 et Q C R? un domaine carré de coté d et de bord T'. Pour une condition initiale
uy € [LZ(Q)]2 et un terme source f € L2(]0, T], [LZ(Q)]Z), ’équation de Burgers s’écrit

i —vAu+u-Vu=1£f dans Qx]0,T|
u=0 surIx]0,T] (5.17)

u(0) =uy dans Q.
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FIGURE 5.11 — Evolution des parametres de controles par rapport aux itérations de I'algorithme de controle.
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Le terme associé aux forces extérieures f s’écrit

V2 Cy—Y
f(x,y) = - G(x,y)
X — Cy

G est la fonction Gaussienne de rayon &, centrée au point 6 = (cy, ¢;) donnée par

(x —cx)® + (y — Cy)2

G(xy) =e 202

La condition initiale ug est définie comme un champ de vecteurs a divergence nulle qui
tourne dans le sens opposé du champs de vecteurs du terme source, soit

y—05

uo(x,y) =
05—x

On définit la fonctionnelle objectif comme suit

J(u,0) 2/ /]u—u|2dxdt+ /|u |2dx—|—f|9|2 (5.18)

ou x est un parametre de régularisation et # une solution cible. L'objectif est donc de
controler les equations de Burgers en agissant sur le couple de parameétres (cy, cy) et d’at-
teindre les performances définies par la fonctionnelle objectif (5.18). Pour ce cas d’étude,
on choisitd =1, T =6, v =103 et & = 0.15. L'espace des solutions admissibles K C ()
est donné par

K= {(cx,cy) ER* / 025< ¢y <0.75; 0.25< ¢, < 0.85} (5.19)

b) Ecriture du probleme de contréle optimal réduit
Supposons que u(0) et # sont approximées dans deux sous espaces vectoriels engendrés
respectivement par deux bases POD ¢ = {¢!,..., ¢} et = {¢/,..., ¢}, soit :

u(t, x,0) sz (t,0)¢ i(x,t) ~ i&j(t)gbf(x) (5.20)
=1

e Le modéle d’ordre réduit issu de la projection de Galerkin de 'équation (5.17) sur la

base POD ¢ s’écrit
do/
EMU dt +VER1](X + E Cz]k“]“ =F, Viel,. ,q

k=1
= I (5.21)

2 (0) = i i ..
Jng]zx (0) <uo,q0 >L2(Q) , Viel,---,q
ott F() et les matrices réduites M, R et C sont obtenus comme suit
= / Pl dx R = /Qv(p; : Vol dx
C(

ijk :/ gD] V (Pu goudx E(M)Z/Qfgﬂzudx
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e Le probleme adjoint réduit associé aux équations d’état réduites est donné par

q dﬁi q ;
;MZ]E — V;Ri]'ﬂ —
q

q . .
Y Mg (T) =) Lia'(T) —
i=1 i=1 i

q . q ) r )
(Cijk + Cij) "' = Y L' — Y Lya!, Vj€l,--,q
k= i=1 i=1

[y

MQ)

Lio/(T), Vjel,---,q

Il
—_

(5.22)
ou Ii; sont les coefficients de la fonctionnelle cofit réduite obtenus en injectant les ap-

proximations dans la fonctionnelle objectif (5.18). Ces coefficients sont obtenus par
les identités suivantes

Ik]-:/Q ¢* ¢/ dx Ly :/Q ¢* ¢ dx

e Les directions de descente suivant les variables de contrdle ¢y, ¢, sont finalement calcu-

lées par les relations

V2L T x—c [ YTV
- _r= J J —
de, 7 Z/o ,Bdt/ogo P G(x,y)dx — Kkey

j=1 X —cy—1

ey —y+1

\6 q T . X —C
= _72 ] j Y _
T j:l/o ﬁdt/ofp p3 G(x, y)dx — ey

X—Cx

¢) Application

Partant d'un parameétre initial (¢, c;””) = (0.45,0.75), le but est d’appliquer la straté-
gie du controle optimal réduit (Algo. afin de retrouver le parametre cible (éx,éy) =
(0.63,0.52) pour lequel # vérifie I'équation (5.17). Les lignes de courant des solutions ini-
tiale et cible sont tracées en trois instants t = T/3,t = 2T /3 et T sur la figure Cette
figure montre que la zone de recirculation initialement centrée au point (¢, ¢;) = (0.5,0.5)
forcée par la condition initiale, est transportée au cours du temps a 1’endroit ou les forces
extérieures sont appliquées.

L’étape offline du contrdle optimal réduit en utilisant les méthodes ITSGM et MPS exige de
supposer un échantillonnage de parametres de controle. Pour ce cas d’étude, les 1’échan-
tillonnage des parametres est considérés sur la grille construite en choisissant les valeurs
0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8 pour c, et les mémes point pour c¢,. Le modele complet est
ensuite résolu pour chaque couple de parametres (cy, cy) en utilisant la méthode des élé-
ments finis (avec le pas de temps Jt = 0.002) et les solutions en 500 instants uniformément
répartis sur |0, T| sont stockées. En utilisant ces données les bases POD pour chaque pa-
rametre ainsi que la base MPS/POD sont créées. Comme pour 'exemple précédent du
contrdle de 1’équation de réaction-diffusion, seules les bases associées aux 4 parametres
voisins seront considérées dans l'interpolation ITSGM. Les figures et montrent
I'évolution de la fonctionnelle et des parametres de contrdle en fonction des itérations de
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(d) a(T/3) (e) 6(2T/3) () a(T)
FIGURE 5.12 — Lignes de courant de la solution cible associée au parametre (0, 9y) = (0.63,0.52) (dessous)
et de la solution d'état associé au parametre first-guess du contrdle optimal (ci"*,c;"") = (0.45,0.75)
(dessus).
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I'algorithme de contrdle. Les erreurs relatives a 1'issu du contrdle sont répertoriées dans
le tableau On constate que cette erreur est de 5.45% en utilisant la MPS, 5.17% en
utilisant la ITSGM et 5.22% en utilisant la PGD.

10! :
< FULL
& ITSGM
1072 = PGD
2 MPS
ITSGM/PGD
1073 —« MPS/PGD
104 e
T
10—(‘»
1077
1078
—9 L L L L
10 5 10 15 20 25
iterations

FIGURE 5.13 — Evolution de la fonctionnelle J.

0.70
> i
. 0.70 = PGD

0.65 4 MPS
° L o RS ITSGM/PGD
= < 0650 1\% |+ MPS/PGD
2060 E
g 2060
055 L 055
5] [ N W X/,E;"“ ]
z z =i e
£ 050 g 030 T
| 2045
£ 045§ Z
| FULL Z o
] = ITSGM o 040

0.40 = Tiee 05

ITSGM/PGD 0
0.3 + MPS/PGD 0.30 @
0 5 10 15 20 " 5 10 15 20

iterations

(a) évolution du parametre cy

iterations

(b) évolution du parametre cy

FIGURE 5.14 — Evolution des parameétres de controles par rapport aux itérations de I'algorithme de controle.

Method /iteration T ull T method f() T (6) el
Full (iter. 11) 1 (0.630,0.520) | 1.98 x 109 | 10~%%
ITSGM (iter. 10) 351 (0.638,0.526) | 33x10* | 5.17%
MPS (iter. 6) 754 (0.633,0.524) | 4.1 x107* | 5.45%
PGD (iter. 15) 93 (0.635,0.517) | 3.2x107* | 5.22%
ITSGM/PGD (iter. 15) 90 (0.631,0.521) | 3.3 x 107° | 1.53%
MPS/PGD (iter. 15) 89 (0.629,0.522) | 1.8 x107* | 3.90%

TABLE 5.4 — Rapport de temps CPU entre le controle optimal classique et le controle optimal réduit avec phase
d’adaptation, parametre de controle convergé 0(®), valeurs des fonctionnelles et pourcentages de d’erreurs de
reconstruction entre la solution cible 1l et la solution u(0(®)) obtenues a l'issue de I'algorithme de controle.

La précision maximale des méthodes MPS, ITSGM et PGD dans l'algorithme de
contrdle optimal est atteinte respectivement aux itérations 6, 10 et 15. Le contrdle réduit
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5.2.4

avec la MPS est le plus rapide, suivi par le contrdle réduit par la ITSGM et la PGD. Le
temps CPU estimé pour le controle optimal réduit représente 0.13% en utilisant la MPS,
0.28% en utilisant la ITSGM et 1% en utilisant la PGD, du temps nécessaire en utilisant
I'approche de controle optimale classique. Afin d’améliorer les résultats obtenus par la
MPS et la ITSGM a 1'issu du contrdle, un couplage avec la PGD est mis en ceuvre a partir
du moment ot la fonctionnelle objectif stagne ( 6°™¢ itération pour la MPS et 10°™¢ ité-
ration pour la ITSGM). En observant les résultats de la fonctionnelle sur la figure il
est clair que la PGD apporte une amélioration sur la solution en forgant la fonctionnelle
a décroitre davantage. Un comportement différent sur la fonctionnelle du contrdle opti-
mal réduit en utilisant la méthode PGD et les variantes PGD/ITSGM et PGD/MPS est

observé.

Application au controle de ’équation de Navier-Stokes

a) Position du probleme

Dans cette partie, on s’intéresse au controdle optimal de I'écoulement autour d’un cylindre
pour des nombres de Reynolds 90 < Re < 450. On rappelle (voir section que le
probléme est gouverné par les équations de Navier-Stokes suivantes

ratu—I;eAu%—u-Vu%—Vp:O dans Q x [0, T|

V-u=0 dans Q) x [0, T|

U=l sur I';, x [0, T]

u=20 sur Teyringre % [0, T|

uy =0 sur Tppstip X [0, T 523
on; =0 sur T'yps1ip X [0, T|

—%anu +pn=0 sur Ty X [0, T]

u(0) = ug dans Q)

\

Considérons une fonctionnelle objectif 7 (u, Re) définie de maniére & atteindre des per-
formances données. Le but du probléme de controle optimal est de chercher le nombre
de Reynolds Rep, pour lequel la fonctionnelle objectif 7 est minimisée et tel que u
soit solution de 1'équation de Navier-Stokes (5.23). L'objectif est d’appliquer la méthode
ITSGM/ROM dans la stratégie du contrdle optimal réduit adaptatif décrite par l'algo-
rithme 16, On rappelle que les variables de vitesse et de pression u et p sont décomposées

comme suit

ou u et p sont respectivement la vitesse et la pression moyennes calculées en considérant
la moyenne des snapshots pour tous les nombres de Reynolds d’apprentissage Re =
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{90,120,150,180, ...,450}. Le champs fluctuant de vitesse # et la pression fluctuante p

sont par la suite approximés dans deux sous-espaces vectoriels de dimension finie g,
et g,, engendrés respectivement par deux bases réduites ¢, = {pL,..., @I} et ¢y =

1 q .
{@p,-., 9y}, soit:
qu v
~ i i ~ i i
u= Z“uq)u p= Z“p(Pp (5-24)
i=1 i=1
En injectant ces expressions dans 1’équation (5.23), puis en annulant la projection de Ga-

lerkin du résidu sur les foncions de base ¢/, et sur le gradient des fonctions de base (plp, le
modele réduit s’écrit

qu qu
ZM ) da Z [ ] ), + ZZCl]k ook 4 ZK

] 1k
q” Qu
Y L 2[1 Ry ] Yol + Yol = B
Jodt = [Re s (5-25)

fiu .
ZM (xu :/ngq)’udx

V1: /"'/qul vm:]-/"'/qp

ou
[t K= [T K= [ ai

ff]u) /Q(u V)@l - ¢udx+/ ¢l V)i ¢l dx

Cl.(j”,? = /Q((P]u V) ok - ¢ dx E® :/ (ReAu—u Vi — Vp> e
MP) = [ glvepax  RY =~ [ agl:Verar  KJ = [ Vol vy dx

Co) = [@-V)gl- Vo dx+ [ (gh-V)a- oy dx

C,SZ;( = /Q(q){,-V)q)’,f,-Vgoz1 dx EY = /Q (;eAu—u-Vu— Vp) Vo, dx

Le probléeme réduit a été rappelé ici car les différents coefficients vont intervenir dans
I'expression du probleme adjoint et I’expression du gradient de la fonctionnelle.

b) Test 1 : contrdle optimal pour atteindre une vitesse cible
e Soit ## un champ de vitesse cible tel que 7 est approximée dans le sous espace vectoriel
de dimension § engendré par les § premiers modes de la base POD associée. On écrit donc

)~ if (09/(x)
L

Dans cette partie, on souhaite minimiser par rapport au nombre de Reynolds la fonction-
nelle objectif suivante

J(u,Re) = 2/ /|u—u]2dxdt—|— /]u ]2dx—|— ~Ré? (5.26)



130

Chapitre 5. Controle optimal basé sur des modeles réduits adaptatifs

e Le calcul des directions de descente est effectué en utilisant les équations adjointes ob-
tenues par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les équations adjointes réduites

s’écrivent dans ce cas

Ju dﬁl Ju 1 (u) qu qu pr
ZM] 121 ERij + Zzlkzl [ ijk + Czk] } x ﬂu + ZMm] dt
dp  qu
o Z |: + Cm]:| le o Zlkz‘i [ mjk + ka]} u,Bp 2117 ZL]ZIX
m 1=

Z;Kﬂ” B+ ZKr(:l)ﬁ? =0

iz

Ju q 9
nggju )+ ZMml By (T) =) L 21 i (T
i -

i=1

Vi=1-,qu, VI=1,---,q,

= kol d L:/ kol d
/Q(P(Px = | ¢ Pax

En utilisant les équations adjointes réduites, la direction de descente est calculée comme

(5.27)

suit . .

dre = = 2121121121] / & pidt — Rlezzl /Q Atigl, dx /O Bidt — xRe (5.28)
¢ Dans la suite, on considere deux champs de vitesse cibles 7 construits pour Rejpe = 170
puis Regjpe = 280. Pour chaque # deux conditions de démarrage de l'algorithme de
controle réduit ont été considérées. Dans ce cas, le modele réduit obtenu par I'adaptation
des bases réduites en utilisant les méthodes d’interpolation classiques (Lagrange et RBF),
I'approche MPS ou la méthode PGD ne parvient pas a reproduire la dynamique tem-
porelle du probleme pour un nombre de Reynolds cible. Par conséquent, ces méthodes
échouent dans le contréle optimal réduit. La méthode ITSGM par contre permet une
bonne prédiction de I’écoulement et une convergence rapide de l'algorithme de controle
réduit. Ainsi, pour Rejp = 170, en partant de Re;,;; = 150 ou de Re;,;; = 210, l'algo-
rithme de controle réduit converge respectivement en 8 et 10 itérations (voir figure
et tableau . De méme, pour Rejp, = 280, en partant de Re;,;; = 240 et Rej,;; = 340
l'algorithme de controle réduit converge respectivement en 12 et 14 itérations (voir figure

et tableau [5.5).

Rejy;t | itération | Temps CPU | Rew J (Rew)
150 8 1 min 48 sec | 170.73 | 2.01 x 107°
210 10 2 min 10 sec | 170.71 | 2.04 x 1075

TABLE 5.5 — Ternps CPU du contrdle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, parametre de controle
convergé Reo, et valeur de la fonctionnelle a l'issue de I'algorithme de controle pour Regip1, = 170.
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FIGURE 5.15 — Evolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Regp;, = 170.

Rejy;r | itération | Temps CPU Res J (Rew)
240 12 2.7 min 24 sec | 280.41 | 5.25 x 107
340 14 3.2 min 12 sec | 280.52 | 4.51 x 107

TABLE 5.6 — Temps CPU du controle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, paramétre de controle

convergé Ree, et valeur de la fonctionnelle a 'issue de I'algorithme de controle pour Re .y, = 280.
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0.1
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0.0001

le-05

Repir = 240 ——
Rejpyip = 340 -
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\\ I‘{Einit :‘240 L
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- Regipe = 280 -
S
.
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FIGURE 5.16 — Evolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Regp;, = 280.
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¢) Test 2 : contrdle optimal pour atteindre un coefficient C; s cible
e On rappelle que le coefficient de portance adimensionnel C;, est donné par

CL—Z/

Dans cet exemple, la fonctionnelle objectif d'intérét est définie par

( (Vu+VTu) - p1>-nda ey

cylmdre

A 2 K
(CL,rms - CL,rms) + ERez (5.29)

N[ =

J(u,p,Re) =

1 /T 5
CL,rms - T/ CL dt (530)

En utilisant les représentations réduites de # et p (5.24), le coefficient C;, peut étre ap-

telle que

proximé par

1 dv .
CL~C = (REZZ]L“]L: ) + ZL -W; (5.31)
j=1
ol
ZjL = / (Vo +VTg)) ndo ey W) = / q);I -ndo e,
rcylindre h rcylindre
ZL:/ (Vu+ Vi) ndo e, WL:/ PI-ndo e,
rcylindre rcylindrf
d’ont
, 1 /T _,
Cryrms = CpL s = T o Crdt (5.32)

La fonctionnelle objectif réduite s’écrit donc

1 A 2 K
j(p (“u/ “pl RE) - E (C,L,rms - CL,WHS) + EREZ (533)

e Le probleme adjoint réduit associé au probleme de contrdle optimal étudié est donné

par les équations

Yo - 3 [+ Ty | - o el + el el Lo map
q u
- Z [ m] + Cm]} ’Bp mZp:l:Z [ mjk + ka]} u:Bp = C, (C%Ir{n;sc/L riSL'rmS)Z]L
iKzl ﬁu + EKml ﬁp = C/ (CIL;&S, CL,Tms>W£
L,rms
EMU :Bu + ZMml ﬁp )
Vj: s quy Vlzl,---,qp

(5-34)
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e En utilisant ces équations, les directions de descente sont finalement calculées par les

relations suivantes

Cl( L éerS Qu . o qu Gu o
dre = rms — L, / odt+Z R / iBidi
Re = TReZC’erS T Ra 121]2 P

qu 9p

QM
/ oc,det+ /Auq)udx/ Bidt
0

qu
+— / Aqu)de/ 5pdt—1cRe

EZRU

o L'objectif est de tester encore une fois la robustesse du controle optimal réduit en uti-
lisant la méthode ITSGM. Deux coefficients de portance cibles CAL,rms correspondants a
Regjpe = 130 et Regjpe = 190 on été considérés. Pour chaque ¢ Lrms, deux conditions de dé-
marrage de l'algorithme de controle réduit ont été choisies. Pour Re.j, = 130, en partant
de Re;,iy = 90 ou de Re;y,;; = 220, ’algorithme de controle réduit converge respectivement
en 13 et 18 itérations (voir figure et tableau . De méme, pour Regjp, = 190, en
partant de Re;,;; = 140 et Re;,;; = 230 I'algorithme de contrdle réduit converge respective-
ment en 17 et 15 itérations (voir figure et tableau [5.8).

Rejyir | itération | Temps CPU | Res J (Rew)
90 13 5 min 24 sec | 129.01 | 3.63 x 1077
220 18 6 min 42 sec | 129.76 | 1.17 x 107

TABLE 5.7 — Temps CPU du contrdle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, parameétre de controle

convergé Ree, et valeur de la fonctionnelle a 'issue de I'algorithme de contrdle pour Re iy, = 130.

Rejyjr | itération | Temps CPU | Rew J (Rewo)
140 17 5 min 12 sec | 189.35 | 4.97 x 107
230 15 9 min 12 sec | 190.19 | 4.31 x 107

TABLE 5.8 — Temps CPU du controle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, parametre de controle
convergé Req, et valeur de la fonctionnelle a I'issue de I'algorithme de controle pour Re 1, = 190.

0.1 ‘ ‘ ‘ : 220 — ‘ ‘ ‘
Rejpit = 90 —— Rejpit = 90 ——
RE,‘,,,‘, =220 - \ RE,‘,,,‘, =220 -
0.01 F~ 200 Reome = 130
\ T Z 180 F ko
0.001 F S e E .
N e, g 160t - )
& 0.0001 F G 2 S
\ g 140 b T
le-05 F \ 3 = S
\ \ 2 120 b o
1e-06 F \ 100 |
. %
\\“
1e-07 : : : ‘ e 80 : ‘
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

iterations

iterations

FIGURE 5.17 — Evolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Regpj, = 130.
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0.01 T T T T 230 T T T
~ Rejpi =140 —— N Rejyip = 140 ——
\\\\ Rejnjp = 230 - 220 | k Iﬁ’iz;’l’i = %38 """"" E
0.001 . ~_ ] 210 b
e, \\,% % 200 s
0.0001 ™~ : -
\ ~ 190 g
S AW \ g P
S 180 o
1e-05 | 2 -
% \ £ 170 -
Z.
1e-06 | ] 160 |
e S e 150
L R — 140 ¥~ : : : : : : : :
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
iterations iterations
FIGURE 5.18 — Evolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Re 1, = 190.

Les résultats obtenus par l'approche du contrdle réduit en utilisant la méthode ITSGM
dans la phase d’adaptation de bases sont donc satisfaisants et permettent des temps de
calcul réduit. En effet, un temps réel de 5min en moyenne est suffisant pour atteindre un
contrdle optimal d"une précision satisfaisante.

5.3 CONTROLE OPTIMAL REDUIT EN UTILISANT LES ALGORITHMES GENE-
TIQUES
5.3.1 Principe des algorithmes génétiques

L'algorithme de controle optimal réduit basé sur I'équation adjointe nécessite, pour le
calcul des directions de descente, d’avoir recours aux équations du phénomeéne étudié.
Cette approche est donc intruisive et ne peut donc pas étre couplée avec les méthodes
NIMR et HNIMR qui sont par construction non intrusives afin de pouvoir appliquer ces
méthodes. Il est donc nécessaire d’utiliser des approches de controle optimal alternatives
a caractere non intrusif afin de pouvoir appliquer ces méthodes. Une approche possible
consiste a utiliser les algorithmes génétiques formellement introduit dans les années
7o par John Holland a l'université de Michigan [156]. Les algorithmes génétiques sont
des algorithmes d’optimisation stochastiques fondés sur les mécanismes de la sélection
naturelle et de la génétique. Leur principe est simple. On part d’'une population initiale
arbitrairement choisie, dont les membres sont des individus qui représentent des solu-
tions potentielles du probleme d’optimisation que 1’on souhaite résoudre. La population
initiale est définie comme un ensemble de N individus. Chaque individu est représenté
par un ou plusieurs chromosomes et chaque chromosome comprend un nombre de genes
égal aux nombre de variables a optimiser. Pour simplifier, on se restreint au cas ot les
individus sont eux mémes les chromosomes. L'algorithme génétique consiste a sélection-
ner des sous ensembles (généralement des paires) d’individus, appelés parents, pour les
combiner et produire de nouveaux individus appelés enfants. Les regles de combinaison
pour donner des enfants sont basées sur la notion génétique de croisement qui consiste
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a interchanger les génes des individus, et sur des opérations occasionnelles (appelées
mutations) se traduisant par un changement de génes de facon aléatoire. Les enfants issus
de l'accouplement des parents, et qui passent un test de "survie" (appelé fitness), sont
alors disponibles pour étre choisis en tant que parents de la prochaine génération. Ces
opérateurs génétiques simples permettent de faire évoluer les solutions vers la solution
optimale en ne "gardant que les meilleures" individus. Ce cycle est recommencé jusqu’a

ce que l'on trouve une solution satisfaisante.

Le principe des algorithmes génétiques est résumé sur la figue Les aspects les
plus importants lors de 'utilisation des algorithmes génétiques sont donc :

— la définition de la fonction fitness,

— la définition de la représentation génétique,

— la définition des opérateurs génétiques.
Ces différents points sont décrits dans les paragraphes suivants.

générer une évaluer la vérifier si le critére ) ) ]
population »  fonction » d'oprimasar‘ion ou > mC!HF‘U'S
initiale fithess est verifie individus
A l
non

Fin

v
selection

generer une v

nouvelle croisement
population
Ad

mutation

FIGURE 5.19 — Schématisation des étapes de I’algorithme génétique.

Représentation génétique

La mise en ceuvre d'un algorithme génétique nécessite tout d’abord de définir une
structure génétique pour les individus qui formeront la population initiale. La procédure
directe pour coder un algorithme génétique qui évolue en fonction de plusieurs para-
metres consiste a construire les individus sous forme de tableaux formés par concaténa-
tion des parametres d’optimisation. Ce codage est appelé codage réel et apporte une sim-
plicité et flexibilité a I’algorithme génétique. Une autre approche pour coder l'algorithme
génétique est de représenter chaque parametre d’optimisation par un nombre binaire (sé-
quence de bits). Ces nombres binaires sont par la suite concaténés I'un apres 'autre pour
former l'individu. Chaque séquence du vecteur total représente un gene, et la valeur de
chaque gene est un allele. Par exemple, les composantes d"un vecteur & composé de trois
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parametres 61, 6, et 63 codés sur 5 bits s’écrivent :
6, = {01101} 6, = {10110} 63 = {01001}
et la séquence totale serait § = {01101/10110|01001}.
5.3.3 Opérateurs génétiques

L’algorithme génétique (figure commence a partir d'une population initiale, dont
les individus (solutions candidates) sont généralement générés au hasard dans l’espace
des solutions admissibles. Les opérations génétiques : sélection, croisement et mutation,
sont répétées jusqu’a atteindre une solution ou pour un nombre de générations donné.
Ces opérations génétiques sont décrite ci-apres.

a) Croisement

Le croisement permet la recombinaison des chromosomes (figure [5.20) en échangeant des
parties de deux génotypes. Trois opérations de croisement sont illustrées sur la figure
Classiquement, les croisements se font avec deux parents et donnent naissance a
deux enfants. Dans le premier cas, on tire aléatoirement une position d'un géne dans
deux individus parents, et on échange les deux sous chaines de chacun des chromosomes.
Dans le deuxieme cas, deux points de croisement aléatoires sont considérés. Le chromo-
some enfant 1 hérite de la partie milieu du chromosome parent 2 et des extrémités du
chromosome parent 1, et le chromosome enfant 2 hérite de la partie milieu du chromo-
some parent 1 et des extrémités du chromosome parent 2. Le croisement multi-point est
généralisé dans le troisiéme cas ot1 la recombinaison a n points des genes est effectuée.

Il est aussi possible dans certains cas d’effectuer le croisement en faisant la moyenne des
valeurs d"un certain nombre de génes, tout en gardant les autres genes inchangés.

Point de croisement F g ] —>» - I_> i
E L]

parents enfants rents enfants parents enfants

FIGURE 5.20 — Schématisation des opérations de croisement uniformes. Dans ce cas, chaque enfant hérite de
50% des genes du parent 1 et de 50% des genes du parent 2.

b) Mutation

La mutation est utilisée pour préserver la diversité génétique de la population et pour
empécher les individus de devenir trop similaires en introduisant de petits changements
dans leur génotype. Cette diversification permet d’éviter les minima locaux. L'opérateur

de mutation consiste a tirer aléatoirement une position dans le chromosome et a remplacer
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le gene qui lui correspond. Dans le cas du codage binaire, les valeurs des bits sélectionnés
au hasard sont basculés, et pour I'encodage de nombres réels la modification peut étre
effectuée en remplagant (avec une probabilité donnée) la valeur d"un gene avec un nombre
tiré d"une distribution normale.

¢) Evaluation de la fonction fitness

Apres l'application des opérateurs génétiques, une nouvelle génération d’individus est
créée. Pour chaque individu de la population actuelle la fonction "fitness" est évaluée.
L’algorithme de sélection utilisé ici suppose que les valeurs élevées de la fonction "fitness"
sont directement liées aux meilleures solutions. Dans ce manuscrit, la fonction "fitness"
correspond a l'inverse de la fonctionnelle objectif a minimiser.

d) Sélection
La derniére étape est la sélection des individus les plus aptes a d’autres modifications.

Nous rappelons ci-apres quelques algorithmes de sélection [157, [158] :

e Sélection par la roulette :

Pour chaque individu, la valeur de la fonction "fitness" est normalisée en la divisant par
la somme des valeurs de fitness de tous les individus de la population, de sorte que la
somme des valeurs de fitness pour la population totale soit égale a 1. La part de la rou-
lette (figure correspondante a chaque individu est donc proportionnelle a la valeur
normalisée de sa fonction fitness. Dans 'étape qui suit, un nombre réel aléatoire entre 0
et 1 est choisi, et I'individu dont la valeur de fitness normalisée cumulée est supérieure a
cette valeur aléatoire sera sélectionné pour la reproduction. Le nombre de rotations de la
roulette est égal a la taille de la population. Comme on peut le voir a partir de la facon
dont la roue est divisée, chaque fois que la roue s’arréte, il y a une forte probabilité que
les individus ayant une fitness élevée soient sélectionnés pour l'accouplement dans la
prochaine génération.

e Sélection par troncature :

La sélection par troncature est la stratégie de sélection la plus simple. Cette sélection
consiste a retenir une partie de la population qui contient uniquement les individus les
plus performants. Ces individus sont dupliqués jusqu’a atteindre la taille de population
initiale. Par exemple, nous pourrions choisir les 25% des individus les plus aptes parmi
une population de 100 individus. Dans ce cas, nous créerions quatre copies de 25 can-
didats les plus aptes afin de maintenir une population de 100 personnes. Il s’agit d"une
stratégie de sélection facile a mettre en ceuvre, mais elle peut entrainer une convergence
prématurée lorsque des candidats moins aptes sont éliminés sans avoir la possibilité
d’évoluer vers quelque chose de mieux. Néanmoins, la sélection par troncature s’avere

étre une stratégie efficace pour certains problemes.
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sens de rotation
de la roue
Point de selection ’
FIGURE 5.21 — [llustration de I'opération de sélection par la roulette.
e Sélection par rangement :
Les individus sont triés en fonction de la valeur de la fonction "fitness" et une probabi-
lité est accordée a chaque individu selon sa position (I'individu au dernier rang est le
meilleur), soit :
1 i—1
P=—(n" Ty , ouri=1...,N.
- +

ott I est la probabilité de sélection de I'individu le plus fragile et %+ la probabilité de
sélection de l'individu le plus fort. Comme la population est constituée d’un nombre
d’individu fixe, les conditions 7 =2 — 5~ et 5~ > 0 doivent étre vérifiées.
e Sélection par tournoi :
Un groupe de k individus sont choisis dans la population et le meilleur individu est
sélectionné. Ce processus est repeté jusqu’a avoir le nombre d’individu suffisant pour la
nouvelle reproduction.
Dans l'algorithme génétique que nous utiliserons par la suite, I’étape de sélection est
effectuée en utilisant la technique de la roulette.

5.3.4 Application au contrdle de I’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre

Dans cette partie, 1'algorithme génétique décrit précédemment, couplé avec les mé-
thodes de réduction de modele NIMR et HNIMR est appliqué pour contrdler I’écoulement
autour d’un cylindre (méme configuration qu’a la section [4.5).
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a) Test 1 : contrdle optimal pour atteindre une vitesse cible
Soit la fonctionnelle objectif légerement modifiée suivante

T,

J(u,Re) = /

/ |u(t, x, Re) — a(t, x)|*dxdt
T Jo

ou u est la vitesse solution des équations de Navier-Stokes (5.23), # une vitesse cible don-
née et [T1, T»] V'intervalle temporellef| sur lequel les bases POD de I'échantillonnage ont
été calculées. On rappelle que nous cherchons le nombre de Reynolds optimal qui mini-
mise la fonctionnelle ci-dessus sous la contrainte des équations de Navier-Stokes régissant
le probleme d’écoulement autour d'un cylindre.

Comme les méthodes NIMR et HNIMR peuvent donner une solution approximée dépha-
sée de la solution de référence, nous introduisons une variable d’optimisation supplé-
mentaire § caractérisant le déphasage dans le probléme d’optimisation sous contrainte. La
fonctionnelle a minimiser devient donc

T
j(u,Re,zS):/z/ lu(t 4 6, x, Re) — #(t, x)|*dxdt
7, Jo

Dans l'algorithme génétique, les méthodes NIMR et HNIMR sont utilisées pour évaluer
la fonction "fitness" qui correspond dans notre cas a l'inverse de la fonctionnelle objectif.
Une population initiale de taille 100 a été aléatoirement générée telle que le déphasage &
et le nombre de Reynolds Re varient dans l'espace des contrdles admissibles K donné par

K={(Re,d) e Ry xR, 100 < Re<300 et —03<04<03}

L’évolution des populations par rapport aux itérations de 1’algorithme génétique est repré-

sentée sur les figures [5.22} |5.23| et [5.24| pour les nombres de Reynolds cibles Re.;, = 130,

Regjpe = 195 et Regipe = 260. Les points en bleu représentent la population initiale et les
points en rouge sont les individus sélectionnés a chaque génération. On constate que le
controle optimal réduit en utilisant I’algorithme génétique couplé avec la méthode NIMR
ou sa variante HNIMR permet bien de retrouver une solution optimale. Ces approches
permettent de réduire drastiquement le temps de calcul CPU en comparaison avec le
temps CPU nécessaire pour I'approche du contrdle optimal usuelle. En effet avec le méme
nombre de génération (9 générations) les équations de de Navier-Stokes et leurs équa-
tions adjointes doivent étre résolus goo fois (temps estimé a plusieurs jours sur 1 CPU).
Le temps de calcul nécessaire pour évaluer une population de taille 100 en utilisant la
méthode NIMR demande uniquement 4 minutes. Comme l’algorithme est convergé en
9 générations, le temps CPU est seulement d'une trentaine de minutes pour la NIMR
et d'une trentaine de secondes pour la HNIMR. Pour la méme population, ce temps de
calcul est réduit a 4 secondes en utilisant la version hyper réduite HNIMR. Les résultats
de 9°™¢ génération de 'algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR sont réper-
toriés dans le tableau Les parametres de controle obtenues sont en bon accord avec

3. On rappel que l'intervalle correspond a 8 périodes du détachement tourbillonnaire de 1’écoulent.
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les parametres recherchés et les temps de calcul sont drastiquement réduits. Ces résultats
sont satisfaisants et prouvent la robustesse des méthodes de réduction de modéle non
intrusive NIMR et HNIMR dans 1'algorithme génétique. Comme les méthodes NIMR et
HNIMR donnent des résultats équivalents et que la méthode HNIMR est plus perfor-
mante en temps de calcul, les résultats de I'exemple ci apres seront traités uniquement
avec la méthode HNIMR.

Méthode | Rejpe | Temps CPU (Re, 9) J (Re, )
130 38 sec (130.89,0.14) | 89 x10*
HNIMR | 195 37 sec (193.65,0.12) | 7.19 x 10~*
260 38 sec (262.38, —0.04) | 1.02 x 10~*
TABLE 5.9 — Temps CPU, parametre de controle et valeur de la fonctionnelle associés a l'individu dominant
de la génération 9 de I'algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR.
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FIGURE 5.22 — Evolution des générations pour Regjpre = 130.

b) Test 2 : contrdle optimal pour atteindre un coefficient C; ;s cible
La fonctionnelle objectif étudiée ici est donnée par

j(”; P, RE) = (CL,rms - CAL,rms)‘2 (535)

telle que

C LY A
Lyrms — ﬁ T L

On s’intéresse au probléme de minimisation de la fonctionnelle (5.35) dont 1’objectif est
de trouver le nombre de Reynolds qui permet au coefficient Cy ,,,s d’atteindre la valeur
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FIGURE 5.23 — Evolution des générations pour Recp1, = 195.
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FIGURE 5.24 — Evolution des générations pour Rejp, = 260.



142

Chapitre 5. Controle optimal basé sur des modeles réduits adaptatifs

fonctionnelle moyenne

cible Cp ,is. L'algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR est donc appliquée
pour résoudre ce probléeme. Une population initiale de taille 60 a été aléatoirement géné-
rée dans 1'espace des contrdle admissibles 100 < Re < 300. Par la suite, trois coefficients
de portance cibles (:’L,rms correspondant a Re.p, = 135, Re.jpe = 165 et 225 ont été consi-
dérés. L’évolution de la fonctionnelle moyenne pour ces trois cas est représentée sur les
tigures (5.25), (5.26) et (5.27). On constate que le controle optimal réduit en utilisant 1’algo-
rithme génétique couplé avec les méthodes de réduction de modele non intrusives (NIMR

et HNIMR) permet de retrouver une bonne approximation du nombre de Reynolds re-
cherché. Les résultats issus de la 7°™¢ génération de 1’algorithme génétique couplé avec
la méthode HNIMR sont répertoriés dans le tableau La fonctionnelle moyenne cor-
respond a la somme des valeurs de la fonctionnelle de tous les individus présents dans
la génération divisé par la taille de la population. Le nombre de Reynolds tracé sur ces
figures est le nombre de Reynolds ayant la plus grande occurrence dans la génération. Ces
résultats montrent la robustesse de la procédure du controle optimal réduit en utilisant
l'algorithme génétique couplé avec les méthode NIMR ou HNIMR .

Méthode | Rejp, | Temps CPU | Re J (Re)

135 17 sec 135.78 | 1.3 x 1073
HNIMR 165 17 sec 162.44 | 2.2 x 1073
225 17 sec 22223 | 1.9 x 1073

TABLE 5.10 — Temps CPU, parametre de contrdle et valeur de la fonctionnelle associés a I'individu dominant
de la génération 7 de I'algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR.

0.1 T T T T T T T T 146
145 ¢
144
143 +
142
141
140 -
139 -
138
137 +
136

0.001 . . . . . . . I 135 I I I I . . . L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

generation generation

0.01

nombre de Reynolds

FIGURE 5.25 — Evolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Rejp, = 135. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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FIGURE 5.26 — Evolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Re iy, = 165. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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FIGURE 5.27 — Evolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Rejp, = 225. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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5.4

CONCLUSION DU CHAPITRE

Le but de la premiére partie de ce chapitre était d’illustrer la fiabilité et les gains poten-

tiels des méthodes d’adaptation de bases ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of
the Grassmann Manifold) et PGD (Proper Generalized Decomposition) dans 1’algorithme
de contrdle optimal réduit basé sur les équations adjointes. Ces approches ont été testées
sur les problemes de controle optimal des équations de réaction-diffusion et de Burgers.
Ces deux approches se sont avérées efficaces que ce soit en termes de précision ou en
temps de calcul CPU. En effet, le pourcentage d’erreurs entre les solutions obtenues a
I'issue de 'algorithme de contrdle optimal réduit et les solutions réelles varient entre 0.2%
et 5% quel que soit le cas étudié. Le temps CPU en comparaison avec le controle optimal
complet, est quant a lui divisé par 85 dans le cas le plus défavorable et par 350 dans le
cas le plus favorable. La méthode ITSGM a également été utilisée pour controler 1'écou-
lement autour d"un cylindre pour des nombres de Reynolds 90 < Re < 450. La encore
I'approche a permis de retrouver avec une bonne précision les parametres de controle
cibles en quelques minutes.
La deuxieme partie de ce chapitre a été dédiée a I'étude du potentiel des méthodes de
réduction de modeles non intrusives NIMR et HNIMR dans le contrdle optimal réduit
en utilisant les algorithmes génétiques. Cette approche a été appliquée sur le probleme
de controle optimal de 1’écoulement autour d'un cylindre. L'algorithme génétique couplé
avec la méthode HNIMR a permis d’obtenir les solutions cibles avec une bonne précision
en moins de 40 secondes. Le choix de la taille de la population initiale, le codage des chro-
mosomes et les opérations génétiques sont des étapes cruciales pour la génération d'un
algorithme génétique robuste. L'algorithme génétique utilisé ici est basique. L'utilisation
d’un algorithme génétique évolué donnerait donc la possibilité de choisir des populations
de petite taille et permettrait par conséquent de diminuer davantage les temps de calcul
en espérant atteindre un controle optimal quasi-réel.



CONCLUSION GENERALE

La résolution des problemes de contrdle optimal nécessite des ressources de calcul et
des capacités de stockage tres élevées. Pour s’affranchir de ces contraintes, il est possible
d’utiliser les méthodes de réduction de modeles comme la POD (Proper Orthogonal
Decomposition). L'inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable que
pour des parametres situés dans un voisinage proche des parametres pour lesquels elle a
été construite. Par conséquent, en controle optimal, cette base peut ne pas étre représenta-
tive de tous les parametres qui seront proposés par 1'algorithme de contrdle. Dans le but
de s’affranchir de cet handicap, nous avons donc proposé une méthodologie de controle
optimal réduit en utilisant des modeles réduits adaptatifs obtenus a l'aide des méthodes
d’adaptation de bases réduites ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of Grassman
Manifold) et PGD (Proper Generalized Decomposition). Nons avons également développé
deux méthodes de réduction de modeles non intrusives appelées NIMR (Non Intrusive
Model Reduction) et HNIMR (Hyper Non Intrusive Model Reduction). Ces méthodes ont
été couplées avec un algorithme génétique pour résoudre rapidement un probleme de
controle optimal.

e Le Chapitre 1 a permis de poser les bases de cette étude, a savoir la définition du
probléeme de controle optimal qui sera traité par la suite. Le probléme initial d’opti-
misation sous contraintes a été reformulé sous la forme d’un probléeme d’optimisation
sans contrainte, a 'aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Sa résolution
numérique se fait par un algorithme de descente de type gradient. Cette approche a été
illustrée sur le probleme de contrdle optimal d'un écoulement gouverné par les équations
de Navier-Stokes. Comme mentionné précédemment, cette stratégie de controle est tres
cotiteuse en temps de calcul et en stockage mémoire et ne peut étre employée avec des
modeles CFD. Il est donc nécessaire de la coupler avec des modeles d’ordre réduit.

e Le Chapitre 2 a été consacré aux techniques de réduction de modeles et a leur utilisation
en contrdle optimal réduit. Dans la premiere partie, quelques méthodes de réduction de
modeles ont été rappelées avec un focus sur la POD discréte. C’est cette approche qui
a été choisie, par la suite, pour la construction des bases réduites. Le modele d’ordre
réduit a été obtenu par projection de Galerkin des équations d’origine sur la base POD.
Dans la deuxieme partie du chapitre, le couplage du contrdle optimal avec les modeles
réduits a été décrit puis illustré sur I'exemple du contrdle optimal des équations de
réaction-diffusion. Deux approches de contrdle réduit ont été étudiées. La premiere ap-
proche appelée "Reduce Then Differentiate" consiste a formuler le probleme de controle
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optimal réduit, a partir de I'approximation POD de la solution du probléeme d’état, et a
dériver les conditions nécessaires d’optimalités associées. La deuxiéme approche appelée
"Differentiate Then Reduce", consiste quant a elle a supposer que les variables d’état et
adjointes peuvent étre représentées dans deux sous-espaces vectoriels de dimension finie
distincts. Les problémes d’état et adjoint de ’algorithme de controle optimal complet sont
alors remplacés par leur modele réduit respectif. L'étude de ces deux approches a révélé
que l'approche "Reduce Then Differentiate" est plus précise que I'approche "Differentiate
Then Reduce". De plus, elle est plus facile a mettre en ceuvre. En effet, I'échantillonnage
nécessaire a la construction de la base réduite de 1’adjoint peut étre tres cotiteux et tres
délicat a créer. C’est donc I'approche "état-état" qui a été utilisée par la suite. Bien que
I'approche "état-état" soit souvent efficace, il a été souligné que 1'utilisation d'une base
POD construite pour un parameétre donné peut entrainer une non convergence de 1'algo-
rithme de controle optimal réduit lorsque les parameétres sortent de la zone de validité de
la base POD; d’ou la nécessité d’avoir recours a des modeles réduits adaptatifs.

e Le Chapitre 3 a été consacré a l'introduction de deux méthodes d’adaptation de bases
réduites. La premiere méthode d’adaptation est fondée sur l'outil d’interpolation, et la
deuxieme sur 'outil d’enrichissement. La premiere, notée ITSGM (Interpolation on Tan-
gent Subspace of Grassman Manifold), consiste a construire un échantillonnage de bases
POD pour différents parametres de controle; puis a interpoler ces bases, en passant sur
I'espace tangent de la variété de Grassman, pour obtenir la base correspondant a un nou-
veau parametre. Contrairement aux méthodes d’interpolation usuelles (Lagrange, RBF,
spline ...) la méthode d’interpolation ITSGM est fondée sur des résultats de géométrie
différentielle qui permettent de donner un sens au probleme d’interpolation des bases
POD. La seconde consiste a enrichir en utilisant la méthode PGD, la base associée a un
parametre donné pour qu’elle soit valide pour un nouveau parametre.

e Le Chapitre 4 a été voué au développement des méthodes de réduction de modele
non intrusives basées sur l'interpolation ITSGM. L'approche proposée, appelée NIMR,
consiste a interpoler a la fois les bases spatiales et temporelles obtenues par POD, en
utilisant la méthode ITSGM; puis a appliquer un processus de calibration aux bases
interpolées afin d’obtenir des bases ayant la structure des bases POD. Le probleme de
calibration de ces bases revient a résoudre un probléme d’optimisation sous contraintes
dont la solution est analytiquement déterminée. Une variante de cette méthode notée
sous I'acronyme HNIMR, qui permet de réduire drastiquement les temps de calcul de la
méthode NIMR, a également été proposée. Ces méthodes ont été appliquées et validées
sur le probleme de l’écoulement d’un fluide autour d'un cylindre lorsque le nombre
de Reynolds change. Il s’est avéré que les résultats obtenus par les méthodes NIMR ou
HNIMR sont en accord avec les résultats du modéle complet (erreur moyenne relative
inférieure a 1.5% et 6% respectivement pour la vitesse et la pression) et permettent une
réduction drastique du temps de calcul CPU. En effet, l'interpolation de bases par la
méthode NIMR se fait en moins de 2 secondes et en moins de 0.05 secondes par l'ap-
proche HNIMR. Les performances de ces approches ont également été comparées a celles
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de I’'approche ITSGM/ROM qui correspond au modele réduit obtenu par projection de
Galerkin des équations de Navier Stokes sur la base réduite interpolée par la méthode
ITSGM. L'approche ITSGM/ROM s’est avérée plus précise (erreur moyenne relative infé-
rieure a 0.5% et 2% respectivement pour la vitesse et la pression) que les méthodes non
intrusives mais moins rapides (la méthode HNIMR est 170 fois plus rapide).

e Le Chapitre 5 a été dédié a la mise en ceuvre du controle optimal réduit adaptatif basé
sur 1’équation adjointe ou sur un algorithme génétique. Dans la premiére partie de ce cha-
pitre, un algorithme de controéle optimal réduit avec adaptation de bases réduites par les
méthodes ITSGM et PGD a été proposé. Cet algorithme consiste a résoudre une séquence
de problemes d’optimisation de taille réduite entrecoupée par la phase d’adaptation de
la base réduite. Le potentiel de cette approche a été illustré sur le probleme de contrdle
optimal des équations de réaction-diffusion et de Burgers. Ces deux approches se sont
avérées efficaces que ce soit en termes de précision ou en temps de calcul CPU. En effet,
le pourcentage d’erreurs entre les solutions obtenues a 1'issu de 1’algorithme de contrdle
optimal réduit et les solutions réelles varient entre 0.2% et 5% quel que soit le cas étudié.
Le temps CPU en comparaison avec le contrdle optimal complet, est quant a lui divisé
par 85 dans le cas le plus défavorable et par 350 dans le cas le plus favorable. La méthode
ITSGM a également été utilisée pour contrdler 1’écoulement autour d’un cylindre pour
des nombres de Reynolds 90 < Re < 450. La encore, I'approche a permis de retrouver
avec une bonne précision les parametres de contrdle cibles. La deuxieme partie du cha-
pitre a été consacrée au contrdle optimal réduit en utilisant les méthodes de réduction
de modeles non intrusives NIMR et HNIMR couplés avec un algorithme génétique. Le
probléme du controle optimal de I’écoulement autour d’un cylindre a été étudié et les
résultats ont montré l'efficacité de cette approche. En effet, I’algorithme génétique couplé
avec la méthode HNIMR a permis d’obtenir les solutions avec une bonne précision en
moins de 40 secondes.

e En perspective de ce travail, nous proposons les travaux suivants :

— Améliorer 1'étape d’échantillonnage des parametres pour lesquels les bases POD
sont calculés dans la phase offline. Cet échantillonnage pourrait notamment se faire
en utilisant des grilles de Smolyak [159].

— Appliquer les méthodes NIMR et HNIMR a des problémes numériques plus com-
plexes (écoulements turbulents) et a des données expérimentales.

— Utiliser des algorithmes génétiques plus évolués afin de pouvoir considérer des
populations de taille petite et par conséquent réduire davantage les temps de calcul.

— Appliquer d’autres techniques récentes d’interpolation Grassmannienne dans la
méthode NIMR [160].
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