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Développement de de modèles réduits adaptatifs pour le contrôle

optimal des écoulements

Résumé

La résolution des problèmes de contrôle optimal nécessite des temps de calcul et des

capacités de stockage très élevés. Pour s’affranchir de ces contraintes, il est possible

d’utiliser les méthodes de réduction de modèles comme la POD (Proper Orthogonal

Decomposition). L’inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable

que pour des paramètres situés dans un voisinage proche des paramètres pour lesquels

elle a été construite. Par conséquent, en contrôle optimal, cette base peut ne pas être

représentative de tous les paramètres qui seront proposés par l’algorithme de contrôle.

Pour s’affranchir de cet handicap, une méthodologie de contrôle optimal utilisant des

modèles réduits adaptatifs a été proposée dans ce manuscrit. Les bases réduites adaptées

sont obtenues à l’aide de la méthode d’interpolation ITSGM (Interpolation on Tangent

Subspace of Grassman Manifold) ou de la méthode d’enrichissement PGD (Proper Ge-

neralized Decomposition). La robustesse de cette approche en termes de précision et

de temps de calcul a été démontrée pour le contrôle optimal (basé sur les équations

adjointes) des équations 2D de réaction-diffusion et de Burgers. L’approche basée sur

l’interpolation ITSGM a également été appliquée avec succès pour contrôler l’écoulement

autour d’un cylindre 2D. Deux méthodes de réduction non intrusives, ne nécessitant

pas la connaissance des équations du modèle étudié, ont également été proposées. Ces

méthodes appelées NIMR (Non Intrusive Model Reduction) et HNIMR (Hyper Non

Intrusive Model Reduction) ont été couplées à un algorithme génétique pour résoudre

rapidement un problème de contrôle optimal. Le problème du contrôle optimal de l’écou-

lement autour d’un cylindre 2D a été étudié et les résultats ont montré l’efficacité de

cette approche. En effet, l’algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR a permis

d’obtenir les solutions avec une bonne précision en moins de 40 secondes.

Mots clefs : Modèles d’ordre réduit, Décomposition Orthogonale aux valeurs propres

(POD), Proper Generalized Decomposition (PGD), contrôle optimal, interpolation de

bases, Algorithme génétique.
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Development of adaptive reduced order models for optimal flow

control

Abstract

The numerical resolution of adjoint based optimal control problems requires high com-

putational time and storage capacities. In order to get over these high requirement, it is

possible to use model reduction techniques such as POD (Proper Orthogonal Decomposi-

tion). The disadvantage of this approach is that the POD basis is valid only for parameters

located in a small neighborhood to the parameters for which it was built. Therefore, this

basis may not be representative for all parameters in the optimizer’s path eventually

suggested by the optimal control loop. To overcome this issue, a reduced optimal control

methodology using adaptive reduced order models obtained by the ITSGM (Interpola-

tion on a Tangent Subspace of the Grassman Manifold) method or by the PGD (Proper

Generalized Decomposition) method, has been proposed in this work. The robustness

of this approach in terms of precision and computation time has been demonstrated for

the optimal control (based on adjoint equations) of the 2D reaction-diffusion and Burgers

equations. The interpolation method ITSGM has also been validated in the control of

flow around a 2D cylinder. In the context of non intrusive model reduction, two non-

intrusive reduction methods, which do not require knowledge of the equations of the

studied model, have also been proposed. These methods called NIMR (Non-Intrusive

Model Reduction) and HNIMR (Hyper Non-Intrusive Model Reduction) were developed

and then coupled to a genetic algorithm in order to solve an optimal control problem

in quasi-real time. The problem of optimal control of the flow around a 2D cylinder has

been studied and the results have shown the effectiveness of this approach. Indeed, the

genetic algorithm coupled with the HNIMR method allowed to obtain the solutions with

a good accuracy in less than 40 seconds.

Keywords : Reduced order models, Proper Orthogonal Decomposition (POD), Pro-

per Generalized Decomposition (PGD), Optimal control, Interpolation of reduced bases,

Genetic algorithms.
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Introduction générale

Les problèmes d’optimisation sous contraintes, ou problèmes de contrôle optimal, in-

terviennent dans de nombreuses applications industrielles. Pour pouvoir les résoudre,

ces problèmes sont généralement transformés en des problèmes d’optimisation sans

contraintes par l’introduction de multiplicateurs de Lagrange. Ces problèmes d’optimisa-

tion sans contraintes sont résolus par une méthode de descente classique de type gradient

nécessitant plusieurs fois la résolution des équations d’état et des équations adjointes, ce

qui est coûteux en temps de calcul. De plus, comme la résolution du problème adjoint,

qui dépend de la variable d’état, se fait en remontant le temps, la variable d’état préa-

lablement calculée doit être disponible donc stockée : ce qui nécessite des capacités de

stockages importantes. Ainsi, les ressources de calcul et les capacités de stockage très éle-

vées représentent un inconvénient majeur à la mise en œuvre de cette approche.

Pour s’affranchir de ces difficultés, il est possible d’utiliser les méthodes de réduction de

modèles. Ces méthodes facilitent, d’une part, le stockage et le traitement de données de

très grande taille et permettent, d’autre part, d’obtenir rapidement et à faible coût la dy-

namique temporelle de phénomènes complexes. Elles consistent à approximer la solution

h(t, x, θ) d’un problème physique sur un sous espace vectoriel de faible dimension (en-

gendré par une base réduite ϕ(x, θ)), capable de capturer les caractéristiques dominantes

et les propriétés les plus élémentaires de ce problème. Ainsi, la solution s’écrit

h(t, x, θ) ≈
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x, θ)

où q est la dimension de la base censée être significativement petite, θ un paramètre de

contrôle et α1, . . . , αq représentent les coefficients temporels à déterminer. Une fois la base

réduite construite, les coefficients temporels sont obtenus par la résolution d’un système

d’équations différentielles de taille q résultant de la projection de Galerkin des équations

gouvernant le problème étudié sur chaque élément de la base réduite.

De nombreuses techniques de réduction existent, ce qui les différencie, c’est le principe

de construction de la base ϕ. Parmi les différentes méthodes de réduction de modèle,

il est possible de distinguer deux grandes familles, celle dite "a posteriori" qui nécessite

une connaissance préalable des solutions du problème afin de construire la base réduite,

et celle dite "a priori" qui ne nécessite aucune information préalable du problème. Dans

ce manuscrit, deux méthodes de réduction de modèles sont considérées. La première

est la POD (Proper Orthogonal Decomposition) qui est la méthode a posteriori, la plus

utilisée en raison de son optimalité à produire une base de rang minimal contenant la

1



2 Introduction générale

quasi totalité de l’information présente dans l’ensemble des snapshots nécessaires à sa

construction. La seconde est l’approche "a priori" appelée PGD (Proper Generalized De-

composition) qui est une méthode itérative dont le principe est d’enrichir la base réduite

à chaque itération par un nouveau mode.

Le contrôle optimal couplé à des modèles réduits obtenus par POD, a été utilisé dans

de nombreuses applications. Il consiste à construire une base POD pour un ou plusieurs

paramètres de contrôle d’apprentissage, et à formuler le problème de contrôle optimal

réduit associé, pour lequel les coefficients temporels représentent les variables d’état.

Ainsi, la dimension du problème de contrôle est drastiquement réduite et sa résolution

devient très rapide. L’inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable

que pour des paramètres situés dans un voisinage proche des paramètres pour lesquels

elle a été construite. Par conséquent, en contrôle optimal, cette base peut ne pas être

représentative de tous les paramètres qui seront proposés par l’algorithme de contrôle.

Dans le but d’améliorer cette approche classique, l’objectif de cette thèse est de développer

des méthodes d’interpolation ou d’adaptation de bases réduites rapides, permettant de

mettre à jour les modèles réduits à chaque itération de l’algorithme de contrôle. Dans un

premier temps, un algorithme de contrôle optimal réduit, basé sur les équations adjointes,

avec une phase d’adaptation de bases est proposé. Dans ce cas, l’adaptation de bases se

fait par deux approches. La première, notée ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace

of Grassman Manifold), consiste à construire un échantillonnage de bases POD pour

différents paramètres de contrôle, puis à interpoler ces bases, en passant par l’espace

tangent de la variété de Grassman, pour obtenir la base correspondant à un nouveau

paramètre. La seconde consiste à adapter, en utilisant la méthode PGD, la base associée

au paramètre de l’itération précédente pour qu’elle soit valide pour le paramètre de

l’itération courante.

La seconde partie de cette thèse est consacrée au développement d’une nouvelle méthode

de réduction de modèle non intrusive, appelée NIMR (Non Intrusive Model Reduction).

Cette méthode consiste à interpoler à la fois les bases spatiales et temporelles obtenues

par POD, en utilisant la méthode ITSGM ; puis à appliquer un processus de calibration

aux bases interpolées afin d’obtenir des bases ayant la structure des bases POD. Le

problème de calibration de ces bases revient à résoudre un problème d’optimisation sous

contraintes dont la solution est analytiquement déterminée. Une variante de cette mé-

thode notée sous l’acronyme HNIMR, qui permet de réduire drastiquement les temps de

calcul de méthode NIMR, est également proposée. Ces approches sont ensuite couplées à

un algorithme génétique pour le contrôle optimal des écoulements.

Ce manuscrit est organisé de la façon suivante :

— Le Chapitre 1 est consacré à la formulation d’un problème de contrôle optimal. La

première partie de ce chapitre concerne une brève description théorique de l’opti-

misation sur un ensemble convexe fermé. La deuxième est dédiée à une description

détaillée de la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour un problème géné-
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ral d’optimisation où les contraintes sont décrites par des équations aux dérivées

partielles. Enfin, le chapitre se termine par la formulation du problème de contrôle

optimal associé aux écoulements fluides.

— Le Chapitre 2 est dédié à la réduction de modèles et à la formulation du problème

de contrôle optimal réduit. Un aperçu de quelques méthodes de réduction de mo-

dèles existantes est tout d’abord donné, avec un focus sur la méthode POD dans

sa version discrète. La construction du modèle réduit par la projection de Galerkin

et la dérivation du modèle réduit associé aux équations de Navier-Stokes seront

détaillées dans la deuxième section. Enfin, l’utilisation des modèles d’ordre réduit

dans le contexte du contrôle optimal est examinée dans la dernière partie.

— Le Chapitre 3 est voué à la description des méthodes d’adaptation de bases ré-

duites. Ce chapitre commence par un bref rappel des méthodes d’interpolation

usuelles qui seront utilisées dans ce manuscrit. La deuxièmes partie est consacrée

à la description de la méthode d’interpolation des bases réduites ITSGM (Interpo-

lation on a Tangent Space of the Grassmann Manifold) et la troisième à la descrip-

tion de la méthode d’adaptation de bases fondée sur la PGD (Proper Generalized

Decomposition). Ces deux méthodes seront couplées à l’algorithme de contrôle

optimal réduit au chapitre 5.

— Le Chapitre 4 est consacré à la description détaillée des méthodes de réduction de

modèles non intrusives NIMR et HNIMR développées dans ce travail de thèse. La

robustesse et la précision de ces méthodes sont testées sur le problème d’écoule-

ment incompressible d’un fluide Newtonien autour d’un cylindre.

— Le Chapitre 5 concerne la mise en œuvre du contrôle optimal réduit adaptatif basé

sur l’équation adjointe ou sur un algorithme génétique. Dans la première partie de

ce chapitre, les modifications algorithmiques engendrées par la phase d’adaptation

de bases dans l’algorithme de contrôle optimal réduit (basé sur l’ équation adjointe)

sont décrites. Le potentiel des méthodes d’adaptation de bases ITSGM et PGD dans

cet algorithme est ensuite illustré sur le problème de contrôle optimal des équations

de réaction-diffusion, de Burgers et des équations de Navier-Stokes. La seconde

partie concerne le contrôle optimal réduit en utilisant un algorithme génétique

couplé avec les méthodes de réduction de modèles non intrusives NIMR et HNIMR.

La pertinence de l’approche en termes de précision et de temps de calcul est évaluée

pour le problème de contrôle optimal de l’écoulement d’un fluide autour d’un

cylindre.
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1.1 Introduction

Les problèmes d’optimisation sous contraintes sont les problèmes pour lesquels une

fonction objectif J (x) est minimisée ou maximisée sous une contrainte booléenne N (x).

Ce type de problèmes apparaît au quotidien dans de nombreuses applications, par

exemple, pour la régulation du trafic routier ou du trafic aérien, la conception de forme,

le pilotage des satellites, le contrôle d’écoulements, l’optimisation des coûts en économie

... Dans ce travail, les problèmes abordés concernent la minimisation d’une fonctionnelle

coût sous des contraintes décrites par des équations aux dérivés partielles (EDP) non li-

néaires, ou autrement dit, des problèmes de contrôle optimal. La résolution numérique de

ces problèmes s’avère complexe à réaliser. En effet, vu la dépendance implicite entre les

variables d’état et les variables de contrôle, une forme explicite des conditions d’optima-

lité est généralement difficile à obtenir. Il est cependant possible de s’affranchir de cette

difficulté à l’aide de la théorie des multiplicateurs de Lagrange introduite par Hestenes

[1] et Powell [2]. En introduisant ces multiplicateurs, le problème d’optimisation avec

contraintes, se transforme en un problème d’optimisation sans contrainte pour lequel les

conditions d’optimalités sont explicites. Des algorithmes d’optimisation classiques basés

sur une direction de descente peuvent être utilisés pour résoudre ce problème d’optimi-

sation sans contrainte. Cette approche a été intensément étudiée et appliquée dans de

nombreux domaines et en particulier en mécanique des fluides [3][4][5][6]...etc

Ainsi, ce chapitre est dédié à la description théorique et méthodologique de la résolu-

tion des problèmes de contrôle optimal. La première partie du chapitre est consacrée à

une brève description théorique de l’optimisation sur un convexe fermé et des conditions

d’optimalités associées. La deuxième partie de ce chapitre est dédiée à la description de

la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour un problème général d’optimisation

où les contraintes sont décrites par des équations aux dérivés partielles. Il se terminera

par l’écriture du problème associé au contrôle des écoulements fluides pour lequel les

contraintes sont régies par les équations de Navier-Stokes.

1.2 Optimisation sur un ensemble K d’un espace de Banach Z

Cette section est dédiée à une brève description des résultats théoriques et des mé-

thodes numériques pour chercher la solution d’un problème de minimisation sur un en-

semble convexe fermé. Dans ce cas, le problème de minimisation s’écrit donc :

min
x∈K⊂Z

J (x) (1.1)

où J est la fonctionnelle objectif à minimiser (supposée continûment différentiable au

sens de Fréchet) et x la variable d’optimisation. Z est un espace de Banach 1 et K ⊂ Z

est un ensemble convexe fermé de Z. Ce qui suit est un rappel, sans démonstration, des

1. V est appelé espace de Banach, si il est un espace vectoriel muni d’une norme || · ||V , et qu’il est complet
pour la topologie induite par cette norme (toute suite de Cauchy est convergente).
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résultats classiques de l’optimisation. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer entre

autres aux références suivantes [7, 8, 9, 10, 11].

1.2.1 Existence d’un minimum

Si Z est de dimension finie, l’existence du minimum est donnée par le théorème sui-

vant :

Théorème 1.1 Soit Z un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit K un ensemble

fermé non vide de Z, et J : K 7−→ R une fonction continue sur K, et coercive "infinie à l’infini",

c’est à dire :

∀(xn)n ⊂ K, lim
n→+∞

||xn|| = +∞ =⇒ lim
n→+∞

J (xn) = +∞ (1.2)

Alors il existe au moins un point minimum de J sur K. De plus, de toute suite minimisante de J
dans K, on peut extraire une sous suite qui converge vers un point minimum sur K.

L’astuce principale pour prouver le théorème 1.1 réside dans le fait qu’en dimension

finie, les fermés bornés sont compacts. Il suffit alors de montrer que toute suite mini-

misante de J sur K est bornée. Cette propriété est assurée par (1.2). En outre, elle est

automatiquement vérifiée si K est borné.

Toutefois, en dimension infinie, les fermés bornés ne sont pas forcément des compacts

[12]. Dans ce cas, le théorème 1.1 se généralise de la façon suivante :

Théorème 1.2 Soit K un convexe fermé non vide d’un espace de Banach réflexif Z, et J
une fonction convexe continue et coercive sur K (i.e., qui vérifie la condition (1.2)), alors il existe

un minimum de J sur K. Si de plus J est strictement convexe sur K, ce minimum est unique.

Un espace de Banach Z est réflexif lorsqu’il coïncide avec le dual de son dual (i.e.,

Z = Z∗∗). C’est bien le cas pour une large classe d’espaces tels que les espaces de Hilbert.

1.2.2 Condition d’optimalité

Définissons maintenant la notion de différentiabilité au sens de Fréchet.

Définition 1.1 Soit Z et Y deux espaces de Banach et J une fonction définie sur un voisi-

nage de x ∈ Z à valeurs dans Y. On dit que J est différentiable au sens de Fréchet en x s’il existe

une application linéaire continue L de Z dans Y telle que

J (x + ω) = J (x) + L(ω) + o(ω), avec lim
ω→0

||o(ω)||Y
||ω||Z

= 0.

On note L = ∇J (x). ∇J (x) est appelée différentielle, dérivée ou gradient de J en x.

Pour le cas particulier où Y = R, la différentielle L = ∇J (x) est une forme linéaire

continue sur Z, c’est à dire que L(ω) = 〈∇J (x), ω〉Z∗,Z où 〈·, ·〉Z∗,Z désigne le crochet de

dualité. En pratique, il n’est pas toujours évident de déterminer la différentielle au sens de

Fréchet. Il apparait donc utile d’introduire une notion plus faible de dérivée dite dérivée
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directionnelle. La dérivée directionnelle d’une fonction J en un point x ∈ Z suivant une

direction z ∈ Z est définie par

〈∇J (x), z〉Z∗,Z = lim
δ→0

J (x + δz)−J (x)
δ

(1.3)

Si de plus, pour toute direction z ∈ Z la dérivée directionnelle en un point x existe et que

z −→ 〈∇J (x), z〉Z∗,Z est une application linéaire continue de Z dans Y, alors on dit que J
est différentiable au sens de Gâteaux en x. On note que la différentiabilité d’une fonction

au sens de Fréchet implique sa différentiabilité au sens de Gâteaux. La réciproque est en

général fausse, même en dimension finie.

La condition d’optimalité pour le problème (1.1) est donnée par le théorème suivant :

Théorème 1.3 Soit x ∈ K. On suppose que J est différentiable en x. Si x est un minimum

local de J sur K, alors

〈∇J (x), z− x〉Z∗,Z ≥ 0 ∀z ∈ K. (1.4)

Notons que la condition nécessaire (1.4), dite inéquation d’Euler, devient nécessaire et

suffisante si en plus J est convexe. Il faut aussi remarquer que si K = Z, l’équation (1.4)

se réduit simplement à l’équation d’Euler ∇J (x) = 0.

1.2.3 Algorithme de descente lorsque K = Z

a) Construction d’une suite minimisante

On se place dans le cas K = Z, le problème d’optimisation devient donc

min
x∈Z
J (x) (1.5)

La résolution de ce problème s’effectue généralement à l’aide des algorithmes d’optimisa-

tion dits de descente. L’idée des algorithmes de descente est de chercher pour le candidat

xn ∈ Z, une direction dn ∈ Z telle que χn(t)
de f
= J (xn + tdn) est décroissante à t = 0, c’est

à dire

∇χn(0) = 〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z < 0.

Cette descente peut toutefois être très petite. Afin de vérifier la qualité de la direction de

descente, pour η > 0 fixé, il est naturel de vérifier la condition (condition sur l’angle)

〈−∇J (xn), dn〉Z∗,Z ≥ η||∇J (xn)||Z∗ ||dn||Z (1.6)

Ces approches nécessitent également le choix d’un pas de descente σn de telle sorte que

χn(σ
n) < χn(0).

Les algorithmes de descente consistent donc à construire une suite minimisante (xn)n∈N

telle que |xn − x∗| −→
n→∞

0. Le nouveau itéré de la suite est calculé à l’aide de la relation de

récurrence suivante

xn+1 = xn + σndn
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Les différentes étapes des algorithmes de descentes sont répertoriés dans l’algorithme 1.

Algorithme 1 : Algorithme de descente

1 choisir un vecteur initial x0;

2 for n = 1, 2, · · · do

3 Si ||∇J (xn)|| < ε, STOP;

4 Choisir une direction de descente dn ∈ Z telle que 〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z < 0;

5 Choisir un pas de descente σn
> 0 tel que J (xn + σndn) < J (xn);

6 Déterminer le nouveau itéré xn+1 = xn + σndn.

7 end

b) Conditions d’admissibilité

Dans le cadre général, il n’est pas encore possible de prouver une convergence globale

de l’algorithme 1. Pour y parvenir, des conditions supplémentaires sur la qualité de la

direction de descente ainsi que sur les pas de descente seront nécessaires. Ces conditions

sont dites conditions d’admissibilité et sont données comme suit :

— Admissibilité des directions de descente dn

〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z
||dn||Z

n→∞−→ 0 =⇒ ||∇J (xn)||Z∗ n→∞−→ 0

— Admissibilité des pas de descente σn




J (xn + σndn) < J (xn) ∀n et

|J (xn + σndn)−J (xn)| n→∞−→ 0
=⇒ 〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z

||dn||Z
n→∞−→ 0

L’expression
〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z

||dn||Z
n’est autre que la pente de J au point xn dans la direction

dn, définie par
d
dt
J
(

xn + t
dn

||dn||Z

) ∣∣∣
t=0

=
〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z

||dn||Z
Par conséquent, la propriété d’admissibilité des pas de descente signifie que si la dé-

croissance de J devient de plus en plus petite, la pente suivant les directions dn devient

également de plus en plus petite. La propriété d’admissibilité des directions de descente

quant à elle, signifie que si la pente le long de dn devient de plus en plus petite, alors les

fortes pentes possibles deviennent de plus en plus petite. Ces deux conditions permettent

de prouver la convergence globale de l’algorithme de descente énoncée dans le théorème

suivant :

Théorème 1.4 Soit J continûment Fréchet différentiable et xn, dn, σn généré par l’algo-

rithme de descente 1. On suppose que dk, σn sont admissibles et que J (xn) est bornée inférieure-

ment. Alors

lim
n→∞
∇J (xn) = 0. (1.7)

En particulier, tout point d’accumulation de xn est un point stationnaire.
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Démonstration. Soit J ∗ = inf
n≥0
J (xn) > −∞. Alors, d’après J (xn + σndn)−J (xn) < 0 on

a J (xn) −→ J ∗ et

J (x0)−J ∗ =
∞

∑
n=0
J (xn)−J (xn+1) =

∞

∑
n=0
J (xn)−J (xn + σndn).

ceci implique que J (xn + σndn) − J (xn)
n→∞−→ 0. Ainsi, d’après l’admissibilité de σn on

obtient
〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z

||dn||Z
n→∞−→ 0

Il résulte de l’admissibilité de dn que

||∇J (xn)||Z∗ n→∞−→ 0

Ensuite, considérons le cas où x∗ est un point d’accumulation de xn. Alors il existe une

sous suite toujours noté xn qui converge dans Z vers x∗. D’après la monotonie de la suite

J (xn) on conclu que J (x∗) ≤ J (xn) pour tout n. En appliquant (1.7) on a par continuité

∇J (x∗) = lim
n→∞
∇J (xn) = 0.

Dans la pratique, deux questions assez fréquentes se manifestent :

1. Comment vérifier si une direction de descente est admissible ?

2. Comment vérifier si les pas de descente sont admissibles ?

Une réponse à la question 1 est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1 Les directions de descente dn sont dites admissibles si elles satisfont la condi-

tion (1.6).

Démonstration. Découle directement de la condition (1.6)

||∇J (xn)||Z∗ ≤ −
1
η

〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z
||dn||Z

Dans le cadre des espaces de Banach, le calcul des directions de descente dn n’est

pas facile. Il est à noter que par le fait que Z∗ ∋ ∇J (xn) /∈ Z la dérivée négative de

J ne convient pas comme direction de descente. Cependant dans le cas particulier des

espaces de Hilbert, en utilisant le théorème de représentation de Riesz [13], on peut choisir

Z∗ = Z et 〈·, ·〉Z∗,Z = (·, ·)Z. Par conséquent ∇J (xn) ∈ Z et −∇J (xn) sont des directions

de descente. Les méthodes de descente pour lesquelles dn = −∇J (xn) sont appelées

méthodes de descente de type gradient.
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c) Exemples de choix de pas de descente

Pour répondre à la question 2, de nombreuses règles pour le choix du pas de descente

existent dans la littérature. Nous décrivons uniquement celles qui sont les plus utilisées :

1. Règle de minimisation

Il semble naturel de déterminer le pas σn par la règle de Cauchy comme solution du

problème de minimisation

min
σ≥0

χn(σ) (1.8)

Ce pas est appelé pas de Cauchy ou pas optimal [11][14]. Cette méthode est qualifiée

de recherche linéaire "exacte", mais n’est utilisée que pour des cas simple, notam-

ment quand la fonction χn peut être explicitement exprimée en fonction de σ.

2. Règle de minimisation bornée

Un nombre s > 0 fixé est choisi et σn est calculé comme solution du problème

min
σ∈[0,s]

χn(σ) (1.9)

3. Règle d’Armijo

Cette méthode dite inexacte a été développée pour les cas où le calcul d’un pas

"exact" devient impossible. Soit dn une direction de descente de J au point xn. La

condition d’Armijo [9] consiste à imposer que J décroisse autant qu’une portion

δ ∈ (0, 1), et s’exprime comme suit

J (xn + σndn)−J (xn) ≤ δσn 〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z (1.10)

Le pas de descente σn correspondant est donc choisi comme étant le maximum de

l’ensemble {1, 1/2, 1/4, · · · } qui vérifie la condition (1.10)

d) Exemples de choix de direction de descente

Dans un algorithme de descente, les directions de descente peuvent être obtenues en

calculant l’opposé du gradient de la fonctionnelle J au point courant, c’est à dire dn =

−∇J (x). L’algorithme de descente de type gradient est donc défini par la suite récurrente

suivante :

xn+1 = xn − σn∇J (xn), σn > 0.

où le pas σn peut être déterminé par l’une des stratégies présentées dans le paragraphe

précédent. Les directions de descente peuvent également être calculées à l’aide de l’al-

gorithme de Newton, qui consiste à chercher les points critiques de la fonction J en

résolvant l’équation :

∇J (x) = 0

Supposons que la fonction J est de classe C2 et que la matrice hessienne H[ f ](xn) est

inversible, l’algorithme de descente de type Newton est défini par la suite récurrente

suivante

xn+1 = xn − σn [H[ f ](xn)]−1∇J (xn), σn > 0,
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où dn = − [H[ f ](xn)]−1∇J (xn) est appelée direction de Newton. L’algorithme de

Newton présente l’avantage d’avoir une convergence quadratique. Toutefois, il présente

quelques inconvénients :

— Un coût de calcul important dû au calcul de la hessienne H[ f ](xn) et à la résolution

du système linéaire H[ f ](xn)dn = ∇J (xn). De plus, l’expression analytique des

dérivées secondes est rarement disponible dans les applications.

— L’absence de convergence si le premier itéré est trop loin de la solution, ou si la

hessienne est singulière.

— Il n’y a pas de distinction entre minima, maxima et points stationnaires.

En ce qui concerne les applications numériques traitées dans ce manuscrit, seule la mé-

thode de descente de type gradient sera utilisée.

1.2.4 Algorithme de descente lorsque K ⊂ Z est convexe fermé

Revenons maintenant au cas où K ⊂ Z est convexe fermé. Un scénario fréquemment

rencontré en pratique, et d’ailleurs celui qui nous intéresse le plus, est lorsque K est défini

comme

K = {x ∈ Z; xL ≤ x ≤ xR presque partout}
avec xL et xR qui sont bien définis. Il est maintenant devenu très facile de calculer la

projection PK sur K [15] de tout élément ω ∈ Z en utilisant

PK(ω) = max(xL, min(ω, xR)) (1.11)

L’algorithme pour le cas où K ⊂ Z est alors obtenu par une légère modification de l’al-

gorithme 1. Les étapes d’optimisation sur un convexe fermé sont répertoriées dans l’algo-

rithme 2.
Algorithme 2 : Algorithme de descente projetée

1 choisir un vecteur initial x0 ∈ K;

2 for n = 1, 2, · · · do

3 Si ||∇J (xn)|| < ε, STOP;

4 Choisir une direction de descente dn ∈ Z telle que 〈∇J (xn), dn〉Z∗,Z < 0;

5 Choisir un pas de descente σn > 0 tel que J (PK(xn + σndn)) < J (xn);

6 Déterminer le nouveau itéré xn+1 = PK(xn + σndn).

7 end

1.2.5 Cas particulier de l’optimisation quadratique

Soit la fonctionnelle quadratique J : R
N → R définie par

J (x) =
1
2
(Ax, x)− (b, x), (1.12)

où (·, ·) désigne le produit scalaire Euclidien canonique de R
N , A est une matrice N × N

symétrique définie positive et b ∈ R
N . Soit B une application linéaire de R

N dans R
M
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identifiable à une matrice de taille M× N.

Le problème d’optimisation sous contraintes consiste à minimiser la fonctionnelle J (x)

tel que x appartient au noyau de la matrice B. C’est à dire :



J (x) ≤ J (z), ∀z ∈ KerB = {z ∈ R

N , Bz = 0},
x ∈ KerB

(1.13)

Ce problème d’optimisation sous contraintes est un problème de point selle, dont la so-

lution numérique peut être calculée en utilisant l’algorithme d’Uzawa. Il existe plusieurs

variantes de l’algorithme d’Uzawa [16]. Les plus utilisés sont l’algorithme du résidu mi-

nimal (Algorithme 3) et l’algorithme du gradient conjugué (Algorithme 4).

Algorithme 3 : Algorithme d’Uzawa (résidu minimal)

1 Pour n = 0 choisir un vecteur initial ξ0 ∈ R
M et calculer x0 = A−1(b− BTξ0) ;

2 ξn, xn connus, on détermine zn, ρn, ξn+1, xn+1 par

zn = −A−1BTBxn, (1.14)

ρn = − (Bxn, Bzn)

|Bzn|2 (1.15)

ξn+1 = ξn + ρnBxn, (1.16)

xn+1 = xn + ρnzn. (1.17)

1.3 Optimisation sous contraintes : Contrôle optimal

1.3.1 Position du problème

L’objectif de cette section est de traiter la classe des problèmes variationnels de la

forme

minJ (y, θ) sur (y, θ) ∈ V × K (1.25)

sous la contrainte

N (y, θ) = 0 (1.26)

où J : V × Z → R désigne la fonctionnelle coût, et N : V × Z → W décrit l’équation

des contraintes appelée aussi équation d’état. De plus, nous supposons que K ⊂ Z est un

ensemble convexe fermé de Z et V, W et Z sont des espaces de Hilbert. Les problèmes qui

s’inscrivent dans le cadre des équations (1.25) et (1.26) sont assez généraux et se retrouve

dans de nombreux domaines d’application. Ils comprennent notamment les problèmes

de contrôle optimal, l’optimisation de forme, les problèmes inverses pour l’estimation

de paramètres, les problèmes de contact et de friction, les problèmes de reconstruction
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Algorithme 4 : Algorithme d’Uzawa (gradient conjugué)

1 Pour n = 0 choisir un vecteur initial ξ0 ∈ R
M et calculer x0 = A−1(b− BTξ0) ;

2 On calcule la direction de descente wn par

w0 = g0 = −Bx0 si n = 0, (1.18)

wn = −Bxn + λnwn−1, si n ≥ 1 (1.19)

λn =
|Bxn|2
|Bxn−1|2 si n ≥ 1, (1.20)

3 ξn, xn connus, on détermine zn, ρn, ξn+1, xn+1 par

zn = A−1BTwn, (1.21)

ρn = − |Bxn|2
(Bxn, Bzn)

(1.22)

ξn+1 = ξn − ρnwn, (1.23)

xn+1 = xn + ρnzn. (1.24)

d’image etc. Dans le contexte du contrôle optimal, la variable y est appelée variable d’état,

θ le paramètre de contrôle, et J la fonctionnelle coût choisie de manière appropriée pour

atteindre des performances spécifiques. Si N permet d’exprimer la variable y en fonction

de θ, alors le problème décrit par les equations (1.25) et (1.26) peut être réduit à

min
θ∈K
J (y(θ), θ) sous la contrainte N (y(θ), θ) = 0. (1.27)

La relation entre les variables y et θ est assurée par l’équation (1.26). Cette relation est

typiquement décrite par des equations aux dérivées partielles définies sur Ω et évoluant

en temps sur ]0, T]. En particulier, dans ce manuscrit, on s’intéresse à des problèmes

d’optimisation dont les contraintes sont des équations au dérivées partielles et les espaces

fonctionnelles sont des espaces de Hilbert tels que

V = L2(0, T; H1(Ω)) W = L2(0, T; L2(Ω)) Z = R
dp

1.3.2 Calcul des directions de descente

D’un point de vu numérique, l’implémentation d’un algorithme de descente permet-

tant de fournir une solution pour un problème de type (1.27) nécessite le calcul des di-

rections de descente. Celles ci peuvent être évaluées en calculant le gradient de la fonc-

tionnelle par rapport à la variable d’optimisation. Toutefois, l’évaluation du gradient de

la fonctionnelle est généralement difficile. Cette difficulté découle de la dépendance im-

plicite entre la variable d’état et la variable d’optimisation, via l’équation des contraintes



1.3. Optimisation sous contraintes : Contrôle optimal 15

(1.26). Une approche possible pour évaluer ∇θJ consiste simplement à utiliser l’approxi-

mation de Taylor de premier ordre. Une autre approche plus précise consiste à utiliser la

méthode des sensibilités. Enfin, une troisième approche consiste à traiter y et θ comme des

variables indépendantes et à utiliser la méthode des multiplicateurs de Lagrange [17][18].

Comme déjà mentionné précédemment, cette dernière approche permet de transformer

le problème d’optimisation sous contraintes (1.27) en un problème d’optimisation sans

contrainte facile à résoudre. L’évaluation de ∇θJ par les trois approches mentionnées est

décrite ci après.

L’expression du gradient de la fonctionnelle objectif par rapport à la variable d’optimisa-

tion θ ∈ Z s’exprime comme suit

∇θJ (y, θ) = ∂yJ (y, θ)y′(θ) + ∂θJ (y, θ) (1.28)

Dans cette expression, on note bien que les termes ∂yJ (y, θ) et ∂θJ (y, θ) sont faciles à

évaluer. En revanche, le terme de sensibilité y′(θ) est difficile à évaluer.

a) Approximation de Taylor d’ordre 1

Afin d’évaluer le terme de sensibilité y′(θ), il est possible d’approximer la ligne tangente

de y(θ). Cette approximation est appelée approximation polynomiale de Taylor d’ordre 1

et est définie pour ε suffisamment petit comme suit

y(θ) ≈ y(θ − ǫδθ) + ε
〈
y′(θ), δθ

〉

ceci implique que
〈
y′(θ), δθ

〉
≈ y(θ)− y(θ − εδθ)

ε

L’utilisation d’une approximation par différences finies du gradient peut sembler attrac-

tive en raison de sa facilité de mise en œuvre. Toutefois, cette approche n’est pas recom-

mandée à cause de son manque en précision. De plus, son coût numérique augmente

énormément lorsque la dimension des variables d’optimisation θ est élevée.

b) Équations de sensibilités

Il est également possible d’évaluer le terme de sensibilité y′(θ) par la résolution du sys-

tème linéaire

∂yN (y, θ)y′(θ) = −∂θN (y, θ) (1.29)

L’avantage de cette approche par rapport à l’approximation de Taylor d’ordre 1 est que

le calcul de y′(θ) est plus précis [19] et se fait en une seule étape (résolution de systèmes

linéaires). Toutefois, il est nécessaire de résoudre autant de systèmes linéaires qu’il y a de

directions possibles. Bien que cette approche soit plus performante que l’approximation

de Taylor d’ordre 1, elle reste quand même coûteuse à implémenter.
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c) Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Dans ce paragraphe, on introduit la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour le

calcul du gradient de la fonctionnelle objectif. Cette approche est plus performante et per-

met le calcul du gradient de la fonctionnelle avec un faible coût par rapport aux deux

approches précédentes.

Supposons que J : V × Z → R et N : V × Z → W soient continûment Fréchet différen-

tiables, et que la dérivée partielle de N par rapport à y au point (ȳ, θ̄) satisfait la condition

suivante

∂yN (ȳ, θ̄) ∈ L(V, W) est une bijection (1.30)

où ȳ est donné par ȳ = y(θ̄). Si θ̄ est un minimum local pour (1.27), alors

(
θ − θ̄

)T∇θJ (ȳ, θ̄) ≥ 0 ∀θ ∈ K. (1.31)

On introduit maintenant une définition qui permettra de transformer cette condition d’op-

timalité implicite en une forme explicite et exploitable.

Définition 1.2 Un élément ξ ∈ W est appelé l’état adjoint associée à la variable d’état ȳ si

il est solution du problème adjoint suivant :

∂yJ (ȳ, θ̄) + ∂yN (ȳ, θ̄)∗ξ = 0 (1.32)

où ∂yN (ȳ, θ̄)∗ désigne l’opérateur adjoint de ∂yN (ȳ, θ̄).

Les conditions d’optimalité pour le problème d’optimisation sous contraintes (1.27)

sont données par le théorème suivant :

Théorème 1.5 Soit θ̄ un minimum local pour (1.27) et ȳ l’état associé. Si la condition (1.30)

est vérifiée, alors il existe un état adjoint ξ ∈W tel que le système d’optimalité suivant est satisfait :

N (ȳ, θ̄) = 0, (1.33)

∂yJ (ȳ, θ̄) + ∂yN (ȳ, θ̄)∗ξ = 0, (1.34)

(
θ − θ̄

)T [
∂θJ (ȳ, θ̄) + ∂θN (ȳ, θ̄)∗ξ

]
≥ 0 ∀θ ∈ K. (1.35)

Démonstration. L’opérateur adjoint ∂yN (ȳ, θ̄)∗ étant bijectif (voir [20] pour plus de détails),

il existe un état adjoint ξ ∈ W qui satisfait l’équation (1.34). Pour obtenir les équations

(1.35), on calcule ∇θJ au point (ȳ, θ̄) dans la direction δθ ∈ Z comme suit

〈
∇θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z =

〈
∂yJ (ȳ, θ̄),

〈
y′(θ̄), δθ

〉〉
V +

〈
∂θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z

En utilisant l’équation adjointe (1.32) on peut écrire

〈
∇θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z = −

〈
∂yN (ȳ, θ̄)∗ξ,

〈
y′(θ̄), δθ

〉〉
V +

〈
∂θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z

= −
〈
ξ, ∂yN (ȳ, θ̄)

〈
y′(θ̄), δθ

〉〉
W +

〈
∂θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z
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Grâce à l’équation (1.29) on a
〈
∇θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z =

〈
ξ,
〈
∂θN (ȳ, θ̄), δθ

〉〉
W +

〈
∂θJ (ȳ, θ̄), δθ

〉
Z

= δθT [∂θN (ȳ, θ̄)∗ξ + ∂θJ (ȳ, θ̄)
]

Finalement, en choisissant δθ = θ − θ̄ pour tout θ ∈ K, puis en utilisant (1.31), on obtient
(
θ − θ̄

)T [
∂θJ (ȳ, θ̄) + ∂θN (ȳ, θ̄)∗ξ

]
≥ 0.

Le système d’optimalité formé par les équations (1.33), (1.34) et (1.35) peut facilement

être obtenu par l’introduction de la fonction de Lagrange, dans laquelle la variable d’état

y et d’optimisation θ sont supposés indépendantes. La fonction de Lagrange associée au

problème (1.27) est donnée par

L : V × Z×W −→ R

(y, θ, ξ) −→ L(y, θ, ξ) = J (y, θ) + 〈ξ,N (y, θ)〉W
où ξ désigne le multiplicateur de Lagrange. La différentielle du Lagrangien par rapport à

la variable d’état y, suivant la direction δy ∈ V, s’exprime comme suit
〈
∂yL(y, θ, ξ), δy

〉
V =

〈
∂yJ (y, θ), δy

〉
V +

〈
ξ, ∂yN (y, θ)δy

〉
W

=
〈
∂yJ (y, θ), δy

〉
V +

〈
∂yN (y, θ)∗ξ, δy

〉
V . (1.36)

Par conséquent, l’annulation de l’équation (1.36) permet d’obtenir l’équation (1.34) donnée

par

∂yJ (y(θ̄), θ̄) + ∂yN (y(θ̄), θ̄)∗ξ = 0.

De manière identique, en prenant la différentielle du Lagrangien par rapport θ suivant la

direction δθ ∈ Z, on obtient

〈∂θL(y, θ, ξ), δθ〉Z = 〈∂θJ (y, θ), δθ〉Z + 〈ξ, ∂θN (y, θ)δθ〉W
= 〈∂θJ (y, θ), δθ〉Z +

〈
∂θN (y, θ)∗ξ, δθ

〉
Z .

d’où

∂θL(y, θ, ξ) = ∂θJ (y, θ) + ∂θN (y, θ)∗ξ (1.37)

Donc, l’équation (1.35) est également établie par
〈
∂θL(ȳ, θ̄, ξ), θ − θ̄

〉
Z ≥ 0 ∀θ ∈ K.

Finalement, le système d’optimalité formé par les équations (1.33), (1.34) et (1.35) peut

être obtenu via l’annulation des dérivées partielles de la fonction de Lagrange par rapport

à ξ, y et θ comme suit

∂ξL(ȳ, θ̄, ξ) = 0 ⇒ N (ȳ, θ̄) = 0

∂yL(ȳ, θ̄, ξ) = 0 ⇒ ∂yJ (ȳ, θ̄) + ∂yN (ȳ, θ̄)∗ξ = 0.
(
θ − θ̄

)T
∂θL(ȳ, θ̄, ξ) ≥ 0 ∀θ ∈ K ⇒

(
θ − θ̄

)T [
∂θJ (ȳ, θ̄) + ∂θN (ȳ, θ̄)∗ξ

]
≥ 0 ∀θ ∈ K.
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En utilisant l’équation (1.37), il est maintenant possible d’évaluer les directions de descente

indépendamment de la dimension du paramètre de contrôle. L’algorithme d’optimisation

en utilisant l’approche des multiplicateurs de Lagrange est détaillé ci après.

1.3.3 Algorithme de contrôle optimal par l’approche des multiplicateurs de Lagrange

Les étapes de résolution du problème de contrôle optimal en utilisant la

méthode des multiplicateurs de Lagrange sont répertoriées dans l’algorithme 5.

Algorithme 5 : Algorithme de contrôle optimal

1 initialisation de l’algorithme : n = 0 et θ(n) = θinit;

2 while E > ε do

3 Résoudre l’équation d’état N (yn, θn) = 0 pour yn = y(θn);

4 Trouver ξn solution de l’équation adjointe

∂yJ (y(θ(n)), θ̄) + ∂yN (y(θn), θ̄)∗ξ = 0

5 Évaluation de la direction de descente par l’équation (1.37)

dn = −∂θL(yn, θn, ξn, κn)

6 Recherche de manière linéaire du pas de descente σn (règle d’Armijo (1.10));

7 Mise à jour des paramètres de contrôle (1.11)

θn+1 = PK(θ
n + σndn)

Évaluation du critère de convergence

E =
|L(yn+1, θn+1, ξn+1)−L(yn, θn, ξn)|

|L(yn+1, θn+1, ξn+1)|

8 end

L’évaluation à chaque itération n de ∂θnL nécessitera la résolution du problème d’état

(1.26) et du problème adjoint (1.32) ce qui engendre des temps de calcul important. Il est

à noter que même si le problème d’état est non linéaire, le problème adjoint est toujours

linéaire, et donc il peut être beaucoup moins cher à résoudre que le problème direct. De

plus, comme la résolution du problème adjoint se fait en remontant le temps, les exigences

de stockage pour sa résolution sont malheureusement importantes. En effet, l’opérateur

adjoint est une linéarisation de l’opérateur non linéaire. Si le modèle direct est station-

naire, cela ne représente pas une difficulté significative. Cependant, si celui ci dépend du

temps, la trajectoire entière de la solution directe doit être disponible pour assembler le

système adjoint. L’approche évidente pour rendre toute la trajectoire de la solution dis-

ponible consiste à stocker la valeur de chaque variable résolue. Cette approche est la plus

simple, et c’est l’option la plus efficace si il y a suffisamment de stockage disponible sur
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la machine. Cependant, pour de longues simulations avec de nombreux degrés de liberté,

il est généralement impossible de stocker toute la trajectoire de la solution.

Pour s’affranchir de ces difficultés de stockage et de temps de résolution, il est possible

d’utiliser les méthodes de réduction de modèles. Ces méthodes permettent de compresser

l’information d’un problème physique dans un sous espace de petite dimension. Ainsi,

un stockage mémoire très faible et un accès quasi-instantané à la dynamique temporelle

du problème deviennent possible. Ces approches seront décrites au chapitre 2.

1.4 Contrôle optimal des écoulements

On s’intéresse dans cette section au problème de contrôle optimal des écoulements.

Plus particulièrement, nous allons présenter le problème de minimisation d’une fonction-

nelle objectif dont les contraintes sont décrites par les equations de Navier-Stokes.

1.4.1 Problème de Navier-Stokes

Soit Ω un ouvert borné de R
d (d = 2, 3) et Γ = ΓD ∪ Γσ son bord tel que ΓD ∩ Γσ = ∅.

On note par L2(Ω) =
[
L2(Ω)

]d l’espace des fonctions réelles de carré intégrable dans Ω,

et par 〈·, ·〉L2(Ω) et ||·||L2(Ω) le produit scalaire et la norme associés. On introduit ensuite

les sous espaces de L2(Ω) suivants :

H1(Ω) =
{

v ∈ L2(Ω) : ∇v ∈ L2(Ω)
}

L2
0(Ω) =

{
v ∈ L2(Ω) :

∫

Ω
v dx = 0

}

H1
g,ΓD

(Ω) =
{

v ∈ L2(Ω) : v|ΓD
= g

}

Pour p ≥ 1 et V un espace de Hilbert, on définit l’espace

Lp(0, T; V) =

{
v : (0, T) −→ V : v est mesurable et

∫ T

0
||v(t)||pV dt < ∞

}
.

Considérons maintenant un fluide Newtonien incompressible de viscosité cinématique

constante ν, contenu dans Ω, et soumis à une force volumique externe f . Pour chaque

x ∈ Ω et t > 0, on note par u = (u1, · · · , ud)(x, t) et p(x, t) le champs de vitesse et la

pression du fluide. L’équation du mouvement du fluide est décrite par les équations de

Navier-Stokes adimensionnel :




∂tu−
1

Re
∆u + u · ∇u +∇p = f (θ) dans Ω× [0, T[

∇ · u = 0 dans Ω× [0, T[

u = g sur ΓD × [0, T[

− 1
Re
∇u · n + pn = 0 sur Γσ × [0, T[

u(0) = u0 dans Ω

(1.38)
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où Re désigne le nombre de Reynolds, et θ ∈ R
Np les paramètres de contrôle 2.

1.4.2 Formulation variationnelle des équations de Navier-Stokes :

Les formulations variationnelles du problème nécessiteront l’introduction des espaces

fonctionnels suivants

P = L2
0(Ω),

V = H1
g,ΓD

(Ω),

V0 = H1
0,ΓD

(Ω),

Vdiv = {v ∈ V : ∇ · v = 0} ⊂ H1(Ω),

V0,div = {v ∈ V0 : ∇ · v = 0} ⊂ H1(Ω),

H = Vdiv
L2(Ω) ⊂ L2(Ω)

On définit les formes linéaires, bilinéaires et trilinéaires suivantes :

m : H1(Ω)× H1(Ω) −→ R

(u, v) −→ m(u, v) =
∫

Ω
uv dx

a : H1(Ω)× H1(Ω) −→ R

(u, v) −→ a(u, v) =
∫

Ω
∇u : ∇v dx

c : H1(Ω)× H1(Ω)× H1(Ω) −→ R

(u, v, w) −→ c(u, v, w) =
∫

Ω
(u · ∇)v ·w dx

d : H1(Ω)×P −→ R

(u, q) −→ d(u, q) = −
∫

Ω
q∇ · u dx

b : H1(Ω) −→ R

v −→ b(v) =
∫

Ω
f v dx

dΓ : H1(Ω)×P −→ R

(u, q) −→ dΓ(u, q) =
∫

Γ
q u · n dσ

2. Ici les paramètres de contrôle apparaissent dans le terme source des équations de Navier-Stokes (1.38).
D’autres situations de contrôle peuvent être envisagées, notamment le contrôle sur le nombre de Reynolds
ou sur des paramètres liés aux conditions aux limites sur une ou plusieurs portions du bord Γ.
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aΓ : H1(Ω)× H1(Ω) −→ R

(u, v) −→ aΓ(u, v) =
∫

Γ
∇u · n v dσ

Soient t ≥ 0 et u0 une condition initiale dans H, pour tout couple de fonctions tests

(v, q) ∈ V0 ×P , les relations suivantes sont vérifiées :

aΓD(u, v) = 0

dΓD(v, p) = 0

− 1
Re

aΓσ(u, v) + dΓσ(v, p) = 0

La formulation faible associée au problème (1.38) s’exprime alors comme suit





Trouver u ∈ L2(0, T; V) et p ∈ L2(0, T;P) tels que

m(∂tu, v) +
1

Re
a(u, v) + c(u, u, v) + d(v, p) = b(v), ∀v ∈ V0

d(u, q) = 0, ∀q ∈ P

(1.39)

Considérons maintenant des fonctions tests à divergence nulle v ∈ V0,div, alors

d(v, p) = 0

d’où la formulation variationnelle compacte des équations de Navier-Stokes :





Trouver u ∈ L2(0, T; Vdiv) et p ∈ L2(0, T;P) tels que

m(∂tu, v) +
1

Re
a(u, v) + c(u, u, v) = b(v), ∀v ∈ V0,div

(1.40)

1.4.3 Formulation du problème de contrôle optimal

Considérons la fonctionnelle objectif

J (u, θ) =
1
2

∫ T

0

∫

Ω
|u− û|2 dx dt +

1
2

∫

Ω
|u(T)− û(T)|2 dx +

ω

2
|θ|2 (1.41)

où û désigne un champs de vitesse cible, et ω un coefficient de régularisation. En toute

évidence, les variables d’état (u, p) sont liées au paramètre de contrôle θ via l’équation

de Navier-Stokes (1.38). En tenant compte de cette relation, le problème de minimisation

sous contraintes consiste alors à déterminer θ qui minimise la fonctionnelle objectif (1.41).

Le problème de contrôle est alors formulé comme suit




min
θ
J (u, θ) tel que

u ∈ L2(0, T; V) et p ∈ L2(0, T;P) vérifient

m(∂tu, v) +
1

Re
a(u, v) + c(u, u, v) + d(v, p) = b(v), ∀v ∈ V0

d(u, q) = 0, ∀q ∈ P

(1.42)
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Le problème sous contraintes 1.42 est ensuite transformé en un problème d’optimisation

sans contrainte par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. La fonctionnelle de La-

grange dans ce cas s’écrit

L(u, p, θ, ξ, π, κ) = J (u, p, θ) +
∫ T

0

[
−m(u, ∂tξ) +

1
Re

a(u, ξ) + c(u, u, ξ) + d(ξ, p)− b(ξ)
]

dt

+
∫ T

0
[dΓ(ξ, p)− νaΓ(u, ξ)] dt +

∫ T

0
d(u, π) dt

+ [m(u, ξ)]T0 +
∫ T

0

∫

ΓD

κ(u− g) dσ dt

où ξ, π et κ sont les multiplicateurs de Lagrange associés respectivement à l’équation

de quantité de mouvement, l’équation de continuité et l’équation des conditions aux li-

mites de Dirichlet. Toute solution du problème de minimisation (1.42) satisfait l’équation

variationnelle suivante

DL(u, p, θ, ξ, π, κ)(δu, δp, δθ, δξ, δπ, δκ) = 0

pour toute direction (δu, δp, δθ, δξ, δπ, δκ). L’équation adjointe est obtenue en satisfaisant

l’équation

〈∂uL(u, p, θ, ξ, π, κ), δu〉+
〈
∂pL(u, p, θ, ξ, π, κ), δp

〉
= 0 (1.43)

Le terme 〈∂uc(u, u, ξ), δu〉 peut s’écrire en intégrant par parties comme suit

〈∂uc(u, u, ξ), δu〉 =
∫

Ω
(δu · ∇)u · ξ dx +

∫

Ω
(u · ∇)δu · ξ dx

=
∫

Ω
(∇u)Tξ δu dx−

∫

Ω
(u · ∇)ξ δu dx +

∫

Γ
(u · n)ξ δu dσ

L’intégration par parties du terme a(u, ξ) permet d’écrire

a(δu, ξ) =−
∫

Ω
∆ξ δu dx +

∫

Γ
∇ξ · n δu dσ

De même pour le terme d(u, π), on a

d(δu, π) = −
∫

Ω
π∇ · δu dx =

∫

Ω
∇π δu dx−

∫

Γ
π δu · n dσ

Après substitution des termes ci dessus, l’équation (1.43) peut alors s’écrire comme suit

−
∫ T

0

∫

Ω
∂tξ δu dx dt− 1

Re

∫

Ω
∆ξ δu dx dt +

∫ T

0

∫

Ω
(∇u)Tξ δu dx dt−

∫ T

0

∫

Ω
(u · ∇)ξ δu dx dt

+
∫ T

0

∫

Γ
(u · n)ξ δu dσ dt− 1

Re

∫ T

0

∫

Γ
∇δu · n ξ dσ dt +

1
Re

∫

Γ
∇ξ · n δu dσ

+
∫

Ω
∇π δu dx−

∫

Γ
π δu · n dσ +

∫

Ω
ξ(T) δu(T) dx−

∫

Ω
ξ(0) δu(0) dx

+
∫ T

0

∫

Ω
(u− û) δu dx dt +

∫

Ω
(u(T)− û(T)) δu(T) dx

−
∫ T

0

∫

Ω
δp ∇ · ξ dx dt +

∫ T

0

∫

Γ
δp ξ · n dσ dt +

∫ T

0

∫

ΓD

κδu dσ dt = 0.
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pour toutes directions δu et δp telles que

− 1
Re
∇δu · n + δpn = 0, sur Γσ×]0, T]

δu(0) = 0, dans Ω

∇ · δu = 0, dans Ω×]0, T]

δu = 0, sur ΓD×]0, T]

Il s’ensuit que l’équation adjointe associée au problème d’optimisation (1.42) s’exprime

par 



−∂tξ − ν∆ξ + (∇u)Tξ − (u · ∇)ξ +∇π = û− u dans Ω× [0, T[

∇ · ξ = 0 dans Ω× [0, T[

ξ = 0 sur ΓD × [0, T[
1

Re
∇u · n + u · n ξ − πn = 0 sur Γσ × [0, T[

ξ(T) = û(T)− u(T) dans Ω

(1.44)

Finalement, en utilisant les équations adjointes (1.44), les directions de descente liées au

paramètre d’optimisation θ sont évaluées comme suit

dθ = −∂θL = −
∫ T

0

∫

Ω
ξ∂θ f dx dt−ωθ (1.45)

En pratique, le problème de contrôle (1.42) est résolut en utilisant l’algorithme 5. Dans l’al-

gorithme, les directions de descente (étape 6) sont évaluées en utilisant l’équation (1.45),

où ξ est solution du système adjoint (1.44) et u est solution du système d’état (1.38).
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1.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, le problème d’optimisation sous contraintes dans sa forme générale

a été présenté et les conditions d’optimalités ont été dérivées. En pratique la complexité de

ce type de problème est résolue à l’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange,

qui transforme le problème d’optimisation sous contraintes en un problème d’optimisa-

tion sans contrainte. L’algorithme utilisé pour la résolution de ce nouveau problème est un

algorithme de descente classique dont les directions de descente sont calculées via l’éva-

luation du gradient de la fonctionnelle. Ce type d’algorithme nécessite la connaissance

d’un pas de descente qui doit être soigneusement choisi afin d’éviter les oscillations au-

tour de l’optimum. Il est naturel de chercher le pas optimal qui réalise une descente maxi-

male suivant une direction donnée. Pour des problèmes d’optimisation simples, le pas

optimal peut être analytiquement calculé. Malheureusement dans le cas des problèmes

que l’on traite, il est impossible de trouver un pas optimal de manière analytique. Pour

cela, nous utiliserons une méthode de recherche linéaire basée sur la règle d’Armijo.

La résolution du problème de contrôle optimal avec la méthode classique basée sur

l’état adjoint est non réalisable en temps quasi-réel. En effet, pour les problèmes non li-

néaires instationnaires, l’évaluation du gradient de la fonctionnelle nécessite la résolution

de l’équation d’état et de l’équation adjointe, ce qui entraîne des temps de calcul impor-

tants ainsi qu’un stockage mémoire volumineux. Il est alors indispensable d’avoir recours

à des méthodes qui réduisent considérablement la dimension du problème d’origine. Une

solution possible est d’utiliser les méthodes de réduction de modèles. Ces méthodes sont

très répandues dans de nombreux domaines d’application et permettent pour les pro-

blèmes dynamiques, un faible coût de stockage mémoire, et un accès rapide à la dyna-

mique temporelle. Dans le chapitre suivant, quelques méthodes de réduction de modèles

existantes seront présentées.
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2.1 Introduction

Aujourd’hui, les techniques de réduction de modèles deviennent de plus en plus uti-

lisées dans de nombreuses applications nécessitant la manipulation de données volumi-

neuses et/ou la résolution de problèmes de grande dimension. Ceci s’explique par le

fait que ces méthodes facilitent, d’une part, le stockage et le traitement de données de

très grande taille et permettent, d’autre part, d’obtenir très rapidement et à faible coût

la dynamique temporelle de phénomènes complexes. En effet, les modèles d’ordre réduit

(ROM) ont pour but d’approximer la solution d’un phénomène complexe dans un sous

espace vectoriel de faible dimension capable de capturer les caractéristiques dominantes

et les propriétés les plus élémentaires du phénomène physique étudié. Ces techniques

consistent donc à réduire la dimensionnalité d’un ensemble de données composé d’un

très grand nombre de variables (corrélées), tout en conservant autant que possible la va-

riation présente dans cet ensemble. Cela revient à approximer une fonction h(t, x) sur un

domaine d’intérêt [0, T]×Ω par une combinaison linéaire d’un nombre fini de fonctions

de base ϕk(x) sous la forme

h(t, x) ≈
q

∑
k=1

αk(t)ϕk(x) (2.1)

où q est censé être significativement petit et αk représentent les coefficients temporels,

pouvant être obtenus via la résolution d’un système d’équations différentiels résultant de

la projection de Galerkin du modèle complet sur les fonctions de base ϕk(x).

La technique de réduction modèle la plus utilisée est la décomposition de Karhunen-

Loève, appelée également ACP (Analyse en Composante Principale) ou POD (Proper

Orthogonal Decomposition). Dans ce cas, les données sont transformées en un nou-

vel ensemble de fonctions non corrélées ordonnées de sorte que les premiers éléments

conservent la majeure partie de la variation présente dans l’ensemble de données originel.

Les nouvelles fonctions sont appelées composantes principales. Les dernières compo-

santes identifient les directions dans lesquelles il existe très peu de variations. Ainsi, une

fois que les composantes principales sont identifiées, il est possible de réduire la dimen-

sion de l’espace d’origine des variables, en ne gardant que les premières composantes

principales.

Cette approche a été appliquée dans de nombreux domaines : en micro électro mécaniques

par Liang et al. [21], en aéroélasticité [22, 23], en dynamique des structures [24][25][26], en

détection de dommages [27][28][29], en analyse modale [30], en dynamique des réactions

chimiques [31] ...etc. Dans le cadre de la mécanique des fluides, cette approche a été

introduite en 1967 par Lumley [32] pour identifier les structures spatialement cohérentes

d’un écoulement turbulent. Aubry et al., à la fin des années 80, ont utilisé la base POD

pour construire, par projection de Galerkin des équations de Navier-Stokes sur cette base,

un modèle d’ordre réduit capable de reproduire la dynamique pariétale de l’écoulement

turbulent dans un canal [33]. Depuis ces travaux, l’approche POD/ROM a été appliquée

pour étudier de nombreux écoulements, notamment l’écoulement dans une cavité en-
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traîné isotherme [34], anisotherme [35] ou encore l’écoulement autour d’un obstacle [36].

Elle a été également utilisée pour étudier la dispersion de polluants dans les écoulement

[37, 38, 39, 40] et en interaction fluide structure (FSI) [41, 42]. D’autres applications de

la POD en hydrodynamique peuvent être trouvées dans les travaux de Aubry et al. [43],

Berkooz el al. [44][45], Glezer et al. [46], Ciliberto et al. [47][48], Arndt et al. [49], Tinney

[50], Hong et al. [51], Moin et al. [52], Sirovich et al. [53][54][55], Merzlota et al. [56], Glegg

et al. [57], O’Donnell et al. [58]. Bien que la POD soit l’approche la plus couramment

utilisée, d’autres techniques de recherche de bases de faible dimension existent. On peut

citer par exemple, la méthode BT (Balanced Truncation) adaptée à la réduction de système

de contrôle dont la dynamique est linéarisable [59], la méthode DMD (Dynamic Modes

Decomposition) développée par Schmidt [60] ou la méthode CVT (Centroidal Voronoi

Tessellations) [61].

Dans ce chapitre, un aperçu de quelques méthodes de réduction de modèles existantes

est tout d’abord donné, avec un focus sur la méthode POD dans sa version discrète. La

construction du modèle réduit par la projection de Galerkin et la dérivation du modèle

réduit associé aux équations de Navier-Stokes isothermes seront détaillées dans la section

2.3.2. Enfin, l’utilisation des modèles d’ordre réduit dans le contexte du contrôle optimal

est examinée dans la section 2.4.

2.2 Construction des bases réduites

On rappelle ici que l’objectif de cette section est de chercher à approximer une fonction

h(t, x) appartenant à l’espace de Hilbert L2
(
0, T; H1(Ω)

)
par une combinaison linéaire de

produits de fonctions appartenant à l’espace de Hilbert tensoriel [0, T]⊗ H1(Ω), comme

suit

h(t, x) ≈
q

∑
k=1

αk(t)ϕk(x) (2.2)

en espérant raisonnablement que l’approximation devienne exacte quand q s’approche

de l’infini. L’espace de Hilbert V est équipé d’un produit scalaire 〈·, ·〉 dont la norme

associée est notée || · ||. Les coefficients notés αk représentent les amplitudes inconnues

de l’approximation. Une fois les fonctions de base ϕk sont choisies, les valeurs d’ampli-

tude sont obtenues par un processus de minimisation défini au sens des moindres carrés

comme suit
{

α1, . . . , αq
}
= min
{ζ1,...,ζq}

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣h(t, x)−
q

∑
k=1

ζk(t)ϕk(x)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

(2.3)

En toute évidence, pour la même fonction h(t, x), la représentation (2.2) n’est pas unique.

Le choix des fonctions ϕk(x) qui forment une base ϕ(x) pour la fonction h(t, x) est arbi-

traire. En outre, pour chaque choix fait pour la base, un ensemble d’amplitudes différent

correspond. Dans la plupart des cas, la précision cible pour l’approximation peut être
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atteinte lorsque q est assez grand. Il est naturel donc de chercher une base capable d’ap-

proximer le mieux possible h(t, x) pour un nombre de modes q le plus petit possible. Il

existe une liberté totale dans le choix des fonctions de base ϕk(x), à condition qu’elles

soient linéairement indépendantes. Le choix de l’ensemble orthonormal vérifiant la pro-

priété 〈
ϕk(x), ϕl(x)

〉
= δkl

présente des avantages et simplifie la tâche de détermination des amplitudes de manière

que chaque αk dépend uniquement de ϕk

αk(t) =
〈

h(t, x), ϕk(x)
〉

En outre, cette base doit être optimale, dans le sens où pour chaque valeur de q, l’ap-

proximation doit être aussi bonne que possible en terme d’erreur au sens des moindres

carrés. En d’autres termes, le but est de chercher une suite de fonctions orthonormales

telles que les q premiers termes assurent la meilleure approximation à q termes. Une fois

trouvée, ces fonctions de bases ordonnées sont appelées les modes propres associés à la

fonction h(t, x). Dans les paragraphes suivants, différentes méthodes de construction de

bases réduites seront présentées et détaillées.

2.2.1 Méthode BT (Balanced Truncation)

Dans cette section, nous rappelons la méthode BT (Balenced Tuncation). Soit le système

dynamique linéaire suivant :




dx
dt

= Ax(t) + Bθ(t)

z(t) = Cx(t) + Dθ(t)
(2.4)

où A ∈ R
Nx×Nx représente la matrice du système dynamique, B ∈ R

Nx×dp la matrice

d’entrée, C ∈ R
dp×Nx la matrice de sortie, D ∈ R

dp×dp la matrice de retour, x ∈ R
Nx le

vecteur d’état d’entrée, z ∈ R
dp le vecteur d’état de sortie, et θ(t) le vecteur d’entrée. La

réduction de ce système consiste à produire un système similaire




dxq

dt
= Aqxq(t) + Bqθ(t)

zq(t) = Cqxq(t) + Dθ(t)
(2.5)

d’ordre nettement inférieur à celui du système originel (q << Nx), pour lequel zq(t) est

une bonne approximation de z(t) pour les entrées d’intérêt θ(t). Dans ce cas, Aq ∈ R
q×q,

Bq ∈ R
q×dp , Cq ∈ R

dp×q, D ∈ R
dp×dp , et la dimension de θ(t) et z reste inchangés.

Un système linéaire de la forme (2.4) est dit équilibré si les Grammiens

Wc =
∫ ∞

0
eAtBBTeAT t dt Wo =

∫ ∞

0
eAT tCCTeAt (2.6)

admettent des solutions diagonales identiques

Wc = Wo = Σ = diag(σ1, · · · , σNx). (2.7)
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où Wc et Wo sont respectivement les opérateurs Grammiens de contrôlabilité et d’observa-

bilité. Il s’avère que tout système peut être transformé en une forme équilibrée en utilisant

un changement de base x̃ = Qx. Les deux matrices Grammiennes sont transformées par

une transformation de congruence comme suit

W̃c = QWcQT, (2.8)

W̃o = Q−TWoQ−1, (2.9)

W̃cW̃o = QWcWoQ−1. (2.10)

En utilisant le fait que deux matrices symétriques peuvent être diagonalisées par le biais

d’une transformation de congruence appropriée, il est possible de trouver la matrice Q

qui résulte en deux matrices diagonales W̃c et W̃o telles que W̃c = W̃o. Les valeurs propres

de WcWo restent invariantes par similarité. Ces valeurs propres sont appelées valeurs sin-

gulières de Hankel [62]. Elles emmagasinent les informations importantes du système

(2.4). En particulier, les petites valeurs propres correspondent aux sous systèmes qui ont

un effet faible sur le comportement entrée sortie du système originel. Ces derniers sont

presque non observables ou non contrôlables. En pratique, l’astuce pour calculer les va-

leurs singulières de Hankel est d’observer que les matrices Grammiennes sont des solu-

tions Hermitiennes définies positives et uniques des équations dites de Lyapunov :

AWc + WcAT + BBT = 0, (2.11)

ATWo + Wo A + CTC = 0. (2.12)

Pour un système contrôlable et observable, les deux matrices Grammiennes Wc et Wo

sont définies positives. Donc par décomposition de Cholesky, il existe donc Lc et Lo deux

matrices triangulaires inférieures telles que

Wc = LcLT
c et Wo = LoLT

o (2.13)

Soit LT
o Lc = UΣVT la décomposition en valeurs singulières de LT

o Lc. La matrice de trans-

formation Q s’écrit

Q = LcVΣ−1/2, (2.14)

Q−1 = Σ−1/2UT LT
o (2.15)

En utilisant la transformation par similarités, on introduit les matrices suivantes

Ã = Q−1 AQ, (2.16)

B̃ = Q−1B, (2.17)

C̃ = CQ. (2.18)

Le modèle d’ordre réduit est finalement obtenu par troncature du système originel, en

partitionnant les matrices Σ, Ã, B̃ et C̃ comme suit

Σ =

[
Σ1 0

0 Σ2

]
Ã =

[
Ã11 Ã12

Ã22 Ã22

]
B̃ =

[
B̃1

B̃2

]
C̃ =

[
C̃1 C̃2

]
(2.19)
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telles que Σ1 ∈ R
q×q contient les valeurs singulières ayant une contribution significative

dans le système, Ã11 ∈ R
q×q, B̃1 ∈ R

q×dp , C̃1 ∈ R
dp×q. Le modèle réduit (2.5) s’écrit alors





dxq

dt
= A11xq(t) + B1θ(t)

zq(t) = C1xq(t) + Dθ(t)
(2.20)

L’un des aspects attractifs du modèle réduit ainsi calculé est que l’erreur engendrée par la

troncature est bornée [63][64] et s’exprime par :

σq ≤ ||H(s)− H̃q(s)||∞ ≤ 2
Nx

∑
q=q+1

σq (2.21)

où s est une fréquence complexe, et les fonctions H et H̃ sont les fonctions de transfert

données par

H(s) = D + C(sI − A)−1B,

H̃(s) = D̃ + C̃(sI − Ã)−1B̃.

Cependant, la mise en œuvre numérique de cette méthode nécessite des temps de calculs

importants, principalement à cause de la résolution des équations de Lyapunov. D’autre

part, cette approche est applicable uniquement aux systèmes linéaires de la forme des

équations (2.4). Ceci est handicapant pour une utilisation en mécanique des fluides, car

dans ce cas les systèmes doivent être linéarisables.

2.2.2 Méthode POD (Proper Orthogonal Decomposition)

Étant donné que les applications traitées dans ce manuscrit sont de nature numérique,

seule la version discrète de la POD sera présentée. On trouve généralement cette approche

dans la littérature sous le nom de l’Analyse en Composante Principale (PCA), bien que

certains auteurs l’appellent également décomposition de Karhunen-Loève discrète. On

désignera par la suite par A la matrice éléments finis symétrique définie positive, qui

sert pour définir la norme subordonnée || · ||A liée au produit scalaire choisi pour la

construction des fonctions de base ϕ1, · · · , ϕq. On choisira éventuellement A la matrice de

masse qui correspond au produit scalaire usuel de L2(Ω) . Si on choisit le produit scalaire

euclidien, l’opérateur A correspond à la matrice identité.

a) Minimisation de l’erreur d’approximation

Supposons que nous avons un ensemble de Ns vecteurs ul de dimension Nx, concaté-

nés par colonnes dans une matrice X. Notre objectif est de trouver la représentation la

plus précise de X dans un sous-espace W de dimension q < Ns. Si nous désignons par

ϕ1, ϕ2, · · · , ϕq la base de W orthonormée par rapport à la norme subordonnée || · ||A, alors

chaque vecteur de l’ensemble d’origine peut être écrit comme

ul ≈
q

∑
k=1

αlk ϕk, l = 1, · · · , Ns (2.22)
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où αlk sont les amplitudes correspondantes au l-ième vecteur dans le nouveau sous-espace

W. Si ϕ désigne la matrice formée par les éléments de la base orthonormée ϕk qui en-

gendrent W, et α la matrice formée par les amplitudes αlk, l’équation (2.22) peut être

écrite sous forme matricielle comme

ul ≈ ϕ · α l , l = 1, · · · , Ns (2.23)

L’erreur de cette approximation au sens des moindres carrés peut être exprimée par

E =
Ns

∑
l=1

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ul −
q

∑
k=1

αlk ϕk

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

A

Le but est maintenant de trouver une base ϕ formée par l’ensemble des vecteurs ortho-

normés ϕ1, ϕ2, · · · , ϕq qui minimisent cette erreur. Le problème de minimisation s’écrit :

min
α,ϕ

ϕT Aϕ=Iq

Ns

∑
l=1
||ul −ϕ · α l ||2A (2.24)

En développant l’expression de E on a

E =
Ns

∑
l=1
||ul ||2A − 2

Ns

∑
l=1

ul
T A

(
q

∑
k=1

αlk ϕk

)
+

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

αlk2

=
Ns

∑
l=1
||ul ||2 − 2

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

αlkul
T Aϕk +

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

αlk2
(2.25)

La dérivée partielle de E par rapport à αij s’exprime par :

∂αij E = −2ui
T Aϕj + 2αij

L’optimum de E au point αij est donc atteint lorsque

αij = ui
T Aϕj

En substituant cette valeur optimale dans l’équation (2.25), on obtient :

E =
Ns

∑
l=1
||ul ||2 − 2

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

(
ul

T Aϕk
)

ul
T Aϕk +

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

(
ul

T Aϕk
)2

(2.26)

Étant donné que

ul
T Aϕk = ϕkT

Aul

le deuxième terme de l’équation (2.26) peut être réécrit comme suit

2
Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

(
ul

T Aϕk
)

ul
T Aϕk = 2

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

ϕkT
Aulul

T Aϕk (2.27)

D’autre part, le troisième terme de (2.26) peut être exprimé par

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

(
ul

T Aϕk
)2

=
Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

(
ul

T Aϕk
)

ul
T Aϕk =

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

ϕkT
Aulul

T Aϕk (2.28)
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Substituant (2.27) et (2.28) dans (2.26), l’erreur totale à minimiser devient

E =
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

Ns

∑
l=1

q

∑
k=1

ϕkT
Aulul

T Aϕk (2.29)

ou encore

E =
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

q

∑
k=1

ϕkT
A

(
Ns

∑
l=1

ulu
T
l

)
Aϕk

=
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

q

∑
k=1

ϕkT
A

1
2 DA

1
2 ϕk (2.30)

où D, est appelée matrice de covariance, est définie par :

D = A
1
2 XXT A

1
2 (2.31)

Le premier terme de l’équation (2.30) est constant et ne dépend que de l’ensemble des

vecteurs initiaux (mais pas de la base choisie). Il s’ensuit alors que le problème de mi-

nimisation de l’erreur E, revient à un problème de maximisation du deuxième terme de

l’équation (2.30)

max
{ψ, ψTψ=Id}

q

∑
k=1

ψkT
Dψk avec ψ = A

1
2ϕ (2.32)

Afin de résoudre ce problème de maximisation sous contraintes, on peut utiliser la mé-

thode des multiplicateurs de Lagrange qui, comme mentionné au chapitre 1, permet de

convertir le problème (2.32) en un problème de maximisation sans contrainte en introdui-

sant la fonction de Lagrange

L(ψ, Λ) =
q

∑
k=1

ψkT
Dψk −

q

∑
k=1

q

∑
l=1

λkl

(
ψkT

ψl − δlk

)
(2.33)

où Λ = (λij) ∈ R
q×q. Sachant que la matrice D est symétrique, on peut écrire

∂
ψjL(ψ, Λ) = 2Dψj −

q

∑
l=1

q

∑
k=1

λklψ
lδkj −

q

∑
l=1

q

∑
k=1

λklψ
kδl j

= 2Dψj −
q

∑
l=1

(λjl + λl j)ψ
l

D’après la condition d’optimalité du Lagrangien, on a

Dψj =
1
2

q

∑
l=1

(λjl + λl j)ψ
l (2.34)

Pour q = 1, on a l = 1 et l’équation (2.34) se réduit à

Dψ1 = λ1ψ1, avec λ1 = λ11 (2.35)
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Pour q ≥ 1, la condition d’optimalité du premier ordre du Lagrangien est

Dψj = λjψ
j, ∀j = 1, · · · , q, avec λj = λjj. (2.36)

Nous souhaitons montrer que les conditions d’optimalité pour la base
{

ψ1, ψ2, · · · , ψq, ψq+1
}

de rang q + 1 sont données par

Dψj = λjψ
j, ∀j = 1, · · · , q + 1 (2.37)

Par hypothèse, l’équation (2.36) est déjà vérifiée, il reste juste à montrer que

Dψq+1 = λq+1ψq+1 (2.38)

D’après l’équation (2.34) on peut écrire

Dψq+1 =
1
2

q+1

∑
k=1

(λq+1,k + λk,q+1)ψ
k (2.39)

On a aussi

λq+1ψl T
ψq+1 = ψl T

Dψq+1

=
1
2

q+1

∑
k=1

(λq+1,k + λk,q+1)ψ
l T

ψk

= λq+1,l + λl,q+1

Étant donné que les vecteurs
{

ψ1, ψ2, · · · , ψq, ψq+1
}

forment une base

ψq+1T
ψl = 0, ∀l ∈ 1, · · · , q

on déduit que

λq+1,l = −λl,q+1, ∀l ∈ 1, · · · , q (2.40)

Par substitution de (2.40) dans l’équation (2.39), on aboutit à

Dψq+1 =
1
2

q

∑
l=1

(λq+1,l + λl,q+1)ψ
l + λq+1,q+1ψq+1

= λq+1ψq+1

d’où la vérification de (2.37). En résumé, les conditions d’optimalités sont satisfaites si

ψj et λj sont les vecteurs et valeurs propres correspondantes aux problèmes aux valeurs

propres suivants

Dψj = λjψ
j, ∀j = 1, · · · , q. (2.41)

En substituant (2.41) dans l’équation (2.30), l’erreur d’approximation devient

E =
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

q

∑
k=1

ψkT
Dψk

=
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

q

∑
k=1

ψkT
(

λkψk
)

=
Ns

∑
l=1
||ul ||2 −

q

∑
k=1

λk (2.42)
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On conclut finalement que l’erreur d’approximation est minimisée, si et seulement si la

base ϕ est composée des q vecteurs propres qui correspondent aux q plus grandes valeurs

propres du problème (2.41). L’erreur d’approximation dans ce cas peut être exprimée

par le ratio entre les valeurs propres considérées et toutes les autres valeurs propres du

problème (2.41), soit :

Rq =

q

∑
i=1

λi

Ns

∑
i=1

λi

(2.43)

Les étapes de construction de la base POD en utilisant la matrice de covariance sont

résumées dans l’algorithme 6.

Algorithme 6 : Algorithme POD par covariance

1 Construire la matrice de covariance D ∈ R
Nx×Nx telle que

D = A
1
2 XXT A

1
2 où X = [u1 u2 · · · uNs ]

2 Calculer les valeurs propres λ1 > · · · > λNx de D et la matrice des vecteurs propres

associés ψ = [ψ1 · · ·ψNx ]

3 Calculer la base POD ϕ en résolvant le système linéaire A
1
2ϕ = ψ

4 Tronquer la base en ne gardant que les q premiers modes tels que Rq ≤ ε, où ε est

fixé par l’utilisateur,

5 Calculer les coefficients temporels par projection :

αi = XT Aϕi, ∀i ∈ {1, . . . , Nx}

Un aspect négatif lié à la dérivation des composantes principales par cette approche,

est la grande taille (Nx × Nx) du problème aux valeurs propres (2.41). La construction

et résolution numérique de ce problème peut s’avérer très coûteuse, voire impossible.

C’est typiquement le cas lorsque Nx représente le nombre de degrés de libertés et Ns le

nombre d’instant temporels issus de la discrétisation d’un problème physique (générale-

ment Nx ≫ Ns). Ce fait justifie l’intérêt d’introduire la méthode des Snapshots [65], qui

permet de chercher la même base en résolvant un problème aux valeurs propres de taille

Ns × Ns beaucoup plus petite.

b) Méthode des Snapshots

Soit X la matrice composée de Ns vecteurs d’origine ul de dimension Nx. Supposons que

le premier vecteur de base ϕ1 s’exprime comme combinaison linaire de tous les ul , c’est à

dire

ϕ1 = Xv1
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où les coefficients inconnus de cette combinaison forment un vecteur v1 de dimension Ns.

En supposant que ce vecteur est unitaire (c’est à dire v1
Tv1 = 1), le vecteur ϕ1 qui contient

les plus grandes variations de l’ensemble de vecteurs formant la matrice X est celui qui

maximise la longueur

δ = ϕ1T
Aϕ1

Ce critère apparaît évident, puisque le vecteur inconnu ϕ1 est défini comme combinaison

linaire de tous les vecteurs collectés dans la matrice X. Par conséquent, pour une matrice

X fixe, le vecteur inconnu est défini de manière unique par l’ensemble des coefficients qui

forment le vecteur v1. Une modification de ces coefficients sous la contrainte de former

un vecteur unitaire changera évidemment non seulement la direction de ϕ1, mais aussi

sa longueur. La direction qui correspond à celle avec la plus grande variance de tous les

vecteurs de l’ensemble aura la plus grande longueur δ. Trouver ϕ1 revient alors à résoudre

le problème de maximisation sous contraintes suivant

max
{v1, vT

1 v1=1}

(
vT

1 XT AXv1

)
(2.44)

Encore une fois, la méthode des multiplicateurs de Lagrange peut être utilisée pour sim-

plifier la résolution de ce problème. On introduit la fonction de Lagrange correspondante

L(v1, λ1) = vT
1 Cv1 − λ1

(
v1

Tv1 − 1
)

(2.45)

où

C = XT AX

est la matrice de corrélation temporelle, et λ1 est un multiplicateur de Lagrange. L’annu-

lation de la différentielle de (2.45) par rapport à v1 donne

Cv1 − λ1v1 = 0 (2.46)

En multipliant l’équation (2.46) par vT
1 on trouve

vT
1 Cv1 = λ1

Ceci montre que la solution du problème (2.44) est obtenue en prenant la plus grande

valeur propre λ1 de la matrice C et le vecteur propre associé v1. De manière analogue on

cherche ϕk tel que

ϕk = Xvk

L’expression générale pour construire ce k-ième vecteur de base optimale est donnée par

Cvk − λkvk = 0 (2.47)

Jusqu’à présent, seuls les vecteurs vk ont été forcés à être unitaires. Par conséquent, cette

dérivation n’aboutira pas forcément à des vecteurs de base normalisés ϕk. Comme il est
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plus pratique de travailler avec une base orthonormée, les vecteurs vk doivent être calibrés

par des facteurs de normalisations zk

v̂k = vkzk

La formule générale pour le k-ième vecteur propre devient alors

ϕ̂k = X v̂k = Xvkzk (2.48)

où les ϕ̂k correspondent aux vecteurs de base normalisés. Alors les facteurs de normalisa-

tion sont alors obtenus en forçant le critère suivant

ϕ̂kT
Aϕ̂k = 1 (2.49)

En substituant (2.48) dans l’équation (2.49) le critère devient

(Xvkzk)
T AXvkzk = 1 (2.50)

Après regroupement des termes, et en utilisant le fait que zk et un facteur de normalisation

on écrit

vT
k zkXT AXvkzk = z2

kvT
k Cvk = 1

En utilisant maintenant (2.47), l’expression ci-dessus devient

z2
kvT

k λkvk = z2
kλkvT

k vk = 1

Puisque les vk sont unitaires, cette equation s’écrit finalement

z2
kλk = 1

Le facteur de normalisation recherché est donc

zk = λ−1/2
k

Finalement, les fonctions de la base orthonormale POD sont définies par

ϕ̂k = Xvkλ−1/2
k (2.51)

D’après (2.47), vk est solution du problème

XT AXvk = λkvk

En utilisant (2.51), on peut écrire

XT Aϕ̂k =
√

λkvk

On multiplie les deux côtés de l’équation par A
1
2 X

A
1
2 XXT Aϕ̂k = λk A

1
2 ϕ̂k



2.2. Construction des bases réduites 37

soit

DA
1
2 ϕ̂k = λk A

1
2 ϕ̂k

Sachant d’après (2.32) que A
1
2 ϕ̂k = ψk, on retrouve bien que la méthode basée sur la

matrice de covariance D et la méthode basée sur la matrice de corrélation temporelle C

résultent en la même base POD. L’utilisateur est alors libre de décider laquelle parmi ces

deux méthodes est la plus appropriée pour son application. Cependant, on notera que la

matrice D est de taille Nx × Nx, tandis que la matrice C est de taille Ns× Ns. Comme il est

toujours préférable de travailler sur des matrices de taille petite, il est donc raisonnable

de choisir l’approche basée sur la matrice C dans les cas où Ns ≪ Nx et l’approche basée

sur la matrice D dans le cas opposé.

Les étapes de construction de la base POD en utilisant la matrice de corrélation sont

résumées dans l’algorithme 7.

Algorithme 7 : Algorithme POD par corrélation

1 Construire la matrice de corrélation C par

C = XT AX où X = [u1 u2 · · · uNs ]

2 Calculer les valeurs propres λ1 > · · · > λNs de C et la matrice des vecteurs propres

associés V = [v1 · · · vNs ].

3 Calculer la base POD ϕ = [ϕ1 · · · ϕNs ] comme suit

ϕi = Xviλ
−1/2
i , ∀i ∈ {1, . . . , Ns}

4 Tronquer la base en ne gardant que les q premiers modes tels que Rq ≤ ε, où ε est

fixé par l’utilisateur.

5 Calculer les coefficients temporels par projection

αi = XT Aϕi, ∀i ∈ {1, . . . , Ns}

c) POD par l’approche SVD

Une autre façon d’obtenir une base POD est d’utiliser la décomposition en valeurs sin-

gulières (SVD - Singular Value Decomposition). La SVD est dotée de deux propriétés

importantes. Tout d’abord, cette décomposition existe pour toute matrice qu’elle soit car-

rée, rectangulaire, singulière, non singulière, creuse ou dense. Donc, peu importe le type

de la matrice, nous savons qu’elle admet une décomposition en valeurs singulières. La

deuxième propriété utile de la SVD est l’optimalité. C’est la méthode qui permet d’ob-

tenir la meilleure approximation de rang faible d’une matrice quelconque au sens de la

norme euclidienne (norme-2). Pour plus de détails sur la SVD, le lecteur intéressé peut se

référer à [66].

La SVD consiste à décomposer une matrice quelconque Y de taille Nx × Ns en un produit
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de trois matrices

Y = UΣVT (2.52)

où les colonnes de U et V sont orthonormales et Σ est une matrice rectangulaire dont

uniquement les éléments de la diagonale, appelés valeurs singulières, sont non nuls et

vérifient

Σkk = σk, σ1 > σ2 > · · · > σr > 0, r = min(Nx, Ns)

Le rang de la matrice Y est égal au nombre de valeurs singulières non nulles. Le théorème

suivant permet de quantifier l’erreur d’approximation de la matrice Y par la matrice Yk

de rang inférieur.

Théorème 2.1 (Schmidt-Mirsky, Eckart-Young) Pour une décomposition SVD de la matrice

Y , si q < rang(Y) et

Yq =
q

∑
i=1

σiuiv
T
i ,

alors

||Y − Yq|| = min
rang(B)≤q

||Y − B||2 = σq+1, (2.53)

où ui et vi sont respectivement les vecteurs colonnes de U et V.

L’équation (2.53) indique que la distance au sens de la norme euclidienne (norme-2)

entre la matrice approximée Yk de rang k et la matrice originel Y est exactement égale

à σk+1. Supposons maintenant que nous cherchons une matrice de rang inférieur qui

approche la matrice Y . Cette matrice peut être obtenue par troncature de la décomposition

SVD de la matrice Y , en gardant que les q premières valeurs singulières et les q premières

colonnes des matrices U et V. L’approximation d’ordre q de Y est alors donnée par

Y ≈ UqΣqVT
q (2.54)

L’optimalité de cette approximation repose sur le fait qu’aucune autre matrice de rang q

ne peut être plus proche de Y au sens des moindres carrés (racine carrée de la somme des

carrés de tous les éléments).

Considérons maintenant que Y = A
1
2 X. En multipliant (2.52) du côté gauche par XT A

1
2

on a :

XT AX = VΣTUTUΣVT

En tenant compte de l’orthonormalité de U, on obtient :

XT AX = VΣ2VT

Or d’après le paragraphe précèdent, XT AX correspond à la matrice de corrélation tem-

porelle C, d’où

C = VΣ2VT
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La matrice Σ2 est une matrice diagonale de taille Nx × Ns, dont les éléments de la diago-

nale sont égaux au carré des valeurs singulières, soit

Σ2
kk = σ2

k

Finalement, en prenant en compte l’orthogonalité de V on peut écrire :

CV = VΣ2 (2.55)

L’équation (2.55) montre que les colonnes de V sont les vecteurs propres de la matrice de

corrélation C, et les valeurs singulières de la matrice A
1
2 X sont les racines carrés des va-

leurs propres de la matrice C. De la même manière, en multipliant (2.52) du côté droit par

UT on montre que les colonnes de U sont les vecteurs propres de la matrice de covariance

D = A
1
2 XXT A

1
2 , et la base POD ϕ dans ce cas est obtenue en résolvant le système linéaire

A
1
2ϕ = U.

2.2.3 Méthode POD récursive

Contrairement à la méthode POD classique où uniquement deux paramètres (Np = 2)

entrent en jeu dans la forme séparée d’une fonction, la méthode POD récursive [67] est

destinée à généraliser cette décomposition pour des fonctions multi-paramétriques (Np >

2).

Considérons par exemple le cas simple d’une fonction à trois variables suivante

h : X×Y× Z −→ R

En utilisant la méthode POD classique, la fonction h(x, y, z) peut être approximée par la

relation

h(x, y, z) ≈ hq(x, y, z) =
q

∑
k=1

ξk(x) · υk(y, z)

On applique une deuxième fois la méthode POD sur les modes υk

υk(y, z) =
qk

∑
j=1

ϕ
(k)
j (y) · ψ(k)

j (z)

on obtient la décomposition suivante

hq,qk(x, y, z) =
q

∑
k=1

qk

∑
j=1

ξk(x) · ϕ(k)
j (y) · ψ(k)

j (z)

Cette approche peut être appliquée pour décomposer des fonctions tenseurs d’ordre D

en une somme de D produit tensoriel de fonctions de dimension 1. Cette reformulation

permettra de réduire les exigences de stockage et faciliter l’accès aux données. Toutefois,

la construction d’une telle décomposition peut s’avérer très coûteuse lorsque l’ordre D du

tenseur est grand.
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2.2.4 Méthode DMD (Dynamic Modes Decomposition)

Considérons la matrice de snapshots X = [u1 u2 u3 · · · uNs ], où uk ∈ R
Nx , et

supposons qu’il existe un opérateur linéaire A qui assure approximativement la liaison

entre deux vecteurs consécutifs, c’est à dire

uk+1 ≈ Auk

Cette hypothèse nous permet de formuler l’ensemble X comme une suite de Krylov

KNs(A) =
{

u1, Au1, A2u1, · · · , ANs−1u1

}

Le but de la méthode DMD, introduite par Schmid [60], est d’extraire les caractéristiques

dynamiques du processus décrit par l’ensemble KNs(A). On souhaite alors calculer les

valeurs propres et vecteurs propres de l’opérateur A qui est inconnu par hypothèse. L’idée

de la méthode repose sur l’hypothèse qu’à partir d’un nombre de snaphots critique (ici

Ns), les vecteurs de l’ensemble X deviennent linéairement dépendants. Cela revient à

considérer que l’ajout de vecteurs supplémentaires ne va pas améliorer le sous espace

vectoriel engendré par les vecteurs ui, i = 1, · · · , Ns. Quand cette condition est atteinte,

on peut exprimer uNs en fonction des ui, i = 1, · · · , Ns − 1 comme suit

uNs =
Ns−1

∑
k=1

skuk + r

où r ∈ R
Nx est un résidu. Cette expression s’écrit sous forme matricielle

uNs = Zs + r (2.56)

avec sT = [s1, s2, · · · , sNs−1] et Z la matrice construite à partir de X comme suit

Z = [u1 u2 · · · uNs−1]

En introduisant les matrices Y et S suivantes

Y = [u2 u3 · · · uNs ] S =




0 s1

1 0
. . . . . .

1 0 sNs−2

1 sNs−1




(2.57)

on peut écrire

Y = ZS + reT
Ns−1 (2.58)

où eNs−1 ∈ R
Ns−1 est le (Ns − 1)-ième vecteur de la base euclidienne unitaire. De plus, on

a par hypothèse que Y = AZ, d’où

AZ = Y = ZS + reT
Ns−1 (2.59)
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Les coefficients s1, . . . , sNs−1 formant la dernière colonne de la matrice S, seront déterminés

en calculant le minimum au sens des moindres carrés du résidu r, c’est à dire :

min
s
||Zs− uNs ||2 (2.60)

Une manière pour calculer s consiste à considérer la décomposition QR de Z, ce qui

implique que

s = R−1QTuNs

Finalement, on peut écrire que

AQ = QH avec H = RSR−1

Ainsi, on peut voir que les valeurs propres de S représentent quelques valeurs propres

de A. Les vecteurs propres de A qui correspondent aux modes propres DMD sont alors

calculés comme suit

ϕi = Qhi

où hi est le i-ème vecteur propre de H. En pratique, bien que la décomposition ci-dessus,

basée sur la matrice S soit mathématiquement correcte, l’algorithme qui en résulte ren-

contre des problèmes de conditionnement et est souvent incapable d’extraire plus que

quelques premiers modes dynamiques dominants [60].

Une procédure d’implémentation plus robuste qui résulte en une matrice S̃ similaire 1 à S

est alors choisie pour contourner ce problème. Le minimum au sens des moindres carrés

du résidu r (2.60) est calculé en utilisant la décomposition SVD comme suit Z = UΣV T.

En substituant cette expression dans l’équation (2.59), on obtient

UT AU = UTYVΣ
−1 ≡ S̃

Les vecteurs propres de A qui correspondent aux modes propres DMD sont

ϕi = Uυi

où υi est le i-ème vecteur propre de S̃.

Les différentes étapes de la méthode DMD sont résumés comme suit :

1. Stocker les snapshots dans deux matrices

Z = [u1 u2 · · · uNs−1] Y = [u2 u3 · · · uNs ]

2. Calculer la décomposition en valeurs singulières tronquée de Z

Z = UΣV T

3. Définir la matrice réduite S̃

S̃ = UTYVΣ
−1

1. Deux matrices A et B sont dites similaires si il existe une matrice P inversible telle que A = P−1BP.
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4. Calculer les vecteurs et valeurs propres de S̃

S̃υ = υλ

5. Le mode DMD ϕi correspondant à la valeur propre DMD λi est alors donné par

ϕi = Uυi

Récemment, la DMD a été appliquée entre autres, pour étudier l’écoulement derrière une

membrane souple [60], l’écoulement autour d’un cylindre [68], l’écoulement autour des

trains à grande vitesse [69], les interactions entre les ondes de choc et la couche limite

turbulente [70], l’écoulement dans une cavité [60] [71] et divers jets [72] [60][73]...etc

2.3 Construction du modèle d’ordre réduit (ROM)

2.3.1 Cas général

Soit V l’espace de Hilbert tel que V = L2(0, T; H1(Ω)). L’espace V peut être identifié

à l’espace produit T ⊗ V , où T = L2(0, T) et V = H1(Ω). Considérons maintenant un

système dynamique dont la solution y = y(x, t) évolue dans V en suivant l’équation

dy
dt

= X(y) (2.61)

où X désigne un champs vectoriel défini sur V. En particulier, dans le cas où y = y(x, t)

est gouverné par une equation aux dérivées partielles, définie dans un domaine spatial Ω,

V désignera un espace fonctionnel sur Ω et X un opérateur différentiel spatial. Soit Ṽ un

sous-espace vectoriel de V de dimension q, sur lequel la solution y ∈ V est approximée

comme suit

y(t, x) ≈ yq(t, x) =
q

∑
j=1

αj(t)ϕj(x) (2.62)

où
{

ϕj ∈ V , j = 1, · · · , q
}

est une base de Ṽ orthonormale par rapport au produit scalaire

de L2, c’est a dire : ∫

Ω
ϕi ϕj dx = δij

En remplaçant y par l’expression de yq dans l’équation (2.61), on obtient

q

∑
j=1

dαj

dt
ϕj = X(yq) + r (2.63)

où r est le résidu lié à l’erreur d’approximation. En supposant que
∫

Ω
rϕi dx = 0, ∀i = 1, · · · , q
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et en tenant compte de l’orthonormalité des modes ϕi, le système d’équations différen-

tielles ordinaires de dimension q résultant de la projection de Galerkin de l’équation (2.63)

sur les ϕi s’exprime

dαi

dt
=
∫

Ω
X

(
q

∑
j=1

αj ϕj

)
ϕi dx, ∀i = 1, · · · , q (2.64)

Ce système d’équations différentielles ordinaires de faible dimension q, constitue ce que

l’on appelle modèle d’ordre réduit (ROM). La solution de ce modèle réduit nous donne

les coefficients temporels αj et la formule (2.62) l’expression de la solution approximée.

2.3.2 Construction du ROM pour les équations de Navier-Stokes

a) Position du problème

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à la dérivation des équations du modèle réduit associé

au problème de Navier-Stokes. On considère donc l’écoulement isotherme d’un fluide

Newtonien incompressible de viscosité cinématique constante ν régi par les équations




∂tu−
1

Re
∆u + u · ∇u +∇p = f dans Ω× [0, T[

∇ · u = 0 dans Ω× [0, T[

u = g sur ΓD × [0, T[

∂nu = 0 sur ΓN × [0, T[

− 1
Re

∂nu + pn = 0 sur Γσ × [0, T[

u(0) = u0 dans Ω

(2.65)

Le domaine spatial Ω est un ouvert borné connexe de R
d, avec d = 2, 3. Nous supposons

que la frontière Γ du domaine Ω est divisée en trois partitions ΓD, ΓN et Γσ. Sur ΓD, la

vitesse est fixée à une valeur g(x) donnée indépendante du temps. Les forces exercées

en chaque point de la frontière Γσ par unité de surface sont nulles et une condition de

Neumann homogène est imposée sur la frontière ΓN . On introduit les champs moyens de

vitesse et de pressions u et p qui vérifient





u(t, x) = u(x) + ũ(t, x)

p(t, x) = p(x) + p̃(t, x)

u = g, sur ΓD × [0, T[

∂nu = 0, sur ΓN × [0, T[
1

Re
∂nu = pn, sur Γσ × [0, T[
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Les équations (5.23) deviennent alors




∂tũ−
1

Re
∆ũ + u · ∇ũ + ũ · ∇u + ũ · ∇ũ +∇ p̃ = f̃ dans Ω× [0, T[

∇ · ũ = 0 dans Ω× [0, T[

ũ = 0 sur ΓD × [0, T[

− 1
Re

∂nũ + p̃n = 0 sur Γσ × [0, T[

ũ(0) = ũ0 = u0 − u0 dans Ω

(2.66)

avec

f̃ = f +
1

Re
∆u− u · ∇u−∇p

Pour t ≥ 0 et u0 ∈ H une condition initiale, la formulation faible associée au problème

(2.66) peut s’écrire comme suit





Trouver ũ ∈ L2(0, T; V) et p̃ ∈ L2(0, T;P) tels que

m(∂tũ, v) +
1

Re
a(ũ, v) + c(u, ũ, v) + c(ũ, u, v) + c(ũ, ũ, v) + d(v, p̃) + dΓN (v, p̃) = b(v)

d(ũ, q) = 0

∀(v, q) ∈ V0 ×P
(2.67)

Les espaces fonctionnels H, V , V0 et P ainsi que les formes multilinéaires m(·, ·), a(·, ·),
d(·, ·), dΓN (·, ·), c(·, ·, ·) et b(·) sont définis dans la section 1.4 du chapitre 1.

b) Construction du modèle d’ordre réduit

Considérons une base POD de vitesse ϕ de dimension qu construite à partir d’un en-

semble de champs fluctuants de vitesses {ũ1, ũ2, · · · , ũNs} pris à des instants discrets

tk ∈ {t1, t2, · · · , tNs}. La reconstruction du champs fluctuant de vitesse sur le sous espace

vectoriel engendré par ϕ est obtenue comme suit

ũ ≈
qu

∑
i=1

αi
u ϕi

u

En substituant cette expression dans la première équation de (2.67) avec v = ϕi
u (pour

i = 1, . . . , qu), on obtient

qu

∑
j=1

M
(u)
ij

dα
j
u

dt
+

qu

∑
j=1

[
1

Re
R
(u)
ij + C

(u)
ij

]
α

j
u +

qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(u)
ijk α

j
uαk

u +[B
(u)
i +D

(u)
i ] = F̃

(u)
i , ∀i = 1, · · · , qu

(2.68)
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où

M
(u)
ij = m(ϕ

j
u, ϕi

u) =
∫

Ω
ϕi

u ϕ
j
u dx R

(u)
ij = a(ϕ

j
u, ϕi

u) =
∫

Ω
∇ϕi

u : ∇ϕ
j
u dx

C
(u)
ij = c(u, ϕ

j
u, ϕi

u) + c(ϕ
j
u, u, ϕi

u) =
∫

Ω
(u · ∇)ϕ

j
u · ϕi

u dx +
∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)u · ϕi

u dx

C
(u)
ijk = c(ϕ

j
u, ϕk

u, ϕi
u) =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ϕi
u dx F̃

(u)
i = b(ϕi

u) =
∫

Ω
f̃ ϕi

u dx

B
(u)
i = d(ϕi

u, p̃) = −
∫

Ω
p̃∇ · ϕi

u dx D
(u)
i = dΓN (ϕi

u, p̃) =
∫

ΓN

p̃ϕi
u · n dσ

Étant donné que les modes POD de vitesse sont par construction à divergence nulle,

l’équation de conservation de masse
qu

∑
i=1

αi
ud(ϕi

u, q) = 0 est vérifiée pour tout q quelles que

soient les valeurs αi
u. De plus, le terme lié au gradient de pression est numériquement nul,

d’où

B
(u)
i = 0, ∀i = 1, . . . , qu

Le système d’équations différentielles constituant le modèle réduit s’exprime alors comme

suit




qu

∑
j=1

M
(u)
ij

dα
j
u

dt
+

qu

∑
j=1

[
1

Re
R
(u)
ij + C

(u)
ij

]
α

j
u +

qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(u)
ijk α

j
uαk

u + D
(u)
i = F̃

(u)
i , ∀i = 1, · · · , qu

qu

∑
j=1

M
(u)
ij α

j
u(0) =

∫

Ω
ϕi

uũ0 dx, ∀i = 1, · · · , qu

(2.69)

Une fois que les sous espaces vectoriels réduits engendrés par les bases réduites POD sont

déterminés, le calcul des matrices réduites M(u) R(u), C
(u)

, B(u), D
(u)
i , F̃(u) et du tenseur

C(u) se fait dans la phase offline [74][75]. Ainsi, la résolution du système d’équations

différentielles ordinaires devient très rapide. Cependant dans certains cas, l’évaluation du

du terme
qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(u)
ijk α

j
uαk

u en chaque itération de temps peut être coûteuse à cause de la

dimension du tenseur C(u) qui est égale au nombre de modes de vitesse gardés au cube.

Pour réduire le coût de calcul de ce terme, il est possible d’utiliser par exemple la méthode

EIM-DEIM [76][77].

c) Traitement du terme de pression

Comme la pression fluctuante est indéterminée, la présence du terme de pression D
(u)
i

dans l’équation du modèle d’ordre réduit (2.69) présente un obstacle dans sa résolution.

La plupart des travaux existant néglige ce terme dont la contribution est généralement

petite. Toutefois, comme il a été souligné par Noack et al. [78], ce terme ne peut pas

être négligé dans de nombreuses applications. Pour palier à ce problème, Bergmann et

al. [79] ont proposé de construire une base POD ϕ = [ϕu
T ϕp

T]T à partir de l’ensemble

des snapshots X = [XT
u XT

p ]
T de vitesse et de pression de telle sorte que les coefficients

temporels pour la vitesse et la pression soient identiques, c’est à dire, p =
q

∑
i=1

αi ϕi
u et
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u =
q

∑
i=1

αi ϕi
p. Ainsi, le terme D

(u)
i s’écrit

D
(u)
i =

qp

∑
l=1

αl
∫

ΓN

ϕl
p ϕi

u · n dσ

Il est également possible, comme pour les méthodes de prédiction correction introduites

par Chorin [80] et Temam [81], d’introduire une équation de Poisson pour tenir compte

du terme de pression dans le modèle d’ordre réduit [82][83][84]. Une autre approche

proposée par Leblond et al. [85] et Tallet et al. [86], consiste à créer une base POD ϕp =

{ϕ1
p, . . . , ϕqp} de telle sorte que la pression fluctuante soit reconstruite comme suit p̃ ≈

qp

∑
i=1

αi
p ϕi

p. Les coefficients temporels de vitesse αu et de pression αp sont alors solutions

d’un modèle d’ordre réduit construit en minimisant à chaque instant tn+1 la norme L2

au carré du résidu Res(n+1) qui apparaît dans les équations de quantité de mouvement

discrétisé en temps. Dans ce cas, le résidu discrétisé en temps est donné par

Res(n+1) =
qu

∑
j=1

ϕ
j
u

α
j,n+1
u − α

j,n
u

δt
−

qu

∑
j=1

1
Re

∆ϕ
j
uα

j,n+1
u +

[
(u · ∇)ϕ

j
u + (ϕ

j
u · ∇u)

]
α

j,n
u

+
qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

(ϕk
u · ∇)ϕ

j
uα

j,n
u αk,n

u +
qp

∑
l=1
∇ϕl

pαl,n+1
p − F̃

(u)
i,n+1

Les variations de ||Res(n+1)||2L2(Ω)
par rapport à αi

u pour i = 1, . . . , qu et αm
p pour m =

1, . . . , qp s’expriment comme suit

∂αi
u
||Res(n+1)||2L2(Ω = 2

∫

Ω
Res(n+1)

(
ϕi

u −
1

Re
∆ϕi

u

)
dx

∂αm
p
||Res(n+1)||2L2(Ω = 2

∫

Ω
Res(n+1)∇ϕm

p dx

En notant ψi
u = ϕi

u−
1

Re
∆ϕi

u, les conditions d’optimalité du problème min
αu, αp

||Res(n+1)||2L2(Ω

résultant de l’annulation de ∂αi
u
||Res(n+1)||2L2(Ω et ∂αm

p
||Res(n+1)||2L2(Ω conduisent au mo-

dèle réduit suivant




qu

∑
j=1

M
(u)
ij

α
j,n+1
u − α

j,n
u

δt
−

qu

∑
j=1

1
Re

R
(u)
ij α

j,n+1
u + C

(u)
ij α

j,n
u

+
qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(u)
ijk α

j,n
u αk,n

u +
qp

∑
l=1

K
(u)
il αl,n+1

p = F̃
(u)
i,n+1, ∀i = 1, · · · , qu

qu

∑
j=1

M
(p)
mj

α
j,n+1
u − α

j,n
u

δt
−

qu

∑
j=1

1
Re

R
(p)
mj α

j,n+1
u + C

(p)
mj α

j,n
u

+
qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(p)
mjkα

j,n
u αk,n

u +
qp

∑
l=1

K
(p)
ml αl,n+1

p = F̃
(p)
m,n+1, ∀m = 1, · · · , qp

qu

∑
j=1

M
(u)
ij α

j
u(0) =

∫

Ω
ϕi

uũ0 dx, ∀i = 1, · · · , qu

(2.70)
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où

M
(u)
ij = m(ϕ

j
u, ψi

u) =
∫

Ω
ϕ

j
uψi

u dx R
(u)
ij = a(ϕ

j
u, ψi

u) =
∫

Ω
∆ϕ

j
uψi

u dx

C
(u)
ij = c(u, ϕ

j
u, ψi

u) + c(ϕ
j
u, u, ψi

u) =
∫

Ω
(u · ∇)ϕ

j
u · ψi

u dx +
∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)u · ψi

u dx

C
(u)
ijk = c(ϕ

j
u, ϕk

u, ψi
u) =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ψi
u dx

K
(u)
il =

∫

Ω
∇ϕl

p ψi
u dx F̃

(u)
i =

∫

Ω
f̃ ψi

u dx

et

M
(p)
mj = m(ϕ

j
u,∇ϕm

p ) =
∫

Ω
ϕ

j
u∇ϕm

p dx R
(p)
mj = a(ϕ

j
u,∇ϕm

p ) =
∫

Ω
∆ϕ

j
u∇ϕm

p dx

C
(p)
mj = c(u, ϕ

j
u,∇ϕm

p ) + c(ϕ
j
u, u,∇ϕm

p ) =
∫

Ω
(u · ∇)ϕ

j
u · ∇ϕm

p dx +
∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)u · ∇ϕm

p dx

C
(p)
mjk = c(ϕ

j
u, ϕk

u,∇ϕm
p ) =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ∇ϕm
p dx

K
(p)
ml =

∫

Ω
∇ϕl

p∇ϕm
p dx F̃

(p)
m =

∫

Ω
f̃ ∇ϕm

p dx

d) Stabilisation du modèle d’ordre réduit

En utilisant la POD pour la construction de la base spatiale, seul un nombre relativement

faible de modes est gardé pour la construction du ROM. Ainsi, le ROM ne prend pas en

compte l’interaction avec les modes non résolus souvent représentatifs de petites échelles

du phénomène étudié. Bien que très petites, ces échelles peuvent jouer un rôle important

dans la résolution du ROM. Ainsi leur non prise en compte résulte en un ROM qui peut

être instable. Plusieurs techniques ont été développées pour palier au problème de stabi-

lité des modèles réduits. L’approche la plus élémentaire et la plus utilisée est de considérer

que l’influence des petites échelles peut être modélisée par une viscosité supplémentaire

dite artificielle. Cette viscosité est introduite par l’utilisateur de façon à ce que les résul-

tats obtenus soient le plus proche possible de ceux obtenus dans les simulations utilisées

pour la construction de la base réduite. En particulier, cet ajout peut être par l’introduc-

tion d’une viscosité turbulente de type Heisenberg [87][88], ou d’une viscosité spectrale

évanescente [89]. Une variante de cette approche introduite par Rempfer [90] consiste à

attribuer à chaque mode POD un certain niveau de dissipation. Giovanni et al. [84] pro-

posent une méthode de stabilisation appelée SUP-ROM. Cette méthode consiste à enrichir

le sous espace vectoriel de vitesse par un ensemble de fonctions de bases de telle sorte que

cet enrichissement garantisse la vérification d’une version réduite de la condition inf-sup.

Bergmann et al. [79], proposent quant à eux, différentes méthodes de stabilisation basées

sur l’évaluation des résidus du modèle complet : enrichissement de la base par ajout des

résidus, formulation de Petrov-Galerkin du modèle réduit (SUPG : streamline upwind Pe-

trov Galerkin) et formulation VMS (Variational Multiscale). Toutes ces approches agissent

sur l’équation du ROM par modification ou introduction de termes supplémentaires. Il

est également possible d’améliorer la structure et le contenu de la base POD sans modifier

le ROM. Ainsi, Iollo et al. [91][92] suggèrent de définir le problème POD en utilisant la
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norme dans l’espace de Sobolev H1(Ω), afin d’introduire la partie dissipative directement

dans les equations du modèle réduit.

Dans notre cas, le modèle réduit utilisé a été construit en projetant l’équation de quantité

de mouvement sur les fonctions de base de vitesse, puis sur le gradient des fonctions

de base de pression afin de compléter le système d’équations différentielles. Le ROM

construit ainsi à montré un bon comportement sans aucun besoin d’être stabilisé.

2.4 Contrôle optimal réduit

Dans un algorithme d’optimisation sous contraintes EDP (contrôle optimal), les mo-

dèles complets (résolus par éléments finis, volumes finis ou différences finies) permettant

d’obtenir les variables d’état et leurs variables adjointes, assurent une bonne prédiction

des directions de descentes. L’inconvénient majeur de ces modèles complets est qu’ils sont

très coûteux en temps de calcul et en stockage mémoire. En toute évidence, une seule ité-

ration de l’algorithme de descente nécessitera au moins la résolution de deux systèmes

linéaires de grande taille. Dans le cas où les contraintes sont décrites par une EDP non

linéaire, le coût augmente davantage. Une solution possible permettant de réduire ces

exigences est d’utiliser les techniques de réduction de modèles. Dans cette section, l’op-

timisation à l’échelle réduite est décrite pour un problème d’optimisation non linéaire

général.

2.4.1 Position du problème de contrôle optimal réduit

L’objectif de cette section est de réduire drastiquement la dimensionnalité du problème

d’optimisation défini dans la section 1.3, en utilisant les modèles d’ordre réduit construit

par la méthode POD/Galerkin. En reprenant le même cadre fonctionnel et les définitions

de la section 1.3, le problème de contrôle optimal dans son cadre général est défini par

minJ (y, θ) sur (y, θ) ∈ V × K (2.71)

sous la contrainte

N (y, θ) = 0 (2.72)

On distinguera deux sortes d’optimisation réduites, l’optimisation réduite "Reduce Then

Differentiate", et l’optimisation réduite "Differentiate Then Reduce".

2.4.2 Optimisation réduite "Differentiate Then Reduce"

L’optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" consiste tout simplement à sup-

poser que les variables d’état et adjointes peuvent être représentées dans deux sous

espaces vectoriels de dimension finie distincts, engendrés par deux bases ϕ et ψ. Le

problème d’optimisation (dont l’état y et l’état adjoint ξ sont solutions de deux équations

aux dérivées partielles) est alors ramené à un problème d’optimisation réduit simple à
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résoudre, dont la variable d’état α̃ et la variable adjointe ζ sont cette fois-ci solutions de

deux équations différentielles ordinaires de tailles réduite.

On suppose donc que y = y(θ) et ξ = ξ(θ) peuvent être approximés en utilisant une

décomposition spatio-temporelle d’ordre q et r respectivement comme suite

u(t, x, θ) ≈ yq(t, x, θ) =
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x) ∀θ ∈ K (2.73)

ξ(t, x, θ) ≈ ξr(t, x, θ) =
r

∑
k=1

ζk(t, θ)ψk(x) ∀θ ∈ K (2.74)

avec

α =
{

α1, · · · , αq
}

ζ =
{

ζ1, · · · , ζr
}

ϕ =
{

ϕ1, · · · , ϕq
}

ψ =
{

ψ1, · · · , ψr
}

Les ensembles α et ζ sont les coefficients temporels déterminés en résolvant les modèles

d’ordre réduit issus de la projection de Galerkin des équations du modèle complet d’état et

de l’état adjoint sur les bases réduites ϕ et ψ supposées fixes par rapport aux changements

du paramètre de contrôle θ. Ainsi, dans la suite, pour une base ϕ fixée, on notera Nϕ :

T q × K −→ T q l’application telle que Nϕ(α, θ) = 0 correspond au modèle réduit de

l’équation d’état donné comme suit
〈
N
(

q

∑
k=1

αk ϕk, θ

)
, ϕi

〉

L2(Ω)

= 0, ∀i = 1, · · · , q (2.75)

De même, on notera Mψ : T r × T q × K −→ T r l’application telle que Mψ(ζ , α, θ) = 0

correspond au modèle réduit de l’équation adjointe donnée par
〈

∂yJ
(

q

∑
k=1

αk ϕk, θ

)
+ ∂yN

(
q

∑
k=1

αk ϕk, θ

)∗ r

∑
k=1

ζkψk, ψ l

〉

L2(Ω)

= 0, , ∀l ∈ {1, · · · , r}

(2.76)

L’optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" consiste tout d’abord à extraire les

conditions d’optimalités pour le problème complet (section 1.3), puis en utilisant les ap-

proximations de l’état et de l’état adjoint (2.73)(2.74), déterminer la direction de descente

dn à l’itération n par la relation suivante

dn = −
(

∂θJ (y(n)q , θ(n)) + ∂θN (y(n)q , θ(n))∗ξ(n)r

)
(2.77)

L’algorithme d’optimisation réduite "Differentiate Then Reduce" est décrit dans l’algo-

rithme 8.

Remarque 2.1 Plusieurs choix peuvent être réalisés pour la construction des bases réduites

ϕ et ψ. Il est par exemple possible de choisir une seule base spatiale pour approcher l’état et l’état

adjoint. Cette base pourra être construite par exemple en utilisant la méthode POD sur l’ensemble

des snapshots issus de plusieurs simulations du problème d’état et du problème adjoint [93].
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Algorithme 8 : Algorithme d’optimisation réduit "Differentiate Then Reduce".

1 Initialisation de l’algorithme : n = 0 et θ(n) = θinit;

2 while E > ε do

3 Résoudre l’équation d’état

Nϕ(α̃
(n), θ(n)) = 0

4 Connaissant α̃(n), trouver ζ (n) solution de l’équation adjointe

Mψ(ζ
(n), α̃(n), θ(n)) = 0

5 Reconstruction de u(n)
q et ξ

(n)
r en utilisant les expressions (2.73) et (2.74).

6 Évaluation de la direction de descente dn = −∂θL(u(n)
q , θ(n), ξ

(n)
r )

7 Recherche linéaire du pas σn (Armijo)

8 Mise à jour des paramètres de contrôle

θ(n+1) = PK(θ
(n) + σndn)

9 Critère de convergence

E =
|Jϕ(α̃

(n+1), θ(n+1))−Jϕ(α̃
(n), θ(n))|

|Jϕ(α̃
(n+1), θ(n+1))|

, où Jϕ(α̃, θ) = J (
q

∑
i=1

α̃i ϕi, θ)

10 end

2.4.3 Optimisation réduite "Reduce Then Differentiate"

Le problème de l’optimisation réduite "Reduce Then Differentiate" consiste à partir de

la connaissance de l’approximation de l’état y ≈ yq =
q

∑
i=1

αi ϕi, à reformuler le problème

d’optimisation sous forme réduite et à dériver les conditions nécessaires d’optimalités

associées.

En substituant l’expression de yq dans le problème d’optimisation (2.71)(2.72), le pro-

blème de contrôle optimal réduit revient à

minJϕ(α̃, θ) sur (α̃, θ) ∈ T × K (2.78)

sous la contrainte réduite

Nϕ(α̃, θ) = 0 (2.79)

où Jϕ est telle que

Jϕ(α̃, θ) = J (yq, θ)

Le problème de contrôle réduit (2.78) (2.79) est résolu en utilisant la méthode des mul-

tiplicateurs de Lagrange. La fonction de Lagrange associée à la contrainte réduite (2.79)
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s’écrit :

Lϕ : T × Z× T −→ R

(α̃, θ, β) −→ L(α̃, θ, β) = Jϕ(α̃, θ) +
〈

β,Nϕ(α̃, θ)
〉
T

La différentielle du Lagrangien par rapport à la variable d’état α̃, suivant la direction

δα̃ ∈ T , est donnée par
〈

∂α̃Lϕ(α̃, θ, β), δα̃
〉
T
=
〈

∂α̃Jϕ(α̃, θ), δα̃
〉
T
+
〈

β, ∂α̃Nϕ(α̃, θ)δα̃
〉
T

=
〈

∂α̃Jϕ(α̃, θ), δα̃
〉
T
+
〈

∂α̃Nϕ(α̃, θ)∗β, δα̃
〉
T

La condition d’optimalité ∂α̃Lϕ( ¯̃α, θ̄, β) = 0 permet d’extraire l’équation adjointe. Ainsi

la variable adjointe β sera solution du problème

∂α̃Nϕ(α̃, θ)∗β + ∂α̃Jϕ(α̃, θ) = 0 (2.80)

En prenant maintenant la différentielle du Lagrangien par rapport θ suivant la direction

δθ ∈ Z, on a

〈
∂θLϕ(α̃, θ, β), δθ

〉
Z =

〈
∂θJϕ(α̃, θ), δθ

〉
Z +

〈
β, ∂θNϕ(α̃, θ)δθ

〉
T (2.81)

=
〈
∂θJϕ(α̃, θ), δθ

〉
Z +

〈
∂θNϕ(α̃, θ)∗β, δθ

〉
Z (2.82)

On peut en déduire la condition d’optimalité réduite

(
θ̄ − θ

)T (
∂θJϕ(α̃, θ) + ∂θNϕ(α̃, θ)∗β

)
≥ 0 ∀θ̄ ∈ K. (2.83)
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L’algorithme d’optimisation réduite "Reduce Then Differentiate" est résumé dans algo. 9.

Algorithme 9 : Algorithme d’optimisation réduit "Reduce Then Differentiate".

1 Initialisation de l’algorithme : n = 0 et θ(n) = θinit;

2 while E > ε do

3 Résoudre l’équation d’état réduite

Nϕ(α̃
(n), θ(n)) = 0

4 Connaissant α̃(n), trouver β(n) solution de l’équation adjointe

∂α̃Nϕ(α̃
(n), θ(n))

∗
β(n) + ∂α̃Jϕ(α̃

(n), θ(n)) = 0

5 Évaluation de la direction de descente dn = −∂θLϕ(α̃
n, θn, βn)

6 Recherche linéaire du pas σn (Armijo)

7 Mise à jour des paramètres de contrôle

θ(n+1) = PK(θ
(n) + σndn)

8 Critère de convergence

E =
|Jϕ(α̃

(n+1), θ(n+1))−Jϕ(α̃
(n), θ(n))|

|Jϕ(α̃
(n+1), θ(n+1))|

, où Jϕ(α̃, θ) = J (
q

∑
i=1

α̃i ϕi, θ)

9 end

2.4.4 Exemple d’illustration

a) Position du problème :

Le but de ce paragraphe est de tester la robustesse des approches de contrôle optimal

"Reduce Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce" sur le problème modèle de

contrôle de l’équation de réaction diffusion non linéaire en agissant sur les forces exté-

rieures. Soit Ω = [0, 1] × [0, 1] un domaine borné et Γ sa frontière. Le problème étudié

est 



∂tu− ν∆u +
1
2

u2 = fc dans Ω×]0, T]

u = g sur Γ×]0, T]

u(0) = u0 dans Ω.

(2.84)

où u0 ∈ L2(Ω) est une condition initiale et fc ∈ L2(]0, T], L2(Ω)) désigne les forces exté-

rieures appliquées sur le domaine Ω. Le terme source fc est défini par la fonction Gaus-

sienne centrée en un point (cx, cy) comme

f (t, x, y) =
√

2 cos(
2π

T0
t) exp

(
− (x− cx)2

2σ̃2
x
− (y− cy)2

2σ̃2
y

)
(2.85)
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La fonctionnelle réduite s’écrit

Jϕ(α, θ) =
1
2

q

∑
k=1

q

∑
j=1

Ik,j

(∫ T

0
αkαjdt + αk(T)αj(T)

)

+
1
2

q̂

∑
l=1

q̂

∑
q=1

Îl,q

(∫ T

0
α̂l α̂qdt + α̂l(T)α̂q(T)

)
(2.91)

−
q

∑
k=1

q̂

∑
l=1

Lkl

(∫ T

0
αkα̂ldt + αk(T)α̂l(T)

)
+

κ

2
|θ|2.

telle que

Ikj =
∫

Ω
ϕk ϕj dx Îlq =

∫

Ω
ϕ̂l ϕ̂q dx Lkl =

∫

Ω
ϕk, ϕ̂l dx

On rappelle que l’objectif de cette étude est de comparer les deux approches "Reduce

Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce".

Approche "Differentiate Then Reduce" :

En notant ξ la variable adjointe associée à l’équation contrainte (2.84), le problème adjoint

s’écrit 



∂tξ + ν∆ξ − uξ = u− û in Ω×]0, T]

ξ = 0 on Γ×]0, T]

ξ(T) = û(T)− u(T) in Ω.

(2.92)

De manière identique au problème d’état, un ensemble de snapshots obtenu en résolvant

l’équation adjointe a été considéré pour construire la base POD associée au paramètre

(cx, cy) = (0.3, 0.7). La variable adjointe est ensuite approximée dans cette base comme

suit

ξ ≈
q∗

∑
i=1

ζ iψi

En injectant cette expression dans l’équation adjointe (2.92), puis en effectuant la projec-

tion de Galerkin sur la base POD adjointe de taille q∗ = 6, le modèle réduit de l’équation

adjointe s’écrit 



q∗

∑
j=1

M∗ij
dζ j

dt
− ν

q∗

∑
j=1

R∗ijζ
j −

q∗

∑
j,k=1

N∗ijkαjζk = F∗i

q∗

∑
j=1

M∗ijα
j(0) = −F∗i (T)

∀i = 1, . . . , q∗

(2.93)

avec
M∗ij =

∫

Ω
ψjψi dx

R∗ij =
∫

Ω
∇ψj∇ψi dx

N∗ijk =
∫

Ω
ϕkψjψi dx

F∗i =
q

∑
k=1

αk
∫

Ω
ϕkψi dx−

q̂

∑
l=1

α̂l
∫

Ω
ϕ̂lψi dx
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Les directions de descente sont alors données par :

dcx = −
q∗

∑
j=1

√
2

σ2
x

∫ T

0
ζ j cos

(
2π

T0
t
)

dt
∫

Ω
ψj(x− cx) exp

(
− (x− cx)2

2σ2
x
− (y− cy)2

2σ2
y

)
dx− κcx

dcy = −
q∗

∑
j=1

√
2

σ2
y

∫ T

0
ζ j cos

(
2π

T0
t
)

dt
∫

Ω
ψj(y− cy) exp

(
− (x− cx)2

2σ2
x
− (y− cy)2

2σ2
y

)
dx− κcy

Approche "Reduce Then Differentiate" :

Le problème réduit adjoint "Reduce Then Differentiate" quant à lui est obtenu directement

à partir du modèle réduit (2.87). Il est donné par le modèle réduit suivant




q

∑
i=1

Mij
dβi

dt
− ν

q

∑
i=1

Rijβ
i −

q

∑
i,k=1

Nijkαkβi =
q

∑
i=1

Ijiα
i −

q̂

∑
i=1

Ljiα̂
i

q

∑
i=1

Mijβ
i(T) =

q̂

∑
i=1

Ljiα̂
i(T)−

q

∑
i=1

Ijiα
i(T)

∀j = 1, . . . , q

Les directions de descente dans ce cas s’écrivent :

dcx =

√
2

σ2
x

q

∑
j=1

∫ T

0
cos

(
2π

T0
t
)

βjdt
∫

Ω
ϕj(x− cx) exp

(
− (x− cx)2

2σ2
x
− (y− cy)2

2σ2
y

)
dx− κcx

dcy =

√
2

σ2
y

q

∑
j=1

∫ T

0
cos

(
2π

T0
t
)

βjdt
∫

Ω
ϕj(x− cy) exp

(
− (x− cx)2

2σ2
x
− (y− cy)2

2σ2
y

)
dx− κcy

Comparaison des deux approches :

Nous choisissons pour la présente étude de construire les problèmes de contrôle optimal

"Reduce Then Differentiate" et "Differentiate Then Reduce" en utilisant la base POD asso-

ciée au paramètre (cx, cy) = (0.3, 0.7). Trois cas tests en considérant trois solutions cibles

obtenues pour les paramètres (cx, cy) = (0.4, 0.8), (cx, cy) = (0.2, 0.6) et (cx, cy) = (0.2, 0.8)

ont été étudiés. On constate que l’approche "Differentiate Then Reduce" converge moins

bien que l’approche "Reduce Then Differentiate". Cela peut être dû aux erreurs cumulées

par les modèles réduits de l’équation d’état ainsi que celui de l’équation adjointe. Ces

erreurs affectent la qualité de prédiction des directions de descentes déterminées par le

gradient de la fonction de Lagrange. Le domaine de validité de la base POD associée au

paramètre (cx, cy) = (0.3, 0.7) est évaluée en calculant l’erreur relative pour différents

points dans l’espace des paramètres admissibles. La figure 2.7 montre que le ROM peut

prédire la dynamique temporelle juste sur un voisinage du paramètre pour lequel la

base POD a été construite. Plus on s’éloigne de ce voisinage plus l’erreur relative tend

à augmenter. Par conséquent, dans le contrôle optimal réduit, l’utilisation d’une base

POD construite pour un paramètre qui est loin du paramètre cible, risque de causer une

mauvaise prédiction des paramètres de contrôle. C’est notamment le cas pour la base

POD construite pour (cx, cy) = (0.2, 0.8) (figure 2.6).
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Figure 2.7 – Erreur moyenne entre le modèle complet et le modèle réduit construit par projection de Galerkin
des équations du modèle complet sur la base POD construite pour le paramètre θ = (0.4, 0.6)

.

2.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, différentes techniques de réduction de modèles ont été rappelées,

avec un focus sur la méthode POD en raison de sa capacité à produire une base spatiale

optimale au sens de la moyenne quadratique. La dynamique temporelle est obtenue en-

suite par la résolution d’un système d’équations différentielles de petite taille obtenu par

la projection de Galerkin de l’équation gouvernant le problème d’origine sur les fonctions

de base POD.

Les modèles réduits ont alors été utilisés pour formuler un problème de contrôle optimal

réduit dont la résolution est beaucoup plus rapide que le problème de contrôle optimal

classique.

La POD étant une méthode a posteriori, elle dépend alors fortement des informations

fournis par les simulations ou les données expérimentales. La capacité d’une base spatiale

fixée à reproduire la dynamique du problème pour les paramètres de contrôle suscep-

tibles d’être balayés par l’algorithme d’optimisation, a été testée pour le cas du problème

de réaction-diffusion. Les résultats ont confirmé que le choix de la base POD est cruciale

pour assurer un bon comportement des algorithmes de contrôle réduit "état-état" ou "état-

adjoint". Une solution proposée par Bergmann et al. [96], consiste à utiliser la méthode

des régions de confiance, qui fournit un indice sur la validité de la base et la met à jour

si nécessaire en résolvant le modèle complet. Cette approche, bien qu’efficace, reste tout

de même coûteuse en temps de calcul. Par conséquent, il est plus intéressant de chercher

des méthodes de mise à jour de bases réduites moins coûteuses, qui éviteront le recours
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à la résolution du modèle complet. Les chapitres suivants 3 et 4 seront consacrés à la

présentation des approches permettant d’adapter rapidement les bases réduites en fonc-

tion du changement des paramètres de contrôle. Comme les résultats sur l’exemple du

contrôle de l’équation de réaction-diffusion ont montré que le contrôle optimal réduit par

l’approche "état-état" est plus efficace que l’approche "état-adjoint", c’est cette approche

qui sera adoptée par la suite dans les applications au chapitre 5.
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3.1 Introduction

Dans le cadre du contrôle optimal, l’utilisation de l’approche POD/ROM nécessite

une attention particulière. En effet, la capacité des fonctions de bases POD à reproduire la

dynamique du phénomène étudié est dépendante de l’information originellement conte-

nue dans l’ensemble des snapshots utilisés pour leur construction. Supposons que ces

snapshots correspondent à un paramètre de contrôle θconst ∈ R
d. Dans la plupart des cas,

la base POD ainsi construite, n’est plus représentative de la dynamique du phénomène

pour une perturbation du paramètre θconst. Ainsi, dans le cadre du contrôle optimal, une

seule et même base, construite pour un paramètre de contrôle donné θconst, ne sera pas

capable de prédire la dynamique du phénomène pour l’ensemble des paramètres θalgo

balayé par l’algorithme de contrôle. Il s’avère donc nécessaire de construire des bases

POD robustes vis à vis de la variation des paramètres de contrôle, ou de développer des

techniques d’adaptation de bases POD.

Pour augmenter le domaine de validité de la base POD, il est possible de construire

une base POD à partir de snapshots provenant de simulations correspondantes à dif-

férentes valeurs θ1
const, . . . , θ

Np
const du paramètre de contrôle. Cette approche a notamment

été appliquée avec succès par Akman et al. [93] dans le contrôle optimal des equations

de réaction-convection diffusion, par Tallet et. al [35] pour le contrôle de l’écoulement

anisotherme dans une cavité entraînée et par Mifsud et al. [97] dans le contexte de la

réduction de modèle de l’aérodynamique des armes. L’un des inconvénients majeurs de

cette approche, notée par la suite MPS (Multiple Parametrized Snapshots) est la construc-

tion coûteuse du problème aux valeurs propres permettant de calculer la base MPS-POD.

En effet, la taille de la matrice de corrélation dans ce cas est NpNs × NpNs où Ns désigne

le nombre de snapshots pour un paramètre donné et Np le nombre de paramètres. Bien

que la base POD/MPS permette une flexibilité dans l’algorithme de contrôle vis à vis

du changement de paramètres, elle reste tout de même optimale uniquement pour les

points de l’échantillonnage, et peut pour certains paramètres de contrôle ne pas être

représentative du phénomène physique.

Une autre approche possible, consiste à interpoler un ensemble de bases POD ϕ1, . . . ,ϕNb

construites pour différentes valeurs θ1, . . . , θNb du paramètre de contrôle, pour obtenir la

base associée au paramètre de contrôle souhaité. Les techniques d’interpolation standards

(RBF, Lagrange, Spline ...) s’avèrent peu efficaces car elles n’assurent pas l’obtention d’une

base, et même si elles résultent en une base, cette dernière n’est pas en général repré-

sentative du phénomène étudié. Pour contourner cette difficulté Amsallem et al. [98] ont

proposé une approche d’interpolation de bases fondée sur les résultats de la géométrie

différentielle, et plus particulièrement, sur les propriétés de la variété de Grassmann.

Cette approche, notée par la suite ITSGM (Interpolation on the Tangent Subspace of the

Grassmann Manifold) a été appliquée avec succès dans le contexte de l’aéroélasticité. Une

fois qu’une approximation de la base souhaitée est obtenue par interpolation, un nouveau

modèle d’ordre réduit est construit via la projection de Galerkin de cette dernière sur les
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équations du modèle complet.

Au lieu d’interpoler les bases puis de construire le ROM, Amsallem et al. [99] on proposé

de construire le modèle réduit associé à chaque base de l’échantillonnage des bases

POD, puis d’interpoler les matrices réduites résultantes de la projection de Galerkin. La

méthodologie est similaire à celle de l’interpolation des bases, sauf que cette fois ci, la

variété considéré est celle des matrices symétriques définies positives. Cette méthode a été

appliquée avec succès pour l’adaptation des modèles d’ordre réduit issus des problèmes

linéaires de la dynamique structurelle.

Ce chapitre débute par un bref rappel des méthodes d’interpolation usuelles qui seront

utilisées dans ce manuscrit. La deuxième section concerne la description de la méthode

d’interpolation de bases réduite ITSGM. Finalement, la troisième section sera consacrée

à la description d’une méthode d’adaptation de bases réduites qui consiste à enrichir,

en utilisant la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) la base associée à un

paramètre donné, pour qu’elle soit valide pour un nouveau paramètre.

3.2 Méthodes classiques d’interpolation

Supposons qu’il existe une fonction f (x) inconnue pour laquelle une distribution de

n + 1 données f (x0), · · · , f (xn) ∈ R
Nx × · · · ×R

Nx en n + 1 points distincts x0, · · · , xn ∈
R

dp × · · · ×R
dp est connue. Le problème d’interpolation consiste à construire une fonction

g(x) qui coïncide avec f (x) aux points x0, · · · , xn, i.e.,

g(xk) = f (xk), 0 ≤ k ≤ n, (3.1)

Une manière simple pour obtenir cette fonction est de relier les valeurs connues par une

ligne droite. Bien que ce soit une solution légitime, il est parfois préférable de chercher

une fonction approchée qui soit plus régulière. Par exemple il est possible de chercher

g(x) dans la classe des fonctions polynomiales. De manière alternative, la fonction g(x)

peut être une fonction trigonométrique ou polynomiale régulière par morceaux etc ...

Dans ce qui suit, nous allons rapidement rappeler les méthodes usuelles d’interpolation

qui seront utilisées dans ce manuscrit. Sans perte de généralités, ces méthodes seront

détaillées pour le cas dp = 1.

a) Interpolation de Lagrange :

L’interpolation de Lagrange suppose que g(x) est recherchée sous la forme d’une combi-

naison linéaire de polynômes de degrés 0, . . . , n comme suit

gn(x) =
n

∑
k=0

f (xk)l
n
k

où ln
k sont des polynômes de degré au plus n. En imposant la condition (3.1), et en tenant

compte de la condition

ln
k (xi) = δk

i , i, k = 0, · · · , n
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où δk
i est l’indice de Kronecker défini par

δk
i =

{
1, i = k

0, i 6= k

les polynômes ln
k de degré n peuvent être construits comme suit

ln
k =

(x− x0) · · · (x− xk−1)(x− xk+1) · · · (x− xn)

(xk − x0) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)

b) Interpolation par spline

Une courbe spline S(x) est une fonction polynomiale par morceaux définie sur un inter-

valle [xL, xR] divisé en sous-intervalles [xk−1, xk]. Supposons que nous disposons de n + 1

données f (x0), · · · , f (xn) telles que

xL = x0 < x1 < · · · < xn = xR

La fonction spline d’interpolation S(x) est alors déterminée sur chaque intervalle [xk−1, xk]

par un polynôme cubique. On note Sk(x) la restriction de S(x) sur l’intervalle [xk−1, xk].

Étant donné que Sk(x) est un polynôme cubique déterminé par 4 coefficients, le nombre

total de paramètres à déterminer est alors 4n. Ces paramètres sont déterminés en vérifiant

les conditions suivantes :

(I). Sur chaque intervalle [xk−1, xk], S(x) doit vérifier Sk(xk) = f (xk) et Sk(xk+1) =

f (xk+1).

(II). S′(x) doit être continue en tous nœuds intérieurs, c’est à dire, pour tout k =

1, · · · , n− 1 on doit avoir S′k−1(xk) = S′k(xk).

(III). S′′(x) doit être continue en tous nœuds intérieurs, c’est à dire, S′′k−1(xk) = S′′k(xk).

(IV). L’un des choix de conditions au limites aux points xL et xR doit être considérée

(a). Les conditions d’Hermite

S′(xL) = f ′(xL), S′(xR) = f ′(xR)

Cela suppose que f ′(xL) et f ′(xR) sont connues.

(b). Les conditions périodiques

S′(xL) = S′(xR), S′′(xL) = S′′(xR)

(c). Les conditions naturelles

S′′(xL) = S′′(xR)
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c) Interpolation RBF

L’interpolation RBF (Radial Basis Function) consiste à chercher une solution sous la forme

gn(x) =
n

∑
k=0

λkφ(d(x, xk)),

avec λk ∈ R. d(x, y) = ||x− y|| est une métrique dans l’espace euclidien, et φ : [0, ∞[−→ R

est la fonction de base radiale. Tenons compte de la condition (3.1), on obtient alors le

système linéaire vérifié par les λk :

Aφλ = f

où

Aφ ∈ R
n+1×n+1 est définie par Aφ,ij = φ(d(xi, xj))

L’existence d’un unique interpolant exige alors que la matrice d’interpolation soit non sin-

gulière. En particulier, l’unicité est assuré en choisissant par exemple l’une des fonctions

de bases suivantes :

Soit r > 0 et ε > 0

φ(r) = e−εr2
fonction Gaussienne

φ(r) =
1√

r2 + ε2
fonction multi-quadratique inverse

φ(r) =
√

r2 + ε2 fonction multi-quadratique

φ(r) = r fonction linéaire

φ(r) = r3 fonction cubique

où r et ε sont deux nombres réels strictement positifs. Dans ce manuscrit, nous utiliserons

la méthode RBF en choisissant comme fonction radiale la fonction Gaussienne.

d) Interpolation IDW

La méthode d’interpolation IDW (Inverse Distance Weighting) part du principe que les

observations ont un poids plus ou moins important selon leurs éloignement. Ainsi, plus

l’observation est éloignée, moins sa contribution sera importante. Étant donné un échan-

tillonnage x0, · · · , xn, la forme générale qui permet de trouver la fonction d’interpolation

g(x) en utilisant l’interpolation IDW est donnée par

g(x) =





n

∑
k=0

ωk(x) f (xk)

n

∑
k=0

ωk

, si d(x, xk) 6= 0, ∀k ∈ {0, . . . , n}

f (xk), si d(x, xk) = 0

où

ωk(x) =
1

d(x, xk)p

est la fonction poids IDW [100], p un nombre réel positif et d(·, ·) une métrique bien

définie.



66 Chapitre 3. Adaptation des modèles d’ordre réduit

e) Limitations

Bien que les méthodes d’interpolation usuelles permettent parfois d’obtenir des approxi-

mations légitimes de données, elles ne sont pas tout le temps robustes en réduction de

modèles. En effet, d’un point de vue mathématique, une interpolation classique d’un

ensemble de bases réduites de dimension q ne formera pas forcément une base de dimen-

sion q. Un soin particulier doit donc être apporté dans le cas de l’interpolation de bases

réduites. Le but du paragraphe suivant, est de surmonter cette difficulté en utilisant les

outils de la géométrie différentielle.

3.3 Méthode ITSGM pour l’adaptation de bases réduites

3.3.1 Quelques rappels de géométrie différentielle

a) Rappel sur les variétés différentielles

Une variétéM de dimension q est un espace topologique qui ressemble localement à un

espace Euclidien de dimension q. Cette variété est dite différentielle si elle permet la défi-

nition des dérivées des trajectoires. La dérivée d’une trajectoire Y(t) en un point [ϕ] ∈ M
est le vecteur noté Ẏ(t) qui vit dans TSM appelé espace tangent à la variétéM au point

[ϕ].

Une variété Riemannienne est une variété différentielle munie d’un produit scalaire 〈·, ·〉[ϕ ]

défini de manière unique sur tout espace tangent TSM. Avec ce produit scalaire, la lon-

gueur d’une trajectoire Y : [0, T] −→M est définie par

L(Y) =
∫ T

0

∣∣∣∣Ẏ(t)
∣∣∣∣
Y(t) dt (3.2)

où ||·||Y(t) est la norme induite par le produit scalaire 〈·, ·〉Y(t) sur TY(t)M. La distance

d([ϕ], [ϕ]′) entre deux points de la variété est celle qui réalise le minimum des distances

de toutes les trajectoires possibles entre les deux points [ϕ] et [ϕ]′.

Le chemin qui minimise la distance entre deux points dans la variété est appelée géo-

désique. Ce chemin est aussi une trajectoire définie par une equation différentielle de

second ordre [101]. Par conséquent, une géodésique est définie de façon unique par deux

conditions initiales. Ces dernières sont typiquement la solution initiale et la vitesse ini-

tiale [102]. Une géodésique peut être paramétrée par la variable scalaire t ∈ [0, 1] comme

Y : [0, 1] −→M. Dans ce cas, Y(0) est la solution initiale et Y(1) est la solution finale de

la géodésique. L’unicité de la géodésique permet de définir l’application exponentielle 1

Exp[ϕ ] : TSM −→ M qui relie l’espace tangent en un point [ϕ] d’une variété différen-

tielle à elle même. La définition de l’application exponentielle géodésique est donnée par :

Soit Y(t) une géodésique sur la variété différentielle M, déterminée de manière unique

par les conditions initiales Y(0) et Ẏ(0). L’exponentielle de Ẏ(0), notée ExpY0
(Ẏ0) est

1. L’exponentielle usuelle est un cas particulier
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par définition

ExpY0
(Ẏ0) = Y(1) (3.3)

b) Variété de Grassmann G(q, Nx)

Ces dernières années, le calcul sur la variété de Grassmann [103][104] a suscité l’intérêt

de la communauté scientifique par de nombreuses applications, notamment en "subspace

tracking" [105], en "clustering" [106], en "sparse coding" [107][108], et récemment en ré-

duction de modèles [98]. Dans ce paragraphe nous allons donc présenter brièvement la

dérivation des formules permettant le calcul pratique dans cette variété.

Soit ϕ ∈ R
Nx×q
∗ où q ≪ Nx et R

Nx×q
∗ l’ensemble des matrices de rang maximal. Les co-

lonnes de ϕ forment une base dans R
Nx d’un sous espace [ϕ] de dimension 2 q. L’ensemble

de tout ces sous espaces [ϕ] de dimension q forme ce qu’on appelle la variété de Grass-

mann G(q, Nx). Les matrices ϕ ∈ R
Nx×q
∗ qui représentent ces sous espaces appartiennent

à la variété non compacte de Stiefel 3 ST (q, Nx) [101][109]. Cependant, il est possible de

considérer ces matrices dans la variété de Stiefel compacte qui est un sous-ensemble de

ST (q, Nx) contenant uniquement les matrices qui sont orthonormales

ST (q, Nx) =
{

ϕ ∈ R
Nx×q/ϕTϕ = Iq

}

Les quatre principales représentations matricielles de la variété de Grassmann G(q, Nx)

sont :

(I). Représentation via les matrices de rang maximal [110] :

G(q, Nx) ∼= R
Nx×q
∗ /GL(q)

(II). Représentation orthogonale [101] :

G(q, Nx) ∼= O(Nx)/O(q)×O(Nx − q)

(III). Représentation via la variété de Stiefel [101] :

G(q, Nx) ∼= ST (q, Nx)/O(q)

(IV). Représentation via les matrices symétriques idempotentes [111] :

G(q, Nx) ∼=
{

P ∈ R
q×q : PT = P, P2 = P, rang(P) = q

}

La représentation (IV) est très répandue pour les tâches d’apprentissage sur la variété de

Grassmann, par exemple, en analyse discriminante [112], pour les méthodes du noyau

de Grassmann [113], et en représentation Grassmannienne de rang faible [114]. Dans les

représentations (I), (II), et (III), un point [ϕ] de la variété de Grassmann G(q, Nx) est iden-

tifié à une classe d’équivalence suivant les espaces quotients associés. Par exemple, dans

2. Les colonnes de ces matrices pourraient être construites à partir d’une base POD, dans ce cas Nx indique
le nombre de degrés de liberté du modèle complet et q la taille de la base d’ordre réduit.

3. La variété non compacte de Stiefel est composée de toutes les matrices de taille Nx × q et de rang q.
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la représentation (III), un point [ϕ] ∈ G(q, Nx) est vu comme une matrice représentante

ϕ ∈ ST (q, Nx) issu de la classe d’équivalence [ϕ] donnée par

[ϕ] = {ϕQ : ∀Q ∈ O(q)}

Comme les matrices représentatives ϕ sont considérées dans la variété de Stiefel com-

pacte, chaque point de la variété de Grassmann est alors défini par la classe d’équivalence

suivante

[ϕ] =
{

ϕQ : ϕTϕ = Iq, Q ∈ O(q)
}

c) Espace tangent en un point de la variété G(q, Nx)

En chaque point [ϕ] = span(ϕ) de G(q, Nx), il existe un espace tangent de même dimen-

sion noté T[ϕ ]G(q, Nx), pour lequel le point d’origine est le point de tangence. Chaque

point de cet espace tangent peut être représenté par une matrice H ∈ R
Nx×q. Plus concrè-

tement, l’espace tangent peut être représenté par l’ensemble suivant [103]

T[ϕ ]G(q, Nx) =
{

H ∈ R
Nx×q : ϕT H = 0

}

d) Géodésique dans G(q, Nx)

Pour le cas d’une variété de Grassmann, la paramétrisation de la géodésique est donnée

par le résultat [101][109] suivant

Soit Y0 un point de la variété de Grassmann G(q, Nx) représenté par la matrice de rang

maximal ϕ ∈ ST (q, Nx), et χ le point dans l’espace tangent TY0G(q, Nx), représenté par

la matrice H ∈ R
Nx×q dont la décomposition en valeurs singulières est H = UΣVT. La

représentation paramétrique sur G(q, Nx) de la géodésique ayant les conditions initiales

Y(0) = Y0 et Ẏ(0) = χ est donnée pour tout Q ∈ O(q) par

Y(t) = span
{

ϕV cos(tΣ)QT + U sin(tΣ)QT
}

0 ≤ t ≤ 1 (3.4)

Pour simplifier, un choix possible est de considérer par exemple Q = Iq ou Q = V.

e) Application exponentielle géodésique Exp[ϕ ]

Un intérêt pratique de la variété de Grassmann est le fait que c’est une variété différentielle

sur laquelle une formule explicite de l’application Exp[ϕ ] peut être formulée. La formule

explicite pour l’application exponentielle entre un point de l’espace tangent à la variété

elle même est établi par le résultat [115] suivant

Soient ϕ ∈ ST (q, Nx) une matrice de rang maximal dont les colonnes engendrent le

sous espace [ϕ] ∈ G(q, Nx), et χ un point de l’espace tangent T[ϕ ]G(q, Nx) représenté par

la matrice H où H = UΣVT est sa décomposition en valeurs singulières. L’application

Exponentielle Exp[ϕ ] qui relit χ à un sous-espace [ϕ ′] de dimension q représenté par la

matrice de rang maximale ϕ ′ ∈ ST (q, Nx) est donnée par

ϕ ′ = ϕV cos(Σ)QT + U sin(Σ)QT, ∀Q ∈ O(q) (3.5)
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f) Application logarithme géodésique Log[ϕ ]

Maintenant que l’application exponentielle est définie, il est important pour les applica-

tions pratiques de définir son inverse. L’application inverse est appelée application loga-

rithmique et associe un voisinage V[ϕ ] de [ϕ] ∈ G(q, Nx) à l’espace tangent T[ϕ ]G(q, Nx)

[102][116].

Dans le cas de la variété de Grassmann, il n’existe pas d’expression explicite pour l’appli-

cation LogS. Toutefois, il est possible d’évaluer l’opération Log[ϕ ] par la méthode décrite

ci-après [101][117].

Soient ϕ, ϕ ′ un couple de matrices dans la variété de Stiefel compacte représentative des

deux classes d’équivalences [ϕ], [ϕ ′] ∈ G(q, Nx). Nous cherchons à trouver une matrice H

représentative de χ ∈ T[ϕ ]G(q, Nx) vérifiant

Exp[ϕ ](χ) = [ϕ ′]

Écrivons H tel que ZΘWT = H est sa décomposition en valeurs singulières. En utilisant

l’expression de l’application exponentielle (3.5), ϕ ′ peut être exprimée comme suit

ϕ ′ = ϕW cos(Θ)QT + Z sin(Θ)QT

Maintenant, en tenant compte de la condition ϕT H = 0, car H appartient à l’espace

tangent, on peut écrire

W cos(Θ)QT = ϕTϕ ′ et Z sin(Θ)QT = ϕ ′ −ϕϕTϕ ′

d’où

Z sin(Θ)QT(W cos(Θ)QT)−1 = (ϕ ′ −ϕϕTϕ ′)(ϕTϕ ′)−1 (3.6)

La matrice W étant une matrice orthogonale alors W−1 = WT, l’équation (3.6) devient

donc

Z tan(Θ)WT = (INx −ϕϕT)ϕ ′(ϕTϕ ′)−1

En appliquant la SVD, le terme du second membre s’écrit

(INx −ϕϕT)ϕ ′(ϕTϕ ′)−1 = UΣVT

Ainsi, par identification, Z, W et Θ sont tels que Z = U, W = V et Θ = arctan(Σ). Le

calcul pratique de l’application logarithmique s’effectue donc de la façon suivante :

Soient ϕ et ϕ ′ deux matrices orthogonales dont les colonnes engendrent [ϕ] et [ϕ]′ ∈
V[ϕ ] respectivement. L’image de [ϕ ′] par l’application logarithmique, χ = Log[ϕ ]([ϕ

′]) ∈
T[ϕ ]G(q, Nx), est représentée par la matrice H donnée par

H = U arctan(Σ)VT (3.7)

où U, V et Σ sont les matrices associées à la décomposition en valeurs singulières suivante :

(I −ϕϕT)ϕ ′(ϕTϕ ′)−1 = UΣVT
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Afin de simplifier la compréhension de la méthode d’interpolation de bases, le cas par-

ticulier (Nb = 2) de deux bases ϕ1 et ϕ2 correspondantes à deux paramètres scalaires

θ1 et θ2 sera présenté dans le prochain paragraphe. Ce cas particulier est appelé dans la

littérature Subspace Angle Interpolation method (SAIM).

a) Cas particulier de deux bases (SAIM)

Soient ϕ1,ϕ2 ∈ R
Nx×q deux bases POD construites en deux paramètres scalaires distincts

θ1 et θ2. On souhaite calculer la base ϕ̃ correspondante à un paramètre θ̃. Les deux bases

ϕ1 et ϕ2 sont des représentants de deux sous espaces vectoriels [ϕ1] et [ϕ2] de G(q, Nx).

Les étapes d’adaptation de [ϕ1] et [ϕ2] pour un nouveau paramètre θ̃ différent de θ1 et

θ2, consiste dans un premier lieu à choisir un point de référence dans G(q, Nx) (ici ça sera

[ϕ1] ou bien [ϕ2]). L’étape suivante repose su l’utilisation de l’application logarithmique

afin de pouvoir déterminer la vitesse initiale de la géodésique Y(t) qui les relie.

Supposons ici que [ϕ1] est choisi comme point de référence, alors la géodésique dans

G(q, Nx) satisfait Y(0) = [ϕ1] et Y(1) = [ϕ2]. On note T[ϕ1] l’espace tangent à G(q, Nx) au

point [ϕ1] tel que Ẏ(t) ∈ T[ϕ1]. Par définition de l’application logarithmique, on a

Ẏ(0) = Log[ϕ1]
[ϕ2]

D’après (3.7), la matrice représentante de Ẏ(0) ∈ T[ϕ1] peut être écrite comme suit

H = U arctan(Σ)VT

avec U, V et Σ sont les matrices de la décomposition en valeurs singulières suivante

(I −ϕ1ϕ
T
1 )ϕ2(ϕ

T
1 ϕ2)

−1 = UΣVT

Maintenant qu’on s’est placé sur l’espace tangent, la vitesse initiale correspondante à θ̃ est

approximée en utilisant une méthode d’interpolation standard. La géodésique Ỹ(t) dans

G(q, Nx) entre [ϕ1] ∈ G(q, Nx) et [̃ϕ] ∈ G(q, Nx) satisfait Ỹ(0) = [ϕ1] et Ỹ(1) = [̃ϕ]. Étant

donné que T[ϕ1] est un espace plat et que [ϕ1] est son origine (c’est à dire : Log[ϕ1]
([ϕ1]) =

0), la condition initiale sur la dérivée ˙̃Y(t) ∈ T[ϕ1] peut être interpolée en utilisant les deux

points Log[ϕ1]
([ϕ1]) = 0 et Log[ϕ1]

([ϕ2]) = Ẏ(0) comme suit

˙̃Y(0) = r̃Ẏ(0)

où

r̃ =
θ̃ − θ1

θ2 − θ1

Ainsi, la matrice représentative de ˙̃Y(0) est calculée de la façon suivante

H̃ = Ur̃ arctan(Σ)VT

puis, ayant trouvé l’approximation de la vitesse initiale de la cible, on utilise l’application

exponentielle pour trouver une approximation d’une base représentante du sous espace
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cible.

En utilisant le résultat (3.4), la géodésique sur G(q, Nx) ayant les conditions initiales Y(0)
et ˙̃Y(0) est donnée par

Ỹ(t) = Vect {ϕ1V cos (tr̃ arctan(Σ)) + U sin (tr̃ arctan(Σ))} 0 ≤ t ≤ 1

d’où

Ỹ(1) = Vect {ϕ1V cos (r̃ arctan(Σ)) + U sin (r̃ arctan(Σ))}

Finalement, l’expression de la base adaptée en utilisant deux bases POD ϕ1 et ϕ2

construites pour deux paramètres scalaires différents θ1 et θ2 est

ϕ̃ = ϕ1V cos

[(
θ̃ − θ1

θ2 − θ1

)
arctan(Σ)

]
+ U sin

[(
θ̃ − θ1

θ2 − θ1

)
arctan(Σ)

]

b) Cas général (ITSGM)

En partant du même principe que pour l’interpolation de deux bases (SAIM), l’approche

d’interpolation est étendue au cas général d’un nombre arbitraire Nb de bases POD.

Pour commencer, un point [ϕθ0 ] de la variété de Grassmann G(q, Nx) est choisi pour

être le point de référence de l’espace tangent. Ensuite, les géodésiques entre le point

de référence [ϕθ0 ] et les autres points [ϕθi ] ∈ G(q, Nx) sont calculées. Bien évidemment,

toutes ces géodésiques partagent le point [ϕθ0 ] comme position initiale, seule la vitesse

initiale est différente. Les dérivées initiales, qui appartiennent toutes à l’espace tangent

T[ϕθ0 ]
G(q, Nx), sont finalement interpolées afin d’approximer la dérivée initiale qui déter-

mine la géodésique entre le point de référence et le point cible. Finalement, en appliquant

l’application exponentielle, une base représentative du sous espace interpolé [ϕθ̃ ] peut

être calculée. Les étapes de la méthode ITSGM [98] sont détaillées dans l’algorithme 10.

Algorithme 10 : Algorithme ITSGM

1 Choisir une base de référence ϕ i0
considérée comme représentant du sous espace

[ϕ]i0 ∈ G(q, Nx)

2 Pour tout i = 1, · · · , Nb et i 6= i0, déterminer un représentant Hi de

χi ∈ T[ϕθ0 ]
G(q, Nx), image par l’application logarithmique Log[ϕθ0 ]

de [ϕθi ]

Hi = Ui arctan(Σi)V
T
i avec (I −ϕθ0ϕθ0

T)ϕθi(ϕθ0
Tϕθi)

−1 = UiΣiV
T
i (3.8)

3 Trouver H̃ représentant de χ̃ ∈ T[ϕθ0 ]
G(q, Nx) en interpolant l’ensemble des Hi

4 En utilisant la valeur approximée de H̃ et par l’application exponentielle Exp[ϕθ0 ]
,

calculer ϕθ̃ représentant du sous espace [ϕθ̃ ] ∈ G(q, Nx) cibles

ϕθ̃ = ϕθ0
Ṽ cos(Σ̃) + Ũ sin(Σ̃) avec H̃ = ŨΣ̃ṼT (3.9)

Remarque : Une fois que la base spatiale pour le paramètre cible θ̃ est calculée par

interpolation, le système dynamique d’équations différentielles ordinaire (ROM) décrivant
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l’évolution temporelle est obtenu en effectuant la projection de Galerkin des équations

du modèle complet sur la base interpolée. Le modèle réduit ainsi construit est de faible

dimension et permet un accès rapide à la dynamique temporelle du problème.

3.3.3 Coût asymptotique de la méthode ITSGM

Rappelons ici que Nx signifie le nombre de degrés de libertés du problème complet,

Ns le nombre d’instants temporels (c’est à dire le nombre de snapshots), Nb le nombre

de bases POD de l’échantillonnage (supposées de même dimension q) et dp la dimension

des paramètres d’interpolation. Dans le but de simplifier, le coût de calcul associé à la

méthode ITSGM sera présenté dans le cas où la dimension du paramètre d’interpolation

est dp = 1. Dans ce qui suit, le coût pour chaque étape de l’algorithme d’interpolation est

détaillé :

— Étape 2 : le calcul par l’application logarithmique nécessite les opérations sui-

vantes :

— 2(Nb − 1) multiplications matricielles, soit 2(Nb − 1)×O(Nxq2).

— (Nb − 1) inversions de matrices, soit (Nb − 1)×O(q3).

— (Nb − 1) décompositions SVD tronquées d’ordre q effectuées pour un coût

asymptotique égal à (Nb − 1)×O(Nxq2).

— Étape 3 : l’interpolation (par exemple de Lagrange) dans l’espace tangent est

implémentée pour un coût asymptotique égale à Nb ×O(Nxq).

— Étape 4 : le calcul par l’application exponentielle nécessite les opérations suivantes :

— une décomposition SVD tronquée d’ordre q effectuée à un coût asymptotique

de O(Nxq2).

— des multiplications matricielles, soit un coût égal à O(Nxq2) + 2qO(Nx).

Comme q est très petit devant Nx (q≪ Nx), les termes en O(q3) sont négligés. De même,

en supposant que q est de l’ordre de la dizaine, les termes en O(Nxq) sont négligés devant

ceux en O(Nxq2). Le coût asymptotique estimé pour les calculs effectués dans la méthode

ITSGM s’élève donc à (3Nb − 1)×O(Nxq2). Cette méthode est par conséquent efficace en

terme de temps de calcul, car sa complexité est fonction linéaire du nombre de degrés de

libertés du problème complet.

3.4 Adaptation de bases réduites par PGD

La méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) est une méthodes d’approxi-

mation basées sur des produits tensoriels. Elle consiste à approximer une solution y ∈ V
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d’un problème N (y) = 0 par la représentation séparée suivante

y(θ1, θ2, . . . , θNp) ≈ yq =
q

∑
k=1

x(1)k (θ1)⊗ · · · ⊗ x
(Np)

k (θNp), xj
k ∈ Vj (3.10)

où V est identifié à un espace vectoriel généré par le produit tensoriel de q espaces vec-

toriels Vj. Les variables θj peuvent représenter le temps t, la variable d’espace x, un para-

mètre de contrôle, etc. La PGD est une méthode itérative qui consiste à chaque itération,

à ajouter à la forme séparée (3.10) un nouveau jeu de fonctions (x(1)q+1(θ1), · · · , x
(Np)
q+1 (θNp))

calculé en résolvant les problèmes obtenus en injectant la forme séparée d’ordre q+ 1 dans

les équations régissant le problème d’origine et en projetant ces équations sur chaque

fonction x(k)q+1. En supposant que le nombre de degrés de liberté noté Nθ pour discréti-

ser chacune des variables θj, est le même, le nombre total d’inconnus avec la PGD est

Nθ × q× Np au lieu de N
Np

θ avec une approche traditionnelle. Ainsi, si il faut q produit de

fonctions pour obtenir une représentation correcte de la solution y, nous aurons à chaque

itération PGD à résoudre un problème dont le nombre de degrés de liberté est Np × Nθ .

Comme q est généralement petit (quelques dizaines voire une centaine), cette démarche

est plus rapide que les méthodes classiques.

La méthode PGD a initialement été proposée par Ladevèze et al. [118] [119][120] pour

réduire le temps de simulation des problèmes de la mécanique des structures non linéaire.

Dans ce cas, la méthode est connue sous le nom de "radial time-space approximation" et

consiste à chercher la solution sous forme séparée en espace et temps. La PGD a égale-

ment été utilisée par Nouy et al. [121] [122] pour la résolution des problèmes stochas-

tiques. Dans ce contexte, l’approche est appelée "Generalized Decomposition". Ammar et

al. ont étendu la PGD à la résolution de problèmes multidimensionnels dans le cadre de la

théorie cinétique des fluides complexes afin de résoudre les modèles de systèmes polymé-

riques [123] [124]. Depuis ces travaux, la PGD a été appliqué pour résoudre rapidement et

de manière efficace de nombreux problèmes de transfert de chaleur [125], de mécanique

des fluides [126] [127] [128] [129] [130], de chimie quantique [131], de mécanique des so-

lides [132] [133] [134], etc. Dans le contexte du contrôle et de l’optimisation, la PGD a été

déjà utilisée par Chinesta et al. [135] [136]. Dans ces travaux, la séparation des variables

est étendue en plus de l’espace et le temps aux paramètres de contrôle. Cette forme sé-

parée construite en dehors de la boucle de contrôle (phase offline) est censée représenter

correctement la variation des paramètres de contrôle à l’intérieur de l’algorithme d’opti-

misation. Cet abaque numérique est utilisé par la suite dans la boucle d’optimisation ou

de contrôle pour calculer rapidement un optimum. Dans cette thèse, l’approche considé-

rée est différente, la forme séparée considérée est spatio-temporelle, et la PGD intervient

dans l’algorithme de contrôle comme un correcteur de la base spatiale par rapport au

changement des paramètres de contrôle.
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3.4.1 PGD basée sur le critère d’orthogonalité de Galerkin

Considérons l’application N : V × Z → W décrivant une equation au dérivées par-

tielles où V = L2(0, T; H1(Ω)) et W = L2(0, T; L2(Ω)). V et W sont identifiés respective-

ment à T ⊗ V et T ⊗H, où T = L2(0, T), V = H1(Ω) et H = L2(Ω).

Soit y(θ) la solution de N (y, θ) = 0, on suppose que nous disposons d’une décomposition

spatio-temporelle yq d’ordre q telle que

y(t, x, θ) ≈ yq(t, x, θ) =
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x, θ) (3.11)

L’approche PGD considérée ici vise à enrichir cette décomposition en ajoutant a l’approxi-

mation précédente le produit de fonctions α̃ ϕ̃ afin d’approximer la solution associée à un

nouveau paramètre cible θ̃, soit :

y(t, x, θ̃) ≈ yq(t, x, θ̃) =
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x, θ) + α̃ ϕ̃.

Les nouvelles fonctions (α̃, ϕ̃) ∈ T × V sont définies de manière optimale lorsqu’elles

satisfont le critère de Galrekin double suivant

〈
N (yq + α̃ ϕ̃, θ), α̃ϕ∗ + α∗ ϕ̃

〉
W = 0, ∀ (α∗ϕ∗) ∈ T × V (3.12)

Soit une fonction temporelle α̃ ∈ T connue et fixée, on définit l’application f (q)x : T −→ V
qui à α̃ associe une fonction spatiale ϕ̃ par

〈
N (yq + α̃ ϕ̃), α̃ϕ∗

〉
V = 0, ∀ϕ∗ ∈ V (3.13)

De la même manière, pour une fonction spatiale ϕ̃ ∈ V connue et fixée, l’application

f (q)t : V −→ T qui à ϕ̃ associe une fonction temporelle α̃ peut être définie par

〈
N (yq + α̃ ϕ̃), α∗ ϕ̃

〉
V = 0, ∀α∗ ∈ T (3.14)

Le nouveau couple (α̃, ϕ̃) ∈ T × V satisfait les equations (3.13) et (3.14) si et seulement si

ϕ̃ = f (q)x (α̃) et α̃ = f (q)t (ϕ̃) (3.15)

On définit g(q)x : V −→ V l’application composée définie par

g(q)x
de f
= f (q)x ◦ f (q)t (3.16)

et g(q)t : T −→ T l’application composée définie par

g(q)t
de f
= f (q)t ◦ f (q)x (3.17)

En utilisant l’application (3.16), pour α̃ = f (q)t (ϕ̃) le problème (3.15) est alors équivalent

au problème du point fixe

ϕ̃ = g(q)x (ϕ̃) (3.18)



76 Chapitre 3. Adaptation des modèles d’ordre réduit

De même pour ϕ̃ = f (q)x (α̃), en utilisant cette fois ci l’application (3.4.1), le problème (3.15)

peut être amené au problème de point fixe suivant

α̃ = g(q)t (α̃) (3.19)

Par conséquent, pour une décomposition d’ordre q de y, la nouvelle fonction opti-

male α̃ ∈ T (resp. ϕ̃ ∈ V) peut être définie comme le point fixe du problème (3.19)

(resp. (3.18)). Les étapes pour calculer un couple optimal (α̃, ϕ̃) ∈ T × V sont résu-

mées dans l’algorithme de type point fixe (Algorithme 11) appliqué à l’opérateur g(q)t .

Algorithme 11 : PGD (Algorithme du point fixe)

1 Actualiser les coefficients temporels αq =
{

α1, · · · , αq
}

en résolvant le modèle

réduit construit avec la base associée au paramètre θ.
〈
N (

q

∑
j=1

αj ϕj, θ̃), ϕi

〉

L2(Ω)

= 0, i = 1, . . . , q

2 m = 0 et Mmax choisi par l’utilisateur

3 while m ≤ Mmax or ||yq+1 − yq|| < ε||yq+1|| do

4 α̃0 arbitraire;

5 for k← 0 to kmax do

6 calculer ϕ̃(k+1) = f (q)x (α̃(k));

7 calculer α̃(k+1) = f (q)t (ϕ̃(k+1));

8 Vérifier la convergence |σk+1 − σk| < ǫu|σk+1| où σk = ||α̃k||;
9 end

10 Enrichissement : ϕq+1 = ϕ̃(k+1) et ϕ =
{

ϕ1, · · · , ϕq+1
}

11 Update : Trouver αq+1 =
{

α1, · · · , αq+1
}

solutions de l’équation du modèle

réduit 〈
N (

q+1

∑
j=1

αj ϕj, θ̃), ϕi

〉

L2(Ω)

= 0, i = 1, . . . , q + 1

12 Reconstruction de la solution

yq+1(t, x, θ̃) =
q

∑
k=1

αk(t, θ̃)ϕk(x)

13 q←− q + 1

14 m←− m + 1

15 end
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3.4.2 Mise en forme de la base PGD

Après un enrichissement par la méthode PGD, l’élément rajouté à la base spatiale

ϕ peut apporter une contribution faible ou présenter des dépendances linéaires avec la

base initiale. Ainsi, l’ensemble des fonctions de base ϕ =
{

ϕ1, · · · , ϕq, ϕ̃
}

ne formera pas

forcément une base de rang minimal. De plus, en effectuant de multiples enrichissements,

la taille de cet ensemble devient grande entraînant un coût numérique supplémentaire

dans la résolution du modèle réduit obtenu par projection de Galerkin. Afin d’avoir une

base de rang minimal tout en gardant le même ordre de précision de l’approximation, il

est primordial de réorganiser les modes spatiaux de manière à supprimer les relations de

liaisons entre le dernier élément ajouté et les modes existants. Pour ce faire, le procédé de

Gram-Schmidt est tout d’abord appliqué sur la famille ϕ de manière à ce que le nouvel

ensemble de fonctions de base φ =
{

φ1, . . . , φq+1
}

vérifie
∫

Ω
φiφj dx = δij, ∀j = 1, · · · , q + 1

Par la suite, les coefficients temporels sont actualisés en résolvant l’équation du mo-

dèle d’ordre réduit construit en utilisant la base φ. Les nouveaux coefficients temporels

ζ =
{

ζ1, · · · , ζq+1
}

sont ainsi obtenus. L’ensemble des solutions en des instants discrets

{t1, t2, . . . , tNs} est reconstruit comme suit

X =
{

yq+1(t1), · · · , yq+1(tNs)
}
=

{
q+1

∑
j=1

ζ j(t1)φ
j, . . . ,

q+1

∑
j=1

ζ j(tq)φ
j

}

En utilisant la méthode POD par corrélation, le problème aux valeurs propres à résoudre

s’écrit

CV = λV où Cij =
∫

Ω
y(ti)y(tj) dx =

q+1

∑
k=1

ζk(ti)ζ
k(tj)

La base améliorée de rang minimal ψ est recherchée telle que

ψi =
Ns

∑
l=1

q+1

∑
j=1

φjζ j(tl)Vli, i = 1, . . . , q + 1 (3.20)

En posant Kji =
Ns

∑
l=1

ζ j(tl)Vli, on est donc amené à résoudre le problème aux valeurs propres

suivant

C(red)K = λK (3.21)

où C(red) ∈ R
(q+1)×(q+1) et

C
(red)
ij =

Ns

∑
l=1

ζ i(tl)ζ
j(tl)

La résolution du problème (3.21) conduit à q + 1 valeurs propres dont on ne garde que

celles qui ont une contribution significative. Ainsi, on ne garde que les r premières valeurs

propres telles que
r

∑
i=1

λi < η
q+1

∑
i=1

λi
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où η est le critère de sélection des modes propres fixé par l’utilisateur. La base de rang

minimal est finalement reconstruite par la relation

ψi =
q+1

∑
j=1

φjKji, i = 1, . . . , r

Les étapes de réduction de la taille de la base PGD sont détaillées dans l’algorithme 12.

Cet algorithme remplacera l’étape 9 de l’algorithme PGD (Algo. 11).

Algorithme 12 : Réduction de taille de la base PGD

1 Appliquer le procédé de Gram-Schmidt à la famille
{

ϕ1, · · · , ϕq, ϕ̃
}

et obtenir la

famille de vecteurs de base
{

φ1, . . . , φq+1
}

telle que

∫

Ω
φiφj dx = δij, ∀j = 1, · · · , q + 1

2 Actualiser l’ensemble des coefficients temporels
{

α1, · · · , αq, α̃
}

en résolvant

l’équation du modèle d’ordre réduit construit en utilisant la base orthonormalisée

φ, et obtenir la famille de coefficients temporels
{

ζ1, · · · , ζq+1
}

.

3 Construire la matrice de correlation réduite C(red) telle que

C
(red)
ij =

Ns

∑
l=1

ζ i(tl)ζ
j(tl)

4 Déterminer le rang minimal r, qui pour η fixé à l’avance par l’utilisateur vérifie

r

∑
i=1

λi < η
q+1

∑
i=1

λi

5 Reconstruire les fonctions de la base de rang r par la relation

ψi =
q+1

∑
j=1

φjKji, i = 1, . . . , r
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3.5 Conclusion du chapitre

Dans la première partie de ce chapitre, la méthode d’interpolation de bases réduites

ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of Grassman Manifold) a été introduite.

Contrairement aux méthodes d’interpolation usuelles (Lagrange, RBF, spline ...) cette mé-

thode fondée sur des résultats de géométrie différentielle permet de donner un sens au

problème d’interpolation des bases POD en passant par le sous espace tangent en un

point de la variété de Grassmann. Une fois que la base interpolée est calculée, la dy-

namique temporelle associée au nouveau paramètre est obtenue en résolvant le système

d’équations différentielles de petite taille, issu de la projection de Galerkin du modèle

complet sur cette base. La seconde partie de ce chapitre a été consacrée à la description de

l’approche d’adaptation de base fondée sur la méthode PGD (Proper Generalized Decom-

position). La robustesse de ces deux approches à l’intérieur d’un algorithme de contrôle

optimal sera testée au chapitre 5.
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4.1 Introduction

L’ensemble des méthodes présentées au chapitre précèdent sont dites intrusives, car

elles nécessitent pour prédire la dynamique temporelle, le recours aux équations du

modèle réduit, qui eux ont été construites à partir du modèle complet via la projection

de Galerkin. De plus en plus d’auteurs proposent des techniques de réduction de modèle

dites non-intrusives, dans le sens où elles ne nécessitent pas d’avoir recours aux équations

régissant le problème de base. Ces approches peuvent être très utiles notamment lorsque

les snapshots sont issus de données expérimentales. Ainsi, dans le contexte de la réduc-

tion de modèle non-intrusive, Xiao et al. [137][138] suggèrent de construire un ensemble

d’hyper surfaces pour la représentation de la dynamique temporelle, puis d’utiliser la

méthode RBF sur des grilles de Smolyak afin de les interpoler. La base spatiale réduite,

quant à elle, est obtenue en appliquant la POD sur l’ensemble des snapshots également

interpolés par RBF. L’approche a été utilisée pour étudier l’écoulement 2D autour d’un

cylindre lorsque le nombre de Reynolds varie. Toujours sur le même cas d’étude, Shinde

et al. [139] proposent d’approximer les fonctions de bases spatiales et temporelles par une

interpolation linéaire. Cette approche a également été appliquée par Joyner [140] pour la

détection de dommages par courant de Foucault (eddy current damage detection). Pour

ce cas, il a été observé que les résultats obtenus par la méthode POD/interpolation sont

comparables à ceux obtenus par la méthode POD/Galerkin.

Dans ce manuscrit, et dans le contexte de la réduction de modèle non-intrusive, nous

proposons une méthode originale basée sur l’interpolation des bases spatiales et tempo-

relles par la méthode ITSGM. Considérons la décomposition SVD (Singular Value De-

composition) d’un ensemble de matrices Xk = UkΣkV T
k , où Xk représente la matrice des

snapshots. Uk et Vk sont respectivement les bases spatiale et temporelle, et Σk la matrice

diagonale contenant les valeurs singulières. La méthode proposée notée par la suite NIMR

(Non Intrusive Model Reduction) s’effectue alors en deux étapes. La première étape est

l’étape d’interpolation, qui consiste à interpoler les valeurs singulières (en utilisant par

exemple Lagrange, RBF, Spline ...) et les bases spatiales et temporelles (en utilisant la mé-

thode ITSGM). La deuxième étape est l’étape de classement, qui a pour but de classer

selon l’ordre des valeurs singulières interpolées, les modes propres spatiaux et temporels

obtenus par la méthode ITSGM. Ce classement s’effectue par la résolution d’un problème

de minimisation sous contraintes dont la solution peut analytiquement être déterminée.

Une variante de cette méthode, notée sous l’acronyme HNIMR (Hyper Non Intrusive Mo-

del Reduction), sera également présentée. Cette variante permet de réduire d’avantage

l’ordre du problème d’interpolation par NIMR et par conséquent d’accélérer le temps de

calcul.

Ce chapitre commence par une description détaillée des méthodes de réduction de modèle

non intrusive NIMR et HNIMR proposées. La robustesse et précision de ces méthodes sera
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testée par la suite sur le problème d’écoulement incompressible d’un fluide Newtonien

autour d’un cylindre.

4.2 Méthode NIMR

4.2.1 Position du problème

Supposons que pour un ensemble de paramètres Υθ =
{

θi ∈ R
dp , i = 1, · · · , Nb

}
nous

disposons, pour chaque paramètre θi, de l’ensemble des solutions X(θi) d’un problème

physique non linéaire en des instants discrets ti. En particulier, pour chaque paramètre θi,

Xi = X(θi) ∈ R
Nx×Ns désignera la matrice constituée par concaténation des snapshots is-

sus de la simulation numérique ou de l’expérience. La question qui se pose dans le cas où

les équations gouvernant ce problème sont numériquement coûteuses ou ne sont pas dis-

ponibles est : "Existe-t-il un moyen robuste permettant d’approximer la solution X̃ décrivant ce

même problème pour un paramètre θ̃ /∈ Υθ sans avoir recours aux équations du modèle complet ou

à l’expérience ?". Pour répondre à cette question, il est possible d’obtenir l’approximation X̃

en utilisant les méthodes d’interpolation polynomiales usuelles sur les éléments de l’en-

semble
{

Xj
}

j=1,...,Nb
. Cette approche, appliquée directement, peut s’avérer efficace pour

les problèmes à caractère linéaire ou faiblement non linéaire. Toutefois, pour le cas des

problèmes non linéaires, elle ne garantie pas en général une bonne approximation de l’in-

terpolée X̃. Malgré cette difficulté, les méthodes d’interpolation restent attirantes à cause

de leur simplicité et de leur rapidité. L’objectif de cette section est donc de contourner

cette difficulté en dérivant une méthode d’interpolation basée sur l’interpolation ITSGM

présentée au chapitre précèdent. Cette méthode est appelée NIMR (Non Intrusive Model

Reduction) et sa dérivation est détaillée dans ce qui suit.

4.2.2 Description de la méthode

Pour i = 1, · · · , Nb, nous effectuons la décomposition SVD tronquée d’ordre q des

matrices de snapshots comme suit

Xi ≈ UiΣiV
T
i

où Ui ∈ R
Nx×q et Vi ∈ R

Ns×q sont deux matrices vérifiant

UT
i Ui = V T

i Vi = Iq

et Σi = diag
(
σi,1, σi,2, · · · , σi,q

)
, est la matrice diagonale contenant les valeurs singulières

σi,j =
√

λj(XT
i Xi) ≥ σi,j+1, pour j = 1, · · · , q− 1

• L’approximation des valeurs singulières
{

σ̃1, . . . , σ̃q
}
= diag(Σ̃) correspondante au nou-

veau paramètre θ̃ est assez simple à obtenir. En effet, il suffit juste d’interpoler point par
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point l’ensemble des valeurs singulières σi,1, · · · , σi,q connues pour l’ensemble des para-

mètres dans Υθ .

• Les matrices colonnes Ui et Vi appartiennent à la variété de Stiefel, Ui ∈ ST (q, Nx) et

Vi ∈ ST (q, Ns). Par conséquent, leur interpolation point par point n’a pas de sens et ne

garantit pas que le résultat soit forcément un élément de la variété de Stiefel. Il est donc

plus judicieux de traiter ces éléments comme des représentants de sous espaces vectoriels

afin de donner un sens à l’interpolation, et ce en appliquant la méthode ITSGM. L’algo-

rithme ITSGM (Algo. 10) du chapitre précédent est alors appliqué sur l’ensemble des [Ui]

puis sur l’ensemble des [Vi] et une approximation de deux représentants Ũ et Ṽ des sous

espaces vectoriels [Ũ] et [Ṽ ] est obtenue.

• La matrice X̃ peut alors être exprimée comme suit

X̃ = ŨKΣ̃QTṼ T

où K, Q ∈ [O(q)]2 sont deux matrices orthogonales qui servent de calibrage. L’introduc-

tion de K et Q dans l’approximation a une grande importance, et le bon choix de ces

deux matrices va assurer la combinaison adéquate des vecteurs colonnes de Ũ et de Ṽ

qui correspond au rangement des valeurs singulières interpolées dans la matrice Σ̃.

• La deuxième étape de la méthode NIMR consiste à ajuster le signe des modes de

chaque base POD de l’échantillonnage par rapport à une base de référence. Cette base

de référence est choisie telle que la distance entre le sous espace vectoriel qu’elle en-

gendre et le sous espace vectoriel interpolé par la méthode ITSGM est minimale. La

fonction dist([Y ], [Z]) désigne la métrique mesurant la distance entre deux points [Y ] et

[Z] appartenant à la variété de Grassmann G(q, Nx).

dist([Y ], [Z]) =
q

∑
i=1

arccos(si)

où si sont les valeurs singulières de la matrice YTZ. Les étapes de changement de signes

des bases Uk et Vk pour k = 1, . . . , Nb, sont détaillés dans l’algorithme (Algo. 13).

Algorithme 13 : Ajustement de l’échantillonnage des bases POD.

1 for k = 1, . . . , Nb do

2 for j = 1, . . . , q and j 6= j0 do

3 • Ajustement des signes des modes spatiaux :

4 Si ||U j
j0
−U

j
k||2 > ||Ũ j + U

j
k||2 ⇒ multiplier le jème mode U

j
k de la base Uk par −1.

5 • Ajustement des signes des modes temporels :

6 Si ||V j
j0
− V

j
k ||2 > ||Ṽ j + V

j
k ||2 ⇒ multiplier le jème mode V

j
k de la base Vk par −1.

7 end

8 end

• Une fois que les bases ajustés sont déterminées, l’étape suivante de la méthode NIMR

consiste à proposer un critère permettant de retrouver les matrices de passage orthogo-
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nales K et Q les mieux adaptées au classement des valeurs singulières interpolées. Elles

sont choisies comme solutions des deux problèmes de minimisation suivants :

K = argmin
δK∈O(q)

Nb

∑
i=1

ωi||ŨδK −Ui||2F et Q = argmin
δQ∈O(q)

Nb

∑
i=1

κi||ṼδQ− Vi||2F (4.1)

où || · ||F est la norme de Frobenius et ωi et κi sont des coefficients de pondération tels

que
Nb

∑
i=1

ωi =
Nb

∑
i=1

κi = 1 (4.2)

Le choix de ces coefficients est inspiré des poids de l’interpolation IDW. Ils sont donnés

par

ωi =
dist([Ũ], [Ui])

−m

Nb

∑
k=1

dist([Ũ], [Uk])
−m

et κi =
dist([Ṽ ], [Vi])

−l

Nb

∑
k=1

dist([Ṽ ], [Vk])
−l

(4.3)

avec m, l > 1 deux réels arbitraires. Trouver K et Q revient donc à résoudre les problèmes

d’optimisation sous contraintes donnés par l’équation (4.1). Étant donné que ces deux

problèmes sont similaires, nous nous contenterons d’illustrer les démarches de la résolu-

tion uniquement pour trouver K.

• La recherche de K comme solution du problème de minimisation sous contrainte

d’orthogonalité peut être simplifié en introduisant la fonction de Lagrange suivante

L(K, R) =
Nb

∑
i=1

ωi||ŨK −Ui||2F + Trace
(

R(KTK − Iq)
)

=
Nb

∑
i=1

ωi||ŨK||2F − 2
Nb

∑
i=1

ωi

〈
ŨK, Ui

〉
F
+

Nb

∑
i=1

ωi||Ui||2F + Trace
(

R(KTK − Iq)
)

où R est une matrice symétrique qui joue le rôle du multiplicateur de Lagrange. En tenant

compte de (4.2) on peut écrire

L(K, R) = Trace


KT ŨTŨ︸ ︷︷ ︸

Iq

K


− 2

Nb

∑
i=1

ωiTrace
(

UT
i ŨK

)

+
Nb

∑
i=1

ωiTrace


UT

i Ui︸ ︷︷ ︸
Iq


+ Trace

(
R(KTK − Iq)

)

= Trace
(

KTK
)
− 2

Nb

∑
i=1

ωiTrace
(

UT
i ŨK

)
+ Trace

(
R(KTK − Iq)

)
+ q

En utilisant maintenant les identités suivantes

d
dB

Trace(ABTB) = B(A + AT)

d
dB

Trace(AB) = AT
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la différentielle de L par rapport à K s’écrit

∂KL(K, R) = 2K − 2
Nb

∑
i=1

ωiŨ
TUi + 2KR (4.4)

Par annulation de la différentielle de ∂KL(K, R), on aboutit à

K
(

Iq + R
)
=

Nb

∑
i=1

ωiŨ
TUi (4.5)

En utilisant l’équation (4.5), on peut extraire la relation suivante

(
Iq + R

)T
KTK

(
Iq + R

)
=

Nb

∑
i=1

Nb

∑
j=1

ωiωjU
T
j ŨŨTUi (4.6)

Étant donné que K est orthogonale et que R est symétrique, on peut écrire

Iq + R =




Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

ωiωjU
T
i ŨŨTUj

︸ ︷︷ ︸
M




1
2

(4.7)

On note bien que la matrice M est par construction symétrique définie positive, ceci per-

met de calculer M
1
2 via la décomposition aux valeurs propres de M comme suit

M
1
2 = Pλ

1
2 PT (4.8)

où λ est la matrice des valeurs propres de M et P est la matrice des vecteurs propres

associés. Ainsi, on a

Iq + R = Pλ
1
2 PT (4.9)

En injectant l’expression (4.9) dans l’équation (4.5), on trouve l’expression de la matrice

de passage K comme suit

K = ŨT

(
Nb

∑
i=1

ωiUi

)
Pλ−

1
2 PT

• En suivant la même démarche, on peut montrer que la matrice Q est donnée par

Q = Ṽ T

(
Nb

∑
i=1

κiVi

)
Hη−

1
2 HT

où H et η vérifient la décomposition aux valeurs propres

Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

κiκjV
T
i Ṽ Ṽ TVj = HηHT
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• Les étapes de la méthode NIMR sont résumées dans l’algorithme 14.

Algorithme 14 : Algorithme NIMR.

Étape offline :

1 Pour i = 1, . . . , Nb, approximer la matrice de snapshots Xi en utilisant la

décomposition SVD tronquée d’ordre q, soit :

Xi ≈ UiΣiV
T
i

Étape online :

2 Interpoler les valeurs singulières σi,1, · · · , σi,q et construire la matrice Σ̃ pour le

paramètre cible θ̃.

3 Calculer Ũ et Ṽ les matrices représentant les sous-espaces vectoriels [Ũ] et [Ṽ ]

associés au nouveau paramètre θ̃ et obtenus en appliquant l’interpolation ITSGM

respectivement sur les sous-espaces [Ui] et [Vi], i = 1, . . . , Nb.

4 Construire les nouvelles bases Uk et Vk pour k = 1, . . . , Nb par l’algorithme (Algo.

13).

5 Calculer les coefficients de pondération ωj et κj définis par l’équation (4.3).

6 Calculer λ la matrice diagonale des valeurs propres, et P la matrice des vecteurs

propres associés, vérifiant la décomposition aux valeurs propres suivante

Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

ωiωjU
T
i ŨŨTUj = PλPT

7 Calculer η la matrice diagonale des valeurs propres, et H la matrice des vecteurs

propres associés, vérifiant la décomposition aux valeurs propres suivante

Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

κiκjV
T
i Ṽ Ṽ TVj = HηHT

8 Calculer les matrices orthogonales K et Q par les relations

K = ŨT

(
Nb

∑
i=1

ωiUi

)
Pλ−

1
2 PT

Q = Ṽ T

(
Nb

∑
i=1

κiVi

)
Hη−

1
2 HT

9 Reconstruire la matrice des snapshots interpolée

X̃ = ŨKΣ̃QTṼ T

Remarque 4.1 L’étape offline de l’algorithme 14 correspond à l’étape de construction des

bases réduites qui se fait une fois pour toute en dehors de l’algorithme NIMR. Cette étape n’est
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donc pas effectué à chaque fois que le paramètre d’interpolation change, seules les étapes 2 à 9 sont

exécutées.

4.3 Méthode HNIMR

La méthode HNIMR n’est rien d’autre que la méthode NIMR mais en dimension

hyper-réduite. C’est une sorte de compression de données dont l’objectif est de dimi-

nuer davantage la dimensionnalité du problème d’interpolation. Supposons que pour

i = 1, · · · , q, nous disposons des décompositions en valeurs singulières tronquées d’ordre

q des matrices de snapshots Xi données par

Xi ≈ UiΣiV
T
i

où Ui ∈ R
Nx×q et Vi ∈ R

Ns×q et Σi = diag
(
σi,1, σi,2, · · · , σi,q

)
telle que

σi,j =
√

λj(XT
i Xi) ≥ σi,j+1, pour j = 1, · · · , q− 1

La méthode HNIMR consiste tout d’abord à construire les matrices col(U) et col(V) par

concaténation par bloc des bases Ui et Vi, soient

col(U) = [U1 U2 · · · UNb ] et col(V) = [V1 V2 · · · VNb ]

On effectue ensuite les décompositions en valeurs singulières tronquées de col(U) et

col(V) d’ordre r et s respectivement comme suit

col(U) = ϕ̺W T et col(V) = αΘZT

où r, s ≤ qNb, ϕ ∈ R
Nx×r, W ∈ R

qNb×r, α ∈ R
Ns×s, Z ∈ R

qNb×s, ̺ = diag (ρ1, ρ2, · · · , ρr) et

Θ = diag (θ1, θ2, · · · , θs). En rangeant les matrices W et Z sous forme de matrices lignes

par blocs

W =




W1

W2
...

WNb




et Z =




Z1

Z2
...

ZNb




avec Wi ∈ R
q×r et Zi ∈ R

q×s, on peut approximer encore les matrices de snapshots Xi

comme suit

Xi ≈ ϕ̺WT
i ΣiZiΘαT

L’avantage de cette écriture est l’apparition d’un nouvel ensemble de matrices de snap-

shots réduites Yi = WT
i ΣiZi de taille r× s hyper réduite. Ces matrices réduites formeront

le nouvel ensemble de snapshots paramétrés sur lequel la méthode NIMR va être appli-

quée. Soit donc Yi = Niπi J
T
i la décomposition en valeurs singulières tronquée d’ordre m

de Yi et écrivons

Xi ≈ ϕ̺Niπi J
T
i ΘαT (4.10)
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où Ni ∈ R
r×m, Ji ∈ R

s×m sont maintenant les bases réduites et πi,j les valeurs singulières

telles que

πi,j =
√

λj(Y
T
i Yi) ≥ πi,j+1, pour j = 1, · · · , m− 1

Par analogie avec la section précédente, les valeurs singulières πi sont tout d’abord in-

terpolées en utilisant une méthode d’interpolation usuelle et la matrice π̃ des valeurs

singulières approximée est obtenue. L’interpolation ITSGM sera ensuite appliquée sur

l’ensemble des sous-espaces vectoriels [Ni] puis l’ensemble des sous espaces vectoriels

[Ji] afin d’obtenir deux représentants des classes d’équivalence [Ñ] et [ J̃] respectivement.

Finalement, les matrices de passage orthogonales K et Q permettant de classer les vec-

teurs des bases interpolées Ñ et J̃ seront recherchées comme solutions des problèmes

d’optimisation

K = argmin
δK∈O(q)

Nb

∑
i=1

ωi||ÑδK − Ni||2F et Q = argmin
δQ∈O(q)

Nb

∑
i=1

κi|| J̃δQ− Ji||2F (4.11)

où ωi et κi sont des coefficients de pondération telles que

Nb

∑
i=1

ωi =
Nb

∑
i=1

κi = 1

L’expression de K et Q dans ce cas est

K = ÑT

(
Nb

∑
i=1

ωiNi

)
Pλ−

1
2 PT

Q = J̃T

(
Nb

∑
i=1

κi Ji

)
Hη−

1
2 HT

avec P, λ, H, η qui sont obtenues par les décompositions en valeurs propres suivantes

Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

ωiωjN
T
i ÑÑT Nj = PλPT

Nb

∑
j=1

Nb

∑
i=1

κiκj J
T
i J̃ J̃T Jj = HηHT

On en déduit que

Ỹ = ÑKπ̃QT J̃T

Finalement, la solution approximée sera reconstruite comme suit

X̃ ≈ ϕ̺ỸΘαT (4.12)
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Les étapes de la méthode HNIMR sont résumés dans l’algorithme 15.

Algorithme 15 : Algorithme HNIMR.

Étape offline :

1 Pour i = 1, . . . , Nb, approximer la matrice de snapshots Xi ∈ R
Nx×Ns en utilisant la

décomposition SVD tronquée d’ordre q, soit :

Xi ≈ UiΣiV
T
i

2 Construire les matrices col(U) et col(V) par concaténation par bloc

col(U) = [U1 U2 · · · UNb ] et col(V) = [V1 V2 · · · VNb ]

et calculer leurs décompositions SVD tronquées d’ordre r et s respectivement :

col(U) = ϕ̺W T col(V) = αΘZT

3 Extraire les matrices blocs Wi ∈ R
q×r et Zi ∈ R

q×s tels que

W =




W1

W2
...

WNb




et Z =




Z1

Z2
...

ZNb




4 Construire les matrices de snapshots hyper réduites Yi = WT
i ΣiZi et calculer leur

décompositions SVD tronquées d’ordre m :

Yi = Niπi J
T
i , i = 1, . . . , Nb

Étape online :

5 Pour un nouveau paramètre d’interpolation, interpoler les matrices Yi en utilisant

les étapes 2 à 7 de l’algorithme NIMR (Algorithme 14) pour obtenir

Ỹ = ÑKπ̃QT J̃T

6 Reconstruire la matrice des snapshots interpolée

X̃ ≈ ϕ̺ỸΘαT (4.13)

4.4 Coût asymptotique des méthodes NIMR et HNIMR

Rappelons que Nx, Ns, Nb signifient respectivement, le nombre de degrés de liberté

du problème complet, le nombre de snapshots et le nombre de bases POD (supposées de

même dimension q). Comme pour le calcul de la complexité de la méthode ITSGM, le
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coût de calcul associé aux méthodes NIMR et HNIMR sera présenté lorsque le paramètre

d’interpolation est de dimension Np = 1 :

— Étape 2 : L’interpolation des valeurs singulières est instantanée et nécessite un coût

asymptotique égale à Nb ×O(q).

— Étape 3 : La méthode ITSGM est appliquée deux fois avec un coût asymptotique

qui s’élève à (3Nb − 1)×
[
O(Nxq2) +O(Nsq2)

]

— Étape 5, 6 et 7 : Ces étapes nécessitent les opérations suivantes :

— Nb multiplications matricielles avec un coût asymptotique de Nb ×O(Nxq2).

— Nb multiplications matricielles avec un coût asymptotique de Nb ×O(Nsq2).

— calcul de deux décompositions aux valeurs propres avec un coût asymptotique

égale à 2O(q3).

— Étape 8 : multiplications matricielles d’un coût asymptotique de 2
[
O(q3) +O(q2)

]
.

Une estimation du coût asymptotique total pour les calculs effectués dans la méthode

NIMR dans le cas dp = 1 s’élève donc à 6Nb ×O(max(Nx, Ns)q2). La méthode NIMR est

alors efficace d’un point de vue numérique, car sa complexité est une fonction linéaire du

maximum entre le nombre de degrés de libertés du problème complet et le nombre de

snapshots.

Le coût des calculs peut davantage être réduit en considérant la version hyper réduite

HNIMR. Dans ce cas, le coût asymptotique est considérablement réduit et atteint au

maximum 6Nb ×O(max(r, s)q2), où r et s sont très petits devant Nx et Ns (ordre de la

dizaine).

4.5 Application sur le problème de l’écoulement autour d’un cy-

lindre

4.5.1 Position du problème

Nous considérons l’écoulement d’un fluide dans un canal, autour d’un cylindre cir-

culaire de diamètre D (Figure 4.1). Le domaine d’étude Ω est un domaine rectangulaire

de hauteur H = 30D et de longueur 45D. Le centre du cylindre est situé à L1 = 10D de

la frontière gauche et à H/2 de la paroi basse. Une vitesse d’intensité u∞ est appliquée

à l’entrée du canal et une condition de type outlet
(

pn− 1
Re∇u · n = 0

)
à sa sortie. Sur

les parois horizontales du canal, les conditions aux limites imposées sur la vitesse sont

telles que v = 0 (composante verticale) et ∂yu = 0 (composante horizontale). Le fluide

est supposé isotherme et incompressible et sa dynamique est régie par les équations de
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Figure 4.2 – Maillage éléments finis du domaine fluide pour le cas de l’écoulement autour d’un cylindre.

où ρ est la masse volumique du fluide et FD, FL représentent respectivement les forces de

traînée et de portance exercées par le fluide sur le cylindre définies par la relation suivante
(

FD

FL

)
=
∫

Γcylindre

(
µ(∇u +∇Tu)− pI

)
· n dσ

où u et p sont la vitesse et la pression dimensionnelles et µ la viscosité dynamique du

fluide.

4.5.2 Construction des bases réduites d’apprentissage

Un échantillonnage d’écoulements paramétrés 1 est construit pour les valeurs du

nombre de Reynolds comprises entre Re = 90 et Re = 450 en considérant un pas

∆Re = 30, soit Re = {90, 120, 150, 180, . . . , 450}. Les variables de vitesse et de pression

sont ensuite décomposées en un champ moyen 2 et un champ fluctuant comme suit




u(t, x, Re) = u(x) + ũ(t, x, Re)

p(t, x, Re) = p(x) + p̃(t, x, Re)

où les champs moyens u et p correspondent à la moyenne de tous les snapshots issus

des solutions du modèle complet pour les différentes valeurs du nombre de Reynolds de

1. Les équations de Navier-Stokes sont résolues sous forme adimensionnelle. Lorsque le nombre de Rey-
nolds varie, u∞ n’est pas modifié, la variation se fait par l’intermédiaire de la viscosité cinématique ν.

2. Les conditions aux limites sont portées par le champs moyen.
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l’échantillonnage considéré, soient :

u =
1

NbNs

Nb

∑
i=1

Ns

∑
j=1

u(tj, x, Rei) p =
1

NbNs

Nb

∑
i=1

Ns

∑
j=1

p(tj, x, Rei)

Ns est le nombre de Snapshots pour chaque nombre de Reynolds et Nb le nombre des

valeurs du nombre de Reynolds de l’échantillonnage. Les champs fluctuants sont ensuite

approximés sur deux sous-espaces vectoriels de dimension finie Ṽ = span{ϕ1
u, . . . , ϕ

qu
u } et

P̃ = span{ϕ1
p, . . . , ϕ

qp
p } comme suit

ũ(t, x, Re) =
qu

∑
i=1

αi
u(t, Re) ϕi

u(x, Re) (4.14)

p̃(t, x, Re) =
qu

∑
l=1

αl
p(t, Re) ϕl

p(x, Re) (4.15)

ϕ = {ϕ1
u, . . . , ϕ

qu
u } est la base POD de vitesse et {ϕ1

p, . . . , ϕ
qp
p } la base POD de pression.

Ces deux bases ont été calculées en considérant 500 snapshots (Ns = 500) régulièrement

répartis entre les instants ti = 7 et t f = 12, ce qui représente environs 8 périodes du

détachement tourbillonnaire de l’écoulement. La contribution des modes POD dans l’ap-

proximation de ũ et p̃ est déterminée par le ratio

Rk =

k

∑
i=1

λi

Ns

∑
i=1

λi

où les λi sont les valeurs propres POD. Les figures 4.3 et 4.4 sur lesquelles sont tracé les

valeurs propres POD et leurs ratios pour les différents nombres de Reynolds d’apprentis-

sages, indiquent que très peu de modes POD sont capables de capturer la quasi totalité

de l’énergie. Ainsi, pour ce cas d’étude, les sous espaces vectoriels Ṽ et P̃ sont construits

à partir des modes propres associés aux premières valeurs propres ayant une contribution

significative, soient qu = 10 et qp = 8. Pour chaque nombre de Reynolds d’apprentissage,

les modèles réduits seront construits en gardant le même nombre de modes, à savoir 10

modes de vitesse et 8 modes de pression.

4.5.3 Mise en œuvre des méthodes NIMR et HNIMR

Si Xu(Re) et Xp(Re) désignent les matrices formées par concaténation des vecteurs

snapshots obtenus pour un nombre de Reynolds donné

Xu(Re) = [u1
qu
(Re), · · · , uNs

qu
(Re)] Xp(Re) = [p1

qp
(Re), · · · , pNs

qp
(Re)]

alors l’approximation (4.14) peut s’écrire sous forme matricielle comme suit




Xu(Re) ≈ ϕu(Re)αu(Re)T = ϕu(Re)Σu(Re)Vu(Re)T

Xp(Re) ≈ ϕp(Re)αp(Re)T = ϕp(Re)Σp(Re)Vp(Re)T
(4.16)
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Figure 4.3 – Valeurs propres POD de vitesse et ratio en fonction du nombre de Reynolds.

0.1

1

10

100

1000

10000

100000

1e+06

50 100 150 200 250 300 350 400 450

V
al

eu
rs

p
ro

p
re

s
-

p
re

ss
io

n

Nombre de Reynolds

mode 1
mode 2
mode 3
mode 4
mode 5
mode 6
mode 7
mode 8

92

93

94

95

96

97

98

99

100

50 100 150 200 250 300 350 400 450

R
IC

-
p
re

ss
io

n

Nombre de Reynolds

qp = 1
qp = 2
qp = 3
qp = 4
qp = 5
qp = 6
qp = 7
qp = 8

Figure 4.4 – Valeurs propres POD de pression et Ratio en fonction du nombre de Reynolds.



96 Chapitre 4. Construction d’un modèle réduit non intrusif

où ϕu(Re) et ϕp(Re) sont normalisés au sens de la norme euclidienne et les matrices

Σu(Re), Σp(Re),Vu(Re) et Vp(Re) sont telles que

Σu(Re) = diag(||α1
u(Re)||, · · · , ||αqu

u (Re)||) Σp(Re) = diag(||α1
p(Re)||, · · · , ||αqp

p (Re)||)

Vu(Re) =
αu(Re)
||αu(Re)|| Vp(Re) =

αp(Re)
||αp(Re)||

L’intérêt de cette décomposition 3 est d’extraire les valeurs singulières des coefficients

temporels afin de les normaliser et par suite se ramener à la décomposition SVD des

matrices Xu(Re) et Xp(Re). Considérons maintenant Nb valeurs du nombre de Reynolds

pour lesquelles nous construisons les deux ensembles de matrices de snapshots

D(u) = {Xu(Re1), Xu(Re2), . . . , Xu(ReNb)} et D(p) =
{

Xp(Re1), Xp(Re2), . . . , Xp(ReNb)
}

En utilisant les décompositions en valeurs singulières (4.16), les ensembles suivants sont

formés

D(u)
x = {ϕu(Re1),ϕu(Re2), . . . ,ϕu(ReNb)} et D(p)

x =
{

ϕp(Re1),ϕp(Re2), . . . ,ϕp(ReNb)
}

D(u)
t = {Vu(Re1), Vu(Re2), . . . , Vu(ReNb)} et D(p)

t =
{

Vp(Re1), Vp(Re2), . . . , Vp(ReNb)
}

D(u)
σ = {Σu(Re1), Σu(Re2), . . . , Σu(ReNb)} et D(p)

σ =
{

Σp(Re1), Σp(Re2), . . . , Σp(ReNb)
}

Nous rappelons que l’objectif de la NIMR est de construire les matrices de snapshots

Xu(R̃e) et Xp(R̃e) approchées correspondant à une nouvelle valeur du nombre de Rey-

nolds R̃e 6= Rei pour i = 1, . . . , Nb. La première étape consiste à interpoler les ensembles

des matrices singulières D(u)
σ et D(p)

σ en utilisant l’interpolation spline cubique. L’adapta-

tion des bases spatiales et temporelles pour le nouveau nombre de Reynolds est ensuite

établie en appliquant la méthode ITSGM sur les ensembles D(u)
x , D(p)

x , D(u)
t et D(p)

t . L’in-

terpolation utilisée dans l’espace tangent à la variété de Grassmann est celle de Lagrange.

L’étape d’ajustement des bases interpolées ϕ̃u, ϕ̃p, Ṽu et Ṽp, est effectuée en calculant les

matrices orthogonales de petite taille Qu et Ku pour la vitesse et Qp et Kp pour la pression

par résolution des deux problèmes d’optimisation sous contraintes (4.1), où les puissances

ont été choisies égales à 3 (c’est à dire m = l = 3).

Remarque 4.2 Pour le cas de l’écoulement autour d’un cylindre, les modes temporels sont

periodiques et possèdent des conditions initiales différentes sur la phase de l’échantillonnage. Les

résultats de la méthode NIMR et HNIMR peuvent par conséquent être déphasés par rapport aux

résultats de référence issus du modèle complet. Afin de procéder à une étude comparative avec les

résultats de la POD, les résultats sont post-traités pour supprimer ce déphasage.

3. Cette écriture exprime simplement le lien entre la méthode POD et la décomposition SVD.



4.5. Application sur le problème de l’écoulement autour d’un cylindre 97

4.5.4 Évaluation des performances des méthodes NIMR et HNIMR

L’objectif est d’illustrer la capacité des méthodes ITSGM/ROM, NIMR et HNIMR à

prédire la dynamique de l’écoulement pour des nombres de Reynolds n’appartenant pas

à l’ensemble des nombres de Reynolds d’apprentissage. Le pourcentage d’erreur moyen

ε% entre la solution du modèle complet u et son approximation uqu est défini par la relation

ε%
u = 100×

(∫ T

0

∣∣∣∣u− uqu

∣∣∣∣2
L2(Ω)

dt
) 1

2

(∫ T

0
||u||2L2(Ω) dt

) 1
2

Les mêmes relations sont utilisés pour mesurer l’erreur d’approximation de la pression

p. L’influence du nombre de bases Nb et du pas ∆Re entre deux nombres de Reynolds

de l’échantillonnage sur la méthode NIMR a été testée pour Re = 160 et Re = 280 en

considérant 2 ≤ Nb ≤ 6 et 20 ≤ ∆Re ≤ 50. Les figures 4.5 et 4.6 indiquent que l’évolution

de l’erreur relative moyenne pour la vitesse et la pression ne suit pas de règle bien établi

en fonction de la variation de Nb et de ∆Re. Par conséquent, il est difficile d’affirmer

à partir de ces résultats quel est le choix optimal du nombre de bases Nb et du pas de

Reynolds ∆Re. Par la suite, nous prendrons Nb = 3 et ∆Re = 30.

Les nombres de Reynolds d’apprentissage seront donc ceux considérés au paragraphe

4.5.2, à savoir 90, 120, 150, 180, 210, 240, 270, 300, 330, 360, 390, 420 et 450. Pour

Recible = 195, les modes spatiaux de la vitesse et de pression obtenus par la méthode

NIMR sont comparés aux modes POD 4 sur les figures 4.7 et 4.8. On constate que les

modes NIMR reclassés sont très proches de ceux obtenus par la POD. Les matrices de

calibration permettent bien de reclasser les modes de la base interpolée selon l’ordre et

la contribution des modes POD. De même, les coefficients temporels obtenus par NIMR

sont quasi-identiques à ceux de la POD (voir les figures 4.9 et 4.10). Les coefficients aé-

rodynamiques obtenus par le modèle complet (FULL) , la méthode NIMR et la méthode

ITSGM/ROM 5 pour Recible = 195 sont tracés sur la figure 4.11. Une bonne concordance

des résultats obtenus par la méthode NIMR avec ceux obtenus par le modèle complet est

observée. Ceci est confirmé par les erreurs relatives moyennes répertoriées dans le tableau

4.1. En effet, la méthode NIMR permet d’obtenir une approximation très satisfaisante sur

la vitesse et la pression (0.47% d’erreur sur la vitesse 3.23% sur la pression).

Différents nombre de Reynolds 90 < Rei < 450 distincts des nombres de Reynolds

d’apprentissage ont été considérer par la suite afin de tester et valider l’approche NIMR.

Les coefficients aérodynamiques CD, CL,max, CL,rms, St sont tracés en fonction du nombre

4. POD désigne ici les au fonctions de base POD de référence calculées à partir des snapshots issus du
modèle complet pour le nombre de Reynolds cible Recible.

5. ITSGM/ROM est le modèle réduit interpolé obtenu par projection de Galerkin de l’équation du modèle
complet sur la base interpolé par ITSGM.
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de Reynolds sur la figure 4.12, et comparés aux résultats 6 issus du modèle complet et de

l’approche ITSGM/ROM. Une bonne concordance entre les résultats du modèle complet

et les résultats de la méthode NIMR est observée. L’erreur relative moyenne entre la

solution de référence et la solution obtenue par interpolation est représentée sur la figure

4.13. On constate que quel que soit le nombre de Reynolds considéré, l’erreur relative

moyenne de la méthode NIMR ne dépasse pas 1.5% pour la vitesse et 6% pour la pression.

Ces résultats sont satisfaisants : le modèle réduit obtenu par la méthode NIMR est capable

de reproduire avec pertinence un écoulement à un nombre de Reynolds différent de ceux

considérés dans la construction des écoulements d’apprentissage. Bien que la méthode

NIMR soit légèrement moins précise que la méthode ITSGM/ROM, elle est beaucoup

plus rapide en terme de temps de calcul. En effet, les temps de simulation réels des

méthodes ITSGM/ROM, NIMR et HNIMR répertoriés au tableau 4.2, montrent que la

méthode NIMR est environ 6 fois plus rapide que la méthode ITSGM/ROM. La version

hyper réduite HNIMR présente des gains encore plus importants en étant 30 fois plus

rapide que la méthode NIMR et 170 fois plus rapide que la méthode ITSGM/ROM. Cette

différence importante de temps de calcul entre l’approche intrusive ITSGM/ROM et les

approches non intrusives NIMR et HNIMR s’explique par le coût relativement élevé lié

au calcul des coefficients du modèle réduit obtenu par projection de Galerkin.

Méthode CD CL,max CL,rms St ε%
u ε%

p

POD 1.307 0.672 0.474 0.176 0.03426% 0.03631%
NIMR 1.301 0.675 0.480 0.175 0.47239% 3.23544%

ITSGM/ROM 1.304 0.694 0.474 0.176 0.11703% 0.36774%

Table 4.1 – Comparaison des coefficients aérodynamiques obtenus par les méthodes POD, ITSGM/ROM et
NIMR pour le nombre de Reynolds cible Recible = 195

ITSGM/ROM NIMR HNIMR
9.5 sec 1.51 sec 0.05 sec

Table 4.2 – Temps de calcul réels en utilisant les méthodes de réduction de modèle ITSGM/ROM, NIMR
et HNIMR pour la prédiction de l’écoulement autour d’un cylindre

6. Les résultats du coefficient de traînée moyen CD obtenus par modèle complet montrent qu’il y a un
comportement convexe de ce coefficient en fonction de la variation du nombre de Reynolds, avec un minimum
compris entre Re = 160 et Re = 230. Ce comportement a été déjà observé par Fabiane et al. [141].
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(a) mode 1

(b) mode 2

(c) mode 3

(d) mode 4

(e) mode 5

(f) mode 6

(g) mode 7

Figure 4.7 – Comparaison des modes de vitesse issues de la NIMR (gauche) avec les modes POD (droite)
pour Recible = 195.
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(a) mode 1

(b) mode 2

(c) mode 3

(d) mode 4

(e) mode 5

(f) mode 6

(g) mode 7

Figure 4.8 – Comparaison des modes de pression issues de la NIMR (gauche) avec les modes POD (droite)
pour Recible = 195.
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Figure 4.9 – Comparaison des coefficients temporels de vitesse obtenus par ITSGM/ROM et NIMR avec
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Figure 4.10 – Comparaison des coefficients temporels de pression obtenus par ITSGM/ROM et NIMR avec
les coefficients temporels POD pour le nombre de Reynolds cible Recible = 195.



4.6. Conclusion du chapitre 105

1.24

1.26

1.28

1.3

1.32

1.34

1.36

6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12

C
D

Temps

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

6.5 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12

C
L

Temps

FULL NIMR ITSGM/ROM

Figure 4.11 – Comparaison des coefficients CD et CL obtenues par les méthodes ITSGM/ROM et NIMR
avec les coefficients du modèle complet pour le nombre de Reynolds cible Recible = 195.

4.6 Conclusion du chapitre

Comme il a été déjà souligné au chapitre 3, en utilisant la méthode ITSGM pour l’inter-

polation des bases POD, la nécessité de recourir aux équations du modèle complet pour

reconstruire la dynamique temporelle met en évidence l’intrusivité de cette approche. En

effet, une fois que la base interpolée est calculée, la dynamique temporelle associée au

nouveau problème est obtenue en résolvant le système d’équations différentielles ordi-

naires, issu de la projection de Galerkin du modèle complet sur la base interpolée. Cette

approche de réduction de modèle est alors dite intrusive vu sa dépendance aux équations

du modèle complet. Il est alors impossible de reconstruire la dynamique temporelle du

problème sans avoir accès aux équations de base. Dans le but de contourner ce problème,

ce chapitre a été dédié à la construction de la nouvelle méthode d’interpolation non intru-

sive appelée NIMR (Non Intrusive Model Reduction) et sa variante HNIMR (Hyper Non

Intrusive Model Reduction). Cette méthode a été appliquée et validée sur le problème

de l’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre lorsque le nombre de Reynolds change.

Il s’ensuit que les résultats obtenus sont en accord avec les résultats du modèle complet

(d’erreur moyenne relative inférieure à 1.5% et 6% respectivement pour la vitesse et la

pression). L’approche s’avère également très rapide en temps de calcul. En effet, l’inter-

polation des bases réduites par la méthode NIMR se fait en moins de 2 secondes et en

moins de 0.05 secondes pour l’approche HNIMR. Dans le chapitre suivant, le potentiel

des approches de réduction de modèle non intrusive (NIMR et HNIMR), ainsi que des

approches intrusives du chapitre précédent (ITSGM, MPS et PGD) sera illustré sur les

problèmes de contrôle optimal réduit des équations de réaction diffusion, de Burgers et

de Navier-Stokes.
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5.1 Introduction

Le contrôle optimal et la réduction de modèle par POD ont été couplés dans plusieurs

applications de la physique dans le but de réduire le temps de calcul et les exigences

de stockage mémoire. Le contrôle optimal basé sur les équations adjointes d’un modèle

réduit (voir section 2.3.2) a notamment été utilisé en mécanique des fluides pour réduire

les instabilités qui apparaissent dans le sillage de l’écoulement autour d’un cylindre fixe

[142] ou en rotation [143] en agissant respectivement sur la vitesse d’entrée et sur la

vitesse de rotation du cylindre ; pour contrôler la taille de la zone de recirculation présente

en aval de l’écoulement dans une marche descente en agissant sur l’intensité d’un jet

auxiliaire [144, 145] ; pour contrôler l’écoulement autour d’un profil d’aile [146] [147] ;

pour contrôler l’écoulement dans une cavité entraînée différentiellement chauffée [148].

L’approche a également été appliquée pour le contrôle des équations paraboliques [149]

et des équations de Burgers [150, 151]. Ces différentes applications ont montré que le

contrôle par les modèles d’ordre réduit permet un gain significatif en temps de calcul ainsi

qu’en stockage mémoire. Cependant, la réduction du temps de calcul dépend fortement

de la qualité du modèle réduit et de sa capacité à prédire les directions de la descente

avec une précision suffisante. Pour améliorer l’approche du contrôle optimal par modèle

réduit, Leibfritz et al. [152] ont combiné la POD avec la NSDP (nonlinear semidefinite

programming) et la méthode des régions de confiance IPCTR (interior point constraint

trust region). Agarwal et al. [153] et Bergmann et al. [154, 96] s’appuient sur une technique

similaire, qui non seulement restreint le modèle réduit à sa région de validité, mais qui

fournit un algorithme robuste globalement convergeant.

L’objectif de ce chapitre est dans un premier temps de tester les méthodes ITSGM, PGD

et MPS dans l’algorithme de contrôle optimal basé sur l’équation adjointe réduite. Après

avoir décrit les modifications algorithmiques engendrées par la phase d’adaptation de

bases, la robustesse de l’approche est testée pour le contrôle optimal des équations de

réactions diffusion non linéaires et puis des équations de Burgers, et enfin l’écoulement

autour d’un cylindre régi par les équations de Navier-Stokes. La seconde partie concerne

le contrôle optimal en utilisant un algorithme génétique en conjonction avec les méthodes

de réduction de modèle non intrusives NIMR et HNIMR. La pertinence de l’approche en

terme de précision et de temps de calcul est évaluée pour le problème de contrôle optimal

de l’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre.

5.2 Contrôle optimal réduit avec adaptation de la base réduite

5.2.1 Algorithme de contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation

Le problème de contrôle optimal complet que l’on souhaite résoudre s’écrit

minJ (y, θ) sur (y, θ) ∈ V × K tel que N (y, θ) = 0 (5.1)
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où K un est ensemble convexe fermé de Z = R
dp et V = L2(0, T; H1(Ω)). Soit θ un

paramètre fixe, supposons que pour un paramètre de contrôle θ̃ voisin de θ la variable

d’état y(θ̃) est approximée dans le sous espace vectoriel de dimension q, engendré par

l’ensemble des fonctions de bases ϕθ = {ϕ1
θ , . . . , ϕ

q
θ}, soit :

y(t, x, θ̃) ≈ yq(t, x, θ̃) =
q

∑
k=1

αk(t, θ̃)ϕk
θ(x) (5.2)

Les coefficients temporels α̃(t, θ̃) = {α1(t, θ̃), . . . , αq(t, θ̃)} peuvent être déterminés en ré-

solvant le système d’équations différentiels obtenu par projection de Galerkin de l’équa-

tion des contraintes sur la base réduite ϕθ , soit
〈
N
(

q

∑
k=1

αk(t, θ̃)ϕk
θ(x), θ̃

)
, ϕi

θ(x)

〉

L2(Ω)

= 0, ∀i = 1, · · · , q

L’équation du modèle réduit ci dessus s’écrit de manière compacte comme suite

Nϕθ
(α̃, θ̃) = 0 (5.3)

Pour θ ∈ K fixé, on définit l’application

Fϕθ
: K −→ T

θ̃ −→ α̃

où T = L2(0, T) et α̃ est solution du modèle réduit Nϕθ
(α̃, θ̃) = 0. L’application Fϕθ

permet d’obtenir à partir de la base réduite ϕθ construite pour le paramètre θ, la solution

du modèle réduit pour tout paramètre θ̃ dans le voisinage de θ ∈ K. Cette solution est

donc obtenue par résolution du modèle réduit (5.3). En substituant (5.2) dans le problème

de contrôle optimal (5.1) et en utilisant l’expression des contraintes réduites (5.3), on peut

formuler le problème de contrôle optimal réduit suivant

minJϕθ
(α̃, θ̃) sur (α̃, θ̃) ∈ T × K (5.4)

tel que

α̃ = Fϕθ
(θ̃) c’est à dire Nϕθ

(α̃, θ̃) = 0 (5.5)

On rappelle que dans ce cas (voir section 2.4), la fonction de Lagrange associée à la

contrainte réduite (5.5) est définie par

Lϕθ
: T × Z× T −→ R

(α̃, θ̃, β) −→ L(α̃, θ̃, β) = Jϕθ
(α̃, θ̃) +

〈
β,Nϕθ

(α̃, θ̃)
〉
T

où β est un multiplicateur de Lagrange. Les conditions d’optimalités pour le problème

d’optimisation sous contrainte réduite (5.4)(5.5) sont données par

Nϕθ
(α̃, θ̃) = 0⇒ équation des contraintes réduite

∂α̃Nϕθ
(α̃, θ̃)

∗
β + ∂α̃Jϕθ

(α̃, θ̃) = 0⇒ équation adjointe (5.6)
〈

∂θ̃Jϕθ
(α̃, θ̃) + ∂θ̃Nϕθ

(α̃, θ̃)
∗
β, θ̄ − θ̃

〉
Z
≥ 0 ∀θ̄ ∈ K ⇒ inéquation du minimum de Jϕθ
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et les directions de descente sont évaluées par la relation suivante

dθ = −∂θ̃Lϕθ
(α̃, θ̃, β) = −∂θ̃Jϕθ

(α̃, θ̃)− ∂θ̃Nϕθ
(α̃, θ̃)

∗
β (5.7)

Les étapes de résolution de ce problème d’optimisation sont résumés dans l’algorithme

9. Contrairement à cette approche où la base réduite est supposée fixe, la stratégie dé-

veloppée avec phase d’adaptation de bases, consiste à résoudre une séquence de pro-

blèmes d’optimisation de type (5.4)(5.5) entrecoupée par une phase d’adaptation de la

base réduite. Autrement dit, pour un paramètre candidat θ(n) fourni par l’algorithme de

contrôle réduit à l’itération n, la base réduite ϕθ(n) est fixée et une solution θ
(n)
∞ du problème

(5.4)(5.5) associé est trouvée. Dans une seconde étape, la nouvelle base réduite ϕθ(n+1) est

mise à jour en utilisant la méthode ITSGM ou la méthode PGD de telle sorte qu’elle soit la

plus adaptée au paramètre convergé θ(n+1) = θ
(n)
∞ . Les étapes du controle optimal réduit

avec phase d’adaptation sont illustrées dans l’algorithme 16.

Algorithme 16 : Algorithme de contrôle optimal réduit avec adaptation de bases.

1 initialiser k = 0, et choisir θ(k) arbitraire;

2 résoudre le modèle réduit (5.5) −→ α̃(0);

3 prendre α̃(−1) = α̃(0);

4 while |Jϕ
θ(k)

(α̃(k), θ(k))−Jϕ
θ(k)

(α̃(k−1), θ(k−1))| ≥ ǫ|Jϕ
θ(k)

(αm
(k), θ(k))| do

5 initialiser l = 0, θ̃(l) = θ(k);

6 while |Jϕ
θ(k)

(α̃(l), θ̃(l))−Jϕ
θ(k)

(α̃(l−1), θ̃(l−1))| ≥ ǫr|Jϕ
θ(k)

(α̃(l), θ̃(l))| do

7 l ← l + 1;

8 pour θ̃ = θ̃(l−1), résoudre le modèle réduit (5.5) −→ α̃(l);

9 pour α̃ = α̃(l) et θ̃ = θ̃(l−1), résoudre le problème adjoint réduit (5.6)→ ξ
(l)
m ;

10 calculer la direction de descente d(l) par l’équation (5.7);

11 calculer le nouveau paramètre de contrôle par θ̃(l) = PK

(
θ̃(l−1) + σld(l)

)
tel

que σl > 0 est déterminé par la règle d’Armijo;

12 end

13 θ(k) ←− θ̃(l);

14 adapter la base ϕθ(k) pour le nouveau paramètre θ(k) en utilisant la méthode

ITSGM ou la méthode PGD;

15 k←− k + 1;

16 end

Dans le cas où la méthode PGD est choisie pour actualiser la base réduite (étape 14), un

seul enrichissement PGD à chaque itération est suffisant pour obtenir une précision satis-

faisante des directions de descente et par suite à assurer une convergence rapide de l’al-

gorithme de contrôle réduit. Après plusieurs itérations de l’algorithme de contrôle réduit,

la fonctionnelle et les paramètres de contrôle stagnent et l’algorithme 16 agit exactement

comme l’algorithme PGD classique [130]. En effet, dans ce cas les paramètres de contrôles
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sont fixes et faire une itération supplémentaire de l’algorithme de contrôle réduit revient

à faire un enrichissement PGD supplémentaire.

Les méthodes ITSGM et MPS sont des méthodes a posteriori car elles dépendent des snap-

shots préalablement calculés et stockés. La précision maximale des solutions obtenues en

utilisant ces méthodes est donc déterminée par le choix initial de la distribution des pa-

ramètres d’apprentissage, où les snapshots utilisés pour construire les bases POD sont

calculés. Dans une boucle de contrôle réduit, les méthodes MPS et ITSGM atteindront

leurs précision maximale après un certain nombre d’itérations. Au-delà de ces itérations,

les paramètres de contrôle ainsi que la fonctionnelle coût vont stagner, signifiant qu’un

contrôle optimal approximatif est atteint. Un moyen possible pour améliorer la précision

des résultats obtenus par les méthodes ITSGM et MPS est d’utiliser la méthode PGD

dans la phase d’adaptation lorsque les indices de stagnation des paramètres de contrôle

apparaissent. Dans ce qui suit, ces combinaisons de méthodes seront mentionnées sous

les acronymes ITSGM/PGD et MPS/PGD. Dans la suite de ce chapitre, ces méthodes

d’adaptation de bases réduites seront testées dans l’algorithme de contrôle optimal réduit

(Algo. 16) pour le contrôle optimal des équations de réaction-diffusion, des équations de

Burgers 1 et des équations de Navier-Stokes. Dans le cas où le contrôle est effectué pour

atteindre une solution cible u, la formule utilisée pour le calcul de l’erreur relative à l’issue

du contrôle entre la solution convergée u∞ et la solution cible est donnée par

εT
% = 100×

(∫ T

0
||u∞ − u||2L2(Ω) dt

) 1
2

(∫ T

0
||u||2L2(Ω) dt

) 1
2

5.2.2 Application au contrôle de l’équation de réaction-diffusion

a) Problème de contrôle optimal complet

Soient Ω ⊂ R
2 un domaine borné et Γ = ΓD ∪ ΓN sa frontière, le problème de réaction

diffusion étudié s’écrit




∂tu− ν∆u +
1
2

u2 = f in Ω×]0, T]

u = g on ΓD×]0, T]

∂nu = 0 on ΓN×]0, T]

u(0) = u0 in Ω.

(5.8)

où u0 ∈ L2(Ω) est une condition initiale et f ∈ L2(]0, T], L2(Ω)) désigne les forces exté-

rieurs appliqués sur le domaine Ω. le terme f est défini par la fonction Gaussienne de

1. Les résultats concernant le contrôle optimal réduit de l’équation de réaction-diffusion et l’équation de
Burgers ont fait l’objet de la publication [155].
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rayon σ̃ centrée au point (cx, cy) comme suit

f (t, x, y, cx, cy) = λ cos(
2π

T0
t) exp

(
− (x− cx)2 + (y− cy)2

2σ̃2

)
(5.9)

La fonction g des conditions aux limites de Dirichlet est donnée par l’expression

g(t, x) = η(t) cos(x2 + y2) (5.10)

Dans la suite, on s’intéresse aux paramètres de contrôle cx, cy, σ̃ et ν. Nous allons pré-

senter trois cas tests du contrôle réduit de l’équation de réaction-diffusion. Le premier

cas test consiste à agir sur cx et cy coordonnées du centre de la fonction Gaussienne du

terme source f . Dans le 2ème cas, le contrôle est effectué en faisant varier le coefficient de

diffusion ν et le rayon de la fonction Gaussienne σ̃. Finalement, dans le 3ème cas, tous ces

paramètres seront variés.

On considère le problème d’optimisation sous contraintes suivant

minJ (u, θ) sur (u, θ) ∈ V × K tel que u satisfait l’équation (5.8) (5.11)

où V = L2
(

0, T, H1
g,ΓD

(Ω)
)

et K ⊂ Z avec Z = R
dp . Pour κ > 0 un paramètre de régu-

larisation, et û la solution cible associée à un paramètre θ̂ ∈ K, on définit la fonctionnelle

objectif J : V × Z −→ R par

J (u, θ) =
1
2

∫ T

0

∫

Ωc

|u(T)− û(T)|2dxdt +
1
2

∫

Ωc

|u− û|2dx +
κ

2
|θ|2 (5.12)

où Ωc est le domaine de contrôle décrit dans la figure 5.1.

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Ω5

Ω6

Ω7

Ω8

Ω9

Ω10

Ω11

Ω12

Ω13

Ω14

Ω15

Ω16

Ω

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

x

y

Figure 5.1 – Domaine spatiale Ω et sous domaines Ωc =
16∪

i=1
Ωi sur lesquelles le contrôle est effectué.

b) Écriture du problème de contrôle optimal réduit

Supposons maintenant que u(θ) et û sont approximés dans deux sous espaces vectoriels

engendrés respectivement par les familles de vecteurs de base POD ϕ = {ϕ1, . . . , ϕq} et

ϕ̂ = {ϕ̂j, . . . , ϕ̂q̂}, soient :

u(t, x, θ) ≈
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x) û(x, t) ≈
q̂

∑
j=1

α̂j(t)ϕ̂j(x) (5.13)
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Le modèle réduit de l’équation de réaction-diffusion s’écrit




q

∑
j=1

Mij
dαj

dt
+ ν

q

∑
j=1

Rijα
j +

1
ǫ

q

∑
j=1

Bijα
j +

1
2

q

∑
j,k=1

Nijkαjαk = Fi +
1
ǫ

Gi

q

∑
j=1

Mijα
j(0) =

∫

Ω
u0 ϕ i dx

∀i = 1, · · · , q

(5.14)

où ǫ −→ 0 est le paramètre de pénalisation des conditions aux limites [95] (voir chapitre

2, sous section 2.3.2). Les coefficients du modèle réduit Mij, Rij, Bij, q, Nijk Fi et Gi issus

de la projection de Galerkin sont calculés comme suit

Mij =
∫

Ω
ϕ j ϕ i dx

Rij =
∫

Ω
∇ϕ j∇ϕ i dx

Nijk =
∫

Ω
ϕ j ϕk ϕ i dx

Bij =
∫

Γ
ϕ j ϕ i dσ

Fi =
∫

Ω
f ϕ i dx

Gi =
∫

Γ
gϕ i dσ

En utilisant le modèle d’ordre réduit (5.14), on dérive le modèle réduit adjoint associé

suivant 



q

∑
i=1

Mij
dβi

dt
− ν

q

∑
i=1

Rijβ
i −

q

∑
i,k=1

Nijkαkβi =
q

∑
i=1

Ijiα
i −

q̂

∑
i=1

Ljiα̂
i

q

∑
i=1

Mijβ
i(T) =

q̂

∑
i=1

Ljiα̂
i(T)−

q

∑
i=1

Ijiα
i(T)

∀j = 1, . . . , q

où Ikj sont les coefficients de la fonctionnelle coût réduite obtenus en injectant les ap-

proximations (5.13) dans la fonctionnelle objectif (5.12). Ces coefficients sont obtenus par

les identités suivantes

Ikj =
∫

Ωc

ϕk ϕj dx Lkl =
∫

Ωc

ϕk ϕ̂l dx

Finalement, en utilisant le problème adjoint réduit, on détermine les directions de descente

dans les directions des variables de contrôle cx, cy, ν et σ̃ comme suit

dcx = −
λ

σ̃2

q

∑
j=1

∫ T

0
cos

(
2π

T0
t
)

βjdt
∫

Ω
ϕj(x− cx) exp

(
− (x− cx)2 + (y− cy)2

2σ̃2

)
dx− κcx

dcy = −
λ

σ̃2

q

∑
j=1

∫ T

0
cos

(
2π

T0
t
)

βjdt
∫

Ω
ϕj(x− cy) exp

(
− (x− cx)2 + (y− cy)2

2σ̃2

)
dx− κcy

dσ̃ = −λ
q

∑
j=1

∫ T

0
cos

(
2π

T0
t
)

βjdt
∫

Ω

(x− cx)2 + (y− cy)2

σ̃3 exp

(
− (x− cx)2 + (y− cy)2

2σ̃2

)
φj(x)dx− κσ̃

dν = −
q

∑
i=1

q

∑
j=1

Rij

∫ T

0
αiβjdt− κν
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c) Test 1 : contrôle de θ = (cx, cy)

Pour ce cas test, l’équation de réaction-diffusion (5.8) est considérée en choisissant

ΓD = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 ∪ Γ4 et ΓN = ∅. Le coefficient de diffusion ν est choisi égal à 0.01,

η(t) = 1
3 , λ =

√
2, T0 = 2.5 et σ̃ = 0.15. Dans ce premier test, l’objectif est de contrôler

la solution u à l’intérieur du sous domaine Ωc en agissant, par l’intermédiaire du para-

mètre de contrôle θ = (cx, cy), sur le centre de la fonction Gaussienne (5.9). Pour la mise

en œuvre du contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation, 16 points uniformément

répartis dans le domaine K = Ω ont été considérés afin de construire un échantillonnage

Υθ du paramètre de contrôle θ (figure 5.2). Une base POD ϕθ de taille 6 pour chaque

paramètre θ ∈ Υθ est calculée en utilisant un ensemble de 400 snapshots uniformément

répartis sur l’intervalle ]0, T] avec T = 5. La réunion de tous ces snapshots paramétrés est

ensuite considérée pour la construction de la base MPS/POD (i.e., 1600 snapshots ont été

utilisés). Le modèle complet permettant d’avoir les snapshots a été résolu par éléments

finis (Fenics) sur un maillage non uniforme composé de 5511 degrés de liberté, où le pas

de temps considéré est δt = 0.005.

θ(0)

θ̂

0.2

0.2

0.4

0.4

0.6

0.6

0.8

0.8

Ω

Figure 5.2 – Distribution des paramètres de contrôles θ dans le domaine des solutions admissibles.

Soit û = u(θ̂) la solution du problème (5.8) construite pour le paramètre cible

θ̂ = (0.35, 0.65) que l’on souhaite atteindre par l’algorithme de contrôle optimal réduit En

prenant comme point de départ de l’algorithme de contrôle le paramètre θ(0) = (0.7, 0.3),

l’objectif est de retrouver le paramètre de contrôle cible θ̂ qui minimise la fonctionnelle

(5.12). Les solutions en trois instants associés aux paramètres initiaux et cible sont tracées

sur la figure 5.3. On constate clairement l’influence de θ sur la solution u(θ) qui apparaît

comme une excitation externe localement appliquée dans le domaine Ω.

Étant donné les notions locales sur lesquelles la méthode d’interpolation ITSGM est

fondée, et afin d’obtenir une bonne approximation par cette interpolation, il est préférable

de sélectionner uniquement les bases POD correspondants à des paramètres dans un voi-

sinage assez petit du paramètre cible. Ainsi dans notre cas, seulement les 4 bases POD

voisines sont considérées. On note également que pour la méthode MPS l’adaptation de

la base à chaque itération n’est pas nécessaire, car la base MPS/POD est par hypothèse

construite de façon qu’elle soit valide pour tous les paramètres dans Υθ .

La figure 5.4 montre pour chaque méthode utilisée dans le contrôle réduit l’évolution
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d) Test 2 : contrôle de θ = (ν, σ̃)

Considérons le problème d’optimisation où l’on souhaite contrôler la solution u à l’inté-

rieur du sous domaine Ωc en agissant cette fois-ci sur le coefficient de diffusion ν et sur le

rayon de la fonction Gaussienne du terme source σ̃. Le paramètre de contrôle dans ce cas

est noté θ = (ν, σ̃). Pour ce cas nous posons η(t) = cos(t), λ = 2
√

2, T0 = 2, cx = 0.55,

cy = 0.53, ΓD = Γ1 ∪ Γ3 et ΓN = Γ2 ∪ Γ4. Le modèle complet est résolu sur l’intervalle

temporel ]0, 5] par éléments finis en considérant un maillage non uniforme constitué de

33025 degrés de libertés 2 et un pas de temps δt = 10−4. Les points d’échantillonnage

de l’ensemble Υθ sur lequel les snapshots ont été calculés pour construire les bases POD

et MPS/POD sont représentées sur la figure 5.6. L’ensemble contenant les paramètres

admissibles est donné par

K =
{
(ν, σ) ∈ R

2
+∗ / 10−4

< ν < 1 et 0.05 < σ < 0.5
}

(5.15)

Soit θ(0) = (0.0045, 0.1) le paramètre de départ de l’algorithme de contrôle réduit 9, cher-

chons à retrouver par l’algorithme de contrôle réduit le paramètre cible θ̂ = (0.001, 0.35)

et la solution associée pour laquelle la fonctionnelle J est minimisée. Les figures 5.7 et 5.8

θ(0)

θ̂

0.0005 0.0015 0.0025 0.0035 0.0045

0.1

0.2

0.3

0.4

ν

σ̃

Figure 5.6 – Échantillonnage des paramètres de contrôles θ.

montrent que la stratégie du contrôle optimale réduit en utilisant les méthodes ITSGM,

PGD, MPS ou encore les variantes ITSGM/PGD, MPS/PGD, permet de retrouver le para-

mètre cible θ̂ en diminuant drastiquement le temps de calcul CPU. Le temps du contrôle

complet (FULL) a été divisé par 85 en utilisant la méthode PGD et 136 en utilisant la

méthode MPS/PGD (tableau 5.2). De plus, l’erreur relative entre la solution cible et la

solution à l’issue de l’algorithme de contrôle réduit, est petite (entre 2% et 5%).

e) Test 3 : contrôle de θ = (cx, cy, ν, σ̃)

Comme il a été souligné dans les deux tests ci-dessus, le contrôle optimal réduit en uti-

2. Le maillage dans ce cas d’étude est plus raffiné que celui du test 1 à cause de la dynamique importante
induite par les conditions aux limites de Neumann et les petites valeurs que peut avoir le coefficient de
diffusion.
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Le terme associé aux forces extérieures f s’écrit

f(x, y) =

√
2

2




cy − y

x− cx


G(x, y)

G est la fonction Gaussienne de rayon σ̃, centrée au point θ = (cx, cy) donnée par

G(x, y) = e
−
(x− cx)2 + (y− cy)2

2σ̃2

La condition initiale u0 est définie comme un champ de vecteurs à divergence nulle qui

tourne dans le sens opposé du champs de vecteurs du terme source, soit

u0(x, y) =


y− 0.5

0.5− x




On définit la fonctionnelle objectif comme suit

J (u, θ) =
1
2

∫ T

0

∫

Ω
|u− û|2dxdt +

1
2

∫

Ω
|u(T)− û(T)|2dx +

κ

2
|θ|2 (5.18)

où κ est un paramètre de régularisation et û une solution cible. L’objectif est donc de

contrôler les equations de Burgers en agissant sur le couple de paramètres (cx, cy) et d’at-

teindre les performances définies par la fonctionnelle objectif (5.18). Pour ce cas d’étude,

on choisit d = 1, T = 6, ν = 10−3 et σ̃ = 0.15. L’espace des solutions admissibles K ⊂ Ω

est donné par

K =
{
(cx, cy) ∈ R

2 / 0.25 < cx < 0.75; 0.25 < cy < 0.85
}

(5.19)

b) Écriture du problème de contrôle optimal réduit

Supposons que u(θ) et û sont approximées dans deux sous espaces vectoriels engendrés

respectivement par deux bases POD ϕ = {ϕ1, . . . , ϕq} et ϕ̂ = {ϕ̂j, . . . , ϕ̂q̂}, soit :

u(t, x, θ) ≈
q

∑
k=1

αk(t, θ)ϕk(x) û(x, t) ≈
q̂

∑
j=1

α̂j(t)ϕ̂j(x) (5.20)

• Le modèle d’ordre réduit issu de la projection de Galerkin de l’équation (5.17) sur la

base POD ϕ s’écrit




q

∑
j=1

Mij
dαj

dt
+ ν

q

∑
j=1

Rijα
j +

q

∑
j,k=1

Cijkαjαk = Fi, ∀i ∈ 1, · · · , q

q

∑
j=1

Mijα
j(0) =

〈
u0, ϕi

〉
L2(Ω)

, ∀i ∈ 1, · · · , q

(5.21)

où F(u) et les matrices réduites M, R et C sont obtenus comme suit

M
(u)
ij =

∫

Ω
ϕi

u ϕ
j
u dx R

(u)
ij =

∫

Ω
∇ϕi

u : ∇ϕ
j
u dx

C
(u)
ijk =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ϕi
u dx F

(u)
i =

∫

Ω
f ϕi

u dx
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• Le problème adjoint réduit associé aux équations d’état réduites 5.21 est donné par




q

∑
i=1

Mij
dβi

dt
− ν

q

∑
i=1

Rijβ
i −

q

∑
i,k=1

(
Cijk + Cikj

)
αkβi =

q

∑
i=1

Ijiα
i −

r

∑
i=1

Ljiα̂
i, ∀j ∈ 1, · · · , q

q

∑
i=1

Mijβ
i(T) =

q

∑
i=1

Ljiα̂
i(T)−

q̂

∑
i=1

Ijiα
i(T), ∀j ∈ 1, · · · , q

(5.22)

où Ikj sont les coefficients de la fonctionnelle coût réduite obtenus en injectant les ap-

proximations (5.20) dans la fonctionnelle objectif (5.18). Ces coefficients sont obtenus par

les identités suivantes

Ikj =
∫

Ωc

ϕk ϕj dx Lkl =
∫

Ωc

ϕk ϕ̂l dx

• Les directions de descente suivant les variables de contrôle cx, cy sont finalement calcu-

lées par les relations

dcx = −
√

2
2

q

∑
j=1

∫ T

0
βjdt

∫

Ω
ϕj x− cx

σ̃2




cy − y

x− cx − 1


G(x, y)dx− κcx

dcy = −
√

2
2

q

∑
j=1

∫ T

0
βjdt

∫

Ω
ϕj x− cy

σ̃2




cy − y + 1

x− cx


G(x, y)dx− κcy

c) Application

Partant d’un paramètre initial (cinit
x , cinit

y ) = (0.45, 0.75), le but est d’appliquer la straté-

gie du contrôle optimal réduit (Algo. 16) afin de retrouver le paramètre cible (θ̂x, θ̂y) =

(0.63, 0.52) pour lequel û vérifie l’équation (5.17). Les lignes de courant des solutions ini-

tiale et cible sont tracées en trois instants t = T/3, t = 2T/3 et T sur la figure 5.12. Cette

figure montre que la zone de recirculation initialement centrée au point (cx, cy) = (0.5, 0.5)

forcée par la condition initiale, est transportée au cours du temps à l’endroit où les forces

extérieures sont appliquées.

L’étape offline du contrôle optimal réduit en utilisant les méthodes ITSGM et MPS exige de

supposer un échantillonnage de paramètres de contrôle. Pour ce cas d’étude, les l’échan-

tillonnage des paramètres est considérés sur la grille construite en choisissant les valeurs

0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 pour cx et les mêmes point pour cy. Le modèle complet est

ensuite résolu pour chaque couple de paramètres (cx, cy) en utilisant la méthode des élé-

ments finis (avec le pas de temps δt = 0.002) et les solutions en 500 instants uniformément

répartis sur ]0, T] sont stockées. En utilisant ces données les bases POD pour chaque pa-

ramètre ainsi que la base MPS/POD sont créées. Comme pour l’exemple précédent du

contrôle de l’équation de réaction-diffusion, seules les bases associées aux 4 paramètres

voisins seront considérées dans l’interpolation ITSGM. Les figures 5.13 et 5.14 montrent

l’évolution de la fonctionnelle et des paramètres de contrôle en fonction des itérations de
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(a) uinit(T/3) (b) uinit(2T/3) (c) uinit(T)

(d) û(T/3) (e) û(2T/3) (f) û(T)
Figure 5.12 – Lignes de courant de la solution cible associée au paramètre (θ̂x, θ̂y) = (0.63, 0.52) (dessous)
et de la solution d’état associé au paramètre first-guess du contrôle optimal (cinit

x , cinit
y ) = (0.45, 0.75)

(dessus).
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l’algorithme de contrôle. Les erreurs relatives à l’issu du contrôle sont répertoriées dans

le tableau 5.4. On constate que cette erreur est de 5.45% en utilisant la MPS, 5.17% en

utilisant la ITSGM et 5.22% en utilisant la PGD.
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Figure 5.13 – Évolution de la fonctionnelle J .
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Figure 5.14 – Évolution des paramètres de contrôles par rapport aux itérations de l’algorithme de contrôle.

Method/iteration T f ull/T method
online θ(∞) J (θ(∞)) εT

%

Full (iter. 11) 1 (0.630, 0.520) 1.98× 10−9 10−4%

ITSGM (iter. 10) 351 (0.638, 0.526) 3.3× 10−4 5.17%

MPS (iter. 6) 754 (0.633, 0.524) 4.1× 10−4 5.45%

PGD (iter. 15) 93 (0.635, 0.517) 3.2× 10−4 5.22%

ITSGM/PGD (iter. 15) 90 (0.631, 0.521) 3.3× 10−5 1.53%

MPS/PGD (iter. 15) 89 (0.629, 0.522) 1.8× 10−4 3.90%

Table 5.4 – Rapport de temps CPU entre le contrôle optimal classique et le contrôle optimal réduit avec phase
d’adaptation, paramètre de contrôle convergé θ(∞), valeurs des fonctionnelles et pourcentages de d’erreurs de
reconstruction entre la solution cible û et la solution u(θ(∞)) obtenues à l’issue de l’algorithme de contrôle.

La précision maximale des méthodes MPS, ITSGM et PGD dans l’algorithme de

contrôle optimal est atteinte respectivement aux itérations 6, 10 et 15. Le contrôle réduit



128 Chapitre 5. Contrôle optimal basé sur des modèles réduits adaptatifs

avec la MPS est le plus rapide, suivi par le contrôle réduit par la ITSGM et la PGD. Le

temps CPU estimé pour le contrôle optimal réduit représente 0.13% en utilisant la MPS,

0.28% en utilisant la ITSGM et 1% en utilisant la PGD, du temps nécessaire en utilisant

l’approche de contrôle optimale classique. Afin d’améliorer les résultats obtenus par la

MPS et la ITSGM à l’issu du contrôle, un couplage avec la PGD est mis en œuvre à partir

du moment où la fonctionnelle objectif stagne ( 6ème itération pour la MPS et 10ème ité-

ration pour la ITSGM). En observant les résultats de la fonctionnelle sur la figure 5.13, il

est clair que la PGD apporte une amélioration sur la solution en forçant la fonctionnelle

à décroître davantage. Un comportement différent sur la fonctionnelle du contrôle opti-

mal réduit en utilisant la méthode PGD et les variantes PGD/ITSGM et PGD/MPS est

observé.

5.2.4 Application au contrôle de l’équation de Navier-Stokes

a) Position du problème

Dans cette partie, on s’intéresse au contrôle optimal de l’écoulement autour d’un cylindre

pour des nombres de Reynolds 90 ≤ Re ≤ 450. On rappelle (voir section 4.5) que le

problème est gouverné par les équations de Navier-Stokes suivantes




∂tu−
1

Re
∆u + u · ∇u +∇p = 0 dans Ω× [0, T[

∇ · u = 0 dans Ω× [0, T[

u = u∞ sur Γin × [0, T[

u = 0 sur Γcylindre × [0, T[

u2 = 0 sur Γnoslip × [0, T[

∂nu1 = 0 sur Γnoslip × [0, T[

− 1
Re

∂nu + pn = 0 sur Γout × [0, T[

u(0) = u0 dans Ω

(5.23)

Considérons une fonctionnelle objectif J (u, Re) définie de manière à atteindre des per-

formances données. Le but du problème de contrôle optimal est de chercher le nombre

de Reynolds Recible pour lequel la fonctionnelle objectif J est minimisée et tel que u

soit solution de l’équation de Navier-Stokes (5.23). L’objectif est d’appliquer la méthode

ITSGM/ROM dans la stratégie du contrôle optimal réduit adaptatif décrite par l’algo-

rithme 16. On rappelle que les variables de vitesse et de pression u et p sont décomposées

comme suit 



u(t, x) = u(x) + ũ(t, x)

p(t, x) = p(x) + p̃(t, x)

u = u∞, sur Γin

où u et p sont respectivement la vitesse et la pression moyennes calculées en considérant

la moyenne des snapshots pour tous les nombres de Reynolds d’apprentissage Re =
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{90, 120, 150, 180, . . . , 450}. Le champs fluctuant de vitesse ũ et la pression fluctuante p̃

sont par la suite approximés dans deux sous-espaces vectoriels de dimension finie qu

et qp, engendrés respectivement par deux bases réduites ϕu = {ϕ1
u, . . . , ϕ

qu
u } et ϕp =

{ϕ1
p, . . . , ϕ

qp
p }, soit :

ũ ≈
qu

∑
i=1

αi
u ϕi

u p̃ ≈
qp

∑
i=1

αi
p ϕi

p (5.24)

En injectant ces expressions dans l’équation (5.23), puis en annulant la projection de Ga-

lerkin du résidu sur les foncions de base ϕi
u et sur le gradient des fonctions de base ϕl

p, le

modèle réduit s’écrit




qu

∑
j=1

M
(u)
ij

dα
j
u

dt
+

qu

∑
j=1

[
1

Re
R
(u)
ij + C

(u)
ij

]
α

j
u +

qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(u)
ijk α

j
uαk

u +
qp

∑
l=1

K
(u)
il αl

p = F̃
(u)
i ,

qu

∑
j=1

M
(p)
mj

dα
j
u

dt
+

qu

∑
j=1

[
1

Re
R
(p)
mj + C

(p)
mj

]
α

j
u +

qu

∑
j=1

qu

∑
k=1

C
(p)
mjkα

j
uαk

u +
qp

∑
l=1

K
(p)
ml αl

p = F̃
(p)
m

qu

∑
j=1

M
(u)
ij α

j
u(0) =

∫

Ω
u0 ϕi

u dx

∀i = 1, · · · , qu, ∀m = 1, · · · , qp

(5.25)

où

M
(u)
ij =

∫

Ω
ϕ

j
u ϕi

u dx R
(u)
ij =

∫

Ω
∇ϕ

j
u : ∇ϕi

u dx K
(u)
il =

∫

Γ
ϕl

p ϕi
u · n dσ

C
(u)
ij =

∫

Ω
(u · ∇)ϕ

j
u · ϕi

u dx +
∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)u · ϕi

u dx

C
(u)
ijk =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ϕi
u dx F̃

(u)
i =

∫

Ω

(
1

Re
∆u− u · ∇u−∇p

)
ϕi

u dx

M
(p)
mj =

∫

Ω
ϕ

j
u∇ϕm

p dx R
(p)
mj = −

∫

Ω
∆ϕ

j
u : ∇ϕm

p dx K
(p)
ml =

∫

Ω
∇ϕl

p∇ϕm
p dx

C
(u)
mj =

∫

Ω
(u · ∇)ϕ

j
u · ∇ϕm

p dx +
∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)u · ∇ϕm

p dx

C
(p)
mjk =

∫

Ω
(ϕ

j
u · ∇)ϕk

u · ∇ϕm
p dx F̃

(p)
m =

∫

Ω

(
1

Re
∆u− u · ∇u−∇p

)
∇ϕm

p dx

Le problème réduit a été rappelé ici car les différents coefficients vont intervenir dans

l’expression du problème adjoint et l’expression du gradient de la fonctionnelle.

b) Test 1 : contrôle optimal pour atteindre une vitesse cible

• Soit û un champ de vitesse cible tel que û est approximée dans le sous espace vectoriel

de dimension q̂ engendré par les q̂ premiers modes de la base POD associée. On écrit donc

û(x, t) ≈
q̂

∑
j=1

α̂j(t)ϕ̂j(x)

Dans cette partie, on souhaite minimiser par rapport au nombre de Reynolds la fonction-

nelle objectif suivante

J (u, Re) =
1
2

∫ T

0

∫

Ω
|u− û|2dxdt +

1
2

∫

Ω
|u(T)− û(T)|2dx +

κ

2
Re2 (5.26)
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• Le calcul des directions de descente est effectué en utilisant les équations adjointes ob-

tenues par la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Les équations adjointes réduites

s’écrivent dans ce cas




qu

∑
i=1

M
(u)
ij

dβi
u

dt
−

qu

∑
i=1

[
1

Re
R
(u)
ij + C

(u)
ij

]
βi

u −
qu

∑
i=1

qu

∑
k=1

[
C
(u)
ijk + C

(u)
ikj

]
αkβi

u +
qu

∑
m=1

M
(p)
mj

dβm
p

dt

−
qu

∑
m=1

[
1

Re
R
(p)
mj + C

(p)
mj

]
βm

p −
qp

∑
m=1

qu

∑
k=1

[
C
(p)
mjk + C

(p)
mkj

]
αk

uβm
p =

q

∑
i=1

Ijiα
i −

r

∑
i=1

Ljiα̂
i

qu

∑
i=1

K
(u)
il βi

u +
qp

∑
m=1

K
(u)
ml βm

p = 0

qu

∑
j=1

M
(u)
ij βi

u(T) +
qp

∑
m=1

M
(p)
ml βm

p (T) =
q

∑
i=1

Ljiα̂
i(T)−

q̂

∑
i=1

Ijiα
i(T)

∀j = 1, · · · , qu, ∀l = 1, · · · , qp

(5.27)

où
Ikj =

∫

Ω
ϕk ϕj dx Lkl =

∫

Ω
ϕk ϕ̂l dx

En utilisant les équations adjointes réduites, la direction de descente est calculée comme

suit

dRe =
1

Re2

q

∑
i=1

q

∑
j=1

Rij

∫ T

0
αiβjdt− 1

Re2

q

∑
i=1

∫

Ω
∆uϕi

u dx
∫ T

0
βjdt− κRe (5.28)

• Dans la suite, on considère deux champs de vitesse cibles û construits pour Recible = 170

puis Recible = 280. Pour chaque û deux conditions de démarrage de l’algorithme de

contrôle réduit ont été considérées. Dans ce cas, le modèle réduit obtenu par l’adaptation

des bases réduites en utilisant les méthodes d’interpolation classiques (Lagrange et RBF),

l’approche MPS ou la méthode PGD ne parvient pas à reproduire la dynamique tem-

porelle du problème pour un nombre de Reynolds cible. Par conséquent, ces méthodes

échouent dans le contrôle optimal réduit. La méthode ITSGM par contre permet une

bonne prédiction de l’écoulement et une convergence rapide de l’algorithme de contrôle

réduit. Ainsi, pour Recible = 170, en partant de Reinit = 150 ou de Reinit = 210, l’algo-

rithme de contrôle réduit converge respectivement en 8 et 10 itérations (voir figure 5.15

et tableau 5.5). De même, pour Recible = 280, en partant de Reinit = 240 et Reinit = 340

l’algorithme de contrôle réduit converge respectivement en 12 et 14 itérations (voir figure

5.16 et tableau 5.5).

Reinit itération Temps CPU Re∞ J (Re∞)

150 8 1 min 48 sec 170.73 2.01× 10−5

210 10 2 min 10 sec 170.71 2.04× 10−5

Table 5.5 – Temps CPU du contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, paramètre de contrôle
convergé Re∞ et valeur de la fonctionnelle à l’issue de l’algorithme de contrôle pour Recible = 170.
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Figure 5.15 – Évolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Recible = 170.

Reinit itération Temps CPU Re∞ J (Re∞)

240 12 2.7 min 24 sec 280.41 5.25× 10−5

340 14 3.2 min 12 sec 280.52 4.51× 10−5

Table 5.6 – Temps CPU du contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, paramètre de contrôle
convergé Re∞ et valeur de la fonctionnelle à l’issue de l’algorithme de contrôle pour Recible = 280.
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Figure 5.16 – Évolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Recible = 280.
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c) Test 2 : contrôle optimal pour atteindre un coefficient CL,rms cible

• On rappelle que le coefficient de portance adimensionnel CL est donné par

CL = 2
∫

Γcylindre

(
1

Re
(∇u +∇Tu)− pI

)
· n dσ ey

Dans cet exemple, la fonctionnelle objectif d’intérêt est définie par

J (u, p, Re) =
1
2

(
CL,rms − ĈL,rms

)2
+

κ

2
Re2 (5.29)

telle que

CL,rms =

√
1
T

∫ T

0
C2

L dt (5.30)

En utilisant les représentations réduites de ũ et p̃ (5.24), le coefficient CL peut être ap-

proximé par

CL ≈ C′L =

(
1

Re

qu

∑
j=1

Z
j
Lα

j
u −

qp

∑
l=1

W l
Lαl

p

)
+

1
Re

ZL −W L (5.31)

où

Z
j
L =

∫

Γcylindre

(∇ϕ
j
u +∇T ϕ

j
u) · n dσ ey W l

L =
∫

Γcylindre

ϕl
p I · n dσ ey

ZL =
∫

Γcylindre

(∇u +∇Tu) · n dσ ey W L =
∫

Γcylindre

pI · n dσ ey

d’où

CL,rms ≈ C′L,rms =

√
1
T

∫ T

0
C
′2
L dt (5.32)

La fonctionnelle objectif réduite s’écrit donc

Jϕ(αu, αp, Re) =
1
2

(
C′L,rms − ĈL,rms

)2
+

κ

2
Re2 (5.33)

• Le problème adjoint réduit associé au problème de contrôle optimal étudié est donné

par les équations





qu

∑
i=1

M
(u)
ij

dβi
u

dt
−

qu

∑
i=1

[
1

Re
R
(u)
ij + C

(u)
ij

]
βi

u −
qu

∑
i=1

qu

∑
k=1

[
C
(u)
ijk + C

(u)
ikj

]
αkβi

u +
qu

∑
m=1

M
(p)
mj

dβm
p

dt

−
qu

∑
m=1

[
1

Re
R
(p)
mj + C

(p)
mj

]
βm

p −
qp

∑
m=1

qu

∑
k=1

[
C
(p)
mjk + C

(p)
mkj

]
αk

uβm
p =

C′L(C
′
L,rms − ĈL,rms)

TReC′L,rms
Z

j
L

qu

∑
i=1

K
(u)
il βi

u +
qp

∑
m=1

K
(u)
ml βm

p = −C′L(C
′
L,rms − ĈL,rms)

TC′L,rms
W l

L

qu

∑
j=1

M
(u)
ij βi

u(T) +
qp

∑
m=1

M
(p)
ml βm

p (T) = 0

∀j = 1, · · · , qu, ∀l = 1, · · · , qp

(5.34)
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• En utilisant ces équations, les directions de descente sont finalement calculées par les

relations suivantes

dRe =
C′L(C

′
L,rms − ĈL,rms)

TRe2C′L,rms

(
qu

∑
j=1

Z
j
L

T

∫ T

0
α

j
u dt + ZL

)
+

1
Re2

qu

∑
i=1

qu

∑
j=1

R
(u)
ij

∫ T

0
αiβjdt

+
1

Re2

qu

∑
l=1

qp

∑
j=1

R
(p)
l j

∫ T

0
αl βl

pdt +
1

Re2

qu

∑
i=1

∫

Ω
∆uϕi

u dx
∫ T

0
βidt

+
1

Re2

qu

∑
l=1

∫

Ω
∆u∇ϕl

p dx
∫ T

0
βi

pdt− κRe

• L’objectif est de tester encore une fois la robustesse du contrôle optimal réduit en uti-

lisant la méthode ITSGM. Deux coefficients de portance cibles ĈL,rms correspondants à

Recible = 130 et Recible = 190 on été considérés. Pour chaque ĈL,rms, deux conditions de dé-

marrage de l’algorithme de contrôle réduit ont été choisies. Pour Recible = 130, en partant

de Reinit = 90 ou de Reinit = 220, l’algorithme de contrôle réduit converge respectivement

en 13 et 18 itérations (voir figure 5.17 et tableau 5.7). De même, pour Recible = 190, en

partant de Reinit = 140 et Reinit = 230 l’algorithme de contrôle réduit converge respective-

ment en 17 et 15 itérations (voir figure 5.18 et tableau 5.8).

Reinit itération Temps CPU Re∞ J (Re∞)

90 13 5 min 24 sec 129.01 3.63× 10−7

220 18 6 min 42 sec 129.76 1.17× 10−7

Table 5.7 – Temps CPU du contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, paramètre de contrôle
convergé Re∞ et valeur de la fonctionnelle à l’issue de l’algorithme de contrôle pour Recible = 130.

Reinit itération Temps CPU Re∞ J (Re∞)

140 17 5 min 12 sec 189.35 4.97× 10−7

230 15 9 min 12 sec 190.19 4.31× 10−7

Table 5.8 – Temps CPU du contrôle optimal réduit avec phase d’adaptation ITSGM, paramètre de contrôle
convergé Re∞ et valeur de la fonctionnelle à l’issue de l’algorithme de contrôle pour Recible = 190.
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Figure 5.17 – Évolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Recible = 130.
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Figure 5.18 – Évolution de la fonctionnelle et du nombre de Reynolds pour Recible = 190.

Les résultats obtenus par l’approche du contrôle réduit en utilisant la méthode ITSGM

dans la phase d’adaptation de bases sont donc satisfaisants et permettent des temps de

calcul réduit. En effet, un temps réel de 5min en moyenne est suffisant pour atteindre un

contrôle optimal d’une précision satisfaisante.

5.3 Contrôle optimal réduit en utilisant les algorithmes géné-

tiques

5.3.1 Principe des algorithmes génétiques

L’algorithme de contrôle optimal réduit basé sur l’équation adjointe nécessite, pour le

calcul des directions de descente, d’avoir recours aux équations du phénomène étudié.

Cette approche est donc intruisive et ne peut donc pas être couplée avec les méthodes

NIMR et HNIMR qui sont par construction non intrusives afin de pouvoir appliquer ces

méthodes. Il est donc nécessaire d’utiliser des approches de contrôle optimal alternatives

à caractère non intrusif afin de pouvoir appliquer ces méthodes. Une approche possible

consiste à utiliser les algorithmes génétiques formellement introduit dans les années

70 par John Holland à l’université de Michigan [156]. Les algorithmes génétiques sont

des algorithmes d’optimisation stochastiques fondés sur les mécanismes de la sélection

naturelle et de la génétique. Leur principe est simple. On part d’une population initiale

arbitrairement choisie, dont les membres sont des individus qui représentent des solu-

tions potentielles du problème d’optimisation que l’on souhaite résoudre. La population

initiale est définie comme un ensemble de N individus. Chaque individu est représenté

par un ou plusieurs chromosomes et chaque chromosome comprend un nombre de gènes

égal aux nombre de variables à optimiser. Pour simplifier, on se restreint au cas où les

individus sont eux mêmes les chromosomes. L’algorithme génétique consiste à sélection-

ner des sous ensembles (généralement des paires) d’individus, appelés parents, pour les

combiner et produire de nouveaux individus appelés enfants. Les règles de combinaison

pour donner des enfants sont basées sur la notion génétique de croisement qui consiste
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le gène qui lui correspond. Dans le cas du codage binaire, les valeurs des bits sélectionnés

au hasard sont basculés, et pour l’encodage de nombres réels la modification peut être

effectuée en remplaçant (avec une probabilité donnée) la valeur d’un gène avec un nombre

tiré d’une distribution normale.

c) Évaluation de la fonction fitness

Après l’application des opérateurs génétiques, une nouvelle génération d’individus est

créée. Pour chaque individu de la population actuelle la fonction "fitness" est évaluée.

L’algorithme de sélection utilisé ici suppose que les valeurs élevées de la fonction "fitness"

sont directement liées aux meilleures solutions. Dans ce manuscrit, la fonction "fitness"

correspond à l’inverse de la fonctionnelle objectif à minimiser.

d) Sélection

La dernière étape est la sélection des individus les plus aptes à d’autres modifications.

Nous rappelons ci-après quelques algorithmes de sélection [157, 158] :

• Sélection par la roulette :

Pour chaque individu, la valeur de la fonction "fitness" est normalisée en la divisant par

la somme des valeurs de fitness de tous les individus de la population, de sorte que la

somme des valeurs de fitness pour la population totale soit égale à 1. La part de la rou-

lette (figure 5.21) correspondante à chaque individu est donc proportionnelle à la valeur

normalisée de sa fonction fitness. Dans l’étape qui suit, un nombre réel aléatoire entre 0

et 1 est choisi, et l’individu dont la valeur de fitness normalisée cumulée est supérieure à

cette valeur aléatoire sera sélectionné pour la reproduction. Le nombre de rotations de la

roulette est égal à la taille de la population. Comme on peut le voir à partir de la façon

dont la roue est divisée, chaque fois que la roue s’arrête, il y a une forte probabilité que

les individus ayant une fitness élevée soient sélectionnés pour l’accouplement dans la

prochaine génération.

• Sélection par troncature :

La sélection par troncature est la stratégie de sélection la plus simple. Cette sélection

consiste à retenir une partie de la population qui contient uniquement les individus les

plus performants. Ces individus sont dupliqués jusqu’à atteindre la taille de population

initiale. Par exemple, nous pourrions choisir les 25% des individus les plus aptes parmi

une population de 100 individus. Dans ce cas, nous créerions quatre copies de 25 can-

didats les plus aptes afin de maintenir une population de 100 personnes. Il s’agit d’une

stratégie de sélection facile à mettre en œuvre, mais elle peut entraîner une convergence

prématurée lorsque des candidats moins aptes sont éliminés sans avoir la possibilité

d’évoluer vers quelque chose de mieux. Néanmoins, la sélection par troncature s’avère

être une stratégie efficace pour certains problèmes.
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a) Test 1 : contrôle optimal pour atteindre une vitesse cible

Soit la fonctionnelle objectif légèrement modifiée suivante

J (u, Re) =
∫ T2

T1

∫

Ω
|u(t, x, Re)− û(t, x)|2dxdt

où u est la vitesse solution des équations de Navier-Stokes (5.23), û une vitesse cible don-

née et [T1, T2] l’intervalle temporelle 3 sur lequel les bases POD de l’échantillonnage ont

été calculées. On rappelle que nous cherchons le nombre de Reynolds optimal qui mini-

mise la fonctionnelle ci-dessus sous la contrainte des équations de Navier-Stokes régissant

le problème d’écoulement autour d’un cylindre.

Comme les méthodes NIMR et HNIMR peuvent donner une solution approximée dépha-

sée de la solution de référence, nous introduisons une variable d’optimisation supplé-

mentaire δ caractérisant le déphasage dans le problème d’optimisation sous contrainte. La

fonctionnelle à minimiser devient donc

J (u, Re, δ) =
∫ T2

T1

∫

Ω
|u(t + δ, x, Re)− û(t, x)|2dxdt

Dans l’algorithme génétique, les méthodes NIMR et HNIMR sont utilisées pour évaluer

la fonction "fitness" qui correspond dans notre cas à l’inverse de la fonctionnelle objectif.

Une population initiale de taille 100 a été aléatoirement générée telle que le déphasage δ

et le nombre de Reynolds Re varient dans l’espace des contrôles admissibles K donné par

K = {(Re, δ) ∈ R+ ×R, 100 ≤ Re ≤ 300 et − 0.3 ≤ δ ≤ 0.3}

L’évolution des populations par rapport aux itérations de l’algorithme génétique est repré-

sentée sur les figures 5.22, 5.23 et 5.24 pour les nombres de Reynolds cibles Recible = 130,

Recible = 195 et Recible = 260. Les points en bleu représentent la population initiale et les

points en rouge sont les individus sélectionnés à chaque génération. On constate que le

contrôle optimal réduit en utilisant l’algorithme génétique couplé avec la méthode NIMR

ou sa variante HNIMR permet bien de retrouver une solution optimale. Ces approches

permettent de réduire drastiquement le temps de calcul CPU en comparaison avec le

temps CPU nécessaire pour l’approche du contrôle optimal usuelle. En effet avec le même

nombre de génération (9 générations) les équations de de Navier-Stokes et leurs équa-

tions adjointes doivent être résolus 900 fois (temps estimé à plusieurs jours sur 1 CPU).

Le temps de calcul nécessaire pour évaluer une population de taille 100 en utilisant la

méthode NIMR demande uniquement 4 minutes. Comme l’algorithme est convergé en

9 générations, le temps CPU est seulement d’une trentaine de minutes pour la NIMR

et d’une trentaine de secondes pour la HNIMR. Pour la même population, ce temps de

calcul est réduit à 4 secondes en utilisant la version hyper réduite HNIMR. Les résultats

de 9ème génération de l’algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR sont réper-

toriés dans le tableau 5.9. Les paramètres de contrôle obtenues sont en bon accord avec

3. On rappel que l’intervalle correspond à 8 périodes du détachement tourbillonnaire de l’écoulent.
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les paramètres recherchés et les temps de calcul sont drastiquement réduits. Ces résultats

sont satisfaisants et prouvent la robustesse des méthodes de réduction de modèle non

intrusive NIMR et HNIMR dans l’algorithme génétique. Comme les méthodes NIMR et

HNIMR donnent des résultats équivalents et que la méthode HNIMR est plus perfor-

mante en temps de calcul, les résultats de l’exemple ci après seront traités uniquement

avec la méthode HNIMR.

Méthode Recible Temps CPU (Re, δ) J (Re, δ)

130 38 sec (130.89, 0.14) 8.9× 10−4

HNIMR 195 37 sec (193.65, 0.12) 7.19× 10−4

260 38 sec (262.38,−0.04) 1.02× 10−4

Table 5.9 – Temps CPU, paramètre de contrôle et valeur de la fonctionnelle associés à l’individu dominant
de la génération 9 de l’algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR.
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Figure 5.22 – Évolution des générations pour Recible = 130.

b) Test 2 : contrôle optimal pour atteindre un coefficient CL,rms cible

La fonctionnelle objectif étudiée ici est donnée par

J (u, p, Re) =
(
CL,rms − ĈL,rms

)2
(5.35)

telle que

CL,rms =

√
1

T2 − T1

∫ T2

T1

CL dt

On s’intéresse au problème de minimisation de la fonctionnelle (5.35) dont l’objectif est

de trouver le nombre de Reynolds qui permet au coefficient CL,rms d’atteindre la valeur



5.3. Contrôle optimal réduit en utilisant les algorithmes génétiques 141

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 1

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 2

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 3

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 5

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 7

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

120 140 160 180 200 220 240 260 280 300

Generation 9

Figure 5.23 – Évolution des générations pour Recible = 195.
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Figure 5.24 – Évolution des générations pour Recible = 260.
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cible ĈL,rms. L’algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR est donc appliquée

pour résoudre ce problème. Une population initiale de taille 60 a été aléatoirement géné-

rée dans l’espace des contrôle admissibles 100 ≤ Re ≤ 300. Par la suite, trois coefficients

de portance cibles ĈL,rms correspondant à Recible = 135, Recible = 165 et 225 ont été consi-

dérés. L’évolution de la fonctionnelle moyenne pour ces trois cas est représentée sur les

figures (5.25), (5.26) et (5.27). On constate que le contrôle optimal réduit en utilisant l’algo-

rithme génétique couplé avec les méthodes de réduction de modèle non intrusives (NIMR

et HNIMR) permet de retrouver une bonne approximation du nombre de Reynolds re-

cherché. Les résultats issus de la 7ème génération de l’algorithme génétique couplé avec

la méthode HNIMR sont répertoriés dans le tableau 5.10. La fonctionnelle moyenne cor-

respond à la somme des valeurs de la fonctionnelle de tous les individus présents dans

la génération divisé par la taille de la population. Le nombre de Reynolds tracé sur ces

figures est le nombre de Reynolds ayant la plus grande occurrence dans la génération. Ces

résultats montrent la robustesse de la procédure du contrôle optimal réduit en utilisant

l’algorithme génétique couplé avec les méthode NIMR ou HNIMR .

Méthode Recible Temps CPU Re J (Re)

135 17 sec 135.78 1.3× 10−3

HNIMR 165 17 sec 162.44 2.2× 10−3

225 17 sec 222.23 1.9× 10−3

Table 5.10 – Temps CPU, paramètre de contrôle et valeur de la fonctionnelle associés à l’individu dominant
de la génération 7 de l’algorithme génétique couplé avec la méthode HNIMR.
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Figure 5.25 – Évolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Recible = 135. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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Figure 5.26 – Évolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Recible = 165. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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Figure 5.27 – Évolution de la fonctionnelle moyenne et du nombre de Reynolds en fonction des générations
pour Recible = 225. Le nombre représenté ici correspond celui qui domine dans chaque génération.
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5.4 Conclusion du chapitre

Le but de la première partie de ce chapitre était d’illustrer la fiabilité et les gains poten-

tiels des méthodes d’adaptation de bases ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of

the Grassmann Manifold) et PGD (Proper Generalized Decomposition) dans l’algorithme

de contrôle optimal réduit basé sur les équations adjointes. Ces approches ont été testées

sur les problèmes de contrôle optimal des équations de réaction-diffusion et de Burgers.

Ces deux approches se sont avérées efficaces que ce soit en termes de précision ou en

temps de calcul CPU. En effet, le pourcentage d’erreurs entre les solutions obtenues à

l’issue de l’algorithme de contrôle optimal réduit et les solutions réelles varient entre 0.2%

et 5% quel que soit le cas étudié. Le temps CPU en comparaison avec le contrôle optimal

complet, est quant à lui divisé par 85 dans le cas le plus défavorable et par 350 dans le

cas le plus favorable. La méthode ITSGM a également été utilisée pour contrôler l’écou-

lement autour d’un cylindre pour des nombres de Reynolds 90 ≤ Re ≤ 450. Là encore

l’approche a permis de retrouver avec une bonne précision les paramètres de contrôle

cibles en quelques minutes.

La deuxième partie de ce chapitre a été dédiée à l’étude du potentiel des méthodes de

réduction de modèles non intrusives NIMR et HNIMR dans le contrôle optimal réduit

en utilisant les algorithmes génétiques. Cette approche a été appliquée sur le problème

de contrôle optimal de l’écoulement autour d’un cylindre. L’algorithme génétique couplé

avec la méthode HNIMR a permis d’obtenir les solutions cibles avec une bonne précision

en moins de 40 secondes. Le choix de la taille de la population initiale, le codage des chro-

mosomes et les opérations génétiques sont des étapes cruciales pour la génération d’un

algorithme génétique robuste. L’algorithme génétique utilisé ici est basique. L’utilisation

d’un algorithme génétique évolué donnerait donc la possibilité de choisir des populations

de petite taille et permettrait par conséquent de diminuer davantage les temps de calcul

en espérant atteindre un contrôle optimal quasi-réel.
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La résolution des problèmes de contrôle optimal nécessite des ressources de calcul et

des capacités de stockage très élevées. Pour s’affranchir de ces contraintes, il est possible

d’utiliser les méthodes de réduction de modèles comme la POD (Proper Orthogonal

Decomposition). L’inconvénient de cette approche est que la base POD n’est valable que

pour des paramètres situés dans un voisinage proche des paramètres pour lesquels elle a

été construite. Par conséquent, en contrôle optimal, cette base peut ne pas être représenta-

tive de tous les paramètres qui seront proposés par l’algorithme de contrôle. Dans le but

de s’affranchir de cet handicap, nous avons donc proposé une méthodologie de contrôle

optimal réduit en utilisant des modèles réduits adaptatifs obtenus à l’aide des méthodes

d’adaptation de bases réduites ITSGM (Interpolation on Tangent Subspace of Grassman

Manifold) et PGD (Proper Generalized Decomposition). Nons avons également développé

deux méthodes de réduction de modèles non intrusives appelées NIMR (Non Intrusive

Model Reduction) et HNIMR (Hyper Non Intrusive Model Reduction). Ces méthodes ont

été couplées avec un algorithme génétique pour résoudre rapidement un problème de

contrôle optimal.

• Le Chapitre 1 a permis de poser les bases de cette étude, à savoir la définition du

problème de contrôle optimal qui sera traité par la suite. Le problème initial d’opti-

misation sous contraintes a été reformulé sous la forme d’un problème d’optimisation

sans contrainte, à l’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Sa résolution

numérique se fait par un algorithme de descente de type gradient. Cette approche a été

illustrée sur le problème de contrôle optimal d’un écoulement gouverné par les équations

de Navier-Stokes. Comme mentionné précédemment, cette stratégie de contrôle est très

coûteuse en temps de calcul et en stockage mémoire et ne peut être employée avec des

modèles CFD. Il est donc nécessaire de la coupler avec des modèles d’ordre réduit.

• Le Chapitre 2 a été consacré aux techniques de réduction de modèles et à leur utilisation

en contrôle optimal réduit. Dans la première partie, quelques méthodes de réduction de

modèles ont été rappelées avec un focus sur la POD discrète. C’est cette approche qui

a été choisie, par la suite, pour la construction des bases réduites. Le modèle d’ordre

réduit a été obtenu par projection de Galerkin des équations d’origine sur la base POD.

Dans la deuxième partie du chapitre, le couplage du contrôle optimal avec les modèles

réduits a été décrit puis illustré sur l’exemple du contrôle optimal des équations de

réaction-diffusion. Deux approches de contrôle réduit ont été étudiées. La première ap-

proche appelée "Reduce Then Differentiate" consiste à formuler le problème de contrôle
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optimal réduit, à partir de l’approximation POD de la solution du problème d’état, et à

dériver les conditions nécessaires d’optimalités associées. La deuxième approche appelée

"Differentiate Then Reduce", consiste quant à elle à supposer que les variables d’état et

adjointes peuvent être représentées dans deux sous-espaces vectoriels de dimension finie

distincts. Les problèmes d’état et adjoint de l’algorithme de contrôle optimal complet sont

alors remplacés par leur modèle réduit respectif. L’étude de ces deux approches a révélé

que l’approche "Reduce Then Differentiate" est plus précise que l’approche "Differentiate

Then Reduce". De plus, elle est plus facile à mettre en œuvre. En effet, l’échantillonnage

nécessaire à la construction de la base réduite de l’adjoint peut être très coûteux et très

délicat à créer. C’est donc l’approche "état-état" qui a été utilisée par la suite. Bien que

l’approche "état-état" soit souvent efficace, il a été souligné que l’utilisation d’une base

POD construite pour un paramètre donné peut entraîner une non convergence de l’algo-

rithme de contrôle optimal réduit lorsque les paramètres sortent de la zone de validité de

la base POD ; d’où la nécessité d’avoir recours à des modèles réduits adaptatifs.

• Le Chapitre 3 a été consacré à l’introduction de deux méthodes d’adaptation de bases

réduites. La première méthode d’adaptation est fondée sur l’outil d’interpolation, et la

deuxième sur l’outil d’enrichissement. La première, notée ITSGM (Interpolation on Tan-

gent Subspace of Grassman Manifold), consiste à construire un échantillonnage de bases

POD pour différents paramètres de contrôle ; puis à interpoler ces bases, en passant sur

l’espace tangent de la variété de Grassman, pour obtenir la base correspondant à un nou-

veau paramètre. Contrairement aux méthodes d’interpolation usuelles (Lagrange, RBF,

spline ...) la méthode d’interpolation ITSGM est fondée sur des résultats de géométrie

différentielle qui permettent de donner un sens au problème d’interpolation des bases

POD. La seconde consiste à enrichir en utilisant la méthode PGD, la base associée à un

paramètre donné pour qu’elle soit valide pour un nouveau paramètre.

• Le Chapitre 4 a été voué au développement des méthodes de réduction de modèle

non intrusives basées sur l’interpolation ITSGM. L’approche proposée, appelée NIMR,

consiste à interpoler à la fois les bases spatiales et temporelles obtenues par POD, en

utilisant la méthode ITSGM ; puis à appliquer un processus de calibration aux bases

interpolées afin d’obtenir des bases ayant la structure des bases POD. Le problème de

calibration de ces bases revient à résoudre un problème d’optimisation sous contraintes

dont la solution est analytiquement déterminée. Une variante de cette méthode notée

sous l’acronyme HNIMR, qui permet de réduire drastiquement les temps de calcul de la

méthode NIMR, a également été proposée. Ces méthodes ont été appliquées et validées

sur le problème de l’écoulement d’un fluide autour d’un cylindre lorsque le nombre

de Reynolds change. Il s’est avéré que les résultats obtenus par les méthodes NIMR ou

HNIMR sont en accord avec les résultats du modèle complet (erreur moyenne relative

inférieure à 1.5% et 6% respectivement pour la vitesse et la pression) et permettent une

réduction drastique du temps de calcul CPU. En effet, l’interpolation de bases par la

méthode NIMR se fait en moins de 2 secondes et en moins de 0.05 secondes par l’ap-

proche HNIMR. Les performances de ces approches ont également été comparées à celles
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de l’approche ITSGM/ROM qui correspond au modèle réduit obtenu par projection de

Galerkin des équations de Navier Stokes sur la base réduite interpolée par la méthode

ITSGM. L’approche ITSGM/ROM s’est avérée plus précise (erreur moyenne relative infé-

rieure à 0.5% et 2% respectivement pour la vitesse et la pression) que les méthodes non

intrusives mais moins rapides (la méthode HNIMR est 170 fois plus rapide).

• Le Chapitre 5 a été dédié à la mise en œuvre du contrôle optimal réduit adaptatif basé

sur l’équation adjointe ou sur un algorithme génétique. Dans la première partie de ce cha-

pitre, un algorithme de contrôle optimal réduit avec adaptation de bases réduites par les

méthodes ITSGM et PGD a été proposé. Cet algorithme consiste à résoudre une séquence

de problèmes d’optimisation de taille réduite entrecoupée par la phase d’adaptation de

la base réduite. Le potentiel de cette approche a été illustré sur le problème de contrôle

optimal des équations de réaction-diffusion et de Burgers. Ces deux approches se sont

avérées efficaces que ce soit en termes de précision ou en temps de calcul CPU. En effet,

le pourcentage d’erreurs entre les solutions obtenues à l’issu de l’algorithme de contrôle

optimal réduit et les solutions réelles varient entre 0.2% et 5% quel que soit le cas étudié.

Le temps CPU en comparaison avec le contrôle optimal complet, est quant à lui divisé

par 85 dans le cas le plus défavorable et par 350 dans le cas le plus favorable. La méthode

ITSGM a également été utilisée pour contrôler l’écoulement autour d’un cylindre pour

des nombres de Reynolds 90 ≤ Re ≤ 450. Là encore, l’approche a permis de retrouver

avec une bonne précision les paramètres de contrôle cibles. La deuxième partie du cha-

pitre a été consacrée au contrôle optimal réduit en utilisant les méthodes de réduction

de modèles non intrusives NIMR et HNIMR couplés avec un algorithme génétique. Le

problème du contrôle optimal de l’écoulement autour d’un cylindre a été étudié et les

résultats ont montré l’efficacité de cette approche. En effet, l’algorithme génétique couplé

avec la méthode HNIMR a permis d’obtenir les solutions avec une bonne précision en

moins de 40 secondes.

• En perspective de ce travail, nous proposons les travaux suivants :

— Améliorer l’étape d’échantillonnage des paramètres pour lesquels les bases POD

sont calculés dans la phase offline. Cet échantillonnage pourrait notamment se faire

en utilisant des grilles de Smolyak [159].

— Appliquer les méthodes NIMR et HNIMR à des problèmes numériques plus com-

plexes (écoulements turbulents) et à des données expérimentales.

— Utiliser des algorithmes génétiques plus évolués afin de pouvoir considérer des

populations de taille petite et par conséquent réduire davantage les temps de calcul.

— Appliquer d’autres techniques récentes d’interpolation Grassmannienne dans la

méthode NIMR [160].
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