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Résumé/Abstract

Résumé

Dans cette thèse, nous étudions les conjectures de Manin et Peyre pour plusieurs
classes de variétés algébriques. Les conjectures de Manin et Peyre décrivent pour les va-
riétés "presque de Fano" le comportement asymptotique des points rationnels de hauteur
inférieure à B lorsque B tend vers l’infini en termes d’invariants géométriques de la variété.

Nous démontrons dans un premier temps, les conjectures de Manin et Peyre pour la
famille de surfaces de Châtelet définies comme modèle minimal propre et lisse de variétés
affines de A3

Q d’équation
Y 2 + Z2 = F (X, 1)

pour une forme binaire F de degré 4 sans racine multiple admettant une factorisation
du type F = L1L2Q avec L1 et L2 deux formes linéaires et Q une forme quadratique
irréductible sur Q[i], achevant ainsi le traitement des conjectures de Manin et Peyre dans
le cas des surfaces de Châtelet avec a = −1 initié par La Bretèche, Browning et Peyre.

Dans une deuxième partie de cette thèse, nous déterminons un anneau de Cox de
type identité sur Q de certaines surfaces fibrées en coniques comprenant les surfaces de
Châtelet. Nous en déduisons une description de certains torseurs pour ces variétés. Cela
nous permet de préciser la géométrie derrière les preuves de la conjectures de Manin et
notamment de préciser le traitement de la constante dans le cas où F = Q1Q2 pour Qi
une forme quadratique irréductible sur Q[i]. Par ailleurs, cela permet également d’ouvrir
l’espoir de nouvelles applications.

Enfin, dans une troisième partie, nous établissons pour tout n > 2, les conjectures de
Manin et Peyre pour la famille d’hypersurfaces singulières, de dimension 2n− 2, normales
et projectives Wn de P2n−1 définies par l’équation

x1y2y3 · · · yn + x2y1y3 · · · yn + · · ·+ xny1y2 · · · yn−1 = 0

généralisant les travaux de Blomer, Brüdern et Salberger dans le cas n = 3. Les mé-
thodes utilisées reposent sur des travaux récents de La Bretèche sur le nombre de matrices
aléatoires pour la partie comptage et sur une annexe de Salberger afin de construire une
résolution crépante de Wn et d’expliciter son torseur versel pour la partie conjecture de
Peyre.

Mots-clefs

Conjecture de Manin, constante de Peyre, descente sur des torseurs, comptage de points
rationnels sur des variétés algébriques.



x Résumé/Abstract

Distribution of rational points of bounded
height on certain algebraic varieties

Abstract

In this thesis, we study the Manin and Peyre’s conjectures for several families of
algebraic varieties. The Manin and Peyre’s conjectures describe the distribution of rational
points of height less than B when B goes to infinity for "almost Fano" varieties in terms
of geometric invariants of the variety.

We prove in a first part the Manin and Peyre’s conjectures for the family of Châtelet
surfaces defined as minimal proper smooth model of affine varieties of A3

Q of the shape

Y 2 + Z2 = F (X, 1)

for a binary form F of degree 4 without multiple roots and factorizing as F = L1L2Q with
L1 and L2 two linear forms and Q a quadratic form irreducible over Q[i], settling the last
remaining case of the Manin and Peyre’s conjectures for Châtelet surfaces with a = −1
after works of La Bretèche, Browning, Peyre and Tenenbaum.

In a second part, we find a Cox ring of identity type over Q for a family of conic bundle
surfaces which contains Châtelet surfaces. This yields a description of some torsors over
these surfaces over Q and it allows us to better describe the geometry behind the existing
proofs of Manin’s conjecture for Châtelet surfaces, especially in the case F = Q1Q2 with
Qj a quadratic form which is irreducible over Q[i]. Moreover, this result opens the way
to new applications.

Finally, in a third part, we establish the Manin and Peyre’s conjectures for all n > 2
for the family of singular normal projective hypersurfacesWn of dimension 2n−2 of P2n−1

defined by the equation

x1y2y3 · · · yn + x2y1y3 · · · yn + · · ·+ xny1y2 · · · yn−1 = 0

generalizing work of Blomer, Brüdern and Salberger in the case n = 3. The method used
in this work relies on recent work of La Bretèche about the number of stochastic matrices
for the counting part and on an Appendix by Salberger in order to construct a crepant
resolution of Wn and to describe its versal torsor for Peyre’s conjecture.

Keywords

Manin’s conjecture, Peyre’s constant, descent method on torsors, counting rational
points on algebraic varieties.
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Introduction

L’étude des équations diophantiennes est un des plus anciens et des plus importants
domaine des mathématiques. On peut le faire remonter de manière certaine à Diophante
d’Alexandrie (entre 200 et 300 après J.-C.) mais on trouve vraisemblablement des traces
d’études de telles équations dans une tablette babylonienne (Plimpton 322 ) datant d’il y
a environ 3800 ans. L’objet d’étude principal de ce domaine est l’ensemble des solutions
rationnelles (ou entières) d’un système

Pi(x0, . . . , xn) = 0 (1 6 i 6 r) (I.0.1)

de r équations polynomiales homogènes à coefficients entiers. En termes plus formels, le
système (I.0.1) définit une variété projective V ⊆ Pn et on s’intéresse à l’ensemble V (Q) =
V ∩Pn(Q) de ses points rationnels. Plusieurs questions apparaissent alors naturelles.

• (Q1) A-t-on V (Q) 6= ∅ ?
• (Q2) Si V (Q) 6= ∅, l’ensemble V (Q) est-il fini ou infini ?
• (Q3) Si V (Q) est fini, peut-on le décrire explicitement ? Le dénombrer ?
• (Q4) Si V (Q) est infini, comment peut-on décrire quantitativement la «complexité»
de cet ensemble infini ? Que dire de la répartition des points rationnels de V ?

Cette thèse porte principalement sur l’étude de la question (Q4) pour deux familles infinies
de systèmes diophantiens.

I.1 Les conjectures de Manin et Peyre

On se place ainsi dans le cadre de la question (Q4), à savoir dans le cas où V (Q) est un
ensemble infini. Pour répondre à cette question (Q4) (même s’il est à noter que l’approche
utilisée peut aussi permettre d’obtenir des réponses aux questions (Q1) et (Q2)), une idée
naturelle consiste à étudier l’ensemble des points rationnels de V de «taille» bornée. Pour
mesurer la taille d’un point rationnel, on utilise des fonctions de hauteurs. On se donne
une variété projective V ainsi que L un fibré en droites sur V que l’on supposera très
ample. Un choix de base de sections de L donne alors lieu à un plongement ϕL : V ↪→ Pn

pour un certain entier n tel que ϕ∗L (OPn(1)) = L. Pour tout choix de norme sur Rn+1,
on considère alors l’application de hauteur H : Pn(Q)→ R+

∗ définie par

H([x0 : · · · : xn]) = ||(x0, . . . , xn)|| (I.1.2)
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où le représentant du point projectif [x0 : · · · : xn] a été choisi de sorte que x0, . . . , xn soient
des entiers premiers entre eux. On définit ainsi une fonction de hauteur HL = V (Q)→ R+

∗
sur la variété V par HL = H ◦ ϕL. On s’intéresse alors à la quantité

NV,HL(B) = # {x ∈ V (Q) | HL(x) 6 B}

pour B > 1. L’ensemble précédent dont on prend le cardinal est bien fini d’après un
résultat de Northcott (voir [Nor49]). La situation est par exemple classique et bien connue
dans le cas d’une courbe lisse C de P2 de degré d pour la hauteur

H([x0 : · · · : xn]) = max(|x0|, . . . , |xn|). (I.1.3)

Une courbe de genre 0 possédant un point rationnel est isomorphe à P1 et le problème de
comptage se ramène alors facilement à un problème de comptage de points d’un réseau dans
une certaine région (voir [Sch79]). Le cas de genre 1 correspond aux courbes elliptiques et
nécessite de développer la théorie des hauteurs canoniques h qui vérifient |h−log(H)| �E 1
(voir [HS]). Enfin, le cas des courbes de genre g > 2 est couvert par le théorème de Faltings
qui affirme que le nombre de points rationnels d’une telle courbe est fini (voir [Fal83]). Le
tableau 1 résume le comportement de la quantité NC,H(B) dans chacun des cas.

Degré Genre Type de courbe NC,H(B)
1,2 0 Courbe rationnelle ∼ cCB2/d

3 1 Courbe elliptique de rang r ∼ cC(log(B))r/2
>3 >2 Courbe de type général �C 1

Tableau 1 – Répartition des points rationnels de hauteur bornée sur les courbes

À l’autre extrémité du spectre, on dispose pour les variétés de grande dimension du
célèbre résultat de Birch suivant reposant sur la méthode du cercle.

Théorème I.1.1 (Birch,1962-[Bir62]). Soit V ⊆ Pn une hypersurface non-singulière de
degré d satisfaisant n > (d− 1)2d et telle que

V (R)
∏
p

V (Qp) 6= ∅.

Alors, pour la fonction de hauteur (I.1.3), on a NV,H(B) ∼ cVBn+1−d.

Entre ces deux extrêmes, lorsqu’une variété V a un point rationnel, on aimerait com-
prendre le comportement asymptotique de la quantité NV,HL(B) lorsque B tend vers +∞
ou tout du moins le comportement asymptotique de la quantité

NU,HL(B) = # {x ∈ U(Q) | HL(x) 6 B}

pour un certain ouvert de Zariski U de V . On note ωV le fasiceau canonique de V et
ω−1
V le faisceau anticanonique de V . Le comportement attendu pour la quantité NV,H(B)

diffère alors selon que ωV , ω−1
V ou aucun de ces deux faisceaux ne soit ample. En effet, un

principe général de géométrie arithmétique affirme que si la variété est de type général,
i.e. le faisceau ωV est ample, alors V doit contenir peu de points rationnels tandis qu’à
l’inverse si la variété V est de Fano, i.e. le faisceau ω−1

V est ample, alors V doit contenir
beaucoup de points rationnels (au moins sur une extension finie de Q).

L’objet de cette thèse concerne l’étude du cas où la variété V est une variété de faisceau
anticanonique ω−1

V très ample et où la hauteur choisie est anticanonique, c’est-à-dire HV =
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Hω−1
V
. À la fin des années 1980, Yuri Manin et ses collaborateurs a initié un programme

de recherche visant à comprendre le comportement asymptotique de la quantité NV,HV

pour des hauteurs anticanoniques. Ce programme de recherche a donné lieu à la célèbre
conjecture suivante, connue désormais sous le nom de conjecture de Manin.

Conjecture (Manin,1989-[FMT87]-[BM90]). Soit V une variété lisse projective dont
le faisceau anticanonique ω−1

V est (très) ample et HV une hauteur anticanonique. Il existe
alors un ouvert U de V et une constante cV,HV tels que

NV,HV (B) = cV,HV B(log(B))ρ−1(1 + o(1)), (I.1.4)

où ρ = rang(Pic(V )).

Le fait que la conjecture soit seulement formulée sur un ouvert de Zariski U de V
provient du fait qu’il peut exister des sous-variétés accumulatrices incluses dans la variété
V qui sont susceptibles de dominer et de cacher le comportement global de NV,H(B).
L’ouvert U est donc le complémentaire de toutes ces sous-variétés accumulatrices [Pey95].
Dans le cas de la dimension 2, la situation est particulièrement simple puisque les seules
sous-variétés accumulatrices sont les droites qui contribuent de l’ordre de O(B2) et l’ouvert
U est automatiquement le complémentaire de toutes les droites incluses dans la variété V
étudiée. La situation n’est pas aussi simple en dimension supérieure.

Une généralisation de cette conjecture importante pour ce manuscrit formulée par
Peyre [Pey01] prévoit que cette dernière peut s’élargir aux variétés «presque de Fano» où
une variété est dite «presque de Fano» si elle vérifie les propriétés suivantes :

• Les groupes de cohomologie H i(V,Ov) sont nuls pour i ∈ {1, 2} ;
• Le groupe de Picard géométrique Pic(V ) de V est sans torsion ;
• La classe du diviseur anticanonique [−KV ] est dans C1

eff , le cône fermé engendré
par les classes des diviseurs effectifs.

Les variétés de Fano étant évidemment des cas particuliers de variétés «presque de Fano».
Enfin, Batyrev et Tschinkel ont proposé une version de cette conjecture pour tout fibré

en droites L très ample appartenant au cône engendré par les diviseurs effectifs que nous
ne détaillons pas ici puisque nous ne l’utiliserons pas dans cette thèse. On renvoie le lecteur
intéressé à [BT98a] pour plus de détails.

Quelques années plus tard, dans les années 1990, Peyre ([Pey95] et [Pey01]) puis Baty-
rev et Tschinkel [BT98a] et enfin Salberger [Sal98] ont proposé une interprétation conjec-
turale de la constante cV,HV en termes d’invariants géométriques de la variété V que nous
allons à présent détailler. On se fixe une base s0, . . . , sn de Γ(V, ω−1

V ). Pour toute place v
de Q, x ∈ V (Qv) et toute section s ∈ Γ(V, ω−1

V ) ne s’annulant pas en x, on pose

||s(x)||v =
(

sup
16i6n

∣∣∣∣si(x)
s(x)

∣∣∣∣
v

)−1

.

On normalise alors la mesure de Haar dxv sur Qv de la manière suivante :
— Si v =∞, alors dxv est la mesure de Lebesgue usuelle sur R ;
— Si v <∞, alors on choisit dxv telle que

∫
Ov dxv = 1.

On introduit ainsi la mesure borélienne sur V (Qv) suivante

ωHV ,v =
∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂∂x1

∧ · · · ∧ ∂

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣
v
dx1,v · · · dxn,v

pour des coordonnées locales analytiques x1,v, . . . , xn,v au voisinage d’un point x ∈ V (Qv).
On choisit alors un nombre fini de places finies S ainsi qu’un modèle projectif V de V sur
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OS dont les fibres sont géométriquement intègres et tel que pour toute place finie p en
dehors de S, le groupe Pic(VFp) soit isomorphe à Pic(V ) et ce de façon compatible avec
les actions de Galois. On pose alors

LS(s,Pic(V )) =
∏
p 6∈S

Lp(s,Pic(V ))

avec
Lp(s,Pic(V )) = 1

det(1− p−sFrp | Pic(VFp)⊗Z Q) .

On introduit alors les facteurs correctifs

λv =
{
Lv(1,Pic(V )) si v 6∈ S

1 sinon

et la quantité (indépendante de S et de V)

ωV,HV = lim
s→1

(s− 1)rang(Pic(V ))LS(s,Pic(V ))
∏
v

ωHV ,v
λv

. (I.1.5)

Dans un second temps, on introduit Ceff(V )∨ ⊆ Hom(Pic(V )⊗Z R,R), le cône dual
de Ceff(V ) constitué de toutes les applications linéaires Λ : Pic(V )∨ ⊗Z R → R telles que
λ ([D]) > 0 pour tout diviseur effectif D de V . Considérons de plus

` : Hom (Pic(V )⊗Z R,R)→ R

l’application linéaire qui à tout Λ ∈ Hom(Pic(V )⊗Z R,R) associe Λ ([−KXV ]). On mu-
nit alors Hom (Pic(V )⊗Z R,R) de la mesure de Lebesgue ds normalisée telle que L =
Hom(Pic(V ),Z) soit de covolume 1 ainsi que l’hyperplan H = `−1 ({1}) de la mesure

ds
d(`−1) . On pose finalement

α(V ) = Vol
{
Λ ∈ Ceff(V )∨ | Λ ([−KV ]) = 1

}
=
∫

Ceff(V )∨∩H

ds
d(`− 1) . (I.1.6)

On dispose alors de la conjecture suivante, connue sous le nom de conjecture de Peyre.

Conjecture (Peyre/Batyrev-Tschinkel). On a

cV,HV = α(V )β(V )ωV,HV (V (Q)),

pour α(V ) défini en (I.1.6), β(V ) = #H1
(
Q,Pic(V )

)
et ωV,HV définie en (I.1.5).

Il est à noter que Salberger utilise dans [Sal98] une constante un peu différente puisqu’il
considère ωV,HV

(
V (Q)Br(V )

)
en lieu et place de ωV,HV (V (Q)), où Br(V ) = H2

ét(V,Gm)
est le groupe de Brauer de V . On dispose pour ce groupe d’un accouplement issu de la
théorie du corps de classe local

Br(V )× V (AQ) −→ Q/Z
(A, (Pv)) 7−→

∑
v

invv(A(Pv))

appelé accouplement de Brauer-Manin. Ce dernier permet de définir V (AQ)Br(V ) comme
étant le noyau à droite de cet accouplement. On a alors

V (Q) ⊂ V (AQ)Br(V ) ⊂ V (AQ)
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et on dit que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule à l’approximation faible et au
principe de Hasse si

V (Q) = V (AQ)Br(V ).

On conjecture [CT03] que si V est une surface définie sur Q géométriquement rationnelle,
i.e. telle que V ×Q Q soit birationnelle à P2

Q, alors on a

V (Q) = V (AQ)Br(V )

si bien que les deux formulations de la constante par Peyre et Salberger sont supposées
être équivalentes. Ces deux formulations seront utiles dans ce manuscrit et pour toutes
les variétés considérées, soit l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et à
l’approximation faible sera la seule soit l’approximation faible sera vérifiée, auquel cas les
deux définitions seront effectivement les mêmes.

Les conjectures de Manin et de Peyre peuvent se résumer par l’aphorisme La géométrie
gouverne l’arithmétique dans le sens où des propriétés et des invariants géométriques sont
censés déterminer pour les variétés «presque de Fano» certaines propriétés arithmétiques.
Néanmoins, il est bon de constater que ces conjectures ne donnent aucune information
sur la répartition fine des points rationnels de V . Il existe plusieurs raffinements de ces
conjectures tentant de rendre compte de la répartition plus fine de ces points rationnels.
Ces derniers ne seront pas nécessaires à ce manuscrit et on renvoie donc à [Pey95], à [Pag],
à [Hua17] ou à [MR15] par exemple pour plus de détails.

I.2 Méthodes et résultats connus

I.2.1 Contre-exemples et principe de Manin

Dans un premier temps, il est important de noter qu’il existe des contre-exemples à la
version (I.1.4) de la conjecture de Manin. Le premier d’entre eux a été obtenu par Batyrev
et Tschinkel [BT96b] sur les k-points avec k un corps de nombres contenant Q(

√
−3).

Loughran a ensuite exhibé en 2012 des contre-exemples valables pour les k-points avec k
n’importe quel corps de nombres [Lou15] et d’autres contre-exemples ont notamment été
exhibés par Le Rudulier [Rud]. Il existe alors des raffinements de la conjecture de Manin
permettant de prendre en compte ces contre-exemples mais la version de la conjecture de
Manin énoncée en (I.1.4) sera suffisante dans le cadre de cette thèse et il est néanmoins très
intéressant de savoir pour quelles classes de variétés cette prédiction de Manin est valable.
La conjecture sous cette forme a d’ailleurs fait l’objet d’une attention considérable depuis
la fin des années 1980. Cela dit, au vu de l’existence de ces contre-exemples, on utilisera
la dénomination principe de Manin à la place de conjecture de Manin dans toute la suite
de ce manuscrit.

I.2.2 Méthode du cercle et analyse harmonique

La première méthode à porter ses fruits, lorsque le nombre de variables est «grand»
devant le degré, a été la méthode du cercle avec notamment le célèbre résultat de Birch
cité en section 1.2 et plus récemment des résultats de Browning et Heath-Brown [BHB17]
ou Schindler [Sch14] et Mignot [Mig16] sur les hypersurfaces biprojectives ou triprojectives
respectivement.
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Dans le cas où la variété V est la compactification équivariante d’un groupe algébrique,
alors la structure de groupe peut être exploitée et des techniques d’analyse harmonique
peuvent permettre d’étudier les propriétés analytiques de la fonction zêta des hauteurs
associée

ζHV (s) =
∑

x∈V (Q)

1
HV (x)s (R(s) > 1).

Le principe de Manin est alors obtenu grâce à un théorème taubérien et ce pour tout
corps de nombres et pas seulement sur le corps Q des nombres rationnels. De manière
imprécise, la fonction ζHV devrait avoir un pôle d’ordre ρ en s = 1 si, et seulement si,
NU,HV (B) ∼ cB(log(B))ρ−1. Cette approche s’est révélée fructueuse dans les cas suivants :

• variétés toriques (i.e. les compactifications équivariantes de tores algébriques) (voir
[BT98b],[BT96a] et [BT95]) ;
• compactifications équivariantes de groupes additifs Gn

a [CLT02] ;
• compactifications équivariantes de groupes unipotents (voir [ST15] et [Sha04]) ;
• compactifiaction équivariante du groupe non commutatif GaodGm où l’action est

donnée par g.x = gdx. [TT12]
En particulier, ces méthodes n’ont encore jamais été développées afin de traiter le cas de
groupes abélien mélangeant une structure additive et une structure multiplicative du type
Gm
a ×Gk

m pour n et k deux entiers naturels.

Enfin, lorsque la variété V ne rentre dans aucune des deux catégories citées ci-dessus,
il n’existe pas de méthode générale pour tenter de démontrer la conjecture. L’approche
utilisée est alors de tenter de démontrer la conjecture classe de variétés par classe de
variétés en utilisant une méthode de descente sur des variétés moralement plus simples
appelées torseurs combinée à du comptage de points d’un réseau dans une région donnée.
C’est parfois la seule méthode dont on dispose et c’est la méthode qui sera employée dans
chacun des cas traités dans ce manuscrit.

I.2.3 Descente sur les torseurs

La méthode de descente sur des torseurs a été introduite par Colliot-Thélène et Sansuc
dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87] dans les années 1980 afin d’étudier des problèmes
divers concernant les points rationnels : existence de points rationnels, principe de Hasse,
approximation faible, densité des points rationnels... L’idée de base est la suivante : il s’agit
d’attacher à la variété V dont on cherche à étudier les points rationnels une famille finie
de variétés affines auxiliaires de dimension plus grande que celle de V mais de géométrie
et d’arithmétique plus simple (en particulier même si la variété de base V ne satisfait pas
le principe de Hasse et l’approximation faible, on s’attend à ce que ces variétés auxiliaires
les vérifient), chacune de ces variétés étant équipée d’un Q-morphisme dominant vers la
variété V , et telles que tout point de V (Q) soit l’image d’un point entier d’une des variétés
auxiliaires.

Dans le cas élémentaire du plan projectif, on a clairement une bijection entre les points
[x0 : · · · : xn] ∈ Pn(Q) de hauteur plus petite que B et les points entiers

y = (y0, . . . , yn) ∈ Zn+1 r {(0, . . . , 0)}

vérifiant pgcd(y0, . . . , yn) = 1 et
max
06i6n

|yi| 6 B

quitte à identifier y à −y. Cette variété affine est alors un torseur associé à la variété Pn.
Le nombre de ces points entiers peut alors souvent être estimé en faisant appel à la théorie
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analytique des nombres et au dénombrement de points d’un réseau dans une région don-
née. Une des forces de cette méthode du point de vue analytique est que, le plus souvent,
le nombre de variables augmente et ainsi celles-ci sont donc en général plus petites ce qui
permet de mieux les contrôler.

Plus précisément, on notera g = Gal(Q/Q) et V = Q ×Q V pour une variété V
définie sur Q. On appelle alors V -torseur au-dessus d’une variété V définie sur Q sous un
Q-tore algébrique T un espace principal homogène T → V sous T (voir [Sko] pour plus de
détails). Les classes d’isomorphismes de V -torseurs sous T sont en bijection avec le groupe
de cohomologie H1

ét(V, T ) et si V est une variété lisse et géométriquement intègre vérifiant
H0
ét(V,Gm) = Q∗, alors on a une suite exacte naturelle

0 // H1
ét(Q, T ) // H1

ét(V, T ) χ // Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))

où χ([T ]) ∈ Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))

envoie un caractère ψ : T → Gm,Q sur la classe du V -
torseur T ×T Gm,Q sous Gm,Q obtenu à partir de T et ψ où l’action de groupe de Gm,Q
est obtenue à partir de l’action de T et du morphisme ψ, ce qui fournit bien un élément
de H1

ét(X,Gm,Q) = Pic
(
V
)
. La quantité χ([T ]) ∈ Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))

est appelé le type
du torseur et si le tore T est déployé, alors il existe au plus un V -torseur sous T de type
donné à isomorphisme près.

Si Pic
(
V
)
est sans torsion et de type fini et que T est le tore de groupe de caractère

T̂ = Pic
(
V
)
, alors si χ([T ]) = Id on parle de torseur versel. On sait alors que si V (Q) 6= ∅,

les torseurs versels existent [CTS87].
Un des intérêts majeurs des torseurs réside dans la proposition suivante qui affirme

que les torseurs permettent d’obtenir une description agréable de l’ensemble des points
rationnels d’une variété V satisfaisant des hypothèses raisonnables.

Proposition I.2.1 ([CTS77]). Soient V une variété lisse, projective, géométriquement
intégré et telle que Pic

(
V
)
soit sans torsion et de type fini et T un tore algébrique. Pour

tout P ∈ V (Q), il existe un T -torseur πP : TP → V (unique à isomorphisme près) tel que
P ∈ πP (TP (Q)).
De plus, V (Q) est la réunion disjointe des πPi(TPi(Q)) pour un ensemble fini de points
P1, . . . , Pn ∈ V (Q).

Les meilleurs candidats pour effectuer une descente afin d’étudier les points rationnels
sont les torseurs versels. En effet, pour V une variété lisse, géométriquement intègre vé-
rifiant H0

ét(V,Gm) = Q∗ et Pic
(
V
)
de type fini, T un torseur versel pour V et T c une

compactification lisse de T (qui existe d’après [Bry79]), alors les obstructions de Brauer-
Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible éventuelles disparaissent pour T c
[CTS87, Théorème 2.1.2]. Une autre classe importante de torseurs qui partage un certain
nombre de propriétés importantes des torseurs versels est celle des torseurs quasi-universels
où par torseur quasi-universel, on entend torseur de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)
pour

une extension galoisienne K de Q sur laquelle V est rationnelle avec la terminologie de
[CTS87]. En effet, si K est une extension galoisienne sur laquelle V est rationnelle et
V (K) 6= ∅, alors pour les torseurs quasi-universels de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)
les

obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible éventuelles
disparaissent sur une compactification lisse. Dans toute la suite de ce manuscrit, on ne
s’intéressera plus qu’à des torseurs quasi-universels.
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C’est Salberger [Sal98] qui a le premier utilisé une méthode de descente sur les torseurs
versels afin d’étudier le principe de Manin dans le cadre des variétés toriques propres, lisses
et déployées sur le corps Q. Depuis cet exemple, de nombreux cas du principe de Manin
et de la conjecture Peyre ont été obtenus par une méthode de descente similaire. Les deux
sections suivantes donnent une liste représentative mais non exhaustive de ces derniers.

À l’instar de cet exemple, la plupart des cas où le principe de Manin a été obtenu par
cette méthode de descente sur des torseurs versels l’a été dans le cas de variétés déployées,
c’est-à-dire telles que l’action du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique
soit triviale. Mais dans ces cas-là, la géométrie derrière la descente n’est en général pas
explicitée et la paramétrisation ou le passage au torseur est établi de manière ad hoc. On
peut malgré tout citer quelques exceptions notables dont le cas de certaines surfaces de
Châtelet ([BB08] et [BT13]) ou encore le cas d’une surface de del Pezzo singulière de degré
4 [BB07c]. Néanmoins, dans chacun de ces cas, l’approximation faible est vérifiée ce qui
simplifie le traitement de la conjecture de Peyre et ne rend pas indispensable la compré-
hension de la géométrie de la descente effectuée lors du comptage (sauf dans le cas Q1Q2
de [BT13] dans lequel le traitement de la conjecture de Peyre est en réalité incomplet).
La géométrie de la descente utilisée dans [BB07c] a été précisé dans la thèse de Pieropan
[Pie15]. Cela permet d’ores et déjà constater que dans le cas de variétés non déployées, les
méthodes de descente utilisées pour établir le principe de Manin ne font pas nécessaire-
ment appel aux torseurs versels mais peuvent faire appel à des torseurs quasi-universels
d’un autre type, ces derniers donnant lieu à une paramétrisation plus agréable. On peut
également citer entre autres [CTS79] ou [CTCS80] où des méthodes de descente sur des
torseurs quasi-universels sont utilisées de manière détaillée mais dans un objectif différent
de celui de l’étude du principe de Manin.

Remarquons pour finir que dans dans le cas d’une variété satisfaisant l’approximation
faible, le traitement de la constante de Peyre est grandement simplifié puisque le nombre
de Tamagawa est alors simplement donné par ωV,HV (V (AQ)). Au contraire, dans le cas où
l’approximation faible n’est pas satisfaite, Salberger [Sal98] a établi comment la constante
se remontait naturellement aux torseurs quasi-universels de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)

de la façon suivante. Supposons donné J un ensemble fini indexant les classes d’isomor-
phismes de tels torseurs possédant un point rationnel au-dessus d’une variété projective
V et pour tout j ∈ J , on note πj : Tj → V un représentant de la classe d’isomorphisme
en question. On a alors

cPeyre = α(X)β(X)
#X1(Q, T )

∑
j∈J

ωV,HV (πj
(
Tj(AQ)

)
) (I.2.7)

où
X1(Q, T ) = Ker

(
H1(Q, T ) −→ H1(R, T )

∏
p

H1(Qp, T )
)

et T est le tore dual de Pic (VK). Deux questions se posent alors lors du traitement du
principe de Manin et de la conjecture de Peyre sur une variété V .

• Quels torseurs quasi-universels sont utilisés lors de la démonstration du principe
de Manin sur V ?
• (Q’) : Comment déterminer explicitement des équations de ces torseurs quasi-
universels afin de calculer ωV,HV (πj

(
Tj(AQ)

)
) ?

Ces questions seront au centre de la deuxième partie de cette thèse.
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On dispose essentiellement de deux méthodes pour déterminer les torseurs quasi-
universels associés à une variété V . La première, à la main en effectuant un certain nombre
de transformations élémentaires sur les polynômes définissant la variété V est la méthode
appliquée dans [CTS87] ou dans [Sko] dans le cas de variétés possédant un morphisme
dominant vers P1 ou encore dans le cas des surfaces de Châtelet scindées [BBP12]. Dans
le cas de [CTS87] ou [Sko], la méthode ne donne que des équations locales de certains
torseurs quasi-universels, ce qui n’est pas suffisant pour répondre à la question (Q’). Dans
le second cas [BBP12], les torseurs versels sont réalisés comme ouvert d’un certain espace
affine. On dispose alors d’un formalisme plus général (dans lequel se traduisent les mani-
pulations effectuées dans les deux exemples cités), reposant sur la théorie des anneaux de
Cox et des anneaux de Cox généralisés développé notamment par Derenthal et Pieropan
([Pie15] et [DF13]), qui permet de réaliser les torseurs de certains types λ comme ouverts
de certains espaces affines.

Pour être plus précis, si V est une variété normale projective de groupe de Picard libre
et de type fini sur un corps algébriquement clos, alors on définit l’anneau de Cox de V
comme l’algèbre 2 Pic(V )-graduée

R(V ) =
⊕

[D]∈Pic(V )
H0 (V,OV (D))

et l’anneau de Cox de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic
(
V
)
pour K un corps de nombres galoisien

comme l’algèbre Pic(VK)-graduée

Rλ(V ) =
⊕

[D]∈Pic(VK)
R(V )D

où R(V )D représente l’ensemble des éléments homogènes de R(V ) de degré [D]. On a alors
un unique torseur de type λ pour V et ce torseur se réalise comme un ouvert du spectre
de Rλ(V ).

C’est cette dernière méthode que l’on utilisera dans ce manuscrit et on renvoie à
[ADHL] ou [Pie15] pour plus de détails. La principale difficulté de cette méthode réside
dans la détermination d’un anneau de Cox pour une variété donnée. Cependant, de nom-
breux anneaux de Cox de variétés «presque de Fano» ont été calculés dans la littérature,
notamment dans le cas de surfaces, entre autres par Batyrev, Popov [BP04], Hassett et
Tschinkel [HT04], Hausen, Leifer et Laface [HKL14] ou encore Derenthal [Der06]. Un des
intérêts des anneaux de Cox est qu’une fois déterminé un anneau de Cox sur un corps
algébriquement clos, alors on peut, sous certaines hypothèses, obtenir relativement aisé-
ment par descente galoisienne des anneaux de Cox de tout type sur Q (à condition que la
variété V possède un Q-point par exemple) et ensuite toutes les classes d’isomorphismes
d’anneaux de Cox en tordant l’anneau de Cox de départ par un élément de H1

ét(V, T )
[Pie15]. Cela permet alors dans un premier temps de réaliser les torseurs versels comme
ouvert du spectre d’un anneau de Cox et dans un second temps de réaliser les torseurs
quasi-universels de tout type λ : T̂ → Pic

(
V
)
dont l’image contient un diviseur ample

comme ouvert en passant par les anneaux de Cox généralisés et ainsi d’en expliciter des
équations. Le cas où les anneaux de Cox sont de type fini est particulièrement intéressant
puisqu’il permet de cette manière de réaliser les torseurs comme ouverts d’un espace affine.

2. Ici, la structure d’algèbre n’est pas immédiate, du fait qu’elle nécessite de choisir des isomorphismes
cohérents OV (D1) ⊗ OV (D2) ∼= OV (D1 + D2) pour définir un produit. Mais sur un corps algébriquement
clos, l’existence d’un point rationnel sur la variété V entraîne qu’un tel choix est possible.
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I.2.4 Cas des surfaces

Comme mentionné précédemment, cette méthode de descente sur certains torseurs
quasi-universels a donné lieu à de nombreuses applications dans le cadre du principe de
Manin et de la conjecture de Peyre. Les variétés les plus naturelles pour initier cette ap-
proche sont bien évidemment les surfaces de Fano, autrement dit les surfaces de del Pezzo.

Par définition, une surface de del Pezzo est une surface S lisse telle que ω−1
S soit

ample. Une façon plus agréable de voir les surfaces de del Pezzo réside dans le théorème
suivant.

Théorème I.2.1 ([Man86]). Soit S une surface de Pezzo de degré d sur un corps algébri-
quement clos. Alors 1 6 d 6 9 et soit S ∼= P×P1 soit S est l’éclatement de 9− d points
de P2 en position générale. Par position générale, on entend que trois points ne peuvent
pas être alignés et six points ne peuvent pas appartenir à une même conique.
Réciproquement, une surface obtenue de cette façon est une surface de del Pezzo.

On peut également montrer que si d > 3, alors en réalité ω−1
S est très ample. La dif-

ficulté du principe de Manin et de la conjecture Peyre sur les surfaces de del Pezzo va
de pair (conformément à la philosophie de ces conjectures selon laquelle «La géométrie
gouverne l’arithmétique») avec la complexité de la géométrie des surfaces de del Pezzo,
complexité qui va croissante lorsque le degré diminue. Lorsque d > 6, les surfaces de del
Pezzo sont toutes toriques et le principe de Manin et la conjecture de Peyre découlent alors
des travaux de Batyrev et Tschinkel [BT98b]. Lorsque d = 5, la situation se complique
déjà nettement et il existe très peu de choses connues. La Bretèche a obtenu le principe de
Manin et la conjecture de Peyre dans le cas d’une del Pezzo de degré 5 déployée [Bre02]
et avec Fouvry dans le cas d’une del Pezzo de degré 5 obtenue comme éclatement de 4
points dont deux définis sur Q et deux autres conjugués sur Q(i) [BF04]. Les surfaces de
del Pezzo suscitant le plus d’intérêt sont cependant les surfaces de del Pezzo de degré 4 et
3 qui sont respectivement des intersections de deux quadriques dans P4 et des cubiques
dans P3. Pour d = 4, le principe de Manin et la conjecture de Peyre ont été obtenus dans
un seul cas par Browning et La Bretèche [BB11] en tirant parti d’une fibration conique et
elles restent hors d’atteinte dès que d 6 3 [HB97]. Le seul résultat général dont on dispose
est une borne inférieure du bon ordre de grandeur pour une large classe de surfaces de del
Pezzo admettant une fibration en conique de tout degré [FLS16].

La classification de ces surfaces de del Pezzo généralisées est classique et peut être
trouvée dans [HP]. Pour d = 4, à isomorphisme près et sur Q, il existe 15 types de
singularités possibles. C’est sur ce type de surface que porte la première partie de cette
thèse. Une première approche a alors été de tenter de traiter un exemple déployé dans
chacun de ces 15 cas de figures. Le fait de s’attaquer à des surfaces déployées permet
de simplifier la géométrie, notamment du point de vue des torseurs comme on l’a vu en
section 1.3.1. On donne alors la liste des résultats connus avant cette thèse. Grâce aux
travaux de Derenthal [Der14] qui classifie les surfaces de del Pezzo singulières toriques et
à Derenthal et Loughran [DL10] qui ont déterminé quelles surfaces de del Pezzo sont des
compactifications équivariantes de G2

a, on obtient la conjecture dans un certain nombre
de cas comme conséquence directe de [BT98b] ou de [CLT02].

Pour la plupart des références, le principe de Manin et la conjecture de Peyre sont
établis pour un exemple agréable déployé concernant au type de singularité et au nombre
de droites de la ligne correspondante du tableau. En revanche, très peu de cas de surfaces
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Type # lignes Singularités Résultat(s)
(i) 12 A1
(ii) 9 2A1
(iii) 8 2A1 [Lou10], [BT13], [BBP12], [BB12]
(iv) 8 A2
(v) 6 3A1 [Bou12a]
(vi) 6 A1+A2 [Bou12a]
(vii) 5 A3 [DF13]
(viii) 4 A3 [Bou12c]
(ix) 4 4A1 [BT98b]
(x) 4 2A1+A2 [BT98b]
(xi) 3 A1+A3 [Der09], [DF14], [FP13]
(xii) 3 A4 [BD09], [DF13]
(xiii) 2 D4 [DT07], [DF13]
(xiv) 2 2A1+A3 [BT98b], [BB07c]
(xv) 1 D5 [CLT02], [DF13], [BB07b]

Tableau 2 – Principe de Manin et conjecture de Peyre dans le cas des surfaces de del
Pezzo généralisées de degré 4 selon le type de singularités et de droites sur Q.

de del Pezzo généralisées de degré 4 non déployées ont été abordées à l’exception des
surfaces de Châtelet dont il sera question dans la section suivante et qui constitue le coeur
de la première partie de ce manuscrit. Évidemment sur Q d’autres cas sont possibles et
on renvoie à Lipman [Lip06] pour une classification plus complète. Pour un état des lieux
dans le cas d = 3, on renvoie à l’introduction de la thèse de Le Boudec [Le 16].

I.2.5 Cas de la dimension supérieure

Le cas de la dimension supérieure est largement plus inexploré. Le premier écueil est
que l’on ne dispose pas d’une classification aussi simple des variétés de Fano ou "presque"
de Fano en dimension supérieure comme l’on peut en avoir une pour les surfaces de Fano.
De plus, l’augmentation de la dimension complexifie également le comptage et enfin une
dernière difficulté inhérente à la dimension supérieure apparaît lorsque l’on s’intéresse à
des surfaces singulières. On a pu voir en section 1.3.2 que dans le cas d’une surface sin-
gulière avec des singularités isolées, on étudiait en réalité le principe de Manin sur une
désingularisation minimale. Il résulte de [Zar39] qu’une telle désingularisation minimale
existe toujours et est unique à isomorphisme prés dans le cas des surfaces mais ce n’est
plus le cas en dimension supérieure. Une telle désingularisation peut s’obtenir en éclatant
les points singuliers de la surface. De plus, on peut également s’intéresser aux cas de va-
riétés possédant des singularités non isolées. La situation favorable analogue en dimension
supérieure est alors celle où une variété singulière "presque de Fano" admet une résolution
crépante, ce qui n’est pas automatique. Une résolution des singularités f : Ṽ → V est dite
crépante si f∗ωV = ωṼ . Ainsi, si HV est une hauteur anticanonique sur V , alors HṼ est
une hauteur anticanonique sur Ṽ et si f induit un isomorphisme d’un ouvert Ũ de Ṽ sur
un ouvert U de V , alors on a

# {x ∈ U(Q) | HV (x) 6 B} = #
{
x ∈ Ũ(Q) | HṼ (x) 6 B

}
et l’étude du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour V se réduisent donc
au principe de Manin et à la conjecture de Peyre pour la résolution crépante Ṽ . Une telle
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résolution crépante, au-delà du fait qu’elle n’existe pas toujours, peut se révéler très com-
pliquée et il n’existe pas de procédure générale pour la déterminer contrairement au cas
des surfaces.

Bien sûr, les méthodes telles que la méthode du cercle ou les méthodes d’analyse har-
monique ont permis d’obtenir le principe de Manin et la conjecture de Peyre dans le cas de
nombreuses variétés de dimension supérieure, mais ces derniers n’ont été obtenus que dans
trois cas par la méthode de descente sur des torseurs quasi-universels. Ainsi, les variétés de
dimension supérieure forment un réservoir d’exemples extrêmement intéressant pour conti-
nuer à tester le principe de Manin et la conjecture de Peyre et leurs différents raffinements.

Le premier cas, en dimension 3, est dû à Régis de la Bretèche et concerne la cubique
de Segre définie dans P5 par{

x3
1 + x3

2 + x3
3 + x3

4 + x3
5 + x3

6 = 0
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 0.

Il s’agit d’une cubique singulière et cet exemple est parfaitement représentatifs des dif-
ficultés qui apparaissent lorsqu’on s’attaque au principe de Manin et à la conjecture de
Peyre en dimension supérieure en terme de comptage. En revanche, la cubique de Segre ne
possédant que des singularités isolées, une résolution crépante est aisément obtenue dans
ce cas.
Le second cas, en dimension 4, est dû à Schmidt et concerne la variété définie comme le
déterminant d’une matrice carrée symétrique de taille 3 [Sch95]. Le troisième exemple,
une cubique singulière de P5 est dû à Blomer, Brüdern et Salberger et sera au centre de
la troisième partie de cette thèse.

I.3 Résultats de la thèse

I.3.1 Les surfaces de Châtelet

On définit la surface de Châtelet Sa,F comme le modèle propre et lisse des variétés
affines dans A3

Q d’équations de la forme

X2 − aY 2 = F (X, 1) (I.3.8)

où F est une forme binaire à coefficients entier de degré 4, de discriminant non nul et dont
tous les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (

√
a) et a un entier sans

facteur carré. Il n’est pas difficile de voir, comme dans [Sko], que les hypothèses effectuées
ne sont pas restrictives et qu’un modèle propre et lisse d’une variété affine d’équation de
la forme de (I.3.8) avec soit a soit F qui possède un facteur carré soit F qui possède un
facteur irréductible sur Q réductible sur Q (

√
a) est birationnel à une surface de Châtelet

Sa′,F ′ au sens de la définition (I.3.8).
Ces surfaces apparaissent naturellement parmi les surfaces non triviales les plus simples

dans la classification birationnelle des surfaces d’Iskovskikh [Isk80] puisqu’elles sont des
désingularisations minimales de certaines surfaces de del Pezzo généralisées de degré 4
et de type de singularité 2A1 conjuguées [BBP12, remarque 2.3]. En particulier, ces sur-
faces ne sont pas déployées. Les surfaces de Châtelet sont également arithmétiquement
très riches puisque certaines de ces variétés ne satisfont ni le principe de Hasse ni le prin-
cipe de l’approximation faible et correspondent au contre-exemple historique donné par
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Swinnerton-Dyer en 1971 de variétés ne satisfaisant simultanément ni le principe de Hasse
ni l’approximation faible. La seule obstruction au principe de Hasse et à l’approximation
faible pour ces surfaces est en effet l’obstruction de Brauer-Manin d’après [CTSSD87a] et
[CTSSD87b]. Ce dernier résultat est d’ailleurs établi à l’aide d’une descente sur les tor-
seurs versels qui, eux, satisfont le principe de Hasse et l’approximation faible. On donne
le tableau récapitulatif suivant concernant le principe de Hasse et l’approximation faible
sur les surfaces de Châtelet.

Cas Principe de Hasse Approximation Faible

L1L2L3L4 3 7

LC 3 3

Q1Q2 7 7

L1L2Q 3 7

F 3 3

Tableau 3 – Principe de Hasse et approximation faible sur les surfaces de Châtelet. Le
symbole 3 signifie vérifié, le symbole 7 signifie qu’il existe des cas pour lequel le principe
est non vérifié mais que ce n’est pas nécessairement systématique et 7 signifie non vérifié.

Il est également intéressant de noter qu’il s’agit de surfaces fibrées en coniques et qu’au-
cune droite n’est incluse dans Sa,F .

Le premier résultat en direction du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
sur les surfaces de Châtelet, considérées spécifiquement depuis 2005, est une borne supé-
rieure du bon ordre de grandeur pour tout F et tout a < 0 dans [Bro10]. Ce résultat a
récemment été amélioré par Browning et Sofos dont les travaux [BS16] permettent d’ob-
tenir une borne inférieure et une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour tout
F et tout a. Ces deux résultats mis à part, tous les cas du principe de Manin et de la
conjecture de Peyre obtenus jusqu’à présent l’ont été dans le cas particulier a = −1. Le
système linéaire anticanonique

∣∣∣ω−1
S−1,F

∣∣∣ étant sans point base, on obtient un morphisme
ψ : S−1,F → P4 qui donne alors lieu à une hauteur anticanonique H comme en section
1.2. On s’intéresse alors pour établir le principe de Manin et la conjecture de Peyre au
comportement asymptotique de la quantité

N(B) = # {x ∈ S−1,F (Q) | H(x) 6 B}

lorsque B → +∞. La forme du résultat asymptotique conjecturé et les méthodes néces-
saires pour l’obtenir sont subordonnées au type de factorisation de F dans Q. La liste
suivante explicite tous les cas possibles :
(i) F = L1L2L3L4, où les Lj sont des formes linéaires de Q[X] deux à deux non pro-

portionnelles ;
(ii) F = L1L2Q où les Lj sont des formes linéaires non proportionnelles, et Q une forme

quadratique irréductible sur Q mais réductible sur Q[i] (cas dégénéré) ;
(iii) F = L1L2Q où les Lj sont des formes linéaires non proportionnelles, et Q une forme

quadratique irréductible sur Q[i] ;
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(iv) F = LC, où L est une forme linéaire, et C est une forme cubique irréductible sur Q
(et donc irréductible sur Q(i)) ;

(v) F = Q1Q2, où les Qj sont des formes quadratiques irréductibles non proportionnelles
sur Q, mais dont l’une au moins est réductible sur Q[i] (cas dégénéré) ;

(vi) F = Q1Q2 où les Qj sont des formes quadratiques non proportionnelles irréductibles
sur Q[i] ;

(vii) F est irréductible sur Q, mais est réductible sur Q[i] (cas dégénéré) ;
(viii) F est une forme irréductible sur Q[i].
L’évaluation asymptotique de N(B) peut être reformulée en termes d’estimations de quan-
tités de la forme

S(X) =
∑

x∈Z2∩R(X)
r(F (x)) (I.3.9)

pour
R(X) = {x ∈ R2 | ||x||∞ 6 X, F (x) > 0}

et où r(n) désigne le nombre de représentations d’un entier n comme somme de deux
carrés. Le premier exemple d’une formule asymptotique pour S(X) lorsque X → ∞ a
été obtenu par Daniel [Dan99] pour le polynôme F (X,Y ) = X4 + Y 4, qui est du type
(vii). À la suite de ce travail, d’autres progrès ont été accomplis. Pour les formes de type
(i), l’évaluation asymptotique de S(X) a été traitée par Heath-Brown dans [HB03]. Les
précisions nécessaires à l’approche du principe de Manin ont été obtenues dans [BB08], ce
qui a effectivement permis l’estimation asymptotique de N(B) dans [BBP12] par Brow-
ning, La Bretèche et Peyre. Ce cas constitue le premier cas où le principe de Manin a été
obtenue par des méthodes différentes de l’analyse harmonique dans le cas d’une variété ne
vérifiant pas l’approximation faible. Les mêmes méthodes fonctionnent pour le type (iv) :
les évaluations de S(X) et de N(B) ont ainsi été obtenues dans [BB12] par Browning
et La Bretèche. Avec Tenenbaum ([BT12] et [BT13]), La Bretèche a établi les cas dans
lesquels F n’est pas divisible par une forme linéaire, autrement dit les types (vi) et (viii).
Il reste donc certains cas dont le cas (iii) sachant que les cas (ii), (v) et (vii) peuvent être
considérés comme des cas dégénérés. On peut noter que le schéma de la démonstration
diffère selon que le polynôme F possède un facteur linéaire ou non. En particulier, les
outils analytiques requis pour estimer (I.3.9) dans le cas où F ne possède pas de facteur
linéaire sont plus sophistiqués et font notamment appel à la fonction ∆ de Hooley tordue
par un caractère.

La première partie de cette thèse est alors consacrée à la démonstration du principe
de Manin et de la conjecture de Peyre dans le dernier cas restant (iii) et ainsi d’achever le
traitement de ces conjectures dans le cas des surfaces de Châtelet pour a = −1. Dans ce
cas, la résolution de ce problème et l’estimation de (I.3.9) peut se ramener à l’estimation
asymptotique de sommes du type

S(X) =
∑

x∈Z2∩R(X)
r
(
L1(x)

)
r
(
L2(x)

)
r
(
Q(x)

)
, (I.3.10)

On rappelle qu’on a l’expression

r(n) = 4
∑
d|n

χ(d),

où χ désigne le caractère de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode pour estimer
ces sommes est alors inspirée de l’article [BB10] où le même genre de sommes est étudiée
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mais pour la fonction τ nombre de diviseurs à la place de la fonction r et de [BB08] où le
même genre de somme est étudiée mais avec quatre formes linéaires non proportionnelles.
Elle repose essentiellement sur une décomposition des sommes du type (I.3.10) due à
Heath-Brown [HB97] permettant de réduire les intervalles de chacune des variables de
façon acceptable et ainsi permettre l’utilisation d’estimations de géométrie des nombres
inspirées de [Dan99] et [BB10]. Le résultat que l’on obtient est alors le suivant.

Théorème I.3.1. Soient a = −1 et L1 et L2 deux formes linéaires non proportionnelles et
Q une forme quadratique irréductible sur Q[i]. On suppose que R est une région convexe,
bornée avec une frontière continûment différentiable telle que

∀x ∈ R, Li(x) > 0 (i ∈ {1, 2}), Q(x) > 0.

On pose pour (d1, d2, d3) ∈ N3

ρ(d1, d2, d3) = #
{
x ∈ [0, d[2∩Z2 | di | Li(x) (i ∈ {1, 2}), d3 | Q(x)

}
et pour n ∈ N∗

E2n =
{
k ∈ Z/2nZ | ∃` ∈ N, k ≡ 2`

(
mod 2min{`+2,n}

)}
.

Soient
η = 1− 1 + log log(2)

log(2) = 0.086071...

ainsi que ε > 0 et X > 1 tels que r′X1−ε > 1. On a alors

S(X) = π3vol(R)X2∏
p

σp +Oε

(
X2

(log(X))η−ε

)
,

où

σp =
(

1− χ(p)
p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ (pν1 , pν2 , pν3)
p2(ν1+ν2+ν3)

lorsque p est impair et

σ2 = 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣ Fi(x) ∈ E2n

}
.

Le produit
∏
p>2

σp est bien absolument convergent et la constante implicite du Oε peut être

rendue complètement explicite en les coefficients des formes L1, L2 et Q.

On en déduit en particulier le théorème suivant qui est en accord avec la prédiction de
Manin.

Théorème I.3.2. Lorsque a = −1 et F = L1L2Q avec L1 et L2 deux formes linéaires
non proportionnelles et Q une forme quadratique irréductible sur Q[i], on a

N(B) ∼
B→+∞

c0B log(B),

où la constante c0 = cPeyre est la constante conjecturée par Peyre.
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Remarque.– On peut noter que tous les cas traités pour a = −1, y compris les cas traités
dans cette thèse, devraient s’adapter sans problème à tous les cas a < 0 sans nécessiter de
nouvelles idées ou de nouveaux concepts mais au prix d’un certain nombre de complica-
tions techniques. On renvoie à [BT13] pour plus de détails.

La deuxième partie de cette thèse est dédiée à la géométrie derrière les différentes
démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre dans le cas des surfaces
de Châtelet et plus généralement à la géométrie des surfaces fibrées en coniques obtenues
comme modèle minimaux propres et lisses de variétés affines dans A3

Q d’équations de la
forme

X2 − aY 2 = F (X, 1) (I.3.11)

où F est une forme binaire à coefficients entier de degré quelconque, de discriminant non
nul et dont tous les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (

√
a) et a un

entier sans facteur carré.
En effet, les variétés considérées dans la première partie de cette thèse ne sont pas

déployées et en accord avec la section I.2.1, on s’attend à ce que les torseurs utilisés
soient différents des torseurs versels. De plus, pour les cas considérés dans cette thèse,
l’approximation faible n’est pas nécessairement vérifiée, ce qui en fait le premier exemple
de surfaces non déployées ne vérifiant pas l’approximation faible pour lequel le principe
de Manin et la conjecture de Peyre sont établis par de telles méthodes de descente. Le
passage successif du nombre de points rationnels de hauteur bornée à des sommes de type
(I.3.9) puis à des sommes de type (I.3.10) correspond à deux descentes successives. La
première descente est une descente de la surface de Châtelet sur un torseur intermédiaire
T ⊆ A5 d’équation

y2 + z2 = t2F (u, v)

avec (y, z, t) 6= (0, 0, 0) et (u, v) 6= (0, 0). Pieropan a alors établi dans sa thèse [Pie15] qu’il
s’agissait d’un torseur quasi-universel de type λ : Pic(S) ↪→ Pic(S). La deuxième descente
effectuée l’est de ce torseur intermédiaire T sur des variétés d’équations{

Li(u, v) = di(s2
i + t2i ), (i = 1, 2)

Q(u, v) = d3(s2
3 + t23). (I.3.12)

La majeure partie du travail afin de vérifier la conjecture de Peyre a donc été d’établir que
ces variétés sont en réalité des torseurs quasi-universels d’un certain type λ : T̂ ↪→ Pic(S)
et non des torseurs versels. Une description explicite des torseurs versels et des torseurs
utilisés lors de la preuve du principe de Manin est alors établie en utilisant le formalisme
des anneaux de Cox présenté en section 1.3.1, un anneau de Cox des surfaces de Châtelet
sur Q ayant été explicité dans [Der06]. On montre alors

cPeyre = α(X)β(X)
#X1(Q, T )

∑
j∈J

ωV,HV (πj (Tj(AQ))) (I.3.13)

pour un ensemble fini J dépendant de la forme F . La démonstration du principe de Manin
fournit qu’alors les torseurs de type λ utilisés dans la preuve satisfont le principe de Hasse.
Ce travail a donné lieu à la publication [Des16b].

De manière analogue, on peut constater que parmi toutes les démonstrations du prin-
cipe de Manin, le seul cas où une descente est utilisée sur les torseurs versels est le cas
scindé (i). Dans tous les autres cas, on effectue une descente sur d’autres torseurs. Plus
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précisément, si l’on s’intéresse à la surface de Châtelet Sa,F avec F = F1 · · ·Fr pour
F1, . . . , Fr les facteurs irréductibles de F sur Q, alors le problème de comptage est traité
systématiquement au moyen de deux descentes successives, la première sur le torseur in-
termédiaire T puis la seconde sur les variétés de A2r+2 = Spec(Q[u, v, si, ti | 1 6 i 6 r])
définie par les équations

Fi(u, v) = di(s2
i + t2i ) (1 6 i 6 r). (I.3.14)

Dans la plupart des cas, comprendre la géométrie derrière le problème de comptage et
les torseurs ne se révèle pas indispensable pour vérifier que la conjecture de Peyre est
vérifiée (même si la vérification de la constante peut se réexprimer en ces termes malgré
tout) sauf dans les cas L1L2L3L4 (pour lequel il est établi dans [BBP12] que les variétés
(I.3.14) sont des torseurs versels), L1L2Q (qui est traité dans ce manuscrit) et Q1Q2 (où la
vérification de la constante est complétée dans ce manuscrit). On démontre alors le résultat
plus général suivant qui explicite complètement la situation géométrique dans le cas des
surfaces de Châtelet généralisées. On donne également une procédure pour obtenir des
équations explicites des torseurs versels et des torseurs utilisés dans la preuve du principe
de Manin. Le théorème suivant est valable pour tout a et sera donc utile notamment dans
le cas des surfaces de Châtelet pour a > 0 qui est un projet en cours. Le résultat suivant
pourrait également s’avérer utile dans le cas où le principe de Manin serait établie pour
des surfaces de Châtelet généralisées avec deg(F ) > 4. Il est cependant important de noter
que les méthodes présentées dans cette thèse ou les méthodes de [BT13] sont inopérantes
dans ce cas et ne permettent de couvrir que les cas deg(F ) 6 4. Les autres cas semblent
hors de portée à l’heure actuelle, à part peut être le cas scindé qui pourrait être attaqué
à l’aide de la machinerie de Green-Tao-Ziegler [GTZ12].

Théorème I.3.3. Soit Sa,F le modèle minimal propre et lisse de variétés affines de A3
Q

de la forme
X2 − aY 2 = F (X, 1)

où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré n pair, de discriminant non
nul et a un entier sans facteur carré. On suppose que F = F1 · · ·Fr pour F1, . . . , Fr les
facteurs irréductibles de F sur Q et que ces facteurs irréductibles restent irréductibles sur
Q(
√
a). Il existe alors des torseurs pour Sa,F de tout type dès que Sa,F 6= ∅, ce que l’on

supposera dans la suite du théorème.
Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le nombre de classes de
Q(
√
a) soit égal à 1 et que, si a > 0, le nombre de classes restreint soit également égal à

1. Soit T un torseur versel pour Sa,F . Il existe alors une variété X tel que T ∼= X ×A2

et tel que sur le complémentaire de l’origine X ◦ de X on ait

Fi(u, v) = βi(s2
i − at2i ), (1 6 i 6 r)

pour (β1, . . . , βr) vérifiant β1 · · ·βr = �×NQ(
√
a)/Q(x, y) et où si et ti vérifient certaines

conditions. Il est alors possible de déterminer explicitement des équations de T dès que F
est explicite. Ainsi, ce ne sont pas les torseurs utilisés dans les différentes démonstrations
du principe de Manin et de la conjecture de Peyre [BB12], [BT13] et [Des16b]. Ce sont
en revanche les torseurs utilisés dans la démonstration de [BBP12].
Par ailleurs, soit T un torseur de type λ : Pic(SQ(

√
a)) ↪→ Pic(S). Alors il existe une

variété X tel que T = X ×A2 et telle que le complémentaire de l’origine X ◦ de X soit
isomorphe à l’intersection complète de A2r+2

Q r {0} donnée par les équations

Fi(u, v) = βi(s2
i − at2i ), (1 6 i 6 r)
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pour (β1, . . . , βr) vérifiant β1 · · ·βr = NQ(
√
a)/Q(x, y). Il est alors possible de déterminer

un système de représentant des classes d’isomorphismes de tels torseurs et de déterminer
explicitement des équations de T dès que F est explicite.
En particulier, les torseurs utilisés dans la preuve du principe de Manin pour a = −1 sont
des torseurs de type Pic(SQ(i)).

On peut remarquer que dans le cas des torseurs versels, les normes NKi/Q(xi) sont bien
des normes sur Q(

√
a) mais vérifiant des conditions particulières, ce qui rend notamment

plus difficile d’expliciter un système de représentant de leurs classes d’isomorphismes.

I.3.2 Une famille d’hypersurfaces en dimension supérieure

Soit n > 2 un entier fixé et Wn l’hypersurface normale projective de P2n−1
Q définie par

l’équation
x1y2y3 · · · yn + x2y1y3 · · · yn + · · ·+ xny1y2 · · · yn−1 = 0 (I.3.15)

où x1, . . . , xn, y1, . . . , yn désignent des coordonnées homogènes de P2n−1
Q . Lorsque n = 2,

la variété W2 est lisse tandis que pour n > 3, la variété Wn est singulière, le lieu singulier
étant donné par la réunion des sous-espaces fermés définis par les équations

yi = yj = yk = 0 pour 1 6 i < j < k 6 n

ou
yi = yj = xi = xj = 0 pour 1 6 i < j 6 n.

On pose Un l’ouvert de Zariski deWn défini par la condition y1y2 · · · yn 6= 0. Sur cet ouvert,
on peut réécrire l’équation (I.3.15) sous la forme

n∑
i=1

xi
yi

= 0.

On constate alors que toutes les sous-variétés accumulatrices et les points singuliers de
Wn sont inclus dans Wn r Un ([BBS14]). La variété Wn possède la structure algébrique
suivante qui s’avérera très utile dans la suite. On considère le groupe algébrique

H =
{(

b a
0 b

)
: (a, b) ∈ Q∗ ×Q

}
ainsi que

Ψn :


Hn −→ Ga((

b1 a1
0 b1

)
, . . . ,

(
bn an
0 bn

))
7−→

n∑
i=1

ai
bi

et Gn = Ker(Ψn)/Gm où l’on utilise le plongement

Gm ↪−→ Hn

b 7−→
((

b 0
0 b

)
, . . . ,

(
b 0
0 b

))
.

On obtient alors que Gn ∼= Un. En effet, tout point de Un admet un unique représentant
de la forme [x1 : · · · : xn : 1 : y2 : · · · : yn] et de même tout point de Gn possède une unique

représentation du type
((

1 a1
0 1

)
, . . . ,

(
bn an
0 bn

))
si bien que

Un −→ Gn

[x1 : · · · : xn : 1 : y2 : · · · : yn] 7−→
((

1 x1
0 1

)
, . . . ,

(
yn xn
0 yn

))
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est un isomorphisme qui munit Un d’une structure de groupe commutatif lorsque la mul-
tiplication de deux points (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) et (x′1, . . . , x′n, y′1, . . . , y′n) est donnée par

(x1y
′
1 + x′1y1, . . . , xny

′
n + x′nyn, y1y

′
1, . . . , yny

′
n).

Il vient alors une immersion ouverte naturelle j : Gn ↪→ Wn et une action naturelle
α : Gn ×Wn →Wn de Gn sur Wn. Ce groupe

G ∼= (Ga)n−1 × (Gm)n−1

n’est cependant pas de type produit et les techniques d’analyse harmonique utilisées par
exemple dans [BT98b] et [CLT02] ne s’adaptent pas, a priori, à ce cas. Dans [BBS14], Blo-
mer, Brüdern et Salberger établissent le principe de Manin sous sa forme forte conjecturée
par Peyre pour la variété Wn dans le cas n = 3 pour la hauteur anticanonique

H ([x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3]) = max
16i63

(|xi|, |yi|)3

où (x1, x2, x3, y1, y2, y3) sont des entiers premiers entre eux. Leur méthode repose sur
la construction d’une résolution crépante X → W3 de W3 puis sur une descente sur le
torseur versel de X. La résolution crépante construite et leur méthode de comptage n’est
plus valable dès que n > 4 mais il est à noter que leur formule asymptotique ([BBS14,
theorem 1]) est plus précise que la prédiction de Manin à proprement parler puisqu’ils
obtiennent un terme principal de la forme BQ(log(B)) avec Q un polynôme de degré 4
dont le coefficient dominant correspond à la constante de Peyre.

Comme remarqué dans ce même article [BBS14, section 1.3], l’équation (I.3.15) définit
également pour n > 3 une variété singulière Ŵn ⊂

(
P1

Q

)n
pour laquelle il est intéressant

d’étudier le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour la hauteur anticanonique

Ĥ ([x1 : y1], . . . , [xn : yn]) =
n∏
i=1

max(|xi|, |yi|)

lorsque (xi, yi) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i ∈ J1, nK. À la connaissance
de l’auteur, ces deux conjectures ne sont connues pour aucune valeur de n > 3 pour les
variétés Ŵn. Ces dernières ont pourtant un intérêt arithmétique puisqu’elles interviennent
dans la détermination du cardinal des matrices stochastiques à coefficients rationnels tous
de hauteur inférieure à une certaine borne B > 1. Dans [Shp16], Shparlinski obtient
une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour ce cardinal et dans [Bre16], La
Bretèche parvient à en obtenir une formule asymptotique en déterminant le nombre de
points rationnels de hauteur inférieure à B sur Ŵn lorsque n > 3 pour la hauteur

Ĥ2 ([x1 : y1], . . . , [xn : yn]) = max
16i6n

(|xi|, |yi|)

lorsque (xi, yi) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i ∈ J1, nK. Il est cependant
important de noter que cette hauteur n’est pas anticanonique et qu’ainsi le principe de
Manin et la conjecture de Peyre ne s’appliquent pas dans ce cas.

Enfin, l’équation (I.3.15) définit également pour n > 3 une variété singulière biprojec-
tive W̃n ⊂

(
Pn−1

Q

)2
pour laquelle il peut également être intéressant d’étudier le principe

de Manin et la conjecture de Peyre par rapport à la hauteur anticanonique

H̃ ([x1 : . . . : xn], [y1 : . . . : yn]) = max
16i6n

|xi|n−1 max
16i6n

|yi|
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lorsque (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont deux n-uplets d’entiers premiers entre eux. Il est à
noter que dans ce cas, contrairement au cas deWn, la variété W̃n ne peut pas être écrite de
façon naturelle comme la compactification équivariante d’un groupe. Dans le cas de Wn,
c’est un aspect essentiel de la preuve du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
de [BBS14]. Le seul cas pour lequel un résultat est connu est le cas n = 3. La variété W̃3
est alors une cubique de dimension 3 et Blomer et Brüdern obtiennent dans un premier
temps dans [BB16] le bon ordre de grandeur pour le problème de comptage associé avant
de parvenir récemment avec Salberger à obtenir une formule asymptotique et le principe
de Manin et la conjecture de Peyre dans [BBS16].

On démontre alors dans une troisième partie de cette thèse le principe de Manin et la
conjecture de Peyre pour les hypersurfacesWn pour tout n > 2. Le cas n = 2 étant couvert
par [BT98b] et le cas n = 3 étant couvert par le résultat de [BBS14]. La démonstration
utilise des résultats de Per Salberger qui explicitent une résolution crépante pour la variété
Wn pour tout n > 3 et qui sont reproduits en annexe de ce manuscrit.

Pour tout n > 2 et pour un point (x,y) ∈ P2n−1
Q représenté par (x,y) ∈ Z2n premiers

entre eux, on considère la hauteur

H(x,y) = max
16i6n

(|xi|, |yi|)n

qui est une hauteur anticanonique naturelle sur Wn comme remarqué dans [BBS14]. De
plus, pour tout B > 1, on pose

N(B;Un) = #{(x,y) ∈ Un(Q) : H(x,y) 6 B}.

On démontre alors le théorème suivant, en accord avec la prédiction de Manin.

Théorème I.3.4. Soit B > 1. Il existe une constante c2 > 0 telle que

N(B;U2) = c2B log(B) +O (B)

avec
c2 = 4

ζ(2)2

et pour n > 3, il existe une constante cn > 0 telle que

N(B;Un) = cnB(logB)2n−n−1 +O
(
B(logB)2n−n−2 log(logB)

)
.

De plus, l’expression de la constante cn est en accord avec la conjecture de Peyre.

La démonstration de ce résultat permet d’enrichir la liste des variétés de dimension
supérieure pour lesquelles on connaît le principe de Manin et la conjecture de Peyre et
présente l’avantage, contrairement aux cas précédemment cités en section I.2.3, d’être
valable pour une famille infinie d’hypersurfaces. La démonstration repose essentiellement
sur deux aspects distincts. Le premier est le problème de comptage à proprement parler.
L’idée principale est d’utiliser la factorisation suivante

∀j ∈ J1, nK, yj =
∏

16h62n−1
z
εj(h)
h

pour
h =

∑
16j6n

εj(h)2j−1
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afin de transformer le problème de comptage sur (I.3.15) en un problème de comptage sur
n∑
j=1

djxj = 0 avec ∀i ∈ J1, nK, di =
∏

16h6N
z

1−εi(h)
h . (I.3.16)

On est ainsi en mesure de parfaitement contrôler toutes les conditions de coprimalité et
on est capable d’estimer par des méthodes élémentaires, pour y = (y1, . . . , yn) fixés, le
cardinal de l’ensemble

A(y;X) =
{
α ∈ Zn : max

16i6n
|αi| 6 X,

n∑
i=1

diαi = 0
}

(X > 1).

La deuxième partie de la démonstration vise à vérifier que la constante est en accord avec
la conjecture de Peyre. Cependant les variétés Wn sont singulières dès que n > 3 et il est
alors nécessaire de déterminer une résolution crépante f0 : X0 →Wn. Puisque X0 est une
variété "presque de Fano" au sens de [Pey01, Définition 3.1], le principe de Manin prend
la forme suivante où la constante de Peyre est donnée par la formule empirique [Pey01,
formule 5.1]

N(B;Un) = cPeyreB (log(B))rk(Pic(X0))−1 (1 + o(1)).

La deuxième partie de ce travail a donc constitué, en se basant sur l’annexe due à Per
Salberger, à construire cette résolution crépante et à établir que le problème de comptage
consistait en une descente sur le torseur versel associé à cet résolution crépante qui est
explicitement construit. On démontre plus précisément le résultat suivant.

Théorème I.3.5. On pose N = 2n − 1 et on introduit pour tout h ∈ J1, NK, P(h) ×P(h)

comme étant l’espace biprojectif Ps(h)−1 ×Ps(h)−1 de coordonnées bihomogènes(
Y(h); Z(h)

)
=
(
Y

(h)
i1

, . . . , Y
(h)
is(h)

;Z(h)
i1
, . . . , Z

(h)
is(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1. On définit alors la sous-variété fermée X0,n ⊆ P2n−1 ×∏

16h6N P(h) ×P(h) de coordonnées multihomogènesx1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
définie par les équations suivantes

Y
(h)
i1

Z
(h)
i1

= · · · = Y
(h)
is(h)

Z
(h)
is(h)

pour h ∈ J1, NK et εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1,
Y

(h)
i Y

(`)
j = Y

(h)
j Y

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1,

Z
(h)
i Z

(`)
j = Z

(h)
j Z

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1,

x1Z
(N)
1 + · · ·+ xnZ

(N)
n = 0,

yiY
(N)
j − yjY (N)

i = 0 pour 1 6 i < j 6 n.
(I.3.17)

La restriction de la projection sur le premier facteur

pr1 : P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) → P2n−1

à la variété X0,n définie par les équations (I.3.17) fournit un morphisme propre, Gn-
équivariant d’une variété normale X0,n versWn. De plus, il s’agit d’une résolution crépante
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de Wn. De plus, X0,n est un Pn−1-fibré sur une variété B0,n isomorphe à la variété torique
de Coxeter Cn de Sn et X0,n est "presque de Fano".
Soit O ⊂ A2n+n−1 la sous-variété ouverte de coordonnées

(
x′; (zh)16h6N

)
définie par

n∑
i=1

x′i


∏

16h6N
h 6=hn
s(h)>2

z
1−εi(h)
h

 = 0. (I.3.18)

et les conditions
zhn

∏
16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 ou x′iz2i−1
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 (I.3.19)

pour i ∈ J1, nK et j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}
.

Le morphisme ϕO : O → X0,n défini par

(
x′; (zh)16h6N

)
7−→

z1x
′
1, . . . , z2n−1x′n,

∏
16h6N
ε1(h)=1

zh, . . . ,
∏

16h6N
εn(h)=1

zh;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
(I.3.20)

où

Y(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et

Z(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour X0,n.
Soit A0 l’ensemble des 2n + n − 1-uplets

(
x′; (zh)16h6N

)
tels que x′i ∈ Z, zh ∈ N si

s(h) > 1 et zh ∈ Z r {0} si s(h) = 1 vérifiant la relation (I.3.19) ainsi que les conditions
de coprimalité

pgcd
(
zhn , x

′
1z1, . . . , x

′
nz2n−1

)
= 1 (I.3.21)

et que le N -uplet (zh)16h6N est réduit. Alors, l’application A0 → Z2n définie par

(
x′; (zh)16h6N

)
∈ A0 7−→

z1x
′
1, . . . , z2n−1x′n,

∏
16h6N

z
ε1(h)
h , . . . ,

∏
16h6N

z
εn(h)
h


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avec

A0 = #


(
x′; (zh)16h6N

)
∈ Zn × (Z r {0})2n−1 :

(zh)16h6N N -uplet réduit,
zh > 0 si s(h) > 2,

n∑
j=1

( ∏
16h6N

z
1−εj(h)
h

)
z2j−1x′j = 0


est une bijection entre A0 et Wn, l’ensemble des solutions entières primitives de (I.3.15).
De plus, dans ce cas, la condition (I.3.21) est équivalente à la condition

pgcd(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = 1.

Cela permet alors de construire la mesure de Tamagawa et en tirant parti de la structure
de groupe de Wn et de calculer tous les invariants intervenant dans la constante de Peyre
grâce à [TT12]. Ce travail a donné lieu à la prépublication [Des16a]. Enfin, on précise que
la méthode présentée dans le cas du plongement dans P2n−1 ne semble pas s’appliquer
directement aux autres plongements.

I.4 Plan de la thèse

L’organisation de cette thèse est la suivante. Dans une première partie, on s’intéresse
au principe de Manin et à la conjecture de Peyre pour les surfaces de Châtelet et plus
généralement pour les surfaces fibrées en coniques obtenus comme modèle minimal propre
et lisse de variétés affines de A3

Q de la forme

X2 − aY 2 = F (X, 1) (I.4.22)

où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré n, de discriminant non nul et a un
entier sans facteur carré. Dans un premier chapitre, on reproduit la publication [Des16b]
dans laquelle le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour les surfaces de Châtelet
dans le cas a = −1 et F = L1L2Q sont établies. Le second chapitre est consacré à le
description d’un anneau de Cox de type identité sur une clôture algébrique des surfaces
(I.4.22). On donne alors, grâce à [Pie15] et à cet anneau de Cox, une description des
torseurs versels et des torseurs de type Pic(SQ(

√
a)) associés à ces surfaces. On éclaire ainsi

la géométrie derrière les preuves du principe de Manin préalablement existantes et ouvre
la voie à de nouvelles preuves de ce principe.

Dans une seconde partie, on reproduit la prépublication [Des16a] dans laquelle on
démontre le principe de Manin et la conjecture de Peyre sur les hypersurfaces singulières
(I.3.15). Cette partie comporte une annexe de Per Salberger sur lequel repose de manière
importante la vérification de la constante de Peyre pour (I.3.15).





Notations

Dans tout le manuscrit, ε désignera une constante strictement positive arbitrairement
petite. Cette constante sera autorisée à éventuellement changer de valeur d’une ligne à
l’autre.

Toutes les dépendances (y compris en ε) des constantes implicites des notations de
Vinogradov � et de Landau O seront précisées en indice de celles-ci.

On notera indifféremment (n,m) et pgcd(m,n) le plus grand diviseur commun de deux
entiers n etm ainsi que [n,m] et ppcm(m,n) le plus petit multiple commun de deux entiers
n et m.
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Abstract. Following the line of attack from La Bretèche, Browning and Peyre, we prove
Manin’s principle in its strong form conjectured by Peyre for a family of Châtelet surfaces
which are defined as minimal proper smooth models of affine surfaces of the form

Y 2 − aZ2 = F (X, 1),
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where a = −1, F ∈ Z[x1, x2] is a polynomial of degree 4 whose factorisation into ir-
reducibles contains two non proportional linear factors and a quadratic factor which is
irreducible over Q[i]. This result deals with the last remaining case of the Manin’s prin-
ciple for Châtelet surfaces with a = −1 and essentially settles the study of the Manin’s
principle for Châtelet surfaces with a < 0. We reproduce here the publication [Des16b].

1.1 Introduction

On définit la surface de Châtelet Sa,F comme modèle minimal propre et lisse de variétés
affines de A3

Q de la forme
X2 − aY 2 = F (X, 1)

où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré 4, de discriminant non nul et a
un entier qui n’est pas un carré. Ces surfaces introduites par Châtelet ([Cha59] et [Cha66])
sont arithmétiquement très riches puisqu’elles correspondent à l’exemple historique donné
en 1971 par Swinnerton-Dyer de variétés ne satisfaisant ni le principe de Hasse ni l’ap-
proximation faible. Elles sont également des désingularisations minimales de surfaces de
del Pezzo de degré 4 de type de singularité 2A1 conjuguées [BBP12, remarque 2.3]. Les
surfaces de del Pezzo ont été parmi les premières à être considérées dans le traitement du
principe de Manin ([BB07b], [Der06], [DT07] ou encore [Bou12b] entre autres) puisque les
plus simples dans la classification birationnelle d’Iskovskikh [Isk80].

L’objet de cet article est de décrire la répartition des points rationnels sur les surfaces
de Châtelet dans les cas où Sa,F := S avec F produit de deux formes linéaires F1 et F2 non
proportionnelles par une forme quadratique F3 irréductible sur Q[i] et a = −1. Tous les
éléments quant à la géométrie de ces surfaces dont nous auront besoin ont été démontrés
dans [CTSSD87a] et [CTSSD87b] et sont résumés dans [Bro10] et [BBP12] dans le cas où
F est scindé. Ils s’adaptent au cas présent sans difficulté. En particulier, le système linéaire
anticanonique |ω−1

S | est sans point base, ce qui donne lieu à un morphisme ψ : S → P4.
On s’intéresse alors à la quantité

N(B) = #{x ∈ S(Q) | (H4 ◦ ψ)(x) 6 B},

où H4 est une hauteur sur P4(Q) qui sera définie en section 1.6.1. Le rang du groupe de
Picard de S vaut ici 2 [Bro10] si bien que le principe de Manin prend la forme

N(B) ∼
B→+∞

cSB log(B)

pour une certaine constante cS > 0. Peyre [Pey95] dans un premier temps, puis Batyrev
et Tschinkel [BT98a] dans un cadre plus général, ont proposé une expression conjecturale
de la constante cS s’exprimant en termes d’une mesure de Tamagawa sur l’espace adélique
associé à la surface S (voir aussi la formule empirique donnée par Peyre dans [Pey01,
formule 5.1]).

D’après [CTSSD87a] et [CTSSD87b], l’obstruction de Brauer-Manin est la seule obs-
truction au principe de Hasse et à l’approximation faible pour les surfaces de Châtelet
et en particulier les surfaces considérées spécifiquement dans cet article ne satisfont pas
nécessairement l’approximation faible mais satisfont le principe de Hasse. Il s’agit ici du
troisième cas, après [BBP12] et [BT13], pour lequel le principe de Manin dans sa forme
forte conjecturée par Peyre dans [Pey01, formule 5.1] est établi par des méthodes de des-
cente sur des torseurs pour une classe de variétés ne satisfaisant pas l’approximation faible.

Les travaux de La Bretèche, Browning et Peyre [BBP12] utilisant l’approche par les tor-
seurs versels (introduits par Colliot-Thélène et Sansuc dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87]
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et utilisés dans ce cadre pour la première fois par Salberger dans [Sal98]) ont permis dans
un premier temps d’établir le principe de Manin dans le cas de factorisations de type un
produit de formes linéaires non proportionnelles [BBP12], puis les travaux de La Bretèche
et Browning ont fourni le cas d’un produit d’une forme linéaire et d’une forme cubique irré-
ductible sur Q [BB12], et enfin les travaux de La Bretèche et Tenenbaum ceux d’une forme
irréductible sur Q[i] de degré 4 ou d’un produit de deux formes quadratiques irréductibles
sur Q[i] [BT13].

On achève dans cet article la preuve du principe de Manin dans le cas des surfaces
de Châtelet avec a = −1. Le théorème suivant améliore notamment la borne N(B) �
B log(B) obtenue par Browning dans [Bro10].

Théorème 1.1.1. Lorsque a = −1 et F = F1F2F3 avec F1 et F2 deux formes linéaires
non proportionnelles et F3 une forme quadratique irréductible sur Q[i], on a

N(B) ∼
B→+∞

c0B log(B),

où la constante c0 = cS est la constante conjecturée par Peyre.

Remarque 1.1.1. On peut se convaincre assez aisément que les méthodes développées
ici permettraient de généraliser le résultat à tous les a < 0 mais au prix d’un certain
nombre de complications techniques comme expliqué dans [BT13, Introduction]. Le cas
a > 0 semble nécessiter une approche différente du fait du nombre infini d’unités du corps
quadratique réel Q (

√
a) et fait l’objet d’un travail en cours de l’auteur.

La méthode utilisée ici suit celle développée par La Bretèche, Browning et Peyre dans le
cas précédemment cité. En particulier, la résolution de ce problème repose essentiellement
sur l’estimation asymptotique de sommes du type

S(X) =
∑

x∈Z2∩XR
r
(
F1(x)

)
r
(
F2(x)

)
r
(
F3(x)

)
, (1.1.1)

pour une région R ⊂ R2 convenable et où r(n) désigne le nombre de représentations d’un
entier n comme somme de deux carrés. On rappelle qu’on a l’expression

r(n) = 4
∑
d|n

χ(d),

où χ désigne le caractère de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode pour estimer
ces sommes est inspirée de l’article [BB10] où le même genre de sommes est étudiée mais
pour la fonction τ nombre de diviseurs à la place de la fonction r. Pour la vérification de
la conjecture de Peyre, on s’inspire ici de [BT13] et de [BBP12]. Cependant, à la différence
du cas traité dans [BBP12], on établit que le traitement du principe de Manin se fait
au moyen d’un passage sur des torseurs distincts des torseurs versels dont on donne une
description précise en section 1.7.

1.2 Estimations de sommes liées à la fonction r

Plus précisément, on considère x = (x1, x2), F1 et F2 deux formes linéaires binaires
dans Z[x1, x2], F3 une forme quadratique dans Z[x1, x2] et R est une région de R2 vérifiant
les hypothèses suivantes que l’on notera NH :
i) Les formes F1 et F2 ne sont pas proportionnelles ;
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ii) La forme quadratique F3 est irréductible sur Q[i] ;
iii) ∀x ∈ R, Fi(x) > 0; (1.2.0)
iv) La région R est convexe, bornée avec une frontière continûment différentiable.
On définit

XR = {Xx | x ∈ R}

et on pose F1(x) = a1x1 + b1x2, F2(x) = a2x1 + b2x2 et F3(x) = a3x
2
1 + b3x

2
2 + c3x1x2,

avec ai, bi et c3 entiers. Lorsque J, L ∈ Z[x1, x2] sont deux formes binaires homogènes, on
note disc(J) le discriminant de J(x, 1) et Res(J, L) le résultant de J(x, 1) et de L(x, 1).
On considère alors

∆ = disc(F3) = c2
3 − 4a3b3 6= 0, ∆12 = Res(F1, F2) = a1b2 − a2b1 6= 0, (1.2.2)

et
∆i3 = Res(Fi, F3) = a3b

2
i + b3a

2
i − c3aibi = F3(−bi, ai) 6= 0,

pour i ∈ {1, 2} et, pour d = (d1, d2, d3) ∈ N3,

Λ(d) =
{
x ∈ Z2 | di|Fi(x)

}
,

où l’on note systématiquement (sauf mention contraire) di|Fi(x) pour d1|F1(x), d2|F2(x)
et d3|F3(x). On introduit alors la quantité essentielle

ρ(d) = ρ(d, F1, F2, F3) = #
(
Λ(d) ∩ [0, d[2

)
où l’on note systématiquement d = d1d2d3.

On pose également
L∞ = L∞(F1, F2, F3) = max{‖ Fi ‖},

où ‖ Fi ‖ désigne le plus grand coefficient en valeur absolue de la forme Fi,

r∞ = r∞ (R) = sup
x∈R

max{|x1|, |x2|}

et
r′ = r′(F1, F2, F3,R) = sup

x∈R
max

{
|F1(x)|, |F2(x)|,

√
|F3(x)|

}
.

On note enfin
E =

{
n ∈ Z | ∃` ∈ N, n ≡ 2`

(
mod 2`+2

)}
ainsi que E2n sa projection modulo 2n

E2n =
{
k ∈ Z/2nZ | ∃` ∈ N, k ≡ 2`

(
mod 2min{`+2,n}

)}
,

et
η = 1− 1 + log log(2)

log(2) = 0.086071... (1.2.3)

La borne S(X) � X2 fournie par [BB07a], où la quantité S(X) a été définie en (1.1.1),
est alors améliorée par le résultat suivant.
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Théorème 1.2.1. On suppose que les formes F1, F2 et F3 et la région R vérifient les
hypothèses NH (1.2.0). Soient ε > 0 et X > 1 tels que r′X1−ε > 1. On a alors

S(X) = π3vol(R)X2∏
p

σp +Oε

(
Lε∞(r∞r′ + r2

∞)X2

(log(X))η−ε

)
,

où

σp =
(

1− χ(p)
p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ (pν1 , pν2 , pν3)
p2(ν1+ν2+ν3)

lorsque p est impair et

σ2 = 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣ Fi(x) ∈ E2n

}
.

Le produit
∏
p>2

σp est bien absolument convergent.

On introduit alors l’ensemble

D = {(d,D) ∈ N6 | di|Di, 2 - Di}

et pour (d,D) ∈ D, X > 1, on pose

S(X,d,D) = S(X,d,D;R, F1, F2, F3)

=
∑

x∈Λ(D)∩XR
r

(
F1(x)
d1

)
r

(
F2(x)
d2

)
r

(
F3(x)
d3

)
.

(1.2.4)

Cette somme est directement liée à un problème de comptage sur la variété affine de A8

d’équations
Fi(x) = di(s2

i + t2i ), (i = 1, 2, 3) (1.2.5)

où les (x1, x2) sont restreints à une certaine région.

On introduit ensuite les entiers `1, `2, `3 et les formes primitives F ∗1 , F ∗2 et F ∗3 telles
que

Fi = `iF
∗
i . (1.2.6)

On considère alors
D′ =

(
D1

(D1, `1) ,
D2

(D2, `2) ,
D3

(D3, `3)

)
,

a(D,∆) = (D1,∆12∆13)(D2,∆12∆23)(D3,∆(∆13,∆23)) (1.2.7)

avec ∆ = (∆,∆12,∆13,∆23) et

a′(D,∆) = a(D′,∆′) = (D′1,∆′12∆′13)(D′2,∆′12∆′23)(D′3,∆′(∆′13,∆′23))

où
∆′ = (∆′,∆′12,∆′13,∆′23) =

(∆
`23
,

∆12
`1`2

,
∆13
`21`3

,
∆23
`22`3

)
.

On a alors le résultat suivant, crucial en vue de l’obtention du principe de Manin.



38 Chapitre 1. Le princ. de Manin pour certaines surfaces de Châtelet

Théorème 1.2.2. Soient ε > 0 et X > 1 tels que r′X1−ε > 1. Si on suppose que les
formes F1, F2 et F3 et la région R vérifient les hypothèses NH (1.2.0) et que (d,D) ∈ D,
alors

S(X,d,D) = π3vol(R)X2
∏
p

σp(d,D) +Oε

(
Lε∞D

ε(r∞r′ + r2
∞)a′(d,∆)X2

(log(X))η−ε

)
,

où

σp(d,D) =
(

1− χ(p)
p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ
(
pN1 , pN2 , pN3

)
p2(N1+N2+N3)

avec Ni = max{νp(Di), νi + νp(di)} lorsque p > 2 et

σ2(d,D) = σ2(d) = 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣ Fi(x) ∈ diE2n

}
. (1.2.8)

De plus, on a ∏
p

σp(d,D)� Lε∞D
εa′(d,∆).

Remarque 1.2.1. Le même raisonnement que celui mené dans la section 6 de [BB10]
permet, mutatis mutandis, de se ramener au Théorème 1.2.1 grâce à un changement de
variables. Le fait que Λ(D) ne soit pas un réseau (contrairement au cas de [BBP12]) est
pallié en le reliant à une réunion de réseaux de la même manière que dans [Dan99]. Ainsi,
on ne détaille pas ici la démonstration du Théorème 1.2.2. 1

Pour terminer cette section, dans l’optique de vérifier la conjecture de Peyre, il est bon
de réinterpréter la constante obtenue dans le Théorème 1.2.2. On définit pour λ ∈ N3,
µ ∈ N3 et p premier différent de 2 :

Nλ,µ(pn) = #
{

(x, s, t) ∈ (Z/pnZ)8
∣∣∣∣∣ Fi(x) ≡ pλi(s2

i + t2i ) (mod pn) ,
pµi |Fi(x)

}

et
ωλ,µ(p) = lim

n→+∞
p−5n−λ1−λ2−λ3Nλ,µ(pn). (1.2.9)

Ces quantités sont bien définies et correspondent aux densités p-adiques associées à la
variété définie par les équations (1.2.5). Pour le cas p = 2, on introduit

Nd(2n) = #
{

(x, s, t) ∈ (Z/2nZ)8
∣∣∣∣ Fi(x) ≡ di(s2

i + t2i ) (mod 2n)
}

et
ωd(2) = lim

n→+∞
2−5nNd(2n). (1.2.10)

Posant enfin ω∞(R) la densité archimédienne associée au problème de comptage (1.2.5),
on obtient le résultat suivant, qui traduit le fait que le principe de Hasse est vérifié sur les
torseurs décrits en section 1.7.

Théorème 1.2.3. Supposons que les formes F1, F2 et F3 et la région R vérifient les
hypothèses NH (1.2.0) et que (d,D) ∈ D. Pour tout nombre premier p > 2, on a ωλ,µ(p) =
σp(d,D) avec λ = (νp(d1), νp(d2), νp(d3)) et µ = (νp(D1), νp(D2), νp(D3)), ωd(2) = σ2(d)
et ω∞(R) = π3vol(R).

1. Cette démonstration détaillée peut se trouver en section 1.5 de mon mémoire de master https:
//webusers.imj-prg.fr/~kevin.destagnol/rapport_M_2_kevin_destagnol.pdf

https://webusers.imj-prg.fr/~kevin.destagnol/rapport_M_2_kevin_destagnol.pdf
https://webusers.imj-prg.fr/~kevin.destagnol/rapport_M_2_kevin_destagnol.pdf
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1.3 Propriétés des fonctions ρ

La fonction ρ a été abondamment étudiée, notamment dans [Dan99], [Mar08] et [Mar10]
ou [BB10]. Il résulte du théorème chinois que la fonction ρ est multiplicative dans le sens où
si l’on se donne deux triplets d = (d1, d2, d3) et d′ = (d′1, d′2, d′3) tels que (d1d2d3, d

′
1d
′
2d
′
3) =

1, alors on a
ρ(d1d

′
1, d2d

′
2, d3d

′
3) = ρ(d)ρ(d′).

Il suffit donc de l’étudier sur les triplets de nombres premiers. Le lemme immédiat suivant
tiré de [BB10, lemme 1] permet de se ramener à ce cas.

Lemme 1.3.1. Soient F1, F2 ∈ Z[x1, x2] des formes linéaires non proportionnelles et
F3 ∈ Z[x1, x2] une forme quadratique. Avec les notations de (1.2.6), on a pour d ∈ N3,

ρ(d, F1, F2, F3)
(d1d2d3)2 = ρ(d′, F ∗1 , F ∗2 , F ∗3 )

(d′1d′2d′3)2

où d′ =
(

d1
(d1,`1) ,

d2
(d2,`2) ,

d3
(d3,`3)

)
.

On a alors le résultat suivant.

Lemme 1.3.2. Soient F1, F2 des formes linéaires primitives non proportionnelles et F3
une forme quadratique primitive irréductible sur Q.
a) Pour tout nombre premier p, on a

ρ(pν , 1, 1) = ρ(1, pν , 1) = pν .

b) Si p - 2disc(F3), alors

ρ(1, 1, pν) = ϕ(pν)
(

1 +
(disc(F3)

p

))⌈
ν

2

⌉
+ p2(ν−dν/2e) 6 (ν + 1)pν .

De plus, si p est un facteur impair de disc(F3), on a

ρ(1, 1, pν)� (ν + 1)pν+min{bνp(disc(F3)/2)c,bν/2c}

et si p = 2,
ρ(1, 1, 2ν)� (ν + 1)2ν .

c) Lorsque max{ν1, ν2} 6
⌈ν3

2
⌉
et p impair, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� (ν3 + 1)p2(ν1+ν2)+ν3pmin{bνp(disc(F3)/2)c,bν3/2c}.

De plus, lorsque max{ν1, ν2} = ν3 = 1 et p - ∆12∆13∆23, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� p2(ν1+ν2).

Enfin, lorsque max{ν1, ν2} 6
⌈ν3

2
⌉
, on a

ρ(2ν1 , 2ν2 , 2ν3)� 22(ν1+ν2)+ν3 .

d) Lorsque
⌈ν3

2
⌉
6 min{ν1, ν2} et pour tout nombre premier, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� pν1+ν2+2ν3+min{ν1,ν2,νp(∆12)}.
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e) Lorsque νj 6
⌈ν3

2
⌉
6 ν3 6 νi avec {i, j} = {1, 2} et pour tout nombre premier p, on a

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� ν3p
2νj+νi+ν3+cν3/2c

(
pmin{dν3/2e,dνp(∆i3)/2e} + prp

)
,

où
rp = min {νi − dν3/2e, dνp(∆i3)/2e}+ min {dν3/2e , dνp(disc(F3))/2e} .

f) On a pour tout nombre premier p, la majoration

ρ(pν1 , pν2 , pν3)� min
{
p2(ν2+ν3)+ν1 , p2(ν1+ν3)+ν2 , (ν3 + 1)p2(ν1+ν2)+3 ν32

}
.

Démonstration.– La preuve des points a) à e) se trouve dans le lemme 3 de [BB10].
Démontrons donc le point f). En négligeant les deux conditions

pν1 |F1(x) et pν3 |F3(x),

on obtient les majorations

ρ(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2(ν1+ν3)ρ(1, pν2 , 1) = p2(ν1+ν3)+ν2 .

On obtient aussi la majoration

ρ(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2(ν2+ν3)+ν1

en inversant les rôles de F1 et F2. En oubliant les deux conditions sur les formes linéaires,
on obtient

ρ(pν1 , pν2 , pν3) 6 p2(ν1+ν2)ρ(1, 1, pν3)
et on conclut grâce au point b). �

Suivant toujours la section 3 de [BB10], on peut déduire de ces deux lemmes que
la fonction

f(d) = ρ(d)
d1d2d3

est proche, au sens de la convolution, de la fonction R : d 7→ R(d) = r∆(d3) avec

r∆(`) =
∑
k|`

χ∆(k) (1.3.11)

où χ∆(n) =
(

∆
n

)
est le symbole de Kronecker et ∆ a été défini en (1.2.2). On pose

également h la fonction arithmétique satisfaisant

f(d) = (h ∗R)(d) =
∑

k∈N3
ki|di

h

(
d1
k1
,
d2
k2
,
d3
k3

)
R(k).

Lemme 1.3.3. Soient F1 et F2 deux formes linéaires non proportionnelles et F3 une
forme quadratique irréductible sur Q. Avec la notation (1.3.11), on a pour tout A > 0,

∑
k∈N3

|h(k)| log(k1k2k3)A

k1k2k3
� Lε∞.

En particulier, ∏
p>2

σp = L(1, χ∆χ)
∑

k∈N3

h(k)χ(k1k2k3)
k1k2k3

� Lε∞. (1.3.12)
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Démonstration.– Il suffit de remarquer que la preuve du lemme 4 de [BB10] dans le cas
A = 1 s’adapte immédiatement pour fournir le résultat. �

On définit également pour un polynôme g ∈ Z[X] la quantité

ρg(n) = # {x ∈ Z/nZ | g(x) ≡ 0 (mod n)} .

Il s’agit d’une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puissances de
nombres premiers. On aura besoin du résultat suivant (voir [BB12, lemme 1] par exemple).

Lemme 1.3.4. Soient g ∈ Z[X] de degré d > 2 et p un nombre premier qui ne divise pas
le contenu de g et tel que pµ ‖ disc(g). Alors, pour tout ν > 1, on a

ρg (pν) 6 dmin
{
p
µ
2 , p(1− 1

d)ν , pν−1
}
.

1.4 Démonstration du Théorème 1.2.1

1.4.1 Extraction des valuations 2-adiques

On effectue ici un raisonnement préliminaire similaire à celui effectué à la section 3
de [BB12] afin de pouvoir utiliser des décompositions semblables à celles de la section 3
de [HB03]. En utilisant les formules r(2n) = r(n) et r(n) = 0 si n ≡ 3 (mod 4), on obtient
l’égalité

S(X) =
∑
k0>0

∑
x∈Z2∩XR

2k0‖x

r
(
F1(x)

)
r
(
F2(x)

)
r
(
F3(x)

)
=
∑
k0>0

S∗
(
2−k0X

)
,

où
S∗(X) =

∑
x∈Z2∩XR
2-(x1,x2)

r
(
F1(x)

)
r
(
F2(x)

)
r
(
F3(x)

)
.

En regroupant les termes selon la valuation 2−adique de Fi(x), on a

S(X) =
∑
k0>0

∑
k∈N3

Sk
(
2−k0X

)
,

avec Sk(X) la restriction de S∗(X) aux x tels que

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x. On a clairement que 2ki 6 Fi(x) 6 (X ′)deg(Fi) donc ki � log(X ′). On remarque
également que min{ki, kj} 6 ν2 (∆ij).

Lemme 1.4.1. Lorsque les conditions

ν2(Fi(x)) = ki et 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x sont réalisées, il existe une matrice M ∈M2(Z) inversible dans Q et x′ ∈ Z2 avec
x′1 ≡ 1 (mod 4) tels que x = Mx′.
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Démonstration.– En raisonnant comme dans la section 3 de [BB12], on peut supposer sans
perte de généralité que a1 est impair. La première condition

2−k1F1(x) ≡ 1 (mod 4) (1.4.13)

équivaut alors à l’existence de x′1 ≡ 1 (mod 4) tel que x1 = cx2 + c′2k1x′1 où c′ ∈ {±1} tel
que c′ ≡ a1 (mod 4) et c ∈

[
0, 2k1+2

[
∩ Z tel que

a1c ≡ −b1
(
mod 2k1+2

)
.

Si k1 = 0, on a alors automatiquement que 2 - x et sinon, cette condition devient équiva-
lente au fait que x2 soit impair.

Intéressons-nous à présent à la deuxième condition

2−k2F2(x) ≡ 1 ≡ x′1 (mod 4) .

Si on suppose la première condition vérifiée, cette condition est équivalente à

F2
(
cx2 + c′2k1x′1, x2

)
≡ 2k2x′1

(
mod 2k2+2

)
.

On considère alors F ′2(X,Y ) = F2
(
cY + c′2k1X,Y

)
= 2k′2(aX + bY ) pour k′2, a et b trois

entiers tels que (2, a, b) = 1. Soit k′2 > k2 et alors les deux premières conditions n’ont pas
de solution commune. Soit k′2 6 k2 et on pose

k′′2 = k2 − k′2 > 0 (1.4.14)

et F ′′2 (X,Y ) = 2−k′2F ′2(X,Y ) de sorte que

F ′′2 (x′1, x2) ≡ 2k′′2 x′1
(
mod 2k′′2 +2

)
.

On peut écrire x2 ≡ α2x
′
1

(
mod 2k′′2 +2

)
pour un unique α2 ∈

[
0, 2k′′2 +2

[
∩ Z pour obtenir

F ′′2 (1, α2) ≡ 2k′′2
(
mod 2k′′2 +2

)
. (1.4.15)

Finalement, lorsque la première condition est vérifiée, la deuxième est vérifiée si, et seule-
ment si, k′2 6 k2 et x2 = α2x

′
1 + 2k′′2 +2x′2 pour α2 solution de (1.4.15). De plus, si k1 6= 0,

α2 doit être choisi impair.
Posons F ′3(X,Y ) = F3

(
cY + c′2k1X,Y

)
= 2k′3(cX2 + dXY + eY 2) pour k′3, c, d et e

quatre entiers tels que (2, c, d, e) = 1 et k′′3 = k3 − k′3 lorsque k′3 6 k3. L’égalité

2−k3F3(x) ≡ 1 ≡ x′1
2 (mod 4)

conduit alors de même à montrer que si la première condition est remplie, la troisième
l’est si, et seulement si, k′3 6 k3 et s’il existe α3 ∈

[
0, 2k′′3 +2

[
∩ Z solution de

F ′′3 (1, α3) ≡ 2k′′3
(
mod 2k′′3 +2

)
(1.4.16)

tel que x2 = α3x
′
1 + 2k′′3 +2x′′2, α3 devant être choisi impair lorsque k1 6= 0. Dans le cas où

les trois conditions sont remplies simultanément, d’après ce qui précède, soit il n’existe
pas de solution soit il existe α2 solution de (1.4.15) et α3 solution de (1.4.16) tels que

x2 ≡ α2x
′
1

(
mod 2k′′2 +2

)
et x2 ≡ α3x

′
1

(
mod 2k′′3 +2

)
.
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On a donc
α2 ≡ α3

(
mod 2min{k′′2 ,k′′3 }+2

)
et par conséquent x2 est de la forme x2 = αx′1 + 2max(k′′2 ,k′′3 )+2x′2 avec α = α2 si k2 > k3
et α = α3 si k3 > k2 et pour un certain entier x′2. On vient donc de montrer que si les
conditions

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4)

et 2 - x admettent des solutions, ces dernières peuvent s’écrire x = Mx′ avec x′1 ≡
1 (mod 4) et

M = Mα =
(
c′2k1 c
0 1

)(
1 0
α 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

)

=
(
c′2k1 + cα c2max{k′′2 ,k′′3 }+2

α 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

)
,

où α ∈
[
0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

[
∩ Z vérifie


F ′′2 (1, α) ≡ 2k′′2

(
mod 2k′′2 +2

)
,

F ′′3 (1, α) ≡ 2k′′3
(
mod 2k′′3 +2

)
,

α ≡ 1 (mod 2) lorsque k1 > 1.
(1.4.17)

On remarque pour conclure que

|det(M)| = 2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2.

�
On majore alors

n(k) = n(k1, k2, k3) (1.4.18)

le nombre d’entiers α dans
[
0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

[
∩ Z vérifiant les conditions (1.4.17).

Lemme 1.4.2. On a n(k)� 1 avec n(k) défini en (1.4.18) et où la borne ne dépend que
de la valuation 2-adique de ∆∗ := ∆12∆13∆23∆.

Démonstration.– On commence par traiter le cas où k1 > 1 dans lequel on sait que α doit
être impair. On a clairement la majoration suivante

n(k) 6 #

x ∈ Z/2k1+max{k2,k3}+2Z
∣∣∣∣∣

x ≡ −b1a1
(
mod 2k1

)
F2(x, 1) ≡ 0

(
mod 2k2

)
F3(x, 1) ≡ 0

(
mod 2k3

)
 ,

où a1 désigne l’inverse multiplicatif de a1 dans Z/2k1Z. On a alors, dans le cas où k1 >
max{k2, k3}, l’inégalité

n(k)� 2k1+max{k2,k3}

2k1
= 2max{k2,k3}.

En utilisant le fait que min{ki, k1} 6 ν2(∆i1) pour i ∈ {2, 3}, on en déduit la majoration

n(k)� 2ν2(∆∗) � 1.
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Passons aux cas où max{k2, k3} > k1. On traite tout d’abord le cas k3 > k2. Par le
Lemme 1.3.4, on a alors la majoration

n(k)� 2k1+k3

2k3
ρF3(x,1)

(
2k3
)
� 2k1ρF3(x,1)

(
2k3
)
� 2k1+ ν2(∆)

2 � 1.

Enfin, de la même manière, dans les cas où k2 > k3, on obtient

n(k)� 2k1ρF2(x,1)
(
2k2
)
� 2k1 � 1.

Il reste à majorer n(k) lorsque k1 = 0, dans ce cas, on procède de même que ci-dessus
pour les α impairs mais on doit ajouter tous les α pairs de

[
0, 2max{k2,k3}

[
∩Z qui vérifient

(1.4.17). Avec la notation (1.4.16), le nombre de ces α est majoré par celui des β tels que

F ′′3 (1, β) ≡ 0
(
mod 2k′′3

)
.

Par le Lemme 1.3.4, cette quantité est majorée par 2ν2(disc(F ′′3 )) � 1, ce qui achève la
preuve. �

On relie maintenant la quantité n(k) et la constante σ2 qui apparaît dans le Théo-
rème 1.2.1.

Lemme 1.4.3. On a

σ2 = 2
∑
k0>0

1
22k0

∑
k1,k2,k3∈N3

n(k)
2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2 ,

où les entiers k′′2 et k′′3 se déduisent de k2 et k3 comme en (1.4.14) et (1.4.16).

Démonstration.– En partitionnant (Z/2nZ)2 selon la valuation 2−adique de (x1, x2), on
obtient l’égalité

σ2 = lim
n→+∞

8
22n

∑
06k06n

06k1,k2,k36n

#
{

x ∈
(
Z/2n−k0Z

)2
∣∣∣∣∣ 2 - x,
Fi(x) ≡ 2ki (mod 2mk,n,i)

}
,

oùmk,n,i = min{ki+2, n−k0} pour i ∈ {1, 2, 3}. On vérifie aisément grâce au Lemme 1.3.4
que la contribution des termes tels que pour au moins un des ki (1 6 i 6 3) on ait
ki + 2 > n − k0 à la triple somme intérieure est négligeable. On peut donc s’intéresser
uniquement aux triplets tels que max{k1, k2, k3} 6 n− k0 − 2, ce qui revient à estimer

σ2 = 8 lim
n→+∞

2−2n ∑
06k06n

06k1,k2,k36n−k0−2

#

x ∈
(
Z/2n−k0Z

)2
∣∣∣∣ 2 - x,
Fi(x) ≡ 2ki

(
mod 2ki+2

)  .
On a vu en (1.4.13) lors de la preuve du Lemme 1.4.1 qu’on pouvait supposer a1 impair
et que les conditions

ν2(Fi(x)) = ki, 2−kiFi(x) ≡ 1 (mod 4) , 2 - x

impliquent l’existence de x′1 ≡ 1 (mod 4) tel que

x1 ≡ cx2 + c′2k1x′1

(
mod 2k1+2

)
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avec c′ ∈ {±1} et c ≡ a1 (mod 4). Par conséquent, x1 est entièrement déterminé par la
valeur de x2 modulo 2k1+2. On sait ensuite que si on pose x2 ≡ αx′1

(
mod 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

)
,

alors α est une des n(k) solutions de (1.4.17) dans
[
0, 2max{k′′2 ,k′′3 }+2

[
∩ Z. Posant k =

max{k1, k
′′
2 , k
′′
3}, on constate alors que les trois conditions de congruence ne dépendent

que de la classe de x modulo 2k+2. Autrement dit, on obtient

σ2 = 8 lim
n→+∞

2−2n ∑
06k06n

06k1,k2,k36n−k0−2

22(n−k0−k−2)

×#
{

x ∈
(
Z/2k+2Z

)2
∣∣∣∣2 - x, Fi(x) ≡ 2ki

(
mod 2ki+2

)}
soit

σ2 = 2
∑
k0>0

1
22k0

∑
k1,k2,k3>0

1
22k+2

×#
{

x ∈
(
Z/2k+2Z

)2
∣∣∣∣2 - x, Fi(x) ≡ 2ki

(
mod 2ki+2

)}
.

Dans le cas par exemple où k = k1, cela fournit une contribution

2
∑
k0>0

1
22k0

∑
06k2,k36k1

1
22k1+2 2k1−max{k′′2 ,k′′3 }n(k)

soit
2
∑
k0>0

1
22k0

∑
06k2,k36k1

n(k)
2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2 .

On traite les deux autres cas de la même façon et en regroupant les trois contributions,
on obtient finalement la formule

σ2 = 2
∑
k0>0

1
22k0

∑
k1,k2,k3>0

n(k)
2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2 = 2

3
∑

k1,k2,k3>0

n(k)
2k1+max{k′′2 ,k′′3 }

.

�

On écrit ensuite

S(X) =
∑
06k0

∑
06max(ki)6log logX

Sk
(
2−k0X

)
+
∑
k0>0

∑
max(ki)>log logX

Sk
(
2−k0X

)
. (1.4.19)

D’après ce qui précède, on a
Sk (X) =

∑
α

Sk,α (X) (1.4.20)

où α parcourt les n(k) solutions de (1.4.17) et où

Sk,α (X) =
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1[4]

r
(
F1
(
Mx′

) )
r
(
F2
(
Mx′

) )
r
(
F3
(
Mx′

) )
, (1.4.21)

avec RM = {x′ ∈ R2 | Mx′ ∈ R}. L’ensemble

MZ2 = {Mx′ | x′ ∈ Z2}
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est un réseau de covolume det(MZ2) = det(M). On considère alors une base réduite
(e1, e2) deRM, c’est-à-dire une base telle que e1 soit un vecteur non nul de norme minimale
et e2 soit un vecteur de RM r e1Z de norme minimale. Notant ‖ x ‖= max{|x1|, |x2|}, on
écrit alors tout x ∈ Z2 ∩XR sous la forme

x = Mx′ = λe1 + µe2 (1.4.22)

pour deux entiers λ et µ. On pose alors

F ′i (λ, µ) = Fi(λe1 + µe2) et FM = F ′1F
′
2F
′
3. (1.4.23)

On montre à présent que le second terme de (1.4.19) est un terme d’erreur acceptable
dans l’optique du Théorème 3.1.1. Pour ce faire, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 1.4.4. Pour tous ε > 0 et X > 1, on a E � (det(M)L∞)ε, où

E =
∏

4<p6X

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)
p

) ∏
i=1,2

∏
p6X

(
1 + diχ(p)

p

)
,

avec

ρ∗FM(n) = 1
ϕ(n)#

{
(x1, x2) ∈ (Z/nZ)2

∣∣∣∣∣ FM(x1, x2) ≡ 0 (mod n) ,
(x1, x2, n) = 1

}
,

di ∈ {0, 1} et FM défini en (1.4.23).

Démonstration.– On a ∏
i=1,2

∏
p6X

(
1 + diχ(p)

p

)
� 1.

Notons c(f) le contenu d’un polynôme f à coefficients entier. Lorsque p divise δ :=
c(F ′1)c(F ′2)c(F ′3), on a une contribution majorée par

∏
4<p
p|δ

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)
p

)
=
∏
4<p
p|δ

(
1 + (p+ 1)χ(p)

p

)

6
∏
p|δ

(
1 + p+ 1

p

)
6 3ω(δ) � δε � (det(M)L∞)ε.

L’inégalité élémentaire ρ∗F ′1F ′2F ′3(p) 6 ρ∗F ′1
(p) + ρ∗F ′2

(p) + ρ∗F ′3
(p), valable pour tout nombre

premier p, implique que les premiers p qui ne divisent pas δ contribuent pour

∏
4<p6X
p-δ

(
1 +

ρ∗FM
(p)χ(p)
p

)
�

∏
4<p6X
p-δ

(
1 +

(ρ∗F ′1(p) + ρ∗F ′2
(p) + ρ∗F ′3

(p))χ(p)
p

)
.

On peut alors aisément majorer cette contribution par

exp

 ∑
4<p6X
p-δ

(ρ∗F ′1(p) + ρ∗F ′2
(p) + ρ∗F ′3

(p))χ(p)
p

 .
Or, on a d’une part pour i ∈ {1, 2},

∑
4<p6X
p-δ

ρ∗F ′i
(p)χ(p)
p

=
∑

4<p6X
p-δ

χ(p)
p

=
∑
p-δ

χ(p)
p

+O(1)

6 log log(det(M)L∞) +O(1).
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D’autre part,

∑
4<p6X
p-δ

ρ∗F ′3
(p)χ(p)
p

�
∑

4<p6X
p-δ

ρF ′3(x,1)(p)χ(p)
p

+ log log(det(M)L∞) +O(1).

Pour pouvoir conclure, il nous reste donc à montrer que

∑
4<p6X
p-δ

ρF ′3(x,1)(p)χ(p)
p

� log log(det(M)L∞) +O(1)

sous l’hypothèse que F3 est irréductible sur Q[i]. On voit tout de suite que

ρF ′3(x,1)(p) = 1 +
(disc(F ′3(x, 1))

p

)

où
(
.
p

)
désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose

disc(F ′3(x, 1)) = ε3u3v3

où ε3 ∈ {−1, 1}, v3 est un carré et u3 est positif sans facteur carré. On a alors par
multiplicativité

ρF ′3(x,1)(p) = 1 + χ(p)
1−ε3

2

(
u3
p

)
.

Comme la forme est irréductible sur Q[i], on a u3 6= 1 et on obtient donc un caractère de
Dirichlet modulo u3 non principal et distinct de χ, ce qui permet de conclure la preuve. �

Lemme 1.4.5. Soit ε > 0. Lorsque X > 1 et k ∈ N3, on a

Sk (X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)
, (1.4.24)

où Sk est définie en (1.4.20).

Démonstration.– On reprend ici les notations (1.4.22). Un cas particulier du résultat de
Davenport [Dav63, lemma 5] permet d’obtenir les estimations

λ� ‖ x ‖
‖ e1 ‖

et µ� ‖ x ‖
‖ e2 ‖

.

D’où, avec les notations (1.4.23),

Sk,α (X)�
∑

λ�X/‖e1‖
µ�X/‖e2‖

r
(
F ′1 (λ, µ)

)
r
(
F ′2 (λ, µ)

)
r
(
F ′3 (λ, µ)

)
.

On introduit alors, en notant r0 = 1
4r, une fonction multiplicative r1 définie de la manière

suivante

∀p premier, ∀ν > 1, r1(pν) =
{
r0(p) = 1 + χ(p) si ν = 1
(1 + ν)3 sinon.
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Pour tous k, m et n entiers, on a ainsi

r0(k)r0(m)r0(n) 6 r1(kmn).

On en déduit la majoration

Sk,α (X)�
∑

λ�X/‖e1‖
µ�X/‖e2‖

r1 (FM(λ, µ))

où FM est un polynôme de Z[x1, x2] de degré 4 défini en (1.4.23). On a alors

‖ F ′i ‖ 6 (deg(F ′i ) + 1) ‖M ‖deg(F ′i ) L∞

où ‖M ‖ désigne le plus grand coefficient de la matrice en valeur absolue. Ici, à partir de
l’expression de la matrice M, on voit immédiatement que ‖ M ‖� 2k1+max{k2,k3}. On a
donc les inégalités

‖ FM ‖� 24(k1+max{k2,k3})L3
∞ � (2k1+max{k2,k3}L∞)4.

On déduit finalement du corollaire 1 de [BB08] et du Lemme 1.4.4 la majoration

Sk,α (X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

‖ e1 ‖ . ‖ e2 ‖
+X1+ε

)
pour tout ε > 0. Or, on sait que pour tout réseau Γ, de base réduite (b1,b2), on a

det(Γ) 6‖ b1 ‖ . ‖ b2 ‖� det(Γ).

On a donc, avec les notations (1.4.22),
1

‖ e1 ‖ . ‖ e2 ‖
6

1
det(M) 6

1
2max{k1,k2,k3}

,

ce qui fournit finalement

Sk,α (X)� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)
.

On conclut la preuve grâce au Lemme 1.4.2. �

On déduit de (1.4.20) et du Lemme 1.4.5 l’estimation

Sk
(
2−k0X

)
� 2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

22k0+max{k1,k2,k3}
+ X1+ε

2(1+ε)k0

)
.

On utilise alors cette majoration pour estimer le deuxième terme de (1.4.19). Traitons par
exemple le cas de la somme

S1 :=
∑
06k0

∑
k2,k36log log(X)

∑
k1>log logX

Sk
(
2−k0X

)
.

Quitte à prendre ε assez petit, on a par des majorations élémentaires

S1 �
∑

k2,k36log log(X)

∑
k1>log logX

2ε(k1+max{k2,k3})Lε∞

(
X2

2max{k1,k2,k3}
+X1+ε

)

� Lε∞ log(X)ε
∑

k1>log logX
22εk1

(
X2

2k1
+X1+ε

)

� Lε∞X
2(log(X))3ε log(2)−log(2) � Lε∞X

2(log(X))3ε log(2)−η.
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On traite de la même façon le terme d’erreur et les autres cas de sorte qu’avec les nota-
tions (1.4.21),

S(X) =
∑
k0>0

∑
06k1,k2,k36log log(X)

Sk
(
2−k0X

)
+O

(
Lε∞X

2

(log(X))η−ε

)
. (1.4.25)

On pose alors X ′ = r′X, Y = (r′X)1/2/(log(X))C pour une constante C > 0 que l’on
fixera plus tard et Fi,M(x′) = Fi(Mx′). Valables lorsque l’on a 0 6 m 6 (X ′)2 et
2−ν2(m)m ≡ 1 (mod 4), les décompositions suivantes permettent de restreindre les inter-
valles dans lesquels varient les variables de façon acceptable :
i) la décomposition r(m) = 4A+(m) + 4A−(m) avec

A+(m) =
∑
d|m

d6
√
X′

χ(d) et A−(m) =
∑
e|m

m>e
√
X′

χ(e),

appliquée à F2,M(x′) ;
ii) la décomposition r(m) = 4D+(m) + 4D−(m) avec

D+(m) =
∑
d|m
d6X′

χ(d) et D−(m) =
∑
e|m

m>eX′

χ(e),

appliquée à F3,M(x′) ;
iii) la décomposition r(m) = 4B+(m) + 4C(m) + 4B−(m), avec

B+(m) =
∑
d|m
d6Y

χ(d), C(m) =
∑
d|m

Y<d6X′/Y

χ(d) et B−(m) =
∑
e|m

m>eX′/Y

χ(e),

appliquée à F1,M(x′).
On notera que, dans A−, D− et B−, on a respectivement e 6

√
X ′, e 6 X ′ et e 6 Y . On

introduit alors les quantités

S±,±,±(X; k, α) =
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1[4]

B±
(
F1,M(x′)

)
A±

(
F2,M(x′)

)
D±

(
F3,M(x′)

)

et
S0(X; k, α) =

∑
x′∈Z2∩XRM

x′1≡1[4]

C
(
L1,M(x′)

)
r
(
F2,M(x′)

)
r
(
F3,M(x′)

)

de sorte que

Sk (X) = 43∑
α

∑
±,±,±

S±,±,±(X; k, α) + 4
∑
α

S0(X; k, α). (1.4.26)

1.4.2 Traitement de S0

La contribution des sommes S0(X; k, α) est

S0(X) =
∑
k0>0

∑
06k1,k2,k36log log(X)

∑
α

S0
(
2−k0X; k, α

)
.

On montre dans cette section que la somme S0 constitue un terme d’erreur convenable
dans l’optique du Théorème 1.2.1.
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Lemme 1.4.6. Soient ε > 0 et X > 1. Avec la notation (1.2.3), on a

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2

(log(X))η−ε .

Le reste de la section est consacrée à la démonstration de ce lemme. On s’inspire ici
de la méthode utilisée dans la section 4 de [BB08]. On a clairement que

S0 (X; k, α)�
∑

x′∈Z2∩XRM
x′1≡1[4]

∣∣C (F1,M(x′)
)∣∣ r (F2,M(x′)

)
r
(
F3,M(x′)

)
.

On pose alors
E =

{
m ∈ Z | ∃d|m, tel que Y < d 6

X

Y

}
,

Ek0 = {m ∈ Z | ∃x ∈ 2−k0XR tel que F1(x) = m}

et
Bk0 = E ∩ Ek0

de sorte que
S0
(
2−k0X; k, α

)
�

∑
m∈Bk0

S0,m
(
2−k0X

)
|C(m)|

où
S0,m (X) =

∑
x∈Z2∩XR
F1(x)=m

r (F2(x)) r (F3(x)) .

On en déduit donc que

S0(X)� (log log(X))3 ∑
k0>0

∑
m∈Bk0

S0,m
(
2−k0X

)
|C(m)| .

D’après [BB08, lemma 6], on a, lorsque 2k0 6
√
X,

∑
m∈Bk0

|C(m)| � r′2−k0X log log(X ′)9/4

(log(X ′))η .

On en déduit, pour tout X > 1, la majoration

S0(X)� r′X log log(X ′)21/4

(log(X ′))η
∑
k0>0

2−k0 max
m∈N

∣∣∣S0,m
(
2−k0X

)∣∣∣+X. (1.4.27)

On montre alors le lemme suivant qui permet de conclure que la contribution de S0 donne
un terme d’erreur convenable.

Lemme 1.4.7. Il existe une constante absolue c > 0 telle que

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log log(X ′))c.
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Démonstration.– On adapte ici la démonstration du lemme 5 de [BB08]. Supposons que
a1 6= 0, alors on a

x1 = m− b1x2
a1

et par conséquent

F2(x) = A2m+B2n

a1
= F ′2(m,n)

avec A2 = a2, B2 = a1b2 − a2b1 et n = x2. On a alors

F3(x) = A3m
2 +B3n

2 + C3mn

a2
1

= F ′3(m,n)

avec A3 = a3, B3 = a3b
2
1 + b3a

2
1 − c3b1a1 et C3 = c3a1 − 2a3b1. On peut remarquer que

B2B3 6= 0. On pose alors

B′2 = B2
gcd(A2m,B2) , B′3 = B3

gcd(A3m2, B3, C3m)

ainsi que

A′2(m) = A2m

gcd(A2m,B2) , A
′
3(m) = A3m

2

gcd(A3m2, B3, C3m)
et

C ′3(m) = C3m

gcd(A3m2, B3, C3m) .

On introduit enfin h := 2× 3× a1B2B3∆∗ avec la notation du Lemme 1.4.2 et la fonction
multiplicative r2 définie pour p premier et ν un entier naturel par

r2 (pν) =
{

(ν + 1)2 si p|h ou ν > 2
r0 (pν) = 1 + χ(p) sinon

de sorte que

S0,m(X) 6 16τ(h)2 ∑
n6R∞X

r2(Gm(n))� Lε∞
∑

n6R∞X

r2(Gm(n)),

où
Gm(n) =

(
A′2(m) +B′2n

) (
A′3(m) +B′3n

2 + C ′3(m)n
)
.

On rappelle qu’un nombre premier est dit fixe par un polynôme P à coefficients entiers
si pour tout entier n, on a P (n) ≡ 0 (mod p). Le polynôme Gm étant irréductible et
primitif de degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent être des premiers fixes. Deux applications
successives éventuelles du lemme 5 couplées à la remarque 8 de [BB07a] montrent qu’il
existe a ∈ {0, 1}, b ∈ {0, 1, 2} et 0 6 µ 6 4 tels que

Gm,2(x) = Gm(3a × 2bx+ k)
3a × 2µ

soit sans premier fixe pour un certain entier k 6 10. On déduit finalement la majoration

S0,m(X)� Lε∞
∑

n�r∞X
r2(Gm,2(n)).
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Pour r∞X � Lε∞(X ′)ε et ε ∈]0, 1[, une application du théorème 2 de [BB07a] permet
d’obtenir l’estimation

S0,m(X)� Lε∞r∞X
∏

p�r∞X

(1−
ρGm,2(p)

p

)∑
ν>0

r2(pν)ρGm,2(pν)
pν

 .
En utilisant le Lemme 1.3.4, on obtient la majoration

∑
ν>1

r2(pν)ρGm,2(pν)
pν

6
6
p

+ 27
p

+ 3
∑
ν>3

(ν + 1)2

p
ν
3

6
6
p

+ 27
p

+ 1167
p

= 1200
p

. (1.4.28)

On déduit de tout cela que les nombres premiers p qui divisent le discriminant de Gm,2
ont une contribution à S0,m(X)

� Lε∞r∞X
∏

p|disc(Gm,2)

(
1 + 1200

p

)
.

Une étude attentive du passage de Fm à Gm,2 ainsi que le lemme 1 de [BB07a] montrent
que disc(Gm,2)� L19

∞m
6. On en déduit donc

Lε∞r∞X
∏

p|disc(Gm,2)

(
1 + 1200

p

)
� Lε∞r∞X(log log(X ′))1200,

puisqu’il est nécessaire que m 6 X ′ pour que S0,m(X) soit non nulle. On traite maintenant
la contribution des p qui ne divisent pas le discriminant. Pour ces nombres premiers, on
a une meilleure majoration de ρGm,2(pν)� 1, qui donne de la même façon qu’en (1.4.28)
les majorations ∑

ν>2

r2(pν)ρGm,2(pν)
pν

�
∑
ν>2

(ν + 1)2

pν
� 1

p2 .

Cela permet de négliger tous les exposants ν > 2. On en déduit donc finalement

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log log(X ′))1200

∏
p�r∞X

p-disc(Gm,2)

(
1−

ρGm,2(p)
p

)(
1 +

r2(p)ρGm,2(p)
p

)

soit

S0,m(X)� Lε∞r∞X(log log(X ′))1200 ∏
p�r∞X

p-disc(Gm,2)

(
1 +

(r2(p)− 1)ρGm,2(p)
p

)

� Lε∞r∞X(log log(X ′))1200 ∏
p�r∞X

(
1 +

χ(p)ρGm,2(p)
p

)

� Lε∞r∞X(log log(X ′))1200+O(1).

On raisonne ici comme lors de la preuve du Lemme 1.4.4 et on utilise le fait que pour
tout p > 5, ρGm,2(p) = ρGm(p) et le fait que Gm est irréductible sur Q[i]. Dans le cas
contraire, lorsque n 6 Lε∞(X ′)ε, on a

r2(Gm,2(n))� Gm,2(n)ε � Lε∞(X ′)ε � Lε∞r∞
εXε.
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La dernière majoration découle de l’inégalité r′ 6 2L∞r∞. D’où,

S0,m(X)� Lε∞r∞X
ε � Lε∞r∞X(log log(X ′))O(1)

pour ε assez petit. �

Pour conclure, on tire finalement de (1.4.27) et du Lemme 1.4.7 la majoration

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2 log log(X ′)21/4+c0

(log(X ′))η
∑
k0>0

2−2k0

� Lε∞r∞r
′X2 log log(X ′)21/4+c0

(log(X ′))η ,

ce qui fournit

S0(X)� Lε∞r∞r
′X2

(log(X ′))η−ε .

Puisque l’hypothèse r′X1−ε > 1 garantit que log(X ′) � log(X), cette estimation est
convenable pour obtenir le Lemme 1.4.6. Ceci achève le traitement de S0.

1.4.3 Traitement des S±,±,± et fin de la preuve du Théorème 1.2.1

On traite ici le cas de S−,−,−(X; k, α) qui est le plus délicat, les autres cas se traitant
de manière similaire. On utilise dans la suite les notations V1 = Y , V2 =

√
X ′, V3 = X ′ et

on pose

R−,−,−,M,4,d =

x′ ∈ Z2 ∩RM

∣∣∣∣∣
F1(Mx′) > r′d1Y

−1

F2(Mx′) > (r′)1/2d2X
−1/2

F3(Mx′) > r′d3
X

x′1 ≡ 1[4]

 .
On a

S−,−,−(X; k, α) =
∑

d∈N3
di6Vi

χ(d1d2d3)#
(
ΛM(d) ∩XR−,−,−,M,4,d

)

où ΛM(d) = Λ(d, F1,M, F2,M, F3,M). On applique alors le lemme de géométrie des nombres
suivant qui est dû à Daniel [Dan99, lemme 3.2] et La Bretèche et Browning [BB10, lemme
5].

Lemme 1.4.8. Soient ε > 0, F1, F2 et F3 des formes vérifiant les hypothèses NH (1.2.0),
X > 1, V1, V2, V3 > 2 et V = V1V2V3. Alors il existe une constante absolue A > 0 telle
que ∑

d∈N3
di6Vi

∣∣∣∣# (
Λ(d) ∩XR4,d

)
− vol(Rd)X2 ρ(d)

4(d1d2d3)2

∣∣∣∣
� Lε∞(r∞X

√
V + V ) log(V )A,

avec Rd ⊂ R une région de frontière continûment différentiable dépendant de d et où
XR4,d = {x ∈ Z2 ∩XRd | x1 ≡ 1 (mod 4)}.

Démonstration.– Les éléments de la preuve sont dans l’article [Dan99] de Daniel ainsi
que dans [Mar08], [Mar10] et [BB07a]. Il faut simplement préciser en plus la dépendance
par rapport aux formes et noter que la dépendance de la région par rapport à l’indice
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de sommation ne change absolument rien dans la preuve. Dernier point, le lemme se dé-
montre pour des formes primitives et on passe aux formes vérifiant NH (1.2.0) comme
dans [BB10]. �

On obtient ici l’égalité

S−,−,−(X; k, α) =
∑

d∈N3
di6Vi

χ(d1d2d3) X2

2k1+max{k′′2 ,k′3}+2
vol(R−,−,−d )

4
ρ(d)

(d1d2d3)2 (1.4.29)

+O
(
2ε(k1+k2+k3)Lε∞(r∞X

√
V + V ) log(V )A

)
où

R−,−,−d =
{

x ∈ R
∣∣∣∣F1(x) > r′d1

Y
, F2(x) > (r′)1/2d2

X1/2 , F3(x) > r′d3
X

}
.

Posant
T = 2ε(k1+k2+k3)Lε∞(r∞X

√
V + V ) log(V )A,

un calcul élémentaire fournit alors immédiatement

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2
(

r∞r
′

(log(X))C/2−A
+ (r′)2

(log(X))C−A

)
.

Si r′ 6 r∞(log(X))A+1, l’estimation précédente donne avec C = 2A+ 8 :

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2
(

r∞r
′

(log(X))4 + r′r∞
(log(X))7

)
� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X

2 r∞r
′

(log(X))4 .

On remarque alors en utilisant le théorème 1 de [BB07a] que

T � S−,−,−(X; k, α)�
∑

xi6r∞X

τ(F1,M(x))τ(F2,M(x))τ(F3,M(x))

�
∑

xi6r∞X

τ0(F1,,M(x)F2,M(x)F3,M(x))

� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r
2
∞X

2(log(X))3.

où l’on a introduit la fonction multiplicative

τ0(pν) =
{

2 = τ(pν) si ν = 1
(ν + 1)3 sinon.

Cela permet d’obtenir, si r′ > r∞(log(X))A+1, la majoration

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r∞r
′X2(log(X))3−A−1

� 2ε(k1+k2+k3)Lε∞r∞r
′X2(log(X))2−A,

ce qui implique que dans ce cas également

T � 2ε(k1+k2+k3)Lε∞X
2 r∞r

′

(log(X))4 .
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Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’à remplacer X par 2−k0X
puis à sommer pour obtenir une contribution

� Lε∞r∞r
′ ∑
k0>0

2−2k0X2

(log (2−k0X))4
∑

k1,k2,k36log log(X)
2ε(k1+k2+k3)n(k).

En utilisant le Lemme 1.4.2, on obtient

� Lε∞r∞r
′X2 (log(X))3ε log(2)

(log(X))4 � Lε∞r∞r
′ X2

log(X)

pour ε 6 1/ log(2). Ceci est satisfaisant dans l’optique du Théorème 1.2.1.

On passe maintenant à l’étude du terme principal de (1.4.29). On exploite pour ce faire les
deux lemmes élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet associées à des convolutions
pour étudier

S(V1, V2, V3) =
∑
di6Vi

χ(d1d2d3)ρ(d1, d2, d3)
(d1d2d3)2 . (1.4.30)

Lemme 1.4.9. Soient A > 0, g, w deux fonctions arithmétiques et C, C ′, C ′′ trois
constantes telles que

+∞∑
d=1

|w(d)| log(2d)A

d
6 C ′′ et

∑
d6x

g(d)
d

= C +O

(
C ′

(log(2x))A
)
.

On a alors que ∑
n6x

(g ∗ w)(n)
n

= C
+∞∑
d=1

w(d)
d

+O

(
C ′′(C + C ′)
(log(2x))A

)
.

Démonstration– La preuve se trouve dans [BB12, lemma 5]. �

Lemme 1.4.10. Soient g, w deux fonctions arithmétiques et C, C ′, C ′′ trois constantes
telles que

+∞∑
d=1

|w(d)| log(2d)
d

6 C ′′ et
∑
d6x

g(d)
d

= C log(x) +O
(
C ′
)
.

On a alors que

∑
n6x

(g ∗ w)(n)
n

= C log(x)
+∞∑
d=1

w(d)
d

+O
(
C ′′(C + C ′)

)
.

Démonstration– La preuve est très similaire à celle du lemme précédent et nous ne la
rédigeons pas ici. �

On établit alors le lemme suivant.
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Lemme 1.4.11. Si on note Vm = min{Vi}, pour tout A > 0, on a

S(V1, V2, V3) =
(
π

4

)3 ∏
p>2

σp +O

(
Lε∞

log(Vm)A
)
.

Démonstration– On utilise les notations du Lemme 1.3.3 pour écrire

S(V1, V2, V3) =
∑
di6Vi

χ(d1d2d3)(h ∗R)(d1, d2, d3)
d1d2d3

où
χ(d1d2d3)(h ∗R)(d1, d2, d3)

=
∑
ei|di

χ

(
d1
e1

d2
e2

d3
e3

)
h

(
d1
e1
,
d2
e2
,
d3
e3

)
χ(e1e2e3)r∆(e3).

Supposons que V3 > V2 > V1. On commence alors par sommer sur d3 et e3 si bien qu’on
doit estimer la somme suivante

∑
d36V3

∑
e3|d3

χ
(
d3
e3

)
h
(
d1
e1
, d2
e2
, d3
e3

)
χ(e3)r∆(e3)

d3
.

Le Lemme 1.4.9, avec g = χr∆ = χ ∗ (χχ∆) et w = χh où h est vue simplement comme
fonction de sa troisième variable fournit alors que cette somme est égale à

π

4L(1, χχ∆)
∑
k3>1

χ(k3)h
(
d1
e1
, d2
e2
, k3
)

k3

+O

 1
log(V3)A

∑
k3>1

∣∣∣h (d1
e1
, d2
e2
, k3
)∣∣∣ log(2k3)A

k3

 ,
où on a utilisé le fait que L(1, χ) = π

4 . On somme alors désormais sur d2 et e2. Le terme
principal ci-dessus, devient par une nouvelle application du Lemme 1.4.9 avec toujours
w = χh où h est vue comme fonction de la deuxième variable uniquement cette fois et
avec g = χ

(
π

4

)2
L(1, χχ∆)

∑
k2,k3>1

χ(k2k3)h
(
d1
e1
, k2, k3

)
k2k3

+O

 1
log(V2)A

∑
k2,k3>1

∣∣∣h (d1
e1
, k2, k3

)∣∣∣ log(2k2)A

k2k3

 .
Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur d3 et e3, on va utiliser le Lemme 1.4.10
avec g = 1 et w = |h| vue comme fonction de sa deuxième variable pour obtenir une
contribution

O

 log(V2)
log(V3)A

∑
k2,k3>1

∣∣∣h (d1
e1
, k2, k3

)∣∣∣ log(2k3)A log(2k2)A

k2k3

 .
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On effectue alors la même manipulation sur la somme sur d1 et e1 et le Lemme 1.3.3
permet d’obtenir que les quantités de la forme

∑
k1,k2,k3>1

|h (k1, k2, k3)| log(2k3)A log(2k2)A log(2k1)A

k1k2k3

ont une contribution

�
∑

k1,k2,k3>1

|h (k1, k2, k3)| log(2k1k2k3)3A

k1k2k3
� Lε∞,

ce qui permet de conclure la preuve du lemme en utilisant l’expression (1.3.12) obtenue
dans le Lemme 1.3.3. �

On est alors en mesure de terminer la démonstration du Théorème 1.2.1. Il ne reste plus
qu’à introduire le terme vol(R−,−,−d ) dans (1.4.29). Pour ce faire, on pose

S ′(X;R) =
∑
di6Vi

χ(d1d2d2)ρ(d)vol(R−,−,−d )
(d1d2d3)2 . (1.4.31)

On s’inspire alors de [BT13, section 7.3] et on écrit

vol(R−,−,−d ) =
∫∫

x∈R
1R−,−,−d

(x)dx.

En réinjectant dans (1.4.31) et en intervertissant les sommations, on aboutit à

S ′(X;R) =
∫∫

x∈R

∑
d16min{Y,F1(x)r′−1Y },

d26min{
√
X′,F2(x)r′−1/2√X},

d36min{X′,F3(x)r′−1X}

χ(d1d2d2)ρ(d)
(d1d2d3)2 dx.

Le Lemme 1.4.11 permet d’obtenir l’estimation

S ′(X;R) =
(
π

4

)3
vol(R)

∏
p>2

σp +O (Lε∞I(X)) ,

avec
I(X) = I(X;F1, F2, Q)

=
∫∫

x∈R

1
log(min{F1(x)r′−1Y, F2(x)r′−1/2

√
X,F3(x)r′−1X})

dx.

On établit alors l’estimation

I(X)�ε
r2
∞L

ε
∞

log(X)η . (1.4.32)

Lorsque L∞ > (log(X))1/ε, le Lemme 1.3.3 puis le changement de variables x = r∞z
permettent d’obtenir les majorations

S ′(X;R)� Lε∞

∫∫
x∈R

dx� r2
∞L

ε
∞

∫∫
‖z‖61

dz� r2
∞L

ε
∞.
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Ces dernières sont alors suffisantes pour établir (1.4.32). Dans le cas où on a L∞ 6
(log(X))1/ε, on peut majorer I(X) par la somme des Ii(X) pour 1 6 i 6 3 avec

I1(X) =
∫∫

x∈R

1
log(F1(x)r′−1Y + 2)dx;

I2(X) =
∫∫

x∈R

1
log(F2(x)r′−1/2X + 2)

dx;

I3(X) =
∫∫

x∈R

1
log(F3(x)r′−1X + 2)dx.

Traitons par exemple le cas du dernier terme ci-dessus. En effectuant un changement de
variables x = r∞z, on a

I3(X) 6 r2
∞

∫∫
‖z‖61

1
log(F3(z)r2

∞r
′−1X + 2)dz.

On peut alors constater qu’un changement de variables u = Ez (voir [BB10, section 6])
fait apparaître l’inverse de det(E) et ainsi, on peut intégrer plutôt sur la forme J définie
par J(z) = F3(Ez) (voir [BT13]) et obtenir par exemple la majoration

I3(X) 6 r2
∞√

log(r2
∞r
′−1X)

∫∫
‖z‖61

1√
| log(J(z) + 2)|

dz

� r2
∞√

log(r2
∞r
′−1X)

.

Mais les inégalités r′/(2L∞) 6 r∞ 6 2L∞r′ démontrées en section 5 de [BB10] ainsi que
l’hypothèse r′X1−ε > 1 fournissent la majoration

1
log(r2

∞r
′−1X) 6

1
log

(
Xε

4 log(X)2/ε

) ,
qui permet de conclure également dans ce cas à la majoration (1.4.32). On traite de manière
tout à fait analogue les autres cas, ce qui permet d’obtenir

S−,−,−(X; k, α) = X2

2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2

(
π

4

)3 vol(R)
4

∏
p>2

σp

+Oε

(
Lε∞r

2
∞

X2

(log(X))η

)
.

(1.4.33)

En combinant (1.4.25), (1.4.26), le Lemme 1.4.6, (1.4.33) et le Lemme 1.4.3, on conclut à
l’estimation

S(X) =
∑
k0>0

∑
k∈N3

(
2−2k0+9X2n(k)
2k1+max{k′′2 ,k′′3 }+2

(
π

4

)3 vol(R)
4

∏
p>2

σp

+Oε

(
Lε∞(r∞r′ + r2

∞) 2−2k0X2

log(X)η−ε

))
,

qui permet d’achever la preuve du Théorème 1.2.1.
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1.5 Démonstration du Théorème 1.2.3 : interprétation de la
constante

Pour A ∈ Z, α ∈ N et pn une puissance d’un nombre premier, on pose

Sα(A; pn) = #
{

(x, y) ∈ (Z/pnZ)2 | pα(x2 + y2) ≡ A (mod pn)
}
.

Si α 6 n, on a clairement

Sα(A; pn) = p2αS0(A/pα; pn−α)

lorsque α 6 νp(A) et Sα(A; pn) = 0 sinon. Il suffit donc de traiter le cas α = 0, ce que
fournit le lemme suivant issu de la section 2 de [BB08].

Lemme 1.5.1. Lorsque p ≡ 1 (mod 4), on a

S0(A; pn) =
{
pn + npn(1− 1/p) si νp(A) > n
(1 + νp(A))pn(1− 1/p) sinon.

Lorsque p ≡ 3 (mod 4), on a

S0(A; pn) =


p2[n/2] si νp(A) > n
pn(1 + 1/p) si νp(A) < n et 2|νp(A)
0 sinon

et pour p = 2, on a

S0(A; 2n) =


2n si ν2(A) > n− 1
2n+1 si νp(A) < n− 1 et 2−ν2(A)A ≡ 1 (mod 4)
0 sinon.

1.5.1 Le cas p ≡ 1 (mod 4)
On raisonne de manière similaire à la section 4 de [BB10] à la différence qu’on utilise

le Lemme 1.5.1. On pose

Mν(pn) = #
{
x ∈ (Z/pnZ)2 | νp(Fi(x)) = νi

}
et

M ′ν(pn) = #
{
x ∈ (Z/pnZ)2 | νp(Fi(x)) > νi

}
.

Lorsque n ≥ ν1 + ν2 + ν3, on a clairement la formule

M ′ν(pn) = p2n−2ν1−2ν2−2ν3ρ(pν1 , pν2 , pν3) (1.5.34)

et
Mν(pn) =

∑
e∈{0,1}3

(−1)e1+e2+e3M ′ν+e(pn).

Avec la notation (1.2.9) et posant mj = max{λj , µj}, on a alors

Nλ,µ(pn) = p3n+λ1+λ2+λ3

(
1− 1

p

)3 ∑
mj6νj<n

Mν(pn)
∏

16j63
(1 + νj − λj) +O(n4p4n).
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En utilisant l’identité (1.5.34), en divisant par p5n+λ1+λ2+λ3 et en faisant tendre n vers
l’infini, on obtient

ωλ,µ(p) =
(

1− 1
p

)3 ∑
mj6νj

∑
e∈{0,1}3

(−1)e1+e2+e3 ρ(pν1+e1 , pν2+e2 , pν3+e3)
p2(ν1+e1+ν2+e2+ν3+e3)

×
∏

16j63
(1 + νj − λj).

On effectue alors les changements de variables nj = νj + ej − λj pour obtenir

ωλ,µ(p) =
(

1− 1
p

)3 ∑
mj−λj6nj

ρ(pn1+λ1 , pn2+λ2 , pn3+λ3)
p2(n1+λ1+n2+λ2+n3+λ3)

×
∑

06ej6min{1,λj+nj−mj}
(−1)e1+e2+e3

∏
1≤j≤3

(1 + nj − ej).

Or, on a

∑
06e6min{1,λ+n−m}

(−1)e(1 + n− e) =
{

1 si λ+ n−m ≥ 1
1 +m− λ si λ+ n−m = 0

et (1 +m− λ) = #Z ∩ [0,m− λ]. On a donc l’égalité

3∏
i=1

#Z ∩ [0,mi − λi]×
ρ(pm1 , pm2 , pm3)
p2(m1+m2+m3)

=
∑

ni6mi−λi

ρ(pmax{m1,λ1+n1}, pmax{m2,λ2+n2}, pmax{m3,λ3+n3})
p2(max{m1,λ1+n1}+max{m2,λ2+n2}+max{m3,λ3+n3})

et finalement

ωλ,µ(p) =
(

1− 1
p

)3 ∑
ni≥0

ρ(pmax{m1,λ1+n1}, pmax{m2,λ2+n2}, pmax{m3,λ3+n3})
p2(max{m1,λ1+n1}+max{m2,λ2+n2}+max{m3,λ3+n3})

.

On a donc bien obtenu l’identité ωλ,µ(p) = σp(d,D) pour tout nombre premier p ≡
1 (mod 4).

1.5.2 Le cas p ≡ 3 (mod 4)
Avec les mêmes notations que lors de la section précédente, lorsque p ≡ 3 (mod 4), on

aboutit de la même manière à l’expression

Nλ,µ(pn) = p5n+λ1+λ2+λ3

(
1 + 1

p

)3

×
∑
mi6νi
2|νi−λi

∑
e∈{0,1}3

(−1)e1+e2+e3 ρ(pν1+e1 , pν2+e2 , pν3+e3)
p2(ν1+e1+ν2+e2+ν3+e3) +O(n4p4n).

Passant à la limite et effectuant le même changement de variables que dans le cas précédent,
on obtient

ωλ,µ(p) =
(

1 + 1
p

)3 ∑
ni>mi−λi

ρ(pn1+λ1 , pn2+λ2 , pn3+λ3)
p2(n1+λ1+n2+λ2+n3+λ3)

∑
06ei6min{1,λi+ni−mi}

ei≡ni[2]

(−1)e1+e2+e3 .
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Or, ∑
06e6min{1,λ+n−m}

e≡n[2]

(−1)e =


(−1)n si λ+ n−m ≥ 1
1 si λ+ n−m = 0 et 2|m− λ
0 si λ+ n−m = 0 et 2 6 |m− λ.

On conclut alors comme lors de la section précédente à l’égalité souhaitée ωλ,µ(p) =
σp(d,D) pour tout nombre premier p ≡ 3 (mod 4).

1.5.3 Le cas p = 2
Le Lemme 1.5.1 fournit immédiatement la relation

ωd(2) = lim
n→+∞

2−2n+3#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣ Fi(x) ∈ diE2n

}
= σ2(d),

où σ2(d) est définie en (1.2.8) et ωd(2) en (1.2.10).

1.5.4 Le cas de la densité archimédienne

Enfin, pour terminer le traitement de la constante, il reste à regarder la densité archi-
médienne. On remarque pour commencer que

ωR(∞) = 26ω+
R(∞)

où ω+
R(∞) est défini de la même façon que ωR(∞) avec les conditions supplémentaires

si > 0 et ti > 0 pour tout 1 6 i 6 3. On utilise la forme de Leray en paramétrant par les
ti. La forme de Leray est par conséquent ici donnée par

(−23t1t2t3)−1ds1ds2ds3dx1dx2.

En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynômes définis par

fi(x, s, t) = Fi(x)
di
− (s2

i + t2i ) (1 6 i 6 3)

et on a

det


∂f1
∂t1

∂f2
∂t1

∂f3
∂t1

∂f1
∂t2

∂f2
∂t2

∂f3
∂t2

∂f1
∂t3

∂f2
∂t3

∂f3
∂t3

 = det

−2t1 0 0
0 −2t2 0
0 0 −2t3

 = −23t1t2t3.

On utilise ici le calcul de l’intégrale suivante∫ √A
0

ds√
A− s2

= π

2 . (1.5.35)

En substituant ti =
√
d−1
i Fi(x)− s2

i , on obtient finalement

ω+
R(∞) = 2−3

∫
x∈R

 ∏
16i63

∫ √d−1
i Fi(x)

0

dsi√
d−1
i Fi(x)− s2

i

dx1dx2

soit
ωR(∞) = π3vol(R).

Cela achève la preuve du Théorème 1.2.3.
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1.6 Démonstration du Théorème 1.1.1

1.6.1 Passage aux torseurs et reformulation du problème de comptage

On note dans la suite Zm l’ensemble des vecteurs de Zm premiers entre eux dans leur
ensemble. On introduit également la norme de R5 suivante

‖ x ‖= max
{
|x0|, |x1|, |x2|, δ−1|x3|, δ−1|x4|

}
, (1.6.36)

où
δ =

√
(|a1|+ |b1|)(|a2|+ |b2|)(|a3|+ |b3|+ |c3|). (1.6.37)

On introduit la hauteur exponentielle sur P4(Q), associée à la norme définie en (1.6.36),
définie par

H4 :
{

P4(Q) −→ R+
∗

[x0 : x1 : x2 : x3 : x4] 7−→ ‖ (x0, x1, x2, x3, x4) ‖

avec [x0 : x1 : x2 : x3 : x4] choisi de telle sorte que les xi soient des entiers premiers
entre eux. On introduit aussi Tspl ⊂ A5

Q = Spec (Q[y, z, t, u, v]) le sous-schéma définie par
l’équation

y2 + z2 = t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) (1.6.38)

avec les conditions (y, z, t) 6= 0 et (u, v) 6= 0. Il s’agit d’un G2
m-torseur pour S [BBP12,

Définition 4.1]. On pose

D = {d ∈ N | p|d⇒ p ≡ 1 (mod 4)}.

Lorsque d0 ∈ D, alors tous les diviseurs de d0 sont aussi dans l’ensemble D. On introduit
ensuite

r(n;m) = #{(a, b) ∈ Z2 | n = a2 + b2, (m, a, b) = 1}.

On a alors clairement r(n; 1) = r(n) et on remarque que r(y2n; y) = 0 si y 6∈ D.
Utilisant une inversion de Möbius pour traiter la condition de coprimalité, on aboutit,
pour y ∈ D, à la formule suivante

r(y2n; y) =
∑
k|y

µ(k)r
(
y2n

k2

)
. (1.6.39)

Enfin, considérant l’ensemble

Σ :=
{
ε ∈ {−1,+1}3 | ε1ε2ε3 = 1, ε1 = 1

}
(1.6.40)

et pour ε ∈ Σ et T > 1 la région

Rε(T ) =
{

(u, v) ∈ R2
∣∣∣∣∣ |u|, |v| 6

√
T ,

εiFi(u, v) > 0

}
,

on en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.6.1. On a N(B) = N1(B) +O(B) où

N1(B) =
∑
k∈D

µ(k)
∑
`6B/k
`∈D

∑
ε∈Σ

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/k`)

r
(
`2F+

1 (u, v)F+
2 (u, v)F+

3 (u, v)
)
,

où l’on note F+
i = εiFi.
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Démonstration– Le lemme 2 de [Bro10] nous garantit que N(B) = 1
4T (B) avec

T (B) = #
{

(y, z, t;u, v) ∈ Z3 × Z2
∣∣∣∣∣ ‖ (v2t, uvt, u2t, y, z)) ‖6 B,

y2 + z2 = t2F (u, v)

}
.

Puisque pour un (y, z, t;u, v) compté, on a

‖ (v2t, uvt, u2t, y, z)) ‖= max{u2, v2}|t|,

on en déduit, par symétrie sur le signe de t, que

N(B) = 1
2#

{
(y, z, t;u, v) ∈ (Z3 × Z2) ∩ Tspl | 0 < max{u2, v2}t 6 B

}
.

Un raisonnement élémentaire montre que la contribution des (u, v) tels que

F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) = 0

est O(1) ce qui permet d’écrire N(B) = N1(B) +O(B) avec

N1(B) = 1
2
∑
t6B
t∈D

∑
εi∈{−1,+1}
ε1ε2ε3=1

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/t)

r(t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v); t).

En posant k` = t, la formule (1.6.39) fournit par conséquent que N1(B) est égal à

1
2
∑
k∈D

µ(k)
∑
`6B/k
`∈D

∑
εi∈{−1,+1}
ε1ε2ε3=1

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(B/k`)

r
(
`2F+

1 (u, v)F+
2 (u, v)F+

3 (u, v)
)
.

On en déduit alors immédiatement la formule donnée dans l’énoncé du lemme avec ε1 = 1.
Le passage à la somme sur ε ∈ Σ sera utile en section 1.7 puisque l’ensemble Σ sera utilisé
pour décrire certaines classes d’isomorphie de torseurs. �

Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations

ω(pgcd(a0, . . . , an)) = ω(a0, . . . , an).

L’idée est maintenant de passer d’un problème de comptage sur Tspl à un problème de
comptage sur des variétés affines de A8 de la forme (1.2.5), autrement dit d’exprimer
le problème de comptage sur certains torseurs qui seront explicités en section 1.7. On
introduit pour ce faire, lorsque d = (d1, d2, d3), d = d1d2d3, n = (n1, n2, n3) et d′ =
(d′1, d′2, d′3), les notations

c(d,n) = 3ω(d,n1,n2,n3) ×
∏

{i,j,k}={1,2,3}
i<j

2ω(d,ni,nj)−ω(d,ni,nj ,nk)

et
c′(d,d′,n) = c(d,n)× 2ω(d′1d′2,n1/d1,n2/d2).

On a alors le lemme suivant où on rappelle qu’on note r0 = r
4 .
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Lemme 1.6.2. Soient n0, n1, n2 et n3 quatre entiers supérieurs ou égaux à 1 avec n0 ∈ D.
On a alors la formule suivante

r0(n0n1n2n3) =
∑

d,d′∈D3

d1d2d3|n0,did′jd
′
k|ni

∑
mi|C(ni)

µ(d1d2d3)µ(d′1d′2)µ(d′3)
c′(d,d′,n) r0

(
n0

d1d2d3

)

× r0

(
n1

d1d′2d
′
3m1

)
r0

(
n2

d2d′1d
′
3m2

)
r0

(
n3

d3d′1d
′
2m3

)
,

où {i, j, k} parcourt l’ensemble des permutations de {1, 2, 3} et où

C(ni) =
∏

p≡3(mod 4)
νp(ni)≡1(mod 2)

νp(n1n2n3)≡0(mod 2)

p. (1.6.41)

Démonstration– Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers (voir par exemple
[BB10, lemme 10]), on obtient

r0(n0n1n2n3) =
∑

d|(n1n2n3,n0)
µ(d)r0

(
n0
d

)
r0

(
n1n2n3
d

)
.

Dans la somme, les entiers d sont sans facteur carré et dans D lorsque n0 ∈ D. On compte
alors le nombre de décompositions d = d1d2d3 avec d1|n1, d2|n2 et d3|n3. Posant

N(d,n) = #
{

(d1, d2, d3) ∈ N3 | di|ni, et d = d1d2d3
}

le nombre de telles décompositions, on a l’égalité c(d,n) = N(d,n), lorsque d est sans
facteur carré. En effet, c( · ,n) et N( · ,n) sont deux fonctions multiplicatives. Il suffit
donc de montrer qu’elles coïncident sur les nombres premiers. Soit alors p un nombre
premier. Dans le cas où p|n1n2n3, on a clairement

N(p,n) = #{i | p|ni} = c(p,n).

Cela permet bien de conclure à l’égalité souhaitée. On a par conséquent

r0(n0n1n2n3) =
∑

d1d2d3|n0
d1|n1,d2|n2,d3|n3

µ(d1d2d3)
c(d,n) r0

(
n0

d1d2d3

)
r0

(
n1
d1

n2
d2

n3
d3

)
.

Posant
n

(1)
i =

∏
p≡1(mod 4)

pνp(ni), n
(3)
i =

∏
p≡3(mod 4)

pνp(ni),

on a par multiplicativité,

r0

(
n1
d1

n2
d2

n3
d3

)
= r0

(
n

(1)
1
d1

n
(1)
2
d2

n
(1)
3
d3

)
r0
(
n

(3)
1 n

(3)
2 n

(3)
3

)
. (1.6.42)

On utilise alors la formule d’éclatement pour trois entiers donnée par le lemme 9 de
[BBP12] pour le premier terme du membre de droite de (1.6.42) :

r0

(
n

(1)
1
d1

n
(1)
2
d2

n
(1)
3
d3

)
=

∑
d′
i
d′
j
|nk/dk
d′
i
∈D

µ(d′1)µ(d′2d′3)
2ω(d′2,n2/d2)+ω(d′3,n3/d3)

× r0

(
n

(1)
1

d1d′2d
′
3

)
r0

(
n

(1)
2

d2d′1d
′
3

)
r0

(
n

(1)
3

d3d′1d
′
2

)
.
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Concernant le deuxième terme du membre de droite de (1.6.42), en remarquant que r0
ne prend que les valeurs 0 ou 1 sur des entiers n’ayant que des facteurs premiers congrus
à 3 modulo 4, on a les égalités

r0
(
n

(3)
1 n

(3)
2 n

(3)
3

)
= r0

(
n

(3)
1

C(n1)

)
r0

(
n

(3)
2

C(n2)

)
r0

(
n

(3)
3

C(n3)

)

=
∑

mi|C(ni)
r0

(
n

(3)
1
m1

)
r0

(
n

(3)
2
m2

)
r0

(
n

(3)
3
m3

)
.

La seconde égalité découle du fait que pour tout mi divisant strictement C(ni), on a

r0

(
n

(3)
1
m1

)
r0

(
n

(3)
2
m2

)
r0

(
n

(3)
3
m3

)
= 0.

En regroupant les facteurs par multiplicativité, on obtient bien la formule souhaitée. �

On note dans la suite

Fi,e = eF+
i = eεiFi et F3,e = e2F+

3 = e2ε3F3,

pour tout entier naturel e. On introduit également

∆(1)
ij =

∏
p|∆ij

p≡1(mod 4)

p et ∆(3)
ij =

∏
p|∆ij

p≡3(mod 4)

p (1.6.43)

et l’ensemble

M =

m ∈ N3
∣∣∣∣∣ mi

∣∣∣∣ [∆(3)
ij ,∆

(3)
ik

]
, (mi,mj)

∣∣∆(3)
ij

µ2(mi) = 1, √m1m2m3 ∈ N
, {i, j, k} = {1, 2, 3}

 . (1.6.44)

Posant R = Rε(1) et pour d ∈ N fixé,

fd(n) =
∑
sk=n

µ(k)r(ds2), (1.6.45)

on déduit alors des Lemmes 1.6.1 et 1.6.2 le lemme suivant.

Lemme 1.6.3. Avec les notations (1.2.4) et (1.6.40), on a

N1(B) = 1
26

∑
e>1
d∈D

µ(e)µ(d)
∑
n6N
n∈D

fd(n)
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)

k5k′5|∆12

× µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

k5k′5|d
′
1d
′
2

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)S

√ B

de2n
, e,E

 ,

où N = δB
d5/4e

et

S(e−1√T , e,E) = S(e−1√T , e,E;Rε, F1,e, F2,e, F3,e)
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pour T > 1 et avec
e1 = d1d

′
2d
′
3m1, e2 = d2d

′
1d
′
3m2, e3 = d3d

′
1d
′
2m3,

E1 = [e1, k4k2k
′
2, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d1k5k

′
5],

E2 = [e2, k4k1k
′
1, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d2k5k

′
5],

E3 = [e3, k4k1k
′
1, k4k2k

′
2, k4k

′
4].

(1.6.46)

Démonstration.– Pour (u, v) premiers entre eux, on a
pgcd(Fi(u, v), Fj(u, v))|∆ij . (1.6.47)

Or, grâce au Lemme 1.6.2, on obtient, pour r
(
`2F+

1 (u, v)F+
2 (u, v)F+

3 (u, v)
)
, l’expression

suivante
1
26

∑
d,d′∈D3

d1d2d3|`2,did′jd
′
k|Fi(u,v)

∑
m∈M

mi|Fi(u,v)

µ(d1d2d3)µ(d′1d′2)µ(d′3)
c′(d,d′, F+

1 (u, v), F+
2 (u, v), F+

3 (u, v))

× r
(

`2

d1d2d3

)
r

(
F+

1 (u, v)
e1

)
r

(
F+

2 (u, v)
e2

)
r

(
F+

3 (u, v)
e3

)
,

En effet, par (1.6.47), un triplet m tel que mi|C(Fi(u, v)) avec la notation (1.6.41), est
dans M . Par ailleurs, pour un triplet m ∈M tel que mi|Fi(u, v) pour tout 1 6 i 6 3 mais
mj - C(Fj(u, v)) pour un certain j, alors

r

(
F+

1 (u, v)
d1d′2d

′
3m1

)
r

(
F+

2 (u, v)
d2d′1d

′
3m2

)
r

(
F+

3 (u, v)
d3d′1d

′
2m3

)
= 0.

L’entier d = d1d2d3 divise ` et est donc nécessairement dans D. On écrit alors ` = ds et
on obtient grâce au Lemme 1.6.1

N1(B) = 1
26

∑
dk6B
k,d∈D

µ(d)µ(k)
∑
s6 B

dk
s∈D

r(ds2)
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)Sd,d′,m

(
B

dsk

)

où, pour T > 1, on a posé

Sd,d′,m(T ) =
∑
ε∈Σ

∑
(u,v)∈Z2∩Rε(T )

e1|F1(u,v),e2|F2(u,v),
e3|F3(u,v)

r

(
F+

1 (u,v)
e1

)
r

(
F+

2 (u,v)
e2

)
r

(
F+

3 (u,v)
e3

)
c′(d,d′, F+

1 (u, v), F+
2 (u, v), F+

3 (u, v))
.

Avec la notation (1.6.45) et grâce à (1.6.47), on aboutit à la formule

N1(B) = 1
26

∑
dn6B
dn∈D

µ(d)fd(n)
∑

d,d′∈D3
d=d1d2d3,d′j |∆ik

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)Sd,d′,m

(
B

dn

)
.

On obtient alors en utilisant à nouveau (1.6.47)

Sd,d′,m(T )=
∑
ε∈Σ

∑
k1k4| gcd(∆23,d)
k2k4| gcd(∆13,d)
k3k4| gcd(∆12,d)

∑
k4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

1
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩Rε(T )
e1|F1(u,v),e2|F2(u,v)

e3|F3(u,v)

r

(
F+

1 (u, v)
e1

)
r

(
F+

2 (u, v)
e2

)
r

(
F+

3 (u, v)
e3

)
,
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où la somme intérieure porte sur les couples (u, v) tels que

k1 = gcd(d, F2(u, v), F3(u, v))/ gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k2 = gcd(d, F1(u, v), F3(u, v))/ gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k3 = gcd(d, F1(u, v), F2(u, v))/ gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k4 = gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k5 = gcd(d′1d′2, F1(u, v)/d1, F2(u, v)/d2).

(1.6.48)

Plusieurs inversions de Möbius fournissent alors

Sd,d′,m(T )=
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩Rε(T )
e1|F1(u,v),e2|F2(u,v)

e3|F3(u,v)

r

(
F+

1 (u, v)
e1

)
r

(
F+

2 (u, v)
e2

)
r

(
F+

3 (u, v)
e3

)
,

où la somme intérieure porte désormais sur les couples (u, v) tels que

k4k1k
′
1| gcd(d, F2(u, v), F3(u, v)),

k4k2k
′
2| gcd(d, F1(u, v), F3(u, v)),

k4k3k
′
3| gcd(d, F1(u, v), F2(u, v)),

k4k
′
4| gcd(d, F1(u, v), F2(u, v), F3(u, v)),

k5k
′
5| gcd(d′1d′2, F1(u, v)/d1, F2(u, v)/d2).

(1.6.49)

On a (e,E) ∈ D et on peut alors réécrire cette somme sous la forme

Sd,d′,m(T )=
∑
ε∈Σ

∑
k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∑

(u,v)∈Z2∩
√
TRε(1)∩Λ(E)

r

(
F+

1 (u, v)
e1

)
r

(
F+

2 (u, v)
e2

)
r

(
F+

3 (u, v)
e3

)
.

(1.6.50)

Reste encore à supprimer la condition de coprimalité sur les couples (u, v) au moyen d’une
dernière inversion de Möbius. Avec la notation (1.2.4), la somme intérieure de (1.6.50) est
alors égale à

+∞∑
e=1

µ(e)S(e−1√T , e,E).

On obtient ainsi le lemme avec N = B
de2 . Mais on peut remarquer que S

(√
B
de2n , e,E

)
est

nulle si l’on n’a pas

d1 6 (|a1|+ |b1|)

√
B

dn
, d2 6 (|a2|+ |b2|)

√
B

dn
et d3 6 (|a3|+ |b3|+ |c3|)

B

dn
.
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En effet, on a par exemple

F1,e(u, v) 6 (|a1|+ |b1|)emax{|u|, |v|} 6 (|a1|+ |b1|)

√
B

dn

dans la région considérée. Avec la notation (1.6.37), on a donc en réalité que

d
3
4n

1
2 6 δB

1
2 . (1.6.51)

Mais pour que S
(√

B
de2n , e,E

)
soit non nulle, il faut aussi imposer de2n 6 B et par

conséquent, d
1
2 en

1
2 6 B

1
2 , ce qui, combiné avec l’inégalité (1.6.51), implique l’inégalité

d
5
4 en 6 δB

et démontre bien le lemme énoncé. �

1.6.2 Fin de la preuve du Théorème 1.1.1

On obtient alors le théorème suivant.

Théorème 1.6.1. Lorsque B → +∞, on a

N(B) = c0B log(B)(1 + o(1)),

avec

c0 = π2

24

+∞∑
e=1

µ(e)
e2

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)
d

∑
ε∈Σ

vol (Rε(1))
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)σ

ε(e,E, e),

avec
σε(e,E, e) :=

∏
p

σεp(e,E, e), (1.6.52)

où

σεp(e,E, e) =
(

1− χ(p)
p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3ρ
(
pN1 , pN2 , pN3

)
p2(N1+N2+N3) ,

Ni = max{νp(Ei), νi + νp(ei)} et

σε2(e, e) = 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣ edeg(Fi)Fi(x) ∈ εimiE2n

}
.

La fin de cette section est consacrée à la preuve de ce théorème. Il permet de démontrer
le Théorème 1.1.1 modulo le fait que la constante c0 soit bien la constante conjecturée par
Peyre, ce qui fera l’objet de la section suivante. On utilise évidemment le Théorème 1.2.2
pour estimer la somme

S(
√
T , e,E) = S(

√
T , e,E;R, F1,e, F2,e, F3,e)

et obtenir le lemme suivant.
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Lemme 1.6.4. Soit ε > 0 tel que r′(
√
T )1−ε > 1. On a alors avec les notations du

Théorème 1.6.1

S(
√
T , e,E) = π3vol(Rε(1))T

∏
p

σεp(e,E, e) +Oε,Fi,e

(
T

(log(T ))η−ε

)
.

De plus, on a
σε(e,E, e)� (de)εa′(E,∆),

uniformément en tous les paramètres d, d′, m, k, k′, εi, e, e, E et d.

On raisonne alors comme dans la preuve du lemme 9 de [BB10] afin d’obtenir une
majoration uniforme de S(

√
T , e,E) mis à part qu’on utilise une majoration différente

pour la quantité det(Gf (A)) qui y apparaît. On remarque ici qu’il faut bien faire attention
au fait qu’on travaille avec les formes Fi,e et qu’on a notamment une dépendance des
coefficients en la variable e. On a ainsi le lemme suivant.

Lemme 1.6.5. Pour T > 1 et (e,E) ∈ D, on a

S(
√
T , e,E)�c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3(deL∞)ε gcd(d, e)a′(E,∆)

×
(
r∞(Rε(1))2T

d
+ r∞(Rε(1))1+εT

1
2 +ε

)
,

où l’on note c(P ) le contenu d’un polynôme à coefficients entiers.

Démonstration.– On raisonne ici comme dans la section 6 de [BB10]. Avec les notations
(1.2.6), on pose

E′′i = Ei
gcd(E′i, b) gcd(Ei, e`i)

et E′′3 = E3
gcd(E′3, b2) gcd(E3, e2`3) .

Des calculs élémentaires garantissent qu’on a

E′′ = E′′1E
′′
2E
′′
3 >

E

gcd(E1, be`1) gcd(E2, be`2) gcd(E3, b2e2`3) .

Mais revenant à la définition de E1
gcd(E1,be`1) , on obtient avec la notation du Lemme 1.4.2

E1
gcd(E1, be`1) >

1
∆∗

d1
gcd(d1, be`1) .

En procédant de la même façon avec les indices 2 et 3, on aboutit finalement à l’inégalité

E′′ >
1

(∆∗)3
d

gcd(d1, be`1) gcd(d2, be`2) gcd(d3, b2e2`3) .

On obtient alors

E′′ >
1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3
d

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, b2e2) .

Puisque d = d1d2d3 est sans facteur carré, d3 l’est aussi et donc

E′′ >
1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3
d

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, be)
.
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Pour finir, on utilise le fait que

gcd(d1, be) gcd(d2, be) gcd(d3, be) = gcd(d1d2d3, be) = gcd(d, be).

pour conclure à l’inégalité

E′′ >
1

c(F1)c(F2)c(F3)(∆∗)3
d

gcd(d, be) .

Cela permet de finir la démonstration du lemme exactement comme dans le lemme 9 de
[BB10]. �

On a ensuite besoin de quelques résultats issus de [BB12, lemme 14] concernant la fonc-
tion fd définie en (1.6.45) pour d ∈ D. Si d ∈ D est sans facteur carré, alors, pour x > 2,
on a ∑

n6x
n∈D

fd(n)
n

= 4r0(d)ϕ†(d)
π

(
log(x) +O

(
log3(2 + ω(d))

))
, (1.6.53)

où
ϕ†(d) =

∏
p|d

(
1 + 1

p

)−1
.

Pour ε > 0 et 0 < θ 6 1, on déduit de ces résultats la majoration∑
n6x
n∈D

|fd(n)|
nθ

6 x1−θ ∑
n6x
n∈D

|fd(n)|
n

� dεx1−θ log(x). (1.6.54)

On en déduit à présent que les surfaces de Châtelet considérées vérifient le principe de
Manin. On utilise la formule asymptotique obtenue grâce au Théorème 1.2.2 de S(

√
T , e,E)

dans l’expression de N1(B) que l’on a obtenue dans le Lemme 1.6.4. Pour pallier la non
uniformité de cette estimation, on pose

U(B) = Uεe,E,e(B) =
∑
n6N
n∈D

fd(n)S

√ B

de2n
, e,E

 ,
avec N défini lors du Lemme 1.6.3, de telle sorte que

N1(B) = 1
26

∑
e>1
d∈D

µ(e)µ(d)
∑
ε∈Σ

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)U(B).

Avec la notation (1.6.52), on introduit alors la quantité Eε(B; e,E, e) comme étant donnée
par

1
B log(B)

∣∣∣∣U(B)− 4π2vol(Rε(1))σε(e,E, e)r0(d)ϕ†(d)B log(B)
de2

∣∣∣∣ .
Les résultats (1.6.53) et (1.6.54) impliquent que

Eε(B; e,E, e) −→
B→+∞

0,
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à e, E, d, d′, m, k, k′, d et e fixés. Pour conclure, on souhaite appliquer un théorème de
convergence dominée et il suffit donc de montrer la majoration∑

e>1
d∈D

∑
ε∈Σ

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

∑
m∈M

∑
k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

Eε(B; e,E, e)� 1.

Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.

Lemme 1.6.6. Pour tout ε > 0, on a |σε(e,E, e)| � d−
1
6 +εeε.

Démonstration.– On procède en majorant chaque facteur eulérien dans la définition de
σε(e,E, e) en (1.6.52). Pour p = 2, on peut majorer σε2(e,E, e) par 8. Pour les p impairs,
on utilise la majoration donnée par le point f) du Lemme 1.3.2. On a alors∣∣∣σεp(e,E, e)∣∣∣� ∑

ν∈N3

(N3 + 1) 1

p
N1
3 +N2

3 +N3
6
,

où les Ni = max{νp(Ei), νi + νp(ei)} ont été définis dans le Lemme 1.6.4. On tire alors
parti du fait que d soit sans facteur carré. On note d = d1d2d3 et δi = νp(di) de sorte
qu’on peut supposer δ1 + δ2 + δ3 = 1 lorsque p|d. De plus, par définition de Ei et Ni, on
voit que Ni > νi + δi et donc on a

∏
p|d

∣∣∣σεp(e,E, e)∣∣∣�∏
p|d
p−

δ1+δ2+δ3
6

∏
p|d

∑
ν∈N3

(N3 + 1) 1
p
ν1
3 + ν2

3 + ν3
6
.

On a alors ∏
p|d
p−

δ1+δ2+δ3
6 =

∏
p|d
p−

1
6 = d−

1
6

puisque d est sans facteur carré. D’autre part,

∏
p|d

∑
ν∈N3

(N3 + 1) 1
p
ν1
3 + ν2

3 + ν3
6
� dε

∏
p|d

(1 + νp(d))� dε

et finalement ∏
p|d

∣∣∣σεp(e,E, e)∣∣∣� d−
1
6 +ε.

�

En raisonnant alors comme dans la section 7 de [BB12] et en utilisant le Lemme 1.6.5, on
obtient

Eε(B; e,E, e)� (de)ε gcd(d, e)a′(E,∆)
( 1
d2e2 + 1

d
9
8 e

3
2

+ 1
d

5
4 e2

)
,

soit
Eε(B; e,E, e)� (de)ε gcd(d, e)a′(E,∆) 1

d
9
8 e

3
2
.

Ensuite, puisque a′(E,∆) concerne les formes primitives, on n’a en réalité pas de dépen-
dance en e et par définition de cette quantité en (1.2.7), on obtient que

a′(E,∆)� 1
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où la constante est indépendante des paramètres de sommation. Enfin, le fait que
+∞∑
e=1

∑
d∈D

(de)ε gcd(d, e) 1
d

9
8 e

3
2
� 1.

pour ε assez petit nous autorise à appliquer le théorème de convergence dominée pour
obtenir le Théorème 1.6.1 et ainsi achever la démonstration du principe de Manin pour
les surfaces de Châtelet considérées.

1.7 La constante de Peyre

Pour conclure la démonstration du Théorème 1.1.1, il reste à montrer que la constante
c0 obtenue dans le Théorème 1.6.1 est en accord avec la conjecture de Peyre [Pey01, formule
5.1], puisqu’on peut montrer que les surfaces de Châtelet sont des variétés «presque de
Fano» au sens de [Pey01, Définition 3.1]. On note cS la constante conjecturée par Peyre.
Suivant [Pey95] et [Sal98], on a

cS = α(S)β(S)ωH
(
S(AQ)Br(S)

)
,

où
β(S) = #H1(Gal(Q,Q),Pic(S)) = Coker (Br(Q)→ Br(S)) ,

α(S) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cône effectif et ωH
(
S(AQ)Br(S)

)
est un nombre de Tamagawa.

1.7.1 Les facteurs α(S) et β(S)
Pour commencer, il est nécessaire de rappeler quelques éléments relatifs à la géométrie

de S tirés de [CTSSD87a] et [CTSSD87b]. On considère K = Q(
√

∆) le corps de décompo-
sition de F ainsi que le corps biquadratique L = Q

(√
∆, i

)
. Si l’on note G = Gal (L/Q),

on a clairement que G ∼= (Z/2Z)2 engendré par la conjugaison complexe σ et par τ , la
conjugaison dans K. Enfin, pour toute extension k de Q, on notera Sk = S ×Q Spec(k).

Sur Q, on écrit également 2 F3(u, v) = a(u+ b′3v)(u+ b′4v), avec a ∈ Z et b′3 et b′4 dans
K tels que τ(b′3) = b′4. En particulier, si l’on définit

∆34 = a(b′4 − b′3) 6= 0, (1.7.55)

on a τ(∆34) = −∆34. Sur L, la surface SL admet 10 diviseurs exceptionnels qui sont des
courbes d’auto-intersection négative. Huit d’entre elles sont d’auto-intersection −1 et sont
données pour j ∈ {1, 2} par

D+
j : u = −bj , x+ iy = 0; D−j : u = −bj , x− iy = 0

et pour k ∈ {3, 4} par

D+
k : u = −b′k, x+ iy = 0; D−k : u = −b′k, x− iy = 0

tandis que les deux dernières sont d’auto-intersection −2 et sont données par

E+ : t = 0, x+ iy = 0; E− : t = 0, x− iy = 0.

2. Noter ici qu’une légère modification est apportée par rapport à la publication [Des16b] dans laquelle
le raisonnement n’était exact que dans le cas d’une forme quadratique unitaire.
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On a également

Pic(SL) = 〈[E±], [D±i ] | i ∈ {1, 2, 3, 4}〉
= 〈[E+], [D+

1 ], [D+
2 ], [D+

3 ], [D+
4 ], [D−1 ]〉 ∼= Z6

avec les relations
[D+

i ] + [D−i ] = [D+
j ] + [D−j ] (1.7.56)

pour i, j ∈ {1, 2, 3, 4} et

[E+] + [D+
i ] + [D+

j ] = [E−] + [D−` ] + [D−m] (1.7.57)

pour {i, j, `,m} = {1, 2, 3, 4} et on rappelle que la formule d’adjonction fournit la relation

ω−1
S = 2E+ +

4∑
i=1

D+
i = 2E− +

4∑
i=1

D−i . (1.7.58)

Or, Pic(SQ) ∼= Pic(SL) et Pic(S) = (Pic(SL))G puisque S(Q) 6= ∅. Décrivons alors l’action
de G sur le groupe de Picard géométrique. On a

σ(E+) = E−; σ(D+
i ) = D−i

pour tout i ∈ {1, 2, 3, 4} lorsque ∆ > 0 tandis qu’on a

σ(E+) = E−; ∀i ∈ {1, 2}, σ(D+
i ) = D−i ; σ(D+

3 ) = D−4 et σ(D−3 ) = D+
4

et
τ(D+

3 ) = D+
4 ; τ(D−3 ) = D−4

les autres éléments étant fixés. On en déduit les lemmes suivants.

Lemme 1.7.1. On a Pic(S) = 〈[ω−1
S ], [D+

1 ] + [D−1 ]〉.

Démonstration.– Soit D = a[D+
1 ] + b[D+

2 ] + c[D+
3 ] + d[D+

4 ] + e[E+] + f [D−1 ] un élément de
Pic(SQ). On a que D ∈ Pic(S) si, et seulement si σ(D) = τ(D) = D, soit si, et seulement
si,

D = (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) + f [D+

1 ] + (a− e)[D−1 ]
+ (e− b)[D+

2 ] + (e− c)[D+
3 ] + (e− d)[D+

4 ] + e[E+]

et D = a[D+
1 ] + b[D+

2 ] + d[D+
3 ] + c[D+

4 ] + e[E+] + f [D−1 ] (ce qui implique notamment
c = d). Comme [D+

1 ] + [D−1 ] ∈ Pic(S), on en déduit que D ∈ Pic(S) si, et seulement si

σ
(
D−(b+ c+ d− e)([D+

1 ]+[D−1 ])
)

=τ
(
D−(b+ c+ d− e)([D+

1 ]+[D−1 ])
)

= D − (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]).

Cela équivaut à e = 2b = 2c = 2d et a = b+ f si bien que

D − (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) = (a− 2b)([D+

1 ] + [D−1 ]) + b
[
ω−1
S

]
et

D − (b+ c+ d− e)([D+
1 ] + [D−1 ]) ∈ Z

(
[D+

1 ] + [D−1 ]
)
⊕ Zω−1

S .

�
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Lemme 1.7.2. On a α(S) = 1
2 .

Démonstration.– Posons e1 = ω−1
S et e2 = [D+

1 ] + [D−1 ]. On sait que dans ce cas, le
cône effectif Λeff(S) est engendré par les sommes d’éléments d’orbites des courbes d’auto-
intersections négatives. On a par conséquent ici

Λeff(S) = 〈[E+] + [E−], [D+
1 ] + [D−1 ], [D+

3 ] + [D+
4 ] + [D−3 ] + [D−4 ]〉

= 〈[E+] + [E−], [D+
1 ] + [D−1 ]〉.

On utilise alors la définition suivante de la constante α(S) donnée dans [Pey95]

α(S) = Vol
{
x ∈ Λeff(S)∨ | 〈ω−1

S , x〉 = 1
}
,

où la mesure sur l’hyperplan

H =
{
x ∈ Pic(S)∨ ⊗Z R | 〈ω−1

S , x〉 = 1
}

est définie dans [Pey95]. Le cône Λeff(S) est donc engendré par e1 − 2e2 et e2 si bien que
la constante α(S) est donnée par le volume de la région

{(x, y) ∈ R2 | x = 1, y > 0, x− 2y > 0}.

Autrement dit, on obtient la longueur du segment
[
0, 1

2

]
, soit α(S) = 1

2 . �

On aurait également pu montrer que le groupe de Galois G = Gal(Q/Q) ne fixe
aucune (−1)-courbe et que le cardinal du groupe de Weyl associé au type de singularité
2A1 où les deux singularités sont conjuguées est égal à 2. La table 2 de [DEJ] ainsi que
[DJT] nous permettait alors d’en conclure que α(S) = 1

2 .
Pour calculer β(S), on utilise la proposition 7.1.2 de [Sko], qui fournit β(S) = 2 dans

le cas considéré dans ce chapitre.

1.7.2 Torseurs versels

D’après [Pey12, proposition 8.3] ou [Der06, proposition 2.1], on déduit que l’ensemble
des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus de S possédant au moins un point
rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber une partition finie de l’ensemble des points ra-
tionnels de S, indexée par toute famille de représentants de ces classes d’isomorphisme.
Contrairement à [BBP12], il est plus délicat dans le cas de ce chapitre de déterminer ex-
plicitement un tel système de représentants.

On considère l’ensemble

B =

β ∈ Z2 × Z [∆]2
∣∣∣∣ τ(β3) = aβ4, ∃(β′3, n) ∈ Z2 tels que β3β4 = β′3n

avec
√
β1β2β′3 ∈ Z et n ∈ NQ[i]/Q (Z[i])


ainsi que le sous-ensemble BΣ

M des β ∈ B pour lesquels il existe (ε,m) dans Σ ×M tels
que

β1 = ε1m1; β2 = ε2m2; β′3 = ε3m3.

Il est bon de noter que l’ensemble β ∈ BΣ
M est infini. Pour β ∈ B, on pose Tβ le sous-

ensemble constructible de A10
Q = Spec (Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 4]) défini par les deux équations

quadratiques invariantes sous le groupe de Galois G suivantes

φβ1 = φβ2 = 0
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avec 

φβ1 =a2β1
(
X2

1 + Y 2
1

)
− a1β2

(
X2

2 + Y 2
2

)
+

∆12
∆34

(
β3
(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
+ 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
)
−

aβ4
(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
− 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
))

φβ2 =b2β1
(
X2

1 + Y 2
1

)
− b1β2

(
X2

2 + Y 2
2

)
−

∆12
∆34

(
b′4β3

(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
+ 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
)
−

ab′3β4
(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
− 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
))

,

et les inégalités

∀i 6= j ∈ J0, 2K2, ((Xi, Yi), (Xj , Yj)) 6= ((0, 0), (0, 0))

et
∀i ∈ J0, 2K, ((Xi, Yi), (X3, Y3, X4, Y4)) 6= ((0, 0), (0, 0, 0, 0)).

Définissons à présent un morphisme πβ : Tβ → S. Pour ce faire, comme dans [BBP12,
section 4], il suffit de définir un morphisme π̂β : Tβ → Tspl. Considérons alors une extension
finie k de Q et ((xi, yi))06i64 dans Tβ(k). Il existe alors un couple (u, v) ∈ k2 r {(0, 0)} tel
que

u = 1
∆12

(
b2β1(x2

1 + y2
1)− b1β2(x2

2 + y2
2)
)

= 1
∆34

(
b′4β3

(
x2

3 + y2
3 + ∆

(
x2

4 + y2
4

)
+ 2
√

∆(x3x4 + y3y4)
)
−

ab′3β4
(
x2

3 + y2
3 + ∆

(
x2

4 + y2
4

)
− 2
√

∆(x3x4 + y3y4)
))

et
v = 1

∆12

(
−a2β1(x2

1 + y2
1) + a1β2(x2

2 + y2
2)
)

= 1
∆34

(
β3
(
x2

3 + y2
3 + ∆

(
x2

4 + y2
4

)
+ 2
√

∆(x3x4 + y3y4)
)
−

aβ4
(
x2

3 + y2
3 + ∆

(
x2

4 + y2
4

)
− 2
√

∆(x3x4 + y3y4)
))

tels que
F1(u, v) = β1(x2

1 + y2
1), F2(u, v) = β2(x2

2 + y2
2)

et
F3(u, v) = β3β4

[(
x2

3 − y2
3 −∆(x2

4 − y2
4)
)2

+ (x3y3 −∆y3y4)2
]
.
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On remarque en particulier que la quantité F3(u, v)/(β3β4) est bien une somme de deux
carrés mais une somme de deux carrés particulière puisqu’il s’agit d’une norme de L sur
Q. On note alors αβ la racine carrée positive de β1β2β

′
3 et n = zβzβ et on considère

x+ iy = zβαβ (z0)2∏4
j=1 zj

x− iy = zβαβ (z0)2∏4
j=1 zj

t = z0z0

où l’on a posé zj = xj + iyj pour j ∈ {0, 1, 2} et

z3 =
(
x2

3 − y2
3 −∆(x2

4 − y2
4)
)

+ i (x3y3 −∆y3y4) .

On a alors x2 + y2 = t2F (u, v) et (x, y, t, u, v) ∈ Tspl(k), ce qui permet de définir πβ.

Lemme 1.7.3. Pour tout β ∈ B, la variété Tβ équipée du morphisme πβ et de l’action
naturelle de TNS définie de la même façon que dans [BBP12, section 4] est un torseur
versel pour S et

S(Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q)) .

Démonstration– On utilisera dans la suite les notations ∆ij = Res(Fi, Fj) et ∆43 = −∆34
qui généralisent (1.2.2) et (1.7.55). En particulier, on a que ∆ij = −∆ji. D’après [BBP12,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [Pie15, Example 2.4.3], on sait que
sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

R = Q[Z+
i , Z

−
i | 0 6 i 6 4]/

(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k64

(1.7.59)

où div(Z±0 ) = E± et div(Z±i ) = D±i pour i ∈ J1, 4K. On a plus précisément que(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k64

= (P1,2,3, P1,2,4)

si l’on note Pi,j,k la forme quadratique ∆jkZ
+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k . Considérons

alors les variables invariantes sous G suivantes

Xk = Z+
k + Z−k

2 et Yk = Z+
k − Z

−
k

2i
pour k ∈ {0, 1, 2} et

X3 = Z+
3 + Z+

4 + Z−3 + Z−4
4 et Y3 = Z+

3 − Z
−
3 + Z+

4 − Z
−
4

4i
et

X4 = Z+
3 − Z

+
4 + Z−3 − Z

−
4

4
√

∆
et Y4 = Z+

3 + Z−4 − Z
−
3 − Z

+
4

4
√

∆i
.

En effet, on a

φ
(1,1,1,1)
1 = aP1,2,4 − P1,2,3 et φ

(1,1,1,1)
2 = 1

a

(
∆34P1,2,3 + ab′3φ

(1,1,1,1)
1

)
,

une descente galoisienne garantit qu’un anneau de Cox pour S sur Q est donné par

R = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φ(1,1,1,1)
1 , φ

(1,1,1,1)
2 ).
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Par [Sko, corollary 2.3.9], un torseur versel est unique à twist près par un élément de
H1(Q, TNS). On peut alors montrer en adaptant la preuve de [Pie15, proposition 2.69] ou
en utilisant [CTSSD87b, theorem 7.1] que pour tout cocycle c ∈ H1(Q, TNS), on obtient
que l’anneau de Cox tordu par c est de la forme

Rc = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φβ1 , φ
β
2 )

pour un certain β ∈ B.
Finalement, il reste à établir le dernier point :

S(Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q)) .

Considérons un point P ∈ S(Q). Il existe alors un unique (y, z, t, u, v) ∈ Z4 tel que
(y, z, t) = (u, v) = 1
t > 0
F1(u, v) > 0
t2F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) = y2 + z2

et πspl((y, z, t, u, v)) = P avec πspl l’application πspl : Tspl → S définie dans [BBP12,
definition 4.1]. Lorsque F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) > 0, il existe un unique triplet (ε1, ε2, ε3) ∈
{−1,+1}3 avec ε1 = 1 tels que ε1ε2ε3 = 1 et

εiFi(u, v) > 0.

Le fait que F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v) soit une somme de deux carrés implique que, lorsque
p ≡ 3 (mod 4), on a

νp(F1(u, v)F2(u, v)F3(u, v)) = νp(F1(u, v)) + νp(F2(u, v)) + νp(F3(u, v))
≡ 0 (mod 2) .

On pose alors

m1 =
∏

p≡3(mod 4)
νp(F1(u,v))≡1(mod 2)

p, m2 =
∏

p≡3(mod 4)
νp(F2(u,v))≡1(mod 2)

p, m3 =
∏

p≡3(mod 4)
νp(F3(u,v))≡1(mod 2)

p,

de sorte que mi|Fi(u, v). On en déduit que si p|m1, exactement une seule des deux valeurs
νp(F2(u, v)) et νp(F3(u, v)) est impaire. On a donc que p|m1 et p|m2 par exemple et
puisque (u, v) = 1, cela implique que p|∆(3)

12 , si bien qu’on en déduit les relations

m1

∣∣∣∣ [∆(3)
12 ,∆

(3)
13

]
, m2

∣∣∣∣ [∆(3)
12 ,∆

(3)
23

]
, m3

∣∣∣∣ [∆(3)
13 ,∆

(3)
23

]
,

(mi,mj)
∣∣∆(3)

ij ,

et
νp

(
Fi(u, v)
mi

)
≡ 0 (mod 2) ,

pour tous les nombres premiers p ≡ 3 (mod 4). De plus, m1m2m3 est un carré. Si par
exemple F1(u, v) = 0, on pose ε1m1 comme étant l’unique entier sans facteur carré tel
que ε1ε2ε3m1m2m3 soit un carré.
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On introduit alors β1 = ε1m1 et β2 = ε2. On pose alors g le plus petit diviseur de
F3(u, v) tel que ε3F3(u,v)

g soit une norme de L. Nécessairement, en posant β′3 = ε3m3, on
a β′3 | g donc on peut écrire g = β′3n. On constate alors que, par définition de β′3, que n
est une norme sur Q[i]. Si l’on note a = a′a′′ avec a′′ le plus grand diviseur de a qui soit
une norme sur K. On a alors nécessairement par définition de g et de F3 que a′ | g et que
g/a′ est une norme sur K. On peut donc écrire g = β3β4 = β′3n avec τ(β3) = aβ4. Ainsi,
β ∈ BΣ

M et (y, z, t, u, v) ∈ π̂β (Tβ). �

En notant Xβ le sous-schéma de A8
Q = Spec (Q[Xi, Yi | 1 6 i 6 4]) défini par les équa-

tions φβ1 et φβ2 , on constate donc que Tβ est égal au produit Xβ ×A2
Q. En notant X ◦β le

complémentaire de l’origine dans Xβ, on a un isomorphisme entre l’intersection complète
de A10

Q r {0} (car invariante par le groupe de Galois) donnée par les équations

F1(u, v) = β1(X2
1 + Y 2

1 ), F2(u, v) = β2(X2
2 + Y 2

2 ),

au+ ab′3v = β3
(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
+ 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
)
,

et
u+ b′4v = β4

(
X2

3 + Y 2
3 + ∆

(
X2

4 + Y 2
4

)
− 2
√

∆(X3X4 + Y3Y4)
)

et le schéma X ◦β . En particulier, sur X ◦β , on a

F1(u, v) = β1(X2
1 + Y 2

1 ), F2(u, v) = β2(X2
2 + Y 2

2 )

et
F3(u, v) = β3β4

[(
X2

3 − Y 2
3 −∆(X2

4 − Y 2
4 )
)2

+ (X3Y3 −∆X4Y4)2
]
,

Or, lors de la preuve du principe de Manin, on s’est ramené à un problème de comptage
sur certaines variétés de la forme (1.2.5)

Fi(u, v) = βi(X2
i + Y 2

i ).

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais sur des torseurs
d’un type différent que l’on explicite dans la section suivante lors de notre preuve du
principe de Manin. Cette description facilitera grandement le traitement de la constante
afin d’établir que celle-ci correspond à la prédiction de Peyre. De plus, il apparaît difficile a
priori d’obtenir un système de représentants des classes d’isomorphisme de torseurs versels
et de décrire précisément les ensembles du type πβ (Tβ(Q)). En effet, pour ce faire, il faut
caractériser les normes de l’extension biquadratique L.

Il est à noter plus généralement que dans les cas des articles [BBP12], [BB12] et [BT13],
le même type de calculs fournissent que le seul cas du principe de Manin pour les surfaces
de Châtelet où l’on utilise une méthode de descente sur les torseurs versels est celui pour
lequel F est scindé. Dans tous les autres cas, on utilise une descente sur des torseurs
d’un type différent dont la construction est analogue à celle de la section qui suit et sera
effectuée dans une plus grande généralité dans le chapitre 2.

1.7.3 Les torseurs utilisés dans la preuve du principe de Manin

On décrit explicitement dans cette section les torseurs qui sont utilisés dans la preuve
du Théorème 1.1.1, c’est-à-dire les torseurs qui correspondent aux variétés de la forme
(1.2.5). Cette description repose sur le formalisme développé dans [Pie15] et [DP14].
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Soit T le tore algébrique dont le groupe des caractères est donné par

T̂ =
[
E+
]
Z⊕

[
D+

1

]
Z⊕

[
D+

2

]
Z⊕

[
D+

3 +D+
4

]
Z⊕

[
D−1

]
Z (1.7.60)

ainsi que l’injection λ : T̂ ↪→ Pic(SQ). Il s’agit en réalité de l’injection Pic(SQ[i]) ↪→
Pic(SQ).

Lemme 1.7.4. La Q−algèbre R′ := Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 3] /(f1), avec

f1 = X2
3 +Y 2

3 −
1

∆2
12

(
∆23(X2

1 + Y 2
1 ) + ∆31(X2

2 + Y 2
2 )
) (

∆24(X2
1 + Y 2

1 ) + ∆41(X2
2 + Y 2

2 )
)
,

est un anneau de Cox de S de type λ défini en (1.7.60).

Démonstration– Puisque la surface S est quasi-projective, suivant la preuve de [Pie15,
proposition 2.71], un anneau de Cox R′ de type λ est donné par l’anneau des invariants
sous le groupe de Galois G de ⊕

m∈T̂

Rm,

où R a été défini (1.7.59) et Rm correspond aux éléments homogènes de degré m de R.
Supposons m ∈ T̂ donné tel que

m =
[
a0E

+ + a1D
+
1 + a2D

+
2 + a3(D+

3 +D+
4 ) + a4D

−
1

]
avec ai ∈ Z. Pour déterminer Rm, on cherche à résoudre le système linéaire donné pare+

0 E
+ + e−0 E

− +
4∑
j=1

(
e+
j D

+
j + e−j D

−
j

)
=
[
a0E

+ + a1D
+
1 + a2D

+
2 + a3(D+

3 +D+
4 ) + a4D

−
1

]
,

où les e±j > 0. Grâce aux relations (1.7.56) et (1.7.57), ce dernier est équivalent à

a0 = e+
0 + e−0

a1 =
∑4
j=2 e

−
j + e+

1 − e
−
0

a2 = e+
2 − e

−
2 + e−0

a3 = e+
3 − e

−
3 + e−0 = e+

4 − e
−
4 + e−0

a4 =
∑4
j=1 e

−
j − 2e−0

En résolvant ce système en les e±j pour 0 6 j 6 4, il vient que R′ est isomorphe au
sous-anneau de R engendré par les variables

Z±0 ; Z±1 ; Z±2 ; Z+
3 Z

+
4 ; Z−3 Z

−
4 ; Z+

3 Z
−
3 ; Z+

4 Z
−
4

vérifiant les relations
P1,2,3 = 0 et P1,2,4 = 0

ainsi que la relation suivante (d’après (1.7.59))(
Z+

3 Z
+
4

) (
Z−3 Z

−
4

)
=
(
Z+

3 Z
−
3

) (
Z+

4 Z
−
4

)
= 1

∆2
12

(
∆23Z

+
1 Z
−
1 + ∆31Z

+
2 Z
−
2

) (
∆24Z

+
1 Z
−
1 + ∆41Z

+
2 Z
−
2

)
.
(1.7.61)
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Les deux premières relations permettent d’éliminer les deux variables Z+
3 Z
−
3 et Z+

4 Z
−
4

tandis que la dernière relation (1.7.61) est bien invariante par le groupe de Galois G. En
considérant les variables G−invariantes suivantes

Xk = Z+
k + Z−k

2 et Yk = Z+
k − Z

−
k

2i

pour k ∈ {0, 1, 2} et

X3 = Z+
3 Z

+
4 + Z−3 Z

−
4

2 et Y3 = Z+
3 Z

+
4 − Z

−
3 Z
−
4

2i ,

il vient alors bien
R′ ∼= Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 3]/(f1).

�

Le lemme suivant explicite le groupe de cohomologie H1(Q, T̂ ).

Lemme 1.7.5. On a la série d’isomorphismes

H1(Q, T̂ ) ∼= H1
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
∼= Z/2Z.

Démonstration– Le point clé concernant les torseurs de type λ est que l’action de la
conjugaison τ dans K est triviale si bien que

H1
(
Gal

(
Q/Q[i]

)
, T̂
)

= {0}.

Ainsi, la suite exatce de restriction-inflation

0 // H1
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
// H1(Q, T̂ ) // H1

(
Gal

(
Q/Q[i]

)
, T̂
)

fournit l’isomorphismeH1(Q, T̂ ) ∼= H1
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
. Puisque le groupe Gal (Q[i]/Q)

est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison complexe σ, le groupe de cohomologie
H1

(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
coïncide avec l’homologie du complexe

T̂
Id+σ // T̂

Id−σ // T̂ .

Autrement dit,
H1

(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
∼= Ker(σ + Id)/Im(Id− σ).

On obtient alors aisément le fait que Ker(σ + Id) est engendré par[
D+

1

]
−
[
D−1

]
;
[
D+

1

]
−
[
D+

2

]
; 2

[
D+

1

]
−
[
D+

3 +D+
4

]
et que Im(Id− σ) est engendrée par[

D+
1

]
−
[
D−1

]
; 2

[
D+

2

]
−
[
D+

1

]
−
[
D−1

]
; 2

[
D+

3 +D+
4

]
− 2

[
D+

1

]
− 2

[
D−1

]
et [

D+
1

]
+ 2

[
D−1

]
−
[
D+

2

]
−
[
D+

3 +D+
4

]
.
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Il vient alors immédiatement que H1
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
∼= Z/2Z engendré par la classe

de
[
D+

1

]
−
[
D+

2

]
. �

À nouveau d’après [Sko, corollary 2.3.9], un torseur de type λ est unique à twist près
par un élément de H1(Q, T ). On est ainsi désormais en mesure de décrire tous les an-
neaux de Cox de S de type λ. On s’inspire ici des deux preuves de [Pie15, propositions
2.69-2.70]. Tout élément de H1(Q, T ) est représenté par un cocycle c : Gal (Q[i]/Q)→ T ,
lui-même déterminé par l’image cσ ∈ HomZ

(
T̂ ,Q[i]×

)
de la conjugaison complexe.

Lemme 1.7.6. Tout anneau de Cox pour S de type λ est isomorphe à une Q−algèbre de
la forme

R′n := Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 3] /(fn
1 )

avec

fn
1 = n3

(
X2

3 + Y 2
3

)
− 1

∆2
12

(
∆23n1(X2

1 + Y 2
1 ) + ∆31n2(X2

2 + Y 2
2 )
)

×
(
∆24n1(X2

1 + Y 2
1 ) + ∆41n2(X2

2 + Y 2
2 )
) (1.7.62)

et n = (n1, n2, n3) ∈ (Z r {0})3 tels que n1n2n3 soit une somme de deux carrés.

Démonstration– On sait que, pour tout anneau de Cox R′λ pour S de type λ, il existe un
cocycle c : Gal (Q[i]/Q) → T tel que R′λ soit un twist de R′ défini en (1.7.4). D’après
[Pie15, proposition 2.41], l’action de la conjugaison complexe sur R′ est la suivante :

σ(Z−0 ) = cσ
([
E+
])
Z+

0 ; ∀j ∈ {1, 2} σ(Z−j ) = cσ
([
D+
j

])
Z+
j

et
σ(Z−3 Z

−
4 ) = cσ

([
D+

3 +D+
4

])
Z+

3 Z
+
4 .

En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous l’action du groupe de Galois
Gal (Q[i]/Q)

X0 = cσ
([
E+])Z+

0 + Z−0
2 ; Y0 = cσ

([
E+])Z+

0 − Z
−
0

2i ;

Xk =
cσ
([
D+
k

])
Z+
k + Z−k

2 ; Yk =
cσ
([
D+
k

])
Z+
k − Z

−
k

2i
pour k ∈ {1, 2} et

X3 =
cσ
([
D+

3 +D+
4

])
Z+

3 Z
+
4 + Z−3 Z

−
4

2 ;

Y3 =
cσ
([
D+

3 +D+
4

])
Z+

3 Z
+
4 − Z

−
3 Z
−
4

2i ,

il vient
R′λ
∼= Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 3] /(f c1)

avec
f c1 = nc31

(
X2

3 + Y 2
3

)
− 1

∆2
12

(
∆23(X2

1 + Y 2
1 ) + ∆31n

c
21(X2

2 + Y 2
2 )
)

×
(
∆24(X2

1 + Y 2
1 ) + ∆41n

c
21(X2

2 + Y 2
2 )
)
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et nc21 = cσ
([
D+

1 −D
+
2

])
et nc31 = cσ

([
2D+

1 −D
+
3 −D

+
4

])
. Le fait que c soit un cocycle

et les relations (1.7.56) et (1.7.57) impliquent que σ(ni1) = ni1 si bien ni1 ∈ Q× pour
i ∈ {2, 3}. En écrivant nc21 = n2/n1 et nc31 = n3/n1

2 pour trois entiers n1, n2 et n3 non
nuls, on obtient bien

R′λ
∼= Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 3] /(fn

1 ).

Pour conclure, il reste à établir le fait que n1n2n3 est une somme de deux carrés. On a

n1n2n3 = n4
1n

c
21n

c
31.

Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

cσ
([
E+
])
σ
(
cσ
([
E−
]))

= 1; ∀k ∈ {1, 2} cσ
([
D+
k

])
σ
(
cσ
([
D−k

]))
= 1

et
cσ
([
D+

3 +D+
4

])
σ
(
cσ
([
D−3 +D−4

]))
= 1,

les relations (1.7.56) et (1.7.57) fournissent

n1n2n3 = n4
1cσ

([
E+ + 2D+

1

])
σ
(
cσ
([
E+ + 2D+

1

]))
si bien que n1n2n3 est bien une somme de deux carrés. On peut établir plus précisément, en
suivant [Pie15, proposition 2.70] qu’étant donné (n1, n2, n3) dans Q×, il existe un cocycle
c : Gal (Q[i]/Q)→ T si, et seulement si, le produit n1n2n3 est une somme de deux carrés.�

De façon analogue au Lemme 1.7.3, on voit que pour n ∈ N3 tel que n1n2n3 soit une
somme de deux carrés, le sous-ensemble constructible Tn de A8

Q = Spec (Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 3])
défini par l’équation fn donnée en (1.7.62) et les inégalités

∀i 6= j ∈ J0, 3K4, ((Xi, Yi), (Xj , Yj)) 6= ((0, 0), (0, 0))

est un torseur de type λ au-dessus de S. Pour toute extension finie k de Q et tout
(xi, yi)06i63 dans Tn(k), à l’aide de

u = 1
∆12

(
b2n1(x2

1 + y2
1)− b1n2(x2

2 + y2
2)
)

et
v = 1

∆12

(
−a2n1(x2

1 + y2
1) + a1n2(x2

2 + y2
2)
)

on peut définir comme en section précédente un morphisme πn : Tn → S. Lorsque n est
de la forme

∀i ∈ J1, 3K, ni = εimi

pour un certain (ε,m) ∈ Σ×M , on note Tn = Tm,ε et πn = πm,ε. On peut alors montrer
comme lors de la preuve du Lemme 1.7.3 qu’on a l’égalité

S(Q) =
⊔

(ε,m)∈Σ×M
πm,ε (Tm,ε(Q)) . (1.7.63)



1.7. La constante de Peyre 83

De plus, on a

πm,ε(Tm,ε(Q))=


[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4]∈P4

Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5,
(t, u, v) = (x3, x4) = 1,

t > 0, x2
3 + x2

4 = t2F (u, v),
εiFi(u, v) > 0,

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2) ,
Fi(u, v) ∈ εimiE



⊔


[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4]∈P4
Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5,
(t, u, v) = (x3, x4) = 1,

t > 0, x2
3 + x2

4 = t2F (u, v),
εiFi(−u,−v) > 0,

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2) ,
Fi(−u,−v) ∈ εimiE


.

(1.7.64)

En effet, un point de S admet exactement deux représentants de la forme [tu2 : tuv : tv2 :
x3 : x4] avec (t, u, v, x3, x4) ∈ Z5 et (t, u, v) = (x3, x4) = 1.

À nouveau de la même façon qu’en section précédente, on montre, en notant Yn le sous-
schéma de A8

Q = Spec (Q [Xi, Yi | 1 6 i 6 3]) défini par l’équation fn donnée en (1.7.62),
que Tn est égal au produit Yn ×A2

Q. Si Y◦n le complémentaire de l’origine dans Yn, on a
alors un isomorphisme entre l’intersection complète de A8

Q r{0} donnée par les équations

Fi(u, v) = ni(X2
i + Y 2

i ).

On retrouve ainsi une variété de la forme (1.2.5) et il s’agit donc bel et bien des torseurs
utilisés dans la preuve du principe de Manin en section 1.6.

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la constante conjec-
turée par Peyre de manière adéquate à notre traitement du problème de comptage.

Lemme 1.7.7. On a X1(Q, T ) = {0} où

X1(Q, T ) = Ker
(
H1(Q, T ) −→ H1(R, T )

∏
p

H1(Qp, T )
)
.

Démonstration– Le théorème de Tate fournit l’accouplement naturel non dégénéré suivant

X1(Q, T )×X2(Q, T̂ ) −→ Q/Z

si bien qu’il suffit d’établir que X2(Q, T̂ ) = {0}. Puisque

H1
(
Gal

(
Q/Q[i]

)
, T̂
)

= {0},

la suite de restriction-inflation d’ordre 2 fournit

0 // H2
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
// H2(Q, T̂ ) // H2

(
Gal

(
Q/Q[i]

)
, T̂
)

Montrons à présent qu’on aH2
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
= {0}. Le groupe de Galois Gal (Q[i]/Q)

étant cyclique engendré par la conjugaison complexe σ, il vient que

H2
(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
= T̂ 〈σ〉/Im(Id + σ) = Ker(σ − Id)/Im(Id + σ).
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On établit comme lors de la preuve du Lemme 1.7.5 que Ker(σ−Id) est de rang 2 engendré
par

[
D+

1

]
+
[
D−1

]
et
[
ω−1
S

]
. Or,

[
D+

1

]
+
[
D−1

]
= (Id + σ)

([
D+

1

])
et

[
ω−1
S

]
= (Id + σ)

([
E+
]

+ 2
[
D+

1

])
si bien que Ker(σ − Id) = Im(Id + σ) et H2

(
Gal (Q[i]/Q) , T̂

)
= {0}. On a donc le

diagramme commutatif suivant

X2(Q, T̂ )

��

X2(Q[i], T̂ )

��

0 // H2(Q, T̂ ) //

��

H2
(
Gal

(
Q/Q[i]

)
, T̂
)

��∏
v∈val(Q)H

2(Qv, T̂ ) // ∏
v∈val(Q[i])H

2
(
Q[i]v, T̂

)
qui implique que tout élément de X2(Q, T̂ ) appartient à X2(Q[i], T̂ ). Or, sur Q[i], on
a T̂ ∼= Z5 avec action triviale si bien que X2(Q[i], T̂ ) = {0} d’après [San80, lemme 1.9],
ce qui permet de conclure la preuve. �

Lemme 1.7.8. On a l’égalité

S (AQ)Br(S) =
⊔

(m,ε)∈M×Σ
πm,ε (Tm,ε (AQ)) ,

où AQ désigne l’anneau des adèles de Q.

Démonstration– Tout d’abord, d’après [Sko, theorem 6.1.2] et le Lemme 1.7.6, il vient

S (AQ)Brλ(S) =
⋃

n∈N3
n1n2n3=�+�

πn (Tn (AQ)) ,

où Brλ(S) = r−1
(
λ∗
(
H1(Q, T̂ )

))
, λ∗ : H1(Q, T̂ ) → H1

(
Q,Pic(SQ)

)
est associée à

l’injection λ et r : Br(S)→ H1
(
Q,Pic(SQ)

)
est l’application canonique issue de la suite

spectrale de Hochschild-Serre

Hp
(
Q, Hq

(
SQ,Gm

))
⇒ Hp+q (S,Gm) .

On a ici utilisé le fait que la surface S est géométriquement rationnelle auquel cas Br1(S) =
Br(S).

De la suite exacte courte

0 // T̂ // Pic(SQ) // Pic(SQ)/T̂ // 0

on tire la suite exacte(
Pic(SQ)/T̂

)G
// H1(Q, T̂ ) λ∗ // H1

(
Q,Pic(SQ)

)
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Or, on montre facilement que Pic(SQ)/T̂ est de rang 1 engendré par la classe de
[
D+

3

]
si

bien que (
Pic(SQ)/T̂

)G
= {0}

et λ∗ est injective. Le Lemme 1.7.5 et la valeur de β(S) impliquent par conséquent

λ∗
(
H1(Q, T̂ )

)
= H1

(
Q,Pic(SQ)

)
de sorte que Brλ(S) = Br(S).

On a ainsi
S (AQ)Br(S) =

⋃
n∈N3

n1n2n3=�+�

πn (Tn (AQ))

et en particulier ⋃
(m,ε)∈M×Σ

πm,ε (Tm,ε (AQ)) ⊂ S (AQ)Br(S) .

D’autre part, d’après [CTSSD87a], il vient S(Q) = S (AQ)Br(S) et par continuité de l’ap-
plication Tm,ε(Q)→ S(Q) induite par πm,ε ainsi que (1.7.63), il s’ensuit

S(Q) = S (AQ)Br(S) =
⋃

(m,ε)∈M×Σ
πm,ε

(
Tm,ε (Q)

)
⊂

⋃
(m,ε)∈M×Σ

πm,ε (Tm,ε (AQ))

si bien qu’on peut conclure à l’égalité

S (AQ)Br(S) =
⋃

(m,ε)∈M×Σ
πm,ε (Tm,ε (AQ)) .

Suivant alors l’argument utilisé dans [Sal98] lors de la preuve du lemme 6.17, on a que
tout point de S (AQ)Br(S) appartient à exactement #X1(Q, T ) ensembles de la forme
πm,ε (Tm,ε (AQ)) avec (m, ε) ∈ M × Σ. Le Lemme 1.7.7 permet alors d’en déduire que
l’union est disjointe et de conclure la preuve. �

1.7.4 Expression de la constante de Peyre

Le Lemme 1.7.8 fournit

cS = α(S)β(S)
∑
ε∈Σ

m∈M

ωH
(
πε,m(Tε,m(AQ))

)
.

On a α(S)β(S) = 1 et on écrit

ωH(πε,m(Tε,m(AQ))) = ω∞(ε,m)
∏
p

ωp(ε,m),

où, en passant comme dans [BBP12] et [BB12] aux densités sur le torseur intermédiaire
Tspl défini par l’équation (1.6.38) et au vu de (1.7.64), l’on a les égalités :

ωp(ε,m) = lim
n→+∞

1
p4n#

(u, v, y, z, t) ∈ (Z/pnZ)5
∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod pn)
p - (u, v), p - (y, z, t)
2|νp(Fi(u, v))− µi


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pour p 6= 2. Pour tout entier d et F ∈ Z[x1, x2], on introduit alors

ρ∗(d) = ρ∗(d;F ) = #{x ∈ [0, d[2 | d|F (x), (x1, x2, d) = 1}.

Exactement le même type de raisonnements que dans la section 8.2 de [BT13] conduit,
lorsque p - ∆(3)

12 ∆(3)
13 ∆(3)

23 , aux expressions

ωp(ε,m) =
(

1− 1
p2

)1− 1
p2 +

∑
ν>1

χ(pν)ρ∗(pν ;F )
p2ν


lorsque p ≡ 3 (mod 4) et

ωp(ε,m) =
(

1− 1
p2

)2
+
(

1− 1
p

)2 ∑
ν>1

χ(pν)ρ∗(pν ;F )
p2ν

lorsque p ≡ 1 (mod 4). En particulier, ωp(ε,m) = ωp ne dépend ni de ε ni de m. Dans le
cas p|∆(3)

12 ∆(3)
13 ∆(3)

23 et p ≡ 3 (mod 4), on a (t, p) = 1 et donc on obtient

ωp(ε,m)= lim
n→+∞

1− 1
p

p3n #

(u, v, y, z) ∈ (Z/pnZ)4
∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod pn)
p - (u, v)
2|νp(Fi(u, v))− µi

 .
Pour p = 2, on a

ω2(ε,m)= lim
n→+∞

1
24n#

(u, v, y, z, t)∈(Z/2nZ)5
∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod 2n)
2 - (u, v), 2 - (y, z, t)
Fi(u, v) ∈ εimiE2n



+ lim
n→+∞

1
24n#

(u, v, y, z, t)∈(Z/2nZ)5
∣∣∣∣∣
F (u, v) ≡ y2 + z2 (mod 2n)
2 - (u, v), 2 - (y, z, t)
Fi(−u,−v) ∈ εimiE2n

 .
On a également (2, t) = 1 et donc, grâce au Lemme 1.5.1, on aboutit à l’expression

ω2(ε,m) = 2 lim
n→+∞

2−2n#
{

(u, v) ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣∣ 2 - (u, v)

Fi(u, v) ∈ εimiE2n

}
.

Noter ici qu’on a une dépendance en ε et en m. Enfin on traite le cas de la densité
archimédienne. Grâce à la symétrie du problème, on peut se restreindre à y > 0 et z > 0.
En utilisant une forme de Leray en paramétrant en z, on obtient

ω∞(ε,m) = 4 lim
B→+∞

1
B log(B)

∫
D

dudvdtdy
2
√
t2F (u, v)− y2

avec

D=

(u, v, y, t) ∈ R4
∣∣∣∣∣(u, v) ∈ R(ε1,ε2,ε3)

(√
B/t

)⊔
R(−ε1,−ε2,ε3)

(√
B/t

)
,

0 < y < t
√
F (u, v), 1 < t < B

 .
La formule (1.5.35) fournit alors immédiatement

ω∞(ε,m) = π
(
Vol(R(ε1,ε2,ε3)(1)) + Vol(R(−ε1,−ε2,ε3)(1))

)
= 2πvol(Rε(1)),

qui ne dépend que de ε mais pas de m. On obtient ainsi l’égalité

cS =
∑
ε∈Σ

m∈M

2πvol(Rε(1))
∏
p

ωp(ε,m). (1.7.65)
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1.7.5 Transformation de la constante c0

On revient dans cette section à l’expression de la constante c0 obtenue grâce au Théo-
rème 1.6.1 que l’on met sous une forme similaire à celle de cS en (1.7.65). On réécrit cette
constante c0 sous la forme suivante

c0 = π2

24

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)
d

∑
ε∈Σ

vol (Rε(1))
∑

d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

∑
m∈M

µ(d′1d′2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)σ

ε
∗(e,E),

(1.7.66)

où

σε∗(e,E) =
+∞∑
e=1

µ(e)
e2 σε(e,E, e). (1.7.67)

Par multiplicativité en e de la quantité σε(e,E, e), on peut écrire σε∗(e,E) sous forme d’un
produit eulérien

σε∗(e,E) =
∏
p

σε∗,p(e,E). (1.7.68)

Pour p > 2, le facteur eulérien est donné par

σε∗,p(e,E) =
(

1− χ(p)
p

)3 ∑
ν∈N3

χ(p)ν1+ν2+ν3 ρ̃(pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3)
p2(N1+N2+N3+1)

où les Ni sont définis lors du Lemme 1.6.4 et avec

ρ̃(pN1, pN2, pN3;F1, F2, F3)=#
{

x ∈
(
Z/pN1+N2+N3+1Z

)2
∣∣∣∣ pNi |Fi(x), p - x

}
,

tandis que pour p = 2, on obtient un facteur eulérien

σε∗,2(e,E) = 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣∣ Fi(x) ∈ eiεiE2n

2 - x

}
. (1.7.69)

On écrit alors c0 sous la forme

c0 =
∑
ε∈Σ

m∈M

vol(Rε(1))c0(ε,m)

avec

c0(ε,m) = π2

24

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)
d

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

µ(d′1d′2)µ(d′3)

×
∑

k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)σ

ε
∗(e,E),

où σε∗,p(e,E) a été défini en (1.7.67). De plus, en utilisant les notations (1.6.46) et en
posant

e′1 = d1d
′
2d
′
3 e′2 = d2d

′
1d
′
3, e′3 = d3d

′
1d
′
2,
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E′1 = [e′1, k4k2k
′
2, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d1k5k

′
5], E′2 = [e′2, k4k1k

′
1, k4k3k

′
3, k4k

′
4, d2k5k

′
5],

et
E′3 = [e′3, k4k1k

′
1, k4k2k

′
2, k4k

′
4],

ainsi que
e′′1 = E′′1 = m1 e′′2 = E′′2 = m2, e′′3 = E′′3 = m3,

on a les décompositions ei = e′ie
′′
i et Ei = E′iE

′′
i . On a alors immédiatement que Ni =

max{νp(e′i)+νi, νp(E′i)} lorsque p ≡ 1 (mod 4) etNi = max{νp(e′′i )+νi, νp(E′′i )} lorsque p ≡
3 (mod 4) . Enfin, on obtient

σε∗,2(e,E) = σε∗,2(m)

= 8 lim
n→+∞

2−2n#
{

x ∈ (Z/2nZ)2
∣∣∣∣∣ Fi(x) ∈ miεiE2n

2 - x

}
.

On pose alors

V1(d,d′) =
∑

k4k1k′1| gcd(∆23,d)
k4k2k′2| gcd(∆13,d)
k4k3k′3| gcd(∆12,d)

∑
k4k′4| gcd(∆12,∆13,∆23,d)
k5k′5| gcd(∆12,d′1d

′
2)

µ(k′1)µ(k′2)µ(k′3)µ(k′4)µ(k′5)
3ω(k4)2ω(k5)+ω(k1)+ω(k2)+ω(k3)

×
∏

p≡1(mod 4)
σ∗,p(e′,E′),

puis
V3(m) =

∏
p≡3(mod 4)

σ∗,p(e′′,E′′)

et enfin
V2(ε,m) = 1

4σ
ε
∗,2(m)

de sorte qu’on ait

c0(ε,m) = 2π
∏
p

(
1 + χ(p)

p

)(
1− χ(p)

p

)−2
c1 × V2(ε,m)V3(m)

avec
c1 =

∑
d∈D

µ(d)r0(d)ϕ†(d)
d

∑
d,d′∈D3

d=d1d2d3,d′i|∆jk

µ(d′1d′2)µ(d′3)V1(d,d′).

On a ici utilisé la décomposition en produit eulérien

π

8 =
∏
p

(
1 + χ(p)

p

)(
1− χ(p)

p

)−2
.

La stratégie pour conclure à la validation de la conjecture de Peyre est alors, suivant la
section 9.5 de [BT13], de décomposer c0(ε,m) sous la forme

c0(ε,m) = 2π
∏
p

cp(ε,m)

et d’établir que pour tout nombre premier p, on a cp(ε,m) = ωp(ε,m).
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1.7.6 Fin de la preuve de la conjecture de Peyre

On pose c2(ε,m) = V2(ε,m) de sorte que c2(ε,m) = ω2(ε,m). Dans le cas p ≡
1 (mod 4), on pose δ′i = νp(d′i) et

N ′1 = ν1 + δ1 + δ′2 + δ′3, N1 = max{N ′1, κ4 + κ2 + κ′2, κ4 + κ3 + κ′3, κ4 + κ′4, κ5 + κ′5},

et

N ′2 = ν2 + δ2 + δ′1 + δ′3, N2 = max{N ′2, κ4 + κ1 + κ′1, κ4 + κ3 + κ′3, κ4 + κ′4, κ5 + κ′5}

et enfin

N ′3 = ν3 + δ3 + δ′1 + δ′2, N3 = max{N ′3, κ4 + κ1 + κ′1, κ4 + κ2 + κ′2, κ4 + κ′4}.

Puisque r0(p) = 2 et par définition de ϕ†, on a alors

cp(ε,m) =
(

1− 1
p2

) ∑
06δ61

(
− 2
p+ 1

)δ ∑
06δ1,δ2,δ361
δ1+δ2+δ3=δ

fp(δ)

avec

fp(δ) =
∑

06δ′i6min{νp(∆jk),1}
δ′1δ
′
2=0

(−1)δ′1+δ′2+δ′3
∑

κ4,κ′4>0
κ4+κ′46min{δ,νp(∆12),νp(∆13),νp(∆23)}

(−1)κ′4
3κ4

×
3∑
i=1

∑
κi,κ
′
i
>0

κ4+κi+κ′i6min{δ,νp(∆jk)}

(−1)κ′i
2κi

∑
κ5,κ′5>0

κ5+κ′56min{δ′1+δ′2,νp(∆12)}

(−1)κ′5
2κ5

×
∑
ν∈N3

ρ̃
(
pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3

)
p2(N1+N2+N3+1) ,

(1.7.70)

avec {i, j, k} = {1, 2, 3}. Enfin, dans le cas p ≡ 3 (mod 4), si l’on note µi = νp(mi), on pose

cp(ε,m) =
(

1− 1
p2

)
g(µ),

où

g(µ) =
∑
ν∈N3

(−1)ν1+ν2+ν3 ρ̃
(
pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3

)
p2(N1+N2+N3+1) ,

et avec N1 = µ1 + ν1, N2 = µ2 + ν2 et N3 = µ3 + ν3. On a ainsi

c0(ε,m) = 2π
∏
p

cp(ε,m).

Il s’agit à présent de remonter la formule d’éclatement du Lemme 1.6.2 utilisée dans
le passage aux torseurs. On distingue selon la congruence de p modulo 4. On commence
par le cas p ≡ 1 (mod 4) et on étudie la quantité

c′p(ε,m) =
(

1− 1
p2

)−1
cp(ε,m).
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Pour ce faire, on ne considère dans un premier temps que la quantité

f ′p(δ, δ′) =
∑

κ4,κ′4>0
κ4+κ′46min{δ,νp(∆ij)}

(−1)κ′4
3κ4

∑
κ1,κ′1>0

κ4+κ1+κ′16min{δ,νp(∆23)}

(−1)κ′1
2κ1

∑
κ2,κ′2>0

κ4+κ2+κ′26min{δ,νp(∆13)}

(−1)κ′2
2κ2

×
∑

κ3,κ′3>0
κ4+κ3+κ′36min{δ,νp(∆12)}

(−1)κ′3
2κ3

∑
κ5,κ′5>0

κ5+κ′56min{δ′1+δ′2,νp(∆12)}

(−1)κ′5
2κ5

×
∑
ν∈N3

ρ̃
(
pN1 , pN2 , pN3 ;F1, F2, F3

)
p2(N1+N2+N3+1) .

On raisonne comme dans la section 9.5 de [BT13] et on utilise, pour a et b deux entiers
naturels, la formule ∑

κ,κ′>0
κ+κ′6min{a,b}

06κ′61

(−1)κ′

zκ
= 1
zmin{a,b} .

On commence par se placer dans le cas d’un nombre premier p ≡ 1 (mod 4) qui divise tous
les résultants ∆ij . On obtient alors l’égalité

f ′p(δ, δ′) =
∑
ν∈N3

(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)ρ†(pN ′1 , pN ′2 , pN ′3 ;F1, F2, F3)
C(δ,N ′1, N ′2, N ′3)2min{δ′1+δ′2,N ′1,N ′2,N ′3}p2(N ′1+N ′2+N ′3+1) ,

où

C(δ,N ′1, N ′2, N ′3) = (3/8)min{δ,N ′1,N ′2,N ′3}2min{δ,N ′2,N ′3}+min{δ,N ′1,N ′3}+min{δ,N ′2,N ′3}

et avec, lorsque (a1, a2, a3) ∈ N,

ρ†(pa1, pa2, pa3;F1, F2, F3)=#
{

(u, v)∈
(
Z/pa1+a2+a3+1Z

)2
∣∣∣∣ pai ‖ Fi(u, v),

p - (u, v)

}
.

Il reste à voir sur quels δ′ = (δ′1, δ′2, δ′3) on somme. D’après (1.7.70), on somme sur les
triplets suivants :

(0, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0),

si bien que

fp(δ) =
∑
ν∈N3

ρ†(pN ′′1 , pN ′′2 , pN ′′3 ;F1, F2, F3)
C(δ,N ′′1 , N ′′2 , N ′′3 )p2(N ′′1 +N ′′2 +N ′′3 +1)

(
(ν1+1)(ν2+1)(ν3+1)

− ν1ν2(ν3+1)+ 1
2ν1ν3(ν2−1)+ 1

2ν2ν3(ν1−1)

−1
2ν2ν3(ν1+1)− 1

2ν1ν3(ν2+1)
)

=
∑
ν∈N3

(ν1 + ν2 + ν3 + 1) ρ†(pN ′′1 , pN ′′2 , pN ′′3 ;F1, F2, F3)
C(δ,N ′′1 , N ′′2 , N ′′3 )p2(N ′′1 +N ′′2 +N ′′3 +1) ,

avec N ′′i = νi + δi. En remarquant que pour N ′′i fixés, il y a C(δ,N ′′1 , N ′′2 , N ′′3 ) triplets δ
tels que N ′′i = νi + δi, on peut conclure exactement comme dans [BT13, section 9.5] que
l’on obtient la quantité adéquate.
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Sans être complètement exhaustif, on traite ensuite un cas éloquent dont l’adaptation
aux cas restants ne pose aucune difficulté. Tout d’abord, on se place dans un cas où
νp(∆12) = 0. Supposons alors par exemple que νp(∆13) = 0 et νp(∆23) > 1. Dans ce cas
de figure, on a clairement

min{δ′1 + δ′2, νp(∆12), N ′1, N ′2, N ′3}
= min{δ, νp(∆12), νp(∆13), νp(∆23), N ′1, N ′2, N ′3)} = 0

et un examen des conditions sur les δ′ dans la formule (1.7.70) montre que la somme sur
les δ′ porte sur les triplets (0, 0, 0) et (1, 0, 0), si bien qu’on obtient

fp(δ) =
∑
ν∈N3

ρ†(pN ′1 , pN ′2 , pN ′3 ;F1, F2, F3)
C ′(δ,N ′1, N ′2, N ′3)p2(N ′1+N ′2+N ′3+1)

× ((ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)− ν2ν3(ν1 + 1)) ,

où
C ′(δ,N ′1, N ′2, N ′3) = 2min{δ,N ′2,N ′3}+min{δ,N ′1,N ′3}+min{δ,N ′2,N ′3}.

Mais, le fait que p ne divise ni ∆12 ni ∆13 implique que nécessairement ν1ν2 = ν1ν3 = 0
de sorte que

(ν1 + 1)(ν2 + 1)(ν3 + 1)− ν2ν3(ν1 + 1) = ν1 + ν2 + ν3 + 1 + ν1ν2 + ν1ν3

= ν1 + ν2 + ν3 + 1

et on peut à nouveau conclure comme dans la section 9.5 de [BT13].
Pour finir, dans le cas p ≡ 3 (mod 4), on a

g(µ) =
∑
ν∈N3

ρ†
(
p2ν1+µ1 , p2ν2+µ2 , p2ν3+µ3 ;F1, F2, F3

)
p2(2ν1+2ν2+2ν3+1)

que l’on traite comme dans la section 9.5 de [BT13]. Cela permet finalement de conclure
à l’égalité

c0 =
∑
ε∈Σ

m∈M

ω∞(ε,m)
∏
p

ωp(ε,m)

et achève la preuve du fait que c0 = cS .
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Abstract. Generalizing the work of La Bretèche, Browning and Peyre [BBP12] and of
the author [Des16b], we describe the geometry required by the Manin’s principle and by
the Peyre’s conjecture for a family of conic bundle surfaces containing Châtelet surfaces.
These surfaces Sa,F are conic bundle surfaces obtained as smooth minimal proper model
of

Y 2 − aZ2 = F (X, 1)
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with a ∈ Z squarefree and F ∈ Z[x1, x2] a binary form of even degree n without repeated
roots and whose irreducible factors over Q remain irreducible over Q (

√
a). In particular,

we compute the α and β factors of Peyre’s constant for these surfaces Sa,F . Then, using
the formalism of generalized Cox rings developed by Pieropan and Derenthal ([DP14] and
[Pie15]), we give a Cox ring of identity type for the surfaces Sa,F over Q allowing us to
construct explicitly a (infinite) family of versal torsors πγ : Tγ → Sa,F above Sa,F such
that

Sa,F (Q) =
⋃
γ

πγ (Tγ(Q)) .

Finally, using the Cox ring of identity type, we describe, up to isomorphism, every Cox
ring for Sa,F of injective type λ : Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
)
↪−→ Pic(Sa,F ). Finally, we

give an explicit description of torsors above Sa,F of type λ for every a and obtain, for a
such that Q(

√
a) has class number one, a finite family of such torsors πj : Tj → Sa,F such

that
Sa,F (Q) =

⊔
j

πj (Tj(Q))

yielding a nice expression of the Tamagawa factor of the Peyre’s constant. We also show
that these torsors of type Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
)
are the torsors used in every known

proof of the Manin’s principle and of the Peyre’s conjecture for Châtelet surfaces ([BBP12],
[BB12], [BT13], [Des16b]) and complete the verification of Peyre’s constant in [BT13] in
the case of two non proportional quadratic factors irreducible over Q[i].

2.1 Introduction

La méthode de descente sur des torseurs a été introduite par Colliot-Thélène et San-
suc dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87] dans les années 1980 afin d’étudier des problèmes
divers concernant les points rationnels : existence de points rationnels, principe de Hasse,
approximation faible, densité des points rationnels... L’idée de base est la suivante : il s’agit
d’attacher à la variété V dont on cherche à étudier les points rationnels une famille finie
de variétés affines auxiliaires de dimension plus grande que celle de V mais de géométrie
et d’arithmétique plus simple (en particulier même si la variété de base V ne satisfait pas
le principe de Hasse et l’approximation faible, on s’attend à ce que ces variétés auxiliaires
les vérifient), chacune de ces variétés étant équipée d’un Q-morphisme dominant vers la
variété V , et telles que tout point de V (Q) soit l’image d’un point entier d’une des variétés
auxiliaires. Le nombre de ces points entiers peut alors souvent être estimé en faisant appel
à la théorie analytique des nombres et au dénombrement de points d’un réseau dans une
région donnée. Une des forces de cette méthode du point de vue analytique est que, le
plus souvent, le nombre de variables augmente et ainsi celles-ci sont donc en général plus
petites ce qui permet de mieux les contrôler.

Plus précisément, on notera g = Gal(Q/Q) et V = Q ×Q V pour une variété V
définie sur Q. On appelle alors V -torseur au-dessus d’une variété V définie sur Q sous un
Q-tore algébrique T un espace principal homogène T → V sous T (voir [Sko] pour plus de
détails). Les classes d’isomorphismes de V -torseurs sous T sont en bijection avec le groupe
de cohomologie H1

ét(V, T ) et si V est une variété lisse et géométriquement intègre vérifiant
H0
ét(V,Gm) = Q∗, alors on a une suite exacte naturelle

0 // H1
ét(Q, T ) // H1

ét(V, T ) χ // Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))
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où χ([T ]) ∈ Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))

envoie un caractère ψ : T → Gm,Q sur la classe du V -
torseur T ×T Gm,Q sous Gm,Q obtenu à partir de T et ψ où l’action de groupe de Gm,Q
est obtenue à partir de l’action de T et du morphisme ψ, ce qui fournit bien un élément
de H1

ét(X,Gm,Q) = Pic
(
V
)
. La quantité χ([T ]) ∈ Homg

(
T̂ ,Pic

(
V
))

est appelé le type
du torseur et si le tore T est déployé, alors il existe au plus un V -torseur sous T de type
donné à isomorphisme près.

Si Pic
(
V
)
est sans torsion et de type fini et que T est le tore de groupe de caractère

T̂ = Pic
(
V
)
, alors si χ([T ]) = Id on parle de torseur versel. On sait alors que si V (Q) 6= ∅,

les torseurs versels existent [CTS87].
Un des intérêts majeurs des torseurs réside dans la proposition suivante qui affirme

que les torseurs permettent d’obtenir une description agréable de l’ensemble des points
rationnels d’une variété V satisfaisant des hypothèses raisonnables.

Proposition 2.1.1 ([CTS77]). Soient V une variété lisse, projective, géométriquement
intégré et telle que Pic

(
V
)
soit sans torsion et de type fini et T un tore algébrique. Pour

tout P ∈ V (Q), il existe un T -torseur πP : TP → V (unique à isomorphisme près) tel que
P ∈ πP (TP (Q)).
De plus, V (Q) est la réunion disjointe des πPi(TPi(Q)) pour un ensemble fini de points
P1, . . . , Pn ∈ V (Q).

Les meilleurs candidats pour effectuer une descente afin d’étudier les points rationnels
sont les torseurs versels. En effet, pour V une variété lisse, géométriquement intègre vé-
rifiant H0

ét(V,Gm) = Q∗ et Pic
(
V
)
de type fini, T un torseur versel pour V et T c une

compactification lisse de T (qui existe d’après [Bry79]), alors les obstructions de Brauer-
Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible éventuelles disparaissent pour T c
[CTS87, Théorème 2.1.2]. Une autre classe importante de torseurs qui partage un certain
nombre de propriétés importantes des torseurs versels est celle des torseurs quasi-universels
où par torseur quasi-universel, on entend torseur de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)
pour

une extension galoisienne K de Q sur laquelle V est rationnelle avec la terminologie de
[CTS87]. En effet, si K est une extension galoisienne sur laquelle V est rationnelle et
V (K) 6= ∅, alors pour les torseurs quasi-universels de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)
les

obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et à l’approximation faible éventuelles
disparaissent sur une compactification lisse. Dans toute la suite de cet article, on ne s’in-
téressera plus qu’à des torseurs quasi-universels.

C’est Salberger [Sal98] qui a le premier utilisé une méthode de descente sur les torseurs
versels afin d’étudier le principe de Manin dans le cadre des variétés toriques propre, lisses
et déployées sur le corps Q. Depuis cet exemple, de nombreux cas du principe de Manin
et de la conjecture de Peyre ont été obtenus par une méthode de descente similaire. On
renvoie par exemple à l’introduction de [Le 16] pour une liste représentative mais non
exhaustive de ces cas pour les surfaces et à l’introduction de [Des16a] pour un état des
lieux en dimension supérieure.

À l’instar de cet exemple, la plupart des cas où le principe de Manin a été obtenu par
cette méthode de descente sur des torseurs versels l’a été dans le cas de variétés déployées,
c’est-à-dire telles que l’action du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique
soit triviale. Mais dans ces cas-là, la géométrie derrière la descente n’est en général pas
explicitée et la paramétrisation ou le passage au torseur est établi de manière ad hoc. On
peut malgré tout citer quelques exceptions notables dont le cas de certaines surfaces de
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Châtelet ([BB08] et [BT13]) ou encore le cas d’une surface de del Pezzo singulière de degré
4 [BB07c]. Néanmoins, dans chacun de ces cas, l’approximation faible est vérifiée ce qui
simplifie le traitement de la conjecture de Peyre et ne rend pas indispensable la compré-
hension de la géométrie de la descente effectuée lors du comptage (sauf dans le cas Q1Q2
de [BT13] dans lequel le traitement de la conjecture de Peyre est en réalité incomplet).
La géométrie de la descente utilisée dans [BB07c] a été précisé dans la thèse de Pieropan
[Pie15]. Cela permet d’ores et déjà constater que dans le cas de variétés non déployées, les
méthodes de descente utilisées pour établir le principe de Manin ne font pas nécessaire-
ment appel aux torseurs versels mais peuvent faire appel à des torseurs quasi-universels
d’un autre type, ces derniers donnant lieu à une paramétrisation plus agréable. On peut
également citer entre autres [CTS79] ou [CTCS80] où des méthodes de descente sur des
torseurs quasi-universels sont utilisées de manière détaillée mais dans un objectif différent
de celui du principe de Manin.

Remarquons pour finir que dans dans le cas d’une variété satisfaisant l’approximation
faible, le traitement de la constante de Peyre est grandement simplifié puisque le nombre
de Tamagawa est alors simplement donné par ωV,HV (V (AQ)). Au contraire, dans le cas où
l’approximation faible n’est pas satisfaite, Salberger [Sal98] a établi comment la constante
se remontait naturellement aux torseurs quasi-universels de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic

(
V
)

de la façon suivante. Supposons donné J un ensemble fini indexant les classes d’isomor-
phismes de tels torseurs possédant un point rationnel au-dessus d’une variété projective
V et pour tout j ∈ J , on note πj : Tj → V un représentant de la classe d’isomorphisme
en question. On a alors

cPeyre = α(X)β(X)
#X1(Q, T )

∑
j∈J

ωV,HV

(
πj
(
Tj(AQ)

))
(2.1.1)

où
X1(Q, T ) = Ker

(
H1(Q, T ) −→ H1(R, T )

∏
p

H1(Qp, T )
)

et T est le tore dual de Pic (VK). Deux questions se posent alors lors du traitement du
principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour une variété V .

• Quels torseurs quasi-universels sont utilisés lors de la démonstration du principe
de Manin pour V ?
• (Q’) : Comment déterminer explicitement des équations de ces torseurs quasi-
universels afin de calculer ωV,HV

(
πj
(
Tj(AQ)

))
?

C’est à ces questions dans le cas des surfaces de Châtelet généralisées que l’on s’intéresse
dans cet article.

On dispose essentiellement de deux méthodes pour déterminer les torseurs quasi-
universels associés à une variété V . La première, à la main en effectuant un certain nombre
de transformations élémentaires sur les polynômes définissant la variété V est la méthode
appliquée dans [CTS87] ou dans [Sko] dans le cas de variétés possédant un morphisme
dominant vers P1 ou encore dans le cas des surfaces de Châtelet scindées [BBP12]. Dans
le cas de [CTS87] ou [Sko], la méthode ne donne que des équations locales de certains
torseurs quasi-universels, ce qui n’est pas suffisant pour répondre à la question (Q’). Dans
le second cas [BBP12], les torseurs versels sont réalisés comme ouvert d’un certain espace
affine. On dispose alors d’un formalisme plus général (dans lequel se traduisent les mani-
pulations effectuées dans les deux exemples cités), reposant sur la théorie des anneaux de
Cox et des anneaux de Cox généralisés développé notamment par Derenthal et Pieropan
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([Pie15] et [DF13]), qui permet de réaliser les torseurs de certains types λ comme ouverts
de certains espaces affines.

Pour être plus précis, si V est une variété normale projective de groupe de Picard libre
et de type fini sur un corps algébriquement clos, alors on définit l’anneau de Cox de V
comme l’algèbre 1 Pic(V )-graduée

R(V ) =
⊕

[D]∈Pic(V )
H0 (V,OV (D))

et l’anneau de Cox de type λ : Pic (VK) ↪→ Pic
(
V
)
pour K un corps de nombres galoisien

comme l’algèbre Pic(VK)-graduée

Rλ(V ) =
⊕

[D]∈Pic(VK)
R(V )D

où R(V )D représente l’ensemble des éléments homogènes de R(V ) de degré [D]. On a alors
un unique torseur de type λ pour V et ce torseur se réalise comme un ouvert du spectre
de Rλ(V ).

C’est cette dernière méthode que l’on utilisera dans cet article et on renvoie à [ADHL]
ou [Pie15] pour plus de détails. La principale difficulté de cette méthode réside dans la
détermination d’un anneau de Cox pour une variété donnée. Un des intérêts des anneaux
de Cox est qu’une fois déterminé un anneau de Cox sur un corps algébriquement clos,
alors on peut obtenir relativement aisément, sous certaines hypothèses, par descente ga-
loisienne des anneaux de Cox de tout type sur Q (à condition que la variété V possède
un Q-point par exemple) et ensuite toutes les classes d’isomorphismes d’anneaux de Cox
en tordant l’anneau de Cox de départ par un élément de H1

ét(V, T ) [Pie15]. Cela per-
met alors dans un premier temps de réaliser les torseurs versels comme ouvert du spectre
d’un anneau de Cox et dans un second temps de réaliser les torseurs quasi-universels de
tout type λ : T̂ → Pic

(
V
)
dont l’image contient un diviseur ample comme ouvert d’un

espace affine en passant par les anneaux de Cox généralisés et ainsi d’en expliciter des
équations. Le cas où les anneaux de Cox sont de type fini est particulièrement intéressant
puisqu’il permet de cette manière de réaliser les torseurs comme ouverts d’un espace affine.

Cet article est ainsi dédié à la géométrie derrière les différentes démonstrations du prin-
cipe de Manin et de la conjecture de Peyre dans le cas des surfaces de Châtelet et plus
généralement à la géométrie derrière le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour
les surfaces fibrées en coniques Sa,F que l’on définit comme modèle minimal propre et lisse
de variétés affines de A3

Q de la forme

Y 2 − aZ2 = F (X, 1) (2.1.2)

où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré n dont les facteurs irréductibles
sur Q restent irréductibles sur Q(

√
a), de discriminant non nul et a un entier sans facteur

carré. Cette étude se généraliserait sans difficultés à l’étude de variété fibrées en coniques
plus générales du type

Q(u, v) = F (x1, x2)
pour Q une forme quadratique entière et F un polynôme à coefficient entiers sans facteur
carré et dont les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q

(√
∆
)
avec ∆ le

1. Ici, la structure d’algèbre n’est pas immédiate, du fait qu’elle nécessite de choisir des isomorphismes
cohérents OV (D1) ⊗ OV (D2) ∼= OV (D1 + D2) pour définir un produit. Mais sur un corps algébriquement
clos, l’existence d’un point rationnel sur la variété V entraîne qu’un tel choix est possible.
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discriminant de Q.
Il est cependant à noter que les méthodes utilisées afin d’obtenir le principe de Manin

dans [BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b] ne peuvent fournir de formule asymptotique
que si le degré de F est inférieur à 4, autrement dit précisément dans le cas des surfaces
de Châtelet. Ainsi, il n’est pas clair (même si c’est probable) que les torseurs de type
Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
)
décrits dans cet article soient les torseurs utilisés lors d’une

preuve éventuelle du principe de Manin pour ce type de variétés pour une forme F de
degré plus grand que 5. Une telle preuve semble totalement hors de portée à l’heure actuelle
(sauf peut être le cas scindé en utilisant la machinerie de Green-Tao-Ziegler). Cependant,
cette description étant valable pour toute factorisation de F et tout a, elle permet de
préciser le traitement incomplet de la conjecture de Peyre de [BT13] et permettra surtout
de faciliter le traitement de cette constante dans le cas a > 0. Le cas a > 0 est un travail
en cours de l’auteur dans le cas où le nombre de classes de Q

(√
∆
)
est égal à 1 et les

premières investigations semblent indiquer que les torseurs utilisés dans la démonstration
seront les torseurs de type Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
décrits dans ce chapitre. Enfin,

comme préalablement mentionné, cette description pourrait également s’avérer utile dans
le cas où le degré de F est supérieur à 5.

Il pourrait également se révéler intéressant de voir ce que l’on peut dire de l’application
de ces méthodes au principe de Manin et à la conjecture de Peyre dans le cas des variétés
fibrées en coniques plus générale

Q(u, v) = F (x1, . . . , xn)

pour Q une forme quadratique entière et F un polynôme à coefficient entiers sans facteur
carré et dont les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q

(√
∆
)
avec ∆ le

discriminant de Q. La preuve du principe de Manin dans ce cadre est un travail en cours
avec Efthymios Sofos.

2.1.1 Résultats

On décrit dans une première partie de cet article le groupe de Picard géométrique
et le groupe de Picard sur Q de Sa,F ainsi que le cône pseudo-effectif de Sa,F à l’aide
de considérations standards sur les surfaces fibrées en coniques. On en déduit alors le
théorème suivant.

Théorème 2.1.1. On a rang(Pic(Sa,F )) = 2 et α(Sa,F ) = 2
n .

De plus, un résultat de [Sko, proposition 7.12] donne immédiatement lieu au résultat
suivant.

Théorème 2.1.2 ([Sko, proposition 7.12]). Si l’on suppose que le degré de F est pair et
que d1, . . . , dm représentent les classes modulo 2 des degrés des facteurs irréductibles sur Q
du polynôme F , alors H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) est isomorphe au quotient de l’orthogonal
de (d1, . . . , dm) par la droite engendrée par (1, . . . , 1) dans (Z/2Z)m.

Dans une seconde partie, on exhibe un anneau de Cox de type identité pour les surfaces
Sa,F en se basant sur une description des torseurs versels inspirée par [BBP12].

Théorème 2.1.3. On pose ∆i,j = Res(Li(X, 1), Lj(X, 1)) si

F (u, v) =
n∏
i=1

Li(u, v) (2.1.3)
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avec Li une forme linéaire sur Q. Alors la Q-algèbre

R = Q[Z±i | 0 6 i 6 n]/
(
∆j,kZ

+
` Z
−
` + ∆k,`Z

+
j Z
−
j + ∆`,jZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<`6n

est isomorphe à l’anneau de Cox de Sa,F de type IdPic(Sa,F ).

Cela permet alors d’en déduire le théorème suivant.

Théorème 2.1.4. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le
nombre de classes de Q(

√
a) soit égal à 1 et que si a > 0 le nombre de classes restreint

soit aussi égal à 1. Il existe un ensemble Γ infini et pour tout γ ∈ Γ, il existe un torseur
versel πγ : Tγ → Sa,F tels que

Sa,F (Q) =
⋃
γ∈Γ

πγ (Tγ(Q)) .

De plus, ces torseurs versels peuvent être obtenus explicitement et il ne s’agit pas des
torseurs utilisés lors des démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
de [BB12], [BT13] et [Des16b]. Il s’agit en revanche des torseurs utilisés dans le cas scindé
[BBP12]. De plus, pour Tγ un torseur versel avec γ ∈ Γ, il existe une variété Xγ telle que
Tγ = Xγ × A2 et telle que le complémentaire de l’origine X ◦γ de Xγ soit isomorphe à
l’intersection complète (invariante sous l’action du groupe de Galois G) de A2n+2

Q r {0}
donnée par les équations

Li(u, v) = βi(s2
i − at2i ), (1 6 i 6 n)

avec les notations (2.1.3) et pour un certain n-uplet (β1, . . . , βn) tel que l’application
Li(u, v) 7→ βi soit G-équivariante.

Remarque 2.1.1. Les hypothèses que le nombre de classes et le nombre de classes res-
treint de Q(

√
a) soit égal à 1 nous seront utiles pour caractériser les entiers n tels que n

soit de la forme y2 − az2 pour deux entiers y et z. Dans ce cas, un entier n s’écrit sous la
forme y2 − az2 pour deux entiers y et z si, et seulement si, νp(n) ≡ 0 (mod 2) pour tout
nombre premier p tel que

(
a
p

)
= −1. Ces hypothèses impliquent en particulier que a soit

un nombre premier congru à 1 modulo 4.
Cela couvre les neuf corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1 (à savoir les

corps quadratiques imaginaires de discriminant fondamental égal à −2, −3, −4, −7, −11,
−19, −43, −67, −163) et couvre de nombreux exemples de corps quadratiques réels (voir
[CR99] pour de nombreux exemples). La conjecture de Gauss implique alors par ailleurs
que le nombre de tels corps quadratiques réels est infini.

Dans le cas général, la situation est plus complexe (comme on peut déjà le voir pour
l’équation de Pell-Fermat négative x2 − ay2 = −1) et fait intervenir le corps de classe de
Hilbert restreint. Par exemple, l’équation x2 − 37y2 = 12 admet une solution entière mais
pas l’équation x2 − 37y2 = 3 alors que

(
37
3

)
= 1.

On donne ensuite des exemples détaillés d’équations de torseurs versels dans le cas
des surfaces de Châtelet pour chacun des différents type de factorisation possibles et pour
tout a et on donne des exemples en degré n pair quelconque dans le cas où F est scindé et
dans le cas où F est un produit de formes quadratiques non proportionnelles deux à deux
et irréductibles sur Q(

√
a).

Dans un troisième temps, on décrit, à isomorphisme près, tous les torseurs de type
injectif λ : Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
↪−→ Pic(Sa,F ) au-dessus de Sa,F à l’aide de la

machinerie des anneaux de Cox généralisés développée dans [Pie15] et [DF13].
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Théorème 2.1.5. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le
nombre de classes de Q(

√
a) soit égal à 1 et que si a > 0 le nombre de classes restreint

soit aussi égal à 1. Il existe un ensemble fini J et pour tout j ∈ J , il existe un torseur de
type λ tels que

Sa,F (Q) =
⊔
j∈J

πj (Tj(Q))

et
Sa,F (AQ)Br(S) =

⊔
j∈J

πj (Tj (AQ)) .

Ces torseurs peuvent être décrits explicitement pour tout a. Par ailleurs, pour Tj un torseur
de type λ, il existe une variété Xj telle que T = Xj ×A2 et telle que le complémentaire
de l’origine X ◦j de Xj soit isomorphe à l’intersection complète de A2r+2

Q r {0} donnée par
les équations

Fi(u, v) = ni(s2
i − at2i ), (1 6 i 6 r)

pour un r-uplet d’entier (n1, . . . , nr) tels que
r∏
i=1

ni soit de la forme y2 − az2 pour deux

entiers y et z.
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes preuves du principe de Manin

et de la conjecture de Peyre pour a = −1 sont des torseurs de type Pic(SQ(i)).

On détaille pour finir l’exemple du cas où F est un produit de deux formes quadra-
tiques, complétant par là le traitement de la constante de Peyre effectué dans [BT13].

2.2 Géométrie des surfaces fibrées en coniques Sa,F

2.2.1 Quelques réductions

Comme mentionné dans [Sko, 7.1], tout modèle propre et lisse d’une variété affine de
A3

Q de la forme
Y 2 − aZ2 = F (X, 1)

avec a un entier et F une forme binaire de degré quelconque est birationnel au modèle
minimal propre et lisse d’une variété affine de A3

Q de la forme

Y 2 − a′Z2 = F ′(X, 1)

où F ′ est une forme binaire à coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréduc-
tibles sur Q restent irréductibles sur Q(

√
a′), de discriminant non nul et a′ un entier sans

facteur carré. On se placera donc dans le suite sous ces hypothèses que F est une forme
binaire sans facteur multiple, à coefficients entiers, de degré n pair dont les facteurs irré-
ductibles sur Q restent irréductibles sur Q(

√
a) et que a est un entier sans facteur carré.

Il est cependant probable que toute la procédure développée dans ce chapitre s’adapterait
dans le cas n impair en utilisant le modèle explicité dans [CTS82].

2.2.2 Calcul du facteur α(Sa,F )

On définit la surface Sa,F comme modèle minimal propre et lisse d’une variété affine
de A3

Q de la forme
Y 2 − aZ2 = F (X, 1) (2.2.4)
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où F est une forme binaire à coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréduc-
tibles sur Q restent irréductibles sur Q(

√
a), de discriminant non nul et a un entier sans

facteur carré. D’après la section 2.2.1, ces hypothèses ne sont pas restrictives. On retrouve
lorsque n = 4 le cas de surfaces de Châtelet classiques. Ces surfaces sont brièvement men-
tionnées dans [CTSSD87b] et on détaille ici les éléments de leur géométrie qui nous seront
utiles. Ces surfaces sont en particulier rationnelles sur Q(

√
a) et on supposera dans toute

la suite que les surfaces Sa,F considérées vérifient l’hypothèse suivante : Sa,F (Q) 6= ∅.
Construisons dans un premier temps un modèle minimal propre et lisse de (2.2.4)

de manière analogue à [BBP12]. Soient S1 et S2 les hypersurfaces de P2
Q ×A1

Q définies
respectivement pour ([Y : Z : T ], U) ∈ P2

Q ×A1
Q et ([Y : Z : T ], V ) ∈ P2

Q ×A1
Q par

Y 2 − aZ2 = T 2F (U, 1)

et
Y 2 − aZ2 = T 2F (1, V ).

Si l’on considère U1 l’ouvert de S1 défini par U 6= 0 et U2 l’ouvert de S2 défini par V 6= 0,
alors l’application 2

ϕ :
{

U1 −→ U2

([Y : Z : T ], U) 7−→
(
[Y : Z : Un/2T ], 1

U

)
est un isomorphisme et Sa,F peut être obtenue en recollant S1 et S2 le long de ϕ. Cela
permet d’en déduire que les surfaces Sa,F sont bien des surfaces fibrées en coniques. En
effet, les applications ϕi : Si → P1

Q pour i ∈ {1, 2} définies respectivement par

([Y : Z : T ], U) 7−→ [U : 1]

et
([Y : Z : T ], V ) 7−→ [1 : V ]

se recollent pour donner lieu à une fibration conique π : Sa,F → P1
Q possédant n fibres

dégénérées 3 sur Q au-dessus des points [−bi : ai] pour i ∈ {1, . . . , n} et où sur Q, on a
posé

F (u, v) =
n∏
k=1

(aiu+ biv),

pour ai et bi dans Q. On considère alors, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, D±i le sous-schéma
irréductible de Sa,F définie par

U = − bi
ai

et Y ±
√
aZ = 0

ainsi que E± le sous-schéma irréductible de Sa,F défini par

T = 0 et Y ±
√
aZ = 0.

Ces sous-schémas correspondent aux courbes exceptionnelles et ils vérifient

(E+, E+) = (E−, E−) = −2, (D+
j , D

+
j ) = (D−j , D

−
j ) = −1 (1 6 j 6 n),

2. Ici, on utilise l’hypothèse n pair !
3. À nouveau, l’hypothèse n pair intervient ici puisque dans ce cas le fibre à l’infini est lisse, contraire-

ment au cas n impair (voir [CTS82]).
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et
(D+

j , D
−
j ) = 1 (1 6 j 6 n), (E+, D+

j ) = (E−, D−j ) = 1 (1 6 j 6 n)

toutes les autres multiplicité d’intersection étant nulles.

Des considérations standards sur les fibrations en coniques (voir par exemple [CTCS80])
fournissent alors que Pic(Sa,F ) est libre engendré par les 2(n+ 2) courbes exceptionnelles
avec les relations [

D+
j

]
+
[
D−j

]
=
[
D+
i

]
+
[
D−i

]
(i 6= j ∈ {1, . . . , n}) (2.2.5)

et[
E+
]
+
[
D+
i1

]
+· · ·+

[
D+
in/2

]
=
[
E−
]
+
[
D−in/2+1

]
+· · ·+

[
D−in

]
{i1, . . . , in} = {1, . . . , n}.

(2.2.6)
Il s’ensuit immédiatement que

Pic(Sa,F ) =
〈[
E+
]
,
[
D+

1

]
, . . . ,

[
D+
n

]
,
[
D−1

]〉
∼= Zn+2.

La formule d’adjonction fournit alors aisément, à la manière de [BBP12], que

ω−1
S = 2

[
E+
]

+
n∑
i=1

[
D+
i

]
= 2

[
E−
]

+
n∑
i=1

[
D−i

]
.

On en déduit alors les deux propositions suivantes.

Proposition 2.2.1. Les sections (T,UT, . . . , Un/2T, Y, Z) forment une base de
H0

(
Sa,F , ω

−1
Sa,F

)
.

Démonstration– La démonstration suit, mutatis mutandis, celle de [BBP12, lemma 2.1]
dans le cas n = 4. �

Il s’ensuit en particulier le résultat suivant.

Proposition 2.2.2. Le système linéaire
∣∣∣ω−1
Sa,F

∣∣∣ est sans point base et la base exhibée en
Proposition 2.2.1 donne lieu à un morphisme ψ : Sa,F → P

n
2 +2 dont l’image est la surface

(singulière) S′ donnée par l’intersection de n
2 quadriques

x0x2 = x2
1

x1x3 = x2
2

...
xn

2−2xn2 = x2
n
2−1

x2
n
2 +1 − ax2

n
2 +2 = anx

2
n
2

+ an−1xn2 x
n
2−1 + an−2x

2
n
2−1 + an−3xn2−1xn2−2 + · · ·+ a0x

2
0

si
F (X, 1) = anX

n + an−1X
n−1 + · · ·+ a0.

L’application induite ψ : Sa,F → S′ correspond à l’éclatement des points singuliers de S′
donnés par P± = [0 : · · · : 0 : 1 : ±

√
a] et ψ−1(P±) = E±.
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Ce morphisme ψ, permet, par exemple à la manière de [Des16b], de définir une hauteur
sur Sa,F . On peut alors établir que Sa,F est «presque de Fano» au sens de [Pey01, formule
5.1] et ainsi le principe de Manin et la conjecture de Peyre doivent décrire la répartition
des points rationnels sur les surfaces Sa,F . En effet, puisque Sa,F est géométriquement
rationnelle, on a H1(Sa,F ,OS) = H2(Sa,F ,OS) = {0}. De plus, le groupe de Picard géo-
métrique est sans torsion et on verra grâce à la Proposition 2.2.5 que le cône pseudo-effectif
contient la classe du diviseur anticanonique. Le problème de comptage se ramène alors de
façon analogue à [Des16b] à l’estimation de quantités du type

S(X) =
∑

x∈Z2∩R(X)
ra
(
F (x)

)
, (2.2.7)

si ra(n) désigne le nombre de représentations d’un entier n sous la forme n = y2 − az2

avec y et z deux entiers vérifiant par ailleurs la condition |y|, |z| 6 B lorsque a > 0. On
montre le résultat suivant analogue de [Bro10] dans le cas des surfaces de Châtelet.

Proposition 2.2.3. Supposons une norme ||.|| de R
n
2 +3 donnée et que l’on travaille avec

la hauteur
H([x0 : · · · : xn

2 +2]) = ||(x0, . . . , xn2 +2)||

pour xi des entiers premiers entre eux. On a alors, si

N(B) = #{x ∈ Sa,F (Q) | H(x) 6 B},

l’égalité

N(B) = 1
4#

(y, z, t;u, v) ∈ Z5 :
(y, z, t) = (u, v) = 1

||(tun/2, tvun/2−1, . . . , tvn/2, y, z)|| 6 B
y2 − az2 = t2F (u, v)

 .
Démonstration– On a immédiatement

N(B) = 1
2#

{
x ∈ Zn/2+3 | pgcd(x) = 1, x ∈ S′, ||x|| 6 B

}
.

Or, on a exactement deux façons d’écrire (x0, . . . , xn/2) ∈ Zn/2+1 vérifiant

x0x2 = x2
1, x1x3 = x2

2, . . . , xn
2−2xn2 = x2

n
2−1 (2.2.8)

sous la forme
x0 = tun/2, x1 = tvun/2−1, . . . , xn/2 = tvn/2,

où, au signe près, on a nécessairement

t = pgcd(x0, . . . , xn2 ), u = pgcd
(
x0
t
, . . . ,

xn
2−1

t

)
, v = pgcd

(
x1
t
, . . . ,

xn
2

t

)
.

Lorsque n ≡ 0 (mod 4), on ne peut qu’échanger le signe du couple (u, v) tandis que lorsque
n ≡ 2 (mod 4), on ne peut qu’échanger conjointement le signe du couple (u, v) et celui de
t.

En effet, les relations (2.2.8) impliquent que si p | v, alors

νp(xi) = iνp(x1) i ∈
{

1, . . . , n2

}
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et si p | u, alors

νp(xi) =
(
n

2 − i
)
νp(xn/2−1) i ∈

{
0, . . . , n2 − 1

}
.

On poursuit alors en remarquant, grâce aux relations (2.2.8), que pgcdi 6=j(xi/t) = 1 si
j 6∈ {0, n/2} et que les conditions p | (xi/(tv), xj/(tv)) pour i, j 6= 0 et p | (xi/(tu), xj/(tu))
pour i, j 6= n/2 conduisent à une contradiction. Autrement dit, si p | xi pour i ∈
{0, . . . , n/2}, alors p | t ou p | u ou p | v. En effet, supposons que p | xi pour i ∈
{0, . . . , n/2}, alors les relations (2.2.8) fournissent que p | xj pour tout j ∈ {1, . . . , n/2−1}.
Supposons alors que p - xn/2. On a alors par récurrence

νp(xi) =
(
n

2 − i
)
νp(xn/2−1) i ∈ {1, . . . , n/2}.

On déduit ainsi de x0x2 = x2
1 que νp(x0) = n

2 νp(xn/2−1) et que par conséquent p | x0.
Le cas p - x0 se traite de manière analogue et fournit alors le résultat. On a clairement
(u, v) = 1 et la condition pgcd(x) = 1 se traduit par (y, z, t) = 1. On conclut finalement
la preuve en remarquant que si l’on note

Q(x0, . . . , xn/2) = anx
2
n
2

+ an−1xn2 x
n
2−1 + an−2x

2
n
2−1 + an−3xn2−1xn2−2 + · · ·+ a0x

2
0

la n
2 -ème forme quadratique définissant S′, alors on a

Q(tun/2, tvun/2−1, . . . , tvn/2) = t2F (u, v).

�

On fait alors apparaître les sommes (2.2.7) par le même procédé que dans [Des16b]. On ne
sait en revanche pas estimer ce type de sommes dès que n > 4. L’article [Bro10] s’adapte
cependant sans difficulté pour fournir une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour
N(B) en remarquant que la démonstration ne fait pas appel au degré de F .

Proposition 2.2.4. On a

Pic(Sa,F ) =
〈[
D+

1

]
+
[
D−1

]
,
[
ω−1
Sa,F

]〉
.

En particulier, on a rang (Pic(Sa,F )) = 2 et le principe de Manin prédit que

N(B) = cPeyreB log(B)(1 + o(1)).

Démonstration– Commençons par calculer
(
Pic(Sa,F )

)〈σ〉
, pour σ la conjugaison dans

Q (
√
a). Soit

D =
n∑
i=1

ai
[
D+
i

]
+ b

[
E+
]

+ c
[
D−1

]
avec (a1, . . . , an, b, c) ∈ Zn+2

un élément de Pic(Sa,F ). On a que D ∈
(
Pic(Sa,F )

)〈σ〉
si, et seulement si, D = σ(D), soit

si, et seulement si,

D =
(

n∑
i=2

ai + c−
(
n

2 − 1
)
b

)[
D+

1

]
+

n∑
i=2

(b− ai)
[
D+
i

]
+ b

[
E+
]

+
(

n∑
i=1

ai −
n

2 b
)[

D−1

]
.
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On obtient donc le système

a1 =
n∑
i=2

ai + c−
(
n

2 − 1
)
b

b = 2a2
...

b = 2an

c =
n∑
i=1

ai −
n

2 b

⇐⇒


a1 = a2 + c
b = 2a2

...
b = 2an

si bien que D = (a1 − a2)
([
D+

1

]
+
[
D−1

])
+ a2

([
D+

1

]
+ · · ·+

[
D+
n

]
+ 2

[
E+]) et

〈[
D+

1

]
+
[
D−1

]
,
[
ω−1
Sa,F

]〉
⊆
(
Pic(Sa,F )

)〈σ〉
.

Le résultat suit alors aisément puisque〈[
D+

1

]
+
[
D−1

]
,
[
ω−1
Sa,F

]〉
⊂ Pic(Sa,F ) =

(
Pic(Sa,F )

)G
⊂
(
Pic(Sa,F )

)〈σ〉
,

si G désigne le groupe de Galois de l’extension K(
√
a) pour K le corps de décomposition

sur Q du polynôme F (X, 1). �

On démontre alors la proposition suivante, fondamentale pour le calcul du facteur α(Sa,F )
intervenant dans la constante de Peyre. On pose Ceff(Sa,F ) le cône fermé engendré par les
classes de diviseurs effectifs et G est le groupe de Galois sur Q de K(

√
a) avec K le corps

de décomposition du polynôme F (X, 1).

Proposition 2.2.5. On a

Ceff(Sa,F ) =
〈[
E+
]

+
[
E−
]
, d
([
D+

1

]
+
[
D−1

])〉
où d est le minimum des degrés des facteurs irréductibles sur Q de F .

Démonstration– En combinant le théorème 5.1.3.1 et la proposition 5.1.1.6 de [ADHL], on
déduit que Ceff(Sa,F ) est engendré par les classes des diviseurs premiers E tels que E2 < 0.
La démonstration de la proposition 5.2.1.10 de [ADHL] implique alors que Ceff(Sa,F ) est
engendré par les classes de [E±] et

[
D±i

]
pour i ∈ {1, . . . , n}. On en déduit alors le résultat

puisque
Ceff(Sa,F ) =

(
Ceff(Sa,F )

)G
.

�

Cette proposition permet le calcul du facteur α(Sa,F ) intervenant dans la conjecture de
Peyre.

Proposition 2.2.6. On a α(Sa,F ) = 2
n .

Posons e1 = ω−1
Sa,F

et e2 = [D+
1 ] + [D−1 ]. On utilise alors la définition suivante de la

constante α(Sa,F ) donnée dans [Pey95]

α(Sa,F ) = Vol
{
x ∈ Ceff(Sa,F )∨ | 〈ω−1

Sa,F
, x〉 = 1

}
,
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où la mesure sur l’hyperplan

H =
{
x ∈ Pic(Sa,F )∨ ⊗Z R | 〈ω−1

Sa,F
, x〉 = 1

}
est définie dans [Pey95]. Le cône Ceff(Sa,F ) est donc engendré par e1 − 2

ne2 et de2 si bien
que la constante α(Sa,F ) est donnée par le volume de la région{

(x, y) ∈ R2 | x = 1, dy > 0, x− 2
n
y > 0

}
.

Autrement dit, on obtient la longueur du segment
[
0, 2

n

]
, soit α(Sa,F ) = 2

n . �

2.3 Arithmétique des surfaces Sa,F
On rappelle ici le résultat suivant que l’on peut trouver dans [Sko, Proposition 7.1.1]

ou dans [San80, Proposition 1] et qui permet de calculer le coefficient β(Sa,F ) intervenant
dans l’expression conjecturale de la constante de Peyre

β(Sa,F ) = #H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) = Coker (Br(Q)→ Br(Sa,F )) .

Proposition 2.3.1 ([Sko]). On suppose que le degré de F est pair. Soient d1, . . . , dm
les classes modulo 2 des degrés des facteurs irréductibles sur Q du polynôme F . Alors
H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) est isomorphe au quotient de l’orthogonal de (d1, . . . , dm) par la
droite engendrée par (1, . . . , 1) dans (Z/2Z)m.

Démonstration– Voir [Sko, Proposition 7.1.1]. �

En particulier, si tous les di sont pairs, alors

H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) ∼= (Z/2Z)m−1 et β(Sa,F ) = 2m−1

et sinon
H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) ∼= (Z/2Z)m−2 et β(Sa,F ) = 2m−2.

On en déduit le tableau suivant dans le cas des surfaces de Châtelet qui nous intéressent
tout particulièrement dans cette thèse :
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Cas H1(Gal(Q,Q),Pic(Sa,F )) β(Sa,F )

L1L2L3L4 (Z/2Z)2 4

LC {0} 1

Q1Q2 Z/2Z 2

L1L2Q Z/2Z 2

F {0} 1

Tableau 2.1 – Valeurs du facteur β(Sa,F ) pour les surfaces de Châtelet

Cette quantité β(Sa,F ) est fortement reliée aux concepts de principe de Hasse et d’ap-
proximation faible sur Sa,F . Ces deux notions se révèlent cruciales lorsqu’il s’agit d’in-
terpréter la constante obtenue dans la formule asymptotique donnée par le principe de
Manin. En effet, dans les cas où le principe de Hasse est vérifié, la constante est donnée
par le produit des densités p-adiques comme par exemple dans [Bir62] ou [BHB17]. Enfin,
le fait de vérifier ou non l’approximation faible s’avère capital puisque le troisième facteur
de la constante de Peyre est la mesure de Tamagawa du noyau à droite de l’accouplement
de Brauer-Manin ωH

(
Sa,F (AQ)Br(Sa,F )

)
et que ce groupe de Brauer joue un rôle central

en ce qui concerne les obstructions au principe de Hasse et à l’approximation faible. En
effet, on a

Sa,F (Q) ⊂ Sa,F (AQ)Br(Sa,F ) ⊂ Sa,F (AQ).

On sait aujourd’hui qu’il ne s’agit pas de la seule obstruction possible mais on dispose de la
conjecture suivante de Colliot-Thélène et Sansuc qui date des années 1970. Salberger laisse
même entendre que celle-ci pourrait se généraliser aux surfaces unirationnelles [Sal98].

Conjecture. Si S est une surface définie sur Q géométriquement rationnelle, i.e. telle
que S ×Q Q soit birationnelle à P2

Q, alors on a

S(Q) = S(AQ)Br(S).

En admettant cette conjecture, on peut voir que les deux définitions de la constante
conjecturale de Salberger [Sal98] et de Peyre [Pey01] sont les mêmes, puisque les surfaces
de Châtelet, et plus généralement les surfaces Sa,F , sont géométriquement rationnelles.
Enfin, il est à noter, et ce sera très important dans la suite, que ce résultat a été démon-
tré par Colliot-Thélène, Sansuc et Swinnerton-Dyer dans le cas des surfaces de Châtelet
([CTSSD87a] et [CTSSD87b]).

Théorème 2.3.1 ([CTSSD87a] et [CTSSD87b]). Si Sa,F est une surface de Châtlelet,
alors on a

Sa,F (Q) = Sa,F (AQ)Br(Sa,F ).

On déduit de ces deux mêmes articles [CTSSD87a, CTSSD87b] la proposition suivante.
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Proposition 2.3.2. Le principe de Hasse est vérifié dès que F possède un facteur linéaire,
c’est-à-dire dans les cas L1L2L3L4, L1L2Q et LC et dans le cas F où le polynôme F est
irréductible. Dans le cas Q1Q2, il existe des contre-exemples.

L’approximation faible est vérifiée dans les cas LC et F. Elle n’est jamais vérifiée dans
le cas déployé L1L2L3L4. Elle n’est pas toujours vérifiée dans les cas Q1Q2 et L1L2Q.

Démonstration– La partie de la proposition concernant le principe de Hasse est intégrale-
ment démontrée dans [CTSSD87a] et [CTSSD87b] si l’on y ajoute la remarque élémentaire
que dans le cas où l’on a un facteur linéaire L, alors L a un zéro rationnel et donc cela
fournit un point rationnel et le principe de Hasse est vérifié.

Concernant l’approximation faible, on trouve traité dans [BBP12] le cas L1L2L3L4.
Lorsque le groupe quotient Br(Sa,F )/Br(Q) est trivial, on obtient par le Théorème 2.3.1
l’approximation faible (qui entraîne le principe de Hasse). C’est notamment le cas dans
les cas LC et F. Pour les deux derniers cas, à savoir Q1Q2 et L1L2Q, dès lors qu’on a un
facteur quadratique Q qui change de signe, on peut procèder comme dans [BBP12] pour
aboutir au fait que l’approximation faible n’est pas vérifiée. �

On donne le tableau récapitulatif suivant concernant le principe de Hasse et l’approxi-
mation faible pour les surfaces de Châtelet.

Cas Principe de Hasse Approximation Faible

L1L2L3L4 3 7

LC 3 3

Q1Q2 7 7

L1L2Q 3 7

F 3 3

Tableau 2.2 – Principe de Hasse et approximation faible sur les surfaces de Châtelet. Le
symbole 3 signifie vérifié, le symbole 7 signifie qu’il existe des cas pour lequel le principe
est non vérifié mais que ce n’est pas nécessairement systématique et 7 signifie non vérifié.

Lorsque n > 4, la situation est moins précise et l’on ne dispose que de la conjecture 2.3
qui affirme que la seule obstruction au principe de Hasse et à l’approximation faible
est l’obstruction de Brauer-Manin. En effet, les méthodes utilisées dans [CTSSD87a] et
[CTSSD87b] reposent sur une descente sur les torseurs versels et plus particulièrement sur
le fait que le principe de Hasse et l’approximation faible soient vérifiés sur l’intersection de
deux quadriques. Dans le cas général et comme on le verra en section suivante, les torseurs
versels sont une intersection de n−2 quadriques sur lesquels on ne sait pas étudier le prin-
cipe de Hasse et l’approximation faible. Ainsi, cet article ne donne pas lieu à une étude de
ces deux principes sur les surfaces Sa,F . On peut malgré tout noter que lorsque F est irré-
ductible, l’obstruction de Brauer-Manin disparaît et il découle des travaux [CTS82] que le
principe de Hasse et l’approximation faible sont vérifiés sous l’hypothèse H de Schinzel. De
plus, si F n’admet que des facteurs irréductibles de degré pair, il existe un processus fini
afin de déterminer si Sa,F (Q) est vide ou non et dans le second cas, les points rationnels
sont Zariski-denses et il existe un processus fini pour déterminer si un point adélique M
appartient à l’adhérence de V (Q) (voir [CTS82]).
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2.4 Les torseurs versels

2.4.1 L’anneau de Cox de type identité sur Q

On commence par la proposition suivante, qui décrit explicitement les torseurs versels
associés à Sa,F . On pose sur Q

F (u, v) =
n∏
k=1

Li(u, v) où Li(u, v) = aiu+ biv (1 6 i 6 n).

On pose alors pour tout i 6= j ∈ {1, . . . , n}

∆i,j = Res(Li(x, 1), Lj(x, 1)).

On considère alors T le sous-ensemble constructible de

A2n+2 = Spec
(
Q[Z±0 , Z

±
i | i ∈ {1, . . . , n}]

)
défini par les équations

Pj,k,` = ∆j,kZ
+
` Z
−
` + ∆k,`Z

+
j Z
−
j + ∆`,jZ

+
k Z
−
k (2.4.9)

pour 1 6 i < j < ` 6 n et les inégalités(
(Z+

i , Z
−
i ), (Z+

j , Z
−
j )
)
6= ((0, 0), (0, 0)) (2.4.10)

pour i 6= j ∈ {0, . . . , n}. Définissons à présent un morphisme π : T → Sa,F . Pour ce
faire, comme dans [BBP12, section 4], il suffit de définir un morphisme π̂ : T → Tspl où
Tspl ⊂ A5

Q = Spec
(
Q[y, z, t, u, v]

)
est le sous-schéma défini par l’équation

y2 + z2 = t2F (u, v) (2.4.11)

avec les conditions (y, z, t) 6= 0 et (u, v) 6= 0. Considérons alors (z±j )06j6n ∈ T (Q). On
pose

u = 1
∆1,2

(
b2z

+
1 z
−
1 − b1z

+
2 z
−
2

)
et

v = 1
∆1,2

(
a1z

+
2 z
−
2 − a2z

+
1 z
−
1

)
de sorte que les relations (2.4.9) fournissent les égalités

u = 1
∆i,j

(
bjz

+
i z
−
i − biz

+
j z
−
j

)
et

v = 1
∆i,j

(
aiz

+
j z
−
j − ajz

+
i z
−
i

)
pour tout i 6= j ∈ {1, . . . , n}. On a ainsi clairement

Li(u, v) = z+
i z
−
i (1 6 i 6 n).
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On introduit alors (y, z, t) ∈ Q3 r {(0, 0, 0)} définis par

y +
√
az =

(
z+

0

)2 n∏
i=1

z+
i

y −
√
az =

(
z−0

)2 n∏
i=1

z−i

t = z+
0 z
−
0

de sorte que y2 − az2 = t2F (u, v) et que (y, z, t, u, v) ∈ Tspl(Q). On obtient alors une
description analogue à [BBP12] du tore de néron-Sévri TNS et en suivant,mutatis mutandis,
la démonstration de [BBP12, Proposition 4.4], il s’ensuit la proposition suivante, dont nous
ne détaillons pas plus la preuve ici.

Proposition 2.4.1. La variété T équipée du morphisme π : T → Sa,F est un torseur
versel au-dessus de Sa,F .

On déduit de cette proposition l’anneau de Cox de type identité associé à Sa,F , qui
généralise la proposition 2.67 de [Pie15].

Proposition 2.4.2. La Q-algèbre

R = Q[Z±i | 0 6 i 6 n]/
(
∆j,kZ

+
` Z
−
` + ∆k,`Z

+
j Z
−
j + ∆`,jZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<`6n

est isomorphe à l’anneau de Cox de Sa,F de type IdPic(Sa,F ).

Démonstration– On utilise [ADHL, Proposition 6.1.3.9 (iii)] combiné avec la Proposi-
tion 2.4.1 pour obtenir que l’anneau de Cox R de Sa,F de type IdPic(Sa,F ) est donné par
l’anneau des sections globales de la variété quasi-affine de A2n+2

Q donnée par les équations
(2.4.9) et les inégalités (2.4.10). On remarque alors que T est recouvert par les ouverts
affines U s

i de R définis par les conditions

Z±i0 6= 0 et Z±i1 6= 0 et . . . et Z±in−1
6= 0

pour tous 0 6 i0 < · · · < in−1 6 n. On se fixe à présent 0 6 i0 < · · · < in−1 6 n et
s = (s0, . . . , sn−1) ∈ {±}n et on notera Ss

i la partie multiplicative engendrée par Zs0i0 ,
Zs1i1 , . . . , Z

sn−1
in−1

. À la manière de [Har08, Theorem 3.4], on établit qu’on a un isomorphisme
entre O(U s

i ) et le localisé RSs
i
en passant au quotient dans l’isomorphisme (par exemple

dans le cas de S(+,...,+)
0,...,n−1) entre Q[Z±i | 0 6 i 6 n, Z±i 6∈ Ss

i ] et Q[Z±i | 0 6 i 6 n]Ss
i
défini

par

f(Z−0 , Z
−
1 , . . . , Z

−
n−1, Z

+
n , Z

−
n ) 7−→

f

 Z−0

Z+
0
∏n−1
i=1

(
Z+
i

)2 , . . . ,
Z−n−1

Z+
n−1

∏n−2
i=0

(
Z+
i

)2 ,
Z+
n∏n−1

i=0 Z
+
i

,
Z−n∏n−1
i=0 Z

+
i

 .
Soit à présent f ∈ O(T ). Alors pour tout choix de 0 6 i0 < · · · < in−1 6 n et s ∈ {±}n,
f ∈ O(U s

i ) si bien qu’il existe Ns
i = (N s

0,i, . . . , N
s
n−1,i) ∈ Nn et fi ∈ R tels que

f = fi(
Zs0i0

)Ns
0,i
(
Zs1i1

)Ns
1,i × · · · ×

(
Z
sn−1
in−1

)Ns
n−1,i

. (2.4.12)
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Établissons alors que R est un anneau factoriel. Il est clair que chaque Z±i est un élément
premier et que R est engendré par les

P1,2,i = ∆1,2Z
+
i Z
−
i + ∆2,iZ

+
1 Z
−
1 + ∆i,1Z

+
2 Z
−
2

avec i ∈ {3, . . . , n}. De plus, d’après les relations (2.4.10) l’anneau

RS ∼= Q
[{
Z±i | 0 6 i 6 2

}
∪
{
Z+
i ,
(
Z+
i

)−1
| 3 6 i 6 n

}]
où S est la partie multiplicative engendré par les éléments premiers Z+

3 , . . . , Z
+
n . Il s’agit

en particulier d’un anneau factoriel et d’après le critère de Nagata, il s’ensuit par consé-
quent que R est un anneau factoriel. On peut donc supposer les fi de (2.4.12) premiers
avec Zs0i0 , Z

s1
i1
, . . . Z

sn−1
in−1

ce qui entraîne nécessairement que, pour tout s, pour tout i et
tout k ∈ J0, n − 1K, on a N s

k,i = 0. Finalement, f ∈ R. Comme on a trivialement que
R ⊆ O(T ), il s’ensuit que O(T ) = R, ce qui achève la démonstration de la proposition. �

2.4.2 Description des torseurs versels

La Proposition 2.4.2 permet alors, par descente galoisienne, d’obtenir explicitement
des torseurs versels pour les surfaces de type Sa,F . Cette section est consacrée à cette
description générale et au traitement plus en détails de quelques exemples sur les surfaces
de Châtelet qui nous intéresse plus particulièrement puisque ce sont à l’heure actuelle les
seules surfaces sur lesquelles on soit capable de mener à terme le comptage.

Avant toutes choses, il est nécessaire d’introduire quelques notations. On pose K le
corps de décomposition de F (X, 1) sur Q ainsi que L = K(

√
a). On suppose également

que F = F1 · · ·Fr est une décomposition en produit d’irréductibles de F sur Q (et donc a
fortiori sur Q(

√
a)) avec di le degré de Fi pour 1 6 i 6 r. On note également Ki le corps

de décomposition de Fi sur Q et gi = Gal(Ki/Q) pour 1 6 i 6 r et G le groupe de Galois
Gal(L/Q). On suppose également que, sur Q, on a

Fi(u, v) = αi(u− βi,1v)(u− βi,2v) · · · (u− βi,div) (1 6 i 6 r)

pour αi ∈ Z le plus petit diviseur du coefficient dominant δi de Fi tel que δi/αi soit de la

forme
di∏
k=1

ai,k avec βi,k 7→ ai,k gi-équivariante. On notera alors pour i ∈ J1, rK

Li,k(u, v) = u− βi,kv (1 6 k 6 di).

On note ensuite Γi l’ensemble des γi = (αiγi,1, . . . , γi,di) ∈ Qdi sur lesquels l’action de gi
sur {γi,k}k est la même que sur l’ensemble {βi,k}k, autrement dit tels que l’application
βi,k 7→ γi,k soit gi-équivariante. En particulier, on a

αi

di∏
k=1

γi,k ∈ Z.

On introduit finalement

Γ=


(γ1, . . . ,γr) ∈ Γ1 × · · · × Γr :

∀i ∈ J1, rK, ∃(γi, ni) ∈ Z2 tels que αi

di∏
k=1

γi,k = γini√√√√ n∏
i=1

γi ∈ N et ni ∈ NQ(
√
a)/Q

(
Z[
√
a]
)


.
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Il s’agit de l’analogue de l’ensemble B défini dans [Des16b, Section 7.2] dans le cas où
F = L1L2Q. On introduit alors les ensembles

Σ =



{(1, . . . , 1)} si a > 0{
ε ∈ {±1}r |

r∏
i=1

εi = 1
}

si a < 0 et ∀i ∈ J1, rK tel que di ≡ 0 (mod 2){
ε ∈ {±1}r |

r∏
i=1

εi = 1 et εi0 = 1
}

si a < 0 et ∃i0 ∈ J1, rK tel que di0 ≡ 1 (mod 2)

ainsi que

M =

m ∈ Nr :

mi

∣∣∣∣ppcm (r(3)
ij | j ∈ {1, . . . , r}r {i}

)
1 6 i 6 r

(mi,mj)
∣∣r(3)
ij 1 6 i 6= j 6 j

µ2(mi) = 1, √
m1 · · ·mr ∈ N


où l’on a posé rij = Res(Fi(X, 1), Fj(X, 1)) et

r
(1)
ij =

∏
p|rij

(ap )=1

p et r
(3)
ij =

∏
p|rij

(ap )=1 ou a=p

p.

On considère alors ΓΣ
M des γ ∈ Γ pour lesquels il existe (ε,m) ∈ Σ×M tels que

γi = εimi (1 6 i 6 r).

Il est bon de noter que l’ensemble ΓΣ
M est infini.

Proposition 2.4.3. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et soit un nombre premier congru
à 3 modulo 4 (ou a = −1) et supposons par ailleurs que le nombre de classes de Q(

√
a)

soit égal à 1. L’ensemble ΓΣ
M indexe des classes d’isomorphisme de torseurs versels Tγ

pour Sa,F vérifiant
Sa,F (Q) =

⋃
γ∈ΓΣ

M

πγ (Tγ(Q)) .

Par ailleurs, sur π̂γ (Tγ(Q)), on a

Li,k(u, v)/γi,k ∈ NQ(
√
a)/Q

(
Z[
√
a]
)
.

En particulier, pour tout i ∈ J1, rK, la quantité

Fi(u, v)

αi

di∏
k=1

γi,k

est de la forme y2 − az2 pour deux entiers y et z mais avec y et z vérifiant certaines
conditions. De plus, on peut obtenir une description explicite de ces torseurs versels.

Démonstration– On sait grâce à la Proposition 2.4.2 que sur Q, un anneau de Cox de Sa,F
est donné par

R = Q[Z+
i , Z

−
i | 0 6 i 6 n]/

(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k6n

(2.4.13)
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où div(Z±0 ) = E± et div(Z±i ) = D±i pour i ∈ J1, nK. On a plus précisément que(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k6n

= (P1,2,3, . . . , P1,2,n) .

On remarque alors que l’idéal(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k6n

= (P1,2,3, . . . , P1,2,n)

est invariant sous l’action du groupe de Galois G. On pose alors

X0 = Z+
0 + Z−0

2 et Y0 = Z+
0 − Z

−
0

2
√
a

et, pour tout 1 6 i 6 r, les variables

Xi,` =

di∑
k=1

β`k(Z+
k + Z−k )

2di
, Yi,` =

di∑
k=1

βk
`(Z+

k − Z
−
k )

2
√
adi

0 6 ` 6 di − 1, (2.4.14)

où βk désigne la conjugaison dans Q(
√
a) si cette dernière appartient à gi et l’identité

sinon. On constate que les variables (X1,Y1, . . . ,Xr,Yr) sont G-invariantes et que si l’on
écrit les relations (2.4.14) sous la forme

X1,1
Y1,1
...

Xr,dr

Yr,dr

 = M


Z+

1
Z−1
...
Z+
n

Z−n


alors

det(M) =
r∏

k=1

√
a
dk

2dkd2dk
k

Disc(Fk) 6= 0.

Cela implique que l’on puisse exprimer les Z±i en termes des (X1,Y1, . . . ,Xr,Yr). On
note Z±i = f±i (X,Y) si bien que l’on obtient que la Q-algèbre R suivante

Q[X0, Y0,X1,Y1 . . . ,Xr,Yr]/I

où l’idéal I est donné par

I =
(
∆jkf

+
i (X,Y)f−i (X,Y) + ∆kif

+
j (X,Y)f−j (X,Y) + ∆ijf

+
k (X,Y)f−k (X,Y)

)
est un anneau de Cox pour Sa,F sur Q. On sait alors que dim(R) = n + 4 si bien que
l’idéal(

∆jkf
+
i (X,Y)f−i (X,Y) + ∆kif

+
j (X,Y)f−j (X,Y) + ∆ijf

+
k (X,Y)f−k (X,Y)

)
16j<k<`6n

possède n − 2 générateurs combinaisons linéaires des Pi,j,k à coefficients dans Q que l’on
peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails sur plusieurs exemples dans
la suite mais il apparaît difficile de donner un système de générateurs en général du fait
de la complexité éventuelle du groupe de Galois G.
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On considère alors l’ensemble constructible de

A2n+2
Q = Spec (Q[X0, Y0,X1,Y1, . . . ,Xr,Yr])

noté Tγ pour γ ∈ Γ défini par l’idéal Iγ suivant(
∆jkγif

+
i (X,Y)f−i (X,Y)+∆kiγjf

+
j (X,Y)f−j (X,Y)+∆ijγkf

+
k (X,Y)f−k (X,Y)

)
16j<k<`6n

si γ = (γ1, . . . , γn) et les conditions

∀i 6= j ∈ J1, rK,
(
(Xi,Yi), (Xj ; Yj)

)
6=
(
(0,0), (0,0)

)
. (2.4.15)

Considérons alors (x0, y0,x1,y1, . . . ,xr,yr) ∈ Tγ(k) pour k une extension finie de Q. On
pose

u = 1
∆1,2

(
b2γ1f

+
1 (x,y)f−1 (x,y)− b1γ2f

+
2 (x,y)f−2 (x,y)

)
et

v = 1
∆1,2

(
a1γ2f

+
2 (x,y)f−2 (x,y)− a2γ1f

+
1 (x,y)f−1 (x,y)

)
de sorte que les relations (2.4.9) fournissent les égalités

u = 1
∆i,j

(
bjγif

+
i (x,y)f−i (x,y)− biγjf+

j (x,y)f−j (x,y)
)

et
v = 1

∆i,j

(
aiγjf

+
j (x,y)f−j (x,y)− ajγif+

i (x,y)f−i (x,y)
)

pour tout i 6= j ∈ {1, . . . , n}. On a alors clairement que u et v sont dans k puisqu’invariants
sous le groupe de Galois Gal(Q/k) et que

Fi(u, v) = αi

di∏
k=1

γi,kf
+
k (x)f−k (x) (1 6 i 6 r).

Ainsi chaque quantité
Fi(u, v)

αi

di∏
k=1

γi,k

est bien de la forme x2−ay2 pour deux entiers x et y mais avec des entiers x et y vérifiant
certaines conditions.

On construit alors comme précédemment un morphisme πγ : Tγ → Sa,F en posant

αγ la racine carrée de
n∏
i=1

γi et
n∏
i=1

ni = zγzγ avec zγ = xγ +
√
ayγ pour deux entiers

xγ et yγ et où la conjugaison désigne ici la conjugaison dans Q(
√
a). En introduisant

(y, z, t) ∈ Q3 r {(0, 0, 0)} tels que

y +
√
az = αγzγ (z0)2

n∏
i=1

f+
i (x)

y −
√
az = αγzγ (z0)2

n∏
i=1

f−i (x)

t = z0z0
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avec z0 = x0 +
√
ay0. Ainsi y2 − az2 = t2F (u, v) et (y, z, t, u, v) ∈ Tspl(k). On établit

alors de façon analogue aux Propositions 2.4.1 et 2.4.2 que pour tout γ ∈ Γ, la variété Tγ
équipée du morphisme πγ et de l’action naturelle de TNS est un torseur versel pour Sa,F .
On a alors

Sa,F (Q) =
⋃

γ∈ΓΣ
M

πγ (Tγ(Q)) . (2.4.16)

Commençons par établir (2.4.16). On pose

Gi =

y =
di∏
k=1

σi,kσi,k | βi,k 7→ (σi,k, σi,k) est gi − équivariante

 .
Il est important de noter que Gi un ensemble multiplicatif dans le sens où si y1 et y2 ∈
Gi, alors y1y2 ∈ Gi. Considérons alors un point P ∈ Sa,F (Q). Il existe ainsi un unique
(y, z, t, u, v) ∈ Z4 tel que 

(y, z, t) = (u, v) = 1
t > 0
F1(u, v) > 0
t2F1(u, v) · · ·Fr(u, v) = y2 − az2

s’il existe un facteur irréductible de degré impair que l’on peut supposer égal à F1 tel
que πspl((y, z, t, u, v)) = P avec πspl l’application πspl : Tspl → Sa,F définie dans [BBP12,
definition 4.1] et il existe exactement 4 deux (y, z, t, u, v) ∈ Z4 tel que

(y, z, t) = (u, v) = 1
t > 0
t2F1(u, v) · · ·Fr(u, v) = y2 − az2

si tous les facteurs irréductibles de F sont de degré pair tels que πspl((y, z, t, u, v)) = P .
On verra que le choix de l’un de ces deux points donnera lieu au même torseur Tγ . Il existe
alors un unique r-uplet (ε1, . . . , εr) ∈ Σ tels que

εiFi(u, v) > 0 (1 6 i 6 r)

si a < 0. Si a > 0, on posera par convention εi = 1 pour tout i. Commençons par supposer
que a > 0 est un nombre premier congru à 3 modulo 4 tel que Q(

√
a) soit de nombre de

classes 1. Le fait que F1(u, v) · · ·Fr(u, v) soit de la forme y2 − az2 implique que, lorsque p
est un nombre premier vérifiant

(
a
p

)
= −1 ou p = a, on a

νp(F1(u, v) · · ·Fr(u, v)) = νp(F1(u, v)) + · · ·+ νp(Fr(u, v)) ≡ 0 (mod 2) .

On pose alors
mi =

∏
(ap )=−1 ou p=a

νp(Fi(u,v))≡1(mod 2)

p (1 6 i 6 r)

de sorte que mi|Fi(u, v). On en déduit que si p|m1, nécessairement il existe un j 6= 1
tel que p | mj et le nombre de tels j est nécessairement impair. Puisque (u, v) = 1, cela
implique que p|r(3)

1j , si bien qu’on en déduit les relations

mi

∣∣∣∣ppcm(r(3)
ij | j ∈ {1, . . . , r}r {i}), (mi,mj)

∣∣r(3)
ij ,

4. Au signe près du couple (u, v).
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et
νp

(
Fi(u, v)
mi

)
≡ 0 (mod 2) ,

pour tous les nombres premiers p tels que
(
a
p

)
= −1 ou p = a. De plus, m1 · · ·mr est un

carré. Si par exemple F1(u, v) = 0, on pose ε1m1 comme étant l’unique entier sans facteur
carré tel que ε1 · · · εrm1 · · ·mr soit un carré.

On pose alors gi le plus petit diviseur de Fi(u, v) tel que εiFi(u,v)
gi

∈ Gi. Nécessairement,
en posant γi = εimi, on a γi | gi donc on peut écrire gi = γini. On constate alors par
définition de γi, que ni est de la forme y2− az2 pour deux entiers y et z. De plus, on peut
écrire

gi = αi

di∏
k=1

σi,k

avec βi,k 7→ σi,k gi-équivariante. En effet, on a nécessairement par multiplicativité que

αi | gi et que gi
αi

est de la forme
di∏
k=1

σi,k. Ainsi, γ ∈ ΓΣ
M et (y, z, t, u, v) ∈ π̂γ (Tγ). On traite

le cas a < 0 tel que Q(
√
a) soit de nombre de classes 1 en utilisant la formule (1.5) de

[BT13]. Cette dernière, qui est une fonction multiplicative au facteur wa près, implique
que si (n1, n2) = 1, alors n1n2 est de la forme y2 − az2 si, et seulement si, n1 et n2 sont
de cette forme également. Ainsi, en posant mi le plus petit entier divisant Fi(u, v) tel
que le quotient soit de la forme y2 − az2, on peut mener la preuve ci-dessus de manière
complètement analogue pour aboutir à la même conclusion.

On constate pour finir, en notant Xγ le sous-schéma de

A2n
Q = Spec (Q[X1,Y1, . . . ,Xr,Yr])

défini par l’idéal Iγ , que Tγ est égal au produit Xγ×A2
Q. En notant X ◦γ le complémentaire

de l’origine dans Xγ , on a un isomorphisme entre l’intersection complète de A2n+2
Q r {0}

donnée par les équations globalement invariantes sous l’action de Galois

Li,k(u, v) = γi,kf
+
k+
∑

j6i
dj

(X,Y)f−
k+
∑

j6i
dj

(X,Y)

et le schéma X ◦γ . En particulier, sur π̂γ (Tγ(Q)), on a

Fi(u, v) =
di∏
k=1

γi,kf
+
k+
∑

j6i
dj

(X)f−
k+
∑

j6i
dj

(X),

et Fi(u, v) est de la forme y2 − az2 pour deux entiers y et z vérifiant certaines conditions.
�

Lors de toutes les preuves du principe de Manin pour les surfaces de Châtelet connues
à ce jour ([BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b]), on se ramène toujours à un problème de
comptage sur certaines variétés de la forme

Fi(u, v) = ni(X2
i − aY 2

i ).

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels (à part dans la
cas scindé [BBP12]) mais sur des torseurs d’un type différent que l’on explicite dans la
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section suivante. Cette description facilite grandement le traitement de la constante afin
d’établir que celle-ci correspond à la prédiction de Peyre. De plus, il apparaît difficile a
priori d’obtenir un système de représentant des classes d’isomorphisme de torseurs versels
et de décrire précisément les ensembles du type πγ (Tγ(Q)).

2.4.3 Exemples

On donne dans cette section des équations explicites pour les torseurs versels associés
aux surfaces de Châtelet pour chaque type de factorisation et sous les mêmes hypothèses
sur a que dans l’énoncé de la Proposition 2.4.3. On donne également quelques exemples
dans le cas des surfaces Sa,F pour certains types de factorisation.

Le cas des surfaces de Châtelet de type L1L2Q

Ce cas a été entièrement traité dans [Des16b].

Le cas des surfaces de Châtelet de type Q1Q2

On notera dans toute la suite ∆i le discriminant de Qi, τi la conjugaison dans Q
(√

∆i

)
et

Qi(x) = aix
2
1 + bix1x2 + civ

2 (i ∈ {1, 2}).
On notera également, comme dans [BT13], ∆ le résultant de Q1 et de Q2 ainsi que

∆3 =
∏

(ap )=1 ou a=p
p|∆

p. (2.4.17)

On note également ici, que le groupe de Galois G de L sur Q peut soit être isomorphe à
(Z/2Z)2 soit à (Z/2Z)3.

D’après [Pey12, proposition 8.3] ou [Der06, proposition 2.1], on déduit que l’ensemble
des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus de S possédant au moins un
point rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber une partition finie de l’ensemble des
points rationnels de S := Sa,F , indexée par toute famille de représentants de ces classes
d’isomorphisme. Contrairement à [BBP12] et de la même façon que dans [Des16b], il est
plus délicat dans ce cas de déterminer explicitement un tel système de représentants. Par
ailleurs, on peut montrer que X1(Q, TNS) n’est pas toujours trivial dans ce cas !

On considère l’ensemble

B =


β ∈ Z [∆1]2 × Z [∆2]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ1(β1) = β2, τ2(β3) = β4

∃(β′1, n1) ∈ Z2 tels que β1β2 = β′1n1

∃(β′2, n2) ∈ Z2 tels que β3β4 = β′2n2

avec
√
β′1β

′
2 ∈ Z et n1, n2 ∈ NQ[i]/Q (Z[

√
a])


ainsi que le sous-ensemble BΣ

M des β ∈ B pour lesquels il existe ε ∈ {−1; 1} et m | ∆3 tels
que

β′1 = β′2 = εm.

Il est bon de noter que l’ensemble β ∈ BΣ
M est infini. Pour β ∈ B, on pose Tβ le sous-

ensemble constructible de A10
Q = Spec (Q [Xi, Yi | 0 6 i 6 4]) défini par le système des

deux équations quadratiques suivantes, invariant sous le groupe de Galois G

φβ1 = φβ2 = 0
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avec 

φβ1 =β1∆23
(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
+ 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
− β2∆13

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
− 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
+ β3∆12

(
X2

3 + Y 2
3 + ∆2

(
X2

4 − aY 2
4

)
+ 2

√
∆2 (X3X4 + Y3Y4)

)
φβ2 =β1∆24

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
+ 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
− β2∆14

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
− 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
+ β4∆12

(
X2

3 + Y 2
3 + ∆2

(
X2

4 − aY 2
4

)
− 2

√
∆2 (X3X4 + Y3Y4)

)
,

et les inégalités

∀i ∈ {1, 3}, ((X0, Y0), (Xi, Yi, Xi+1, Yi+1)) 6= ((0, 0), (0, 0, 0, 0))

et
((X1, Y1, X2, Y2), (X3, Y3, X4, Y4)) 6= ((0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0)).

Définissons à présent un morphisme πβ : Tβ → S. Pour ce faire, comme dans [BBP12,
section 4], il suffit de définir un morphisme π̂β : Tβ → Tspl. Considérons alors une extension
finie k de Q et ((xi, yi))06i64 dans Tβ(k). Il existe alors un couple (u, v) ∈ k2 r {(0, 0)} tel
que

u = 1
∆34

(
b4β3

(
x2

3 − ay2
3 + ∆2

(
x2

4 − ay2
4

)
+ 2

√
∆2(x3x4 + y3y4)

)
−

b3β4
(
x2

3 − ay2
3 + ∆2

(
x2

4 − ay2
4

)
− 2

√
∆2(x3x4 + y3y4)

))
et

v = 1
∆34

(
a3β4

(
x2

3 − ay2
3 + ∆2

(
x2

4 − ay2
4

)
− 2

√
∆2(x3x4 + y3y4)

)
−

a4β3
(
x2

3 − ay2
3 + ∆2

(
x2

4 − ay2
4

)
+ 2

√
∆2(x3x4 + y3y4)

))
tels que

Q1(u, v) = β1β2

[(
x2

1 − y2
1 −∆1(x2

2 − y2
2)
)2
− a (x1x2 −∆1y1y2)2

]
et

Q2(u, v) = β3β4

[(
x2

3 − y2
3 −∆2(x2

4 − y2
4)
)2
− a (x3x4 −∆2y3y4)2

]
.

En effet, le résultat découle d’un calcul direct dans le cas de Q2 et le fait que ((xi, yi))06i64
soit dans Tβ(k) fournit, après calculs, que

u = 1
∆12

(
b2β1

(
x2

1 − ay2
1 + ∆1

(
x2

2 − ay2
2

)
+ 2

√
∆1(x1x2 + y1y2)

)
−

b1β2
(
x2

1 − ay2
1 + ∆1

(
x2

2 − ay2
2

)
− 2

√
∆1(x1x2 + y1y2)

))
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et

v = 1
∆12

(
a1β2

(
x2

1 − ay2
1 + ∆1

(
x2

2 − ay2
2

)
− 2

√
∆1(x1x2 + y1y2)

)
−

a2β1
(
x2

1 − ay2
1 + ∆1

(
x2

2 − ay2
2

)
+ 2

√
∆1(x1x2 + y1y2)

))
.

Il peut être utile pour faire le calcul de remarquer les égalités

x2
1 − y2

1 + ∆1
(
x2

2 − ay2
2

)
+ 2

√
∆1(x1x2 + y1y2) = Z+

1 Z
−
1 ,

x2
1 − ay2

1 + ∆1
(
x2

2 − ay2
2

)
− 2

√
∆1(x1x2 + y1y2) = Z+

2 Z
−
2 ,

x2
3 − ay2

3 + ∆2
(
x2

4 − ay2
4

)
+ 2

√
∆2(x3x4 + y3y4) = Z+

3 Z
−
3 ,

x2
3 − ay2

3 + ∆2
(
x2

4 − ay2
4

)
− 2

√
∆2(x3x4 + y3y4) = Z+

4 Z
−
4 ,(

x2
1 − y2

1 −∆1(x2
2 − y2

2)
)2
− a (x1x2 −∆1y1y2)2 = Z+

1 Z
−
1 Z

+
2 Z
−
2 ,(

x2
3 − y2

3 −∆2(x2
4 − y2

4)
)2
− a (x3x4 −∆2y3y4)2 = Z+

3 Z
−
3 Z

+
4 Z
−
4 .

On remarque en particulier que les quantités Q1(u, v)/(β1β2) etQ2(u, v)/(β3β4) sont bien
de la forme y2 − az2 pour deux entiers y et z mais pour des entiers y et z particuliers
puisqu’il s’agit respectivement de normes de Q

(√
a,
√

∆1
)
et Q

(√
a,
√

∆2
)
sur Q. On

note alors αβ la racine carrée positive de β′1β′2 et n1n2 = zβzβ et on considère
x+ iy = zβαβ (z0)2∏2

j=1 zj

x− iy = zβαβ (z0)2∏2
j=1 zj

t = z0z0

où l’on a posé z0 = x0 +
√
ay0 et

z1 =
(
x2

1 − y2
1 −∆1(x2

2 − y2
2)
)

+
√
a (x1x2 −∆1y1y2) .

et
z2 =

(
x2

3 − y2
3 −∆2(x2

4 − y2
4)
)

+
√
a (x3x4 −∆2y3y4) .

On a alors x2 − ay2 = t2F (u, v) et (x, y, t, u, v) ∈ Tspl(k), ce qui permet de définir πβ.

Lemme 2.4.1. Pour tout β ∈ B, la variété Tβ équipée du morphisme πβ et de l’action
naturelle de TNS définie de la même façon que dans [BBP12, section 4] est un torseur
versel pour Sa,F et

Sa,F (Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q)) .

Démonstration– On applique la procédure décrite en Proposition 2.4.3. D’après [BBP12,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [Pie15, Example 2.4.3], on sait que
sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

R = Q[Z+
i , Z

−
i | 0 6 i 6 4]/

(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k64

(2.4.18)
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où div(Z±0 ) = E± et div(Z±i ) = D±i pour i ∈ J1, 4K. On a plus précisément que(
∆jkZ

+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k

)
16i<j<k64

= (P1,2,3, P1,2,4)

si l’on note Pi,j,k la forme quadratique ∆jkZ
+
i Z
−
i + ∆kiZ

+
j Z
−
j + ∆ijZ

+
k Z
−
k . Considérons

alors les variables invariantes sous G (et ce quel que soit le groupe de Galois) suivantes

X0 = Z+
0 + Z−0

2 et Y0 = Z+
0 − Z

−
0

2
√
a

,

X1 = Z+
1 + Z+

2 + Z−1 + Z−2
4 et Y1 = Z+

1 − Z
−
1 + Z+

2 − Z
−
2

4
√
a

et
X2 = Z+

1 − Z
+
2 + Z−1 − Z

−
2

4
√

∆1
et Y2 = Z+

1 + Z−2 − Z
−
1 − Z

+
2

4
√
a
√

∆1

ainsi que

X3 = Z+
3 + Z+

4 + Z−3 + Z−4
4 et Y3 = Z+

3 − Z
−
3 + Z+

4 − Z
−
4

4
√
a

et
X4 = Z+

3 − Z
+
4 + Z−3 − Z

−
4

4
√

∆2
et Y4 = Z+

3 + Z−4 − Z
−
3 − Z

+
4

4
√
a
√

∆2
.

En substituant les variables Xi, Yi aux variables Z±i et en considérant les équations G−
invariantes suivantes

P1,2,3 + P1,2,4

2
√

∆1
et P1,2,3 − P1,2,4

2
√

∆2
,

on obtient aisément par une descente galoisienne qu’un anneau de Cox pour Sa,F sur Q
est donné par

R = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φ(1,1,1,1)
1 , φ

(1,1,1,1)
2 ).

Par [Sko, corollary 2.3.9], un torseur versel est unique à twist près par un élément de
H1(Q, TNS). On peut alors montrer en appliquant les résultats de la section précédente
que

Rc = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φβ1 , φ
β
2 )

pour un certain β ∈ B est un anneau de Cox pour Sa,F .
Finalement, le dernier point :

Sa,F (Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q))

découle de la démonstration de la Proposition 2.4.3. �

Sur πβ (Tβ(Q)), on a alors

Q1(u, v) = β1β2

[(
X2

1 − Y 2
1 −∆1(X2

2 − Y 2
2 )
)2
− a (X1X2 −∆1Y1Y2)2

]
et

Q2(u, v) = β3β4

[(
X2

3 − Y 2
3 −∆2(X2

4 − Y 2
4 )
)2
− a (X3X4 −∆2X4Y4)2

]
.
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Or, lors de la preuve du principe de Manin, les auteurs de [BT13] se ramènent à un
problème de comptage sur certaines variétés de la forme

Fi(u, v) = βi(X2
i + Y 2

i ) (i ∈ {1, 2}. (2.4.19)

Ils n’ont par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais sur des tor-
seurs d’un type différent que l’on explicite dans la section suivante lors de leur preuve du
principe de Manin. Cette description permettra de justifier le traitement de la constante
de [BT13] afin d’établir que celle-ci correspond à la prédiction de Peyre. De plus, il appa-
raît difficile a priori d’obtenir un système de représentant des classes d’isomorphisme de
torseurs versels et de décrire précisément les ensembles du type πβ (Tβ(Q)). En effet, pour
ce faire, il faut caractériser les normes d’extensions biquadratiques.

Un cas de surface de Châtelet LC

Dans ce cas, il existe plusieurs cas pour le groupe de Galois du corps de décomposition
de C (voir [Con]), ce qui complique la descente de Galois. On s’intéresse aux cas de la
forme F (u, v) = (αu+ βv)(u3 − 2v3) avec α et β deux entiers à titre d’exemple. On a

C(u, v) = u3 − 2v3 = (u− 3√2v)(u− j 3√2v)(u− j2 3√2v)

et le groupe de Galois du corps de décomposition de C(X, 1) est S3. On considère alors
les variables invariantes par le groupe de Galois suivantes

Xi = Z+
i + Z−i

2 et Yi = Z+
i − Z

−
i

2
√
a

pour i ∈ {0, 1} et

X2 = Z+
2 + Z−2 + Z+

3 + Z−3 + Z+
4 + Z−4

6

Y2 = Z+
2 − Z

−
2 + Z+

3 − Z
−
3 + Z+

4 − Z
−
4

6
√
a

X3 =
3√2(Z+

2 + Z−2 ) + j 3√2(Z+
3 + Z−3 ) + j2 3√2(+Z+

4 + Z−4 )
6

Y3 =
3√2(Z+

2 − Z
−
2 ) + j 3√2(Z+

3 − Z
−
3 ) + j2 3√2(+Z+

4 − Z
−
4 )

6
√
a

X4 =
3√4(Z+

2 + Z−2 ) + j 3√4(Z+
3 + Z−3 ) + j2 3√4(+Z+

4 + Z−4 )
6

Y4 =
3√4(Z+

2 − Z
−
2 ) + j 3√4(Z+

3 − Z
−
3 ) + j2 3√4(+Z+

4 − Z
−
4 )

6
√
a

de sorte que puisque les équations P2,3,4 et P1,2,3
∆23

+ P1,3,4
∆34

+ P1,4,2
∆42

sont invariantes, en
appliquant la procédure de la Proposition 2.4.3, on obtient qu’un anneau de Cox de Sa,F
est donné par

Rc = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φ1, φ2)

avec

φ1 = 4X2X3 + 4Y2Y3 +X2
4 − aY 2

4

φ2 = X2
1 − aY 2

1 − α(X2
2 − aY 2

2 +X3X4 + Y4Y4)− β(X2X4 + Y2Y4 + X2
3

2 − a
Y 2

3
2 ).
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Ainsi, un torseur versel est donné par l’ensemble constructible de A10 défini par les équa-
tions φ1 et φ2 et les conditions (2.4.15). On pourrait obtenir les équations explicites de
torseurs Tγ tels que

Sa,F (Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q))

en appliquant la même descente aux équations

Pn
i,j,k = ∆jkniZ

+
i Z
−
i + ∆kinjZ

+
j Z
−
j + ∆ijnkZ

+
k Z
−
k

pour n ∈ ΓΣ
M mais les équations deviennent plus compliquées et on ne les donne pas

explicitement ici.

Un cas de surface de Châtelet F

Dans ce cas, à nouveau il existe plusieurs cas pour le groupe de Galois du corps de
décomposition de F ce qui complique la descente de Galois [Con]. On s’intéresse au cas
F (u, v) = u4 − 2v4 à titre d’exemple. On a

F (u, v) = (u− 4√2v)(u+ 4√2v)(u− i 4√2v)(u+ i
4√2v).

On considère alors les variables invariantes par le groupe de Galois suivantes

X0 = Z+
0 + Z−0

2 et Yi = Z+
0 − Z

−
0

2
√
a

et
X1 = Z+

1 + Z−1 + Z+
2 + Z−2 + Z+

3 + Z−3 + Z+
4 + Z−4

8

Y1 = Z+
1 − Z

−
1 + Z+

2 − Z
−
2 + Z+

3 − Z
−
3 + Z+

4 − Z
−
4

8
√
a

X2 =
4√2(Z+

1 + Z−1 )− 4√2(Z+
2 + Z−2 ) + i 4√2(Z+

3 + Z−3 )− i 4√2(+Z+
4 + Z−4 )

8

Y2 =
4√2(Z+

1 − Z
−
1 )− 4√2(Z+

2 − Z
−
2 ) + i 4√2(Z+

3 − Z
−
3 )− i 4√2(+Z+

4 − Z
−
4 )

8
√
a

X3 =
2√2(Z+

1 + Z−1 )− 2√2(Z+
2 + Z−2 )− 2√2(Z+

3 + Z−3 ) + 2√2(+Z+
4 + Z−4 )

8

Y3 =
2√2(Z+

1 − Z
−
1 )− 2√2(Z+

2 − Z
−
2 )− 2√2(Z+

3 − Z
−
3 ) + 2√2(+Z+

4 − Z
−
4 )

8
√
a

X4 =
4√8(Z+

1 + Z−1 )− 4√8(Z+
2 + Z−2 )− i 4√8(Z+

3 + Z−3 ) + i 4√8(+Z+
4 + Z−4 )

8

Y4 =
4√8(Z+

1 − Z
−
1 )− 4√8(Z+

2 − Z
−
2 )− i 4√8(Z+

3 − Z
−
3 ) + i 4√8(+Z+

4 − Z
−
4 )

8
√
a

de sorte que puisque les équations P1,2,3 +P1,2,4 +P1,3,4 +P2,3,4 et P1,2,3−P1,2,4−P1,3,4−P2,3,4√
a

sont invariantes, en appliquant la procédure de la Proposition 2.4.3, on obtient qu’un
anneau de Cox de Sa,F est donné par

Rc = Q[Xi, Yi | 0 6 i 6 4]/(φ1, φ2)

avec
φ1 = 4X1X3 + 4Y1Y3 + 2(X2

2 − aY 2
2 ) +X2

4 − aY 2
4

φ2 = X3X4 + Y3Y3 + 2(X1X2 + Y1Y2).
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Ainsi, un torseur versel est donné par l’ensemble constructible de A10 défini par les équa-
tions φ1 et φ2 et les conditions (2.4.15). On pourrait obtenir les équations explicites de
torseurs Tγ tels que

Sa,F (Q) =
⋃

β∈ΓΣ
M

πβ (Tβ(Q))

en appliquant la même descente aux équations

Pn
i,j,k = ∆jkniZ

+
i Z
−
i + ∆kinjZ

+
j Z
−
j + ∆ijnkZ

+
k Z
−
k

pour n ∈ ΓΣ
M mais les équations deviennent plus compliquées on ne les donne pas explici-

tement ici.

Le cas des surfaces Sa,F avec F scindé du type L1L2 · · ·Ln

On obtient de la même façon que la Proposition 2.4.1 le fait que si l’on pose

Sj =

p premier :
(
a

p

)
= −1 ou a = p et p |

∏
k 6=j

∆j,k


et

M =
n∏
j=1

∏
p∈Sj

pεp | εp ∈ {0, 1}Sj


alors pour (ε,m) ∈ Σ×M , l’ensemble constructible

∆jkmiZ
+
i Z
−
i + ∆kimjZ

+
j Z
−
j + ∆ijmkZ

+
k Z
−
k = 0

et les inégalités (
(Z+

i , Z
−
i ), (Z+

j , Z
−
j )
)
6= ((0, 0), (0, 0))

définit un torseur versel pour Sa,F et que dans ce cas,

Sa,F (Q) =
⊔

(ε,M)∈Σ×M
π(ε,M)

(
T(ε,M)(Q)

)

où la réunion est disjointe et Σ×M est fini.

Le cas des surfaces Sa,F avec F du type Q1Q2 · · ·Qn/2

La méthode est la même que dans le cas Q1Q2 et on obtient que si l’on pose ∆i le
discriminant de Qi et τi la conjugaison dans Q(

√
∆i), alors

B =

β ∈
n/2∏
i=1

Z [∆i]2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
τ1(β1) = β2, τ2(β3) = β4, . . . , τn/2(βn−1) = βn

∃(β′i, ni) ∈ Z2 tels que β1β2 = β′1n1, . . . , , βn−1βn = β′n/2nn/2

avec
√
β′1 · · ·β′n/2 ∈ Z et n1, . . . , nn/2 ∈ NQ[

√
a]/Q (Z[

√
a])


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alors l’ensemble constructible défini par les n−2 formes quadratiques φβi,j pour 1 6 i 6 n
2−1

et j ∈ {1, 2} données par

φβi,1 =β1∆2,2i+1
(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
+ 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
− β2∆1,2i+1

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
− 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
+ β2i+1∆12

(
X2

2i+1 − aY 2
2i+1 + ∆2

(
X2

2i+2 − aY 2
2i+2

)
+ 2

√
∆2i+1 (X2i+1X2i+2 + Y2i+1Y2i+2)

)
φβi,2 =β1∆2,2i+2

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
+ 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
− β2∆1,2i+2

(
X2

1 − aY 2
1 + ∆1

(
X2

2 − aY 2
2

)
− 2

√
∆1 (X1X2 + Y1Y2)

)
+ β2i+2∆12

(
X2

2i+1 − aY 2
2i+1 + ∆2

(
X2

2i+2 − aY 2
2i+2

)
− 2

√
∆2i+1 (X2i+1X2i+2 + Y2i+1Y2i+2)

)
,

et les inégalités (2.4.15) sont des torseurs versels au-dessus de Sa,F vérifiant

Sa,F (Q) =
⋃

β∈BΣ
M

πβ (Tβ(Q)) .

On décrit dans la section suivante les torseurs utilisés dans les preuves du principe de
Manin pour a = −1, preuves qui s’étendraient aux cas a < 0 pour les surfaces de Châtelet.
Il est probable que les cas a > 0 fassent appel au même type de torseurs. Les méthodes
mises en œuvre tombent en défaut dès que n > 4 et bien qu’on ne sache pas attaquer à
l’heure actuelle le principe de Manin pour les surfaces Sa,F avec n > 4 (sauf peut être le cas
scindé à l’aide de la machinerie de Green-Tao-Ziegler [GTZ12]), on présente les résultats
de la section suivante dans la plus grande généralité possible afin d’aider au traitement de
la constante de Peyre dans le cas où le principe de Manin serait établi dans certains cas
avec n > 4 en utilisant les torseurs décrits ci-dessous.

2.5 Les torseurs de type Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))

)
Comme mentionné dans l’introduction, la majeure partie des cas pour lesquels le prin-

cipe de Manin et la conjecture de Peyre ont été obtenues grâce à une méthode de descente
sur des torseurs versels l’a été dans le cas de variétés déployées, c’est-à-dire telle que l’ac-
tion du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique soit triviale. Dans ce cas,
le groupe de Picard et le groupe de Picard géométrique coïncident. Le cas de la del Pezzo
non déployée de [BB07c], dont la géométrie a été étudiée dans la thèse de Pieropan [Pie15]
est obtenu grâce à une descente sur des torseurs quasi-universels de type Pic(X). On peut
alors noter que cette del Pezzo singulière a des singularités isolées sur Q. Dans le cas des
surfaces Sa,F , les singularités sont définies sur Q(

√
a) et dans tous les cas de la preuve du

principe de Manin traités à ce jour, on va établir que la descente a été effectuée en deux
parties. En effet, les variétés considérées dans la première partie de cette thèse ne sont pas
déployées, on s’attend par conséquent à ce que les torseurs utilisés soient différents des
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torseurs versels. De plus, pour les surfaces Sa,F , l’approximation faible n’est pas nécessai-
rement vérifiée. Le passage successif du nombre de points rationnels de hauteur bornée à
des sommes de type

S(X) =
∑

x∈Z2∩R(X)
ra(F (x)) (2.5.20)

pour
R(X) = {x ∈ R2 | ||x||∞ 6 X, F (x) > 0}

puis à des sommes de type

S(X) =
∑

x∈Z2∩R(X)
ra(F1(x)) · · · ra(Fr(x))

correspond à deux descentes successives. La première descente est une descente de la
surface de Châtelet sur un torseur intermédiaire Tspl ⊆ A5 d’équation

y2 − az2 = t2F (u, v)

avec (y, z, t) 6= (0, 0, 0) et (u, v) 6= (0, 0). Pieropan a alors établi dans sa thèse [Pie15] qu’il
s’agissait d’un torseur quasi-universel de type λ : Pic(S) ↪→ Pic(S). La deuxième descente
effectuée l’est de ce torseur intermédiaire Tspl sur des variétés d’équations

Fi(u, v) = di(s2
i + t2i ), (i = 1, . . . , r) (2.5.21)

La majeure partie de la vérification de la conjecture de Peyre de [Des16b] a donc été
d’établir que ces variétés sont en réalité des torseurs quasi-universels d’un certain type
et non des torseurs versels. De manière analogue, on peut constater que parmi toutes
les démonstrations du principe de Manin, le seul cas où une descente est utilisée sur les
torseurs versels est le cas scindé (i), auquel cas les torseurs décrits dans cette section
coïncident avec les torseurs versels. Dans tous les autres cas, on effectue une descente sur
d’autres torseurs. Dans la plupart des cas, comprendre la géométrie derrière le problème
de comptage et les torseurs ne se révèle pas indispensable pour vérifier que la conjecture de
Peyre est vérifiée (même si la vérification de la constante peut se réexprimer en ces termes
malgré tout) sauf dans les cas L1L2L3L4 (pour lequel il est établi dans [BBP12] que les
variétés (2.5.20) sont des torseurs versels), L1L2Q (qui est traité dans ce manuscrit) et
Q1Q2 (où la vérification de la constante est complétée dans ce manuscrit). On décrit dans
cette section les torseurs quasi-universels de type Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
, établissant

ainsi que toutes les démonstrations du principe de Manin ont été réalisées à l’aide d’une
descente sur ces torseurs et complétant ainsi la démonstration de la vérification de la
constante de Peyre dans le cas Q1Q2. On donne aussi une expression de la constante qui
peut permettre de simplifier la vérification de la constante de Peyre dans de futurs travaux
sur les surfaces Sa,F .

2.5.1 Description de Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)

Pour tout i ∈ {1, . . . , r}, on note
[
D±i,k

]
=
[
D±∑i−1

`=1 d`+k

]
.

Proposition 2.5.1. On a

Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
)

=
[
E+
]
Z⊕

r⊕
i=1

 di∑
k=1

[
D+
i,k

]
Z

⊕ ([D+
1

]
+
[
D−1

])
Z.

En particulier, le rang de Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
vaut r + 2.
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Démonstration– On a que Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)

=
(
Pic(Sa,F )

)g
pour

g = Gal(Q/Q(
√
a)). Soit

[D] = a
[
E+
]

+
n∑
i=1

ai
[
D+
i

]
+ f

[
D−1

]
∈
(
Pic(SQ)

)g
.

On utilise alors le fait que
[
E+] est invariant par g et que le groupe g agit transitivement sur

les racines de chaque Fi. En particulier, pour tout i ∈ {2, . . . , r} et tous k 6= ` ∈ {1, . . . , di},
il existe gi,k,` ∈ g tel que gi,k,`

([
D+
i,k

])
=
[
D+
i,`

]
. On a alors, puisque

[
D+

1

]
est invariant

par gi,k,` l’égalité
σi,k,`([D]) = [D]

qui entraîne que ai,k = ai,`. De la même façon, dans le cas i = 1, pour k ∈ {2, . . . , d1}, il
existe gk ∈ g tel que gk

([
D+

1

])
=
[
D+
k

]
si bien que gk

([
D−1

])
=
[
D−k

]
. On a alors

σk([D]) = [D]

qui entraîne que a1 − f = ak. On en déduit que

[D] = a
[
E+
]

+
r∑
i=1

adi

 di∑
k=1

D+
i,k

+ f
([
D+

1

]
+
[
D−1

])
,

ce qui permet de conclure la démonstration. �

Remarque– On peut prendre, comme cela est fait dans [Des16b],
[
D−1

]
comme géné-

rateur à la place de
[
D+

1

]
+
[
D−1

]
dans le cas où F possède un facteur linéaire que l’on

peut supposer étant égal à F1. Cela peut permettre de simplifier certains calculs.

On considère alors l’injection λ : Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
↪→ Pic(Sa,F ) et on va

décrire les torseurs de type λ pour Sa,F . Le résultat principal de cette section est le sui-
vant.

Théorème 2.5.1. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et soit un nombre premier congru à
3 modulo 4 (ou a = −1) et supposons par ailleurs que le nombre de classes de Q(

√
a) soit

égal à 1. Il existe un ensemble fini J et pour tout j ∈ J , il existe un torseur πj : Tj → Sa,F
de type λ tels que

Sa,F (Q) =
⊔
j∈J

πj (Tj(Q))

et
Sa,F (AQ)Br(S) =

⊔
j∈J

πj (Tj (AQ)) .

Ces torseurs peuvent être décrits explicitement. Par ailleurs, pour T un torseur de type λ,
il existe une variété X tel que T = X ×A2 et telle que le complémentaire de l’origine X ◦
de X soit isomorphe à l’intersection complète de A2r+2

Q r {0} donnée par les équations

Fi(u, v) = ni(s2
i − at2i ), (1 6 i 6 r)

pour (n1, . . . , nr) vérifiant n1 · · ·nr = y2 − az2 pour deux entiers y et z.
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes preuves du principe de Manin pour
a = −1 sont des torseurs de type Pic(SQ(i)).
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Le reste de cette section est consacrée à la démonstration de ce théorème.
Suivant la preuve de [Pie15, proposition 2.71], un anneau de Cox R′ de type λ est

donné par l’anneau des invariants sous le groupe de Galois G de⊕
m∈T̂

Rm,

où R a été défini (2.4.2) et Rm correspond aux éléments homogènes de degré m de R.
Supposons m ∈ Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)
donné par

m = a0
[
E+
]

+
r∑
i=1

ai

 di∑
k=1

D+
i,k

+ ar+1
[
D+

1 +D−1

]

avec ai ∈ Z. Pour déterminer Rm, on cherche à résoudre le système linéaire donné pare+
0 E

+ + e−0 E
− +

n∑
j=1

(
e+
j D

+
j + e−j D

−
j

) = a0
[
E+]+

r∑
i=1

ai

[
di∑
k=1

D+
i,k

]
+ ar+1

[
D+

1 +D−1
]
,

où les e±j > 0. Grâce aux relations (2.2.5) et (2.2.6), ce dernier est équivalent à

a0 = e+
0 + e−0

a1 = e−0 + e+
1,1 − e

−
1,1 = · · · = e−0 + e+

1,d1
− e−1,d1

a2 = e−0 + e+
2,1 − e

−
2,1 = · · · = e−0 + e+

2,d2
− e−2,d2

...
ar = e−0 + e+

r,1 − e
−
r,1 = · · · = e−0 + e+

r,dr
− e−r,dr

ar+1 = −n
2 e
−
0 +

∑n
i=1 e

−
i

Ce système est résoluble si, et seulement si,

e+
1,1 − e

−
1,1 = · · · = e+

1,d1
− e−1,d1

e+
2,1 − e

−
2,1 = · · · = e+

2,d2
− e−2,d2

...
e+
r,1 − e

−
r,1 = · · · = e+

r,dr
− e−r,dr

Il s’ensuit que R′ est isomorphe au sous-anneau de R engendré par les variables

η±0 = Z±0 ; ηi = Z+
i Z
−
i (1 6 i 6 n) ; η+

j = Z+
j,1 · · ·Z

+
j,dj

(1 6 j 6 r) ;

η−j = Z−j,1 · · ·Z
−
j,dj

(1 6 j 6 r).

vérifiant les relations suivantes (d’après (2.4.18))

∆j,kη` + ∆k,`ηj + ∆`,jηk = 0 (1 6 j < k < ` 6 n) (2.5.22)

ainsi que
dj∏
k=1

ηj,k = η+
j η
−
j (1 6 i 6 r). (2.5.23)
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On notera

φi = η+
j η
−
j −

dj∏
k=1

ηj,k (1 6 i 6 r).

On notera ηi,1, . . . , ηi,di les variables ηj correspondant au facteur irréductible Fi. On re-
marque que ces équations sont invariantes sous l’action du groupe de Galois G. On pose
alors

X0 = Z+
0 + Z−0

2 et Y0 = Z+
0 − Z

−
0

2
√
a

ainsi que

Xj =
η+
j + η−j

2 et Yj =
η+
j − η

−
j

2
√
a

(1 6 j 6 r) (2.5.24)

et pour tout 1 6 i 6 r les variables

Xi,` =

di∑
k=1

β`kηi,k

2di
0 6 ` 6 di − 1. (2.5.25)

On constate alors que les variables (X1, . . . ,Xr) sont G-invariantes et que si l’on écrit les
relations (2.5.24) et (2.5.25) sous la forme

X1
X2
...
Xn

 = M


η1
η2
...
ηn


alors det(M) 6= 0 si bien que cela implique que l’on puisse exprimer les ηi en termes des
(X1, . . . ,Xr). On notera ηi = fi(X) si bien qu’on obtient que la Q-algèbre

Rλ = Q[X0, Y0, Xi, YiX1, . . . ,Xr]/ (Pj,k,`, φi) (2.5.26)

est un anneau de Cox pour Sa,F sur Q de type λ. On sait alors que dim(Rλ) = r + 4 si
bien que l’idéal

(Pj,k,`, φi)

possède n+r−2 générateurs combinaisons linéaires des Pi,j,k et des φi à coefficients dans Q
que l’on peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails dans le cas où F
est de degré 4 et se factorise sous la forme Q1Q2 avec Qi deux formes quadratiques non
proportionnelles dans la suite mais il apparaît difficile de donner un système de générateur
en général du fait de la complexité éventuelle du groupe de Galois G. On peut noter que
l’on retrouve le résultat de [Des16b] dans le cas de factorisation L1L2Q, auquel cas les
variables Z+

3 Z
−
3 et Z+

4 Z
−
4 s’éliminent à l’aide de P1,2,3 et de P1,2,4.

Le lemme suivant explicite le groupe de cohomologieH1(Q,Pic
(
Sa,F×QSpec(Q(

√
a)
)
).

Lemme 2.5.1. On a l’isomorphisme

H1(Q,Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
)
) ∼= H1

(
Q,Pic(Sa,F )

)
.
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Démonstration– Le point clé concernant les torseurs de type λ est que l’action du groupe
Gal(Q/Q(

√
a)) est triviale si bien que

H1
(
Gal

(
Q/Q(

√
a)
)
,Pic

(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a)
))

= {0}.

Ainsi en notant SQ(
√
a) = Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a), la suite exacte de restriction-inflation

0 // H1
(
G,Pic(SQ(

√
a))
)

// H1(Q,Pic(SQ(
√
a))) // H1

(
Q(
√
a),Pic(SQ(

√
a))
)

(2.5.27)
avec G = Gal (Q(

√
a)/Q) fournit l’isomorphisme

H1(Q,Pic(SQ(
√
a))) ∼= H1

(
Gal

(
Q(
√
a)/Q

)
,Pic(SQ(

√
a))
)
.

Puisque le groupe Gal (Q(
√
a)/Q) est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison dans

Q(
√
a), notée σ, le groupe de cohomologie

H1
(
Gal

(
Q(
√
a)/Q

)
,Pic(SQ(

√
a))
)

coïncide avec l’homologie du complexe

T̂
Id+σ // Pic(SQ(

√
a))

Id−σ // Pic(SQ(
√
a)).

Autrement dit,

H1
(
Gal

(
Q(
√
a)/Q

)
,Pic(SQ(

√
a))
)
∼= Ker(σ + Id)/Im(Id− σ).

On obtient aisément le fait que Ker(σ + Id) est donné par les éléments

x0
[
E+
]

+
r∑
i=1

xi

 di∑
k=1

D+
i,k

+ xr+1
[
D+

1 +D−1

]
tels que {

x0 = 0∑r
i=1 dixi + 2xr+1 = 0. (2.5.28)

Deux cas se dégagent alors. Supposons dans un premier temps que tous les di soient pairs
auquel cas les équations (2.5.28) se réécrivent{

x0 = 0∑r
i=1

di
2 xi + xr+1 = 0

si bien qu’on obtient aisément que les éléments di∑
k=1

D+
i,k

− di
2
[
D+

1 +D−1

]
(1 6 i 6 r)

forment une base de Ker(σ+Id). S’il existe au moins un di impair, par exemple d1 = 2d′1+1,
alors en posant t = xr+1 + d′1x1, on obtient que les équations (2.5.28) sont équivalentes à

x0 = 0
x1 = −

∑r
i=2

di
2 xi − 2t = 0

xr+1 = d′1
∑r
i=2

di
2 xi + d1t.
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Cela entraîne alors immédiatement qu’une Z-base de Ker(σ + Id) est fournie dans ce cas
par

−2

 d1∑
k=1

D+
1,k

+ d1
[
D+

1 +D−1

]
, −di

 d1∑
k=1

D+
1,k

+

 di∑
k=1

D+
i,k

+ d′1di
[
D+

1 +D−1

]
,

pour 2 6 i 6 r. D’autre part, Im(Id− σ) est engendrée par

r∑
i=1

 di∑
k=1

D+
i,k

− n

2
[
D+

1 +D−1

]
; 2

 di∑
k=1

D+
i,k

− di [D+
1 +D−1

]
(1 6 i 6 r).

Commençons alors par le cas où tous les di sont pairs. Dans ce cas, puisque

r∑
i=1

 di∑
k=1

D+
i,k

− di
2
[
D+

1 +D−1

] =
r∑
i=1

 di∑
k=1

D+
i,k

− n

2
[
D+

1 +D−1

]
,

le groupe H1(Q,Pic(SQ(
√
a))) est engendré par r− 1 éléments d’ordre 2 et par conséquent

H1(Q,Pic(SQ(
√
a))) ∼= (Z/2Z)r−1 .

Dans le cas où d1 est impair, puisqu’on a

− di

 d1∑
k=1

D+
1,k

+

 di∑
k=1

D+
i,k

+ d′1di
[
D+

1 +D−1

]

= −di

 d1∑
k=1

D+
1,k

+ d1

 di∑
k=1

D+
i,k

+ d′1

2

 di∑
k=1

D+
i,k

− di [D+
1 +D−1

]
et que

r∑
i=1

−di
 d1∑
k=1

D+
1,k

+ d1

 di∑
k=1

D+
i,k


= −n2

2

 d1∑
k=1

D+
1,k

− d1
[
D+

1 +D−1

]+ d1

 r∑
i=1

 di∑
k=1

D+
i,k

− n

2
[
D+

1 +D−1

]
il s’ensuit que le groupe H1(Q,Pic(SQ(

√
a))) est engendré par r − 2 éléments d’ordre 2 et

par conséquent
H1(Q,Pic(SQ(

√
a))) ∼= (Z/2Z)r−2 .

On conclut alors grâce à la Proposition 2.3.1. �

On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de Sa,F de type λ. On s’ins-
pire ici des deux preuves de [Pie15, propositions 2.69-2.70]. On note T le tore dont le groupe
des caractères est donné par Pic(SQ(

√
a)). Tout élément de H1(Q, T ) est représenté par un

cocycle c : Gal (Q(
√
a)/Q)→ T , lui-même déterminé par l’image cσ ∈ HomZ (T,Q(

√
a)×)

de la conjugaison dans Q(
√
a).
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On sait que, pour tout anneau de Cox R′λ pour Sa,F de type λ, il existe un cocycle
c : Gal (Q(

√
a)/Q)→ T tel que R′λ soit un twist de Rλ défini en (2.5.26). D’après [Pie15,

proposition 2.41], l’action de la conjugaison dans Q(
√
a) sur Rλ est la suivante :

σ(Z−0 ) = cσ
([
E+
])
Z+

0

et

σ(η−j ) = cσ

 di∑
k=1

D+
i,k

 η+
j ; σ(ηi) = cσ

([
D+

1 +D−1

])
ηi.

On choisit alors une racine carrée complexe r1 de cσ
([
D+

1 +D−1

])
. Tout ce qui suit ne

dépendra pas du choix de cette racine carrée. En prenant les nouvelles variables suivantes,
invariantes sous l’action du groupe de Galois Gal (Q[

√
a]/Q)

X0 = cσ
([
E+])Z+

0 + Z−0
2 ; Y0 = cσ

([
E+])Z+

0 − Z
−
0

2
√
a

;

Xi =
cσ
([∑di

k=1D
+
i,k

])
η+
i + η−i

2 et Yi =
cσ
([∑di

k=1D
+
i,k

])
η+
i − η

−
i

2
√
a

(1 6 i 6 r)

et pour tout 1 6 i 6 r les variables

Xi,` =

di∑
k=1

β`kr1ηi,k

2di
0 6 ` 6 di − 1,

on obtient que R′λ est isomorphe à la Q-algèbre

Q[X0, Y0, Xi, YiX1, . . . ,Xr]/
(
P cj,k,`, φ

c
i

)
avec

P cj,k,` = ∆j,kr1η` + ∆k,`r1ηj + ∆`,jr1ηk (1 6 j < k < ` 6 n)

ainsi que

φci =
dj∏
k=1

r1ηj,k − rdi1 η
+
j η
−
j = rdi1 cσ

− di∑
k=1

D+
i,k

(X2
i + Y 2

i

)
(1 6 i 6 r).

On constate que P cj,k,` est invariante par conjugaison et que φci est invariante sous le groupe
de Galois et est ainsi définie sur Q. On sait alors que dim(Rλ) = r + 4 si bien que l’idéal(

P cj,k,`, φ
c
i

)
(2.5.29)

possède n+ r− 2 générateurs combinaisons linéaires des P ci,j,k et des φci à coefficients dans
Q que l’on peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails l’exemple Q1Q2
dans la suite. On peut noter que l’on retrouve le résultat de [Des16b] dans le cas L1L2Q.
On constate alors que la quantité rdi1 cσ

([
−
∑di
k=1D

+
i,k

])
est invariante par conjugaison si

bien que cette quantité est un nombre rationnel. En écrivant nci1 = ni/n
di
0 , on obtient que

R′λ est isomorphe à la Q-algèbre

Q[X0, Y0, Xi, YiX1, . . . ,Xr]/
(
Pn
j,k,`, φ

n
i

)
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avec
P cj,k,` = ∆j,kr1n0η` + ∆k,`r1n0ηj + ∆`,jr1n0ηk (1 6 j < k < ` 6 n)

ainsi que

φci =
dj∏
k=1

r1n0ηj,k − ni
(
X2
i − aY 2

i

)
(1 6 i 6 r).

Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

cσ
([
E+
])
σ
(
cσ
([
E−
]))

= 1;

et

cσ

 di∑
k=1

D+
i,k

σ
cσ

 di∑
k=1

D−i,k

 = 1,

les relations (2.5.24) et (2.5.25) fournissent

r∏
i=1

ni = n4
0cσ

(
n

2
[
D+

1 +D−1

]
−
[
n∑
k=1

D+
k

])
= cσ

([
E+ + n

(
D+

1 +D−1

)])
σ
(
cσ
([
E+ + n

(
D+

1 +D−1

)]))
si bien que

∏r
i=1 ni est bien de la forme y2− az2 pour deux entiers y et z. On peut établir

plus précisément, en suivant [Pie15, proposition 2.70] qu’étant donné (n1, . . . , nr) ∈ Q×,
il existe un cocycle c : Gal (Q(

√
a)/Q) → T si, et seulement si, le produit

∏r
i=1 ni est de

cette forme.

De façon analogue au Lemme 2.4.1, on voit que pour n tel que
∏r
i=1 ni soit de la

forme y2 − az2 pour deux entiers y et z, le sous-ensemble constructible Tn de A2=n+2r
Q =

Spec (Q [X1, . . . ,Xr, Xi, Yi | 0 6 i 6 r]) défini par l’idéal
(
P cj,k,`, φ

c
i

)
donné en (2.5.29) et

les inégalités
∀i 6= j ∈ J0, rK4, ((Xi, Yi), (Xj , Yj)) 6= ((0, 0), (0, 0))

et
∀i 6= j, (Xi,Xj) 6= (0,0)

est un torseur de type λ au-dessus de Sa,F . Pour toute extension finie k de Q et tout
((xi, yi),x1, . . . ,xr)06i6r dans Tn(k), à l’aide de

u = 1
∆12

(b2r1n0η2 − b1r1n0η1) (2.5.30)

et
v = 1

∆12
(−a2r1n0η1 + a1r1n0η1) (2.5.31)

(qui sont bien dans k car invariants par le groupe de Galois), on peut définir comme en
section précédente un morphisme πn : Tn → Sa,F . En effet, grâce aux relations (2.5.23),
on a

Li(u, v) = r1n0ηi

si bien que
Fi(u, v) = ni(X2

i − aY 2
i ).



2.5. Les torseurs de type Pic
(
Sa,F ×Q Spec(Q(

√
a))
)

133

Lorsque n est de la forme
∀i ∈ J1, rK, ni = εimi

pour un certain (ε,m) ∈ Σ×M , on note Tn = Tm,ε et πn = πm,ε. On peut alors montrer
comme lors de la preuve du Lemme 2.4.1 qu’on a l’égalité

Sa,F (Q) =
⊔

(ε,m)∈Σ×M
πm,ε (Tm,ε(Q)) . (2.5.32)

De plus, on a

πm,ε (Tm,ε(Q)) =

[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] ∈ P4
Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5, (t, u, v) = (x3, x4) = 1

t > 0, x2
3 − ax2

4 = t2F (u, v),
εiFi(u, v) > 0

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2)
Fi(u, v) ∈ εimiE


⊔
[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] ∈ P4

Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5, (t, u, v) = (x3, x4) = 1

t > 0, x2
3 − ax2

4 = t2F (u, v),
εiFi(−u,−v) > 0

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2)
Fi(−u,−v) ∈ εimiE

 .

(2.5.33)
lorsqu’il existe un facteur irréductible de degré impair de F et on a

πm,ε (Tm,ε(Q)) =

[tu2 : tuv : tv2 : x3 : x4] ∈ P4
Q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(t, u, v, x3, x4) ∈ Z5, (t, u, v) = (x3, x4) = 1

t > 0, x2
3 − ax2

4 = t2F (u, v),
εiFi(u, v) > 0

νp(Fi(u, v))− µi ≡ 0 (mod 2)
Fi(u, v) ∈ εimiE


(2.5.34)

sinon. À nouveau de la même façon qu’en section précédente, on montre, en notant Yn le
sous-schéma de A2+n+2r

Q défini par l’idéal donnée en (2.5.29), que Tn est égal au produit
Yn×A2

Q. Si Y◦n le complémentaire de l’origine dans Yn, on a alors un isomorphisme entre
l’intersection complète V de A2+n+2r

Q r {0} donnée par les équations

Fi(u, v) = ni(X2
i − aY 2

i ).

En effet, le morphisme Y◦n → V est donné par (2.5.30) et (2.5.31) tandis que le morphisme
réciproque est donné par ηi,k = Li(u, v). On retrouve ainsi une variété de la forme (2.5.21)
et il s’agit donc bel et bien des torseurs utilisés dans les preuves du principe de Manin
lorsque a = −1 dans [BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b].

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la constante conjec-
turée par Peyre de manière adéquate à notre traitement du problème de comptage.

Lemme 2.5.2. On a X1(Q, T ) = {0} où

X1(Q, T ) = Ker
(
H1(Q, T ) −→ H1(R, T )

∏
p

H1(Qp, T )
)
.

Démonstration– La démonstratione st identique à celle de [Des16b]. �
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Lemme 2.5.3. On a l’égalité

Sa,F (AQ)Br(S) =
⊔

(m,ε)∈M×Σ
πm,ε (Tm,ε (AQ)) ,

où AQ désigne l’anneau des adèles de Q.

Démonstration– La démonstration est à nouveau identique à [Des16b] une fois que l’on
a précisé que, dans le cas général, Pic(Sa,F )/Pic(SQ(

√
a)) est engendré par les classes

de
[
D+
i,k

]
pour i ∈ {1, . . . , r} et k ∈ {1, . . . , di − 1} et que la conjugaison agit sur

Pic(Sa,F )/Pic(SQ(
√
a)) comme −Id, ce qui entraîne

(
Pic(Sa,F )/T̂

)G
= {0}.

�
Le Lemme 2.5.3 fournit

cS = α(S)β(S)
∑
ε∈Σ

m∈M

ωH
(
πε,m(Tε,m(AQ))

)

et on écrit
ωH(πε,m(Tε,m(AQ))) = ω∞(ε,m)

∏
p

ωp(ε,m),

où, en passant comme dans [BBP12] et [BB12] aux densités sur le torseur intermédiaire
Tspl défini par l’équation (2.4.11), l’on a pour tout nombre premier p l’égalité :

ωp(ε,m) = lim
n→+∞

1
p4n#

(u, v, y, z, t) ∈ (Z/pnZ)5
∣∣∣∣∣

t2F (u, v) ≡ y2 − az2 (mod pn)
p - (u, v), p - (y, z, t)
2|νp(Fi(u, v))− µi

 .
2.5.2 Un exemple : Le cas des surfaces de Châtelet avec a = −1 et

F = Q1Q2

D’après ce qui précède, tout anneau de Cox de type λ est isomorphe à

Q[X0, Y0, Xi, YiX1, . . . ,Xr]/
(
Pn
j,k,`, φ

n
i

)
avec

P cj,k,` = ∆j,kr1n0η` + ∆k,`r1n0ηj + ∆`,jr1n0ηk (1 6 j < k < ` 6 n)

ainsi que

φci =
dj∏
k=1

r1n0ηj,k − ni
(
X2
i + Y 2

i

)
(1 6 i 6 r).

On a alors en posant les variables équivariantes suivantes

X0 = cσ
([
E+])Z+

0 + Z−0
2 ; Y0 = cσ

([
E+])Z+

0 − Z
−
0

2i ;

X1 =
cσ
([
D+

1 +D+
2

])
η+

1 + η−1

2 et Y1 =
cσ
([
D+

1 +D+
2

])
η+

1 − η
−
1

2i ,
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X2 =
cσ
([
D+

3 +D+
4

])
η+

2 + η−2

2 et Y2 =
cσ
([
D+

3 +D+
4

])
η+

2 − η
−
2

2i ,

et pour tout 1 6 i 6 2 les variables équivariantes suivantes

Ti,1 = n0r1(η1 + η2)
2 et Ti,2 = n0r1(η1 − η2)

2
√

∆i

que l’idéal est engendré par

fn
1 = 2∆1,2T2,1 + (∆2,3 + ∆2,4) (T1,1 +

√
∆1T1,2) + (∆3,1 + ∆4,1) (T1,1 −

√
∆1T1,2);

fn
2 = 2∆1,2

√
∆2T2,2 + (∆2,3 −∆2,4) (T1,1 +

√
∆1T1,2) + (∆3,1 −∆4,1) (T1,1 −

√
∆1T1,2)

et

φn
1 = n1(X2

1 − aY 2
1 )− 1

∆2
3,4

(
(∆1,4∆2,4 + ∆1,4∆3,2 + ∆2,4∆3,1 + ∆3,1∆3,2)T 2

2,1

+ 2
√

∆2 (∆1,4∆2,4 −∆3,1∆3,2)T2,2T2,1

+ (∆1,4∆2,4 −∆2∆1,4∆3,2 −∆2∆2,4∆3,1 + ∆3,1∆3,2)T 2
2,1

)
et

φn
2 = n2(X2

2 − aY 2
2 )− 1

∆2
1,2

(
(∆3,2∆4,2 + ∆3,2∆1,4 + ∆4,2∆1,3 + ∆1,3∆1,4)T 2

1,1

+ 2
√

∆1 (∆3,2∆4,2 −∆1,3∆1,4)T1,2T1,1

+ (∆3,2∆4,2 −∆1∆3,2∆1,4 −∆1∆4,2∆1,3 + ∆1,3∆1,4)T 2
1,1

)
.

En posant
u = 1

∆12

(
b2(T1,2 +

√
∆1T1,2)− b1(T1,2 −

√
∆1T1,2)

)
= 1

∆34

(
b4(T2,2 +

√
∆2T2,2)− b3(T2,2 −

√
∆2T2,2)

)
et

v = 1
∆12

(
−a2(T1,2 +

√
∆1T1,2) + a1(T1,2 −

√
∆1T1,2)

)
= 1

∆34

(
−a4(T2,2 +

√
∆2T2,2) + a3(T2,2 −

√
∆2T2,2)

)
on obtient alors, en notant Y◦n le complémentaire de l’origine dans Yn, un isomorphisme
entre l’intersection complète de A8

Q r {0} donnée par les équations

Qi(u, v) = ni(X2
i − aY 2

i ). (i ∈ {1, 2})

On retrouve ainsi une variété de la forme (2.5.21) et il s’agit donc bel et bien des torseurs
utilisés dans la preuve du principe de Manin dans [BT13]. On peut alors traiter la constante
de Peyre comme cela est fait dans [BT13] en remplaçant toutes les occurrences de «torseurs
versels» par «torseurs de type λ», ωH

(
V(ε,m3) (Q)

)
par ωH

(
T(ε,m3) (AQ)

)
dans la formule

(9.46) et en utilisant (2.5.34).
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3.4.3 Le dénouement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

Abstract. Inspired by a method of La Bretèche relying on some unique factorisation,
we generalize work of Blomer, Brüdern, and Salberger to prove the Manin’s principle
in its strong form conjectured by Peyre for some infinite family of varieties of higher
dimension. The varieties under consideration in this paper correspond to the projective
varieties defined by the following equation

x1y2y3 · · · yn + x2y1y3 · · · yn + · · ·+ xny1y2 · · · yn−1 = 0.

in P2n−1
Q for all n > 3. This paper comes with an Appendix by Per Salberger. We reproduce

here the preprint [Des16a].

3.1 Introduction et principaux résultats

3.1.1 Introduction

Soit n > 2 un entier fixé et Wn l’hypersurface normale projective de P2n−1
Q définie par

l’équation
x1y2y3 · · · yn + x2y1y3 · · · yn + · · ·+ xny1y2 · · · yn−1 = 0 (3.1.1)

où (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) désignent des coordonnées homogènes de P2n−1
Q . Lorsque n = 2,

la variété W2 est lisse tandis que pour n > 3, la variété Wn est singulière, le lieu singulier
étant donné par la réunion des sous-espaces fermés définis par les équations

yi = yj = yk = 0 pour 1 6 i < j < k 6 n

ou
yi = yj = xi = xj = 0 pour 1 6 i < j 6 n.

On pose Un l’ouvert de Zariski deWn défini par la condition y1y2 · · · yn 6= 0. Sur cet ouvert,
on peut réécrire l’équation (3.1.1) sous la forme

n∑
i=1

xi
yi

= 0.

On constate alors que toutes les sous-variétés accumulatrices et les points singuliers deWn

sont inclus dans Wn r Un (voir [BBS14]). La variété Wn possède la structure algébrique
suivante qui s’avérera très utile dans la suite. On considère le groupe algébrique

H =
{(

b a
0 b

)
: (a, b) ∈ Q×Q∗

}
ainsi que

Ψn :


Hn −→ Ga((

b1 a1
0 b1

)
, . . . ,

(
bn an
0 bn

))
7−→

n∑
i=1

ai
bi

et Gn = Ker(Ψn)/Gm où l’on utilise le plongement

Gm ↪−→ Hn

b 7−→
((

b 0
0 b

)
, . . . ,

(
b 0
0 b

))
.
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Il vient alors que Gn ∼= Un. En effet, tout point de Un admet un unique représentant de
la forme [x1 : · · · : xn : 1 : y2 : · · · : yn] et de même tout point de Gn possède une unique

représentation du type
((

1 a1
0 1

)
, . . . ,

(
bn an
0 bn

))
si bien que

Un −→ Gn

[x1 : · · · : xn : 1 : y2 : · · · : yn] 7−→
((

1 x1
0 1

)
, . . . ,

(
yn xn
0 yn

))
est un isomorphisme qui munit Un d’une structure de groupe commutatif lorsque la mul-
tiplication de deux points (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) et (x′1, . . . , x′n, y′1, . . . , y′n) est donnée par

(x1y
′
1 + x′1y1, . . . , xny

′
n + x′nyn, y1y

′
1, . . . , yny

′
n).

On obtient alors une immersion ouverte naturelle j : Gn ↪→ Wn et une action naturelle
α : Gn ×Wn →Wn de Gn sur Wn. Ce groupe

Gn ∼= (Ga)n−1 × (Gm)n−1

est un produit de groupes additifs et multiplicatifs et les techniques d’analyse harmonique
utilisées par exemple dans [BT98b] et [CLT02] ne s’adaptent pas directement à ce cas
même s’il est possible qu’elles puissent s’y généraliser. La méthode utilisée dans cet article
repose sur une approche différente du principe de Manin, à savoir une descente sur le
torseur versel et avec [BBS14], il s’agit vraisemblablement du seul exemple de groupe de
ce type pour lequel le principe de Manin et la conjecture de Peyre sont établis. Dans
[BBS14], Blomer, Brüdern et Salberger établissent le principe de Manin sous sa forme
forte conjecturée par Peyre pour la variété W3 pour la hauteur anticanonique

H ([x1 : x2 : x3 : y1 : y2 : y3]) = max
16i63

max(|xi|, |yi|)3

lorsque (x1, x2, x3, y1, y2, y3) sont des entiers premiers entre eux. Leur méthode repose sur
la construction d’une résolution crépante X → W3 de W3 puis sur une descente sur le
torseur versel de X. Le problème se réduit alors à un problème de comptage de points
d’un réseau de dimension 10 dans une région dont la frontière rend le traitement diffi-
cile. Ce problème de géométrie des nombres est alors traité à l’aide de séries de Dirichlet
multiples et de transformations de Mellin multidimensionnelles. La résolution crépante
construite n’est plus valable lorsque n > 4 et leur méthode de comptage se complique
considérablement dès que n > 4. Il est cependant à noter que, pour n = 3, leur formule
asymptotique ([BBS14, theorem 1]) est plus précise que le principe de Manin à proprement
parler puisqu’ils obtiennent un terme principal de la forme BQ(log(B)) avec Q un poly-
nôme de degré 4 dont le coefficient dominant correspond à la constante de Peyre. Enfin,
pour n > 4, les auteurs indiquent dans [BBS14] sans donner de détails que leur méthode
de comptage peut se généraliser afin de donner l’équivalent prédit par le principe de Manin
sans terme d’erreur. On donne dans cet article une démonstration du principe de Manin et
de la conjecture de Peyre pour tout n > 3 en utilisant une méthode de comptage différente
adaptée à la combinatoire du problème.

Comme remarqué dans ce même article [BBS14, section 1.3], l’équation (3.1.1) définit
également pour n > 3 une variété singulière Ŵn ⊂

(
P1

Q

)n
pour laquelle il est intéressant

d’étudier le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour la hauteur anticanonique

Ĥ ([x1 : y1], . . . , [xn : yn]) =
n∏
i=1

max(|xi|, |yi|)
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lorsque (xi, yi) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i ∈ J1, nK. À la connaissance
de l’auteur, ces deux conjectures ne sont connues pour aucune valeur de n > 3 pour les
variétés Ŵn. Ces dernières ont pourtant un intérêt arithmétique puisqu’elles interviennent
dans la détermination du cardinal des matrices stochastiques à coefficients rationnels tous
de hauteur inférieure à une certaine borne B > 1. Dans [Shp16], Shparlinski obtient
une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour ce cardinal et dans [Bre16], La
Bretèche parvient à en obtenir une formule asymptotique en déterminant le nombre de
points rationnels de hauteur inférieure à B sur Ŵn lorsque n > 3 pour la hauteur

Ĥn ([x1 : y1], . . . , [xn : yn]) = max
16i6n

(|xi|, |yi|)

lorsque (xi, yi) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i ∈ J1, nK. Il est cependant
important de noter que cette hauteur n’est pas anticanonique et qu’ainsi le principe de
Manin et la conjecture de Peyre ne s’appliquent pas dans ce cas.

Enfin, l’équation (3.1.1) définit également pour n > 3 une variété singulière biprojective
W̃n ⊂

(
Pn−1

Q

)2
pour laquelle il peut également être intéressant d’étudier le principe de

Manin et la conjecture de Peyre par rapport à la hauteur anticanonique

H̃ ([x1 : . . . : xn], [y1 : . . . : yn]) = max
16i6n

|xi|n−1 max
16i6n

|yi|

lorsque (x1, . . . , xn) et (y1, . . . , yn) sont deux n-uplets d’entiers premiers entre eux. Il est
à noter que, contrairement au cas de Wn, la variété W̃n ne peut pas être écrite de façon
naturelle comme la compactification équivariante d’un groupe. Dans le cas deWn, c’est un
aspect essentiel de la preuve du principe de Manin et de la conjecture de Peyre de [BBS14]
et du présent travail. Le seul cas pour lequel un résultat est connu est le cas n = 3. La
variété W̃3 est alors une cubique de dimension 3 et Blomer et Brüdern obtiennent dans
un premier temps dans [BB16] le bon ordre de grandeur pour le problème de comptage
associé avant de parvenir récemment avec Salberger à obtenir une formule asymptotique et
ainsi le principe de Manin et la conjecture de Peyre dans [BBS16]. Les méthodes utilisées
présentent des similarités avec celles de [BBS14] et reposent là encore sur une descente sur
le torseur versel associée à une résolution crépante de W̃n. Blomer, Brüdern et Salberger
font en revanche appel à des techniques d’analyse de Fourier pour compter les points
entiers sur ce torseur. La différence principale en termes de géométrie de la résolution
crépante provient de l’absence de structure naturelle de groupe.

3.1.2 Résultats

L’objet de cet article est de démontrer le principe de Manin et la conjecture de Peyre
dans le cas de Wn pour tout n > 2. Puisque W2 est une variété torique lisse, le cas n = 2
est inclus dans les travaux généraux de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques lisses
[BT98b] et le cas n = 3 est couvert par le résultat de [BBS14]. Cet article est accompagné
d’une annexe de Per Salberger qui explicite une résolution crépante pour la variété Wn

pour tout n > 3.

Cas n = 2

Pour la variété torique lisse W2, on dispose du théorème suivant. Ce dernier établit le
principe de Manin pour la variétéW2 et découle immédiatement des travaux plus généraux
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de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques lisses [BT98b]. On en donnera une preuve
élémentaire en section 3.3.1. D’après [BT98b], la constante c2 infra est en accord avec la
conjecture de Peyre.
Théorème 3.1.1. Soit B > 1. Il existe une constante c2 > 0 telle que

N(B;U2) = c2B log(B) +O (B)
avec

c2 = 4
ζ(2)2 .

Cas n > 3

Pour tout n > 3 et pour un point (x,y) ∈ P2n−1
Q représenté par (x,y) ∈ Z2n premiers

entre eux, on considère la hauteur
H(x,y) = max

16i6n
(|xi|, |yi|)n

qui est une hauteur anticanonique naturelle sur Wn comme remarqué dans [BBS14]. De
plus, pour tout B > 1, on pose

N(B;Un) = #{(x,y) ∈ Un(Q) : H(x,y) 6 B}.
Lorsque n > 3, notre résultat est alors le suivant.
Théorème 3.1.2. Soient B > 2 et n > 3. La variété Wn est «presque de Fano» au sens
de [Pey01, Définition 3.1] et il existe une constante cn > 0 telle que

N(B;Un) = cnB(logB)2n−n−1 +O
(
B(logB)2n−n−2 log(logB)

)
.

De plus, l’expression de la constante cn est en accord avec la conjecture de Peyre.
Remarques.

— Une expression explicite de la constante cn est donnée par la formule (3.3.34)
en section 3.2.

— Le Théorème 3.1.2 permet de retrouver l’équivalent asymptotique qui découle
de [BBS14, Theorem 1] pour n = 3. La démonstration donnée ici est en re-
vanche différente de celle de [BBS14].

— Une adaptation simple de la démonstration de ce théorème conduirait à l’étude
du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour l’hypersurface Wa,n
de P2n−1 définie par l’équation

a1x1y2y3 · · · yn + a2x2y1y3 · · · yn + · · ·+ anxny1y2 · · · yn−1 = 0,

pour un n-uplet (a1, . . . , an) d’entiers tous non nuls. On constate clairement
que l’hypersurfaceWa,n est isomorphe àWn et par conséquent on ne détaillera
pas cet aspect.

Remerciements.– L’auteur tient à exprimer ici toute sa gratitude à son directeur de
thèse, Régis de la Bretèche, pour ses conseils, son soutien et ses relectures tout au long
de ce travail, ainsi qu’à Marc Hindry, Emmanuel Peyre et Tim Browning pour quelques
discussions éclairantes. L’auteur tient également à remercier chaleureusement Per Salber-
ger pour lui avoir communiqué ses résultats concernant la résolution crépante de Wn qui
figurent en annexe et pour avoir été à l’origine de nombreux éclaircissements ainsi que
Valentin Blomer et Jörg Brüdern.
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3.2 Notations

On introduit dans cette section des notations qui seront utilisées tout au long de cet
article. On notera N l’ensemble des entiers positifs non nuls, pgcd(m,n) le pgcd de deux
entiers m et n, [m,n] leur ppcm et, lorsqu’il existe, na l’inverse de n modulo un entier a.
On omettra la dépendance en a et on notera plutôt n dans les cas où aucune ambiguïté
n’est possible sur l’entier a. Pour n > 2, on considère l’entier N = 2n − 1 ainsi que pour
tout h ∈ J1, NK, son développement en binaire

h =
∑

16j6n
εj(h)2j−1,

avec εj(h) ∈ {0, 1}. On notera s(h) =
∑
j>1 εj(h) la somme des chiffres en base 2 de h. On

utilise dans la suite de cet article la variante de la définition des ensembles de décomposition
unique de [Hal96] et [BT16] introduite dans [Bre16]. On dit qu’un entier h est dominé par
` (respectivement strictement dominé) si pour tout j ∈ N, on a εj(h) 6 εj(`). On notera
h � ` (respectivement h ≺ ` lorsque h � ` et h 6= `). On dira qu’un N−uplet (z1, . . . , zN )
de J1, nK est réduit si pgcd(zh, z`) = 1 lorsque h 6� ` et ` 6� h. On a alors le lemme
fondamental suivant.

Lemme 3.2.1. Il existe une bijection entre l’ensemble des n−uplets (y1, · · · , yn) de J1, nK
et les N−uplets réduits de J1, nK tels que

∀j ∈ J1, nK, yj =
∏

16h6N
z
εj(h)
h et [y1, . . . , yn] =

∏
16h6N

zh.

Démonstration– Il suffit de définir les zh à s(h) décroissant. Soit k ∈ J1, n − 1K. On pose
zN = pgcd(y1, . . . , yn) et supposons les zh construits pour s(h) > k + 1. On pose alors
pour h tel que s(h) = k

zh = pgcd

 yj∏
16`6N,s(`)>k+1

εj(`)=1

z`
: εj(h) = 1

 .
Enfin, lorsque h = 2i−1 pour i ∈ J1, nK, on pose

zh = yi∏
16`6N,s(`)>2

εi(`)=1

z`
.

Il est alors facile de vérifier que le N -uplet (z1, . . . , zN ) de J1, nK est réduit. �

3.3 Démonstration des Théorèmes 3.1.1 et 3.1.2

On sépare ici la preuve en deux sous-cas : le cas n = 2 et le cas n > 3. Dans le cas
n = 2, la variétéW2 est torique et le comptage se simplifie particulièrement et ne nécessite
pas toute la machinerie développée pour traiter les autres cas. Cependant, les grandes
lignes de la méthode étant les mêmes, la preuve du cas n = 2 peut permettre d’éclairer
celle du cas n > 3.
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3.3.1 Démonstration du Théorème 3.1.1

L’objet de cette section est de démontrer le Théorème 3.1.1 pour la variété torique
lisse W2. Soit B > 1. On a l’égalité

N(B;U2) = 4
+∞∑
k=1

µ(k)N
(
B

k2

)
+O(B) (3.3.2)

avec
N(B) =

∑
(y1,y2)∈N2

16y16y26
√
B

Ny(B)

et
Ny(B) = #

{
(x1, x2) ∈ Z2 : |x1|, |x2| 6

√
B, x1y2 + x2y1 = 0

}
,

Lorsque y1 6 y2, on a

Ny(B) = #
{
x1 ∈ Z : |x1| 6

√
B, x1y2 ≡ 0 (mod y1) ,

∣∣∣∣x1y2
y1

∣∣∣∣ 6 √B}
= 2
√
B

pgcd(y1, y2)
y2

+O(1).

Ainsi,

N

(
B

k2

)
= 2
√
B

k

∑
(y1,y2)∈N2

16y16y26
√
B/k

pgcd
(y1, y2)y2 +O

(
B

k2

)
. (3.3.3)

On utilise alors le lemme suivant.

Lemme 3.3.1. Pour X > 1, on a

S(X) :=
∑

16n16n26X

(n1, n2)
n2

= X log(X)
ζ(2) +O (X) .

Démonstration– On applique l’identité de convolution

pgcd(n1, n2) =
∑

d|pgcd(n1,n2)
ϕ(d)

pour obtenir que
S(X) = X

∑
16d6X

ϕ(d)
d2 +O (X) .

L’égalité
ϕ(d) =

∑
m|d

µ(m) d
m

fournit la formule ∑
16d6X

ϕ(d)
d2 =

∑
16m6X

µ(m)
m

∑
16d6X

d≡0(mod m)

1
d
.

Or, ∑
16d6X

d≡0(mod m)

1
d

= 1
m

(
log

(
X

m

)
+ γ

)
+O

( 1
X

)
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avec γ la constante d’Euler, si bien que

∑
16d6X

ϕ(d)
d2 = log(X)

ζ(2) +O (1) .

Le résultat s’ensuit alors. �

Après report dans (3.3.2) et (3.3.3), il découle du Lemme 3.3.1 l’estimation

N(B;U2) = 4
ζ(2)2B log(B) +O(B),

ce qui achève la démonstration du Théorème 3.1.1. �

3.3.2 Démonstration du principe de Manin lorsque n > 3

Le reste de cette section est consacrée à la preuve de la formule asymptotique du
Théorème 3.1.2. On montrera ensuite que la variété Wn est «presque de Fano» au sens
de [Pey01, Définition 3.1] et que la constante cn obtenue est en accord avec le principe de
Manin dans sa forme forte conjecturée par Peyre en section 3.4. La méthode employée,
qui consiste à compter d’abord les x à y fixés n’est valable que lorsque la borne sur les xi
est plus grande que celle sur les yi pour i ∈ J1, nK. C’est en particulier pourquoi elle ne
s’adapte pas, en tout cas directement, aux variétés définies lors de l’introduction Ŵn et
W̃n.

Réduction au cas yi > 1 pour tout i ∈ J1, nK

Quitte à changer le signe des xi pour i ∈ J1, nK, on peut supposer les yi positifs pour
tout i ∈ J1, nK et obtenir l’égalité

N(B;Un) = 2n−1#

(x,y) ∈ Zn ×Nn :
max
16i6n

(|xi|, yi) 6 B1/n,

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = 1,
(x,y) vérifie (3.1.1)

 .
Une inversion de Möbius fournit alors

N(B;Un) = 2n−1
+∞∑
k=1

µ(k)N
(
B

kn

)

où

N(B) = #
{

(x,y) ∈ Zn ×Nn :
max
16i6n

(|xi|, yi) 6 B1/n,

(x,y) vérifie (3.1.1)

}

=
∑

y∈Nn
16yi6

n√
B

Ny
(
B1/n

)
,

avec, pour tous y ∈ Nn et X > 1,

Ny(X) = #
{

x ∈ Zn :
max
16i6n

|xi| 6 X,
(x,y) vérifie (3.1.1)

}
. (3.3.4)
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Utilisation du Lemme 3.2.1

On se place ici dans le cas où y ∈ Nn est fixé. L’équation (3.1.1) peut se réécrire en
utilisant le Lemme 3.2.1 sous la forme

n∑
j=1

djxj = 0 avec ∀i ∈ J1, nK, di =
∏

16h6N
z

1−εi(h)
h . (3.3.5)

On obtient ainsi la relation de divisibilité z2j−1 | xj pour tout j ∈ J1, nK. Mais contraire-
ment au cas de [Bre16], on ne peut pas ici en déduire que z2j−1 = 1 puisqu’on n’a pas les
conditions pgcd(xj , yj) = 1.
On considère alors, pour X > 1, l’ensemble

A(y;X) =
{
α ∈ Zn : max

16i6n
|αi| 6 X,

n∑
i=1

diαi = 0
}
.

On définit pour tout r > 1, l’ensemble Ar(y, X) par

Ar(y, X) =

(αr+1, . . . , αn) ∈ Zn−r : max
r+16i6n

|αi| 6 X,
n∑

i=r+1
diαi ≡ 0 (mod d1,r)


(3.3.6)

où l’on a posé
∀r ∈ J2, nK, d1,r =

∏
ε1(h)=···=εr(h)=0

zh. (3.3.7)

De plus, on introduit les notations

d′1 =
∏

ε1(h)=0
ε2(h)=1

zh et ∀r ∈ J2, nK, d
(r−1)
1 =

∏
ε1(h)=···=εr−1(h)=0

εr(h)=1

zh (3.3.8)

de sorte que d1,r−1 = d1,rd
(r−1)
1 . Enfin, on pose

∀r ∈ J2, nK, d′r =
∏

εr(h)=0
ε1(h)+···+εr−1(h) 6=0

zh. (3.3.9)

On obtient ainsi que dr = d1,rd
′
r et on constate en utilisant la section 3.2 que pour tout

2 6 r 6 n, on a pgcd
(
d

(r−1)
1 , d′r

)
= 1.

On démontre alors les lemmes suivants qui permettent d’estimer le cardinal de l’en-
semble A(y;X) pour X > 1.

Lemme 3.3.2. Soient 1 6 r 6 n − 1 et X > 1. Avec les notations (3.3.6) et (3.3.8), on
a l’estimation

#Ar(y, X) = 2n−r
n∏

j=r+1

X

d
(j−1)
1

+O
(
Xn−r−1

)
.

Démonstration– Soit r > 1. L’idée principale de la preuve, inspirée de [Bre16], est de relier
le cardinal de Ar+1(y, X) à celui de Ar(y, X). Démontrons pour ce faire que pour tout
1 6 r 6 n− 2, on a

#Ar(y, X) =
(

2X
d

(r)
1

+O(1)
)

#Ar+1(y, X). (3.3.10)
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En effet, pour un point (αr+1, . . . , αn) deAr(y, X), (αr+2, . . . , αn) appartient àAr+1(y, X).
D’autre part, considérons (αr+2, . . . , αn) appartenant à Ar+1(y, X). Il existe donc k ∈ Z
tel que

n∑
i=r+2

diαi = d1,r+1k. (3.3.11)

Le (n − r − 1)-uplet (αr+2, . . . , αn) provient de la projection sur les n − r − 1 dernières
coordonnées d’un (n− r)-uplet (αr+1, . . . , αn) de Ar(y, X) s’il existe un entier |αr+1| 6 X
et ` ∈ Z tel que

n∑
i=r+1

diαi = d1,r`.

Grâce à (3.3.11), on en déduit la relation

dr+1αr+1 + d1,r+1k = d1,r`,

qui, au vu de (3.3.8) et (3.3.9), se réécrit sous la forme

`d
(r)
1 − αr+1d

′
r+1 = k.

On en déduit que d′r+1 | k − `d
(r)
1 , autrement dit que ` ≡ d

(r)
1 k

(
mod d′r+1

)
et puisque

αr+1 = `d
(r)
1 −k
d′r+1

, on a également

k −Xd′r+1

d
(r)
1

6 ` 6
k +Xd′r+1

d
(r)
1

.

Réciproquement, les relations (3.3.11) et (3.3.8) fournissent les égalités

∀` ∈ Z,
n∑

i=r+2
diαi = d1,r`+ d1,r+1

(
k − `d(r)

1

)
,

si bien que pour ` vérifiant

` ≡ d(r)
1 k

(
mod d′r+1

)
et

k −Xd′r+1

d
(r)
1

6 ` 6
k +Xd′r+1

d
(r)
1

, (3.3.12)

on obtient que (αr+2, . . . , αn) provient de (αr+1, . . . , αn) ∈ Ar(y, X) avec αr+1 = `d
(r)
1 −k
d′r+1

.

Ainsi, on en déduit bien la formule (3.3.10). Or, par définition

An−1(y, X) = {αn ∈ Z : |αn| 6 X, dnαn ≡ 0 (mod d1,n−1)} .

On constate que d1,n−1 = d
(n−1)
1 et que pgcd (d1,n−1, dn) = 1 de sorte que

#An−1(y, X) = 2X
d

(n−1)
1

+O(1).

Le lemme suit alors par récurrence.
�
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Lemme 3.3.3. Soit n > 3. Pour tout X > 1 et y ∈ Nn, on a

#A(y;X) = Xn−1

d1

b(y) +O

 1
X

n−1∑
j=2

d
(j−1)
1


avec les notations (3.3.8) et où

b(y) = vol
{

(α2, . . . , αn) ∈ [−1, 1]n−1 :
∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1

}
. (3.3.13)

Démonstration– La preuve proposée ne repose pas sur des arguments de géométrie des
nombres mais suit les grandes lignes de la preuve du lemme 2.3 de [Bre16]. On a l’égalité

#A(y;X) = #

(α2, . . . , αn) ∈ Zn−1 : max
26i6n

|αi| 6 X,

n∑
i=2
diαi ≡ 0 (mod d1) ,∣∣∣∣ n∑
i=2
diαi

∣∣∣∣ 6 d1X

 .
En raisonnant comme pour établir la formule (3.3.12) de la preuve du Lemme 3.3.2, on
obtient alors

#A(y;X) =
∑

α∈A2(y,X)
#

k2 −Xd′2
d′1

6 ` 6
k2 +Xd′2

d′1
:

` ≡ −d′1k2 (mod d′2) ,∣∣∣∣d1,2 (`d′1 − k2) +
n∑
i=3
diαi

∣∣∣∣ 6 d1X

 ,
(3.3.14)

avec k2 =
n∑
j=3

djαj/d1,2, où d1,2 a été défini en (3.3.8). Or, on a

#


k2 −Xd′2

d′1
6 ` 6

k2 +Xd′2
d′1

:
` ≡ −d′2k2 (mod d′2) ,∣∣∣∣d1,2 (`d′1 − k2) +

n∑
i=3
diαi

∣∣∣∣ 6 d1X


= 1
d′2

vol
{
t ∈

[
k2 −Xd′2

d′1
,
k2 +Xd′2

d′1

]
:
∣∣∣∣∣d1,2

(
td′1 − k2

)
+

n∑
i=3

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1X

}
+O(1).

Le changement de variable α2 = td′1−k2
d′2

fournit alors

#A(y;X) = 1
d′1

∑
α∈A2(y,X)

vol
{
α2 ∈ [−X,X] :

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1X

}
+O (#A2(y, X)) .

D’après le Lemme 3.3.2, on aboutit à la formule

#A(y;X) = 1
d′1

∑
α∈A2(y,X)

vol
{
α2 ∈ [−X,X] :

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1X

}
+O

 n∏
j=3

X

d
(j−1)
1

 .
On pose

Sr(y;X) =
∑

α∈Ar(y,X)
vol

{
(α2, . . . , αr) ∈ [−X,X]r−1 :

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1X

}
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Avec les notations (3.3.8) et pour tout 2 6 r 6 n− 1, on montre alors l’estimation

Sr(y;X) = 1
d

(r−1)
1

Sr+1(y;X) +O

Xr−1
n∏

j=r+2

X

d
(j−1)
1

 . (3.3.15)

En effet, en raisonnant de manière analogue à (3.3.14), on obtient que Sr(y;X) est donnée
par

∑
α∈Ar+1(y,X)

kr+1−Xd
′
r+1

d
(r)
1

6`6
kr+1+Xd′r+1

d
(r)
1

`≡−d(r)1 kr+1(mod d′r+1)

vol

α ∈ [−X,X]r−1 :

∣∣∣∣∣∣∣d1,r(`d′r+1 − kr+1) +
n∑
i=2
i6=r+1

diαi

∣∣∣∣∣∣∣ 6 d1X



avec kr+1 =
n∑

j=r+2
djαj/d1,r+1. On écrit alors

vol

α ∈ [−X,X]r−1 :

∣∣∣∣∣∣∣d1,r(`d′r+1 − kr+1) +
n∑
i=2
i6=r+1

diαi

∣∣∣∣∣∣∣ 6 d1X


=
∫
α∈[−X,X]r−1

1∣∣∣(`d′r+1−kr+1)+
n∑
i=2
i6=r+1

diαi

∣∣∣6d1X
(α)dα2 · · · dαr

et on obtient ensuite en intervertissant la sommation sur ` avec l’intégrale

∑
kr+1−Xd

′
r+1

d
(r)
1

6`6
kr+1+Xd′r+1

d
(r)
1

`≡−d(r)1 kr+1(mod d′r+1)

vol

α ∈ [−X,X]r−1 :

∣∣∣∣∣∣∣d1,r(`d′r+1 − kr+1) +
n∑
i=2
i 6=r+1

diαi

∣∣∣∣∣∣∣ 6 d1X



=
∫
α∈[−X,X]r−1

∑
kr+1−Xd′r+1

d
(r)
1

6`6
kr+1+Xd′

r+1
d
(r)
1

`≡−d(r)1 kr+1(mod d′
r+1)

1∣∣∣(`d′r+1−kr+1)+
n∑
i=2
i 6=r+1

diαi

∣∣∣6d1X
(α)dα2 · · · dαr.

Le raisonnement précédent fournit alors∑
kr+1−Xd′r+1

d
(r)
1

6`6
kr+1+Xd′

r+1
d
(r)
1

`≡−d(r)1 kr+1(mod d′
r+1)

1∣∣∣(`d′r+1−kr+1)+
n∑
i=2
i 6=r+1

diαi

∣∣∣6d1X
(α)

= 1
d

(r)
1

∫
αr+1∈[−X,X]

1∣∣∣∣ n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣6X|d1|
dαr+1 +O(1).

Ainsi en utilisant le Lemme 3.3.2, on obtient bien (3.3.15). Finalement, en itérant (3.3.15),
il vient

#A(y;X) = 1
d1

vol
{
α ∈ [−X,X]n :

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1X

}
+O

 n∑
r=2

n∏
j=2
j 6=r

X

d
(j−1)
1

 ,
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puisqu’on a l’égalité

d1 =
n∏
j=2

d
(j−1)
1 . (3.3.16)

Le résultat en découle après le changement de variables α′ = α
X et grâce au fait que,

d’après (3.3.16), l’on ait

∀r ∈ J2, nK,
d1

n∏
j=2
j 6=r

d
(j−1)
1

= d
(r−1)
1 .

�

Une borne supérieure

Lemme 3.3.4. Lorsque 1 6 yi 6 X pour tout i ∈ J1, nK, on a l’estimation

Ny (X)� Xn−1

||d||2

où Ny (X) a été défini en (3.3.4) et ||.||2 désigne la norme euclidienne usuelle sur Rn.

Démonstration– Soit X > 1. Par symétrie, on peut supposer que d1 > d2 > · · · > dn si
bien que

Ny (X) 6 #
{

(α2, . . . , αn) ∈ Zn−1 : max
26i6n

|αi| 6 X,
n∑
i=2

diαi ≡ 0 (mod d1)
}
.

En utilisant le Lemme 3.3.2 et (3.3.16), on obtient bien

Ny(X)� Xn−1

d1
� Xn−1

||d||2
. �

Remarque.– Comme mentionné dans [Bre16], il est ici important de voir que ||d||2
peut être plus grand que B et que l’on fait donc mieux que l’estimation triviale en
O
(
Bn−1

||d||2 +Bn−2
)
. Cette estimation découle également de résultats de géométrie des nombres.

Quitte à appliquer une permutation de J1, nK, il vient que

N(B) = n!N1(B) +R(B), (3.3.17)

avec
N1(B) =

∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

Ny
(
B1/n

)
(3.3.18)

et
R(B) =

∑
y∈Nn

16yi6
n√
B

∃i 6=j, yi=yj

Ny
(
B1/n

)
− n!

∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

∃i 6=j, yi=yj

Ny
(
B1/n

)
.

Le lemme suivant fournit une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour la quantité
N1(B).

Lemme 3.3.5. Lorsque B > 2, on a N1 (B)� B(logB)2n−n−1.
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Démonstration– Lorsque B > 2, on a

N1 (B) 6
∑

y∈Nn
16y16···6yn6

n√
B

Ny
(
B1/n

)
� B1− 1

n

∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

1
d1

d’après le Lemme 3.3.4. On traduit à présent les conditions sur y en termes de conditions
sur z. Lorsque 1 6 y1 6 · · · 6 yn 6 n

√
B, on a en particulier dj > dj+1 pour 2 6 j 6 n− 1.

Pour j ∈ J2, n− 1K, cette dernière condition se réécrit∏
εj(h)=1
εj+1(h)=0

zh 6
∏

εj(h)=0
εj+1(h)=1

zh. (3.3.19)

On constate alors en posant H0 =
{
h` =

∑̀
k=1

2k−1 : 2 6 ` 6 n− 1
}
, que dans l’inégalité

(3.3.19), seule la variable hj de H0 apparaît et que (3.3.19) se réécrit par conséquent

zhj 6 Zhj :=
∏

εj(h)=0
εj+1(h)=1

zh
∏

εj(h)=1
εj+1(h)=0
h 6=hj

z−1
h .

La condition d1 > d2 est équivalente à∏
ε2(h)=1
ε1(h)=0

zh >
∏

ε2(h)=0
ε1(h)=1

zh. (3.3.20)

En notant H1 := {5} si n > 4 et H1 := {1} si n = 3, elle peut se réécrire

zh1 := z5 6 Zh1 :=
∏

ε1(h)=0
ε2(h)=1

zh
∏

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h6=5

z−1
h

dans le cas n > 4 et
zh1 := z1 6 Zh1 := z2z6

z5

lorsque n = 3. Enfin, notant H2 =
{
hn =

n∑
k=1

2k−1
}
, on remarque que la seule condition

faisant apparaître zhn est yn 6 n
√
B. On peut réécrire cette condition sous la forme

zhn 6 Zhn avec Zhn := n
√
B

∏
εn(h)=1
h 6=hn

z−1
h .

Par conséquent, en négligeant les conditions de coprimalité provenant du fait que z est
réduit, on obtient

N1 (B)� B1− 1
n

∑
zh6B

1/n
dn6···6d1
zhn
6Zhn

1
d1
.

La contribution des zh pour h ∈ H0 est alors majorée par

� B1− 1
n

d1

∏
26j6n−1

Zhj = B1− 1
n

d1

∏
ε2(h)=0
εn(h)=1

zh
∏

ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h .
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En effet, pour j ∈ J2, n− 2K, on a

ZhjZhj+1 =

∏
εj(h)=0
εj+1(h)=1

zh
∏

εj+1(h)=0
εj+2(h)=1

zh

∏
εj(h)=1
εj+1(h)=0

zh
∏

εj+1(h)=1
εj+2(h)=0

zh
=

∏
εj(h)=0
εj+1(h)=1
εj+2(h)=1

zh
∏

εj+1(h)=0
εj+2(h)=1

zh

∏
εj(h)=1
εj+1(h)=0

zh
∏

εj+1(h)=1
εj+2(h)=0
εj(h)=1

zh
=

∏
εj(h)=0
εj+1(h)=1
εj+2(h)=1

zh
∏

εj+1(h)=0
εj+2(h)=1
εj(h)=0

zh

∏
εj(h)=1
εj+1(h)=0
εj+2(h)=0

zh
∏

εj+1(h)=1
εj+2(h)=0
εj(h)=1

zh

=
∏

εj(h)=0
εj+2(h)=1

zh
∏

εj(h)=1
εj+2(h)=0
h 6∈{hj,hj+1}

z−1
h

et il suffit d’itérer ce calcul pour obtenir l’expression∏
26j6n−1

Zhj =
∏

ε2(h)=0
εn(h)=1

zh
∏

ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h .

Remplaçant d1 par son expression, il vient une contribution des zh avec h ∈ H0

� B1− 1
n

∏
ε1(h)=0

z−1
h

∏
ε2(h)=0
εn(h)=1

zh
∏

ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h . (3.3.21)

On remarque que z5 intervient dans Z3 et Z7 mais disparaît dans le produit des Zhj et
que z5 n’intervient pas dans l’expression de d1 lorsque n > 4. Sommant alors sur zh1 , on
aboutit à une contribution des zh pour h ∈ H0 ∪H1

�B1− 1
n

∏
ε1(h)=0

z−1
h

∏
ε2(h)=0
εn(h)=1

zh
∏

ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h

∏
ε1(h)=0
ε2(h)=1

zh
∏

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

z−1
h

�B1− 1
n

∏
ε1(h)=0
ε2(h)=0

z−1
h

∏
ε2(h)=0
εn(h)=1
ε1(h)=0

zh
∏

ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h

∏
ε1(h)=1

ε2(h)=εn(h)=0
h 6=5

z−1
h

�B1− 1
n

∏
ε1(h)=0
ε2(h)=0
εn(h)=0

z−1
h

∏
ε2(h)=1
εn(h)=0
h 6∈H0

z−1
h

∏
ε1(h)=1

ε2(h)=εn(h)=0
h 6=5

z−1
h = B1− 1

n

∏
εn(h)=0
h 6∈H0∪H1

z−1
h .

Une dernière sommation sur la variable zhn fournit de même une contribution des zh avec
h ∈ H0 ∪H1 ∪H2

� B
∏

h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h . (3.3.22)

Si n = 3, c’est la variable zh1 = z1 qui n’intervient pas et on somme alors sur z1 puis sur
zh3 = z7 pour obtenir

� B
∑

z2,z4,z5,z66
3√
B

1
z2z4z5z6

.

Dans tous les cas, il reste alors 2n − n − 1 variables zh 6 n
√
B à sommer. En effet, si

1 6 yi 6 n
√
B pour tout i ∈ J1, nK, alors on a également 1 6 zj 6 n

√
B pour tout j ∈ J1, NK

si bien qu’on obtient finalement

N1 (B)� B(logB)2n−n−1.
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�
On utilise alors ce résultat pour démontrer que la quantité R(B) apparaissant dans

(3.3.17) est bien un terme d’erreur.

Lemme 3.3.6. Pour tout B > 2, on a R(B)� B (logB)2n−1−n , où R(B) a été défini en
(3.3.17).

Démonstration– Quitte à réordonner, on obtient

R(B)�
∑

y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

∃i, yi=yi+1

Ny
(
B1/n

)
.

De plus, pour i ∈ J1, n− 1K, la condition yi = yi+1 se réécrit∏
εi(h)=1
εi+1(h)=0

zh =
∏

εi(h)=0
εi+1(h)=1

zh. (3.3.23)

Puisque deux entiers h et ` de J1, NK tels que εi(h) = εi+1(`) = 1 et εi+1(h) = εi(`) = 0
ne sont pas comparables pour la relation d’ordre � introduite en section 2, on en déduit
que pgcd(zh, z`) = 1. Il s’ensuit que

∀h ∈ J1, NK tel que εi(h) + εi+1(h) = 1, zh = 1. (3.3.24)

En particulier, on a Zhi = zhi = 1.
Supposons alors que yi = yi+1 pour un certain i ∈ J1, n − 1K. Une sommation sur les

zh pour h ∈ H0 suivie d’une sommation sur zh1 et zhn fournit une contribution

� B
∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2
εi(h)+εi+1(h)6=1

∏
h6∈H0∪H1∪H2
εi(h)+εi+1(h)6=1

z−1
h � B (logB)2n−1−n ,

au vu de (3.3.22) et (3.3.24). �

Démonstration de l’asymptotique

Estimons désormais le cardinal N1(B) défini en (3.3.18). D’après le Lemme 3.3.5, on a

N1(B)� B(logB)2n−n−1.

Pour A > 0 fixé, on peut supposer que

zh > log(B)A pour h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2

avec les notations de la section précédente. En effet, en reprenant l’inégalité (3.3.22), on
obtient une contribution complémentaire (c’est-à-dire pour laquelle au moins un zh 6
log(B)A pour h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2) majorée par

� B log(B)2n−n−2 log(logB).

Cela est suffisant pour donner lieu à un terme d’erreur en vue du Théorème 3.1.2. Cette
réduction du domaine de comptage permet de contrôler le terme d’erreur du Lemme 3.3.3
de la façon suivante

∀j ∈ J2, n− 1K,
d

(j−1)
1
B1/n 6

d
(j−1)
1
yj

=
∏

ε1(h)+···+εj−1(h)6=0
εj(h)=1

z−1
h 6 log(B)−A
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puisqu’on a yj 6 n
√
B et que tous les indices des variables intervenant dans le produit

ci-dessus ne sont pas dans H0 ∪H1 ∪H2. Par le Lemme 3.3.3, il s’ensuit l’estimation

Ny
(
B1/n

)
= B1−1/n

d1
b(y) +O

(
B1−1/n

d1
log(B)−A

)

puis grâce au Lemme 3.3.5

N1(B) = B1−1/n ∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

b(y)
d1

+O
(
B(logB)2n−n−2 log(logB)

)
.

On a ici remplacé la somme ∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

zh>log(B)A, h 6∈H0∪H1∪H2

b(y)
d1

par la somme ∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

b(y)
d1

au prix d’une contribution négligeable en raisonnant à nouveau comme dans la preuve du
Lemme 3.3.5 puisque b(y) � 1. On effectue alors la sommation dans le même ordre que
lors de la preuve du Lemme 3.3.5. Lorsque n > 4, les conditions Zhj > 1 ne font intervenir
la variable z5 que dans Z3 et Z7. Comme on souhaite sommer sur les zh avec h ∈ H0 puis
sur z5 puis sur zhn , on restreint le domaine de comptage de façon à ne plus avoir cette
dépendance en z5 dans Z3 et Z7. Posant

Z ′5 =
∏

ε2(h)=1
ε3(h)=0
h6=3

zh
∏

ε3(h)=1
ε2(h)=0
h6=5

z−1
h ,

la condition Z3 = z5/Z
′
5 > 1 se réécrit z5 > Z ′5. Puisque z5 6 Zh1 , on a Z ′5 6 Zh1 d’une

part. D’autre part, la contribution des z tels que z5 < Z ′5 est négligeable. En effet, de la
même manière que lors de la preuve du Lemme 3.3.4, on montre que ces z contribuent
pour

� B
∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h ×

Z ′5
Zh1

. (3.3.25)

Si l’on considère alors la quantité indépendante de la variable z9 définie par Z9 := Zh1z9
Z′5

,

on écrit Z′5
Zh1

= z9
Z9

(avec 9 6∈ H0 ∪H1 ∪H2) si bien que la contribution de (3.3.25) est

� B
∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2
z96Z9

∏
h6∈H0∪H1∪H2∪{9}

z−1
h ×

1
Z9
� B log(B)2n−n−2.

On peut donc remplacer la condition Z3 > 1 par Z ′5 6 Zh1 . De la même façon, en posant

Z ′′5 =
∏

ε4(h)=1
ε3(h)=0

zh
∏

ε3(h)=1
ε4(h)=0
h 6=5,7

z−1
h ,



156 Chapitre 3. Le princ. de Manin pour une famille d’hypersurfaces

la condition Z7 = Z ′′5 /z5 > 1 se réécrit z5 6 Z ′′5 . Si on a Zh1 6 Z
′′
5 , alors puisque z5 6 Zh1 ,

on a z5 6 Z ′′5 . Montrons alors que la condition Z7 > 1 peut être remplacée par la condition
Zh1 6 Z ′′5 . Pour cela, il suffit de voir que la contribution des z tels que Z ′′5 6 Zh1 . Si l’on
suppose Z ′′5 6 Zh1 , la condition z5 6 Zh1 est alors remplacée par z5 6 Z ′′5 . Le raisonnement
ci-dessus fournit alors une contribution

� B
∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h ×

Z ′′5
Zh1

.

De même, on écrit alors Z′′5
Zh1

= z9
Z′9

avec Z ′9 := Zh1z9
Z′′5

si bien que cette contribution est

� B
∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2
z96Z

′
9

∏
h6∈H0∪H1∪H2∪{9}

z−1
h ×

1
Z ′9
� B log(B)2n−n−2,

ce qui est négligeable. Pour finir, on remarque que lorsque n = 3, la condition Zh2 > 1 ne
fait pas intervenir la variable zh1 . Il n’est donc pas nécessaire d’imposer de telles restric-
tions du domaine dans ce cas-là.

On introduit ensuite la fonction b̃ : NN → R définie par

b̃(z) = vol
{

(α2, . . . , αn) ∈ [−1, 1]n−1 :
∣∣∣∣∣
n∑
i=2

diαi

∣∣∣∣∣ 6 d1

}
.

On constate en particulier que si z est réduit, alors b̃(z) = b(y) pour y l’unique n-uplet
associé à z à travers la bijection explicitée dans le Lemme 3.2.1 et où b a été définie en
(3.3.13). On considère également la fonction multiplicative g : NN → R, indicatrice de
l’ensemble des N -uplets z réduits. Il s’agit ainsi, lorsque n > 4, de sommer g(z)b̃(z)

d1
sur le

domaine V suivant{
∀j ∈ J4, n− 1K ∪ {1}, Zhj > 1, Z ′5 6 Zh1 6 Z

′′
5 , et zh 6 Zh pour h ∈ H0 ∪H1,

Zhn > 1 et zhn 6 Zhn ,
(3.3.26)

le N -uplet z étant réduit. À une contribution négligeable près de l’ordre de

O
(
B(logB)2n−n−2 log(logB)

)
,

on peut, comme dans [Bre16, section 4], se restreindre au domaine V ′ suivant

∀j ∈ J4, n− 1K ∪ {1}, Zhj > log(B)5, Z ′5(log(B))6 6 Zh1 6
Z ′′5

log(B)6 , et

zh 6 Zh pour h ∈ H0 et Zh1

log(B) < z5 6 Zh1 ,

Zhn > log(B)5 et zhn 6 Zhn ,

(3.3.27)

en utilisant la formule (3.3.22) établie lors de la preuve du Lemme 3.3.5. En particulier,
on a Z3 > log(B)5 et Z7 > log(B)5. Lorsque n = 3, il s’agit de sommer g(z)b̃(z)

d1
sur le

domaine V suivant{
Z3 > 1, Zh1 > 1, et zh 6 Zh pour h ∈ H0 ∪H1,

Z7 > 1 et z7 6 Z7,
(3.3.28)
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le N -uplet z étant réduit. À une contribution négligeable près de l’ordre de

O
(
B(logB)3 log(logB)

)
,

on peut également se restreindre au domaine V ′ suivant{
Z3 > log(B)5, zh 6 Zh pour h ∈ H0 ∪H1,
3√
BZ7 > log(B)5 et z7 6

3√
BZ7.

(3.3.29)

On utilise alors les deux lemmes suivants. Le premier traduit le fait que la fonction g soit
très proche, au sens de la convolution, de la fonction constante égale à 1 et le second est
tiré de [Bre16].

Lemme 3.3.7. La série de Dirichlet

∀s = (s1, . . . , sN ), G(s) =
∑

z∈NN
z réduit

1
N∏
h=1

zshh

est convergente sur le domaine Re(si) > 1 pour tout i ∈ J1, NK. De plus, la fonction

∀s = (s1, . . . , sN ), F (s) = G(s)
N∏
h=1

ζ(sh)−1 (3.3.30)

admet un prolongement holomorphe à la région Re(sh) > 1
2 pour tout h ∈ J1, NK.

Démonstration– On constate que la variable zN n’est soumise à aucune condition de co-
primalité et que toutes les autres variables zh sont soumises à au moins une condition de
coprimalité. On note alors En l’ensemble des couples (k, `) de J1, N − 1K2 tels que, si z est
réduit, pgcd(zk, z`) = 1. Pour tout s tel que Re(si) > 1 pour tout i ∈ J1, NK, on a ainsi

G(s) = ζ(sN )
∏
p

1 +
∑

(ν1,...,νN−1)∈ZN−1
>0 r{0}

νiνj=0 avec (i,j)∈En

1
pν1s1+···+νN−1sN−1



= ζ(sN )
∏
p


1 +

N−1∑
i=1

1
psi

+
∑

(ν1,...,νN−1)∈ZN−1
>0

νiνj=0 avec (i,j)∈En
ν1+···+νN−1>2

1
pν1s1+···+νN−1sN−1


.

(3.3.31)

Ainsi,

G(s)
N∏
h=1

ζ(sh)−1=
∏
p

(
N−1∏
i=1

(
1− 1

psi

))


1 +
N−1∑
i=1

1
psi

+
∑

(ν1,...,νN−1)∈ZN−1
>0

νiνj=0 avec (i,j)∈En
ν1+···+νN−1>2

1
pν1s1+···+νN−1sN−1


.

Le produit de droite étant convergent lorsque Re(si) > 1
2 pour tout i ∈ J1, NK, on obtient

bien le résultat annoncé. �
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Lemme 3.3.8. Soient f une fonction multiplicative en une variable dont la série de
Dirichlet est absolument convergente pour Re(s) > 2

3 et v une fonction bornée et dérivable
sur [0, 1]. On a alors pour tout Z > 1

∑
z6Z

(1 ∗ f)(z)v
(
z

Z

)
= Z

∑
k>1

f(k)
k

∫ 1

0
v(u)du+O

Z2/3 ∑
k>1

|f(k)|
k2/3

∫ 1

0

∣∣v′(u)
∣∣u2/3du

 .
Démonstration– La démonstration de ce lemme s’obtient aisément à l’aide d’une somma-
tion d’Abel (voir [Bre16, section 4]). �

On notera dans la suite f : NN → R la fonction arithmétique associée à la série de
Dirichlet F . Autrement dit, pour tout s tel que Re(sh) > 1 pour tout h ∈ J1, NK, on a

F (s) =
∑

z∈NN

f(z)
N∏
h=1

zshh

.

et g = 1 ∗ f . Une application des Lemmes 3.3.7 et 3.3.8 en sommant d’abord sur les zh
pour h ∈ H0 et le fait que d1 ne fasse intervenir aucune variable zhj pour j ∈ J2, n − 1K
fournit alors

∑
zhj
6Zhj

hj∈H0

g(z)b̃(z) = Z(0)β

(
zh1

Zh1

) ∑
kh|zh
h 6∈H0

∑
kh>1
h∈H0

f(k)∏
h∈H0

kh
+O

 1
log(B)

∑
kh|zh
h 6∈H0

∑
kh>1
h∈H0

|f(k)|∏
h∈H0

k
2/3
h




avec Z(0) =
n−1∏
j=2

Zhj et

β(u1) =
∫

[0,1]n−2
vol

{
(α1, . . . , αn) ∈ [−1, 1]n :

∣∣∣∣∣
n∑
i=2

(
i−1∏
`=1

u`

)
αi

∣∣∣∣∣ 6 1
}
du2 · · · dun−1.

En effet, on a les égalités

∀2 6 ` 6 n− 1, d`+1
d`

= zh`
Zh`

et d2
d1

= zh1

Z1

et, pour tout z,

b̃(z) = vol
{

(α1, . . . , αn) ∈ [−1, 1]n :
∣∣∣∣∣
n∑
i=2

di
d1
αi

∣∣∣∣∣ 6 1
}

= vol
{

(α1, . . . , αn) ∈ [−1, 1]n :
∣∣∣∣∣
n∑
i=2

(
i−1∏
`=1

d`+1
d`

)
αi

∣∣∣∣∣ 6 1
}
.

est une fonction différentiable à dérivées partielles bornées sur [0, 1] si bien que chacun des
termes ∫ 1

0

∣∣v′(u)
∣∣u2/3du� 1.

De plus, grâce aux conditions (3.3.27), dans le terme d’erreur du Lemme 3.3.8, on a bien(
Z(0)

)2/3
= Z(0)

(
Z(0)

)−1/3
� Z(0)

log(B)5(n−2)/3 �
Z(0)

log(B) .
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On pourra noter que Z(0) ne dépend pas de Zh1 d’après (3.3.21). On effectue alors la
sommation par rapport à zh1 pour obtenir∑

zh6Zh
h∈H0∪H1

g(z)b̃(z) =

Z(1)β̃

 ∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1

∑
kh>1

h∈H0∪H1

f(k)∏
h∈H0∪H1

kh
+O

 1
log(B)

∑
kh|zh

h6∈H0∪H1

∑
kh>1

h∈H0∪H1

|f(k)|∏
h∈H0∪H1

k
2/3
h


 ,

où Z(1) = Z(0)Zh1 et

β̃ =
∫ 1

0
β(u1)du1. (3.3.32)

Les quantités Z(1) et d1 étant indépendantes de zhn , en sommant sur zhn , il vient

∑
zhj
6Zhj

hj∈H0∪H1∪H2

g(z)b̃(z) = Z(2)β̃

 ∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

f(k)∏
h∈H0∪H1∪H2

kh

+O

 1
log(B)

∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

|f(k)|∏
h∈H0∪H1∪H2

k
2/3
h


 ,

avec Z(2) = Z(1)Zhn . On a ainsi

∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B/k

b(y)
d1

= n
√
Bβ̃

∑
zh∈V′, zh6

n√
B/k

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h

 ∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

f(k)∏
h∈H0∪H1∪H2

kh

+O

 1
log(B)

∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

|f(k)|∏
h∈H0∪H1∪H2

k
2/3
h


 .

Dans un premier temps, on remarque que l’on peut sommer sur V défini en (3.3.26) lorsque
n > 4 et en (3.3.28) lorsque n = 3 quitte à rajouter une contribution négligeable. En
effet, considérons (zh)h6∈H0∪H1∪H2 ∈ V r V ′. S’il existe 4 6 ` 6 n − 1 ou ` = 1 tel que
Zh` 6 log(B)5, alors ∏

εj(h)=1
εj+1(h)=0
h6=hj

z−1
h 6 log(B)5 ∏

εj(h)=0
εj+1(h)=1

z−1
h

si bien que∑
zh∈VrV′, zh6

n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h � log(B)5 ∑

zh6
n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h 6∈H0∪H1∪H2
εj(h)=εj+1(h)

z−1
h

∏
h 6∈H0∪H1∪H2

εj(h)=0
εj+1(h)=1

z−2
h

� log(B)5B2n−2−1 1
B2n−2 log(B)2n−n−1−2n−1−1

� log(B)2n−1−n+2

B
� 1.
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De même, si Z5 6 Z ′5(log(B))6, on a

Z5
Z ′5

=
∏

ε1(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5

zh
∏

ε1(h)=1
ε3(h)=0
h 6=3,5

z−1
h

et lorsque Z5 >
Z′′5

log(B)6 , il vient

Z ′′5
Z ′′5

=
∏

ε1(h)=0
ε2(h)=1

ε4(h)6=1 ou ε3(h)6=0

zh
∏

ε1(h)=1
ε2(h)=0

ε4(h)6=0 ou ε3(h)6=1

zh
∏

ε4(h)=1
ε3(h)=0

ε1(h)6=0 ou ε2(h)6=1

z−1
h

∏
ε4(h)=0
ε3(h)=1

ε1(h)6=1 ou ε2(h)6=0
h 6=5

z−1
h

de sorte que le même raisonnement permet de conclure à une contribution� 1. On a donc

∑
y∈Nn

16y16···6yn6
n√
B

b(y)
d1

= n
√
Bβ̃

∑
zh∈V, zh6

n√
B

h 6∈H0∪H1∪H2

∏
h6∈H0∪H1∪H2

z−1
h

 ∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

f(k)∏
h∈H0∪H1∪H2

kh

+O

 1
log(B)

∑
kh|zh

h 6∈H0∪H1∪H2

∑
kh>1

h∈H0∪H1∪H2

|f(k)|∏
h∈H0∪H1∪H2

k
2/3
h


 .

Le domaine V se réécrit sous la forme



∏
εj(h)=0
εj+1(h)=1

z−1
h

∏
εj(h)=1
εj+1(h)=0
h 6=hj

zh 6 1 pour 4 6 j 6 n− 1,

∏
εn(h)=1
h 6=hn

zh 6
n
√
B,

∏
ε1(h)=0
ε3(h)=1

z−1
h

∏
ε1(h)=1
ε3(h)=0
h 6=3

zh 6 1,
∏

ε1(h)=0
ε2(h)=1

z−1
h

∏
ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

zh 6 1

∏
ε1(h)=0
ε2(h)=1

zh
∏

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

z−1
h

∏
ε4(h)=1
ε3(h)=0

z−1
h

∏
ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

zh 6 1,

zh 6
n
√
B pour h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2.

lorsque n > 4 et 

z2
z4z5

6 1,

z4z5z6 6
3√
B,

z5
z2z6

6 1,

zh 6
3√
B pour h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2.

lorsque n = 3. En écrivant zh = B
th
n avec th > 0 pour tout h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2, on obtient
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que l’ensemble des (th)h6∈H0∪H1∪H2 vérifie

∑
εj(h)=1
εj+1(h)=0
h 6=hj

th 6
∑

εj(h)=0
εj+1(h)=1

th pour 4 6 j 6 n− 1,

∑
εn(h)=1
h 6=hn

th 6 1,
∑

ε1(h)=1
ε3(h)=0
h 6=3

th 6
∑

ε1(h)=0
ε3(h)=1

th,
∑

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

th 6
∑

ε1(h)=0
ε2(h)=1

th

∑
ε1(h)=0
ε2(h)=1

th +
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

th 6
∑

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h6=5

th +
∑

ε4(h)=1
ε3(h)=0

th,

th 6 1 pour h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2,

lorsque n > 4 et 
t2 6 t4 + t5

t4 + t5 + t6 6 1, t5 6 t2 + t6,

t2, t4, t5, t6 6 1

si n = 3 si bien que dans tous les cas, il est bien inclus dans [0, 1]2n−n−1. Une application
directe de [Le 16, lemma 8] fournit alors l’estimation

N

(
B

kn

)
= 2n−1n!
n2n−n−1kn

β̃V F (1)B log(B)2n−n−1 +O

(
B

kn
(logB)2n−n−2 log(logB)

)
,

avec

V = vol



(th) ∈ [0, 1]2n−n−1 :

∑
εj(h)=1
εj+1(h)=0
h 6=hj

th 6
∑

εj(h)=0
εj+1(h)=1

th pour 4 6 j 6 n− 1,

∑
εn(h)=1
h 6=hn

th 6 1,
∑

ε1(h)=1
ε3(h)=0
h 6=3

th 6
∑

ε1(h)=0
ε3(h)=1

th,

∑
ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

th 6
∑

ε1(h)=0
ε2(h)=1

th,

∑
ε1(h)=0
ε2(h)=1

th +
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

th 6
∑

ε1(h)=1
ε2(h)=0
h 6=5

th +
∑

ε4(h)=1
ε3(h)=0

th


(3.3.33)

lorsque n > 4 et

V = vol
{

(t2, t4, t5, t6) ∈ [0, 1]4 :
t2 6 t4 + t5

t4 + t5 + t6 6 1, t5 6 t2 + t6

}
si n = 3. Finalement, il vient

N(B;Un) = 2n−1n!β̃V
n2n−n−1ζ(n)F (1)B log(B)2n−n−1 +O

(
B(logB)2n−n−2 log(logB)

)
.

(3.3.34)
Remarque.– Géométriquement, on a transformé le problème de comptage sur la variété
Wn en un problème de comptage sur la sous-variété (3.3.35)

n∑
j=1

djxj = 0 avec ∀i ∈ J1, nK, di =
∏

16h6N
z

1−εi(h)
h . (3.3.35)
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On montrera plus tard que cette variété est liée au torseur versel d’une résolution crépante
de Wn. Cela est cohérent avec les résultats et le torseur versel obtenus dans [BBS14].

3.4 Vérification de la conjecture de Peyre pour Wn

3.4.1 Résolution crépante des singularités de Wn et forme conjecturale
de la constante de Peyre

On s’appuie ici sur le travail de Per Salberger présenté en Annexe de cet article.
L’objet de cette partie est de construire à partir de cet Annexe, une résolution crépante
des singularités deWn puis de détailler tous les éléments de la géométrie de cette résolution
crépante nécessaires à la vérification du fait que cn = cPeyre pour tout n > 3 où cn est
la constante obtenue dans le Théorème 3.1.2 et cPeyre est définie en (3.4.47) infra ou par
[Pey95, formule 5.1].

Une résolution crépante de Wn

On reformule dans cette section le résultat principal de l’Annexe de Salberger en utili-
sant les notations de cet article sans donner aucune preuve. On renvoie le lecteur intéressé
par ces dernières à cet Annexe en fin d’article.

On rappelle ici que N = 2n−1 et on introduit pour tout h ∈ J1, NK, P(h)×P(h) comme
étant l’espace biprojectif Ps(h)−1 ×Ps(h)−1 de coordonnées bihomogènes(

Y(h); Z(h)
)

=
(
Y

(h)
i1

, . . . , Y
(h)
is(h)

;Z(h)
i1
, . . . , Z

(h)
is(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1 et B(h) ⊆ P(h) × P(h) la sous-variété fermée définie par
les équations

Y
(h)
i1

Z
(h)
i1

= · · · = Y
(h)
is(h)

Z
(h)
is(h)

pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1. (3.4.36)

On pose également B0,n comme étant la sous-variété fermée de
∏

16h6N B
(h) définie par

les équations Y
(h)
i Y

(`)
j = Y

(h)
j Y

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1, (3.4.37)

Z
(h)
i Z

(`)
j = Z

(h)
j Z

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1. (3.4.38)

On a un morphisme évident donné par la projection sur le dernier facteur p0 : B0,n → B(N)

défini par
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
7→
(
Y(N); Z(N)

)
.

On introduit également Cn ⊆
∏

16h6N P(h), la variété torique de Coxeter de Sn de
coordonnées multihomogènes

∏
16h6N

(
Y(h)

)
définie par les équations (A.0.4). Enfin, on

définit la sous-variété fermée X0,n ⊆ P2n−1 ×
∏

16h6N P(h) ×P(h) de coordonnées multi-
homogènes x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;

∏
16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
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définie par les équations suivantes

Y
(h)
i1

Z
(h)
i1

= · · ·=Y (h)
is(h)

Z
(h)
is(h)

pour h∈J1, NK et εi1(h)= · · ·=εis(h)(h)=1, (3.4.39)

Y
(h)
i Y

(`)
j = Y

(h)
j Y

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1, (3.4.40)

Z
(h)
i Z

(`)
j = Z

(h)
j Z

(`)
i pour ` � h ∈ J1, NK et εi(`) = εj(`) = 1, (3.4.41)

x1Z
(N)
1 + · · ·+ xnZ

(N)
n = 0, (3.4.42)

yiY
(N)
j − yjY (N)

i = 0 pour 1 6 i < j 6 n. (3.4.43)

Le résultat principal de l’Annexe, dû à Per Salberger, est alors le suivant et permet d’ob-
tenir une résolution crépante de Wn.

Théorème 3.4.1 (Salberger, [Annexe]). Soit n > 1. La restriction de la projection sur
le premier facteur

pr1 : P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) → P2n−1

à la variété X0,n définie par les équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43)
fournit alors une résolution crépante f0,n : X0,n → Wn des singularités de Wn. De plus,
X0,n est un Pn−1-fibré sur une variété B0,n isomorphe à la variété torique de Coxeter Cn
de Sn.

On rappelle également que dans le cas n = 3 une résolution crépante est construite
dans [BBS14]. Cette dernière est isomorphe à celle fournie par le Théorème 3.4.1 comme le
remarque Salberger à la suite du théorème 1 de son Annexe. Cette résolution crépante est
un P2-fibré sur la variété torique B(3). Plus généralement, Blomer, Brüdern et Salberger
considèrent dans [BBS14] la variété triprojective Xn ⊆ P2n−1 × Pn−1 × Pn−1 de coor-
données homogènes (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;Y1, . . . , Yn;Z1, . . . , Zn) définie par les équations
suivantes 

x1Z1 + · · ·+ xnZn = 0, (3.4.44)
yiYj − yjYi = 0 pour 1 6 i < j 6 n, (3.4.45)
Y1Z1 = · · · = YnZn. (3.4.46)

Il est alors établi dans [BBS14] que la projection pr1 : P2n−1×Pn−1×Pn−1 → P2n−1 donne
lieu par restriction à un morphisme propre, Gn−équivariant et crépant fn : Xn → Wn.
Le morphisme f3 est alors la résolution crépante obtenue pour n = 3 dans [BBS14]. En
revanche, Xn n’est pas lisse dès que n > 4.

Les hypersurfaces Wn sont «presque de Fano»

La proposition suivante permet de justifier que la formule empirique [Pey01, formule
5.1] de Peyre s’applique bien dans le cas des variétés Wn pour n > 3.

Proposition 3.4.1. La variété X0,n ⊆ P2n−1 ×
∏

16h6N P(h) ×P(h) définie par les équa-
tions (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43) est «presque de Fano» au sens de
[Pey01, Définition 3.1].

Démonstration.– Le Lemme 3.4.1 entraîne aisément, de la même façon que dans [BBS14,
lemma 6], que le groupe de Picard géométrique de X0,n est sans torsion et que la classe
anticanonique est dans l’intérieur de Ceff(X0,n). Il ne reste donc qu’à justifier le fait que

H1(X0,n, OX0,n) = H2(X0,n, OX0,n) = {0}.
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On utilise alors le fait que

H1(B0,n, OB0,n) = H2(B0,n, OB0,n) = {0}.

d’après [Bou11, section 3.3] et le fait que X0,n soit un Pn−1-fibré sur B0,n permet de
conclure. �

Forme conjecturale de la constante de Peyre

La prédiction originale de Manin [FMT87] et la conjecture de Peyre [Pey95] sur les
variétés de Fano non singulières ne s’appliquent pas directement au problème de comptage
associé àWn puisque cette dernière est une hypersurface singulière pour n > 3. Néanmoins,
puisque f0,n : X0,n → Wn est une résolution crépante de Wn dont la restriction à X◦0,n →
Un est un isomorphisme où X◦0,n est l’ouvert de X0,n défini par les conditions y1 · · · yn 6= 0,
alors on a

N(B;Un) = #
{
x ∈ X◦0,n(Q) : (H ◦ f0,n) (x) 6 B

}
où la hauteur H ◦ f0,n est une hauteur anticanonique puisque f0,n est crépante. Comme
d’après la Proposition 3.4.1, la variété X0,n est une variété «presque de Fano» au sens de
[Pey01, Définition 3.1], alors le principe de Manin prend la forme suivante où la constante
de Peyre est donnée par la formule empirique [Pey01, formule 5.1]

N(B;Un) = cPeyreB (log(B))rk(Pic(X0,n))−1 (1 + o(1))

avec
cPeyre = α(X0,n)β(X0,n)ωH

(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
(3.4.47)

et

β(X0,n) = #H1
(
Gal(Q,Q),Pic(X0,n)

)
= Coker

(
Br(Q)→ Br(X0,n)

)
, (3.4.48)

α(X0,n) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cône effectif et

ωH
(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
est un nombre de Tamagawa que l’on détaillera en section 4.3.

Le facteur β(X0,n)

En raisonnant comme dans [BBS14], on obtient que le groupe de Brauer cohomolo-
gique de X0,n, à savoir Br(X0,n) = H2

ét(X0,n,Gm), est trivial. En effet, c’est un invariant
birationnel [Gro68] et on combine alors le fait que l’hypersurface Wn considérée soit ra-
tionnelle avec le fait que Br

(
Pr

Q
)

= {0} pour tout r > 1 pour obtenir le résultat. Il s’ensuit
alors de (3.4.48) que β(X0,n) = 1.

Le facteur α(X0,n)

Dans le but de calculer le facteur α(X0,n) apparaissant dans la constante de Peyre,
il est nécessaire de décrire un peu plus précisément le géométrie de X0,n et notamment
son groupe de Picard et son cône pseudo-effectif. On s’appuie pour ce faire sur [BBS14]
où ce travail est effectué dans le cas n = 3 et sur les résultats de Salberger présentés
en Annexe. On prouve pour commencer la proposition suivante. Les arguments reposent
essentiellement sur le fait que la variété Wn soit la compactification équivariante d’un
groupe algébrique.
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Proposition 3.4.2. Le morphisme f0,n : X0,n → Wn défini dans l’Annexe et en section
4.1 est un morphisme propre, Gn-équivariant d’une variété normale X0,n vers Wn. De
plus, il s’agit d’une résolution crépante de Wn.

Démonstration.– Le fait qu’il s’agisse d’une résolution crépante résulte du théorème 4 de
l’Annexe de Salberger et le fait que X0,n soit normale résulte du fait que X0,n soit lisse.
On tire aussi de la construction par Salberger de f0,n en Annexe le fait que f0,n = pXn ◦fn
avec

pXn : X0,n → Xn et fn : Xn →Wn

définie en [BBS14, section 3]. D’après le théorème 6 de [BBS14], il vient que fn est un
morphisme propre et Gn-équivariant. Il suffit donc de démontrer que pXn est un morphisme
propre et Gn-équivariant afin de conclure. Pour ce faire on s’inspire de la preuve de ce
théorème 6 de [BBS14]. On considère alors

Un = jn(Gn) = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈Wn : y1 · · · yn 6= 0}

pour jn : Gn ↪→ Wn. On a alors f−1
0,n(Un) ⊆ B∗0 et f0,n est un isomorphisme de f−1

0,n(Un)
sur Un. En effet, l’application inverse est donnée par

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ Un 7−→

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N

(
y(h); 1

y(h)

) ∈ f−1
0,n(Un),

où
y(h) =

(
yi1 , . . . , yis(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et
1

y(h) =
(

1
yi1
, . . . ,

1
yis(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1.

On peut donc considérer Gn comme un ouvert de X0,n et que X0,n est muni d’une Gn-
action naturelle β0 : Gn ×X0,n → X0,n pour laquelle

((
b1 a1
0 b1

)
, . . . ,

(
bn an
0 bn

))
.

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
est donné parb1x1 + a1y1, . . . , bnxn + anyn, b1y1, . . . , bnyn;

∏
16h6N

(
bY(h); Z(h)

b

) ,
où l’on note

bY(h) =
(
bi1Y

(h)
i1

, . . . , bis(h)Y
(h)
is(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et
Z(h)

b
=

Z(h)
i1

bi1
, . . . ,

Z
(h)
is(h)

bis(h)

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1.

La restriction de β0 à Gn × f−1
0,n(Un) donne simplement la loi de groupe de Gn et le

diagramme suivant
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Cn ×X0,n
β0 //

(Id,f0,n)
��

X0,n

f0,n
��

Gn ×Wn α
//Wn

est commutatif, ce qui permet de compléter la preuve de la proposition. �

Passons maintenant à une description du groupe de Picard de X0,n et de son cône
pseudo-effectif. De la même façon que dans [BBS14], le fait que X0,n soit une compactifi-
cation équivariante de Gn nous permet d’exploiter le résultat de [TT12, proposition 1.1]
suivant.

Proposition 3.4.3 ([TT12, proposition 1.1]). Soient Y une compactification équiva-
riante lisse et propre d’un groupe algébrique linéaire connexe et résoluble G, DivY rG(Y )
le groupe abélien libre des diviseurs à support dans Y r G et Ceff(Y ) ⊆ Pic(Y ) ⊗Z R le
cône pseudo-effectif engendré par les classes de diviseurs effectifs. Alors la frontière

D = Y rG =
⋃
ι∈I

Dι,

où I indexe les composantes irréductibles de D et Dι est une composante irréductible de
D pour ι ∈ I, est un diviseur de Weil à croisements normaux. De plus,
(i) On a une suite exacte 0→ Hom(G,Gm)→ DivY rG(Y )→ Pic(Y )→ 0.
(ii) On a Pic(Y ) =

⊕
ι∈I ZDι.

(iii) On a Ceff(Y ) =
∑
ι∈I R>0Dι.

On écrira dans toute la suite [D] pour la classe dans Pic(X0,n) d’un diviseur D de
X0,n,

[
−KX0,n

]
pour la classe anticanonique, ω−1

X0,n
pour le faisceau anticanonique et

Ceff(X0,n) ⊆ Pic(X0,n) ⊗Z R le cône pseudo-effectif engendré par les classes de divi-
seurs effectifs. On introduit alors DN la sous-variété de X0,n définie par les équations
y1 = · · · = yn = 0 et, pour tout h ∈ J1, N − 1K, on pose également Dh comme étant la
sous-variété de X0,n définie par les équations

∀` ∈ J1, NK tel que ` 6� h et ` 6� N − h :
{
Y

(`)
i = 0 si εi(`) = εi(h) = 1
Z

(`)
j = 0 si εj(`) = 1 et εj(h) = 0.

(3.4.49)
On remarque en particulier que la condition ` 6� h implique l’existence d’un i0 ∈ J1, nK
tel que εi0(`) = 1 et εi0(h) = 0 et la condition ` 6� N − h implique l’existence d’un
j0 ∈ J1, nK tel que εj0(`) = εj0(h) = 1 si bien que les conditions (3.4.49) sont bien définies.
On démontre alors le lemme essentiel suivant, inspiré du lemme 4 de [BBS14].

Lemme 3.4.1. (i) On a X0,nrGn =
⋃

16h6N Dh et DivX0,nrGn(X0,n) =
⊕

16h6N ZDh.
(ii) Le morphisme canonique de DivX0,nrGn(X0,n) vers Pic(X0,n) est surjectif de noyau

engendré par ∑
16h6N
εi(h)=1

Dh −
∑

16h6N
ε1(h)=1

Dh pour 2 6 i 6 n.

En particulier rang (Pic(X0,n)) = 2n − n.
(iii) On a

Ceff(X0,n) =
∑

16h6N
R>0Dh.
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(iv) Pour tout 1 6 i 6 n, le diviseur

n
∑

16h6N
εi(h)=1

Dh

est un diviseur anticanonique.

Remarque.– On déduit alors du point (ii) du Lemme 3.4.1 (et plus particulièrement du
fait que rang (Pic(X0,n)) = 2n−n) que la puissance de log obtenue dans le Théorème 3.1.2
est bien conforme au principe de Manin.

Démonstration.– Commençons par le point (i). Par définition, on a

X0,n rGn =


x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;

∏
16h6N

(
Y h;Zh

) ∈ X0,n : y1 · · · yn = 0

 .
L’inclusion ⋃

16h6N
Dh ⊆ X0,n rGn

est claire. Supposons que

P =

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N
(Y(h); Z(h))

 ∈ X0,n rGn.

On a alors deux cas. Soit y1 = · · · = yn = 0, auquel cas on a immédiatement P ∈ DN .
Soit il existe k ∈ J1, n− 1K tel que yi1 = · · · = yik = 0 pour {i1, . . . , ik} ⊆ J1, nK et yj 6= 0
pour j 6∈ {i1, . . . , ik}. Alors, d’après (3.4.43) et (3.4.42), on a Y (N)

i1
= · · · = Y

(N)
ik

= 0
et Z(N)

i = 0 pour tout i 6∈ {i1, . . . , ik}. Grâce aux équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41),
(3.4.42) et (3.4.43), on en déduit que P ∈ Dh pour h =

∑k
j=1 2ij−1. Il suffit alors de

constater que chacune des variétés Dh pour h ∈ J1, NK est irréductible et on peut alors
conclure grâce à la Proposition 3.4.3.

Passons au point (ii). Le point (i) de la Proposition 3.4.3 permet d’obtenir la suite
exacte

0→ Hom(Gn,Gm)→ DivX0,nrGn(X0,n)→ Pic(X0,n)→ 0

où l’application Hom(Gn,Gm)→ DivX0,nrGn(X0,n) est l’application diviseur des fonctions
rationnelles. Comme dans [BBS14, Lemma 4.(i)], on obtient que Hom(Gn,Gm) est le
groupe abélien libre engendré par les yi

y1
= Y

(N)
i

Y
(N)
1

pour i ∈ J2, nK. Il vient alors facilement
que

∀i ∈ J2, nK, div
(
Y

(N)
i

Y
(N)

1

)
=

∑
16h6N
εi(h)=1

Dh −
∑

16h6N
ε1(h)=1

Dh pour 2 6 i 6 n,

ce qui permet de conclure la démonstration de (ii).

Le point (iii) résulte immédiatement du point (iii) de la Proposition 3.4.3.
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Enfin, démontrons le point (iv). Comme f0,n : X0,n → Wn est crépante et que ωWn
∼=

OWn(−n), d’après [Har08, II.6.17.1], il suffit d’établir que le sous-schéma fermé défini par
yi = 0 pour i ∈ J1, nK donne lieu au diviseur∑

16h6N
εi(h)=1

Dh.

Comme remarqué dans [BBS14, lemma 4], il est facile de voir que yi a multiplicité 1 le
long de D0 et on est par conséquent ramené à établir que le sous-schéma fermé défini par
Yi = 0 donne lieu au diviseur ∑

16h6N−1
εi(h)=1

Dh,

ce qui est clair au vu de (3.4.49). �

On est désormais en mesure de calculer, de façon analogue à [BBS14], le facteur α(X0,n)
défini dans [Pey95]. On introduit Ceff(X0,n)∨ ⊆ Hom(Pic(X0,n)⊗Z R,R), le cône dual
de Ceff(X0,n) constitué de toutes les applications linéaires Λ : Pic(X0,n)∨ ⊗Z R → R
telles que λ ([D]) > 0 pour tout diviseur effectif D de X0,n. Considérons de plus ` :
Hom (Pic(X0,n)⊗Z R,R)→ R l’application linéaire qui à tout Λ ∈ Hom(Pic(X0,n)⊗Z R,R)
associe Λ

([
−KX0,n

])
. On munit alors Hom (Pic(X0,n)⊗Z R,R) de la mesure de Le-

besgue ds normalisée telle que L = Hom(Pic(X0,n),Z) soit de covolume 1. On munit
ainsi l’hyperplan H = `−1 ({1}) de la mesure ds

d(`−1) . En particulier, si z1, . . . , zr sont
des coordonnées de Hom (Pic(X0,n)⊗Z R,R) correspondant à une Z−base de L et si
`(z1, . . . , zr) = α1z1 + · · ·+ αrzr pour (α1, . . . , αr) ∈ Rr, alors

ds
d(`− 1) = dz1 · · · dzi−1d̂zidzi+1 · · · dzr

|αi|
= dz1 · · · dzi−1dzi+1 · · · dzr

|αi|
dès que αi 6= 0.

(3.4.50)
On a alors, en accord avec [Pey95],

α(X0,n) = Vol
{

Λ ∈ Ceff(X0,n)∨ | Λ
([
−KX0,n

])
= 1

}
=
∫

Ceff(X0,n)∨∩H

ds
d(`− 1) .

Lemme 3.4.2. On a α(X0,n) = 1
n2n−nV où V est défini en (3.3.33).

Démonstration.– Supposons que n > 4, le cas n = 3 étant couvert par [BBS14, lemma 5].
Grâce au Lemme 3.4.1, on sait que Pic(X0,n) est engendré par les Dh pour h ∈ J1, NK avec
les relations

∀i 6= j ∈ J1, nK,
∑

16h6N
εi(h)=1

Dh −
∑

16h6N
εj(h)=1

Dh = 0.

Ces dernières fournissent les relations

∀4 6 j 6 n− 1, Dhj =
∑

εj+1(h)=1
εj(h)=0

Dh −
∑

εj+1(h)=0
εj(h)=1
h 6=hj

Dh (3.4.51)

et
D5 =

∑
ε2(h)=1
ε1(h)=0

Dh −
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

Dh (3.4.52)
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ainsi que

D3 =
∑

ε3(h)=1
ε1(h)=0

Dh −
∑

ε3(h)=0
ε1(h)=1
h 6=3

Dh (3.4.53)

et enfin, en utilisant également la relation (3.4.52),

D7 =
∑

ε4(h)=1
ε3(h)=0

Dh −
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=7

Dh =
∑

ε4(h)=1
ε3(h)=0

Dh −D5 −
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

Dh

=
∑

ε4(h)=1
ε3(h)=0

Dh +
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

Dh −
∑

ε2(h)=1
ε1(h)=0

Dh −
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

Dh.
(3.4.54)

On note bien que chacun des membres de droite des relations (3.4.51), (3.4.52), (3.4.53) et
(3.4.54) ne fait intervenir aucune des variables Dhj pour hj ∈ H0 ∪H1. On en déduit que
(Dh)h6∈H0∪H1 forme une Z-base de Pic(X0,n). On considère alors (eh)h6∈H0∪H1 la Z-base
duale de L vérifiant eh([D`]) = δh,` pour tous (h, `) ∈ J1, NK2 et on notera (zh)h6∈H0∪H1 les
coordonnées de Hom (Pic(X0,n)⊗Z R,R) relatives à cette base. Le Lemme 3.4.1 entraîne
que

Ceff(X0,n)∨ =

(zh)h6∈H0∪H1 ∈ (R>0)2n−n :

∑
εj+1(h)=1
εj(h)=0

zh −
∑

εj+1(h)=0
εj(h)=1
h 6=hj

zh > 0, 4 6 j 6 n− 1,

∑
ε2(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

zh > 0,
∑

ε3(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε3(h)=0
ε1(h)=1
h 6=3

zh > 0,

∑
ε4(h)=1
ε3(h)=0

zh +
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

zh −
∑

ε2(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

zh > 0.


et le point (iv) du Lemme 3.4.1 entraîne que H a pour équation

n
∑

εn(h)=1
zh = 0,

équation qui ne fait pas intervenir aucune variable zh pour h ∈ H0 ∪H1. D’après (3.4.50)
et en éliminant zN , on obtient

ds
d(`− 1) =

∏
16h6N−1

dzh

n

si bien que

α(X0,n) = 1
n

∫
∆

∏
16h6N−1

dzh
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où ∆ est donné par

(zh)h6∈H0∪H1∪H2 ∈ (R>0)2n−n−1:

n
∑

εn(h)=1
h 6=hn

zh 6 1,

∑
εj+1(h)=1
εj(h)=0

zh −
∑

εj+1(h)=0
εj(h)=1
h 6=hj

zh > 0 4 6 j 6 n− 1,

∑
ε2(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

zh > 0,
∑

ε3(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε3(h)=0
ε1(h)=1
h 6=3

zh > 0,

∑
ε4(h)=1
ε3(h)=0

zh +
∑

ε2(h)=0
ε1(h)=1
h 6=5

zh −
∑

ε2(h)=1
ε1(h)=0

zh −
∑

ε4(h)=0
ε3(h)=1
h 6=5,7

zh > 0.



.

Le changement de variables th = nzh pour tout h 6∈ H0 ∪H1 ∪H2 fournit alors immédia-
tement le résultat escompté. �

Construction du torseur versel associé à Wn

Soit n > 3. Si l’on note

Wn = #
{

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ Z2n : y1y2 · · · yn 6= 0,
(x,y) vérifie (3.1.1)

}
(3.4.55)

et

An = #


(
x′; (zh)16h6N

)
∈ Zn × (Z r {0})2n−1 :

(zh)16h6N N -uplet réduit,
zh > 0 si s(h) > 2,

n∑
j=1

( ∏
16h6N

z
1−εj(h)
h

)
z2j−1x′j = 0


,

la section 3.2.2 et en particulier la relation (3.3.35) permet d’obtenir le lemme suivant, qui
coïncide avec [BBS14, Lemma 7] dans le cas n = 3.

Lemme 3.4.3. L’application An → Z2n définie par

(
x′; (zh)16h6N

)
∈ An 7−→

z1x
′
1, . . . , z2n−1x′n,

∏
16h6N

z
ε1(h)
h , . . . ,

∏
16h6N

z
εn(h)
h

 (3.4.56)

réalise une bijection de An sur Wn.

C’est ce paramètrage de Wn qui nous a permis d’obtenir le Théorème 3.1.2. On ex-
plicite maintenant le torseur versel T associé à la résolution crépante X0,n explicitée en
section 3.4.2 et on établit de façon analogue à [BBS14] que ce paramètrage du problème
de comptage est en réalité une descente sur ce torseur versel T . La constante de Peyre
s’interprétera alors à la manière de [Sal98] et [BBS14] comme un volume adélique de T .
On renvoie à la section 3.4.2 de [BBS14] et au Lemme 3.4.1 pour un rappel concernant la
notion de torseur versel et la justification qu’il n’existe, à isomorphisme près, qu’un seul
torseur versel pour la variété X0,n.

On suit ici le schéma de la démonstration dans le cas n = 3 de [BBS14]. La variété X0,n
est une hypersurface de la variété Ξ0 ⊆ P2n−1×

∏
16h6N P(h)×P(h) définie par les équations
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(3.4.39), (3.4.40), (3.4.41) et (3.4.43). De la même façon que pour X0,n, il est facile de voir
que la restriction à Ξ0 de la projection P2n−1×

∏
16h6N P(h)×P(h) →

∏
16h6N P(h)×P(h)

donne lieu à un morphisme γ : Ξ0 → B0,n qui munit la variété Ξ0 d’une structure de Pn-
fibré sur B0,n. On commence, comme dans [BBS14], à décrire le torseur versel de Ξ0. Pour
ce faire, on tire parti du lemme fondamental suivant.

Lemme 3.4.4. La variété Ξ0 est une variété torique projective lisse et déployée. Le tore
associé est l’ouvert U de Ξ0 défini par

x1 · · ·xny1 · · · yn
∏

16h6N

∏
16i6n
εi(h)=1

Y
(h)
i Z

(h)
i 6= 0.

Démonstration.– On considère T1 le tore déployé de dimension 2n−1 défini comme le quo-
tient du tore G2n

m par le plongement diagonal de Gm dans G2n
m . Lorsque la multiplication

sur U est donnée par la multiplication coordonnée par coordonnée, l’applicationx1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

) ∈ U 7−→ [(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)] ∈ T1

est un isomorphisme de réciproque

[(t1, . . . , tn, u1, . . . , un)] ∈ T1 7−→

t1, . . . , tn, u1, . . . , un;
∏

16h6N

(
U(h); 1

U(h)

) ∈ U,
avec

U(h) =
(
ui1 , . . . , uis(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et
1

U(h) =
(

1
ui1

, . . . ,
1

uis(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1.

Le tore G2n
m agit sur Ξ0 par multiplication coordonnée par coordonnée. Le produit

(t1, . . . , tn, u1, . . . , un).

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
est donné par t1x1, . . . , tnxn, u1y1, . . . , unyn;

∏
16h6N

(
uY(h); Z(h)

u

) ,
avec

uY(h) =
(
ui1Y

(h)
i1

, . . . , uis(h)Y
(h)
is(h)

)
pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et
u

Z(h) =

Z(h)
i1

ui1
, . . . ,

Z
(h)
is(h)

uis(h)

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1.

Cela fournit après passage au quotient une action ρ : T × Ξ0 → Ξ0 dont la restriction à
U donne la loi de groupe de T et cela permet de conclure que Ξ0 est un variété torique
projective de dimension 2n− 1. Elle est lisse puisqu’il s’agit d’un Pn-fibré sur B0,n. �
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Comme dans [BBS14], on utilise alors, le résultat de [Sal98] suivant qui permet de
décrire le torseur versel d’une variété torique déployée projective lisse. Le torseur versel
T de Ξ0 est ainsi donné par le morphisme de Cox de la sous-variété torique An r F de
An dans Ξ0 décrit dans [Cox95] où n est le nombre de cônes de dimension un (appelés
arêtes) de l’éventail ∆ de Ξ0 (voir [Ful93] pour plus de détails à ce sujet) et F ⊆ An est
le sous-ensemble fermé défini par les monômes tσ =

∏
ρ 6∈σ(1) tρ où tρ est un système de

coordonnées de An lorsque ρ décrit l’ensemble des arêtes de ∆, σ ∈ ∆ un cône maximal
et σ(1) est l’ensemble des arêtes de σ. On applique alors ce résultat pour en déduire la
proposition suivante.

Proposition 3.4.4. Soit Ω ⊂ A2n+n−1 la sous-variété ouverte de coordonnées(
x; (zh)16h6N

)
définie par les conditions

zhn
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 ou xi
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 (3.4.57)

pour i ∈ J1, nK et j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}
.

Le morphisme ϕ : Ω→ Ξ0 défini par

(
x; (zh)16h6N

)
7−→

x1, . . . , xn,
∏

16h6N
ε1(h)=1

zh, . . . ,
∏

16h6N
εn(h)=1

zh;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

) (3.4.58)

où

Y(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et

Z(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour Ξ0.

Démonstration.– On renvoie à [BBS14] et [Ful93] pour les trois résultats rappelés ci-
dessous. Soient ∆ l’éventail associé à la variété torique Ξ0 et σ un cône de ∆. On notera
alors Oσ l’orbite associée à σ et V (σ) = Oσ. On a alors les trois résultats suivants qui vont
s’avérer essentiels.

(i) Tout d’abord, il existe une bijection entre les arêtes ρ de ∆ et les composantes
irréductibles de Ξ0 r U .
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(ii) Ensuite, il existe également une bijection entre les cônes maximaux σ de ∆ et les
points fixes de Ξ0 r U sous l’action de U .

(iii) Enfin, pour σ ∈ ∆ et ρ ∈ ∆ une arête, on a l’équivalence suivante :

ρ ∈ σ(1) ⇐⇒ V (σ) ⊆ Dρ

où Dρ est la composante irréductible de Ξ0 r U associée à ρ.

Dans le cas de Ξ0, les composantes irréductibles de Ξ0 rU s’obtiennent de la même façon
que dans la démonstration du Lemme 3.4.1. On a 2n + n − 1 composantes irréductibles.
Les n premières que l’on notera Xi dans la suite et à qui on associera la coordonnée ξi sont
définies par l’équation xi = 0 pour i ∈ J1, nK. On a également DN , associé à la coordonnée
zN , définie par l’équation y1 = · · · = yn = 0. Enfin, pour tout h ∈ J1, N − 1K, on a Dh,
associé à la coordonnée zh, définie par les équations

∀` ∈ J1, NK tel que ` 6� h et ` 6� N−h :
{
Y

(`)
i = 0 si εi(`) = εi(h) = 1
Z

(`)
j = 0 si εj(`) = 1 et εj(h) = 0.

On déduit alors de [Sal98] et de la discussion supra (i) qu’il existe un plongement naturel
du torseur versel T de Ξ0 dans l’espace affine A2n+n−1 de coordonnées

(
ξ; (zh)16h6N

)
.

Au vue de l’action de U sur Ξ0, un point P de Ξ0 r U est fixé par cette action si, et
seulement si, son image a exactement une coordonnée non nulle par chacune des projections
suivantes

P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) −→ P2n−1

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N
(Y(h); Z(h))

 7−→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

et pour tout h ∈ J1, NK

P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) −→ P(h)

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N
(Y(h); Z(h))

 7−→
(
Y(h)

)
et

P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) −→ P(h)

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏

16h6N
(Y(h); Z(h))

 7−→
(
Z(h)

)
.

On en déduit que pour point Ξ0 r U fixé par l’action de U , soit il existe jn ∈ J1, nK tel
que yjn 6= 0 soit il existe ` ∈ J1, nK tel que x` 6= 0. On admet à présent dans la suite de
ce paragraphe que dès qu’un indice i ∈ J1, nK a été fixé tel que Y (h)

i 6= 0 pour un certain
1 6 h 6 N donné, alors pour tous les autres indices j tels que εj(h) = 1, on a Y (h)

j = 0.
Plaçons-nous pour commencer dans le cas où yjn 6= 0. On a alors nécessairement

Y
(N)
jn
6= 0 d’après (A.0.8) et plus généralement, pour tout h ∈ J1, NK tel que εjn(h) = 1,

on a Y (h)
jn
6= 0 d’après (A.0.5). De plus, il existe `n ∈ J1, nKr {jn} tel que Z(N)

`n
6= 0 et plus

généralement, pour tout h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 1, on a Z(h)
`n
6= 0 au vu de (A.0.4)
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et de (A.0.6). On a donc que pour tout h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = εjn(h) = 1, Y (h)
jn
6= 0

et Z(h)
`n
6= 0. Intéressons-nous à présent aux h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 1 et εjn(h) = 0.

Pour ces h, on a nécessairement Z(h)
`n
6= 0. On pose alors hn−1,j = N − 2jn−1. Puisque

P est fixé sous l’action de U , il existe jn−1 ∈ J1, nK r {jn, `n} tel que Y (hn−1,j)
jn−1

6= 0 et
plus généralement pour tout h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 1 et h � hn−1,j, on a Y (h)

jn−1
6= 0

d’après (A.0.4) et (A.0.5). On construit alors en itérant ce procédé h2,j, . . . , hn−1,j ainsi
que j1, . . . , jn−1 tel que pour tout r ∈ J2, n− 1K,

hr,j = N −
n∑

s=r+1
2js−1 =

r∑
s=1

2js−1

et
Y

(h)
jr
6= 0 ∀h ∈ J1, NK tel que h � hr,j et εjr(h) = 1

et jr ∈ J1, nKr {jn, . . . , jr+1, `n} (ce qui est bien toujours possible). Passons à présent aux
cas des h ∈ J1, NK tels que ε`n(h) = 0 et εjn(h) = 1. Pour ces h, on a nécessairement
Y

(h)
jn
6= 0 et on note que tout h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 0 et εjn(h) = 1 vérifie h 6� `

et ` 6� h pour tout ` ∈ J1, NK tel que εjn(`) = 0 et εjn−1(`) = 1. On pose alors h′n−1,` =

N −2`n−1. Il existe ainsi `n−1 ∈ J1, nKr{jn, `n} tel que Z
(h′n−1,`)
`n−1

6= 0 et plus généralement
pour tout h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 0 et h � h′n−1,`, on a Z(h)

`n−1
6= 0. On construit alors

h′3,`, . . . , h
′
n−2,` ainsi que `3, . . . , `n−1 tel que pour tout r ∈ J3, n− 1K,

h′r,` = N −
n∑

s=r+1
2`s−1

et
Z

(h)
`r
6= 0 ∀h ∈ J1, NK tel que h � h′r,` et ε`r(h) = 1

et jr ∈ J1, nK r {`n, . . . , `r+1, jn, jn−1}. Ensuite si on pose h′2,` = h′3,` − 2`n−2−1, alors on

a Y
(h′2,`)
jn

6= 0 et Z
(h′2,`)
jn−1

6= 0 car les chiffres de h′2,` sont exactement jn et jn−1. Reste
alors à traiter le cas des h ∈ J1, NK tel que ε`n(h) = 0 et εjn(h) = 0. Puisqu’on a
h2,j � h3,j � · · · � hn−1,j et h′2,` � h′3,` � · · · � h′n−1,`, il existe r et s tels que h � hr,j

et h � h′s,` et h 6� hi,j pour i > r et h 6� h′j,` pour j > s. Il s’ensuit alors que Y (h)
jr
6= 0

et Z(h)
`s
6= 0. Par construction, hi,j et h′j,` ne sont pas comparables pour la relation �

pour i > 3 et j > 3. On en déduit finalement que P n’appartient pas aux composantes
irréductibles Dh avec h ∈ J1, N − 1K telles que

εjn(h) = 1
ou h ≺ hn−1,j et εjn−1(h) = 1
ou h ≺ hn−2,j et εjn−2(h) = 1

...
ou h ≺ h2,j et εj2(h) = 1

(3.4.59)

ou 

ε`n(h) = 0
ou h ≺ h′n−1,` et ε`n−1(h) = 0
ou h ≺ h′n−2,` et ε`n−2(h) = 0
...
ou h ≺ h′3,` et ε`3(h) = 0.

(3.4.60)
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Les seuls h ∈ J1, nK r {h2,j, . . . , hn−1,j} qui ne vérifient pas les conditions (3.4.59) sont
les h tels que εj2(h) = εj2(h) = · · · = εjn(h) = 0. En effet, les conditions εjn(h) =
· · · = εjn−k+1(h) = 0 pour k ∈ J1, n − 1K impliquent que h ≺ hk,j. Il s’ensuit que
h = 2`n−1 et les conditions (3.4.59) entraînent que P n’appartient pas aux Dh tels que
h 6∈ {2`n−1, h2,j, . . . , hn−1,j}. Les conditions (3.4.60) ne sont pas vérifiées par un élément
h ∈ {2`n−1, h2, . . . , hn−1}. En effet, un tel élément vérifie ε`n(h) = 1 et ne vérifie jamais
h � h′k,` pour tout k ∈ J3, n− 1K. Ainsi les conditions (3.4.60) impliquent que le point P
n’appartient pas à Dh pour h ∈ J1, N − 1K r {2`n−1, h2, . . . , hn−1}.

Le cas où x` 6= 0 se traite de façon parfaitement analogue. Le sous-ensemble excep-
tionnel défini dans [Cox95] et dans la discussion précédant la proposition est donc donné
par les monômes

zhn
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 ou xi
∏

16h6N
h6∈Hj

zh 6= 0

pour i ∈ J1, nK et j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}
.

Par conséquent, T = A2n+n−1 r F est bien l’ouvert Ω défini dans l’énoncé de la Proposi-
tion 3.4.4.
Grâce à la description du morphisme ϕ : T → Ξ0 rappelée dans [BBS14] dans leur
preuve du lemme 10, on sait que la restriction de ϕ à G2n+n−1

m est le morphisme de tores
G2n+n−1
m → U dual du morphisme «diviseur» Q[U ]∗/Q∗ → DivΞ0rU (Ξ0), où DivΞ0rU (Ξ0)

désigne le groupe abélien libre des diviseurs de Ξ0 à support dans Ξ0 r U . Le groupe
Q[U ]∗/Q∗ est engendré par x1/yn, . . . , xn/yn, y1/yn, . . . , yn−1/yn. Puisqu’on a

div(xi) = Xi, div(yi) =
∑

16h6N
εi(h)=1

Dh pour i ∈ J1, nK

ainsi que pour tout h ∈ J1, N − 1K,

div
(
Y

(h)
i

)
=

∑
16`6N
εi(`)=1

D` −
∑

16`6N
h�`

D` pour εi(h) = 1

et
div

(
Z

(h)
i

)
=

∑
16`6N
εi(`)=0

D` −
∑

16`6N
εj(`)=0 si εj(h)=1

D` pour εi(h) = 1,

on obtient aisément que la restriction de ϕ à l’ouvert dense de Ω sur lequel chacune des
coordonnées est non nulle est bien donnée par (3.4.58) et on conclut alors par densité la
démonstration de cette proposition. �

On déduit de la Proposition 3.4.4 le théorème suivant de manière analogue à [BBS14].

Théorème 3.4.2. Soit O ⊂ A2n+n−1 la sous-variété ouverte de coordonnées(
x′; (zh)16h6N

)
définie par

n∑
i=1

x′i


∏

16h6N
h 6=hn
s(h)>2

z
1−εi(h)
h

 = 0. (3.4.61)
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et les conditions
zhn

∏
16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 ou x′iz2i−1
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh 6= 0 (3.4.62)

pour i ∈ J1, nK et j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}
.

Le morphisme ϕO : O → X0,n défini par

(
x′; (zh)16h6N

)
7−→

z1x
′
1, . . . , z2n−1x′n,

∏
16h6N
ε1(h)=1

zh, . . . ,
∏

16h6N
εn(h)=1

zh;
∏

16h6N

(
Y(h); Z(h)

)
(3.4.63)

où

Y(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=1

z`

∏
16`6N
h�`

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

et

Z(h) =



∏
16`6N
εi1 (`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`
, . . . ,

∏
16`6N

εis(h)
(`)=0

z`

∏
16`6N

εi(`)=0 si εi(h)=1

z`

 pour εi1(h) = · · · = εis(h)(h) = 1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour X0,n.

Démonstration.– On obtient grâce à la suite spectrale de Leray (voir [BBS14]) le dia-
gramme commutatif de g-modules triviaux suivants

0 // Pic(B0) γ∗ //

Id
��

Pic(Ξ0) //

��

Z //

Id
��

0

0 // Pic(B0) λ
∗
// Pic(X0) // Z // 0

où g = Gal
(
Q/Q

)
, λ∗ : X0 → B0 et γ∗ : Ξ0 → B0 sont les morphismes sur Q provenant

respectivement des fibrations λ : X0,n → B0,n et γ : Ξ0 → B0,n. La flèche Pic(Ξ0) →
Pic(X0) est un isomorphisme et on a une suite exacte duale de Q-tores algébriques

1 // Gm
// T // S // 1

avec T le tore dont le groupe des caractères est T̂ = Pic(Ξ0) = Pic(X0) et S le tore dont le
groupe des caractères est Ŝ = Pic(B0). De la fonctorialité de la suite exacte (voir [CTS87])

0 // H1
ét(Q, T ) // H1

ét(X0,n, T ) χ // Homg

(
T̂ ,Pic

(
X0
))
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par rapport à X0,n → Ξ0, il s’ensuit que le T -torseur versel pour Ξ0 se restreint au sous-
ensemble ϕ−1(X0,n) ⊆ Ω à un T -torseur versel pour X0,n. Le sous-ensemble ϕ−1(X0,n) est
défini par l’équation (3.4.39). Après avoir remarqué que (3.4.64) et (3.4.39) sont équiva-
lentes lorsque (3.4.1) est vérifiée et en utilisant la Proposition 3.4.4, cette dernière prend
la forme

n∑
i=1

ξi

 ∏
16h6N

z
1−εi(h)
h

 = 0. (3.4.64)

À la manière de [BBS14], on définit les n fonctions régulières x′1, . . . , x′n sur ϕ−1(X0,n).
Sur l’ouvert ∏

16h6N
z

1−εi(h)
h 6= 0

pour i ∈ J1, nK fixé, on pose

x′i = −

n∑
j=1
j 6=i

ξj

 ∏
16h6N
h 6=z2i−1

z
1−εj(h)
h


∏

16h6N

z
1−εi(h)
h

et x′j = ξj
z2j−1

pour j ∈ J1, nK r {i}. (3.4.65)

Si l’on impose de plus z2i−1 6= 0, alors on vérifie aisément que x′i = ξi
z2i−1

, ce qui assure
que les définitions sur les différents ouverts lorsque i varie dans J1, nK sont compatibles et
se recollent pour donner des fonctions régulières bien définies sur ϕ−1(X0,n). Cela permet
d’obtenir la proposition. �

On adapte alors la fin de la section 4 de [BBS14] pour obtenir des informations sur les
points entiers qui seront nécessaires afin de calculer le nombre de Tamagawa apparaissant
dans la constante de Peyre. Soit X0,n ⊆ P2n−1

Z ×
∏

16h6N P(h)
Z ×P(h)

Z défini par les équa-
tions (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43) et Ξ0 ⊆ P2n−1

Z ×
∏

16h6N P(h)
Z ×P(h)

Z
défini par les équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41) et (3.4.43). D’après [Ful93, pages 22-
23], on peut étendre le morphisme ϕ : Ω → Ξ0 de la Proposition 3.4.4 en un morphisme
ϕ : Ω → Ξ0 entre deux schémas toriques puisque le morphisme de Cox provient d’un
morphisme d’éventails. Les arguments utilisés lors de la démonstration de la Proposi-
tion 3.4.4 mais sur Z fournissent que Ω est le sous-schéma de A2n+n−1

Z de coordonnées(
x, (zh)16h6N

)
défini par les conditions (3.4.1) et le morphisme ϕ : Ω→ Ξ0 est défini par

(3.4.58) est le morphisme sous-jacent d’un torseur ϕT : T → Ξ0 sous un tore déployé sur Z
que l’on notera T ∼= G2n−n

m,Z avec H1
ét(Z, T ). Ainsi il y a une bijection entre les T (Z)-orbites

de points entiers de Ω et les points entiers de Ξ0 (voir [BBS14] et [Mil80, III.4.9] pour plus
de détails). De même, en restreignant ϕ au fermé O = ϕ−1(X0,n) de Ω défini par l’équation
(3.4.42), on peut également introduire des coordonnées

(
x′; (zh)16h6N

)
telles que O soit

le sous-schéma localement fermé de A2n+n−1
Z défini par (3.4.64) et (3.4.62). On obtient

également un morphisme ϕ
O

: O → X0,n donné par (3.4.63). On dispose alors du lemme
suivant qui permet d’obtenir la Proposition 3.4.5 infra, équivalente au Lemme 3.4.3. Mais
avant de pouvoir établir cette Proposition 3.4.5, on a besoin du lemme auxiliaire suivant.
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Lemme 3.4.5. La condition de coprimalité

pgcd
j

 ∏
16h6N
h 6∈Hj

zh

 = 1 (3.4.66)

où j décrit tous les n-uplets j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}

est équivalente au fait que le N -uplet (zh)16N6N soit réduit.

Démonstration.– Pour simplifier les notations, on notera dans toute cette démonstration

Pj =
∏

16h6N
h 6∈Hj

zh

pour j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}
. (3.4.67)

Supposons dans un premier temps que la condition de coprimalité suivante

pgcd
(
Pj : j

)
= 1

pour j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et Hj comme en (3.4.67)) est vérifiée
et considérons h et ` deux éléments de J1, N − 1K non comparables, c’est-à-dire tels que
h 6� ` et ` 6� h. Soit j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n}. On constate alors
que soit zh | Pj soit z` | Pj. En effet, supposons que zh - Pj. Alors h ∈ Hj. Clairement tous
les éléments de Hj sont alors comparables à h si bien que ` 6∈ Hj et ainsi z` | Pj d’après
la définition de Pj. On en déduit par conséquent que la condition de coprimalité (3.4.66)
implique que le N -uplet (zh)16N6N soit réduit.

Réciproquement, supposons que le N -uplet (zh)16N6N soit réduit. Raisonnons alors
par l’absurde en supposant qu’il existe un nombre premier p tel que p | Pj pour tout
j = (j1, . . . , jn) tel que {j1, . . . , jn} = {1, . . . , n} et

Hj =
{
h1,j = 2j1−1 � · · · � hk,j =

k∑
s=1

2js−1 � · · · � hn,j = N

}

comme en (3.4.67). En particulier, p | P{1,3,...,n−1,2} et par conséquent il existe H1 ∈
J1, N − 1K tel que

∃i ∈ J1, nK, zH1 ≺ hi,{1,3,...,n−1,2}.

Posons k = s(H1) et c1 < c2 < · · · < ck les chiffres de H1. Il existe alors (n−k)!k! facteurs
Pj qui ne sont pas divisibles par zH1 . En effet, il s’agit des j tels que {j1, . . . , jk} =
{c1, . . . , ck}. Soit alors un tel j. Puisque p | Pj, il existe H2 ∈ J1, N − 1K r {H1} tel que
p | zH2 et

∃i ∈ J1, nK, zH2 ≺ hi,j.
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On a alors deux cas. Puisque p | (zH1 , zH2) et que le N -uplet (zh)16N6N est réduit, on
en déduit que H1 et H2 sont comparables. Supposons alors par exemple que H2 ≺ H1 et
posons ` = s(H2) < k = s(H1). Le nombre de termes Pj qui ne sont ni divisibles par zH1

ni divisibles par zH2 est de (n − k)!(k − `)!`!. En effet, il s’agit des j tels que j1, . . . , j`
soient les chiffres de H2 et j`+1, . . . , jk soient les chiffres de H1 qui ne sont pas des chiffres
de H2. Le cas H1 ≺ H2 se traite de façon analogue. En itérant ce procédé, on construit
H1, H2, . . . ,Hn−1 ∈ J1, NKn−1 tels que

∃σ ∈ Sn−1, Hσ(1) ≺ Hσ(2) ≺ · · · ≺ Hσ(n−1)

et tel que le seul facteur Pj0 qui ne soit divisible par aucun des zHi pour i ∈ J1, n − 1K
soit le n-uplet j0 défini par j1 l’unique chiffre de Hσ(1) puis pour tout i ∈ J2, n − 1K,
ji l’unique chiffre de Hσ(i) qui n’est pas un chiffre de Hσ(i−1). On pose alors jn tel que
{j1, . . . , jn} = {1, . . . , n}. Puisque p | Pj0 , il existe un facteur zh de Pj0 tel que p | zh.
Montrons alors que pour tout facteur zh de Pj0 , il existe un i ∈ J1, n− 1K tel que h et Hi

ne soient pas comparables. Soit h tel que zh | Pj0 . On a alors que

zh 6∈ Hj0 =
{
Hσ(1) ≺ · · · ≺ Hσ(k) ≺ · · · ≺ Hσ(n−1) ≺ N

}
.

Si h 6≺ Hσ(n−1), alors zh et zHσ(n−1) ne sont pas comparables. On peut donc supposer
que h ≺ Hσ(n−1). On n’a alors que h 6� Hσ(n−2) car il n’existe aucun r ∈ J1, N − 1K tel
que zr � Hσ(n−2) et zr ≺ Hσ(n−1). Si maintenant h et Hσ(n−2) ne sont pas comparable,
alors on a le résultat. On peut donc désormais supposer que h ≺ Hσ(n−2). Alors de même
soit h et Hσ(n−3) ne sont pas comparables soit h ≺ Hσ(n−3) et de proche en proche, ce
raisonnement permet de conclure que dans tous les cas, il existe un i ∈ J1, n− 1K tel que
h et Hi ne soient pas comparables. On obtient donc finalement un

h 6∈ Hj0 =
{
Hσ(1) ≺ · · · ≺ Hσ(k) ≺ · · · ≺ Hσ(n−1) ≺ N

}
et un i ∈ J1, n − 1K tel que p | (zh, zHi). Mais puisque h et Hi ne sont pas comparables,
on a une contradiction et finalement, on a bien la condition de coprimalité (3.4.66). Cela
conclut la preuve de ce lemme. �

Proposition 3.4.5. Soit A0 l’ensemble des 2n + n − 1-uplets
(
x′; (zh)16h6N

)
tels que

x′i ∈ Z, zh ∈ N si s(h) > 1 et zh ∈ Z r {0} si s(h) = 1 vérifiant la relation

n∑
i=1

x′i


∏

16h6N
h 6=hn
s(h)>2

z
1−εi(h)
h

 = 0. (3.4.68)

ainsi que les conditions de coprimalité

pgcd
(
zhn , x

′
1z1, . . . , x

′
nz2n−1

)
= 1 (3.4.69)

et que le N -uplet (zh)16h6N est réduit. Alors, l’application A0 → Z2n définie par (3.4.56)
est une bijection entre A0 et Wn défini en (3.4.55), l’ensemble des solutions entières pri-
mitives de (3.1.1). De plus, dans ce cas, la condition (3.4.69) est équivalente à la condition
pgcd(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = 1.
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Démonstration.– La démonstration est très fortement inspirée de celle de [BBS14, lemma
11]. Soit Wn ⊆ P2n−1

Z le sous-schéma défini par l’équation (3.1.1) et f : X0,n → Wn le
morphisme induit par la projection

P2n−1
Z ×

∏
16h6N

P(h)
Z ×P(h)

Z −→ P2n−1
Z ,

provenant de f : X0,n →Wn après changement de base. On a alors des bijections naturelles
X0,n(Z) = X0,n(Q),Wn(Z) = Wn(Q) etX◦0,n(Q) = W ◦n(Q) pourX◦0,n ⊆ X0,n etW ◦n ⊆Wn

les deux ouverts définis par les conditions y1y2 · · · yn 6= 0. Si l’on considère à présent les
ouvertsX0,n

◦ ⊆ X0,n etWn
◦ ⊆Wn provenant respectivement deX◦0,n ⊆ X0,n etW ◦n ⊆Wn,

il vient la bijection X0,n
◦(Z) = Wn

◦(Z). Enfin, on pose O◦ ⊆ O l’ouvert défini par la
condition ∏

16h6N
zh 6= 0.

On introduit alors O◦(Z) ⊆ O(Z) correspondant à O◦(Q) ⊆ O(Q) et tel qu’on ait une
bijection O◦(Z) = O◦(Q). Comme ϕ−1 (W ◦n) = O◦, il s’ensuit une bijection entre X0,n

◦

et les T (Z)-orbites de O◦(Z). L’application de O◦(Z) vers Wn
◦(Z) s’obtient grâce à f ◦ ϕ

donnée par (3.4.63)

Un point
(
x′; (zh)16h6N

)
∈ O◦(Z) si, et seulement si, il vérifie (3.4.68) et (3.4.64)

modulo p pour tout nombre premier p, ce qui est bien équivalent à (3.4.68), (3.4.66)
et (3.4.69). On obtient alors les conditions de coprimalité de l’énoncé de la proposition
grâce au Lemme 3.4.5. On identifie alors à présent l’ensemble X0,n

◦(Z) = Wn
◦(Z) avec

l’ensemble des (2n−1)-uplets de la forme ±(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) à coordonnées premières
entre elles et vérifiant (3.1.1) et y1 · · · yn 6= 0. Chaque T (Z)-orbites de O◦(Z) comporte
2dim(T ) = 22n−n éléments qui ne différent que par le signe de certaines composantes.
Soit

(
x′; (zh)16h6N

)
∈ O◦(Z) vérifiant (3.4.66) et (3.4.69). D’après le Lemme 3.4.5, cela

équivaut au fait que
(
x′; (zh)16h6N

)
vérifie les conditions (3.4.66) et que (zh)16h6N est

réduit. On a alors
f ◦ ϕ = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈Wn

◦(Z)

avec pgcd(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = 1. D’après les propriétés générales des torseurs (voir
[Sko, Chapter 2]), on sait que la T (Z)-orbites de

(
x′; (zh)16h6N

)
est la fibre du point

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). D’après le Lemme 3.2.1, les points de cette fibre ne diffèrent que
par leurs signes. Étudions alors combien de points de O◦(Z) appartiennent à cette fibre.
On commence par fixer x′1, . . . , x′n, ce qui fixe z1, z2, . . . , z2n−1 et donne 2n choix. Il s’agit
alors de déterminer les signes possibles de (zh) 16h6N

s(h)>2
tels que

∀i ∈ J1, nK,
∏

16h6N
εi(h)=1, h 6=2i−1

zh

soit de signe prescrit. Autrement dit, on cherche le cardinal des (ih) 16h6N
s(h)>2

∈ (Z/2Z)2n−n−1

tels que
∀i ∈ J1, nK,

∑
16h6N

εi(h)=1, h 6=2i−1

ih ≡ ki (mod 2)

pour (k1, . . . , kn) ∈ (Z/2Z)n fixé. On peut choisir librement dans la première équation
tous les ih tels que s(h) > 2 et ε1(h) = 1 excepté iN−1 qui est alors fixé par l’équation, ce
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qui laisse
#{h ∈ J1, NK : ε1(h) = 1} − 2 = 2n−1 − 2

choix. De même, dans la deuxième équation, on peut choisir librement tous les ih tels que
s(h) > 2, ε1(h) = 0 et ε2(h) = 1 excepté iN−2 qui est alors fixé par l’équation, ce qui laisse

#{h ∈ J1, NK : ε2(h) = 1, ε1(h) = 0} − 2 = 2n−2 − 2

choix. De même, on peut choisir comme cela librement dans l’équation k ∈ J1, n − 2K,
2n−k − 2 variables ih librement tels que s(h) > 2 et εk(h) = 1, ε1(h) = · · · = εk−1(h) = 0.
On constate alors que toutes les variables des deux dernières équations sont fixées excepté
i2n−2+2n−1 . Il y a alors deux cas de figure, soit cette variable ne peut pas être fixée de sorte
que les équations n− 1 et n soient vérifiées, soit il existe une unique valeur de i2n−2+2n−1

telle que les deux dernières équations n − 1 et n soient vérifiées. De plus, cette variable
peut être fixée si, et seulement si,∑

εn−1(h)=1, εn(h)=0
h6=2n−2

ih ≡
∑

εn−1(h)=0, εn(h)=1
h6=2n−2

ih (mod 2)

où les variables en question dans les deux sommes ci-dessus ne font jamais intervenir les
variables ih pour h = N − 2i−1 et i ∈ J1, n− 2K. On obtient ainsi(

n−2∑
k=1

(
2n−k − 2

))
− 1 = 2n − 2n− 1

choix. Finalement, on aboutit à 22n−n−1 éléments au-dessus de (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). On
obtient donc 22n−n éléments au-dessus du point ±(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) de Wn

◦(Z).

Si on considère à présent, les points d’une T (Z)-orbites de O◦(Z) tels que zh ∈ N∗ dès
que s(h) > 1, on obtient exactement deux points dont toutes les coordonnées sont égales
mis à part les (z2i−1)16i6n qui sont opposés. De plus, ces deux points ont pour images
par f ◦ ϕ exactement ±(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn). Cela permet bien d’obtenir le résultat de
la proposition. �

La construction explicite de la norme v−adique et du nombre de Tamagawa

On utilise alors cette construction pour expliciter le nombre de Tamagawa

ωH
(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
associé à X0,n en suivant presqu’à la lettre la section 5 de [BBS14]. Afin de simplifier les
notations, on notera dans toute la suite xi = yi−n et

F (x1, . . . , x2n) = x1y2 · · · yn + · · ·+ xny1 · · · yn = x1xn+2 · · ·x2n + · · ·+ xnxn+1 · · ·x2n−1

pour i ∈ Jn+1, 2nK. De plus, pour i ∈ J1, 2nK, on introduit Ξ(i)
0 ⊆ Ξ0 (resp. P2n−1

(i) ⊆ P2n−1,
W

(i)
n ⊆ Wn et X(i)

0,n ⊆ X0,n) les ouverts définis par la condition xi 6= 0. On considèrera
alors les coordonnées affines x(i)

j = xj/xi pour j ∈ J1, 2nK r {i} pour P2n−1
(i) = A2n−1 et
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Ξ(i)
0 ⊆ P2n−1

(i) ×
∏

16h6N P(h)×P(h), W (i)
n ⊆ P2n−1

(i) et X(i)
0,n ⊆ P2n−1

(i) ×
∏

16h6N P(h)×P(h).
Ainsi, W (i)

n est l’hypersurface affine définie par

Fi
(
x

(i)
1 , . . . , x̂

(i)
i , . . . , x

(i)
2n

)
= F

(
x

(i)
1 , . . . , 1, . . . , x(i)

2n

)
.

Pour définir la mesure ωH , on a besoin de décrire la hauteur H ◦ f0 : X0,n(Q) → N en
terme de métrique adélique sur le faisceau anticanonique ω−1

X0,n
. On définit cette métrique

adélique en termes de sections globales de ω−1
X0,n

= f∗0

(
ω−1
Wn

)
qui sont les images inverses

de sections globales de ω−1
Wn

. Comme dans [BBS14], pour une section locale s ∈ Γ(U,L)
d’un OW -module L, on écrira f∗(s) la section f−1(s) ⊗f−1OW 1 ∈ Γ

(
f−1(U), f∗(L)

)
de

f∗(L) = f−1(L)⊗f−1OW OX .
On a besoin du lemme suivant tiré de [Ful93, p.86] rappelé dans [BBS14].

Lemme 3.4.6. Soit V une variété torique non singulière de dimension n et de tore U .
Soit ωV (

∑r
k=1Dk) le faisceau des n-formes sur V possédant au plus un pôle simple le long

de chacune des composantes irréductibles D1, . . . , Dr de V rU . Alors, il existe une section
globale sv ∈ Γ (V, ωV (

∑r
k=1Dk)) telle que

sV = ±dχ1
χ1
∧ · · · ∧ dχn

χn

sur U pour tout ensemble de n caractères χi : U → Gm formant une base de M =
Hom(U,Gm). La section sV engendre le OV -module ωV (

∑r
k=1Dk).

On applique alors ce lemme 3.4.6 au tore U défini par x1 · · ·x2n 6= 0 et aux variétés
toriques P2n−1 et Ξ0. Si l’on pose p1 : Ξ0 → P2n−1 la restriction à Ξ0 de la projection sur
la première composante

P2n−1 ×
∏

16h6N
P(h) ×P(h) → P2n−1

alors p1 est un isomorphisme entre les ouverts U (i)
Ξ0
⊆ Ξ0 et U (i) ⊆ P2n−1 tels que xi 6= 0.

En identifiant ces deux ouverts avec U , alors la loi de groupe de U s’étend en une action
de U sur Ξ0 et P2n−1 telle que p1 soit U -équivariante. Cela implique d’après [Rei, p.41] et
le lemme 3.4.6, si l’on note Hk l’hyperplan xk = 0 pour k ∈ J1, 2nK, on obtient l’existence
d’une section globale qui ne s’annule jamais sP2n−1 de ωP2n−1

(∑2n
k=1Hk

)
telle que la

restriction s(i)
P2n−1 de sP2n−1 à P2n−1

(i) soit donnée par

s
(i)
P2n−1 = (−1)idx

(i)
1

x
(i)
1
∧ · · · ∧ d̂x(i)

i

x
(i)
1
∧ · · · ∧ dx(i)

2n

x
(i)
2n
∈ Γ

(
P2n−1

(i) , ωP2n−1

( 2n∑
k=1

Hk

))
.

De la démonstration du Lemme 3.4.4 et en gardant les mêmes notations que dans cette
démonstration, on obtient 2n+n−1 composantes irréductibles pour Ξ0rU et on poseD(ξi)
l’image dans Ξ0 du sous-ensemble de Ω défini par ξi = 0 pour i ∈ J1, nK et D(zh) comme
l’image dans Ξ0 du sous-ensemble Dh de Ω pour h ∈ J1, NK. Le lemme 3.4.6 garantit alors
l’existence d’une section globale sΞ0 de ωΞ0(E) pour

E =
n∑
i=1

D(ξi) +
N∑
h=1

D(zh) (3.4.70)
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telle que la restriction s(i)
Ξ0

de sΞ0 à l’ouvert Ξ(i)
0 soit donnée par

s
(i)
Ξ0

= (−1)idx
(i)
1

x
(i)
1
∧ · · · ∧ d̂x(i)

i

x
(i)
1
∧ · · · ∧ dx(i)

2n

x
(i)
2n
∈ Γ

(
Ξ(i)

0 , ωΞ0 (E)
)
.

Considérons alors

ωi = x1 · · ·x2n
xni F

sP2n−1 ∈ Γ
(
P2n−1

(i) , ωP2n−1 (Wn + nHi)
)

et
$i = x1 · · ·x2n

xni F
sΞ0 ∈ Γ

(
Ξ(i)

0 , ωΞ0 (X0,n + np∗1Hi)
)
.

On a alors sur les ouverts tels que xi 6= 0 (i ∈ J1, 2nK) :

ωi = (−1)i

Fi
dx(i)

1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)
i ∧ · · · ∧ dx(i)

2n ∈ Γ
(
P2n−1

(i) , ωP2n−1 (Wn)
)

et
$i = (−1)i

Fi
dx(i)

1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)
i ∧ · · · ∧ dx(i)

2n ∈ Γ
(
Ξ(i)

0 , ωΞ0 (X0,n)
)
.

On utilise alors les résidus de Poincaré de ces formes. Pour i : Wn → P2n−1, il existe un
unique homomorphisme de OP2n−1-modules Res : ωP2n−1 (W ) → i∗ωWn qui envoie ωi sur
la section Res(ωi) ∈ Γ

(
P2n−1

(i) , i∗ωWn

)
= Γ

(
W(i), ωWn

)
définie, sur l’ouvert de W(i) défini

par ∂Fi
∂x

(i)
k

6= 0 pour k ∈ J1, nK r {i}, par

Res(ωi) =


(−1)i+k

∂Fi/∂x
(i)
k

dx(i)
1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)

i ∧ · · · ∧ d̂x(i)
k ∧ · · · ∧ dx(i)

2n si i < k

(−1)i+k−1

∂Fi/∂x
(i)
k

dx(i)
1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)

k ∧ · · · ∧ d̂x(i)
i ∧ · · · ∧ dx(i)

2n si k < i.

(3.4.71)

De manière analogue pour ι : X0,n → Ξ0, en remarquant que X(i)
0,n ⊆ Ξ(i)

O est défini par Fi
sur l’ouvert de Ξ(i)

O sur lequel

∃i ∈ J1, nK, tel que
n∏
j=1
j 6=i

yj 6= 0, (3.4.72)

il vient que

Res($i) =


(−1)i+k

∂Fi/∂x
(i)
k

dx(i)
1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)

i ∧ · · · ∧ d̂x(i)
k ∧ · · · ∧ dx(i)

2n si i < k

(−1)i+k−1

∂Fi/∂x
(i)
k

dx(i)
1 ∧ · · · ∧ d̂x(i)

k ∧ · · · ∧ d̂x(i)
i ∧ · · · ∧ dx(i)

2n si k < i

(3.4.73)

sur l’ouvert de X(i)
0,n défini par les conditions (3.4.72). On dispose alors du lemme suivant,

parfait analogue de [BBS14, Lemma 13].

Lemme 3.4.7. (i) La section Res(ωi) s’étend de manière unique à une section globale
qui ne s’annule jamais de ωWn (n(Hi ∩Wn)).
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(ii) La section Res($i) s’étend de manière unique à une section globale qui ne s’annule
jamais de ωX0,n (nf∗0 (Hi ∩Wn)).

(iii) La section f∗0 (Res(ωi)) ∈ Γ (X0,n, f
∗
0ωWn (n(Hi ∩Wn))) a pour image Res($i) par

l’application naturelle de f∗0ωWn (n(Hi ∩Wn)) vers ωWn (n(Hi ∩Wn)).

Démonstration.– (i) et (ii) : On utilise la formule d’adjonction [GH, pp.146-147] pour
obtenir deux isomorphismes i∗ωP2n−1(Wn) → ωWn et ι∗ωΞO(X0,n) → ωΞ0 adjoints des
applications résidues de Poincaré. Ces applications induisent alors des isomorphismes
i∗ωP2n−1(Wn + nHi) → ωn(Wn∩Hi) et ι∗ωΞO(X0,n + np∗1Hi) → ωnf∗0 (Ξ0∩Wn) qui envoient
respectivement i∗ωi sur Res(ωi) et ι∗$i sur Res($i). Il suffit dès lors pour établir les points
(i) et (ii) de vérifier que les sections ωi et $i engendrent respectivement le OP2n−1-module
ωP2n−1(Wn + nHi) et le OΞ0-module ωΞO(X0,n + np∗1Hi), ce qui découle du lemme 3.4.6.
(iii) : Le point (iii) découle immédiatement des relations (3.4.71) et (3.4.73). �

On peut à présent définir, grâce à ce lemme 3.4.7, des sections globales qui ne s’annulent ja-
mais τi = Res(ωi)−1 et σi = Res($i)−1 de ω−1

Wn
(−n(Hi ∩Wn)) et ω−1

X0,n
(−nf∗0 (Hi ∩Wn))

respectivement. Le fait que ω−1
Wn

(−n(Hi ∩Wn)) = ω−1
Wn

surW (i)
n et ω−1

X0,n
(−nf∗0 (Hi ∩Wn)) =

ω−1
X0,n

sur X(i)
0,n entraîne alors le lemme suivant.

Lemme 3.4.8. (i) La section τi ∈ Γ
(
Wn, ω

−1
Wn

)
ne s’annule jamais sur W (i)

n .

(ii) La section σi ∈ Γ
(
X0,n, ω

−1
X0,n

)
ne s’annule jamais sur X(i)

0,n.

(iii) La section f∗0 τi a pour image σi par l’isomorphisme canonique de f∗0ω−1
Wn

vers ω−1
X0,n

.

Dans la suite, on notera |.|v : Qv → R+ la valeur absolue standard v-adique pour une
place v de Q. Puisque τi ne s’annule jamais sur W (i)

n , on obtient pour toute place v, une
norme v-adique sur ω−1

Wn
en posant

||τ(wv)||v = min
j

∣∣∣∣∣ ττj (wv)
∣∣∣∣∣
v

= min
j
|(τRes(ωj))(wv)|v

pour une section locale τ de ω−1
Wn

définie en wv ∈ Wn(Qv) et où le minimum est pris sur
tous les entiers j ∈ J1, 2nK tels que τj(wv) 6= 0 (voir [Pey95] et [Sal98]). De la même façon,
on obtient une norme v-adique sur ω−1

X0,n
en posant

||σ(xv)||v = min
j

∣∣∣∣∣ σσj (xv)
∣∣∣∣∣
v

= min
j
|(τRes($j))(xv)|v

pour une section locale σ de ω−1
X0,n

définie en xv ∈ X0,n(Qv) et où le minimum est pris
sur tous les entiers j ∈ J1, 2nK tels que σj(xv) 6= 0. On dispose alors du lemme suivant,
analogue du [BBS14, lemme 15].

Lemme 3.4.9. (i) Soit w ∈Wn(Q) et τ une section locale de ω−1
Wn

telle que τ(w) 6= 0.
Alors

H(w) =
∏
v

||τ(w)||−1
v .

(ii) Soit x ∈ X0,n(Q) et σ une section locale de ω−1
X0,n

telle que σ(x) 6= 0. Alors

H(x) =
∏
v

||σ(x)||−1
v .
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Démonstration.– (i) : Puisque
∏
v |α|v = 1 pour tout α ∈ Q∗, il suffit d’établir le résultat

pour une seule section locale τ . Soit par conséquent G ∈ Q[x1, . . . , x2n] une forme de degré
n telle que G(w) 6= 0 et τ = (G/xni ) τj pour un certain j tel que xj(w) 6= 0. Il vient alors

||τ(w)||−1
v = max

16j62n

∣∣∣∣τjτ (w)
∣∣∣∣
v

= max
16j62n

∣∣∣∣xnjG (w)
∣∣∣∣
v

qui fournit bien le résultat.
(ii) : On utilise ici l’isomorphisme canonique de f∗0ω−1

Wn
vers ω−1

X0,n
. On choisit σ comme

étant l’image f∗0 τ pour une certaine section locale τ de ω−1
Wn

telle que τ(w) 6= 0 pour
w = f(x). Du lemme 3.4.8, on tire l’égalité

∀v, ||τ(w)||v = ||σ(x)||v

et on conclut alors par le point (i). �

On est à présent en mesure d’appliquer la définition [Pey95, (2.2.1)] d’une mesure µv
sur X0,n(Qv) associée à la norme v-adique sur ω−1

X0,n
construite ci-dessus. Si |Res($i)|v

désigne la densité v-adique sur X(i)
0,n(Qv) de la forme volume Res($i) de X(i)

0,n(Qv), alors
on obtient

µv(Nv) =
∫
Nv

|Res($i)|v
max16j62n |σjRes($i)|v

=
∫
Nv

|Res($i)|v
max16j62n |(xj/xi)n|v

pour tout borélien Nv de X(i)
0,n(Qv). En écrivant tj = x2n

j = xj/x2n, par (3.4.73), il vient

ω2n = 1
F2n

dt1 ∧ dt2 ∧ · · · ∧ dt2n−1 et Res(ω2n) = (−1)k−1

∂F2n/∂tk
dt1 ∧ · · · ∧ d̂tk ∧ · · · ∧ dt2n−1

pour tout k ∈ J1, 2n− 1K et

F2n(t1, t2, . . . , t2n−1) = t1tn+2tn+3 · · · t2n−1+t2tn+1tn+3 · · · t2n−1+· · ·+tntn+1tn+2 · · · t2n−1.

En choississant k = n, il vient alors

µv(Nv)=
∫
Nv

dt1 · · · dtn−1dtn+1 · · · dt2n−1

|tn+1 · · · t2n−1|vmax
(
|t1|nv , . . . ,|tn−1|nv ,

∣∣∣ t1
tn+1

+ · · ·+ tn−1
t2n−1

∣∣∣n
v
, |tn+1|nv , . . . ,|t2n−1|nv

)
(3.4.74)

pour tout borélien Nv de
⋂
n6i62nX

(i)
0,n(Qv). Dans toute la suite, on supposera que la

mesure de Haar sur Qv est la mesure de Lebesgue si Qv = R et normalisée telle que∫
Zp
dx = 1

sinon.
On a, par définition

Lp
(
s,Pic(X0,n)

)
= det

(
1− p−sFrp | Pic(XFp)⊗Q

)−1

pour p un nombre premier. Puisque Pic(XFp) = Z2n−n avec action de Galois triviale, on
obtient

L
(
s,Pic(X0,n)

)
=
∏
p

Lp
(
s,Pic(X0,n)

)
=
∏
p

(
1− p−s

)−2n+n = ζ(s)2n−n
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pour s ∈ C tel que R(s) > 1. Il s’ensuit que

lim
s→1

(s− 1)2n−nL
(
s,Pic(X0,n)

)
= 1

et que

Lp
(
s,Pic(X0,n)

)−1
=
(

1− 1
p

)2n−n
.

D’après [Pey95] et puisque l’approximation faible vaut pour X0,n, la mesure de Tamagawa
ωH sur X0,n(AQ) = X0,n(R)

∏
pX0,n(Qp) est donnée par

ωH(X0,n) = µ∞(X0,n(R))
∏
p

(
1− 1

p

)2n−n
µp(X0,n(Qp)). (3.4.75)

En effet, le théorème de Sard garantit que

µ∞(X0,n(R)) = µ∞(N∞(R))

pour N∞(R) =
⋂
n6i62nX

(i)
0,n(R).

Reste donc à présent à transformer la densité p-adique µp(X0,n(Qp)). D’après le lemme
3.4.6, il existe une (2n + n − 1)-forme rationnelle sΩ sur la variété torique Ω ⊆ A2n+n−1

définie par

sΩ = dζ1
ζ1
∧ · · · ∧ dζn

ζn
∧

∧
16h6N

dzh
zh

.

Pour tout i ∈ J1, 2nK, on pose $Ω
i = (x1 · · ·x2n/x

n
i F )sΩ ainsi que

$Ω = 1
Φdζ1 ∧ · · · ∧ dζn ∧

∧
16h6N

dzh

pour

Φ (ζ1, . . . , ζn, (zh)16h6N ) =
n∑
i=1

ξi

 ∏
16h6N

z
1−εi(h)
h

 .
De la relation

F = zn−1
N

∏
16h6N
s(h)=n−1

zn−2
h

∏
16h6N
s(h)=n−2

zn−3
h · · ·

∏
16h6N
s(h)=2

zhΦ,

il vient $Ω
i = $Ω sur Ω(i) = ϕ−1

(
Ξ(i)

0

)
pour i ∈ J1, 2nK et où x1, . . . , xn, xn+1 =

y1, . . . , x2n = yn représentent désormais les coordonnées affines données par (3.4.63).
Chaque $Ω

i ∈ Γ
(
Ω(i), ωΩ(O)

)
a un résidu de Poincaré Res($Ω

i ) ∈ Γ
(
O(i), ω0

)
sur O(i) =

ϕ−1
(
X

(i)
0,n

)
. On peut alors comme ci-dessus construire une mesure v-adique mv sur O(Qv)

grâce à

mv(Mv) =
∫
Mv

|Res($Ω
i )|v

max16j62n |(xj/xi)n|v
pour tout borélien Mv de O(i). Les deux lemmes suivants, analogues de [BBS14, lemmes
16 et 17] permettent de faire le lien entre les deux mesures v-adiques µp et mp pour un
nombre premier p.
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Lemme 3.4.10. Soit EΩ = ϕ∗E ∈ Div(Ω) avec la notation (3.4.70). Alors il existe
une unique section globale ne s’annulant jamais sΩ/Ξ0 ∈ Γ

(
Ω, ωΩ/Ξ0

)
telle que sΩ =

sΩ/Ξ0 ⊗ ϕ∗sΞ0 à travers l’isomorphisme naturel ωΩ
(
EΩ
)

= ωΩ/Ξ0 ⊗ ϕ∗ωΞ0(E). De plus,

si on considère l’inclusion ιO : O → Ω et sO/X0,n ∈ Γ
(
O,ωO/X0,n

)
l’image ι∗sΩ/Ξ0 ∈

Γ
(
O, ι∗ωΩ/Ξ0

)
de sΩ/Ξ0 à travers l’isomorphisme fonctoriel entre ι∗ωΩ/Ξ0 et ωO/X0,n et

s
(i)
O/X0,n

la restriction de sO/X0,n à O(i), alors

Res
(
ωΩ
i

)
= s

(i)
O/X0,n

⊗ ϕ∗0Res ($i)

pour i ∈ J1, 2nK sous l’isomorphisme canonique ωO = ωO/X0,n ⊗ ϕ∗0ωX0,n .

Démonstration.– L’isomorphisme entre ωΩ
(
EΩ
)
et ωΩ/Ξ0 ⊗ϕ∗ωΞ0(E) est induit par l’iso-

morphisme canonique entre ωΩ et ωΩ/Ξ0 ⊗ ϕ∗ωΞ0 . La première partie du lemme est
alors immédiate du fait que sΩ (resp. ϕ∗sΞ0) sont des générateurs de ωΩ

(
EΩ
)

(resp.
ωΩ/Ξ0 ⊗ ϕ∗ωΞ0(E)). La deuxième partie du lemme découle de la fonctorialité des résidus
de Poincaré. Cette dernière donne lieu au diagramme commutatif de OO-modules suivant

ι∗ωΩ
(
EΩ
)

//

��

ι∗
(
ωΩ/Ξ0

)
⊗ ι∗ϕ∗ωΞ0(E)

��
ωO // ωO/X0,n ⊗ ϕ∗OωX0,n

où la première application verticale est donnée par l’adjoint de l’application résidue de
Poincaré de ιO : O → Ω et la seconde application verticale provient de l’isomorphisme
entre ι∗ϕ∗ωΞ0(E) et ϕ∗OωX0,n induit par l’application adjointe de l’application résidue de
Poincaré de i : X0,n → Ξ0. �

Lemme 3.4.11. (i) L’application ϕO,v : O(Qv) → X0,n(Qv) induite par ϕO est une
submersion de variétés v-adiques faisant de O(Qv) un X0,n(Qv)-torseur analytique
pour T (Qv).

(ii) La forme volume sO/X0,n ∈ Γ
(
O,ωO/X0,n

)
définit une mesure v-adique sur les fibres

de ϕO,v donnant lieu à une application linéaire Λv : Cc(O(Qv))→ Cc(X0,n(Qv)) par
intégration le long des fibres de ϕO,v.

(iii) Si βv ∈ Cc(O(Qv)), alors∫
O(Qv)

βvmv =
∫
X0,n(Qv)

Λv(βv)µv.

Démonstration.– Ces résultats découlent de [Sal98, pp.126-127 et Theorem 1.22]. �

On est alors en mesure de réinterpréter le facteur p-adique du nombre de Tamagawa

ωH(X0,n(AQ))

intervenant dans la constante de Peyre.
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Lemme 3.4.12. Soit O le schéma défini en section précédente. Alors pour tout nombre
premier p, on a

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)2n−n
µp (X0,n(Qp)) .

Démonstration.– On plonge O(Zp) dans O(Qp) = O(Qp) et on considère χp : O(Qp) →
{0, 1} la fonction caractéristique de O(Zp). Alors, χp ∈ Cc(O(Qp)) et

mp (O(Zp)) =
∫
X0,n(Qp)

Λp(χp)µp

d’après le lemme 3.4.11. Montrons alors que

Λp(χp) =
(

1− 1
p

)2n−n

en tout point de X0,n(Qp) = X0,n(Zp). On peut obtenir comme dans le lemme 3.4.10 deux
générateurs T -équivariants sΩ/Ξ0 et sO/X0,n de ωΩ/Ξ0 et ωO/X0,n respectivement. Si P est
un Zp-point de X0,n et OP → P l’extension de O → X0,n, alors sO/X0,n est le tiré en
arrière d’une section TZp-équivariante d’une section sOP sur ωOP /Zp . Puisque le torseur
au-dessus de P est trivial (voir la section 4.2.5), on peut trouver des coordonnées affines
(t1, . . . , t2n−n) pour le Zp-schéma affine OP telles que

sOP = dt1
t1
∧ · · · ∧ dt2n−n

t2n−n
.

Ainsi,

Λp(χp) =
∫
OP (Zp)

∣∣∣sOP ∣∣∣ =
2n−n∏
i=1

∫
Z∗p

dti
ti

=
(

1− 1
p

)2n−n
,

ce qui achève la démonstration. �

Il ne reste alors plus qu’à calculer les quantités mp (O(Zp)). Pour ce faire, on donne une
seconde définition de mp. Puisque ωΩ ∈ Γ (Ω, ωΩ(O)), sa forme résiduelle Res

(
ωΩ
)
∈

Γ (O,ωO). On considère alors à nouveau des coordonnées affines xi pour i ∈ J1, 2nK don-
nées par (3.4.63) de sorte que ωΩ se restreint à xni Res

(
ωΩ
i

)
sur O(i) et

mp(Mp) =
∫
Mp

|Res(ωΩ)|p
max16j62n

∣∣∣xnj ∣∣∣p
pour tout borélien Mp de O(Qp) et pour la densité p-adique |Res(ωΩ)|p de Res(ωΩ). En
notant

|Res(ωΩ)|p = dξdz
dΦ

avec dξ = dξ1 · · · dξn et
dz =

∏
16h6N

dzh,

il s’ensuit l’expression
mp(Mp) =

∫
Mp

dξdz
max16j62n

∣∣∣xnj ∣∣∣p dΦ
.

On a alors le lemme suivant qui permet de conclure quant à l’expression du facteur p-adique
de la constante de Peyre.
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Lemme 3.4.13. Avec Cn la variété torique de Coxeter de Sn, on a

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)2n−n−1 (
1− 1

pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

pn−1 .

Démonstration.– Pour P ∈ Ω(Zp), il existe j ∈ J1, 2nK tel que p - xj(P ) puisque ϕ se
restreint en un morphisme de ΩFp vers Ξ0Fp ⊆ P2n−1

Fp ×
∏

16h6N P(h)
Fp × P(h)

Fp modulo p.
Cela entraîne que

max
16j62n

∣∣∣xnj ∣∣∣
p

= 1

pour P ∈ O(Zp) ⊆ Ω(Zp) et que

mp (O(Zp)) =
∫
Mp

dξdz
dΦ .

Cette mesure coïncide alors avec la mesure p-adique définie en [Sal98, 2.9]. Comme O est
lisse sur Z, cela nous permet d’appliquer [Sal98, Corollary 2.15] pour conclure à l’égalité

mp (O(Zp)) = |O(Fp)|
pdim(O) .

Pour déterminer |O(Fp)|, on utilise le fait que le X0,nFp
-torseur OFp sous T Fp est trivial si

bien que
|O(Fp)| = |T (Fp)|

∣∣∣X0,n(Fp)
∣∣∣ .

Les égalités
|T (Fp)| = (p− 1)2n−n

et
dim(O) = dim(X0,n) + dim(T ) = dim(X0,n) + rg (Pic(X0,n))

fournissent alors

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)rg(Pic(X0,n))
∣∣∣X0,n(Fp)

∣∣∣
pdim(X0,n) .

On utilise alors pour finir le fait que X0,n soit un Pn−1-fibré sur la variété torique Cn pour
aboutir à l’expression∣∣∣X0,n(Fp)

∣∣∣ =
∣∣Cn(Fp)

∣∣ ∣∣∣PFp(Fp)
∣∣∣ = pn − 1

p− 1
∣∣Cn(Fp)

∣∣ .
Il s’ensuit

mp (O(Zp)) = (p− 1)rg(Pic(X0,n))−1
(

1− 1
pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

prg(Pic(X0,n))+dim(X0,n)−n .

Comme on a
dim(X0,n)− n = 2n− 2− n = n− 2 = dim(Cn)− 1,

on aboutit bien au résultat annoncé

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)2n−n−1 (
1− 1

pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

pn−1 .

�
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Remarques.–
— En réalité, [Sal98, Corollary 2.15] fournit

mp (O (Z/prZ)) = |O(Fp)|
pr dim(O) .

— Blomer, Brüdern and Salberger montrent dans [BBS14] que le facteur α(X0,n) de
la constante de Peyre peut s’interpréter comme l’analogue archimédien des facteurs
de convergence p-adiques |T (Fp)| /pdim(T ). Par sommation d’Abel, on a

∑
x∈X◦0,n(Q,B)

1
H ◦ f0(x) ∼ ωH(X0,n(AQ))

(
α(X0,n)

rgPic(X0,n)

)
log(B)2n−n

= ωH(X0,n(AQ))
∫

∆(B)
ds

(3.4.76)

où X◦0,n(Q, B) = {x ∈ X◦0,n : H ◦ f0(x) 6 B} et ∆(B) représente l’ensemble
des formes linéaires Λ sur Pic(X0,n) ⊗ R telles que Λ

([
−KX0,n

])
6 log(B) et

Λ ∈ Ceff(X0,n)∨. Soit x ∈ X0,n à présent un point dont les n coordonnées xi sont
égales. On peut alors identifier T avec la fibre du torseur ϕO : O → X0,n au-dessus
de x tel que l’élément neutre de T corresponde au point de A2n+n−1 dont toutes
les coordonnées sont égales à 1. Soit D(P ) ⊆ T (R) le sous-ensemble défini par

min
(

min
s(h)>1

zh, min
s(h)=1

|zh|
)
> 1

et tel qu’il existe un i ∈ J1, 2nK tel que |xi|n 6 B. Cette dernière condition implique
que pour tout i ∈ J1, 2nK, |xi|n 6 B. On a alors, puisque y1 = · · · = yn = 1 sur
T (R), que tous les zh pour s(h) = 1 ont le même signe. On pose alors D+(B) ⊆
D(B) le sous-ensemble défini par les conditions

∀h ∈ J1, NK, tel que s(h) = 1, zh > 0

et dt la mesure sur T (R) du lemme 3.4.11 et on obtient∫
D(B)

dt = 2
∫
D+(B)

dt.

De plus, d’après le Lemme 3.4.1, on a∫
D+(B)

dt =
∫

∆(B)
ds

si bien que
α(X0,n)

rgPic(X0,n) log(B)2n−n = 1
2

∫
D(B)

dt.

On donne alors une interprétation heuristique du facteur α(X0,n)µ∞(X0,n(R)) ap-
paraissant dans la constante de Peyre. Soit F (B) l’ensemble des

(x′, z) =
(
x′1, . . . , x

′
n, (zh)16h6N

)
∈ R2n+n−1

tels que

min
(

min
s(h)>1

zh, min
s(h)=1

|zh|
)
> 1, max

16i62n
|xi|n 6 B
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et vérifiant (3.4.64). Alors, le Lemme 3.4.5 ainsi que (3.4.76) fournissent la conjec-
ture ∑

(x′,z)∈F (B)∩Z2n+n−1

1
max16i62n |xi|n

∼ µ∞(X0,n(R))
∫
D(B)

dt.

En effet, pour justifier cette heuristique, on peut approcher la somme ci-dessus par∫
F (b)

dx′dz
max16i62n |xi|ndΦ = m∞(F (B)).

Le lemme 3.4.11 fournit alors

m∞(F (B)) ∼ µ∞(X0,n(R))
∫
D(B)

dt ∼ 2α(X0,n)
rgPic(X0,n) log(B)2n−nµ∞(X0,n(R))

pourvu que la contribution à m∞(F (B)) des fibres de ϕO,∞ : O(R) → X0,n(R)
soit la même que celle de la fibre au-dessus de x.

Le nombre de Tamagawa ωH
(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
Cette construction, de manière complètement analogue à la section 5 de [BBS14],

permet alors de construire explicitement le nombre de Tamagawa

ωH
(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
= µ∞(X0,n(R))

∏
p

(
1− 1

p

)2n−n
µp(X0,n(Qp))

et ainsi d’obtenir l’expression conjecturale complète de la constante de Peyre. On obtient
notamment les deux lemmes suivants dont le premier découle immédiatement de (3.4.74)
et de [BBS14, section 5].

Lemme 3.4.14. La quantité µ∞(X0,n(R)) est donnée par∫
R2n−2

dt1 · · · dtn−1dtn+1 · · · dt2n−1

|tn+1 · · · t2n−1|max
(
|t1|n, . . . ,|tn−1|n,

∣∣∣ t1
tn+1

+ · · ·+ tn−1
t2n−1

∣∣∣n, |tn+1|n, . . . ,|t2n−1|n
) .

Lemme 3.4.15. Avec Cn la variété torique de Coxeter de Sn, on a(
1− 1

p

)2n−n
µp(X0,n(Qp)) =

(
1− 1

p

)2n−n−1 (
1− 1

pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

pn−1 .

Démonstration.– La démonstration est inspirée de la section 5 de [BBS14] et de l’Annexe.
On déduit de [BBS14, Lemma 19] l’égalité(

1− 1
p

)2n−n
µp(X0,n(Qp)) = |O(Fp)|

pdim(O) .

Pour déterminer |O(Fp)|, on utilise le fait que le X0,nFp
-torseur OFp sous T Fp est trivial si

bien que
|O(Fp)| = |T (Fp)|

∣∣∣X0,n(Fp)
∣∣∣ .

Les égalités
|T (Fp)| = (p− 1)2n−n
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et
dim(O) = dim(X0,n) + dim(T ) = dim(X0,n) + rg (Pic(X0,n))

fournissent alors

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)rg(Pic(X0,n))
∣∣∣X0,n(Fp)

∣∣∣
pdim(X0,n) .

On utilise alors pour finir le fait que X0,n soit un Pn−1-fibré sur la variété torique Cn pour
aboutir à l’expression∣∣∣X0,n(Fp)

∣∣∣ =
∣∣Cn(Fp)

∣∣ ∣∣∣PFp(Fp)
∣∣∣ = pn − 1

p− 1
∣∣Cn(Fp)

∣∣ .
Il s’ensuit

mp (O(Zp)) = (p− 1)rg(Pic(X0,n))−1
(

1− 1
pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

prg(Pic(X0,n))+dim(X0,n)−n .

Comme on a
dim(X0,n)− n = 2n− 2− n = n− 2 = dim(Cn)− 1,

on aboutit bien au résultat annoncé

mp (O(Zp)) =
(

1− 1
p

)2n−n−1 (
1− 1

pn

) ∣∣Cn(Fp)
∣∣

pn−1 .

�

3.4.2 Transformation de la constante obtenue par le Théorème 3.1.2

L’objet de cette partie est de réécrire la constante cn fournie par le Théorème 3.1.2 afin
de vérifier que son expression coïncide avec la forme conjecturée par Peyre et explicitée en
section 4.2.

Mise sous forme de produit eulérien de la quantité F (1)/ζ(n)

Lorsque le N−uplet z est réduit, la variable zN n’est sujette à aucune condition de
coprimalité tandis que toutes les autres variables sont sujettes à au moins une condition de
coprimalité. On note alors A l’ensemble des couples (k, `) d’un N−uplet z réduit tels que
pgcd(zk, z`) = 1 ainsi que S = {1, . . . , N − 1} de sorte que G = (S,A) définisse un graphe
pour lequel on peut appliquer [BBS14, theorem 5] afin d’écrire F (1) défini en (3.3.30) sous
la forme d’un produit eulérien. Cette étape est capitale dans l’optique de démontrer la
conjecture de Peyre puisque cette dernière prédit que le nombre de Tamagawa intervenant
dans la constante est de la forme∏

p

(
1− 1

p

)2n−n
Pn

(1
p

)
avec Pn un polynôme à coefficients entiers.

Théorème 3.4.3 ([BBS14]). Pour tout U ⊂ A, on définit ver(U) ⊂ A comme étant
l’ensemble des sommets qui sont adjacents à au moins une arête de U . On a alors

F (1) =
∏
p

2n−2∑
k=0

bk
pk
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avec, pour tout 0 6 k 6 2n − 2,

bk =
∑
U⊂A

ver(U)=k

(−1)#U .

De plus, on a B0,n = 1, b1 = 0, b2 = −#A = −2n−1 (2n + 1) + 3n et la relation

2n−2∑
k=0

bk = 0.

Démonstration– On renvoie au théorème 5 de la section 2 de [BBS14] pour une preuve
de ce résultat valable pour n’importe quel graphe G = (S,A). La quantité #A s’obtient
grâce à des arguments élémentaires de combinatoire. �

Il n’apparaît pas évident a priori de déterminer explicitement les valeurs de bk pour
k > 2 pour des valeurs de n quelconques ni de montrer directement que le polynôme
2n−2∑
k=0

bkX
k admet 1 comme racine de multiplicité au moins 2n−n− 1, comme cela est pré-

vue par la conjecture de Peyre. On donne alors le lemme suivant qui permet d’expliciter
un peu plus le produit eulérien définissant F (1).

Lemme 3.4.16. On a

F (1) =
∏
p

(
1− 1

p

)2n−1
1 +

∑
k>1

(k + 1)n − kn

pk

 .

Démonstration– Par définition de F dans le Lemme 3.3.7 et au vu de (3.3.31), on a

F (1) =
∏
p

(
1− 1

p

)2n−1
Gp,

où, pour tout nombre premier p, on a posé

Gp =
∑

(ν1,...,νN )∈NN
νiνj=0 avec (i,j)∈En

1
pν1+···+νN

.

En utilisant la bijection décrite en section 3.2 par le Lemme 3.2.1, on obtient, pour tout
nombre premier p, l’égalité

Gp =
∑

(k1,...,kn)∈Nn

1
pmaxj kj .

On s’inspire alors des calculs effectués en fin de section 4 de [Bre16]. On regroupe la
somme en fonction de la valeur k := maxj kj . Posant r1 = #{j ∈ J1, nK : kj = k} et
r2 = #{j ∈ J1, nK : 1 6 kj 6 k − 1}, on aboutit à l’expression

Gp = 1 +
∑
k>1

16r16n
06r26n−r1

ρ(k, r1, r2)
pk

,
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avec ρ(k, r1, r2) le nombre de k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn correspondants. Or, on a

ρ(k, r1, r2) =
(
n

r1

)(
n− r1
r2

)
(k − 1)r2

si bien qu’on obtient
Gp = 1 +

∑
k>1

(k + 1)n − kn

pk
.

�

On dispose alors du lemme suivant qui montre que le rapport F (1)/ζ(n) est de la
forme conjecturée par Peyre.

Lemme 3.4.17. Il existe un polynôme Pn unitaire de degré n− 1 tel que

F (1) =
∏
p

(
1− 1

p

)2n−n−1
Pn

(1
p

)
.

Pour tout n ∈ N∗, le polynôme est défini par la relation

Pn(X) = (1−X)n+1 ∑
k>0

(k + 1)nXk. (3.4.77)

Démonstration– Grâce à un changement d’indice, on déduit du Lemme 3.4.16 l’expression

F (1) =
∏
p

(
1− 1

p

)2n∑
k>0

(k + 1)n

pk
.

Une récurrence fournit alors l’existence de Pn unitaire (palindromique) de degré n− 1 tel
que ∑

k>0

(k + 1)n

pk
=

Pn
(

1
p

)
(
1− 1

p

)n+1 ,

avec
∀n ∈ N, Pn(X) = (1−X)n+1 ∑

k>0
(k + 1)nXk.

Les polynômes (Pn)n>1 vérifient la relation de récurrence

Pn+1(X) = (1 + nX)Pn(X) +X(1−X)P ′n(X)

et P1(X) = 1. Cela permet de conclure la preuve du lemme. �

Lien entre la quantité F (1)/ζ(n) et le nombre de Tamagawa associé à X0,n

On a prouvé lors du Lemme 3.4.17 que

F (1) =
∏
p

(
1− 1

p

)2n−n−1
Pn

(1
p

)
,
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où
Pn(X) = (1−X)n+1 ∑

k>0
(k + 1)nXk

est un polynôme à coefficients entiers. D’après les remarques faisant suite au théorème 2
de Salberger présentes en Annexe et de manière plus rigoureuse d’après [Ste92, page 315]
et le Lemme 3.4.15, on obtient que le facteur p-adique du nombre de Tamagawa est donné
par

µp(X0,n(AQ)) =
(

1− 1
p

)2n−n−1
F

(
Sn,

1
p

)(
1− 1

pn

)
,

où F (Sn, t) est la fonction d’excédance de Sn définie dans [Ste92]. D’après [Ste92, page
315], on a

F (Sn, X) = (1−X)n+1 ∑
k>0

(k + 1)nXk

si bien qu’on en déduit que Pn = F (Sn, .). Ainsi,

F (1)
ζ(n) =

∏
p

µp(X0,n(AQ)). (3.4.78)

Pour conclure le traitement du nombre de Tamagawa

ωH
(
X0,n(AQ)Br(X0,n)

)
= µ∞(X0,n(AQ))

∏
p

µp(X0,n(AQ)),

il reste à calculer la densité archimédienne. En utilisant le Lemme 3.4.14, on obtient
l’expression suivante de µ∞(X0,n(AQ))∫

Rn−1×Rn−1

dt1 · · · dtn−1dtn+1 · · · dt2n−1

|tn+1 · · · t2n−1|max
(
|t1|n , . . . , |t2n−1|n ,

∣∣∣ t1
tn+1

+ · · ·+ tn−1
t2n−1

∣∣∣n , 1) . (3.4.79)

On démontre alors le résultat suivant.

Lemme 3.4.18. On a µ∞(X0,n(AQ)) = n2(n− 1)!2n−1β̃, où β̃ a été défini en (3.3.32).

Démonstration.– On part de l’expression (3.4.79) et on notera I∞ = µ∞(X0,n(AQ)) dans
la suite de la démonstration. Il vient immédiatement l’égalité

I∞=2n−1
∫

Rn−1×Rn−1
tn+1,...,t2n−1>0

dt1 · · · dtn−1dtn+1 · · · dt2n−1

tn+1tn+2 · · · t2n−1 max
(
|t1|n , . . . , tn2n−1,

∣∣∣ t1
tn+1

+ · · ·+ tn−1
t2n−1

∣∣∣n , 1) .
On utilise alors l’identité

∀s > 1, 1
s

=
∫
t>s

dt
t2

pour obtenir l’expression suivante de I∞

2n−1
∫

Rn−1×Rn−1
tn+1,...,t2n−1>0

∫
t>max

(
|t1|n,...,|t2n−1|n,

∣∣∣ t1
tn+1

+···+ tn−1
t2n−1

∣∣∣n,1) dt1 · · · dtn−1dtn+1 · · · dt2n−1dt
tn+1tn+2 · · · t2n−1t2

.

Le changement de variables suivant
t = 1

un2n
,

ti = ui
u2n

pour i ∈ J1, 2n− 1K r {n},
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de jacobien ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det



− n
un+1

2n
0 · · · 0

− u1
u2

2n

1
u2n

· · · 0

...
... . . . ...

−u2n−1
u2

2n
0 · · · 1

u2n



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n

u3n−1
2n

fournit alors

I∞ = n2n−1
∫

u∈Rn−1×Rn, un+1,...,u2n−1,u2n>0

1>max
(
|u2|,...,u2n−1,u2n,u2n

∣∣∣ u1
un+1

+···+ un−1
u2n−1

∣∣∣)
du1 · · · dun−1dun+1 · · · du2n−1du2n

un+1un+2 · · ·u2n−1
.

Établissons à présent qu’on peut supposer que un+1 6 un+2 6 · · · 6 u2n dans l’intégrale
ci-dessus quitte à la mutliplier par un facteur n!. Pour toute permutation σ de Jn+ 1, 2nK,
on notera

I∞,σ =
∫

u∈Rn−1×Rn, 06uσ(n+1)6···6uσ(2n)

1>max
(
|u1|,...,u2n−1,u2n,u2n

∣∣∣ u1
un+1

+···+ un−1
u2n−1

∣∣∣)
du1 · · · dun−1dun+1 · · · du2n−1du2n

un+1un+2 · · ·u2n−1
.

Si σ(2n) = 2n, il est facile de voir que le changement de variables
vi = uσ(n+i)−n pour 1 6 i 6 n− 1,
vi = uσ(n+i) pour 1 6 i 6 n− 1
v2n = u2n

(3.4.80)

est de jacobien ∣∣∣∣∣∣∣det

Pσ̃ 0 0
0 Pσ̃ 0
0 0 1


∣∣∣∣∣∣∣ = ε(σ̃)2 = 1,

où σ̃ est la permutation de Jn+ 1, 2n− 1K induite par σ, Pσ̃ est la matrice de permutation
associée à σ̃ et ε(σ̃) est la signature de la permutation σ̃. Ce changement de variables
fournit alors la relation I∞,σ = I∞,Id. Supposons à présent que σ(2n) < 2n. Dans ce cas,
on considère m = σ(2n)− n ∈ J1, n− 1K. On effectue alors le changement de variables :

vi = ui pour i ∈ J1, 2n− 1K r {n,m}

vm = −u2n

(
u1
un+1

+ u2
un+2

+ · · ·+ un−1
u2n−1

)
de jacobien um

u2n
. Il s’ensuit alors que I∞,σ est égale à∫
v∈Rn−1×Rn, 06vσ(n+1)6···6vσ(2n)

1>max
(
|v1|,...,v2n,vn+m

∣∣∣ v1
vn+1

+···+ vm−1
vn+m−1

+ vm
v2n

+ vm+1
vn+m+1

+···+ vn−1
v2n−1

∣∣∣)
dv1 · · · dvn−1dvn+1 · · · dv2n−1dv2n

vn+1 · · · vm−1vm+1 · · · v2n

car
|um| = un+m

∣∣∣∣ u1
un+1

+ · · ·+ um−1
un+m−1

+ vm
u2n

+ um+1
un+m+1

+ · · ·+ vn−1
v2n−1

∣∣∣∣ .
Par choix de m, on se retrouve alors à nouveau dans un cas où

vn+m = max {vn+i : 1 6 i 6 n}
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et un changement de variables similaire à (3.4.80) permet d’obtenir l’égalité I∞,σ = I∞,Id
également dans ce cas et ainsi de conclure que pour toute permutation σ de Jn + 1, 2nK,
on a I∞,σ = I∞,Id. Par conséquent, il vient

I∞ = n2n−1n!
∫

u∈Rn−1×Rn, 06un+16···6u2n

1>max
(
|u1|,...,u2n−1,u2n,u2n

∣∣∣ u1
un+1

+···+ un−1
u2n−1

∣∣∣)
du1 · · · dun−1dun+1 · · · du2n−1du2n

un+1un+2 · · ·u2n−1
.

(3.4.81)
On effectue alors le dernier changement de variables suivant, à (u1, . . . , un−1, u2n) fixés,


v1 = u2n

un+1

vi = un+i−1
un+i

pour i ∈ J2, n− 1K
soit


un+1 = u2n

v1

un+i = u2n∏
16k6i

vk
pour i ∈ J2, n− 1K

de jacobien
un−1

2n∏
16k6n−1

vn−k+1
k

puisque la matrice jacobienne est une matrice triangulaire inférieure de coefficients diago-
naux

− u2n

v2
i

∏
16k6i−1

vk

pour tout i ∈ J1, n− 1K. Par conséquent, commme

1
un+1un+2 · · ·u2n−1

= un−1
2n∏

16k6n−1

vn−kk

,

il s’ensuit que l’intégrale apparaissant dans (3.4.81) est égale à∫
06v1,...,vn−161

1>max(|u1|,...,|un−1|,|u1v1+···+u1v1···vn−1|)

∫
06u2n6v1v2···vn−1

du1 · · · dun−1dv1 · · · dvn−1du2n
v1v2 · · · vn−1

= β̃,

où la dernière égalité est obtenue en intégrant par rapport à u2n. Cela permet de conclure
à l’égalité µ∞(X0,n(AQ)) = n!2n−1nβ̃ et achève la démonstration du lemme. �

3.4.3 Le dénouement

Les Lemmes 3.4.18, 3.4.2, la relation (3.4.78) ainsi que le Théorème 3.1.2 impliquent
alors que la constante cn = cPeyre est en accord avec la prédiction de Peyre et cela achève
la démonstration du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour les hypersurfaces
projectives Wn.
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A
A crepant resolution for the

hypersurfaces Wn

Résumé. On reproduit ici sans modification un résultat non publié dû à Per Salberger
qu’il a eu la gentillesse de me communiquer et qui est essentiel à la vérification de la
conjecture de Peyre effectuée au chapitre 3. Il s’agit de la construction d’une résolution
crépante des hypersurfaces Wn définies en (3.1.1).

In a previous paper with Blomer and Brüdern [BBS14], we constructed a partial resolu-
tion fn : Xn →Wn of the projective hypersurface Wn ⊆ P2n−1 (n > 1) with homogeneous
coordinates

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

defined by the equation

x1y2 · · · yn−1yn + x2y1y3 · · · yn + · · · = xny1y2 · · · yn−1 = 0.

The variety Xn ⊆ P2n−1 ×Pn−1 ×Pn−1 is the triprojective variety with trihomogeneous
coordinates (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;Y1, . . . , Yn;Z1, . . . , Zn) defined by the following equa-
tions 

x1Z1 + · · ·+ xnZn = 0, (A.0.1)
yiYj − yjYi = 0 for 1 6 i < j 6 n, (A.0.2)
Y1Z1 = · · · = YnZn. (A.0.3)

In [BBS14], we proved that the projection pr1 : P2n−1 × Pn−1 × Pn−1 → P2n−1 res-
tricts to a birational projective morphism fn : Xn → Wn which is crepant. We have thus
f∗nωWn

∼= ωXn .

We also showed for n > 1 in [BBS14] that the restriction of pr2×pr3 : P2n−1×Pn−1×
Pn−1 → Pn−1 × Pn−1 to Xn gives rise to a morphism λn : Xn → Bn such that Xn is a
Pn−1-bundle over the biprojective variety Bn ⊆ Pn−1×Pn−1 with bihomogeneous coordi-
nates (Y1, . . . , Yn;Z1, . . . , Zn) defined by the equations (A.0.3). Note that for n = 1, there
is no equation and B1 = P0 ×P0 is a point.
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Hence, Xn is non-singular for n 6 3 as Bn is non-singular for n 6 3. We have thus a
crepant desingularisation fn : Xn → Wn for n 6 3. But for n > 3, both Bn and Xn are
singular. The aim of this note is to construct a crepant resolution p0,n : B0,n → Bn for
all n > 1. This will give a crepant desingularisation pXn : X0,n = B0,n ×Bn Xn → Xn by
pulling back λn : Xn → Bn along p0,n and hence a crepant resolution pXn ◦fn : X0,n →Wn

for all n > 1.

For non-empty subsets I = {i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , n}, we write PI × PI for the
biprojective space Pk−1 ×Pk−1 with bihomogeneous coordinates(

YI ; ZI
)

=
(
Y I
i1 , . . . , Y

I
ik

;ZIi1 , . . . , Z
I
ik

)
and BI ⊆ PI ×PI for the closed subvariety defined by

Y I
i1Z

I
i1 = · · · = Y I

ik
ZIik . (A.0.4)

In particular, BI = Bn for I = [n] := {1, . . . , n}. We will never allow I = ∅ in this note.
For products

∏
I⊆[n] V

I of varieties indexed by I ⊆ [n], it will thus be understood that
I 6= ∅.

Now let B0,n be the closed subvariety of
∏
I⊆[n]B

I defined by the equations{
Y I
k Y

J
` = Y I

` Y
J
k for k, ` ∈ J ( I ⊆ [n] (A.0.5)

ZIkZ
J
` = ZI`Z

J
k for k, ` ∈ J ( I ⊆ [n] (A.0.6)

There is an obvious morphism p0,n : B0,n → Bn which sends
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
to
(
Y[n]; Z[n]

)
.

We shall also consider the Coxeter toric variety Cn ⊆
∏
I⊆[n] PI of Sn with multiho-

mogeneous coordinates
∏
I⊆[n]

(
YI
)
defined by the equations (A.0.5). It follows from a

result of De Concini and Procesi (see [CP95, Theorem 4.2] and [Hen10, Prop. 2.9]) that
Cn is a non-singular projective irreducible toric variety of dimension n− 1.

Proposition A.0.6. Let B∗n ( Bn be the open subset where we do not have Yk = Zk = 0
for any k ∈ [n] and B∗0,n = p−1

0,n (B∗n). Then

(a) The morphism pr1 : B0,n → Cn, which sends
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
to
∏
I⊆[n]

(
YI
)
is an

isomorphism.
(b) B0,n is a non-singular projective irreducible toric variety.
(c) B0,n rB∗0,n is of codimension at least two in B0,n.
(d) p0,n is surjective and maps B∗0,n isomorphically onto B∗n.

Proof.– (a) The morphism pr1 : B0,n → Cn is dominant as any
∏
I⊆[n]

(
YI
)
∈ Cn with

Y I
k 6= 0 for all I ⊆ [n] and k ∈ I is the image of

∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B0,n with ZIk = 1/Y I

k

for all I ⊆ [n] and k ∈ I. As Cn is integral, it is thus enough to show that pr1 is a
closed immersion and since pr1 is proper and finitely presented that pr1 is injective (see
[Gro67, prop 8.11.5]). That is, we have to show that

∏
I⊆[n]

(
ZI
)
∈
∏
I⊆[n] PI is uniquely

determined by
∏
I⊆[n]

(
YI
)
∈
∏
I⊆[n] PI for

∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B0,n.

To show this, we use induction with respect to n. If n = 1, then pr1 is just the
projection of P0 × P0 onto P0 and the assertion is trivial. So suppose n > 1 and that
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∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B0,n. Then ZI ∈ PI is uniquely determined by

∏
I⊆[n]

(
YI
)
∈
∏
I⊆[n] PI

for any I 6= [n] by the induction hypothesis. Also, if Y [n]
i = 0 for some i ∈ [n], then Z [n]

j = 0
for some j ∈ [n]. If, say Z [n]

n = 0, then
(
Z[n]

)
=
(
Z

[n−1]
1 , . . . , Z

[n−1]
n−1 , 0

)
in Pn−1 by (A.0.6).

Finally, if Y [n]
i 6= 0 for all i ∈ [n], then

(
Z[n]

)
=
(
1/Y [n]

1 , . . . , 1/Y [n]
n

)
∈ P[n]. Hence

(
Z[n]

)
is uniquely determined by

∏
I⊆[n]

(
YI
)
also for points on B0,n.

(b) This follows from (a) and the above result for the Coxeter variety Cn due to De Concini
and Procesi [CP95].

(c) It suffices to show that the closed subset Fk ⊆ B0,n defined by the equations Y [n]
k =

Z
[n]
k = 0 is of codimension at least 2 in B0,n for all k ∈ [n]. But for such points in B0,n, we

see from (A.0.5) and (A.0.6), that Y I
k = ZIk = 0 for all I ⊆ [n] where k ∈ I and #I > 2.

The projection from Fk to
∏
I⊆[n]r{k}B

I is thus a closed immersion and, by (a), isomor-
phic to a proper variety of the (n − 2)−dimensional Coxeter subvariety of

∏
I⊆[n]r{k}PI

defined by (A.0.5) and (A.0.6) for J ( I ⊆ [n] r {k}. This proves that dim(Fk) 6 n− 3.

(d) It is clear that the open subset of B0,n with Y
[n]

1 Z
[n]
1 6= 0 is mapped isomorphically

onto the open subset of Bn with Y [n]
1 Z

[n]
1 6= 0 as

(
YI ; ZI

)
∈ PI ×PI is the projection of(

Y[n]; Z[n]
)
∈ P[n]×P[n] for any

∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B0,n with Y [n]

1 Z
[n]
1 = · · · = Y

[n]
n Z

[n]
n 6=

0. Hence p0,n
(
B∗0,n

)
is dense in B∗n. It is thus just as in (a) enough to show that the

map from B∗0,n to B∗n is injective. As we have already seen that
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B0,n

is uniquely determined by
(
Y[n]; Z[n]

)
∈ P[n] ×P[n] if Y [n]

1 Z
[n]
1 6= 0, suppose instead that

Y
[n]

1 Z
[n]
1 = 0. We may then, if

∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
∈ B∗0,n, find a partition [n] = J ∪K such

that Y [n]
j = 0 if, and only if, j ∈ J and Z

[n]
k = 0 if, and only if, k ∈ K. It now follows

from (A.0.5) and (A.0.6) that
(
YI ; ZI

)
∈ PI ×PI is uniquely determined by

(
Y[n]; Z[n]

)
.

If I is not contained in J , then YI ∈ PI is just the projection of Y[n] and if I ⊆ J ,
then YI ∈ PI is represented by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Z[n].
Similarly, if I is not contained in K, then ZI ∈ PI is just the projection of Y[n] and if
I ⊆ K, then ZI ∈ PI is given by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Y[n].
This completes the proof. �

We now pull back the Pn−1-bundle λn : Xn → Bn along p0,n : B0,n → Bn. This gives us
a Pn−1-bundle λ0,n : B0,n ×Bn Xn → B0,n. One can also describe X0,n more directly. It is
the closed subvariety X0,n ⊆ P2n−1×

∏
I⊆[n] PI ×PI with multihomogeneous coordinates

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
defined by (A.0.4), (A.0.5), (A.0.6) and (A.0.7) and (A.0.8) below

 x1Z
[n]
1 + · · ·+ xnZ

[n]
n = 0, (A.0.7)

yiY
[n]
j − yjY [n]

i = 0 for 1 6 i < j 6 n. (A.0.8)
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Théorème A.0.4. The projection pXn : X0,n = B0,n ×Bn Xn → Xn which sendsx1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

) 7−→ (
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn; Y[n]; Z[n]

)
is a crepant desingularisation of Xn.

Proof.– The variety X0,n is non-singular as it is a Pn−1-bundle over a non-singular variety
B0,n. It is also clear from the Proposition 1 that the open subset X∗0,n = λ−1

0,n

(
B∗0,n

)
⊆ X0,n

is mapped isomorphically onto the open subset X∗n = λ−1
n (B∗n) ⊆ Xn. Therefore, the res-

trictions of ωX0,n and p∗XnωXn to X∗0,n are isomorphic. By the Proposition 1, we have also
that X0,n r X∗0,n is of codimension at least two in X0,n and hence the restriction from
Pic(X0,n) to Pic

(
X∗0,n

)
is injective (see proposition 6.5b and corollary II.6.16 in [Har08]).

Hence ωX0,n and p∗XnωXn are canonically isomorphic invertible sheaves on X0,n. �

Remark.– If n 6 3, then pXn is an isomorphism as p0,n is an isomorphism for such
n.

We can now derive the main theorem of this note.

Théorème A.0.5. Let n > 1 and Wn ⊆ P2n−1 be the projective hypersurface defined by
the following equation

x1y2 · · · yn−1yn + x2y1y3 · · · yn + · · · = xny1y2 · · · yn−1 = 0.

Let X0,n ⊆ P2n−1 ×
∏
I⊆[n] PI ×PI be the closed subvariety with multihomogeneous coor-

dinates x1, . . . , xn, y1, . . . , yn;
∏
I⊆[n]

(
YI ; ZI

)
defined by the equations (A.0.4), (A.0.5), (A.0.6), (A.0.7) and (A.0.8). Then the projec-
tion pr1 : P2n−1 ×

∏
I⊆[n] PI × PI → P2n−1 restricts to a morphism f0,n : X0,n → Wn

which is a crepant resolution of singularities of Wn. Moreover, X0,n is a Pn−1-bundle over
a variety B0,n isomorphic to the Coxeter toric variety Cn of Sn.

Proof.– The map f0,n is the composition of pXn : X0,n → Xn and fn : Xn → Wn. We
proved in [BBS14] that fn is birational and crepant. We thus obtain the desired result by
combining the results on fn and Xn in [BBS14] with the results on pXn and X0,n from the
Theorem 1. �

Remarks.– By (a slight generalisation of) Manin’s conjecture, we expect as a conse-
quence of the Theorem 2 that we have rk (Pic(X0,n))− 1 = rk (Pic(B0,n)) = rk (Pic(Cn))
log factors in the asymptotic formula for the counting function on the open subset of Wn

with y1y2 · · · yn−1yn 6= 0.

We also expect that the constant in the main term of this asymptotic formula is given
by Peyre’s Tamagawa constant for X0,n, which is interpreted as an adelic volume of the
universal torsor T0 over X0,n in [Sal98]. The p-adic factor of Peyre’s Tamagawa constant
should thus be

#T0 (Fp)
dim (T0) =

(
1− 1

p

)rk(Pic(X0,n)) #X0,n (Fp)
pdim(X0,n) =

(
1− 1

p

)rk(Pic(Cn)) #Cn (Fp)
pdim(Cn)

(
1− 1

pn

)
.
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Here clearly, dim(Cn) = n− 1. The invariants Pic(Cn) and #Cn (Fp) for the Coxeter toric
variety Cn are also known and may be found in [Ste92]. We have

rk (Pic(Cn)) = 2n − n− 1

as rk (Pic(Cn)) is equal to the second Betti number of Cn and

#Cn (Fp) = F (Sn, p)

where F (Sn, t) is the symmetric polynomial of degree n− 1 in t given by the associated
excedance function [Ste92, pages 311 and 316]. Recall here that the excedance number of
any w ∈ Sn is the quantity e(w) = #{i ∈ [n] : w(i) > i} (see [Ste92, page 309]).

Examples.– In S3, we have e(Id) = 0, e((12)) = 1, e((13)) = 1, e((23)) = 1, e((132)) = 1
and e((123)) = 2. The generating excedance function F (S3, t) is thus 1×t0+4×t1+1×t2 =
1 + 4t+ t2 and #C3 (Fp) = 1 + 4p+ p2.
For n = 3, we thus expect rk (Pic(C3)) = 23 − 4 = 4 log factors and the p−adic factor(

1− 1
p

)4 (
1 + 4

p
+ 1
p2

)(
1− 1

p3

)
in the main term.

In S4, we have :
• e(Id) = 0 ;
• For σ one of the six transpositions or σ = (132), (142), (143) or (1432), one has
e(σ) = 1 ;
• For σ a product of two disjoint transpositions, a three cycle distinct from (132),

(142) and (143) and a four cycle distinct from (1234), one hase e(σ) = 2 ;
• e((1234)) = 3.

So F (S4, t) = 1 + 11t+ 11t2 + t3 and #C4 (Fp) = 1 + 11p+ 11p2 + p3.
For n = 4, we thus expect rk (Pic(C4)) = 24 − 5 = 11 log factors and the p−adic factor(

1− 1
p

)11 (
1 + 11

p
+ 11
p2 + 1

p3

)(
1− 1

p4

)
in the main term.

Similarly, for n = 5, we expect rk (Pic(C5)) = 25 − 6 = 26 log factors and the p−adic
factor (

1− 1
p

)26 (
1 + 26

p
+ 66
p2 + 26

p3 = 1
p4

)(
1− 1

p5

)
in the main term.

Remarks.– The odd Betti numbers vanish for any smooth projective toric variety. We
have thus by the Weil conjectures (see [Har08, Appendix]) that

#Cn (Fp) = β2(n−1)p
n−1 + β2(n−2)p

n−2 + · · ·+ β2p+ β0

and that
F (Sn, t) = β2(n−1)t

n−1 + β2(n−2)t
n−2 + · · ·+ β2t+ β0

where βi = dim
(
H i (Cn(C)an,Q)

)
is the i-th Betti number of Cn. In [Ste92], Stembridge

gives thus a combinatorial interpretation of the Betti numbers of Coxeter toric varieties
in terms of the excedance function of Sn.
For more background on the cohomology of toric varieties, see also [Ful93, section 4.5].
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