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Résumé /Abstract

Résumé

Dans cette thése, nous étudions les conjectures de Manin et Peyre pour plusieurs
classes de variétés algébriques. Les conjectures de Manin et Peyre décrivent pour les va-
riétés "presque de Fano' le comportement asymptotique des points rationnels de hauteur
inférieure a B lorsque B tend vers 'infini en termes d’invariants géométriques de la variété.

Nous démontrons dans un premier temps, les conjectures de Manin et Peyre pour la
famille de surfaces de Chételet définies comme modeéle minimal propre et lisse de variétés
affines de A?é d’équation

Y2422 =F(X,1)
pour une forme binaire F' de degré 4 sans racine multiple admettant une factorisation
du type F' = L1L2Q avec L1 et Lo deux formes linéaires et () une forme quadratique
irréductible sur Q[i], achevant ainsi le traitement des conjectures de Manin et Peyre dans
le cas des surfaces de Chéatelet avec @ = —1 initié par La Breteche, Browning et Peyre.

Dans une deuxiéme partie de cette theése, nous déterminons un anneau de Cox de
type identité sur Q de certaines surfaces fibrées en coniques comprenant les surfaces de
Chéatelet. Nous en déduisons une description de certains torseurs pour ces variétés. Cela
nous permet de préciser la géométrie derriere les preuves de la conjectures de Manin et
notamment de préciser le traitement de la constante dans le cas ou F' = QQ1Q2 pour Q;
une forme quadratique irréductible sur Q[i]. Par ailleurs, cela permet également d’ouvrir
I’espoir de nouvelles applications.

Enfin, dans une troisieme partie, nous établissons pour tout n > 2, les conjectures de
Manin et Peyre pour la famille d’hypersurfaces singulieres, de dimension 2n — 2, normales
et projectives W,, de P?"~! définies par 1’équation

T1Y2Y3 * Yn + T2Y1Y3 Yn + -+ TpY1y2 - Yn—1 =0

généralisant les travaux de Blomer, Briidern et Salberger dans le cas n = 3. Les mé-
thodes utilisées reposent sur des travaux récents de La Breteche sur le nombre de matrices
aléatoires pour la partie comptage et sur une annexe de Salberger afin de construire une
résolution crépante de W, et d’expliciter son torseur versel pour la partie conjecture de
Peyre.

Mots-clefs

Conjecture de Manin, constante de Peyre, descente sur des torseurs, comptage de points
rationnels sur des variétés algébriques.



be RESUME/ABSTRACT

Distribution of rational points of bounded
height on certain algebraic varieties

Abstract

In this thesis, we study the Manin and Peyre’s conjectures for several families of
algebraic varieties. The Manin and Peyre’s conjectures describe the distribution of rational
points of height less than B when B goes to infinity for "almost Fano" varieties in terms
of geometric invariants of the variety.

We prove in a first part the Manin and Peyre’s conjectures for the family of Chatelet
surfaces defined as minimal proper smooth model of affine varieties of A‘?Q of the shape

Y24+ 2% =F(X,1)

for a binary form F' of degree 4 without multiple roots and factorizing as F' = Lj Lo(Q) with
L; and L9 two linear forms and @ a quadratic form irreducible over Q[i], settling the last
remaining case of the Manin and Peyre’s conjectures for Chatelet surfaces with a = —1
after works of La Breteche, Browning, Peyre and Tenenbaum.

In a second part, we find a Cox ring of identity type over Q for a family of conic bundle
surfaces which contains Chatelet surfaces. This yields a description of some torsors over
these surfaces over Q and it allows us to better describe the geometry behind the existing
proofs of Manin’s conjecture for Chéatelet surfaces, especially in the case F' = QQ1Q2 with
Q; a quadratic form which is irreducible over Q[i]. Moreover, this result opens the way
to new applications.

Finally, in a third part, we establish the Manin and Peyre’s conjectures for all n > 2
for the family of singular normal projective hypersurfaces W,, of dimension 2n—2 of P?7~!
defined by the equation

T1Y2Y3* Yn + T2Y1Y3 - Yn + -+ TpY1y2 Yn—1 =0

generalizing work of Blomer, Briidern and Salberger in the case n = 3. The method used
in this work relies on recent work of La Breteche about the number of stochastic matrices
for the counting part and on an Appendix by Salberger in order to construct a crepant
resolution of W, and to describe its versal torsor for Peyre’s conjecture.

Keywords

Manin’s conjecture, Peyre’s constant, descent method on torsors, counting rational
points on algebraic varieties.
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Introduction

L’étude des équations diophantiennes est un des plus anciens et des plus importants
domaine des mathématiques. On peut le faire remonter de maniere certaine a Diophante
d’Alexzandrie (entre 200 et 300 apres J.-C.) mais on trouve vraisemblablement des traces
d’études de telles équations dans une tablette babylonienne (Plimpton 322) datant d’il y
a environ 3800 ans. L’objet d’étude principal de ce domaine est ’ensemble des solutions
rationnelles (ou entiéres) d’un systéme

Pi(zo,...,x,) =0 (1<i<r) (I.0.1)

de r équations polynomiales homogenes a coefficients entiers. En termes plus formels, le
systéme (1.0.1) définit une variété projective V' C P" et on s’intéresse a I’ensemble V(Q) =
V NP"(Q) de ses points rationnels. Plusieurs questions apparaissent alors naturelles.

(Q1) A-t-on V(Q) # 27

(Q2) Si V(Q) # @, 'ensemble V(Q) est-il fini ou infini ?

(Qs) Si V(Q) est fini, peut-on le décrire explicitement ? Le dénombrer ?

(Q4) Si V(Q) est infini, comment peut-on décrire quantitativement la «complexitéy»
de cet ensemble infini ? Que dire de la répartition des points rationnels de V' ?
Cette these porte principalement sur I’étude de la question (Q4) pour deux familles infinies
de systemes diophantiens.

I.1 Les conjectures de Manin et Peyre

On se place ainsi dans le cadre de la question (Qu4), a savoir dans le cas ot V(Q) est un
ensemble infini. Pour répondre & cette question (Q4) (méme s’il est & noter que ’approche
utilisée peut aussi permettre d’obtenir des réponses aux questions (Qp) et (Qz)), une idée
naturelle consiste a étudier I’ensemble des points rationnels de V' de «taille» bornée. Pour
mesurer la taille d’'un point rationnel, on utilise des fonctions de hauteurs. On se donne
une variété projective V ainsi que £ un fibré en droites sur V que 'on supposera trés
ample. Un choix de base de sections de £ donne alors lieu & un plongement ¢ : V — P"
pour un certain entier n tel que ¢k (Opn(1)) = L. Pour tout choix de norme sur R,
on considére alors I'application de hauteur H : P"(Q) — R, définie par

H(lwo: - an]) = ||(z0,- .., 2n)]] (1.1.2)
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ou le représentant du point projectif [zg : - - - : 2] a été choisi de sorte que x, . . ., =, soient
des entiers premiers entre eux. On définit ainsi une fonction de hauteur Hy = V(Q) — R}
sur la variété V par Hy = H o . On s’intéresse alors a la quantité

Ny (B) = #{x € V(Q) | He(x) < B}

pour B > 1. L’ensemble précédent dont on prend le cardinal est bien fini d’apres un
résultat de Northcott (voir [Nor49]). La situation est par exemple classique et bien connue
dans le cas d’une courbe lisse C de P? de degré d pour la hauteur

H([zo : -+ zp]) = max(|zol,. .., |zn])- (I.1.3)

Une courbe de genre 0 possédant un point rationnel est isomorphe & P! et le probléeme de
comptage se ramene alors facilement a un probleme de comptage de points d’un réseau dans
une certaine région (voir [Sch79]). Le cas de genre 1 correspond aux courbes elliptiques et
nécessite de développer la théorie des hauteurs canoniques h qui vérifient |h—log(H)| <g 1
(voir [HS]). Enfin, le cas des courbes de genre g > 2 est couvert par le théoreme de Faltings
qui affirme que le nombre de points rationnels d’une telle courbe est fini (voir [Fal83]). Le
tableau 1 résume le comportement de la quantité N¢ i (B) dans chacun des cas.

Degré | Genre Type de courbe Nec.u(B)
1,2 0 Courbe rationnelle ~ ceB?/d
3 1 Courbe elliptique de rang r | ~ c¢(log(B))"/?
>3 >2 Courbe de type général <cl

TABLEAU 1 — Répartition des points rationnels de hauteur bornée sur les courbes

A Tautre extrémité du spectre, on dispose pour les variétés de grande dimension du
célebre résultat de Birch suivant reposant sur la méthode du cercle.

Théoréme 1.1.1 (Birch,1962-[Bir62]). Soit V' C P" une hypersurface non-singuliére de
degré d satisfaisant n > (d — 1)2% et telle que

VR)[[V(Qy) # 2.

Alors, pour la fonction de hauteur (1.1.3), on a Ny y(B) ~ cyB"H1=4.

Entre ces deux extrémes, lorsqu’une variété V a un point rationnel, on aimerait com-
prendre le comportement asymptotique de la quantité Ny, g, (B) lorsque B tend vers +oo
ou tout du moins le comportement asymptotique de la quantité

Ny (B) = #{x € U(Q) | H(x) < B}

pour un certain ouvert de Zariski U de V. On note wy le fasiceau canonique de V et
w;l le faisceau anticanonique de V. Le comportement attendu pour la quantité Ny g (B)
differe alors selon que wy, w;l ou aucun de ces deux faisceaux ne soit ample. En effet, un
principe général de géométrie arithmétique affirme que si la variété est de type général,
i.e. le faisceau wy est ample, alors V doit contenir peu de points rationnels tandis qu’a
Iinverse si la variété V est de Fano, i.e. le faisceau w‘;l est ample, alors V doit contenir
beaucoup de points rationnels (au moins sur une extension finie de Q).

L’objet de cette theése concerne ’étude du cas ot la variété V' est une variété de faisceau
anticanonique w;l trés ample et ou la hauteur choisie est anticanonique, ¢’est-a-dire Hy =
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H 1. Ala fin des années 1980, Yuri Manin et ses collaborateurs a initié un programme
1%

de recherche visant a comprendre le comportement asymptotique de la quantité Ny g,

pour des hauteurs anticanoniques. Ce programme de recherche a donné lieu a la célebre

conjecture suivante, connue désormais sous le nom de conjecture de Manin.

Conjecture (Manin,1989-[FMT87]-[BM90]). Soit V une variété lisse projective dont
le faisceau anticanonique w;l est (trés) ample et Hy une hauteur anticanonique. Il existe
alors un ouwvert U de V' et une constante cy g, tels que

Nv.g, (B) = cv.m, B(log(B))”~ ' (1 4 o(1)), (I1.1.4)
ot p = rang(Pic(V)).

Le fait que la conjecture soit seulement formulée sur un ouvert de Zariski U de V'
provient du fait qu’il peut exister des sous-variétés accumulatrices incluses dans la variété
V' qui sont susceptibles de dominer et de cacher le comportement global de Ny i (B).
L’ouvert U est donc le complémentaire de toutes ces sous-variétés accumulatrices [Pey95].
Dans le cas de la dimension 2, la situation est particulierement simple puisque les seules
sous-variétés accumulatrices sont les droites qui contribuent de 'ordre de O(B?) et I'ouvert
U est automatiquement le complémentaire de toutes les droites incluses dans la variété V'
étudiée. La situation n’est pas aussi simple en dimension supérieure.

Une généralisation de cette conjecture importante pour ce manuscrit formulée par
Peyre [Pey01] prévoit que cette derniére peut s’élargir aux variétés «presque de Fano» ou
une variété est dite «presque de Fano» si elle vérifie les propriétés suivantes :

e Les groupes de cohomologie H*(V,0,) sont nuls pour i € {1,2};
e Le groupe de Picard géométrique Pic(V') de V est sans torsion ;
e La classe du diviseur anticanonique [—Ky] est dans Cl;, le cone fermé engendré
par les classes des diviseurs effectifs.
Les variétés de Fano étant évidemment des cas particuliers de variétés «presque de Fano».

Enfin, Batyrev et Tschinkel ont proposé une version de cette conjecture pour tout fibré
en droites L trés ample appartenant au cone engendré par les diviseurs effectifs que nous
ne détaillons pas ici puisque nous ne 'utiliserons pas dans cette thése. On renvoie le lecteur
intéressé a [BT98a| pour plus de détails.

Quelques années plus tard, dans les années 1990, Peyre ([Pey95] et [Pey01]) puis Baty-
rev et Tschinkel [BT98a] et enfin Salberger [Sal98] ont proposé une interprétation conjec-
turale de la constante cy, g, en termes d’invariants géométriques de la variété V que nous
allons a présent détailler. On se fixe une base sq,...,s, de I'(V, w;l). Pour toute place v
de Q, x € V(Q,) et toute section s € I'(V,w;,') ne s’annulant pas en x, on pose

si(x)

-1
()} = (él;gn ) U) :

On normalise alors la mesure de Haar dx, sur Q, de la maniére suivante :
— Si v = o0, alors dz,, est la mesure de Lebesgue usuelle sur R ;
— Si v < 00, alors on choisit dz, telle que f(’)v dz, = 1.
On introduit ainsi la mesure borélienne sur V(Q,) suivante
0

_HaA P
Why v = 0z oz,

dz1y - -dap,
v

pour des coordonnées locales analytiques x1 ,, ..., 2, au voisinage d'un point x € V(Qy).
On choisit alors un nombre fini de places finies S ainsi qu'un modele projectif V de V sur
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Og dont les fibres sont géométriquement integres et tel que pour toute place finie p en
dehors de S, le groupe Pic(Vﬁp) soit isomorphe a Pic(V') et ce de fagon compatible avec
les actions de Galois. On pose alors

Lg(s, PIC H L (s, P1c
pgS

avec

1
det(1 — p=sFr, | Pic(Vy ) ®z Q)

Ly,(s,Pic(V)) =

On introduit alors les facteurs correctifs

N :{ Ly(1,Pic(V)) sivgs

1 sinon
et la quantité (indépendante de S et de V)

vy = lim (s — 1780 g (s, Pie(V)) T 202 (L.1.5)

v

Dans un second temps, on introduit Ceg(V)Y C Hom (Pic(V) ®z R, R), le cone dual
de Cegr(V) constitué de toutes les applications linéaires A : Pic(V)Y @z R — R telles que
A ([D]) = 0 pour tout diviseur effectif D de V. Considérons de plus

¢: Hom (Pic(V) ®z R,R) - R

l'application linéaire qui a tout A € Hom (Pic(V) ®z R, R) associe A ([—Kx,]). On mu-
nit alors Hom (Pic(V) ®z R, R) de la mesure de Lebesgue ds normalisée telle que L =
Hom (Pic(V),Z) soit de covolume 1 ainsi que I'’hyperplan H = 7! ({1}) de la mesure
d(f 1) On pose finalement

a(V)=Vol{A € Cer(V)" | A([-Kv]) = 1} = /C V)\VOH d(gdi 1) (I.1.6)

On dispose alors de la conjecture suivante, connue sous le nom de conjecture de Peyre.

Conjecture (Peyre/Batyrev-Tschinkel). On a

eviiy = a(V)B(V)wvm, (V(Q)),

pour a(V') défini en (1.1.6), B(V) = #H! (Q,Pic(V)) et wy g, définie en (1.1.5).

Il est & noter que Salberger utilise dans [Sal98] une constante un peu différente puisqu’il
considere wy, g, (V(Q)Br(v)) en lieu et place de wy g, (V(Q)), ot Br(V) = HZ (V, G,)
est le groupe de Brauer de V. On dispose pour ce groupe d’un accouplement issu de la
théorie du corps de classe local

Br(V) xV(Aq) — Q/Z
(4, (P)) — Y invy(A(R)

appelé accouplement de Brauer-Manin. Ce dernier permet de définir V(AQ)Br(V) comme
étant le noyau a droite de cet accouplement. On a alors

V(Q) cV(AQPV) cV(Aq)
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et on dit que [‘obstruction de Brauer-Manin est la seule a lapproximation faible et au
principe de Hasse si

V(Q) =V(AgQ)P™.

On conjecture [CT03] que si V est une surface définie sur Q géométriquement rationnelle,
i.e. telle que V' xq Q soit birationnelle & P%, alors on a

V(Q) =V(Ag)™

si bien que les deux formulations de la constante par Peyre et Salberger sont supposées
étre équivalentes. Ces deux formulations seront utiles dans ce manuscrit et pour toutes
les variétés considérées, soit l’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse et a
I’approximation faible sera la seule soit ’approximation faible sera vérifiée, auquel cas les
deux définitions seront effectivement les mémes.

Les conjectures de Manin et de Peyre peuvent se résumer par I’aphorisme La géométrie
gouverne l’arithmétique dans le sens ou des propriétés et des invariants géométriques sont
censés déterminer pour les variétés «presque de Fano» certaines propriétés arithmétiques.
Néanmoins, il est bon de constater que ces conjectures ne donnent aucune information
sur la répartition fine des points rationnels de V. Il existe plusieurs raffinements de ces
conjectures tentant de rendre compte de la répartition plus fine de ces points rationnels.
Ces derniers ne seront pas nécessaires & ce manuscrit et on renvoie donc a [Pey95], a [Pag],
a [Hual7] ou a [MR15] par exemple pour plus de détails.

1.2 Méthodes et résultats connus

1.2.1 Contre-exemples et principe de Manin

Dans un premier temps, il est important de noter qu’il existe des contre-exemples a la
version (I.1.4) de la conjecture de Manin. Le premier d’entre eux a été obtenu par Batyrev
et Tschinkel [BT96b] sur les k-points avec k un corps de nombres contenant Q(y/—3).
Loughran a ensuite exhibé en 2012 des contre-exemples valables pour les k-points avec k
n’importe quel corps de nombres [Loul5] et d’autres contre-exemples ont notamment été
exhibés par Le Rudulier [Rud]. Il existe alors des raffinements de la conjecture de Manin
permettant de prendre en compte ces contre-exemples mais la version de la conjecture de
Manin énoncée en (1.1.4) sera suffisante dans le cadre de cette these et il est néanmoins tres
intéressant de savoir pour quelles classes de variétés cette prédiction de Manin est valable.
La conjecture sous cette forme a d’ailleurs fait 'objet d’une attention considérable depuis
la fin des années 1980. Cela dit, au vu de l’existence de ces contre-exemples, on utilisera
la dénomination principe de Manin a la place de conjecture de Manin dans toute la suite
de ce manuscrit.

1.2.2 Meéthode du cercle et analyse harmonique

La premieére méthode a porter ses fruits, lorsque le nombre de variables est «grand»
devant le degré, a été la méthode du cercle avec notamment le célebre résultat de Birch
cité en section 1.2 et plus récemment des résultats de Browning et Heath-Brown [BHB17]
ou Schindler [Sch14] et Mignot [Mig16] sur les hypersurfaces biprojectives ou triprojectives
respectivement.
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Dans le cas ou la variété V est la compactification équivariante d’un groupe algébrique,
alors la structure de groupe peut étre exploitée et des techniques d’analyse harmonique
peuvent permettre d’étudier les propriétés analytiques de la fonction zéta des hauteurs
associée

()= Y o (R(s) > 1)
xeV(Q) Hy (x)
Le principe de Manin est alors obtenu griace a un théoreme taubérien et ce pour tout
corps de nombres et pas seulement sur le corps Q des nombres rationnels. De maniere
imprécise, la fonction (g, devrait avoir un pole d’ordre p en s = 1 si, et seulement si,
Nu g, (B) ~ c¢B(log(B))P~L. Cette approche s’est révélée fructueuse dans les cas suivants :
e variétés toriques (i.e. les compactifications équivariantes de tores algébriques) (voir
[BT98b],[BT96a] et [BTI5]);
e compactifications équivariantes de groupes additifs G [CLT02];
e compactifications équivariantes de groupes unipotents (voir [ST15] et [Sha04]);
e compactifiaction équivariante du groupe non commutatif G, x4 G,, ou ’action est
donnée par g.x = g%r. [TT12]
En particulier, ces méthodes n’ont encore jamais été développées afin de traiter le cas de
groupes abélien mélangeant une structure additive et une structure multiplicative du type
G x G pour n et k deux entiers naturels.

Enfin, lorsque la variété V ne rentre dans aucune des deux catégories citées ci-dessus,
il n’existe pas de méthode générale pour tenter de démontrer la conjecture. L’approche
utilisée est alors de tenter de démontrer la conjecture classe de variétés par classe de
variétés en utilisant une méthode de descente sur des variétés moralement plus simples
appelées torseurs combinée a du comptage de points d’un réseau dans une région donnée.
C’est parfois la seule méthode dont on dispose et c’est la méthode qui sera employée dans
chacun des cas traités dans ce manuscrit.

1.2.3 Descente sur les torseurs

La méthode de descente sur des torseurs a été introduite par Colliot-Théléne et Sansuc
dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87] dans les années 1980 afin d’étudier des problemes
divers concernant les points rationnels : existence de points rationnels, principe de Hasse,
approximation faible, densité des points rationnels... L’idée de base est la suivante : il s’agit
d’attacher a la variété V' dont on cherche a étudier les points rationnels une famille finie
de variétés affines auxiliaires de dimension plus grande que celle de V mais de géométrie
et d’arithmétique plus simple (en particulier méme si la variété de base V' ne satisfait pas
le principe de Hasse et I’approximation faible, on s’attend a ce que ces variétés auxiliaires
les vérifient), chacune de ces variétés étant équipée d’'un Q-morphisme dominant vers la
variété V', et telles que tout point de V(Q) soit I'image d’un point entier d’une des variétés
auxiliaires.

Dans le cas élémentaire du plan projectif, on a clairement une bijection entre les points
[xg: -+ xzp] € P"(Q) de hauteur plus petite que B et les points entiers

Y = (Y0, yn) € Z"T1{(0,...,0)}

vérifiant pged(yo, ..., yn) =1 et

1< B
Ogll.aélyzl <

quitte a identifier y & —y. Cette variété affine est alors un torseur associé a la variété P".
Le nombre de ces points entiers peut alors souvent étre estimé en faisant appel a la théorie
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analytique des nombres et au dénombrement de points d’'un réseau dans une région don-
née. Une des forces de cette méthode du point de vue analytique est que, le plus souvent,
le nombre de variables augmente et ainsi celles-ci sont donc en général plus petites ce qui
permet de mieux les controler.

Plus précisément, on notera g = Gal(Q/Q) et V = Q xq V pour une variété V
définie sur Q. On appelle alors V-torseur au-dessus d’une variété V' définie sur Q sous un
Q-tore algébrique T un espace principal homogene 7 — V sous T (voir [Sko| pour plus de
détails). Les classes d’isomorphismes de V-torseurs sous 7" sont en bijection avec le groupe
de cohomologie H gt(V, T) et si V est une variété lisse et géométriquement intégre vérifiant
HY.(V,Gy,) = Q*, alors on a une suite exacte naturelle

0 —> H}\(Q,T) — H}(V.T) —* Homg (T Pic (V))

ot x([T]) € Homg (T , Pic (V)) envoie un caractere ¢ : T — G, 7 sur la classe du V-

torseur 7 x L Gm,@ sous Gm,@ obtenu & partir de 7 et 1 ou l'action de groupe de Gm,@
est obtenue & partir de 'action de T et du morphisme v, ce qui fournit bien un élément
de H} (X, G, g = Pic (V) La quantité x([7]) € Homg (T, Pic (V)) est appelé le type
du torseur et si le tore T est déployé, alors il existe au plus un V-torseur sous 7' de type
donné a isomorphisme pres.

Si Pic (V) est sans torsion et de type fini et que T est le tore de groupe de caractere

T = Pic (V), alors si x([7]) = Id on parle de torseur versel. On sait alors que si V(Q) # &,
les torseurs versels existent [CTS87].

Un des intéréts majeurs des torseurs réside dans la proposition suivante qui affirme
que les torseurs permettent d’obtenir une description agréable de 1’ensemble des points
rationnels d’une variété V satisfaisant des hypotheses raisonnables.

Proposition 1.2.1 ([CTS77]). Soient V une variété lisse, projective, géométriquement
intégré et telle que Pic (V) soit sans torsion et de type fini et T un tore algébrique. Pour

tout P € V(Q), il existe un T-torseur mp : Tp — V (unique d isomorphisme preés) tel que

P c7p(Tp(Q))-
De plus, V(Q) est la réunion disjointe des mp,(Tp,(Q)) pour un ensemble fini de points

Pi,...,P, € V(Q).

Les meilleurs candidats pour effectuer une descente afin d’étudier les points rationnels
sont les torseurs versels. En effet, pour V une variété lisse, géométriquement integre vé-
rifiant Hgt(V, G,) = Q" et Pic (V) de type fini, 7 un torseur versel pour V et 7¢ une
compactification lisse de 7 (qui existe d’apres [Bry79]), alors les obstructions de Brauer-
Manin au principe de Hasse et a approximation faible éventuelles disparaissent pour 7°¢
[CTS87, Théoréme 2.1.2]. Une autre classe importante de torseurs qui partage un certain
nombre de propriétés importantes des torseurs versels est celle des torseurs quasi-universels
ou par torseur quasi-universel, on entend torseur de type A : Pic (V) < Pic (V) pour
une extension galoisienne K de Q sur laquelle V' est rationnelle avec la terminologie de
[CTS87]. En effet, si K est une extension galoisienne sur laquelle V' est rationnelle et
V(K) # @, alors pour les torseurs quasi-universels de type A : Pic (Vx) — Pic (V) les
obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et a I’approximation faible éventuelles
disparaissent sur une compactification lisse. Dans toute la suite de ce manuscrit, on ne
s’intéressera plus qu’a des torseurs quasi-universels.
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C’est Salberger [Sal98| qui a le premier utilisé une méthode de descente sur les torseurs
versels afin d’étudier le principe de Manin dans le cadre des variétés toriques propres, lisses
et déployées sur le corps Q. Depuis cet exemple, de nombreux cas du principe de Manin
et de la conjecture Peyre ont été obtenus par une méthode de descente similaire. Les deux
sections suivantes donnent une liste représentative mais non exhaustive de ces derniers.

A linstar de cet exemple, la plupart des cas ot le principe de Manin a été obtenu par
cette méthode de descente sur des torseurs versels I’a été dans le cas de variétés déployées,
c’est-a-dire telles que l'action du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique
soit triviale. Mais dans ces cas-la, la géométrie derriére la descente n’est en général pas
explicitée et la paramétrisation ou le passage au torseur est établi de maniere ad hoc. On
peut malgré tout citer quelques exceptions notables dont le cas de certaines surfaces de
Chatelet ([BBO08] et [BT13]) ou encore le cas d'une surface de del Pezzo singuliere de degré
4 [BBOT7c]. Néanmoins, dans chacun de ces cas, I'approximation faible est vérifiée ce qui
simplifie le traitement de la conjecture de Peyre et ne rend pas indispensable la compré-
hension de la géométrie de la descente effectuée lors du comptage (sauf dans le cas Q1Q2
de [BT13] dans lequel le traitement de la conjecture de Peyre est en réalité incomplet).
La géométrie de la descente utilisée dans [BB07c] a été précisé dans la thése de Pieropan
[Piel5]. Cela permet d’ores et déja constater que dans le cas de variétés non déployées, les
méthodes de descente utilisées pour établir le principe de Manin ne font pas nécessaire-
ment appel aux torseurs versels mais peuvent faire appel a des torseurs quasi-universels
d’un autre type, ces derniers donnant lieu a une paramétrisation plus agréable. On peut
également citer entre autres [CTS79] ou [CTCS80] ou des méthodes de descente sur des
torseurs quasi-universels sont utilisées de maniére détaillée mais dans un objectif différent
de celui de I’étude du principe de Manin.

Remarquons pour finir que dans dans le cas d’une variété satisfaisant I’approximation
faible, le traitement de la constante de Peyre est grandement simplifié puisque le nombre
de Tamagawa est alors simplement donné par wy, g, (V(Aq)). Au contraire, dans le cas ol
lapproximation faible n’est pas satisfaite, Salberger [Sal98| a établi comment la constante
se remontait naturellement aux torseurs quasi-universels de type A : Pic (Vg ) < Pic (V)
de la facon suivante. Supposons donné J un ensemble fini indexant les classes d’isomor-
phismes de tels torseurs possédant un point rationnel au-dessus d’une variété projective
V et pour tout j € J, on note m; : 7; — V un représentant de la classe d’isomorphisme
en question. On a alors

CPeyre = #I_Hl Q, %WVHV 5 ( (AQ))) (I1.2.7)

ou

' (Q,T) = Ker (Hl(Q, T)— H'R,T)[[H(Qp. T))

et T est le tore dual de Pic (Vk). Deux questions se posent alors lors du traitement du
principe de Manin et de la conjecture de Peyre sur une variété V.
e Quels torseurs quasi-universels sont utilisés lors de la démonstration du principe
de Manin sur V' 7
e (Q’) : Comment déterminer explicitement des équations de ces torseurs quasi-
universels afin de calculer wy g, (7; (E(AQ))) ?
Ces questions seront au centre de la deuxieme partie de cette these.
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On dispose essentiellement de deux méthodes pour déterminer les torseurs quasi-
universels associés a une variété V. La premieére, a la main en effectuant un certain nombre
de transformations élémentaires sur les polyndémes définissant la variété V est la méthode
appliquée dans [CTS87] ou dans [Sko] dans le cas de variétés possédant un morphisme
dominant vers P! ou encore dans le cas des surfaces de Chatelet scindées [BBP12]. Dans
le cas de [CTS87] ou [Sko], la méthode ne donne que des équations locales de certains
torseurs quasi-universels, ce qui n’est pas suffisant pour répondre a la question (Q’). Dans
le second cas [BBP12], les torseurs versels sont réalisés comme ouvert d’un certain espace
affine. On dispose alors d’un formalisme plus général (dans lequel se traduisent les mani-
pulations effectuées dans les deux exemples cités), reposant sur la théorie des anneauz de
Coz et des anneaux de Cox généralisés développé notamment par Derenthal et Pieropan
([Piel5] et [DF13]), qui permet de réaliser les torseurs de certains types A comme ouverts
de certains espaces affines.

Pour étre plus précis, si V' est une variété normale projective de groupe de Picard libre
et de type fini sur un corps algébriquement clos, alors on définit [’anneau de Cox de V
comme l'algébre? Pic(V)-graduée

R(V)= @ H(V,0v(D))
[D]ePic(V)

et l'anneau de Coz de type X : Pic (Vi) < Pic (V) pour K un corps de nombres galoisien
comme 'algebre Pic(Vi)-graduée

R(V)= @ RV)p
[DJePic(Vi)

ou R(V)p représente ’ensemble des éléments homogenes de R(V') de degré [D]. On a alors
un unique torseur de type A pour V et ce torseur se réalise comme un ouvert du spectre
de Ry (V).

C’est cette derniére méthode que l'on utilisera dans ce manuscrit et on renvoie a
[ADHL] ou [Piel5] pour plus de détails. La principale difficulté de cette méthode réside
dans la détermination d’un anneau de Cox pour une variété donnée. Cependant, de nom-
breux anneaux de Cox de variétés «presque de Fano» ont été calculés dans la littérature,
notamment dans le cas de surfaces, entre autres par Batyrev, Popov [BP04], Hassett et
Tschinkel [HT04], Hausen, Leifer et Laface [HKL14] ou encore Derenthal [Der06]. Un des
intéréts des anneaux de Cox est qu’'une fois déterminé un anneau de Cox sur un corps
algébriquement clos, alors on peut, sous certaines hypotheses, obtenir relativement aisé-
ment par descente galoisienne des anneaux de Cox de tout type sur Q (& condition que la
variété V posseéde un Q-point par exemple) et ensuite toutes les classes d’isomorphismes
d’anneaux de Cox en tordant 'anneau de Cox de départ par un élément de HZ (V,T)
[Piel5]. Cela permet alors dans un premier temps de réaliser les torseurs versels comme
ouvert du spectre d’'un anneau de Cox et dans un second temps de réaliser les torseurs
quasi-universels de tout type A : T — Pic (V) dont I'image contient un diviseur ample
comme ouvert en passant par les anneaux de Cox généralisés et ainsi d’en expliciter des
équations. Le cas ou les anneaux de Cox sont de type fini est particulierement intéressant
puisqu’il permet de cette maniére de réaliser les torseurs comme ouverts d’un espace affine.

2. Ici, la structure d’algebre n’est pas immédiate, du fait qu’elle nécessite de choisir des isomorphismes
cohérents Ov (D1) ® Oy (D2) = Ov (D1 + D2) pour définir un produit. Mais sur un corps algébriquement
clos, I'existence d’un point rationnel sur la variété V' entraine qu’un tel choix est possible.
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I.2.4 Cas des surfaces

Comme mentionné précédemment, cette méthode de descente sur certains torseurs
quasi-universels a donné lieu & de nombreuses applications dans le cadre du principe de
Manin et de la conjecture de Peyre. Les variétés les plus naturelles pour initier cette ap-
proche sont bien évidemment les surfaces de Fano, autrement dit les surfaces de del Pezzo.

Par définition, une surface de del Pezzo est une surface S lisse telle que wgl soit
ample. Une fagon plus agréable de voir les surfaces de del Pezzo réside dans le théoreme
suivant.

Théoréme 1.2.1 ([Man86]). Soit S une surface de Pezzo de degré d sur un corps algébri-
quement clos. Alors 1 < d <9 et soit S =P x P! soit S est l’éclatement de 9 — d points
de P? en position générale. Par position générale, on entend que trois points ne peuvent
pas étre alignés et sixz points ne peuvent pas appartenir a une méme conique.
Réciproquement, une surface obtenue de cette facon est une surface de del Pezzo.

On peut également montrer que si d > 3, alors en réalité w§1 est tres ample. La dif-
ficulté du principe de Manin et de la conjecture Peyre sur les surfaces de del Pezzo va
de pair (conformément & la philosophie de ces conjectures selon laquelle «La géométrie
gouverne 'arithmétique») avec la complexité de la géométrie des surfaces de del Pezzo,
complexité qui va croissante lorsque le degré diminue. Lorsque d > 6, les surfaces de del
Pezzo sont toutes toriques et le principe de Manin et la conjecture de Peyre découlent alors
des travaux de Batyrev et Tschinkel [BT98b]. Lorsque d = 5, la situation se complique
déja nettement et il existe trés peu de choses connues. La Bretéche a obtenu le principe de
Manin et la conjecture de Peyre dans le cas d’une del Pezzo de degré 5 déployée [Bre(2]
et avec Fouvry dans le cas d’une del Pezzo de degré 5 obtenue comme éclatement de 4
points dont deux définis sur Q et deux autres conjugués sur Q(i) [BF04]. Les surfaces de
del Pezzo suscitant le plus d’intérét sont cependant les surfaces de del Pezzo de degré 4 et
3 qui sont respectivement des intersections de deux quadriques dans P* et des cubiques
dans P3. Pour d = 4, le principe de Manin et la conjecture de Peyre ont été obtenus dans
un seul cas par Browning et La Bretéche [BB11] en tirant parti d’une fibration conique et
elles restent hors d’atteinte deés que d < 3 [HB97]. Le seul résultat général dont on dispose
est une borne inférieure du bon ordre de grandeur pour une large classe de surfaces de del
Pezzo admettant une fibration en conique de tout degré [FLS16].

La classification de ces surfaces de del Pezzo généralisées est classique et peut étre
trouvée dans [HP]. Pour d = 4, & isomorphisme prés et sur Q, il existe 15 types de
singularités possibles. C’est sur ce type de surface que porte la premiere partie de cette
these. Une premiere approche a alors été de tenter de traiter un exemple déployé dans
chacun de ces 15 cas de figures. Le fait de s’attaquer a des surfaces déployées permet
de simplifier la géométrie, notamment du point de vue des torseurs comme on l’a vu en
section 1.3.1. On donne alors la liste des résultats connus avant cette these. Grace aux
travaux de Derenthal [Derl4] qui classifie les surfaces de del Pezzo singuliéres toriques et
a Derenthal et Loughran [DL10] qui ont déterminé quelles surfaces de del Pezzo sont des
compactifications équivariantes de G2, on obtient la conjecture dans un certain nombre
de cas comme conséquence directe de [BT98b] ou de [CLT02].

Pour la plupart des références, le principe de Manin et la conjecture de Peyre sont
établis pour un exemple agréable déployé concernant au type de singularité et au nombre
de droites de la ligne correspondante du tableau. En revanche, trés peu de cas de surfaces
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’ Type ‘ # lignes ‘ Singularités ‘ Résultat(s) ‘
(i) 12 A,
(i) 9 2A,
(i4i) 8 2A, [Loul0], [BT13], [BBP12], [BB12]
(Z’U) 8 A2
(v) 6 3A; [Boul2al
Vi) 6 Ai+As [Boul2al
(vid) 5 A; [DF13]
(viig) 4 A; [Boul2c]
(iz) 4 4A, [BT9Sb]
(xi) 3 Ai+A3 [Der09], [DF14], [FP13]
(i) 3 Ay [BD0Y], [DF13]
) 2 D, [DT07], [DF13]
(ziv) 2 2A1+As [BT9Sb], [BBO7C]
(zv) 1 D: [CLT02], [DF13], [BBOTH]

TABLEAU 2 — Principe de Manin et conjecture de Peyre dans le cas des surfaces de del
Pezzo généralisées de degré 4 selon le type de singularités et de droites sur Q.

de del Pezzo généralisées de degré 4 non déployées ont été abordées a l’exception des
surfaces de Chatelet dont il sera question dans la section suivante et qui constitue le coeur
de la premiére partie de ce manuscrit. Evidemment sur Q d’autres cas sont possibles et
on renvoie & Lipman [Lip06] pour une classification plus compléte. Pour un état des lieux
dans le cas d = 3, on renvoie a 'introduction de la these de Le Boudec [Le 16].

I[.2.5 Cas de la dimension supérieure

Le cas de la dimension supérieure est largement plus inexploré. Le premier écueil est
que l’on ne dispose pas d’une classification aussi simple des variétés de Fano ou "presque"
de Fano en dimension supérieure comme 1’on peut en avoir une pour les surfaces de Fano.
De plus, 'augmentation de la dimension complexifie également le comptage et enfin une
derniere difficulté inhérente a la dimension supérieure apparait lorsque 'on s’intéresse a
des surfaces singuliéres. On a pu voir en section 1.3.2 que dans le cas d’'une surface sin-
guliere avec des singularités isolées, on étudiait en réalité le principe de Manin sur une
désingularisation minimale. Il résulte de [Zar39] qu'une telle désingularisation minimale
existe toujours et est unique a isomorphisme prés dans le cas des surfaces mais ce n’est
plus le cas en dimension supérieure. Une telle désingularisation peut s’obtenir en éclatant
les points singuliers de la surface. De plus, on peut également s’intéresser aux cas de va-
riétés possédant des singularités non isolées. La situation favorable analogue en dimension
supérieure est alors celle ot une variété singuliere "presque de Fano" admet une résolution
crépante, ce qui n’est pas automatique. Une résolution des singularités f: V — V est dite
crépante si f*wy = wy,. Ainsi, si Hy est une hauteur anticanonique sur V, alors Hy, est
une hauteur anticanonique sur V et si f induit un isomorphisme d’un ouvert U de V sur
un ouvert U de V, alors on a

#{r €U(Q) | Hy(x) < BY = #{x € U(Q) | Hp(x) < B}

et ’étude du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour V se réduisent donc
au principe de Manin et a la conjecture de Peyre pour la résolution crépante V. Une telle
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résolution crépante, au-dela du fait qu’elle n’existe pas toujours, peut se révéler tres com-
pliquée et il n’existe pas de procédure générale pour la déterminer contrairement au cas
des surfaces.

Bien siir, les méthodes telles que la méthode du cercle ou les méthodes d’analyse har-
monique ont permis d’obtenir le principe de Manin et la conjecture de Peyre dans le cas de
nombreuses variétés de dimension supérieure, mais ces derniers n’ont été obtenus que dans
trois cas par la méthode de descente sur des torseurs quasi-universels. Ainsi, les variétés de
dimension supérieure forment un réservoir d’exemples extrémement intéressant pour conti-
nuer a tester le principe de Manin et la conjecture de Peyre et leurs différents raffinements.

Le premier cas, en dimension 3, est dii & Régis de la Breteche et concerne la cubique
de Segre définie dans P° par

x?+x§+x§+xi+x§+x% = 0
r1+ro+axs+r4+o5+25 = 0.

Il s’agit d’une cubique singuliére et cet exemple est parfaitement représentatifs des dif-
ficultés qui apparaissent lorsqu’on s’attaque au principe de Manin et a la conjecture de
Peyre en dimension supérieure en terme de comptage. En revanche, la cubique de Segre ne
possédant que des singularités isolées, une résolution crépante est aisément obtenue dans
ce cas.

Le second cas, en dimension 4, est dii a Schmidt et concerne la variété définie comme le
déterminant d’une matrice carrée symétrique de taille 3 [Sch95]. Le troisiéme exemple,
une cubique singuliere de P® est dii & Blomer, Briidern et Salberger et sera au centre de
la troisiéme partie de cette these.

1.3 Résultats de la these

I.3.1 Les surfaces de Chatelet

On définit la surface de Chatelet S, r comme le modele propre et lisse des variétés
affines dans A?({Q d’équations de la forme

X% —aY?=F(X,1) (1.3.8)

ou F est une forme binaire & coefficients entier de degré 4, de discriminant non nul et dont
tous les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (y/a) et a un entier sans
facteur carré. Il n’est pas difficile de voir, comme dans [Sko], que les hypotheses effectuées
ne sont pas restrictives et qu’un modele propre et lisse d’une variété affine d’équation de
la forme de (I1.3.8) avec soit a soit F' qui posseéde un facteur carré soit F' qui posséde un
facteur irréductible sur Q réductible sur Q (y/a) est birationnel & une surface de Chatelet
Sy v au sens de la définition (I1.3.8).

Ces surfaces apparaissent naturellement parmi les surfaces non triviales les plus simples
dans la classification birationnelle des surfaces d’Iskovskikh [Isk80] puisqu’elles sont des
désingularisations minimales de certaines surfaces de del Pezzo généralisées de degré 4
et de type de singularité 2A; conjuguées [BBP12, remarque 2.3]. En particulier, ces sur-
faces ne sont pas déployées. Les surfaces de Chatelet sont également arithmétiquement
tres riches puisque certaines de ces variétés ne satisfont ni le principe de Hasse ni le prin-
cipe de 'approximation faible et correspondent au contre-exemple historique donné par
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Swinnerton-Dyer en 1971 de variétés ne satisfaisant simultanément ni le principe de Hasse
ni 'approximation faible. La seule obstruction au principe de Hasse et a 'approximation
faible pour ces surfaces est en effet 'obstruction de Brauer-Manin d’apres [CTSSD87a] et
[CTSSD87b]. Ce dernier résultat est d’ailleurs établi a 1’aide d’une descente sur les tor-
seurs versels qui, eux, satisfont le principe de Hasse et ’approximation faible. On donne
le tableau récapitulatif suivant concernant le principe de Hasse et I’approximation faible
sur les surfaces de Chatelet.

Cas Principe de Hasse | Approximation Faible
LiLoLsLy X
LC
Q1Q2 X X
L1L2Q X
F

TABLEAU 3 — Principe de Hasse et approximation faible sur les surfaces de Chéatelet. Le
symbole v signifie vérifié, le symbole X signifie qu’il existe des cas pour lequel le principe
est non vérifié mais que ce n’est pas nécessairement systématique et X signifie non vérifié.

Il est également intéressant de noter qu’il s’agit de surfaces fibrées en coniques et qu’au-
cune droite n’est incluse dans S, r.

Le premier résultat en direction du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
sur les surfaces de Chatelet, considérées spécifiquement depuis 2005, est une borne supé-
rieure du bon ordre de grandeur pour tout F et tout a < 0 dans [Brol0]. Ce résultat a
récemment été amélioré par Browning et Sofos dont les travaux [BS16] permettent d’ob-
tenir une borne inférieure et une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour tout
F et tout a. Ces deux résultats mis & part, tous les cas du principe de Manin et de la
conjecture de Peyre obtenus jusqu’a présent 'ont été dans le cas particulier a = —1. Le

systéme linéaire anticanonique ’wgfl F‘ étant sans point base, on obtient un morphisme
S Fp — P* qui donne alors lieu & une hauteur anticanonique H comme en section

1.2. On s’intéresse alors pour établir le principe de Manin et la conjecture de Peyre au
comportement asymptotique de la quantité

N(B) = #{z € S1,p(Q) | H(z) < B}

lorsque B — +o00. La forme du résultat asymptotique conjecturé et les méthodes néces-
saires pour ’obtenir sont subordonnées au type de factorisation de F' dans Q. La liste
suivante explicite tous les cas possibles :

(i) F = L1LoL3Ly, ou les L; sont des formes linéaires de Q[X| deux & deux non pro-
portionnelles;
(it) F' = L1L2@ ot les L; sont des formes linéaires non proportionnelles, et () une forme
quadratique irréductible sur Q mais réductible sur Q[i] (cas dégénéré) ;
(11i) F = L1LoQ ou les L; sont des formes linéaires non proportionnelles, et () une forme
quadratique irréductible sur Q[i];
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(iv) F = LC, ou L est une forme linéaire, et C' est une forme cubique irréductible sur Q
(et donc irréductible sur Q(7));

(v) F = Q1Q2, ol les Q; sont des formes quadratiques irréductibles non proportionnelles
sur Q, mais dont I'une au moins est réductible sur Q[i| (cas dégénéré);

(vi) F'= Q1Q2 ol les Q; sont des formes quadratiques non proportionnelles irréductibles
sur Q1] ;
(vii) F est irréductible sur Q, mais est réductible sur Q[i] (cas dégénéré);
(viii) F est une forme irréductible sur Q[i].

L’évaluation asymptotique de N (B) peut étre reformulée en termes d’estimations de quan-
tités de la forme
S(X) = Z r(F(x)) (1.3.9)
x€Z2NR(X)
pour
R(X) = {x e R?|[[x[[c <X, F(x)>0}

et ou r(n) désigne le nombre de représentations d’un entier n comme somme de deux
carrés. Le premier exemple d’une formule asymptotique pour S(X) lorsque X — oo a
été obtenu par Daniel [Dan99] pour le polynéme F(X,Y) = X* + Y4 qui est du type
(vii). A la suite de ce travail, d’autres progres ont été accomplis. Pour les formes de type
(i), 'évaluation asymptotique de S(X) a été traitée par Heath-Brown dans [HB03]. Les
précisions nécessaires a I’approche du principe de Manin ont été obtenues dans [BB08|, ce
qui a effectivement permis l'estimation asymptotique de N(B) dans [BBP12] par Brow-
ning, La Breteche et Peyre. Ce cas constitue le premier cas ou le principe de Manin a été
obtenue par des méthodes différentes de 'analyse harmonique dans le cas d’une variété ne
vérifiant pas ’approximation faible. Les mémes méthodes fonctionnent pour le type (iv) :
les évaluations de S(X) et de N(B) ont ainsi été obtenues dans [BB12] par Browning
et La Breteche. Avec Tenenbaum ([BT12] et [BT13]), La Breteche a établi les cas dans
lesquels F' n’est pas divisible par une forme linéaire, autrement dit les types (vi) et (viii).
Il reste donc certains cas dont le cas (7ii) sachant que les cas (7i), (v) et (vii) peuvent étre
considérés comme des cas dégénérés. On peut noter que le schéma de la démonstration
differe selon que le polynéme F' possede un facteur linéaire ou non. En particulier, les
outils analytiques requis pour estimer (1.3.9) dans le cas ou F' ne possede pas de facteur
linéaire sont plus sophistiqués et font notamment appel a la fonction A de Hooley tordue
par un caractere.

La premiére partie de cette thése est alors consacrée a la démonstration du principe
de Manin et de la conjecture de Peyre dans le dernier cas restant (iii) et ainsi d’achever le
traitement de ces conjectures dans le cas des surfaces de Chéatelet pour a = —1. Dans ce
cas, la résolution de ce probléme et I'estimation de (1.3.9) peut se ramener & I'estimation
asymptotique de sommes du type

S(X)= Z r(L1(x))r(L2(x))r(Q(x)), (1.3.10)
x€Z2NR(X)
On rappelle qu’on a ’expression
r(n) =4 x(d),
dln

ou x désigne le caractére de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode pour estimer
ces sommes est alors inspirée de l'article [BB10] ou le méme genre de sommes est étudiée
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mais pour la fonction 7 nombre de diviseurs a la place de la fonction r et de [BB08] ou le
méme genre de somme est étudiée mais avec quatre formes linéaires non proportionnelles.
Elle repose essentiellement sur une décomposition des sommes du type (1.3.10) due a
Heath-Brown [HB97] permettant de réduire les intervalles de chacune des variables de
fagon acceptable et ainsi permettre 'utilisation d’estimations de géométrie des nombres
inspirées de [Dan99] et [BB10]. Le résultat que ’on obtient est alors le suivant.

Théoreme 1.3.1. Soient a = —1 et L et La deux formes linéaires non proportionnelles et
Q une forme quadratique irréductible sur Q[i]. On suppose que R est une région convexe,
bornée avec une frontiére continiment différentiable telle que

vxeR, Li(x)>0 (ie{l,2}), Q(x)>0.
On pose pour (dy,da,ds) € N3
pldr,dy, dg) = # {x € [0,dPNZ* | d; | Li(x) (i € {1,2}), d3|Q(x)}
et pour n € N*
En={k€2/2Z | IeN, k=2 (modmnir2n})l.
Soient

_ 1+loglog(2)
log(2)

ainsi que € > 0 et X > 1 tels que ¥’ X'~ > 1. On a alors

= 0.086071...

X2
S(X) = mPvol(R)X? ];[ op + O: (W) ,

_ (1 x@)Y 5 X(p) Tt p (p1, 2, p)
Ip = P p2(V1+V2+V3)

veN3
lorsque p est impair et

oy =8 lim 272"# {x € (2/2"Z)* ‘ Fi(x) € 52n} .

n—-+o0o

Le produit [] o, est bien absolument convergent et la constante implicite du O peut étre
p>2
rendue complétement explicite en les coefficients des formes L1, Lo et Q).

On en déduit en particulier le théoreme suivant qui est en accord avec la prédiction de
Manin.

Théoréme 1.3.2. Lorsque a = —1 et ' = L1L2Q) avec Ly et Lo deux formes linéaires
non proportionnelles et Q une forme quadratique irréductible sur Qli], on a

N(B)  ~ cBlog(B),

ot la constante cy = Cpeyre €st la constante conjecturée par Peyre.
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Remarque.— On peut noter que tous les cas traités pour a = —1, y compris les cas traités
dans cette these, devraient s’adapter sans probléme a tous les cas a < 0 sans nécessiter de
nouvelles idées ou de nouveaux concepts mais au prix d’un certain nombre de complica-
tions techniques. On renvoie & [BT13] pour plus de détails.

La deuxiéme partie de cette theése est dédiée a la géométrie derriere les différentes
démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre dans le cas des surfaces
de Chatelet et plus généralement a la géométrie des surfaces fibrées en coniques obtenues
comme modele minimaux propres et lisses de variétés affines dans A?é d’équations de la
forme

X% —aY?=F(X,1) (1.3.11)

ou F' est une forme binaire & coefficients entier de degré quelconque, de discriminant non
nul et dont tous les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (y/a) et a un
entier sans facteur carré.

En effet, les variétés considérées dans la premiere partie de cette these ne sont pas
déployées et en accord avec la section 1.2.1, on s’attend a ce que les torseurs utilisés
soient différents des torseurs versels. De plus, pour les cas considérés dans cette these,
I’approximation faible n’est pas nécessairement vérifiée, ce qui en fait le premier exemple
de surfaces non déployées ne vérifiant pas ’approximation faible pour lequel le principe
de Manin et la conjecture de Peyre sont établis par de telles méthodes de descente. Le
passage successif du nombre de points rationnels de hauteur bornée a des sommes de type
(I.3.9) puis & des sommes de type (1.3.10) correspond & deux descentes successives. La
premiere descente est une descente de la surface de Chéatelet sur un torseur intermédiaire
T C A® d’équation

y? 4 22 = t2F (u,v)

avec (y, z,t) # (0,0,0) et (u,v) # (0,0). Pieropan a alors établi dans sa these [Piel5] qu’il
s’agissait d’un torseur quasi-universel de type A : Pic(S) < Pic(S). La deuxiéme descente
effectuée l'est de ce torseur intermédiaire T sur des variétés d’équations

{ Li(u,v) = di(sg + t%)? (i=1,2) (1.3.12)

Q(u,v) = ds(s3 + t3).

La majeure partie du travail afin de vérifier la conjecture de Peyre a donc été d’établir que
ces variétés sont en réalité des torseurs quasi-universels d’un certain type A : 7' < Pic(S)
et non des torseurs versels. Une description explicite des torseurs versels et des torseurs
utilisés lors de la preuve du principe de Manin est alors établie en utilisant le formalisme
des anneaux de Cox présenté en section 1.3.1, un anneau de Cox des surfaces de Chatelet
sur Q ayant été explicité dans [Der06]. On montre alors

CPeyre = #1111 Q, jGZJwVHV 7 (T;(AQ))) (1.3.13)

pour un ensemble fini J dépendant de la forme F'. La démonstration du principe de Manin
fournit qu’alors les torseurs de type A utilisés dans la preuve satisfont le principe de Hasse.
Ce travail a donné lieu a la publication [Des16b].

De maniere analogue, on peut constater que parmi toutes les démonstrations du prin-
cipe de Manin, le seul cas ou une descente est utilisée sur les torseurs versels est le cas
scindé (7). Dans tous les autres cas, on effectue une descente sur d’autres torseurs. Plus
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précisément, si I'on s’intéresse a la surface de Chatelet S, r avec F' = Fy---F, pour
Fy, ..., F, les facteurs irréductibles de F' sur Q, alors le probleme de comptage est traité
systématiquement au moyen de deux descentes successives, la premiere sur le torseur in-
termédiaire 7 puis la seconde sur les variétés de A2 2 = Spec(Q[u, v, s;,t; | 1 < i < 7))
définie par les équations

Fi(u,v) = di(s? + t7) (1<i<r). (1.3.14)

Dans la plupart des cas, comprendre la géométrie derriere le probleme de comptage et
les torseurs ne se révele pas indispensable pour vérifier que la conjecture de Peyre est
vérifiée (méme si la vérification de la constante peut se réexprimer en ces termes malgré
tout) sauf dans les cas L1 LoL3Ly (pour lequel il est établi dans [BBP12] que les variétés
(I.3.14) sont des torseurs versels), L1 Lo@ (qui est traité dans ce manuscrit) et Q1Q2 (ou la
vérification de la constante est complétée dans ce manuscrit). On démontre alors le résultat
plus général suivant qui explicite compléetement la situation géométrique dans le cas des
surfaces de Chatelet généralisées. On donne également une procédure pour obtenir des
équations explicites des torseurs versels et des torseurs utilisés dans la preuve du principe
de Manin. Le théoréme suivant est valable pour tout a et sera donc utile notamment dans
le cas des surfaces de Chéatelet pour a > 0 qui est un projet en cours. Le résultat suivant
pourrait également s’avérer utile dans le cas ou le principe de Manin serait établie pour
des surfaces de Chatelet généralisées avec deg(F') > 4. Il est cependant important de noter
que les méthodes présentées dans cette these ou les méthodes de [BT13] sont inopérantes
dans ce cas et ne permettent de couvrir que les cas deg(F') < 4. Les autres cas semblent
hors de portée a I’heure actuelle, a part peut étre le cas scindé qui pourrait étre attaqué
a l'aide de la machinerie de Green-Tao-Ziegler [GTZ12].

Théoréme 1.3.3. Soit S, r le modéle minimal propre et lisse de variétés affines de A?Q
de la forme
X2 —aY?=F(X,1)

ou F' est une forme binaire a coefficients entiers de degré m pair, de discriminant non
nul et a un entier sans facteur carré. On suppose que F' = Fy---F, pour Fy,..., F, les
facteurs irréductibles de F' sur Q et que ces facteurs irréductibles restent irréductibles sur
Q(va). 1l existe alors des torseurs pour S, r de tout type dés que Sq p # &, ce que l'on
supposera dans la suite du théoréeme.

Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le nombre de classes de
Q(V/a) soit égal a 1 et que, si a > 0, le nombre de classes restreint soit également égal
1. Soit T un torseur versel pour Sy p. Il existe alors une variété X tel que T = X x A2
et tel que sur le complémentaire de l'origine X° de X on ait

Fi(ua 'U) = /BZ(S'LZ - at?), (1 <1< T)

pour (Bi,...,Br) vérifiant By --- B = U X Nq(/a)/q(T,y) et ou s; et t; vérifient certaines
conditions. 1l est alors possible de déterminer explicitement des équations de T dés que F
est explicite. Ainsi, ce ne sont pas les torseurs utilisés dans les différentes démonstrations
du principe de Manin et de la conjecture de Peyre [BB12], [BT13] et [Des16b]. Ce sont
en revanche les torseurs utilisés dans la démonstration de [BBP12].

Par ailleurs, soit T un torseur de type A : Pic(Sq(/a) — Pic(S). Alors il existe une
variété X tel que T = X x A? et telle que le complémentaire de l'origine X° de X soit

isomorphe a l'intersection compléte de A?;;+2 ~ {0} donnée par les équations

Fy(u,v) = Bi(s] —at?), (1<i<r)



29 INTRODUCTION

pour (B1,...,[0r) vérifiant Br--- [y = NQ(\/a)/Q(x,y). 1l est alors possible de déterminer
un systéme de représentant des classes d’isomorphismes de tels torseurs et de déterminer
explicitement des équations de T dés que F' est explicite.

En particulier, les torseurs utilisés dans la preuve du principe de Manin pour a = —1 sont
des torseurs de type Pic(Sq))-

On peut remarquer que dans le cas des torseurs versels, les normes Nk, /q (x;) sont bien
des normes sur Q(y/a) mais vérifiant des conditions particuliéres, ce qui rend notamment
plus difficile d’expliciter un systeme de représentant de leurs classes d’isomorphismes.

I1.3.2 Une famille d’hypersurfaces en dimension supérieure

Soit n > 2 un entier fixé et W,, 'hypersurface normale projective de P%Q”_l définie par
I’équation
T1Y2Y3 Yo + T2Y1Y3Yn + o+ TayiY2 Y1 =0 (1.3.15)
ol T1,...,%n,Y1,---,Yn désignent des coordonnées homogenes de P%Q"_I. Lorsque n = 2,
la variété Wy est lisse tandis que pour n > 3, la variété W, est singuliere, le lieu singulier
étant donné par la réunion des sous-espaces fermés définis par les équations

Yi=y; =y =0 pour 1<i<j<k<n

ou
yi=yj=x;=x;=0 pour 1<i<j<n

On pose U,, 'ouvert de Zariski de W,, défini par la condition y1ys - - - y, # 0. Sur cet ouvert,
on peut réécrire I’équation (1.3.15) sous la forme

On constate alors que toutes les sous-variétés accumulatrices et les points singuliers de
Wy, sont inclus dans W, \ U,, ([BBS14]). La variété W, possede la structure algébrique
suivante qui s’avérera tres utile dans la suite. On consideére le groupe algébrique

Hz{(S Z) :(a,b)GQ*xQ}

HTL

— G
v, : b1 a bn an - ay
(5 ) (5 ) — g

et G, = Ker(¥,,)/G,, ou l'on utilise le plongement

G,, — H"™

o ((68)(63)

On obtient alors que G,, = U,,. En effet, tout point de U,, admet un unique représentant

ainsi que

de la forme [z : -+ : @y 1 1:y2 1+ : yp] et de méme tout point de G,, posseéde une unique
, . 1 b .
représentation du type <<0 af) e, ( (;l Zn>> si bien que
n
Uy, — Gn

. . . . C et 1 xl yn xn
e () )
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est un isomorphisme qui munit U, d’une structure de groupe commutatif lorsque la mul-
tiplication de deux points (z1,...,Zn,Y1,---,Yn) €t (24,..., 2,9}, ..,y,) est donnée par

(11 + Z1Y15 - - Tl + TpYns YIYLs - - Ynln)-

Il vient alors une immersion ouverte naturelle j : G, — W, et une action naturelle
a: Gn x W, = W, de G, sur W,,. Ce groupe

G~ (Ga)nfl % (Gm)nfl

n’est cependant pas de type produit et les techniques d’analyse harmonique utilisées par
exemple dans [BT98b] et [CLT02] ne s’adaptent pas, a priori, a ce cas. Dans [BBS14], Blo-
mer, Briidern et Salberger établissent le principe de Manin sous sa forme forte conjecturée
par Peyre pour la variété W, dans le cas n = 3 pour la hauteur anticanonique
H([o1 2 22223 2511 92 2 y3]) = max (Jadl, lvil)?

ou (x1,x2,r3,Y1,Y2,y3) sont des entiers premiers entre eux. Leur méthode repose sur
la construction d’une résolution crépante X — W3 de W3 puis sur une descente sur le
torseur versel de X. La résolution crépante construite et leur méthode de comptage n’est
plus valable dés que n > 4 mais il est a noter que leur formule asymptotique ([BBS14,
theorem 1]) est plus précise que la prédiction de Manin a proprement parler puisqu’ils
obtiennent un terme principal de la forme BQ(log(B)) avec  un polynéme de degré 4
dont le coefficient dominant correspond a la constante de Peyre.

Comme remarqué dans ce méme article [BBS14, section 1.3], ’équation (I.3.15) définit

également pour n > 3 une variété singuliere W, C (P}Q)n pour laquelle il est intéressant
d’étudier le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour la hauteur anticanonique

H([z1: g1, [wn  yal) = [T max(laal, |yil)
i=1

lorsque (z;,y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i € [1,n]. A la connaissance
de l'auteur, ces deux conjectures ne sont connues pour aucune valeur de n > 3 pour les
variétés I//I\/n Ces dernieres ont pourtant un intérét arithmétique puisqu’elles interviennent
dans la détermination du cardinal des matrices stochastiques a coefficients rationnels tous
de hauteur inférieure & une certaine borne B > 1. Dans [Shpl6], Shparlinski obtient
une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour ce cardinal et dans [Brel6], La
Breteche parvient a en obtenir une formule asymptotique en déterminant le nombre de
points rationnels de hauteur inférieure a B sur Wn lorsque n > 3 pour la hauteur

-~

Hy ([xl : y1]7 ) [xn : yn]) = 1H<1a‘X (|1‘Z|7 ’yl’)
<i<n

lorsque (z;,y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i € [1,n]. Il est cependant
important de noter que cette hauteur n’est pas anticanonique et qu’ainsi le principe de
Manin et la conjecture de Peyre ne s’appliquent pas dans ce cas.

Enfin, I'équation (I.3.15) définit également pour n > 3 une variété singuliere biprojec-

— 2

tive W,, C <P’(3_1) pour laquelle il peut également étre intéressant d’étudier le principe
de Manin et la conjecture de Peyre par rapport a la hauteur anticanonique

H([z1: iz yr: oo ynl) = &1%)%\xi|nfl 11:2%)%|yi|
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lorsque (x1,...,2y) et (y1,...,yn) sont deux n-uplets d’entiers premiers entre eux. Il est a
noter que dans ce cas, contrairement au cas de Wy, la variété W, ne peut pas étre écrite de
facon naturelle comme la compactification équivariante d’un groupe. Dans le cas de W,
c’est un aspect essentiel de la preuve du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
de [BBS14]. Le seul cas pour lequel un résultat est connu est le cas n = 3. La variété W
est alors une cubique de dimension 3 et Blomer et Briidern obtiennent dans un premier
temps dans [BB16] le bon ordre de grandeur pour le probleme de comptage associé avant
de parvenir récemment avec Salberger a obtenir une formule asymptotique et le principe
de Manin et la conjecture de Peyre dans [BBS16].

On démontre alors dans une troisieme partie de cette these le principe de Manin et la
conjecture de Peyre pour les hypersurfaces W,, pour tout n > 2. Le cas n = 2 étant couvert
par [BT98b] et le cas n = 3 étant couvert par le résultat de [BBS14]. La démonstration
utilise des résultats de Per Salberger qui explicitent une résolution crépante pour la variété
W, pour tout n > 3 et qui sont reproduits en annexe de ce manuscrit.

Pour tout n > 2 et pour un point (x,y) € Pgl_l représenté par (x,y) € Z*" premiers
entre eux, on considere la hauteur

H(x,y) = max (|zi], |y;[)"

qui est une hauteur anticanonique naturelle sur W,, comme remarqué dans [BBS14]. De
plus, pour tout B > 1, on pose

N(B;Un) = #{(x,y) € Un(Q) : H(x,y) < B}.
On démontre alors le théoreme suivant, en accord avec la prédiction de Manin.
Théoreme 1.3.4. Soit B > 1. Il existe une constante ca > 0 telle que
N(B;Usz) = caBlog(B) + O (B)

avec
4

(292

et pour n = 3, il existe une constante ¢, > 0 telle que

Cy —

N(B;U,) = ¢xB(log B)*" ™1 + 0 (B(log B)?"~"21og(log B)) .
De plus, l’expression de la constante ¢, est en accord avec la conjecture de Peyre.

La démonstration de ce résultat permet d’enrichir la liste des variétés de dimension
supérieure pour lesquelles on connailt le principe de Manin et la conjecture de Peyre et
présente l'avantage, contrairement aux cas précédemment cités en section 1.2.3, d’étre
valable pour une famille infinie d’hypersurfaces. La démonstration repose essentiellement
sur deux aspects distincts. Le premier est le probleme de comptage a proprement parler.
L’idée principale est d’utiliser la factorisation suivante

Viell,n], y;= H z;j(h)
1<h<27—1

pour

h= > ¢ejh)2!

1<jsn
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afin de transformer le probléeme de comptage sur (1.3.15) en un probléme de comptage sur

S djz;=0 avec Vie[ln], d= [[ = “". (1.3.16)
j=1 1<hSN

On est ainsi en mesure de parfaitement contréler toutes les conditions de coprimalité et
on est capable d’estimer par des méthodes élémentaires, pour y = (y1,...,y,) fixés, le
cardinal de I’ensemble

A(y;X):{aEZ : 1121?<>§1\ai|<X, Zdiai:O} (X >1).

o i=1

La deuxiéme partie de la démonstration vise a vérifier que la constante est en accord avec
la conjecture de Peyre. Cependant les variétés W,, sont singulieres des que n > 3 et il est
alors nécessaire de déterminer une résolution crépante fo : Xg — W,,. Puisque Xg est une
variété "presque de Fano" au sens de [Pey01, Définition 3.1], le principe de Manin prend
la forme suivante ou la constante de Peyre est donnée par la formule empirique [Pey01,
formule 5.1]

N(B;Up) = cpeyre B (log(B)) ™ XD (1 4 0(1)).

La deuxieme partie de ce travail a donc constitué, en se basant sur I’annexe due a Per
Salberger, a construire cette résolution crépante et a établir que le probléme de comptage
consistait en une descente sur le torseur versel associé a cet résolution crépante qui est
explicitement construit. On démontre plus précisément le résultat suivant.

Théoréme 1.3.5. On pose N = 2" — 1 et on introduit pour tout h € [1, N], P x P(*)
comme étant Uespace biprojectif P*W=1 x PsMW =1 de coordonnées bihomogénes

(Y0520 = (v, y® 20z )

T Tigp)? T Ls(h)

pour i, (h) = -+ =g, (h) = 1. On définit alors la sous-variété fermée Xon C P21 x
[Ti<nen P x PM) de coordonnées multihomogénes

1<hSN

(:L‘l, e Ty YLy s Yn H (Y(h);z(h)))

définie par les équations suivantes

vzl ==y 20 pour he [LN] et e (h) = =ei, (h) =1,
Y;-(h)Yj(K) = Yj(h)Y;(() pour £ =he[l,N] et &) =¢i{)=1,
ZzMz =z2Mz7  pour (=xhe[L,N] et e(0)=e5(0) =1,
212N 428N =0,
inj(N) — yjYi(N) =0 pour 1<i1<j<n.
(1.3.17)

La restriction de la projection sur le premier facteur

pri P77 I PW <Pt p2nt
1<hSN

d la variété Xo, définie par les équations (1.3.17) fournit un morphisme propre, G-
équivariant d’une variété normale X, vers Wy,. De plus, il s’agit d 'une résolution crépante



26 INTRODUCTION

de Wy,. De plus, Xo, est un P 1_fibré sur une variété By, isomorphe a la variété torique
de Cozeter C, de &,, et Xo, est "presque de Fano'.

Soit O C A?" T lq sous-variété ouverte de coordonnées (X’; (Zh)1<h<N> définie par

n
AR IR (1.3.18)
i=1 1<h<N
h#hn
s(h)>2
et les conditions
Zh,, H 2 #0 ou Thzgia H zn £ 0 (1.3.19)
1<hEN 1<h<N
hgH; hgH;

pouri € [1,n] et j= (j1,...,jn) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n} et

k
H; = {hu—?jl_l <. jhk’jzzys—l < --'jhn,j—N}-
s=1

Le morphisme ¢o : O — Xo,, défini par

(x’; (Zh)1<h<N) — | 212, 2ol H Zhy oo H Zh; H (Y(h); Z(h))
1<hEN 1<hSN 1<h<N
e1(h)=1 en(h)=1
(1.3.20)
ot
I = II =
1<ESN 1<[%f
gy (O=1 Sig(ny D=1
Y(h) - - PR pour €i1 (h) == Eis(h) (h) =1
T I=
1<e<N 1<e<N
h=¢ h=t
et
II = II =
1<EKN ISESN
ciy (=0 “is(n) (V=0
z(h) — ! ey ° pour eiy(h) =---=¢i, (h) =1
II Zy II ze
1N 1<eKN

€;(£)=0 si g;(h)=1 €;(£)=0 si g;(h)=1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour Xo,.
Soit Ay Uensemble des 2™ + n — 1-uplets (x’; (Zh)lgth) tels que = € Z, z, € N si

s(h) > 1 et zp, € Z ~ {0} si s(h) = 1 vérifiant la relation (1.3.19) ainsi que les conditions
de coprimalité

pged (zp,, 2121, .. T zgn—1) = 1 (1.3.21)

et que le N-uplet (zh)lgth est réduit. Alors, Uapplication Ay — Z*™ définie par

', / / e1(h) en(h)
(Xa(zh)1<h<N> € Ay — | 2127, ..., 29012, H 2 H z"
1<h<N 1<h<N
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avec

(2n)1<neny  IN-uplet réduit,
zp >0 si s(h) > 2,

H Z’i—aj (h)> 22].71:[;‘,7. = 0

1<hSN

>

=1

Ao =#1 (¥ (e)anen ) €Z" x (ZN {010, (

est une bijection entre Ay et Wy, l’ensemble des solutions entiéres primitives de (1.3.15).
De plus, dans ce cas, la condition (1.3.21) est équivalente a la condition

pged(x1, ..oy Ty Y1y -y Yn) = 1.

Cela permet alors de construire la mesure de Tamagawa et en tirant parti de la structure
de groupe de W,, et de calculer tous les invariants intervenant dans la constante de Peyre
grace a [TT12]. Ce travail a donné lieu a la prépublication [Desl6a]. Enfin, on précise que
la méthode présentée dans le cas du plongement dans P?"~! ne semble pas s’appliquer
directement aux autres plongements.

1.4 Plan de la thése

L’organisation de cette these est la suivante. Dans une premiere partie, on s’intéresse
au principe de Manin et a la conjecture de Peyre pour les surfaces de Chéatelet et plus
généralement pour les surfaces fibrées en coniques obtenus comme modeéle minimal propre
et lisse de variétés affines de A?é de la forme

X2 —aY?=F(X,1) (1.4.22)

ou I est une forme binaire a coefficients entiers de degré n, de discriminant non nul et a un
entier sans facteur carré. Dans un premier chapitre, on reproduit la publication [Des16b]
dans laquelle le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour les surfaces de Chatelet
dans le cas a = —1 et ' = L1Lo(Q) sont établies. Le second chapitre est consacré a le
description d’un anneau de Cox de type identité sur une cloture algébrique des surfaces
(I.4.22). On donne alors, grace a [Piel5] et a cet anneau de Cox, une description des
torseurs versels et des torseurs de type Pic(Sq /z)) associés a ces surfaces. On éclaire ainsi
la géométrie derriere les preuves du principe de Manin préalablement existantes et ouvre
la voie a de nouvelles preuves de ce principe.

Dans une seconde partie, on reproduit la prépublication [Desl6a] dans laquelle on
démontre le principe de Manin et la conjecture de Peyre sur les hypersurfaces singuliéres
(I.3.15). Cette partie comporte une annexe de Per Salberger sur lequel repose de maniere
importante la vérification de la constante de Peyre pour (1.3.15).






Notations

Dans tout le manuscrit, € désignera une constante strictement positive arbitrairement
petite. Cette constante sera autorisée a éventuellement changer de valeur d’une ligne a
I’autre.

Toutes les dépendances (y compris en ¢) des constantes implicites des notations de
Vinogradov < et de Landau O seront précisées en indice de celles-ci.

On notera indifféremment (n, m) et pged(m,n) le plus grand diviseur commun de deux
entiers n et m ainsi que [n, m] et ppcm(m, n) le plus petit multiple commun de deux entiers
n et m.
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Le principe de Manin sur certaines
surfaces fibrées en coniques
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Abstract. Following the line of attack from La Breteche, Browning and Peyre, we prove
Manin’s principle in its strong form conjectured by Peyre for a family of Chatelet surfaces
which are defined as minimal proper smooth models of affine surfaces of the form

Y% - az?=F(X,1),
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where a = —1, F' € Z[x1,22] is a polynomial of degree 4 whose factorisation into ir-
reducibles contains two non proportional linear factors and a quadratic factor which is
irreducible over Q[i]. This result deals with the last remaining case of the Manin’s prin-
ciple for Chatelet surfaces with ¢ = —1 and essentially settles the study of the Manin’s
principle for Chéatelet surfaces with a < 0. We reproduce here the publication [Des16b].

1.1 Introduction

On définit la surface de Chéatelet S, r comme modele minimal propre et lisse de variétés
affines de A?é de la forme

X2 —aY?=F(X,1)

ol F' est une forme binaire & coefficients entiers de degré 4, de discriminant non nul et a
un entier qui n’est pas un carré. Ces surfaces introduites par Chételet ([Cha59] et [Cha66])
sont arithmétiquement tres riches puisqu’elles correspondent a ’exemple historique donné
en 1971 par Swinnerton-Dyer de variétés ne satisfaisant ni le principe de Hasse ni I’ap-
proximation faible. Elles sont également des désingularisations minimales de surfaces de
del Pezzo de degré 4 de type de singularité 2A; conjuguées [BBP12, remarque 2.3|. Les
surfaces de del Pezzo ont été parmi les premieres a étre considérées dans le traitement du
principe de Manin ([BB07b], [Der06], [DT07] ou encore [Boul2b] entre autres) puisque les
plus simples dans la classification birationnelle d’Iskovskikh [Isk80].

L’objet de cet article est de décrire la répartition des points rationnels sur les surfaces
de Chatelet dans les cas out S, F := S avec F' produit de deux formes linéaires F et F> non
proportionnelles par une forme quadratique Fj irréductible sur Q[i] et a = —1. Tous les
éléments quant a la géométrie de ces surfaces dont nous auront besoin ont été démontrés
dans [CTSSD8T7a] et [CTSSD87hb| et sont résumés dans [Brol0] et [BBP12] dans le cas ou
F est scindé. Ils s’adaptent au cas présent sans difficulté. En particulier, le systéme linéaire
anticanonique |w§1\ est sans point base, ce qui donne lieu & un morphisme ¢ : S — P4,
On g’intéresse alors a la quantité

N(B) = #{x e S(Q) | (Hio¢)(x) < B},

ot Hy est une hauteur sur P4(Q) qui sera définie en section 1.6.1. Le rang du groupe de
Picard de S vaut ici 2 [Brol0] si bien que le principe de Manin prend la forme
N(B) B csBlog(B)

pour une certaine constante cg > 0. Peyre [Pey95] dans un premier temps, puis Batyrev
et Tschinkel [BT98a] dans un cadre plus général, ont proposé une expression conjecturale
de la constante cg s’exprimant en termes d’une mesure de Tamagawa sur ’espace adélique
associé a la surface S (voir aussi la formule empirique donnée par Peyre dans [Pey01,
formule 5.1]).

D’aprés [CTSSD87a] et [CTSSD87b], 'obstruction de Brauer-Manin est la seule obs-
truction au principe de Hasse et a I'approximation faible pour les surfaces de Chatelet
et en particulier les surfaces considérées spécifiquement dans cet article ne satisfont pas
nécessairement ’approximation faible mais satisfont le principe de Hasse. Il s’agit ici du
troisiéme cas, apreés [BBP12] et [BT13], pour lequel le principe de Manin dans sa forme
forte conjecturée par Peyre dans [Pey01, formule 5.1] est établi par des méthodes de des-
cente sur des torseurs pour une classe de variétés ne satisfaisant pas 'approximation faible.

Les travaux de La Breteche, Browning et Peyre [BBP12] utilisant ’approche par les tor-
seurs versels (introduits par Colliot-Théléne et Sansuc dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87]
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et utilisés dans ce cadre pour la premiére fois par Salberger dans [Sal98]) ont permis dans
un premier temps d’établir le principe de Manin dans le cas de factorisations de type un
produit de formes linéaires non proportionnelles [BBP12], puis les travaux de La Bretéche
et Browning ont fourni le cas d’un produit d’une forme linéaire et d’une forme cubique irré-
ductible sur Q [BB12], et enfin les travaux de La Breteche et Tenenbaum ceux d’une forme
irréductible sur Q[i] de degré 4 ou d’un produit de deux formes quadratiques irréductibles
sur Qi) [BT13].

On acheéve dans cet article la preuve du principe de Manin dans le cas des surfaces
de Chatelet avec a = —1. Le théoréme suivant améliore notamment la borne N(B) <
Blog(B) obtenue par Browning dans [Brol0].

Théoréme 1.1.1. Lorsque a = —1 et F' = F1FyF3 avec Fy et Fy deux formes linéaires
non proportionnelles et F3 une forme quadratique irréductible sur Qli], on a

N(B)  ~ coBlog(B),

ot la constante cg = cg est la constante conjecturée par Peyre.

Remarque 1.1.1. On peut se convaincre assez aisément que les méthodes développées
ici permettraient de généraliser le résultat a tous les @ < 0 mais au prix d’un certain
nombre de complications techniques comme expliqué dans [BT13, Introduction]. Le cas
a > 0 semble nécessiter une approche différente du fait du nombre infini d’unités du corps
quadratique réel Q (y/a) et fait 'objet d’un travail en cours de l'auteur.

La méthode utilisée ici suit celle développée par La Bretéche, Browning et Peyre dans le
cas précédemment cité. En particulier, la résolution de ce probléme repose essentiellement
sur 'estimation asymptotique de sommes du type

S(X) = Z r(F1(x))r(Fa(x))r(F3(x)), (1.1.1)

x€Z2NXR

pour une région R C R? convenable et ot r(n) désigne le nombre de représentations d'un
entier n comme somme de deux carrés. On rappelle qu'on a 'expression

r(n) =4 x(d),

dln

ou x désigne le caractére de Dirichlet non principal modulo 4. La méthode pour estimer
ces sommes est inspirée de l'article [BB10] ou le méme genre de sommes est étudiée mais
pour la fonction 7 nombre de diviseurs a la place de la fonction r. Pour la vérification de
la conjecture de Peyre, on s’inspire ici de [BT13] et de [BBP12]. Cependant, a la différence
du cas traité dans [BBP12], on établit que le traitement du principe de Manin se fait
au moyen d’un passage sur des torseurs distincts des torseurs versels dont on donne une
description précise en section 1.7.

1.2 Estimations de sommes liées a la fonction r

Plus précisément, on considére x = (z1,x2), F1 et Fy deux formes linéaires binaires
dans Z[z1, 2], F3 une forme quadratique dans Z[z1, 2] et R est une région de R? vérifiant
les hypotheses suivantes que I'on notera NH :

i) Les formes Fj et F» ne sont pas proportionnelles ;
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ii) La forme quadratique Fj est irréductible sur Q[i];
iii) Vx e R, Fi(x) > 0; (1.2.0)
iv) La région R est convexe, bornée avec une frontiére contintiment différentiable.

On définit
XR={Xx | xeR}

et on pose Fi(x) = ajmy + biza, Fo(x) = aswy + boxs et F3(x) = azz? + b3a3 + cariae,
avec a;, b; et cg entiers. Lorsque J, L € Z[x1, x3] sont deux formes binaires homogenes, on
note disc(J) le discriminant de J(z,1) et Res(J, L) le résultant de J(z,1) et de L(z,1).
On considere alors

A= diSC(Fg) = Cg — 4a3b3 7& 0, A12 = RGS(Fl, FQ) = albg — a2b1 7& O, (1.2.2)

et
Aig = Res(Fi, Fg) = CL?,bZ2 + bga? — Cgaibi = Fg(—bi,ai) 75 0,

pour i € {1,2} et, pour d = (dy,ds, d3) € N3,
Ad) ={xeZ® | dIFX)},

ou 'on note systématiquement (sauf mention contraire) d;|F;(x) pour di|Fi(x), da|Fa(x)
et d3|F3(x). On introduit alors la quantité essentielle

p(d) = p(d, F1, F», F3) = # (A(d) n o, d[Q)
ou l'on note systématiquement d = d;dads.

On pose également
Lo = Loo(F17F27F3) = ma’X{H F; ”}7

ou || F; || désigne le plus grand coefficient en valeur absolue de la forme F;,
Too = Too (R) = sup max{[z1], |z2[}
xER

et

1! = (P, Fa Fo,R) = sup max {]Fl(x)], Py (x)], 1/Fg(x)\} .
X

On note enfin
Ez{nEZ | I eN, an‘f(mon’”?)}

ainsi que & sa projection modulo 2"
Em={k€Z/2"Z | N, k=2 (modomnitzni)},
et
_, _ L+loglog(2)
" log(2)

La borne S(X) < X2 fournie par [BB07a], ol la quantité S(X) a été définie en (1.1.1),
est alors améliorée par le résultat suivant.

— 0.086071... (1.2.3)
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Théoreme 1.2.1. On suppose que les formes Fy, Fy et F3 et la région R vérifient les
hypothéses NH (1.2.0). Soient € >0 et X > 1 tels que ¥’ X'~ > 1. On a alors

LE ~ / 2 X2
S(X)= 7T3V01(R)X2H0-p + O¢ ( o(roe?” + 75) ) ,
p

(log(X))"™

ou

3 . .
o (1 X 3 X () p (p, p2, p*)
P P < p2(V1+V2+l/3)

ve

lorsque p est impair et
oy =8 lim 2724 {x € (Z/2"Z)* ‘ Fi(x) € Sgn} .
n—-+o00

Le produit ] o}, est bien absolument convergent.
p>2

On introduit alors I'ensemble
D ={(d,D)eN" | &|D; 21D}
et pour (d,D) € ©, X > 1, on pose

S(X,d,D) = S(X,d,D; R, F\, F», F3)

- Y <F1d(1X)> . (de(zx)> . (F;;(:)) | (1.2.4)

xeA(D)NXR

Cette somme est directement liée & un probléme de comptage sur la variété affine de A®
d’équations
Fi(x) = d;(s? +t2), (i=1,2,3) (1.2.5)

ou les (z1,x2) sont restreints a une certaine région.

On introduit ensuite les entiers ¢1, {2, ¢3 et les formes primitives F}, Iy et F3 telles
que

Fy = 4;FY. (1.2.6)
On considere alors
D — ( Dy Doy D3 )
(D1,61)" (D2, 02)" (D3,03)) "’
a(D, A) = (D1, A12A13) (D2, A12A23) (D3, A(A13, Azs)) (1.2.7)

avec A = (A,A12,A13,A23> et
CL/(D, A) = CL(D,, A/) = ( ia /12 /13)(D57A/12A,23)(D§>7A,( /137 /23))
o A Ay Az A
A = (A A / Iy ( /12 /213 23)
( y =120 =13 23) Egv 6152’ E%Egv K%fg

On a alors le résultat suivant, crucial en vue de I'obtention du principe de Manin.
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Théoréme 1.2.2. Soient ¢ > 0 et X > 1 tels que ' X'¢ > 1. Si on suppose que les
formes Fy, Fy et F3 et la région R vérifient les hypothéses NH (1.2.0) et que (d,D) € D,
alors

S(X,d,D) = n*vol(R)X? [ 0,(d, D) + O. (LioDE(%azgz—);‘%za;(d, A) X2> |

X(p)rtvetis (le ’ pN27pN3)

op(d, D) = (1 — X(p)>3 >

D et p2(N1+N2+N3)
avec N; = max{vy(D;),v; + vp(d;)} lorsque p > 2 et
o2(d,D) = 03(d) =8 ll}I_il_l 2 2N {X € (Z/2"7)* ' Fi(x) € diSQn} . (1.2.8)

De plus, on a
[[o»(d,D) < LS, D°d'(d, A).
p

Remarque 1.2.1. Le méme raisonnement que celui mené dans la section 6 de [BB10]
permet, mutatis mutandis, de se ramener au Théoreme 1.2.1 griace a un changement de
variables. Le fait que A(D) ne soit pas un réseau (contrairement au cas de [BBP12]) est
pallié en le reliant & une réunion de réseaux de la méme maniére que dans [Dan99]. Ainsi,
on ne détaille pas ici la démonstration du Théoréme 1.2.2.1

Pour terminer cette section, dans 'optique de vérifier la conjecture de Peyre, il est bon
de réinterpréter la constante obtenue dans le Théoréeme 1.2.2. On définit pour A € N3,
1 € N2 et p premier différent de 2 :

Nau(p") = # {(X,S,t) € (Z/p"Z)°

Fy(x) = p(s + t7) (mod p"),
P IFi(%)

et
wk,u(p): lim p75n7)\1*)\27)\3N}\’M(pn). (129)

n—-+o0o

Ces quantités sont bien définies et correspondent aux densités p-adiques associées a la
variété définie par les équations (1.2.5). Pour le cas p = 2, on introduit

Na(2") = # {(x, s,t) € (Z/2'Z)° | Fi(x) = dy(s2 +12) (mod 2")}

et
wa(2) = lim 277" Ng(2"). (1.2.10)

n—+oo
Posant enfin ws(R) la densité archimédienne associée au probleme de comptage (1.2.5),
on obtient le résultat suivant, qui traduit le fait que le principe de Hasse est vérifié sur les
torseurs décrits en section 1.7.

Théoréme 1.2.3. Supposons que les formes Fy, Fy et F3 et la région R vérifient les
hypothéses NH (1.2.0) et que (d,D) € ©. Pour tout nombre premierp > 2, on awx ,(p) =
op(d, D) avec A = (vp(d1), vp(dz), vp(ds)) et p = (Vp(D1),vp(D2),vp(D3)), wa(2) = o2(d)
et weo(R) = m3vol(R).

1. Cette démonstration détaillée peut se trouver en section 1.5 de mon mémoire de master https:
//webusers.imj-prg.fr/~kevin.destagnol/rapport_M_2_kevin_destagnol.pdf
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1.3 Propriétés des fonctions p

La fonction p a été abondamment étudiée, notamment dans [Dan99], [Mar08] et [Mar10]
ou [BB10]. Il résulte du théoreme chinois que la fonction p est multiplicative dans le sens ot
si l'on se donne deux triplets d = (di, da, d3) et d' = (d}, db, dj) tels que (d1dads, djdhds) =
1, alors on a

p(didy, dady, dsds) = p(d)p(d’).

11 suffit donc de I’étudier sur les triplets de nombres premiers. Le lemme immédiat suivant
tiré de [BB10, lemme 1] permet de se ramener a ce cas.

Lemme 1.3.1. Soient Fi, Fy € Z[x1,x2] des formes linéaires non proportionnelles et
F3 € Z]x1, 2] une forme quadratique. Avec les notations de (1.2.6), on a pour d € N3,
p(d7F17F27F3) p(dlaFf7F2*7F3*)

(didads)?>  (dydhdh)?

) ! d; d2 d3
ou d' = (Gl @y ) -
On a alors le résultat suivant.

Lemme 1.3.2. Soient Iy, Fo des formes linéaires primitives non proportionnelles et Fj
une forme quadratique primitive irréductible sur Q.

a) Pour tout nombre premier p, on a
p(p”,1,1) = p(1,p", 1) = p".

b) Sipt2disc(F3), alors

p(1,1,p") = (p") (1 + ((hsinw‘*)» Fﬂ + 212 (4 1)

De plus, si p est un facteur impair de disc(F3), on a

p(l, Lpu) < (I/ + 1)pu+min{LVp(disc(Fg)/Q)J,\_V/ZJ}

et sip=2,
p(1,1,2") < (v+1)2".

¢) Lorsque max{vi,vo} < [%] et p impair, on a
p(pm’pzzg,pug) < (VS + 1)p2(1/1+1/2)+1/3pmin{ Lup(disc(Fg)/Q)J,LV3/2J}.
De plus, lorsque max{vi,vo} =v3 =1 et pt A12A13093, on a
PP, p) < ),
Enfin, lorsque max{vi,1n} < [%], on a
p(2l/1 21/2 21/3) < 22(V1+V2)+V3.
d) Lorsque [%] < min{vi, s} et pour tout nombre premier, on a

p(le’plQ’pVS) < pV1+V2+2V3+min{Vl7V2ayp(A12)}.



40 CHAPITRE 1. LE PRINC. DE MANIN POUR CERTAINES SURFACES DE CHATELET

e) Lorsque v; < [%] < w3 < avee {i,j} = {1,2} et pour tout nombre premier p, on a
p(pyl,py2,py3) < V3p2uj+ui+V3+JV3/2j <pmin{ [vs/2],[vp(Ai3)/2]} +prp> ’
ot
rp = min {v; — /2], [y (D) /2]} + mim { /2] , [ (disc(Fy)) /21 } .

f) On a pour tout nombre premier p, la majoration

p(pylva;pVS) < min {p2(l/2+”3)+1’1’p2(1/1+1/3)+112’ (VS + 1)p2(u1+y2)+3”73} '

Démonstration.— La preuve des points a) & e) se trouve dans le lemme 3 de [BB10].
Démontrons donc le point f). En négligeant les deux conditions

PUR) et p7|Fy(x),
on obtient les majorations
p(p™t, p72, p%) < PPt p(1,pre 1) = pPatre)tez,

On obtient aussi la majoration

p(p*t, p2,p*?) < pPlratralin

en inversant les roles de Fi et F5. En oubliant les deux conditions sur les formes linéaires,
on obtient

p(p¥t, 2, p*) < pPitR)p(1,1, p)

et on conclut grace au point b). O

Suivant toujours la section 3 de [BB10], on peut déduire de ces deux lemmes que
la fonction ()
p
d) =
est proche, au sens de la convolution, de la fonction R : d +— R(d) = ra(ds) avec

ra(f) =Y xa(k) (1.3.11)

k|

ou xa(n) = (%) est le symbole de Kronecker et A a été défini en (1.2.2). On pose

également h la fonction arithmétique satisfaisant

f(d) = (h=R)(d)= 3 h (Zi,zz,zg) R(K).
s

Lemme 1.3.3. Soient Fy et Fy deux formes linéaires non proportionnelles et F3 une
forme quadratique irréductible sur Q. Avec la notation (1.8.11), on a pour tout A > 0,

h(k)|log(kikaks)?
Z|()| g(123)

< L,
keN3 kykaks
En particulier,
h(k)x(kikok
[[oo=Lxax) Y ()lji(k;k;?’) < L. (1.3.12)

p>2 keNs3
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Démonstration.— 11 suffit de remarquer que la preuve du lemme 4 de [BB10] dans le cas
A =1 s’adapte immédiatement pour fournir le résultat. O

On définit également pour un polynéme g € Z[X] la quantité

pg(n) =#{x€Z/nZ | g(xz)=0(modn)}.

Il s’agit d’'une fonction multiplicative qu’il suffit donc d’étudier sur les puissances de
nombres premiers. On aura besoin du résultat suivant (voir [BB12, lemme 1] par exemple).

Lemme 1.3.4. Soient g € Z[X] de degré d > 2 et p un nombre premier qui ne divise pas
le contenu de g et tel que p* || disc(g). Alors, pour tout v > 1, on a

. I3 _1 _
pg (P”) <dmm{p2,p(1 D p” 1}-

1.4 Démonstration du Théoréme 1.2.1

1.4.1 Extraction des valuations 2-adiques

On effectue ici un raisonnement préliminaire similaire a celui effectué a la section 3
de [BB12] afin de pouvoir utiliser des décompositions semblables & celles de la section 3
de [HBO03]. En utilisant les formules r(2n) = r(n) et r(n) = 0 si n = 3 (mod 4), on obtient
I’égalité

S =3 > r(BE)r () (Fx) = Y st (277X),
ko>0 xez2nXR fio>0
2k0 ||x

ou

S = 3 r(RE)r(R00)r (F().
et

En regroupant les termes selon la valuation 2—adique de F;(x), on a

SxX) =3 Y S (2*’“0X),

ko>0 keN?3
avec Sk(X) la restriction de S*(X) aux x tels que
vo(Fy(x)) = ki, 27%Fy(x) =1 (mod 4)

et 21 x. On a clairement que 2% < Fj(x) < (X)) donc k; < log(X'). On remarque
également que min{k;, k;} < va (Ay5).

Lemme 1.4.1. Lorsque les conditions
n(Fy(x)) =k et 27%Fy(x)=1(mod 4)

et 21 x sont réalisées, il existe une matrice M € My(Z) inversible dans Q et x' € Z? avec
) =1 (mod 4) tels que x = Mx'.
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Démonstration.— En raisonnant comme dans la section 3 de [BB12], on peut supposer sans
perte de généralité que a; est impair. La premiere condition

2 M Fy(x) = 1 (mod 4) (1.4.13)

équivaut alors & l'existence de ) = 1 (mod 4) tel que 21 = cxg + 2"} ot ¢ € {1} tel
que ¢ =aj (mod 4) et ¢ € [O, 2k1+2 [ N Z tel que

aic = —b (mod 2k1+2> .

Si k1 = 0, on a alors automatiquement que 2 { x et sinon, cette condition devient équiva-
lente au fait que z9 soit impair.
Intéressons-nous a présent a la deuxiéme condition

272 Fy(x) =1 = 2} (mod 4) .
Si on suppose la premiere condition vérifiée, cette condition est équivalente a

Fy (cmz + c’2k1x'1,:r2> = 2k2x'1 (mod 2k2+2) .

On considére alors F}(X,Y) = F; (CY +d2M X, Y) = 2k2(aX 4+ bY') pour kb, a et b trois
entiers tels que (2,a,b) = 1. Soit k} > ko et alors les deux premiéres conditions n’ont pas
de solution commune. Soit k) < ko et on pose

ky =ke—ky >0 (1.4.14)
et FY(X,Y) =2"%F}(X,Y) de sorte que
Fll (2, 20) = 272 2, (mod 2k/2/+2) .
On peut écrire T2 = aox) (mod 2k/2/+2) pour un unique as € [O, ok +2 [ N Z pour obtenir
Fy(1,00) = 2% (mod 2542 (1.4.15)

Finalement, lorsque la premiere condition est vérifiée, la deuxiéme est vérifiée si, et seule-
ment si, kj < ko et 2o = anz) + 2¥2 1225 pour ay solution de (1.4.15). De plus, si k1 # 0,
ag doit étre choisi impair.

Posons F4(X,Y) = F3 (CY + 2k X, Y) = 2k5(cX2 + dXY + eY?) pour ks, ¢, det e
quatre entiers tels que (2,¢,d,e) = 1 et k§ = ks — k% lorsque k% < k3. L’égalité

27k Fy(x) = 1 = 2,? (mod 4)

conduit alors de méme a montrer que si la premiere condition est remplie, la troisiéme
est si, et seulement si, k5 < k3 et s'il existe ag € [O, okl +2 [ N Z solution de

F{(1,05) = 25 (mod 2557+2) (1.4.16)

" ~ e . N
tel que xo = azz) + 2k3 228 a3 devant étre choisi impair lorsque ki # 0. Dans le cas ou
les trois conditions sont remplies simultanément, d’apres ce qui précede, soit il n’existe

pas de solution soit il existe ay solution de (1.4.15) et a3 solution de (1.4.16) tels que

1 1
To = ozgxll (mod 2k2 +2) et wo = 0431"1 (mod ok3 +2> )
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On a donc
as = a3 (mod me{kg’kg}“)

et par conséquent xo est de la forme x5 = az) + Zmax(kg’ké/)”xé avec a = g si ko > ks
et a = ag si k3 > ko et pour un certain entier x5. On vient donc de montrer que si les
conditions

vo(Fy(x)) = ki, 2 % Fj(x) = 1 (mod 4)

et 2 1 x admettent des solutions, ces derniéres peuvent s’écrire x = Mx' avec x} =

1(mod 4) et
d2k ¢ 1 0
M = Ma — ( O 1 > < a 2max{ké/7ké/}+2 >

_ ( doF 4 can camax{ky kg2 )
- b

o gmax{ky ky }+2

ol o € |0, 2max{hy ky}+2 [ N Z vérifie

FY(1,a) = 252 (mod 2k2+2) |
FY(1,a) = 2% (mod 2k +2) | (1.4.17)
a=1(mod 2) lorsque k> 1.

On remarque pour conclure que

|det(M)| = 2hrrmex{ig a2,

0
On majore alors
n(k) = n(k1, ks, k3) (1.4.18)

le nombre d’entiers o dans {0, gmax{ky kg }+2 [ N Z vérifiant les conditions (1.4.17).

Lemme 1.4.2. On a n(k) < 1 avec n(k) défini en (1.4.18) et ou la borne ne dépend que
de la valuation 2-adique de A* := A12A13A23A.

Démonstration.— On commence par traiter le cas ou k1 > 1 dans lequel on sait que a doit
étre impair. On a clairement la majoration suivante

T =—-biay (mod 2k1)
n(k) < #{ x € Z/2ktmaxikaks}+2g | Fy(z,1)=0 (mod 2k2) ,
F3(z,1) =0 (mod 2’“3)
ou a; désigne 'inverse multiplicatif de a; dans Z/ 217 On a alors, dans le cas ou k; >
max{kg, k3}, 'inégalité

2]{31 +max{k2 ,k:3}

_ 2max{k2,k3}
ok1 ’

n(k) <
En utilisant le fait que min{k;, k1} < 1v2(A;1) pour i € {2,3}, on en déduit la majoration

n(k) < 2287 <« 1.
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Passons aux cas ou max{ke,ks} > ki. On traite tout d’abord le cas ks > ko. Par le
Lemme 1.3.4, on a alors la majoration

ok1+ks va(8)
n(k) < =p—pria) (2k3) < 2" pp o) (2k3) < T 1.

Enfin, de la méme maniere, dans les cas ou kg > k3, on obtient
n(k) < 2% ppy (1) (2’“2) <2 «1.

Il reste & majorer n(k) lorsque k; = 0, dans ce cas, on procede de méme que ci-dessus
pour les v impairs mais on doit ajouter tous les « pairs de [O, gmax{ka ks} [ﬂ Z qui vérifient
(1.4.17). Avec la notation (1.4.16), le nombre de ces a est majoré par celui des § tels que

F(1,8) =0 (mod 2ké’) .

Par le Lemme 1.3.4, cette quantité est majorée par 2v2(disc(F 5)) < 1, ce qui achéve la

preuve. ]

On relie maintenant la quantité n(k) et la constante o9 qui apparait dans le Théo-
reme 1.2.1.

Lemme 1.4.3. On a

1 n(k)
oy =2 Z 92ko Z ok +max{ky Kk }+2°
ko=0 k1,ko,k3€N3

o les entiers kY et k5 se déduisent de ko et ks comme en (1.4.14) et (1.4.16).

Démonstration.— En partitionnant (Z/2"Z)? selon la valuation 2—adique de (21, x3), on
obtient ’égalité

. 8 n—ko 2 2+X7
i T #{re @) | ) ey |

0<kg<n
0<ky ko, kg <n

ol My i = min{k;+2,n—ko} pouri € {1,2,3}. On vérifie aisément grace au Lemme 1.3.4
que la contribution des termes tels que pour au moins un des k; (1 < 7 < 3) on ait
ki +2 > n — kg a la triple somme intérieure est négligeable. On peut donc s’intéresser
uniquement aux triplets tels que max{ky, ko, k3s} < n — kg — 2, ce qui revient & estimer

21x,

o2 =8 lim 27 37 gixe (2 QHkOZ)Q‘ Fi(x) = 2" (mod 2¥+2)

n—+o00
0<kg<n
0<ky kg, kg<n—kg—

On a vu en (1.4.13) lors de la preuve du Lemme 1.4.1 qu’on pouvait supposer a; impair
et que les conditions

vo(Fy(x)) = ki, 27%Fj(x)=1(mod 4), 2tx
impliquent l'existence de zf = 1 (mod 4) tel que

x1 = cxg + 2F12) (mod 2k1+2>
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avec ¢ € {£1} et ¢ = ay (mod 4). Par conséquent, z1 est entiérement déterminé par la
valeur de z3 modulo 25172, On sait ensuite que si on pose o = ax) (mod 2maX{k/2/*kg}+2>,
alors « est une des n(k) solutions de (1.4.17) dans {O,Qmax{kg’kg}“[ N Z. Posant k =

max{ki, kb, k4 }, on constate alors que les trois conditions de congruence ne dépendent
que de la classe de x modulo 2512, Autrement dit, on obtient

op=8 lim 272 Y 22n—ho—h=2)

n——+0oo
+ 0<ko<n

0<k ko, kg<n—kg—2

X # {X S (Z/2k+22>2 ‘2TX, E(X) = 2161 (mod 2k¢+2)}

soit
1

1
2=2) Jr 2. g

ko=0 k1,k2,k3>0

X # {x € (Z/2]’C+2Z)2 ’2{){, Fi(x) = 2ki (mod 2ki+2>} .

Dans le cas par exemple ou k = kq, cela fournit une contribution

1 1 k1— X k”,k//
2> 92ko > s 25 (k)

ko>0 0<ka,k3<k

soit 1 (k)
n
2 Z 22k Z 2k1+max{k/2/,kg}+2 ’

ko=0 0<ka,k3<k

On traite les deux autres cas de la méme facon et en regroupant les trois contributions,
on obtient finalement la formule

=Y gn Y e Y st
2= 92ko ok +max{ky K5} +2 — 3 ok +max{ky K5}
ko=0 k1,k2,k320 k1,k2,k320

On écrit ensuite

S(X)=3Y Si(27Mx) + > 3y Sk (27MX). (1.4.19)

0<ko 0<max(k;)<loglog X ko>0 max(k;)>loglog X

D’apres ce qui précede, on a

Sk (X) = Ska(X) (1.4.20)
ou a parcourt les n(k) solutions de (1.4.17) et ou
Ska (X)= > r(F (Mx))r(F (Mx'))r(F (Mx)), (1.4.21)
x/€Z2NX Ry
z’151[4]

avec Rp = {x' € R? | Mx' € R}. L’ensemble

MZ? = {Mx' | x' €Z%}
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est un réseau de covolume det(MZ?) = det(M). On considére alors une base réduite
(e1,e2) de R, c’est-a-dire une base telle que e; soit un vecteur non nul de norme minimale
et ez soit un vecteur de Ry \ e1Z de norme minimale. Notant || x ||= max{|z1|, |x2|}, on
écrit alors tout x € Z2 N XR sous la forme

x = Mx' = \e; + pes (1.4.22)
pour deux entiers A et u. On pose alors
F/(\, n) = F;(\ey + pes) et Fyv = FFyF;. (1.4.23)

On montre a présent que le second terme de (1.4.19) est un terme d’erreur acceptable
dans 'optique du Théoréeme 3.1.1. Pour ce faire, on a besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 1.4.4. Pour touse >0 et X > 1, on a E < (det(M)Lu ), ot

pe 1 (1 20 1 qp (1202,

4<p<X i=1,2 p<X

avec

Py (N) = (p(ln)# {(9617962) € (2/nZ)?

d; € {0,1} et Fa défini en (1.4.23).

(x1,22,n) =1

Fum(z1,22) =0 (mod n), }

Démonstration.— On a

HH( )<<1.

i=1,2 p<X

Notons ¢(f) le contenu d’un polynoéme f & coefficients entier. Lorsque p divise § :=
c(F})ce(F5)c(F3), on a une contribution majorée par

P (PX(P)\ (p+ Dx(p)
[ 1+ #5200 (e

4<p 4<p
plé p|é

1

<TI <1 + p;) < 3°0) « §° < (det(M)Loo)’.
p|d

L’inégalité élémentaire p*Fl/ FiF (p) < p}l, (p) + p*FQ, (p) + p*Fé (p), valable pour tout nombre

premier p, implique que les premiers p qui ne divisent pas § contribuent pour

0 <1+pFM() )<< 1 ( pF{(p)+p}2/(p)+p}§(p))x(p)>'
p

1<pX 4<p<X p
1o P16

On peut alors aisément majorer cette contribution par

oo | 3 (P () + Py (P) + Py (P)) X (P)

4<p<X b
pté

Or, on a d’une part pour ¢ € {1, 2},

3 I 5 ) 5l
4<p<X 4<p<X p pJ((S p
pto pté

< loglog(det(M) L) + O(1).
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D’autre part,

S TR AN o 3 M + log log(det (M) Loy ) + O(1).
4<1}§X 4<ﬁ<X p
pté ptéd

Pour pouvoir conclure, il nous reste donc a montrer que

Z pFﬁ((r’I)PW < loglog(det(M) L) + 0(1)

4<p<X
pto

sous I’hypothese que Fj est irréductible sur Q[i]. On voit tout de suite que

PRy (P) =1+ (W)

ou (5) désigne le symbole de Legendre modulo p. On décompose
diSC(Fé(ﬂS, 1)) = €3U3V3

ou g3 € {—1,1}, vs est un carré et ug est positif sans facteur carré. On a alors par
multiplicativité

l—¢ u
Py (@) =1+ x(@) 2 (;) :

Comme la forme est irréductible sur Q[i], on a uz # 1 et on obtient donc un caractére de
Dirichlet modulo ug non principal et distinct de x, ce qui permet de conclure la preuve. [

Lemme 1.4.5. Soit ¢ > 0. Lorsque X > 1 etk € N3, on a

2

k1+max{ks,k
Sk (X) < 2ethtmaxikzks}) pe (Qm{kkk}

+ X”E) : (1.4.24)

ot Sk est définie en (1.4.20).

Démonstration.— On reprend ici les notations (1.4.22). Un cas particulier du résultat de
Davenport [Dav63, lemma 5] permet d’obtenir les estimations

EI
p < .
et e

X
|- x|

D’ou, avec les notations (1.4.23),

Ska (X) < Y r(FL (A w)r (B (A p)r (F5 (A ) -
ALX/|leq |l
nX/leal|

On introduit alors, en notant rg = %7‘, une fonction multiplicative r; définie de la maniere
suivante

ro(p) =1+ x(p) siv=1

. > v —
Vp premier, Vv >1, ri(p”) { (1+v)3 sinon.
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Pour tous k, m et n entiers, on a ainsi
ro(k)ro(m)ro(n) < ri(kmn).
On en déduit la majoration

Ska (X) < > i (Fm(hp)
AKX/ |leq |l
pLX/leal|

ot Fiyp est un polynéme de Z[z1,x2] de degré 4 défini en (1.4.23). On a alors
| E || < (deg(F))+1) | M Hdeg(Fil) Lo

ou || M || désigne le plus grand coefficient de la matrice en valeur absolue. Ici, & partir de
I’expression de la matrice M, on voit immédiatement que || M ||« 2F1+max{k2.ks} Op 5
donc les inégalités

H Fum ||<< 24(k1+max{k2,k3})L§o < (2k1+max{k2,k3}Loo)4.
On déduit finalement du corollaire 1 de [BB08] et du Lemme 1.4.4 la majoration

2
X +X1+8>
el .|lex]

Sk o (X) < 28(k’1+max{k2,k3})Lgo (
pour tout € > 0. Or, on sait que pour tout réseau I', de base réduite (b, bs), on a
det(T") <[| by || - || bz ||< det(T).
On a donc, avec les notations (1.4.22),

1 1 1
< < ;
ler - lex|l = det(M) = 2max{hikeks)

ce qui fournit finalement
(ky-+max{ks,ks }) X 1+
e(k1+max{ka,ks € €
Sk,a (X) <2 LOO 2max{k1,k2,k3} +X :
On conclut la preuve grace au Lemme 1.4.2. O

On déduit de (1.4.20) et du Lemme 1.4.5 l’estimation

X2 X1+€
Sy (2—’“0X) « gelkutmax{kzks}) pz ( ) .

22k0+max{k1 ko, ks} + 2(1+E) ko

On utilise alors cette majoration pour estimer le deuxiéme terme de (1.4.19). Traitons par
exemple le cas de la somme

—k
5= Y% s(zha)
0<ko ka,ks<loglog(X) k1>loglog X

Quitte a prendre € assez petit, on a par des majorations élémentaires

2
ST < Z Z 2€(k1+max{k2,k:3})Lio <5§kk} _|_X1+e>
k2,ks<loglog(X) k1>loglog X 2maxifin,f2,ks

X2
< Lilog(X)® > 2%R <2k1 + X”f)
k1>loglog X

<<L.gOXZ(log(X))?;alog(Q)—log(Q) <<LZOX2(10g(X))3€10g(2)_n.
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On traite de la méme facon le terme d’erreur et les autres cas de sorte qu’avec les nota-
tions (1.4.21),

€ 2
S(X)=> > Sy (2—koX) +0 (@(ﬁns) : (1.4.25)

k020 0<k1 k2, k3 <log log(X)

On pose alors X' = X, Y = (rX)"/2/(log(X))® pour une constante C' > 0 que I'on
fixera plus tard et F;p(x’) = F;(Mx'). Valables lorsque 'on a 0 < m < (X')% et
o-v2(m) = 1 (mod 4), les décompositions suivantes permettent de restreindre les inter-
valles dans lesquels varient les variables de fagon acceptable :

i) la décomposition r(m) = 4A, (m) +4A_(m) avec

A(m)= > x(d) et A(m)= Y x(e),
d|

elm

2 d m>eVX/'
appliquée & Fo m(x') ;
ii) la décomposition r(m) = 4D, (m) + 4D_(m) avec

Di(m)= ) x(d) et D_(m)= > x(e),

dlm elm
d<x’ m>eX/

appliquée a Fznm(x');
iii) la décomposition r(m) = 4B, (m) + 4C(m) + 4B_(m), avec
By(m)=) x(d), Cm)= > x(d et B_(m)= 3}  x(e),
dl

dlm e|lm
dsy Y<d<X'/Y m>eX'/Y

appliquée a Fj pp(x').
On notera que, dans A_, D_ et B_, on a respectivement ¢ < v X', e < X' et e < Y. On
introduit alors les quantités

Sex+(Xika)= > Bi(FimX)) Ax (BM(x)) Di (F3m (X))
x/€Z2NX Ry
1’151[4]
et
So(X;ka)= Y C(LimX))r(Fam(x))r (Fm(x))
x'€22NX Ry
1/151[4]

de sorte que

Sk(X)=4>" 3" Siaa(Xsk,a)+4> So(X;k, o). (1.4.26)
o 4,4+ a
1.4.2 Traitement de S,
La contribution des sommes Sp(X; k, «) est
So(X) =Y 3 > 8o (277X k,a) .
k0>00<k1,k2,k3<10g10g(X) (€9

On montre dans cette section que la somme Sy constitue un terme d’erreur convenable
dans 'optique du Théoreme 1.2.1.
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Lemme 1.4.6. Soient e > 0 et X > 1. Avec la notation (1.2.3), on a

LE roor’ X2

5010 < Tlog e

Le reste de la section est consacrée a la démonstration de ce lemme. On s’inspire ici
de la méthode utilisée dans la section 4 de [BB08]. On a clairement que

So( ko)< Y [C(Fim)|r (Fom(xX)) r (Fsm(x)).
1’151[4]M

On pose alors

X
E:{mEZ | 3dlm, tel que Y<d<Y},

By ={meZ | 3x€2™XR telque Fi(x)=m}

et
Bko =FEnN Eko

de sorte que

So (27X k,a) < D Som (277X [C(m)]

mEBkO

ou

Som (X)= Y. r(Fax)r(Fs(x).
SR

On en déduit donc que

So(X) < (loglog(X))* 3= 3~ Som (275X [C(m)].

ko=0 meBkO
D’aprés [BB0S, lemma 6], on a, lorsque 2k < /X,

27k X log log(X")9/4
N R O)E

mEBkO

On en déduit, pour tout X > 1, la majoration

r’' X log log(X’ 21/4

So(X) € == 10 X

Z 9—ko max’ m (2 —kOX)] +X. (1.4.27)

On montre alors le lemme suivant qui permet de conclure que la contribution de Sy donne
un terme d’erreur convenable.

Lemme 1.4.7. Il existe une constante absolue ¢ > 0 telle que

So.m(X) < L reoX (loglog(X'))C.
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Démonstration.— On adapte ici la démonstration du lemme 5 de [BB08]. Supposons que
a1 # 0, alors on a
m — b1:L'2

ai

et par conséquent

avec Ay = a9, By = a1by — asby et n = xo. On a alors

Asm? + Bsn? + Csmn
Fy(x) = =y = Fy(m.n)
1

avec A3 = a3, By = agb% + bga% — c3biay et C3 = c3a; — 2agby. On peut remarquer que
ByBs # 0. On pose alors

B —_ B g By
2 ng(Agm, BQ) ’ 3 ng(Agmz, Bg, C3m)

ainsi que

Agm / A3m2

! = —-— p—
2(m) - ng(Agm, BQ) ’ A3 (m) gcd(A3m2, Bg, Cgm)

et
Csm

- ged(Asm?2, Bs,C3m)’

Cy(m)

On introduit enfin h := 2 x 3 X a1 Bo B3A* avec la notation du Lemme 1.4.2 et la fonction
multiplicative ro définie pour p premier et v un entier naturel par

v v+1)2 siplh ou v>=2
Tg(p)_{( ) Pl

ro (p¥) =1+ x(p) sinon
de sorte que

Som(X) <167(h)* D ma(Gum(n) < LS D r2(Gm(n)),
n<Roo X nN<Roo X

G (n) = (A5(m) + Bjn) (Ag(m) + Bin? + Cé(m)n) )

On rappelle qu'un nombre premier est dit fixe par un polyndéme P a coefficients entiers
si pour tout entier n, on a P(n) = 0(mod p). Le polynéme G, étant irréductible et
primitif de degré 3, seuls p = 2 et p = 3 peuvent étre des premiers fixes. Deux applications
successives éventuelles du lemme 5 couplées a la remarque 8 de [BB07a] montrent qu’il
existe a € {0,1}, b € {0,1,2} et 0 < p < 4 tels que

Gm(3% x 2%z + k)
3% x 21

Gma(z) =
soit sans premier fixe pour un certain entier £ < 10. On déduit finalement la majoration

S()Jn(X) < L%, Z Tg(Gm,g(n)).
NKreo X
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Pour roo X > L5 (X')° et ¢ €]0,1[, une application du théoréme 2 de [BB07a] permet
d’obtenir I'estimation

&Mm<m@wxyl(O_MW@>mew%mm)

v
PLroocX p v>0 p

En utilisant le Lemme 1.3.4, on obtient la majoration

627 16T 1200
+ = (1.4.28)
p P p

r2(P) PG (P) _ 6, (v+1)2
- e ray L

v
v>1 p p v>3

3 \

On déduit de tout cela que les nombres premiers p qui divisent le discriminant de G, 2
ont une contribution & Sp , (X)

< LireX ] (1+

1200)
pldisc(Gm,2) p

Une étude attentive du passage de F, & Gy, 2 ainsi que le lemme 1 de [BB07a] montrent
que disc(Gm2) < LImS. On en déduit donc

LirseX ][ (1 + 00) < L5 roo X (log log(X")) 200
p

pldisc(Gm,2)

puisqu’il est nécessaire que m < X' pour que Sp ,,(X) soit non nulle. On traite maintenant
la contribution des p qui ne divisent pas le discriminant. Pour ces nombres premiers, on
a une meilleure majoration de pg,, ,(p") < 1, qui donne de la méme fagon qu’en (1.4.28)

les majorations
72(D") PG » (PY) v+1?% 1
> <y <

v
V=2 p V=2 p

Cela permet de négliger tous les exposants v > 2. On en déduit donc finalement

So,m(X) < L rec X (log log(X"))*2%0

11 (1 B me,Q(p)> <1 N Tz(P)me,z(P)>

P00 X
pldisc(Gm 2)

soit

Som(X) < Liuroc X (loglog(X))™ ] Q+W@—W%m§

P<Lroo X p
ptdisc(Goy 2)
< LS reo X (log log(X’))lQO0 H (1 + X(p)me’2(p)>
PLroo X p

< LE roo X (loglog(X'))1200+0(1),

On raisonne ici comme lors de la preuve du Lemme 1.4.4 et on utilise le fait que pour
tout p > 5, pa,,.(P) = pac,,(p) et le fait que Gy, est irréductible sur Q[i]. Dans le cas
contraire, lorsque n < L5 (X’)%, on a

ro(Gma(n)) < Gma(n)® < L (X')° < LS ro° XE.



1.4. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.2.1 53

La dernieére majoration découle de I'inégalité r’ < 2L,7s0. Do,
So,m(X) € Lire X < L To0 X (log log(X’))O(l)
pour € assez petit. ]

Pour conclure, on tire finalement de (1.4.27) et du Lemme 1.4.7 la majoration

L& roor’ X2 log log(X')2/4+<0

So(X 2~ 2ko
0( ) < (log(X’))" =
< LE roo’ X2 log log(X’)21/4+C0
(log(X"))" ’
ce qui fournit
So(X) < sereer X2

(log(X"))m=="

Puisque I'hypotheése 7/ X1 > 1 garantit que log(X’) > log(X), cette estimation est
convenable pour obtenir le Lemme 1.4.6. Ceci achéve le traitement de Sp.

1.4.3 Traitement des S, ; ; et fin de la preuve du Théoreme 1.2.1

On traite ici le cas de S_ _ _(X;k, ) qui est le plus délicat, les autres cas se traitant
de maniére similaire. On utilise dans la suite les notations Vi =Y, Vo = VX', V3 = X' et
on pose

Fi(Mx') > r'd; Y~
S Fy(Mx) > () /2dy X —1/2
b ) R p— 2 2 2
Rmad = x' € Z°NRm ‘ F3(Mx') > T;C(l?’
x’l = 1[4]
On a
So-—(Xikoa) = 3 x(didads)# (Ana(d) N XRyiy'a')
deNs3
4;<V;

ou Am(d) = A(d, Fim, Fom, F3m). On applique alors le lemme de géométrie des nombres
suivant qui est dii & Daniel [Dan99, lemme 3.2] et La Bretéche et Browning [BB10, lemme
5].

Lemme 1.4.8. Soient e > 0, F1, Iy et F3 des formes vérifiant les hypothéses NH (1.2.0),
X>21,V, VWV, V3>2eV =1V, Alors il existe une constante absolue A > 0 telle
que

p(d)

> [ ()N XRea) —vol(Ra) XA

deN3
d;<V;

< L (reo XVV + V) log(V)4,

avec Rq C R une région de frontiére continument différentiable dépendant de d et ou
XRya={x€Z*NXRq|z1=1(mod 4)}.

Démonstration.— Les éléments de la preuve sont dans 'article [Dan99] de Daniel ainsi
que dans [Mar08], [Mar10] et [BBO7al. Il faut simplement préciser en plus la dépendance
par rapport aux formes et noter que la dépendance de la région par rapport a 'indice
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de sommation ne change absolument rien dans la preuve. Dernier point, le lemme se dé-
montre pour des formes primitives et on passe aux formes vérifiant NH (1.2.0) comme

dans [BB10].

On obtient ici I’égalité

X? vol(Ry'7™7)  p(d)
(XK, ) = dydad d
S---(X5k,a) d;g X(d1da 3)2k1+max{kl2/7k‘é}+2 4 (d1dads)?
d;i <V

+0 (2R Rk L2 (r XVV 4+ V) log(V)4)

ou
T'/dl (7"/)1/2d2
Y

Ry = {x € R‘Fl(x) >

Posant
T = 25(kitketka) e (. XNV + V) log(V)4,

un calcul élémentaire fournit alors immédiatement

T < 2ekrthaths) L2 X2 M b G §
7 \(log(X))e/2=A4  (log(X)) =4

Si 1’ < roo(log(X))At!, estimation précédente donne avec C' = 2A + 8 :

T < 25(k1+k2+k3)L€ X2 ( rOOr, + T,Too )
OO (log(X))* * (log(X))7
/
 gelhuthathe)pe w2 Tl
(log(X))*

On remarque alors en utilisant le théoreme 1 de [BB07a] que

T<S___(X;ka)< Y 7(Fimx)7m(Fom(x)T(Fsm(x))

T;<rooX

< Y 7P M) Fom(x)Fsm(x))

Zi<roo X

< 25(k1+k2+k3)Lio7“goX2(10g(X))3'

ou l'on a introduit la fonction multiplicative

w ) 2=T1(p") siv=1
(") = { (v+1)%  sinon.

Cela permet d’obtenir, si 7’ > 74 (log(X))4*!, la majoration
T < 25theths) 12 p v/ X2 (log(X))> 47!
< 2hthaths) 12 pr X2 (log(X))* 4,
ce qui implique que dans ce cas également

Tool'

T < 2tk [ 2 00
(log(X))*

2 12 T’Idg
, Fa(x) > T2 3(x) > X (-

0

(1.4.29)
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Pour conclure le traitement du terme d’erreur, il ne reste plus qu’a remplacer X par 270 X
puis a sommer pour obtenir une contribution

< Lirosr > - > 9s(hithaths)p (k).
ko=0 (log (2~ OX)) k1,k2,kz<loglog(X)

29— 2k0X2

En utilisant le Lemme 1.4.2, on obtient

(log(X))Salog(Q) , X2
LE [
log(X))F & 72" [og(X)

pour € < 1/1og(2). Ceci est satisfaisant dans 'optique du Théoréme 1.2.1.

L LE oo’ X2

On passe maintenant a 1’étude du terme principal de (1.4.29). On exploite pour ce faire les
deux lemmes élémentaires suivants sur les séries de Dirichlet associées & des convolutions
pour étudier

p(di, d2, d3)

S(Vi, Vo, Va) = > x(didads) (d1dads)?

d;<V;

(1.4.30)

Lemme 1.4.9. Soient A > 0, g, w deuz fonctions arithmétiques et C, C', C" trois
constantes telles que

\log 2d)4 9 g(d) < C’ )
z [wld)[log@D)T oo 3ol @ .
= d (log(2z))4
On a alors que

C// C C/
> )t CZ co(Qucrcyy,
(log(2z))
Démonstration— La preuve se trouve dans [BB12, lemma 5]. ]

Lemme 1.4.10. Soient g, w deux fonctions arithmétiques et C, C', C" trois constantes
telles que

)| log(2
Z ‘ Og d) Cl/ et Z g Clog(m) + O (C/) .
d<z

On a alors que

xw)(n =Xw
27(9 n)( ) —Clog(x)ZEld)—i—O(C”(C—i—C’)).
n<e d=1

Démonstration— La preuve est tres similaire a celle du lemme précédent et nous ne la
rédigeons pas ici. O

On établit alors le lemme suivant.
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Lemme 1.4.11. Si on note V,, = min{V;}, pour tout A >0, on a

s - (5) T 0 (i)

p>2

Démonstration— On utilise les notations du Lemme 1.3.3 pour écrire

(h * R)(dl, dg, d3)
didads

S(Vi, Vo, V3) = > x(didads)
d; <V;

ou
X(d1d2d3)(h * R) (dh d27 d3)
dy do ds dy do dj

=) x () h (, =, ) x(erezes)raes).
es|di €1 €2 €3 €1 €2 €3

Supposons que V3 = Vo > Vi. On commence alors par sommer sur ds et e3 si bien qu’on
doit estimer la somme suivante

di do d
G d2 41 y(es)rales)

oy r(E(s:

d3<V3 ez|ds

Le Lemme 1.4.9, avec g = xra = X * (xXxa) et w = xh ou h est vue simplement comme
fonction de sa troisieme variable fournit alors que cette somme est égale a

x(ha)h (2,8, s)
k3

%L(l,xm) >

k3>1

1

o (10g(V3)A JZ

olt on a utilisé le fait que L(1,x) = §. On somme alors désormais sur da et ea. Le terme
principal ci-dessus, devient par une nouvelle application du Lemme 1.4.9 avec toujours
w = xh ou h est vue comme fonction de la deuxiéme variable uniquement cette fois et

[ (%, 22, ks) | 1og(2ks)
s !

avec g = x

7\ 2 X(ka2ks)h <%7k27k3>
— | L(1

(B (22, ko, ks )| log (2k2)
+0 <log Vo)A 2 1 kaoks '

k2,k3>1

ko,k3>1

Pour traiter le terme d’erreur de la sommation sur dg et e3, on va utiliser le Lemme 1.4.10
avec ¢ = 1 et w = |h| vue comme fonction de sa deuxiéme variable pour obtenir une
contribution

O ( log( VQA Z ‘ (‘Zi,kg,kg)‘log(2k3)Alog(2k2)A> |

log(Va)™ | e kaks
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On effectue alors la méme manipulation sur la somme sur di et e; et le Lemme 1.3.3
permet d’obtenir que les quantités de la forme

h (k1, ko, k3)|log(2ks3) 4 log(2ks) A log(2k1 )4
>

k1,ka,k3>1 k1 kaks

ont une contribution

Z |h(k‘1, k‘Q,k‘g)| 10g(2k‘1k:2k'3)3A

< Fevooks

€
< L,
k1,k2,k3>1

ce qui permet de conclure la preuve du lemme en utilisant 1’expression (1.3.12) obtenue
dans le Lemme 1.3.3. O

On est alors en mesure de terminer la démonstration du Théoréme 1.2.1. Il ne reste plus
qu’a introduire le terme vol(R4" ) dans (1.4.29). Pour ce faire, on pose

X(didadz)p(d)vol(Ry™ )

S (X;R) = (1.4.31)
dé;/;- (dydads)?
On s’inspire alors de [BT13, section 7.3] et on écrit
vol(Ry 7 ) = // 1, (x)dx.
Ry~ =[] 1rg-0
En réinjectant dans (1.4.31) et en intervertissant les sommations, on aboutit &
dyrdad2)p(d
S'(X;R) = // Y X(d1dzdz)p(d) = fl)‘;( ) ax.
x€R di<min{Y,F (x)r' 1Y}, ( 152 3)
de<min{VX',F>(x)r'~1/2/X},

d3<min{ X’ , F3(x)r' "1 X}

Le Lemme 1.4.11 permet d’obtenir ’estimation
/ m\?
S'(X:R) = (4) vol(R) [ o + O (L I(X)),
p>2
avec
I(X) =1(X; F1, F», Q)
1
= // dx.
xer log(min{ Fy (x)r'~1Y, Fo(x)r'~1/2/ X, F3(x)r'~1X})

On établit alors I’estimation

1(x) <, Lk 1.4.32

(X) < Tog (X )7 (1.4.32)

Lorsque Lo, > (log(X))'/¢, le Lemme 1.3.3 puis le changement de variables x = 742
permettent d’obtenir les majorations

S'(X;R) < L, // dx < r2 LS, // dz < r2 L.
x€R llzll<1
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Ces derniéres sont alors suffisantes pour établir (1.4.32). Dans le cas ot on a Lo, <
(log(X))'/%, on peut majorer I(X) par la somme des I;(X) pour 1 <i < 3 avec

1
W= ] e
1
L(X) = //xeR log(Fy(x)r'=1/2X 4+ 2) dx;

1
I3(X) = //XE’R log(F3(x)r'~1X + 2) dx.

Traitons par exemple le cas du dernier terme ci-dessus. En effectuant un changement de

variables x = ro.z, on a

1
I3(X) < r? // dz.
3(X) b |z <1 log(Fg(Z)TgoT’_lX-i-Q)

On peut alors constater quun changement de variables u = Ez (voir [BB10, section 6))
fait apparaitre I'inverse de det(E) et ainsi, on peut intégrer plutot sur la forme J définie
par J(z) = F3(Ez) (voir [BT13]) et obtenir par exemple la majoration

r2. 1
I3(X) < JIog(rLr1X) //”z<1 | log(J(z) + 2)‘dz
2

<

log(rZr—1X)

Mais les inégalités 1'/(2Lo) < Too < 2Loor’ démontrées en section 5 de [BB10] ainsi que
I’hypothese /X1~ > 1 fournissent la majoration

1 1
<
log(rZ,r=1X) log(

)

Xe )
4log(X)2/e

qui permet de conclure également dans ce cas a la majoration (1.4.32). On traite de maniere
tout a fait analogue les autres cas, ce qui permet d’obtenir

s ) 3 vol(R)

X2
S*v*v* (X’ k, Oé) = 9ki+max{ky ki }+2 (4 4 1;[2 or
p

£ .2 X2
+ O: (Looroo(log(X))"> .

En combinant (1.4.25), (1.4.26), le Lemme 1.4.6, (1.4.33) et le Lemme 1.4.3, on conclut &
I’estimation

2—2k0+9X2n(k) \?3 vol(R)
SX)=> > <2k1+max{kg,kg}+2 (4) 4 1L

ko>0 keN3 p>2
2—2k0X2
! 2
+ Og <Lio(7aoo71 + TOO>W> ),

qui permet d’achever la preuve du Théoreme 1.2.1.

(1.4.33)
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1.5 Démonstration du Théoréme 1.2.3 : interprétation de la
constante

Pour A € Z, a € N et p” une puissance d’un nombre premier, on pose
Sa(Asp") = #{(z,y) € (Z/p"2)* | p*(a® +y?) = A(mod p")} .
Si a < n, on a clairement
Sa(A;p™) = p**So(A/p™; ")

lorsque a < v,(A) et So(A;p™) = 0 sinon. Il suffit donc de traiter le cas o = 0, ce que
fournit le lemme suivant issu de la section 2 de [BBO0S].

Lemme 1.5.1. Lorsque p=1(mod 4), on a

Lony n+nn(1_1/) Sil/p(A)>’l’L
So(4:p") = { 1271 + Vp]zA))p"(lp— 1/p) sinon.

Lorsque p = 3 (mod 4), on a

p2n/2 sivp(A) =n
So(Aip™) =4 pP(1+1/p) sivp(Ad) <n et 2luy(4)
0 sinon

et pour p =2, on a

2" siva(A) =2n—1
So(4;2") ={ 27t sy (A)<n—1 et272ADA=1(mod 4
D
0 sinon.

1.5.1 Le cas p=1(mod 4)

On raisonne de maniére similaire a la section 4 de [BB10] & la différence qu’on utilise
le Lemme 1.5.1. On pose

M (p") = #{x € (Z/p"2)° | wp(Filx) = vi}
et
M(p") = #{x € (Z/p"2)* | wp(Fi(x)) > v}

Lorsque n > v; + vo + v3, on a clairement la formule
M,/,(pn) _ p2n72u1721/2721/3p(p1/17p1/27p1/3) (1.5.34)

et

M,(ph) = Y (Sl ("),
ec{0,1}3

Avec la notation (1.2.9) et posant m; = max{\;, u;}, on a alors

1 3
Ny u(ph) = pPriitretis (1 - p> oM, [ @ +v—A)+0(n'p™).

m;<y;<n 1<75<3
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En utilisant l'identité (1.5.34), en divisant par p?"+tM+42+% et en faisant tendre n vers
I'infini, on obtient

1 e teote ,0( V1+e1,puz+627pl/3+63)
— I 1t+ez2t+es
w)\»,u‘(p) - <1 p> Z Z D (l/1+61+1/2+62+1/3+63)
m_jg’/g eG{O 1}3
X H (14+v; — A\j).
1<5<3

On effectue alors les changements de variables n; = v; +e; — A; pour obtenir

i =(1-1)

p
mj—)\j gn]-

% Z (_1)e1+ez+e3 H <1+nj_€j)-

0<e;<min{1,\j+n;—m;} 1<5<3

p(pnl+>\l , pn2+>\2 , pn3+)\3)

p2(n1 +A1+n2+A2+n3+A3)

Or, on a

1 siA4+n—m>1
> (—1)(1+n—e)= { >
0<e<min{1,A+n—m} 1+m—-X siA+n—m=0
t (1+m—X) =#ZN[0,m — Al. On a donc I'égalité
3

L ™ p™2p™e)
E #Z m [07 mZ - )\Z] X p2(m1+m2+m3)

p<pmax{m1 A1+na} , pmax{m2 JA2+na} , pmax{mg Asz+ns} )

= Z p2(max{m1,)\1+n1}—i—max{mg,)\2+n2}+max{m3,/\3+n3})
n; <m;—A;

et finalement

wiu(p) = < > Zp

n;>0 p?

max{m1 A1+n1} pmax{mg JA2+n2} pmax{m3 A3 +n3})

(max{m1,\1+n1 }+max{ma,Ao+n2}+max{ms,A\3+ns3})

On a donc bien obtenu l'identité wy ,(p) = op(d,D) pour tout nombre premier p =
1 (mod 4).

1.5.2 Le cas p = 3 (mod 4)

Avec les mémes notations que lors de la section précédente, lorsque p = 3 (mod 4), on
aboutit de la méme maniere a ’expression

1 3
Nau(p") = 7ty (1 +)

% Z Z €1+62+63 p(

P 2(v1+e1+vateatrs+es)
Qf‘nz@:\z ec{0,1}3

Vi— A

viter v2tez v3tes
» P Y )+O(7’L4p4n)

Passant a la limite et effectuant le méme changement de variables que dans le cas précédent,
on obtient

ot~ (1) 5

n;2m;—

A A A
p(pn1+ 1,pn2+ 2’pn3+ 3)
\ pQ(n1+>\1+n2+)\2+n3+>\3)

Z (_1)61+62+63.

0<e; <min{1,\;4+n; —m;}
e;=n;(2]
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Or,
(=)™ siA+n—m>1
> (-1)¢=<{ 1 siA+n—m=0 et2/m—\
Oegmin{lbn—m} 0 sidx+n—m=0 et2 m—\

On conclut alors comme lors de la section précédente a 1'égalité souhaitée wy ,(p) =
op(d, D) pour tout nombre premier p = 3 (mod 4).

1.5.3 Lecasp=2

Le Lemme 1.5.1 fournit immédiatement la relation

wa(2) = lim 2723y {x €(z/2"2? | Fix) e disgn} = o5(d),

n—-+o0o

ou o2(d) est définie en (1.2.8) et wq(2) en (1.2.10).

1.5.4 Le cas de la densité archimédienne

Enfin, pour terminer le traitement de la constante, il reste a regarder la densité archi-
médienne. On remarque pour commencer que

wr(00) = 20w (00)

oll wf (o) est défini de la méme fagon que wr(co) avec les conditions supplémentaires
s; > 0 et t; > 0 pour tout 1 < ¢ < 3. On utilise la forme de Leray en paramétrant par les
t;. La forme de Leray est par conséquent ici donnée par

(—23t1t2t3)_1d81d82d83d1‘1d1‘2.

En effet, la variété est définie comme le lieu des zéros des polynomes définis par

F;(x .
fxs) = P (2 a<i<y
1
et on a
ofi 9fs 9fs
ot1 ot1 ot —2t1 0 0
0 0 0
det | 9 97 G2 |=det| 0 -2 0 |=-2tsts.

Ots Ots Ots

On utilise ici le calcul de I'intégrale suivante

3

VA ds
/ _— = —. (1.5.35)
0o VA—s2 2

En substituant ¢; = /d; ' F;(x) — s?, on obtient finalement

d,_lFi(X) dS'
+ -3 i i
wr(00) =2 | I / dz1dze
x€R <1<i<3 0 d; ' Fy(x) — s?

soit
wr (00) = mvol(R).

Cela acheve la preuve du Théoréeme 1.2.3.
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1.6 Démonstration du Théoréme 1.1.1

1.6.1 Passage aux torseurs et reformulation du probleme de comptage

On note dans la suite Z” I'ensemble des vecteurs de Z™ premiers entre eux dans leur
ensemble. On introduit également la norme de R suivante

|| X ||: max{’$0|a |CC1|, |$2|, 571|‘/L]3‘7 (571|1’4’} ) (1636)

ou

5 = \/(la| + b)) (az] + [b2])(|as| + [bs] + [es])- (1.6.37)

On introduit la hauteur exponentielle sur P4(Q), associée & la norme définie en (1.6.36),
définie par

H4 . P4(Q) — R:r
[Xo:x1:xe w3 1 xy] +—> || (x0,21,22,23,24) ||

avec [xo : 1 : T2 : xg : x4] choisi de telle sorte que les z; soient des entiers premiers
entre eux. On introduit aussi Tgp C A?Q = Spec (Qly, 2, t, u,v]) le sous-schéma définie par
I’équation

Y2 + 22 = 12 Fy (u, v) Fy (u, v) F3(u, v) (1.6.38)

avec les conditions (y,2,t) # 0 et (u,v) # 0. Il s’agit d'un G2,-torseur pour S [BBP12,
Définition 4.1]. On pose

D={deN | pld=p=1(mod4)}.

Lorsque dg € D, alors tous les diviseurs de dy sont aussi dans ’ensemble D. On introduit
ensuite

r(nym) = #{(a,b) € Z> | n=a>+b* (m,a,b)=1}.

On a alors clairement r(n; 1) = r(n) et on remarque que r(y?n;y) = 0si y & D.
Utilisant une inversion de Mobius pour traiter la condition de coprimalité, on aboutit,
pour y € D, a la formule suivante

Zn
r(y’n;y) = Zu(k)r <y]€2> : (1.6.39)

kly

Enfin, considérant I’ensemble
Y= {e e{-1,+1} | eice3=1 &= 1} (1.6.40)
et pour € € Y et T' > 1 la région

RE(T):{(U,U)ER2 | [ul, [o] < VT, },

giFi(u,v) >0
on en déduit le lemme suivant.

Lemme 1.6.1. On a N(B) = Ni(B) + O(B) ou

Ni(B) =Y k) > Y > (R )F (o) (u,0)),

keD ejégp/k €€ (u,w)€Z2NRE(B/kL)

ot 'on note FiJr =g, F;.
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Démonstration— Le lemme 2 de [Brol0] nous garantit que N(B) = 1T(B) avec

_ . 3 2 H (U2t7uvt7u2ta Y, Z)) H< 37
T(B)#{(y,z,t,u,v)EZ X Z y2+22:t2F(U,’U) .

Puisque pour un (y, z, ¢;u,v) compté, on a
| (vt uvt,u’t,y, 2)) ||= max{u?, v?}|t],
on en déduit, par symétrie sur le signe de ¢, que
N(B) = %# {(y, ztiu,v) € (28 x Z)NTem | 0 < max{u? v}t < B}.
Un raisonnement élémentaire montre que la contribution des (u,v) tels que
Fi(u,v)Fy(u,v)F3(u,v) =0

est O(1) ce qui permet d’écrire N(B) = Ni(B) + O(B) avec

MB=3Y Y S () Palu, ) Fy(u,v); 1),
t<Be;e{-1,+1} (u,v)EZ2NRe(B/t)
t€D giegez=1

En posant k¢ = t, la formule (1.6.39) fournit par conséquent que Nj(B) est égal a

% Z w(k) Z Z Z r (€2Ff(u,v)F;(u,v)F;(u, v)) .

keD ¢<B/k e;e{—1.+1} (u,0)€Z2NR(B/kf)
LeD e1e0e3=1

On en déduit alors immédiatement la formule donnée dans I’énoncé du lemme avec 1 = 1.
Le passage a la somme sur € € X sera utile en section 1.7 puisque I’ensemble ¥ sera utilisé
pour décrire certaines classes d’isomorphie de torseurs. O

Dans la suite, on notera pour éviter d’alourdir les notations

w(pged(ag, ..., ay)) = w(ag,...,an).

L’idée est maintenant de passer d'un probléme de comptage sur T, a un probleme de
comptage sur des variétés affines de A® de la forme (1.2.5), autrement dit d’exprimer
le probleme de comptage sur certains torseurs qui seront explicités en section 1.7. On
introduit pour ce faire, lorsque d = (dy,ds,d3), d = didads, n = (ny,n2,n3) et d' =
(d},d5, ds), les notations

c(d,n) = gw(dninzng) o H gw(d,ni,ng)—w(dnin;,ng)

{5, k}={1,2,3}
i<j

et
d(d,d’,n) = ¢(d,n) x gw(dydyn1/ding/da)

On a alors le lemme suivant ou on rappelle qu’on note 79 = 7.
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Lemme 1.6.2. Soient ng, n1, no et ng quatre entiers supérieurs ou égaux & 1 avec ng € D.
On a alors la formule suivante

Z Z N(d1d2d3)ﬂ(d/1d/2>ﬂ(dé)r< no )
d(d,d’,n) O\ dydads

ro(noninang) =
d,d’ep3 m;|C(n;)
dvdads|no,did’,dj |n;

< (gt ) ™ (Gotins ) 7 (i)
0 dldé gml 0 dgdll gmg 0 dgdll ’2m3 ’

ot {i, j, k} parcourt l’ensemble des permutations de {1,2,3} et ou

C(n;) = H . (1.6.41)
p=3(mod 4)
vp(ni)=1(mod 2)
vp(ninan3)=0(mod 2)

Démonstration— Utilisant la formule d’éclatement pour deux entiers (voir par exemple
[BB10, lemme 10]), on obtient

R N )

d|(n1nans,ng)

Dans la somme, les entiers d sont sans facteur carré et dans D lorsque ng € D. On compte
alors le nombre de décompositions d = dydads avec di|ny, do|ng et ds|ns. Posant

N(d,n) = #{(dr,da,ds) € N* | dyln;, et d=didpds}

le nombre de telles décompositions, on a ’égalité c¢(d,n) = N(d,n), lorsque d est sans
facteur carré. En effet, ¢(-,n) et N(-,n) sont deux fonctions multiplicatives. Il suffit
donc de montrer qu’elles coincident sur les nombres premiers. Soit alors p un nombre
premier. Dans le cas ou p|ninang, on a clairement

N(p,n) = #{i | plni} = c(p,n).

Cela permet bien de conclure a I’égalité souhaitée. On a par conséquent

e T S ey
ORTOTHTETES c(d,n) °\dideds) "\ di dods)

dydadgz|ng
dy|ny,dg|ng,d3|ng

Posant

nz(l) = H prr(m) 7153) — H prr(mi)
p=1(mod 4) p=3(mod 4)

on a par multiplicativité,

1, 1, Q)
mmnany\ [Ty Ty Ny (3). (3), (3)
0 <d1 do d3) "0 ( di dy ds )ro (nl Ny M3 ) (1.6.42)

On utilise alors la formule d’éclatement pour trois entiers donnée par le lemme 9 de
[BBP12] pour le premier terme du membre de droite de (1.6.42) :

(1), (1) (1) ' '

ny’ ny’n d dod

TO(l 2 3)_ Z M(l)#(23)
d;d;lnk/dk

“di do da ouw(dy,na /dz)+w(dy,ns/d3)

di dy ds
O\ dydody ) O\ dodidly ) O\ dsdidly )

d'eD
k2
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Concernant le deuxiéme terme du membre de droite de (1.6.42), en remarquant que 7
ne prend que les valeurs 0 ou 1 sur des entiers n’ayant que des facteurs premiers congrus
a 3 modulo 4, on a les égalités

(3.3 (3) i ns) i)

(3) (3) (3)
i C(ns) mi ma ms3

La seconde égalité découle du fait que pour tout m; divisant strictement C'(n;), on a

(3) ©) (3)
miq mo ms

En regroupant les facteurs par multiplicativité, on obtient bien la formule souhaitée. [

On note dans la suite
Fie=eFt =egiF; et F3. = Fy = e’e3Fs,

pour tout entier naturel e. On introduit également

1 3
AV= T »p e A= T » (1.6.43)
plAij plA;
p=1(mod 4) p=3(mod 4)
et I’ensemble
(3) A(3) (3)
mi| | A5 AR (M, my) | A
M={meN? [ J "‘} ( DA i gk =1{1,2,3} 5. (1.6.44)

p?(m;) =1, /mimamz € N

Posant R = R°(1) et pour d € N fixé,

= > uk)r(ds?), (1.6.45)
sk=n

on déduit alors des Lemmes 1.6.1 et 1.6.2 le lemme suivant.

Lemme 1.6.3. Avec les notations (1.2.4) et (1.6.40), on a

DN DS D

;g’é n<N eex k4k1k‘/ | ng(Agg,d) k‘4k£1| ng(A127A13,A23,d)
neD k4k2k:§| ged(Aqs,d) kskl| A1z
kakskl| gcd(Ar2,d)

p1(ky) (k) pe (K ) (K ' B
X 3o (ka) 9w (es) Tk )Feol kg +w k3 Z Z p(dydy)p(ds)S deznvevE ’
d,d’eD3 meM

d:dldzdg,d;‘Ajk

kskL |, d,

\ __ 6B
ou N = —7— et

S(e™'VT,e,E) = S(e 'VT,e,E; R°, Fi ., Fa., Fs..)
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pour T > 1 et avec
€] = dldédgml, €9 = dgdlldng, €3 = dgdlldIQTTL3,
By = le1, kakokh, kakskly, kaky, diksks),

/ / / / (1646)
Ey = eg, kak1 Ky, kaksks, kaky, daksks),
E3 = [es, kak1k}, kakokly, kak}).
Démonstration.— Pour (u,v) premiers entre eux, on a
pged(Fi(u, v), Fj(u,v))|Aj. (1.6.47)

Or, grace au Lemme 1.6.2, on obtient, pour r <£2F1+(u,v)F2+(u, v)FJ(u,v)), Pexpression
suivante

1 Z Z pi(drdads) p(didy) p(ds)
26 d,dIE'DS meM C,(d7d/,FlJ’_(U,'U),F;(U,'U),F;(U,'U))
d1d2d3‘£27did;~d;§‘Fi(u7v) m; | Fy(u,v)

r ( 2 ) . (Ff(u,v)) . <F2+(u,v)> . (Fgr(u,v)>
d1d2d3 e1 €2 €3 ’

En effet, par (1.6.47), un triplet m tel que m;|C(F;(u,v)) avec la notation (1.6.41), est
dans M. Par ailleurs, pour un triplet m € M tel que m;|F;(u,v) pour tout 1 < i < 3 mais
m; t C(Fj(u,v)) pour un certain j, alors

. Ff‘(u,v) . F;‘(u,v) . Fg"'(u,v) _0
dydbydimg dod) dmo dsdydhyms a

L’entier d = dydads divise £ et est donc nécessairement dans D. On écrit alors £ = ds et
on obtient grace au Lemme 1.6.1

B
2621“ k) Yo r(ds®) Y Y w(didy)u(ds)Saam (dsk)

dk<B sg% dd’ D3 meM
k,deD s€D d=ddads

ou, pour T' > 1, on a posé

. <F1+(u,v)> . (F;m,v)) ., (Eﬂw))
el e es
M= 2

c’(d,d’,Ffr(u,v),F;(u, v),F:;r(u,v))'

Sd,d’;m
e€X  (uw)EZ2NRE(T)
e1]F1(u,v),e2|Fa(u,v),
e3|F3(u,v)
Avec la notation (1.6.45) et grace a (1.6.47), on aboutit & la formule

N(B) =3 X pdfan) Y pdid)a(d)Saam ()

dn<B d,d’eD3 meM
dn€b d=d; dzdsﬁd;- 1Ak

On obtient alors en utilisant & nouveau (1.6.47)

1
Sa.am(T)= Z Z Z 3w (ka) 9w (ks)+w(k1)+w(ka)+w(ks)
€€X k1ka| ged(A23,d) ka| ged(A12,A13,A23,d)
k2k4‘ gcd Alg,d) k:5| ng(Alz,dlld,Q)

(
kaka| gcd(A12,d)

+ + +
« Z 7G<F1 (UW))T(FQ (U»U)>T<F3 (Uav)>’
(u,0)EZ2NRE(T) €1 €2 €3

€1 |F1 (U,U)7€2 |F2 (U,U)
83‘}7‘3 (u,v)



1.6. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.1.1 67

ou la somme intérieure porte sur les couples (u,v) tels que

k1 = ged(d, Fa(u,v), F3(u,v))/ ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
ko = ged(d, Fy(u,v), F3(u,v))/ ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v), F3(u,v)),
ks = ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v))/ ged(d, Fi(u,v), F5(u,v), F3(u,v)), (1.6.48)
k4 = ged(d, Fi(u,v), Fo(u,v), F3(u,v)),
ks = ged(dydy, Fi(u,v)/dy, Fa(u,v)/d).
Plusieurs inversions de Mébius fournissent alors
ST > A AT UATICATILA

) ) gw(ka) w(ks)+w(k1)+w(k2)+w(ks)
€€Xkak1 k)| gcd(A2s,d)kak)] gcd(Au,Aw,Azs,d)

kakokh| ged(Ars,d)  ksky| ged(Aq,d;db)
kakskl| gcd(A12,d)

+ + +
" Z . (Fl (u,v)) . <F2 (u,v)) . <F3 (u,v)) 7
(uw)€Z?NRE(T) ‘1 €2 €3

e1|Fi(u,v),e2|Fa(u,v)
€3 |F3 (’lL,’l))

ou la somme intérieure porte désormais sur les couples (u,v) tels que

kak1 K| ged(d, Fa(u,v), F5(u,v)),

kakokh| ged(d, Fi(u,v), F5(u,v)),

kaksks| ged(d, Fi(u,v), Fa(u,v)), (1.6.49)
kaky| ged(d, Fy(u, v), Fa(u,v), F3(u,v)),

kskf| ged(didy, Fi(u,v)/dy, Fo(u,v)/ds).

On a (e,E) € D et on peut alors réécrire cette somme sous la forme

_ (k) p(kS) (k) (k) (k)
Saam(T)=2 2 > 3w (k) 9w (k) +w (k1) Tw(kz) Tw(ks)
EEEk4k21k‘/1‘ ng(A237d)k4k22| ng(A127A13,A23,d)

kakok)| gcd(Ar3,d)  kskl|ged(Arz,d)d))
kakskl| ged(Ar2,d) (1.6.50)

+ + -
y Z T<F1 (u,v)>r<F2 (u,v)>T<F3 (u,v))l
(u,0)€Z20W/T R (1)NA(E) “ = €

Reste encore a supprimer la condition de coprimalité sur les couples (u,v) au moyen d’une
derniére inversion de Mobius. Avec la notation (1.2.4), la somme intérieure de (1.6.50) est
alors égale a

+oo
Z 1w(e)S(e VT, e, E).
e=1

de2n”’

On obtient ainsi le lemme avec N = %. Mais on peut remarquer que S <\/ e E> est

nulle si I'on n’a pas

B B B
di < (lar| +[br])y) g 2 < (Jaz| + 152\)\/% et d3 < (|as| + [bs]| + 103!)%
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En effet, on a par exemple

B
Fre(u,v) < (laa] + [ba])e max{[ul, [o[} < (Jas| + |or[)y/ 7

dans la région considérée. Avec la notation (1.6.37), on a donc en réalité que

3

din? < 0B:. (1.6.51)

Mais pour que S (\/ T € E) soit non nulle, il faut aussi imposer de’n < B et par
conséquent, dzen? <B 5, ce qui, combiné avec l'inégalité (1.6.51), implique I'inégalité
dgen < 0B

et démontre bien le lemme énoncé. O

1.6.2 Fin de la preuve du Théoréme 1.1.1
On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.6.1. Lorsque B — +00, on a
N(B) = coBlog(B)(1+ o(1)),

avec

2+oo

242 62 Z’u ZVOl (R=(1 Z Z p(dydy)p
deD eex d,d’ep? meM
d:dldgdg,d;mjk

(k) pky) p(ks) p(ky) plks) o
X > > 3w (k1) 9w () 0 (k1) 0 (kz) +o (k) (e, E,e),
kak1 k/1| ng(Agg,d) k4k2‘ ng(Alg,Alg,Agg,d)
kakokl| gcd(A1s,d)  kskf|ged(Aq2,d)d))
kak3k}| ged(Aq2,d)

avec

(e,E,e) Ha e,E e) (1.6.52)

ou

3 v1+vo+us N1 No N3
x(p) p\p P P
a;(e,E,e) = <1 — X(p)) E ( )

p2(N1+N2+N3) ’
N; = max{v,(E;),v; +vp(e;)} et

o5(e,e) =8 lim 272"# {x € (Z/2"Z)? ‘ edesM) py(x) e elmlé'gn}.

n—-+o0o

La fin de cette section est consacrée a la preuve de ce théoreme. Il permet de démontrer
le Théoreme 1.1.1 modulo le fait que la constante ¢y soit bien la constante conjecturée par
Peyre, ce qui fera 'objet de la section suivante. On utilise évidemment le Théoreme 1.2.2
pour estimer la somme

S(\/Ta €, E) = S(\/Ta €, E; R, Fl,ea FZ,ea FS,e)

et obtenir le lemme suivant.
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Lemme 1.6.4. Soit € > 0 tel que 7“’(\@)1*6 > 1. On a alors avec les notations du
Théoréeme 1.6.1

- T
S(VT,e,E) = m3vol(R%(1 THO' (e,E,e) +Oc k. (W)

De plus, on a
o°(e,E,e) < (de)°d'(E, A),

uniformément en tous les paramétres d, d’, m, k, k', ¢;, ¢, e, E et d.

On raisonne alors comme dans la preuve du lemme 9 de [BB10] afin d’obtenir une
majoration uniforme de S(v/T,e,E) mis & part qu’on utilise une majoration différente
pour la quantité det(Gf(.A)) qui y apparait. On remarque ici qu’il faut bien faire attention
au fait qu’on travaille avec les formes Fj. et qu’on a notamment une dépendance des
coefficients en la variable e. On a ainsi le lemme suivant.

Lemme 1.6.5. PourT > 1 et (e,E) €D, on a
S(VT,e,B) <c(F1)e(Fy)e(F3)(A*)(deLoo ) ged(d, e)a! (E, A)

T
< (e (RO 4 ree(BEU) TR,
ot l’on note ¢(P) le contenu d’un polynome a coefficients entiers.

Démonstration.— On raisonne ici comme dans la section 6 de [BB10]. Avec les notations
(1.2.6), on pose

" Ei
' ged(ELb) ged(E;, el;)

Es
ged(E%, %) ged(Es, e243)

et EY =

Des calculs élémentaires garantissent qu’on a

E
ng(El, beél) ng(EQ, beﬁz) ng(Eg, b2 2(3)

E" = E/EJE] >

Mais revenant a la définition de %, on obtient avec la notation du Lemme 1.4.2
ged(Er,bely)
E1 > 1 dl
ged(By, bel) ~ A* ged(dy, belq)
En procédant de la méme fagon avec les indices 2 et 3, on aboutit finalement a 'inégalité

1 d

E// 2 .
(A*)3 ged(dy, bely) ged(ds, bely) ged(ds, b2e?l3)

On obtient alors

1 d

El/ 2 .
c(Fy)ce(Fy)e(F3)(A*)3 ged(dy, be) ged(da, be) ged(ds, b%e?)

Puisque d = didads est sans facteur carré, ds ’est aussi et donc

1 d
c(F1)e(Fy)c(F3)(A*)3 ged(dy, be) ged(ds, be) ged(ds, be)

E// 2
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Pour finir, on utilise le fait que
ged(dy, be) ged(ds, be) ged(ds, be) = ged(didads, be) = ged(d, be).

pour conclure a I'inégalité

1 d

B> e B (A acd(d.be)

Cela permet de finir la démonstration du lemme exactement comme dans le lemme 9 de
[BB10]. O

On a ensuite besoin de quelques résultats issus de [BB12, lemme 14] concernant la fonc-
tion fyg définie en (1.6.45) pour d € D. Si d € D est sans facteur carré, alors, pour = > 2,
on a

Z fd 4ro(d7)T<pT(d) (1og(x) + O (og*(2 + w(d) ). (1.6.53)

h ng(d)zlg<1+;>_l.

Pour e > 0 et 0 < 0 <1, on déduit de ces résultats la majoration

Z |fd 1 (% Z |fd << daxl_elog(x)‘ (1654)
i3 nep

On en déduit a présent que les surfaces de Chételet considérées vérifient le principe de
Manin. On utilise la formule asymptotique obtenue grace au Théoreme 1.2.2 de S (\/T ,e,E)
dans l'expression de Ni(B) que l'on a obtenue dans le Lemme 1.6.4. Pour pallier la non
uniformité de cette estimation, on pose

U(B) eEe Zfd (V b ,e,E),

nE’D

avec N défini lors du Lemme 1.6.3, de telle sorte que

Ni( GZM wd)d Y 37 uldd)p(ds)

ezl e€X  dd'ep3 meM
€ d=ddads,d}| A,

(k) k) po(ks) (k) (ki)
x > > 3w(k4)Qw(k5)+w(k1)+w(k2)+w(k3)U(B>'
kak1K|| gcd(A2s,d) kak)| ged(A12,A13,A23,d)

kakokl| gcd(A13,d) k5kg| ged(Ar2,d|db)
kakskl| gcd(A12,d)

Avec la notation (1.6.52), on introduit alors la quantité E¢(B;e, E, ) comme étant donnée

par
1

Blog(B)
Les résultats (1.6.53) et (1.6.54) impliquent que

Blog(B)

U(B) — 4r*vol(R%(1))o* (e, E, e)ro(d)p' (d) -

E¢(B;e,E,e) — 0,

B—+400
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ae E,d,d, m, k, K, det e fixés. Pour conclure, on souhaite appliquer un théoréme de
convergence dominée et il suffit donc de montrer la majoration

DD DD 3 3 E(B:e,E,e) < 1.

;?;) eEEXD d,dIEDS meM kykq k‘/1| ng(Agg,d) k4k:1‘ ng(A127A13,A23,d)
d=dydads,d||Dj kakokh| ged(Arsid)  kskl| ged(Ara.d,d))
kakskl| gcd(A12,d)

Pour ce faire, on a besoin du lemme suivant.
Lemme 1.6.6. Pour tout € > 0, on a |0°(e,E,e)| < d 51l

Démonstration.— On procede en majorant chaque facteur eulérien dans la définition de
o%(e,E,e) en (1.6.52). Pour p = 2, on peut majorer o5(e, E, ) par 8. Pour les p impairs,
on utilise la majoration donnée par le point f) du Lemme 1.3.2. On a alors

1
(eEe’<<Z N3+1)m,
veN3 p3+ v

ou les N; = max{vy(E;),v; + vp(e;)} ont été définis dans le Lemme 1.6.4. On tire alors
parti du fait que d soit sans facteur carré. On note d = didads et 0; = 1v,(d;) de sorte
qu’on peut supposer 01 + d2 + d3 = 1 lorsque p|d. De plus, par définition de E; et N;, on
voit que N; > v; + 6; et donc on a

51+52+53 1
(eEe‘<<Hp HZ N3+1)—,,1+u2+u3-
pld pld pld veN3 ps3
On a alors 5 it
[[r % ot —a
pld pld

puisque d est sans facteur carré. D’autre part,

1
11> N3+1 s <& [[+3d) <&
pld vEN3 e pld

et finalement .
H ’O‘;(Q,E, e)‘ < d ste,
pld
O

En raisonnant alors comme dans la section 7 de [BB12] et en utilisant le Lemme 1.6.5, on
obtient

1 1 1
E°(B;e,E,e) < (de)® ged(d, e)a’ (E, A) ( . + T+ — ) ,
2

d*e? " gSes  die?
soit 1
E*(B;e,E,e) < (de)® ged(d, e)a’ (B, A)——-
se2

Ensuite, puisque a’(E, A) concerne les formes primitives, on n’a en réalité pas de dépen-
dance en e et par définition de cette quantité en (1.2.7), on obtient que

d(E,A) <1
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ou la constante est indépendante des parameétres de sommation. Enfin, le fait que

“+oo
Z Z (de)® ged(d, e)

9
e=1dcD dse

1

< L.

W

pour € assez petit nous autorise a appliquer le théoreme de convergence dominée pour
obtenir le Théoreme 1.6.1 et ainsi achever la démonstration du principe de Manin pour
les surfaces de Chatelet considérées.

1.7 La constante de Peyre

Pour conclure la démonstration du Théoreme 1.1.1, il reste & montrer que la constante
¢o obtenue dans le Théoréme 1.6.1 est en accord avec la conjecture de Peyre [Pey01, formule
5.1], puisqu’on peut montrer que les surfaces de Chatelet sont des variétés «presque de
Fano» au sens de [Pey01, Définition 3.1]. On note cg la constante conjecturée par Peyre.
Suivant [Pey95] et [Sal98], on a

cs = a(9)B(S)wn (S(AQ)™ ),
B(S) = #H'(Gal(Q, Q), Pic(S)) = Coker (Br(Q) — Br(S)),

a(S) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cone effectif et wgy (S(Aq)Br(s))
est un nombre de Tamagawa.

1.7.1 Les facteurs «a(S) et 5(95)

Pour commencer, il est nécessaire de rappeler quelques éléments relatifs a la géométrie

de S tirés de [CTSSD87a] et [CTSSD87b]. On considére K = Q(v/A) le corps de décompo-
sition de F ainsi que le corps biquadratique L = Q (\/Z, z) Si l'on note G = Gal (L/Q),

on a clairement que G = (Z/ 2Z)2 engendré par la conjugaison complexe o et par 7, la
conjugaison dans K. Enfin, pour toute extension k£ de Q, on notera Sy, =S xq Spec(k).

Sur Q, on écrit également ? F3(u,v) = a(u + byv)(u + bjv), avec a € Z et b} et by dans
K tels que 7(b5) = ). En particulier, si 'on définit

A34 = a(bﬁl - bg) 7é 0, (1.7.55)

on a 7(Agy) = —Asy. Sur L, la surface S;, admet 10 diviseurs exceptionnels qui sont des
courbes d’auto-intersection négative. Huit d’entre elles sont d’auto-intersection —1 et sont
données pour j € {1,2} par

Dj: u=—b;, x+iy=0; D;: u=-b;, x—iy=0
et pour k € {3,4} par
D,;": u=—b, x+iy=0; D, : u=-b, x—iy=0

tandis que les deux dernieres sont d’auto-intersection —2 et sont données par

Et: t=0, z+iy=0; E~: t=0, x—iy=0.

2. Noter ici qu’une légére modification est apportée par rapport & la publication [Des16b] dans laquelle
le raisonnement n’était exact que dans le cas d’une forme quadratique unitaire.
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On a également
Pic(S1) = ([E*],[DE] |i € {1,2,3,4})
= ([E*],[DY), (D3], (D3], D], [D1]) = Z°

avec les relations
[Df]1+[D;] = [D}]+[D;] (1.7.56)
pour i,j € {1,2,3,4} et

[EY]+ D]+ [Df] = [E7] + [Dg] + [Dy)] (1.7.57)

pour {3, j,¢,m} = {1,2,3,4} et on rappelle que la formule d’adjonction fournit la relation
4 4
wg' =2ET+> Df =2E" +> Dy. (1.7.58)
i=1 i=1

Or, Pic(Sg) = Pic(SL) et Pic(5) = (Pic(S1))Y puisque S(Q) # . Décrivons alors I'action
de G sur le groupe de Picard géométrique. On a

o(EY)=E"; o(D;") = D;

i
pour tout @ € {1,2,3,4} lorsque A > 0 tandis qu’on a
o(ET)=E";Vie {1,2}, o(DS)=D;;o(DJ)=Dj et o(D3)=Df
et
T(Df)=Df;  7(D5) =Dy
les autres éléments étant fixés. On en déduit les lemmes suivants.
Lemme 1.7.1. On a Pic(S) = <[w§1], [DY]+ [D1]).

Démonstration.— Soit D = a[D{]+b[D3] + ¢[D3 ] +d[Df]+ e[E*]+ f[Dy] un élément de
Pic(Sg). On a que D € Pic(5) si, et seulement si o(D) = 7(D) = D, soit si, et seulement
si,
D= (b+c+d—e)([Df]+[Dy]) + f[D{]+ (a - €)[Dy]
+ (e = b)[D3]+ (e = )[Dg] + (e — d)[ D[] + e[E7]

et D = a[Dy] + b[DF] + d[D3] + c[Df] + e[ET] + f[Dy] (ce qui implique notamment
¢ = d). Comme [Dj]+ [Dy] € Pic(S), on en déduit que D € Pic(S) si, et seulement si

o (D=(b+c+d—e)((DH+[D))) =7 (D= (b+c+d—e)([DF]+[D}]))
=D—(b+c+d—e)([Dy]+[D1]).
Cela équivaut & e = 2b = 2¢ = 2d et a = b+ f si bien que
D~ (b+c+d—e)([Df]+ D)) = (a = 26)([Df] + [D7]) + b [wg']

et
D= (b+c+d—e)([Df] +[Dr]) € Z ([Df] + [D7]) @ Zw3",
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Lemme 1.7.2. On a o(S) = 3.

Démonstration.— Posons e; = wg' et ex = [Df] + [Dy]. On sait que dans ce cas, le
cone effectif Ag(S) est engendré par les sommes d’éléments d’orbites des courbes d’auto-
intersections négatives. On a par conséquent ici

Aer(S) = ([E7] + [E7], [Df] + [Dy ], [D5] + [Df] + [D5] + [Dy])
=([E"]+[E],[Df] + [Dr]).
On utilise alors la définition suivante de la constante «(S) donnée dans [Pey95]
a(8) =Vol{z € Aa($)” | (w5'2) =1},
ol la mesure sur ’hyperplan
H={zePic(S) ez R | (w5'z)=1}

est définie dans [Pey95]. Le cone Aeg(S) est donc engendré par e; — 2eg et eg si bien que
la constante «(S) est donnée par le volume de la région

{(z,y) eR? |z =1, y>0, x—2y>0}.

Autrement dit, on obtient la longueur du segment [0, %}, soit a(S) = 5. O

On aurait également pu montrer que le groupe de Galois G = Gal(Q/Q) ne fixe
aucune (—1)-courbe et que le cardinal du groupe de Weyl associé au type de singularité
2A ou les deux singularités sont conjuguées est égal a 2. La table 2 de [DEJ] ainsi que
[DJT] nous permettait alors d’en conclure que a(S) = 3.

Pour calculer §(S), on utilise la proposition 7.1.2 de [Sko|, qui fournit 3(S) = 2 dans

le cas considéré dans ce chapitre.

1.7.2 Torseurs versels

D’apres [Pey12, proposition 8.3] ou [Der06, proposition 2.1], on déduit que ’ensemble
des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus de S possédant au moins un point
rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber une partition finie de I’ensemble des points ra-
tionnels de 9, indexée par toute famille de représentants de ces classes d’isomorphisme.
Contrairement & [BBP12], il est plus délicat dans le cas de ce chapitre de déterminer ex-
plicitement un tel systéme de représentants.

On considére ’ensemble

= S X
avec /162085 € Z et n € Nqjij/q (Z[i])

ainsi que le sous-ensemble Bﬁ des B € B pour lesquels il existe (e,m) dans ¥ x M tels
que

B1 = e1mau; B2 = eama; By = e3ma.

Il est bon de noter que ’ensemble B € BJ%I est infini. Pour 8 € B, on pose 73 le sous-
ensemble constructible de Ag) = Spec (Q[X;,Y; | 0 < i < 4]) défini par les deux équations
quadratiques invariantes sous le groupe de Galois G suivantes

o1 =¢h =0
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avec

o = (33 ) s (53 8)

A
~ (53 (X3 + V2 + A (XF+Y2) + 2VA(X3 Xy + ¥3Va)) —
34

afy <X32 +YZ2+A (Xf + Yf) — 2V A(X3X4 + Y3Y4)) )

08 =bay (X7 +17) —bify (X3 +13) -

A

Ay ( 1By (X3 + Y3 + A (X3 +72) + 2VA(Xs Xa + Y3Va)) -

abyBa (X3 + Y7 + A (X + V) — 2VA(Xs Xy + YYa) ) ) ,
et les inégalités

Vi£je 0,2, (X Y5),(X;,Y)) # ((0,0),(0,0))

et
Vi € [[07 2]]’ ((Xlay;,)’ (Xg,}/g,X4,Y21)) 7é ((O>O)a (0707070))'

Définissons a présent un morphisme g : Tg — S. Pour ce faire, comme dans [BBP12,
section 4], il suffit de définir un morphisme 7’3 : Tg — T5p1. Considérons alors une extension
finie k de Q et ((z;,:))o<i<a dans Tg(k). Il existe alors un couple (u,v) € k2~ {(0,0)} tel
que

1
u A, (bzﬁ1($% + i) — b1 Ba(rh + y%))

1
=— (W53 (963 +y3+A (xi + yi) + 2V A(x324 + y3y4)) -
Asy

abé@; (l‘g + y§ + A (.’L‘i + yz) — 2\/Z($3:C4 + y3y4)) >

et

1

v = TH ( (Igﬁl $1+y1)+0162($2+y2))
1
fAi <53 xg + y3 + A (a;4 + y4) + 2\/>(x3x4 + y3y4))
224 A (a2 +92) —2VE
afy (25 +ys + Azl +y; (w324 + Y3y4)

tels que

Fi(u,v) =Bz +y1),  Falu,v) = Ba(23 +y3)
et

F3(u,v) = B354 [(ﬁ —y3 — A2} — yZ))2 + (z3y3 — Ay3y4)2} :
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On remarque en particulier que la quantité F3(u,v)/(/3054) est bien une somme de deux
carrés mais une somme de deux carrés particuliere puisqu’il s’agit d’'une norme de L sur
Q. On note alors ag la racine carrée positive de 51825 et n = z3Zg et on considéere

, 2
xz + iy = zgag (20)” [Tj= 2
z —iy = Zgag (%) [1j=1
t = zpZo
ol l'on a posé z; = x; + iy, pour j € {0,1,2} et
23 = (:g% —y5 — Alef - yi)) + i (z3y3 — Aysya) -

On a alors 2 + y? = t2F(u,v) et (z,y,t,u,v) € T (k), ce qui permet de définir 7.

Lemme 1.7.3. Pour tout B € B, la variété Tg équipée du morphisme mg et de l’action
naturelle de Tng définie de la méme fagcon que dans [BBP12, section 4] est un torseur
versel pour S et

5@ = | 7 (T5(Q).

BEBY;

Démonstration— On utilisera dans la suite les notations A;; = Res(Fj, F}) et Ayz3 = —Aszy
qui généralisent (1.2.2) et (1.7.55). En particulier, on a que A;; = —Aj;. D’apres [BBP12,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [Piel5, Example 2.4.3], on sait que
sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

R=QZ", 27 |0<i <4/ (A2 27 + MuZf 27 + D23 2 (1.7.59)

1<i<j<k<4
ot div(ZF) = E* et div(ZF) = DF pour i € [1,4]. On a plus précisément que

(AijjZ; + Az Z; + Az’jZZZk_)KKKk@ = (Pr23,P124)

si 'on note P ;1 la forme quadratique Aij;'Zi_ + AMZ;FZ; + AijZ,j'Zk,_. Considérons
alors les variables invariantes sous G suivantes

Zt+ Z; Zr—Z;
sz% ot yk:%
1
pour k € {0,1,2} et

X3:Z;+Z4++Zg+Z; ot Ygzzgfzi;+z4+fz;

4 4i
« Zi —Zf +Zy — Z; Zi+ 2y —Zy — Zf
X4: 3 4 3 4 et Y4: 3 4 3 4‘

4\/K 4\/5@

En effet, on a
1,1,1,1 1,1,1,1 1 1,1,1,1
(bg ) = aP17274 — P17273 et ¢g ) == E (A34P1,2,3 + abgég )) )
une descente galoisienne garantit qu'un anneau de Cox pour .S sur Q est donné par

R = Q[XZ’}/; ’ 0 < i g 4]/( 51,1,1,1)’¢é1,171,1))'
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Par [Sko, corollary 2.3.9], un torseur versel est unique a twist prés par un élément de
H'(Q, Txs). On peut alors montrer en adaptant la preuve de [Piel5, proposition 2.69] ou
en utilisant [CTSSD87b, theorem 7.1] que pour tout cocycle ¢ € H'(Q,Tns), on obtient
que 'anneau de Cox tordu par c est de la forme

R°=Q[X,,Y; | 0<i<4)/(¢?,¢8)

pour un certain 8 € B.
Finalement, il reste & établir le dernier point :

SQ = U m(75(Q)).

BEBY,
Considérons un point P € S(Q). Il existe alors un unique (y, 2, t, u,v) € Z* tel que

(y,2,t) = (u,v) =1

t>0

Fi(u,v) 20

2 (u, v) Fy (u, v) F3(u,v) = 32 + 22

et mp1((y, 2,t,u,v)) = P avec myp l'application mgp : Tgp1 — S définie dans [BBP12,
definition 4.1]. Lorsque Fi (u, v)Fa(u, v)F3(u,v) > 0, il existe un unique triplet (1, €2,€3) €
{—1,+1}3 avec g1 = 1 tels que e169e3 = 1 et

giFi(u,v) > 0.

Le fait que Fi(u,v)Fs(u,v)F;(u,v) soit une somme de deux carrés implique que, lorsque
p=3(mod 4), on a

vp(F1(u, 0) Fy(u, 0) F3(u, v)) = vp(F1(u, 0)) + vp(Fa(u, 0)) + vp(F3(u, v))
= 0 (mod 2).

On pose alors

my = H b, M2 = H b, m3= H D,

p=3(mod 4) p=3(mod 4) p=3(mod 4)
vp(F1(u,v))=1(mod 2) vp (Fa(u,v))=1(mod 2) vp(F3(u,v))=1(mod 2)

de sorte que m;|Fj(u,v). On en déduit que si p|m;, exactement une seule des deux valeurs

vp(Fo(u,v)) et vp(F3(u,v)) est impaire. On a donc que p|m; et p|my par exemple et
puisque (u,v) = 1, cela implique que p]Ag‘;), si bien qu’on en déduit les relations

[62.48), mo| [0, 48], | [a8. 28],

mi

(mi, m])|A§?)a

Vp (Fl(u,v)) = 0(mod 2),

mg

et

pour tous les nombres premiers p = 3 (mod 4). De plus, mimoms est un carré. Si par
exemple Fj(u,v) = 0, on pose £;mj comme étant l'unique entier sans facteur carré tel
que £1E9£3m1Mmaomg Soit un carré.
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On introduit alors §; = e1mq et B2 = €2. On pose alors g le plus petit diviseur de
Fs(u,v) tel que eF5(WY) o4it une norme de L. Nécessairement, en posant /35 = £3mg, on
a 5 | g donc on peut écrire g = f4n. On constate alors que, par définition de 35, que n
est une norme sur Q[i]. Si Pon note a = a’a” avec a” le plus grand diviseur de a qui soit
une norme sur K. On a alors nécessairement par définition de g et de F3 que da’ | g et que
g/a’ est une norme sur K. On peut donc écrire g = B304 = B5n avec 7(03) = afy. Ainsi,

B € By et (Y, z,t,u,v) € 75 (Tg). O

En notant X le sous-schéma de A% = Spec (Q[X;,Y; | 1 <i < 4]) défini par les équa-
tions gb? et ¢§ , on constate donc que T3 est égal au produit X x Azq. En notant XE,’ le

complémentaire de l'origine dans Xg, on a un isomorphisme entre 'intersection complete
de Aég ~ {0} (car invariante par le groupe de Galois) donnée par les équations

Fl(u’v) :51(X12+§/12)7 FQ(U)U) :ﬁQ(X22+§/22)7

au+ ably = By (X3 + V7 + A (XF +V7) + 2VA(X3 Xy + Y3Y2))

et
wt b = B (X34 V3 + A (X2 +7) — 2VA(X X, + YaYa))

et le schéma Xg. En particulier, sur XE, on a

Fi(u,v) = Bi(XT+YP), Fa(u,v) = Bao( X3 +Y5)

F3(u,v) = B3f4 {(Xg? - Y7 - A(X] - Yf))2 + (X3Y3 — AX4Y4)2} ,

Or, lors de la preuve du principe de Manin, on s’est ramené a un probléme de comptage
sur certaines variétés de la forme (1.2.5)

Fi(u,v) = ﬁ,(Xf + Yf)

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais sur des torseurs
d’un type différent que 'on explicite dans la section suivante lors de notre preuve du
principe de Manin. Cette description facilitera grandement le traitement de la constante
afin d’établir que celle-ci correspond a la prédiction de Peyre. De plus, il apparait difficile a
priori d’obtenir un systeme de représentants des classes d’isomorphisme de torseurs versels
et de décrire précisément les ensembles du type 75 (73(Q)). En effet, pour ce faire, il faut
caractériser les normes de ’extension biquadratique L.

Il est & noter plus généralement que dans les cas des articles [BBP12], [BB12] et [BT13],
le méme type de calculs fournissent que le seul cas du principe de Manin pour les surfaces
de Chatelet ou I'on utilise une méthode de descente sur les torseurs versels est celui pour
lequel F' est scindé. Dans tous les autres cas, on utilise une descente sur des torseurs
d’un type différent dont la construction est analogue a celle de la section qui suit et sera
effectuée dans une plus grande généralité dans le chapitre 2.

1.7.3 Les torseurs utilisés dans la preuve du principe de Manin

On décrit explicitement dans cette section les torseurs qui sont utilisés dans la preuve
du Théoreme 1.1.1, c’est-a-dire les torseurs qui correspondent aux variétés de la forme
(1.2.5). Cette description repose sur le formalisme développé dans [Piel5] et [DP14].
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Soit T le tore algébrique dont le groupe des caractéres est donné par

T =[E*|ze |Df| 28 [Df| 26 [Df + Df| 2@ [D7] 2 (1.7.60)

ainsi que linjection A : T < Pic(Sg). 1 s’agit en réalité de I'injection Pic(Sqp) <

Lemme 1.7.4. La Q—algébre R’ := Q[X;,Y; | 0 <@ < 3]/(f1), avec

1
fi= X§+Y32—A7%2 (Ba3(XF +Y2) + At (X3 +¥3)) (Aaa(XE+ YD) + An(X3 + V),
est un anneau de Cox de S de type \ défini en (1.7.60).

Démonstration— Puisque la surface S est quasi-projective, suivant la preuve de [Piel5,
proposition 2.71], un anneau de Cox R’ de type A est donné par 'anneau des invariants

sous le groupe de Galois G de
P Rm.

meT

oll R a été défini (1.7.59) et R,, correspond aux éléments homogenes de degré m de R.
Supposons m € T donné tel que

m = [aoEJr + a1 DY + aaDY + a3(DF + DY) + a4D1_}

avec a; € Z. Pour déterminer R,,, on cherche & résoudre le systéme linéaire donné par
4
+t ++ 4 o— -
e BT+ ey B —I—Z(ej Dj —i—eij)
=1

= [a0E+ + CL1D1+ + CLQDSr + as(D; + DI) + CL4Df] ,

ou les e;-—L > 0. Grace aux relations (1.7.56) et (1.7.57), ce dernier est équivalent a
ag = ear +ey

4 —_ _
al = ijz ej + ei‘r — €y
as = e; —ey +eg
az=¢€3 —e5 +eg =ef —eg +eg

4 —
a4 = Z]:l 6] - 260

En résolvant ce systeme en les ef pour 0 < j < 4, il vient que R’ est isomorphe au
sous-anneau de R engendré par les variables

+ + + — - _
Zys Zii Zyy Z3Zyy ZsZyy Z$Zyy Z)Z
vérifiant les relations
Pio3z=0 et Pias=0
ainsi que la relation suivante (d’apres (1.7.59))
(z52i) (7 2r) = (2 25) (2 23)
1

Aty

N N N N (1.7.61)
(A23Z1 Zl_ + A31Z2 ZZ_) (A24Z1 Zl_ + A4122 Z2_> .
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Les deux premiéres relations permettent d’éliminer les deux variables Z:If Zs et ZI n
tandis que la derniere relation (1.7.61) est bien invariante par le groupe de Galois G. En
considérant les variables G—invariantes suivantes

+ - + -
_ %t 2, Zy —Zy

et Yk: k

X
k 2 2

pour k € {0,1,2} et

_Z3A 4258 ¥y — Z3 75 — Z3 7y

X
3 9 2 ’

il vient alors bien

R'=Q[X;,Y; [ 0<i<3]/(f1).

Le lemme suivant explicite le groupe de cohomologie H'(Q, T)

Lemme 1.7.5. On a la série d’isomorphismes

HY(Q,T) = H' (Gal(Q[i]/Q),T) = Z/2Z.

Démonstration— Le point clé concernant les torseurs de type A est que 'action de la
conjugaison 7 dans K est triviale si bien que

H' (Gal (Q/Q[i]) ,T) = {0}.

Ainsi, la suite exatce de restriction-inflation
0— H' (Gal(Qli]/Q),T) — HY(Q,T) —= H' (Gal (Q/Qli]) . T)

fournit isomorphisme H'(Q,T) = H' (Gal (Q[i]/Q) ,T) Puisque le groupe Gal (Q[i]/Q)
est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison complexe o, le groupe de cohomologie
H! (Gal (Q[i]/Q), T ) coincide avec I’homologie du complexe

T Id+o T Id—o T

Autrement dit,
H' (Gal (Q[i]/Q), T) = Ker(o +1d)/Im(Id - o).

On obtient alors aisément le fait que Ker(o + Id) est engendré par
i) =[pils [pi] = [pi]s 2[pt] - [+ 0]
et que Im(Id — o) est engendrée par
e o e R B e A i R i e by

. t]+2[pr] - [1] - [pf + D3]
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Il vient alors immédiatement que H' (Gal (Q[i]/Q) ,T) = Z/27Z engendré par la classe
de [Df| - [DF]. 0

A nouveau d’aprés [Sko, corollary 2.3.9], un torseur de type A est unique a twist pres
par un élément de H'(Q, 7). On est ainsi désormais en mesure de décrire tous les an-
neaux de Cox de S de type A. On s’inspire ici des deux preuves de [Piel5, propositions
2.69-2.70]. Tout élément de H'(Q,T) est représenté par un cocycle ¢ : Gal (Q[i]/Q) — T,

lui-méme déterminé par I'image ¢, € Homg, (T, Q[i]x) de la conjugaison complexe.

Lemme 1.7.6. Tout anneau de Cox pour S de type A est isomorphe a une Q—algébre de
la forme
Ry = Q[X;,Yi[0<i<3]/(fT)

avec
1
(Aggnl (X12 + Y12) + A31’”2()(22 + }/22)>

Aty (1.7.62)
X (A24n1(X12 + Yf) + A41”2()(22 + Y22)>

fi = mn3 (X?? +Y32)

et n = (n1,n9,n3) € (Z~ {0})° tels que ninyns soit une somme de deux carrés.

Démonstration— On sait que, pour tout anneau de Cox R) pour S de type A, il existe un
cocycle ¢ : Gal(Q[i]/Q) — T tel que R soit un twist de R’ défini en (1.7.4). D’apres
[Piel5, proposition 2.41], action de la conjugaison complexe sur R’ est la suivante :

o(Zy) = ([BY]) 26 Vie(12} o(Z))=c ([D}]) 2}

t
) 0(Z5 Z;) = co (|Dj + D} ]) 25 21

En prenant les nouvelles variables suivantes, invariantes sous 'action du groupe de Galois

Gal (Q[i]/Q)
co ([EF]) Zg + 2y

o (1EY) 25 ~ 25

Ko = 2 BEC 2i ’
X ([D,ﬂ)QZ,j MR ([D,ﬂgiz,j -7

pour k € {1,2} et
co (|Df + DF|) 2 2 + 25 27

X3 - 2 7
co (|D§ + DY) 25 2 - 25 27
Y3 = ; ’
21
il vient
R\ = QI[X;,Y; | 0<i<3]/(f)
avec

1
A%
x (Aoa(XE+ YD) + Auns, (X3 +Y3))

ff=n% (X§ + Y:f) - (A23(X12 +Y7) + Aging; (X3 + Y22))
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et n§; = co ([Df’ - D;D et n§; = co ({QDT - DF — Dﬂ). Le fait que ¢ soit un cocycle
et les relations (1.7.56) et (1.7.57) impliquent que o(n;1) = m;1 si bien n;; € Q* pour
i € {2,3}. En écrivant n§; = na/n1 et n§; = ng/n1? pour trois entiers ny, ny et ng non
nuls, on obtient bien

R\ = Q[X;,Y; |0<i<3]/(f1)

Pour conclure, il reste a établir le fait que ningong est une somme de deux carrés. On a
_ 4, c ¢

Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

o ([EF]) o (o ((BT)) =15 Vke{1,2} o ([Df])o (e ([D5])) =1

’ o (i + 9]} e (01 + 2 ]) .

les relations (1.7.56) et (1.7.57) fournissent
n1NoNg = nilcg ([E+ + QDH) o (co ({E+ + 2Df]))

si bien que ninsng est bien une somme de deux carrés. On peut établir plus précisément, en
suivant [Piel5, proposition 2.70] qu’étant donné (nq, ne, n3) dans Q*, il existe un cocycle
c: Gal(QJi]/Q) — T si, et seulement si, le produit ningons est une somme de deux carrés. [J

De facon analogue au Lemme 1.7.3, on voit que pour n € N? tel que ningns soit une
somme de deux carrés, le sous-ensemble constructible 7y, de A% = Spec (Q[X;,Y:i | 0<i<3])
défini par I’équation f™ donnée en (1.7.62) et les inégalités

vi#je[0,3]Y, ((Xi,Y),(X;,Y;) # ((0,0),(0,0))

est un torseur de type A au-dessus de S. Pour toute extension finie k& de Q et tout
(x4, Yi)o<i<s dans Tu(k), a aide de

1
u = A—m (bznl(l’% + y%) — blng(ﬂ}% + y%))

et
1

Uzi
AND)

(—azni(a? +y3) + ana(a3 +13))

on peut définir comme en section précédente un morphisme my, : Tn — S. Lorsque n est
de la forme

Vi € [[1, 3]], Nn; = ;M

pour un certain (e, m) € ¥ x M, on note T, = Tme €t ™ = Tme. On peut alors montrer
comme lors de la preuve du Lemme 1.7.3 qu’on a 1’égalité

SQ = || Tme(Tme(Q)). (1.7.63)

(e;m)eXxM
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De plus, on a

(t,u,v,w3,14) € Z°,
(t,u,v) = (z3,24) =1,
t> 0,23+ 23 =t?F(u,v),
eiFi(u,v) > 0,
VP(F;?(U’U)) - Hi = 0 (HlOd 2) )
Fi(u,v) € ggm;€

Tm,e(Tm,e (Q) =} [tu? : tuv : tv® : 23 : 4] EPG

(1.7.64)
(t,u,v,w3,14) € Z°,
(tvua ’U) = ($3,$4) =1,
t>0 x3+x4 = t2F(u,v),

Fi(—u,—v) >0,
(Ft(u v)) — ul =0 (mod 2),

)
Fi(—u,—v) € egm;€

|_| [tu? : tuv : tv? : x3: 4] GP‘({)

En effet, un point de S admet exactement deux représentants de la forme [tu? : tuv : tv? :
w3 1 4] avec (t,u,v,w3,24) € Z° et (t,u,v) = (v3,74) = 1.

A nouveau de la méme facon qu’en section précédente, on montre, en notant YV, le sous-
schéma de A% = Spec (Q[X;,Y; | 1 <i < 3]) défini par 'équation f™ donnée en (1.7.62),
que Ty est égal au produit YV, X AQQ. Si Vg le complémentaire de I'origine dans Yy, on a
alors un isomorphisme entre l'intersection compleéte de A?Q ~ {0} donnée par les équations

Fyu,v) = ni(X? + Y7).

On retrouve ainsi une variété de la forme (1.2.5) et il s’agit donc bel et bien des torseurs
utilisés dans la preuve du principe de Manin en section 1.6.

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la constante conjec-
turée par Peyre de maniere adéquate a notre traitement du probleme de comptage.

Lemme 1.7.7. On o 1I1(Q,T) = {0} ou

' (Q,T) = Ker (Hl(Q,T) — HYR,T) HHl(Qp,T)> .

p

Démonstration— Le théoréeme de Tate fournit 'accouplement naturel non dégénéré suivant
m'(Q, T) x W*(Q, 1) — Q/Z
si bien qu’il suffit d’établir que II1%(Q, T) = {0}. Puisque
H' (Gal (Q/Qli]) . T) = {0},
la suite de restriction-inflation d’ordre 2 fournit

0—— H? (Gal(Qli)/Q),T) — H*(Q,T) — H* (Gal (Q/Ql1)) . T)

Montrons & présent qu’on a H? (Gal (Q[]/Q), T) = {0}. Le groupe de Galois Gal (Q[i]/Q)

étant cyclique engendré par la conjugaison complexe o, il vient que

H? (Gal (Qli]/Q),T) = T /Im(Id + ) = Ker(o — 1d)/Im(Id + o).
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On établit comme lors de la preuve du Lemme 1.7.5 que Ker(o —1Id) est de rang 2 engendré
par {Df] + {Df} et [wgl} . Or,

[Df |+ [Dr] = d+0)([Df]) et |wg'|=@d+0o) ([ET]+2[Df])

si bien que Ker(o — 1d) = Im(Id + o) et H?(Gal(Q[i]/Q),T) = {0}. On a donc le

diagramme commutatif suivant

m*(Q,7) m(Qli], T)

H*(Q,T)

Moevai@ H2(Qu: T) — [yevaiiqpip) H> (Q[i]va T)

qui implique que tout élément de H_IQ(Q,T) appartient a H_IQ(Q[Z'],T ). Or, sur Qi], on
a T = Z° avec action triviale si bien que I112(Q[i], T’) = {0} d’aprés [San80, lemme 1.9],
ce qui permet de conclure la preuve. O

Lemme 1.7.8. On a l’égalité

S (AQ)BI‘(S) = |_| 7Tm,s (7-1’1‘1,6 (A‘Q)) )
(m,e)eMXE

ot Aq désigne l'anneau des adeéles de Q.

Démonstration— Tout d’abord, d’apres [Sko, theorem 6.1.2] et le Lemme 1.7.6, il vient

S(AQ™W = |J m(Ta(Aq)),

neNs3
nyngng=0+0

ot Bry(S) = r7! ()\* (Hl(Q,T))), A\ : HY(Q,T) — H! (Q,Pic(Sa)) est associée a
I'injection A et r : Br(S) — H! (Q, Pic(SG)) est application canonique issue de la suite
spectrale de Hochschild-Serre

P (Q, He (56, Gm)) = HP(S,G,,).
On a ici utilisé le fait que la surface S est géométriquement rationnelle auquel cas Br;(S) =
Br(S).

De la suite exacte courte

0 — T — Pic(S

) — Pic(Sg)/T —0

on tire la suite exacte

(Pie(Sq)/T)" —— H'(Q.T) > i (Q.Pic(sg))
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Or, on montre facilement que Pic(Sa) / T est de rang 1 engendré par la classe de [D; } si
bien que

(Pic(Sq)/T)° = {0}

et A, est injective. Le Lemme 1.7.5 et la valeur de () impliquent par conséquent
A\ (HYQ,T)) = H' (Q, Pie(Sg))

de sorte que Bry(S) = Br(S5).
On a ainsi

SAQP® = |J  m(Ta(Aq)

neN3
nyngng=0+0

et en particulier

U mme (Tme (AQ)) € S(AQ)P™).
(m,e)eMx%

D’autre part, d’apres [CTSSD87al, il vient S(Q) = S (AQ)BT(S) et par continuité de ap-
plication Tm¢(Q) — S(Q) induite par mm ¢ ainsi que (1.7.63), il s’ensuit

S(Q) =S (AQ)BT(S) U Tm,e (Tm,e (Q)) C U Tm,e (Tm,e (AQ))

(meg)eMxX (me)eMxX
si bien qu’on peut conclure a 1’égalité

SAQPP = ) Tme(Tme(AQ)).

(me)eMxX

Suivant alors argument utilisé dans [Sal98] lors de la preuve du lemme 6.17, on a que
tout point de S (Aq)Br(S ) appartient & exactement #III'(Q,T) ensembles de la forme
Tm,e (Tm,e (AqQ)) avec (m,e) € M x X. Le Lemme 1.7.7 permet alors d’en déduire que
I’'union est disjointe et de conclure la preuve. ]

1.7.4 Expression de la constante de Peyre

Le Lemme 1.7.8 fournit

cg = a(S)B(S) Z UJH(T"s,m(Te,m(AQ)))‘

eex
meM

On a a(S9)B(S) =1 et on écrit

wH (Te,m(Tem(AQ))) = woo(€, m) pr(s, m),

ol, en passant comme dans [BBP12] et [BB12] aux densités sur le torseur intermédiaire
Tsp1 défini par I'équation (1.6.38) et au vu de (1.7.64), I'on a les égalités :

F(u,v) = y* + 22 (mod p")

1
wp(€7 III) = nll}I—ir-loo Z%# (u7vay7 Z,t) < (Z/an)5 pJf (U,U), p)( (yv Z7t)
2|vp(F(u,v)) — i
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pour p # 2. Pour tout entier d et F' € Z[x1, x2], on introduit alors

pr(d)=p"(d; F) = #{x € [O,d[2 | d|F(x), (z1,%2,d)=1}.
Exactement le méme type de raisonnements que dans la section 8.2 de [BT13] conduit,

lorsque p ¢ A12 A )Ag‘?, aux expressions

F
wp(e, m) = <1—) 1——+ZX p )
v>1
lorsque p = 3 (mod 4) et
1)? x(p p F)
o= (1= 21+ (1) gt
p v=1
lorsque p = 1 (mod 4). En particulier, w,(e, m) = w, ne dépend ni de € ni de m. Dans le
cas p]Ag)A%)A%) et p=3(mod 4), on a (t,p) = 1 et donc on obtient

1—1 ) F(u,v) = y? + 2% (mod p")
wpEm) = lim —E448(u, vy, 2) € (Z/p"Z) | p 1 (u, )
- 2|y (Fi(u,v)) —

Pour p =2, on a
F(u,v) = y? + 2% (mod 2")

21 (u,v), 21(y,z,1)
Fi(u,v) € g;im;Ean

wale,m) = lim —— # (u,v,y, z,t) € (Z/2"Z)°

n—-+oo 24N

u,v) = y* + 2 (mod 2")
(u7/v)7 QT(y’Z?t>
Fi(—u, —v) € ggm;Ean

1 I
+ hm ﬁ# (’LL,U,y,Z,t)E(Z/QnZ)5 2+

n—-+o0o

On a également (2,¢) = 1 et donc, grace au Lemme 1.5.1, on aboutit & ’expression

n—-+Foo Fi(u,v) € g;im;Ean

wrle,m) =2 Tim 2- 2"#{( v) € (2/2Z)? | 21 (u,v) }

Noter ici qu’on a une dépendance en € et en m. Enfin on traite le cas de la densité
archimédienne. Grace a la symétrie du probléme, on peut se restreindre a y > 0 et z > 0.
En utilisant une forme de Leray en paramétrant en z, on obtient
1 dudvdtdy

/ t°F(u,v) — y?

=1
Woo(, m) = BgToo Blog(B

avec

D= (u v,y t) c R4 (U,U) € R(61762,a3)(\/37/t> UR(_€17_52783)( B/t),
U Y, 0<y<ty/F(uv), 1<t<B

La formule (1.5.35) fournit alors immédiatement
oo, m) = 7 (VOU(R(, cye)(1)) + VOUR (e, _z, 2,)(1)) = 27v0l(RE(1)),
qui ne dépend que de € mais pas de m. On obtient ainsi ’égalité
cs = Z 2mvol(Re(1 pr €,m) (1.7.65)

eex
meM
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1.7.5 Transformation de la constante c;

On revient dans cette section a ’expression de la constante ¢y obtenue grace au Théo-
reme 1.6.1 que 'on met sous une forme similaire a celle de cg en (1.7.65). On réécrit cette
constante ¢y sous la forme suivante

- r T
w=53 u(d)o(dd)w@l) S vl (1) % > uldidy)p(dy)

deD eeY d7d,€D3 meM
d:d1d2d3,d;|A]~k
(o (k) () pu (K5 ) (K (k) o (1.7.66)
- Z Z Sw(k4)2w(k5)+w(kl)+w(k}2)+w(k;3) O« (e7 E)a

kak1k}| ged(A2s,d) kak)| ged(A12,A13,A23,d)
kakokl| gcd(Ars,d) k5k’5| ged(Aqa,didb)
kakskl| gcd(A12,d)

ou .
oo
e
o<(e,E) = &{Z)as(e, E,e). (1.7.67)
e=1 €
Par multiplicativité en e de la quantité o¢(e, E, e), on peut écrire o< (e, E) sous forme d’un
produit eulérien

oS(e,E) =[] oS, (e,E). (1.7.68)
P
Pour p > 2, le facteur eulérien est donné par

~x(m\? 5 X(p) vt p(ph, p2, pNa; By, Fy, F)
pQ(N1+N2+N3+1)

0% (. E) = (1 !
veNS3

ou les IV; sont définis lors du Lemme 1.6.4 et avec
2
P By, Fa Py = {x € (2012 Y ) p )

tandis que pour p = 2, on obtient un facteur eulérien

e o . —on n 2 FZ(X) S eié‘iggn
o5 o(e,E) = SnEIJPooz # {x €(Z/2"Z) ‘ 2 x . (1.7.69)
On écrit alors cg sous la forme
co= Z vol(Re(1))co(e, m)
ment
avec
2 w(d)ro(d)p'(d)
olem) = T 3 MDD
deD d,d’ep3
d=dydodg,d}|A ;)
pu(k) (k) pu(kg) (k) pu(kg)
X > > 3w (k1) 9w () w0 (k1) (kz) T (k) 7 (e, E),

kakik]|gcd(A23,d) kak)| gcd(A12,A13,A23,d)
kakokl| gcd(A1s,d)  kskf|ged(Ai2,did))
k‘4k3k’g| ng(A127d)

ou 0% (e, E) a été défini en (1.7.67). De plus, en utilisant les notations (1.6.46) et en

posant
/ ! g/ / ! g/ / ! g/
€1 = d1d2d3 €y = d2d1d3, €3 = d3d1 2
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Ei = [6’1, ]{4k2]€/2, k4k3/€é, k4k§17 d1]€5k‘g}, Eé = [6/2, k4]€1/€’1, k4]€3k‘g, ]€4k‘£1, d2k5k/5],
et
Eé = [6%, k4k1kia k4k2kéa k4k£d7
ainsi que
=Ef{=m1 e3=FE)=my, e5=EFEf=ms,
on a les décompositions e; = ele/ et E; = E/E!. On a alors immédiatement que N; =

max{vy(e;)+vi, vp(E)} lorsque p = 1 (mod 4) et N; = max{v,(e)+vi, vp,(E/)} lorsque p=
3 (mod 4) . Enfin, on obtient

05,2(97 E)= Ui,z(m)

=8 lim 2~ 2”#{X€(Z/2”Z) ‘ 2 ) x

n—-4o0o

FZ(X> € mye;i€on }

On pose alors

/ pu(K) (k) (k) pa (k) pa(Kg)
Vi (d’ d ) - Z Z w(ka) Qw(ks)+w(k)+w(k2)+w(ks)
k‘4k:1k’1| ged(Asgs,d) k4k’ﬁl| ged(A12,A13,A23,d)
kakokl| gcd(Ars,d)  kski|ged(Aq2,did))
kaksk| gcd(A12,d)

x J] ol E),
p=1(mod 4)
puis

V3(m) = H U*,p(e”a EH)
p=3(mod 4)

et enfin

1
Vale,m) = 0% 5(m)

de sorte qu’on ait

—2
(e,m) = 27TH (1 pr> <1 - Xép)) c1 x Va(e,m)V3(m)
avec ‘|‘

=y MDD s (v, ).

deD d,d’eD3
d:d1d2d3,d;|Ajk
On a ici utilisé la décomposition en produit eulérien

n00-2)”

. p p

La stratégie pour conclure a la validation de la conjecture de Peyre est alors, suivant la
section 9.5 de [BT13], de décomposer cy(e, m) sous la forme

co(e, m) =27 H cp(e, m)

et d’établir que pour tout nombre premier p, on a c,(e, m) = wy(e, m).
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1.7.6 Fin de la preuve de la conjecture de Peyre

On pose c2(e,m) = Va(e,m) de sorte que ca2(e,m) = wy(e,m). Dans le cas p =
1 (mod 4), on pose &, = vp(d}) et

N{ = vy + 61 + 85 + 05, N1 = max{Nj, k4 + k2 + Kb, ka + K3 + K5, K4 + Ky, K5 + K5},
et
Ny = vy + 53 + 87 + 0%, No = max{ N3, k4 + k1 + K], ks + K3 + K5, k4 + Ky, k5 + K5 }
et enfin
Nj = v3 + 03 + 07 + 0, N3 = max{ N3, ky + k1 + K7, k4 + K2 + Kb, kg + K}

Puisque 79(p) = 2 et par définition de ¢f, on a alors

vem-(1-3) 5 (G55

p

0<6<1 0<67,02,63<1
61+65+05=56
avec
(—1)%
_ 81 +05+64 —
T SRR > o
Ogéggmm{up(A]k),l} N4,K,ZL>O
§164=0 watrl <Kmin{8,vp(A12),vp(A13),vp(A23)}
: (—1)r (=)
SR DI = L S T
i=1 ni,nfb.}o n5,n/5>0
n4+ni+n;§min{6,r/p(Ajk)} K,5+r€/5Smin{(;/1+5/2,up(A12)}
~( N N: N3.
p(p Lo 3aF17F2aF3)
X
Z p2(N1+N2+N3+1) ’

vENS
avec {7, j, k} = {1,2,3}. Enfin, dans le cas p = 3 (mod 4), si 'on note p; = v,(m;), on pose

1

cofecm) = (1= 5 ) o).

(_1)u1+l/2+1/3ﬁ (le’pN27pN3; Fl, F2’ Fg)
p2(N1+N2+N3+1) ’

g(w) = >

veNs3

et avec Ny = uy +v1, No = g + 2 et N3 = p3 + 3. On a ainsi

co(e,m) =27 H cp(e, m).

Il s’agit a présent de remonter la formule d’éclatement du Lemme 1.6.2 utilisée dans
le passage aux torseurs. On distingue selon la congruence de p modulo 4. On commence
par le cas p =1 (mod 4) et on étudie la quantité

(e, m) = (1 — p12> B cp(e, m).
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Pour ce faire, on ne considére dans un premier temps que la quantité
/
f/ (6 6/) _ (_1)H4 (_1) ! E (_1)H2
p\T? - Z 34 Z 9K1 K2
K4, ."@420 K1, K,l >0 K9, m220
N4+nﬁl<m1n{5 VP(A,L']')} N4+N1+R/1 min{d,vp(Ag3)} N4+n2+n/2 min{d,vp(A13)}

/
(1) (=1
) >
2K3 9K5
K3, n320 K5, n520
)ﬁ4+f§3+n/3<mm{6 vp(A19)} 55-&-&’ gmln{é’ +6/ wp(A19)}

(P P NS‘Fl,Fz,Fs)

X
Z N1+N2+N3+1)
veNS3

On raisonne comme dans la section 9.5 de [BT13] et on utilise, pour a et b deux entiers

naturels, la formule
> oo
P »min{a,b}

K,k =0
k+r'<min{a,b}
0<kK'<1

On commence par se placer dans le cas d’'un nombre premier p = 1 (mod 4) qui divise tous
les résultants A;;. On obtient alors 1'égalité

> (v1 +1)(v2 + D) (v + D)pl (pM1, p2, pNs; Iy, Fy, Fy)
C(o, N{’Né’Né)2min{6’1+6g,N/7N/7N/}p (N[ TN, N, 1)

fp(0,0") =

veNS3
ou

0(5 va N2, N3) (3/8)m1n{6 Nl,N’,Né}Qmin{(S,Né,N’}—l-mln{(S N{,Ni}4min{d,Nj,N.}

et avec, lorsque (a1, az2,a3) € N,

Pt (u,0)

2 aq :
pl(p™, p™ p®; Fy, Fy, F3)=# {(u,v)e (Z/p“1+“2+“3“Z) p* | Eilu, v), }

Il reste a voir sur quels &' = (87, d5,85) on somme. D’apres (1.7.70), on somme sur les
triplets suivants :

(0,0,0), (0,0,1), (1,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (0,1,0),
si bien que
pt (P, pN2 pN3' Fy, By, F)

d) = 77 77 77 ( +1 +1 +1
fp( ) y§30(6’N1, 2’]\]é,)p (N +N +N +1) (Vl )(V2 )(V3 )

1 1
— V1V2(V3—|—1)+§V1I/3(V2—1)+§V2V3(V1—1)

1 1
—2V2V3(V1+1)—2V1V3(V2+1)>

pt (p™T pe pNs' sy, By, Fy)
(6, Ny, Ny, Né’)pQ(N{,’LNé/JFNgH) 7

= Z (1 +v2+rv3+1)
veNS

avec N/’ = v; + 6;. En remarquant que pour N/ fixés, il y a C(0, N7, NJ, N4) triplets &
tels que N/' = v; + d;, on peut conclure exactement comme dans [BT13, sectlon 9.5] que
I’on obtient la quantité adéquate.
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Sans étre completement exhaustif, on traite ensuite un cas éloquent dont ’adaptation
aux cas restants ne pose aucune difficulté. Tout d’abord, on se place dans un cas ou
vp(Aij2) = 0. Supposons alors par exemple que vp(Aj3) = 0 et vp(Ag3) > 1. Dans ce cas
de figure, on a clairement

min{d; + 8, vp(A12), N1, Ny, N3}
= min{4, v,(A12), vp(A13), vp(A23), N1, N3, N3)} = 0

et un examen des conditions sur les &’ dans la formule (1.7.70) montre que la somme sur
les &' porte sur les triplets (0,0,0) et (1,0,0), si bien qu’on obtient

pt(p™1, pNa, ps; Fy, Py, F)

) = 1, Py, Fy
o) u§30/(57N{7Né7Né)pQ(N1+N2+N3+1)

X ((1/1 + 1)(1/2 + 1)(V3 + 1) — I/ng(l/l + 1)) R

ou

C”(é, N{, Né, Né) _ 2min{6,N§,N§}+min{6,N{,Né}—&—min{&Né,Né}.
Mais, le fait que p ne divise ni Aq2 ni A3 implique que nécessairement v1v9 = i3 = 0
de sorte que

(i + 1D +1)(v3+1) —vov3(v1 + 1) =v1 + o +v3 + 1 +vive + 1103
=vi+ratrg+1

et on peut a nouveau conclure comme dans la section 9.5 de [BT13].
Pour finir, dans le cas p = 3 (mod 4), on a

2V1+M1’p2V2+,u2’p2V3+u3; Fl, F27 F3)

.I.

B p'(p

g(m)= > 2022 725 )
veNs3

que l'on traite comme dans la section 9.5 de [BT13]. Cela permet finalement de conclure

A Pégalité
Co = Z Woo(‘g? m) H OJp(E?, m)

eex P
meM

et acheve la preuve du fait que ¢y = cg.
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Abstract. Generalizing the work of La Bretéche, Browning and Peyre [BBP12] and of
the author [Des16b], we describe the geometry required by the Manin’s principle and by
the Peyre’s conjecture for a family of conic bundle surfaces containing Chatelet surfaces.
These surfaces S, r are conic bundle surfaces obtained as smooth minimal proper model
of

Y? - aZ?=F(X,1)
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with a € Z squarefree and F' € Z[z1,x2] a binary form of even degree n without repeated
roots and whose irreducible factors over Q remain irreducible over Q (1/a). In particular,
we compute the o and 3 factors of Peyre’s constant for these surfaces S, r. Then, using
the formalism of generalized Cox rings developed by Pieropan and Derenthal ([DP14] and
[Piel5]), we give a Cox ring of identity type for the surfaces S, p over Q allowing us to
construct explicitly a (infinite) family of versal torsors 7, : 7, — S, F above S, r such
that

Sar(Q) =y (T4(Q)) -
Y

Finally, using the Cox ring of identity type, we describe, up to isomorphism, every Cox
ring for S, r of injective type A : Pic(S, r xq Spec(Q(v/a)) — Pic(S, r). Finally, we
give an explicit description of torsors above S, r of type A for every a and obtain, for a
such that Q(y/a) has class number one, a finite family of such torsors m; : 7, — S, r such
that

Sar(Q) = |7 (T3(Q)
J

yielding a nice expression of the Tamagawa factor of the Peyre’s constant. We also show
that these torsors of type Pic(S,r Xq Spec(Q(v/a)) are the torsors used in every known
proof of the Manin’s principle and of the Peyre’s conjecture for Chatelet surfaces ([BBP12],
[BB12], [BT13], [Desl6b]) and complete the verification of Peyre’s constant in [BT13] in
the case of two non proportional quadratic factors irreducible over Q[i].

2.1 Introduction

La méthode de descente sur des torseurs a été introduite par Colliot-Thélene et San-
suc dans [CTS77], [CTS79] et [CTS87] dans les années 1980 afin d’étudier des problemes
divers concernant les points rationnels : existence de points rationnels, principe de Hasse,
approximation faible, densité des points rationnels... L’idée de base est la suivante : il s’agit
d’attacher a la variété V' dont on cherche a étudier les points rationnels une famille finie
de variétés affines auxiliaires de dimension plus grande que celle de V' mais de géométrie
et d’arithmétique plus simple (en particulier méme si la variété de base V' ne satisfait pas
le principe de Hasse et ’approximation faible, on s’attend a ce que ces variétés auxiliaires
les vérifient), chacune de ces variétés étant équipée d’'un Q-morphisme dominant vers la
variété V, et telles que tout point de V(Q) soit I'image d’un point entier d’une des variétés
auxiliaires. Le nombre de ces points entiers peut alors souvent étre estimé en faisant appel
a la théorie analytique des nombres et au dénombrement de points d’un réseau dans une
région donnée. Une des forces de cette méthode du point de vue analytique est que, le
plus souvent, le nombre de variables augmente et ainsi celles-ci sont donc en général plus
petites ce qui permet de mieux les controler.

Plus précisément, on notera g = Gal(Q/Q) et V = Q xq V pour une variété V
définie sur Q. On appelle alors V-torseur au-dessus d’une variété V' définie sur Q sous un
Q-tore algébrique T' un espace principal homogeéne 7 — V sous T (voir [Sko|] pour plus de
détails). Les classes d’isomorphismes de V-torseurs sous 7" sont en bijection avec le groupe
de cohomologie H gt(V, T) et si V est une variété lisse et géométriquement integre vérifiant
Hgt(V, G,,) = Q*, alors on a une suite exacte naturelle

0 — H}(Q,T) — H},(V,T) —> Hom, (T Pic (V))
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ou x([T]) € Homy (T , Pic (V)) envoie un caractere ¢ : T — G,, 5 sur la classe du V-

torseur 7 x L Gm,ﬁ sous Gm,ﬁ obtenu a partir de 7 et 1 ot 'action de groupe de Gm,ﬁ
est obtenue a partir de I'action de T' et du morphisme 1, ce qui fournit bien un élément
de H (X, G, g) = Pic (V) La quantité x([7]) € Homg (T, Pic (V)) est appelé le type
du torseur et si le tore T est déployé, alors il existe au plus un V-torseur sous 7' de type
donné & isomorphisme pres.

Si Pic (V) est sans torsion et de type fini et que T est le tore de groupe de caractere

T = Pic (V), alors si x([7]) = Id on parle de torseur versel. On sait alors que si V(Q) # @,
les torseurs versels existent [CTS87].

Un des intéréts majeurs des torseurs réside dans la proposition suivante qui affirme
que les torseurs permettent d’obtenir une description agréable de I’ensemble des points
rationnels d’une variété V satisfaisant des hypothéses raisonnables.

Proposition 2.1.1 ([CTS77]). Soient V une variété lisse, projective, géométriquement
intégré et telle que Pic (V) soit sans torsion et de type fini et T un tore algébrique. Pour
tout P € V(Q), il existe un T-torseur mp : Tp — V' (unique d isomorphisme prés) tel que
Penp(Tr(Q)).

De plus, V(Q) est la réunion disjointe des wp,(Tp,(Q)) pour un ensemble fini de points
P,...,P, € V(Q)

Les meilleurs candidats pour effectuer une descente afin d’étudier les points rationnels
sont les torseurs versels. En effet, pour V une variété lisse, géométriquement integre vé-
rifiant H gt(V, G,) = Q* et Pic (V) de type fini, 7 un torseur versel pour V et 7¢ une
compactification lisse de 7 (qui existe d’apres [Bry79]), alors les obstructions de Brauer-
Manin au principe de Hasse et a 'approximation faible éventuelles disparaissent pour 7°
[CTS87, Théoréme 2.1.2]. Une autre classe importante de torseurs qui partage un certain
nombre de propriétés importantes des torseurs versels est celle des torseurs quasi-universels
ou par torseur quasi-universel, on entend torseur de type A : Pic (Vk) — Pic (V) pour
une extension galoisienne K de Q sur laquelle V' est rationnelle avec la terminologie de
[CTS87]. En effet, si K est une extension galoisienne sur laquelle V' est rationnelle et
V(K) # @, alors pour les torseurs quasi-universels de type A : Pic (Vk) — Pic (V) les
obstructions de Brauer-Manin au principe de Hasse et a 'approximation faible éventuelles
disparaissent sur une compactification lisse. Dans toute la suite de cet article, on ne s’in-
téressera plus qu’a des torseurs quasi-universels.

C’est Salberger [Sal98| qui a le premier utilisé une méthode de descente sur les torseurs
versels afin d’étudier le principe de Manin dans le cadre des variétés toriques propre, lisses
et déployées sur le corps Q. Depuis cet exemple, de nombreux cas du principe de Manin
et de la conjecture de Peyre ont été obtenus par une méthode de descente similaire. On
renvoie par exemple a l'introduction de [Le 16] pour une liste représentative mais non
exhaustive de ces cas pour les surfaces et a l'introduction de [Desl6a] pour un état des
lieux en dimension supérieure.

A Tinstar de cet exemple, la plupart des cas ou le principe de Manin a été obtenu par
cette méthode de descente sur des torseurs versels I’a été dans le cas de variétés déployées,
c’est-a-dire telles que l'action du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique
soit triviale. Mais dans ces cas-la, la géométrie derriére la descente n’est en général pas
explicitée et la paramétrisation ou le passage au torseur est établi de maniere ad hoc. On
peut malgré tout citer quelques exceptions notables dont le cas de certaines surfaces de
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Chatelet ([BB08] et [BT13]) ou encore le cas d’une surface de del Pezzo singuliere de degré
4 [BB07c|. Néanmoins, dans chacun de ces cas, 'approximation faible est vérifiée ce qui
simplifie le traitement de la conjecture de Peyre et ne rend pas indispensable la compré-
hension de la géométrie de la descente effectuée lors du comptage (sauf dans le cas Q1Q2
de [BT13] dans lequel le traitement de la conjecture de Peyre est en réalité incomplet).
La géométrie de la descente utilisée dans [BB07c] a été précisé dans la these de Pieropan
[Piel5]. Cela permet d’ores et déja constater que dans le cas de variétés non déployées, les
méthodes de descente utilisées pour établir le principe de Manin ne font pas nécessaire-
ment appel aux torseurs versels mais peuvent faire appel a des torseurs quasi-universels
d’un autre type, ces derniers donnant lieu a une paramétrisation plus agréable. On peut
également citer entre autres [CTS79] ou [CTCS80] ou des méthodes de descente sur des
torseurs quasi-universels sont utilisées de maniere détaillée mais dans un objectif différent
de celui du principe de Manin.

Remarquons pour finir que dans dans le cas d’une variété satisfaisant I’approximation
faible, le traitement de la constante de Peyre est grandement simplifié puisque le nombre
de Tamagawa est alors simplement donné par wy, g, (V(Aq)). Au contraire, dans le cas ol
l’approximation faible n’est pas satisfaite, Salberger [Sal98] a établi comment la constante
se remontait naturellement aux torseurs quasi-universels de type A : Pic (V) < Pic (V)
de la facon suivante. Supposons donné J un ensemble fini indexant les classes d’isomor-
phismes de tels torseurs possédant un point rationnel au-dessus d’une variété projective
V et pour tout j € J, on note m; : 7; — V un représentant de la classe d’isomorphisme
en question. On a alors

CPeyre = #Hll Q, ZWVHV (7'(]( (AQ))) (2.1.1)

]EJ
ou

' (Q,T) = Ker <H1(Q, T)— H'R,T)[[ H(Qp, T))

et T est le tore dual de Pic (Vk). Deux questions se posent alors lors du traitement du
principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour une variété V.
e Quels torseurs quasi-universels sont utilisés lors de la démonstration du principe
de Manin pour V' 7
e (Q’) : Comment déterminer explicitement des équations de ces torseurs quasi-

universels afin de calculer wy g, (Trj (7} (Aq)

C’est a ces questions dans le cas des surfaces de Chéatelet généralisées que 'on s’intéresse
dans cet article.

On dispose essentiellement de deux méthodes pour déterminer les torseurs quasi-
universels associés a une variété V. La premiere, a la main en effectuant un certain nombre
de transformations élémentaires sur les polynémes définissant la variété V' est la méthode
appliquée dans [CTS87] ou dans [Sko| dans le cas de variétés possédant un morphisme
dominant vers P! ou encore dans le cas des surfaces de Chatelet scindées [BBP12]. Dans
le cas de [CTS87] ou [Sko], la méthode ne donne que des équations locales de certains
torseurs quasi-universels, ce qui n’est pas suffisant pour répondre a la question (Q’). Dans
le second cas [BBP12], les torseurs versels sont réalisés comme ouvert d’un certain espace
affine. On dispose alors d’un formalisme plus général (dans lequel se traduisent les mani-
pulations effectuées dans les deux exemples cités), reposant sur la théorie des anneauz de
Coz et des anneaux de Cox généralisés développé notamment par Derenthal et Pieropan
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([Piel5] et [DF13]), qui permet de réaliser les torseurs de certains types A comme ouverts
de certains espaces affines.

Pour étre plus précis, si V' est une variété normale projective de groupe de Picard libre
et de type fini sur un corps algébriquement clos, alors on définit [’anneau de Cox de V
comme l'algébre ! Pic(V)-graduée

R(V)= € H"(V,0v(D))
[D]ePic(V)

et l'anneau de Cox de type A : Pic (Vi) — Pic (V) pour K un corps de nombres galoisien
comme ’algebre Pic(Vi)-graduée

R(V)= @ RV
[D]€Pic(Vi)

ou R(V)p représente I’ensemble des éléments homogenes de R(V') de degré [D]. On a alors
un unique torseur de type A pour V et ce torseur se réalise comme un ouvert du spectre
de R)\(V)

C’est cette derniere méthode que l'on utilisera dans cet article et on renvoie a [ADHL)
ou [Piel5] pour plus de détails. La principale difficulté de cette méthode réside dans la
détermination d’un anneau de Cox pour une variété donnée. Un des intéréts des anneaux
de Cox est qu’une fois déterminé un anneau de Cox sur un corps algébriquement clos,
alors on peut obtenir relativement aisément, sous certaines hypotheéses, par descente ga-
loisienne des anneaux de Cox de tout type sur Q (& condition que la variété V possede
un Q-point par exemple) et ensuite toutes les classes d’isomorphismes d’anneaux de Cox
en tordant l'anneau de Cox de départ par un élément de HJ (V,T) [Piel5]. Cela per-
met alors dans un premier temps de réaliser les torseurs versels comme ouvert du spectre
d’un anneau de Cox et dans un second temps de réaliser les torseurs quasi-universels de
tout type A : T — Pic (V) dont I'image contient un diviseur ample comme ouvert d’un
espace affine en passant par les anneaux de Cox généralisés et ainsi d’en expliciter des
équations. Le cas ol les anneaux de Cox sont de type fini est particulierement intéressant
puisqu’il permet de cette maniére de réaliser les torseurs comme ouverts d’un espace affine.

Cet article est ainsi dédié a la géométrie derriere les différentes démonstrations du prin-
cipe de Manin et de la conjecture de Peyre dans le cas des surfaces de Chéatelet et plus
généralement a la géométrie derriere le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour
les surfaces fibrées en coniques S,  que 'on définit comme modéle minimal propre et lisse
de variétés affines de A‘?Q de la forme

Y% - aZ?=F(X,1) (2.1.2)

ou F' est une forme binaire a coefficients entiers de degré n dont les facteurs irréductibles
sur Q restent irréductibles sur Q(y/a), de discriminant non nul et a un entier sans facteur
carré. Cette étude se généraliserait sans difficultés a I’étude de variété fibrées en coniques
plus générales du type

Q(u,v) = F(x1,22)
pour @ une forme quadratique entiere et F' un polynéme & coefficient entiers sans facteur
carré et dont les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (\/K) avec A le

1. Ici, la structure d’algebre n’est pas immédiate, du fait qu’elle nécessite de choisir des isomorphismes
cohérents Ov (D1) ® Oy (D2) = Ov (D1 + D2) pour définir un produit. Mais sur un corps algébriquement
clos, I'existence d’un point rationnel sur la variété V' entraine qu’un tel choix est possible.
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discriminant de Q.

Il est cependant a noter que les méthodes utilisées afin d’obtenir le principe de Manin
dans [BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b] ne peuvent fournir de formule asymptotique
que si le degré de F' est inférieur a 4, autrement dit précisément dans le cas des surfaces
de Chatelet. Ainsi, il n’est pas clair (méme si c’est probable) que les torseurs de type
Pic(Sar xq Spec(Q(v/a)) décrits dans cet article soient les torseurs utilisés lors d’une
preuve éventuelle du principe de Manin pour ce type de variétés pour une forme F' de
degré plus grand que 5. Une telle preuve semble totalement hors de portée & ’heure actuelle
(sauf peut étre le cas scindé en utilisant la machinerie de Green-Tao-Ziegler). Cependant,
cette description étant valable pour toute factorisation de F' et tout a, elle permet de
préciser le traitement incomplet de la conjecture de Peyre de [BT13] et permettra surtout
de faciliter le traitement de cette constante dans le cas a > 0. Le cas a > 0 est un travail
en cours de l'auteur dans le cas ou le nombre de classes de Q (\/K) est égal a 1 et les
premieéres investigations semblent indiquer que les torseurs utilisés dans la démonstration
seront les torseurs de type Pic(S, r xq Spec(Q(v/a))) décrits dans ce chapitre. Enfin,
comme préalablement mentionné, cette description pourrait également s’avérer utile dans
le cas ou le degré de F' est supérieur a 5.

Il pourrait également se révéler intéressant de voir ce que ’on peut dire de ’application
de ces méthodes au principe de Manin et a la conjecture de Peyre dans le cas des variétés
fibrées en coniques plus générale

Q(u,v) = F(z1,...,2y)

pour @ une forme quadratique entiére et F' un polynéme a coefficient entiers sans facteur
carré et dont les facteurs irréductibles sur Q restent irréductibles sur Q (\/Z) avec A le

discriminant de ). La preuve du principe de Manin dans ce cadre est un travail en cours
avec Efthymios Sofos.

2.1.1 Résultats

On décrit dans une premiere partie de cet article le groupe de Picard géométrique
et le groupe de Picard sur Q de S, r ainsi que le cone pseudo-effectif de S, p a l'aide
de considérations standards sur les surfaces fibrées en coniques. On en déduit alors le
théoreme suivant.

Théoréme 2.1.1. On a rang(Pic(S, r)) =2 et a(Sqr) = 2

n

De plus, un résultat de [Sko, proposition 7.12] donne immédiatement lieu au résultat
suivant.

Théoréme 2.1.2 ([Sko, proposition 7.12]). Sil’on suppose que le degré de F' est pair et
que dy, ..., dn, représentent les classes modulo 2 des degrés des facteurs irréductibles sur Q
du polynome F, alors H'(Gal(Q, Q), Pic(S, r)) est isomorphe au quotient de [’orthogonal

de (dy,...,dy) par la droite engendrée par (1,...,1) dans (Z/2Z)™.

Dans une seconde partie, on exhibe un anneau de Cox de type identité pour les surfaces

Sa,F en se basant sur une description des torseurs versels inspirée par [BBP12].

Théoréme 2.1.3. On pose A; j = Res(L;(X, 1), L;(X,1)) si

F(u,v) = HLi(u,v) (2.1.3)
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avec L; une forme linéaire sur Q. Alors la Q-algébre

R=QlzF |0<i<nl/ (82 2] + MeiZ] Z; + Doy 2 2 )1<i<j<e<n

est isomorphe a l'anneau de Cox de S, r de type IdPiC(Sa—F).
Cela permet alors d’en déduire le théoréme suivant.

Théoreme 2.1.4. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le
nombre de classes de Q(+/a) soit égal a 1 et que si a > 0 le nombre de classes restreint
soit aussi égal a 1. Il existe un ensemble I' infini et pour tout v € T, il existe un torseur
versel my : Ty — Su.F tels que

Sar(Q) = | 71 (T5(Q)).

De plus, ces torseurs versels peuvent étre obtenus explicitement et il ne s’agit pas des
torseurs utilisés lors des démonstrations du principe de Manin et de la conjecture de Peyre
de [BB12], [BT13] et [Des16b]. 1l s’agit en revanche des torseurs utilisés dans le cas scindé
[BBP12]. De plus, pour T un torseur versel avec vy € I, il existe une variété X, telle que
Ty = &, X A? et telle que le complémentaire de lorigine XJ de Xy soit isomorphe a
Uintersection compléte (invariante sous Uaction du groupe de Galois G) de Aé"” ~ {0}
donnée par les équations

Li(u,v) = i(s] —at?), (1<i<n)

avec les notations (2.1.3) et pour un certain n-uplet (Bi,...,0n) tel que Uapplication
Li(u,v) — B; soit G-équivariante.

Remarque 2.1.1. Les hypothéses que le nombre de classes et le nombre de classes res-
treint de Q(y/a) soit égal & 1 nous seront utiles pour caractériser les entiers n tels que n
soit de la forme y? — az? pour deux entiers y et z. Dans ce cas, un entier n s’écrit sous la
forme 32 — az? pour deux entiers y et z si, et seulement si, vp(n) = 0 (mod 2) pour tout

nombre premier p tel que (%) = —1. Ces hypotheses impliquent en particulier que a soit
un nombre premier congru a 1 modulo 4.

Cela couvre les neuf corps quadratiques imaginaires de nombre de classes 1 (a savoir les
corps quadratiques imaginaires de discriminant fondamental égal a —2, —3, —4, —7, —11,
—19, —43, —67, —163) et couvre de nombreux exemples de corps quadratiques réels (voir
[CR99] pour de nombreux exemples). La conjecture de Gauss implique alors par ailleurs
que le nombre de tels corps quadratiques réels est infini.

Dans le cas général, la situation est plus complexe (comme on peut déja le voir pour
I’équation de Pell-Fermat négative 22 — ay? = —1) et fait intervenir le corps de classe de
Hilbert restreint. Par exemple, I’équation 2 — 37y? = 12 admet une solution entiére mais

pas 'équation 22 — 37y? = 3 alors que (%7) =1.

On donne ensuite des exemples détaillés d’équations de torseurs versels dans le cas
des surfaces de Chéatelet pour chacun des différents type de factorisation possibles et pour
tout a et on donne des exemples en degré n pair quelconque dans le cas ot F' est scindé et
dans le cas ou F' est un produit de formes quadratiques non proportionnelles deux a deux

et irréductibles sur Q(y/a).

Dans un troisieme temps, on décrit, a isomorphisme pres, tous les torseurs de type

injectif X : Pic(Sq r xq Spec(Q(v/a))) — Pic(S, r) au-dessus de S, p & l'aide de la
machinerie des anneaux de Cox généralisés développée dans [Piel5] et [DF13].
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Théoreme 2.1.5. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et supposons par ailleurs que le
nombre de classes de Q(v/a) soit égal a 1 et que si a > 0 le nombre de classes restreint
soit aussi égal a 1. Il existe un ensemble fini J et pour tout j € J, il existe un torseur de
type X tels que
Sa,r(Q) = || 7 (T;(Q))
jeJ
et
Br(S
Sar (AQ)™W = | | (T; (Aq)).-
JjeJ
Ces torseurs peuvent étre décrits explicitement pour tout a. Par ailleurs, pour T; un torseur
de type A, il existe une variété X; telle que T = & X A? et telle que le complémentaire
de Uorigine X7 de X soit isomorphe a lintersection compléte de AQQTJr2 ~ {0} donnée par
les équations
Fi(u,v) = nl(sz2 — at?), (1<i<r)
T
pour un r-uplet d’entier (ny,...,n,) tels que Hnl soit de la forme y?> — az® pour deux
i=1
entiers y et z.
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes preuves du principe de Manin
et de la conjecture de Peyre pour a = —1 sont des torseurs de type Pic(Sq))-

On détaille pour finir I’exemple du cas ou F' est un produit de deux formes quadra-
tiques, complétant par 1a le traitement de la constante de Peyre effectué dans [BT13].

2.2 Géomeétrie des surfaces fibrées en coniques S, r

2.2.1 Quelques réductions

Comme mentionné dans [Sko, 7.1], tout modele propre et lisse d'une variété affine de
A?é de la forme

Y2 —aZ%*=F(X,1)

avec @ un entier et F' une forme binaire de degré quelconque est birationnel au modele
minimal propre et lisse d’une variété affine de A?é de la forme

Y?—d 2% =F'(X,1)

ot F’ est une forme binaire & coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréduc-
tibles sur Q restent irréductibles sur Q(\/(? ), de discriminant non nul et o’ un entier sans
facteur carré. On se placera donc dans le suite sous ces hypotheéses que F' est une forme
binaire sans facteur multiple, a coefficients entiers, de degré n pair dont les facteurs irré-
ductibles sur Q restent irréductibles sur Q(1/a) et que a est un entier sans facteur carré.
Il est cependant probable que toute la procédure développée dans ce chapitre s’adapterait
dans le cas n impair en utilisant le modele explicité dans [CTS82].

2.2.2 Calcul du facteur «(S, r)

On définit la surface S, r comme modele minimal propre et lisse d’une variété affine
de A?é de la forme

Y? - aZ?=F(X,1) (2.2.4)
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ou F est une forme binaire a coefficients entiers de degré n pair dont les facteurs irréduc-
tibles sur Q restent irréductibles sur Q(/a), de discriminant non nul et a un entier sans
facteur carré. D’apres la section 2.2.1, ces hypotheses ne sont pas restrictives. On retrouve
lorsque n = 4 le cas de surfaces de Chatelet classiques. Ces surfaces sont brievement men-
tionnées dans [CTSSD87b] et on détaille ici les éléments de leur géométrie qui nous seront
utiles. Ces surfaces sont en particulier rationnelles sur Q(y/a) et on supposera dans toute
la suite que les surfaces S, p considérées vérifient ’hypothese suivante : S, p(Q) # @.
Construisons dans un premier temps un modele minimal propre et lisse de (2.2.4)
de maniére analogue a [BBP12]. Soient S; et Sy les hypersurfaces de P2 X A1 définies
respectivement pour ([Y : Z:T],U) € P%z X A(lQ et ([Y:2Z:T],V)ePg x AQ par

Y% —aZ? =T?F(U,1)

et
Y2 —az?=T?F(1,V).

Si 'on considere Uy 'ouvert de S1 défini par U # 0 et Us I'ouvert de Sy défini par V' # 0,
alors I’application 2

U1 — U2
‘P‘{([Y:Z:T],U) — (Iv:z:0m1], )

est un isomorphisme et S, r peut étre obtenue en recollant S; et S> le long de ¢. Cela
permet d’en déduire que les surfaces S, r sont bien des surfaces fibrées en coniques. En
effet, les applications ¢; : S; — P%Q pour i € {1,2} définies respectivement par

(Y :Z:T,U)—[U : 1]

et
(Y:Z:T,V)r—[1:V]

se recollent pour donner lieu a une fibration conique 7 : S, p — P(IQ possédant n fibres

dégénérées® sur Q au-dessus des points [—b; : a;] pour i € {1,...,n} et ol sur Q, on a
posé

n

H a;u + b;v)
pour a; et b; dans Q. On considere alors, pour tout i € {1,...,n}, DZ?'E le sous-schéma

irréductible de S, r définie par

U— b Y +£vaZ =0

a;
ainsi que EF le sous-schéma irréductible de S, r défini par
T=0 et Y++aZ=0.
Ces sous-schémas correspondent aux courbes exceptionnelles et ils vérifient

(B, EY) = (E,E") = -2, (D},D})=(D;.D;)=~1 (1<j<n),

2. Ici, on utilise ’hypotheése n pair !
3. A nouveau, I'hypothése n pair intervient ici puisque dans ce cas le fibre & I'infini est lisse, contraire-
ment au cas n impair (voir [CTS82]).
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et
+ D)y — ; + D= (F~ D7) = ;

toutes les autres multiplicité d’intersection étant nulles.

Des considérations standards sur les fibrations en coniques (voir par exemple [CTCS80])

fournissent alors que Pic(S, r) est libre engendré par les 2(n + 2) courbes exceptionnelles
avec les relations

[Df]+ [py] =[]+ D7) G#ie{t,....n}) (2.2.5)
et
2]+ [Df] 4+ [Df ] = B+ [, ]+ D] i) = (1),

in/2 ln/241
(2.2.6)
Il s’ensuit immédiatement que

Pic(Syr) = <[E+} , [Dﬂ [Dﬂ : [D;D =~ Znt2,

La formule d’adjonction fournit alors aisément, a la manieére de [BBP12], que

n n

wgt =2[B*]+ 3 [Df] =2[E7]+ Y [DF].

i=1 i=1
On en déduit alors les deux propositions suivantes.

Proposition 2.2.1. Les sections (T,UT, ..., U"2T,Y, Z) forment une base de
-1
H° (S%F,wsa’F).

Démonstration— La démonstration suit, mutatis mutandis, celle de [BBP12, lemma 2.1]
dans le cas n = 4. O

Il s’ensuit en particulier le résultat suivant.

1

Proposition 2.2.2. Le systéme linéaire ‘wgaF‘ est sans point base et la base exhibée en

Proposition 2.2.1 donne lieuw a un morphisme 1 : Sq p — P:1t2 dont l’image est la surface
(singuliére) S' donnée par lintersection de § quadriques

oI = :L‘%
r1r3 = .CC%
In_on = l‘%
5 ? 9 b 2 2 2
x%H — a$%+2 = anx% + Ap—1T2Tn_1 + an_gx%_l + Up—3T2 _1T7 + -+ apxj

)
F(X,1) = ap X"+ an 1 X" 4 + ap.

L’application induite ¢ : S, p — S’ correspond a léclatement des points singuliers de S’
donnés par P£=1[0:---:0:1:+/a] et p~1(PF) = E*.
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Ce morphisme 1, permet, par exemple a la maniére de [Des16b], de définir une hauteur
sur S, r. On peut alors établir que S, r est «presque de Fano» au sens de [Pey01, formule
5.1] et ainsi le principe de Manin et la conjecture de Peyre doivent décrire la répartition
des points rationnels sur les surfaces S, p. En effet, puisque S, r est géométriquement
rationnelle, on a H'(S, r, Og) = H?(S,r,Os) = {0}. De plus, le groupe de Picard géo-
métrique est sans torsion et on verra grace a la Proposition 2.2.5 que le cone pseudo-effectif
contient la classe du diviseur anticanonique. Le probléme de comptage se ramene alors de
fagon analogue a [Desl6b] a l'estimation de quantités du type

SX)= > r(Fx), (2.2.7)
x€Z2NR(X)

si 7¢(n) désigne le nombre de représentations d’'un entier n sous la forme n = y? — az?

avec y et z deux entiers vérifiant par ailleurs la condition |yl,|z| < B lorsque a > 0. On
montre le résultat suivant analogue de [Brol0] dans le cas des surfaces de Chételet.

Proposition 2.2.3. Supposons une norme ||.|| de R2+3 donnée et que l'on travaille avec
la hauteur

H([zo : -+ wngo]) = [[(zo, .., w2 p0)]|

pour x; des entiers premiers entre eux. On a alors, si
N(B) =#{z € S, r(Q) | H(z) < B},
l’égalité
1 (v.2,0) = (wv) =1
N(B) = (#1 (v tu,0) €27 (02, tou 21 /2,y, 2] < B
y? —az? = t2F(u,v)
Démonstration— On a immédiatement

1
N(B) = 1 {x € Z/%*% | pged(x) = 1, x € 5, [}xl| < B}

Or, on a exactement deux facons d’écrire (zg,...,x € Z"/2+1 yérifiant
) 0 ) n/2
ToTy = T3, T1T3 = T3, ..., Tn_oTn = 4 (2.2.8)
2

sous la forme

zo = tu?, 11 = tvu"/2_1, cey Tpp =t

ou, au signe pres, on a nécessairement

x0 Irn_1q 1 Irn
t = pged e, ITn =pged | —,..., 2 =pged | —,...,—2).
ng (‘T()a 7:1:2)7 u ng (ta ) t >7 v ng <t7 9 t)
Lorsque n = 0 (mod 4), on ne peut qu’échanger le signe du couple (u, v) tandis que lorsque
n = 2 (mod 4), on ne peut qu’échanger conjointement le signe du couple (u,v) et celui de
t.
En effet, les relations (2.2.8) impliquent que si p | v, alors

vp(a:) = ivp(1) ze{lg}
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et si p | u, alors

vp(z) = (Z — z) Vp(Trja—1) 1€ {0, e g - 1} .

On poursuit alors en remarquant, grace aux relations (2.2.8), que pged,;(w;/t) = 1 si
J & {0,n/2} et que les conditions p | (z;/(tv),x;/(tv)) pour i,5 # 0 et p | (x;/(tu),z;/(tu))
pour i,j # n/2 conduisent & une contradiction. Autrement dit, si p | x; pour i €
{0,...,n/2}, alors p | t ou p | w ou p | v. En effet, supposons que p | x; pour i €
{0,...,n/2}, alors les relations (2.2.8) fournissent que p | ; pour tout j € {1,...,n/2—1}.
Supposons alors que p 1z, /2- On a alors par récurrence

vp(zi) = (Z - z) Vp(Tnjo—1) i €{1,...,n/2}.

On déduit ainsi de zoxy = 27 que (o) = Fvp(w,/2-1) et que par conséquent p | xo.
Le cas p t xg se traite de manieére analogue et fournit alors le résultat. On a clairement
(u,v) =1 et la condition pged(x) = 1 se traduit par (y,z,t) = 1. On conclut finalement
la preuve en remarquant que si I’on note

Q20 - -+ Tny2) = anﬂ?% tap1rore_g + an—ﬂ%,l tan—3Tn_1Tn_5+ -+ aoz
la §-eme forme quadratique définissant S’, alors on a
Q(tu™? tou™?*1 . ") = ?F(u,v).

O

On fait alors apparaitre les sommes (2.2.7) par le méme procédé que dans [Des16b]. On ne
sait en revanche pas estimer ce type de sommes dés que n > 4. L’article [Brol0] s’adapte
cependant sans difficulté pour fournir une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour
N(B) en remarquant que la démonstration ne fait pas appel au degré de F.

Proposition 2.2.4. On a
petse) - ([o1] + o] [
En particulier, on a rang (Pic(S,,r)) = 2 et le principe de Manin prédit que

N(B) = CPeyreB IOg(B)(l + 0(1))'

Démonstration— Commengons par calculer (Pic(Sa7F))<o>, pour o la conjugaison dans
Q (Va). Soit

D= Zn:ai {Dﬂ +0b [Eﬂ +c {Dd avec  (a1,...,an,b,c) € Z"2
i=1

un élément de Pic(S, r). On a que D € (Pic(Sa,F))@ si, et seulement si, D = o(D), soit
si, et seulement si,

n

D= (gai—i—c— (;‘ —1) b) [DF] + 30 —a)) [DF | +b[E] + (Zz:;ai— Zb) D7

=2
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On obtient donc le systeme

- n
ar = Zai+c—(2—l)b

=2 ag = as+c
b = 2(12 b _ 2CL2

: — )

b = 2a

' . b = 2a,
c ;az 5

si bien que D = (a1 — az) ({Dﬂ + [DfD + as ([Dﬂ +---+ [Df] +2 [Eﬂ) et

(o8] + [oi] et ]) € (i)
Le résultat suit alors aisément puisque
(o)

<[Dﬂ + [Dl_} , {wgal’FD C Pic(Sor) = (Pic(%))g C (Pic(%)) ,

si G désigne le groupe de Galois de 'extension K (y/a) pour K le corps de décomposition
sur Q du polynéme F(X,1). O

On démontre alors la proposition suivante, fondamentale pour le calcul du facteur o (S, r)
intervenant dans la constante de Peyre. On pose Ceg(Sq, ) le cone fermé engendré par les
classes de diviseurs effectifs et G est le groupe de Galois sur Q de K(y/a) avec K le corps
de décomposition du polynéme F(X,1).

Proposition 2.2.5. On a
Con(Sur) = ([E*] + (7). ([D7] + [D1]))
ot d est le minimum des degrés des facteurs irréductibles sur Q de F'.

Démonstration— En combinant le théoréeme 5.1.3.1 et la proposition 5.1.1.6 de [ADHL], on
déduit que Ceg(Sq ) est engendré par les classes des diviseurs premiers E tels que E? <.
La démonstration de la proposition 5.2.1.10 de [ADHL] implique alors que Ceg (S, ) est

engendré par les classes de [E*] et {Dﬂ pour i € {1,...,n}. On en déduit alors le résultat
puisque

Cen(Sar) = (Cer(Sarr))
g

Cette proposition permet le calcul du facteur a(S, r) intervenant dans la conjecture de
Peyre.

Proposition 2.2.6. On a a(S,,F)

Posons e; = wgalp et eo = [D]] + [Dy]. On utilise alors la définition suivante de la
constante (S, r) donnée dans [Pey95]

a(Sar) = Vol {z € Cea(Sar)’ | (wg!,.2) =1},
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ou la mesure sur 'hyperplan
_ ; \Y -1 _
H={z€Pic(Sr) ez R | (w5, 2)=1}

est définie dans [Pey95]. Le cone Ceg (S, F) est donc engendré par e; — %62 et des si bien
que la constante o(S, ) est donnée par le volume de la région

2
{(:z:,y)ER2|x:1, dy > 0, x—ny>0}.

Autrement dit, on obtient la longueur du segment [O, 2], soit a(Sq F) = 2 O

n n

2.3 Arithmétique des surfaces S,

On rappelle ici le résultat suivant que 'on peut trouver dans [Sko, Proposition 7.1.1]
ou dans [San80, Proposition 1] et qui permet de calculer le coefficient 5(S, ) intervenant
dans ’expression conjecturale de la constante de Peyre

B(Sar) = #H'(Gal(Q, Q), Pic(S, r)) = Coker (Br(Q) — Br(S, r)) .

Proposition 2.3.1 ([Sko]). On suppose que le degré de F est pair. Soient dy,...,dn
les classes modulo 2 des degrés des facteurs irréductibles sur Q du polynome F. Alors

H'(Gal(Q,Q), Pic(S, r)) est isomorphe au quotient de l’orthogonal de (dy, ..., dy,) par la
droite engendrée par (1,...,1) dans (Z/2Z)™.

Démonstration— Voir [Sko, Proposition 7.1.1]. O
En particulier, si tous les d; sont pairs, alors
H'(Gal(Q,Q), Pic(S,,r)) = (Z/2Z)" ™" et B(Sur) =2"""

et sinon

HY(Gal(Q,Q), Pic(S, 1)) = (Z/2Z)™ % et B(Sar)=2""2.

On en déduit le tableau suivant dans le cas des surfaces de Chatelet qui nous intéressent
tout particulierement dans cette these :
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Cas HY(Gal(Q, Q), Pic(Sa.r)) | B(Sar)
LiLoLsLy (Z/2Z)* 4
LC {0} 1
Q1Q2 Z/2Z 2
L1L,Q 7/2Z 2
F {0} 1

TABLEAU 2.1 — Valeurs du facteur (S, r) pour les surfaces de Chatelet

Cette quantité 3(5,, ) est fortement reliée aux concepts de principe de Hasse et d’ap-
proximation faible sur S, . Ces deux notions se révélent cruciales lorsqu’il s’agit d’in-
terpréter la constante obtenue dans la formule asymptotique donnée par le principe de
Manin. En effet, dans les cas ou le principe de Hasse est vérifié, la constante est donnée
par le produit des densités p-adiques comme par exemple dans [Bir62] ou [BHB17|. Enfin,
le fait de vérifier ou non I'approximation faible s’avere capital puisque le troisieme facteur
de la constante de Peyre est la mesure de Tamagawa du noyau a droite de ’accouplement
de Brauer-Manin wpg (Sa, F(AQ)BI(S&F )) et que ce groupe de Brauer joue un réle central
en ce qui concerne les obstructions au principe de Hasse et a ’approximation faible. En
effet, on a

Sa,F(Q) C Sa,F(AQ)Br(Sa’F) C Sa,F(AQ)-

On sait aujourd’hui qu’il ne s’agit pas de la seule obstruction possible mais on dispose de la
conjecture suivante de Colliot-Thélene et Sansuc qui date des années 1970. Salberger laisse
méme entendre que celle-ci pourrait se généraliser aux surfaces unirationnelles [Sal98].

Conjecture. 5i S est une surface définie sur Q géométriquement rationnelle, i.e. telle
que S xq Q soit birationnelle a PZ, alors on a

5(Q) = 5(Ag)™.

En admettant cette conjecture, on peut voir que les deux définitions de la constante
conjecturale de Salberger [Sal98] et de Peyre [Pey01] sont les mémes, puisque les surfaces
de Chatelet, et plus généralement les surfaces S, r, sont géométriquement rationnelles.
Enfin, il est a noter, et ce sera tres important dans la suite, que ce résultat a été démon-
tré par Colliot-Théléne, Sansuc et Swinnerton-Dyer dans le cas des surfaces de Chatelet
([CTSSD87a] et [CTSSD8&7h]).

Théoréme 2.3.1 ([CTSSD87a] et [CTSSD87b]). Si S, r est une surface de Chatlelet,
alors on a

Sa,F(Q) = Sa,F(AQ)Br(Sa'F) .

On déduit de ces deux mémes articles [CTSSD87a, CTSSD87b] la proposition suivante.
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Proposition 2.3.2. Le principe de Hasse est vérifié dés que F' posséde un facteur linéaire,
c’est-a-dire dans les cas LiLoLsLy, L1L2Q et LC et dans le cas F ou le polynome F est
irréductible. Dans le cas Q1Q2, il existe des contre-exemples.

L’approximation faible est vérifice dans les cas LC et F. Elle n’est jamais vérifiée dans
le cas déployé L1LaLgLy. Elle n’est pas toujours vérifiée dans les cas Q1Qz et L1L2Q.

Démonstration— La partie de la proposition concernant le principe de Hasse est intégrale-
ment démontrée dans [CTSSD87a] et [CTSSD87b] si l'on y ajoute la remarque élémentaire
que dans le cas ou 'on a un facteur linéaire L, alors L a un zéro rationnel et donc cela
fournit un point rationnel et le principe de Hasse est vérifié.

Concernant I'approximation faible, on trouve traité dans [BBP12] le cas LiLaLsLy.
Lorsque le groupe quotient Br(S, r)/Br(Q) est trivial, on obtient par le Théoreme 2.3.1
l’approximation faible (qui entraine le principe de Hasse). C’est notamment le cas dans
les cas LC et F. Pour les deux derniers cas, a savoir Q1 Q2 et L1L2Q, dés lors qu’on a un
facteur quadratique @ qui change de signe, on peut proceéder comme dans [BBP12] pour
aboutir au fait que 'approximation faible n’est pas vérifiée. O

On donne le tableau récapitulatif suivant concernant le principe de Hasse et ’approxi-
mation faible pour les surfaces de Chatelet.

Cas Principe de Hasse | Approximation Faible
LiLoLsLy X
LC
Q1Q2 X X
L1L2Q X
F

TABLEAU 2.2 — Principe de Hasse et approximation faible sur les surfaces de Chéatelet. Le
symbole / signifie vérifié, le symbole X signifie qu’il existe des cas pour lequel le principe
est non vérifié mais que ce n’est pas nécessairement systématique et X signifie non vérifié.

Lorsque n > 4, la situation est moins précise et ’on ne dispose que de la conjecture 2.3
qui affirme que la seule obstruction au principe de Hasse et & l'approximation faible
est 'obstruction de Brauer-Manin. En effet, les méthodes utilisées dans [CTSSD87a] et
[CTSSD87b] reposent sur une descente sur les torseurs versels et plus particulierement sur
le fait que le principe de Hasse et I’approximation faible soient vérifiés sur l'intersection de
deux quadriques. Dans le cas général et comme on le verra en section suivante, les torseurs
versels sont une intersection de n — 2 quadriques sur lesquels on ne sait pas étudier le prin-
cipe de Hasse et 'approximation faible. Ainsi, cet article ne donne pas lieu a une étude de
ces deux principes sur les surfaces S, r. On peut malgré tout noter que lorsque F' est irré-
ductible, 'obstruction de Brauer-Manin disparait et il découle des travaux [CTS82] que le
principe de Hasse et 'approximation faible sont vérifiés sous I’hypothese H de Schinzel. De
plus, si F' n’admet que des facteurs irréductibles de degré pair, il existe un processus fini
afin de déterminer si S, (Q) est vide ou non et dans le second cas, les points rationnels
sont Zariski-denses et il existe un processus fini pour déterminer si un point adélique M
appartient a 'adhérence de V(Q) (voir [CTS82]).
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2.4 Les torseurs versels

2.4.1 L’anneau de Cox de type identité sur Q

On commence par la proposition suivante, qui décrit explicitement les torseurs versels

associés a S, . On pose sur Q

n
F(u,v) = H Li(u,v) ou Li(u,v) = au+ b
k=1
On pose alors pour tout i # j € {1,...,n}
Ai,j = Res(Li(x, 1), Lj(l‘, 1))

On considére alors T le sous-ensemble constructible de

AP = Spec (QIZ5, ZF i € {1,...,n}])

défini par les équations

Pire=DjuZf Z) + D27 25 + Doy 2 Z); (2.4.9)

pour 1 <@ < j </l < n et les inégalités
(ZF.27).(27,27)) # ((0,0),(0,0) (2.4.10)
pour i # j € {0,...,n}. Définissons & présent un morphisme 7 : T — m Pour ce

faire, comme dans [BBP12, section 4], il suffit de définir un morphisme 7% : T — 75 ol

Tepl C A% = Spec (Q[y, z,t,u, v]) est le sous-schéma défini par I’équation

y? 4 22 = t2F(u,v)

(2.4.11)

avec les conditions (y,z,t) # 0 et (u,v) # 0. Considérons alors (Zji)ogjgn € T(Q). On

pose

1 _ -

et

1 _ _
AV

de sorte que les relations (2.4.9) fournissent les égalités

1
u = Ny (bjz;rzi_ — bizj z]_)
27‘7
et
_ 1 +,- + -
v = A—” a;iz] 2y — a2 %
pour tout i # j € {1,...,n}. On a ainsi clairement

Li(u,v) = 2z (1<i<n).

7
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On introduit alors (y, z,t) € 63 ~ {(0,0,0)} définis par
y+az = (Zo) Hz+
y—+az = (ZJ) HZZ

i=1

— =
t = zy 7

de sorte que y* — az? = t?F(u,v) et que (y,2,t,u,v) € Top1(Q). On obtient alors une
description analogue & [BBP12] du tore de néron-Sévri Tng et en suivant, mutatis mutandis,
la démonstration de [BBP12, Proposition 4.4], il s’ensuit la proposition suivante, dont nous
ne détaillons pas plus la preuve ici.

Proposition 2.4.1. La variété T équipée du morphisme m : T — S, p est un torseur
versel au-dessus de Sq F.

On déduit de cette proposition I'anneau de Cox de type identité associé a S, r, qui
généralise la proposition 2.67 de [Piel5].

Proposition 2.4.2. La Q-algébre

R=Q[Z"|0<i<n]/ (AMZZZ[ + Ao ZF 75+ Af,jZIjZk_)

1<i<j<t<n
est isomorphe a l’anneau de Cox de Sq r de type IdPic(ﬁ)'

Démonstration— On utilise [ADHL, Proposition 6.1.3.9 (iii)] combiné avec la Proposi-
tion 2.4.1 pour obtenir que I'anneau de Cox R de S, r de type IdPiC(ﬁ) est donné par

I’anneau des sections globales de la variété quasi-affine de A%”H donnée par les équations

(2.4.9) et les inégalités (2.4.10). On remarque alors que T est recouvert par les ouverts
affines UF de R définis par les conditions

Z;—;%O et Z;—:%O et ... et Zn17é0

pour tous 0 < g < -+ < ip_1 < n. On se fixe & présent 0 < ip < -+ < ip_1 < n et
s = (50,---,5n-1) € {£}" et on notera S la partie multiplicative engendrée par Z;?,

Zil Zf::ll. A la maniére de [Har08, Theorem 3.4], on établit qu’on a un isomorphisme

entre O(UY) et le localisé Egis en passant au quotient dans l’isomorphisme (par exemple
dans le cas de SéJr’ j)) entre Q[ZF |0 <i<n, ZF ¢ SF] et Q(ZF |0 < n]ss défini
par

F(Z5. 20, 2y

n—1

74 77) —s

Zy Z zZ+ Z

7z Zl(z*) 7 ”2<Zj)2’H"IZ+’H"lZ+

2

f

Soit & présent f € O(T). Alors pour tout choix de 0 < ip < -+ < i,_1 < nets € {+}7,
f € O(UY) si bien qu'il existe N = (Ng;,..., Ny _1;) € N™ et fl € R tels que

n—1,i
f= - i — (2.4.12)

NS NS . N: .
S0 0,i S1 1,i . §n—1 n—1,i
(zo) ™ (z) e x (20)
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Etablissons alors que R est un anneau factoriel. Il est clair que chaque ZijE est un élément
premier et que R est engendré par les

Pio;=M2Z 27 + Doy 2V Z7 + NinZy Zy

avec i € {3,...,n}. De plus, d’apres les relations (2.4.10) anneau

Rs=Q {Zﬂogz‘g?}u{zﬁ(zﬂ1’3<i<nH

ou S est la partie multiplicative engendré par les éléments premiers Z;r yoe oy Z0 11 S’agit
en particulier d’'un anneau factoriel et d’apres le critere de Nagata, il s’ensuit par consé-
quent que R est un anneau factoriel. On peut donc supposer les f; de (2.4.12) premiers
avec ZZ-SOO, Zfll, ... Z;:_’ll ce qui entraine nécessairement que, pour tout s, pour tout i et
tout k£ € [0,n — 1], on a le,i = 0. Finalement, f € R. Comme on a trivialement que

R C O(T), il s’ensuit que O(T) = R, ce qui achéve la démonstration de la proposition. [J

2.4.2 Description des torseurs versels

La Proposition 2.4.2 permet alors, par descente galoisienne, d’obtenir explicitement
des torseurs versels pour les surfaces de type S, r. Cette section est consacrée a cette
description générale et au traitement plus en détails de quelques exemples sur les surfaces
de Chatelet qui nous intéresse plus particulierement puisque ce sont a ’heure actuelle les
seules surfaces sur lesquelles on soit capable de mener a terme le comptage.

Avant toutes choses, il est nécessaire d’introduire quelques notations. On pose K le
corps de décomposition de F(X,1) sur Q ainsi que L = K(y/a). On suppose également
que F' = F --- F, est une décomposition en produit d’irréductibles de F' sur Q (et donc a
fortiori sur Q(y/a)) avec d; le degré de F; pour 1 < ¢ < r. On note également K; le corps
de décomposition de F; sur Q et g; = Gal(K;/Q) pour 1 < i < r et G le groupe de Galois
Gal(L/Q). On suppose également que, sur Q, on a

Fi(u,v) = a;(u — Bipv)(u — Bigv) - -+ (u — Bia,v) (1<i<r)

pour «; € Z le plus petit diviseur du coefficient dominant d; de F; tel que §;/c; soit de la

d;
forme H a; avec [ — a; ) gi-équivariante. On notera alors pour i € [1,r]
k=1
Lip(u,v) =u—Bigv (1< k< dy).
On note ensuite I'; 'ensemble des v; = (iyi1,---,%id,) € Qdi sur lesquels ’action de g;

sur {7 k}r est la méme que sur 'ensemble {f; ;. }1, autrement dit tels que 'application
Bik = ik soit g;-équivariante. En particulier, on a

d;
ai [] vix € 2.
k=1
On introduit finalement
d;
Vi € [1,7], 3(vi,ni) € Z* tels que oy H Vi = Vil
F={(v1.-s7,) €Ty x - x Tt k=1

[[ 7€ N et ni € No(yayq (Z[Va])
=1
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Il s’agit de l’analogue de l’ensemble B défini dans [Des16b, Section 7.2] dans le cas ou
F = L1 Ls@Q. On introduit alors les ensembles

{(1,...,)}sia>0

5 {s e {£1}"] HEi = 1} sia <0etVie[l,r] tel que d; =0 (mod 2)
= i=1

,
{e e {£1}"| Hz-:i =1leteg, = 1} sia <0 et Jig € [1,r] tel que d;, =1 (mod 2)
i=1

ainsi que

mi’ppcm (7’@(]3) | j € {1,...,7“}\{2’}) 1<i<r

3 . . .
(mimy)|ri 1<i# <

p2(my) =1, mi-—-m, €N
ot l'on a posé r;; = Res(F;(X, 1), F;(X,1)) et

TS): H p et T‘,L(?): H p.

plrij plrij;

()= (8)=1 0w s

M=<{meN"

On considere alors I‘% des v € T pour lesquels il existe (e,m) € ¥ x M tels que
Yi = €imy; (1 <i<r).

Il est bon de noter que ’ensemble Fﬁ est infini.

Proposition 2.4.3. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et soit un nombre premier congru
a 3 modulo 4 (ou a = —1) et supposons par ailleurs que le nombre de classes de Q(y/a)
soit égal a 1. L’ensemble 'y, indexe des classes d’isomorphisme de torseurs versels T
pour Sg F vérifiant

Sar(Q) = | m (75(Q)).

>
vely

Par ailleurs, sur 7~ (T5(Q)), on a
Li k(u,v)/vix € Nq(vay/q (ZlVa)) -
En particulier, pour tout i € [1,7], la quantité
F; (’U,, ’U)
d;
(%) H Vi, k

k=1

est de la forme y?> — az® pour deux entiers y et z mais avec y et z vérifiant certaines

conditions. De plus, on peut obtenir une description explicite de ces torseurs versels.

Démonstration— On sait grace a la Proposition 2.4.2 que sur Q, un anneau de Cox de Sa,F
est donné par

R=Q[z, 27 |0<i<nl/ (MApZ 2] + AwZ) Z; + Dy 2 7 ) (2.4.13)

I<i<j<k<n
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ot div(Zi) = E* et div(Z) = DI pour i € [1,n]. On a plus précisément que
(AJijZ; + AkszZ; =+ AijZ]jZ];)lgi<j<k<n = (P1,273, ce P1727n) .
On remarque alors que 'idéal
(AijjZ; + AmZ;rZ; + AijZ:Z;>1<i<j<k<n = (P172’3, RN P1727n)
est invariant sous l'action du groupe de Galois G. On pose alors
7§+ Zy Z& - Zy
X, = 20 T Y, = 20 0
2 2v/a
et, pour tout 1 < ¢ < r, les variables
d; d; _
S 8L+ 2;) S B2 - 2p)
X, = =t , Y, =F 0<0<d;—1, (2.4.14)

olt () désigne la conjugaison dans Q(+/a) si cette derniére appartient & g; et l'identité
sinon. On constate que les variables (X1,Y7,...,X,,Y,) sont G-invariantes et que si l'on

écrit les relations (2.4.14) sous la forme

X11 zf
Yi1 Z7
Dol=M
Xr.d, /s
Y d, 2y
alors ;
f k
det(M H S, d2d ———Disc(F) # 0.
Cela implique que l'on puisse exprimer les ZjE en termes des (X1,Yy,...,X,,Y,). On

note Z; * fi(X Y) si bien que I'on obtient que la Q-algeébre R suivante
Q[X()a Yb, Xla Yl cee 7X7"7 Yr]/I

ou l'idéal I est donné par

1= (Apff () f7 (XY) + Aff (XY) 7 (X Y) + A fif (X Y) i (X, Y))

est un anneau de Cox pour S, p sur Q. On sait alors que dim(R) = n + 4 si bien que

I'idéal

(Anfi XY (X Y) + Aif (X Y) 7 (X Y) + Ay (X, Y) £ (X

)> 1<j<k<t<n

possede n — 2 générateurs combinaisons linéaires des P; ;1 a coefficients dans Q que I'on
peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails sur plusieurs exemples dans
la suite mais il apparait difficile de donner un systeme de générateurs en général du fait

de la complexité éventuelle du groupe de Galois G.
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On considere alors ’ensemble constructible de
AG"? = Spec (Q[Xo, Y0, X1, Y1,..., X, Y, ])

noté 75 pour v € I' défini par I'idéal I, suivant

1<j<k<t<n
siy=(y1,.-.,7) et les conditions
Vi#jel,r], ((X:Y:),(X;;Y;)) #((0,0),(0,0)). (2.4.15)
Considérons alors (xg,yo,X1,¥1,---,Xr,¥r) € Ty(k) pour k une extension finie de Q. On
pose
1 _ _
w=—— (b fif (Y1 (5, 3) = bimafs (%, ¥) f3 (%))
Ao
et 1
v= o (amfd (5 ¥)f; (x,y) - an fi (%, y)f7 (%))
AN
de sorte que les relations (2.4.9) fournissent les égalités
u= o (b ) (6, ¥) — by f () (x.9))
Ay NI Vil Y )T5 %
et 1
U= N (az’ij;—(Xa y)fj_ <X7 y) - aj’Yifz*(Xv y)fz_ (X7 y))
Ai
pour tout 7 # j € {1,...,n}. On a alors clairement que u et v sont dans k puisqu’invariants

sous le groupe de Galois Gal(Q/k) et que

d;
Fi(u,v) = a; [[ vipfi ) f (x) 1 <i<r).
k=1

Ainsi chaque quantité
F; (uv 1))

d;
(7} H Vi, k
k=1

2 — ay? pour deux entiers x et y mais avec des entiers x et y vérifiant

est bien de la forme z
certaines conditions.

On construit alors comme précédemment un morphisme 7 : 7y — Sg r en posant
n n

o la racine carrée de H%’ et Hnl = 24Z avec 2y = Ty + \/ayy pour deux entiers
i=1 i=1

z~, et y, et ou la conjugaison désigne ici la conjugaison dans Q(y/a). En introduisant

(y7 Z7t) S Q3 N {(07 07 0)} tels que

y+vaz = ayzy (20)° I1/7 )
i=1

y —Vaz = ayz (%)’ A fi (%)

L T =1
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avec zo = xo + vayo. Ainsi y? — az® = t?F(u,v) et (y,z,t,u,v) € Top(k). On établit
alors de fagon analogue aux Propositions 2.4.1 et 2.4.2 que pour tout v € I', la variété 7
équipée du morphisme 7, et de 'action naturelle de Txs est un torseur versel pour Sg r.
On a alors

Sar(Q) = | m (T5(Q)). (2.4.16)

ol
vely

Commencons par établir (2.4.16). On pose
d;
Gi=<y= H oikOik | Bik— (0ik, Oik) est g; — équivariante
k=1

Il est important de noter que G; un ensemble multiplicatif dans le sens ou si y; et yo €
Gi, alors y1y2 € G;. Considérons alors un point P € S, p(Q). Il existe ainsi un unique
(y,2,t,u,v) € Z* tel que

(y7zat) = (u7v> =1

t>0

Fl(uﬂ}) >0

2F (u,v) - - - Fr(u,v) = y? — az?

s’il existe un facteur irréductible de degré impair que 'on peut supposer égal a I tel
que 7l ((y, 2, t,u,v)) = P avec mgp) Uapplication mp) @ Topl — Sa,p définie dans [BBP12,
definition 4.1] et il existe exactement * deux (y, z,t,u,v) € Z* tel que

(y7 Z7t) = (u7v) = 1
t>0
2F (u,v) - - - Fr(u,v) = y? — az?

si tous les facteurs irréductibles de F' sont de degré pair tels que 71 ((y, 2,t,u,v)) = P.
On verra que le choix de I'un de ces deux points donnera lieu au méme torseur 7. Il existe
alors un unique r-uplet (e1,...,&,) € X tels que

eiFi(u,v) >0 (1<i<r)

sia < 0.Sia >0, on posera par convention ¢; = 1 pour tout . Commencons par supposer
que a > 0 est un nombre premier congru & 3 modulo 4 tel que Q(1/a) soit de nombre de
classes 1. Le fait que F(u,v)--- F,(u,v) soit de la forme 3? — az? implique que, lorsque p

est un nombre premier vérifiant % =—loup=a,ona
Up(Fi(u,v) - Fr(u,v)) = vp(Fi(u,v)) + - - + vp(Fr(u,v)) = 0 (mod 2).

On pose alors
m; = H D (1<i<r)

(5):71 ou p=a

vp(Fj (u,v)=1(mod 2)
de sorte que m;|F;(u,v). On en déduit que si p|m;, nécessairement il existe un j # 1
tel que p | m; et le nombre de tels j est nécessairement impair. Puisque (u,v) = 1, cela
implique que p]rf;) , si bien qu’on en déduit les relations

milppem(r$Y | € (1. rk (i}, (mamg)|r),

4. Au signe pres du couple (u,v).
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et 7
(u, v
Vp (l()) =0 (mod 2),
my
pour tous les nombres premiers p tels que (%) = —1 ou p = a. De plus, my---m,. est un

carré. Si par exemple Fi(u,v) = 0, on pose £1m; comme étant I'unique entier sans facteur
carré tel que €1 ---€,mq - - - m, soit un carré.

On pose alors g; le plus petit diviseur de F;(u,v) tel que w € G;. Nécessairement,

gi
en posant y; = €;m;, on a ; | g; donc on peut écrire g; = ;n;. On constate alors par
définition de v;, que n; est de la forme 32 — az? pour deux entiers y et z. De plus, on peut

écrire
d;
gi=ai [[ oik
k=1
avec B — o1 gi-équivariante. En effet, on a nécessairement par multiplicativité que
d;
a; | gi et que 0% est de la forme H i k- Ainsi, v € T, et (y, z,t,u,v) € 7y (T5). On traite
k=1
le cas a < 0 tel que Q(y/a) soit de nombre de classes 1 en utilisant la formule (1.5) de
[BT13]. Cette derniére, qui est une fonction multiplicative au facteur w, pres, implique
que si (n1,n2) = 1, alors ning est de la forme y2 — az? si, et seulement si, ny et ng sont
de cette forme également. Ainsi, en posant m; le plus petit entier divisant F;(u,v) tel

que le quotient soit de la forme y? — az?, on peut mener la preuve ci-dessus de maniére
complétement analogue pour aboutir a la méme conclusion.

On constate pour finir, en notant X, le sous-schéma de
AQC’ZH = Spec (Q[Xla Yla s ,XTa YT])

défini par I'idéal I, que 75 est égal au produit X x A%Q. En notant A7 le complémentaire

de l'origine dans X, on a un isomorphisme entre I'intersection complete de A?Q"H ~ {0}
donnée par les équations globalement invariantes sous 'action de Galois

Li,k(ua U) = ’YZ,kfktrZ . d; (X7 Y)f’;rz . d; (X’ Y)
It It

et le schéma XJ. En particulier, sur 7y (75(Q)), on a

d;
) — . fT -
FZ (u7 'l)) - k:!;[l 7@,kfk+zj<i d; (X)fk"_zj'gi d; (X)7

et F;(u,v) est de la forme y? — a2? pour deux entiers y et z vérifiant certaines conditions.
O

Lors de toutes les preuves du principe de Manin pour les surfaces de Chéatelet connues
a ce jour ([BBP12], [BB12], [BT13] et [Desl6b]), on se raméne toujours & un probléme de
comptage sur certaines variétés de la forme

Fi(u,v) = ny(X? — a¥?).

On n’a par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels (a part dans la
cas scindé [BBP12]) mais sur des torseurs d’un type différent que l'on explicite dans la
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section suivante. Cette description facilite grandement le traitement de la constante afin
d’établir que celle-ci correspond a la prédiction de Peyre. De plus, il apparait difficile a
priori d’obtenir un systeme de représentant des classes d’isomorphisme de torseurs versels
et de décrire précisément les ensembles du type 7, (7,(Q)).

2.4.3 Exemples

On donne dans cette section des équations explicites pour les torseurs versels associés
aux surfaces de Chételet pour chaque type de factorisation et sous les mémes hypotheses
sur a que dans I’énoncé de la Proposition 2.4.3. On donne également quelques exemples
dans le cas des surfaces S, p pour certains types de factorisation.

Le cas des surfaces de Chatelet de type LiL2Q

Ce cas a été entierement traité dans [Des16b].

Le cas des surfaces de Chéatelet de type Q1Q-

On notera dans toute la suite A; le discriminant de Q;, 7; la conjugaison dans Q (\/A7;>
et
Qi(x) = a;x? + bz xo + v (i €{1,2}).

On notera également, comme dans [BT13], A le résultant de @1 et de Q2 ainsi que

As= [ » (2.4.17)
($)=1 oua=p

plA

On note également ici, que le groupe de Galois G de L sur Q peut soit étre isomorphe a
(Z/2Z)? soit & (Z/2Z)>.

D’apres [Pey12, proposition 8.3] ou [Der06, proposition 2.1], on déduit que ’ensemble
des classes d’isomorphisme de torseurs versels au-dessus de S possédant au moins un
point rationnel est fini, ce qui permet d’exhiber une partition finie de ’ensemble des
points rationnels de S := S, r, indexée par toute famille de représentants de ces classes
d’isomorphisme. Contrairement a [BBP12] et de la méme fagon que dans [Des16b], il est
plus délicat dans ce cas de déterminer explicitement un tel systéeme de représentants. Par
ailleurs, on peut montrer que ITT*(Q, Txg) n'est pas toujours trivial dans ce cas!

On considere I’ensemble

T1(B1) = P2, T2(B3) = Pa
3(B1,m) € Z* tels que f152 = Bim
3(Bh,n2) € Z* tels que B3Bs = Phny

avec /15 € Z et ni,n2 € Nqypj/q (Z[va))

B=1{8¢cZ[A]?xZ[A)?

ainsi que le sous-ensemble 5’%4 des B € B pour lesquels il existe ¢ € {—1;1} et m | Ag tels
que

By = By =em.
Il est bon de noter que I'ensemble B € By, est infini. Pour B8 € B, on pose T3 le sous-
ensemble constructible de Ag = Spec (Q[X;,Y; | 0 <4 < 4]) défini par le systéme des
deux équations quadratiques suivantes, invariant sous le groupe de Galois G

o1 =¢h =0
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avec
(Z)’f :,BlAgg (X12 — CLY12 + Al (X22 — aY22) + 2\/ Al (XlXQ —+ Y1Y2)>
— Bz (X7 — a¥? + Ay (X3 — a¥Z) = 2V/A1 (X1 Xz + Y1V2))
+ B3A12 (X§ + V£ 4 Ay (XZ - CLY42) + 2V Ay (X3X4 + Y:),Yzl))
05 =Bl (X7 — aVE + Ay (X3 — a¥F) +2VAT (X1 X5 + V1Y2))
— 52A14 (X12 — (IY&Q + Al (X22 — CLY22> — 24/ Al (X1X2 + Y1Y2))
+ Balz (X3 + Y7 + A (X3 — V) = 2/As (XX + V3Y2))

et les inégalités
Vie {1? 3}7 ((XO? Y0)7 (Xl7 Y%v X’H—la Y;l-l—l)) 7é ((07 0)7 (07 07 07 0))

et
((Xh Yi; X27 Y2)7 (X37 }/37X47 Y4)) 7é ((0707 07 0)7 (070707 0))

Définissons a présent un morphisme mg : Tg — S. Pour ce faire, comme dans [BBP12,
section 4], il suffit de définir un morphisme 73 : Tg — T5p1. Considérons alors une extension
finie k de Q et ((z;,y:))o<i<a dans Tg(k). Il existe alors un couple (u,v) € k2~ {(0,0)} tel
que

1

U= A34 <b4,83 ( ay3 + Ay ( — ay4) + 2\/7 «T3374 + y3y4))

b3 B4 (x3 —ays + Ag ( - ay4) — 2/ Ag(z324 + y3y4)) )

et
v= A1< 381 (23— ayd + As (23 — ayd) — 2v/Ba(wsra + yays) ) —
a1Bs (23 — ayd + Ao (03 — ayf) +2v/Bo(wsra + ysua) ) )
tels que
Qa(u,0) = 8162 | (o~ o} — Mol ~ 1)) @ (orza ~ Aryrge’]
et
Qa(u,0) = Baba | (a3 = 13 — Ba(af ~ 1)) ~ aoars — Aauwe)? ]

En effet, le résultat découle d’un calcul direct dans le cas de Q3 et le fait que ((z;, ¥;))o<i<a
soit dans 7Tg(k) fournit, apres calculs, que

1

u “A, <b251 ( —ay? 4+ Ay ( — ayz) +2VA (2172 + yﬂ/z))

b1 32 (:Ul —ay} + Ay ( — ayz) — 2v/ A1 (2129 + y1yz)) )
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et

1

v:Au<a1ﬂ2< —ay? + Ar (23 - ayd) — 2/ A1 (w132 + yigp) )

az3 (931 —ayi + A ( - ay2> + 2V Ay (120 + y1y2)> )
Il peut étre utile pour faire le calcul de remarquer les égalités
y1 + Ay ( — ayg) + 2V A (z122 + Y1y2) = Zfer_;
a:l — ay1 + Aq (:1:% — ayQ) =2V A (z122 + Y1Yy2) = Z2+Z2_,
a%+Aﬁﬁ am)+%/ (z3za + y3ys) = Z35 Zy
73 — ay3 + As (%2; - ay4) 2V Ao (2324 + y3ys) = Z] Zy,
(551 — yl (m — Y5 )) —a(xiz9 — Alylyg) = Zfer_ZjZZ_,

2
( 5~ 3 — Aa(af y4)) — a (w34 — Aaysys)” = AN

On remarque en particulier que les quantités Q1 (u,v)/(S152) etQ2(u,v)/(B354) sont bien
de la forme y? — az? pour deux entiers y et z mais pour des entiers y et z particuliers

puisqu’il s’agit respectivement de normes de Q (\/6, \/Al) et Q (\/6, \/Ag) sur Q. On

note alors ag la racine carrée positive de 8135 et niny = zgzg et on consideére
. 2 172
x + iy = zgag (20)" [1j=1 2
. _ 212
x —iy =Zgag (20)" [1j21 %
t = z0Zo
ou l'on a posé 29 = zg + /ayo et
= (22 — 2 — Ay (22— 2 Ja _A
21 = \2L1— U1 1(332 92) +va ($1352 1?/1?/2) .

et
Zy = ( — Ao(a] — y4)) + Va (z3zs — Aoysya) .

On a alors 22 — ay? = tQF(u,v) et (z,y,t,u,v) € Topi(k), ce qui permet de définir 7g.

Lemme 2.4.1. Pour tout B € B, la variété Tg équipée du morphisme mg et de l’action
naturelle de Tng définie de la méme fagon que dans [BBP12, section 4] est un torseur
versel pour S, r et

Sar(Q) = |J 75 (T5(Q)).

BEBY,

Démonstration— On applique la procédure décrite en Proposition 2.4.3. D’apres [BBP12,
section 4] et en utilisant le formalisme développé dans [Piel5, Example 2.4.3], on sait que
sur Q, un anneau de Cox de S est donné par

R=Q[z ',z |0<i<4]/ (Aij;_Zi_ + AkiZ;ZJ‘_ T AZ']AZ’:Z’“_)1<z‘<j<k<4 (24.18)
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ot div(ZF) = E* et div(ZF) = DF pour i € [1,4]. On a plus précisément que
0 7 1

(A2 27 + Az} 25 +Az’sz?Z;Z)Ki<j<k<4 = (P23, P124)

si I'on note P; ;1 la forme quadratique Aij;“Zi_ + AkiZ;-ij_ + AijZ,jZk_. Considérons
alors les variables invariantes sous G (et ce quel que soit le groupe de Galois) suivantes

Zr+ 7> Zt — 7>
X(): 0 5 0 et YO: 02\/507
X I+ zZi+Z + Zy . Y_fo—Z;JrZ;—Z;
L= 4 o= 1a
et
XZZZf—Z;+Z;—Z; o YQZZf%LZz’—Zf—Zj
4/ A1 4\/5\/A1
ainsi que
.G A+l zy 2 =2y + 20— 2
57 1 ol 1/a
et
Zi -z + 77— 77 Zi+ 727 —Zs —7ZF
X, = 28 4 3 4o Y =28 4 3 4

W, 1/av/Bs

En substituant les variables X;,Y; aux variables Zii et en considérant les équations G—

invariantes suivantes
Piog+ Piog ot Piog—Pioy

2VA{ 20W/A;

on obtient aisément par une descente galoisienne qu’un anneau de Cox pour S, r sur Q
est donné par

R=Q[X;,Y; | 0<i<4)/(ef""hY gl

Par [Sko, corollary 2.3.9], un torseur versel est unique & twist prés par un élément de
H'(Q,Txs). On peut alors montrer en appliquant les résultats de la section précédente
que

R = Q[X:,Y; | 0<i < 4)/(¢7, %)

pour un certain 8 € B est un anneau de Cox pour S, r.
Finalement, le dernier point :

Sar(Q) = | 75 (75(Q)

BeBs,
découle de la démonstration de la Proposition 2.4.3. ([l

Sur 75 (73(Q)), on a alors
Qi (u,0) = i [(X% — V2 - A3 - YD) —a (XX AlYle)Z}

et
Qs(u,v) = B384 [(Xg Y2 - Ag(X2— Y42))2 —a(X3Xy — A2X4Y4)2} .
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Or, lors de la preuve du principe de Manin, les auteurs de [BT13] se raménent a un
probleme de comptage sur certaines variétés de la forme

Fi(u,v) = Bi(X2 +Y?) (i€ {1,2}. (2.4.19)

Ils n’ont par conséquent pas utilisé une descente sur les torseurs versels mais sur des tor-
seurs d’un type différent que ’on explicite dans la section suivante lors de leur preuve du
principe de Manin. Cette description permettra de justifier le traitement de la constante
de [BT13] afin d’établir que celle-ci correspond & la prédiction de Peyre. De plus, il appa-
rait difficile a priori d’obtenir un systéme de représentant des classes d’isomorphisme de
torseurs versels et de décrire précisément les ensembles du type g (73(Q)). En effet, pour
ce faire, il faut caractériser les normes d’extensions biquadratiques.

Un cas de surface de Chéatelet LC

Dans ce cas, il existe plusieurs cas pour le groupe de Galois du corps de décomposition
de C (voir [Con]), ce qui complique la descente de Galois. On s’intéresse aux cas de la
forme F(u,v) = (au + Bv)(u® — 2v3) avec a et 3 deux entiers a titre d’exemple. On a

Clu,v) = u — 203 = (u — V20)(u — jV/20)(u — j2V/20)

et le groupe de Galois du corps de décomposition de C'(X,1) est G3. On considére alors
les variables invariantes par le groupe de Galois suivantes

_ 4+ YZ:ZJ—Z;

X4
‘ 2 2\/a

pour i € {0,1} et

24 Zy +Z§+ 725+ Zf + 7

X 5
¥, = Z& - Zy+ 75 -2 +7f - 77
6v/a
x, = V2023 +2,) +jV2AZ5 + Z5) + PV2ATLL + 7))
6
vo = V2(Z3 = Zy) + V225 — Z3) + VA2 — Z)
3 6v/a
X, — VUZS + Z3) + VA2 + Z3) + P2V Z + 7))
B 6
v, = VAZ = 2y) +jVAZS — Z3) + VA2 — Z4)

6va

. ) . P p P . .
de sorte que puisque les équations P34 et i’j;’ + Al’:f + i':j sont invariantes, en

appliquant la procédure de la Proposition 2.4.3, on obtient qu'un anneau de Cox de S,
est donné par

avec
b1 = 4Xo X3 + 4YoY3 + X7 — aY}
X2 }/'32

Py = X2 —aV? — a(X2 — aVP + X3 X4 + YiYy) — B(Xo Xy + Yoy + 73 — a7).
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Ainsi, un torseur versel est donné par I’ensemble constructible de A'° défini par les équa-
tions ¢1 et ¢2 et les conditions (2.4.15). On pourrait obtenir les équations explicites de
torseurs 7T tels que

Sar(Q) = | 75 (75(Q))

BeB?,
en appliquant la méme descente aux équations
PP = Dpni 2 27 + Ding ZT 25 + DNgni Z,5 7y,
pour n € I‘ﬁ mais les équations deviennent plus compliquées et on ne les donne pas
explicitement ici.
Un cas de surface de Chatelet F

Dans ce cas, a nouveau il existe plusieurs cas pour le groupe de Galois du corps de
décomposition de F' ce qui complique la descente de Galois [Con]. On s’intéresse au cas
F(u,v) = u* — 2v* A titre d’exemple. On a

F(u,v) = (u— v20)(u+ v2v0)(u — iv20) (u + iv/2v).

On considere alors les variables invariantes par le groupe de Galois suivantes

+ — + -
XOZM et E:M
2 2\/a
et
X ZF + 727+ 25 + 2y + 25 + 73 + 2+ Z;
1:
8

Y_Zf—Z;+Z;—Z;+Z;—Zg+Zj—Z4—
N, = V22 +20) = VAZY + Zy) +iV2AZS + Zy) —iV2A+ZL + 2
2:

3
v o VR2AZE — Z0) = VAZY — Zy) + V225 — Z5) — iV2A+ 2] — Z;)
o= V202 +20) - V2Zy + Zy) = V2AZS + Z5) + V2(+ 20 + Zy)
3:

8
vo o V2L = Z0) = V22 - Zy) = V22 — Z5) + 2+ 2 - Z)
x, = VBZ +20) — V(25 + Zy) —iV8(Z] + Z5) +ivV8(+2] + Z;)
4:

8
v, — VB = 27) = VB(Zy = Z,) —iVB8(Zy — Z3) +iVB(+Z) — Z)
4:

8va
. . . Pro23—Pio24a—P134—P23.4
de sorte que puisque les équations P13+ Pios+ P34+ P34 et Ta

sont invariantes, en appliquant la procédure de la Proposition 2.4.3, on obtient qu’un
anneau de Cox de S, r est donné par

R°=Q[X;,Y; | 0 <i<4]/(¢1,02)

avec
¢1 = 4X1 X3 +4Y1Y3 + 2(X3 — aY3) + X7 — aY}

P2 = X3 X4+ Y3Ys + 2(X1Xo + V1Y5).
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Ainsi, un torseur versel est donné par I’ensemble constructible de A'° défini par les équa-
tions ¢1 et ¢2 et les conditions (2.4.15). On pourrait obtenir les équations explicites de
torseurs 7T tels que

Ser(Q) = |J 75 (T5(Q))

=
Bery,

en appliquant la méme descente aux équations

PP = Dpni 2] 27 + Dung ZT 25 + DNgni Z,5 7y,

]

pour n € FJ%[ mais les équations deviennent plus compliquées on ne les donne pas explici-
tement ici.

Le cas des surfaces S, r avec F' scindé du type LiLy---L,

On obtient de la méme facon que la Proposition 2.4.1 le fait que si ’on pose
S = { p premier : (a> =—loua=p et p| HAM
p [y
et

M

[I

1

n

{ I »7 e € {071}5’}

J PES;

alors pour (e,m) € ¥ x M, I’ensemble constructible
NjmiZ 27 + Dum; 23 25 + Njjmi ZiE 2, = 0
et les inégalités

définit un torseur versel pour S, r et que dans ce cas,

Sor(Q) = || 7w (T(E,M)(QD

(e, M)eX XM

ou la réunion est disjointe et ¥ x M est fini.

Le cas des surfaces S, r avec I' du type Q1Qz---Q,,/2

La méthode est la méme que dans le cas (12 et on obtient que si I'on pose A; le
discriminant de Q; et 7; la conjugaison dans Q(v/4;), alors

o2 m1(61) = B2, 72(B3) = Bas- -, Tnj2(Bn-1) = Bn
B=<pB¢€ H Z [Az]Q 3( 7{7”1) € Z? tels que 3162 = ﬁinlv coes s Bn1Bn = B;L/an/Q
i=1

avec /] - ;/QEZet ni, ...,y € Nqjya/q (ZlVal)
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alors I’ensemble constructible défini par les n—2 formes quadratiques qbf jpourl <i < 5—1
et j € {1,2} données par

) =BiDosigr (X7 — a¥2+ Ay (XF - a¥F) + 2VA; (X1Xs + Vi12))
— ﬁQALQi_H (X12 — CLY12 + Al <X22 — aY22) — 2y Al (XlXQ + Y1Y2))
+ Bai+1412 <X22¢+1 — Y + Ay <X22i+2 - GY221'+2)
+ 24/ Agip1 (Xoip1 X942 + Y2i+1Y2i+2)>

¢52 :ﬁlAQQH_Q (X12 — aY12 + Al (X22 — aY22> + 2 Al (X1X2 + Y1Y2))
— BQALQH_Q (X12 — aY12 + Aq (X22 — aY22) —2v/ A\ (XlXQ + Y1Y2>)
+ Bait2l12 <X22¢+1 — Y + Ay <X22i+2 - aY22z'+2)

— 24/ Agiq1 (Xoip1X2ip2 + Y2i+1Y2i+2)) ;

et les inégalités (2.4.15) sont des torseurs versels au-dessus de S, p vérifiant

Sar(Q) = |UJ 75 (75(Q).

BeBy,

On décrit dans la section suivante les torseurs utilisés dans les preuves du principe de
Manin pour a = —1, preuves qui s’étendraient aux cas a < 0 pour les surfaces de Chatelet.
Il est probable que les cas a > 0 fassent appel au méme type de torseurs. Les méthodes
mises en oeuvre tombent en défaut dés que n > 4 et bien qu’on ne sache pas attaquer a
I'heure actuelle le principe de Manin pour les surfaces S, g avec n > 4 (sauf peut étre le cas
scindé a l'aide de la machinerie de Green-Tao-Ziegler [GTZ12]), on présente les résultats
de la section suivante dans la plus grande généralité possible afin d’aider au traitement de
la constante de Peyre dans le cas ou le principe de Manin serait établi dans certains cas
avec n > 4 en utilisant les torseurs décrits ci-dessous.

2.5 Les torseurs de type Pic(S,r xq Spec(Q(v/a)))

Comme mentionné dans l'introduction, la majeure partie des cas pour lesquels le prin-
cipe de Manin et la conjecture de Peyre ont été obtenues grace & une méthode de descente
sur des torseurs versels I'a été dans le cas de variétés déployées, c’est-a-dire telle que I'ac-
tion du groupe de Galois sur le groupe de Picard géométrique soit triviale. Dans ce cas,
le groupe de Picard et le groupe de Picard géométrique coincident. Le cas de la del Pezzo
non déployée de [BB07c¢], dont la géométrie a été étudiée dans la thése de Pieropan [Piel5]
est obtenu grace a une descente sur des torseurs quasi-universels de type Pic(X). On peut
alors noter que cette del Pezzo singuliere a des singularités isolées sur Q. Dans le cas des
surfaces S, r, les singularités sont définies sur Q(/a) et dans tous les cas de la preuve du
principe de Manin traités & ce jour, on va établir que la descente a été effectuée en deux
parties. En effet, les variétés considérées dans la premiere partie de cette these ne sont pas
déployées, on s’attend par conséquent a ce que les torseurs utilisés soient différents des
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torseurs versels. De plus, pour les surfaces S, , I'approximation faible n’est pas nécessai-
rement vérifiée. Le passage successif du nombre de points rationnels de hauteur bornée a
des sommes de type
SX)= Y rdF(x) (2.5.20)
x€Z2NR(X)
pour
R(X) = {x € R? | [[x]lc < X, F(x)> 0}

puis a des sommes de type

SX)= >, raFi(x))-ra(Fr(x)

x€Z2NR(X)

correspond a deux descentes successives. La premiere descente est une descente de la
surface de Chatelet sur un torseur intermédiaire 7gp C A® d’équation

y? — az? = t*F(u,v)

avec (y,z,t) # (0,0,0) et (u,v) # (0,0). Pieropan a alors établi dans sa these [Piel5] qu'il

s’agissait d’'un torseur quasi-universel de type A : Pic(S) < Pic(S). La deuxiéme descente
effectuée 'est de ce torseur intermédiaire g sur des variétés d’équations

Fi(u,v) = di(s? +12), (i=1,...,7) (2.5.21)

La majeure partie de la vérification de la conjecture de Peyre de [Desl16b] a donc été
d’établir que ces variétés sont en réalité des torseurs quasi-universels d’un certain type
et non des torseurs versels. De maniere analogue, on peut constater que parmi toutes
les démonstrations du principe de Manin, le seul cas ou une descente est utilisée sur les
torseurs versels est le cas scindé (i), auquel cas les torseurs décrits dans cette section
coincident avec les torseurs versels. Dans tous les autres cas, on effectue une descente sur
d’autres torseurs. Dans la plupart des cas, comprendre la géométrie derriére le probléme
de comptage et les torseurs ne se révele pas indispensable pour vérifier que la conjecture de
Peyre est vérifiée (méme si la vérification de la constante peut se réexprimer en ces termes
malgré tout) sauf dans les cas LiLoLsLy (pour lequel il est établi dans [BBP12] que les
variétés (2.5.20) sont des torseurs versels), L1L2Q (qui est traité dans ce manuscrit) et
Q1Q2 (ou la vérification de la constante est complétée dans ce manuscrit). On décrit dans
cette section les torseurs quasi-universels de type Pic(Sq r xq Spec(Q(v/a))), établissant
ainsi que toutes les démonstrations du principe de Manin ont été réalisées & 1’aide d’une
descente sur ces torseurs et complétant ainsi la démonstration de la vérification de la
constante de Peyre dans le cas Q1Q2. On donne aussi une expression de la constante qui
peut permettre de simplifier la vérification de la constante de Peyre dans de futurs travaux
sur les surfaces S F.

2.5.1 Description de Pic(S@F XQ Spec(Q(\/E)))

Pour tout 7 € {1,...,r}, on note [Dlik} = |DE T
=1
Proposition 2.5.1. On a
d;
Pic(Sar xq Spec(Q(va)) = [ET| & EB S [phz] e ([pt]+[pr]) 2z
i=1 \k=1

En particulier, le rang de Pic(Sy r Xq Spec(Q(v/a))) vaut r + 2.
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Démonstration— On a que Pic(S, p xq Spec(Q(va))) = (Pic(%))g pour
g = Gal(Q/Q(va)). Soit

D] =a|E*] + Zj ai [Df ] + £ [D7] € (Pic(Sg))"-

On utilise alors le fait que [E] est invariant par g et que le groupe g agit transitivement sur
les racines de chaque F;. En particulier, pour tout i € {2,...,r} et tousk # ¢ € {1,...,d;},
il existe g; x¢ € g tel que g; k¢ ({D:k}) = {D&}. On a alors, puisque {Dﬂ est invariant
par g; ¢ I'égalité

oike([D]) = [D]
qui entraine que a;; = a;¢. De la méme facon, dans le cas i = 1, pour k € {2,...,d}, il
existe gy € g tel que g ({DTD = {D,ﬂ si bien que g ({Df]) = {Dd On a alors

qui entraine que a; — f = ai. On en déduit que

Mﬂ=aﬁﬁ}+§fwi§:D& +1([pf]+|p1]).

=1

ce qui permet de conclure la démonstration. O

Remarque— On peut prendre, comme cela est fait dans [Desl6b], [Df } comme géné-

rateur a la place de [Dﬂ + [Dl_ ] dans le cas ou F' possede un facteur linéaire que 1’on
peut supposer étant égal a F;. Cela peut permettre de simplifier certains calculs.

On considére alors l'injection A : Pic(S, r xq Spec(Q(v/a))) < Pic(Sq r) et on va
décrire les torseurs de type A pour S, r. Le résultat principal de cette section est le sui-
vant.

Théoreme 2.5.1. Supposons que a < 0 ou que a > 0 et soit un nombre premier congru a
3 modulo 4 (ou a = —1) et supposons par ailleurs que le nombre de classes de Q(/a) soit
égal a 1. 1l existe un ensemble fini J et pour tout j € J, il existe un torseur m; : T; — Sq
de type X\ tels que
Sa,r(Q) = || (T5(Q))
Jj€J
et
Sor (AQ)™ = || 7, (T; (Aq))-
jeJ
Ces torseurs peuvent étre décrits explicitement. Par ailleurs, pour T un torseur de type X,
il existe une variété X tel que T = X x A? et telle que le complémentaire de l'origine X'°
de X soit isomorphe a Uintersection compléte de Ag+2 N~ {0} donnée par les équations

Fi(u,v) = ni(s? —at?), (1<i<r)

pour (ni,...,n,) vérifiant ny - --n, = y2 — az? pour deux entiers y et z.
En particulier, les torseurs utilisés dans les différentes preuves du principe de Manin pour
a = —1 sont des torseurs de type Pic(Sq))-
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Le reste de cette section est consacrée a la démonstration de ce théoréme.
Suivant la preuve de [Piel5, proposition 2.71], un anneau de Cox R’ de type A est
donné par 'anneau des invariants sous le groupe de Galois G de

P En,
meT

oll R a été défini (2.4.2) et R, correspond aux éléments homogenes de degré m de R.
Supposons m € Pic(S, r Xq Spec(Q(v/a))) donné par

m = ag [EJF} +§T:ai iD:—k +ar1 [Df__"Dl_}
=1 k=1

avec a; € Z. Pour déterminer R,,, on cherche a résoudre le systeme linéaire donné par

+ary1 [Df + D7,

n T d;
e{fE"' +eg BT+ Z (e;-'D;-' + ej_Dj_) = ag [E+] + Z a; [Z D:k
j=1 i=1 k=1

ou les eji > 0. Grice aux relations (2.2.5) et (2.2.6), ce dernier est équivalent a

aozea'—FeE
-+ — = -
ap =€y +ej1—€1=""=€ TE€ 4 —€q
o= F — =t —
az =€y + €31 —€y1="""=€ T €4, — €4,
=+ — o o+ -
ar=¢€y te — € =""=€ T, €,
- n _— n —
ary1=—g5€5 211 €;

Ce systeme est résoluble si, et seulement si,

+ - _ o+ -

€11 €1~ T €1 614
—_ o _ + —

€21 — €21 = = €4, ~ C24,
t e == ef, —e

S e =€rd. ~ Crd,

Il s’ensuit que R’ est isomorphe au sous-anneau de R engendré par les variables
m =%y mi=27Z7 (1<i<n) nf =20 Zf, (1<ji<r) ;

77]'_:Zj_,1"'Z'_

d, (1<j<r).

vérifiant les relations suivantes (d’apres (2.4.18))

Ajne+ A +Apymp =0 (1<j<k<l<n) (2.5.22)
ainsi que
d;
Ik =niny (Q<i<r), (2.5.23)
k=1
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On notera
¢i = nin; — Hnjk 1<i<r).

On notera n;1,...,n; 4, les variables 7; correspondant au facteur irréductible F;. On re-
marque que ces équations sont invariantes sous ’action du groupe de Galois G. On pose
alors

Z5+ 73 Z -7y
X, = 20 T o Yy = 0
2 2v/a
ainsi que
+ - + -
n; +mn; n; —n; .
XJ:JTJ et Yj:giﬁf (1<j<r) (2.5.24)
et pour tout 1 < ¢ < r les variables
d;
Z 5£7Ii,k
X;o=2L  0<e<d;—1. (2.5.25)
’ 2d;
On constate alors que les variables (Xi,...,X,) sont G-invariantes et que si ’on écrit les

relations (2.5.24) et (2.5.25) sous la forme

X1 m

Xa 72
=M

Xn n

alors det(M) # 0 si bien que cela implique que I'on puisse exprimer les 7; en termes des
(X1,...,X;). On notera n; = f;(X) si bien qu’on obtient que la Q-algebre

R)\ = Q[X07 Y07 X’ia }/iXh o 7X7‘]/ (Pj,k,f7 ¢Z) (2526)

est un anneau de Cox pour S, r sur Q de type A. On sait alors que dim(Ry) = r + 4 si
bien que I'idéal

(Pj ke, Di)

possede n+r—2 générateurs combinaisons linéaires des P; j ;. et des ¢; a coefficients dans Q
que 'on peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails dans le cas ou F
est de degré 4 et se factorise sous la forme QQ2 avec @); deux formes quadratiques non
proportionnelles dans la suite mais il apparait difficile de donner un systéme de générateur
en général du fait de la complexité éventuelle du groupe de Galois G. On peut noter que
I'on retrouve le résultat de [Desl6b] dans le cas de factorisation L;L2Q, auquel cas les
variables Z;Z?)_ et ZIZZ s’éliminent a 'aide de P23 et de P2 4.

Le lemme suivant explicite le groupe de cohomologie H!(Q, Pic(S, r x qSpec(Q(v/a))).

Lemme 2.5.1. On a l’isomorphisme

HY(Q, Pic(Su,r Xq Spec(Q(va))) = H' (Q, Pic(S, 7)) -
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Démonstration— Le point clé concernant les torseurs de type A est que 'action du groupe
Gal(Q/Q(v/a)) est triviale si bien que

H' (Gal (Q/Q(Va)) , Pic(Sur xq Spec(Q(va))) = {0}.
Ainsi en notant Sq(,/z) = Sa,F Xq Spec(Q(1/a), la suite exacte de restriction-inflation
0—— Hl (G, PIC(SQ(\/E))) —— HI(Q, PIC(SQ(\/E))) —— Hl (Q(\/ﬁ), PlC(SQ(ﬁ)))

(2.5.27)
avec G = Gal (Q(v/a)/Q) fournit 'isomorphisme

HY(Q, Pic(Sq(ya) = H' (Gal (Q(va)/Q) , Pic(Sqqya)) ) -

Puisque le groupe Gal (Q(y/a)/Q) est cyclique d’ordre 2 engendré par la conjugaison dans
Q(y/a), notée o, le groupe de cohomologie

Jin (Gal (Q(Va)/Q) aPiC(SQ(x/E))>

coincide avec I’homologie du complexe

& Id+o . Id—o 4.
T'— Pic(Sq(ya)) — Pic(Sq(a))-

Autrement dit,
H' (Gal (Q(va)/Q) , Pic(Sq(ya)) = Ker(o +1d)/Im(Id - o).

On obtient aisément le fait que Ker(o + Id) est donné par les éléments

d;
> D

k=1

+ @41 | DY + Dy ]

o {EJF} + i xT;
=1

tels que

Tro = 0
2.5.28
{ i dizi +2x,41 = 0. ( )

Deux cas se dégagent alors. Supposons dans un premier temps que tous les d; soient pairs
auquel cas les équations (2.5.28) se réécrivent

si bien qu’on obtient aisément que les éléments

d;
> Diy
k=1

f%[pf+D;] 1<i<r)

forment une base de Ker(c+Id). S’il existe au moins un d; impair, par exemple d; = 2d}+1,
alors en posant t = x,41 + djx1, on obtient que les équations (2.5.28) sont équivalentes a

g = 0
xIr1 = —Z:ZQ%xi—Qt:O
Trp1 =d) Yo %$1 + dit.
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Cela entraine alors immédiatement qu'une Z-base de Ker(o + Id) est fournie dans ce cas
par

d1 dl
~2| Y Dfy| +di [Df +Dr|, —di|> D, ZD +dyd; [Df + D7),
k=1 k=1

pour 2 < ¢ < r. D’autre part, Im(Id — o) est engendrée par
d;

D> D;;

T

>

~d;[Df+ D7 (<i<n),

—%[Df+Dd;

d;
21> D
k=1 7

Commencgons alors par le cas ou tous les d; sont pairs. Dans ce cas, puisque

(8

le groupe H(Q, Pic(SQ( \/5))) est engendré par r — 1 éléments d’ordre 2 et par conséquent

ZD ZD

—%[D{UFD;},

~preni]) - 8

=1

HY(Q,Pic(Sq(a)) = (2/22)" "

Dans le cas ou dy est impair, puisqu’on a

dy d;
> Dy | + |> D | +didi [Df + Dy
k=1 k=1
d1 di di
=—d; |> D | +di | > Dfy | +di (2 > D, —di[pfﬂ);})
k=1 k=1 k=1
et que
r d;
( d; ZD +dy ZD;fk>
=1 k=1

ZD

1
>_Dfy
k=1

—di [D} +D;}) +d (Z

=1

— g [Dlﬂrpf})

il s’ensuit que le groupe H'(Q, Pic(SQ(\/a))) est engendré par r — 2 éléments d’ordre 2 et
par conséquent

H'(Q,Pic(Sq(ya) = (2/22)"

On conclut alors grace a la Proposition 2.3.1. O

On est désormais en mesure de décrire tous les anneaux de Cox de S, r de type A. On s’ins-
pire ici des deux preuves de [Piel5, propositions 2.69-2.70]. On note T le tore dont le groupe
des caracteres est donné par Pic(Sq(,/z))- Tout élément de H 1(Q, T) est représenté par un
cocycle ¢ : Gal (Q(v/a)/Q) — T, lui-méme déterminé par l'image ¢, € Homgz (T, Q(v/a)*)
de la conjugaison dans Q(+/a).
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On sait que, pour tout anneau de Cox R\ pour S, r de type A, il existe un cocycle
c: Gal(Q(v/a)/Q) — T tel que R) soit un twist de Ry défini en (2.5.26). D’apres [Piel5,
proposition 2.41], 'action de la conjugaison dans Q(y/a) sur R) est la suivante :

o(Zy) =co ([E+]) z$

d;

0(77;) = Co (|:Z Dj,k]) ’I’];r7 J(nl):ca({Dfﬁ»D;})nz
k=1

On choisit alors une racine carrée complexe r1 de ¢4 ([D;r + Dy D Tout ce qui suit ne

dépendra pas du choix de cette racine carrée. En prenant les nouvelles variables suivantes,

invariantes sous l'action du groupe de Galois Gal (Q[/a]/Q)

co ([E*]) 25 + 2y co ([EY]) 25 — %y .

Xo = 5 ;o Yo= NG ;
Xi:cg([ZZ’;lD;TanFrn{ . n:ca([Zi;lf\;/ngnf—nf L<i<n)

et pour tout 1 < 7 < r les variables

d;
> Berimik
X, =2  0<e<di—1,
i, 2dz i
on obtient que R’A est isomorphe & la Q-algebre

Q[Xo, Yo, X, ViXu, ..., X, ]/ (P, 65)

avec
Piro=Qkrine + A erin + Aggrime (1< j<k<l<n)
ainsi que
dj di
d + — .
6 = [Lrum —ritufny =ri‘es | |= 3D || (XF+77) (<<,
k=1 k=1

On constate que P7), , est invariante par conjugaison et que ¢; est invariante sous le groupe
de Galois et est ainsi définie sur Q. On sait alors que dim(Ry) = r + 4 si bien que 'idéal

(P %) (2.5.29)

possede n+1r — 2 générateurs combinaisons linéaires des Pf’j’k et des ¢ a coefficients dans
Q que 'on peut obtenir par descente galoisienne. Cela est fait en détails 'exemple Q1Q2
dans la suite. On peut noter que 1'on retrouve le résultat de [Des16b] dans le cas L1 L2 Q.

On constate alors que la quantité rili Co ({— Zi;l Di+ kD est invariante par conjugaison si

bien que cette quantité est un nombre rationnel. En écrivant ng;, = n;/ ngi, on obtient que
"\ est isomorphe & la Q-algebre

Q[Xo, Yo, X;, YiXu, ..., X,]/ (PP oF)
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avec
Piro = Ajrrinone + Aggrinon; + Agjrinene (1< j <k <f<n)
ainsi que
d;
o5 = H 1NNk — T (XZQ — CLY?) (1<i<r).
k=1

Puisque les conditions de cocycle s’écrivent

Co ([E'*'D o(co ([ET])) = 1;

d;
ZD;_]C o |¢Co
=1

les relations (2.5.24) et (2.5.25) fournissent

si bien que []/_; n; est bien de la forme y? — az? pour deux entiers y et z. On peut établir
plus précisément, en suivant [Piel5, proposition 2.70] qu’étant donné (ni,...,n,) € Q*,
il existe un cocycle ¢ : Gal (Q(y/a)/Q) — T si, et seulement si, le produit [[;_; n; est de
cette forme.

De fagon analogue au Lemme 2.4.1, on voit que pour n tel que [[;_; n; soit de la
forme y? — az? pour deux entiers y et z, le sous-ensemble constructible 7y de A?Q:”HT =

Spec (Q[X1,...,X,, X;,Y; | 0 <i < r]) défini par 'idéal (Pﬁk,é, ¢g) donné en (2.5.29) et
les inégalités
Vi#je[or]t (X, Yh),(X;,Y5)) # ((0,0),(0,0))
et
Vi#j, (Xi,X;)#(0,0)

est un torseur de type A au-dessus de S, p. Pour toute extension finie k£ de Q et tout
(4, 95), X1, - - . 7x7")0<z<r dans Tn(k), a 'aide de

1
Y=A, (bar1momz — birimon) (2.5.30)
12
et
1
v= R (mazrinom + airinom) (2.5.31)
12

(qui sont bien dans k car invariants par le groupe de Galois), on peut définir comme en
section précédente un morphisme my, : Tn — Sg p. En effet, grace aux relations (2.5.23),
on a

Li(u,v) = ringn;

si bien que
Fi(u,v) = ny( X} — a¥?).
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Lorsque n est de la forme
Vi € [[1,7“]], n; = g;m;

pour un certain (e, m) € ¥ x M, on note T, = Tme €t ™ = Tme. On peut alors montrer
comme lors de la preuve du Lemme 2.4.1 qu’on a 1’égalité

Sar(Q = || Tme(Tme(Q)). (2.5.32)

(e,;m)eXxM
De plus, on a

(t,u,v,x;;,m) € Z57 (tauvv) = (‘7"37374) =1
t> 0,23 — ax? = t>F(u,v),

Tme (Tme(Q)) = [tu? : tuv : tv? : 23 1 14) € P?Q £iF;(u,v) >0

vp(Fi(u,v)) — ;s = 0 (mod 2)
Fi(u,v) € egm;€

(t,u,v,73,14) € Z°, (t,u,v) = (x3,74) = 1
t > 0,23 — axd = t>F(u,v),
|_| [tu? : tuv : tv? ;23 1 14) € Pa il (—u,—v) >0
vp(Fi(u,v)) — p; = 0 (mod 2)
Fi(—'LL, —U) € e;m;€

(2.5.33)
lorsqu’il existe un facteur irréductible de degré impair de F' et on a

(t,u,v,23,24) € Z°, (t,u,0) = (23,74) = 1
t > 0,23 —ax? = t?F(u,v),

Tme (Tme(Q)) =1 [tu? s tuv : tv? 1 23 1 34] € Pa eiFi(u,v) >0

vp(Fi(u,v)) — p; = 0 (mod 2)
Fi(u,v) S Eim,-g

2.5.34
sinon. A nouveau de la méme facon qu’en section précédente, on montre, en notani Vn 1(1
sous-schéma de A?j”“r défini par 'idéal donnée en (2.5.29), que Ty, est égal au produit
YV X A%Q. Si Vg, le complémentaire de l'origine dans )y, on a alors un isomorphisme entre
I'intersection complete V de A?{"HT ~ {0} donnée par les équations

Fi(u,v) = ni(X} — a¥?).

En effet, le morphisme ) — V est donné par (2.5.30) et (2.5.31) tandis que le morphisme
réciproque est donné par 7; = L;(u, v). On retrouve ainsi une variété de la forme (2.5.21)
et il s’agit donc bel et bien des torseurs utilisés dans les preuves du principe de Manin
lorsque a = —1 dans [BBP12], [BB12], [BT13] et [Des16b].

On donne alors deux derniers lemmes qui permettent d’exprimer la constante conjec-
turée par Peyre de maniere adéquate & notre traitement du probleme de comptage.

Lemme 2.5.2. On o II'(Q,T) = {0} ou

' (Q,T) = Ker <H1(Q, T)— H'R,T)[[ H(Qp, T)) .

p

Démonstration— La démonstratione st identique & celle de [Des16b]. O
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Lemme 2.5.3. On a l’égalité

Sur (AQ)P™W = || 7me (Tme (AQ)),
(m,e)eM XX

ot Aq désigne l'anneau des adéles de Q.

Démonstration— La démonstration est a nouveau identique a [Des16b] une fois que 'on
a précisé que, dans le cas général, Pic(Sq r)/Pic(Sq( /) est engendré par les classes

de [Djk] pour i € {1,...,r} et k € {1,...,d; — 1} et que la conjugaison agit sur
Pic(Sq,r)/Pic(Sq(q)) comme —Id, ce qui entraine

(Pie(Sr)/T)” = (o).

Le Lemme 2.5.3 fournit

cs = a(S)B(9) Z wi (Te,m(Te,m(AQ)))

eex
meM

et on écrit

wi (Te;m(Tem(AQ))) = woo(e, m) [ [wy (e, m),
P

ol, en passant comme dans [BBP12] et [BB12] aux densités sur le torseur intermédiaire
Tsp1 défini par I’équation (2.4.11), I'on a pour tout nombre premier p 'égalité :

t2F(u,v) = y? — az? (mod p")

wp(s,m)zngrfm%# (u,v,y,2,t) € (Z/p"Z)° | pt(uv), pf(y,z1)
P 20vp(Fi(u,v)) = pi

2.5.2 Un exemple : Le cas des surfaces de Chatelet avec a = —1 et

F=0Q10Qs
D’apres ce qui préceéde, tout anneau de Cox de type A est isomorphe a
Q[Xo, Yo, X;, YiXu, ..., X,]/ (PP oF)

avec

Plre = Ajprinone + Aggrinon; + Agjrinom, (1< j <k << n)

ainsi que
j
¢ = [T rinonjn — ni (X? + Yf) (I<i<r).
k=1

On a alors en posant les variables équivariantes suivantes

o (BN % +2 . _ e (EY) 2 =25

2 ’ 21 ’
Xl:a;([Df”rD;annLnf . Yl:cg([D{JrD;Dnj_n;

2 2i ’

Xo=
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\ co([D;TJrDQIDn?ﬂLnE o Vo

et pour tout 1 < ¢ < 2 les variables équivariantes suivantes

o (25 0]

T = nori (?721 + n2) ot Tip— nor12(?71A—' 72)
\Y (A

que l’idéal est engendré par
T =2012T01 + (Ao3+ Aoy) (Tig + VAIT1I2) + (As1 + Aun) (T — VAT 2);

13 =201V AT 0+ (Aoz — Agy) (Th 1+ VAT 2) + (A3 — Auq) (Thy — VAT 2)
et

D =ny(XF —aY?) — A1 Do 4+ A1 aA3 2+ Ag sz 1 + Az 1A39) T2 1

1
a,
+ 2V A2 (A1 4A24 — A3 1A32) T 2T5 1
+ (A14094 — AoA1 4Dz 2 — Ao 4 A1 + Az 1A39) T22,1)

et
1
P8 =no(X3 — a¥y) — AT ((A3,2A4,2 + AgaA1 4+ AuaAiz+ A1 sAig) TT
1,2
+ 2V A1 (A32040 — A1 3A14) T1 2111
+ (Az2042 — A1A32A1 4 — A1As2A1 3+ A1 3A14) Tf@) .
En posant
1
U= ( (T12+ VAT 2) —b1(Th2 — VA le)
Ay
1
( (T2 + VAgTh9) — b3(Ta2 — VA T22)
T Am
et 1
v = ( 2o(Tho + VAT 2) + a1 (Th2 — VA T12>
Ay
1
( 4(To2 + VAT o) +az(Top — VA T22>
T A

on obtient alors, en notant ), le complémentaire de l'origine dans Yy, un isomorphisme
entre l'intersection complete de A% ~ {0} donnée par les équations

Qi(u,v) = ny(X7 —a¥?). (i €{1,2})

On retrouve ainsi une variété de la forme (2.5.21) et il s’agit donc bel et bien des torseurs
utilisés dans la preuve du principe de Manin dans [BT13]. On peut alors traiter la constante
de Peyre comme cela est fait dans [BT13] en remplacant toutes les occurrences de «torseurs

versels» par «torseurs de type \», wy (Y/'(&m?)) (Q)) par wy (ﬁa,mg) (Aq)) dans la formule
(9.46) et en utilisant (2.5.34).
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Abstract. Inspired by a method of La Breteche relying on some unique factorisation,
we generalize work of Blomer, Briidern, and Salberger to prove the Manin’s principle
in its strong form conjectured by Peyre for some infinite family of varieties of higher
dimension. The varieties under consideration in this paper correspond to the projective
varieties defined by the following equation

T1Y2Y3*Yn + T2Y1Y3 - Yn + -+ TpY1y2 - Yn—1 = 0.

in P(QQ”_l for all n > 3. This paper comes with an Appendix by Per Salberger. We reproduce
here the preprint [Desl6a].

3.1 Introduction et principaux résultats

3.1.1 Introduction

Soit n > 2 un entier fixé et W,, I’hypersurface normale projective de P(zgnfl définie par
I’équation
T1Y2Y3 - Yn + T2Y1Y3 - Yn + -+ Tpyiy2 - Yn—1 =0 (3.1.1)
ou (z1,...,&Tn,Y1,...,Yn) désignent des coordonnées homogenes de P%Q"*l. Lorsque n = 2,
la variété Wy est lisse tandis que pour n > 3, la variété W, est singuliere, le lieu singulier
étant donné par la réunion des sous-espaces fermés définis par les équations

ou
yi=yj=a;,=x;=0 pour 1<i<j<n

On pose U,, 'ouvert de Zariski de W, défini par la condition y1ys2 - - - yn 7# 0. Sur cet ouvert,
on peut réécrire I’équation (3.1.1) sous la forme

iy,
o Yi

On constate alors que toutes les sous-variétés accumulatrices et les points singuliers de W),
sont inclus dans W,, \ U,, (voir [BBS14]). La variété W,, possede la structure algébrique
suivante qui s’avérera tres utile dans la suite. On considére le groupe algébrique

H:{G @:mweQxQﬁ

HTL

— G
v, : by ay bn an s
(5 5) () —

et G, = Ker(¥,,)/G,, ou l'on utilise le plongement

G, — "

o (0 ) )

ainsi que
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Il vient alors que G,, = U,. En effet, tout point de U, admet un unique représentant de

la forme [z1 : -+ @y 1:yg: -+ yy| et de méme tout point de G, possede une unique
, . 1 b o
représentation du type <<0 a11> e ( (7; Z")) si bien que
n
Un — Gn

. . . . S et 1 $l yn xn
e () )

est un isomorphisme qui munit U,, d’une structure de groupe commutatif lorsque la mul-
tiplication de deux points (z1,...,Zn, Y1, .-, Yn) et (), ..., 20,41, ..., y,) est donnée par

(1Y) + ZhY1, -« o Tl + ToUns V1YL - - s Ynly)-

On obtient alors une immersion ouverte naturelle j : G, — W, et une action naturelle
a: Gy x W, - W, de G, sur W,,. Ce groupe

Gn = (Go)" ™ % (Gp)" !

est un produit de groupes additifs et multiplicatifs et les techniques d’analyse harmonique
utilisées par exemple dans [BT98b] et [CLT02] ne s’adaptent pas directement a ce cas
méme s’il est possible qu’elles puissent s’y généraliser. La méthode utilisée dans cet article
repose sur une approche différente du principe de Manin, a savoir une descente sur le
torseur versel et avec [BBS14], il s’agit vraisemblablement du seul exemple de groupe de
ce type pour lequel le principe de Manin et la conjecture de Peyre sont établis. Dans
[BBS14], Blomer, Briidern et Salberger établissent le principe de Manin sous sa forme
forte conjecturée par Peyre pour la variété W3 pour la hauteur anticanonique

H([xy x93 :y1 192 :y3]) = Zaé%max(\xﬂ, |yz|)3

1<
lorsque (x1, x2, x3,y1,y2,y3) sont des entiers premiers entre eux. Leur méthode repose sur
la construction d’une résolution crépante X — W3 de W3 puis sur une descente sur le
torseur versel de X. Le probleme se réduit alors a un probléme de comptage de points
d’un réseau de dimension 10 dans une région dont la frontiere rend le traitement diffi-
cile. Ce probléme de géométrie des nombres est alors traité a ’aide de séries de Dirichlet
multiples et de transformations de Mellin multidimensionnelles. La résolution crépante
construite n’est plus valable lorsque n > 4 et leur méthode de comptage se complique
considérablement des que n > 4. Il est cependant a noter que, pour n = 3, leur formule
asymptotique ([BBS14, theorem 1]) est plus précise que le principe de Manin a proprement
parler puisqu’ils obtiennent un terme principal de la forme BQ(log(B)) avec () un poly-
noéme de degré 4 dont le coefficient dominant correspond a la constante de Peyre. Enfin,
pour n > 4, les auteurs indiquent dans [BBS14] sans donner de détails que leur méthode
de comptage peut se généraliser afin de donner I’équivalent prédit par le principe de Manin
sans terme d’erreur. On donne dans cet article une démonstration du principe de Manin et
de la conjecture de Peyre pour tout n > 3 en utilisant une méthode de comptage différente
adaptée a la combinatoire du probléme.

Comme remarqué dans ce méme article [BBS14, section 1.3], ’équation (3.1.1) définit

— n
également pour n > 3 une variété singuliere W,, C (P}Q) pour laquelle il est intéressant
d’étudier le principe de Manin et la conjecture de Peyre pour la hauteur anticanonique

a ([z1 2ol fzn ynl) = Hmax(’xi‘ﬂ |yil)
=1
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lorsque (z;, y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i € [1,n]. A la connaissance
de l'auteur, ces deux conjectures ne sont connues pour aucune valeur de n > 3 pour les
variétés W,. Ces dernieres ont pourtant un intérét arithmétique puisqu’elles interviennent
dans la détermination du cardinal des matrices stochastiques a coefficients rationnels tous
de hauteur inférieure & une certaine borne B > 1. Dans [Shpl6], Shparlinski obtient
une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour ce cardinal et dans [Brel6], La
Breteche parvient a en obtenir une formule asymptotique en déterminant le nombre de
points rationnels de hauteur inférieure & B sur Wn lorsque n > 3 pour la hauteur

Hy ([z1 291, [on 2 ynl) = max ([, [yi])
<i<n

lorsque (z;,y;) sont deux entiers premiers entre eux pour tout i € [1,n]. Il est cependant
important de noter que cette hauteur n’est pas anticanonique et qu’ainsi le principe de
Manin et la conjecture de Peyre ne s’appliquent pas dans ce cas.

Enfin, I'équation (3.1.1) définit également pour n > 3 une variété singulieére biprojective
— 2
W, C (Pa_l) pour laquelle il peut également étre intéressant d’étudier le principe de
Manin et la conjecture de Peyre par rapport a la hauteur anticanonique

. . . . — |n—1 .
H(fey: ... @nlfyr: ... o yn]) = max foi™™" max [yl
lorsque (z1,...,2,) et (y1,...,yn) sont deux n-uplets d’entiers premiers entre eux. Il est

a noter que, contrairement au cas de Wy, la variété W,, ne peut pas étre écrite de fagon
naturelle comme la compactification équivariante d’un groupe. Dans le cas de W,,, c’est un
aspect essentiel de la preuve du principe de Manin et de la conjecture de Peyre de [BBS14]
et du présent travail. Le seul cas pour lequel un résultat est connu est le cas n = 3. La
variété Wg est alors une cubique de dimension 3 et Blomer et Briidern obtiennent dans
un premier temps dans [BB16] le bon ordre de grandeur pour le probléeme de comptage
associé avant de parvenir récemment avec Salberger a obtenir une formule asymptotique et
ainsi le principe de Manin et la conjecture de Peyre dans [BBS16]. Les méthodes utilisées
présentent des similarités avec celles de [BBS14] et reposent 1a encore sur une descente sur
le torseur versel associée a une résolution crépante de Wi Blomer, Briidern et Salberger
font en revanche appel a des techniques d’analyse de Fourier pour compter les points
entiers sur ce torseur. La différence principale en termes de géométrie de la résolution
crépante provient de 'absence de structure naturelle de groupe.

3.1.2 Reésultats

L’objet de cet article est de démontrer le principe de Manin et la conjecture de Peyre
dans le cas de W,, pour tout n > 2. Puisque W5 est une variété torique lisse, le cas n = 2
est inclus dans les travaux généraux de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques lisses
[BT98Db] et le cas n = 3 est couvert par le résultat de [BBS14]. Cet article est accompagné
d’une annexe de Per Salberger qui explicite une résolution crépante pour la variété W,
pour tout n > 3.

Casn=2

Pour la variété torique lisse W5, on dispose du théoreme suivant. Ce dernier établit le
principe de Manin pour la variété Ws et découle immédiatement des travaux plus généraux
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de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques lisses [BT98b]. On en donnera une preuve
élémentaire en section 3.3.1. D’apres [BT98b], la constante ¢y infra est en accord avec la
conjecture de Peyre.

Théoréme 3.1.1. Soit B > 1. Il existe une constante co > 0 telle que
N(B;Usy) = coBlog(B) + O (B)

avec

4
€(2)*

Cy =

Casn >3

Pour tout n > 3 et pour un point (x,y) € P%anl représenté par (x,y) € Z>" premiers
entre eux, on considere la hauteur

H(x,y) = max (|zi], |y:[)"

qui est une hauteur anticanonique naturelle sur W,, comme remarqué dans [BBS14]. De
plus, pour tout B > 1, on pose

N(B;Un) = #{(x,y) € Un(Q) : H(x,y) < B}.
Lorsque n > 3, notre résultat est alors le suivant.

Théoréme 3.1.2. Soient B > 2 et n > 3. La variété W, est «presque de Fano» au sens
de [Pey01, Définition 3.1] et il existe une constante c, > 0 telle que

N(B;U,) = caB(log B)*' ="' + O (B(log B)*" "2 log(log B) ) .
De plus, l’expression de la constante c,, est en accord avec la conjecture de Peyre.

Remarques.

— Une expression explicite de la constante ¢, est donnée par la formule (3.3.34)
en section 3.2.

— Le Théoreme 3.1.2 permet de retrouver I’équivalent asymptotique qui découle
de [BBS14, Theorem 1] pour n = 3. La démonstration donnée ici est en re-
vanche différente de celle de [BBS14].

— Une adaptation simple de la démonstration de ce théoreme conduirait a 1’étude
du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour I'hypersurface Wy ,,
de P27~ définie par I’équation

A1T1Y2Y3 ** * Yn + A2T2Y1Y3 Yo+ + AnTp¥1Y2 - Yn—1 = 0,

pour un n-uplet (ai,...,a,) d’entiers tous non nuls. On constate clairement
que I’hypersurface W, ,, est isomorphe a W), et par conséquent on ne détaillera
pas cet aspect.

Remerciements.— L’auteur tient a exprimer ici toute sa gratitude a son directeur de
these, Régis de la Breteche, pour ses conseils, son soutien et ses relectures tout au long
de ce travail, ainsi qu’a Marc Hindry, Emmanuel Peyre et Tim Browning pour quelques
discussions éclairantes. L’auteur tient également a remercier chaleureusement Per Salber-
ger pour lui avoir communiqué ses résultats concernant la résolution crépante de W,, qui
figurent en annexe et pour avoir été a l'origine de nombreux éclaircissements ainsi que
Valentin Blomer et Jorg Briidern.
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3.2 Notations

On introduit dans cette section des notations qui seront utilisées tout au long de cet
article. On notera N I’ensemble des entiers positifs non nuls, pged(m,n) le pged de deux
entiers m et n, [m,n] leur ppcm et, lorsqu’il existe, m* l'inverse de n modulo un entier a.
On omettra la dépendance en a et on notera plutét @ dans les cas oll aucune ambiguité
n’est possible sur I’entier a. Pour n > 2, on considere ’entier N = 2™ — 1 ainsi que pour
tout h € [1, N], son développement en binaire

h= Z 6j(h)2j_1,
1<jsn
avec €j(h) € {0,1}. On notera s(h) = 3_,>; ;(h) la somme des chiffres en base 2 de h. On
utilise dans la suite de cet article la variante de la définition des ensembles de décomposition
unique de [Hal96] et [BT16] introduite dans [Brel6]. On dit qu'un entier h est dominé par
¢ (respectivement strictement dominé) si pour tout j € N, on a £j(h) < (). On notera
h = ¢ (respectivement h < ¢ lorsque h < £ et h # ¢). On dira qu'un N—uplet (z1,...,2n)
de [1,n] est réduit si pged(zp,2z¢) = 1 lorsque h A ¢ et £ Z h. On a alors le lemme
fondamental suivant.

Lemme 3.2.1. I existe une bijection entre l’ensemble des n—uplets (yi,--- ,yn) de [1,n]
et les N—uplets réduits de [1,n] tels que

. i(h
Viell,n], y; = H ZZ]( ) et (Y1, yn] = H 2,
1<h<N 1<h<N

Démonstration— 11 suffit de définir les zp & s(h) décroissant. Soit k£ € [1,n — 1]. On pose
zy = pged(yi, ..., yn) et supposons les zp, construits pour s(h) = k + 1. On pose alors
pour h tel que s(h) =k

zp, = pged l_gf—] :ogi(h)=1
1<OEN, s(0) >k+1

g;(0)=1

Enfin, lorsque h = 2:=! pour i € [1,7n], on pose

Yi
2 = )
zZ¢
10K, 5(£) =2
g; (0)=1
Il est alors facile de vérifier que le N-uplet (z1,...,znx) de [1,n] est réduit. O

3.3 Démonstration des Théorémes 3.1.1 et 3.1.2

On sépare ici la preuve en deux sous-cas : le cas n = 2 et le cas n > 3. Dans le cas
n = 2, la variété Ws est torique et le comptage se simplifie particulierement et ne nécessite
pas toute la machinerie développée pour traiter les autres cas. Cependant, les grandes
lignes de la méthode étant les mémes, la preuve du cas n = 2 peut permettre d’éclairer
celle du cas n > 3.
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3.3.1 Démonstration du Théoréme 3.1.1

L’objet de cette section est de démontrer le Théoréme 3.1.1 pour la variété torique
lisse Ws. Soit B > 1. On a 'égalité

+o0o B
N(B;Us) =4 (k)N <2> + O(B) (3.3.2)

k=1 k

avec
NB)= Y, Ny(B)
(y1,y2)EN?
1<y <ya<VB
et
Ny(B) = #{(z1,22) € 22 |aa],Jeo] < VB, wrye+aay1 = 0},
Lorsque y1 < 42, on a
Ny(B) = # {xl €Z : |z < VB, x1y2 = 0 (mod y1), % < \/E}
1
d
Y2
Ainsi,
B B d B
N (k?) - 2{ 3 P8 o+ 0 (k2> . (3.3.3)
(v1,v2) EN2 (v1,32)
1<y1<y2<VB/k
On utilise alors le lemme suivant.
Lemme 3.3.1. Pour X > 1, on a
ny,n Xlog(X
S(X)= (n1,m2) _ Xlog(X) |y

l<m<np<X 2 ¢(2)

Démonstration— On applique 'identité de convolution
pged(ni,na) = Y ¢(d)
d|pgcd(ni,n2)

pour obtenir que
S(X)=x ¥ 2D Lo x)
= i .
1<d<X

L égalité

d
p(d) = p(m)—
mld
fournit la formule
Z o(d) _ Z p(m) Z 1
1<d<X d? 1<m<X m 1<d<X d
d=0(mod m)

SRREICORRIE
e x d m m X

d=0(mod m)
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avec v la constante d’Euler, si bien que

() _ log(X)
A T

+0(1).

Le résultat s’ensuit alors. O

Apres report dans (3.3.2) et (3.3.3), il découle du Lemme 3.3.1 'estimation

N(B;Uy) = C(42)2310g(3) +0o(B),

ce qui achéve la démonstration du Théoreme 3.1.1. O

3.3.2 Démonstration du principe de Manin lorsque n > 3

Le reste de cette section est consacrée a la preuve de la formule asymptotique du
Théoreme 3.1.2. On montrera ensuite que la variété W, est «presque de Fano» au sens
de [Pey01, Définition 3.1] et que la constante ¢,, obtenue est en accord avec le principe de
Manin dans sa forme forte conjecturée par Peyre en section 3.4. La méthode employée,
qui consiste a compter d’abord les x a y fixés n’est valable que lorsque la borne sur les x;
est plus grande que celle sur les y; pour i € [1,n]. C’est en particulier pourquoi elle ne
s’adapte pas, en tout cas directement, aux variétés définies lors de I'introduction Wn et
Wh.

Réduction au cas y; > 1 pour tout i € [1,n]

Quitte a changer le signe des x; pour ¢ € [1,n], on peut supposer les y; positifs pour
tout i € [1,n] et obtenir 1’égalité

max (|74, 9i) < B,

N(B;U,) =2"""# 0 (x,y) € Z" x N" ¢ (zy,...,Zp, Y1, yn) = 1,
(x,y) vérifie (3.1.1)

Une inversion de Mobius fournit alors

+oo B
N(B;U,) = 2" 1 E)N [ —
(B0 =27 3N ()

ou
max (|, y;) < BY™,
N(B)=#4(x,y) €Z" xN" : I<isn
(x,y) vérifie (3.1.1)

- Z Ny (Bl/n)a

avec, pour tousy € N" et X > 1,

max |z;| < X,
. (3.3.4)

Ny(X)=#x€Z" 1<i<n
- #{ (x,y) vérifie (3.1.1)
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Utilisation du Lemme 3.2.1

On se place ici dans le cas ou 'y € N™ est fixé. I’équation (3.1.1) peut se réécrire en
utilisant le Lemme 3.2.1 sous la forme

Y djz;=0 avec Vie[ln], di= ][] z}ll_gi(h). (3.3.5)
=1 1<h<N

On obtient ainsi la relation de divisibilité z9;-1 | 2; pour tout j € [1,n]. Mais contraire-
ment au cas de [Brel6], on ne peut pas ici en déduire que zy;-1 = 1 puisqu’on n’a pas les
conditions pged(z;,y;) = 1.

On considere alors, pour X > 1, I’ensemble

n
. — noo. | < oy — .
Aly; X) {a cZ max | < X, ;dzaz o}

On définit pour tout r > 1, ’ensemble A, (y, X) par

n
Ay, X) = {ml, o) €27 max o <X, 3] dio=0(mod dm}
i=r
(3.3.6)
ou l'on a posé
vre2,n], di,= 11 Zh. (3.3.7)
e1(h)=--=e,(h)=0
De plus, on introduit les notations
di= [ = et Vrel2,n], dY_l) = II Zn (3.3.8)
e1(h)=0 e1(h)=-=ep_1(h)=0
e2(h)=1 er(h)=1
de sorte que dq,—1 = derY_l). Enfin, on pose
Vre[2,n], d. = 11 Zh. (3.3.9)

er(h)=0
e1(h)+-Fep_1(R)#0

On obtient ainsi que d, = dmd; et on constate en utilisant la section 3.2 que pour tout
2 <r <mn,on a pged (dgr_l), d}) =1.

On démontre alors les lemmes suivants qui permettent d’estimer le cardinal de I’en-
semble A(y; X) pour X > 1.

Lemme 3.3.2. Soient 1 <r <n—1 et X > 1. Avec les notations (3.5.6) et (3.3.8), on
a lestimation

n—r . X n—p—
#AT(Y7X):2 jzlzg_ldgj_l)—i_o(X 1).

Démonstration— Soit r > 1. L’idée principale de la preuve, inspirée de [Brel6], est de relier
le cardinal de A,41(y, X) a celui de A,(y, X). Démontrons pour ce faire que pour tout
1<r<n—-—2,ona

#A(y, X) = <2<X> + O(l)> #Ar1(y, X). (3.3.10)

1
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En effet, pour un point (41, ..., ay) de A (y, X), (qrt2,. .., ) appartient & A, 11 (y, X).
D’autre part, considérons (a2, ..., a,) appartenant a A,41(y, X). Il existe donc k € Z
tel que

Z diai == dl,r—‘rlk- (3311)
i=r+2

Le (n —r — 1)-uplet (cuy2,...,q,) provient de la projection sur les n — r — 1 derniéres
coordonnées d'un (n —r)-uplet (a,41,...,a,) de A.(y, X) s'il existe un entier |a, 41| < X
et ¢ € Z tel que

Z diai = dlmf.
1=r+1

Gréce a (3.3.11), on en déduit la relation
dr—i—lar—i-l + dl,r—i—lk = dl,r&
qui, au vu de (3.3.8) et (3.3.9), se réécrit sous la forme

d\" — apyrd., =k

On en déduit que d,.; | k — KdY), autrement dit que ¢ = dgr)k (mod d;., ;) et puisque

(r) _
ed\" —k ,
S— R on a également
T

b-Xd,
dgr) =T dgr)
Réciproquement, les relations (3.3.11) et (3.3.8) fournissent les égalités
n
WeZ, Y dioi=dil+dia (k- td]),
i=r+2

si bien que pour ¢ vérifiant

- k— Xd k+ Xd
(= dg 'k (mod d.,;) et — " <l< M, (3.3.12)
T d(r) d(T)
1 1
. . e —k
on obtient que (ay42,...,ay) provient de (apy1,...,an) € A (y, X) avec a1 = —3

r+1 ’
Ainsi, on en déduit bien la formule (3.3.10). Or, par définition

Apa(y, X)={an€Z : |on|<X, dyan=0(moddin 1)}

On constate que dy -1 = dgn_l) et que pged (dy n—1,dy) = 1 de sorte que

2X
#A—1(y, X) = 1) + O(1).

Le lemme suit alors par récurrence.

g
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Lemme 3.3.3. Soit n > 3. Pour tout X > 1 ety € N", on a

ey X 185 o)
i) = X (b<y>+0(xj§d1 ))

avec les notations (3.3.8) et ou

b(y) = vol {<a2, van) € [L 1

-<m}. (3.3.13)

Démonstration— La preuve proposée ne repose pas sur des arguments de géométrie des
nombres mais suit les grandes lignes de la preuve du lemme 2.3 de [Brel6]. On a ’égalité

Zn:diai = 0(mod d;),
#Ay; X) = #{ (o2,...,0) € Z"Y 1 max |ag] < X, T

2<i<n n

> diay

=2

<di X

En raisonnant comme pour établir la formule (3.3.12) de la preuve du Lemme 3.3.2, on
obtient alors

0= —dky (mod dj),
sAyix)= Y plem X, Rt X 1k (mod &)
) acAsz(y,X) dll dll ‘d172 (gd/l — k2) + i;gdiai )

<diX
(3.3.14)

avec ko = > djaj/di2, ou di 2 a été défini en (3.3.8). Or, on a
=3

¢ = —dyky (mod df),

_ / /
# kQ /Xd2 < f < kQ +,Xd2 : .
d1 dl d1,2 (fdll — ]{32) + Zdlal <di X
i=3
1 ko — Xdy ko + Xd! "
:dﬂd%e[Qd,2,22,2]:dm@%—kﬂ+zﬂmi<mX}+Ou)
2 1 1 i=3
Le changement de variable as = tdlldiQ fournit alors
2

n

Z diO[i

1=2

#A(y;X):di, Z )VOI{QQE X, X] <d1X}+O(#A2(y,X)).

1 acAs(y,X
D’apres le Lemme 3.3.2, on aboutit a la formule

n

> diay

=2

#A(y; X) = di’ Z Vol{ag € [-X, X]

1 aca, (y,X)

X
(gdy ”)

On pose

Sp(y; X) = Z vol{(ag,...,ozr) € [-x,x] !
acA,(y,X)
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Avec les notations (3.3.8) et pour tout 2 < r < n — 1, on montre alors I'estimation

1 1l T X
1 Jj=r+4+2 47

En effet, en raisonnant de maniére analogue a (3.3.14), on obtient que S, (y; X) est donnée
par

n
> vold e € [~ X, X" ¢ |y (bdlyy — K1) + D dici| < i X
a€A1(y,X) i=2
, , i#r+1
er—(X;zr_H e kpyp1+Xd
)" dY)
ZE—d(lr)k,.+1 (mod d 1)
n
avec kyy1 = Z+2djaj/dl,7’+l~ On écrit alors
j=r

vol e € [ X, X"+ |dip(Udyyy — kpg1) + ) dici| < di X

=2
iF#Er+1
= 1 n (a)dag - - - day
ac[-X,X] 1 ’(éd;+1—kr+1)+ z dio; |[<d1 X
i;éf?kl
et on obtient ensuite en intervertissant la sommation sur ¢ avec 'intégrale
n
-1 !
> vol v € [ X, X]"™" ¢ |dip(bd)yy — k1) + ) dici| < di X
Fr1—Xd) << Fre1tXdy gy z;fil
PO
1 1
EE—dgr) kry1 (mod d;'Jrl)
= Z 1 n (a)dag - - - day,.
— U SV
S kpp1—Xd g kpyp1+Xdl ‘(£d7'+1_kr+l)+ Z dici| < X

<< X =2
dg‘) dg‘) i#r+1

= (r) !
t==d" k41 (mod dTH)

Le raisonnement précédent fournit alors

> ]1‘

!
kpy1+Xd! (ed

(o)
<di1 X

n
" fi—krr)+ Y diy
T ;—

k —-xd
RS P =2
a(r) i#r+1
1

+1

d<1">

= (r) !
t=—d{" k11 (mod dT_H)

1

- 1
dt /ame[—x,)q

dOér+1 + 0(1)
<X|dy|

Zdiai

=2

Ainsi en utilisant le Lemme 3.3.2, on obtient bien (3.3.15). Finalement, en itérant (3.3.15),
il vient

n

Z diai

1=2

n n X
Sle}—i-O ZHW )
1

r=2 j=2
v

#A(y: X) = divol {a € =X, X]"
1
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puisqu’on a 1’égalité

dy = [[dV". (3.3.16)
j=2

Le résultat en découle apres le changement de variables o' = £ et grace au fait que,
d’apres (3.3.16), l'on ait

d _
VT’E [[2,n]], ﬁ:d(r 1).
dy~
L dr
v
O
Une borne supérieure
Lemme 3.3.4. Lorsque 1 < y; < X pour tout i € [1,n], on a lestimation
Xn—l
Ny (X) <
Y [Id]l2
ot Ny (X) a été défini en (3.3.4) et ||.||2 désigne la norme euclidienne usuelle sur R™.
Démonstration— Soit X > 1. Par symétrie, on peut supposer que di > ds > --- = d, si
bien que
n
NY(X)g#{(QQM"aan)ean : 212’58‘<§L|a2| <X7 ZQd,aZEO(mod dl)}
1=
En utilisant le Lemme 3.3.2 et (3.3.16), on obtient bien
anl anl
N,y (X) < < . O
LRI T

Remarque.— Comme mentionné dans [Brel6], il est ici important de voir que ||d||2
peut étre plus grand que B et que l'on fait donc mieux que l'estimation triviale en

(@) (% + B”*Q) . Cette estimation découle également de résultats de géométrie des nombres.

Quitte a appliquer une permutation de [1,n], il vient que

N(B) =n!Ni(B) + R(B), (3.3.17)
avec
Ni(B) = > Ny (B (3.3.18)
yeENT
1<y < <yn< VB
et
R(B)= Y Ny (BY")-n Y Ny (BY").
yeEN" yeN”
1<y; < VB 1<y < Syn< VB
Fi#j, y;=y; 3i#d, yi=y;

Le lemme suivant fournit une borne supérieure du bon ordre de grandeur pour la quantité
N1 (B).

Lemme 3.3.5. Lorsque B > 2, on a Ny (B) < B(log B)?" "1
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Démonstration— Lorsque B > 2, on a

1 1
N (B) < Ny (B'") < B'™% —
1(B) 2, Ny -
yeEN YEN
1<y1 < Syn< VB I<y1 < Syn< VB
d’aprés le Lemme 3.3.4. On traduit a présent les conditions sur y en termes de conditions

sur z. Lorsque 1 < y; < - <y, < VB, on a en particulier d; > d;1; pour2 < j <n—1.
Pour j € [2,n — 1], cette derniére condition se réécrit

II =< 11

h. (3.3.19)
Ej(h):l Ej(h):O
E]-+1(h):O

6j+1(h):1

On constate alors en posant Hy

4
he= S.2F1:2<0<n—1}%, que dans I'inégalité
k=1
(3.3.19), seule la variable h; de Hp apparait et que (3.3.19) se réécrit par conséquent

— -1
Zh; S Zny = H Zh H Zp -
E]’(h):O Ej(h):l
5]-+1(h):1 5j+1(h):0
hath,
La condition d; > do est équivalente a

IIT == II - (3.3.20)
gg(h)=1 g9(h)=0

e1(h)=0 e1(h)=1
En notant Hy := {5} sin >4 et H; := {1} si n = 3, elle peut se réécrire

Zhy =25 < Zp, 1= H zh H z;l

e1(h)=0 eq1(h)=1
eg(h)=1 eg(h)=0

h#5
dans le cas n > 4 et

Zhy ‘= 21 < Zh1 :

2926
n
lorsque n = 3. Enfin, notant Hy = {hn =

Z5

Z 2k—1

}, on remarque que la seule condition
k=1
faisant apparaitre zp, est y, < V' B. On peut réécrire cette condition sous la forme

Zh, < Zp, avec Zy, = VB ][] zi L.
en(h)=1

h#hn
Par conséquent, en négligeant les conditions de coprimalité provenant du fait que z est
réduit, on obtient

1 1

Ny (B) < B'™ = —.

1(B) 221 ph
zp<Bl/™
dn < <dy
zhnszhn

La contribution des z;, pour h € Hy est alors majorée par

Bl=% Bl=%
< d H Zn; =

—1

— I = 11 ="
2<j<n—1 L oymy=0  ep(n)=1
en(h)=1  en(h)=0
heHy
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En effet, pour j € [2,n — 2], on a

Mo I s I o I =

H Zh H Zh cj(M=0  cjy1(h)=0 e (M=0  cj41(h)=0
sj(h)zo 5j+1(h):0 £j+1(h):1 5j+2(h):1 5j+1(h):1 5j+2(h):l
7. 7 gj+1(h)=1 sj+2(h):1 sj+2(h):1 5j+2(h):1 €j (h)=0
]’Lj hj+1 = — =
Il & Il = I = 11 & 11 = I =
8j<h):l ej+1(h):1 € (h)=1 5j+1(h):1 ej(h)zl 5j+1(h):1
ej+1(h)=0  e;19(h)=0 gjtr1(R)=0  e;42(h)=0 gj+1(h)=0  e;19(h)=0
e;j(h)=1 ej42(h)=0 ej(h)=1

= II = II ="

e (h)=0 ej(h)=1

ejt2(h)=1 €j42(h)=0
hg{hj.hji1}

et il suffit d’itérer ce calcul pour obtenir ’expression

I %= I = IT ="

2<j<n—1 ea(h)=0  ep(h)=1
en(h)=1  en(h)=0
he Hy

Remplacant d; par son expression, il vient une contribution des zj avec h € Hy

<B % I s I = I =" (3.3.21)

e1(h)=0 eg(h)=0 eg(h)=1
en(h)=1 en (h)=0
he Hg

On remarque que 25 intervient dans Z3 et Z7 mais disparait dans le produit des Z; et
que z5 n’intervient pas dans ’expression de d; lorsque n > 4. Sommant alors sur zj,, on
aboutit a une contribution des zp pour h € Hy U Hy

<% I %" T = IT =" I = I1 =

e1(h)=0 e (h)=0 eg(h)=1 e1(h)=0 e1(h)=1
en(h)=1 en (h)=0 eg(h)=1 eo(h)=0
h¢Hg h#£5
1-1 -1 -1 -1
SRR | U § O | R R
e1(h)=0 eg(h)=0 eg(h)=1 e1(h)=1
g9(h)=0 en(h)=1 en(h)=0 eg(h)=en(h)=0
1 (h)=0 hgH( h#£5
1-1 -1 -1 -1 _ pl-t -1
KB hn H 2, H zy, H 2, =B "n H 2.
e1(h)=0 eg(h)=1 e1(h)=1 en(h)=0
eo(h)=0 en(h)=0 eg(h)=en(h)=0 hgHyUH1
en(h)=0 hgHq h#5

Une derniere sommation sur la variable z;,, fournit de méme une contribution des 2}, avec
he HyUHyUH,
<B I =" (3.3.22)
hZ¢HoUH{UH32

Sin =3, c’est la variable 2z, = 21 qui n’intervient pas et on somme alors sur z; puis sur

<B Y

3
22,24,25,26< V' B

Zhs = z7 pour obtenir

1
2’2242526.

Dans tous les cas, il reste alors 2" — n — 1 variables z;, < /B & sommer. En effet, si
1 < y; < V/B pour tout i € [1,n], alors on a également 1 < z; < /B pour tout j € [1, N]
si bien qu’on obtient finalement

Ni (B) < B(log B)*' 1,
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[l
On utilise alors ce résultat pour démontrer que la quantité R(B) apparaissant dans
(3.3.17) est bien un terme d’erreur.

2n—1_

Lemme 3.3.6. Pour tout B > 2, on a R(B) < B (log B)
(3.3.17).

" ou R(B) a été défini en

Démonstration— Quitte a réordonner, on obtient

R(B) < >N (Bl/”) .

yeN™
1<y1 < <yn< VB
3ty Yi=yi41

De plus, pour i € [1,n — 1], la condition y; = y; 41 se réécrit

I == I =z (3.3.23)

ei(h)=1 2i(h)=0
gi41(h)=0 gi41(h)=1
Puisque deux entiers h et ¢ de [1, N] tels que ¢;(h) = ¢;41(¢) =1 et gi41(h) =¢€;(¢) =0
ne sont pas comparables pour la relation d’ordre = introduite en section 2, on en déduit
que pged(zp, z¢) = 1. Il s’ensuit que

Vh e [1,N] tel que ¢;(h)+eir1(h)=1, z,=1. (3.3.24)

En particulier, on a Z;, = zp,, = 1.
Supposons alors que y; = y;4+1 pour un certain ¢ € [1,n — 1]. Une sommation sur les
zp, pour h € Hy suivie d’'une sommation sur zj, et zp, fournit une contribution

n—1_
< B Z H ,2',:1<<B(logB)2 ",
zp < vB hgHyUH{UHy
hgHoUH UHy €i(h)+eiqq1(h)#1
gi(h)+e;41(R)#1
au vu de (3.3.22) et (3.3.24). 0

Démonstration de asymptotique
Estimons désormais le cardinal N (B) défini en (3.3.18). D’apres le Lemme 3.3.5, on a
Ni(B) < B(log B)*' 1.
Pour A > 0 fixé, on peut supposer que
zp > log(B)A pour h ¢ HogU H;U Hs

avec les notations de la section précédente. En effet, en reprenant 'inégalité (3.3.22), on
obtient une contribution complémentaire (c’est-a-dire pour laquelle au moins un zp <
log(B)4 pour h ¢ HyU Hy U Hy) majorée par

< Blog(B)* " %log(log B).

Cela est suffisant pour donner lieu & un terme d’erreur en vue du Théoreme 3.1.2. Cette
réduction du domaine de comptage permet de contréler le terme d’erreur du Lemme 3.3.3
de la fagon suivante
JU-H -1
Vi€ [2,n—1], - <L = II 2t <log(B)™4

1/n .
B/ Yi eL (W) ey 1 (R)£0
€ (h)=1
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puisqu’on a y; < /B et que tous les indices des variables intervenant dans le produit
ci-dessus ne sont pas dans Hy U Hy U Hs. Par le Lemme 3.3.3, il s’ensuit ’estimation

log(B)A>

Bl—l/n Bl—l/n

Ny (Bl/") - b(y) + O (

1 1

puis grace au Lemme 3.3.5

Ni(B) = BI71/» > YY) g (B(log B)¥" """ 21og(log B)) :

vemn dq
1<y1 < <yn< VB

On a ici remplacé la somme

b(y)
yEZNn Tl

1<y < <yn< VB
2, >log(B)A, hg HyUH | UHy

par la somme

Z b(y)
vemn dy
1<y <<yn< VB

au prix d’une contribution négligeable en raisonnant a nouveau comme dans la preuve du
Lemme 3.3.5 puisque b(y) < 1. On effectue alors la sommation dans le méme ordre que
lors de la preuve du Lemme 3.3.5. Lorsque n > 4, les conditions Zj,; > 1 ne font intervenir
la variable z5 que dans Z3 et Z7. Comme on souhaite sommer sur les z;, avec h € Hy puis
sur zs puis sur zj,, on restreint le domaine de comptage de facon a ne plus avoir cette
dépendance en z5 dans Z3 et Z7. Posant

ZL = H 2n H z;l,

eg(h)=1 e3z(h)=1
e3(h)=0 eo(h)=0
h#£3 h#£5
la condition Z3 = z5/Z% > 1 se réécrit z5 > Zf. Puisque z5 < Zp,, on a Z; < Zp, d'une
part. D’autre part, la contribution des z tels que z5 < Z est négligeable. En effet, de la
méme maniére que lors de la preuve du Lemme 3.3.4, on montre que ces z contribuent
pour

ZI
<B > I === (3.3.25)
Zp,
zhgT\L/ﬁ hZHoUH{UH2 1
h@HoUH{UHq
. [N el s s , . . Z
Si I’on considere alors la quantité indépendante de la variable zg définie par Zy := ;%71,297

on écrit % = 7> (avec 9 ¢ Hy U H1 U H») si bien que la contribution de (3.3.25) est
1

_ 1 n_g_
<B ) 1T 2! X - < Blog(B)* "2,
2 < VB hgHoUHUH,U{9} 9
hg HyUHUHo
z9<Zg

On peut donc remplacer la condition Z3 > 1 par ZL < Zp,. De la méme fagon, en posant

zi= 11 = II ="

eq(h)=1 e3z(h)=1
e3(h)=0 e4(h)=0
h#5,7
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la condition Z7 = ZI /25 > 1 se réécrit z5 < Z. Sion a Zp,, < Z¢, alors puisque z5 < Zp,,
on a z5 < Z. Montrons alors que la condition Z7 > 1 peut étre remplacée par la condition
Zp, < ZY. Pour cela, il suffit de voir que la contribution des z tels que Zf < Zp,,. Si 'on
suppose Zf' < Zy,,, la condition z5 < Zp,, est alors remplacée par z5 < Z¢. Le raisonnement
ci-dessus fournit alors une contribution

<B ) 11 z,jlxz—hl.

thT\L/E thDUHlUHQ

hgHyUHUHo
N 7 . Zé/ 29 / ZhlZg . . . .
De méme, on écrit alors 72 = 7 avec Zy := —7— si bien que cette contribution est
1 9 5

1
~1 2" —n—2
< B E H 2 ><7<<Blog(B) ,

< VB hgHoUH;UH>U{9} 9

h@HoUH{UHg
29< 2}

ce qui est négligeable. Pour finir, on remarque que lorsque n = 3, la condition Z;, > 1 ne
fait pas intervenir la variable zp,. Il n’est donc pas nécessaire d’'imposer de telles restric-
tions du domaine dans ce cas-la.

On introduit ensuite la fonction b : NV — R définie par

b(z) = vol {(Oég, o) € [-1,1

On constate en particulier que si z est réduit, alors E(Z) = b(y) pour y l'unique n-uplet
associé a z a travers la bijection explicitée dans le Lemme 3.2.1 et ou b a été définie en
(3.3.13). On considére également la fonction multiplicative g : NV — R, indicatrice de

g(z)b(z)
di

I’ensemble des N-uplets z réduits. Il s’agit ainsi, lorsque n > 4, de sommer sur le

domaine V suivant
Vie[4n—1]U{l}, Zy 21, Zi<Zy < Zj, et 2, < Zy pour h € HyU Hy,
Zhn 2 1 et Zhn < Zhn>

(3.3.26)
le N-uplet z étant réduit. A une contribution négligeable prés de Pordre de
O (B(log B)?" "2 1og(log B)) ,
on peut, comme dans [Brel6, section 4], se restreindre au domaine )’ suivant
5 / 6 4
Vi€ [4,n—1]U{l}, Zy, >log(B)’, Zs(log(B))” < Zn, < W, et
Z
zp < Zp, pour h€ Hy et o z5 < Zp,, (3.3.27)
log(B)

Zn,, >1og(B)5 et zp < 7y

n

en utilisant la formule (3.3.22) établie lors de la preuve du Lemme 3.3.5. En particulier,

on a Zz > log(B)® et Z; > log(B)®. Lorsque n = 3, il s’agit de sommer %’f(z) sur le
domaine V suivant
Z3 =21, Zp, 21, et 2z, <Z, pour he HyUH;,
(3.3.28)
Zr 21 et z7r < 2,
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le N-uplet z étant réduit. A une contribution négligeable prés de ordre de
@) (B(log B)?log(log B)) ,

on peut également se restreindre au domaine V'’ suivant

Zs3 > log(B)?, =z, < Z, pour he HyUH);,
{ 3 > log(B) o (3.3.29)

VBZ7; > log(B)5 et 27 < VBZx.
On utilise alors les deux lemmes suivants. Le premier traduit le fait que la fonction g soit

tres proche, au sens de la convolution, de la fonction constante égale a 1 et le second est
tiré de [Brel6].

Lemme 3.3.7. La série de Dirichlet

Vs =(s1,...,sn), G(s)= Y —

zeNN Sh
z réduit hl;ll Zh

1

est convergente sur le domaine Re(s;) > 1 pour tout i € [1, N]. De plus, la fonction
N
Vs = (s1,...,sn), F(s)=G(s) [ ¢Csn)7" (3.3.30)
h=1

admet un prolongement holomorphe a la région Re(sp) > % pour tout h € [1, NJ.

Démonstration— On constate que la variable zy n’est soumise a aucune condition de co-
primalité et que toutes les autres variables z; sont soumises a au moins une condition de
coprimalité. On note alors E,, 'ensemble des couples (k,¢) de [1, N — 1] tels que, si z est
réduit, pged(zg, z¢) = 1. Pour tout s tel que PRe(s;) > 1 pour tout ¢ € [1, N], on a ainsi

1
G(S) = C(SN) H 1+ Z pV151+~~~+l/N,18N,1
D (15 VN_1>ezg(;1\{o}
v;v;=0avec (4,7)EEn
(3.3.31)
N-1 1 1
= C(SN)H 1+ Z psi + Z prrsitetUN—_1SN—1
p i=1 [CZ T VN_1>€Z§071
v;v;=0 avec (i,j)€EEn
viteotvy o122
Ainsi,
G(S> H C(Sh) = H ( H (1 B ps’i)> L+ Z psi + Z pYISIE VN 1SN -1
h=1 p =1 =1 N-1

(V1s5eens UN71)€Z>O

v;vj=0avec (i,7)EEn

v+t 22

Le produit de droite étant convergent lorsque 9Re(s;) > 3 pour tout i € [1, N], on obtient
bien le résultat annoncé. O
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Lemme 3.3.8. Soient f une fonction multiplicative en une variable dont la série de
Dirichlet est absolument convergente pour Re(s) > % et v une fonction bornée et dérivable
sur [0,1]. On a alors pour tout Z > 1

zgz;(ﬂ*f)( ( ) Zk%:lf / u)du +O<Z2/32‘k2/3’/ v (w) 2/3du).

k>1

Démonstration— La démonstration de ce lemme s’obtient aisément a 1’aide d’une somma-
tion d’Abel (voir [Brel6, section 4]). O

On notera dans la suite f : NV — R la fonction arithmétique associée & la série de
Dirichlet F. Autrement dit, pour tout s tel que Re(sy) > 1 pour tout h € [1, N], on a

9= 3
zeNN T 2"
h=1
et g = 1 % f. Une application des Lemmes 3.3.7 et 3.3.8 en sommant d’abord sur les zj
pour h € Hy et le fait que d; ne fasse intervenir aucune variable zj,, pour j € [2,n — 1]
fournit alors

> gie =20 () | X % PIDY

2 3
zhjgzh khlzh kp>1 H k log khlzh kp>1 H k /
hj€H hgHo h€Ho peHg hgHg h€Ho pepy

0 n—1
avec Z(0 = ] Zp; et
Jj=2

Blur) = /[0 AT {(al, Cvan) € [-1 1)

En effet, on a les égalités

d d
Vo< l<n—1, L Zhe o 82 _Zm
dy Zn,

et, pour tout z,

b(z) = vol {(al, ) €117

= vol {(al, cop) € =11

n 1—1
d€+1> o
3 (%)«

est une fonction différentiable & dérivées partielles bornées sur [0, 1] si bien que chacun des
termes

1
/ W' (u)| w?3du < 1.
0

De plus, grace aux conditions (3.3.27), dans le terme d’erreur du Lemme 3.3.8, on a bien

_ (0) 7(0)
O3 _ S(0) (70713 4
(70)7 =20 (29) < log(BYP 275 < Tog(B)’
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On pourra noter que Z© ne dépend pas de Zy, d’apres (3.3.21). On effectue alors la
sommation par rapport a zj, pour obtenir

> 9(2)b(z) =

2R SZp,
heHyUH

1)z |f (k)]
Z kz\z: 1%1 H k‘ log kz;h kh2>:1 H k2/3 ’

h@HoUHy h€HoUH1 pepmguH, thoqu he€HQUHL e Um,
o ZW =270z, et
- 1
ﬁz/o Bluy)duy. (3.3.32)

Les quantités Z M) et dy étant indépendantes de zj,, en sommant sur zj,, il vient

B(z) = 7?3 f(k)
Zh;hj 9(2)b(2) B khZ} ;%2;1 1 .

h; € HoUH, UH, hgHoUHUHy h€HoUH1UHy e HUH, UH,

1 [/ (k)]
B = = T ]

h
hgHoUHUHy hE€HQUHIUHY 1o g ' m U,

+0

avec Z2) =z 7, . On a ainsi

YY) _ wgs 1 f(k)

Bp Zh 3
YENT 1 zp €V, 2, < VB/k hZHoUHUH2 kplzp, kp21 H h

1<y <<yn< VB/k h@HoUH|UHg hgHoUHUHy h€HoUH1UH2 he fyUH UHy

1 _ L
log(B) ,%;h khgl T

hgHoUHUHy h€HoUH1UHy e G G,

Dans un premier temps, on remarque que I’on peut sommer sur V défini en (3.3.26) lorsque
n > 4 et en (3.3.28) lorsque n = 3 quitte a rajouter une contribution négligeable. En
effet, considérons (zp)ngroumum, € VN V'. S'il existe 4 < ¢ < n—1ouf =1 tel que

Zp, < log(B)?, alors
H 2t < log(B)® H P

ej(h)=1 €;(R)=0

sj+1(h):0 €j+1(h):1
heth

si bien que
—1 5 —1 —2
> 11 <log(B)® Y I = Il =
zp €VNV/, 2z, < VB th()UHlUHQ zp < YB hZHyUH{UHg hgHyUH{UHy
hgHyUHUHgo hgHoUH UHg €j(R)=¢;41(h) ej(h)=0

ej+1(h)=1
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De méme, si Z5 < Zi(log(B))%, on a

*/ Il = II ="'

5 e1(h)=0  eq(h)=1
ez(h)=1 e3(h)=0
h#5 h#3,5

et lorsque Z5 > logz(i%)ﬁ, il vient

Z//
= 1 = I = I & I &

Z5 e1(h)=0 e1(h)=1 eq(h)=1 e4(h)=0
eg(h)=1 eg(h)=0 e3(h)=0 ez(h)=1
e4(h)#1 ou e3(h)#0 e4(h)#0 ou eg(h)#1 €1(h)#0 ou eg(h)#1 El(h)7ﬁlhc;\£1 e9(h)#0
5

de sorte que le méme raisonnement permet de conclure a une contribution < 1. On a donc

bY) _ wps 1 fk)

d Bb “h

yenn 2 €V, 2, < ¥B hg HOUH1UH> kpl2n kp>1 H kp,
1<y1 < <yn< VB hgHoUHUHg hgHoUHUHy h€HoUH1UH2 he HyUH| UHy

1 |f (k)|
+0 log(B) khE;h khZ}l H ki/3

hgHyUH{UH9 h€HyUH]UHy heHoUH,UH,

Le domaine V se réécrit sous la forme

-1 .
H 2y H zp <1 pour 4<j<n—1,
;(h)=0 e;(h)=1
5]-+1(h)=1 €j+1(h):0
h#h;
—1
[[ 2<¥B I ' I a<t I s I1 a<
en(h)= e1(h)=0 eq(h)= e1(h)=0 e1(h)=1
h;éhn eg(h)=1 eg(h)= 0 eo(h)=1 eo(h)=0
h#3 h#5
—1 —1
L= I =t I s I ast
e1(h)=0  e1(h)=1 eq(h)=1 e4(h)=0
eg(h)=1 g9 (h)=0 e3(h)=0 ez (h)=1
h#5 h#5,7
< VB pour h¢ HyUH,UHo.

lorsque n > 4 et

z
2 <1,

Z4%5
<5

3
242526 < VB, —— <1,
2226

< VB pour h ¢ HqU H;U Hs.

ty .
lorsque n = 3. En écrivant z, = B+ avec tn, = 0 pour tout h & HyU Hy U Hs, on obtient
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que I'ensemble des (t)ngH uH,UH, Vérifie

oth< >ty pour 4<j<n—1,
Ej(h):l Ej(h):O
5j+1(h):0 aj+1(h):1
h#h;
DSl > < Dt D S D
en(h)=1 e1(h)=1 e1(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0
h#hn e3(h)=0 e3z(h)=1 eo(h)=0 egg(h)=1
h+#3 h+#5
Dotk D < D tat D tn,
e1(h)=0 e4(h)=0 eq(h)=1 eq(h)=1
e (h)=1 e3(h)=1 €5 (h)=0 e5(h)=0
h£5,7 h+#£5
th <1 pour h¢ HyUH;U Hs,

lorsque n > 4 et

to <ty +t5
ta+1t5+tg <1, t5 <t + s,
t2at4>t57t6 < 1

si n = 3 si bien que dans tous les cas, il est bien inclus dans [0, 1]2"~"~!. Une application
directe de [Le 16, lemma 8] fournit alors I’estimation

N ( B) 2y r)Blog(B)2 " 40 (Ifi(log B)¥" "2 og(log B)) :

kin = n2"—n—1fn
avec
Yo th< ) tn powr 4<j<n-1
Ej(h):l Ej(h):()
5j+1(h):O sj+1(h):1
he#h ;
Yot <l, D < )t
S Y
V =vol{ () € [0,1)" "L . “heta ’
Z th < Z tha
&1 (h)=1 &1 (h)=0
g9 (h)=0 eg(h)=1
h#£5
Sotht D th< D tht D>t
e1(h)=0 e4(h)=0 e1(h)=1 eq(h)=1
ea(h)=1 e3(h)=1 e2(h)=0 e3(h)=0
h#£5,7 h#5
(3.3.33)
lorsque n > 4 et
4 lo Sty + 15
V = vol (tg,t4,t5,t6> S [0, 1]
la+ts+te <1, ls<ta+tis
si n = 3. Finalement, il vient
on=1nIBV o 1 2" —n—2
N(B;U,) = mF(l)Blog(B) +0 (B(log B) log(log B) ) .
(3.3.34)

Remarque.— Géométriquement, on a transformé le probléeme de comptage sur la variété
W,, en un probléme de comptage sur la sous-variété (3.3.35)

S djzj=0 avec Vie[l,n], di= [[ z ™. (3.3.35)
7=1 1<h<N
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On montrera plus tard que cette variété est liée au torseur versel d’une résolution crépante
de W,,. Cela est cohérent avec les résultats et le torseur versel obtenus dans [BBS14].

3.4 Vérification de la conjecture de Peyre pour W,

3.4.1 Reésolution crépante des singularités de W,, et forme conjecturale
de la constante de Peyre

On g’appuie ici sur le travail de Per Salberger présenté en Annexe de cet article.
L’objet de cette partie est de construire a partir de cet Annexe, une résolution crépante
des singularités de W, puis de détailler tous les éléments de la géométrie de cette résolution
crépante nécessaires a la vérification du fait que ¢, = cpeyre pour tout n > 3 ol ¢, est
la constante obtenue dans le Théoréme 3.1.2 et cpeyre est définie en (3.4.47) infra ou par
[Pey95, formule 5.1].

Une résolution crépante de W,

On reformule dans cette section le résultat principal de I’Annexe de Salberger en utili-
sant les notations de cet article sans donner aucune preuve. On renvoie le lecteur intéressé
par ces dernieres a cet Annexe en fin d’article.

On rappelle ici que N = 2" —1 et on introduit pour tout & € [1, N], P" x P(") comme
étant Pespace biprojectif P5(M—1 x Ps(W—1 de coordonnées bihomogenes

(Y®;20) = (v, vz 2

is(h)? 701 is(h)

pour &, (h) = -+ =g, (h) =1 et B c PM x PM) la sous-variété fermée définie par
les équations

YWz — Ly ® g0 o e () = = Eiy (h) = 1. (3.4.36)

i1 “iy is(h) Tis(n)

On pose également By, comme étant la sous-variété fermée de [[;<p<n B définie par
les équations

h J4 h 4
YO =vyD powr €<he[LN] et () =¢;(6) =1, (3.4.37)

h l h l
zMz9 =2"z"  pow C=<he[l,N] et &(6)=e;()=1. (3438

On a un morphisme évident donné par la projection sur le dernier facteur pg : By, — BWN)
défini par [[1<pen (Y(h); Z(h)) — (Y(N); Z(N))_

On introduit également C), C [[1<p<n P, 1a variété torique de Coxeter de &,, de
coordonnées multihomogenes [[;<j«<y (Y(h)) définie par les équations (A.0.4). Enfin, on

définit la sous-variété fermée X, C P21 x [li<nen P x P de coordonnées multi-
homogenes

(:L‘l, e Ty YLy e e ey Yn H (Y(h);Z(h)))

1<hSN
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définie par les équations suivantes

vz ==y 2 pour he[1,N] et i, (h) =+ =¢;,, (h) =1, (3.4.39)
YO =vMyY powr €<he[L,N] et g(f) =¢(f) =1, (3.4.40)
zM2 =7"z"  pow C=<he[l,N] et e(l)=c;(0)=1,(3.4.41)
1 ZMN w2,z =, (3.4.42)
y YN — v =0 powr 1<i<j<n. (3.4.43)

Le résultat principal de I’Annexe, dii a Per Salberger, est alors le suivant et permet d’ob-
tenir une résolution crépante de W,,.

Théoréme 3.4.1 (Salberger, [Annexe]). Soit n > 1. La restriction de la projection sur
le premier facteur
pri P T PW <) p2nt
1<h<N
a la variété Xo,, définie par les équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43)
fournit alors une résolution crépante fo, : Xon — W, des singularités de W,. De plus,

Xo,n est un P 1_fibré sur une variété By, isomorphe a la variété torique de Cozeter Cy,
de &,,.

On rappelle également que dans le cas n = 3 une résolution crépante est construite
dans [BBS14]. Cette derniére est isomorphe a celle fournie par le Théoréme 3.4.1 comme le
remarque Salberger a la suite du théoréme 1 de son Annexe. Cette résolution crépante est
un P2-fibré sur la variété torique B®). Plus généralement, Blomer, Briidern et Salberger
considérent dans [BBS14] la variété triprojective X,, C P?"~! x P?"~1 x P"~! de coor-

données homogenes (1, .., Zn, Y1, -+ Yn; Y1, -y Yn; Z1, ..., Zyp) définie par les équations
suivantes
2+ +apnZy, =0, (3.4.44)
viY; —y;Y; =0 pour 1<i<j<n, (3.4.45)
Viw,=--=Y,Z,. (3.4.46)

Il est alors établi dans [BBS14] que la projection pry : P2~ x P~ 1 x P! — P27~1 donne
lieu par restriction a un morphisme propre, G, —équivariant et crépant f, : X,, — W,.
Le morphisme f3 est alors la résolution crépante obtenue pour n = 3 dans [BBS14]. En
revanche, X, n’est pas lisse dés que n > 4.

Les hypersurfaces W,, sont «presque de Fano»

La proposition suivante permet de justifier que la formule empirique [Pey01, formule
5.1] de Peyre s’applique bien dans le cas des variétés W,, pour n > 3.

Proposition 3.4.1. La variété Xo, C | SRICE [Ti<nen P x P") définie par les équa-
tions (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43) est «presque de Fano» au sens de
[Pey01, Définition 3.1].

Démonstration.— Le Lemme 3.4.1 entraine aisément, de la méme fagon que dans [BBS14,
lemma 6], que le groupe de Picard géométrique de Xj , est sans torsion et que la classe
anticanonique est dans l'intérieur de Ceg(Xo,,). Il ne reste donc qu’a justifier le fait que

Ht (XOJH OXo,n) = HQ(XOJL’ OXO,n) = {0}



164 CHAPITRE 3. LE PRINC. DE MANIN POUR UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES

On utilise alors le fait que
Hl(BO,m OBO,n) = H2(BO,N7 OBO,n) = {O}

d’apres [Boull, section 3.3] et le fait que Xy, soit un Pl fibré sur By, permet de
conclure. O

Forme conjecturale de la constante de Peyre

La prédiction originale de Manin [FMT87] et la conjecture de Peyre [Pey95] sur les
variétés de Fano non singulieres ne s’appliquent pas directement au probléeme de comptage
associé a W, puisque cette derniere est une hypersurface singuliére pour n > 3. Néanmoins,
puisque fo, : Xo,n — W, est une résolution crépante de W,, dont la restriction a X{in —
U, est un isomorphisme ot X¢,, est 'ouvert de Xo,, défini par les conditions y; - - yn # 0,
alors on a

N(B;Uy) = #{z € X3,,(Q) : (Ho fon) (x) < B}

ou la hauteur H o fq, est une hauteur anticanonique puisque fy,, est crépante. Comme
d’apres la Proposition 3.4.1, la variété X, est une variété «presque de Fano» au sens de
[Pey01, Définition 3.1], alors le principe de Manin prend la forme suivante ou la constante
de Peyre est donnée par la formule empirique [Pey01, formule 5.1]

N(B;Uy) = cpeyre B (log(B))™FieXon)=1 (1 4 (1))
avec

CPeyre = O‘(XO,n)ﬁ(XO,n)WH (XO,n(AQ)Br(XO’n)) (3.4.47)
et

B(Xon) = #H' (Gal(Q, Q), Pic(Xo)) = Coker(Br(Q) = Br(Xo,)),  (3.4.48)

a(Xo,p) est le volume d’un certain polytope dans le dual du cone effectif et

Wi (XO,H(AQ)Br(Xo,n))

est un nombre de Tamagawa que 'on détaillera en section 4.3.

Le facteur 3(Xo,)

En raisonnant comme dans [BBS14], on obtient que le groupe de Brauer cohomolo-
gique de X, a savoir Br(Xg,) = Hgt (X0.n, Gm), est trivial. En effet, c’est un invariant
birationnel [Gro68] et on combine alors le fait que I’hypersurface W,, considérée soit ra-
tionnelle avec le fait que Br(P’Q) = {0} pour tout r > 1 pour obtenir le résultat. Il s’ensuit
alors de (3.4.48) que 5(Xon) = 1.

Le facteur o(Xy,)

Dans le but de calculer le facteur a(Xp,,) apparaissant dans la constante de Peyre,
il est nécessaire de décrire un peu plus précisément le géométrie de X, et notamment
son groupe de Picard et son cone pseudo-effectif. On s’appuie pour ce faire sur [BBS14]
ol ce travail est effectué dans le cas n = 3 et sur les résultats de Salberger présentés
en Annexe. On prouve pour commencer la proposition suivante. Les arguments reposent
essentiellement sur le fait que la variété W, soit la compactification équivariante d’un
groupe algébrique.
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Proposition 3.4.2. Le morphisme fo, : Xon — Wy défini dans I’Annexe et en section
4.1 est un morphisme propre, Gp-équivariant d’une variété normale Xo, vers Wy. De
plus, il s’agit d’une résolution crépante de W,.

Démonstration.— Le fait qu’il s’agisse d’une résolution crépante résulte du théoréme 4 de
I’Annexe de Salberger et le fait que X, soit normale résulte du fait que Xy, soit lisse.
On tire aussi de la construction par Salberger de fo, en Annexe le fait que fo, = px, o fn
avec

Px, : Xom = Xn et fn: Xy =W,

définie en [BBS14, section 3]. D’apres le théoréme 6 de [BBS14], il vient que f,, est un
morphisme propre et G-équivariant. Il suffit donc de démontrer que px,, est un morphisme
propre et G,-équivariant afin de conclure. Pour ce faire on s’inspire de la preuve de ce
théoreme 6 de [BBS14]. On consideére alors

Up = 3n(Gpn) ={(z1,...,Zn Y1,y Yn) € Wy Y1+ yn # 0}

pour j, : G, < W,. On a alors f(i%(Un) C B et fon est un isomorphisme de fojé(Un)
sur U,. En effet, ’application inverse est donnée par

1 _
($17"'7xn7y17"'7yn)GUTL’—> (xla"'vxn7y17"‘7yn; H (y(h)ﬂy(h)>) efo,ﬁ(Un%

1<h<N
ou
y(h) = (yilv e 7yis(h)) pour ¢&;(h) == Eis(h)(h) =1
et

1 1 1
— = ..., pour &, (h)="---=¢; h)=1.
h) (yil yig(h)) a(h) Zs(h)( )

On peut donc considérer GG, comme un ouvert de Xg , et que Xo, est muni d'une G,-
action naturelle fy : Gy, X Xo, — Xo,, pour laquelle

by a b, ap . (R). 7 (h)
((0 b1>7"'><0 bﬂ))‘(xla"'7xn>y17"'7yn71<1;£N(Y 7Z )

est donné par

7,(h)
bizi + a1y1, ..., bnTn + anYn, b1y1, - .., bpyn; H (by(h); b) ,
1<h<N

ou 'on note
h h
bY™® = (bilyig o bi5<h)y;§<2)) pour e, (h) = =e;, (h) =1

et

b\ b, 0

s(h)

(h)
zm [z 7
( L *) pour ¢ (h)=---=¢;, (h)=1

La restriction de By a Gpn x fy, i(Un) donne simplement la loi de groupe de G, et le
diagramme suivant
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Cn X XO,n L XO,n
(Idva,n)i \Lfo,n
Gn X Wn B Wn

est commutatif, ce qui permet de compléter la preuve de la proposition. ]

Passons maintenant a une description du groupe de Picard de X, et de son cone
pseudo-effectif. De la méme fagon que dans [BBS14], le fait que Xj ,, soit une compactifi-
cation équivariante de G, nous permet d’exploiter le résultat de [TT12, proposition 1.1]
suivant.

Proposition 3.4.3 ([TT12, proposition 1.1]). Soient Y une compactification équiva-
riante lisse et propre d’un groupe algébrique linéaire connexe et résoluble G, Divy. (Y)
le groupe abélien libre des diviseurs a support dans Y ~\ G et Ceg(Y) C Pic(Y) ®z R le
cone pseudo-effectif engendré par les classes de diviseurs effectifs. Alors la frontiére

D=Y\G=JD,
el
ou I indexe les composantes irréductibles de D et D, est une composante irréductible de
D pour v € I, est un diviseur de Weil a croisements normaux. De plus,
(i) On a une suite ezacte 0 — Hom(G, G,) — Divy g (Y) = Pic(Y) — 0.
(7)) On a Pic(Y) =P, ZD,.
(1tt) On a Ceg(Y) =X, cr R=0D,.

On écrira dans toute la suite [D] pour la classe dans Pic(Xy,) d'un diviseur D de
X0,n, [—K Xo,n} pour la classe anticanonique, w)_(é‘n pour le faisceau anticanonique et
Cefi(Xo,n) C Pic(Xon) ®z R le cone pseudo-effectif engendré par les classes de divi-
seurs effectifs. On introduit alors Dy la sous-variété de Xp, définie par les équations
y1 = -+ = yp, = 0 et, pour tout h € [1, N — 1], on pose également Dj, comme étant la
sous-variété de Xy, définie par les équations

Y9=0 si &) =c(h)=1

ZJ(»E) =0 si gj(f)=1ete;(h)=0.
(3.4.49)

On remarque en particulier que la condition ¢ A h implique lexistence d'un iy € [1,n]

tel que €;,(¢) = 1 et g;,(h) = 0 et la condition ¢ A N — h implique 'existence d’un

Jo € [1,n] tel que €j,(¢) = €;,(h) = 1 si bien que les conditions (3.4.49) sont bien définies.

On démontre alors le lemme essentiel suivant, inspiré du lemme 4 de [BBS14].

Vee[1,N] telque ¢Ah et (AN-—h: {

Lemme 3.4.1. (Z) On a XO,’I’L\GTL — Ulgth Dh et DiVXO,n\Gn (Xo’n) — ®1<h<N ZDh

(i) Le morphisme canonique de Divx,, . q,(Xon) vers Pic(Xon) est surjectif de noyau
engendré par
Z Dy, — Z Dy, pour 2 <1< n.

1<h<N 1<hEN
g;(h)=1 e1(h)=1

En particulier rang (Pic(Xo,)) = 2" — n.
(iii) On a
Ceff(XDm,) = Z R;()Dh.
1<h<N
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(iv) Pour tout 1 < i < n, le diviseur

est un diviseur anticanonique.

Remarque.— On déduit alors du point (i) du Lemme 3.4.1 (et plus particulierement du
fait que rang (Pic(Xo,)) = 2" —n) que la puissance de log obtenue dans le Théoreme 3.1.2
est bien conforme au principe de Manin.

Démonstration.— Commencons par le point (7). Par définition, on a

1<h<N

Xom\Gn:{<x1,...,xn,y1,...,yn; H (Yh;Zh)) € Xopn : yl...yn:O}.

L’inclusion

U Dy, C XO,n NGy
1<h<N

est claire. Supposons que

P= (azl,...,xn,yl,...,yn; H (Y(h);Z(h))) € Xon \ Gp.

1<h<N
On a alors deux cas. Soit y1 = --- = y, = 0, auquel cas on a immédiatement P € Dy.
Soit il existe k € [1,n — 1] tel que y;; = --- =y;, = 0 pour {i1,..., it} C [1,n] et y; #0
pour j ¢ {i1,...,ix}. Alors, dapres (3.4.43) et (3.4.42), on a Y,V = ... = vV = ¢

et Zi(N) = 0 pour tout i & {i1,...,i}. Grice aux équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41),
(3.4.42) et (3.4.43), on en déduit que P € Dy pour h = Z?:l 2¢i=1, 11 suffit alors de
constater que chacune des variétés Dy, pour h € [1, N] est irréductible et on peut alors

conclure grace a la Proposition 3.4.3.

Passons au point (i7). Le point (i) de la Proposition 3.4.3 permet d’obtenir la suite
exacte

0 — Hom(Gy, Gy) — Divy,, ~a, (Xon) = Pic(Xon) — 0

ott I'application Hom(Gy,, Gy) — Divy, <, (Xo,n) est Papplication diviseur des fonctions
rationnelles. Comme dans [BBS14, Lemma 4.(7)], on obtient que Hom(G,, G,,) est le
(N)

groupe abélien libre engendré par les ;’—; = }}:"(N) pour ¢ € [2,n]. Il vient alors facilement
1

que

y )
Vi € [2,n], div( Z(N) = Z Dy, — Z D, pour 2<i<mn,
Y, 1<h<N 1<hN

g;(h)=1 eq1(h)=1

ce qui permet de conclure la démonstration de (ii).

Le point (#i7) résulte immédiatement du point (%) de la Proposition 3.4.3.
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Enfin, démontrons le point (iv). Comme fo, : Xo, — W), est crépante et que wyy, =
Ow,, (—n), d’apres [Har08, 11.6.17.1], il suffit d’établir que le sous-schéma fermé défini par
y; = 0 pour i € [1,n] donne lieu au diviseur

> Dy

1<hEN
e;(h)=1
Comme remarqué dans [BBS14, lemma 4], il est facile de voir que y; a multiplicité 1 le
long de Dg et on est par conséquent ramené a établir que le sous-schéma fermé défini par
Y; = 0 donne lieu au diviseur
Z Dy,

1<h<N—1
g;(h)=1

ce qui est clair au vu de (3.4.49). O

On est désormais en mesure de calculer, de fagon analogue a [BBS14], le facteur a(Xo ,,)
défini dans [Pey95]. On introduit Ceg(Xo,)Y € Hom (Pic(Xy,,) ®z R, R), le cone dual
de Cer(Xo,) constitué de toutes les applications linéaires A : Pic(Xo,)Y ®z R — R
telles que A ([D]) > 0 pour tout diviseur effectif D de Xp,. Considérons de plus ¢ :
Hom (Pic(Xp,) ®z R,R) — R lapplication linéaire qui a tout A € Hom (Pic(Xy,) ®z R,R)
associe A (|:_KXO,n:|)‘ On munit alors Hom (Pic(Xo,) ®z R,R) de la mesure de Le-
besgue ds normalisée telle que L = Hom (Pic(Xg,),Z) soit de covolume 1. On munit

ainsi 'hyperplan H = ¢~ ({1}) de la mesure %. En particulier, si z1,..., 2 sont
des coordonnées de Hom (Pic(Xo,,) ®z R,R) correspondant & une Z—base de L et si
Uz1y... 2r) =121 + -+ + apzp pour (g, ...,q,) € R", alors
ds _ dZ1 cee dzi_laz\idziﬂ cee dz,, _ dZ1 cee dzi_ldziﬂ s -dZT dés que o # 0.
d(¢—1) |l |l

(3.4.50)

On a alors, en accord avec [Pey95],
ds

Ot(XO,n) = Vol {A S Ceff(XO,”)v | A ([_KXO’"}> - 1} - /C & (Xo.n)VNH m

Lemme 3.4.2. On a o(Xo,) = nzn%nv otV est défini en (3.3.33).

Démonstration.— Supposons que n > 4, le cas n = 3 étant couvert par [BBS14, lemma 5].
Gréace au Lemme 3.4.1, on sait que Pic(X,) est engendré par les Dy, pour h € [1, N] avec
les relations

ViZjeln], Y Dy— > Dy=0.

1<hEN 1<hEN
e;(h)=1 Ej(h):l
Ces derniéres fournissent les relations
Va<j<n—1, Dy = > Dn— > Dy (3.4.51)
g1 (h)=1 £j41(h)=0
E]'(h):o sj(h):l
he#h,
et
Ds= > Dn— > Dy (3.4.52)
eg(h)=1 g9(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1

h#5
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ainsi que
D3= > Dn— > Dy (3.4.53)
e3(h)=1 e3(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1
h#3
et enfin, en utilisant également la relation (3.4.52),
Dr= > Dn= > Dn= 3 Dp=Ds— > Dy
eq(h)=1 e4(h)=0 eq(h)=1 e4(h)=0
e3(h)=0 ez(h)=1 e3(h)=0 ez(h)=1
h#£T h#5,7 (3454)
S SRIRID ST SN S
eq(h)=1 eg(h)=0 eg(h)=1 g4(h)=0
e3(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0 ez(h)=1
h#5 h#5,7

On note bien que chacun des membres de droite des relations (3.4.51), (3.4.52), (3.4.53) et
(3.4.54) ne fait intervenir aucune des variables Dy, pour h; € Ho U Hy. On en déduit que
(Dh)ngHouH, forme une Z-base de Pic(Xo,). On considere alors (ep)ngm,un, la Z-base
duale de L vérifiant ep,([Dy]) = dp,,¢ pour tous (h,€) € [1, N]? et on notera (z)ngmoum, les
coordonnées de Hom (Pic(Xp ) ®z R, R) relatives a cette base. Le Lemme 3.4.1 entraine

que
Ceff (XO,n)v -

sj+1(h):1
€ (h)=0

2" —n

(zn)ngHouH, € (Rx0)

> -

> >0, 4<j<n—1,

€j+1(R)=0
gj(h)=1
'h;éh]-

Zzh_ Zzh>07 Zzh_ Zzh>07

eg(h)=1 g9 (h)=0 e3z(h)=1 e3(h)=0
<1 (h)=0 e1(h)=1 <1 (h)=0 &1 (h)=1
h#5 h#3
E zp + E Zp — E Zp — E zp 2 0.
cq(h)=1 e2(h)=0 ea(h)=1 ca(h)=0
e3(h)=0 eq(h)=1 e1(h)=0 e3z(h)=1
h#£5 h£5,7

et le point (iv) du Lemme 3.4.1 entraine que ‘H a pour équation

n Z zp =0,

en(h)=1

équation qui ne fait pas intervenir aucune variable zj, pour h € Hy U Hy. D’apres (3.4.50)

et en éliminant zp, on obtient

H dzy,
ds _ 1<h<N-1
di¢e—1) n

si bien que

a(Xo) = [

n

II

Aqch<N-1

dzh



170 CHAPITRE 3. LE PRINC. DE MANIN POUR UNE FAMILLE D’HYPERSURFACES

ol A est donné par

n Z zp < 1,
en(h)=1
h#hnp,
Yoo Y, w20 4<j<n—1,
8j+1(h):1 8j+1(h):0
Ej(h):() ej(h)=1
2" —n—1, h#h
(zn)ngmoum U, € (R20) Y - Y w0 Y e Y a0,
eg(h)=1 g9 (h)=0 ez(h)=1 e3(h)=0
e1(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0 e1(h)=1
h#5 h#3
Soat Y m- Y oa- Y a0
eq(h)=1 g9 (h)=0 eg(h)=1 e4(h)=0
e3(h)=0 e1(h)=1 e1(h)=0 eg(h)=1
h#5 h#5,7

Le changement de variables t, = nz, pour tout h & Hy U Hy U Hy fournit alors immédia-
tement le résultat escompté. ]
Construction du torseur versel associé a W,

Soit n > 3. Si 'on note

_ m . Yyiy2- - Yn # 0,
W, —#{(ml,...,xn,yl,...,yn) ez (x,y) vérifie (3.1.1) } (3.4.55)

et

(2n)1<n<ny IN-uplet réduit,
zp >0 si s(h) > 2,

H Z}IL—EJ' (h)> 22]’*11“/]' = 0

1<hSN

)

>

J=1

An = # (Xl; (Zh)1<h<N> €Z" x (Z~ {0})2“71 . (

la section 3.2.2 et en particulier la relation (3.3.35) permet d’obtenir le lemme suivant, qui
coincide avec [BBS14, Lemma 7] dans le cas n = 3.

Lemme 3.4.3. L’application A, — Z>" définie par

‘. / / e1(h) en(h)
(x : (Zh)1<h<N> €A, — | 2127, ..., 2901, H Z H 2" (3.4.56)
1<h<N 1<h<N

réalise une bijection de A, sur W,.

C’est ce parametrage de W, qui nous a permis d’obtenir le Théoréme 3.1.2. On ex-
plicite maintenant le torseur versel 7T associé a la résolution crépante Xy, explicitée en
section 3.4.2 et on établit de fagon analogue a [BBS14] que ce parametrage du probléme
de comptage est en réalité une descente sur ce torseur versel 7. La constante de Peyre
s’interprétera alors & la maniere de [Sal98] et [BBS14] comme un volume adélique de 7.
On renvoie a la section 3.4.2 de [BBS14] et au Lemme 3.4.1 pour un rappel concernant la
notion de torseur versel et la justification qu’il n’existe, & isomorphisme pres, qu'un seul
torseur versel pour la variété Xo,,.

On suit ici le schéma de la démonstration dans le cas n = 3 de [BBS14]. La variété X,
est une hypersurface de la variété Zg C P*" ' x[], ey P () xP ") définie par les équations
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(3.4.39), (3.4.40), (3.4.41) et (3.4.43). De la méme facon que pour Xy ,, il est facile de voir
que la restriction & Zq de la projection P21 x [i<nen P x P [Ti<nen P P
donne lieu a un morphisme vy : £9 = By, qui munit la variété =y d'une structure de P"-
fibré sur By ,. On commence, comme dans [BBS14], a décrire le torseur versel de =¢. Pour
ce faire, on tire parti du lemme fondamental suivant.

Lemme 3.4.4. La variété Zg est une variété torique projective lisse et déployée. Le tore
associé est Uouvert U de Zy défini par

T1 TpY1l*Yn H H YZ-(h)ZZ-(h)#O.

1I<hN 1sisn
g;(h)=1

Démonstration.— On considere T le tore déployé de dimension 2n — 1 défini comme le quo-
tient du tore G2" par le plongement diagonal de G, dans G2". Lorsque la multiplication
sur U est donnée par la multiplication coordonnée par coordonnée, I’application

Tlyee ey Ty Yly e o s Yni H (Y(h);Z(h)) ceUvr— [(z1,. -y Tny Y1, .-, Yn)] €T1
1<h<N

est un isomorphisme de réciproque

1
[(t1, .oy tnyut, oy up)] €TL— [ t1, .o tn, Uty ..y Up; H (U(h);> eU,

avec

U(h) = (Uz'17 ey uis(h)) pour &g (h’) == Eis(h)(h) =1
et

1 1 1
U(h):<uil,...,msw> pour ¢, (h)=---=¢;,, (h) =1

Le tore G2" agit sur = par multiplication coordonnée par coordonnée. Le produit

(tl,...,tn,U]_,...,’LLn). Llyeeesy Ty Y1y -+ 5 Yn; H (Y(h)az(h)>
1<h<N

est donné par

b Z(h)
BT, T WYL, s [ (WY |,

1<h<N u
avec
uY® = (uilYi(lh), c uis(in(SIZZ)> pour &, (h) = =¢i (h) =1
et
2z,
70 = 2 Ty pour g, (h)=---=¢g, (h) =1

Cela fournit apres passage au quotient une action p : T' X 2y — Zg dont la restriction a
U donne la loi de groupe de T et cela permet de conclure que =y est un variété torique
projective de dimension 2n — 1. Elle est lisse puisqu’il s’agit d’'un P"-fibré sur By,,. [l
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Comme dans [BBS14], on utilise alors, le résultat de [Sal98] suivant qui permet de
décrire le torseur versel d’une variété torique déployée projective lisse. Le torseur versel
T de Zp est ainsi donné par le morphisme de Cox de la sous-variété torique A™ ~. F de
A" dans Zy décrit dans [Cox95] ou n est le nombre de cones de dimension un (appelés
arétes) de I’éventail A de Ey (voir [Ful93] pour plus de détails a ce sujet) et F¥ C A™ est
le sous-ensemble fermé défini par les monomes 7 = [ g,(1)¢p OU T, est un systeme de
coordonnées de A" lorsque p décrit 'ensemble des arétes de A, 0 € A un cdéne maximal
et o(1) est 'ensemble des arétes de 0. On applique alors ce résultat pour en déduire la
proposition suivante.

Proposition 3.4.4. Soit Q C A2"+"~1 [a sous-variété ouverte de coordonnées
(x; (Zh)thN) définie par les conditions

Zh,, H zn #0 ou m; H zp #0 (3.4.57)

1<hEN 1<hEN
hgH; hEH;
pour i € [1,n] et j= (§1,...,4n) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n} et
. k .
’Hj — {th —9n—1 < ... jhk,j :ZQJs—l <... fhn,j :N}‘
s=1

Le morphisme ¢ : Q — Zq défini par

(X;(Zh)lgth)f—) T1y. .., T, H Zhy oo H Zh; H (Y(h);Z(h)) (3.4.58)

1<hEN 1<h<N 1<h<N
eq(h)=1 en(h)=1
ot
I = I =
1<0N 1<UEN
SiaC . (0)=1
h cip (O=1 “is(h)
Y = ey pour e (h)=---=¢; (h)(h)zl
I = I =
1IN 1IN
h=t h=<t
et
I = II =
1<0<N 1<UEN
; = ] (£)=0
R €3y (=0 Sis(h)
VAR e pour & (h) =" =¢;, (h) =1
H e H ze
1<IKN 1<L<N
£;(£)=0 si g;(h)=1 €;(£)=0 si g;(h)=1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour =.

Démonstration.— On renvoie & [BBS14] et [Ful93] pour les trois résultats rappelés ci-
dessous. Soient A I’éventail associé a la variété torique =y et o un céne de A. On notera
alors O, lorbite associée a o et V(o) = O,. On a alors les trois résultats suivants qui vont
s’avérer essentiels.

(i) Tout d’abord, il existe une bijection entre les arétes p de A et les composantes
irréductibles de Zg . U.
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(ii) Ensuite, il existe également une bijection entre les cones maximaux o de A et les
points fixes de =y \. U sous l'action de U.
(i) Enfin, pour o € A et p € A une aréte, on a I’équivalence suivante :

peo(l) <= V(o)<CD,
ou D, est la composante irréductible de Zy \ U associée a p.

Dans le cas de =y, les composantes irréductibles de Z¢ . U s’obtiennent de la méme fagon
que dans la démonstration du Lemme 3.4.1. On a 2" + n — 1 composantes irréductibles.
Les n premieres que ’on notera X; dans la suite et & qui on associera la coordonnée &; sont
définies par I’équation z; = 0 pour i € [1,n]. On a également Dy, associé a la coordonnée
zn, définie par I’équation y; = --- = y, = 0. Enfin, pour tout h € [1,N — 1], on a Dy,
associé a la coordonnée zj, définie par les équations

o _ P
Ve 1,N] telque ¢Ah e (AN—h: Yi@) =0 si g(¢) =¢ih)
Z;7 =0 si gi(f)=1 et gi(h)=0

On déduit alors de [Sal98] et de la discussion supra (i) qu'il existe un plongement naturel
du torseur versel T de = dans l’espace affine A2"*"~! de coordonnées (E’ s (2n)1<ne N).

Au vue de l'action de U sur =g, un point P de =y \ U est fixé par cette action si, et
seulement si, son image a exactement une coordonnée non nulle par chacune des projections

suivantes
P2n71 % H P(h) % P(h) N P2n—1
1<h<N
Tlyeeos Ty YLy e s Yni H (YR, 2y (@, @Y1, Yn)
1<hSN

et pour tout h € [1, N]

Pl I P® xp® —  p®
1<hSN
xl?"'uxnaylv"'ayn; H (Y(h)’z(h)) — <Y(h))
1<h<N
et
Pl [ P xp® —  PW
1<hSN
Ty eves Ty YLy« v+ > Y H (Y(h);Z(h)) — (Z(h)).
1<h<N

On en déduit que pour point Zg \ U fixé par l'action de U, soit il existe j, € [1,n] tel
que y;, # 0 soit il existe £ € [1,n] tel que z; # 0. On admet & présent dans la suite de
ce paragraphe que dés qu'un indice i € [1,n] a été fixé tel que Yi(h) = 0 pour un certain
1 < h < N donné, alors pour tous les autres indices j tels que €;(h) =1, on a Yj(h) =0.
Placons-nous pour commencer dans le cas ou yj, # 0. On a alors nécessairement
Y']-SLN) # 0 d’apres (A.0.8) et plus généralement, pour tout h € [1, N] tel que ¢;,(h) = 1,
on a Yj(nh) # 0 d’apres (A.0.5). De plus, il existe ¢,, € [1,n] \ {jn} tel que Zgi") # 0 et plus
généralement, pour tout h € [1, N] tel que g, (h) = 1, on a Zé:) # 0 au vu de (A.0.4)
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et de (A 0.6). On a donc que pour tout h € [1, N tel que g, (h) = ¢;,(h) =1, Y £ 0
et Z 7é 0. Intéressons-nous a present aux h € [1, N] tel que e, (h) =1 et ¢, (h) =0.
Pour ces h, on a nécessairement Z 75 0. On pose alors h,_15 = N — 2/n=1 Puisque
P est fixé sous l'action de U, il ex1ste Jn—1 € [L,n] ~ {jn, ln} tel que Y( " ”) ;é 0 et

plus généralement pour tout h € [1, N] tel que g4, (h) =1 et h < h,_1j, on a Y ;é 0
d’apres (A.0.4) et (A.0.5). On construit alors en itérant ce procédé haj, ..., h,— 1,3 a1n81
que ji,...,jn—1 tel que pour tout r € [2,n — 1],

n T
hpj=N— Y 271 =% 257!
s=1

s=r+1
et
Y #£0 Vhe[L,N] telque h=h, et e, (h)=1

et jr € [1,n] ~{Jjn,---,Jr+1,¢n} (ce qui est bien toujours possible). Passons a présent aux
Cas des h € [1,N] tels que g,(h) = 0 et €j,(h) = 1. Pour ces h, on a nécessairement

jn 7é 0 et on note que tout h € [1, N] tel que ¢, (h) = 0 et ¢j,(h) = 1 vérifie h £ £
et £ A h pour tout £ € [1, N] tel que €;,(¢) = 0 et g5, ,(¢) = 1. On pose alors h],_, , =
N —26—1 Tl existe ainsi £,,_1 € [1,n] ~ {jn, ln} tel que folf;l’e) # 0 et plus généralement
pour tout h € [1, N] tel que ¢, (h) =0 et h < h;_u, on a Zé:zl # 0. On construit alors

fw ... ,h’n_u ainsi que £, ..., ¢,_1 tel que pour tout r € [3,n — 1],
ls—1
ne=N- Z 2
s=r+1
et

ZW#0 Vhe[L,N] telque h=hl, et e (h)=1

et jr € [1,n] ~{ln,...,lrs1,7n,jn—1}. Ensuite si on pose h2£ = h — 2tn—2=1"3lors on

a Y](n”) # 0 et Z( ”) # 0 car les chiffres de A 9 sont exactement jn €t jn_1. Reste

alors a traiter le Cas Sdes h € [1,N] tel que €gn(h) 0 et €;,(h) = 0. Puisqu’'on a
hoj 2 hay =X+ =X hy_ 1Jeth2£<h’ - = hl_ u,ilexisteretstelsqueh<h”

eth%h’eethﬁh”pourz>rethﬁhepourj>s IlsensultalorsqueY 0

et Z(h 7é 0. Par construction, h;; et h] ¢ ne sont pas comparables pour la relation =
pour i > 3 et j =2 3. On en déduit finalement que P n’appartient pas aux composantes
irréductibles Dy, avec h € [1, N — 1] telles que

gjn(h) =1
ou h<hp_15 et g5, ,(h)=1
ou h=<h, a5 et g, ,(h)=1 (3.4.59)
ou h<hy; et gj(h)=1
ou
e, (h) =0
ou h=<hy 1, et &, ,(h)=0
ou h=<h, o, et e ,(h)=0 (3.4.60)
ou h<hy, et ey(h)=0.
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Les seuls h € [1,n] ~\ {haj,...,hn—13} qui ne vérifient pas les conditions (3.4.59) sont
les h tels que €j,(h) = €j,(h) = --- = ¢j,(h) = 0. En effet, les conditions ¢;,(h) =

- = €j,_ . (h) = 0 pour k € [I,n — 1] impliquent que h < hyj. Il s’ensuit que
h = 2~1 et les conditions (3.4.59) entrainent que P n’appartient pas aux Dj tels que
h & {271 hoj,..., hy—1;}. Les conditions (3.4.60) ne sont pas vérifies par un élément
h € {2071 hy, ... hy_1}. En effet, un tel élément vérifie 4, (h) = 1 et ne vérifie jamais

h =< hy , pour tout k € [3,n — 1]. Ainsi les conditions (3.4.60) impliquent que le point P
n’appartient pas & Dy, pour h € [1, N — 1] ~ {27 ha, ... hp_1}.

Le cas ou xy # 0 se traite de fagon parfaitement analogue. Le sous-ensemble excep-
tionnel défini dans [Cox95] et dans la discussion précédant la proposition est donc donné
par les monomes

Zh, H zn #0 ou x; H zn #0

1<hEN 1<hEN
h@H; hgH;
pour i € [1,n] et j = (j1,...,7n) tel que {j1,...,j4n} ={1,...,n} et
. k .
’Hj — {hl,j:2jl_1 < ... jhk,jzz2js_1 < ""<hn,j:N}-
s=1

=1 F est bien 'ouvert Q défini dans 1’énoncé de la Proposi-

Par conséquent, 7 = A?"
tion 3.4.4.

Grice a la description du morphisme ¢ : T — Zj rappelée dans [BBS14] dans leur
preuve du lemme 10, on sait que la restriction de ¢ a GTUF”*1 est le morphisme de tores
G2'+n=1 5 U dual du morphisme «diviseur» Q[U]*/Q* — Divs,./(Z0), ott Dive,. 1 (Z0)
désigne le groupe abélien libre des diviseurs de Zy a support dans Zg \ U. Le groupe

QUT*/Q* est engendré par x1/yn, .., Tn/YnsY1/Yn, - - - » Yn—1/Yn- Puisqu’on a
div(z;) = X;, div(y;) = Z Dy, pour i€ [l,n]
1<hN

ej(h)=1

ainsi que pour tout h € [1, N — 1],

le( ) Z D, — Z D, pour ¢gi(h)=1

1<eKN 1<UEN
£ (0)=1 h=<t
et
. h
div (ZZ( )) = E Dy — E Dy pour ¢g;(h) =1,
1<UKN 1<UKN
g;(£)=0 sj(e):o si sj(h):l

on obtient aisément que la restriction de ¢ a 'ouvert dense de €2 sur lequel chacune des
coordonnées est non nulle est bien donnée par (3.4.58) et on conclut alors par densité la
démonstration de cette proposition. ]

On déduit de la Proposition 3.4.4 le théoreme suivant de manieére analogue & [BBS14].

Théoréme 3.4.2. Soit O C A2" "1 4 sous-variété ouverte de coordonnées
/. , .
x'; (zh)lgth) définie par

S| I & " | =o. (3.4.61)

i=1 1<h<N
hthn,
s(h)>2
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et les conditions

Zh,, H 2 #0 ou  Thzei H zp # 0 (3.4.62)
1<h<N 1<hEN
hgH; hgH;
pour i € [1,n] et j= (j1,...,7n) tel que {j1,...,jn}t ={1,...,n} et
. k .
Hj = {hl,j — 9n—1 <. = hk,j = 2235—1 <= hn,j :N}'
s=1
Le morphisme ¢o : O — Xo,, défini par
(x’; (zh)1<h<N) — | 212, zon ), H Zhy ey H 2h; H (Y(h); Z(h))
1<hEN 1<hSN 1<hEN
e1(h)=1 en(h)=1
(3.4.63)
H 20 H ze
10N 1<UEN
e, (=1 Ez's(h)(‘f):l
Yy = | 2 e pour & (h) =" =¢;, (h) =1
II = II =
1<IKN 1IN
h=t h=e
et
H 20 H <¢
1SN ISESN
€5, (=0 iz (OO0
yARES L Yo w pour ¢€;(h)=---= 5ls<h)(h) =1
I = I =
1IN 1<L<N

£;(£)=0 si g;(h)=1

€;(£)=0 si g;(h)=1

est alors le morphisme sous-jacent d’un torseur versel pour Xo .

Démonstration.— On obtient grace & la suite spectrale de Leray (voir [BBS14]) le dia-
gramme commutatif de g-modules triviaux suivants

=%

0 — Pic(By) —— Pic(Zy) —=Z —=0

LT

0 —— Pic(By) —2> Pic(Xo) —=Z —>0

ou g = Gal (Q/ Q), N':Xo— Bget ~F* : Eg — By sont les morphismes sur Q provenant
respectivement des fibrations A : Xo, — Bon et v : E9 — Bo,. La fleche Pic(Zg) —
Pic(X) est un isomorphisme et on a une suite exacte duale de Q-tores algébriques

1 G, T S 1

avec T le tore dont le groupe des caractéres est T' = Pic(Zp) = Pic(X) et S le tore dont le
groupe des caracteres est S = Pic(By). De la fonctorialité de la suite exacte (voir [CTS87])

0 > Hét(Qa T) — Hét(XOM T) X Homyg (T, Pic (Yo))
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par rapport a Xg, — Zo, il s’ensuit que le T-torseur versel pour = se restreint au sous-
ensemble ap_l(XOW) C Q a un T-torseur versel pour Xo ,. Le sous-ensemble go_l(Xo,n) est
défini par I’équation (3.4.39). Apres avoir remarqué que (3.4.64) et (3.4.39) sont équiva-
lentes lorsque (3.4.1) est vérifiée et en utilisant la Proposition 3.4.4, cette derniére prend
la forme

f:gi( I1 Z}L“(h)) =0. (3.4.64)

=1 1<hSN

A 1a maniere de [BBS14], on définit les n fonctions régulicres 2, ..., z!, sur =1 (Xo,.).
Sur 'ouvert

H Zi*Ei(h) 7& 0

1<h<N
pour i € [1,n] fixé, on pose
- 1—¢;(h)
e
261 1 w7
j=1 1<hEN ¢
J#i h#z5; 1 j . ;
T, =— 2 (0] et a:; = {1 pour j € [1,n] ~ {i}. (3.4.65)
II = 2
1<h<N

&

Si 'on impose de plus zyi-1 # 0, alors on vérifie aisément que z}, = v
21—

, ce qui assure
que les définitions sur les différents ouverts lorsque i varie dans [1,n] sont compatibles et
se recollent pour donner des fonctions réguliéres bien définies sur go_l(Xo’n). Cela permet

d’obtenir la proposition. O

On adapte alors la fin de la section 4 de [BBS14] pour obtenir des informations sur les
points entiers qui seront nécessaires afin de calculer le nombre de Tamagawa apparaissant

dans la constante de Peyre. Soit Xo,, C P2 x [Tichen P(Zh) X P(Zh) défini par les équa-

tions (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41), (3.4.42) et (3.4.43) et g C PZ' x [[,cpen Py x P
défini par les équations (3.4.39), (3.4.40), (3.4.41) et (3.4.43). D’apres [Ful93, pages 22-
23], on peut étendre le morphisme ¢ :  — = de la Proposition 3.4.4 en un morphisme
@ : 0 — Ep entre deux schémas toriques puisque le morphisme de Cox provient d’un
morphisme d’éventails. Les arguments utilisés lors de la démonstration de la Proposi-
tion 3.4.4 mais sur Z fournissent que 2 est le sous-schéma de A%n'm_l de coordonnées
(x, (2h)1<n< N) défini par les conditions (3.4.1) et le morphisme ¢ : Q — Eq est défini par
(3.4.58) est le morphisme sous-jacent d’un torseur [ T — Zg sous un tore déployé sur Z
que I'on notera T = GT%ZE” avec Hj (Z,T). Ainsi il y a une bijection entre les T(Z)-orbites
de points entiers de Q et les points entiers de Zg (voir [BBS14] et [Mil80, II1.4.9] pour plus
de détails). De méme, en restreignant ¢ au fermé O = ¢~ 1(Xj,,) de Q défini par ’équation
(3.4.42), on peut également introduire des coordonnées (x’ s (%) 1<ne N) telles que O soit

le sous-schéma localement fermé de AZ T™~! défini par (3.4.64) et (3.4.62). On obtient
également un morphisme ¢, : O — X, donné par (3.4.63). On dispose alors du lemme

suivant qui permet d’obtenir la Proposition 3.4.5 infra, équivalente au Lemme 3.4.3. Mais
avant de pouvoir établir cette Proposition 3.4.5, on a besoin du lemme auxiliaire suivant.
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Lemme 3.4.5. La condition de coprimalité

pged H zn | =1 (3.4.66)
Jj 1<h<N
hQFH‘]

ot j décrit tous les n-uplets j = (j1,...,Jn) tel que {j1,...,jn} ={1,...,n} et

k
sz{hl,jZlelj“'fhk,jzz2jsl j"'ﬁhn,j:N}

s=1
est équivalente au fait que le N-uplet (zp)1<n<n Soit réduit.

Démonstration.— Pour simplifier les notations, on notera dans toute cette démonstration

B= 11 =

1<h<N
hQ’HJ

pour j = (j1,...,Jn) tel que {j1,...,4n} ={1,...,n} et

k
Hy = {hl,j =2 Sy =) 2T S 2k = N} . (3.4.67)

s=1

Supposons dans un premier temps que la condition de coprimalité suivante
pged (B - j) =1

pour j = (j1,-..,Jn) tel que {j1,...,jn} = {1,...,n} et H; comme en (3.4.67)) est vérifiée
et considérons h et ¢ deux éléments de [1, N — 1] non comparables, c’est-a-dire tels que
h £ et A h. Soit j = (j1,...,Jn) tel que {j1,...,7n} = {1,...,n}. On constate alors
que soit zp, | Py soit zp | Pj. En effet, supposons que zj, { P;. Alors h € H;. Clairement tous
les éléments de #H; sont alors comparables a h si bien que ¢ ¢ H; et ainsi z, | P; d’apres
la définition de Pj. On en déduit par conséquent que la condition de coprimalité (3.4.66)
implique que le N-uplet (zp,)1<n<n soit réduit.

Réciproquement, supposons que le N-uplet (zp,)1<n<n soit réduit. Raisonnons alors
par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre premier p tel que p | Pj pour tout

i=01,--,Jn) tel que {j1,...,dn} ={1,...,n} et

k
’Hj_{hl»i_le15“'5hk,j—z2j51 i"'fhnd_N}

s=1

comme en (3.4.67). En particulier, p | P 3. ,-12) et par conséquent il existe H; €
[1,N —1] tel que
Jie[L,n], zm < higs,.n-12}-
Posons k = s(Hyp) et ¢1 < ca < -+ < ¢, les chiffres de H;. Il existe alors (n — k)!k! facteurs
P; qui ne sont pas divisibles par zp,. En effet, il s’agit des j tels que {ji,...,jk} =
{c1,.. ., cx}. Soit alors un tel j. Puisque p | Pj, il existe Hy € [1, N — 1] \ {H1} tel que
p | zm, et
di € [[1,71]], ZHy < h’l’.]
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On a alors deux cas. Puisque p | (zm,, 2m,) et que le N-uplet (z3)1<n<n est réduit, on
en déduit que H; et Hy sont comparables. Supposons alors par exemple que Hs < Hj et
posons ¢ = s(Hz) < k = s(H;). Le nombre de termes P; qui ne sont ni divisibles par zg,
ni divisibles par zg, est de (n — k)!(k — £)!4!. En effet, il s’agit des j tels que ji,...,J¢
soient les chiffres de Ha et jyy1,..., i soient les chiffres de H; qui ne sont pas des chiffres
de H,. Le cas H; < Hs se traite de fagon analogue. En itérant ce procédé, on construit
Hi,Hy,...,H, 1 €[1,N]"! tels que

Jo € G,—1, Ha(l) < HO—(Q) < =< Ha(n—l)

et tel que le seul facteur Pj; qui ne soit divisible par aucun des zg, pour i € [1,n — 1]
soit le n-uplet jo défini par j; I'unique chiffre de H, () puis pour tout i € [2,n — 1],
Ji I'unique chiffre de H, ;) qui n’est pas un chiffre de H,(;_1). On pose alors j, tel que
{71,--sgn} = {1,...,n}. Puisque p | Pj,, il existe un facteur z;, de Py, tel que p | 2.
Montrons alors que pour tout facteur z, de P, il existe un ¢ € [1,n — 1] tel que h et H;
ne soient pas comparables. Soit h tel que 2, | Pj,. On a alors que

Zhg’HjO:{Ha(l)-<"'-<Ha(k)-<"'-<Ha(n_1)<N}.

Si h £ Hgp—1), alors z, et ZH,(,_,) De sont pas comparables. On peut donc supposer
que h < Hy,(,—1y. On n’a alors que h # H,(,_9) car il n’existe aucun r € [1, N — 1] tel
que 2z = Hy_2y et zp < Hgy(,—1). Si maintenant h et H,(,_2) ne sont pas comparable,
alors on a le résultat. On peut donc désormais supposer que h < H(,_2). Alors de méme
soit h et H,(,_3) ne sont pas comparables soit h < H,,_3) et de proche en proche, ce
raisonnement permet de conclure que dans tous les cas, il existe un ¢ € [1,n — 1] tel que
h et H; ne soient pas comparables. On obtient donc finalement un

hQHjOZ{HU(l)-<‘~'-<Hg(k)-<"'-<Hg(n,1)-<N}

et un i € [1,n — 1] tel que p | (2n, zm;). Mais puisque h et H; ne sont pas comparables,
on a une contradiction et finalement, on a bien la condition de coprimalité (3.4.66). Cela
conclut la preuve de ce lemme. ]

Proposition 3.4.5. Soit Ay ’ensemble des 2™ + n — 1-uplets (X/; (zh)lgth) tels que
z, €Z, zp € N sis(h) > 1 et zp € Z~ {0} si s(h) =1 vérifiant la relation

S| I = " | =o. (3.4.68)

i=1 1<hEN
h#hn
s(h)>2

ainst que les conditions de coprimalité
pged (2, , 2121, ..y T zon—1) = 1 (3.4.69)

et que le N-uplet (21,) << est réduit. Alors, Uapplication Ay — Z°" définie par (8.4.56)
est une bijection entre Ay et Wy, défini en (3.4.55), l'ensemble des solutions entiéres pri-
mitives de (3.1.1). De plus, dans ce cas, la condition (3.4.69) est équivalente a la condition

pged(T1, .-y Tny Y1, -5 Yn) = 1.
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Démonstration.— La démonstration est tres fortement inspirée de celle de [BBS14, lemma
11]. Soit W, C P%"_l le sous-schéma défini par I'équation (3.1.1) et f : Xo, — Wy le
morphisme induit par la projection

P2 lx [[ Py xPy — Py
1<h<N

provenant de f : Xo , — W, aprés changement de base. On a alors des bijections naturelles
Xon(Z) = Xon(Q), Wa(Z) = Wa(Q) et X§,,(Q) = W2(Q) pour X§,, € Xo et WS C W,
les deux ouverts définis par les conditions y1ys - - -y, # 0. Si 'on considére a présent les
ouverts Xo,° C Xo et W,,° C W,, provenant respectivement de XG5 € Xon et Wy C Wy,
il vient la bijection Xo,°(Z) = W,°(Z). Enfin, on pose O° C O T'ouvert défini par la

condition
H zp # 0.
1<h<N

On introduit alors O°(Z) C O(Z) correspondant a O°(Q) € O(Q) et tel qu’on ait une
bijection O°(Z) = 0°(Q). Comme ¢~ (W7) = 0°, il s’ensuit une bijection entre X ,,°
et les T'(Z)-orbites de O°(Z). L’application de O°(Z) vers W,,°(Z) s’obtient grace & fo ¢
donnée par (3.4.63) -

Un point (x’; (Zh)lgth) € 0°(Z) si, et seulement si, il vérifie (3.4.68) et (3.4.64)
modulo p pour tout nombre premier p, ce qui est bien équivalent a (3.4.68), (3.4.66)
et (3.4.69). On obtient alors les conditions de coprimalité de I’énoncé de la proposition
grace au Lemme 3.4.5. On identifie alors a présent 'ensemble X ,°(Z) = W,,°(Z) avec
I’ensemble des (2n—1)-uplets de la forme +(x1,...,2n, Y1, .., Yn) & coordonnées premieres
entre elles et vérifiant (3.1.1) et y1 -- -y, # 0. Chaque T'(Z)-orbites de O°(Z) comporte
odim(T) — 92"-n gléments qui ne différent que par le signe de certaines composantes.
Soit (x’; (zh)lgth) € O°(Z) vérifiant (3.4.66) et (3.4.69). D’apres le Lemme 3.4.5, cela

équivaut au fait que (x’ s (2h)1<n< N) vérifie les conditions (3.4.66) et que (zn);<p<n €St
réduit. On a alors

iofz (:Elv"'axn)yl’"')yn) E%O(Z)
avec pged(z1,...,Tn,Y1,...,Yn) = 1. D’apreés les propriétés générales des torseurs (voir
[Sko, Chapter 2]), on sait que la T'(Z)-orbites de (x’; (Zh)lgth) est la fibre du point
(X1, yTn,Y1,. .., Yn). D’apres le Lemme 3.2.1, les points de cette fibre ne différent que
par leurs signes. Etudions alors combien de points de O°(Z) appartiennent a cette fibre.

/

On commence par fixer 2}, ..., 2}, ce qui fixe 21, 29,..., 29n—1 et donne 2" choix. Il s’agit

alors de déterminer les signes possibles de (zp)1<n<n tels que
s(h)>2

Vi € [1,n], H 2n

1<hEN
e;(h)=1, h#2i—1

soit de signe prescrit. Autrement dit, on cherche le cardinal des (ip) 1<nen € (Z/2Z)% "
s(h)>2
tels que
Vi € [1,n], Z in = k; (mod 2)
1<hEN
e;(h)=1, h#2t—1
pour (ki,...,k,) € (Z/2Z)" fixé. On peut choisir librement dans la premiére équation

tous les iy, tels que s(h) > 2 et e1(h) = 1 excepté iny_1 qui est alors fixé par I’équation, ce
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qui laisse
#{he[1,N] : er(h) =1} —2=2""1_-2

choix. De méme, dans la deuxiéme équation, on peut choisir librement tous les iy, tels que
s(h) = 2,e1(h) = 0 et ea(h) = 1 excepté iny_2 qui est alors fixé par I’équation, ce qui laisse

#{h e [1,N] : ea(h) =1, e1(h) =0} —2=2""2_2

choix. De méme, on peut choisir comme cela librement dans 1’équation k € [1,n — 2],
27~k _ 2 variables iy librement tels que s(h) > 2 et ex(h) = 1, e1(h) = --- = e1_1(h) = 0.
On constate alors que toutes les variables des deux dernieres équations sont fixées excepté
ion—2on—1. Il y & alors deux cas de figure, soit cette variable ne peut pas étre fixée de sorte
que les équations n — 1 et n soient vérifiées, soit il existe une unique valeur de ign—249n—1
telle que les deux dernieéres équations n — 1 et n soient vérifiées. De plus, cette variable
peut étre fixée si, et seulement si,

Z in = Z in (mod 2)
en—1(h)=1, en(h)=0 en—1(h)=0, en(h)=1
h;ﬁQn_2 h¢2n—2

ou les variables en question dans les deux sommes ci-dessus ne font jamais intervenir les
variables i, pour h = N —2=1 et i € [1,n — 2]. On obtient ainsi

<T§(2”_k—2)>—1:2”—2n—1

k=1
choix. Finalement, on aboutit & 22" ~"~1 éléments au-dessus de (x1,. .., Zn, Y1, .-, Yn). On
obtient donc 22"~ éléments au-dessus du point £(z1,...,Zn,Y1,...,Yn) de Wn°(Z).

Si on considére a présent, les points d’une T'(Z)-orbites de O°(Z) tels que z;, € N* des
que s(h) > 1, on obtient exactement deux points dont toutes les coordonnées sont égales
mis a part les (ZQi—l)lg,L-gn qui sont opposés. De plus, ces deux points ont pour images
par f oy exactement +(x1,...,Zpn,Y1,...,Yn). Cela permet bien d’obtenir le résultat de
la proposition. O

La construction explicite de la norme v—adique et du nombre de Tamagawa

On utilise alors cette construction pour expliciter le nombre de Tamagawa
ot (Xon(AQ)™ (o)

associé a X, en suivant presqu’a la lettre la section 5 de [BBS14]. Afin de simplifier les
notations, on notera dans toute la suite z; = y;—,, et

F(z1,....%0) =T1Y2 - Yn+ -+ Tn¥Y1 - Yn = T1Tp42- - Top + -+ + TnTpt1 - - Tan—1

pour i € [n+1,2n]. De plus, pour i € [1,2n], on introduit E(()i) C =y (resp. P?gfl C p2n-l

Wéi) C W, et Xé?l C Xo,n) les ouverts définis par la condition z; # 0. On considerera
(4)

alors les coordonnées affines z;” = x;/x; pour j € [1,2n] \ {i} pour P?gil = A1 et
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) c p2n—ly Micnen PR« pk)

zé“ C P? )_1 X ichen P 5 p®), Wi < P?g_l et X((’?" @)

©
Alinsi, WT(LZ) est ’hypersurface affine définie par

F; (:ng),...,ﬁjgz),...,:vg) =F (:Ugl),...,l,...,xg) .
Pour définir la mesure wpy, on a besoin de décrire la hauteur H o fp : Xo,(Q) — N en
terme de métrique adélique sur le faisceau anticanonique w)_(; iy On définit cette métrique

adélique en termes de sections globales de w)_(é =1 (wl},i) qui sont les images inverses

de sections globales de WITVi Comme dans [BBS14], pour une section locale s € I'(U, L)
d'un Ow-module L, on écrira f*(s) la section f~!(s) ®;-10,, 1 € T (f~1(U), f*(L)) de
(L) = f1(L) @510, Ox.

On a besoin du lemme suivant tiré de [Ful93, p.86] rappelé dans [BBS14].

Lemme 3.4.6. Soit V une variété torique non singuliere de dimension n et de tore U.
Soit wy (3> p—1 Dx) le faisceau des n-formes sur V' possédant au plus un péle simple le long
de chacune des composantes irréductibles D1, ..., D, de V \U. Alors, il existe une section
globale s, € T'(V,wy (>_f—1 Dx)) telle que

d d
o= 2D

X1 Xn
sur U pour tout ensemble de n caractéres x; : U — Gy, formant une base de M =
Hom(U, Gy,). La section sy engendre le Oy -module wy (3 1._1 D).

On applique alors ce lemme 3.4.6 au tore U défini par x1 ---x2, # 0 et aux variétés
toriques P?"~1 et Zg. Si I'on pose p; : Zg — P27 ! la restriction & Zy de la projection sur
la premiére composante

P21 « H P(h) « P(h) _y p2n-1
1<hSN

alors p; est un isomorphisme entre les ouverts Uézo) C Zp et UMD C P21 tels que ; # 0.
En identifiant ces deux ouverts avec U, alors la loi de groupe de U s’étend en une action
de U sur Zg et P?"! telle que p; soit U-équivariante. Cela implique d’apres [Rei, p.41] et
le lemme 3.4.6, si 'on note Hy, I'hyperplan x; = 0 pour k € [1,2n], on obtient I'existence
d’une section globale qui ne s’annule jamais sp2n-1 de wp2n-1 (Zi’;l Hk) telle que la

restriction sg)%,l de spa2n—1 & P?g_l soit donnée par

i i da}) dl’z(l) de(?L n— "
spins = (-1) o NN A A €T P wpe | D H ) )
1 1 2n k=1

De la démonstration du Lemme 3.4.4 et en gardant les mémes notations que dans cette
démonstration, on obtient 2" +n—1 composantes irréductibles pour Zg~\U et on pose D(¢;)
I'image dans Ey du sous-ensemble de  défini par { = 0 pour i € [1,n] et D(z;) comme
I'image dans ¢y du sous-ensemble Dj, de Q pour h € [1, N]. Le lemme 3.4.6 garantit alors
'existence d’une section globale sz, de wz,(F) pour

n N

E=Y D(&)+ > D(z) (3.4.70)

=1 h=1
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(@)

Zo

telle que la restriction sz’ de sz, a 'ouvert E(()i) soit donnée par

i idx(i) dxgi) d:c(?L (i
59 = (-1) A A A A= €T (2, ws, (B))
Ty Ty Lon
Considérons alors
w; = 7%?5’ span-1 €T (P(i) , Wp2n—1 (Wn + nHZ))
et " "
1 Top —(i "
Wi = 550 € r (:(()),WEO (Xon + nplﬂi)> .

On a alors sur les ouverts tels que z; # 0 (i € [1,2n]) :

U 0 oD

wi = def) A pdal Ao A dal) € T (PE wpeno (W)

(4)

et

—1)* . Sy ) )

= Cland el e ndall) €1 (0, um, (Xow)
i

On utilise alors les résidus de Poincaré de ces formes. Pour i : W,, — P?"~! il existe un

unique homomorphisme de Op2n—1-modules Res : wp2n—1 (W) — d,ww, qui envoie w; sur

la section Res(w;) € T (P?Z)hl, i*an) =T (W(i)aan) définie, sur 'ouvert de W;) défini

par 2L5 o2 0 pour k € [1,n] ~ {i}, par

8:1:1(;)
CU™EdzD Ao nde® A Ada® A A dal) sii < k
8Fi/6xk
Res(w;) = o o (3.4.71)
(=1)itk-L dx(i) A A dxl(:) Ao A dx(i) A-e- A dl'g,z si k < i.

i

oF oz 1

De maniere analogue pour ¢ : Xo, — o, en remarquant que X&)l - Eg) est défini par F;
sur l'ouvert de E(OZ) sur lequel

Ji € [1,n], tel que H yj # 0, (3.4.72)
goh
il vient que
%dx&i) /\“-/\dxy)A---/\dx,g)/\---/\dmgiz sii<k
Res(w;) = ot (3.4.73)

—

CUZ A Ade A Ada A A dal) sik <
OF;/0z,,

(_1)i+k—1

sur I'ouvert de X(()i)l défini par les conditions (3.4.72). On dispose alors du lemme suivant,

parfait analogue de [BBS14, Lemma 13].

Lemme 3.4.7. (i) La section Res(w;) s’étend de maniére unique a une section globale
qui ne s’annule jamais de wyy, (n(H; N Wy)).
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(ii) La section Res(w;) s’étend de maniére unique & une section globale qui ne s’annule
jamais de wx,, (nfg(H; N Wy)).

(iii) La section f§ (Res(w;)) € I'(Xon, fgww, (n(H; "Wy,))) a pour image Res(w;) par
Uapplication naturelle de fiww, (n(H; N Wy,)) vers ww,, (n(H; N Why)).

Démonstration.— (i) et (i) : On utilise la formule d’adjonction [GH, pp.146-147] pour
obtenir deux isomorphismes i*wp2n—1(W,) — ww, et t*wz,(Xon) — ws, adjoints des
applications résidues de Poincaré. Ces applications induisent alors des isomorphismes
i*wpon—1 (Wpn + nH;) — wywanm,) et 'wsg(Xon + npiH;) — W f2(ZpnW,) dui envoient
respectivement i*w; sur Res(w;) et t*w; sur Res(w;). Il suffit deés lors pour établir les points
(i) et (ii) de vérifier que les sections w; et w; engendrent respectivement le Op2n—1-module
wpzn-1(Wy, + nH;) et le Oz -module w=,, (Xo, + npiH;), ce qui découle du lemme 3.4.6.

(#ii) : Le point (7ii) découle immédiatement des relations (3.4.71) et (3.4.73). O

On peut a présent définir, grace a ce lemme 3.4.7, des sections globales qui ne s’annulent ja-
mais 7; = Res(w;) ™! et 0; = Res(w;) ! de wﬁ/l (—n(H; N Wy,)) et w)_(;n (—nfy(H; N W)

respectivement. Le fait que wW (—n(H; " Wy)) = W;Vi sur Wi et w;(}] (=nfg(HinWy)) =

w;(l sur X(g ) entralne alors le lemme suivant.
0,n 5T

Lemme 3.4.8. (i) La section 1; € T (Wn,w;[,i) ne s’annule jamais sur Wi,
(i)

(ii) La section o; € T (Xo,n,w)_(én) ne s’annule jamais sur X, .
(iii) La section fir; a pour image o; par l'isomorphisme canonique de fakwﬁ,i vers w;(;n

Dans la suite, on notera |.|, : Q, — R la valeur absolue standard v-adique pour une
(@)

place v de Q. Puisque 7; ne s’annule jamais sur Wy’ on obtient pour toute place v, une
norme v-adique sur wﬁ/i en posant

~(w,)

|7 (wy)||v = min
J Tj

= min |(TRes(w;)) (wo)l,

v

pour une section locale 7 de wW définie en w, € W,(Q,) et ol le minimum est pris sur
tous les entiers j € [1,2n] tels que 7j(w,) # 0 (voir [Pey95] et [Sal98]). De la méme fagon,
on obtient une norme v-adique sur w X;n en posant

o)l = min

= (20)

: — mjin](TReS(w]‘))(afv)‘v

(%

pour une section locale o de wxl définie en z, € X0 ,(Qy) et ot le minimum est pris

sur tous les entiers j € [1,2n] tels que oj(zy) # 0. On dispose alors du lemme suivant,
analogue du [BBS14, lemme 15].

Lemme 3.4.9. (i) Soit w € W,,(Q) et T une section locale de wwl telle que T(w) # 0.

Alors
H |7 (w)|I,

1) Soit x € Xop, et o une section locale de wy, =  telle que o(x . Alors
S Xo.n(Q locale de wy! tell #0. Al

HIIU ][
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Démonstration.— (i) : Puisque [], ||, = 1 pour tout a € Q¥, il suffit d’établir le résultat
pour une seule section locale 7. Soit par conséquent G € Q[xy, ..., x2,]| une forme de degré
n telle que G(w) # 0 et 7 = (G/x}) 7; pour un certain j tel que z;(w) # 0. Il vient alors

n
~1_ 7 _ 5
Iy = max |2 w)| = max [P w)

qui fournit bien le résultat.
(7i) : On utilise ici I'isomorphisme canonique de fgw‘jvi vers w)_(l On choisit o comme

étant 'image fj7 pour une certaine section locale 7 de Wl telle que 7(w) # 0 pour

w = f(x). Du lemme 3.4.8, on tire 1’égalité
Vo, Il = llo(@)ll,

et on conclut alors par le point (7). O

On est a présent en mesure d’appliquer la définition [Pey95, (2.2.1)] d’'une mesure p,
sur Xo,(Qy) associée a la norme v-adique sur w)_(l construite ci-dessus. Si |Res () |y

désigne la densité v-adique sur X (Qv) de la forme volume Res(w;) de X (Qv) alors
on obtient

1o(N,) = /N [Res(w@i)lo _ /N IRes(wi)lo

maxigj<an |0jRes(w;)], maxi<j<on |(Tj/2:)"],

pour tout borélien N, de X(()?l(Qv) En écrivant t; = x = xj/Ton, par (3.4.73), il vient

1 (_1)]671 /\
wop, = —dty Adta A--- Adtap—1 et Res(way,) = =——=—dt1 A---Adtpg A -+ Adtg,—
2n F2n 1 2 2n—1 ( 2n) (9F2n/8tk 1 k 2n—1
pour tout k € [1,2n — 1] et
Fon(ti,ta, ... tan—1) = titniotnys - - ton—1+tatniitngs - - - ton—1+- - Ftntnyitni2 - - - ton—1.

En choississant & = n, il vient alors

dty -« dtp_1dtpgr -+ - diop—1

MU(NU):/N " ot t|n t n |_t1 bn1
U| n+1 2n71’7}max | 1’v7-'-a| n*1|v’ Tt + +

ton—1

St [l l2)
(3.4.74)

pour tout borélien N, de ﬂn<z<2nX (Qy). Dans toute la suite, on supposera que la
mesure de Haar sur Q, est la mesure de Lebesgue si Q, = R et normalisée telle que

dr =1
Zp

sinon.
On a, par définition

L, (s, Pic(m)) = det (1 —p °Fr, | Pic(Xg ) ® Q)

pour p un nombre premier. Puisque Pic(XE) = 72"~ avec action de Galois triviale, on
obtient

L (S,PiC(XOn ) HL (5 Pic XOn ) H —2"+n _ C(S)2n7n

p p
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pour s € C tel que R(s) > 1. Il s’ensuit que

lim (s — 1)*" "L <S,P1C(X0,n)) =1

s—1

et que

L, (s,Pic(m))_l = <1 - 1>2nn.

p

D’apres [Pey95] et puisque I'approximation faible vaut pour Xy ,, la mesure de Tamagawa
wp sur Xon(Aq) = Xon(R) I, Xon(Qp) est donnée par

1

2" —n
o (Xon) = noe(Xon )T (1= 0 (Xon(Q0)): (3.4.75)

En effet, le théoréeme de Sard garantit que

NOO(XO,n(R)) = fioo(Noo(R)))

pour NOO (R) = mn<1<2n X(g ) (R)
Reste donc & présent a transformer la densité p-adique 11,(X0n(Qp)). D’apres le lemme
3.4.6, il existe une (2" 4 n — 1)-forme rationnelle sq sur la variété torique Q C A2"+n—1
définie par
ooy
a C” 1<h<N 7R

Q

Pour tout i € [1,2n], on pose w,;* = (x1 - - - xap /] F)sq ainsi que

1
wgzadgl/\/\dgn/\ /\ th
1<hEN
pour
% (Cl) .. <n7 (Zh 1<h<N Z gz H Z}lLisi(h) .
1<hSN

De la relation

F =21 H 22 H 23 H 2p P,

1<hEN 1<hEN 1<hEN

s(h)=n—1 s(h)=n—2 s(h)=2
il vient ! = @ sur Qu = o1 (Eél)) pour i € [1,2n] et ol z1,...,Tp, Tpy1 =
Yly...,Tan = Yp représentent désormais les coordonnées affines données par (3.4.63

Chaque w® € T’ (Q(Z’),WQ(O)) a un résidu de Poincaré Res(w!) € T (O(i),wo) sur Oy =
(i)

)
@1 (X() n) On peut alors comme ci-dessus construire une mesure v-adique m,, sur O(Q,

~—

grace a

mo(Mo) :/ [Res(w$?)]
YT, maxicjcon |() /2",

pour tout borélien M, de O(;. Les deux lemmes suivants, analogues de [BBS14, lemmes
16 et 17] permettent de faire le lien entre les deux mesures v-adiques p, et m, pour un
nombre premier p.
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Lemme 3.4.10. Soit B = ¢*E € Div(Q) avec la notation (3.4.70). Alors il existe
une unique section globale ne s’annulant jamais sq/z, € T Q,wQ/EO) telle que sq =

sq/z, ® P sz, a travers l'isomorphisme naturel wq (EQ) = wq =z, ® P ws, (E). De plus,
si on considére Uinclusion 1o : O — ) et sg/x,, €T (OaWO/XO,,J Uimage ("sq/=, €
r (O,L*wQ/EO) de sq/z, a4 travers l'isomorphisme fonctoriel entre *wq =z, el wo,x,, €t

sg)/Xo,n la restriction de so/x,, @ O, alors

Res (wzﬂ) = sg)/XM ® wpRes (w;)

pour i € [1,2n] sous l’isomorphisme canonique wo = Wo/x,, @ PHWXo.,-

Démonstration.— L’isomorphisme entre wq (EQ) et wo/z, ® ¢ ws, (E) est induit par l'iso-
morphisme canonique entre wq et wg/z, ® ¢*ws,. La premiere partie du lemme est
alors immédiate du fait que sq (resp. ¢*sz,) sont des générateurs de wgq (EQ) (resp.

wa =, ® ¢*ws,(F)). La deuxieme partie du lemme découle de la fonctorialité des résidus
de Poincaré. Cette derniére donne lieu au diagramme commutatif de Op-modules suivant

L*wa (EQ) — <w9/50> ® fo*wz, (E)

| |

wo wO/XOA’n ® SO*OO')XO,TL

ou la premiere application verticale est donnée par I'adjoint de ’application résidue de
Poincaré de tp : O — €2 et la seconde application verticale provient de l’isomorphisme
entre t*p*wz, (E) et pHwx,,, induit par 'application adjointe de I'application résidue de
Poincaré de i : Xo,, — Zo. ]

Lemme 3.4.11. (i) L’application o, @ O(Qu) — Xon(Qu) induite par oo est une
submersion de variétés v-adiques faisant de O(Qy) un Xon(Qy)-torseur analytique

pour T(Q,).

(i) La forme volume $0/Xon €T (O’WO/XO,n) définit une mesure v-adique sur les fibres

de w0, donnant lieu a une application linéaire A, : Ce(O(Qy)) = Ce(Xo.n(Qu)) par
intégration le long des fibres de po 4.

(iii) Si By € Ce(O(Qy)), alors
vy = Av v )Hv-
/O(Qv) B " /AXO,n(Qv) <B )/Jl

Démonstration.— Ces résultats découlent de [Sal98, pp.126-127 et Theorem 1.22]. O

On est alors en mesure de réinterpréter le facteur p-adique du nombre de Tamagawa

wi(Xon(Aq))

intervenant dans la constante de Peyre.
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Lemme 3.4.12. Soit O le schéma défini en section précédente. Alors pour tout nombre

premier p, on a

1

my (0(2,)) = (1~ p) by (Xon(Q))

Démonstration.— On plonge O(Z,) dans O(Q,) = O(Q,) et on considere x, : O(Q,) —
{0, 1} la fonction caractéristique de O(Zy,). Alors, x, € C.(O(Qp)) et

my (0Z) = [ Aoy
XO,n(Qp)
d’apres le lemme 3.4.11. Montrons alors que
1 2" —n
Mo = (1-3)
o) = (13

en tout point de X¢ »(Qp) = Xo.n(Zp). On peut obtenir comme dans le lemme 3.4.10 deux
générateurs T-équivariants sq /=, et sp/x,,, de wg/=z, et wo,x,, respectivement. Si P est

un Z,-point de Xg, et Op — P l'extension de O — Xj,, alors 80/ X, €St le tiré en

arriere d’une section T'z -équivariante d’une section sp, sur wp ,/z,. Puisque le torseur
au-dessus de P est trivial (voir la section 4.2.5), on peut trouver des coordonnées affines

(t1,...,tan_y) pour le Z,-schéma affine Op telles que
dt; dton_p,
S0, = — NN\ .
Or T ton_p
Ainsi,
1 2" —n
A X / ‘SO ‘ - / - ( - ) )
p0w) = |, Jsor H — ;

ce qui achéve la démonstration. O

Il ne reste alors plus qu’a calculer les quantités m, (O(Zy)). Pour ce faire, on donne une
seconde définition de m,. Puisque w® € T (Q,wq(0)), sa forme résiduelle Res (wQ) €

I' (O,wo). On considere alors & nouveau des coordonnées affines x; pour i € [1,2n] don-

Q

nées par (3.4.63) de sorte que w** se restreint a z}'Res (wZQ) sur O et

€S WQ
mp(Mp):/ |R ( )|P

My maxi<j<on ’ZL‘?’
p

pour tout borélien M, de O(Q,) et pour la densité p-adique |Res(w®)|, de Res(w®?). En
notant

d&d
[Res(?), = S

H dzh,

1<hSN

avec d€ =d¢&; ---d§, et

il s’ensuit I'expression

dédz
mp(Mp)_/M maxic; ‘ "’ d<I>'
p 1<j<2n .’L'] »

On a alors le lemme suivant qui permet de conclure quant a I’expression du facteur p-adique
de la constante de Peyre.
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Lemme 3.4.13. Avec C,, la variété torique de Cozeter de &, on a

oz = (1= 1) (1o L) (Gl

D pn pn—l

Démonstration.— Pour P € Q(Z,), il existe j € [1,2n] tel que p { z;(P) puisque ¢ se
. . —_ 2n—1 h h

restreint en un morphisme de Qp vers Zop, - PFZ X [lichen PI(FP) X P](Fp) modulo p.

Cela entraine que

max ‘:U?‘ =1
1<j<2n P
pour P € O(Z,) C Q(Z,) et que

my (02) = [ E.

Cette mesure coincide alors avec la mesure p-adique définie en [Sal98, 2.9]. Comme O est
lisse sur Z, cela nous permet d’appliquer [Sal98, Corollary 2.15] pour conclure a ’égalité

[O(Fy)|
mp (Q(ZP)) = pdim(O) :

Pour déterminer |O(F))|, on utilise le fait que le XO,nF -torseur Op, sous T’y est trivial si
)

bien que
O(F,)| = [T(Fy)| | Xo.n(Fp)|

Les égalités
IT(Fy)| = (p—1)*" "
et
dim(0) = dim(Xy,) + dim(7") = dim(Xo ) + rg (Pic(Xon))
fournissent alors

17\ r8(Pic(Xo,n)) ‘&(Fp) ‘

my (0(Zy)) = (1 - p) W

On utilise alors pour finir le fait que X, soit un P"~!-fibré sur la variété torique C,, pour
aboutir a ’expression

p"—1
Xon(Fy)| = [CaFy)| [z, (Fy)] = £ — CalFy)].
Il s’ensuit
rg(Pic(Xo.n))—1 1 ‘%(Fp”
my (0(Zy)) = (p—1) g(Pic(Xo.n)) (1 - pn> prE(Pic(Xo.0))+dim(Xo.)—n"

Comme on a
dim(Xop,) —n=2n—-2—-n=n—2=dim(C,) — 1,

on aboutit bien au résultat annoncé

mpotz = (1-1)"7 (12 L) 2Bl

P pn pn—l
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Remarques.—
— En réalité, [Sal98, Corollary 2.15] fournit

vz — 10
my (0 (2/72)) = Sty

— Blomer, Briidern and Salberger montrent dans [BBS14] que le facteur o(Xo,,) de
la constante de Peyre peut s’interpréter comme ’analogue archimédien des facteurs
de convergence p-adiques |T(F,)| /p@™(). Par sommation d’Abel, on a

Y orm e onAq) (g;i“i}o))) log(B)”" "

z€Xg (Q,B) (3.4.76)

= wH(Xo,n(AQ))/ ds

A(B)

on X;,(Q,B) = {x € X§,, : Ho fo(z) < B} et A(B) représente I'ensemble
des formes linéaires A sur Pic(Xp,) ® R telles que A ({_KXo,nD < log(B) et

A € Ce(Xo,n)Y. Soit z € X, & présent un point dont les n coordonnées x; sont
égales. On peut alors identifier T" avec la fibre du torseur ¢ : O — X, au-dessus
de x tel que I’élément neutre de T corresponde au point de A2"+t"~! dont toutes
les coordonnées sont égales a 1. Soit D(P) C T'(R) le sous-ensemble défini par

min ( min zp, min \zh\> 1
(hy>1 """ s(h)=1

et tel qu'il existe un i € [1,2n] tel que |x;|™ < B. Cette derniére condition implique
que pour tout i € [1,2n], |z;|* < B. On a alors, puisque y; = -+ = y, = 1 sur
T(R), que tous les 2z, pour s(h) = 1 ont le méme signe. On pose alors D (B) C
D(B) le sous-ensemble défini par les conditions

Vh e [1,N], telque s(h)=1, =z,>0

et dt la mesure sur 7(R) du lemme 3.4.11 et on obtient

/ dt =2 dt.
D(B) D+(B)

De plus, d’apres le Lemme 3.4.1, on a

/ dt = / ds
D+(B) A(B)

(XO n) 1 2”711 _ /
rgPic(Xo,,) T2
On donne alors une interprétation heuristique du facteur a(Xon)too(Xon(R)) ap-
paraissant dans la constante de Peyre. Soit F(B) ’ensemble des

si bien que

(:I:I, Z) = (x’l, e ,xn, (Zh)1<h<N) S R2n+n !
tels que

min | min z;, min |z 1 max |z;|" < B
<(h)>1 h’s(h) | h’) Y1gihn il <
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et vérifiant (3.4.64). Alors, le Lemme 3.4.5 ainsi que (3.4.76) fournissent la conjec-

ture
2

(z/,2)eF(B)NZ2" tn—1

1

maxi<i<an |Zi|”

~ oo(Xon(R)) [ O

En effet, pour justifier cette heuristique, on peut approcher la somme ci-dessus par

/ dz'dz o (F(B)).
F(b)

maxi<i<on |zi|*d®

Le lemme 3.4.11 fournit alors

el F(B)) ~ e Xon(R)) | o

~ 0 60 (B)Y T (Xon (R

pourvu que la contribution & ms(F(B)) des fibres de 9o o : O(R) = Xon(R)
soit la méme que celle de la fibre au-dessus de x.

Le nombre de Tamagawa wg (Xovn(AQ)Br(XO!n))

Cette construction, de maniére complétement analogue & la section 5 de [BBS14],
permet alors de construire explicitement le nombre de Tamagawa

ot (Xon(A)P ")) = (X (R TT (1 ;) fp(X00(Qy))

et ainsi d’obtenir ’expression conjecturale complete de la constante de Peyre. On obtient
notamment les deux lemmes suivants dont le premier découle immédiatement de (3.4.74)
et de [BBS14, section 5].

Lemme 3.4.14. La quantité j10(Xon(R)) est donnée par

/ dty - dtp1dtni1--- dlon—1
7 .
R2n_2|tn+1 e t2n71|max(‘t1|n7 s a|tn71|na t::-ly-l +- tt;:_ll ) ‘tn+1|na s 7’t2n71|n>

Lemme 3.4.15. Avec C,, la variété torique de Cozeter de S, on a

(1-3) = (-3) " (-3 452

pn pnfl

Démonstration.— La démonstration est inspirée de la section 5 de [BBS14] et de I’Annexe.
On déduit de [BBS14, Lemma 19] I’égalité

[O(F,)|

1\2"
(1 — p) ,up(XO,n(Qp)) = W

Pour déterminer |O(F))|, on utilise le fait que le XO,nF -torseur Op, sous T’y  est trivial si
p

bien que

O(F,)| = [T(Fy)| | Xo.n(Fp)| .

Les égalités
IT(Fp)| = (p—1)*""
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et
dim(0) = dim(Xy ) + dim(7T") = dim(Xo ) + rg (Pic(Xo,n))

fournissent alors
1\ FEPie(Xo0.0)) | Xo.n(Fp)|

my (0(Zp)) = (1 - p) pdm(Xon) °

On utilise alors pour finir le fait que Xo , soit un P~ !fibré sur la variété torique C,, pour
aboutir a ’expression

X0 (E)] = 1CalEp)| [B, ()] = =1 [CulBy)]

Il s’ensuit

_ rg(Pic(Xo,n))—1 1 ‘%(Fp”
my (0(Zp)) = (p—1)"® ’ (1 - pn> prEPic(Xo.0)+dim(Xo.)—n

Comme on a
dim(Xopp) —n=2n—-2—-n=n-—2=dim(C,) — 1,

on aboutit bien au résultat annoncé

mpotz = (1-1)"7 (12 1) 2Bl

P pn pn—l

3.4.2 Transformation de la constante obtenue par le Théoréme 3.1.2

L’objet de cette partie est de réécrire la constante ¢, fournie par le Théoréme 3.1.2 afin
de vérifier que son expression coincide avec la forme conjecturée par Peyre et explicitée en
section 4.2.

Mise sous forme de produit eulérien de la quantité F(1)/((n)

Lorsque le N—uplet z est réduit, la variable z) n’est sujette & aucune condition de
coprimalité tandis que toutes les autres variables sont sujettes a au moins une condition de
coprimalité. On note alors A ’ensemble des couples (k,¢) d’'un N—uplet z réduit tels que
pged(zk, z¢) = 1 ainsi que S = {1,..., N — 1} de sorte que G = (S, A) définisse un graphe
pour lequel on peut appliquer [BBS14, theorem 5] afin d’écrire F'(1) défini en (3.3.30) sous
la forme d’un produit eulérien. Cette étape est capitale dans 'optique de démontrer la
conjecture de Peyre puisque cette derniere prédit que le nombre de Tamagawa intervenant
dans la constante est de la forme

m-3) ()

avec P, un polyndéme a coefficients entiers.

Théoréme 3.4.3 ([BBS14]). Pour tout U C A, on définit ver(U) C A comme étant
l’ensemble des sommets qui sont adjacents a au moins une aréte de U. On a alors

22y
F)=I] > &

p k=0 P
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avec, pour tout 0 < k < 2" — 2,

b= > (-1)*".

UCA
ver(U)=k

De plus, on a Boy =1, by =0, by = —#A = —2""1(2" + 1) + 3" et la relation
2n_9
> b =0.
k=0

Démonstration— On renvoie au théoréeme 5 de la section 2 de [BBS14] pour une preuve
de ce résultat valable pour n’importe quel graphe G = (S, A). La quantité #A s’obtient
grace a des arguments élémentaires de combinatoire. ([l

Il n’apparait pas évident a priori de déterminer explicitement les valeurs de by pour

k > 2 pour des valeurs de n quelconques ni de montrer directement que le polyndéme
2n—2

S b X* admet 1 comme racine de multiplicité au moins 2" —n — 1, comme cela est pré-
k=0
vue par la conjecture de Peyre. On donne alors le lemme suivant qui permet d’expliciter

un peu plus le produit eulérien définissant F'(1).
Lemme 3.4.16. On a

Fa) =] (1 — 1>2n_1 14+

p p k=1 p

(k+1)" — k"
k

Démonstration— Par définition de F' dans le Lemme 3.3.7 et au vu de (3.3.31), on a

Fa)=]] (1 - 1)%1 Gy,

» p
ou, pour tout nombre premier p, on a posé

1
= ) T

(2 VN)GNN

v;vj=0avec (i,7)EEn

En utilisant la bijection décrite en section 3.2 par le Lemme 3.2.1, on obtient, pour tout
nombre premier p, I'égalité

1
Gp = Z pman kj :
(k1:~--7kn)€Nn

On s’inspire alors des calculs effectués en fin de section 4 de [Brel6]. On regroupe la
somme en fonction de la valeur k := max;k;. Posant r1 = #{j € [1,n] : k; = k} et
ro =#{j € [1,n] : 1 <k; <k — 1}, on aboutit a 'expression

k
Gy=1+ Y Ahrer)

k
k>1 p
1<rmin
0<ro<n—ry
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avec p(k,ri,r2) le nombre de k = (ky,...,k,) € N” correspondants. Or, on a

plk,ri,ma) = <Z> <n ;2T1> (k—1)"

k4 1) — kn
Gp:1+2%.
k>1

si bien qu’on obtient

0

On dispose alors du lemme suivant qui montre que le rapport F(1)/{(n) est de la
forme conjecturée par Peyre.

Lemme 3.4.17. Il existe un polynome P, unitaire de degré n — 1 tel que
1 2" —n—1 1
F(1) = (1_) p().
) 1;[ P "\p
Pour tout n € N*, le polynome est défini par la relation

Po(X)=(1-X)"" Y (k+1)"Xx". (3.4.77)
k>0

Démonstration— Grace a un changement d’indice, on déduit du Lemme 3.4.16 I’expression

F)=]] <1 - 1>2n > w

P P/ = P

Une récurrence fournit alors l'existence de P, unitaire (palindromique) de degré n — 1 tel
que

sy P (7)

k n+1?
p _1
k>0 (1 p)

avec
YneN, Pu(X)=(1-X)""> (k+1)"X*.
k>0

Les polynémes (P,),>1 vérifient la relation de récurrence
Poi1(X) = (L4 nX) Py (X) + X (1 - X) P (X)

et P1(X) = 1. Cela permet de conclure la preuve du lemme. O

Lien entre la quantité F'(1)/({(n) et le nombre de Tamagawa associé a Xy,
On a prouvé lors du Lemme 3.4.17 que

-1 2)" " n ()

» p
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ol
Po(X)=(1-X)"" Y (k+1)"Xx*
k>0
est un polyndéme a coefficients entiers. D’apres les remarques faisant suite au théoréme 2
de Salberger présentes en Annexe et de maniere plus rigoureuse d’apres [Ste92, page 315]
et le Lemme 3.4.15, on obtient que le facteur p-adique du nombre de Tamagawa est donné

T (o)) ()

p p p"
ou F' (S, t) est la fonction d’excédance de &,, définie dans [Ste92]. D’apres [Ste92, page
315], on a
F(Gn,X)=01-X)"" > (k+1)"X*

k>0
si bien qu’on en déduit que P, = F (&, .). Ainsi,
FQ1
o = Tl Xon(AQ)) (3.4.79)
p

Pour conclure le traitement du nombre de Tamagawa
wit (Xon(AQ)P X)) = e (Xo.u(A)) [] 1o(Xon(AQ)),
P

il reste a calculer la densité archimédienne. En utilisant le Lemme 3.4.14, on obtient
'expression suivante de fioo(Xon(AQ))
dty---dt,_1dtpqq - -dion1

/R”_IXR”_I tn+1 - ton—1| max <|t1\n veos 2™ tsL +--+ tt;:l

(3.4.79)

n : 1) -
On démontre alors le résultat suivant.
Lemme 3.4.18. On a ji0o(Xon(AQ)) = n%(n — 1)12" 715, o1 B a été défini en (3.3.32).

Démonstration.— On part de expression (3.4.79) et on notera Io, = f10o(X0,n(Aq)) dans
la suite de la démonstration. Il vient immédiatement 1’égalité

dty---dty_1dtpgr - - diap—1

IOO:2n_1 R—1xRrn—1 n n t tn—1 n .
tpg1seerton—130 tn+1tn+2 -+ top—1 MaxX (|t1’ R e U e +eoet ton_1| 1)
On utilise alors l'identité . dt
Vs 2 1, - = / )
S t>s t

pour obtenir I’expression suivante de I

2n—1 / dty -- -dtn_ldtn_H -~ dtop_1dt
rn—1lxgrn—1 t th—1 n e 2 :
bt 1o 130 t>max(lt1|",...,|t2n71|", TR A ,1) tntitnt2 - ton-1t
Le changement de variables suivant
1
=—,
Uap,
Uj .
t;=— pour i€ [1,2n— 1]~ {n},

U2n
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de jacobien

-0 ... 0
I
Uy,
_ 1.
ugn U2n O n
det =5
u
2n
_Y2n-1 AU
u%n 0 U2n

fournit alors

dug -+ - dup—1dupg - - - dugy—1dug,

_ n—1
loo = n2 / UER I XR™, Upti,...,u2n—1,u2n>0

» w1 Un4+1Un+2 *** U2n—1
1>max(‘u2|1“~1u2n711u2n7u2n m+"'+112n71 )
Etablissons a présent qu’on peut supposer que upi1 < Unt2 < -+ < U2, dans Uintégrale

ci-dessus quitte a la mutliplier par un facteur n!. Pour toute permutation o de [n+1,2n],
on notera

duy - - - dup—1dug 1 - - - dugy1dug,

IOO,U :/ ueR" xR, 0<Ug(nt1) < SUg(an)
uq g Yn—1
Un+1 U2n—1

) Up+1Un+2 * - U2n—1

1>max<‘ul|7-~~7’U42n717u2n7u2n
Si o(2n) = 2n, il est facile de voir que le changement de variables

Vi = Ug(n4i)—n POUT I<i<n—1,

Vi = Ug(nyq)y Pour 1<i<n—1 (3.4.80)
V2n = U2n
est de jacobien
> 0 0
det| 0 P; 0||=¢(6)*=1,
0 0 1

ou & est la permutation de [n+ 1,2n — 1] induite par o, Ps est la matrice de permutation
associée & & et (&) est la signature de la permutation 6. Ce changement de variables
fournit alors la relation Io s = Ioo 4. Supposons a présent que o(2n) < 2n. Dans ce cas,
on considére m = o(2n) —n € [1,n — 1]. On effectue alors le changement de variables :

v; =u; pour i€ [1,2n— 1]~ {n,m}

u u Up—
'Um__u2n( T e nl)

Un+1 Un+2 U2n—1
de jacobien 37"2 I s’ensuit alors que I, est égale a
/ dvg -- -dvn_ldvnﬂ cee dvgn_ldvgn
n—1 n < <<
veR xR"™, O\Ua(n+1)\ Vo (2n) Un+1 " Um—1Um+1 - V2p
> V1 4.4 Ym=l L om oy Ymdl 4 Yn—l
1/max(\vl |7 1V2n,Untm Un+1 + Un+m—1 + V2n + Un+m+1 + V2n—1
car
U1 Um—1 Um Um+1 Un—1
|um|:un+m‘+"‘++++"'+ .
Un+1 Un4+m—1 U2n Un4+m+1 Von—1

Par choix de m, on se retrouve alors a nouveau dans un cas ou

Unm = max {vp4; : 1 <i<n}
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et un changement de variables similaire & (3.4.80) permet d’obtenir 'égalité I » = I5o 14
également dans ce cas et ainsi de conclure que pour toute permutation o de [n + 1,2n],

on a Iy s = Is 14- Par conséquent, il vient
I — o1y / duy - - - dup—1dupy - - - dugy—1dug,
oo : uceR" 'xR", 0<upni1<<u .
n+1u1 2n - un+1un+2 P u2n71
1>max(‘ullw”qun—lyuZnauQn U1 Uam—_1 )
(3.4.81)
On effectue alors le dernier changement de variables suivant, a (u1, ..., un,—1, u2,) fixés,
U2n,
_ up Upy = —
v = (%1}
Un+1 it
SO1 U2n, .
Up4i—1 . Upt+i; = ——— pour 1€ [2,n—1
v = ==L pour i€ [2,n—1] e IT P [2 l
Un+iq )
1<kt
de jacobien
n—1
Uan
n—k+1
IT
1<k<n—1

puisque la matrice jacobienne est une matrice triangulaire inférieure de coefficients diago-
naux

__ Y
2 II
’UZ' Uk
1<k<i—1

pour tout ¢ € [1,n — 1]. Par conséquent, commme

1 u?;l

— )

Up41Un42 - U2p—1 H vy k
1<ks<n—1

il s’ensuit que l'intégrale apparaissant dans (3.4.81) est égale a

du1---dun_ldvl---dvn_lduQn

0<v1,..,0n—1<1 =5,

,/L: < Uy V1V * + Uy —
1 max([ug |y [tun—1 |, |u1 01+ g vy vy ) T OSU2ZSVIVZ " Un1 1v2 Un—l

ol la derniére égalité est obtenue en intégrant par rapport a us,. Cela permet de conclure
a Dégalité poo(Xon(Aqg)) = n!2" nf et achéve la démonstration du lemme. O

3.4.3 Le dénouement

Les Lemmes 3.4.18, 3.4.2, la relation (3.4.78) ainsi que le Théoréme 3.1.2 impliquent
alors que la constante ¢, = cpeyre €st en accord avec la prédiction de Peyre et cela acheve
la démonstration du principe de Manin et de la conjecture de Peyre pour les hypersurfaces
projectives W,.
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A crepant resolution for the
hypersurfaces 1V,

Résumé. On reproduit ici sans modification un résultat non publié di a Per Salberger
qu’il a eu la gentillesse de me communiquer et qui est essentiel a la vérification de la
conjecture de Peyre effectuée au chapitre 3. Il s’agit de la construction d’une résolution
crépante des hypersurfaces W,, définies en (3.1.1).

In a previous paper with Blomer and Briidern [BBS14], we constructed a partial resolu-
tion f, : X,, — W, of the projective hypersurface W,, C P?"~! (n > 1) with homogeneous
coordinates

(T1ye ey Tny Y1y ey Yn)

defined by the equation
T1Y2 Yn—1Yn T T2Y1Y3 - Yn + - = TpY1y2 - Yn-1 = 0.
The variety X, C P?"~1 x P"~! x P"! is the triprojective variety with trihomogeneous

coordinates (x1,...,Zn,Y1s--« Yn; Y1, Yn; Z1,...,2Zy,) defined by the following equa-
tions

rZi+ -+ a2y, =0, (A.0.1)
yY;—y;Y; =0 for 1<i<j<n, (A.0.2)
ViZi = = Y Zn. (A.0.3)

In [BBS14], we proved that the projection pr; : P?"~1 x P~ x Pl — P2n-1 yeg.
tricts to a birational projective morphism f, : X,, — W, which is crepant. We have thus

We also showed for n > 1 in [BBS14] that the restriction of pry x pry : P27~ x Pn—1 x
P! — P! x P! to X, gives rise to a morphism ), : X,, — B, such that X, is a
P"~!-bundle over the biprojective variety B, C P"~! x P*~! with bihomogeneous coordi-
nates (Y1,...,Yn; Z1,...,Zy,) defined by the equations (A.0.3). Note that for n = 1, there
is no equation and B; = P° x PY is a point.
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Hence, X, is non-singular for n < 3 as B,, is non-singular for n < 3. We have thus a
crepant desingularisation f,, : X,, — W,, for n < 3. But for n > 3, both B,, and X,, are
singular. The aim of this note is to construct a crepant resolution pg, : By, — B, for
all n > 1. This will give a crepant desingularisation px, : Xo, = Bon XB, Xn — X, by
pulling back A, : X,, — B, along pg, and hence a crepant resolution px,, o f, : Xon — Wi,
foralln > 1.

For non-empty subsets I = {i1,ia,...,ix} C {1,...,n}, we write P! x P for the
biprojective space P¥~1 x P¥~1 with bihomogeneous coordinates

I.opl\ _ (yI 1.1 I
(Y v/ ) — (nl,...,xfik,zil,...,zik)
and B! C P! x P! for the closed subvariety defined by

izl =...=vtz] (A.0.4)

(3 (7

In particular, Bl = B,, for I = [n] := {1,...,n}. We will never allow I = & in this note.
For products [];cp, V1 of varieties indexed by I C [n], it will thus be understood that
I+#@.

Now let By, be the closed subvariety of ] ICn] B! defined by the equations

vy =vlyy for ktecJCICln (A.0.5)
zlz] =71z} for kteJCICln (A.0.6)

There is an obvious morphism pg ,, : Bo, — By which sends [] 1Cn] (YI -zl ) to (Y["]; Z[”}).

We shall also consider the Coxeter toric variety Cp C []rcp) P! of &,, with multiho-

mogeneous coordinates []rc (YI ) defined by the equations (A.0.5). It follows from a

result of De Concini and Procesi (see [CP95, Theorem 4.2] and [Henl0, Prop. 2.9]) that
C,, is a non-singular projective irreducible toric variety of dimension n — 1.

Proposition A.0.6. Let B} C B,, be the open subset where we do not have Y, = Zj, = 0

for any k € [n] and Bg,, = paﬁll (BY). Then

(a) The morphism pr; : By, — Cyp, which sends [licpm (YI;ZI) to I1rcpm) (YI> is an
isomorphism.

(b) Boy is a non-singular projective irreducible toric variety.

(¢) Bon ~ B{,, is of codimension at least two in By .

(d) pon is surjective and maps By, isomorphically onto By,.

Proof.~ (a) The morphism pry : By, — Cy, is dominant as any [];cp, (YI ) € C, with

Yl # 0 for all I C [n] and k € I is the image of [Ty, (Y/521) € Bo,, with 2] = 1/¥]!
for all I C [n] and k € I. As C, is integral, it is thus enough to show that pr; is a
closed immersion and since pr; is proper and finitely presented that pr; is injective (see
[Gro67, prop 8.11.5]). That is, we have to show that [];c, (ZI) € [icm P! is uniquely
determined by [];cy (YI) € rcpm) P! for e (YI; ZI) € Bop.

To show this, we use induction with respect to n. If n = 1, then pr; is just the
projection of P? x PY onto P? and the assertion is trivial. So suppose n > 1 and that
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[Licm <YI; ZI) € By,. Then Z! € P! is uniquely determined by [ (YI) € [rcpn P!
for any I # [n] by the induction hypothesis. Also, if Yi[n] = 0 for some ¢ € [n], then Z ][n] =0
for some j € [n]. If, say Z" = 0, then (ZW) - (Z{"*”, /) o) in P"~! by (A.0.6).

Finally, if Y, # 0 for all i € [n], then (z[nJ) - (1 v /Y,E”]) ¢ PI"l. Hence (z[nl
is uniquely determined by [] 1Cin] (YI ) also for points on By .

(b) This follows from (a) and the above result for the Coxeter variety C,, due to De Concini
and Procesi [CP95].

(c) It suffices to show that the closed subset Fj, C By, defined by the equations Yk[n] =

Z,E"] = 0 is of codimension at least 2 in By, for all k£ € [n]. But for such points in By ,, we
see from (A.0.5) and (A.0.6), that Y/ = Z] = 0 for all I C [n] where k € I and #I > 2.
The projection from Fy to [rcin (x} B! is thus a closed immersion and, by (a), isomor-

phic to a proper variety of the (n — 2)—dimensional Coxeter subvariety of [];cpu (1} P!
defined by (A.0.5) and (A.0.6) for J C I C [n] ~ {k}. This proves that dim(Fy) < n — 3.

(d) It is clear that the open subset of By, with Yl[n} Zgn] # 0 is mapped isomorphically
onto the open subset of B, with Yl[n]Z{n] #0 as (YI; ZI) € P! x P! is the projection of
(Y[n]; z[n}) € Pl x P for any [T;cp, (YI; Zz) € By, with Y 20" = . — gl 4
0. Hence pop, (BSJJ is dense in B. It is thus just as in (a) enough to show that the
map from B, to By is injective. As we have already seen that []rcy, (YI VA ) € By,
is uniquely determined by (Y["]; Z[”]) e Pl x Pl jf Yl[n} Zgn] = 0, suppose instead that
v Z[" = 0. We may then, if [Tjcr,) (Y7 27) € By, find a partition [n] = J UK such
that Yj[n} = 0 if, and only if, j € J and Z,[Cn] = 0 if, and only if, £ € K. It now follows
from (A.0.5) and (A.0.6) that (YI; Z1> € P! x P! is uniquely determined by (Y["]; Z[”}).

If I is not contained in J, then Y! € P! is just the projection of Y™ and if I C J,
then Y! € P! is represented by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Z".
Similarly, if I is not contained in K, then Z/ € P! is just the projection of Y and if
I C K, then Z! € P! is given by a tuple obtained by inverting the I-coordinates of Y.
This completes the proof. O

We now pull back the P""!-bundle )\, : X,, — B, along Pon : Bon — By. This gives us

a P Lbundle Aon : Bon XB, Xn — Bon. One can also describe X, more directly. It is
the closed subvariety Xo , C P21 <[] 1Cin] P! x P! with multihomogeneous coordinates

(xl, e Ty Yl -5 Yns H (Y];ZI>)

ICn]

defined by (A.0.4), (A.0.5), (A.0.6) and (A.0.7) and (A.0.8) below

w1 ZM 4+ zi =0, (A.0.7)
yYM gy =0 for 1<i<j<n (A.0.8)
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Théoréme A.0.4. The projection px, : Xon = Bon XB, Xn — Xy which sends

(ml,...,xn,yl,...,yn; H (Y];ZI)) — (ml,...,xn,yl,...,yn;Y["];Z[n]>
ICin]

is a crepant desingularisation of X,,.

Proof.— The variety Xg , is non-singular as it is a P"!-bundle over a non-singular variety
By It is also clear from the Proposition 1 that the open subset Xg ,, = Ag ! (Bé,n) C Xon
is mapped isomorphically onto the open subset X* = A\-! (B*) C X,,. Therefore, the res-
trictions of wx, ,, and p wx, to X{,, are isomorphic. By the Proposition 1, we have also
that Xo, \ Xa‘m is of codimension at least two in Xg, and hence the restriction from
Pic(Xo,,) to Pic (ngn) is injective (see proposition 6.5b and corollary I11.6.16 in [Har08]).
Hence wx, , and p}nw x, are canonically isomorphic invertible sheaves on X . O

Remark.— If n < 3, then py, is an isomorphism as pg, is an isomorphism for such
n.

We can now derive the main theorem of this note.

Théoréme A.0.5. Let n > 1 and W,, C P>~ be the projective hypersurface defined by
the following equation

T1Y2  Yn—1Yn + T2Y1Y3Yn T = Tpyay2  Yn—1 = 0.

Let Xo,, C | SRLL ng[n] P! x P! be the closed subvariety with multihomogeneous coor-
dinates

(ml,...,xn,yl,...,yn; H (YI;ZI))

IC[n]
defined by the equations (A.0.4), (A.0.5), (A.0.6), (A.0.7) and (A.0.8). Then the projec-
tion pry : P21 x ngn] P! x P! — P21 restricts to a morphism fon : Xon — Wy
which is a crepant resolution of singularities of W,,. Moreover, Xo, is a P~ L-bundle over
a variety By isomorphic to the Cozeter toric variety Cy, of &,,.

Proof.— The map fo, is the composition of px, : Xon — X, and f, : X;, — W,. We
proved in [BBS14] that f, is birational and crepant. We thus obtain the desired result by
combining the results on f, and X,, in [BBS14] with the results on py, and Xg, from the
Theorem 1. g

Remarks.— By (a slight generalisation of) Manin’s conjecture, we expect as a conse-
quence of the Theorem 2 that we have rk (Pic(Xy,)) — 1 = rk (Pic(By,,)) = rk (Pic(Cy))
log factors in the asymptotic formula for the counting function on the open subset of W,
with y192 - yn—1yn # 0.

We also expect that the constant in the main term of this asymptotic formula is given
by Peyre’s Tamagawa constant for X ,, which is interpreted as an adelic volume of the
universal torsor T over Xo , in [Sal98]. The p-adic factor of Peyre’s Tamagawa constant
should thus be

4T (F,) (1 - 1>rk(Pic(Xo,n)) #Xon (F) _ (1 - 1>rk(Pic(Cn)) 4O, () (1 1 ) |

dim (T) pdim(Xo,n) p pdim(Cr)

pn

p



Here clearly, dim(Cy,) = n — 1. The invariants Pic(C,,) and #C,, (F,) for the Coxeter toric
variety C,, are also known and may be found in [Ste92]. We have

rk (Pic(Cp)) =2"—n—1
as rk (Pic(Cy,)) is equal to the second Betti number of C,, and
#Cn (]Fp) =F (Gmp)

where F'(&,,t) is the symmetric polynomial of degree n — 1 in ¢ given by the associated
excedance function [Ste92, pages 311 and 316]. Recall here that the excedance number of
any w € &, is the quantity e(w) = #{i € [n] : w(i) > i} (see [Ste92, page 309]).

Examples.— In G3, we have e(Id) =0, e((12)) =1, e((13)) =1, e((23)) = 1, ¢((132)) = 1
and e((123)) = 2. The generating excedance function F (&3, t) is thus 1 xt9+4xt!+1xt? =
1+ 4t +t? and #C3 (Fp) = 1+ 4p + p°.

For n = 3, we thus expect tk (Pic(C3)) = 2% — 4 = 4 log factors and the p—adic factor

() (53 (35)

in the main term.

In &4, we have :

o ¢(Id) =0;
e For o one of the six transpositions or o = (132), (142), (143) or (1432), one has
e(o) =1;

e For o a product of two disjoint transpositions, a three cycle distinct from (132),
(142) and (143) and a four cycle distinct from (1234), one hase e(o) = 2;
o e((1234)) = 3.
So F(&4,t) =1+ 11t + 112 + 13 and #Cy (F,) = 1+ 11p + 11p? + p°.
For n = 4, we thus expect 1k (Pic(Cy)) = 2* — 5 = 11 log factors and the p—adic factor

(1 1)11<1+11+11+1><1 1)
P p  p? p pt
Similarly, for n = 5, we expect rk (Pic(Cs)) = 2° — 6 = 26 log factors and the p—adic

Remarks.— The odd Betti numbers vanish for any smooth projective toric variety. We
have thus by the Weil conjectures (see [Har08, Appendix]) that

#Cn (Fp) = Bz(n—l)Pnfl + 52(n—2)pn72 +-+ Bap+ Bo

in the main term.

in the main term.

and that

F (&) = Bopuyt" " + Bopnoyt" > + -+ Bat + fo
where 8; = dim (H' (C,(C)an, Q)) is the i-th Betti number of Cy,. In [Ste92], Stembridge
gives thus a combinatorial interpretation of the Betti numbers of Coxeter toric varieties
in terms of the excedance function of &,,.
For more background on the cohomology of toric varieties, see also [Ful93, section 4.5].
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