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Résumé

Les variétés possédant une orbite dense sous I'opération d’un groupe sont dites presque
homogénes. Il s’agit d’objets ayant une géomeétrie tres riche, qui ont été abondamment
étudies ces 50 derniéres années; cela inclut notamment les variétés toriques. L’objectif de
cette these est d’obtenir une classification des couples (X, G) ou X est une courbe ou une
surface algébrique, définie sur un corps quelconque, et G est un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidélement dans X et possédant une orbite dense. Cette classification
passe par I’étude des complétions réguliéres equivariantes de X.

L’étude des courbes presque homogénes fait ressortir une classe particuliere, celle
des courbes seminormales. Nous obtenons une classification complete des couples (X, G)
guand X est une courbe seminormale. Nous décrivons aussi les courbes quelconques
presque homogénes (sur un corps quelconque), généralisant ainsi un résultat de Vladimir
Popov. Enfin, nous déterminons les fibrés en droites linéarisés sur les courbes seminormales
presque homogeénes.

Le dernier chapitre traite le cas des surfaces. A nouveau, nous obtenons une classifica-
tion des couples (X, G) quand X est une surface et G n’est pas a [nel Quand G est a [ne]
la surface est rationnelle. Nous décrivons alors, sur un corps algébriqguement clos, les sur-
faces homogeénes et leurs complétions réguliéres équivariantes relativement minimales. En
caractéristique nulle, nous déterminons aussi les groupes qui opérent. Beaucoup de phé-
nomenes nouveaux se produisent en caracteristique positive, et certains de nos résultats
sont incomplets dans ce cadre.

Mots-clés Variété algébrique, Variété presque homogene, Variété seminormale, Pince-
ment, Fibré en droites linéarisé.

Abstract

The varieties having a dense orbit under the action of a group are said to be almost
homogeneous. Those are objects with a very rich geometry and have been extensively
studied for the last 50 years ; this includes toric varieties. The purpose of this thesis
is to classify the pairs (X, G) where X is an algebraic curve or surface, defined over an
arbitrary field, and G is a smooth connected algebraic group, acting faithfully on X with
a dense orbit. The classification relies on the study of the equivariant regular completions
of X.

The study of almost homogeneous curves highlights the class of seminormal curves.
We get a full classification of the pairs (X, G) when X is a seminormal curve. We also
describe all almost homogeneous curves (over an arbitrary field), thus generalizing a result
of Vladimir Popov. Finally, we determine the linearized line bundles over seminormal
almost homogeneous curves.

The last chapter deals with the case of surfaces. Again, we get a classification of the
pairs (X, G) when X is a surface and G is not a [nel When G is a [ne] the surface is
rational. We then describe, over an algebraically closed field, the homogeneous surfaces
and their relatively minimal equivariant regular completions. In characteristic zero, we
also determine the acting groups. Many new phenomena occur in positive characteristic,
and some of our results are incomplete in this setting.

Keywords Algebraic variety, Almost homogenous variety, Seminormal variety, Pinch-
ing, Linearized line bundle.
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Introduction

Contexte

Les varietés homogeénes sont des objets trés symétriques. Commengons par donner une
motivation pour I’étude de ces objets, en des termes un peu vagues. Soit X un « objet
géométrique » (par exemple une variéte di [érentielle ou une variéte algebrique). On attend
d’un automorphisme qu’il « respecte la structure » de X : si un observateur se situe sur un
point de X alors il percoit son environnement d’une certaine facon, et apres avoir appliqué
un automorphisme I'observateur s’est déplacé mais percoit toujours la méme chose. Si
pour tout couple de points de X il existe un automorphisme qui envoie le premier point
sur le deuxiéme, alors un observateur sur X n’a aucun moyen de savoir ou il se trouve,
puisque ou qu’il soit il voit la méme chose. Dans ce sens, on peut bien dire que X est
homogéne. Plus généralement, si un groupe G opére dans X par automorphismes alors
on peut se demander si I'opération est transitive, auquel cas on dira que X est homogéne
sous I'opération de G.

Toutefois les variétés homogeénes forment une classe trop restrictive. On obtient une
classe beaucoup plus large d’objets ayant une géométrie trés riche, en autorisant les
groupes a avoir non pas une seule orbite, mais une orbite dense. On parlera alors de
variétés presque homogenes. C’est le cas par exemple des variétés toriques, qui sont les
varietés algébriques presque homogenes sous I'opération d’un tore algebrique, et qui ont
été abondamment éetudiées depuis les années 1970. En outre, une variété algébrique X
qui est homogeéne sous I'opération d’un groupe G n’est pas nécessairement complete, ou
« propre » dans la terminologie moderne (de fagon analogue, une variété dilérentielle
n’est pas nécessairement compacte). Il est donc naturel de se demander si X posséde
une complétion équivariante X. Par définition, il s’agit d’une variété propre munie d’une
opération de G telle que X soit une orbite dense dans X.

L’objectif de cette thése est d’étudier les courbes et surfaces algébriques qui sont
presque homogénes sous I’'opération d’un groupe algébrique lisse connexe.

En dimension 1 la situation est agréable car, sur un corps algébriqguement clos, une
courbe lisse posséde une unique compactification lisse, et si un groupe algébrique lisse
connexe opére dans la courbe alors I'opération s’étend de facon unique a la complétion.
De plus le complémentaire de I'orbite dense est un ensemble fini (éventuellement vide).
Vladimir Popov a ainsi classifié dans les années 90 les courbes presque homogénes définies
sur un corps k algébriqguement clos et de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7]). Celles
qui sont lisses sont les courbes elliptiques, la droite projective P!, la droite a [nelA! et
la droite épointée A\ {0}. Celles qui sont singuliéres se répartissent en quatre familles,
paramétrées par des entiers ou des sous-monoides de N. On ne dispose pour I'instant pas
d’une classification compléete sur un corps quelconque.

Obtenir une classification des surfaces presque homogenes, et méme des surfaces ho-
mogeénes, est plus compliqué. D’une part, il n’y a plus unicité d’une complétion lisse
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équivariante. Par exemple, le plan a [nelA? opérant dans lui-méme par translations peut
se plonger de fagon équivariante dans P? ou P! x P!, D’autre part, il est plus di Lcil¢ de
contrdler le complémentaire de I'orbite dense.

Marat Gizatullin a classifié les surfaces a [ned lisses (définie sur un corps algébrique-
ment clos) qui sont presque homogenes, sous I’hypothese additionnelle que le complémen-
taire de I'orbite dense est un ensemble fini de points (voir [Giz2]) ; on dit que ces surfaces
sont quasi-homogeénes. Il s’est aussi intéressé a un probléme proche mais un peu dilél
rent : celui des surfaces a [ned lisses dont le groupe (abstrait) des automorphismes opére
transitivement dans le complémentaire d’un ensemble fini de points. Une classification est
donnée dans I'article [Giz3]. Pour cela, Gizatullin utilise des arguments géometriques, en
étudiant le complémentaire de la surface dans une complétion équivariante.

Popov obtient une classification analogue en ne supposant plus que les surfaces sont
lisses, mais que le corps de base k est de caractéristique nulle (voir [Pop, ch. 7, th. 2.3]);
comme pour les courbes, les surfaces a [ned singuliéres quasi-homogénes sont paramétrées
par des invariants discrets, qui sont des uplets d’entiers. Popov n’utilise pas les complétions
équivariantes comme le fait Gizatullin mais se fonde uniquement sur la théorie des groupes
algebriques.

Friedrich Knop a classifié en 1994 les surfaces définies sur un corps quelconque qui sont
homogénes sous I'opération de SL,, en déterminant tous les sous-schémas en groupes de
SL, (voir [Knop]).

En revanche, ces classifications laissent ouverte la question de la description de toutes
les complétions équivariantes et des groupes qui opérent.

Citons aussi I'article [Pot] de Joseph Potters qui donne la liste des surfaces analytiques
complexes compactes dont le groupe des biholomorphismes posséde une orbite ouverte
(ce groupe est un groupe de Lie complexe). On trouve notamment les surfaces abéliennes,
certaines surfaces réglées au-dessus d’une courbe elliptique et les surfaces rationnelles
(obtenue a partir de P?, P! x P! ou d’une surface de Hirzebruch F, en éclatant un
nombre fini de points). On renvoie a la section 3.5 pour des rappels sur les surfaces de
Hirzebruch.

Potters trouve également des surfaces qui ne sont pas algébriques, comme les tores
complexes de dimension 2 qui ne sont pas des surfaces abéliennes, et les surfaces de Hopf
dont le groupe fondamental est abélien (ce sont les quotients de C?\{0} par une opération
libre d’un groupe abélien discret).

Résultats principaux

On aimerait classifier les couples (X, G) ou X est une courbe ou une surface algé-
brique, définie sur un corps k quelconque d’exposant caractéristique p, et G est un groupe
algébrique lisse connexe opérant fidelement dans X de sorte que X soit presque homo-
géne. La stratégie adoptée dans ce manuscrit est de commencer par le cas ou X est lisse
(par exemple quand X est homogene). On cherche alors a « coincer » G dans le groupe
des automorphismes d’une complétion équivariante X de X. Des arguments de théorie
des groupes permettent de réduire les possibilités, jusqu’a trouver les G qui conviennent.
Il reste a déterminer les courbes et surfaces X et a comparer G au normalisateur du bord
X\ X. Il s’agit donc, contrairement a Gizatullin ou Popov, d’utiliser a la fois la géométrie
et la théorie des groupes.

Le cas des courbes a donné lieu a la rédaction de I'article [Lau], a paraitre dans le
journal Transformation Groups.
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Sur un corps quelconque, les notions de lissité et de régularité pour une variété ne
coincident pas toujours. La régularité est une condition plus faible que la lissité, et est
plus adaptée pour notre probléme. Si C est une courbe réguliére alors il existe une courbe
réguliére projective G¢-€t une immersion ouverte C — CGCette courbe Vérifie une propriété
universelle : pour toute courbe projective C tout morphisme C — CFse prolonge de fagon
unique en un morphisme ¢ CY En particulier C—#st unique a unique isomorphisme
pres. On I'appelle la complétion réguliere de C. Si un groupe algébrique lisse connexe
opére dans C alors I'opération s’étend de fagon unique en une opération dans C—{voir le
lemme 2.1.3). On en déduit la classification des courbes réguliéres presque homogeénes.

Si C est une courbe singuliére qui est presque homogene sous I'opération de G alors
on considére la normalisation v : ¢ C. Alors C—&st une courbe presque homogéne
sous I'opération de G (voir le lemme 1.5.8), donc on connait les couples (¢-46) possibles.
On peut retrouver C & partir de C—par un procédé inverse de la normalisation, appelé
le pincement, qui a été étudié de facon systématique par Daniel Ferrand et qui consiste
« moralement » & recoller des points et des tangentes de C—voir [Fer] ou la section 1.5).
Une classe particuliére de courbes se distingue, celle des courbes seminormales. Il s’agit
des courbes dont les branches sont « aussi transversales que possible », et qui sont les
courbes pour lesquelles le pincement s’exprime de fagon simple (voir la section 1.4 pour
une définition précise des variétés seminormales).

On obtient ainsi le théoréme suivant, en combinant le théoréme 2.1.7, le corollaire
2.1.9 et le théoréme 2.2.7.

Théoréme A : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant dans C. L’opération est fidele et C est presque homogene si et seulement si un
des cas suivants a lieu :

1. (courbes homogénes)

(a) C est une conique projective lisse et G est le schéma en groupes des automor-
phismes Autc ;

(b) G est une forme du groupe additif G, et C est un G-torseur ;
(c) G est une forme du groupe multiplicatif G, et C est un G-torseur ;
(d) C At et G est le groupe des transformations a [ned G, o G, ;
(e) C est une courbe projective lisse de genre 1 et G est la composante neutre
Autg;
2. (courbes régulieres et non homogenes)
(@ C [(PtetG [GLOG;
(b) G est une forme de G, et C est la complétion réguliere d’un G-torseur ;
(c) C CAtouPlet G [G;

(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable
de degré 2;

3. (courbes singuliéres, seminormales et non homogénes)

(@) G est une forme non triviale de G, et C est obtenue en pincant le point a
I'infini B—#e la complétion réguliére d’un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel K(P) est une sous-extension stricte de K(BY/k ;

(b) C est obtenue en pingant deux points k-rationnels de P sur un méme point
k-rationnel et G (Gl ;
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(c) C est obtenue en pincant un point P—déparable de degré 2 d’une conique pro-
jective lisse ¢—3ur un point k-rationnel et G est le centralisateur de P—#ans
Aut@

Dans cette liste, les objets les plus nouveaux et les plus mystérieux sont les complétions
regulieres des torseurs sous une forme non triviale de G,, qui apparaissent dans les cas
2b et 3a. Les formes non triviales de G, ont eté décrites par Peter Russell dans I'article
[Rus]; elles n’existent que sur un corps imparfait. Les complétions réguliéres restent mal
comprises.

De méme qu’il est naturel de vouloir plonger une variété dans un espace projectif,
guand on a une variété munie d’'une opération d’un groupe algébrique G on cherche a
la plonger de fagon équivariante dans le projectivisé d’un G-module de dimension finie
(c’est-a-dire un espace projectif tel que I'opération de G soit linéaire). Il est important
de remarquer qu’un tel plongement n’existe pas nécessairement. De plus, I’existence peut
dépendre de la caractéristique : la courbe cuspidale d’équation y?z = x® dans P? est
presque homogéne sous I'opération du groupe additif G,, et elle peut se plonger de fa-
con équivariante dans le projectivisé d’un G,-module si et seulement si le corps est de
caractéristique positive. Un tel plongement est décrit a I'aide de fibrés en droites munis
d’une structure supplémentaire, appelée une linéarisation. Les classes d’isomorphisme de
fibrés en droites linéarisés sur un schéma X muni d’une opération de G forment un groupe
Pic®(X), appelé le groupe de Picard équivariant. On renvoie & la section 1.6 pour des rap-
pels sur ce groupe. On y démontre un résultat (le corollaire 1.6.15) qui permet d’exprimer
le groupe de Picard équivariant d’une variété X en fonction de celui de la normalisée Y6—!

211 e
et plus généralement a chaque fois que I’on a un diagramme de pincement )\| [v

i
(voir la proposition 1.5.2 pour la définition d’un diagramme de pincement).

Proposition B : On a une suite exacte de groupes abstraits
1 0(x)** 00 x 0@)*" — 0@
L Pic®(X) — Pic®CB Pic®(Z2) — Pic®(2)

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connexion § : O(2)*°® - Pic®(X),
ol O(X)*° est le groupe des éléments inversibles G-invariants dans I'anneau O(X) des
sections globales du faisceau structurel Ox (et de méme pour X2 et 2)!

On peut également déterminer les courbes presque homogénes, définies sur un corps
quelconque, qui ne sont pas seminormales. Quand le groupe qui opére est G,,, ou une forme
de Gy, ces courbes sont données dans les théoremes 2.3.6 et 2.3.8. Quand le groupe qui
opere est G, ou G, 0 G, la description n’est explicite qu’en caractéristique nulle et est
donnée dans le théoréme 2.3.2; cette restriction est déja présente dans le travail de Popov
(qui suppose de plus que le corps est algébriquement clos). A chaque fois, les courbes sont
paramétrées par des invariants discrets, a savoir des entiers ou des sous-monoides de N.
En revanche, en caractéristique positive, il existe une famille de courbes seminormales
qui sont presque homogeénes sous une méme forme de G, et qui sont paramétrées par les
éléments du corps k (voir I’'exemple 2.2.9).
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Le fait de se placer en caractéristique arbitraire n’est pas anodin. Non seulement on
est confronté a des di [cultés techniques supplémentaires (en particulier, sur un corps
imparfait, il existe des variétés régulieres qui ne sont pas lisses) et certains resultats « na-
turels » deviennent plus di [cilds a démontrer, mais surtout des phénomenes nouveaux
apparaissent en caractéristique positive. Pour les courbes, ces phénoménes se produisent
principalement sur les corps imparfaits. Pour les surfaces, ils se produisent déja sur un
corps algébriquement clos. Par exemple, I'opération naturelle de SL, dans le plan A? pos-
sede deux orbites, a savoir I’origine (0, 0) et son complémentaire, mais en caractéristique
2 il existe une opération telle que A? soit homogene (plus précisément, le quotient de SL,
par le normalisateur d’un tore maximal devient isomorphe a A?). Des groupes nouveaux
apparaissent également sur les corps imparfaits (voir le théoreme 3.2.1).

Comme les courbes, les surfaces homogenes possédent encore une complétion réguliere
équivariante, mais celle-ci n’est plus unique en général. Un énoncé général est donné dans
le lemme 3.1.8. Sur un corps algébriquement clos, on peut donner un énoncé plus précis
(qui découle des corollaires 3.1.11 et 3.2.3), qui est le point de départ de la classification.

Proposition : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogéne sous une opération de G.
Alors il existe une immersion ouverte équivariante X — X ou X est I'une des surfaces
projectives lisses et relativement minimales suivantes :

1. une surface abélienne;

2. une surface réglée P(E) — E ou E est une courbe elliptique et E est un fibré vectoriel
de rang 2 sur E donné par une extension0 -~ Og - E - Og - 0,0uE =L [Of
et L est un fibré en droites de degré 0 sur E ;

3. P? ou P! x P! ou une surface de Hirzebruch F, ol n = 2.

Le dernier cas correspond a celui des surfaces rationnelles.
En outre, le bord 0X = X \ X se comporte assez bien.

Proposition C : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe et X une surface qui est homogene sous une opération de G. Alors
la surface X possede une complétion lisse équivariante X qui est relativement minimale
ou qui est I’éclaté de P? en un point, et telle que le bord 84X = X \ X soit un diviseur
a croisements normaux simples (éventuellement vide). Si de plus G est résoluble alors on
peut choisir X relativement minimale.

Une classification compléte des couples (X, G), ou X est une surface qui n’est pas
rationnelle (définie sur un corps quelconque) et G est un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidélement dans X de sorte que X soit homogene, est donnée dans le théoréme
3.2.1.

Pour les surfaces rationnelles, on dispose des trois théorémes suivants (qui sont donnés
les propositions 3.3.3, 3.3.4 et 3.3.5 pour le premier, le théoreme 3.4.13 pour le deuxiéme
et le theoreme 3.5.17 pour le troisieme).

Théoreme D : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P! x P! et G un sous-groupe lisse connexe de PGL, x PGL,. Alors X
est homogene sous I'opération de G si et seulement si, & conjugaison et permutation des
facteurs prés, un des cas suivants a lieu :

1. G=PGL; x PGL, et X = P! x P!;
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2. G [[PIGL,; est le graphe du morphisme de Frobenius itéré F' : PGL, - PGL,;
ol r = 0 et X est le complémentaire dans P! x P! du graphe du morphisme de
Frobenius itéré F" : P! - P?!;

3. G est le graphe de F" : B - B our = 0 et B est le sous-groupe de Borel
standard de PGL,, et X est le complémentaire dans A! x Al du graphe de F" :
Al L AL

4, G=B xPGL,o0uU xPGL, o0 U =Ry(B) (G, et X = Al x P?!;

5. G = T xPGL, ou T [CQ@, est le tore maximal standard de PGL, et X =
(A*\{0}) x P*;

6. G=BxBouUxBouUxUouG = to ?’to Y l(@b) CQ%t Gy,

] g( = = 1 1.

(ou (m,n) A Z‘%tpgcd(m,ngm 1)r'—?|t—n|x Al x Al; -
7.G=BxTouUxT ouG= to ?’to (1) la [Q,t G, (o (m,n) ]

Z5k 756t pged(m, n) = 1), et X = Al x (AT\{0});
8. G=T xT et X = (AL \ {0}) x (A \ {0}).

Théoréeme E : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P2 et 3X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogene sous I'opération d’un groupe algébrique lisse connexe si et
seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. 0X est vide;

0X est un point;

0X est une droite;

0X est la réunion d’une droite et d’un point;

SAREETE S

0X est une conique lisse si p 8 2, ou la réunion d’une conique lisse et du point
d’intersection commun de toutes les tangentes si p = 2;

6. 0X est la réunion de deux droites;
7. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente;

8. dX est la réunion de la courbe C d’équation x*" = yzP"~1 et de la droite D d’équation
z=0oup">2;
9. 0X est la réunion de trois droites.

Remarque : La surface X est a [nelsauf quand 0X est vide, un point, la réunion d’une
droite et d’un point, ou la réunion d’une conique lisse et du point d’intersection des
tangentes (pour p = 2). On retrouve alors les surfaces a [ne§ obtenues par Gizatullin
dans I'article [Giz2]; la description du bord peut s’extraire de la démonstration de [Giz2,
lemma 4]. Les groupes qui operent seront donnés dans le théoréme 3.4.14.

On rappelle que, pour n = 2, la surface de Hirzebruch F, est munie d’un morphisme
m : Fn — P! qui en fait une surface réglée au-dessus de P!. Ce morphisme posséde
une unique section s, qui est d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut —n),
et il posséde une section sy qui n’intersecte pas S... Sur F,, on dispose de coordonnées

([u:vl, ().

Théoréeme F : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n = 2, X un
sous-schéma ouvert de F,, et 0X = F, \ X (muni de la structure de sous-schéma ferme
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réduit). La surface X est homogéne sous I'opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, a conjugaison preés, un des cas suivants a lieu (ces cas sont illustrés
dans la figure 3.1 page 110) :

1. 0X =S

2. 0X =S [S4;

3. 0X =5, [mT(e0);

4. 0X = s, [5d [mI(c0);

5. X =S, [mIl(eo) CT1(0);

6. 0X = S, [ITY(o0) [Elpu-C est la section {([X°y" : y°], (X, ¥)) [ [X : Y] (A}, ex=>1

. . e
etsin<i<ealors : =0dans k;

7. 0X = s, [T (o) [Tlou C est la courbe d’équation uP” = xy™" ~vP" et p" > 2;
8. OX = s., [sd [T (c0) [TT(0).

Remarque : A nouveau, on a une surface a [nekauf quand 90X est égal & Seo OU Seo [Sdl
Le bord est partiellement décrit dans la démonstration du corollaire de [Giz2, lemma 7]
(il ne I'est pas dans le cas 6). Les groupes qui opérent seront donnés dans le théoréme
3.5.18.

Remarque : Sur un corps algébriguement clos, les surfaces lisses qui sont presque homo-
génes sous I'opération d’un groupe algébrique lisse connexe a [NelG sont les sous-schémas
ouverts G-stables des surfaces obtenues a partir de P?, P! x P! ou F, par des éclatements
successifs de points fixes (voir la proposition 3.1.13).

La classification des couples (X, G) quand X est un ouvert de F, n’est pas tout a fait
complete quand p = 2 : le groupe G n’est pas totalement déterminé quand il est unipotent,
ou quand il n’est ni réductif ni résoluble; ce probleme disparait en caractéristique nulle.
En caractéristique quelconque, on peut donc donner le résultat suivant.

Théoréme G : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Soient G un groupe
algébrique lisse connexe, H un sous-groupe de G et X = G/H. On suppose que si G est
a [nelalors il est réductif, ou résoluble non unipotent. Alors X est une surface, I'opeéra-
tion de G dans X est fidele et G est minimal pour ces propriétés si et seulement si, a
isomorphisme pres, un des cas suivants a lieu :
1. (groupe non a [ne)
(a) G est une surface abélienne, H est trivial et X = G;
(b) G = E x PGL, ou E est une courbe elliptique, H = {0} < B ou B est le
sous-groupe de Borel standard de PGL, et X = E x P?!;

(c) on a une suite exacte 1 -~ G, - G - E - 1 ou E est une courbe elliptique,
H est trivial et X =G

(d) on a une suite exacte 1 -~ G, - G - E - 1 ou E est une courbe elliptique,
H est trivial et X =G

2. (groupe réductif)
(@) G=PGL,; xPGL,, H=B xBet X =P!xP*;
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1 1
C1C10
(b) G = PGL3;, H = Fehobde x = p2 (H est le groupe d’isotropie de
111
[0:0:1]);
EIZIZIbIII 1
(c) G=SL,,H=U = (1) 1 |b CQ, et X = A2\ {(0,0)} (H est le groupe
d’isotropie de (1,0));
[ | R | | bl:l 1
(@) G =PGLy H=N(T) = & 2 [al@y 1) ) [b[Gy  p&

2 G est vuli;?mme un sous-gyoupe de PGLg grace au morphisme injectif

2ab b2
i 3 B- ad +bc bdFet X estle complémentaire dans P? de la conique
¢ 2cd d?

lisse d’équation xz = y? (H est le groupe d’isotropie de [0:1:0]);
(e) G=PGL,, H = NG(T) p = 2|§Z] est vu cqmyne I'image du morphisme SL, —
ab
PGL; donné par i z B- |E| d2 cdbek X &P est le complémentaire
0 0 1
dans P? de la droite d’équation z =0;
(111 1 1
a b
0 at
complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré n sur P?;
i | -~ 1

(f) G=SL,,H = |a" =1 [UJlou, oun = 3estimpair et X est le

(90 G =PGL,, H = 8 2 |a" =1 [Ulou,oun=1etX estlecomplé-
mentaire de la section nulle dans le fibré en droites de degré 2n sur P?;
Crm b|:| 1
() G = PGLy, p =2, H = i q |c2=0,a>=ac+ad—hbc , G est vu
(.| bEI
comme un sous-groupe de PGL; grace au morphisme injectif i q B-
1
@ 0
ad—bc bdFet X estle complémentaire dans P2 de la réunion la conique
c? 0 d?
lisse d’équation xz = y? et du point [0 : 1 : 0] (H est le groupe d’isotropie de
[1:1:0]);
0 | R 1
ab

() G =PGL,, H = |bP" =0 o0 r =1, et X est le complémentaire

01
dans P! x P! du graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : P* - P?!;

() G=Gn xPGLy, H={1} xB et X = (A1 \ {0}) x P?;
3. (groupe résoluble non unipotent)
(@) G = G2, H est trivial et X = (A?\ {0}) x (A1 \ {0});
(b) G =G, x Gy, H est trivial et X = Al x (A*\ {0});
(c) G est le produit seni-direct G, 8 Gm ou d=1 et G, opere dans G, avec
le poids d, H = (a,t) | %‘i =0,t*=0 oul=po<...<p', ¢ K’

i=0
e=1, pged(d,e) = 1 et e divise pgcd(p" — 1), et X = Al < (A \ {0}).
1
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Remarque : Si on suppose de plus que la caractéristique est nulle alors on peut lever la
restriction sur les groupes a ['neg et on trouve les cas suivants :

4. G = G2, H est trivial et X = A?;
5. G = G><PGL2,H {1}><BetX A1><Pl

6. G= E|SL2 E PGL;, H = E |:_QL| B est le sous-groupe de Borel
0
standard de S%et X = I_PZ Iﬂo 0:1} (H est le groupe d’isotropie de [1: 0:0]);
2

7.G=V,oim SL, -

0 ou n =2, V, est le groupe vectoriel associé a I'espace
n

K[X,y]n des polyn6mes homogénes de degré n en deux variables x et y, GL, opere

naturellement dans V,, I'opération passe au quotient en une opération de

n
(ol €st vu gemyme un sous-groupe d’homothéties), H = Vect(x""'y,...,y") o
GL,

Hn

im B -

et X est le fibré en droites de degré n sur P2
1

A . SL
En caractéristique positive, on trouve encore les groupes G2, G, xPGL,; et = O

1 1 L] 1

: L . . - .
Cependant le groupe V,0oim SL, - > nest plus nécessairement minimal et il peut

n
exister d’autres groupes, comme le groupe des vecteurs de Witt de longueur 2.

Perspectives

L’étude des courbes et surfaces presque homogenes n’est pas terminée. En particulier,
il reste a classifier les formes des couples (X, G) ou X est une surface géométriquement
rationnelle lisse homogene. Si G = SL, alors les possibilités sont décrites dans [Knop,
th. 5.2]. Si X est une forme de P? ou P! x P! alors G = Aut. Si G est une forme du

produit semi-direct G, cd) G, alors on a déja G = G, (d) G sur le corps de base (voir
le lemme 1.3.8) et, d’aprés [Bor, th. 15.11 p.208], X posséde un point k-rationnel ; on en
déduit que X est isomorphe a Al x (A1 \{0}) et, si de plus k est de caractéristique nulle,
alors I'opération de G dans X est donnée par (a,t) - (x,y) = (tYx + a, t®y) pour un certain
e [Z~'Les autres cas sont encore a explorer.

Sur un corps algébriqguement clos, il reste aussi a résoudre certains problemes en ca-
ractéristique positive. Par exemple, la structure des groupes lisses connexes de dimension
2 sur un corps imparfait n’est pas complétement comprise.

Le cas des variétés de dimension supérieure ne semble pas pouvoir étre abordé en
toute généralité. Toutefois, il doit étre possible de traiter au moins partiellement le cas
des variétés projectives rationnelles lisses de dimension 3, en utilisant la théorie de Mori.
C’est cette idée qui a été exploitée par Shigeru Mukai et Hiroshi Umemura pour déter-
miner les sous-groupes algébriques maximaux du groupe de Cremona Crs sur un corps
algébriquement clos et de caractéristique nulle (voir par exemple [MU]).

Par ailleurs, la classification des courbes presque homogenes a mis au jour certaines
questions gu’il serait intéressant de traiter. Tout d’abord, la classification reste inachevée
en caracteristique positive. La raison essentielle en est que les représentations du groupe
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additif G, sont mal connues dans ce cas, alors que celles-ci interviennent de fagon cruciale
dans la classification. On peut cependant espérer contourner la di Ccullté en étudiant « a
la main » les représentations particulieres qui interviennent vraiment.

Une autre question est celle de I’étude des automorphismes des courbes projectives
non lisses. Les groupes (abstraits) d’automorphismes des courbes projectives lisses sont
relativement bien connus. Si une courbe projective lisse est de genre au moins 2 (respec-
tivement de genre 1) alors son groupe d’automorphismes (respectivement le groupe des
automorphismes fixant un point fermé donné) est fini. Les courbes lisses de genre 0 ou
1 sont bien comprises, et celles de genre au moins 2 ont été abondamment étudiées ces
dernieres années, notamment pour trouver une borne au cardinal du groupe des auto-
morphismes. On sait aussi que, sur un corps algébriquement clos, tout groupe fini est le
groupe des automorphismes d’une courbe projective lisse (voir [MS]).

Le schéma en groupes des automorphismes d’une courbe projective lisse est lisse, donc
il est déterminé par le groupe abstrait des automorphismes. Ce n’est pas nécessairement
vrai pour une courbe projective réguliére mais pas lisse. A notre connaissance, ce schéma en
groupes n’a pas éte étudié de facon systématique dans cette généralité. L’article [Ro55] de
Maxwell Rosenlicht contient implicitement le fait que, pour les groupes d’automorphismes
infinis, les courbes qui apparaissent sont les compactifications régulieres d’une forme de
G,. La compréhension de ces compactifications régulieres reste tres partielle. Un probleme
ouvert serait de déterminer complétement leur schéma en groupes des automorphismes.



Chapitre 1

Résultats préliminaires

1.1 Conventions et notations

On fixe un corps de base k, d’exposant caractéristique p, et une cloture algébrique k.
On note ks la cloture séparable de k dans k. Pour tout k-schéma X et toute extension de
corps K7k, on note Xk = X Xgpeck Spec K.

Les schémas sont tous supposés étre séparés et localement noethériens. Les morphismes
entre k-schémas sont tous supposés étre des k-morphismes. Pour tout schéma S, I'espace
topologique sous-jacent est noté |S|.

Une variété algébrique sur k est un schéma (sépare) de type fini sur k et géométrique-
ment integre. Une courbe (resp. une surface) est une variété algébrique de dimension 1
(resp. 2). Un groupe algébrique sur k est un schéma en groupes qui est de type fini sur
k. Un sous-groupe est un sous-schéma en groupes (fermé). On dit qu’un morphisme de
groupes algébriques est injectif si son noyau schématique est trivial.

Si X et Y sont deux k-schémas (resp. deux groupes algébriques) alors on dira que Y
est une forme de X s’il existe un isomorphisme de schémas (resp. de groupes algébriques)
Y XL

Pour toute variété propre X, on note Autyx le schéma en groupes des automorphismes
de X (voir la proposition 1.2.11).

Pour n = 1, on note A" et P" I'espace a [nelet I’espace projectif de dimension n;
s’il faut préciser que le corps de base est k, on écrira A7 et P{. On note G, et G, (ou

d
Gak et Gnk) le groupe additif et le groupe multiplicatif. Pour d = 0, on note G, 0 G,
le produit semi-direct ou G, opere dans G, avec le poids d. Si d = 0 alors il s’agit du
produit direct G, < G, ; si d = 1 alors on écrit plus simplement G, o G,,,.

Soit G un groupe algébrique lisse connexe. Sip = 2,onnote F : G - G® |e morphisme
de Frobenius relatif. Dans la plupart des cas qui nous intéressent, le groupe G est défini
sur le sous-corps premier F, donc on a un isomorgphisms @pniq@@) [GI Par exemple
ab _ a b

d =~ ¢ o
le r-eme itéré de F et G, = ker(F"), qui est un sous-groupe infinitésimal caractéristique.

pour G = GL, le morphisme est donné par F .Pourr =0,onnote F"

1.2 Opérations schématiques

Dans cette section on rappelle quelques faits élémentaires sur les opérations de groupes
algébriques, dans le langage des schémas. On renvoie a [DG] comme référence générale.

11
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Pour toute opération a : G x X— X d’un k-schéma en groupes G dans un k-schéma
L . . GxX — X
X, on écrira de fagcon abusive a : .
(9.x) B- ox
Proposition 1.2.1 : [DG, Il, 85, prop. 3.1 p.242] Soient G un groupe algébrique lisse
sur k, X un schéma de type fini sur k et a : G x X —( une operation. Pour tout
G — X
g H-
G - Gx - X, ou le premier morphisme est fidélement plat et le second morphisme est
une immersion. De plus Gx est un sous-schéma (localement fermé) lisse et G-stable de
X, appelé I'orbite de x.

point k-rationnel x X (k), le morphisme d’orbite ay : se factorise en

Proposition 1.2.2 : [DG, Il 81, th. 3.6 p.165] Soient G un k-schéma en groupes, X un
k-schéma , Y un sous-schéma fermé de X et a: G x X — X une opération.

1. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe I’ensemble des g [CG(S) qui induisent un
automorphisme de Ys (c’est-a-dire I’ensemble des g [CQG(S) tels que pour tout S-schéma
SY la bijection de X (SY induite par g stabilise globalement Y (SY) est représentable par
un sous-groupe fermé de G, noté Ng(Y ) et appelé le normalisateur de Y .

2. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe I’ensemble des g [CQ(S) qui induisent
I’identité sur Ys (c’est-a-dire I’ensemble des g [CGQ(S) tels que pour tout S-schéma S
la bijection de X(SY induite par g fixe Y (S5 point par point) est représentable par un
sous-groupe fermé de G, noté Cg(Y ) et appelé le centralisateur de Y .

3. Le centralisateur de X est un sous-groupe distingué, appelé le noyau de I’opération.
On dit que I'opération est fidele si ce noyau est trivial.

4. Le foncteur qui a tout k-schéma S associe I’ensemble des x [X(S) tels que le
morphisme d’orbite Gs — Xg soit trivial (c’est-a-dire I’ensemble des x [CX(S) tels que
pour tout S-schéma SY le groupe abstrait G(SY fixe x vu comme élément de X (SY) est
représentable par un sous-schéma fermé de X, noté X© et appelé le schéma des points
fixes.

Remarque 1.2.3 :

1. Si Y est un point k-rationnel x de X alors le centralisateur est noté G, et appelé
le sous-groupe d’isotropie de x. C’est la fibre en x du morphisme d’orbite ax : G - X et
si G est lisse alors ay induit un isomorphisme G/Gyx [GK.

2. Si G est lisse alors X (k) est exactement I’ensemble des points fixes de I'opération
du groupe abstrait G(k) dans I’ensemble X (k). En elefi G(k) est dense dans Gy et,
comme Gy est réduit, pour tout x [X(k), le morphisme d’orbite G — X est trivial si
et seulement si I’application induite G(k) — X (k) est constante.

On aimerait dire qu’une variété X est homogene (resp. presque homogene) s’il existe
une unique orbite (resp. une orbite dense). Puisque X peut ne pas avoir de point k-
rationnel, on donne la définition suivante.

Définition 1.2.4 : Soient G un groupe algébrique lisse sur k, X une variété algébrique
sur k et a : G x X - X une opération. On dit que X est homogéne (resp. presque
homogéne) si le morphisme de graphe

1
TG xX — XxX
(g,X) H- (X,gX)
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est surjectif (resp. dominant).

On retrouve la définition naturelle en termes d’orbite en étendant su [sarthment les
scalaires.

Lemme 1.2.5 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est homogene sous I’opération de G.

i) Pour toute extension de corps K/Kk, la variété Xy est homogéne sous I’opération de
Gk.

iii) 1l existe une extension de corps K/k telle que la variété Xy soit homogéne sous
I’opération de G.

iv) L’opération du groupe abstrait G(k) dans I’ensemble X (k) est transitive.
v) S’il existe un point K-rationnel x [CXI(K) alors I'orbite Gk X est égale a Xi.

Démonstration. Les assertions i), ii), iii) et iv) sont équivalentes car pour toute extension
de corps K/k, un morphisme f : Y - Y Fentre deux schémas de type fini sur k est
surjectif si et seulement si fix : Yk — Y. est surjectif, et si et seulement si I'application
ensembliste  : Y (k) - Y XKk) est surjective (voir [DG, I, §3, cor. 6.10 p.96]). Ceci vaut
en particulier pour le morphisme y. De plus, pour tout point K-rationnel x [X(K),
I’égalité schématique Gk x = Xk est équivalente a la surjectivité du morphisme d’orbite
Gk — Xk, alasurjectivité de I'application G(k) — X (k) et a la transitivité de I'opération
de G(k) dans X (K). O

Lemme 1.2.6 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) La variété X est presque homogene sous I’opération de G.

ii) Pour toute extension de corps K/Kk, la variété Xy est presque homogene sous |’opé-
ration de Ggk.

iii) 1l existe une extension de corps K/k telle que la variété Xy soit presque homogene
sous I’opération de Ggk.

iv) Il existe une extension de corps K/k et un point K-rationnel x X (K) tels que
I’orbite Gk X soit un sous-schéma ouvert de Xk.

v) La variété X contient un sous-schéma ouvert U qui est G-stable et homogene.

Dans iv) I'extension K/k peut étre supposée finie et séparable. De plus le sous-schéma
ouvert U est unique et est appelé I’orbite ouverte.

Démonstration. Soit K/k une extension de corps. La projection 1 : Xk xX Xk - X x X
est un morphisme ouvert et I'image ensembliste de yk : Gk X Xk - Xk X Xk est
nL(y(G x X)). Donc yx (Gk x Xk) contient un ouvert de Xk x Xk si et seulement si
y(G x X) contient un ouvert de X x X. Donc, d’apres un théoréme de Chevalley, y est
dominant si et seulement si yk est dominant (voir [DG, I, 83, cor. 3.8 p.78]). Ainsi les
assertions i), ii) et iii) sont-elles équivalentes.

Supposons que X soit presque homogene et montrons que iv) est vraie. On peut
supposer que k est séparablement clos. Par platitude générique, il existe un ouvert non
vide V de GxX tel que [ZICV1dimy~1(y(z)) = dimGxX —dim X xX = dimG—dim X
(voir par exemple [GW, cor. 14.116 p.471]). De plus, pour g [Q(k) et x X (k), on a
v1y(9, X)) = y (X, gx) = gGx < {x} [GL. En outre, le k-schéma de type fini G x X
est géométriqguement réduit donc, comme k est séparablement clos, I’ensemble V (k) est
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non vide. Donc pour (g,x) [CVI(k) [GIk) < X(k), on a dimGyx = dimG — dim X donc
dimGx = dimG — dim G, = dim X, donc Gx est dense.

Supposons que X soit presque homogéne et montrons que v) est vraie. On vient de
montrer qu’il existe un point x défini sur la cléture séparable ks de k tel que I'orbite
Gy X soit ouverte dans Xy . Tout élément ¢ [Gal(ks/k) induit un automorphisme de Xy,
encore noté 0. Alors o(Gy X) est I'orbite de a(x). Les deux orbites Gy x et o(Gy Xx) sont
ouvertes donc elles s’intersectent, donc elles sont égales. En d’autres termes, Gy_X est un
sous-schéma ouvert de X, qui est stable sous I’'opération du groupe de Galois Gal(ks/k).
Il existe donc un sous-schéma ouvert U de X tel que Gy X = Uy_. Alors U est G-stable et
homogéne. Si Uest un sous-schéma ouvert G-stable et homogéne alors, de méme, Uy et
U /sont des orbites ouvertes donc ces sous-schémas sont égaux, donc U = U"

Siiv) est vraie alors I'image de yk contient I'ouvert Gk X > Gk X, donc yk est dominant
et X est presque homogene. De méme, si v) est vraie alors X est presque homogéne. []

On rappelle la définition des torseurs.

Définition 1.2.7 : Soient ¥ : X - Y un morphisme entre k-schémas de type fini,
G un groupe algébrique et a : G x X - X une opération. On dit que f est un G-
torseur si c’est un morphisme fidélement plat, quasi-compact et G-invariant tel que le

GxX 2. x
carré przl |f soit cartésien. Si Y = Speck alors on dit que X est un G-
X Y
torseur.

Remarque 1.2.8 : Le schéma X est un G-torseur si et seulement si le morphisme v :
GxX — XxX

est un isomorphisme.
@,x) B> (X0%) P

On montre maintenant que I’on peut se restreindre aux opérations fidéles. On rappelle
que si G est un groupe algébrique et H est un sous-groupe alors, d’apres [SGA3-1, Exp.
VIA, 3.2], le quotient G/H existe. C’est un schéma de type fini et on a un morphisme
G-équivariant m : G —» G/H qui est un H-torseur (pour I'opération a droite). Si G est
connexe (resp. lisse) alors G/H aussi. Si H est un sous-groupe distingué alors G/H est
un groupe algébrique, 1 est un morphisme de groupes et, pour tout k-schéma S, on a une
suite exacte de groupes abstraits 1 - H(S) - G(S) - (G/H)(S). La derniére fleche
n’est pas nécessairement surjective, mais elle I’est si S = Speck. Plus généralement, pour
tout k-schéma S et tout g [(G/H)(S), il existe un morphisme S” - S fidelement plat
et de présentation finie et un élément g CQ(SY tel que g = m(g) dans (G/H)(SY.

Lemme 1.2.9 : Soit H le noyau de I'opération a : Gx<X - X. Alors il existe une unique

GxX X
opération B : G/H x X - X faisant commuter le diagramme g x idx[ %
G/H x X

L’ operation 3 est fidéle. De plus X est homogene (resp. presque homogene) sous I’opération
de G si et seulement si elle I’est sous I’opération de G/H.

Démonstration. Le morphisme 1 X idx : G x X - G/H x X est un H-torseur donc
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c’est un quotient catégorique. Puisque le morphisme a : G x X - X est H-invariant (ou
H opére a droite dans G x X par multiplication sur le facteur G), il existe un unique
morphisme (3 faisant commuter le diagramme.

Montrons que 3 est une opération. Soient S un k-schéma, x [X(S) etg; [(G/H)(S)
et g, C({G/H)(S). On a m(e)x = x. Soient S” -, S un morphisme fideélement plat,
g1 CQ(SY et g, CQE(SY tels que g, = m(g:) et g, = m(g,) dans (G/H)(SYH. Dans X(SY,
on a g;(3.X) = 91(92X) = (9:92)x = (4:92)x. Comme Papplication X(S) - X(S) est
injective (car SY — S est un épimorphisme), I'égalité g,(g,x) = (7,7,)X est déja vraie
dans X (S). Donc [ est bien une opération.

Soit N le noyau de . Soit g [CN(S). Soient S¥- S et g [CA(SY comme précédem-
ment. Pour tout morphisme S™ -, STt tout élément x [X(S™, on a gx = gx = x. Donc
g CH(SH. Alors g = m(g) = e dans (G/H)(SY donc g = e dans (G/H)(S). Donc N(S)
est le groupe trivial et I'opération (3 est fidéle.

Enfin, comme 1 % idx est surjectif, le morphisme y : G x X - X x X est surjectif
(resp. dominant) si et seulement si G/H x X - X x X l’est. ]

On peut aussi se retreindre aux opérations d’un groupe algébrique connexe.

Lemme 1.2.10 : La variété X est homogene (resp. presque homogéne) si et seulement
si elle I’est sous I’opération de la composante neutre G°.

Déemonstration. Le sens réciproque est évident. Pour le sens direct, on peut supposer que
k est algébriquement clos.
On suppose d’abord que X est homogene sous I'opération de G. Le groupe algébrique
r—1

G/G” est fini donc il existe g;,...,0, dans G(k) tels que G =  G°g;. Soit x X (k).

i=1
1
Ona X =Gx = G giX. Une G~-orbite de dimension minimale est fermée dans X

i=1

(voir [DG, I, 85, prop. 3.2 p.243]). Or pour 1 < i < n, 'automorphisme de X donné
par g; induit un isomorphisme de G°x sur G°g;x. Donc I'orbite G°g;x est fermée dans X.
Comme X est irréductible, on en déduit qu’il existe un i tel que X = G°gix. Donc X est
homogéne sous I’'opération de G°.

On suppose maintenant que X est presque homogeéne sous I'opération de G. Soit U un
sous-schéma ouvert G-stable et homogene. D’aprés ce qui précéde, U est aussi homogéne
sous I'opération de G°. Donc X est presque homogéne sous I'opération de G°. ]

Pour les variétés propres, le groupe des automorphismes est « algébrique » au sens
suivant.

Proposition 1.2.11 : [MO, th. 3.7] Soit X un k-schéma propre. Alors le foncteur qui
a tout k-schéma S associe le groupe abstrait des automorphismes de S-schéma de X x S
est représentable par un schéma en groupes qui est localement de type fini, noté Auty et
appelé le schéma en groupes des automorphismes de X.

Remarque 1.2.12 :

1. Si X est projectif alors ce résultat est plus facile a établir : le schéma en groupes
Autyx se construit comme un ouvert du schéma de Hilbert de X x X, en associant a
chaque automorphisme son graphe (voir [Kol, ch. 1, th. 1.10 p.16]).

2. La composante neutre Auts est un groupe algébrique. Si X est une courbe alors
Auty est lui-méme un groupe algébrique (voir [Brl7, ex. 7.1.2]).
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3. Se donner une opération d’un groupe algébrique G dans X revient a se donner un
morphisme de schémas en groupes G —» Auty.

Exemple 1.2.13 :
1. Pour n=1, on a un isomorphisme Autpn [PIGL ;.

2. On a Autpi.pr [(BGL,*xPGL,)o{id,c} ol o est I'automorphisme de P! x P!
qui permute les deux facteurs.

3. Toute variété abélienne A opere dans elle-méme par translation et on a un isomor-
phisme Auta [CAlo Autao ou Auta est le normalisateur du neutre 0 dans Auta, qui
est un groupe étale (voir [Brl7, ex. 7.1.3]).

Pour une courbe presque homogene, le complémentaire de I'orbite ouverte est un
ensemble fini. On peut méme étre plus précis.

Lemme 1.2.14 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe et Z un schéma de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. Alors I’'unique opération de G dans Z est I’opération
triviale.

Démonstration. Comme deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils le sont apres
extension des scalaires, et comme le fait d’étre un schéma réduit est préservé par extensions
séparables, on peut supposer que k est séparablement clos. Le schéma Z est noethérien et
de dimension nulle donc il est a [nelkt son espace topologique sous-jacent est un ensemble
fini muni de la topologie discrete. Les composantes de Z sont des sous-schémas ouverts
G-stables, donc on peut supposer que Z est irréductible. 1l existe donc une extension
finie K/k telle que Z = Spec K. L’automorphisme de Z donné par un élément g [CG(K)
correspond a un k-automorphisme de K. Or par hypothese I’extension K/k est purement
inséparable, donc I'unique k-automorphisme de K est I'identité. Puisque G(Kk) est dense
dans G (car G est géométriquement réduit), I'opération est triviale. O

Remarque 1.2.15 : Ce résultat n’est pas vrai en général si G n’est pas lisse. Par exemple,
soient k un corps imparfait de caractéristique p, a [_K un élément qui n’est pas une
puissance p-éme et K = k(a'/?) = k[X]/(XP —a). Le schéma Z = Spec K est de type fini
sur k, réduit et de dimension nulle. De plus, on a une opération non triviale du groupe
infinitésimal p, dans Z : pour tout k-schéma S, on a des isomorphismes naturels de
groupes Wp(S) LA CA(S) | AP =1} et Z(S) {9 [A(S) | sP = a}, et I'opération de
Hp(S) dans Z(S) est donnée par la multiplication dans O(S).

Lemme 1.2.16 : Soit G un groupe algébrique lisse connexe opérant dans une courbe C.
Alors C est presque homogéne si et seulement si I’opération n’est pas triviale. Dans ce cas,
I’orbite ouverte est le complémentaire du sous-schéma fermé Z = C© des points fixes.

Démonstration. Si C n’est pas presque homogéne alors pour x [CCI(k), 'adhérence dans
Cy de I'orbite Gix est irréductible et ne peut pas étre de dimension 1, donc l'orbite Gyx
est triviale. Donc I’'opération est triviale.

On suppose que C est presque homogene. Soit U = C\Z. Alors U est I'orbite ouverte
de Cy. En elef] soit x [Ck tel que I'orbite Gix soit ouverte. Il découle du lemme 1.2.14
que le complémentaire de cette orbite est constitué des points fixes de C(k), c’est-a-dire
des éléments de Z (k). Donc Gx = Cp\ Z = Uy. O

Une variété homogene qui posséde un point k-rationnel s’écrit comme le quotient du
groupe algébrique qui opére par le sous-groupe d’isotropie du point. On dispose d’un
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critére pour qu’une opération dans un quotient du groupe soit fidéle, qui est bien connu
pour les groupes abstraits.

Lemme 1.2.17 : Soient G un groupe algébrique et H un sous-groupe. Alors le noyau de
I’opération de G dans G/H par multiplication a gauche est le plus grand sous-groupe de
H qui soit distingué dans G.

Démonstration. Soientm : G — G/H le morphisme quotient et N le noyau de I’'opération.
Ce sous-groupe est distingué dans G. Pour tout k-schéma S, on a

N(S) = {g CA(S) | pour tout S”— S et tout x CG/H(SY, on a gx = X}
[{d CA(S) | gri(e) = m(e) dans G/H(S)} = H(S).

Donc N est un sous-groupe de H.

Réciproquement, soit N“un sous-groupe distingué de G contenu dans H. Soient S un
k-schéma et g CNKS). Montrons que g est un élément de N(S). Soient S® - S et x [
G/H(SY. Soient S™ . SHfidélement plat et x CGE(SY tel que X = m(x) dans G/H(SY.
Alors gx = gm(x) = m(gx) = xm(x 'gx) dans G/H(SH. Or x1gx [CNXST [HI(SY,
donc gx = xm(e) = X dans G/H(S"). Enfin, le morphisme S™_. Sest un épimorphisme
donc I'application G/H(SHY - G/H(SY est injective, donc on a aussi gx = X dans
G/H(SY. Donc on a bien g [CN(S). Donc N est un sous-groupe du noyau N. m

Remarque 1.2.18 : En particulier, I'opération de G dans G/H est fidele si et seulement
si H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué dans G.

1.3 Formes du groupe multiplicatif et du groupe ad-
ditif

Toute forme de G, i est trivialisée par une extension séparable finie. De plus le groupe

gesautomorphismes de Gm, est Auty(Gmk,) = {id, 1} [-Z¥2Z ou T est le morphisme

Gm,ks s Gm,ks

t B- tt
mologie galoisienne H!(Gal(ks/k), Z/2Z). On obtient ainsi le résultat bien connu suivant.

. Donc les formes de G, x sont classifiées par I’ensemble de coho-

Lemme 1.3.1 : Soit G une forme de G, k. Alors il existe une unique k-algébre quadra-
tique étale K telle que G R, (Gmk) 0U Rkak(Gmik) est la restriction de Weil et

Rk (Gm) est le noyau de la norme Nk @ Rk/k(Gmk) — Gmk. La forme triviale
correspond a K = k x k. De plus, si G est une forme non triviale (c’est-a-dire que K/k
est une extension de corps galoisienne quadratique) alors Gx [CGly, k.

Exemple 1.3.2 : Si k nest pas de\/caracterlsthue 2 alors toute extension gaI0|S|enne
quadratique est de la forme K = Iis d) ou d K T/est pas un carré. On écrit G,k =

Spec (I;y[x_yl]) Enposant x =v+ dvety=w+ dton trouve xy —1 = (uw + dvt —
V

K[u,v,w,t]
(uw + dvt — 1, ut + vw)
(u? — dv?)(W? — dt?) = (uw + dvt)? — d(ut + vw)?, w = —w(u? — dv® — 1) + u(uw + dt —
1) —dv(ut +vw) +u et t = —t(u? —dv? — 1) + u(ut + vw) — v(uw + dvt — 1) — v. Donc la

1)+ d(ut+vw). Donc Rk (Gm k) = Spec . On a les identités



18 CHAPITRE 1. RESULTATS PRELIMINAIRES

1
Rkk(Gmk) —  Gmk
(u,v,w,t) B- u?—dv?
La multiplication est donnée par (u,V) - (U5 v = (uu™+ dvv uvt+ ulv).

En particulierf R ,/r(Gm.c) est I'unique forme réelle non triviale de G, et on a un

K[u, v]

et Ri (Gm.k) = Spec W—dz—1)

norme est Nk :

R[u, V]
ERL/(Gm.c) = Spec v SO, r
isomorphisme '%' N
% (u,v) g VU

On peut donner une description géométrique des formes de G, et de leurs torseurs
en termes de coniques. On a d’abord besoin d’un lemme sur les structures de groupe sur
A\ {0}.

Lemme 1.3.3 : A choix de I’élément neutre prés, I'unique structure de groupe algébrique
sur A1\ {0} est G,y..

Démonstration. Soit G un groupe algébrique dont le schéma sous-jacent est A® \ {0}.
Quitte a translater, on peut supposer que le neutre est 1. La structure de groupe est donnée
par un morphisme G < G - G. Or deux morphismes sont égaux si et seulement s’ils sont
égaux apres extension de corps. Donc on peut aussi supposer que k est algébriquement
clos.

La multiplication a gauche par un élément x [G(k) est un automorphisme de A*\{0}
donc il correspond a un automorphisme de k-algébre de k[T, T]. Un tel automorphisme
est donné par T B- aT® ol a [Cki-kt ¢ {1, 1}. Puisque la multiplication a gauche
par X envoie le neutre 1 sur X, on a a = X. Si € = —1 alors on a des points fixes (a savoir
les y [CKltels que y? = x), ce qui est impossible si x & 1. Donc € = 1 et la loi de G est
donnée par (x,y) B- xy. O

Lemme 1.3.4 : Soient G un groupe algébrique et C une courbe. Alors G est une forme
de G, et C est un G-torseur si et seulement s’il existe une conique projective lisse ¢
une opération fidéle de G dans Gt un sous-schéma fermé Z de Cels que Z = Spec K
ol K est une k-algébre quadratique étale, C C(ENZ et G est le centralisateur de Z dans
Aut@

Démonstration. Soient G une forme de G, et C un G-torseur. Soient CHa complétion
réguliére de C et Z = X' C muni de la structure de sous-schéma fermé réduit. D’aprés
le lemme 2.1.3, I'opération de G dans C s’étend de fagon unique en une opération fidéle
dans ¢

On rappelle que les G,-torseurs sont classifiés par I’ensemble de cohomologie galoi-
sienne H(Gal(ks/k), ki) donc, d’aprés le théoréme 90 de Hilbert, tout G,-torseur est
trivial. Donc si G = G, alors C CAF \ {0}, donc &= P!, Z = {0, oo} = Spec(k x k) et
G est le centralisateur de Z dans Autp: = PGL,.

On suppose maintenant que G n’est pas la forme triviale. Soit K/k I’'unique extension
galoisienne quadratique telle que G = Ry, (Gmk)- On a Gk [ Gk or Ck est un
Gk -torseur donc, comme précédemment, on a Cx AL \ {0}. Comme I'extension K/k
est séparable, (% est la complétion réguliére de Cx. Donc (&), [Pk, donc C-€st une
conique projective lisse (voir [Liu, ch. 7 prop. 4.1 p.285]). On a Zx = {0, oo} = Spec(K x
K) donc, par descente galoisienne, on a Z = Spec(k % k) ou Spec K. Dans le premier cas
on a ¢1P} donc, comme C posséde un point k-rationnel, on a G [CC1 CAL\{0}. Donc
G Gy, ce qui est contradictoire. Par conséquent on a Z = Spec K. De plus G est bien
le centralisateur de Z dans Autgar il I'est apres extension des scalaires a K.
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Réciproquement, si G-ést une conique projective lisse et Z est un sous-schéma fermé tel
que Z = Spec K ou K/k est une extension galoisienne quadratique alors le centralisateur
G de Z dans Aut g—qpere dans le complémentaire C = ¢\ Z, on a Gk [Gl, k et C est
un G-torseur car c’est le cas apres extension des scalaires a K. ]

Peter Russell a classifié les formes de G,k dans I'article [Rus] et a obtenu le résultat
suivant.

Proposition 1.3.5 :

1. Si C (resp. G) est une forme de AL (resp. de G,x) alors il existe une unique
extension de corps K/k qui est minimale pour I’inclusion et telle que Cx AL (resp.
Gk Gl k). Cette extension est finie et purement inséparable.

2. Si k est de caractéristique p > 0 alors les formes de G, x sont les groupes isomorphes
a un sous-groupe de GZ, donnée par une éguation du type yP' = x+axP+- - +anxP" ol
m =0, n=0 et a [CKISiG estdonné par une telle équation alors I’extension minimale
K/k telle que Gk [Ghk est K =k@> ,...,al").

3. Avec les notations précédentes, les G-torseurs sont les schémas isomorphes a la
courbe C dans A? définie par I’équation yP" =b+Xx+a;xP+---+a,xP" pour un certain
b K] De plus, le complémentaire de C dans sa complétion réguliére ¢-ést un point P qui
n'est pas lisse et dont le corps résiduel est une sous-extension de K/k.

Remarque 1.3.6 : En particulier, si une forme de G, est trivialisée par une extension
séparable alors il s’agit de la forme triviale.

Exemple 1.3.7 : Si a CKIn’est pas une puissance p-éme alors le sous-groupe G de vak
défini par I’équation y? = x+axPest une forme de G, qui est trivialisée par K = k(al’P).
G;"K ;: (tp,tle/ptp) . Soit CHa courbe dans P2
définie par I’éguation yP = xzP~1 + axP. D’aprés le critére jacobien, le seul point de ((i?}%
qui n'est pas lisse est [1 : al/P : 0] donc le seul point de ¢-dui pourrait ne pas étre régulier
est le point P en-dessous de [1 : a%P : 0]. L’intersection de C-4vec la carte (x £ 0) est

On a I'isomorphisme explicite

k . < e s '
la courbe Spec = [Z);’—Zl]_ 2 et le point P correspond a I’idéal maximal (z,y? —a) donc
. k . i
le corps résiduel de P est (yP[X]a) = k(a™"). L’idéal maximal de I'anneau local O est

m = (z,yP — a) donc m/m? est engendré comme k(al/P)-espace vectoriel par z et y? — a.
Comme ces deux éléments sont linéairement dépendants, on en déduit que m/m? est de
dimension 1. Donc le point P est régulier. Par conséquent, GC—ést la complétion réguliére
de C =G.

On peut aussi classifier les formes du produit semi-direct G, 0 Gy, ou G, opére
dans G,k avec le poids d.

d
Lemme 1.3.8 : Si d =1 alors G, 0 G,,, n"a pas de forme non triviale.

. . : d N :
Déemonstration. Soit G une forme de G, 0 G, ou d = 1. Il suf-de montrer que si
cette forme est trivialisée par une extension finie séparable ou purement inséparable alors

d
G = Ga,k O Gm,k.
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. d
Etape 1. Supposons qu’il existe une extension finie séparable K/k telle que Gx Gl k O

Gm k. La formation du radical unipotent de G commute aux extensions séparables (voir
[CGP, prop. 1.1.9 p.8]), donc celui-ci est isomorphe & G,k. Si T est un tore maximal
de G alors Tk est un tore maximal de Gk (voir [CGP, cor. A.2.6 p.475]). Donc T est
une forme de Gy,. Pour raison de dimension, on a G = G, - T. De plus (Gak n T)k =
Gak N Tk ={1} doncona G = G,x O T. L’opération de T dans G,k par conjugaison
donne, pour toute k-algébre A, un morphisme de groupes T (A) - Auta_gp(Gaa) (fonc-
toriellement en A). Or si k est de caractéristique nulle alors Enda_g, Ga a S’identifie a A
ou un élément A [CAl correspond a I’homothétie de rapport A; si k est de caractéristique
p > 0 alors Enda—gp(Ga,a) s’identifie a I'anpeaps non commutatif A[F] (pour la multipli-
Ga,A - Ga,A
X B xP
Frobenius (voir [DG, 11, §3, prop. 4.4 p.196]). De plus, les éléments inversibles de A[F]
sont les éléments inversibles de A. Comme T opere non trivialement dans G,k (sinon G
serait commutatif), on a donc un morphisme non trivial T - G, k. Donc T posséde un
caractére non trivial, donc T = G, k. Le poids de I'opération de T dans G,k ne change

cation déterminée par FA = APF) ou F : est I’endomorphisme de

. . . . d
pas aprés extension des scalaires, donc on a bien G = G,k O Gy k.

Etape 2. Supposons qu’il existe une extension finie purement inséparable K/k telle que

Gk [Q,k (d) Gm k. Comme précédemment, un tore maximal T de G satisfait Tx =
Gm k. Comme I'extension K/k est purement inséparable, on a donc T = G, . L’espace
homogéne G/T est une forme de At et le noyau de I'opération de G est yg < T. Montrons
que I'on a G/T [AL. Toute forme de AL trivialisée par une extension séparable est
triviale, donc on peut supposer que k est séparablement clos. Si pour tout point k-rationnel
x de G/T le morphisme d’orbite T — G/T était constant alors, pour t [CTKk), le schéma Z
des points fixes de t, qui est le sous-schéma fermé de G/T représentant le foncteur associant
a tout k-schéma S I'ensemble {x [CQ/T(S) | tx = x}, satisferait Z(k) = G/T (k). Or
G/T (k) est dense dans G/T et G/T est un schéma réduit, donc on aurait Z = G/T, ce
qui contredirait le fait que T n’opére pas trivialement. Soit donc x tel que le morphisme
d’orbite soit non constant. On obtient un morphisme non constant P — diT, ot T est
la complétion réguliere de G/T. On déduit du théoréme de Luroth que I'on a dix [P}.
On a donc AL\ {0} =Tx ( G/T ( P} et ainsi G/T = A}.

D’aprés le lemme 2.1.3, I'opération de G dans G/T [AL donne un morphisme G -
Gak O Gmk = Autpiq dont le noyau est g. Apres extension des scalaires a K, il s’agit

d
I%a,K o Gm,K s Ga,K o Gm,K
L1 (at) B (a,t9%
Gaxk dans G par ce morphisme. Alors Uk est I'image réciproque de G, k par T donc Uk

du morphisme T : . Soit U I'image réciproque de

d
est le sous-groupe G,k de Gk O G k. Donc U est distingué dans G, le sous-groupe
UnT est trivial et G = U - T. De plus le noyau du morphisme U - G,y induit par
G - Gak O Gk est U n g, qui est trivial. Donc U G, ¢ et, comme précédemment,
d
on abien G = G,k O G-
O

Lemme 1.3.9 : On suppose que le corps k est parfait. Les formes de G,k < G sont
les Gak < T ou T est une forme de G k.

Démonstration. Soit G une forme de G,k %< G . Soit K/k une extension finie telle que
Gk [Q,k x Gnk ; cette extension est séparable. Comme dans la démonstration du
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lemme 1.3.8, o0n a G = G, - T ou T est un tore maximal de G. L’opération de T dans
Gk est triviale car elle le devient aprés extension des scalaires. Donc G = G, < T. [

Remarque 1.3.10 : On pourrait espérer que, sur un corps quelconque, toute forme
de Gak % Gmk soit du type U x T ou U est une forme de G,k et T est une forme
de Gn k. Toutefois, cela est faux en genéral. Par exemple, si le corps k est imparfait et
séparablement clos, et si U"est une forme non triviale de G, , alors il existe une extension
1 5> Gmk - G - UP- 1 qui n’est pas scindée (voir [Tot, lemma 9.4]), et G est donc
une forme de G, x %< Gk qui n’est pas du type U < T.

1.4 Schémas seminormaux

Dans cette section on rappelle quelques propriétés des schémas seminormaux. On
utilise I'article [Swa] de Richard Swan comme référence génerale.

Définition 1.4.1 : Soit f : Y — X un morphisme entre schémas noethériens réduits.
On dit que T est sous-entier si c’est un morphisme bijectif entier tel que pour tout y [Y],
le morphisme £ k(f(y)) - K(y) entre les corps résiduels soit un isomorphisme. On
dit que le schéma X est seminormal si tout morphisme sous-entier f : Y — X est un
isomorphisme.

Remarque 1.4.2 :

1. Le nom « sous-entier » peut paraitre étrange, étant donné qu’on demande que le
morphisme soit entier. 1l s’agit d’une traduction du terme « subintegral » habituellement
utilisé en anglais pour désigner un tel morphisme.

2. Un schéma normal est seminormal.

3. D’aprés [EGA, |, prop. 3.5.8 p.116] et [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], un morphisme
sous-entier est un homéomorphisme universel.

4. Le fait d’étre un morphisme sous-entier est une propriété locale sur la base.

Les schémas normaux sont recouverts par des spectres d’anneaux intégralement clos.
On peut espérer avoir une propriété analogue pour les schémas seminormaux.

Proposition 1.4.3 : [Swa, lemma 2.2] Soit A [H une extension entiére d’anneaux
noethériens. On pose

Ag ={b (B IKIES])ecA,E A, +R(B,) [(B}}

ol R(By) est le radical de Jacobson de B, (c’est-a-dire I'intersection des idéaux maxi-
maux). Alors le morphisme Spec A — A est sous-entier et Ag est la plus grande sous-
extension de A [Blayant cette propriété. L’anneau Az est appelé la cl6ture seminormale
de A dans B. On dit que A est seminormal dans B si A = Ag. On pose A™ = Ax ot A
est la cl6ture intégrale de A dans son anneau total des fractions Q(A). On dit que A est
seminormal s’il est réduit et si A =A™,

Remarque 1.4.4 : Si A est seminormal alors, d’aprés [Tra, lemma 1.3], I'idéal conducteur
¢ = {a A | aA [A} est un idéal radiciel de A. En particulier les anneaux A/c et A/c
sont réduits.
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Lemme 1.4.5 : Si A est un anneau seminormal alors le schéma Spec A est seminormal.

Démonstration. Soit f : Y - Spec A un morphisme sous-entier. C’est un morphisme
a [neldonc on peut écrire Y = SpecB. Soit ¢ : A - B le morphisme d’anneaux
correspondant a f. Le morphisme f est surjectif et les anneaux A et B sont réduits,
donc ¢ est injectif. Notons qg, ..., q, les idéaux premiers minimaux de B. Le morphisme
T est bijectif et préserve les inclusions donc les idéaux premiers minimaux de A sont
pr = ¢ (1), ...,pn = ¢ 2(0n). Dans un anneau noethérien réduit, I’ensemble des divi-
seurs de zéro (auquel on ajoute I’élément 0) est la réunion des idéaux premiers minimaux
(voir [Boul, ch. 1V, 8§82, n°5, prop. 10 p.328]). On en déduit que tout élément de A qui n’est
pas un diviseur de zéro dans A n’est pas non plus un diviseur de zéro dans B. Donc ¢ induit
un morphisme injectif Q(A) — Q(B) entre les anneaux totaux des fractions. En outre,
) _  —  —  —  —
les morphismes canoniques A — Q(A/pi)) = k(pj) etB - Q(B/gi)) = k(i)
i=1 i=1 i=1 i=1
induisent des isomorphismes Q(A) -  K(pi) et Q(B) -  K(g;) (voir [Swa, cor. 3.6]).
i=1 i=1
Or f induit un isomorphisme entre les corps résiduels, donc ¢ : Q(A) - Q(B) est un
isomorphisme. Enfin, par hypothése on a A = A* donc par maximalité de A* (au sens
de la proposition 1.4.3), ¢ : A —» B est un isomorphisme. Donc T est un isomorphisme et
le schéma Spec A est bien seminormal. ]

On dispose d’un critére pour savoir si un anneau est seminormal dans un autre.

Proposition 1.4.6 : [Swa, th.2.5] Soit A [CBlune extension entiére d’anneaux noethe-
riens. Alors A est seminormal dans B si et seulement si, pour tout b [CH, si b> A et
b® CAlalors b [CAL

La formation de la cloture seminormale commute avec la localisation.

Proposition 1.4.7 : [Swa, prop. 2.9] Soit A [CBlune extension d’anneaux noethériens.
Pour toute partie multiplicative S de A, on a (S7*A)s_1z = STI(AB).

Si A est un anneau noethérien réduit et A est la cloture intégrale de A dans son
anneau total des fractions Q(A) alors, pour toute partie multiplicative S de A, I’'anneau
total des fractions de I'anneau S™*A est ST1Q(A) et la cloture intégrale de S™A est
S7!A. En utilisant les propositions 1.4.6 et 1.4.7, on en déduit que le fait d’étre un
anneau seminormal est une propriété locale au sens suivant.

Proposition 1.4.8 : [Swa, cor. 2.10] Soit A un anneau noethérien réduit. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

i) L’anneau A est seminormal.
ii) Pour tout ideal premier p [CSpec A, le localisé A, est seminormal.
iii) Pour tout idéal maximal m [SpecA, le localisé A, est seminormal.

Tout schéma noethérien réduit possede une seminormalisation, qui est un analogue de
la normalisation. On redonne briévement sa construction.

Proposition 1.4.9 : Soient X un schéma noethérien réduit et v : X=X la normalisa-
tion. Alors il existe un schéma seminormal X™, un morphisme sous-entier o : X* - X
et une factorisation X! X* 3 X de v satisfaisant la propriété universelle suivante :
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pour tout schéma seminormal Y et tout morphisme f : Y - X, il existe une unique
factorisation Y — X* 3 X de f. Le morphisme o est appelé la seminormalisation.

Démonstration. On commence par construire X™* et a. Rappelons d’abord la construction
de la normalisation. Soit Kx le faisceau des fonctions méromorphes sur X. Pour tout
ouvert a [nelU = Spec A de X, Kx(U) est I'anneau total des fractions de Ox (U) et pour
tout x [N, la tige Kx x est I'anneau total des fractions de Ox x. On rappelle que I'on
a Y= Spec A ol A est la sous-Ox-algébre quasi-cohérente de Kx définie, pour tout
ouvert U, par A(U) = {s [Kix(U) | xXI[Uls, [Qxyx Kk ). Pour tout ouvert a [nel
U = SpecA on a A(U) = A et pour tout x X on a A, = Ox . Alors X=ISpec A. En
particulier viQ— A donc pour x [X on a (viQ,)x = Ox x.

Soit B la sous-Ox-algébre de A définie, pour tout ouvert U, par B(U) = {s CA(U) |
AL s, COx ,}. Alors pour tout ouvert a [nelU = SpecA on a

BU) ={s [A() | DLW s, [O%,} = {s [A| ICSpecA, ; [y LB}
= {s [A| [RICSpecA,; [(A"), C(A)} =A™ = Ox(U)*

(la troisiéme égalité vient de la proposition 1.4.7) et pour tout x [X on a By = O . En
outre, pour f A\ {0} on a B(Spec A¢) = (Af)* = (A")¢. Donc B est quasi-cohérente
et on peut poser X* = SpecB. Par construction, on a le morphisme sous-entier ¢ et la
factorisation de v.

Le fait d’étre un isomorphisme est une propriété locale sur la base, donc il découle du
lemme 1.4.5 que le schéma X™ est seminormal.

Montrons que I'on a la propriété universelle annoncée. Soit f : Y — X un morphisme
ou Y est un schéma seminormal. La seminormalisation Y © — Y est un morphisme sous-
entier donc, comme Y est seminormal, c’est un isomorphisme. Soient U un ouvert a [nel
de X et V un ouvert a [nelde Y contenu dans f~%(U). Par construction de Y *, I'anneau
O(V) est seminormal. Donc d’apreés [Swa, th. 4.1], le morphisme f :V - U se factorise
de facon unique en V. - o7 1(U) 3 U. L’existence et I'unicité de la factorisation de
f .Y - X s’obtiennent par recollement. O

Corollaire 1.4.10 : Soit X un schéma noethérien réduit. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Le schéma X est seminormal.

i) Pour tout ouvert a [nelU de X, I'anneau Ox(U) est seminormal.
1) Pour tout x [X, I'anneau Ox x est seminormal.
iv) Tout sous-schéma ouvert de X est seminormal.

v) |l existe un recouvrement ouvert de X par des schémas seminormaux.

Swan a montré dans [Swa, th. 1] que si X est un k-schéma noethérien réduit a [nel
alors le tiré en arriére Pic(X) - Pic(X x Al) (induit par la projection pr; : X x Al - X)
est un isomorphisme si et seulement si X est seminormal, généralisant ainsi un résultat
de Carlo Traverso ([Tra, th. 3.6]). Pour les schémas qui ne sont pas a [ned, on a le cas
particulier suivant de [Brl5, lemma 3.6].

Proposition 1.4.11 : Soit X un k-schéma seminormal. Alors le tiré en arriere Pic(X) -
Pic(X x Al) est un isomorphisme.
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Il est bien connu que la normalisation commute aux changements de base lisses. Il en
va de méme pour la seminormalisation.

Lemme 1.4.12 : Soit Y — X un morphisme lisse entre schémas réduits et de type fini
Yt — X*

sur k. Alors le carré { { est cartésien.

Y X

Démonstration. Le morphisme Y* - X™ est donné par la propriété universelle de la
seminormalisation X* - X appliquée au morphisme Y * - Y - X. Pour montrer que
le carré est cartésien, on peut supposer que X et Y sont a [ned. Le résultat est alors donné
par [GT, prop. 5.1] (qui demande que les normalisations Y X et ¥, Y soient des
morphismes finis, ce qui explique qu’on demande que X et Y soient de type fini). ]

Corollaire 1.4.13 : [Brl5, lemma 3.5] Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X
un schéma réduit et de type fini sur k, a : G x X - X une opération et 0 : X* - X
la seminormalisation. Alors il existe une unique opération a™* : G x X* - X telle que le

+

Gx X+ -2 x+
morphisme o soit équivariant. De plus, le carré jq XG[ |0 est cartésien et

GxX X

les opérations a et a™ ont le méme noyau.

1.5 Normalisation et pincement

On veut pouvoir retrouver une variété X a partir de sa normalisée Y-Sl le corps k
est algébriqguement clos et le lieu singulier de X est fini, Jean-Pierre Serre a donné dans
[Ser, ch. 1V] une description explicite en construisant I’espace topologique sous-jacent de
X et le faisceau structurel. On peut retrouver X dans un cadre beaucoup plus général,
en utilisant le langage des pincements de Daniel Ferrand ([Fer]).

La normalisation v : Y= X induit un morphisme de faisceaux injectif v Ox —
vQfon dit que v est schématiquement dominant, voir [EGA, 1V 3, déf. 11.10.2 p.171]).
Le conducteur C est le faisceau cohérent d’iogallux qui e%défini comme I'annulateur

C = Anno, VQ/Ox
o I

Pour x XA, la tige v©Q est la cloture intégrale Ox x de Ox x et on a
% 1 1 [ R
CX = Annox,x V@ﬂ /OX,X = {a mxyx | a V@ﬂ IZ(IL(,X}-

Autrement dit, C, est le plus grand idéal de Ox x qui soit aussi un idéal de Ox y, c’est-a-
dire I'idéal conducteur au sens classique du terme. Soient i : Z — X I'immersion fermée

i BN
définie par C et 2= v1(Z). Le carré cartésien )\‘ ‘v est appelé le carré du

conducteur de X.
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Lemme 1.5.1 :
L’espace sous-jacent de Z est I’ensemble des points non normaux de X.
Le morphisme v induit un isomorphisme de X-\Z-3ur X \ Z.

Le morphisme A : 21, Z est fini et schématiquement dominant.

L

Le carré est cocartésien dans la catégorie des espaces localement anneles.

i
2! —— Xk
5. Pour toute extension séparable K/k, le carré ;\K[ [VK déduit par exten-

ZK EEE— XK
Ik
sion des scalaires est le carré du conducteur de Xk.

Démonstration. L’espace sous-jacent de Z est {x [ X |1 F T} = {x [ X | Oxx C
Ox x}. Donc X \ Z est le lieu normal de X et la normalisation v induit un isomorphisme
de v1(X\Z) = X Fsuh X\ Z.

Soit U un ouvert a [nelde X. On écrit U = Spec A ou A est une k-algebre integre
de type fini. On a v1(U) = SpecA ol A est la cloture intégrale de A. Soit ¢ = {a [
A | aA AL} I'idéal conducteur de A dans A. Pour tout idéal premier p [SpecA, la
cloture intégrale du localisé A, est le localisé (A), Al Lo A, (voir [Bou2, V, §1 n°5,
cor. 1 p.19]). Puisque A est un A-module de type fini et A, est plat sur A, il découle
de [Boul, I, §2 n°11, cor. 2 p.40] que le conducteur de (A), dans A, est ¢, = cA,. Par
conséquent la restriction du faisceau conducteur C a U est le faisceau cohérent d’idéaux
associé & ¢. On a donc Z n U = Spec(A/c) et 24 v=1(U) = Spec(A/c). Le morphisme
A/c=0z(Z nU)) - Alc = Oi{_—?;r‘\ vH(U)) = MO (L n U) est injectif et A/c est un
(A/c)-module de type fini.

Les Z n U ou U est un ouvert a [nelde X forment un recouvrement de Z. Donc A est
bien fini et schématiquement dominant. En outre, d’aprés [Fer, lemma 1.3 et th. 5.1] le

24 v~1(U) = Spec(A/c) RN v~1(U) = SpecA
carré A Vv est cocartésien. Donc le carré

Z n U = Spec(A/c) — U = SpecA

du conducteur est bien cocartésien.

L’extension K/k est séparable donc la variété Xg—ést normale et vk est la normalisa-
tion. Pour montrer que le carré déduit par extension des scalaires est le carré du conduc-
teur, on peut supposer que X est a [nel Le résultat est alors a nouveau une conséquence
de [Boul, I, 82 n°11, cor. 2 p.40]. O

Réciproquement, Ferrand a montré que, sous des hypothéses assez faibles, la variété
X est obtenue en « pingant » Z3ur Z. Le résultat suivant est un cas particulier de [Fer,
th. 5.4 et prop. 5.6].

Proposition 1.5.2 : Soient X—uh k-schéma, j : 21~ M -uhe immersion fermée et
A : 21 Z un morphisme fini schématiquement dominant. Si tout ensemble fini de points
de Z-dst contenu dans un ouvert a [nelde Y-atdrs il existe un unique k-schéma X tel que



26 CHAPITRE 1. RESULTATS PRELIMINAIRES

i
12—
I’on ait un carré )\[ [v qui soit cocartésien dans la catégorie des espaces locale-

|

ment annelés. De plus ce carré est cartésien, v est un morphisme fini schématiquement
dominant, i est une immersion fermée et v induit un isomorphisme de X\Z-sur X \ Z.
On dira qu’un tel carré est un « diagramme de pincement ».

Si Yest de type fini sur k (resp. une variété, resp. propre) alors X aussi. Enfin, si Y1
est normale alors v est la normalisation.

Remarque 1.5.3 :

1. La derniére partie de I’énoncé est démontrée dans le mémoire de master [Howe] de
Sean Howe.

2. Si la variété Yest quasi-projective (par exemple si c’est une courbe) alors la condi-
tion que tout ensemble fini de points de Z—3oit contenu dans un ouvert a [nelde X—est
automatiquement satisfaite.

3. Si Xest une courbe alors 24t Z sont des schémas finis et Z est déterminé par le
morphisme d’algébres injectif A= O(Z) — O(Z) Cela correspond a I'idée intuitive : la
normalisation consiste « moralement » a séparer les branches et détordre les pointes, et
reciproquement on retrouve la courbe de départ en recollant des points et des tangentes.

Une opération d’un groupe lisse dans une variété peut se relever en une opération dans
la normalisée.

Lemme 1.5.4 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X une variété, a : GxX -
#1 J 1
X une opeération et )\[ |v le carré du conducteur. Alors il existe une unique

opération &3 G x Y= X—telle que le morphisme v soit équivariant. De plus, le carré
G x - 1

id xv[ [v est cartésien et les opérations a et d—ant le méme noyau. Enfin, les

sous-schémas fermés Z et Zdont G-stables.

Démonstration. L’existence et I'unicité de d—$ont données dans [Brl7, prop. 2.5.1] et
viennent depla-propriété universelle de la normalisation. Le carreé est cartésien car le mor-
GxX — GxX

(9,x) B- (9,9x)
GxX -1 GxX

\ lpr2 (de méme pour diyl
o

X

phisme u : est un isomorphisme qui fait commuter le diagramme
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Le lieu lisse U de X ainsi que v~1(U) sont des sous-schémas ouverts schématiquement
denses dans X et Y-Bbnc, d’aprés [EGA, IV 3, prop. 11.10.6 p.172], pour tout k-schéma
S, les sous-schémas ouverts Us et v—1(U)s = (vxids)™*(Us) sont schématiquement denses
dans Xs et YXgIs sont Gg-stables et v x ids : v"1(U)s — Us est un isomorphisme Gsg-
équivariant. Donc un élément g [CQ(S) induit I'identité sur Xg si et seulement s’il induit
I’identité sur Us, si et seulement s’il induit I'identité sur v—1(Us), et si et seulement s’il
induit I'identité sur Xs—bar conséquent o et dont bien le méme noyau.

Soit C le faisceau conducteur de v. D’aprés [EGA, IV 2, prop. 6.8.5 p.152], le schéma
G x Yest normal. Alors idg xv : G x YX——=! G x X est la normalisation. Il découle de
[Boul, I, 82 n°11, cor. 2 p.40] que a'€ et pri€ sont tous les deux égaux au faisceau
conducteur de idg ><v, donc en particulier ils sont égaux comme sous-faisceaux de Ogxx
(en utilisant les isomorphismes canoniques 0'®x [ Ogxx [ ptiOx). Ainsi a71(Z) et
G x Z sont-ils égaux en tant que sous-schémas fermés de G x X, c’est-a-dire que Z est
G-stable. Alors Z-ést également G-stable car v est équivariant. m

Remarque 1.5.5 : Ce résultat ne se généralise pas aux groupes qui ne sont pas lisses,
comme le montre I’exemple suivant, essentiellement d0 a Abraham Seidenberg (qui le
formule dans I'article [Sei] en termes de dérivation sur un anneau et sa cldture intégrale).

Exemple 1.5.6 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. On considére
le groupe infinitésimal o, = Spec — des racines p-émes de zéro et la courbe C dans A?

(up)

d’équation xP** = yP. On a une opération de a, dans C donnée par u- (X,y) = (X, y + u).

Montrons que cette opération ne se relevepas en une operation dans la normalisee de C.
1 —_ C

t H- (P

de I'anneau O(C) s’identifie au corps des fractions rationnelles k(t) (avec t = %) et alors

La normalisation est le morphisme v : car le corps des fractions

O(C) est le sous-anneau k[tP, t***] et sa cldture intégrale est K[t]. Si I'opération de a,, dans

C se relevait en une opération dans A! alors celle-ci serait donnée par un morphisme
A k[u t][u L .

d’algebres ¢ : k[t] - Klul L H[t] Iiém L’ équivariance de v se traduirait par les

(uP) uP)
conditions ¢(tP) = tP et Gp(tP*!) = tP*1 + u. Mais alors on aurait Gp(H)t° = (t)P(tP) =

k . . - .
¢(tP*1) = t**1 + u donc, dans E:[J)p[)U]’ on aurait ¢(t) =t + tEP ce qui contredirait le fait
que ¢ est a valeurs dans k([EFEl)J ].

Réciproquement, une opération descend par pincement quand on pince un sous-schéma
fermé stable.

=

Lemme 1.5.7 : Soit )\[ |\, un diagramme de pincement (voir la proposition

1.5.2). Soient G un groupe algébrique et 631G x<X—=IXetl : GxZ _ Z deux opérations.
Si le sous-schéma fermé Z—de Y—est G-stable et si le morphisme A est équivariant alors
il existe une unique opération a : G x X - X telle que Z soit G-stable, que I’opération
induite soit (3, et que le morphisme v soit équivariant.
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Démonstration. Soit f—1G x 21, Zopération induite par &_D’aprés [Howe, th. 3.11], le
- s
GxZ1 3 g x ¥ 1

carré jq x)\‘ [id xy €st cocartésien dans la catégorie des espaces localement
id xi

2199 g
id <A id=xv e

annelés. Le morphisme A est équivariant donc le diagramme

GxZ —GxX
d \Y)

L

Z X

i
commute. Par conséquent il existe un unique morphisme a : G < X — X qui compléte ce
diagramme.

GxGxZ"—GxGxX"-

Le carré est cocartésien dans la catégorie des espaces

GxGxZ —GxGxX
localement annelés. De plus, en notant p la multiplication dans G, les diagrammes

G><G><ZDIdXIde G x G x XH .
\\Ei&
id > id <A\ G x XU
id < id xv
cxI]
GxGxZ — —— GxGx X
id < id xi
id xv
XD
id <P id xa
GxZ — G x X
id xi v
B a
Z X

et
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GxGxZzU Id > id ] GxGx XU )
\umd
id < id <A G x XU
o= id > id xv
O
GCGxGxZ — - — GxGxX “
id x< id xi
id xv
XD
1 id M xid
GxZ - - Gx X
id x<i v
B R
Z i X

commutent (car chaque diagramme élémentaire commute), et les composées Gx G x X"
X (resp. GxGxZ - X) des deux diagrammes coincident. Donc par unicité, les composees
GxGxX M 5xX & XetGxGxX LY GxX 3 X coincident.

Par un argument similaire, la composée Speck x X % G x X & X coincide avec
la seconde projection. Donc a est bien une opération. ]

Les variétés presque homogenes se comportent bien vis-a-vis de la normalisation.

I —
Lemme 1.5.8 : Soient G un groupe algebrique lisse connexe, X une variétg, 7\[ [v

le carré du conducteur, o : G x X — X une opération et ¢ G x YX—=! YX—+dpération
donnée par le lemme 1.5.4. Alors la variété X est presque homogene si et seulement si
Yesk presque homogéne. Dans ce cas, si de plus X est une courbe alors Z et Z-3ont
contenus dans les sous-schémas fermés des points fixes X© et XS

Démonstration. Les morphismes y : G x X — X x X et y3 G x Y= Y<btdd |a
G x X b

définition 1.2.4 font commuter le diagramme jq xv[ |v x y - Le morphisme

GXXTXXX

v est surjectif et fermé, donc id xv est surjectif et v < v est surjectif et fermé. Donc si Yy
est dominant alors y aussi.

Réciproquement, supposons que X soit homogene. Soit U I'orbite ouverte dans X,
donnée par le lemme 1.2.6. Alors U est lisse donc v induit un isomorphisme v=(U) [
U. Donc v~1(U) est un sous-schéma G-stable et homogéne de Y—dbnc YX—est presque
homogeéne.

Supposons que X soit une courbe presque homogeéne. D’aprés le lemme 1.2.16, U et
v~1(U) sont les complémentaires des sous-schémas fermés des points fixes. Comme Z est
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supporté par le lieu singulier de X et comme U est lisse, Z est contenu dans X \ U. De
plus 2= v=1(Z) est contenu dans X \J~1(U). O

1.6 Fibrés en droites linéarisés

Dans cette section, on commence par rappeler la definition et quelques proprietes des
fibrés en droites linéarisés. On utilise [MFK, ch. 1, §3] comme référence générale. On
montre ensuite comment déterminer les fibrés en droites linéarisés d’un schéma obtenu
par un diagramme de pincement.

Définition 1.6.1 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe, X un schéma de type
fini sur k, m: L - X un fibré en droites et a : G x X - X une opération. On appelle
linéarisation de L toute opération 3 : G < L - L qui commute avec I’opération naturelle
de Gy, dans L par multiplication dans les fibres et telle que 1 soit G-équivariant. On dit
que L est linéarisable s’il posséde une linéarisation.

Exemple 1.6.2 : Si X est une variété lisse alors I’opération naturelle de G sur les formes
di Cérentielles donne une linéarisation du fibré canonique wx.

GXLLL

Si B est une lingarisation alors le carré jq xn{ ‘n est cartésien, c’est-a-

gire qu’on a un isomorphisme ® : a® — przi. Pour g CG(k), le morphisme (g, id) :

X —— G ><X A _ . 3 . .
X B-  (9,%) donne (g,id)"d™ = gt et (g,id)prit = L donc @ induit un

isomorphisme @y = (g,id)"® : g€ - L. On a ®gp = Py, = hHthy).

Lemme 1.6.3 : [MFK, p.31] La donnée d’une linéarisation est équivalente a la donnée
d’un isomorphisme @ : a2 - pri de fibrés au-dessus de G x X faisant commuter le
diagramme suivant :

idx )t
(ide %) A — 0 (e id) )P e i) i
(idg xa)ta can
(idg > 0) prit. pria® prapryl

can pr%'qa

On dit que (L, ®) est un fibré linéarisé.

Si (Ly, @) et (L, ®,) sont des fibrés linéarisés alors ®; @] : oYL, [1J) =a; 1
at, - prit,; Cpiit, = prifl; L) est une linéarisation. De méme ®; induit une
linéarisation de L.

Définition 1.6.4 : Un morphisme de fibres linéarisés ¢ : (L1, P ,) — (L2, ®.,) est un
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o)
af, — prit,

morphisme de fibrés en droites faisant commuter le diagramme a@{ |prﬂ) .

at, —— pr
2¢L2p22

Définition 1.6.5 : On note Pic®(X) le groupe abélien des classes d’isomorphismes de
fibrés en droites linéarisés sur X. On I’appelle le groupe de Picard équivariant.

Un fibré en droites trés ample sur un schéma (quasi-projectif) X permet de plonger X
dans un espace projectif. Si on a une opération de G dans X, on aimerait pouvoir plonger
X de facon équivariante dans le projectivisé d’un G-module. La donnée supplémentaire
sur le fibré pour pouvoir le faire est une linéarisation.

Proposition 1.6.6 : [MFK, ch. 1, prop. 1.7 p.35] Soient G un groupe algébrique lisse
connexe, X un schéma quasi-projectif sur k, L un fibré en droites trés ample sur X et
o : G x X - X une opération. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) le fibré en droites L est linéarisable ;

i) il existe une opération de G dans un espace projectif P" et une immersion (lo-
calement fermeée) équivariante i : X - P" telles que Opn(1) soit linéarisable et

iii) il existe un G-module V de dimension finie et une immersion (localement fermée)
équivariante i : X — P(V) telles que L = i'"Opn(1).

Le résultat suivant a été démontré par Hideyasu Sumihiro ([Sum, th 1.6], voir aussi
[Br15, th. 2.14]).

Proposition 1.6.7 : Soient X une variété normale et G un groupe linéaire lisse connexe
opérant dans X. Il existe un entier n = 1 tel que pour tout fibré en droites L sur X, le
fibré L ™ soit linéarisable.

On aimerait avoir un analogue, sans hypothese de normalité, quand G est une forme
de G, en caracteristique p > 0. On a d’abord besoin de comprendre I’obstruction a ce
qu’un fibré en droites soit linéarisable. Pour tout groupe lisse connexe G, on note Ge
foncteur des caractéres qui a tout k-schéma X associe le groupe GEX) = Homy_p(G %
X, Gm x X). Un élément de GEX) est donné par un morphisme X : G x X - G, tel
que I'on ait identiqguementx(ggx) = x(g,x)Xx(g5 x). 1l est bien connu que si le groupe
abstrait des caractéres G¢k,) est trivial et si X est géométriquement réduit alors G(X)
est trivial. Poyr-le vérifier, on peut supposer k = ks. Pour X CGEX) et x X (k),
G — Gpn
g B- X(@9,%)
Puisque G(k) x X (k) est dense dans G x X (car ce schéma est géométriqguement réduit),
on en déduit que x est le morphisme constant 1.

le morphisme est un caractére donc, par hypothese, il est trivial.

Proposition 1.6.8 : [Brl5, prop. 2.10] Soient X un schéma réduit et de type fini sur K,
et G un groupe lisse connexe opérant dans X. On a une suite exacte de groupes abstraits

a1 Pic(G x X)

=G < . G .
1 - OX)*" - O(X)* = GEX) - Pic®(X) - Pic(X) % DILPIc(X)
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ol Pic®(X) - Pic(X) est le morphisme d’oubli qui & un fibré linéarisé (L, ®) associe le
fibré L, et O(X)*® est le sous-groupe de O(X)* formé des éléments G-invariants.

En particulier, si le groupe abstrait G(ks) est trivial et si X est géométriquement réduit
alors le morphisme Pic®(X) - Pic(X) est injectif, c’est-a-dire qu’un fibré en droites
possede au plus une linéarisation (a isomorphisme pres).

Proposition 1.6.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient X
une variéte et G une forme de G, opérant dans X. Il existe un entier r = 0 tel que pour
tout fibré en droites L sur X, le fibré L ™ soit linéarisable.

Démonstration. 1l su [f_de montrer que le groupe Pic(G x X)/ priPic(X) est de p'-
torsion. Montrons d’abord qu’on peut se restreindre au cas G = G,k. Soit K/k une
extension purement inséparable telle que Gk [CGL k (voir proposition 1.3.5). Le degré d
de cette extension est une puissance de p. Supposons gqu’il existe un entier s = 0 tel que
le groupe Pic(Gk x Xk)/ priPic(Xk) soit de ps-torsion. Soit L un fibré en droites sur
G x X. Par hypothese, il existe un fibré en droites M syr Xy tel que (Lk) L3 Cpiy- M. En
prenant la norme, on obtient L " [Nk, (Lx)™' [Nk (priM) CpiiNka(M))
et Nk,/k(M) est un fibré en droites sur X (voir [EGA, II, prop. 6.5.8 p.130]). Donc le
groupe Pic(G x X)/ priPic(X) est de dp"-torsion.

Il reste & montrer que le résultat est vrai si G = G, . Soit 0 : X* — X la seminor-
malisation. D’apres le lemme 1.4.11, le tiré en arriere pri-! Pic(X™*) - Pic(G x X™) est
un isomorphisme. Donc le diagramme

rl:l
0 —— Pic(X) i Pic(G x X) —— Pic(G x X)/ priPic(X) —— 0
oﬁ (ide xo)[f
0 —— Pic(X™) —5 Pic(G x X™) 0
pr;

est commutatif et exact en lignes. Le lemme du serpent donne une suite exacte
ker(idg x0)=5 Pic(G x X)/ priPic(X) - cokerg™’

De plus le morphisme a : G x X - X est lisse (car G est lisse) donc, d’aprés le lemme
1.4.12, le schéma G < X™ est seminormal et id <0 : G < X* - G x X est la seminorma-
lisation. 1l découle de [Br15, lemma 4.11] qu’il existe un entier n = 0 tel que ker(idg xo)™
et coker c=$oient de p"-torsion. Alors Pic(G x X)/ priPic(X) est de p?"-torsion. O

Remarque 1.6.10 :

1. Ce résultat n’est pas vrai en caractéristique nulle. En e [efl G, opére dans la courbe

. . . k[u .
cuspidale C obtenue en pingant le sous-schéma Spec (152; de P supporté par oo sur Speck
(qui peut étre réalisée explicitement comme la courbe dans P? d’équation homogeéne
y® = x?z). D’apreés [Br15, ex. 2.16], un fibré en droites sur C est linéarisable si et seulement

s’il est de degre 0.

2. Si G est une forme non triviale de G, alors sa complétion réguliere C se plonge de
facon équivariante dans le projectivisé d’un G-module, mais C n’est pas lisse. Au contraire,
si k est de caractéristique nulle alors I'adhérence d’une orbite dans le projectivisé d’un
Ga-module est toujours lisse (voir [BF, lemma 2.4]).

Il est bien connu que les linéarisations se comportent bien quand on tire en arriere un
fibré en droites par un morphisme équivariant.
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Lemme 1.6.11 : Soient X et Y deux schémas de type fini sur k, G un groupe algébrique
lisse connexe, o : Gx X - X et :GxY - Y deux opérations, et f: Y - X un
morphisme G-équivariant. Si (L, ®,) est un fibré en droites linéarisé sur X alors

Grep: BFL 2 (ide xF) AT LD (g ) Prig L 2 pri

est une linéarisation de . De plus, si ¢ : (L1, ®.,) — (Ly, ®.,) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur X alors f'¢ : (F'E1, ®rrg,) - (FHE,, Pfrp,) est un morphisme de
fibrés linéarisés sur Y.

Démonstration. Le diagramme de la figure 1.1 page 34 est commutatif et la composée des
fleches verticales a gauche est (id <) @ . Donc @¢rp est bien une linéarisation de .

De plus le diagramme

idg x<f)te,
e, — @ (id xf)‘%@l( o xT) (id <F)prit, — A0 o,
B (ids Xf)%%h (ide xf)%rﬁbh pryf'd
BIFIL, gy (axD)dl, o (dxD)Prily g P 'L,
est également commutatif, donc ¢ est bien un morphisme de fibrés linéarisés. ]
R =
Pour un diagramme de pincement )\| |v , Charles Weibel a décrit les fibrés

i
en droites sur X en termes de fibrés en droites sur YX-etlsur Z.

Proposition 1.6.12 : [Web, prop. 7.8] On a une suite exacte de groupes abstraits
1 - 0X)* - o0O8*k%0(2)* - O(BD* - PicX - PicX>=Picz - PicZ-

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connexion 3§ : O(2)* - PicX. Cette
suite est appelée la suite Units-Pic.

Cela signifie « moralement » que, & isomorphisme prés, un fibré en droites sur X est
donné par un fibré en droites sur YX—mlini de trivialisations le long des fibres de A.

On peut reformuler ce résultat dans le langage des catégories. Pour tout schéma Y
de type fini sur k, on note Dy la catégorie des fibrés en droites sur Y . Les foncteurs j~!
Dy DjAt A= D, S D_fermettent de définir la catégorie produit fibré DﬁDﬁz.

Ses objets sont les triplets (I5-M, o) ot L€t M sont des fibrés en droites sur X-—et!Z, et
o est un isomorphisme jHL{XTM de fibrés en droites sur Z-Un morphisme entre deux
triplets (k! My, 07) et ()M, 6,) est donné par deux morphismes de fibrés ¢11E7 - 15
et Y : M; — M, tels que 0, » (j "= (M) - 01.

Proposition 1.6.13 : [Howe, th. 3.13] Le foncteur
1
7. Px == Dy¥o Dz
L B- (%, i%, can)
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34

g €2
4540 Eud ocid T §5ud == 35, (g p1)
ued ued ued
(3> p1)€d
154¢ (3 pr)ud &b PIE P, (Ix p)d 54¢ (3 pp, (g p1)
ued ued ued
(oY 4
281dd (4 pi = p1) O (4 Pt > pY) 7,058 (4 Pt pI) He 2216, (0 ), (4 pI < p1)
ues @, (0% pp,(Ix p1 x pr)
g (p1 < 1), (3 pr < p1) e (pr < 1), (3% p1 < pr1) e, (0x pp, (3% p1 x p1)
@ (p1 < )5 (3% p1 < p1) ues
ued ued ued
Fae (4 PP, (p1 < M) i, (6x pp, (pr = 1) TP (I PP, (d= p1)
@1 (3 pp4(p1 x 1)
ued ued ued
th 5 (pr < 1) ths g (P! > 1) e thi g (g p)

Tidep (1 < 1)

Figure 1.1 — Diagramme pour la démonstration du lemme 1.6.11.
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(ou can est I’isomorphisme canonique j V't [CA) est une équivalence de catégories.

Soit S le quasi-inverse de T. Pour (I5-M, 6) dans D@Djﬂzi la classe d’isomorphisme
de L = S(I5M, 0) est déterminée par I'existence d’isomorphismes ¢, : ViE - L&t

jve 1% & j
$i 1 i'E -~ M faisant commuter le diagramme can{ ‘0 :

On peut donner une construction analogue pour les fibrés en droites linéarisés. Soit
G un groupe algébrigue lisse connexe. Pour tout schéma Y de type fini sur k muni d’une
opération de G, on note DS la catégorie des fibrés en droites linéarisés sur Y. D’apreés
le lemme 1.6.11, si Y Yest un autre tel schéma et si f : YY - Y est un morphisme
G-équivariant alors on dispose du foncteur f=!D$ - D&

PRI =
On suppose maintenant qu’on a un diagramme de pincement ;\‘ ‘v ou X est
Z e X

de type fini sur k (donc Y2 et Z-4ussi). On suppose aussi que I’on a deux opérations
a:GxX o X etddGxX—=! Xtelles que les sous-schémas fermés Z et Z-3oient
stables et que les morphismes v et A soient G-équivariants (donc i et j aussi). On note
B:GxZ - Z et f1G x 21, ZHks opérations induites. Les foncteurs j DG Dt

A= DZ - Djgermettent de définir la catégorie produit fibré D)%D%DS. Ses objets sont

les uplets (L'Qbij\/l, ®\,0) ou (L',jbiipt (M, ®@y,) sont des fibrés en droites linéarisés sur
YXet!Z, et o est un isomorphisme jHI_ATW de fibrés en droites linéarisés sur 2-Un
morphisme entre deux uplets (IE'G)@Ml,dJMl,ol) et (IE'CD@MZ,CDMZ,GZ) est donné
par deux morphismes de fibrés linéarisés ¢-1 (L) o) ~ (L O ) et Y @ (M, Oy,)
(Mz, ®y,) tels que 0z © (j "E)= (A') < 01.

Théoréme 1.6.14 : Le foncteur
1
LA o) B (VE, Dy, i, Dig, can)

(ou can est I’isomorphisme canonique j V't [CAT') est une équivalence de catégories.

Démonstration. Il est immédiat que (v, ®,p, i, ®icp, can) est bien un objet de la
catégorie DS@(D;:?%' La définition de T© sur les morphismes est évidente. On Vérifie

alors facilement que T© est un foncteur.

Etape 1. D’apreés la proposition 1.6.13, le foncteur T ¢ est fidéle. Montrons qu’il est plein.
Soient (L,,®.,) et (L,,®,,) deux fibrés en droites linéarisés sur X. Un morphisme
TO(Ly, &) - TS(L,, ®,) est donné par deux morphismes de fibrés linéarisés ¢t
(VHE, Oyp) - (VL Oy,) et Y (i, @ip,) — (i, @ip,) tels que o, o (j )=
(A"g) - 01, ol 0y et g, sont les isomorphismes canoniques j W™, CAHY, et jWH, 1
AGTE,. A nouveau d’apreés la proposition 1.6.13, il existe un morphisme de fibrés en droites
¢:L; - Ly tel que = v et ¢ = i'd. Il reste a montrer que ¢ est un morphisme
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de fibrés linéarisés. En utilisant la définition des linéarisations ®,m, et ®,p,, I'égalité
¢ vid, le fait que ¢=3oit un morphisme de fibrés linéarisés et les diérents isomor-
phismes canoniques, on constate que le diagramme

idg xv)te
(ide xv)'%t%( 6 V) S ide xv) TPriL,
(ids <v)'d'$ | (ide x0) rid
idg xv)tat idg x<v)prit
( G ) Z(idev)%Lz( G )%2 2
de fibrés en droites sur G < X-colmute. De méme, en remplacant idg <v par idg *i, on ob-
i
Gx 212 g x £
tient un diagramme commutatif de fibrés en droites sur Z. Or g x)\| kid xV

GxZ——GxX
id xi

est encore un diagramme de pincement (voir [Howe, th. 3.11]), donc on peut lui appliquer
la proposition 1.6.13. En particulier le foncteur

TD: Dgxx — DGxﬁDiji?GxZ

0]
at, — pryLy

est fidele. Par consequent, le diagramme 0(%‘ [prﬁ) commute, c’est-a-dire
a't, o pryL,

L2
que ¢ est bien un morphisme de fibrés linéarises.

Etape 2. Montrons que T© est essentiellement surjectif. Soit (IQDLlj\/I, ®p,0) un objet
de D)‘aD;:IDS. Toujours d’apres la proposition 1.6.13, il existe un fibré en droites L

sur X et des isomorphismes ¢, : VIE — IL4t ¢; : i — M faisant commuter le dia-
jvp 2% R j
gramme Cank kc . On veut donc construire une linéarisation ® de L et un

1
isomorphisme entre TE(L, ) et (L& M, Oy, 0).
Considérons les isomorphismes

0y ¢ (ide xj)HHEE AFELS R < (ide x\) B

03 ¢ (ide >j) PryiEs prij T2z priktM <2 (idg xA) PriM
de fibrés en droites sur G x 2 Puisque 0 : jH1. ATV est un isomorphisme de fibrés
linéarisés, on a 0, © ((idg *j) '@ )= ((idg xA)"®y) = 0;. Donc ® gt ®y induisent un
isomorphisme (6B ™M, 0;) - (prit5priM, o) dans la catégorie DX,y Doxz

(par définition des morphismes dans cette catégorie). Or le foncteur T Ydéfini plus haut est
pleinement fidéle, donc cet isomorphisme provient d’un isomorphisme dans la catégorie
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Daxx, c’est-a-dire qu’il existe un isomorphisme de fibrés en droites ®_ : a™£ - pri
faisant commuter le diagramme

b

(id xv)d® — AN g
(id v) @, 0

(id xv)prit ———— privE pr—> prii

can
2 Py

ainsi que le diagramme analogue obtenu en remplacant v par i et [=par M.

Il reste @ montrer que @, est une linéarisation, car alors par construction ¢, et ¢;
induisent un isomorphisme TE(L, ®.) - (IQDLlj\/I, ®pm, 0). On veut donc montrer que le
diagramme

idy )
(ide <) — N (1 x i) B D i) TpriL
(idg <o) e, can
(idg >o) prit prz'at pryziprs L

can pria;

commute. On Vérifie facilement que les deux diagrammes obtenus en tirant en arriére par
idg < idg xVv et par idg % idg <i sont commutatifs, car ® gt ®y sont des linéarisations
(on peut par exemple écrire un diagramme analogue a celui de la figure 1.1 page 34).
Comme précédemment, le foncteur

b - D £
GxGxX GxGx A XDy, o, 4 TCXC*Z

est fidele. Donc le diagramme pour @, est bien commutatif. ]
Corollaire 1.6.15 : On a une suite exacte de groupes abstraits
1 — O(X)*® — 00k x 0(2)*" — O(£)*” B
L Pic®(X) — Pic® B> Pic®(Z) — Pic® (2

induite par les tirés en arriére et un morphisme de connexion & : O(2¥*° - Pic®(X).
Cette suite est appelée la suite Units-Pic équivariante.

Démonstration.

Etape 1. Exactitude en O(2)*°. On identifie O(2)* au groupe des automorphismes du
fibrés en droites trivial 2 Al. Les automorphismes du fibré linéarisé (23 Al triv)
(ou triv est la linéarisation triviale) correspondent aux éléments de O(2Y*°. Le mor-
phisme & envoie 0 CO(Z)*° sur la classe d’isomorphisme du fibré en droites sur X
correspondant (grace au théoréme 1.6.14) & la classe d’isomorphisme de I'uplet (Y—><!
Al triv,Z x Al triv,c). En particulier I'image de 3(c) par le morphisme Pic®(X) -
Pic OB Pic®(Z) est (O5><JAL, triv), (Z x< AL, triv)), c’est-a-dire que 3(0) est dans le
noyau du morphisme. Réciproquement, un élément (L, ®_) dans le noyau du morphisme
correspond & un uplet (X><JA!, triv, Z x Al, triv, 0) et on peut voir ¢ comme un auto-
morphisme de (2 Al triv), donc on a ¢ CQ(Z)Y*C et (L, ) = 5(0).
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Etape 2. Exactitude en O(2)*°. Soit o CQ(Z)*, vu comme un automorphisme de (2
Al triv). Alors ¢ est un élément de kerd si et seulement s’il existe un isomorphisme
<AL triv, Z x< Al triv,0) - OE><JAL triv, Z x Al triv,can). Un tel isomorphisme
est donné par des automorphismes ¢g-de (XX>JAL triv) et Y de (Z x Al triv) tels que
cane(j "¢y = (\"g)>0. En voyant ¢et ¢ comme des éléments de OB et O(Z)*°, cette
condition signifie précisément que o est I'image de (¢, %) par le morphisme O8> x

0(2)*° - O(B*°.

Etape 3. Exactitude en O3 x0O(Z)*°. L’image du morphisme O(X)*° - 085> x
O(Z)* est contenue dans le noyau du morphisme O3 < O(2)*° - O(2)*°. Réci-
proquement, si (¢, ) est dans le noyau de ce morphisme alors, d’apres la suite Units-Pic
donnée dans la proposition 1.6.12, ce couple est I'image d’un élément ¢ [ A(X)™. Le
morphisme idg xv : G x Y=l G x X est schématiquement dominant donc I’applica-
tion (idg xv)™ O(G x X)* — O(G x YX5>kst injective. Les images de a'() et pri{h)
par cette application sont respectivement dggp)Jlet pri(d)] Or ¢_est G-invariant, donc
a5 = pri@h)] Par injectivité on a a @) = pri), donc ¢ est un élément de O(X)*°.

[ (-
Etape 4. Exactitude en Pic®(56)><Pic®(Z). Soit (¥ p5(M, dy) [CPIic®(=Pic®(2).
Son image dans Pic®(Z) est triviale si et seulement si on a un isomorphisme de fibrés
linéarisés (j AN~ Ak AL, (o0 25« Al est muni de la linéarisation triviale),
c’est-a-dire si et seulement si on a un isomorphisme de filprgs linéarisés o : jFH4E1. ATV,
D’apreés le théoreme 1.6.14, cela est équivalent au fait que (L'QDLD_E,(M, ®p) soit I'image

d’un élément de Pic®(X). O

Remarque 1.6.16 : Si X est une variété propre alors O(X) = O()-= k donc la suite
Units-Pic equivariante se simplifie en la suite exacte

1 - O(*°/0(2)*° - Pic®(X) - PictPic®(Z) - Pic®(Z)



Chapitre 2

Courbes presque homogenes

2.1 Courbes presqgue homogenes régulieres

Le résultat clé pour la classification est le résultat bien connu suivant.

Proposition 2.1.1 : [Brl7, ex. 7.1.2 et 7.1.3] Soit C une courbe projective lisse de genre
g. Si g > 1 (resp. si g = 1) alors le groupe algébrique des automorphismes Autc (resp.
le normalisateur Autc o d’un point k-rationnel Q muni de la structure de sous-schéma
ferme réduit) est un groupe fini étale.

Démonstration. L’algébre de Lie de Autc est H(C,T¢) ou Tc est le faisceau tangent
de C. Or T¢ est le dual du fibré en droites canonique wc donc deg Tc = 2 — 2g. Donc si
g > 1 alors deg Tc < 0, donc dimH%(X, T¢) = 0. Donc Autc est un groupe algébrique
lisse de dimension 0. On suppose désormais g = 1. Dans la courbe Ci obtenue apres
extension des scalaires il n’y a qu’un nombre fini de points Q4, ..., Q, au-dessus de Q et
ce sont des points k-rationnels. Donc Autc_q, est d’indice fini dans (Autcq)g. Donc il
su [T de traiter le cas ou k est algébriquement clos. Alors C est une courbe elliptique et
Q est un point k-rationnel. On a Autc = C 0 Autc et Autg = C donc Autco [
Autc/Aut = mo(Aute), donc Autc g est etale et fini. O

Remarque 2.1.2 : En particulier, si g > 1 (respectivement g = 1) alors le groupe
abstrait Auty(C) (respectivement le stabilisateur de Q dans Auty,(C)) est fini. Maxwell
Rosenlicht avait déja démontré ce résultat en 1955 en utilisant le langage des corps de
fonctions ([Ro55, th. p.4]).

Le lemme suivant est un cas particulier d’un résultat d’André Weil sur les opérations
birationnelles. On en donne ici une démonstration s’appuyant sur des idées de Rosenlicht
(voir [Ro56, th. 15]). Michel Demazure a donné dans [Dem, prop. 5] un énonce similaire
pour les courbes lisses.

Lemme 2.1.3 : Soient C une courbe réguliére, ¢—3a complétion réguliére, G un groupe
algébrique lisse connexe et a : Gx C - C une opération. Alors a s’étend de fagon unique
en une opération dans ¢1De plus, le complémentaire Z = ENC, muni de la structure de
sous-schéma ferme réduit, est stable par G (et G opere trivialement dans Z).

Démonstration. Soit a1G < ¢ ¢Fapplication rationnelle définie par a. Son domaine
de définition U [CGlx G&st un ouvert contenant G x C. Il su [fdonc de montrer que
pour g CG(k) et x CHK) I'élément gx est défini, c’est-a-dire (g,x) (k). Comme
(G, est la complétion réguliére de C,_, on peut supposer que k est séparablement clos.

39
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Le schéma G x C4dst normal (car G est lisse et ¢-ést normale, voir [EGA, IV 2, prop.
6.8.5 p.152]) et le schéma d’arrivée C-dst propre donc (G < G)Y\ U est de codimension au
moins 2 dans G x ¢-De plus le sous-schéma Z de C-€st formé d’un nombre fini de points
fermés Py, ..., P, dont les corps résiduels sont des extensions purement inséparables de
k (car k est séparablement clos). Pour 1 < i < r, la composante irréductible Z; =
G x Speck(P;) de G x Z est de codimension 1 dans G < ¢1Donc U n Z; est un ouvert
non vide de Z;, sinon on aurait Z; [ (G x d‘;\ U et Z; serait de codimension au moins 2.
D’apres [EGA, IV 2, prop. 2.4.5 p.20], la projection m; : Zj — G est un homéomorphisme.

1

DoncV = (U n z;) est un ouvert non vide de G tel que V x Z [Ul
i=1

Pour g [CVI(k) et x CZI(k) on a gx CZ(k). En elefl si gx CA(k) alors g~*(gx) est
défini donc g~1(gx) = (g7'g)x = X, ce qui est impossible car g~*(gx) [CA(k). Puisque
V est un ouvert non vide de G, on a G(k) = V (k)V (k) (voir [Bor, prop. 1.1 p.47]). Par
conséquent, pour g CA(K) et x CZI(k) I’élément gx est bien défini.

Soit Ng(Z) le normalisateur de Z dans G. Sa formation commute aux extensions
séparables donc on peut toujours supposer que k est séparablement clos. Tout élément
g CA(K) induit un automorphisme de Gkencore noté g, tel que I'ensemble Z soit stable.
Comme le sous-schéma Z est réduit, g se restreint en un automorphisme de Z. On a donc
Ng(Z)(k) = G(k). Or G(k) est dense dans G, donc Ng(Z) = G, c’est-a-dire que Z est
bien stable par G. D’apreés le lemme 1.2.14, I'opération de G dans Z est triviale. m

Remarque 2.1.4 : En particulier, se donner une opération fidele de G dans C revient a
se donner un morphisme de groupes algébriques G - Aut ipjectif tel que I'image de G
soit un sous-groupe du centralisateur Aut — de Z.

On déduit facilement des résultats précédents une liste des courbes homogénes pos-
sibles (qu’on peut déja trouver dans [Pop, ch. 7, prop. 1.2 p.168] quand le corps k est
algébriquement clos).

Lemme 2.1.5 : Soit C une courbe lisse. Si C est homogéne sous I’action d’un groupe
algébrique lisse connexe alors C est une forme de P!, de A' ou de A*\{0}, ou C est une
courbe projective lisse de genre 1 (éventuellement sans point k-rationnel).

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe tel que C soit homogéne sous
une opération de G. On peut supposer que I'opération est fidéle. On peut aussi supposer
que le corps k est algébriquement clos. Soit GHa complétion réguliére de C. On a un
morphisme injectif G(k) — Aut (G} donc le groupe Aut,(CYest infini, donc la courbe
projective lisse C-€st de genre 0 ou 1. Si elle est de genre 0 alors on a un isomorphisme ¢-1—1
P! et le complémentaire Z = GNC est de cardinal 0, 1 ou 2, car le seul automorphisme de
P! qui fixe au moins trois points k-rationnels est I'identité ; on a respectivement C = P?,
C LCA! ou C = AT\ {0}. Si ¢-ést de genre 1 alors C = ¢, kinon tout point Q CZ(k)
est fixé par tous les éléments de G(k), ce qui est impossible car G(Kk) est infini. ]

La réciproque est fausse : il existe des formes de Al qui ne sont pas homogénes, comme
le montre le contre-exemple suivant, mentionné sans démonstration dans [Rus].

Lemme 2.1.6 : On suppose que le corps k est imparfait. Soit P un point de P! tel que
I’extension K(P)/k soit purement inséparable et de degré au moins 3. Alors C = P\ {P}
est une forme de A! et le centralisateur Autp:p de P (muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit de P?!) est infinitésimal.
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Démonstration. L’extension k(P )/k est purement inséparable donc il existe un unique
point Py, de Pi_au-dessus de P et on a I"égalité des degrés [K(Py,) : ks] = [K(P) : K].
Donc on peut supposer que k est separablement clos. De méme, il existe un unique point
P de P au-dessus de P et celui-ci est k-rationnel. Donc C; = P\ {P} AL et C est
une forme de Al

On note [t : u] des coordonnées projectives sur PL. Soit p = 2 la caractéristique de
k. Il existe a [Klet m = 1 tel que P ait pour équation t*" —a = 0. Alors k(P)/k est
de degré p™. Un élément de Autp: p(K) est une homogra&hlie qui induit I'identité sur le

m

sous-schéma fermé Py de P%. Ce dernier a pour équation t—aP = 0. On conjugue

par une homographie envoyapt;[a® —: 1] sur [0 : 1]. Comme p™ = 3, il su [1-de montrer

que si une homographie f = g’ induit I'identité sur le sous-schéma d’équation t*> =0
alors f =id. Ona f([0 : 1]) = [0 : 1] donc B = 0. On peut supposer & = 1. On note
encore t I'image de t dans ?t[g Alors f([t: 1]) =[at: 1+ yt] donc T opére dans g par
f-t= 1 Styt = at — ayt?. Par hypothése I'opération est triviale, donc a = 1 et y = 0.
Donc T = id. O

On peut maintenant démontrer le cas 1 du théoreme A.

Théoreme 2.1.7 : Soient C une courbe et G un groupe algébrique lisse connexe opérant
fidelement dans C. La courbe C est homogéne sous I’opération de G si et seulement si un
des cas suivants a lieu :

(a) C est une conique projective lisse et G CAlutc ;

(b) C CAF et G [GL 0 G, (opérant par transformations a [ned) ;
(c) G est une forme de G, et C est un G-torseur ;

(d) G est une forme de G, et C est un G-torseur;

(e) C est une courbe projective lisse de genre 1 et G CAUtS.

Démonstration. Supposons que C soit homogéne. On commence par supposer que le corps
k est algébriquement clos. Soient ¢Fa complétion réguliére de C et Z = ENC muni de la
structure de sous-schéma fermé réduit, de sorte que d’aprés la remarque 2.1.4 le groupe G
s’identifie a un sous-groupe du centralisateur de Z dans Aut— a courbe C-ést projective
lisse et, d’apres le lemme 2.1.5, elle est de genre 0 ou 1.

Si elle est de genre 1 alors c’est une courbe elliptique E et elle est homogéne sous
Autz [Eldonc C = E et G [CAUtS. On suppose désormais que Gést de genre 0, donc
¢1Pt. Alors G est un sous-groupe de Autp: [PIGL, et Z est formé de 0, 1 ou 2 points
k-rationnels. Si Z est formé de 2 points alors, quitte a conjuguer G, on peut supposer que
ces deux points sont 0 et oo ;en particulier C = A\ {0}. Le centralisateur de {0, oo}
est le tore maximal standard é:l(l) G, de PGL, donc G [CGl,,. Si Z est formé d’un
seul point alors on peut supposer qu’il s’agit-de op;donc C = Al. Le centralisateur de oo
1]
01
strict de B alors il est de dimension 1, donc il s’agit du radical unipotent G, de B ou
d’un tore de B ; ce n’est pas un tore car Z n’est pas formé de 2 points. Enfin, si G est un
sous-groupe strict de PGL, alors il est de dimension au plus 2 donc, d’aprés [Bor, cor.
11.6 p.149], il est résoluble. Donc, quitte a conjuguer, G est un sous-groupe de B et il fixe
le point oo. Par conséquent, si Z est vide alors G = PGL,.

est le sous-groupe de Borel standard B = 3, o G,. Si G est un sous-groupe
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La classification sur un corps quelconque en découle immédiatement, sauf dans le cas
Gy [Q,;0G, et C A Dapres le lemme 1.3.8, on a déja G [Q, 0 Gp,. Soit
K/k une extension séparable telle que C posséde un point K-rationnel. On a alors un
isomorphisme Cx [Gk/Gnk [CAL. Donc d’aprés la proposition 1.3.50naC AL O

Remarque 2.1.8 : On utilise I’expression « conique projective » comme un synonyme
de « courbe projective de genre arithmétique 0 ». En e [ef] une telle courbe C est lisse, et
le fibré anticanonique wi=" est trés ample et induit une immersion fermée C 3 P? telle
que C soit donnée par une équation homogene de degré 2. Soit q la forme quadratique
correspondante. Alors Autc [TPD3(q) et c’est une forme de PGL,.

Le cas 2 du théoréme A est une conséquence directe.

Corollaire 2.1.9 : Soient C une courbe réguliere et G un groupe algébrique lisse connexe
opérant fidelement dans C. La courbe C est presque homogéne et non homogene sous
I’opération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :

(a) C [(PletG [GLoOG;

(b) G est une forme de G, et C est la complétion réguliere d’un G-torseur ;

(c) C CAfouPletG [Gly;

(d) C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point séparable de
degré 2.

Démonstration. D’aprés le lemme 1.2.6, si C est presque homogéne alors elle contient
un sous-schema ouvert U qui est G-stable et qui est une courbe homogéne. De plus la
complétion réguliere de C est la complétion réguliere de U. Pour le cas (d), on utilise le
lemme 1.3.4. O

2.2 Courbes presque homogénes seminormales

On a la caracteérisation suivante des courbes seminormales, qui est une consequence
d’une caractérisation donnée dans [GT, cor. 2.7] des anneaux japonais seminormaux qui
satisfont la condition de Serre S, (un anneau noethérien réduit et de dimension de Krull
1 satisfait cette propriéte).

11 e

Lemme 2.2.1 : Soient C une courbe et » v le carré du conducteur. La courbe

C est seminormale si et seulement si Z-ést réduit. Dans ce cas, Z est également réduit.

On dispose également du résultat suivant.

PR
Lemme 2.2.2 : Soit C une courbe obtenue par un diagramme de pincement )\[ |v

ot Cdst une courbe réguliére et Z-dst un sous-schéma fini réduit. Alors C est seminormale.
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Démonstration. Le morphisme v induit un isomorphisme de ¢\ Z3$ur C \ Z donc il
su [E-de montrer que pour tout point P de Z, I'anneau local Ocp est seminormal.
Puisque A est schématiquement dominant et Z—ést réduit, Z est un schéma fini réduit.
Soit U un ouvert a [nelde C contenant P mais aucun autre point de Z. Alors le carré

A 1(Speck(P)) g vi(U)
;\| |v est un diagramme de pincement, donc on peut supposer

Speck(P)

que C est a [nelet que Z = Speck(P).
On écrit C = Spec A et ¢ SpecA ou A est la cloture intégrale de A. Le point P
correspond & un idéal maximal m de A et les points de Zdux idéaux my, ..., m, de A au-

— _
dessus de m. Alors Z = Spec(A/m) et 2=  Spec A/m; = Spec A/(m; - --m,). D’aprés

U

i=1
[Fer, lemme 1.3], on a my - - - M, = m. Autrement dit, I'idéal maximal mA,, de Ocp = An,
est le radical de Jacobson de la cl6ture intégrale Oc p = An. Or les seuls idéaux premiers
de Ocp sont (0) et mA,, car Ocp est un anneau local integre de dimension de Krull 1.
Donc, d’apres la définition de OZ , I’'anneau Ocp est bien seminormal. O

Remarque 2.2.3 : Avec les notations du lemme 2.2.2, si G est un groupe algébrique
lisse connexe qui opére dans G—&t si Z-ést G-stable alors, comme Z-ést réduit, G opére
trivialement dans Z-Donc d’aprés le lemme 1.5.7, il existe une unique opération de G
dans C telle que G opére trivialement dans Z et que v soit équivariant.

Le fait d’étre une courbe seminormale presque homogéne est une propriété qui descend
pas extensions séparables. Pour le voir, on a d’abord besoin du cas particulier suivant de
[CGP, lemma C.4.1 p.649].

Lemme 2.2.4 : Soit G un groupe algébrique. Alors G possede un plus grand sous-groupe
lisse G°™. De plus pour toute extension séparable K/k, on a GS™(K) = G(K) et (Gk)*™ =
(Gsm)K_

Proposition 2.2.5 : Soient C une courbe seminormale et K/k une extension séparable.
Si Ck est presque homogeéne sous I’opération d’un groupe algébrique lisse connexe alors C
aussi.

Démonstration. Soit G un groupe algébrique lisse connexe sur K tel que Ck soit presque
homogene sous une opération de G. On peut supposer que cette opération est fidele. Soient

11 e
)\[ [v le carré du conducteur, ¢+ complétion réguliére de ¢-€t zP= (AN A

muni de la structure de sous-schéma fermé réduit de ¢-'D’aprés le lemme 1.5.1, le dia-
2 —— ¢

gramme | k est le carré du conducteur de Ck. De plus Gl est la complétion
Zx — Ck

réguliere de Clet Z7 = (Cr!\ Cr) A est réduit. D’aprés les lemmes 2.1.3 et 1.5.4,
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I’opération de G dans Ck se reléve en une opération dans Gl telle que le sous-schéma ZZ
soit fixé. Autrement dit, G s’identifie a un sous-groupe du centralisateur Autg o de Z¢
K

dans Autg Puisque G est lisse, c’est méme un sous-groupe de (Aut@ZE)Sm. Par consé-
quent, la courbe Gl est stable et presque homogéne sous I’opération de (Aut@ZE)Sm. On
a (Aut(i;lzg)sm = ((Aut@ym)K donc ¢-ést stable et presque homogéne sous I’opéra-
tion de (Autg)°". Par définition, ce groupe opére trivialement dans Z—Donc, d’aprés le

lemme 1.5.7, I'opération dans C-descend en une opération dans C et C est presque homo-
gene. Enfin, d’apres le lepame 1.2.10, la-pourbe C est presque homogeéne sous I'opération
du groupe lisse connexe (Autg)™ . ]

Remarque 2.2.6 :

1. Ce résultat ne s’étend pas aux extensions inséparables, méme pour les courbes lisses.
En elefl d’aprés le lemme 2.1.6, si le corps k est imparfait alors il existe une courbe C
et une extension purement inséparable K/k telles que Cx Ak et que toute opération
d’un groupe algébrique lisse connexe dans C soit triviale.

2. En gardant les notations de la démonstration, le phus grand groype lisse connexe
opérant fidelement dans une courbe seminormale C est (Aut;5)™"

On en déduit la classification des courbes seminormales presque homogenes, qui est le
cas 3 du théoréme A.

Théoreme 2.2.7 : Soient C une courbe singuliere seminormale et G un groupe algé-
brique lisse connexe opérant fidelement dans C. La courbe C est presque homogene sous
I’opération de G si et seulement si un des cas suivants a lieu :

(@) G est une forme non triviale de G, et C est obtenue en pincant le point a I'infini
P—de la complétion réguliére d’'un G-torseur sur un point P dont le corps résiduel
K(P) est une sous-extension stricte de k(BY/k :

(b) C est obtenue en pincant deux points k-rationnels de P! sur un méme point k-
rationnel et G [ Gl ;

(c) C est obtenue en pincant un point P—$éparable de degré 2 d’une conique projective
lisse G-dur un point k-rationnel et G est le centralisateur de P-dans Aut—

Démonstration. Soit v : &L C la normalisation. D’aprés le lemme 1.5.8 et la remarque
2.2.3, la courbe C est presque homogeéne si et seulement si CFest. De plus C est obtenue
en pincant un ensemble Z-de points fixes de ¢;-muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit. Les di [Brents couples (C;-G) possibles sont donnés par le cas 2 du théoréme A.

On ne peut pas avoir ¢CIlrCA' et G [ 3, 0G,, ou G, car il faudrait pincer le
point k-rationnel co. On ne peut le pincer que sur Z = Speck, mais alors v serait un
isomorphisme et la courbe C serait réguliére. De méme, on ne peut pas avoir 1At et
G G

Si G est une forme non triviale de G, et ¢-ést la complétion réguliére d’un G-torseur
U alors, d’apres la proposition 1.3.5, le complémentaire de U est formé d’un unique point
Bl faut donc pincer 2% Speck(P)sur Z = Spec K ou K est une sous-extension de
K(P)7k. Comme précédemment, on n’a pas K = k(P)!sinon v serait un isomorphisme.

De méme, si G8st une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point
séparable P—te degré 2 alors il faut pincer 2= Speck(P)Ysur Z = SpecK, et on a
K 8 k(P)Ydonc K = k.



2.2. COURBES PRESQUE HOMOGENES SEMINORMALES 45

Enfin, si ¢ T PF et G [, alors il faut pincer 0, co ou {0, o} = Speck [Speck.
Comme précédemment, on ne peut pas ne pincer que 0 ou co. Donc 2% {0, co}. Alors
Z est un schéma réduit formé de 1 ou 2 points. Il ne peut pas étre formeé de 2 points car
ceux-ci seraient k-rationnels et, encore une fois, v serait un isomorphisme. Donc Z est
formé d’un seul point, qui doit étre k-rationnel. ]

Remarque 2.2.8 : Soient G une forme non triviale de G,, ¢Ha complétion réguliére
d’un G-torseur, B point & I'infini, K; et K, deux sous-extensions strictes de k(P)7k et

Spec K(F‘?‘L ¢

C, et C; les courbes obtenues par les diagrammes de pincement ?\1{ kvl

SpecK; —— C4
11

Spec K(F‘?‘L ¢

et ;\2| kvz . Ces diagrammes sont les carrés du conducteur. S’il existe un

Spec K, I—> C,
2
isomorphisme Y : C; — C, alors, par propriété universelle de la normalisation, celui-ci se
reléve en un automorphisme ¢-de C-Puisque Spec K et Spec K, sont les uniques points
singuliers de C; et C,, (+ihduit un k-automorphisme de k(P)envoyant K; sur K,. Or
I’extension kK(P)7k est purement inséparable, donc I’'unique k-automorphisme de k(P-)est
I'identité. On a donc K; = K,. Par conséquent, des sous-extensions distinctes donnent
des courbes distinctes.

La famille des courbes seminormales qui sont presque homogénes sous I’opération
d’une forme non triviale de G, peut étre trés grande, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 2.2.9 : On pose p = 2 et k = F,(a,b), et on considére la forme G de G, donnée
par I’éguation y* = x + ax?® + b?x* (voir la proposition 1.3.5). On admet provisoirement
que le corps résiduel du point a I'infini de G est F,(a'/?,b'/?). Pour ¢ K] on dispose de
la sous-extension k(a'/? + cb'/?) de F,(al/?,b?)/k, et di[Erkntes valeurs de ¢ donnent
des sous-extensions deux a deux distinctes. On obtient ainsi une famille paramétrée par k
de courbes presque homogenes sous I’opération de G et qui ont la méme normalisée.

Montrons maintenant I’a Crmhtion sur le corps résiduel. L’adhérence schématique G
de G dans P? est donnée par I’équation homogéne y* = xz3+ax?z2+b?x* et la complétion
réguliere de G est la normalisation de G. Dans la carte (x = 1), I’éguation devient y* =
2% + az? + b2. Posons

_ K[y, z] _ KLy, w]

A= (y* —z3 —az2 — ?) tB= (y2—w3—aw—h)’

Montrons que B est la cl6ture intégrale de A, de sorte que dans la carte la normalisation
soit donnée par le morphisme A - B. Le morphisme ¢ : k[y,z] — B déterminé par
d(y) =y et d(@) = w? —a a pour noyau (y* —z® — az? — b?). En elef] on a déja
d(y* —z3 —az? —b?) = (y> —w? —aw — b)?> = 0. Tout élément de K[y, z] s’écrit sous la
forme

P(y,2) = Q(, 2)(y* — 2° — az® — b?) + y*P3(2) + y*P2(2) + yP1(z) + Po(z)
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ou Q, P3, P,, P et Py sont des polyndmes, et alors

d(P) = y3Ef,(w2 — a) + y?P,(W? — @) + yP(w? —I%? EPO(WZ —a) _
=y (W3 +aw+b)Ps(w, —a) + Py(w? —a) + (W3 +aw +Db)P,(W? —a) + Po(w? —a) .

Si ¢(P) = 0 alors (W3 + aw + b)P3(w, —a) + Py (w? —a) = 0 et w3 +aw + b)P,(w? —a) +
Po(w? —a) = 0 dans k[w], or (W + aw + b)Ps(w; — a) et (W3 + aw + b)P,(w? — a) sont
des polynémes impairs en w alors que P;(w2 —a) et Po(w? —a) sont des polyndmes pairs,
donc tous les P; sont nuls et P est bien dans I’idéal (y* —z% —az? —b?). Ainsi ¢ induit-il
un morphisme injectif A - B. Ce morphisme est fini. De plus I’anneau B est integre et
a méme corps des fractions que A car dans Bonaz=w?—aety?—wl—aw—bh=0

2 __
doncw:y b

. D’apres le critere jacobien, le seul point de Spec B qui n’est pas lisse

est donné par I'idéal m = (w? — a) et il s’agit du point a I'infini de G; ce point est

toutefois régulier car I'idéal m est principal. Par conséguent I’anneau B est intégralement

clos, donc c’est bien la cléture intégrale de A. Enfin, le corps résiduel du point a I’infini
K[y, wl/(y2 —w® —aw — b

st [y, wl/(y ) [CE} (a2, b/2).

° W2 —a)

2.3 Courbes presque homogénes arbitraires

Popov donne dans [Pop, ch. 7] une classification des courbes presque homogénes sur
un corps algébriquement clos, en utilisant le langage de Serre ([Ser, ch. IV]) pour décrire
une courbe a partir de sa normalisée. On étend ce résultat a un corps arbitraire (sauf
pour les courbes presque homogenes sous I'opération G, 0 G, ou une forme de G, pour
lesquelles on suppose en outre que la caractéristique est nulle), en utilisant le langage des
pincements.

2.3.1 Courbes presque homogenes sous I’opération de G, en ca-
ractéristique nulle

On note [t : u] des coordonnées projectives sur P{.

Définition 2.3.1 : Pour n = 0, on note Pj, la courbe définie par le diagramme de
pincement

k[u] J
Spec D) — P}
Speck i Pin
. K[u] X - o :
ou Spec D) est le n-eme voisinage infinitésimal du point oo.

En particulier on a Pﬁyo = PL. D’aprés le lemme 1.5.7, les opérations de G, et G,0G,
dans Py descendent en des opérations (fidéles) dans Py ..
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Théoréme 2.3.2 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C une
courbe. Alors G, opere fidelement dans C (et C est presque homogeéne) si et seulement si
C AL ou s’il existe n =0 tel que C [P}, (pour I'opération naturelle).

Démonstration. On adapte la démonstration de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.1 p.171].
1) &
On suppose que I'on a une opération fidéle de G,. Soit )\‘ [v le carré du

conducteur. Les G,-torseurs sont classifiés par I’ensemble de cohomologie galoisienne
H1(Gal(ks/K), ks) donc, d’apreés la version additive du théoréme 90 de Hilbert, tout G-
torseur est trivial. Donc d’aprés le théoréme A, on a ¢—= AL ou Pi. Dans le premier
cas, C€st homogene donc C aussi et C = AL. On suppose désormais ¢ P}. D’aprés le

lemme 1.5.8, la courbe C est obtenue en pingant un sous-schéma fermé de P} supporté

) k[u . .
par le point co. Donc Z-ést de la forme Spec _Klul pour un certain entier N = 0. Alors

K[u] : : . S
WD qui est invariante sous I'opération de G,.
[ I

A = O(Z) est une sous-algebre de

1 , L
0 1 est-a-dire que pour
oo, v

un point de coordonnées [1 :ulonaa-[l:ul=[1+au:u]l= 1: 1+an On note

k k
Lu] . Dans Lu] ,

(UN+1) (uN+1)

=u—au’+- -+ (—1)N"TaN~1uN. De plus, pour 1<i<N,onaa-u' = (a-u).
K[u]

Un élément a [ Q,(k) opere dans PE comme la matrice

encore u I'image de u dans I’élément 1 + au est inversible et on a
u

1+ au

Ainsi, dans la base (1,u,...,u"), la matrice de I’endomorphisme de

induit par a

est-elle triangulaire et de la forme

L1 1
1

0] 1

= 1
0 -+ O—(N-1a 1

K[u]
(uN+l)
écrire A = k (A n V). Remarquons que m = A nV est I'unique idéal maximal de A,
et que A est stable si et seulement si m I'est. L’image de G, dans GL) est un sous-
groupe unipotent donc, d’apres le théoréeme de Lie-Kolchin, tout sous-espace stable non
trivial de V contient une droite stable (voir [DG, IV, 8§82, prop 2.5 p.487]). Mais, puisque
k est de caractéristique nulle, on constate en regardant la matrice précédente que la seule
droite stable dans V est Vect(u™N) (en restreignant la matrice a V, tous les coe Lciehts de
la premiére sous-diagonale sont non nuls). On compléte uN en une base (ey,...,eq, uN)
de m. Quitte a échelonner, on peut supposer qu’il existe des entiers ny,...,Ng+1 et des
scalaires b; j [Kltels que

sont G,-stables. On peut donc

Les sous-espaces k et V. = Vect(u,...,uN) de

l=n<...<ng<ng+1 =N
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et que, pour 1 <i<d, on ait
€ = U™ + by UM by N T b U

k[u]
(uN*1)’
nulles, la (n; + 1)-eme coordonnee vaut 1 et la (n; + 2)-eme vaut —n;a + b; n, 41 (qui est
donc dilérknte de bj,+1 Si @ £ 0). Par conséquent, pour que les images des e; soient

Alors dans la base (1,u,...,uN) de les n; premieres coordonnées de a - e; sont

bien dans m, il faut avoir njx1; = n; + 1. On a donc m = Vect(u":,u™*, ... uN) et
k[unt,un*t o uN oMt .
A= ! (u1N+1S : , qui réciproguement est bien une sous-algébre stable.
k[U] k[unl, ul"l1+1’ ey uN+1]

L ny S
L’ideal (u™) de D est aussi un idéal de (N1

[Fer, lemme 1.3] le carré d’anneaux

. Donc d’apres

klu, um*t o uNt K[u]
(uN+1) (uN+l)
« Iﬂunl, un1+1, o uN+1]/(uN+1) ( k[u]/(uN+1) U]
(u™) (um) )
est cartésien. De plus les morphismes de ce carré sont G,-équivariants. Donc le carré
K[u]
Spec wy 1
)\D[ [)\ est un diagramme de pincement dont les morphismes sont G,-
Speck Z
klul §°
Spec ) —— Px
équivariants. On obtient par concaténation un carré )\D[ [v qui un dia-
Speck - C

i
gramme de pincement dont les morphismes sont G,-équivariants, donc C LB}, ;. O

Remarque 2.3.3 :

1. Contrairement a ce qui peut se passer pour les formes non triviales de G, (voir
I’exemple 2.2.9), si k est de caractéristique nulle alors les courbes qui sont presque homo-
génes sous une opeération de G, forment une famille dénombrable.

2. La démonstration du théoreme 2.3.2 utilise de fagon cruciale que k est de caracté-
ristique nulle, et elle ne semble pas pouvoir s’adapter immédiatement a la caractéristique
positive car cela conduit a un probléme de représentations de G, qui sont mal comprises.
De surcroit, I’exemple 2.2.9 suggére que pour les formes de G, la classification doit étre
beaucoup plus compliquée, méme dans le cas seminormal.
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Corollaire 2.3.4 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Soit C une
courbe. Alors G, 0 G, opere fidéelement dans C (et C est presque homogene) si et seule-
ment si C AL ou s’il existe n =0 tel que C [P}, (pour I'opération naturelle).

Démonstration. On garde les notations précédentes. D’aprés le théoreme A, si on a une
opération fidele alors ¢ Al ou P (pour I'opération naturelle). Les sous-schémas 26t
Z sont stables sous I'opération de G, 0 G, donc ils le sont aussi sous I’opération du sous-
groupe G,. Donc C est une des courbes données par le théoreme 2.3.2, qui réciproquement
conviennent. O

2.3.2 Courbes presque homogenes sous I’opération d’une forme
de Gn,

On commence par classifier les courbes presque homogénes sous I'opération de Gy,.
On utilise ensuite le lien entre les formes de G, et les coniques (voir le lemme 1.3.4) pour
en déduire la classification des courbes presque homogenes sous I’opération d’une forme
de Gp.

On note encore [t : u] des coordonnées projectives sur Pi. Si z est un sous-monoide
de (N, +) contenant 0 et tous les entiers a partir d’un certain rang alors il existe un
unique entier m = 0 et un unique uplet ¢ = (Cp,...,Cp) telsque 0 =cp < ... <cp <M
et z = {Co,...,Coy IF [N | r = m + 1} (avec la convention ¢ = (0) si m = 0). Le
sous-monoide z est déterminé par m et c, et on le note z,(c).

Définition 2.3.5 : Pour tous sous-monoides zy(c) et z,(d) de (N, +), on note respec-
tivement Af ,(C), Py n(c,d) et Pg ., (c,d)"les courbes définies par les diagrammes de
pincement

Zm Al Zm 20, pL

Zn() — Ali,m(g) Zm(c) CZh(d) —— P&,m,n(g’ d)

Speck CSpeck —— PL ., ,(c,d)

Speck ————— Py n(c, d)-

K[t Kk . e
ou Z,, = Spec (tm[+]1) et Z, = Spec (urEl:]l) sont les m-eme et n-éme voisinages infinitési-
: _ K[te, ..., t%, tM+1] _ K[ud, ..., ud%, u"*1]
maux des points 0 et oo, Z,(c) = Spec @) , Zn(d) = Spec D) ,

et Speck [Speck est le sous-schéma réduit de Z,(c) CZ}(d).

En particulier on a A = A ,(0) et Pi = Py 0(0,0). D’apres le lemme 1.5.7, I'opéra-
tion de G, dans P} descend en une opération (fidéle) dans Aﬁym(g) et Pﬁymyn(g, d).

Théoreme 2.3.6 : Soit C une courbe. Alors Gy, opere fidélement dans C (et C est
presque homogene) si et seulement si C CAE \ {0} ou s’il existe des sous-monoides z.,(c)
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et z,(d) de (N, +) tels que C soit isomorphe a A ,(C), Pk mn(c,d) ou Py . ,(c, d)”(pour
I’opération naturelle).

Démonstration. Les arguments sont essentiellement les mémes que dans la démonstration
de Popov de [Pop, ch. 7, th. 1.2 p.171] pour A ,(c) et Pg ., .(c,d). Pour Pi . .(c,d)"
les arguments di Lérknt de ceux de [Pop, ch. 7, th. 1.3 p.175]; la classification en termes
de carrés du conducteur s’obtient assez rapidement et il reste a la fin a simplifier les
diagrammes, comme dans la démonstration du théoreme 2.3.2.

y
Soit k k le carré du conducteur. A nouveau, on a ¢-&= Al ou PL.
Z——C
Cas 1. On suppose d’abord ¢ AL. Le sous-schéma fermé Z-de AL est supporté par le
point 0 donc il est de la forme Spec (tl,fﬂ[z]l) pour un certain entier M = 0. Alors A = O(2)

K[t]
(tM +1)

est une sous-algebre de qui est invariante sous I'opération de G,,. On note encore

: K[t ] . . :
t I'image de t dans (tM[+]l)' Poura [CQn(ks) et0<i<M,onaa-t' =a't' donct'est un
L . k[t . :
vecteur propre de poids i. Donc le ks-espace vectoriel (tn\ju[+]1) est somme directe de droites

propres pour des poids deux a deux distincts. Par conséquent le sous-espace A [ K de
ks[t]
(tM +1)
et t) alors il contient aussi t'*J. Ainsi existe-t-il un sous-monoide z,(c) de (N, +) tel que
Ks[to, ..., t%, t7*1 ]
A LKl =

est engendré par certains t'. Comme c’est méme une sous-algébre, s’il contient t'

. La descente galoisienne pour les sous-espaces vectoriels

(tM+1)
K[teo, ...t t™ ] . .
donne A = : (;M+’1) =, qui réciproguement est bien une sous-algebre stable
k[t , . . -
de [t] . Enfin, comme dans la démonstration du théoréme 2.3.2, on peut remplacer
(tM+1)
K[t] K[to, ... t tM*1 ] K[t] k[tc, ..., to, tM+1]
) et ) par ) et ) , donc C AL, (c).

Cas 2. On suppose maintenant ¢ PL. Le sous-schéma fermé Z-de P} est supporté par
{0, oo} donc il est de la forme 2% Z\, [Z\ pour certains entiers M = 0 et N = 0. De
plus Z est supporté par un ou deux points k-rationnels. On commet ici un léger abus : le
sous-schéma Z-pourrait n’étre supporté que par un seul point mais alors on remplace le
carré du conducteur par un diagramme de pincement en ajoutant un point k-rationnel a
24t a4 Z, et en pincant celui de Z-3ur celui de Z (ce qui ne change pas la courbe).

Si Z est supporté par deux points k-rationnels alors il existe des sous-algébres G-
K[t] K[u]
(tM+1) et (uN+l)

arguments que précédemment donnent un isomorphisme C [P}, ,(c, d).

On suppose désormais que Z est supporté par un seul point. Il existe alors une sous-
Kt] K[yl
(tM+1) (UN+1)

ksft] " ks[u]
(tM+1) (uN+1)

invariantes A et B de telles que Z = Spec A [SpecB. Les mémes

algébre Gp,-invariante A de telle que Z = Spec A. Puisque (t',0) et

(0, u}) sont des vecteurs propres de de poids respectifs i et —j, le sous-
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ks[t] ks[u]
espace A [ K de x

p (tM+1) (uN+1)
J =1 ainsi que par un sous-espace de kg < ks contenant kg - (1,1) (qui est donc ks - (1, 1)
ou ks < kg tout entier). A nouveau, par descente galoisienne il existe des sous-monoides
Zm(c) et z,(d) de (N, +) tels que

Vect(t, ... t%, t™* )  Vect(ud,...,ud%, u"?, ...
( ) x ( ) Ck1(1,1)
(tM+1) (UN+1)
K[te, ..., t, tM+1 ] g K[u%, ..., ud% u"+t ]
(tM+1) (uN+1)

Puisque A possede un unique idéal maximal (correspondant au point supportant Z), on
a nécessairement

est engendré par certains (t',0) et (0,u!) ou i =1 et

ou

C1 C m+1 d1 d n+1
_ Vect(t (tM':)t . g Vect(u (UNglq)u yeon) [ (1, 1),
Comme précédemment, on peut remplacer (tl:A[Ell) x (ukl\[lLi]l) et A par (tl;[:[r]l) x (E’Eﬂ) et
C1 C m+1 d1 d n+1
AD— Vect(t (tm:)t yeen) g Vect(u (uni;u yen) CK3 (1, 1).
Zm 21, —— PL
On a alors un diagramme de pincement [ [ . Soit C"la courbe défi-
SpecAY—— C
Zm(c) CZh(d) — Pimn(c.d)
nie par le diagramme de pincement [ | . Le diagramme
Spec A" cH
Zm 20, Pl

Zm(c) [CZh(d) —— PLa(c,d) ©st commutatif et les deux carres sont cocartésiens,

Spec A" cH
donc le grand carré est cocartésien. Par unicité de la courbe obtenue par pincement, on
en déduit C CCF Enfin, d’apreés [Fer, lemme 1.3], le carré d’anneaux

K[t ... t%, ™1  K[u, ... ud, um+]
O

‘I () ’1 ()

k ¢ k < k

est cartésien, et les morphismes de ce carré sont Gp,-invariants. On a donc un diagramme
Speck CSpeck —— Py, n(c, d)
de pincement | { . ]

Speck C
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Soit G une forme non triviale de G,,. Soient ¢-ine conique projective lisse et P—in
point séparable de degré 2 sur C+Hels que G soit le centralisateur de P—élans Aut voir
le lemme 1.3.4). Soient K = k(PYet I' = Gal(K/k) [Z¥2Z. Soit z,(c) un sous-monoide
de (N, +). Soit ¥—le m-éme voisinage infinitésimal de PJqui est un sous-schéma fermé
G-stable de ¢-On a un isomorphisme Cx! [CHL tel que Yg! soit le m-éme voisinage
infinitésimal de {0, oo}, c’est-a-dire qu’avec les notations précédentes on a Yg! = (Zm)x [
(Zm)k. On pose YE= (Zn(c))k [C{&m(c))k. L'opération de I dans Pk échange les
deux composantes de (Y ainsi que les deux composantes de Y 5 et le morphisme naturel
A7 (Bk - Y Pest M-équivariant. Par descente galoisienne, il existe une unique sous-
algébre A de O(¥) telle que le schéma Y = Spec A satisfasse Yx = Y “et que A”soit le
morphisme déduit du morphisme naturel A : YL Y par extension des scalaires & K.

Définition 2.3.7 : On note C(P¢) et C(P-£) les courbes définies par les diagrammes
de pincement

- ¢! Spec K —— CF{(P-¢)

I

E(PE) Speck —— Cr{(P-£)"

Y ——

Aprés extension des scalaires a K on a encore un diagramme de pincement, donc par

unicité des courbes obtenues on a Crl(Pt)x [Pk 1, m(c, ) et Crl(P+4)" CPk . m(c, 0)"
De plus on a Gk [CQ,k et I'opération de G,k dans Y Pest -équivariante, donc on
a une opération de G dans Y telle que le morphisme A soit équivariant. Encore une fois
d’aprés le lemme 1.5.7, I'opération de G dans C—#escend en une opération (fidéle) dans

Cr(P-2) et Cr{(P¢)”

Théoreme 2.3.8 : Soient G une forme non triviale de G,, et C une courbe. Alors G
opere fidelement dans C (et C est presque homogéne) si et seulement si, avec les notations
précédentes, on a C [N {PFou s’il existe des sous-monoides zm(c) et z,(d) de (N, +)
tels que C soit isomorphe & C{(P-¢) ou C(P5¢)”(pour I’opération naturelle).

Déemonstration. On suppose que I’on a une opération fidele de G et que C n’est pas ho-
mogeéne. La normalisée de C est une courbe projective réguliére qui est presque homogene

1 ¢

mais pas homogeéne sous I’opération de G, donc cette normalisée est ¢ Soit [ [

Z——C

le carré du conducteur. Alors Z-dst supporté par P—t Z est supporté par un point P tel
2 —— Pk
que K(P) =k ou K. D’apreés le lemme 1.5.1, le diagramme [ | est encore le

Zx — Ck
carré du conducteur.
Cas 1. Si k(P) = K alors Z est supporté par deux points k-rationnejs—Comme dans le
K[t] K[u]
(tM+1) x (uN+1)

théoréme 2.3.6, il existe des entiers M = 0 et N = 0 tels que Zg! = Spec
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et des sous-monoides z,(c) et z,(d) de (N, +) tels que
C_1 1
K[te, ..., t% t™*1 ]  KJu%, .. ud u"*t ]

ZK = SpEC (tM"'l) = (uN+1)

De plus le groupe I échange les deux composantes de Zg! ainsi que celles de Z, donc on
aM =N et z,(c) = z,(d). Comme precédemment, les deux carrés du diagramme

sont cocartésiens donc le grand carré est un diagramme de pincement. Les morphismes
sont -équivariants donc, par descente galoisienne, on a C CCE(P+¢).

Cas 2. Si K(P) = k alors Zk est supporté par un unique point K-rationnel. Par un argu-
ment similaire, il existe un sous-monoide z,(c) de (N, +) tel que Ck I:Ekm,m(g, c)" Les
morphismes dans le diagramme de pincement définissant Plemym(g, c)"sont -équivariants,

donc on a C [CCH(P£)" O

2.4 Groupe de Picard équivariant des courbes semi-
normales presque homogenes

On peut déterminer le groupe de Picard équivariant des courbes régulieres presque
homogénes, notamment grace a la proposition 1.6.8. La description des fibrés en droites
linéariseés sur une courbe projective obtenue par pincement (donnée dans la remarque
1.6.16) permet d’en déduire le groupe de Picard équivariant des courbes seminormales
presque homogénes.

Théoreme 2.4.1 : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidelement dans C.

1. (courbes homogenes)
() Si C est une conique projective lisse et G [CAlutc alors Pic®(C) = Pic(C) =
N . . 1 . .
Z - Wc ou wc est le fibré canonique, donc 3 deg : Pic®(C) - Z est un isomor-

phisme.

(b) Si C [CA! et G G, o G, (opérant par transformations a [ned) alors
Pic®(C) &) 1

(c) Si G est une forme de G, ou de G, et si C est un G-torseur alors Pic®(C)
est trivial.

(d) Si C est une courbe projective lisse de genre 1 et G [_Aut. alors Pic®(C) est
trivial.

2. (courbes régulieres non homogénes)
(@) SiC [Pl etG [GLoG,, ouG [Gl, alors on a une suite exacte scindée

1 - &&) - Pic®(C) - Pic(C) =Z - [eo] [Z1- 0
et le morphisme Pic®(C) - Z s’identifie au degré, donc Pic®(C) CZ3.
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(b) Si G est une forme de G,, C est la complétion réguliere d’un G-torseur et P
est le point a I’inlfini alors on a Pic®(C) = Z - [P] [Zlet cet isomorphisme
s’identifie a K(P) K] deg.

(c) Si C CAF et G [Gl, alors Pic®(C) CE&E) 21

(d) Si C est une conique projective lisse et G est le centralisateur d’un point P de
degré 2 alors on a une suite exacte scindée 1 — &) — Pic®(C) - Pic(C) =

. . . |
Z-[P] CZ1- 0 et le morphisme Pic®(C) - Z s’identifie & Edeg.
3. (courbes singuliéres seminormales)

(a) Si G est une forme non triviale de G, et C est obtenue en pincant le point a
I’infini P—dle la complétion réguliére ¢4’un G-torseur sur un point P dont le
corps résiduel k(P) est une sous-extension stricte de k(P)7k alors on a une
suite exacte scindée

1 - k(BY*/k(P)* - Pic®(C) - Z-[PFFCA- 0

1
et le morphisme Pic®(C) - Z s’identifie & ————— deg.
[K(PY: K]
(b) Si C est obtenue en pingant deux points k-rationnels de P! sur un point k-
rationnel et G [CGl,, alors on a une suite exacte scindée

1 o (K* xk*)/k* - Pic®(C) - &Y Cz1- o.

(c) Si C est obtenu en pincant un point séparable P—He degré 2 d’une conique
projective lisse ¢—4ur un point k-rationnel P, et G est le centralisateur de P
dans Autgglors on a Pic®(C) CKIPY*/k(P)™.

Démonstration. Cas la. D’aprés la proposition 1.6.8, le morphisme d’oubli Pic®(C) -
Pic(C) est injectif. Si C = P} et G = PGL, alors le fibré Op:(1) n’est pas linéarisable
(voir [MFK, p.33]) mais le fibré canonique wp: = Op1(—2) I'est. Donc Pic®(C) est le sous-
groupe de Pic(C) engendré par la classe de wp:. Plus généralement, si C est une conique
projective lisse et G = Autc alors il existe une extension galoisienne K/k telle que
Ck [Pk. Le morphisme Pic(C) - Pic(Ck) [Zlest injectif : son noyau est I’ensemble
des (K/k)-formes du fibré trivial Cx < AL, or le groupe des automorphismes de ce fibré
§stP(C)™ Kot I'automorphisme correspondant a un élément ¥ [ OQ(Ck)™ est
Ck ><A1K — Ck XA}1<
(x,v) Bo (X, T(X)V)
de cohomologie galoisienne H(Gal(K/k), KY! qui est trivial d’aprés le théoreme 90 de
Hilbert. Donc ce morphisme s’identifie au degré. Si C n’est pas isomorphe a P} alors il
n’y a pas de fibré en droites de degré 1 (sinon C posséderait un point k-rationnel), donc
Pic(C) est engendré par le fibré canonique wc, qui est bien linéarisable.

Cas 1b. Tout fibré en droites sur C = Al est trivial. D’aprés la proposition 1.6.8, le
noyau du morphisme d’oubli Pic®(C) - Pic(C) est le groupe G(€). De plus le foncteur
des caractéres G-dst représenté par le groupe constant Z.

Cas 1c et 1d. La courbe C est un G-torseur donc, d’apres [MFK, p.32], le groupe
Pic®(C) est trivial.

Cas 2a. On a la suite exacte 1 — G(€) - Pic®(C) - Pic(C). Montrons que le
morphisme d’oubli Pic®(C) - Pic(C) est surjectif. On note a : G x C — C I'opération
et D = [oo] le diviseur premier correspondant au point co. On a Pic(C) = Z - [oo].
Considérons la suite exacte de faisceaux 0 - Oc(—D) - Oc - Op — 0. Puisque les
morphismes a et pr, sont plats et D est G-stable, le diagramme

), donc I'ensemble des formes de ce fibré est I’ensemble
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O—>CX%C(_D) G%C —>G%D—>O

-

0 —— pryOc(=D) —— pryOc —— pryOp —— 0

est commutatif, ses lignes sont exactes et les fleches verticales sont des isomorphismes. On
en déduit un isomorphisme a'©¢(—D) [CpiiOc(—D). Or le schéma C est réduit, donc
d’aprés [Brl5, lemma 2.9] cela implique que le fibré en droites correspondant a —D est
linéarisable. Donc le morphisme d’oubli est bien surjectif.

Cas 2b. Comme précédemment, le morphisme d’oubli Pic®(C) - Pic(C) est injectif.
Soit U I'orbite ouverte de C; ona C\U = {P}. Si L est un fibré en droites linéarisable sur
C alors la restriction L, est linéarisable. Or U est un G-torseur, donc Pic®(U) est trivial.
Donc L correspond a un diviseur de Weil dans Z - [P]. Réciproquement, par le méme
argument que dans le cas 2a, le fibré en droites correspondant a —[P] est linéarisable.

Cas 2c. On utilise le méme argument que pour le cas 1b.

Cas 2d. Le diviseur canonique sur C est —[P] donc Pic(C) = Z - [P]. A nouveau, le
morphisme d’oubli est surjectif.

21— ¢
Cas 3a. On a le diagramme de pincement ‘ ‘ ol Z = Spec(k(P)) et 2+

Z——C

Spec(k(P)) donc, d’aprés la remarque 1.6.16, la suite Units-Pic équivariante donne

1 - O(D*70(2)* - Pic®(C) - Pic® (&) Pic®(Z2) - Pic®(D)!

Le groupe des caractéres G¢k,) est trivial donc, d’aprés la proposition 1.6.8, les groupes
Pic®(Z) et Pic®(Z)sont triviaux. De plus, d’apreés le cas 2b, on a Pic®(¢)= Z - [P].
Cas 3b. On adapte I'argument de [Brl5, ex. 2.15]. La courbe C est donnée par le

#2131
diagramme de pincement )\[ [v ot 2% Speck [Speck est le sous-schéma fermé

réduit de P! supporté par {0, oo} et Z = Speck. La suite Units-Pic équivariante donne
1 - O(BA*/0(Z2)* - Pic®(C) - Pic®(P?) x Pic®(Z) - Pic® (2

On a des isomorphismes Pic®(P') [Pic(P') x &G@P) [ZIx Z, Pic®(Z) C¥) [Zet
Pic®(2) L&) CZIx Z. Puisque G opére dans les fibres au-dessus de 0 et oo du fibré
Op:(n) avec les poids respectifs n et 0, le morphisme Pic®(P?!) x Pic®(Z) - Pic®(&)/
correspond a -
Zx2Z2)xzZ — ZxZ
((n,m), D3 8- (h+mm)—(LID1"

Son noyau est Z - ((0,1),1) C&HPY).

Cas 3c. Une fois encore, on a la suite exacte

1 - k(PY/k(P)* = Pic®(C) - Pic®(¢¥x Pic®(2) - Pic® (2

ol Z = Speck et 2% Speck(P) Soit (L, ®.) [CRic®(C) et montrons que son image
est triviale. On a Pic®(Z) X)) = Homy_g(G, Gm) = {1} car G est une forme
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non triviale de G,,. Le fibré linéarisé iYL, ®, ) est donc trivial, donc j "L, ®,) aussi.
Puisque le fibré Lk sur Ci est linéarisable, d’apres le cas 3b il est de degré 0. Alors L
et v'E sont aussi de degré 0. De plus on a Pic(C)'= Z - wg-onc le fibré viE est trivial.

La linéarisation ®,rp est donnée par un caractére x CCa(é) (et la linéarisation D ryirp est
donnée par j (&) C&@EY)). D’aprés la proposition 1.6.8, le morphisme GG - Pic® (2!
est injectif, donc j5€) est trivial. Aprés extension des scalaires & K = k(P} on a un
caractére X CAr(E€d) dont le tiré en arriére dans Ax(Zc) est trivial. Or Gk Gl
donc Jg—estlreprésenté par le groupe constant Z. Donc Xk est trivial, et donc x aussi.
Par conséquent I'image de (L, ®,) dans Pic®(¢)x Pic®(Z) est bien triviale. O

Remarque 2.4.2 : Un fibré en droites sur une courbe projective est ample si et seulement
si son degré est strictement positif, donc on obtient une description des fibrés en droites
linéarises amples sur les courbes seminormales presque homogénes.

Corollaire 2.4.3 : Soient C une courbe seminormale et G un groupe algébrique lisse
connexe opérant fidelement dans C. Alors il existe une immersion (localement fermée)
équivariante de C dans le projectivisé d’un G-module de dimension finie, sauf dans les
cas 1d, 3b et 3c du théoréme 2.4.1.



Chapitre 3

Surfaces homogenes

3.1 Préliminaire

La stratégie pour déterminer les courbes homogenes était de « coincer » le groupe
(devant opérer transitivement) dans les groupes d’automorphismes des complétions régu-
lieres. Pour les surfaces, il n’y a plus de complétion réguliére canonique. L’objectif de cette
section est d’expliquer comment pallier ce probléme, pour obtenir le corollaire 3.1.11. Pour
cela, on commence par quelques enoncés sur la structure des groupes algébriques et sur
la variété d’Albanese d’une variété algébrique. On donne a la fin de la section quelques
résultats qui seront utiles par la suite. En particulier, on détermine les surfaces qui sont
homogénes sous I'opération d’un groupe linéaire résoluble qui n’est ni unipotent ni un
tore, sur un corps algébriquement clos (proposition 3.1.17).

Proposition 3.1.1 : [Brl7, th. 4.3.2 et 4.3.4] Soit G un groupe algebrique lisse connexe.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué G,—tel que G/G,—soit une variété
abélienne. De plus, G,—¢st a [nelet connexe, et sa formation commute aux extensions
algébriques séparables. Enfin, si k est parfait alors G, st lisse.

Proposition 3.1.2 : [Brl7, th. 3.2.1 et 5.1.1] Soit G un groupe algébrique lisse connexe.
Alors il existe un plus petit sous-groupe distingué G tel que G/G,¢ soit a [nel De plus,
Gant est anti-a [ne]l lisse, connexe et central, et sa formation commute aux extensions de
corps. En outre, on a G = Gant - Gar 6t (Gant)ar—6St un sous-groupe de Gane N Gar

Remarque 3.1.3 : On rappelle qu’un groupe algébrique H est dit anti-a [neki Oy (H) =
k. Dans ce cas H est automatiquement lisse, connexe et commutatif.

Proposition 3.1.4 : [Wit, app. A] Soit X une variété algébrique. Alors il existe une va-
riété abélienne Alb),, un Alb% -torseur Alb et un morphisme ax : X — Alb satisfaisant
la propriété universelle suivante :

pour toute variété abélienne B°, pour tout B°-torseur B et tout morphisme b : X -
B?, il existe un unique morphisme b' : Alby, — B! tel que b = b* - ax, et il existe un
unique morphisme de variétés abéliennes b° : Albd, — B tel que b' soit équivariant.

On dit que Alb est la variété d’Albanese de X et que ax est le morphisme d’Albanese.
La formation de Alb), AlbL et ax commute aux extensions algébriques séparables,
ainsi qu’aux produits finis de variétés algébriques.

S7
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Remarque 3.1.5 :

1. Si X posséde un point k-rationnel x alors le point k-rationnel ax(x) de Alby, induit
un isomorphisme Albj, — Alb}. Dans ce cas, la variété d’Albanese est notée Albx et la
propriété universelle se reformule plus simplement de la facon suivante :

pour toute variété abélienne B et tout morphisme b : X — B tel que b(x) = 0, il
existe un unique morphisme de groupes g : Albx — B tel que b = - ax.

2. Si G est un groupe algébrique lisse connexe alors, d’apres [Brl7, prop. 4.1.4], on a
Ale - G/Gam

Exemple 3.1.6 : Soient G un groupe algébrique lisse connexe et X un G-torseur. Alors
on a Alby = AIb%. En el&f] il existe un unique morphisme de variétés abéliennes
¢ : AlbY - AIbY tel que ax soit ¢ - ag-équivariant (voir [Bri7b, sect. 3.4]). Comme
on a un isomorphisme de Gy -variétés X, [ Gy, et les constructions commutent aux
extensions separables, le morphisme déduit de ¢ apres extension des scalaires a ks est un
isomorphisme, donc ¢ est déja un isomorphisme.

Proposition 3.1.7 : Soient G un groupe lisse connexe, H un sous-groupe, X = G/H,
m: G - X le morphisme quotient et x = 1(e). Alors G,—H est distingué dans G, le
groupe G/G,—H est une variété abélienne, le morphisme quotient n™: G -~ G/G,—H se
factorise en un morphisme fidelement plat fx : X - G/G,—H et fx est le morphisme
d’Albanese de X.

Démonstration. On rappelle que G,—H est le sous-groupe de G qui est I'image schéma-
O
tique de la multiplication m : Ga-@ H - G. On a donc une factorisation G, H 4,

GarmH = G de m ot mTest un morphisme de groupes qui est fidélement plat et i est
I'inclusion.
Comme m-est G,-invariant, il existe un unique morphisme de schémas f : G/G,—+

T[D

G G/Gy—H
G/G,—H faisant commuter le diagramme acw / . Comme le groupe
f
G/Gam

G/G,—est abélien et ag est un morphisme de groupes, pour tout schéma S et tous
g [A(S) et h C(GarH)(S) on a m'{ghg™) = f - ag(ghg™) = T < ag(h) = n'(h) =
n{e) donc ghg™* est un élément de (G,— H)(S). Donc G, H est distingué dans G,
et et f sont des morphismes de groupes. De plus, on a une suite exacte de groupes
1 & GuH/Gy G/Gagfs G/Ga—H - 1. En particulier G/G,—H est une variété
abélienne, comme quotient de G/G,—

Comme mest H-invariant, il existe un unique morphisme de schémas fidélement plat

T[D
G G/G,—H
fx : G/H - G/G,—H faisant commuter le diagramme n[ / . Soient
fx
G/H

B une variété abélienne et b : X — B un morphisme tel que b(x) = 0. On veut construire
un morphisme de groupes Y : G/G,mH - B tel que b =  » fx. Comme fx est
fidelement plat, c’est un épimorphisme dans la catégorie des schémas, donc un tel y est
nécessairement unique.
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On a b e m(e) = 0 donc, par propriété universelle du morphisme d’Albanese de G, il
existe un morphisme de groupes ¢ : G/G,—+ B tel que ¢ - ag = b > . On veut avoir le
diagramme commutatif

Gal__"lH

N

/
G Gal:]H/GaD
! ac
J
b ¢

X —— B «——G/Gy
R‘“/

G/GaH

Montrons que ¢ = j est le morphisme trivial. Pour tout k-schéma S et tout (g,h) [
(Gar®@H)(S), onadejeomemi{g,h) = dpoag-iom{g,h) =bemem(g, h) =bemn(gh) =
bem(g) = ¢poag(g) = 0. Donc ¢ j omemSest le morphisme trivial. De plus m et m“étant
fidelement plats, ce sont des épimorphismes. Donc ¢ < j est bien le morphisme trivial. Par
conséquent, il existe un morphisme de groupes ¢ : G/G,—H — B tel que Y - f = ¢.
Enfinonapofxem=ygen=yPefeag =0¢e-asg =bem donc, comme 1 est un
épimorphisme, on a bien g - fx =h. m

En caractéristique nulle, toute variété munie d’une opération d’un groupe algébrique
lisse connexe possede une résolution équivariante des singularités (voir [Kol2, prop. 3.9.1
p.125 et th. 3.36 p.146]). C’est encore vrai pour les surfaces en caractéristique quelconque.

Lemme 3.1.8 : Soient X une surface projective, G un groupe algébrique lisse connexe
et a : G x X - X une opération. Alors X possede une résolution équivariante des
singularités : il existe une surface projective réguliére X5 une opération a™: G x X", X"V
et un morphisme X" - X birationnel propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu
régulier de X et qui est G-équivariant.

Démonstration. Ce résultat est bien connu mais, faute de référence, on en redonne ici une
démonstration. Soit v : Y; — X la normalisation. Alors idxv : G xY; - G x X est
la normalisation de G x X et il existe une unique opération 3 : G xY; - Y; telle que
le morphisme v soit G-équivariant (voir [Brl7, prop. 2.5.1]). De plus Y; est une surface
projective, v est un morphisme fini donc propre, et c’est un isomorphisme au-dessus du
lieu normal de X donc a fortiori au-dessus du lieu régulier.

Soit Z; le lieu singulier de Y, (c’est-a-dire le complémentaire du lieu régulier), muni de
la structure de sous-schéma fermé réduit. Alors Z; est stable sous I'opération de G sur Y;.
Soit T : X; - Y; I'éclatement le long de Z;. L’image réciproque de Z; par 3 est G x Z;
et I’éclatement de G x Y, le long de G < Z; est id xf : G x X; - G x Y. Par propriéte
universelle de I’éclatement, il existe un unique morphisme a; : G x X; - X; faisant
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a1
GxX —— X;

commuter le diagramme jq xf| [f (voir [Har, ch. 11, cor. 7.15 p.165]). Le
GxY — Y;

morphisme f induit un isomorphisme de X; \ f71(Z;) sur Y, \ Z; donc la restriction
o1 : Gx (X \f1Zy)) - Xy \F71(Z,) est une opération. Comme X, \ f71(Z;) est un
ouvert dense de X, on en déduit que a; : G x X; — X; est également une opération. De
plus X; est une surface projective et, par construction, ¥ est un morphisme birationnel
propre qui est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier X; \ f71(Z,) et qui est G-
équivariant.

Pour i = 1, on définit par récurrence Xij+1 — Yiz1 — X ou Yj+1 - X est la
normalisation et Xj+; — Yj+1 est I’éclatement le long du lieu singulier. D’apres [Lip,
intro. rem. B], il existe un entier n = 1 tel que la surface X"“= X, soit réguliére. En
itérant les constructions précédentes, on obtient I’'opération de G sur X"et le morphisme
XY, X voulus. O

Lemme 3.1.9 : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Soient X une surface
(lisse) et G un groupe algébrique lisse connexe, muni d’une opération fidele a : GxX - X
telle que X soit homogéne. Alors X posséde une complétion équivariante lisse relativement
minimale : il existe une surface projective lisse X qui est relativement minimale, une
opération G x X - X et une immersion ouverte G-équivariante X & X.

Démonstration. Comme G est lisse et X est homogéne, il existe une surface projective
normale Xg, une opération G x X, — X, et une immersion ouverte G-équivariante X &
Xo (voir [Br17, rem. 5.2.3]). Soit £ : X"~ X, une résolution équivariante des singularités
(voir le lemme 3.1.8). Comme T est un isomorphisme au-dessus du lieu régulier de Xq, on
obtient une immersion ouverte G-équivariante X & X%

Soit m : XY~ X un morphisme birationnel, ot X est une surface projective lisse qui
est relativement minimale (voir [Har, ch. V, th. 5.8 p.418]). D’apreés le lemme de Blanchard
([Br17, th. 7.2.1]) il existe une unique opération GxX - X telle que m soit G-équivariant.
Par hypothése m induit un isomorphisme d’un ouvert U de X"sur un ouvert V de X. Pour
g [Q(k), m induit un isemorphismg-de-gU sur gV car m est équivariant. Donc quitte a
remplacer U etV par gu et gV, on peut supposer que U et V sont stables par

g [G{k) g [GIK)
G(k). Donc U et V sont stables par G. Comme X est un ouvert G-stable et homogene
de XU il est contenu dans U. Donc la restriction m: X — X est une immersion ouverte
G-équivariante. ]

Lemme 3.1.10 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient X une surface
lisse et G un groupe algébrique lisse connexe, muni d’une opération fidéle a: Gx X - X
telle que X soit homogéne. Alors on a I’alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur ;

2. Ga—8 0 et il existe une courbe projective lisse C telle que X soit birationnelle a
P! xC.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G contient un sous-groupe iso-
morphe a G,. Montrons que X contient un ouvert Gp,-stable de la forme G, x F ou F
est une courbe lisse. La construction est bien connue et on la rappelle pour la commodite
du lecteur. D’aprés un théoréme de Hideyasu Sumihiro ([Sum, cor. 3.11]), la surface X
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contient un ouvert a [nelG,,-stable X,. Soit V un G,,-module de dimension finie tel
que I’'on ait une immersion fermée Gp,-équivariante X, 3 V. On a une décomposition

1
V.=V, oun; CAetV, E {0} est le sous-espace de poids n;. Quitte a remplacer V
i=1
par un sous-espace, on peut supposer que pour tout i la projection de X sur V,, n’est pas
réduite a {0%}. Il existe donc une coordonnée t; sur V,, telle que 'ouvert Xy n (ti 8 0) soit

1
non vide. Quitte a remplacer X, par un ouvert a [nelG,,-stable de X, n  (t; & 0), on

i=1

peut supposer que les tj ne s’annulent pas sur X,. De plus, en notant d = pgcd(ny, ..., Nn,),
le sous-groupe {g CQn, | g¢ = 1} opére trivialement dans V. On a donc d = 1 et on peut
écrire une relation de Bézout a;n; + ---a,n, = 1 ou les a; sont des éléments de Z. On
peut considérer le morphisme

-

EH —  Gnm

f: —1 a
= 8- ti(x)

i=1

qui est G,-équivariant. Alors, en posant F = f71(1),

1

E Gmx F — XO
(A, X) H- Ax

Edy) fo)y) I vy

est un isomorphisme de k-schémas. En particulier, F est une courbe lisse (car X, est
lisse). En notant C la complétion réguliére de F, la surface X est birationnelle a P < C.

On suppose désormais que G contient un sous-groupe isomorphe a G,. Soient X une
complétion G-équivariante lisse de X (voir le lemme 3.1.9) et L un faisceau inversible trés
ample sur X. Quitte a remplacer L par une de ses puissances, on peut supposer que L est
G,-linéarisé (voir [Sum, th. 1.6]). Alors H°(X, L) est un G,-module de dimension finie
donc, d’aprés le théoréme de Lie-Kolchin, il existe une section s CH°(X, L)%= non nulle.
Donc Xs = {x [X | sy I'mig Ly} (qui s’interprete comme I’ensemble des points ou s ne
s’annule pas) est un ouvert non vide de X qui est G,-stable. Comme X est une variété
projective et L est trés ample, il découle de [Har, ch. 11, prop 7.2 et 7.3 p.151] que X est
a [nel Alors, d’aprés [Spr, prop. 14.2.2 p.240], il existe une variété a [nelY telle que X
contienne un ouvert isomorphe a A <Y . De plus Y est irréductible et lisse car A x Y
I’est (comme ouvert de X, qui est lui-méme irréductible et lisse). Donc Y est une courbe
lisse et, en notant C sa complétion réguliére, X est birationnelle a P* x C.

Enfin, si G ne contient aucun sous-groupe isomorphe a G, ou G, alors G, st trivial,
donc G est une variété abélienne. En particulier G est commutatif donc, comme I’'opération
sur X est fidéle, X est un G-torseur. O

Corollaire 3.1.11 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient G un
groupe algebrique lisse connexe et X une surface qui est homogéne sous une opération
de G. Alors il existe une immersion ouverte équivariante X — X ol X est une surface
projective lisse relativement minimale et on a I’alternative suivante :

1. G est une surface abélienne et X est un G-torseur ;

2. la variété d’Albanese Albx est une courbe elliptique et X est une surface réglée sur

3. X est isomorphe a P2, P x P! ou une surface de Hirzebruch F, pour n = 2.
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Démonstration. On suppose G, 0 et que X n’est pas isomorphe a P2. D’aprés le lemme
3.1.10, il existe une courbe projective lisse C telle que X soit birationnelle a P* x C. La
surface X est relativement minimale donc elle est munie d’un morphisme m: X - C qui
en fait une surface réglée au-dessus de C (voir [Har, ch. V, rem. 5.8.4 p.419]). D’aprés
le lemme de Blanchard ([Brl7, th. 7.2.1]) il existe une unique opération G < C - C
telle que m soit G-équivariant. Alors (X) est une G-orbite dans C, et elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de X et 1 n’est pas constant. Donc C est une courbe presque
homogéne sous I'opération de G. Donc C ne peut pas étre de genre au moins 2 (sinon
son groupe d’automorphismes serait fini). Si C [_PF alors X est une surface réglée au-
dessus de P! donc c’est une surface de Hirzebruch. Si C est une courbe elliptique alors

Remarque 3.1.12 : Dans le cas o X est isomorphe a P?, P! x P! ou une surface de
Hirzebruch F, pour n = 2, le schéma en groupes des automorphismes Auty est un groupe
a [nellisse (voir par exemple [Mar] pour la description de Auty et plus géneralement du
schéma en groupes des automorphismes des surfaces réglées). En particulier, le groupe G
est a [nel

Proposition 3.1.13 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe a [nelopérant fidelement dans X.
Alors X est presque homogene si et seulement si elle s’obtient a partir d’une surface
rationnelle relativement minimale et presque homogene sous une opération fidéle de G,
par des éclatements successifs de points fixes.

Démonstration. On suppose que X est presque homogéne. On commence par raisonner
comme dans le lemme 3.1.9. Le groupe G est a [neldonc X posséde une complétion lisse
équivariante X" d’aprés [Sum, th. 4.13] on a une complétion normale équivariante, et on
prend une résolution équivariante des singularités. 1l existe une suite finie de morphismes
X =X, Xy 2 ... I X, =S o0 S est une surface projective lisse relativement
minimale et chaque T; est I’éclatement d’un point k-rationnel P;. Le lemme de Blanchard
donne une unique opération de G dans X; telle que m; soit G-équivariant. Pour g [CG(k),
I’automorphisme de X;_; donné par g induit un isomorphisme entre les fibres m;*(P;) [P}t
et ;7 1(g - Pi). Si on avait g - P; 8 P; alors 1; *(g - P;) serait un point. Donc g - P; = P;.
Comme G est lisse, on en déduit que P; est un point fixe dans X;. Enfin, S n’est pas
une surface abélienne ou une surface réglée au-dessus d’une courbe elliptique, sinon G ne
serait pas a [nel

Réciproguement, supposons que I’on ait S = P2, P!xP?! ou F,,, que G opére fidélement
dans S, que S soit presque homogéne et que X-—solt une surface obtenue & partir de S
par des éclatements successifs de points fixes. 1l existe une unique opération de G dans X—!
telle que le morphisme YX—=!'S soit équivariant. De plus X-est presque homogéne car ce
morphisme est un isomorphisme au-dessus de I’orbite ouverte dans S. Si X est un ouvert
G-stable de Y-aldrs I'intersection avec I'orbite ouverte est non vide, donc par stabilité X
contient I'orbite ouverte. O

Le résultat suivant est bien connu. Il peut se déduire de [Jan, part I, 9.8(1) p.130 et
prop. 7.5 p.99]. On en redonne ici une démonstration directe.

Lemme 3.1.14 : On suppose que le corps k est de caractéristique p > 0. Soient G un
groupe algébrique a [Cnelisse connexe et H un sous-groupe. Si pour tout r = 0, H contient
le noyau G, du morphisme de Frobenius itéré F' : G - G®" alors H = G.
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Démonstration. On écrit G = Spec A, H = Spec A/l et {1} = Spec A/J. En notant
Ty, ..., T, des générateurs de I'idéal J, on a G, = Spec A/J, ou J, est I'idéal engendré par
7. , TP, En particulier J, est contenu dans I’idéal produit J". Donge-si{1 cqntiept tous
les G, alors | est contenu dans tous les J,. Par conséquentona l [1J, [1J"=(0),

r=0 r=0

la derniére égalité étant donnée par le théoréme d’intersection de Krull pour les anneaux
noethériens intégres. Ainsi I = (0) et H = G. O

Lemme 3.1.15 : On suppose que le corps k est algebriquement clos. Soient G = SL, x
SL, et H un sous-groupe de G tel que G/H soit une surface projective. Alors il existe
r. =0etr, =0 tels que H soit conjugué a (F" xF"2)"}(BxB) ol B est le sous-groupe de
Borel standard de SL, et F : SL, — SL, le morphisme de Frobenius (avec la convention
F = id si k est de caractéristique nulle). De facon équivalente, G/H est isomorphe a

P1x P pour I'opération de G donnée par SL,xSL, ~—=F2 SL,xSL, - PGL,*xPGL,.

Démonstration. Le groupe H; 4 est un sous-groupe parabolique lisse connexe de G de
codimension 2. Quitte & conjuguer H, le sous-groupe H .4 contient le sous-groupe de
Borel B x B de G, donc H; 4 = B x B. Si k est de caractéristique nulle alors tous les
groupes algéebriques sont lisses donc on a H° = B x B. De plus H" est un sous-groupe
distingué de H mais les sous-groupes de Borel sont égaux a leur normalisateur, donc
H =B xB.

On suppose désormais que k est de caractéristique p > 0. Notons G et G™les deux
facteurs directs de G. On a |H°| = |[B x B| donc |pr,(H")| = |pr,(H")| = |B|, donc
pour raison de dimension pr,(H) et pr,(H) sont des sous-groupes stricts de G"et G™' Si
on avait [rl= 0,Gx {1} < H alors on aurait [r1= 0,G < pr,(H) donc, d’apres le
lemme 3.1.14, on aurait pry(H) = G Soit donc r; = 0 maximal tel que GP1 x {1} soit
un sous-groupe de H. De méme, soit r, = 0 maximal tel que {1} x GEJZJ soit un sous-
groupe de H. Comme F"™ x F" a pour noyau G, x GJ, onaH = H - (G}, x G[)) =
(F'tx<F ")~ ((F" x F'2)(H)). De plus (F"™ xF "2)(H) est un sous-groupe de codimension
2 de G contenant (F™ x F"2)(B xB) = B xB. Donc il su [T dk traiter lecasr; =r, =0.

Le groupe H; = H® n G; est un sous-groupe strict du noyau de Frobenius G; et il est
entierement déterminé par son algébre de Lieh (voir [DG, 11, §7, cor. 4.3 p.283]). Soit T le
ESn — Sk —
= g a91 . On a la décomposition
en poids sl, =t [Vdct(e) [\Vdct(f)-{poyrtopération de T) ou t est I'algebre de Lie-de T
0 00
0 10
(qui donne I'espace de poids —2); on a b =t [\Vdct(e). L’algebre de Lie h est stable par
T < T et contient b < b donc, en considérant la décomposition en poids de h, on constate
gue h est une des algebres b < b, sl, < b, b x sl, et sl, x sl,. Les sous-groupes de G,
correspondants sont B; x By, GI'x B, B; x Glet G; x G;. Comme r; =1, =0, on a
donc H; = B; % B;.

Les noyaux de Frobenius sont des sous-groupes caractéristiques donc H; est un sous-
groupe distingué de H. Donc H est un sous-groupe du normalisateur Ng(B; % B;) =
Nsi,(B1) % Ngi,(B1). Or d’apres [Knop, lemma 3.1], on a Ng ,(B;) = B sip E 2 et
Nsi,(B1) = F71(B) si p = 2. Donc quel que soit p, H est un sous-groupe de F~1(B) %
F~1(B) contenant B x B. Comme F}(B) xF}(B) = (GI'*< G} - (B xB), H est I'image
par la multiplication (G’*< Gj o (B x B) - (GYx G] - (B x B) d’un sous-groupe
contenant (B; % B;) o (B x B). Donc H est I'image de (H n GY!>x G o (B x B) =
H;o(B xB)=(B; *xB;)o (B xB),donc H=B xB.

tore maximal standard de SL, donné par

(qui est I’espace de poids 0), e = (1) (qui donne I’espace de poids 2) et T =
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FrixfFrz

On considére P! x P! muni de l'opération de G donnée par SL, x SL,
SL, xSL, - PGL, x PGL,. Alors P! x P! est homogene et, en notant oo le point a
I’infini de P, le groupe d’isotropie de (oo, 00) est (F™ x F2)"}(B x B). O

Remarque 3.1.16 : Par un raisonnement analogue, si H un sous-groupe de SL, tel
que SL,/H soit une courbe projective alors il existe r = 0 tel que H soit conjugué a
(F)7(B) = B - (SL2)r.

d
On rappelle que, pour d = 0, on note G, 0 G, le produit semi-direct de G, par Gn,
ou G, opere dans G, avec le poids d.

Proposition 3.1.17 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soit G un groupe
lisse connexe (linéaire) résoluble qui n’est ni unipotent ni un tore. Alors G opeére fidélement
et transitivement dans une surface X et G est minimal pour cette propriété (c’est-a-dire
gu’aucun sous-groupe strict de G n’opere transitivement dans X) si et seulement s’il existe

d
un entier d = 0 tel que G [C3Q, 0 G,,. Dans ce cas on a un isomorphisme abstrait
X A < (AT \ {0}) et le groupe d’isotropie d’un point k-rationnel de X est conjugué

a un sous-groupe de la forme H = {(a,t) CQ| ¢a"' =0,t*=1}=(H n Gy,) (d) He
i=0
oll=po<pt<..<pSs ¢ K pgcd(d,le) = 1 et e divise pged(p" — 1) (donc
1
H={0,t) |t Ljd} si s =0).

Démonstration. On suppose que G opere fidelement et transitivement dans la surface X.
On écrit X = G/H. Alors H ne contient aucun sous-groupe non trivial qui soit distingué
dans G. On a la décomposition G = Ry,(G) o T ou T est un tore maximal de G. On

dispose du morphisme m: X = G/H - et, en notant 1 I'image du neutre de

RU(G) -H
G dans & on a un isomorphisme R, (G)-équivariant m~1(1) I %IL“(G)
Ru(G) - H’ ) u(G)nH’

. d

Etape 1. Montrons a cette étape que G est de la forme G, 0 G,,. Montrons d’abord que T
est de dimension 1. Il su [1dk trouver un sous-tore T; de T de dimension 1 tel que R (G)o
T, opére transitivement dans X, car par minimalité on aura G = R,(G)OT;. Pour cela, on

va montrer que est un tore de dimension 1 qui est homogeéne sous I’opération

Ru(G)-H

. G . o
de T. Si dim ———— =0 alors G = Ry(G) - H donc X est homogéne sous I’'opération
Ru(G) -H

de Ry(G), ce qui est exclu. Si dimRu(GG)-H = 2 alors dimRy(G) - H = dimH donc

dimRy(G) H,,4 = dimH_,, donc R,(G) est un sous-groupe de H,,4 et de H, donc R,(G)

red:

est trivial, ce qui est exclu. Par conséquent dim = 1. Le sous-groupe R,(G)-H

RU(G) -H
est distingué dans G car G/R,(G) est commutatif. De plus on a des isomorphismes de
groupes G — G/Ru(G) et G/R(G) [Tidonc—= G, Le
. Ru(G) -H u(G) ) I__I)/RU(G) . ! RU(G) '_H . m
morphisme T - G, est surjectif donc T contient un sous-tore T, de dimension 1 tel
que Ty —» Gy, soit surjectif. Soient X, X (k) = G(k)/H(K) I'image du neutre de G et
X [A(Kk). Par construction il existe t [T](K) tel que m(Xg) =t m(x) = n(t- x). De plus
Ru(G .

n(m(xo)) =1 1(1) ((“3() n)H donc il existe g [RL,(G)(K) tel que g-(t-x) = Xo. Donc
u

Ru(G) o T, opére bien transitivement dans X. En outre m~%(1) est lisse connexe (comme
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guotient de Ry (G)), de dimension 1 (c’est une fibre de m) et homogéne sous I'opération
du groupe unipotent R,(G) donc on a un isomorphisme abstrait n=1(1) CAT.

Montrons que R,(G) est commutatif. Soit N le dernier terme non nul de la suite cen-
trale descendante de R, (G), définie par CO(Ry(G)) = G et C'"}(Ry(G)) = [Ru(G), C'(Ru(G))].
Alors N est un sous-groupe lisse connexe et central de R, (G) ; comme il opére trivialement
dans R.(G) H' il stabilise la fibre m~1(1). Si N opérait trivialement dans m~1(1) alors

+(G) -
N opérerait trivialement dans X : pour n [CN(k) et x [ZX(k) il existe t [TI(k) tel que
t-x Coi@etalorsn-x=t1 - (tnt™)-(t-x) =t (t-x) =xcar tnt™* CN(k). Or
cela est exclu puisque G opére fidélement dans X. Comme N est lisse connexe unipotent
et n71(1) AL, le groupe N opére méme transitivement dans m~%(1). Donc N o T opére
transitivement dans X. A nouveau par minimalit¢, ona G =N o T et R (G) = N.

Montrons que si p > 1 alors Ry(G) est de p-torsion. Le groupe R,(G) contient un
unique sous-groupe N lisse connexe de p-torsion et maximal pour ces propriétés (car le
produit de deux tels sous-groupes est encore un tel sous-groupe). Ce sous-groupe N n’est
pas trivial. En e [eflpour m = 0, le sous-groupe p™R,(G) est lisse connexe car c’est I'image
Ru(G) — Ru(G)

g B- g°

n =1 tel que Ry(G) soit isomorphe a un sous-groupe du groupe des matrices triangulaire
supérieures unipotentes dans GL,, donc si p™ = n alors un calcul élémentaire donne
P"Ry(G) = {0}. Donc il existe m = 0 maximal tel que p"R(G) & {0} ; par construction,
le groupe p™R,(G) est de p-torsion. Donc N est bien non trivial. En outre, N est distingué
dans G car pour g CGQ(k), le sous-groupe gN g~ est encore un sous-groupe lisse connexe
de p-torsion de R,(G). Comme précédemment, N n’opére pas trivialement dans m—1(1)
doncG=NoOT et R;(G) =N.

Puisque Ry(G) est unipotent, commutatif et de p-torsion, d’aprés [CGP, th. B.4.3
p.577], on a un isomorphisme T-équivariant R (G) = Uy x UMou Uy = (Ru(G))T est
I’espace des points fixes pour T et UYest un groupe vectoriel tel que I'opération de T
dans UUsoit linéaire. Si Uy n’est pas trivial alors il est distingué dans G donc, comme
précédemment, ce sous-groupe n’opére pas trivialement dans n™(1) donc G=Uy0 T =
Ug X T, donc G est commutatif, dimG =2 et G = G, % [G£I0n suppose désormais que

du m-ieme itéré du morphisme de groupes . De plus il existe

Uo est trivial. On a une décomposition en poids U”= N; ou N; [CQ3, est T-stable.
i=1
d
Alors N; est distingué dans G donc, encore une fois,ona G =N;oT [GL o G,oud
est le poids de T dans N;.

Etape 2. Déterminons le groupe d’isotropie H. On a dimH = 0 donc I'image de H par
pr, : G - Gy, est de la forme p, ot e = 1. D’apres [DG, 1V, 82, prop. 3.5 p.494], la suite

exacte 1l - HnG, - H - Mo —» 1 estscindée. Soit 0 : e —» G, cd) G une section.
On veut montrer que, quitte a conjuguer H, le morphisme de groupes ¢ est a valeurs
dans Gp,. Si k est de caractéristique nulle alors il n’y a rien & faire car G est résoluble
et o(Me)(K) est un sous-groupe constitué d’éléments semisimples donc, d’aprés [Bor, th.
10.6 p.138], le sous-groupe lisse a(e) est contenu dans un tore maximal de G. Dans le cas
général, on montre le résultat « a la main ». Soit a(t) CKJt]/(t® — 1) tel que la section o
soit donnée par t B- (a(t), t). Alors (a(ts), ts) = (a(t), t) - (a(s),s) = (a(t) + tda(s), ts)
donc a(ts) = a(t) + tda(s) dans K[t, s]/(t® — 1,s® — 1). Si a est constant alors a = 0.
Si a n’est pas constant alors il faut t 8 1 et, comme dans chaque mondme de a(ts) les
termes t et s apparaissent avec le méme exposant, il existe ¢ CKi-tel que a(t) = c(1—1t9);
alors (—c,1) - (c(1 —t9),t) - (—¢, 1)t = (—c+c(1 —t9), t) - (c, 1) = (0, t). Donc H est bien
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d
conjugué a (H n G,) O L.
De plus H n G, est un sous-groupe fini de G, donc il existe un p-polynéme de la

forme P(@) =a”°+ ca® ou0<ro<r, <...<rsetc CK'tel que Hn G, soit
i=1

donné par I’équation P (a) = 0. Alors H contient le sous-groupe {(a,1) Q| aP™ = 0},

qui est distingué dans G, donc ro = 0. En outre, H contient le sous-groupe {(0,t) [

G | tPoed@e) = 13} qui est distingué dans G car pgcd(d, e) divise d, donc pged(d,e) = 1.

Enfin, H n G, est normalisé par p et P(t%a) = t* a+ citéz'o"‘l)aIori donc e divise
i=1

d - pged(p" — 1) donc e divise pged(p™ — 1).

Etape 3. Il reste & montrer que I'on a X CAF x (A1 \ {0}). On vérifie facilement que, en
posant n = dp"s, on définit une opération de G dans A! x (A1 \ {0}) par (a,t) - (x,y) =
(t"x +  caP NPT y(mdt)/e ey ('entier n — dp™i = d(p's — p'i) est bien divisible par

i=0
e), que cette opération est transitive et que le groupe d’isotropie de (0,1) est H. H

Remarque 3.1.18 : Notons que si H = . alors I'opération s’écrit plus simplement
(a,t) - (x,y) = (t9 + a, ty).

3.2 Cas ou la varieté d’Albanese est une courbe el-
liptique

On rappelle que les variétés pseudo-abéliennes ont été introduites par Burt Totaro
(voir [Tot]). Il s’agit des groupes algébriques lisses connexes ne possédant pas de sous-
groupe distingué lisse connexe a [nelnon trivial. Sur un corps parfait, ce sont exactement
les variétés abéliennes; ce n’est plus vrai sur un corps imparfait. On rappelle aussi que les
varietés semi-abéliennes sont les groupes algébriques lisses connexes G obtenus par une
extensionl - T -~ G - A - 1ouT estun tore et A est une variété abélienne.

Théoréme 3.2.1 : Soient X une surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe,
muni d’une opération fidele a : G x X - X. Si dim AlbxE =1 alors X est homogene si
et seulement si, a isomorphisme pres, un des cas suivants a lieu :

i) il existe une conique projective lisse C, une courbe elliptique E et un E-torseur D
tels que X =D x C et G = Auty = E x Autc;

i) il existe une courbe elliptique E, une forme U de G, et une suite exacte 1 - U —
G - E - 1 telles que X soit un G-torseur ;

iii) G est une variété pseudo-abélienne (ni a Cnelni propre) et X est un G-torseur ;

iv) il existe une courbe elliptique E et un E-torseur D tels que X = D x Al et G =
E x(GaoGn);

v) G est une variété semi-abélienne (ni a [nelni propre) et X est un G-torseur.

Démonstration. Les surfaces données dans I’énoncé sont bien homogénes. Réciproque-
ment, supposons que X soit homogéne.

Etape 1. On suppose dans un premier temps que k est algébriquement clos. Le groupe
H = G,¢st lisse. On pose E = Alby, qui par hypothése est une courbe elliptique. Soit
x [A(k). D’apreés la proposition 3.1.7, on a E = G/H - G et on dispose du morphisme
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d’Albanese ax : X - E et du morphisme quotient m : G - E. La fibre Y de ax en
0 =mn(e) est H - Gx/Gx [CHVH n Gy. C’est un sous-schéma fermé H - Gy-stable de X,
qui est geometriquement intégre (car H I'est) et de dimension dimH - Gy — dim Gy, =
(dimG —Gy) — (dimG —dimH - Gy) = 1. Donc Y est une courbe H-homogene. Comme
on a G = G, H et G, est central, tout sous-groupe de Gy qui est distingué dans H - Gy
est aussi distingué dans G, donc H - G« opére fidélement dans Y (et a fortiori H aussi).
De plus, d’apreés [Brl7b, sect. 2.5], il existe un H - Gy-torseur 6 <Y - X tel que le
carré

;
oxy M g

11 s

X = B

. . s : . ., _HG
soit cartésien, c’est-a-dire que X est G-isomorphe au fibré associé G < Y.

La classification des courbes homogénes montre que, a isomorphisme prées, on a les
possibilités suivantes :

i)Y =PletH =H .Gy =PGL,;

i)Y =AletH =G,;

i) Y =AletH =G, 0G,;

iv) Y = A\ {0} et H = G,,,.
Cas 1. Supposons d’abord que I'on ait Y = Pl et H = H - G, = PGL,. Comme G, est
central dans G, H n G, est un sous-groupe du centre schématique Z(H) = Z(PGL,) =
£13. DONC G = Ga-H = Gay X H et Goy = E. Donc X = G %Y = (ExXPGL,) X
Pl=E xP!et G=E x PGL, = Aut.

Cas 2. Supposons que I'on ait Y = Alet H = G,. On a G = Ggy - H donc G est
commutatif et X est un G-torseur. En particulier on a H - Gx = H donc on a une suite
exactel - G, - G - E - 1.

Cas 3. Supposons que I'on ait Y = Al et H = G, 0 G,,,. Comme précédemment, on a
Hn Gae < Z(H) = {1}, donc G = Gt X H et (Gant)ar= {1} donc G est une variété
abélienne. De plus H - Gy est un sous-groupe de G contenant H donc H - Gy = F < H
ou F est I'image de H - G« par pr; : G = Gane X H - Ggane. Soit p @ Gane —» Gant/F le

- - Gant x H -
morphisme quotient. On a alors E = < = Gan/F et le morphismem: G - E est
la composée G,ne < H LR Gant & Gant/F. D’apres [Brl7b, sect. 2.5], le carré
pry

Gant xH*XA'=GxY —— Gy xH=G
p><a| ‘n

Gant 1 —
est cartésien (en notant encore a : H < A' . Al la restriction de a: G x X - X) et le
Gant

morphisme p < o : Gane X H X Al - x Al est un H - Gy-torseur. Donc, par unicité,

on a un isomorphisme de G-variétés X Iﬁ x Al. Comme G opére fidélement, on a
nécessairement F = {1}. On en déduit G=E % (G, 0G) et X = E x Al
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Cas 4. Supposons que I'on ait Y = A*\ {0} et H = G,,,. Comme précédemment, G est
commutatif donc X est un G-torseur, et on a une suite exacte 1 - G, - G - E - 1.

Etape 2. On ne suppose plus que k est algébriqguement clos. Examinons les quatre possi-
bilités que I’on vient de trouver.

Cas 1. Supposons d’abord que I'on ait X = Ei x P et Gy = Auty, = Eg x PGL, .
Commencons par déterminer G. Soit N le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe
et al[nelde G. Le quotient Q = G/N est une variété pseudo-abélienne donc on a une
suite exacte 1 - A - Q - U - 1 ou A est une variété abélienne et U est un groupe
unipotent commutatif (voir [Tot, th. 2.1]). Soit p la composée G -~ Q — U. Alors p(Ey)
est un sous-groupe lisse connexe propre du groupe a [nelUg donc est trivial, et p(PGL, 1)
est également trivial car PGL,  est réductif donc n’a pas de quotient unipotent non
trivial. Donc U est trivial et Q = A est une variété abélienne. Par conséquent on a la
suite exacte 1 » Ng - Gp - Ag — 1donc Np = PGL,¢. Le sous-groupe N n Ggn est
trivial, car il I'est aprés extension des scalaires a k. On en déduit G = G, XN = E x N.

Soit K/k un extension séparable telle que X possede un point K-rationnel x. Soit Gk x
son groupe d’isotropie dans Gk. Alors (Gk x)i = {1} * By ou By est un sous-groupe de
Borel de PGL, k. Donc Gk x = {1}>pr,(Gk x) dans Gk = Ex XNk. Alors N/ pr,(Gk x)
est une forme de PL possédant un point K-rationnel, donc il s’agit déja de Pk. Donc
Gk = Ek % PGLZ,K et Xk = Ek % P%(

La formation du morphisme d’Albanese ax : X — AIb§< commute aux extensions seépa-
rables donc, aprés extension des scalaires, on obtient la premiére projection ax k : Xk —
Ek ; on dispose %SSi de Izlijse%de prejegtion pr, @ Xk - PL. Le fibré anticanonique

satisfait wy. = akkwg. [Pprido: = pridoi donc il est engendré par ses sections
! K K

globales et définit un morphisme Xk — PZ%, qui est la composée Xy 22 PL X P%
ou ik est I'immersion fermée définie par le fibré oo;lll( = Opz (2). Donc wx® est engendré
par ses sections globales et définit un morphisme X - PZ. En considérant son image
schématique C, ce morphisme se factorise en X & C = P2, et pr, et ik sont les mor-
phismes déduits de p et i par extension des scalaires. La courbe C est une forme de
P, c’est-a-dire une conique projective lisse plongée dans P2 par wg'. Comme le mor-
phisme (axk,pry) : Xk — Ex x Pk est un isomorphisme, il en va de méme pour
(ax,p) : X - Alby x C.

Cas 2. Supposons que I'on ait une suite exacte 1 -~ G, - G - Ep - 1 et que X¢
soit un Gi-torseur. Alors X est un G-torseur. Soit N le plus grand sous-groupe distingué
lisse connexe et a [nelde G. Si N est trivial alors G est une variété pseudo-abélienne. On
suppose désormais que N n’est pas trivial. Alors N est un sous-groupe distingué lisse
connexe et a [nelde Gy donc, pour raison de dimensions, on a N = G, . Le quotient
G/N est une courbe elliptique.

Cas 3. Supposons que I'on ait G = Eg % (G, 0 G ) et Xg = Ep x AL Le groupe
G,k 0 G, N'a pas de quotient unipotent non trivial donc, comme précédemment, on
a G =E xN ou N est une forme de G,k O G . D’apres le lemme 1.3.8, ona N =
Ga,k (0] Gm,k-

Soit K/k un extension séparable telle que X posséde un point K-rationnel x. Comme
précédemment le groupe d’isotropie de X est de la forme {1} < H ou H est un sous-groupe
de Nk. Alors Xk = E x (Nk/H) et N /H est une forme de AL qui est un torseur sous
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le sous-groupe G, de Nk (car c’est le cas apres extension des scalaires a k), donc on a

Le morphisme d’Albanese ax : X — Alby commute aux extensions séparables et le
morphisme d’a [nisktion p : X — Spec O(X) commute aux extensions quelconques. Le
morphisme déduit de p par extension des scalaires est la projection pr, : Xk — Ai, donc
on a Spec O(X) = Al. De plus (ax k,Pk) : Xk - Ex x Ak est un isomorphisme, donc
il en va de méme pour (ax,p) : X - Alby x AL

Cas 4. Supposons enfin que I'on ait une suite exacte 1 - G - G - Eg - 1et que
Xg soit un Gg-torseur. Alors X est un G-torseur, et Gy est une variété semi-abélienne
donc, d’apres [Brl7, lemma 5.4.3], G est déja une variété semi-abélienne. O

Remarque 3.2.2 :

1. Si on a une suite exacte 1 - G, - G -~ E - 1 alors, par définition de G,—(voir
proposition 3.1.1), on a G+ G,;. Comme G = G, - Garle groupe G est donc com-
mutatif. De plus, on a Ext}(E, G,) [CH(E, Og) (voir [Oort, ch. Ill, 17.6, rem.]) mais
we = Og donc, par dualité de Serre, Ext'(E, G,) Kl Donc, & isomorphisme prés, il
existe un unique groupe G donné par une telle suite exacte et qui ne soit pas le produit
direct E x G,. Ce groupe est I’extension vectorielle universelle de E.

2. Si G est une variété semi-abélienne donnée par une suiteexactel - T - G - E - 1
ou T est une forme de G, alors, de méme, le groupe G est commutatif. On pose ' =
Gal(ks/k) et on note A [Zlle M'-module des caractéres de T. La formule de Barsotti-Weil
donne Ext'(E, T) = Homg, (A, E(ks)) (voir [Brl7, prop. 5.4.10]). Si T = Gy, alors on a
Ext'(E, T) CEILK). Si T est une forme non triviale de G, alors cette forme est trivialisée
par une extension galoisienne K/k de degré 2. On écrit Gal(K/k) = {1, o}, qui opére non
;r(l;/;aleme;}t dans A [Z1 On a alors Ext'(E,T) CHbmE(Z, E(K)) X CH(K) |

On en déduit le corollaire suivant, qui est déja plus ou moins connu mais qui mérite
d’étre explicité.

Corollaire 3.2.3 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient X une
surface lisse et G un groupe algébrique lisse connexe opérant fidelement dans X. Si
dimAlbx = 1 et X est presque homogéne alors X possede une unique complétion lisse
équivariante X. De plus, X est presque homogéne si et seulement si, a isomorphisme prés,
un des cas suivants a lieu :

i) X =X = ExP! ol E est une courbe elliptique et G = ExPGL, ou Ex(G,0G,,)
oOUE xG,ouEXxXGy;

i) X=ExPL, X=ExAl'etG=Ex(G,0G,,))ouExG,o0uExG;

i) X =ExP!, X=Ex(A'\{0}) et G=E x G,

iv) X = P(E) ou E est le fibré vectoriel indécomposable de rang 2 sur E donné par une
suite exacte non scindée 0 - Og —» E —» Og — 0 (qui est unique a isomorphisme
pres), G est le groupe Auts, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 —
Ga, - G- E - 1, et X=XouX\C [Glou C est la section de P(E) - E
correspondant au sous-faisceau Og de E;

v) X =P(E) ou E =L [OE et L est un fibré en droites non nul et de degré 0 sur E,
G est le groupe Autg, qui est donné par une suite exacte non scindée 1 - G —
G-E -1 etX=XouX\CouX\CouX\(C LTI ot C et C'sont les
sections de P(E) —» E correspondant aux sous-faisceaux Og et L de E.
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Démonstration. Soit U I'orbite ouverte de X. Comme X est lisse, le morphisme Alby —
Albx induit par 'immersion ouverte U — X est un isomorphisme (voir [Brl7, cor. 4.1.7]).
On écritU = G/H. D’apres le théoreme 3.2.1, H est un sous-groupe de G, =1-e morphisme
d’Albanese est ax : X - G/G,—_Elet il est G-équivariant car sa restriction a U I'est.
Soit Y la fibre de ax au-dessus de 0. Comme dans la démonstration précédente, on a un

r
Gxy "L G

carré cartésien [ n - Le morphisme 1 est lisse donc [adssi. Puisque X
X o F

est lisse, on en déduit que Y aussi. La courbe Y est stable sous I'opération de G, ¢t elle
contient une orbite ouverte V pour cette opération, qui est la fibre de ay au-dessus de 0.
Par le méme raisonnement, la complétion lisse équivariante X est bien unique car elle

pry
GxZ—— G
est donnée par le carré cartésien [1] n ou Z est la complétion réguliere
* o F

de la courbe V. Quand G est de la forme E x G,;70n a X = E x P! et on trouve les
trois premiers cas. Si la suite exacte 1 - G+ G - E — 1 n’est pas scindée alors on a
Gar+ Gaou Gy, Les surfaces X et X et le groupe G sont alors donnés par la description
du schéma des automorphismes des surfaces réglées sur une courbe elliptique (voir [Mar,
th. 3)]). O

3.3 Cas d’une surface dans P! x p!

3.3.1 Cas d’un groupe semisimple

Le résultat suivant est bien connu. On en redonne ici une démonstration, faute de
référence.

Lemme 3.3.1 : A composition par un automorphisme intérieur de PGL, prés, les iso-
génies ¢ : SL, — PGL, sont les composées SL, <& PGL, £, PGL, oi can est le
morphisme quotient de SL, par son centre g, r = 0 et F" : PGL, - PGL, est un
morphisme de Frobenius itéré.

Démonstration. Soit T—e tore maximal standard de SL,. Alors ¢(T)est un tore de
dimension 1 de PGL, donc, quitte a composer par un automorphisme intérieur de PGL,,
on peut supposer que ¢p(T) est le tore maximal standard T de PGL..

Rappelons quelques notations usuelles sur les données radicielles. On pose

1 L1
E —~ Gm p@m —-— o9 &
= A = ST

0 at
d = 2y et a3 AJAlors les groupes des caractéres et cocaractéres sont X (= zZy st
X GB = ZXet les ensembles de racines et coracines sont B-Z {dr, +d}let RE= {aFL-ar}

De méme en posant —
- — Gm

%TOD
X: a
= & d
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1

E9n — &
A a 0 ,a=xetaZ2 xonaX ) =2Zx, X)) =Z\, R ={a,—a}
et R= {a5La¥

L’isogénie ¢ : (SL,, T (PGL,, T) induit un p-morphisme de données radicielles

(voir [CGP, def. A.4.2 p.489)), c’est-a-dire que

1
f - XI%T) e XW
P B- pe°¢

est un morphisme de groupes injectif & conoyau fini et qu’on a une bijection 1 : B R et
une application q : B {p" | n [N} telles que

[EH B (B)) = a(®f-et £ @5 = a(BHiE™

On a deux possibilités, a savoir 1(d)1= a ou —a.
Il existe des entiers m—¢t m tels que f et £ 3oient déterminés par f(x) = myet
5= mA. Si (&)= a alors on a

= F(x) = f(a) = F(1(d)) = q(d)d= 2q(d)x-
donc = 2q(d)] De méme on a

mA = SRy = Y= q(ayars= 2(amA

donc m = 2q(d)J Un calcul similaire montre que si 1(6)1= —a alors i3 m = —2q(d)J
Soit r = 0 tel que q(d)1= p". Si (&)= a alors I’ isogénie de données radicielles donnée
par ¢ coincidejavec celje @nee par§L, < PGL, ©. PGLZﬁ_;@r pour @_—,IE,m on Ia_—I
X o F"ocan 8 a91 =X 0 aOp =a® et F'ocano AM@) = 0 aOp = 0 1 .
De méme, si 1(d)1= —a alors I'isogénie de données radicielles donnée par ¢ coincide
aveceglle deqnée par SL, = PGL, EL PGL, £ PGL, ol o est la conjugaison

par 2 _0 (c’est-a-dire I’'automorphisme donné par M B5- '™M™1). Dans tous les cas,
d’apres le théoréeme des isogénies (voir [CGP, th. A.4.10 p.499]), ¢ et F' - can coincident
a un automorphisme intérieur de PGL, pres. ]

Remarque 3.3.2 : De méme, a conjugaison par un automorphisme intérieur de SL,
pres, les isogénies SL, — SL, sont les morphismes de Frobenius itérés (voir [SGA3-3,
exp. XXIV, 7.4.6]).

Proposition 3.3.3 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soit G <
Autp, 1 = PGL,; x PGL, un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial. Alors,
quitte a permuter les facteurs et a conjuguer, un des cas suivants a lieu :

i) G=PGL, x PGL,;
i) G={1}xPGL,;

iii) il existe r = 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F" : PGL, -
PGL, (donc G [CPIGL,) (avec la convention F = id si k est de caractéristique
nulle).
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De plus, le graphe du morphisme de Frobenius itéré F' posséde une orbite ouverte dans
P! x P, qui est le complémentaire du graphe du morphisme de Frobenius F" : P! . P1.

Démonstration. On suppose que G est un sous-groupe strict de PGL, < PGL,. L’image
de G par la projection pr, : PGL,; x PGL, - PGL,; est un sous-groupe semisimple de
PGL, donc on a pr,(G) = {1} ou PGL,. Si pr,(G) = {1} alors G est un sous-groupe
semisimple de {1} < PGL, donc, pour raison de dimension, on a G = {1} x PGL,.
On suppose désormais pr,(G) = PGL, et de méme pr,(G) = PGL,. Comme G est un
sous-groupe de PGL, x PGL,, il est de rang au plus 2, mais pour raison de dimension
il ne peut pas étre de rang 2 (les dimensions des groupes semisimples de rang 2 sont 6,
8, 10 et 14). Donc G est de rang 1 et le revétement universel s’écrit v : SL, — G. Alors
pryev : SL, - PGL; et pr,ov : SL, - PGL, sont des isogénies. D’apres le lemme
3.3.1, quitte a conjuguer G, il existe des entiers r; =0 et r, = 0 tels que pr, °v et pr, ov
soient les composées SL, < PGL, =% PGL, et SL, & PGL, = PGL,. Donc G

est conjugué a un sous-groupe de I'image de PGL, ERF) PGL, x PGL,. Quitte a

permuter les facteurs on peut supposer r, = ry et poser r = r, — ry. Alors, pour raison
de dimension, G est conjugué au graphe de F" : PGL, — PGL,. On peut donc voir G
comme le groupe PGL, opérant dans P! < P! par g - (x,y) = (g - X,F"(g) - y). Comme
PGL,(k) opére 2-transitivement dans P(k), le complémentaire dans P! x P! du graphe
du morphisme de Frobenius F" : P! . P! est homogeéne sous I'opération de G. m

3.3.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.3.4 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soit G <
Autii,pr = PGL, x PGL, un sous-groupe lisse connexe qui n’est ni semisimple ni
résoluble. Alors G posséde une orbite ouverte X dans P! x P! et, a permutation des
facteurs et conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

i) G =G xPGL, et X = (AL \ {0}) x P*;
ii) G = B xPGL;, et X = Al x P! ol B est le sous-groupe de Borel standard de

PGL;;
1 1

i) G=UXxPGL et X =A' x Pl ol U =Ry(B) = é ljl:Gl51

Démonstration. D’aprés le théoreme de Borel-Tits, G est contenu dans un sous-groupe
parabolique maximal donc, quitte a permuter les deux facteurs et a conjuguer, G est un
sous-groupe de BxPGL,. De plus si I'image de G par la projection pr, : PGL,xPGL, -
PGL, était un sous-groupe strict de PGL, alors, quitte a conjuguer, ce serait un sous-
groupe de B donc on aurait G < B x B, ce qui est impossible car G n’est pas résoluble.
On a donc pr,(G) = PGL,.

On suppose d’abord que G est réductif. On a G = R(G) - [G,G] (ou R(G) est le
radical de G, c’est-a-dire le plus grand sous-groupe distingué lisse connexe résoluble de
G) et [G, G] est semisimple. Alors pr,([G, G]) est un sous-groupe semisimple de PGL,
et si ce groupe etait trivial alors [G, G] serait un sous-groupe semisimple de B x {1},
donc [G, G] serait trivial et G = R(G) serait résoluble. On a donc pr,([G, G]) = PGL..
De plus pr,([G, G]) est un sous-groupe semisimple de B donc est trivial. Donc [G, G] est
un sous-groupe de {1} < PGL,, donc [G, G] = {1} x PGL,. En particulier G contient
{1} x PGL,; donc G = pr,(G) x PGL,. Enfin, pr,;(G) est un sous-groupe reductif de B
donc, quitte a conjuguer par un élément de B, il s’agit du tore maximal standard G,.

On suppose désormais que G n’est pas réductif, c’est-a-dire que le radical unipotent
Ru(G) n’est pas trivial. Comme pr,(G) = PGL,, on a pr,(Ru(G)) = Ry(PGL,) = {1}
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donc Ry (G) est un sous-groupe de B < {1}. Donc R, (G) = U x {1}. De plus pr,(R(G)) =
R(PGL;) = {1}. Donc R(G) = U x {1} ou B x {1}. Si R(G) = B x {1} alors G est un
sous-groupe de B x PGL, contenant B x {1} donc G = B % pr,(G) = B x PGL,. Si
R(G) = U x{1} alors G/R(G) est un sous-groupe semisimple (non trivial) de G, x PGL,
donc G/R(G) = {1} x PGL, et G = U x PGL.,. O

3.3.3 Cas d’un groupe résoluble

Proposition 3.3.5 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit G <

Autp: .1 = PGL, x PGL, un sous-groupe lisse connexe résoluble non trivial. On note

B le sous-groupe de Borel standard de PGL,, YRu(B)-gt] letpre,maximal standard—
t"m o0 t" 0

de B. Pour m et n A, on pose Tyn = 01°' 0 1 [(T=T |t [Q, .
Alors, quitte & permuter les facteurs et & conjuguer, un des cas suivants a lieu :

i) G=UxU;

i) G=U x {1},

iii) il existe deux p-polynémes non nuls f; et f, tels que G soit I'image de (fi,T,) :
Ga - UxU (donc G [GL);

iv) G=T xT,;

V) G=T x{1};

vi) il existe m £ 0 et n £ 0 premiers entre eux tels que G = T, , (donc G [LGl,);
vi) G=B xB;
viil) G=B xU;

ix) il existe m £ 0 et n 8 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré
par U < U et Tyn;

X) G=BXxT;
xi) G =B x {1};
Xil) G=UxT;

xiii) il existe m 8 0 et n 8 0 premiers entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré
par U < {1} et T n;

xiv) il existe r = 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F' : B - B

(donc G [B).

Déemonstration. Quitte a conjuguer, on peut supposer que G est un sous-groupe du sous-
groupe de Borel B x B de PGL, x PGL,. On suppose dans un premier temps que G est
unipotent, donc G est un sous-groupe de U>xU. Sidim G = 2 alors G = U xU. On suppose
dimG = 1,donc G [GL. Alors les deux projections sont des endomorphismes de G,, donc
elles sont données par deux p-polynémes T, et f,, et G est I'image de (f1, f,) : Ga - UxU.
Si 1 (resp. T,) est nul alors G = {1} < U (resp. U x {1}).

On suppose maintenant que G est un tore. Quitte a conjuguer, G est contenu dans le
tore maximal T<T.SidimG =2alorsG =T xT. Onsuppose dimG =1, donc G [Gl,.
Alors les deux projections sont des endomorphismes de G, donc il existe m [Zetn [Z
tels que (m,n) 2 (0,0) et G = Ty n. Sim = 0 (resp. n = 0) alors G = {1} x T (resp.
T x{1}. Sim 80 et n 8 0 alors, quitte a diviser m et n par leur pgcd, on peut supposer
que ces entiers sont premiers entre eux.
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On suppose enfin que G n’est ni unipotent, ni un tore. On a la décomposition G =
Ru(G) o Ty ou Ty est un tore maximal de G.

Supposons dimRy(G) = 2 et dimTy = 2. Alors Ry(G) = U x U et T, est un tore
maximal de B x B donc G = B % B.

Supposons dimRy(G) =2 et dim Ty = 1. Alors R (G) = U x U et, quitte a permuter
les facteurs et a conjuguer,ona To = T < {1} ou To = Ty n pour m 8 0 et n 2 0 premiers
entre eux. Dans les deux cas, U < U est bien normalisé par T.

Supposons dimRy(G) = 1 et dimTy = 2. On peut supposer To = T X T et on a
toujours Ry (G) = U x U. Comme Ry (G) est de codimension 1 dans U x U, il existe deux
p-polynémes f; et T, tels que, en notant (X, y) les coordonnées dans U < U, le sous-groupe
Ru(G) soit donné par I'équation f1(x) = f,(y) (voir [CGP, cor. B.1.5 p.563]). Si f, =0
alors R, (G) = {0} < U dans U x U, qui est bien normalisé par To, etona G =T x B.
On suppose désormais T, 8 0. Si f, n’est pas un mondme alors il existe y [K™ tel
que T,(y) = 0. Or les conjugués de (0,y) [CR,(G)(K) par les éléments de To(k) sont les
(0, ty) pour t CKI*. Donc Ry (G)(k) contient {0} < k et, pour raison de dimension, on a
Ru(G) = {0} < U dans U x U, ce qui est impossible. Par conséquent f, est un mondme.
De méme on peut supposer que f; est un monéme. Comme G est lisse, quitte a permuter
les deux facteurs on peut supposer f,(y) =vy. Il existe donc A LK et r = 0 tel que Ry (G)
soit donné par I'équation y = AxP". Cependant, ce sous-groupe n’est par normalisé par
TxT.

Supposons dimR(G) = 1 et dim Ty = 1. On peut supposer que Ty est contenu dans le
tore maximal T x<T et on a toujours R, (G) < UxU. Si pr,(Ry(G)) = {0} ou pr,(R,(G)) =
{0}, et si pry(T) = {1} ou pr,(T) = {1}, alors quitte a permuter les facteurs, on trouve
G=Bx{1}ou U xT. Si pr;(R,(G)) B {0} et pr,(Ru(G)) E {0}, et si pry(T) = {1} ou
pr,(T) = {1}, alors par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent R,(G) ne peut
pas étre normalisé par To. Si pr;(Ru(G)) = {0} ou pr,(R,(G)) = {0}, et si pry(T) E 1{1}
et pr,(T) 8 1{1}, alors quitte & permuter les facteurs il existe m & 0 et n £ 0 premiers
entre eux tels que G soit le sous-groupe engendré par U x {1} et T, ,. Supposons enfin
gu’aucune des projections ne soit triviale. Soient f;, et f, deux p-polynémes non nuls tels
gue Ry(G) soit donné par I’éguation f;(x) = f,(y). Soient m = 1 et n = 1 premiers entre
eux tels que To = T . Par le méme raisonnement qu’au paragraphe précédent, quitte a
permuter les facteurs on peut supposer qu’il existe A [CKI* et r = 0 tel que Ry(G) soit
donné par I’équation y = AxP". Pour que R,(G) soit normalisé par To, il faut que pour
(x,y) CRW(G)(k) \ {(0,0)} on ait ICKK,t"y = At™ xP". Il faut donc n = mp" et,

comme m et n sopfpEeMjers-gntre euxm = 1 ou —1; ¢nypeyt-supposer m = 1. Par

p" p"
conséquent G = a b , & Ab [BIxB | a et, quitte a conjuguer
I 0 1

)\—l

le second facteur par on peut supposer A = 1, c’est-a-dire que G est le graphe

0o 1
du morphisme de Frobenius itéré F" : B - B. ]

Corollaire 3.3.6 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soit X un sous-
schéma ouvert de P! x P1. Alors X est homogéne sous I’opération d’un sous-groupe lisse
connexe résoluble G < Autp:,p1 = PGL,; X PGL,; et G est minimal pour cette propriété
si et seulement si, quitte a permuter les facteurs et a conjuguer, un des cas suivants a
lieu :

) G=UxUet X =AlxAl;

i) G=T xT et X =(A\{0}) x (A \{0});

i) G=UxT et X =Al x (A1\{0});
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iv) il existe r = 0 tel que G soit le graphe du morphisme de Frobenius itéré F' : B - B
(donc G [B) et X est le complémentaire dans A! x Al du graphe du morphisme
de Frobenius itéré F" : Al - Al

Démonstration. Seul le dernier point est a Vvérifier. Dans ce cas X est bien homogéne sous
I’opération de G car B(k) opére 2-transitivement dans A(k). ]

3.4 Cas d’une surface dans P?

3.4.1 Cas d’un groupe semisimple

On note [x : y : z] des coordonnées projectives sur P2.

Proposition 3.4.1 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Alors G <
Autp: = PGL; est un sous-groupe lisse connexe semisimple non trivial si et seulement
si un des cas suivants a lieu :

i) G est le normalisateur d’une conique lisse C [CP¥ donnée par une forme quadratique
non dégénérée q (donc G [CPD;s(q) [CPIGL,);

1 1
%IL OD C1Cacd
ii) G est conjugué au sous-groupe 02 1 du normalisateur FENC1CHdk la droite D
0 01
d’équation z =0;
1

SL, -0 PGL; 1
%I 1 '%2' b2 ab .
8. 4 @ ch|(q

0 0 1

iii) p =2, G est conjugué a I'image du morphisme

est isomorphe a PGL,);
iv) G = PGLa.

Démonstration. Si G n’a pas d’orbite de dimension 2 alors ses orbites sont de dimension
0 ou 1. Elles ne peuvent pas toutes étre de dimension 0, sinon G serait trivial. Une orbite
de dimension 1 d’un groupe semisimple est isomorphe a P!, donc c’est une orbite fermée.
D’apreés la formule du genre, c’est une droite ou une conique. Si G posséde une orbite de
dimension 2 alors celle-ci est dense donc, d’apres un théoreme d’Andrzej Biatynicki-Birula
([Bia, th. 1]), G posséde une orbite fermée non triviale et cette orbite est une droite, une
conique ou P?,

Supposons que la conique donnée par une forme quadratique non dégénérée g soit une
orbite fermée de G. Alors G est un sous-groupe du normalisateur de C dans PGLg3, qui
est PO3(q) [CPIGL,. Comme G est semisimple, il s’agit du normalisateur tout entier.

Supposons que G possede une orbite fermée qui soit une droite. Cette droite est pro-
jectivement équivalente a la droite D d’équation z = 0 donc, quitte a conjuguer G, on
eyt supposer que I'orbite fermée est D et que G est un sous-groupe du normalisateur

C1C1Cd
Fehochde D dans PGL;. Soit &L G le revétement universel de G (voir [CGP, cor.
0 01
A.4.11 p.500]). Pour raison de dimension, on a &= SL,. Comme le groupe Pic(SL,) est
trivial, il découle de [Br15, th. 2.14] que tout fibré en droites sur une SL,-variété normale
est linéarisable ; en particulier Op2(1) est linéarisable. Il existe donc une opération linéaire
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de SL, dans A3 telle que le morphisme canonique A3\ {0} - P? soit équivariant. On a
une représentation supportée par k3 et, en regardant I'image réciproque de la droite D,
on obtient un plan V dans k® qui est stable sous I'opération de SL,. Par hypothése SL,
opere transitivement dans la droite D, donc V est une représentation non triviale de di-
mension 2. Puisque SL, n’a pas de caractere non trivial, V est une représentation simple
et elle est donc donnée par une isogénie de SL, dans lui-méme. Quitte a composer par un
automorphisme intérieur, une telle isogénie est un morphisme de Frobenius itéré F' pour
un certain r = 0 (voir remarque 3.3.2). De plus, k3/V étant de dimension 1, il s’agit de
la représentation triviale. 1l s’agit donc de déterminer les extensions de la représentation
triviale k par V.

On pose n = p". Alors V est la représentation simple de plus haut poids n. On
g-tpe opération du sous-groupe de Borel standard dans A! donnée par le caractére
a b
0 at
polynémes homogenes de degré n en deux variables X et Y (pour I'opération standard
de SL,); remarquons que V est une sous-représentation de V,,, correspondant au plan en-
gendré par X" et Y ". D’apres [Jan, part I, 2.12(4) et 2.14(4) p.182], on a ExtéLz(k,V) 1
Homs, ,(k,Vh/V). Les éllﬁﬂen%ie Extg,_z(k,V) correspondent dloﬂfr apﬁpolynﬁmes P 1

BH- a". La représentation induite sur SL, est I’espace V, = K[X,Y], des

V,, tels que pour tout g [SL,(k), les polyndmes P et q P soient égaux
—1 1
fori _ i i < a o0 _
modulo V. On écrit P = a; X'Y "' Alors pour a [CH™, on a 0 al P =
o
ai(@tX)'@y)"'=  a@a"@X'Y" . Doncsii £0,i Enetn—2i 8 0alors a; = 0.
La seule possibilité pour avoir un polynbfefluihe soit pas dans V estd’avoirp =2, r =1
et P = a,,,,X"™2Y ™2 Dans ce cas on a b P = dn/(dX —bY )2(—cX +aY )2 =
1 d 1

Onso (cd)™2XM + (ad + bc)X"2Y /2 + (ab)™2Y" =P mod V car ad +bc = 1. Donc P
convient bien.

Si k2 est I’extension triviale de k par V alors le morphisme correspondant est

1
%Z - I:IPGL3 1

bI:I a®” b 0
Ea g 8- ko o
i 0 0 1
%IL 0|:I
et G est le sous-groupe 02 1 Sip=2r=1cetk? est donnée par le polyndme
AX27'Y 27 alors le morphisme correspondant est
I:I"‘L PGL
oL - 3
H I:I I%zlr b2r )\azr—l b2r—1 I:I
g 8. K @ A
0 O 1
(- -
1 00

Quitte a conjuguer par Fol 1 OEbn peut supposer A = 1 et alors G est I'image du
00 A
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morphisme
- b‘:' az bh? ab
=, = Fed & cdH

0 0 1

Supposons enfin que G opére transitivement dans P2. Soit &1 G le revétement
universel de G. Soient x [CH?(k) et H son groupe d’isotropie dans &;-de sorte que I’on
ait &2H [CPP. Le quotient G/H est une variété propre donc (H);.q est un sous-groupe
parabolique (lisse connexe) de G-de codimension 2. Le groupe G-ést semisimple simplement
connexe, de rang au plus 2 (car G est un sous-groupe de PGL3), donc il est isomorphe a
SL,, SL,*SL,, SL3, Sp, ou G,. Les sous-groupes paraboliques et leur dimension peuvent
se lire sur le systéme de racines de G—voir par exemple [Hum, 30.1, th.]). On constate
alors que SL,, Sp, et G, n’ont pas de sous-groupe parabolique de codimension 2 (les sous-
groupes paraboliques maximaux de Sp, et G, ont pour codimensions respectives 3 et 5).
D’aprés le lemme 3.1.15 on ne peut pas avoir &= SL, < SL, (on aurait &ZH [P =< PY).
On en déduit &=+ SL; et G = PGLs. 0

Remarque 3.4.2 : Sur un corps algébriquement clos, toute conique lisse dans P? est pro-
jectivement équivalente a la conique d’équation xz = y?, ce qui découle de la classification
des formes quadratiques (quelle que soit la caractéristique). En caractéristique 2, on peut
aussi donner un argument plus géométrique, bien connu. Soit C une conique lisse dans P?,
donnée par une équation du type ax?+hy?+cz2+dxy+eyz+fzx =0.Ona (d,e, f) 0,
sinon I’équation serait de, la forme (ax + By +yz 2 = 0La matrice jacobienne de C au
point [Xo : Yo : Zo] est dyo + fzp dxp+ezy TXp+eyy donc la tangente en ce point a
pour équation (aprés simplification) (dyo + fzp)X + (dXo + ezg)y + (fXo + eyp)z = 0. En
particulier, toutes les tangentes passent par le point [e : T : d]. On dit que la courbe C est
étrange et que [e : T : d] est un point étrange (voir [Har, ch. 1V, 3, def. p.311]). Le point
étrange n’est pas sur C, sinon C ne serait pas lisse en ce point. De plus, pour tout point
P [CI(k), la conique C et la tangente en P se coupent uniqguement en P. Donc si P; et P,
sont deux points de C(k) distincts alors Py, P, et [e : T : d] ne sont pas alignés. Quitte a
appliquer un automorphisme de P?, on peut donc supposer P, =[0:0:1],P, =[1:0:0]
et [e,f,d] = [0 :1:0]. En particulier C est donnée par I’équation by? + xz = 0. On a
b 8 0 donc, quitte a e [edtuer un changement de variable linéaire, on peut supposer que
I’équation est xz = y2.

De plus, en caractéristique 2, si C est la conique lisse dans P2 donnée par une forme
guadratique non dégénérée g alors le point étrange est I'unique point fixe de PO3(q) dans
P2 (voir par exemple [Giz, §5]).

Corollaire 3.4.3 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe semisimple non trivial G < Autpz = PGL3 posséde une orbite
ouverte X dans P?. Les possibilités sont les suivantes :
i) p 8 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C [CPF donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G [CPD3(q) CPIGL,) et X = P?\C;
ii) p = 2, G est le normalisateur d’une conique lisse C PP donnée par une forme
quadratique non dégénérée q (donc G [CPD3(q) [CPIGL,) et X = P2\ (C [P}
(ou P est I'intersection des tangentes de C);
1 1
SL, 0 T
iii) G est conjugué au sous-groupe 02 1 du normalisateur FE1 1 CHdk 1a droite D
0 01
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d’équation z=0et X = P2\ (D [W0:0:1]}) CAP\{(0,0)};

—1

SsL, —- _PGL
S o ? 7 "
gg‘ B o2 chl(q“'

0 0

iv) p =2, G est conjugué a I’image du morphisme b
d

est isomorphe a PGL,) et X = P>\ D [AF;
V) G =PGLj;et X = P2

3.4.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

Proposition 3.4.4 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Alors G est un
sous-groupe lisse connexe de Autp: = PGL;3 qui n’est ni semisimple ni résoluble si et
seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

%L 0 I:ll:ll:l
i) G est le sous-groupe 0 2 1 de P = E]I:Iﬂzzﬁo GL, (qui est le normali-
0 01

sateur de la droite D d’équation z = 0);

ii) G est le sous-groupe G20 SL, de P ;

i) G=P;
1 (-
L1010
iv) G est le sous-groupe SL, n G2 de P = FehooH@L, n GZ;
11
v) G=PFH

Démonstration. On suppose dans un premier temps que G est réductif. On a la décom-
position G = R(G) - [G, G], le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé
[G, G] est semisimple; par hypothése ces deux sous-groupes sont non triviaux. Les dif-
férentes possibilités pour [G, G] sont données dans la proposition 3.4.1. On ne peut pas
avoir [G, G] = PGL;.

Supposons que la conique lisse C donnée par une forme quadratique non dégénérée
g soit une orbite de [G, G], de sorte que [G, G] soit le normalisateur de C dans PGLs.
Pour t CR(G)(K), t-C est une conique lisse et [G, G] = t[G, G]t™! est le normalisateur de
t- C. Alors [G, G] stabilise C nt- C donc, comme [G, G] opére transitivement dans C, on
at-C =C. On en deduit que R(G) stabilise C, donc R(G) est un sous-groupe de [G, G]
et G =[G, G], ce qui est exclu.

Supposons que la droite D d’équation z = 0 soit une orbite de [G, G]. Comme pré-
cedemment, R(G), stabilis D donc est un sous-groupe de P. Supposons que [G, G] soit
SL, 0

le sous-groupe 0 1

de P. Alors [G, G] fixe le point [0 : 0 : 1] donc, comme pré-
(] —
GL, O

cédemment, R(G) fixe également ce point. Donc R(G) est un sous-groupe de 0 1

1

. Supposons désormais que l'on ait

-

%z - PGLg 1

p = 2 et que [G, G] soit I'image du morphisme a b|:I a b* ab Soit
: = 4 5 | &«

0 0 1

(I
GL, 0

et, pour raison de dimension, on a G = 0 1




3.4. CAS D’UNE SURFACE DANS P2 79
1 1

a By
M=Fsl e n E:EI(G)(k) < P (k). Alors pour a kI, comme R(G) est central dans G,
0 01

T 0 o0
la matrice M commute avec N = @ a! Oa)n a
0 0 1

Lota — Béa™* af(a—a')

oe — 36 ae — 36
MNM™ = (a—a') oega!—poa
oe — 36 oe — 36
0 0

1

donc B0 = ap =3e =0.Sid E 0 alors € = 0 donc B & 0 (car M estjinversible), ce qui—

0 vy(@l-a)
contredit 6 = 0. Donc 6 =0, a E0et B = 0. Alors MNM™ = @ a_1 n1— a‘l)El

1 9 0
010 -
donc y = n = 0. De méme M commute avec N°= Fd 0 obgk MNGVI— = 0 0
0 01
- 1 |£_L|1
100
donc o = &. Enfin, M commute avec N®= ] 1 1bdt MNTV—t = |£| 1 eEonc
0 01 0 01

€ = 1. Donc R(G) est trivial, ce qui est exclu.

On suppose desormais que G n’est pas reductif. Le groupe G n’est pas semisimple
donc, d’apreés le théoréeme de Borel-Tits, il est contenu dans un sous-groupe parabolique
maximal de PGLs. Donc, quitte a conjuguer, G est contenu dans P ou P On suppose
dans un premier temps que G est contenu dans P [CGE o GL,. En notant G"I'image de G
par la projection pr, : P » GL,, onalasuiteexactel -~ GnG2 - G - G”- 1. Comme
G n’est pas résoluble, G contient SL,. En e[ef] on a [GY G < [GL,, GL,] = SL, donc
si GMne contenait pas SL, alors [G" G serait un sous-groupe strict de SL,, donc il serait
résoluble. 1l existerait donc un entier n = 1 tel que le terme D"(GY de la suite dérivée de
G"soit nulle. Comme D"(GY = pr,(D"(G)), on aurait donc D"(G) < kerpr, = G n G2
mais G n G2 est commutatif donc D"(G) est trivial, ce qui est impossible car G n’est pas
résoluble. Par conséquent on a G”"= SL, ou GL,.

Le groupe G n G2 est commutatif donc I'opération par conjugaison de G dans G n G2
descend en une opération de GY donc (G n G2)(k) est stable sous I’opération naturelle de
SL,(k) dans G2(k). Ainsi (G n G2)(k) = {0} ou G2(k). Or I'image du radical unipotent
Ru(G) dans G est triviale, donc R,(G) est un sous-groupe de G n G2Z. Par hypothése
Ru(G) n’est pas trivial et on en déduit (G n G2)(k) = GZ(k). Donc G(k) contient G2(k)
et G contient G2. Par conséquent G = G2 o SL, ou G2 0 GL, = P. Si G est contenu
dans P alors, par le méme argument, on a G = SL, N G2 ou GL, n G2 =P" O

Corollaire 3.4.5 : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Alors tout sous-
groupe lisse connexe non trivial G < Autp. = PGL; qui n’est ni semisimple ni résoluble
posséde une orbite ouverte X dans P2. A conjugaison pres, les possibilités sont les sui-
vantes :

1 1
%L OD C1Cacd
i) G est le sous-groupe 0 2 1 de P = I:Iﬂ:GﬁoGLz (qui est le normalisa-

0 01
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teur de la droite D d’équation z =0) et X = P2\ (D D : 0: 1]}) CAP\{(0,0)};
ii) G est le sous-groupe G20 SL, de P et X = P2\ D [AF;
i) G=P et X = P2\ D [AF;
(- 1
L 110
iv) G est le sous-groupe SL, n G2 de PP= FEir 0@, n G2 et X = P2\ {[0:
11
0:1]};
V) G=Plet X =P2\{[0:0:1]}.

3.4.3 Cas d’un groupe résoluble

L’objectif de cette section est de montrer que, sur un corps algébriquement clos, les
surfaces dans P? qui sont homogénes sous I’opération d’un groupe résoluble sont données
par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont les groupes qui operent.

Lemme 3.4.6 : On suppose que le corps k est algébriguement clos. Soient X un sous-
schéma ouvert de P? et X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé réduit).
La surface X est homogene sous I’opération d’un groupe algébrique lisse connexe résoluble
si et seulement si, a conjugaison preés, un des cas suivants a lieu :

i) 0X est une droite;
ii) 0X est la réunion de deux droites;
iif) 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;
iv) 0X est la réunion de la courbe C d’équation xP" = yzP" ! et de la droite D d’équation
z=0oup">2;
v) 0X est la réunion de trois droites.

Si un sous-groupe lisse connexe de PGL3 stabilise X alors il doit aussi stabiliser le
bord 0X. On commence donc par déterminer le normalisateur du bord.

Lemme 3.4.7 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient Z un sous-
schéma fermé réduit de P? et N le normalisateur de I%Idans %SLS.

C1COCT
1. Si Z est la droite d’équation z =0 alors N = Feh o cE
0 01
2. Si Z est lg—+eunion-dgs droites d’équations y = 0 et z = 0 alors la composante
CICCT
neutre est N° = ol 0]
0 01
3. Si Z est la réunion de la conique %ﬁjéqgationzﬁ__lz y? et de la tangenfe D au point
ta a =
[1:0:0], déquation z =0, alors N = Eﬂ t a |:—|:|a Q. t G, éGlao Gnm.
0 1

4. Si Z est la réunion de la courbq:End’équath(pr =yzP' 1 (o4p5> 2) et de la

0 a =
droite D d’équation z = 0, alors N = " o Hh @, t an é@a o Gp,.

0 1

5. Si Z est la réunion des droites d’équations x = 0, y = 0 et z = 0 alors la composante
neutre N est le tore maximal standard T.
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Démonstration. Si Z est une réunion de droites alors N~ est le sous-groupe de PGL3 qui
stabilise chacune des droites (et N est le produit semi-direct de N par le groupe symé-
trique permutant les droites). Donc N° est I'intersection des normalisateurs de chacune
des droites.

On suppose que Z est la réunion de la conique C d’équation xz = y? et de la tangente
D. Pour raison de degré des courbes, N stabilise C et stabilise D. Donc N stabilise le point
d’intersection [1 : 0 : O] q%: et [HUISQITLE—,\l sta%se la droite D et le point [1: 0 : (O],

L1

c’est un sous-groupe de ol cachbour @ t al xP=bx +cy +dz, y"=ty + az et
0 01 0 01
z9=z,0n axZ"-y? = (bx+cy +dz)z — (ty £82)* = pxy —tPy*+(c—2ta)yz + (d —a*)z*.
b c d

Donc pour toute k-algebre A, un élément tod aE:EIGLS(A) est dans N(A) si et
0 01
seulement si b =1t?, ¢ = 2ta et d = a2.
On suppose que Z est la réunion de la courbe C d’équation x*" = yzP" ~* (ou p" > 2)
et de la droite D d’équation z = 0. Comme précédemmeit, N stabilise C et; stabilise D.
La matrice jacobienne de C en un point [x 1y : z]est 0 —zP"™! yzP"~2 donc, comme
p" > 2, I'unique point singulier de C est [0 : 1 : 0]. Le groupe N doit stabiliser ce point. En
outre, si [Xo : Yo : Zo] LCI(k) est un point lisse alors zo & 0 et la tangente a C en ce point a
pour équation zpy —Yyoez = 0. Donc toutes les tangentes passent par le point [1: 0: 0] et N
doit stabiliser ce point. Remarquons que D est la droite pas%t par [O_ﬁI 10l et [1:-0: 0.
I I |
Puisque ces deux points ont pour normalisateurs respectn‘s I:I E@ ol cochl est
|:||:IO 1 0 [

- - -
L10 [ t 0 a
le sous-groupe de tod carhstabilisant C. Pour fod e f xP=tx +az, yP=dy + fz
0 01 0 01
et z9=2z, ona x?P —yZP 1 = tP"'xP" —eyzP" 1 + (@ — f)zP". Donc N est donné par
e=tretf=a. O

Remarque 3.4.8 :

1. On rappelle que, sur un corps algébriqguement clos, toute conique projective lisse est
projectivement équivalente a la conique d’équation xz = y?, méme en caractéristique 2
(voir la remarque 3.4.2).

2. La courbe C d’équation xP" = yzP"~1 est étrange : toutes les tangentes aux points lisses
passent par un méme point, a savoir [1 : 0 : 0]. De plus, la droite D d’équation z = 0
passe par I’'unique point singulier [0: 1: 0] et le point étrange [1: 0: 0], et la multiplicité
d’intersection avec C au point singulier vaut p* = deg C. Cependant ces propriétés ne
su [sedt pas a caractériser C, car si H est un polyndme homogéne de degré p*—* alors la
courbe d’équation xP" = yzP' =1 + H(yP, zP) vérifie aussi ces propriétés, mais en général
elle n’est pas projectivement équivalente a C.

1 1
1 [
Lemme 3.4.9 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient U @ rbd
0 1
PGL; et G un sous-groupe lisse connexe strict de U.
C1 1 1
1 0 1 1 [CCd
1. Si G est commutatif alors c’est un sous-groupe de tol 1 chdu @ Ebu G est
0 01 0
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I?I 0 :I a b|:I
conjugué par un élément de ol 1 oFalun sous-groupe de % 1 al:_tla [Q,,b [Q,
00 I:I 01

L
fi(a) b
2. Si G n’est pas commutatif alors il est de la forme 1 f(a) |:_|:la [Q,,b (G,
0 1
ou f; et f, sont deux p-polynémes non colinéaires tels que pgcd(f,(a), f.(a)) = a dans
I’anneau de polynémes k[a]. En particulier p = 2.

e

Démonstration. Les projections pry, : U — G, et pry; : U — G, (avec les notations
évidentes) sont des morphismes deljir,oupeslilgebrlqiels Si QL_hF(G) {0} ou pr,3(G) =
(|
{0} alors G est un sous-groupe de |£| 1 E@J de @ 1 0bbn suppose désormais que
0 01 0 01

G est commutatif et que pr, ;(G) & {0} et prm@ = {O}Ii_:rn particulier pr ) = %[
1 1 by 1 ab

Il existe un élément de G(k) de la forme go = fod 1 Co F-Alors pour g = fol1 ¢
O|:0| 1 0 01

1 1

1 1+a bp+b+c 1 1+a b0+b+aco
G(k)onagogz@ 1 Co+cC lggo fed 1 Co+C Eoncc:aco.

0 O 1 0

L1

a
Comme G est lisse, c’est donc un sous-groupe de % 1 aco|:—|:|a Qa,,b (3, é)e
e
100
plus pr, 5(G) 8 {0} donc ¢y & 0. Quitte a conjuguer G par lod1 o L:_(|>n peut supposer
0 0 ¢

Cop = 1.

On suppose désormais que qu est pﬁrpommutatlf Le @upe dle_n]ve est lisse connexe

0
et vérifie [G,G] = @ 1 Olﬂonc [G,G] = @ 1 OE[SOlt G"I'image de
0 01 0 01

(Pris,Pras) : G » Ga % G,. On a donc la suite exacte 1 - [G,G] - G - G- 1.
De plus G est un groupe lisse connexe unipotent (comme quotient de G) et n’est ni de
dimension 0 (sinon G serait commutatif) ni de dimension 2 (sinon on aurait G = U).
Donc Gest isomorphe a G, et il existe deux p-polyndmes non nuls f; et f, tels que I'in-
clusion GY G, B G, x G, soit donnée par a B- (f.(a), f2(a)). Le groupe G n’est pas
commutatif donc f; et f, ne sont pas colinéaires. En particulier on a p = 2. Enfin, comme
I’inclusion ci-dessus est injective (c’est-a-dire que son noyau schématique est trivial), le
groupe {a [Q, | f,(a) = f,(a) = 0} est trivial donc pgcd(f,(a), f.(a)) = a dans I’'anneau
de polyndmes k[a]. ]

d
Proposition 3.4.10 : Soientd =0 et G = G, 0 G,,,. Alors les morphismes de groupes
algébriques 1 : G —» PGL; injectifs sont, a composition par un automorphisme intérieur
de PGL, prés, donnés par les cas suivants :

1
I%'JOa

i) 1(at) = Fol = ofdhe Czet pgcd(d,e) =1 (avec la convention pgcd(0,e) =e);
0 01
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I%'J*e téa OIZI
i) 1(a,t) = Fo ¢ ofldie et pgcd(d,e) =1 (avec la convention pgcd(0,e) =
0 0 1

e);
I:I r r
t ttPa” a
i) p=2,d=1eti@at)y=f] ¢ obkdur=1;
0

|:|0 1
I?Z' 2ta a2
vy d=tletiat)=Frl t akd
0 0 1
1 1
t 0 a
v) p=2,d=1leti(at) = Fol v & r=1(etr>1sip=2).
0 0 1
Démonstratign. On-pgut supposer que 1 est a valeurs dans le sous-groupe de Borgl stan-—
C1Cacd £L10 0
dard B = fol Cortet que 1(Gn,) est un sous-groupe du tore maximal standard ol 0
0 01 0 01
Il existe donc m et n LA tels que pgcd(m,n) = 1 et que pour tout t LG, on ait
t" 0 O
1(0,t) = t" 0F-Eomme 1(G,) est un sous-groupe unipotent de B, il existe des poly-
0 0 1

1 1
1 Ti(a) T2(a)
némes T, T, et f3 tels que pour tout a [ 3, on ait 1(a, 1) = fd 1 f3(a) F=Un calcul
0 O 1
matriciel élémentaire montre que a H- f(a) et a B- f3(a) sont des endomorphismes de
G,, donc T, et 3 sont des p-polynémes. Dans PGL; on a identiqguement

1 11 I 4 1 (-
AOO T ab AO0OO 1 Auta Ab
ol p oHb 1 cHBlp oH=F 1 pcH
001 001 001 o 0 1

L1 1
1 f,(t%) f,(t%a)
Donc en regardant I'image par 1 de (t%a, 1) = (0, t)(a, 1)(0, t)~* on obtient fel 1 f3(t%)
— — 0 0 1
1 t""fi(a) tmf,(a)
1 t"f3(a) Fpar conseéquent les f; sont des monémes de la forme f;(a) =
0 0 1
ciaPt, () = c.aN et f3(a) = czaP™ satisfaisant les conditions
-
Esfic; 8 0alors dp™ =m —n;
%cz B0 alors dN = m; ™

cs 80 alors dp™ =n.
Cas 1. On suppose d’abord ¢z = 0. Alors a 8- f,(a) est aussi un endomorphisme de G,

donc f, est un p-polynéme et N est une puissance de p.
Sous-cas 1.1. On suppose ¢; = 0. Alors, comme 1t est injectif, on a ¢c; 8 0, f,(a) =
o . . 1
cpa et quitte a conjuguer par diag(1,1, —), on peut supposer c; = 1. Donc 1(a,t) =
Ll o 4! C2
t a

(a0, t) = t" OH)’aprés les conditions (*) onam =d (et e = n).
0 0 1
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Sous-cas 1.2. On suppose c; £ 0.

Sous-sous-cas 1.2.1. Si ¢, = 0 alors, comme précédemment, on a ¢; 8 0, f],(_a) =cjae

t" tha 0
quitte a conjuguer par diag(1,cy, 1) on peut supposer ¢, = 1. Donc 1(a, t) = tn o
0 0 1

et d’apres les conditions (*) onad=m—n (et e =n).

Sous-sous-cas 1.2.2. On suppose ¢, 8 0. Quitte a conjuguer par diag(l,cy,Cy), on peut

supposer ¢c; = ¢, = 1. Onad & 0, sinon on aurait m—n =m = 0. De plus d divise m—n
et n dongepmme pged(m, p)-+ 1, 0n a d = 1. Comme 1 est |nject|f il existe r = 0 tel que
I’on ait fi@= _ 2 ou () : a¥ . D’apres les conditions (*) on a respectivement
fz(a) =aP fz(a) a
W v la

m—n=1letm=p,oum—n=p"etm =1 Donc 1(a,t) = Fol ! 0 Fdu
1 SN 1 |:|0 0 1

t tt"a” a 100

fol ¢+ ofbn conjuguant la premiére matrice par tod 0 1Fch obtient la matrice
N ST

tr a” thla t ttPa” a

1 0 aui est egale dans PGL,; a fod t ol p" = 1 alors on obtient

Oogl_l 1 Dolﬂ:]l 1

t a a t a0 100
la matrice Fod 1 Oaui est conjuguée a Fod 1 Olﬂar tod1 1H
0 01 0 01 0 01
Cas 2. On suppose désormais c3 £ 0.
1 1
100

Sous-cas 2.1. On suppose ¢; 8 0. Si c; = 0 alors en conjuguant par ol o 1Fzh retrouve
010
lecasc; B0, c, 8 0 et cg =0. On suppose maintenant ¢, £ 0. Quitte & conjuguer par

.1 N
dlag(c—, 1,c3), on peut supposer ¢; = ¢c3 = 1. D’apres le lemme 3.4.9 on a f; = f3, donc

1
p" = p". On a encore d = 1. Les conditions (*) donnent N = (m —n) +n = p"™ + p"s.
Comme 1 est injectif, on a p™ =p"™ =1 et N = 2. La condition 1(a, 1)1(b,1) = 1(a+bh,1)
ne 2c, = I;LFIOn a donc p 8 2 et en conjuguant par diag(2, 1,1) on obtient la matrice
t? 2ta a2

t a
0 0 1
1 1
010
Sous-cas 2.2. On suppose ¢; = 0. Si ¢c; = 0 alors en conjuguant par Frd o ofzh retrouve
0 01

le caslcl =0, c; 80 et cg =0. On suppose maintenant c, & 0. Quitte a conjuguer par

dlag(— o 1), on peut supposer ¢, = ¢; = 1. On a encore d = 1. A nouveau, a B- f,(a)

est un endomorphlsme de G, donc N est une pwssance de p. Comme prec%mment i
|:|

(@ =a f (a) =a” a
fz(a) — o Ou f;(a) ~ 2 .Donc 1(a, t) = IEI tpr a*" H

0 0 1

existe r = 0 tel que I'on ait
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1 - 1 1
t” 0 a° 010
ou t a b#n conjuguant la deuxieme matrice par Fd o ofch trouve Ia premiére
0 0 1 1 :? 01 1 1
t 0 a t 0 a
matrice. Si p* = 1 alors on obtient la matrice Fod aE&hui est conjuguée a fol ¢ oHH
] 7 0 0|:11 7 0 01
1 00 010
par =1 obSSi p" = 2 alors en conjuguant par Frd o oboh retrouve la matrice du
0 01 0 01
sous-cas précédent. ]

On peut maintenant démontrer le résultat annoncé dans le lemme 3.4.6 et déterminer
les groupes résolubles minimaux qui opérent.

Corollaire 3.4.11 : On suppose que le corps k est algébriqguement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P? et 09X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). Alors X est homogéne sous I’opération d’un sous-groupe lisse connexe résoluble
G =< PGL; et G est minimal pour cette propriété si et seulement si, a conjugaison pres,
un des cas suivants a lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.1 page 88) :

1. 09X est la droite d’équla:tilon z =0 (donc X CAP) :

o 3
(@) G=lol1 thia, xG,;

0 01
CCT 1

ab
(b)G:%l abth @, b @,
01

(c) p = 2etil existe deux p-polynémes f; gtF5non colinéairq%‘els que pged(fi(p)-12()) =

[ [

fi(@ b =
a dans I’'anneau de polyndmes k[a] et G = 1 fz(a)lz—ﬂa [Q,,b (3, ét
0 -
fi(a 0 =
le groupe d’isotropie de [0:0: 1] CX(k) est % 1 0|:_|:|f2(a) =0

2. 0X est la réunion des deux droites d’équations y = 0 et z =0 (donc X CAF x (Al\
{01 :
(a) il existe d [CZet e [CZtels que pgcd(d,e) = 1,
CCn 1 1

0 ==
G= %ﬁl r ok ra,t Eeméelacdnem

01

et le groupe d’isotropie de [0:1: 1] [CX(K) est {(0,t) (G, g) Gnm |t =1} [1Y;
(b) il existe d CZlet e CZ~tels que pgcd(d,e) =1,
1

1
L) ¢ ok o
G= tt 0 Q. t (4, oG,
- =

et le groupe d’isotropie de [0: 1: 1] [CX(K) est {(0,t) Q. (d) Gn |ttt =1} [;
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-
tirar"

a =
(©) p=2etilexister =1 tels que G = % =" obh @, t Can gl
0 1
Ga.0 G, et le groupe d’isotropie de [0:1: 1] CX(K) est {(a,t) (@, 0G, |a? +a =
0,t"" 1 =1};
3. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente :
G [, o G, est le normalisateur de dX, quitte a conjuguer on a X = {[x :
y 1 1] [CR? | x 8 y?}, on a un isomorphisme X - A! x (A!\ {0}) donné par
[X:y:1] B- (y,x—Yy?), l'opération de G, 0 G, dans A! x (A \ {0}) est donnée
par (a,t) - (u,v) = (tu + a, t?v) et le groupe d’isotropie de [0 : 1 : 1] X (k) est
{(0,t) CQ. 0G| t* =1} [d;
4. 90X est la réunion de la courbe d’équation x*" = yzP"~! et de la droite d’équation z =0
(oup"=>2):
G [GL,0G,, est le normalisateur de 0X, on a un isomorphisme X — Alx(A\{0})
donné par [x :y : 1] B- (x,y—xP"), I'opération de G, 0 G, dans Al x (A*\{0}) est
donnée par (a,t) - (u,v) = (tu + a, t?"v) et le groupe d’isotropie de [0: 1 : 1] =X (k)
est {(0,t) (@, 0G, |t =1} [);
5. @X est la réunion de trois droites (donc X C(A!\{0}) x (A1 \{0})) :
G est la composante neutre du normalisateur de dX (donc G est un tore maximal de
PGL;.

Démonstration. Si G est unipotent alors les di[érkntes possibilités sont données par le
lemme 3.4.9. On n’a pas G = U car ce groupe-fp’est gas,minimal pour I'orbite {[x :y :
1 [
1] CP?}. On ne peut pas non plus avoir G = ol 1 ofchr ce groupe n’a pas d’orbite de
0 01
dimension 2 dans P?. Si G est un tore alors il est conjugué au tore maximal standard.
Si G n’est ni unipotent ni un tore alors, d’aprés la proposition 3.1.17, G est iso-

d . . I A
morphe & G, O G, pour un certain d = 0. Les di[érkntes possibilités sont alors don-

nées par la proposition 3.4.10. On vérifie ,ﬁg’jement @4a chaque fois gn—q bien une
0 a =
orbite de dimension 2, sauf dans les cas ﬂ t¢ 0|:_[:|a [Q,t [Q, % e =0et
T - 1 01
¢ tta 0 =|
% tt ok @, t a, sihe = 0.
0 1 - 1 1
2ta a? =
Dans le cas G = ﬂ t a Ea 3, t (G, é groupe est le normalisateur de
0 1

la réunion Z de la conique d’équation xz = y? et de la tangente au point [1 : 0 : 0],
qui a pour équation z = 0. Donc X [CPP\Z ={[x:y:1 CP?|x E y?}. On a
(a,t)-[1:0:1] =[t?+a?:a: 1] donc pour [x : y : 1] [A?, la condition (a,t) - [1 :
0:1] =[x :y: 1] est équivalente aa =y et t? = x —y2 Donc X = P2\ Z. Alors
¢ :[x:y:1] B- (y,x—y?) donne bien un isomorphisme X LAl x (Al \{0}). De plus
d((a,t) - [x:y:1]) = ¢([t?a+2tay+a? : ty+a: 1]) = (ty +a, t?a+2tay +a? — (ty +a)?) =
(ty +a, tz(x - yz))- (-] 1 1

0 a I
Dans le cas G = " o Hh @, t an é@a 0 G, le groupe est le nor-

0 1
malisateur de la réunion Z de la courbe d’équation x*" = yzP"~! et de la droite d’équation
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z=0.Donc X [(PP\Z ={x:y:1] A |yEx"}Ona(at)-[0:1:1]=][a:
t*" +aP" : 1] donc pour [x :y : 1] [CR?, la condition (a,t)-[0:1:1] =[x :y : 1] est
équivalente aa = x et t*” =y—xP". Donc X = P2\Z. Alors ¢ : [x:y : 1] B~ (x,y—x"")
donne bien un isomorphisme X [CAFx(A\{0}). De plus ¢((a,t)-[x:y : 1]) = p([tx+a:
tt'y+af i 1) =(tx+a, (tPy+a”) — (tx + a)P) = (tx + a, t* (y — xP)).

Dans les autres cas, la surface X et le groupe d’isotropie sont évidents. ]
(- 1 1
a b =
Remarque 3.4.12 : Soit G = % 1 a|:_l:|a [Q,,b 3, gi p 8 2 alors on a I'iso-
01
]

%35 M G

I u v+iu?

%,v) H- @ 1 u
00 1

vecteurs de Witt de longueur 2 (voir la proposition 3.5.16).

morphisme = Si p = 2 alors G est le groupe W, des

3.4.4 Bilan des cas

En réunissant les corollaires 3.4.3, 3.4.5 et 3.4.11, on obtient la liste des surfaces
homogeénes dans P2.

Théoréeme 3.4.13 : On suppose que le corps k est algebriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P? et 09X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit). La surface X est homogene sous I’opération d’un groupe algébrique lisse connexe
si et seulement si, a conjugaison prés, un des cas suivants a lieu :

1. 0X est vide;

2. 0X est un point;

3. 0X est une droite;

4. 0X est la réunion d’une droite et d’un point;
5

. 0X est une conique lisse si p & 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point
étrange si p =2;

o

0X est la réunion de deux droites;
7. 0X est la réunion d’une conique lisse et d’une tangente ;

8. 0X est la réunion de la courbe C d’équation xP* = yzP" ! et de la droite D d’équation
z=0oup">2;

9. 0X est la réunion de trois droites.

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opérent.

Théoréeme 3.4.14 : On suppose que le corps k est algebriquement clos. Soient X un
sous-schéma ouvert de P?, X = P2\ X (muni de la structure de sous-schéma fermé
réduit) et G un sous-groupe lisse connexe de PGL;. La surface X est homogéne sous
I’opération de G si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. 09X est vide (donc X = P?) : G = PGLg3;
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{008 Xx|[1:A:X]} = X"V »*7V suep sjjaanyeu uonesgdo T .(XE)N [ewixew a10) [V X3V $81104p s1043
T O
{angnlltian]}| - z<.d(0=72)
4 (@] 1] =
”ﬁoﬂ\n__”._””LaX+>”X”_W”VA_A\Ahau.mlTXuv”A\A_Xv.OdV O &@W\_a Lt (Xe)N EAVAR A v4 H_AHIL_QN\A”LQXV
{Lagnl|lT:a:n} ajuabuel aun 18
={08A|[T:X: Xx+A}=X"'(Aae+X1) = (A'X) - (3'e) m@W o SN = (XOIN [7V ;v assI| anbiuod aun
14
:IJ_ =1'72=d
. . — ‘ ‘ — ‘ . ‘ ._”
QA A X=X (Ko A o+e+) = () Ge) _Eoom@Wo o W
e d®d 1}
1= (3"pIpd6d 71 & P
. . — ‘ ‘ — ‘ . ‘ .H o
OEAIT: A Ak =X (ae+x) = (A% -(e) _Eoommw_o 2 m
p
Bl o
1= ('p)pSbd iz 8 129D
{08 AT KX} =X ‘(A e+x1) = (£'X) - (3'B) we o m@Wﬁm m IV < [V $31104p XN3p
9
p e 0
e = ((8)% '(2)'3)pobd anbi-sje)
Salleauljod uou sswouAjod-d xnap
T 0
A RERT R/ NW@G T
g (@Y
{ov =2/ (AX) [[T:x A} = X == -
‘QWIgW-IN| suep 2AA ap ajjainieu uonelsdo ‘] © ‘g =d
{1 (K 1T A K% 4]} = X 2y
] [ ] H
./ Suep ajjaanyeu uonesado ‘Joy1 © ‘z5d q e
COT  f)
{1 (AX) | [1: A:X]} = X ',V suep 3|jaamyeu uoiesgdo meEu_ T 4 31104p aun
= 0.1
uorye.ado | 9 X | X0 |

Table 3.1 - Surfaces homogénes dans P? sous un groupe résoluble
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C1 1
LI 10

2. 0X est un point, par exemple [0 : 0 : 1] : G est le sous-groupe parabolique FehobHE

] 1 (I
SL 0
GL, n G2 ou son sous-groupe 2| o E
1 1

3. X est une droite, par exemple la droite d’équation z =0 (donc X CAP) :
(a) p = g:ez]t G I:F_’El,_g est I'image du morphisme SL, — PGLj3 donné par

i‘geﬂlﬁdZ chI

0 0 1
1 1
C1Cacd
(b) G est le sous-groupe parabolique I:IIZﬂZG[f1 O GL, ou son sous-groupe
— |:||:' 0 01
A==
0 0] 1
1 CCH L1 :l
1 0 1 C1
) G=Ftol1 thd %ﬁl t Chth IZGméu(d ,e) [ZP et pged(d, e) = 1)
7 I__QI 01 0 1
L10 Cd
ou Fol I:IEE
0 01
1 1 CCQ L1 1
1 [C1Cd 1] =
@) G=Fol1 rhd %ﬁl t chtk can (g0 (d.€) [ZF et pged(d, €) = 1)
0 01 i

1
I:II:II:I
ou G est le sous-groupe de Borel | Fod I:IEE
0

01
L 1 1 LI 1 1
a b @ ta b =|
() G = 1 abkab) A & oy Eﬂ t abtla b) CA2 t (G oy
01 0 1
(- 1 1
ta b =
t, alfkab) &2 (t,,1,) CQ2
0 1 ==
-
fi(@ b =
MHp=2etG= 1 f(a)Hda b) Ca? %J f, et T, sont deux p-
0 1
polyndmes non colinéaires tels que pgcd(fi(a), f,(a)) = a dans I’'anneau de poly-
némes k[a];
4. 0X est la reunion d’une droite et d’un point, par exemple Ja,droite d’¢quation z = 0
C1C10
et le point [0 : 0 : 1] (donc X A\ {(0,0)}) : G = FehoH=aL, ou son
0 01

sous-groupe SL; ;

5. 0X est une conique lisse si p & 2, ou la réunion d’une conique lisse et de son point
étrange si p =2 : G [CPIGL, est le normalisateur de la conique;
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6. 0X est la réunion de deux droites, par exemple les droites d’équationz =0ety =0
(donc X AL < (AT\{0})) :
(- L1

1
Ed 0 ] =
(@ G = % tt ok @, ((qu d [, e A"kt pged(d.e) = 1) ou
oy 901
C10 ]
ol 0
00 1
Co,, -
e o =]
(b) G = tt ok @, (qu d 2, e CA %t pged(d,e) = 1) ou
01
1
C1C10
10
001
1
t'Pa" a =
() G= % =" obth CQ,t [ Qi p" > 2);
0o 1
L 1 1
Sislm =
d G = % tt ok @, ((qu d [, e A"kt pged(d,e) = 1) ou
01
CICI0]
ol 0k
00 1

7. 0X est la reunion d’une conique lisse et d’une tangente : G [ 3, 0 G, est le
normalisateur de 90X ;

8. 0X est la réunion de la courbe d’équation xP" = yzP"~1 et de la droite d’équation
z=0oup">2:G [GL oG, est le normalisateur de 0X ;

9. X est la réunion de trois droites (donc X [(A'\ {0}) x (A*\{0})) : G est la
composante neutre du normalisateur de dX (donc c’est un tore maximal).

Démonstration. 1l su [T dE traiter le cas ou G est résoluble (les autres cas sont déja traités
dans les corollaires 3.4.3 et 3.4.5). On a la décomposition G = Ry(G) o Ty ou Ty est un
tore maximal de G, que I’on peut supposer étre contenu dans le tore maximal standard
T de PGLs. Alors G contient un sous-groupe lisse connexe Go qui opére transitivement
dans X et qui est minimal pour cette propriété. Les possibilités pour Gy sont données par
le corollaire 3.4.11.

Cas 1. Supposons que 0X soit la droite d’équation z = 0. Alors Gy est unipotent, donc
c’est un sous-groupe de Ry (G). - O
10 1
On suppose d’abord Go = tol 1 chi Ru(G) = Gy alors, suivant que T, soit de
0 01
dimension 0, 1 ou 2, on obtient les groupes du cas 3c. Si Gy est un sous-groupe strict de

Ru(G) alors Ry(G) = Ry(B) donc Mtientljﬁ groupes dl&\ls 3d.

a b =|

On suppose maintenant Gg = % 1 alﬂ(a, b) CA? éi Ru(G) = Gg alors, pour
01

montrer que I'on obtient les groupes du cas 3e, il suf_de traiter le cas ou Ty est de
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dimension 1. Il est alors de la forme Ty, =

|
'I:I_l‘ﬁ
o %
= O
3
~
o
D
N
N
D
~+

pgcd(d,e) =1. On a
a b =
Fol ¢ oHbl1 aHbl ¢ o= 1 talH
1 001 1 0

donc, comme Ry (G) est normalisé par Tp, on a au signe presd =2 et e = 1. Si Gg est un
sous-groupe strict de R, (G) alors Ry(G) = Ry(B) donc on retrouve les groupes du cas

3d. (- 1 (-

fi(@ b =
On suppose enfin Gg = % 1 f(a) E(a, b) CA? é’ T, et f, sont deux p-
0 1
polynémes non colinéaires tels que pgcd(fi(a), f.(a)) = a dans I'anneau de polyndmes
k[a]. Il su[X_de montrer que Gy n’est normalisé par aucun sous-tore non trivial de T. La
projection (pry,, prys) : Go — G2 est un morphisme de groupes et son image est I'image du
morphisme G, — G2 donné par a B- (f.(a), f2(a)) (par hypothése, le noyau schématique
de ce morphisme est trE{ij\I). Doncsi Go était normalisé par le tore de dimension 1 forme

L1
des éléments du type Fol = oFdiors ce tore opérerait dans G, avec un certain poids
0 01

w, de sorte que I'on aurait t%¢f,(a) = f,(t"a) et t4f,(a) = . (t"a). Si f, n’est pas un
mondme alors e = w = 0 donc d = 0, ce qui est impossible. Si , est un mondme alors
T, n’est pas un monéme (car f; et T, ne sont pas colinéaires et leur pgcd vaut a) donc de
méme d = e = 0, ce qui est impossible.

Cas 2. Supposons que 0X soit la réunion, des drojtes d’équations z = 0 ety = 0. On
[

sait déja que G est un sous-groupe de ol 0 L:_thui est la composante neutre du nor-

1 0 |D_—|l 1 |:|
+e I:IO

malisateur de 0X. On a Gy = Eﬂ té 0|:_|:|t [Qn %1 % |:_|:|t LAQn %
LTl 1 C1

ti PP g I:II:II:I
% P 0|:_[:|a [Q,t [Q, éonc si G est un sous-groupe strict de ol co0HH

0 1 ] ] 0 01
1 [

et contient strictement Gy alors Ry (G) = fod 1 obdu To = T. On obtient les groupes
[ | 9:10 L
a

aP =
des cas 6a a 6d (le sous-groupe 1 0 Ea [Q, é’est pas normalisé par T). [
0 1

3.5 Cas d’une surface dans F,

On commence par rappeler la structure du groupe Autg, pour n = 2 (voir [Giz,
83]). La surface de Hirzebruch F,, = P (Op: [COk:1(n)) est munie d’un morphisme T :
F. — P! qui en fait une surface réglée. On a une opération de G, dans la variété
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S = P! x (A2\ {(0,0)}) donnée par A - ([u : v], (X,y)) = ([A"u : v], (AX,Ay)). On a un
Gm-torseur ¢ : S - F,, faisant commuter le diagramme

AZ\{(0,0)} —5— P!

ol p : A2\{(0,0)} — P? est le quotient par G,,. Par abus, on écrit encore les éléments de
Fn sous la forme ([u : v], (X,y)) et le morphisme 1 est donné par 1t([u : v], (X,y)) =[x : V]
De plus m posséde deux sections particulieres so : Pt - F, et s, : P* - F, données
par so([X,y¥]) = ([0 : 1], (X,¥)) et se([X,¥]) = ([1 : O], (X,y)). On note encore Sy et Sco
les images de ces sections, qui sont donc des courbes dans F,, isomorphes a P!. Alors
Se €st I’'unique courbe de F,, d’auto-intersection strictement négative (celle-ci vaut —n).
En outre, L, = F, \'Seo muni de m : L, — P! est le fibré en droites de degré n sur
P! : les éléments de L,, sont de la forme ([u : 1],(x,y)) et si x 8 0 et y 8 0 alors

1 X 1
([t 10 (o 1) = (U 20,0 y) = ([u s 1. (L ).
On note V,, le groupe vectoriel associé a I'espace k[x, y], des polyndmes homogénes de

degré n en deux variables x et y. Le groupe GL, opere a gauche dans V, par M - f =
f oM™ Le groupe V,, o GL, opére dans F, par

(F,M) - ([u:v],(X,y)) = ([u+vf(ax + by,cx + dy) : v], (ax + by, cx + dy))
I —

o TP GL
d Cette opération descend en une opération fidele de V,, o m 2
n

identifie 4, au sous-groupe d’homothéties {Al,, | A" = 1} de GL,. On a alors

pour M = ou on

GL
Aute, =V, 0 —2.

Hn

GL;

De plus la courbe s., est stable par Autg,, et Autg, et le sous-groupe operent

n
transitivement dans le complémentaire L, = Fp, \ Sc.

Dans toute cette section, on suppose que le corps k est algébriquement clos.

3.5.1 Cas d’un groupe semisimple

Lemme 3.5.1 : Soit ¢ : Bs,, -» Bpci, un morphisme de groupes algébriques, ou Bgy,
et Bpg., sont les sous-groupes de Borel standard de SL, et PGL,. Alors, a composition
par un automorphisme intérieur de Bpg, prés, on a I'alternative suivante :
1 X (-] Olj
i) il existe n [Ztel que ¢ soit donné par ¢ a = a ;
0 a 0 1
ii) il existe s =0 tel que ¢ =can-F3 ou can: SL, - PGL, est le morphisme quotient
et F est le morphisme de Frobenius.

C1 1 I R

Démonstration. Le morphisme ¢ induit un morphisme de é FI:Gladansé 1DI:Gla

(car ce sous-groupe est le plus grang spusrgrqupe upipotent de Bpgy,). Il existe donc un

1 b _ 1 f(b)

p-polynéme f tel que I'on ait ¢ 01 =0 1 identiqguement.
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L’image du tore maximal standard de SL, par ¢ est un tore donc, quitte a composer
par un automorphisme intérieur de Bpg,, On peut supposer que cette image est un sous-
groupe du tore mammﬁtand@ @, PGLy. Donc ¢ induit un caractére du tore et il

o - identiquement. On a alors

existe n [Z tel que ¢ 0 a1 0
1l 111 (R CIC 1 1 g 111 111
a" nf(b) aOlf(b)_q)aO ¢1b_¢ a o0 1 b
0 1 01 0 1 ~*" 0 at 01 0 al 01
[(T11 _ 111 (. - (0 O s I —
— ¢ 1 a2 a O 1 f@%) a" 0 _ a" f(a%h)
B 0 1 0 at 0 1 01 0 1

Donc f(a%b) = a"f(b) identiquement. Si T est le polyndme nul alors on a ¢ 0 abl
Cl
a

0 1° Si T n’est pas nul alors n est pair et £ est un monéme de degré 5' Comme T est

1 X 1
un p-polynéme, il existe donc A [kl-&t s =0 tel que f(h) = AbP° et alors (0} g 4=l =
|:| C 11 I s O o i SR s N .
1 a 1b _a® 0 1 AaTPhP @ AaPthe aP )\bp

) . ¢ = = = . Soit
0 a- 0 1 0 1 O 1 0 1 O 0 I__a]

i CKi-tel que p? = X Alors en composant par la conjugaison par g = on obtient

¢ =can- F>. O

Lemme 3.5.2 : On suppose p E 2. Soit G = SL, et Bpg,, le sous-groupe de Borel
standard de PGL,. Alors pour r = 0, le seul morphisme de groupes ¢ : G, — BpgL, est
le morphisme trivial, ou G, est le noyau du morphisme de Frobenius itéré F".

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r. Pour r = 0 il n’y a rien a faire car G, est
le groupe trivial. Traitons le cas r = 1. Le morphisme ¢ induit un morphisme d’algébres
de Lie T : Lie(G;) = sl, — Lie(BpgL,). Or p £ 2 donc [sl,, sl;] = sl,, mais Lie(Bpgy,) est
résoluble, donc T est le morphisme nul. Donc on a Lie(ker ¢) = ker f = Lie(G;). Comme
les groupes de hauteur au plus 1 sont déterminés par leur algebre de Lie (voir [DG, II,
87, cor. 4.3 p.283]), on a ker ¢ = G,, donc ¢ est trivial.

Soit r > 1 tel que tout morphisme G,—; — Bpgy, Soit trivial. D’apres ce qui précéde, la
composée G; B G, 2 BpcL, est triviale, donc ¢ se factorise en G,  G/G; - BpgL,-
Or G,/G; [G}_,; donc, par hypothese de récurrence, le morphisme G,/G; - Bpg,, est
trivial et donc ¢ aussi. O

Lemme 3.5.3 : On suppose p = 2. Soient G = SL,, et Bg, et Bpg., les sous-groupes de
Borel standard de SL, et PGL,. Alors pour r = 0 et tout morphisme de groupes surjectif
¢ : Bsi, - G - BpgL,, la restriction de ¢ & G, est le morphisme trivial, ou G, est le
noyau du morphisme de Frobenius itéré F".

Démonstration. On raisonne par réecurrence sur r. Pour r = 0 il n’y a rien a faire car G,
est le groupe trivial. Traitons le cas r = 1. Fixongquelqueg notatiopsL alggbre de Lie sl,

est le sous-espace de gl, engendré par I,, E;; = 8 é et Ex = 2 8 , qui Vérifient la
relation [E;,, E21] = I,. L’algebre de Lie pgl, s’identifie au quotient gl,/ Vect(l) ; I'glggbre—

10

de Lie b de Bpg,, S’identifie au sous-espace engendré par les images de E;; = 00



94 CHAPITRE 3. SURFACES HOMOGENES

et E;, dans gl,/ Vect(l,), que I'on note encore Ej; et E;, et qui veérifient la relation
[E11, E12] = E12 (ce qui implique en particulier que le centre de b est trivial).

Le morphisme ¢ induit un morphisme de p-algebres de Lie f : Lie(G1) =-sl. +—P.
Comme f(l,) est dans le centre de b, il faut f(l,) = 0. On écrit f(Ey) = g g ou
o et B sont des éléments dg-k. Compme T est un morphisme de p-algebres de Ligz—9n g

2
0 = f(E},) = f(Ep)® = % O(OB donc a = 0. De méme on écrit f(E,) = 8 \é
ou y est un élément de k. Les morphismes entre groupes de hauteur au plus 1 sont
déterminés par les morphismes induits sur les algébres de H_%,(voirﬁ_D,G I, §f¢or4-3

1y

p.283]), donc la restriction de ¢ a G; est donnée par ¢ 1 =1 ¢

I?I 1 I?IOI:II?I 1 1 1 |—LL|X0 10|—|—r011
By = vz . Pour Xy [Q; ona X Xy

1
&Il Hl:li):ll z t 0 x! xz21 0 1
X —

IID

X2y y 2 s
7 xyz+xt T ozt car x* =1et xt—yz =1, donc
i T — - 1

o Xy _ 1 Bxy+yxz

zt 0 1 '

D’apres le lemme 3.5.1, quitte a composer ¢ par un automorphisme intérieur de Bpgy,,
il existe s = 0 tel que la restriction de ¢ a Bsy, soitégale a can>F*® ougan : Sk -~ PGL,

est le morphisme quotient. Soient A = g agl [ Bs, et N = ; 2 [3;. On a
LT ey
ANA~ = y @ 1_ by [CQ,; donc
a2 a
1 b2 WD
cary(1+ %) =y. Or
— 111 111 1 1 -

. a® b 1 yy a P —p° 1 a®yy
¢(A)¢(N)¢(A) - 0 a—pS 0 1 0 aps - 0 1 .

Donc B =y =0, donc la restriction de ¢ a G; est le morphisme trivial.

Soit r > 1 tel que la propriété soit vraie pour tous les morphismes surjectifs Bs, -
Gr-1 - BpgL,. Le quotient de Bg, -G, par G; estdonné par F : Bg,-G; - Bsp, Gr-1.
Donc d’apres le cas r = 1, le morphisme ¢ se factorise en Bg , Gy £ Bsi, 'Gr-1 3 BraL,
et § est surjectif. Par hypothése de récurrence, la restriction de ¢ a G,—; est le morphisme
trivial. Donc la restriction de ¢ a G, est le morphisme trivial. O

Proposition 3.5.4 : Soit G < Autg, =V, 0O
n
simple. Alors G possede une orbite ouverte X dans F, si et seulement si, a conjugaison

\ . GL , .
pres, G est I'image de SL, dans =2 ot X est le complémentaire de s.. [SJ dans F,

n
(c’est-a-dire le complémentaire de la section nulle dans le fibré en droites L,).

. . . GL
Démonstration. On pose G = Autg,. L’'image de G par pr, : G - ~=2 est un groupe

n
semisimple non trivial (sinon G serait un sous-groupe du groupe unipotent V,), donc
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ce groupe est de rang 1. De plus si T est un tore maximal de G alors son image est
T\'/r\]/” q;vn [CT1 Donc G est de rang 1. Soit SL, — G le revétement universel (voir
[CGP, cor. A.4.11 p.500]). On veut montrer que I'image de SL, - G [ G est I'image
de SL, dans L2
n:F, - PL Poar simplifier les notations, on commet I’abus d’écriture G = SL.,.

GL
2, PGL, et

, en analysant I'opération des groupes dans les fibres du morphisme

Le groupe G opere dans la base P! de m a travers le quotient G —

n
le morphisme 1 est G-équivariant. Alors (X) est une G-orbite dans Pl,uet elle n’est pas
triviale car X est un ouvert de F, et 1 n’est pas constant. Donc I'opération de G dans
P! n’est pas triviale et, comme G est semisimple, le morphisme G -~ G - PGL, est
surjectif et on a m(X) = P,

Le groupe d’isotropie du point co = [1 : 0] [CA*(k) dans G est H = V,, 0 E ou B

est le sous-groupe de Borel standard de GL,. Soit H le groupe d’isotropie de oo r(11Ian5 G,
qui est I'image réciproque de H par le morphisme G - G. On a G/H [Pt donc, d’aprés
la remarque 3.1.16, quitte a préecomposer le morphisme G — G par un automorphisme
intérieur de G, il existe r = 0 tel que H = (F")"}(Bs.,) = Bsi, - G, ou Bg,, est le
sous-groupe de Borel standard de SL,. De plus le morphisme 1 est G-équivariant donc la
fibre schématique Z de m au-dessus de oo est stable sous I'opération de H (et donc de H)
dans F,.

En utilisant les notations du début de la section, Z s’écrit comme I’ensemble des
([u : v], (1,0)) pour [u :v] CPE. L’opération de H dans Z est donnée par

(F,M)-([u:v],(1,0) = ([u+vf(a0):v](a0) = ([(,iln(u +vf(a, 0)):v] (1,0)

1 X -
ouM = 8 al En particulier H opére trivialement dans le point P = ([1: 0], (1,0))

(qui est un point de la section s, de m).

Le point k-rationnel P est fixe sous I'opération de H. Par conséquent I'opération de
H dans Z [CPF donne un morphisme ¢ : H - Bpgy,, 0U Bpgy, st le sous-groupe de
Borel standard de PGL,. Soit Y = Z n X, qui est la fibre de m : X — P! au-dessus de
oo, Comme H (k) opére transitivement dans Y (k), le morphisme ¢ n’est pas trivial.

Supposons que ¢ soit surjectif et montrons que cela conduit a une impossibilité. Dans
ce cas H opére transitivement dans Z\{P} [AF donc, comme G permute transitivement
les fibres de m, on trouve que X est le complémentaire de s., dans F,. D’apres les lemmes

3.5.2 et 3.5.3, la restriction de ¢ a G, est triviale. Donc ¢ se factoriseen H = Bg, , -G, LN

BsL, 3 BpcL,. De plus ¢ est également surjectif donc, d’apres le lemme 3.5.1, quitte
a composer par un automorphisme intérieur, il existe s = 0 tel que § = can - F* ou
can : SL, —» PGL, est le morphisme quotient, donc ¢ = can - F"S. Donc X est

isomorphe au fibré associé G X Al, c’est-a-dire au complémentaire dans P! x P! du
graphe du morphisme de Frobenius FS: P! - P?, ce qui est impossible.

Donc le morphisme ¢ n’est pas surjectif. Montrons que la restriction de ¢ a G, est
triviale. Si p 8 2 alors d’aprés le lemme 3.5.2 il n’y a rien a faire. On suppose désormais
p = 2. D’apres le lemme 3.5.1, quitte & composer par un automorphisme intérieur, ¢(Bs,)
est un sous-groupe lisse du tore maximal standard Tpg,. Ce sous-groupe ne peut pas
étre trivial sinon ¢(H) serait de dimension 0, ce qui est impossible car H(k) opére tran-
sitivement dans Y (k). Donc ¢(H) est un sous-groupe connexe degigension 1 de Begi,

b | bP*> =0 (voir

contenant Tpgy,. Il est donc de la forme Uys O Tpgr, 0U Ugs = 0 1
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[Knop, th. 5.1]), et le point 0 A est staple,pgrH. Alors I'isomorphisme m : {0} — {co}

est H-invariant donc il faut s = 0. Pour 2 b G, ona

d
i Y s s [ o i i . L1 1
ab _ 1 bd”t a—bcd”t 0 1 0
cd 0 1 0 d cdt 1
IZIZlEIbDI:I C1 1 [ 1
Les images par ¢ des groupes unipotents 0 1 |b® =0 et 01 |cP" =0
sont des sous-groupes du tore Tpg~gqAC sonttrjviales..cgmme dans la démonstration
[l

du lemme 3.5.3, la restriction de ¢ a % agl | a? =1 est triviale. Donc la restriction
de ¢ a G, est triviale. Donc ¢ se factorise en H - H/G; = Bg, - Gy—1 - TpgL, et
m:Z\{P} - {oo} est (Bs., - G,—1)-invariant. Par récurrence immediate sur r, on en
déduit que la restriction de ¢ a G, est triviale.

Donc ¢ se factorise en H = Bg, - G, F BsL, 3 BpcL,. D’aprés le lemme 3.5.1,
quitte a composgr pgr-un-aptomoyphisme intérieur, il existe m [\ {0} tel que ¢ soit
b a" 0

donné par ¢ g a1 0 1 On en déduit que Y est isomorphe a A*\ {0} et, quitte

- G

Y= (VL ,onam=0et X est G-

1 1
H- am.

a tordre toutes les opérations par F" et par

. . o H . \ X a

isomorphe au fibré associe G <Y ou H = Bg_, opére dans Y a travers 0 a-!
Donc X est isomorphe au complémentaire de la section nulle et de la section a I'infini
dans F,,, donc m = n. O

GL;

n

Corollaire 3.5.5 : Les sous-groupes semisimples (non triviaux) de Autg, =V, 0O

L i L
sont les conjugues de I'image de SL, dans G 2,

Hn

Démonstration. Comme dans la démonstration de la proposition 3.5.4, tout sous-groupe
semisimple non trivial de G = Autg, est I'image d’'un morphisme non trivial G = SL, -
G. Il sult-de montrer qu’un tel sous-groupe posséde une orbite ouverte. Si G opere
trivialement dans la base du morphisme m : F,, — P! alors la fibre Z = n™1(c0) [P} est
stable par G. Le point P, = ([1: 0], (1,0)) Z(k) est fixe donc le morphisme G -~ PGL,
donné par I'opération de G dans Z n’est pas surjectif. Donc ce morphisme est trivial, c’est-
a-dire que G opére trivialement dans Z. Alors G opére trivialement dans F,, ce qui est
absurde.

Donc G opére transitivement dans la base P!. Soit H le groupe d’isotropie de oo
dans G. L’opération de H dans Z donne un morphisme ¢ : H - PGL,. Quitte a
précomposer le morphisme G — G par un automorphisme intérieur, il existe r = 0 tel
que H = (F")"1(Bsy,) = Bsi, - G, ou Bgy, est le sous-groupe de Borel standard de SL,.
Si I'image de Bgs,, par ¢ n’est pas triviale alors G possede une orbite ouverte : on peut
supposer que cette image contient le tore maximal standard Tpg,, €t, en notant Cy et C
les orbites des points Py = ([0: 1], (1,0)) et Po, = ([1: 0], (1,0)) de Z(Kk) sous I'opération
de G, pour tous points k-rationnels x et y de F,\ (Cy [CL,) il existe un élément de G(k)
qui envoie x sur y (il existe g et g”dans G(k) tels que gx et g'y soient dans Z \ {Pco, Peo }
et il existe h [CH(k) qui envoie gx sur g'y donc y = (g5 *hgx). Supposons désormais que
I'image soit triviale. Les sous-groupes de H contenant Bpg, sont les Bpg., + Gs pour
0 < s < r (voir [Knop, th. 5.1]) et le seul qui soit distingué est H lui-méme. En e[ef]
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1 1 C1 1

a o0 0
pour 0 a-! [Bs,, et c 1 G, \G,_1,0na
. - [ 1 1
10 a 0 1 OI:rl a 0
c 0 0atl coO (@a—abHc at

donc pour que, pour tout a, on obtienne un élément Bpgy, - Gs = (F%)71(BsL,), il faut
s = r. Par conséquent le morphisme ¢ est trivial, c’est-a-dire que H opére trivialement
dans Z. On en déduit que pour x [—A4(k), le groupe d’isotropie de x dans G est égal
a H, de sorte que I'orbite de x sous I'opération de G est une section de m. Or le seul
sous-groupe de G qui stabilise toutes les sections de m est le groupe trivial, ce qui est
contradictoire. O

Remarque 3.5.6 : Si k est de caractéristique nulle alors ce résultat est directement
donné par un théoréme de George Mostow sur I’existence et I'unicité a conjugaison pres
d’une décomposition de Levi (voir [Mos], ou [Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] pour un énoncé
plus fort sur les sous-groupes réductifs d’un groupe a [ne).

3.5.2 Cas d’un groupe ni semisimple ni résoluble

. e GL
Proposition 3.5.7 : Les sous-groupes réductifs connexes de Autg, =V, 0 n 2 sont les
o GL, o L
conjugués des tores de , les conjugués de I'image de SL, dans et les conjugués
n n
GL
de 2,

Hn

Démonstration. Les sous-groupes donnés dans I’énoncé sont bien réductifs. Réciproque-
ment, soit G un sous-groupe réductif connexe de Autg_ . On a la décomposition G = R(G)-
[G, G], le radical R(G) est un tore central et le sous-groupe dérivé [G, G] est semisimple. Si
[G, G] est trivial alors G est un tore, donc il est contenu dans un conjugué du tore maximal

L . . . .
standard de GL. (qui est un tore maximal de Autg_). On suppose desormais que [G, G]
n’est pas triviaT. Alors d’apres le corollaire 3.5.5, quitte a conjuguer G, le sous-groupe
. GL :
[G, G] est I'image de SL, dans —2. Soit (FIM3 CR(G)(k). Alors pour M [SL,(k),

n
ona (0,M)(FEMHO,M)™ ! = (FF- ML, MMH(O,M™) = (F>- ML, MMM 1), Or
R(G) est un sous-groupe central de G, donc (f™> M~ MMM 1) = (f}MY. On a donc

L
f= 0 et R(G) est un tore de 2

™ Par conséquent, pour raison de dimension, on a
n

G =[G, G] ou GL.. O

n

Remarque 3.5.8 : Comme dans la remarque 3.5.6, ce résultat découle directement de
[Hoch, ch. VIII, th. 4.3 p.117] si k est de caractéristique nulle.

Théoréme 3.5.9 : On suppose que le corps k est de caractéristique nulle. Alors les sous-

. ) i ) GL
groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles de Autg, =V, 0 2

L1
GL,

n

sont Autg,

n

etV,oim SL, -
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GL — GL
2 ou im SLZ — 2 y
n Hn

GL;

Démonstration. Soit G un tel sous-groupe. Alors pr,(G) =

sinon ce groupe serait contenu dans un sous-groupe de Borel B de , donc G serait un

n
sous-groupe de V,, 0 B et G serait résoluble. Le groupe G n V, est de dimension au moins
1 car il contient Ry(G). De plus G n V, est commutatif donc I’opération par conjugaison

de G dans G nV, descend en une opération du quotient pr,(G) = . Par conséquent

G nV,
I'algebre de Lie de G n V,, est une sous-algébre de Lie(V,,) qui est stable sous I'opération

de SL,. Or comme k est de caractéristique nulle, la représentation Lie(V,) = k[X,Y ], est
simple. On en déduit Lie(G n V) = Lie(V,), donc GnV, =V, et G=V,0pr,(G). O

Remarque 3.5.10 :

1. Si p= 2 alors il y a davantage de groupes. En eleil V,, contient une unique sous-
représentation irréductible dg-—Sj=; qui est le sous-groupe vectoriel L engendré par les

GL
ZetLo

x'y"~1 pour p ne divisant par r: (voir [Jan, part 11, 2.16(7) p.186]). Alors Lo

n

L>

im SL, - sont des sous-groupes lisses connexes non réductifs et non résolubles.

n

Savoir si tout sous-groupe lisse connexe non réductif et non résoluble est conjugué a un
groupe de cette forme reste un probléme ouvert.

2. Quelle que soit la caractéristique, si G est un sous-groupe lisse connexe non réductif
et non résoluble alors, a conjugaison pres, G opere transitivement dans F, \ s. En

elefl pr,(G) contient I'image de SL, dans Lo

donc G opére transitivement dans la

n
base P!. De plus Ry(G) est unipotent et distingué dans G donc, puisque pr,(G) est
réductif, pr,(R,(G)) est trivial et R,(G) est un sous-groupe de V. Alors R,(G) opére
transitivement dans m1(0) \ (se. N T1(0)) CAL.

3.5.3 Cas d’un groupe résoluble

Comme pour les surfaces dans P?, I'objectif de cette section est de montrer que, sur
un corps algebriquement clos, les surfaces dans F, qui sont homogenes sous I’opération
d’un groupe résoluble sont données par le lemme suivant. On déterminera aussi quels sont
les groupes qui opérent.

Lemme 3.5.11 : Soient n = 2, X un sous-schéma ouvert de F, et 0X = F, \ X (muni
de la structure de sous-schéma fermé réduit). La surface X est homogéne sous I’opération
d’un groupe algebrique lisse connexe résoluble si et seulement si, a conjugaison pres, un
des cas suivants a lieu :

i) 9X = so, [ATY(o0);
ii) 9X = Seo [5d [TT(c0);
iii) 0X = s, [mI(c0) [m11(0);
iV) 0X = s, [mI'(e0) [Q ou C est la sectiop{£x°y" : y°I.(x,y)) | [x : y] CR'},

. ) e
e=letsin<ealorspourn<i<eona : =0dans k;

V) 0X =s., CmT(e0) CTlou C est la courbe d’équation uP" = xy™" ~1vP" et p" > 2;
Vi) 9X = s., [5g [T (e0) [T(0).
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Toujours comme pour les surfaces dans P2, on commence par déterminer le normali-
sateur du bord. On note B et T le sous-groupe de Borel et le tore maximal standard de
GL,.

Lemme 3.5.12 : Soient Z un sous-schéma fermé réduit de F, et N le normalisateur de
Z dans Autg,,.

. B
1. Si Z = s, [mIt(c0) alors N =V, 0 —.

n

n

. B
2. Si Z =s,, [sd [mT!(o0) alors N = e

. T
3. Si Z = s, [mI(e0) Cmat(0) alors la composante neutre est N° = V,, 0 e

4. Si Z = seo LTI (oq)r G0 0f-C est laspetion by« y ey | Dyl [,
b

_ 1 tox—hy t, b t
> > = n—e ye _ — B .
e=1letn=cealors N yn—e x & & L0t o t,

5. Si Z = s, [mI*(o0) [Clou Ggstja section {([x°y" : y°], (x,y)) | [x : y] (A},

. e
e=l,n<eetpourn<i<eona i = 0 dans k, alors

CT11 |:1|—2 . O
N= y"°[x*—(x—ay)], t 0 i tt_n%a G, oGy,

6. Si Z 55 I%r‘l(oo) [Clqy Gest la courbe d’équation uP” = xy""~1vP" et p" > 2
PR tn
alors N = ay", t 0 tt_la CGL o Gy,

1
n

i T
7. Si Z = s, [sd [mI!(e0) [mI1(0) alors la composante neutre est N° = e
n
Démonstration. Si Z = s., [11*(oo) alors on a déja V, 0 — < N. Le groupe N stabilise
n
le point S., n M %(e0) = ([1: 0], (1,0)). En particulier N stabilise le point co de la base

B
P1, donc N est un sous-groupe de V,, o e
n

Si Z =s., [sd [mT!(oo0) alors on a déja — < N. Comme précédemment, N stabilise
n

le point oo de la base P!, donc N est un sous-groupe de V,, O B et N stabilise m™1(o0).
Donc N stabilise s \ {([0: 1], (1,0))}. Soient A une k-algebre etng = (f,M) CN(A). On
a((,M™) I:E(A) [CNI(A) donc (F,1) = (F,M) - (0,M™1) CN(A). Ona (f,1)-([0:
1], (x,1)) = (i[l1p(x, 1) : 1],(x,1)) donc, comme so \ {([0 : 1],(1,0))} est stable, on a
f(x,1) =0,donc f =0. Donc N = E

Hn

. T -
Si Z = s, [mI(eo) CIr(0) alors on a déja V,, O ™ < N. Le groupe N stabilise

n

{0, o} dans la base P! donc N° <V, 0 J
n
On suppose Z = S, [m1*(co) [Cloul C est la section {([x°y" : y¢], (X,y)) | [x : y] (P},

. B , .
e=1etn=e Comme précédemment on a N <V, 0o —. La courbe C a pour équation
n
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u = vxey"“S-Le grpuge N stabilise le point m7*(o0) n C donc stabilise C \ (m~*(ce) n C).

Pour M = tol tb2 ona(f,M)-(Ju:v],(x,1) =(u+vf(tyx+b,t,):v],(thx+b, 1)) =

([u®: v, (x5yY) donc u™-v%®yB—e = y+F(t;x+b, t,) —vti¢(t;x+b). Donc les éléments

geN sonttgfactfﬁ!és par ty=(t;x +b)° —F(t;x+b, tz) = x°. %pivisaﬂ;j)ar t5 on obtient

t,x+b tix+b 1 1 tx+bD
! —f = ,1 = —x®donc f(x,1) =x®*— — !
G t t Epat
. i e
On suppose maintenant n < e et pour n < i < e, .= 0 dans k. La courbe C

a pour léiqation[t;%e‘” = vx®. Un calcul analogue au précédent donne encorelgx; 1)
2

1 t1X+b 1

€— . De plus f(x, 1) est un polyndme de degré au plusn,donc ~ = =1,

0 t
< _ i : . e
c’est-a-dire t§ = t5 " (et pour n <i <e les termes en X' sont bien nuls car : = 0).
Si Z = s, [m*(o0) [Tl ol C est la courbe d’équation uP” = xy™ ~1yP" et p* > 2

B r r r r
alorsonaencore N <V,0 —. Onau® —xlym" ~y®" = (u+ vF(tyx + b, )" — (tix+
n

b)toP" ~vP" donc les éléments de N sont caractérisés par (tyx+b)th? 1 —F (t;x+b, t,)P" = x.
Pour raison de degré, f(x,y) est de la forme ay". Alors (t;x + b)t3* ' —aP"t* = x donc
tt=t, ™ eth=a"t,.
L T T
Enfin, si Z = s., [sd [mI(eo) I t(0) alors ™ <N et N°<V,0 — donc, en

n n

. T
raisonnant comme dans le cas Z = s., [ s CT!(e0), on trouve N° = e ]
n
Soit T % le tore maximal standard de GL,. Pour n = 1, la réciproque de I’iso-
r T (- 0 o 0 -
morphisme ':.“"0 - L' o st notée T01 . 8- R , 1
%5 , B : b 2 0 Tt
1

. i d . .
Proposition 3.5.13 : Soientd =0 et G = G, 0 G,,. Soit n = 2. Alors les morphismes
- GL, . . .. . .
de groupes algébriques 1 : G - Autg, =V, 0 — injectifs sont, a composition par un
n
automorphisme intérieur de Autg, prés, donnés par les cas suivants :

e _e L]
i) il existe e CZtel que pgcd(d,e) =1 et 1(a, t) = (0, t On tt_n%a );
:plr_l -1 rl:l
iy S on TR tTRa”
i) d=1,p=2etil existe r =1 tel que 1(a, t) = (ay", 0 - );
11
i) d =1etil existee =1 tel que sin <i < e alors ? = 0 dans k et 1(a,t) =
e . O !
_ n tna
o= x—ay)l " )
L1, 0 -
iv) d =1 et il existe i [CJ0,nK tel que 1(a, t) = (ax'y", ton 1)
e g
v) il existe e CZ-¢t i [0, nK tels que pged(d, ) = 1 et 1(a, t) = (ax'y"', A );
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vi) p = 2, d = 1 et il existe des entiers e CZ5'my = 0, s = 1 et ry,...,rIs
et des coe [ciehts ¢; K 'tels que 0 = rp < -+ < rg, pged(d,e) = 1, e di-
. s — n—1
vise pged(p" — 1), mg — dp =0, n= m?x(mo — dp . ) et 1(a,t) =
i 1
e(n—mg)—d
( %‘i Xmo—dprtlyn—mo+d%’ |i_—|fO _62 » |_)—_|
i=0 0 tn

Démonstration. Le groupe G est résoluble donc on peut supposer que t est a valeurs dans

B .
VhO 0 ou B est le sous-groupe de Borel standard de GL,. On peut aussi supposer que
n

1(Gn,) est un sous-groupe de —. En utilisant les notations introduites précédemment, il

n
existe des entiers M [Zlet N [Ztels que pgcd(M,N) =1 et que, pour t [ Q3,,, on ait
—, (|
T e
1(0,t) = .
OO="5 Un

De plus 1(G,) est un sous-groupe unipotent de V, o E donc il existe des polynémes
bo, ..., 0n et Y tels que pour a 3, on ait "
1 I?I (a):l
@)= d@xy, ; Y@,

= ]
Pour b CG,, ona ( ¢i(a+ b)x'y™™, L lIJ(al"' b) ) = 1(a+b,1) = 1(a ib,1) =

i=0 (| —
( ¢i@@X'Y"'+  di(b)(x —y@Y)'Yy", L 4() _1'_ W) ). En particulier, § est un
pl-polync‘)me. En ou'tre, pourt CQ,,ona

( dit"a)x'y™, (1) q’(tlda) ) = 1(t%, 1) = 1(0, t)i(a, 1)1(0, )t
i=0

), 1 11y, =
LA w0 1 @ te 0
= . n (N+35)
 — L1t Ny(a)
:( t I—Nn—M¢i(a)len—|’ 0 ! )

i=0
Donc et les ¢; sont des mondmes. On écrit P(a) = caP" et ¢i(a) = c;a“i, et on a les

conditions 1l
si ¢ 8 0 alors dp" = —N; *)
siciBO0alorsdLi =Ni—Nn—M.

1 1

Cas 1. On suppose d’abord ¢ & 0. Quitte a conjuguer par (1) (c) , 0N peut supposer ¢ = 1.

Sous-cas 1.1. Si d = 0 alors les conditions (*) donnent N = 0. Donc M =1 ou —1. De
plus tous les ¢; sont nuls, sinon les conditions qETneraieln_tl M = g—Comme &gt injectif,
1 1 1
tn tra tn tra

il faut p" = 1. Donc 1(a, t) = 1(a, 1)1(0, t) = (0, 0 tb ) ou (0, 0 t-i ).

Sous-cas 1.2. Si d = 2 alors tous les ¢; sont nuls sinon, d’apres les cor&i‘tions (*),|4_:i]
W othd

diviserait N et M. A nouveau on a p" = 1, donc N = —d, et 1(a, t) = (0, tO ttM_da ).

On pose e = dn— M. Alors pgcd(d, e) divise N = —d et M = dn —e donc pgcd(d, e) = 1.
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Sous-cas 1.3. On suppose d = 1. Si tous les ¢; sont nuls alors on raisonne comme précé-
demment. On suppose désormais les ¢; non tous nuls. Si ¢; & 0 alors, d’apres les condi-
tions (*), ona N = —p' elt:prn—l:I}/l = —Nn—-M=-pi—Nn—M =1L; =0.
De plus 1(a,1) = (fa(X,Y), (1) al ) ot Fa(x,y) =  ciaP "MTPiIynTi | a condition
t(a+h,1) =11(a, 1)1(b, 1) donne Forp(X,y) = Fa(X,y) +fb(x aP"y,y). En regardant le co-
. 1
e [cieht de y", on obtient co(a+b)P'"™™M = cpaP” r“""+ ( D)icia® P "M~ Onacy E0
sinon tous les ¢; seraient nuls, etonap'n—M > 0. Si p n M=1 alo%rqwtte a conjlu_g,uer
tP taaf"

par une homothétie, on peut supposer ¢, = 1 et on a 1(a,t) = (ay", 0 -

On suppose désormais p"'n — M > 1. Montrons que I'on a p* = 1. Dans le membre de

3

. . 1
droite de I’égalité co(a+h)P""™™ —ceaP’ ™™™ = (=1)'c;a” 'bP ""M~P'! tous les exposants

i=0
de a sont divisibles par p", donc il faut que ce soit aussi le cas dans le membre de gauche.
Or on a le terme (p'n — M)abP ""M~1 = —MabP""~M~1 donc si p" £ 1 alors il faut que p
divise M, ce qui contredit N = —p" et le fait que M et Eoientlﬂ?miers entre eux. Donc
n—

: o ies i o -M M _
on a bien p" = 1. L’égalité précédente se reécrit ) alb" M =(a+p"M-—
=0 1
1 . -1) " io<i<n-—
a"M = (—1)'cia'b”_'\"_' Si0<n—M <nalorsc; = D' Gsi0=i<n-—M :

i=0 T 0 sinon

i —M H
S Cpour0=si=n—M
sin—M > n alors %M(EJI) oP . Dans les deux cas, on
‘Z"‘I_:I —Odansk5|n<|<n—M
== Y = - =
afa(x,y) = (-2’ coa" M TIXY" = (=D)MegyM (x —ay)"™ —x"M
i=0
Quitte a conjuguer par une homothétie, on peut supposer (—1)Mc, = —1. On pose
e=n—M. .
Toh e
o i )

Sl

On peut autoriser e = 1 pour retrouver le cas 1(a,t) = (ay",
I:plr_l (|
), on peut alors imposer p" 8 1.

1
n

t

pl’
p" = 1. Dans le cas 1(a, t) = (ay", 0 - 2

Cas 2. On suppose désormais ¢ = 0. Alors les ¢; sont des p-polyndmes (non tous nuls) et
on écrit Lj = p"i. On rappelle que d’apres (*), si ¢; 8 0 alors dp"" = Ni—Nn— M.

Sous-cas 2.1. Si d = 0 alors il existe un unique i tel que c¢; 8 0 et celui-ci Vérifie Ni —

Nn—M = 0donc N 8 0, N divise M et N = 1 ou —1. Quitte a conjuguer par

une homothétie, oln:ipeut supposer ¢i = 1. IL_;pmme L gst injectif, on a ¢j(a) = a. Donc
tat 0 tt™n 0

0 ﬁ)ou(axy”' 0 t_%)'

1(a, t) = (ax'y",
Sous-cas 2.2. On suppose d 2 0. Soit iy tel que min{p" | ¢; 8 0} = p"o. Comme pré-
cedemment, 1 est injectif donc p“ioc = 1. Donc si ¢; 8 0 alors d(p"" — 1) = N(i — ip).
Or, d’apres (*), pgcd(d, N) divise M et N donc pged(d,N) = 1. Si N =P alors q::| 1,
—1 0
0 b
On suppose desormais N £ 0. Si p = 1 alors il existe un unique i tel que ¢; 8 0 et
celui-ci vérifie d = Ni—Nn—M. On pose e = —N et alors pgcd(d, e) divise N et M donc
pgcd(d,e) = 1. On suppose désormais p = 2. Si ¢; B 0 alors N divise p"i —1eti =iy +

M = —1 et, quitte & conjuguer par une homothétie, 1(a, t) = (ax'oy"'o,
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P —1

o o  — ici  ofia te 0
. On réindice pour écrire 1((a,t) = ( cjaP 'xMord R ynTmo—dtR—
i=0 0 tN*%

s —

d

= 0. De plus on

aM =Nmg—Nn—d donc pgcd(d,N) = pgcd(M,N) =1. On posee = —N.Sis=0
alors on trouve la méme écriture que dans le cas p = 1. O

ou0=ro<---<rs, ¢ B0, N divise pged(p"™ —1) et n = m0+dp
1

Corollaire 3.5.14 : Soient n = 2, X un sous-schéma ouvert de F, et 0X = F,\X (muni
de la structure de sous-schéma fermé reduit). Alors X est homogene sous I’opération d’un
GL,

et G est

minimal pour cette propriété si et seulement si, a conjugaison pres, un des cag suivants a

lieu (ces cas sont résumés dans le tableau 3.2 page 107) :

1. X = o [sd [mT!(o0) (donc X = {([u: 1], (x,1)) CEL |u B 0} CA\{0})xAl):
il existe d et e [ Z-tels que pgcd(d,e) =1 et

sous-groupe lisse connexe résoluble non unipotent G < Autg, = V, O

- - . [ 1
_ t“ " tna d
G= (0, ," :)lal@st[@n L[GhoOGn,

I’opération est donnée par (a,t) - ([u : 1], (X, 1)) = ([t°u : 1], (t%% + a, 1)) et le groupe
d’isotropie de ([1:1],(0,1)) est H = {(0,t) (G, (d) Gn |ttt =1} [d;
2. OX =s,, [mrt(eo) CaT(0) (donc X = {([u: 1],(x,1)) [H, | x &0} CAF x (Al\
{0 :

(a) il existe d [Z1 e CZI-&t i [0, nK tels que pged(d,e) =1 et
1 C] gei (| 1

o e d
G= (ax'y", 0 t_9+ei)|a Q,,t[Q, [G oG,

on a un isomorphisme X - Al x (A'\ {0}) donné par ([u : 1], (x,1)) B- (%,x),

I’opération de G, o G, dans Al x(A\{0}) est donnée par (a,t)-(u,v) = (tu+a, tév)
et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1,1)) est H = {(0,t) [CQ, (d) Gn |ttt =1} [d;

(b) p=2etil existe des entiersd =1, e [Z45'my=0,s=1etry,...,rIsetdes
coe [Ciehts ¢; [Kitels que 0 =ry <. <rs, pged(d,e) = 1, e divise pged(p™ — 1),
1
s 1 ri — 1
mo—dp 20,n2m?x(m0—dp . ) et
I%It; " tn-mg)—s — %
ool nemeagefizt toAe— 0
G = |—_(j:|0Ciap x Mo a5 yn Mo+d = ,rt__l 0 t_en:lo_dma I:Ga,t I:(Hm:'
d
G, o Gy,
1 1

u

_ pfs—11
Xmo die

on a un isomorphisme X — Ax<(AN{0}) donné par ([u : 1], (x,1)) B- X,

- d ,
I'opération de G, O G, dans A! x (A \ {0}) est donnée par
= | — _ L1
@t (uv)= tu+ gal eI ey
i=0

et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1,1)) est H = {(a,t) (LG, (q) Gm | cial ' =
i=0
0,t° =1}; I
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3. 0X =s,, [mI'(c0) [Clou C est la seqtigp4 (X°y" 1 yel, (X, ¥)) | [X 1 Y] [P}, e=1
etsin<ealorspourn<i<eona ? = 0 dans k (donc X = {([u : 1], (x,1)) 1

Fnlugx}):

(- ., . [ 1
tI'n trna

G= (" °[x*—(xx—ay)q, 0 t= )|la [Q,t 3, [GhoG,,

(qui est le normalisateur de X si n < e), on a un isomorphisme X — A!x(AN\{0})
donné par ([u: 1], (x,1)) B- (x,u—x®), I'opération de G, 0 G, dans Al x (A1\{0})
est donnée par (a,t) - (u,v) = (tu + a, t®v) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1,1))
est H={(0,t) (Q,0G,|t®* =1} [d;

4, 0X = s, [OT(e0) [Cloul C est la courbe d’équation uP" = xy™" ~1vP" et p" > 2 (donc

X ={(u:1],(x,1) (B [xEu'}):

G [CGLOG, est le normalisateur de X, on a un isomorphisme X — Alx(A\{0})
donné par ([u : 1], (x,1)) B— (u,x—uP"), I'opération de G,0G,, dans A x (A\{0})
est donnée par (a,t) - (u,v) = (tu + a,t°"v) et le groupe d’isotropie de ([0 : 1], (1,1))
est H={(0,t) (Q,0G, |t =1} CL};

5. X = s [5d [mIl(eo) CT(0) (donc X LA\ {0}) x (AL \{0})) :

T .
G= 0 [GF, est la composante neutre du normalisateur de aX.
n

Démonstration. 1l su [1de traiter le cas ou G n’est pas un tore. D’aprés la proposition

d
3.1.17, G est isomorphe a G, O G, pour un certain d = 0. Les di[érentes possibilités
sont alors donnél%par la proposl%on 3.5.13.

e e

1
Cas1.SiG= (0, ' ) tt_“%a )la Q. t (G, alors

(at) - (u:1],(x,1) = (u: 1], ax+tna tn)) = ([t°u : 1], (t% + a, 1)).
Pour avoir une orbite ouverte, il faut e £ 0.
1 ‘:pL_;

Cas 2. SiG= (ay", t

1 1
)|a [Q,,t G, alors

Sl

-

ar"
0 ta

1

@0 (u:ll(x,1) = (u+at™: 1, (" "ix+tnaP, 7))
= ([tu+a:1], (t*'x+a",1)).

Donc I'orbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {([u : 1],(x,1)) CH, | x £ uP'}. On a un
isomorphisme ¢ : X — A! x (A \ {0}) donné par ¢([u : 1], (X, 1)) = (u,x — uP"). Alors

d(tu+a:l], ("' x+a, 1) =(tu+at'x+a”" —(tu+a)P)=(tu+at' (x—u")).

Le complémentaire de X dans F, est la réunion de S.., de m1(o0) et de la courbe C =
{([uv™" : v], (UP",vP)) | (u,v) B (0,0)}. La courbe C a pour équation xy™ ~vP" = uP",
Cette equation est bien invariante par le changement (u,v,x,y) B (A"u,v,AX,Ay); en
particulier on peut utiliser le critére jacobien pour g§terminer les points singuliers—gle C.
La matrice jacobienne au point ([u : v], (X,y)) est 0 0 y""~lyP" —xy""=2yP"  Donc
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I’'unique point singulier est ([0 : 1], (1,0)). De plus on a les intersections schématiques
suivantes :
Cnse = [1
C nso={(0: 1], (x,y)) | xy™ ' =0}
C nmn (o) ={([u: 1], (1,0)) | u”" =0}
Cnn'(0)={(u:1(0,1) | u” =0}

L1 L] L1 L1

tn tha
) |a [CQ,, t G, alors, en posant

Cas3.SiG= ("¢ —(x—ay)], ,

S|o

Slo

F(x,y) =y"*[xX* = (x—ay)], on a

(a,t) (u:1],(x,1) = (u+FE "ax+tna, tn): 1], (7 nx+t na t™n))
= ([tfu+f(tx+a,1):1],(tx +a,1))
= ([t°u + (tx +a)°® —t°%° : 1], (tx + a,1)).

En particulier (a,t) - ([1 : 1],(0,1)) = ([t®* + a® : 1], (a, 1)) donc I'orbite de ([1 : 1], (0,1))
est X = {([u: 1], (x,1)) [CH, | u & x®}. On a un isomorphisme ¢ : X - Al x (A1\{0})
donné par ¢(Ju : 1], (X, 1)) = (X,u — x®). Alors ¢([t°u + (tx +a)¢ —t°x° : 1], (tx +a,1)) =
(tx + a, t*(u — x°)).

Le complémentaire de X dans F, est la réunion de s.., de m1(c0) et de la courbe
C = {([x®y" : ¥°], (X,y)) | [X,y] [CP*}. La courbe C est une section de m (en particulier
elle est lisse). Elle a pour équation u —vxéy"® =0sin—e =0, et uy* " —vx® =0 si
n—e < 0. On a les intersections schématiques suivantes :

1
Chns. = [sin—e=0 _

“ —f(1:0],(1,y)) | y*™" = 0} sinon
{(0:1], (x,y)) [ xy"* =0} sin—e=0
{([OI;_].]I, (X,y)) | x¢ = 0} sinon

E4P:1],(1,0)sin—e>0

C nn(e0) = :0],(1,0))sin—e=0

:1],(1,0)sin—e<0
Cnmn10)=([0:1],(0,1)

Cnsy=

(ou, quand I’intersection est réduite a un point, celui-ci est muni de la structure de sous-
schéma fermé réduit).

1 1 1 1

Cas 4. Si G = (ax'y"', to tPl )|a 3, t CQ,, alors

=1

1

(@t (u:1],(x,1) = (u+at ax: 1], (t"nx,t ")) = ([tu+ax : 1], (x, 1))

donc G n’a pas d’orbite ouverte.

—1 ]

+ei |:| :I
LG = i om0
Cas 5. SiG= (ax'y",

0 (-ote )|a [, t (G, alors

d+ei d+ei

n Xt )

@ 1) - ([u:1],(x,1)) = ([u+atC= T+ ODETDKE 1] (1=
= (u+at : 1], (R x, )

— ([td+eiu + ateixi : 1]’ (teX, 1))
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Donc l'orbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {([u : 1],(x,1)) [H, | x 8 0}. On a un

isomorphisme ¢ : X - Al x (A1 \ {0}) donné par ¢([u : 1], (x,1)) = (%,x). Alors
d+ei iyl . _ (+d Y
e[t 'u + at®'x' : 1], (t°%, 1)) = (t v + a, t°%).
%Itl mma-d — =
. el e gglici e 0

Cas 6. Si G = I4___:|Ociap xMo—dE=tyn—mo+aP=t i § pemes D@ TG0t Gy
alors
(at)-([u:1],(x,1))
= (Ut gaP o dE OOy ) (T B L g (OO oo

i=0

':‘ AT _apti— e(n—mgp)—d —emg—d
=(u: caPit PixmodtT ) (1T R X, )
i=0

= ([t%**Mu + ¢aP ge(mo—dP =)y mo—dBT=t 1], (t%x, 1)).

i=0
Donc l'orbite de ([0 : 1],(1,1)) est X = {(lu : 1],(x,1)) H, | x &0} On a ypr
u

isomorphisme ¢ : X — A! x (A \ {0}) donné par ¢([u : 1], (x,1)) = e X
x84 ——
Alors
S emou + | gar Mo mo—dB = g ey 1y
1 i=0 1
L e L O
xMo—dB=5 i=0
- . GL, .
On considére le sous-groupe unipotent G = V, o U de Autg, [V} O , ou par
1 1 oL Hn
abus on note encore U I'image du groupe U = é Fs GL, dans 2.0n rappelle
n
k[t N : .
que, en notant k[e] = ('[[2; I’algébre des nombres duaux munie du morphisme k[g] - k

d’évaluation en 0, I'algebre de Lie de G-egt le-poyau du morphisme de groupes abstraits

G(k[e]) - G(k). Donc en notant M = 8 é , 0N a un isomorphisme linéaire
épot(x”, X"y, Ly M) = Lie(G) —
 — | — R
E3 cix'y"' +aM H- € cx'y"' I +eaM
i=0 i=0

Le crochet de Lie est donné par [x'y"~!, xly"1] = 0 et [M, x'y"™'] = ix""ty"~*1 pour
0<ij=n(onal[M,y"]=0).

Proposition 3.5.15 : Soient n = 2 et X un sous-schéma ouvert de F,. Alors X est
homogene sous I’opération d’un sous-groupe lisse connexe unipotent G < Autg, si et
seulement si, & conjugaison pres, on a X = F, \ (Se. [IT%(00)) [AF. Si de plus le corps
k est de caractéristique nulle alors G est minimal pour cette propriété si et seulement si
G [GE est le sous-groupe lisse connexe de V,, 0 U dont I'algebre de Lie est engendrée par

y" et un élément de la forme M +  ¢ix'y
i=1
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i

(0);-u

— = =9 [y

400 = XON=9 Vv (00), [1] 5] =5

‘ ‘ . — ‘ . — ‘ . ‘ ‘w — %lu. O ‘ | ALQ>LQC\AX = Cn_:v

T A+ 20 T XD} = X '(Aa'e+x1) = (A%) - (0 '8) ¢<.doo0% (XeIN= By} u_ g uRe VY o) o s
| BN R |

¥ suep 0 = SIOEa>1>UISIOT =9
KX) ‘[A WK
LT A+ XD =X (A 'e +) = (%) ('8) LTy vy | (0 10 o)
wootd g7, ble—x)—.uf) '
( UWOEWVM{C =u‘o= ° uli
._”| _._Q H'mLQ

1
‘(T — d)pobd ssinp a1 0 Sa--->U =90

T T 2gpowfx =X ‘T=('p)pobd . z198‘T=pz=d ‘Y90 %]
[ i R (mmm| . o1
T U\o—tm\”—. O [ \A s X .@.U D
us'is 01 = (e'p)pobd iz @ Wb 0.
‘ ‘ . — ‘ ‘ — ‘ s ‘ u 1 -
UT AT AXDY= X (R +xp1) = (A%) - 1'8) w5 0 %y ?mL Co ke VXY | o) s
[ o+p 27 ———
1= (e'ppobd oz @ NI P
(@) T AD} = X ‘(A e + 1) = (A%) - 1 '®) wo oy St 0 [IVxav | (o) fsT s
P Bu_l u_ ;]
uoryesado | 9| X | xe |

Table 3.2 — Surfaces homogénes dans F,, sous un groupe résoluble non unipotent
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Démonstration. Quitte a conjuguer, G est un sous-groupe de V, o U. Alors X est un
ouvert de Fy, \ (Seo [I1(o0)). On a pr,(G) = U, sinon G opérerait trivialement dans la

 —
base P! de m. Donc Lie(G) contient un élément de la formeu=M +  ¢;x'y"".

Onalasuiteexactel - GnV, - G - U - 1doncdimG n anzll. Donc G n V,
contient un sous-groupe isomorphe a G,. Ce sous-groupe stabilise m2(0)\ (Seo nT71(0)) [
Al, donc il opére transitivement dans ce sous-schéma. Donc on a bien X = Fy \ (Se. [
().

On suppose désormais que k est de caractéristique nulle. Montrons que G est commu-
tatif. Supposons qu’il ne le soit pas. Soit N le dernier terme non nul de la suite centrale
descendante. C’est un sous-groupe du groupe dérivé [G, G] donc, comme U, espepmmuta-
tif, c’est un sous-groupe de V,. Soit (f,1) [CN(k). Soient a [K] M = é ? [UI(k) et
fi{x,y) [V (K) tel que (FFMY CGEK). Ona (FEMY-(F, 1)-(FFMH™L = (F(x—ay, y), I).
Or N est un sous-groupe central de G, donc pour tout a [kKlon a f(x —ay,y) = f(X,y).
En regardant le coe Lcieht de y", on en déduit f [\ect(y"). De plus N est lisse, donc c’est
le sous-groupe vectoriel de V,, engendré par y". Par conséquent, h = Vect(y", u) est une
sous-algebre de Lie commutative de Lie(G). Donc la fonction exponentielle Lie(G) - G
induit un isomorphisme de h sur un sous-groupe lisse connexe commutatif H de G (voir
[DG, 1V, 82, prop. 4.1 p.497]). Par construction, H contient N et on a pr,(H) = U. Mais
alors H opére transitivement dans Fp, \ (S.. [IT(0)), ce qui contredit la minimalité de
G.

Donc G est commutatif. Il possede une orbite de dimension 2 donc dimG = 2. Son

1
algébre de Lie est engendrée par u et un élément v de la forme v =aM +  djx'y"".
i=1
Quitte a remplacer v par v—au, on peut supposer a = 0. De plus Lie(G) est commutative
1 _
donc 0 =[u,v]= idix'""'y""™1 donc v = doy" et on peut supposer dy = 1. O
i=1
La proposition 3.5.15 n’est pas vraie en général si k est de caractéristique p = 2. On

rappelle que le groupe W, des vecteurs de Witt de longueur 2 est le groupe lisse connexe
unipotent supporté par A? et dont la loi est donnéeﬁr;(f’i, b) - (@b = (a + a b + b+

Xy = (x+y)P T

®(a,ay), ot d(x,y) = . o i x'yP~ 7, y].
i=1
Proposition 3.5.16 : Pour n = p on a un morphisme de groupes injectif
1
B, — Aute, =V, 0 S5
. 1 ey

¢
Edb 5. yroExa) by, o

De plus W, opére transitivement dans F,, \ (Seo [IT(00)).

Démonstration. On a ®(—x, ay) + ®(—(x —ay), a'y) = &(—x, (a+ a‘Jy) + ®(a, aDyP dans
I’anneau de polynémes Z[a, aq[x, y] car

(0P + @) = (=x +ay)] +[(=x + ay)P + @Y)° = (~x + @+ aJy)’]
=(—° + (@ +a")y? — (—x + @@+ ayy
=[(—X) + (@ + W) — (~x+ (a+a)]+ [&° +a® — @a+aY]y".

Donc ¢ est bien un morphisme de groupes. Le noyau schématique de ¢ est trivial.
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De plus ¢(a,b)-([0:1],(0:1)) = (P(—a,a)+b:1],(a,1)) = ([b: 1], (a,1)). Donc W,
opére transitivement dans {([u : 1], (x,1)) [HEL} = Fn \ (Seo [IT(00)). ]

3.5.4 Bilan des cas

En réunissant la proposition 3.5.7, la remarque 3.5.10, le corollaire 3.5.14 et la propo-
sition 3.5.15, on obtient la liste des surfaces homogeénes dans F.

Théoreme 3.5.17 : On suppose que le corps k est algéebriquement clos. Soient n = 2,
X un sous-schéma ouvert de F,, et 0X = F, \ X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit). La surface X est homogéne sous I’opération d’un groupe algébrique lisse
connexe si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu (ces cas sont
illustrés dans la figure 3.1 page 110) :

1. 0X = Sw;

2. O0X =5, [54;

3. X = s, [mI(c0);

4. OX ='s,, [5¢ [mT(0);

5. X = Se, [T (o0) [IT(0);

6. X = So [T (o) QI oy-Grest la section {([x°y" : y°],(x,y)) | [x : y] CB'},

. ] e
e=letsin<i<ealors i =0dans k;

7. 0X =S, [mI'(o0) CTlou C est la courbe d’équation uP” = xy™ ~1v?" et p* > 2;
8. 0X = So, [5d [l (o) [T(0).

De plus, on peut déterminer les groupes lisses connexes qui opérent (dans deux des
cas, la description n’est pas complétement explicite).

Théoreme 3.5.18 : On suppose que le corps k est algébriquement clos. Soient n = 2,
X un sous-schéma ouvert de F,, 0X = F, \ X (muni de la structure de sous-schéma
fermé réduit) et G un sous-groupe lisse connexe de Autg,,. La surface X est homogene
sous I’opération de G si et seulement si, a conjugaison pres, un des cas suivants a lieu :

1. X = s, (donc X est le fibré en droites de degré n sur P') : G est n’importe quel
sous-groupe lisse connexe de Autg, tel que la suite exacte 1 - fm—p AUtr, p—
GL, - . ~o_ GLy . GL,

-~ 1ldonnel - GnV, -G - G- 1ouG=—=o0uim SL, - ,

n I-ln n
etdimGnVv,=1;

2. X = s, [[5d (donc X est le complementairg-dg la sectior-nylle dans le fibré en
GL2 . GI—Z

ouim SL, - ;
n l-ln

3. X = s, [mT(e0) (donc X [CAP) : G est n’importe quel sous-groupe lisse connexe
2

droites de degré n sur P!) : G =

de Autg, tel que la suite exacte 1 - V, - Autg, - -~ 1 donne 1 -

Hin

GnVy, -G -GS 100U SGDsuBetdimeVnzl;

n
B .
4. OX = s, [s§ [mll(eo) (donc X LA\ {0}) xA) : G = — (qui est le
)y, . o Hn
. t“ n tna d N
normalisateur de dX) ou 0t 3, 0G, (oud [N, e Akt

pgcd(d,e) = 1);
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Soo
n~1(0) n1(c0)
So

(a) X = Seo (b) 0X = Se [ (€) 0X = Soo [TT(00)

1T

(d) 9X = Seo [d LT (o) (8) dX = Seo LT (c0) [ILT(0)

1A

(f) X = so [ l(o0) [1 (g) 0X = Seo [l i(c0) [ (h) 0X = Se [l (o0) [
{0y YL oyl n>e  {(XY" ¥yl (xyNh n=e {([xXy" ¥ (x,yD}, n<e

~

(i) X = Seo [T (00) [ () 0X = s [sh [
(UP" = xy"P"~1yP") n~!(eo) CT(0)

Figure 3.1 — Dessins du théoreme 3.5.17
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5. 0X = s, [mI(eo) Cmr(0) (donc X LCAF x (A1\{0})) :
D?; . 1 1
(; " |t (@, oup CZAv =1, pgcd(y,v) =

1 et W est un sous-groupe vectoriel non nul de Vy ;
B 0 1 1

b p=2,G=Wo 0 v+ |t (Q,, oup[CAv=1, pgcd(u,v) =1
et W est produit direct de sous-groupes de V,, de la forme
1 1

" larq, [Gh

pri mo—dpri_1 n—mo-+d
cia” X vy v

i=0

(@ G =Wol ouWo
Hn

WO0=ry<--<rs,¢ [KH0O=mo<n,d=v(n—mgp)—p, 0= my—d5= <n
et v divise pged(p" —1);
I

6. 0X = s, [mIl(e0) A op-—Grest la section {([x°y" : y°], (X,y)) | [X : Y] R},
e=1letsin<i<ealors ? =0 dans k (donc X CAF x (A1\{0})) :

(@) n=c¢e et G est le normalisateur de 0X ;
111 ] EEEE

-5 t=
(b) G= y"f[x*—(x—ay), t 0 tt_%a [Cd, o G, (qui est le nor-

malisateur de 0X sin<e;

7. 0X = s, [mI!(o0) [Clou C est la courbe d’équation uP” = xy™ ~1vP" et p" > 2
(donc X CAF x (A'\{0})) : G [ Gl 0 G, est le normalisateur de dX ;

8. X = s, [5d [mT*(o0) [T(0) (donc X L(AI\{0}) < (A\{0}):G= J est
la composante neutre du normalisateur de 0X. "

Démonstration. Si G est réductif mais pas résoluble alors, d’aprés la proposition 3.5.7,
on obtient le cas 2. Si G n’est ni réductif ni résoluble alors, d’aprés la remarque 3.5.10,
on obtient le cas 1. On suppose désormais que G est résoluble. Alors G contient un sous-
groupe lisse connexe Gy qui opére transitivement dans X et qui est minimal pour cette
propriété. Les possibilités pour Gy sont données par le corollaire 3.5.14 quand Gy n’est
pas unipotent.

Cas 1. On suppose 0X = s, [mI*(e0). Alors Gy est unipotent donc, comme dans la
démonstration de la proposition 3.5.15, on a pr,(Gg) = U et dimGg n V,, = 1. De plus le

. B B
normalisateur de 0X est V, O IT donc pr,(G) < IT

n n

: B . :
Cas 2. On suppose 0X = s,, [mI!(e0). Le normalisateur — de aX est de dimension 3

Hn

. . B
et Gy est de dimension 2, donc G = — ou Gg.

n

Cas 3. On suppose 0X = s, [m1}(c0) [r1*(0). On a la décomposition G = R (G)oT, ol

: A T .
To est un tore maximal de G, que I’on peut supposé étre contenu dans “— Le normalisateur
n

T
de oX estV, 0O 0 donc Ry (G) est un sous-groupe de V.

n
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T . .
Sous-cas 3.1. On suppose d’abord T, = —. L’opération de T, [CGF, dans V,, est donnée

n
par (ti,t,) - x'y"~' = (tl_%x)i(tl_%tz_ly)”‘i = t; 15 "x'y"~'. Il n’y a pas de vecteur de poids
nul dans V, sous I'opération de Ty donc, d’aprés [CGP, prop. B.4.2 p.576], R,(G) est un
groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de Ty dans R,(G) telle que I'inclusion
Ru(G) - Vj soit Tp-équivariante. On a une décomposition de R,(G) en somme directe de
droites To-stables. Soient H Gl une telle droite et (wy, w,) le poids de To [CGE, dans H.

i
L’inclusion H - V, est donnée par a 5  f;(a)x'y"™" ou les f; sont des p-polyndmes.
i=0

. 1 S 1 o _
Par hypothese on a  f(t/*"t)2a)x'y"™" =  t7°t) "Fi(a)x'y"™". Donc w; = —1 et si
T, 8 0 alors f; est de la forme fj(a) = c;a (a cause du poids de t;) donc w, = i—n, donc

il y a un seul f; non nul. Donc I'image de H dans V,, est la droite engendrée par x;y"".

ﬁ-cas 3.2.Gn suppoge-maintenant que Ty est de dimension 1. 1l est donc de la forme

0 t_\?#nl [t 3, oupn 4, v N et pged(y,v) = 1. Onav 8 0 sinon G
opér_erai'_[ triviale_ment _dan_s la base P*. L’opération de T, [Gl,, dans V, est donnée par
t- x'ynt = t(=Dvkydyn=i | Jespace de poids nul est de dimension 1 si 0 < p < n (il
s’agit de la droite engendrée par x""HyH) et est trivial sinon. Donc d’aprés [CGP, prop.
B.4.2 p.576], Ry(G) est encore un groupe vectoriel et il existe une opération linéaire de
To dans Ry (G) telle que I'inclusion Ry(G) - V, soit To-équivariante. Pour toute droite
H de R,(G) qui est Ty-stable, le groupe H o T, opére transitivement dans X donc les
possibilités pour H sont données dans le corollaire 3.5.14.

Cas 4. On suppose X = s, [mI1(e0) [Clou C est la section {([x®y" : y¢], (x,y)) | [X :
y] B} Alors G est de dimension 2 et le normalisateur de X est de dimension 3 si
n = e et de dimension 2 si n < e. Donc G est égal a Gy ou au normalisateur de 0X.

Cas 5. Enfin, si 9X = s., [T (c0) CClou C est la courbe d’équation uP” = xy™" ~1yP"
et p" > 2 ou si OX = s, [S§ Cmrl(eo) Crt(0) alors le normalisateur de 0X est de
dimension 2 donc G = Gy. O

Remarque 3.5.19 : Si X est un sous-schéma ouvert de F,, qui est homogene sous I’opé-
ration d’un sous-groupe lisse connexe G de Autg,, alors il existe une opération fidéle de
G dans F, telle que G posséde une orbite ouverte isomorphe a X, dont le bord soit un
diviseur a croisements normaux simples. En e [efl les seuls cas ou le bord dX de X n’est
pas un diviseur a croisements normaux simples sont 39X = s, [11!(c0) [Clou C est la
section {([x®y" : v¢],(x,y)) | [X : y] [P} et e < n (les trois composantes s’intersectent
au méme point) ou bien C est la courbe d’équation uP" = xy™ ~1v?" avec p" > 2 (les
courbes C et m1(o0) sont tangentes). Mais alors on a G Gl 0 G, et le groupe d’iso-
troRis e]shde la forme{le, donc on peyt-faire opérer G dans F, comme le sous-groupe
o1

ay"”, t 0 t91 |a [CQ, t [ @G, de Autg, et X est isomorphe au complémen-
taire de S., [mI'l(o0) I (0). De méme, si X est un sous-schéma ouvert de P! x P!
(resp. P?) qui est homogeéne sous I’opération d’un sous-groupe lisse connexe résoluble G
de PGL, x PGL, (resp. PGL3) et si le bord 0X n’est pas un diviseur a croisements
normaux simples alors il existe une opération fidele de G dans F, telle que G possede
une orbite ouverte isomorphe a X, dont le bord soit un diviseur a croisements normaux
simples.
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