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It’s not bad to say : My work is not what I really want, I’m capable of doing something bigger.
Or I’m a person who needs love, and I’m doing without it. What’s terrible is to pretend that
the second-rate is the first-rate. To pretend that you don’t need love when you do ; or you like
your work when you know quite well you’re capable of better.

Doris Lessing

The Golden Notebook (1962)
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Résumé
Ce travail de thèse porte sur les instabilités dans les structures minces hyper-
élastiques. Nous analysons les mécanismes de sélection du motif de flambement
dans un solide prismatique fortement pré-contraint. Pour ce système, le modèle
de poutre classique d’Euler-Bernoulli n’est pas pertinent du fait de cette forte pré-
contrainte et il est nécessaire de recourir à une description 3-d pour expliquer l’ap-
parition de modes instables de petite longueur d’onde. Notre analyse, fondée sur la
théorie de l’élasticité finie incrémentale, montre que la longueur typique du motif
de flambement est sélectionnée par l’importance relative de la pré-contrainte et du
rapport d’aspect du solide prismatique. Nous nous interrogeons ainsi sur les limites
du modèle classique et proposons une piste de réflexion pour la construction de
nouveaux modèles. Celle-ci repose sur un développement à deux échelles combiné
aux équations d’équilibre du système formulées sous forme faible. Il est alors facile
de résoudre les équations exactes à chaque ordre, ce qui donne accès à la cinéma-
tique complète du système. Nous mettons en œuvre cette méthode pour l’exemple
simple d’un barreau homogène en compression, ce qui nous permet d’établir le mo-
dèle classique d’Euler-Bernoulli à partir des équations de l’élasticité 3-d. La dernière
partie de ce travail de thèse porte sur l’étude du flambement de systèmes invariants
d’échelle : l’étude expérimentale et numérique de la compression d’un prisme à base
triangulaire met en lumière une transition inédite d’un mode de flambement étendu
vers des motifs localisés.

Mots-clés : élasticité, flambage, instabilités, solides élancés, modèles réduits, analyse
de bifurcation

Abstract
This Ph.D. work deals with buckling instabilities arising in thin hyper-elastic struc-
tures. We focus on instabilities arising in a prismatic solid submitted to finite incom-
patible pre-strains. We observe that the traditional 1-d Euler-Bernoulli beam model is
not applicable to such a system because of the finite inhomogeneous pre-stress. The
latter triggers short-wavelength instabilities that are not described by the classical 1-
d models. We rely on the 3-d elasticity theory and propose a quantitative criterion on
the ratio between the pre-stress and the cross-sectional aspect-ratio of the prismatic
solid, that predicts the typical wavelength of the buckling pattern. This work ques-
tions the validity of classical 1-d models and suggests that extensions of these models
are possible. We propose a method for the systematic derivation of reduced models.
It relies on asymptotic expansions of the variational formulation of the equilibrium
equations, starting from the complete expression of the energy. In this framework, ki-
nematics can be entirely determined by solving the exact equations, order by order.
We successfully apply this method to a homogeneous and isotropic beam submit-
ted to a homogeneous compression and recover the classical Euler-Bernoulli beam
model. In a last part of the manuscript we investigate the transition from extended
wrinkling to localized creasing in a scale-invariant system made of a prismatic solid
with a triangular cross-section, both experimentally and numerically.
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Introduction

L’étude des instabilités est un problème très ancien qui suscite l’intérêt de plu-
sieurs communautés scientifiques. Les applications à la mécanique des solides dé-
butèrent avec l’étude du flambement d’une elastica par Bernoulli, puis Euler qui
proposa en 1744 une solution complète s’appuyant sur un modèle unidimension-
nel (LEVIEN, 2008). Les champs d’applications se sont multipliés depuis, envahis-
sant les domaines du génie civil et de l’ingénierie : des films élastiques minces (BIOT,
1957 ; CAO et HUTCHINSON, 2012) à la morphogenèse (SAVIN et al., 2011 ; OSTER-
FIELD et al., 2013 ; TALLINEN et al., 2016), en passant par les matériaux à changement
de phase, les méta-matériaux architecturés (BERTOLDI et al., 2008 ; COMBESCURE,
HENRY et ELLIOTT, 2015) et la conception de matériaux actifs impliquant des cou-
plages avec des champs magnétiques et/ou électriques (DANAS, KANKANALA et
TRIANTAFYLLIDIS, 2012 ; DANAS et TRIANTAFYLLIDIS, 2014 ; AN et al., 2015).

Dans tous ces domaines, comprendre les mécanismes à l’œuvre derrière les in-
stabilités élastiques est fondamental. Celles-ci concernent le plus souvent des objets
minces ou élancés qui flambent facilement, y compris sous l’effet de forces modérées.
Ces systèmes sont classiquement analysés à l’aide de modèles 1-d ou 2-d de poutres,
de plaques, de membranes ou de coques minces. Ces modèles réduits permettent
une étude rapide de ces problèmes non-linéaires pour lesquels une description 3-d
complète requiert des calculs numériques longs et fastidieux. Les objets étudiés de-
venant de plus en plus complexes, des modèles plus raffinés ont progressivement
été proposés. Ainsi, la cinématique initiale du modèle de poutre d’Euler-Bernoulli
a été enrichie pour prendre en compte un gauchissement uniforme sous l’effet de
la torsion (SAINT-VENANT, 1855), puis l’effet du cisaillement (TIMOSHENKO, 1921).
Plus récemment, VLASSOV (1962) fut le premier à considérer des déformations in-
ternes particulières à chaque section dans le cadre de l’étude des structures en voiles
minces, très utilisées dans les applications industrielles car elles allient rigidité et
légèreté.

Le développement de la théorie des milieux continus et de sa formulation non-
linéaire et incrémentale en élasticité finie (GREEN, RIVLIN et SHIELD, 1952 ; BIOT,
1965) fournit un cadre théorique général et systématique pour l’étude des instabilités
de systèmes 2-d et 3-d plus complexes comme des films minces sur substrats (BIOT,
1965 ; CAI et FU, 1999 ; CAO et HUTCHINSON, 2012), des poutres à section quel-
conque (SCHERZINGER et TRIANTAFYLLIDIS, 1998) ou des systèmes présentant des
gradients de propriétés élastiques (LEE et al., 2008a). L’utilisation d’une forme dis-
crétisée de ces équations combinée à des méthodes numériques perfectionnées uti-
lisées pour suivre les solutions par continuation (KELLER, 1977 ; COCHELIN, DAMIL

et POTIER-FERRY, 2007) ouvre la voie au calcul de solutions pour des géométries
complexes, parfois au prix d’un temps de calcul conséquent.

Les progrès mathématiques opérés dans l’étude des bifurcations depuis l’intro-
duction de ce mot par Poincaré en 1885 fournissent aujourd’hui des outils théoriques
permettant de calculer non seulement le seuil d’initiation d’une instabilité élastique,
mais également d’en étudier les aspects faiblement non-linéaires au voisinage de ce
seuil. Ainsi KOITER (1965) propose une théorie générale pour l’étude de l’initiation



2 Introduction

du flambement pour des corps élastiques soumis à un chargement statique et conser-
vatif. Ce type d’approche analytique ou semi-analytique combinée à des modèles
réduits adaptés peut constituer un outil très puissant pour l’analyse de problèmes
variés.

Ainsi, malgré l’essor d’outils de calcul de plus en plus performants, le dévelop-
pement de modèles réduits permettant une analyse rapide des comportements ainsi
qu’une compréhension des phénomènes physiques reste un sujet de recherche vi-
vace parmi les ingénieurs, les mathématiciens et les mécaniciens comme l’attestent
de nombreux travaux dans ces trois communautés, par exemple BERMUDEZ et
VIANO (1984), TRABUCHO et VIAÑO (1996) et SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ PA-
LENCIA (1999) ou encore plus récemment GUINOT et al. (2012), AUDOLY et SEFFEN

(2015), FERRADI (2016), CICALESE, RUF et SOLOMBRINO (2016) et BHATTACHARYA,
LEWICKA et SCHÄFFNER (2016). Certains des modèles réduits obtenus se fondent
sur la théorie 3-d rigoureuse, d’autres s’appuient sur des hypothèses cinématiques
ad hoc. Ces modèles sont adaptés à des situations particulières et le choix d’un mo-
dèle pertinent pour l’étude d’une instabilité donnée peut s’avérer délicat.

C’est dans ce cadre que s’inscrit ce travail de thèse. En nous fondant sur une des-
cription 3-d appuyée sur la théorie de l’élasticité finie incrémentale, nous revisitons
l’étude des instabilités de flambement dans des solides prismatiques en compression
axiale, en comparant les prédictions de cette description 3-d aux résultats fournis par
les modèles réduits classiques. Nous avons ainsi identifié un problème impliquant
une instabilité dans une poutre mince et qui n’est pas correctement décrit par les
modèles actuels. Il s’agit du flambement en hélice d’un solide prismatique forte-
ment pré-contraint (HUANG et al., 2012 ; LIU et al., 2014) qui constitue une situation
courante pour l’étude de la croissance. Notre analyse, fondée sur une description
3-d et sur une modélisation classique de croissance, montre que le modèle d’Euler-
Bernoulli est inapplicable à cause de la présence de cette forte pré-contrainte.

L’approche classique du flambement est également remise en cause lorsqu’une
infinité de modes instables apparaissent au point de bifurcation, comme c’est le
cas pour les systèmes invariants d’échelle, dont l’exemple emblématique est le
demi-plan infini en compression (BIOT, 1963). Ce système est connu pour bifur-
quer vers une instabilité de plissement (en anglais creasing), localisée et fortement
non-linéaire (HONG, ZHAO et SUO, 2009 ; HOHLFELD et MAHADEVAN, 2011). Notre
travail met en lumière un système invariant d’échelle exhibant une transition inédite
d’un flambement étendu vers un flambement localisé.

Nous abordons ces problèmes dans le cadre très général de l’élasticité finie 3-d.
Notre analyse s’attache à décrire un système élancé, infini dans sa direction d’élan-
cement, au voisinage d’une solution d’équilibre invariante et homogène dans cette
direction. La forme variationnelle du problème de bifurcation, établie directement à
partir de l’énergie 3-d et combinée à un développement à deux échelles nous permet
de généraliser les modèles classiques et ouvre la voie vers une méthode rigoureuse et
systématique permettant d’établir des modèles réduits adaptés aux problèmes pour
lesquels les modèles existants sont inapplicables. C’est un cadre d’étude très natu-
rel dans lequel la résolution des équations exactes à chaque ordre donne accès à la
cinématique complète du système.

Le premier chapitre de ce mémoire présentera la formulation générale du pro-
blème de bifurcation pour un solide élancé. Nous rappellerons d’abord la méthode
des équilibres adjacents en nous appuyant sur l’exemple classique de l’elastica en
compression, puis nous appliquerons cette méthode dans le cadre de l’élasticité finie
3-d. Le problème de bifurcation, présenté sous forme faible pour un solide prisma-
tique de section quelconque servira de point de départ aux chapitres suivants.
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Nous traiterons de réduction dimensionnelle dans le chapitre II et montrerons
comment un modèle 1-d général peut être construit à partir de ce problème 3-d.
Par un choix d’hypothèses sur les ordres de grandeurs des efforts appliqués, nous
identifierons ce dernier au modèle de poutre classique pour un solide prismatique
néo-Hookéen à section homogène soumis à une compression axiale homogène.

Le chapitre III présentera une application des approches précédentes à un pro-
blème de flambement de poutre sous forte pré-contrainte inspiré des observations
de (HUANG et al., 2012) sur un système expérimental constitué de deux rubans
d’élastomère assemblés avec une pré-contrainte finie. Sous certaines conditions, le
motif obtenu dans le régime post-flambé consiste en une série d’hélices présentant
une inversion régulière de chiralité. La présence d’une forte pré-contrainte rend le
modèle d’Euler-Bernoulli inapplicable à ce système. Ce chapitre analyse la sélec-
tion de la longueur d’onde au seuil de flambement en fonction du rapport entre
la pré-contrainte et la raideur élastique. Les résultats de la formulation 3-d sont ici
comparés à deux modèles réduits : une bi-poutre simplifiée et un modèle de plaque
construit à partir des équations de von-Kármán. Enfin, un développement asympto-
tique aux faibles nombres d’onde sera proposé pour analyser rapidement la sélection
de la longueur d’onde du motif de flambement.

Le chapitre IV traitera des systèmes invariants d’échelle et du cas particulier d’un
prisme à section triangulaire dont l’une des faces est maintenue fixée à un substrat
plus raide, imposant ainsi une compression axiale. Nous verrons comment les outils
développés dans la première partie de ce mémoire permettent d’analyser la transi-
tion observée expérimentalement entre un motif de flambement étendu et des modes
localisés.
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L’analyse de bifurcation linéarisée est un outil fondamental pour l’étude des
instabilités en mécanique. Elle consiste à rechercher des solutions aux équations
d’équilibre linéarisées au voisinage d’une solution d’équilibre connue. Dans le pré-
sent chapitre nous commencerons par introduire cette méthode, aussi appelée mé-
thode des équilibres adjacents en nous appuyant sur le cas simple d’une elastica plane.
Les techniques élaborées depuis les travaux d’EULER (1744) permettent aujourd’hui
d’aborder ce problème de manière systématique.

Nous présenterons ensuite une formulation générale du problème de bifurcation
dans le cadre de l’élasticité finie 3-d. Nous nous intéresserons au cas d’un solide
élancé de section quelconque et invariant dans sa direction d’élancement. Nous ver-
rons comment il est possible de simplifier le problème de bifurcation 3-d et de le
ré-écrire comme un problème aux valeurs propres généralisé écrit sur une section
2-d du solide prismatique.

I.1 Exemple de l’elastica plane 1-d

Dans cette section nous considérons une elastica plane et inextensible de lon-
gueur L et de section constante, contenue dans le plan (y, z) et repérée par l’angle
θ(s) où s est la coordonnée curviligne. Cette elastica, initialement rectiligne (θ(s) =
0 ∀s) est soumise à une force horizontale F à l’une de ses extrémités, l’autre ex-
trémité étant maintenue fixe, comme représenté sur la figure I.1(a). Les conditions
limites imposées à cette elastica s’écrivent θ(0) = θ(L) = 0.

✭�✁ ✭❜✁

FIGURE I.1 – Instabilités d’une elastica plane. (a) Flambement d’Eu-
ler : bifurcation super-critique. (b) Claquage : perte de stabilité sans

point de bifurcation.

I.1.1. Équation d’équilibre et solutions

L’équation d’équilibre pour le problème représenté figure I.1(a) sera d’abord
énoncée sous forme générale en fonction de l’énergie totale du système W (θ) as-
sociée à la configuration θ(s).

Chaque position d’équilibre de l’elastica correspond à un point stationnaire de
l’énergie. Celles-ci se calculent ainsi en annulant la première variation de l’énergie pour
un déplacement virtuel infinitésimal quelconque θ̂(s) vérifiant les conditions limites
cinématiques, dans ce cas particulier θ̂(0) = θ̂(L) = 0,

∀ θ̂(s), dW (θ, θ̂) = 0, (I.1)
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où dW (θ, θ̂) = dW (θ+τ θ̂)
dτ |τ=0. Cette équation est également connue sous le nom de

principe des travaux virtuels. Examinons tout de suite sa forme explicite. L’énergie
totale du système s’écrit

W (θ) =

∫ L

0

[
C

2
(θ′(s))2 − F

(
1− cos θ(s)

)]
ds, (I.2)

où C = E I est le module de flexion. Le moment d’inertie d’une section est noté
I et E désigne le module de Young. Le premier terme de l’équation I.2 correspond
à l’énergie élastique de flexion, le second terme à l’énergie potentielle de la force
compressive horizontale. Remarquons tout de suite la non-linéarité du second terme
qui provient de la condition d’inextensibilité exprimée implicitement dans l’énergie
potentielle associée à la force F

Wp(θ) = −F δl(θ) avec δl(θ) = L−
∫ L

0
cos θ(s)ds.

L’équilibre non linéaire s’obtient en forme faible d’après l’équation I.1 en calcu-
lant la première variation de l’énergie. Nous obtenons

∀ θ̂(s),
∫ L

0

[
C θ′(s) θ̂′(s)− F sin θ(s) θ̂(s)

]
ds = 0, (I.3)

avec θ̂(0) = θ̂(L) = 0. La forme forte de cet équilibre s’obtient après intégration par
parties de l’équation I.3

C θ′′(s) + F sin θ(s) = 0, (I.4a)

θ(0) = 0 et θ(L) = 0. (I.4b)

Cette équation d’équilibre est non-linéaire pour le déplacement θ(s). Notons A =
y(L) l’amplitude maximale de la déflexion de l’elastica, l’allure du diagramme de
bifurcation correspondant aux solutions du problème aux limites I.4 est tracé dans
le plan (F,A) figure I.1(a).

En l’absence de compression imposée F = 0, l’unique solution de cet équilibre
est la configuration rectiligne θ(s) = θ0 = 0. Cette solution est invariante et homo-
gène en s. Lorsque l’on augmente la valeur de F la configuration rectiligne θ(s) = 0
reste l’unique solution de l’équation I.1 jusqu’à la valeur critique Fc, comme indiqué
figure I.1(a). L’ensemble des solutions rectilignes forme la branche fondamentale. Pour
F > Fc, l’équation d’équilibre admet deux solutions non triviales symétriques en
plus de la solution fondamentale θ0 : Fc correspond à un point de bifurcation pour
l’équilibre I.1. Nous ne considérons pas dans cette analyse la présence éventuelle de
bifurcations successives et nous n’étudions que les branches issues de cette première
bifurcation.

Il est possible de calculer la stabilité des différentes solutions de l’équation I.1.
Celle-ci est donnée par le signe de la seconde variation de l’énergie. Ainsi pour une
solution θi de l’équilibre non linéaire I.3 donnée et en notant θj une perturbation
infinitésimale cinématiquement admissible,

d2W (θi; θj , θj)

{
> 0 ∀θj =⇒ θi est une solution d’équilibre stable,

< 0 ∃θj =⇒ θi est une solution d’équilibre instable,
(I.5)
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où d2W (θ; θ1, θ2) = d [dW (θ+τ θ2,θ1)]
dτ |τ=0. Pour une solution θi donnée, la seconde

variation de l’énergie est une forme bilinéaire symétrique qui prend ici la forme

d2W (θi; θj , θ̂) =

∫ L

0

[
C θ′j θ̂

′ − F cos θi θj θ̂
]
ds,

pour une perturbation infinitésimale θj et un déplacement virtuel infinitésimal θ̂
quelconques. La bilinéarité en θj et θ̂ est immédiate. La solution θ0 = 0 est stable
pour F < Fc et instable pour F > Fc ; les solutions bifurquées sont stables pour F >
Fc. Ceci est caractéristique d’une bifurcation en fourche à foin super-critique. Pour
ce type de bifurcation la valeur Fc correspond à l’apparition d’une branche stable de
faible amplitudeA≪ 1. Nous verrons comment la méthode des équilibres adjacents
permet de déterminer le point de bifurcation Fc et l’initiation de cette branche sans
calculer l’ensemble des solutions de l’équation d’équilibre non-linéaire I.1.

Les instabilités peuvent être liées à l’existence d’un point singulier sans que celui-
ci soit nécessairement associé à une bifurcation. C’est le cas pour un point limite
comme l’illustre l’exemple du claquage figure I.1(b). Dans ce cas l’étude de stabi-
lité I.5 de la branche fondamentale de solutions permet de conclure directement sur
le comportement du système. Notons enfin que dans le cas d’une bifurcation en
fourche à foin sous-critique l’analyse linéarisée ne permet pas de décrire la réponse
du système au voisinage du chargement critique car une perturbation d’amplitude
finie A ∼ 1 peut apparaître avant le point de bifurcation. La réponse du système au
passage du point de bifurcation est alors déterminée par des effets non-linéaires.

Il est souvent difficile de résoudre l’équation d’équilibre non linéaire pour carac-
tériser la branche bifurquée lorsque F > Fc. Ce n’est pas le cas pour l’elastica 2-d en
compression : pour ce modèle le problème aux limites I.4 se résout facilement par la
méthode du tir dont nous rappelons brièvement le principe. Cette méthode consiste à
résoudre l’équation non-linéaire

θ′′(s) + F sin θ(s) = 0,

où F = F L2

C
et s = s

L
pour des conditions aux limites particulières en s = 0

θ(0) = 0 θ′(0) = κ0,

où κ0 est un réel quelconque. Ce nouveau problème est un problème de Cauchy
et peut être résolu numériquement par intégration progressive. La solution ainsi
obtenue, notée θκ0 , doit vérifier la condition

θκ0(L) = 0.

Cette dernière équation peut être facilement résolue par une recherche numérique
de racines pour différentes valeurs des paramètres κ0 et F . La mise en œuvre de cette
méthode nous permet de tracer la solution du problème I.4 dans le plan (F , θ′(0)),
voir figure I.2(a).

Nous verrons par la suite des exemples, notamment dans le cadre de l’élasticité
finie 3-d, où les méthodes numériques de résolution de l’équation I.1 s’avèrent déli-
cates à mettre en œuvre. Il est alors très utile de bénéficier d’une méthode permettant
de détecter les bifurcations de manière systématique.
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FIGURE I.2 – (a) Résultats de la résolution numérique (méthode du
tir) de l’équilibre non-linéaire I.4 (en rouge) superposés à la prédic-
tion de l’analyse faiblement non-linéaire I.13 (en bleu). La compres-
sion est comptée positivement et le trajet de chargement indiqué par
une flèche noire. (b) Courbe de stabilité marginale dans le plan (F , q).
La contrainte sur q imposée par les conditions aux bords pour une
elastica de longueur finie L est représentée par les traits en pointillés :
Lq = k π. Celle-ci permet de définir le seuil F c correspondant au
point de bifurcation. La solution fondamentale rectiligne est en fait

instable dans la zone hachurée en rouge.

I.1.2. Méthode des équilibres adjacents

La méthode des équilibres adjacents consiste à résoudre l’équation d’équilibre li-
néarisée au voisinage de la solution fondamentale θ0, c’est à dire à rechercher des
solutions de l’équilibre I.1 sous la forme θ(s) = θ0 + η θ[1] avec η ≪ 1. Une telle
solution est appelée équilibre adjacent si elle vérifie l’équilibre linéarisé qui s’écrit
alors

∀θ̂(s), d2W (θ0; θ
[1], θ̂) = 0,

où le déplacement virtuel θ̂ vérifie les conditions aux limites cinématiques. Sous
forme explicite cette dernière équation s’écrit

∀θ̂(s),
∫ L

0

[
C θ[1]′(s) θ̂′(s)− F θ[1](s) θ̂(s)

]
ds = 0, (I.6)

avec θ̂(0) = θ̂(L) = 0. Nous choisissons une perturbation harmonique θ[1] = Θ ei q s,
ce qui revient à développer la perturbation en séries de Fourier. L’équation à ré-
soudre peut alors s’écrire de manière formelle

∀ Θ̂, d2W (θ0; Θe
i q s, Θ̂ei q s) = 0. (I.7)

Pour l’elastica en compression l’équation I.7 devient

q2 − F = 0, (I.8)

où q = q L et F = F L2

C
. Les solutions de cette équation de dispersion sont tracées

figure I.2(b), elles forment la courbe de stabilité marginale. La plus petite valeur de F
pour laquelle l’équation I.7 admet une solution non nulle est associée à la plus petite
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solution réelle de cette équation de dispersion I.8. Nous obtenons ainsi (Fc = 0, qc =
0) dans le cas où L = ∞. Pour une elastica de longueur finie, c’est la longueur L qui
détermine la valeur de Fc > 0 en introduisant une condition de quantification sur
le nombre d’onde q. Cette condition assure que les solutions satisfont les conditions
limites en s = 0 et s = L

Lqc = k π k ∈ N, (I.9)

et la plus petite solution non nulle de I.8 satisfaisant I.9 correspond à k = 1, ce qui
implique

Fc =
π2C

L2
. (I.10)

Cette contrainte I.9 est indiquée par les lignes noires en pointillés sur la figure I.2(b).
Les modes harmoniques obtenus pour F = Fc correspondent aux solutions bifur-
quées de l’équation I.3 au voisinage du chargement critique. Nous parlerons dans
la suite de modes critiques. Notons finalement que la résolution de l’équilibre linéa-
risé I.7 ne donne pas d’information sur la stabilité des solutions.

Cette méthode ne permet pas de calculer l’amplitude η de la déformation obte-
nue pour F > Fc, celle-ci devra être évaluée dans un second temps, par un dévelop-
pement de l’équation d’équilibre I.1 aux ordres supérieurs en η. Ceci est l’objectif de
la méthode développée par KOITER (1965) (voir aussi HEIJDEN, 2008) qui permet en
particulier de détecter une bifurcation sous-critique. Nous donnons dans la section
suivante un bref aperçu du fonctionnement cette méthode, toujours pour le cas de
l’elastica en compression.

I.1.3. Développement faiblement non-linéaire

Écrivons le développement de la perturbation et du paramètre de chargement
aux ordres suivants en η. Par symétrie il vient

θ = θ0 + η θ[1] + η2 θ[2] + η3 θ[3] + o(η3), (I.11a)

F = F c + η2 F
[2]

+ o(η3). (I.11b)

En insérant ce développement I.11a-I.11b dans l’équation d’équilibre non linéaire I.3
et en isolant les différents ordres en η, η2 et η3 nous obtenons

∀θ̂(s),





∫ 1
0

[
θ[1]′ θ̂′ − F c θ

[1] θ̂
]
ds = 0,

∫ 1
0

[
θ[2]′ θ̂′ − F c θ

[2] θ̂
]
ds = 0,

∫ 1
0

[
θ[3]′ θ̂′ − F c θ

[3] θ̂
]
ds =

∫ 1
0

[
F

[2]
θ[1] θ̂ − F c

(θ[1])3 θ̂
6

]
ds,

où le déplacement virtuel θ̂ vérifie les conditions aux limites cinématiques. Les
deux premières équations sont similaires à I.6. L’opérateur bilinéaire défini par le
membre de gauche dans chacune de ces équations est singulier au point de bifurca-
tion puisque l’équation I.6 admet au moins une solution, par définition. C’est en écri-
vant la condition de solubilité pour la troisième équation, c’est à dire en choisissant
θ̂ dans le noyau de cet opérateur singulier que nous calculons le premier terme du
développement non-linéaire. La troisième équation s’écrit alors pour θ̂(s) = sin qc s
où qc est définit par I.8,

∫ 1

0

[
F

[2]
sin2(qc s)− F c

sin4(qc s)

6

]
ds = 0 =⇒ F

[2]
=
π2

8
. (I.12)
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La bifurcation est super-critique car F [2]
> 0. Ce coefficient permet également de

calculer l’amplitude de la courbure de l’elastica post-flambée en s = 0, κ0 = θ′(0).
On a en effet pour F proche de F c, d’après le développement I.11b,

κ0 = qc η = qc

√
F − F c

F
[2]

.

En combinant cette équation avec l’expression de F [2] calculée par I.12 il vient

κ0 =

√
8(F − π2). (I.13)

Cette solution approchée est tracée en bleu sur la figure I.1(a), superposée à la solu-
tion numérique de l’équation d’équilibre non-linéaire I.4 calculée par la méthode du
tir et prédit correctement la courbure à l’origine au voisinage du point de bifurca-
tion. Cette méthode repose sur un développement à faible amplitude de la solution
de l’équation d’équilibre non linéaire, au voisinage du point de bifurcation. Il est
possible de calculer les termes aux ordres supérieurs dans le développement I.11a-
I.11b : la condition de solubilité I.12 une fois vérifiée, il suffit de résoudre l’équation
à l’ordre 3 pour déterminer θ[3], puis d’écrire le développement de l’équilibre non-
linéaire aux ordres suivants et de le traiter de la même manière. Nous ne détaille-
rons pas cette analyse et renvoyons le lecteur aux travaux de KOITER (1965) pour
des exemples détaillés.

Notons que le cas traité ici est simple car il n’existe qu’un seul mode propre so-
lution de l’équilibre linéarisé I.6 au point de bifurcation. Lorsque plusieurs modes
critiques sont simultanément solution de I.6, des termes non-linéaires de couplage
entre les différents modes doivent être calculés (HUTCHINSON, 1967 ; CAO et HUT-
CHINSON, 2011). Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre IV en nous intéres-
sant au cas dégénéré où une infinité de modes critiques apparaissent au point de
bifurcation.

Dans le chapitre III nous introduisons une méthode originale présentant des si-
milarités avec le développement de Koiter. Il s’agit d’un développement faiblement
non-linéaire de la relation de dispersion au voisinage du point de bifurcation. Cette
nouvelle approche permet de caractériser la longueur du d’onde du motif de flam-
bement au voisinage de la charge critique sans calculer l’ensemble de la courbe de
stabilité marginale. Ce calcul peut en effet s’avérer fastidieux pour les modèles 3-d
que nous abordons dans la suite de ce chapitre.

I.1.4. Conclusion

Nous avons présenté dans cette section quelques outils théoriques classiques
pour l’analyse des instabilités en élasticité. Ceux-ci sont souvent utilisés en complé-
ment d’approches numériques permettant de calculer les branches de solutions par
des méthodes de cheminement qui seront évoquées brièvement dans la prochaine
section.

Le problème de flambement analysé dans cette section est décrit par un modèle
1-d classique caractérisé par une énergie de flexion (équation I.2). Ce modèle dit
d’Euler-Bernoulli est adapté pour décrire le flambement en flexion de solides élan-
cés homogènes isotropes pour une gamme de comportements linéaires et dans la
limite de pré-contraintes faibles. La résolution de certains problèmes nécessite d’uti-
liser des modèles plus élaborés, présentant notamment une cinématique plus riche
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qui permet de prendre en compte toutes les non-linéarités géométriques qui entrent
en jeu dans le phénomène de flambage. Ainsi les équations de Föppxl-von-Kármán
permettent de modéliser le flambement en flexion d’objets 2-d minces. Nous ver-
rons dans le chapitre III comment elles permettent de pallier les limites du modèle
d’Euler-Bernoulli pour l’étude de poutres en voile mince fortement pré-contraintes.

Il existe enfin des systèmes où les non-linéarités de comportement jouent un rôle
déterminant dans l’initiation et le développement des instabilités. C’est le cas en
particulier pour le phénomène de striction d’une barre en traction étudié par CONSI-
DÈRE (1885) pour lequel les modèles réduits 1-d font appel à la déformation axiale
ainsi qu’à son gradient (COLEMAN et NEWMAN, 1988).

Ainsi, si les modèles réduits présentent un intérêt certain pour l’étude des insta-
bilités, il est souvent délicat de choisir le modèle le plus approprié pour résoudre
un problème donné. Le choix peut être guidé par des hypothèses cinématiques ou
une intuition des phénomènes physiques en jeu. Une approche complémentaire et
systématique consiste à écrire les équations de l’élasticité en 3-d afin de décrire la
géométrie du problème de manière exacte. Cette théorie 3-d permet également de
prendre en compte les non-linéarités liées au comportement du matériau considéré.
La prochaine section a pour objectif d’introduire les équations de l’élasticité finie 3-d
et d’en déduire le problème de bifurcation général pour un solide élancé prismatique
de section quelconque. Ce dernier peut s’écrire de manière simplifiée en mettant à
profit des hypothèses d’invariance dans la direction axiale.

I.2 Formulation générale en élasticité finie 3-d

La théorie de l’élasticité non-linéaire (GREEN, RIVLIN et SHIELD, 1952 ; OGDEN,
1997) permet de traiter une très grande variété de problèmes et prend en compte non
seulement les non-linéarités géométriques, mais aussi des déformations finies, des
conditions aux limites étendues pouvant impliquer du contact et les non-linéarités
liées au comportement du matériau considéré. Elle permet également de décrire des
couplages avec la thermique et/ou des champs électriques ou mécaniques.

Les équations aux dérivées partielles résultant de cette théorie sont le plus sou-
vent discrétisées par la méthode des éléments finis et résolues par des schémas
numériques itératifs reposant sur l’algorithme de Newton-Raphson ou sur des al-
gorithmes plus robustes de type prédicteur-correcteur (KELLER, 1977 ; WRIGGERS,
2008). Ces différents algorithmes permettent de suivre les branches de solutions des
équations discrétisées : c’est une approche efficace pour un certain nombre de pro-
blèmes mais qui s’avère coûteuse en temps, particulièrement lorsque les systèmes
étudiés sont étendus et/ou que l’on souhaite effectuer une étude paramétrique.
L’amélioration des algorithmes de cheminement reste un domaine de recherche vi-
vace, comme l’attestent par exemple les travaux de COCHELIN, DAMIL et POTIER-
FERRY (2007) ou de FARRELL, BIRKISSON et FUNKE (2015).

L’étude systématique des bifurcations par la méthode des équilibres adjacents
présentée dans la section précédente peut être appliquée aux équations de l’élasti-
cité non-linéaire tridimensionnelle. Elle repose alors sur une formulation incrémen-
tale de ces équations, couramment utilisée pour l’analyse des instabilités élastiques
dans des solides 3-d (BIOT, 1965 ; DESTRADE et al., 2008 ; CIARLETTA, DESTRADE et
GOWER, 2013 ; CIARLETTA et DESTRADE, 2014).
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FIGURE I.3 – Modèle de solide prismatique 3-d : (1) configuration
naturelle, (2) configuration homogène pour un étirement λ, (3) confi-

guration flambée.

I.2.1. Équilibre non-linéaire d’un solide prismatique

Nous étudions dans cette section un solide prismatique de section quelconque
schématisé figure I.3(1), comportant éventuellement des contrastes élastiques et pou-
vant être soumis à des conditions aux limites cinématiques quelconques dans le plan
2-d de sa section, noté (eX , eY ). Par exemple, les déplacements dans le plan de la sec-
tion peuvent être imposés le long de la surface δD dessinée en orange sur le solide de
la figure I.3. Ce solide peut éventuellement être pré-contraint de manière hétérogène
dans sa section, comme discuté dans le chapitre III.

Les propriétés géométriques et élastiques de la section, notée D, ainsi que les
conditions limites imposées dans son plan sont supposées invariantes par transla-
tion dans la direction eZ . Nous considérerons par la suite un chargement quelconque
admettant une famille de solutions homogènes dans la direction Z et piloté par un
paramètre λ. Il pourra s’agir par exemple d’une pression radiale, d’une torsion uni-
forme ou d’une compression axiale dans la direction eZ . Ce cas particulier où la so-
lution homogène peut être repérée par un étirement axial λ est représenté figure I.3
et sera développé en détails dans la prochaine section.

La configuration de référence est décrite par le système de coordonnées X =
(X,Y, Z) et la configuration finale est notée x = (x, y, z). Dans la suite, nous adop-
terons les notations standards de l’élasticité 3-d : les vecteurs seront soulignés une
fois et les tenseurs soulignés deux fois. Le déplacement sera noté ϕ(X). Ainsi il vient
x = X + ϕ(X) et le gradient de la transformation s’écrit F = ∂x

∂X
= 1 + gradϕ. La

configuration homogène sera notée x0 avec x0 = X + ϕλ
0
(X).

Énergie élastique

Nous considérons des matériaux hyper-élastiques : il s’agit de matériaux dont
les déformations sous l’effet de sollicitations mécaniques sont réversibles et ne
dépendent pas de l’histoire du chargement. C’est par exemple le cas des élasto-
mères (TRELOAR, 1949) qui peuvent subir des déformations considérables sous l’ef-
fet de sollicitations relativement faibles. Certains tissus biologiques (FUNG, 1993),
certains gels peuvent être également modélisés par ce type de lois lorsque les effets
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visco-élastiques sont négligés. Tous ces matériaux très déformables génèrent facile-
ment des instabilités.

En l’absence d’effets thermiques, l’énergie interne stockée par des solides consti-
tués de ces matériaux, appelée énergie élastique, dépend uniquement du gradient
de la transformation F . Plus précisément, cette énergie est invariante lorsque des
déplacements rigides sont imposés au solide et peut s’exprimer en fonction d’une
mesure de déformation, par exemple du tenseur de Cauchy : C = F T · F . Elle se
caractérise par une densité d’énergie par unité de volume notée W3D(C). Cette den-
sité d’énergie peut prendre différentes formes suivant le matériau considéré et son
organisation à l’échelle microscopique.

Dans le cas où ce matériau est incompressible, la contrainte de conservation du
volume J = detF = 1 est associée à une pression p qui agit comme un multiplicateur
de Lagrange dans l’expression augmentée de l’énergie. Ainsi pour le modèle néo-
Hookéen incompressible la densité d’énergie augmentée s’écrit

W3D(C) =
µ

2

(
tr(C)− 3)− p (J − 1),

où µ est le second coefficient de Lamé. Dans sa version compressible le modèle néo-
Hookéen prend la forme

W3D(C) =
µ

2

(
tr(C)− 3)− µ ln J +

λL

2
ln2 J, (I.14)

où λL est le premier coefficient de Lamé. Dans la plupart des applications numé-
riques nous utiliserons le modèle de Gent réputé plus réaliste pour décrire le com-
portement des polymères

W3D(C) =
µ

2

[
−Jm ln

(
1− Ic − 3

Jm

)]
− µ ln J +

(
λL

2
− µ

Jm

) (
J − 1

)2
, (I.15)

où Jm est une constante et Ic = tr(C) le premier invariant du tenseur de Cauchy. La
valeur du rapport λL/µ détermine le niveau de compressibilité : le module de Pois-
son équivalent vaut, dans la limite des petites déformations, ν = λL

2(λL+µ) . Par ailleurs
le paramètre Jm fixe le niveau de déformations pour lequel l’écart au modèle néo-
Hookéen devient significatif. Ainsi pour des valeurs d’étirement aussi élevées que
∼ √

Jm (extension) aussi basses que ∼ 1/
√
Jm (compression), la loi I.15 est proche

du modèle néo-Hookéen compressible I.14. La linéarisation de ces modèles fournit
une loi d’élasticité linéaire couramment utilisée en petites déformations.

Une comparaison entre ces différents modèles est tracée figure I.4 pour un
solide soumis à un étirement axial z = λZ. La transformation associée s’écrit
F = Diag(r, r, λ) où l’étirement transverse r(λ) est solution de l’équation implicite
∂W3D(λ,r)

∂r
= 0 qui assure que les contraintes sont nulles dans le plan orthogonal à la

direction de chargement. Nous avons tracé figure I.4 la valeur de la contrainte axiale
par unité de surface dans la configuration de référence : n(λ) = dW3D(λ,r(λ))

dλ . La force
résultante s’écrit alors An(λ), où A est l’aire de la section dans la configuration de
référence. La non-linéarité de ces lois apparaît très clairement sur ces courbes, de
même que la proximité entre le modèle de Gent et le modèle néo-Hookéen sur une
(relativement) large plage de déformations.

Il existe d’autres lois de comportement hyper-élastiques isotropes comme la loi
de Mooney–Rivlin à trois paramètres, faisant apparaître des termes d’ordre 4. On
peut également citer le modèle plus général d’Odgen à 6 paramètres. Les matériaux
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FIGURE I.4 – Réponse en étirement axial pour différents comporte-
ments : Gent (en rouge et orange), néo-Hookéen (en vert) et élasticité

linéarisée (en bleu) pour les paramètres (λL, µ, Jm) = (10., 1., 100.).

biologiques, souvent anisotropes nécessitent l’introduction de modèles spécifiques
comme celui de HOLZAPFEL, GASSER et OGDEN (2000) développé pour modéliser
les parois artérielles. Ces derniers modèles font l’objet de recherches actives, comme
l’attestent des travaux récents, voir par exemple NOLAN et al. (2014).

L’énergie moyenne par unité de longueur d’un solide prismatique de section D
et de longueur L est donnée par l’intégrale de la densité d’énergie W3D dX dY dZ,
elle s’écrit ainsi

1

L

∫ L

0

(∫∫

D
W3D(C(X)) dX dY

)
dZ.

Équilibre non-linéaire

Comme dans le § I.1, les solutions de l’équation d’équilibre non-linéaire ϕ(X)
sont obtenues en annulant la première variation de l’énergie totale pour n’importe
quel déplacement virtuel ϕ̂ vérifiant les conditions aux limites cinématiques

∀ϕ̂(X,Y, Z),
∫ L

0

(∫∫

D
Σ(ϕ) :

(
F T (ϕ) · F̂

)
dX dY

)
dZ = · · ·

∫ L

0

∫∫

D
F · ϕ̂(X)dXdY dZ, (I.16)

où F̂ = grad ϕ̂ représente le gradient du déplacement virtuel ϕ̂. Nous utilisons les
deux-points pour noter le produit doublement contracté de deux tenseurs A et B

A : B = tr
(
AT ·B

)
.

Dans l’équation I.16, le tenseur représentant la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff
s’écrit Σ = ∂W3D

∂e
où nous notons e = 1

2(C − 1) la déformation de Green-Lagrange.
L’expression particulière de cette contrainte sera donnée plus loin dans cette section
pour un modèle néo-Hookéen et dans le chapitre III pour un modèle de Gent. Dans
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le cas d’un chargement imposé uniquement en déplacement la densité de force ap-
pliquée F est nulle et le membre de droite de I.16 disparaît. Dans le cas d’une densité
d’efforts surfaciques appliquée aux extrémités Z = 0 et Z = L ce membre de droite
devient

∫∫

D
F · ϕ̂(X,Y, Z = 0)dXdY +

∫∫

D
F · ϕ̂(X,Y, Z = L)dXdY.

Il est possible de calculer des solutions de l’équation I.16 en la discrétisant par
la méthode des éléments finis puis en calculant les solutions de proche en proche,
par continuation. La valeur du paramètre de chargement λ est modifiée progressi-
vement et à chaque pas il est nécessaire de résoudre l’équation non-linéaire. Cette
résolution peut être effectuée par la méthode de Newton-Raphson, initiée par la so-
lution obtenue au pas précédent. Il s’agit d’un schéma de cheminement élémentaire
pour lequel le paramètre de chargement λ varie de manière monotone. Ce type de
schéma ne permet pas de détecter un point de rebroussement pour lequel le pa-
ramètre de chargement varie de manière non monotone, comme c’est le cas pour
l’instabilité de claquage illustrée au § I.1 figure I.1(b). Pour ce type de problème il
est nécessaire de faire appel à des méthodes plus perfectionnées, par exemple à des
algorithmes de cheminement paramétrés par longueur d’arc (KELLER, 1977).

Exemple d’un barreau 2-d en compression

Le résultat d’un calcul numérique pour un barreau 2-d en compression est tracé
sur la figure I.5. Il s’agit du problème traité au § I.1 par un modèle 1-d et schéma-
tisé figure I.1(a). La tige a pour longueur L = 1, nous faisons varier son épaisseur
h ∈ {0.1, 0.05, 0.02} et considérons un matériau néo-Hookéen faiblement compres-
sible : µ = 10. et λL = 200. Nous utilisons des éléments de Lagrange linéaires implé-
mentés dans la librairie FEniCS (ØLGAARD, LOGG et WELLS, 2009) et un maillage
triangulaire non structuré généré avec le code Gmsh (GEUZAINE et REMACLE, 2009).
La taille typique des éléments e est choisie de sorte à assurer la convergence des ré-
sultats, ainsi les résultats de la figure I.5 sont obtenus pour e

h
= 0.1.

Dans l’attente de méthodes plus avancées, la solution bifurquée est capturée
grâce à l’introduction d’une petite imperfection dans le maillage : celui-ci est initia-
lement déformé par le champ de déplacement uδ(X) = δ sin πX

2L eY . La solution nu-
mérique est calculée pour différentes valeurs de δ. Nous utilisons un algorithme de
Newton-Raphson pour calculer la solution de l’équilibre non-linéaire et augmentons
à chaque pas l’amplitude du déplacement horizontal imposé ϕx(L,

h
2 ) = ϕ(L, h2 ) ·eX .

Les solutions tracées dans la figure I.5 correspondent à δ
h
= 5.10−4. Nous traçons

l’amplitude maximale du déplacement vertical ϕy(L,
h
2 ) = ϕ(L, h2 ) · eY en fonction

du déplacement horizontal imposé réajusté par la valeur critique théorique obtenue
avec le modèle de poutre 1-d, d’après l’équation I.10 de la première section de ce
chapitre (§ I.1),

ϕx(L,
h

2
)− ϕc

x où ϕc
x =

I π2
hL2

,

où I = h3

12 . Nous vérifions ainsi que le déplacement horizontal au point de bifur-
cation calculé par ces simulations (courbes en vert, vert foncé et noir) est en bon
accord avec la prédiction du modèle 1-d (courbe en pointillés en rouge). Les résul-
tats numériques et la prédiction du modèle 1-d convergent également dans le régime
post-flambé pour ces faibles valeurs de h.
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FIGURE I.5 – Elastica 2-d : flambement calculé par continuation et
la méthode des éléments finis (taille de maille e

h
= 0.1 et ampli-

tude de l’imperfection initiale δ
h
= 5.10−4). Amplitude maximale du

déplacement vertical ϕy(L,
h
2 ) en fonction du déplacement horizon-

tal réajusté ϕx(L,
h
2 ) − ϕc

x et allure de la déformée pour h = 0.1 et
ϕx(L,

h
2 )− ϕc

x ≈ 0.00162.
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On imagine aisément la lourdeur et la difficulté de mise en œuvre de la méthode
présentée ici pour un problème 3-d, qui nécessite une étude détaillée de la conver-
gence en fonction des paramètres e, δ et enfin h. L’intérêt des modèles 1-d tels que
celui présenté § I.1, ainsi que d’approches systématiques par la méthode des équi-
libres adjacents apparaissent ici de manière flagrante. Nous mettrons en œuvre cette
méthode pour l’équilibre non-linéaire 3-d I.16 dans les prochains paragraphes. La
première étape consiste à calculer les solutions fondamentales homogènes ϕλ

[0]
. Exa-

minons l’exemple d’un étirement axial.

I.2.2. Solutions homogènes : exemple de l’étirement axial

Pour un barreau composé d’un matériau au comportement orthotrope dans le
repère (eX , eY , eZ) et soumis à un étirement axial z = λZ comme décrit à la fi-
gure I.3, la solution non-linéaire décrivant un étirement homogène est recherchée
sous la forme

ϕλ

[0]
(X) = ϕ

‖
[0](λ;X,Y ) + (λ− 1)Z eZ , (I.17)

où ϕ
‖
[0] désigne un déplacement dans le plan de la section, qu’il faut déterminer.

Remarquons tout de suite que l’invariance selon Z de cette dernière forme im-
plique une simplification d’écriture pour l’équilibre I.16. Le tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff présente une forme diagonale par blocs

Σ(ϕλ

[0]
) =




Σ‖
0
(λ;X,Y ) 0

0 Σ⊥
0 (λ;X,Y )


 , (I.18)

où la matrice supérieure-gauche Σ‖
0

de dimensions 2×2 représente la contrainte dans
la section, dans le plan (eX , eY ), tandis que le scalaire inférieur-droit Σ⊥

0 représente la
contrainte axiale dans la direction Z. L’apparition de contraintes dans la section peut
être liée à des incompatibilités géométriques associées à des conditions cinématiques
imposées ou à des hétérogénéités de pré-contrainte. Ce dernier cas sera étudié dans
le chapitre III. Le gradient de la transformation F

[0]
et le tenseur de Cauchy C

0
qui

lui est associé présentent une décomposition par blocs similaire à celle de Σ
0
.

L’invariance selon Z de cette solution fondamentale nous permet d’éliminer l’in-
tégrale en Z dans l’équation d’équilibre I.16 qui s’écrit alors, avec les notations par
blocs,

∀ϕ̂(X,Y ),

∫∫

D
Σ‖
0
:
(
(F

‖
[0])

T · F̂ ‖)
dX dY = 0. (I.19)

Ainsi la recherche de la solution homogène se ramène à un problème 2-d. Ceci est
valable pour une géométrie de section et une loi hyper-élastique orthotrope quel-
conques, y compris si le solide comporte des hétérogénéités de comportement dans
sa section, ou s’il est soumis à une pré-contrainte hétérogène, comme nous le verrons
en détails dans le chapitre III.

Dans le cas où les déformations dans le plan de la section sont libres et compa-
tibles et pour un comportement isotrope, la solution homogène ϕ‖

0 correspond alors
à une dilatation/contraction par effet Poisson associée à une compression/traction
simple

ϕ
‖
[0] = (r(λ)− 1)

(
eX + eY

)
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et la pré-contrainte est nulle dans le plan de la section Σ‖
0
= 0, comme c’est le cas

dans les exemples de la figure I.4.

I.2.3. Analyse de bifurcation

Après avoir calculé la branche fondamentale ϕλ
[0]

nous procédons à l’analyse de
bifurcation en suivant la méthode présentée dans la section I.1. Nous présentons
d’abord une forme très générale de cette approche incrémentale classique (BIOT,
1965), puis nous étudierons les conséquences de l’invariance et de l’homogénéité
selon Z de la solution fondamentale pour simplifier ce problème de bifurcation li-
néarisé.

Notons ϕ
[1]
(X) un petit incrément de déplacement. Nous cherchons des solu-

tions de la forme
ϕ(X) = ϕλ

[0]
(X) + ϕ

[1]
(X) + · · · .

L’équation d’équilibre I.16 s’écrit sous forme linéarisée, pour n’importe quel dépla-
cement virtuel ϕ̂ vérifiant les conditions aux limites cinématiques,

∀ϕ̂(X),

∫ L

0

(∫∫

D

[
F̂ : Lλ

0 : F
[1]

+Σ
0
:
(
F̂

T · F
[1]

)]
dX dY

)
dZ = 0, (I.20)

où F
[1]

= gradϕ
[1]
(X) est le gradient du déplacement incrémental et L0 est le tenseur

des modules tangents évalué sur la solution fondamentale

(Lλ
0)ijkl =

[
F

[0]
is

∂Σsj

∂erl
F

[0]
kr

]

ϕλ
[0]

. (I.21)

Le premier terme de l’équation I.20 contient les modules tangents et correspond à
la raideur élastique. C’est ce terme qui est à l’origine de l’énergie de flexion définie
dans le modèle de l’elastica, comme nous le verrons dans le chapitre II. Par un jeu
de ré-écriture combinant les équations I.20 et I.21, on montre que ce terme est une
forme bilinéaire symétrique qui a pour arguments les déformations incrémentales
réelle et virtuelle

de(ϕ
[1]
) = de

[1]
=
(
F T

[1]
· F

[0]

)
sym et de(ϕ̂) = dê =

(
F̂

T · F
[0]

)
sym,

où l’indice sym désigne la partie symétrique d’un tenseur T sym = 1
2

(
T + T T

)
. Ce

terme de raideur élastique prend une forme plus ou moins simple en fonction de
l’énergie élastique W3D. Pour un solide néo-Hookéen compressible dont l’énergie
est définie par l’expression I.14 il vient

F̂ : Lλ
0 : F

[1]
= 2 (µ−λL ln J0)

[
de

[1]
· C−1

0

]
:
[
dê · C−1

0

]
+λL

[
C−1

0
: de

[1]

] [
C−1

0
: dê
]
,

(I.22)
où J0 = detF

[0]
et C

0
= C(ϕλ

[0]
) est le tenseur des déformations de Cauchy évalué

sur la configuration fondamentale.
Le second terme de l’équation I.20 est un terme de pré-contrainte, à l’instar du

second terme dans l’énergie de l’elastica I.2. Sa forme explicite dépend de l’énergie
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élastique, comme le terme de raideur élastique. Pour un solide néo-Hookéen com-
pressible (expression I.14), il vient par exemple

Σ
0
= µ 1− µC−1

0
+ λL ln J0C

−1
0

. (I.23)

Il est possible de ré-écrire le terme de précontrainte de manière compacte

Σ
0
:
(
F̂

T · F
[1]

)
= Σ

0
: d2e(ϕ1

, ϕ̂),

où d2e désigne le second incrément de déformation,

d2e(ϕ1
, ϕ̂) =

(
F T

[1]
· F̂
)

sym
. (I.24)

La forme explicite des termes de l’équation I.20 pour un modèle de Gent (dont l’éner-
gie est décrite par l’expression I.15) est détaillée dans l’annexe du chapitre III.

Cette formulation générale I.20 permet de traiter le problème de flambement
d’un barreau soumis à une pré-contrainte axiale et décrit figure I.3. Considérons
pour cela un solide prismatique invariant dans sa direction axiale et intéressons-
nous aux solutions existant au voisinage d’une solution fondamentale invariante
et homogène dans cette direction. La géométrie de la section et le comportement
hyper-élastique sont quelconques, ce dernier étant éventuellement hétérogène dans
la section. La pré-contrainte peut être hétérogène dans la section du solide, ce qui
sera discuté dans le chapitre III.

Pour ce problème, l’équation I.20 peut être formulée de manière réduite comme
un problème aux valeurs propres 2-d sur une section du solide étudié, ce qui permet
de diminuer la complexité des calculs numériques de manière considérable puisque
le nombre de degrés de liberté est bien plus faible. Nous appliquerons ceci à l’étude
de la compression axiale d’un barreau à section rectangulaire homogène et compa-
rerons les résultats obtenus avec les prédictions du modèle 1-d d’Euler-Bernoulli.
De manière plus générale, la formulation obtenue pourra être utilisée pour étudier
la stabilité de problèmes variés, et en particulier dans des cas où le modèle 1-d clas-
sique est insuffisant.

I.3 Problème de bifurcation pour une solution homogène in-
variante en Z

Dans cette section nous utilisons les hypothèses d’invariance en Z introduites au
§ I.2.2. pour le cas de l’étirement axial dans un double objectif :

— écrire une forme simplifiée du problème d’équilibre linéarisé I.20 dépendant
uniquement de la coordonnée axialeZ afin de préparer le travail de réduction
dimensionnelle proposé dans le chapitre II,

— proposer une méthode de résolution du problème I.20 pour un solide in-
fini dans la direction Z en introduisant une perturbation harmonique, l’in-
variance en Z permettant alors de se ramener à un problème aux valeurs
propres 2-d sur une section du solide prismatique.

Commençons par isoler la dépendance en Z dans le problème I.20, en introdui-
sant pour cela des notations simplifiées. Nous discuterons ensuite de la forme dé-
taillée du problème ainsi obtenu dans le cas d’un solide orthotrope soumis à un
étirement axial.
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I.3.1. Ré-écriture du problème de bifurcation

La solution ϕλ
[0]

définie par I.17 étant homogène et invariante en Z, la quantité

∫∫

D

[
F̂ : L0(λ) : F [1]

+Σ
0
:
(
F̂

T · F
[1]

)]
dX dY (I.25)

dans le terme de gauche de I.20 peut s’écrire de manière identique sur chaque section
du solide prismatique. Autrement dit, il est possible de définir un unique opérateur
bilinéaire portant sur les degrés de liberté dans la section pour les déplacements réels
et virtuels ϕ

[1]
et ϕ̂ et permettant de calculer la quantité I.25 sur n’importe quelle

section. Dans la suite, les symboles en gras feront référence aux degrés de liberté sur
une section repérée par la coordonnée Z :

ϕ
[1]
(X,Y, Z) = ϕ(Z) et ϕ̂(X,Y, Z) = ϕ̂(Z).

Par ailleurs nous omettrons l’indice [1] sur les incréments de déplacements dans
l’écriture de l’équilibre linéarisé afin de faciliter la lecture.

Avec ces notations, le problème de bifurcation I.20 peut s’écrire de manière com-
pacte, en définissant un opérateur bilinéaire noté Q+S , indépendant de la coordon-
née Z et qui permet de calculer la quantité I.25 sur chaque section

∀ϕ̂(Z)
∫ L

0

(
ϕ̂

ϕ̂,Z

)
·
[
Q+ S

]
·
(

ϕ

ϕ,Z

)
dZ = 0. (I.26)

Dans cette expression simplifiée de l’équation I.20, l’opérateur bilinéaire Q définit
le terme de raideur tangente et l’opérateur bilinéaire S définit le terme de pré-
contrainte. Ces deux opérateurs définissent des intégrations sur la section D et
s’identifient directement aux termes de l’expression I.25 : leurs formules explicites
sont présentées dans la suite de cette section.

Nous utilisons, pour simplifier davantage l’écriture, la notation compacte par
blocs

Φ =

(
ϕ

ϕ,Z

)
et Φ̂ =

(
ϕ̂

ϕ̂,Z

)
(I.27)

et nous notons Σ0 l’ensemble des valeurs de la contrainte Σ
0

sur la section. La so-
lution fondamentale étant homogène et invariante en Z, ces valeurs sont identiques
sur chacune des section et Σ0 ne dépend pas de la coordonnée Z. Alors que la forme
explicite de l’opérateur Q dépend de la loi de comportement considérée, l’opérateur
de précontrainte S est entièrement déterminé par Σ0 et peut ainsi s’écrire de ma-
nière générale (i. e. pour une loi de comportement hyper-élastique quelconque), par
identification avec l’expression I.25,

Φ̂ · S · Φ =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Φ̂,Φ) dX dY, (I.28)

où d2E représente les valeurs du second incrément de déformation d2e sur une sec-
tion. Cet opérateur s’écrit, avec nos nouvelles notations et d’après la définition I.24,

d2E(Φ̂,Φ) =
[(

∇ϕ̂ ϕ̂,Z

)T ·
(
∇ϕ ϕ,Z

)]
sym

,

où ∇ représente le gradient par rapport aux coordonnées (X,Y ) dans la section.
De cette manière ∇ϕ est une matrice 3 × 2 et

(
∇ϕ ϕ,Z

)
une matrice 3 × 3 qui
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correspond au gradient du déplacement linéarisé ϕ sur une section.
La formulation ainsi définie est générale. Notons qu’en restaurant un terme re-

présentant un incrément de chargement dans cette formulation linéarisée I.26 nous
obtenons

∀ϕ̂
∫ L

0
Φ̂ ·
[
Q+ S

]
· ΦdZ =

∫ L

0
F · ϕ̂(Z)dZ, (I.29)

où F est une application linéaire qui définit l’effet d’un champ volumique d’efforts
appliqués F

F · ϕ̂(Z) =
∫∫

D
F · ϕ̂(Z) dX dY.

Ce problème d’équilibre linéarisé I.29 servira de point de départ à la réduction di-
mensionnelle abordée dans le chapitre II.

I.3.2. Forme détaillée du problème de bifurcation dans le cas d’une pré-
contrainte axiale

Nous examinons maintenant la forme explicite des opérateurs bilinéaires Q et
S dans le cas d’une solution fondamentale représentant un étirement axial (voir
§ I.2.2.). En considérant l’écriture par blocs de Φ et Φ̂ (définis par I.27) ainsi que
la symétrie des termes de raideur tangente et de pré-contrainte dans l’équation I.20,
nous introduisons la décomposition par blocs des deux opérateurs Q et S

Q =

(
Ke Ce
CT
e Me

)
et S =

(
Ks Cs
CT
s Ms

)
,

avec

Q+ S =

(
K C
CT M

)
.

Le bloc K définit les couplages entre les gradients dans la section (i.e. par rapport
aux coordonnées X et Y ) des déplacements réel et virtuel alors que le bloc M dé-
finit les couplages entre les dérivées des déplacements réel et virtuel par rapport
à la coordonnée Z. Enfin le bloc CT couple les gradients dans la section des diffé-
rentes composantes du déplacement réel aux dérivées selon Z des composantes du
déplacement virtuel et vice-versa pour le bloc C. Les formules explicites permettant
de calculer chacun de ces blocs sont présentées ci-dessous pour un comportement
néo-Hookéen.

Matériau orthotrope

Pour un barreau composé d’un matériau au comportement orthotrope dans le
repère (eX , eY , eZ) et soumis à une compression axiale z = λZ comme décrit à la
figure I.3, il vient, d’après la forme diagonale de Σ

0
définie par I.18 et l’expression

du terme de pré-contrainte I.28,

Kλ
s (ϕ̂,ϕ) = (kλs )

‖(ϕ̂‖,ϕ‖) + (kλs )
⊥(ϕ̂⊥,ϕ⊥),

Cλ
s (ϕ̂,ϕ,Z) = 0, (I.30)

Mλ
s (ϕ̂,Z ,ϕ,Z) = (mλ

s )
‖(ϕ̂‖

,Z ,ϕ
‖
,Z) + (mλ

s )
⊥(ϕ̂⊥

,Z ,ϕ
⊥
,Z),
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où ϕ‖ et ϕ⊥ désignent respectivement les composantes du déplacement ϕ dans le
plan (X,Y ) et selon l’axe Z. La même notation est utilisée pour le déplacement vir-
tuel.

Il vient ensuite, pour le terme de raideur tangente,

Kλ
e (ϕ̂,ϕ) = (kλe )

‖(ϕ̂‖,ϕ‖) + (kλe )
⊥(ϕ̂⊥,ϕ⊥),

Cλ
e (ϕ̂,ϕ,Z) = c1,λ(ϕ̂

⊥,ϕ‖
,Z) + c2,λ(ϕ̂

⊥
,Z ,ϕ

‖), (I.31)

Mλ
e (ϕ̂,Z ,ϕ,Z) = (mλ

e )
‖(ϕ̂‖

,Z ,ϕ
‖
,Z) + (mλ

e )
⊥(ϕ̂⊥

,Z ,ϕ
⊥
,Z).

Les opérateurs bilinéaires (kλs )
‖, (kλs )

⊥, · · · intervenant dans les formes I.30-I.31
sont définis ci-dessous de manière explicite pour un comportement néo-Hookéen.
Ils dépendent du paramètre de chargement λ à travers la solution homogène ϕλ

[0]

décrite par l’équation I.17. Cette dépendance est indiquée de manière explicite par
les exposants λ. Notons que pour un matériaux orthotrope, les opérateurs K et M
sont diagonaux et couplent ainsi les composantes axiales des déplacements entre
elles et les composantes dans le plan de la section (X,Y ) entre elles. L’opérateur C est
anti-diagonal et décrit ainsi le couplage entre composantes axiales et composantes
dans le plan (X,Y ).

Modèle néo-Hookéen

D’après l’expression de la densité d’énergie élastique I.22 il vient, pour les opé-
rateurs intervenant dans la définition de la raideur tangente,

(kλe )
‖(ϕ̂‖,ϕ‖) =

∫∫

D

(
λL

[
(1+∇ϕλ ‖

[0] )
−T : ∇ϕ‖)

] [
(1+∇ϕλ ‖

[0] )
−T : ∇ϕ̂‖)

]
· · ·

+ 2 (µ− λL ln J0)
[
(∇ϕ‖)T · (1+∇ϕλ ‖

[0] )
−T
]
:
[
(∇ϕ̂‖)T · (1+∇ϕλ ‖

[0] )
−T
])

dX dY,

(kλe )
⊥(ϕ̂⊥,ϕ⊥) =

∫∫

D

(
(µ− λL ln J0)∇ϕ̂⊥ ·

[
(C

‖
0)

−1 · ∇ϕ⊥
])

dX dY,

c1λ(ϕ̂
⊥,ϕ‖

,Z) =

∫∫

D

(µ− λL ln J0)

λ
∇ϕ̂⊥ ·

(
(1+∇ϕλ ‖

[0] )
−1 ·ϕ‖

,Z

)
dX dY, (I.32a)

c2λ(ϕ̂
‖,ϕ⊥

,Z) =

∫∫

D

(
λL

λ
(1+∇ϕλ ‖

[0] )
−T :

(
ϕ⊥

,Z · ∇ϕ̂‖)
)
dX dY,

(mλ
e )

‖(ϕ̂‖
,Z ,ϕ

‖
,Z) =

∫∫

D

(
(µ− λL ln J0)

λ2
ϕ

‖
,Z · ϕ̂‖

,Z

)
dX dY,

(mλ
e )

⊥(ϕ̂⊥
,Z ,ϕ

⊥
,Z) =

∫∫

D

(
2 (µ− λL ln J0)

λ2
ϕ⊥

,Z · ϕ̂⊥
,Z +

λL

λ2
ϕ⊥

,Z · ϕ̂⊥
,Z

)
dX dY,

où 1 représente l’opérateur identité 2-d et ∇ représente le gradient par rapport aux
coordonnées (X,Y ), comme précédemment. De cette manière ∇ϕ̂‖ est une matrice
2 × 2 et ∇ϕ̂⊥ est un vecteur à deux composantes. Une forme similaire est obtenue
avec un modèle de Gent, celle-ci sera explicitée dans l’annexe du chapitre III pour
un solide soumis à une pré-contrainte axiale hétérogène dans sa section.

L’expression de l’opérateur de pré-contrainte ne dépend de la loi de comporte-
ment qu’à travers l’expression particulière du tenseur Σ

0
. Son expression générale
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s’écrit, d’après I.28,

(kλs )
‖(ϕ̂‖,ϕ‖) =

∫∫

D

(
(∇ϕ‖ ·Σ‖

0) : ∇ϕ̂‖
)
dX dY,

(kλs )
⊥(ϕ̂⊥,ϕ⊥) =

∫∫

D

([
Σ

‖
0 · ∇ϕ⊥

]
.∇ϕ̂⊥

)
dX dY,

(mλ
s )

‖(ϕ̂‖
,Z ,ϕ

‖
,Z) =

∫∫

D

(
Σ

⊥
0 ϕ

‖
,Z · ϕ̂‖

,Z

)
dX dY, (I.32b)

(mλ
s )

⊥(ϕ̂⊥
,Z ,ϕ

⊥
,Z) =

∫∫

D

(
Σ

⊥
0 ϕ

⊥
,Z · ϕ̂⊥

,Z

)
dX dY .

Notons que l’opérateur Ks décrit la contribution de la pré-contrainte appartenant
au plan de la section Σ‖

0
alors que l’opérateur Ms décrit la contribution de la

pré-contrainte axiale Σ⊥
0 . Ainsi lorsque la précontrainte est uni-axiale, i.e. Σ

0
=

Diag(0, 0,Σ⊥
0 ), l’opérateur KS est identiquement nul.

Les termes du problème de bifurcation I.26 et de l’équilibre linéarisé I.29 sont
décrit explicitement et peuvent être évalués facilement avec les expressions I.32a-
I.32b. Des expressions similaires pour les blocs de Q peuvent être obtenues pour
une loi de comportement orthotrope quelconque. Les opérateurs Q et S seront dans
la suite manipulés comme des boîtes noires permettant de s’abstraire des détails du
modèle, souvent fastidieux et techniques.

Mettons à présent de côté la forme générique de l’équilibre linéarisé I.29 qui sera
très utile pour la réduction dimensionnelle dans le chapitre II et intéressons-nous à
la résolution du problème de bifurcation I.26 qui constitue le second objectif de cette
section. Dans le cas d’un solide infini, nous cherchons une solution à ce problème
harmonique selon la direction d’invariance Z, comme dans l’étude de l’elastica 1-d
présentée au § I.1. Le problème aux valeurs propres obtenu sera finalement résolu
numériquement pour l’exemple d’un barreau homogène isotrope de section rectan-
gulaire.

Le problème décrit par l’équation I.26 correspond à la recherche de vecteurs sin-
guliers pour l’opérateur Q + S . De tels déplacements peuvent exister dans le cas
d’une précontrainte compressive car alors le terme de pré-contrainte perd son ca-
ractère défini positif. Notons que de tels déplacements peuvent également exister
lorsque les modules de raideur tangente s’annulent et deviennent négatifs : c’est
alors la non-linéarité du comportement qui est à l’origine de l’instabilité.

I.3.3. Équilibres adjacents d’un solide prismatique infini : problème aux
valeurs propres

Pour un solide de longueur infinie L→ ∞ l’équation I.26 peut s’écrire comme un
problème aux valeurs propres 2-d sur la section D du solide prismatique. Notons que
dans ce cas les déplacements virtuels ϕ̂ doivent être choisis de moyenne nulle dans
la direction axiale de manière à préserver la déformation axiale moyenne imposée
par les conditions limites à l’infini. Nous considérons une perturbation harmonique
dans la direction Z. Par invariance selon Z de la solution fondamentale ϕλ

[0]
, cette

perturbation et les déplacements virtuels associés peuvent s’écrire sous la forme

ϕ(Z) =
(
ξ‖ + i ξ⊥

)
ei q Z ,
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ϕ̂(Z) =
(
ξ̂
‖
+ i ξ̂

⊥)
ei q Z ,

où, comme précédemment, l’exposant (‖) permet d’indiquer des déplacements dans
le plan de la section et l’exposant (⊥) indique des déplacements dans la direction

eZ . Dans cette expression, les amplitudes des modes ξ‖, ξ⊥, ξ̂
‖

et ξ̂
⊥

ne dépendent
pas de la coordonnée Z. Cette écriture a pour effet de transformer les gradients par
rapport à Z dans I.26 en multiplications par i q.

Les propriétés de symétrie et d’invariance selonZ nous permettent de considérer

que les amplitudes des modes ξ‖, ξ⊥, ξ̂
‖

et ξ̂
⊥

sont réelles. Nous définissons ainsi les
vecteurs réels

ξ =

(
ξ‖

ξ⊥

)
, ξ̂ =

(
ξ̂
‖

ξ̂
⊥

)
.

La décomposition harmonique des modes dans l’équation des équilibres adja-
cents I.26 élimine la variable Z. En effet pour L grand les moyennes sur la variable
axiale Z dans l’équation I.26 se simplifient par l’identité

1

L

∫ L

0
ℜ
(
S ei q z̃

)
: ℜ
(
T ei q z̃

)
dz̃ =

1

2
ℜ
(
S : T †) pour q 6= 0,

pour n’importe quels tenseurs S et T d’amplitude complexe. Dans cette égalité, T †

représente le complexe conjugué de du tenseur T , et ℜ(T ) sa partie réelle. Ainsi le
problème de bifurcation I.26 se ré-écrit en fonction des amplitudes ξ̂ et ξ comme un
problème aux valeurs propres polynomial de la forme

∀ξ̂, ξ̂ ·
(
Kλ + q Cλ + q2Mλ

)
· ξ = 0, (I.34)

où les opérateurs Kλ, Cλ et Mλ sont déduits des opérateurs K, C et M. En effet Kλ

et Mλ s’identifient directement aux opérateurs Kλ
e +Kλ

s et Mλ
e +Mλ

s définis par I.31
alors que Cλ est décrit par

Cλ(ξ̂, ξ) = cλ(ξ̂
⊥
, ξ‖) + cTλ (ξ̂

‖
, ξ⊥) où cλ(ξ̂

⊥
, ξ‖) = c1λ(ξ̂

⊥
, ξ‖)− (c2)Tλ (ξ̂

⊥
, ξ‖).

(I.35)
Le nombre d’onde q est la valeur propre du problème de bifurcation I.34 et ξ en est
le vecteur propre. En utilisant la définition des opérateurs par blocs I.31 il vient

Kλ =




k
‖
λ 0

0 k⊥λ



, Cλ =




0 cTλ

cλ 0



,

Mλ =




m
‖
λ 0

0 m⊥
λ




.

(I.36)

Pour un solide néo-Hookéen, les expressions détaillées fournies par les équa-
tions I.32a, combinées aux relations I.36 et I.35 permettent de calculer explicitement
les sous-blocs des matrices Kλ, Mλ et Cλ intervenant dans le problème aux valeurs
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propres I.34.
Le problème de bifurcation I.34 est écrit sur une section 2-d du solide prisma-

tique. Pour une loi de comportement donnée ce problème peut être résolu de ma-
nière numérique. Les amplitudes complexes des modes de bifurcation sont discréti-
sées par la méthode des éléments finis : ξ‖ et ξ⊥ font alors référence à des vecteurs
réels représentant les degrés de liberté discrétisés sur la section et une discrétisa-
tion similaire est utilisée pour les déplacements virtuels. Ceci permet de remplacer
l’intégration dans la section par des produits scalaires et les opérateurs Kλ, Cλ et
Mλ deviennent des matrices réelles. Un exemple de résolution numérique de ce pro-
blème est détaillé dans le prochain paragraphe.

Notons ici que ce raisonnement est transposable à un solide prismatique soumis
d’autres types de chargement et/ou un comportement anisotrope, modulo quelques
changements dans la forme par blocs des opérateurs Kλ, Mλ et Cλ. La seule hy-
pothèse indispensable pour mener un raisonnement similaire est l’existence d’une
solution invariante et homogène en Z, c’est à dire dont la déformation associée est
indépendante de Z.

I.3.4. Application au cas de l’elastica en compression

Étudions un exemple d’application de cette méthode pour un barreau à section
rectangulaire en compression, paramétrée par ǫ = 1 − λ. La solution homogène
ϕ
‖
[0](λ;X,Y ) est d’abord calculée en résolvant le problème d’élasticité non-linéaire

2-d décrit par l’équation I.19. Nous utilisons la méthode des éléments finis : ϕ‖
[0] est

interpolé sur une base d’éléments de Lagrange linéaires implémentés dans la librai-
rie FEniCS (ØLGAARD, LOGG et WELLS, 2009). L’équation d’équilibre non-linéaire
est alors résolue par une méthode de Newton-Raphson standard. Notons que pour
ce problème très simple la solution fondamentale peut être décrite analytiquement,
comme expliqué au § I.2.2. ; cependant notre méthode de résolution numérique pré-
sente l’avantage d’être immédiatement généralisable à un problème plus complexe
faisant intervenir un chargement hétérogène dans la section par exemple, comme
c’est le cas dans le chapitre III.

Dans un second temps le déplacement incrémental (ξ‖, ξ⊥) est discrétisé : nous
utilisons encore des éléments de Lagrange linéaires sur le domaine 2-d D implé-
mentés dans la librairie FEniCS. La base de fonctions ainsi obtenue est utilisée, ainsi
que le déplacement ϕ‖

[0], pour remplir les matrices Kλ, Cλ et Mλ en utilisant les ex-
pressions de leurs sous-blocs définis par I.35 et I.36. Pour un modèle néo-Hookéen,
l’expression explicite de ces sous-blocs est fournie par les équations I.32a et I.32b.
Nous utilisons dans cette application numérique un modèle de Gent pour lequel
l’expression détaillée de ces opérateurs est fournie à la fin du chapitre III.

La forme discrète du problème aux valeurs propres quadratique I.34 est alors ré-
solue en faisant appel à la librairie SLEPc (HERNANDEZ, ROMAN et VIDAL, 2005).
Une méthode d’Arnoldi à deux niveaux est utilisée, combinée à une méthode de
décalage et d’inversion (en anglais shift-and-invert) afin de faciliter la recherche de
valeurs propres de faible partie réelle (SAAD, 2011). Le lecteur intéressé par une re-
vue des méthodes pour la résolution numérique de problèmes aux valeurs propres
quadratiques pourra se référer par exemple à TISSEUR et MEERBERGEN (2001).

Les résultats numériques sont présentés figure I.6 pour une section d’épaisseur
h = 0.1, de largeur v = 0.2 et d’aire A = h v. Ce barreau est constitué d’un matériau
de Gent avec µ = 1., K = 10. et Jm = 1000. Pour les faibles valeurs de ǫ, la relation
q(ǫ) obtenue numériquement par cette analyse de bifurcation linéaire est très proche



I.4. Conclusion 27

0.05 0.10 0.15

50

100

150

200

250

Euler-Bernoulli

FIGURE I.6 – Elastica 3-d : courbe de stabilité marginale q2(ǫ) calcu-
lée par la méthode des éléments finis (taille de maille e) et allure des
modes critiques pour une section de largeur v = 0.2 et d’épaisseur

h = 0.1.

des prédictions du modèle 1-d I.8 avec lequel nous obtenons q2 = ǫAI , avec IX = v h3

12

et IY = h v3

12 . Ce calcul prédit qc = 0 et ǫc = 0, en accord avec l’hypothèse L→ ∞.
Cette méthode de calcul des équilibres adjacents est applicable à une grande va-

riété de problèmes impliquant des solides de section à géométrie quelconque, pou-
vant présenter des hétérogénéités de comportement et de pré-contrainte, comme
nous le verrons dans le chapitre III. Cette formulation complète les analyses exis-
tantes pour l’étude des bifurcations de solides prismatiques en 3-d, et en particulier
celle de SCHERZINGER et TRIANTAFYLLIDIS (1998) dans laquelle les sections sont
soumises à un chargement homogène.

Notre approche repose sur la réduction du problème de bifurcation 3-d à une
équation formulée sur un domaine 2-d (équation I.34) en considérant le nombre
d’onde q comme une inconnue du problème et généralise ainsi les travaux de LEE et
al. (2008b) à une géométrie 3-d. Nous verrons dans le chapitre III comment l’utilisa-
tion de la forme faible facilite l’écriture et la résolution d’un développement asymp-
totique à faible q qui permet d’analyser la sélection du nombre d’onde au seuil de
flambement sans résoudre le problème aux valeurs propres quadratique I.34.

I.4 Conclusion

La méthode d’analyse des bifurcations présentée dans ce chapitre est synthétisée
dans le tableau I.1. Connaissant une branche fondamentale de solutions calculée en
résolvant l’équilibre non-linéaire (équation I.3 pour le modèle 1-d et équation I.16
pour le modèle 3-d), cette méthode consiste à rechercher des solutions à l’équation
d’équilibre linéarisé au voisinage de cette branche de solutions (équation I.6 pour le
modèle 1-d et équation I.20 pour le modèle 3-d).
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1-d 3-d

I.3 I.16
équilibre non-linéaire : calcul de la branche
fondamentale

I.6 I.20
équilibre linéarisé pour une petite
perturbation : calcul des équilibres adjacents

TABLEAU I.1 – Résumé des principales équations de l’analyse de bi-
furcation : pour un modèle 1-d (§ I.2.1.) et dans le cadre de l’élasticité

finie 3-d (§ I.2).

Si le problème étudié est infini et invariant dans une direction de l’espace et si
une branche de solutions fondamentales invariantes et homogènes dans cette direc-
tion existe, nous introduisons une petite perturbation harmonique dans la direction
d’invariance et nous ramenons à un problème aux valeurs propres formellement
similaire à I.7. Dans le cadre de l’élasticité finie 3-d, pour un solide prismatique or-
thotrope et une solution fondamentale correspondant à un étirement axial, l’équa-
tion I.7 s’écrit sous la forme I.34 qui correspond à un problème aux valeurs propres
généralisé 2-d formulé sur une section du solide prismatique, comme nous venons
de le montrer. Ceci est une conséquence directe de l’invariance du système dans sa
direction axiale ainsi que de l’invariance et de l’homogénéité de la solution fonda-
mentale dans cette direction et peut être généralisé à de nombreux problèmes 3-d :
pression radiale homogène, torsion uniforme. Le problème aux valeurs propres I.34,
valable pour une pré-contrainte axiale quelconque de la forme I.17, permet de dé-
crire des problèmes très variés, nous en présentons deux exemples dans ce mémoire.

Dans le chapitre III, nous étudierons le flambement d’un solide prismatique sou-
mis à une forte pré-contrainte hétérogène dans sa section. Pour cela nous introdui-
rons une transformation intermédiaire décrite par le tenseur G, hétérogène au sein
de la section du solide prismatique. L’équation de bifurcation sera alors obtenue en
remplaçant le gradient de la transformation F par F ·G dans l’expression de l’éner-
gie, selon la méthode classiquement utilisée dans le cadre de la théorie élastique de
la croissance (GORIELY et al., 2008). Le chapitre IV traitera de problèmes invariants
d’échelle, pour lesquels le nombre d’onde q n’est pas défini au seuil de bifurcation.
Dans un tel cas, nous verrons que la formulation I.34 permet de calculer la forme des
modes propres ainsi que le chargement critique.

Avant d’aborder ces exemples, nous proposons de mettre à profit la forme I.29
de l’équilibre linéarisé pour proposer une démarche de réduction dimensionnelle.
Nous montrerons en particulier comment il est possible de déduire le modèle
d’Euler-Bernoulli classique à partir d’un choix adapté des ordres de grandeur des ef-
forts appliqués, des déformations incrémentales et de la pré-contrainte dans l’équa-
tion I.29. Ces points seront traités dans le prochain chapitre, qui sera l’occasion d’une
discussion plus générale sur la construction de modèles réduits.
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Dans le chapitre précédent, nous avons étudié l’instabilité de flambage d’une
poutre en compression, d’abord en utilisant un modèle réduit 1-d puis dans le cadre
de l’élasticité finie 3-d. Cette seconde approche nous permettra d’analyser, dans le
chapitre III, des problèmes pour lesquels le modèle 1-d d’Euler-Bernoulli ne s’ap-
plique pas.

Mais avant de nous attaquer à de tels problèmes, nous nous proposons d’étudier
les liens qui unissent la théorie 3-d et les modèles réduits classiques. En effet, si la
théorie 3-d que nous venons de présenter permet de résoudre les problèmes d’in-
stabilités élastiques de manière systématique, sa mise en œuvre reste lourde malgré
le recours aux outils numériques. La résolution numérique s’avère particulièrement
délicate dans le cas où les solides sont très élancés, ce qui implique des déforma-
tions importantes et donc une discrétisation fine. L’utilisation de modèles réduits
est très avantageuse pour ce type de problèmes, comme nous l’avons constaté avec
l’exemple du flambage d’Euler. Ce chapitre constitue un premier pas vers la déri-
vation systématique de modèles réduits. Nous considérons des solides prismatiques
pour lesquels la longueur axiale typique L est très grande devant la dimension carac-
téristique de la section h. Pour de tels solides nous définissons la coordonnée étirée
z̃ = η z où η = h

L est le rapport d’élancement du solide et nous écrivons ainsi un
développement à deux échelles qui sera combiné à l’équation d’équilibre linéarisé
sous forme faible I.29 formulée au chapitre précédent.

La combinaison d’un développement à deux échelles avec la forme faible des
équations d’équilibre a déjà été utilisée à des fins de réduction dimensionnelle, en
particulier dans les travaux de BERMUDEZ et VIANO (1984), SANCHEZ-HUBERT et
SANCHEZ-PALENCIA (1992) et TRABUCHO et VIAÑO (1996). Une telle approche per-
met d’établir les équations du modèle réduit à partir d’une résolution de la formula-
tion exacte du problème dans le cadre de l’élasticité 3-d, en s’affranchissant de toute
hypothèse cinématique a priori. Une démarche de ce type est également utilisée en
mécanique des fluides pour réduire les dimensions de problèmes présentant une
faible couche de liquide, voir par exemple EGGERS et DUPONT (1994).

Nous proposons de construire une méthode de réduction dimensionnelle sys-
tématique en partant de l’expression de l’équilibre linéarisé I.29 et en manipulant
les opérateurs bilinéaires comme des boîtes noires. La cinématique du modèle ré-
duit peut être calculée de manière exacte en résolvant les équation de l’élasticité
finie incrémentale ordre par ordre, en fonction de la loi de comportement traitée.
La construction de ce modèle ne reposera sur aucune hypothèse cinématique préa-
lable, mais uniquement sur des considérations portant sur les ordres de grandeur
des efforts appliqués au solide élancé. C’est une approche naturelle puisque le mode
de déformation de ce solide dépend essentiellement de l’intensité des forces qui lui
sont appliquées. Des hypothèses de ce type sont d’ailleurs utilisées dans les travaux
de MARIGO et MEUNIER (2006) pour établir une hiérarchie des modèles existants.

Cette méthode nous permettra de déduire le modèle réduit classique d’Euler-
Bernoulli sous une forme très générale et pourrait être adaptée pour explorer des cas
où ce modèle classique est inapplicable, comme lorsque le solide est soumis à une
forte pré-contrainte hétérogène. Nous y reviendrons dans le chapitre III. La justifica-
tion mathématique rigoureuse de la convergence de la solution 3-d vers la solution
des modèles réduits lorsque le rapport d’extension tend vers zéro sort du cadre de ce
mémoire. Celle-ci fait l’objet d’études faisant appel à la théorie des développements
asymptotiques et plus récemment à la gamma-convergence (BERMUDEZ et VIANO,
1984 ; SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ PALENCIA, 1999 ; MORA et MÜLLER, 2008 ;
SCARDIA, 2009).
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Dans une première section de ce chapitre, nous présenterons le modèle de poutre
3-d non-linéaire classique d’Euler-Bernoulli et en particulier les équations de Kirch-
hoff (LOVE, 1927). Ces équations gouvernent les déplacements d’une ligne centrale
tout en prenant en compte les rotations moyennes de la section. À grande échelle,
les sections peuvent être considérées comme orthogonales à cette ligne centrale.
Alors que le comportement élastique est linéarisé, les non-linéarités géométriques
sont prises en compte à travers la cinématique de cette ligne qui décrit de grandes
rotations. Nous introduirons ensuite une version linéarisée de ces équations au voi-
sinage d’une configuration fondamentale rectiligne. C’est cette dernière version qui
est classiquement utilisée par les ingénieurs en calcul des structures et de résistance
des matériaux. Le problème de bifurcation décrivant le flambage d’Euler examiné
au chapitre précédent en est un cas limite. Dans une seconde section, nous présen-
terons notre méthode de réduction dimensionnelle, fondée sur un développement à
deux échelles combiné à la forme faible de l’équation d’équilibre linéarisé 3-d, puis
nous l’appliquerons à des exemples classiques, et en particulier au cas du flambage
d’Euler étudié dans le chapitre I.

Les exemples simples traités dans ce chapitre servent d’introduction à la problé-
matique plus générale qui consiste à évaluer la pertinence d’un modèle réduit et à
définir un modèle 1-d adapté à un problème donné à partir de la formulation 3-d.
Cette problématique sera discutée plus avant dans le chapitre III à travers l’exemple
d’un solide prismatique soumis à une forte pré-contrainte hétérogène dans sa sec-
tion.

II.1 Modèle de poutre d’Euler-Bernoulli

Les équations de poutre classiques (KIRCHHOFF, 1859) sont souvent établies à
partir d’hypothèses a priori portant sur la description cinématique d’un solide élancé
à grande échelle. Le solide est décrit par le déplacement d’une ligne neutre à laquelle
le plan moyen de chacune des sections est supposé rester orthogonal. Cette approche
peut être justifiée par le calcul de la déformation locale dans cadre de l’élasticité 3-d,
voir par exemple (BALLARD et MILLARD, 2009 ; AUDOLY et POMEAU, 2010). C’est
aussi ce que nous ferons dans la dernière section de ce chapitre, en partant du point
de vue 3-d énoncé au chapitre I.

Commençons par décrire ces équations 1-d. Nous les ré-écrirons ensuite sous une
forme linéarisée, en nous plaçant au voisinage d’une configuration rectiligne. Nous
verrons enfin que le problème de flambement de l’elastica 2-d présenté au chapitre I
(voir l’équation I.2) en est un cas limite dans lequel seule une direction de flexion est
considérée.

II.1.1. Géométrie non linéaire

Nous définissons d’abord la cinématique du modèle de poutre pour une géomé-
trie non-linéaire, puis la relation entre l’énergie élastique et les déformations et enfin
les équations d’équilibre sous forme faible puis forte. Tout ceci sera d’abord énoncé
sans justification et nous verrons ensuite comment établir ces équations à partir du
problème d’équilibre linéarisé 3-d introduit au chapitre I.

Cinématique

La position de la ligne centrale est décrite par le vecteur r(s). Les repères locaux(
d1(s), d2(s), d3(s)

)
associés à chaque valeur de la coordonnée curviligne s décrivent
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FIGURE II.1 – Modèle de poutre 3-d : Ligne centrale, coordonnée cur-
viligne s et repère local associé à cette coordonnée.

la rotation moyenne des sections, comme schématisé sur la figure II.1. Ces repères
sont orthonormés et orientés de manière à ce que que le vecteur d3(s) soit aligné avec
la tangente à la courbe centrale au point de coordonnée s. D’après les hypothèses
cinématiques, le repère

(
d1(s), d2(s)

)
appartient alors au plan moyen de la section

D en s. Ceci est valable si les sections ne sont pas soumises au cisaillement, ce qui
peut être justifié par le calcul 3-d. Il est naturel d’introduire le vecteur gradient de
rotation Ω(s) tel que

∀i, d′i(s) = Ω(s)∧di(s) avec Ω(s) = κ1(s) d1(s)+κ2(s) d2(s)+κ3(s) d3(s) (II.1)

aussi connu sous le nom de vecteur de Darboux. Nous utilisons le symbole ∧ pour
représenter le produit vectoriel. Les quantités κ1(s) et κ2(s) correspondent aux cour-
bures matérielles dans le plan moyen de la section (i. e. autour des axes d1 et d2) et
κ3(s) mesure la torsion cinématique autour du vecteur tangent à la ligne centrale.
La description cinématique est complète si l’on considère également une contrainte
liant la tangente r′ à la direction d3

r′(s) =
(
1 + ǫ(s)

)
d3(s), (II.2)

où ǫ(s) mesure la déformation axiale et sera égale à 0 dans les modèles inextensibles.

Loi de comportement

Pour un matériau isotrope, linéaire élastique de module de Young E, l’énergie
élastique s’écrit, pour une poutre de longueur L,

W =

∫ L

0

(
1

2
EA ǫ2 +

1

2
E Iα(κα − κnat

α )2 +
1

2
µJτ κ

2
3

)
ds, (II.3)

en utilisant la convention de sommation sur les indices répétés avec α ∈ {1, 2}. Dans
cette expression µ est le second coefficient de Lamé, A est l’aire de la section et Jτ la
constante de torsion. Les constantes I1 et I2 représentent les moments quadratiques
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principaux de la section D, en choisissant
(
d1(s), d2(s)

)
alignés avec les directions

principales qui leur sont associées. Ces trois dernières quantités dépendent de la
géométrie de la section : leur expression détaillée sera discutée dans la troisième
section de ce chapitre lorsque nous établirons ce modèle réduit à partir de l’élasticité
finie 3-d.

Le premier terme de l’expression II.3 est lié à l’extension axiale de la poutre.
Le second terme définit la contribution de la flexion. La constante κnat

α modélise la
courbure naturelle de l’objet dans la direction de flexion α. Il est possible de décrire
une torsion naturelle de la même manière en remplaçant κ23 par (κ3 − κnat

3 )2 dans
le troisième terme de II.3, qui décrit l’énergie de torsion. Cette courbure naturelle
fut introduite par CLEBSCH (1862), puis par BASSET (1895) comme un complément à
la théorie de Kirchhoff et permet de décrire des objets naturellement courbés. Nous
montrerons dans le chapitre III que les modèles de poutre à courbure naturelle per-
mettent de modéliser le flambement en hélice sous l’effet de pré-contraintes modé-
rées et hétérogènes dans la section.

Forme faible des équations d’équilibre

L’équilibre de la poutre correspond à l’annulation de la somme des travaux vir-
tuels des efforts intérieurs, des efforts extérieurs appliqués à l’objet ainsi que du tra-
vail virtuel associé à la contrainte de compatibilité cinématique II.2. Cette équation
d’équilibre s’exprime en fonction d’une extension virtuelle infinitésimale ǫ̂ ainsi que
d’une rotation virtuelle infinitésimale de la ligne centrale ρ̂. Cette rotation virtuelle
est définie de telle manière que les repères locaux associés à ce mouvement virtuel
sont perturbés de d̂i = ρ̂∧di. En définissant les composantes κ̂i de la perturbation Ω̂
du vecteur de Darboux dans la base (d1, d2, d3), et en remarquant

d̂′i = Ω̂ ∧ di +Ω ∧ d̂i = ρ̂′ ∧ di + ρ̂ ∧ d′i,

il est démontré classiquement que le gradient de la rotation virtuelle s’écrit

ρ̂′ = κ̂i di. (II.4)

Dans la suite nous noterons r̂ le déplacement virtuel infinitésimal de la ligne cen-
trale associé à cette extension et à cette rotation tel que r + r̂ satisfait la condition
cinématique II.2, c’est à dire que (ǫ̂, ρ̂, r̂) vérifient la contrainte

r̂′(s) = ǫ̂(s) d3(s) + ρ̂(s) ∧ r′(s). (II.5)

Les déplacements virtuels (ǫ̂, ρ̂, r̂) ainsi décrits doivent également vérifier les condi-
tions aux limites cinématiques (déplacements imposés). L’équation d’équilibre
s’écrit alors sous forme faible

∀(ǫ̂, ρ̂, r̂) Wi +We +Wc = 0. (II.6)

Le travail des efforts intérieurs Wi peut être obtenu à partir de la première varia-
tion de l’énergie W définie par l’équation II.3. Nous obtenons ainsi, pour une poutre
de longueur L,

Wi = −
∫ L

0

[
n(s) ǫ̂(s) +m(s) ·

(
κ̂i(s) di(s)

)]
ds. (II.7)
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Les déformations de la poutre sont ainsi à l’origine de deux efforts internes : un mo-
ment internem(s) lié aux rotations du repère local et un effort normal n(s) provoqué
par l’extension. Ces efforts dépendent de la géométrie de la section D ainsi que du
matériau constitutif. D’après l’expression de l’énergie élastique II.3, pour une poutre
présentant une courbure naturelle κ0 dans la direction 1, le moment interne s’écrit

m(s) = C1

(
κ1(s)− κ0

)
d1(s) + C2 κ2(s) d2(s) + µJτ κ3(s) d3(s), (II.8)

où C1 = E I1 et C2 = E I2. L’effort normal s’écrit, toujours d’après II.3,

n(s) = EA ǫ(s). (II.9)

La puissance des efforts extérieurs prend la forme

We =

∫ L

0

[
p(s) · r̂(s) + q(s) · ρ̂(s)

]
ds+

∑

ext=0,L

[
P ext · r̂ext +Q

ext
· ρ̂

ext

]
, (II.10)

où p(s) et q(s) sont les champs linéiques de forces et de moments appliqués, P ext et
Q

ext
les forces et les moments appliqués à chacune des extrémité s = 0 et s = L.

Enfin, la puissance associée à la contrainte de compatibilité II.2 s’obtient en écri-
vant la première variation cette contrainte. Il vient ainsi, d’après II.5,

Wc = −
∫ L

0
f(s) ·

(
r̂′(s)− ǫ̂(s) d3(s)− ρ̂(s) ∧ r′(s)

)
ds, (II.11)

où f(s) est le multiplicateur de Lagrange associé à cette contrainte. Cette dernière
fonction vectorielle a la dimension d’une force et peut être interprétée comme la
résultante des efforts internes sur chaque section du solide.

Forme forte des équations d’équilibre

Les équations II.6, II.7, II.10 et II.11 deviennent, après intégration par parties des
termes faisant intervenir les gradients des déplacements virtuels,

∀(ǫ̂, r̂, ρ̂),
∫ L

0

(
[
f · d3 − n

]
ǫ̂+

[
m′ + r′ ∧ f + q

]
· ρ̂+

[
p+ f ′

]
· r̂
)
ds · · ·

−
[
f · r̂ +m · ρ̂

]L

0

+
∑

ext=0,L

[
P ext · r̂ +Q

ext
· ρ̂
]
= 0.

Les équations sous forme forte dans l’intérieur de l’objet sont alors directement obte-
nues en annulant les termes entre crochets dans l’intégrale de l’équation d’équilibre
précédente, respectivement en facteur de ǫ̂, r̂ et ρ̂. Ainsi ∀s ∈ [0, L],

f(s) · d3(s) = n(s), (II.12a)

m′(s) + r′(s) ∧ f(s) + q(s) = 0, (II.12b)

p(s) + f ′(s) = 0. (II.12c)

Les termes de bord peuvent être déduits de cette équation de la même manière. Nous
ne discuterons pas ici leur expression générale car ce travail s’intéresse principale-
ment à des cas où les extrémités du solide prismatique ne jouent pas de rôle dans
la sélection du mode de bifurcation, nous y reviendrons en discutant les exemples.
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Remarquons que les équations II.12b et II.12c s’interprètent respectivement comme
l’équilibre des moments et des résultantes sur une portion infinitésimale du solide.
L’équation II.12a permet de définir l’effort normal n dans la poutre.

Les équations II.12b et II.12c, dites équations de Kirchhoff, sont non-linéaires.
Elles peuvent être résolues analytiquement ou numériquement, comme nous l’avons
fait pour décrire les solutions du problème de l’elastica 2-d en compression dans
le premier chapitre, voir l’équation I.4. Ces équations sont très souvent utilisées
sous forme linéarisée pour étudier la déformation de solides peu déformés ou peu
flexibles, en génie civil par exemple, ou pour l’étude des bifurcation par la méthode
des équilibres adjacents présentée au début de ce manuscrit.

II.1.2. Modèles linéarisé autour d’une configuration rectiligne

La forme linéarisée de l’équilibre sous forme faible II.6 peut être obtenue par la
méthode présentée au chapitre I en considérant une petite variation au voisinage
d’une configuration fondamentale connue. Nous considérons ici une configuration
fondamentale rectiligne sans torsion, c’est à dire une solution

(
d
[0]
i,i∈1,2,3(s)

)
=
(
ex, ey, ez

)
,

ce qui correspond aux problèmes étudiés dans le premier chapitre. Dans un pre-
mier temps nous présenterons la cinématique et les efforts intérieurs linéarisés. Nous
examinerons ensuite l’équilibre linéarisé sous forme faible, d’abord dans le cas où
la configuration fondamentale n’est pas pré-contrainte puis dans le cas d’une pré-
contrainte axiale compressive. Cette dernière analyse sera l’occasion de retrouver
l’équation utilisée au début de ce manuscrit pour étudier le flambage d’Euler. Un
cas de poutre avec courbure naturelle sera discuté dans le chapitre III.

Nous considérons dans cette section un solide infini dans sa direction d’élonga-
tion L→ ∞ et ne décrivons pas les efforts appliqués aux extrémités.

Cinématique linéarisée

Introduisons une perturbation infinitésimale de l’extension ǫ[1] ainsi qu’un incré-
ment infinitésimal de rotation ρ[1] tel que

di = d
[0]
i + d

[1]
i où d

[1]
i = ρ[1] ∧ d

[0]
i .

Dans la suite nous omettrons l’exposant [0] pour l’ordre 0 sur les di de façon à éviter
des lourdeurs inutiles dans l’écriture des équations. De cette façon, la position de la
ligne centrale s’écrit

r = r[0] + r[1], où r[1] ′ = ǫ[1] d3 +
(
1 + ǫ[0]

)
ρ[1] ∧ d3

est la contrainte cinématique II.2 linéarisée. En supposant que l’étirement ǫ[0] est nul
dans la configuration fondamentale, cette dernière contrainte devient

r[1] ′(s) = u′(z) ez + ρ[1](z) ∧ ez où ρ[1](z) =

( −w′
y(z)

w′
x(z)
τ(z)

)
. (II.13)

L’équation d’équilibre s’écrit ainsi en fonction des quatre déplacements 1-d linéa-
risés

(
wx(z), wy(z), u(z), τ(z)

)
. Pour cette configuration fondamentale rectiligne le
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vecteur de Darboux s’écrit
Ω = Ω[1]

où l’incrément Ω[1] s’identifie au gradient de l’incrément de rotation

Ω[1] = ki di où ki = ρ[1] ′ · di.

Efforts intérieurs

Les incréments d’efforts internes s’écrivent

n[1] = EA ǫ[1] = EAu′(z), (II.14a)

m[1] = −C1w
′′
y(z) ex + C2w

′′
x(z) ey + µJτ τ

′(z) ez + ρ[1](z) ∧m[0], (II.14b)

où ρ[1] est décrit dans II.13 etm[0] est le moment interne dans la configuration fonda-
mentale rectiligne. Ce dernier est non nul si l’on considère une poutre naturellement
courbée, comme nous le verrons dans le chapitre III.

Cas non pré-contraint

Dans le cas non pré-contraint les efforts internes dans la configuration fonda-
mentale sont nuls m[0] = 0 et f [0] = 0. L’incrément de moment interne s’écrit alors,
d’après II.14b

m[1] = −C1w
′′
y(z) ex + C2w

′′
x(z) ey + µJτ τ

′(z) ez,

et la puissance linéarisée des efforts intérieurs prend la forme, d’après II.7,

Wi = − 1

L

∫ L

0

[
n[1](z) ǫ̂(z) +m[1](z) ·

(
ρ̂′i(z) di

) ]
dz.

D’après II.10, la puissance linéarisée des efforts extérieurs devient

We =
1

L

∫ L

0

[
p[1](z) · r̂(z) + q[1](z) · ρ̂(z)

]
dz,

avec p[1](z) et q[1](z) les incréments d’effort et de moment linéiques appliqués. Enfin,
comme f [0] = 0, la puissance linéarisée associée à la contrainte de compatibilité II.11
s’écrit

Wc = − 1

L

∫ L

0
f [1](z) ·

(
r̂′(z)− ǫ̂(z) ez(s)− ρ̂(z) ∧ ez

)
dz.

Cette dernière puissance s’annule si nous nous restreignons aux déplacements
virtuels cinématiquement compatibles, c’est à dire vérifiant la contrainte cinéma-
tique II.5

r̂(z) =

( ŵx(z)
ŵy(z)
û(z)

)
, avec ρ̂(z) =

( −ŵ′
y(z)

ŵ′
x(z)
τ̂(z)

)
. (II.15)
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Finalement, si l’on ne tient pas compte des efforts appliqués aux extrémités, l’équi-
libre linéarisé devient,

∀(û, ŵx, ŵy, τ̂)
1

L

∫ L

0

[
EAu′û′ + C1w

′′
y ŵ

′′
y + C2w

′′
xŵ

′′
x + µJτ τ

′ τ̂ ′
]
dz · · ·

=
1

L

∫ L

0

(
p
1
· r̂(z) + q

1
(z) · θ̂(z)

)
dz. (II.16)

Cette formulation décrit la réponse d’une poutre rectiligne dans la limite de rota-
tions infinitésimales. Dans la seconde section de ce chapitre, nous verrons comment
déduire cette même équation à partir de l’équilibre linéarisé en élasticité finie 3-d.
Étudions à présent la forme que prend cet équilibre linéarisé dans le cas d’une pré-
contrainte compressive non nulle.

Cas précontraint : flambage d’Euler

Considérons le cas inextensible, ǫ = 0 et une solution fondamentale rectiligne
pré-contrainte avec f [0] = N [0] ez . Dans le cadre de l’analyse de bifurcation linéari-
sée, nous supposons que les incréments de forces et de moments linéiques appliqués
sont nuls, p[1] = 0 et q[1] = 0. Ainsi la puissance linéarisée des efforts extérieurs II.10
s’annule. L’expression de la puissance linéarisée des efforts intérieurs II.10 est sem-
blable au cas non précontraint. Enfin la puissance associée à la contrainte cinéma-
tique II.11 devient

Wc = − 1

L

∫ L

0
N [0]

(
w′
x(z) ŵ

′
x(z) + w′

y(z) ŵ
′
y(z)

)
dz,

car le terme impliquant f [1] s’annule de la même manière que précédemment grâce
au choix d’une cinématique vérifiant II.5 pour le déplacement virtuel. Le problème
de bifurcation linéarisé sous forme faible s’écrit alors

∀ŵx, ŵy, τ̂) − 1

L

∫ L

0

[
C1w

′′
y ŵ

′′
y + C2w

′′
xŵ

′′
x + µJ τ ′ τ̂ ′

]
dz · · ·

=
1

L

∫ L

0
N [0]

(
w′
x(z) ŵ

′
x(z) + w′

y(z) ŵ
′
y(z)

)
dz. (II.17)

Nous retrouvons ainsi l’équation I.6 présentée au chapitre I pour l’étude du flam-
bage en compression de l’elastica 2-d. L’identification est immédiate en posant
τ(z) = 0, θ(s) = θ(z) = w′

x(z) et wy(z) = 0 dans le cadre d’une cinématique uni-
quement 2-d ainsi qu’en inversant la convention pour l’effort interne de façon à
considérer N [0] < 0 en compression (dans le chapitre I nous avions compté F > 0 en
compression).

II.1.3. Conclusion

Nous avons ainsi écrit l’équilibre linéarisé au voisinage d’une configuration rec-
tiligne pour le modèle de poutre classique sans pré-contrainte, équation II.16. Dans
le cas d’une pré-contrainte axiale compressive, nous établissons l’équation II.17 qui
gouverne le flambage d’Euler, déjà introduite dans le chapitre I.

Ce modèle de poutre classique ne prend pas compte les non-linéarités de com-
portement du matériau, il ne s’applique pas au cas d’un fort cisaillement, ou lorsque
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les déformations dans la section sont importantes comme c’est le cas lorsque l’ob-
jet est soumis à de forte pré-contraintes incompatibles, voir le cas traité dans le
chapitre III. La cinématique de ce modèle a été progressivement enrichie pour
prendre en compte le cisaillement (TIMOSHENKO, 1921) ou des déformations in-
ternes particulières à chaque section qui apparaissent dans les structures en voiles
minces (VLASSOV, 1962). Il en existe aujourd’hui de nombreuse variantes et le choix
d’un modèle approprié peut s’avérer délicat pour l’ingénieur. Ainsi les approches
visant à hiérarchiser ces différents modèles en s’appuyant sur les équations 3-d
font encore aujourd’hui l’objet de recherches actives en mécanique (FERRADI, 2016).
La méthode la plus naturelle et comportant le moins d’hypothèses ad hoc consiste
à s’appuyer sur l’ordre de grandeur des efforts appliqués (MARIGO et MEUNIER,
2006).

Dans la prochaine section nous présentons une méthode permettant d’opérer
une réduction dimensionnelle systématique et d’écrire l’équilibre linéarisé d’un mo-
dèle réduit 1-d en partant de la forme incrémentale des équations de l’élasticité fi-
nie 3-d. Nous appliquerons cette méthode à un solide néo-Hookéen en compression
axiale. Ceci nous permettra de justifier les équations classiques II.16 et II.17 à partir
de l’élasticité 3-d. La non-linéarité des équations de Kirchhoff étant purement géo-
métrique, il est ensuite relativement facile de remonter à la forme non-linéaire de
l’énergie II.3 à partir des équations linéarisées II.16 ou II.17 en combinant ces der-
nières avec une cinématique non-linéaire appropriée.

II.2 Réduction dimensionnelle à partir de l’élasticité 3-d

Notre méthode s’inscrit dans la continuité des approches existantes, et en parti-
culier des travaux de SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ-PALENCIA (1992) qui traitent
de réduction dimensionnelle par des méthodes asymptotiques. L’originalité de notre
travail repose sur la manipulation formelle des équations de l’élasticité 3-d : nous
nous appuyons sur la structure de ces équations et sur leurs propriétés générales
sans rentrer dans le détail des expressions. Ainsi le modèle obtenu sera exprimé de
manière suffisamment générale pour être décliné de manière systématique en dif-
férentes variantes en fonction de la géométrie, de la pré-contrainte et du comporte-
ment, y compris lorsque ces deux derniers sont hétérogènes.

Dans cette section nous présentons la méthodologie générale et les hypothèses
nécessaires à la mise en œuvre de cette réduction dimensionnelle. Nous ne faisons
aucune hypothèse cinématique a priori et nous appuyons uniquement sur l’ordre de
grandeur des efforts appliqués. Celui-ci étant fixé, notre démarche s’articule en 4
étapes

— écriture de l’équilibre linéarisé pour l’élasticité finie en forme faible,
— injection d’un développement à deux échelles,
— résolution de l’équilibre linéarisé ordre par ordre,
— déduction du modèle 1-d en forme faible.

Nous mettrons en œuvre cette méthode pour établir le modèle classique d’Euler-
Bernoulli dans la suite de cette section, à partir d’hypothèses adaptées sur les ordres
de grandeur des efforts appliqués. Ce modèle sera d’abord introduit sous une forme
très générale. Nous traiterons de son application au cas d’une poutre homogène en
compression axiale dans la section suivante : notre objectif sera alors de retrouver la
forme linéarisée des équations de poutre II.16 et II.17.

Commençons par un bref rappel du cadre de travail introduit dans le chapitre I.
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II.2.1. Rappels d’élasticité finie 3-d

Considérons un solide prismatique de section D. Nous avons établi dans le cha-
pitre I que les propriétés d’invariance du système et l’existence d’une solution fon-
damentale ϕ[0] homogène et invariante en Z permettent d’écrire le problème d’équi-
libre 3-d linéarisé au voisinage de cette solution en fonction de la coordonnée axiale
Z, comme la somme d’un terme d’élasticité tangente et d’un terme de pré-contrainte

∀ϕ̂
∫ L

0
Φ̂ ·
[
Q+ S

]
· ΦdZ =

∫ L

0
F · ϕ̂(Z)dZ. (II.18)

Dans cette expression

Φ(Z) =

(
ϕ(Z)
ϕ,Z(Z)

)
et Φ̂(Z) =

(
ϕ̂(Z)
ϕ̂,Z(Z)

)
, (II.19)

rassemblent les informations locales à une section repérée par la coordonnée Z et
permettant de calculer les déformations dans cette section, ce qui nécessite les dépla-
cements dans cette section, ϕ(Z) et ϕ̂(Z), ainsi que leurs gradients axiaux, ϕ,Z(Z) et
ϕ̂,Z(Z). Les opérateurs Q et S définissent deux formes bilinéaires, symétriques et se
décomposent par blocs

Q =

(
Ke Ce
CT
e Me

)
, S =

(
Ks Cs
CT
s Ms

)
.

Leur expression explicite est présentée dans le chapitre I § I.3.2. pour un solide néo-
Hookéen compressible et une solution fondamentale en étirement axial. Rappelons
que le terme d’élasticité tangente défini par l’opérateur Q peut se ré-écrire comme
une forme bilinéaire ayant pour arguments les déformations incrémentales réelle et
virtuelle de

[1]
et dê.

Ainsi, il existe un opérateur bilinéaire R qui dépend de la loi de comportement
considérée et de l’état de pré-contrainte à travers l’expression des modules tangents,
tel que

Q = E
T · R · E , (II.20)

où E désigne l’application linéaire qui permet de calculer la déformation incrémen-
tale sur une section. Ainsi, si l’on note dE la déformation incrémentale sur une sec-
tion, cette application linéaire est définie par

dE(Φ) = E · Φ.

Avec notre notation par blocs, celle-ci s’écrit de manière explicite

dE(Φ) =
[(

∇ϕ ϕ,Z

)T ·
(
I‖ +∇ϕ[0] I⊥ +ϕ[0],Z

)]
sym

,

où ∇ est l’opérateur gradient 2-d dans le plan (X,Y ). I‖, ∇ϕ sont alors des matrices
3 × 2 et I⊥, ϕ,Z des vecteurs à trois composantes. Ces deux opérateurs sont issus
de la décomposition par blocs de l’opérateur gradient en 3-d, grad, et de l’opérateur
identité 3-d, I ,

I =
(
I‖ I⊥

)
avec I‖ =




1 0
0 1
0 0


 et I⊥ =




0
0
1


 ,
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gradϕ =
(
∇ϕ ϕ,Z

)
.

Il vient ainsi

dE(Φ) =

(
∇ϕT · (I‖ +∇ϕ[0]) ∇ϕT · (I⊥ +ϕ[0],Z)

ϕ,Z · (I‖ +∇ϕ[0]) ϕ,Z · (I⊥ +ϕ[0],Z)

)

sym

= E · Φ,

Le terme de précontrainte défini par l’opérateur S est quant à lui déterminé par
les valeurs du tenseur de précontrainte 3-d Σ0,

Φ̂ · S · Φ =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Φ̂,Φ) dX dY, (II.21)

où le second incrément de déformation sur une section s’écrit

d2E(Φ̂,Φ) =
[(

∇ϕ̂ ϕ̂,Z

)T ·
(
∇ϕ ϕ,Z

)]
sym

. (II.22)

Enfin F est une application linéaire qui définit l’effet d’un champ volumique
d’efforts appliqués F

F · ϕ̂(Z) =
∫∫

D
F · ϕ̂(Z) dX dY.

II.2.2. Développement à deux échelles

Nous considérons un solide prismatique élancé dont la longueur axiale typique
L est telle L ≫ h, où h est la dimension caractéristique de la section D. Les efforts
appliqués à ce solide ainsi que les solutions de l’équilibre linéarisé II.18 varient len-
tement dans la direction Z et nous définissons la coordonnée étirée z̃ = Z η, où
η ∼ h/L est le paramètre d’élancement. Nous supposons alors que le déplacement
peut être développé selon la forme

ϕ(z̃) = ϕ0(z̃) + ηϕ1(z̃) + η2ϕ2(z̃) + · · ·

et
Φ = Φ0 + ηΦ1 + η2Φ2 + · · ·

D’après la définition II.19 il vient Φ =

(
ϕ(z̃)
ηϕ′(z̃)

)
, où l’on note ϕ′ = ϕ,z̃ . Notons

que le choix de la coordonnée étirée décale les ordres des dérivées de ϕ et qu’ainsi

Φ0 =

(
ϕ0

0

)
Φ1 =

(
ϕ1

ϕ′
0

)
Φ2 =

(
ϕ2

ϕ′
1

)
· · · (II.23)

Enfin, le déplacement virtuel étant quelconque, il peut être choisi sous la forme

Φ̂(z̃) =

(
ϕ̂

0

)
+ η

(
0

ϕ̂′

)
.

Pour établir le modèle standard d’Euler-Bernoulli, les hypothèses sur les ordres
de grandeur sont

E = O(η2), F(Z) = O(η3) et Σ0 = O(η2). (II.24)
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FIGURE II.2 – Rotations rigides autour des axes Z, X et Y , les dé-
placement d’ordre 0 en η sont représentés en bleu, les déplacements
d’ordre 1 en η sont représentés en rouge. Les rotations autour des axes
X et Y , représentées en violet, combinent des déplacements d’ordre

0 et 1.

Ces hypothèses sont essentielles car elles déterminent la nature du modèle réduit
qui sera établi. Ainsi, dans le chapitre III, nous obtenons un modèle de poutre avec
courbure naturelle en introduisant Σ0 à l’ordre η.

II.2.3. Mouvements rigides

Il est important de remarquer que l’opérateur Q est singulier. D’après la décom-
position II.20 et en supposant que l’opérateur R qui rassemble les modules élas-
tiques est défini positif, nous pouvons facilement calculer le noyau de Q, formé par

les mouvements de corps rigides Φrb =

(
ϕrb
ϕ′

rb

)
. Ces déplacements annulent les

déformations incrémentales par définition

E · Φrb =

(
∇ϕT

rb · (I‖ +∇ϕ[0]) ∇ϕT
rb · (I⊥ +ϕ′

[0])

ϕ′
rb · (I‖ +∇ϕ[0]) ϕ′

rb · (I⊥ +ϕ′
[0])

)

sym

= 0. (II.25)

Cette propriété est immédiatement vérifiée par les translations selon eX , eY , eZ

que nous noterons dans la suite tx, ty et tz . Par exemple si Φrb =

(
tx

0

)
alors nous

avons ∇ϕrb = 0, ϕ′
rb = 0 et ainsi E · Φrb = 0. La propriété II.25 est également

vérifiée par 3 rotations rigides. L’expression de ces rotations rigides en coordonnées
lagrangiennes dépend de l’état de pré-contrainte, par le biais de la configuration
fondamentale. Dans la configuration naturelle ou pour une pré-contrainte purement
axiale associée à une configuration de la forme

ϕ[0] = (r(λ)− 1)(X eX + Y eY ) + (λ− 1)Z eZ ,

nous vérifions facilement que les trois rotations rigides vérifiant II.25 s’écrivent

ϑx = −Z eY + ϑ⊥
x avec ϑ⊥

x = Y eZ ,

ϑy = Z eY + ϑ⊥
y avec ϑ⊥

y = −XeZ ,
ϑz = −Y eX +X eY ,

qui s’identifient facilement avec la rotation autour de eX et les rotations autour de
eY et eZ respectivement. Alors que la rotation autour de eZ est d’ordre 0 en η, les
rotations autour de eX et eY comportent des termes axiaux d’ordre 1 en η, comme
nous l’avons représenté sur la figure II.2.
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Finalement, pour toute position z̃,

E · Φ = 0 ⇒ ∃(wα, u, τ, γα) Φ =

(
wαtα + utz + τϑz + γαϑ

⊥
α

−γαηaβtβ

)
. (II.26)

Ceci signifie que tout déplacement qui annule les déformations incrémentales sur
une section repérée par la coordonnée z̃ se décompose nécessairement sur cette
section dans la base des 6 mouvements rigides. Finalement le noyau de l’opéra-
teur Q est de dimension 6 et se définit comme l’espace des modes rigides ϕrb ∈
Vect

(
tα, tz,ϑz,ϑ

⊥
α − z̃ ηaβtβ

)
, c’est à dire

Φrb ∈ Vect

((
tα

0

)
,

(
tz

0

)
,

(
ϑz

0

)
,

(
ϑ⊥
α

−ηaβtβ

))
. (II.27)

Selon nos conventions, les indices en lettres grecques sont réservés aux directions
dans la section, α, β ∈ {x, y}. Par ailleurs, ηαβ = (eα × eβ) · ez désigne le symbole
anti-symétrique, ηxx = ηyy = 0, ηxy = 1, ηyx = −1.

Pour une pré-contrainte quelconque, l’expression des rotations rigides dans II.27
peut être différente et doit être évaluée en résolvant l’équation II.25.

II.2.4. Résultats principaux

Le modèle réduit est calculé en injectant le développement introduit au § II.2.2.
dans l’équilibre linéarisé II.18 puis en résolvant celui-ci ordre par ordre en faisant
appel aux hypothèses II.24 et aux propriétés des modes rigides II.26, qui permettent
de vérifier la solubilité des équations à chaque ordre. Les calculs détaillés ordre par
ordre sont présenté dans l’annexe A.1. Nous proposons de discuter ici directement
des résultats de cette analyse, en tâchant de restituer les points clé du raisonnement
à chaque ordre.

D’après l’hypothèse II.24 sur l’ordre de grandeur de la déformation incrémentale
E = O(η2), les déplacements rigides permettent de construire la solutions ϕ aux
ordres 0 et 1 en η. Nous montrons ainsi dans l’annexe A.1

ϕ0(z̃) = wα(z̃)tα,

ϕ1(z̃) = u(z̃)tz + τ(z̃)ϑz + ηaβw
′
α(z̃)ϑ

⊥
β . (II.28)

Ici wα(z̃) représente la déflexion, c’est à dire le déplacement perpendiculaire à l’axe
eZ dans la direction α ; u(z̃) représente le déplacement axial et τ(z̃) la rotation autour
de l’axe eZ . Ces quatre composantes du déplacement définissent une cinématique 1-
d qui s’identifie de manière immédiate aux composantes du déplacement linéarisé
dans le modèle de poutre II.16 présenté à la fin de la section précédente. La démons-
tration du résultat II.28 repose essentiellement sur la propriété II.26.

En écrivant l’équation d’équilibre linéarisée II.18 à l’ordre η2 nous pouvons dé-
montrer que le déplacement à cet ordre s’écrit

ϕ2(z̃) = u′(z̃)ψPs + τ ′(z̃)ψwr + w′′
α(z̃)ψ

α
ac. (II.29)

où les quatre fonctions auxiliaires ψPs, ψwr, ψ
x
ac et ψy

ac dépendent des coordon-
nées (X,Y ) et représentent des déformations dans la section D. Ces fonctions ne
dépendent pas du déplacement à l’ordre 0 et 1 et peuvent ainsi être tabulées pour
une poutre donnée. Elles correspondent respectivement à la contraction par effet
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Poisson, au gauchissement et à la courbure anti-clastique, qui sont associés respecti-
vement à l’extension, à la torsion et à la flexion. Chacune d’entre elles est la solution
d’un problèmes d’élasticité 2-d formulé sur la section. Ces problèmes prennent la
forme





∀ϕ̂ ϕ̂ · (Ke ·ψPs + Ce · tz) = 0 effet Poisson,
∀ϕ̂ ϕ̂ · (Ke ·ψwr + Ce · ϑz) = 0 gauchissement,
∀ϕ̂ ϕ̂ ·

(
Ke ·ψα

ac + ηαβ Ce · ϑ⊥
β

)
= 0 courbure anticlastique.

(II.30)

Les 6 déplacements rigides définis au paragraphe précédent jouent ainsi le rôle de
terme source pour le calcul des modes de déformation de la section. Des solutions
explicites des équations II.30 seront données dans la prochaine section, dans le cas
particulier d’une poutre homogène formée d’un matériau néo-Hookéen.

L’écriture des conditions de solubilité pour l’équation d’équilibre linéarisée II.18
aux ordres η3 et η4 permet ensuite d’écrire le principe des travaux virtuels suivant,
qui définit en fait le modèle 1-d

∀(ŵα, û, τ̂) −
∫ L

0




û′

τ̂ ′

ŵ′′
x

ŵ′′
y


 · H ·




u′

τ ′

w′′
x

w′′
y


 dz̃ · · ·

−
∫ L

0




τ̂
ŵ′
x

ŵ′
y


 · P ·




τ
w′
x

w′
y


 dz̃ +

∫ L

0
G(z̃) ·




û
τ̂
ŵx

ŵy

ŵ′
x

ŵ′
y




dz̃ = 0,

(II.31)

où le chargement 1-d G(z̃) a pour composantes

G(z̃) =




p
[3]
z (z̃)

q
[3]
z (z̃)

p
[4]
x (z̃)

p
[4]
y (z̃)

q
[3]
y (z̃)

−q[3]x (z̃)




.

Dans cette expression les chargements extérieurs linéiques 1-d : l’effort (pα, pz) et
le moment (qα, qz) sont définis sur chaque section z̃, par condensation de l’effort
appliqué en 3-d,

pα(z̃) = F4 · tα =

∫∫

D
F4 · tαdX dY,

pz(z̃) = F3 · tZ =

∫∫

D
F3 · tzdX dY,

qα(z̃) = F3 · ϑ⊥
α =

∫∫

D
F3 · ϑ⊥

αdX dY,

qz(z̃) = F3 · ϑz =

∫∫

D
F3 · ϑzdX dY.
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Par ailleurs il est démontré dans l’annexe A.1 que le chargement doit satisfaire

∀z̃ F3(z̃) · tα = 0,

de manière à être compatible avec les hypothèses sur les ordres de grandeur II.24. La
matrice des modules H apparaissant dans le modèle 1-d décrit par l’équation II.31 a
pour expression explicite

H =




tz · T · tz tz · T · ϑz −tz · T · ϑ⊥
y tz · T · ϑ⊥

x

ϑz · T · tz ϑz · T · ϑz −ϑz · T ϑ⊥
y ϑz · T · ϑ⊥

x

−ϑ⊥
y · T · tz −ϑ⊥

y · T · ϑz ϑ⊥
y · T · ϑ⊥

y −ϑ⊥
y · T · ϑ⊥

x

ϑ⊥
x · T · tz ϑ⊥

x · T · ϑz −ϑ⊥
x · T · ϑ⊥

y ϑ⊥
x · T · ϑ⊥

x


 , (II.32)

où T désigne l’opérateur symétrique

T = Me − CT
e · K−1

e · Ce,

et où Ke, Ce et Me sont les opérateurs qui définissent les sous-blocs de Q dont
nous avons fourni une expression détaillée pour un solide prismatique néo-Hookéen
en compression axiale dans le chapitre I § I.3.2. Ici K−1

e désigne le pseudo-inverse
de l’opérateur singulier Ke. Ces opérateurs dépendent implicitement de la pré-
contrainte éventuelle à travers la solution homogène, comme nous l’avons remarqué
dans le chapitre I.

Enfin, l’opérateur de pré-contrainte P dans le modèle 1-d décrit par l’équa-
tion II.31 s’écrit

Pij =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Θi,Θj) dX dY, (II.33)

où Σ0 est le tenseur des contraintes 3-d pour la solution homogène et i ∈ {1, 2, 3}
avec

Θ1 =

(
ϑz

0

)
, Θ2 =

(
ϑ⊥
x

ty

)
et Θ3 =

(
ϑ⊥
y

−tx

)
. (II.34)

Cet opérateur de pré-contrainte agit uniquement sur les rotations.
Ainsi, pour une géométrie de poutre et un comportement hyper-élastique donné,

il suffit d’écrire le problème d’équilibre linéarisé sous la forme II.18 en identifiant les
opérateurs Q et S . Le modèle 1-d peut alors être obtenu facilement en appliquant
l’équation II.31 puis en évaluant les matrices H et P par les expressions II.32 et II.33.

L’équation II.31 est similaire aux équations linéarisées II.16 et II.17 obtenues pré-
cédemment à partir du modèle de poutre en géométrie non-linéaire et en fournit
une justification fondée sur l’élasticité 3-d. Nous verrons dans la prochaine section
que ces deux formulations se correspondent exactement dans le cas d’un barreau
néo-Hookéen homogène linéarisé au voisinage de sa configuration naturelle.

II.2.5. Conclusion

La méthode présentée ici s’appuie sur trois ingrédients principaux :
— les équations de l’élasticité finie 3-d sous forme incrémentale,
— l’existence d’une solution fondamentale ϕ[0] pour le problème 3-d, invariante

et homogène en Z, ce qui permet d’écrire ces équations sous la forme II.18,
— des hypothèses sur les ordres de grandeur des efforts et des déformations, par

exemple les hypothèses II.24 qui permettent de dériver le modèle classique
présenté dans cette section.
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FIGURE II.3 – Solution de barre en traction.

Aucune hypothèse cinématique n’est a priori nécessaire et le calcul des solutions
exactes est effectué dans le cadre général de l’élasticité finie 3-d. Ainsi des anisotro-
pies partielles de comportement peuvent être prises en compte facilement, pouvant
introduire des couplages entre torsion et flexion représentés par des termes non-
diagonaux dans la matrice des modules H.

Nous présentons pour finir une application du modèle II.31 à un barreau néo-
Hookéen homogène soumis à une pré-contrainte axiale compressive.

II.3 Exemple : barreau élastique néo-Hookéen

Dans cette section nous considérons un barreau néo-Hookéen homogène et ap-
pliquons le résultat II.31. Nous examinons séparément les modes de déformation en
traction, torsion et flexion et montrons que les équations d’équilibre obtenues sont
similaires à celles du modèle de poutre linéarisé II.16 présentées dans la première
section de ce chapitre, en l’absence de pré-contrainte. Pour le mode de flexion, nous
vérifierons que les équations obtenues dans le cas d’une pré-contrainte axiale com-
pressive sont identiques à celles décrivant le flambement d’Euler II.17. Ceci nous
permettra de justifier a posteriori la version 1-d de notre analyse de bifurcation linéa-
risée présentée dans le chapitre I.

II.3.1. Équation d’une barre en traction

Examinons d’abord le cas sans pré-contrainte. Pour le mode d’extension axiale,
le déplacement à l’ordre dominant est obtenu par projection sur eZ de la solution ϕ
décrite par l’équation II.28. Nous obtenons ainsi

ϕ = η u(z̃) eZ + · · · .

D’après II.29, le déplacement à l’ordre η2 s’écrit alors ϕ2 = u′(z̃)ψPs(z̃), il est associé
à l’effet Poisson. Dans cet exemple ψPs est contenu dans le plan de la section (i.e.

ϕ2 = ϕ
‖
2) comme représenté sur la figure II.3 et vérifie le problème d’élasticité 2-d

suivant sur la section D, d’après II.30,

∀ϕ̂‖ ϕ̂‖ · (Ke ·ψPs + Ce · tz) = 0. (II.35)

Il vient ensuite, d’après les expressions détaillées dans le chapitre I § I.3.2.,
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ϕ̂‖ · Ke ·ψPs =

∫∫

D

(
λL tr∇ψPs tr∇ϕ̂‖ + 2µ

[
∇ψPs : ∇ϕ̂‖

])
dX dY,

ϕ̂‖ · Ce · tz = λL

∫∫

D
tr∇ϕ̂‖dX dY,

où (λL, µ) sont les coefficients de Lamé. En remplaçant ces expressions dans l’équa-
tion II.35 il vient alors ∇ψPs = Diag(−ν,−ν) où nous reconnaissons le coefficient de
Poisson ν = λL

2(λL+µ) .
En appliquant l’équation II.31 et en utilisant la définition des modules tan-

gents II.32, le principe des travaux virtuels pour le modèle 1-d s’écrit finalement

∀û −
∫ L

0
û′ u′ tz ·

[
CT
e ·ψPs +Me · tz

]
dz̃ +

∫ L

0
pz(z̃) û dz̃ = 0. (II.36)

L’expression des opérateurs Ce et Me est détaillée dans le chapitre I, ainsi

tz · CT
e ·ψPs = λL

∫∫

D
tr∇ψPs dX dY = −2 ν λL A,

tz · Me · tz =
(
2µ+ λL

) ∫∫

D
tz · tzdX dY =

(
2µ+ λL

)
A,

où A est l’aire de la section. L’équation II.36 s’identifie ainsi à l’équation d’équilibre
d’une barre en traction axiale II.16,

∀û −
∫ L

0
AE û′ u′ dz̃ +

∫ L

0
pz û dz̃ = 0.

où E =
[
λL(1 − 2ν) + 2µ

]
est le module de Young. Notons que le premier terme

de II.36 correspond à une correction induite par l’effet Poisson : les modèles 1-d
construits sur une cinématique de section indéformable négligent ce terme et sur-
estiment ainsi le module de traction.

Effet d’une pré-contrainte en compression uni-axiale

Considérons à présent le cas d’une solution fondamentale en étirement axial
z[0] = λ[0] Z. Deux modifications doivent être considérées pour l’écriture du mo-
dèle réduit : les modules tangents sont modifiés et un terme supplémentaire de rai-
deur géométrique apparaît éventuellement dans l’expression générale du principe
des travaux virtuels II.31. Ce terme est nul pour ce mode d’extension pure car la
pré-contrainte n’agit que sur les rotations, d’après l’expression II.21.

Ainsi seuls les opérateurs d’élasticité tangente Ke, Ce et Me sont modifiés dans
le principe des travaux virtuels II.31. Ces opérateurs dépendent en effet du gradient
du déplacement associé à la solution fondamentale qui s’écrit, pour l’étirement uni-
axial z[0] = λ[0] Z,

∇ϕλ[0]

[0] = Diag
(
r(λ[0]), r(λ[0]), λ[0]

)
.
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Si le matériau est quasiment incompressible nous avons par exemple r(λ[0]) ≈ 1√
λ[0]

.

D’après les expressions détaillées dans le chapitre I § I.3.2. il vient alors, avec J0 ≈ 1,

ϕ̂‖ · Ke ·ψPs =
1

r(λ[0])2

∫∫

D

(
λL tr∇ψPs tr∇ϕ̂‖ + 2µ

[
∇ψPs : ∇ϕ̂‖

])
dX dY,

ϕ̂‖ · Ce · tz =
λL

λ[0] r(λ[0])

∫∫

D
tr∇ϕ̂‖dX dY .

En remplaçant ces expressions dans l’équation II.35, nous obtenons une équation

pour la fonction ψPs et finalement ∇ψPs = Diag(− r(λ[0])

λ[0]
ν,− r(λ[0])

λ[0]
ν) avec

r(λ[0])

λ[0]
≈

1

λ
3/2
[0]

dans le cas quasiment incompressible. Toujours en remplaçant avec les expres-

sions explicites détaillées dans le chapitre I § I.3.2., nous avons ensuite

tz · CT
e ·ψPs =

λL

λ[0] r(λ[0])

∫∫

D
tr∇ψPs dX dY =

−2 ν λL A
λ2[0]

,

tz · Me · tz =
2µ+ λL

λ2[0]

∫∫

D
tz · tzdX dY =

(
2µ+ λL

)
A

λ2[0]
,

où A est l’aire dans la configuration de référence. En remplaçant ces expressions
dans le principe des travaux virtuels II.36 nous obtenons une nouvelle équation pour
le modèle réduit

∀û −
∫ L

0
Kt û

′ u′ dz̃ +
∫ L

0
pz û dz̃ = 0,

où le module tangent du nouveau modèle réduit s’écrit

Kt =
E

λ2[0]
A,

où E est le module de Young précédemment défini en fonction des paramètres λL et
µ. Nous avons tracé la réponse linéaire correspondant à ce nouveau modèle réduit
en bleu sur la figure II.4 pour λ[0] = 0.6 et nous vérifions ainsi que Kt

A = dn(λ)
dλ =

d2W3D(λ,r(λ))
dλ2 . Ce module corrigé varie faiblement lorsque λ[0] reste proche de 1.

Dans ce modèle de barre, la raideur géométrique ne joue aucun rôle et les bifur-
cations éventuelles ne peuvent survenir que du fait des non-linéarités de la loi de
comportement.

II.3.2. Équation d’une barre en torsion

D’après l’équation II.28, le déplacement donnant lieu à la torsion s’écrit, à l’ordre
dominant,

ϕ(z̃) = η τ(z̃)ϑZ + · · ·
Le terme à l’ordre η2 s’écrit, d’après II.29, ϕ2 = τ ′(z̃)ψwr où ψwr décrit le gauchisse-
ment induit par la torsion. Le comportement étant isotrope, ψwr est purement axial
dans cet exemple (i.e. ϕ2 = ϕ⊥

2 ) comme représenté sur la figure II.5. D’après II.30,
ψwr vérifie le problème d’élasticité 2-d suivant sur la section D

∀ϕ̂⊥ ϕ̂⊥ · (Ke ·ψwr + Ce · ϑz) = 0. (II.37)
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Neo-Hookéen

prédiction du modèle réduit :

FIGURE II.4 – Réponse en étirement axial pour un solide néo-
Hookéen (quasiment incompressible, λL/µ = 5. 104) et prédiction du

modèle réduit pour λ[0] = 0.6.

FIGURE II.5 – Solution de poutre en torsion.

Pour un matériau néo-Hookéen compressible il vient, d’après les expressions dé-
taillées dans le chapitre I § I.3.2.,

ϕ̂⊥ · Ke ·ψwr = µ

∫∫

D
∇ϕ̂⊥ · ∇ψwr dX dY,

ϕ̂⊥ · Ce · ϑZ = µ

∫∫

D
∇ϕ̂⊥ · ϑZ dX dY .

Après intégration par partie de l’équation II.37 nous obtenons

∆ψwr = 0 sur D, ∂ψwr

∂n
+ ϑz · n = 0 sur δD,

où n est la normale unitaire à la frontière de la section δD dans son plan. Cette
équation permet de calculer la déformation de gauchissement en fonction de la géo-
métrie de la section. Il s’agit d’un problème Laplacien avec une condition au bord de
von Neumann, identique au résultat classique (voir par exemple AUDOLY (2015)).
Comme pour la traction, nous pouvons finalement écrire le principe des travaux vir-
tuels 1-d pour la torsion seule, d’après l’équation II.31 et avec la définition II.32 pour
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les modules tangents,

∀τ̂ −
∫ L

0
τ̂ ′ τ ′ ϑz ·

[
CT
e ·ψwr +Me · ϑz

]
dz̃ +

∫ L

0
τ̂ q[3]z dz̃ = 0. (II.38)

En remplaçant les expressions explicites des opérateurs détaillées dans le chapitre I
§ I.3.2. pour un matériau néo-Hookéen et l’expression de la rotation rigide ϑz =
−Y eX +X eY il vient,

ϑz · CT
e ·ψwr = µ

∫∫

D
∇ψwr · ϑz dX dY = µ

∫∫

D

(
− Y ψwr,X +Xψwr,Y

)
dX dY,

ϑz · Me · ϑz = µ

∫∫

D
ϑz · ϑz dX dY = µ

∫∫

D

(
X2 + Y 2) dX dY .

Nous reconnaissons l’équation classique d’une poutre en torsion,

∀τ̂ −
∫ L

0
µJτ τ̂

′ τ ′ dz̃ +
∫ L

0
τ̂ q[3]z dz̃ = 0,

où le moment en torsion s’écrit

Jτ =

∫∫ [
− Y (ψwr,X − Y ) +X (ψwr,Y +X)

]
dX dY.

Notons que le premier terme de l’équation II.38 correspond à une correction due au
gauchissement qui n’est pas prise en compte dans les modèles fondés sur une ci-
nématique de déplacement rigide des sections. Le moment en torsion ainsi identifié
correspond au résultat classique : le lecteur pourra par exemple se référer à BAL-
LARD et MILLARD, 2009 (pages 209-210), où il est démontré que Jτ se met également
sous la forme

Jτ =

∫∫ [
(ψwr,X − Y )2 + (ψwr,Y +X)2

]
dX dY,

d’où l’on déduit immédiatement Jτ > 0. Par exemple, pour une section elliptique
de coefficients (a2 ,

b
2) nous obtenons ψwr(X,Y ) = cX Y avec c = a2−b2

a2+b2
et enfin Jτ =

πa3b3

16(a2+b2)
.

Nous ne détaillerons pas ici d’exemple pour une pré-contrainte non nulle. Les
cas pouvant donner lieu à du flambement en torsion sortent en effet du cadre de la
compression axiale que nous considérons dans ce mémoire. Notons cependant que
de tels problèmes pourraient être traités en adaptant la méthode générale.

II.3.3. Équations d’une poutre en flexion

Le déplacement à l’origine de la flexion autour de l’axe X (respectivement Y )
est obtenu à l’ordre dominant en projetant l’expression générale II.28 sur l’axe Y
(respectivement X). Nous obtenons ainsi

ϕ(z̃) = wα(z̃)tα + η ηaβw
′
α(z̃)ϑ

⊥
β + · · · ,

pour (α, β) = (y, x) (respectivement (α, β) = (x, y)). D’après II.29, le déplacement à
l’ordre η2 s’écrit ϕ2 = w′

α(z̃)ψ
α
ac pour α = y (respectivement α = x) où ψα

ac décrit
la courbure anticlastique de la section induite par la flexion et appartient au plan de
la section pour ce comportement isotrope (i.e. ϕ2 = ϕ

‖
2), comme représenté sur la
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FIGURE II.6 – Solution de poutre en flexion autour de l’axe X .

figure II.6. Ce déplacement est décrit par l’équation 2-d suivante, comme établi plus
haut (voir les relations II.30),

∀ϕ̂‖ ϕ̂‖ ·
(
Ke ·ψα

ac + ηαβ Ce · ϑ⊥
β

)
= 0. (II.39)

Nous obtenons alors, d’après les expressions explicites détaillées dans le chapitre I
§ I.3.2.,

ϕ̂‖ · Ke ·ψα
ac =

∫∫

D

(
λL tr∇ψα

ac tr∇ϕ̂‖ + 2µ
[
∇ϕ̂‖ : ∇ψα

ac

])
dX dY,

ηαβ ϕ̂
‖ · Ce · ϑ⊥

β = λL

∫∫

D
ϑ⊥
β tr∇ϕ̂‖ dX dY .

La solution de ce problème est connue, voir par exemple AUDOLY (2015) (page 34),

ψy
ac = ν X Y eX + ν

Y 2 −X2

2
eY ψx

ac = ν
X2 − Y 2

2
eX + ν X Y eY ,

où ν = λL
2(λL+µ) .

Nous pouvons finalement écrire le principe des travaux virtuels pour le modèle
1-d, d’après l’équation II.31 et avec la définition II.32 pour les modules tangents. Il
vient ainsi, en remplaçant les expressions détaillées des opérateurs introduites dans
le chapitre I § I.3.2.,

∀(ŵy, ŵx) − E

∫ L

0

(
ŵ′′
x

ŵ′′
y

)
·
(

Iy Ixy
Ixy Ix

)
·
(
w′′
x

w′′
y

)
dz̃ · · ·

+

∫ L

0
G(z̃) ·




ŵx

ŵy

ŵ′
x

ŵ′
y


 dz̃ = 0,

où Ix =
∫∫

D Y
2 dX dY , Iy =

∫∫
DX

2 dX dY et Ixy =
∫∫

DX Y dX dY sont les mo-
ments de flexion classiques et E est le module de Young introduit pour l’étude de
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l’extension. Nous avons par exemple, pour le calcul de Ix, d’après II.32,

E Ix = ϑ⊥
x ·
(
Me · ϑ⊥

x − CT
e ·ψy

ac

)

avec

ϑ⊥
x · CT

e ·ψy
ac = λL

∫∫

D
Y tr∇ψy

ac dX dY = 2λL ν

∫∫

D
Y 2 dX dY,

ϑ⊥
x · Me · ϑ⊥

x =
(
2µ+ λL

) ∫∫

D
ϑ⊥
x · ϑ⊥

x dX dY =
(
2µ+ λL

) ∫∫

D
Y 2 dX dY,

et ainsi
E Ix = E

∫∫

D
Y 2 dX dY.

Le calcul des autres moments de flexion s’effectue de la même manière.

Avec une pré-contrainte uni-axiale compressive

Nous avons vu que pour une telle pré-contrainte, l’expression des déplacements
rigides est identique au cas naturel et l’expression II.33 du terme de pré-contrainte
dans l’équation II.31 se simplifie en remarquant qu’alors

d2E(Θi,Θj) = 1 δij − (ti ⊗ tj)sym .

Cette expression peut se démontrer facilement en remplaçant l’expression II.34 des
rotations rigidesΘi dans la définition II.22 du second incrément de déformation.

Les modules d’élasticité intervenant dans la définition du modèle réduit sont
modifiés, de la même manière que lorsque nous ne considérions que les modes d’ex-
tension. Cependant, le flambement intervenant à une faible valeur de pré-contrainte,
les modules tangents associés à la configuration naturelle peuvent être utilisés en
première approximation. Autrement dit, la linéarisation est envisagée au voisinage
d’un λ[0] ≈ 1. La problème de bifurcation s’écrit alors, pour le modèle 1-d,

∀(ŵy, ŵx) − E

∫ L

0

(
ŵ′′
x

ŵ′′
y

)
·
(

Iy Ixy
Ixy Ix

)
·
(
w′′
x

w′′
y

)
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

(
ŵ′
x

ŵ′
y

)
· P ·

(
w′
x

w′
y

)
dz̃ = 0,

où

P =

(
Σ

⊥
0 A 0

0 Σ
⊥
0 A

)
,

pour une pré-contrainte purement axiale Σ
‖
0 = 0. Nous pouvons calculer, avec l’ex-

pression détaillée I.23 pour Σ
0

donnée dans le chapitre I et pour un matériau quasi-
ment incompressible,

Σ
⊥
0 = µ(1− 1

λ2[0]
).

Ainsi pour λ[0] ∼ 1 il vient Σ⊥
0 ∼ 2µ (λ[0] − 1) et nous retrouvons ainsi l’équation de

bifurcation présentée au § II.17 avec E = 2µ.
Il est envisageable d’adapter cette méthode pour étudier une précontrainte cou-

plant compression et torsion et d’obtenir ainsi des modes de flambement impliquant
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un couplage entre les modes de flexion et les modes de torsion étudiés dans le para-
graphe précédent, dans les cas où les symétries du matériau le permettent.

II.4 Conclusion

La méthode de réduction dimensionnelle présentée dans ce chapitre répond à un
double objectif :

— justifier le modèle 1-d de poutre classique par un raisonnement fondé uni-
quement sur des hypothèses portant sur les ordres de grandeur des efforts
appliqués ainsi que des déformations dans la section,

— proposer un formalisme suffisamment général pour ouvrir la voie à la dé-
duction systématique de modèles réduits adaptés à une grande variété de
situations.

Nous verrons dans le chapitre III comment établir un modèle de poutre à cour-
bure naturelle par cette méthode en remplaçant l’ordre de grandeur postulé pour
la pré-contrainte par Σ0 = O(η) dans les hypothèses II.24. Nous montrerons que
ce modèle est pertinent pour décrire le comportement d’un objet soumis à une pré-
contrainte axiale hétérogène dans sa section, dans la limite d’une pré-contrainte mo-
dérée.

Notons que cette démarche peut être généralisée au cas où la solution fondamen-
tale ϕ

0
est lentement variable suivant la coordonnée axiale Z et/ou si l’on considère

que la géométrie de la section, les propriétés d’élasticité tangente varient lentement
dans cette direction. Les fonctions ψx

ac, ψy
ac, ψPs et ψwr dépendent alors de Z et

doivent être calculées sur chaque section, les opérateurs H et P également.
Dans le cas d’une poutre en voile mince dont la section possède deux échelles de

longueur caractéristiques qui ne sont pas du même ordre de grandeur h ≪ v, il est
nécessaire de revenir sur la définition des coordonnées adimensionnées.

Enfin, on peut imaginer utiliser comme point de départ à cette réduction dimen-
sionnelle non pas l’élasticité finie 3-d comme nous l’avons fait ici, mais une énergie
de plaque et/ou de membrane pour établir des modèles réduits 1-d. Il suffirait alors
d’écrire l’équivalent de l’équilibre linéarisé II.18 au voisinage d’une solution homo-
gène, puis de définir les mouvements rigides annulant les déformations incrémen-
tales pour cette énergie. C’est cette dernière piste qui a guidé la mise au point de
notre formalisme général pour la réduction dimensionnelle et nous envisageons de
la poursuivre dans un proche futur.
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longueur d’onde du mode de bifurcation

Dans ce chapitre, nous étudions le flambage provoqué par des déformations in-
compatibles induites au sein d’un solide par la croissance ou des effets thermiques
par exemple. De telles instabilités apparaissent lors de la morphogenèse (YIN et al.,
2008 ; SAVIN et al., 2011 ; OSTERFIELD et al., 2013 ; TALLINEN et al., 2016), lors lami-
nage et du planage des tôles métalliques (TOMITA et SHAO, 1993 ; KOMORI, 1997 ;
FISCHER et al., 2000 ; RAMMERSTORFER, FISCHER et FRIEDL, 2001 ; ABDELKHALEK

et al., 2015) ou du dépôt de films minces (MOON et al., 2007 ; FAOU, 2013) ; dans ces
deux derniers cas les instabilités peuvent être à l’origine de défauts indésirables liés
au gondolage ou à la délamination.

Il est de nombreux cas où les instabilités déclenchées par des pré-contraintes rési-
duelles induites par des incompatibilités géométriques génèrent des motifs localisés
dont la longueur d’onde est sélectionnée par les déformations internes à la section
de l’objet. Pour un solide prismatique élancé, nous parlerons alors de modes micro-
scopiques, par opposition aux modes macroscopiques qui s’expriment sous la forme
d’une déformation dont la longueur d’onde est comparable à la longueur du solide,
à l’instar du flambage d’Euler.

Nous étudions plus particulièrement les mécanismes de sélection de la longueur
d’onde des motifs de flambement d’une poutre hyper-élastique lorsque celle-ci est
soumise à une forte pré-contrainte axiale inhomogène. Notre analyse est motivée
par une expérience récente effectuée par une équipe de Harvard (HUANG et al.,
2012 ; LIU et al., 2014). Ce système expérimental est remarquable car il fait appa-
raître une transition entre des modes de flambement macroscopiques et des modes de
flambement microscopiques suivant l’importance relative de l’hétérogénéité de pré-
contrainte et du rapport d’aspect de la section de la poutre. En dépit de sa ressem-
blance avec une poutre mince, ce système n’est pas décrit de manière satisfaisante
par le modèle classique d’Euler-Bernoulli qui ne permet pas rendre compte de l’ap-
parition des modes microscopiques, en particulier.

Après avoir présenté brièvement les résultats expérimentaux de (HUANG et al.,
2012 ; LIU et al., 2014), nous rappelons les résultats de l’analyse classique de ce pro-
blème par le modèle de poutre d’Euler-Bernoulli à courbure naturelle. Cette présen-
tation nous donne l’occasion d’examiner les liens entre ce modèle 1-d et les équations
de l’élasticité 3-d en utilisant la méthode générale de réduction dimensionnelle dé-
veloppée dans le chapitre II, qui constitue une démarche alternative aux approches
existantes et en particulier aux travaux récents de CICALESE, RUF et SOLOMBRINO

(2016).
Dans une troisième section, nous discutons les caractéristiques du mode de

flambement à petite longueur d’onde (ou mode microscopique) par analogie avec
l’exemple classique du flambement d’une poutre sur fondation élastique. Nous pro-
posons un modèle original de bi-poutre, permettant de décrire qualitativement la
compétition entre modes macroscopiques et modes microscopiques observée dans l’ex-
périence de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014). Des modèles plus rigoureux
seront abordés dans une quatrième section : un modèle de bi-plaque et des résultats
faisant appel à la théorie de l’élasticité 3-d présentée dans le chapitre I.

Enfin, nous introduirons un développement asymptotique à faible nombre
d’onde inspiré de l’approche de KOITER (1965). L’idée est de s’affranchir des cal-
culs fastidieux imposés par l’analyse linéaire de bifurcation, en particulier pour le
traitement du modèle 3-d, et d’utiliser des outils classiques d’algèbre linéaire pour
capturer de manière directe la transition micro-macro. Cette approche est appliquée
avec succès aux trois modèles présentés dans ce chapitre : bi-poutre, plaque mince et
élasticité 3-d. Nous discuterons l’application au modèle de plaque mince en détails :
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FIGURE III.3 – Photographies de l’expérience de flambement pour un
pré-étirement p = 2.5 et (a) h

v
= 0.4 : flambement micro, (b) h

v
= 2. :

flambement macro, d’après LIU et al. (2014)

pacement entre ces perversions grandit lorsque le rapport h
v

augmente comme on
peut le voir sur la figure III.2(b). Pour les grands rapports d’aspect le système exhibe
une perversion unique, voire un motif formé d’une seule hélice.

La figure III.3 reproduit les clichés expérimentaux de LIU et al. (2014) au cours
du relâchement de l’étirement global. La longueur d’onde critique λc est symbolisée
par une flèche blanche. Nous observons que la longueur d’onde du motif de flam-
bement est sélectionnée dès le seuil de l’instabilité, sans que d’autres bifurcations
secondaires n’interviennent. Dans le cas d’un mode microscopique, figure III.3(a), la
longueur d’onde critique est petite devant la longueur du système et le motif évolue
ensuite vers une forme à perversions multiples. Dans le cas d’un mode de flambe-
ment macroscopique, figure III.3(b), la longueur d’onde du mode instable est déter-
minée par la taille du système et le motif évolue vers une forme en hélice. L’analyse
de bifurcation linéaire semble ainsi être un outil à adapté pour analyser la transition
micro-macro dans ce système.

En identifiant une courbure naturelle équivalente à la pré-contrainte inhomo-
gène appliquée dans l’expérience, HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014) décrivent
l’apparition du flambement macroscopique et son évolution vers des motifs en hé-
lice en utilisant un modèle de poutre classique, naturellement courbée dans l’une
de ses deux directions de flexion et initialement pré-étirée. Ce flambement en hélice
est décrit dans les travaux de (GORIELY et TABOR, 1998 ; MCMILLEN et GORIELY,
2002 ; DOMOKOS et HEALEY, 2005), également fondés sur des modèles de poutre
classiques avec courbure naturelle.

Cependant ces analyses classiques appuyées sur des modèles de poutre n’ex-
pliquent ni l’apparition simultanée de plusieurs perversions, ni la sélection de leur
nombre en fonction de la valeur du rapport d’aspect et de la pré-contrainte. Une ex-
plication fondée sur des arguments dynamiques est proposée par LIU et al. (2014),
mais les échelles de temps à l’œuvre dans les expériences sont trop grandes pour
qu’une telle approche soit justifiée.

De nombreux travaux se sont intéressés à la convergence des équations de l’élas-
ticité 3-d vers des modèles réduits 1-d ou 2-d dans le cas de solides soumis à des
pré-contraintes incompatibles, telles celles qui génèrent le flambement dans cette ex-
périence. Ainsi pour les faibles rapports d’aspect (LEWICKA, MAHADEVAN et PAK-
ZAD, 2011 ; BHATTACHARYA, LEWICKA et SCHÄFFNER, 2016 ; DERVAUX, CIARLETTA

et BEN AMAR, 2009) établissent des modèles de plaques minces dont la métrique
de référence est modifiée par la présence de cette pré-contrainte. Ces modèles per-
mettent en particulier d’analyser des problèmes de croissance (KLEIN, EFRATI et
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SHARON, 2007 ; LIANG et MAHADEVAN, 2011). Une approche similaire est propo-
sée par CICALESE, RUF et SOLOMBRINO (2016) pour des poutres soumises à une
pré-contrainte inhomogène. Cette démonstration repose sur l’hypothèse d’hétéro-
généités de pré-contrainte faibles et se ramène au modèle classique de poutre na-
turellement courbée, ce qui ne permet pas de faire état des modes de flambement
microscopiques à perversions multiples observés dans l’expérience.

Pourquoi les modèles classiques ne sont-ils pas pertinents pour décrire l’expé-
rience de LIU et al. (2014), et de manière générale les instabilités générées dans des
solides élancés soumis à des pré-contraintes incompatibles? Peut-on proposer des
modèles alternatifs adaptés à l’étude de tels systèmes? Ce double objectif constitue
la feuille de route de ce chapitre.

III.2 Analyse de bifurcation fondée sur un modèle de poutre
classique

Présentons d’abord les résultats de l’analyse de stabilité linéaire pour une poutre
classique d’Euler-Bernoulli naturellement courbée. Nous verrons ensuite comment
ces équations peuvent être déduites de l’élasticité 3-d sous l’hypothèse de pré-
contraintes modérées et ferons ainsi le lien entre les hétérogénéités de pré-contrainte
dans le système étudié et la courbure naturelle introduite dans le modèle de poutre,
reproduisant ainsi les résultats de l’analyse menée par HUANG et al. (2012) et LIU

et al. (2014).
Pour cela nous considérons un objet infini dans sa direction d’élancement L →

∞. Le mode de flambement obtenu avec ce modèle, de grande longueur d’onde, est
alors caractérisé par un nombre d’onde nul, c’est à dire qc = 0. La cas d’un système
fini peut éventuellement être traité dans un second temps. Pour certaines conditions
aux limites simples, celui-ci est résolu simplement en imposant une quantification
sur le nombre d’onde qc, comme pour l’étude du flambement d’Euler présentée dans
le chapitre I. Dans le cas général, il est nécessaire de combiner les différents modes
harmoniques obtenus pour satisfaire les conditions aux limites.

III.2.1. Analyse linéaire de bifurcation

Nous faisons ici appel au formalisme introduit dans la première section du cha-
pitre II. À partir des équations de Kirchhoff II.12b et II.12c énoncées au chapitre II,
nous obtenons l’équilibre linéarisé d’une poutre à courbure naturelle κnat non nulle
dans la direction matérielle alignée avec l’axe y dans la configuration de référence
(repérée par l’indice 2 ).

Le déplacement des extrémités le long de la direction axiale permet de contrôler
l’extension axiale de la poutre, comme représenté sur le dessin de la figure III.4(a).
La solution fondamentale est rectiligne et nous considérons une pré-contrainte f [0] =
N [0] ez . Le moment interne, non nul dans la configuration fondamentale, est lié à la
courbure naturelle

m[0](z) = m[0] ey où m[0] = −C2 κnat.

L’équilibre linéarisé sous forme forte devient

f [1] ′ = 0, (III.1a)

f [1] · ez = N [1], (III.1b)
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conditions aux limites simples il vient qc ∼ 2π
L

. Le seuil de flambement associé

N [0]
c ∼ (m[0])2

Jτ µ
− 4C2 π

2

GL2
,

est positif lorsque L > L⋆ avec L⋆ ∼ 2π
m[0]

√
C2 Jτ µ. Ce seuil correspond alors à

une instabilité qui apparaît en traction, et donc avant le flambage d’Euler généré en
compression. Pour une poutre de longueur infinie qc = 0 et nous retrouvons le seuil
annoncé par LIU et al. (2014)

N [0]
c =

(m[0])2

Jτµ
. (III.4)

Dans ce modèle, l’instabilité apparaît à grande longueur d’onde (qc = 0) : la
longueur d’onde des modes critiques est en pratique uniquement déterminée par
la longueur du système. Ce modèle est donc pertinent pour expliquer le flambage
macroscopique mais ne permet pas de décrire l’apparition de perversions multiples
observée lors de l’expérience, figure III.2(a).

III.2.2. Justification du modèle de poutre par réduction dimensionnelle

L’équilibre linéarisé pour une poutre à courbure naturelle décrit ci-dessus peut
être obtenu à partir des équations de l’élasticité 3-d, en suivant la démarche intro-
duite dans le chapitre II et fondée sur un développement asymptotique à faible η =
h
L où h désigne la dimension typique de la section et L une longueur axiale typique.
Pour cela nous considérons une solide prismatique homogène isotrope soumis à
une pré-contrainte purement axiale, hétérogène sur la section D. Le tenseur de pré-
contrainte 3-d sur une section est alors de la forme Σ

het
0 = Diag(0, 0,Σhet⊥

0 (X,Y )).
Quitte à introduire une pré-contrainte homogène supplémentaire Σ

hom
0 , on peut

supposer que
∫∫

D Σ
het⊥
0 dX dY = 0.

En introduisant cette pré-contrainte à l’ordre η dans le développement asymp-
totique introduit dans le chapitre II, c’est à dire en supposant Σ

het
0 = O(η), nous

obtenons une nouvelle forme pour le modèle réduit décrivant les équilibres au voi-
sinage de la configuration étirée. Les détails du raisonnement sont présentés dans
l’annexe A.2. Par une démarche en tout point similaire à celle utilisée pour établir le
modèle standard II.31 présenté dans le chapitre II, il vient, dans le cas inextensible

∀(ŵα, û, τ̂) −
∫ L

0




τ̂ ′

ŵ′′
x

ŵ′′
y


 · H ·




τ ′

w′′
x

w′′
y


 dZ −

∫ L

0




τ̂ ′

ŵ′
x

ŵ′
y


 · N ·




τ ′

w′
x

w′
y


 dZ · · ·

−
∫ L

0




τ̂
ŵ′
x

ŵ′
y


 · S ·




τ
w′
x

w′
y


 dZ +

∫ L

0
G ·




τ̂
ŵx

ŵy

ŵ′
x

ŵ′
y




dZ = 0, (III.5)

où les opérateurs H, S et G introduits dans le chapitre II décrivent les effets respec-
tifs de l’élasticité tangente, de la précontrainte axiale homogène Σ

hom
0 (d’ordre η2

comme dans le modèle classique, à l’origine du flambement d’Euler) et du charge-
ment extérieur. Les fonctions τ , wx et wy décrivent respectivement les amplitudes
des modes de déformation en torsion et flexion autour des axes y (respectivement
x). Le nouvel opérateur N est anti-symétrique et décrit l’effet des hétérogénéités de
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pré-contrainte. Nous démontrons dans l’annexe A.2 qu’il prend la forme

N =




0 ϑz · Mhet
S · tx ϑz · Mhet

S · ty
tx · Mhet

S · ϑz 0 0

ty · Mhet
S · ϑz 0 0


 ,

où MS désigne le sous-bloc non nul de l’opérateur S , d’après l’annexe A.2,

Shet =

(
0 0

0 Mhet
s

)
.

Enfin tx et ty représentent les deux translations rigides dans les directions x et y et
ϑz la rotation rigide autour de l’axe z, comme dans le chapitre II.

Considérons le cas particulier d’une pré-contrainte hétérogène constante par
morceaux dans la section comme dans l’expérience de LIU et al. (2014) schémati-
sée dans la figure III.1(b). Ainsi la portion II du ruban est soumise à un étirement p λ
alors que la portion I est soumise à un étirement λ, où λ représente un paramètre
d’étirement global. Pour un solide néo-Hookéen quasiment incompressible de sec-
tion rectangulaire D = [−v

2 ,
v
2 ] × [−h

2 ,
h
2 ], il vient alors, d’après l’expression I.23 du

tenseur de pré-contrainte donnée dans le chapitre I,

Σ
het⊥
0 (X,Y ) =

{
µ (1− 1

λ2 p2
) pour X < 0 (portion II),

µ (1− 1
λ2 ) pour X > 0 (portion I).

(III.6)

Choisissons λ tel que
∫∫

D Σ
het⊥
0 (X,Y ) dX dY = 0, c’est à dire λ =

√
1+p2

p
√
2

. Avec
l’expression II.21 du terme de précontrainte introduite dans le chapitre I,

Φ̂ · S · Φ =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Φ̂,Φ) dX dY,

où d2E est le second incrément de déformation. En injectant l’expression de la rota-
tion rigide ϑZ = −Y eX +X eY il vient alors

ϑz · MS · tx = tx · MS · ϑz =

∫∫

D
−Y Σ

het⊥
0 dX dY,

ϑz · MS · ty = ty · MS · ϑz =

∫∫

D
XΣ

het⊥
0 dX dY.

Finalement, en remplaçant l’expression III.6 pour Σ
het⊥
0 et l’expression particulière

de λ, il vient

N =




0 0 −µh v2 (p−1)
4

0 0 0

−µh v2 (p−1)
4 0 0


 .

En injectant cette dernière expression dans l’équation III.5 et après intégration par
parties nous retrouvons l’équation linéarisée III.2 obtenue à la section précédente
à partir d’une modèle de poutre naturellement courbée avec m[0] = µh v2 (p−1)

4 . En
identifiant C2 =

E hv3

12 et µ
E
= 1

2 (cas quasi-incompressible) il vient

κnat =
3(p− 1)

2 v
.
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Nous retrouvons ainsi le résultat de LIU et al. (2014) dans la limite p ∼ 1.
Notre réduction dimensionnelle fait apparaître deux cas distincts pour une

poutre soumise à une contrainte uni-axiale de la forme Σ0 = Diag(0, 0,Σ⊥
0 (X,Y )),

— si la pré-contrainte est homogène, Σhom
0 = O(ǫ2), κnat = 0 et l’instabilité do-

minante est le flambement d’Euler,
— si la pré-contrainte est hétérogène, Σhet

0 = O(ǫ), κnat 6= 0 et l’instabilité domi-
nante est le flambement en hélice.

Dans ce second cas, le modèle réduit obtenu ne permet de décrire les résultats expéri-
mentaux que pour des pré-contraintes d’amplitude modérée (motifs de flambement
en hélice).

III.2.3. Conclusion

Le modèle de poutre à courbure naturelle est adapté pour décrire le flambement
macroscopique en hélice pour une poutre soumise à une pré-contrainte hétérogène.
Ce modèle ne fait pas apparaître la petite longueur d’onde au seuil de flambement
qui caractérise le mode microscopique à perversion multiples. Les résultats sont pré-
sentés ici pour la stabilité linéaire. Des solutions non-linéaires sont calculées dans
la littérature en utilisant le modèle de poutre : elles correspondent à des modes de
grande longueur d’onde, en hélice ou présentant une perversion unique (MCMIL-
LEN et GORIELY, 2002). DOMOKOS et HEALEY (2005) font état de solutions à per-
versions multiples dans le régime non-linéaire, mais sans relier ces solutions à la
branche fondamentale rectiligne.

Le modèle de poutre d’Euler-Bernoulli ne semble pas pertinent lorsque l’ampli-
tude des hétérogénéités de pré-contrainte dans la section devient trop importante.
Nous cherchons dans la suite de ce chapitre à préciser les conditions de la transition
d’un mode macroscopique de grande longueur d’onde vers un mode microscopique à
petite longueur d’onde, en sortant du cadre du modèle d’Euler.

Les résultats que nous présentons dans les sections suivantes sous forme résu-
mée sont détaillés dans l’article reproduit à la fin de ce chapitre. Nous décrivons les
principaux résultats et leurs implications sans rentrer dans le détail des calculs et
des démonstrations et faisons référence à cet article lorsque cela est nécessaire.

III.3 Un premier modèle naïf

Le problème classique d’une poutre attachée à une fondation élastique (TIMO-
SHENKO et GERE, 1961) fait apparaître une petite longueur au seuil de stabilité li-
néaire. Nous en rappelons d’abord brièvement les principaux résultats. Nous exa-
minons ensuite un premier modèle simple qui reproduit qualitativement la compé-
tition entre modes microscopiques et modes macroscopiques observée dans l’expérience
de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014). Il s’agit d’une bi-poutre 2-d assemblée
avec pré-contrainte. Le cas de la poutre sur fondation et du flambement d’Euler ap-
paraissent alors comme deux limites de ce premier modèle.

III.3.1. Modèle classique de poutre sur fondation

Nous rappelons les résultats de ce modèle classique à titre d’exemple d’un sys-
tème faisant apparaître une petite longueur d’onde au seuil de bifurcation. Nous ver-
rons par la suite que ce modèle correspond à la limite de notre modèle naïf lorsque
la pré-contrainte dans la bi-poutre devient infinie.
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FIGURE III.5 – Courbe de stabilité marginale et sélection du nombre
d’onde critique (a) pour la poutre sur fondation : instabilité microsco-

pique ; (b) pour l’elastica d’Euler : instabilité macroscopique.

Considérons une poutre plane liée à une fondation fixe par un continuum de
ressorts linéaires de raideur linéique R. Cette poutre est soumise à une compression
axiale, comme schématisé figure III.5(a). L’énergie d’une configuration y(z) s’écrit, à
l’ordre 2 en y(z),

W (y) =

∫ L

0

[
C

2
(y′′(z))2 − Gǫ

2
(y′(z))2 +

R

2
(y(z))2

]
dz, (III.7)

où C et G sont les modules de flexion et de traction définis dans le chapitre II. Dans
cet exemple le flambement a lieu en compression, comme pour le flambage d’Eu-
ler. Nous utilisons la même convention que dans le chapitre I et considérons que
la précontrainte est positive, Gǫ > 0 en compression, selon la convention du cha-
pitre I § I.1. Les deux premiers termes de cette énergie sont identiques à l’énergie
d’une poutre simple en compression axiale. Le dernier terme correspond à l’éner-
gie potentielle associée aux ressorts. Ce terme a un effet stabilisateur et pénalise les
configurations en flexion. La solution fondamentale est la solution triviale rectiligne
y = 0 et l’équation d’équilibre linéarisé s’écrit, pour tout déplacement virtuel ŷ véri-
fiant les conditions cinématiques imposées aux extrémités,

∫ L

0

[
C y′′(z) ŷ′′(z)−Gǫ y′(z) ŷ′(z) +Ry(z) ŷ(z)

]
dz = 0.

Le problème étant linéaire et invariant dans la direction z, nous cherchons une solu-
tion harmonique y(z) = Y ei q z . La relation de dispersion s’écrit

q2
(
q2 − ǫ

)
+ 1 = 0 (III.8)

où ǫ = ǫG l2

C
= ǫ⋆ l2 et q = l q avec l =

(
C
R

) 1
4 . Nous définissons ici une longueur

naturelle l qui dépend du rapport entre le module de flexion de la poutre et l’élasti-
cité de la fondation. Les racines réelles de la relation de dispersion III.8 sont tracées
figure III.5(a).

Lorsque la longueur de la poutre est infinie le nombre d’onde critique et la
compression critique associée tendent vers limL→∞ qc = 1

l
et limL→∞ ǫc = 2C

l2 G
. Le

nombre d’onde critique est ainsi déterminé par la longueur naturelle l : une raideur
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FIGURE III.6 – Modèle de bi-poutre : δ est l’écart de pré-contrainte
et ǫ est l’extension moyenne imposée (en contrôlant la force F ou le
déplacement des extrémités). Une pré-contrainte en extension est re-
présentée pour faciliter la lecture ǫ+ δ/2 > ǫ− δ/2 > 0 mais en réalité
la structure devient instable lorsque la pré-contrainte est compressive

dans la poutre I , ǫ− δ/2 < 0.

R élevée diminue la valeur de l pénalisant ainsi les grandes longueurs d’ondes. Avec
ce modèle, le nombre d’onde obtenu est non nul et le mode critique est de type mi-
croscopique, par opposition au cas du flambement d’Euler représenté figure III.5(b) et
pour lequel limL→∞ qc = 0.

Dans la suite nous adopterons la convention d’une contrainte négative en com-
pression car l’instabilité générée dans l’expérience de HUANG et al. (2012) et LIU et
al. (2014) a lieu pour une contrainte globale en traction.

III.3.2. Un modèle de bi-poutre pour analyser l’expérience

Nous introduisons dans cette section un premier modèle simple qui présente
une transition entre les deux types de flambement microscopique et macroscopique.
Il s’agit d’une représentation simplifiée du système expérimental de HUANG et al.
(2012) et LIU et al. (2014) où les deux rubans sont modélisés comme des poutres
planes assemblées par un continuum de ressorts linéaires de raideurR, représentant
l’élasticité des sections. Dans cet assemblage, représenté figure III.6, la poutre II est
soumise à une traction δ préalablement à l’assemblage. Une traction moyenne ǫ est
imposée au système après l’assemblage : la poutre pré-étirée est ainsi soumise à une
pré-contrainte totale ǫ + δ/2 alors que la poutre I est soumise à une pré-contrainte
totale ǫ− δ/2. Le paramètre δ mesure l’écart de pré-contrainte entre les deux poutres
alors qu’ǫ mesure la pré-contrainte moyenne (δ ∼ p − 1 dans la limite d’une faible
extension p).

Modèle

L’énergie de ce système s’écrit, par unité de longueur,

W (yI , yII) =
1

L

∫ L

0

1

2


 ∑

i=I,II

(
C y′′i

2
+G

(
ǫ+

χi δ

2

)
y′i

2
)
+R (yI − yII)

2


 dz,

(III.9)
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où

χi =

{
−1 pour la poutre i = I ,

+1 pour la poutre i = II .

Cette expression est similaire à l’énergie de deux poutres yI et yII sur fondation, voir
l’équation III.7, à l’exception d’un terme de couplage lié au travail des ressorts qui
dépend maintenant de l’écartement entre les deux moitiés de la bi-poutre yI − yII .
Par ailleurs, du fait de la dépendance en χi = ∓1, le second terme de pré-contrainte
dans III.9 n’a pas nécessairement le même signe dans ces deux moitiés. Il reste sta-
bilisant dans la poutre II mais devient déstabilisant dans la poutre I dès que ǫ− δ/2
devient négatif. La poutre II joue ainsi le rôle d’une fondation elle-même déformable
et susceptible de flamber.

Nous pouvons utiliser la longueur l =
(
C
R

) 1
4 introduite dans le paragraphe

précédent de manière à faire apparaître les quantités adimensionnées suivantes :
le nombre d’onde q, la coordonnée axiale z, l’écart de pré-contrainte δ et la pré-
contrainte moyenne ǫ

q = q l, z =
z

l
, δ =

δ G l2

C
, ǫ =

ǫG l2

C
. (III.10)

L’énergie redimensionnée par unité de longueur W = W/R s’écrit alors,
d’après III.9,

W (ϕ) =
1

L

∫ L

0

1

2

[
ϕ′′(z) · c · ϕ′′(z) + ϕ′(z) · bǫ · ϕ′(z) + ϕ(z) · a · ϕ(z)

]
dz,

où ϕ(z) =
(
y1(z), yII(z)

)
décrit la configuration de la bi-poutre de longueur adimen-

sionnée L = L
l
→ ∞. Nous avons introduit ici des matrices 2× 2 symétriques

a =

(
1 −1
−1 1

)
, bǫ =

(
ǫ− δ

2 0

0 ǫ+ δ
2

)
, c =

(
1 0
0 1

)
.

L’expression de l’équilibre linéarisé se déduit très simplement de cette formulation
adimensionnée, voir l’article reproduit à la fin de ce chapitre.

Analyse linéaire de bifurcation

La solution homogène est rectiligne, (yI , yII)[0] = (0, 0). Nous cherchons des équi-
libres adjacents de la forme yj(z) = 0+yj[1] e

i q z (j = I, II), où les yj[1] sont les ampli-
tudes à déterminer. Ceux-ci vérifient la relation de dispersion det

(
a+q2 bǫ+q

4 c
)
= 0

qui s’écrit
(
q4 + ǫ q2 + 1

)2 −
(
δ
2
q4

4
+ 1

)
= 0. (III.11)

Les calculs sont détaillés dans l’article reproduit à la fin de ce chapitre. Les racines
réelles de l’équation III.11 sont tracées sur la figure III.7(a) : le nombre d’onde q est
représenté en fonction de la pré-contrainte moyenne imposée ǫ. Les valeurs de la pré-
contrainte moyenne au seuil ǫc et leurs nombres d’ondes associés qc sont représentés
par des disques noirs.

Deux régimes apparaissent en fonction de la valeur de δ, comme on peut le voir
sur la figure III.7(b)(c). Nous identifions une valeur critique δ

⋆
pour ce paramètre :
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FIGURE III.7 – Analyse de bifurcation de la bi-poutre. (a) Courbes
de stabilité marginale en fonction de la pré-contrainte moyenne im-
posée ǫ pour différentes valeurs de la l’écart de pré-contrainte δ =
1, 2,

√
8, 3, 4, 5 (le trajet de déchargement est indiqué par une flèche).

(b) Nombre d’onde du premier mode instable qc en fonction de l’écart
de pré-contrainte δ. (c) Déformation de la "section", yI−yII

yI

, en fonction
de l’écart de pré-contrainte δ.

— lorsque δ < δ
⋆

le nombre d’onde au seuil qc est nul et les sections de la bi-
poutre ne se déforment pas (yI1 = yII1 ), c’est un régime de flambement macro-
scopique,

— lorsque l’écart de pré-contrainte adimensionné est grand (δ > δ
⋆
), qc est non

nul et les sections se déforment, c’est un régime de flambement microscopique.
La courbe orange sur la figure III.7(a) correspond à δ = δ

⋆
=

√
8 qui sépare le

régime de flambage microscopique du régime de flambage macroscopique. Cette valeur
critique peut être déterminée en écrivant le développement de l’équation III.11 pour
des petites valeurs de ǫ. On a alors

q4
(
q4 + 2 (1− δ

2
/8)
)
≈ 0,

et il vient δ
⋆
=

√
8.

Lorsque l’écart de pré-contrainte est nul, δ = 0, ou pour des ressorts très raides,
R → ∞, l’énergie est minimale si yI(z) = yII(z), c’est à dire si les deux poutres se
déplacent ensemble afin d’éviter le coût énergétique associé à la déformation des
ressorts. Le modèle est alors équivalent à une poutre unique soumise à une com-
pression Gǫ et l’instabilité obtenue correspond au flambement d’Euler étudié dans
le chapitre I.

A l’inverse, si ǫ → +∞ et δ → +∞ alors que ǫ − δ/2 reste fini, la poutre II
reste droite (yII(z) est constant) afin d’éviter le coût énergétique du terme alors for-
tement stabilisant G (ǫ + δ/2) y′II

2/2. Le modèle classique d’une poutre sur fonda-
tion, présenté dans la section précédente, décrit alors le comportement de la poutre
I , soumise à la pré-contrainte G (ǫ − δ/2). Ceci correspond en terme de variables
adimensionnées à ǫ → ∞ et δ → ∞, avec ǫ − δ/2 restant fini. La courbe en gris clair
pointillé sur la figure III.7(b) représente cette limite. La convergence du modèle de
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FIGURE III.8 – Nombre de perversions en fonction de la pré-
contrainte et du rapport d’aspect, d’après LIU et al. (2014), superposé
à transition micro-macro prédite par le modèle de bi-poutre (trait bleu

pointillé).

bi-poutre vers ces deux cas limites est illustrée dans l’article reproduit à la fin de ce
chapitre.

III.3.3. Retour aux résultats expérimentaux

Nous venons de présenter deux modèles de structures élancées produisant des
instabilités microscopiques. Le second modèle reproduit le comportement expérimen-
tal de manière qualitative. Il fait apparaître un nombre sans dimension δ, lié au rap-
port entre l’écart de pré-contrainte et la longueur naturelle l, qui contrôle la transi-
tion entre un flambement macroscopique (pour δ < δ

⋆
) et un flambement microscopique

(pour δ > δ
⋆
). Afin de confronter ce modèle aux résultats expérimentaux de HUANG

et al. (2012) et LIU et al. (2014), nous proposons ici une analogie avec un modèle
de plaque pour proposer une expression approchée du paramètre δ en fonction des
paramètres de l’expérience : le rapport d’aspect de la section h

v
et le pré-étirement p.

Nous identifions ainsi l’énergie par unité de longueur associée au travail des
ressorts dans le modèle de bi-poutre III.9 avec l’énergie de flexion par unité de lon-
gueur d’une plaque mince d’épaisseur h et de largeur v, contenue dans le plan (x, z)
et soumise à une déflexion yII − yI ,

Wf ∼
∫ v

0
E h3

(
yII − yI
v2

)2

dy.

Cette identification nous suggère R ∼ E
(
h
v

)3
. Pour des faibles pré-contraintes δ ≈

p−1, la valeur critique du paramètre de pré-étirement p correspondant à la transition
micro-macro est ainsi identifiée comme p⋆ − 1 = δ⋆ = δ

⋆
C

G l2
et ainsi

p⋆ − 1 ∼
√

2/3

(
h

v

)2

. (III.12)

La loi d’échelle ainsi obtenue est tracée sur la figure III.8 en trait pointillé bleu et su-
perposée aux résultats de LIU et al. (2014). Malgré une cinématique très approchée,
ce modèle naïf de bi-poutre prédit remarquablement bien la transition micro-macro
observée dans les expériences : les observations expérimentales de motifs à perver-
sions multiples apparaissent dans la plage de paramètres correspondant au régime
microscopique identifié par ce modèle simple. Cependant, les valeurs d’extension en
œuvre dans les expériences dépassent le cadre de l’élasticité linéaire dans lequel
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FIGURE III.9 – Plaque mince soumise à une pré-contrainte constante
par morceaux : solution homogène plane.

s’inscrit ce modèle, qui reste très élémentaire. En particulier il ne prend pas préci-
sément en compte la distribution des hétérogénéités de pré-contrainte au sein de la
section.

Nous proposons dans la suite de modéliser l’expérience de HUANG et al. (2012)
et LIU et al. (2014) au moyen de modèles à la cinématique plus riche. D’abord un
modèle de plaque mince valable pour des faibles valeurs du rapport d’aspect, h

v
≪ 1,

puis une formulation fondée sur les équations de l’élasticité finie 3-d.

III.4 Modèles plus avancés

III.4.1. Plaque mince

Les équations de Föppl-von-Kármán (CIARLET, 1980) sont couramment utilisées
pour modéliser le flambement des tôles métalliques soumises à des contraintes rési-
duelles hétérogènes induites par des effets thermiques lors des procédés de laminage
ou de planage, voir par exemple KPOGAN (2014). Ces travaux font état de motifs de
flambement de faible longueur d’onde dont l’apparition est pilotée par la distribu-
tion et l’amplitude de la pré-contrainte.

Nous adoptons une approche similaire dans cette section pour modéliser l’expé-
rience de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014) dans la limite de sections très plates,
h ≪ v. Nous considérons une plaque mince élastique de largeur v, d’épaisseur h et
de longueur infinie L → ∞ soumise à une pré-contrainte axiale constante par mor-
ceaux, comme représenté figure III.9. La pré-contrainte est alignée avec la direction
z,

N0
zz(ǫ;x) = Eh

(
ǫ+ χ(x)

δ

2

)
, (III.13a)

où χ(x) = ±1 désigne la fonction constante par morceaux,

χ(x) =

{
−1 dans la demi-plaque I , 0 < x < v/2,

+1 dans la demi-plaque II , v/2 < x < v.
(III.13b)

Comme pour la bi-poutre, l’écart de pré-contrainte N0,II
zz − N0,I

zz = Eh δ est généré
par la pré-contrainte δ imposée à la moitié II avant l’assemblage avec la moitié I . La
pré-contrainte moyenne (N0,I

zz +N0,II
zz )/2 = Eh ǫ est générée par l’extension moyenne

ǫ, imposée par le déplacement des extrémités de la plaque après assemblage.



68
Chapitre III. Poutre hyperélastique sous forte pré-contrainte : sélection de la

longueur d’onde du mode de bifurcation

La solution fondamentale est la solution plane représentée sur la figure III.9. Une
petite perturbation transverse w(x, y) vérifie les équations de Föppl-von-Kármán li-
néarisées, voir par exemple AUDOLY (2015),

−D∆2w(x, z) +
∂
(
N0

zz(ǫ;x)w,z(x, z)
)

∂z
= 0,

où D = E h3

12 (1−ν2)
est le module de flexion de la plaque, E désigne le module de

Young et ν le coefficient de Poisson. Les conditions limites en x = 0 et x = v sont des
conditions de bord libre qui s’écrivent classiquement

w,xx + ν w,zz = 0 et w,xxx +
(
2− ν

)
w,xzz = 0,

comme établi par exemple par LANDAU et LIFSHITZ (1970).
Ces équations s’écrivent sous forme adimensionnée en utilisant

δ =
δ

δ†
, ǫ =

ǫ

δ†
, où δ† =

1

12 (1− ν2)

h2

v2
. (III.14)

Si l’on considère alors une perturbation harmonique en fonction de la coordonnée
axiale adimensionnée,

w(x, z) = ξ1

(x
v

)
ei q z, (III.15)

le problème peut s’écrire comme une équation différentielle d’ordre 4 pour une fonc-
tion à une seule variable ξ1

(
x
v

)
qui ne dépend plus que du module de Poisson ν. Ce

problème aux valeurs propres pour ξ1
(
x
v

)
est soluble numériquement, par exemple

par la méthode du tir présentée dans le chapitre I. L’expression détaillée de cette
équation et la méthode de résolution utilisée sont présentées dans l’article reproduit
à la fin de ce chapitre.

Les résultats sont représentés dans la figure III.10 pour une plaque faite d’un
matériau incompressible (ν = 0.5). Les valeurs de la pré-contrainte moyenne impo-
sée au seuil ǫc et leurs nombres d’onde associés qc sont représentés par des disques
noirs (voir figure III.10(a)). Il existe une valeur critique δ

⋆
permettant de définir deux

régimes.
— Pour les faibles valeurs de l’écart de pré-contrainte, δ < δ

⋆
, le premier nombre

d’onde critique qc est nul. Les modes critiques associés correspondent à des
déplacements rigides de la section, c’est à dire à des fonctions ξ1 affines,
comme c’est le cas pour δ = 50 figure III.10(c)(d).

— Pour les fortes valeurs de l’écart de pré-contrainte, δ > δ
⋆
, le nombre d’onde

qc n’est pas nul et augmente avec la valeur de δ. Les modes critiques associés
correspondent à une courbure de la section ξ′′1

ξ1
localisée dans la zone de plus

forte pré-contrainte compressive, c’est à dire pour x < 1
2 . C’est le cas pour

δ = 100 et δ = 200 figure III.10(c)(d).
Ainsi ce modèle de plaque reproduit la transition entre des modes de flambement

macroscopiques pour des faibles valeurs de δ et des modes de flambements microsco-
piques pour les valeurs élevées de δ. Ce paramètre adimensionnel mesure le rapport
entre l’écart de pré-contrainte et la rigidité en flexion de la section de la plaque. Sa
valeur critique est estimée numériquement δ

⋆ ≈ 90 (voir figure III.10(b)), c’est à dire
δ ≈ 10

(
h
v

)2
lorsque ν = 0.5. Cette loi d’échelle est similaire à la prédiction du modèle

de bi-poutre présenté à la section précédente , voir III.12 mais le facteur numérique
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FIGURE III.10 – Analyse de bifurcation linéaire de la solution plane
du modèle de plaque avec ν = .5. (a) Courbe de stabilité marginale
(ǫ, q) pour différentes valeurs de l’écart de pré-contrainte δ (le tra-
jet de déchargement est indiqué par une flèche). (b) Nombre d’onde,
(c) mesure de la courbure de la section, et (d) déplacement corres-
pondant au premier mode critique ǫ = ǫc, pour différentes valeurs
de δ. Les points numérotés A, B et C correspondent respectivement à

δ = 50, 200, 400.

diffère d’un ordre de grandeur. Cet écart s’explique par le détail de la déformation
des sections qui n’est pas pris en compte par le modèle de bi-poutre.

Remarquons enfin que limh
v
→0 δ

† = 0, ce qui implique des pré-contraintes faibles
pour les faibles valeurs du rapport d’aspect. Ainsi, l’utilisation d’un comportement
linéaire élastique est justifiée dans le domaine de validité des équations de plaques
minces, h

v
→ 0.

Examinons à présent un modèle rigoureux appuyé sur les équations de l’élasti-
cité 3-d introduites au chapitre I.

III.4.2. Modèle 3-d

Dans cette section, le ruban pré-contraint de l’expérience de HUANG et al. (2012)
et LIU et al. (2014) est modélisé par un solide prismatique de section rectangulaire,
infiniment long dans sa direction axiale et constitué d’un matériau de Gent hyper-
élastique faiblement compressible, réputé plus réaliste pour décrire le comportement
des polymères. Les différentes configurations de ce solide prismatique sont repré-
sentées sur la figure III.11.

— Dans leur configuration naturelle (1) les deux rubans numérotés I et II sont
des parallélépipèdes rectangles de section h× (v/2) et h′ × (v′/2) respective-
ment.

— Dans la configuration (2), le ruban II est pré-étiré d’un étirement p ≥ 1 puis
les deux ruban sont assemblés. Les dimensions originales h′ et v′/2 ont été
choisies de telle sorte que les deux rubans ont les mêmes dimensions h×(v/2)
dans cette configuration (2). Les coordonnées (x̃, ỹ, z̃) dans cette configuration
sont utilisées comme coordonnées lagrangiennes dans la suite et nous notons
D la section de référence D = (0, v)× (0, h) : (x̃, ỹ) ∈ D.

— Les deux extrémités de la poutre assemblée sont progressivement relâchées et
l’étirement global résultant est noté λ ≤ 1. L’extension par rapport à la confi-
guration naturelle (1) dans les deux moitiés de ruban sont respectivement λ
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(1) (2) (3) (4)

FIGURE III.11 – Modèle 3-d : (1) configuration naturelle, (2) configu-
ration pré-contrainte (configuration de référence), (3) solution homo-
gène pour une pré-contrainte p et une extension globale imposée λ,

(4) configuration finale après bifurcation.

dans la moitié I et p λ dans la moitié II . La solution homogène invariante (3)
ainsi obtenue peut être stable ou instable.

— Une configuration flambée non-invariante et non-symétrique (4) apparaît
éventuellement lors d’une bifurcation.

Le lien avec les paramètres de chargement ǫ et δ définis dans les deux modèles
précédents est obtenu par identification de la pré-contrainte dans chacune des deux
moitiés du ruban, ainsi

1 + ǫ+
δ

2
= λ p dans la moitié II ,

1 + ǫ− δ

2
= λ dans la moitié I . (III.16)

Ainsi lorsque les extensions sont faibles, c’est à dire lorsque p ∼ 1 et λ ∼ 1, il vient
ǫ ∼ λ− 1 et δ ∼ p− 1.

La configuration (3) étant homogène en Z, il est possible d’utiliser le formalisme
introduit dans le chapitre I pour rechercher les équilibres adjacents au voisinage de
cette solution. Il suffit pour cela de remplacer le gradient de la transformation F
par le tenseur H = F · G dans l’expression de l’énergie élastique, selon la décom-
position multiplicative classiquement utilisée en théorie de la croissance, voir par
exemple GORIELY et al. (2008).

Solution fondamentale invariante et homogène

Le système étant invariant dans la direction axiale, la solution homogène s’écrit

ϕλ

0
(x̃, ỹ, z̃) = ϕ‖

0
(λ; x̃, ỹ) + (λ− 1) z̃ eZ ,

où ϕ‖
0(λ; x̃, ỹ) peut être calculé numériquement en fonction du paramètre λ en résol-

vant un problème d’élasticité 2-d non-linéaire sur la section D. Ce problème s’écrit de
la même manière que dans le chapitre I § I.2.2., pour tout champ virtuel 2-d ϕ̂(x̃, ỹ)
vérifiant les conditions aux limites sur la section,

∫∫

D
Σ(ϕ‖

0
) :
(
HT (ϕ‖

0
) · Ĥ

)
dx̃ dỹ = 0,
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FIGURE III.12 – Pré-contrainte associée à la solution homogène pour
le barreau hétérogène sous étirement λ constant : pré-contrainte
axiale Σ⊥

0 (λ; x̃, ỹ) (à gauche) et norme de la pré-contrainte dans le
plan de la section |Σ‖

0
(λ; x̃, ỹ))| (à droite) pour les rapports d’aspect

h/v = 0.1, 0.2, 0.4 (de haut en bas) ; paramètres matériau : µ = 1,
K = 10, Jm = 100 (voir loi de comportement I.15 dans le chapitre I) ;

pré-étirement p = 1.11 ; extension globale imposée λ = 0.9.

où Ĥ = F̂ ·G. L’expression générale de Σ pour le modèle de Gent utilisé dans ce cha-
pitre ainsi que les détails de l’implémentation sont exposés dans l’article reproduit
à la fin de ce chapitre. Comme signalé au chapitre I, le tenseur de pré-contrainte de
Piola-Kirchhoff pour cette solution présente une forme diagonale par blocs

Σ(ϕλ

[0]
) =




Σ‖
0
(λ; x̃, ỹ) 0

0 Σ⊥
0 (λ; x̃, ỹ)


 . (III.17)

Cette dernière propriété est une conséquence directe de l’invariance de la solution
fondamentale dans la direction axiale Z. Notons que la dépendance par rapport au
paramètre de pré-étirement p est une nouveauté par rapport au formalisme du cha-
pitre I § I.2.2. et reste implicite dans nos notations. Les cartographies des valeurs
prises par ce tenseur de pré-contrainte sont tracées figure III.12 pour différents rap-
ports d’aspect (la valeur de h varie alors que v = 1). La contrainte axiale (à gauche)
est quasiment uniforme sur chacune des deux moitiés de la section : le solide est en
compression dans la région I et en tension dans la région II pour ces valeurs des
paramètres de chargement. C’est cette pré-contrainte compressive qui peut rendre
instable la configuration homogène, comme nous le verrons plus loin.

Les composantes non-axiales du tenseur des contraintes (à droite) prennent des
valeurs non nulles du fait d’incompatibilités géométriques entre les deux domaines,
voir figure III.12(b). Celles-ci sont localisées au voisinage de l’interface et pro-
viennent des écarts entre les modules d’élasticité tangente du matériau dans ces
deux zones. Les modules d’élasticité tangente sont en effet affectés par l’état de pré-
contrainte du matériau, ainsi que nous l’avons remarqué dans les chapitres I et II.
Ces composantes non-axiales restent néanmoins très faibles devant la pré-contrainte
axiale, comme l’attestent les échelles sur la figure III.12.
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Analyse de bifurcation

L’analyse de bifurcation de la solution homogène s’appuie sur les résultats du
chapitre I § I.3.3. où nous avions montré que pour une perturbation harmonique en
z̃ associée au nombre d’onde q le problème de bifurcation peut s’écrire comme un
problème aux valeurs propres quadratique

∀ξ̂, ξ̂ ·
(
Kλ + q Cλ + q2Mλ

)
· ξ = 0, (III.18)

où le vecteur propre ξ contient l’amplitude complexe des degrés de libertés réels et
virtuels discrétisés sur la section D. Ici avec des notations continues, le déplacement
est recherché sous une forme harmonique en z̃

ϕ(x̃, ỹ, z̃) =
(
ξ‖(x̃, ỹ) + i ξ⊥(x̃, ỹ)

)
ei q z̃,

ϕ̂(x̃, ỹ, z̃) =
(
ξ̂
‖
(x̃, ỹ) + i ξ̂

⊥
(x̃, ỹ)

)
ei q z̃ .

Cette formulation est une conséquence directe de l’invariance de la solution fon-
damentale et de l’hypothèse L → ∞. Les matrices Kλ, Cλ et Mλ dépendent de la
solution homogène via les paramètres λ et p, des caractéristiques de la section et
du matériau considéré. L’expression détaillée de ces matrices diffère ici de celle pré-
sentée au chapitre I car la solution homogène dépend maintenant du paramètre de
pré-étirement incompatible p. Elle est donnée dans l’article reproduit à la fin de ce
chapitre pour un matériau de Gent.

L’implémentation numérique par éléments finis de la résolution du problème
aux valeurs propres III.18, similaire à celle utilisée dans le chapitre I § I.3.3. pour
résoudre le problème de bifurcation linéaire du barreau en compression, est détaillée
dans ce même article.

Les solutions numériques du problème aux valeurs propres III.18 sont tracées
figure III.13(a) pour h

v
= 0.1 et pour différentes valeurs de la précontrainte p. Les

valeurs de l’étirement global au seuil λc et les nombres d’onde associés qc sont repré-
sentés par des disques noirs. Dans les calculs par éléments finis, la taille de maille
caractéristique ainsi que le pas ∆λ entre deux calculs ont été choisis de telle sorte
que l’erreur numérique sur la valeur de qc reste inférieure à 0.05 en valeur absolue.
Comme avec les modèles précédents, nous observons une transition d’un flambe-
ment macroscopique de grande longueur d’onde (qc = 0 si p ≤ p⋆) vers un flambe-
ment microscopique à petite longueur d’onde (qc > 0 si p > p⋆) lorsque la valeur du
pré-étirement p augmente. La valeur critique correspondant à la transition entre ces
deux régimes est estimée numériquement à p⋆ ≈ 1.1 pour h

v
= 0.1.

La figure III.13(b) présente une comparaison des résultats du modèle 3-d avec
le modèle de plaque introduit au § III.4.1. Le nombre d’onde critique qc est tracé en
fonction de l’écart de pré-contrainte adimensionné δ (calculé à partir de la valeur du
pré-étirement p et en utilisant les relations III.16) pour différentes valeurs du rapport
d’aspect. Cette prédiction du modèle 3-d converge vers la prédiction du modèle de
plaque dans la limite des faibles rapports d’aspects, comme attendu. Pour h

v
= 0.1

et p = 1.11 le premier mode instable, tracé en figure III.13(c), se déforme essentielle-
ment en flexion et le déplacement associé est principalement vertical. Cette cinéma-
tique est similaire à celle qui sous-tend le modèle de plaque, voir figure III.10(c).

Cette approche 3-d est rigoureuse car elle s’appuie sur les équations exactes de
l’élasticité finie. Elle prend non seulement en compte une cinématique complète,
mais également les non-linéarités de comportement qui ne sont pas négligeables
lorsque la pré-contrainte atteint une valeur élevée. La formulation utilisée dans ce
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FIGURE III.14 – Courbes de stabilité marginale pour deux solides
prismatiques soumis à une pré-contrainte hétérogène (version styli-
sée de la figure III.13). Le trajet de déchargement est indiqué par une
flèche. (a) : Cas d’une instabilité microscopique : le système bifurque
pour λ = λc et un nombre d’onde qc 6= 0 est sélectionné. (b) Cas
d’une instabilité macroscopique : un nombre d’onde nul est sélectionné,

qc = 0, et λ(0) = λc.

paragraphe est une variante des équations introduites au chapitre I qui permet de
traiter une distribution arbitraire de pré-contrainte dans la section.

Cependant, ce dernier modèle implique des calculs numériques fastidieux, sur-
tout lorsqu’il s’agit de réaliser une étude paramétrique et de déterminer la valeur
de pré-contrainte p⋆ correspondant à la transition entre flambement macroscopique
et flambement microscopique. En effet, il faut alors résoudre le problème aux valeurs
propres quadratique III.18 pour chaque valeur de l’extension globale λ afin de dé-
terminer λc de manière suffisamment précise et estimer ainsi la valeur de qc. Il est
ensuite nécessaire d’itérer cette opération pour plusieurs valeurs de la pré-contrainte
p afin d’encadrer la valeur de p⋆. Nous présentons dans la prochaine section une mé-
thode originale permettant de contourner cette difficulté.

III.5 Développement à faible nombre d’onde

III.5.1. Principe

Les courbes de stabilité marginale stylisées sont tracées figure III.14 pour les deux
scénarios de flambement d’un solide prismatique soumis à une pré-contrainte inho-
mogène. L’étirement global imposé λ est progressivement réduit (comme indiqué
par la flèche) et la solution homogène bifurque à la valeur critique λc. Nous notons
λ(0) l’étirement correspondant à l’existence d’un mode linéaire de longueur d’onde
infinie au voisinage de la branche fondamentale. Noter que pour le flambement mi-
croscopique λ(0) < λc alors que λ(0) = λc pour le flambement macroscopique.

Au voisinage du point
(
λ(0), 0

)
où elle intersecte l’axe λ, la courbe de stabilité

marginale peut être approchée par une parabole telle que λ = λ(0) + q2 λ(1) (lignes
en pointillés sur les deux parties figure III.14). Le développement asymptotique que
l’on se propose de présenter dans cette section a pour objectif de calculer le coef-
ficient λ(1) directement à partir de la solution fondamentale. Le signe de λ(1) dé-
termine la courbure de la courbe de stabilité marginale au voisinage de

(
λ(0), 0

)
.

Comme représenté sur la figure III.14, une longueur d’onde infinie correspond à
λ(1) < 0, alors qu’une petite longueur d’onde correspond à λ(1) > 0. La méthode
présentée ici permet ainsi de déterminer si la bifurcation est microscopique ou macro-
scopique sans résoudre le problème de bifurcation complet. Elle peut être appliquée à
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chacun des trois modèles présentés dans les sections précédentes : bi-poutre, plaque
mince ou modèle 3-d. Nous en présentons d’abord une formulation générale, puis
nous détaillerons son application au modèle de plaque.

Forme générale du problème de bifurcation

Pour les trois modèles étudiés dans cette section (bi-poutre, plaque mince et
modèle 3-d), l’invariance de la solution fondamentale dans la direction axiale per-
met d’écrire la forme faible de l’équilibre linéarisé comme un problème aux valeurs
propres polynomial en q

∀ξ̂, ξ̂ · d0λ · ξ1 + q ξ̂ · d1λ · ξ1 + · · ·+ qn ξ̂ · dnλ · ξ1 = 0, (III.20)

où le vecteur ξ1 rassemble les degrés de liberté sur la section, associés à une pertur-
bation harmonique ϕ1 = ξ1e

i q z dans la direction axiale.
Dans le cas du modèle de bi-poutre présenté § III.3.2., le vecteur ξ1 est un vecteur

réel à deux composantes (yI , yII). Les opérateurs djλ sont alors des matrices réelles et
le vecteur des déplacements virtuels ξ̂ peut être directement éliminé de III.20. Pour
les modèles plus raffinés de type plaque mince ou élasticité 3-d, voir § III.4.1. et
§ III.4.2., les sections possèdent un nombre infini de degrés de liberté et ξ1 est une
collection de fonctions définies sur chaque section : fonctions scalaires d’une seule
variable dans le cas de la bi-plaque ou fonctions vectorielles 3-d de deux variables
dans le modèle 3-d. Dans ces deux cas les produits scalaires dans l’équation III.20
impliquent des intégrations sur la section et l’élimination des déplacements virtuels
ξ̂ n’est pas toujours souhaitable.

L’ordre n et les opérateurs bilinéaires d0λ, . . ., dnλ dépendent du modèle considéré
(poutre, plaque, élasticité 3-d, . . .). Leur expression explicite dépend de la solution
fondamentale que l’on suppose ici connue ; elle est détaillée dans LESTRINGANT et
AUDOLY (2016) pour chacun des modèles étudiés dans cette section. Pour le modèle
3-d, la forme III.20 s’identifie directement avec l’équation III.18 pour n = 2 en posant
d0λ = Kλ, d1λ = Cλ et d2λ =Mλ.

Comme l’ordre n du problème aux valeurs propres polynomial III.20 dépend du
modèle utilisé, nous choisissons d’unifier la présentation des différents modèles en
observant que pour n’importe quelle valeur de n, l’équation III.20 peut se récrire
sous la forme d’un problème aux valeurs propres quadratique sans terme linéaire en
q

∀Ξ̂, Ξ̂ ·Aλ · Ξ + q2 Ξ̂ ·Bλ · Ξ = 0, (III.21a)

où Aλ et Bλ sont deux opérateurs symétriques. Le vecteur propre généralisé Ξ est
défini par la somme directe des vecteurs propres de l’équation d’origine ξ1 et de
vecteurs de la forme qk ξ1 pour certaines puissances k bien choisies. Ces vecteurs se
notent par blocs

Ξ =




ξ1
qk ξ1
· · ·


 . (III.21b)

Dans l’équation III.21a, le déplacement virtuel Ξ̂ est un vecteur arbitraire de même
longueur que Ξ mais pas nécessairement de la forme III.21b. Une propriété impor-
tante de cette équation est que le noyau de Aλ est indépendant de l’étirement global
λ. Ces différentes propriétés peuvent être vérifiées pour chacun des modèles comme
nous le montrons dans LESTRINGANT et AUDOLY (2016). Le lecteur intéressé est
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invité à se référer cet article reproduit à la fin de ce chapitre et qui présente les ex-
pressions détaillées de l’équation III.21a pour les différents modèles étudiés.

Développement asymptotique

Nous utilisons le nombre d’onde q comme un paramètre de développement et
cherchons une solution à l’équilibre linéarisé III.21a sous la forme

Ξ = Ξ(0) + q2 Ξ(1) + q4 Ξ(2) + · · · (III.22a)

λ = λ(0) + q2 λ(1) + q4 λ(2) + · · · (III.22b)

L’absence de puissances impaires de q dans ces développements est imposée par la
symétrie q → −q dans l’équation III.21a. Cette symétrie est elle-même une consé-
quence de la symétrie de la solution homogène par réflexion par rapport au plan
(x, y).

Les opérateurs Aλ et Bλ dépendent de λ et peuvent être développés en utili-
sant III.22b

Aλ = A(0) + q2 λ(1)A′
(0) + · · · (III.23a)

Bλ = B(0) + q2 λ(1)B′
(0) + · · · (III.23b)

où nous notons A(0) = Aλ=λ(0) , B(0) = Bλ=λ(0) et

A′
(0) =

dAλ

dλ

∣∣∣∣
λ=λ(0)

, A′′
(0) =

d2Aλ

dλ2

∣∣∣∣
λ=λ(0)

, B′
(0) =

dBλ

dλ

∣∣∣∣
λ=λ(0)

.

Résumé formel de la méthode

Dans un souci de concision nous ne présenterons pas ici les détails de la réso-
lution de l’équation III.21a ordre par ordre grâce au développement introduit ci-
dessus. Celle-ci consiste à caractériser le noyau de l’opérateur Aλ, constitué des
modes dits rigides, puis à écrire l’alternative de Fredholm pour cet opérateur à
chaque ordre. Nous déterminons ainsi une condition de solubilité qui doit être véri-
fiée à chaque ordre préalablement à la résolution des équations. Le lecteur est invité
à se référer à l’article reproduit à la fin de ce chapitre où une présentation complète
de la mise en œuvre de ce développement est proposée.

Les principales étapes en sont résumées ci-dessous.

1. Vérification des propriétés requises pour les opérateurs : Aλ et Bλ sont symé-
triques et kerAλ ne dépend pas de λ ;

2. Condition de solubilité à l’ordre 2. Calculer la restriction B∗ de l’opérateur
Bλ à kerA et déterminer l’étirement λ(0) en résolvant l’équation implicite

detB∗(λ(0)) = 0 ; (III.24)

3. Résolution à l’ordre 2. Déterminer la dimension n∗ de kerB∗(λ(0)) et intro-
duire les n∗ composantes inconnues de Ξ(0) dans une base de kerB∗(λ(0)),

Ξ(0) ∈ kerB∗(λ(0)), (III.25)

n∗ = dimkerB∗(λ(0)) ; (III.26)
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4. Résolution à l’ordre 2. Trouver une solution particulière Ξ
(1)
p du problème aux

valeurs propres à l’ordre q2 :

∀Ξ̂, Ξ̂ ·A(0) · Ξ(1) + Ξ̂ ·B(0) · Ξ(0) = 0 (III.27)

en fonction des n∗ composantes de Ξ(0) ;

5. Condition de solubilité à l’ordre 4. Utiliser l’équation

∀Ξ̂ ∈ kerB∗(λ(0)), Ξ̂ ·B(0) · Ξ(1)
p + λ(1) Ξ̂ ·B′

(0) · Ξ(0) = 0 (III.28)

pour écrire n∗ équations pour les n∗ composantes de Ξ(0) et pour λ(1) ;

6. Condition de solubilité à l’ordre 4. Résoudre ces n∗ équations pour λ(1) et
pour Ξ(0) à une constante multiplicative près.

Comme annoncé, cette méthode permet de calculer λ(1) et de déduire ainsi le type
de bifurcation : flambement microscopique si λ(1) > 0 et flambement macroscopique si
λ(1) < 0.

Pour les modèles de bi-poutre et de plaque mince, définis dans le cadre de l’élas-
ticité linéaire (i. e. dans la limite des faibles λ), le paramètre de chargement n’est pas
l’étirement global λ mais l’extension moyenne ǫ ∼ 1− λ.

Cette méthode présente de nombreuses similarités formelles avec le dévelop-
pement faiblement non-linéaire brièvement présenté dans le cadre du flambement
d’Euler dans le chapitre I § I.1. Ce dernier, connu sous le nom de Lyapunov-Schmidt-
Koiter (KOITER, 1965 ; HEIJDEN, 2008) fait également intervenir des opérateurs sin-
guliers et implique pour cela l’écriture d’une condition de solubilité à chaque ordre.
Il y a cependant une différence fondamentale entre ces deux méthodes. La mé-
thode de Lyapunov-Schmidt-Koiter consiste en un développement non-linéaire de
l’amplitude du déplacement en fonction du chargement alors que dans notre mé-
thode un développement de la longueur d’onde critique en fonction du chargement
est résolu à partir de l’équation d’équilibre linéarisée par rapport au déplacement
(qui est non-linéaire par rapport au nombre d’onde q).

L’article reproduit à la fin de ce chapitre présente des applications détaillées de
cette procédure générale aux trois modèles étudiés dans ce chapitre, § III.3.2., III.4.1.
et III.4.2.. Nous discuterons les résultats ainsi obtenus pour le modèle de plaque dans
la prochaine section. Pour ce modèle, le développement à faible nombre d’onde peut
être mené de manière analytique et les résultats sont exprimés de manière explicite.

III.5.2. Application au modèle de plaque mince

Les détails techniques de la mise en œuvre du développement asymptotique
à faible q présenté ci-dessus étant présentés en détails dans l’article reproduit à la
fin de ce chapitre, nous nous contentons d’en commenter ici les principaux résul-
tats pour le problème de la plaque mince soumise à une pré-contrainte hétérogène
constante par morceaux, décrit § III.4.1. et schématisé figure III.9. Notons que l’ex-
tension est notée ǫ dans le cadre de l’élasticité linéarisée, ce paramètre remplacera
donc λ dans le développement précédent.

Pour ce modèle, le vecteur ξ des degrés de liberté sur une section est une fonction
scalaire de la variable transverse x qui correspond à la restriction de la déflexion
w(x, z). L’opérateurA dérive d’une énergie de flexion et son noyau est de dimension
2. Il est défini comme l’ensemble des déplacements affines en x et des déplacements
uniformes sur la section : ξ(x) = αx + β pour (α, β) ∈ ℜ2, ce qui correspond aux
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Le mode de bifurcation est macroscopique dans les autres cas (ǫ(1) = gν(ǫ
(0), δ) > 0).

Ainsi le développement à faible nombre d’onde prédit que

le premier mode de bifurcation est

{
macroscopique si |δ| < δ

⋆
(ν),

microscopique si |δ| > δ
⋆
(ν),

(III.30)

en bon accord avec les prédictions de la méthode directe discutée au § III.4.1. (voir
aussi l’article reproduit à la fin de ce chapitre pour une comparaison détaillée des
courbes de stabilité marginales et des asymptotes obtenues par le développement à
faible q).

La valeur critique δ
⋆
(ν) peut être obtenue analytiquement en résolvant simulta-

nément III.29a et gν(ǫ(0), δ) = 0 pour les deux inconnues δ et ǫ(0). Ceci fait apparaître
une équation polynomiale dont nous ne présentons pas l’expression ici, dans un
souci de concision. La solution réelle de cette équation peut être évaluée avec une
précision arbitraire. Ainsi pour ν = 0.5 nous obtenons

δ
⋆
(ν = 0.5) = 88.247 (III.31)

Cette valeur exacte est proche de l’estimation obtenue par la résolution directe, δ
⋆ ≈

90, voir § III.4.1.
Cette méthode est très rapide à mettre en œuvre et permet de tracer directe-

ment le diagramme de phase pour la transition micro-macro sans avoir à résoudre
le problème de bifurcation linéarisé pour chaque valeur du paramètre δ et/ou pour
chaque forme de la distribution de pré-contrainte. Elle peut être appliquée de ma-
nière immédiate à une distribution quelconque de pré-contrainte dans la section de
la plaque.

Cas d’une distribution linéaire de pré-contrainte

Afin d’illustrer la généralité de cette méthode et de s’assurer que la transition
micro-macro n’est pas spécifique à une pré-contrainte constante par morceaux, nous
considérons par exemple une pré-contrainte dépendant linéairement de la coordon-
née transverse x. Nous remplaçons alors la définition III.13a par

N0
zz(ǫ;x) = Eh

(
ǫ+

3

2

(
x

L
− 1

2

)
δ

)
.

Dans cette formule le facteur numérique 3/2 a été choisi de manière à ce que le mo-
ment fléchissant induit par la pré-contrainte soit identique au chargement précédent,
c’est à dire,

m0
y =

∫ v

0
N0

zz(ǫ;x)

(
x− L

2

)
dx =

E hv2 δ

8
. (III.32)

Ceci permet de comparer l’effet du paramètre δ mesurant l’écart de la nouvelle
distribution (linéaire) de pré-contrainte avec celui de la distribution précédente
(constante par morceaux). Avec cette nouvelle distribution, l’équation III.29a est in-
changée. La pré-contrainte apparaît en effet dans cette équation à travers le seul
moment résiduel m0

y qui est préservé par construction. Par ailleurs la quantité
ǫ(1) = gν(ǫ

(0), δ) dans III.29b devient

gν(ǫ
(0), δ) =

ǫ(0)
2

1260
+

5ν + 2

210
ǫ(0) − (1− ν2).
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Une transition micro-macro apparaît pour la valeur critique δ
⋆

obtenue en résolvant
ǫ(1) = gν = 0. Avec l’expression de gν donnée ci-dessus nous obtenons ǫ(0) = 20.1
dans le cas incompressible (ν = 0.5). Ceci correspond à δ

⋆
= 63.8 d’après III.29a,

ce qui est significativement moins élevé que la valeur critique obtenue pour une
distribution constante par morceaux, voir III.31.

Limite de faible pré-contrainte : équivalence avec le modèle de poutre à courbure
naturelle

Utilisons à présent le développement asymptotique pour montrer que les prédic-
tions du modèle de plaque sont asymptotiquement en accord avec les prédictions du
modèle de poutre naturellement courbée. L’analyse linéaire de bifurcation d’un mo-
dèle de poutre naturellement courbée fait apparaître la valeur critique de l’extension
moyenne ǫ comme

ǫEBc =
(m0

y)
2

µJτ E hv
, (III.33)

comme établi au début de ce chapitre, voir l’équation III.3. Calculons le module de
torsion équivalent en identifiant l’énergie élastique associée, par unité de longueur,
à une déformation de torsion w(x, z) = τ (x−L/2) z, avec l’énergie de torsion d’une
poutre, 1

2 µJτ τ
2. Nous obtenons ainsi

µJτ = 2D (1− ν) v =
E h3 v

6(1 + ν)
.

En combinant III.33, III.32 et l’expression ci-dessus, nous obtenons la valeur de
l’extension moyenne critique prédite par le modèle de poutre d’Euler-Bernoulli

ǫEBc = ǫ
(0)
EB =

(1 + ν)

2

(v
h

)2 3 δ2

16
.

Cette expression peut être récrite en utilisant les variables adimensionnées intro-
duites par III.14, il vient alors

24 (1− ν) ǫ
(0)
EB =

3

16
δ
2
. (III.34)

Cette prédiction, tracée sur la figure III.15(a), est asymptotiquement équivalente
avec l’expression obtenue précédemment par l’équation III.29a à partir du modèle
de plaque, dans la limite δ → 0. Le terme ǫ(0)

2
présent dans l’équation III.29a et ab-

sent du terme de de gauche de III.34 est en effet négligeable si δ et ǫ(0) sont tous les
deux petits.

La prédiction du modèle de poutre d’Euler-Bernoulli devient mauvaise lorsque δ
atteint ∼ 10, c’est à dire pour un écart de pré-contrainte qui reste largement inférieur
à la valeur critique δ

⋆ ≈ 90 à laquelle les modes microscopiques apparaissent. Ceci
montre que le modèle de poutre naturellement courbée est d’un intérêt limité pour
l’étude des structures soumises à des pré-contraintes inhomogènes, y compris pour
l’analyse des modes macroscopiques.

III.5.3. Application au 3-d

Le développement à faible nombre d’onde décrit § III.5.1. peut être appliqué au
modèle 3-d présenté § III.4.2. Le détails de l’équation III.21b et du développement
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III.6 Conclusion

Bien que le système expérimental de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014)
formé d’un ruban assemblé avec pré-contrainte ressemble à une poutre mince, le
modèle classique d’Euler-Bernoulli est inapplicable parce que cette pré-contrainte
est finie. Notre analyse se fonde sur 3 modèles alternatifs : un modèle simple de bi-
poutre, un modèle de plaque mince valable dans la limite des sections très plates
et une description 3-d rigoureuse appuyée sur la théorie de l’élasticité finie incré-
mentale. L’étude de ces trois modèles révèle que la longueur typique du motif de
flambement est sélectionnée par l’importance relative de la pré-contrainte et du rap-
port d’aspect des rubans. Elle permet d’expliquer les étonnantes observations ex-
périmentales, et en particulier la transition des motifs de flambement microscopiques
vers des motifs macroscopiques de grande longueur d’onde semblables à ceux prédits
par les modèles classiques. Nous proposons enfin une méthode semi-analytique ins-
pirée du développement faiblement non-linéaire de KOITER (1965) et permettant de
déduire le régime de longueur d’onde des modes critiques en détectant la transition
micro-macro directement à partir de la solution fondamentale.

Les modèles classiques étant insuffisants pour décrire ce problème de manière
pertinente, nous pensons qu’il serait intéressant d’établir un modèle réduit amélioré
permettant de décrire la transition micro-macro observée sur le système expérimental
plus simplement qu’en ayant recours au modèle 3-d. Un tel modèle 1-d permettrait
de décrire fidèlement les résultats de l’expérience de HUANG et al. (2012) et LIU et
al. (2014) et plus généralement d’analyser certaines instabilités provoquées par la
croissance différentielle, par exemple dans des systèmes biologiques. La démarche
de réduction dimensionnelle présentée dans le chapitre II revêt à cet égard un intérêt
certain puisqu’elle fournit une méthode qui pourrait permettre de construire un tel
modèle : il s’agit là d’une piste que nous souhaiterions explorer dans le futur.
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➮➷Ò➬ ➹åÕÑÔ➮➷ ❒❮➹ Ó➴❐ÖÔ❒➮➴➷ ➴Ó ÖÏÑ❒➮ÕÑ➹ Õ➹❐á➹❐➬➮➴➷➬ ➮➷ ➹ÑÔ➬❒➴Ö➹❐ ➬❒❐➮Õ➬Ø Ô➬ à➹ÑÑ Ô➬ ❒❮➹ ÑÔ❐Ò➹
áÔ❐➮Ô❒➮➴➷➬ ➮➷ ❒❮➹ ➷ÏÖ❰➹❐ ➴Ó Õ➹❐á➹❐➬➮➴➷➬ Ô➬ Ô ÓÏ➷➘❒➮➴➷ ➴Ó Õ❐➹×➬❒❐➹➬➬ Ô➷✃ ➘❐➴➬➬×➬➹➘❒➮➴➷ÔÑ Ò➹×
➴Ö➹❒❐ÛØ Ô➬ ❐➹Õ➴❐❒➹✃ ❰Û ë➮Ï ➹❒ ÔÑÙ ÜìèíîÞÙ

ï ìèíð ñÑ➬➹á➮➹❐ ë❒✃Ù ÚÑÑ ❐➮Ò❮❒➬ ❐➹➬➹❐á➹✃Ù

òó ôõö÷øùúûöüøõ

ýþ ÿ♣❡�✁t♣❡✁✁s✂✄ ❛ t☎s✂ ♦♣ ✁✆❡✂✝❡♣ ❡✆❛✁ts✐ ❜♦✝þ✱ st s✁ ÿ♦✁✁s❜✆❡ t♦ ÿ♣❡✈❡✂t t☎❡ ÿ♣♦ÿ❛✄❛ts♦✂ ♦✞ ✐♣❛✐❦✁ ❛✁✁♦✐s❛t❡✝ ✇st☎ t❡✂✁s✆❡

✁t♣❡✁✁✱ ❛✁ s✂ t☎❡ ✐✆❛✁✁s✐❛✆ ❡①❛✟ÿ✆❡✁ ♦✞ t❡✟ÿ❡♣❡✝ ✄✆❛✁✁ ✭❆❜❡✂ ❛✂✝ ●✠s✆✆❡✟❡t✱ ✶✾✾✡✮ ❛✂✝ ÿ♣❡�✁t♣❡✁✁❡✝ ✐♦✂✐♣❡t❡ ✭❋♣❡þ✁✁s✂❡t✱
✶✾✻✻✮☛ ❲☎❡✂ st s✁ ✐♦✟ÿ♣❡✁✁s✈❡✱ t☎❡ ÿ♣❡�✁t♣❡✁✁ ✐❛✂ ✆❡❛✝ t♦ s✂✁t❛❜s✆sts❡✁☞ t☎❡ ❛✂❛✆þ✁s✁ ♦✞ ✁t♣✠✐t✠♣❡✁ ✇st☎ s✂✐♦✟ÿ❛ts❜✆❡ ✁t♣❛s✂✱

❛♣s✁s✂✄ ✌✍✎✍ ✞♣♦✟ ✄♣♦✇t☎ ♦♣ t☎❡♣✟❛✆ ❡✞✞❡✐t✁✱ ☎❛✁ ❛ÿÿ✆s✐❛ts♦✂✁ ♣❛✂✄s✂✄ ✞♣♦✟ ✟♦♣ÿ☎♦✄❡✂❡✁s✁ ✭❖✁t❡♣r❡✆✝ ❡t ❛✆☛✱ ✡✷✶✸❀ ❙❛✈s✂ ❡t ❛✆☛✱

✡✷✶✶✮ ❛✂✝ t☎❡ ✝❡✆❛✟s✂❛ts♦✂ ♦✞ t☎s✂ r✆✟✁ ✭▼♦♦✂ ❡t ❛✆☛✱ ✡✷✷✼✮ t♦ t☎❡ ♣♦✆✆s✂✄ ❛✂✝ ✆❡✈❡✆✆s✂✄ ♦✞ t☎s✂ ✟❡t❛✆ ✁☎❡❡t✁ ✭❆❜✝❡✆❦☎❛✆❡❦

❡t ❛✆☛✱ ✡✷✶✺❀ ❋s✁✐☎❡♣ ❡t ❛✆☛✱ ✡✷✷✷❀ ❑♦✟♦♣s✱ ✶✾✾✼❀ ❚♦✟st❛ ❛✂✝ ❙☎❛♦✱ ✶✾✾✸✮☛ ❚☎❡✁❡ s✂✁t❛❜s✆sts❡✁ ✞❛✆✆ s✂ t✇♦ ✐✆❛✁✁❡✁☞ t☎❡þ ❛♣❡ ❡st☎❡♣
✟❛✐♣♦✁✐♦ÿs✐✱ ✟❡❛✂s✂✄ t☎❛t t☎❡ ✇❛✈❡✆❡✂✄t☎ ♦✞ t☎❡ ❜✠✐❦✆s✂✄ ✟♦✝❡ s✁ ✁❡t ❜þ t☎❡ ✁s✏❡ ▲ ♦✞ t☎❡ ✁t♣✠✐t✠♣❡✱ ♦♣ ✟s✐♣♦✁✐♦ÿs✐✱ ✇☎❡✂
t☎❡ ✇❛✈❡✆❡✂✄t☎ s✁ s✂✁t❡❛✝ ✁❡t ❜þ t☎❡ ✝s✟❡✂✁s♦✂ ❤ ✑ ▲ ♦✞ t☎❡ ✐♣♦✁✁�✁❡✐ts♦✂☛ ■✂ ♣❡✐❡✂t ❡①ÿ❡♣s✟❡✂t✁✱ ❛ ÿ♣❡�✁t♣❡✁✁❡✝ ❡✆❛✁t♦✟❡♣

✁t♣sÿ ☎❛✁ ❜❡❡✂ ✁☎♦✇✂ t♦ ✝s✁ÿ✆❛þ ❜♦t☎ tþÿ❡✁ ♦✞ ❜❡☎❛✈s♦♣✁ ✭❍✠❛✂✄ ❡t ❛✆☛✱ ✡✷✶✡✮☞ ✝❡ÿ❡✂✝s✂✄ ♦✂ t☎❡ ✄❡♦✟❡t♣þ ❛✂✝ ♦✞ t☎❡ ÿ♣❡�
✁t♣❛s✂ ÿ♣♦r✆❡✱ ✇❛✈❡✆❡✂✄t☎✁ ♣❛✂✄s✂✄ ✞♣♦✟ t☎❡ ✟s✐♣♦✁✐♦ÿs✐ ✁✐❛✆❡ ❤ t♦ t☎❡ ✟❛✐♣♦✁✐♦ÿs✐ ✁✐❛✆❡ ▲ ☎❛✈❡ ❜❡❡✂ ♣❡ÿ♦♣t❡✝☛ ❚☎❡ ÿ♣❡✁❡✂t
✇♦♣❦ ❛s✟✁ ❛t ❡①ÿ✆❛s✂s✂✄ t☎❡✁❡ ✠✂✠✁✠❛✆✆þ ✆❛♣✄❡ ✈❛♣s❛ts♦✂✁ ♦✞ t☎❡ ❜✠✐❦✆s✂✄ ✇❛✈❡✆❡✂✄t☎ ✇☎s✐☎✱ ❛✁ ✇❡ ✇s✆✆ ✁❡❡✱ ❛♣❡ tþÿs✐❛✆ ♦✞
✁✆❡✂✝❡♣ ❡✆❛✁ts✐ ❜♦✝s❡✁ ✁✠❜✒❡✐t t♦ ✆❛♣✄❡ ❛✂✝ s✂☎♦✟♦✄❡✂❡♦✠✁ ÿ♣❡�✁t♣❡✁✁☛

✓ ❈�✂✂✞✠➭�✄✡❛✄✔ ☎✁t✝�✂ ☎t✿ ❙�✂➲�✄✄✞ ❯✄❛➫✞✂✠❛t✕✠✖ ❯P▼❈ ❯✄❛➫ P☎✂❛✠ ☛➳✖ ❯▼➩ ✼✶➵☛✖ ✗✄✠t❛t✁t ❏✞☎✄ ✘✞ ➩�✄✡ ✡❞➺✆✞➯➲✞✂t✖ ✙✚✼✛☛☛✛ P☎✂❛✠✖ ✙✂☎✄✟✞✜
➛➌➊❻⑦➉ ❻➆➆①⑤⑨⑨➨ ✟✆☎❛✂✞✜✆✞✠t✂❛✄✔☎✄t♥✔➯☎❛✆✜✟�➯ ✭❈✜ ✘✞✠t✂❛✄✔☎✄t✌✜

✝tt➭✿✢✢✡✣✜✡�❛✜�✂✔✢✶☛✜✶☛✶➳✢✤✜✤➯➭✠✜☞☛✶➳✜✶☞✜☛☛✶
☛☛☞☞✚✛☛➵➳✢✥ ☞☛✶➳ ❊✆✠✞➫❛✞✂ ✘t✡✜ ➺✆✆ ✂❛✔✝t✠ ✂✞✠✞✂➫✞✡✜



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✑✒

❋✐✓✔ ✕✔ ✖✗✘✙✚✘✛✜✢ ✣✤ ✥✦✢ ✢①✛✢✗✘♣✢✙✥✧ ❛✙★ s✩✢✥✚✦ ✣✤ ✥✦✢ ♣❛✘✙ ✢①✛✢✗✘♣✢✙✥❛✜ ❛✙★ ✙♥♣✢✗✘✚❛✜ ➇✙★✘✙✪s ✣✤ ❍♥❛✙✪ ✢✥ ❛✜✫ ✬✮✯✒✮✷❀ ✰✘♥ ✢✥ ❛✜✫ ✬✮✯✒✑✷✫ ✬❛✱✚✷ ✖✗✢✛❛❡

✗❛✥✘✣✙ ✣✤ ✥✦✢ ❜✘s✥✗✘✛ ✇✘✥✦ ✘✙✦✣♣✣✪✢✙✢✣♥s ✛✗✢❡s✥✗✢ss ✘✙ ✥✦✢ ✚✗✣ss❡s✢✚✥✘✣✙❀ ✬★✷ ✥✦✢ ✥✢✗♣✘✙❛✜ ✥✢✙s✘✜✢ ✜✣❛★ ✘s ★✢✚✗✢❛s✢★ ❛✙★ ✥✦✢ ❜✘s✥✗✘✛ ❜♥✚✩✜✢s✫ ✬✢✷ ■✙✚✘✛✘✢✙✥

❜♥✚✩✜✘✙✪ ♣✣★✢ ✬✥✣✛✷ ❛✙★ ✛✣s✥❡❜♥✚✩✜✢★ s✣✜♥✥✘✣✙ ✬❜✣✥✥✣♣✷✧ ✤✣✗ ♣❛✚✗✣s✚✣✛✘✚ ✬✜✢✤✥✷ ❛✙★ ♣✘✚✗✣s✚✣✛✘✚ ✬✗✘✪✦✥✷ ❜♥✚✩✜✘✙✪✫ ❚✦✢ ✛✣s✘✥✘✣✙ ✣✤ ✥✦✢ ✛✢✗✲✢✗s✘✣✙s ✘✙ ✥✦✢

✛✣s✥❡❜♥✚✩✜✢★ s✣✜♥✥✘✣✙s ✘s ★✢✥✢✗♣✘✙✢★ ❜✳ ✥✦✢ ✚✗✢s✥s ❛✙★ ✲❛✜✜✢✳s ✣✤ ✥✦✢ ✘✙✚✘✛✘✢✙✥ ❜♥✚✩✜✘✙✪ ✛❛✥✥✢✗✙ ✬s✥❛✗ s✳♣❜✣✜s✷✵ ❛ ♣❛✚✗✣s✚✣✛✘✚ ❜♥✚✩✜✘✙✪ ♣✣★✢ ✳✘✢✜★s ❛✥

♣✣s✥ ✣✙✢ ✛✢✗✲✢✗s✘✣✙ ✘✙ ✥✦✢ ✢✙✥✘✗✢ s✥✗✘✛ ✬✜✢✤✥✷ ✇✦✘✜✢ ❛ ♣✘✚✗✣s✚✣✛✘✚ ❜♥✚✩✜✘✙✪ ♣✣★✢ ✳✘✢✜★s ✥✇✣ ✛✢✗✲✢✗s✘✣✙s ✛✢✗ ✇❛✲✢✜✢✙✪✥✦ ✬✗✘✪✦✥✷✫

✺✻ ✽✾✿ ✿❁❂✿❃❄❅✿✻✽❉ ❊● ❑◆❖✻◗ ✿✽ ❖❘❯ ❱❲❳❨❲❩❬ ✽❭❊ ❘❊✻◗ ✿❘❖❉✽❊❅✿❃ ❉✽❃❄❂❉ ❪ ❖✻❫ ❪❪ ❖❃✿ ◆❉✿❫❯ ❴✾✿ ❉✽❃❄❂ ❪❪ ❄❉ ❵❃❉✽ ❉◆❝❢✿❣✽✿❫ ✽❊ ❖

❂❃✿❤❉✽❃✿✽❣✾ ❥ ❦ ❨❬ ❉✿✿ ♠❄◗❯ ❨❖ ❖✻❫ ❝q ✽✾✿✻ ✽✾✿ ❉✽❃❄❂❉ ❖❃✿ ◗❘◆✿❫ ❖✻❫ ✾✿❘❫ ❝r ✽✿❃❅❄✻❖❘ ●❊❃❣✿❉❬ ❭✾❄❣✾ ❖❃✿ ✽✾✿✻ ❃✿❘✿❖❉✿❫ ❂❃❊◗❃✿❉❤

❉❄✈✿❘r❬ ❉✿✿ ♠❄◗❯ ❨❣ ❖✻❫ ❫❯ ✉✻ ❄✻❉✽❖❝❄❘❄✽r ✽❖③✿❉ ❂❘❖❣✿ ❫◆❃❄✻◗ ◆✻❘❊❖❫❄✻◗ ❖❉ ✽✾✿ ❉✽❃✿❉❉ ✿✈✿✻✽◆❖❘❘r ❝✿❣❊❅✿❉ ❣❊❅❂❃✿❉❉❄✈✿ ❄✻ ❉✽❃❄❂ ❪❯

✺✻ ✽✾✿ ❂❊❉✽❤❝◆❣③❘✿❫ ❃✿◗❄❅✿❬ ✽✾✿ ❉✾❖❂✿ ❊● ✽✾✿ ❉✽❃❄❂ ❄❉ ❅❖❫✿ ◆❂ ❊● ❂❄✿❣✿❉ ❊● ✾✿❘❄❣✿❉ ✾❖✈❄✻◗ ❖❘✽✿❃✻❖✽✿ ❣✾❄❃❖❘❄✽❄✿❉ ❱❑◆❖✻◗ ✿✽ ❖❘❯❬

❲❳❨❲❩❬ ✽✾❖✽ ❖❃✿ ❣❊✻✻✿❣✽✿❫ ❝r ❘❊❣❖❘❄④✿❫ ❫✿●✿❣✽❉ ✽✿❃❅✿❫ ➃❂✿❃✈✿❃❉❄❊✻❉⑤ ❄✻ ❂❃❄❊❃ ❭❊❃③ ❱⑥❊❃❄✿❘r ❖✻❫ ❴❖❝❊❃❬ ❨⑦⑦⑧q ⑨❣⑨❄❘❘✿✻ ❖✻❫

⑥❊❃❄✿❘r❬ ❲❳❳❲❩❯ ✉ ❉✽❃❄③❄✻◗ ●✿❖✽◆❃✿ ❊● ✽✾✿ ✿❁❂✿❃❄❅✿✻✽❬ ❭✾❄❣✾ ✾❖❉ ✻❊✽ ❝✿✿✻ ✿❁❂❘❖❄✻✿❫ ✽❊ ❫❖✽✿❬ ❄❉ ✽✾❖✽ ✽✾✿ ✻◆❅❝✿❃ ❊● ❂✿❃✈✿❃❤
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❄✻✿❃✽❄❖ ❄❉ ❖❉❉❊❣❄❖✽✿❫ ❭❄✽✾ ✽❄❅✿ ❉❣❖❘✿❉ ❅◆❣✾ ❉✾❊❃✽✿❃ ✽✾❖✻ ✽✾✿ ❄✻✈✿❃❉✿ ❘❊❖❫❄✻◗ ❃❖✽✿ ❊● ✽✾✿ ✿❁❂✿❃❄❅✿✻✽❉❬ ❖✻❫ ❄❉ ✽✾✿❃✿●❊❃✿ ❘❄③✿❘r

❄❃❃✿❘✿✈❖✻✽❯ ✉❉ ❭✿ ❉✾❊❭ ❄✻ ✽✾❄❉ ❂❖❂✿❃❬ ✽✾✿ ❣❘❖❉❉❄❣❖❘ ➀◆❘✿❃❤➣✿❃✻❊◆❘❘❄ ❃❊❫ ❅❊❫✿❘ ❣❖✻✻❊✽ ❖❣❣❊◆✻✽ ●❊❃ ✽✾✿ ❭❖✈✿❘✿✻◗✽✾ ❉✿❘✿❣✽❄❊✻ ❄✻

✽✾✿ ❝❄❉✽❃❄❂❬ ❖❉ ✽✾✿ ❅❄❣❃❊❉❣❊❂❄❣ ❝◆❣③❄✻◗ ❅❊❫✿ ❫✿●❊❃❅❉ ✽✾✿ ❣❃❊❉❉❤❉✿❣✽❄❊✻❉ ❄✻ ❖ ❭❖r ✽✾❖✽ ❄❉ ❄✻❣❊❅❂❖✽❄❝❘✿ ❭❄✽✾ ✽✾✿ ③❄✻✿❅❖✽❄❣

❖❉❉◆❅❂✽❄❊✻❉ ◆✻❫✿❃❘r❄✻◗ ✽✾✿ ➀◆❘✿❃❤➣✿❃✻❊◆❘❘❄ ❃❊❫ ❅❊❫✿❘❯

❑❖✈❄✻◗ ❃◆❘✿❫ ❊◆✽ ✽✾✿ ❂❊❉❉❄❝❄❘❄✽r ✽❊ ◆❉✿ ❖✻ ➀◆❘✿❃❤➣✿❃✻❊◆❘❘❄ ❃❊❫ ❅❊❫✿❘❬ ❊✻✿ ❅❄◗✾✽ ✾❊❂✿ ✽✾❖✽ ❖✻ ❖❘✽✿❃✻❖✽❄✈✿❬ ❅❊❃✿ ❉❊❂✾❄❉✽❄❤

❣❖✽✿❫ ❨❤❫ ❅❊❫✿❘ ❅❖r ❝✿ ❄❫✿✻✽❄❵✿❫ ❄✻ ✽✾✿ ✈❖❉✽ ❘❄✽✿❃❖✽◆❃✿ ❣❊✻❣✿❃✻✿❫ ❭❄✽✾ ✽✾✿ ❢◆❉✽❄❵❣❖✽❄❊✻ ❊● ❃❊❫ ❖✻❫ ❂❘❖✽✿ ❅❊❫✿❘❉ ●❃❊❅ ↔❤❫

✿❘❖❉✽❄❣❄✽r↕❉✿✿ ●❊❃ ❄✻❉✽❖✻❣✿ ✽✾✿ ❉✿❅❄✻❖❘ ❭❊❃③❉ ❊● ⑩✿ ➓❃✿✽ ❖✻❫ →❖❊◆❘✽ ❱❨⑦⑦➔❩ ❖✻❫ ♠❃❄✿❉✿❣③✿ ✿✽ ❖❘❯ ❱❲❳❳➙❩ ❄✻ ✽✾❄❉ ❖❃✿❖❯ ❴✾❄❉ ❄❉



✹� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✑✍✒✼✶

♥✓✔ ✔✕✖ ❝✗✘✖✙ ✔✕✖ ✖①♣✖✚✛✜✖♥✔✘ ✓✢ ❍✣✗♥✤ ✖✔ ✗❛✥ ✦✧★✩✧✷ ✛♥✈✓❛✈✖ ✗ ➇♥✛✔✖ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✇✛✔✕ ✘✛✤♥✛➇❝✗♥✔ ✈✗✚✛✗✔✛✓♥✘ ✗❝✚✓✘✘ ✔✕✖ ❝✚✓✘✘❡

✘✖❝✔✛✓♥s ✇✕✛❛✖ ✗✈✗✛❛✗✪❛✖ ❝✓♥✈✖✚✤✖♥❝✖ ✚✖✘✣❛✔✘ ✗✚✖ ❛✛✜✛✔✖✫ ✔✓ ✔✕✖ ❝✗✘✖ ✓✢ ✗ ✇✖✗❦ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✦✐✬✮✬ ✇✕✛❝✕ ✈✗♥✛✘✕✖✘ ✢✓✚ ❤ ✯ ★✷

✗♥✫✰✓✚ ✔✓ ✔✕✖ ❝✗✘✖ ✓✢ ✗ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✔✕✗✔ ✛✘ ✕✓✜✓✤✖♥✖✓✣✘ ✔✕✚✓✣✤✕ ✔✕✖ ✔✕✛❝❦♥✖✘✘✥ ❚✕✖ ✪✛✘✔✚✛♣ ✖①♣✖✚✛✜✖♥✔ ✔✕✖✚✖✢✓✚✖ ❝✕✗❛❛✖♥✤✖✘

❦♥✓✇♥ ✚✖✘✣❛✔✘ ✓♥ ✫✛✜✖♥✘✛✓♥ ✚✖✫✣❝✔✛✓♥ ✢✓✚ ✖❛✗✘✔✛❝ ✚✓✫✘✥ ❚✕✖ ✜✗✛♥ ✚✖✘✣❛✔✘ ✗✈✗✛❛✗✪❛✖ ✛♥ ✔✕✖ ❛✛✔✖✚✗✔✣✚✖ ❝✗♥ ✪✖ ✘✣✜✜✗✚✛✱✖✫ ✗✘

✢✓❛❛✓✇✘✥ ❋✓✚ ✔✕✛♥ ✖❛✗✘✔✛❝ ✪✓✫✛✖✘s ✔✕✖ ❝✓♥✈✖✚✤✖♥❝✖ ✓✢ ✔✕✖ ✘✓❛✣✔✛✓♥✘ ✓✢ ✲❡✫ ✖❛✗✘✔✛❝✛✔✳ ✕✗✘ ✪✖✖♥ ✖✘✔✗✪❛✛✘✕✖✫ ✔✓✇✗✚✫✘ ✈✗✚✛✗♥✔✘ ✓✢

✔✕✖ ❝❛✗✘✘✛❝✗❛ ♣❛✗✔✖s ✘✕✖❛❛ ✗♥✫ ✜✖✜✪✚✗♥✖ ✜✓✫✖❛✘ ✛♥ ✔✕✖ ❛✛✜✛✔ ❤ ✯ ★✥ ■♥ ✔✕✖ ♣❛✗✔✖ ✓✚ ✘✕✖❛❛ ✜✓✫✖❛✘ ✔✕✣✘ ✓✪✔✗✛♥✖✫s ✔✕✖ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘

✜✓✫✛➇✖✘ ✔✕✖ ✚✖✢✖✚✖♥❝✖ ✜✖✔✚✛❝ ✗♥✫✰✓✚ ✔✕✖ ✚✖✢✖✚✖♥❝✖ ❝✣✚✈✗✔✣✚✖ ✦✵✕✗✔✔✗❝✕✗✚✳✗ ✖✔ ✗❛✥s ✧★✩✻❀ ❉✖✚✈✗✣① ✖✔ ✗❛✥s ✧★★✺❀ ❊✢✚✗✔✛ ✖✔ ✗❛✥s

✧★★✺❀ ✽✖✇✛❝❦✗ ✖✔ ✗❛✥s ✧★✩✩✷❀ ✔✕✖✘✖ ✔✕✛♥ ♣❛✗✔✖ ✓✚ ✘✕✖❛❛ ✜✓✫✖❛✘ ✕✗✈✖ ✪✖✖♥ ✗♣♣❛✛✖✫ ✔✓ ✗ ✈✗✚✛✖✔✳ ✓✢ ♣✚✓✪❛✖✜ ✛♥✈✓❛✈✛♥✤ ✤✚✓✇✔✕

✦✾✣✫✓❛✳ ✗♥✫ ✵✓✣✫✗✓✣✫s ✧★★✲❀ ❉✖✚✈✗✣① ✗♥✫ ✵✖♥ ✾✜✗✚s ✧★★✿❀ ❑❛✖✛♥ ✖✔ ✗❛✥s ✧★★❁❀ ✽✛✗♥✤ ✗♥✫ ❂✗✕✗✫✖✈✗♥s ✧★✩✩❀ ❂✗✚✫✖✚ ✖✔ ✗❛✥s

✧★★✲✷✥ ❋✓✚ ✘❛✖♥✫✖✚ ✖❛✗✘✔✛❝ ✪✓✫✛✖✘s ✗ ❝✓♥✈✖✚✤✖♥❝✖ ✚✖✘✣❛✔ ✕✗✘ ✪✖✖♥ ✖✘✔✗✪❛✛✘✕✖✫ ✪✳ ❃✛❝✗❛✖✘✖ ✖✔ ✗❛✥ ✦✧★✩✻✷s ✇✕✖✚✖✪✳ ✔✕✖ ✖❄✣✛❛✛✪❡

✚✛✣✜ ✘✓❛✣✔✛✓♥✘ ✢✓✚ ✗ ❛✓♥✤ ♣✚✛✘✜✗✔✛❝ ✲❡✫ ✕✳♣✖✚❡✖❛✗✘✔✛❝ ✘✓❛✛✫ ✗✚✖ ✘✕✓✇♥ ✔✓ ❝✓♥✈✖✚✤✖ ✗✘✳✜♣✔✓✔✛❝✗❛❛✳ ✔✓ ✔✕✖ ✘✓❛✣✔✛✓♥✘ ✓✢ ✗ ✔✕✛♥

✖❛✗✘✔✛❝ ✚✓✫ ✜✓✫✖❛ ✇✛✔✕ ♥✗✔✣✚✗❛ ❝✣✚✈✗✔✣✚✖✙ ✔✕✛✘ ✚✖✘✣❛✔s ✇✕✛❝✕ ✕✓❛✫✘ ✣♥✫✖✚ ✔✕✖ ✗✘✘✣✜♣✔✛✓♥ ✓✢ ✇✖✗❦ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘s ✪✚✛♥✤✘ ✣✘ ✪✗❝❦

✔✓ ✔✕✖ ❊✣❛✖✚❡✵✖✚♥✓✣❛❛✛ ✚✓✫ ✜✓✫✖❛s ✗♥✫ ✔✕✖✚✖✢✓✚✖ ❝✗♥♥✓✔ ✗❝❝✓✣♥✔ ✢✓✚ ✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✪✣❝❦❛✛♥✤✥ ■♥ ✔✕✖ ✗✪✘✖♥❝✖ ✓✢ ✗♥ ✗♣♣❛✛❝✗✪❛✖

✩❡✫s ✇✖ ✘✕✗❛❛ ✚✖✘✓✚✔ ✔✓ ✲❡✫ ➇♥✛✔✖ ✖❛✗✘✔✛❝✛✔✳ ✔✕✖✓✚✳ ✔✓ ✗♥✗❛✳✱✖ ✔✕✖ ♣✖✚✈✖✚✘✛✓♥✘ ✛♥ ✔✕✖ ✪✛✘✔✚✛♣ ✖①♣✖✚✛✜✖♥✔s ✘✖✖ ❅✖❝✔✛✓♥ ● ✓✢ ✔✕✛✘

♣✗♣✖✚✥

❚✕✛✘ ♣✗♣✖✚ ✪✣✛❛✫✘ ✓♥ ✛✜♣✓✚✔✗♥✔ ♣✚✖✈✛✓✣✘ ✇✓✚❦✘✥ ❊✣❛✖✚ ✪✣❝❦❛✛♥✤ ✕✗✘ ✪✖✖♥ ✗♣♣✚✓✗❝✕✖✫ ✪✳ ❅❝✕✖✚✱✛♥✤✖✚ ✗♥✫ ❚✚✛✗♥✔✗✢✳❛❛✛✫✛✘

✦✩✺✺✿✷ ✪✗✘✖✫ ✓♥ ✔✕✖ ✲❡✫ ✪✛✢✣✚❝✗✔✛✓♥ ✗♥✗❛✳✘✛✘ ✓✢ ✗ ♣✚✛✘✜✗✔✛❝ ✕✳♣✖✚❡✖❛✗✘✔✛❝ ✘✓❛✛✫ ✇✛✔✕ ✗♥ ✗✚✪✛✔✚✗✚✳ ❝✚✓✘✘❡✘✖❝✔✛✓♥✙ ✔✕✛✘ ✛♥✘✔✗✪✛❛✛✔✳

✛✘ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝s ✗♥✫ ✔✕✖ ❝✚✛✔✛❝✗❛ ❛✓✗✫ ✇✗✘ ✢✓✣♥✫ ✔✓ ✪✖ ✗✘✳✜♣✔✓✔✛❝✗❛❛✳ ❝✓♥✘✛✘✔✖♥✔ ✇✛✔✕ ✔✕✖ ❊✣❛✖✚❡✵✖✚♥✓✣❛❛✛ ✚✓✫ ✜✓✫✖❛ ✛♥ ✔✕✖

❛✛✜✛✔ ✓✢ ✗ ✘✜✗❛❛ ✗✘♣✖❝✔❡✚✗✔✛✓ ❤✰◆❀ ✕✖✚✖s ✇✖ ✖①✔✖♥✫ ✔✕✛✘ ✗♥✗❛✳✘✛✘ ✔✓ ✛♥❝❛✣✫✖ ✔✕✖ ✖✢✢✖❝✔ ✓✢ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✗♥✫ ✗✚✚✛✈✖ ✗✔ ✗ ✫✛✢✢✖✚✖♥✔

❝✓♥❝❛✣✘✛✓♥✥ ❚✕✖ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘✖✫ ✘✔✚✣✔ ✓♥ ✗♥ ✖❛✗✘✔✛❝ ✢✓✣♥✫✗✔✛✓♥ ✦❚✛✜✓✘✕✖♥❦✓ ✗♥✫ ❖✖✚✖s ✩✺✻✩✷ ✛✘ ✗ ✔✖①✔✪✓✓❦ ✖①✗✜♣❛✖ ✓✢ ✗ ✜✛❝✚✓❡

✘❝✓♣✛❝ ✛♥✘✔✗✪✛❛✛✔✳s ✓✢ ✇✕✛❝✕ ✗ ♥✣✜✪✖✚ ✓✢ ✈✗✚✛✗♥✔✘ ✗♥✫ ✖①✔✖♥✘✛✓♥✘ ✕✗✈✖ ✪✖✖♥ ✫✛✘❝✣✘✘✖✫ ✦✽✖✖ ✖✔ ✗❛✥s ✧★★✿❀ ❅✗✈✛♥ ✖✔ ✗❛✥s ✧★✩✩✷❀

✕✖✚✖s ✇✖ ✚✖✈✛✘✛✔ ✔✕✛✘ ✖①✗✜♣❛✖s ✇✛✔✕ ✔✕✖ ➇✚✘✔ ✘✔✚✛♣ ◗ ✗♥✫ ✔✕✖ ✘✖❝✓♥✫ ✘✔✚✛♣ ◗◗ ♣❛✗✳✛♥✤ ✔✕✖ ✚✓❛✖✘ ✓✢ ✔✕✖ ✘✔✚✣✔ ✗♥✫ ✓✢ ✔✕✖ ✢✓✣♥✫✗✔✛✓♥s

✚✖✘♣✖❝✔✛✈✖❛✳✙ ✣♥❛✛❦✖ ✗ ♥✓✚✜✗❛ ✖❛✗✘✔✛❝ ✢✓✣♥✫✗✔✛✓♥s ✔✕✖ ✘✖❝✓♥✫ ✘✔✚✛♣ ◗◗ ✛✘ ♥✓✔ ✗♥❝✕✓✚✖✫ ✔✓ ✗ ➇①✖✫ ✪✗✘✖ ✗♥✫ ❝✗♥ ✪✖ ❝✗✚✚✛✖✫ ✗✇✗✳

✪✳ ✔✕✖ ✘✔✚✣✔s ✔✕✖✚✖✪✳ ✓♣✖♥✛♥✤ ✔✕✖ ♣✓✘✘✛✪✛❛✛✔✳ ✓✢ ✗ ❛✓♥✤❡✇✗✈✖❛✖♥✤✔✕ ✛♥✘✔✗✪✛❛✛✔✳ ✗✘ ✇✖❛❛s ✗✘ ✇✖ ✘✕✗❛❛ ✘✕✓✇✥ ■♥ ✔✕✖ ❝✓♥✔✖①✔ ✓✢ ✔✕✖

✚✓❛❛✛♥✤ ✓✢ ✔✕✛♥ ✜✖✔✗❛ ✘✕✖✖✔✘ ✦✾✪✫✖❛❦✕✗❛✖❦ ✖✔ ✗❛✥s ✧★✩●❀ ❋✛✘❝✕✖✚ ✖✔ ✗❛✥s ✧★★★✷s ✪✣❝❦❛✛♥✤ ✜✓✫✖✘ ✔✕✗✔ ✗✚✖ ✘✓✜✖✔✛✜✖✘ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝

✗♥✫ ✘✓✜✖✔✛✜✖✘ ✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✕✗✈✖ ✗♣♣✖✗✚✖✫ ✛♥ ♥✣✜✖✚✛❝✗❛ ✘✛✜✣❛✗✔✛✓♥✘ ✓✢ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘✖✫ ✖❛✗✘✔✛❝ ♣❛✗✔✖✘ ✦❑♣✓✤✗♥s ✧★✩❘❀ ❯✗✜✜✖✚❡

✘✔✓✚✢✖✚ ✖✔ ✗❛✥s ✧★★✩✷❀ ✕✖✚✖s ✇✖ ♣✚✓♣✓✘✖ ✗ ✘✳✘✔✖✜✗✔✛❝ ✗♥✗❛✳✘✛✘ ✓✢ ✔✕✖ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝❡✔✓❡✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✔✚✗♥✘✛✔✛✓♥s ✪✖✳✓♥✫ ✔✕✖ ❛✛✜✛✔✖✫

✢✚✗✜✖✇✓✚❦ ✓✢ ✖❛✗✘✔✛❝ ♣❛✗✔✖✘✥

■♥ ✔✕✛✘ ♣✗♣✖✚s ✔✕✖ ✪✣❝❦❛✛♥✤ ✓✢ ✗ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘✖✫ ♣✚✛✘✜✗✔✛❝ ✘✓❛✛✫ ✛✘ ✗♥✗❛✳✱✖✫ ✗✘ ✢✓❛❛✓✇✘✥ ❲✖ ❝✗✚✚✳ ✓✣✔ ✗ ❛✛♥✖✗✚ ✪✛✢✣✚❝✗✔✛✓♥

✗♥✗❛✳✘✛✘ ✓✢ ✔✕✖ ❝✳❛✛♥✫✚✛❝✗❛❛✳ ✛♥✈✗✚✛✗♥✔ ✘✓❛✣✔✛✓♥ ✗✘ ✗ ✜✖✗♥ ✔✓ ♣✚✖✫✛❝✔ ✔✕✖ ✫✛✘✔✗♥❝✖ ✪✖✔✇✖✖♥ ♣✖✚✈✖✚✘✛✓♥✘s ✘✖✖ ❋✛✤✥ ✩✖✙ ✇✖ ✘✖✖❦

✔✕✖ ➇✚✘✔ ❝✚✛✔✛❝✗❛ ✇✗✈✖♥✣✜✪✖✚ q❱ ✇✕✖♥ ✔✕✖ ✗✈✖✚✗✤✖ ✛✜♣✓✘✖✫ ✘✔✚✖✔❝✕ ❳ ✛✘ ♣✚✓✤✚✖✘✘✛✈✖❛✳ ✫✖❝✚✖✗✘✖✫✥ ❲✖ ❝✓♥✘✛✫✖✚ ✗♥ ✛♥➇♥✛✔✖❛✳

❛✓♥✤ ♣✚✛✘✜✗✔✛❝ ✘✓❛✛✫s ◆ ✯ ❨s ✇✛✔✕ ✗ ❝✚✓✘✘❡✘✖❝✔✛✓♥ ✕✗✈✛♥✤ ➇①✖✫ ✫✛✜✖♥✘✛✓♥✘ ❤ × ❩✙ ✛♥ ✔✕✛✘ ✢✚✗✜✖✇✓✚❦s ✗ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✪✣❝❦❛✛♥✤

✜✓✫✖ ❝✓✚✚✖✘♣✓♥✫✘ ✔✓ ✗ ✈✗♥✛✘✕✛♥✤ ➇✚✘✔ ❝✚✛✔✛❝✗❛ ✇✗✈✖♥✣✜✪✖✚s q❱ ❬ ★❭ ✇✕✛❛✖ ✗ ✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✓♥✖ ❝✓✚✚✖✘♣✓♥✫✘ ✔✓ ✗ ♥✓♥❡✱✖✚✓

✇✗✈✖♥✣✜✪✖✚s q❱ ❪❬ ★✥ ❚✕✖ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✫✛✘✔✚✛✪✣✔✛✓♥ ✛♥ ✔✕✖ ✘✓❛✛✫ ✛✘ ✗✘✘✣✜✖✫ ✔✓ ✪✖ ✛♥✕✓✜✓✤✖♥✖✓✣✘ ✛♥ ✔✕✖ ♣❛✗♥✖ ✦❫❴✷ ✓✢ ✔✕✖ ❝✚✓✘✘❡

✘✖❝✔✛✓♥s ✪✣✔ ✛♥✫✖♣✖♥✫✖♥✔ ✓✢ ✔✕✖ ✗①✛✗❛ ❝✓✓✚✫✛♥✗✔✖ ③✙ ✇✛✔✕ ✘✣✛✔✗✪❛✖ ✗✘✘✣✜♣✔✛✓♥✘ ✓♥ ✔✕✖ ✜✗✔✖✚✛✗❛ ✘✳✜✜✖✔✚✳ ✦✘✖✖ ✪✖❛✓✇✷s ✔✕✛✘

✗❛❛✓✇✘ ✣✘ ✔✓ ✣✘✖ ❋✓✣✚✛✖✚ ✗♥✗❛✳✘✛✘ ✇✛✔✕ ✚✖✘♣✖❝✔ ✔✓ ③✥ ❚✕✖ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✛✘ ➇♥✛✔✖s ✐✬✮✬ ✛✔ ✛✘ ♥✓✔ ✗✘✘✣✜✖✫ ✔✓ ✫✖♣✖♥✫ ✛♥ ✗♥✳ ✇✗✳ ✓♥

✗ ✘✜✗❛❛ ♣✗✚✗✜✖✔✖✚r✛♥❝✛✫✖♥✔✗❛❛✳s ♥✓✔✖ ✔✕✗✔ ✔✕✖ ✗✘♣✖❝✔❡✚✗✔✛✓ ♣✗✚✗✜✖✔✖✚ ❩❵◆ ✛✘ ✱✖✚✓ ✦✗♥✫ ♥✓✔ ✗ ✘✜✗❛❛ ♣✗✚✗✜✖✔✖✚✷ ✗✘ ✇✖ ✇✓✚❦

✇✛✔✕ ◆ ❬ ❨✥ ❲✖ ✣✘✖ ✫✛✢✢✖✚✖♥✔ ✘✔✚✣❝✔✣✚✗❛ ✜✓✫✖❛✘ ✢✓✚ ✔✕✖ ✘✓❛✛✫s ✗❛❛ ✓✢ ✇✕✛❝✕ ✗❛❛✓✇ ✔✕✖ ❝✚✓✘✘❡✘✖❝✔✛✓♥ ✔✓ ✫✖✢✓✚✜✙ ✗✘ ✜✖♥✔✛✓♥✖✫

✖✗✚❛✛✖✚s ✔✕✛✘ ✛✘ ✗ ♥✖❝✖✘✘✗✚✳ ❝✓♥✫✛✔✛✓♥ ✢✓✚ ✔✕✖ ✖①✛✘✔✖♥❝✖ ✓✢ ✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✪✣❝❦❛✛♥✤ ✜✓✫✖✘✥

❚✕✚✖✖ ✜✓✫✖❛✘ ✗✚✖ ❝✓♥✘✛✫✖✚✖✫ ✛♥ ✔✕✛✘ ♣✗♣✖✚✥ ❅✔✗✚✔✛♥✤ ✗✔ ✗ ❄✣✗❛✛✔✗✔✛✈✖ ❛✖✈✖❛s ✗ ✫✓✣✪❛✖❡✪✖✗✜ ✜✓✫✖❛ ✛✘ ❝✓♥✘✛✫✖✚✖✫ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ✲❀

✛✔✘ ✜✗✔✕✖✜✗✔✛❝✗❛ ✢✓✚✜✣❛✗✔✛✓♥ ✛✘ ✚✖❛✗✔✛✈✖❛✳ ✘✔✚✗✛✤✕✔✢✓✚✇✗✚✫ ✗♥✫ ✛✔ ✘✣❝❝✖✘✘✢✣❛❛✳ ❝✗♣✔✣✚✖✘ ✔✕✖ ✘✗❛✛✖♥✔ ✢✖✗✔✣✚✖✘ ✓✢ ✔✕✖ ✪✛✘✔✚✛♣ ✖①❡

♣✖✚✛✜✖♥✔s ✛♥❝❛✣✫✛♥✤ ✔✕✖ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝❡✔✓❡✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✔✚✗♥✘✛✔✛✓♥✥ ❖✚✗✫✣✗❛❛✳ ✛♥❝✚✖✗✘✛♥✤ ✔✕✖ ❛✖✈✖❛ ✓✢ ✔✕✖ ✫✖✔✗✛❛ ✦✗♥✫ ✓✢ ✔✖❝✕♥✛❝✗❛❡

✛✔✳✷s ✇✖ ✗♥✗❛✳✱✖ ✗ ♥✓♥❡❛✛♥✖✗✚ ♣❛✗✔✖ ✇✛✔✕ ✛♥✕✓✜✓✤✖♥✖✓✣✘ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ❘✥ ❋✛♥✗❛❛✳s ✇✖ ✔✣✚♥ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ● ✔✓ ✗ ✪✛✢✣✚❝✗✔✛✓♥

✗♥✗❛✳✘✛✘ ✓✢ ✗ ✢✣❛❛ ✲❡✫s ✕✳♣✖✚❡✖❛✗✘✔✛❝ ✜✓✫✖❛✥ ■♥ ✗✫✫✛✔✛✓♥s ✗♥ ✖①♣✗♥✘✛✓♥ ✜✖✔✕✓✫ ✛♥✘♣✛✚✖✫ ✪✳ ❑✓✛✔✖✚➄✘ ✇✖✗❦❛✳ ♥✓♥❡❛✛♥✖✗✚ ✖①♣✗♥❡

✘✛✓♥ ✛✘ ♣✚✓♣✓✘✖✫ ✔✓ ❝✕✗✚✗❝✔✖✚✛✱✖ ✔✕✖ ❝✚✛✔✛❝✗❛ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✔✕✖ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝❡✔✓❡✜✛❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✔✚✗♥✘✛✔✛✓♥✥ ❚✕✛✘ ✜✖✔✕✓✫ ✛✘ ➇✚✘✔ ✫✖✚✛✈✖✫

✛♥ ✗♥ ✗✪✘✔✚✗❝✔ ✘✖✔✔✛♥✤ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ✧s ✗♥✫ ✔✕✖♥ ✗♣♣❛✛✖✫ ✔✓ ✔✕✖ ✔✕✚✖✖ ✘✔✚✣❝✔✣✚✗❛ ✜✓✫✖❛✘ ✘✣❝❝✖✘✘✛✈✖❛✳✥

❚✕✖ ✘✖❝✔✛✓♥✘ ✓✢ ✔✕✖ ♣✗♣✖✚ ✗✚✖ ❛✗✚✤✖❛✳ ✛♥✫✖♣✖♥✫✖♥✔✥ ■♥ ❅✖❝✔✛✓♥✘ ✲ ✗♥✫ ●s ✫✛✢✢✖✚✖♥✔ ✜✓✫✖❛ ✚✖❄✣✛✚✛♥✤ ✫✛✢✢✖✚✖♥✔ ❛✖✈✖❛✘ ✓✢

✘✓♣✕✛✘✔✛❝✗✔✛✓♥ ✗✚✖ ✣✘✖✫ ✔✓ ✫✖✚✛✈✖ ✚✖✘✣❛✔✘ ✔✕✗✔ ✗❛❛ ✗✤✚✖✖ ❄✣✗❛✛✔✗✔✛✈✖❛✳✥ ❜✓✘✘✛✪❛✖ ✚✖✗✫✛♥✤ ♣✗✔✕✘ ❝✗♥ ✪✖ ✘✣✤✤✖✘✔✖✫ ✗✘ ✢✓❛❛✓✇✘✥ ■♥

✗ ➇✚✘✔ ✚✖✗✫✛♥✤s ✓♥✖ ❝✗♥ ✢✓❝✣✘ ✓♥ ✔✕✖ ✫✓✣✪❛✖❡✪✖✗✜ ✜✓✫✖❛ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ✲s ✘❦✛♣♣✛♥✤ ✔✕✖ ✫✛✘❝✣✘✘✛✓♥ ✓✢ ✔✕✖ ✖①♣✗♥✘✛✓♥ ✜✖✔✕✓✫

✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ✲✥✻✥ ❚✕✖ ♣❛✗✔✖ ✜✓✫✖❛ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ❘ ✓✢✢✖✚✘ ✗♥ ✛♥✔✖✚✜✖✫✛✗✔✖ ✓♣✔✛✓♥✙ ✛✔ ♣✚✖✘✖♥✔✘ ✗❛❛ ✔✕✖ ✜✗✛♥ ✛✫✖✗✘ ✓✢ ✔✕✖ ♣✗♣✖✚✘ ✛♥

✗ ✜✓✘✔❛✳ ✗♥✗❛✳✔✛❝✗❛ ✘✖✔✔✛♥✤✥ ❚✕✖ ♣❛✗✔✖ ✜✓✫✖❛ ❝✗♥ ✗❛✘✓ ✘✖✚✈✖ ✗✘ ✗ ➇✚✘✔ ✛❛❛✣✘✔✚✗✔✛✓♥ ✓✢ ✔✕✖ ✖①♣✗♥✘✛✓♥ ✜✖✔✕✓✫✙ ✔✕✖ ✛♥✔✖✚✖✘✔✖✫

✚✖✗✫✖✚ ✛✘ ✗✫✈✛✘✖✫ ✔✓ ✚✖✗✫ ❅✖❝✔✛✓♥ ✧ ✗♥✫ ✔✕✖♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ❘✥❘✥ ❚✕✖ ✜✓✘✔ ❝✓✜♣❛✖✔✖ ✚✖✘✣❛✔✘ ✗✚✖ ♣✚✖✘✖♥✔✖✫ ✛♥ ❅✖❝✔✛✓♥ ●s ✇✕✖✚✖ ✇✖

✜✗❦✖ ✣✘✖ ✓✢ ➇♥✛✔✖ ✖❛✗✘✔✛❝✛✔✳ ✗♥✫ ✓✢ ➇♥✛✔✖❡✖❛✖✜✖♥✔ ✘✛✜✣❛✗✔✛✓♥✘✥

❢❣ ❥♠✉④④⑤⑥✉⑦⑧⑨⑩♠❶⑧❷ ⑧❸❹✉⑨❺❻❼⑨ ❼❽ ❾❿⑧ ❶❻❽⑩❷➀✉❾❻❼⑨ ♠❼➁⑧❺

❲✖ ❝✓♥✘✛✫✖✚ ✗ ❛✓♥✤ ♣✚✛✘✜✗✔✛❝ ✘✓❛✛✫ ✕✗✈✛♥✤ ✛♥✕✓✜✓✤✖♥✖✓✣✘ ♣✚✖❡✘✔✚✖✘✘ ✛♥ ✛✔✘ ❝✚✓✘✘❡✘✖❝✔✛✓♥✥ ❚✕✖ ✫✛✘♣❛✗❝✖✜✖♥✔ ✓✢ ✛✔✘ ✖♥✫❡

♣✓✛♥✔✘ ✛✘ ♣✚✖✘❝✚✛✪✖✫ ✗♥✫ ✔✕✖ ✗ ✜✖✗♥ ✛✜♣✓✘✖✫ ✘✔✚✖✔❝✕ ✛✘ ✫✖♥✓✔✖✫ ✪✳ ❳✥ ■♥ ✔✕✛✘ ✘✖❝✔✛✓♥ ✇✖ ♣✚✓♣✓✘✖ ✗ ✤✖♥✖✚✛❝ ✪✛✢✣✚❝✗✔✛✓♥

✗♥✗❛✳✘✛✘ ✓✢ ✔✕✖ ❝✓♥➇✤✣✚✗✔✛✓♥ ✔✕✗✔ ✛✘ ✛♥✈✗✚✛✗♥✔ ✗❛✓♥✤ ✔✕✖ ✗①✛✘ ③s ✔✓✇✗✚✫✘ ✗ ✪✣❝❦❛✖✫ ❝✓♥➇✤✣✚✗✔✛✓♥ ❝✕✗✚✗❝✔✖✚✛✱✖✫ ✪✳ ✗♥ ✗①✛✗❛

✇✗✈✖♥✣✜✪✖✚ q✥ ❚✕✖ ➇✚✘✔ ❝✚✛✔✛❝✗❛ ✇✗✈✖♥✣✜✪✖✚ ✖♥❝✓✣♥✔✖✚✖✫ ✇✕✖♥ ✔✕✖ ✛✜♣✓✘✖✫ ✘✔✚✖✔❝✕ ❳ ✛✘ ✫✖❝✚✖✗✘✖✫ ✛✘ ✫✖♥✓✔✖✫ ✪✳ q❱✥ ✾✘

✇✖ ❝✓♥✘✛✫✖✚ ✗♥ ✛♥➇♥✛✔✖❛✳ ❛✓♥✤ ✘✓❛✛✫s ◆ ❬ ❨❭ ✔✕✖ ✪✛✢✣✚❝✗✔✛✓♥ ✜✓✫✖ ✛✘ ✜✗❝✚✓✘❝✓♣✛❝ ✦❛✓♥✤❡✇✗✈✖❛✖♥✤✔✕✷ ✇✕✖♥ q❱ ❬ ★❭ ✗♥✫ ✜✛❡



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✑✒

❋✐✓✔ ✷✔ ❚✕✖ ❜✗✘❦✙✚✛✜ s✘✢✛✣✤✚✖s ❢✖✤ ✣ ♣✤✚s✥✣✦✚✘ s✖✙✚✧ ✕✚✦✇ ✛✖✛♥✗✛✚❢✖✤✥ ♣✤✢♥s✦✤✢ss ✚✛ ✦✇✢ ✘✤✖ss♥s✢✘✦✚✖✛★ ✦✩♣✚✘✣✙ ✘✗✤❝✢s ✖❢ ✥✣✤✜✚✛✣✙ s✦✣❜✚✙✚✦✩ ♣✤✢✧✚✘✦✢✧ ❜✩
✦✇✢ ✜✢✛✢✤✚✘ ✢❡✗✣✦✚✖✛ ✪✫✬✒✣✮✬ ❚✇✢ ✥✢✣✛ ✚✥♣✖s✢✧ s✦✤✢✦✘✇ ✯ ✚s ♣✤✖✜✤✢ss✚❝✢✙✩ ✧✢✘✤✢✣s✢✧ ✪✥✢✣✛✚✛✜ ✦✇✣✦ ✦✇✢ ✧✚✣✜✤✣✥ ✇✣s ✦✖ ❜✢ ✤✢✣✧ ❢✤✖✥ ✤✚✜✇✦ ✦✖ ✙✢❢✦✮ ✣✛✧
✦✇✢ ✇✖✥✖✜✢✛✢✖✗s s✖✙✗✦✚✖✛ ❜✚❢✗✤✘✣✦✢s ✣✙✖✛✜ ✦✇✢ s✖✙✚✧ ✘✗✤❝✢✬ ✪✣✮ ✰✣s✢ ✖❢ ✣ ✥✚✘✤✖s✘✖♣✚✘ ❜✗✘❦✙✚✛✜ ✚✛s✦✣❜✚✙✚✦✩★ ✦✇✢ s✩s✦✢✥ ➇✤s✦ ❜✚❢✗✤✘✣✦✢s ✣✦ ✯ ❂ ✯✱ ✣✛✧ ✣
✕✣❝✢✛✗✥❜✢✤ q✱ ✲❂ ✵ ✚s s✢✙✢✘✦✢✧✬ ❲✢ ✧✢✛✖✦✢ ❜✩ ✯✳✺✻ ✦✇✢ s✦✤✢✦✘✇ s✗✘✇ ✦✇✣✦ ✣ ✙✚✛✢✣✤ ✥✖✧✢ ✕✚✦✇ ✣✛ ✚✛➇✛✚✦✢ ✕✣❝✢✙✢✛✜✦✇ ✚s ✣❝✣✚✙✣❜✙✢ ✛✢✣✤ ✦✇✢ ❢✗✛✧✣✥✢✛✦✣✙
❜✤✣✛✘✇★ ✯✳✺✻ ❁ ✯✱ ❢✖✤ ✥✚✘✤✖s✘✖♣✚✘ ❜✗✘❦✙✚✛✜✬ ✪❜✮ ✰✣s✢ ✖❢ ✣ ✥✣✘✤✖s✘✖♣✚✘ ❜✗✘❦✙✚✛✜ ✚✛s✦✣❜✚✙✚✦✩★ ✣ ③✢✤✖ ✕✣❝✢✛✗✥❜✢✤ ✚s s✢✙✢✘✦✢✧✽ q✱ ❂ ✵✾ ✣✛✧ ✯✿✺❀ ❂ ✯✱✬
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✙s ✇✔ ✇✒✓✓ ✖✢✔✖✜ ✓✙✚✔r✳ ❱✢✒s ✘✔✗✤✔s ✙✤ ✔✒✧✔✤✈✙✓✉✔ ✕r✛❜✓✔✣ ✢✙✈✒✤✧ ✚✢✔ ✇✙✈✔✤✉✣❜✔r q ✙s ✚✢✔ ✔✒✧✔✤✈✙✓✉✔ ✙✤✘ ✚✢✔ ✣✛✘✔ s✢✙✕✔

✵ ❳ ✙s ✚✢✔ ✔✒✧✔✤✈✔✖✚✛r✳ ❨s ✇✔ ✢✙✈✔ ✉s✔✘ ❋✛✉r✒✔r ✙✤✙✓✦s✒s✥ ✚✢✔ ✖✛✛r✘✒✤✙✚✔ ③ ✢✙s ❜✔✔✤ r✔✕✓✙✖✔✘ ❜✦ ✚✢✔ ✇✙✈✔✤✉✣❜✔r q✿ ✚✢✔

✔✒✧✔✤✈✙✓✉✔ ✕r✛❜✓✔✣ ✩✪✳✪✮ ✒s ❢✛r✣✉✓✙✚✔✘ ✛✤ ✚✢✔ ✖r✛ss♥s✔✖✚✒✛✤✥ ✇✢✒✖✢ ✒s ✙ ✪♥✘ ✘✛✣✙✒✤✳

❱✢✔ ✛r✘✔r ❩ ✙✤✘ ✚✢✔ ❜✒✓✒✤✔✙r ✛✕✔r✙✚✛rs ❬❭
❪❫ ✳✳✳✥ ❬❴
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❝✛✒✤✧ s✛✥ ✇✔ ✇✒✓✓ ✛❜✚✙✒✤ ✙✤ ✔❛✕✓✒✖✒✚ ✖✛✤s✚r✉✖✚✒✛✤ ✛❢ ✚✢✔ ✧✔✤✔r✙✓✒★✔✘ ✔✒✧✔✤✈✔✖✚✛r ➓✥ ✙s ✇✔✓✓ ✙s ✙✤ ✔❛✕✓✒✖✒✚ ✘✔✗✤✒✚✒✛✤ ✛❢ ✚✢✔

✛✕✔r✙✚✛rs ➑❪ ✙✤✘ ➒❪ ✙✕✕✔✙r✒✤✧ ✒✤ ✩✪✳❵✙✮✳
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❨✚ ✚✢✒s ✕✛✒✤✚✥ ✇✔ ✢✙✈✔ ✛✉✚✓✒✤✔✘ ✚✢✔ ✘✔r✒✈✙✚✒✛✤ ✛❢ ✚✢✔ ✔✒✧✔✤✈✙✓✉✔ ✕r✛❜✓✔✣ ✩✪✳❵✙✮ ✧✛✈✔r✤✒✤✧ ✚✢✔ ✓✒✤✔✙r ❜✒❢✉r✖✙✚✒✛✤ ✙✤✙✓✦s✒s✳

❲✔ ✖✙✤ ✕r✛✖✔✔✘ ✚✛ ✒✘✔✤✚✒❢✦ s✛✓✉✚✒✛✤s ✒✤ ✚✢✔ ✈✒✖✒✤✒✚✦ ✛❢ ✚✢✔ ❜✒❢✉r✖✙✚✒✛✤ ✕✛✒✤✚
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❚✢✖ ❛✳s✖✗✺✖ ✓❢ ✓✚✚ ♣✓✇✖✙s ✓❢ q ✘✗ ✔✢✖s✖ ✖①♣❛✗s✘✓✗s ✘s ✘♠♣✓s✖✚ ✳❜ ✔✢✖ s❜♠♠✖✔✙❜ q ✻ ❾q ✓❢ ✽✾✿❀❛❁✕ ✇✢✘✺✢ ✘s ✘✔s✖✜❢ ❛

✺✓✗s✖❝✉✖✗✺✖ ✓❢ ✔✢✖ s❜♠♠✖✔✙❜ ✓❢ ✔✢✖ ✢✓♠✓❤✖✗✖✓✉s s✓✜✉✔✘✓✗ ✳❜ ❛ ✙✖➈✖✺✔✘✓✗ ❛✳✓✉✔ ✔✢✖ ♣✜❛✗✖ ✽❃✕ ❄❁✿

❲✖ ✇✘✜✜ ✗✖✖✚ ❛✗ ✖①♣❛✗s✘✓✗ ✓❢ ✔✢✖ ✓♣✖✙❛✔✓✙s ❅❉ ❛✗✚ ❊❉ ❛s ✇✖✜✜✿ ❚✢✖❜ ❛✙✖ ✛✗✓✇✗ ✘✗ ✔✖✙♠s ✓❢ ✔✢✖ ✜✓❛✚ ❋● ✘✗ ✈✘✖✇ ✓❢ ✽✾✿❍✳❁✕
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❚✢✖ ✗✓✔❛✔✘✓✗ ❅❦❦❘❯❱ ✇✘✜✜ ✔✉✙✗ ✓✉✔ ✔✓ ✳✖ ✉s✖❢✉✜ ✜❛✔✖✙ ✓✗✿

♥r③r ④⑤⑥⑦⑧⑤⑨⑩⑧❶ ⑥❷ ⑨❸⑧ ⑥⑦⑧⑤❹⑨⑥⑤❶

❺s ❛ ♣✙✖✜✘♠✘✗❛✙❜ s✔✖♣✕ ✓✗✖ s✢✓✉✜✚ ✺✢✖✺✛ ✔✢✖ ♣✙✓♣✖✙✔✘✖s ✓❢ ❅❉ ❛✗✚ ❊❉ ❛✗✗✓✉✗✺✖✚ ✳✖✜✓✇ ❻❝✿ ✽✾✿❀❛❁❼
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➌✗ ✔✢✖ ❛✳s✖✗✺✖ ✓❢ ❛♠✳✘❤✉✘✔❜✕ ✔✢✖ ✗✉✜✜ s♣❛✺✖ ✇✘✜✜ ✔✢✖✗ ✳✖ ✚✖✗✓✔✖✚ ❛s ✛✖✙ ❅❪ ✓♠✘✔✔✘✗❤ ✔✢✖ s✉✳s✺✙✘♣✔ ❋✿
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❲✖ ❛✙✖ ✗✓✇ ✙✖❛✚❜ ✔✓ s✔❛✙✔ ✔✢✖ ♣✙✓♣✖✙ ✖①♣❛✗s✘✓✗ ♣✙✓✺✖✚✉✙✖✿ ➌✗s✖✙✔✘✗❤ ✔✢✖ ✖①♣❛✗s✘✓✗s ✽✾✿❍❁ ❛✗✚ ✽✾✿➝❁ ✘✗✔✓ ✔✢✖ ✖✘❤✖✗✈❛✜✉✖

♣✙✓✳✜✖♠ ✽✾✿❀❛❁ ❛✗✚ ✙✖❛✚✘✗❤ ✓❢❢ ✔✢✖ ✙✖s✉✜✔ ❛✔ ✓✙✚✖✙ q❯ ❳ ➞❪ ✇✖ ➟✗✚ ➠➎ ➏ ❅❘❯❱ ➏ ➎
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✔✢✖ ✛✖✙✗✖✜ ✓❢ ❅❉✕
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✤✵✮
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✜✘✈✘✗❤ ✓✗ ✔✢✖ ✺✉✙✈✖ ✓❢ ♠❛✙❤✘✗❛✜ s✔❛✳✘✜✘✔❜ ✔✖✗✚ ✔✓ ✙✘❤✘✚➥✳✓✚❜ ♠✓✚✖s ✇✢✖✗ ✔✢✖ ✺✉✙✈✖ ✓❢ ♠❛✙❤✘✗❛✜ s✔❛✳✘✜✘✔❜ ♠✖✖✔s ✇✘✔✢ ✔✢✖
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➬✖✔ ❊➮✽❋❁ ✚✖✗✓✔✖ ✔✢✖ ✙✖s✔✙✘✺✔✘✓✗ ✓❢ ✔✢✖ ✓♣✖✙❛✔✓✙ ❊❉ ✔✓ ✔✢✖ s✉✳s♣❛✺✖ ✛✖✙ ❅✿ ➹❜ ❻❝✿ ✽✾✿➞➐❁✕ ➎➡❯➢ ✘s ❛ ✗✉✜✜ ✈✖✺✔✓✙ ✓❢ ❊➮✽❋➡❯➢❁✕
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➸✖✓✕ ✓✘❛✓ ✓✘✐❡ ✈❛✔✉✕ ✖❢ ✜✦❽★ ✐❡ ✐✗✥✕♣✕✗✥✕✗✓ ✖❢ ❜✖✓✘ ✓✘✕ ❛r❜✐✓r❛r✢ ✗✖r✣ ✖❢ ❥❬✧❭ ➤ ❘✕r ✙✚
➺
✜❬✧❭

➻
➃❛❡ ❥

❬❽❭
❾ ❡❝❛✔✕❡ ♣r✖♣✖r✓✐✖✗❛✔✔✢

✇✐✓✘ ✓✘✐❡ ✗✖r✣➃✱ ❛✗✥ ✖❢ ✇✘✐❝✘ ♣❛r✓✐❝✉✔❛r ❡✖✔✉✓✐✖✗ ❥
❬❽❭
❾ ✖❢ ✛❅✤❼✮ ✘❛❡ ❜✕✕✗ ❝✘✖❡✕✗✤

❚✘✕ ❝❛❡✕ ♥✚ ➼ ❉ ✐❡ ✓r✕❛✓✕✥ ❡✐✣✐✔❛r✔✢➛ ❛✗ ✕♠❛✣♣✔✕ ✐❡ ✇✖r❘✕✥ ✖✉✓ ✐✗ ❿✕❝✓✐✖✗ ➀✤➁✤

③④➎➎④ ⑥⑨➽➽❷❸➒

❤✣✖✗✩ ✓✘✕ ✕s✉❛✓✐✖✗❡ ✔✐❡✓✕✥ ❛❜✖✈✕✱ ✖✗✔✢ ✓✘✖❡✕ ✣❛r❘✕✥ ❜✢ ❛ ❡✓❛r ✗✕✕✥ ✓✖ ❜✕ ❝✖✗❡✐✥✕r✕✥ ❢✖r ✓✘✕ ♣✉r♣✖❡✕ ✖❢ ❛♣♣✔✢✐✗✩ ✓✘✕

✣✕✓✘✖✥➛ ✓✘✕ ✖✓✘✕r ✕s✉❛✓✐✖✗❡ ❛r✕ r✕s✉✐r✕✥ ❢✖r ✓✘✕ ♣r✖✖❢ ✖✗✔✢✤ ➾r❛❝✓✐❝❛✔✔✢✱ ✓✘✕ ✕♠♣❛✗❡✐✖✗ ✐❡ ❝❛rr✐✕✥ ✖✉✓ ❜✢ ✓✘✕ ❢✖✔✔✖✇✐✗✩ ❡✕❄

s✉✕✗❝✕ ✖❢ ❡✓✕♣❡➛

❉✤ ✩✐✈✕✗ ✓✘✕ ✖♣✕r❛✓✖r❡ ❳➚ ❛✗✥ ✙➚✱ ❝✘✕❝❘ ✓✘✕ ♣r✖♣✕r✓✐✕❡ ✛❅✤➪✚✮➶

❅✤ ❝❛✔❝✉✔❛✓✕ ✓✘✕ r✕❡✓r✐❝✓✐✖✗ ✙✚ ✖❢ ✙➚ ✓✖ ❘✕r ❳ ❛✗✥ ✥✕✓✕r✣✐✗✕ ✓✘✕ ❝r✐✓✐❝❛✔ ✔✖❛✥ ✜✦✧★ ❜✢ ❡✖✔✈✐✗✩ ✓✘✕ ✐✣♣✔✐❝✐✓ ❊s✤ ✛❅✤❉❉✚✮➶



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✑✒

❋✐✓✔ ✕✔ ❚✖✗ ✘✙✚✛✜✗✢✛✗❡✣ ✣✙✘✗✜♠ ✤ ✥✦ ❡ ✣✥✦✣❡✧★✖ ✦✧r❡✥♥✱ ❡♥✘ ✩ ❡♥ ✥✣♣✙✦✗✘ ✣✗❡♥ ✦✧r❡✥♥ ✪✥✣♣✙✦✗✘ ✛❜ ✧✖✗ ✘✥✦♣✜❡★✗✣✗♥✧ ✙✫ ✧✖✗ r✗✣✙✧✗ ✗♥✘♣✙✥♥✧✦s✬ ✮✙r ✧✖✗

✦❡✯✗ ✙✫ ✜✗✰✥✛✥✜✥✧❜✱ ❡♥ ✗①✧✗♥✦✥✙♥❡✜ ♣r✗✢✦✧r✗✧★✖ ✥✦ ✦✖✙✇♥✱ ✩ ✲ ✤✳✷ ❃ ✩ ❾ ✤✳✷ ❃ ✵❀ ✥♥ r✗❡✜✥✧❜ ✧✖✗ ✦✧r✚★✧✚r✗ ✘✙✗✦ ♥✙✧ ✛✗★✙✣✗✦ ✚♥✦✧❡✛✜✗ ✚♥✜✗✦✦ ✙✫ ✧✖✗ ♣r✗✢✦✧r✗✧★✖ ✥✦

★✙✣♣r✗✦✦✥✈✗✱ ✩ ❾ ✤✳✷ ❁ ✵✬

✺✻ ✽✾✿✾❂❄❅❉✾ ✿❊✾ ✽❅❄✾❉●❅❍❉ ■❑ ❍◆ ❦✾❂ ❖❑◗❘❯❱❲❳ ❛❉✽ ❅❉✿❂❍✽❨❩✾ ✿❊✾ ■❑ ❨❉❦❉❍❬❉ ❩❍❄❭❍❉✾❉✿● ❍◆ ❪❫❱❴ ❅❉ ❛ ❵❛●❅● ❍◆ ❦✾❂ ❖❑◗❘❯❱❲❳❝

●✾✾ ❢❣✻❤❣❛❑❥❹❢❣✻❤❣❵❑❥q

✉✻ ➇❉✽ ❛ ❭❛❂✿❅❩❨③❛❂ ●❍③❨✿❅❍❉ ❪
❯④❲
⑤ ❍◆ ✿❊✾ ✾❅⑥✾❉⑦❛③❨✾ ❭❂❍❵③✾❄ ❢❣✻⑧❑❥ ❛✿ ❍❂✽✾❂ ⑨⑩ ❅❉ ✿✾❂❄● ❍◆ ✿❊✾ ■❑ ❩❍❄❭❍❉✾❉✿● ❍◆ ❪❫❱❴q

❶✻ ❨●❅❉⑥ ❷❸✻ ❢❣✻❤✺❑❥❺ ✽✾❂❅⑦✾ ■❑ ✾❸❨❛✿❅❍❉● ◆❍❂ ✿❊✾ ■❑ ❩❍❄❭❍❉✾❉✿● ❍◆ ❪❫❱❴ ❛❉✽ ◆❍❂ ❘❫④❴q

❻✻ ●❍③⑦✾ ✿❊✾●✾ ✾❸❨❛✿❅❍❉● ◆❍❂ ✿❊✾ ⑦❛③❨✾ ❍◆ ❘❫④❴ ❛❉✽ ◆❍❂ ✿❊✾ ✽❅❂✾❩✿❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ✾❅⑥✾❉❄❍✽✾ ❪❫❱❴ ❢❅✿● ❄❛⑥❉❅✿❨✽✾ ❂✾❄❛❅❉● ❨❉✽✾✿✾❂❼

❄❅❉✾✽❥✻

❽❊❅● ⑥✾❉✾❂❛③ ❭❂❍❩✾✽❨❂✾ ❅● ❅❄❭③✾❄✾❉✿✾✽ ❅❉ ❿✾❩✿❅❍❉● ✺✻❻❺ ✉✻✉ ❛❉✽ ❶✻➀➁ ❅❉ ✾❛❩❊ ❩❛●✾ ❬✾ ●✿❛❂✿ ❵➂ ✽✾❂❅⑦❅❉⑥ ✿❊✾ ✾➃❭❂✾●●❅❍❉● ❍◆

✿❊✾ ❍❭✾❂❛✿❍❂● ➄➅ ❛❉✽ ❖➅❺ ❬❊❅❩❊ ⑦❛❂➂ ◆❂❍❄ ❍❉✾ ●✿❂❨❩✿❨❂❛③ ❄❍✽✾③ ✿❍ ✿❊✾ ❍✿❊✾❂ ❢✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄❺ ❭③❛✿✾ ❍❂ ✺❼✽ ❭❂❅●❄❛✿❅❩ ●❍③❅✽❥✻

➆➈➉➆➈ ➊➋➌➌➍■➎➏ ➐➑➌➑➒➓➔➑➎➑➍➐ ➓■→ →➑➣➣➍➔➍■↔➍➐ ↕➑➎➙ ➓ ➛➋➑➎➍➔ ➍➜➝➓■➐➑➋■

❽❊✾ ✾➃❭❛❉●❅❍❉ ❄✾✿❊❍✽ ❭❂❍❭❍●✾✽ ❛❵❍⑦✾ ❊❛● ●❍❄✾ ●❅❄❅③❛❂❅✿❅✾● ❬❅✿❊ ✿❊✾ ❬✾③③❼❦❉❍❬❉ ➞➂❛❭❨❉❍⑦❼❿❩❊❄❅✽✿❼➟❍❅✿✾❂ ❄✾✿❊❍✽

❢⑦❛❉ ✽✾❂ ➠✾❅➡✽✾❉❺ ❣➢➢➤❥ ✿❊❛✿ ❭❂❍⑦❅✽✾● ❛ ❬✾❛❦③➂ ❉❍❉❼③❅❉✾❛❂ ✾➃❭❛❉●❅❍❉ ❍◆ ❵❅◆❨❂❩❛✿✾✽ ❵❂❛❉❩❊✾● ❉✾❛❂ ❛ ❵❅◆❨❂❩❛✿❅❍❉ ❭❍❅❉✿✻ ➥❍✿❊

❄✾✿❊❍✽● ✽✾❛③ ❬❅✿❊ ●❅❉⑥❨③❛❂ ❍❭✾❂❛✿❍❂● ❛❉✽ ✿❊✾❂✾◆❍❂✾ ❅❉⑦❍③⑦✾ ●❍③⑦❛❵❅③❅✿➂ ❩❍❉✽❅✿❅❍❉●✻ ❷❸✻ ❢❣✻❤❤❥ ❅● ●❅❄❅③❛❂ ✿❍ ✿❊✾ ❩❍❉✽❅✿❅❍❉ ✿❊❛✿

✿❊✾ ✿❍✿❛③ ●✿❅◆◆❉✾●● ❍❭✾❂❛✿❍❂ ❅● ●❅❉⑥❨③❛❂ ❛✿ ✿❊✾ ❩❂❅✿❅❩❛③ ③❍❛✽q ❷❸✻ ❢❣✻❤❣❛❥ ❅● ●❅❄❅③❛❂ ✿❍ ✿❊✾ ❩❍❉✽❅✿❅❍❉ ✿❊❛✿ ✿❊✾ ③❅❉✾❛❂ ❄❍✽✾ ❅● ❛ ❉❨③③

⑦✾❩✿❍❂ ❍◆ ✿❊✾ ✿❍✿❛③ ●✿❅◆◆❉✾●● ❍❭✾❂❛✿❍❂q ❷❸✻ ❢❣✻❤❣❵❥ ✽✾➇❉✾● ✿❊✾ ❄❨③✿❅❭③❅❩❅✿➂ ❍◆ ✿❊✾ ❄❍✽✾q ❷❸✻ ❢❣✻❤✺❥ ❅● ●❅❄❅③❛❂ ✿❍ ✿❊✾ ❛❄❭③❅✿❨✽✾

✾❸❨❛✿❅❍❉❺ ✿❊❛✿ ●✾✿● ✿❊✾ ❛❄❭③❅✿❨✽✾ ❍◆ ✿❊✾ ❭✾❂✿❨❂❵❛✿❅❍❉ ❛● ❛ ◆❨❉❩✿❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ❅❉❩❂✾❄✾❉✿ ❍◆ ③❍❛✽✻

❽❊✾❂✾ ❅● ❛❉ ❅❄❭❍❂✿❛❉✿ ✽❅◆◆✾❂✾❉❩✾❺ ❊❍❬✾⑦✾❂➁ ✿❊✾ ➞➂❛❭❨❉❍⑦❼❿❩❊❄❅✽✿❼➟❍❅✿✾❂ ❅● ❛ ■➋■➦➒➑■➍➓➔ ✾➃❭❛❉●❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ➓➌➝➒➑➎➧→➍ ❛● ❛

◆❨❉❩✿❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ③❍❛✽❺ ❬❊❅③✾ ❅❉ ❍❨❂ ❄✾✿❊❍✽ ❛❉ ✾➃❭❛❉●❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ↔➔➑➎➑↔➓➒ ↕➓➨➍➒➍■➩➎➙ ❛● ❛ ◆❨❉❩✿❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ③❍❛✽ ❅● ●❍❨⑥❊✿ ❵❛●✾✽

❍❉ ➒➑■➍➓➔➑➫➍→ ✾❸❨❛✿❅❍❉● ❍◆ ✾❸❨❅③❅❵❂❅❨❄➭✿❊❍●✾ ✾❸❨❛✿❅❍❉ ❛❂✾ ●✿❅③③ ❉❍❉❼③❅❉✾❛❂ ❬❅✿❊ ❂✾●❭✾❩✿ ✿❍ ✿❊✾ ❬❛⑦✾❉❨❄❵✾❂ ⑨✻

➯➲ ➳ ➵➸➺➻➼➽➾➻➽➚➪ ➪➸➵➽➼

➶❉ ✿❊❅● ●✾❩✿❅❍❉❺ ❬✾ ❛❉❛③➂➹✾ ✿❊✾ ❵❅●✿❂❅❭ ✾➃❭✾❂❅❄✾❉✿ ●❦✾✿❩❊✾✽ ❅❉ ➘❅⑥✻ ❤ ❵❛●✾✽ ❍❉ ❛ ●❅❄❭③✾ ✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄ ❄❍✽✾③✻ ➶✿ ❩❛❭✿❨❂✾●

✿❊✾ ❅❄❭❍❂✿❛❉✿ ◆✾❛✿❨❂✾● ❍◆ ✿❊✾ ❅❉●✿❛❵❅③❅✿➂ ❛✿ ❛ ❸❨❛③❅✿❛✿❅⑦✾ ③✾⑦✾③❺ ❛● ❬✾ ●❊❛③③ ●✾✾✻ ➴●❅❉⑥ ✿❊❅● ✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄ ❄❍✽✾③❺ ❬✾ ❩❛③❩❨③❛✿✾

✿❊✾ ➇❂●✿ ❩❂❅✿❅❩❛③ ③❍❛✽ ❛❉✽ ✿❊✾ ❩❍❂❂✾●❭❍❉✽❅❉⑥ ❬❛⑦✾❉❨❄❵✾❂ ✿❊❛✿ ⑥❍⑦✾❂❉ ✿❊✾ ❵❅◆❨❂❩❛✿❅❍❉ ❛❬❛➂ ◆❂❍❄ ✿❊✾ ❊❍❄❍⑥✾❉✾❍❨● ●❍③❨✿❅❍❉

❢✽❅❂✾❩✿ ❄✾✿❊❍✽❥❺ ❛❉✽ ✽❅●❩❨●● ❅❉ ❭❛❂✿❅❩❨③❛❂ ❬❊✾✿❊✾❂ ✿❊✾ ❵❅◆❨❂❩❛✿❅❍❉ ❄❍✽✾ ❅● ❄❛❩❂❍●❩❍❭❅❩ ❍❂ ❄❅❩❂❍●❩❍❭❅❩✻

➷➈➉➈ ➬➋➔➌➧➒➓➎➑➋■

➶❉ ✿❊✾ ✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄ ❄❍✽✾③❺ ✾❛❩❊ ❊❛③◆ ❍◆ ✿❊✾ ❵❅●✿❂❅❭ ❨●✾✽ ❅❉ ✿❊✾ ❍❂❅⑥❅❉❛③ ✾➃❭✾❂❅❄✾❉✿ ❅❉ ➘❅⑥✻ ❤ ❅● ❂✾❭❂✾●✾❉✿✾✽ ❵➂ ❛ ✽❅◆◆✾❂✾❉✿

❵✾❛❄➁ ✿❊✾ ❵✾❛❄● ❛❂✾ ✽✾❉❍✿✾✽ ❵➂ ➮ ❛❉✽ ➮➮❺ ❩❍❉●❅●✿✾❉✿ ❬❅✿❊ ✿❊✾ ❉❍✿❛✿❅❍❉ ❅❉ ➘❅⑥✻ ❤➁ ✿❊✾ ❵✾❛❄ ➮➮ ❂✾❭❂✾●✾❉✿● ✿❊✾ ●✿❂❅❭ ✿❊❛✿ ❊❛●

❵✾✾❉ ❭❂✾❼●✿❂✾✿❩❊✾✽ ❭❂❅❍❂ ✿❍ ⑥③❨❅❉⑥ ❬❅✿❊ ➮ ❛● ●❦✾✿❩❊✾✽ ❍❉ ➘❅⑥✻ ✺❺ ❛❉✽ ❛ ❄❍❂✾ ✿✾❉●❅③✾ ❢③✾●● ❩❍❄❭❂✾●●❅⑦✾❥ ❭❂✾❼●✿❂✾●● ❅● ❛●●❅⑥❉✾✽

✿❍ ❵✾❛❄ ➮➮ ✿❊❛❉ ✿❍ ❵✾❛❄ ➮❺ ●✾✾ ❵✾③❍❬✻ ❽❊✾ ✿❬❍ ❵✾❛❄● ❛❂✾ ❩❍❨❭③✾✽ ❵➂ ❛❉ ✾③❛●✿❅❩ ③❛➂✾❂ ❍◆ ●❭❂❅❉⑥●✻ ➶❉ ✿❊✾ ❍❂❅⑥❅❉❛③ ✾➃❭✾❂❅❄✾❉✿❺

✿❊✾ ❅❉●✿❛❵❅③❅✿➂ ❅● ✿❂❨③➂ ✿❊❂✾✾❼✽❅❄✾❉●❅❍❉❛③✻ ➥➂ ❩❍❉✿❂❛●✿❺ ✿❊✾ ✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄ ❄❍✽✾③ ❭❂❍❭❍●✾● ❛ ●❅❄❭③❅➇✾✽ ✿❬❍❼✽❅❄✾❉●❅❍❉❛③ ❂✾❭❂✾❼

●✾❉✿❛✿❅❍❉❺ ❬❊✾❂✾❵➂ ✿❊✾ ❩✾❉✿✾❂③❅❉✾● ❍◆ ✾❛❩❊ ❊❛③◆ ❍◆ ✿❊✾ ❍❂❅⑥❅❉❛③ ❵❅●✿❂❅❭ ❊❛⑦✾ ❵✾✾❉ ❭❂❍➡✾❩✿✾✽ ❍❉✿❍ ❛ ❩❍❄❄❍❉ ❭③❛❉✾ ❢➱✃➫❥✻ ❽❊✾

❭❂❍➡✾❩✿❅❍❉ ✿❛❦✾● ❭③❛❩✾ ❛③❍❉⑥ ✿❊✾ ✽❅❂✾❩✿❅❍❉ ➜ ❅❉❅✿❅❛③③➂ ❭❛❂❛③③✾③ ✿❍ ✿❊✾ ❬❅✽✿❊ ❍◆ ✿❊✾ ❵❅●✿❂❅❭✻

➞✾✿ ➫ ✽✾❉❍✿✾ ✿❊✾ ❛➃❅❛③ ❩❍❍❂✽❅❉❛✿✾ ❛❉✽ ✃❐❢➫❥ ❛❉✽ ✃❐❐❢➫❥ ✿❊✾ ✽✾❒✾❩✿❅❍❉ ❍◆ ✾❛❩❊ ❵✾❛❄✻ ❮❩❩❍❂✽❅❉⑥ ✿❍ ✿❊✾ ❉❍✿❛✿❅❍❉ ❅❉✿❂❍✽❨❩✾✽

❅❉ ❿✾❩✿❅❍❉ ❣✻❤❺ ✿❊✾ ❩❍❉➇⑥❨❂❛✿❅❍❉ ❍◆ ❛ ❩❂❍●●❼●✾❩✿❅❍❉ ❍◆ ✿❊✾ ✽❍❨❵③✾❼❵✾❛❄ ❅● ✽✾❉❍✿✾✽ ❵➂
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Ó

ÔÕÏÐÑÖ ÔÕÕÏÐÑ
×

Ø



✹� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✑✍✒✼✶

❚✓✔ s✕r❛✐♥ ✔♥✔r❣✖ ✗✘ ✕✓✔ ✙✗✚✛✜✔✢✛✔❛✣ ♣✔r ✚♥✐✕ ✜✔♥❣✕✓ ✐s

❲✤✥✮ ❂
✦

✧

★ ✩

✵

✦

✷

✪

✫

✬✯■✱■■

✰
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✻
✽ ●

✰

✾ ✽
✿✬ ❀

✷

❁

✳✺✬
✻

❁

✽ ❘ ✤✳❃ ❾ ✳✻✮
✻

❄

❅③❉ ❊❋❍✦❑

✇✓✔r✔ ◆❖ ◗ ➧❯ ✐s ❛ s✐❣♥❱

✿✬ ❂

❳
❾✦ ❢❨❩ ❜❬❭♠ ❪ ❂ ❫❉

✽✦ ❢❨❩ ❜❬❭♠ ❪ ❂ ❫❫❍

❴♥ ❵❝❡ ❤❥❡❯❦❱ q ◗ ✉ I ✐s ✕✓✔ ✛✔♥✙✐♥❣ ✣✗✙✚✜✚s ✗✘ ✕✓✔ ✛✔❛✣s ❤✇✓✔r✔ ✉ ✐s ✕✓✔ ✈✗✚♥❣①s ✣✗✙✚✜✚s ❛♥✙ I ✕✓✔ ❣✔✗✣✔✕r✐④ ✣✗✣✔♥✕
✗✘ ✐♥✔r✕✐❛ ✗✘ ✕✓✔ ④r✗ss✢s✔④✕✐✗♥❦❱ ⑤ ◗ ✉A ✐s ✕✓✔✐r ✕r❛④✕✐✗♥ ✣✗✙✚✜✚s ❤✇✓✔r✔ A ✐s ✕✓✔ ❛r✔❛ ✗✘ ✕✓✔ ④r✗ss✢s✔④✕✐✗♥ ✗✘ ✗♥✔ ✛✔❛✣❦❱ ❛♥✙

⑥ ✐s ✕✓✔ ✣✗✙✚✜✚s ✗✘ ✕✓✔ ✔✜❛s✕✐④ ✜❛✖✔r ✗✘ s♣r✐♥❣s ④✗♥♥✔④✕✐♥❣ ✕✓✔ ✕✇✗ ✛✔❛✣s❱ s✔✔ ⑦✐❣❡ ❥❡ ⑦✗r ✔❛④✓ ✛✔❛✣❱ ✕✓✔ ➇rs✕ ✕✔r✣ q ⑧⑨⑨❖
⑩
❶❷ ✐s

✕✓✔ ✛✔♥✙✐♥❣ ✔♥✔r❣✖❱ ❛♥✙ ✕✓✔ s✔④✗♥✙ ✕✔r✣ ✐s ✕✓✔ ✔♥✔r❣✖ ❛ss✗④✐❛✕✔✙ ✇✐✕✓ ✕✓✔ ♣r✔✢s✕r❛✐♥ ❸ ➧ ❹❺❷ ④✗rr✔s♣✗♥✙✐♥❣ ✕✗ ❛ ❻❼❽❿➀➁❼❽➀➀

⑤ ❤❸ ➧ ❹❺❷❦❦❡ ❚✓✔ ✛✔❛✣s ❛r✔ s✚✛➂✔④✕✔✙ ✕✗ ✙✐✘✘✔r✔♥✕ ❛✣✗✚♥✕ ✗✘ ♣r✔✢s✕r❛✐♥➃ ✕✓✔ ✣✔❛♥ ✐✣♣✗s✔✙ ♣r✔✢s✕r❛✐♥➄ ❸ ✐s ✕✓✔ r✔s✚✜✕ ✗✘ ✕✓✔

✙✐s♣✜❛④✔✣✔♥✕ ❛♣♣✜✐✔✙ ❛✕ ✕✓✔ r✔✣✗✕✔ ✔♥✙♣✗✐♥✕s❱ ✇✓✐✜✔ ✕✓✔ ✙✐✘✘✔r✔♥④✔ ✐♥ ♣r✔✢s✕r❛✐♥ ❹ ❛r✐s✔s ✘r✗✣ ✕✓✔ ✣✐s✣❛✕④✓ s✕r❛✐♥ ♣r✐✗r ✕✗

❣✜✚✐♥❣ ✕✓✔ ✕✇✗ s✕r✐♣s❱ s✔✔ ⑦✐❣❡ ❥✛❡ ❚✓✔ ✜❛s✕ ✕✔r✣ ✐♥ ❵❝❡ ❤❥❡❯❦ ④❛♣✕✚r✔s ✐♥ ❛ ❝✚❛✜✐✕❛✕✐➅✔ ✇❛✖ ✕✓✔ s✕r❛✐♥ ✔♥✔r❣✖ ❛ss✗④✐❛✕✔✙ ✇✐✕✓

✕✓✔ ✙✔✘✗r✣❛✕✐✗♥ ✗✘ ✕✓✔ ④r✗ss✢s✔④✕✐✗♥ ✐♥ ✕✓✔ ✗r✐❣✐♥❛✜ ✔➆♣✔r✐✣✔♥✕❛✜ s✔✕✢✚♣❡ ⑦✗r ❛ ❣✔♥✔r❛✜ ✙✐s④✚ss✐✗♥ ✗✘ ✣✔④✓❛♥✐④❛✜ ✣✗✙✔✜s

✗✛✕❛✐♥✔✙ ✛✖ ❛ss✔✣✛✜✐♥❣ ✕✇✗ ✔✜❛s✕✐④ r✗✙s❱ ✐♥④✜✚✙✐♥❣ ✕✓✔ ✔➆✕✔♥s✐✗♥ ✕✗ ✕✓r✔✔ ✙✐✣✔♥s✐✗♥s ❛♥✙ ✕✗ ❣✔♥✔r❛✜ ④✗♥s✕✐✕✚✕✐➅✔ ✜❛✇s❱ s✔✔

✕✓✔ ✇✗r➈ ✗✘ ➉✔ss✐♥✔s ✔✕ ❛✜❡ ❤❷➊❯➋❦❡

➌s ✐♥ ❵✚✜✔r ✛✚④➈✜✐♥❣❱ ✕✓✔ ♣r✔✢s✕r❛✐♥ ❹ ❛♥✙ ✕✓✔ ✣✔❛♥ ✐✣♣✗s✔✙ s✕r❛✐♥ ❸ ④❛♥ ✣❛➈✔ ✕✓✔ ✓✗✣✗❣✔♥✔✗✚s s✗✜✚✕✐✗♥ ➍➎➏➐ ◗ ➎➊➑ ➊➐

✚♥s✕❛✛✜✔❡ ❚✓✔ ④✗rr✔s♣✗♥✙✐♥❣ ✛✐✘✚r④❛✕✐✗♥ ♣r✗✛✜✔✣ ✐s s✕✚✙✐✔✙ ✐♥ ✕✓✔ r✔s✕ ✗✘ ✕✓✐s s✔④✕✐✗♥❡ ❚✗ ✔❛s✔ ✕✓✔ ✙✐s④✚ss✐✗♥❱ ✇✔ ➇rs✕ r✔✘✗r✢

✣✚✜❛✕✔ ✕✓✔ ✣✗✙✔✜ ✐♥ ✕✔r✣s ✗✘ ✙✐✣✔♥s✐✗♥✜✔ss ❝✚❛♥✕✐✕✐✔s❡

➒➓➔➓ →➣↔❽↕➀➣➙↕➛❽➀➀ ➜➝❼➣➝➞➛❽➀

❴♥ ✕✔r✣s ✗✘ ✕✓✔ ✣✗✙✔✜ ♣❛r❛✣✔✕✔rs❱ ✗♥✔ ④❛♥ ✙✔➇♥✔ ❛ ✕✖♣✐④❛✜ ✣✐s✣❛✕④✓ s✕r❛✐♥ ❹➟ ❛♥✙ ❛ ✕✖♣✐④❛✜ ✇❛➅✔♥✚✣✛✔r ➠➟ ❛s

❀
➡ ❂

➢
✲ ❘

●
➤ ➥➡ ❂

➦
❘

✲

➨❃➩➫

❉

❛s ✇✔✜✜ ❛s ✕✓✔ ✘✗✜✜✗✇✐♥❣ ✙✐✣✔♥s✐✗♥✜✔ss ❝✚❛♥✕✐✕✐✔s➃ ✇❛➅✔♥✚✣✛✔r ➠➑ ❛➆✐❛✜ ④✗✗r✙✐♥❛✕✔ ➏➑ ✣✐s✣❛✕④✓ s✕r❛✐♥ ❹➑ ❛➅✔r❛❣✔ s✕r❛✐♥ ❸➑

❛♥✙ ✙✔➭✔④✕✐✗♥ ⑧❖➎➏➐

➥ ❂
➥

➥➡
➤ ③ ❂ ③ ➥➡➤ ❀ ❂

❀

❀➡
➤ ✾ ❂

✾

❀➡
➤ ✳✬✤③✮ ❂ ✳✬✤③ ❂ ③➯➥

➡✮❍ ❊❋❍✷❑

➲✐✕✓ ➳ ◗➳❶⑥ ✙✔♥✗✕✐♥❣ ✕✓✔ r✔s④❛✜✔✙ s✕r❛✐♥ ✔♥✔r❣✖ ♣✔r ✚♥✐✕ ✜✔♥❣✕✓ ❛♥✙ ➍➎➏➐ ◗
➵
⑧➄➎➏➐➑ ⑧➸➸➎➏➐

➺
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❖◗❱❵ ❘❪✉❨❫❱❴❳ ◗❨❵ ❤❴❫◗ ❫◗❘ ❘❱➊❘❳➍❘➉❫❴❩ ➧ ➜ ❨❳❭ ❫◗❘ ❘❱➊❘❳➍❨❯✉❘ ➭ ❨❵ ✉❳♥❳❴♠❳❵③

➯➳➵➳ ➸➺➻➼➛➽ ➾➚➪➶➽➺➚➹➘ ➴➔➛➻➚➾➛➚➷➺➛ ➬➼➻➾➶➾ ➴➺➛➻➚➾➛➚➷➺➛ ↔➶➛➮➪➺➹➱

✃❳ ➍❱❘♠ ❴❢ r✈③➥❤④➎ ❫◗❘ ❤❱❢✉❩➉❨❫❱❴❳ ➉❴❳❭❱❫❱❴❳ ❱❵ ❭❘❫
❐
➔ ❒ ➭

➣
↔↕ ❒ ➭

➙
➛
❮
➓ ➞③ ✃❳❵❘❩❫❱❳➊ ❫◗❘ ❵➈❘➉❱❨❯ ❢❴❩❥ ❴❢ ❫◗❘ ❴➈❘❩❨❫❴❩❵ r✈③✈❤④➎

❫◗❱❵ ➟❱❘❯❭❵

➨
❸
❼
❷ ❰ ❸

❹
❷ Ï

➩❹
Ð

Ñ

Ò
❹
❸
❼

➄
❷ Ï

Ó

❾ ❿➀ ➁➂➀Ô➆

❖◗❘ ➉✉❩➍❘❵ ❴❢ ❥❨❩➊❱❳❨❯ ❵❫❨❤❱❯❱❫➟ ❨❩❘ ❴❤❫❨❱❳❘❭ ❤➟ ❵❴❯➍❱❳➊ ❫◗❱❵ ❱❥➈❯❱➉❱❫ ❘❪✉❨❫❱❴❳ ❱❳ ❫◗❘ ➈❯❨❳❘ Õ➡→ ➭Ö ❢❴❩ ❭❱❢❢❘❩❘❳❫ ➍❨❯✉❘❵ ❴❢ ❫◗❘

❭❱❥❘❳❵❱❴❳❯❘❵❵ ❥❱❵❥❨❫➉◗ ❵❫❩❨❱❳ ×→ ❵❘❘ Ø❱➊③ ➥❨③ ❖◗❘ ➍❨❩❱❨❤❯❘ ❴❳ ❫◗❘ ◗❴❩❱❬❴❳❫❨❯ ❨➢❱❵ ❱❵ ❫◗❘ ❭❱❥❘❳❵❱❴❳❯❘❵❵ ❨➍❘❩❨➊❘ ❵❫❩❨❱❳ ➡③

❖◗❘ ❵❘❪✉❘❳➉❘ ❴❢ ❘➢➈❘❩❱❥❘❳❫❨❯ ❵❫❘➈❵ ❭❘➈❱➉❫❘❭ ❱❳ Ø❱➊③ ✈ ❨❩❘ ❨❵ ❢❴❯❯❴♠❵Ù ❫◗❘ ➍❨❯✉❘ ❴❢ ❫◗❘ ❭❱❥❘❳❵❱❴❳❯❘❵❵ ❥❱❵❥❨❫➉◗ ❵❫❩❨❱❳ ×

❱❵ ➏➢❘❭ ♠◗❘❳ ❫◗❘ ❫♠❴ ❩❴❭❵ ❨❩❘ ➊❯✉❘❭ ❫❴➊❘❫◗❘❩Ú ❫◗❘ ❤❱❵❫❩❱➈ ❱❵ ❵❫❩❘❫➉◗❘❭ r❯❨❩➊❘ ➈❴❵❱❫❱➍❘ ➡→ ◗❴❥❴➊❘❳❘❴✉❵ ❵❴❯✉❫❱❴❳ ❱❵ ❵❫❨❤❯❘④Ú

❫◗❘ ❘❳❭❵ ❨❩❘ ❫◗❘❳ ❤❩❴✉➊◗❫ ➉❯❴❵❘❩ ❫❴ ❴❳❘ ❨❳❴❫◗❘❩ r❭❘➉❩❘❨❵❱❳➊ ➡④ ✉❳❫❱❯ ❨ ❤❱❢✉❩➉❨❫❱❴❳ ❱❵ ❴❤❵❘❩➍❘❭③ ❖◗❱❵ ➉❴❩❩❘❵➈❴❳❭❵ ❫❴ ❫◗❘ ➈❴❱❳❫❐
➡Û→ ➭Û

❮
❭❘❳❴❫❘❭ ❤➟ ❨ ❤❯❨➉♥ ❭❱❵♥ ❱❳ Ø❱➊③ ➥③

✃❳ Ø❱➊③ ➥❨➎ ❨❯❯ ❫◗❘ ➉✉❩➍❘❵ ❴❢ ❥❨❩➊❱❳❨❯ ❵❫❨❤❱❯❱❫➟ ❥❘❘❫ ♠❱❫◗ ❫◗❘ ◗❴❩❱❬❴❳❫❨❯ ❨➢❱❵ ❨❫

❰
ÜÝÞ

❾ ❿ß ➁➂➀à➆

➉❴❳❵❱❵❫❘❳❫ ♠❱❫◗ ❫◗❘ ❢❨➉❫ ❫◗❨❫ ❫◗❘ ❤✉➉♥❯❱❳➊ ❫◗❩❘❵◗❴❯❭ ❴❢ ❨❳ ➋✉❯❘❩ ❤❘❨❥ ➊❴❘❵ ❫❴ ❬❘❩❴ ❨❵ ❱❫❵ ❯❘❳➊❫◗ ➊❴❘❵ ❫❴ ❱❳➏❳❱❫➟③ á❴❫❘ ❫◗❨❫

❫◗❱❵ ➡
â➑ã

➓ ➞ ❱❵ ❳❴❫ ❫◗❘ ➏❩❵❫ ➉❩❱❫❱➉❨❯ ❫❩❨❱❳ ➡ä ♠◗❘❳ ❫◗❘ ❤❱❢✉❩➉❨❫❱❴❳ ❥❴❭❘ ❱❵ ❥❱➉❩❴❵➉❴➈❱➉ r❵❘❘ ❤❘❯❴♠④③

➤❵ ❵◗❴♠❳ ❱❳ Ø❱➊③ ➥➎ ❫◗❘ ❭❴✉❤❯❘å❤❘❨❥ ❥❴❭❘❯ ➈❩❘❭❱➉❫❵ ❨ ❤❱❢✉❩➉❨❫❱❴❳ ❢❩❴❥ ❨ ❥❨➉❩❴❵➉❴➈❱➉ ❱❳❵❫❨❤❱❯❱❫➟ r➭Û ➓ ➞④ ❨❫ ❯❴♠ ➍❨❯✉❘❵ ❴❢

❫◗❘ ❥❱❵❥❨❫➉◗ ❵❫❩❨❱❳ × æ ×
ç
→ ❫❴ ❨ ❥❱➉❩❴❵➉❴➈❱➉ ❱❳❵❫❨❤❱❯❱❫➟ r➭Û è ➞④ ❨❫ ❯❨❩➊❘ ➍❨❯✉❘❵ ❴❢ ❫◗❘ ❥❱❵❥❨❫➉◗ ❵❫❩❨❱❳ × è ×

ç
Ù ❫◗❘ ❭❴✉❤❯❘å

❤❘❨❥ ❥❴❭❘❯ ❵✉➉➉❘❵❵❢✉❯❯➟ ❩❘➈❩❴❭✉➉❘❵ ❫◗❘ ❥❨➉❩❴❵➉❴➈❱➉å❫❴å❥❱➉❩❴❵➉❴➈❱➉ ❫❩❨❳❵❱❫❱❴❳ ❩❘➈❴❩❫❘❭ ❱❳ ❫◗❘ ❘➢➈❘❩❱❥❘❳❫❵ ❴❢ é✉❨❳➊ ❘❫ ❨❯③

r➌➞ê➌④ ❨❳❭ ë❱✉ ❘❫ ❨❯③ r➌➞ê➥④ ❨❳❭ ❱❳ ❫◗❘❱❩ ❵❫❨❤❱❯❱❫➟ ❨❳❨❯➟❵❱❵ ❤❨❵❘❭ ❴❳ ❨ ✈å❭ ➏❳❱❫❘å❘❯❘❥❘❳❫ ❥❴❭❘❯③

❖◗❘ ➉❩❱❫❱➉❨❯ ➍❨❯✉❘ ❴❢ ❫◗❘ ❭❱❥❘❳❵❱❴❳❯❘❵❵ ❥❱❵❥❨❫➉◗ ❵❫❩❨❱❳ ➉❨❳ ❤❘ ❢❴✉❳❭ ❤➟ ❘➢➈❨❳❭❱❳➊ r✈③ì④ ❢❴❩ ❵❥❨❯❯ ➡ ❨❵ ➭
➙ ❐

➭
➙
❒ ➌ Õê í

×
➣
îïÖ

❮
ð ➞→ ♠◗❱➉◗ ❯❘❨❭❵ ❫❴

Ò
ñ
❾

ò
ó➀ ➁➂➀ô➆



✺� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✹✍✑✼✶

❋✐✒✓ ✔✓ ✕✖✗✈❡✘❣❡✗♥❡ ✖✙ ✚✛❡ ❜✜✙✢✘♥❛✚✜✖✗ ♠✖✣❡✤ ✖✙ ✚✛❡ ❜✜✥✘✖✣ ♠✖✣❡✦✧ ★❛✩ ❊✪✢✜✈❛✦❡✗♥❡ ✇✜✚✛ ✚✛❡ ❊✢✦❡✘ ❜❡❛♠ ✜✗ ✚✛❡ ✦✜♠✜✚ ✇✛❡✘❡ ✚✛❡ ✣✜♠❡✗✤✜✖✗✦❡✤✤ ♠✜✤♠❛✚♥✛
✤✚✘❛✜✗ ✜✤ ✤♠❛✦✦s ✫ ✬ ✫

✮
✿ ✚✛❡ ♥✢✘✈❡✤ ✖✙ ♠❛✘❣✜✗❛✦ ✤✚❛❜✜✦✜✚✯ ✜✗ ✚✛❡ ♣✦❛✗❡ ✰✱✲ q✳ ♥✖✦✦❛♣✤❡ ✖✗✚✖ ✚✛❡ ♠❛✤✚❡✘ ♥✢✘✈❡ ♥✖✘✘❡✤♣✖✗✣✜✗❣ ✚✖ ✚✛❡ ❊✢✦❡✘ ❜❡❛♠ ♠✖✣❡✦s ✙✖✘ ✇✛✜♥✛

q✷ ✵ ✱ ❂ � ★✣❛✤✛❡✣ ♥✢✘✈❡✩✧ ★❜✩ ❊✪✢✜✈❛✦❡✗♥❡ ✇✜✚✛ ✚✛❡ ✤✚✘✢✚✥✖✗✥❛✥✙✖✢✗✣❛✚✜✖✗ ✜✗ ✚✛❡ ✦✜♠✜✚ ✇✛❡✘❡ ✚✛❡ ♠✜✤♠❛✚♥✛ ✤✚✘❛✜✗ ✜✤ ✦❛✘❣❡s ✫ ✻ ✽✿ ❜✜✙✢✘♥❛✚✜✖✗ ♥✢✘✈❡✤ ✜✗ ✚✛❡
♣✦❛✗❡ ✰✱ ❾ ✫✾❀✲ q✳ ♥✖✦✦❛♣✤❡ ✖✗✚✖ ✚✛❡ ♠❛✤✚❡✘ ♥✢✘✈❡ ♥✖✘✘❡✤♣✖✗✣✜✗❣ ✚✖ ✚✛❡ ✤✚✘✢✚ ✖✗ ❛ ✙✖✢✗✣❛✚✜✖✗s ✙✖✘ ✇✛✜♥✛ q❁ ✵ ✰✱ ❾ ❃

✷ ✳ q✷ ✵ ❄ ❂ � ★✣❛✤✛❡✣ ♥✢✘✈❡✩✧

❅❉●❉ ❍■❑■◆■❖◗ ❝❘❚❯❚

❱❲❳ ❨❩❬❭❪❳❫❭❳❴❵ ❵❩❨❳❪ ❲❴❤ ❢❥❩ ❦r❢❳✉❳❤❢❦r① ❪❦❵❦❢❤③

④r ❢❲❳ ❴❭❤❳r⑤❳ ❩⑥ ❵❦❤❵❴❢⑤❲ ❤❢✉❳❤❤⑦ ⑧ ⑨ ⑩❶ ❩✉ ⑥❩✉ ❤❢❦⑥⑥ ❤❷✉❦r①❤⑦ ❸ ❹ ❺⑦ ❴ ⑤❩r❨❦❢❦❩r ⑥❩✉ ❢❲❳ ❳r❳✉①❻ ❢❩ ❭❳ ❵❦r❦❵❬❵ ❦❤ ❢❲❴❢

❼❽❿➀➁ ⑨ ❼❽❽❿➀➁➂ ❦r ❢❲❳ ❨❩❬❭❪❳❫❭❳❴❵ ❵❩❨❳❪⑦ ❢❲❳ ❢❥❩ ❭❳❴❵❤ ❵❩➃❳ ❢❩①❳❢❲❳✉ ❢❩ ❴➃❩❦❨ ❢❲❳ ❳r❳✉①❻ ❷❳r❴❪❢❻ ❴❤❤❩⑤❦❴❢❳❨ ❥❦❢❲ ❢❲❳

❤❷✉❦r①❤③ ❱❲❳ ❵❩❨❳❪ ❦❤ ❢❲❳r ❳➄❬❦➃❴❪❳r❢ ❢❩ ❴ ❤❦r①❪❳ ➅❬❪❳✉ ❭❳❴❵ ❥❦❢❲ ❢❲❳ ❷✉❳❫❤❢✉❳❤❤ ➆ ➇③ ④r ❨❦❵❳r❤❦❩r❪❳❤❤ ➃❴✉❦❴❭❪❳❤⑦ ❢❲❦❤ ❪❦❵❦❢

⑤❩✉✉❳❤❷❩r❨❤ ❢❩ ⑧ ⑨ ⑩③

❱❲❳ ❩❢❲❳✉ ❪❦❵❦❢ ❦❤ ❥❲❳r ❭❩❢❲ ➇ ❹ ➈❺ ❴r❨ ⑧ ❹ ➈❺ ❭❬❢ ❥❦❢❲ ➇ ➉ ⑧➊➋ ✉❳❵❴❦r❦r① ➌r❦❢❳➂ ❢❲❳r ❭❳❴❵ ➍➍ ✉❳❵❴❦r❤ ❤❢✉❴❦①❲❢

➎❼❽❽➎➀➏ ❦❤ ⑤❩r❤❢❴r❢➏ ❢❩ ❴➃❩❦❨ ❢❲❳ ❷❳r❴❪❢❻ ❴❤❤❩⑤❦❴❢❳❨ ❥❦❢❲ ❢❲❳ ❤❢✉❩r①❪❻ ❤❢❴❭❦❪❦➐❦r① ❢❳✉❵ ➆ ❿➇ ➈ ⑧➊➋➁ ❼➑
❽❽
➒
➊➋➓ ❢❲❳ ⑤❪❴❤❤❦⑤❴❪ ❵❩❨❳❪ ❩⑥
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❣ ✚✓♠✖✕✔✛ ➇✗✓❛❷ ✜✒✓ ✕♠♣✐✛✓❛ ♠✓✖✔ ✛✜✚✖✕✔ ⑩ ✕✛ ✕✔✕✜✕✖✘✘⑤ ♣✐✛✕✜✕⑥✓❥ ✖✔❛ ✜✒✓✔ ❛✓❝✚✓✖✛✓✛ ✖✛ ✜✒✓ ✓✔❛✛ ✖✚✓ ✙✚✐✉✢✒✜ ❝✘✐✛✓✚ ✜✐ ✐✔✓

✖✔✐✜✒✓✚❥ ✉✔✜✕✘ ✖ ✙✕❢✉✚❝✖✜✕✐✔ ✕✛ ✐✙✛✓✚⑥✓❛s

❸♥❹♥ ❺❻❼❽q ❿➀➁q❻

➂✛ ✖ ✜✒✕✔ ♣✘✖✜✓ ✙✉❝➃✘✓✛ ✇✕✜✒ ✕✔➇✔✕✜✓✛✕♠✖✘ ✛✜✚✖✕✔❥ ✜✒✓ ♠✓✖✔ ✛✜✚✖✕✔ ⑩❥ ✜✒✓ ♠✕✛♠✖✜❝✒ ✛✜✚✖✕✔ ❣❥ ✖✔❛ ✜✒✓ ✕✔❡♣✘✖✔✓ ❛✕✛♣✘✖❝✓♠✓✔✜✛

✇✕✘✘ ✖✘✘ ✚✓♠✖✕✔ ✛♠✖✘✘s ❚✒✓ ✙✉❝➃✘✕✔✢ ✙✕❢✉✚❝✖✜✕✐✔ ✕✛ ❛✓✛❝✚✕✙✓❛ ✉✛✕✔✢ ✜✒✓ ➄➅♣♣✘❡⑥✐✔ ➆➈✚♠➈✔ ♣✘✖✜✓ ♠✐❛✓✘❥ ✘✕✔✓✖✚✕➉✓❛ ✔✓✖✚ ✜✒✓

♣✘✖✔✖✚ ♣✚✓❡✛✜✚✓✛✛✓❛ ❝✐✔➇✢✉✚✖✜✕✐✔s ➊✓✖✚ ✖✔⑤ ♣✘✖✔✖✚ ❝✐✔➇✢✉✚✖✜✕✐✔❥ ✜✒✓ ✙✉❝➃✘✕✔✢ ♠✐❛✓ ✕✛ ♣✉✚✓✘⑤ ✜✚✖✔✛⑥✓✚✛✓ ✖✔❛ ✇✓ ❛✓✔✐✜✓ ✙⑤

➋✾❁➌ ➍❃ ✜✒✓ ❛✓➎✓❝✜✕✐✔ ✖✔❛ ✙⑤ ➏➋✾❁➌ ➍❃ ✖ ✜✚✖✔✛⑥✓✚✛✓ ⑥✕✚✜✉✖✘ ❛✕✛♣✘✖❝✓♠✓✔✜s ➐✔ ✇✓✖➃ ❢✐✚♠❥ ✜✒✓ ✘✕✔✓✖✚✕➉✓❛ ✓➑✉✕✘✕✙✚✕✉♠ ✓➑✉✖✜✕✐✔ ✐❢

✜✒✓ ♣✘✖✜✓ ✚✓✖❛✛❥ ✛✓✓ ❢✐✚ ✕✔✛✜✖✔❝✓ ➒➂✉❛✐✘⑤ ✖✔❛ ➓✐♠✓✖✉❥ ⑨➔❅➔→❥

➣ ↔↕✤①➙ ➛✮➙
✲

➜

➝ ➞

✵

➝ ➟

✵

➠
↔↕➡➢➤✤①➙ ➛✮➥➢➤✤①➙ ➛✮ ✰ ◆✵✣✣✤✥❀ ①✮ ↔↕➡✣✤①➙ ➛✮↕➡✣✤①➙ ➛✮

➦
➨① ➨➩ ❂ ❱✱ ✫✬✯✷✳✻

✇✒✓✚✓ ➫ ➭ ➯ ✕✛ ✜✒✓ ✘✓✔✢✜✒ ✐❢ ✜✒✓ ♣✘✖✜✓❥ ✖ ❝✐♠♠✖ ✕✔ ✛✉✙✛❝✚✕♣✜ ❛✓✔✐✜✓✛ ✖ ♣✖✚✜✕✖✘ ❛✓✚✕⑥✖✜✕⑥✓❥ ➲✚✓✓➃ ✕✔❛✕❝✓✛ ✛✉❝✒ ✖✛ ➳ ✖✔❛

➵ ✖✚✓ ✚✓✛✜✚✕❝✜✓❛ ✜✐ ✜✒✓ ✕✔❡♣✘✖✔✓ ❛✕✚✓❝✜✕✐✔✛ ➒✜✒✓⑤ ❝✖✔ ✜✖➃✓ ✐✔ ✜✒✓ ⑥✖✘✉✓✛ ❁ ✐✚ ➍→ ✖✔❛ ✖✔ ✕♠♣✘✕❝✕✜ ✛✉♠♠✖✜✕✐✔ ✕✛ ✕♠♣✘✕✓❛ ✐⑥✓✚

✚✓♣✓✖✜✓❛ ✕✔❛✕❝✓✛ ✖❝❝✐✚❛✕✔✢ ✜✐ ➸✕✔✛✜✓✕✔➺✛ ✛✉♠♠✖✜✕✐✔ ❝✐✔⑥✓✔✜✕✐✔s

➐✔ ➸➑s ➒➻s⑨✖→❥ ❿➼➽ ❛✓✔✐✜✓✛ ✜✒✓ ✙✓✔❛✕✔✢ ✛✜✚✓✛✛s ➄✐✚ ✖ ✒✐♠✐✢✓✔✓✐✉✛ ✕✛✐✜✚✐♣✕❝ ♠✖✜✓✚✕✖✘❥ ✕✜ ✕✛ ✢✕⑥✓✔ ✙⑤ ✜✒✓ ❝✐✔✛✜✕✜✉✜✕⑥✓ ✚✓✘✖❡

✜✕✐✔✛

➥➢➤ ❂ ➾
➠
✤✲ ❾ ➚✮↕➡➢➤ ✰ ➚ ✩➢➤ ↕➡➪ ➪

➦
✯ ✫✬✯✷❨✻

➶✓✚✓❥ ➹ ❄ ➘ ➴➷

➬➮ ➱➬✃❐❒❮
❛✓✔✐✜✓✛ ✜✒✓ ♣✘✖✜✓➺✛ ✙✓✔❛✕✔✢ ♠✐❛✉✘✉✛ ✖✔❛ ❣➼➽ ✕✛ ➆✚✐✔✓❝➃✓✚➺✛ ✛⑤♠✙✐✘s

❚✒✓ ✔✓✗✜ ✛✜✓♣ ✕✛ ✜✐ ❝✐✔✛✕❛✓✚ ♣✓✚✜✉✚✙✖✜✕✐✔✛ ✜✒✖✜ ✖✚✓ ✒✖✚♠✐✔✕❝ ✕✔ ✜✒✓ ✖✗✕✖✘ ❛✕✚✓❝✜✕✐✔ ③s ➂✜ ✜✒✓ ✛✖♠✓ ✜✕♠✓❥ ✇✓ ♠✐⑥✓ ✜✐

❛✕♠✓✔✛✕✐✔✘✓✛✛ ➑✉✖✔✜✕✜✕✓✛ ✖✔❛ ✉✛✓ ✜✒✓ ✇✕❛✜✒ ❰ ✖✛ ✜✒✓ ✔✖✜✉✚✖✘ ✛❝✖✘✓ ❢✐✚ ✕✔❡♣✘✖✔✓ ❝✐✐✚❛✕✔✖✜✓✛s ➐✔ ✜✓✚♠✛ ✐❢ ✜✒✓ ✚✓✛❝✖✘✓❛ ✖✗✕✖✘

✇✖⑥✓✔✉♠✙✓✚ Ï ❄ Ï ❰ ✖✔❛ ✐❢ ✜✒✓ ✚✓✛❝✖✘✓❛ ✖✗✕✖✘ ❝✐✐✚❛✕✔✖✜✓ ③ ❄ ③⑧❰➌ ✇✓ ❛✓✔✐✜✓ ✙⑤ Ð➬✾❁❃ ✖✔❛ ➏Ð ✾❁❃ ✜✒✓ ❝✐♠♣✘✓✗ ✖♠♣✘✕✜✉❛✓✛

❝✐✚✚✓✛♣✐✔❛✕✔✢ ✜✐ ✜✒✓ ✚✓✖✘ ✖✔❛ ⑥✕✚✜✉✖✘ ❛✓➎✓❝✜✕✐✔✛❥ ✚✓✛♣✓❝✜✕⑥✓✘⑤❥

↕✤①➙ ➛✮ ❂ ÑÒ

Ó
①

✈

Ô

ÕÖ × ✣ ✫✬✯Ø✳✻

↔↕✤①➙ ➛✮ ❂ ↔Ñ

Ó
①

✈

Ô

ÕÖ × ✣✯ ✫✬✯Ø❨✻

④⑤ ✜✒✓ ✛✖♠✓ ✖✚✢✉♠✓✔✜ ✖✛ ✓✖✚✘✕✓✚❥ ✜✒✓ ❝✐♠♣✘✓✗ ✖♠♣✘✕✜✉❛✓✛ ❝✖✔ ✙✓ ✖✛✛✉♠✓❛ ✜✐ ✙✓ ✚✓✖✘ ✇✕✜✒✐✉✜ ✖✔⑤ ✘✐✛✛ ✐❢ ✢✓✔✓✚✖✘✕✜⑤❥ ✖✛

✜✒✕✛ ✖♠✐✉✔✜✛ ✜✐ ✛✓✜ ✜✒✓ ♣✒✖✛✓ ✐❢ ✜✒✓ ✙✕❢✉✚❝✖✜✕✔✢ ♠✐❛✓s

Ù✒✓✔ ✜✒✓ ✒✖✚♠✐✔✕❝ ❛✓➎✓❝✜✕✐✔✛ ✖✚✓ ✕✔✛✓✚✜✓❛ ✕✔✜✐ ➒➻s⑨✖→ ✖✔❛ ✜✒✓ ✕✔✜✓✢✚✖✜✕✐✔ ✐⑥✓✚ ③ ✕✛ ❝✖✚✚✕✓❛ ✐✉✜❥ ✐✔✓ ✐✙✜✖✕✔✛ ✜✒✓ ✓➑✉✖✜✕✐✔

❢✐✚ ✜✒✓ ❝✚✕✜✕❝✖✘ ♠✐❛✓ ✖✛ ✖ ➑✉✖✚✜✕❝ ✓✕✢✓✔⑥✖✘✉✓ ♣✚✐✙✘✓♠❥

➣ ↔Ñ✤①✮➙ Ú✤ ↔Ñ➙ ÑÒ✮ ✰ Û
Ü
ÝÞ✤

↔Ñ ➙ ÑÒ✮ ✰ Û
ß
à✤ ↔Ñ➙ ÑÒ✮ ❂ ❱✯ ✫✬✯✬✳✻

❚✒✓ ♣✘✖✜✓ ♠✐❛✓✘ ✒✖✛ ✕✔➇✔✕✜✓✘⑤ ♠✖✔⑤ ❛✓✢✚✓✓✛ ✐❢ ❢✚✓✓❛✐♠✿ ✕✔ ✜✒✓ ✓✕✢✓✔⑥✖✘✉✓ ♣✚✐✙✘✓♠❥ ✜✒✓ ✓✕✢✓✔⑥✓❝✜✐✚ ✕✛ ✔✐✇ ✜✒✓ áâãä❽❦➀ã

Ð➬✾❁❃s ❚✒✓ ✙✕✘✕✔✓✖✚ ✐♣✓✚✖✜✐✚✛ ✖✚✓ ❢✐✉✔❛ ✖✛

Ú✤ ↔Ñ ➙ ÑÒ✮ ❂

➝ Ò

✵

↔Ñ åå Ñ ååÒ ➨① ✫✬✯✬❨✻

ÝÞ✤
↔Ñ ➙ ÑÒ✮ ❂

➝ Ò

✵

æ

✷ ↔Ñ å Ñ åÒ ✰

✧

✥ ✰
★✤①✮

✷
✩

✪

↔Ñ ÑÒ ❾ ➚
➨Ü✤ ↔Ñ ÑÒ✮

➨①
Ü

ç

➨① ✫✬✯✬è✻

à✤ ↔Ñ ➙ ÑÒ✮ ❂

➝ Ò

✵

↔Ñ ÑÒ ➨①✱ ✫✬✯✬➨✻



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✺✑

✇✒✓✔✓ ✕✖①✮ ❂ ✕✖✈ ①✮ ✒❤✗✘ ✙✚✛✓ ✜✒✓ ✢✔✚✣✚✤❤✙ ✕✥①✦✘ ✜✒✓ ✧❤✙✉✓ ❾★ ✚✤ ✜✒✓ ✒❤✙✩✪✫✙❤✜✓ ✙❤✬✓✙✓✯ ■ ✥✵ ❁ ① ❁ ★✰✷✦ ❤✤✯ ✱★ ✚✤ ✜✒✓ ✒❤✙✩✪✫✙❤✜✓

✙❤✬✓✙✓✯ ■■ ✥★✰✷ ❁ ① ❁ ★✦✲ ❚✒✓ ✯✚✳✓✤✗✚✢✤✙✓✗✗ ✳✚✗✳❤✜♠✒ ✗✜✔❤✚✤ ✻ ❤✤✯ ✳✓❤✤ ✚✳✫✢✗✓✯ ✗✜✔❤✚✤ ✽ ✒❤✧✓ ✬✓✓✤ ✚✯✓✤✜✚✐✓✯ ❤✗

✾ ✿
✾

✾⑩
❀ ❃ ✿

❃

✾⑩
❀ ❄❅❉❊❉ ✾⑩ ✿ ❋

❋● ❍❋❑◆❖◗
❘❖

❯❖ ❱ ❲❳❱❳❉❨

❩❬✲ ✥❭✲❭❤✦ ✚✗ ❤✤ ✓✚✣✓✤✧❤✙✉✓ ✫✔✢✬✙✓✳ ✢✩ ✜✒✓ ✣✓✤✓✔❤✙ ✜❪✫✓ ✥✷✲✷✦ ✇✒✓✤ ✜✒✓ ✢✫✓✔❤✜✢✔✗ ❤✔✓ ✚✯✓✤✜✚✐✓✯ ❤✗ ❫❴
❵ ❂ ❛❜ ❫❝

❵ ❂ ❡❢ ❤✤✯

❫❣
❵ ❂ ❥❜ ❤✤✯ ❫❦

❵ ❂ ❫♥
❵ ❂ ✵ ✬❪ ✗❪✳✳✓✜✔❪✲ ♣✗ ✇✚✜✒ ✜✒✓ ✯✢✉✬✙✓✪✬✓❤✳✘ ✇✓ ✇✢✔✛ ✇✚✜✒ ✚✤✐✤✚✜✓✗✚✳❤✙ ✗✜✔❤✚✤✘ ❤✤✯ ✜✒✓ ✳✓❤✤ ✚✳✫✢✗✓✯

❤q✚❤✙ ✗✜✔✓✜♠✒ r ✒❤✗ ✬✓✓✤ ✔✓✫✙❤♠✓✯ ✬❪ ✜✒✓ ✳✓❤✤ ✚✳✫✢✗✓✯ ✯✚✳✓✤✗✚✢✤✙✓✗✗ ✗✜✔❤✚✤ ✽✲ s✤ ❤✯✯✚✜✚✢✤✘ ✇✓ ❤✔✓ ✤✢✇ ✇✢✔✛✚✤✣ ✚✤ ❤✤

✚✤✐✤✚✜✓✪✯✚✳✓✤✗✚✢✤❤✙ ✗✓✜✜✚✤✣✘ ✇✚✜✒ ③ ❦ ✬✓✚✤✣ ❤ ✩✉✤♠✜✚✢✤ ❤✤✯ ✤✢✜ ❤ ✧✓♠✜✢✔④ ✜✒✓ ✯✢✜ ✤✢✜❤✜✚✢✤ ✉✗✓✯ ✓❤✔✙✚✓✔ ✩✢✔ ✜✒✓ ✓✧❤✙✉❤✜✚✢✤ ✢✩
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❋✐✒✓ ✔✓ ✕✖✗✘✙❝❛✚✖✛✜ ✗✙✛✢ ✚✣✤ ♣✥❛✜❛✙ s✛✥✘✚✖✛✜ ✛✗ ✚✣✤ ♣✥❛✚✤ ✢✛♠✤✥✦ ✇✖✚✣ ✧ ❂ ✳✺★ ✩❛✪ ✫✙✖✚✖❝❛✥ ✇❛✈✤✜✘✢♥✤✙ ❛s ❛ ✗✘✜❝✚✖✛✜ ✛✗ ✢✤❛✜ ✖✢♣✛s✤♠ ♠✖✢✤✜s✖✛✜✥✤ss s✚✙❛✖✜

✬ ✗✛✙ ♠✖✗✗✤✙✤✜✚ ✈❛✥✘✤s ✛✗ ✚✣✤ ♠✖✢✤✜s✖✛✜✥✤ss ✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜ ✮★ ❚✣✤ s✛✥✖♠ ❝✘✙✈✤s ❛✙✤ ✚✣✤ ♣✙✤♠✖❝✚✖✛✜s ✛✗ ✚✣✤ ♠✖✙✤❝✚ ✢✤✚✣✛♠ ✩�★✯✪❀ ✚✣✤ ♠✛✚✚✤♠ ❝✘✙✈✤ ✖s ✚✣✤

♣✙✤♠✖❝✚✖✛✜ ✛✗ ✚✣✤ s✢❛✥✥✰✇❛✈✤✜✘✢♥✤✙ ✤❡♣❛✜s✖✛✜ ✩�★✱✵♥✪ ✗✛✙ ✮ ❂ ✽✵✵★ ❚✣✤ ✥❛♥✤✥s ➃s✚❛♥✥✤❜ ❛✜♠ ➃✘✜s✚❛♥✥✤❜ ✖✜♠✖❝❛✚✤ ✚✣✤ ✤❡♣✤❝✚✤♠ ✙✤❣✖✛✜ ✛✗ s✚❛♥✖✥✖✚✲ ❛✜♠ ✖✜s✚❛♥✖✥✖✚✲

✛✗ ✚✣✤ ♣✥❛✜❛✙ s✛✥✘✚✖✛✜✷ ✚✣✖s ✇✛✘✥♠ ✜✤✤♠ ✚✛ ♥✤ ❝✛✜✻✙✢✤♠ ♥✲ ❛ ♣✙✛♣✤✙ s✚❛♥✖✥✖✚✲ ❛✜❛✥✲s✖s★ ❚✣✤ ❝✙✖✚✖❝❛✥ ✈❛✥✘✤s ✗✛✙ ✚✣✤ ✖✢♣✛s✤♠ ❛✈✤✙❛❣✤ s✚✙❛✖✜ ✬✾ ❛✜♠ ✚✣✤

❛ss✛❝✖❛✚✤♠ ✇❛✈✤✜✘✢♥✤✙ q✾ ❛✙✤ ♠✤✜✛✚✤♠ ♥✲ ♥✥❛❝❦ ♠✖s❦s★ ✩♥✪ ❲❛✈✤✜✘✢♥✤✙✦ ✩❝✪ ✢✤❛s✘✙✤ ✛✗ ✚✣✤ ❝✘✙✈❛✚✘✙✤ ✛✗ ✚✣✤ ❝✙✛ss✰s✤❝✚✖✛✜✦ ❛✜♠ ✩♠✪ ✤✖❣✤✜✈✤❝✚✛✙ ❝✛✙✙✤s♣✛✜♠✖✜❣

✚✛ ✚✣✤ ✻✙s✚ ♥✖✗✘✙❝❛✚✖✜❣ ✢✛♠✤ ✬ ❂ ✬✿❁ ✗✛✙ ♠✖✗✗✤✙✤✜✚ ✈❛✥✘✤s ✛✗ ✚✣✤ ♠✖✢✤✜s✖✛✜✥✤ss ✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜ ✮★ ❚✣✤ ♣✛✖✜✚s ✥❛♥✤✥✤♠ ❃✦ ✕ ❛✜♠ ✫ ✖✜ ♠✖✗✗✤✙✤✜✚ ♣✥✛✚s ❝✛✙✙✤s♣✛✜♠

✚✛ ♠✖✗✗✤✙✤✜✚ ✥✤✈✤✥s ✛✗ ✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜✦ ✮ ❂ ✺✵❁ ❄✵✵❁ �✵✵❁ ✙✤s♣✤❝✚✖✈✤✥✲★

❋✐✒✓ ❅✓ ✫✛✜✈✤✙❣✤✜❝✤ ✛✗ ✚✣✤ ♥✖✗✘✙❝❛✚✖✛✜ ✢✛♠✤s ✛✗ ✚✣✤ ♣✥❛✚✤ ✢✛♠✤✥ ✗✛✙ s✢❛✥✥ ❛✜♠ ✥❛✙❣✤ ♠✖✢✤✜s✖✛✜✥✤ss ✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜ ✮❁ ✇✖✚✣ ✧ ❂ ✳✺★ ✩❛✪ ❚✣✤ ❝❛s✤ ✛✗ s✢❛✥✥

✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜ ✩✮ ❉ ✮❊✪ ✖s ✤●✘✖✈❛✥✤✜✚ ✚✛ ❛ ✙✤❝✚❛✜❣✘✥❛✙ ♣✥❛✚✤ ✇✖✚✣ ✘✜✖✗✛✙✢ ♣✙✤✰s✚✙✤ss★ ✩♥✪ ❚✣✤ ❝❛s✤ ✛✗ ✥❛✙❣✤ ✢✖s✢❛✚❝✣ s✚✙❛✖✜ ✩✮ ❍ ✮❊✪ ✖s ✤●✘✖✈❛✥✤✜✚ ✚✛ ❛

✣❛✥✗✰♣✥❛✚✤ ✩■✪ ✇✖✚✣ ✛✜✤ ✗✙✤✤ ❛✜♠ ✛✜✤ ❝✥❛✢♣✤♠ ✤♠❣✤★

❑◆❖ ◗❘❯❖ ❱❳ ◗❨❩❬❘❳❩❘❭❱❩ ❪❫ ❴ ❱❳ ❨ ❵❱❢❖❨❬ ❤❥❢❩❑❱❘❢ ❘❤ ①r ❩❘❬❬❖❳❭❘❢❯❱❢✉ ❑❘ ❨❢ ❱❢③❢❱❑❖❳❱◗❨❵ ❑❬❨❢❳❵❨❑❱❘❢ ❨❢❯ ❨❢ ❱❢③❢❱❑❖❳❱◗❨❵

❬❘❑❨❑❱❘❢④ ❨❳ ❱❢ ❩❘❢③✉❥❬❨❑❱❘❢ ❵❨⑤❖❵❖❯ ⑥⑦⑧ ❱❢ ❑◆❖ ③✉❥❬❖⑨④ ❨❢❯ ❱❑ ⑤❖❢❯❳ ❱❢ ❱❑❳ ❘⑩❢ ❭❵❨❢❖ ⑩◆❖❢ ❑◆❖ ◗❘❯❖ ❱❳ ◗❨❩❬❘❳❩❘❭❱❩ ❪❫ ❶❶
❴ ❷①❸ ❹❺

❻r ❩❘❢③✉❥❬❨❑❱❘❢❳ ⑥❼⑧ ❨❢❯ ⑥❽⑧⑨❾

❿◆❖ ❵❱◗❱❑❳ ❘❤ ❳◗❨❵❵ ❨❢❯ ❵❨❬✉❖ ❯❱◗❖❢❳❱❘❢❵❖❳❳ ◗❱❳◗❨❑❩◆ ❳❑❬❨❱❢ ➀ ❨❬❖ ❳◆❘⑩❢ ❱❢ ➁❱✉❾ ➂❾ ➁❘❬ ❳◗❨❵❵ ◗❱❳◗❨❑❩◆ ❳❑❬❨❱❢④ ➀ ➄ ➀
➅
r

❑◆❖ ❭❬❖➆❳❑❬❖❳❳ ❱❳ ◆❘◗❘✉❖❢❖❘❥❳ ❨❢❯ ❩❘◗❖❳ ❖➇❩❵❥❳❱➈❖❵➉ ❤❬❘◗ ❑◆❖ ◗❖❨❢ ❱◗❭❘❳❖❯ ❳❑❬❨❱❢ ➊➋ ❑◆❖ ❵❱◗❱❑ ❩❥❬➈❖ ◆❨❳ ⑤❖❖❢ ❤❘❥❢❯ ⑤➉

❳❖❑❑❱❢✉➌ ❯❱❬❖❩❑❵➉ ➀ ❺ ❻ ❱❢ ❪➍❾➎⑨ ❪❯❨❳◆❖❯ ❩❥❬➈❖ ❱❢ ➁❱✉❾ ➂❨⑨❾ ➏❢ ❑◆❖ ❘❭❭❘❳❱❑❖ ❵❱◗❱❑ ➀ ➐ ➀
➅
r ❑◆❖ ❭❵❨❑❖ ➑➑ ❱❳ ❥❢❯❖❬ ❵❨❬✉❖ ❑❖❢❳❱❵❖ ❳❑❬❖❳❳

➒
➓➔→→
➣➣ ❨❢❯ ❑◆❖ ⑤❥❩↔❵❱❢✉ ◗❘❯❖ ❱❳ ❵❱◗❱❑❖❯ ❑❘ ❬❖✉❱❘❢ ➑➋ ❑◆❱❳ ❱❳ ❖↕❥❱➈❨❵❖❢❑ ❑❘ ❨ ◆❘◗❘✉❖❢❖❘❥❳ ◆❨❵❤➆❭❵❨❑❖ ➑ ❳❥⑤➙❖❩❑ ❑❘ ❭❬❖➆❳❑❬❖❳❳

➒
➓➔→
➣➣ ❺ ➊ ➛ ➀➜➝ ◆❨➈❱❢✉ ❩❵❨◗❭❖❯ ⑤❘❥❢❯❨❬➉ ❩❘❢❯❱❑❱❘❢❳ ❨❑ ❑◆❖ ❱❢❑❖❬❤❨❩❖ ① ❺ ➞➜➝ ❪❯❨❳◆❖❯ ❩❥❬➈❖ ❱❢ ➁❱✉❾ ➂⑤⑨➟ ❑◆❖ ❩❘❬❬❖❳❭❘❢❯❱❢✉

❨❳➉◗❭❑❘❑❱❩ ➈❨❵❥❖ ❘❤ ❑◆❖ ⑩❨➈❖❢❥◗⑤❖❬ ❱❳ ➠➡ ❺ ➢➤➥ ❤❘❬ ➦ ❺ ➤➧ ❪➀ ➐ ➀➅⑨❾

➨➩➨➩ ➫➭➯➲➲➳➵➯➸➺➻➼➭➽➺➾ ➺①➚➯➻➪➶➹➻

➘❱❑◆ ❑◆❖ ❨❱◗ ❑❘ ❩❨❵❩❥❵❨❑❖ ❨❢❨❵➉❑❱❩❨❵❵➉ ❑◆❖ ❩❬❱❑❱❩❨❵ ◗❱❳◗❨❑❩◆ ❳❑❬❨❱❢ ❨❑ ❑◆❖ ◗❨❩❬❘❳❩❘❭❱❩ ❑❘ ◗❱❩❬❘❳❩❘❭❱❩ ❑❬❨❢❳❱❑❱❘❢④ ⑩❖ ❨❭❭❵➉

❑◆❖ ❳◗❨❵❵➆⑩❨➈❖❢❥◗⑤❖❬ ❖➇❭❨❢❳❱❘❢ ❘❤ ➴❖❩❑❱❘❢ ➝❾➞➞❾

➷ ➬✛✙ ✧ ➮❂ ✵✦ ✚✣✤ ❝✛✙✙✤s♣✛✜♠✖✜❣ s✛✥✘✚✖✛✜ ➱✃ ✖s ✜✛✚ ❝✛✜s✚❛✜✚ ✖✜ ✚✣✖s ❝❛s✤✦ ✤✈✤✜ ✚✣✛✘❣✣ ✚✣✤ ♠✖✗✗✤✙✤✜✚✖❛✥ ✤●✘❛✚✖✛✜ ✣❛s ❝✛✜s✚❛✜✚ ❝✛✤❐❝✖✤✜✚s✦ s✤✤ ❒✤❝✚✖✛✜ ❮★✺❰

✖✜ ✚✣✤ ♥✛✛❦ ♥✲ Ï✛✈✤ ✩✱Ð❄Ñ✪★



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✺✺

❚✑✒ q✓❛r✔✐❝ ✒✐❡✒♥✈❛✕✓✒ ♣r✖✗✕✒✘ ✙✚✛✚❛✜ ✑❛❤ ✒✢❛❝✔✕✣ ✔✑✒ ❤❛✘✒ ❢✖r✘ ❛❤ ✔✑❛✔ ✖❢ ✔✑✒ ✤✖✓✗✕✒✥✗✒❛✘ ✘✖✤✒✕♠ ❝✖✘♣❛r✒ ✇✐✔✑ ✙✦✛✚❛✜✿

✐✔ ❝❛♥ ✗✒ ❝❛❤✔ ✐♥✔✖ ❛ q✓❛✤r❛✔✐❝ ✒✐❡✒♥✈❛✕✓✒ ♣r✖✗✕✒✘ ✒✢❛❝✔✕✣ ✐♥ ✔✑✒ ❤❛✘✒ ✇❛✣✛ ❚✑✒r✒❢✖r✒♠ ✇✒ ✤✒✧♥✒ ✔✇✖ ♥✒✇ ✖♣✒r❛✔✖r❤ ❛❤

✒❛r✕✐✒r♠

★ ❂

✩

❬✪❪ ❬✵❪

❬✵❪ ❬❾✫❪

✬

✱ ✮✯ ❂

✩

❬❜✯❪ ❬✫❪

❬✫❪ ❬✵❪

✬

✳ ✰✲✳✷✻✽

❯♥✕✐❦✒ ✔✑✒ ✖r✐❡✐♥❛✕ ✖♣✒r❛✔✖r❤ ✾♠ ❀❁❃ ❄ ✇✑✐❝✑ ❛❝✔ ✖♥ ✔✇✖ ❢✓♥❝✔✐✖♥❤ ✙❛ ✈✐r✔✓❛✕ ✖♥✒ ❅❉ ❛♥✤ ❛♥ ✐♥❝r✒✘✒♥✔ ❉❊✜♠ ✔✑✒ ✖♣✒r❛✔✖r❤ ❋

❛♥✤ ●❁ ❛❝✔ ✖♥ ✔✇✖ ❍✾■❑◆ ✖❢ ❢✓♥❝✔✐✖♥❤♠ ✔✑✒ ✈✐r✔✓❛✕ ♣❛✐r ❖◗ ❛♥✤ ✔✑✒ ♣❛✐r ✖❢ ✐♥❝r✒✘✒♥✔❤ ◗✛ ❚✑✒ ♣❛✐r ✖❢ ✐♥❝r✒✘✒♥✔❤♠ ❢✖r ✐♥❤✔❛♥❝✒♠

r✒❛✤❤ ❛❤ ✒❛r✕✐✒r ✐♥ ✙✦✛❘❛✜✿

❱ ❂

✩
❬❲❳❪❨
❩
❭
❲❳

❫

✬

✳ ✰✲✳✷❴✽
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⑦⑧❱✱ ⑧❱ ➲ ★ ➲ ❱ ④ ❩
❭ ⑧❱ ➲ ✮✯ ➲ ❱ ❂ ✵✳
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✩

➃
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➅
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✬
①
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③
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Ñ ÒÒÒ➉✵➌ ❂ ➉→ ❾ ➋➌➭✳
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✙✤✥ ✘✥✖✥✘✥✛❝✥s ✙✚ ❝✚✦✚✘ ✕✛ ✙✤✕s ❖✢✗✘✥ ✦✥✢✥✛✜♠ ✙✤✥ ✘✥❛✜✥✘ ✕s ✘✥✖✥✘✘✥✜ ✙✚ ✙✤✥ ✵✥❜ ✱✥✘s✕✚✛ ✚✖ ✙✤✕s ❛✘✙✕❝✦✥★✪

◗❘❯❱ ❯❲❳❯ ❯❲❱ ❨❩❨❯❨❳❬ ❭❘❩❪❨❯❨❘❩❫ ❢ ❴❵❤ ❥ ❢ ❦❴❵❤ ❥ ❵ ❲❳✈❱ ♥❱❱❩ ❭❲❘❫❱❩ ❳r♥❨❯r❳r❨❬✉ ❯❘ ❫✇❱❭❨①✉ ❳ ✇❳r❯❨❭③❬❳r ❫❘❬③❯❨❘❩④ ⑤❲❱ ❫❘❬③❯❨❘❩

❨❫⑥

⑦ ⑧⑨⑩ ❶
❷

❷❸❹❺

❻
❷ ❾ ❼⑧⑨⑩

❹
⑧❷ ❾ ❹⑨⑩

❽
❿
➀ ⑨ ➁ ❹➀ ➁ ➂

➄
➅ ❾ ➆➀

❿
➅ ➁ ❹➇

➈➉➊
➄
⑨
➋
❾ ➌❺

❿
➅ ➁ ❹➇

➈➉➊
➄
⑨
❽
➲ ➲ ➲

➁ ➌❺
❿
➀⑧➅ ❾ ➆➍ ➁ ❷➎⑩ ➁ ➌➅

➄
⑨
➏
❾ ➌❺

❿
⑧➀ ➁ ➐⑩➅ ❾ ❹➌➍

➄
⑨
➑
➁ ➂ ➅ ⑧➐➀ ➁ ➆⑩ ⑨ ➁ ⑧❾❹➀ ❾ ➂⑩➅

➒

➓

➔④ →❨❯❲ ➣↔ ❥ ↕➙ ❯❲❱ ❭❘❱➛❭❨❱❩❯ ➜
➝➞➟

✉❨❱❬❪❨❩➠ ❯❲❱ ❭③r✈❳❯③r❱ ❘① ❯❲❱ ♥❨①③r❭❳❯❱❪ ♥r❳❩❭❲ ❨❩ ❯❲❱ ✇❲❳❫❱ ❪❨❳➠r❳➡ ❨❫ ➠❨✈❱❩ ❪❨r❱❭❯❬✉ ♥✉

➢➤④↕➥➦ ❳❫

➇
➈➧➊

❶ ➨➩⑧➇
➈➉➊

➫ ➅⑩➭ ➯➌➳❷❺➵➸

→❲❱r❱ ❯❲❱ ①③❩❭❯❨❘❩ ➺➻ ❨❫ ❳✈❳❨❬❳♥❬❱ ❨❩ ❭❬❘❫❱❪ ①❘r➡⑥ ①❘r ➼ ❥ ➽➔➙

➨➩➾➚➋⑧➇➫ ➅⑩ ❶
❾➌❸➅

❽
➁ ➆➅

➑❿
➪❷ ➇

➑
➁ ➪❺❺ ➇ ❾ ❹➂❹❺

➄
❾ ➂❷❹ ➇

➑
❿
➐ ➇

➑
➁ ➂➎ ➇ ➁ ➌❸❺

➄

➆❸➎❺

➶

➐➅
➑
➁ ❷➎ ➇

➑
➹ ➳ ➯➌➳❷❺➘➸

⑤❘ ❱✈❳❬③❳❯❱ ❯❲❱ ❪❱❩❘➡❨❩❳❯❘r ❨❩ ➢➤④↕➥➦➴ →❱ ❲❳✈❱ ③❫❱❪ ➷❦➝➬➟

➮
➱➝➬➟➙➱➝➬➟

✃
❥ ❐❦➝➬➟

➮
❒➝➬➟❮

➝➬➟
➞ ➙ ❒➝➬➟❮

➝➬➟
➞

✃
❥ ❒➝➬➟❰

Ï ➞
➬

➮
↕ Ð Ñ Ò

✃❰
❪Ò➙

❳❩❪ ❲❳✈❱ ③❫❱❪ ❯❲❱ ✈❳❬③❱ ❘① Ñ ①❘③❩❪ ❨❩ ➢➥④Ó➦④

Ô❩ Õ❨➠④ Ó➴ →❱ ❲❳✈❱ ✇❬❘❯❯❱❪ ♥❘❯❲ ➜
➝➬➟

❴➼ ❥ ❵➽➔➙ Ö❤ ❳❫ ➠❨✈❱❩ ♥✉ ❯❲❱ ❨➡✇❬❨❭❨❯ ❱×③❳❯❨❘❩➢➥④Ø➦ ➢➠r❱❱❩ ❭③r✈❱➦➴ ❳❩❪ ❯❲❱ ❫❨➠❩ ❘①

➜
➝➞➟

❥ ➺➻ ❴➜
➝➬➟

➙ Ö❤ ①r❘➡ Ù×④ ➢➥④↕❵♥➦ ➢➜
➝➞➟

❥ ➺➻ ❴➜
➝➬➟

➙ Ö❤ Ú ❵ ❨❩ ❯❲❱ ❬❨➠❲❯ r❱❪ ❪❘➡❳❨❩➦④ Û❫ ❱Ü✇❬❳❨❩❱❪ ❨❩ ❯❲❱ ❨❩❯r❘❪③❭❯❘r✉ ✇❳r❳➠r❳✇❲

❘① Ý❱❭❯❨❘❩ ➤➴ ❯❲❱ ❫➡❳❬❬Þ→❳✈❱❩③➡♥❱r ❱Ü✇❳❩❫❨❘❩ ✇r❱❪❨❭❯❫ ❯❲❳❯ ❯❲❱ ßr❫❯ ③❩❫❯❳♥❬❱ ➡❘❪❱ ❨❫ ➡❳❭r❘❫❭❘✇❨❭ →❲❱❩❱✈❱r ❯❲❱ ➠r❱❱❩

❭③r✈❱ ❬❨❱❫ ❘③❯❫❨❪❱ ❯❲❱ ❬❨➠❲❯ r❱❪ ❪❘➡❳❨❩ ➢➜
➝➞➟

❥ ➺➻ ❴➜
➝➬➟

➙ Ö❤ à ❵➦ ❳❩❪ ➡❨❭r❘❫❭❘✇❨❭ →❲❱❩❱✈❱r ❨❯ ❬❨❱❫ ❨❩❫❨❪❱ ❯❲❱ ❬❨➠❲❯ r❱❪ ❪❘➡❳❨❩

➢➜
➝➞➟

❥ ➺➻ ❴➜
➝➬➟

➙ Ö❤ Ú ❵➦④ Õ❘r ❳ ➠r❳✇❲❨❭❳❬ ❨❩❯❱r✇r❱❯❳❯❨❘❩ ❘① ➜á➞â➴ ❫❱❱ ❯❲❱ ❪❘❯❯❱❪ ❭③r✈❱ ❨❩ Õ❨➠④ ã❳④ ⑤❲❱ ❭❘rr❱❫✇❘❩❪❨❩➠ r❳❩➠❱❫ ❘①

❯❲❱ ➡❨❫➡❳❯❭❲ ✇❳r❳➡❱❯❱r Ö ❳r❱ ❪❱❩❘❯❱❪ ♥✉ ❯❲❱ ä❱✉→❘r❪❫ å➡❳❭r❘æ ❳❩❪ å➡❨❭r❘æ ♥❱❬❘→ ❯❲❱ ✇❲❳❫❱ ❪❨❳➠r❳➡ ❨❩ Õ❨➠④ Ó❳⑥ ❯❲❱ ❫➡❳❬❬Þ

→❳✈❱❩③➡♥❱r ❱Ü✇❳❩❫❨❘❩ ✇r❱❪❨❭❯❫ ❯❲❳❯ ❯❲❱

çèéê ➘ëìíèî➵êëïð ñïòó ëé

ô
ñ➵îèïéîïõëî ëì ö➅ö ÷ ➅

ø
⑧➍⑩

ñëîèïéîïõëî ëì ö➅ö ù ➅
ø
⑧➍⑩➳

➯➌➳❷❷➸

⑤❲❱ ❭r❨❯❨❭❳❬ ❪❨➡❱❩❫❨❘❩❬❱❫❫ ➡❨❫➡❳❯❭❲ ❫❯r❳❨❩ Ö
↔
❴➼❤ ❳❯ →❲❨❭❲ ❯❲❱ ➡❳❭r❘❫❭❘✇❨❭ ❯❘ ➡❨❭r❘❫❭❘✇❨❭ ❯r❳❩❫❨❯❨❘❩ ❘❭❭③r❫ ❭❳❩ ♥❱ ①❘③❩❪

❳❩❳❬✉❯❨❭❳❬❬✉ ♥✉ ❫❘❬✈❨❩➠ ❯❲❱ ❯→❘ Ù×④ ➢➥④Ø➦ ❳❩❪ ➺➻ ❴➜
➝➬➟

➙ Ö❤ ❥ ❵ ①❘r ❯❲❱ ❯→❘ ③❩ä❩❘→❩❫ Ö ❳❩❪ ➜
➝➬➟

④ ⑤❲❨❫ ✉❨❱❬❪❫ ❳ ✇❘❬✉❩❘➡❨❳❬

❱×③❳❯❨❘❩ ➢❩❘❯ ❨❩❭❬③❪❱❪ ❲❱r❱➴ ①❘r ❯❲❱ ❫❳ä❱ ❘① ♥r❱✈❨❯✉➦ →❲❘❫❱ r❱❬❱✈❳❩❯ r❘❘❯ ❭❳❩ ♥❱ ❭❳❬❭③❬❳❯❱❪ ❯❘ ❳❩✉ ❪❱❫❨r❱❪ ❳❭❭③r❳❭✉④ Õ❘r

➼ ❥ ➽➔➙ →❱ ß❩❪⑥

➅
ø
⑧➍ ❶ ú➂⑩ ❶ ➆➆ú❹➌➪ ➯➌➳❷❹➸

Û❬❬ ❯❲❱❫❱ r❱❫③❬❯❫ ❳r❱ ❨❩ ➠❘❘❪ ❳➠r❱❱➡❱❩❯ →❨❯❲ ❯❲❘❫❱ ❘♥❯❳❨❩❱❪ ❱❳r❬❨❱r ♥✉ ❯❲❱ ❪❨r❱❭❯ ➡❱❯❲❘❪④ ⑤❲❱ ♥❨①③r❭❳❯❨❘❩ ❨❫ ❨❩❪❱❱❪

➡❳❭r❘❫❭❘✇❨❭ ①❘r ❬❘→ ✈❳❬③❱❫ ❘① ❯❲❱ ➡❨❫➡❳❯❭❲ ❫❯r❳❨❩ Ö➙ ❳❩❪ ➡❨❭r❘❫❭❘✇❨❭ ①❘r ❲❨➠❲ ✈❳❬③❱❫ ❘① Ö④ û❘r❱❘✈❱r➴ ❯❲❱ ❱❫❯❨➡❳❯❱ Ö
↔
ü Ó❵

①❘③❩❪ ♥✉ ❯❲❱ ❫❲❘❘❯❨❩➠ ➡❱❯❲❘❪ ❨❫ ❭❬❘❫❱ ❯❘ ❯❲❱ ❱Ü❳❭❯ ✈❳❬③❱ ➢➥④↕➤➦ ❘♥❯❳❨❩❱❪ ♥✉ ❯❲❱ ❫➡❳❬❬Þ→❳✈❱❩③➡♥❱r ❱Ü✇❳❩❫❨❘❩④ Õ❨❩❳❬❬✉➴ ❨❩

Õ❨➠④ ➤❳ ❯❲❱ ❭③r✈❱ ✇❳❫❫❨❩➠ ❯❲r❘③➠❲ ❯❲❱ ♥❬❳❭ä ❪❨❫ä❫ ➢➜ý➦ ❨❩❪❱❱❪ ❫✇❬❨❯❫ ❘①① ①r❘➡ ❯❲❱ ❭③r✈❱ ✇❳❫❫❨❩➠ ❯❲r❘③➠❲ ❯❲❱ ➠r❱❱❩ ❫❯❳r❫ ➢➜
➝➬➟

➦

❳❯ ❯❲❱ ❭r❨❯❨❭❳❬ ✈❳❬③❱ Ö
↔

✇r❱❪❨❭❯❱❪ ♥✉ ➢➥④↕➤➦④



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✺✑

✒✓✔✓ ❊✕✉✖✗❛✘✙✚✛✙ ✇✖✜✢ ❛ ✚❛✜✉♥❛✘✘✣ ✛✉♥✗✙❡ ♥r❡ ♠r❡✙✘ ✖✚ ✜✢✙ ✘✖♠✖✜ r✤ ❛ s♠❛✘✘ ♣♥✙✥s✜♥❛✖✚

✦✧ ★✩✧✪✫✧✧✬★ ✩✐ ✮✯✬ ✩✐✮✰✱★✫✪✮✩✱✐✲ ✮✯✬ ✐✳✮✫✰✳✵✵✷ ✪✫✰❝✬★ ✻✫✵✬✰✽✾✬✰✐✱✫✵✵✩ ✰✱★ ✿✱★✬✵ ✯✳✧ ❜✬✬✐ ✧✯✱❀✐ ✮✱ ❜✬ ✳❁❁✵✩✪✳❜✵✬ ✮✱ ✮✯✬

❜✩✧✮✰✩❁ ✩✐ ✮✯✬ ✵✩✿✩✮ ✱❂ ✳ ❀✬✳❦ ❁✰✬✽✧✮✰✬✧✧ ✫✧✩✐❃ ✰✩❃✱✰✱✫✧ ✳✰❃✫✿✬✐✮✧ ❄❅✩✪✳✵✬✧✬ ✬✮ ✳✵❉✲ ❋●❍■❑❉ ◆✐ ✵✩✐✬ ❀✩✮✯ ✮✯✩✧ ✰✬✧✫✵✮✲ ❀✬ ✧✯✱❀

✯✬✰✬ ✮✯✳✮ ✮✯✬ ❁✰✬★✩✪✮✩✱✐✧ ✱❂ ✮✯✬ ❁✵✳✮✬ ✿✱★✬✵ ✳✰✬ ✩✐★✬✬★ ✳✧✷✿❁✮✱✮✩✪✳✵✵✷ ✪✱✐✧✩✧✮✬✐✮ ❀✩✮✯ ✮✯✱✧✬ ✱❂ ✳✐ ✻✫✵✬✰✽✾✬✰✐✱✫✵✵✩ ✰✱★ ✿✱★✬✵

✩✐ ✮✯✬ ✵✩✿✩✮ ✱❂ ✧✿✳✵✵ ❁✰✬✽✧✮✰✬✧✧❉

✦ ✵✩✐✬✳✰ ❜✩❂✫✰✪✳✮✩✱✐ ✳✐✳✵✷✧✩✧ ✱❂ ✮✯✬ ✐✳✮✫✰✳✵✵✷ ✪✫✰❝✬★ ✻✫✵✬✰✽✾✬✰✐✱✫✵✵✩ ✰✱★ ✷✩✬✵★✧ ✮✯✬ ✪✰✩✮✩✪✳✵ ❝✳✵✫✬ ✱❂ ✮✯✬ ✿✬✳✐ ✧✮✰✳✩✐ ❖ ✳✧

◗❘❚
❯ ❱

❲❳❨
❩ ❬
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✩✐➮✐✩✮✬✵✷ ✵✱✐❃✲ ✰✬✪✮✳✐❃✫✵✳✰ ✪✫❜✱✩★ ✿✳★✬ ✱❂ ✳ ③✬✐✮ ✿✳✮✬✰✩✳✵❉ ✾✷ ✫✧✩✐❃ ➪✱✫✰✩✬✰ ✳✐✳✵✷✧✩✧ ✩✐ ✮✯✬ ✳➩✩✳✵ ★✩✰✬✪✮✩✱✐✲ ✮✯✬ ❜✩❂✫✰✪✳✽

✮✩✱✐ ❁✰✱❜✵✬✿ ✩✧ ❂✱✰✿✫✵✳✮✬★ ✳✧ ✳✐ ✬✩❃✬✐❝✳✵✫✬ ❁✰✱❜✵✬✿ ✩✐ ✮✯✬ ✪✰✱✧✧✽✧✬✪✮✩✱✐❉ ④✯✬ ❜✩❂✫✰✪✳✮✩✱✐✧ ❂✰✱✿ ✮✯✬ ✪✷✵✩✐★✰✩✪✳✵✵✷ ✩✐❝✳✰✩✳✐✮

✧✱✵✫✮✩✱✐✧ ✳✰✬ ➮✰✧✮ ✳✐✳✵✷➱✬★ ❜✷ ✮✯✬ ★✩✰✬✪✮ ✿✬✮✯✱★✲ ❀✯✩✪✯ ✪✱✿❜✩✐✬✧ ✮✯✬ ➮✐✩✮✬✽✬✵✬✿✬✐✮ ✿✬✮✯✱★ ❀✩✮✯ ✐✫✿✬✰✩✪✳✵ ✬✩❃✬✐❝✳✵✫✬

✳✐✳✵✷✧✩✧➙ ❹✫✳✵✩✮✳✮✩❝✬✵✷✲ ✮✯✩✧ ✷✩✬✵★✧ ✧✩✿✩✵✳✰ ✰✬✧✫✵✮✧ ✳✧ ❀✩✮✯ ✮✯✬ ✧✩✿❁✵✬✰ ★✱✫❜✵✬✽❜✬✳✿ ✳✐★ ❁✵✳✮✬ ✿✱★✬✵✧❉ ④✯✩✧ ★✩✰✬✪✮ ✿✬✮✯✱★

✩✧ ✯✱❀✬❝✬✰ ✪✱✿❁✫✮✳✮✩✱✐✳✵✵✷ ✩✐✮✬✐✧✩❝✬❉ ④✯✬ ✧✿✳✵✵✽❀✳❝✬✐✫✿❜✬✰ ✬➩❁✳✐✧✩✱✐ ✩✧ ❁✰✬✧✬✐✮✬★ ✐✬➩✮✲ ✳✐★ ❁✰✱❝✩★✬✧ ✳✐ ✬❐✪✩✬✐✮ ✳✐★

✳✪✪✫✰✳✮✬ ✿✬✮✯✱★ ❂✱✰ ✪✯✳✰✳✪✮✬✰✩➱✩✐❃ ✮✯✬ ✿✳✪✰✱✧✪✱❁✩✪✽✮✱✽✿✩✪✰✱✧✪✱❁✩✪ ✮✰✳✐✧✩✮✩✱✐❉

✔✓ä✓ ❺r❡✙✘

å✩❂❂✬✰✬✐✮ ✪✱✐➮❃✫✰✳✮✩✱✐✧ ✱❂ ✮✯✬ ❜✩✧✮✰✩❁✧ ✳✰✬ ✧✯✱❀✐ ✩✐ ➪✩❃❉ ❍●➙



✺� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✹✍✑✼✶

❋✐✒✓ ✔✕✓ ❚✖✗ ✘✙ ✖✚♣✗✛✲✗✜✢✣✤✥✦ ♠✧★✗✜✩ ✪✫✬ ♥✢✤✮✛✢✜ ✦✧♥❝✯✮✛✢✤✥✧♥✰ ✪✱✬ ♣✛✗✲✣✤✛✗✤✦✖✗★ ✦✧♥❝✯✮✛✢✤✥✧♥✰ ✪✘✬ ✦✚✜✥♥★✛✥✦✢✜✜✚ ✥♥✈✢✛✥✢♥✤ ✣✧✜✮✤✥✧♥ ✇✥✤✖ ♠✥✣♠✢✤✦✖ ✣✤✛✗✤✦✖ ✳

✢♥★ ♠✗✢♥ ✥♠♣✧✣✗★ ✣✤✛✗✤✦✖ ✵✰ ✪✷✬ ❜✮✦❦✜✗★ ✦✧♥❝✯✮✛✢✤✥✧♥✻

⑨ ■✽ ✾✿❀❁❂ ✽❃✾❄❂❃❅ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑◆❖◗ ✾✿❀ s✾❂❁❘s◗ ❅❃❯❀❅❀❱ ❲ ❃✽❱ ❲❲◗ ❃❂❀ ❂❀❉✾❃✽❍❅❀ ❉❄❯❊❁❱s ❳❁✾✿ ❱❁❨❨❀❂❀✽✾ ❉❂❊ss❩s❀❉✾❁❊✽ ❱❁❬❀✽s❁❊✽s

❤ × ❭❪❫❴❵ ❃✽❱ ❤❛ × ❭❪❛❫❴❵❡ ❂❀s❘❀❉✾❁❢❀❅❣❥

⑨ ■✽ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❴❖◗ ✾✿❀ s✾❂❁❘ ❲❲ ❁s ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿❀❱ ❳❁✾✿ ❃q❁❃❅ s✾❂❀✾❉✿ r ❃✽❱ ✾✿❀ s✾❂❁❘s ❃❂❀ ❍❅❄❀❱ ✾❊❍❀✾✿❀❂❥ ✉✿❀ ❊❂❁❍❁✽❃❅

❱❁❬❀✽s❁❊✽s ❤❛ ❃✽❱ ❪❛❫❴ ✿❃❢❀ ❯❀❀✽ ❉✿❊s❀✽ s❄❉✿ ✾✿❃✾ ❯❊✾✿ s✾❂❁❘s ✿❃❢❀ ✾✿❀ s❃❬❀ ❱❁❬❀✽s❁❊✽s ❤ × ❭❪❫❴❵ ❁✽ ✾✿❁s ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽

❑❴❖❥ ✉✿❀ ❉❊❊❂❱❁✽❃✾❀s ❭ ①③❡ ①④❡ ①⑤❵ ❁✽ ✾✿❁s ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿❀❱ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❃❂❀ ❄s❀❱ ❃s ⑥❃❍❂❃✽❍❁❃✽ ❉❊❊❂❱❁✽❃✾❀s◗ ❃✽❱ ❳❀ ❱❀✽❊✾❀ ❯❣ D
✾✿❀ ❉❂❊ss❩s❀❉✾❁❊✽ D ⑦ ❭⑧❡ ❪❵ × ❭⑧❡ ❤❵⑩ ❭ ①③❡ ①④❵ ❶ D❥

⑨ ✉✿❀ ❂❀❬❊✾❀ ❀✽❱s ❃❂❀ ❬❊❢❀❱ ✾❊❳❃❂❱s ❊✽❀ ❃✽❊✾✿❀❂ ❃✽❱ ❃s ❃ ❂❀s❄❅✾ ❃✽ ❃❱❱❁✾❁❊✽❃❅ s✾❂❀✾❉✿ ❷ ❁s ❁❬❘❊s❀❱ ❑❳❁✾✿ ❷ ❸ ◆ ❃s ✾✿❀

❯❁s✾❂❁❘ ❁s ❂❀❅❀❃s❀❱❖❥ ✉✿❁s ❣❁❀❅❱s ✾✿❀ ❉❣❅❁✽❱❂❁❉❃❅❅❣ ❁✽❢❃❂❁❃✽✾ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❹❖◗ ❳✿❁❉✿ ❬❃❣ ❯❀ s✾❃❯❅❀ ❊❂ ❄✽s✾❃❯❅❀⑩ ❳❁✾✿ ❂❀s❘❀❉✾

✾❊ ✾✿❀❁❂ ✽❃✾❄❂❃❅ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑◆❖◗ ✾✿❀ s✾❂❀✾❉✿ ❁s ❷ ❁✽ ✾✿❀ ●❂s✾ s✾❂❁❘ ❲ ❃✽❱ r ❷ ❁✽ ✾✿❀ s❀❉❊✽❱ s✾❂❁❘ ❲❲❥

⑨ ❺ ❯❄❉❻❅❀❱◗ ✽❊✽❩❉❣❅❁✽❱❂❁❉❃❅❅❣ s❣❬❬❀✾❂❁❉◗ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❼❖ ❉❃✽ ❃❘❘❀❃❂ ✾✿❂❊❄❍✿ ❃ ❯❁❨❄❂❉❃✾❁❊✽❥

❽❁❨❨❀❂❀✽✾ s❀✾s ❊❨ ❉❊❊❂❱❁✽❃✾❀s ❃❂❀ ❃ss❊❉❁❃✾❀❱ ❳❁✾✿ ❀❃❉✿ ❊❨ ✾✿❀s❀ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽s⑩ ❾ ⑦ ❭❾❡ ❿❡ ➀❵ ❨❊❂ ✾✿❀ ✽❃✾❄❂❃❅ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽

❑◆❖◗ ①③ ⑦ ❭ ①③❡ ①④❡ ①⑤❵ ❨❊❂ ✾✿❀ ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿❀❱ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❴❖◗ ③ ⑦ ❭③❡ ④❡ ⑤❵ ❨❊❂ ✾✿❀ ❀➁❄❁❅❁❯❂❁❄❬ ❑❄✽❯❄❉❻❅❀❱ ❊❂ ❯❄❉❻❅❀❱❖ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽s

❑❹➂❼❖❥ ➃❊✽s❁s✾❀✽✾ ❳❁✾✿ s✾❃✽❱❃❂❱ ✽❊✾❃✾❁❊✽s ❨❊❂ ❹❩❱ ❀❅❃s✾❁❉❁✾❣◗ ❳❀ ❱❀✽❊✾❀ ❢❀❉✾❊❂s ❯❣ ❃ s❁❬❘❅❀ ❄✽❱❀❂❅❁✽❀ ❃✽❱ ❬❃✾❂❁❉❀s ❯❣ ❃ ❱❊❄❩

❯❅❀ ❄✽❱❀❂❅❁✽❀ ❁✽ ✾✿❁s s❀❉✾❁❊✽❥ ➄❀ ❨❄❂✾✿❀❂ ❱❀✽❊✾❀ ❯❣ ➅➆◗ ➅➇ ❃✽❱ ➅➈ ✾✿❀ ❢❀❉✾❊❂s ❊❨ ✾✿❀ ➃❃❂✾❀s❁❃✽ ❯❃s❁s ❳✿❁❉✿ ❂❀❬❃❁✽ ❄✽❉✿❃✽❍❀❱

❁✽ ✽❃✾❄❂❃❅ ❃✽❱ ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿❀❱ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽s ❑◆❖ ❃✽❱ ❑❴❖❥

➉❣ ❉❊✽✾❂❃s✾ ❳❁✾✿ ✾✿❀ ❘❂❀❢❁❊❄s ❱❊❄❯❅❀❩❯❀❃❬ ❃✽❱ ❘❅❃✾❀ ❬❊❱❀❅s◗ ❳❀ ✽❊❳ ❳❊❂❻ ❳❁✾✿ ●✽❁✾❀ s✾❂❃❁✽❥ ✉✿❀ ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿ r ❘❅❃❣s

✾✿❀ ❂❊❅❀ ❨❊❂❬❀❂❅❣ ❃ss❁❍✽❀❱ ✾❊ ✾✿❀ ❬❁s❬❃✾❉✿ s✾❂❃❁✽ ➊◗ ❃✽❱ ✾✿❀ s✾❂❀✾❉✿ ❷ ❁❬❘❊s❀❱ ❯❣ ✾✿❀ ❱❁s❘❅❃❉❀❬❀✽✾s ❊❨ ✾✿❀ ❂❀❬❊✾❀ ❀✽❱s

❘❅❃❣s ✾✿❀ ❂❊❅❀ ❨❊❂❬❀❂❅❣ ❃ss❁❍✽❀❱ ✾❊ ✾✿❀ ❃❢❀❂❃❍❀ s✾❂❃❁✽ ➋❥ ■✽ ✾✿❀ ❨❊❅❅❊❳❁✽❍◗ ❳❀ ❂❀❨❀❂ ✾❊ ❷ ❃s ✾✿❀ ➌❬❀❃✽ ❁❬❘❊s❀❱ s✾❂❀✾❉✿➍◗ ❄s❁✽❍

❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❴❖ ❃s ❃ ❂❀❨❀❂❀✽❉❀❥

⑥❀✾ ➎ ❱❀✽❊✾❀ ✾✿❀ ✾❂❃✽s❨❊❂❬❃✾❁❊✽ ❍❂❃❱❁❀✽✾ ❨❂❊❬ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑◆❖ ✾❊ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❴❖⑩

➏ ➐

➑
➒ ➓➔ →➣↔➓↕➔ ➙➛ ➜ ➝ ➞➟ ➝ ➠➡➢➛

➤➥➦➧
➨

➩➫ � ➩➫ ➭ ➩➯ � ➩➯

➲
➭ ➦ ➩➳ � ➩➳ ➓➔ →➣↔➓↕➔ ➙➙➛ ➠➡➢ ➝ ➞➟ ➝ ➠➵

➸➺➵➒➻

➼❀❂❀◗ ➽❑r❖ ❱❀✽❊✾❀s ✾✿❀ ✾❂❃✽s❢❀❂s❀ s✾❂❀✾❉✿ ❃ss❊❉❁❃✾❀❱ ❳❁✾✿ ✾✿❀ ❃q❁❃❅ s✾❂❀✾❉✿ r ❄✽❱❀❂ s❁❬❘❅❀ ✾❂❃❉✾❁❊✽ ❨❊❂ ✾✿❀ ❘❃❂✾❁❉❄❅❃❂ ❬❃✾❀❂❁❃❅

❅❃❳ ❉❊✽s❁❱❀❂❀❱⑩ ❱❀✽❊✾❁✽❍ ❯❣ ➾➚➪❑➽◗ r❖ ✾✿❀ s✾❂❃❁✽ ❀✽❀❂❍❣ ❘❀❂ ❄✽❁✾ ❂❀❨❀❂❀✽❉❀ ❢❊❅❄❬❀ ❨❊❂ ❃✽ ❀➁❄❁❩❯❁❃q❁❃❅ s✾❂❀✾❉✿◗ ➽❑r❖ ❁s ❱❀●✽❀❱

❯❣ ✾✿❀ ❁❬❘❅❁❉❁✾ ❀➁❄❃✾❁❊✽
➶➹➘➴

➶➷

➬
➽❭r❵❡ r

➮
⑦ ⑧❥ ❺s ❳❀ ❄s❀ ❃ ✽❀❃❂❅❣ ❁✽❉❊❬❘❂❀ss❁❯❅❀ ➱❀✽✾ ❬❊❱❀❅ ❑s❀❀ ❯❀❅❊❳❖◗ ❱❀✾ ➎ ✃ ◆ ❃✽❱ ➽❑r❖ ❁s

❉❅❊s❀ ✾❊ r❐❒❮❰❥

➄❀ ❱❀✽❊✾❀ ❯❣ Ï❭ ①③❵ ✾✿❀ ❱❁s❘❅❃❉❀❬❀✽✾ ❨❂❊❬ ✾✿❀ ❘❂❀❩s✾❂❀✾❉✿❀❱ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑❴❖ ✾❊ ✾✿❀ ●✽❃❅ ❊✽❀ ❑❼❖⑩ ✾✿❀ ●✽❃❅ ❘❊s❁✾❁❊✽

❂❀❃❱s➚ ③ ⑦ ①③ Ð Ï❭ ①③❵ ❃✽❱ ✾✿❀ ✾❂❃✽s❨❊❂❬❃✾❁❊✽ ❍❂❃❱❁❀✽✾ ❁s Ñ ⑦ ◆ Ð ÒÏ❭ ①③❵❥ ➄❁✾✿ ❂❀❨❀❂❀✽❉❀ ✾❊ ✾✿❀ ✽❃✾❄❂❃❅ ❉❊✽●❍❄❂❃✾❁❊✽ ❑◆❖◗ ✾✿❀

✾❊✾❃❅ ✾❂❃✽s❨❊❂❬❃✾❁❊✽ ❍❂❃❱❁❀✽✾ ❂❀❃❱s⑩

Ó➥➞➟➧ ➐
Ô➟

ÔÕ
➐ Ö Ø ➏Ù ➸➺➵➢Ú➻

✉✿❁s ❬❄❅✾❁❘❅❁❉❃✾❁❢❀ ❱❀❉❊❬❘❊s❁✾❁❊✽ ❁s ❉❅❃ss❁❉❃❅ ❁✽ ✾✿❀ ❀❅❃s✾❁❉ ✾✿❀❊❂❣ ❊❨ ❍❂❊❳✾✿❥

❺ ➱❀✽✾ ✿❣❘❀❂❩❀❅❃s✾❁❉ ❬❃✾❀❂❁❃❅ ❬❊❱❀❅ ❁s ❄s❀❱ ❃✽❱ ✾✿❀ s✾❂❃❁✽ ❀✽❀❂❍❣ ❘❀❂ ❄✽❁✾ ❂❀❨❀❂❀✽❉❀ ❢❊❅❄❬❀ ✿❃s ✾✿❀ ❨❊❂❬

ÛÜÝ➥Ó➧ ➐
Þ

➢

ß

àáâ ã➔

ä

➒ à
➙å à æ

áâ

çè

à Þ ã➔ á ➭

ä
é

➢
à

Þ

áâ

ç ➨
á à ➒

➲ê
➸➺➵➢ë➻

❳✿❀❂❀ ì◗ í◗ îï ❃❂❀ ❬❃✾❀❂❁❃❅ ❉❊✽s✾❃✽✾s ❃✽❱ ❲ð ❃✽❱ î ❃❂❀ ✾✿❀ ❁✽❢❃❂❁❃✽✾s ❊❨ ✾✿❀ ✾❊✾❃❅ ✾❂❃✽s❨❊❂❬❃✾❁❊✽ ❍❂❃❱❁❀✽✾◗

➙å ➐ Ó ñ Óò á ➐ ó➣ô ÓÙ ➸➺➵➢õ➻

ö ÷✗✦✢✜✜ ✤✖✢✤ ø ★✗♥✧✤✗✣ ✤✖✗ ★✥✣♣✜✢✦✗♠✗♥✤✰ ✦✧♥✣✥✣✤✗♥✤ ✇✥✤✖ ✤✖✗ ù✢✦✤ ✤✖✗ ✤✛✢♥✣ù✧✛♠✢✤✥✧♥ ✥✣ ✇✛✥✤✤✗♥ ✢✣ ú û üú ý øþüúÿ ✢♥★ ✤✖✗ ✤✛✢♥✣ù✧✛♠✢✤✥✧♥ ✯✛✢★✥✗♥✤ ✢✣ ❋ û
✫ ý ✑øþüúÿ✻ ❊✈✗♥ ✤✖✧✮✯✖ ✤✖✥✣ ★✗✦✧♠♣✧✣✥✤✥✧♥ ú û üú ý øþüúÿ ✥✣ ♠✧✣✤ ✧ù✤✗♥ ✮✣✗★ ✥♥ ✜✥♥✗✢✛✥❧✗★ ✧✛ ✥♥✦✛✗♠✗♥✤✢✜ ✗✜✢✣✤✥✦✥✤✚✰ ✇✗ ✣✤✛✗✣✣ ✤✖✢✤ ✇✗ ✢✛✗ ✥♥ ✤✖✗ ù✛✢♠✗✇✧✛❦

✧ù ➇✞✝☎✂ ✂❧✠✄☎✝✌✝☎② ù✧✛ ✤✖✗ ♠✧♠✗♥✤✰ ✝✁✂✁ ✇✗ ✛✗✤✢✥♥ ✢✜✜ ♥✧♥✜✥♥✗✢✛✥✤✥✗✣ ✇✥✤✖ ✛✗✣♣✗✦✤ ✤✧ ø✻



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✺✑

❲✒ ✉✓✒ ✔✕✒ ✓✔s♥✖sr✖ ✓✒✗✘✙✚✛✜✉✗♥ ♥✛✔s✔✘✛♥ ❢✛r ✔✕✒ ✖✛✉✢✜✣ ✚✛♥✔rs✚✔✒✖ ♣r✛✖✉✚✔✤ ✥ ✿ ✦ ❂ ✔r✧✥
❚
➲ ✦
★
✳

■♥ s✜✜ ✔✕✒ ❢✛r✔✕✚✛✗✘♥✩ ♥✉✗✒r✘✚s✜ ✓✘✗✉✜s✔✘✛♥✓✤ ✇✒ ✉✓✒✖ ✔✕✒ ❢✛✜✜✛✇✘♥✩ ✓✒✔ ✛❢ ✗s✔✒r✘s✜ ✚✛♥✓✔s♥✔✓✿ ✓✕✒sr ✗✛✖✉✜✉✓ ➭ ❂ ✪✱

✢✉✜❜ ✗✛✖✉✜✉✓ ❑ ❂ ✪✫ s♥✖ ✬♠ ❂ ✪✫✫✳ ✮✕✒ r✒✜s✔✘✈✒✜✣ ✜sr✩✒ rs✔✘✛ ❑✯➭ ❂ ✪✫ ✘✗♣✜✘✒✓ ✔✕s✔ ✔✕✒ ✗s✔✒r✘s✜ ✘✓ ✇✒s❜✜✣ ✚✛✗♣r✒✓✓✘✢✜✒✿

✔✕✒ ✘♥✘✔✘s✜ ✰✛✘✓✓✛♥✐✓ rs✔✘✛ ✚s♥ ✢✒ ✚s✜✚✉✜s✔✒✖ s✓ ✲ ❂ ✫✵✷✻✳ ■♥ s✖✖✘✔✘✛♥✤ ✔✕✒ ✜sr✩✒ ✈s✜✉✒ ✬♠ ❂ ✪✫✫ ✗s❜✒✓ ✔✕✒ ✚✛♥✓✔✘✔✉✔✘✈✒ ✜s✇

♣rs✚✔✘✚s✜✜✣ ✒❡✉✘✈s✜✒♥✔ ✔✛ s ♥✒✛✙✽✛✛❜✒s♥ ✗✛✖✒✜✤ ✉♣ ✔✛ ✈s✜✉✒✓ ✛❢ ✔✕✒ ♣r✘♥✚✘♣s✜ ✓✔r✒✔✚✕✒✓ s✓ ✜sr✩✒ s✓ ✾
❀
✬♠ ❂ ✪✫✱ ✛r s✓ ✓✗s✜✜ s✓

✾ ✪✯
❀
✬♠ ❂ ✫✵✪✳ ✮✕✒✓✒ ✈s✜✉✒✓ ✛❢ ✔✕✒ ✗s✔✒r✘s✜ ♣srs✗✒✔✒r✓ sr✒ ♥✛✔ ✗✒s♥✔ ✔✛ ✗s✔✚✕ ✒❁s✚✔✜✣ ✔✕✛✓✒ r✒✜✒✈s♥✔ ✔✛ ✔✕✒ ✒❁♣✒r✘✗✒♥✔✓✳

❃✜✜ ✔✕✒ ✗✒✔✕✛✖✓✤ ✗✛✖✒✜✓ s♥✖ ✚✛♥✚✜✉✓✘✛♥✓ ♣r✒✓✒♥✔✒✖ ✘♥ ✔✕✘✓ ♣s♣✒r sr✒ ✔✛ ✓✛✗✒ ✒❁✔✒♥✔ ✘♥✖✒♣✒♥✖✒♥✔ ✛❢ ✔✕✒ ✚✕✛✘✚✒ ✛❢ ✗s✔✒r✘s✜

♣srs✗✒✔✒r✓✳ ■♥ ♣sr✔✘✚✉✜sr✤ s✜✜ ✛✉r r✒✓✉✜✔✓ r✒✗s✘♥ ✈✘r✔✉s✜✜✣ ✉♥✚✕s♥✩✒✖ ✘❢ ✇✒ ✉✓✒ s♥ ✘♥✚✛✗♣r✒✓✓✘✢✜✒ ♥✒✛✙✽✛✛❜✒s♥ ✘♥✓✔✒s✖✳

❄❅❉❅ ●❊❋❊❍❛◆ ❊❖◗❛❘❯❱❋❳ ❨❱❍ ❊❖◗❯◆❯❩❍❯◗❬

✮✕✒ s✈✒rs✩✒ ✓✔rs✘♥ ✒♥✒r✩✣ ♣✒r ✉♥✘✔ ✜✒♥✩✔✕ ✘✓ ✩✘✈✒♥ ✢✣ ✔✕✒ ✘♥✔✒✩rs✜ ✛❢ ✔✕✒ ✓✔rs✘♥ ✒♥✒r✩✣ ❭❪❫ ✖❴ ✖❵ ✖❝ ❂
❣❤❥
❦q① ③ ✖ ④⑤✖ ④⑥ ✖④⑦ s✓

⑧

⑨

⑩ ❶

❷

❸ ⑩⑩

D

❹❺❻❼❽❼❾❿➀➀

➁➂➃➄
➁❾❿➁ ❾➅

➆

➁❾➇➈ ➉➊➋➌➍

✇✕✒r✒ ✇✒ ✚✛♥✓✘✖✒r ✔✕✒ ✜✘✗✘✔ ✛❢ s♥ ✘♥➎♥✘✔✒✜✣ ✜✛♥✩ ✓✛✜✘✖✤ ➏ ➐ ➑✳ ✮✕✒ ✒♥✒r✩✣ ✕s✓ ✔✛ ✢✒ ✗✘♥✘✗✘➒✒✖ ✉♥✖✒r ✔✕✒ ✚✛♥✓✔rs✘♥✔ ✔✕s✔

✔✕✒ ✖✘✓♣✜s✚✒✗✒♥✔ ✘✓ ♣r✒✓✚r✘✢✒✖ s✔ ✔✕✒ r✒✗✛✔✒ ✒♥✖✓✤ ❯❅❊❅ ✔✕s✔ ✔✕✒ ✗✒s♥ ✓✔r✒✔✚✕ ✗s✔✚✕✒✓ ✔✕✒ ✘✗♣✛✓✒✖ ✛♥✒ ➓✳

➔✛r s♥✣ ♣sr✔✘✚✉✜sr ✓✛✜✉✔✘✛♥ →✧ ④⑤➣✱ ✚✛♥✓✘✖✒r ✔✕✒ ↔r✒✒♥✙↕s✩rs♥✩✒ ✓✔rs✘♥✤ ❊ ❂ ➙
➛ ✧➜

❚
➲ ➜ ➝ ✪➣✱ s♥✖ ✔✕✒ ✓✒✚✛♥✖ ✰✘✛✜s✙➞✘r✚✕✕✛❢❢

✓✔r✒✓✓ ➟ ❂ ➙
❦q① ③

➠❣❤❥
➠➡ ✱ ✇✕✘✚✕ sr✒ ✢✛✔✕ ✓✣✗✗✒✔r✘✚✳ ➔✛r s♥✣ ✈✘r✔✉s✜ ✗✛✔✘✛♥ ➢→✧ ④⑤➣✱ ✖✒➎♥✒ ✔✕✒ ✈✘r✔✉s✜ ✘♥✚r✒✗✒♥✔ ➢❊ ✛❢ ✔✕✒ ↔r✒✒♥✙

↕s✩rs♥✩✒ ✓✔rs✘♥ s✓ ✔✕✒ ✓✣✗✗✒✔r✘✚ ♣sr✔ ✛❢ ➜
❚
➲ ➢➜✱ ✇✕✒r✒ ➢➜ ❂➢➤ ➲ ● ❂ ➥➢→✧ ④⑤➣ ➲ ●✳ ✮✕✒ ♥✛♥✙✜✘♥✒sr ✒❡✉✘✜✘✢r✘✉✗ ✓✛✜✉✔✘✛♥✓ →✧ ④⑤➣ sr✒

❢✛✉♥✖ ✢✣ ✚s♥✚✒✜✜✘♥✩ ✔✕✒ ➎r✓✔ ✈sr✘s✔✘✛♥ ✛❢ ✔✕✒ ✔✛✔s✜ ✒♥✒r✩✣ ❢✛r s♥✣ s✖✗✘✓✓✘✢✜✒ ✈✘r✔✉s✜ ✖✘✓♣✜s✚✒✗✒♥✔✿

➦➧➨❼❾❿➩ ❾➅➩ ❾➇➀➩
⑧

⑨

⑩ ❶

❷

❸⑩⑩

D
➫❼➨➀ ➯

➳
❽
➵
❼➨➀ ➸ ➧❽

➺
➁❾❿ ➁ ❾➅

➆

➁❾➇ ➻ ➼➋ ➉➊➋➽➍

❃✓ ✔✕✒ ✒♥✖♣✛✘♥✔ ♣✛✓✘✔✘✛♥✓ sr✒ ➎❁✒✖✤ ✇✒ ✚✛♥✓✘✖✒r s✖✗✘✓✓✘✢✜✒ ✈✘r✔✉s✜ ✖✘✓♣✜s✚✒✗✒♥✔✓ ✔✕s✔ ✕s✈✒ s ➒✒r✛ s✈✒rs✩✒ s❁✘s✜ ✓✔rs✘♥✳

❄❅➾❅ ➤◗❋➚❛❬❊❋❘❛◆ ❩❍❛❋➪➶➹ ➪⑥◆❯❋➚❍❯➪❛◆◆⑥ ❯❋➘❛❍❯❛❋❘ ❳❱◆◗❘❯❱❋❳

❲✒ ✇✘✜✜ ➎r✓✔ ✚✛✗♣✉✔✒ ✔✕✒ ❢✉♥✖s✗✒♥✔s✜ ✢rs♥✚✕ ✛❢ ✓✛✜✉✔✘✛♥✓✿ ❢✛r s♥✣ ✈s✜✉✒ ✛❢ ✔✕✒ ✗✘✓✗s✔✚✕ ✓✔r✒✔✚✕ ➴ s♥✖ ✛❢ ✔✕✒ ✓✔r✒✔✚✕ ➓

✘✗♣✛✓✒✖ ✢✣ ✔✕✒ ✜✛s✖✘♥✩✤ ✇✒ ✓✒✒❜ s ✚✣✜✘♥✖r✘✚s✜✜✣ ✘♥✈sr✘s♥✔ ✓✛✜✉✔✘✛♥ ✛❢ ✔✕✒ ♥✛♥✜✘♥✒sr ✒❡✉✘✜✘✢r✘✉✗ ✒❡✉s✔✘✛♥ ➷✻✳✷➬ ✘♥ ✔✕✒ ❢✛r✗

➨➮
❷
❼ ❾❿➀ ➻ ➨➱

❷
❼✃❐ ❾❿➩ ❾➅➀ ❒ ❼✃ ❮ ⑧➀ ❾➇ ❰Ï➋ ➉➊➋➊➍

✮✕✒ s✓✓✛✚✘s✔✒✖ ✔rs♥✓❢✛r✗s✔✘✛♥ ✩rs✖✘✒♥✔✓ r✒s✖ ➤
Ð
❂ ✪ Ñ➥→Ò

Ð
✧ ④⑤➣ s♥✖ ➜

Ð
❂ ➤

Ð
➲ ●✱ ✓✒✒ ➔✘✩✳ ✪✫✳ ✮✕✒ ✓✒✚✛♥✖ ✰✘✛✜s✙➞✘r✚✕✕✛❢❢ ✓✔r✒✓✓

✔✒♥✓✛r ✕s✓ s ✢✜✛✚❜✙✖✘s✩✛♥s✜ ❢✛r✗ ✘✗♣✛✓✒✖ ✢✣ ✔✕✒ ✓✣✗✗✒✔r✣ ✛❢ ✔✕✒ ✕✛✗✛✩✒♥✒✛✉✓ ✓✛✜✉✔✘✛♥ ➟
Ð
❂ ➟✧→Ò

Ð
➣ ✇✘✔✕✿

➫❼➨
➮
❷
➀ ➻

❸

➫
➱
❷
❼✃❐ ❾❿➩ ❾➅➀ ➼

➼ ➫Ó
❷ ❼✃❐ ❾❿➩ ❾➅➀

➆

➈ ➉➊➋Ô➍

✇✕✒r✒ ✔✕✒ ✉♣♣✒r✙✜✒❢✔ Õ × Õ ✢✜✛✚❜ ➟
Ö
Ð
✖✒♥✛✔✒✓ ✔✕✒ ✚r✛✓✓✙✓✒✚✔✘✛♥s✜ ✓✔r✒✓✓ ✘♥ ✔✕✒ ✧ ④⑤✱ ④⑥➣ ♣✜s♥✒✤ s♥✖ ✔✕✒ ✜✛✇✒r✙r✘✩✕✔ ✓✚s✜sr ➟Ø

Ð
✖✒♥✛✔✒✓ ✔✕✒ ✓✔r✒✓✓ s✜✛♥✩ ✔✕✒ ④⑦✙s❁✘✓✳ Ù✛✔✕ ✔rs♥✓❢✛r✗s✔✘✛♥ ✩rs✖✘✒♥✔✓ ➤

Ð
s♥✖ ➜

Ð
✕s✈✒ s ✓✘✗✘✜sr ✢✜✛✚❜ ✖✒✚✛✗♣✛✓✘✔✘✛♥✳

❲✕✒♥ ✔✕✘✓ ♣sr✔✘✚✉✜sr ❢✛r✗ ✛❢ ✓✛✜✉✔✘✛♥ ✘✓ ✘♥✓✒r✔✒✖ ✘♥✔✛ ✔✕✒ ✩✒♥✒rs✜ ✒❡✉✘✜✘✢r✘✉✗ ✒❡✉✘✜✘✢r✘✉✗ ➷✻✳✷➬✤ ✛♥✒ ✛✢✔s✘♥✓ s Õ✙✖ ♣r✛✢✙

✜✒✗ ✛❢ ♥✛♥✙✜✘♥✒sr ✒✜s✓✔✘✚✘✔✣ ✇✕✛✓✒ ✗s✘♥ ✉♥❜♥✛✇♥ ✘✓ ✔✕✒ ✚r✛✓✓✙✓✒✚✔✘✛♥s✜ ✖✘✓♣✜s✚✒✗✒♥✔ →
Ö
Ð✧➓Ú ④⑤✱ ④⑥➣✳ ✮✕✒ s❁✘s✜ ✖✘r✒✚✔✘✛♥ ④⑦ ✘✓

s✢✓✒♥✔ ❢r✛✗ ✔✕✘✓ ♣r✛✢✜✒✗✤ ✒❁✚✒♣✔ ❢✛r ✔✕✒ ✘✗♣✛✓✒✖ s❁✘s✜ ✓✔r✒✔✚✕ ➓ ✇✕✘✚✕ ✒♥✔✒r✓ s✓ s ♣srs✗✒✔✒r✳ ❃ ♥✉✗✒r✘✚s✜ s♣♣r✛❁✘✗s✔✘✛♥

✛❢ ✔✕✒ ✓✛✜✉✔✘✛♥ →
Ö
Ð ✧➓Ú ④⑤✱ ④⑥➣ ✚s♥ ✢✒ ✛✢✔s✘♥✒✖ ✢✣ ✔✕✒ ♥✛♥✙✜✘♥✒sr ➎♥✘✔✒✙✒✜✒✗✒♥✔ ✗✒✔✕✛✖✤ ❢✛r s♥✣ ✓✒✔ ✛❢ ✈s✜✉✒✓ ✛❢ ✔✕✒ ✜✛s✖ ♣s✙

rs✗✒✔✒r✓ ➴ s♥✖ ➓✤ ✓✒✒ Û✒✚✔✘✛♥ ✻✳✻ ✢✒✜✛✇ ❢✛r ✔✕✒ ✖✒✔s✘✜✓ ✛❢ ✔✕✒ ✘✗♣✜✒✗✒♥✔s✔✘✛♥✳ Ü✛✔✒ ✔✕s✔ ✔✕✒ ✖✒♣✒♥✖✒♥✚✒ ✛❢ ✔✕✒ ✓✛✜✉✔✘✛♥

→
Ö
Ð✧➓Ú ④⑤✱ ④⑥➣ ✛♥ ✔✕✒ ✗✘✓✗s✔✚✕ ✓✔r✒✔✚✕ ➴ ✘✓ ✘✗♣✜✘✚✘✔ ✘♥ ✛✉r ♥✛✔s✔✘✛♥✳ ❲✒ ✇✛r❜ ✘♥ ✉♥✘✔✓ ✓✉✚✕ ✔✕s✔ ✔✕✒ ✇✘✖✔✕ ✘✓ Ý ❂ ✪✳ ✮✕✒ ✖✛✗s✘♥

D ❂ ✧✫✱ ✪➣ × ✧✫✱ ➶➣ ✘✓ r✒✚✔s♥✩✉✜sr✤ ✓✒✒ ✚✛♥➎✩✉rs✔✘✛♥ ➷Õ➬ ✘♥ ➔✘✩✳ ✪✫✳ ✮✣♣✘✚s✜ ♣r✒✙✓✔r✒✓✓ ✖✘✓✔r✘✢✉✔✘✛♥✓ ➟
Ö
Ð
➷✚r✛✓✓✙✓✒✚✔✘✛♥s✜➬ s♥✖

➟Ø
Ð ➷s❁✘s✜➬ sr✒ ♣✜✛✔✔✒✖ ✘♥ ➔✘✩✳ ✪✪✳ ✮✕✒ s❁✘s✜ ✓✔r✒✓✓ ✘✓ ♥✒sr✜✣ ✚✛♥✓✔s♥✔ ✘♥ ✒s✚✕ ✖✛✗s✘♥ Þ s♥✖ ÞÞ s♥✖ ✔✕✒ ✓✛✜✘✖ ✘✓ ✘♥ s ✓✔r✒✓✓ ✓✔s✔✒

✚✜✛✓✒ ✔✛ ✓✘✗♣✜✒ ✔rs✚✔✘✛♥✳ ■♥ ✔✕✒ ♣r✒✓✒♥✔ ✚✛♥✔✒❁✔ ✛❢ ➎♥✘✔✒ ✒✜s✓✔✘✚✘✔✣✤ ✰✛✘✓✓✛♥✐✓ rs✔✘✛ ✖✒♣✒♥✖✓ ✛♥ ✔✕✒ ♣r✒✙✓✔r✒✔✚✕ s♥✖ ✘✓ ✔✕✒r✒❢✛r✒

✓✜✘✩✕✔✜✣ ✖✘❢❢✒r✒♥✔ ✘♥ ✔✕✒ ✖✛✗s✘♥✓ Þ s♥✖ ÞÞ✳ ❃✓ s r✒✓✉✜✔✤ ✔✕✒ ✓✘✗♣✜✒✙✔rs✚✔✘✛♥ ✓✛✜✉✔✘✛♥ ✘✓ ➷✓✜✘✩✕✔✜✣➬ ✩✒✛✗✒✔r✘✚s✜✜✣ ✘♥✚✛✗♣s✔✘✢✜✒

s♥✖ s ✓✗s✜✜ s✗✛✉♥✔ ✛❢ ✚r✛✓✓✙✓✒✚✔✘✛♥s✜ ✓✔r✒✓✓ s♣♣✒sr✓ ♥✒sr ✔✕✒ ✘♥✔✒r❢s✚✒✤ ✓✒✒ ➔✘✩✳ ✪✪✢✳

❄❅ß❅ ✦❯❨◗❍➪❛❘❯❱❋ ❛❋❛◆⑥❳❯❳➹ ➚❯❍❊➪❘ ❛➴➴❍❱❛➪➶ ◗❳❯❋à ❘➶❊ á❋❯❘❊â❊◆❊❬❊❋❘ ❬❊❘➶❱➚

✮✕✒ ✘♥✈sr✘s♥✔ ✓✛✜✉✔✘✛♥ →Ò
Ð
✘✓ s✈s✘✜s✢✜✒ ♥✉✗✒r✘✚s✜✜✣✤ s♥✖ ✇✒ ♣r✛✚✒✒✖ ✔✛ ✔✕✒ ✢✘❢✉r✚s✔✘✛♥ s♥s✜✣✓✘✓✳ ❲✒ ✓✔sr✔ ✇✘✔✕ ✔✕✒ ✖✘r✒✚✔

✗✒✔✕✛✖✿ ➔✛✉r✘✒r s♥s✜✣✓✘✓ ✘✓ ✉✓✒✖ ✘♥ ✔✕✒ s❁✘s✜ ✖✘r✒✚✔✘✛♥ ④⑦✱ s♥✖ ✔✕✒ ✒❁✘✓✔✒♥✚✒ ✛❢ s♥ s✖ãs✚✒♥✔ ✒❡✉✘✜✘✢r✘✉✗ ✘✓ ❢✛r✗✉✜s✔✒✖ s✓ s

❡✉sr✔✘✚ ✒✘✩✒♥✈s✜✉✒ ♣r✛✢✜✒✗ s♥✖ ✔✕✒♥ ✓✛✜✈✒✖ ♥✉✗✒r✘✚s✜✜✣ ✉✓✘♥✩ ✔✕✒ ➎♥✘✔✒ ✒✜✒✗✒♥✔ ✗✒✔✕✛✖✳



✻� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✹✍✑✼✶

❋✐✒✓ ✔✔✓ ✕✖❡✗✘✙✖❡✘✘ ✚✛ ✙✜❡ ✜❤✢❤✣❡✛❡❤♥✘ ✘❤s♥✙✚❤✛✤ ❛✥✚❛s ♣✖❡✗✘✙✖❡✘✘ ✦✧
✵ ★✩❀ ✪①✱ ✪②✮ ✫s❡✬✙✯ ❛✛✰ ✛❤✖✢ ❤✬ ❝✖❤✘✘✗✘❡❝✙✚❤✛❛s ✘✙✖❡✘✘ ⑤✦✲

✵★✩❀ ✪①✱ ✪②✮✮⑤ ✫✖✚✣✜✙✯✳ ✘❡❡ ❊✷✺ ✫✽✺✻✯✺
✾✘♣❡❝✙ ✖❛✙✚❤✘ t✿✈ ❂ �❁❃✱ �❁❄✱ �❁❅ ✫✬✖❤✢ ✙❤♣ ✙❤ ❜❤✙✙❤✢✯❉ ✢❛✙❡✖✚❛s ♣❛✖❛✢❡✙❡✖✘✤ ➭ ❂ ❃✱ ❑ ❂ ❃�✱ ❏♠ ❂ ❃��❉ ✢✚✘✢❛✙❝✜ ✘✙✖❡✙❝✜ ● ❂ ❃❁❃❃❉ ✢❡❛✛ ✚✢♣❤✘❡✰ ✘✙✖❡✙❝✜
✩ ❂ ❁❍✺ ❚✜❡ ❛✥✚❛s ✘✙✖❡✘✘ ✫s❡✬✙✯ ✚✘ ✛❡❛✖s■ ♥✛✚✬❤✖✢ ✚✛ ❡❛❝✜ ✜❛s✬ ❤✬ ✙✜❡ ❝✖❤✘✘✗✘❡❝✙✚❤✛✤ ✚✙ ✚✘ ❝❤✢♣✖❡✘✘✚◆❡ ✚✛ ✖❡✣✚❤✛ ❖ ❛✛✰ ✙❡✛✘✚s❡ ✚✛ ✖❡✣✚❤✛ ❖❖ ✫❜❡❝❛♥✘❡ ❤✬ ✙✜❡
❝❤✢♣✖❡✘✘✚◆❡ ❛✥✚❛s ✘✙✖❡✘✘✳ ✙✜✚✘ ❝■s✚✛✰✖✚❝❛ss■ ✚✛◆❛✖✚❛✛✙ ❝❤✛◗✣♥✖❛✙✚❤✛ ✚✘ ❛❝✙♥❛ss■ ♥✛✘✙❛❜s❡✳ ✘❡❡ ❘✚✣✺ ❃❄❛✯✺ ❚✜❡ ❝✖❤✘✘✗✘❡❝✙✚❤✛❛s ✘✙✖❡✘✘ ✫✖✚✣✜✙✯ ❛✖✚✘❡✘ ✬✖❤✢ ✣❡❤✢❡✙✖✚❝
✚✛❝❤✢♣❛✙✚❜✚s✚✙■ ❜❡✙❯❡❡✛ ✙✜❡ ✙❯❤ ✰❤✢❛✚✛✘✳ ❛✛✰ ✚✘ s✚✢✚✙❡✰ ✙❤ ❛ ✛❡✚✣✜❜❤✖✜❤❤✰ ❤✬ ✙✜❡✚✖ ✚✛✙❡✖✬❛❝❡❉ ✚✙ ✚✘ ✢♥❝✜ ✘✢❛ss❡✖ ✙✜❛✛ ✙✜❡ ❛✥✚❛s ✘✙✖❡✘✘ ✫✛❤✙❡ ✙✜❡ ❯✚✰❡s■
✰✚✬✬❡✖❡✛✙ ✘❝❛s❡✘ ✚✛ ✙✜❡ ❝❤s❤✖ ❜❛✖✘✯✺

❱❲❳ ❨
❩
❬ ❭❪❫ ❴❲❵❢❳❲ ❣ ❥❦❣qq r❵✉✇❲❦❲❵❳ ❢③ ❴r❥④q❣✉❲❦❲❵❳ ❣❴❴r❵⑥ ⑦④ ❳❢ ❣❵ r❵⑧❣✇r❣❵❳ ❥❢q⑦❳r❢❵⑨ ❳⑩❲ ❴r❥④q❣✉❲❦❲❵❳ r❥ ❲❶④❣❵❴❲❴ ❣❥
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①
❱

❛✒✣ ④①
❱

❛✥✛ ✙✒ ❛❬✦❛✧ ✣✦s✬✧❛✥✢♠✢✒✛⑦ ✛✜✢ ✚✢✥✛❛✒❡✉✧❛✚ ★✧✙✥❦ ⑧
❱

✥✙✉✬✧✢s ✥✚✙ss✯s✢✥✛✦✙✒❛✧ ❛✒✣ ❛❬✦❛✧ ✣✦s✬✧❛✥✢♠✢✒✛s✔ ❩✧✧ ✛✜✢s✢ ♠❛✛✚✦✥✢s ✥❛✒

✚✢❛✣✦✧✪ ★✢ ✥❛✧✥✉✧❛✛✢✣ ✦✒ ✛✢✚♠s ✙❢ ✛✜✢ ★❛s✢ s✙✧✉✛✦✙✒ ⑨
r
⑩❶❷✱ ✫❸✱ ✫❹❺✱ ❛s ✢❬✬✧❛✦✒✢✣ ✦✒ ✛✜✢ ❛✬✬✢✒✣✦❬⑦ ✛✜✢✪ ✢✒✥✙✣✢ ✦✒❢✙✚♠❛✛✦✙✒ ❛★✙✉✛

★✙✛✜ ✛✜✢ ✬✚✢✯s✛✚✢ss ❻
⑩
❶❷✱ ✫❸✱ ✫❹❺ ✛✜❛✛ ✣✚✦✈✢s ✛✜✢ ★✦❢✉✚✥❛✛✦✙✒✩ ❛✒✣ ✛✜✢ ✛❛✒❡✢✒✛ ♠✙✣✉✧✦ L⑩❶❷❺✔

❼✙✛✢ ✛✜❛✛ ✛✜✢ ✢✦❡✢✒✈❛✧✉✢ ✬✚✙★✧✢♠ ✕✖✔⑤⑥★✘ ♠❛✛✥✜✢s ✛✜✢ ❡✢✒✢✚✦✥ ❢✙✚♠ ✕❪✔❪✘ ❛✒✒✙✉✒✥✢✣ ✢❛✚✧✦✢✚✔

❽❾❽❾ ❿➀④➁➂✐⑧➄➅ ✐④➆➅➁④➁➇➈➄➈✐➉➇

❋✙✚ ❡✦✈✢✒ ✧✙❛✣✦✒❡ ✬❛✚❛♠✢✛✢✚s ✕➆✩ ❷✘✩ ✛✜✢ ✦✒✈❛✚✦❛✒✛ s✙✧✉✛✦✙✒ ⑨
r
⑩❶❷➊ ✫❸✱ ✫❹❺ ✦s ❨✚s✛ ✥✙♠✬✉✛✢✣ ★✪ s✙✧✈✦✒❡ ✛✜✢ ❪✯✣ ✒✙✒✯✧✦✒✢❛✚

✢✧❛s✛✦✥✦✛✪ ✬✚✙★✧✢♠ ✣✢s✥✚✦★✢✣ ✦✒ ➋✢✥✛✦✙✒ ✖✔➌✔ ❚✙ ✛✜✦s ✢✒✣✩ ✛✜✢ ❨✒✦✛✢✯✢✧✢♠✢✒✛ ♠✢✛✜✙✣ ✦s ✉s✢✣ ❛✒✣ ✛✜✢ ✣✦s✬✧❛✥✢♠✢✒✛ ⑨
r
⑩ ✦s

✦✒✛✢✚✬✙✧❛✛✢✣ ✉s✦✒❡ ✧✦✒✢❛✚ ➍❛❡✚❛✒❡✢ ✢✧✢♠✢✒✛s✔ ➎✙✒✈✢✚❡✢✒✥✢ ✦s ✙★✛❛✦✒✢✣ ★✪ ❛ s✛❛✒✣❛✚✣ ❼✢✇✛✙✒➏➐❛✬✜s✙✒ ♠✢✛✜✙✣✔ ➑✉✚ ✦♠✬✧✢✯

♠✢✒✛❛✛✦✙✒ ♠❛❦✢s ✉s✢ ✙❢ ✛✜✢ ❨✒✦✛✢✯✢✧✢♠✢✒✛ ✧✦★✚❛✚✪ ❋❊✒✦➎➋ ✕Ø✧❡❛❛✚✣ ✢✛ ❛✧✔✩ ❪⑥⑥➒✘✔

■✒ ❛ s✢✥✙✒✣ s✛✢✬✩ ✛✜✢ ✦✒✥✚✢♠✢✒✛❛✧ ✣✦s✬✧❛✥✢♠✢✒✛ ✕➓
r
✩ ➓①✘ ✦s ✣✦s✥✚✢✛✦✮✢✣➔ ✇✢ ✉s✢ ❛❡❛✦✒ ❛ ❨✒✦✛✢✯✢✧✢♠✢✒✛ ✣✦s✥✚✢✛✦✮❛✛✦✙✒ ✙❢

✛✜✢ ❪✯✣ ✣✙♠❛✦✒ D ✉s✦✒❡ ✧✦✒✢❛✚ ➍❛❡✚❛✒❡✢ ✢✧✢♠✢✒✛s ❛✒✣ ✛✜✢ ❋❊✒✦➎➋ ✧✦★✚❛✚✪✔ ❚✜✢ ✥✙✚✚✢s✬✙✒✣✦✒❡ ★❛s✦s ✙❢ ❢✉✒✥✛✦✙✒s ❛✚✢ ✉s✢✣✩

✛✙❡✢✛✜✢✚ ✇✦✛✜ ✛✜✢ ❦✒✙✇✒ ✦✒✈❛✚✦❛✒✛ s✙✧✉✛✦✙✒ ⑨
r
⑩✱ ✛✙ ❨✧✧ ✦✒ ✛✜✢ ♠❛✛✚✦✥✢s ❯

❱
✩ ❲

❱
❛✒✣ ❳

❱
✩ ❛s ✢❬✬✧❛✦✒✢✣ ✦✒ ❩✬✬✢✒✣✦❬ ❭✔❪✔

❚✜✢ ✣✦s✥✚✢✛✢ ❢✙✚♠ ✙❢ ✛✜✢ ✓✉❛✣✚❛✛✦✥ ✢✦❡✢✒✈❛✧✉✢ ✬✚✙★✧✢♠ ✕✖✔⑤⑥★✘ ✦s ✛✜✢✒ s✙✧✈✢✣ ✉s✦✒❡ ✛✜✢ ➋➍❊→✥ ✧✦★✚❛✚✪ ✕➣✢✚✒❛✒✣✢✮ ✢✛ ❛✧✔✩

❪⑥⑥✖✘✔ ❩ ✛✇✙✯✧✢✈✢✧ ✙✚✛✜✙❡✙✒❛✧ ❩✚✒✙✧✣✦ ♠✢✛✜✙✣ ✦s ✉s✢✣✩ s✢✢ ❚✦ss✢✉✚ ❛✒✣ ↔✢✢✚★✢✚❡✢✒ ✕❪⑥⑥⑤✘ ❢✙✚ ❛ ✚✢✈✦✢✇ ✙✒ ✒✉♠✢✚✦✥❛✧ s✙✯

✧✉✛✦✙✒ ✙❢ ✓✉❛✣✚❛✛✦✥ ✢✦❡✢✒✈❛✧✉✢ ✬✚✙★✧✢♠s⑦ ✦✛ ✦s ✥✙♠★✦✒✢✣ ✇✦✛✜ s✜✦❢✛✯❛✒✣✯✦✒✈✢✚✛ ✬✚✢✥✙✒✣✦✛✦✙✒✦✒❡✩ ❛✧✧✙✇✦✒❡ ✙✒✢ ✛✙ ✥✙♠✬✉✛✢

✢✦❡✢✒✬❛✦✚s ✥✙✚✚✢s✬✙✒✣✦✒❡ ✛✙ s♠❛✧✧ ✚✢❛✧ ✢✦❡✢✒✈❛✧✉✢s q ♠✙✚✢ ✢↕✥✦✢✒✛✧✪ ✕➋❛❛✣✩ ❪⑥⑤⑤✘✔ ❚✙ ✚✢♠✙✈✢ ✢✦❡✢✒✬❛✦✚s ✛✜❛✛ ✥✙✚✚✢s✬✙✒✣ ✛✙

✚✦❡✦✣✯★✙✣✪ ♠✙✣✢s✩ ✛✜✢ s✪♠♠✢✛✚✦✥ ✬❛✚✛ ✙❢
➙
➛
➜
➝
➞ ➛

⑩

➟
✱ ✇✜✦✥✜ ✦s ❛ ♠✢❛s✉✚✢ ✙❢ ✛✜✢ ✧✦✒✢❛✚✦✮✢✣ s✛✚❛✦✒✩ ✦s ✥❛✧✥✉✧❛✛✢✣ ❢✙✚ ✢❛✥✜ s✙✧✉✯

✛✦✙✒ ✕q✩ ➓
➝
✘ ✙❢ ✕✖✔⑤⑥★✘➔ ✇✜✢✒✢✈✢✚ ✛✜✢ ✒✙✚♠ ✙❢ ✛✜✢ ✧✦✒✢❛✚✦✮✢✣ s✛✚❛✦✒ ✦s ★✢✧✙✇ ❛ s♠❛✧✧ ✛✜✚✢s✜✙✧✣✩ ✛✜✢ s✙✧✉✛✦✙✒ ✦s ✦✣✢✒✛✦❨✢✣ ❛s ❛

✚✦❡✦✣✯★✙✣✪ ♠✙✣✢ ❛✒✣ ✢✧✦♠✦✒❛✛✢✣✔

❽❾➠❾ ➡➁➢➀➅➈➢

❚✜✢ ✒✉♠✢✚✦✥❛✧ ✚✢s✉✧✛s ❛✚✢ s✜✙✇✒ ✦✒ ❋✦❡✔ ⑤❪❛✔ ❚✜✢ ★✦❢✉✚✥❛✛✦✙✒ ✣✦❛❡✚❛♠ ♠✉s✛ ★✢ ✚✢❛✣ ✧✦❦✢ ✛✜✙s✢ ✦✒ ❋✦❡s✔ ❪ ✕❡✢✒✢✚✦✥ ♠✙✣✢✧✘✩

❋✦❡✔ ➤❛ ✕✣✙✉★✧✢✯★✢❛♠ ♠✙✣✢✧✘ ❛✒✣ ✗ ✕✬✧❛✛✢ ♠✙✣✢✧✘✔ ■✒ ✛✜✢ ✢❬✬✢✚✦♠✢✒✛✩ ✛✜✢ ✈❛✧✉✢ ✙❢ ✛✜✢ ♠✦s♠❛✛✥✜ s✛✚✢✛✥✜ ➆ ✦s ❨✚s✛ ❨❬✢✣

✉✬✙✒ ❡✧✉✦✒❡ ✛✜✢ ✛✇✙ s✛✚✦✬s✔ ❼✢❬✛✩ ✛✜✢ ✛✢✒s✦✙✒ ✦s ✚✢✧✢❛s✢✣➔ ✛✜✢ ♠✢❛✒ s✛✚✢✛✥✜ ❷ ✦♠✬✙s✢✣ ★✪ ✛✜✢ ✬✙s✦✛✦✙✒ ✙❢ ✛✜✢ ✚✢♠✙✛✢ ✢✒✣s

✣✢✥✚✢❛s✢s ✬✚✙❡✚✢ss✦✈✢✧✪ ❢✚✙♠ ✦✛s ✦✒✦✛✦❛✧ ✈❛✧✉✢ ❷ ➥ ⑤✱ ✇✦✛✜ ❛ ❡✦✈✢✒ s✛✢✬✯s✦✮✢➦ ➧❷✔ ❩ ★✦❢✉✚✥❛✛✦✙✒ ✛❛❦✢s ✬✧❛✥✢ ❛✛ ✛✜✢ ✬✙✦✒✛ ✙❢ ✛✜✢

✥✉✚✈✢ ✙❢ ♠❛✚❡✦✒❛✧ s✛❛★✦✧✦✛✪ ✥✙✚✚✢s✬✙✒✣✦✒❡ ✛✙ ✛✜✢ ✧❛✚❡✢s✛ ❛★s✥✦ss❛ ❷➔ ✛✜✦s ✪✦✢✧✣s ❛ ♠❛✥✚✙s✥✙✬✦✥ ✦✒s✛❛★✦✧✦✛✪ ✦❢ ✛✜✢ ✥✙✚✚✢s✬✙✒✣✦✒❡

✇❛✈✢✒✉♠★✢✚ q➨ ✦s ✮✢✚✙✩ ❛✒✣ ❛ ♠✦✥✚✙s✥✙✬✦✥ ✦✒s✛❛★✦✧✦✛✪ ✙✛✜✢✚✇✦s✢✔

❩s s✢✢✒ ✦✒ ✛✜✢ ❨❡✉✚✢✩ ✛✜✢ ➌✯✣ ✜✪✬✢✚✯✢✧❛s✛✦✥ ♠✙✣✢✧ ❢✢❛✛✉✚✢s ★✙✛✜ ♠❛✥✚✙s✥✙✬✦✥ ❛✒✣ ♠✦✥✚✙s✥✙✬✦✥ ★✉✥❦✧✦✒❡✩ ✣✢✬✢✒✣✦✒❡ ✙✒

✛✜✢ ❛♠✙✉✒✛ ✙❢ ✬✚✢✯s✛✚✢✛✥✜ ➆✔ ❩s ✇✦✛✜ ✛✜✢ ✣✙✉★✧✢✯★✢❛♠ ❛✒✣ ✬✧❛✛✢ ♠✙✣✢✧s✩ ❛ s♠❛✧✧✢✚ ✬✚✢✯s✛✚✢✛✥✜ ❢❛✈✙✚s ♠❛✥✚✙s✥✙✬✦✥ ★✉✥❦✧✦✒❡

✕✥✙✒s✦s✛✢✒✛ ✇✦✛✜ ✛✜✢ ❊✉✧✢✚✯❭✢✚✒✙✉✧✧✦ ★✢❛♠ ♠✙✣✢✧✘ ✇✜✦✧✢ ❛ ✧❛✚❡✢✚ ✬✚✢✯s✛✚✢✛✥✜ ❢❛✈✙✚s ♠✦✥✚✙s✥✙✬✦✥ ★✉✥❦✧✦✒❡ ✕✥✙✒s✦s✛✢✒✛ ✇✦✛✜ ❛

s✛✚✉✛✯✙✒✯✢✧❛s✛✦✥✯❢✙✉✒✣❛✛✦✙✒ ♠✙✣✢✧✘✔ ➩✦✛✜ ✛✜✢ ✬❛✚✛✦✥✉✧❛✚ ❛s✬✢✥✛✯✚❛✛✦✙ ➫➭➯ ➥ ⑥➳⑤ ❛✒✣ ♠❛✛✢✚✦❛✧ ✬❛✚❛♠✢✛✢✚s ✥✜✙s✢✒ ✦✒ ✛✜✦s ✢❬❛♠✯

✬✧✢ ✕s✢✢ ✧✢❡✢✒✣✘✩ ✛✜✢ ✛✚❛✒s✦✛✦✙✒ ✙✥✥✉✚s ❛✛ ✛✜✢ ✥✚✦✛✦✥❛✧ ✈❛✧✉✢ ✙❢ ✛✜✢ ♠✦s♠❛✛✥✜ s✛✚✢✛✥✜

➵➸ ➺ ❖➻❖◆ ●❍◆❖➼❘

❚✜✢ ✚✢s✉✧✛s ✙❢ ✛✜✢ ➌✯✣ ✜✪✬✢✚✯✢✧❛s✛✦✥ ♠✙✣✢✧ ❛✚✢ ✛✜✢✚✢❢✙✚✢ ✓✉❛✧✦✛❛✛✦✈✢✧✪ s✦♠✦✧❛✚ ✛✙ ✛✜✙s✢ ✙❢ ✛✜✢ s✦♠✬✧✢✚ ✣✙✉★✧✢✯★✢❛♠ ❛✒✣ ✬✧❛✛✢

♠✙✣✢✧s ✕➋✢✥✛✦✙✒s ➌ ❛✒✣ ➤✘✔ ❚✜✢ ✥✚✦✛✦✥❛✧ ♠✙✣✢s ✬✚✢✣✦✥✛✢✣ ★✪ ✛✜✢ ➌✯✣ ♠✙✣✢✧ ❛✚✢ ✈✦s✉❛✧✧✪ s✦♠✦✧❛✚ ✛✙ ❛ ✬✧❛✛✢ ★✉✥❦✧✦✒❡ ♠✙✣✢

➽ ➾➚ ➚➪➪➶ ➹➶ ➘➴➪ ➷➬➮➱➪✃ ➘➴➪ ➶➮❐➪➱➹❒❮❰ ➪➱➱Ï➱ Ï➶ ÐÑ ➹➚ ❰❮➱➬➪➱ ÒÓÏ➱ ➷Ô➪Õ Ö×Ù Ú➴➪➶ Û ➹➚ ❒❰Ï➚➪ ➘Ï ÛÜ✃ ❮➚ ➘➴➪ ❒➮➱Ý❮➘➮➱➪ ÏÓ ➘➴➪ ❒➮➱Ý➪ ÏÓ ❐❮➱➬➹➶❮❰ ➚➘❮Þ➹❰➹➘ß
❮àà➱Ï❮❒➴➪➚ á➪➱Ïâ ❮❒❒Ï➱Õ➹➶➬❰ß✃ Ú➪ ➱➪➷➶➪Õ ➘➴➪ ➚➘➪à ➚➹á➪ Ö× ➘Ï ã➪➪à ➘➴➪ ➶➮❐➪➱➹❒❮❰ ➪➱➱Ï➱ Ï➶ ÐÑ Þ➪❰ÏÚ ä åæçå èß ➱➮➶➶➹➶➬ ❮ ❒Ï➶Ý➪➱➬➪➶❒➪ ➘➪➚➘✃ Ú➪ ➴❮Ý➪ ❮❰➚Ï
❒➴➪❒ã➪Õ ➘➴❮➘ Ï➮➱ ➘ßà➹❒❮❰ ❐➪➚➴ ➚➹á➪✃ ✁ é êæë Ò➹➶ ➮➶➹➘➚ ➚➮❒➴ ➘➴❮➘ ➘➴➪ Ú➹Õ➘➴ ➹➚ ì é ✑Ù✃ Ú❮➱➱❮➶➘➚ ➘➴❮➘ ➘➴➪ ➪➱➱Ï➱ Ï➶ ÐÑ Õ➮➪ ➘Ï Õ➹➚❒➱➪➘➹á❮➘➹Ï➶ ➱➪❐❮➹➶➚ Þ➪❰ÏÚ ➘➴➹➚
➘➴➱➪➚➴Ï❰Õå



✻� ❈✁ ▲✂✄☎✆✝✞✟✠✞☎✡ ❇✁ ❆☛❞♦❧② ✴ ❏♦☛✆✞✠❧ ♦☞ ☎t✂ ▼✂✌t✠✞✝✌✄ ✠✞❞ Pt②✄✝✌✄ ♦☞ ❙♦❧✝❞✄ ✶✍✸ ✭✎✍✶✼✏ ✹✍✑✼✶

❋✐✒✓ ✔✕✓ ✖✗✘✙✚❝❛✛✗✜✢ ❛✢❛✣✤s✗s ✜✘ ✛✥✦ ✧★✩ ✥✤♣✦✚★✦✣❛s✛✗❝ ♠✜✩✦✣✪ ✘✜✚ ♠❛✛✦✚✗❛✣ ♣❛✚❛♠✦✛✦✚s ➭ ❂ ✫✱ ❑ ❂ ✫✬✱ ❏✮ ❂ ✫✬✬ ❛✢✩ ✛✤♣✗❝❛✣ ♠✦s✥ s✗✯✦ ✂ ❂ ✬✳✬�✰ ✲❛✵ ✷✙✚✺✦s
✜✘ ♠❛✚❣✗✢❛✣ s✛❛✽✗✣✗✛✤ ✘✜✚ ❛✢ ❛s♣✦❝✛ ✚❛✛✗✜ t✾✈ ❂ ✬✳✫ ❛✢✩ ✘✜✚ ✩✗✘✘✦✚✦✢✛ ✺❛✣✙✦s ✜✘ ✛✥✦ ♠✗s♠❛✛❝✥ s✛✚✦✛❝✥ ✿❀ ✚✦s✙✣✛s ✜✘ ✛✥✦ ✦✗❣✦✢✺❛✣✙✦ ❛✢❛✣✤s✗s ✲✩✗✚✦❝✛ ♠✦✛✥✜✩✪
❁✦❝✛✗✜✢s ❃✰❄ ❛✢✩ ❃✰❃✪ s✤♠✽✜✣s✵ ❛✢✩ ❝✜♠♣❛✚✗s✜✢ ✇✗✛✥ ✛✥✦ s♠❛✣✣★✇❛✺✦✢✙♠✽✦✚ ✦❡♣❛✢s✗✜✢ ✲✩✜✛✛✦✩ ♣❛✚❛✽✜✣❛s✪ ❁✦❝✛✗✜✢ ❃✰❅✵✰ ❚✥✦ ❝✚✗✛✗❝❛✣ ✺❛✣✙✦s ✘✜✚ ✛✥✦ ♠✦❛✢
s✛✚✦✛❝✥ ❉❊ ❛✢✩ ✛✥✦ ❛ss✜❝✗❛✛✦✩ ✇❛✺✦✢✙♠✽✦✚ q❊ ❛✚✦ ✩✦✢✜✛✦✩ ✽✤ ✽✣❛❝❦ ✩✗s❦s✰ ✲✽✵ ◆✙♠✦✚✗❝❛✣ ✛✦s✛ ✜✘ ❝✜✢✺✦✚❣✦✢❝✦ ✛✜✇❛✚✩s ✛✥✦ ♣✣❛✛✦ ♠✜✩✦✣ ✗✢ ✛✥✦ ✣✗♠✗✛ ✜✘ ❛
s♠❛✣✣ ❛s♣✦❝✛★✚❛✛✗✜ t✾✈ ● ✬❀ ✛✥✦ ❝✚✗✛✗❝❛✣ ✇❛✺✦✢✙♠✽✦✚ ♣✚✦✩✗❝✛✦✩ ✽✤ ✛✥✦ ✧❍ ♠✜✩✦✣ ✙s✗✢❣ ✛✥✦ ✩✗✚✦❝✛ ♠✦✛✥✜✩ ✲✩✜✛s ❝✜✢✢✦❝✛✦✩ ✽✤ ✛✥✗✢ ❝✙✚✺✦s✵ ❝✜✢✺✦✚❣✦s ✛✜ ✛✥❛✛
♣✚✦✩✗❝✛✦✩ ✽✤ ✛✥✦ ♣✣❛✛✦ ♠✜✩✦✣ ✲✛✥✗❝❦ ❝✙✚✺✦✵✰ ■✜✚ ❛✣✣ ❛s♣✦❝✛★✚❛✛✗✜s✪ ✛✥✦ s♠❛✣✣★✇❛✺✦✢✙♠✽✦✚ ✦❡♣❛✢s✗✜✢ ✲s✛❛✚ s✤♠✽✜✣s ✜✢ ✛✥✦ ✥✜✚✗✯✜✢✛❛✣ ❛❡✗s✵ ❝✜✚✚✦❝✛✣✤ ♣✚✦✩✗❝✛s
✛✥✦ ❝✚✗✛✗❝❛✣ ♠✗s♠❛✛❝✥ s✛✚❛✗✢ ❖

◗
❛✛ ✇✥✗❝✥ ✛✥✦ ✽✗✘✙✚❝❛✛✗✜✢ ♠✜✩✦ s✇✗✛❝✥✦s ✘✚✜♠ ♠❛❝✚✜s❝✜♣✗❝ ✛✜ ♠✗❝✚✜s❝✜♣✗❝✰ ✲❝✵ ■✗✚s✛ ❝✚✗✛✗❝❛✣ ♠✜✩✦ ❝✜✚✚✦s♣✜✢✩✗✢❣ ✛✜ ✿ ❂ ✫✳✫✫

✇✗✛✥ t✾✈ ❂ ✬✳✫✱ s✥✜✇✢ ✇✗✛✥ ❛✢ ❛✚✽✗✛✚❛✚✤ ❛♠♣✣✗✛✙✩✦✰

❘❯❱❲ ❳❯❱ ❨❩❬❱❭❳❪❫❨❳❴❵ ❴❩ ❩❜❨❢❢ ❤❩❱❱ ❥❴♥r ✉①❭ ③❵❫ ④⑤⑥ ⑦ ⑧✉⑨⑩ ❳❯❱ ❶❴❩❳❫❴❬❩ ❷❱③❵❫❜❩ ❱❩❩❱❲❳❴❨❢❢❸ ❶❸ ❶❱❲❷❴❲♥ ❨❲❷ ❳❯❱ ❷❴❩❬❢❨❭❱❜❱❲❳

❴❩ ❜❨❴❲❢❸ ❵❹❳❪❵③❪❬❢❨❲❱r

❺ ❻❹❨❲❳❴❳❨❳❴❼❱ ❨♥❫❱❱❜❱❲❳ ❶❱❳❘❱❱❲ ❳❯❱ ❬❢❨❳❱ ❨❲❷ ❳❯❱ ❽❪❷ ❜❵❷❱❢❩ ❭❨❲ ❴❲ ③❨❭❳ ❶❱ ❵❶❳❨❴❲❱❷⑩ ❴❲ ❥❴♥r ✉①❶❾ ❘❱ ❭❯❱❭❿ ❳❯❨❳ ❳❯❱

❫❱❩❹❢❳❩ ❵③ ❳❯❱ ❽❪❷ ❯❸❬❱❫❪❱❢❨❩❳❴❭ ❜❵❷❱❢ ❭❵❲❼❱❫♥❱ ❳❵❘❨❫❷❩ ❳❯❱ ❬❫❱❷❴❭❳❴❵❲❩ ❵③ ❳❯❱ ❬❢❨❳❱ ❜❵❷❱❢ ❴❲ ❳❯❱ ❢❴❜❴❳ ❵③ ❨ ❩❜❨❢❢ ❨❩❬❱❭❳❪

❫❨❳❴❵❾ ④⑤⑥ ➀ ➁r ➂❯❱ ❫❱③❱❫❱❲❭❱ ❭❹❫❼❱ ❩❯❵❘❩ ❳❯❱ ❭❫❴❳❴❭❨❢ ❘❨❼❱❲❹❜❶❱❫ ❵③ ❳❯❱ ❬❢❨❳❱ ❨❩ ❨ ③❹❲❭❳❴❵❲ ❵③ ❳❯❱ ❜❴❩❜❨❳❭❯ ❩❳❫❨❴❲ ❤❳❯❴❭❿

❭❹❫❼❱⑨⑩ ❳❯❴❩ ❬❢❵❳ ❹❩❱❩ ❳❯❱ ❲❨❳❹❫❨❢ ❼❨❫❴❨❶❢❱❩ ❵③ ❳❯❱ ❬❢❨❳❱ ❜❵❷❱❢❾ ❲❨❜❱❢❸ ❳❯❱ ❷❴❜❱❲❩❴❵❲❢❱❩❩ ❜❴❩❜❨❳❭❯ ❩❳❫❨❴❲ ➃ ❨❲❷ ❳❯❱ ❫❱❩❭❨❢❱❷

❘❨❼❱❲❹❜❶❱❫ ➄➅ ❷❱➆❲❱❷ ❴❲ ➇❱❭❳❴❵❲ ➈r ➂❯❱ ❳❯❴❲ ❭❹❫❼❱❩ ❭❵❫❫❱❩❬❵❲❷ ❳❵ ❳❯❱ ❫❱❩❹❢❳❩ ❵③ ❳❯❱ ❽❪❷ ➉❱❲❳ ❜❵❷❱❢❾ ③❵❫ ❷❴③③❱❫❱❲❳ ❨❩❬❱❭❳❪

❫❨❳❴❵❩r ➂❯❱ ❢❨❳❳❱❫ ❩❱❳ ❵③ ❭❹❫❼❱❩ ❨❫❱ ❬❢❵❳❳❱❷ ❨❩ ③❵❢❢❵❘❩r ❥❴❫❩❳❾ ❳❯❱ ❱❴♥❱❲❼❨❢❹❱ ❨❲❨❢❸❩❴❩ ❵③ ➇❱❭❳❴❵❲ ➊r➈ ❸❴❱❢❷❩ ❷❨❳❨❪❬❵❴❲❳❩ ❤➋❾ ➌❾ ➄➅⑨r

➇❱❭❵❲❷❾ ❳❯❱ ❩❳❫❱❳❭❯❱❩ ❤➋❾ ➌⑨ ❭❯❨❫❨❭❳❱❫❴➍❴❲♥ ❳❯❱ ❢❵❨❷❴❲♥ ❴❲ ❨ ➆❲❴❳❱❪❱❢❨❩❳❴❭❴❳❸ ❭❵❲❳❱➎❳ ❨❫❱ ❭❵❲❼❱❫❳❱❷ ❴❲❳❵ ❩❳❫❨❴❲❩ ❤➃❾ ➏⑨ ❫❱❢❱❼❨❲❳

❳❵ ❳❯❱ ❩❜❨❢❢❪❩❳❫❨❴❲ ❢❴❜❴❳ ❶❸ ❴❷❱❲❳❴③❸❴❲♥ ❳❯❱ ❩❳❫❱❳❭❯❱❩ ❴❲ ❥❴♥❩r ➐ ❨❲❷ ✉➁❤❽⑨ ❨❩ ✉ ➑ ➏ ➑ ➒
➓ ⑦ ➌ ➋ ❨❲❷ ✉ ➑ ➏ ➔ ➒

➓ ⑦ ➌r ➂❯❴❫❷❾ ❳❯❱

❷❴❜❱❲❩❴❵❲❢❱❩❩ ❜❴❩❜❨❳❭❯ ❩❳❫❨❴❲ ➃ ❨❲❷ ❜❱❨❲ ❴❜❬❵❩❱❷ ❩❳❫❨❴❲ ➏ ❨❫❱ ❭❨❢❭❹❢❨❳❱❷ ❹❩❴❲♥ ❤➈r➈❱⑨r ❺❩ ❘❱ ❘❵❫❿ ❴❲ ❹❲❴❳❩ ❩❹❭❯ ❳❯❨❳

⑥ ⑦ ✉→ ❳❯❱ ❷❴❜❱❲❩❴❵❲❢❱❩❩ ❘❨❼❱❲❹❜❶❱❫ ➄➅ ⑦ ➄⑥ ❴❩ ❴❷❱❲❳❴❭❨❢ ❳❵ ❳❯❱ ❘❨❼❱❲❹❜❶❱❫ ➄➅ ❬❫❱❷❴❭❳❱❷ ❶❸ ❳❯❱ ❽❪❷ ❜❵❷❱❢r ➣❱ ❹❩❱ ❨❲
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✣✛✙ ✥❢ ♠✔✙✛✜✗✔✤ ✓✔✜✔♠✛✙✛✜✣ ✔✣ ❢✥✜ ✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❣ ✗✕ ✙✚✛ ➇✘✉✜✛✦ ✙✚✛ ✖✥✙✙✛✖ ✓✔✜✔❜✥✤✔✣ ❩ ❃ ❩❅❉❋ ➣ ↔❑ ❩❅❁❋ ✔✜✛ ✙✚✛ ✓✜✛✖✗✢✙✗✥✕

✥❢ ✙✚✛ ✣♠✔✤✤♣r✔✈✛✕✉♠❜✛✜ ✛✒✓✔✕✣✗✥✕✦ ❢✥✜ ✖✗❢❢✛✜✛✕✙ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ✙✚✛ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✔✗✕ ↕❘ ➉✕ ✙✚✛ ✕✛✗✘✚❜✥✜✚✥✥✖ ✥❢ ✙✚✛✗✜ ✗✕✙✛✜✣✛✢✙✗✥✕

r✗✙✚ ✙✚✛ ↔ ❃ ➊ ✔✒✗✣✦ ✙✚✛ ✓✔✜✔❜✥✤✔✣ ✓✜✥✈✗✖✛ ✔ ✘✥✥✖ ✔✓✓✜✥✒✗♠✔✙✗✥✕ ✥❢ ✙✚✛ ✢✥♠✓✤✛✙✛ ✢✉✜✈✛✣ ✥❢ ♠✔✜✘✗✕✔✤ ✣✙✔❜✗✤✗✙❪ ✥❜✙✔✗✕✛✖ ✛✔✜✤✗✛✜

❜❪ ✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❘ ⑩✥✜ ✙✚✗✣ ✓✔✜✙✗✢✉✤✔✜ ✛✒✔♠✓✤✛✦ ❩❬❁❭✦ ✔✣ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛✖ ❜❪ ❖◗❘❚➒❲✦ ✘✥✛✣ ❢✜✥♠ ✓✥✣✗✙✗✈✛ ❢✥✜ ↕ ❃ ❚→❚❚ ✙✥ ✕✛✘✔✙✗✈✛

❢✥✜ ↕ ❃ ❚→➊◗❨❣ ✙✚✗✣ ✗✣ ✗✕ ✔✢✢✥✜✖ r✗✙✚ ✙✚✛ ♠✔✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ✙✥ ♠✗✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ✙✜✔✕✣✗✙✗✥✕ ✥❜✣✛✜✈✛✖ ✔✙ ↕❍ ➙ ❚❘❚ ✉✣✗✕✘ ✙✚✛ ❢✉✤✤ ✛✗✘✛✕✈✔✤✉✛

✔✕✔✤❪✣✗✣ ❖✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❲✦ ✣✛✛ ❊s❘ ❖◗❘❚⑥❲❘ ➆❪ ✖✥✗✕✘ ✔ ✤✗✕✛✔✜ ✗✕✙✛✜✓✥✤✔✙✗✥✕ ✥❢ ✙✚✛ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ❩❬❁❭ ➛✉✣✙ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛✖ ❢✜✥♠ ❖◗❘❚➒❲ ✔✙

↕ ❃ ❚→➊◗❨ ✔✕✖ ↕ ❃ ❚→❚❚■ ✥✕✛ ✢✔✕ ✥❜✙✔✗✕ ✔✕ ✔✢✢✉✜✔✙✛ ✛✣✙✗♠✔✙✛ ✥❢ ↕❍ ✔✣

➜
❥
❂ ✽➝✺➞✺q ✇①q✽➞④

➟✚✛✕ ✢✥✕✈✛✜✙✛✖ ✗✕✙✥ ✙✚✛ ✖✗♠✛✕✣✗✥✕✤✛✣✣ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✔✗✕ ✥❢ ✙✚✛ ✓✤✔✙✛ ♠✥✖✛✤✦ ✔✣ ✛✒✓✤✔✗✕✛✖ ✔✣ ✙✚✛ ✛✕✖ ✥❢ ❿✛✢✙✗✥✕ ◗❘❨✦ ✙✚✗✣

❪✗✛✤✖✣ ➌ ❃ ➒➠→❨❘ ➀✚✗✣ ✗✣ ✢✤✥✣✛ ✙✥ ✙✚✛ ✈✔✤✉✛ ➌ ❃ ➒➒→⑥◗ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛✖ ❜❪ ✙✚✛ ✓✤✔✙✛ ♠✥✖✛✤ ✗✕ ❖⑦❘❚⑥❲❣ ✙✚✗✣ ✢✥✕➇✜♠✣ ✙✚✔✙ ✙✚✛ ✓✤✔✙✛

♠✥✖✛✤ ✔✘✜✛✛✣ r✗✙✚ ✙✚✛ ❯♣✖ ♠✥✖✛✤ ✗✕ ✙✚✛ ✤✗♠✗✙ ➓❡➔ ➡ ➊❳ ✙✚✛ ✣♠✔✤✤ ✖✗❢❢✛✜✛✕✢✛ ❜✛✙r✛✛✕ ✙✚✛ ✙r✥ ✈✔✤✉✛✣ ✗✣ ✖✉✛ ✙✥ ✙✚✛ ❢✔✢✙ ✙✚✔✙

✙✚✛ ✔✣✓✛✢✙♣✜✔✙✗✥ ✗✣ ✣♠✔✤✤ ❜✉✙ ➇✕✗✙✛ ✗✕ ✙✚✛ ❯♣✖ ♠✥✖✛✤ ❖➓❡➔ ❃ ➊→❚❲❘

➀✚✗✣ ✓✜✥✢✛✖✉✜✛ ❢✥✜ ✢✔✤✢✉✤✔✙✗✕✘ ✙✚✛ ✢✜✗✙✗✢✔✤ ✈✔✤✉✛ ✥❢ ✙✚✛ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✛✙✢✚ ↕❍ r✔✣ ✜✛✓✛✔✙✛✖ ❢✥✜ ✖✗❢❢✛✜✛✕✙ ✔✣✓✛✢✙♣✜✔✙✗✥✣❣ ✙✚✛✣✛

✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ↕❍ r✛✜✛ ✢✥✕✈✛✜✙✛✖ ✗✕✙✥ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ➌■ ✔✕✖ ✙✚✛✕ ✖✗✣✓✤✔❪✛✖ ✔✣ ✙✚✛ ✘✜✛❪ ✣✙✔✜✣ ✗✕ ⑩✗✘❘ ❚⑥❜❘ ❊✔✢✚ ✥❢ ✙✚✛✣✛ ✣✙✔✜✣ ❢✔✤✤✣ ✛✒✔✢✙✤❪

✔✙ ✙✚✛ ✓✥✗✕✙ r✚✛✜✛ ✙✚✛ ✢✉✜✈✛ ✥❢ ♠✔✜✘✗✕✔✤ ✣✙✔❜✗✤✗✙❪ ❢✥✉✕✖ ❜❪ ✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖ ♠✛✜✘✛✣ r✗✙✚ ✙✚✛ ✔✒✗✣ ↔➢ ❃ ➊❘ ➀✚✗✣ ✢✥✕➇✜♠✣

✙✚✔✙ ✙✚✛ ✓✜✛✖✗✢✙✗✥✕✣ ✥❢ ✙✚✛ ✣♠✔✤✤♣r✔✈✛✤✛✕✘✙✚ ✛✒✓✔✕✣✗✥✕ ✔✜✛ ✈✔✤✗✖❘

➤❝➥❝ ➦➧➃➃❀➨❼

➉✕ ✙✚✗✣ ✣✛✢✙✗✥✕✦ r✛ ♠✥✖✛✤✛✖ ✙✚✛ ❜✗✣✙✜✗✓ ✛✒✓✛✜✗♠✛✕✙ ✉✣✗✕✘ ✔ ❯♣✖ ✚❪✓✛✜♣✛✤✔✣✙✗✢ ♠✥✖✛✤❘ ➆❪ ✣✥✤✈✗✕✘ ✔ ✕✥✕♣✤✗✕✛✔✜ ✛✤✔✣✙✗✢✗✙❪

✓✜✥❜✤✛♠ ✗✕ ⑥♣✖ ✉✣✗✕✘ ✙✚✛ ➇✕✗✙✛♣✛✤✛♠✛✕✙ ♠✛✙✚✥✖✦ r✛ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛✖ ✔ ❢✔♠✗✤❪ ✥❢ ❜✔✣✛ ✣✥✤✉✙✗✥✕✣ ✙✚✔✙ ✔✜✛ ✢❪✤✗✕✖✜✗✢✔✤✤❪ ✗✕✈✔✜✗✔✕✙❘

➩✣✗✕✘ ✕✉♠✛✜✗✢✔✤ ✛✗✘✛✕✈✔✤✉✛ ✔✕✔✤❪✣✗✣✦ r✛ ✥❜✙✔✗✕✛✖ ✙✚✛ ✢✉✜✈✛✣ ✥❢ ♠✔✜✘✗✕✔✤ ✣✙✔❜✗✤✗✙❪ ❢✥✜ ✖✗❢❢✛✜✛✕✙ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ✙✚✛ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✛✙✢✚

↕ ❖✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❲❳ r✛ ✜✛✔✢✚✛✖ ✙✚✛ ✣✔♠✛ ✢✥✕✢✤✉✣✗✥✕ ✔✣ r✗✙✚ ✙✚✛ ✖✥✉❜✤✛♣❜✛✔♠ ✔✕✖ ✓✤✔✙✛ ♠✥✖✛✤✣❣ ✙✚✛ ➇✜✣✙ ❜✗❢✉✜✢✔✙✗✥✕ ♠✥✖✛

✘✥✛✣ ❢✜✥♠ ♠✔✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ✙✥ ♠✗✢✜✥✣✢✥✓✗✢ r✚✛✕ ✙✚✛ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✛✙✢✚ ✘✥✛✣ ❜✛❪✥✕✖ ✔ ✢✜✗✙✗✢✔✤ ✈✔✤✉✛✦ ↕ ❃ ↕❍❘ ➀✚✛ ✓✜✛✖✗✢✙✗✥✕✣ ✥❢

✙✚✛ ❯♣✖ ✚❪✓✛✜♣✛✤✔✣✙✗✢ ♠✥✖✛✤ ✔✘✜✛✛ r✗✙✚ ✙✚✥✣✛ ✥❢ ✙✚✛ ✓✤✔✙✛ ♠✥✖✛✤ r✚✛✕ ✙✚✛ ✔✣✓✛✢✙ ✜✔✙✗✥ ✗✣ ✣♠✔✤✤✦ ➓ ➫ ➔❘

➟✛ ✔✤✣✥ ✔✓✓✤✗✛✖ ✙✚✛ ✘✛✕✛✜✔✤ ✣♠✔✤✤♣r✔✈✛✤✛✕✘✙✚ ✛✒✓✔✕✣✗✥✕ ✙✥ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛ ✙✚✛ ✢✜✗✙✗✢✔✤ ♠✗✣♠✔✙✢✚ ✣✙✜✔✗✕ ↕❍ ✢✥✜✜✛✣✓✥✕✖✗✕✘ ✙✥

✙✚✛ ♠✔✢✜✥✣✢✥✓✗✢♣✙✥♣♠✗✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ✙✜✔✕✣✗✙✗✥✕✦ ❢✥✜ ✖✗❢❢✛✜✛✕✙ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ✙✚✛ ✔✣✓✛✢✙♣✜✔✙✗✥ ➓❡➔❘ ➀✚✛ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ↕❍ ✥❜✙✔✗✕✛✖ ✗✕ ✙✚✗✣

r✔❪ ✔✘✜✛✛ r✗✙✚ ✙✚✥✣✛ ✢✔✤✢✉✤✔✙✛✖ ❜❪ ✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❘ ➀✚✛ ✣♠✔✤✤♣r✔✈✛✤✛✕✘✙✚ ✛✒✓✔✕✣✗✥✕ ✚✔✣ ✙r✥ ✗♠✓✥✜✙✔✕✙ ❜✛✕✛➇✙✣ ✥✈✛✜

✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖❘ ➉✙ ✓✜✥✈✗✖✛✣ ♠✥✜✛ ✔✢✢✉✜✔✙✛ ✈✔✤✉✛✣ ✥❢ ↕❍✦ ✔✕✖ ✗✙ ✗✣ ♠✉✢✚ ✤✛✣✣ ✗✕✙✛✕✣✗✈✛ ✢✥♠✓✉✙✔✙✗✥✕✔✤✤❪❣ ✗✙ ✜✛s✉✗✜✛✣ ✥✕✤❪

✣✙✔✕✖✔✜✖ ✤✗✕✛✔✜ ✔✤✘✛❜✜✔ ✥✓✛✜✔✙✗✥✕✣ ✥✕ ✙✚✛ ♠✔✙✜✗✢✛✣ ➭
➂
✦ ➯

➂
✦ ➳

➂
✙✚✔✙ ✔✜✛ ❦✕✥r✕ ✗✕ ✙✛✜♠✣ ✥❢ ✙✚✛ ✗✕✈✔✜✗✔✕✙ ✣✥✤✉✙✗✥✕ ❶

❷
❉❘ ➆❪

✢✥✕✙✜✔✣✙✦ ✙✚✛ ✖✗✜✛✢✙ ♠✛✙✚✥✖ ✜✛s✉✗✜✛✣ ✣✥✤✈✗✕✘ ✔ ✓✥✤❪✕✥♠✗✔✤ ✛✗✘✛✕✈✔✤✉✛ ✓✜✥❜✤✛♠ ❢✥✜ ✛✔✢✚ ✈✔✤✉✛ ✥❢ ❩✦ ✔✕✖ ✙✚✛✕ ✗✙✛✜✔✙✗✕✘ ✥✈✛✜ ❩

✙✥ ❜✜✔✢❦✛✙ ✙✚✛ ✢✜✗✙✗✢✔✤ ✣✙✜✛✙✢✚ ❩➵ ✔✕✖ ✙✚✛ r✔✈✛✕✉♠❜✛✜ ✥❢ ✙✚✛ ➇✜✣✙ ❜✗❢✉✜✢✔✙✗✕✘ ♠✥✖✛ ↔➵❘ ➀✚✗✣ ✖✛✙✛✜♠✗✕✛✣ r✚✛✙✚✛✜ ✙✚✛ ✣❪✣✙✛♠

❜✗❢✉✜✢✔✙✛✣ ✙✥r✔✜✖✣ ✔ ♠✗✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ✥✜ ✔ ♠✔✢✜✥✣✢✥✓✗✢ ♠✥✖✛❘ ➀✚✛✕ ✔ ✣✛✢✥✕✖ ✤✛✈✛✤ ✥❢ ✗✙✛✜✔✙✗✥✕ ✥✈✛✜ ✙✚✛ ✓✜✛♣✣✙✜✛✙✢✚ ↕ ✗✣ ✜✛s✉✗✜✛✖

✙✥ ❜✜✔✢❦✛✙ ✙✚✛ ✢✜✗✙✗✢✔✤ ✈✔✤✉✛ ↕❍ ❢✥✜ ✔ ✓✔✜✙✗✢✉✤✔✜ ✈✔✤✉✛ ✥❢ ✙✚✛ ✔✣✓✛✢✙♣✜✔✙✗✥ ➓❡➔❘

➉✕ ✙✚✛ ✤✗♠✗✙ ✥❢ ✔ r✛✔❦ ✓✜✛♣✣✙✜✔✗✕✦ ↕ ➡ ❚✦ ✙✚✛ ✓✜✛✖✗✢✙✗✥✕✣ ✥❢ ✙✚✛ ❯♣✖ ♠✥✖✛✤ ✣✙✉✖✗✛✖ ✗✕ ✙✚✗✣ ✣✛✢✙✗✥✕ ✔✜✛ ✛s✉✗✈✔✤✛✕✙ r✗✙✚

✙✚✥✣✛ ✥❢ ✔✕ ❊✉✤✛✜♣➆✛✜✕✥✉✤✤✗ ✜✥✖ ♠✥✖✛✤ ✚✔✈✗✕✘ ✔ ✕✔✙✉✜✔✤ ✢✉✜✈✔✙✉✜✛ ✢✥✕✣✗✣✙✛✕✙ r✗✙✚ ✙✚✛ ✓✜✛♣✣✙✜✔✗✕ ✖✗✣✙✜✗❜✉✙✗✥✕❘ ➀✚✗✣ ✢✔✕ ❜✛

✣✚✥r✕ ❜❪ ✔✕ ✔✜✘✉♠✛✕✙ ✣✗♠✗✤✔✜ ✙✥ ✙✚✔✙ ✘✗✈✛✕ ✛✔✜✤✗✛✜ ✗✕ ❿✛✢✙✗✥✕ ⑦❘◗ ❢✥✜ ✔ ✓✤✔✙✛❳ ✗✙ ✗✣ ♠✥✜✛ ✙✛✢✚✕✗✢✔✤✦ ✚✥r✛✈✛✜✦ ✔✕✖ ✗✣ ✕✥✙ ✘✗✈✛✕

✚✛✜✛❘



❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶ ✻✑

✒✓ ❉✔✕✖✗✕✕✔✘✙✚ ✖✘✙✖❝✗✕✔✘✙ ❛✙✛ ♣✜✢✕♣✜✖✣✔✤✜✕

■✥ ✦✧❡✈✐★✩✪ ✇★✧r ★✥ ✫✬✐✥ ❡✮✯✪✫✐✰ ✪✫✧✩✰✫✩✧❡✪✱ ✯ ✇❡✯r✮✲ ✐✥✬★✳★✵❡✥❡★✩✪ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥ ✬✯✪ ❜❡❡✥ ✫✯r❡✥ ✐✥✫★ ✯✰✰★✩✥✫ ❜✲ ✳★♠✐✺✲✷

✐✥✵ ✫✬❡ ✧❡✺❡✧❡✥✰❡ ✳❡✫✧✐✰ ★✧ ✫✬❡ ✥✯✫✩✧✯✮ ✰✩✧✈✯✫✩✧❡ ★✺ ✰✮✯✪✪✐✰✯✮ ✧★♠ ★✧ ✦✮✯✫❡ ✳★♠❡✮✪ ✽●★✧✐❡✮✲ ✯✥♠ ❚✯❜★✧✱ ✾✿✿❀❁ ❂✐✩ ❡✫ ✯✮❃✱ ❄❅✾❊❋❃

❚✬❡ ✦✧❡✪❡✥✫ ✇★✧r ✪✬★✇✪ ✫✬✯✫ ✫✬✐✪ ✐✪ ✥★✫ ✦★✪✪✐❜✮❡ ✐✥ ✫✬❡ ✵❡✥❡✧✯✮ ✰✯✪❡ ★✺ ✯ ➇✥✐✫❡✱ ✥★✥✷✩✥✐✺★✧✳ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥❍ ✯✪ ❡✈✐♠❡✥✫ ✺✧★✳ ✫✬❡

✯✥✯✮✲✪✐✪ ★✺ ❜✐✪✫✧✐✦✪✱ ✮✯✧✵❡ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥ ✰✯✥ ✮❡✯♠ ✫★ ❜✩✰r✮✐✥✵ ✳★♠❡✪ ✫✬✯✫ ✈✐★✮✯✫❡ ✫✬❡ r✐✥❡✳✯✫✐✰ ✯✪✪✩✳✦✫✐★✥✪ ✩✥♠❡✧✮✲✐✥✵ ✰✮✯✪✪✐✰✯✮

✧★♠ ✳★♠❡✮✪❃ ❑✰✰★✧♠✐✥✵✮✲✱ ✇❡ ✬✯✈❡ ✯✦✦✧★✯✰✬❡♠ ✫✬❡ ✪✫✯❜✐✮✐✫✲ ★✺ ✯ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥❡♠ ✧★♠✷✮✐r❡ ❡✮✯✪✫✐✰ ✪★✮✐♠✪ ❜✯✪❡♠ ★✥ ✪✫✧✩✰✫✩✧✯✮ ✳★♠✷

❡✮✪ ✇✐✫✬ ♠❡✺★✧✳✯❜✮❡ ✰✧★✪✪✷✪❡✰✫✐★✥✪❍ ✇❡ ✩✪❡♠ ♠✐✺✺❡✧❡✥✫ ✪✫✧✩✰✫✩✧✯✮ ✳★♠❡✮✪ ✺❡✯✫✩✧✐✥✵ ♠✐✺✺❡✧❡✥✫ ♠❡✵✧❡❡✪ ★✺ ✪★✦✬✐✪✫✐✰✯✫✐★✥✱ ✯✮✮ ★✺

✇✬✐✰✬ ✲✐❡✮♠❡♠ q✩✯✮✐✫✯✫✐✈❡✮✲ ✪✐✳✐✮✯✧ ✧❡✪✩✮✫✪❃ ❲❡ ✺★✩✥♠ ✫✬✯✫ ✫✬❡ ➇✧✪✫ ❜✐✺✩✧✰✯✫✐★✥ ✳★♠❡ ✪✇✐✫✰✬❡✪ ✺✧★✳ ✮★✥✵✷✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬ ✺★✧ ✇❡✯r

✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪ ✽◆❖ ◗ ❅❋✱ ✫★ ✪✬★✧✫✷✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬ ✺★✧ ✮✯✧✵❡✧ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪ ✽◆❖ ❘◗ ❅❋❃ ❚✬❡ ✫✧✯✥✪✐✫✐★✥ ✐✪ ✵★✈❡✧✥❡♠ ❜✲ ✯ ♠✐✳❡✥✪✐★✥✮❡✪✪ ✦✯✧✯✳❡✷

✫❡✧ ✰★✳✦✯✧✐✥✵ ✫✬❡ ✯✥✫✯✵★✥✐✪✫✐✰ ❡✺✺❡✰✫✪ ★✺ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪ ✽✇✬✐✰✬ ✺✯✈★✧✪ ✪✬★✧✫ ✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬✪❋ ✯✥♠ ★✺ ✫✬❡ ✪✫✐✺✺✥❡✪✪ ★✺ ✫✬❡ ✰✧★✪✪✷✪❡✰✫✐★✥

✽✇✬✐✰✬ ✺✯✈★✧✪ ✮★✥✵ ✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬✪❋❃ ❯★✧ ✮✯✧✵❡ ★✧ ✪✳✯✮✮ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪✱ ★✩✧ ✳★♠❡✮✪ ✯✧❡ ✯✪✲✳✦✫★✫✐✰✯✮✮✲ ❡q✩✐✈✯✮❡✥✫ ✇✐✫✬ ✫✬❡ ❜✩✰r✮✐✥✵ ★✺

✯✥ ❱✩✮❡✧✷❳❡✧✥★✩✮✮✐ ❜❡✯✳ ✇✐✫✬ ✥✯✫✩✧✯✮ ✰✩✧✈✯✫✩✧❡✱ ✯✥♠ ✇✐✫✬ ✯ ✪✫✧✩✫ ★✥ ✯✥ ❡✮✯✪✫✐✰ ✺★✩✥♠✯✫✐★✥✱ ✧❡✪✦❡✰✫✐✈❡✮✲❃ ❨✧✯✇✐✥✵ ✯✥ ✯✥✯✮★✵✲

✇✐✫✬ ❩★✐✫❡✧➄✪ ✦★✪✫✷❜✐✺✩✧✰✯✫✐★✥ ✯✥✯✮✲✪✐✪✱ ✇❡ ✬✯✈❡ ✦✧★✦★✪❡♠ ✯ ✪✳✯✮✮✷✇✯✈❡✥✩✳❜❡✧ ❡①✦✯✥✪✐★✥ ✫✬✯✫ ✰✯✦✫✩✧❡✪ ✫✬❡ ✮★✥✵✷✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬

✫★ ✪✬★✧✫✷✇✯✈❡✮❡✥✵✫✬ ✫✧✯✥✪✐✫✐★✥❃ ❚✬✐✪ ✳❡✫✬★♠ ✐✪ ❡✪✦❡✰✐✯✮✮✲ ✦★✇❡✧✺✩✮ ✇✬❡✥ ✯✦✦✮✐❡♠ ✫★ ✫✬❡ ✺✩✮✮ ❬✷♠ ✳★♠❡✮ ✽❭❡✰✫✐★✥ ❪❋❍ ✐✫ ✐✥✷

✈★✮✈❡✪ ❡✮❡✳❡✥✫✯✧✲ ✮✐✥❡✯✧ ✯✮✵❡❜✧✯ ✐✥ ✫❡✧✳✪ ★✺ ✫✬❡ ✩✥❜✩✰r✮❡♠ ✪★✮✩✫✐★✥✱ ✯✥♠ ✧❡✳★✈❡✪ ✫✬❡ ✥❡❡♠ ✺★✧ ✯ ✰★✳✦✩✫✯✫✐★✥✯✮✮✲ ❡①✫❡✥✪✐✈❡

❡✐✵❡✥✈✯✮✩❡ ✯✥✯✮✲✪✐✪❃

❫✩✧ ✐✥✐✫✐✯✮ ✳★✫✐✈✯✫✐★✥ ✺★✧ ✫✬✐✪ ✇★✧r ✇✯✪ ✫★ ❡①✦✮✯✐✥ ✫✬❡ ✪❡✮❡✰✫✐★✥ ★✺ ✫✬❡ ✥✩✳❜❡✧ ★✺ ✦❡✧✈❡✧✪✐★✥✪ ✐✥ ✯ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪❡♠ ❜✐✪✫✧✐✦

❜✯✪❡♠ ★✥ ✯ ✪✫✯✫✐✰✱ ✮✐✥❡✯✧ ❜✐✺✩✧✰✯✫✐★✥ ✯✥✯✮✲✪✐✪❁ ✫✬✐✪ ✵★✯✮ ✬✯✪ ❜❡❡✥ ✯✰✬✐❡✈❡♠❃ ❚✬❡ ❬✷♠ ✳★♠❡✮ ✪✫✩♠✐❡♠ ✐✥ ❭❡✰✫✐★✥ ❪ ✳✯r❡✪ ✩✪❡ ★✺

✫✬❡ ✪✯✳❡ ✰★✥✪✫✐✫✩✫✐✈❡ ✮✯✇ ✯✥♠ ✳★♠❡✮✐✥✵ ✯✪✪✩✳✦✫✐★✥✪ ✯✪ ✫✬❡ ➇✥✐✫❡✷❡✮❡✳❡✥✫ ✪✐✳✩✮✯✫✐★✥✪ ★✺ ❂✐✩ ❡✫ ✯✮❃ ✽❄❅✾❊❋✱ ✇✬✐✰✬ ✫✬❡✲ ✯✮✷

✧❡✯♠✲ ✰★✳✦✯✧❡♠ ✫★ ✫✬❡ ❜✐✪✫✧✐✦ ❡①✦❡✧✐✳❡✥✫✪❍ ✫✬❡✧❡ ✐✪ ✥★ ✥❡❡♠ ✺★✧ ✩✪ ✫★ ✰✯✧✧✲ ★✩✫ ✯ ♠❡✫✯✐✮❡♠ ✰★✳✦✯✧✐✪★✥ ✇✐✫✬ ✫✬❡ ❡①✦❡✧✐✳❡✥✫✪

✯✵✯✐✥❃ ❲❡ ✪✐✳✦✮✲ ✥★✫❡ ✬❡✧❡ ✫✬✯✫ ✇❡ ✺★✩✥♠ ✫✬❡ ✰✧✐✫✐✰✯✮ ✇✯✈❡✥✩✳❜❡✧ ◆❖ ✫★ ❜❡ ✯✥ ✐✥✰✧❡✯✪✐✥✵ ✺✩✥✰✫✐★✥ ★✺ ✫✬❡ ♠✐✳❡✥✪✐★✥✮❡✪✪

✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥✱ ✯✥♠ ✫✬✯✫ ✫✬✐✪ ✯✰✰★✩✥✫✪ ✺★✧ ✫✬❡ ✐✥✰✧❡✯✪❡ ★✺ ✫✬❡ ✥✩✳❜❡✧ ★✺ ✦❡✧✈❡✧✪✐★✥✪ ✇✐✫✬ ✫✬❡ ✯✳★✩✥✫ ★✺ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥ ✯✥♠ ✇✐✫✬ ✫✬❡
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✫✧✐❜✩✫✐★✥ ✐✪ ♠✐✧❡✰✫✮✲ ✰★✳✦✯✧✯❜✮❡ ✇✐✫✬ ✫✬✯✫ ★✺ ✫✬❡ ★✮♠❡✧ ✽✦✐❡✰❡✇✐✪❡ ✰★✥✪✫✯✥✫❋ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪ ♠✐✪✫✧✐❜✩✫✐★✥❃ ■✥✪✫❡✯♠ ★✺ ✰✯✧✧✲✐✥✵ ★✩✫

✫✬❡ ❜✩✰r✮✐✥✵ ✯✥✯✮✲✪✐✪ ❜✲ ✫✬❡ ♠✐✧❡✰✫ ✳❡✫✬★♠ ✽✪✬★★✫✐✥✵ ✳❡✫✬★♠✱ ❭❡✰✫✐★✥ ❊❃❄❋✱ ✇❡ ✩✪❡ ✫✬❡ ✪✳✯✮✮✷✇✯✈❡✥✩✳❜❡✧ ❡①✦✯✥✪✐★✥❍ ✐✫ ✵✐✈❡✪

✫✬❡ ✪✯✳❡ ✧❡✪✩✮✫✪ ✳★✧❡ ❡✯✪✐✮✲❃ ❑♠✯✦✫✐✥✵ ✫✬❡ ✯✥✯✮✲✪✐✪ ★✺ ❭❡✰✫✐★✥ ❊❃❊✱ ✇❡ ➇✥♠ ✫✬✯✫ ❱q❃ ✽❊❃❀❋ ✐✪ ✩✥✳★♠✐➇❡♠➡✱ ✇✬✐✮❡ ✫✬❡ q✩✯✥✷

✫✐✫✲ ➏
➍❿➎

◗ ➁➢ ❸➏
➍➔➎
❢ ➟❻ ✐✥ ✽❊❃✾❅❜❋ ❜❡✰★✳❡✪ ➁➢ ❸➏

➍➔➎
❢ ➟❻ ◗

➤➥➦➧
➨

❿❼➩➔ ➙
➡➢➫❼
❼❿➔ ➏

➍➔➎
❾ ❸✾ ❾ ➭❼❻❃ ❭✐✥✰❡ ❱q❃ ✽❊❃❀❋ ✪✫✐✮✮ ✬★✮♠✪✱ ✫✬❡ ✫✬✐✰r ✵✧❡❡✥

✰✩✧✈❡ ✐✥ ✫✬❡ ✦✬✯✪❡ ♠✐✯✵✧✯✳ ✐✥ ❯✐✵❃ ✿ ✧❡✳✯✐✥✪ ✩✥✰✬✯✥✵❡♠❃ ❲✐✫✬ ✯ ✮✐✥❡✯✧ ✦✧❡✷✪✫✧✯✐✥ ♠✐✪✫✧✐❜✩✫✐★✥✱ ✇❡ ➇✥♠ ✫✬✯✫ ✯ ✳✯✰✧★✪✰★✦✐✰ ✫★

✳✐✰✧★✪✰★✦✐✰ ✫✧✯✥✪✐✫✐★✥ ✪✫✐✮✮ ✫✯r❡✪ ✦✮✯✰❡ ❜✩✫ ✫✬❡ ✰✧✐✫✐✰✯✮ ✦✧❡✷✪✫✧❡✪✪ ➟
❺
✐✪ ♠✐✺✺❡✧❡✥✫❍ ✪★✮✈✐✥✵ ➏➍❿➎ ◗ ➁➢ ◗ ❅ ✇✐✫✬ ✫✬❡ ❡①✦✧❡✪✪✐★✥ ★✺

➯ ➲➳➵➸ ➵➸ ➺➻➼➽➾➸➻ ➚➳➻ ➪➶➻➹➸➚➶➻➸➸ ➻➘➚➻➶ ➵➘➚➴ ➚➳➵➸ ➻➷➾➽➚➵➴➘ ➚➳➶➴➾➬➳ ➚➳➻ ➶➻➸➵➮➾➽➱ ✃➴✃➻➘➚ ▼❐❒ ➴➘➱❮ ❰➸➻➻ Ï➻➼➚➵➴➘ ÐÑ✑ÒÓ Ô➳➵➼➳ ➳➽➸ ➺➻➻➘ ➪➶➻➸➻➶Õ➻➮ ➺❮ ➮➻➸➵➬➘Ñ



✻✻ ❈� ▲✁✂✄☎✆✝✞✟✝✄✠ ❇� ❆✡❞♦❧② ✴ ❏♦✡☎✝✟❧ ♦☛ ✄t✁ ▼✁☞t✟✝✆☞✂ ✟✝❞ Pt②✂✆☞✂ ♦☛ ❙♦❧✆❞✂ ✶✌✸ ✭✍✌✶✼✎ ✹✌✏✼✶

❣✑ ❥✒✓✔ ✕✖✈❡♥ ✗✖❡✘✙✓ ✚
✛✵✮
❂ ✷✜✳✢ ✖♥ ✔✣❡ ✖♥✐✤✥♣✦❡✓✓✖✧✘❡ ✐❝✓❡ ★✩ ❂ ✳✺✪✫ ✇✣✖✐✣ ✧✗ ❊✬✯ ★✰✯✱✪ ✐✤✦✦❡✓♣✤♥✙✓ ✔✤ ✲

✽
❂ ✾✿✳✱✯ ❚✣✖✓ ✖✓ ✓✖✕s

♥✖❀✐❝♥✔✘✗ ✘❡✓✓ ✔✣❝♥ ✔✣❡ ✈❝✘✒❡ ❢✤✒♥✙ ❡❝✦✘✖❡✦ ❢✤✦ ❝ ♣✖❡✐❡✇✖✓❡ ✐✤♥✓✔❝♥✔ ♣✦❡s✓✔✦❝✖♥✫ ✐✤✥♣❝✦❡ ✇✖✔✣ ★✰✯✢✷✪✯ ❁✘✘ ✔✣❡ ✦❡✓✒✘✔✓ ♣✦❡✓❡♥✔❡✙

✖♥ ✔✣✖✓ ♣❝♣❡✦ ✐❝♥ ✧❡ ✓✖✥✖✘❝✦✘✗ ❡❃✔❡♥✙❡✙ ✔✤ ❝♥ ❝✦✧✖✔✦❝✦✗ ♣✦❡s✓✔✦❡✓✓ ✙✖✓✔✦✖✧✒✔✖✤♥✯

❚✣✖♥ ❡✘❝✓✔✖✐ ✓✔✦✒✐✔✒✦❡✓ ✐✤✥♣✦✖✓✖♥✕ ✖♥✐✤✥♣❝✔✖✧✘❡ ✓✔✦❝✖♥ ❝✦❡ ❝ ✦❡✘❝✔✖✈❡✘✗ ♥❡✇ ✔✤♣✖✐ ✇✣✖✐✣ ✖✓ ✓✔✖✘✘ ✖✥♣❡✦❢❡✐✔✘✗ ✒♥✙❡✦✓✔✤✤✙✯

❚✣❡ ✔✣✖♥ ✦✤✙ ✥✤✙❡✘ ✇✖✔✣ ♥❝✔✒✦❝✘ ✐✒✦✈❝✔✒✦❡ ✣❝✓ ✧❡❡♥ ✒✓❡✙ ✔✤ ✥✤✙❡✘ ✔✣❡✓❡ ✓✔✦✒✐✔✒✦❡✓ ✧✒✔ ✔✣❡ ✦❡✐❡♥✔ ✇✤✦r ✤❢ ❄✖✐❝✘❡✓❡ ❡✔ ❝✘✯

★✷✜✢✾✪ ❝♥✙ ✤✒✦ ✤✇♥ ✦❡✓✒✘✔✓ ✓✣✤✇ ✔✣❝✔ ✖✔ ✖✓ ❝♣♣✘✖✐❝✧✘❡ ✤♥✘✗ ✇✣❡♥ ✔✣❡ ♣✦❡s✓✔✦❝✖♥ ✖✓ ✖♥❀♥✖✔❡✓✖✥❝✘✫ ❅❉❋❉ ❢✤✦ ⑤● ❾ ✢⑤ ❍ ✢ ✤✦ ✲ ❍ ✢

✖♥ ✤✒✦ ♥✤✔❝✔✖✤♥✯ ■✔✖✘✘✫ ✤✒✦ ✦❡✓✒✘✔✓ ✓✣✤✇ ✔✣❝✔ ❢✤✦ ❝ ♣✦❡s✓✔✦❝✖♥ ❝✓ ✘❝✦✕❡ ❝✓ ●✽ ✤✦ ✲
✽
★✇✣✖✐✣ ❝✦❡ ✧✤✔✣ ✤❢ ✤✦✙❡✦ ✢✪✫ ❝♥✙ ❡✈❡♥ ✓✘✖✕✣✔✘✗
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✔✣❝✔ ✖✔ ✥✒✓✔ ✧❡ ♣✤✓✓✖✧✘❡ ✔✤ ✙❡✦✖✈❡ ✢s✙ ✥✤✙❡✘✓ ✕✤✈❡✦♥✖♥✕ ✔✣✖♥ ✓✔✦✒✐✔✒✦❡✓ ✇✖✔✣ ❀♥✖✔❡ ♣✦❡s✓✔✦❝✖♥✫ ❡✈❡♥ ✔✣✤✒✕✣ ✓✒✐✣ ✥✤✙❡✘✓

✣❝✈❡ ♥✤✔ ✧❡❡♥ ❡✓✔❝✧✘✖✓✣❡✙ ✔✤ ✙❝✔❡ ★✔✣❡✗ ❝✦❡ ✐❡✦✔❝✖♥✘✗ ♥✤✔ ✤❢ ✔✣❡ ❊✒✘❡✦s❘❡✦♥✤✒✘✘✖ ✔✗♣❡✪✯ ❯♥ ❢✒✔✒✦❡ ✇✤✦r✫ ✇❡ ✇✖✘✘ ❝✙✙✦❡✓✓ ✔✣✖✓

✬✒❡✓✔✖✤♥✫ ✒✓✖♥✕ ✔✣❡ ❝♥❝✘✗✓✖✓ ✤❢ ❝ ♣✦✖✓✥❝✔✖✐ ✓✤✘✖✙ ♣✦❡✓❡♥✔❡✙ ✖♥ ■❡✐✔✖✤♥ ✺ ❝✓ ❝ ✓✔❝✦✔✖♥✕ ♣✤✖♥✔✯

❱❲❲❳❨❩❬❭ ❱❪ ❫✉♠❳❴❬❵❛❜ ❦①③③④❬❨⑥ ♠❳④①③❩ ⑦③❴ ④①❳ ❲❜❛④❳ ♠③❩❳❜

⑧❡✦❡✫ ✇❡ ✙❡✓✐✦✖✧❡ ❝ ♥✒✥❡✦✖✐❝✘ ✓✤✘✒✔✖✤♥ ✤❢ ✔✣❡ ❡✖✕❡♥✈❝✘✒❡ ♣✦✤✧✘❡✥ ★✰✯✺❝✪⑨★✰✯✺❡✪ ❢✤✦ ✔✣❡ ❡✘❝✓✔✖✐ ♣✘❝✔❡ ✇✖✔✣ ♥✤♥s✒♥✖❢✤✦✥

♣✦❡s✓✔✦❡✓✓✫ ✔✣❝✔ ✕✤✈❡✦♥✓ ✔✣❡ ✖♥✖✔✖❝✘ ✧✒✐r✘✖♥✕ ✧✖❢✒✦✐❝✔✖✤♥✯ ❚✣❡ ❡✖✕❡♥✈❝✘✒❡ ♣✦✤✧✘❡✥ ✙❡♣❡♥✙✓ ✤♥ ⑩✤✖✓✓✤♥❶✓ ✦❝✔✖✤ ✩✫ ✤♥ ✔✣❡ ✥✖✓s

✥❝✔✐✣ ✓✔✦❝✖♥ ✲ ❝♥✙ ✤♥ ✔✣❡ ✥❡❝♥ ✖✥♣✤✓❡✙ ✓✔✦❝✖♥ ✚❷ ✖✔✓ ❡✖✕❡♥✈❡✐✔✤✦ ✖✓ ✔✣❡ ✐✤✥♣✘❡❃ ✙❡❸❡✐✔✖✤♥ ❝✥♣✘✖✔✒✙❡ ❹❺❻❼❽❿ ❝♥✙ ✖✔✓ ❡✖✕❡♥s

✈❡✐✔✤✦ ✖✓ ✔✣❡ ✇❝✈❡♥✒✥✧❡✦ q✯

❚✣❡ ❡✖✕❡♥♣✦✤✧✘❡✥ ✐❝♥ ✧❡ ✓✤✘✈❡✙ ✧✗ ❝ ✓✣✤✤✔✖♥✕ ✥❡✔✣✤✙ ❝✓ ❢✤✘✘✤✇✓✯ ❯♥ ❡❝✐✣ ✣❝✘❢s♣✘❝✔❡ ➀ ❂ ➁❿ ➁➁❿ ❝♥✙ ❢✤✦ ❝ ✕✖✈❡♥ ✈❝✘✒❡ ✤❢

q❿ ✔✣❡ ✓✤✘✒✔✖✤♥✓ ❹
➂
❺ ❻❼❽ ✔✣❝✔ ✓❝✔✖✓❢✗ ✧✤✔✣ ✔✣❡ ✙✖❢❢❡✦❡♥✔✖❝✘ ❡✬✒❝✔✖✤♥ ★✰✯✺✪ ❝♥✙ ✔✣❡ ✧✤✒♥✙❝✦✗ ✐✤♥✙✖✔✖✤♥✓ ★✰✯✺✐✪ ❝♥✙ ★✰✯✺✙✪ ✖✓ ✤❢

✙✖✥❡♥✓✖✤♥ ✰ ❾ ✷ ❂ ✷✯ ❚✇✤ ♣❝✦✔✖✐✒✘❝✦ ✓✤✘✒✔✖✤♥✓ ❹
➂➃❺
❺ ❝♥✙ ❹

➂➃➄
❺ ✓♣❝♥♥✖♥✕ ✔✣✖✓ ✓♣❝✐❡ ❝✦❡ ❢✤✒♥✙ ✧✗ ✖♥✔❡✕✦❝✔✖♥✕ ✔✣❡ ✙✖❢❢❡✦❡♥✔✖❝✘

❡✬✒❝✔✖✤♥ ✇✖✔✣ ✖♥✖✔✖❝✘ ✐✤♥✙✖✔✖✤♥✓

➅
➆➇
➈➉➊
➋ ➌➍ ➆➇

➈➉➊
➋ ➌
➎
➍ ➆➇
➈➉➊
➋ ➌
➎➎
➍ ➆➇
➈➉➊
➋ ➌
➎➎➎
➏

➐ ➑➒
➓

➔➅
→➍ ➣➍ ↔↕

➙
➍ ➣
➏

➛➜➝ ➞➝➟➠ ➛➡➢➤➠➥➜➢➦ ➧ ➓ →
➅
➣➍ →➍ ➣➍ ↕

➙
➆➨ ➩ ↔➌
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Systèmes invariants d’échelle :
prisme triangulaire en compression
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FIGURE IV.1 – Instabilité d’un bloc élastique en compression. (a) Pré-
diction de l’analyse de stabilité linéaire pour un nombre d’onde arbi-

traire. (b) Flambement non linéaire : apparition d’un sillon.

Dans les chapitres précédents, nous analysons plusieurs systèmes élancés sujets
à des instabilités élastiques associées à des modes dont la longueur d’onde, bien dé-
finie, peut être obtenue à partir d’une analyse de bifurcation linéarisée. C’est le cas
du flambement d’Euler (chapitre I), des couches minces sur une fondation élastique
(chapitre III) ou encore d’une poutre soumise à une pré-contrainte hétérogène (cha-
pitre III). Un point commun entre tous ces systèmes est qu’ils expriment une échelle
de longueur caractéristique : la longueur de l’objet dans le cas du flambement d’Eu-
ler, ou une petite échelle associée à l’élasticité de la section et/ou aux hétérogénéités
de pré-contrainte.

Nous étudions dans ce chapitre le comportement en flambement de systèmes
dépourvus d’échelle de longueur intrinsèque. Pour de tels systèmes, l’analyse de bi-
furcation linéarisée prédit l’apparition au point de bifurcation d’un continuum de
modes associés à toutes les longueurs d’onde possibles. Ceci est une conséquence
directe de la propriété d’invariance d’échelle de ces systèmes. La compression axiale
d’un bloc élastique d’épaisseur infinie en est l’exemple le plus classique. Ce pro-
blème, schématisé sur la figure IV.1, est connu sous le nom de problème de Biot car sa
formulation remonte aux travaux de BIOT (1963) et BIOT (1965). Ceux-ci montrent,
par une analyse de stabilité linéaire du problème formulé en élasticité finie, qu’une
instabilité de surface apparaît pour une valeur critique de l’étirement λB < 1, sous
la forme d’un continuum d’ondulations régulières de la surface (figure IV.1(a)) as-
sociées à toutes les longueurs d’onde possibles. De nombreuses études expérimen-
tales et numériques se sont récemment intéressées au comportement non-linéaire de
ce problème invariant d’échelle (TRUJILLO, KIM et HAYWARD, 2008 ; HONG, ZHAO

et SUO, 2009 ; MORA et al., 2011 ; HOHLFELD et MAHADEVAN, 2011 ; HOHLFELD et
MAHADEVAN, 2012 ; CAI et al., 2012 ; JIN et al., 2015 ; JIN et SUO, 2015). Celles-ci dé-
crivent l’apparition brutale à la surface du bloc comprimé de plis (ou sillons) très lo-
calisés et orthogonaux à la direction de compression, voir figure IV.1(b), pour λC < 1
avec λC > λB, donc pour une déformation plus faible que celle prédite par l’analyse
de stabilité linéaire. Ces sillons, appelés en anglais creases, apparaissent à la surface
de nombreux matériaux, voir figure IV.2, et leur apparition reste aujourd’hui difficile
à expliquer de façon précise et par des arguments théoriques.

Ces sillons sont l’expression d’une instabilité dite de plissement, en anglais crea-
sing, connue pour être sous-critique, essentiellement non-linéaire et très sensible
aux imperfections, à l’instar du flambement d’une coque cylindrique en compres-
sion (YAMAKI, 1984). Contrairement à cette dernière instabilité qui génère des mo-
tifs réguliers à la longueur d’onde bien définie, les sillons créés lors de l’instabilité
de plissement sont très localisés et irrégulièrement espacés. L’invariance d’échelle du
problème de Biot semble jouer un rôle déterminant dans le déclenchement de cette





120 Chapitre IV. Systèmes invariants d’échelle : prisme triangulaire en compression

✭�✁ ✭❜✁

FIGURE IV.4 – Instabilité d’un bloc élastique en compression.
(a) Schéma 3-d. (b) Schéma 2-d.

de ce problème. Dans une seconde section, nous décrivons les observations expéri-
mentales effectuées sur le prisme à section triangulaire en compression. Nous propo-
sons finalement une analyse de ces observations appuyée sur l’étude numérique de
la stabilité linéaire de ce système. Dans la limite des faibles angles, nous proposons
une version semi-analytique de l’analyse de bifurcation fondée sur les équations
pour une plaque mince d’épaisseur variable. L’ensemble de ces résultats sur l’in-
stabilité d’un prisme à section triangulaire en compression est également présenté
dans LESTRINGANT et al. (2017), reproduit dans l’annexe B.

IV.1 Motivation : stabilité linéaire d’un bloc hyper-élastique
en compression

Nous reprenons dans cette section l’analyse de stabilité linéaire effectuée
par BIOT (1963) et BIOT (1965) et plus récemment par CAO et HUTCHINSON (2011)
pour un demi-plan (Y < 0) néo-Hookéen incompressible de hauteur infinie et sou-
mis à une compression dans la direction Z paramétrée par l’étirement λZ , comme
schématisé figure IV.4. Ce bloc est également supposé infini dans la direction trans-
verse X . La valeur de l’étirement λX étant supposée fixée, le problème d’équilibre
linéarisé au voisinage de la solution homogène (λX , λY , λZ) peut être traité comme
un problème 2-d schématisé sur la figure IV.4(b), sous l’hypothèse de déformations
planes.

Nous montrons, par une analyse de bifurcation similaire à celle de CAO et HUT-
CHINSON (2011), que le problème de bifurcation linéarisé admet un continuum de
solutions associées à un nombre infini de longueurs d’onde, pour une valeur cri-
tique de la compression correspondant au seuil de Biot λZ = λB avec par exemple
λB ≈ 0.54 si λX = 1. Nous discutons ensuite d’une version régularisée du problème
de Biot, dans laquelle une petite échelle de longueur est introduite par le biais d’une
tension de surface.

IV.1.1. Problème de Biot

Solution fondamentale

La solution fondamentale, homogène en X , en Y et en Z est représentée sur la fi-
gure IV.4(b). Elle dépend du chargement axial compressif, paramétré par l’étirement
λZ et des conditions de bords appliqués dans la direction X et permettant de fixer la
valeur de l’étirement transverse λX . Pour une valeur de λZ donnée, le gradient de
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la transformation associée à la solution fondamentale s’écrit

F
[0]

= Diag(λX ,
1

λX λZ
, λZ).

Cette solution vérifie l’équation d’équilibre non-linéaire qui s’écrit

∀ϕ̂(X,Y, Z), 1

LH V

∫ V

0

∫ H

0

∫ L

0
Σ(ϕ) :

(
F T (ϕ) · F̂

)
dX dY dZ = 0, (IV.1)

pour un bloc de largeur V , d’épaisseur H → ∞, de longueur L → ∞. Dans
cette équation, les déplacements virtuels sont choisis de telle manière que leur
moyenne dans la direction axiale est égale à 0 de manière à préserver la déforma-
tion axiale moyenne imposée par les conditions limites à l’infini. La contrainte de
Piola-Kirchhoff Σ s’écrit comme une contrainte augmentée

Σ = µ1− pC−1,

avec p le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte d’incompressibilité. Par
la condition de bord libre en Y = 0 nous obtenons p = p[0] =

µ

λ2
X λ2

Z
.

Analyse de stabilité linéaire

Sous l’hypothèse de déformations planes, l’analyse de stabilité linéaire peut être
traitée comme un problème 2-d dans le plan (Y, Z), voir par exemple CAO et HUT-
CHINSON (2011). Nous cherchons une perturbation sous la forme d’un déplacement
2-d dans ce plan

ϕ
[1]
(Y, Z) = ϕ[1]Y (Y, Z) eY + ϕ[1]Z(Y, Z) eZ .

Cette perturbation décrit un équilibre adjacent si elle vérifie l’équation d’équi-
libre IV.1 linéarisée au voisinage de la solution fondamentale homogène F

[0]
. Cette

équation est indépendant de la coordonnée X et peut s’écrire

∀ϕ̂(Y, Z), 1

LH

∫ L

0

(∫ H

0
F̂ : N

1
dY

)
dZ = 0, (IV.2)

avec

N
1
= F

[1]
· Σ

[0]
+ F

[0]
·
(
2 p[0]C

−1
[0]

·
(
F T

[0]
· F

[1]

)
sym

· C−1
[0]

− p[1]C
−1
[0]

)
, (IV.3)

où p[1] est un champ scalaire qui correspond à la perturbation du multiplicateur de
Lagrange associé à la contrainte d’incompressibilité. Le premier terme de l’expres-
sion IV.3 correspond à la pré-contrainte, le second terme à l’élasticité tangente. Le
déplacement inconnu ϕ

[1]
(Y, Z) doit vérifier la condition d’incompressibilité

det
(
F

[0]
+ F

[1]

)
= 0. (IV.4)

Le problème de bifurcation linéarisé IV.2 s’écrit alors sous la forme de 3 équations
différentielles linéaires à coefficients constants

divN
1
= 0, (IV.5)
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FIGURE IV.5 – Premier mode critique pour r = rB : tracé de la défor-
mation de la surface pour une amplitude et un nombre d’onde arbi-

traires.

avec la condition de bord libre en Y = 0,

N
1
· eY = 0, (IV.6)

et la contrainte d’incompressibilité IV.4 linéarisée

ϕ[1]Z,Z + λ2Z λXϕ[1]Y,Y = 0. (IV.7)

Nous cherchons une famille de modes symétriques par la symétrie Z → −Z. Ces
modes sont décrits par les trois fonctions scalaires inconnues ϕ[1]Y , ϕ[1]Z et p[1]

(ϕ[1]Y , ϕ[1]Z , p[1]) = (A1 cos qX,A2 sin qX,
A3 q cos qX

λZ
) eq sY , (IV.8)

où q est le nombre d’onde et s un amortissement vertical. Il existe également une
famille de modes antisymétriques par la symétrie Z → −Z qui vérifient rigoureu-
sement les mêmes équations. Les équations locales IV.5 et IV.7 imposent alors la
relation de dispersion

(r2 − s2)(s2 − 1)

r λ2Z
= 0,

où le nombre d’onde q n’intervient pas, avec

r =
1

λX λ2Z
. (IV.9)

Cette équation de dispersion admet 4 solutions s ∈ {−1, 1,−r, r}. La condition
limite ϕ

[1]
= 0 en H → ∞ impose s ∈ {1, r} afin d’assurer la décroissance des

exponentielles en Y → ∞. La condition de bord libre IV.6 implique finalement

1 + r + 3 r2 − r3 = 0,

dont la seule solution réelle est r ≈ 3.3829.
Ainsi si λX = 1 il vient, d’après IV.9, λB ≈ 0.54 et si λX = 1√

λZ
alors λB ≈ 0.44.

Nous retrouvons ainsi les résultats de BIOT (1963) et CAO et HUTCHINSON (2011).
La solution IV.8 est définie à une constante multiplicative près et pour tout q ∈ ℜ.
Le déplacement de la surface libre associé au mode critique IV.8 est tracé figure IV.5
pour un nombre d’onde et une amplitude arbitraires : il s’agit principalement d’un
déplacement vertical.

IV.1.2. Problème de Biot régularisé

Il est possible de traiter ce problème dans une version régularisée, c’est à dire
ne présentant pas d’invariance d’échelle, voir par exemple (CIARLETTA et FU, 2015).
Un exemple d’une telle régularisation consiste à considérer une épaisseur H finie
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FIGURE IV.6 – Courbes de stabilité marginale q(r) pour le problème
de Biot régularisé par une tension de surface avec la hauteur du bloc
H = 1 et la longueur caractéristique associée à la tension de surface
L ∈ [0.001, 1] (à gauche et au milieu) et avec L = 0.01 et H ∈ [1, 100]

(à droite).

ainsi qu’une tension de surface γ = µL sur l’interface en Y = 0, où L a la dimension
d’une longueur. Les équations IV.5 et IV.7 sont inchangées, l’équation IV.6 devient

−N
[1]

· eY + µL
(
ϕ
[1],ZZ

· eY
)
eY = 0 pour Y = 0, (IV.10)

et l’on remplace la condition ϕ
[1]

= 0 lorsque Y → ∞ par l’équation

ϕ
[1]

= 0 pour Y = H.

Le terme de tension de surface dans l’équation IV.10 s’identifie facilement à la loi de
Laplace en remarquant que ϕ

[1],ZZ
(Y = 0, Z) · eY mesure la courbure linéarisée.

Les courbes de stabilité marginale pour ce problème régularisé sont tracées fi-
gure IV.6. Celles-ci correspondent asymptotiquement aux résultats obtenus précé-
demment pour le problème non régularisé dans la limite où la tension de surface
est négligeable, L → 0, et la profondeur est infinie, H → ∞ (graphique de droite et
de gauche respectivement). L’effet de l’introduction d’une hauteur finie pour le bloc
est faible dans la mesure où celle-ci n’agit pas sur la sélection des grands nombres
d’onde et où la courbe de stabilité marginale présente une asymptote verticale pour
r = rB lorsque L → 0, comme on peut le voir sur le graphique de droite figure IV.6.

Pour les modes de petite longueur d’onde localisées à la surface du bloc, les
solutions obtenues pour les différentes valeurs de L, à H fixé, se déduisent les unes
des autres par homothétie et l’on observe de ce fait une convergence dans le plan
(r, qL) lorsque L → 0 sur le graphique central de la figure IV.6.

Une régularisation similaire par ajout d’une énergie de courbure à la surface est
adoptée par HOHLFELD et MAHADEVAN (2011). Celle-ci permet en particulier de
surmonter les difficultés de convergence des schémas numériques liées à l’absence
de longueur intrinsèque dans le problème initial, comme nous le verrons dans la
suite de ce chapitre.

IV.1.3. Cas d’un contraste élastique

L’analyse 2-d introduite dans cette section peut être appliquée au cas d’un bloc
infini constitué de deux matériaux incompressibles de modules différents µ1 6= µ2
superposés dans son épaisseur : µ1 pour Y < 0 et µ2 pour Y > 0. Une instabilité
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de plissement associée à des sillons localisés est alors générée à l’interface entre les
deux matériaux (JIN et al., 2014).

La forme de la solution fondamentale est inchangée par rapport au § IV.1.1. Il
suffit d’écrire les équations locales du problème de bifurcation IV.5 et IV.7 et leurs
solutions de la forme IV.8 dans chacun des deux domaines. La condition de raccord
en Y = 0 remplace alors la condition de bord libre et donne la valeur du seuil, qui
correspond à une compression plus élevée que le seuil de Biot et dont la valeur est
fonction du contraste élastique µ1

µ2
. Le problème de bifurcation admet à ce seuil une

infinité de solutions qui correspondent à une ondulation de l’interface et les travaux
expérimentaux et numériques de JIN et al. (2014) font état de sillons fortement non-
linéaires.

Dans le cas où l’un des deux matériaux forme une couche d’épaisseur finie (BIOT,
1957 ; CAI et al., 2011 ; CAO et HUTCHINSON, 2012 ; HUTCHINSON, 2013) deux cas de
figure apparaissent. Lorsque la couche est plus rigide que le substrat, c’est l’épais-
seur de cette couche et le contraste élastique qui déterminent le nombre d’onde q
de l’équilibre adjacent au seuil de bifurcation. Le mode critique correspondant est
alors associé à l’ondulation de la couche toute entière. Le problème est en effet simi-
laire au flambement d’une poutre sur une fondation élastique étudié au chapitre III,
voir par exemple SULTAN et BOUDAOUD (2008). Plusieurs travaux théoriques, expé-
rimentaux et numériques font alors état de motifs périodiques (HUANG, HONG et
SUO, 2005 ; LEE et al., 2008b ; CAI et al., 2011 ; ZANG et al., 2012).

Dans le cas d’une couche molle sur un substrat dur, l’instabilité de plissement
localisé prédomine (CAI et FU, 1999 ; TRUJILLO, KIM et HAYWARD, 2008 ; YOON, KIM

et HAYWARD, 2010) et l’invariance d’échelle du système au voisinage de la surface
résulte en une infinité de modes critiques au seuil de bifurcation (CAI et FU, 1999).
Ces travaux (CAI et FU, 1999) font état d’une forte sensibilité aux imperfections dans
ce second cas, ce qui alimente l’hypothèse d’une instabilité sous-critique fortement
localisante du même type que le plissement observé dans le problème de Biot.

Les travaux récents de JIN et al., 2015 ; FU et CIARLETTA, 2015 explorent la li-
mite de ce problème lorsque le rapport entre le module de la couche et celui du
substrat tend vers 1. L’instabilité est sous critique, très sensible aux imperfections et
l’approche faiblement non-linéaire met en avant un phénomène de localisation sus-
ceptible de donner lieu à une instabilité de plissement (FU et CIARLETTA, 2015). Ce-
pendant, la forte non-linéarité de cette instabilité limite la portée de cette approche
semi-analytique faiblement non-linéaire.

IV.1.4. Bilan et motivations

L’objectif de cette section était d’introduire quelques systèmes invariants
d’échelle produisant une instabilité à une interface libre. L’analyse de stabilité li-
néaire prédit pour ces problèmes une infinité de modes critiques apparaissant au
seuil et correspondant à une ondulation, ou à un ridage de l’interface. Les nombreux
résultats d’expériences et de simulations numériques décrits dans la littérature font
état de motifs de plissement non-linéaires, fortement localisés et associés à un étire-
ment critique λC supérieur à l’étirement critique des modes linéaires, ce qui corres-
pond à une déformation plus faible. Cet écart s’explique par la nature sous-critique
de la bifurcation détectée par l’analyse de stabilité linéaire.

Les travaux actuels ne permettent pas d’élucider le lien entre l’absence d’échelle
de longueur et l’apparition de ces motifs localisés. Il est en effet difficile d’appliquer
à de tels systèmes le développement faiblement non-linéaire (voir chapitre I § I.1
et KOITER, 1965) de manière rigoureuse. La condition de solubilité fait apparaître
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un système linéaire de dimension infinie qu’il est nécessaire de tronquer et dont
la convergence dans le cas du problème de Biot semble délicate à établir (CAO et
HUTCHINSON, 2011).

Une approche alternative consiste à régulariser le problème. Ainsi HOHLFELD

et MAHADEVAN (2011) proposent d’introduire une énergie liée à la courbure de
la surface, CIARLETTA et FU (2015) remplacent l’énergie élastique du modèle néo-
Hookéen par un modèle à gradient comportant une longueur microscopique. L’ana-
lyse faiblement non-linéaire est alors possible et ces différentes études permettent de
détecter l’apparition d’une bifurcation sous-critique très sensible aux imperfections.
Ainsi cette instabilité de plissement, même dans sa version régularisée, est domi-
née par des effets fortement non-linéaires inaccessibles aux approches analytiques
abordées dans ce manuscrit.

Nous proposons dans la suite de ce chapitre d’étudier une variante du problème
de Biot. Il s’agit du flambage en compression d’un solide prismatique à section tri-
angulaire. La section de ce solide est formée d’un triangle isocèle, encastré en sa base
et dont l’angle d’ouverture φ varie. Ce système s’identifie avec le problème de Biot
lorsque φ → 180◦ et présente une transition, lorsque φ diminue, d’une instabilité de
plissements localisés vers des motifs linéaires et périodiques.

IV.2 Étude expérimentale d’une arête en compression

IV.2.1. Protocole

Nous étudions le flambement d’un solide prismatique à section triangulaire
constitué d’un élastomère silicone (vinylpolysiloxane de la marque Ecoflex) et sou-
mis à une compression axiale. Dans nos expériences, le prisme est collé à un bloc
parallélépipédique constitué d’un matériau similaire mais de module de Young 10
fois supérieur (E ≈ 1.3MPa pour le bloc et E < 100kPa pour le prisme).

Le silicone liquide est d’abord coulé dans des moules en PMMA réalisés par dé-
coupe laser, puis réticulé 24h à température ambiante. Nous pré-étirons le bloc avant
de coller le prisme à sa surface, selon le protocole représenté sur la figure IV.7(a)-
(c). Nous relâchons ensuite progressivement la tension imposée au bloc, ce qui in-
duit une compression ǫ dans le prisme, voir figure IV.7(d). Cette compression axiale
s’écrit

ǫ =
L0 − L

L0

où L0 est la longueur initiale du prisme (avant collage) et L sa longueur courante
mesurée au cours de l’expérience. Plusieurs essais sont ainsi réalisés en faisant va-
rier l’angle φ et la hauteur h de la section. La longueur du prisme L0 est maintenue
constante dans les expériences et suffisante pour assurer L0 ≫ h de manière à négli-
ger les effets de bord dans l’analyse.

IV.2.2. Observations

Au delà d’une valeur critique de la compression ǫ le prisme flambe au voisinage
de l’arête. Cette compression critique est notée ǫc.

Lorsque φ est inférieur à φ⋆ ≈ 90◦ nous observons un motif régulier associé à des
déformations latérales de la crête, harmoniques dans la direction axiale Z et faisant
fléchir l’arête hors du plan de symétrie du prisme, voir figure IV.8 (a). Ce mode sera
appelé mode de ridage antisymétrique (RA) dans la suite de ce chapitre. L’amplitude
de ce mode croit progressivement avec ǫ et la valeur de sa longueur d’onde λc pour
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étirage maintient et collage relâchement

(a) (b) (c) (d)

FIGURE IV.7 – Schéma du protocole expérimental. (a)-(b) Étirage du
bloc parallélépipédique raide (substrat), (c) collage du prisme mou
sur le substrat tout en maintenant la tension dans le substrat, (d) re-
lâchement de la tension dans le substrat, qui induit une compression

du prisme.

un angle φ donné augmente linéairement avec la hauteur h de la section pour les
gammes de hauteur testées dans les expériences, voir figure IV.8(b).

Lorsque φ est supérieur à φ⋆ ≈ 90◦ des modes de forme très différente appa-
raissent : des plis localisés se développent de part et d’autre de l’arête, envahissant
progressivement les faces, voir figure IV.8(a). Leur nombre augmente lorsque l’on
augmente ǫ au-delà de ǫc. A la différence des modes RA dont la longueur d’onde est
bien caractérisée, ces modes localisés n’ont pas d’échelle de longueur et apparaissant
de manière erratique le long de l’arête, ce qui suggère que l’instabilité est alors très
sensibles aux défauts présents le long de l’arête. Ces modes seront appelés modes
de plissement de surface (PS). Si le comportement du prisme pour φ < φ⋆ est tout à
fait réversible, il semble que le développement des modes PS soit sujet à une légère
hystérésis. L’estimation de cet effet est difficile à évaluer de manière quantitative et
peut être l’expression de la nature sous critique de l’instabilité ainsi que de défor-
mations irréversibles causées à la surface de l’arête par la très forte concentration de
contrainte en pointe des plis. Ce dernier effet est mentionné dans des expériences
de plissement à la surface d’un bloc élastique dans les travaux de TRUJILLO, KIM et
HAYWARD, 2008.

Dans nos expériences, ǫc ne dépend pas de la hauteur h du prisme. La valeur
de ǫc augmente régulièrement avec l’angle φ jusqu’à atteindre un plateau autour de
ǫc ≈ 0.42 lorsque φ = φ⋆ ≈ 90◦, ce qui correspond à l’angle critique pour lequel la
nature du mode de flambement change, voir figure IV.8(b).

Nous étudions le problème de bifurcation linéarisé pour comprendre la transi-
tion observée dans les expériences. Cette étude numérique est menée en considérant
un prisme de longueur infinie et en utilisant les outils et le formalisme introduits au
chapitre I. Une difficulté supplémentaire apparaît ici du fait de l’invariance d’échelle
du problème au voisinage de la crête : nous en discutons dans la prochaine section.

IV.3 Étude numérique d’une arête en compression : solutions
singulières et problème régularisé

La géométrie du problème ne permet pas de travailler en 2-d dans le plan (Y, Z)
comme pour le problème de Biot car la forme flambée n’est plus invariante selon
l’axe X . Nous utilisons donc les outils pour l’analyse de stabilité linéaire d’un solide
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FIGURE IV.8 – Résultats expérimentaux. (a) Vues du dessus dans
le plan (x, z). Chaque série d’images correspond à l’augmentation
progressive de la compression ǫ (de gauche à droite). A : φ = 40◦,
h ≈ 10mm et L0 = 100mm. B : φ = 120◦, h ≈ 10mm et L0 = 100mm.
Les flèches noires indiquent les plis près de l’arête. (b) Mesures ex-
périmentales de ǫc en fonction de φ (en ◦) : les modes étendus sont
symbolisés par des cercles rouges et les modes localisés par des car-
rés marrons. Les tendances sont tracées à main levée (courbes conti-
nues). Insert : longueur d’onde adimensionnée du mode étendu λc

h
,

montrant que λc est directement proportionnel à la hauteur.
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(b)(a)

FIGURE IV.9 – Solution fondamentale pour le prisme en compression.
(a) en 3-d ; (b) en 2-d.

prismatique 3-d développés dans le chapitre I. Nous considérons un prisme de lon-
gueur infinie et écrivons le problème de bifurcation comme une équation aux valeurs
propres sur une section du prisme dans le plan (X,Y ), voir figure IV.9. Ce problème
aux valeurs propres correspond à l’équation I.34 introduite dans le chapitre I § I.2.3.

Nous considérons que l’effet Poisson est identique dans le substrat et dans le
prisme. En conséquence, le prisme est libre de se déformer dans le plan de sa section
et λX = λY , comme indiqué figure IV.9(a). Ainsi la solution fondamentale peut être
obtenue en remplaçant la condition de collage avec le substrat par des conditions
aux limites simplifiées imposées à la base du prisme : les translations verticales sont
bloquées en deux points de la base alors que la dilatation horizontale est autorisée,
voir figure IV.9(b). Ceci nous permet d’obtenir une solution fondamentale homogène
de la forme

ϕ
[0]

=
(
λX − 1

)
X ex +

(
λY − 1

)
Y ey +

(
λZ − 1

)
Z ez.

La compression, positive par convention, s’écrit ǫ =
(
1− λZ

)
.

L’implémentation du problème de bifurcation I.34 est identique au chapitre I
§ I.3.3. Nous utilisons un maillage triangulaire non structuré raffiné près de la pointe
généré avec le code Gmsh (GEUZAINE et REMACLE, 2009) et un modèle de Gent
hyper-élastique avec µ = 1., K = 10., Jm = 100, ce qui correspond à un comporte-
ment faiblement compressible. Comme nous recherchons des motifs de flambement
localisés au voisinage la crête, les solutions ϕ

[1]
du problème de bifurcation linéarisé

sont recherchées telles que ϕ
[1]

= 0 le long de la calotte hémisphérique à la base
du prisme, ce qui permet d’éliminer d’éventuels modes de ridage indésirables au
voisinage des deux sommets définissant la base.

Les résultats numériques sont tracés sur la figure IV.10 pour un angle φ = 60◦.
Nous choisissons la taille de maille typique près de la pointe de manière à nous as-
surer que h≫ e où h ≈ 1 est hauteur du triangle isocèle formant la base. Au delà de
ǫc, chaque valeur de ǫ est associée à deux valeurs du nombre d’onde q sur la courbe
de stabilité marginale figure IV.10(a). Les configurations déformées correspondant à
ces deux modes sont tracées sur la figure IV.10(b). Les déformations sont localisées
au voisinage de l’arête dans les deux cas et la profondeur sur laquelle se produit la
déformation est comparable à la longueur d’onde 2π

q
associée à chaque mode. Le

problème singulier que nous résolvons numériquement est automatiquement régu-
larisé par la discrétisation qui introduit une échelle de longueur e (taille de maille).
L’échelle de longueur du mode correspondant au petit nombre d’onde est détermi-
née par la hauteur h comme dans le cas du problème de Biot pour un demi-plan de
hauteur finie décrit § IV.1.2. alors que l’échelle de longueur naturelle pour le mode à
grand nombre d’onde est la taille de maille caractéristique e.
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FIGURE IV.10 – Résultats de l’analyse de stabilité linéaire pour φ =
60◦ et h = 0.866. La taille de maille typique près de la pointe est
e = 0.002. (a) Courbe de stabilité marginale. (b) Modes critiques cor-

respondant aux valeurs A et B du nombre d’onde (ǫ = 0.272 ≃ ǫc).

Afin de restaurer une convergence des résultats en fonction du maillage, nous in-
troduisons une régularisation physique en modifiant la géométrie du domaine près
de la pointe, voir l’insert de la figure IV.11. Cette régularisation est caractérisée par
la longueur r dont nous diminuons progressivement la valeur tout en conservant le
rapport r/e = 10 constant. Les résultats de cette étude sont présentés figure IV.11.
La courbe de stabilité marginale tend vers une asymptote verticale lorsque le para-
mètre de régularisation r → 0, comme on peut le voir figure IV.11(a). Les modes cri-
tiques associés aux grandes valeurs de q sur cette courbe se déduisent alors les uns
des autres par homothétie. Nous observons en effet une convergence des courbes
de stabilité marginale qui leur sont associées dans le plan (ǫ, r q), figure IV.10(a’).
Les cartographies figure IV.11(b) illustrent cette homothétie : pour les deux modes
notés A(r1, q1) et B(r2, q2) figure IV.10(a), nous vérifions que r1 q1 = r2 q2 et que
f(ξx(r1)) = ξx(r2) où ξx est le déplacement horizontal du mode critique et f est
la transformation homothétique de rapport q2/q1 = r1/r2 centrée sur la pointe du
triangle isocèle figure IV.11(c).

Ces résultats, similaires à ceux obtenus pour le problème de Biot régularisé sec-
tion IV.1.2., sont une conséquence directe de l’absence d’échelle de longueur intrin-
sèque du problème près de la pointe. Afin de limiter la lourdeur des calculs numé-
riques, ceux-ci sont, dans toute la suite, effectués sur la géométrie non-régularisée.
Ceci n’a pas d’incidence sur la précision des résultats, sous réserve de vérifier h≫ e :
les solutions à grand nombre d’onde pour e→ 0 se déduisent alors les uns des autres
par homothétie, tout comme les modes critiques du problème régularisé. Notons
enfin que le choix du comportement hyper-élastique, et en particulier de sa com-
pressibilité, n’a qu’une influence a priori marginale sur ces résultats. Ceci sera vérifié
quantitativement avec le modèle de plaque mince à épaisseur variable présenté dans
la suite.

Finalement, bien que la longueur d’onde des modes et leur échelle caractéristique
soient mal définies dans ce problème de bifurcation linéarisé, la forme de ces modes
ainsi que la compression critique ǫc sont bien définies et nous pouvons les comparer
aux résultats expérimentaux.
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FIGURE IV.11 – Résultats de l’analyse de stabilité linéaire du pro-
blème sur un domaine régularisé pour φ = 60◦ et h = 0.866 : conver-
gence vis-à-vis du paramètre de régularisation r. (a) Courbes de stabi-
lité marginale pour différentes valeurs de r. (a’) Courbes stabilité mar-
ginale pour le nombre d’onde adimensionné (r q, ǫ) : la convergence
de la branche supérieure traduit le fait que les modes localisés près
de la pointe sont homothétiques les uns aux autres. (b) Cartographie
des valeurs du déplacement horizontal ξx associé au premier mode
critique pour deux valeurs de r, resp. A : r1 = 0.01 et B : r2 = 0.005,
tracée sur une petite zone près de la pointe avec h′ = 0.166. Insert :
schéma du problème régularisé. (c) Illustration du fait que les modes
associés à A et B se déduisent l’un de l’autre par homothétie : carto-
graphie de la norme de l’erreur relative :

(
f(ξx(r1)) − ξx(r2)

)
/ξx(r2)

où f est la transformation homothétique de rapport q2/q1 = r1/r2 et
centrée sur la pointe (tracée sur une petite zone près de la pointe).
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FIGURE IV.12 – Modes de ridage antisymétrique (RA). (a) Diagramme
de phase : ǫc(φ) mesuré dans les expériences (cercles), calculé par les
simulations (disques pleins) et par le modèle de plaque mince (trait
pointillé). (b) Mode critique numérique pour φ = 40◦, h = 0.5 tracé
pour une amplitude arbitraire. Les deux cartographies représentent
l’amplitude des déplacements latéraux (à gauche) et la déformation

incrémentale radiale Err (à droite).

IV.4 Modes antisymétriques de ridage

L’analyse de bifurcation linéarisée numérique fait apparaître deux types de
modes critiques, à la morphologie très distincte. Une première catégorie de modes
critiques s’expriment par une oscillation latérale de l’arête du prisme, voir fi-
gure IV.10(b) : nous parlerons par la suite de modes de ridage antisymétriques (RA).

IV.4.1. Résultats des simulations

Nous effectuons l’analyse de stabilité linéaire numérique en augmentant pro-
gressivement la valeur de la compression imposée ǫ. Lorsque φ est inférieur à 105◦

le premier mode critique obtenu par cette analyse numérique (c’est à dire le mode
critique correspondant à la plus petite valeur de compression imposée) se caractérise
par des ondulations horizontales du sommet de l’arête, représentées figure IV.12(b).
Cette cinématique est similaire à celle des modes étendus observés dans les expé-
riences, voir figure IV.8(a). Par ailleurs la compression critique associée à ces modes
numériques augmente régulièrement avec la valeur de φ, en bon accord avec les
mesures expérimentales comme indiqué figure IV.12(a).

Ainsi, les modes de ridage antisymétriques observés dans les expériences pour
φ < 90◦ sont bien décrits par l’analyse de stabilité linéaire numérique. Les valeurs
de compression critique obtenues numériquement (disques rouges figure IV.12(a))
coïncident avec les mesures expérimentales (cercles rouges figure IV.12(a)) ce qui
laisse penser que ces modes sont l’expression d’une instabilité super-critique. Ainsi,
ce système invariant d’échelle au voisinage de la pointe admet une infinité de modes
instables au seuil de stabilité linéaire mais génère des motifs de flambement régu-
liers. Ceci montre que l’absence de longueur intrinsèque n’implique pas toujours le
déclenchement d’une instabilité localisée.

Dans la prochaine section, l’analyse de stabilité linéaire 3-d qui précède est re-
visitée avec un modèle de plaque mince d’épaisseur variable. Les prédictions qui
découlent de ce nouveau modèle sont asymptotiquement en accord avec les résul-
tats du modèle 3-d lorsque φ→ 0, comme nous allons le voir.
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FIGURE IV.13 – Modèle de plaque à épaisseur variable. (a) Problème
original (à gauche) et problème régularisé (à droite). (b) Contrainte
critique pour le problème régularisé calculée par la méthode du tir
(équation IV.14), et limite lorsque r → 0 (en rose). Insert : déformation
dans la section de la plaque pour le premier mode critique lorsque

r = 0.1, tracé pour une amplitude arbitraire.

IV.4.2. Modèle de plaque à épaisseur variable

Considérons une plaque d’épaisseur variable t contenue dans le plan (y, z).
L’épaisseur t varie linéairement dans la direction y, t = φ y et la plaque est sou-
mise à une compression axiale dans la direction z, comme représenté par les flèches
en rouge sur la figure IV.13(a). L’équilibre linéarisé au voisinage de la solution plane
s’écrit, avec le formalisme introduit au chapitre III et sous forme adimensionnée,

− (mαβ),αβ − h(y)σ0w,zz = 0, (IV.11a)

où w(x, y) est la déflexion selon x, mαβ = D(y)
(
(1 − ν)w,α β + νδαβw,γ γ

)
le mo-

ment de flexion et où le module de flexion varie avec la coordonnée verticale,
D(y) = E t(y)3

12(1−ν2)
. Ici la compression ǫ0 = σ0

E
est comptée positivement, comme précé-

demment dans ce chapitre. Rappelons que les indices grecs désignent les degrés de
liberté dans le plan de la plaque (y, z) et que l’on applique la convention de somma-
tion d’Einstein sur les indices répétés.

Le problème étant infini dans la direction y et singulier en y = 0, nous in-
troduisons une régularisation géométrique contrôlée par le paramètre r, voir fi-
gure IV.13(a). Dans le problème régularisé la plaque est contenue dans le domaine
r < y < 1

r
. Les conditions limites de bord libre en y = r, introduites au chapitre III,

font ici intervenir la variation du module de flexion en fonction de la coordonnée y

w,yy + νw,zz = 0, 3 y2w,yy + y3w,yyy + 3νy2w,zz + (2− ν)y3w,zzy = 0. (IV.11b)

Les conditions d’encastrement en y = 1
r

s’écrivent

w = 0, w,y = 0. (IV.11c)

Nous opérons le changement de variable Y = q y et cherchons alors la déflexion
sous la forme d’une série de Fourier w(y) =W (Y ) ei q z . En insérant cette expression
dans les équations IV.11a, IV.11b et IV.11c nous obtenons un problème aux limites
pour l’amplitude W (Y ) qui dépend du nombre d’onde q, du module de Poisson ν
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et du paramètre de régularisation r,

−Y 3W (IV )(Y )− 6Y 2W (III)(Y ) + (2Y 3 − 6Y )W ′′(Y ) + 6Y 2W ′(Y ) · · ·
+(Y (6 ν + σ0)− Y 3)W (Y ) = 0,

(IV.12a)

avec les conditions aux limites lorsque Y = q r,

W ′′ − νW = 0, ǫW ′′′ + (2− ν)ηW ′ = 0, (IV.12b)

et lorsque Y = q
r
,

W = 0, W ′ = 0. (IV.12c)

Dans ce problème, nous définissons le paramètre de chargement adimensionné

σ0 =
12 (1− ν2)σ0

φ2E
. (IV.13)

Le problème aux limites décrit par les équations IV.12a, IV.12b et IV.12c peut
être résolu numériquement par la méthode du tir. Nous construisons une matrice
4 × 4 dépendant des paramètres ν, r, q et σ0. Cette matrice, appelée matrice de tir
et notée S(ν, r, q, σ0), est remplie par intégration de l’équation différentielle IV.12a
pour certaines valeurs des conditions initiales (voir chapitre I § I.1). Pour une valeur
fixée de ν, q et r, nous cherchons la plus petite valeur de la contrainte adimensionnée
σ0c solution de l’équation implicite

detS(ν, r, q, σ0) = 0. (IV.14)

La solution du problème non régularisé est ensuite obtenue en évaluant la limite
r → 0. Pour q = 1, ν = 0.45 et r = 0.01 nous obtenons σ0c ≈ 3.35, comme représenté
sur la figure IV.13(b).

Le problème régularisé dépend du nombre d’onde q alors que le problème ori-
ginal n’en dépend pas. Comme pour le problème de Biot présenté dans la première
section, la régularisation fait disparaître l’invariance d’échelle. Cependant, lorsque
r → 0 cette invariance d’échelle est restaurée et la courbe de stabilité marginale ne
dépend plus de q. Tous les nombres d’onde correspondent à des solutions homothé-
tiques qui apparaissent simultanément pour σ0 = σ0c . Notre analyse effectuée pour
q = 1 donne ainsi un résultat identique pour n’importe quelle valeur de q, à la limite
r → 0.

La relation IV.13 fait apparaître une loi d’échelle pour la contrainte critique ǫc
pour le problème non régularisé

ǫc = αφ2 avec α =
σ0c

12 (1− ν2)
.

Cette loi ne contient pas de paramètres ajustables car σ0c est calculé en résolvant le
problème aux limites IV.12a-IV.12c. Nous obtenons numériquement

α ≈ 0.35 pour ν = 0.45. (IV.15)

Ce résultat, tracé en pointillés figure IV.12(a)), est en très bon accord avec les mesures
expérimentales et avec les calculs numériques prenant en compte la cinématique 3-
d, dans la limite φ → 0. Les modes critiques associés à ce seuil correspondent à une
flexion localisée au voisinage du bord libre de la plaque, voir l’insert figure IV.13(b),
ce qui est également en accord avec les résultats précédents. Notons que l’influence
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de la valeur du module de Poisson est relativement mineure, nous obtenons ǫc(ν =
0.50) ≈ 0.33φ2 dans le cas incompressible, ce qui est très proche de la valeur obtenue
pour ν = 0.45 (équation IV.15).

Remarquons enfin que l’évolution de la compression critique en ∼ φ2 implique
ǫc ≪ 1 lorsque φ ≪ 1 ce qui justifie l’utilisation d’un modèle reposant sur l’élasti-
cité linéarisée. Pour des valeurs de φ plus importantes, il est nécessaire de prendre
non seulement en compte les non-linéarités de comportement mais aussi une ciné-
matique 3-d, plus riche que celle du modèle de plaque. Les résultats expérimentaux
et numériques 3-d s’écartent ainsi sensiblement des résultats du modèle de plaque
mince pour φ > 25◦.

IV.5 Modes de surface : modes de ridage symétriques et
modes de plissement

Le second type de modes critiques obtenus par l’analyse de bifurcation linéarisée
présente une morphologie très différente de celle des modes de ridage antisymétriques
décrits dans la section précédente : il s’agit d’ondulations verticales de la pointe ainsi
que des faces latérales de l’arête. Nous parlerons par la suite de modes de ridage
symétriques (RS). Des modes critiques de ce type apparaissent au seuil de bifurcation
lorsque φ > 105◦, comme nous allons le voir dans cette section.

IV.5.1. Résultats de l’analyse numérique linéaire

Ces modes s’étendent le long des faces latérales de l’arête et correspondent à
une ondulation verticale dans le plan (Y, Z), comme représenté figure IV.14(b). Les
premiers modes RS apparaissent pour une compression critique ǫc ≈ 0.55, quelle
que soit la valeur de l’angle, voir figure IV.14(a). Cette valeur est identique au seuil
de Biot ǫB = 0.55 calculé dans la première section de ce chapitre pour le cas d’un
bloc infini en compression. Ceci est cohérent dans la limite φ → 180◦ puisque notre
problème correspond alors rigoureusement au problème de Biot.

Lorsque φ dépasse ≈ 105◦, la compression critique associée aux modes RA, re-
présentée par les disques rouges sur le graphique de la figure IV.14(a), devient supé-
rieure à la valeur ǫB qui correspond à la compression critique associée aux modes RS,
représentée par les carrés bleus. Notre analyse numérique prédit alors une transition
d’un mode antisymétrique (AR) vers un mode symétrique (RS).

Cette analyse linéaire prédit ainsi un mode de surface sinusoïdal et étendu, en
contradiction apparente avec les observations expérimentales, figure IV.14(c). La
compression critique des modes expérimentaux de plissement de surface (PS) est
identique au seuil de l’instabilité de plissement non-linéaire ǫC identifié pour le pro-
blème de Biot dans la première section de ce chapitre. Ainsi, cette instabilité semble
se comporter de la même manière que l’instabilité de surface qui apparaît dans le
problème de Biot. Nous supposons qu’il s’agit d’une instabilité sous-critique, comme
représenté figure IV.14(d). Cette hypothèse permet de corriger notre analyse et de
prédire la valeur correcte pour l’angle de transition φ⋆ en combinant les résultats
de l’analyse de stabilité linéaire numérique pour les modes de ridage antisymétriques
(disques en rouge sur la figure IV.14(a)) avec la compression critique ǫC associée à
l’instabilité de plissement (trait pointillé en marron sur la figure IV.14(a)). La vérifi-
cation rigoureuse de cette hypothèse nécessiterait une analyse non-linéaire.
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FIGURE IV.14 – (a) Diagramme de de bifurcation linéaire complet.
Comparaison des compressions critiques prédites par l’analyse nu-
mérique par éléments finis : modes de ridage antisymétriques (RA) et
modes de ridage symétriques (RS), seuil de Biot ǫB, seuil de plissement
non-linéaire ǫC et résultats expérimentaux. (b) Mode critique numé-
rique pour φ = 120◦, h = 0.5 tracé pour une amplitude arbitraire.
Les deux cartographies représentent l’amplitude des déplacements
verticaux (à droite) et la déformation incrémentale azimutale Eθθ (à
gauche). (c) Dessin du mode de plissement de surface (PS) observé
dans les expériences. (d) Allure de l’amplitude du mode de bifurca-

tion sous-critique A(ǫ) attendu pour le mode de surface.
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FIGURE IV.16 – Résultats numériques. Amplitude maximale de la dé-
formation verticale (en rouge, à gauche, pour φ = 120◦) et horizontale
(en bleu, à droite, pour φ = 40◦) en fonction de la compression impo-
sée, et allure des modes déformés. Les solutions instables sont indi-
quées par des cercles et les solutions stables par des disques pleins.
Les seuils obtenus précédemment par l’analyse de stabilité linéaire
sont représentés par les traits verticaux noirs. Insert : géométrie du

défaut initial.

un terme supplémentaire dans l’énergie, associé à un multiplicateur de Lagrange
défini sur la face Z = L. Une telle contrainte peut également être imposée par péna-
lisation, voir par exemple WRIGGERS (2008).

Dans ces calculs, la stabilité des solutions est évaluée en examinant le signe des
valeurs propres de la matrice hessienne de l’énergie. Les solutions pour lesquelles
cette matrice possède des valeurs propres négatives sont considérées comme in-
stables et représentées par des cercles figure IV.16.

Pour l’angle φ = 120◦, le système bifurque au voisinage de ǫ ≈ 0.55 vers un sillon
localisé à l’emplacement du défaut initial, voir figure IV.16. Les solutions calculées
sont alors instables et divergent rapidement du fait de l’importante localisation des
déformations. Nous avons tenté de régulariser le problème afin de pallier cette diffi-
culté, en ajoutant pour cela une énergie de surface (voir MORA et al. (2013) pour les
détails de l’implémentation). Notre idée consistait à suivre la solution vers un état
bifurqué d’amplitude finie pour une petite valeur de la tension de surface, suffisante
pour empêcher la divergence des solutions, puis de faire tendre cette tension de sur-
face vers 0. Cette approche ne nous a cependant pas permis d’obtenir des solutions
non-linéaires de grande amplitude.

Pour φ = 40◦, la solution numérique bifurque au voisinage de ǫ ≈ 0.16 vers un
motif étendu associé à des ondulations latérales de l’arête, voir figure IV.16. Cette
valeur est légèrement supérieure au résultat de l’analyse de stabilité linéaire ǫc ≈
0.14. Un meilleur accord avec la prédiction linéaire pourrait être obtenu en raffinant
encore le maillage.

Cette première étude non-linéaire semble aller dans le sens de notre analyse pré-
cédente : les motifs générés pour φ = 40◦ sont étendus et associés à une instabilité
super-critique alors que les motifs générés pour φ = 120◦ sont localisés et instables,
ce qui laisse penser qu’ils pourraient être associés à une instabilité sous-critique. Ce-
pendant, l’étude des motifs localisés se révèle très délicate du fait de la localisation
extrême des déformations, associée à une grande distorsion du maillage à la pointe
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du sillon ainsi qu’à de l’auto-contact. Par ailleurs les temps de calculs pour la géo-
métrie 3-d, très importants, constituent une difficulté supplémentaire, et la nature
tridimensionnelle des motifs obtenus dans les deux cas rend une modélisation 2-d
de ce problème inenvisageable.

IV.6 Conclusion

Notre analyse de stabilité linéaire numérique décrit l’évolution de la compres-
sion critique ǫc du prisme à section triangulaire en fonction de l’angle d’ouverture
φ, ainsi que la forme des modes pour l’instabilité de ridage antisymétrique, en bon ac-
cord avec les résultats expérimentaux. La prédiction de la longueur d’onde pour ces
modes n’est pas accessible à notre analyse et nécessiterait d’ajouter des éléments de
régularisation au modèle : un terme de gradient dans la loi de comportement, associé
à une petite échelle de longueur (CIARLETTA et FU, 2015) ou une petite imperfection
géométrique.

Pour les modes symétriques, l’analyse linéaire numérique prédit l’apparition
d’un mode d’ondulations harmoniques qui n’apparaît pas dans les expériences. L’in-
stabilité associée à ce mode donne naissance à des plis localisés par des effets non-
linéaires, à l’instar de l’instabilité de plissement observée dans le problème de Biot.

Une combinaison de ces deux analyses permet cependant de prédire la valeur
de l’angle critique φ⋆ ≈ 90◦ correspondant au changement du type de mode de
flambement observé dans les expériences.

La localisation des modes de plissement a été analysée pour ce type de pro-
blème invariant d’échelle en invoquant les couplages non-linéaires au sein du conti-
nuum de modes critiques apparaissant au seuil de bifurcation (CAO et HUTCHIN-
SON, 2011 ; FU et CIARLETTA, 2015). Cependant, notre étude expérimentale et nu-
mérique décrit un système invariant d’échelle exprimant à la fois des motifs pério-
diques étendus et des plis localisés. Ainsi, le couplage entre modes donne bien lieu
à de la localisation dans le cas des modes symétriques, mais pas pour les modes an-
tisymétriques. L’invariance d’échelle n’est donc pas une condition suffisante pour
faire apparaître de la localisation et les conditions précises dans lesquelles s’initie la
coopération entre les différents modes critiques reste à élucider.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques problèmes impliquant le flambe-
ment de poutres minces hyper-élastiques. Notre travail s’est appuyé sur les équa-
tions exactes de l’élasticité 3-d et plus particulièrement sur le problème d’équilibre
linéarisé exprimé sous une forme compacte, ce qui nous permet de tirer parti des
propriétés d’invariance des problèmes étudiés dans la direction axiale.

L’un de nos fils conducteurs était d’interroger le lien entre cette formulation 3-d
et les modèles réduits classiques. L’étude du ruban assemblé avec une forte pré-
contrainte a été l’occasion de mettre en avant les limites du modèle de poutre clas-
sique d’Euler-Bernoulli. En effet, la déformation localisée des sections du ruban dans
ce problème n’est pas prise en compte par la cinématique qui sous-tend le modèle
classique et celui-ci prédit un mode de flambement macroscopique à grande longueur
d’onde pour lequel les sections sont très peu déformées.

Nous nous sommes appuyés sur cette analyse pour proposer plusieurs modèles
alternatifs permettant de traiter ce problème : un modèle naïf construit par combinai-
son de deux poutres classiques assemblées par un continuum de ressorts linéaires,
un modèle de plaque mince et enfin une formulation 3-d rigoureuse. L’étude de ces
différents modèles nous a permis de montrer que la longueur typique du motif de
flambement est sélectionnée par l’importance relative de la pré-contrainte et du rap-
port d’aspect des rubans, ce qui explique les étonnantes observations expérimentales
et en particulier les modes de flambement microscopiques à perversions multiples.

La sélection de la longueur d’onde du motif de flambement a été un point central
pour l’étude de ce problème. La transition entre les modes microscopiques à perver-
sions multiples et les modes microscopiques en hélice se caractérise en effet, pour un
système infini, par le moment où le nombre d’onde au seuil de bifurcation prend la
valeur 0. Inspirés par le développement faiblement non-linéaire de KOITER (1965),
nous avons proposé une méthode de détection de la transition micro-macro fondée
sur un développement à faible nombre d’onde de l’équation d’équilibre linéarisée.
Cette méthode, que nous avons formulée sous une forme très générale, a été appli-
quée avec succès aux différents modèles utilisés pour étudier le ruban pré-contraint.

Nous avons également étudié des systèmes pour lesquels l’analyse linéaire pré-
dit l’apparition d’une infinité de nombres d’onde au seuil de bifurcation. Au sein
de ces systèmes invariants d’échelle et connus pour générer une instabilité de plis-
sement fortement localisée, nous avons mis en lumière, avec l’étude de l’arête en
compression, un exemple pour lequel un flambement sinusoïdal apparaît. Ce sys-
tème admet en effet deux types de modes critiques : un mode de flexion de l’arête,
étendu et régulier, généré par une instabilité super-critique et un mode de plisse-
ment des faces, localisé et généré par une instabilité sous-critique. L’arête flambe
suivant le mode associé à la déformation critique la plus faible, générant ainsi des
motifs réguliers aux faibles angles et des motifs localisés aux grands angles, ce qui
interroge le lien entre invariance d’échelle et localisation.

Enfin, en nous appuyant sur un développement asymptotique des équations
d’équilibre linéarisé 3-d formulées sous forme faible, nous avons proposé une mé-
thode rigoureuse et systématique qui ouvre la voie vers la dérivation de nouveaux
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modèles réduits, qui pourraient permettre de décrire des problèmes pour lesquels
les modèles existants sont inapplicables. Alors que le choix d’une cinématique ad
hoc, souvent sujet à des hypothèses restrictives ou injustifiées, constitue l’un des
challenges pour la définition de modèles réduits, cette approche donne accès à la ci-
nématique complète du système par la résolution des équations 3-d ordre par ordre.
Nous l’avons appliquée avec succès au cas d’un barreau néo-Hookéen soumis à une
compression axiale, ce qui nous a permis d’établir de façon rigoureuse les équations
du modèle classique d’Euler-Bernoulli dans un cadre très général.

Nous souhaiterions poursuivre le développement de cette méthode afin d’écrire
un modèle réduit 1-d permettant de décrire fidèlement les résultats de l’expérience
de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014). C’est une piste de recherche que nous
n’avons pas eu le temps de mener à bien dans le temps imparti, mais qui, nous l’es-
pérons, pourra donner des résultats dans un proche futur. Un tel modèle serait utile,
entre autres, pour analyser les instabilités provoquées par la croissance différentielle
dans les systèmes biologiques.

Une seconde application possible de cette méthode serait d’étudier les instabi-
lités dans des matériaux actifs, c’est à dire dont le comportement mécanique est
affecté par des champs électriques et/ou magnétiques, comme par exemple les élas-
tomères magnéto-rhéologiques. À notre connaissance, les travaux de modélisation
de ces problèmes multi-physiques reposent aujourd’hui principalement sur des des-
criptions 3-d et la dérivation de modèles réduits pour de tels systèmes est un champ
de recherches encore peu exploré, bien que de nombreux travaux fassent état d’in-
stabilités élastiques dans ces systèmes.
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Annexe A

Réduction dimensionnelle à partir
de l’élasticité finie 3-d
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Cette annexe présente le détail des démonstrations et des calculs qui permettent
d’aboutir aux résultats de réduction dimensionnelle présentés dans les chapitres II
et III. Ces calculs reposent sur la résolution des équations exactes de l’élasticité finie
incrémentale pour un solide prismatique établies dans le chapitre I, équations I.26
et I.29. Cette résolution est effectuée ordre par ordre dans le développement asymp-
totique à faible η introduit dans le chapitre II , où 1

η
est l’échelle caractéristique asso-

ciée aux variations axiales.
Ce formalisme est général et permet de traiter différents cas de réduction dimen-

sionnelle. Ainsi, le modèle de poutre classique sera établi dans une première sec-
tion à partir des hypothèses d’ordre de grandeur postulées au chapitre II. La forme
obtenue est valable pour un comportement hyper-élastique et une pré-contrainte
quelconques, pourvu que le problème 3-d admette une solution homogène et inva-
riante dans la direction axiale. Une version du modèle classique étendue aux poutres
à courbure naturelle sera ensuite développée pour traiter les cas faisant intervenir
des hétérogénéités de pré-contrainte modérées dans la section. Ces cas sont discutés
dans le chapitre III.

A.1 Modèle de poutre classique

Dans le chapitre I, il est établi que les propriétés d’invariance et l’existence d’une
solution fondamentale homogène et invariante permettent d’écrire le problème
d’équilibre linéarisé 3-d en fonction de la coordonnée axiale Z, comme la somme
d’un terme d’élasticité tangente et d’un terme de pré-contrainte (équation I.26). Rap-
pelons la forme cette équation

∀ϕ̂
∫ L

0
Φ̂ ·
[
Q+ S

]
· ΦdZ =

∫ L

0
F · ϕ̂(Z)dZ, (A.1)

où

Φ(Z) =

(
ϕ(Z)
ϕ,Z(Z)

)
et Φ̂(Z) =

(
ϕ̂(Z)
ϕ̂,Z(Z)

)
. (A.2)

Les expressions explicites des opérateurs Q et S sont présentées dans le chapitre I
§ I.3.2. pour un matériau néo-Hookéen. Rappelons que le terme d’élasticité tangente
s’exprime en fonction de la déformation incrémentale

dE(Φ) =

(
∇ϕT · (I‖ +∇ϕ[0]) ∇ϕT · (I⊥ +ϕ[0],Z)

ϕ,Z · (I‖ +∇ϕ[0]) ϕ,Z · (I⊥ +ϕ[0],Z)

)

sym

= E · Φ,

avec
I =

(
I‖ I⊥

)
et gradϕ =

(
∇ϕ ϕ,Z

)
,

où grad est l’opérateur gradient en 3-d, I l’opérateur identité 3-d et ∇ l’opérateur
gradient 2-d dans le plan (X,Y ). Ainsi il existe un opérateur R tel que

Q = E
T · R · E . (A.3)

Le terme de précontrainte est quant à lui déterminé par les valeurs du tenseur de
précontrainte 3-d Σ0

Φ̂ · S · Φ =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Φ̂,Φ) dX dY, (A.4)
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où le second incrément de déformation s’écrit

d2E(Φ̂,Φ) =

(
∇ϕ̂T ·ϕ ∇ϕ̂T ·ϕ,Z

ϕ̂,Z · ∇ϕ ϕ̂,Z ·ϕ,Z

)

sym
.

Rappelons enfin la décomposition par blocs des opérateurs Q et S , introduite
dans le chapitre II

Q =

(
Ke Ce
CT
e Me

)
, S =

(
Ks Cs
CT
s Ms

)
.

A.1.1. Développement à deux échelles

Nous définissons la coordonnée lente, z̃ = Z η, et développons le déplacement
selon la forme

ϕ(z̃) = ϕ0(z̃) + ηϕ1(z̃) + η2ϕ2(z̃) + · · ·
et ainsi

Φ = Φ0 + ηΦ1 + η2Φ2 + · · ·

D’après la définition A.2 il vient Φ =

(
ϕ(z̃)
ηϕ′(z̃)

)
, où l’on note ϕ′ = ϕ,z̃ , et finale-

ment

Φ0 =

(
ϕ0

0

)
Φ1 =

(
ϕ1

ϕ′
0

)
Φ2 =

(
ϕ2

ϕ′
1

)
· · · (A.5)

Notre méthode de réduction dimensionnelle se fonde sur la résolution de l’équa-
tion A.1 ordre par ordre. Les opérateurs Q et S définissant respectivement les mo-
dules tangents et la pré-contrainte sont singuliers. Il est ainsi nécessaire d’écrire une
alternative de Fredholm pour ces opérateurs en vérifiant une condition de solubi-
lité avant de procéder à la résolution de l’équation A.1 à chaque ordre. Nous com-
mencerons par établir des propriétés relatives aux noyaux des opérateurs Q et S ,
liées à l’existence de 6 déplacements rigides : trois translations et trois rotations. Ces
propriétés sont cruciales pour identifier les conditions de solubilité aux différents
ordres.

A.1.2. Noyaux des opérateurs singuliers

Les 6 déplacements rigides introduits dans le chapitre II s’écrivent, avec notre
formalisme, (

tα

0

)
,

(
tz

0

)
,

(
ϑz

0

)
,

(
ϑ⊥
α

−ηaβtβ

)
.

Selon nos conventions, les indices en lettres grecques sont réservés aux directions
dans la section, (α, β) = (x, y) (respectivement (α, β) = (y, x) ) et ηxx = ηyy = 0,
ηxy = 1, ηyx = −1. Les 6 déplacements ainsi définis s’identifient aux translations
selon eX , eY , eZ , à la rotation autour de eZ et aux rotations autour de eY et eX res-
pectivement. Par définition, les déplacements rigides annulent la déformation incré-
mentale

Φrb ∈ Vect

((
tα

0

)
,

(
tz

0

)
,

(
ϑz

0

)
,

(
ϑ⊥
α

−ηaβtβ

))
=⇒ E · Φrb = 0. (A.6)
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Propriété 1 : noyau de Ke

Nous nous plaçons ici dans l’hypothèse où les modules élastiques tangents du
modèle 3-d décrits par l’opérateur R sont strictement positifs, i.e. où il n’existe pas de
mode mou. Cette hypothèse pourrait être remise en cause dans le cas d’une poutre
en voile mince ou d’un contraste élastique important dans la section.

Si une configuration particulière de la section f = ϕ(z̃) pour z̃ fixé appartient à
kerKe, c’est à dire si (∀f̂) f̂ ·Ke ·f = 0, nous avons alors, avec f̂ = f et d’après A.3,

dE(f) · R · dE(f) = 0.

Ceci signifie par hypothèse (R étant supposé positif) que f annule la déformation

incrémentale, dE(f) = 0, et ainsi que E ·
(
f

0

)
= 0. D’après l’hypothèse II.26

énoncée dans le chapitre II sur la mesure de déformation, f est une combinaison
linéaire de modes rigides indépendants de z̃. Nous venons de montrer que

kerKe =
{
wαtα + utz + τϑz

∣∣(wx, wy, u, τ) ∈ R
4
}
. (A.7)

Ainsi le noyau de Ke est formé par les trois translations selon X , Y et Z et par la
rotation autour de l’axe Z. Cette propriété sera utile pour résoudre les équations
ordre par ordre dans le développement qui suit.

Propriété 2 : noyau de Ks

Nous utiliserons également la propriété suivante, qui se déduit immédiatement
de la définition A.4 pour l’opérateur S ,

{
wαtα + utz

∣∣(wx, wy, u) ∈ R
3
}
⊂ kerKs. (A.8)

Le noyau de Ks contient les trois translations selon X , Y et Z, car ces déplacements
annulent le second incrément de déformation d2E.

A.1.3. Développement aux ordres 0 et 1

D’après nos hypothèses II.24 sur les ordres de grandeur, la mesure de déforma-
tion s’annule à l’ordre η. Ainsi dE1 = E · Φ1 = 0. Ceci implique, d’après l’hypo-
thèse II.26, qu’il existe (w̃α(z̃), u(z̃), τ(z̃), γα(z̃)) tels que

Φ1(z̃) =

(
w̃α(z̃)tα + u(z̃)tz + τ(z̃)ϑz + γα(z̃)ϑ

⊥
α

−γα(z̃)ηaβtβ

)
.

De manière similaire, nos hypothèses II.24 impliquent dE0 = E · Φ0 = 0, il existe
donc six fonctions (wα(Z), u~

(z̃), τ
~
(z̃), γα

~
(z̃)) telles que

Φ0(z̃) =




wα(z̃)tα + u
~
(z̃)tz + τ

~
(z̃)ϑz + γα

~
(z̃)ϑ⊥

α

−γα
~
(z̃)ηaβtβ


 .

Ces deux expressions doivent être compatibles. Ainsi, en identifiant avec les défini-
tions A.5 de Φ0 et Φ1, il vient

γα
~
(z̃) = 0 − γα(z̃)ηaβ = w′

β(z̃) 0 = u
~
′(z̃) 0 = τ

~
′(z̃) 0 = γα

~
′(z̃).
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Comme les coefficients (u
~
, τ
~
, γα

~
) sont des constantes, il représentent des mouve-

ments de corps rigides qui peuvent être négligés. La solution pour γα(z̃) est alors
γα(z̃) = −ηaβw′

β(z̃).
Nous avons ainsi déterminé le déplacement à l’ordre 1 en η

ϕ0(z̃) = wα(z̃)tα

ϕ1(z̃) =

{
u(z̃)tz + τ(z̃)ϑz + ηaβw

′
α(z̃)ϑ

⊥
β + · · ·

+w̃α(z̃)tα
(A.9)

Notons que w̃α(z̃)tα ne joue aucun rôle dans le développement car il s’agit d’un
terme sous-dominant dont nous montrerons qu’il ne contribue pas à l’énergie à
l’ordre principal. Ce terme sera négligé dans un premier temps. Ainsi, la solution
décrite par l’équation A.9 est la somme d’une extension axiale u(z̃)tz , d’une torsion
axiale τ(z̃)ϑz et de deux mouvements de flexion autour de l’axe X (respectivement
Y ) wy(z̃)ty − η w′

y(z̃)ϑ
⊥
x (respectivement wx(z̃)tx + η w′

x(z̃)ϑ
⊥
y ).

Avec dE0 = dE1 = 0, nous avons Q · Φ0 = E
T · R · dE0 = 0 et de manière

similaire Q · Φ1 = 0. Ainsi, le terme d’élasticité tangente dans le développement de
l’expression des travaux virtuels commence à l’ordre η2

Φ̂(z̃) · Q · Φ(z̃) = η2Φ̂(z̃) · Q · (Φ2(z̃) + ηΦ3(z̃) + · · · ).

Par ailleurs le terme de pré-contrainte n’apparaît pas aux ordres 0 et 1 en raison des
hypothèses sur les ordres de grandeur II.24.

A.1.4. Développement à l’ordre 2

Si nous écrivons l’équilibre linéarisé 3-d A.1 à l’ordre η2, il vient

∀ϕ̂
∫ L

0

[(
ϕ̂

0

)
· Q · Φ2(z̃) +

(
ϕ̂

0

)
· S · Φ0(z̃)

]
dz̃ = 0. (A.10)

Le second terme s’annule par la propriété A.8. Nous obtenons ainsi, sous une forme
plus explicite

∀ϕ̂
∫ L

0
ϕ̂ · (Ke ·ϕ2(z̃) + Ce ·ϕ′

1(z̃))dz̃ = 0. (A.11)

Résolution

Pour une section D donnée, repérée par la coordonnée z̃, considérons les quatre
fonctions vectorielles auxiliaires ψα

ac (α ∈ {x, y}), ψPs et ψwr. Chacune d’entre elles
est définie par le problème d’élasticité 2-d suivant, défini sur D,





∀ϕ̂ ϕ̂ ·
(
Ke ·ψα

ac + ηαβ Ce · ϑ⊥
β

)
= 0 courbure anticlastique,

∀ϕ̂ ϕ̂ · (Ke ·ψPs + Ce · tz) = 0 effet Poisson,
∀ϕ̂ ϕ̂ · (Ke ·ψwr + Ce · ϑz) d = 0 gauchissement.

(A.12)

Ces fonctions représentent la courbure anti-clastique (associée à la flexion), la
contraction par effet Poisson (associée à l’extension) et le gauchissement (associé
à la torsion). Notons que par invariance selon z̃ de l’opérateur Q, ces quatre pro-
blèmes ne dépendent pas de la coordonnée axiale. L’équation A.12 ne contient pas
de dérivée selon z̃, ainsi les solutions ψα

ac, ψPs et ψwr sont identiques sur chaque
section.
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Finalement, bien que l’opérateur Ke soit singulier, les équations A.12 sont tou-
jours solubles. En effet, la condition de solubilité pour Ke consiste à considérer un
déplacement virtuel ϕ̂ tel que ϕ̂ ∈ kerKe. Alors, d’après A.7, un tel ϕ̂ est une super-

position de déplacements rigides sur chaque section et E ·
(
ϕ̂

0

)
= 0. Par consé-

quent, d’après la propriété A.3 de l’opérateur Q,

ϕ̂ · (K ·ψPs + C · tz) =
(
E ·
(
ϕ̂

0

))
· R ·

(
E ·
(
ψPs
tz

))
= 0,

ce qui signifie que la condition de solubilité est satisfaite. En utilisant les rela-
tions A.12, il est possible de ré-écrire le problème A.11 sous la forme

∀ϕ̂
∫ L

0
ϕ̂ · Ke ·

(
ϕ2(z̃)−

(
u′(z̃)ψPs + τ ′(z̃)ψwr + w′′

α(z̃)ψ
α
ac + w̃′

α(z̃)tα
))

dz̃ = 0.

D’après la propriété A.7, la solution de ce dernier problème s’écrit

ϕ2(z̃) =





u′(z̃)ψPs + τ ′(z̃)ψwr + w′′
α(z̃)ψ

α
ac + · · ·

+ũ(z̃)tz + τ̃(z̃)ϑz + γ̃α(z̃)ϑ
⊥
α · · ·

+ ˜̃wα(z̃)tα

(A.13)

Le première ligne de cette expression correspond à de petites corrections en déplace-
ment, importantes pour le calcul de l’énergie du modèle 1-d car elles correspondent
à des déformations de la section. Les deux lignes suivantes correspondent à des dé-
placements rigides sur chaque section et ne contribuent pas à l’énergie du modèle
1-d car les déformations incrémentales qui leur sont associées sont nulles.

Remarquons enfin qu’avec les hypothèses II.24 sur les ordres de grandeur, le
terme de pré-contrainte associé à l’opérateur S dans l’équilibre linéarisé A.1 ne
change pas la résolution des équations à cet ordre.

A.1.5. Développement à l’ordre 3

L’équilibre linéarisé 3-d A.1 s’écrit, à l’ordre η3,

∫ L

0

[(
ϕ̂

0

)
· Q · Φ3 +

(
0

ϕ̂′

)
· Q · Φ2 +

(
ϕ̂

0

)
· S · Φ1 +

(
0

ϕ̂′

)
· S · Φ0

]
dz̃ · · ·

=

∫ L

0
F3 · ϕ̂(z̃)dz̃, (A.14)

où Φ3 =

(
ϕ3

ϕ′
2

)
d’après A.5. Le terme en Φ0 s’annule immédiatement d’après la

propriété A.8. La condition de solubilité pour l’inconnue ϕ3 s’exprime en considé-
rant les déplacements virtuels ϕ̂ tels que ϕ̂(z̃) ∈ kerKe pour tout z̃. Nous considé-
rons donc des déplacements virtuels de la forme

ϕ̂(z̃) = ŵα(z̃)tα + û(z̃)tz + τ̂(z̃)ϑz.

Le terme
(
ϕ̂

0

)
·Q·Φ3 s’annule alors entièrement et le terme

(
ϕ̂

0

)
·S ·Φ1 s’annule

en partie d’après A.8. Nous en déduisons alors la condition de solubilité suivante,
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pour tous déplacements virtuels (ŵα, û, τ̂)

−
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
0

tα

)
· Q · Φ2 + û′(z̃)

(
0

tz

)
· Q · Φ2 + τ̂ ′(z̃)

(
0

ϑz

)
· Q · Φ2

]
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

[
τ̂(z̃)

(
ϑz

0

)
· S ·

(
τ(z̃)ϑz + ηaβw

′
α(z̃)ϑ

⊥
β

w′
α(z̃)tα

)]
dz̃ · · ·

+

∫ L

0
[ŵα(z̃)p

[3]
α (z̃) + û(z̃)p[3]z (z̃) + τ̂(z̃)q[3]z (z̃)]dz̃ = 0,

(A.15)

où nous avons introduit la résultante des forces et des moments sur chaque section
à l’ordre k,

p[k]α (z̃) = Fk(z̃) · tα,
p[k]z (z̃) = Fk(z̃) · tz,
q[k]α (z̃) = Fk(z̃) · ϑ⊥

α ,

q[k]z (z̃) = Fk(z̃) · ϑz.

Pour i ∈ {X,Y, Z}, Fk(z̃) · ti =
∫∫

D F k(z̃) · ti dX dY est l’effort résultant sur chaque
section obtenu par l’intégration sur la section D de la densité d’efforts appliqués
F k(z̃). Les trois dernières équations définissent le moment résultant sur chaque sec-
tion, pour i ∈ {X,Y, Z}, Fk(z̃) · ϑi =

∫∫
D F k(z̃) · ϑi dX dY .

Le premier terme de la condition de solubilité A.15 s’annule. Remarquons en
effet que l’on peut ré-écrire ce terme

(
0

tα

)
· Q · Φ2 = Φ2 · Q ·

(
0

tα

)
= Φ2 · Q ·

(
ηαβϑ

⊥
β

tα

)
− Φ2 · Q ·

(
ηαβϑ

⊥
β

0

)
.

Dans l’équation ci-dessus, le premier terme du membre de droite s’annule car(
ηαβϑ

⊥
β

tα

)
est un mouvement rigide d’après la définition A.6, et le second terme

s’annule grâce à l’équation A.10. Ainsi, en considérant le facteur de ŵα dans la condi-
tion de solubilité A.15, il vient

∀z̃ p[3]α (z̃) = 0.

Les termes restants dans la condition de solubilité A.15 s’écrivent alors

∀(û, τ̂) −
∫ L

0

[
û′(z̃)

(
0

tz

)
· Q · Φ2(z̃) + τ̂ ′(z̃)

(
0

ϑz

)
· Q · Φ2(z̃)

]
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

[
τ̂(z̃)

(
ϑz

0

)
· S ·

(
τ(z̃)ϑz + ηaβw

′
α(z̃)ϑ

⊥
β

w′
α(z̃)tα

)]
dz̃ · · ·

+

∫ L

0
[û(z̃)p[3]z (z̃) + τ̂(z̃)q[3]z (z̃)]dz̃ = 0. (A.16)

Cette dernière équation définit les deux premières lignes de la matrice H et la pre-
mière ligne de la matrice P dans l’expression générale du modèle réduit II.31 énon-
cée au chapitre II. Les deux dernières lignes de la matrice H et de la matrice P s’ob-
tiennent en considérant l’équilibre linéarisé A.1 à l’ordre 4 en η.
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A.1.6. Développement à l’ordre 4

L’équilibre linéarisé A.1 s’écrit, à l’ordre η4,

∫ L

0

[(
ϕ̂

0

)
· Q · Φ4 +

(
0

ϕ̂′

)
· Q · Φ3 +

(
ϕ̂

0

)
· S · Φ2 +

(
0

ϕ̂′

)
· S · Φ1

]
dz̃ · · ·

=

∫ L

0
F4 · ϕ̂(z̃)dz̃,

(A.17)

où Φ4 =

(
ϕ4

ϕ′
3

)
. La condition de solubilité pour l’inconnue ϕ4 est alors obtenue en

considérant une famille particulière de déplacements virtuels

ϕ̂(z̃) = ŵα(z̃)tα.

Pour un tel déplacement virtuel, le premier et le troisième terme dans l’intégrale
précédente s’annulent, d’après les propriétés A.7 et A.8, et il reste ainsi

(∀ŵα) −
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
0

tα

)
· Q · Φ3(z̃) + ŵ′

α(z̃)

(
0

tα

)
· S · Φ1(z̃)

]
dz̃ · · ·

+

∫ L

0
ŵα(z̃)p

[4]
α (z̃)dz̃ = 0.

Afin d’éviter le calcul de Φ3, nous combinons cette équation avec l’équation obtenue
en remplaçant ϕ̂(z̃) = ŵ′

α(z̃)ηαβϑ
⊥
β dans A.14. Il vient ainsi

−
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
ηαβϑβ

0

)
· Q · Φ3 + ŵ′′

α(z̃)

(
0

ηαβϑ
⊥
β

)
· Q · Φ2

]
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
ηαβϑ

⊥
β

0

)
· S · Φ1

]
dz̃ +

∫ L

0
ŵ′
α(z̃)ηαβq

[3]
β (z̃)dz̃ = 0. (A.18)

Notons que
(

0

tα

)
+

(
ηαβϑβ

0

)
est un mouvement de corps rigide vérifiant la

propriété A.6 et que
(

tz

0

)
est dans le noyau de S , d’après la propriété A.8. Il vient

ainsi

(∀ŵα) −
∫ L

0

[
ŵ′′
α(z̃)

(
0

ηαβϑ
⊥
β

)
· Q · Φ2

]
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
ηαβϑ

⊥
β

tα

)
· S ·

(
τ(Z)ϑZ + ηaβw

′
α(z̃)ϑ

⊥
β

w′
α(z̃)tα

)]
dz̃ · · ·

+

∫ L

0
(ŵα(z̃)p

[4]
α (z̃) + ŵ′

α(z̃)ηαβq
[3]
β (z̃))dz̃ = 0. (A.19)

Il est facile de vérifier a posteriori que les termes sous-dominants en w̃α, ũ, τ̃ , γ̃α
et ˜̃wα que nous avions négligés dans les équations A.9 et A.13 ne jouent pas de rôle
dans les équations à ces ordres.
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A.1.7. Modèle 1-d

Les équations A.16 et A.19 définissent le modèle 1-d suivant, énoncé dans le cha-
pitre II,

∀(ŵα, û, τ̂) −
∫ L

0




û′

τ̂ ′

ŵ′′
x

ŵ′′
y


 · H ·




u′

τ ′

w′′
x

w′′
y


 dz̃ · · ·

−
∫ L

0




τ̂
ŵ′
x

ŵ′
y


 · P ·




τ
w′
x

w′
y


 dz̃ +

∫ L

0
G(z̃) ·




û
τ̂
ŵx

ŵy

ŵ′
x

ŵ′
y




dz̃ = 0.

(A.20)

Dans cette équation le chargement 1-d G(z̃) se calcule avec

G(z̃) =




p
[3]
z (z̃)

q
[3]
z (z̃)

p
[4]
x (z̃)

p
[4]
y (z̃)

q
[3]
y (z̃)

−q[3]x (z̃)




, (A.21)

et la matrice des modules élastiques H est obtenue par identification

H =




tz · T · tz tz · T · ϑz −tz · T · ϑ⊥
y tz · T · ϑ⊥

x

ϑz · T · tz ϑz · T · ϑz −ϑz · T ϑ⊥
y ϑz · T · ϑ⊥

x

−ϑ⊥
y · T · tz −ϑ⊥

y · T · ϑz ϑ⊥
y · T · ϑ⊥

y −ϑ⊥
y · T · ϑ⊥

x

ϑ⊥
x · T · tz ϑ⊥

x · T · ϑz −ϑ⊥
x · T · ϑ⊥

y ϑ⊥
x · T · ϑ⊥

x


 , (A.22)

où T représente l’opérateur bilinéaire symétrique

T = Me − CT
e · K−1

e · Ce. (A.23)

Finalement, la matrice des pré-contraintes P s’écrit, d’après la définition A.4 de
l’opérateur S ,

Pij =

∫∫

D
Σ0 : d2E(Θi,Θj) dX dY, (A.24)

où Σ0 est le tenseur des contraintes 3-d pour la solution homogène et i ∈ {1, 2, 3}
avecΘ1 =

(
ϑz

0

)
,Θ2 =

(
ϑ⊥
x

ty

)
etΘ3 =

(
ϑ⊥
y

−tx

)
.

L’équation A.20 permet de calculer le modèle 1-d. Les relations A.21, A.22, A.23
et A.24 permettent de calculer tous les termes intervenant dans ce modèle (corres-
pondant respectivement aux efforts appliqués, aux modules tangents et au terme de
pré-contrainte).

Dans l’expression A.23, K−1
e désigne le pseudo-inverse de l’opérateur singulier

Ke. D’après la propriété A.7, les valeurs prises par l’opérateur K−1
e sont déterminées

à un déplacement de corps rigide près : tα, tz et ϑz ; ceci est sans importance étant
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donné que ces déplacements de corps rigide s’annulent une fois multipliés à gauche
par CT

e dans la définition de T ci-dessus.
Ainsi, en partant de l’équilibre linéarisé 3-d A.1 et des hypothèses II.24 sur les

ordres de grandeur, nous obtenons un modèle réduit applicable à une grande variété
de situations pratiques suivant la géométrie, le comportement du matériau et/ou la
pré-contrainte imposée. Ce raisonnement peut être généralisé au cas où il existe une
solution homogène lentement variable suivant la coordonnée axiale ou si la géomé-
trie de la section ou les propriété d’élasticité tangente varient lentement suivant cette
coordonnée. Les opérateurs Q et S définissant l’équilibre linéarisé 3-d A.1 dépendent
alors de Z. Les fonctions auxiliaires ψα

ac (α ∈ {x, y}), ψPs doivent être calculées pour
chaque z̃ et les opérateurs H et P dépendent alors de la coordonnée axiale.

Une application détaillée de ce modèle dans le cas d’un solide prismatique ho-
mogène formé d’un matériau néo-Hookéen est présentée dans le chapitre I § II.3. La
dernière section de cette annexe est dédiée à l’étude d’une situation pour laquelle
les hypothèses II.24 sont différentes, ce qui donne lieu à la dérivation d’un modèle
de poutre à courbure naturelle, dont l’utilisation est discutée dans le chapitre III.

Le lecteur est invité à se référer à cette annexe pour compléter la lecture du cha-
pitre concerné.

A.2 Modèle de poutre avec courbure naturelle

Dans cette section, nous dérivons un modèle de poutre à courbure naturelle uti-
lisé pour décrire une poutre soumise à une forte pré-contrainte axiale, hétérogène
dans sa section, ce qui correspond au problème étudié dans le chapitre III. Ce nou-
veau modèle est construit en introduisant la pré-contrainte à l’ordre η dans les hy-
pothèses II.24.

Nous étudions ici l’effet d’une pré-contrainte uni-axiale hétérogène dans la sec-
tion Σ

het
0 = Diag(0, 0,Σhet⊥

0 (X,Y )), telle que
∫∫

D Σ
het
0 (X,Y )dX dY = 0, d’ordre η

c’est à dire Σ
het⊥
0 = O(η). La partie homogène de la pré-contrainte est supposée

d’ordre Σ
hom
0 = O(η2) selon l’hypothèse classique énoncée au § A.1. Dans la suite

de cette section, nous utiliserons les simplifications et les arguments présentés au
§ A.1 et nous ne discuterons que les modifications apportées par l’introduction de
Σ

het⊥
0 = O(η).

D’après la définition A.4, la pré-contrainte hétérogène étant purement axiale,
l’opérateur Shet est diagonal par blocs et sa composante Khet

S dans cette décomposi-
tion est identiquement nulle

Shet =

(
0 0

0 Mhet
s

)
. (A.25)

À l’ordre 0 en η la résolution est identique au § A.1 et la solution ϕ0 est décrite
par l’équation A.9. Un terme supplémentaire apparaît par rapport aux équations
§ A.1 à l’ordre η (

ϕ̂

0

)
· Shet · Φ0(z̃).

Ce terme s’annule par la propriété A.8 et la solution ϕ1 est décrite par l’équation A.9
comme dans le cas classique.
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A.2.1. Développement à l’ordre 2

Le principe des travaux virtuels à l’ordre 2 s’écrit, en négligeant le terme en Shom

déjà traité au § A.1,

∀ϕ̂
∫ L

0

(
ϕ̂

0

)
· Q · Φ2(z̃) +

(
ϕ̂

0

)
· Shet · Φ1(z̃) +

(
0

ϕ̂′

)
· Shet · Φ0(z̃) dz̃ = 0,

où le dernier terme s’annule par la propriété A.8. Le second terme s’annule égale-
ment d’après la forme de Shet, voir équation A.25. La résolution à l’ordre η2 est donc
identique au § A.1.

A.2.2. Développement à l’ordre 3

Deux termes supplémentaires apparaissent dans le membre de gauche de l’ex-
pression A.14 du principe des travaux virtuels à l’ordre η3

∫ L

0

[(
ϕ̂

0

)
· Shet · Φ2 +

(
0

ϕ̂′

)
· Shet · Φ1

]
dz̃. (A.26)

Le premier terme de l’expression ci-dessus s’annule d’après A.25. La condition de
solubilité s’exprime en considérant les déplacements virtuels de la forme

ϕ̂(dz̃) = ŵα(dz̃)tα + û(dz̃)tz + τ̂(dz̃)ϑz,

dans le principe des travaux virtuels à l’ordre η3 (équations A.14+A.26). Il vient ainsi,
en rassemblant tous les termes des équations A.14+A.26 dans un seul membre et en
considérant uniquement les termes associés à la pré-contrainte inhomogène,

−
∫ L

0

[
ŵ′
α(z̃)

(
0

tα

)
· Shet ·

(
ϕ1(z̃)
ϕ′

0(z̃)

)]
dz̃ · · ·

−
∫ L

0

[
û′(z̃)

(
0

tz

)
· Shet ·

(
ϕ1(z̃)
ϕ′

0(z̃)

)
+ τ̂ ′(z̃)

(
0

ϑz

)
· Shet ·

(
ϕ1(z̃)
ϕ′

0(z̃)

)]
dz̃.

(A.27)

Les autres termes restent inchangés par rapport à l’équation A.16 obtenue avec les
hypothèses classiques dans la première section de cette annexe. Les deux premiers
termes de l’expression A.27 s’annulent en remarquant que l’on a, d’après la défini-
tion générale A.4 de l’opérateur S ,

(
0

ti

)
· Shet ·

(
0

tj

)
=

∫∫

D
tj · tiΣ⊥

0 dX dY, (A.28)

pour tout (i, j) ∈ {x, y, z}. Finalement l’expression A.27 se réduit à

−
∫ L

0

[
τ̂ ′w′

α(z̃)ϑz · Mhet
S · tα

]
dz̃. (A.29)

Ce terme définit une correction à l’équation A.16 et modifie ainsi la seconde ligne
de l’expression générale du modèle réduit A.20. Les deux dernières lignes de l’ex-
pression A.20 sont corrigées par une contribution de la pré-contrainte hétérogène
Shet que nous obtenons en considérant l’équilibre linéarisé A.1 à l’ordre 4 en η.
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Ces corrections sont finalement rassemblées dans une nouvelle matrice N qui
entrera dans la définition du nouveau modèle réduit III.5 que nous énoncerons plus
bas.

A.2.3. Développement à l’ordre 4

Deux termes supplémentaires apparaissent dans le membre de gauche de l’équa-
tion A.17 du principe des travaux virtuels à l’ordre η4

∫ L

0

[(
ϕ̂

0

)
· Shet · Φ3 +

(
0

ϕ̂′

)
· Shet · Φ2

]
dz̃. (A.30)

Le second terme s’annule automatiquement d’après A.25. Considérons la famille
de déplacements virtuels ϕ̂(z̃) = ŵα(z̃)tα. Si l’on rassemble tous les termes
de A.17+A.30 dans un seul membre il vient, en considérant uniquement les termes
issus de A.30 associés à la pré-contrainte inhomogène,

−
∫ L

0
ŵ′
α(z̃)

(
0

tα

)
· Shet ·

(
ϕ2(z̃)
ϕ′

1(z̃)

)
dz̃.

Les autres termes de l’équation A.17 restent inchangés. D’après l’expression A.4 de
l’opérateur S , voir équation A.28, la plupart des termes de cette dernière expression
s’annulent et il reste finalement

−
∫ L

0
ŵ′
α(z̃) τ

′(z̃) tα · Mhet
S · ϑz dz̃. (A.31)

Afin d’éviter le calcul de Φ3 dans A.17+A.31, nous combinons cette équation avec
l’équation obtenue en remplaçant ϕ̂(z̃) = ŵ′

α(z̃)ηαβϑ
⊥
β dans A.14+A.29, comme pré-

cédemment. Un terme supplémentaire apparaît par rapport à l’équation A.18, lié à
la pré-contrainte hétérogène Shet,

−
∫ L

0

[
ŵ′′
α(z̃)

(
0

ηαβϑ
⊥
β

)
· Shet · Φ1

]
dz̃.

En combinant la définition A.4 de S et la forme de la pré-contrainte Σ
het
0 =

Diag(0, 0,Σhet⊥
0 (X,Y )), ce terme se ré-écrit

(
0

ηαβϑ
⊥
β

)
· Shet ·

(
ϕ1

ϕ′
0

)
=

∫∫

D
Σ

het⊥
0 ηαβϑ

⊥
β ·ϕ′

0 dX dY.

Enfin, avec la forme de la solution ϕ0 décrite par A.9, ϕ0(z̃) = wα(z̃)tα, le produit
scalaire s’annule dans l’expression précédente.

Finalement les équations A.16 et A.19 corrigées par les termes associés à la pré-
contrainte hétérogène A.29 et A.31 définissent le modèle 1-d suivant, énoncé dans le



A.2. Modèle de poutre avec courbure naturelle 153

chapitre III,

∀(ŵα, û, τ̂) −
∫ L

0




û′

τ̂ ′

ŵ′′
x

ŵ′′
y


 · H ·




u′

τ ′

w′′
x

w′′
y


 dz̃ −

∫ L

0




τ̂ ′

ŵ′
x

ŵ′
y


 · N ·




τ ′

w′
x

w′
y


 dz̃ · · ·

−
∫ L

0




τ̂
ŵ′
x

ŵ′
y


 · P ·




τ
w′
x

w′
y


 dz̃ +

∫ L

0
G ·




û
τ̂
ŵx

ŵy

ŵ′
x

ŵ′
y




dz̃ = 0,

où les opérateurs H, P et G introduits au § A.1 décrivent les effets respectifs de
l’élasticité tangente, de la précontrainte axiale homogène (d’ordre η2) et du char-
gement extérieur. Le nouvel opérateur N est antisymétrique et décrit l’effet de la
pré-contrainte hétérogène Shet. Cet opérateur prend la forme

N =




0 ϑz · Mhet
S · tx ϑz · Mhet

S · ty
tx · Mhet

S · ϑz 0 0

ty · Mhet
S · ϑz 0 0


 .

Notons qu’il terme introduit un couplage entre la torsion virtuelle et la courbure
réelle (respectivement entre la courbure virtuelle et la torsion réelle), susceptible de
donner lieu à un mode de flambement en hélice.

Une application de ce modèle au cas du flambement en hélice est proposée dans
le chapitre III. Nous montrons que pour un barreau néo-Hookéen homogène sou-
mis à une pré-contrainte axiale constante par morceaux dans sa section, l’équation
obtenue avec ce modèle est identique à celle que l’on dérive couramment avec un
modèle de poutre 1-d à courbure naturelle.
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Annexe B

Article paru dans Phys. Rev. Lett.
Buckling of an elastic ridge :
competition between wrinkles and
creases
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✤✖✗✒✙✕ ✓✔✙➡✖✤✖✔✥ ✙✗✙✤✥✓✖✓ ✣➩ ✔➤✒ ➠✣➟➢✕✒✓✓✒✜ ➤✥➢✒✕✒✤✙✓✔✖➠

➢✕✖✓➟ ✙✗✜ ✖✗➥✒✓✔✖✘✙✔✒ ✔➤✒ ➠✣➟➢✒✔✖✔✖✣✗ ➡✒✔➧✒✒✗ ✓➟✣✣✔➤ ✙✗✜

✤✣➠✙✤✖✛✖✗✘ ➡✚➠➺✤✖✗✘ ➟✣✜✒✓✑

➝✗ ✣✚✕ ✒➞➢✒✕✖➟✒✗✔✓t ➧✒ ✚✓✒ ✙✗ ✖✓✣✓➠✒✤✒✓ ✔✕✖✙✗✘✚✤✙✕

➢✕✖✓➟ ➟✙✜✒ ✣➩ ✙ ✓✖✤✖➠✣✗ ✒✤✙✓✔✣➟✒✕ ➷➴➠✣➩✤✒➞➮✑ ➫➤✖✓

✒✤✙✓✔✣➟✒✕ ✖✓ ✗✒✙✕✤✥ ✖✗➠✣➟➢✕✒✓✓✖➡✤✒ ➧✖✔➤ ❒✣✚✗✘➹✓ ➟✣✜✚✤✚✓

❮❰ Ï Ð✑ÐÑ Ò Ð✑ÐÓ ▼Ô✙✑ ➝✔✓ ✤✣➧✒✕ ➩✙➠✒ ✖✓ ➡✣✗✜✒✜ ✔✣ ✙

➢✙✕✙✤✤✒➢✖➢✒✜✖➠ ✓✖✤✖➠✣✗✒ ➡✤✣➠➺ ➟✙✜✒ ✣➩ ➥✖✗✥✤➢✣✤✥✓✖✤✣➞✙✗✒

➧➤✣✓✒ ❒✣✚✗✘➹✓ ➟✣✜✚✤✚✓ ✖✓ ÕÓÐ ✔✖➟✒✓ ✤✙✕✘✒✕t ❮Ö Ï ×✑ØÒ

Ð✑ÐÙ ▼Ô✙✑ ✢✣✔➤ ✔➤✒ ➢✕✖✓➟ ✙✗✜ ✔➤✒ ➡✙✓✒ ✙✕✒ ✣➡✔✙✖✗✒✜ ➡✥

➠✙✓✔✖✗✘ ✤✖Ú✚✖✜ ➢✣✤✥➟✒✕ ✖✗✔✣ ➟✣✤✜✓ ➟✙✜✒ ✣➩ Ô▼▼❆

✣➡✔✙✖✗✒✜ ➡✥ ✤✙✓✒✕ ➠✚✔✔✖✗✘✑ ❐✒ ✓✔✕✒✔➠➤ ✔➤✒ ➡✙✓✒ ✔✣ ✙ ✤✒✗✘✔➤

ÛÜ ➢✕✖✣✕ ✔✣ ✘✤✚✖✗✘ ✔➤✒ ➢✕✖✓➟ ✣✗✔✣ ✖✔Ý ✓✒✒ ✃✖✘✑ ➯✑ ✢✥ ➡✕✖✗✘✖✗✘

✔➤✒ ✒✗✜✓ ✣➩ ✔➤✒ ➡✙✓✒ ➠✤✣✓✒✕ ✔✣ ✣✗✒ ✙✗✣✔➤✒✕t ➧✒ ✖✗✜✚➠✒ ✙

❷ßà⑧ ❥⑧ á④❳②❨r ⑤⑥ ②r❳ ❳⑨♣❳❢❩⑦❳❵②❴♥ q❳②❝♣⑧ ➂⑤ q❳② ②r❳ ♣❢❩q⑦ ❩❵

❴⑨❩❴♥ ❨⑤⑦♣❢❳qq❩⑤❵❽ ⑩❳ ⑥❩❢q② q②❢❳②❨r ②r❳ q❝♠q②❢❴②❳❽ ②r❳❵ ③♥❝❳ ②r❳

♣❢❩q⑦ ②⑤ ②r❳ q❝♠q②❢❴②❳ ⑩r❩♥❳ ④❳❳♣❩❵③ ②r❳ q❝♠q②❢❴②❳ ❩❵ ②❳❵q❩⑤❵❽ ❴❵❬

⑥❩❵❴♥♥❣ ❢❳♥❳❴q❳ ②r❳ q❝♠q②❢❴②❳⑧ ➂r❩q ❩❵❬❝❨❳q ♠❝❨④♥❩❵③ ⑤⑥ ②r❳ ♣❢❩q⑦â

❳⑨②❳❵❬❳❬ ⑩❢❩❵④♥❩❵③ ❚②⑤♣ ❢⑤⑩❽ ❸ ➃ ➄❼➦✇ ❴❵❬ ♥⑤❨❴♥❩❶❳❬ ❨❢❳❴q❩❵③

❚♠⑤②②⑤⑦ ❢⑤⑩❽ ❸ ➃ ãä❼➦✇ ❴❢❳ ⑤♠q❳❢✈❳❬❽ ❬❳♣❳❵❬❩❵③ ⑤❵ ②r❳ ✈❴♥❝❳ ⑤⑥

❸⑧ ß❵q❳②qâ å⑨♣❳❢❩⑦❳❵②❴♥ ♣❩❨②❝❢❳q⑧

Ôæ▲ ççèé ➯➼➻➻➚➯ ➷➳➚➯ê➮ Ô ➶❒ ë ➝ ✏❆ ▲ æ➴ì ➝ ➴❐ ▲➴➫ ➫ ➴æ ë
í→→î →ïñòïó

ô➋ õ➐➔➉↔ ô➌➋ö

➚➚÷➯➨➾➚➚êø➯êø➯➯➽➷➯➼➮ø➯➼➻➻➚➯➷➻➮ ➯➼➻➻➚➯➨➯ ù ➳➚➯ê ❆➟✒✕✖➠✙✗ Ô➤✥✓✖➠✙✤ ë✣➠✖✒✔✥



❝�✁✂✄☎✆✆✝✈☎ ❛✞✝❛✟ ✆s✄❛✝✠ ✡ ➻ ▲✵ ❾ ▲☛▲✵ ✝✠ st☎ ✂✄✝✆✁ st❛s

❞☎✂☎✠❞✆ �✠ st☎ ❝☞✄✄☎✠s ✟☎✠❧st ▲ ✌ ▲✵ �♦ st☎ ❜❛✆☎✍ ❆s ❛

❝✄✝s✝❝❛✟ ✈❛✟☞☎ �♦ st☎ ✆s✄❛✝✠ ✡✎✱ ❛✠ ✝✠✆s❛❜✝✟✝s✐ ✝✆ �❜✆☎✄✈☎❞

✇t✝❝t ✝✆ ✟�❝❛✟✝✏☎❞ ❛✟�✠❧ st☎ ♦✄☎☎ ✄✝❞❧☎ �♦ st☎ ✂✄✝✆✁✱

�✂✂�✆✝s☎ s� st☎ ❜❛✆☎✍ ❯✆✝✠❧ ❞✝♦♦☎✄☎✠s ✁�✟❞✆ ✇☎ ✄☎✂☎❛s

st☎ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ☎✞✂☎✄✝✁☎✠s ♦�✄ ❞✝♦♦☎✄☎✠s ✄✝❞❧☎ ❛✠❧✟☎✆ ✒ ✝✠ st☎

✄❛✠❧☎ ✷✓✔➊✶✷✓✔✍ ❚t☎ t☎✝❧ts ❤ �♦ st☎ s✄✝❛✠❧☞✟❛✄ ✂✄✝✆✁ ✝✆

❝t�✆☎✠ ❛s ✟☎❛✆s ✶✓ s✝✁☎✆ ✆✁❛✟✟☎✄ st❛✠ ▲✵✱ ✆� ✇☎ ❝❛✠ ✝❧✠�✄☎

♦✝✠✝s☎✕✟☎✠❧st ☎♦♦☎❝s✆ ✝✠ st☎ ❛✠❛✟✐✆✝✆✍

❋�✄ ✒ ✆✁❛✟✟☎✄ st❛✠ ❛ ❝✄✝s✝❝❛✟ ✈❛✟☞☎ ✒✖ ✗ ✾✘✔✱ ✇☎ �❜✆☎✄✈☎ ❛

✆✁��st✱ ☎✞s☎✠❞☎❞ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✁�❞☎ ✇t☎✄☎❜✐ st☎ ✄✝❞❧☎ ❜☎✠❞✆

�☞s �♦ st☎ ✂✟❛✠☎ �♦ ✆✐✁✁☎s✄✐ �♦ st☎ ✂✄✝✆✁ ❬✆☎☎ ❋✝❧✍ ✷✙❛✚❪✛

✇☎ ✇✝✟✟ ✄☎♦☎✄ s� st✝✆ ❛✆ ❛✠s✝✆✐✁✁☎s✄✝❝ ✇✄✝✠✑✟✝✠❧ ✙❆❲✚✍ ❋�✄ ❛

❧✝✈☎✠ ❛✠❧✟☎ ✒ ✜ ✒✖✱ st☎ ✇❛✈☎✟☎✠❧st ✢ ✆❝❛✟☎✆ ❝✟�✆☎ s�

✟✝✠☎❛✄✟✐ ✇✝st st☎ t☎✝❧ts �♦ st☎ ✂✄✝✆✁ ❤ ♦�✄ st☎ ✄❛✠❧☎ �♦

t☎✝❧ts✆ s☎✆s☎❞ ✝✠ st☎ ☎✞✂☎✄✝✁☎✠s✆✛ ✆☎☎ st☎ ✝✠✆☎s �♦ ❋✝❧✍ ✷✍

❋�✄ ✒ ✣ ✒✖ st☎ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✁�❞☎ ✝✆ ☎✠s✝✄☎✟✐ ❞✝♦♦☎✄☎✠s

❬✆☎☎ ❋✝❧✍ ✷✙❝✚❪✤ ✟�❝❛✟✝✏☎❞ ❝✄☎❛✆☎✆ ❛✄☎ ✝✠✝s✝❛s☎❞ ❛s st☎ ✄✝❞❧☎✍

❆✆ st☎ ✆s✄❛✝✠ ✝✆ ✝✠❝✄☎❛✆☎❞ ❜☎✐�✠❞ ✡✎✱ ✁�✄☎ ❝✄☎❛✆☎✆ ❛✄☎

♦�✄✁☎❞ ❛✠❞ st☎✐ ✆✂✄☎❛❞ ❛✟�✠❧ st☎ ✟❛s☎✄❛✟ ♦❛❝☎✆ s�✇❛✄❞ st☎

❜❛✆☎✍ ❚t☎ ❧❛✂ ❜☎s✇☎☎✠ ✆☞❝❝☎✆✆✝✈☎ ❝✄☎❛✆☎✆ ❞�☎✆ ✠�s ❛✂✂☎❛✄

s� ❜☎ ✄☎❧☞✟❛✄✍ ❚t✝✆ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✁�❞☎ ✇✝✟✟ ❜☎ ✄☎♦☎✄✄☎❞ s� ❛✆

✆☞✄♦❛❝☎ ❝✄☎❛✆✝✠❧ ✙✭✥✚✍

❖✈☎✄❛✟✟✱ ✡✎ ✝✠❝✄☎❛✆☎✆ ✆s☎❛❞✝✟✐ ✇✝st st☎ ✄✝❞❧☎ ❛✠❧✟☎ ✒ ☞✠s✝✟

✝s ✄☎❛❝t☎✆ ❛ ✂✟❛s☎❛☞ ❛s ✡✎ ✗ ✘✍✹✦ ♦�✄ ✒ ➻ ✒✖✱ ✇t☎✄☎ st☎

✠❛s☞✄☎ �♦ st☎ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✁�❞☎ ❝t❛✠❧☎✆✛ ✆☎☎ ❋✝❧✍ ✷✙❞✚✍ ❚t✝✆

✈❛✟☞☎ ✝✆ ✟�✇☎✄ st❛✠ st☎ ❝✄✝s✝❝❛✟ ❇✝�s ✆s✄❛✝✠✱ ✡✧★✩✪ ➻ ✘✍✺✺✱

❝❛✟❝☞✟❛s☎❞ ❜✐ ❇✝�s ❬✶✓✱✶✶❪ ♦�✄ st☎ ✆☞✄♦❛❝☎ ✝✠✆s❛❜✝✟✝s✐✱ ❛✆

☎✞✂✟❛✝✠☎❞ ❜☎✟�✇✍

❲☎ ✆☎s ☞✂ ❛ ❜✝♦☞✄❝❛s✝�✠ ❛✠❛✟✐✆✝✆✱ ✇✝st st☎ ❛✝✁ �♦

❝t❛✄❛❝s☎✄✝✏✝✠❧ st☎ ✝✠✆s❛❜✝✟✝s✝☎✆ ❛✠❞ ☎✞✂✟❛✝✠✝✠❧ st☎ ❝�✁✂☎s✝✕

s✝�✠ ❜☎s✇☎☎✠ st☎ ✟�❝❛✟✝✏☎❞ ❛✠❞ ☎✞s☎✠❞☎❞ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✁�❞☎✆✍

❚t☎ ✆✐✆s☎✁ ✝✆ ✁�❞☎✟☎❞ ❛✆ ❛✠ ✝✠♦✝✠✝s☎✟✐ ✟�✠❧ ✂✄✝✆✁ ✇✝st

s✄✝❛✠❧☞✟❛✄ ❝✄�✆✆ ✆☎❝s✝�✠ ❉ ✁❛❞☎ �♦ ❛ t✐✂☎✄☎✟❛✆s✝❝ ✁❛s☎✄✝❛✟✍

■s✆ ☎✟❛✆s✝❝ ☎✠☎✄❧✐ ❞☎✠✆✝s✐ ✝✆ ❞☎✠�s☎❞ ❜✐ ✫✸✬ð❊Þ✱ ✇t☎✄☎

❊ ➻ ✮
✯ ð✰

✲ ➲ ✰ ❾ ✳Þ ✝✆ st☎ ✆s✄❛✝✠ s☎✠✆�✄✱ ✰ ➻ ✴ð①✻ ②✻ ③Þ☛

✴ð❳✻ ❨✻ ❩Þ ✝✆ st☎ s✄❛✠✆♦�✄✁❛s✝�✠ ❧✄❛❞✝☎✠s✱ ✙❳✱ ❨✱ ❩✚ ❛✄☎

st☎ ❝��✄❞✝✠❛s☎✆ ✝✠ ✄☎♦☎✄☎✠❝☎ ❝�✠♦✝❧☞✄❛s✝�✠ ✇✝st ❩ ❛✟✝❧✠☎❞

✇✝st st☎ ✂✄✝✆✁ ❛✞✝✆ ❛✠❞ ❨ ❛✟�✠❧ st☎ ❛✞✝✆ �♦ ✆✐✁✁☎s✄✐ �♦ st☎

s✄✝❛✠❧☞✟❛✄ ❝✄�✆✆ ✆☎❝s✝�✠ ❉✱ ❛✠❞ ✙①✱ ②✱ ③✚ ❛✄☎ st☎ ❝��✄❞✝✠❛s☎✆

✝✠ ❞☎♦�✄✁☎❞ ❝�✠♦✝❧☞✄❛s✝�✠✍ ❚t☎ ☎✞✂✄☎✆✆✝�✠ �♦ ✫✸✬ð❊Þ

✄☎♦✟☎❝s✆ st☎ ❝t�✝❝☎ �♦ ❛ ✁❛s☎✄✝❛✟ ✟❛✇✛ ✇☎ ☞✆☎ ❛ ●☎✠s ✁�❞☎✟✱

❛✆ ❞☎✆❝✄✝❜☎❞ ✝✠ st☎ ✭☞✂✂✟☎✁☎✠s❛✟ ▼❛s☎✄✝❛✟ ✙✭▼✚ ❬✷✼❪✱ ✇✝st ❛

❝t�✝❝☎ �♦ ✁❛s☎✄✝❛✟ ✂❛✄❛✁☎s☎✄✆ st❛s ✁❛✑☎✆ st✝✆ ❝�✠✆s✝s☞s✝✈☎

✟❛✇ ✂✄❛❝s✝❝❛✟✟✐ ☎❡☞✝✈❛✟☎✠s s� ❛✠ ✝✠❝�✁✂✄☎✆✆✝❜✟☎ ✠☎�✕

❍��✑☎❛✠ ✁�❞☎✟✍ ❲�✄✑✝✠❧ ✝✠ st☎ ♦✄❛✁☎✇�✄✑ �♦ ♦✝✠✝s☎

☎✟❛✆s✝❝✝s✐✱ ✇☎ ❞☎✠�s☎ ❜✐ ✽ð❳✻ ❨✻ ❩Þ ➻ ð①✻ ②✻ ③Þ ❾ ð❳✻ ❨✻ ❩Þ

st☎ ❞✝✆✂✟❛❝☎✁☎✠s✍ ❚t☎ ✠�✠✟✝✠☎❛✄ ☎❡☞✝✟✝❜✄✝☞✁ ✝✆ �❜s❛✝✠☎❞ ❜✐

st☎ ✂✄✝✠❝✝✂✟☎ �♦ ✈✝✄s☞❛✟ ✇�✄✑ ❛✆

✿ ❼✽ð❳✻❨✻❩Þ✻

❀
❁❂

✵

❀❀

❃
❄❅ð✰✲ ➲ ❼✰Þ❈❳❈❨❈❩➻✘✻ ð✶Þ

✇t☎✄☎ ❄ ➻ ✴✫✸✬☛✴❊ ❞☎✠�s☎✆ st☎ ✆s✄☎✆✆ ❛✠❞ ❼✰ ➻

✴ ❼✽☛✴ð❳✻ ❨✻ ❩Þ st☎ ✈✝✄s☞❛✟ ✝✠❝✄☎✁☎✠s �♦ ❞☎♦�✄✁❛s✝�✠

❧✄❛❞✝☎✠s✍ ❆✆ st☎ ❛✈☎✄❛❧☎ ✆s✄❛✝✠ ✡ ✝✆ ✝✁✂�✆☎❞ ❜✐ st☎ ❜❛✆☎✱

✇☎ ❝�✠✆✝❞☎✄ �✠✟✐ ❛❞✁✝✆✆✝❜✟☎ ✈✝✄s☞❛✟ ❞✝✆✂✟❛❝☎✁☎✠s✆ ❼✽ ✇t�✆☎

✝✠❝✄☎✁☎✠s❛✟ ❛✞✝❛✟ ✆s✄❛✝✠ ✝✆ ✏☎✄� �✠ ❛✈☎✄❛❧☎✍ ❚❛✑✝✠❧ ❛❞✈❛✠✕

s❛❧☎ �♦ st☎ ♦❛❝s st❛s st☎ ❜☞❝✑✟✝✠❧ ✂❛ss☎✄✠✆ ❛✄☎ ✟�❝❛✟✝✏☎❞ ✠☎❛✄

st☎ ✄✝❞❧☎ ✝✠ st☎ ☎✞✂☎✄✝✁☎✠s✆✱ ✇☎ ✆✝✁✂✟✝♦✐ st☎ ❜�☞✠❞❛✄✐

❝�✠❞✝s✝�✠✆ ❛s st☎ ✝✠s☎✄♦❛❝☎ ✇✝st st☎ ❜❛✆☎✱ ✇t✝❝t ✇☎ ✄☎✂✟❛❝☎

❜✐ ❛ ♦✄☎☎ ❜�☞✠❞❛✄✐✍

❚t☎ ☞✠❜☞❝✑✟☎❞ ✆�✟☞s✝�✠ ✝✆ ✝✠ ❛ ✆s❛s☎ �♦ t�✁�✕

❧☎✠☎�☞✆ ➇✆✝✁✂✟☎➈ ❝�✁✂✄☎✆✆✝�✠✱ ❛✆ ❞☎✆❝✄✝❜☎❞ ❜✐ ✽❏✵ ➻

❑ð✡Þð❳◆P þ ❨◆◗Þ ❾ ✡❩◆❘✍ ❍☎✄☎✱ ❑ð✡Þ ❝❛✂s☞✄☎✆ st☎ ❞✝✟❛s✝�✠

❙❱ ❙❭ ❙❫ ❙❴ ❙❵ ❭❱❱❢❱
❱❢❣
❙❢❱
❙❢❣
❭❢❱

❥❦♠

♥♣qr✉④⑤⑥⑦

⑧⑨⑩⑥❶⑦⑥⑦

❥❷♠

❥❸♠

❥❹♠

❺❻❽❿ ➀❿ ➁➂➃➄➅➆➉➄➋➌➍➎ ➅➄➏➐➎➌➏❿ ➑➍➒➓➑➔➒ →➣➃ ↔➆➄↕➏ ➆➋ ➌➙➄ ➑➛➜ ➝➒

➃➎➍➋➄❿ ➁➍➔➙ ➏➄➌ ➣➞ ➃➆➔➌➐➅➄➏ ➆➏ ➞➣➅ ➆➋➔➅➄➍➏➆➋➟ ➍➂➆➍➎ ➏➌➅➍➆➋ ➠❿

➑➍➒ ➡ ➢ ➤➥➦➜ ➧ ➢ ➨➥ ➉➉➜ ➍➋➩ ➫➭ ➢ ➨➥➥ ➉➉➯ ➑➳➒ ➡ ➢ ➵➥➦➜

➧ ➢ ➸ ➉➉➜ ➍➋➩ ➫➭ ➢ ➨➥➥ ➉➉➯ ➑➔➒ ➡ ➢ ➨➺➥➦➜ ➧ ➢ ➨➥ ➉➉➜ ➍➋➩

➫➭ ➢ ➨➥➥ ➉➉❿ ➼➎➍➔➽ ➍➅➅➣↕➏ ➙➆➟➙➎➆➟➙➌ ➌➙➄ ➔➅➄➍➏➄➏ ↔➆➏➆➳➎➄ ➣➋ ➌➙➄

➞➍➔➄➏❿ ➑➩➒ ➾➅➆➌➆➔➍➎ ➏➌➅➍➆➋ ➠➚➪➡➶❿ →➙➄ ➌➙➆➋➜ ➙➍➋➩➹➩➅➍↕➋ ➔➐➅↔➄➏

➅➄↔➄➍➎ ➌➙➄ ➌➅➄➋➩ ➣➞ ➌➙➄ ➄➂➃➄➅➆➉➄➋➌➍➎ ➩➍➌➍ ➃➣➆➋➌➏❿ ❻➋➏➄➌➘ ➴➄➏➔➍➎➄➩

↕➍↔➄➎➄➋➟➌➙ ➣➞ ➌➙➄ ➄➂➌➄➋➩➄➩ ➉➣➩➄ ➷➬➧ ➞➣➅ ➡ ➢ ➮➥➦❿

➱✃❐ ❒❒❮❰ ✶ÏÐÐ✓✶ ✙✷✓✶Ñ✚ ➱ ❍Ò ✭ ■ ✥❆ ❐ ✃ÓÔ ■ Ó❲ ❐ Ó❚ ❚ Ó✃ ✭
ÕÖÖ× ÖØÙÚØÛ
ÜÝ ßàáâã ÜäÝå

✶ÏÐÐ✓✶✕✷



♦� t✁✂ ❝✄♦☎☎ ☎✂❝ts♦✆ ❜✝ P♦s☎☎♦✆➆☎ ✂��✂❝t ❛✆✞ s☎ �♦❢✆✞ �✄♦✟

t✁✂ ❝♦✆☎tst❢ts✈✂ ❧❛✇ ❜✝ ☎♦❧✈s✆✠ ð✡❲✸❉❂✡☛Þ✭☞❀ ☛ð☞Þ✮ ➻ ✵✳

✌✂ ❝♦✆☎s✞✂✄ ❛ ☎✟❛❧❧ ♣✂✄t❢✄❜❛ts♦✆ ✍✶✱ t♦ t✁s☎ s✆✈❛✄s❛✆t

☎♦❧❢ts♦✆ ✍✶ ➻ ✎✏①ð❳❀❨Þ❡① þ ✏②ð❳❀❨Þ❡② þ ✐✏③ð❳❀❨Þ❡③✑✒
✓✔✕

s✆ t✁✂ �♦✄✟ ♦� ❛ ♣❢✄✂ ❋♦❢✄s✂✄ ✟♦✞✂ ✇st✁ ✇❛✈✂ ✆❢✟❜✂✄ q✳

❚✁✂ ✈s✄t❢❛❧ ✞s☎♣❧❛❝✂✟✂✆t ❼✍ s☎ ☎♦❢✠✁t s✆ ❛ ☎s✟s❧❛✄ �♦✄✟✳

❯♣♦✆ ❧s✆✂❛✄s✖❛ts♦✆ ❛✆✞ ✞s☎❝✄✂ts✖❛ts♦✆ ❢☎s✆✠ t✁✂ �s✆st✂✗

✂❧✂✟✂✆t ✟✂t✁♦✞✱ t✁✂ ✂✘❢❛ts♦✆ ♦� ✂✘❢s❧s❜✄s❢✟ ❬✙✘✳ ✚✛✜❪

t❛✢✂☎ t✁✂ �♦✄✟

✣❼✤❀ ❼✤ ➲ ð❑✥ þ q✦✥ þ q✷▼✥Þ ➲ ✤✶ ➻ ✵❀ ð✧Þ

✇✁✂✄✂ ✤✶ ➻ ð✏①❀ ✏②❀ ✏③Þ ❛✆✞ ❼✤ ➻ ð❼✏①❀
❼✏②❀

❼✏③Þ ❛✄✂ t✇♦ ✈✂❝t♦✄☎

❝♦❧❧✂❝ts✆✠ t✁✂ ❋♦❢✄s✂✄ ❛✟♣❧st❢✞✂☎ ♦� t✁✂ ✄✂❛❧ ❛✆✞ ✈s✄t❢❛❧

✆♦✞❛❧ ✞s☎♣❧❛❝✂✟✂✆t☎ ♦✆ t✁✂ ❝✄♦☎☎ ☎✂❝ts♦✆ ★✳ ❚✁✂ ❋♦❢✄s✂✄

❛✆❛❧✝☎s☎ t✁❢☎ ✝s✂❧✞☎ ❛ ✧✩ ✂s✠✂✆✈❛❧❢✂ ♣✄♦❜❧✂✟ s✆ ✇✁s❝✁ t✁✂

t✁s✄✞ ✞s✟✂✆☎s♦✆ ✂✆t✂✄☎ t✁✄♦❢✠✁ t✁✂ ✇❛✈✂ ✆❢✟❜✂✄ q ♦✆❧✝✳

❋♦✄ ✞✂t❛s❧☎ ♦� t✁s☎ ✧✩ �♦✄✟❢❧❛ts♦✆ ❛✆✞ ♦� st☎ s✟♣❧✂✟✂✆t❛✗

ts♦✆✱ ☎✂✂ ❙✪ ❬✧✫❪ ❛✆✞ ❘✂�✳ ❬✬❪✳ ❚♦ ✞s☎❝✄✂ts✖✂ ❛✆✞ ☎♦❧✈✂ t✁✂

✂s✠✂✆✈❛❧❢✂ ♣✄♦❜❧✂✟✱ ✇✂ ✟❛✢✂ ❢☎✂ ♦� t✁✂ �s✆st✂✗✂❧✂✟✂✆t

❧s❜✄❛✄✝ ✯✰✲✴✹✺ ❬✧✻❪ ❛✆✞ t✁✂ ✺✼✰✽✹ ❧s❜✄❛✄✝ ❬✧✾❪✳

✙✘❢❛ts♦✆ ✚✧✜ s☎ s✆✈❛✄s❛✆t ✇✁✂✆ ❛ ✁♦✟♦t✁✂t✝ s☎ ❛♣♣❧s✂✞ t♦

❜♦t✁ t✁✂ ☎♦❧❢ts♦✆ ❛✆✞ t✁✂ ✇❛✈✂❧✂✆✠t✁ ✿❁❂q❃ s✆ ❛✞✞sts♦✆✱ t✁✂

✞♦✟❛s✆ ★ s☎ ☎❝❛❧✂ s✆✈❛✄s❛✆t ✆✂❛✄ t✁✂ ts♣ ✚✄s✞✠✂✜✳ ❆☎ ❛ ✄✂☎❢❧t✱

❛✆ s✆�s✆st✂ ✆❢✟❜✂✄ ♦� ✟♦✞✂☎ t✁❛t ❛✄✂ ✁♦✟♦t✁✂ts❝ ♦✆✂ t♦

❛✆♦t✁✂✄ ❛♣♣✂❛✄ ❝♦✆❝❢✄✄✂✆t❧✝ ❛t t✁✂ ❝✄sts❝❛❧ ☎t✄❛s✆ ☞❄✳ ❚✁✂☎✂

✟♦✞✂☎ ❛✄✂ ❧♦❝❛❧s✖✂✞ ✆✂❛✄ t✁✂ ✄s✞✠✂ ❛✆✞ ❛✄✂ ❛☎☎♦❝s❛t✂✞ ✇st✁

❛❧❧ ♣♦☎☎s❜❧✂ ✇❛✈✂ ✆❢✟❜✂✄☎♥ t✁✂✄✂ s☎ ✆♦ ☎✂❧✂❝ts♦✆ ♦� t✁✂ ✇❛✈✂

✆❢✟❜✂✄ s✆ t✁s☎ ☎❝❛❧✂✗s✆✈❛✄s❛✆t ❧s✆✂❛✄ ❜s�❢✄❝❛ts♦✆ ❛✆❛❧✝☎s☎✱

☎✂✂ ❙✪ �♦✄ ✞✂t❛s❧☎ ❬✧✫❪✳ ❇✝ ❝♦✆t✄❛☎t✱ t✁✂ ❝✄sts❝❛❧ ☎t✄❛s✆ ☞❄

❛✆✞ t✁✂ ☎✁❛♣✂ ♦� t✁✂ ❜❢❝✢❧s✆✠ ✟♦✞✂ ✚❢♣ t♦ ❛ ✞s❧❛ts♦✆✜ ❛✄✂

☎✂❧✂❝t✂✞ ❛☎ ❛ �❢✆❝ts♦✆ ♦� ❅✳

❆☎ t✁✂ ❢✆❜❢❝✢❧✂✞ ❝♦✆�s✠❢✄❛ts♦✆ s☎ ✟s✄✄♦✄ ☎✝✟✟✂t✄s❝ ✇st✁

✄✂☎♣✂❝t t♦ t✁✂ ð❈❊Þ ♣❧❛✆✂✱ t✁✂ ❜❢❝✢❧s✆✠ ✟♦✞✂☎ ❝❛✆ ❜✂ ✂st✁✂✄

☎✝✟✟✂t✄s❝ ♦✄ ❛✆ts☎✝✟✟✂t✄s❝✳ ✌✁✂✆ ❅ s☎ ☎✟❛❧❧✂✄ t✁❛✆

●❍✵■➦✱ t✁✂ �s✄☎t ❝✄sts❝❛❧ ❜❢❝✢❧s✆✠ ✟♦✞✂ ♣✄✂✞s❝t✂✞ ❜✝ t✁✂

❋✙✪ ❛✆❛❧✝☎s☎ s☎ ❛✆ ❆✌ ✟♦✞✂❃ ☎✂✂ ❋s✠✳ ❏✚❛✜✳ ▲t s✆✈♦❧✈✂☎

❧❛t✂✄❛❧ ❢✆✞❢❧❛ts♦✆☎ ♦� t✁✂ ✄s✞✠✂✱ ☎✂✂ ❋s✠✳ ✫✚❜✜✱ ☎s✟s❧❛✄ t♦ t✁✂

❜❢❝✢❧s✆✠ ✟♦✞✂ ☎✂✂✆ s✆ t✁✂ ✂◆♣✂✄s✟✂✆t☎✳ ❚✁✂ ❝♦✄✄✂☎♣♦✆✞s✆✠

❝✄sts❝❛❧ ☎t✄❛s✆ ☞❄ s☎ ♣❧♦tt✂✞ s✆ ❋s✠✳ ✫✚❛✜ ✚✞s☎✢☎✜ ❛✆✞ ❝♦✟♣❛✄✂✞

t♦ ✂◆♣✂✄s✟✂✆t❛❧ ✄✂☎❢❧t☎ ✚♦♣✂✆ ❝s✄❝❧✂☎✜♥ ☞❄ð❅Þ s☎ s✆ ✠♦♦✞

❛✠✄✂✂✟✂✆t ✇st✁ t✁✂ ✂◆♣✂✄s✟✂✆t☎✱ ❛✆✞ s✆❝✄✂❛☎✂☎ ✇st✁ ❅✳

▲✆ t✁✂ ❧s✟st ♦� ❛✆ ❛❝❢t✂ ✄s✞✠✂ ❛✆✠❧✂✱ ❅ ❖ ✵✱ t✁✂ ♣✄s☎✟ ❝❛✆

❜✂ ✟♦✞✂❧✂✞ ❛☎ ❛ t✁s✆✱ s✆�s✆st✂❧✝ ❧♦✆✠ ♣❧❛t✂ ✇✁♦☎✂ t✁s❝✢✆✂☎☎

◗ð❈Þ ✈❛✄s✂☎ ❧s✆✂❛✄❧✝ ✇st✁ t✁✂ ✞s☎t❛✆❝✂ t♦ t✁✂ ✄s✞✠✂✱

◗ ➻ ❅❥❤ ❾ ❈❥✳ ❋♦✄ t✁✂ ❢✆❜❢❝✢❧✂✞ ☎♦❧❢ts♦✆✱ t✁✂ ✟s✞✗☎❢✄�❛❝✂

♦� t✁✂ ♣❧❛t✂ s☎ ❝♦✆t❛s✆✂✞ s✆ t✁✂ ð❈❊Þ ♣❧❛✆✂ ❛✆✞ ✁❛☎ ❛✆ ❛◆s❛❧

♣✄✂☎t✄✂☎☎ ❱❩ ➻ ❭☞✳ ✌✁✂✆ ❧s✆✂❛✄s✖✂✞ ❛❜♦❢t t✁s☎ ☎♦❧❢ts♦✆✱ t✁✂

❋❫♣♣❧➊❴♦✆ ❵á✄✟á✆ ✂✘❢❛ts♦✆☎ �♦✄ ✂❧❛☎ts❝ ♣❧❛t✂☎ ✝s✂❧✞✱ ☎✂✂✱

�♦✄ s✆☎t❛✆❝✂✱ ❘✂�✳ ❬✧✬❪✱

ð♠❞❣Þ❦❞❣ þ ◗ð❈Þ❱❩r❦③③ ➻ ✵❀ ð✫Þ

✇✁✂✄✂ rð✉❀ ❈Þ s☎ t✁✂ ✚✁♦✄s✖♦✆t❛❧✜ ✞✂�❧✂❝ts♦✆✱ ♠❞❣ ➻

④ð❈Þ✎ð❍ ❾ ⑤Þr❦❞❣ þ ⑤⑥❞❣r❦⑦⑦✑ ✞✂✆♦t✂☎ t✁✂ ❜✂✆✞s✆✠ ✟♦✟✂✆t✱

④ð❈Þ ➻ ❭◗ð❈Þ✸❂❍✿ð❍ ❾ ⑤✷Þ s☎ t✁✂ ❜✂✆✞s✆✠ ✟♦✞❢❧❢☎ ♦� t✁✂

♣❧❛t✂✱ ❭ s☎ ⑧♦❢✆✠➆☎ ✟♦✞❢❧❢☎✱ ❛✆✞ ⑤ s☎ P♦s☎☎♦✆➆☎ ✄❛ts♦✳ ❆

❝♦✟✟❛ s✆ ☎❢❜☎❝✄s♣t ✞✂✆♦t✂☎ ❛ ♣❛✄ts❛❧ ✞✂✄s✈❛ts✈✂✱ ❛✆✞ ✠✄✂✂✢

☎✝✟❜♦❧☎ ❛✄✂ ✄✂☎t✄s❝t✂✞ t♦ s✆✗♣❧❛✆✂ ✞s✄✂❝ts♦✆☎✱ ⑨✱ ⑩ ❶ ❷❈❀ ❊❸✳

✌✂ ❢☎✂ ✙s✆☎t✂s✆➆☎ ❝♦✆✈✂✆ts♦✆ �♦✄ s✟♣❧s❝st ☎❢✟✟❛ts♦✆ ♦✆

✄✂♣✂❛t✂✞ s✆✞s❝✂☎✳

▲✆ t✁✂ ♣❧❛t✂ ✟♦✞✂❧✱ ✇✂ ❝♦✆☎s✞✂✄ ♣✂✄t❢✄❜❛ts♦✆☎ t✁❛t ❛✄✂

✁❛✄✟♦✆s❝ s✆ t✁✂ ❛◆s❛❧ ✞s✄✂❝ts♦✆ ❛✆✞ ✄✂☎❝❛❧✂ t✁✂ ✈✂✄ts❝❛❧

❝♦♦✄✞s✆❛t✂ ❢☎s✆✠ t✁✂ ✇❛✈✂❧✂✆✠t✁ rð❈Þ ➻ ➥rðq❈Þ✒✓✔③✳ ✌✁✂✆

✂◆♣✄✂☎☎✂✞ s✆ t✂✄✟☎ ♦� ➥r ❛✆✞ q✱ t✁✂ ❜♦❢✆✞❛✄✝ ✈❛❧❢✂

♣✄♦❜❧✂✟ ❬✙✘✳ ✚✫✜❪ ❛✆✞ t✁✂ ❛☎☎♦❝s❛t✂✞ ❜♦❢✆✞❛✄✝ ❝♦✆✞sts♦✆☎

✞✂♣✂✆✞ ♦✆ t✁✂ t✇♦ ✞s✟✂✆☎s♦✆❧✂☎☎ ♣❛✄❛✟✂t✂✄☎ ⑤ ❛✆✞
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×

×

×

➧➨➩➫ ➭➫ ➯➳➵➸➺➼➽➽➾➵➚➸➪ ➶➚➸➳➹➘➸➳➴ ➷➯➬➮➫ ➷➱➮ ✃❐➱➺➾ ❒➸➱➴➚➱➽

❮❰ÏÐÑ Ò➚Ó➽ ➾ÔÕ➾➚➸➽➾➳➵➺ ➷ÓÕ➾➳ ➪➸➚➪➘➾➺➮Ö ➺➸➽Ø➘➱➵➸Ó➳➺ ➷❒➸➺➹➺➮Ö ➱➳❒

➱➳➱➘➼➵➸➪➱➘ ➽Ó❒➾➘ ➷❒➱➺❐➾❒ ➪Ø➚Ù➾➮➫ ➷Ú➮ ÛØ➽➾➚➸➪➱➘ ÚØ➪➹➘➸➳➴ ➽Ó❒➾

ÒÓ➚ Ð Ü ÝßàÖ â Ü ã ➽➽Ö ➺❐Ó➶➳ ➶➸➵❐ ➱➳ ➱➚Ú➸➵➚➱➚➼ ➱➽Õ➘➸➵Ø❒➾➫ ä❐➾

➵➶Ó ➪Ó➘Ó➚ ➽➱Õ➺ ➺❐Ó➶ ➵❐➾ ➱➽Õ➘➸➵Ø❒➾ ÓÒ ➵❐➾ ➘➱➵➾➚➱➘ ❒➸➺Õ➘➱➪➾➽➾➳➵

➷➘➾Ò➵➮ ➱➳❒ ÓÒ ➵❐➾ ➸➳➪➚➾➽➾➳➵➱➘ ❐ÓÓÕ ➺➵➚➱➸➳ åæ
çç ➷➚➸➴❐➵➮➫

èéê

ëì íî
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❡☎✆
❋✝✞ ✟✠❲✡

❋✝✞ ✟☛❲✡
❡☎✆ ✟☛☞✡

✇✌✍✎✏✑❡✒

×

➧➨➩➫ ✹➫ ➷➱➮ ➧Ø➘➘ Ú➸ÒØ➚➪➱➵➸Ó➳ ❒➸➱➴➚➱➽Ö ➪Ó➽Õ➱➚➸➳➴ ➵❐➾ ➽Ó❒➾➺

Õ➚➾❒➸➪➵➾❒ Ú➼ ➵❐➾ ➘➸➳➾➱➚ Ú➸ÒØ➚➪➱➵➸Ó➳ ➱➳➱➘➼➺➸➺ ➷➯➬ ➱➳❒ ❙➬➮Ö ❇➸Ó➵➆➺

➵❐➚➾➺❐Ó➘❒Ö ➵❐➾ ➳Ó➳➘➸➳➾➱➚ ➪➚➾➱➺➸➳➴ ➵❐➚➾➺❐Ó➘❒Ö ➱➳❒ ➾ÔÕ➾➚➸➽➾➳➵➺➫

➷Ú➮ ÛØ➽➾➚➸➪➱➘ ➘➸➳➾➱➚ ÚØ➪➹➘➸➳➴ ➽Ó❒➾ ÒÓ➚ Ð Ü ✶✓ßàÖ â Ü ß➫ã➫

❙➹➾➵➪❐ ÓÒ ➵❐➾ ❒➾ÒÓ➚➽➾❒ Õ➚➸➺➽ ➺ØÕ➾➚➸➽ÕÓ➺➾❒ ➶➸➵❐ ➱ ➪Ó➘Ó➚ ➽➱Õ

ÓÒ ➵❐➾ ➱➽Õ➘➸➵Ø❒➾ ÓÒ ➵❐➾ Ù➾➚➵➸➪➱➘ ❒➸➺Õ➘➱➪➾➽➾➳➵ ✔②➫ ❈Ó➘Ó➚ ➽➱Õ ÓÒ ➵❐➾

➱➽Õ➘➸➵Ø❒➾ ÓÒ ➵❐➾ ❐ÓÓÕ ➺➵➚➱➸➳ åæ
çç➫ ➷➪➮ ❙➹➾➵➪❐ ÓÒ ➵❐➾ ➾ÔÕ➾➚➸➽➾➳➵➱➘

➺Ø➚Ò➱➪➾ ➪➚➾➱➺➸➳➴ ➷❙❈➮ ➽Ó❒➾ ÒÓ➚ Ð Ü ✶✓ßà➫ ➷❒➮ ❙➹➾➵➪❐ ÓÒ ➵❐➾

➺ØÚ➪➚➸➵➸➪➱➘ Ú➸ÒØ➚➪➱➵➸Ó➳ ➪Ø➚Ù➾ ❆Ï❮Ñ ÒÓ➚ ➪➚➾➱➺➸➳➴➫

P❘P ✕✕✖✗ ✛✻✘✘✙✛ ✚✧✙✛✾✜ P ✚ ⑧ ❙ ▲ ✛ ❆ P ❘ ✙ ❴ ▲ ✙ ✌ P ✙ ❚ ❚ ✙ ❘ ❙
✜✢✢✣ ✢✤✥✦✤✧

✷★ ✩✪✫✬✭ ✷✮★✯

✛✻✘✘✙✛✗✫



➥✟✵ ➻ ✶�ð✶ ❾ ☛✷Þ✟✵❂✁✂✷✳ ❆ ♥✄☎✆✝✞✠✡☞ s✌☞✄✍✞✌♥ ❜✡s✆✎ ✌♥ ✡

s✏✌✌✍✞♥✑ ☎✆✍✏✌✎ ②✞✆☞✎s ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ ✈✡☞✄✆ ➥✟✵
❝ð☛Þ❀ s✆✆ ❙✒

❢✌✝ ✎✆✍✡✞☞s ❬✓✔✕✳ ❚✏✆ ✠✌✝✝✆s✖✌♥✎✞♥✑ ✠✝✞✍✞✠✡☞ s✍✝✡✞♥ ✞s

✗❝ ➻ ✘➥✟✵
❝ð☛Þ❂✶�ð✶ ❾ ☛✷Þ✙✂✷✳ ❋✌✝ ✌✄✝ ✖✡✝✍✞✠✄☞✡✝ ✔✸ ✠✌♥s✍✞✍✚

✄✍✞✈✆ ☞✡✇✱ ☛ ➻ ✛✳✹✜✱ ✡♥✎ ✇✆ ✌❜✍✡✞♥ ✗❝ð✛✳✹✜Þ ✢ ✛✳✣✜✂✷❀ ✍✏✆

✎✆✖✆♥✎✆♥✠✆ ✌♥ P✌✞ss✌♥➆s ✝✡✍✞✌ ✞s ☎✞☞✎✱ ✗❝ð✛✳✜✛Þ ✢ ✛✳✣✣✂✷

✞♥ ✍✏✆ ✞♥✠✌☎✖✝✆ss✞❜☞✆ ✠✡s✆✳ ❚✏✞s ✖✝✆✎✞✠✍✞✌♥ ✏✡s ♥✌

✡✎❛✄s✍✡❜☞✆ ✖✡✝✡☎✆✍✆✝ ✡♥✎ ✞s ✖☞✌✍✍✆✎ ✞♥ ❋✞✑✳ ✔✤✡✥ ✤✝✆✎

✎✡s✏✆✎ ☞✞♥✆✥❧ ✞✍ ✡✑✝✆✆s ✡s②☎✖✍✌✍✞✠✡☞☞② ✇✞✍✏ ✍✏✆ ❢✞♥✞✍✆

✆☞✆☎✆♥✍ ✡♥✡☞②s✞s ❢✌✝ ✂ ✦ ✛✳ ◆✌✍✆ ✍✏✡✍ ✗❝ ✧ ✂✷ ✞s s☎✡☞☞

✇✏✆♥ ✂ ✦ ✛✱ ✇✏✞✠✏ ✞s ✠✌♥s✞s✍✆♥✍ ✇✞✍✏ ✍✏✆ ☞✞♥✆✡✝ ✆☞✡s✍✞✠

❜✆✏✡✈✞✌✝ ✡ss✄☎✆✎ ✞♥ ✍✏✆ ✖☞✡✍✆ ☎✌✎✆☞✳

❙②☎☎✆✍✝✞✠ ✇✝✞♥★☞✞♥✑ ✤❙✭✥ ☎✌✎✆s ✡✝✆ ✡☞s✌ ❢✌✄♥✎ ✞♥ ✍✏✆

♥✄☎✆✝✞✠✡☞ ❜✞❢✄✝✠✡✍✞✌♥ ✡♥✡☞②s✞s✳ ❚✏✆② ✆①✍✆♥✎ ✌♥ ✍✏✆ ✡✎❛✡✠✆♥✍

❢✡✠✆s ✌♥ ❜✌✍✏ s✞✎✆s ✌❢ ✍✏✆ ✝✞✎✑✆ ✡♥✎ ✞♥✈✌☞✈✆ ✡♥ ✄♥✎✄☞✡✍✞✌♥

✌❢ ✍✏✆ ✝✞✎✑✆ ✞♥ ✍✏✆ ✖☞✡♥✆ ✌❢ s②☎☎✆✍✝② ð✩✪Þ❀ s✆✆ ❋✞✑✳ ✫✤❜✥✳

❚✏✆ s✍✝✡✞♥ ✡✍ ✇✏✞✠✏ ✍✏✆ ❢✞✝s✍ s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆ ✡✖✖✆✡✝s ✞s

✗ ✢ ✛✳✜✜✱ ✡ ✈✡☞✄✆ ✍✏✡✍ ✏✡✝✎☞② ✎✆✖✆♥✎s ✌♥ ✍✏✆ ✝✞✎✑✆ ✡♥✑☞✆ ✂❀

s✆✆ ❋✞✑✳ ✫✤✡✥✳ ❚✏✞s ✈✡☞✄✆ ✞s ✠✌♥s✞s✍✆♥✍ ✇✞✍✏ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ ❇✞✌✍

s✍✝✡✞♥ ✗✬✮✯✰ ➻ ✛✳✜✜ ✠✌✝✝✆s✖✌♥✎✞♥✑ ✍✌ ✍✏✆ ✆①✞s✍✆♥✠✆ ✌❢ ✡

☎✡✝✑✞♥✡☞☞② s✍✡❜☞✆ s✄✝❢✡✠✆ ☎✌✎✆ ✞♥ ✡ ✖✝✆s✍✝✆ss✆✎ ♥✆✌✚

❍✌✌★✆✡♥ ✏✡☞❢✚s✖✡✠✆ ❬✲✴✱✲✲✕✳ ❚✏✞s ✞s ✠✌♥s✞s✍✆♥✍ ✇✞✍✏ ✍✏✆

❢✡✠✍ ✍✏✡✍ ✍✏✆ ❙✭ ☎✌✎✆ ✞s ☞✌✠✡☞✞✺✆✎ ❛✄s✍ ❜✆♥✆✡✍✏ ✍✏✆ ❢✡✠✆s ✌❢

✍✏✆ ✖✝✞s☎❀ s✆✆ ❋✞✑✳ ✫✤❜✥✳ ✭✏✆♥ ✂ ✝✆✡✠✏✆s ✢✶✛✜➦✱ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞

s✍✝✡✞♥ ✗❝ ✌❢ ✍✏✆ ❆✭ ☎✌✎✆ ❜✆✠✌☎✆s ☞✡✝✑✆✝ ✍✏✡♥ ✗✬✮✯✰ ➻ ✛✳✜✜❧

✍✏✆ ♥✄☎✆✝✞✠✡☞ ✡♥✡☞②s✞s ✍✏✆♥ ✖✝✆✎✞✠✍s ✍✏✡✍ ✍✏✆ ❢✞✝s✍ ❜✄✠★☞✞♥✑

☎✌✎✆ s✇✞✍✠✏✆s ❢✝✌☎ ✡♥ ❆✭ ☎✌✎✆ ✍✌ ✡ ❙✭ ☎✌✎✆❀ s✆✆

❋✞✑✳ ✫✤✡✥✳

❚✏✞s ✻✼✽✾✿❁ ✡♥✡☞②s✞s ✍✏✆✝✆❢✌✝✆ ✖✝✆✎✞✠✍s ✡ ❙✭ ☎✌✎✆ ✍✏✡✍ ✞s

s☎✌✌✍✏ ✡♥✎ s✞♥✄s✌✞✎✡☞✱ ✞♥ ✡✖✖✡✝✆♥✍ ✠✌♥✍✝✡✎✞✠✍✞✌♥ ✇✞✍✏ ✍✏✆

☞✌✠✡☞✞✺✆✎ ✖✡✍✍✆✝♥ ✌❜s✆✝✈✆✎ ✞♥ ✍✏✆ ✆①✖✆✝✞☎✆♥✍s✳ ✭✏✆♥ ✍✏✞s

☎✌✎✆ ❜✆✠✌☎✆s ✄♥s✍✡❜☞✆✱ ✡☞☞ ✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏s ✡✖✖✆✡✝ ✠✌♥✠✄✝✚

✝✆♥✍☞②❧ ✞✍ ✞s ★♥✌✇♥ ✍✏✡✍ ✍✏✆ ♥✌♥☞✞♥✆✡✝ ✠✌✄✖☞✞♥✑ ❜✆✍✇✆✆♥ ✍✏✆

✎✞❢❢✆✝✆♥✍ ✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏s ✑✞✈✆s ✝✞s✆ ✍✌ ✡ ✠✝✆✡s✞♥✑ ✞♥s✍✡❜✞☞✞✍②

✍✏✝✌✄✑✏ ✡ s✄❜✠✝✞✍✞✠✡☞ ❜✞❢✄✝✠✡✍✞✌♥ ❬✲✫✱✓✲✕✳ ❚✏✆ ❜✄✠★☞✞♥✑

s✍✝✡✞♥ ❢✌✝ ✍✏✆ ✠✝✆✡s✞♥✑ ✞♥s✍✡❜✞☞✞✍② ✞♥ ✡ ♥✆✌✚❍✌✌★✆✡♥ ✏✡☞❢✚

✖☞✡♥✆ ✗❃❄❅❈❉❅ ✢ ✛✳✹✹ ✞s✱ ✍✏✆✝✆❢✌✝✆✱ ☞✌✇✆✝ ✍✏✡♥ ✍✏✡✍ ✖✝✆✎✞✠✍✆✎

❜② ✍✏✆ ☞✞♥✆✡✝ ✡♥✡☞②s✞s ✗✬✮✯✰ ✢ ✛✳✜✜❀ s✆✆ ❘✆❢s✳ ❬✲✫✱✲❊✕✳

●①✍✝✡✖✌☞✡✍✞♥✑ ✍✌ ✌✄✝ ✖✝✌❜☞✆☎✱ ✍✏✞s s✄✑✑✆s✍s ✍✏✡✍ ✌✄✝ ❙✭

☎✌✎✆s ✡✝✆ s✄❜✠✝✞✍✞✠✡☞ ✡s ✇✆☞☞✱ ✡♥✎ ✍✏✡✍ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ s✍✝✡✞♥ ✗✬✮✯✰

✖✝✆✎✞✠✍✆✎ ❜② ✍✏✆ ☞✞♥✆✡✝ ✡♥✡☞②s✞s ♥✆✆✎s ✍✌ ❜✆ ✠✌✝✝✆✠✍✆✎❧ ✍✏✆

✈✡☞✄✆ ✗❃❄❅❈❉❅ ✏✡s ❜✆✆♥ ✞♥✠☞✄✎✆✎ ✞♥ ❋✞✑✳ ✫✤✡✥ ✡♥✎ ✞♥✎✆✆✎

✠✌✝✝✆s✖✌♥✎s ✍✌ ✍✏✆ ✖☞✡✍✆✡✄ ✌❜s✆✝✈✆✎ ✞♥ ✍✏✆ ✆①✖✆✝✞☎✆♥✍s❀ s✆✆

❋✞✑✳ ✫✳ ❆✠✠✌✝✎✞♥✑☞②✱ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ ✝✞✎✑✆ ✡♥✑☞✆ ✂■ ✠✡♥ ❜✆ ❢✌✄♥✎

❜② ✆❡✄✡✍✞♥✑ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ s✍✝✡✞♥ ❢✌✝ ✡♥✍✞s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆s

✗❝ð✂Þ ✇✞✍✏ ✍✏✆ ✠✝✆✡s✞♥✑ s✍✝✡✞♥ ✗❃❄❅❈❉❅❧ ✍✏✞s ②✞✆☞✎s ✂■ ➻ ❏❏➦✱

s✆✆ ❋✞✑✳ ✫✱ ✇✏✞✠✏ ✡✠✠✄✝✡✍✆☞② ☎✡✍✠✏✆s ✍✏✆ ✆①✖✆✝✞☎✆♥✍✡☞

✈✡☞✄✆ ✂■ ✢ ❑✛➦✳

❖✄✝ ☞✞♥✆✡✝ s✍✡❜✞☞✞✍② ✡♥✡☞②s✞s ✠✌✝✝✆✠✍☞② ✠✡✖✍✄✝✆s ✍✏✆

✎✆✖✆♥✎✆♥✠✆ ✌❢ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ s✍✝✡✞♥ ✌♥ ✍✏✆ ✝✞✎✑✆ ✡♥✑☞✆

✗❝ð✂Þ ✡s ✇✆☞☞ ✡s ✍✏✆ s✏✡✖✆ ✌❢ ✍✏✆ ✡♥✍✞s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆✳

▲♥ ✌✄✝ s✠✡☞✆✚❢✝✆✆ ❢✌✝☎✄☞✡✍✞✌♥✱ ✍✏✆✝✆ ✞s ♥✌ s✆☞✆✠✍✞✌♥ ✌❢ ✍✏✆

✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏✳ ❚✌ ✡✠✠✌✄♥✍ ❢✌✝ ✍✏✆ ✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏ ✌❢ ✍✏✆ ✡♥✍✞✚

s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆✱ ✌♥✆ ✇✌✄☞✎ ♥✆✆✎ ✍✌ ✠✌♥s✞✎✆✝ ✡✎✎✞✍✞✌♥✡☞

✞♥✑✝✆✎✞✆♥✍s ✞♥ ✍✏✆ ✡♥✡☞②s✞s✱ s✄✠✏ ✡s s✄❜✍☞✆ ♥✌♥☞✞♥✆✡✝ ✆❢❢✆✠✍s

✡♥✎▼✌✝ s☎✡☞☞✚s✠✡☞✆ ✝✆✑✄☞✡✝✞✺✡✍✞✌♥✳ ❇② ✠✌♥✍✝✡s✍ ✇✞✍✏ ✍✏✆

✡♥✍✞s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆✱ ✍✏✆ s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆ ✖✝✆✎✞✠✍✆✎ ❜②

✍✏✆ ☞✞♥✆✡✝ s✍✡❜✞☞✞✍② ✡♥✡☞②s✞s ✞s ♥✌✍ ✌❜s✆✝✈✆✎✱ ✡s ✞✍ ✑✞✈✆s ✝✞s✆ ✍✌

✠✝✆✡s✞♥✑ ❜② ✡ s✄❜✠✝✞✍✞✠✡☞ ❜✞❢✄✝✠✡✍✞✌♥✳ ◗✌☎❜✞♥✞♥✑ ✌✄✝ ☞✞♥✆✡✝

✡♥✡☞②s✞s ✇✞✍✏ ✍✏✆ ♥✌♥☞✞♥✆✡✝ ✍✏✝✆s✏✌☞✎ ❢✌✝ ✠✝✆✡s✞♥✑✱ ✇✆ ✏✡✈✆

✆①✖☞✡✞♥✆✎ ✍✏✆ ✠✝✞✍✞✠✡☞ ✈✡☞✄✆ ✌❢ ✍✏✆ ✝✞✎✑✆ ✡♥✑☞✆ ✂■ ✢ ❑✛➦ ✡✍

✇✏✞✠✏ ✍✏✆ ✖✡✍✍✆✝♥ ✠✏✡♥✑✆s✳ ▲♥✍✆✝✆s✍✞♥✑☞②✱ ✠☞✌s✆ ✍✌ ✂■✱ ✍✏✆

s②s✍✆☎ ✎✞s✖☞✡②s ✡ ☎✞① ✌❢ ✍✏✆ ✍✇✌ ❜✆✏✡✈✞✌✝s❧ ✠✝✆✡s✆s

s✄✖✆✝✞☎✖✌s✆✎ ✌♥✍✌ ✍✏✆ s☎✌✌✍✏ ✡♥✍✞s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆ ✡✝✆

s✏✌✇♥ ✞♥ ❋✞✑✳ ✓✤❜✥✱ ✖✝✌❜✡❜☞② ✝✆s✄☞✍✞♥✑ ❢✝✌☎ ✍✏✆ ♥✌♥☞✞♥✆✡✝

✞♥✍✆✝✡✠✍✞✌♥ ❜✆✍✇✆✆♥ ✍✏✆ s②☎☎✆✍✝✞✠ ✡♥✎ ✡♥✍✞s②☎☎✆✍✚

✝✞✠ ☎✌✎✆s✳

❚✏✆ ✠✝✆✡s✞♥✑ ☞✌✠✡☞✞✺✡✍✞✌♥ ✏✡s ❜✆✆♥ ✆①✖☞✡✞♥✆✎ ✞♥ ✆✡✝☞✞✆✝

✇✌✝★ ❜② ♥✌♥☞✞♥✆✡✝ ✠✌✄✖☞✞♥✑ ✌❢ ✍✏✆ ❜✄✠★☞✞♥✑ ☎✌✎✆s✳ ❆

✝✆☎✡✝★✡❜☞✆ ❢✞♥✎✞♥✑ ✌❢ ✌✄✝ ✆①✖✆✝✞☎✆♥✍s ✞s ✍✏✡✍ ✌✄✝ s②s✍✆☎

❢✆✡✍✄✝✆s ❜✌✍✏ ☞✌✠✡☞✞✺✆✎ ✠✝✆✡s✆s ✡♥✎ ✡ s☎✌✌✍✏ ✆①✍✆♥✎✆✎

❜✄✠★☞✞♥✑ ✖✡✍✍✆✝♥❧ ✍✏✆ ✠✌✄✖☞✞♥✑ ❜✆✍✇✆✆♥ ☎✌✎✆s ✌❢ ✎✞❢❢✆✝✆♥✍

✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏s ✞s ✆❢❢✆✠✍✞✈✆ ❢✌✝ ✍✏✆ s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆ ✤☞✆✡✎✞♥✑ ✍✌

✠✝✆✡s✆s✥✱ ❜✄✍ ✞✍ ✞s ♥✌✍ ✆❢❢✆✠✍✞✈✆ ❢✌✝ ✍✏✆ ✡♥✍✞s②☎☎✆✍✝✞✠ ☎✌✎✆✱

s✄✝✖✝✞s✞♥✑☞②✳ ❚✏✆✝✆❢✌✝✆✱ s✠✡☞✆ ✞♥✈✡✝✞✡♥✠✆ ✞♥ ♥✌✍ ✡ s✄❢❢✞✠✞✆♥✍

✠✌♥✎✞✍✞✌♥ ❢✌✝ ☞✌✠✡☞✞✺✡✍✞✌♥✱ ✡♥✎ ✍✏✆ ✆①✡✠✍ ✠✌♥✎✞✍✞✌♥s ✞♥

✇✏✞✠✏ ☎✌✎✆s ✌❢ ✎✞❢❢✆✝✆♥✍ ✇✡✈✆☞✆♥✑✍✏s ✠✡♥ ✠✌✌✖✆✝✡✍✆

✝✆☎✡✞♥ ✍✌ ❜✆ ✆☞✄✠✞✎✡✍✆✎❧ ✍✏✆ ✠✌☎✖✝✆ss✆✎ ✏②✖✆✝✆☞✡s✍✞✠ ✖✝✞s☎

✖✝✌✈✞✎✆s ✡ ✇✌✝★❜✆♥✠✏ ❢✌✝ ❢✄✍✄✝✆ ♥✌♥☞✞♥✆✡✝ ✡♥✡☞②s✆s ✌❢

✠✝✆✡s✞♥✑✳

✭✆ ✍✏✡♥★ ❆✳ ●☞ ❖✄✡✝✎② ❢✌✝ ✏✞s ✠✌♥✍✝✞❜✄✍✞✌♥ ✍✌ ✍✏✆

✆①✖✆✝✞☎✆♥✍s✳ ◗✳ ✒✳ ✡✠★♥✌✇☞✆✎✑✆s ✍✏✆ ❢✞♥✡♥✠✞✡☞ s✄✖✖✌✝✍ ✌❢

P✝✌❛✆✠✍ ◆✌✳ ❆◆❘✚✲✔✚❯❙✴❱✚✴✴✴❱ ✤❆✑✆♥✠✆ ◆✡✍✞✌♥✡☞✆ ✎✆ ☞✡

❘✆✠✏✆✝✠✏✆✥✳
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