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It’s not bad to say : My work is not what I really want, I'm capable of doing something bigger.
Or I'm a person who needs love, and I'm doing without it. What's terrible is to pretend that
the second-rate is the first-rate. To pretend that you don’t need love when you do; or you like
your work when you know quite well you're capable of better.

Doris Lessing

The Golden Notebook (1962)
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Résumé

Ce travail de these porte sur les instabilités dans les structures minces hyper-
élastiques. Nous analysons les mécanismes de sélection du motif de flambement
dans un solide prismatique fortement pré-contraint. Pour ce systéme, le modéle
de poutre classique d’Euler-Bernoulli n’est pas pertinent du fait de cette forte pré-
contrainte et il est nécessaire de recourir a une description 3-d pour expliquer 'ap-
parition de modes instables de petite longueur d’onde. Notre analyse, fondée sur la
théorie de 1’élasticité finie incrémentale, montre que la longueur typique du motif
de flambement est sélectionnée par I'importance relative de la pré-contrainte et du
rapport d’aspect du solide prismatique. Nous nous interrogeons ainsi sur les limites
du modele classique et proposons une piste de réflexion pour la construction de
nouveaux modeles. Celle-ci repose sur un développement a deux échelles combiné
aux équations d’équilibre du systéme formulées sous forme faible. Il est alors facile
de résoudre les équations exactes a chaque ordre, ce qui donne acces a la cinéma-
tique complete du systeme. Nous mettons en ceuvre cette méthode pour I'exemple
simple d’un barreau homogene en compression, ce qui nous permet d’établir le mo-
dele classique d"Euler-Bernoulli a partir des équations de 1’élasticité 3-d. La derniere
partie de ce travail de these porte sur I'étude du flambement de systemes invariants
d’échelle : I'étude expérimentale et numérique de la compression d"un prisme a base
triangulaire met en lumiére une transition inédite d’un mode de flambement étendu
vers des motifs localisés.

Mots-clés : élasticité, flambage, instabilités, solides élancés, modéles réduits, analyse
de bifurcation

Abstract

This Ph.D. work deals with buckling instabilities arising in thin hyper-elastic struc-
tures. We focus on instabilities arising in a prismatic solid submitted to finite incom-
patible pre-strains. We observe that the traditional 1-d Euler-Bernoulli beam model is
not applicable to such a system because of the finite inhomogeneous pre-stress. The
latter triggers short-wavelength instabilities that are not described by the classical 1-
d models. We rely on the 3-d elasticity theory and propose a quantitative criterion on
the ratio between the pre-stress and the cross-sectional aspect-ratio of the prismatic
solid, that predicts the typical wavelength of the buckling pattern. This work ques-
tions the validity of classical 1-d models and suggests that extensions of these models
are possible. We propose a method for the systematic derivation of reduced models.
It relies on asymptotic expansions of the variational formulation of the equilibrium
equations, starting from the complete expression of the energy. In this framework, ki-
nematics can be entirely determined by solving the exact equations, order by order.
We successfully apply this method to a homogeneous and isotropic beam submit-
ted to a homogeneous compression and recover the classical Euler-Bernoulli beam
model. In a last part of the manuscript we investigate the transition from extended
wrinkling to localized creasing in a scale-invariant system made of a prismatic solid
with a triangular cross-section, both experimentally and numerically.
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Introduction

L’étude des instabilités est un probléme tres ancien qui suscite l'intérét de plu-
sieurs communautés scientifiques. Les applications a la mécanique des solides dé-
buterent avec I'étude du flambement d'une elastica par Bernoulli, puis Euler qui
proposa en 1744 une solution complete s’appuyant sur un modele unidimension-
nel (LEVIEN, 2008). Les champs d’applications se sont multipliés depuis, envahis-
sant les domaines du génie civil et de I'ingénierie : des films élastiques minces (BIOT,
1957; CAO et HUTCHINSON, 2012) & la morphogenese (SAVIN et al., 2011; OSTER-
FIELD et al., 2013; TALLINEN et al., 2016), en passant par les matériaux a changement
de phase, les méta-matériaux architecturés (BERTOLDI et al., 2008; COMBESCURE,
HENRY et ELLIOTT, 2015) et la conception de matériaux actifs impliquant des cou-
plages avec des champs magnétiques et/ou électriques (DANAS, KANKANALA et
TRIANTAFYLLIDIS, 2012; DANAS et TRIANTAFYLLIDIS, 2014 ; AN et al., 2015).

Dans tous ces domaines, comprendre les mécanismes a I'ceuvre derriere les in-
stabilités élastiques est fondamental. Celles-ci concernent le plus souvent des objets
minces ou élancés qui flambent facilement, y compris sous effet de forces modérées.
Ces systemes sont classiquement analysés a I'aide de modéles 1-d ou 2-d de poutres,
de plaques, de membranes ou de coques minces. Ces modeles réduits permettent
une étude rapide de ces problemes non-linéaires pour lesquels une description 3-d
complete requiert des calculs numériques longs et fastidieux. Les objets étudiés de-
venant de plus en plus complexes, des modeles plus raffinés ont progressivement
été proposés. Ainsi, la cinématique initiale du modele de poutre d’Euler-Bernoulli
a été enrichie pour prendre en compte un gauchissement uniforme sous 1’effet de
la torsion (SAINT-VENANT, 1855), puis 1'effet du cisaillement (TIMOSHENKO, 1921).
Plus récemment, VLASSOV (1962) fut le premier a considérer des déformations in-
ternes particuliéres a chaque section dans le cadre de I’étude des structures en voiles
minces, treés utilisées dans les applications industrielles car elles allient rigidité et
légereté.

Le développement de la théorie des milieux continus et de sa formulation non-
linéaire et incrémentale en élasticité finie (GREEN, RIVLIN et SHIELD, 1952; BIOT,
1965) fournit un cadre théorique général et systématique pour 1'étude des instabilités
de systemes 2-d et 3-d plus complexes comme des films minces sur substrats (BIOT,
1965; CAI et Fu, 1999; CAO et HUTCHINSON, 2012), des poutres a section quel-
conque (SCHERZINGER et TRIANTAFYLLIDIS, 1998) ou des systémes présentant des
gradients de propriétés élastiques (LEE et al., 2008a). L'utilisation d"une forme dis-
crétisée de ces équations combinée a des méthodes numériques perfectionnées uti-
lisées pour suivre les solutions par continuation (KELLER, 1977 ; COCHELIN, DAMIL
et POTIER-FERRY, 2007) ouvre la voie au calcul de solutions pour des géométries
complexes, parfois au prix d'un temps de calcul conséquent.

Les progrés mathématiques opérés dans 1’étude des bifurcations depuis I'intro-
duction de ce mot par Poincaré en 1885 fournissent aujourd 'hui des outils théoriques
permettant de calculer non seulement le seuil d’initiation d"une instabilité élastique,
mais également d’en étudier les aspects faiblement non-linéaires au voisinage de ce
seuil. Ainsi KOITER (1965) propose une théorie générale pour I'étude de l'initiation



2 Introduction

du flambement pour des corps élastiques soumis a un chargement statique et conser-
vatif. Ce type d’approche analytique ou semi-analytique combinée a des modéles
réduits adaptés peut constituer un outil trés puissant pour 'analyse de problemes
variés.

Ainsi, malgré I’essor d’outils de calcul de plus en plus performants, le dévelop-
pement de modéles réduits permettant une analyse rapide des comportements ainsi
qu'une compréhension des phénomenes physiques reste un sujet de recherche vi-
vace parmi les ingénieurs, les mathématiciens et les mécaniciens comme l’attestent
de nombreux travaux dans ces trois communautés, par exemple BERMUDEZ et
VIANO (1984), TRABUCHO et VIANO (1996) et SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ PA-
LENCIA (1999) ou encore plus récemment GUINOT et al. (2012), AUDOLY et SEFFEN
(2015), FERRADI (2016), CICALESE, RUF et SOLOMBRINO (2016) et BHATTACHARYA,
LEWICKA et SCHAFFNER (2016). Certains des modeles réduits obtenus se fondent
sur la théorie 3-d rigoureuse, d’autres s’appuient sur des hypotheses cinématiques
ad hoc. Ces modeles sont adaptés a des situations particulieres et le choix d'un mo-
dele pertinent pour 1’étude d'une instabilité donnée peut s’avérer délicat.

C’est dans ce cadre que s’inscrit ce travail de theése. En nous fondant sur une des-
cription 3-d appuyée sur la théorie de 1’élasticité finie incrémentale, nous revisitons
I’étude des instabilités de flambement dans des solides prismatiques en compression
axiale, en comparant les prédictions de cette description 3-d aux résultats fournis par
les modeles réduits classiques. Nous avons ainsi identifié un probleme impliquant
une instabilité dans une poutre mince et qui n’est pas correctement décrit par les
modeles actuels. Il s’agit du flambement en hélice d’un solide prismatique forte-
ment pré-contraint (HUANG et al., 2012; L1U et al., 2014) qui constitue une situation
courante pour 1’étude de la croissance. Notre analyse, fondée sur une description
3-d et sur une modélisation classique de croissance, montre que le modele d"Euler-
Bernoulli est inapplicable a cause de la présence de cette forte pré-contrainte.

L’approche classique du flambement est également remise en cause lorsqu’une
infinité de modes instables apparaissent au point de bifurcation, comme c’est le
cas pour les systemes invariants d’échelle, dont I'exemple emblématique est le
demi-plan infini en compression (BIOT, 1963). Ce systeme est connu pour bifur-
quer vers une instabilité de plissement (en anglais creasing), localisée et fortement
non-linéaire (HONG, ZHAO et SUO, 2009; HOHLFELD et MAHADEVAN, 2011). Notre
travail met en lumiére un systéme invariant d’échelle exhibant une transition inédite
d’un flambement étendu vers un flambement localisé.

Nous abordons ces problemes dans le cadre tres général de 1’élasticité finie 3-d.
Notre analyse s’attache a décrire un systéme élancé, infini dans sa direction d’élan-
cement, au voisinage d"une solution d’équilibre invariante et homogene dans cette
direction. La forme variationnelle du probleme de bifurcation, établie directement a
partir de I'’énergie 3-d et combinée a un développement a deux échelles nous permet
de généraliser les modeles classiques et ouvre la voie vers une méthode rigoureuse et
systématique permettant d’établir des modeles réduits adaptés aux problemes pour
lesquels les modeles existants sont inapplicables. C’est un cadre d’étude tres natu-
rel dans lequel la résolution des équations exactes a chaque ordre donne acces a la
cinématique complete du systeme.

Le premier chapitre de ce mémoire présentera la formulation générale du pro-
bleme de bifurcation pour un solide élancé. Nous rappellerons d’abord la méthode
des équilibres adjacents en nous appuyant sur 1’exemple classique de l’elastica en
compression, puis nous appliquerons cette méthode dans le cadre de 1'élasticité finie
3-d. Le probleme de bifurcation, présenté sous forme faible pour un solide prisma-
tique de section quelconque servira de point de départ aux chapitres suivants.
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Nous traiterons de réduction dimensionnelle dans le chapitre II et montrerons
comment un modele 1-d général peut étre construit a partir de ce probléeme 3-d.
Par un choix d’hypotheses sur les ordres de grandeurs des efforts appliqués, nous
identifierons ce dernier au modele de poutre classique pour un solide prismatique
néo-Hookéen a section homogene soumis a une compression axiale homogene.

Le chapitre III présentera une application des approches précédentes a un pro-
bleme de flambement de poutre sous forte pré-contrainte inspiré des observations
de (HUANG et al,, 2012) sur un systeme expérimental constitué de deux rubans
d’élastomere assemblés avec une pré-contrainte finie. Sous certaines conditions, le
motif obtenu dans le régime post-flambé consiste en une série d’hélices présentant
une inversion réguliere de chiralité. La présence d'une forte pré-contrainte rend le
modele d’Euler-Bernoulli inapplicable & ce systéme. Ce chapitre analyse la sélec-
tion de la longueur d’onde au seuil de flambement en fonction du rapport entre
la pré-contrainte et la raideur élastique. Les résultats de la formulation 3-d sont ici
comparés a deux modeles réduits : une bi-poutre simplifiée et un modele de plaque
construit a partir des équations de von-Kdrmén. Enfin, un développement asympto-
tique aux faibles nombres d’onde sera proposé pour analyser rapidement la sélection
de la longueur d’onde du motif de flambement.

Le chapitre IV traitera des systemes invariants d’échelle et du cas particulier d"un
prisme a section triangulaire dont 'une des faces est maintenue fixée a un substrat
plus raide, imposant ainsi une compression axiale. Nous verrons comment les outils
développés dans la premiere partie de ce mémoire permettent d’analyser la transi-
tion observée expérimentalement entre un motif de flambement étendu et des modes
localisés.
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6 Chapitre I. Analyse de bifurcation de solides élancés

L’analyse de bifurcation linéarisée est un outil fondamental pour l'étude des
instabilités en mécanique. Elle consiste a rechercher des solutions aux équations
d’équilibre linéarisées au voisinage d"une solution d’équilibre connue. Dans le pré-
sent chapitre nous commencerons par introduire cette méthode, aussi appelée mé-
thode des équilibres adjacents en nous appuyant sur le cas simple d'une elastica plane.
Les techniques élaborées depuis les travaux d’EULER (1744) permettent aujourd hui
d’aborder ce probleme de maniere systématique.

Nous présenterons ensuite une formulation générale du probleme de bifurcation
dans le cadre de I'élasticité finie 3-d. Nous nous intéresserons au cas d’un solide
élancé de section quelconque et invariant dans sa direction d’élancement. Nous ver-
rons comment il est possible de simplifier le probleme de bifurcation 3-d et de le
ré-écrire comme un probleme aux valeurs propres généralisé écrit sur une section
2-d du solide prismatique.

I.1 Exemple de l’elastica plane 1-d

Dans cette section nous considérons une elastica plane et inextensible de lon-
gueur L et de section constante, contenue dans le plan (y, z) et repérée par l'angle
f(s) ou s est la coordonnée curviligne. Cette elastica, initialement rectiligne (6(s) =
0 Vs) est soumise a une force horizontale F' a I'une de ses extrémités, 'autre ex-
trémité étant maintenue fixe, comme représenté sur la figure I.1(a). Les conditions
limites imposées a cette elastica s’écrivent #(0) = (L) = 0.

FIGURE I.1 - Instabilités d'une elastica plane. (a) Flambement d’Eu-
ler : bifurcation super-critique. (b) Claquage : perte de stabilité sans
point de bifurcation.

1.1.1. Equation d’équilibre et solutions

L’équation d’équilibre pour le probléme représenté figure 1.1(a) sera d’abord
énoncée sous forme générale en fonction de 1'énergie totale du systeme W (0) as-
sociée a la configuration 6(s).

Chaque position d’équilibre de 1’elastica correspond a un point stationnaire de
I"énergie. Celles-ci se calculent ainsi en annulant la premiere variation de I'énergie pour
un déplacement virtuel infinitésimal quelconque f(s) vérifiant les conditions limites

cinématiques, dans ce cas particulier (0) = (L) =0,

Va(s), dw(9,0) =0, (1.1)



I.1. Exemple de I’elastica plane 1-d 7

ot dW(6,6) = WHZO. Cette équation est également connue sous le nom de
principe des travaux virtuels. Examinons tout de suite sa forme explicite. L'énergie

totale du systeme s’écrit

L
W(o) = /0 E (0()) — F (1 cosf(s)) | ds, 12)
ou C = E7T estle module de flexion. Le moment d’inertie d"une section est noté
7 et E désigne le module de Young. Le premier terme de 1'équation 1.2 correspond
a I’énergie élastique de flexion, le second terme a 1’énergie potentielle de la force
compressive horizontale. Remarquons tout de suite la non-linéarité du second terme
qui provient de la condition d’inextensibilité exprimée implicitement dans 1’énergie
potentielle associée a la force F’

L
W,(0) = —Fl(6) avec 6i(8) = L — / cos0(s)ds.
0

L’équilibre non linéaire s’obtient en forme faible d’apres I'équation 1.1 en calcu-
lant la premiere variation de 1’énergie. Nous obtenons

Va(s), /O ! [c 0/(s) 0 (s) — F sin6(s) é(s)} ds = 0, (L3)

avec 6(0) = H(L) = 0. La forme forte de cet équilibre s’obtient aprés intégration par
parties de 1’équation 1.3
CO"(s)+ F sinf(s) =0, (L4a)

0(0) =0 et 6(L)=0. (1.4b)

Cette équation d’équilibre est non-linéaire pour le déplacement 6(s). Notons A =
y(L) 'amplitude maximale de la déflexion de l'elastica, 1’allure du diagramme de
bifurcation correspondant aux solutions du probleme aux limites 1.4 est tracé dans
le plan (F, A) figure 1.1(a).

En l'absence de compression imposée F' = 0, I'unique solution de cet équilibre
est la configuration rectiligne 6(s) = 6y = 0. Cette solution est invariante et homo-
gene en s. Lorsque 1’on augmente la valeur de F la configuration rectiligne 6(s) = 0
reste 'unique solution de I'équation 1.1 jusqu’a la valeur critique F,, comme indiqué
figure I.1(a). L'ensemble des solutions rectilignes forme la branche fondamentale. Pour
F > F,, I'équation d’équilibre admet deux solutions non triviales symétriques en
plus de la solution fondamentale 6, : F, correspond a un point de bifurcation pour
I'équilibre I.1. Nous ne considérons pas dans cette analyse la présence éventuelle de
bifurcations successives et nous n’étudions que les branches issues de cette premiere
bifurcation.

Il est possible de calculer la stabilité des différentes solutions de 1’équation I.1.
Celle-ci est donnée par le signe de la seconde variation de I’énergie. Ainsi pour une
solution 6; de 1’équilibre non linéaire 1.3 donnée et en notant #; une perturbation
infinitésimale cinématiquement admissible,

ds W (65365, ;) >0V0; = 6; estune solut%on d’équ%l%bre Tc,table, (15)
<030; = 6; estune solution d’équilibre instable,
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ot do W(0;61,62) = szo. Pour une solution 0; donnée, la seconde

variation de 1’énergie est une forme bilinéaire symétrique qui prend ici la forme
~ L ~ ~
dy W (0:;0;,0) = /0 [09; 0 — F cos6; 0; 9} ds,

pour une perturbation infinitésimale §; et un déplacement virtuel infinitésimal 4
quelconques. La bilinéarité en 6; et § est immédiate. La solution 6y = 0 est stable
pour F' < F; et instable pour F' > F;; les solutions bifurquées sont stables pour F' >
F.. Ceci est caractéristique d'une bifurcation en fourche a foin super-critique. Pour
ce type de bifurcation la valeur F;. correspond a I’apparition d"une branche stable de
faible amplitude A < 1. Nous verrons comment la méthode des équilibres adjacents
permet de déterminer le point de bifurcation F; et 'initiation de cette branche sans
calculer I’ensemble des solutions de I'équation d’équilibre non-linéaire I.1.

Les instabilités peuvent étre liées a 1’existence d'un point singulier sans que celui-
ci soit nécessairement associé a une bifurcation. C’est le cas pour un point limite
comme l'illustre ’exemple du claquage figure 1.1(b). Dans ce cas 1'étude de stabi-
lité 1.5 de la branche fondamentale de solutions permet de conclure directement sur
le comportement du systéeme. Notons enfin que dans le cas d'une bifurcation en
fourche a foin sous-critique ’analyse linéarisée ne permet pas de décrire la réponse
du systeme au voisinage du chargement critique car une perturbation d’amplitude
finie A ~ 1 peut apparaitre avant le point de bifurcation. La réponse du systéme au
passage du point de bifurcation est alors déterminée par des effets non-linéaires.

Il est souvent difficile de résoudre I"équation d’équilibre non linéaire pour carac-
tériser la branche bifurquée lorsque F' > F. Ce n’est pas le cas pour l'elastica 2-d en
compression : pour ce modele le probleme aux limites 1.4 se résout facilement par la
méthode du tir dont nous rappelons brievement le principe. Cette méthode consiste a
résoudre 1’équation non-linéaire

0"(3) + F sinf(s) = 0,

ouF =1L (52 et’s = £ pour des conditions aux limites particulieres en s = 0
6(0) =0 6'(0) = ro,

ol ko est un réel quelconque. Ce nouveau probleme est un probléme de Cauchy
et peut étre résolu numériquement par intégration progressive. La solution ainsi
obtenue, notée 0,,,, doit vérifier la condition

B (L) = 0.

Cette derniere équation peut étre facilement résolue par une recherche numérique
de racines pour différentes valeurs des parametres k¢ et F. La mise en ceuvre de cette
méthode nous permet de tracer la solution du probleme 1.4 dans le plan (F, '(0)),
voir figure 1.2(a).

Nous verrons par la suite des exemples, notamment dans le cadre de 'élasticité
finie 3-d, o1 les méthodes numériques de résolution de I'équation I.1 s’avérent déli-
cates a mettre en ceuvre. Il est alors tres utile de bénéficier d"une méthode permettant
de détecter les bifurcations de maniere systématique.
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FIGURE 1.2 - (a) Résultats de la résolution numérique (méthode du
tir) de 1’équilibre non-linéaire 1.4 (en rouge) superposés a la prédic-
tion de l’analyse faiblement non-linéaire 1.13 (en bleu). La compres-
sion est comptée positivement et le trajet de chargement indiqué par
une fleche noire. (b) Courbe de stabilité marginale dans le plan (F,q).
La contrainte sur ¢ imposée par les conditions aux bords pour une
elastica de longueur finie L est représentée par les traits en pointillés :
Lq = k. Celle-ci permet de définir le seuil F correspondant au
point de bifurcation. La solution fondamentale rectiligne est en fait
instable dans la zone hachurée en rouge.

I.1.2. Méthode des équilibres adjacents

La méthode des équilibres adjacents consiste a résoudre I'équation d’équilibre li-
néarisée au voisinage de la solution fondamentale 6, c’est & dire a rechercher des
solutions de 1’équilibre 1.1 sous la forme 6(s) = 6y + 7601 avec < 1. Une telle
solution est appelée équilibre adjacent si elle vérifie I’équilibre linéarisé qui s’écrit
alors

Vl(s), da W (6p;0M,6) =0,

ou le déplacement virtuel 6 vérifie les conditions aux limites cinématiques. Sous
forme explicite cette derniere équation s’écrit

V(s), /0 ' [c 0 (5) @/ (s) — F ol)(s) é(s)] ds = 0, (L6)

avec §(0) = (L) = 0. Nous choisissons une perturbation harmonique ') = @ ¢*9°,
ce qui revient a développer la perturbation en séries de Fourier. L'équation a ré-
soudre peut alors s’écrire de maniere formelle

VO, dyW(fy; Oc 7% B %) = 0. (L7)
Pour I'elastica en compression I'équation 1.7 devient
7 —F =0, (L.8)

oug=qlLetF = FTLQ Les solutions de cette équation de dispersion sont tracées
figure 1.2(b), elles forment la courbe de stabilité marginale. La plus petite valeur de F'
pour laquelle I’équation 1.7 admet une solution non nulle est associée a la plus petite
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solution réelle de cette équation de dispersion 1.8. Nous obtenons ainsi (F, = 0, ¢ =
0) dans le cas o1 L = oo. Pour une elastica de longueur finie, c’est la longueur L qui
détermine la valeur de F; > 0 en introduisant une condition de quantification sur
le nombre d’onde g. Cette condition assure que les solutions satisfont les conditions
limitesens =0ets =L

Lg.=knm keN, (1.9)

et la plus petite solution non nulle de 1.8 satisfaisant 1.9 correspond a k = 1, ce qui
implique
72 C
L2~
Cette contrainte 1.9 est indiquée par les lignes noires en pointillés sur la figure 1.2(b).
Les modes harmoniques obtenus pour F' = F, correspondent aux solutions bifur-
quées de I'équation 1.3 au voisinage du chargement critique. Nous parlerons dans
la suite de modes critiques. Notons finalement que la résolution de 1'équilibre linéa-
risé .7 ne donne pas d’information sur la stabilité des solutions.

Cette méthode ne permet pas de calculer I'amplitude 1 de la déformation obte-
nue pour F' > F,, celle-ci devra étre évaluée dans un second temps, par un dévelop-
pement de 1’équation d’équilibre 1.1 aux ordres supérieurs en 7. Ceci est I'objectif de
la méthode développée par KOITER (1965) (voir aussi HEIJDEN, 2008) qui permet en
particulier de détecter une bifurcation sous-critique. Nous donnons dans la section
suivante un bref apercu du fonctionnement cette méthode, toujours pour le cas de
l'elastica en compression.

F. = (1.10)

1.1.3. Développement faiblement non-linéaire

Ecrivons le développement de la perturbation et du parameétre de chargement
aux ordres suivants en 7. Par symétrie il vient

0 =0+ n ol 4+ 02012 + 3 0B + o(n), (L11a)

F=F.+ 2 F2 4 o). (L11b)

En insérant ce développement I.11a-1.11b dans 1’équation d’équilibre non linéaire 1.3
et en isolant les différents ordres en 7, n? et n® nous obtenons

Jy 1o g —F ol 6| ds = o,

vo(s), Jy |02 g —F 02 6|ds = o,
Jo |06 —Feo 0] as = J [FH o6 - F 20 s,

ott le déplacement virtuel § vérifie les conditions aux limites cinématiques. Les
deux premieres équations sont similaires a 1.6. L'opérateur bilinéaire défini par le
membre de gauche dans chacune de ces équations est singulier au point de bifurca-
tion puisque 1’équation I.6 admet au moins une solution, par définition. C’est en écri-
vant la condition de solubilité pour la troisieme équation, c’est a dire en choisissant
f dans le noyau de cet opérateur singulier que nous calculons le premier terme du
développement non-linéaire. La troisieme équation s’écrit alors pour 0(s) = singe s
ol q. est définit par 1.8,

1 b= = 2
/ [F[Q] sin?(g, ) —chmg“) F=0 = F’ = % (L12)
0
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La bifurcation est super-critique car PP > 0. Ce coefficient permet également de
calculer 'amplitude de la courbure de ’elastica post-flambée en s = 0, kg = 6/(0).
On a en effet pour F proche de F', d’apres le développement 1.11b,

_ — F*Fc
ko =4¢q:.N=¢ \/77 .
c c F[Q}

En combinant cette équation avec I'expression de F? calculée par 1.12 il vient

ko = \/8(F — m2). (1.13)

Cette solution approchée est tracée en bleu sur la figure 1.1(a), superposée a la solu-
tion numérique de 1’équation d’équilibre non-linéaire 1.4 calculée par la méthode du
tir et prédit correctement la courbure a 'origine au voisinage du point de bifurca-
tion. Cette méthode repose sur un développement a faible amplitude de la solution
de I'équation d’équilibre non linéaire, au voisinage du point de bifurcation. Il est
possible de calculer les termes aux ordres supérieurs dans le développement I.11a-
I.11b : la condition de solubilité I.12 une fois vérifiée, il suffit de résoudre 1'équation
a l'ordre 3 pour déterminer 03], puis d’écrire le développement de 1'équilibre non-
linéaire aux ordres suivants et de le traiter de la méme maniere. Nous ne détaille-
rons pas cette analyse et renvoyons le lecteur aux travaux de KOITER (1965) pour
des exemples détaillés.

Notons que le cas traité ici est simple car il n’existe qu'un seul mode propre so-
lution de I'équilibre linéarisé 1.6 au point de bifurcation. Lorsque plusieurs modes
critiques sont simultanément solution de 1.6, des termes non-linéaires de couplage
entre les différents modes doivent étre calculés (HUTCHINSON, 1967; CAO et HUT-
CHINSON, 2011). Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre IV en nous intéres-
sant au cas dégénéré ou une infinité de modes critiques apparaissent au point de
bifurcation.

Dans le chapitre III nous introduisons une méthode originale présentant des si-
milarités avec le développement de Koiter. Il s’agit d'un développement faiblement
non-linéaire de la relation de dispersion au voisinage du point de bifurcation. Cette
nouvelle approche permet de caractériser la longueur du d’onde du motif de flam-
bement au voisinage de la charge critique sans calculer I’ensemble de la courbe de
stabilité marginale. Ce calcul peut en effet s’avérer fastidieux pour les modeles 3-d
que nous abordons dans la suite de ce chapitre.

I.1.4. Conclusion

Nous avons présenté dans cette section quelques outils théoriques classiques
pour I'analyse des instabilités en élasticité. Ceux-ci sont souvent utilisés en complé-
ment d’approches numériques permettant de calculer les branches de solutions par
des méthodes de cheminement qui seront évoquées briévement dans la prochaine
section.

Le probleme de flambement analysé dans cette section est décrit par un modele
1-d classique caractérisé par une énergie de flexion (équation 1.2). Ce modéle dit
d’Euler-Bernoulli est adapté pour décrire le flambement en flexion de solides élan-
cés homogenes isotropes pour une gamme de comportements linéaires et dans la
limite de pré-contraintes faibles. La résolution de certains problemes nécessite d uti-
liser des modeles plus élaborés, présentant notamment une cinématique plus riche
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qui permet de prendre en compte toutes les non-linéarités géométriques qui entrent
en jeu dans le phénomeéne de flambage. Ainsi les équations de Foppxl-von-Karman
permettent de modéliser le flambement en flexion d’objets 2-d minces. Nous ver-
rons dans le chapitre III comment elles permettent de pallier les limites du modele
d’Euler-Bernoulli pour 'étude de poutres en voile mince fortement pré-contraintes.

Il existe enfin des systemes ou1 les non-linéarités de comportement jouent un role
déterminant dans l'initiation et le développement des instabilités. C’est le cas en
particulier pour le phénomene de striction d"une barre en traction étudié par CONSI-
DERE (1885) pour lequel les modeles réduits 1-d font appel a la déformation axiale
ainsi qu’a son gradient (COLEMAN et NEWMAN, 1988).

Ainsi, si les modeles réduits présentent un intérét certain pour 1’'étude des insta-
bilités, il est souvent délicat de choisir le modele le plus approprié pour résoudre
un probléeme donné. Le choix peut étre guidé par des hypotheéses cinématiques ou
une intuition des phénomenes physiques en jeu. Une approche complémentaire et
systématique consiste a écrire les équations de 1’élasticité en 3-d afin de décrire la
géométrie du probleme de maniere exacte. Cette théorie 3-d permet également de
prendre en compte les non-linéarités liées au comportement du matériau considéré.
La prochaine section a pour objectif d'introduire les équations de I'élasticité finie 3-d
et d’en déduire le probleme de bifurcation général pour un solide élancé prismatique
de section quelconque. Ce dernier peut s’écrire de maniere simplifiée en mettant a
profit des hypotheses d’invariance dans la direction axiale.

I.2 Formulation générale en élasticité finie 3-d

La théorie de I’élasticité non-linéaire (GREEN, RIVLIN et SHIELD, 1952; OGDEN,
1997) permet de traiter une tres grande variété de problemes et prend en compte non
seulement les non-linéarités géométriques, mais aussi des déformations finies, des
conditions aux limites étendues pouvant impliquer du contact et les non-linéarités
liées au comportement du matériau considéré. Elle permet également de décrire des
couplages avec la thermique et/ou des champs électriques ou mécaniques.

Les équations aux dérivées partielles résultant de cette théorie sont le plus sou-
vent discrétisées par la méthode des éléments finis et résolues par des schémas
numériques itératifs reposant sur 1’algorithme de Newton-Raphson ou sur des al-
gorithmes plus robustes de type prédicteur-correcteur (KELLER, 1977; WRIGGERS,
2008). Ces différents algorithmes permettent de suivre les branches de solutions des
équations discrétisées : c’est une approche efficace pour un certain nombre de pro-
blemes mais qui s’avere cotiteuse en temps, particulierement lorsque les systémes
étudiés sont étendus et/ou que l'on souhaite effectuer une étude paramétrique.
L’amélioration des algorithmes de cheminement reste un domaine de recherche vi-
vace, comme l’attestent par exemple les travaux de COCHELIN, DAMIL et POTIER-
FERRY (2007) ou de FARRELL, BIRKISSON et FUNKE (2015).

L’étude systématique des bifurcations par la méthode des équilibres adjacents
présentée dans la section précédente peut étre appliquée aux équations de 1’élasti-
cité non-linéaire tridimensionnelle. Elle repose alors sur une formulation incrémen-
tale de ces équations, couramment utilisée pour ’analyse des instabilités élastiques
dans des solides 3-d (BIOT, 1965; DESTRADE et al., 2008; CIARLETTA, DESTRADE et
GOWER, 2013; CIARLETTA et DESTRADE, 2014).
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FIGURE 1.3 — Modele de solide prismatique 3-d : (1) configuration
naturelle, (2) configuration homogene pour un étirement A, (3) confi-
guration flambée.

1.2.1. Equilibre non-linéaire d’un solide prismatique

Nous étudions dans cette section un solide prismatique de section quelconque
schématisé figure 1.3(1), comportant éventuellement des contrastes élastiques et pou-
vant étre soumis a des conditions aux limites cinématiques quelconques dans le plan
2-d de sa section, noté (ey, ey ). Par exemple, les déplacements dans le plan de la sec-
tion peuvent étre imposés le long de la surface 0D dessinée en orange sur le solide de
la figure 1.3. Ce solide peut éventuellement étre pré-contraint de maniére hétérogene
dans sa section, comme discuté dans le chapitre III.

Les propriétés géométriques et élastiques de la section, notée D, ainsi que les
conditions limites imposées dans son plan sont supposées invariantes par transla-
tion dans la direction e ;. Nous considérerons par la suite un chargement quelconque
admettant une famille de solutions homogenes dans la direction Z et piloté par un
parametre \. Il pourra s’agir par exemple d"une pression radiale, d"une torsion uni-
forme ou d"une compression axiale dans la direction e. Ce cas particulier ot la so-
lution homogene peut étre repérée par un étirement axial A est représenté figure 1.3
et sera développé en détails dans la prochaine section.

La configuration de référence est décrite par le systéme de coordonnées X =
(X,Y, Z) et la configuration finale est notée x = (z,y, z). Dans la suite, nous adop-
terons les notations standards de 1’élasticité 3-d : les vecteurs seront soulignés une

fois et les tenseurs soulignés deux fois. Le déplacement sera noté ¢(X). Ainsi il vient

z = X + ¢(X) et le gradient de la transformation s’écrit F = % =1+ gradyp. La

configuration homogene sera notée x, avec z, = X + f())‘ (X).

Energie élastique

Nous considérons des matériaux hyper-élastiques : il s’agit de matériaux dont
les déformations sous l'effet de sollicitations mécaniques sont réversibles et ne
dépendent pas de l'histoire du chargement. C’est par exemple le cas des élasto-
meres (TRELOAR, 1949) qui peuvent subir des déformations considérables sous 1'ef-
fet de sollicitations relativement faibles. Certains tissus biologiques (FUNG, 1993),
certains gels peuvent étre également modélisés par ce type de lois lorsque les effets
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visco-élastiques sont négligés. Tous ces matériaux trés déformables génerent facile-
ment des instabilités.

En I’absence d’effets thermiques, I’énergie interne stockée par des solides consti-
tués de ces matériaux, appelée énergie élastique, dépend uniquement du gradient
de la transformation F. Plus précisément, cette énergie est invariante lorsque des
déplacements rigides sont imposés au solide et peut s’exprimer en fonction d'une
mesure de déformation, par exemple du tenseur de Cauchy : C = EF7 . F. Elle se
caractérise par une densité d’énergie par unité de volume notée W3 (C). Cette den-
sité d’énergie peut prendre différentes formes suivant le matériau considéré et son
organisation a 1’échelle microscopique.

Dans le cas ot ce matériau est incompressible, la contrainte de conservation du
volume J = det F' = 1 est associée a une pression p qui agit comme un multiplicateur
de Lagrange dans 'expression augmentée de I'énergie. Ainsi pour le modéle néo-
Hookéen incompressible la densité d’énergie augmentée s’écrit

Wip(C) = E(tr(C) —3) —p(J - 1),

ol /. est le second coefficient de Lamé. Dans sa version compressible le modele néo-
Hookéen prend la forme

(tr(C) —3) — plnJ + % In? J, (1.14)

Wsp(C) =

=

ou ), est le premier coefficient de Lamé. Dans la plupart des applications numé-
riques nous utiliserons le modele de Gent réputé plus réaliste pour décrire le com-
portement des polymeéres

Wan(C) = § [—Jm In <1 - ICJ;?’)} —pnJ+ <A2L - J’D (J=1)%  (L15)

ol Jy, est une constante et I, = tr(C) le premier invariant du tenseur de Cauchy. La
valeur du rapport A /u détermine le niveau de compressibilité : le module de Pois-
son équivalent vaut, dans la limite des petites déformations, v = m Par ailleurs
le parametre .J,,, fixe le niveau de déformations pour lequel 1'écart au modéle néo-
Hookéen devient significatif. Ainsi pour des valeurs d’étirement aussi élevées que
~ /Jm (extension) aussi basses que ~ 1/+/J;, (compression), la loi .15 est proche
du modele néo-Hookéen compressible 1.14. La linéarisation de ces modeles fournit
une loi d’élasticité linéaire couramment utilisée en petites déformations.

Une comparaison entre ces différents modeles est tracée figure 1.4 pour un
solide soumis a un étirement axial = = A Z. La transformation associée s’écrit
F = Diag(r,r, \) ou I'étirement transverse r(\) est solution de I'équation implicite

aw%r(’\”') = 0 qui assure que les contraintes sont nulles dans le plan orthogonal a la

direction de chargement. Nous avons tracé figure 1.4 la valeur de la contrainte axiale

par unité de surface dans la configuration de référence : n(\) = W. La force
résultante s’écrit alors An(\), ot A est I'aire de la section dans la configuration de
référence. La non-linéarité de ces lois apparait trés clairement sur ces courbes, de
méme que la proximité entre le modele de Gent et le modéle néo-Hookéen sur une
(relativement) large plage de déformations.

Il existe d’autres lois de comportement hyper-élastiques isotropes comme la loi
de Mooney-Rivlin a trois parametres, faisant apparaitre des termes d’ordre 4. On
peut également citer le modele plus général d’Odgen a 6 parametres. Les matériaux
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FIGURE 1.4 — Réponse en étirement axial pour différents comporte-
ments : Gent (en rouge et orange), néo-Hookéen (en vert) et élasticité
linéarisée (en bleu) pour les parametres (A, i, Jm) = (10.,1.,100.).

biologiques, souvent anisotropes nécessitent 1'introduction de modéles spécifiques
comme celui de HOLZAPFEL, GASSER et OGDEN (2000) développé pour modéliser
les parois artérielles. Ces derniers modeles font 1’objet de recherches actives, comme
l'attestent des travaux récents, voir par exemple NOLAN et al. (2014).

L’énergie moyenne par unité de longueur d"un solide prismatique de section D
et de longueur L est donnée par l'intégrale de la densité d’énergie W53p dX dY dZ,

elle s’écrit ainsi
L ( J[ W dXdy) az.

Equilibre non-linéaire

Comme dans le § 1.1, les solutions de 1’'équation d’équilibre non-linéaire g(& )
sont obtenues en annulant la premiere variation de 1’énergie totale pour n’importe
quel déplacement virtuel ¢ vérifiant les conditions aux limites cinématiques

Vp(X,Y, Z), /(//go (F"(¢) - )dXdY)dZ:...
/ / / - p(X)dXxdydz,  (L16)

ou E = grad ¢ représente le gradient du déplacement virtuel . Nous utilisons les

deux-points pour noter le produit doublement contracté de deux tenseurs A et B
AiB=1x(AT-B).

Dans 'équation 1.16, le tenseur représentant la seconde contrainte de Piola-Kirchhoff

s'écrit ¥ = dvg% ot nous notons e = 3(C — 1) la déformation de Green-Lagrange.

L'expression particuliere de cette contrainte sera donnée plus loin dans cette section
pour un modele néo-Hookéen et dans le chapitre III pour un modele de Gent. Dans
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le cas d'un chargement imposé uniquement en déplacement la densité de force ap-
pliquée F' est nulle et le membre de droite de 1.16 disparait. Dans le cas d"une densité
d’efforts surfaciques appliquée aux extrémités Z = 0 et Z = L ce membre de droite
devient

//F@(X,Y,Z:O)dXdY+//F-@(X,Y,Z:L)dXdY.
D - D -

Il est possible de calculer des solutions de I’équation 1.16 en la discrétisant par
la méthode des éléments finis puis en calculant les solutions de proche en proche,
par continuation. La valeur du parametre de chargement A est modifiée progressi-
vement et a chaque pas il est nécessaire de résoudre 1’équation non-linéaire. Cette
résolution peut étre effectuée par la méthode de Newton-Raphson, initiée par la so-
lution obtenue au pas précédent. Il s’agit d"un schéma de cheminement élémentaire
pour lequel le parameétre de chargement A varie de maniére monotone. Ce type de
schéma ne permet pas de détecter un point de rebroussement pour lequel le pa-
rametre de chargement varie de maniére non monotone, comme c’est le cas pour
l'instabilité de claquage illustrée au § 1.1 figure I.1(b). Pour ce type de probleme il
est nécessaire de faire appel a des méthodes plus perfectionnées, par exemple a des
algorithmes de cheminement paramétrés par longueur d’arc (KELLER, 1977).

Exemple d’"un barreau 2-d en compression

Le résultat d"un calcul numérique pour un barreau 2-d en compression est tracé
sur la figure 1.5. Il s’agit du probleme traité au § I.1 par un modele 1-d et schéma-
tisé figure 1.1(a). La tige a pour longueur L = 1, nous faisons varier son épaisseur
h € {0.1,0.05,0.02} et considérons un matériau néo-Hookéen faiblement compres-
sible : 1 = 10. et A\;, = 200. Nous utilisons des éléments de Lagrange linéaires implé-
mentés dans la librairie FEniCS (JLGAARD, LOGG et WELLS, 2009) et un maillage
triangulaire non structuré généré avec le code Gmsh (GEUZAINE et REMACLE, 2009).
La taille typique des éléments e est choisie de sorte a assurer la convergence des ré-
sultats, ainsi les résultats de la figure 1.5 sont obtenus pour 7 = 0.1.

Dans l'attente de méthodes plus avancées, la solution bifurquée est capturée
grace a l'introduction d"une petite imperfection dans le maillage : celui-ci est initia-
lement déformé par le champ de déplacement us5(X) = ¢ sin % ey . La solution nu-
mérique est calculée pour différentes valeurs de §. Nous utilisons un algorithme de
Newton-Raphson pour calculer la solution de 1’équilibre non-linéaire et augmentons
a chaque pas 'amplitude du déplacement horizontal imposé ¢, (L, %) = (L, %) ex-

Les solutions tracées dans la figure 1.5 correspondent a % = 5.10~*. Nous tragons
I’amplitude maximale du déplacement vertical ¢, (L, %) = (L, %) - ey en fonction
du déplacement horizontal imposé réajusté par la valeur critique théorique obtenue
avec le modele de poutre 1-d, d’apres I'équation 1.10 de la premiere section de ce
chapitre (§ I.1),

h . I 2
75)7@; ou (pgzmv

ouZ = ff—; Nous vérifions ainsi que le déplacement horizontal au point de bifur-
cation calculé par ces simulations (courbes en vert, vert foncé et noir) est en bon
accord avec la prédiction du modele 1-d (courbe en pointillés en rouge). Les résul-
tats numériques et la prédiction du modele 1-d convergent également dans le régime
post-flambé pour ces faibles valeurs de h.

SOI(L
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FIGURE 1.5 — Elastica 2-d : flambement calculé par continuation et
la méthode des éléments finis (taille de maille 7 = 0.1 et ampli-
tude de l'imperfection initiale £ = 5.107*). Amplitude maximale du
déplacement vertical ¢, (L, %) en fonction du déplacement horizon-
tal réajusté o, (L, %) — ¢¢ et allure de la déformée pour h = 0.1 et

0o (L, 1) — ¢ ~ 0.00162.
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On imagine aisément la lourdeur et la difficulté de mise en ceuvre de la méthode
présentée ici pour un probléme 3-d, qui nécessite une étude détaillée de la conver-
gence en fonction des parametres e, ¢ et enfin h. L'intérét des modeles 1-d tels que
celui présenté § 1.1, ainsi que d’approches systématiques par la méthode des équi-
libres adjacents apparaissent ici de maniere flagrante. Nous mettrons en ceuvre cette
méthode pour 1'équilibre non-linéaire 3-d 1.16 dans les prochains paragraphes. La
premiere étape consiste a calculer les solutions fondamentales homogenes ¢ . Exa-

[0]

minons l’exemple d"un étirement axial.

1.2.2. Solutions homogenes : exemple de 1’étirement axial

Pour un barreau composé d’un matériau au comportement orthotrope dans le
repere (ey,ey,ez) et soumis a un étirement axial = = A Z comme décrit a la fi-
gure 1.3, la solution non-linéaire décrivant un étirement homogene est recherchée
sous la forme

e (X) = gl (N X Y) + (A= 1)Z ey, (117)
ou gp‘[‘o] désigne un déplacement dans le plan de la section, qu’il faut déterminer.
Remarquons tout de suite que l'invariance selon Z de cette derniere forme im-
plique une simplification d’écriture pour I'équilibre 1.16. Le tenseur des contraintes
de Piola-Kirchhoff présente une forme diagonale par blocs

(.
Z(pp,) = B X.Y) ! , (18)

0 e X, Y)

ol la matrice supérieure-gauche Eg de dimensions 2 x 2 représente la contrainte dans

la section, dans le plan (ey, ey), tandis que le scalaire inférieur-droit E& représente la
contrainte axiale dans la direction Z. L'apparition de contraintes dans la section peut
étre liée a des incompatibilités géométriques associées a des conditions cinématiques
imposées ou a des hétérogénéités de pré-contrainte. Ce dernier cas sera étudié dans
le chapitre III. Le gradient de la transformation £ et le tenseur de Cauchy €' qui
lui est associé présentent une décomposition par blocs similaire a celle de X .

L'invariance selon Z de cette solution fondamentale nous permet d’éliminer I'in-
tégrale en Z dans 1'équation d’équilibre 1.16 qui s’écrit alors, avec les notations par
blocs,

YR(X,Y), // sl ()" Bl axay =o. (1.19)

Ainsi la recherche de la solution homogene se ramene a un probleme 2-d. Ceci est
valable pour une géométrie de section et une loi hyper-élastique orthotrope quel-
conques, y compris si le solide comporte des hétérogénéités de comportement dans
sa section, ou s’il est soumis a une pré-contrainte hétérogene, comme nous le verrons
en détails dans le chapitre III.

Dans le cas oul les déformations dans le plan de la section sont libres et compa-
tibles et pour un comportement isotrope, la solution homogene cp” correspond alors
a une dilatation/contraction par effet Poisson associée a une compression/traction
simple

Pl = () = 1) (ex +ey)
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et la pré-contrainte est nulle dans le plan de la section ;” = 0, comme c’est le cas
dans les exemples de la figure 1.4.

I.2.3. Analyse de bifurcation

Apres avoir calculé la branche fondamentale g[)é] nous procédons a 'analyse de

bifurcation en suivant la méthode présentée dans la section I.1. Nous présentons
d’abord une forme tres générale de cette approche incrémentale classique (BIOT,
1965), puis nous étudierons les conséquences de l'invariance et de ’'homogénéité
selon Z de la solution fondamentale pour simplifier ce probleme de bifurcation li-
néarisé.

Notons N (X) un petit incrément de déplacement. Nous cherchons des solu-

tions de la forme
2(X) = ¢y (X) + ) (X) + -

L’équation d’équilibre 1.16 s’écrit sous forme linéarisée, pour n'importe quel dépla-
cement virtuel ¢ vérifiant les conditions aux limites cinématiques,

L
VH(X), /0 (//D [ﬁ:cg By L (ﬁT.Fm)} dXdY) dZ =0, (120

ouF 0= grad ¢ ] (X) estle gradient du déplacement incrémental et Lo est le tenseur

des modules tangents évalué sur la solution fondamentale

701 92 o

(L£5)ije = | Fis 9o Fir (121)

A
Pio)

Le premier terme de I'équation 1.20 contient les modules tangents et correspond a
la raideur élastique. C’est ce terme qui est a I'origine de I'énergie de flexion définie
dans le modele de 1’elastica, comme nous le verrons dans le chapitre II. Par un jeu
de ré-écriture combinant les équations 1.20 et 1.21, on montre que ce terme est une
forme bilinéaire symétrique qui a pour arguments les déformations incrémentales
réelle et virtuelle
. AT
dg(fm) = dg[l] = (g[ji] '£[o])sym et de(p) =de= (£ '£[o])sym’

ou l'indice sym désigne la partie symétrique d’un tenseur 7 sym = % (7; + 7:'T) Ce
terme de raideur élastique prend une forme plus ou moins simple en fonction de
I'énergie élastique W3p. Pour un solide néo-Hookéen compressible dont I'énergie
est définie par 1'expression 1.14 il vient

T.pA _ 1] . [45. -1 ~1. 1. s

E: Ly Fy =2 (= In o) ey €] [ae- et eyt aey | [cgt e ae]
(L22)

ou Jy = det E[O] etC =C (gﬁ)}) est le tenseur des déformations de Cauchy évalué

sur la configuration fondamentale.
Le second terme de 1’équation 1.20 est un terme de pré-contrainte, a I'instar du
second terme dans 1'énergie de l'elastica 1.2. Sa forme explicite dépend de 1'énergie
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élastique, comme le terme de raideur élastique. Pour un solide néo-Hookéen com-
pressible (expression 1.14), il vient par exemple

S,=pl—pCt + AL InjoC (1.23)

Il est possible de ré-écrire le terme de précontrainte de maniére compacte

~T R
;0 : (£ '£[1]) = ;0 : dZE(flaf),

ol doe désigne le second incrément de déformation,

A o T ~
d2g(£1? E) - (g[l} - E) sym . (1.24)

La forme explicite des termes de 1’équation I.20 pour un modele de Gent (dont ’éner-
gie est décrite par I'expression 1.15) est détaillée dans I’annexe du chapitre III.

Cette formulation générale 1.20 permet de traiter le probleme de flambement
d’un barreau soumis & une pré-contrainte axiale et décrit figure I1.3. Considérons
pour cela un solide prismatique invariant dans sa direction axiale et intéressons-
nous aux solutions existant au voisinage d’une solution fondamentale invariante
et homogene dans cette direction. La géométrie de la section et le comportement
hyper-élastique sont quelconques, ce dernier étant éventuellement hétérogéne dans
la section. La pré-contrainte peut étre hétérogene dans la section du solide, ce qui
sera discuté dans le chapitre III.

Pour ce probleme, I'équation 1.20 peut étre formulée de maniere réduite comme
un probléme aux valeurs propres 2-d sur une section du solide étudié, ce qui permet
de diminuer la complexité des calculs numériques de maniere considérable puisque
le nombre de degrés de liberté est bien plus faible. Nous appliquerons ceci a 1’étude
de la compression axiale d'un barreau a section rectangulaire homogene et compa-
rerons les résultats obtenus avec les prédictions du modéle 1-d d’Euler-Bernoulli.
De maniere plus générale, la formulation obtenue pourra étre utilisée pour étudier
la stabilité de problémes variés, et en particulier dans des cas ot le modele 1-d clas-
sique est insuffisant.

1.3 Probléme de bifurcation pour une solution homogeéne in-
variante en Z

Dans cette section nous utilisons les hypotheses d’invariance en Z introduites au
§ 1.2.2. pour le cas de I’étirement axial dans un double objectif :

— écrire une forme simplifiée du probleme d’équilibre linéarisé 1.20 dépendant
uniquement de la coordonnée axiale Z afin de préparer le travail de réduction
dimensionnelle proposé dans le chapitre II,

— proposer une méthode de résolution du probléme 1.20 pour un solide in-
fini dans la direction Z en introduisant une perturbation harmonique, 1'in-
variance en Z permettant alors de se ramener a un probléme aux valeurs
propres 2-d sur une section du solide prismatique.

Commencons par isoler la dépendance en Z dans le probleme 1.20, en introdui-
sant pour cela des notations simplifiées. Nous discuterons ensuite de la forme dé-
taillée du probleme ainsi obtenu dans le cas d'un solide orthotrope soumis a un
étirement axial.
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I.3.1. Ré-écriture du probleme de bifurcation

La solution f[)b] définie par 1.17 étant homogene et invariante en 7, la quantité

~T
// [F Lo(\): B+ 5 ¢ (£ - Epyp)| dXdY (1.25)

dans le terme de gauche de 1.20 peut s’écrire de maniere identique sur chaque section
du solide prismatique. Autrement dit, il est possible de définir un unique opérateur
bilinéaire portant sur les degrés de liberté dans la section pour les déplacements réels
et virtuels @y et ¢ et permettant de calculer la quantité 1.25 sur n’importe quelle
section. Dans la suite, les symboles en gras feront référence aux degrés de liberté sur
une section repérée par la coordonnée Z :

(XY, 2) = 9(2) et B(X.Y,Z)=@(2)

Par ailleurs nous omettrons l'indice ;) sur les incréments de déplacements dans
I'écriture de I’équilibre linéarisé afin de faciliter la lecture.

Avec ces notations, le probléeme de bifurcation 1.20 peut s’écrire de maniere com-
pacte, en définissant un opérateur bilinéaire noté Q + S, indépendant de la coordon-
née Z et qui permet de calculer la quantité 1.25 sur chaque section

v (2) /OL ( ;Z ) [Q+8]- < ;’Z ) 4z = 0. (1.26)

Dans cette expression simplifiée de 1’équation 1.20, I'opérateur bilinéaire Q définit
le terme de raideur tangente et 1'opérateur bilinéaire S définit le terme de pré-
contrainte. Ces deux opérateurs définissent des intégrations sur la section D et
s’identifient directement aux termes de I'expression 1.25 : leurs formules explicites
sont présentées dans la suite de cette section.

Nous utilisons, pour simplifier davantage 1’écriture, la notation compacte par

blocs R
@:( ¥ ) et 213:<A“’ > (1.27)
Pz Pz

et nous notons X ’ensemble des valeurs de la contrainte ;0 sur la section. La so-
lution fondamentale étant homogeéne et invariante en Z, ces valeurs sont identiques
sur chacune des section et 3 ne dépend pas de la coordonnée Z. Alors que la forme
explicite de l'opérateur Q dépend de la loi de comportement considérée, I’opérateur
de précontrainte S est entierement déterminé par X et peut ainsi s’écrire de ma-
niere générale (i. e. pour une loi de comportement hyper-élastique quelconque), par
identification avec l’expression 1.25,

@3@:// 3o : 2 E(®,®)dX dY, (1.28)
D

ou do F représente les valeurs du second incrément de déformation dqe sur une sec-
tion. Cet opérateur s’écrit, avec nos nouvelles notations et d’apres la définition 1.24,

©EB®8)= (V6 [6,) (Ve es)]

sym

out V représente le gradient par rapport aux coordonnées (X,Y’) dans la section.
De cette maniere V¢ est une matrice 3 x 2 et ( Ve ‘ Pz ) une matrice 3 x 3 qui
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correspond au gradient du déplacement linéarisé ¢ sur une section.

La formulation ainsi définie est générale. Notons qu’en restaurant un terme re-
présentant un incrément de chargement dans cette formulation linéarisée 1.26 nous
obtenons

L L
Vo /@-[Q+S]-@d2:/ F-@(2)dz, (1.29)
0 0

ou F est une application linéaire qui définit 1’effet d"un champ volumique d’efforts
appliqués F

f-@(Z)://DF-@(Z)dXdY.

Ce probleme d’équilibre linéarisé 1.29 servira de point de départ a la réduction di-
mensionnelle abordée dans le chapitre II.

1.3.2. Forme détaillée du probléme de bifurcation dans le cas d"une pré-
contrainte axiale

Nous examinons maintenant la forme explicite des opérateurs bilinéaires Q et
S dans le cas d’une solution fondamentale représentant un étirement axial (voir
§ 1.2.2.). En considérant I'écriture par blocs de ® et ® (définis par 1.27) ainsi que
la symétrie des termes de raideur tangente et de pré-contrainte dans 1’équation 1.20,
nous introduisons la décomposition par blocs des deux opérateurs Q et S

Ke Ce [ Ks Cs

K C
ors— (& 5 )
Le bloc K définit les couplages entre les gradients dans la section (i.e. par rapport
aux coordonnées X et Y) des déplacements réel et virtuel alors que le bloc M dé-
finit les couplages entre les dérivées des déplacements réel et virtuel par rapport
a la coordonnée Z. Enfin le bloc CT' couple les gradients dans la section des diffé-
rentes composantes du déplacement réel aux dérivées selon Z des composantes du
déplacement virtuel et vice-versa pour le bloc C. Les formules explicites permettant

de calculer chacun de ces blocs sont présentées ci-dessous pour un comportement
néo-Hookéen.

avec

Matériau orthotrope

Pour un barreau composé d’'un matériau au comportement orthotrope dans le
repere (ey,ey,€y) et soumis a une compression axiale z = X\ Z comme décrit a la
figure 1.3, il vient, d’apres la forme diagonale de X définie par 1.18 et I'expression
du terme de pré-contrainte 1.28,

K@) = OB, o) + () (3T, o),
CX(P:p.7) =0, (1.30)
MA@ 2, 0.2) = )@, o) + (mD) (@, 02),
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oit ¢l et ¢ désignent respectivement les composantes du déplacement ¢ dans le
plan (X,Y") et selon I'axe Z. La méme notation est utilisée pour le déplacement vir-
tuel.

Il vient ensuite, pour le terme de raideur tangente,

K2(@,0) = k)@, o) + (k)5 (&, h),

CNB,¢.2) = an@ o) + (@, o), (1.31)

MA@ z.0.2) = mDON@,, o) + (md)H( &Y, 02).

Les opérateurs bilinéaires (k2)l, (k2)*,--- intervenant dans les formes 1.30-1.31
sont définis ci-dessous de maniere explicite pour un comportement néo-Hookéen.
IIs dépendent du parametre de chargement A a travers la solution homogene ff\o}
décrite par 1’équation 1.17. Cette dépendance est indiquée de maniére explicite par
les exposants *. Notons que pour un matériaux orthotrope, les opérateurs K et M
sont diagonaux et couplent ainsi les composantes axiales des déplacements entre
elles et les composantes dans le plan de la section (X, Y') entre elles. L'opérateur C est
anti-diagonal et décrit ainsi le couplage entre composantes axiales et composantes
dans le plan (X,Y).

Modéle néo-Hookéen

D’apres 1’expression de la densité d’énergie élastique 1.22 il vient, pour les opé-
rateurs intervenant dans la définition de la raideur tangente,

M@, ol // (AL 1+V¢E\O]H)—T:V¢H)} [(HW[A]H) T:vall)}
+2 (5= o) [(Vel)T - (1+ V) 7]+ [(9@)T - (1+ V)T )dX a,

(KM ( //(u A In Jo) V- [(C()')l-VgoL}>dXdY,

AL In J ~
‘P ‘Pz // M= L n O)V 1 ((1+V‘P[)E)]H) “ )dXdY (1.32a)

3@, oY) = //( 1+W>H')—T:(cpfz.vga”))dXdY,

- AL In Ji .
(m)(3.0l) //(” - )dXdY
)\ In J N A ~
() (@Y o) //( WD) o+ 2l L)dXolY

ou 1 représente ’opérateur identité 2-d et V représente le gradient par rapport aux
coordonnées (X,Y), comme précédemment. De cette maniere Vcﬁ” est une matrice
2 x 2 et V@' est un vecteur a deux composantes. Une forme similaire est obtenue
avec un modele de Gent, celle-ci sera explicitée dans 1’annexe du chapitre III pour
un solide soumis a une pré-contrainte axiale hétérogene dans sa section.
L'expression de l'opérateur de pré-contrainte ne dépend de la loi de comporte-
ment qu’a travers I'expression particuliere du tenseur X . Son expression générale
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s’écrit, d’apres 1.28,

k)@, 1) // (w =) w')axw

(k)L ( // ( 51 ve'] Ve )dXdY,

mi)@lel) = [[ (zap go”)dXdY (L32b)
(M) (@2, 02) // (20902 @}Z>dXdy.

Notons que l'opérateur IC; décrit la contribution de la pré-contrainte appartenant
au plan de la section gg alors que l'opérateur M, décrit la contribution de la
pré-contrainte axiale ¥g. Ainsi lorsque la précontrainte est uni-axiale, i.e. X, =
Diag (0,0, %), 'opérateur Ks est identiquement nul.

Les termes du probleme de bifurcation 1.26 et de 1’équilibre linéarisé 1.29 sont
décrit explicitement et peuvent étre évalués facilement avec les expressions 1.32a-
1.32b. Des expressions similaires pour les blocs de Q peuvent étre obtenues pour
une loi de comportement orthotrope quelconque. Les opérateurs Q et S seront dans
la suite manipulés comme des boites noires permettant de s’abstraire des détails du
modele, souvent fastidieux et techniques.

Mettons a présent de coté la forme générique de 1'équilibre linéarisé 1.29 qui sera
trés utile pour la réduction dimensionnelle dans le chapitre II et intéressons-nous a
la résolution du probléeme de bifurcation I.26 qui constitue le second objectif de cette
section. Dans le cas d"un solide infini, nous cherchons une solution a ce probléeme
harmonique selon la direction d’invariance Z, comme dans l'étude de 1’elastica 1-d
présentée au § I.1. Le probleme aux valeurs propres obtenu sera finalement résolu
numériquement pour I'exemple d’un barreau homogene isotrope de section rectan-
gulaire.

Le probleme décrit par I'équation 1.26 correspond a la recherche de vecteurs sin-
guliers pour l'opérateur Q + S. De tels déplacements peuvent exister dans le cas
d’une précontrainte compressive car alors le terme de pré-contrainte perd son ca-
ractere défini positif. Notons que de tels déplacements peuvent également exister
lorsque les modules de raideur tangente s’annulent et deviennent négatifs : c’est
alors la non-linéarité du comportement qui est a I’origine de l'instabilité.

1.3.3. Equilibres adjacents d’un solide prismatique infini : probleme aux
valeurs propres

Pour un solide de longueur infinie L — oo I’équation 1.26 peut s’écrire comme un
probléme aux valeurs propres 2-d sur la section D du solide prismatique. Notons que
dans ce cas les déplacements virtuels ¢ doivent étre choisis de moyenne nulle dans
la direction axiale de maniere a préserver la déformation axiale moyenne imposée
par les conditions limites a4 I'infini. Nous considérons une perturbation harmonique
dans la direction Z. Par invariance selon Z de la solution fondamentale go[o], cette
perturbation et les déplacements virtuels associés peuvent s’écrire sous la forme

e(Z) = (¢ +igh)et?



I.3. Probléme de bifurcation pour une solution homogéne invariante en Z 25

$(2) = (& +ig")eia?,

ot1, comme précédemment, I'exposant (|) permet d’indiquer des déplacements dans
le plan de la section et 'exposant (+) indique des déplacements dans la direction

ez. Dans cette expression, les amplitudes des modes & H, EL, é H et é’L ne dépendent
pas de la coordonnée Z. Cette écriture a pour effet de transformer les gradients par
rapport a Z dans 1.26 en multiplications par i q.

Les propriétés de symétrie et d’invariance selon Z nous permettent de considérer

. 2 s . e . ..
que les amplitudes des modes ¢l et E” et £ sont réelles. Nous définissons ainsi les

vecteurs réels [
I . £
() ()

La décomposition harmonique des modes dans 'équation des équilibres adja-
cents .26 élimine la variable Z. En effet pour L grand les moyennes sur la variable
axiale Z dans I'équation 1.26 se simplifient par 1'identité

1 [k a2 a2 1
L/ R(Se'??) : R(T e'?%) d,%:i%(S:TT) pour g # 0,

0
pour n'importe quels tenseurs S et 7 d’amplitude complexe. Dans cette égalité, 7
représente le complexe conjugué de du tenseur 7, et R(7) sa partie réelle. Ainsi le
probléme de bifurcation 1.26 se ré-écrit en fonction des amplitudes & et £ comme un
probleme aux valeurs propres polynomial de la forme

VE, € (Kn+qCh+¢> M) -€=0, (1.34)

ou les opérateurs K, C) et M) sont déduits des opérateurs K, C et M. En effet K
et M), s’identifient directement aux opérateurs K + K2 et M2 + M7 définis par 1.31
alors que C), est décrit par

. AL 5 . L AL L
OrE.&) =@ gh+ €€ ou a@gh=dE - (fE €.
(1.35)
Le nombre d’onde q est la valeur propre du probleme de bifurcation 1.34 et £ en est
le vecteur propre. En utilisant la définition des opérateurs par blocs 1.31 il vient

Kl 0 0 T
Ky, = , Oy= ,
0 ki‘ Cx 0
(1.36)
mU\ 0
My =
0 mi

Pour un solide néo-Hookéen, les expressions détaillées fournies par les équa-
tions 1.32a, combinées aux relations 1.36 et 1.35 permettent de calculer explicitement
les sous-blocs des matrices K, M) et C) intervenant dans le probléme aux valeurs
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propres 1.34.

Le probleme de bifurcation 1.34 est écrit sur une section 2-d du solide prisma-
tique. Pour une loi de comportement donnée ce probléme peut étre résolu de ma-
niére numérique. Les amplitudes complexes des modes de bifurcation sont discréti-
sées par la méthode des éléments finis : E” et &+ font alors référence a des vecteurs
réels représentant les degrés de liberté discrétisés sur la section et une discrétisa-
tion similaire est utilisée pour les déplacements virtuels. Ceci permet de remplacer
l'intégration dans la section par des produits scalaires et les opérateurs K, C et
M) deviennent des matrices réelles. Un exemple de résolution numérique de ce pro-
bleme est détaillé dans le prochain paragraphe.

Notons ici que ce raisonnement est transposable a un solide prismatique soumis
d’autres types de chargement et/ou un comportement anisotrope, modulo quelques
changements dans la forme par blocs des opérateurs Ky, M, et C). La seule hy-
pothese indispensable pour mener un raisonnement similaire est ’existence d"une
solution invariante et homogene en Z, c’est a dire dont la déformation associée est
indépendante de Z.

1.3.4. Application au cas de l’elastica en compression

Etudions un exemple d’application de cette méthode pour un barreau a section

rectangulaire en compression, paramétrée par ¢ = 1 — . La solution homogene

£|[|0]()\; X,Y) est d’abord calculée en résolvant le probleme d’élasticité non-linéaire

2-d décrit par 1’équation 1.19. Nous utilisons la méthode des éléments finis : g‘[‘m

interpolé sur une base d’éléments de Lagrange linéaires implémentés dans la librai-
rie FEniCS (ULGAARD, LOGG et WELLS, 2009). L’équation d’équilibre non-linéaire
est alors résolue par une méthode de Newton-Raphson standard. Notons que pour
ce probléme tres simple la solution fondamentale peut étre décrite analytiquement,
comme expliqué au § 1.2.2.; cependant notre méthode de résolution numérique pré-
sente l’avantage d’étre immédiatement généralisable a un probleme plus complexe
faisant intervenir un chargement hétérogene dans la section par exemple, comme
c’est le cas dans le chapitre III.

Dans un second temps le déplacement incrémental (£ I &1) est discrétisé : nous
utilisons encore des éléments de Lagrange linéaires sur le domaine 2-d D implé-
mentés dans la librairie FEniCS. La base de fonctions ainsi obtenue est utilisée, ainsi
que le déplacement £|[|o]/ pour remplir les matrices K, C\ et M) en utilisant les ex-
pressions de leurs sous-blocs définis par 1.35 et 1.36. Pour un modele néo-Hookéen,
'expression explicite de ces sous-blocs est fournie par les équations 1.32a et 1.32b.
Nous utilisons dans cette application numérique un modéle de Gent pour lequel
I'expression détaillée de ces opérateurs est fournie a la fin du chapitre III.

La forme discrete du probleme aux valeurs propres quadratique 1.34 est alors ré-
solue en faisant appel a la librairie SLEPc (HERNANDEZ, ROMAN et VIDAL, 2005).
Une méthode d’Arnoldi a deux niveaux est utilisée, combinée a une méthode de
décalage et d’inversion (en anglais shift-and-invert) afin de faciliter la recherche de
valeurs propres de faible partie réelle (SAAD, 2011). Le lecteur intéressé par une re-
vue des méthodes pour la résolution numérique de problemes aux valeurs propres
quadratiques pourra se référer par exemple & TISSEUR et MEERBERGEN (2001).

Les résultats numériques sont présentés figure 1.6 pour une section d’épaisseur
h = 0.1, de largeur v = 0.2 et d"aire A = hv. Ce barreau est constitué d'un matériau
de Gent avec u = 1., K = 10. et J,,, = 1000. Pour les faibles valeurs de ¢, la relation
q(€) obtenue numériquement par cette analyse de bifurcation linéaire est trées proche

est
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FIGURE 1.6 — Elastica 3-d : courbe de stabilité marginale ¢?(¢) calcu-
lée par la méthode des éléments finis (taille de maille e) et allure des

modes critiques pour une section de largeur v = 0.2 et d’épaisseur
h =0.1.

vh3

des prédictions du modele 1-d 1.8 avec lequel nous obtenons ¢? = €2, avec Zy = 42

ety = %3 Ce calcul prédit ¢. = 0 et ¢, = 0, en accord avec 'hypothése L — oo.

Cette méthode de calcul des équilibres adjacents est applicable a une grande va-
riété de problemes impliquant des solides de section a géométrie quelconque, pou-
vant présenter des hétérogénéités de comportement et de pré-contrainte, comme
nous le verrons dans le chapitre III. Cette formulation complete les analyses exis-
tantes pour 1’étude des bifurcations de solides prismatiques en 3-d, et en particulier
celle de SCHERZINGER et TRIANTAFYLLIDIS (1998) dans laquelle les sections sont
soumises a un chargement homogene.

Notre approche repose sur la réduction du probleme de bifurcation 3-d a une
équation formulée sur un domaine 2-d (équation 1.34) en considérant le nombre
d’onde ¢ comme une inconnue du probleme et généralise ainsi les travaux de LEE et
al. (2008b) a une géométrie 3-d. Nous verrons dans le chapitre III comment 1"utilisa-
tion de la forme faible facilite I’écriture et la résolution d'un développement asymp-
totique a faible ¢ qui permet d’analyser la sélection du nombre d’onde au seuil de
flambement sans résoudre le probleme aux valeurs propres quadratique 1.34.

[.4 Conclusion

La méthode d’analyse des bifurcations présentée dans ce chapitre est synthétisée
dans le tableau I.1. Connaissant une branche fondamentale de solutions calculée en
résolvant 1’équilibre non-linéaire (équation 1.3 pour le modele 1-d et équation 1.16
pour le modeéle 3-d), cette méthode consiste a rechercher des solutions a I'équation
d’équilibre linéarisé au voisinage de cette branche de solutions (équation 1.6 pour le
modele 1-d et équation 1.20 pour le modele 3-d).
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[1d[3d | |
équilibre non-linéaire : calcul de la branche
I3 | L16
fondamentale
16 | 120 équilibre linéarisé pour une petite
' ' perturbation : calcul des équilibres adjacents

TABLEAU 1.1 — Résumé des principales équations de 1’analyse de bi-
furcation : pour un modele 1-d (§ I.2.1.) et dans le cadre de I’élasticité
finie 3-d (§ L.2).

Si le probleme étudié est infini et invariant dans une direction de 1’espace et si
une branche de solutions fondamentales invariantes et homogenes dans cette direc-
tion existe, nous introduisons une petite perturbation harmonique dans la direction
d’invariance et nous ramenons a un probleme aux valeurs propres formellement
similaire a I.7. Dans le cadre de 1’élasticité finie 3-d, pour un solide prismatique or-
thotrope et une solution fondamentale correspondant a un étirement axial, 1'équa-
tion 1.7 s’écrit sous la forme 1.34 qui correspond a un probléme aux valeurs propres
généralisé 2-d formulé sur une section du solide prismatique, comme nous venons
de le montrer. Ceci est une conséquence directe de I'invariance du systéme dans sa
direction axiale ainsi que de I'invariance et de ’homogénéité de la solution fonda-
mentale dans cette direction et peut étre généralisé a de nombreux problemes 3-d :
pression radiale homogene, torsion uniforme. Le probleme aux valeurs propres 1.34,
valable pour une pré-contrainte axiale quelconque de la forme 1.17, permet de dé-
crire des problemes tres variés, nous en présentons deux exemples dans ce mémoire.

Dans le chapitre III, nous étudierons le flambement d"un solide prismatique sou-
mis a une forte pré-contrainte hétérogene dans sa section. Pour cela nous introdui-
rons une transformation intermédiaire décrite par le tenseur G, hétérogene au sein
de la section du solide prismatique. I'équation de bifurcation sera alors obtenue en
remplagant le gradient de la transformation F' par I - G dans 1'expression de l'éner-
gie, selon la méthode classiquement utilisée dans le cadre de la théorie élastique de
la croissance (GORIELY et al., 2008). Le chapitre IV traitera de problemes invariants
d’échelle, pour lesquels le nombre d’onde ¢ n’est pas défini au seuil de bifurcation.
Dans un tel cas, nous verrons que la formulation .34 permet de calculer la forme des
modes propres ainsi que le chargement critique.

Avant d’aborder ces exemples, nous proposons de mettre a profit la forme 1.29
de I'équilibre linéarisé pour proposer une démarche de réduction dimensionnelle.
Nous montrerons en particulier comment il est possible de déduire le modele
d’Euler-Bernoulli classique a partir d"un choix adapté des ordres de grandeur des ef-
forts appliqués, des déformations incrémentales et de la pré-contrainte dans 1'équa-
tion 1.29. Ces points seront traités dans le prochain chapitre, qui sera 1’occasion d"une
discussion plus générale sur la construction de modéles réduits.
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Dans le chapitre précédent, nous avons étudié l'instabilité de flambage d'une
poutre en compression, d’abord en utilisant un modéle réduit 1-d puis dans le cadre
de l'élasticité finie 3-d. Cette seconde approche nous permettra d’analyser, dans le
chapitre III, des problemes pour lesquels le modele 1-d d’Euler-Bernoulli ne s’ap-
plique pas.

Mais avant de nous attaquer a de tels problemes, nous nous proposons d’étudier
les liens qui unissent la théorie 3-d et les modeles réduits classiques. En effet, si la
théorie 3-d que nous venons de présenter permet de résoudre les problémes d’in-
stabilités élastiques de maniére systématique, sa mise en ceuvre reste lourde malgré
le recours aux outils numériques. La résolution numérique s’avere particulierement
délicate dans le cas ou les solides sont trés élancés, ce qui implique des déforma-
tions importantes et donc une discrétisation fine. L'utilisation de modéles réduits
est tres avantageuse pour ce type de problemes, comme nous ’avons constaté avec
I'exemple du flambage d’Euler. Ce chapitre constitue un premier pas vers la déri-
vation systématique de modeles réduits. Nous considérons des solides prismatiques
pour lesquels la longueur axiale typique £ est tres grande devant la dimension carac-
téristique de la section h. Pour de tels solides nous définissons la coordonnée étirée
Z=mnzoun = % est le rapport d’élancement du solide et nous écrivons ainsi un
développement a deux échelles qui sera combiné a 1’équation d’équilibre linéarisé
sous forme faible I.29 formulée au chapitre précédent.

La combinaison d'un développement a deux échelles avec la forme faible des
équations d’équilibre a déja été utilisée a des fins de réduction dimensionnelle, en
particulier dans les travaux de BERMUDEZ et VIANO (1984), SANCHEZ-HUBERT et
SANCHEZ-PALENCIA (1992) et TRABUCHO et VIANO (1996). Une telle approche per-
met d’établir les équations du modele réduit a partir d'une résolution de la formula-
tion exacte du probleme dans le cadre de I'élasticité 3-d, en s’affranchissant de toute
hypothese cinématique a priori. Une démarche de ce type est également utilisée en
mécanique des fluides pour réduire les dimensions de problémes présentant une
faible couche de liquide, voir par exemple EGGERS et DUPONT (1994).

Nous proposons de construire une méthode de réduction dimensionnelle sys-
tématique en partant de l'expression de 1'équilibre linéarisé 1.29 et en manipulant
les opérateurs bilinéaires comme des boites noires. La cinématique du modéle ré-
duit peut étre calculée de maniére exacte en résolvant les équation de 1’élasticité
finie incrémentale ordre par ordre, en fonction de la loi de comportement traitée.
La construction de ce modéle ne reposera sur aucune hypothese cinématique préa-
lable, mais uniquement sur des considérations portant sur les ordres de grandeur
des efforts appliqués au solide élancé. C’est une approche naturelle puisque le mode
de déformation de ce solide dépend essentiellement de l'intensité des forces qui lui
sont appliquées. Des hypotheses de ce type sont d’ailleurs utilisées dans les travaux
de MARIGO et MEUNIER (2006) pour établir une hiérarchie des modéles existants.

Cette méthode nous permettra de déduire le modéle réduit classique d’Euler-
Bernoulli sous une forme tres générale et pourrait étre adaptée pour explorer des cas
ou ce modele classique est inapplicable, comme lorsque le solide est soumis a une
forte pré-contrainte hétérogene. Nous y reviendrons dans le chapitre III. La justifica-
tion mathématique rigoureuse de la convergence de la solution 3-d vers la solution
des modeles réduits lorsque le rapport d’extension tend vers zéro sort du cadre de ce
mémoire. Celle-ci fait I’objet d’études faisant appel a la théorie des développements
asymptotiques et plus récemment a la gamma-convergence (BERMUDEZ et VIANO,
1984 ; SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ PALENCIA, 1999; MORA et MULLER, 2008;
SCARDIA, 2009).
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Dans une premiere section de ce chapitre, nous présenterons le modele de poutre
3-d non-linéaire classique d’Euler-Bernoulli et en particulier les équations de Kirch-
hoff (LOVE, 1927). Ces équations gouvernent les déplacements d'une ligne centrale
tout en prenant en compte les rotations moyennes de la section. A grande échelle,
les sections peuvent étre considérées comme orthogonales a cette ligne centrale.
Alors que le comportement élastique est linéarisé, les non-linéarités géométriques
sont prises en compte a travers la cinématique de cette ligne qui décrit de grandes
rotations. Nous introduirons ensuite une version linéarisée de ces équations au voi-
sinage d'une configuration fondamentale rectiligne. C’est cette derniere version qui
est classiquement utilisée par les ingénieurs en calcul des structures et de résistance
des matériaux. Le probléme de bifurcation décrivant le flambage d’Euler examiné
au chapitre précédent en est un cas limite. Dans une seconde section, nous présen-
terons notre méthode de réduction dimensionnelle, fondée sur un développement a
deux échelles combiné a la forme faible de I'équation d’équilibre linéarisé 3-d, puis
nous l'appliquerons a des exemples classiques, et en particulier au cas du flambage
d’Euler étudié dans le chapitre I.

Les exemples simples traités dans ce chapitre servent d’introduction a la problé-
matique plus générale qui consiste a évaluer la pertinence d'un modele réduit et a
définir un modele 1-d adapté a un probléme donné a partir de la formulation 3-d.
Cette problématique sera discutée plus avant dans le chapitre III & travers I'exemple
d’un solide prismatique soumis a une forte pré-contrainte hétérogene dans sa sec-
tion.

II.1 Modéle de poutre d’Euler-Bernoulli

Les équations de poutre classiques (KIRCHHOFF, 1859) sont souvent établies a
partir d’hypotheses a priori portant sur la description cinématique d"un solide élancé
a grande échelle. Le solide est décrit par le déplacement d"une ligne neutre a laquelle
le plan moyen de chacune des sections est supposé rester orthogonal. Cette approche
peut étre justifiée par le calcul de la déformation locale dans cadre de 1’élasticité 3-d,
voir par exemple (BALLARD et MILLARD, 2009; AUDOLY et POMEAU, 2010). C’est
aussi ce que nous ferons dans la derniere section de ce chapitre, en partant du point
de vue 3-d énoncé au chapitre I.

Commencgons par décrire ces équations 1-d. Nous les ré-écrirons ensuite sous une
forme linéarisée, en nous plagant au voisinage d"une configuration rectiligne. Nous
verrons enfin que le probleme de flambement de ’elastica 2-d présenté au chapitre I
(voir I’équation 1.2) en est un cas limite dans lequel seule une direction de flexion est
considérée.

II.1.1. Géométrie non linéaire

Nous définissons d’abord la cinématique du modele de poutre pour une géomé-
trie non-linéaire, puis la relation entre I'énergie élastique et les déformations et enfin
les équations d’équilibre sous forme faible puis forte. Tout ceci sera d’abord énoncé
sans justification et nous verrons ensuite comment établir ces équations a partir du
probleme d’équilibre linéarisé 3-d introduit au chapitre I.

Cinématique

La position de la ligne centrale est décrite par le vecteur r(s). Les reperes locaux
(dy(s),dy(s),ds(s)) associés a chaque valeur de la coordonnée curviligne s décrivent
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FIGURE II.1 — Modele de poutre 3-d : Ligne centrale, coordonnée cur-
viligne s et repeére local associé a cette coordonnée.

la rotation moyenne des sections, comme schématisé sur la figure II.1. Ces reperes
sont orthonormés et orientés de maniere a ce que que le vecteur ds(s) soit aligné avec
la tangente a la courbe centrale au point de coordonnée s. D’apres les hypothéses
cinématiques, le repere (d;(s),d,(s)) appartient alors au plan moyen de la section
D en s. Ceci est valable si les sections ne sont pas soumises au cisaillement, ce qui
peut étre justifié par le calcul 3-d. Il est naturel d’introduire le vecteur gradient de
rotation Q(s) tel que

Vi, di(s) = Qs)Adi(s) avec Q(s) = ri(s) dy(s)+ras) dy(s) +rs(s) dy(s) (ILD)

aussi connu sous le nom de vecteur de Darboux. Nous utilisons le symbole A pour
représenter le produit vectoriel. Les quantités «; (s) et k2(s) correspondent aux cour-
bures matérielles dans le plan moyen de la section (i. e. autour des axes d; et d,) et
k3(s) mesure la torsion cinématique autour du vecteur tangent a la ligne centrale.
La description cinématique est complete si 1’on considere également une contrainte
liant la tangente 7’ a la direction ds

r'(s) = (1 + 6(8)) ds(s), (I1.2)
oll €(s) mesure la déformation axiale et sera égale a 0 dans les modeles inextensibles.

Loi de comportement

Pour un matériau isotrope, linéaire élastique de module de Young FE, 1'énergie
élastique s’écrit, pour une poutre de longueur L,

L
1 1 1
W= / (2 EAE + 3 ETa(ka — k5" + S Js ﬁ%) ds, (IL3)
0

en utilisant la convention de sommation sur les indices répétés avec o € {1, 2}. Dans
cette expression . est le second coefficient de Lamé, A est 'aire de la section et J; la
constante de torsion. Les constantes Z; et 7, représentent les moments quadratiques
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principaux de la section D, en choisissant (d,(s),dy(s)) alignés avec les directions
principales qui leur sont associées. Ces trois derniéres quantités dépendent de la
géométrie de la section : leur expression détaillée sera discutée dans la troisieme
section de ce chapitre lorsque nous établirons ce modeéle réduit a partir de 1’élasticité
finie 3-d.

Le premier terme de I'expression II.3 est lié a I'extension axiale de la poutre.
Le second terme définit la contribution de la flexion. La constante x2*' modélise la
courbure naturelle de I'objet dans la direction de flexion «. Il est possible de décrire
une torsion naturelle de la méme maniere en remplagant x3 par (k3 — x52%)? dans
le troisiéme terme de I1.3, qui décrit I’énergie de torsion. Cette courbure naturelle
fut introduite par CLEBSCH (1862), puis par BASSET (1895) comme un complément a
la théorie de Kirchhoff et permet de décrire des objets naturellement courbés. Nous
montrerons dans le chapitre III que les modeles de poutre a courbure naturelle per-
mettent de modéliser le flambement en hélice sous l'effet de pré-contraintes modé-
rées et hétérogenes dans la section.

Forme faible des équations d’équilibre

L’équilibre de la poutre correspond a 'annulation de la somme des travaux vir-
tuels des efforts intérieurs, des efforts extérieurs appliqués a ’objet ainsi que du tra-
vail virtuel associé a la contrainte de compatibilité cinématique II.2. Cette équation
d’équilibre s’exprime en fonction d'une extension virtuelle infinitésimale ¢ ainsi que
d’une rotation virtuelle infinitésimale de la ligne centrale p. Cette rotation virtuelle
est définie de telle maniére que les repéres locaux associés a ce mouvement virtuel
sont perturbés de dl = pAd,;. En définissant les composantes &; de la perturbation Q
du vecteur de Darboux dans la base (d;,ds,ds3), et en remarquant

dj=QAd;+QAd; =P Nd;+pAd,
il est démontré classiquement que le gradient de la rotation virtuelle s’écrit
P =kid;. (IL.4)

Dans la suite nous noterons 7 le déplacement virtuel infinitésimal de la ligne cen-
trale associé a cette extension et a cette rotation tel que r + 7 satisfait la condition
cinématique I1.2, c’est a dire que (¢, p, 7*) vérifient la contrainte

(s) = é(s) da(s) + p(s) Ar'(s). (IL5)

Les déplacements virtuels (¢, p, i) ainsi décrits doivent également vérifier les condi-
tions aux limites cinématiques (déplacements imposés). L'équation d’équilibre
s’écrit alors sous forme faible

V(& D7) Wi+ We+ W, =0, (IL6)

Le travail des efforts intérieurs W; peut étre obtenu a partir de la premiére varia-
tion de I'énergie W définie par 1’équation II.3. Nous obtenons ainsi, pour une poutre
de longueur L,

L
W, = — /0 [n(s) é(s) + m(s) - (Ri(s) di(s))] ds. (IL7)
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Les déformations de la poutre sont ainsi a 1’origine de deux efforts internes : un mo-
ment interne m(s) lié aux rotations du repere local et un effort normal n(s) provoqué
par I'extension. Ces efforts dépendent de la géométrie de la section D ainsi que du
matériau constitutif. D’apres 1’expression de 1’énergie élastique II.3, pour une poutre
présentant une courbure naturelle k% dans la direction 1, le moment interne s’écrit

m(s) = C1 (r1(s) — £°) dy(s) + Ca ka(s) do(s) + p Jr k3(s) dy(s), (IL8)
ou Cy = E7T; et Cy = E7,. L'effort normal s’écrit, toujours d’apres 11.3,
n(s) = E Ae(s). (I1.9)

La puissance des efforts extérieurs prend la forme

[=>

L
We = / [p(s) - 2(5) + () - 5(5)] ds+ D [Pee ot + Qg P |+ (1110)
0 ext=0,L

ol p(s) et ¢(s) sont les champs linéiques de forces et de moments appliqués, P, et
Qex; les forces et les moments appliqués a chacune des extrémité s = 0 et s = L.

Enfin, la puissance associée a la contrainte de compatibilité II.2 s’obtient en écri-
vant la premiere variation cette contrainte. Il vient ainsi, d’apres IL5,

L
We = —/0 F(s) - (7 (s) — é(s) ds(s) — p(s) A1'(s))ds, (IL11)

ou f(s) est le multiplicateur de Lagrange associé a cette contrainte. Cette derniére
fonction vectorielle a la dimension d’une force et peut étre interprétée comme la
résultante des efforts internes sur chaque section du solide.

Forme forte des équations d’équilibre

Les équations I1.6, I1.7, I1.10 et I1.11 deviennent, apres intégration par parties des
termes faisant intervenir les gradients des déplacements virtuels,

v, p), f (ﬁ-dg—n] é+[m +1'ANf+4q]-p+ [p+/[] ~f>ds-..
L

+ Zext:O,L [Bext i Qext : é] =0.
0

fE+m-p

Les équations sous forme forte dans I'intérieur de I’objet sont alors directement obte-
nues en annulant les termes entre crochets dans l'intégrale de 1’équation d’équilibre
précédente, respectivement en facteur de ¢, 7 et p. Ainsi Vs € [0, L],

f(s) - ds(s) =n(s), (IL.12a)
m/(s) +1'(s) A f(s) + q(s) =0, (I1.12b)
p(s) + f'(s) = 0. (I.12¢)

Les termes de bord peuvent étre déduits de cette équation de la méme maniéere. Nous
ne discuterons pas ici leur expression générale car ce travail s'intéresse principale-
ment a des cas ot les extrémités du solide prismatique ne jouent pas de role dans
la sélection du mode de bifurcation, nous y reviendrons en discutant les exemples.
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Remarquons que les équations II.12b et II.12c s’interprétent respectivement comme
I’équilibre des moments et des résultantes sur une portion infinitésimale du solide.
L’équation II.12a permet de définir 1’effort normal n dans la poutre.

Les équations I1.12b et II.12¢, dites équations de Kirchhoff, sont non-linéaires.
Elles peuvent étre résolues analytiquement ou numériquement, comme nous 1’avons
fait pour décrire les solutions du probleme de l’elastica 2-d en compression dans
le premier chapitre, voir I’équation 1.4. Ces équations sont tres souvent utilisées
sous forme linéarisée pour étudier la déformation de solides peu déformés ou peu
flexibles, en génie civil par exemple, ou pour I'étude des bifurcation par la méthode
des équilibres adjacents présentée au début de ce manuscrit.

I1.1.2. Modeles linéarisé autour d'une configuration rectiligne

La forme linéarisée de 'équilibre sous forme faible I1.6 peut étre obtenue par la
méthode présentée au chapitre I en considérant une petite variation au voisinage
d’une configuration fondamentale connue. Nous considérons ici une configuration
fondamentale rectiligne sans torsion, c’est a dire une solution

(QE,OZJEI,273(8)) = (Q]ﬁ Qy? Qz))

ce qui correspond aux problemes étudiés dans le premier chapitre. Dans un pre-
mier temps nous présenterons la cinématique et les efforts intérieurs linéarisés. Nous
examinerons ensuite 1’équilibre linéarisé sous forme faible, d’abord dans le cas ot
la configuration fondamentale n’est pas pré-contrainte puis dans le cas d'une pré-
contrainte axiale compressive. Cette derniére analyse sera 1'occasion de retrouver
I’équation utilisée au début de ce manuscrit pour étudier le flambage d’Euler. Un
cas de poutre avec courbure naturelle sera discuté dans le chapitre III.

Nous considérons dans cette section un solide infini dans sa direction d’élonga-
tion L — oo et ne décrivons pas les efforts appliqués aux extrémités.

Cinématique linéarisée

Introduisons une perturbation infinitésimale de 1’extension e!!l ainsi qu’un incré-
ment infinitésimal de rotation pl!) tel que

[0]

d=d +a ou al=plrd

Dans la suite nous omettrons ’exposant (! pour ’ordre 0 sur les d; de facon a éviter
des lourdeurs inutiles dans 1’écriture des équations. De cette fagon, la position de la
ligne centrale s’écrit

r=r0 40 ou ol =cllgy 4+ (1 + 6[0]> P A d,

est la contrainte cinématique I1.2 linéarisée. En supposant que 1’étirement ¢[! est nul
dans la configuration fondamentale, cette derniere contrainte devient

(2)
2) > . (IL.13)

L’équation d’équilibre s’écrit ainsi en fonction des quatre déplacements 1-d linéa-
risés (wg(2), wy(z),u(z), 7(2)). Pour cette configuration fondamentale rectiligne le

/
Y
r'(s) =/ (2)e. +p(z) ne, on pll(z) = ( wy(
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vecteur de Darboux s’écrit
Q =l

ou l'incrément 2 (1 g’identifie au gradient de I'incrément de rotation

QM =kd; ot ki =p"-d,

Efforts intérieurs

Les incréments d’efforts internes s’écrivent
n=EAd) = B AJ(2), (I.14a)
m = —Cyw)(2) e, + Cowll(2) e, + p -7 (2) e, + p(z) Aml,  (IL14b)

ou B[l] est décrit dans I1.13 et m[% est le moment interne dans la configuration fonda-
mentale rectiligne. Ce dernier est non nul si I’on considére une poutre naturellement
courbée, comme nous le verrons dans le chapitre III.

Cas non pré-contraint

Dans le cas non pré-contraint les efforts internes dans la configuration fonda-
mentale sont nuls m[% = 0 et f O] = 0. I'incrément de moment interne s’écrit alors,
d’apres I1.14b

ml' = —Crwj(2) e, + Cowlj(2) e, + nJ- 7' (2) €.,
et la puissance linéarisée des efforts intérieurs prend la forme, d’apres I1.7,

Wi= -7 / ’ (W) () + m(e) - () ) |

0

D’aprés I1.10, la puissance linéarisée des efforts extérieurs devient

W= /0 ) =) 2(2) + g (=) - (=) | dz,

avec z) et z) les incréments d’effort et de moment linéiques appliqués. Enfin,
pll(2) et gltl(2) les d’eff d linéiques appliqués. Enfi

1

q
comme f Ol =, la puissance linéarisée associée a la contrainte de compatibilité II.11
s’écrit

L
Wc = _i/O i[l](z) ’ (f/(z) - é(z) Qz(s) _é(z) /\Qz)dz'

Cette derniere puissance s’annule si nous nous restreignons aux déplacements
virtuels cinématiquement compatibles, c’est a dire vérifiant la contrainte cinéma-

tique IL.5
Wy (2) —y,(2)
r(z) = ( Wy(2) ), avec p(z) = < w(2) ) (I1.15)

au(z
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Finalement, si I’on ne tient pas compte des efforts appliqués aux extrémités, 1’équi-
libre linéarisé devient,

1 L
V(i Wy, iy, 7) L/ [E AW + Crwyw, + Coywyily + pJ- 7' 7] dz - -
0

L
= }1/0 (p, - 7(2) + ¢,(2) Q(z)) dz. (IL16)

Cette formulation décrit la réponse d"une poutre rectiligne dans la limite de rota-
tions infinitésimales. Dans la seconde section de ce chapitre, nous verrons comment
déduire cette méme équation a partir de I'équilibre linéarisé en élasticité finie 3-d.
Etudions a présent la forme que prend cet équilibre linéarisé dans le cas d’une pré-
contrainte compressive non nulle.

Cas précontraint : flambage d’Euler

Considérons le cas inextensible, ¢ = 0 et une solution fondamentale rectiligne
pré-contrainte avec fI) = Nl%¢ . Dans le cadre de I'analyse de bifurcation linéari-
sée, nous supposons que les incréments de forces et de moments linéiques appliqués
sont nuls, pl! = 0 et ¢!l = 0. Ainsi la puissance linéarisée des efforts extérieurs I1.10
s’annule. Lexpression de la puissance linéarisée des efforts intérieurs I.10 est sem-
blable au cas non précontraint. Enfin la puissance associée a la contrainte cinéma-
tique II.11 devient

L
W, = —1/ N (w;(z) wh(z) + w;(z) w;(z))dz,
0

car le terme impliquant fI!l s’annule de la méme maniére que précédemment grace
au choix d’une cinématique vérifiant I1.5 pour le déplacement virtuel. Le probleme
de bifurcation linéarisé sous forme faible s’écrit alors

1 L
Vibi, By, 7) _L/ [Cy ! + Cowlf! + pJ 7' #] dz -
0

L
= % /D NV (Wl (2) @l (2) + w)(2) W) (2))dz. (I1.17)
Nous retrouvons ainsi I'équation 1.6 présentée au chapitre I pour 1'étude du flam-
bage en compression de l'elastica 2-d. L’identification est immédiate en posant
7(z) = 0,0(s) = 0(z) = w),(z) et wy(z) = 0 dans le cadre d"une cinématique uni-
quement 2-d ainsi qu’en inversant la convention pour l'effort interne de fagon a
considérer N% < 0 en compression (dans le chapitre I nous avions compté F' > 0 en

compression).

I1.1.3. Conclusion

Nous avons ainsi écrit 1’équilibre linéarisé au voisinage d"une configuration rec-
tiligne pour le modéle de poutre classique sans pré-contrainte, équation I1.16. Dans
le cas d"une pré-contrainte axiale compressive, nous établissons 1’équation I1.17 qui
gouverne le flambage d’Euler, déja introduite dans le chapitre I.

Ce modele de poutre classique ne prend pas compte les non-linéarités de com-
portement du matériau, il ne s’applique pas au cas d"un fort cisaillement, ou lorsque
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les déformations dans la section sont importantes comme c’est le cas lorsque 1'ob-
jet est soumis a de forte pré-contraintes incompatibles, voir le cas traité dans le
chapitre III. La cinématique de ce modele a été progressivement enrichie pour
prendre en compte le cisaillement (TIMOSHENKO, 1921) ou des déformations in-
ternes particulieres a chaque section qui apparaissent dans les structures en voiles
minces (VLASSOV, 1962). Il en existe aujourd’hui de nombreuse variantes et le choix
d’un modele approprié peut s’avérer délicat pour 1'ingénieur. Ainsi les approches
visant a hiérarchiser ces différents modéles en s’appuyant sur les équations 3-d
font encore aujourd’hui 1'objet de recherches actives en mécanique (FERRADI, 2016).
La méthode la plus naturelle et comportant le moins d’hypothéses ad hoc consiste
a s’appuyer sur l'ordre de grandeur des efforts appliqués (MARIGO et MEUNIER,
2006).

Dans la prochaine section nous présentons une méthode permettant d’opérer
une réduction dimensionnelle systématique et d’écrire 1’équilibre linéarisé d"un mo-
dele réduit 1-d en partant de la forme incrémentale des équations de 1’élasticité fi-
nie 3-d. Nous appliquerons cette méthode & un solide néo-Hookéen en compression
axiale. Ceci nous permettra de justifier les équations classiques 11.16 et I1.17 a partir
de l'élasticité 3-d. La non-linéarité des équations de Kirchhoff étant purement géo-
métrique, il est ensuite relativement facile de remonter a la forme non-linéaire de
I’énergie I1.3 & partir des équations linéarisées 11.16 ou II.17 en combinant ces der-
nieres avec une cinématique non-linéaire appropriée.

II.2 Réduction dimensionnelle a partir de 1’élasticité 3-d

Notre méthode s’inscrit dans la continuité des approches existantes, et en parti-
culier des travaux de SANCHEZ-HUBERT et SANCHEZ-PALENCIA (1992) qui traitent
de réduction dimensionnelle par des méthodes asymptotiques. L'originalité de notre
travail repose sur la manipulation formelle des équations de 1’élasticité 3-d : nous
nous appuyons sur la structure de ces équations et sur leurs propriétés générales
sans rentrer dans le détail des expressions. Ainsi le modéle obtenu sera exprimé de
maniére suffisamment générale pour étre décliné de maniere systématique en dif-
térentes variantes en fonction de la géométrie, de la pré-contrainte et du comporte-
ment, y compris lorsque ces deux derniers sont hétérogenes.

Dans cette section nous présentons la méthodologie générale et les hypotheses
nécessaires a la mise en ceuvre de cette réduction dimensionnelle. Nous ne faisons
aucune hypothese cinématique a priori et nous appuyons uniquement sur 1’ordre de
grandeur des efforts appliqués. Celui-ci étant fixé, notre démarche s’articule en 4
étapes

— écriture de 1’équilibre linéarisé pour 1'élasticité finie en forme faible,

— injection d’un développement a deux échelles,

— résolution de I'équilibre linéarisé ordre par ordre,

— déduction du modele 1-d en forme faible.

Nous mettrons en ceuvre cette méthode pour établir le modele classique d’Euler-
Bernoulli dans la suite de cette section, a partir d’hypotheses adaptées sur les ordres
de grandeur des efforts appliqués. Ce modéle sera d’abord introduit sous une forme
trés générale. Nous traiterons de son application au cas d’une poutre homogene en
compression axiale dans la section suivante : notre objectif sera alors de retrouver la
forme linéarisée des équations de poutre 11.16 et I1.17.

Commengons par un bref rappel du cadre de travail introduit dans le chapitre I.
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I1.2.1. Rappels d’élasticité finie 3-d

Considérons un solide prismatique de section D. Nous avons établi dans le cha-
pitre I que les propriétés d’invariance du systeme et I'existence d"une solution fon-
damentale ¢}, homogene et invariante en Z permettent d’écrire le probleme d’équi-
libre 3-d linéarisé au voisinage de cette solution en fonction de la coordonnée axiale
Z, comme la somme d"un terme d’élasticité tangente et d'un terme de pré-contrainte

L L
2 /é-[Q+$}-q>dZ=/ F-@(2)dz. (I1.18)
0 0

Dans cette expression

(Z) = ( :Z((ZZ)) > et B(2)= < @?Z((ZZ)> > , (I1.19)

rassemblent les informations locales a une section repérée par la coordonnée Z et
permettant de calculer les déformations dans cette section, ce qui nécessite les dépla-
cements dans cette section, ¢(Z) et p(Z), ainsi que leurs gradients axiaux, ¢ »(Z) et
®.7(Z). Les opérateurs Q et S définissent deux formes bilinéaires, symétriques et se
décomposent par blocs

Ke Ce o Ks Cs
Q‘(cz Me>’ ( Ms)'

Leur expression explicite est présentée dans le chapitre I § 1.3.2. pour un solide néo-
Hookéen compressible et une solution fondamentale en étirement axial. Rappelons
que le terme d’élasticité tangente défini par 'opérateur Q peut se ré-écrire comme
une forme bilinéaire ayant pour arguments les déformations incrémentales réelle et
virtuelle dgm et dé.

Ainsi, il existe un opérateur bilinéaire R qui dépend de la loi de comportement
considérée et de 1'état de pré-contrainte a travers 1’expression des modules tangents,
tel que

0=E".R-E, (IL.20)

ou &€ désigne l'application linéaire qui permet de calculer la déformation incrémen-
tale sur une section. Ainsi, si I’'on note dFE la déformation incrémentale sur une sec-
tion, cette application linéaire est définie par

dE(®) =€ - .

Avec notre notation par blocs, celle-ci s’écrit de maniere explicite

dB@) = (Ve oz )" (11 + Ve | I +eg7 )]

sym

ot1 V est 'opérateur gradient 2-d dans le plan (X, Y). I'l, Vi sont alors des matrices
3 x2et I, ¥ 7 des vecteurs a trois composantes. Ces deux opérateurs sont issus
de la décomposition par blocs de I'opérateur gradient en 3-d, grad, et de I'opérateur
identité 3-d, I,

1 0 0
I:(I”‘Il) avec Il=1{ 0 1 et It=1[0 |,
0 0 1
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gradp = (Ve | vz ).

Il vient ainsi

AE(®) = Vel - (Il + Vo) Vel - (I + ¢ 2) .
- I 1 - ’
ez I+ Vo) ¢z (I +¢gz) aym

Le terme de précontrainte défini par 'opérateur S est quant a lui déterminé par
les valeurs du tenseur de précontrainte 3-d X,

ci>-3-¢>_// 3o : Ao B(®, ®)dX dY, (I1.21)
D

ot le second incrément de déformation sur une section s’écrit
~ | o~ AT
©E@.2) = [(Ve]82) (Ve es)] - (11.22)

Enfin F est une application linéaire qui définit 'effet d'un champ volumique
d’efforts appliqués F'

f-@(Z)://DF-Co(Z)dXdY.

II.2.2. Développement a deux échelles

Nous considérons un solide prismatique élancé dont la longueur axiale typique
L est telle £ > h, ot h est la dimension caractéristique de la section D. Les efforts
appliqués a ce solide ainsi que les solutions de 1’équilibre linéarisé I1.18 varient len-
tement dans la direction Z et nous définissons la coordonnée étirée Z = Zn, ol
n ~ h/L est le parametre d’élancement. Nous supposons alors que le déplacement
peut étre développé selon la forme

©(2) = po(2) +ne1(2) + 1 po(Z) + -+

et
D=0y +nd +7 Pyt

D’apres la définition I1.19 il vient ® = < nfo(’z(:)i) >, ol I'on note ¢’ = ¢ ;. Notons
que le choix de la coordonnée étirée décale les ordres des dérivées de ¢ et qu’ainsi

wn(5) w-(3) we(z) -+ w

Enfin, le déplacement virtuel étant quelconque, il peut étre choisi sous la forme

oo-(3)n(2)

Pour établir le modéle standard d’Euler-Bernoulli, les hypotheses sur les ordres
de grandeur sont

E=0n%, F(2Z)=0mn% et Xy=0(n%. (11.24)
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FIGURE II.2 — Rotations rigides autour des axes Z, X et Y, les dé-

placement d’ordre 0 en 7 sont représentés en bleu, les déplacements

d’ordre 1 en i sont représentés en rouge. Les rotations autour des axes

X et Y, représentées en violet, combinent des déplacements d’ordre
Oetl.

Ces hypotheses sont essentielles car elles déterminent la nature du modele réduit
qui sera établi. Ainsi, dans le chapitre III, nous obtenons un modele de poutre avec
courbure naturelle en introduisant 3 a ’ordre 7.

II.2.3. Mouvements rigides

Il est important de remarquer que 'opérateur Q est singulier. D’apres la décom-
position I1.20 et en supposant que 'opérateur R qui rassemble les modules élas-
tiques est défini positif, nous pouvons facilement calculer le noyau de Q, formé par
Sofb

les mouvements de corps rigides @, = ( o
rb

). Ces déplacements annulent les

déformations incrémentales par définition

Vel - (Il +v Vek - (It + ¢
5-<I>rb=< o) Ve I e =0. (11.25)
sym

e (I +Vep) ¢ (I +¢))
Cette propriété est immédiatement vérifiée par les translations selon ey, ey, e,

0
avons Ve, = 0, ¢/ = 0 et ainsi £ - &, = 0. La propriété I1.25 est également
vérifiée par 3 rotations rigides. L'expression de ces rotations rigides en coordonnées
lagrangiennes dépend de 1’état de pré-contrainte, par le biais de la configuration
fondamentale. Dans la configuration naturelle ou pour une pré-contrainte purement
axiale associée a une configuration de la forme

. . t
que nous noterons dans la suite t,, t, et t,. Par exemple si &, = < v ) alors nous

e = (r(N) = D(Xex +Yey) + (A= 1) Zey,
nous vérifions facilement que les trois rotations rigides vérifiant I1.25 s’écrivent

Yy, =—Zey + 19% avec ﬂj =Yey,,

Uy =Zey +0,; avec Oy =—Xey,
qui s’identifient facilement avec la rotation autour de ey et les rotations autour de
ey et ey respectivement. Alors que la rotation autour de e; est d’ordre 0 en 7, les

rotations autour de ey et ey comportent des termes axiaux d’ordre 1 en 1, comme
nous l'avons représenté sur la figure IL.2.
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Finalement, pour toute position Z,

(11.26)

£.0=0 = 3(we,u,77) &= ( Wate + Uty + 79, + 0% >

—YaNasts

Ceci signifie que tout déplacement qui annule les déformations incrémentales sur
une section repérée par la coordonnée Z se décompose nécessairement sur cette
section dans la base des 6 mouvements rigides. Finalement le noyau de 1'opéra-
teur Q est de dimension 6 et se définit comme 'espace des modes rigides ¢, €
Vect (ta,t., 9., 05 — Z1,5t5), Cest a dire

1
weve (5).(5)(9)(5)) wo

Selon nos conventions, les indices en lettres grecques sont réservés aux directions
dans la section, o, 8 € {z,y}. Par ailleurs, .3 = (eq X €3) - e, désigne le symbole
anti-symétrique, 1z = Nyy = 0, ey = 1, Ny = —1.

Pour une pré-contrainte quelconque, I’expression des rotations rigides dans I1.27
peut étre différente et doit étre évaluée en résolvant I’équation I1.25.

I1.2.4. Résultats principaux

Le modele réduit est calculé en injectant le développement introduit au § I11.2.2.
dans 1’équilibre linéarisé I1.18 puis en résolvant celui-ci ordre par ordre en faisant
appel aux hypotheses 11.24 et aux propriétés des modes rigides I1.26, qui permettent
de vérifier la solubilité des équations a chaque ordre. Les calculs détaillés ordre par
ordre sont présenté dans I’annexe A.1. Nous proposons de discuter ici directement
des résultats de cette analyse, en tachant de restituer les points clé du raisonnement
a chaque ordre.

D’apres I'hypothese 11.24 sur I'ordre de grandeur de la déformation incrémentale
E = 0O(n?), les déplacements rigides permettent de construire la solutions ¢ aux
ordres 0 et 1 en 1. Nous montrons ainsi dans I’annexe A.1

®0(2) = wa(Z)ta,
©1(2) = u(2)t + 7(2)0 + napw,(2)95. (I1.28)

Ici wq (Z) représente la déflexion, c’est a dire le déplacement perpendiculaire a I’axe
e dans la direction «; u(Z) représente le déplacement axial et 7(Z) la rotation autour
de I'axe e. Ces quatre composantes du déplacement définissent une cinématique 1-
d qui s’identifie de maniere immédiate aux composantes du déplacement linéarisé
dans le modéle de poutre I1.16 présenté a la fin de la section précédente. La démons-
tration du résultat I1.28 repose essentiellement sur la propriété I1.26.

En écrivant I’équation d’équilibre linéarisée 11.18 a I'ordre 5> nous pouvons dé-
montrer que le déplacement a cet ordre s’écrit

902(2) = U/(ZWPS + T/('g)wwr + wg(i) gc' (11.29)

ou les quatre fonctions auxiliaires 1pg, P, V2. et P dépendent des coordon-
nées (X,Y) et représentent des déformations dans la section D. Ces fonctions ne
dépendent pas du déplacement a 'ordre 0 et 1 et peuvent ainsi étre tabulées pour
une poutre donnée. Elles correspondent respectivement a la contraction par effet
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Poisson, au gauchissement et a la courbure anti-clastique, qui sont associés respecti-
vement a I’extension, a la torsion et a la flexion. Chacune d’entre elles est la solution
d’un problemes d’élasticité 2-d formulé sur la section. Ces problemes prennent la
forme

Vo @-(Ke-tYps+Ce-t,)=0 effet Poisson,
Vo @ (Ke Yy +Ce-9,)=0 gauchissement, (11.30)
Vo @- (lCe Yo +1apCe 195) =0 courbure anticlastique.

Les 6 déplacements rigides définis au paragraphe précédent jouent ainsi le role de
terme source pour le calcul des modes de déformation de la section. Des solutions
explicites des équations I1.30 seront données dans la prochaine section, dans le cas
particulier d"une poutre homogene formée d"un matériau néo-Hookéen.

L’écriture des conditions de solubilité pour 1'équation d’équilibre linéarisée 11.18
aux ordres 7% et n* permet ensuite d’écrire le principe des travaux virtuels suivant,
qui définit en fait le modéle 1-d

~
~

() U
L At /
A 7 T -
V(Wq, @, T) —/0 i “H - ! dz
by wy
a
. 7
L T T L N
/ Wy | P wl dz+/ gz | %= [az=o,
0 @ w' 0 Wy
y y na
i
(IL.31)
ot le chargement 1-d G(Z) a pour composantes
P(z)
3]/~
q%(Z)
4] -
6= | P
py(2)
qz[;]?)(i)
—4(2)

Dans cette expression les chargements extérieurs linéiques 1-d : l'effort (p,,p.) et
le moment (qa, q.) sont définis sur chaque section Z, par condensation de 1'effort
appliqué en 3-d,
PalZ) = Fi-ta = // F, - t,dX dY,
D
po(5)=Fo-tz = [[ P vaxay.
D
Ga(2) = F3- 0% = // F3 - 91dX dY,
D

qz(Z):F3-q9Z:// F3-9,dXdY.
D
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Par ailleurs il est démontré dans ’annexe A.1 que le chargement doit satisfaire
VZ F3(%) -ta =0,

de maniére a étre compatible avec les hypotheses sur les ordres de grandeur 11.24. La
matrice des modules #H apparaissant dans le modéele 1-d décrit par ’équation I1.31 a
pour expression explicite

t, - T -t t,-T-9, —t,-T- -9 t.-T

9, -T-t, 9.-T-9, —ﬂz.’mf 9, - T -0
T Ty |
T T

ou 7 désigne l'opérateur symétrique
T=M.-C-K'-C,

et ou K, C. et M, sont les opérateurs qui définissent les sous-blocs de Q dont
nous avons fourni une expression détaillée pour un solide prismatique néo-Hookéen
en compression axiale dans le chapitre I § 1.3.2. Ici K désigne le pseudo-inverse
de l'opérateur singulier K.. Ces opérateurs dépendent implicitement de la pré-
contrainte éventuelle a travers la solution homogene, comme nous ’avons remarqué
dans le chapitre I.

Enfin, l'opérateur de pré-contrainte P dans le modele 1-d décrit par 1'équa-
tion I1.31 s’écrit

Pij = / / 3o : d2E(©;,0;)dX dY, (I1.33)
D

ol X est le tenseur des contraintes 3-d pour la solution homogene et i € {1,2,3}

avec n |
9 9 9
6, ( A ) 0, ( o ) et O3 (—tx ) (I1.34)

Cet opérateur de pré-contrainte agit uniquement sur les rotations.

Ainsi, pour une géométrie de poutre et un comportement hyper-élastique donné,
il suffit d’écrire le probleme d’équilibre linéarisé sous la forme II.18 en identifiant les
opérateurs Q et S. Le modele 1-d peut alors étre obtenu facilement en appliquant
I’équation I1.31 puis en évaluant les matrices H et P par les expressions 11.32 et I1.33.

L’équation I1.31 est similaire aux équations linéarisées I1.16 et I1.17 obtenues pré-
cédemment a partir du modele de poutre en géométrie non-linéaire et en fournit
une justification fondée sur 1’élasticité 3-d. Nous verrons dans la prochaine section
que ces deux formulations se correspondent exactement dans le cas d’un barreau
néo-Hookéen homogene linéarisé au voisinage de sa configuration naturelle.

I1.2.5. Conclusion

La méthode présentée ici s’appuie sur trois ingrédients principaux :

— les équations de 1’élasticité finie 3-d sous forme incrémentale,

— l'existence d’une solution fondamentale ¢y pour le probleme 3-d, invariante
et homogene en Z, ce qui permet d’écrire ces équations sous la forme II.18,

— des hypotheses sur les ordres de grandeur des efforts et des déformations, par
exemple les hypotheses I1.24 qui permettent de dériver le modéle classique
présenté dans cette section.
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FIGURE II.3 - Solution de barre en traction.

Aucune hypothese cinématique n’est a priori nécessaire et le calcul des solutions
exactes est effectué dans le cadre général de I'élasticité finie 3-d. Ainsi des anisotro-
pies partielles de comportement peuvent étre prises en compte facilement, pouvant
introduire des couplages entre torsion et flexion représentés par des termes non-
diagonaux dans la matrice des modules H.

Nous présentons pour finir une application du modele I1.31 a un barreau néo-
Hookéen homogene soumis a une pré-contrainte axiale compressive.

I.3 Exemple : barreau élastique néo-Hookéen

Dans cette section nous considérons un barreau néo-Hookéen homogene et ap-
pliquons le résultat I1.31. Nous examinons séparément les modes de déformation en
traction, torsion et flexion et montrons que les équations d’équilibre obtenues sont
similaires a celles du modele de poutre linéarisé I1.16 présentées dans la premiere
section de ce chapitre, en 1’absence de pré-contrainte. Pour le mode de flexion, nous
vérifierons que les équations obtenues dans le cas d’une pré-contrainte axiale com-
pressive sont identiques a celles décrivant le flambement d’Euler I1.17. Ceci nous
permettra de justifier a posteriori la version 1-d de notre analyse de bifurcation linéa-
risée présentée dans le chapitre I.

I1.3.1. Equation d’une barre en traction

Examinons d’abord le cas sans pré-contrainte. Pour le mode d’extension axiale,
le déplacement a I’ordre dominant est obtenu par projection sur e, de la solution ¢
décrite par 1’équation I1.28. Nous obtenons ainsi

p=nu(Z)ez+---.

D’apres I1.29, le déplacement a 1’ordre n? s’écrit alors ¢, = u/(Z) 1p,(2), il est associé
a l'effet Poisson. Dans cet exemple 1ps est contenu dans le plan de la section (i.e.

Py = cp!) comme représenté sur la figure I1.3 et vérifie le probléme d’élasticité 2-d
suivant sur la section D, d’apres 11.30,

v@l\ @H (Ke - tpps 4+ Ce - t.) = 0. (IL.35)

Il vient ensuite, d’apres les expressions détaillées dans le chapitre I §1.3.2.,
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Pl Ko pp, = //D </\L tr Vapp, tr V@I + 24 [vq,bps : va”} )dX ay,

ploc.t,=M // tr vpldx dy,
D

ol (Ar, i) sont les coefficients de Lamé. En remplagant ces expressions dans 1'équa-
tion I1.35 il vient alors Vipp, = Diag(—v, —v) oll nous reconnaissons le coefficient de
. _ )‘L
Poisson v = S0 . '
En appliquant 1’'équation I1.31 et en utilisant la définition des modules tan-
gents I1.32, le principe des travaux virtuels pour le modéle 1-d s’écrit finalement

L L
0 0
L’expression des opérateurs C. et M, est détaillée dans le chapitre I, ainsi

t. - Cl - appy = AL // tr Vipp, dX dY = —2v A\ A,
D
to Mot =(2p+ M) // t.-t.dXdY = (2p4+ ML) A,
D

ou A est I'aire de la section. L'équation I1.36 s’identifie ainsi a I'équation d’équilibre
d’une barre en traction axiale 11.16,

L L
Vil —/ AEﬂ'u'd§+/ p.udz =0.
0 0

ott E = [AL(1 — 2v) + 2u| est le module de Young. Notons que le premier terme
de I1.36 correspond a une correction induite par l'effet Poisson : les modéles 1-d
construits sur une cinématique de section indéformable négligent ce terme et sur-
estiment ainsi le module de traction.

Effet d'une pré-contrainte en compression uni-axiale

Considérons a présent le cas d’une solution fondamentale en étirement axial
2] = Ao Z- Deux modifications doivent étre considérées pour l'écriture du mo-
dele réduit : les modules tangents sont modifiés et un terme supplémentaire de rai-
deur géométrique apparait éventuellement dans 1’expression générale du principe
des travaux virtuels I1.31. Ce terme est nul pour ce mode d’extension pure car la
pré-contrainte n’agit que sur les rotations, d’apres l'expression II.21.

Ainsi seuls les opérateurs d’élasticité tangente K., C. et M, sont modifiés dans
le principe des travaux virtuels I1.31. Ces opérateurs dépendent en effet du gradient
du déplacement associé a la solution fondamentale qui s’écrit, pour 1’étirement uni-
axial 2] = )\[0} Z,

A .
Ve = Diag(r(Xo), (), Apg))-
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Si le matériau est quasiment incompressible nous avons par exemple r(\g)) ~ —
(0]

D’apres les expressions détaillées dans le chapitre I § 1.3.2. il vient alors, avec Jy =~ 1,
~ 1 ~ _
Pl Ko tppy= 5 // AL tr Vappg tr V@ + 24 [prs : ch‘q dx dy,
r(Aw)? JJp

A
I - L N
p .Ce-tz_//trVLp dxdy.
A 7(A)) JJp

En remplacant ces expressions dans I'équation I1.35, nous obtenons une équation
7(Ao]) r(Ap)) r(Ap))
v, — avec ~
Ao 7 Al v) av Alo)
— dans le cas quasiment incompressible. Toujours en remplacant avec les expres-
[0]
sions explicites détaillées dans le chapitre I § 1.3.2., nous avons ensuite

pour la fonction p, et finalement Viyp, = Diag(—

AL —2v AL A

t,-CcT -4 ://trwp dXdy = —2YeA
s Aoy r(App) JJp s )\[20]

2 AL) A

t, - M, t, = 2“+AL // 6,dX dY = (“; D) ,

[0]

ou A est l'aire dans la configuration de référence. En remplacant ces expressions
dans le principe des travaux virtuels I1.36 nous obtenons une nouvelle équation pour
le modéle réduit

L L
Ktﬁ'u'di—i—/ p,udz =0,
0
ot le module tangent du nouveau modele réduit s’écrit

E

N2
Afo)

Kt -’47

ou E est le module de Young précédemment défini en fonction des parametres Ar et
p. Nous avons tracé la réponse linéaire correspondant a ce nouveau modele réduit

en bleu sur la figure I1.4 pour A\ = 0.6 et nous vérifions ainsi que 7 B — dz(/\’\) =
%}W. Ce module corrigé varie faiblement lorsque Ao reste proche de 1.

Dans ce modeéle de barre, la raideur géométrique ne joue aucun role et les bifur-
cations éventuelles ne peuvent survenir que du fait des non-linéarités de la loi de
comportement.

11.3.2. Equation d’une barre en torsion

D’apres I'équation I1.28, le déplacement donnant lieu a la torsion s’écrit, a I’ordre
dominant,

p(2) =n7(2)0z + -
Le terme a 'ordre n? s’écrit, d’apres 11.29, ¢, = 7/(Z) 1)y, O ¥, décrit le gauchisse-
ment induit par la torsion. Le comportement étant isotrope, 1., est purement axial
dans cet exemple (i.e. p, = @p3) comme représenté sur la figure IL.5. D’apres 11.30,
., Vérifie le probleme d’élasticité 2-d suivant sur la section D

Vet BT (Kot +Ce - 92) = 0. (I1.37)
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A
107}( )
0 Al //—-// A
1 2 3 4
- 10t

—— Neo-Hookéen
- 20t — prédiction du modele réduit :

K,
f()\ = Ajo) + n(Ap)

- 30t

FIGURE II.4 - Réponse en étirement axial pour un solide néo-
Hookéen (quasiment incompressible, \p /. = 5.10%) et prédiction du
modeéle réduit pour A = 0.6.

FIGURE I1.5 — Solution de poutre en torsion.

Pour un matériau néo-Hookéen compressible il vient, d’apres les expressions dé-
taillées dans le chapitre I§1.3.2.,

?ol-ice-wwr:u//Dva*wwrdde
@L-Ce-ﬁz—u// Vet - 9zdXdy.
D

Apres intégration par partie de 1’équation I1.37 nous obtenons

O r

AY,, =0 sur D, o

4+, -n=0 sur 0D,

ol n est la normale unitaire a la frontiere de la section éD dans son plan. Cette
équation permet de calculer la déformation de gauchissement en fonction de la géo-
métrie de la section. Il s’agit d"un probleme Laplacien avec une condition au bord de
von Neumann, identique au résultat classique (voir par exemple AUDOLY (2015)).
Comme pour la traction, nous pouvons finalement écrire le principe des travaux vir-
tuels 1-d pour la torsion seule, d’apres 1’'équation I1.31 et avec la définition I1.32 pour
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les modules tangents,
L L
VE o — / T, [CL e + M- 9,] A2+ / qP¥dz =o. (I1.38)
0 0

En remplagant les expressions explicites des opérateurs détaillées dans le chapitre I
§ 1.3.2. pour un matériau néo-Hookéen et I'expression de la rotation rigide 9, =
—Y ey + X ey il vient,

02'Cg'¢wr::u’ // warﬂZdXdYZ,UJ // (_Y¢wr,X+X¢wr,Y)dXdK
D D
9, M-, =p // 9, -9,dXdY =pu // (X?+Y?)dXady.
D D
Nous reconnaissons 1'équation classique d"une poutre en torsion,
L L
VT —/ ,LLJ7-’7/'\/7'/d2—|—/ %QE’}dZ:O,
0 0
ol le moment en torsion s’écrit

J, = / / [~V ey — V) + X (throry + X)]dX dY.

Notons que le premier terme de "équation I1.38 correspond a une correction due au
gauchissement qui n’est pas prise en compte dans les modeles fondés sur une ci-
nématique de déplacement rigide des sections. Le moment en torsion ainsi identifié
correspond au résultat classique : le lecteur pourra par exemple se référer a BAL-
LARD et MILLARD, 2009 (pages 209-210), out il est démontré que J; se met également
sous la forme

JT = // [(d)wr,X - Y)2 + ('(pwr,Y + X)z] dX d}/u

d’ot I'on déduit immédiatement J, > 0. Par exemple, pour une section elliptique

. . 2_p2 .
de coefficients (3, g) nous obtenons Yy, (X,Y) = c X Y avecc = ZQ—JFZQ etenfin J, =
wa3b?
16(a2+02) "
Nous ne détaillerons pas ici d’exemple pour une pré-contrainte non nulle. Les
cas pouvant donner lieu a du flambement en torsion sortent en effet du cadre de la
compression axiale que nous considérons dans ce mémoire. Notons cependant que

de tels probléemes pourraient étre traités en adaptant la méthode générale.

11.3.3. Equations d’une poutre en flexion

Le déplacement a l'origine de la flexion autour de l'axe X (respectivement Y')
est obtenu a 'ordre dominant en projetant 1’expression générale I1.28 sur 'axe Y
(respectivement X'). Nous obtenons ainsi

@(2) = wa(2)ty + N Napwihp(2)95 + -+

pour (o, 8) = (y, z) (respectivement («, §) = (x,y)). D’apres 11.29, le déplacement a
I'ordre n? s’écrit o, = w!,(2) ¥4 pour a = y (respectivement a = x) ol Y2 décrit
la courbure anticlastique de la section induite par la flexion et appartient au plan de
la section pour ce comportement isotrope (i.e. ¢, = cpg), comme représenté sur la
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FIGURE II.6 — Solution de poutre en flexion autour de I’axe X.

figure I1.6. Ce déplacement est décrit par I'équation 2-d suivante, comme établi plus
haut (voir les relations I1.30),

vl Bl (Ko ¥+ nasCe - 9% ) =0. (11.39)

Nous obtenons alors, d"aprés les expressions explicites détaillées dans le chapitre I
§13.2,

ol K. po = / /D (AL tr Vo2, tr V@l + 24 [va“ : wgc} )dX dy,

Nag @ - Co- 9% =\ // 95 tr vl dx ay.
D

La solution de ce probleme est connue, voir par exemple AUDOLY (2015) (page 34),

2 X2 X2 _ Y2

Y :VXYQX—FV%QY P :I/TQX-FI/XYQY,

N A
OUV = 03 Ty
Nous pouvons finalement écrire le principe des travaux virtuels pour le modéle
1-d, d’apres 1'équation I1.31 et avec la définition I1.32 pour les modules tangents. Il

vient ainsi, en remplagant les expressions détaillées des opérateurs introduites dans
le chapitre 1 §1.3.2,,

L N "
N ~ Wy Iy Ixy Wy ...
v () (2 5 ) (1)
L
+/ G(z) -
0

ouZ, = [[,Y?dXdY, I, = [[,X*dXdY etT,, = [[, XY dXdY sont les mo-
ments de flexion classiques et E est le module de Young introduit pour 1’étude de

8

SIS
Qe <
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I'extension. Nous avons par exemple, pour le calcul de Z,, d"apres 11.32,
BT, =9f - (M, -0F —Cl o)

avec
9. CT Y. = N\ //DYtrV¢§CdXdY_2)\Ly//DYZdXdY,
Iy M5 = (2p+ L) // 9y 97 dX dY = (2p+ L) // Y2 dX dy,
D D

et ainsi

ELC:E// Y2dXxdy.
D

Le calcul des autres moments de flexion s’effectue de la méme maniére.

Avec une pré-contrainte uni-axiale compressive

Nous avons vu que pour une telle pré-contrainte, I’expression des déplacements
rigides est identique au cas naturel et I’expression I1.33 du terme de pré-contrainte
dans I'équation I1.31 se simplifie en remarquant qu’alors

E(©;,0;) =16; — (t;® tj)sym-
Cette expression peut se démontrer facilement en remplacant 1’expression I1.34 des
rotations rigides @; dans la définition I1.22 du second incrément de déformation.

Les modules d’élasticité intervenant dans la définition du modéle réduit sont
modifiés, de la méme maniére que lorsque nous ne considérions que les modes d’ex-
tension. Cependant, le flambement intervenant a une faible valeur de pré-contrainte,
les modules tangents associés a la configuration naturelle peuvent étre utilisés en
premiére approximation. Autrement dit, la linéarisation est envisagée au voisinage
d’un )\[0] ~ 1. La probleme de bifurcation s’écrit alors, pour le modele 1-d,

L ~1 "
A A Wy, 7T Iy Wy, -
V(wwwx) _E/O (w”).<zyy Iy>.<w”>d2”.
) T r )
) dz =0,

pour une pré-contrainte purement axiale Eg = 0. Nous pouvons calculer, avec 1'ex-
pression détaillée 1.23 pour X donnée dans le chapitre I et pour un matériau quasi-
ment incompressible,

1

i
3o =pl- )\T)'

[0]
Ainsi pour Ag ~ 1l vient St ~2u (Ajo] — 1) et nous retrouvons ainsi I'équation de
bifurcation présentée au § I1.17 avec £ = 2 pu.

Il est envisageable d’adapter cette méthode pour étudier une précontrainte cou-

plant compression et torsion et d’obtenir ainsi des modes de flambement impliquant
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un couplage entre les modes de flexion et les modes de torsion étudiés dans le para-
graphe précédent, dans les cas ol les symétries du matériau le permettent.

II1.4 Conclusion

La méthode de réduction dimensionnelle présentée dans ce chapitre répond a un
double objectif :

— justifier le modéle 1-d de poutre classique par un raisonnement fondé uni-
quement sur des hypotheses portant sur les ordres de grandeur des efforts
appliqués ainsi que des déformations dans la section,

— proposer un formalisme suffisamment général pour ouvrir la voie a la dé-
duction systématique de modeles réduits adaptés a une grande variété de
situations.

Nous verrons dans le chapitre IIl comment établir un modele de poutre a cour-
bure naturelle par cette méthode en remplagant 1’ordre de grandeur postulé pour
la pré-contrainte par ¥y = O(n) dans les hypotheses 11.24. Nous montrerons que
ce modele est pertinent pour décrire le comportement d’un objet soumis a une pré-
contrainte axiale hétérogene dans sa section, dans la limite d"une pré-contrainte mo-
dérée.

Notons que cette démarche peut étre généralisée au cas ot la solution fondamen-
tale p est lentement variable suivant la coordonnée axiale Z et/ou sil’on considere
que la géométrie de la section, les propriétés d’élasticité tangente varient lentement
dans cette direction. Les fonctions 2., 15, ¥ps et 1, dépendent alors de Z et
doivent étre calculées sur chaque section, les opérateurs H et P également.

Dans le cas d"une poutre en voile mince dont la section posseéde deux échelles de
longueur caractéristiques qui ne sont pas du méme ordre de grandeur h < v, il est
nécessaire de revenir sur la définition des coordonnées adimensionnées.

Enfin, on peut imaginer utiliser comme point de départ a cette réduction dimen-
sionnelle non pas 1’élasticité finie 3-d comme nous 'avons fait ici, mais une énergie
de plaque et/ou de membrane pour établir des modeles réduits 1-d. Il suffirait alors
d’écrire I’équivalent de 1'équilibre linéarisé I1.18 au voisinage d"une solution homo-
gene, puis de définir les mouvements rigides annulant les déformations incrémen-
tales pour cette énergie. C’est cette derniere piste qui a guidé la mise au point de
notre formalisme général pour la réduction dimensionnelle et nous envisageons de
la poursuivre dans un proche futur.
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>4 longueur d’onde du mode de bifurcation

Dans ce chapitre, nous étudions le flambage provoqué par des déformations in-
compatibles induites au sein d'un solide par la croissance ou des effets thermiques
par exemple. De telles instabilités apparaissent lors de la morphogenese (YIN et al.,
2008; SAVIN et al., 2011; OSTERFIELD et al., 2013; TALLINEN et al., 2016), lors lami-
nage et du planage des toles métalliques (TOMITA et SHAO, 1993; KOMORI, 1997;
FISCHER et al., 2000; RAMMERSTORFER, FISCHER et FRIEDL, 2001 ; ABDELKHALEK
et al., 2015) ou du dépot de films minces (MOON et al., 2007 ; FAOU, 2013); dans ces
deux derniers cas les instabilités peuvent étre a I'origine de défauts indésirables liés
au gondolage ou a la délamination.

Il est de nombreux cas ot les instabilités déclenchées par des pré-contraintes rési-
duelles induites par des incompatibilités géométriques génerent des motifs localisés
dont la longueur d’onde est sélectionnée par les déformations internes a la section
de I'objet. Pour un solide prismatique élancé, nous parlerons alors de modes micro-
scopiques, par opposition aux modes macroscopiques qui s’expriment sous la forme
d’une déformation dont la longueur d’onde est comparable a la longueur du solide,
a l'instar du flambage d’Euler.

Nous étudions plus particulierement les mécanismes de sélection de la longueur
d’onde des motifs de flambement d'une poutre hyper-élastique lorsque celle-ci est
soumise a une forte pré-contrainte axiale inhomogene. Notre analyse est motivée
par une expérience récente effectuée par une équipe de Harvard (HUANG et al.,
2012; L1U et al., 2014). Ce systeme expérimental est remarquable car il fait appa-
raitre une transition entre des modes de flambement macroscopiques et des modes de
flambement microscopiques suivant I'importance relative de I'hétérogénéité de pré-
contrainte et du rapport d’aspect de la section de la poutre. En dépit de sa ressem-
blance avec une poutre mince, ce systeme n’est pas décrit de maniere satisfaisante
par le modele classique d’Euler-Bernoulli qui ne permet pas rendre compte de 1’ap-
parition des modes microscopiques, en particulier.

Apres avoir présenté brievement les résultats expérimentaux de (HUANG et al.,
2012; L1U et al., 2014), nous rappelons les résultats de 1’analyse classique de ce pro-
bleme par le modéle de poutre d’Euler-Bernoulli a courbure naturelle. Cette présen-
tation nous donne I'occasion d’examiner les liens entre ce modele 1-d et les équations
de Iélasticité 3-d en utilisant la méthode générale de réduction dimensionnelle dé-
veloppée dans le chapitre II, qui constitue une démarche alternative aux approches
existantes et en particulier aux travaux récents de CICALESE, RUF et SOLOMBRINO
(2016).

Dans une troisieme section, nous discutons les caractéristiques du mode de
flambement a petite longueur d’onde (ou mode microscopique) par analogie avec
I'exemple classique du flambement d’une poutre sur fondation élastique. Nous pro-
posons un modele original de bi-poutre, permettant de décrire qualitativement la
compétition entre modes macroscopiques et modes microscopiques observée dans 1'ex-
périence de HUANG et al. (2012) et L1U et al. (2014). Des modéles plus rigoureux
seront abordés dans une quatrieme section : un modele de bi-plaque et des résultats
faisant appel a la théorie de 1’élasticité 3-d présentée dans le chapitre 1.

Enfin, nous introduirons un développement asymptotique a faible nombre
d’onde inspiré de I'approche de KOITER (1965). L'idée est de s’affranchir des cal-
culs fastidieux imposés par I'analyse linéaire de bifurcation, en particulier pour le
traitement du modele 3-d, et d’utiliser des outils classiques d’algébre linéaire pour
capturer de maniere directe la transition micro-macro. Cette approche est appliquée
avec succes aux trois modeles présentés dans ce chapitre : bi-poutre, plaque mince et
élasticité 3-d. Nous discuterons I’application au modéle de plaque mince en détails :
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les résultats complets de I’application de cette méthode aux autres modéles sont pré-
sentés dans LESTRINGANT et AUDOLY (2016), reproduit a la fin de ce chapitre.

III.1 Motivation expérimentale

Dans cette section nous présentons les principaux résultats de I'expérience ef-
fectuée par HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014) et présentée schématiquement
figure II1.1. La portion II d"un ruban d’élastomere de section rectangulaire est pré-

@ L2 © Z @ Iz
" v/2 I I
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FIGURE III.1 — Schéma de I'expérience de HUANG et al. (2012) et L1U
et al. (2014)

étirée jusqu’a une longueur L = p L’ o1 L' est la longueur initiale de cette portion et
p un parametre d’étirement, comme représenté sur la figure I11.1(b). La portion I est
alors assemblée avec la portion I et le ruban ainsi formé est soumis a un étirement
global A, figure III.1(c). Cet étirement est finalement progressivement relaché jusqu’a
I'apparition d'un motif de flambage, figure II1.1(d). La longueur d’onde de ce mo-
tif présente une trés grande variation d’une expérience a I’autre, typiquement de la
taille caractéristique de la section jusqu’a la longueur du ruban. Cette variation est
pilotée par le rapport d’aspect de la section du ruban et la valeur de la pré-contrainte.

Nous définissons le rapport d’aspect de la section comme la quantité % ou h
et v sont les dimensions de la section aprés assemblage, comme représenté sur la
figure II1.1(b). Pour des faibles valeurs de % le systéme exhibe, dans son état post-
flambé, une alternance entre des portions d’hélice de chiralité opposée, raccordées
entre elles par des défauts appelés couramment perversions. La figure I11.2(a) repro-
duit les motifs de flambement obtenus pour différents rapports d’aspect : le flam-
bement en hélice induit une déformation modérée des sections du ruban alors que
le motif & perversions multiples implique d’importantes déformations des sections,
localisées au voisinage des perversions, comme souligné par LIU et al. (2016). L’es-

Helices
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FIGURE III.2 - (a) Motif de flambement pour p = 2.5 et pour dif-

férentes valeurs du rapport d’aspect de la section (de bas en haut

% = 04,1.3,2). (b) Nombre de perversions en fonction de la pré-
contrainte et du rapport d’aspect. Source LIU et al. (2014).



Chapitre III. Poutre hyperélastique sous forte pré-contrainte : sélection de la
longueur d’onde du mode de bifurcation

|

I

(a) (b)

FIGURE III.3 — Photographies de I'expérience de flambement pour un
pré-étirement p = 2.5 et (a) % = 0.4 : flambement micro, (b) % =2.:
flambement macro, d’apres LIU et al. (2014)

pacement entre ces perversions grandit lorsque le rapport % augmente comme on
peut le voir sur la figure II1.2(b). Pour les grands rapports d’aspect le systeme exhibe
une perversion unique, voire un motif formé d’une seule hélice.

La figure III.3 reproduit les clichés expérimentaux de LIU et al. (2014) au cours
du relachement de I'étirement global. La longueur d’onde critique A, est symbolisée
par une fleche blanche. Nous observons que la longueur d’onde du motif de flam-
bement est sélectionnée deés le seuil de l'instabilité, sans que d’autres bifurcations
secondaires n’interviennent. Dans le cas d'un mode microscopique, figure 111.3(a), la
longueur d’onde critique est petite devant la longueur du systeme et le motif évolue
ensuite vers une forme a perversions multiples. Dans le cas d"un mode de flambe-
ment macroscopique, figure II1.3(b), la longueur d’onde du mode instable est déter-
minée par la taille du systéme et le motif évolue vers une forme en hélice. L’analyse
de bifurcation linéaire semble ainsi étre un outil a adapté pour analyser la transition
micro-macro dans ce systeme.

En identifiant une courbure naturelle équivalente a la pré-contrainte inhomo-
gene appliquée dans 'expérience, HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014) décrivent
I'apparition du flambement macroscopique et son évolution vers des motifs en hé-
lice en utilisant un modeéle de poutre classique, naturellement courbée dans 1'une
de ses deux directions de flexion et initialement pré-étirée. Ce flambement en hélice
est décrit dans les travaux de (GORIELY et TABOR, 1998; MCMILLEN et GORIELY,
2002; DOMOKOS et HEALEY, 2005), également fondés sur des modeles de poutre
classiques avec courbure naturelle.

Cependant ces analyses classiques appuyées sur des modeles de poutre n’ex-
pliquent ni I’apparition simultanée de plusieurs perversions, ni la sélection de leur
nombre en fonction de la valeur du rapport d’aspect et de la pré-contrainte. Une ex-
plication fondée sur des arguments dynamiques est proposée par LIU et al. (2014),
mais les échelles de temps a 'ceuvre dans les expériences sont trop grandes pour
qu’une telle approche soit justifiée.

De nombreux travaux se sont intéressés a la convergence des équations de 1'élas-
ticité 3-d vers des modeles réduits 1-d ou 2-d dans le cas de solides soumis a des
pré-contraintes incompatibles, telles celles qui générent le flambement dans cette ex-
périence. Ainsi pour les faibles rapports d’aspect (LEWICKA, MAHADEVAN et PAK-
ZAD, 2011 ; BHATTACHARYA, LEWICKA et SCHAFFNER, 2016; DERVAUX, CIARLETTA
et BEN AMAR, 2009) établissent des modéles de plaques minces dont la métrique
de référence est modifiée par la présence de cette pré-contrainte. Ces modeles per-
mettent en particulier d’analyser des problemes de croissance (KLEIN, EFRATI et
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SHARON, 2007; LIANG et MAHADEVAN, 2011). Une approche similaire est propo-
sée par CICALESE, RUF et SOLOMBRINO (2016) pour des poutres soumises a une
pré-contrainte inhomogene. Cette démonstration repose sur I'hypothese d’hétéro-
généités de pré-contrainte faibles et se ramene au modele classique de poutre na-
turellement courbée, ce qui ne permet pas de faire état des modes de flambement
microscopiques a perversions multiples observés dans 1’expérience.

Pourquoi les modeéles classiques ne sont-ils pas pertinents pour décrire 1'expé-
rience de L1U et al. (2014), et de maniere générale les instabilités générées dans des
solides élancés soumis a des pré-contraintes incompatibles? Peut-on proposer des
modeles alternatifs adaptés a 1’étude de tels systemes? Ce double objectif constitue
la feuille de route de ce chapitre.

III.2 Analyse de bifurcation fondée sur un modéle de poutre
classique

Présentons d’abord les résultats de I’analyse de stabilité linéaire pour une poutre
classique d’Euler-Bernoulli naturellement courbée. Nous verrons ensuite comment
ces équations peuvent étre déduites de 1’élasticité 3-d sous ’hypothese de pré-
contraintes modérées et ferons ainsi le lien entre les hétérogénéités de pré-contrainte
dans le systeme étudié et la courbure naturelle introduite dans le modele de poutre,
reproduisant ainsi les résultats de I’analyse menée par HUANG et al. (2012) et L1U
etal. (2014).

Pour cela nous considérons un objet infini dans sa direction d’élancement L —
0o. Le mode de flambement obtenu avec ce modele, de grande longueur d’onde, est
alors caractérisé par un nombre d’onde nul, c’est a dire ¢g. = 0. La cas d"un systeme
fini peut éventuellement étre traité dans un second temps. Pour certaines conditions
aux limites simples, celui-ci est résolu simplement en imposant une quantification
sur le nombre d’onde ¢., comme pour I'étude du flambement d’Euler présentée dans
le chapitre I. Dans le cas général, il est nécessaire de combiner les différents modes
harmoniques obtenus pour satisfaire les conditions aux limites.

III.2.1. Analyse linéaire de bifurcation

Nous faisons ici appel au formalisme introduit dans la premiére section du cha-
pitre II. A partir des équations de Kirchhoff I1.12b et I1.12c énoncées au chapitre TI,
nous obtenons 'équilibre linéarisé d"une poutre a courbure naturelle kn,t non nulle
dans la direction matérielle alignée avec 1’axe y dans la configuration de référence
(repérée par I'indice 2 ).

Le déplacement des extrémités le long de la direction axiale permet de controler
I'extension axiale de la poutre, comme représenté sur le dessin de la figure I11.4(a).
La solution fondamentale est rectiligne et nous considérons une pré-contrainte f% =

NUl¢_. Le moment interne, non nul dans la configuration fondamentale, est lié a la
courbure naturelle

m[o](z) = m[O] €y ou m[O] = —C3 Knat-
L’équilibre linéarisé sous forme forte devient
M=o, (IL.1a)

fWee, =N, (IL.1b)
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FIGURE III.4 — Flambement d'une poutre naturellement courbée.

(a) Expérience de pensée, d’aprées MCMILLEN et GORIELY (2002).

(b) Courbe de stabilité marginale, le trajet de déchargement est in-
diqué par une fleche.

mll + 11/ /\fo] 4 O f[l (IT.1c)

Rappelons que les conditions de bord seront prises en compte dans un second temps.
Dans le cadre de la méthode des équilibres adjacents les incréments d’efforts appli-
qués aux extrémités sont nuls et ainsi fI!/ = 0 d’apres IIl.1a et le dernier terme
de Il.1c s’annule. IVincrément de moment interne s’écrit, suivant I'expression éta-
blie dans le chapitre II,

—Cy () —wy(2)
m[1] _ ( Cow'(2) ) +£[1} /\m[OL avec p[l] = ( wh(z) )
wdr7'(2)

En substituant cette expression dans I'équation III.1c il vient

—Crw,(z) N wy (2) —7'(z) mlO) 0
( Cy w”’(z) ) ( —NOT ! (2) ) - ( 0 ) = ( 0 ) (I1.2)
pdr " (2) 0 —wy(2) ml0] 0

Sil’on cherche une solution harmonique dans la direction axiale sous la forme
iqZ
(Wa, wy, T) = (Wy, Wy, T)e" 17,

la seconde équation de III.2 donne le seuil de flambage d’Euler. Les deux équations
restantes constituent un systéme linéaire. L’existence de solutions non nulles est as-
sociée a la charge critique

[0])2
N (”} ) o (I1L3)
-

c’est dire, sous forme adimensionnée,
O _ —=0\2 _ =2
N = (m[ ]) -q,

ou N = ,G = Lqetml) = LU Cette relation de dispersion, identique a

T
celle obtenue par GORIELY et TABOR (1998), est tracé sur la figure I11.4(b). Pour des
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conditions aux limites simples il vient g. ~ 2*. Le seuil de flambement associé

(V)2 40y
Jr GL?’

NI~

est positif lorsque L > L* avec L* ~ % VO3 J; pi. Ce seuil correspond alors a
une instabilité qui apparait en traction, et donc avant le flambage d’Euler généré en
compression. Pour une poutre de longueur infinie ¢. = 0 et nous retrouvons le seuil
annoncé par LIU et al. (2014)
0])2
NI = M. (I11.4)
T
Dans ce modele, l'instabilité apparait a grande longueur d’onde (g. = 0) : la
longueur d’onde des modes critiques est en pratique uniquement déterminée par
la longueur du systeme. Ce modele est donc pertinent pour expliquer le flambage
macroscopique mais ne permet pas de décrire I'apparition de perversions multiples
observée lors de I'expérience, figure I1L.2(a).

III.2.2. Justification du modele de poutre par réduction dimensionnelle

L’équilibre linéarisé pour une poutre a courbure naturelle décrit ci-dessus peut
étre obtenu a partir des équations de 1’élasticité 3-d, en suivant la démarche intro-
duite dans le chapitre II et fondée sur un développement asymptotique a faible n =
% ou h désigne la dimension typique de la section et £ une longueur axiale typique.
Pour cela nous considérons une solide prismatique homogene isotrope soumis a
une pré-contrainte purement axiale, hétérogene sur la section D. Le tenseur de pré-
contrainte 3-d sur une section est alors de la forme 38t = Diag(0, 0, Zbet (X, V).
Quitte a introduire une pré-contrainte homogene supplémentaire $f°™, on peut
supposer que [ [, =5t dx dy = 0.

En introduisant cette pré-contrainte a 1’ordre 7 dans le développement asymp-
totique introduit dans le chapitre II, c’est a dire en supposant X8 = O(1), nous
obtenons une nouvelle forme pour le modéle réduit décrivant les équilibres au voi-
sinage de la configuration étirée. Les détails du raisonnement sont présentés dans
I’annexe A.2. Par une démarche en tout point similaire a celle utilisée pour établir le
modele standard I1.31 présenté dans le chapitre II, il vient, dans le cas inextensible

/ /

L T T L T T
V (g, @, 7) —/0 u:)% “H - w% dZ—/0 u:)% "N w% dz .-
Wy Wy Wy Wy
7
L 7 T L Wy
_ /O iy |5 w az+ /0 g-| w, [az=0. @)
wy, w, ujf
Wy

ou les opérateurs H, S et G introduits dans le chapitre II décrivent les effets respec-
tifs de I’élasticité tangente, de la précontrainte axiale homogene XH°™ (d’ordre 7>
comme dans le modele classique, a I’origine du flambement d’Euler) et du charge-
ment extérieur. Les fonctions 7, w, et w, décrivent respectivement les amplitudes
des modes de déformation en torsion et flexion autour des axes y (respectivement
z). Le nouvel opérateur N est anti-symétrique et décrit I'effet des hétérogénéités de
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pré-contrainte. Nous démontrons dans 1’annexe A.2 qu’il prend la forme

0 9, Mt 9, Mt
N = t, Mt g, 0 0 :
t, - Mt 9, 0 0

oll Ms désigne le sous-bloc non nul de I'opérateur S, d’apres 'annexe A.2,

0 0
Shet - ( 0 Mhet )

Enfin t, et t, représentent les deux translations rigides dans les directions x et y et
1, la rotation rigide autour de 'axe z, comme dans le chapitre II.

Considérons le cas particulier d'une pré-contrainte hétérogene constante par
morceaux dans la section comme dans 1'expérience de LIU et al. (2014) schémati-
sée dans la figure I11.1(b). Ainsi la portion II du ruban est soumise a un étirement p A
alors que la portion I est soumise a un étirement )\, ot A représente un parametre
d’étirement global. Pour un solide néo-Hookéen quasiment incompressible de sec-

tion rectangulaire D = [—%, 2] x [—£, 4], il vient alors, d’apres 'expression 1.23 du
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tenseur de pré-contrainte donnée dans le chapitre I,

1 .
shetL(y y) = p(l— W) pour X <0 (portTon ), (I1L6)
p(l—+z) pour X > 0 (portion ).
Choisissons A tel que [[, Z6*(X,Y)dX dY = 0, clest a dire A = plj/gﬂ. Avec

I'expression I1.21 du terme de précontrainte introduite dans le chapitre I,
-8 0= // 30 : Ao E(®, @) dX dY,
D

ou da F est le second incrément de déformation. En injectant I’expression de la rota-
tion rigide ¥z = —Y ex + X ey il vient alors

9, Mg -ty =t, - Mg-9, :// —Y ZhetLd X dy,
D

02-M3.ty=ty./\45-0z=// X ohettdx dy.
D

Finalement, en remplagant 1’expression IIL.6 pour I8+ et 'expression particuliére
de ), il vient

0 0 _,uhv24(p71)
N = 0 0 0
7th24(p_1) 0 0

En injectant cette derniére expression dans 1’équation IIL5 et apres intégration par
parties nous retrouvons I'équation linéarisée II1.2 obtenue a la section précédente

2 (p
a partir d’'une modele de poutre naturellement courbée avec ml% = ”h%@l). En

identifiant Cp = Z10% et £ = 1 (cas quasi-incompressible) il vient

12 2
3(p—1)

Rnat = 20
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Nous retrouvons ainsi le résultat de L1U et al. (2014) dans la limite p ~ 1.
Notre réduction dimensionnelle fait apparaitre deux cas distincts pour une
poutre soumise a une contrainte uni-axiale de la forme Xy = Diag(0,0, X3 (X,Y)),
— si la pré-contrainte est homogene, Eg‘om = O(€?), knat = 0 et l'instabilité do-
minante est le flambement d’Euler,
— si la pré-contrainte est hétérogene, det = O(€), knat # 0 et I'instabilité domi-
nante est le flambement en hélice.
Dans ce second cas, le modele réduit obtenu ne permet de décrire les résultats expéri-
mentaux que pour des pré-contraintes d’amplitude modérée (motifs de flambement
en hélice).

II1.2.3. Conclusion

Le modele de poutre a courbure naturelle est adapté pour décrire le flambement
macroscopique en hélice pour une poutre soumise a une pré-contrainte hétérogene.
Ce modele ne fait pas apparaitre la petite longueur d’onde au seuil de flambement
qui caractérise le mode microscopique a perversion multiples. Les résultats sont pré-
sentés ici pour la stabilité linéaire. Des solutions non-linéaires sont calculées dans
la littérature en utilisant le modéle de poutre : elles correspondent a des modes de
grande longueur d’onde, en hélice ou présentant une perversion unique (MCMIL-
LEN et GORIELY, 2002). DOMOKOS et HEALEY (2005) font état de solutions a per-
versions multiples dans le régime non-linéaire, mais sans relier ces solutions a la
branche fondamentale rectiligne.

Le modele de poutre d’Euler-Bernoulli ne semble pas pertinent lorsque 1I"ampli-
tude des hétérogénéités de pré-contrainte dans la section devient trop importante.
Nous cherchons dans la suite de ce chapitre a préciser les conditions de la transition
d’un mode macroscopique de grande longueur d’onde vers un mode microscopique a
petite longueur d’onde, en sortant du cadre du modele d’Euler.

Les résultats que nous présentons dans les sections suivantes sous forme résu-
mée sont détaillés dans l'article reproduit a la fin de ce chapitre. Nous décrivons les
principaux résultats et leurs implications sans rentrer dans le détail des calculs et
des démonstrations et faisons référence a cet article lorsque cela est nécessaire.

III.3 Un premier modéle naif

Le probleme classique d'une poutre attachée a une fondation élastique (TIMO-
SHENKO et GERE, 1961) fait apparaitre une petite longueur au seuil de stabilité li-
néaire. Nous en rappelons d’abord briévement les principaux résultats. Nous exa-
minons ensuite un premier modele simple qui reproduit qualitativement la compé-
tition entre modes microscopiques et modes macroscopiques observée dans 'expérience
de HUANG et al. (2012) et LIU et al. (2014). Il s’agit d’une bi-poutre 2-d assemblée
avec pré-contrainte. Le cas de la poutre sur fondation et du flambement d’Euler ap-
paraissent alors comme deux limites de ce premier modéle.

III.3.1. Modele classique de poutre sur fondation

Nous rappelons les résultats de ce modeéle classique a titre d’exemple d"un sys-
teme faisant apparaitre une petite longueur d’onde au seuil de bifurcation. Nous ver-
rons par la suite que ce modéle correspond a la limite de notre modele naif lorsque
la pré-contrainte dans la bi-poutre devient infinie.
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FIGURE II1.5 — Courbe de stabilité marginale et sélection du nombre
d’onde critique (a) pour la poutre sur fondation : instabilité microsco-
pique; (b) pour l'elastica d’Euler : instabilité macroscopique.

Considérons une poutre plane liée a une fondation fixe par un continuum de
ressorts linéaires de raideur linéique R. Cette poutre est soumise a une compression
axiale, comme schématisé figure II1.5(a). L'énergie d"une configuration y(z) s’écrit, a
I'ordre 2 en y(z),

B2 dz, (ITL7)

L
W= [ |5 0 - G2

2 2

ou C' et GG sont les modules de flexion et de traction définis dans le chapitre II. Dans
cet exemple le flambement a lieu en compression, comme pour le flambage d’Eu-
ler. Nous utilisons la méme convention que dans le chapitre I et considérons que
la précontrainte est positive, Ge > 0 en compression, selon la convention du cha-
pitre I § I.1. Les deux premiers termes de cette énergie sont identiques a 1’énergie
d’une poutre simple en compression axiale. Le dernier terme correspond a l'éner-
gie potentielle associée aux ressorts. Ce terme a un effet stabilisateur et pénalise les
configurations en flexion. La solution fondamentale est la solution triviale rectiligne
y = 0 etl’équation d’équilibre linéarisé s’écrit, pour tout déplacement virtuel § véri-
tiant les conditions cinématiques imposées aux extrémités,

L
/0 [Cy"(2)"(z) — Gey'(2) §'(2) + Ry(2) §(2)] dz = 0.

Le probleéme étant linéaire et invariant dans la direction z, nous cherchons une solu-
tion harmonique y(z) =Y e'?%. La relation de dispersion s’écrit

7@ -9+1=0 (IIL.8)

oule = 48 — ¢*?etg =lgavecl = (%)i. Nous définissons ici une longueur
naturelle / qui dépend du rapport entre le module de flexion de la poutre et 1'élasti-
cité de la fondation. Les racines réelles de la relation de dispersion II1.8 sont tracées
tigure I11.5(a).

Lorsque la longueur de la poutre est infinie le nombre d’onde critique et la
compression critique associée tendent vers limz_, ¢c = % et limy_ o0 €c = % Le
nombre d’onde critique est ainsi déterminé par la longueur naturelle [ : une raideur
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FIGURE III.6 — Modeéle de bi-poutre : ¢ est I’écart de pré-contrainte

et € est ’extension moyenne imposée (en contrdlant la force F' ou le

déplacement des extrémités). Une pré-contrainte en extension est re-

présentée pour faciliter la lecture e +6/2 > € — /2 > 0 mais en réalité

la structure devient instable lorsque la pré-contrainte est compressive
dans la poutre I, e — /2 < 0.

R élevée diminue la valeur de [ pénalisant ainsi les grandes longueurs d’ondes. Avec
ce modele, le nombre d’onde obtenu est non nul et le mode critique est de type mi-
croscopique, par opposition au cas du flambement d’Euler représenté figure I11.5(b) et
pour lequel limz, o0 gc = 0.

Dans la suite nous adopterons la convention d’une contrainte négative en com-
pression car l'instabilité générée dans 'expérience de HUANG et al. (2012) et LIU et
al. (2014) a lieu pour une contrainte globale en traction.

III.3.2. Un modele de bi-poutre pour analyser I’expérience

Nous introduisons dans cette section un premier modele simple qui présente
une transition entre les deux types de flambement microscopique et macroscopique.
Il s’agit d’une représentation simplifiée du systeme expérimental de HUANG et al.
(2012) et L1U et al. (2014) ot les deux rubans sont modélisés comme des poutres
planes assemblées par un continuum de ressorts linéaires de raideur R, représentant
I'élasticité des sections. Dans cet assemblage, représenté figure I11.6, la poutre II est
soumise a une traction § préalablement a 'assemblage. Une traction moyenne € est
imposée au systeme apres l'assemblage : la poutre pré-étirée est ainsi soumise a une
pré-contrainte totale € + §/2 alors que la poutre I est soumise a une pré-contrainte
totale € — §/2. Le parametre 0 mesure 1’écart de pré-contrainte entre les deux poutres
alors qu’e mesure la pré-contrainte moyenne (§ ~ p — 1 dans la limite d"une faible
extension p).

Modele
L'énergie de ce systeme s’écrit, par unité de longueur,

1 (b1 i 0
W yr, yur) = L/o 3 > <Cy§’2+G (e—i— X2 ) y{Q) + R (yr —yn)* | dz,

i=I,11
(I1L.9)
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) -1 pourlapoutrei=1I,
X +1 pour la poutre i = II.

Cette expression est similaire a I'énergie de deux poutres y; et y;; sur fondation, voir
I"équation III.7, & 'exception d'un terme de couplage lié au travail des ressorts qui
dépend maintenant de I'écartement entre les deux moitiés de la bi-poutre y; — ;.
Par ailleurs, du fait de la dépendance en x; = F1, le second terme de pré-contrainte
dans II1.9 n’a pas nécessairement le méme signe dans ces deux moitiés. Il reste sta-
bilisant dans la poutre II mais devient déstabilisant dans la poutre I des que € — §/2
devient négatif. La poutre II joue ainsi le role d"une fondation elle-méme déformable
et susceptible de flamber.

1
Nous pouvons utiliser la longueur [ = (%)4 introduite dans le paragraphe

précédent de maniere a faire apparaitre les quantités adimensionnées suivantes :
le nombre d’onde g, la coordonnée axiale z, I'écart de pré-contrainte ¢ et la pré-
contrainte moyenne €

z < O0GI? eGl?
g=ql, z=7, d=—F—, €=—5 (IIL.10)
L'énergie redimensionnée par unité de longueur W = W/R s’écrit alors,

d’apres II1.9,

L
o) =1 | 576 c#@+7@ b7+ a7 dz

1 -1 -2 0 10
a<—1 1)’ bg( 0 e+g>’ C<0 1>'

L'expression de I'équilibre linéarisé se déduit tres simplement de cette formulation
adimensionnée, voir 1'article reproduit a la fin de ce chapitre.

Analyse linéaire de bifurcation

La solution homogene est rectiligne, (y7, yir)jo] = (0,0). Nous cherchons des équi-

libres adjacents de la forme 7/,(z) = 0—}-?{1] e'4® (j=1,1),0ules y{” sont les ampli-
tudes & déterminer. Ceux-ci vérifient la relation de dispersion det (a+¢* bz +g*c) = 0
qui s’écrit

5 gt
@ +e?+1)° - < 4q + 1) = 0. (IIL.11)
Les calculs sont détaillés dans l'article reproduit a la fin de ce chapitre. Les racines
réelles de I’équation II.11 sont tracées sur la figure II1.7(a) : le nombre d’onde g est
représenté en fonction de la pré-contrainte moyenne imposée €. Les valeurs de la pré-
contrainte moyenne au seuil €. et leurs nombres d’ondes associés g, sont représentés
par des disques noirs.

Deux régimes apparaissent en fonction de la valeur de §, comme on peut le voir
sur la figure II1.7(b)(c). Nous identifions une valeur critique 5 pour ce parametre :
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FIGURE III.7 - Analyse de bifurcation de la bi-poutre. (a) Courbes
de stabilité marginale en fonction de la pré-contrainte moyenne im-
posée € pour différentes valeurs de la I'écart de pré-contrainte § =
1,2,v/8,3,4,5 (le trajet de déchargement est indiqué par une fleche).
(b) Nombre d’onde du premier mode instable g, en fonction de 1’écart
de pré-contrainte 4. (c) Déformation de la "section", yf;%, en fonction

de I'écart de pré-contrainte 9.

— lorsque 5 < 3" le nombre d’onde au seuil g. est nul et les sections de la bi-
poutre ne se déforment pas (7! = 7i!), c’est un régime de flambement macro-
scopique,

— lorsque I'écart de pré-contrainte adimensionné est grand (5 > "), g. est non
nul et les sections se déforment, c’est un régime de flambement microscopique.

La courbe orange sur la figure II1.7(a) correspond 2 6 = § = /8 qui sépare le

régime de flambage microscopique du régime de flambage macroscopique. Cette valeur
critique peut étre déterminée en écrivant le développement de 1’équation I1I.11 pour
des petites valeurs de €. On a alors

7 (@ +2(1-5/8)) =0,

etil vient 5" = /8.

Lorsque l'écart de pré-contrainte est nul, § = 0, ou pour des ressorts trées raides,
R — o0, I’énergie est minimale si y;(z) = yy(2), c’est a dire si les deux poutres se
déplacent ensemble afin d’éviter le cotit énergétique associé a la déformation des
ressorts. Le modéle est alors équivalent a une poutre unique soumise a une com-
pression G e et 'instabilité obtenue correspond au flambement d’Euler étudié dans
le chapitre 1.

A l'inverse, si € — 400 et § — +oo alors que € — §/2 reste fini, la poutre II
reste droite (yr7(z) est constant) afin d’éviter le cotit énergétique du terme alors for-
tement stabilisant G (e + §/2) y/};° /2. Le modele classique d’une poutre sur fonda-
tion, présenté dans la section précédente, décrit alors le comportement de la poutre
I, soumise a la pré-contrainte G (e — 6/2). Ceci correspond en terme de variables
adimensionnées a3 € — oo et § — 0o, avec € — 3/ 2 restant fini. La courbe en gris clair
pointillé sur la figure II1.7(b) représente cette limite. La convergence du modele de
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FIGURE III.8 — Nombre de perversions en fonction de la pré-

contrainte et du rapport d’aspect, d’apres LIU et al. (2014), superposé

a transition micro-macro prédite par le modele de bi-poutre (trait bleu
pointillé).

bi-poutre vers ces deux cas limites est illustrée dans 'article reproduit a la fin de ce
chapitre.

II1.3.3. Retour aux résultats expérimentaux

Nous venons de présenter deux modeles de structures élancées produisant des
instabilités microscopiques. Le second modéle reproduit le comportement expérimen-
tal de maniere qualitative. Il fait apparaitre un nombre sans dimension 4, lié au rap-
port entre 1’écart de pré-contrainte et la longueur naturelle /, qui contrdle la transi-
tion entre un flambement macroscopique (pour 6 < §") et un flambement microscopique
(pour § > §"). Afin de confronter ce modele aux résultats expérimentaux de HUANG
et al. (2012) et LIU et al. (2014), nous proposons ici une analogie avec un modele
de plaque pour proposer une expression approchée du parametre § en fonction des
parametres de l'expérience : le rapport d’aspect de la section 2 et le pré-étirement p.

Nous identifions ainsi I'énergie par unité de longueur associée au travail des
ressorts dans le modele de bi-poutre II1.9 avec I'énergie de flexion par unité de lon-
gueur d'une plaque mince d’épaisseur h et de largeur v, contenue dans le plan (z, 2)
et soumise & une déflexion vy — vy,

v _ 2
wa/ ER (W) dy.
0 v

Cette identification nous suggere R ~ E (2)”. Pour des faibles pré-contraintes § ~
p—1,la valeur critique du parametre de pré-étirement p correspondant a la transition

micro-macro est ainsi identifiée comme p* — 1 = §* = ‘g—g et ainsi
B 2
pr—1~+/2/3 () . (II.12)
v

La loi d’échelle ainsi obtenue est tracée sur la figure II1.8 en trait pointillé bleu et su-
perposée aux résultats de LIU et al. (2014). Malgré une cinématique tres approchée,
ce modele naif de bi-poutre prédit remarquablement bien la transition micro-macro
observée dans les expériences : les observations expérimentales de motifs a perver-
sions multiples apparaissent dans la plage de parametres correspondant au régime
microscopique identifié par ce modele simple. Cependant, les valeurs d’extension en
ceuvre dans les expériences dépassent le cadre de 1’élasticité linéaire dans lequel
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FIGURE II1.9 — Plaque mince soumise & une pré-contrainte constante
par morceaux : solution homogene plane.

s’inscrit ce modele, qui reste tres élémentaire. En particulier il ne prend pas préci-
sément en compte la distribution des hétérogénéités de pré-contrainte au sein de la
section.

Nous proposons dans la suite de modéliser I'expérience de HUANG et al. (2012)
et LIU et al. (2014) au moyen de modeles a la cinématique plus riche. D’abord un
modele de plaque mince valable pour des faibles valeurs du rapport d’aspect, * < 1,
puis une formulation fondée sur les équations de 1’élasticité finie 3-d.

III.4 Modéeles plus avancés

II1.4.1. Plaque mince

Les équations de Foppl-von-Karméan (CIARLET, 1980) sont couramment utilisées
pour modéliser le flambement des toles métalliques soumises a des contraintes rési-
duelles hétérogenes induites par des effets thermiques lors des procédés de laminage
ou de planage, voir par exemple KPOGAN (2014). Ces travaux font état de motifs de
flambement de faible longueur d’onde dont I’apparition est pilotée par la distribu-
tion et 'amplitude de la pré-contrainte.

Nous adoptons une approche similaire dans cette section pour modéliser 1"expé-
rience de HUANG et al. (2012) et L1U et al. (2014) dans la limite de sections tres plates,
h < v. Nous considérons une plaque mince élastique de largeur v, d’épaisseur h et
de longueur infinie L — oo soumise a une pré-contrainte axiale constante par mor-
ceaux, comme représenté figure II1.9. La pré-contrainte est alignée avec la direction
Z,

4]

NO (e;x) = Eh <e + x(z) 2) , (IIL.13a)

ot x(x) = £1 désigne la fonction constante par morceaux,

() = {—1 dans la demi-plaque 7, 0 < = < v/2, (I1L.13b)

+1 dans la demi-plaque II, v/2 < x < v.

Comme pour la bi-poutre, 1'écart de pré-contrainte NB;H — NS;I = Eh¢ est généré
par la pré-contrainte § imposée a la moitié II avant I’assemblage avec la moitié /. La
pré-contrainte moyenne (V. BgI—HV ZO Z’H) /2 = Eh e est générée par |'extension moyenne
€, imposée par le déplacement des extrémités de la plaque apres assemblage.
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La solution fondamentale est la solution plane représentée sur la figure II1.9. Une
petite perturbation transverse w(x, y) vérifie les équations de Foppl-von-Kérman li-
néarisées, voir par exemple AUDOLY (2015),

O(NY (&) w.(z,2))
0z

—D A*w(z, 2) + =0,

on D = LN y est le module de flexion de la plaque, E désigne le module de

12102
Young et v le coefficient de Poisson. Les conditions limites en z = 0 et z = v sont des

conditions de bord libre qui s’écrivent classiquement
Wap +V W, =0 et wge, + (2 — l/) Wz = 0,

comme établi par exemple par LANDAU et LIFSHITZ (1970).
Ces équations s’écrivent sous forme adimensionnée en utilisant

6 1 h?

0=, €= b o= 1114
gt Tt oY 12(1 = 12) 12 (IL.14)

Si I'on considere alors une perturbation harmonique en fonction de la coordonnée

axiale adimensionnée,

w(z,z) =& (%) ¢z, (II.15)

le probleme peut s’écrire comme une équation différentielle d’ordre 4 pour une fonc-
tion a une seule variable & (£) qui ne dépend plus que du module de Poisson v. Ce
probleme aux valeurs propres pour &1 (£) est soluble numériquement, par exemple
par la méthode du tir présentée dans le chapitre I. L'expression détaillée de cette
équation et la méthode de résolution utilisée sont présentées dans 1’article reproduit
a la fin de ce chapitre.

Les résultats sont représentés dans la figure II1.10 pour une plaque faite d'un
matériau incompressible (v = 0.5). Les valeurs de la pré-contrainte moyenne impo-
sée au seuil €. et leurs nombres d’onde associés g, sont représentés par des disques
noirs (voir figure I11.10(a)). Il existe une valeur critique 5 permettant de définir deux
régimes.

— Pour les faibles valeurs de 1’écart de pré-contrainte, 6 < 3*, le premier nombre
d’onde critique g, est nul. Les modes critiques associés correspondent a des
déplacements rigides de la section, c’est a dire a des fonctions &; affines,
comme c’est le cas pour § = 50 figure I11.10(c)(d).

— Pour les fortes valeurs de 1’écart de pré-contrainte, 6> ?, le nombre d’onde
g, n'est pas nul et augmente avec la valeur de . Les modes critiques associés

"
correspondent a une courbure de la section %11 localisée dans la zone de plus

forte pré-contrainte compressive, c’est a dire pour T < . C’est le cas pour
2

§ =100 et & = 200 figure I11.10(c)(d).

Ainsi ce modele de plaque reproduit la transition entre des modes de flambement
macroscopigues pour des faibles valeurs de § et des modes de flambements microsco-
piques pour les valeurs élevées de 6. Ce parametre adimensionnel mesure le rapport
entre 1’écart de pré-contrainte et la rigidité en flexion de la section de la plaque. Sa
valeur critique est estimée numériquement 5~ 90 (voir figure II1.10(b)), c’est a dire

d =~ 10 (%) ? lorsque v = 0.5. Cette loi d’échelle est similaire a la prédiction du modele
de bi-poutre présenté a la section précédente , voir II1.12 mais le facteur numérique
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FIGURE III.10 — Analyse de bifurcation linéaire de la solution plane
du modele de plaque avec v = .5. (a) Courbe de stabilité marginale
(¢,g) pour différentes valeurs de l'écart de pré-contrainte J (le tra-
jet de déchargement est indiqué par une fleche). (b) Nombre d’onde,
(c) mesure de la courbure de la section, et (d) déplacement corres-
pondant au premier mode critique € = €., pour différentes valeurs
de 4. Les points numérotés A, B et C correspondent respectivement a
§ = 50, 200, 400.

differe d’un ordre de grandeur. Cet écart s’explique par le détail de la déformation
des sections qui n’est pas pris en compte par le modéle de bi-poutre.

Remarquons enfin que limn_,, d t=0,ce qui implique des pré-contraintes faibles
pour les faibles valeurs du ra[;port d’aspect. Ainsi, l'utilisation d’un comportement
linéaire élastique est justifiée dans le domaine de validité des équations de plaques
minces, % — 0.

Examinons a présent un modele rigoureux appuyé sur les équations de 1'élasti-
cité 3-d introduites au chapitre I.

I11.4.2. Modele 3-d

Dans cette section, le ruban pré-contraint de I’expérience de HUANG et al. (2012)
et LIU et al. (2014) est modélisé par un solide prismatique de section rectangulaire,
infiniment long dans sa direction axiale et constitué d’un matériau de Gent hyper-
élastique faiblement compressible, réputé plus réaliste pour décrire le comportement
des polymeres. Les différentes configurations de ce solide prismatique sont repré-
sentées sur la figure IIL.11.

— Dans leur configuration naturelle (1) les deux rubans numérotés I et II sont
des parallélépipedes rectangles de section h x (v/2) et i x (v'/2) respective-
ment.

— Dans la configuration (2), le ruban II est pré-étiré d'un étirement p > 1 puis
les deux ruban sont assemblés. Les dimensions originales k' et v'/2 ont été
choisies de telle sorte que les deux rubans ont les mémes dimensions h x (v/2)
dans cette configuration (2). Les coordonnées (Z, §, Z) dans cette configuration
sont utilisées comme coordonnées lagrangiennes dans la suite et nous notons
D la section de référence D = (0,v) x (0,h) : (%,9) € D.

— Les deux extrémités de la poutre assemblée sont progressivement relachées et
I’étirement global résultant est noté A < 1. L'extension par rapport a la confi-
guration naturelle (1) dans les deux moitiés de ruban sont respectivement A
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FIGURE III.11 — Modele 3-d : (1) configuration naturelle, (2) configu-

ration pré-contrainte (configuration de référence), (3) solution homo-

géne pour une pré-contrainte p et une extension globale imposée A,
(4) configuration finale apres bifurcation.

=

dans la moitié I et p A dans la moitié II. La solution homogene invariante (3)
ainsi obtenue peut étre stable ou instable.
— Une configuration flambée non-invariante et non-symétrique (4) apparait
éventuellement lors d"une bifurcation.
Le lien avec les parametres de chargement € et § définis dans les deux modeles
précédents est obtenu par identification de la pré-contrainte dans chacune des deux
moitiés du ruban, ainsi

0
1+e+ 3= Ap dans la moitié 1],
0
1+e€e— 3= A dans la moitié . (IL.16)

Ainsi lorsque les extensions sont faibles, c’est a dire lorsque p ~ 1 et A ~ 1, il vient
e~A—letd~p—1.

La configuration (3) étant homogene en Z, il est possible d’utiliser le formalisme
introduit dans le chapitre I pour rechercher les équilibres adjacents au voisinage de
cette solution. II suffit pour cela de remplacer le gradient de la transformation F'
par le tenseur H = F - G dans l'expression de 'énergie élastique, selon la décom-
position multiplicative classiquement utilisée en théorie de la croissance, voir par
exemple GORIELY et al. (2008).

Solution fondamentale invariante et homogéne

Le systeme étant invariant dans la direction axiale, la solution homogene s’écrit

N/~ ~ ~ -~ ~
o0 (#,8,%) = el (N 2,9) + (A= 1) Zey,
ol fg()\; Z,7) peut étre calculé numériquement en fonction du parametre \ en résol-
vant un probleme d’élasticité 2-d non-linéaire sur la section D. Ce probleme s’écrit de
la méme maniére que dans le chapitre I § 1.2.2., pour tout champ virtuel 2-d $(z, )
vérifiant les conditions aux limites sur la section,

//D () (H () - H) dzdg =0,
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FIGURE III.12 — Pré-contrainte associée a la solution homogene pour
le barreau hétérogeéne sous étirement A constant : pré-contrainte
axiale ¥3 ()\;7,7) (2 gauche) et norme de la pré-contrainte dans le
plan de la section \E“(/\ Z,9))| (a droite) pour les rapports d’aspect
h/v = 0.1,0.2,04 (de haut en bas); parametres matériau : y = 1,
K =10, Jy, = 100 (voir loi de comportement 1.15 dans le chapitre I);
pré-étirement p = 1.11; extension globale imposée A = 0.9.
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ou H = E G. L'expression générale de ¥ pour le modele de Gent utilisé dans ce cha-
pitre ainsi que les détails de I'implémentation sont exposés dans 'article reproduit
a la fin de ce chapitre. Comme signalé au chapitre I, le tenseur de pré-contrainte de
Piola-Kirchhoff pour cette solution présente une forme diagonale par blocs

(X 2,9) 0
(g[)b]) = =0 . (111.17)
0 S5 (A &, 7)

4

Cette derniere propriété est une conséquence directe de l'invariance de la solution
fondamentale dans la direction axiale Z. Notons que la dépendance par rapport au
parametre de pré-étirement p est une nouveauté par rapport au formalisme du cha-
pitre I § 1.2.2. et reste implicite dans nos notations. Les cartographies des valeurs
prises par ce tenseur de pré-contrainte sont tracées figure III.12 pour différents rap-
ports d’aspect (la valeur de h varie alors que v = 1). La contrainte axiale (a gauche)
est quasiment uniforme sur chacune des deux moitiés de la section : le solide est en
compression dans la région I et en tension dans la région II pour ces valeurs des
parameétres de chargement. C’est cette pré-contrainte compressive qui peut rendre
instable la configuration homogene, comme nous le verrons plus loin.

Les composantes non-axiales du tenseur des contraintes (a droite) prennent des
valeurs non nulles du fait d’incompatibilités géométriques entre les deux domaines,
voir figure IIL.12(b). Celles-ci sont localisées au voisinage de l'interface et pro-
viennent des écarts entre les modules d’élasticité tangente du matériau dans ces
deux zones. Les modules d’élasticité tangente sont en effet affectés par 1’état de pré-
contrainte du matériau, ainsi que nous 1’avons remarqué dans les chapitres I et II.
Ces composantes non-axiales restent néanmoins trés faibles devant la pré-contrainte
axiale, comme l'attestent les échelles sur la figure I11.12.
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Analyse de bifurcation

L’analyse de bifurcation de la solution homogene s’appuie sur les résultats du
chapitre I § 1.3.3. o1 nous avions montré que pour une perturbation harmonique en
Z associée au nombre d’onde ¢ le probléme de bifurcation peut s’écrire comme un
probleme aux valeurs propres quadratique

VE, € (Kx+qCr+q°My)-£=0, (I1.18)

ol le vecteur propre £ contient 'amplitude complexe des degrés de libertés réels et
virtuels discrétisés sur la section D. Ici avec des notations continues, le déplacement
est recherché sous une forme harmonique en z

o(#,9,2) = (1@, 9) +i&5 (3, 9)) €97,

2(.5.2) = (€ @.9) + & @9) .
Cette formulation est une conséquence directe de l'invariance de la solution fon-
damentale et de 'hypothése L — oo. Les matrices K, C) et M, dépendent de la
solution homogene via les parameétres A et p, des caractéristiques de la section et
du matériau considéré. L'expression détaillée de ces matrices differe ici de celle pré-
sentée au chapitre I car la solution homogeéne dépend maintenant du parametre de
pré-étirement incompatible p. Elle est donnée dans 1'article reproduit a la fin de ce
chapitre pour un matériau de Gent.

L'implémentation numérique par éléments finis de la résolution du probleme
aux valeurs propres III.18, similaire a celle utilisée dans le chapitre I § 1.3.3. pour
résoudre le probleme de bifurcation linéaire du barreau en compression, est détaillée
dans ce méme article.

Les solutions numériques du probleme aux valeurs propres II1.18 sont tracées
figure 111.13(a) pour 2 = 0.1 et pour différentes valeurs de la précontrainte p. Les
valeurs de I’étirement global au seuil ). et les nombres d’onde associés g. sont repré-
sentés par des disques noirs. Dans les calculs par éléments finis, la taille de maille
caractéristique ainsi que le pas A\ entre deux calculs ont été choisis de telle sorte
que l'erreur numérique sur la valeur de g, reste inférieure a 0.05 en valeur absolue.
Comme avec les modeles précédents, nous observons une transition d’un flambe-
ment macroscopique de grande longueur d’onde (g. = 0 si p < p*) vers un flambe-
ment microscopique a petite longueur d’onde (g. > 0 sip > p*) lorsque la valeur du
pré-étirement p augmente. La valeur critique correspondant a la transition entre ces
deux régimes est estimée numériquement a p* ~ 1.1 pour % =0.1.

La figure II1.13(b) présente une comparaison des résultats du modele 3-d avec
le modele de plaque introduit au § II1.4.1. Le nombre d’onde critique g, est tracé en
fonction de l’écart de pré-contrainte adimensionné J (calculé a partir de la valeur du
pré-étirement p et en utilisant les relations II1.16) pour différentes valeurs du rapport
d’aspect. Cette prédiction du modele 3-d converge vers la prédiction du modele de
plaque dans la limite des faibles rapports d’aspects, comme attendu. Pour 2 = 0.1
et p = 1.11 le premier mode instable, tracé en figure II1.13(c), se déforme essentielle-
ment en flexion et le déplacement associé est principalement vertical. Cette cinéma-
tique est similaire a celle qui sous-tend le modele de plaque, voir figure I11.10(c).

Cette approche 3-d est rigoureuse car elle s’appuie sur les équations exactes de
I’élasticité finie. Elle prend non seulement en compte une cinématique complete,
mais également les non-linéarités de comportement qui ne sont pas négligeables
lorsque la pré-contrainte atteint une valeur élevée. La formulation utilisée dans ce
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FIGURE III.13 — Analyse de bifurcation pour le modele 3-d hyper-
élastique avec u = 1, K = 10, Ji, = 100 et la taille de maille typique
e = 0.02. (a) Courbe de stabilité marginale pour h/v = 0.1 et diffé-
rentes valeurs du pré-étirement p. Le trajet de déchargement est indi-
qué par une fleche. Premier mode critique. (b) Test de numérique de
convergence vers le modele de plaque dans la limite d"un faible rap-
port d’aspect h/v — 0 : le nombre d’onde critique prédit par le mo-
dele 3-d (points connectés par des traits fins) converge vers le nombre
d’onde prédit par le modele de plaque (traits épais). (c) Premier mode
critique pour p = 1.11 et h/v = 0.1, tracé pour une petite amplitude
arbitraire.
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(a) (b)

>’
instable ) A=20 4 g2\
stable
instabilité microscopique instabilité macroscopique

FIGURE III.14 — Courbes de stabilité marginale pour deux solides

prismatiques soumis a une pré-contrainte hétérogene (version styli-

sée de la figure II.13). Le trajet de déchargement est indiqué par une

fleche. (a) : Cas d’une instabilité microscopique : le systéme bifurque

pour A = X, et un nombre d’onde ¢. # 0 est sélectionné. (b) Cas

d’une instabilité macroscopique : un nombre d’onde nul est sélectionné,
ge =0,et A0 = ).

paragraphe est une variante des équations introduites au chapitre I qui permet de
traiter une distribution arbitraire de pré-contrainte dans la section.

Cependant, ce dernier modéle implique des calculs numériques fastidieux, sur-
tout lorsqu’il s’agit de réaliser une étude paramétrique et de déterminer la valeur
de pré-contrainte p* correspondant a la transition entre flambement macroscopique
et flambement microscopique. En effet, il faut alors résoudre le probleme aux valeurs
propres quadratique I1I.18 pour chaque valeur de l’extension globale A afin de dé-
terminer \. de maniere suffisamment précise et estimer ainsi la valeur de ¢.. Il est
ensuite nécessaire d’itérer cette opération pour plusieurs valeurs de la pré-contrainte
p afin d’encadrer la valeur de p*. Nous présentons dans la prochaine section une mé-
thode originale permettant de contourner cette difficulté.

III.5 Développement a faible nombre d’onde

III.5.1. Principe

Les courbes de stabilité marginale stylisées sont tracées figure I11.14 pour les deux
scénarios de flambement d"un solide prismatique soumis a une pré-contrainte inho-
mogene. L'étirement global imposé A est progressivement réduit (comme indiqué
par la fleche) et la solution homogene bifurque a la valeur critique A.. Nous notons
MO T’étirement correspondant a 1’existence d’un mode linéaire de longueur d’onde
infinie au voisinage de la branche fondamentale. Noter que pour le flambement mi-
croscopique \?) < ). alors que A\(?) = ). pour le flambement macroscopique.

Au voisinage du point (A(?),0) o elle intersecte I'axe ), la courbe de stabilité
marginale peut étre approchée par une parabole telle que A = A + ¢2 A() (lignes
en pointillés sur les deux parties figure I11.14). Le développement asymptotique que
I'on se propose de présenter dans cette section a pour objectif de calculer le coef-
ficient A1) directement a partir de la solution fondamentale. Le signe de A\(") dé-
termine la courbure de la courbe de stabilité marginale au voisinage de (A(),0).
Comme représenté sur la figure II1.14, une longueur d’onde infinie correspond a
A1) < 0, alors qu’une petite longueur d’onde correspond a A > 0. La méthode
présentée ici permet ainsi de déterminer si la bifurcation est microscopique ou macro-
scopique sans résoudre le probleme de bifurcation complet. Elle peut étre appliquée a
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chacun des trois modeles présentés dans les sections précédentes : bi-poutre, plaque
mince ou modele 3-d. Nous en présentons d’abord une formulation générale, puis
nous détaillerons son application au modéle de plaque.

Forme générale du probleme de bifurcation

Pour les trois modeles étudiés dans cette section (bi-poutre, plaque mince et
modele 3-d), I'invariance de la solution fondamentale dans la direction axiale per-
met d’écrire la forme faible de 1’équilibre linéarisé comme un probléme aux valeurs
propres polynomial en ¢

VE, E-dd-&+qfdy -G+ +q"EdR & =0, (I11.20)

ot le vecteur & rassemble les degrés de liberté sur la section, associés a une pertur-
bation harmonique ¢ = § 1€'9% dans la direction axiale.

Dans le cas du modeéle de bi-poutre présenté §I11.3.2., le vecteur &; est un vecteur
réel a deux composantes (7', 7'7). Les opérateurs di sont alors des matrices réelles et
le vecteur des déplacements virtuels ¢ peut étre directement éliminé de I11.20. Pour
les modeles plus raffinés de type plaque mince ou élasticité 3-d, voir § I11.4.1. et
§ [I1.4.2., les sections posseédent un nombre infini de degrés de liberté et £; est une
collection de fonctions définies sur chaque section : fonctions scalaires d"une seule
variable dans le cas de la bi-plaque ou fonctions vectorielles 3-d de deux variables
dans le modéle 3-d. Dans ces deux cas les produits scalaires dans I'équation III1.20
impliquent des intégrations sur la section et I’élimination des déplacements virtuels
£ n’est pas toujours souhaitable.

L’ordre n et les opérateurs bilinéaires dg, ..., dy dépendent du modele considéré
(poutre, plaque, élasticité 3-d, ...). Leur expression explicite dépend de la solution
fondamentale que I'on suppose ici connue; elle est détaillée dans LESTRINGANT et
AUDOLY (2016) pour chacun des modeles étudiés dans cette section. Pour le modele
3-d, la forme II1.20 s’identifie directement avec I'équation II1.18 pour n = 2 en posant
dg]\ = K,\, d%\ = C')\ etd?\ = M)\.

Comme ’ordre n du probléme aux valeurs propres polynomial I11.20 dépend du
modele utilisé, nous choisissons d"unifier la présentation des différents modéles en
observant que pour n‘importe quelle valeur de n, ’équation II1.20 peut se récrire
sous la forme d’un probleme aux valeurs propres quadratique sans terme linéaire en

q

(1)

VE, E-A\-E+¢E-B\-2=0, (II1.21a)
ou Ay et B) sont deux opérateurs symétriques. Le vecteur propre généralisé = est
défini par la somme directe des vecteurs propres de 1'équation d’origine &; et de
vecteurs de la forme ¢* ¢; pour certaines puissances k bien choisies. Ces vecteurs se
notent par blocs
&1
== |d¢ ). (II1.21b)

Dans l'équation I1I.21a, le déplacement virtuel = est un vecteur arbitraire de méme
longueur que = mais pas nécessairement de la forme II1.21b. Une propriété impor-
tante de cette équation est que le noyau de A est indépendant de 1’étirement global
A. Ces différentes propriétés peuvent étre vérifiées pour chacun des modeles comme
nous le montrons dans LESTRINGANT et AUDOLY (2016). Le lecteur intéressé est
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invité a se référer cet article reproduit a la fin de ce chapitre et qui présente les ex-
pressions détaillées de 1’équation II1.21a pour les différents modéles étudiés.

Développement asymptotique

Nous utilisons le nombre d’onde ¢ comme un parametre de développement et
cherchons une solution a I'équilibre linéarisé II1.21a sous la forme

2=20 4 20 4 #4504 ... (II1.22a)
A=2O £ 2AD 44 \@ 4 (II1.22b)

L’absence de puissances impaires de ¢ dans ces développements est imposée par la
symétrie ¢ — —q dans 'équation II1.21a. Cette symétrie est elle-méme une consé-
quence de la symétrie de la solution homogene par réflexion par rapport au plan
(@,9).

Les opérateurs Ay et B) dépendent de )\ et peuvent étre développés en utili-
sant I11.22b

Ay = A(O) + q2 A AI(O) N (TI1.23a)
By = By + q2 A BEO) I (II1.23b)

ot nous notons A gy = A,_, ), Bo) = By_yo et

dB),
/ _
By =

o dA, ,  dZA,

O A Lo O dx2 |0’

Résumé formel de 1a méthode

Dans un souci de concision nous ne présenterons pas ici les détails de la réso-
lution de I'équation IIl.21a ordre par ordre grace au développement introduit ci-
dessus. Celle-ci consiste a caractériser le noyau de l'opérateur A, constitué des
modes dits rigides, puis a écrire l’alternative de Fredholm pour cet opérateur a
chaque ordre. Nous déterminons ainsi une condition de solubilité qui doit étre véri-
fiée a chaque ordre préalablement a la résolution des équations. Le lecteur est invité
a se référer a l’article reproduit a la fin de ce chapitre ol1 une présentation complete
de la mise en ceuvre de ce développement est proposée.

Les principales étapes en sont résumées ci-dessous.

1. Vérification des propriétés requises pour les opérateurs : Ay et By sont symé-
triques et ker Ay ne dépend pas de A;

2. Condition de solubilité a I'ordre 2. Calculer la restriction B* de 'opérateur
B\, a ker A et déterminer 1’étirement A\(®) en résolvant 1’équation implicite

det B*(A©) = 0; (I11.24)

3. Résolution a l’ordre 2. Déterminer la dimension n* de ker B*(A(?)) et intro-
duire les n* composantes inconnues de =(°) dans une base de ker B*(\(“)),

20 ¢ ker B*(A?), (I11.25)

n* = dimker B*(\(?); (II1.26)
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4. Résolution a l’ordre 2. Trouver une solution particuliere Eg) du probleme aux

valeurs propres a 'ordre ¢ :
VE, E-Aq EW+E-Bp =20 =0 (I1.27)

en fonction des n* composantes de =0,

5. Condition de solubilité a I’ordre 4. Utiliser 1’équation

(1)
(1)

V2 e ker B*(A"), E. B -2 + AV E. B 20 =0 (IIL.28)

pour écrire n* équations pour les n* composantes de Z() et pour A(V);

6. Condition de solubilité a I'ordre 4. Résoudre ces n* équations pour AL et
pour Z(¥) a une constante multiplicative pres.

Comme annoncé, cette méthode permet de calculer A\(") et de déduire ainsi le type
de bifurcation : flambement microscopique si \(') > 0 et flambement macroscopique si
AW <.

Pour les modeles de bi-poutre et de plaque mince, définis dans le cadre de 1’élas-
ticité linéaire (i. e. dans la limite des faibles )), le parametre de chargement n’est pas
I’étirement global A mais I’extension moyenne € ~ 1 — A.

Cette méthode présente de nombreuses similarités formelles avec le dévelop-
pement faiblement non-linéaire brievement présenté dans le cadre du flambement
d’Euler dans le chapitre I §I.1. Ce dernier, connu sous le nom de Lyapunov-Schmidt-
Koiter (KOITER, 1965; HEIJDEN, 2008) fait également intervenir des opérateurs sin-
guliers et implique pour cela I’écriture d"une condition de solubilité a chaque ordre.
Il y a cependant une différence fondamentale entre ces deux méthodes. La mé-
thode de Lyapunov-Schmidt-Koiter consiste en un développement non-linéaire de
V'amplitude du déplacement en fonction du chargement alors que dans notre mé-
thode un développement de la longueur d’onde critique en fonction du chargement
est résolu a partir de 1’'équation d’équilibre linéarisée par rapport au déplacement
(qui est non-linéaire par rapport au nombre d’onde g).

L’article reproduit a la fin de ce chapitre présente des applications détaillées de
cette procédure générale aux trois modeles étudiés dans ce chapitre, § I11.3.2., I11.4.1.
etII1.4.2.. Nous discuterons les résultats ainsi obtenus pour le modele de plaque dans
la prochaine section. Pour ce modele, le développement a faible nombre d’onde peut
étre mené de maniere analytique et les résultats sont exprimés de maniere explicite.

III.5.2. Application au modéle de plaque mince

Les détails techniques de la mise en ceuvre du développement asymptotique
a faible ¢ présenté ci-dessus étant présentés en détails dans l'article reproduit a la
fin de ce chapitre, nous nous contentons d’en commenter ici les principaux résul-
tats pour le probleme de la plaque mince soumise a une pré-contrainte hétérogéne
constante par morceaux, décrit § III.4.1. et schématisé figure IIL.9. Notons que 'ex-
tension est notée ¢ dans le cadre de 1’élasticité linéarisée, ce parametre remplacera
donc A dans le développement précédent.

Pour ce modele, le vecteur £ des degrés de liberté sur une section est une fonction
scalaire de la variable transverse x qui correspond a la restriction de la déflexion
w(x, z). L'opérateur A dérive d'une énergie de flexion et son noyau est de dimension
2. Il est défini comme l'ensemble des déplacements affines en x et des déplacements
uniformes sur la section : £(z) = az + 8 pour (a, 3) € R?, ce qui correspond aux
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FIGURE II1.15 — Diagramme de bifurcation pour le modele de plaque,
pour v = .5. (a) Diagramme de phase : résultats par la méthode du
tir présentée § I11.4.1. (étoiles, disques et trait noir fin), prédictions du
développement a faible nombre d’onde d’aprés les équations II1.29a
et I11.29b (trait épais vert et domaine en rouge clair) et prédiction Egg
du modele de poutre d’apres 'équation II1.34 (trait pointillé bleu).
(b,b”) Allure des courbes de stabilité marginale dans le plan (6, E) cor-
respondant respectivement aux cas macro et micro.

rotations rigides. I/ extension a I'ordre 0 en ¢, €% (v, §) est déterminée a I'étape 2 par
I'équation quadratique III.24 qui s’écrit pour ce modele

3

=2
=0. I11.2
16 0- =0 (II1.29a)

e®? 1241 1) e® -
Les détails d’'implémentation des étapes 3 a 5 du développement a faible nombre
d’onde sont décrits dans 'article reproduit a la fin de ce chapitre. Le coefficient ")
mesurant la courbure de la courbe de stabilité marginale aux faibles nombres d’onde
est calculé a I’étape 6 et prend la forme

g(l) — gy(E(O), 5),

ol I'expression explicite de la fonction g, dépend du coefficient de Poisson v. Ainsi
pour v = 0.5 il vient

5 —493" + 85 (T122 4+ 700€ — 2520 ) — 512& (3 + 56 + 490)
e 8960 (35° + 1622)

(IT1.29b)
Ces deux quantités sont présentées dans la figure 11115 : valeur de &% (v = 0.5,6)
calculé d’apres I'équation T11.29a (courbe verte) et signe de e!) = g, (¢¥), ) d’apres
I'expression explicite I11.29b (€1 = g, (€(?),§) > 0 correspond au domaine en rouge
clair). Le mode de bifurcation est macroscopique lorsque les courbes en noir (exten-
sion critique calculée par la résolution directe § I11.4.1.) et en vert (€9 calculé par le
développement a faible nombre d’onde) coincident. Ceci correspond également au
cas ol la courbe verte est en dehors de la zone en rouge clair D = g,(€9,5) < 0).
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Le mode de bifurcation est macroscopique dans les autres cas M =g, (E(O) ,6) > 0).
Ainsi le développement a faible nombre d’onde prédit que

macroscopique si [6| < 6" (v),

le premier mode de bifurcation est { (TI1.30)

microscopique  si [6] > 6" (v),

en bon accord avec les prédictions de la méthode directe discutée au § II1.4.1. (voir
aussi l'article reproduit a la fin de ce chapitre pour une comparaison détaillée des
courbes de stabilité marginales et des asymptotes obtenues par le développement a
faible q).

La valeur critique 3" (v) peut étre obtenue analytiquement en résolvant simulta-
nément I11.29a et g, (¢(?), §) = 0 pour les deux inconnues § et #?). Ceci fait apparaitre
une équation polynomiale dont nous ne présentons pas l'expression ici, dans un
souci de concision. La solution réelle de cette équation peut étre évaluée avec une
précision arbitraire. Ainsi pour v = 0.5 nous obtenons

3 (v = 0.5) = 88.247 (II1.31)

Cette valeur exacte est proche de 'estimation obtenue par la résolution directe, FRES
90, voir § I11.4.1.

Cette méthode est tres rapide a mettre en ceuvre et permet de tracer directe-
ment le diagramme de phase pour la transition micro-macro sans avoir a résoudre
le probléme de bifurcation linéarisé pour chaque valeur du parametre § et/ou pour
chaque forme de la distribution de pré-contrainte. Elle peut étre appliquée de ma-
niere immédiate a une distribution quelconque de pré-contrainte dans la section de
la plaque.

Cas d’une distribution linéaire de pré-contrainte

Afin d’illustrer la généralité de cette méthode et de s’assurer que la transition
micro-macro n’est pas spécifique a une pré-contrainte constante par morceaux, nous
considérons par exemple une pré-contrainte dépendant linéairement de la coordon-
née transverse x. Nous remplagons alors la définition II1.13a par

3 /xz 1
N° (e;z) = Eh S=Z—-2)9).
ZZ(€7$) (€+2 <L 2> )

Dans cette formule le facteur numérique 3/2 a été choisi de maniere a ce que le mo-
ment fléchissant induit par la pré-contrainte soit identique au chargement précédent,

c’est a dire,
v L Ehv?6
mg = / N2 (e; ) (x — 2) de = Ty (II1.32)
0

Ceci permet de comparer l'effet du parametre § mesurant 1’écart de la nouvelle
distribution (linéaire) de pré-contrainte avec celui de la distribution précédente
(constante par morceaux). Avec cette nouvelle distribution, 1’équation II1.29a est in-
changée. La pré-contrainte apparait en effet dans cette équation a travers le seul
moment résiduel m{ qui est préservé par construction. Par ailleurs la quantité
D) = g, (e §) dans I11.29b devient

_ 0% 5 2
20) 5y _ € V20 _(1_,2
9(€7.0) = 1oe0 210 ¢ A=V
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Une transition nicro-macro apparait pour la valeur critique 3 obtenue en résolvant
D = g, = 0. Avec I'expression de g, donnée ci-dessus nous obtenons €9 =20.1
dans le cas incompressible (v = 0.5). Ceci correspond a " = 63.8 d’apres I11.29a,
ce qui est significativement moins élevé que la valeur critique obtenue pour une
distribution constante par morceaux, voir II1.31.

Limite de faible pré-contrainte : équivalence avec le modele de poutre a courbure
naturelle

Utilisons a présent le développement asymptotique pour montrer que les prédic-
tions du modele de plaque sont asymptotiquement en accord avec les prédictions du
modele de poutre naturellement courbée. L’analyse linéaire de bifurcation d"un mo-
dele de poutre naturellement courbée fait apparaitre la valeur critique de I'extension
moyenne € comme

(EB _ (my)”
¢ wJ, Ehv’
comme établi au début de ce chapitre, voir I’équation III.3. Calculons le module de
torsion équivalent en identifiant 1’énergie élastique associée, par unité de longueur,
a une déformation de torsion w(z, z) = 7 (z — L/2) z, avec I'énergie de torsion d'une
poutre, % - 72. Nous obtenons ainsi

(I11.33)

Eh3v

=2D(1-v)v= 1Y
e =vv=5a57)

En combinant I11.33, II1.32 et I’expression ci-dessus, nous obtenons la valeur de
’extension moyenne critique prédite par le modele de poutre d"Euler-Bernoulli

g (0) _ (1+v) 323752
e TEBT T (h) 16

Cette expression peut étre récrite en utilisant les variables adimensionnées intro-
duites par I1I.14, il vient alors

3 -
24 (1 - v)el) = i 5. (I11.34)
Cette prédiction, tracée sur la figure II1.15(a), est asymptotiquement équivalente
avec I'expression obtenue précédemment par 1'équation III.29a a partir du modele

de plaque, dans la limite § — 0. Le terme e présent dans I'équation III.29a et ab-
sent du terme de de gauche de II1.34 est en effet négligeable si ¢ et €®) sont tous les
deux petits.

La prédiction du modele de poutre d’Euler-Bernoulli devient mauvaise lorsque &
atteint ~ 10, c’est a dire pour un écart de pré-contrainte qui reste largement inférieur
a la valeur critique A~ 90a laquelle les modes microscopiques apparaissent. Ceci
montre que le modele de poutre naturellement courbée est d'un intérét limité pour
I’étude des structures soumises a des pré-contraintes inhomogenes, y compris pour
’analyse des modes macroscopiques.

II1.5.3. Application au 3-d

Le développement a faible nombre d’onde décrit § II1.5.1. peut étre appliqué au
modele 3-d présenté § I11.4.2. Le détails de 1'équation II1.21b et du développement



IIL.5. Développement a faible nombre d’onde 81

q (@
af (b) 7
= [
£ ? 15}
c
b T 1.0f »¥—~h/v=0.1
»—=h/v=0.2
\_: 0.5} h/v=0.4
© A 200 300 400 O
AV L) :.._)\

A L 1 1 1 1
07 0965 0970 0.975 ﬁ980 0.98g O.9§

(=

FIGURE III.16 — Prédiction du développement a faible nombre d’onde
pour le modele 3-d. (a) Asymptotes A = A(9) + g2 \(}) calculées par le
développement a faible nombre d’onde (§ I11.5.1.) pour différentes va-
leurs du pré-étirement p (traits pointillés en violet) superposées aux
courbes de la figure II1.13(a). (b) Valeurs de I’étirement critique p* ob-
tenu par interpolation linéaire des valeurs de A(!) pour différents rap-
ports d’aspect (étoiles) superposées aux courbes de la figure I11.13(b).

pour ce modele est décrit en détails dans 'article reproduit a la fin de ce chapitre.

Pour le cas traité figure I11.13(a), c’est a dire pour un rapport d’aspect h/v = 0.1
etp =1, K = 10, J,, = 100, les prédictions du développement a faible nombre
d’onde sont tracées figure II1.16(a) en traits pointillés. Il s’agit des paraboles A =
A g2 XD, ot les coefficients A(0) et A() sont calculés pour les différentes valeurs
du pré-étirement p suivant la méthode synthétisée § II1.5.1. en utilisant en particulier
les équations II1.24 et II1.28. Au voisinage de leur intersection avec I’axe ¢ = 0 les
paraboles fournissent une bonne approximation des courbes de stabilité marginale
calculées en résolvant le probleme de bifurcation complet, équation II1.20 § II1.4.2.
Pour cet exemple, \(}) est positif pour p = 1.11 et négatif pour p = 1.056 ce qui est
en accord avec la prédiction p* ~ 1.1, voir § [11.4.2.

En faisant l'interpolation linéaire des valeurs de A(!) calculées pour p = 1.056 et
p = 1.11 nous obtenons l’estimation

p* = 1.090. (111.35)

Cette valeur peut étre exprimée en terme d’écart de pré-contrainte adimensionné
et correspond a 0 = 89.6 ce qui est proche de la valeur § = 88.25 calculée pour le
modeéle de plaque au § II1.4.1. Ceci confirme 1’accord entre le modeéle de plaque et les
équations de ’élasticité finie 3-d a la limite des faibles rapports d’aspects, h/v — 0;
le petit écart entre les deux valeurs s’explique par le fait que le rapport d’aspect
considéré ici est fini (h/v = 0.1).

Cette procédure pour calculer le pré-étirement critique p* peut étre appliquée
pour différentes valeurs du rapport d’aspect h/v. Les valeurs de p* sont ensuite
converties en valeurs de § et représentées par des étoiles sur la figure I11.13(b). Cha-
cune de ces étoiles correspond bien a la plus petite valeur de § pour laquelle la réso-
lution du probleme de bifurcation linéarisé § I11.4.2. prédit g, = 0, ce qui confirme la
validité du développement a faible nombre d’onde pour ce modéle 3-d.
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II1.6 Conclusion

Bien que le systéme expérimental de HUANG et al. (2012) et L1U et al. (2014)
formé d’un ruban assemblé avec pré-contrainte ressemble a une poutre mince, le
modele classique d’Euler-Bernoulli est inapplicable parce que cette pré-contrainte
est finie. Notre analyse se fonde sur 3 modeles alternatifs : un modele simple de bi-
poutre, un modele de plaque mince valable dans la limite des sections tres plates
et une description 3-d rigoureuse appuyée sur la théorie de 1’élasticité finie incré-
mentale. L'étude de ces trois modeles révele que la longueur typique du motif de
flambement est sélectionnée par I'importance relative de la pré-contrainte et du rap-
port d’aspect des rubans. Elle permet d’expliquer les étonnantes observations ex-
périmentales, et en particulier la transition des motifs de flambement microscopiques
vers des motifs macroscopiques de grande longueur d’onde semblables a ceux prédits
par les modeles classiques. Nous proposons enfin une méthode semi-analytique ins-
pirée du développement faiblement non-linéaire de KOITER (1965) et permettant de
déduire le régime de longueur d’onde des modes critiques en détectant la transition
micro-macro directement a partir de la solution fondamentale.

Les modeéles classiques étant insuffisants pour décrire ce probleme de maniere
pertinente, nous pensons qu’il serait intéressant d’établir un modele réduit amélioré
permettant de décrire la transition micro-macro observée sur le systéme expérimental
plus simplement qu’en ayant recours au modele 3-d. Un tel modele 1-d permettrait
de décrire fidelement les résultats de I'expérience de HUANG et al. (2012) et L1U et
al. (2014) et plus généralement d’analyser certaines instabilités provoquées par la
croissance différentielle, par exemple dans des systemes biologiques. La démarche
de réduction dimensionnelle présentée dans le chapitre Il revét a cet égard un intérét
certain puisqu’elle fournit une méthode qui pourrait permettre de construire un tel
modeéle : il s’agit 1a d"une piste que nous souhaiterions explorer dans le futur.
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of its endpoints. A linear bifurcation analysis is carried out using different structural mod-
els (namely a double beam, a rectangular thin plate, and a hyper-elastic prismatic solid
in 3-d): it yields the buckling mode and the wavenumber q. that are first encountered
when the end-to-end displacement is progressively decreased with fixed pre-stress. For all

Keywords:

Beams and columns three structural models, we find a transition from a long-wavelength (g, = 0) to a short-
Stability and bifurcation wavelength first buckling mode (q. # 0) when the inhomogeneous pre-stress is increased
Asymptotic analysis past a critical value. A method for calculating the critical inhomogeneous pre-stress is pro-

posed based on a small-wavenumber expansion of the buckling mode. Overall, our find-
ings explain the formation of multiple perversions in elastomer strips, as well as the large
variations in the number of perversions as a function of pre-stress and cross-sectional ge-
ometry, as reported by Liu et al. (2014).

© 2016 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

By pre-stressing a thin or slender elastic body, it is possible to prevent the propagation of cracks associated with tensile
stress, as in the classical examples of tempered glass (Aben and Guillemet, 1992) and pre-stressed concrete (Freyssinet,
1966). When it is compressive, the pre-stress can lead to instabilities: the analysis of structures with incompatible strain,
arising e.g. from growth or thermal effects, has applications ranging from morphogenesis (Osterfield et al., 2013; Savin et al.,
2011) and the delamination of thin films (Moon et al., 2007) to the rolling and levelling of thin metal sheets (Abdelkhalek
et al., 2015; Fischer et al., 2000; Komori, 1997; Tomita and Shao, 1993). These instabilities fall in two classes: they are either
macroscopic, meaning that the wavelength of the buckling mode is set by the size L of the structure, or microscopic, when
the wavelength is instead set by the dimension h « L of the cross-section. In recent experiments, a pre-stressed elastomer
strip has been shown to display both types of behaviors (Huang et al., 2012): depending on the geometry and of the pre-
strain profile, wavelengths ranging from the microscopic scale h to the macroscopic scale L have been reported. The present
work aims at explaining these unusually large variations of the buckling wavelength which, as we will see, are typical of
slender elastic bodies subject to large and inhomogeneous pre-stress.
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E-mail address: claire.lestringant@gmail.com (C. Lestringant).
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Fig. 1. Principle of the experiment, and sketch of the main experimental and numerical findings of Huang et al. (2012); Liu et al. (2014). (a-c) Prepa-
ration of the bistrip with inhomogeneous pre-stress in the cross-section; (d) the terminal tensile load is decreased and the bistrip buckles. (e) Incipient
buckling mode (top) and post-buckled solution (bottom), for macroscopic (left) and microscopic (right) buckling. The position of the perversions in the
post-buckled solutions is determined by the crests and valleys of the incipient buckling pattern (star symbols): a macroscopic buckling mode yields at
most one perversion in the entire strip (left) while a microscopic buckling mode yields two perversions per wavelength (right).

In the experiments of Huang et al. (2012), two long elastomer strips I and II are used. The strip II is first subjected to a
pre-stretch p > 1, see Fig. 1a and b; then the strips are glued and held by terminal forces, which are then released progres-
sively, see Fig. 1c and d. An instability takes place during unloading as the stress eventually becomes compressive in strip L.
In the post-buckled regime, the shape of the strip is made up of pieces of helices having alternate chiralities (Huang et al.,
2012), that are connected by localized defects termed ‘perversions’ in prior work (Goriely and Tabor, 1998; McMillen and
Goriely, 2002). A striking feature of the experiment, which has not been explained to date, is that the number of perver-
sions varies greatly as a function of the amount of pre-stretch p and of the aspect ratio of the cross-section, as documented
by Liu et al. (2014). For small pre-stretch p and a stubby cross-section (i.e. a large aspect-ratio h/v, where h is the thick-
ness and v the width, see figure), there is at most one perversion over the entire length L of the strip and the instability
is macroscopic; conversely, for large pre-stretch and a flat cross-section (small h/v), a large number of perversions is ob-
tained, their spacing being comparable to the cross-sectional dimension h: the instability is then microscopic. Even though
perversions appear progressively in the post-buckled range, we observe that the selection of the number of perversions is
entirely determined by the wavelength of the incipient buckling mode, when the planar solution first becomes unstable.
Indeed, the experimental results sketched in Fig. 1e show that the perversions form at the points where the deflection of
the incipient buckling mode is maximal; upon releasing the endpoints further, the distance between successive perversions
remains close to half the wavelength of the incipient buckling mode, in material coordinates. Accordingly, we address in
this paper the wavelength selection of the first buckling mode, as sketched in Fig. 1c and d. Our goal is to account for the
large variations of the wavelength, from the macroscopic scale ~ L down to the microscopic scale ~ h depending on the
amount of pre-stretch and of the aspect-ratio h/v. In their paper, Liu et al. (2014) successfully compare their experiments
with finite-element simulations; we complement their approach by deriving analytical models based on the same set of
mathematical equations as their simulations, thereby providing an interpretation of their results.

In view of the slender geometry of the bistrip, it is tempting to model it as a thin elastic rod. Thin rod models, however,
do not correctly account for the wavelength selection in this particular system: they systematically favor long-wavelength
instabilities and fail to predict the microscopic buckling mode seen in the experiments. This has not been fully appreciated,
and a discussion of the selection of the number of perversions has remained elusive so far in the literature. Goriely and
Tabor (1998); McMillen and Goriely (2002) have described an isolated perversion mathematically, by deriving a localized
non-linear solution to the equilibrium equations for a naturally curved thin elastic rod. Using the same model of a naturally
curved thin elastic rod, Domokos and Healey (2005) have identified numerical solutions comprising multiple perversions
but they report that these solutions live on a branch of equilibria that is not connected to the fundamental (unbuckled)
branch: this confirms that thin rod models cannot account for the experimental sequence sketched in the right-hand side
column of Fig. 1e, where the origin of multiple perversions can be traced back to a microscopic buckling mode. Recently, Liu
et al. (2014) have suggested that a microscopic wavelength can be selected by inertial effects using a thin rod model, but
inertia is associated with time scales much shorter than the inverse loading rate of the experiments, and is therefore likely
irrelevant. As we show in this paper, the classical Euler-Bernoulli rod model cannot account for the wavelength selection in
the bistrip, as the microscopic bucking mode deforms the cross-sections in a way that is incompatible with the kinematic
assumptions underlying the Euler-Bernoulli rod model.

Having ruled out the possibility to use an Euler-Bernoulli rod model, one might hope that an alternative, more sophisti-
cated 1-d model may be identified in the vast literature concerned with the justification of rod and plate models from 3-d
elasticity—see for instance the seminal works of Le Dret and Raoult (1995) and Friesecke et al. (2006) in this area. This is
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not the case: the experiments of Huang et al. (2012) involve a finite pre-stress with significant variations across the cross-
section, while available convergence results are limited to the case of a weak pre-stress (i.e. which vanishes for h — 0)
and/or to the case of a pre-stress that is homogeneous through the thickness. The bistrip experiment therefore challenges
known results on dimension reduction for elastic rods. The main results available in the literature can be summarized as
follows. For thin elastic bodies, the convergence of the solutions of 3-d elasticity has been established towards variants of
the classical plate, shell and membrane models in the limit h — 0. In the plate or shell models thus obtained, the pre-stress
modifies the reference metric and/or the reference curvature (Bhattacharya et al., 2016; Dervaux et al., 2009; Efrati et al.,
2009; Lewicka et al.,, 2011); these thin plate or shell models have been applied to a variety of problem involving growth
(Audoly and Boudaoud, 2003; Dervaux and Ben Amar, 2008; Klein et al., 2007; Liang and Mahadevan, 2011; Marder et al.,
2003). For slender elastic bodies, a convergence result has been established by Cicalese et al. (2016), whereby the equilib-
rium solutions for a long prismatic 3-d hyper-elastic solid are shown to converge asymptotically to the solutions of a thin
elastic rod model with natural curvature: this result, which holds under the assumption of weak pre-stress, brings us back
to the Euler-Bernoulli rod model, and therefore cannot account for microscopic buckling. In the absence of an applicable
1-d, we shall resort to 3-d finite elasticity theory to analyze the perversions in the bistrip experiment, see Section 5 of this
paper.

This paper builds on important previous works. Euler buckling has been approached by Scherzinger and Triantafyllidis
(1998) based on the 3-d bifurcation analysis of a prismatic hyper-elastic solid with an arbitrary cross-section: this instability
is macroscopic, and the critical load was found to be asymptotically consistent with the Euler-Bernoulli rod model in the
limit of a small aspect-ratio h/L; here, we extend this analysis to include the effect of pre-stress and arrive at a different
conclusion. The pre-stressed strut on an elastic foundation (Timoshenko and Gere, 1961) is a textbook example of a micro-
scopic instability, of which a number of variants and extensions have been discussed (Lee et al., 2008; Savin et al., 2011);
here, we revisit this example, with the first strip I and the second strip II playing the roles of the strut and of the foundation,
respectively: unlike a normal elastic foundation, the second strip II is not anchored to a fixed base and can be carried away
by the strut, thereby opening the possibility of a long-wavelength instability as well, as we shall show. In the context of the
rolling of thin metal sheets (Abdelkhalek et al., 2015; Fischer et al., 2000), buckling modes that are sometimes macroscopic
and sometimes microscopic have appeared in numerical simulations of pre-stressed elastic plates (Kpogan, 2014; Rammer-
storfer et al., 2001); here, we propose a systematic analysis of the macroscopic-to-microscopic transition, beyond the limited
framework of elastic plates.

In this paper, the buckling of a pre-stressed prismatic solid is analyzed as follows. We carry out a linear bifurcation
analysis of the cylindrically invariant solution as a mean to predict the distance between perversions, see Fig. 1e: we seek
the first critical wavenumber g. when the average imposed stretch A is progressively decreased. We consider an infinitely
long prismatic solid, L — oo, with a cross-section having fixed dimensions h x v: in this framework, a macroscopic buckling
mode corresponds to a vanishing first critical wavenumber, g. = 0, while a microscopic one corresponds to a non-zero
wavenumber, q. # 0. The pre-stress distribution in the solid is assumed to be inhomogeneous in the plane (xy) of the cross-
section, but independent of the axial coordinate z: with suitable assumptions on the material symmetry (see below), this
allows us to use Fourier analysis with respect to z. The pre-stress is finite, i.e. it is not assumed to depend in any way on
a small parameter—incidentally, note that the aspect-ratio parameter v/L is zero (and not a small parameter) as we work
with L = co. We use different structural models for the solid, all of which allow the cross-section to deform: as mentioned
earlier, this is a necessary condition for the existence of microscopic buckling modes.

Three models are considered in this paper. Starting at a qualitative level, a double-beam model is considered in Section 3;
its mathematical formulation is relatively straightforward and it successfully captures the salient features of the bistrip ex-
periment, including the macroscopic-to-microscopic transition. Gradually increasing the level of the detail (and of technical-
ity), we analyze a non-linear plate with inhomogeneous pre-stress in Section 4. Finally, we turn in Section 5 to a bifurcation
analysis of a full 3-d, hyper-elastic model. In addition, an expansion method inspired by Koiter’s weakly non-linear expan-
sion is proposed to characterize the critical pre-stress the macroscopic-to-microscopic transition. This method is first derived
in an abstract setting in Section 2, and then applied to the three structural models successively.

The sections of the paper are largely independent. In Sections 3 and 5, different model requiring different levels of
sophistication are used to derive results that all agree qualitatively. Possible reading paths can be suggested as follows. In
a first reading, one can focus on the double-beam model in Section 3, skipping the discussion of the expansion method
in Section 3.6. The plate model in Section 4 offers an intermediate option: it presents all the main ideas of the papers in
a mostly analytical setting. The plate model can also serve as a first illustration of the expansion method: the interested
reader is advised to read Section 2 and then Section 4.4. The most complete results are presented in Section 5, where we
make use of finite elasticity and of finite-element simulations.

2. Small-wavenumber expansion of the bifurcation modes

We consider a long prismatic solid having inhomogeneous pre-stress in its cross-section. The displacement of its end-
points is prescribed and the a mean imposed stretch is denoted by A. In this section we propose a generic bifurcation
analysis of the configuration that is invariant along the axis z, towards a buckled configuration characterized by an axial
wavenumber q. The first critical wavenumber encountered when the imposed stretch A is decreased is denoted by g.. As
we consider an infinitely long solid, L = oo, the bifurcation mode is macroscopic (long-wavelength) when g. = 0, and mi-
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Fig. 2. Two buckling scenarios for a prismatic solid with non-uniform pre-stress in the cross-section: typical curves of marginal stability predicted by
the generic equation (2.3a). The mean imposed stretch A is progressively decreased (meaning that the diagram has to be read from right to left) and
the homogeneous solution bifurcates along the solid curve. (a) Case of a microscopic buckling instability: the system first bifurcates at A =A. and a
wavenumber q. # 0 is selected. We denote by A(® the stretch such that a linear mode with an infinite wavelength is available near the fundamental
branch: A® < A. for microscopic buckling. (b) Case of a macroscopic buckling instability: a zero wavenumber is selected, g. = 0, and A(©® = A..

croscopic (short-wavelength) when qc > 0. The bifurcation occurs along the so-called ‘curve of marginal stability’ that is
traced out in the (A, q) plane, see Fig. 2. This curve is obtained by solving the equations for adjacent equilibria near the
cylindrically invariant solution.

Near the point ()»“”,0) where it intersects the A-axis, the curve of marginal stability can be fitted by a parabola as
A =10 1 g2 XM (dotted curve in the figure). In this section we propose an expansion method that allows one to calculate
the coefficient A(1). The sign of A1) determines the direction in which the curve of marginal stability is curved near (1(?, 0):

as illustrated in Fig. 2, a long-wavelength instability corresponds in general to A(1) < 0, while a short-wavelength instability
corresponds to A()) > 0. By allowing one to calculate A("), the proposed expansion method can therefore predict whether
the bifurcation mode is microscopic or macroscopic.

In this section, the expansion method is established in a general and formal setting. The method will be applied later to
specific structural models, namely a double-beam (Section 3.6), a plate (Section 4.4), and a 3-d elasticity model (Section 5.7).
The forthcoming section is technical in some places. In a first reading, it is sufficient to read Section 2.1 (geometry),
Section 2.3 (canonical form of the eigenvalue problem), Section 2.4 (form of the expansion) and Section 2.11 (summary
of steps required to calculate A(1).

2.1. Geometry, invariant solutions

We use a cylindrically invariant configuration of the solid as the reference configuration. Let (x, y, z) be a set of Lagrangian
variables, such that the axis z is parallel to the axis of the solid in this reference configuration. We use (x, y, z) as Lagrangian
variables to track the subsequent deformation of the solid, with (x, y, z) denoting the position of a material point in the
reference configuration. In its reference configuration, the solid is pre-stressed. The pre-stress may be inhomogeneous in
the cross-section (x, y) but is independent of z. More specifically, we assume that both the pre-stress distribution and the
material properties of the solid are invariant both by a translation along the axis z (z — z+ t) and by reflections about the
plane of the cross-section (z — —z).

The solid is deformed by prescribing the displacement of its remote ends, which impose a mean stretch A. Let ¢(z) denote
the collection of degrees of freedom that characterize the configuration of the cross-section with Lagrangian coordinate z.
In a finite-element discretization, for instance, ¢(z) is the vector collecting the degrees of freedom of the nodes that belong
to the cross-section z.

For any value of the stretch A there exists an equilibrium solution which is invariant both by translation along z and by
reflection about a cross-section. This invariant solution is of the form ¢(z) = <p6\: the degrees of freedom depends on the
mean imposed stretch A and on the cross-sectional coordinate, but not on the axial coordinate z.

2.2. Initial form of the polynomial eigenvalue problem

We analyze the bifurcations that can take place when the mean imposed stretch A is decreased: such bifurcations give
rise to another family of solutions that are not invariant in the axial direction. The bifurcation analysis starts by introducing
perturbations that depend harmonically on the axial coordinate z, as imposed by the invariance of the base solution: in
complex notation,

@) =pg+E eV - (21)
Here, q is the wavenumber and & is a vector collecting the complex amplitudes associated with each one of the degrees of
freedom on a particular cross-section. As we shall show in the different illustrations, £; can be taken to be a real vector as
this amounts to impose the phase of the buckling mode.

Next, the perturbation (2.1) is inserted into the equations of equilibrium, and the latter are linearized with respect to
the amplitude £4. The form of the equations of equilibrium depend on which particular structural model is used, and they
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will be specified later. We work with the weak form of the equilibrium equations, as obtained by the principle of virtual
work. For an infinitely long solid, the only virtual motions that produce non-zero virtual work with the particular family of
perturbations (2.1) are those that depend harmonically on the axial variable z as well, and have the same wavenumber g:
we consider virtual motions of the form ¢(z) = § el9%. In weak form, the linearized equilibrium equations take the generic
form:

VE, £.d)-& +qf-dl &+ - +qE-d & =0, (2.2)

as we will check later. This defines an eigenvalue problem having the wavenumber g as the eigenvalue and the mode shape
£, as the eigenvector. As we have used Fourier analysis, the coordinate z has been replaced by the wavenumber g: the
eigenvalue problem (2.2) is formulated on the cross-section, which is a 2-d domain.

The order n and the bilinear operators dY, ..., d} depend on the particular structural model chosen (beam, plate, or
3D elasticity): they will be calculated explicitly in the applications in Sections 3-5. In a context of finite elasticity, these
operators may depend on the mean imposed stretch A through the base solution goé. They also depend on the distribution
of inhomogeneous pre-stretch, although this is implicit in our notation. These operators satisfy symmetry properties, as
a consequence of the invariance of the solid by reflection about cross-sections (z — —z): if, for instance, all the degrees
of freedom are displacements in the plane of the cross-section (and are therefore unaffected by the reflection symmetry),
the invariance q — —q dictates that the eigenvalue problem (2.2) contains only even powers of g. The detailed symmetry
properties of the operators will be discussed later in Sections 3-5.

For simple structural models such as beams (Section 3), there is a finite number of degrees of freedom in each cross-
section: then, &; is truly a vector, the operators d/’\ can be represented as matrices and the virtual vector 5 can be readily
eliminated from (2.2). For more complex structural models (Sections 4 and 5), however, a cross-section has infinitely many
degrees of freedom, and & is typically a collection of functions defined over the cross-sections. In the latter case, the dot
products in (2.2) are meant to involve integrals over the cross-section, and the elimination of the virtual displacement é is
not always desirable: this is why we retain the virtual displacement .§ in (2.2).

By repeatedly solving the eigenvalue problem (2.2) for different values of A, one can plot the curves of marginal stability
in the (A, q) plane for a given distribution of pre-stress. This approach will be referred to as the direct method later on. The
curves of marginal stability obtained in this way (see Sections 3 and 5) are typically similar to those sketched in Fig. 2.

Solving polynomial eigenvalue problems is a numerically intensive task. In the rest of this section, we propose an ex-
pansion method that yields directly the ‘initial curvature’ A(1) of the curve of marginal stability: this allows one to predict
whether the first bifurcation mode is macroscopic or microscopic, without the need for an extensive eigenvalue analysis.

2.3. Canonical form of the eigenvalue problem
As mentioned above, the order n of the polynomial eigenvalue problems (2.2) depends on which structural model is used

to represent the solid body. To unify the rest of the presentation, we start by observing that for, any value of n, Eq. (2.2) can
be rewritten as a quadratic eigenvalue problem containing no linear term in q:

()]
o

VE, E.A,-E+¢*E.B,-E=0, (2.3a)
where A, and B, are symmetric operators, and the null space of A, is independent of A (these important properties are
recapitulated in Section 2.5 below). In this equation, we have introduced a generalized eigenvector Z, by concatenation
(direct sum) of the original eigenmode £ and of vectors of the form q¥ &, for some well-chosen powers k: in block-vector

notation,
E=|d& (2.3b)

—

In (2.3a), the virtual motion Z is an arbitrary vector having the same length as E: it is not necessarily of the special
form (2.3b).

To avoid a overly formal proof, we will admit the canonical form (2.3) of the eigenvalue problem, without attempting to
derive it from its original form (2.2): this will be done later for each of the particular structural model, see Sections 3-5.

Doing so, we will obtain an explicit construction of the generalized eigenvector E, as well as an explicit definition of the
operators A, and B, appearing in (2.3a).

2.4. Expansion

At this point, we have outlined the derivation of the eigenvalue problem (2.3a) governing the linear bifurcation analysis.
We can proceed to identify solutions in the vicinity of the bifurcation point (1. q) = (1(9), g = 0) depicted in Fig. 2.
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To to so, we use g as an expansion parameter and seek a solution in the form

E=E0 4220 4+ ¢*E2@ 4... (2.4a)

The absence of odd powers of q in these expansions is imposed by the symmetry q — —q of (2.3a), which is itself a
consequence of the symmetry of the homogeneous solution by a reflection about the plane (x, y).

We will need an expansion of the operators A, and B; as well. They are known in terms of the load A; in view of (2.4b),
their expansion can be calculated as

Av=Ag) + @AV ARG+ (2.5a)
B, =By +¢* A"V By + - (2.5b)
where we use the notation Ay = A, _; ). By =B, _, 0 and
/O):% A//O):% /(0:% .
( da A=A ( daz A=A© T dA A=AO

The notation A/(’O) will turn out to be useful later on.

2.5. Properties of the operators

As a preliminary step, one should check the properties of A, and B, announced below Eq. (2.3a):
A, =A,", B, =B,", kerA, is independent of A. (2.6%)

In the absence of ambiguity, the null space will then be denoted as ker A, omitting the subscript A.

For any null vector E in kerA, the equality A, - & = 0 holds for any A: by differentiating successively with respect to A,
this yields a useful property,

VEckerA, Ag -E=0, Ay, E=0, A

- E=0, - (2.7)

2.6. Solution at order 0

We are now ready to start the proper expansion procedure. Inserting the expansions (2.4) and (2.5) into the eigenvalue
problem (2.3a) and reading off the result at order q° = 1, we find E-A g, - E® =0 for any E. In different words, E( is in
the kernel of A;,

2@ ¢ kerA. (2.8)

As we shall show later, ker A contains rigid-body modes of deformation, so we have just shown that the buckling modes
living on the curve of marginal stability tend to rigid-body modes when the curve of marginal stability meets with the
A-axis, ie. for ¢ — 0.

2.7. Eigenproblem at order 2
Reading off the eigenvalue problem (2.3a) now to order g2, and noting that the term A’(O) -E2© =0 by Egs. (2.7) and
(2.8), we obtain
VE, E-Aqg -EW+E.Bg- -E@=0. (2.9)
This equation is considered in the two following sections: a solvability condition is derived in Section 2.8, which provides
an implicit equation for the stretch A(%), and the equation is solved in Section 2.9 for the linear bifurcation mode E(.

2.8. Solvability condition at order 2

This linear equation for E(1) involves the matrix A(py which is singular by Eq. (2.8). Before attempting to solve it for 2,
one must therefore enforce a solvability condition (Fredholm alternative); this condition is derived by considering virtual
motions E belonging to kerA, = kerA)\T which we denote by kerA (see (2.6)): from (2.9), this yields

VEckerA, E By -E® =0, (2.10)
Let B*(1) denote the restriction of the operator B, to the subspace kerA. By Eq. (2.10), E( is a null vector of B*(A(9)),

implying that B*(A) a singular operator when A = A9, In all the examples analyzed later, the dimension of the vector space
kerA is small (at most 8 in our particular examples) even when the original eigenvalue problem is infinite-dimensional:
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it will be convenient to represent the operator B*(A) as a square, symmetric matrix. The condition that B*(A(9)) is singular
reads

detB*(A @) = 0. (2.11%)

This is an implicit equation for the load A(®) at which the branch of marginal stability meets with the A-axis in Fig. 2.
Eq. (2.10) can be rewritten as

EO® ¢ kerB*(A©), (2.12a%)

which is a stronger statement than (2.8) as ker B*(A) c kerA.
Let n* > 1 denote the dimension of ker B*(A(9)),

n* = dimker B*(A(?). (2.12b%)

As 2O lives in ker B*(A(9) by (2.12a), it is defined by its n* coordinates in a basis of B*(A(9)), We will determine these
coordinates later on in the expansion, up to a global scaling factor.

2.9. Solution at order 2

Having imposed the solvability condition for Eq. (2.9), we can proceed to solve this equation. Let E](Jl) denote a particular
solution, which can typically be found by solving a linear algebra problem (discrete case, see Section 5.7), or by rewriting
Eq. (2.9) in strong form and solving the resulting differential equations (continuous case, see Section 4.4)—here, by ‘discrete’
or ‘continuous’ cases, we mean that there are finitely many, or infinitely many degrees of freedom in the cross-section,
respectively.

The general solution of (2.9) is then the sum of this particular solution and a solution of the homogeneous problem,

=) _ =), =) : = (1)
o = Sy =+ Sy Wlth Sy S kerA.

2.10. Solvability condition at order 4

When expanded to order q?, Eq. (2.3a) yields a linear equation for E(2), As earlier, it involves the singular operator Ao

and a solvability condition must be enforced before one attempts to solve for E(2). The solvability condition is found again
by taking the virtual motion E in kerA: this cancels the term involving the unknown E(2), as well as other terms containing
,=0 and B -A/(’O) =0, see (2.7). The result is

the dot products B -A’(0

VE ckerA, E-Bg) - B +E BB +1VE B -8 =0.

Consider the special case Z e kerB*(1(®) and recall ker B*(1(®)) c kerA: the second term in the left-hand side then cancels,

~
=

as 2-B) - ES) = Ef(ll) By - & = Ef(ll) B (A®).E = Ef(ll) -0 = 0. The solvability condition takes the simple form
VE ckerB*(A®), E.Bg,- 8" +1VE By, -8® =0. (2137)

Eq. (2.13) yields n* equations when E is successively replaced by n* independent vectors in kerB*(A(©). As we shall
check later, these n* equations yield (i) the value of A(1) and (ii) the value of the n* unknown coefficients in 29, see
Eq. (2.12a), up to a global scaling factor. In other words, the expansion method presented here allows one to calculate the
‘initial curvature’ A(D) of the curve of marginal stability, as announced earlier, as well as the direction of the vector E(%), The

magnitude of E(®) remains undetermined, as the initial eigenvalue problem (2.3a) is linear with respect to &.
In the case n* = 1, for instance, ker B*(1(®) is spanned by E(%: setting & = E© in Eq. (2.13), we find

EO® . By, - )

a

p
=20).8 .=
“()B(O) (0)

AW = _ (n*=1). (214)

[1| (1]

Note that this value of A1) is independent of both the arbitrary norm of E(© e kerB*(1(»)—as El(,l) scales proportionally

with this norm—, and of which particular solution Eé]) of (2.9) has been chosen.
The case n* > 1 is treated similarly: an example is worked out in Section 5.7.

2.11. Summary

Among the equations listed above, only those marked by a star need to be considered for the purpose of applying the
method: the other equations are required for the proof only. Practically, the expansion is carried out by the following se-
quence of steps:

1. given the operators A, and B,, check the properties (2.6%);
2. calculate the restriction B* of B, to kerA and determine the critical load A(?) by solving the implicit Eq. (2.11%);
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Fig. 3. The double-beam model: § is a mismatch strain, and € an imposed mean strain (imposed by the displacement of the remote endpoints). For the
sake of legibility, an extensional pre-stretch is shown, € + /2 > € — §/2 > 0; in reality the structure does not becomes unstable unless of the pre-stretch is
compressive, € —3§/2 < 0.

3. determine the dimension n* of ker B*(1(?)) and introduce the n* unknown components of E© in a basis of ker B*(1(©)),
see (2.12a*)-(2.12b*);

4, find a particular solution E](Jl) of the eigenvalue problem (2.9%) at order g2 in terms of the n* components of Z(©);

. using Eq. (2.13*), derive n* equations for the n* components of Z(®) and for A(1)

6. solve these equations for the value of A(Y) and for the direction of the eigenmode E(® (its magnitude remains undeter-
mined).

[8)]

This general procedure is implemented in Sections 3.6, 4.4 and 5.7: in each case we start by deriving the expressions of
the operators A, and B,, which vary from one structural model to the other (double-beam, plate or 3-d prismatic solid).

2.12. Comment: similarities and differences with a Koiter expansion

The expansion method proposed above has some similarities with the well-known Lyapunov-Schmidt-Koiter method
(van der Heijden, 2008) that provides a weakly non-linear expansion of bifurcated branches near a bifurcation point. Both
methods deal with singular operators and therefore involve solvability conditions. Eq. (2.11) is similar to the condition that
the total stiffness operator is singular at the critical load; Eq. (2.12a) is similar to the condition that the linear mode is a null
vector of the total stiffness operator; Eq. (2.12b) defines the multiplicity of the mode; Eq. (2.13) is similar to the amplitude
equation, that sets the amplitude of the perturbation as a function of the increment of load.

There is an important difference, however: the Lyapunov-Schmidt-Koiter is a non-linear expansion of the amplitude as a
function of the load, while in our method an expansion of the critical wavelength as a function of the load is sought based
on linearized equations of equilibrium—those equation are still non-linear with respect to the wavenumber q.

3. A double-beam model

In this section, we analyze the bistrip experiment sketched in Fig. 1 based on a simple double-beam model. It captures
the important features of the instability at a qualitative level, as we shall see. Using this double-beam model, we calculate
the first critical load and the corresponding wavenumber that govern the bifurcation away from the homogeneous solution
(direct method), and discuss in particular whether the bifurcation mode is macroscopic or microscopic.

3.1. Formulation

In the double-beam model, each half of the bistrip used in the original experiment in Fig. 1 is represented by a different
beam: the beams are denoted by I and II, consistent with the notation in Fig. 1: the beam II represents the strip that has
been pre-stretched prior to gluing with I as sketched on Fig. 3, and a more tensile (less compressive) pre-stress is assigned
to beam II than to beam I, see below. The two beams are coupled by an elastic layer of springs. In the original experiment,
the instability is truly three-dimensional. By contrast, the double-beam model proposes a simplified two-dimensional repre-
sentation, whereby the centerlines of each half of the original bistrip have been projected onto a common plane (Oyz). The
projection takes place along the direction x initially parallel to the width of the bistrip.

Let z denote the axial coordinate and y;(z) and yy(z) the deflection of each beam. According to the notation introduced
in Section 2.1, the configuration of a cross-section of the double-beam is denoted by

9@ = (1@).n).
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The strain energy of the double-beam per unit length is

1 1
W((p):f/(, 3 Z

i=11

(Cy,”z +6G (6 + Xf))/,‘z) +R(y1 —y2)? | dz, (31)

where yx; = £1 is a sign,

~_J—1 for beami=]I,
Xi=141 for beami=1I.

In Eq. (3.1), C = EZ is the bending modulus of the beams (where E is the Young’s modulus and Z the geometric moment
of inertia of the cross-section), G = E A is their traction modulus (where A is the area of the cross-section of one beam), and
R is the modulus of the elastic layer of springs connecting the two beams, see Fig. 3. For each beam, the first term C yl/.’2 /2 is
the bending energy, and the second term is the energy associated with the pre-strain € + §/2 corresponding to a pre-stress
G(e + §/2)). The beams are subjected to different amount of pre-strain: the mean imposed pre-strain' € is the result of the
displacement applied at the remote endpoints, while the difference in pre-strain § arises from the mismatch strain prior to
gluing the two strips, see Fig. 3b. The last term in Eq. (3.1) captures in a qualitative way the strain energy associated with
the deformation of the cross-section in the original experimental set-up. For a general discussion of mechanical models
obtained by assembling two elastic rods, including the extension to three dimensions and to general constitutive laws, see
the work of Lessines et al. (2015).

As in Euler buckling, the pre-strain § and the mean imposed strain € can make the homogeneous solution ¢(z) = (0, 0)
unstable. The corresponding bifurcation problem is studied in the rest of this section. To ease the discussion, we first refor-
mulate the model in terms of dimensionless quantities.

3.2. Dimensionless variables

In terms of the model parameters, one can define a typical mismatch strain 8§t and a typical wavenumber q' as

st YCR T_<R)1/4
=7¢ 17=\¢)

as well as the following dimensionless quantities: wavenumber g, axial coordinate zZ, mismatch strain §, average strain €,
and deflection y;(z)

G=31 z_24. 522 e=£. @D =yi=z/q
q= z=2q, d=5. €=x. V@ =yiz=2/q). (3.2)

With W = W/R denoting the rescaled strain energy per unit length and @(Z) = (% (2),?,,(2)) the configuration of the cen-
terline, the energy (3.1) of the double-beam can be written in dimensionless form as

W(g) =~ [ ' (0@ c7@+7@ b 7@ +5@ 09| & (33a)
LJo 2 ¢ ' '

where the dimensionless length is again infinite, L = T L — co, and we have introduced the 2 x 2 symmetric matrices

1 -1 -3¢ 0 1 0
(4 ) (5 0) () b

Note that the operator be acting on the first gradient @’ depends on both the mismatch strain § and on the mean strain
€, but the dependence on § is implicit in our notation.

3.3. Eigenvalue problem governing bifurcation

The homogeneous, unbuckled solution corresponds to Eg = (0,0). We consider bifurcations from the homogeneous so-
lution by seeking perturbed equilibria in the form

y;@ =0+y e (j=11).

To match up with the generic expansion ¢(z) = ¢§+§1 e!9Z introduced earlier in (2.1), we collect the complex amplitudes
into a vector &; = (y’l,y’]’ ) It can be checked easily that the real part of yﬁ is uncoupled with the imaginary part of y’{ and
vice versa: as a result, one can assume without loss of generality that the complex amplitudes are real.

1 As the double-beam model is formulated in small-strain context, the mean imposed strain ¢ is a loading parameter; it replaces the mean imposed
stretch A used in the rest of the paper, € = W — 1=~ A —1 (when the pre-stretch is small: p ~ 1).
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Fig. 4. Bifurcation analysis of the double-beam. (a) Curves of marginal stability as a function of the imposed average strain € for different values of the
dimensionless mismatch strain § = 1,2, v/8, 3,4, 5 (from dark to bright). The orange curve for § = 3 =V8 separates the regime of macroscopic buckling
from the regime microscopic buckling. The dotted parabola is the result of the asymptotic analysis in Eq. (3.9) for § =5 and is checked to be consistent
with the direct method (grey curve). The ‘stable’ and ‘unstable’ keywords indicate the expected region of stability and instability of the unbuckled solution.
The critical values for the imposed average strain €. and the associated wavenumber ¢, are denoted by black disks. (b) Wavenumber ¢, of the first unstable
mode as functions of dimensionless mismatch strain 8, featuring the macroscopic to microscopic transition at the critical value of 5. The dashed grey line
represents the limit value of g, when § — oc; this corresponds to the classical model of a strut on a linear foundation. (c) The first unstable mode is
an Euler-type of mode in the macroccopic regime (y‘] :y‘: for § < 3*), and a strut-on-foundation-type of mode for large dimensionless mismatch strain
(17| < [¥;] when & > 8"). (For interpretation of the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

The linearized equations of equilibrium are obtained in weak form from (3.3a) as
VE, £.a-&+qE b & +7 € c & =0 (3.4a)
This equation appears to be a special case of the general Eq. (2.2) derived earlier, when the operators are identified as
d? = a, d? = be and d} = c, and d] = d} = 0 by symmetry (recall that the mean imposed stretch A is replaced by the mean
imposed strain € in the current context of linear elasticity).
As there is a finite number of degrees of freedom, the strong form of the polynomial eigenvalue problem (3.4a) is found
directly by eliminating & as

(a+Tbe+7'c) & =0. (3.4b)
This equation has both the eigenvector &£, and the eigenvalue g as unknowns.

3.4. Direct solution: macroscopic versus microscopic buckling

In view of (3.4b), the bifurcation condition is det(a +q bg+§4 C) = 0. Inserting the special form of the operators (3.3b),

this yields

(a4+€az+1)2— 5Tq+1 —0. (3.5)
The curves of marginal stability are obtained by solving this implicit equation in the plane (€, q) for different values of the
dimensionless mismatch strain §, see Fig. 4a. The variable on the horizontal axis is the dimensionless average strain €.

The sequence of experimental steps depicted in Fig. 3 are as follows: the value of the dimensionless mismatch strain &
is fixed when the two rods are glued together; the bistrip is stretched (large positive €, homogeneous solution is stable);
the ends are then brought closer to one another (decreasing €) until a bifurcation is observed. This corresponds to the point
(€c.qc) denoted by a black disk in Fig. 4.

In Fig. 4a, all the curves of marginal stability meet with the horizontal axis at

€0 _, (3.6)
consistent with the fact that the buckling threshold of an Euler beam goes to zero as its length goes to infinity. Note that
this €@ = 0 is not the first critical train €. when the bifurcation mode is microscopic (see below).

As shown in Fig. 4, the double-beam model predicts a bifurcation from a macroscopic instability (. = 0) at low values of
the mismatch strain § <3 . to a microscopic instability (G, > 0) at large values of the mismatch strain § > § : the double-
beam model successfully reproduces the macroscopic-to-microscopic transition reported in the experiments of Huang et al.

(2012) and Liu et al. (2014) and in their stability analysis based on a 3-d finite-element model.
The critical value of the dimensionless mismatch strain can be found by expanding (3.5) for small € as g* (54 +2(1 -

32/8)) ~ 0, which leads to
5 =8. (3.7)
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Fig. 5. Convergence of the bifurcation modes of the bi-rod model. (a) Equivalence with the Euler beam in the limit where the dimensionless mismatch
strain is small, 8 < 8 : the curves of marginal stability in the plane (€, q) collapse onto the master curve corresponding to the Euler beam model, for which
7* +€ = 0 (dashed curve). (b) Equivalence with the strut-on-a-foundation in the limit where the mismatch strain is large, § — oo: bifurcation curves in the
plane (€ —3/2,q) collapse onto the master curve corresponding to the strut on a foundation, for which g* + (€ — %)ﬁz +1 =0 (dashed curve).

3.5. Limiting cases

The double-beam model has two interesting limits.

In the absence of mismatch stress, § = 0, or for stiff springs, R — oo, a condition for the energy to be minimum is that
y1(z2) = yp(2): in the double-beam model, the two beams move together to avoid the energy penalty associated with the
springs. The model is then equivalent to a single Euler beam with the pre-stress Ge. In dimensionless variables, this limit
corresponds to 8 = 0.

The other limit is when both € — +o0c0 and § — +oo but with € — §/2 remaining finite: then beam II remains straight
(yu(z) is constant) to avoid the penalty associated with the strongly stabilizing term G (e + §/2) yj,z /2; the classical model of
a strut on a linear foundation is then recovered for the other beam I, with pre-stress G (¢ — §/2). In dimensionless variables,
this corresponds to both € — co and § — oo, with € — §/2 remaining finite.

The convergence of the solutions of the double-beam model is confirmed in Fig. 5, where the curves of marginal stability
are shown to collapse onto a master curve corresponding to an Euler beam for small 8, and to a strut on a foundation for
large 6.

The Euler beam model and the strut on an elastic foundation are the textbook examples of elastic continua featuring
a macroscopic or a microscopic instability, respectively. Interestingly, the double beam model ‘interpolates’ between them
using the dimensionless pre-strain parameter 3.

3.6. A first application of the small-wavenumber expansion

In this section, we recover the existence of a macroscopic-to-microscopic transition based on the general small-
wavenumber expansion presented in Section 2 and summarized in Section 2.11. For a simple model such as the double
beam, this approach turns out to be more complicated than the direct method carried out in Section 3.4. Still, this first
example of application of the small-wavenumber expansion is instructive; it allows us to warm up before we move on to
more accurate (and difficult) structural models—where the real power of expansion method will become fully apparent.

We need to first rewrite the quartic eigenvalue problem (3.4a) as a quadratic one to match with Eq. (2.3a). The trick is to
consider a r;exv eigenvector & of dimension 2 + 2 = 4 obtained by the direct sum (concatenation) of the original eigenvector
&, and of g°&:

@8] [qi ya]
ay
Using block-matrix notation, we define two 4 x 4 matrices by assembling the 2 x 2 operators a, b and c as follows,
0] [be] [c]
a=(lal 101 p _ (I . 3.8b
([01 ) %= o (3.8b)

The quartic eigenvalue problem (3.4a) can then be rewritten as a quadratic one,

A-Z+¢B--2=0. (3.8¢)
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Fig. 6. A plate model with piecewise constant pre-strain: the homogeneous solution shown here can become unstable when the lowest pre-stress N%' is
compressive enough.

Indeed, one can check easily that to any set of eigenvector £; and eigenvalue g of the original problem (3.4a) corresponds

an eigenvector E and an eigenvalue g of (3.8c). The converse is also true. Let & = ({E;}) and g denote an eigenpair of

(3.8¢): expanding the blocks in (3.8c) we find two equations, a- &4 +62 (be-E1+c-83)=0and —c- &y +§2 c-2:=0,
which indeed yield equation (3.4b) upon elimination of Z; = g &; (observe that ¢ is invertible).

We can now proceed to carry out the steps listed in Section 2.11, replacing the imposed axial stretch A by the dimen-
sionless mean strain €:

1. A and B¢ are symmetric and ker A, which is the line spanned by E = (1,1, 0, 0) is indeed independent of € (note that
ker A corresponds to rigid-body translations, y’l =ﬂ, as announced earlier);

2. B*(€) is the restriction of Bz to kerA: it is a 1 x 1 matrix, i.e. a scalar whose value is calculated as B*(¢) = (1,1,0,0) -
Be-(1,1,0,0) = 2€. The condition det B* = 0 yields the load €9 as €9 = 0 and we recover Eq. (3.6);

3. at =€ the kernel of B*(€?) = (0) is of dimension 1, so n* = 1. A general element E(©) of ker B*(0) = kerA is the
rigid-body translation E©® = «(® (1,1, 0,0) where the magnitude a(® ¢ R of the mode will remain undetermined;

]

4. a particular solution of the problem (2.9) at order g2 is found in terms of «(®) as ag) =a© (%, f% 1,1);

5. with Bjg the block matrix Bjg = ("' ) and by, the upper-left block bjy = D — (3 9. we have from Eq. (2.14),

<2
=(1) _ 8
€ _ﬁ—l.

with €@ = 0, the osculating parabola € = €? +€(”62 to the curve of marginal stability at the point of intersection
with the €-axis is therefore

=2
e=7 % —1) (osculating parabola). (3.9)

These results are fully consistent with the direct method of Section 3.4. First, the dotted parabola in Fig. 4 fits the
curve of marginal stability accurately for § = 5 near its intersection with the €-axis. Second, Eq. (3.9) predicts the correct
critical dimensionless mismatch strain 8 = v/8 corresponding to the microscopic-to-macroscopic transition, as obtained in
Eq. (3.7) by a direct method.

3.7. Discussion

The double-beam model does not aim at reproducing the experiments accurately. Nevertheless it successfully captures
the transition from a macroscopic buckling mode for low mismatch strain §, to a microscopic buckling mode for higher
mismatch strain 8. The nature of the instability is governed by a dimensionless parameter § = %, showing that there is
a competition between the stiffness R of the springs, favoring long wavelength, and the mismatch strain §, favoring short
wavelength. The spring constant R is itself meant to represent the deformability of the cross-sections in the 3-d bistrip.

For non-deformable cross-sections, R — oo or 8 — 0, the Euler-Bernoulli beam model is recovered. The latter always
predict a macroscopic instability, as is well known: € = —1 < 0 for § = 0. This confirms that microscopic buckling cannot
be explained by the classical Euler-Bernoulli beam model: the deformability of the cross-sections is a key ingredient.

The critical mismatch strain 8~ has been calculated by two methods. As a closed-form equation for the curves of marginal
stability are available for this particular model, a direct method was possible. The general small-wavenumber expansion

yields the same results.

4. A plate model with inhomogeneous pre-stress

In this section, the bistrip experiment sketched earlier in Fig. 1 is revisited based on a plate model. An elastic plate with
width v, thickness h, infinite length L, Young’s modulus E and Poisson’s ratio v is subject to an inhomogeneous pre-stress,
see Fig. 6. The plate model is accurate when the bistrip is thin, in the limit h « v. Its predictions will be quantitatively
correct in this limit, which is an improvement over the qualitative double-beam model.
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The uniaxial membrane pre-stress is inhomogeneous and aligned with the direction z:

N2 (e;x) =Eh (e+x(x) g) (4.1a)
where y (x) = %1 is now the piecewise continuous function

(4.1b)

) = —1 in half-plate I, 0 < x < v/2,
+1 in half-plate I, v/2 < x < v.

The difference membrane pre-stress NI — N = Eh§ comes from the mismatch strain §, i.e. from the strain § imposed
to II prior to gluing with L. By contrast, the average membrane pre-stress (NBZ*' +N?Z'” )/2 = Ehe arises from the mean strain
€, as imposed the prescribed distance between the remote ends of the plate. During the experiment, the mismatch strain
é remains fixed; the imposed mean strain € is initially positive, and then decreases as the ends are brought closer to one
another, until a bifurcation is observed.

4.1. Plate model

As a thin plate buckles with infinitesimal strain, the mean strain €, the mismatch strain 8, and the in-plane displacements
will all remain small. The buckling bifurcation is described using the Foppl-von Karman plate model, linearized near the
planar pre-stressed configuration. Near any planar configuration, the buckling mode is purely transverse and we denote by
w(x, y) the deflection and by w(x,y) a transverse virtual displacement. In weak form, the linearized equilibrium equation of
the plate reads, see for instance (Audoly and Pomeau, 2010),

L v
VR Y. [ [ (s 0) mapx.y) + N (es) W00 y) W) dedz =0, (4.22)

where L — oo is the length of the plate, a comma in subscript denotes a partial derivative, Greek indices such as « and
B are restricted to the in-plane directions (they can take on the values x or y) and an implicit summation is implied over
repeated indices according to Einstein’s summation convention.

In Eq. (4.2a), myg denotes the bending stress. For a homogeneous isotropic material, it is given by the constitutive rela-
tions

Mep :D((l — V) Wap + Vg Wyy). (4.2b)

Here, D = W denotes the plate’s bending modulus and 8,4 is Kronecker’s symbol.

The next step is to consider perturbations that are harmonic in the axial direction z. At the same time, we move to
dimensionless quantities and use the width v as the natural scale for in-plane coordinates. In terms of the rescaled axial
wavenumber § =qv and of the rescaled axial coordinate zZ = z/v, we denote by &;(X) and éf (x) the complex amplitudes
corresponding to the real and virtual deflections, respectively,

wx.y) =& (%) e'tz (4.3a)

Wix,y) = £ <%> ¢ilz, (43b)

By the same argument as earlier, the complex amplitudes can be assumed to be real without any loss of generality, as
this amounts to set the phase of the bifurcating mode.

When the harmonic deflections are inserted into (4.2a) and the integration over z is carried out, one obtains the equation
for the critical mode as a quartic eigenvalue problem,

VE®), a(€. &) +T be(£.6)+T c(E.&)=0. (4.4a)

The plate model has infinitely many degrees of freedom: in the eigenvalue problem, the eigenvector is now the function
&1(x). The bilinear operators are found as

A~ 1A

a(s,gl):fo £ &l dx (4.4b)
A~ 1 A~

be6. 60 = | [25/5{+(e >SS _,EE5) (551)] (4.4¢)

~ 1 ~
c€.&) = /0 £& dx, (4.4d)
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where ¥ (X) = x (vx) has, like the original y(x), the value —1 in the half-plate labeled I (0 <X < 1/2) and +1 in the half-plate
labeled II (1/2 < X < 1). The dimensionless mismatch strain § and mean imposed strain € have been identified as

1) €
5t €T
Eq. (4.4a) is an eigenvalue problem of the general type (2.2) when the operators are identified as dg =aq, di = bz and
d‘xl =¢, and d1 = di =0 by symmetry. As with the double-beam, we work with infinitesimal strain, and the mean imposed
axial stretch A has been replaced by the mean imposed dimensionless strain €. In addition, we are now working in an
infinite-dimensional setting, with £, being a function and not a vector: the dot notation used earlier for the evaluation of

operators, such as é: -a-&q, has been replaced by the parentheses notation a(§, &1), which involves an integral over the
cross-section, see Egs. (4.4b)-(4.4d).

§= where §T = 1L I (4.4e)

12(1-v2) 12*

M|

4.2. Direct approach: numerical shooting method

To analyze the solutions of the eigenvalue problem (4.4a), we start by integrating by parts so as to eliminate the virtual
deflection & (x). This yields an equilibrium equation in the interior,

_ e o __ 8 _ _

—E"(X)+ 2 &' (X) — <ﬁ4+q2 <e+x(X) 2)) E£(X)=0 (0=<x<1), (4.5a)
the stress — free noudary conditions, (4.5b)

(& —va &), =0 (4.5¢)

0

(-7 (2-v) £)y =0, (4.5d)
as well as the kinematic and dynamical conditions at the interface,

£1,&(,&/, & are continuous at X = 1/2. (4.5e)

In (4.5¢) and (4.5d), 26 =0 and K’é =1 denote the dimensionless coordinates of the stress-free edges.
An alternative derivation of the linearized equilibrium (4.5a) is to combine the harmonic Ansatz (4.3a) for the deflection
with the linearized von Karman equation,
(N (€: ) w,(x,2))

J— 2 =
D A“w(x,z) + 37 0,

and by using dimensionless variables: this yields the same result. Egs. (4.5¢) and (4.5d) can also be obtained similarly from
the boundary conditions at the stress-free edge of an elastic plate, w xx + VW z; =0 and w xxx + (2 — v) W xzz =0, as derived
for instance by Landau and Lifshitz (1970).

To solve the eigenvalue problem (4.5a)-(4.5e), we used a numerical shooting method. For any value of the parameters
(Poisson’s ratio v, mismatch strain S, mean imposed strain €, wavenumber @), a 4 x 4 matrix S(v, S8, T, q), called the shoot-
ing matrix, is filled in, based on the numerical integration of the differential equation (4.5a) with particular initial conditions.
For fixed values of v and §, the curves of marginal stability in the plane (€,q) are then found by solving numerically the
implicit equation

detS(v,8,€,q) =0. (4.6)

Further details on the construction of the shooting matrix S are given in Appendix A.

4.3. Results

In the following, we consider an incompressible material, v = .5. Curves of marginal stability corresponding to various
values of § are plotted in Fig. 7a based on the shooting method in (4.6). The phase diagrams are similar to those obtained
for the double-beam model, and must be read in the same way. The plate is initially stretched (¢ > 0) and the imposed
mean dimensionless strain € is progressively decreased until a bifurcation to a non-planar solution is observed. The first
bifurcation takes place at (€c,q.), as denoted by the black disks in the figure. Again, we find that the first bifurcation
mode is macroscopic when the mismatch strain is less than a critical value, § < 3*(\)), and microscopic when it is greater,
§ > 3*(1)). The numerical results suggest that the critical value is §*(v = .5) ~ 90. A closed-form expression for this 5" will
be obtained later based on the small-wavenumber expansion, see Section 4.4.

In Fig. 7b, the critical wavenumber is plotted as a function of the mismatch strain. In Fig. 7c, a measure of the curvature

of the cross-section, ?1/ (0)/£,(0) is plotted as a function of §: the cross-section undergoes a rigid-body displacement when
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Fig. 7. Bifurcation from the planar solution of the plate model, with v = .5. (a) Critical wavenumber as a function of mean imposed dimensionless strain
€ for different values of the dimensionless mismatch strain 8. The solid curves are the predictions of the direct method (4.6); the dotted curve is the
prediction of the small-wavenumber expansion (4.10b) for § = 800. The labels ‘stable’ and ‘unstable’ indicate the expected region of stability and instability
of the planar solution: this would need to be confirmed by a proper stability analysis. The critical values for the imposed average strain €. and the
associated wavenumber ¢, are denoted by black disks. (b) Wavenumber, (c) measure of the curvature of the cross-section, and (d) eigenvector corresponding
to the first bifurcating mode € = &, for different values of the dimensionless mismatch strain 8. The points labeled A, B and C in different plots correspond
to different levels of mismatch strain, § = 50, 200, 400, respectively.
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Fig. 8. Convergence of the bifurcation modes of the plate model for small and large dimensionless mismatch strain 8, with v =.5. (a) The case of small
mismatch strain (6 « §*) is equivalent to a rectangular plate with uniform pre-stress. (b) The case of large mismatch strain (6 > §*) is equivalent to a
half-plate (I) with one free and one clamped edge.

the mode is macroscopic (£, is a linear function of X, corresponding to an infinitesimal translation and an infinitesimal
rotation, as in configuration labeled ‘A’ in the figure), and it bends in its own plane when the mode is macroscopic (&1 (x) #
0, configurations ‘B’ and ‘C’).

The limits of small and large dimensionless mismatch strain § are shown in Fig. 8. For small mismatch strain, S« S*’
the pre-stress is homogeneous and comes exclusively from the mean imposed strain €: the limit curve has been found by
setting? directly § = 0 in (4.6) (dashed curve in Fig. 8a). In the opposite limit § > 8", the plate II is under large tensile stress
N?Z"’ and the buckling mode is limited to region I: this is equivalent to a homogeneous half-plate I subject to pre-stress
N?Z" = € — §/2 having clamped boundary conditions at the interface x = 1/2 (dashed curve in Fig. 8b); the corresponding
asymptotic value of the wavenumber is g, = 3.9 for v = .5 (§ > §*).

4.4. Small-wavenumber expansion

With the aim to calculate analytically the critical mismatch strain at the macroscopic to microscopic transition, we apply
the small-wavenumber expansion of Section 2.11.

2 For v # 0, the corresponding solution & is not constant in this case, even though the differential equation has constant coefficients, see Section 3.5D
in the book by Love (1927).
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The quartic eigenvalue problem (4.4a) has exactly the same form as that of the double-beam model, compare with (3.4a):
it can be cast into a quadratic eigenvalue problem exactly in the same way. Therefore, we define two new operators as
earlier,

_(la] [O] - (Ibe] el
A_(lol [—c])’ Be‘([c] [0])' (4.7a)

Unlike the original operators a, bg, ¢ which act on two functions (a virtual one § and an increment &), the operators A

~
= ]

and Bz act on two pairs of functions, the virtual pair & and the pair of increments E. The pair of increments, for instance,
reads as earlier in (3.8a):

_ ([‘52&5]1]) (4.7b)

Here is an example of how the block notation in (4.7a) must be understood: for two virtual functions £ and £,

({eh) 5 (gt =o€ e seaten soterc

With these notations, the eigenvalue problem (4.4a) governing the bifurcation of the plate is rewritten as a quadratic eigen-
value problem that matches up with the general form (2.3a):

5 A o2 -
V&, E-A-E+q E-B--E=0.

(1]

This is a two-way equivalence: by the same argument as earlier, any eigenvector & of the equation above can be shown to
be of the special form (4.7b) and to correspond to a solution of the original problem (4.4a).
We are now ready to calculate the critical value of the mismatch strain by the recipe given in Section 2.11:

1. A and Bg are symmetric. The kernel ker A has dimension 2 and it is spanned by pairs of real function ((pl, O) such that
the first function is an affine function of x and the second function is identically 0. Like A, kerA is independent of €;
2. the restriction BY of Bz to kerA is calculated as

J— ‘1 —
B§=<1 € - 1 7§(S+4e) )
1(6+4€) %(35+8(6+€—6v))
X
0
The first entry of Bz, for instance, is calculated as

1 V(v p—
(B :B((})) <},)> —be((1), (1) :[0 <e+ Xg%) R

Next, €2 (v,8) is found by solving det Bf = 0 which yields the quadratic equation,

€0® 1 24(1-v)e® %Sz =0. (4.8)

where we use the basis vectors (é) and ( ) in ker A (remember that each vector in the basis is a pair of functions).

To avoid cumbersome expressions, we will not attempt to solve this equation for €©® in closed-form; instead, we view
it as an implicit equation for €. The first critical load is given by the positive root €® > 0. The other root is negative
and therefore corresponds to a secondary critical load;

3. the null space of B; at €© is of dimension n* = 1, and is made up of pairs of functions of the form
8?(0)

§+4e®

At this point, we have found the bifurcating mode, up to a factor «(©) which will remain undetermined:;

2O = ([«@&®]0]),  where £¥X) =1+pX and f=- (4.9)

©) f(x
4. a particular solution EI()U of the eigenproblem (2.9) at order 62 is found as Elgl) = ([“ O[O);(x)]> where f satisfies the

linear initial-value problem,

—fW/(X)Z (E(O)-l-X(X)) g) (]+IBR) O<x<1)

f(0)=0
f(0)=0
) =v

f7(0) = @2-v)B.
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Fig. 9. Bifurcation diagram for the planar solution of the plate model, for v =.5. (a) Phase diagram: results of the shooting method from Fig. 7a (stars,
disks and thin black curve) and predictions of the small-wavenumber expansion (thick green curve and red domain). The bifurcation mode is macroscopic

when the green and black curves coincide, which is also when the green curve is outside the red region; it is microscopic otherwise. The prediction ég)

of the Euler-Bernoulli rod model (dashed blue curve) is asymptotically consistent with that of the plate model in the limit of weak pre-stress, § — 0. (b,b")
Sketch of the curves of marginal stability in the (ﬁ, ?) plane corresponding to the macroscopic and microscopic cases, respectively. The expected domain
of stability of the planar solution, as indicated by the ‘stable’ and ‘unstable’ labels, could be confirmed by a proper stability analysis. (For interpretation of
the references to color in this figure legend, the reader is referred to the web version of this article.)

Note that the initial conditions f(0) = f’(0) = 0 have been chosen arbitrarily to specify a particular solution. The solution
is:

f&) = 1;—20[%’@ (1-2%)*(BX+2B+5)8 -8B (5 +2€@) % —40 (5 +2e@)x* ...

+40 (B(5 - 8v +16) +48) X — 40 (B +3)8 — 24v) ¥ + 58 (3B +8)X + (—2 — 5)5];
5. with n* = 1, the coefficient €V yielding the curvature of the bifurcated branch in the phase diagram is given directly by
(2.14) as
e _ 2 (g(o)’ g)‘ (4.10a)
where the function g, is available in closed form: for v = .5,
495" + 832(71 € +700€ — 2520) — 512€* (3€* + 56 € + 490)

- (4.10b)
8960(35 + 16E2>

8v=s5 (E7 3) =

To evaluate the denominator in (2.14), we have used B/(O)(E(O), E(O)) = by, (a(o)él(o), a<0>gl(°)) —q©®? fol (1 + ,8?)2 dx,
and have used the value of 8 found in (4.9).

In Fig. 9, we have plotted both € (v =0.5,5) as given by the implicit equation(4.8) (green curve), and the sign of
e = g, (@9, §) from Eq. (4.10b) (€1 = g, (€, §) > 0 in the light red domain). As explained in the introductory paragraph
of Section 2, the small-wavenumber expansion predicts that the first unstable mode is macroscopic whenever the green
curve lies outside the light red domain (€ = g, (€, §) < 0) and microscopic whenever it lies inside the light red domain
(€D =g,(€?,8) > 0). For a graphical interpretation of €(1), see the dotted curve in Fig. 7a. The corresponding ranges of
the mismatch parameter § are denoted by the keywords ‘macro’ and ‘micro’ below the phase diagram in Fig. 9a: the small-
wavenumber expansion predicts that the

macroscopic if |8 <3 (v)

. e mioh=o, (4.11)
microscopic if |6] > § (v).

first bifurcation mode is {

The critical dimensionless mismatch strain 5*(1)) at which the macroscopic to microscopic transition occurs can be found
analytically by solving the two Eq. (4.8) and g,(€?,8) =0 for the two unknowns § and €. This yields a polynomial
equation (not included here, for the sake of brevity) whose relevant root can be calculated to any desired accuracy. For
v =.5, we find:

3 (v =.5) = 88.247 (4.12)

All these results are in good agreement with those obtained earlier by the direct method. The bifurcation is indeed
macroscopic for low values of the mismatch strain §, and microscopic for high values of §. Moreover, the estimate 5" ~90
found by the shooting method is close to the exact value (4.12) obtained by the small-wavenumber expansion. Finally, in
Fig. 2a the curve passing through the black disks (€.) indeed splits off from the curve passing through the green stars (€©)
at the critical value 8§ predicted by (4.12).
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4.5. Equivalence with a naturally curved rod model in the limit of a small pre-strain

As discussed in the introduction, the naturally curved Euler-Bernoulli rod model has been shown to be applicable to the
bistrip in the limit of a weak pre-stress using rigorous arguments (Cicalese et al., 2016). In line with this result, we show
here that the predictions of the plate model are indeed asymptotically consistent with those of an Euler-Bernoulli rod model
in the limit of small pre-stress.

A linear bifurcation analysis of the naturally curved Euler-Bernoulli rod yields the critical value of the mean strain € as

o (D)2
¢ " WEhY

(4.13)

as derived by Goriely and Tabor (1998); Liu et al. (2014). At this critical value ¢EB, long-wavelength helical solutions appear
by a bifurcation from the straight solution. In equation above, MJ‘} is the residual bending moment arising from the pre-

stress,

v L Ehv?$

:/ N (€: %) (x— 7) dx = =70 (4.14)
0 2 8

and () is the effective twisting modulus of the plate. The latter be found by identifying the bending energy per unit length

associated with a twisting deformation, w(x,z) = T (x — L/2) z, with 1 > ] 72: the result is uJj=2D (1 —v)v = GE(]”il'j).

Combining (4.13), (4.14) and the above expression of uJ, we obtam the critical mean imposed strain predicted by the

. 2 . . . . .
Euler-Bernoulli model as €EB = eég) = (15”) (%) %. In terms of the dimensionless parameters introduced in (4.4e), this
can be rewritten as

24(1-)eQ = 3 5 (4.15)

This prediction is asymptotically equivalent with that derived earlier in (4.8) from the plate model: the only difference is

that the term €(O)2 is absent from the left-hand side of (4.15); this term is indeed negligible in the limit of a weak pre-strain,
as both § and €® are then small.

The Euler-Bernoulli prediction (4.15) for macroscopic buckling is shown in Fig. 9 using a blue dashed curve: the agree-
ment with the plate model is good for asymptotically small §, but becomes poor as soon as 8 reaches ~ 10, ie. for a
pre-strain that is still much below the critical pre-strain 5" ~ 90 at which microscopic modes appear. This shows that the
Euler-Bernoulli model is of limited interest for pre-strained structures, even for the analysis of macroscopic modes.

4.6. Discussion

The plate model displays the same type of behavior as the double-beam model, with the advantage that it is expected
to be quantitatively correct for slender bistrips, h « v. We have identified a dimensionless mismatch strain § that governs
the nature of the first bifurcation mode: it is macroscopic for small mismatch strain § and microscopic for large mismatch
strain. The parameter § measures the antagonistic effects of the mismatch strain (shorter wavelengths are preferred for
larger mismatch strain) and of the bending rigidity of the cross-sections (longer wavelengths are preferred for more rigid
cross-sections). The buckling behavior of the plate has been analyzed by a numerical shooting method, and the critical
mismatch strain § corresponding to the macroscopic-to-microscopic transition has been obtained analytically using the
small-wavenumber expansion, see (4.12).

As a final note concerning the plate model, observe that the strain has been rescaled by the quantity 87 which goes
to zero in the limit of a small aspect-ratio h < v by Eq. (4.4e). As a result, the finite values of € and § calculated above
correspond to infinitesimal values of the physical mean strain € and strain mismatch §: this confirms that it is sufficient to
consider a small-strain plate model with linear constitutive assumptions.

5. A 3-d hyper-elastic model with inhomogeneous pre-stress

In this section, the experimental bistrip of Huang et al. (2012); Liu et al. (2014) is approached based an hyper-elastic,
infinitely long, rectangular cuboid made of a Gent material. By using Fourier analysis in the axial direction, the bifurca-
tion problem is formulated as an eigenvalue problem in the cross-section. The bifurcations from the cylindrically invariant
solutions are first analyzed by the direct method, which combines the finite-element method with numerical eigenvalue
analysis: qualitatively, this yields similar results as with the simpler double-beam and plate models. This direct method
is however computationally intensive. The small-wavenumber expansion is presented next, and provides an efficient and
accurate method for characterizing the macroscopic-to-microscopic transition.

5.1. Model

Different configurations of the bistrips are shown in Fig. 10:
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(1) . 4)
h/ e

v'/2
E=1+Vp

Fig. 10. The 3D hyper-elastic model: (1) natural configuration, (2) pre-stretched configuration, (3) cylindrically invariant solution with mismatch stretch p
and mean imposed stretch A, (4) buckled configuration.

« In their natural configuration (1), the strips, labeled I and II, are rectangle cuboids with different cross-section dimensions
h x (v/2) and h’ x (V'/2), respectively.

« In configuration (2), the strip Il is pre-stretched with axial stretch p and the strips are glued together. The original
dimensions h’ and v//2 have been chosen such that both strips have the same dimensions h x (v/2) in this configuration
(2). The coordinates (%, y,Z) in this pre-stretched configuration are used as Lagrangian coordinates, and we denote by D
the cross-section D = (0,v) x (0, h): (X,y) € D.

» The remote ends are moved towards one another and as a result an additional stretch A is imposed (with A < 1 as the
bistrip is released). This yields the cylindrically invariant configuration (3), which may be stable or unstable: with respect
to their natural configuration (1), the stretch is A in the first strip I and p A in the second strip II.

» A buckled, non-cylindrically symmetric, configuration (4) can appear through a bifurcation.

Different sets of coordinates are associated with each of these configurations: X = (X,Y,Z) for the natural configuration
(1), X= (%, 7,2) for the pre-stretched configuration (2), x = (x,y, z) for the equilibrium (unbuckled or buckled) configurations
(3-4). Consistent with standard notations for 3-d elasticity, we denote vectors by a simple underline and matrices by a dou-
ble underline in this section. We further denote by ey, ey and e, the vectors of the Cartesian basis which remain unchanged
in natural and pre-stretched configurations (1) and (2).

By contrast with the previous double-beam and plate models, we now work with finite strain. The pre-stretch p plays
the role formerly assigned to the mismatch strain §, and the stretch A imposed by the displacements of the remote ends
plays the role formerly assigned to the average strain €. In the following, we refer to A as the ‘mean imposed stretch’, using
configuration (2) as a reference.

Let G denote the transformation gradient from configuration (1) to configuration (2):

[}

_ {1 in region I, 0 < X < v/2, (5.1)

r(p) (ex®ex+ey®ey) +pe,®e, inregionl, v/2 <X <w.
Here, r(p) denotes the transverse stretch associated with the axial stretch p under simple traction for the particular material
law considered: denoting by Wsp(r, p) the strain energy per unit reference volume for an equi-biaxial stretch, r(p) is defined
by the implicit equation 3‘3/3” (r(p), p) = 0. As we use a nearly incompressible Gent model (see below), detG ~ 1 and r(p) is
close to p~1/2,

We denote by ¢(%) the displacement from the pre-stretched configuration (2) to the final one (4): the final position

reads® x = X+ ¢ (%) and the transformation gradient is F =1+ Vg (X). With reference to the natural configuration (1), the
total transformation gradient reads:

< 0x
HX)= -+~ =F-G 2
H®) = g% =F -G (5.22)
This multiplicative decomposition is classical in the elastic theory of growth.

A Gent hyper-elastic material model is used and the strain energy per unit reference volume has the form

(] e (o
Wao) = 5 [ (1= 52) | -y + (5 - ) 0-1) (5.2b)
where K, u, Jm are material constants and I and J are the invariants of the total transformation gradient,
le=H:H, J=detH (5.2¢)

3 Recall that ¢ denotes the displacement, consistent with the fact the transformation is written as x = X+ ¢ (&) and the transformation gradient as F =
1+ V@(&). Even though this decomposition x = & + ¢ (%) is most often used in linearized or incremental elasticity, we stress that we are in the framework
of finite elasticity for the moment, i.e. we retain all nonlinearities with respect to ¢.
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We use the standard semi-column notation for the doubly contracted product, A: B = tr(AT - B)

In all the forthcoming numerical simulations, we used the following set of material constants: shear modulus u =1,
bulk modulus K = 10 and J;, = 100. The relatively large ratio K/u = 10 implies that the material is weakly compressible:
the initial Poisson’s ratio can be calculated as v = 0.45. In addition, the large value J,, = 100 makes the constitutive law
practically equivalent to a neo-Hookean model, up to values of the principal stretches as large as ~ /Jm = 10, or as small as

~1/4/Jm = 0.1. These values of the material parameters are not meant to match exactly those relevant to the experiments.
All the methods, models and conclusions presented in this paper are to some extent independent of the choice of material
parameters. In particular, all our results remain virtually unchanged if we use an incompressible neo-Hookean instead.

5.2. General equations for equilibrium

Wsp
det

I / < / / W33(I:((;x))did}7) dz, (5.3)

where we consider the limit of an infinitely long solid, L — oo. The energy has to be minimized under the constraint that
the displacement is prescribed at the remote ends, i.e. that the mean stretch matches the imposed one A.

The average strain energy per unit length is given by the integral of the strain energy W5pdX dY dZ = dxdydz as

For any particular solution ¢ (%), consider the Green-Lagrange strain, e = ; (HT — 1), and the second Piola-Kirchhoff
stress X = ﬁ 8‘3’3”, which are both symmetric. For any virtual motion ¢ (%), deﬁne the virtual increment g of the Green-
Lagrange strain as the symmetric part of H' - H. where H = = V@ (%) - G. The non-linear equilibrium solutions @ (X) are

found by cancelling the first variation of the total energy for any admissible virtual displacement:
U 1 [t P UL N
Vo(%3.2). / (/ Z(p): (H'(9)-H) dxdy) dz=o0. (5.4)
bl 0 L= &2 2
As the endpoint positions are fixed, we consider admissible virtual displacements that have a zero average axial strain.

5.3. Fundamental branch: cylindrically invariant solutions

We will first compute the fundamental branch of solutions: for any value of the mismatch stretch p and of the stretch A
imposed by the loading, we seek a cylindrically invariant solution of the nonlinear equilibrium equation (5.4) in the form

PL®) =l (L RF) + (A1) Ze,. (5.5)

The associated transformation gradients read E,= 1+ V(p)‘ (®) and Hy=E, -G, see Fig. 10. The second Piola-Kirchhoff stress
tensor has a block-diagonal form imposed by the symmetry of the homogeneous solution E = E((p ) with:

o [ 2 (AR ) 0
2(pg) = <0 0 23@;2,37))‘ (5.6)

where the upper-left 2 x 2 block x!I denotes the cross-sectional stress in the (%.¥) plane, and the lower-right scalar g
denotes the stress along the Z-axis. Both transformation gradients F 0 and H, have a similar block decomposition.

When this particular form of solution is inserted into the general equilibrium equilibrium (5.4), one obtains a 2-d prob-
lem of non-linear elasticity whose main unknown is the cross-sectional displacement (p (A X,¥y). The axial direction Z is
absent from this problem except for the imposed axial stretch A which enters as a parameter. A numerical approximation
of the solution go (k X,y) can be obtained by the non-linear finite-element method, for any set of values of the load pa-
rameters p and A see Section 5.5 below for the details of the implementation. Note that the dependence of the solution
gg (A; X, 7) on the mismatch stretch p is implicit in our notation. We work in units such that the width is v = 1. The domain

= (0,1) x (0, h) is rectangular, see configuration (2) in Fig. 10. Typical pre-stress distributions E” (cross-sectional) and
Zi (axial) are plotted in Fig. 11. The axial stress is nearly constant in each domain I and II and the s sol1cl is in a stress state
close to simple traction. In the present context of finite elasticity, Poisson’s ratio depends on the pre-stretch and is therefore

slightly different in the domains I and II. As a result, the simple-traction solution is (slightly) geometrically incompatible
and a small amount of cross-sectional stress appears near the interface, see Fig. 11b.

5.4. Bifurcation analysis: direct approach using the finite-element method

The invariant solution gé is available numerically, and we proceed to the bifurcation analysis. We start with the direct
method: Fourier analysis is used in the axial direction Z, and the existence of an adjacent equilibrium is formulated as a
quartic eigenvalue problem and then solved numerically using the finite element method.
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Fig. 11. Pre-stress in the homogeneous solution: axial pre-stress X3 (A;%,7) (left) and norm of cross-sectional stress |§(|)‘()L;)?,)7))| (right), see Eq. (5.6).
Aspect ratios h/v=0.1,0.2,0.4 (from top to bottom); material parameters: ;£ =1, K = 10, Ji = 100; mismatch stretch p = 1.11; mean imposed stretch
A =.9. The axial stress (left) is nearly uniform in each half of the cross-section: it is compressive in region I and tensile in region II (because of the
compressive axial stress, this cylindrically invariant configuration is actually unstable, see Fig. 12a). The cross-sectional stress (right) arises from geometric
incompatibility between the two domains, and is limited to a neighborhood of their interface; it is much smaller than the axial stress (note the widely
different scales in the color bars).

0.0032
0.0024
0.0016
0.4

0.0008

0.0000

Let ¢, (X) denote a small increment of displacement adding up to an invariant solution: the displacement is expanded as
@& = ¢%(®) + ¢, (%) +--- When linearized, the equilibrium equation (5.4) takes the classical form

Vo (®). z/OL (//D [ﬁ:co(x):H1+zo:(ﬁT-Hl)]dzdy> dz =0 (5.7)

Here, H = El (X) - G is the incremental transformation gradient and L is the tensor of tangent moduli evaluated in

the invariant solution,
82
(Lo)iju(A) = < 5 Je, s Hkr) , (5.8)
A

where Hg denote the components of H, in the Cartesian frame. The complete expressions of £ and ) are given in

Appendix B.1 for the Gent model. B
In view of the symmetry of the base solution Qé, we consider bifurcation modes ¢, that are harmonic in the axial
variable Z with a wavenumber g; such modes are coupled to virtual displacements that are harmonic and have the same
wavenumber q:
0350 =(EVRP+IERD ) 9RID = (E R ) +iELRT)e) e (59)
Here, § I (X,y) is a vector-valued function defined on the reference cross-section D which yields the complex amplitude of
the cross-sectional displacement; &1 (X, §) is a complex function defined on D which yields the complex amplitude of the

axial displacement. Their virtual counterparts are éf | (%, 7) and é L(%, ¥). In equation above, the imaginary unit number i that
multiplies the axial displacements introduces a convenient phase shift, such that the real parts are entirely decoupled from
the imaginary parts. As a result, we can assume all functions to be real, without loss of generality.

The incremental and virtual displacements are discretized by the finite-element method on the 2-d domain D = (0, 1) x
(0, h). By convention, degrees of freedom corresponding to displacement in the cross-section (%,¥) are listed first, while
degrees of freedom corresponding to axial displacement appear last: in the discrete setting, the complex amplitudes are
represented by vectors (using block notation)

_ S') - (¢
51—<§¢ . E= &) (5.10a)

Here, & I and & L represent the degrees of freedom of the functions & I (%,7) and & (%, ¥), respectively, and a similar

convention is used for the virtual displacements. The column-vectors representing cross-sectional displacement () contain
twice as many degrees of freedom as those representing axial displacement (+).
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In Eq. (5.7) for the adjacent equilibria, the Fourier analysis effectively removes the integration over Z, and transforms any
gradient with respect to Z into a multiplication by iq. In addition, the discretization replaces the cross-sectional integration
by dot products. This transforms the equation into a polynomial eigenvalue problem of the form

V6. & (K, +4C, +a*M,)-§, =0, (5.10b)

where the discretized operators K..C and M. can be found by identification with (5.7). A complete definition of these
operators is given in Appendix B.2. As shown there, the symmetry of the base solution warrants that the operators K
and M, associated with even powers of g are block-diagonal while operator C, associated with the odd power g is block
‘anti-diagonal’,

Ko 0 ml o
— =\ = — = =A — =8 =
K“(o ki>’ Cf(a 0)’ Ml‘(o m! ) 10

In addition, the square blocks k ki, m;

sectional displacements, in accord with the ordermg conventions used in (5.10a); the smaller square blocks kT and mi
act on axial displacement; the rectangular block [ couples cross-sectional and axial displacements. All these matrices can

k-, m! and ml are all symmetric. The larger square blocks Izcﬂ and Q)lxl act on cross-

readily be calculated in terms of the base solution <p (A X,¥), as explained in the appendix; they encode information about
both the pre-stress X (A, %,y) that drives the blfurcatlon and the tangent moduli EO Q).

Note that the eigenvalue problem (5.10b) matches the generic form (2.2) announced earlier.
5.5. Numerical implementation

For given loading parameters (p, A), the invariant solution (p (k %, ¥) is first computed by solving the 2-d non-linear

elasticity problem described in Section 5.3. To this end, the finite-element method is used and the displacement (p” is
interpolated using linear Lagrange elements. Convergence is obtained by a standard Newton-Raphson method. Our imple-
mentation makes use of the finite-element library FEniCS (@lgaard et al., 2009).

In a second step, the incremental displacement (S”, &1) is discretized: we use again a finite-element discretization of
the 2-d domain D using linear Lagrange elements and the FEniCS library. The corresponding basis of functions are used,
together with the known invariant solution (p to fill in the matrices K, , C, and M, as explained in Appendix B.2.

The discrete form of the quadratic elgenvalue problem (5.10Db) is then “solved using the SLEPc library (Hernandez et al.,
2005). A two-level orthogonal Arnoldi method is used, see Tisseur and Meerbergen (2001) for a review on numerical so-
lution of quadratic eigenvalue problems; it is combined with shift-and-invert preconditioning, allowing one to compute
eigenpairs corresponding to small real eigenvalues q more efficiently (Saad, 2011). To remove eigenpairs that correspond to
rigid-body modes, the symmetric part of (HT HO), which is a measure of the linearized strain, is calculated for each solu-
tion (q, é ) of (5.10b): whenever the norm of the linearized strain is below a small threshold, the solution is identified as a
rigid- body mode and eliminated.

5.6. Results

The numerical results are shown in Fig. 12a. The bifurcation diagram must be read like those in Figs. 2 (generic model),
Fig. 4a (double-beam model) and 7 (plate model). In the experiment, the value of the mismatch stretch p is first fixed
upon gluing the two strips. Next, the tension is released: the mean stretch A imposed by the position of the remote ends
decreases progressively from its initial value A = 1, with a given step-size* §A. A bifurcation takes place at the point of the
curve of marginal stability corresponding to the largest abscissa A: this yields a macroscopic instability if the corresponding
wavenumber ¢ is zero, and a microscopic instability otherwise.

As seen in the figure, the 3-d hyper-elastic model features both macroscopic and microscopic buckling, depending on
the amount of pre-stretch p. As with the double-beam and plate models, a smaller pre-stretch favors macroscopic buckling
(consistent with the Euler-Bernoulli beam model) while a larger pre-stretch favors microscopic buckling (consistent with a
strut-on-elastic-foundation model). With the particular aspect-ratio h/v = 0.1 and material parameters chosen in this exam-
ple (see legend), the transition occurs at the critical value of the mismatch stretch

pr~1.1. (5.12)

The results of the 3-d hyper-elastic model are therefore qualitatively similar to those of the simpler double-beam and plate
models (Sections 3 and 4). The critical modes predicted by the 3-d model are visually similar to a plate buckling mode

4 As seen in the figure, the numerical error on . is larger (for fixed §A) when p is close to p*, as the curvature of the curve of marginal stability
approaches zero; accordingly, we refined the step size §A to keep the numerical error on g, below + .05. By running a convergence test, we have also
checked that our typical mesh size, e = .02 (in units such that the width is v = 1), warrants that the error on g. due to discretization remains below this
threshold.
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Fig. 12. Bifurcation analysis of the 3-d hyper-elastic model, for material parameters =1, K =10, J = 100 and typical mesh size e = 0.02. (a) Curves
of marginal stability for an aspect ratio h/v = 0.1 and for different values of the mismatch stretch p: results of the eigenvalue analysis (direct method,
Sections 5.4 and 5.5, symbols) and comparison with the small-wavenumber expansion (dotted parabolas, Section 5.7). The critical values for the mean
stretch A, and the associated wavenumber q. are denoted by black disks. (b) Numerical test of convergence towards the plate model in the limit of a
small aspect-ratio h/v — 0: the critical wavenumber predicted by the 3D model using the direct method (dots connected by thin curves) converges to that
predicted by the plate model (thick curve). For all aspect-ratios, the small-wavenumber expansion (star symbols on the horizontal axis) correctly predicts
the critical mismatch strain 8 at which the bifurcation mode switches from macroscopic to microscopic. (c) First critical mode corresponding to p = 1.11
with h/v = 0.1, shown with an arbitrary amplitude.

when the aspect-ratio is small (see Fig. 12c for h/v = .1): the bistrips deforms essentially by bending and the displacement
is mainly out-of-plane.

A quantitative agreement between the plate and the 3-d models can in fact be obtained: in Fig. 12b, we check that the
results of the 3-d hyper-elastic model converge towards the predictions of the plate model in the limit of a small aspect-
ratio, h/v — 0. The reference curve shows the critical wavenumber of the plate as a function of the mismatch strain (thick
curve): this plot uses the natural variables of the plate model, namely the dimensionless mismatch strain § and the rescaled
wavenumber ¢, defined in Section 4. The thin curves correspond to the results of the 3-d Gent model, for different aspect-
ratios. The latter set of curves are plotted as follows. First, the eigenvalue analysis of Section 5.4 yields data-points (p, A, q¢).
Second, the stretches (p, A) characterizing the loading in a finite-elasticity context are converted into strains (8, €) relevant
to the small-strain limit by identifying the stretches in Figs. 6 and 10(3) as 1 +€ + % =Apand 1+¢€— % = A. Third, the
dimensionless mismatch strain § and mean imposed strain € are calculated using (4.4e). As we work in units such that
v =1, the dimensionless wavenumber G. = qv is identical to the wavenumber q. predicted by the 3-d model. We use an
incompressible plate model (v = .5) for comparison, consistent with the fact that we use an almost incompressible Gent
model.

5.7. Small-wavenumber expansion

We now apply the small-wavenumber expansion presented in Section 2.11 to the 3-d hyper-elastic model: this will allow
us to predict whether the buckling mode is macroscopic or microscopic without carrying out a computationally intensive
eigenvalue analysis, and will provide a more accurate value for the critical mismatch strain at the macroscopic to micro-
scopic transition. This section is independent from the previous ones, and can be skipped in a first reading.

The first step is to cast the bifurcation equation (5.10b) into the canonical form (2.3a) that has no linear term in q. This is
a tricky step. The idea is to duplicate and arrange the degrees of freedom into a new unknown vector & : in block notation,

= it (5.13a)
[q = SL]

Each half of the vector E obeys the ordering convention in (5.10a), i.e. the first two thirds of each half encodes cross-
sectional displacements and the last third of each half encodes axial displacement. In this block-vector notation, the square
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brackets group splits the generalized degrees of freedom into two halves, while the separate lines inside the square brackets
correspond to the cross-sectional and the axial degrees of freedom respectively. We carry on with this convention in the
following.

With the block matrices A, and B, defined as

[9]

Af([m [fff]])’ Bf([g%]] [[851])' (G130

and the sub-blocks defined themselves using block notation as

)\.k” 22T Aml 0
[AA]:[ QZA Akif] [BA]=[ Cgk Ami]- (5.13¢)

=2 A
one can cast the eigenvalue problem (5.10b) governing bifurcation into an equivalent form that matches up the canonical
form proposed earlier in (2.3a),
VE. E-A -E+¢E-B E=0 (5.13d)

i

Here, E is an arbitrary vector having the same dimension as n (5.13a). Note that it is straightforward to assemble the

block matrices AA and B, once the base solution <p is known, as this involves rearranging the blocks Izcl[ sy Qi calculated
earlier in (5.11).
The small-wavenumber expansion can now be carried out by applying the recipe of Section 2.11 to (5.13d):

1. the matrices A, and B, are obviously symmetric. The null space l<erA is worked out in Appendix C: it is spanned by
the 8 following vectors

01) ([01) (101 (101 (L] (IT2]) (1Ts]) (1L
<[T 1) <lT§1>’ ([T 1) ([1:11)’ ([61 ) <[021 ) ([031 > (Fo‘] > (5.14)

Each of these vectors has the same length and ordering convention as the vector E in (5.13a). The eight vectors represent
special types of adjacent equilibria: six of them are rigid-body modes (3 translations: T3, T3, and T4; and 3 rotations:
T3, T, T,), and two are homogeneous infinitesimal transformations: a stretching mode (T}) and a twisting mode (T5),
see the appendix for details. As a result, kerA, is of dimension 8, and is indeed independent of A;

2. in the basis (5.14), the restriction B*(1) of B, to keréA is a symmetric 8 x 8 matrix which is anti-diagonal: using block-
matrix notation,

0 b
B'(}) = (br g) (5.15)
=A

The entries of QA can be calculated as, for instance, (bk)14 =B (A) = T3 é){ -T,4. Note that the 4 x 4 matrix QA is non-
symmetric. The critical load A(9) is found by solving detB*(A(®)) = 0: in view of the block form of B*, this is equivalent
to finding the root A = A(®) of the (simpler) equation det| QA =0; -

3. at the critical value A = L@ the non-symmetric matrix QA =b ©) is singular. Let B = (,31 ..... ,34) denote a null vector of

Q(O), and ET = ( ;r ..... ,BD a null vector of its transpose Q(TO). In view of (5.15), the null space of B* (A®) is of dimension

=2 and is spanned by (%) and (%T). Each of these vectors has eight entries, which are the coordinates of a null vector

in the basis (5.14): the null vectors can be spelled out in the original space by multiplying the coordinates by the basis
vectors. This shows that the following two vectors form a basis of ker B* (A©):

v1\ ( [o]
([01>’ ([V*])' (516)

where V = Y1, BiT; and V* = Y1, B Tf. By Eq. (2.12a), the limit E® of the bifurcation mode for g — 0 lives in the
null space of B*(A(): for some coefficients a{o) and aéo),

20 = o ([[0]]> +al? <[£/OJ]>. (517)

4. a particular solution solution E(l) of the eigenvalue problem (2.9*) at order g2 is found as :1(31) _A(o]) E(O) 8O,

where A(O) is a pseudo-inverse of the singular operator A(O)

5. the solvability condition (2.13) at order g* can then be written as

~ a v _ a®yv
V(@ as). ([[0721\/*]]>'< B A0 B, +}‘(1)B/(0>> <[[a§1°)V*]]> -
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Expanding the matrices inside the square brackets using their block form, this can be rewritten as

V(@ &), (g;)-<(—al+azk(l))<? é)) <EZ:) 0,

_ yF _ R * 1 .
where a; =V - B(O) A(O) 8(0) V¥, a=V g( -V* and A o denotes a pseudo-inverse of the block A(O) (5.13b);

6. the value of A(1) is found by the condition that the matrix in square brackets in the equation above is singular, viz.
A =aq/a;:
ao_ L Be- Ay BV ' (518)
VBV

Note the similarity with Eq. (2.14) valid for n* = 1 (which is not directly applicable as n* = 2 here).

Practically, the quantities A0 and A are calculated as follows. For any value of the mean applied stretch A, the homo-
geneous solution (p (A X,¥) is calculated by solving a 2-d non-linear elasticity problem using the finite-element method,

as explained in Section 5.3. The matrices I<” mi appearing in (5.11) are assembled as described in Appendix B.2. These
blocks are arranged into the matrices A and B, see Eq. (5.13c). The 4 x 4 matrix Q,\ is calculated as explained below

Eq. (5.15). Iterating over A, numerical root- ﬁndmg is used to find the root A = A(® of detgk = 0. The corresponding right
and left null vectors 8 and 8" are calculated numerically, as well as V and V * appearing immediately after Eq. (5.16). A

pseudo-inverse A~! of A is calculated. The operator B = %* (A(O)) appearing in the denominator of (5.18) is estimated

=0 — =) =(0)
numerically using finite differences in A. Finally, A(1) is calculated from Eq. (5.18).

This method is first applied to the example problem from Fig. 12a, using the same aspect-ratio h/v = 0.1 and the same
set of material parameters as for the direct method: in the figure, the dotted parabolas A = A(® + g2 A(D are the prediction
of the small-wavenumber expansion, for different values of the mismatch strain p. In the neighborhood of their intersection
with the g = 0 axis, the parabolas provide a good approximation of the complete curves of marginal stability obtained earlier
by the direct method. For this particular example, A(1), as calculated by (5.18), goes from positive for p = 1.11 to negative
for p = 1.056: this is in accord with the macroscopic to microscopic transition observed at p* ~ 1.1 using the full eigenvalue
analysis (direct method), see Eq. (5.12). By doing a linear interpolation of the values of A(!) just calculated from (5.18) at
p=1.056 and p = 1.11, one can obtain an accurate estimate of p* as

p* = 1.090. (5.19)

When converted into the dimensionless mismatch strain of the plate model, as explained as the end of Section 5.6, this
yields § = 89.6. This is close to the value § = 88.25 calculated by the plate model in (4.12): this confirms that the plate
model agrees with the 3-d model in the limit h/v — 0; the small difference between the two values is due to the fact that
the aspect-ratio is small but finite in the 3-d model (h/v = 0.1).

This procedure for calculating the critical value of the mismatch stretch p* was repeated for different aspect-ratios: these
values of p* were converted into values of §, and then displayed as the grey stars in Fig. 12b. Each of these stars falls exactly
at the point where the curve of marginal stability found by the direct method merges with the axis g, = 0. This confirms
that the predictions of the small-wavelength expansion are valid.

5.8. Summary

In this section, we modeled the bistrip experiment using a 3-d hyper-elastic model. By solving a non-linear elasticity
problem in 2-d using the finite-element method, we calculated a family of base solutions that are cylindrically invariant.
Using numerical eigenvalue analysis, we obtained the curves of marginal stability for different values of the mismatch stretch
p (direct method); we reached the same conclusion as with the double-beam and plate models: the first bifurcation mode
goes from macroscopic to microscopic when the mismatch stretch goes beyond a critical value, p = p*. The predictions of
the 3-d hyper-elastic model agree with those of the plate model when the aspect ratio is small, h « v.

We also applied the general small-wavelength expansion to calculate the critical mismatch strain p* corresponding to
the macroscopic-to-microscopic transition, for different values of the aspect-ratio h/v. The values of p* obtained in this
way agree with those calculated by the direct method. The small-wavelength expansion has two important benefits over
the direct method. It provides more accurate values of p*, and it is much less intensive computationally: it requires only
standard linear algebra operations on the matrices K, C M, that are known in terms of the invariant solution (p
contrast, the direct method requires solving a polynomlal elgenvalue problem for each value of A, and then iterating over A
to bracket the critical stretch A and the wavenumber of the first bifurcating mode q.. This determines whether the system
bifurcates towards a microscopic or a macroscopic mode. Then a second level of iteration over the pre-stretch p is required
to bracket the critical value p* for a particular value of the aspect-ratio h/v.

In the limit of a weak pre-strain, p — 1, the predictions of the 3-d model studied in this section are equivalent with
those of an Euler-Bernoulli rod model having a natural curvature consistent with the pre-strain distribution. This can be
shown by an argument similar to that given earlier in Section 4.5 for a plate; it is more technical, however, and is not given
here.
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6. Discussion, conclusion and perspectives

In previous work on thin elastic structures, a weakly inhomogeneous pre-strain has been taken into account by modify-
ing the reference metric or the natural curvature of classical rod or plate models (Goriely and Tabor, 1998; Liu et al., 2014).
The present work shows that this is not possible in the general case of a finite, non-uniform pre-strain: as evident from the
analysis of bistrips, large pre-strain can lead to buckling modes that violate the kinematic assumptions underlying classical
rod models. Accordingly, we have approached the stability of a pre-strained rod-like elastic solids based on structural mod-
els with deformable cross-sections: we used different structural models featuring different degrees of sophistication, all of
which yielded qualitatively similar results. We found that the first bifurcation mode switches from long-wavelength for weak
pre-stress (qc = 0), to short-wavelength for larger pre-stress (g # 0). The transition is governed by a dimensionless parame-
ter comparing the antagonistic effects of pre-stress (which favors short wavelengths) and of the stiffness of the cross-section
(which favors long wavelengths). For large or small pre-stress, our models are asymptotically equivalent with the buckling of
an Euler-Bernoulli beam with natural curvature, and with a strut on an elastic foundation, respectively. Drawing an analogy
with Koiter’s post-bifurcation analysis, we have proposed a small-wavenumber expansion that captures the long-wavelength
to short-wavelength transition. This method is especially powerful when applied to the full 3-d model (Section 5): it in-
volves elementary linear algebra in terms of the unbuckled solution, and removes the need for a computationally extensive
eigenvalue analysis.

Our initial motivation for this work was to explain the selection of the number of perversions in a pre-stressed bistrip
based on a static, linear bifurcation analysis; this goal has been achieved. The 3-d model studied in Section 5 makes use of
the same constitutive law and modeling assumptions as the finite-element simulations of Liu et al. (2014), which they al-
ready compared to the bistrip experiments: there is no need for us to carry out a detailed comparison with the experiments
again. We simply note here that we found the critical wavenumber ¢, to be an increasing function of the dimensionless
pre-strain, and that this accounts for the increase of the number of perversions with the amount of pre-strain and with the
inverse cross-section aspect-ratio v/h, as seen in the experiments. As our approach makes uses of Fourier analysis in the
axial direction, the macroscopic-to-microscopic transition manifests itself as a bifurcation on the critical wavenumber qc.
To extend our work to a finite length L, the dispersion relation derived in this paper needs be combined with the relevant
boundary conditions which, typically, provide a quantification condition on the wavenumber q. For very slender rods, L>>h
and L >» v, the wavenumber is quantified in vanishingly small increments and this warrants consistency with the case L = oo
addressed in the present work.

We emphasize that the present work is concerned with a linear bifurcation analysis, i.e. our equations are linear with
respect to the amplitude of buckling but non-linear with respect to the wavenumber g. In future work, it would be inter-
esting to consider the case of a finite buckling amplitude as well: this would allow one to confirm that the bifurcation is
super-critical, and to compute the amplitude along the post-bifurcated branch; other typically non-linear effects such as the
coalescence and subdivision of perversions may also be addressed (Liu et al., 2016). Another interesting extension would
be to push the small-wavelength extension of Section 2 to the next order: this would allow one to derive an ‘amplitude
equation’ for the critical wavenumber of the form q¢ — «a (p — p*) g2 = 0 near the critical pre-strain p*, corresponding to the
asymptotic law gc o (p — p*)1/2 seen e.g. in the numerical results of Fig. 12b at the transition.

In our work, the macroscopic and the microscopic buckling modes originate from a single mode whose wavenumber
bifurcates: this is entirely different from the problem of mode jumping where different buckling modes interact non-linearly
(Chien et al., 2000; Everall and Hunt, 2000; Holder and Schaeffer, 1984; Schaeffer and Golubitsky, 1979; Stein, 1959), and
from other problems involving an interaction between different macroscopic and microscopic modes (Bai and Wadee, 2015).

In the small-wavenumber expansion we assumed that the curves of marginal stability are always of one of the two
types shown in Fig. 2. This assumption turned out to be correct for all the examples that we studied and, as a result, the
criterion A(D =0 (or €M =0 in Section 3-4) successfully captured the macroscopic-to-microscopic transition. If, however,
the marginal curves have at least three critical points (Ac, qc) where dA/dq = 0, different types of bifurcations may take
place and the criterion A(1) = 0 may not be applicable (this is similar to the well-known limitation of a linear bifurcation
analysis, which overestimates the load at which buckled solutions can appear by a sub-critical pitchfork bifurcation).

Motivated by the bistrip experiments, we have considered a piecewise constant pre-strain, see (4.1a) and (5.1). It is
straightforward to extend the present work to an arbitrary distribution of pre-strain in the cross-section. As an illustra-
tion, let us consider the plate model, now with a pre-stress depending linearly on the transverse coordinate x: we replace
(4.1a) with N%(e:x) = Eh (€ + 3 (¥ — §) 8). In this formula, the numerical factor 3/2 has been chosen such that the residual
bending moment is still given by Eq. (4.14): this warrants that the mismatch parameter § of the new (linear) pre-stress dis-
tribution is directly comparable with that of the older (piecewise constant) pre-stress distribution. Instead of carrying out
the buckling analysis by the direct method (shooting method, Section 4.2), we use the small-wavenumber expansion: it gives

the same results more easily. Adapting the analysis of Section 4.4, we find that Eq. (4.8) is unmodified’, while the quan-

— — —_(0)2
tity €V = g, (@9, 8) in (4.10b) becomes g, (€?,5) = 61(20(;0 + 5;{52 €® _ (1 -v2). Since Eq. (4.8) still holds, the thick green

curve in the phase diagram in Fig. 9 remains unchanged. With a liilear pre-strain distribution, we find that a macroscopic to
microscopic transition still takes place but the critical pre-stress § is different: solving €V = g, = 0 with the expression of

5 This is because the pre-stress enter into this equation through the residual moment Mg only (see Section 4.5), which has been preserved by design.
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g, just given yields €® = 20.1 in the incompressible case (v = .5), which by Eq. (4.8) corresponds to 8" = 63.8. This is sig-
nificantly less than the value found earlier for a piecewise constant pre-strain, compare with (4.12). All the results presented
in this paper can be similarly extended to an arbitrary pre-stress distribution.

Thin elastic structures comprising incompatible strain are a relatively new topic which is still imperfectly understood.
The thin rod model with natural curvature has been used to model these structures but the recent work of Cicalese et al.
(2016) and our own results show that it is applicable only when the pre-strain is infinitesimal, i.e. for [p— 1] « 1 or § « 1
in our notation. Still, our results show that for a pre-strain as large as p* or 5" (which are both of order 1), and even slightly
above, the wavelength of the buckling modes ~ 1/q. is much larger than the cross-section dimension ~ v ~ h. This suggests
that it must be possible to derive 1-d models governing thin structures with finite pre-strain, even though such models
have not been established to date (they are certainly not of the Euler-Bernoulli type). In future work, we will address this
question, using the analysis of a prismatic solid presented in Section 5 as a starting point.

Appendix A. Numerical shooting method for the plate model

Here, we describe a numerical solution of the eigenvalue problem (4.5a)-(4.5e) for the elastic plate with non-uniform
pre-stress, that governs the initial buckling bifurcation. The eigenvalue problem depends on Poisson’s ratio v, on the mis-
match strain § and on the mean imposed strain €; its eigenvector is the complex deflection amplitude &; (x), and its eigen-
vector is the wavenumber q.

The eigenproblem can be solved by a shooting method as follows. In each half-plate j=1,1I, and for a given value of
g, the solutions SIJ (x) that satisfy both the differential equation (4.5) and the boundary conditions (4.5¢) and (4.5d) is of

dimension 4 — 2 = 2. Two particular solutions S]j’] and élj’z spanning this space are found by integrating the differential
equation with initial conditions

(&, &Y @ E)y, = {(1’ 0.vq",0)  for first function, k = 1

Al
(0.1,0, T2 - v)) for second function, k = 2. (A1)

Here 26 and R’é denote the starting point of the progressive integration, which takes place in either half of the plate: R{) =0
and i”o = 1. For each half-plate j =1, 1, one can define a 4 x 2 shooting matrix S;(v, §, €, q) by filling with the values at the

interface of the successive derivatives of the numerical solution Slj'k,
- di %-J'.k
(Sj(v,é,e,q))ik = dili (1/2).

By construction, this matrix yields £; and its successive derivatives at the interface X = 1/2 in terms of the initial values
£1(x)) and &{ (X)) on the stress-free edge:

Finally, the continuity conditions (4.5e) can be expressed as:
detS(v,8,€,q) =0, (A.2a)

where the 4 x 4 shooting matrix S is obtained by assembling the 4 x 2 matrices S; and Sy from either half-plate: in
block-matrix notation,

S,8,€9 = (5(1v.8.€,9) | -Si(v.3.€,9))- (A.2b)
Appendix B. Linearized equilibrium of the Gent model

In this section, we give the detailed expressions of the tensors appearing in the non-linear equilibrium (5.4) and in the
linearized equilibrium (5.7) of the 3-d hyper-elastic model analyzed in Section 5.

B.1. Pre-stress and tangent moduli

We start from the strain energy per unit reference volume Wsp of a Gent material, as defined in (5.2b). The second

Piola-Kirchhoff stress tensor X = delt o 8‘3’39 reads
1 HJm -1 2u -1
> = 1- K- - -1 B.1
S(p) detg(]m_,c+3: ne+ (k=) 0-nc). (B1)

where C = QT -H is the Cauchy-Green deformation tensor.
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We rewrite the definition (5.1) of the transformation gradient associated with pre-stretch G in compact form as follows:

G=TF(ex@ex+ey®ey)+pe; ¢,
where 7 and p denote the piecewise constant principal stretches

_ 1 if 0<x<v/2, and B — 1 if 0<x<v/2,
r o if v2<x<v. p= p if v2<x<v.

For the special case of an invariant solution Qé (%), as defined in (5.5), the transformation gradients take the block-
diagonal form

Fl' o 7Fl 00 cl 0
F =|=0 H=| =0 C =(=0
=0 <0 A) =0 (o pr) =0 0 p*a2

where the first two rows and columns correspond to the cross-sectional direction ¥ and ¥, and the last row and column
correspond the axial direction Z. The cross—sectional blocks E; = 1+ grad<p” and C I'— 72 (E, ”)T Eg I depend on the gradients

of the cross-sectional displacement <p (A X.7). We denote by grad the gradient with respect to the coordinates within

v v
9%’

: = E((p ) in the invariant configuration (po splits up into similar blocks,

>0
E = =0 .
z-(% )

The tensor of tangent moduli appearing in (5.8) reads, when evaluated in the invariant solution,

H o) :H=5 tr H -H) tr @ -H)--

the cross-section (X, y), for instance for a scalar field v(%,y): gradv = ( ) As mentioned in Eq. (5.6), the pre-stress

T 1y . (737 -1
+52(g1.go.£0 ) (H Qog) ).

+ B3 (gal L (H] .ﬂo)) (Ca1 : @T -H0)>

where H ; is the incremental transformation gradient defined below (5.7). For the Gent model, the full expression of the
moduli By, By and Bs is

2 t)m

2(M—(1<—%*)J°(]0—1)) (1<—%)0(210—1)
detG (Jm — I + 3)? B =

Bi = detG 3= detG ’

By =

O _ 0 _ . . . . . . . A‘
where I¢ = tr C; and J° = | /det(, are the deformation invariants evaluated in the invariant solution ¢g.
B.2. Quadratic forms entering in the eigenvalue problem

Let us return to the weak form of the linearized equilibrium (5.7). We do not assume that the real and virtual displace-
ments ¢ (X, ¥.Z) and @(X,y,Z) are harmonic in the axial coordinate Z, as we did earlier in (5.9); instead, we consider an
arbltrary dependence on Z. This will allow us to derive the representatlon of rigid-body motions in Appendix C below. The
linearized equilibrium (5.9) depends on the first gradients of ¢ ; and ¢ along both the cross-sectional directions ¥ and y
and along the axial direction Z. By grouping the terms depending on the total order of derivation with respect to Z, one can
rewrite the linearized equilibrium as

1t ~ ~ _ ~ N
Vo, f/o <Kx(<p,<p1)+cx(<ﬂ,¢1_z)+CA(¢1,¢_2)+Mx(¢j,so1_z))d2=0. (B.2a)

where the symbol Z appearing in a subscript after a comma denotes an axial derivative d/dZ. The bilinear forms K;, C; and
M,, which are spelled out below, depend on the pre-stretch A through the base solution gé‘, and contain gradients of the
displacement with respect to the cross-sectional directions X and y, noted as grad, but not with respect to the axial direction
Z. Stated differently, cross-sectional gradients d/0% and d/0y (denoted by grad) are implicitly contained in the operators in
equation above, but the axial gradients d/0Z appear explicitly in the arguments of the operators.

Next, the real and virtual displacements are decomposed into a cross-sectional projection gq and Q” belonging to the
(xy) plane, and an axial component as

0, R1D=0!R7.D)+¢oi(RFDe;  PRID=0"R D+ RT.De,
The operators in (B.2a) are found by identification with (5.7): the way they couple the cross-sectional and axial components
is dictated by the symmetry of the invariant solution as follows,

K.(@.9,) =k (@', o!) + kt (@*. 1), (B.2b)
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G.(@.9,,) =@ ¢l )+ @ ¢, (B.2¢)

My (@ .9, ,) =my (@' ol )+ mi (@4 ¢1). (B.2d)

From Appendix B.1, the detailed expressions of the different ‘blocks’ are, for the Gent model,
k|| (A” g) = //D (Fz[(grad(p|1| -2(‘)') :gradcﬁ”] + B, [ﬂ! :gradcp”[ﬂ] : grad@”] e

+ B[ (E))T - gradg! - ()| [ EDT - gradd! - €))7 ] -

+PB[ () (EDT - gradgh) || €)' (EDT - gradd) | azay, (B2e)
ki (@t <p1)—// (T‘Z[;g-grad(p#].gradgﬁl+72@grad<ﬁl.[(§”)‘l - gradey |)dxdy, (B.2f)
p 120 BLACHT JEraC 4 oy Brace [ G- £aC

@l )= // o2 gradgt (E)) " gl ) ddy, (B2g)
@ iy = / /D (P PPBAE) : (¢4, gradgl) + 72 3(1-"”) " (i gradg!))didy, (B.2h)
Il ol )= 2xlol ol 4 B 1\dz d7 ;
mk(ﬂz’ﬂnz)_ D(p X $1:8:F 22 <p 'f,z)x Y (B.2i)
mi @50t = [[[ (B3 0tps + BB 01,05 + 13 0hidh + 530101 R . (B:2i)

Note that the operators K, and M,, which are associated with an even total order of axial differentiation d/0Z, couple
cross-sectional real and virtual displacements on one hand, and axial real and virtual displacement on the other hand; by
contrast, the operator C; which is associated with a total order of axial differentiation d/0Z equal to one (odd order), couples
a cross-sectional virtual displacement with an axial real displacement and vice versa.

As we work with a set of material parameters that make the solid nearly incompressible, we approximate detG~ 1 in
the linear bifurcation analysis. B

B.3. Connection with the Fourier form of the operators

With the aim to derive the Fourier form of the eigenvalue problem announced in (5.11), we now consider displacements
that are pure Fourier modes, i.e. that depend harmonically on Z, as in (5.9):
ol®y.2)=£ &y e
P (X.9,2) =iE" (X, §) '
Pl y.2) =€ & e
QL (R.3.2) =i (X )€l
For large L, the averages over the axial variable Z in Eq. (B.2a) can be simplified with the help of the identity
1t - O |
f/ f(Seld?) : 9i(Te')dz = iS)i(§:7j) (for q # 0)
o 2 L 2-L

for any tensors S and 7 of complex amplitudes. Here, % denotes the real part, and 7 is the complex conjugate of 7. When
this identity is applied to ) (B.2a), the variable Z disappears, the wavenumber g appears, and one arrives at the eigenproblem
announced in (5.10b): V“g‘ 5 (K +4qC, +q*M ) S =0, using the block notations of Section 5.4. In this equation, the
operators K, and M, are the discrete form of 1 the operators K, and M, that appeared in (B.2b) and (B.2d), while C isa
discrete symmetrlc matrlx coupling cross-sectional and axial displacements: C is obtained by discretizing the operator

GE. & =cE" &N —(LEEH+(IENEYHY -G ENgY). (B.3)
Therefore, the lower-left block [ appearing in (5.11) is associated with the continuous operator c; = ci — (ci)T.

The symmetry and the diagonal or anti-diagonal block-structure of the operators stated in Eq. (5.11) are a consequence
of their definitions (B.2b)-(B.2j).
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Appendix C. Rigid and neutral modes of the 3-d operators

For the 3-d prismatic solid, the linearized equilibrium equations (5.7) have obvious solutions corresponding to rigid-body
displacements, as well as to uniform twist and uniform (increment of) axial stretching. Here, we seek a representation of
these modes in our notation. As we shall show, all these modes turn out to be null vectors of the stiffness matrix A, , and as
such they play a key role in the bifurcation analysis. By analyzing these special modes, our goal is to derive the expressions
of the eight vectors forming a basis of A, see Eq. (5.14).

We consider a base solution x, = X + [N (%, ¥) that is invariant in the axial direction. We start from the linearized equi-
librium in (B.2a), which is equivalent to (5. 7) using the block structure of the operators given in (B.2b)-(B.2d), and carrying
out an integration by part, we write the linearized equilibrium as

¥(©@'(x5.2).9"(%3.2)). Lfk“(A“ oD + ki@ o) —ml @' o] )~ mi (@". 0izy)
— (DT =)@ ot + (¢~ Q@ ¢l ) dz=

The boundary terms coming from the integration by parts have been ignored as the prismatic solid is considered infinite,
L — oc.

Thanks to the integration by part, the derivatives of the virtual displacement with respect to the axial variable Z have
been eliminated in equation above. This allows one to remove both the integral and the virtual displacement: we arrive at
the linearized equilibrium in strong form,

k' o 0 - ml o
<6\ ki> ¢t (Ck Ok) Piz~ <T)A m! 95, =0 (C.1)
=\ = =

where we have defined the operator ¢, = c] — (c2)" defined below (B.3).
In the following, we review 8 particular solutions ¢  to this equation, namely 3 rigid-body translations, 3 rigid-body
rotations, and 2 non-rigid modes (corresponding to uniform stretching, and to uniform twisting, respectively).

C.1. Modes having a cross-sectional displacement independent of Z

The modes whose cross-sectional displacement is independent of Z are analyzed first.

« A rigid-body translation along the axis x corresponds to an incremental displacement ¢,(&.7.2) = ex. This ¢, has to be a
solution of (C.1): inserting into this equation, we find

k, -ex =0,

where we have identified the unit vector ex with the constant function that takes on the value ey. Using the block-vector
notations introduced in Section 5.7, see Eq. (5.13c) we rewrite this as:

([[T ]]> € kerék.

The block matrix A, has been defined in (5.13b). We have just shown that the first vector listed in Eq. (5.14) is indeed a
null vector of A. .

A similar argument shows that the rigid-body translation along the axis Y, 9, (R,9.2) = ey, is represented by the second
null vector of A, listed in Eq. (5.14),

<[[T0§]]) € kerék, where T; = (e(,),)

Here again, the vector ey appearing in the first block of T3 is the function taking on the constant value ey, by a slight
abuse of notation.

- Let us consider an infinitesimal rotation about the axis Z. The displacement corresponding to this infinitesimal rotation is
contained in the plane of the cross-section. Using an arbitrary normalization it writes 2 Ry.2)=¢e;x Xl Xy (X, ¥), where

A -T7 =0, whereTj= (e(’)()

x denotes the cross product of two vectors and x = (X5 +<p (A %,¥) is the projection onto the cross-section of a
material point in the invariant solution labeled (3 ) in Fig. 10 note that the rotation operates on this configuration and
not on (1) or (2). Introducing the notation p” Xy)=¢e; x x0 (X,7), and repeating the same argument as earlier, we find
that the rigid-body rotation is represented by a vector that lives in the null space of A

I3 = ('Ozl (gj)) = ([[T ]]) e kerA, .
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« Finally, we consider a uniform increment of stretch along the axis Z. Differentiating the invariant solution with respect to
the stretch A and multiplying by a conventional factor A, we find the corresponding mode as 9,(X.9.2) = ustr(x V) +

dgo (A:RY)
A=

A Ze,, where the increment of cross-sectional displacement reads Estr X9 = . Inserting into (C.1), this yields

str(x Y) QZZO'

This equation is Well—known in the analysis of the stretching of thin rods: this is the partial differential equation in the
2-d cross-section, which must be solved for the cross-sectional displacement ug; to capture the incremental deformation
of the cross-sections by Poisson’s effect. Using notations introduced in Eq. (5.13¢), Section 5.7, and observing that ’:‘i

0 as a consequence of the symmetries—as confirmed by the detailed expression of I:‘i in (B.2f)—, we rewrite this as

A -T;=0, where T} = ( Sté(x y)> <[[ ]> e kerA, .

& T;]
C.2. Modes having an axial displacement independent of Z

We review the four remaining modes. Their axial displacement happens to be independent of Z.

 The rigid-body translation along Z is described by a constant perturbation along the axis, 9, (%,9.2) = e,. Inserting into
(C.1), we rewrite this as

kl'QZ:O,

which we can rewrite using the notation of Section 5.7 as

T oo (0 [T,]
Al -T; =0, whereT, = <€z> = ([01] e kerA, .

The infinitesimal rigid-body rotation about the transverse axis X writes ¢, (X9.2) =ex xx0(R.9.2) = —rZey + pL (X, §) ez

where pi (%, §) = (ex x gg (X, )7)) ey =¢éy- Xo (%, 9). Inserting into (C.1) and observing that k” -ey = 0, we have
1 1 _
_)"E)L'QY+EA .Bx =0.

Using the notation of Section 5.7, we rewrite this as

AT-T,=0, where T, = (_ey > - ([[TOZ]]> e kerA .

Py
An infinitesimal rigid-body rotation about the second transverse axis Y is treated similarly: with 9, (R.7.2) =ey x

X (R 3.2) = AZey + py (R F) e, and pj-(R. ) = (ey x X)(X. 7)) -e; = —ex - x) (. 7). one has
e
éi -T; =0, where T; = (5}1) ([[03]]> e kerA,.

Finally, the mode corresponding to a uniform increment of twist writes ¢ ()? V,2) = AZp" X9+ u‘}varp()? ¥) ez, where
Uparp is known as the warping function and ,oH is the infinitesimal rotatlon about the axis introduced earlier in the
analysis of rigid-body rotations. Note that the rotation about the axis Z is now multiplied by an angle A Z proportional to
the axial coordinate (uniform twist). Inserting the expression of 2 into (C.1) , we obtain k warp + )»C Bﬂ = 0, which
is the discrete version of the classical partial differential equation that yields the warpmg function uWarp in the theory
of thin elastic rods. Adapting the argument used for the analysis of rigid-body rotations about the axes X and Y, this can
rewritten be as

[T,] (P!
([04] ckerA,, where T, = Hﬂrp A .

In total, we have found eight infinitesimal modes in the null space of A . We can offer no proof for the fact that these
eight vectors span the entire null space of A ,, but we have checked numerically that l<eré)\ is indeed of dimension eight
in our numerical examples.
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FIGURE IV.1 - Instabilité d"un bloc élastique en compression. (a) Pré-
diction de I’analyse de stabilité linéaire pour un nombre d’onde arbi-
traire. (b) Flambement non linéaire : apparition d"un sillon.

Dans les chapitres précédents, nous analysons plusieurs systemes élancés sujets
a des instabilités élastiques associées a des modes dont la longueur d’onde, bien dé-
finie, peut étre obtenue a partir d’'une analyse de bifurcation linéarisée. C’est le cas
du flambement d’Euler (chapitre I), des couches minces sur une fondation élastique
(chapitre III) ou encore d"une poutre soumise a une pré-contrainte hétérogene (cha-
pitre III). Un point commun entre tous ces systémes est qu’ils expriment une échelle
de longueur caractéristique : la longueur de 1'objet dans le cas du flambement d’Eu-
ler, ou une petite échelle associée a Iélasticité de la section et/ou aux hétérogénéités
de pré-contrainte.

Nous étudions dans ce chapitre le comportement en flambement de systémes
dépourvus d’échelle de longueur intrinseque. Pour de tels systemes, 1’analyse de bi-
furcation linéarisée prédit I'apparition au point de bifurcation d’un continuum de
modes associés a toutes les longueurs d’onde possibles. Ceci est une conséquence
directe de la propriété d’invariance d’échelle de ces systémes. La compression axiale
d’un bloc élastique d’épaisseur infinie en est 'exemple le plus classique. Ce pro-
bleme, schématisé sur la figure IV.1, est connu sous le nom de probléme de Biot car sa
formulation remonte aux travaux de B1OT (1963) et BIOT (1965). Ceux-ci montrent,
par une analyse de stabilité linéaire du probléeme formulé en élasticité finie, qu'une
instabilité de surface apparait pour une valeur critique de I'étirement A\g < 1, sous
la forme d’un continuum d’ondulations régulieres de la surface (figure IV.1(a)) as-
sociées a toutes les longueurs d’onde possibles. De nombreuses études expérimen-
tales et numériques se sont récemment intéressées au comportement non-linéaire de
ce probleme invariant d’échelle (TRUJILLO, KIM et HAYWARD, 2008; HONG, ZHAO
et SUO, 2009; MORA et al., 2011; HOHLFELD et MAHADEVAN, 2011; HOHLFELD et
MAHADEVAN, 2012; CAI et al., 2012; JIN et al., 2015; JIN et SUO, 2015). Celles-ci dé-
crivent ’apparition brutale a la surface du bloc comprimé de plis (ou sillons) trés lo-
calisés et orthogonaux a la direction de compression, voir figure IV.1(b), pour A\c < 1
avec A\c > A, donc pour une déformation plus faible que celle prédite par I’analyse
de stabilité linéaire. Ces sillons, appelés en anglais creases, apparaissent a la surface
de nombreux matériaux, voir figure IV.2, et leur apparition reste aujourd’hui difficile
a expliquer de fagon précise et par des arguments théoriques.

Ces sillons sont I’expression d'une instabilité dite de plissement, en anglais crea-
sing, connue pour étre sous-critique, essentiellement non-linéaire et tres sensible
aux imperfections, a l'instar du flambement d'une coque cylindrique en compres-
sion (YAMAKI, 1984). Contrairement a cette derniére instabilité qui génere des mo-
tifs réguliers a la longueur d’onde bien définie, les sillons créés lors de l'instabilité
de plissement sont tres localisés et irrégulierement espacés. L'invariance d’échelle du
probleme de Biot semble jouer un role déterminant dans le déclenchement de cette
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FIGURE IV.2 — Instabilité de surface libre. (a) Circonvolutions du cer-

veau, (b) plis de la peau, d’aprés HOHLFELD et MAHADEVAN, 2011;

(c) sillons a la surface d"une couche de polydimethylsiloxane, d’apres
CATletal., 2012.

¥
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FIGURE IV.3 — Principe de l'expérience étudiée dans ce chapitre :
prisme a section triangulaire en compression.

instabilité. C’est en tout cas ce que suggerent des analyses récentes (CAO et HUT-
CHINSON, 2011; HOHLFELD, 2013; CIARLETTA et FU, 2015; FU et CIARLETTA, 2015)
qui relient qualitativement 1’apparition de ces sillons a la présence d'une infinité de
longueurs d’ondes au seuil de stabilité linéaire et a leurs interactions non-linéaires.
Les liens de cause a effet entre I’absence de longueur intrinseque dans le probleme
initial et la localisation du motif de flambement restent cependant incertains.

L’étude de la stabilité en compression d'un solide prismatique dont la section est
un triangle isocele, schématisé en figure IV.3, constitue une variante du probleme de
Biot. Celle-ci apporte un nouvel éclairage sur les liens entre invariance d’échelle et
localisation, comme nous le verrons dans ce chapitre. Les déplacements de I'aréte
sont bloqués a sa base et I'angle d’ouverture de I’aréte ¢ est un parametre variable
permettant d’identifier ce systeme avec le probleme de Biot lorsque ¢ — 180°. Ce
nouveau probléme est invariant d’échelle au voisinage de 1’aréte et admet ainsi une
infinité de modes de flambement au seuil de stabilité linéaire. L’étude expérimen-
tale de ce systeme fait apparaitre un flambement linéaire associée a une ondulation
sinusoidale de l'aréte lorsque ¢ < ¢* ot ¢* =~ 90° et une transition vers des plis
localisés pour ¢ > ¢*. Une analyse de stabilité linéaire numérique, menée en sui-
vant la méthode introduite au chapitre I et combinée aux connaissances actuelles
sur l'instabilité de plissement permet d’expliquer cette transition et de prédire la va-
leur de ¢*. Ce systéme peut flamber de fagon localisée ou étendue, selon la valeur
du parametre ¢, alors qu’il reste invariant d’échelle quelle que soit la valeur de ¢.
Cette étude souleve ainsi la question des conditions nécessaires a 1’apparition du
flambement localisé au sein d’un systeme invariant d’échelle.

Dans une premiere section, nous présentons brievement ’analyse de stabilité li-
néaire du probleme de Biot et discutons des conséquences de l'invariance d’échelle
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FIGURE IV.4 - Instabilité d'un bloc élastique en compression.
(a) Schéma 3-d. (b) Schéma 2-d.

de ce probléeme. Dans une seconde section, nous décrivons les observations expéri-
mentales effectuées sur le prisme a section triangulaire en compression. Nous propo-
sons finalement une analyse de ces observations appuyée sur I'étude numérique de
la stabilité linéaire de ce systéme. Dans la limite des faibles angles, nous proposons
une version semi-analytique de l’analyse de bifurcation fondée sur les équations
pour une plaque mince d’épaisseur variable. L'ensemble de ces résultats sur 1'in-
stabilité d'un prisme a section triangulaire en compression est également présenté
dans LESTRINGANT et al. (2017), reproduit dans ’annexe B.

IV.1 Motivation : stabilité linéaire d"un bloc hyper-élastique
en compression

Nous reprenons dans cette section 1’analyse de stabilité linéaire effectuée
par BIOT (1963) et BIOT (1965) et plus récemment par CAO et HUTCHINSON (2011)
pour un demi-plan (Y < 0) néo-Hookéen incompressible de hauteur infinie et sou-
mis a une compression dans la direction Z paramétrée par l'étirement Az, comme
schématisé figure IV.4. Ce bloc est également supposé infini dans la direction trans-
verse X. La valeur de l'étirement Ax étant supposée fixée, le probleme d’équilibre
linéarisé au voisinage de la solution homogene (Ax, Ay, A7) peut étre traité comme
un probleme 2-d schématisé sur la figure IV.4(b), sous I'hypothése de déformations
planes.

Nous montrons, par une analyse de bifurcation similaire a celle de CAO et HUT-
CHINSON (2011), que le probleme de bifurcation linéarisé admet un continuum de
solutions associées a un nombre infini de longueurs d’onde, pour une valeur cri-
tique de la compression correspondant au seuil de Biot Az = Ap avec par exemple
A ~ 0.54 si Ax = 1. Nous discutons ensuite d"une version régularisée du probleme
de Biot, dans laquelle une petite échelle de longueur est introduite par le biais d"une
tension de surface.

IV.1.1. Probléme de Biot

Solution fondamentale

La solution fondamentale, homogene en X, en Y et en Z est représentée sur la fi-
gure IV.4(b). Elle dépend du chargement axial compressif, paramétré par I'étirement
Az et des conditions de bords appliqués dans la direction X et permettant de fixer la
valeur de I'étirement transverse \x. Pour une valeur de Az donnée, le gradient de
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la transformation associée a la solution fondamentale s’écrit

E[O = Diag(\x, s AZ).

N
! Ax Az

Cette solution vérifie I'équation d’équilibre non-linéaire qui s’écrit

VR(X.Y, Z), 1/0V /OH /OLE(¢):(FT(¢)~F\) dxdydz=0, (IV.1)

= LHV
pour un bloc de largeur V, d’épaisseur H — oo, de longueur L — oo. Dans
cette équation, les déplacements virtuels sont choisis de telle maniére que leur
moyenne dans la direction axiale est égale a 0 de maniére a préserver la déforma-
tion axiale moyenne imposée par les conditions limites 4 I'infini. La contrainte de
Piola-Kirchhoff ¥ s’écrit comme une contrainte augmentée

ézul_pg_lv

avec p le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité. Par
la condition de bord libre en Y = 0 nous obtenons p = pjq) = ﬁ

X "z
Analyse de stabilité linéaire

Sous I'hypothese de déformations planes, I'analyse de stabilité linéaire peut étre
traitée comme un probléme 2-d dans le plan (Y, Z), voir par exemple CAO et HUT-
CHINSON (2011). Nous cherchons une perturbation sous la forme d"un déplacement
2-d dans ce plan

ey (Vs 2) = ey (Y, Z) ey + oy 2(Y, Z) ez

Cette perturbation décrit un équilibre adjacent si elle vérifie I'équation d’équi-
libre IV.1 linéarisée au voisinage de la solution fondamentale homogeéne g[o}' Cette
équation est indépendant de la coordonnée X et peut s’écrire

Va(Y, 2), ﬁ /OL (/OH

||~

PN dY> a4z =0, (IV.2)

avec
f— . . 71. T . . 71— 71
Ny =Ly &gt Ly <2p[010[0} (£, £[11>sym G — 0 C[O]>’ (Iv:3)

ol pp) est un champ scalaire qui correspond a la perturbation du multiplicateur de
Lagrange associé a la contrainte d’incompressibilité. Le premier terme de 1'expres-
sion IV.3 correspond a la pré-contrainte, le second terme a 1’élasticité tangente. Le
déplacement inconnu ¢ 1] (Y, Z) doit vérifier la condition d’incompressibilité

det (£ + Fppp) =0. (IV.4)

Le probleme de bifurcation linéarisé IV.2 s’écrit alors sous la forme de 3 équations
différentielles linéaires a coefficients constants

div N, =0, (IV.5)
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> 7 . =

FIGURE IV.5 — Premier mode critique pour r = g : tracé de la défor-
mation de la surface pour une amplitude et un nombre d’onde arbi-
traires.

avec la condition de bord libreen Y = 0,
gl "y = Qa (IV6)
et la contrainte d'incompressibilité IV.4 linéarisée

en1z.z + Az Axenyy = 0. v.7)

Nous cherchons une famille de modes symétriques par la symétrie Z — —Z. Ces
modes sont décrits par les trois fonctions scalaires inconnues y1y, @11z et p

A3 q cosgX

qsY V.
Saf) e, avs)

(pjy» ez ppy) = (A1 cosgX, Ag singX,
ol ¢ est le nombre d’onde et s un amortissement vertical. Il existe également une
famille de modes antisymétriques par la symétrie Z — —Z qui vérifient rigoureu-
sement les mémes équations. Les équations locales IV.5 et IV.7 imposent alors la
relation de dispersion

(r2 = 5%)(s> — 1)

2

A

ol le nombre d’onde ¢ n’intervient pas, avec

=0,

1

TZi)\X)\QZ.

(IV.9)

Cette équation de dispersion admet 4 solutions s € {—1,1, —r,r}. La condition
limite Py = 0en H — oo impose s € {1,r} afin d’assurer la décroissance des

exponentielles en Y — oo. La condition de bord libre IV.6 implique finalement
1+r+3r2—r3:0,

dont la seule solution réelle est r ~ 3.3829.

Ainsi si Ay = 11il vient, d’apres IV.9, A\g =~ 0.54 et si Ax = \/%7 alors A\g ~ 0.44.
Nous retrouvons ainsi les résultats de B1OT (1963) et CAO et HUTCHINSON (2011).
La solution IV.8 est définie a une constante multiplicative pres et pour tout ¢ € R.
Le déplacement de la surface libre associé au mode critique IV.8 est tracé figure IV.5
pour un nombre d’onde et une amplitude arbitraires : il s’agit principalement d'un
déplacement vertical.

IV.1.2. Probléme de Biot régularisé

Il est possible de traiter ce probleme dans une version régularisée, c’est a dire
ne présentant pas d’invariance d’échelle, voir par exemple (CIARLETTA et FU, 2015).
Un exemple d'une telle régularisation consiste a considérer une épaisseur H finie
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FIGURE IV.6 — Courbes de stabilité marginale ¢(r) pour le probleme

de Biot régularisé par une tension de surface avec la hauteur du bloc

H =1 et la longueur caractéristique associée a la tension de surface

L € [0.001, 1] (a gauche et au milieu) et avec £ = 0.01 et H € [1,100]
(a droite).

ainsi qu'une tension de surface v = p £ sur l'interface en Y = 0, o1 £ a la dimension
d’une longueur. Les équations IV.5 et IV.7 sont inchangées, I'équation IV.6 devient

B g[1] ey Hpl (9[1],22 '§Y> ey =0 pour Y =0, (IV.10)

et I’on remplace la condition ¢, = 0 lorsque Y — oo par I'équation

[1]
20 =0 pour Y =H.

Le terme de tension de surface dans I'équation IV.10 s’identifie facilement a la loi de
Laplace en remarquant que ¢ 1.2 ,(Y =0,Z) - ey mesure la courbure linéarisée.

Les courbes de stabilité marginale pour ce probleme régularisé sont tracées fi-
gure IV.6. Celles-ci correspondent asymptotiquement aux résultats obtenus précé-
demment pour le probleme non régularisé dans la limite ot la tension de surface
est négligeable, £ — 0, et la profondeur est infinie, H — oo (graphique de droite et
de gauche respectivement). L’effet de I'introduction d"une hauteur finie pour le bloc
est faible dans la mesure ot celle-ci n’agit pas sur la sélection des grands nombres
d’onde et ot1 la courbe de stabilité marginale présente une asymptote verticale pour
r = rg lorsque £ — 0, comme on peut le voir sur le graphique de droite figure IV.6.

Pour les modes de petite longueur d’onde localisées a la surface du bloc, les
solutions obtenues pour les différentes valeurs de £, a H fixé, se déduisent les unes
des autres par homothétie et I'on observe de ce fait une convergence dans le plan
(r,qL) lorsque £ — 0 sur le graphique central de la figure IV.6.

Une régularisation similaire par ajout d"une énergie de courbure a la surface est
adoptée par HOHLFELD et MAHADEVAN (2011). Celle-ci permet en particulier de
surmonter les difficultés de convergence des schémas numériques liées a 1’absence
de longueur intrinseque dans le probléme initial, comme nous le verrons dans la
suite de ce chapitre.

IV.1.3. Cas d’un contraste élastique

L’analyse 2-d introduite dans cette section peut étre appliquée au cas d"un bloc
infini constitué de deux matériaux incompressibles de modules différents 11 # o
superposés dans son épaisseur : p1 pour Y < 0 et pup pour Y > 0. Une instabilité
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de plissement associée a des sillons localisés est alors générée a I'interface entre les
deux matériaux (JIN et al., 2014).

La forme de la solution fondamentale est inchangée par rapport au § IV.1.1. Il
suffit d’écrire les équations locales du probleme de bifurcation IV.5 et IV.7 et leurs
solutions de la forme IV.8 dans chacun des deux domaines. La condition de raccord
en Y = 0 remplace alors la condition de bord libre et donne la valeur du seuil, qui
correspond a une compression plus élevée que le seuil de Biot et dont la valeur est
fonction du contraste élastique £. Le probléme de bifurcation admet a ce seuil une
infinité de solutions qui correspondent a une ondulation de l'interface et les travaux
expérimentaux et numériques de JIN et al. (2014) font état de sillons fortement non-
linéaires.

Dans le cas o1 'un des deux matériaux forme une couche d’épaisseur finie (BIOT,
1957; CaAletal., 2011; CAO et HUTCHINSON, 2012 ; HUTCHINSON, 2013) deux cas de
figure apparaissent. Lorsque la couche est plus rigide que le substrat, c’est I'épais-
seur de cette couche et le contraste élastique qui déterminent le nombre d’onde ¢
de I'équilibre adjacent au seuil de bifurcation. Le mode critique correspondant est
alors associé a ’'ondulation de la couche toute entiére. Le probléme est en effet simi-
laire au flambement d"une poutre sur une fondation élastique étudié au chapitre III,
voir par exemple SULTAN et BOUDAOUD (2008). Plusieurs travaux théoriques, expé-
rimentaux et numériques font alors état de motifs périodiques (HUANG, HONG et
SUO, 2005; LEE et al., 2008b; CAlI et al., 2011 ; ZANG et al., 2012).

Dans le cas d’une couche molle sur un substrat dur, I'instabilité de plissement
localisé prédomine (CAl et FU, 1999 ; TRUJILLO, KIM et HAYWARD, 2008 ; YOON, KIM
et HAYWARD, 2010) et I'invariance d’échelle du systeme au voisinage de la surface
résulte en une infinité de modes critiques au seuil de bifurcation (CAI et FU, 1999).
Ces travaux (CAI et FU, 1999) font état d"une forte sensibilité aux imperfections dans
ce second cas, ce qui alimente 'hypothése d'une instabilité sous-critique fortement
localisante du méme type que le plissement observé dans le probleme de Biot.

Les travaux récents de JIN et al., 2015; FU et CIARLETTA, 2015 explorent la li-
mite de ce probleme lorsque le rapport entre le module de la couche et celui du
substrat tend vers 1. L'instabilité est sous critique, tres sensible aux imperfections et
I'approche faiblement non-linéaire met en avant un phénomeéne de localisation sus-
ceptible de donner lieu a une instabilité de plissement (FU et CIARLETTA, 2015). Ce-
pendant, la forte non-linéarité de cette instabilité limite la portée de cette approche
semi-analytique faiblement non-linéaire.

IV.1.4. Bilan et motivations

L’'objectif de cette section était d’introduire quelques systemes invariants
d’échelle produisant une instabilité a une interface libre. L'analyse de stabilité li-
néaire prédit pour ces problemes une infinité de modes critiques apparaissant au
seuil et correspondant a une ondulation, ou a un ridage de l'interface. Les nombreux
résultats d’expériences et de simulations numériques décrits dans la littérature font
état de motifs de plissement non-linéaires, fortement localisés et associés a un étire-
ment critique A\¢ supérieur a I'étirement critique des modes linéaires, ce qui corres-
pond a une déformation plus faible. Cet écart s’explique par la nature sous-critique
de la bifurcation détectée par I'analyse de stabilité linéaire.

Les travaux actuels ne permettent pas d’élucider le lien entre ’absence d’échelle
de longueur et 'apparition de ces motifs localisés. Il est en effet difficile d’appliquer
a de tels systemes le développement faiblement non-linéaire (voir chapitre I § I.1
et KOITER, 1965) de maniere rigoureuse. La condition de solubilité fait apparaitre
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un systeme linéaire de dimension infinie qu’il est nécessaire de tronquer et dont
la convergence dans le cas du probléme de Biot semble délicate a établir (CAO et
HUTCHINSON, 2011).

Une approche alternative consiste a régulariser le probleme. Ainsi HOHLFELD
et MAHADEVAN (2011) proposent d’'introduire une énergie liée a la courbure de
la surface, CIARLETTA et FU (2015) remplacent 1'énergie élastique du modéle néo-
Hookéen par un modéle a gradient comportant une longueur microscopique. L'ana-
lyse faiblement non-linéaire est alors possible et ces différentes études permettent de
détecter I’apparition d’"une bifurcation sous-critique trés sensible aux imperfections.
Ainsi cette instabilité de plissement, méme dans sa version régularisée, est domi-
née par des effets fortement non-linéaires inaccessibles aux approches analytiques
abordées dans ce manuscrit.

Nous proposons dans la suite de ce chapitre d’étudier une variante du probleme
de Biot. Il s’agit du flambage en compression d’un solide prismatique a section tri-
angulaire. La section de ce solide est formée d’un triangle isocéle, encastré en sa base
et dont 'angle d’ouverture ¢ varie. Ce systéeme s’identifie avec le probleme de Biot
lorsque ¢ — 180° et présente une transition, lorsque ¢ diminue, d"une instabilité de
plissements localisés vers des motifs linéaires et périodiques.

IV.2 Ftude expérimentale d’une aréte en compression

IV.2.1. Protocole

N

Nous étudions le flambement d'un solide prismatique a section triangulaire
constitué d"un élastomere silicone (vinylpolysiloxane de la marque Ecoflex) et sou-
mis a une compression axiale. Dans nos expériences, le prisme est collé a un bloc
parallélépipédique constitué d’un matériau similaire mais de module de Young 10
fois supérieur (E ~ 1.3MPa pour le bloc et & < 100kPa pour le prisme).

Le silicone liquide est d’abord coulé dans des moules en PMMA réalisés par dé-
coupe laser, puis réticulé 24h a température ambiante. Nous pré-étirons le bloc avant
de coller le prisme a sa surface, selon le protocole représenté sur la figure IV.7(a)-
(c). Nous relachons ensuite progressivement la tension imposée au bloc, ce qui in-
duit une compression € dans le prisme, voir figure IV.7(d). Cette compression axiale
s’écrit

Lo—L
€= LO

ou Ly est la longueur initiale du prisme (avant collage) et L sa longueur courante
mesurée au cours de l'expérience. Plusieurs essais sont ainsi réalisés en faisant va-
rier ’angle ¢ et la hauteur h de la section. La longueur du prisme Lj est maintenue
constante dans les expériences et suffisante pour assurer L > h de maniere a négli-
ger les effets de bord dans I’analyse.

IV.2.2. Observations

Au dela d"une valeur critique de la compression e le prisme flambe au voisinage
de l'aréte. Cette compression critique est notée e..

Lorsque ¢ est inférieur a ¢* ~ 90° nous observons un motif régulier associé a des
déformations latérales de la créte, harmoniques dans la direction axiale Z et faisant
fléchir I'aréte hors du plan de symétrie du prisme, voir figure IV.8 (a). Ce mode sera
appelé mode de ridage antisymétriqgue (RA) dans la suite de ce chapitre. L'amplitude
de ce mode croit progressivement avec ¢ et la valeur de sa longueur d’onde \. pour
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FIGURE IV.7 — Schéma du protocole expérimental. (a)-(b) Etirage du

bloc parallélépipédique raide (substrat), (c) collage du prisme mou

sur le substrat tout en maintenant la tension dans le substrat, (d) re-

lachement de la tension dans le substrat, qui induit une compression
du prisme.

un angle ¢ donné augmente linéairement avec la hauteur h de la section pour les
gammes de hauteur testées dans les expériences, voir figure IV.8(b).

Lorsque ¢ est supérieur a ¢* ~ 90° des modes de forme tres différente appa-
raissent : des plis localisés se développent de part et d’autre de I’aréte, envahissant
progressivement les faces, voir figure IV.8(a). Leur nombre augmente lorsque 1'on
augmente € au-dela de .. A la différence des modes RA dont la longueur d’onde est
bien caractérisée, ces modes localisés n’ont pas d’échelle de longueur et apparaissant
de maniere erratique le long de l'aréte, ce qui suggere que l'instabilité est alors tres
sensibles aux défauts présents le long de l'aréte. Ces modes seront appelés modes
de plissement de surface (PS). Si le comportement du prisme pour ¢ < ¢* est tout a
fait réversible, il semble que le développement des modes PS soit sujet a une légere
hystérésis. L'estimation de cet effet est difficile a évaluer de maniere quantitative et
peut étre 'expression de la nature sous critique de l'instabilité ainsi que de défor-
mations irréversibles causées a la surface de I'aréte par la tres forte concentration de
contrainte en pointe des plis. Ce dernier effet est mentionné dans des expériences
de plissement a la surface d"un bloc élastique dans les travaux de TRUJILLO, KIM et
HAYWARD, 2008.

Dans nos expériences, ¢, ne dépend pas de la hauteur h du prisme. La valeur
de €. augmente régulierement avec I’angle ¢ jusqu’a atteindre un plateau autour de
ec =~ 0.42 lorsque ¢ = ¢* ~ 90°, ce qui correspond a l'angle critique pour lequel la
nature du mode de flambement change, voir figure IV.8(b).

Nous étudions le probléeme de bifurcation linéarisé pour comprendre la transi-
tion observée dans les expériences. Cette étude numérique est menée en considérant
un prisme de longueur infinie et en utilisant les outils et le formalisme introduits au
chapitre I. Une difficulté supplémentaire apparait ici du fait de I'invariance d’échelle
du probleme au voisinage de la créte : nous en discutons dans la prochaine section.

IV.3 Etude numérique d’une aréte en compression : solutions
singulieres et probleme régularisé

La géométrie du probléme ne permet pas de travailler en 2-d dans le plan (Y, Z)
comme pour le probleme de Biot car la forme flambée n’est plus invariante selon
I'axe X. Nous utilisons donc les outils pour I’analyse de stabilité linéaire d"un solide
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FIGURE IV.8 — Résultats expérimentaux. (a) Vues du dessus dans
le plan (z,z). Chaque série d’images correspond a l'augmentation
progressive de la compression € (de gauche a droite). A : ¢ = 40°,
h~10mmet Ly = 100mm. B: ¢ = 120°, h ~ 10mm et Ly = 100 mm.
Les fleches noires indiquent les plis pres de I'aréte. (b) Mesures ex-
périmentales de €. en fonction de ¢ (en °) : les modes étendus sont
symbolisés par des cercles rouges et les modes localisés par des car-
rés marrons. Les tendances sont tracées a main levée (courbes conti-
nues). Insert : longueur d’onde adimensionnée du mode étendu 3¢,
montrant que A est directement proportionnel a la hauteur.
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Xy AT A

FIGURE IV.9 - Solution fondamentale pour le prisme en compression.
(a) en 3-d; (b) en 2-d.

prismatique 3-d développés dans le chapitre I. Nous considérons un prisme de lon-
gueur infinie et écrivons le probleme de bifurcation comme une équation aux valeurs
propres sur une section du prisme dans le plan (X, Y'), voir figure IV.9. Ce probleme
aux valeurs propres correspond a 1’équation 1.34 introduite dans le chapitre I § 1.2.3.

Nous considérons que 1'effet Poisson est identique dans le substrat et dans le
prisme. En conséquence, le prisme est libre de se déformer dans le plan de sa section
et A\x = Ay, comme indiqué figure IV.9(a). Ainsi la solution fondamentale peut étre
obtenue en remplacant la condition de collage avec le substrat par des conditions
aux limites simplifiées imposées a la base du prisme : les translations verticales sont
bloquées en deux points de la base alors que la dilatation horizontale est autorisée,
voir figure IV.9(b). Ceci nous permet d’obtenir une solution fondamentale homogene
de la forme

o= Ax = DXe, + (W = 1)Ye, + (Az 1) Ze,.

La compression, positive par convention, s’écrit e = (1 — \z).

L'implémentation du probleme de bifurcation 1.34 est identique au chapitre I
§ 1.3.3. Nous utilisons un maillage triangulaire non structuré raffiné pres de la pointe
généré avec le code Gmsh (GEUZAINE et REMACLE, 2009) et un modele de Gent
hyper-élastique avec p = 1., K = 10., J,,, = 100, ce qui correspond a un comporte-
ment faiblement compressible. Comme nous recherchons des motifs de flambement
localisés au voisinage la créte, les solutions a0 du probleme de bifurcation linéarisé

sont recherchées telles que Py = 0 le long de la calotte hémisphérique a la base

du prisme, ce qui permet d’éliminer d’éventuels modes de ridage indésirables au
voisinage des deux sommets définissant la base.

Les résultats numériques sont tracés sur la figure IV.10 pour un angle ¢ = 60°.
Nous choisissons la taille de maille typique pres de la pointe de maniére a nous as-
surer que h > e ou h ~ 1 est hauteur du triangle isocele formant la base. Au dela de
ec, chaque valeur de € est associée a deux valeurs du nombre d’onde ¢ sur la courbe
de stabilité marginale figure IV.10(a). Les configurations déformées correspondant a
ces deux modes sont tracées sur la figure IV.10(b). Les déformations sont localisées
au voisinage de l'aréte dans les deux cas et la profondeur sur laquelle se produit la
déformation est comparable a la longueur d’onde 27” associée a chaque mode. Le
probleme singulier que nous résolvons numériquement est automatiquement régu-
larisé par la discrétisation qui introduit une échelle de longueur e (taille de maille).
L’échelle de longueur du mode correspondant au petit nombre d’onde est détermi-
née par la hauteur » comme dans le cas du probleme de Biot pour un demi-plan de
hauteur finie décrit § IV.1.2. alors que 'échelle de longueur naturelle pour le mode a
grand nombre d’onde est la taille de maille caractéristique e.
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FIGURE IV.10 — Résultats de 1’analyse de stabilité linéaire pour ¢ =

60° et h = 0.866. La taille de maille typique pres de la pointe est

e = 0.002. (a) Courbe de stabilité marginale. (b) Modes critiques cor-
respondant aux valeurs A et B du nombre d’onde (e = 0.272 ~ ¢).

Afin de restaurer une convergence des résultats en fonction du maillage, nous in-
troduisons une régularisation physique en modifiant la géométrie du domaine pres
de la pointe, voir I'insert de la figure IV.11. Cette régularisation est caractérisée par
la longueur r dont nous diminuons progressivement la valeur tout en conservant le
rapport /e = 10 constant. Les résultats de cette étude sont présentés figure IV.11.
La courbe de stabilité marginale tend vers une asymptote verticale lorsque le para-
metre de régularisation  — 0, comme on peut le voir figure IV.11(a). Les modes cri-
tiques associés aux grandes valeurs de g sur cette courbe se déduisent alors les uns
des autres par homothétie. Nous observons en effet une convergence des courbes
de stabilité marginale qui leur sont associées dans le plan (e, ¢), figure IV.10(a’).
Les cartographies figure IV.11(b) illustrent cette homothétie : pour les deux modes
notés A(rq,q1) et B(rg, ¢2) figure IV.10(a), nous vérifions que r; ¢ = r2¢2 et que
f(€z(r1)) = &x(r2) ou &, est le déplacement horizontal du mode critique et f est
la transformation homothétique de rapport go/q1 = 71/r2 centrée sur la pointe du
triangle isocele figure IV.11(c).

Ces résultats, similaires a ceux obtenus pour le probléme de Biot régularisé sec-
tion IV.1.2., sont une conséquence directe de I’absence d’échelle de longueur intrin-
seéque du probléme pres de la pointe. Afin de limiter la lourdeur des calculs numé-
riques, ceux-ci sont, dans toute la suite, effectués sur la géométrie non-régularisée.
Cecin’a pas d’incidence sur la précision des résultats, sous réserve de vérifier h > e:
les solutions a grand nombre d’onde pour e — 0 se déduisent alors les uns des autres
par homothétie, tout comme les modes critiques du probleme régularisé. Notons
enfin que le choix du comportement hyper-élastique, et en particulier de sa com-
pressibilité, n’a qu'une influence a priori marginale sur ces résultats. Ceci sera vérifié
quantitativement avec le modéle de plaque mince a épaisseur variable présenté dans
la suite.

Finalement, bien que la longueur d’onde des modes et leur échelle caractéristique
soient mal définies dans ce probléeme de bifurcation linéarisé, la forme de ces modes
ainsi que la compression critique €. sont bien définies et nous pouvons les comparer
aux résultats expérimentaux.
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FIGURE IV.11 — Résultats de l’analyse de stabilité linéaire du pro-
bleme sur un domaine régularisé pour ¢ = 60° et h = 0.866 : conver-
gence vis-a-vis du parametre de régularisation r. (a) Courbes de stabi-
lité marginale pour différentes valeurs de . (a”) Courbes stabilité mar-
ginale pour le nombre d’onde adimensionné (r g, €) : la convergence
de la branche supérieure traduit le fait que les modes localisés pres
de la pointe sont homothétiques les uns aux autres. (b) Cartographie
des valeurs du déplacement horizontal &, associé au premier mode
critique pour deux valeurs de 7, resp. A : r; = 0.01 et B: ro = 0.005,
tracée sur une petite zone pres de la pointe avec ' = 0.166. Insert :
schéma du probleme régularisé. (c) Illustration du fait que les modes
associés a A et B se déduisent 'un de I’autre par homothétie : carto-
graphie de la norme de l'erreur relative : (f(£,(r1)) — &x(r2)) /& (r2)
oll f est la transformation homothétique de rapport g2 /g1 = 71 /72 et
centrée sur la pointe (tracée sur une petite zone pres de la pointe).
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FIGURE IV.12 — Modes de ridage antisymétrique (RA). (a) Diagramme

de phase : €.(¢) mesuré dans les expériences (cercles), calculé par les

simulations (disques pleins) et par le modele de plaque mince (trait

pointillé). (b) Mode critique numérique pour ¢ = 40°, h = 0.5 tracé

pour une amplitude arbitraire. Les deux cartographies représentent

I'amplitude des déplacements latéraux (a gauche) et la déformation
incrémentale radiale F,.. (a droite).

IV.4 Modes antisymétriques de ridage

L’analyse de bifurcation linéarisée numérique fait apparaitre deux types de
modes critiques, a la morphologie tres distincte. Une premiere catégorie de modes
critiques s’expriment par une oscillation latérale de l'aréte du prisme, voir fi-
gure IV.10(b) : nous parlerons par la suite de modes de ridage antisymétriques (RA).

IV4.1. Résultats des simulations

Nous effectuons 1’analyse de stabilité linéaire numérique en augmentant pro-
gressivement la valeur de la compression imposée e. Lorsque ¢ est inférieur a 105°
le premier mode critique obtenu par cette analyse numérique (c’est a dire le mode
critique correspondant a la plus petite valeur de compression imposée) se caractérise
par des ondulations horizontales du sommet de l’aréte, représentées figure IV.12(b).
Cette cinématique est similaire a celle des modes étendus observés dans les expé-
riences, voir figure IV.8(a). Par ailleurs la compression critique associée a ces modes
numériques augmente réguliérement avec la valeur de ¢, en bon accord avec les
mesures expérimentales comme indiqué figure IV.12(a).

Ainsi, les modes de ridage antisymétriques observés dans les expériences pour
¢ < 90° sont bien décrits par 1’analyse de stabilité linéaire numérique. Les valeurs
de compression critique obtenues numériquement (disques rouges figure IV.12(a))
coincident avec les mesures expérimentales (cercles rouges figure 1V.12(a)) ce qui
laisse penser que ces modes sont I’expression d"une instabilité super-critique. Ainsi,
ce systeme invariant d’échelle au voisinage de la pointe admet une infinité de modes
instables au seuil de stabilité linéaire mais génere des motifs de flambement régu-
liers. Ceci montre que 1’absence de longueur intrinseque n’implique pas toujours le
déclenchement d"une instabilité localisée.

Dans la prochaine section, I’analyse de stabilité linéaire 3-d qui précéde est re-
visitée avec un modéle de plaque mince d’épaisseur variable. Les prédictions qui
découlent de ce nouveau modele sont asymptotiquement en accord avec les résul-
tats du modele 3-d lorsque ¢ — 0, comme nous allons le voir.
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FIGURE 1V.13 — Modéle de plaque a épaisseur variable. (a) Probleme

original (a gauche) et probleme régularisé (a droite). (b) Contrainte

critique pour le probleme régularisé calculée par la méthode du tir

(équation IV.14), et limite lorsque r — 0 (en rose). Insert : déformation

dans la section de la plaque pour le premier mode critique lorsque
r = 0.1, tracé pour une amplitude arbitraire.

IV.4.2. Modele de plaque a épaisseur variable

Considérons une plaque d’épaisseur variable ¢ contenue dans le plan (y,z).
L’épaisseur t varie linéairement dans la direction y, t = ¢y et la plaque est sou-
mise a une compression axiale dans la direction z, comme représenté par les fleches
en rouge sur la figure IV.13(a). L’équilibre linéarisé au voisinage de la solution plane
s’écrit, avec le formalisme introduit au chapitre III et sous forme adimensionnée,

o (maﬁ),aﬁ - h(y)o-ow,zz =0, (IVlla)

olt w(z,y) est la déflexion selon z, mas = D(y)((1 — v)wapg + v pwy~) le mo-
ment de flexion et ou le module de flexion varie avec la coordonnée verticale,
D(y) = lf(i(ﬁ’l);) Ici la compression € = %0 est comptée positivement, comme précé-
demment dans ce chapitre. Rappelons que les indices grecs désignent les degrés de
liberté dans le plan de la plaque (y, z) et que I'on applique la convention de somma-
tion d’Einstein sur les indices répétés.

Le probléeme étant infini dans la direction y et singulier en y = 0, nous in-
troduisons une régularisation géométrique contrdlée par le parametre r, voir fi-
gure IV.13(a). Dans le probleme régularisé la plaque est contenue dans le domaine
r<y< % Les conditions limites de bord libre en y = r, introduites au chapitre III,

font ici intervenir la variation du module de flexion en fonction de la coordonnée y

Wyy + VW ., =0, 3y2wyyy + y3w,yyy + 3]/y2w7zz +(2- I/)yS’U),ZZy =0. (IV.11b)
Les conditions d’encastrement en y = % s’écrivent
w=0, wy=0. (IVi11c)

Nous opérons le changement de variable Y = ¢y et cherchons alors la déflexion
sous la forme d’une série de Fourier w(y) = W(Y) e'9%. En insérant cette expression
dans les équations IV.11a, IV.11b et IV.11c nous obtenons un probléme aux limites
pour 'amplitude W (Y) qui dépend du nombre d’onde g, du module de Poisson v
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et du parametre de régularisation r,

~Y3WIN(Y) -6 Y2WUID(Y) 4+ (2Y3 —6Y)W"(Y) +6 Y2W/(Y)---

+(Y(6r+37°) - YHW(Y) =0, (IV-122)
avec les conditions aux limites lorsque Y = ¢,
W"—ovW =0, eW” +(2—-v)yW' =0, (IV.12b)
etlorsque Y = %,
W =0 W =0. (IV.12¢)

Dans ce probléme, nous définissons le parametre de chargement adimensionné

o 12(1-v%)0°
= 25 (IV.13)
Le probléme aux limites décrit par les équations IV.12a, IV.12b et IV.12¢ peut

étre résolu numériquement par la méthode du tir. Nous construisons une matrice

4 x 4 dépendant des parametres v, r, q et 5. Cette matrice, appelée matrice de tir

et notée S(v,r,q,7°), est remplie par intégration de 1’équation différentielle IV.12a

pour certaines valeurs des conditions initiales (voir chapitre I § I.1). Pour une valeur
fixée de v, g et r, nous cherchons la plus petite valeur de la contrainte adimensionnée

70 solution de l'équation implicite

det S(v,r,q,3°) = 0. (IV.14)

La solution du probléme non régularisé est ensuite obtenue en évaluant la limite
r — 0. Pour ¢ = 1, v = 0.45 et r = 0.01 nous obtenons ES ~ 3.35, comme représenté
sur la figure IV.13(b).

Le probleme régularisé dépend du nombre d’onde ¢ alors que le probleme ori-
ginal n’en dépend pas. Comme pour le probléme de Biot présenté dans la premiere
section, la régularisation fait disparaitre I'invariance d’échelle. Cependant, lorsque
r — 0 cette invariance d’échelle est restaurée et la courbe de stabilité marginale ne
dépend plus de g. Tous les nombres d’onde correspondent a des solutions homothé-
tiques qui apparaissent simultanément pour ° = 0. Notre analyse effectuée pour
¢ = 1 donne ainsi un résultat identique pour n'importe quelle valeur de g, a la limite
r — 0.

La relation IV.13 fait apparaitre une loi d’échelle pour la contrainte critique e,
pour le probleme non régularisé

—0
O-C

€c:a¢2 avec o = m

Cette loi ne contient pas de parametres ajustables car 0 est calculé en résolvant le
probléeme aux limites IV.12a-IV.12c. Nous obtenons numériquement

a~0.35 pour v =0.45. (IV.15)

Ce résultat, tracé en pointillés figure IV.12(a)), est en treés bon accord avec les mesures
expérimentales et avec les calculs numériques prenant en compte la cinématique 3-
d, dans la limite ¢ — 0. Les modes critiques associés a ce seuil correspondent a une
flexion localisée au voisinage du bord libre de la plaque, voir I'insert figure IV.13(b),
ce qui est également en accord avec les résultats précédents. Notons que l'influence
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de la valeur du module de Poisson est relativement mineure, nous obtenons e.(v =
0.50) =~ 0.33 ¢ dans le cas incompressible, ce qui est trés proche de la valeur obtenue
pour v = 0.45 (équation IV.15).

Remarquons enfin que I'évolution de la compression critique en ~ ¢? implique
ec < 1lorsque ¢ < 1 ce qui justifie 'utilisation d’un modele reposant sur 1’élasti-
cité linéarisée. Pour des valeurs de ¢ plus importantes, il est nécessaire de prendre
non seulement en compte les non-linéarités de comportement mais aussi une ciné-
matique 3-d, plus riche que celle du modéle de plaque. Les résultats expérimentaux
et numériques 3-d s’écartent ainsi sensiblement des résultats du modéle de plaque
mince pour ¢ > 25°.

IV.5 Modes de surface : modes de ridage symétriques et
modes de plissement

Le second type de modes critiques obtenus par 1’analyse de bifurcation linéarisée
présente une morphologie tres différente de celle des modes de ridage antisymétriques
décrits dans la section précédente : il s’agit d’'ondulations verticales de la pointe ainsi
que des faces latérales de I’aréte. Nous parlerons par la suite de modes de ridage
symétriques (RS). Des modes critiques de ce type apparaissent au seuil de bifurcation
lorsque ¢ > 105°, comme nous allons le voir dans cette section.

IV.5.1. Résultats de ’analyse numérique linéaire

Ces modes s’étendent le long des faces latérales de 1'aréte et correspondent a
une ondulation verticale dans le plan (Y, Z), comme représenté figure IV.14(b). Les
premiers modes RS apparaissent pour une compression critique e, ~ 0.55, quelle
que soit la valeur de I’angle, voir figure IV.14(a). Cette valeur est identique au seuil
de Biot eg = 0.55 calculé dans la premiere section de ce chapitre pour le cas d'un
bloc infini en compression. Ceci est cohérent dans la limite ¢ — 180° puisque notre
probléme correspond alors rigoureusement au probleme de Biot.

Lorsque ¢ dépasse ~ 105°, la compression critique associée aux modes RA, re-
présentée par les disques rouges sur le graphique de la figure IV.14(a), devient supé-
rieure a la valeur eg qui correspond a la compression critique associée aux modes RS,
représentée par les carrés bleus. Notre analyse numérique prédit alors une transition
d’un mode antisymétrique (AR) vers un mode symétrique (RS).

Cette analyse linéaire prédit ainsi un mode de surface sinusoidal et étendu, en
contradiction apparente avec les observations expérimentales, figure IV.14(c). La
compression critique des modes expérimentaux de plissement de surface (PS) est
identique au seuil de l'instabilité de plissement non-linéaire ec identifié pour le pro-
bleme de Biot dans la premiere section de ce chapitre. Ainsi, cette instabilité semble
se comporter de la méme maniére que l'instabilité de surface qui apparait dans le
probleme de Biot. Nous supposons qu’il s’agit d 'une instabilité sous-critique, comme
représenté figure IV.14(d). Cette hypothése permet de corriger notre analyse et de
prédire la valeur correcte pour I'angle de transition ¢* en combinant les résultats
de I’analyse de stabilité linéaire numérique pour les modes de ridage antisymétriques
(disques en rouge sur la figure IV.14(a)) avec la compression critique ec associée a
l'instabilité de plissement (trait pointillé en marron sur la figure IV.14(a)). La vérifi-
cation rigoureuse de cette hypothése nécessiterait une analyse non-linéaire.
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FIGURE IV.14 - (a) Diagramme de de bifurcation linéaire complet.
Comparaison des compressions critiques prédites par I'analyse nu-
mérique par éléments finis : modes de ridage antisymétriques (RA) et
modes de ridage symétriques (RS), seuil de Biot g, seuil de plissement
non-linéaire ec et résultats expérimentaux. (b) Mode critique numé-
rique pour ¢ = 120°, h = 0.5 tracé pour une amplitude arbitraire.
Les deux cartographies représentent I'amplitude des déplacements
verticaux (a droite) et la déformation incrémentale azimutale Fyy (a
gauche). (c) Dessin du mode de plissement de surface (PS) observé
dans les expériences. (d) Allure de I'amplitude du mode de bifurca-
tion sous-critique A(e) attendu pour le mode de surface.
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FIGURE IV.15 — Résultats expérimentaux. Vues du dessus dans le plan

(z,z) pour ¢ = 90°, h =~ 5mm et Ly = 100mm. Les fleches noires

indiquent les plis a la surface des faces latérales. La valeur de ¢* cor-

respond a la transition entre modes étendus et modes localisés, voir
figure IV.14(a).

Lorsque ¢ = 90°, nous observons dans les expériences un mode de flambement
mixte composé d’ondulations latérales de la pointe (similaires aux modes RA) su-
perposées a des plis localisés (similaires aux modes PS) situés au niveau des points
correspondants aux maxima de la déformation sinusoidale, voir figure IV.15. Ces
observations suggerent un couplage non-linéaire entre les modes symétriques et les
modes antisymétriques pour cette valeur critique de 1’angle d’ouverture.

IV.5.2. Eléments d’analyse numérique non-linéaire

Afin d’approfondir notre analyse, nous étudions le probleme de la compression
de 'aréte hyper-élastique numériquement, dans le cadre de I’élasticité finie 3-d non-
linéaire, en utilisant un algorithme de continuation par longueur d’arc (KELLER,
1977) combiné a la méthode des éléments finis. Nous examinons le comportement
pour deux valeurs de l'angle d’ouverture, ¢ = 40° et ¢ = 120°. Les maillages non
structurés sont générés avec la librairie Gmsh : il s’agit de portions d’aréte de lon-
gueur L = 1 et dont la hauteur h et la base b sont ajustées de telle maniere que la
largeur des faces est égale a 1. Ainsi h = 0.5 pour ¢ = 120° et h = 0.93 pour ¢ = 40°
(b = 2sin % et h = cos %). La taille typique de maille est e = 0.005 pres de la pointe
et e = 0.1 le long de la base. Les résultats de cette étude numérique sont présentés
figure IV.16.

Nous introduisons un petit défaut en déformant le maillage par le champ de
déplacement initial

X-X0)?
us(X) = 56_(T> (ex +ey),
ou XO = (37
§ = 0.01.

Nous utilisons un modéle de Gent faiblement compressible avec 11 = 1, A\, = 10
et J,, = 100, comme pour I'analyse de stabilité linéaire. Le parametre de continua-
tion est la compression axiale €, imposée par un déplacement contrdlé en Z = L.
Afin de pouvoir utiliser e comme un parametre de continuation dans 1’algorithme
par longueur d’arc, cette contrainte cinématique est introduite dans le modéle via

h, %) repere le centre de l'aréte. Dans les simulations nous choisissons
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FIGURE IV.16 — Résultats numériques. Amplitude maximale de la dé-
formation verticale (en rouge, a gauche, pour ¢ = 120°) et horizontale
(en bleu, a droite, pour ¢ = 40°) en fonction de la compression impo-
sée, et allure des modes déformés. Les solutions instables sont indi-
quées par des cercles et les solutions stables par des disques pleins.
Les seuils obtenus précédemment par l'analyse de stabilité linéaire
sont représentés par les traits verticaux noirs. Insert : géométrie du
défaut initial.

un terme supplémentaire dans 1'énergie, associé a un multiplicateur de Lagrange
défini sur la face Z = L. Une telle contrainte peut également étre imposée par péna-
lisation, voir par exemple WRIGGERS (2008).

Dans ces calculs, la stabilité des solutions est évaluée en examinant le signe des
valeurs propres de la matrice hessienne de I'énergie. Les solutions pour lesquelles
cette matrice possede des valeurs propres négatives sont considérées comme in-
stables et représentées par des cercles figure IV.16.

Pour I’angle ¢ = 120°, le systéme bifurque au voisinage de € ~ 0.55 vers un sillon
localisé a I'emplacement du défaut initial, voir figure IV.16. Les solutions calculées
sont alors instables et divergent rapidement du fait de I'importante localisation des
déformations. Nous avons tenté de régulariser le probleme afin de pallier cette diffi-
culté, en ajoutant pour cela une énergie de surface (voir MORA et al. (2013) pour les
détails de 'implémentation). Notre idée consistait a suivre la solution vers un état
bifurqué d’amplitude finie pour une petite valeur de la tension de surface, suffisante
pour empécher la divergence des solutions, puis de faire tendre cette tension de sur-
face vers 0. Cette approche ne nous a cependant pas permis d’obtenir des solutions
non-linéaires de grande amplitude.

Pour ¢ = 40°, la solution numérique bifurque au voisinage de € ~ 0.16 vers un
motif étendu associé a des ondulations latérales de l'aréte, voir figure IV.16. Cette
valeur est légerement supérieure au résultat de I’analyse de stabilité linéaire €. ~
0.14. Un meilleur accord avec la prédiction linéaire pourrait étre obtenu en raffinant
encore le maillage.

Cette premiere étude non-linéaire semble aller dans le sens de notre analyse pré-
cédente : les motifs générés pour ¢ = 40° sont étendus et associés a une instabilité
super-critique alors que les motifs générés pour ¢ = 120° sont localisés et instables,
ce qui laisse penser qu’ils pourraient étre associés a une instabilité sous-critique. Ce-
pendant, 1’étude des motifs localisés se révele trés délicate du fait de la localisation
extréme des déformations, associée a une grande distorsion du maillage a la pointe
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du sillon ainsi qu’a de 1’auto-contact. Par ailleurs les temps de calculs pour la géo-
métrie 3-d, trés importants, constituent une difficulté supplémentaire, et la nature
tridimensionnelle des motifs obtenus dans les deux cas rend une modélisation 2-d
de ce probléme inenvisageable.

IV.6 Conclusion

Notre analyse de stabilité linéaire numérique décrit 1’évolution de la compres-
sion critique €. du prisme a section triangulaire en fonction de 'angle d’ouverture
¢, ainsi que la forme des modes pour l'instabilité de ridage antisymétrique, en bon ac-
cord avec les résultats expérimentaux. La prédiction de la longueur d’onde pour ces
modes n’est pas accessible a notre analyse et nécessiterait d’ajouter des éléments de
régularisation au modele : un terme de gradient dans la loi de comportement, associé
a une petite échelle de longueur (CIARLETTA et FU, 2015) ou une petite imperfection
géométrique.

Pour les modes symétriques, ’analyse linéaire numérique prédit 1’apparition
d’un mode d’ondulations harmoniques qui n’apparait pas dans les expériences. L'in-
stabilité associée a ce mode donne naissance a des plis localisés par des effets non-
linéaires, a I'instar de l'instabilité de plissement observée dans le probléme de Biot.

Une combinaison de ces deux analyses permet cependant de prédire la valeur
de l'angle critique ¢* ~ 90° correspondant au changement du type de mode de
flambement observé dans les expériences.

La localisation des modes de plissement a été analysée pour ce type de pro-
bleme invariant d’échelle en invoquant les couplages non-linéaires au sein du conti-
nuum de modes critiques apparaissant au seuil de bifurcation (CAO et HUTCHIN-
SON, 2011; FU et CIARLETTA, 2015). Cependant, notre étude expérimentale et nu-
mérique décrit un systéeme invariant d’échelle exprimant a la fois des motifs pério-
diques étendus et des plis localisés. Ainsi, le couplage entre modes donne bien lieu
a de la localisation dans le cas des modes symétriques, mais pas pour les modes an-
tisymétriques. L'invariance d’échelle n’est donc pas une condition suffisante pour
faire apparaitre de la localisation et les conditions précises dans lesquelles s’initie la
coopération entre les différents modes critiques reste a élucider.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques problemes impliquant le flambe-
ment de poutres minces hyper-élastiques. Notre travail s’est appuyé sur les équa-
tions exactes de 1’élasticité 3-d et plus particulierement sur le probleme d’équilibre
linéarisé exprimé sous une forme compacte, ce qui nous permet de tirer parti des
propriétés d’invariance des problemes étudiés dans la direction axiale.

L'un de nos fils conducteurs était d’interroger le lien entre cette formulation 3-d
et les modeles réduits classiques. L'étude du ruban assemblé avec une forte pré-
contrainte a été I’occasion de mettre en avant les limites du modele de poutre clas-
sique d’Euler-Bernoulli. En effet, la déformation localisée des sections du ruban dans
ce probleme n’est pas prise en compte par la cinématique qui sous-tend le modele
classique et celui-ci prédit un mode de flambement macroscopique a grande longueur
d’onde pour lequel les sections sont trés peu déformées.

Nous nous sommes appuyés sur cette analyse pour proposer plusieurs modeles
alternatifs permettant de traiter ce probleme : un modele naif construit par combinai-
son de deux poutres classiques assemblées par un continuum de ressorts linéaires,
un modele de plaque mince et enfin une formulation 3-d rigoureuse. L'étude de ces
différents modéles nous a permis de montrer que la longueur typique du motif de
flambement est sélectionnée par I'importance relative de la pré-contrainte et du rap-
port d’aspect des rubans, ce qui explique les étonnantes observations expérimentales
et en particulier les modes de flambement microscopiques a perversions multiples.

La sélection de la longueur d’onde du motif de flambement a été un point central
pour 'étude de ce probléme. La transition entre les modes microscopiques a perver-
sions multiples et les modes microscopiques en hélice se caractérise en effet, pour un
systéeme infini, par le moment ot le nombre d’onde au seuil de bifurcation prend la
valeur 0. Inspirés par le développement faiblement non-linéaire de KOITER (1965),
nous avons proposé une méthode de détection de la transition micro-macro fondée
sur un développement a faible nombre d’onde de 1’équation d’équilibre linéarisée.
Cette méthode, que nous avons formulée sous une forme tres générale, a été appli-
quée avec succes aux différents modeles utilisés pour étudier le ruban pré-contraint.

Nous avons également étudié des systemes pour lesquels 1’analyse linéaire pré-
dit ’apparition d"une infinité de nombres d’onde au seuil de bifurcation. Au sein
de ces systémes invariants d’échelle et connus pour générer une instabilité de plis-
sement fortement localisée, nous avons mis en lumieére, avec 1’étude de l'aréte en
compression, un exemple pour lequel un flambement sinusoidal apparait. Ce sys-
teme admet en effet deux types de modes critiques : un mode de flexion de ’aréte,
étendu et régulier, généré par une instabilité super-critique et un mode de plisse-
ment des faces, localisé et généré par une instabilité sous-critique. L'aréte flambe
suivant le mode associé a la déformation critique la plus faible, générant ainsi des
motifs réguliers aux faibles angles et des motifs localisés aux grands angles, ce qui
interroge le lien entre invariance d’échelle et localisation.

Enfin, en nous appuyant sur un développement asymptotique des équations
d’équilibre linéarisé 3-d formulées sous forme faible, nous avons proposé une mé-
thode rigoureuse et systématique qui ouvre la voie vers la dérivation de nouveaux
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modeles réduits, qui pourraient permettre de décrire des problemes pour lesquels
les modeéles existants sont inapplicables. Alors que le choix d"une cinématique ad
hoc, souvent sujet a des hypotheses restrictives ou injustifiées, constitue 1'un des
challenges pour la définition de modeles réduits, cette approche donne accés a la ci-
nématique complete du systéme par la résolution des équations 3-d ordre par ordre.
Nous I’avons appliquée avec succes au cas d'un barreau néo-Hookéen soumis a une
compression axiale, ce qui nous a permis d’établir de facon rigoureuse les équations
du modele classique d’Euler-Bernoulli dans un cadre tres général.

Nous souhaiterions poursuivre le développement de cette méthode afin d’écrire
un modele réduit 1-d permettant de décrire fidelement les résultats de 1’expérience
de HUANG et al. (2012) et L1U et al. (2014). C’est une piste de recherche que nous
n’avons pas eu le temps de mener a bien dans le temps imparti, mais qui, nous 1'es-
pérons, pourra donner des résultats dans un proche futur. Un tel modele serait utile,
entre autres, pour analyser les instabilités provoquées par la croissance différentielle
dans les systemes biologiques.

Une seconde application possible de cette méthode serait d’étudier les instabi-
lités dans des matériaux actifs, c’est a dire dont le comportement mécanique est
affecté par des champs électriques et/ou magnétiques, comme par exemple les élas-
tomeéres magnéto-rhéologiques. A notre connaissance, les travaux de modélisation
de ces problemes multi-physiques reposent aujourd’hui principalement sur des des-
criptions 3-d et la dérivation de modeéles réduits pour de tels systemes est un champ
de recherches encore peu exploré, bien que de nombreux travaux fassent état d'in-
stabilités élastiques dans ces systémes.
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Cette annexe présente le détail des démonstrations et des calculs qui permettent
d’aboutir aux résultats de réduction dimensionnelle présentés dans les chapitres II
et I1I. Ces calculs reposent sur la résolution des équations exactes de 1’élasticité finie
incrémentale pour un solide prismatique établies dans le chapitre I, équations 1.26
et 1.29. Cette résolution est effectuée ordre par ordre dans le développement asymp-
totique a faible 7 introduit dans le chapitre I, ot % est ’échelle caractéristique asso-
ciée aux variations axiales.

Ce formalisme est général et permet de traiter différents cas de réduction dimen-
sionnelle. Ainsi, le modéle de poutre classique sera établi dans une premiere sec-
tion a partir des hypotheses d’ordre de grandeur postulées au chapitre II. La forme
obtenue est valable pour un comportement hyper-élastique et une pré-contrainte
quelconques, pourvu que le probleme 3-d admette une solution homogene et inva-
riante dans la direction axiale. Une version du modele classique étendue aux poutres
a courbure naturelle sera ensuite développée pour traiter les cas faisant intervenir
des hétérogénéités de pré-contrainte modérées dans la section. Ces cas sont discutés
dans le chapitre III.

A.1 Modéle de poutre classique

Dans le chapitre I, il est établi que les propriétés d’invariance et I’existence d'une
solution fondamentale homogeéne et invariante permettent d’écrire le probleme
d’équilibre linéarisé 3-d en fonction de la coordonnée axiale Z, comme la somme
d’un terme d’élasticité tangente et d'un terme de pré-contrainte (équation 1.26). Rap-
pelons la forme cette équation

Vo /L<i>-[Q+S]~<I>dZ:/Lf-¢(Z)dZ, (A1)
0 0
u
w=( G ) o wa=(50) ) (A2

Les expressions explicites des opérateurs Q et S sont présentées dans le chapitre I
§ 1.3.2. pour un matériau néo-Hookéen. Rappelons que le terme d’élasticité tangente
s’exprime en fonction de la déformation incrémentale

- Il L - ’
ez I"+Veop) ¢z (I +¢gz) aym

avec
I:(I” ‘IL) et gradgoz(ch‘cpz),

ou grad est 'opérateur gradient en 3-d, I I'opérateur identité 3-d et V 'opérateur
gradient 2-d dans le plan (X, Y'). Ainsi il existe un opérateur R tel que

o=¢".R-E. (A3)

Le terme de précontrainte est quant a lui déterminé par les valeurs du tenseur de
précontrainte 3-d X

é.s-@:// 30 : Ao E(®, @) dX dY, (A.4)
D
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ot le second incrément de déformation s’écrit

dQE((/I\) (I)):(YQ/D\T(,O V/\Q/O\T.(P,Z> .
Pz NP Pz Pz Joym

Rappelons enfin la décomposition par blocs des opérateurs Q et S, introduite

dans le chapitre II
Ke Ce [ K G
Q:<Cg Me)’ ‘S_<C',SI1 MS>.

A.1.1. Développement a deux échelles

Nous définissons la coordonnée lente, z = Z 7, et développons le déplacement
selon la forme

0(2) = 0o (2) + 101 () + 1 @o(Z) + - -

et ainsi
® =P +nPr+7> P+

D’apres la définition A.2 il vient ¢ = ( 77‘50(,2) >, ol I'on note ¢' = ¢ ;, et finale-

we(5) ee(B) e (Z) o

Notre méthode de réduction dimensionnelle se fonde sur la résolution de I'équa-
tion A.1 ordre par ordre. Les opérateurs Q et S définissant respectivement les mo-
dules tangents et la pré-contrainte sont singuliers. Il est ainsi nécessaire d’écrire une
alternative de Fredholm pour ces opérateurs en vérifiant une condition de solubi-
lité avant de procéder a la résolution de 1’équation A.1 a chaque ordre. Nous com-
mencerons par établir des propriétés relatives aux noyaux des opérateurs Q et S,
liées a I'existence de 6 déplacements rigides : trois translations et trois rotations. Ces
propriétés sont cruciales pour identifier les conditions de solubilité aux différents
ordres.

ment

A.1.2. Noyaux des opérateurs singuliers

Les 6 déplacements rigides introduits dans le chapitre II s’écrivent, avec notre

formalisme,
to t. 9, vt
0 /)°Vo )'\ 0 )\ —ngsts )

Selon nos conventions, les indices en lettres grecques sont réservés aux directions
dans la section, (o, 8) = (z,y) (respectivement (o, 3) = (y,x) ) et 1z = 1yy = 0,
Ney = 1, Nyz = —1. Les 6 déplacements ainsi définis s’identifient aux translations
selon ey, ey, e, a la rotation autour de e, et aux rotations autour de ey et ey res-
pectivement. Par définition, les déplacements rigides annulent la déformation incré-
mentale

to t, 9, 9, _
CbrbGVect<< 0 ),( 0 ),( 0 >7<_77aﬂt,8>> = £- P4, =0. (A.6)
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Propriété 1: noyau de K.

Nous nous plagons ici dans '’hypothese ou1 les modules élastiques tangents du
modeéle 3-d décrits par ’opérateur R sont strictement positifs, i.e. ot il n’existe pas de
mode mou. Cette hypothese pourrait étre remise en cause dans le cas d'une poutre
en voile mince ou d’un contraste élastique important dans la section.

Si une configuration particuliere de la section f = ¢(Z) pour Z fixé appartient a

ker KC,, c’est a dire si (V}) }-IC6 -f = 0,nous avons alors, avec f = f et d’apres A.3,
dE(f)-R-dE(f)=0.

Ceci signifie par hypotheése (R étant supposé positif) que f annule la déformation
f
0
énoncée dans le chapitre II sur la mesure de déformation, f est une combinaison
linéaire de modes rigides indépendants de Z. Nous venons de montrer que

incrémentale, dE(f) = 0, et ainsi que £ - = 0. D’apres 'hypothese 11.26

ker K, = {wata +ut, + Tﬁz‘(ww,wy, u,T) € R4} . (A7)

Ainsi le noyau de K. est formé par les trois translations selon X, Y et Z et par la
rotation autour de 1’'axe Z. Cette propriété sera utile pour résoudre les équations
ordre par ordre dans le développement qui suit.

Propriété 2 : noyau de

Nous utiliserons également la propriété suivante, qui se déduit immédiatement
de la définition A.4 pour 'opérateur S,

{wata + utz‘(wm, Wy, U) € R3} C ker KC,. (A.8)

Le noyau de K contient les trois translations selon X, Y et Z, car ces déplacements
annulent le second incrément de déformation ds E.

A.1.3. Développement aux ordres 0 et 1

D’apres nos hypotheses 11.24 sur les ordres de grandeur, la mesure de déforma-
tion s’annule a l'ordre 7. Ainsi dE; = £ - ®; = 0. Ceci implique, d’apres I’hypo-
these 11.26, qu'il existe (104 (2), u(2), 7(2),7a(2)) tels que

Wo(2)ta + u(2)ts + 7(2)9, + Yo (2)0F >
~YalZ)Napts '

By(3) = <

De maniere similaire, nos hypothéses 11.24 impliquent dEy = € - &y = 0, il existe
donc six fonctions (wq(Z), u(2), 7(2),74(2)) telles que

i Wa (2)ta + u(2)t, + 7(2)9, + 73(5)195
Po(®) = *73(5)%/3%

Ces deux expressions doivent étre compatibles. Ainsi, en identifiant avec les défini-
tions A.5 de ®( et ¥4, il vient

a(2) =0 —7a(F)naps =wp(2) 0=1/(Z) 0=1'(2) 0=1d(3).

~ ~
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Comme les coefficients (u, 7,7,) sont des constantes, il représentent des mouve-

ments de corps rigides qui peuvent étre négligés. La solution pour 7,(Z) est alors

Ya(2) = —Napwp(2)-
Nous avons ainsi déterminé le déplacement a I'ordre 1 en 7

Po(2) = wa(2)t,

- N A
0. (3) = { w(2)ts + 7(2)9. + nagwly ()95 + - -

(2t (A9)

Notons que W, (Z)t, ne joue aucun role dans le développement car il s’agit d'un
terme sous-dominant dont nous montrerons qu’il ne contribue pas a l’énergie a
I'ordre principal. Ce terme sera négligé dans un premier temps. Ainsi, la solution
décrite par ’équation A.9 est la somme d’une extension axiale u(Z)t., d'une torsion
axiale 7(2)¥, et de deux mouvements de flexion autour de 'axe X (respectivement
V) wy(2)t, — nw, (2)9; (respectivement wy (Z)t, + 1w, (2)9;).

Avec dEy = dE; = 0, nous avons Q - &5 = ET - R - dEy = 0 et de maniere
similaire Q - ®; = 0. Ainsi, le terme d’élasticité tangente dans le développement de
l’expression des travaux virtuels commence a I’ordre n?

b(2)- Q- D(2) = *D(2) - Q- (P2(2) + 1 B3(2) +--).
Par ailleurs le terme de pré-contrainte n’apparait pas aux ordres 0 et 1 en raison des
hypotheses sur les ordres de grandeur 11.24.
A.1.4. Développement a l’ordre 2

Sinous écrivons 1’équilibre linéarisé 3-d A.1 a ’ordre n?, il vient

o AL[(‘E’).Q@Q@H(ﬁ>.s-q>o(z)}dz:o. (A.10)

Le second terme s’annule par la propriété A.8. Nous obtenons ainsi, sous une forme
plus explicite

L
Ve /0 B+ (Ko 9a(2) +Co - gh(5))d5 = 0. (A11)

Résolution

Pour une section D donnée, repérée par la coordonnée Z, considérons les quatre
fonctions vectorielles auxiliaires 15, (o € {z,y}), P¥ps et ¥,,,. Chacune d’entre elles
est définie par le probléme d’élasticité 2-d suivant, défini sur D,

Vo - (lCe P +1asCe 19?) =0 courbure anticlastique,
Vo @-(Ke-tYps+Ce-t,)=0 effet Poisson, (A.12)
Vo - (Ke -tpyr+Ce-9,)d=0 gauchissement.

Ces fonctions représentent la courbure anti-clastique (associée a la flexion), la
contraction par effet Poisson (associée a l'extension) et le gauchissement (associé
a la torsion). Notons que par invariance selon Z de l'opérateur Q, ces quatre pro-
bléemes ne dépendent pas de la coordonnée axiale. L'équation A.12 ne contient pas
de dérivée selon Z, ainsi les solutions 5., ¥p, et 1, sont identiques sur chaque
section.
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Finalement, bien que 1'opérateur K. soit singulier, les équations A.12 sont tou-
jours solubles. En effet, la condition de solubilité pour K. consiste a considérer un
déplacement virtuel @ tel que p € ker KC.. Alors, d’apres A.7, un tel @ est une super-

~

position de déplacements rigides sur chaque section et £ - < Lg > = 0. Par consé-

quent, d’apres la propriété A.3 de l'opérateur Q,

B v rcoe)= (e (8))me (e (4 ) =0

ce qui signifie que la condition de solubilité est satisfaite. En utilisant les rela-
tions A.12, il est possible de ré-écrire le probleme A.11 sous la forme

L
v /0 & Ke - (02(2) — (0 ()tbps + 7' (D)thrur + wlh(2)5% + Wi (2)ta)) dZ = 0.
D’aprés la propriété A.7, la solution de ce dernier probleme s’écrit

u/<2)¢l’s + T/(Z)’l»bwr + wgz(g>¢§c +e
@o(2) =4 HiU(2)t: + F(2)D: + Fal(2)07 - (A.13)
+Wo (2)ta

Le premiere ligne de cette expression correspond a de petites corrections en déplace-
ment, importantes pour le calcul de I'énergie du modéle 1-d car elles correspondent
a des déformations de la section. Les deux lignes suivantes correspondent a des dé-
placements rigides sur chaque section et ne contribuent pas a I'énergie du modele
1-d car les déformations incrémentales qui leur sont associées sont nulles.

Remarquons enfin qu’avec les hypotheses 11.24 sur les ordres de grandeur, le
terme de pré-contrainte associé a 'opérateur S dans l'équilibre linéarisé A.1 ne
change pas la résolution des équations a cet ordre.

A.1.5. Développement a l’ordre 3

L’équilibre linéarisé 3-d A.1 s’écrit, a I’ordre n3,

L ~ ~
® 0 %) 0 -
[1(8)-0me (&) 0o (2) 5o ((8)som]a

L
= | F-p(2)dz, (A.14)

2
propriété A.8. La condition de solubilité pour l'inconnue 5 s’exprime en considé-

rant les déplacements virtuels @ tels que ¢(Z) € ker K. pour tout Z. Nous considé-
rons donc des déplacements virtuels de la forme

ou ¢3 = ( :ﬁf’ ) d’apres A.5. Le terme en @ s’annule immédiatement d’apres la

P(3) = tha(3)ta + U(3)t, + 7(2)0..

Sg - Q- ®5 s’annule alors entierement et le terme §

en partie d’apres A.8. Nous en déduisons alors la condition de solubilité suivante,

Le terme -S-®; s"annule
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pour tous déplacements virtuels (g, @, 7)

—/OL [wg@)( hy ) -Q-<I>2L+ﬂ’(5)< N )-Q-%M’(@( 5 ) -Q-cbz] az- -
. 7 (\aqL
LTS (g o

L
+ /0 (ha(2)p8(2) + a(2)pP (2) + #(3)g¥ (2)]dz = 0,
(A.15)

o1 nous avons introduit la résultante des forces et des moments sur chaque section
alordre k,

PH(E) = Fi®) - ta,
PHE) = FE) -t
@Mz = Fuz) ok,
M) = F(z) ..

Pouri € {X,Y,Z}, Fi(%) - ti = [[ F(Z) - t; dX dY est I'effort résultant sur chaque
section obtenu par l'intégration sur la section D de la densité d’efforts appliqués
F(2). Les trois dernieres équations définissent le moment résultant sur chaque sec-
tion, pour i € {X,Y, Z}, Fi(2) - 9; = [[ F(2) - 9;dX dY.

Le premier terme de la condition de solubilité A.15 s’annule. Remarquons en
effet que I'on peut ré-écrire ce terme

1 L
(t(l>.Q.q)2:q>2.Q.<t(l):@2.Q,<77af:9,8 >_¢2,Q.<naﬁ0'l9ﬁ >

Dans l'équation ci-dessus, le premier terme du membre de droite s’annule car

(0%
s’annule grace al’équation A.10. Ainsi, en considérant le facteur de w0, dans la condi-

tion de solubilité A.15, il vient

1L
< no‘f ¥ > est un mouvement rigide d’apres la définition A.6, et le second terme

vz pBl(z) =o.

Les termes restants dans la condition de solubilité A.15 s’écrivent alors
. Lr, /0 (0 N
V(a, ) —/ {u(z) < ¢ ) - Q- Do(2) +7(2) ( 9 > .Q.%(z)] dz...

0 z z

L% ) (P -
+ “ErE) + @ Bz = 0. (Al6)

Cette derniére équation définit les deux premieres lignes de la matrice H et la pre-
miere ligne de la matrice P dans 'expression générale du modele réduit I1.31 énon-
cée au chapitre II. Les deux derniéres lignes de la matrice H et de la matrice P s’ob-
tiennent en considérant I’équilibre linéarisé A.1 a 1’ordre 4 en 7.
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A.1.6. Développement a l’ordre 4

L’équilibre linéarisé A.1 s’écrit, a ’ordre n,

L ~ -
/ [(SD)'Q-(IM—I-( 9/>'Q-<I>3+<SO>-S-(I)2+( 9/>'5"1)1]d5"'
0 0 ¥ 0 12

L
- /0 Fi-3(3)dz,
(A.17)

oudy = ( :fl ) . La condition de solubilité pour I'inconnue ¢, est alors obtenue en
3
considérant une famille particuliere de déplacements virtuels

A~ ~

$(2) = wa(Z)ta

Pour un tel déplacement virtuel, le premier et le troisieme terme dans l'intégrale
précédente s’annulent, d’apres les propriétés A.7 et A.8, et il reste ainsi

(Viba) —/OL [w;(z) ( t(l )-Q-q>3(s)+w;<z) ( t" >.5.@1(g)} ds- ..

L
+ / e (2)pll(2)dz = 0.
0

Afin d’éviter le calcul de ®3, nous combinons cette équation avec I'équation obtenue
en remplacant p(2) = wg(z)naﬁﬁé dans A.14. Il vient ainsi

—/L [w'(z)<%ﬁﬁﬁ >-Q-<I>3+w”(£)< 0 L)-Q-(I)z] dz ...
0 a 0 a na,ﬁﬁﬁ

L 1 L
(2 [ Nap? . s 3]sy g5
/0 [wa(z) < 0 B > -S- @1} dz+/0 We(Z)napqs” (2)dz = 0. (A.18)

9 .. g
Notons que ( tO ) + < 7704% g ) est un mouvement de corps rigide vérifiant la
«

t.

propriété A.6 et que ( 0 ) est dans le noyau de S, d’apres la propriété A.8. Il vient

ainsi

(Via) — /OL [wg(g) < na;ﬁé ) .Q.(I)2] &L ..
- ' {wg(g) < ¥ ) 5. ( T(2)97 + nasuiy (295 )} .
0

o wh (2)tq
L
+ / (@a ()P (2) + @l ()nasdl ())dZ = 0. (A.19)
0

Il est facile de vérifier a posteriori que les termes sous-dominants en W, @, 7, Yo
et W, que nous avions négligés dans les équations A.9 et A.13 ne jouent pas de role
dans les équations a ces ordres.
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A.1.7. Modele 1-d

Les équations A.16 et A.19 définissent le modele 1-d suivant, énoncé dans le cha-
pitre II,

~
~

) u
L At /
A 7 T .
V(q, @, T) _/0 ! “H - w!! dz
by wy
a
. 7
Lf 7 T L "
_/ i, | P d2+/ gz)-| P laz=o
0 W w' 0 Wy
y y e
L
(A.20)
Dans cette équation le chargement 1-d G(Z) se calcule avec
Po(2)
0 (2)
)
g(z) = i : (A.21)
p%;S] (%)
4y 3(5)
—qx ] (%)
et la matrice des modules élastiques H est obtenue par identification
t. T -t. t, T -9, —tz~7'~19§ t, T - 9%
o | Tt 9T 9. 9. TV, 9, - T - 9% (A22)
| ey Tt =9 T Oy T, =9y T 9y | '
9y Tt. 9y -T-9. —9; T -9, 9, T -9
ou 7 représente l'opérateur bilinéaire symétrique
T=M,-Ccl k' C. (A.23)

Finalement, la matrice des pré-contraintes P s’écrit, d’apres la définition A.4 de
l'opérateur S,

Pij = // ¥ : d2E(6;,0;)dX dY, (A.24)
D

oll X est le tenseur des contraintes 3-d pour la solution homogene et i € {1,2,3}

i L

avec @ = < % >,@2 = ( lz:’ ) et @3 = < ftyw >

L’équation A.20 permet de calculer le modele 1-d. Les relations A.21, A.22, A.23
et A.24 permettent de calculer tous les termes intervenant dans ce modele (corres-
pondant respectivement aux efforts appliqués, aux modules tangents et au terme de
pré-contrainte).

Dans 'expression A.23, K_! désigne le pseudo-inverse de I'opérateur singulier
K. D’apres la propriété A.7, les valeurs prises par 'opérateur K sont déterminées
a un déplacement de corps rigide prés : t,, t. et 9. ; ceci est sans importance étant
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donné que ces déplacements de corps rigide s’annulent une fois multipliés a gauche
par C!' dans la définition de 7 ci-dessus.

Ainsi, en partant de 'équilibre linéarisé 3-d A.1 et des hypotheses 11.24 sur les
ordres de grandeur, nous obtenons un modéle réduit applicable & une grande variété
de situations pratiques suivant la géométrie, le comportement du matériau et/ou la
pré-contrainte imposée. Ce raisonnement peut étre généralisé au cas ot il existe une
solution homogene lentement variable suivant la coordonnée axiale ou si la géomé-
trie de la section ou les propriété d’élasticité tangente varient lentement suivant cette
coordonnée. Les opérateurs Q et S définissant1’équilibre linéarisé 3-d A.1 dépendent
alors de Z. Les fonctions auxiliaires 5. (o« € {x,y}), ¥ps doivent étre calculées pour
chaque Z et les opérateurs H et P dépendent alors de la coordonnée axiale.

Une application détaillée de ce modéle dans le cas d’un solide prismatique ho-
mogene formé d’un matériau néo-Hookéen est présentée dans le chapitre I § I1.3. La
derniére section de cette annexe est dédiée a I'étude d’une situation pour laquelle
les hypotheses I1.24 sont différentes, ce qui donne lieu a la dérivation d’'un modele
de poutre a courbure naturelle, dont I'utilisation est discutée dans le chapitre III.

Le lecteur est invité a se référer a cette annexe pour compléter la lecture du cha-
pitre concerné.

A.2 Modéle de poutre avec courbure naturelle

Dans cette section, nous dérivons un modeéle de poutre a courbure naturelle uti-
lisé pour décrire une poutre soumise a une forte pré-contrainte axiale, hétérogéne
dans sa section, ce qui correspond au probleme étudié dans le chapitre III. Ce nou-
veau modele est construit en introduisant la pré-contrainte a I'ordre 7 dans les hy-
potheses I11.24.

Nous étudions ici I'effet d'une pré-contrainte uni-axiale hétérogene dans la sec-
tion " = Diag(0,0, =)+ (X,Y)), telle que [, T(X,Y)dX dY = 0, d’ordre n
C’est a dire =0t = O(n). La partie homogene de la pré-contrainte est supposée
d’ordre Z5°™ = O(n?) selon I'hypotheése classique énoncée au § A.1. Dans la suite
de cette section, nous utiliserons les simplifications et les arguments présentés au
§ A.1 et nous ne discuterons que les modifications apportées par l'introduction de
et = o).

D’apres la définition A.4, la pré-contrainte hétérogene étant purement axiale,
l'opérateur S't est diagonal par blocs et sa composante L2t dans cette décomposi-
tion est identiquement nulle

. 0 0
Shet — ( 0 et ) (A.25)

A Tordre 0 en 7 la résolution est identique au § A.1 et la solution ¢ est décrite
par I'équation A.9. Un terme supplémentaire apparait par rapport aux équations

§A.lal'ordren
( “g > - Shet. @ (2).

Ce terme s’annule par la propriété A.8 et la solution ¢, est décrite par 1’équation A.9
comme dans le cas classique.
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A.2.1. Développement a l’ordre 2

Le principe des travaux virtuels a 'ordre 2 s’écrit, en négligeant le terme en S"o™
déja traité au § A.1,

\27) /OL< ﬁ).g.ch(z)Jr(gO>.8het.<1>1(2)+<£, ) - Shet . @y (2)dz = 0,

ot le dernier terme s’annule par la propriété A.8. Le second terme s’annule égale-
ment d’apres la forme de S", voir équation A.25. La résolution a 1'ordre n? est donc
identique au § A.1.

A.2.2. Développement a I’ordre 3

Deux termes supplémentaires apparaissent dans le membre de gauche de 1'ex-
pression A.14 du principe des travaux virtuels a I’ordre 73

L ~
/ ) st g, (9O ghetig | gz, (A.26)
0 0 ¥

Le premier terme de 1'expression ci-dessus s’annule d’apres A.25. La condition de
solubilité s’exprime en considérant les déplacements virtuels de la forme

P(d2) = e (d2)te + A(d2)t, + 7(d2)9.,

dans le principe des travaux virtuels a I'ordre n3 (équations A.14+A.26). Il vient ainsi,
en rassemblant tous les termes des équations A.14+A.26 dans un seul membre et en
considérant uniquement les termes associés a la pré-contrainte inhomogene,

) —/?L [w;(z) < hy ) ghet. < ‘ZEZ; )]dz
S lFel) (46 ) e e )- (46 )=

(A.27)

Les autres termes restent inchangés par rapport a I’équation A.16 obtenue avec les
hypotheéses classiques dans la premiere section de cette annexe. Les deux premiers
termes de 'expression A.27 s’annulent en remarquant que 1'on a, d’apres la défini-
tion générale A.4 de 'opérateur S,

< 0 )-Shef-< 0 ):// t;-t; g dX dY, (A.28)
ti t D

pour tout (i,j) € {z,y, z}. Finalement l'expression A.27 se réduit a
L
- / [%’ W (2) 9, - Mhet . ta} dz. (A.29)
0

Ce terme définit une correction a I’équation A.16 et modifie ainsi la seconde ligne
de 'expression générale du modele réduit A.20. Les deux derniéres lignes de 'ex-
pression A.20 sont corrigées par une contribution de la pré-contrainte hétérogene
Shet que nous obtenons en considérant 1’équilibre linéarisé A.1 a I’ordre 4 en 1.
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Ces corrections sont finalement rassemblées dans une nouvelle matrice N qui
entrera dans la définition du nouveau modele réduit II1.5 que nous énoncerons plus
bas.

A.2.3. Développement a I’ordre 4

Deux termes supplémentaires apparaissent dans le membre de gauche de I'équa-
tion A.17 du principe des travaux virtuels a 1'ordre 7!

L ~
/ P et g (9 shet. g, | gz, (A.30)
0 0 ¥

Le second terme s’annule automatiquement d’apres A.25. Considérons la famille
de déplacements virtuels @(Z) = wWy(Z)t,. Si I'on rassemble tous les termes
de A.17+A.30 dans un seul membre il vient, en considérant uniquement les termes
issus de A.30 associés a la pré-contrainte inhomogene,

—/OL Wy (2) < t(l ) . Shet . < 22,38 ) dz.

Les autres termes de I'équation A.17 restent inchangés. D’aprés 1'expression A.4 de
I'opérateur S, voir équation A.28, la plupart des termes de cette derniére expression
s’annulent et il reste finalement

L
- / W (2) 7 (2) ta - M9, d2. (A31)
0

Afin d’éviter le calcul de ®3 dans A.17+A.31, nous combinons cette équation avec
’équation obtenue en remplacant $(2) = wfx(,%)nagﬁé dans A.14+A.29, comme pré-
cédemment. Un terme supplémentaire apparait par rapport a I'équation A.18, lié a
la pré-contrainte hétérogene Shet,

L " 0 het
— W, (Z -8 P | dz.
[ Lot (ag )

En combinant la définition A.4 de S et la forme de la pré-contrainte X5t =
Diag(0,0, 28¢t- (X, Y)), ce terme se ré-écrit

0
‘Shet . ( (Pl > — // EhetJ_ o 19J_ . / dX dY
( Waﬁﬁé ) ©0 p " G

Enfin, avec la forme de la solution ¢, décrite par A.9, ¢,(Z) = wqy(2)t,, le produit
scalaire s’annule dans I'expression précédente.

Finalement les équations A.16 et A.19 corrigées par les termes associés a la pré-
contrainte hétérogene A.29 et A.31 définissent le modele 1-d suivant, énoncé dans le
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chapitre III,
o’ u' ~ /
L 2 - L T T
(e, i1, 7) / Tlw | T, dé/ W, | N | s
0 Wy Wy, 0 ~! /
A1 " wy, wy,
w. w,
Yy
u
. T
L T T L ~
N ~ w ~
—/ W | P wl dz—i—/ G-| % [dz=0,
0 A1 / 0 Wy
Wy Wy @
X
w/
Yy

oul les opérateurs H, P et G introduits au § A.1 décrivent les effets respectifs de
Iélasticité tangente, de la précontrainte axiale homogene (d’ordre 1?) et du char-
gement extérieur. Le nouvel opérateur A est antisymétrique et décrit 1'effet de la
pré-contrainte hétérogéne Sh°t. Cet opérateur prend la forme

0 9, Mt 9, MEEt g,
N =1 t, Mhet. g, 0 0
t, - Mhet. 9, 0 0

Notons qu’il terme introduit un couplage entre la torsion virtuelle et la courbure
réelle (respectivement entre la courbure virtuelle et la torsion réelle), susceptible de
donner lieu a un mode de flambement en hélice.

Une application de ce modele au cas du flambement en hélice est proposée dans
le chapitre III. Nous montrons que pour un barreau néo-Hookéen homogene sou-
mis a une pré-contrainte axiale constante par morceaux dans sa section, 1'équation
obtenue avec ce modele est identique a celle que 1’on dérive couramment avec un
modele de poutre 1-d a courbure naturelle.
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We investigate the elastic buckling of a triangular prism made of a soft elastomer. A face of the prism is
bonded to a stiff slab that imposes an average axial compression. We observe two possible buckling modes
which are localized along the free ridge. For ridge angles ¢ below a critical value ¢* ~ 90°, experiments
reveal an extended sinusoidal mode, while for ¢» above ¢*, we observe a series of creases progressively
invading the lateral faces starting from the ridge. A numerical linear stability analysis is set up using the
finite-element method and correctly predicts the sinusoidal mode for ¢ < ¢*, as well as the associated
critical strain €.(¢). The experimental transition at ¢* is found to occur when this critical strain e.(¢)
attains the value e, (¢*) = 0.44 corresponding to the threshold of the subcritical surface creasing instability.
Previous analyses have focused on elastic crease patterns appearing on planar surfaces, where the role of
scale invariance has been emphasized; our analysis of the elastic ridge provides a different perspective, and
reveals that scale invariance is not a sufficient condition for localization.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.118.165501

Inextended systems, elastic instabilities generally produce
smooth patterns having a well-defined wavelength. There are
numerous examples involving an elastic beam [1] or a thin
film [2—4] on an elastic foundation, a bulk elastic material
with inhomogeneous elastic properties [5], or rodlike solids
with large incompatible strain [6-8], with applications
ranging from morphogenesis [1] to the active control of
surface properties [9]. An important exception to this rule is
when the bifurcation problem has no intrinsic length scale, as
happens for a compressed hyperelastic block, a problem
considered by Biot [10,11]: a continuum of linear modes
appears simultaneously at the bifurcation threshold with all
possible wavelengths. This free-surface instability has been
characterized numerically and experimentally only recently,
and was found to be subcritical, localized, and nonlinear in
essence [12-20]. In spite of recent progress [21,22], there is
no simple and systematic theoretical argument that explains
why and in what circumstances localized creasing patterns
are to be observed, nor whether scale invariance is a sufficient
condition for localization.

Here, we analyze a variant of Biot’s compressed elastic
block, in which we replace the half-space geometry by a
prism. The ridge angle ¢ brings in an additional parameter.
Experimentally, we find buckling patterns reminiscent of
creasing when the prism is flat enough (¢ close to 180°),
consistent with prior work [12-20]. For acute enough ridge
angles, however, a smooth buckling mode develops near
the ridge, with a well-defined wavelength. We carry out a
linear stability analysis of the compressed hyperelastic
prism and investigate the competition between smooth and
localizing buckling modes.

In our experiments, we use an isosceles triangular
prism made of a silicon elastomer (Ecoflex). This

0031-9007/17/118(16)/165501(5)
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elastomer is nearly incompressible with Young’s modulus
E,~0.06 £0.02 MPa. Its lower face is bonded to a
parallepipedic silicone block made of vinylpolysiloxane
whose Young’s modulus is ~20 times larger, £, ~ 1.3+
0.05 MPa. Both the prism and the base are obtained by
casting liquid polymer into molds made of PMMA
obtained by laser cutting. We stretch the base to a length
L prior to gluing the prism onto it; see Fig. 1. By bringing
the ends of the base closer to one another, we induce a

and glue

¢ = 120°

FIG. 1. Sketch of the experimental setup. To set the prism in
axial compression, we first stretch the substrate, then glue the
prism to the substrate while keeping the substrate in tension, and
finally release the substrate. This induces buckling of the prism:
extended wrinkling (top row, ¢ = 40°) and localized creasing
(bottom row, ¢p = 120°) are observed, depending on the value of
¢. Insets: Experimental pictures.

© 2017 American Physical Society
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compressive axial strain € = Ly — L/L in the prism that
depends on the current length L < L of the base. At a
critical value of the strain €., an instability is observed
which is localized along the free ridge of the prism,
opposite to the base. Using different molds we repeat
the buckling experiment for different ridge angles ¢ in the
range 20°-120°. The height A of the triangular prism is
chosen at least 10 times smaller than L, so we can ignore
finite-length effects in the analysis.

For ¢ smaller than a critical value ¢p* ~ 90°, we observe a
smooth, extended buckling mode whereby the ridge bends
out of the plane of symmetry of the prism [see Fig. 2(a)];
we will refer to this as antisymmetric wrinkling (AW). For a
given angle ¢ < ¢*, the wavelength 1 scales close to
linearly with the height of the prism /4 for the range of
heights tested in the experiments; see the inset of Fig. 2.

For ¢ > ¢* the buckling mode is entirely different
[see Fig. 2(c)]: localized creases are initiated at the ridge.
As the strain is increased beyond €., more creases are
formed and they spread along the lateral faces toward the
base. The gap between successive creases does not appear
to be regular. This buckling mode will be referred to as
surface creasing (SC).

Overall, €, increases steadily with the ridge angle ¢ until
it reaches a plateau at €, ~ 0.42 for ¢ = ¢p*, where the
nature of the buckling mode changes; see Fig. 2(d). This
value is lower than the critical Biot strain, eg;, = 0.55,
calculated by Biot [10,11] for the surface instability, as
explained below.

We set up a bifurcation analysis, with the aim of
characterizing the instabilities and explaining the competi-
tion between the localized and extended buckling modes.
The system is modeled as an infinitely long prism with
triangular cross section D made of a hyperelastic material.
Its elastic energy density is denoted by Wsp(E), where
E=1(F"-F-1) is the strain tensor, F =9(x,y,z)/
0(X,Y,Z) is the transformation gradient, (X, ¥, Z) are
the coordinates in reference configuration with Z aligned
with the prism axis and Y along the axis of symmetry of the
triangular cross section D, and (x, y, z) are the coordinates
in deformed configuration. The expression of W;p(E)
reflects the choice of a material law; we use a Gent model,
as described in the Supplemental Material (SM) [23], with a
choice of material parameters that makes this constitutive
law practically equivalent to an incompressible neo-
Hookean model. Working in the framework of finite
elasticity, we denote by @(X,Y,Z) = (x,y,z) — (X,Y,Z)
the displacement. The nonlinear equilibrium is obtained by
the principle of virtual work as

L, N
Vo(X.Y.Z), / //Z:(FT-F)dXdeZ=O, (1)
0 D

where X = OW;p/0E denotes the stress and F =
0p/I(X,Y,Z) the virtual increment of deformation

= 90°

(@) Ogrg ¢ ;
eC=O.!42 lom
z
[Ls
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(d)

[ Localized
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¢*

Y020 40 60 80 100

120 ¢(°)

FIG. 2. Experimental results. (a)—(c) Top views in the (x, z)
plane. Each set of pictures is for increasing axial strain e.
(a) ¢=40°, h=10mm, and L, = 100 mm; (b) ¢ = 90°,
h =5 mm, and L, = 100 mm; (¢) ¢ = 120°, h = 10 mm, and
Ly = 100 mm. Black arrows highlight the creases visible on the
faces. (d) Critical strain €.(¢p). The thin, hand-drawn curves
reveal the trend of the experimental data points. Inset: Rescaled
wavelength of the extended mode A/h for ¢p = 30°.

gradient. As the average strain ¢ is imposed by the base,
we consider only admissible virtual displacements ¢ whose
incremental axial strain is zero on average. Taking advan-
tage of the fact that the buckling patterns are localized near
the ridge in the experiments, we simplify the boundary
conditions at the interface with the base, which we replace
by a free boundary.

The unbuckled solution is in a state of homo-
geneous “simple” compression, as described by @f =
n(e)(Xe, + Ye,) —eZe,. Here, n(e) captures the dilation

165501-2
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of the cross section by Poisson’s effect and is found from
the constitutive law by solving (OW5p/01) (e, n(€)) = 0.
We consider a small perturbation ¢, to this invariant
solution @, = [£,(X,Y)e, +&,(X,Y)e, + i&.(X,Y)e ]e'd”
in the form of a pure Fourier mode with wave number g.
The virtual displacement ¢ is sought in a similar form.
Upon linearization and discretization using the finite-
element method, the equation of equilibrium [Eq. (1)]
takes the form

V%’ é . (Ke + qu + sze) ) él =0, (2)

where & = (&,.¢,.&,) and E= (&, Ey, &,) are two vectors
collecting the Fourier amplitudes of the real and virtual
nodal displacements on the cross section D. The Fourier
analysis thus yields a 2D eigenvalue problem in which the
third dimension enters through the wave number ¢ only.
For details of this 2D formulation and of its implementa-
tion, see SM [23] and Ref. [8]. To discretize and solve the
eigenvalue problem, we make use of the finite-element
library FENICS [26] and the SLEPC library [27].

Equation (2) is invariant when a homothety is applied to
both the solution and the wavelength 27/¢; in addition, the
domain D is scale invariant near the tip (ridge). As a result,
an infinite number of modes that are homothetic one to
another appear concurrently at the critical strain €. These
modes are localized near the ridge and are associated with
all possible wave numbers: there is no selection of the wave
number in this scale-invariant linear bifurcation analysis,
see SM for details [23]. By contrast, the critical strain €,
and the shape of the buckling mode (up to a dilation) are
selected as a function of ¢.

As the unbuckled configuration is mirror symmetric with
respect to the (yz) plane, the buckling modes can be either
symmetric or antisymmetric. When ¢ is smaller than
~105°, the first critical buckling mode predicted by the
FEM analysis is an AW mode; see Fig. 4(a). It involves
lateral undulations of the ridge, see Fig. 3(b), similar to the
buckling mode seen in the experiments. The corresponding
critical strain ¢, is plotted in Fig. 3(a) (disks) and compared
to experimental results (open circles): e.(¢) is in good
agreement with the experiments, and increases with ¢.

In the limit of an acute ridge angle, ¢p — 0, the prism can
be modeled as a thin, infinitely long plate whose thickness
t(y) varies linearly with the distance to the ridge,
t = ¢p|h — y|. For the unbuckled solution, the mid-surface
of the plate is contained in the (yz) plane and has an axial
prestress ¢ = Ee. When linearized about this solution, the
Foppl-Von Kdrman equations for elastic plates yield, see,
for instance, Ref. [28],

(maﬂ).aﬁ + l‘(y)O'OW.ZZ =0, (3)

where w(x,y) is the (horizontal) deflection, m,; =
D(y)[(1 = v)w 45 + vd,5w ,] denotes the bending moment,

a 5x107°
( l wrinkles/AW e Bl Ar
s o= ] . e
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FIG. 3. Antisymmetric wrinkling (AW). (a) Phase diagram
€.(¢) from experiments (open circles), simulations (disks), and
analytical model (dashed curve). (b) Numerical buckling mode
for ¢p = 40°, h = 5 mm, shown with an arbitrary amplitude. The
two color maps show the amplitude of the lateral displacement
(left) and of the incremental hoop strain E}, (right).

D(y) = Et(y)?/12(1 — 1?) is the bending modulus of the
plate, E is Young’s modulus, and v is Poisson’s ratio. A
comma in subscript denotes a partial derivative, and greek
symbols are restricted to in-plane directions, a, f € {y, z}.
We use Einstein’s convention for implicit summation on
repeated indices.

In the plate model, we consider perturbations that are
harmonic in the axial direction and rescale the vertical
coordinate using the wavelength w(y) = w(qy)e'?*. When
expressed in terms of w and ¢, the boundary value
problem [Eq. (3)] and the associated boundary conditions
depend on the two dimensionless parameters v and

) ; €
e g
: [ ) €crease

0.4 SC P - e SC
03 wginkles
R < €X
€c %\%0\ gp o FEM (AW)
&
0.2 N .8) @c\@ o exp (SC)
0.1 P S = FEM (SW)
0.042@38 _ 9T : A
0 50 100 150 ¢

FIG. 4. (a) Full bifurcation diagram, comparing the modes
predicted by the linear bifurcation analysis (AW and SW), Biot’s
threshold, the nonlinear creasing threshold, and experiments.
(b) Numerical linear buckling mode for ¢ = 120°, h = 0.5.
Sketch of the deformed prism superimposed with a color map
of the amplitude of the vertical displacement &,. Color map of the
amplitude of the hoop strain E},. (c) Sketch of the experimental
surface creasing (SC) mode for ¢ = 120°. (d) Sketch of the
subcritical bifurcation curve A(e) for creasing.
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5% = 12(1 —1?)6"/E¢*. A numerical solution based on a
shooting method yields the critical value 5%(v); see SM
for details [23]. The corresponding critical strain is
e. = [62(v)/12(1 — 1*)]¢*. For our particular 3D constit-
utive law, v = 0.45, and we obtain ¢.(0.45) ~ 0.35452; the
dependence on Poisson’s ratio is mild, €,(0.50) ~ 0.33¢>
in the incompressible case. This prediction has no
adjustable parameter and is plotted in Fig. 3(a) (red
dashed line): it agrees asymptotically with the finite
element analysis for ¢ — 0. Note that e, ~ ¢> is small
when ¢ — 0, which is consistent with the linear elastic
behavior assumed in the plate model.

Symmetric wrinkling (SW) modes are also found in the
numerical bifurcation analysis. They extend on the adjacent
faces on both sides of the ridge and involve an undulation
of the ridge in the plane of symmetry (yz); see Fig. 4(b).
The strain at which the first symmetric mode appears is
€ =~ 0.55, a value that hardly depends on the ridge angle ¢;
see Fig. 4(a). This value is consistent with the critical Biot
strain €g;, = 0.55 corresponding to the existence of a
marginally stable surface mode in a prestressed neo-
Hookean half-space [10,11]. This is consistent with the
fact that the SW mode is localized just beneath the faces of
the prism; see Fig. 4(b). When ¢ reaches ~105°, the critical
strain €, of the AW mode becomes larger than eg;,, = 0.55:
the numerical analysis then predicts that the first buckling
mode switches from an AW mode to a SW mode; see
Fig. 4(a).

This linear analysis therefore predicts a SW mode that is
smooth and sinusoidal, in apparent contradiction with the
localized pattern observed in the experiments. When this
mode becomes unstable, all wavelengths appear concur-
rently: it is known that the nonlinear coupling between the
different wavelengths gives rise to a creasing instability
through a subcritical bifurcation [14,21]. The buckling
strain for the creasing instability in a neo-Hookean half-
plane € g0 = 0.44 is, therefore, lower than that predicted
by the linear analysis eg;,; & 0.55; see Refs. [14,17].
Extrapolating to our problem, this suggests that our SW
modes are subcritical as well, and that the critical strain eg;,,
predicted by the linear analysis needs to be corrected: the
value €. has been included in Fig. 4(a) and indeed
corresponds to the plateau observed in the experiments; see
Fig. 4. Accordingly, the critical ridge angle ¢* can be found
by equating the critical strain for antisymmetric modes
€.(¢) with the creasing strain €,pq: this yields ¢* = 882,
see Fig. 4, which accurately matches the experimental
value ¢* ~90°.

Our linear stability analysis correctly captures the
dependence of the critical strain on the ridge angle
€.(¢) as well as the shape of the antisymmetric mode.
In our scale-free formulation, there is no selection of the
wavelength. To account for the wavelength of the anti-
symmetric mode, one would need to consider additional
ingredients in the analysis, such as subtle nonlinear effects

and/or small-scale regularization. By contrast with the
antisymmetric mode, the symmetric mode predicted by
the linear stability analysis is not observed, as it gives rise to
creasing by a subcritical bifurcation. Combining our linear
analysis with the nonlinear threshold for creasing, we have
explained the critical value of the ridge angle ¢* ~ 90° at
which the pattern changes. Interestingly, close to ¢*, the
system displays a mix of the two behaviors: creases
superimposed onto the smooth antisymmetric mode are
shown in Fig. 2(b), probably resulting from the nonlinear
interaction between the symmetric and antisymmet-
ric modes.

The creasing localization has been explained in earlier
work by nonlinear coupling of the buckling modes. A
remarkable finding of our experiments is that our system
features both localized creases and a smooth extended
buckling pattern: the coupling between modes of different
wavelengths is effective for the symmetric mode (leading to
creases), but it is not effective for the antisymmetric mode,
surprisingly. Therefore, scale invariance in not a sufficient
condition for localization, and the exact conditions in
which modes of different wavelengths can cooperate
remain to be elucidated: the compressed hyperelastic prism
provides a workbench for future nonlinear analyses of
creasing.

We thank A. El Ouardy for his contribution to the
experiments. C. M. acknowledges the financial support of
Project No. ANR-13-JS09-0009 (Agence Nationale de la
Recherche).
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