
HAL Id: tel-01986889
https://theses.hal.science/tel-01986889

Submitted on 19 Jan 2019

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Molecular and multiscale methods for the numerical
simulation of materials

Frédéric Legoll

To cite this version:
Frédéric Legoll. Molecular and multiscale methods for the numerical simulation of materials. Mathe-
matics [math]. Université Paris 6 (UPMC), 2004. English. �NNT : �. �tel-01986889�

https://theses.hal.science/tel-01986889
https://hal.archives-ouvertes.fr


���������

	�
��������������	�����
�� �!�#"$��������%&�'� (�� ��%&��
�)($�

* �,+-������
.($��� �0/1�$%324�5
6��%&��� 78%&�5

�9�5�;: <=
%>� ?@��
%>�

� 	���+A%><#�&%&��� BC: <=�ED���F <=��%>G��$���IHJ	�	K�&%>G��$�����

	K<=


L 
6��($�5
%M+�N ��O�P NQN

� �SRT�5��B U VXW&Y[ZE\�]_^a`;ZcbdVfeXghbjilk3m_]_^n]XWo`pghb!WMk3qfVferYs]tb3bd]_^vu=Zlgwm�bji
^tk3`pgSb0i-WMkxZly y#gw`�VrmtkxzXg']@\�]{^�`;i-W|Vrmrk}i~gA�

�����f���>���{�'���s�f�#�|���f�h�����|���{�>���|� �w���-���f���$�>�����r�����=�{�� 

¡ ���M�d¢��{�M� �#  £¤���|��¢����d�'�¦¥[§S¨5©S£cªr« ¡ ¥[¬�£l§[¨A!¥
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¼ �|�d�|����¥[½
¾ ¢��d�>�>�d�M�{���w�f�s�d²{¿M����  ¨A���|�{�{�#¬�£À½ ® j�
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� �A�����{²_�|¢ ���l��¢����>���>� �¤�d�>���>�d�>¢��M�6¨A� ���{�{�-¬��A½A�d¢���&�E»l�|��� ± ���_�x�������f¢¦��� �6�{¢���¢�°��l�,�M�
�d���x���|�¦¸K�x���>���t�M�|�{�M�|�{�C�f�=�M��� ��¢��&��¢��|�K�&���{�����_�|��¢ ���[�r�M�{�|°���°�¢����{���f¬��>�{���M� ��²f���{�d¢��|�d�,�
�&�5���>�{�d�����_�|��¢ ���>�-²��{���|¢��f�M�A��� ��� ���r�x�|�f�M���{���|�{�r�����d��� � � �|¢r�{�$���{�{�d�>�M¢��M�A���h�¦�¦�{�|��¢��d�,�
�&����� �&¸¦¢�°��>�{�M�S�{�[�d¢�°��{�>�{�A�{�#¨A���|�{�{�[�|���M�|�{�d���{�>�5����¿M�5�{�|���{�d�>�{�d�>���{¢����M�{���d¢��|�{� ���{�-�!� �|¢
�>�{�M� �}�|�M�C���{¢"� � �K�|���{�{�d�|¢����|�{���d¢��������M�,�M�d�>¢��>�,�r���{���d� �{¢��d�r���{¢#�f¢���¢ �����>�,�d�>� �M�|�{�d�>¢����!�
¨A����� ���r�����M�=�x���>�,»l�|���Q���>�d� ���d¿>�s�M�{��¢��³²{¢��d�������$���>�5�������{¢¤���{¢��=�d�d¿M�#�d�>�M���f�_�|¢������|� �#�r���{�
���M�w�{�����{���M�{���M�w�d�{°|°��M�j��¢��|�{�$�

± �M�6�d�M�,�M���M¢��M�,�M� ���E����� �~�>° �|���>���>� �&%[£~��¢���¨5���{�M¿>�$���r���{�������¦���M�6���M��{¢����M�{���d¢����{�&���{�
�{�|�{�S�x�|���{���M�{�>�$� �����{¢��d�r���{¢#�f¢���¢ ���w�>�w�d�>���M���{�j�³�|� �d�h�>�{�M���f���|°��>���>� ���$� ± �>�d�>¢��M° �|���M�,�M� �
�{�#��� �x���|¢��5�{�|�{�{�s� � �r���d��¢#�{¢���¢��d�h�'� �>�{�d�>¢�°��{�>�(% �"� £l§ ¡ ¨(�

¡ �|�j��¢��M¢��r�M�)% ��� ¥��>�d¢���� �{� ® �>�³²{�M���³²{��¨A�����r�M�d����¢ ��� ¡c® £c�+*�j�{�¦ ± ´ � �>�d�C�f�v����¿M�
°��d�|�{� �{���|¢���¢��!�}�>�~�{�f���_�|���d¢��-�{�5�M�&�d�d�5��²{¿>�d���
� �|�{�d�|¢���_�|�¤�f���,�t���¦��¢��E�����{�¤���>�¤�{¢��d�M�f�d�d¢����{�
���{�,�{���{�#�x���|�{�'�>�{�M�!� � �,�d¢��M�f�=�{���{�-%��³²_�|���>�{�d�>�{�d�>���>� �����M�,�M�d�>¢��>�[�����{�s���M�s���>���{���M�
�{�,��� ¥ ® ¨(��£l��¢���¨5�|�{�>¿M�!�º_�d�|�/.M�|¢��#¨5�|�j���M��� �0� ¡ ²f¢���¢��{�r�,¨A²_�|���d¢��>�$��£~�21A�|�Qºr�����
�E¨A� ���{�{�
¬��#½A�d¢����>�S¯s���{�d¢��M�
*E�{��¢��{¢��M¢��

� �S���|�{�{����¢��5���M�,�M�d�>¢��>�A¶=�x��¢��>��½A� ���{�S�r���{�5�d�4�_���d¢��M�f�M�=�>�5�d���$���M�{���{�[�"� �>�M���¦�����¦�d���
�����{�M¢��{�s���4�d¢�°|�{�M�{���&�w�d�M�w�M�f�M���{�d�|°��>���>���d�$�

± �M���M¢��M° �����M�,�M� �3% ® �>°�¢�� ± ���f�{�x�|�'���{�|���_�!� �|¢ �{�4���{�{�d�>�M¢��M�E��� ¢�� ���>���d¢���¢��d���}�r���{�E�{�|�d�d�
�>���������t�|�����d¢����-4 �d�{�&���{�>�{�d�,�

� �C���{¢�������¿M�,�d�>�M���{�{�|¢������|� �5% ¯=�d�M°|��¢����$¥S�����|¢������>�5% ± ¢��³²{�>�[¨A�����/6>�M¢ ¸ �r���{�,�x���|¢��
�{¢��M�����|�{��� �����{�t�|�����>�=�d�{�s�>�4�����x���|¢����t�|¢��{��¢&���
�7% ¡ �|�d�M�|�cº_�d�>��� ¼ �|�����1�f�,� �&�#£~���|��¢��j���
�f���{�³²{�$63« ¡ �|���>�{�M¢��8���{¢ ��� �E�|�>�M�>�f���l�{�94 �|¢��d�¤�_������¢��¤�{�5���{����� ± �>�d�M¢ �r���{�����M�{�����{�����f�d�M�f�d�M�
���{�>����¢����{�
:

� � ��¢r�f�;�t�>�{�!<{�M¢��>�$�¦�|� �>���{���A�{�h�M�>�����w��²{¿>�d���¦�
� �{�54 ���j�A�>����¢��d���{�f�M�,�M� �5¢��{�{�{�j���d¢��M�"� �>�
���[�����{²_��¢����S�d�M�,�M���M¢��M�5£ ¾ º ®>=�¾ �f�&���M�$�_������¢��M�{��¢��>� � �M�|�¦«!¬��|�{¢��@?c�|�{�{�>�d�x���T�>� ´ ��¢���¢��>�
¾ �0�t��¢��$�¦�{�[��� �x���|¢��-�|�M�>�M�f�d�=�|�$�d�>¢����f�[���>�{�-�!���{¢��r�[�r�M�{�_�����5�M�M�5�d�d��¢��A���{�{�M�>�$� ± �M�d�>¢
%
?S�M�d�|�{¢#���{� ¾ �A1�¢�°��r���{�w�M�����{�4�f���{�[�x�|���{�(4 �|¢ �S�>�{�d�>���{�����r�>�B%�¯s�f�C½A�>�{�>�d�M�¦¸C�T¥h� �|¢��
¬��M°|�M���&��£~�d¢�� ¬����d�>���D6 �r���{� ���M�{��¢�� ���>�DE&���_�|�f�����|�v���d�x�|��¢���� ± �>�d�>¢[�|�{���d¢(% ® �>�_�|�{�
± ���d�d�|�GF £ ¾ º ®H= ¾BI �>�J%o¯=�M����°��M�,¨5�|¢������>�³���{�KF ¨A�>� ���d���{�>� ± �����>�d¢��|�¦¸C�l£l§[� ± ¡@I
�r���{����� �x���|¢��5¢����d�d���{�{¢ ���|�¦¸��r��� �¦�>�d¢����³���¦¸C�

± �C°|�����d¢����f�{�,���K�M° �|���M�,�M� �L%K���|�{�����M���³²f�M�d�³²f�M�{��� �{� ¨5£~¥I�x���>�����>�D���{�>�����!� �|¢l�M�
�{���|¢���¢��3%S�M�³²{�|�{°��>�$� ± ¢��d�>¢������ ¾ �!4 �d�|�{�M�>�d�³²{¢"��¨A²{��¢����d���{²{� ¾ �M�{�|�_�|��� � �x���¦«0½A�>�d�_���d� ± �|¢������>�M�
»l�|�M�j« ¡ ���d�d¢��ON ¡ �M�����M°|�d¢��f¢X�>�h¯=¢������>��ªX�M�d�|²
�
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¥S� �M�|�{�d�s�{���M�&�d�d���d²{¿M�����¦�!� �|¢¤�>� �����³²_�|�{�>�,�&�s��� �{���|¢���¢��h�
� �>�{�x���{�d�>�#�f���{��¢��M�f�d�=�����¹«
°�¢��|¢����M�!�-»-�|�{� ® �&���|�����!�5¥S� �d���{¢�� ´ �d��¢������$�>� ± ��²{�|���>� £~� ± �,N���¢��{¢"�5�M� ���{¢ 4 �f������¿M�
�>�{�d¢��³²{¢������|� �M�

¬��=¨5£ ®S± j¨�� �M���A�{�������t�|�����d��¢�����¢��{�M�|� �t���f�@4 �|¢��d�w�{�{�w��²{¿>�d���¦�{�54 �|¢ �c�{�S���#��¢��³²{�>�d�d�
�&�'�f�,���$�{¢��|�M�d��¢��d�,�f�M�s�M���,�r�>���>�{�M�>�'�f�,���M�#�³²{�M���³²{�M�f�d�$� ± �>�d�M¢l�{�|�{�-%�¥h���3¸{���{�{�d�,£~�d�
�r���{�c�{���c�{¢����M�{���d¢����{�c�d�{�c���>�-�>���M�,�M� �d�@<_�f¢��$�A% � �x�|��«0º_���|�0.M��¢�� ¾ �M��� �|�l�&� %'½A�M���_�|�d� ¬��¹«
�r�>���d�S�t���f�-�{�|�A�{¢��d�M�f�d�d¢����{�-�d�{�-���M�c�,�>��²f�¦�{�>�-���{�,�M��¢#���{�>�A�M� �{�d���{���{¢���¢��d�����&� %4¯s���{��¢��>�
*E�{�d¢��{¢��>¢��t�|�{� �d��� �|¢��f�$�M� �M�|���>�{�5���M¢��>� ��¢�</���f�C�&���>�À�|�f°�� �|¢��$� � �|�$���{�>� ¾ �|�f¢��M��� �d���¦«
�����f�d� �>�d���
� �{�{���|¢��{� �f�d�M�>¢��>�{�d�$�r���{�4���M�4�f�d���{��¿M�,�M�'¢��04 ����� �¹��¢#���{�>�$�E�>� � �M�|�¦« ¡ ²f¢���¢��{�r�
¨A²_���{�M�>��¢��>�#�K�_���24 �|¢ ���M�,�M� �=���Q��� �d�M�>���{�{�>�$� � ���d�>���>�d�M¢����M° �|���M�,�M� �s���>�s�d�M�>�d�&�³�|¢��d�M�s�{�
¨5£ ®h± j¨��C�����¦� ��¢��'½A�M�j���#�>� ¼ ²{�|�{¢ �d�,£~�����{�|��¢"�f�r���{�w���M�f�h��¢��{�s���,�M�|�M�4�&�S���M�{���3¸¦�d�DE>���
°��>� ��¢������>�d�d�,�

¬��J�r���{�{�#²��{���>�{�(���{¢E�d¿>°��{�'�|��¨5£ ®h± j¨�� �{��¢ �h�|�{�d��¢&%���� �M�{���M���f���#�{�M�w��²{�>���|���{�$�
� � �|¢��{�{�-�t�>�{�d�>�A�_�|�j��¢��M�{��¢�¿M���l�t���f� ± �¹¸¦¢��,��� ���{¢���� �w���{�{�r�����d�5�|�4¨5£ ®S± j¨��#�>� %S£ ¾ º;:
± �>�d�>¢ % �M�>�¦¸o�x���>� ���f¢r�!� ��¢6�_�|�j�³�|°|�4�{�M�=�,���,�M� ���!�X¬��|�&��¢ ��¢ �+�t½-���{²_�|��¢�� ± �¹¸¦¢��,���t¥��{�M�"�
¥��{��¢��>�
�l¬�¢��{�_�+�E»c���{�����0�~¥h� ����¢��{���&*E��� ��� ± ���{�d¢��M�{�,º_�����/.M��¢��$�6§h¢��>��� �+�¤¯s���{��¢��M�5�����|��� 6,�
¡ �|�#�|¢������M�f�d�$�r���>�[�M�³²{�|�{°��>�'���M¢��>� ��¢�</���f�M�����{�S�!� �|¢6�M�{�#�x���>� ± �¹¸¦¢��,� ½5�|�����|�{� �M�t¥S� ����¢��{�
¯=������¢ �0��*��� ��¬��M��¢�¿>�����h�&��¯s���{��¢��M�r������� � 6����|¢��{�d¢ ���
� �x���M�[½5�|�D�{�|��� ¾ ¢ ?l�>� ���{�d�'�>� ¡ ���d�d¢��M�
©h�|�{�d�&�M�_��� �w�>�d�=���d¿>������¢��4�{���|� ���$�

± �M���M¢6�|�¦¸ �|�f�����M�=�,�M���f�d�M�h�{�o¨5£ ®S± j¨����r���{�S���M�f�S�{¢��d�r���{¢#�f¢���¢ ���=�&�=���>�{�S�>��� ���d¢ «
�{�¦��¢��|� %�� �5�r���{�{�������{¢ ���{�M�� �¯s�>���t���x� ¥��f�{���T¥h�{�d�>��¢��M��¥S� 4 ���{��¢��r¥S�{�{� ¥h�{°��>�$� ± �|�d�
½5�������|�¦«j�¦�,¢��d²
� ¼ �M�f°|� ½5�|�j�!��� ± �|�d¢��&« ¡ ¢��M���d��½5�x���|�/6M�&�M�5©w�M�����·���C½-�x�|�{°|�M�{�{�����A¯s¢��#�r�M�j�
¨5�|�f� �|¢��
�6£~��¢����,�t�&�d�³� ¨5�|�d��¢��{¢"� ± �|�{�d�>�M�v¨A���>�d�,�l¯s�¦� ¨A��²f�M�
� ± ¢��³²{�>� ¾ ��¬��|���+�~¨A� ���{�{�
¾ ¢����
��©w�M�j��� ¯#�|��¢��³²{�>�$� ± ��²_�|�,�M� ¥h��¢��o¯s²{�|�D�r�M���C*�²{�M��¿M����¯=�{¢����_�|�{�'� � �{��¢��M�o¯=�f�|���
�
½A�>�¹�d�|�,¢�� � ���{���_�|¢��
� ´ ��¢���¢��M� � �_���
� ® �>�_�|�{� ¼ �M�d¢ ���>�
� ® �>�{�c¬E�����M�,�M� �$� ºr�,�{¢��>�'¬�� � �M�{�f���
± �,6>� ��� ± ¢��d�d�|²{¢����3¥S� �d���{¢�� ´ �d��¢������$� � �x�|��«0º_���|�0.M��¢�� ¡ �|�����|�d�&�M� � �M�{�{¢ 4 �M� ¡ �d�,4 �M�$*�²f¢��M�����
�f�����d�&�M� ¡ ¢��M���d� *6�|���{¢�4X�
� ©S�|�,��� ��¢���������£~�,� �|���{�>� *�>� �|�����|¢��f�d¢ ���
� % ´ ��¢���¢��>�~¥S�����|���$6h�>�
% � �x�|��«0¬��{�'¯s�f�M�d�,���{�'�

� �S���|�{�{����¢����|�f�d�d¢t�d�>���>�d�M¢��M�-���=¨A�|�d�{�5�f�M� ¡ �|���d� ���{¢X�r�M�����&���|�¦¸s���M�f�{�M��¢��{°��M�f¢��M�f�d�
���{¢����=�{�M��¢��d�>� �h�f��4 ��¢��d�S�{�s� �4�d�>�³²{�M���³²{���t�|¢��{�d¢
���{�s�"� �>�{�d�>���{���=�f�K�r�M���d���f�{�M���{�s��� £~�M�����
§h����¢����_�|���4�{�M� ¡ ��� ���#�>�'¨A²_�|�f�d�d�>�M�!�6¥p��� ²{�>�{�d����� ���4���>�d�,¢��{� ��� ��²f¿M�d�,���{�{���{���f�|�M�����
�_��°�� �$� ���f���d�,�|�o¬�¥ ± O���M� �{��� �A��� ���{¢��[�d�d¿M�=���M�>���{�_�|¢��d�d�|� �L% ¼ �|�d�|� �¦��� �>� % ¾ �>�{¢��
¾ �f²_�|�,�M���

£~�0<_�
�����s�{�=���M����¢����_�|���M�����{�A���=�d�f¢������|�f�w�,�����M� �d���{����°����{�&�¤���=�d���{²{�|¢��d�=�{���{�s¢��>¢
�3¸f�f�d¢��,�M���d���f���=��� °����¹��¢��d�{�{�[�>� ���M���[§h�|�{¢��f���{�,�M���_�|���M� ���w�>���,��� 4 �d¿>�d�,�

� �
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	 ± �>�d²{���{�M�4�,�����M�M�f� �|¢��d�M�=�&�4�4�f����¢ «!�>�³²{�M�����M�s�r���{�#� �K�d¢����{� ���d¢���� ���{�,�M��¢#���{�
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qi ∈ R3
�>���
� ¢��,�{�{���d¢����

pi ∈ R3
�
i = 1, . . . , N

�l���
N
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���|���M�{���r���{����� �M�f�d�M�L�{���=�{�>���|���d¢ �,�{���>����¢��M�d�|�d�M�|�{¢#���{�>�

(q, p) = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN) ∈ R3N × R3N .

¬9� �M�{�>�d°�¢��#�'� �{�����>���>�����w�M���

H(q, p) =
N
∑

i=1

p2
i

2mi

+ V (q1, q2, . . . , qN),
Fj��� � I

���$���[�{���M�,¢��M�c���>�d�,�[�M�j����� �M�{�>�d°�¢��S�M¢��{�>�d¢#���{�[�f�$�������d¿M�,�5F
mi
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V
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V (q) =
N
∑

i=1

V1(qi) +
N
∑

i=1

∑

j>i

V2(qi, qj) +
N
∑

i=1

∑

j>i

∑

k>j

V3(qi, qj, qk) + . . .
Fj��� � I
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V2(qi, qj) = V2(|qi − qj|)
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%
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�
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� �f� ���>�d�,���M���,��� ∑N
i=1

∑

j>i

∑

k>j V3(qi, qj, qk)
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θA,B,C
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A − B
�&�
B − C
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�>���M���,�f����%����d�}�|�M���=�{� ���>�d�,� %��d�d��¢��h�>���d�{�S�{� �!���t�

V3(qA, qB, qC) = V3(θA,B,C)
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V4(qC , qD, qE, qF ) = V4(φC,D,E,F )
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d qi(t)

d t
=
pi(t)

mi
,

d pi(t)

d t
= Fi(q(t)) = −∂V

∂qi
(q(t)),
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V
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d q(t)

d t
=
∂H

∂p
(q(t), p(t)),

d p(t)

d t
= −∂H

∂q
(q(t), p(t)),
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#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

���
H

�M�j�4� � 4 ���{�&��¢��|�Q�{� <_�{¢����_�|�5Fj��� � I �6¬�� �f�d���{��¿M�,�J���
� ��� �����r���d���M���������x�|���M�{�l�{�
�"� �&�������f��¢������>�4���M�,�{��{� �������d¿M�,� %S�_������¢���'� �{�f�5�M���+<_°��{�d����¢����4¢��f¢���¢��|���

(q0, p0) ∈ R3N ×
R3N

�{���{�f�M���
µ �{���{�|���d¢��M�f� �|��¢����l�{���{�����{��¿M�,�BF �{�|�¤�����{�t�|��� %[�{�>�~�x�|���M�{���¤�{�A�d��� ���>�>�d��¢����M�~�M������������«

�_���f��¢����f�w�|�,�>���,�M�M�|�{¢����f�w�>�M���M���d� I �M�j�c����°��d�|�{���{�����f�d�
N

�{���_�|�j��¢��M�{���M� %=�M���f�d¢��f�M�d�>�$�
�|¢��{�d¢ ���{�'���s�M���¦�S�
� �>���|���_���d¢������{�>� 4 �����M�M�

F (q)
�_�>���|� �S�f���{�{�>���{�{�'�M���+<_°��{�d����¢����

q
�{�

�j�¦�j��¿>���-F ���S�>���f���'� �&�|�����_���d¢������{�M��¢�� ���M�d�|�>�d¢����f�A�{�[�{�|¢����S�M�j���{�����t�|����¢����{�{�>�'%
N2 I �{¨A�M��{�>�¦¸����t�>�M¢�<{�M¢��d�M�l¢��,�r���d�>���¤�{�M�l�³²{��¢ ¸ ���{�~���>�~���&��²{���{�M�~���{�,�M��¢#���{�>�~�f��¢���¢��d���{���M�$�¹�M�|���,�

�{�|�{�h���[���>�d�d�|�{���M¢ «·�{�M���d���f�$�
µ �{� �|�f�d�d� ���t�>�M¢ <_�M¢ ��� �f� �{�d���{��¿>���,�d�>�d¢��f� �_�|�f�4���>�'�{¢ �X�>�d�>���d�M�4�>�³²{�M�����>���{� �d�M�,�{�

���{¢ �|�f�_�|����¢��d���M� �l�_�|�f�~� �S�f���_����¢����f� Fj��� � I �|¬��M�¤��¢#�{�d����¢����{��{�M�l��¢��|¢������{������|��¢����f�M� F �_�|�
�3¸f�>���f�����r� ����¢��|¢������

H − O
�{�|�{�S���,�,�����M�M�f���s�
� �x�|� I ��� �[�f�{���r�M��¢����{�s�{���"� �����{�d�s�{�'� �

4 �>���������M�>���{�{� F
10−15

� I �����|�{�{¢��&���{�5�M�>�����|¢��{�6�{²{�M�f����¿>�{�M�~¢�� ���M���M�����|� ���l�{� �r��¢����6�{�A���{�
�{�>�[�|�f�{��¢��x���d¢����{�A��� �S�{�>�w�d�M�,�{�w�x�|�d�|�>�d�M�d¢����d¢#���{�M�w�{�#��� ���d�f�d�=�{�#� ����¢��M�����d�>�M���{�f�5F

10−6� I �6¨A�>�d�d�����|��¢��>�d���{�M�'�M�³²{�>�����>���{�����>���f�'�r���d�,�{�>���{�����{��¿>���>� ���{¢c�{�,�d��� ���_�|�#�M�{�>���d�
�|� �����{�d�'� ²��{¢��M�|���{��¿>�d�M�,�M� ���d�>�d�����{�$�

¾ ���{�f���{��¢��>¢(���{�M�����{�M�K�&¸¦�M�,�{���M�$�
� �|�{�{��¢��M����¢����{� �&���{���x�����M�f��� ���{¢[¢����d�M���M�d���M� �C� �
�>�������{�_�|�f�d�s�{�M���{² ���d¢��M¢��>�{�w�>���{�>�h�³²{¢���¢����d�M�$�

µ �v�{�d���f��¿M�,�K�M���{���À�f�C�"� ¢��{�{�{�j���d¢������f�M���M�|¢����C�>��� � � �����{¢�<{�x���d¢���� �{�>���{�����{�d¢��>�d�M�
�,�M�M�|�{¢#���{�>�A�{�>�A���M¢��>�d�c�{�M�c�M�¦���M�A�{�M�-�M�M� �d���|���M�$�������{�c��� ���t�>�-�{�5�r�����_���d�{�>���>���c�{�>�f������«
�{¢����{��� ¾ ��4 ��.M���K����¿M�S���³²{�M�����d¢#���{��� �{� �{�M�f�d�d���C¢����d� �f� ���s�{�h�{� ���x�|�&���>�{�S�r�M���M�f�d�'�{�
���d���,�4�{� ��� �|�>¢��M�h�{� �M�¦����� ���{¢¤�|�$���{¢��M�����f�d�f���|���>���>��� �t�M�|�{�M�|�{� �
� �>�{�M��°�¢����>�=��� %��d���
�d���{�l�t�>�d�>�f���>�-���M�c�����|���>�~�M� ��¢��d�|�{�_�|� ���(F �>���,�����_���{�l�{�5�{¢������|�d� I ��!�_�!� �>�{�d�f¢��-�{�{���d���j���
�{�����x�|�&��¢��|� �M���³²_�����{� F ��� �{�|�d���5�{���x���d�x���{� I �>���{�D���
�7%=�M� ���{�����5���M���x�|�,�d�&���d�|�f�����{���>�����
�
� �$���{¢���¢��{�d�,�{¨A�>���³��¢��{�>��6M�|�{�M�5����� ���|�����d�c�{�>�|�M���{�>�h���������{²{�>�S ����M�-�t�|�d¢��d¢����f�c�f�M�����d���,�M�
�{�'�d��� �h�{���f�h���{�h�f� �d�>�d�M�|� �����{���{�{�5F � 4 � � � <_°��{������� � I �r¨A�M�(6>���{�>�S�M�|�{���d¢����f�M� �=�|�¦�³�|� �
�{�s�r��¢�� �d���{� 4 �|¢#�f���M���d�=�{�=�"� ���M¢��>�$�f¬E� �f���_����¢����f�=�������M�>�{� �|¢��d�w�M�j�h�f�K�|�f��¢��'���{¢��r�M�d�,�>�$�
%4�_������¢��A�{�S� ���r���d¢ ��¢������&���{�=���#��¢��d�M�d���=�{�=��� ���d�����w�&¸¦�>¢����,�f�{�S�x�|���M�{���M�A�����M�|�0<_°��{�d����¢����
�{�K�d�>�d�M�|� ���d���,¢#���{�[�{�f��4 �|¢������ �$���{¢���¢��{�d�h�d�>�|�M�������

¾ �|�{�E���l�{�|� �|¢��{�9�{¢�������°|¢#���{���M�{���{�����{��¿M�,�~�{�������M������� %w�"� ²f�M�{���A�|�&���{�>�����c�>����M�>���{¢ �{�
��¢��M���M� ������� �h�j�����{�>�d�{�d��� ¾ �'� �{�f���{�d�|�d�M¢��{�A�&�~� �S���$���{�>�{�M���{�>�l�|�M¢��{�M�~����¢��{�M�3���f¢f� �h�M��� «
�r���d�>� �M� ¡ ���{���{�d�>�M¢��d�M�,�M� �$�r�f�{�'�f�d�|�d�M¢��f�=�M���h�M�|�{���d¢����f�M�#�
� �f�{�'�³²{��� �{�s��¢��{�M�|¢����[�
� �|�M¢��{�M�
�|�,¢��f�M��F ¢��X�3¸¦¢����d�=�{�{�[��¢��f°|�³�|¢��{�S�'� �|�>¢��{�>���|�,¢��{�>�A�{¢ �X�>�d�M� �d�$�_�{�>�¦¸$�{���|���>¢��{�>���d��� ���{¢ �X�3«
���M� ���>�5�d¢r� �s�d�!���f�M�{�>�[�{�M�5�|�M¢��{�M�-�|�,¢��{�>�c�{�|�{�A���M�c�{�M��¸ �³²{��� �{�>�A�>���5�f¢ �t�M�d�>� ��� I ��� 	 	 � 	�� �
�>�>�d�d�4�³²_�����{�#�
� ���M¢��f�M�[����¢��{�M���d���d�M�f��¢��s���{�S�>�����3«!�-EM�,�=�t�|�{�84 �|�d�,�M���{�M�S�������{�>�d�{�d�>�=� ¾
�>�����f���&¸¦�>�$�_¬��4�d�!���{�M�{�>�'�f�=�{�����{���M�{���M���{���|���>¢��{�>���M�����>���{���{�=�3¸f�r�M��¢��,�M� �³�����M�,�M� �$�f�{�
�-EM�,�����{�5���M�{����d�d�{�&���{����� ¾ �¹�_�|�6�>��� �����5���-��¢��>���>���d�d�5�>�M�~�{�>�¦¸�¢��04 ����� �¹��¢��|�{���M���¤�M�{�>���d�

��� sag��&~�p�rLsag�g�z&gS� �2u2g�k�x(z&s}g x	z*k�rLp�q'n�z*k�g�s}q(l�n�seyi � p�~�vHi�l�k�p(q=n�sBrLsag
	}p�q*sag�i�vwp�~�� �*s}g��5e�i�vQp�n�k�'r}i�l�kyp�q
vHi�rL~�p(g�rLp(�*k�x(z&sQn�sag �*~�p��*~�k�|1l�|ag�vw|ar1i�q&kyx	z*sag�g�p�q	l[v=z&eml�k��*eys}g s1l=rLp(vQ�&e�s��2sag1 ��"q	l�~�sHeysHr �*p�r�kyq*k�l�k�i�e�s1l<e�s
~�s1l�p(z*~��<e�h |}x	z*kye�k �*~�s��2r�h s}g�l ��� �fn�ky~�s5s}q	l�~�s5e�sag�n*s1z�� |1l�i�l�g�~�s1�&~�|ag�s}q(l�|}g"g�z*~eyi�&j�z&~�s��(  �&��kye g1h |}r1p�z*eys5s1q2�2ky~�p(q
��� �*k�rLp(g�s}r1p�q&n*s}g}�as1l�eys}g�n*k�vws1q'g�kyp�q&g n�s�e�i�	}p�q*s�x	z*k*n�s}�	kys1q	l"i�vwp(~�� �&s�g�p�q	l n*se�h p�~�n�~�s�n�s ��� q&i�q&p�vw�Ll�~�sag1 
� h |1�(p�eyz�l�kyp�q n*s}g��*~�p(�*~�k�|1l�|}g=vw|}r1i�q*k�x(z&s}g�vQs1l�s}q+��s1z.n�s}g�� �*|}q*p�vw�}q*s}gQg�z&~Qn�sag=|ar �*s1eyeys}gQn�s l�s1vw�&gQsLl
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���� 2���  2)�� )� #1�� '�1�� ��'�� � )��!>��  2��"���'�> 1B'������  #$.>���� >�����>��:����1("  #"%$�021 ���������! #"%$�&('���� �

! �B #'�������� >��:� �  #' �  #>#"	 #$."� $�2 #1("��%� 7�1����8��1B" � � 4  #"�02�8�- &� �:� �, (' 7:� ���-�:�%"9�:���.'�$�� ��>���'�"�� �  #>
'�1 1���'�"%>�021*) ! )�>�02$."���� >��:���  #' )��+" 02>%�8� ��1 ��1 )�4 �%� 7�1����8��1B",� ���:�  #"�02�8�:� �  2���('�>��:�� #' �:��1B"%>��
" 02>%�8��1(" '�1��.- 021��  #�802>%������� C

���|�E�M���,�{�d¢��$�X¨A� ��¢��M� �>���=¢����r�������|� �S�M�|�[�,� �>���s� ���������{�>�d�{�d��� ¾ �{�4� ���{�d�|�d�M¢��{�L���{¢¤�>���
���M�d�r���{�d���{�����{�#�d�>�S�{�����{�d¢��>�d�M�8�{¢�������°�¢����f�M�$� ¾ ���{�|���{�d�>�{�d�>�S�!���f¢��r�M�w��� �S�{�|�{���³²{�>�d�³²{�
% �x�����M�f���M�����=�d�>�{��¢��M�,�M� ���
� �{�{�s�{���|���>¢��{�,�{�M�K�_�|�j�³�|� ���_�|���3¸¦�M�,�{���=�
� �{�{�#�M�|�0<_°��{�d����¢����
��¢��{�M�|¢������

µ �$���f�����S�{�����{��¿>���w�M�j���M�>���{¢r�{�[���'�{�����_�|°�����¢������f�(4 ���|�&���{���M�A�|���d�>¢��$�{�h�_�|�{�����/�r�M�
� �|� � �"��¬���4 �d�|�>�d�{�d�,�x���|�{�M�,�x���'�{�>�'��¢ �|¢��d���f�s�������,¢#���{�>�=�d���x�|���d�M� �$�6¬9� ¢��{�>�,�>���'�{���{�,�{�
��¢��4�{���M��{���_�|�{�|�d�/�r��F �{� �j������¿>�����'� �{���,¢�����¢��>���
� �������,�M� I ���M� ¢��,�r�����|� �6�{�M�~�>���{�{¢ ��¢��|�{�
�{���!���t� ¾ ¢��d¢��³²{���&� %����M�#�&¸������M�,¢��d�M�$���&�#�
� �&���{�f¢��M� %$�_�|�j��¢��=�{�)���f�M����� �{�!4 �|�d������¢������{�{�
4 �d�|�>�d�{�d�s�d�#�{�����_�|°��-F �!4 �_���L<_°��{��������� � I �
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 ��� �
�FE  #1�02"%'�G � ��$�����1 � ��"���1��%$�021 )� #1�� �, �)�$.>��:��"%$�021 ��02>%$H- 021B"  #���.�#021 $.���;0<��� '�1 )������, 2�:� ?

�8��1B"  #'��  #"�02�8�:��)�' ��>�����$���> ���, #1I� ��>%"%$��  #� ! �B #'�� ��� ��"� #'��  #"�02�8�:��)�'+)���>%1�$���>����, #1 � ��>%"%$��  #�
! )�>�02$."��<CKJ�1��L" >  2��"%'�>�� ��� ��>�02�  � ��)� #1�� �, )�$.>��:��"%$�021 "%>  #1��M� ��>����N� �:02���8��'�1��O"	��>%�8��"%'�>����:���, #$.>
&B'�$�� 4 02'�� >���� C�P �:���.$ �<1��:� ��1��:� >�����>��:� ��1B"���1B"�)��:���.$, #$���021��  #"�02��$�&B'��:�Q� � 02'�> �%$.�����.$ � ��> ����)��:����$.1 �
�, �! #$.�.��� )�'=>��:� �  #'� #"�02��$�&B'�� �:�%" �%'����;0<���:���  #>%>��:��� C
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¬��4�{�d���f���M�����d¢#���{�[�{���M�|���>�{�T�{�s�,� �|�M�{�f�M����²{�>�d�,�¦�¦�¦�{�|��¢����{�M���>�����d�>��¢��M��%4� �4�f²�� «

��¢#���{�w���³�¹��¢��j��¢����f��� ¬������D���
� ��� �>���{�d¢��{¿M�����{�M�c�������d¿M�,�M�-�M���,�t�|���³�����l�f��°��d�|�{�,�{�����f�d���{�
� �



� ������� � 	�� �	%&,�#'�����8������� ,����*�&� ���*��# 
#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

�_������¢��M�{���M�!��¢��{�M�|����¢��M� �5�{�w�{¢�����¢��{°��{�>�l���M�~���|��¢ ���{���M�@%s��� �M�³²{�>�������,¢��>�d�����M���{¢����{���{�h�>�M�����M�@%
�"� �>�³²{�M�����l� ���M�d�|�d�M�|�{¢#���{�,� ¬��>��f�d�M�,¢�¿>�d�>�E����� �E�M�M�����>�E���M������¢ ���M�E�|��¸s�_�|�j��¢��>�{���>� ���f¢�4 ���d�,�M� �
���S�����j��¿M�,�)F ���M�f�-�r���d¢ ��¢����
� ���>�{�-��¢ ���M���d� I �¦���|�{�{¢������{�S���M�-�d�>�M���{�f�M���d�|���A�d�>� ���d¢����>�5�|� �����j«
�d¿M�,�S�_�|�f�-�������M�f�d�M�L�{����F ���|�d���w�|�����{�,¢#���{�,���{�d�>�d�d¢����
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d x(t)
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= Γ(x(t)), x(0) = x0.
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H0 = H(q0, p0)

% �f�{����¢��d�M�d���4�&¸�«
�r���{�>���d¢��>����� �M� � �������f°��{�M�f�

n∆t
�{����� �����}���M�>�d��¢����$�d¢��4�{���>���¤¥h�v�>��� ���d�|¢������¤�����d�2���f�$���

���³²{�M��� �f�d¢���¢��d�[�>���h�����,�{���>�>��¢����{��� ���K�M���f���³�¹���#�{�{�s���d¿>� �r���{�f�'�>���{�d�>�������d¢����K�{�#��� �M�{�>�j«
°�¢��h  ��� ���_�����d¢��d�

H(qn, pn)
�_�{�>�d�{���|�¦�����{���{�-��� �M�{�>�d°�¢��l¢��{¢ ��¢ �����

H0

� �d�|�{�6�!� �>�4�M����¢�°|�{�M�!�}�>�
�>�M�M¢t�t�>�{�_�|� �A�{� ���>���f�-����¿M�-�����{°0� ¡ ���{�A�f�d�M�>¢����M�,�M� �M�����$�#������²{�>���d¿>���h�d�{¢ �|����� F � 4 � � � �"�
�d²{�M����¿M�,�  0���s�
� �¦� � I  
� 
�sLl�k�q	l�|}~�1l��3p�z&~�eys}g�g�r �&|1vHi�g�g�u2vw�*eys}rdl�kyx	z*sag sag�l���z&g�l�k�&|��'i�~�e�s}z*~�g s �*rLs}e�eys1q	l�s}g��*~�p(�*~�k�|1l�|}g q2z*vw| �

~�k�x	z*s}gBx	z*k�g�p(q(l5n�|arL~�kml�s}gBr1k �fn�s}g�g�p�z&g} 

� �



� ������� � 	�� �	%&,�#'�����8������� ,����*�&� ���*��# 
#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

� � � � ��� � � ��� ����� ��	 �  ����� � � �� �
H : D ⊂ R3N × R3N → R
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()� � � �����$� 	� � ���"� �� �  � �
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( �!� � �!� � � � ���
���%	� � ���"� ����  �� �"	�� � ����� ()� � � �����$��*
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K ⊂ D
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∆t0
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C0� ��( � �� �� ���� ��� �� �

∆t ≤ ∆t0
 ��	 �

∀n
� * � *

n∆t ≤ exp

(

∆t0
2∆t

)

, |H(qn, pn) −H(q0, p0)| ≤ C0∆t
r0 .
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pn+1/2 = pn +
∆t

2
F (qn),

qn+1 = qn + ∆tM−1 pn+1/2,

pn+1 = pn+1/2 +
∆t

2
F (qn+1).
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∑
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�,�>�d²{�¦�f�M���{�#¯s�|�f�d�d�³²{¢��&���{� ¾ �>� �_²_�|��� F �d�&�¦¢��d¢ ���M�>���_�|��©h�|¢����M�!�{©h���³²A�{�d�f�ON$�>��¬��/�{¢��³²
�
� 4 � � � �T�{�
�¦�{���'�r���{�A�{�{�s�|�_�������d�[°|�����_����� I �!� �|�f�{�{¢��>� ���d�{�����'�M�|�{�_�|¢��d�����{�M�=�3¸{���>���=�f�=� �
4 ���$���{�M�f�M���>���&���M�,�

§h���f�5�{�M�>�d¢ �����{�����|¢����d�M�_�������{�d¢�¿>�|�M�,�M� ��� �'���&��²{���{� %!!���f�{����� 'O���{�����t�|�d�M�S�M� ����� � �
�&� ���{¢l���&��� ����¿M�s�M�,�{��� �|�M� �_���{�s� ���M�|���4�f�_�|�f�d�4�³²{¢��,¢��j��� F �!4 �T�{�|�=�&¸¦�M�,�{��� �   � �>�}�*" �
�r���{�h�{� �M�,�{����¢��{�4�>�>�d�d���,�>�d²{�¦�f���M� �M�����f¢��_�|¢��d���C�x���>�4� �,���&��²{���{�'º ± ± �&�[� �,���3«
�d²{�¦�f���{�M���d���,���>���
� £&15����� � �f� �|�f����� �3¸f�>���f��� �'� �|�f�{��¢��x���d¢����o�M�j� �{�M�>�d¢ �4�_�|�f� � �|� � I �
���{�2���
� % �>�B���f�=�d�M����¢��,¢�������¢����{�~�d�|¢��M� �����{�d�>�����>�M�w�{�{¢��5�M���,�{��¢��d�>� � �|�0� �!�0� �!�+� ��� ���{�¦�{�{�r��«
�����{� ���f�-���M� 4 ���d�>�M�

F (q)
�d��¢��M� �E�{�M�>�����r�����M�M��M�#�{�s���M�����l�d�|�{¢��f�

Fr(q)
�>�E�{�s���>�d�,�l���M� �

Fl(q)
�|����¢��

F (q) = Fr(q)+Fl(q)
��£~���$� �|�{�f�f� �|� �-�d�{�~���M�¤¢��{�M�>�~�{���d�f��¢�����¢��{°S�
� ���r�M�d�����>�{�$�

*E�{�ON|�>�d���|� ������( * �|�����f�d���r���d�s���=�d�³²{�>� ���d�{¢ ���|� � � �}��� �~ 
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∆t
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Fl(q)
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∂p
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(qn, pn),
F0����� � I

(qb
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Ψr
∆t/m
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(qa
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a
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F0��� ��� I

(qn+1, pn+1) = exp

(

∆t

2
Fl(q)

∂

∂p

)

(qb
n, p

b
n),

F0��� ��� I

� �
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#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

���
Ψr

∆t/m

�M�j���'� ¢����r�����d�����{�M�l���³²{�M���0���{���t�&��¢ �s�_�|�s�{�����M�,�{�
∆t/m

� ���{¢~¢�� �d¿M°����,���M�
�!���{����¢����{�4�{��§h�!1��d��� �_�|�{�����M�2���{�M�����M���d�M�f���M�����M� 4 ���d�>�M�4�d�|�{¢��f�M�

Fr(q)
�d��� � �{��¢����M�4�>�

�>�����¦���JF �>�C�{�d����¢����{���{�|�C�³²{�|¢��d¢ ��¢��>¢T�M�f�M�����'�"� �|��°�����¢���²f���w�{�=���>�����M¢��!�J?l�M�����>� I �
¬�� �{�d���f��¿M�,�4�x�|�M���M�&�d�����,�>�d²{�¦�f�4�M�j�����f�,�f�M�=�d�>�d���{�|�{�M�>�#�|�{�_�|�d�|¢����d�>���$� ´ � �M��� «

�{���M�{�K����¿M� �{¢��>���t���f�D���{��¢��>�C���{�{�r�����|� � ���{�s� � �d�����f��¢����$�&¸f�|�&���s�{�K�{�d���{��¿>���=�!� �>�M�d¢ �

q(t) = qm(t) +
1

Ω
cos(Ωt),

���
qm(t)

�>���C�{�{� 4 ���{�>�d¢���� �{�|���C���>�$���M�,�{�K�x�|�d�|�>�d�M��¢����d¢#���{�>�K�f�o���|��¢ ���d¢���� ����� �C�d�d¿M�
���{�t�>�d¢��M�{��� %

2π/Ω
�,���{¢¦�M���¤� �h�r�M��¢����{�c�{� ���|�f���>���>���¤���|�{¢��{����¬��S�{����� ����¢��d����¢����=�{�&�|�����

���K�>�¦� �,�M¢��>� � �{��²_���f��� 4 �d�!���f�M�{�>� �|���d�{�������{�K��� �M�{�>�d°�¢����d�M�j�����t�|�d�{�>�K�-EM�,���d¢
Ω

�>���
°��d�|�{�
�l¬�� ���|��¢ ���{���

q
�����M¢������,����¿M�����|�f¢��{�>���>��� F �x���>�C�{�f�K�f�{���d����¢����

Ω
I �|�f�d���{� �
� �{�{�

�r���d¢ ��¢��������}���>�{�{�8���{¢ �M���
qm(t)

� ���{¢ �M�����&«·�JE>���A�>���|���{�8�t�M�|�{�>���{�,�{���{�l���M� ���>���>���$�¦�¦¢_���
�_�����{�S���>���f�

∆t
�>�����>° �|�'%��{�{�=�r�M��¢����{�

2π/Ω
�{���,���f�|�M�,�M� �������{¢��{�,�f���������A���>��4 �����M�>�

Fl(q)
�d��� � �&���|���{�>�M� ���¦¸Q�d�M�,�{�

k2π/Ω
�
k ∈ N

�E¥I�M�>� ¢��{�j�³�|� �d��� %+����K���|���>�{���f�
q(t)

���|�f�
qm

(

k
2π

Ω

)

+
1

Ω

�X�|���|�d�(���{� �������|���>�{�S�,�}���>�{�{���{�
q
�X�{�f��4 ��¢��h���M�S���d�>¢���������¢����{���{�

4 ���j����4 ���$���{�>�{�M��¢�� �d�M°����M�M�!�|���|�f�
qm

(

k
2π

Ω

) ��¬��M�&4 �����M�>�
Fl

�d��� �l�{�|�{�5�����j���M�����d¢#���{�M�,�M� �
�M�|���>�{���>�M� �M� �{�>²{����� �{�$� �C�d��� ���>�>�d��¢��������}�|�M�{�{�,�¤�>���>�>�����$�M���d�>�{� �������d�M������¢����{�$�M�j��� �
�M�|�{�d�#�{�>�h¢��{�������{¢���¢��d�M�M�-���{���M���|�M�>�$�

�C� ¢��{���{¢��d�|� ���f� � � �,�>��²f�¦�{��!�,�{�{���d���l���o�,�>�d²{�¦�f� % ± ������¢�<_�>� !���f�{����� ± �&��²{��� 'C�
�>�{�d�{¢ ���s�>�d�s�{�d���r�����M� �  �� �@F �!4 �_�|�f�d�d¢ �  )" � I �f£~�����S�d�M�r�����#���{����� ¢��f�M�=�{�=�{�s�_�����x�|���M�{���M�5���M�
4 �����M�>�����>� ���M�#�M� � �$���|���>�{�s�{�����$�t����¢��d¢������������f�|�M�����{�d¿>����� �>���|�r��F0��� �|� I �����|¢��=�d�{�#�{�{�
�r���d¢ ��¢����$���}�|�M�{�{�,�

:<;1:=;�� � <K1]�UJK G�? CFE P<?
� �J?BA G ��?
��A�?5C ZJK1? � ���<KdPHA�? �wUJC � � RLTwU�?
G���JAYU � ] =G � ? ASR1C M�KL?

´ �C�_���d�d�#���|¢�� ���>�_�|� �8%�� � �{�M��¸f¢�¿M�,�s�f��¢���¢��d����¢������j�³�|�{�{�|�d�K�{�#� � �f���_�|�,¢#���{�s�,�����3«
�>�{� �|¢��d�,���,� �>����« %¹«!�f¢��d�-���5�M�|���>�{���{�����}�|�M�{�{�>�~�
� �M�{���M���{����� ¬��5�f�d���{��¿M�,�5�[�&���5�3¸f�r�������_�|�{�
���,���M�>�d¢����o��� ��� ��� � �>�h� ��4 �����4�{��� 4 ���{�_�|�,�M� ���|���=���{�h�������{�M�����=���K�$� �|�{�f�{¢��#�M�j�S��� 4 �|�d�4�{���
F0�����|� I ��¬��$�,�>��²f�¦�{� �j�³�|�f�_�|�d�o�r���{�=�x�����M�f���M� 〈A〉NV E

�M�|�{�d¢������-%$�³²{��¢��d¢��=�{�o�d�M�,�{�=�{�
��¢��4�{������¢����

T
�{�{�f¢��8%��|�{�{���¦�³²{�>��� � ���}�|�M�{�{�=�d�M�,�t�����M�����

〈A〉(T ) =
1

T

∫ T

0

A(q(t), p(t)) dt

�_���w���4�d���,�,�=�{� ® ¢��M���|�{�

〈A〉Rie
num(T ) =

1

Nm

Nm−1
∑

n=0

A(qn, pn),
F0��� �|� I

���
(qn, pn)

�M�j�l� �������}���M�>�d��¢����5���{�,�M�d¢����{��4 ���{���{¢��-�_�|�¤�f���|��°��|�d¢��d²{�,�c�f���_�|�
∆t = T/Nm�|�f�{��¢����f�s�|�¦¸��!���{����¢����{� Fj��� � I �_¬����,�}���>�{�{� 〈A〉NV E

�>���h�{���{�#�|�{�f�d���³²{�M�s�_�|� F0��� �|� I �
� �
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µ �K�{�M�w�d�>�d�{� �³���d���{�'�>�>�����s��²{¿>�d�5F �!4 � � ¡ ��� ¡ � � I �>���{�>�M�d�f����� �|�_�������d�=���{�,�M��¢#���{�s�{�#� �
�,�>�d²{�¦�f�w�f�M�M��¢��d���M¢ «·�{�M���d�{�!��!� �s�&�����>�����{��¢{�M�,�M����� ���r���d����¢����4�x���>�S£~��¢��h¨5�|�{�>¿M�$��º_�����/.M��¢��
¨5�|�j���>��� �+� ¡ ²{¢���¢��{�t�C¨A²_������¢��M�!�-£~� 15�|�Àºr�����
�-¨A� �|�f�{� ¬�� ½-�d¢��,�>�$¯#�,�{�d¢��M� *E�{�d¢��{¢��>¢��l�|�
���M¢����f� ¡l® £c�+*�j�{�� ± ´ �
���{¢6�>���=�{�f�4¥��>�d¢���� �f� ® �>�³²{�M���³²{�,¨A�����t�>�����d¢��|���{�4�"� 0§ ® !¥ �
§w���{� �f���{� �����,���>���{���|�M�>� �_���{� ���C�M�|�{�d�K�{�C�������d¿M�,�M�$©h�|��¢����d���{¢��>�{� � ��� � ()#�� ������	��
�
	�� � ��� ��+()��� F �{�|�{�h���>�|�M�{���f�=�_�|�{�w� �,�d�M�&��¢����Q��� ��� �0� �,���{�S�������|��¢��{¢ ���=�{�'�M�>�����'²����r�|��²f¿M�d�
�>� �f�����d¢#���{� I � ¡ ���4�{�!<{�{¢��d¢������$�6�{� ���>�5�����j��¿M�,���f���_�|�,¢#���{�����{� ���>�����|�d¢����{���M�

(q, p) ∈
R3N × R3N

���{���&�
3N

¢�� ���|��¢ �|� ���!�0���
� ���K�{�|���
I1(q, p), . . . , I3N(q, p)

�{�>�8���{¢T���>�d¢ <_�M� �

∀j1, j2, ∇qIj1 · ∇pIj2 = ∇pIj1 · ∇qIj2.

´ �K�t�����

S(q, p) =
{

(x, y) ∈ R3N × R3N �$�7� � ∀j ∈ [1, 3N ], Ij(x, y) = Ij(q, p)
}

.

�¦�|¢��
(q0, p0)

�{�f�4�M���f�{¢��d¢����C¢��{¢ ��¢ �����  r�_�|�[�{� <_�{¢ ��¢��|�
� � �,�d��� ���>�>�d��¢����
(q(t), p(t))

�{���j�¦�0«
�d¿M�,�S©h�|��¢����d���{¢��>��Fj��� � I ¢����d�{�w�{�h�M�>�����w�M���f�{¢��d¢����,¢��{¢ ��¢��|���-�d�M�j���h�d�{�c� �=���|�d¢��>���

S(q0, p0)
�

�&�h��� ���}���>�{�{�#�
� �M�{���M���{�������'� ¢��
4 �|�f���M�|�{�d¢��{�M���M���M�j�S���4���}���>�{�{�#�d�{�
S(q0, p0)

� ¡ �������{�
�{�|�{�

I0
j = Ij(q0, p0)

�_��¢ �{¢��>�����{�

S(q0, p0) =
{

(x, y) ∈ R3N × R3N �M� � � ∀j ∈ [1, 3N ], Ij(x, y) = I0
j

}

.
F0��� ��� I

¬������}���>�{�{�s�
� �M�{���M���f��� ���'� ���K�³²{�>�d�³²{�L%��M�|���>�{���>�5�M�j�

〈A〉I0
1 ,...,I0

3N
=

∫

S(q0,p0)

A(q, p) dµI0
1 ,...,I0

3N

∫

S(q0,p0)

dµI0
1 ,...,I0

3N

,
F0��� �¹� I

���
dµI0

1 ,...,I0
3N

�M�j�S��� ���>�d�{���'¢������|��¢ �|� �d�#���{�
S(q0, p0)

F �>�>�d�d���,�M���{�d�#¢�� ���|�d¢��|� ���=°��>�{�M�d�¹«
��¢��d�;Fj��� � I2I �X�¦���{�[�f�{�4² ���t�|�d²{¿M��� �{�4�{�|�¦«!���M�d�|�_�|�{�>���T�&�[�d�f�{�t�|���|� �����{�4���4©S����¢������|�{¢��>�
H(q, p)

�>�w�"� ���f�d�M�j�����{���
A

�d��� �h�|�_�|� ����¢#���{�>�$�_�����r�M�f�w�,��� �����M� F � 4 � � � ���
�r�! �� I ���f�

〈A〉I0
1 ,...,I0

3N
=

1

T

∫ T

0

A(q(t), p(t)) dt+O

(

1

T

)

,
F0��� �!" I

���
(q(t), p(t))

�>���4���$�d�����f��¢���� �f� F0��� � I �f���>���{�{¢ ��¢��|�o¢��{¢��d¢ �|���
(q0, p0)

� ´ �Q�d�|�{�r�M����� ¢��>¢
�{��¢�¿&���M�,�M� �h���>���>�³���t�>�w�f�#��� �{�d�>�f���,�r�>�����f¢E�f���{���d�>�����f��¢����[�_���{��� �4�d�f¢����� 

��� ¾ �|�{�$��� �x�|���'� �{� �����M¢���� �¹���M�f��²_���d�,���{¢#���{�C�M� �{�f���{¢��,�M�{��¢����'�-��� ©S����¢������|�{¢��>�
�!� �>�M��¢��

H(q, p) =
p2

2m
+

1

2
ω2q2 �{�>�w���������}���M�>�d��¢����=�$� �M�>�d¢��

q(t) = C0 cos(ωt+ φ), p(t) = −C0 ω sin(ωt+ φ).
��� q*s7n�| &q&kml�k�p(q��*~�|arLk�g�s+n�h z*q�g�u�g�l��1vws�� i�vwk�e�l�p(q*k�s}q�rLp(vQ�&e��1l�s1vws}q(l kyq	l�|}j�~�i �*eys�s}g�l�n�p�q&q*|1s+n*i�q&g


 �&� 	�� ���   �5p(z&g�~�s1l�s}q*p�q&gk�rLk�eys}g �	u2�3p�l �*�}g�s}geys}gB�*eyz&g� p(~�l�s}g} 
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¨A�|���,�$� ��4 ���f�>��¢����
θ 7→ A(C0 cos θ,−C0 ω sin θ)

�>���,�r�M�d¢��¦�f¢#���{������ �t�>�f�,� �
�f�M�M�|���r���d�>���M�K�d�M��¢��s�{�#º_���{��¢��M�!�f����¢��

A(C0 cos θ,−C0 ω sin θ) =
∑

k∈ �
ak exp(ikθ).

Fj��� �!� I

£~��¢��{���M�������-�M�w�{�&���M�����{�r�M�,�M� �5�{�|�{�c� �=���}�|�M�{�{�w���>���r���d�>�������{�
A
�����,�|��¢���_������{�

1

T

∫ T

0

A(q(t), p(t)) dt =
1

T

∫ T

0

∑

k∈ �
ak exp(ikφ) exp(ikωt) dt

= a0 +
∑

k 6=0

ak exp(ikφ)
1

T

eikωT − 1

ikω
.

¬������>�d�,�
a0

�M�j�������,�}���>�{�{�,�
� �>�{�d�>���{���-���
� ��� �d���{²{�|¢��d�,�M�|���>�{���>�$�T�&�#�����d�>�M���{�
�d�M�����4�f�4� � �����,���'�M���[�{���{� �"� �>�d�d�>�{�$� ���{¢¤�{�>�M��� ����_d_w�M���,���

1/T
�r�M� ���{¢�{���{�{�

�f���{�s��� �M�j��¢������d¢���� F0��� �*" I �
�+� ´ � �d���|¢ �������|¢�� ���>�_�|� �����K�x�|���
� �f�À�������d¿M�,��©S����¢������|�{¢��>� ¢�� ���>°������f����� ´ �À�{�����

T = R/2π
���C���|�d�

[0, 2π]
� ¡ �{¢��2���f����� �j������¿>��� F0��� � I �>����¢�� �d�M°��d���{���,�-¢��h�3¸¦¢����d�

�f� �³²_�|�f°��M�,�M� �,�{���|���d¢ �,�{���>�4�����,�{���>�>��¢����{�C���¦�M�|�
ψ
���{¢��r�M�����&���{�C�{�|�d���M�,�{�M�

���|��¢ ���f���M�A¢��{¢ ��¢ �����M�
(q, p) ∈ R3N × R3N

% �{�M�����|�d¢����{���M�
(a, θ) ∈ R3N × T3N

�{¢��d�M�
���|��¢ ���f���M�����>��¢����¦«!�|�{°����h���>�����M� ���{���_��¢

(q(t), p(t))
�>���h�d�����f��¢����$�{�JFj��� � I �_�|�����d�

(a(t), θ(t)) = ψ−1(q(t), p(t))

�|�M��¢�<_�#��� �$���_���d¢����
d a(t)

d t
= 0,

d θ(t)

d t
= ω(a(t)).

¡ �|���M���f�������{�>�d¢����'�
ψ

�M���K�r�M��¢����{¢#���{���>�
θ
��¬�� �¦�¦�{�|��¢����{� �_�|�{�����>���{���f�|�M�����M�

���|��¢ ���f���M���r�M�¦� E>�����s¢�� ���>°��d�>���_�>�w�{�|�{�

A(q(t), p(t)) = A ◦ ψ (a(0), θ(0) + tω(a(0))) .

¨A�|���,�
ψ

�>�����r�M��¢����{¢#���{�h�{�=���4���M�M�|�{�{�=���|�d¢����{���,�¦�"� ���d°��{�,�M� �A�f��¢���¢����(%4�"� �&�³�|�r�4�
�r�M�¦� E&�����#���M�f�d¢���¢��d�,�f�>� ���{¢��,��� �����-Fj��� �*" I �

£~� �{���¹��¢#���{�,�t�|� �{�'�x�|���M�{��� ���
� �{�{� ���{�{�d�x¸¦¢������d¢������{�'� ���,�}���>�{�{�'�d�M�,�t�|�d�M���������{¢
�|�f�_�|���������|� �,�M���f�d���{���{����¢��d���{� F0��� �!" I ��M� �³²{��¢���¢������|� ���{� �_�|� �f�����M�,�{�

∆t > 0�
� ¢�� �d�M°��d����¢��������{���>�d¢����f���E�¦���f�#�f�M�s² �¦�r�|�d²{¿M���M�������d²{�M������¢����{�M�(4 �|�����>�-F �{�|���#�����M��� «
�{��¿>�d�$¢�� ���>°������f¢���¢ ���,�{� �������d¿M�,�C©h�|�,¢����d���{¢��M�
����� �|�_��������¢��M¢��d���f�M� 4 ���{�&��¢��|�{�

H
�>�
A
�~�>�

���������,�{���>�>�d¢��M¢ ���#�{� ���³²{�M�������{���>�d¢����f� I �r��� �r�M�¦�[�,��� ���d�>� � ¡ � �6�"� �>���d¢�������¢������
� �>�d���M�{�
���{¢����|� ���� 

∣

∣

∣
〈A〉Rie

num(T ) − 〈A〉I0
1 ,...,I0

3N

∣

∣

∣
≤ C(r0, H,A)

(

1

T
+ ∆tr0

)

,
F0��� �!� I

b�� � h �2u	�3p�l �*�}g�s�n�h i�q&i�eyu	l�k�rLk�l�|�g�z*~
A
�3s1~�vwsLl�n*s��3s1~�v=z�l�s1~�e�h k�q	l�|1j�~�i�eys"s}q[l�s}vQ�'gSs1l�e�i g�p�vwvws�g�z*~

k ∈ Z
 

b�b �"qHn�kyvQs}q&g�k�p(q
d > 1

��eys5n�|1q&p�vwk�q'i�l�s}z*~
ikω
n�s}�	kys1q	l

ik ·ω
��p��

k ∈ Zd \{0}
s1l

ω ∈ Rd
  � h �2u2�'p�l��*�ag�s

n�s[q*p(q���~�|}g�p�q'i�q&r1s �3s1~�vQs1l n�s[vwk�q&p�~�s1~
|k · ω|
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�������� ��!"��#$� ����%&�'���������(#)#*�+��!"��#'��!"��#&,
� %*��-���
�#',+�.������0/1%&�2-�#3����#',+45�����6��#&,7���8��%&�2�����"9
���

r0
�M�j�-�"� �|�d�{�����{�����³²{�M���s���f���>�d¢#���{�,� 〈A〉Rie

num(T )
�M�j�A�"� �3¸¦�{�d�>�d�d¢������|��°��!�{�d¢����{��Fj��� ��� I �

�&�
C(r0, H,A)

�M���[�{�{� �M�|�{�����|� ��� ¢��f�{�M�r�M�{�{�|� ��� �{�
T

�>�s�f�
∆t

F � �|¢�� ���{¢6�{�M�r�M�{� �{�
r0

�>�w�{�>�h�f�d���{��¢��&���M���f�
A

�&�h�f�
H
I �

¬����{�d�>�f���#�{�s�M�s�d�>�d�{� �³�����>��� �_�|���M�s�d�{�����M�w�|�d°|�{���>� �����d�f¢����|� ���s 
�������[�����j��¿M�,�s©S����¢������|�{¢��>� F0��� � I �r���d��¿M�{�

3N
�������M�5¢������|��¢ �|� �d�$� ���f¢T�d��� ���{� <_�{¢��5�_�|�

Ij(q, p) =
¨A���{�����|� ��� �

�+���f�{¢��2���f�5���c�d�³²{�>� �h���f���>�d¢#���{�-�M�j�¤�����,�{���>�>�d¢#���{���¹��� �_�|�6���{���>�d¢����f�-�>���9���_�|��¢��,�M� �
�>° �|�E�|� �_�|�h�&¸f�|�&�S�
� �{� ©S�|�,¢�� �����{¢��M���,���{¢�<_�

H∆t

���{¢��M���h�M°��|� %
H
%

∆tr0
�{��¿M�

F �!4 �_���4�{�d�>�f���'�{�K�d²{�M�|�d¿M�,� ��� ��� �#�&�w���M�����M������¢����{��F0����� " I �>�LFj������� IDI �
�0�����K�d²{�M����¢�� ¼ ¥ ± ���|���d�d�-���{�$�M� ©S�|�,¢�� �����{¢��M�

H∆t

�r���d��¿M�{�����{¢-�|�{�d��¢
3N

���|�d�M�
���_���d¢ «·¢�� ���|�d¢��|� ���!�f�>�8���{�s�M�>�w�d���d�>���d��� �

∆tr0
«·�{�d���³²{�>�w�f�M���������M��¢�� ���|��¢ �|� ���A�{�

H
�

¥h�f�����M�,�M� �w�{¢��$�{¢��X�&¸¦¢��j���
3N

4 ���{�&��¢����{�
I∆t,j(q, p)

�
j = 1, . . . , 3N

�{���M�����>� ���{�

I∆t,j(q, p) = Ij(q, p) +O(∆tr0),
F0��� �  I

�&�[���>�����M�8���f�
I∆t,j(q, p)

����¢��>� �[�{�>� ���_�|�d¢ «!¢������|��¢ �|� �d��_ � �r���{�h���#�������d¿M�,� ©S�|�,¢�� ����«
�f¢��M�C�|���d���M¢���%

H∆t

�
�/��°|���|�>�L%�� ���d�>� ���d¢���� F0��� �  I �_�����,�}���>�{�{���f�

A
�d�{�w� �4���|��¢��>�d�

S(q0, p0)
�{�!<_�f¢��#�_�|�

F0��� �|� I �M�j�#�M° �|����� %$�{���d�M�d�,� �
� �M���d�M�f�'�>�
∆tr0

�f�d¿M�!� %$� ���,� �|�M�{�f���{�
A

���{�s� �
���|��¢��&���

S∆t(q0, p0)
�{�!<_�f¢��s�_�|�

S∆t(q0, p0) = {(x, y) �$�7� � ∀j ∈ [1, 3N ], I∆t,j(x, y) = I∆t,j(q0, p0)} .
"+��!�����M���d�C���|¢����d�M�_�����J% �M�j��¢��,�M���"� �>�d�d�>�{���M� ����� ��� �,�}���>�{�{� �f�

A
�d�f���������|��¢��&���

S∆t(q0, p0)
�&�-���S�,� �|�M�{�f���d�M�,�t�|�d�M�����@4 ���{�d�f¢��5�_���8Fj��� ��� I � ¨A�>����� 4 ��¢��j«!�>¢��¹���>�~�t��¢�� ���

(qn, pn)
�{�'� �������}���M�>�d��¢��������{�,�M��¢#���{�L���{¢E�d�|���[�{�d¢��h�>���M���,�f���#�_�|�f�[� �,���}���>�{�{�

�d�M�,�t�|�d�M�������d�|��� F ���_�|��¢��,�M� � I �d�f��� �$���|�d¢��>�d�
S∆t(q0, p0)

�d�{�'� �����{�>����� �|� �x�|���M�{���
���'�,�}���M�f�{�=�
� �M�{���M���{����� ´ � �t�>�f���,��� ���d�>�����{�=�>�>�����[�>�d�d�>�{�5�{�>�M��� ���-�M���,�,�

1/TF ��� �M�j�S�>�d�d�>� ��¢��>�����M�,�M� ��� � �-EM�,�=�{�d�>�f��� ���{�s�t���f�w�f�M�,��� ���d�>� Fj��� �*" I2I �

������� � � � �&��� � � � ��� � � � � 	 � ��� �*� � � � � � � � � �
¬�� ������²f��� �f� �M��� ���>�d°��>�{�M� �>� 4 �|�{�>�d¢����a�f�a���M�,�{���{�Q�d¢����{� ���d¢����

T
�t�>�f� E>�d�d�

�|�,�M��¢�������� ® �>���>�{���{���f�{� �{���¦���M����� 4 �|¢���%À��� ���d�>¢����������>�{�$²_�|�����|�{¢#���{� �{� ©S����¢������|�{¢��>�
H(q, p) =

p2

2m
+

1

2
ω2q2 �_�>�w�{�!<{�{¢����d���{�w� �4�,�}���>�{�{�s���M�,�r���d�>�����h�_�|����� �&¸¦�{���M���d¢��|�

〈A〉(2)(T ) =

(

2

T

)2 ∫ T/2

0

∫ T/2

0

A(q(t1 + t2), p(t1 + t2)) dt1 dt2.
F0��� � � I

b 	�� sag � p�q&rLl�kyp�q&g
I∆t,j(q, p)

g�p�q	l=rLp(q&g�l�i�q	l�sag[g�z&~<eyiJl�~�i���s}rLl�p�ky~�swn*z$g�u�g�l��1vws ��i�vwk�e�l�p(q*kys1qti�g�g�p�r1k�| �
H∆t

�Qz*qJl�s}~�vws s ���3p�q*s}q(l�k�s}e�eys1vws}q(l5�3sLl�kml5s}q�e�s[�&i(gBn�s�l�s}vQ�'g
∆t
�*~��}g} 
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� ������� � 	�� �	%&,�#'�����8������� ,����*�&� ���*��# 
#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

£~� �¦��¢���¢��d�|� �5���=�f�>���>�����f�t�>���>���w�>�C���M�d¢��s�{�#º �|�{�d¢��M��F0��� � � I �{�|�C���¦��¢��>� �

〈A〉(2)(T ) =

(

2

T

)2 ∫ T/2

0

∫ T/2

0

∑

k∈ �
ake

ikφeikωt1 eikωt2 dt1 dt2

= a0 +
∑

k 6=0

ake
ikφ

(

2

T

∫ T/2

0

eikωt dt

)2

,

�&�'��� �d�>�M���{� ���>�d�,� �{�o���>���{�d� �f� �{�d��¢ ���,�
���{¢~�M�j�'�"� �>�d���M�{�!�T�{�M�>�d� ���s�M���,�,�
1/T 2

��¬��
�,�}���M�f�{�K�d�M�,�t�|�d�M����� Fj��� �� I �>��� ���>�d°��K�{���{�$�|�M�d����� ���}���>�{�{�K�
� �M�{���M���{���K�|� ������²{�,�
1/T 2 ��!�{�M�j�@�{¢��>� �d�{�~�r���d��¢#�{�����{��°��>�{�M�d�|��¢��d�M�6� � 4 �����4�{����Fj��� �� I �t���f�¤���f�d�M�{¢��~�{��������²{�,�
�{�#�M�|���|�M��°��M�{�>���>�

1/T k
�{�r���{�5�d���f�w�M� ��¢��M�

k
�

¬�� 4 �|�d�4�{���)Fj��� �� I �t�>�f�w�$� ¢�� ���>�d�{���>���>���{�s�{�M�¦¸K���|�{¢�¿M���M�= 
�
���~�x�|���M�{�|�
� �f�{�l���}���>�{�{�l���>���r���d�>�����6�d�94 �|¢ � %��_�|�j��¢��X�
� �f�{�~�����}���M�>�d��¢������x¢��,4 �|�¦���{���{�
�³²f��¢���¢��#�{�{���>���{�{¢ ��¢��|� ¢��{¢��d¢ �|�����X�&�4�"� �3¸f�f�d�M���d¢����KFj��� �� I �>��� �{�f�J4 ��.>���Q�{� ���}���>�¦«
�f�M�#���M�#�d�>�d�{� �³���d�'�{�|�s���|�{�r���j���'�|�¦¸o�M�|�{�{¢��d¢����f�=¢��{¢ ��¢ �����M�!�X�{�f¢��D���
� ��� ���}���>�{�{��� �
���_�����d¢��d� 2

T

∫ t1+T/2

t1

A(q(t2), p(t2)) dt2
�_���w�d�|�{�r����� %

t1
�

�
����4 ���d�4�f���)F0��� � � I �t�>�f���d�#�d�>�M��¢��d�=�>���,���

∫ T

0

A(q(t), p(t)) f(t) dt

�r���{�s�{�f�,�>�M�j�³�|¢��{��4 ���{�&��¢��|�
f
�T�M�)���{¢~�,��� �����-���
� ¢��6�$� �|°�¢��s�'� �{�f�,�,�}���>�{�{�����M� «

�r�����M����� � ( � � ��� �{�K�d¢�°|�_�|�
t 7→ A(q(t), p(t))

�
¡ �|� �{�>���|��°��{�,�M� ������¢��,¢�� ��¢��d�>� % �>�M�¦¸v�f�d¢���¢��d�>� �t�|�{���f�d���f�|�M����� �M���d¢�������¢����>Fj��� � � I �~���
�r�M�f�#�,��� �����M�=��� ���M���{�������s�d�{¢ ���|� �� X�t���f�[�����f�

k ∈ N∗ �X¢��¤�3¸f¢����d�,�f�M�s�t�|¢��{�
wk,Nm

n

���>���
���{�#� �4�,�}���M�f�{� <{�������M�

〈A〉(k)
num(T ) =

Nm−1
∑

n=0

wk,Nm
n A(qn, pn),

F0��� �|� I

���
(qn, pn)

�>��� �>�{�M�|�d����� �_�|�����{���>�d¢����f�J4 ���{���{¢c�_�|���f� �|��°��|�d¢��d²{�,� �������f���M�&��¢����f� �{�
�_���

∆t = T/Nm

�|�{�f��¢#���{�s���¦¸$�!���{����¢����{� Fj��� � I �f���>�d¢�<{�#�"� �>���d¢�������¢����
∣

∣

∣
〈A〉(k)

num(T ) − 〈A〉I0
1 ,...,I0

3N

∣

∣

∣
≤ C(r0, k,H,A)

(

1

T k
+ ∆tr0

)

.
F0��� �¦� I

¬�� 4 ���d���{���A�}�|�M���r��¢��{� Fj��� ��� I �>���l�{�f�w°|�M�{�>���|��¢����¹��¢��|���{����� 4 ���d���{����F0��� ��� I  ��t���f�
k = 1

�
�����

w1,Nm
n = 1/Nm

�t���f�¤�����f�
n
� §h�|�{�c�}�|���{�~���>�d¢ <_�����f���>�d¢#���{�>���>� �����{���"� �>����¢�� �¹��¢��|�

F0��� �¦� I �M�j�h�|�f��¢�� �|�����
!� �M�j�6�>�0<_�#�t�����d¢��{��� � ¡ ��� ¡ ���¦�'� ¢����{���M�,�M� ���>�T� � 4 �����4�{���~�x���M�-�t�|¢��{���{�~�d�M�����&4 ��.M�|� ���{�

�����M�|�f�[�M�|���>�{���{�4� ���,� �|�M�{�f�4�d��¢ �S�f�M°���¢�°��M���{���s�{�&���|� �[���'�M���¦�[�x�����M�f�E�f�4� � ���d� ���M�&����¢��d�
F �M���,���=�,� �>���h���=�M�|�w�}�|�M�#��� �&¸¦�{���M�d��¢���� Fj��� ��� IDI �
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¡ ���f�S�{�>����� �d�d�M�w���>�h�>���d¢�������¢����{� Fj��� � � I �&�)Fj��� �f� I �_�{���f�[�x�����f�S�d�f�{�t�|�d�����{�'���#�����j«
�d¿M�,��©S�|�,¢�� �����{¢��M�o�M�j���M���,�{��¿&���>���>���4¢�� ���>°������f�����E�M� ���{¢��f���{��� �r�M�d�,¢��'�
� �f��¢���¢����M�'� �
�d²{�M����¢�� ¼ ¥ ± � ® �M���|�D���{���f�����{�h�{�M�-�d�M���{���������l��¢��,¢�� ��¢��d�>�¤�r�M�f�|�M� � E>�d�d�w���f�d�M���{�A�{�|�{�c���
�M�|�¤�{�5�j������¿>���>�~�{�d�>�D���{�3«!¢�� �d�M°��d���{���>��_ � �¹�t���f�6���>�D���{�>���¤�����t�>�f�~�M�f�M�����5�f��¢���¢��d�M�����w��²f�M����¢��
¼ ¥ ± �

!�t�>��� �{¢��M���>���{��� ���{�=� �#�{���f�_�|���A�{�M�A�������d¿M�,�M���M�|�{�d¢��{�M���M���_�|�f�5���>�5�|�{�f��¢��M����¢����{�l�{�
����� �S�_���w¢�� ���M°|�����{���M�!�{!���M�j�h�>�C� �X�&�����d¿>�����|��� ���
� �{�K�������d¿M�,�'�f�

N
�{�|���d¢��M�f���M���r�����d¿M�f�

3N
¢�� ���|�d¢��|� ���!�T¨(� �M�j�=�t�|�{�D���{��¢"�X���{�d¿>�=�x����¢��h���>���d�4� �)4 ���d�4�f���5Fj��� ��� I �d�{�[�f�M�[�j�¦�j��¿>���>�

¢����d�M°��d���{���M�$�f�{���{���"� �x���|�{�5���>�����s���{���{�M���j�¦�j��¿>���>�h�{�|�K¢�� ���M°|�����{���M� � ¡ � �"�{�_�|�{���>�M�j�³�|¢��{�M�
�>���{�{¢ ��¢��|�{���{² �¦��¢#���{�>�)F �j�¦�j��¿>���#�{�#�_�|���d¢��>�{���>�w�>� �{²{�|�d�'�d����¢��{�=¢����d�M�d�|°�¢������|� ����¢ �����s�r��«
�d�M� ��¢��M�l�{��¬��>�{�_�|���¦« � �|�{�M�!�@�!�$� I �E§h���f�'�>���{���������|�{�'���{�#�M�M�'�&¸¦�M�,�{���M�����{� �"� �>����¢�� �¹��¢��|�
F0��� �¦� I �M�j�h�>�{�M�|�d�s���M��¢�<_�>���

¾ ���{�,� �{¢��M� ���{�$�{�|�{�4�{���d�|�³²{¢����{� �_�|���M� 4 �|¢��d� ���C�{���M�f�|���~�"� � ���M�|�M¢ �����{� �d�³²{�>� �
F0��� �|� I �d�>���{���s�{�>�_�|���d�M�w���=�M�|�{���#�f�M���������d¿M�,�M�h�M���,�{��¿&���>���>����¢�� ���M°|�����{���M�!�

:<;1:=;�� >@? ] <A GJ? ASPwA�W�I5CF?BA$?��HM�KLE������W.M�KLUJASRL?BU ��A.Z <ASA�R��JA G�� �
�J? � 	<R1?
M{E W�?
��W�RL?BKLK1?

§h���f�A�M�|���,�M�/.>���{�-�_�|�c�{�d�>�M¢����M�5�>�(���
� �M�j���{�;�_���d�d¢����
� �M�{�>�d°�¢��S�r�|���>� ��¢��>��������¨A²_�����{�
�,¢��{¢��4�{� �����x�|�_�{�w��� �M�f�M�d°|¢����t�����M� �d¢��M�������>���d���M�d�r���{�;%'�{���>�³�¹�A�,�>���|�������{���,� ¡ ���f�����{�h���
�j�¦�j��¿>�����_���d�d���'� �{� �&�³���6���&�³�|�j�³���f��� %h�{���|�f�d�d����¢�� 4 �|�f� ���
� ¢��+4 �d�|�{�³²{¢��d�d�A�{�{� �_���d�d¢�¿M���A�{�
�r�|���>� ��¢��>� F � 4 �x� ��<_°|�{�d����� � I �M¥ �³²{�����{�l��¢��{¢��4�f� ���¦�M�|�

qi ∈ R3N
�{�l��� �M�{�>�d°�¢��¤�t�����M� �d¢��M�����,�

��� �t�>�f�5���d�d���M¢��M�c�{���{�|� �|¢��{���{�
R3N

���{¢r�M���A��� �M�{���M���f���w�{�M�-�t����¢��d¢����{�
q0 ∈ R3N

���>�����>�
���{�#� �L4 ���f�>��¢����

q(t)
�f�{�!<_�f¢��s�_�|��� �4�¦�¦�{�|��¢����{�

d q(t)

d t
= F (q(t)), q(0) = q0,

F0��� ��� I
�>��� ���M��°����|�M�d�

qi
���_�|�f�

t → ∞ � ¬��>�h�!���{����¢����{�LFj��� � � I �>���d���M�d�r���{�f�M� �B%,� � �f���_�|�,¢#���{�
�{�#�{���{��°������{�{�s�t�>� ���s���=�����{° �{�s� � ���{�24 �|�>�s�{�s�t�|�d�M� ��¢��M�@F �!4 �{��� <{°��{�d� ��� � I �

¬�� �M�|���r�����d�M�,�M� ���>�À���>���{�������f° �{�M� ���}���>�{�{�>�����M�,�r���d�>�����>���f�M�r�M�{� �r�x�|�f�M���{�
�{� �{�����{���S�{�8�_�|���d¢��{�A�
� �M�f�M�d°|¢��S�r�|�d�M� ��¢��M�������&¸¦�{���|�d�M�!�¦�&�5���{���d���f�-�{� ���>���f�A�_�|���d�h�_�|�{�
�³²_�,���f� �_�|���d¢��'�_�|�������{�t�|����|�'�d�M�,�{�E�{�M�>�M�d�d�|¢����A�r���{���³²_�|�f°��M��{���{�|�d��¢��
�¹¬9� �&���{�f�A�
� �{�{�
�_������¢��M�{���=�_�|�{���{�K�{���0�{���=�{�f¢������f�#�r�|�d�M� ��¢��M���M�j� %��>�#�d¢��d�d�S�d�d¿M��¢��{���d�d�{�&��¢��|�JF �!4 � � ¡ � � I �

´ �K�>���{��¢��{¿>�d�#�{�{�s�_�|�j��¢��>�{���S�M�K�{�M�¦¸K�f¢��,�M�{��¢����{�!�f�����{�,¢��d�#�|���r�|���>� ��¢��>�
V (qx, qy) = (q2

x − 1)2 + (qy + q2
x − 1)2,

���M�{���M�d�>� ���[���{�-����<{°��{�d�#��� �+��¨A�S�r�|�d�M� ��¢��M�_�r���d��¿M�{�w���d�|¢��l�t�|¢�� ���l�M��¢��d¢#���{�M�!� �{�M��¸ �,¢��f¢����
°������_�|��¸Q�>�

(−+1, 0)
F �t���f�����>�D���{�>���

V (−+1, 0) = 0
I �E�>� �{� �r��¢����'�d�>����� �M�

(0, 1)
�E�t�|�{�

���$���{�M�
V (0, 1) = 1

� ¬9� �>�{�M��°�¢��=�r�|���>� ��¢��>�����[�M���,�r�����d�=�{���{�s�{�>�¦¸��_�|���d¢��f�$�
b ��� q g�u�g�l��1vws � i�vwk�e�l�p(q*k�s}q �*~�s}g�x	z*sBk�q	l�|1j�~�i �&e�sBsag�la�(n�s �0i��Lp(qHz*qH�3s1z kyvw�*~�|arLk�g�s(��z*q g�u�g�l��1vws5p ��l�s}q	z
s1q+�3s1~�l�z&~��&i�q	l5z*q6g�u2g�l��}vws � i�vwkyeml�p�q*kys1qokyq	l�|}j�~�i �*eys�  � iwl�~�i���sardl�p�ky~�s ~�s}g�l�s=i�e�p(~�gBi�zo��p�k�g�k�q&i�j�s[n�s[l�p�~�s}g
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¡ �|�d¢��d¢����$¢��{¢��d¢ �|���
q0

± ¢��{¢��4�{�n�����x�|�
qi

���	��
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�9������������� )�� �;02"���1B"%$����� &� �:��"%>�02$�� ��$.1�$.�! ��0 �  #'�� � �:02'�� �����*� C P �:� ��$.1�$.�! ��0 �  #'��

��021B" �����  #>��:� �  #> )��:� G  #>%>%$�7�>��:� )�� �;02"���1B"%$���� C P �:� �:&('  #"%$�021�� ���<C���� � �:02>%>��:�%� 021�)���1(" ! '�1�� )�6(1  ?
��$�&B'�� )������.'�� �<>  #1�)�� � ��1("����<�, G;02'�����>�����>��:����1B"�� '�1����  #>%"%$���'���� 0 G ��$����  #1B" ! �:��"%"�� )�6 1  #��$�&B'��<C
P �:� �;02$.1B"%$.�.���:�������  #>���1B"����:� )�$
	���>���1B"��OG  2� �%$.1�� C

¬��'©h�|�,¢����d���{¢��M� �f�C�j�¦�j��¿>���#�M�j�

H =
p2

x

2
+
p2

y

2
+ V (qx, qy).

*E�d��¢����d�M°|¢��,�M�5�r�M�f�|�M� � E&�����#¢��{�M� �d¢�<_�>�= 
�������=�x�|���
� �{�{�#�M�f�M�d°|¢��=���d�d¢��>���>���>� �h¢��04 �M��¢��>�{�d��% ��� �M�f�M�d°|¢��=�{�K�t�|¢�� ���d�>�����-F

H0 < 1
I �

�+�����'�M�|�w�
� �f�{���>�{�M��°�¢�� �{¢��>�C�f���{�w°������{�{� ���f���M�>�����#�f� �r��¢�� �w�d�>�����5F
H0 ≥ 5

�_�|�{�w���
�M�|���{�d�>�d�>��� I �

�0�����=�x�|���
� �{�{�#�M�f�M�d°|¢��=���>°�¿M���M�,�M� �w�d�{�r�M��¢��>�{�d� % �M�>�����=�f�C�r��¢�� �����M�������
´ � �����x���|¢������5%o�>�{�M��°�¢����>���{�����|� ��� F �_���{����� �M�{���M���{���$��²{�>�d�,�¦�f���_����¢����f��§8?=£ I � ¾ �|�{�
�����{���M�,¢��>�=�x�|�;F

H0 < 1
I �����K�_������¢��M�{��� �{�,�t�>�f���{�|� 4 �d�|�{�³²{¢��#��� �_�|�d��¢�¿>�d�,�{���r�|�d�M� ��¢��M�

�&� �
� �&¸¦�{�����d� ���
� �{�a�d�>�{� �_�|�d��¢��
� ´ � ���{�d�>����� ���{�Q���M�����}�|�M�{�{�>�C�d�M�,�t�����M�����M� F0��� �|� I
�>��� ���M��°��M� ���|� ������²{�,�

1/T k
� ¾ �|�{����� ���M�>���{� �x��� F

H0 � 1
I ��� �K�M��� ���>�d°��>�{�M���>���4�f�

�-EM�,���!���r���>���$� �&¸¦�{��¢����{���M� �>���{��¢��{�>���|� � ���{�����C�_������¢��M�{��� �C�d� �,�������,�M� � �
� �M�f�M�d°|¢��
�r���{� 4 �����{�³²{¢��������_�|���d¢�¿>�d�=�d�|�{���¦�d�|¢��,�M� ������%0�d�>� ��¢�� 'O�

¬����d�2���f�K�"� �>�{�M��°�¢�� �{�$� � �_������¢��M�{��� �>���,���>°�¿M���M�,�M� � �d�f�t�>�d¢��>�{�d��% ��� �_�|�d��¢�¿>�d� F �{���{�
�x���|�{��4 �|¢ �A�{�>�A��¢��4�{������¢����{�c�x���>�

H0 = 1.25
I �¦���������-��� �M���{�j�³���d�(���{�[���M�c���}�|�M�{�{�>�5���>��«

�r���d�>�����M�l�M��� �|�M�d°|�M� �5����¿M�c���>���d�M�,�M� �M���|��������²f���
1/
√
T
�¦¬9� ���{���M�������d¢����,�{�h� �[���d� ���M�&����¢��d�

�,��� �����B���f�=� ���_������¢��M�{���S���M���d�=���d¿>�������f°|���>���{�-�_�|�{���f���{�|�d��¢��
�{�f�{¢��!�f�M���{�$�d�M�,�{�A����¿M�
�>���{���$���� �_���{�4��� �|�f�d�d�-�_�|���d¢��'�6�_�|�f�����!���{�M�-�M���������M��¢��{���>�{�M�|�d� �d�d¿M�������{°����M�,�{�!�@�!�$�d¬E�
�d��� ���>�>���|¢��d� �M���4�{���{�����C���{�M�>�M�d��¢���� �{� �t�>�d¢����{�>���{�����M��¢��{�>�{�M�$�_���{�4�³²_�����{� �{�|�d��¢��
��>�
�����d�M�,�{�s�{���d�>�d¢��f�M�{�>���>���s����¿M�s�d�{�r�M��¢��>�{����� �d�M�,�{�s�{� ���d�|�{�d¢ �M�T!�~�>���'�t�|�d�d¢��{��� ���{�s�M�
�,�¦�f¿M���'�d¢����{�����{���M���{�j�����{¢����4�{�{� �³²_��� �{�4�f� ± �|�DN��}� %��{�>�¦¸��&�³���d�$�'���{¢6�d��� �s���>�[�{�>�¦¸
�_���d�d¢��{�$�E�>���{� �{�|���|�,�>�d�d�>�#�>�>����� �³²{��� �{� F �d�M�,�{�'�f� �d�>�d¢��{�M�{�>� �_���{���³²_�,���f���>�����M�����¹«
�d�d¢��>���{�$�������{�24 �>���,�M� �������>�³�¹��� I % �_�|�j��¢����{�M�,�d�>�d�{� �³���d�,���f���>���f���_��� � ���d¢��4�{� �¹��¢��|�Q�{�
k�q2��i�~�k�i�q	l�g��3s1q&n&i�q	lBz*qJl�s1vw�&g5s ���'p(q*s1q	l�k�s}e�eys1vws1q	l5eyp�q*jQs1q�e�iQ�'s}~�l�z �&i�l�k�p(q� 
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V (qx, qy)
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qy

��0� �!"�0�#"�0� �!"�«0�+� �*"«!�0�#"qx ��0�$"�«0�0�#"«��

���	��
 ��� �
� � 02'�G���� ��'�$."�� )�� � 02"���1("%$���� ��1 � � C � 1= "%>  2�:��)� #1������ ���, #1 (qx, qy) ���:��$���0$�< #����'�>��)���� 4 ��1���> �<$�� �;02"���1B"%$����.���<C

�f���_����¢����f�=�������M�>�{� �|¢��d�,� µ �{�=�,�}���M�f�{�=���M�,�r���d�>�����w�x�����M�f���M� %4�_�|���d¢��-�
� �f�{�[���d� ���M�&����¢��d�
�{���M�>�����4�³²{��� �{�'�{� ± ���DN|�}�C�M��� �|�M�d°|���|� �����d²{���'�{�{¢ ���M���d�>�

1/
√
T
�X¬9� �|�M�>���d���>���d�d�4�>�M�

�{�>�¦¸,�����d²{���>� F �M�>���{¢{���f���>�����_�|�~�f���_����¢����f�w�,�����M�M�f� �|¢��d�A�&�c�M�M���{¢{�{�w� �[�³²{��� �{���{� ± ���j«
N�� � I �,��� ���������{� ���'�����{¿M�����{�����_���f¢���¢����d�#�f���{�{� �{�f���t�|�{�{�4�>�����f�d�M²f�M�{��¢������{� �>�����{¢
���'�_���d�d�5F ���{���M�&�h�3¸¦�M�,�{���=�{�K�{���0�{���=�{�f¢����!�_�!4 � �|�f�d�d¢ � ���}� � I �

¨A�M�=�>���{�M���{�d¢����{�[���4°��>�{�M�d�|��¢��d�M� ��%��f�M�=�&¸¦�>���{���M�[�f²�����¢#���{�M�s�{���{�[�>�����f���&¸¦�>�$�T§w���{�
�x���|�{� ��¢��{��¢5�d¢��4�{���$�f�M�,�|���M�|�{�>��F �!4 �~����<_°��{���o���$" � ���M�����d�����>� �
� ²����{����°�¿>�{� ����� � ��°�«
°������,�M�d�>�����¦¸Q�������,�M�#�{���M�|�D�r���{�,�3���{¢c�d�>�{���'�d��� � ��¢��4�f���M� I ���r���{�#���M�2���{�M�����M�'��� �M�{�>�d°�¢��
�r�|���>� ��¢��>�����[�$� �M�>�d¢��

V (q) =
N−1
∑

i=1

V2(qi, qi+1) +
N−2
∑

i=1

V3(qi, qi+1, qi+2) +
N−3
∑

i=1

V4(qi, qi+1, qi+2, qi+3).
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<{°��{�d� ��� � I �0���{¢'4 �|����¢�� ���M�j���>�{¢��5�f�K�r�|�d�M� ��¢��M�T�{���M���M� �³�|� �w�{���{�d¢��M�{��� �_�|���d¢��f� F �!4 �f� �

� �



� ������� � 	�� �	%&,�#'�����8������� ,����*�&� ���*��# 
#)����
�������� ��!"��# ������%&�&��������	#

<{°��{�d�����# I � ¾ ���{� ���>�4�{�{¢ ���M�4�}�|�M�$���M�D���{�>�����M�4��� �d���x���|¢������,�E���M���{�|�d��¢�¿M���M�4�r���{��� �
4 �|�{�>�d¢����

V4

����� �h�f�#�"� �|�d�{���=�{�
10−4

�

V4(φ)

φ
F �>�C�{�>°��d� I

�*"|�������*"���|�����"���x���"|��

�+� ���|�f�x�
�+� ���|�f� �
�0� �|���f�
 |�&«!�)"
�|�&«!�)"
���&«!�)"
���&«!�)"

�

���	��
 ���# 
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�¦¢A�"� �>�{�M��°�¢����M�j�,�|�d���$6;4 �|¢��{���,�6�|�����d�'�����������d¿M�,�K�f���t�>�f� 4 �����{�³²{¢����|�{�>�{�{� �_�|���d¢�¿M�d�,�
�&�4���>�'�,�}���>�{�{�M�#���>���r���d�>�����M�JFj��� ��� I �>��� ���M��°��M� �����Q�����d²{���

1/T
F ���
� ��� �r�M�f���|�>�M�M���&«

���M���M�
1/T k

�x���>� � ��4 �|�d�4�{��� Fj��� ��� I2I �¤¥h�v�f�M�d���{� �'� �{� �M�>�����|¢�� �{¢��|�x�|� �
� �M�{�>�d°�¢����~���M�
�,�}���M�f�{�M�5�d�M�,�t�����M�����M�l�{�S�M��� ���>�d°��>� � ���'� �|� ������²{�,�

1/
√
T
� ´ � �M���{�j�³���d�(���{�[���'��¢����{�¹«

�d¢���� �{���³²_�|�f°����_�|�'�JE>���,�d¢-���Q�d���x���|¢��������x���>���{�{���>�{�M��°�¢����{� �f���{�'�M� �{���{��°��d�|�{�{�,�
¥h�f�����M�,�M� ���{¢ �M�¤¢����{�K�d�M�L�{���K�_�|�,�t�|�d�d¢��{���,�~�d�{�,�M�&� �3¸¦�M�,�{���,�c�'� ¢��{�M� ��¢ <_�M���{�v�d�>°�¢��,�
²_���f�����M�{�>�d°�¢����r���{�#���!���f�M�c���Q���>�������f�|� �{�{���M��� �|�M�d°|�M�{�>�$�M�

1/T
F"%K� ���{¢ �t�M���M�{�>���f�

�M�|���{�$�{���/�f���=�{�{¢ ���5�>�C� ¾BI �{¬E�4���|�{¢�¿M���[�{��� ���d�=���M�_������¢ ����� �M�f�M�d°|¢��h�d�|�³�����[�{�$�j������¿>���
�_���{�~���>�¤�{¢ �t�M���M� ���~�f�M°����M�~�{����¢#�r�M���d� F ���>���d�$��¢�� ���M�����>�{¢ ��¢��d�>�$� �����{¢��{�>�$�,���f¢{�M�����d�>�d�r���{�{�>���
���M�d�r�M�&��¢ ���M�,�M� �h�|�¦¸ ¢�� �d�M�����>��¢����{��%4� �M�����{�$�f�4�M�����{�$� ���>���d�f� I 4 ���f�d�{¢ �5�{�{�S�&¸¦�{��¢��x���d¢����'�
´ �K�{�|���

V4, ����� (q) =

N−3
∑

i=1

V4(qi, qi+1, qi+2, qi+3)

�������M�������
� �M�f�M�d°|¢��$�r�|���>���d¢��>�����5���f¢��M�����d�M���t�|�{� ���¦¸ �{�>°��d�>���{����¢#�r�M���d�����>� �{���f� ���M� �d�$�
�&� �r���{�����!���f�M�#�{���{��¢��>�{�d���_�|���d¢��f�C����� � �{���M�d�>� ���$� ´ � �M�|�{��������� ���f���h�|� �>���{�d�K�{� � �
�d��� ���>�>���|¢��d�,��"� �>�{�M��°�¢��,�r�|���>���d¢��>�����

V4, ����� (q(t))
���d�>¢��������M� �������{�M��¸ ���|���>�{�d�!�

V min
4, ����� (H0)

�>�
V max

4, ����� (H0)
� ���{¢l�{�M�r�M�f�{�M� �4�f���"� �>�{�M��°�¢��4�d�|�³�|���

H0

�{� �������d¿M�,� F �M�,�d��� �'�{�M��4 ���{�&��¢����{�
�>�d��¢��d�������d�M�w�{�

H0

I �
¨A�M�&�r�����{�M�

V min
4, ����� (H0)

�&�
V max

4, ����� (H0)
��� �6�{�{�A��¢��,¢��d�&<_�{¢��@���_�|�{�

H0

���M�f�4���M���¤��� ¢��+<_�{¢��
�&���M�����[�M�j�w���d�d�M¢����d�[�r���{�5�{�>���M�{�>�d°�¢��M� ���{¢T�>���d���M�d�r���{�f�M� � %4�{�{�=���>���r�M�d�����{���[�{� �}�|�����
¼ �~¥S¢��{�d¢"�6�r���{� ���M� ���>���r�M�d�����{���M� _ �

T = 10000
¼ �>�

T = 67000
¼ �¤��� �d�d���f�|�����{�

b ��� q�q&s��&~�|1l�s1q'n �&i(gkyr1k�x(z&s�eys vwp2n*�1eys����	u�g�kyx	z*s ~�s1q&n �*kys1q�rLp(vQ�*l�s[n�s e�h s ���3|1~�k�s}q&rLs �Qn�s[g�k��'i�z�l�s}g
l�s}vQ�3|1~�i�l�z*~�s}g}  � h kyn�|}s s}g�lBg�kyvQ�&e�s}vQs}q	l n�s[rLp�vw�*~�s1q'n�~�s�eys r1p�vw�3p�~�l�s1vws}q(lBn�zog�u2g�l��}vws��3p�z&~z&qJvwp�n��}e�s
n�p�q&q*|� 
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�"� �>�{�M��°�¢��s�,� �|�M�{�f�'�_���h���{°����s�{¢�²{�M�f���|�"�{�d��¢ � 1

N
V4(q(t))

�_�>����F ���M�d�r�M�&��¢ ���M�,�M� � I �,¢��{�����M�
�&�h��� �������M�=�_���

1

N
V min

4, ����� = 5.10−5,
1

N
V max

4, ����� = 6, 25.10−5.
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�_��°��$���|�f¢��{���f�$��� �M�d�{�|�M�$�{�>� �{²_�|���M�!�-½-¢��M� ���{�$�6��� �M�{�>�d°�¢��

V4, �����
�'� �>�����_�|� ���M�_������¢����{�

���|�{¢�¿M�d�C�$���{¢ �³���{��� �M� �d�d� ���M���{¢ �X�>�d�>���d���|�{°����M���{¢�²{�>�{�����¦¸ F � �Q���M�_������¢ ��¢���� �³²_���{°�� �|�
�>���{�d���{� �d�M�,�{� I �¤�M� ���{¢5�r�M�����&�-% �³²_�����{�K�|�{°|�����{¢�²{�M�f���|�"����M�_�|���M�,�M� �M�~�f�;4 ���|�{�³²f¢��
���M�5�{�|�d��¢�¿M���M���{� �r�|���>� ��¢��>���c¨A�>�t�>�{�_�|� �M�A���M�,�,���f���>���>� �����>�������M�>�d¢�4 ��F �f���{��¢��M�f�d���|�{°����M�
�³²_���{°��M� �w�{�[�f�{¢��d�5�M���-EM�,�h���>���f� I �{�=����� ���_�|�A�d���{���r�M����¢��BF ���S�{�|���{�d�S�
� ���{°����>� ���{¢
�r�M�f�|�M� �[�³²{�|�{°��>�w�f�#�f�{¢��d�w�>�C�-EM�,�S�d�M�,�{���M���w��¢��,¢���� I �

£~���d�M���{�,���r��� �r�M�f�=�f�d�M���d�>�=���s�³���{���x�|�Q�������C���{¢�{���{�{�����#������²{�,���f�4�M��� �|�M�d°|�M�{�>�
�{�>�~���}�|�M�{�{�>�¤���>���r���d�>�����M�6�>��4 ���{�&��¢��|���{� ���M°�¢����-�M�{�>�d°��&��¢#���{�A�_�|�{�~���$���{�M�¦�����d���x���|¢��������

® �>°�¢��,� ¨A��� �|�M�d°|�M�{�>���{� ¨A��� ���M��°��M�f�M�4�{�
1

Nm

Nm−1
∑

n=0

A(qn, pn)

Nm−1
∑

n=0

wk,Nm
n A(qn, pn)

E < Vb 1/T 1/T k

E � Vb 1/T 1/T k

E > Vb 1/
√
T 1/

√
T

����� 
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E � Vb
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E < Vb
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� �{�{�#���M�����=�,�}���M�f�{��� �{�|�d�M�
〈A〉NV T

� �M�j�S�{� <_�{¢��'�_����F0���$" I �_���C��� �M�d�{�|�M�#�{�M�h�{²_�|���M�h�M���
Ω = ΩNV T

�{�!<{�{¢�{�|� Fj���  I
�&�h���C���4���>�d�{���#�>���w� � �,�M���{�d�s�{�#½A��� � 6>� �|�f�

dµNV T

�{� <_�{¢��#�{�|� Fj��� � I �
¬9� �|�f�{�d���³²{� �f���_�|�,¢#���{� �,�����>�M�{���|¢���� �M�|�{�d¢������ % �������f���>���{�{�o�f���_�|�,¢#���{� �d�{�����M�

���|��¢ ���{���M�
(q, p)

�/���
� ���K�M�>�d¢���¢��M¢T�����{��� ��4 �������
d (q(t), p(t))

d t
= Γ(q(t), p(t)),

Fj��� ��� I
�d�M����� ���{�h���[�d�>�{�����,�M�d�f�d�w¢�� ���|�d¢��|� ���5�{�w�M�&�d�d�w�¦�¦�{�|��¢����{���d��¢ �l� �[�,�M�d�f�d�

dµNV T

� �M� ���{¢
���|¢����d�=�M�f�d�{¢ ���s�M���t�>�d�M�w�{����²{�>���d¿>���s�>�d°����{¢#���{�,�{�{���!���t�

〈A〉NV T = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

A(q(t), p(t)) dt,

���
(q(t), p(t))

�M���w�{�f�#�������¦��¢��|�$�{�JFj��� ��� I �
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dµ = h(x) dx
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∀f ∈ C0,

∫

f(q, p)h(x) dx =

∫

f(q, p) exp

(

−H(q, p)

kBT

)

dq dp.
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� £ ¾=´ �{� � �54 ������� d y(t)
d t

= γ(y)
���x���>�

∂yi
γi = 0

�r���{�S�d���f�
i
�>�h���M����� ���{� � �,���>�d�{���

dµ = h(x) dx
�!� �>�M�d¢ ���

dµ = dy
�X�¦�{�S�f�

�d�M� �������d¿M�,������������¢��94 �|�>¢����>���>� �l�M���{�j�����{¢����w�f� �|��°�����¢���²f�������f¢_�{�d�>�d�M�j���h� �=���>�d�{���
dy
��¢��
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�3¸f²f¢#�r�h�{�,���>�_�³²_�|�{°��>���>� �5�{�����|�d¢����{���M�$�|�M�8���f¢r�f���{�-�#�r�M����¢��c�f�w�>���{�j���d�f¢��d�w�{�,�{���f�|�M�
�|��°�����¢���²f���,�

������� � � � � � � � � � ��� � � � � � ��� ��� � � � � � ��� �

§h���f�S�x���|�{�S�����{��¢�°��{�s�M¢ «!�{�>�d���{�S���M���{¢ �,�>�{���d�M�w��¢��>�M�8%��"� ���{�{�d���³²{�&%0�j������¿>���'�>�d�M�{�{�'O�
�>¢����|�{�����|¢�� ���>�_�|� ���
� ���f�����M���|�{�f�d���³²{�M�!��4 ���{�{�>�M�����{���{�>�$���&��²{���{�>� �{�����_���{¢���¢������>�$�c!�
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� �|�f�����M�
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µ �{�A�|�f�d�d�A�,�>�d²{���{�A�>���~�>�M�����-�f¢���� %j©�� �{�d¢�� ± ��� �d��¨5�|�d��� '(F � 4 � � � �0� ����" � I � ���{¢��M���f�d¢��j���
%�°��M�f�M�d�>���{�{�s�d�{¢ ���s�{�s�r���d¢ ��¢��|�{�

(qn)n∈ �
���{¢��M�³²_�����d¢��������{�f�M� ����� �M���_�|�>�

R3N
�d�{¢ ���|� ��� �

�{�>�{�d¢ ���
exp (−V (q)/(kBT ))

� ´ � �d���{���{�f�$�{� �d�M�,�{�
τ
�¤£~���|� �,�{���{�{�

qn ∈ R3N
�6� �

�r���d¢ ��¢����
qn+1

�>���w�x�|���M�{���M�s�|¢��{�d¢6 
�

´ ����¢��d�s�|��²_�|�d�|�d�K�{�{�s¢����{�f���d¢����
pn

�d�{¢ �|�����w���4����¢
e−βp2/2m �_��� β = 1/(kBT ) �

�
´ �À�M�|���>�{������� �d�|���f�d¢���� �{� Fj��� � I F ���d� ���M�&����¢��d��% �>�{�M��°�¢��C�M���{�j�³�|� �d� I ���{� �"� ¢�� ���M�0«
���|�����K�{� �d�M�,�{�

[0, τ ]
�>� �_�|�j�³�|� ���f� � �o�M���{�f¢���¢���� ¢��{¢ ��¢ �����

(qn, pn)
�-��� ���f��¢��M� �

(q̃n+1, p̃n+1)
�

�
¬9� �|��°|���d¢ ��²{�,� ± �&�������t�|��¢��$�>���K�f�d¢���¢��d� �r���{�K�|�>�M�>�f���>�K�|� ���0���>�d�M�

q̃n+1

� ´ � �{�����
Hn = H(qn, pn)

�>�
H̃n+1 = H(q̃n+1, p̃n+1)

�¹�¦¢
H̃n+1 ≤ Hn

�¹�|���|�>�M�>�f���-� ���{���f�|�M�����
�r����¢���¢����  

qn+1 = q̃n+1
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� �M���h�_�|�����M�M�>�f���>���r�����t�|�d�

qn+1 = qn
�
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√
T
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�
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I �_�|�f�w�������{�M�����[�|�K�d���x���|¢��������

¡ ���f���d�d���¦���M�w�����d�|���h���>���{�{¢��d���
� �M�{�>�d°�¢��#�r�|�d�M� ��¢��M�������¦��� ¢��{�>�=�M���h�
� �|¢��f�M�����=�j������¿>���
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− Vb
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)

,
F0��� �� I
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T
�M���6� �����>���r�M�d�����{��� %w� �����{�>�����l���#���d�}���|¢�������� ¡ ���f�d¢��>�{�d�E�,�>��²f�¦�{�>�6��� �6�>���-�{�d�|�t�����M�>�$�
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�_���'�������|¢������������|��¢����f� �{�d¿>� I � ¾ �,�-EM�,���T��¢c���$�{�!4 ����� �¹��¢��|���
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ε
���=�_�����|�,¿>�d�d�

�{�S� �|¢������h�¹�����,¢#���{�,� ´ �����{�{�r���d�B���{�S���M�5�������,�M�-�
� ¢�� ���>���|°�¢��d���M� � ���{�=�_���A�{�$�r�|���>� ��¢��>�
�{�,�_�|¢��d�,� ���'� ��� �{�|�d�

Vε

F
Vε

�{�,�{�M�r�M�{� ���{� �{�,� �$�{¢������|�{�M�,¢�� �d�M���¹�����,¢#���{�,�T�t�|�{�s�{�M�
�d�|¢������{���
� ¢�� ���|�d¢��|�{�>�[° �|��¢����>�M�{�f� I � ¡ �|�{���d¢����{��¢�<_�>�$�������d�f�{�t�|�d�����{���_�_���{����� �M�|�0<_°��{�d�¹«
�d¢���� ¢��{¢��d¢ �|�����}���-�d�>�d�x��� ���d���,¢#���{�A�>���l���5�d�>�d�x���

εZ3∩Ω
� ���

Ω
�>���l���A�{�����|¢��{� F"%[�"� �>�³²{�M�����

���|�M�����d�>���{¢����f� I �¦�>�M�{�r�s�_�|�����=� ���d�M��¢ �|�
�
´ �o���{�{�r���d�)���
� ���o�d���{���{�f� �{�{���{�!4 �|�d������¢���� �{�o� �¹���M��¢ �|� %��"� �>�³²{�M����� �¹�����,¢#���{�,�

�,� �>����« %¹«!�f¢��d�@���
� �������A�{���f�{�-�f�{��4 ���f�>��¢����
u : Ω → R3 ���>�����@���{�c���>��r����¢���¢����{���{�>�¤���d���,�M�

�_���{��� ���>���0<_°|�{�����d¢����$�f�!4 �������>�[�d��¢��M� �
(u(iε))i

�{�}�|�M�
iε ∈ εZ3 ∩Ω

F �!4 �f� � <_°|�{�d�4������� I �
¬9� �>�{�M��°�¢��=�_���h�¹�����,�[�
� �{�����M�����M���x�|�C�{�!4 �������=�>���w�{���f�{�M�#�_�|�

Eµ(u) =
1

2N

∑

i∈ � 3∩Ω/ε

∑

j 6=i

Vε (|u(jε) − u(iε)|) , Fj��� � � I

���
N =

¨5�|���
(Z3 ∩ Ω/ε)

�M���-�����{�|���{�d���
� ���d�����>�$� �&�A���,��� ¢��f�{¢��>�
µ
�j�¦�L�t����¢����������x�|�d�|�&«

�d¿M�d� �,¢��>�d�����M���f¢#���{�5F ¢��>¢��t�����|��¢�����¢����{� I �{�4�"� �>�{�M��°�¢��,�X¬��4�r�|�d�M� ��¢��M�
Vε

�{�M�r�M�{���f�
ε
 r�M�
� �
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� �X�&�M�}�{�{¢��D���{�
ε
�>���E� �5�{¢������|�{�M�l¢����d�M�d�������,¢#���{�&%��"� �!���{¢���¢#�{�����M����4 ���{�&��¢��|�

r ∈ R+ 7→ Vε(r)�>���h��¢��{¢����|�����>�
ε
� ´ � 4 �|¢����>�C°|�M�{�>���|���"� ² ���t����²{¿>�d� ���f�

Vε(r) = V0

(r

ε

)

,

���
V0

�{�w�{�M�r�M�{� �_�|�c�{�
ε
�>�A���d�d�M¢�� �c�d�|� �,¢��{¢��4�{���M� ������¢r���=�{�!4 ����� �¹��¢��|�

u
�M�j�5�|���d�!6

���M°��{��¢�¿>�d���{�|�������$�/���_���{�
ε→ 0

�{��� �M�{�>�d°�¢��s�����|��¢�����¢����{�)Fj��� � � I �M��� �|�M�d°|� � �x��� �X���M���

EM(u) =
1

2|Ω|

∫

Ω

W (∇u(x)) dx, Fj��� �{� I
�x���>�

W (M) =
∑

k∈ � 3\{0} V0(|M · k|) � ´ �o���>�d�d���f�|���{���{� �{�f� �&¸¦�{�d�>�d��¢����o�{� ��� �M�f�M�d°|¢��
�{¢��M���>���{���{� �M���,�M�M�|�{¢����f�4�{���M�|���d¢����{�{���r� �|¢��S��� �{¢����t�����4�M� �{���{�S�'� �{� 4 ���f�{�M�,�M� �
���d���,¢����d¢#���{�[�r���{�����4�{�M�{��¢��d�#�'� �>�{�M��°�¢��s�M���|���d¢#���{�
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W
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� ¢�� ���>���|�&��¢��|�
V0

I ���>�#�{���{���f�#�,��� ����� ���{���f�!<_�{¢��=��� �M�{�>�d°�¢�� �_�|�JFj��� �{� I �
� �>���
���|�����{�������{�4��¢�����{� 4 ���d�����d¢������M�|�{�d¢��{�M���M�4�>���[���M°��f��¢�¿>�d�,�X��¢��{���'�r���'�{�|�d�d�|°����f� Fj��� � � I %
F0��� �f� I �
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�>����Fj��� � � I �

£¤�³�|� �=�{�|�{�{�M���{�{�4�{� 4 ���d�����d¢����
u
���f¢6�
� �M�j�=�_�|�[���M°��f��¢�¿>�d�#�_�|�{�S��� �M�{���M���{�����{� �{��«

���|¢��f�
Ω
�_�{�{�s¢��{�>�=�M�j�[�|�����d�A�{�s�_�|���d¢��d¢����{�f�M�5���=�{�����|¢��{�,�

Ω = ΩM (u) ∪ Ωµ(u),

���
ΩM(u)

�d�M�f�d�M���M� ���#���>� 6M���f�M���{�s�d�>°��{� ���d¢��d�[�{�
u
�>�

Ωµ(u)
���>� 6M���{�>�h�f�=�d¢��f°��{� ���d¢��d� _ �
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u
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Ec(u) =
1

2|Ω|

∫

ΩM (u)

W (∇u(x)) dx

+
1

2N

∑

iε∈ε � 3∩Ωµ(u)

∑

j 6=i

V0

( |u(jε) − u(iε)|
ε

)

.

F0��� � � I

¡ �|�d���M�S�f�5F0��� � � I %�Fj��� ��� I �>���{��¢����d�'�f���{� % �_�|�d���M� % � � ��¢���¢ ���
ε→ 0

�{�f¢#���{�M�,�M� �w� % ���
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ΩM (u)
� ¬9� �&¸¦�{�d�>�d��¢���� F0��� ��� I

�>���[�f���{���f�{�4�|�f�{�d�x¸¦¢�������¢����$���|� ���f���=�{�;Fj��� � � I �_¢��{�{�>�t�>�{�_�|�,�,�M� �S�f��� ���d�>°��{���|�d¢ ���=�{�
u
�
£~�C�{�d����¢����{���_�����f�!4 ����� ���d¢����

u
�M���w�"� ¢��{�M���f���f�#�f�C�{�����{��¿M�,���_�>�w�{�f�'�r���d��¢#�{¢���¢ ���S�>���

�{� �����{� <_�{¢��[�_�|�h�{���{�d���{��¿>���#�|���d¢ �¹��¢��|�{�{�M�"�_��� �M�j��« % «!�{¢��d���>���,���#���'��¢��{¢��,¢����M�{���
� �{�{�
�>�M�����|¢��f�-�>�{�M��°�¢��(F �,�M� ��¢����{�{�|�{� ���'� �{�f���|�f�d�d�c�|�{�{���¦�³²f�A�r���d��¢#�{���c�>���{��¢����d��%w�³²{�M���³²{�M�6�{�M�
�&�³���d�5�M��¢���¢����{�M�-�{�[��� �M�f�M�d°|¢�� � �  �� �����{���f� �|�����
� �f�$��¢��{¢��,¢����M�{�~°������_�|� I ��§w���{�5�>���{�d¢��{�M�����{�
¢��M¢ ���{�s� �4�{� 4 ���d�����d¢����$�{�s���!4 �M���M�{�>�'�>���w� � �������f�d¢�����_ �

uµ

�{�C�f�d���{��¿M�,�=���d����¢����d¢#���{�

inf {Eµ(u); u ∈ Xµ} ,
F0��� � � I

��� ��� �M�d�{�|�M�
Xµ

�>�{°������t�#���>�h�>��� ������¢�� ���>�(���{���"� �|� ¢��,�r���d� %
u
F �M���f�{¢��d¢����{�h�|�¦¸K��¢��,¢��d�M�$�

�!�$� I � �>�8���{¢��{�s�d��� �w�_�|�w�|�K�M�>� ���d�#�{���{�!�_���M�
¡ �{¢��2���'� ��� �{¢����t�|�d� �'� �{�f� �|�f�{�d�x¸¦¢�������¢���� �{�,��� �M�{�>�d°�¢�� F ��� �&¸¦�{�d�>�d��¢���� Fj��� ��� I2I ��¢��~�>���

�_�¹���{���M���{�s�³²{�>�d�³²{�>� %��|�{�{���¦�³²f�M�
uµ

�_�|��� �4�������¦��¢��|�$�{�C�f�d���{��¿M�,�S���|�d¢�����¢����{�{�>�

inf {Ec(u); u ∈ Xc} ,
F0��� ��� I

�����"� �>�d�_���M�
Xc

��¢��M� �[�>�����¦�����f�M�=�M�|���d���|¢�� ���M�(���f� ��� ��� ¢��,�r���d� %
u
��¨A�>�t�>�{�_�|� �M�X�M�>�����

�|�f�{�d���³²{� �>���{�{�f¢��L%C�{��°����|�f�{�M�'�{¢ �,�M�f�����>�$�E¬����f�d���{��¿M�,� F0��� ��� I �M�j������¿M�'�M���,�{���3¸¦�5%
���M�d�|�{�{�d�,�t�M�|�����>���{�����|¢��{�>�

ΩM

�&�
Ωµ

�{�M�r�M�{�f�M� �[�{�
u
�_¥��M�s�����|�{�,�r�f���{���
� �}�|���{�w�_�|�

�>�{�M�����'�f�d�M�>¢����M�,�M� �w�{�!<_�f¢E�f�
ΩM(u)

� µ �{�s�{� <_�{¢��d¢������_� � ���,�_�t�|�{�
u ∈ (H1(Ω))

3 �_�>���

ΩM(u) = {x ∈ Ω; ‖∇u(x)‖∞ ≤ C} ,
���

C
�M���S�{� �>�M�j�³�|¢��C���M�{¢���� ¾ ���f��� � 4 ���{�&��¢����

u
�M���h�M�|�{�d¢��{�M���M���>���,���s�d�>°��{��¢�¿M���s�d¢��d�|�

°��d�|�{¢��M� �4�>�����|���d�!6$�t�&��¢��$� ¾ �!<_�f¢��$�|¢��{�d¢"��� ��4 �|�{�>�d¢����
u 7→ ΩM(u)

�>���4�d�d¿M��¢��d���M°��f��¢�¿>�d�,�
¨A���f�d¢��f�M�d�|�{�h�>�C� �X�&�w� �4�d�f¢����s�{�B4 ���f�>��¢����{�

∀x ∈ Ω, un(x) =

(

C +
1

n

)

x.

¨A�&�d���#�d�f¢����s�>��� ���M��°���4 �����d�M�,�M� ���_�|�{�
(H1(Ω))

3 ���M���
u(x) = Cx

�_�>�w���K�
ΩM(un) = ∅���|�{�{¢�� ���f�

ΩM(u) = Ω
� ¾ ���{�,�~�JE>�����d¢

un

�>��� ���M��°��$���>�d�
u
�f�$� � ���|�{¢�¿M�d� � � �{���{�

4 ���j���$�r���d��¢#�{�����¢��A�>���,�r���d��¢#�{���;���{�����M� �>�{�d�>���{���M�
ΩM(un)

�>�
ΩM(u)

�{�>���>�{�d�>�����d�d¿M�
b � � sag��*~�p �*ey�1vws}gBn h s ��k�g�l�s1q&r1s sLl n h z*q*k�rLk�l�|<g�p�q	l5i �3p�~�n�|}g�*eyz&gBeyp�kyq� 
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�{¢ �X�>�d�>���d�$�¦¨A�>����� 4 �����d��¢����d�M°|�{� �|��¢��d�A�{�

u 7→ ΩM(u)
���|¢����d���r�M�{���M� ���{�h���=�d�M�������¦��¢��|� �
� �f�

�{�����{��¿M�,�[���M�'���f�5F0��� ��� I ��� �d���f���>�|�M���{�=°��d�|�{�{�>���{¢ �,�M�f�����>�5��²{�>���d¢����{�M���>�����{�,�M��¢#���{�>�$�
¡ ���f�w��¢��,�{��¢ <_�M�BFj��� ��� I �_�{�{�s¢��{�>�s�M���{��¢��j��� %,���{�{�{��¢��,�M��� � �{�>�t�>�{�_�|�f�M���f�

ΩM

�x���M�
u
�_¢�� ���/% <¦¸f�>� � � ��� ���"� � � �_�|�j��¢ ��¢��|�

Ω = ΩM ∪ Ωµ

 _�����{�!<_�f¢��h�|���|�d�5�"� �>�{�M��°�¢��=�_���

Ec(u,ΩM) =
1

2|Ω|

∫

ΩM

W (∇u(x)) dx

+
1

2N

∑

iε∈ε � 3∩Ωµ

∑

j 6=i

V0

( |uj − ui|
ε

)

,

F0��� �)" I

�&� �M�&�d���J4 ��¢��0«!�M¢
ΩM

�M�j� �{� �{�|���|�,¿>�d�d�,�
u
�M�j� �{� �³²_����� �{�|�{�4��� �{�����|¢��{�

ΩM

�&�4�{�
�>�{�d�>���{���s�{�[���|��¢ ���f���M�-�{¢����M��¿>���>� F ���>�A���>�>�d�M�{���

ui ∈ R3
�{�r���{�

i
�d�M��� ���{�

iε ∈ εZ3 ∩ Ωµ

I
�_���{�h���=�{�����|¢��f�

Ωµ

�
� ��� � � � ��� ��� � ��� " �� ( � ��	���	���()�  &���
� �� �%()��� ��	���� ��� ��� ��� */� 2 �  ��� */� � �  ��� */��� � ��� ��� */� ���
� ��	�� � �� � ��� � ��	����)��� ��	�� ���%()���  	���� �
	�� � ()��� �  � ������ ��	 	������  � � (�� ��	 ��(�� � �%( �
�'�
� ���!�&��� �����
� � � � ����� ��+*

¬��#�f�d���{��¿M�,�S���|�d¢�����¢����{�{�>�T�|���d���M¢���%,�"� �>�{�M��°�¢��)F0��� � " I �M�j�

inf {Ec(u,ΩM); u ∈ Xc(ΩM )} , F0��� ��� I
�&�S�"� �>�d�_�|�>�

Xc(ΩM)
�>���h�{�!<{�{¢��{�#�d�M����� 4 ��.>��� %��M� ���{�

u ∈ Xc(ΩM)
����¢��w���M°��{��¢��>���_�|�{�

ΩM

�-¬�� �{�����{��¿>��� Fj��� ��� I �>�����f���{���d¢��,�{�������{� ���K�{�d���f��¿M�,� Fj��� ��� I F �M�|����� �_������¢ ��¢����
�>���(<¦¸f�>� I �X�{�M�|�{�,��¢��{��¢��
4 �|¢��w¢�� �d�M���|�M�{¢��h�>� �_�|�d�|�,¿>�����s���s�{�����|¢��f�

ΩM

���'� ¢�� 4 ���f�w�{���{�
���t�>�M¢�<{�M�$�6!�{�x�|���M�,�M� �M�¢��c�$� �|°�¢ ���{�

ΩM(uµ)
F �M�|����� �>�d�r¿M��� ���f�$� �C�������¦��¢��|�Q�{� F0��� � � I

�|�f�{�d���³²{�����,�������¦��¢��|�K�f�'���!4 �M���M�{�>�
uµ

I � ���|¢������,�������f�d¢������{�C�{�d���{��¿>���#���d����¢����d¢#���{�=�{�
�r�M�f�w�_���8E&�����#�M�|���>�{���>�&:

§h���f�5�{�d�>�d�>���d���{�����|¢�� �d�M�_�|� �-�{�{�[�,�>�d²{���{����� ���=�{�|�d¢ ¨A��� ��¢����{�f� ± �&��²{��� F��#¨ ±�I �
�{�����r���d�>�$�_�|�{�4���M� ���{�{�M�>�$�������C�_�|�4�{�f���$���{¢��t���f�$�³²{�M���³²{�M�{���,�|���>�d¢��x�|¢��{�;F �!4 � � ���|�0�
���*"+��� � � � �r���{�c���M�c�{���M�,¢��M���A������¢��M���M�$� �&� � ��"�0�j�����+�������+��� �|�/�j����� �¦�t�|�{�-�f�M�5���{�{��¢��x���d¢����f� I �
�&�L���{¢c�$� �|�{�{�f¢��,�d�{�#� �$�{� <_�{¢��d¢�����Fj��� � " I �f���"� �>�{�M��°�¢����>�'�d�f�'���,�f�d���{��¿M�,� �|���d¢ �¹��¢��|�{�{�M�
F0��� � � I �r���{�[�M�|���>�{���>�h�f�{� �|�{�f�d�x¸¦¢�������¢���� �{�

uµ

�X¬E�����&��²{���{�����M�r���d���d�{�[�"� ����°�����¢��d²{���
¢ ���M�d����¢ 46���{¢����|� �$�_�t���f�h�{�&���>�d�,¢��{�>� %�� ��4 ��¢����{� �{�|� �|¢��{�

ΩM

�&�w�{�{��4 ���{�>�d¢����
u
  ���K�d�

�{�|�{�{�#�{�C�f��� ��¢��{�
ΩM

�_�{�{¢��
��� %

ΩM

<f¸¦���_���K�d�>�d���f�w���=�{�d���f��¿M�,�)F0��� � � I �

�+�����M�86M���f�M�
ΩM

�>�
Ωµ

�d�|���h�d�>��¢��d�>�(%S�����{���M��4 ���{�&��¢��|�C�{�>� 6>���{�>�S�{�s�d�>°��{���|�d¢ ���=�{�
��� �d�����f��¢������������f���>��� �d�f¢����|� ���{�K�M�M�j�³�|¢����M�d¢ ��¿>�d���f�>�w���K�d�>��¢��M� � %��"� �&�³�|�r� ���

¬����{���M�,¢��M� �M�d¢ ��¿>�d� �{�����r���d���r���{����� �d�>��¢��d� %K�����f���{��� � �_�|���d¢��d¢����À�>��� �_���d���d�f�$���
°��d�|�{¢��M� ���{�#�{�!4 ����� �¹��¢��|�
�¦�f���{���{���M�M¢��d�>���>���w�d�,�_������¢��[�����,�>�d�d¢#���{�,�_�d��¢ �

ε(u) =
1

2
(∇u+ ∇uT ).

F0��� ��� I

� �
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#&,+� �8��%&�2�����"9

¬�� �{� 4 ���d�����d¢����
u
�M���[�M���{��¢��{�>�d�>�4�M���,�,�'¢��d�d�>°��{��¢�¿M���s�������D���{�

ε(u)
�{�>�_�|�d��� �{� �>�M�����|¢��

���M�{¢���� ���f¢5�M�j� �{� �_�|�d�|�,¿>����� �{�$���C�,�>�d²{�¦�f�;���{����� �f�d¢���¢������d�M�{�s�{�|¢��4�³²f��¢���¢��$� ¡ �d�>�M¢������{�
���{�'�d�M�f���#�{�{�s���M���d¢���� �{¢��d�>�d�>�d¢����M�5F �_�|���>���M�,�M� �d�8<_�f¢�� I �{�#� ���,�>��²f�¦�{�#���>�d�'�{�����r���d�>���
�>�5���{¢l�M��¢��,¢��{�4���M�����{�M�j��¢����{���'� �3¸f¢����d�M�{�>� �>�'�{�,�d�>°��{� ���d¢��d� �{�

ε(u)
� ¾ ���{�'�f�{�,�|�M���d¢��|�

�{���{�s�d�>�M�M� �d� �{��� � �s¨ ± ���{� �|�f�d�d���M��¢��d¿M�d�����>�d���{�d���r������� �_�|�������{�s���>�s���|��¢ ���d¢����f�S�{�
ε(u)

�
� �{���>���>���>���@<_�{¢ %#�{���|�¦���d�# ��d¢ �M�&�d���w���|�d¢�����¢���� �{�M�{�|�d���[�{���>�M�����|¢��,�d�>�{¢��"���|���|�d�
u�>���=�>���{�d¢��{�M���4�M�|���,�'¢��d���M°��{��¢��>�w���{�S���M�h�{�M�¦¸ �M���M�,�M� ��� <_�{¢��!�C���{¢E�d�|���[�{���{���d���|�f�24 �M���M�

�{�K�{�����|¢��{�
ΩM

���M���h���=�{�����|¢��f�
Ωµ

�
µ � �3¸¦�M�,�{���,�!�¦�f¢#���{���
� �f�d¢���¢������d¢���� �{��� �K���&��²{���{� �s¨ ± �>���4���M�{���M���M� �����d�f��� � <f«

°��f�d�4��� � �� �¢�� �!� �|°|¢��5�f���{�d���{��¿>���w�{�[���'�_�|�f��¢��{�f�M� �³���d¢����'� ���{¢t�M���f�d¢��j���B%'�M�04 ���f�M�M�A�_�|�{�
�{� �������>�d¢��|� �{�����{�����|�M��� _ � �r�x�|�{�>���{� �{���{�[�{�{� F ��� ¢��f�{�M� ���>�{�$�t�{��� �=�����{¢��|��¿&�������M�j�=�{�
�*",�{� I �t�&�B% �&���{�f¢��M�h� �,�M���{�2�t���{���{�_�����[� �-4 �|�d�M�'�&¸¦�M���M�>� �d�{�[�"� ¢��{�{�>���d�M�{�h�M� 4 ���f�>��¢����
�{������� �M�04 ���f�M�M�,�M� �s�_���{�=���4�����d�M�d¢��|�
�t¬��M�#�|�d�r�M�&���s�f���_�|�,¢#���{�>�=�{� �d�|���s�{�|�=�{�d¢��[�M�
�>�����¦����� ���,��¢��4�{������¢����$�M�j�(4 �|¢ ���s�_�|�f�h���'���M°�¢����B���_�|��¢��j�³���d¢#���{���r¬��-4 �|�d�M�#���¹¸¦¢����|���[�>���
�������>¢�� �������|�d�D���
� �{�,�{�!4 ���f�(F �{���{�~�{�d�>�M¢��d�M�,�M� �$� �{�{�w�{¢��������x���d¢���� I �|�{�{�|�������l�_�|�{�l�����d�M���x�|�
���d���,¢#���{����¢��{¢��d¢ �|���M�,�M� �s�_�|� 4 �|¢��$� ´ � �!� �¹�d���>�{�	%C�>�;���{���{�>�4�d¢��{°��{���|�d¢ ���>�'���{�_�|�d�|¢����d�M� �
�����{�5�"� ¢��{�{�M� �d�M�{�w ��|���{�>�_�|���$�¦�|� �d�h�{���{�f�S�{���f�S�{�{� 6M���f�

Ωµ

���M����� ���{�S���M�{���M���M� ���>�=�d�{�
���B<{°��{�d�s��� � �+�|�>�c���,� �(4 �|¢ �~�>�|�����{�>�l�M�J4 �|�{�>�d¢���� �{�>�-�>�d¢ ��¿M���M�l�{�>�M�d¢ ���l�M¢ «!�{�>�d���{�$��¬��=�d¢����¦«
������¢������M���,�t�|�����#�{���f�'�{�>�¦¸��t�|�{�M���M��  ���-�r���{�>���s�&¸����>�d¢��M�{����¢��f�M�d�>���>� �����"� �>�04 ���{�>�M�,�M� �
�{����� ¢��{�f�M� ���>�{�$���>�'� � �r���{�>���,¢�� ���>�d¢��>�{�d���M�|���>�{����� ���d�|���f�d¢���� �{� �f�d���{��¿M�,� �|���d¢ �¹��¢��|�{�{�M�
�x���>���{��¢��{�{�M� �d�M�{� % �{�{�s�t�|�d¢��d¢����;<¦¸f�,�_�M�K��� �,�_����� �4�{�>��� �,�_�|� �h���=���|¢���� �|°|���
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� � ��¢¤�����x���|¢��������d�{�s�M�,�d� ���>���}�|�M�,¶=�x��¢��M�#½A���|�{���>��¨A���|�{�{�,¬�� ½-�d¢��!��§h�|�d�d� ���d�x�|��¢��~�
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�>���{�d¢����d� %��M�M��¢����-���M���{�d���{��¿>���>�E�>��� ��¢����f� F �,� �>���j« %¹«·�{¢����c�f�����{¢��d�>�d�>�d¢����M�E�M���>�d�_���M� I Fj��� ��� I «
F0��� �|� I �>�(F0��� �)" I « Fj��� ��� I �,%=�>�d���x�|�M�c�{���M���,�{���M�{�{��������4 ���f�{�M�,�M� �l�
� �{�{�����>�����5�|�{�f�d���³²{���>�
%s�M�)4 �|¢����5��� �|�_�������d�����{�,�M��¢#���{����£~�,�_�|�j��¢��>�{��¢��M�!�,���{�>�r�>�d¢ ��¿M�����{��¢��¤°����f�|�M�d�f�M�c� �[�d�>��¢��d� %
�����f�5�{�=� �'�_�|���d¢��d¢���� �=¬��M���|�f�{�d���³²{�M���>���{�{���M�>� Fj��� ��� I « Fj��� ��� I �>��Fj��� � " I « Fj��� ��� I ����� ��«!�>�����M�
�>���{�d¢������|� ���M��_ � �}�|�M�[�"� ���{�{�d���³²{�h�����|��¢�����¢����{� Fj��� � � I « Fj��� � � I � �|���d�>�{�5�����M�����M� 4 ���{���{¢����d�M� �
�{�f���|�f�{�d�x¸¦¢�������¢������>��� ���M��°��M� �d���{�s� �4�������¦��¢��|���������,¢��j��¢����f���

¡ ���f��>��4 �|¢��d���}�f���{�E�{���{��d���,���>���{� �|�>�M��_�|�{�E�{���M�|�{���-����¿M�E�d¢����{��¢�<_�,�x�M�'�����x���|¢���� �����
�>� �{�{�C�{¢��,�M�f�d¢��|�
�¤�d�f���{�>�������d�M�d¢��|�¦¸ �{�M�>�d¢��d���{�|���{� �r�|���>� ��¢��>���{�K�_�|¢����

V0

%o�{���{�
�{���¦�³²f�M��|��¢���¢��{�!�}�>�E�d�|�{��¢�� %w�f�M� 4 ���d�>�M���{�l�������{���

f
� ¾ �|�{�E�M�c�x���$�}��� �M�f�M�d°|¢��l���d����¢����d¢#���{�

F0��� ��� I �$� �M�>�d¢��

Eµ(u) =
1

N

N−1
∑

i=0

V0

(

ui+1 − ui

ε

)

− 1

N

N
∑

i=0

ui f(i ε),

���
u
�>���=�"� �>�{�d�>���{�����{�#�|���d¢ �,�{���>�h�{¢��d�>�d¿>�d�M�

(ui)N
i=0

�>�S��� ���'�{�����f�d���'� ���d���,�M�
N

�>�S���
�_�����|�,¿>�d�d� �{�����|¢������'�������,¢#���{�
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L = |Ω| �M�j�'���������f°��{�M�f�
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Ec(u,ΩM) =
1

N

∑

i∈ � ∩Ωµ/ε

V0

(

ui+1 − ui

ε

)

− uif(iε)

+
1

|Ω|

∫

ΩM

V0(u
′(x)) − u(x)f(x) dx.
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VLJ(r)
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V ′
LJ(1) = 0

�>� ���{�
V ′′

LJ(1) > 0
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(i, i + 1)
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µ − ui
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u
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�{�f��4 ���|�&���{����� ���f¢¤�M�j�=�{� ���M�M�'�d�{�>�M�>�d�d¢ ���>���>���'�_�|�f�[� �-6M���{�
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Ec(F ∈ ΩM )
�&�
Ec(F ∈ Ωµ)

�|�&�l��� �M�|�{���������
���{�

Ec(F ∈ Ωµ) > Ec(F ∈ ΩM ).
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� �{�{� 4 �����>���f�d�5�>���l�{���{�¤°��d�|�{���������D���{�5�>�M�����&«·�M¢¦�d�5�������f�|���_�|�{�
����6M���{�

Ωµ

�{¬������D���
� �����M���f�d¢��f�M�d�=���[�{�����{��¿>���w���|�d¢�����¢����{�{�>�&F0��� � � I ��� � 4 �d�|�>�d�{�d�=���=�{� ���M�
�{�����>�����)4 �,.M��� %K�>�J���{���d��� �M���¦�'�>�{�M��°��>�d¢#���{���d��¢ �s�����{���f��4 ��¢#�{���$ E�>����� �d�,�{� �|�>���{���{�
�_���{�

ΩM

�_�M�����{¢��{�s�M��� ��¢��>� �S�_���$�
§h���f�-�{�����r���d���f�c�{�|�{� � ¡ ��r�{�{� 4 ��.>�����f�h���M�,�M�{¢��M� %s�M�w�{�d���f��¿M�,����£~���d�M� �d¢��M�����>���>���$�

¢��¦�!� �|°|¢���{�5�{� <_�{¢��6�|�f�d�d�M�,�M� �6��� �M�{�>�d°�¢��-�_���{�¤���-�����{¿>���c�M���{�f�����¹�r���{�6¢�� ���M���d�>�¤��� ¢��{�>° �|��¢����
F0��� ��� I �{¥h�C��¢��>�$�{�=�����x���|¢������>�5�x���>�;F0��� �) I �f���$�����x���|¢������S�x���M�#��� �M�f�M�d°|¢��

E � � � (u,ΩM) =
1

N

∑

i∈ � ∩Ωµ/ε

VLJ

(

ui+1 − ui

ε

)

− uif(iε)

+
1

|Ω|

∫

ΩM

V ε
LJ(u

′(x)) − u(x)f(x) dx,

F0���$"�� I

�x���>�
V ε

LJ(r) = VLJ(r) + εp τ(r − r0),���
p
�|�M��¢�<_�

0 < p < 1
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p = 1/2
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τ
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t ∈ R 7→ t+ = max(0, t)
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VLJ(r)
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r ≤ rc = (13/7)1/6 �&���M�|�{�x�x���=�>�{�d�f¢���� I �f¬E�'�JE>���h�M���,�_�|�d�|¢������ �{�>�5�M�f�M�d°|¢��M�A�{�M�

�>���0<_°��f�����d¢����{� 4 �d�|�>�d�{�d�>�M���{���{�f�#�>�>������4 ��¢��0«!�M¢
E � � � (F ∈ Ωµ) < E � � � (F ∈ ΩM).
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dµNV T = exp (−βH(q, p)) dq dp,
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kBT
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H(q, p) =

N
∑

i=0

p2
i

2m
+

N−1
∑

i=0

Vε(qi+1 − qi).
F0���$"|� I

´ �����d�}���|¢������#���|¢����d�M�_�����B% ���M�,�r�M���¹���{���4�M���f���³�����d�
T
�T�>�=�|��¢�� �����¦�{�f¢��[���J4 ���{�&��¢���� �{�

�_������¢ ��¢����$�{�K�������d¿M�,�

Z =

∫

ΩNV T

dµNV T =

∫

Vocc×
�

3N

e−βH(q,p) dq dp,
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p
�{�=�M�>�����[�M�

q
� ´ �

�r���d�

Zp =

∫

�
3N

exp

(

−β
N
∑

i=0

p2
i

2m

)

dp,
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Zq =

∫

Vocc

exp (−βV (q)) dq,
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V (q) =

∑N−1
i=0 Vε(qi+1 − qi)

� ¾ ���{�
Z = ZpZq

�>�
Zp
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F = −kBT lnZ = −kBT lnZp + Fq,
F0���$" � I

�x���>�
Fq = −kBT lnZq,
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S = −∂F
∂T

.
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N − 1

�������,�M�
{1, . . . , j, j + 2, . . . , N} �{�&�w�����{�!<_�f¢��

V(1)(qj, qj+2, T )
�>�
F(1)(T, j + 1)

�_���

e−β(V(1)(qj ,qj+2,T )+F(1)(T,j+1)) =

∫

e−β(Vε(qj ,qj+1)+Vε(qj+1,qj+2)) dqj+1.
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F(1)(T, j + 1)
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V (q) =

j−1
∑

i=0

Vε(qi+1 − qi) + V(1)(qj, qj+2, T ) +

N−1
∑

i=j+2

Vε(qi+1 − qi),
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�>� �M���_�|�>���

£~� �f���_�|�,¢#���{���,�����>�M�{���|¢��������� �>���|���f�d¢���� �{�v�������d¿M�,� �M�j� °|���f���>�d�{�>� �_���,�����À©h�¹«
�,¢�� �����{¢��M�
� ���{¢E�$� �M�>�d¢ �M�X�>� �d�f�{�t�|���|� �=�>�{�M�����4�{�{� 4 ��¢��8���{�4��� �M�f�M�d°|¢��#�t�|�d�M� ��¢��M�����#�{� 4 �|¢ �
¢����d�M�j���M�f¢�� ���{�'�f�M��¢�� ���>���|�&��¢����{���{�s�_�|¢��d�,�

Hµ(q, p) =
1

2

N−1
∑

i=0

∑

j 6=i

Vε(qj − qi) +

N
∑

i=0

p2
i

2m
.

F0��� �|� I

£~�����>�x�|�f¢#���{�[�{�>����¢���¢��M�¦¸��>��� ��¢����f�$�{�{���³�|� �
u(x, t)

���S�³²_�|�,�$�{�=�{�>�{� ���M�M�,�M� ���&�
ε(u)����°������{¢��>�����{���{� 4 ���d�����d¢���� F �{���f�{���_�|� Fj��� � � I2I �E����©h�|�,¢����d���{¢��M� �{� �����j��¿M�,���$� �M�>�d¢��$�

�_���{�h���=�x�|���{�s�"� �>� �|�j��¢��>¢��d�S��¢��{�x��¢��d�,�

HM(u, v) =
1

2

∫

(

ε(u) : Λ : ε(u) + ρ v2
)

dx,
F0��� �f� I

���
Λ

�>���#�����d�M�{���M�{�s�
� �M���|���d¢��>¢���� F ���>�{�d�>�{�s�M���f���³�����#�
� �����{�d� � I �
ρ
� � ���|���d� �������{�,¢#���{�

�&�
v
� ����¢��d�M�d���'�f�#�f�M�{���|�M�>���>���$�{¥S�f�d¿M�w�{¢��d�M���>�d¢����¹��¢��|�$�M�K�M�d�{�|�M�#�{�

HM

�{���K���f�d¢��M� �

Hh
M(uh, ph) =

1

2
uT

h (t) ·K · uh(t) +
1

2
pT

h (t) ·M−1 · ph(t),
F0��� � � I

� �
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uh(t)
�M�j�A�������M�&���>�{�A�{�>�M��¢����|� �c�����³²_�|�,�

u(x, t)
�|�{�d¿>�-�f¢��d�>�d�&��¢��d����¢������d�_���M¢ �������

K
�M�j�

������������¢��M�#�{�'�d¢�°|¢��{¢ �����_�&�
M

�>���=���,��������¢��>�'�{��� �|���d�,� ´ ��4 �|¢ �S�"� ���{�{�d�x¸¦¢������d¢����$�{��� �
�>���{�{�>�{�����d¢������{�S� �|���d�,�{�d¢
�f¢��M� ���{�=������������¢��M�

M
�M���5�{¢ �|°|���_�|�����¦¬��h���M�&���>�{�

ph(t)
�M���

���¦���M��� �|�{�d¿>���{¢����M�d�&��¢������d¢����$���_����¢��|���S�{�s��� ¢��,�{�{����¢����
ρ v(x, t)
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¬��M�¤�{�>�¦¸ �,���{¿M���M� F �����|��¢�����¢����{�-�&�l�M��� �d¢����{�{� I ��� �~�f���{�5���S�JE>���-���d�d�{�&���{�������M�|�¤¢����

����� �~�����{�6���M�6�{�M�¦¸L4 ���{�{�>�¤�d�f�~�{�{�5�f���_����¢����f��©S�|�,¢�� �����f¢��M�f�{��� %[�_������¢�����M���t�>�>��¢ ���>���>���
�{� Fj��� ��� I �>�6�{�BF0��� � � I �¹§w���{�6���>�|�M�{���f�¤�M¢ «!�{�>�d�d�|�{�6���{�6�"� ² ���t����²{¿>�d�5�{�-��� �M���|���d¢��M¢ ���~��¢��{�M�|¢����
�r���{�����=�,���{¿M���[�{�s�M��� �d¢����{�{�I�&�w�d�{��� �4�>���{��¢������|�{�>�'�{�>���{�M�¦¸C©h�|�,¢����d���{¢��M�{�!�

¬��5�M���f�{� �|°|�A�{�>�~�{�M�¦¸4�����{¿>���M�6�M��� 4 �|¢���¦¢��S�{� �{�f¢#���{��©S����¢������|�{¢��>�
� ´ � �_�|�j��¢��d¢����f�{�
�����������d¿M�,�$�M� �{�>�¦¸ 6>���{�M�!�¤�{�{� 6>���{�

Ωµ

�_�|�{� �������{�M�����,��� ��� �f��¢���¢��d�M�#� �C�f���_�|�,¢#���{�
�,�����>�M�{���|¢���� �>�'�{�{�J6M���{�

ΩM

�_�|�f��� �,���f�M����� ��� ���K�f��¢���¢����M�s� ���,�M�x���{¢#���{�,�{�M�'��¢���¢��M�¦¸
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Ω = ΩM ∪ Ωµ

�r¥S���f¢����M�|���{�4�"� ¢�� ���M� 4 �|�M�,�t�|� �{�!<{�{¢��S�{�{� 6M�|�{�4�{¢ ��� %0©S�|�f�¦«
�¦²{��N|� '�F

ΩHS
I �X�#% �������C�|���>���{�{���M�[���M�h�{�M�¦¸ �����{¿>���M�!��¨A�&�d���L6M���{� �>����%��³²f�>���|�¤�>���d�d�

���M� 6M���f�M�
Ωµ

�>�
ΩM

F �!4 �f� ��<_°��{��������� " I �
��"�02�8�F���;0<�%$."%$�021
q(t) ��$.����'����%$�021 p(t)

uh(t) ��$.����'�����$�021 ph(t)

E�0 ��'�)9)����! #$.�.�, � �F� )������, 2�:���8��1B"
� 021�� ΩM

�%'�> Ωµ
��" ΩM

�
� 021�� ΩHS

� ! � ���%�2 #�

��� 1��

��� 1��

� 1��

��� 1��

� 021�� Ωµ

� 1B"���>#"  2�:�/��1("%>�� Ωµ
��" ΩM

���	��
 ������"
�=������������� )�� )��:�:02���;0<�%$."%$�021 Ω = Ωµ ∪ΩM

�(��" ��� �����! /)�4 '�1�� - 021���$.1B"���>%�8�:)�$, #$.>��
ΩHS

C P � �  2���:021���$�)���>�� �:�%" �:���.'�$ )��/�, !�%$.� '��, #"%$�021 � � )�4 '�1 ���.� )�� Si3N4
� )�� )�$.�8��1��%$�021 ���

1�� × � 1�� � ��"�>�����>��:����1B"�� ��1 �<>%$������%'�>/���8)��:���%$.1-)�� �B #'�� ����� ��'�>�'�1 ��>%$��%"  #� )��8��$.�.$���$.'�� Si
� �<4 �:�%" ��� �%'����;02>%" �%$."%'��/� 02'�� ��� ���.� � C P � �  #>  #�87�"%>�� )�� �! #$.�.���  #"�02��$�&B'�� )�� Si �:�%" ���.'�� � ��"%$."
&B'����:���.'�$ )�� Si3N4

)�� �<C������ � ! � 4 $.1("���>#"	 2�:� ��1("%>������:� )���'��+>��:���  #'�� ��021=� 4  #"%"���1�) ! )�� " 02>%"��:�
)�$��%"�02>��%$�021�� �B�<4 �:�%" � 02'�>�&('�02$��:��"%"�� $.1("���>#"	 2�:���:�%"�$.���8��> � �:� )� #1�� �, - 021�� Ωµ

C7P  ���<'�>�� )�� )�>�02$."��
)���"  #$.�.��� ���:� )����<>��:��)�� �.$HG ��>%"��<C
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�{�>���d¢��f°��{� ���d¢��d�M�!�6¬��M�,�|�¦���M�f�d�4���>�d¢ <_�M� �-���{��� � �������f�d¢���� ���d�|�f���>� F �t�|�{� �{�{�$�_������¢ ��¢����
�{�|�{�{�M� I �{�$�{�M�r�M�f�v�_��� �{�$�M�&�d���$�{�|���d¢���¢����
�E�M� 4 �|¢����|� � �{� �{�|�f���M�|�v�M�|���>�{�5�x�|�M���{�{�
�_������¢ ��¢����$�{¢ �t�M���M� ���,�

¨A���,���>���A�³²{��¢��d¢��c���>��6>���{�M�
ΩM

�
Ωµ

�>�
ΩHS

� ¾ �|�f�5� �#���&��²{���{�h�d�M�����8���f�[�{�d�|�t�����M�
�_���S�d�>�[�|�¦���M�f�d�$�r�M�>�M¢E�M�j�(4 �|¢ �h�f� 4 ��.>��� �>���{¢��d¢����f���r¨A�M�r�M�f�_�|� �M�r�����{�w���>�h�³²f��¢ ¸K�{�'�d��� �
�_���w�r�����d¢#�f���M�!�{§w���{���x�����f�w�>�����t�>� 4 �|¢��A��� ² �¦�r�|�d²{¿M���#�f�=��� �M� ������¢��M¢ ���w��¢��f�x�|¢��d�S�>���M�M��¢����|� �
���[©S����¢������|�{¢��>��Fj��� �f� I �{���,�¦�f¿M�����{�h�M��� �d¢����{�{����¬E�'���&��²{���{�w�
� �'�{���{�h�{���d�>�{� ���{�h�d¢
��� �{�!4 �|�d������¢���� �_�|�f�[� �56>���{�

ΩM

�M�j�=���t�M�&��¢ ���M�,�M� �#�{���¦�³²{���{� ��� ¢��{�>� ��¢��d���t§h���f�s�}�|���{�
�|�f�d�d¢ �����{��¢�°��{�5�>¢ «·�{�M���d�{�c��� ¢��,�t�|���³���{�M�-�{��� �=�M���f�d¢��j�³�|�f�M���{�M�l�,�¦�f¿M���>�~�M���f�d¢��f�M�d�>�$�¦¨A�>�����
�>���{�d¢������|�{�M�K�M�j���|�d���{�d�>� �_�|� ���$�����{�$�{���M�|���>�{���{� ���M�f�d�M�f���
� �M���|���d¢��>¢����

Λ
  %��_������¢��

�{� �r�|���>���d¢��>�
V

�{� �,���{¿M���������|��¢�����¢����{���-¢��S�>���K�r���d��¢#�{�����{� �x�|���M�{���M�����M�$�M�|�{�����|� ���M�
�>� �|�j��¢#���{�>�4�{� �������>�d¢��|� F �!4 �� �C���M�&��¢��|�À��� ������� � I ��>�;���{¢A�r�M�����&�4�
� ���f�d�M�{¢��'�f�{� ���|���>�{�
�r���{�����[�d�M�{���M�{�

Λ
�

¾ �|�{�c� ��6M�|�{�
ΩM

�����w�³²{�|���
u
�M�j�A�f¢��d�>�d�&��¢����h�{�|�l�M���>���>� ��� <_�{¢��!��¬��w���|¢���� �|°��-�M�j�-�d�M�

���{�,�_�_�|�{�����L6M���f�
ΩM ∩ΩHS

F �|���|��¢���¢��_�|°|�S�{�=���L6M���f�
Ωµ
I �f���>�5���s�{�{���{�$���|¢���� ��°����>�

���M�-�������,�M�l�����{�j« �d�|�M�>� ���A�>���d���M���t���f�{�M� �M�¦¥S�)4 �{�c�>��%#�,�M���{�d�8���
� �|���$� �M����¢�°��f�w�f�h����6>���{�
ΩHS

�r� ���³�|¢������=�f�M�[�>���M�,�M� �d� <_�{¢��S°��d�|�{�{¢ �M�|���{�2���'� %$�������>¢��{�{�����>� �{���¹��¢#���{�'� %  �f�{¢��d�M�
���d���,¢#���{�M�!�

¬��M���{�>°��d�>�w�f�=��¢#�r�M�j���h�{���{�d���f��¿M�,�[����� �����M�����{¢����|� �d� F �!4 �f� � <_°|�{�d� ��� ��"+�0% �{�d��¢ ��� I  
�
�{�|�{��� ��6>���{�

Ωµ

�f�&���M���{�M²f���d���{�=���4�_�|�j��¢��
ΩHS

�f���$�¦��¢���¢����S� �'�f���_�|�,¢#���{�=�,�����3«
�>�{� ��¢��d� � ���>���{�M°����M���{�=��¢#�r�M���d�[�d�|���w���M���r���d¢ ��¢��|�{� qi(t) �&�w���M��¢����f�{����¢����{�

pi(t)
�{�M�

�¹�����,�M���{���M���M� ���h�_�|�{���M�&�d�d� 6>���{���
�
�{�|�{�s� �;6>���{�

ΩM

�T�&�s�M�o�{�M²{�|�d�s�{� � ���{�|���d¢��
ΩHS

�T�|�o�¦��¢���¢������ ���,�M�M�|�{¢����f� �{�M�
�,¢���¢��>�¦¸C�M��� ��¢����{� � ���>�#�f�M°����M�s�{����¢��t�>����� ����� �#���M�=�f�M�{���|�M�>���>���d�

uh
i (t)

�>�s���M�s¢�� «
�f�{����¢����{�

ph
i (t)

�|�¦¸$���s�{�{���{�K� �|¢������|°����
�
�{�|�{�S���-6>���{�

ΩHS

� ���s�{�{�S�f�����|¢���� �|°��h�>�[�������,�M���>���d���M�d�r���{�f�M� �M�t��� �{�����
χi(t)���C�f�M�{���|�M�>���>��� F ���{¢h�M�����d�M���t�|�{� %Q���o�{¢ �X�>�d�>�{�M� �>� ���d�C�t�|�d¢��d¢���� �{� �"� �¹�����,���>�

�r����¢���¢����$¢��f¢���¢��|��� I ���>�
wi(t)

�"� ¢����{�f���d¢����
� ´ ����� �f�d¢���¢��d�>�5�{�K�����{¿M���[² � �{�d¢��{���
´ �K�{�!<_�f¢������s©h�|�,¢����d���{¢��M���r���{�����=�������d¿M�,�#�d�|�³�|�X�_�|�

H(q, p, uh, ph, χ, w) =
1

2

∑

i,j∈Ωµ\ΩHS

Vε(qj − qi) +
∑

i∈Ωµ\ΩHS

p2
i (t)

2m

+
1

2
uT

h (t) ·K · uh(t) +
1

2
pT

h (t) ·M−1 · ph(t)

+ V HS(χ(t)) +
∑

i∈ΩHS

w2
i (t)

2m
,

������� �&¸¦�{���M�d��¢����,�{�
V HS(χ(t))

�>���-�{���{�{�>�h�>¢ «·�{�M���d���{�!� ¡ ���{�c���>�l�{�M°����M�c�{�w��¢#�r�M�j��� ���{¢ �{�
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ΩHS
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ΩHS
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∑

j 6=i
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(
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ε
�d�M�{�����>�d�h� �{�s� � �d�����f��¢����

uε
�{�s��� �$���_�¹��¢��|�

− �{¢�� (
a
(

x,
x

ε

)

∇uε

)

= f
�_�|�f�

Ω,

uε = 0
�d�f�

∂Ω,

F0��� �|� I

���
a(x, y)

�M�j���{�{�[�����d�d¢��>�S�r�M��¢����{¢#���{�h�M��� �'���|��¢ ���f���
y
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F �!4 � � �x� � � I ��¥ � ����¢��,¢��d�

ε → 0
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uε
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ε→ 0
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ε
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�¦�|¢��
ε(u) =

1

2

(

∇uT + ∇u
)

���w�d�M�{���M�{�-�{�M�-�{�!4 ����� �¹��¢��|�{�8F ���
� ��� �f�S�M�|�04 ���{�{�d�#�{�|�A�x�|�M�[���s�r�>�d¢��d�h�>�³²{�M�����
ε
�{�M�j��¢��{�M�

%����>�{�{���4���M���#� I �X§h�|���|� �
f
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Ω ⊂ Rd
���'���|���{�,�4���M�M�f�t� �_���[���4�����d�M�d¢��|� �&�

u : Ω → Rd
���4�{�>�{� ���M�M�,�M� �$�T��� �M�{�>�d°�¢��

�!� �>�M�d¢ �
Iε(u) =

∫

Ω

W
(x

ε
, ε(u(x))

)

− f(x) u(x) dx,
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Iε(u); u ∈
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W 1,p
0 (Ω)
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inf
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I(u); u ∈
(

W 1,p
0 (Ω)

)d
}
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I(u) =

∫

Ω

W (ε(u(x))) − f(x) u(x) dx.
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W

�>���'�����t�����M� �d¢��M�~� �X�>�>�d¢�4 ���{� <_�{¢l�t�|�{�=�����f�d�������d�d¢��>� �����,�&«
�d�d¢#���{�

λ
�f�s���|¢������

3 × 3
�_�|�

W (λ) = inf

{
∫

Y

W (y, λ+ ε(w(y))) dy; w ∈
(

W 1,p
# (Y )

)d
}

,
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W 1,p

# (Y )
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W 1,p(Y )
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Y
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� ���_�|�{�
ε
�d�M�{�K���M���S�+�

uε ⇀ u
4 �|¢#�{���M�,�M� ���_���{� (

W 1,p
0 (Ω)

)d
,

Iε(uε) → I(u).
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uε
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W (λ)
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W inf (λ)
�&�
W sup(λ)

���M�����>� ���f�

∀λ, W inf(λ) ≤ W (λ) ≤ W sup(λ).
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σ(x)
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ε(x)
�{�!� �>�M�d¢ �

σ(x) = ∂2W
(x

ε
, ε(x)

)

,
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∂2W

�M�j��� ���{�>�d¢ ���M�=�f�
W

�{�|�5�����{�t�|��� %4�d�4�{�M��¸f¢�¿M�,�[���|�d¢����{���,��£l���{���³�|� �
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W (y, λ)
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λ
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ε(x) = ∂2U
(x

ε
, σ(x)

)

.
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ε̇(x, t) =
∂Uvp

ε

∂σ
(x, σ(x, t)) +

∂U e
ε

∂σ̇
(x, σ̇(x, t)),
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Uvp
ε (x, σ)

�M�j�w���s�t�����M� �d¢��M�T��¢��d�M�|�{� �|�j��¢����f�=�>�
U e

ε (x, σ̇)
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Uvp

ε
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U e

ε
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ε
�
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Uvp��� (σ)
�&�
U e��� (σ̇)
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ε̇(x, t) =
∂Uvp���
∂σ

(σ(x, t)) +
∂U e���
∂σ̇

(σ̇(x, t)).
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���M���{���s�{���{����¢��,�{���,�

¥ �{���f�~�����{°=�d�M�d�,���|�{�{�w�|�f�d�d���{¢��������>���{�M�>�d�{���"� �3¸¦�d�M�{��¢����,�{���{�����d���d���x���|¢��f�|���x�|�l�{�
�"� �>�{�d�>���{���4�d²{�M�������f���_�|�,¢#���{�4§8? *B��§w���{�s�x���|�{�s�&¸¦�{��¢����{� ���{����� �|�{�{���¦�³²{��%!�������d¿M�,�M�
�&���M�f�{�{�(',�r����� �{�M�#�{�d���{��¿>���>�)F � 4 �T� �����M�>�d¢���� ��� ���#"+��� I �X�>���j«!¢��6�t�����d¢��{���4�f�,�M�|���>�{���>�[�{���¦«
��¢��M�f�d���,� �|�M�{�f�M���d�f�5�{�M�5�d��� ���>�>�d��¢����M� %��>�{�M��°�¢��S�M���{�j�³�|� �d�-F �M�(���'� �����d�|¢����{¢��>�;4 �|¢���� I �>�
�{�w���>�-�>�����{¢��{�M�~�>�{�d�f¢����w�r���{�l���f�d�M�{¢��c�f�{�h�,�}���>�{�{�w�_�|�{�c��� �M�{���M���f���w§8?(* �=¬9� ¢��{�>�w�>���
�{�|�{�h�f�84 �>�{¢������>�d�M�~�"� �>�d�_�|�>���{�M�-�{²_�|���M�-�|�M�>�M�d��¢#�{���h�{�|�{�c��� �M�{���M���{���w§8? * �M�J4 �|�{�>�d¢������{�
�"� �>�{�M��°�¢��=�{�K�����j��¿M�,���

�¦�{�4�����x�����M�f�-�{�����{���M�,�M� ���{¢����{�$� �K�f���_�|�,¢#���{�,�&�t�M�|�{�>���{� �{�$�,�>�d²{�¦�f�M�4��� � �&���
�{�&���>�����{�r�M�>�$�t�d��¢ �S�r���{�w�d�>�{�{¢����'���'�>���f�h�x�|���M�{���{�>� 4 �����M�>�$�r�d��¢ �h�r���{�����d�x�|��¢������M���x���>���{�
�_�����{�[���>���{�A�{���{�A°����|�f�
�{¬��4�,�>��²f�¦�{�[º ± ± �/���{¢t�d�>�t���f��%4�����{���M�,¢�¿M���(���{�>����¢����
�{�>���
���|¢�� �d�M�_�|� �9�f¢��M� �>���,�{�d¢��d�5���{�~���5�f� �|� �{���"� ���_�|�������A���{�,�M�d¢����{�����&�l�M�����A�>���c�M�|�{���|�,�,�M� �
�f�d¢���¢��d�>���M� �f���_�|�,¢#���{� ���|���M�>�{� ��¢��d�,�5§w���{�C�}�|���{�C�M�M�r�M�f�_�|� � �,�M� �d¢����{�f�o��� 4 �|¢�� ���{�
�"� �>�{�M��°�¢�� �r�|���>� ��¢��>�������{�o�������d¿M�,� ���M���������
� �|�{�f�d�x¸¦¢��,�M���_�|�=�������&��²{���{��º ± ± �>���#�{�{�
4 ���f�>��¢���� �{¢��d�M�|���d¢����{� �f� � �Q�r����¢���¢����À�{�>�$�_�|�j��¢��>�{���>�$� ´ �$�-�d���f�d� ��� �|�_�|� ���d� ���{�,�M��¢#���{�
� �



� ������� � 	���#'�(,�45#&��������#&,

�r���{�����=�M�|���>�{�T�{�>�����}���>�{�{�>�h�>�K�d�M�,�{�������{° ���M�r���d�s���{��� �4��²{�>���d¢�� ¼ ¥ ± �/���{¢����{�{�r���d�
�{�f���d�>°��{���|�d¢ ���[����¿M� 4 �����d�s�{� ©h�|��¢����d���{¢��>�
� ¾ ���{�,�t�����d�2���'� �������d�x�|��¢������=�x���>�����s�r�|���>� ��¢��>�
º ± ± � � �h�d²{�M�|�d¢��A�{���$� �|�{�{��¢#���{���{���{�$��!�{�M�j�l�{���{��¢�� ���M���M�����|� �c�{���³²{�>�d�³²{�>��%[�>�����f�d�M�f�{�d�
�>�����,�M� ����>����M�d�f���³�¹���E���f���>���{�6�{�>�t�>�{�{�>���¤�{�-���w���M°��f� �|��¢����~�f�4�t�����M� �d¢��M�"� ¾ �M��{�d�>��¢�¿M���M�
���f�d�M�j������¢����{�����{�,�M�d¢����{�M�����M���{���M� ���,��� ���d�>� ���{�=�������D���{�=���[�t�����M� �d¢��M�t�M�j�h�f�=�M� ���d�d� C1

�
���[�������d¿M�,�=�d�[�>���,�t���j��� �{¢��>�
���[�{�[���[�_�|���d�3«·��«·¢��r�d¢t���[�r�|���>� ��¢��>�t�'� �>��� ���{�[�{�=�>� �|���d� C0

�

��� �f¢��M���{¢����M��� ��¢���� �h¨A�����¹���>�~�>���~¢����r���j�³�|� ��_�|�{�¤���h�{�d����¢����{��F ���h�,�>�d²{�¦�f�5º ± ± �&�³�|� �
�d�d¿M���f�d¢���¢��d�>� I �f���|¢������{�d��¢����|�{�w�{���¦���[����¿M���{¢ ���>¢����[�d�{�����=�{� �|�$�f�#�"� ���_�|�������[���{���>�d¢����f���
¾ ���{���{� �{�d�>��¢��M� �d�M�,�{�$�-�{���{�$�>� �¦¢����|°|�M���{�����{���d���f�$�{� 4 ��¢��d�C�{�M���3¸f�r�M��¢��,�M� �³�¹��¢��|�{�
���{�,�M��¢#���{�M�!� �,<_���
� �M�����x���>�S�{�s�M�|���{���M�{�f�d�=�M�����{¢����=�_�|�d���'�&� ���{�M�����M���r�M�¦���M� � E>�d�d�=�{�
�r���{�{�>�h�j���d�����>°�¢��>�$�

£~�0<_�
�l�M�|���,���&¸¦�{��¢#���{���_�|�f����� �d�M�&��¢���� ������� �0�¤�f� �{�>�,�f�d���{��¿M�,�M����� ���M�{�����{��� �
�f���_����¢����f�����|���M�>�{� ��¢��d� �>��� ���C�{¢ �X�>�d�>�{�M���{�M�4�>�³²{�M�����>�4�{� �d�M�,�{���>���d�d�����M�#���M�,�{�'�d�{�
���M�D���{�>���¤¢��¦�>���~�r�����d¢#�f���A�f�5�d¢��4�{���>��f� �������d¿M�,���>�~���M��d�M�,�{�¤�M�|���|�&���>�d¢��j��¢����f�M�¤�{�A�M�M�j�³�|¢��{�
�{²f�M�{���,¿M�f�M�8���'� ���K�d�|�{²_�|¢ ���=�>�d�{�{¢��M�$� ¡ ���{�d¢��M�{�������&��²{���{�M���r���{�����M�����{�{���'�>�#�f�d���{��¿M�,�
��� �w�>�d�=�{�d�|�t�����M�>�$� � �=���=���{¢���¢�� ���M���M���d� %4� �4�,�>��²f�¦�{�=�f�>���>�����f�t�>�#�{�|�{� � �x���+���}�! 0������" �
��� � ���|� �>���{���4�{�v¨5£ ± ® ¥w¨�� �|������� � �6�&���|�{���d¢A��¢�� ��� �M�{�M�|�{���M�,�M� � �
� �{� �����|°�¢ ��¢��d�,�{�
¾ £~¥ � ± ��²_�|�,�M�K£~� ± ��N��d¢ � _ �

¨A���{�>�M�d�{�|� �S���M�����&��²{���{�>�h�4�f����¢ «!�>�³²{�M�����M�!�{�|�K�,��¢��{���f�M�¦¸K�{¢����d�M�w�{�#�d���x���|¢��X��� �h�&���
�{�>° �|°��>�M�!��¬E� �f�d�M�,¢�¿>�d� �>���{�>�M�d�f�o��� �{�&���M�����{�r�M�,�M� ���
� �M���M�,�M� ���;<_�f¢����|�_���f���>� % �{�M�
�{�>�{�d¢ ���>�h�
� �M�f�M�d°|¢��#�M� ������¢����{�B���{¢��{�d�>�d�M� �d�M� �[�{�>�h��¢��{°|�{� �|��¢��d�M�$�¦�>�h��� �|�f�d�d�=�M�|�{�M�>�d�{�#��� �&¸�«
�d�M�{��¢����$�{�h�{�|�d�d�S�d���x���|¢�� �d�f�5���>�A�,�>��²f�¦�{�>�A�>���{�{���|� �5�,�¦�{¿>���h�����|��¢�����¢����{�h�&�5�,�¦�f¿M���w�{�
�>��� ��¢����{�f� %��f�C�M�|�{�d�s�f���_����¢����f���

�¦�{�{�r�������{�����{�h� �#�d�����f��¢������{���{�����{��¿>���w���d���,¢����d¢#���{���d�|¢��c�d�>°��{��¢�¿M��� ��(�� � � ����(
()� ��� � �
�'�)��� � �� �  �|�����d�#��� �&¸¦�{���M�d��¢���� ¢�� ���M°|���|�����{����� �M�{�>�d°�¢�� F �M�M�����,�{� �,�¦�f¿M���,�{���,�M�M�|�{¢����f� I
�>�����{�f�(�r���{�{�S�|�{�{���}¸¦¢�� ���d¢����,�r���{�c�x�|���M�{���M�c��� �M�{�>�d°�¢��w�f�������{¿>���h�������,¢��j��¢����f�LF ���{¢t�>���
�{�f� �d�|���,� �{¢����M��¿>���,�r�������|� �'���{�s�����{�#���>���¹�����,�M�s�{�o�������d¿M�,� I ��&���_���{�'�����x�|�#���o���
�r�|���>� ��¢��>�l�M���'�M�|���|�&¸¦���6�{���{�'�x�����{�'�&¸¦�{��¢#���{�-���f�����K�������f�d¢���� �{� �{�d���{��¿>�������|�M�����d�>��«
�{¢����{� �>���4�f�{���|�f�{�d�x¸¦¢�������¢���� �M��� �|�M�d°|�M� ���$�{��� ���d�����f��¢����o�{� �{�����{��¿>���,���d���,¢����d¢#���{�,�
´ ���d�{�f�t�����=� ��¢�� ���>�_�|� � ���{�=���[�t�����M� �d¢��M�r�{���,�¦�{¿>���w�{�=�,�M�x���{¢#���{�[�f�$�M��� ��¢����{�{�;�>���
��¢��{°��f��¢��>�s�M� � F �M�;���{¢c�{��� ��¢��M� �4�{� ��� ¢��,�t�����d¢��{¢���¢����'�t�|�{�'�f�M� ���d���,�M�#�
�7E&�����$�|� �-EM�,�
�r��¢�� � I ��¥S�����d�s¢��~�>�����t�����d¢��{���)���{� ���K�������¦��¢��|�o�f�Q�{�����{��¿>�����{�����>�x�|�f¢#���{�,�&¸¦²{¢#�r�,�{�M�
¢��d�d�>°��{���|�d¢ ���M� � (�� � � ����(
()���$� � ��� � � ��� � �� � � % �M�|�{�d���{� � � �d¢��{°��{���|�d¢ ���,�{� �r�|���>���d¢��>��� ¡ �|�
�>���{�d�!���{�M� �M�6�{�{�����{�{�d���³²{�-�_�|���M� ���{���f�M���>���>���>���d� <{�{¢��#�{�d�f�M���#�r�M�f�'�M���f�{�{¢����5%K�{�{�
���|�f���|¢��d���|�{�{���}¸¦¢�� ���d¢����o�{��� ���d�����f��¢����
� µ �{���M����� ���r���d����¢���� �x���M�$¨A� �|�{�f��¬���½A��¢��'�>�
»l�|��� ± ���_�x�$�M�j�h�>�C�>���{���$� �t�|�{���M���f�������{¢����s�{���M���>���>� �8<{�{¢��|�_�|�¦����%��M�>�����s�d¢ ���_�¹��¢��|�
�

¬9� �&���{�{���{� �x���S�{��� �M��� ���3¸¦� ����� �d�d�L���{����� �M�M��¢��d�{�d�#�_���d�{�d�>�����s�{����� �M�{�>�d°�¢��'�>���{�{���M�
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������������������
�������� ��!"��#$� ����%&�'���������(#)#*�+��!"��#'��!"��#&,
� %*��-���
�#',+�.������0/1%&�2-�#3����#',+45�����6��#&,7���8��%&�2�����"9
�>���{�{�{¢ � %$�{�M�s�{�����{��¿>���>�$�����o�,��¢��{�[�_�|�f�#���4�x���#��¢��,�{��¢ <_�L���{���{�|�{�#�}�|���{�s�M�|�{�d¢��{�M�����
�[�
� �M�C�M���j«!¢��T�M�K�{¢��,�M�f�d¢��|�$�d�{�r�M��¢��M�f�d���

¬��4�����{¿>���4�¹�����,¢��j��¢#���{�'�x���>� ���$���{�>�¤�{���f�=�x�����{�[�d���x���|¢������#���|���d�d� ���f� ���4�������>�d¢��|�
�M�|�d�����{¿M�9���
� ¢����M�j�~��¢���>� �&¸����>�{�d¢����
��¨A�>�M¢¦�
� �>���l�_���6����¿M�¤�{² ���d¢����{�����|�4�$� ���d�d�M�{���{���f� ���&%
�>�����{�c���l�������>�d¢ ���#�M�|�d���A���'�{�>� %��
� �{�{�c�M�M�j�³�|¢��{�l�&¸����>�{�d¢����
��¨A�c�M���,�t�|�����>���>� ���¦¢��M� ��{�M�
�{�����{��¢��>�d�M�-°��M�{�>�d¢����f�M�A�f� �r�|���>���d¢��>�r�f�[¬��M�{�{�|�d�¦« � ���{�>�$���>�-�{�54 �|¢ � ���f�S�{���f�5�x�����f�A�r���d�
���$�{�d���f��¿M�,�$�M�|���,�$�{� �{�d���{��¿>���$�{���,¢��{¢���¢������d¢����'�E¨A�����,�$�&¸¦�{��¢#���{�$�>¢ «!�f�M�d���{�$�l���M�
�{�����{��¢��>�d�M�w°��M�f�M�d¢����{�M�w�{�K�t�|�d�M� ��¢��M�����M���{���M� �w������¢��|�M�>�w�{�|���{�M�h�|�d°|�{���>� �����{² ���d¢#���{�>�$�
¡ �|���M���f�d�$���{�>� �M� ��� �M�j���t�>�f��« E>�����=� ���f�|��¢������{�=�,¢��{¢���¢������d¢���� °|�����_�,�{��� ���'� ¢��C4 �|�f�5�d�>�|��¢��!�

�¦¢f�|�,�f���d���{²{�|¢��d�5�_�|�~�³²{�>�d�³²{�>�l�{����¢��{¢��,¢����M�{��°������_�|�"�¹�f�{�w�|�f�������|�{�f�d���³²{���M���f�d¢��j���
%$�{� <_�{¢��S� ���d�|���f�d¢���� �>���,���'�{� ��¢��{¢��,¢����M�{�w�����x�|�E�{� �"� �>�{�M��°�¢��,� µ �f�4���M����� ���{�{�d���³²{���
�r�M�f�8E&���d�s�{���{���{�s�d�>�{�w�{² �¦��¢#���{�,�r���|¢��5�d���f��¿>�|�s�{�M���{¢ ���>�{���d�M���d�f�����=�{���|���{�s��� �|�_�|� �¦���
���{�,�M��¢#���{�K E�>�Q°��>�{�M�d�|����¢��6� ���r�x�|�f�M���{� �{�,��¢��{¢��,¢����M�{���=�����x�|�¦¸ � 4 �|�f�j«!¢��¤�M� �{�d¢ �¦¢����3«
°�¢��M�=�{�o�_�|�s�d�|�{�r�����#�|��¸o�|�f�d�d�M� � �>�#�_�|�{�s�>���M�|�$�������{� ���f�M�l�M��¢���¿>�d��� µ �{�,�|�f�d�d��¢��f�M�
�>���4�f���>���{�d¢��{�M���M�#�{�Q�f�d���{��¿M�,� �f���_�|�,¢#���{�,�E�&�#�
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	!�H		À �����
kN

4�������4�c J ���4O�2�Ãl��$���� g
�"�-	���4p$�4a��(l$24��f(��������1�
�"����������GÀ $��2����"( ��4m	���� ��(j���Z�
���O���2�H���il�H	-, ����	�� �HI�g

〈A〉(k)(T ) =

∫ T

0

A( � (t),
�
(t)) fk

(

t

T

)

dt ,
Á Å c�`9È�Ä

���
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��)*�!(�)!�#�'+�,- ��
�'�����$�$ ����#+����

>p����
fk(t) = αkt

k−1(1 − t)k−1,
Á Å c"`�`�Ä

>p�������
αk

�4H	���(���ij	��� =���2�j��( ��4���	����hÁ
k ≥ 1

ÄZc D ��	�"�A5 〈A〉(k)(T )
4�	!���49�
��4H	�����4���"i�	 ���

4��il��)	!�=��(QÁ Å c �YÄZc J ���H��"4����������f,�����4��(�� (2À 〈A〉(k)(T )
�4

〈A〉(k)
num(δt, T ) =

N−1
∑

j=0

A
( �

j,
�

j

)

fk

(

j

N

)

N−1
∑

j=0

fk

(

j

N

)

,
Á Å c"` Å Ä

>p�������
T = N δt

c
�q����( il�*( 4�"���
fk

	�4p	 4�$�i (2Àyil( ��( il)	��"À $��2����"( ��4�5�( ���O��	��'4����O���
	!�
������	-, ����	�����4\	�À ����� N + 1

49������4 �-	!�/I*�j��( ij�2$2������À ��( i �����j	^,�����	�� ��4 	�À ����� N 49�����24
	��2�{������(�I�4�����,!	�I��"�j,!	���$2��4\	!�M��"ij�l4������ N + 1

c Bh(�5 7�$24��\�"BÊ��l������4���	!���
	���� À ( ��i $2�)	
Á Å c 9 ÄZ5'À ( ��i $���	)Á Å c�` Å Ä�	��"��(^>p4�( �2�?��('��( il��$2��� ���il�\	-, ����	�����4 �W( � ���2���2g ��c Ç �������\����4��
��	�4���4�I*���"(^>H5=>=�&>p����mij	2Ê��&$24�� (2À�Á Å c"` Å Ä?>p"��� 4��Z, ����	��q,!	��"$���4�(�À

k
��( ��(�ij��$:��� 	��

	��2����(-�:�ij	!��"( � (2Ày�����H����4���i I����f	-, ����	�����c
6
( ��i $2�)	��GÁ Å c���Ä1	�����Á Å c"` Å Ä1	����O� ��������	��� =-	!���( �241(2ÀIÁ Å c 9 Ä�4�"�����

〈A〉(k∗=1)
num (δt, T ) = 〈A〉(k=1)

num (δt, T ) = 〈A〉Rie
num(δt, T ).

J ( ������I*��49�v(2À1( $��OÊo��(^>p�����2� ��5!À ( ��iv$��)	��\Á Å c���ÄH(���Á Å c�` Å Ä���(#�2(��v4�����i ��( I*��$24����/��
3 (�������$��)	!�p�Lgh�
	�il���4a4��i $2�)	!���( ��4�52( �p	 �p���-	!4��m	����f�2(��p�����<( �9����� ( �'"�'�����H���������	!��$2����c

Ç � 	��������"( �A5e�Àp	&49ghij���"���Z����j4�������ij� (�Àp( �������
r0

"4 $�4����{��( ��( ij�2$2��������������	�7����Z|
��( ��g Á

r0 = 2
À ( �q���2� , ���"(:��"� g /G�����"���O4�������il�9ÄS5x>=�l��	�������(^,�� _ ; Å b8�����GÀ ( �"��(^>p����j������( �

��4���"i�	 ����.
∣

∣〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉

∣

∣ ≤ C

(

1

T k
+ (δt)r0

) Á Å c"`-��Ä

À ( �=4�( il�q��( ��49��	����
C

>p������ �2(:��4���(��������*���2��(��
T

( �
δt

Ád	f4�"ij"�)	��0��4���"i�	 ���m��( ���24lÀ ( �
〈A〉(k∗)num(δt, T )

ÄZc

; �j��il���
	�4��=��l�����hÀ 	��Z�M���
	!�f�����j�<(��"gh��( il)	��E������	-g/(2À������l������( �f>p"��������4��*�����M��(
�����a��(���	��2��"ij��(2Àx4��i $2�)	!���( �

T
�40ij	����a�*( 4�4��I2���1I�g\���2�IÀ 	����G����	!�0�����1,!	��"$���4

A
( �

j,
�

j

)

	����H��( ��������	!�����'�� ��"ij�!52�� �����H4����24��M���
	!�a������g�	����O( I2��	�������'Iog �����H4�"i $��)	 ���(���(2Àu( ���
4����� �"� ����	�7����Z��( �9g c ; ������(����?$�4���4M	'3 (��o���j�1	����"( ij�Z����(h�A5x����� ,!	���$���4

A
( �

j,
�

j

) 	!���
��(!� ��(��������)	!����� 	!�og �"( ��� ����5y	����/������������(��MI*��� >=����� ��������( ij�2$2�����{��il��������	��G	-, ����	�� �
	��2�������H����4���i I��"�f	^,�����	�� � 〈A〉 ( �2�"g��2���-	-gh4L	!�a�����H$��2", ����4�	��e��	!���

1/
√
T
c

J ���v�2��(h(2À0(2ÀHÁ Å c�`^��ÄZ5
��( � ���������p>p"���&���Z��	�"��4p( � �����M���"�����HÀ $2�������( � $�4���� ��QÀ (���i $���	
Á Å c"` Å ÄZ5�ij	-g I*�O���-	!� "� 	\��( ij��	����(��'	���������"� _ ; Å bKc
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) *" �%��i+�(�  Á Å c"`-��Ä,� "-"�$ ���%!nÀ � �.� � � �' �%��I��  E/��i����0� �1� ��� �2" g " �  i "3" ����� " À g4� ��' Á5���.�  � " �
"�� i 3� À:Ä6� $� � "%" �2i+! �%� �1� " � ��7� �y> $ �8� $ � $�.�" �%��i+�(� -$ � " I *�� ��� '1� � � � " �"g9!�� �;:��7 c

) � �<"%� i  !=���>���8���������?� �1��7 �0��� ����"�@3�" ����i+�(�  Á Å c�`^��Ä "%� i " � � ��� "��A$�� � 7 À � � "%� i 
� �1� |B� � � �' ����I�� #" g " �  i "
� ÀC!����(�*���8�D���=� � �  � �" � @ ���8� $�� � '�$�� ���E! � �4� À 7 �F*"E��� �E�����%�9g
� $ � � � '1$G" ��� $H���1� |I� � � *' ����I � J" g " �  i " c

;K �=� " �,!�� *"%�� �.� �" � �8� " � � � $� �D� "�L� ÀM�N� � �8�  �*��� �1��� À=� ��7� ! �� 7��� � $ �(��i �1� ��� �1" ���8���O��� � � "
Á "%� B  �!c Å cz�:c"`�Ä @ � $ ��P��� � $�RQ� !��  ��!�� � I �  i Á "%* B  ��c Å ct�2c Å ÄZc1D � � $S" g " �  i " �(� 
� � � �' �%��I�� �@ � � 7 ÀT���8�=>&�8� $ � � � $�H$ g4! � � $�*"%*"?� À � ���U� $ �� �  ���8�D���#� �" ���8��c ÇB� B  ��c Å ct�2ct� @
> V" �%� 7 gW� " g " �  i � ÀX!=���>���8��� *"Y" ��I 7  �*� �7 � � � $� B ���� ��� 7 | ���1��*" ! � � *� �%�O��� @ � ��7 � �
B  ��c Å ct�2c� @ > X" �%� 7 g�����Ê�� �� � $ �(� ��"#7�*" �*�%��I �7 I�gZ� $  �[� � �0� *7 �(� � i��GÁ C D Ä�i �F7� � _ SÆ bdc
6,� � ���8�"g @ � � B  ��c Å ct�2c 9 @ > 9" ��� 7 gY�X!=�����%���*� L" ��I�i��8�%� �7 � � � 7�� �2I��  >  ��� ! � � �� ��������� � Å � @
� � � $� �D� "� > $��� � $� !=�(�����8��� \��� � ' gV� " � � >  �X� $ � �]� �Oi\��� $ �O��� '1 �9� $ � � � $�Y" � 7�7 � 
! � � � � *�� � ' g Á^� $�_" ��� 7 g � À&� $�_� � $� �U��� "%*" � " ! �1" �%! �����7 � � B  ��c Å c�SÄSc ÇB� �����3� $�*"%
��� "%*"�@ ����i  � :1 ��� '1*" � � i�!�� � *7 I�gwÁ Å c 9 ÄL� �1�`:1 � '1 � �����"� i I��  � :� ��� '1�" �(�N���(� 

1/T
@

� � 7 > �"�$�� >P� $�� Ã���� �� �Zg � Àa� $� i  � $��47 Á Å c�` Å ÄE� $ �(�a>  ! � � ! �1"% c

; �8� $ � : �  >b� �?"%$�� >&� � ' � $ �(� � ���X��! !�� � �(� $ � " � � "%�� " �8�%� :� � � � $�U� ��i  �%�8�D���c� � �  |
' �%�(��� �1�?" � $� i �@ !�� �;: � 7 �7 � $ �(�
�0�
� "
" g:i�!��  �*�%��� @ > J$ � :1 � "%*7d@ 7� ! *��7 � ��'\�1� � $� ��� "%
�(� $ � ��7d@ � $ � �#7 ��w  � �� �3��� '1� ���8� $ i " _ �!b @�� À 7 �"w  � �� � � � 7� � "�@ � � � � � *' ���(�  � $ #7 g � ��i����D�(�
" g " �  i Á Å c�`�Ä .

) � $�J" �e� ��7 ��� 7?:� � � �*�8� g�/  ���  �
��� '1� �%�0� $ i @ > $ �8� $ � "*@ � " �  �D���8� *7 ��I �;:1�@4" ghi�!��  �*�%���
� ��7f� À � � 7� � Å 6y> Z7�*��� �  I�g

φV V
δt

� " �  ! � À#� $  ��� '1� �%�0� $ i � ÀL���"i �" �  !
δt

.

( � n+1,
�

n+1) = φV V
δt ( � n,

�
n)
6

) ��� � i�! �1" �0��� ���Z� À,� $��:1 � � �*�8� g /  �%�  �9��� '1� �%�8� $ i >&�8� $ �8� "% ��À "%� � $ �(�&� $ �� � 7� � � À
� $� ��� '�� �%�0� $ ig� � �*�  � "%*" � �  6 � ��i  �"g @

( � n+1,
�

n+1) = φ
(4)
δt ( � n,

�
n) = φV V

b1δt ◦ φV V
b0δt ◦ φV V

b1δt(
�

n,
�

n)

>&�0� $
b1 = 1/(2 − 21/3)

� ��7
b0 = 1 − 2b1

c
) ��� � i�! �1" �0��� ���Z� À,� $��:1 � � �*�8� g /  �%�  �9��� '1� �%�8� $ i >&�8� $ �8� "% ��À "%� � $ �(�&� $ �� � 7� � � À
� $� ��� '�� �%�0� $ ig� � �*�  � "%*" � � É 6 � ��i  �"g @

( � n+1,
�

n+1) = φ
(6)
δt ( � n,

�
n)

= φV V
c3δt ◦ φV V

c2δt ◦ φV V
c1δt ◦ φV V

c0δt ◦ φV V
c1δt ◦ φV V

c2δt ◦ φV V
c3δt(

�
n,
�

n)

>&�0� $
c1 = −1.17767998417887

@
c2 = 0.235573213359357

@
c3 = 0.784513610477560� ��7

c0 = 1 − 2(c1 + c2 + c3)
c

�Mh
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ÇB� � $ � "?"� � ��� ���d@$(E � ����" � 7� ��� $�H7 g � ��i���� "+� À � " g " �  i � ÀO� :� !=���>���8��� *" � � `^�
7�*" �*�%�*) �7 )�gZ� $� E9��i+�8�8� �1� �O� �

H =

5
∑

i=1

p2
i

2
+ ω2

i

q2
i

2
,

( �0� $ � $� À � �8� �+( � ��' À �  k4� �� �*� �" .

ω1 = 1.0, ω2 = 8.01256, ω3 = 12.25245, ω4 = 17.234, ω5 = 20.98765.
Á Å c"` �Ä

D " � � � ��" ��� � � (@$(EV" ��� 7 g � $  � :1 ��� '1 � À
A = p2

4

( �8� $ � $  ��� '1� �%�0� $ i � À � � 7� ��É2c
J#$�+ � ��� � : ���8�  〈A〉 = 0.5

� À
� $ �*��"% i,)��  � :1 ��� '� ��� � ) Y� ) �e�(� ��*7 )�gR� � �(�"g ���8�D���
�������*���O�(�%� �1� " c

D �8�-)�� � ���� $ g4! � � $�*"%V��*�7�*7 � � !�� �;:1 � ��� �" �%��i+�(� *" �(� G" �(�%� " � �7 ..� $� � � �  |
' �%�(��� �1� ��� '1� ���8� $ i � "\" ghi�!��  �*�%���_� � 7 � $� � � ���"g ���8���0� g�� ��7 � � � *' ���.) �����0� gR� "%" ��i�! ��� �1��"
�1� � $  E9��i����8� �1� ��� � À � � �*��� �1� Á "�� D !�! ���7 ��� Å c É2c�`�Ä_���  " �(��� " � *7 c J#$� À �  k4� �� �*� �"
Á Å c"` SÄ 7 �?��� � " ����� " À g_� $� 7 � � ! $ � � �%� �� � "%" ��i�! ��� �1� Á "%* D ! ! *��7 ��� Å c É2c Å ÄuÀ � �&� $� g �(� 
�%�(��� �1� ��� � ��i/)  � "�@ ) � ��� $� �  :1 � "� ��Á 7  � ��*7 )�gÂÁ Å c Å Ä^Ä � À � $� � �`: ���%��� � � À � � � ��� �1��"

Ij(
� , � ) =

p2
j

2
+ ω2

j

q2
j

2

� "$(E �8��| ���� � '1$+" ��i�!�� *7d@ � � � � i�!=����� "��1� � � � $� !��  ��� " � �1����*�7�*7
À � �L� $� � � i�!�� ���(��� �1�_� À 〈A〉 c;� � "� À � ��i\����� Á Å c�` Å Ä ( �0� $ 7 ��w  � �� � : ����� �"Y� À

k
Á
k = 1

� � SÄ @ À � �Y� ' � :1*�
δtÁ

δt = 0.025
ÄZc J#$��� �2i  �%�������  ��� � �9� " �nÀ � � � ��� ���H� À,� $� � �� ' � $H� À,� $� 3#�b�����87  �*� � ��g

� "�7 � " !����-g �7 � �10 � ' c Å c�` c D �  � " ��| " k �=���  ��� !�� � : � 7��" � $� À � ��� �+( � ��' � �" � �8� . � $�� �%� � �
∣

∣

∣
〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉
∣

∣

∣

7� ���  � "��"�( �0� $ ����� 
1/T k̃ @2( �8� $

k̃(k = 1) = 0.978, k̃(k = 2) = 1.91, k̃(k = 3) = 3.05, k̃(k = 4) = 3.87.

B � @ � $� ���"i  � :� �%� '1&7� � ���7 )ogyÁ Å c�` Å Ä,� �1�`:1 � '1�" � � � $ #���"� i,)��  � :� �%� '13( �8� $ �X����� 
:� ��gG�*� �1"� � �

1/T k
c
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� �1� �O� �

H =

�
2

2
− 1

| � | ,
7�*" �*�%�*) � ��' �?� �b!������%�����  � � � � �(�����%���*�%� :1A@
� ��� � i/)G! � � �� �������Kc
B  ��� " À � � � ��" ��� � � +" ��� 7 g]� $� � :1 ��� '�+� À

A = | � | c D " � � � $� !��  : � � � "  � ��i�!�� �@
� $�����"� i,)��  � :� �%� '1 �D� � )  � � i�!�� � *7 � � ���"g �%���D�(���"g'.

〈| � |〉 =
(

3 + 2E0L
2
0

)

/(4 |E0|),
��C
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∣

∣

∣
〈p2

4〉(k)
num − 〈p2

4〉
∣

∣

∣

T

`9È`

È:c>È2`
È2c ÈYÈ2`
È2c ÈYÈYÈ2`
`  |bÈ 9
`  |bÈYÉ
`  |bÈ�Æ
`  |bÈ �
`  |bÈ �

������� Å c�` )	��
������������������
�� 〈p2
4〉

(k)
num(δt, T ) � 
 〈p2

4〉 ��
��� �"!#���$��� � �%�&('���)*
�� k + �(� ��, �-�.%)$�/
��
%0��
&(&1��� � �1
�2
��43 , %���50
�6�1�7
8)$���(&(&9% � 
�$).:<;=�6� � �9%�&>��
��� � � �1
��)?%��$� q1 = 4 + p1 = −1.2 + qi = 0 %����
pi = 1 �@
� i = 2, . . . , 5 :

(&$� � 
E0

� " � $� � � �8�%�O���.Á ���' �(��� :1 Ä ��  � 'BA � � 7
L0

� " � $ ?��� �DC � ÀL� $  � � �8�������©Ê � �� �%���
C � C �� ���#CFEHG $�G" �IC\�����(��� �1� ���IC Z" �  ! � "

δt = 0.01
@ � � 7 (E � "� � $� ��� '�� �%�0� $ C � À

� � 7� �4É<E D " À � �X� $�+$ ���JC �1� �8� �1" �*�������(� � � "�@ � $� E/�BC+�8�8� ��� �O� � À � � �*�%� �1� � " � � ��� A ���8�Y� ��7
� � � �' �%�.)��  � ��7 � $� � � � �' �%�(��� �1�Z" � $  C  � "#"DA C+! �  � ���8�KE

;� � � C�!�� �  � $  � :1 ��� '1*" Á Å E9L Å Ä ( �8� $
k
�%� ��' � ��' À � � C L?� � #E ;KZ"�� � $ �(� @ À � �

T ≥ 40
ÁT��!�!�� � � �IC?���  � A ) MA1����7 V�  :1� �8� ��� �1� !  ��� �47�" Ä @ � $� �O��� '1 �

k
@ � $� �O��� '1 �X� $ 

� �1�`:1 � '1�� �  ���(�  Á "��30 � ' E Å E Å 6�� $� � �1�`:1 � '1*� �  �����  � "HN �=� � ���0�e�(�%� :� � A " ��� 7 � �7 )  � � ( Ä.E
O& C+����ÊH� $ �(� @ � "

k
� � ���  � "��"�@ � $� �BC+!��8�8�%� 7�U� ÀE� $���1" �*���8�O�(�%� �1��" �(��� $� ) �' � ��� � � 'G� À

� $�J" �IC\�����(��� �1� Á (&$ �8� $ � "3��� �E� $� À � �*� "
$� �  Ä3� � ���  � "%*" Á "�� 0 � ' E Å Et��Ä.EPG $ � " ÀT�(�*� "�� C "
� � ) X'1��  �%�8� @ � � 7H��� �#� � )  � �" �%�%�8�*� *7 � � � $� QX !��  �#!�� � )��  CFE

B  �X� "X� � ( � $� �:Ê � $ ���J� $�2�" �%�QC+�(�  Á Å E9L^��Ä&� "J"�$ ���%!>E 0=� �/� $ � " !����%! �1"��@&(EY" ��� 7<A
� $�+7  ! ���7�*� � ?� À
� $�Y �%� � �

e(k)(δt, T )
( �0� $ � �" !  �*��� �

T
� ��7

δt
� �]� � 7� ��� � � $� �:Ê

(&$� � $� �N� $� � � �F� " �&� �1��" �e� � � "
C1(k)

� ��7
C2(r0)

" ��� $ � $ �(�

e(k)(δt, T ) =
∣

∣〈A〉(k)
num(δt, T ) − 〈A〉

∣

∣ ≈ C1(k)

T k
+ C2(r0)(δt)

r0 .

G $� � � �0�������a� �1��7 �0��� �1��" ��� �" ��� $ � $ �(� 〈A〉 = 1.37
E ;K �=� " � 7  �  �JC�� ��

C2(r0)
ERG �G7��

� $ � "*@2(
 � $��4�1"%�"�*:1 ����� : ���8� �"#� Àc� $  �%�QC J" �  !
δt

� � � $� � � �  � : ���HS È<E È Å 9 6 È<E Å�T @ � ��7 À � �
 ��� $K� À3� $� C @ (E � � C�!�� �  �_� �1� 'BU �%�QC  �%����7  �*� � � A E ;�U*" �%�QC+�(�  � $ �(�J� $� ���%��7  � � � � A

�x�
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k � k � �k � L

∣

∣

∣
〈| � |〉(k)

num − 〈| � |〉
∣

∣

∣

T

L9ÈYÈ

È<EIL
È E>È<L
È<E ÈYÈ<L
È<E ÈYÈYÈ<L
L .U È 9
L .U ÈYÉ
L .U È�Æ
L .U È �

������� Å E Å ) ��
�����������������/
�� 〈| , |〉(k)
num(δt, T ) � 
 〈| , |〉 ��
��� �"! ���$��� � �8%�&('���)�
�� k + �(� ��, �*�.%)$� 
��

��, � � ���6&1�����6�$
��6&1��5 : ;=�6� � �9%�& ��
��� � � �1
��) %��$� , = (0.9, 0, 0) %���� � = (0, 1.1, 0.5) :

k � k ���k � L
〈| � |〉(k)

num

T

�È�
9

� ÈÅ 9Å ÈL 9L9È9

L E>É

L E 9

L E 

L E �

L E Å

������� Å E � )
	 ) ���(&(&9% � �1
��)�
�� 〈| , |〉(k)
num(δt, T ) % � ��, ���#���8�(�6�6�(�6� 
�� ��, ��)��(5 '6&9% � �1
�� � ���6&1�����6�$
��

�6&1��5�� + ��
� � �"!#���$��� � �8%�&('���) 
�� k :6; �6� � �9%�& ��
��� � � �1
��) %��$� , = (0.9, 0, 0) %���� � = (0, 1.1, 0.5) :
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� " � �1� 'V���� � '1$ (&$�*� � $�Z�1" �����8�O�(�%� �1� " � ÀN� $� À � � �*��� �1�
T 7→ 〈A〉(k)

num(δt, T )
�(�  ) � � $

" C?���8�  �&� $ � �
10−8

� � 7 C � �  � $ � � L9ÈYÈY���QC �" � "N" C+�����c� " � $ 27 ���  � �� �  )  � (E�*� 〈A〉� � 7 〈A〉(k)
num(δt, T )

E$B � � $  �  � 7 � ��' �  �JC � ÀF� $�3 ��� � �c� "
C2(r0)(δt)

r0
E ;KE� ) "% � :1 � ��7 ��7

� $ �(�
ln e(k)(δt, T )

� " �2�8� �� ����À � � �*�%� �1�+� À
ln δt

� À " � � !  −r0 @ � ��7�����7?: ����� �" À � �
C2(r0)(&$ �8� $ �!� !�������	�
���� ��

k
� ��7 ��� X' � :1*� ) A

C2(r0 = 6) = 0.163, C2(r0 = 4) = 1.09, C2(r0 = 2) = 0.622.

ÇB� � � 7� �Y� ��7� �  �JC�� �� � $ G: ���8� �"�� À
C1(k)

@�(
 (
� ��Ê ( �8� $ :� � AW" C+���8� : ����� *"Y� À
δtÁ � �" !  �*�%� :1 � A

δt = 10−2 @ 5.10−3
� ��7

5.10−4 (&$ �� (E � "% � $� ��� '1� �%�8� $ C � À � � 7� �UÉ @ 
� � 7 Å Ä "�� � $ �(��� $� �  �JC

C2(r0)(δt)
r0

� " � �+(
 ��� $ � �
10−7 E ;K ��� "��H� ) "% � :1 � $ �(��� $�

�%�QC  � :1 ��� '1 � �1�`:1 � '1*" � � � $�J�� ���*� *��"% C,)��  � :� ��� '1 ��!_� � � �_ �%� � � � À
10−7

E B � @ � "
� �1��' � " � $ / ��� � �3� " �O�(� '1 �3� $ � �

10−7 @ �8� " �  � 7 � ��' �  �DCg� "
C1(k)/T

k
E D �  � " � UB"DN �=��� � �

� À
ln e(k)(δt, T )

� " �nÀ � � �*��� �1��� À
lnT

"%$ � (&" � $ ���N� $�� ��� � � 7� ���  � "%*"!( �8� $ �%�(� 
1/T k̃ @

( �0� $

k̃(k = 1) = 1.02, k̃(k = 2) = 2.01, k̃(k = 3) = 2.82, k̃(k = 4) = 3.85.

B �BÊ  ( � "%�@$(
H� ) "� � :� � $ ���+� $� � �" ����� *7  ��� � �
T k
∣

∣

∣
〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉
∣

∣

∣

� " ) � � ��7��7
� ��7� ! �� 7��� ��� AA� À

T
@ � ��7 (E �(� "%�]��� �����  � $ �(�U� $� ) � � ��7 � " � ��7� ! *��7�*� � � À

r0
E ;�

� )F�e��� �

C1(k = 1) ≈ 0.6, C1(k = 2) ≈ 14.4, C1(k = 3) ≈ 212, C1(k = 4) ≈ 8270.

�N� � " ����!��%� " � � ' � A�@ � $�Y: ����� �"�� À
C1(k)

N ���8�:Ê � A � � ���  � "% ( �0� $
k
Á^� $ � " � " � � � ' � � C *� �

( �0� $ � $� ÀT��� �-� $ �(� ��" ���8�����(��� �1��" ���-� $� ) �' � ��� � � 'X� À6� $�&" �IC\���O����� ��� ���  ����� '1 �©À � �-����� '1 �
: ���8� �"&� À

k
Ä.E

G $��"� � �#C  �%�8�D��� �� !  �%�IC *� � " � $� �  À � �  � �1��� �JC � $� "%$ ����! ��*"%"_� ÀX� $�V�" ���IC?�(� 
Á Å EIL � Ä E

��������� � ���%� ��� ���#=��� � � ���!���&�'� ����,����!��������� 	��!�# : 	'� �� � �����
;�R" �%� 7<AS$� �  � "DA4" �  C � À

M = 288
!=�����%���*� �" � � �! � � �  ����� ��� ��' � $ � � � '1$ �

�%�%� � ���(� *7 B �� � ��� 7PU ���1��*" ! � � �� ������� E G $� E/�KC����0� �1� ��� ��� Àa� $��"DA4" �  C �  � 7�"

H =

M
∑

i=1

�
2
i

2
+

M
∑

i=1

∑

j>i

V
(∣

∣

�
j − �

i

∣

∣

)

,

( �0� $
VLJ(z) =

4

z12
− 4

z6

� � 7
V (z) = VLJ(z) − VLJ(zc) − V ′

LJ(zc)(z − zc)
��À
z ≤ zc

@
0� � $� � ( � "� E�G $ � "�@ ) � � $ � $� ! � � *� �%�O���4� � 7 � $� À � ��� �" ���  � �1� �%� � � � � " �(�c� $� ��� � � ����� 7 �8� "

zc = 3.08
E ;K �(!�!�� A !  ��� �47 ����) � � � 7 ��� A � �1��7 �0��� ����" Á � $ E" �QC\�����(��� �1� ) �"� � "

[−3.2; 3.2]3
Ä

� � 7 � "% � $� C�� � �IC\�#C �IC?� '� � �1�`:1�� �%� �1� S Å�T E>G $� � � �8�%�O��� � �1��7 �0��� �1��" � � �%� �" ! �1� 7 � � �
"�� ��� 7\" ���(�  � ��7 ��� E" ��� $ � $ �(��� $�L7�*��" �0� A\� À=� $�L"DA4" �  C � "

1.12
� ��7 � $� � :1 ��� '� Ê � �� �����

��Ë
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�'�����$�$ ����#+����
�  C�!  ���(�%���  � "

0.884
E�BF��� $ � � � � �8�%�O��� � �1��7 �0��� ��� �� " ��� �" � $ ���/� $ \"DA4" �  C �  C+��� � " � �

� $�Y"%� �8� 7 ! $ � "% E G $�Y$�A ! � � $ �"%*"�� À D !�! *��7 � � Å E É_��� ���� ������������� �! ÁT� � !=�(�����8��������� @
� $� �  �(� J��� � ���� � '1$ � �`: ���%��� � �uÀ � � �*��� �1��" Ä E<G $  � ) "% � : �.)��  � ��7� � �� �KC�� � ����� ��� � " � $�
!�� �"�" ���  .

A( � , � ) = P =
1

3V

M
∑

i=1

(

� 2
i +

∑

j>i

�
ij · " ij

)

,

(&$� �  �
ij = �

i − �
j

� ��7 " ij = − ∂H

∂ � ij

E ;K (
� ��Ê ( �8� $ � $��:1 � � ���8� A /  ���  �9��� '1� ���8� $ C @
� " � ��' �\���IC J" �  ! � À

δt = 5.10−3
E

G $� � �" ���8� " �(� Y7 � " !��O� A��7 � �
0 � '1" E Å E� � ��7 Å E 9 E ;KY$ � :1 � $  �:Ê *7 � $ ��� � $�� �%� � �
∣

∣

∣
〈A〉(k)

num(δt, T ) − 〈A〉
∣

∣

∣

7� ���  � "��"�( �0� $ � $  �%�(� 
1/T k̃ @2( �0� $

k̃(k = 1) = 0.996, k̃(k = 2) = 1.85, k̃(k = 3) = 2.67, k̃(k = 4) = 3.76.

B � @ � " � � � $� ! � *: � � � "��� �KC�!�� *"�@ � $  �%�(� Y� À#� �1�`:1 � '1*� �  � " �QC�!�� �;:1*7 À � � C
1/T

� �
���IC ��" �

1/T k @`*:��� ��À � $�&"DA4" �  C ��� $ � ��7 � "-��� �.� � � �' ���.)��  E ÇB� 7��*7d@ *:1*� ��À6� $�&"DA4" �  C
�  C+��� ��" � � � $ _"%� �8� 7 ! $ � "%(@ � $� ! � � *� ���O�(�
�D� ����� � )  ��!�!�� �"� �IC?��� �7 ) A � $ ���JC �1� �8�
! � � *� ���O�(��.;��� �1��' � $� ���%��7  � � � � AX� À � $�." AF" �  C @ (E-$ � :13� ) "� � :��7 � $ ��� "%� C - � '1��`: ����� �"
� À � $� E �"%" �O� �_� À � $� ! � � �� ������� ��� J� �' �(�%� :��@ � ��7 � $ �(� "�� C 9� � $  � �1� �"
: ��� A ) A Å È$#2E

k ���k � Åk � L
〈P 〉(k)

num

T
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ÅLÈ

L �

L�Æ

L9É

L 9

L 

L �
L Å

������� Å E  )&% ����� %���� �6�$��)$)�'6�$� 〈P 〉(k)
num(δt, T ) % � ��, � �#���8�(�6�6�(�6� 
�� ��, � )��(5 '6&9% � �1
� 
�� ��, �' ���6�P%��$� ��(�
����)?)*) ) � ��5 + ��
� � �"!#���$��� � �8%�&('���) 
�� k :

��I
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k � k ���k � Åk � L

∣

∣

∣
〈P 〉(k)

num − 〈P 〉estim
∣

∣

∣

T

L9ÈL

L

È<EIL

È E>È<L

È<E ÈYÈ<L

È<E ÈYÈYÈ<L

������� Å E 9 ) ��
����������������� 
�� ��, � %.����� %���� �6�$��)$)�'6�$� 〈P 〉(k)
num(δt, T ) � 
 〈P 〉estim �@
�-� �"! ���$��� ��%�&('���)�
�� k + �(� ��, ���.%) ��
�� ��, � ' ���6�P%��$� ��(�
����)?)*)K) � ��5 :

������� � � ��� ���� �2�!�����!#
;�Y���+( " ��� 7 A � $ ��� ��"�� À
!=���>�����*� *" � � �  �%���*�%� ��' � $ � � � '1$ � $� O�A �:Ê��  �>� U��
 ���  C?� ��"

� � �8� *7 �(� � C Á C D Ä?C �F7� � S��Æ T E G $�*"% � $ ��� ��" �  !�� *"%*� �J���BÊ�� �  C � �  ��� � �" E G $�2� ) "% � U
: �.)��  � ��7� � �� �KC+� � �(�%� �1� � " � $����� �JC+����� = �7_*��7 U � �BUI���7�7 � " �e� � � 

A( � ) =
| � 1 − �

M |2
Md2

C−C

,

(&$� � 
dC−C � L E 9 ��� � " � $  � ����" ��� � � ) �1��7 � �� ' � $ E ;K�(E� �^Ê ( �0� $ � $�&:1 � � ���8� A /  �%�  �

��� '1� ���8� $ C E D " � � � $  !��  : � � � "_�� �BC+!�� �@ � $�V$6A ! � � $�*"%*"H� À D !�! *��7 � � Å E ÉA���  ��� �
" �(��� " �=*7 E

G $� � � " � �� �KC+! �  � " �?� $ �(� � � À
M = 40

!=���>�����*� *" E 0M� �J� � �� �%�  C  � A � �+( �  C+!  U
�%�(�����  Á

T � Å EIL � Q Ä @ (
Y� ) ����� � � $� � �1�`:� � '��� � +� À3� $  �%�QC  � :1 ��� '1*" Á "%* 0 � ' E Å E É @
� )F�e��� ���7 ( �8� $ � ���IC Z" �  ! � À

δt = 0.1
À " Ä ( �8� $ � $� �%�(� 

1/T k̃ @ ( �8� $ � $� À � �8� �+( � � '
: ���8� �" À � �

k̃
.

k̃(k = 1) = 0.98, k̃(k = 2) = 1.70, k̃(k = 3) = 3.02, k̃(k = 4) = 4.21.
B � (E � ' ��� �Z� ) "� � :1 � ��� :� � '1�� �  ���&�\���(�  ��� �1"% � �

1/T k
E ÇB� 0 � ' E Å E�Æ @ (E 7 � " ! �O� A � $�

� �" � �8� "U� ) �e��� ���71( �8� $ �H� $ ��� �A� À
M = 100

!������%����� �" � � �! .a� *" ���0� "\�1� � $ � " �O��� '1 �
" AF" �  C �(� X" �IC+�8�O���3� � � $ �1"% À � �L� $� �ÈU!=�����%���*� �" � $ ��� � E

G $� �D� "��� À $ � '1$� �L�  C�!  ��������� �"-( ���8�&)  " ��� 7 � �7 � � B  �KE Å E�#E

� �
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�'�����$�$ ����#+����

k ���k � Åk � L

∣

∣

∣
〈A〉(k)

num − 〈A〉estim
∣

∣

∣

T

L9È2ÈYÈYÈYÈL�ÈYÈYÈYÈ

È E>È<L

È<E ÈYÈ<L

È<E ÈYÈYÈ<L

������� Å E É ) ��
�����������������7
�� ��, ������� � � 
��=����� � �1) � %������*
�� %�� %�&��8%������ , %��(� � M = 40 �P%�� � �1��&1��) ��@
��� �"!#���$��� � �%�&('���) 
�� k + �(� ��, ��&1
�� � ��5��#��� % � '6�$�*�.%)$� � T = 2.13
� �J:

k ���k � Åk � L

∣

∣

∣
〈A〉(k)

num − 〈A〉estim
∣

∣

∣

T

L9ÈYÈYÈYÈ2È

È<EIL

È E>È<L

È<E ÈYÈ<L

È<E ÈYÈYÈ<L

������� Å E�Æ ) ��
�����������������?
�� ��, � ����� � � 
��=����� � �1) � %������ 
�� %�� %�&��8%���� � , %��(� � M = 100 �P%�� � �1��&1��) ��@
��� �"!#���$��� � �%�&('���) 
�� k + �(� ��, ��&1
�� � ��5��#��� % � '6�$�*�.%)$�8:

���
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��������� � �!9:<��� � � �&�� ��� � ��	 ��><����
���� :/	'� �� � �����
ÇB� � $ � "#"� � ��� ���d@2(
�7� ��� ( �8� $ � $� E/�BC+�8�8� ��� �O� �

H =
p2

x

2
+
p2

y

2
+ V (qx, qy),

(&$� � 
V (qx, qy) = (q2

x − 1)2 + (qy + q2
x − 1)2,

7�*" �*�%�*) � ��' � Å  !=�����%���*�  � � � 7�� �2)��  (
 ���E! � � �� ������� ERG $� ! � � �� �������
V

'1�F*" � �
+∞�(� � ���=� �0� A � ��7R$ � " � $ � � �����8�%���D�(�,! � � � � " .d� (E� ' � � )=����C+� � �QC+�+� � ���(� *7 ���

(−+1, 0)
@ �(�

(&$ �8� $
V (−+1, 0) = 0

@ � ��7��1���" � 7 7 �  ! � � � �#� � ���(� *7 ���
(0, 1)

@ �(� (&$ ��� $
V (0, 1) = 1

E
G $� ) *$ � : � � ��� � ÀN�%�QC  � :1 ��� '1*"+" ��� �1��' � A�7� ! *��7�"��1� � $�Z: ���8� _� ÀN� $� !������%����� 

*�� � 'KA
E0

( �8� $ � �" !  �*�#� � � $�/" � 7�7 �  ! � � � � ��� � 'KA Á $� � JMN �=���C� �
1
Ä.E<G $ � �X7 ���  � �� �

� �' �IC *" �D� � )  � 7��� ��� �=�7 .
L EIÀ � �

E0

" C+�����  �C� $ � �
1
@ � $  �%����7  �*� � � AX��� � AX�� !�� � � �" � " � � ' �  )=� " � � EG#�QC  � :1 �%� '1*"

� �1�`:1 � '1 � � � ���IC+�0�Z� ��7 � " � ��' � $  � �0�  �%� � ' À � � �*�%� �1�
fk

� ��7 À � �DC\���O� Á Å EIL Å Ä
�IC+! � �;:1*" � $� � ��� :� � '1�� �  �%�(�  À � � C

1/T
� �

1/T k
Á�À � �U� � ��� )��8�%����� A

k
Ä\� " � �

� $� !��  : � � � "��� �BC+!�� �" E G $��"� � �" ���8� "X$�� � 7] :1�� ��À.� $ U��� � 'KA � " �O��� '1\*��� � '1$
ÁaÀ � �2� ��" ��� � � �@

E0 = 0.8
Ä "%� � $ �(� @a�1� � $� � �' � �1��" �KC�!�� *7 ) A � $� !=�(�����8��� �@ � $ 

! � � �� �������d�D� ����� ��)  �(!�!�� �"� �QC+�(� �7 ) A � $ ���JC �1� �8�J! � � *� �%�O����6
Å EIÀ � �

E0

C\��� $ �O�(� '1 ��� $ � �
1
Á " � A

E0 ≥ 5
Ä @ � $� !=�(�����8���  � "2"%� *�� � '1 �%���?� $ �(�2�8�

7 �F*"X��� �X�  ���8� A �£À * ��� � $� )=�����%�  �X� ��7 � $� � ��� :� � '1�� � +� À3� $� ���IC  � :1 ��� '1*" � "
" �QC���������� � � $�/����J� ) "� � :1�7 � � � $ �� � " �#��� "% 6 �1� �  � ' ��� �d@ (EX$ � :1 � $� �:Ê *7 � $ �(�
(E ���  ÀT���IÀ � � C � $��$ ���JC �1� �8�X��!�! � �"� �QC+�(��� �1� 6

� EIÀ � � E0

�#�8�8�%�%�  ����� '� �d� $ � �
1
@ � $�." AF" �  Cb�  ���8� A �£À � � " ��� $  !�� �"��� � 
� ÀF� (
�97 � " ��� � �*�

)�� " � ��" 6 (E ! �1" �%! ���� � $��" �%� 7<A_� Àa� $ � " �D� "% � � B  �KE Å E�#E
B  �a� "a*��7 � $ � " "% �*�%� �1� ) A � 7 � " ��� "�" � �1�2�1� � $�3 � '1�47 ���*�8� AX� ÀF� $� Å  7�� �2)�� $(E �8� "DA4" U

�  C � � 7� � " �%� 7<A E Ç �&� "# � "DA � � � $� �:ÊZ� $ �(�#� $  � "%�4��� � '1 ���8� " ����ÀT��� 
H(qx, qy, px, py) =

E0

��� � )  !=���%�KC  ������= �7 ) A � $ � � � ��' � �" .

qx = −+
√

1 +
√

E0 cos(θ), qy =
√

E0 (sin(θ) cos(φ) − cos(θ)),

px =
√

2E0 sin(θ) sin(φ) cos(ψ), py =
√

2E0 sin(θ) sin(φ) sin(ψ),
( �0� $

(θ, φ, ψ) ∈ [0, θM ] × [0, π] × [0, 2π]
@-(&$� � 

θM = π
��À
E0 ≤ 1

� ��7
θM =

arccos(−1/
√
E0)

��À
E0 > 1

E Ç �G� " � $� �  À � �  ! �1"�" � )��  � � � � C+! � � ]� �#C  �%�8�D���8� A � $�
� /�� �� "% C/)��  � :1 ��� '1�� À,� �6A Á � �' ���O���@Ä � ) "� � : �.) � <( �8� $ � $ � '1$ �����*�����(� A E Ç �N�  � 7�"

〈A〉(E0) =

∫

[0,θM ]×[0,π]×[0,2π]

A (θ, φ, ψ) w(θ, φ) dθ dφ dψ,
Á Å EIL 9 Ä

(&$� � 
w(θ, φ) = C

sin(φ) sin(θ)2

√

1 +
√

E0 cos(θ)

� " � $� �  � *: � � �
� �`: �(�%�O� � �E!�� � )=�.)��8���0� A\7�*��" �0� A?� À

� $�+7 AF� �KC+�8�D��� " A4" �  C �1�
(θ, φ, ψ)

Á
C

� " � ��� �DC?���8��=*� ��' � �1��" �e� � �MÄ.E ÇB� Ga�.)��  Å E9L @;(E

� �
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���������������������������� !�"�������#���$ ��%���&�'��(���)�)���
��)*�!(�)!�#�'+�,- ��
�'�����$�$ ����#+����
� � C+!����  � $ � "#�� "% C/)��  � :1 ��� '1 ( �0� $G"%*:� �%��� ���QC  � :1 ��� '��" � � C�!�� � �7 À � � Cg�����87  �*� �BU
��� �" ( �8� $K: ����� � � " � � �8�������,� �1��7 �0��� �1��" � $ ���\���8�-� � ��� *" ! �1��7 � � � $ +*�� � 'KA

E0 = 0.5
E ÇB�

'1*�� �%��� @ � $��"� �%�QC  � :� ��� '1�" ��� &7 ���  � �� �<À � � C � $�N���"� C,)��  � :� ��� '1 E�G $ � "E7 ���  � *� � 
��� � ) 2�� !������ � �7  �8� $� ��) A � $� ÀT�(�*�/� $ �(�N� $� � "��F*�� � '1 �%��� " ����ÀT��� 2$ � " � �`: ���%��� � � " �2) U
"� � " Á � $ � " C+� A ) 97 �  � � � $�J�� � " � *� � /� À � "� � ����7 � �`: ���%��� � �.� $ �(� (
/7 � 7+��� �?C+� � � '1
� � � 7 �� ����À A Ä @=� ��) A � $� ÀT�(�*�N� $ �(�&� $�2" AF" �  C � "9 � '1�47 �8�A) � � ���H:1 � A � ����' �%�QC X" ����� *"�@
C\� � $ � ����'1 �E� $ � � � $  " �QC\� �O�(�%� �1� ���QC �"�(E �D� � � � � � 7 E

A 〈A〉(E0 = 0.5) 〈A〉(k=5)
num ( � 1,

�
1) 〈A〉(k=5)

num ( � 2,
�

2) 〈A〉(k=5)
num ( � 3,

�
3)

qx
U È<E��   9 � U È<E � � L L � U È<E�� 9 9 � 9 U È<E � Å � �YÉ

q2
x

È<E�� Å � 
�

È<E��YÈYÈ�Æ2Æ È E � 9 L�Æ2È È<E�� � 9 É 9
q4
x

È<E�� � �2É  È<E�� Å � 9�9 LKE>È YÈ�Æ  È<E�� � 9 É 9
qy

È<E È�Æ L 9 É Å È<E È � � ÅYÅ L È<E È  � Å � Å È<E9L L 
�
YÉ

q2
y

È<E Å 9 9 L�Æ È<E9L  Å � � È E
�
�Æ Å 9 È<E È � 9 L � Å

p2
x

È<E Å   � Å È<E � � �  � È EIL9ÉYÆ �  È<E � ��Æ L�Æ
p2

y

È<E Å   � Å È<E9L �É<L 9 È E � Å�9 Æ  È<E È � 9YÅ Æ �
V (qx, qy)

È<E Å 9 9 L�Æ È<E Å 9 Æ L9Æ È E Å 9 � L 9 È<E Å 9 ��Æ �

�����4� Å EIL ) ��
5��6' � ���/�8%�&('���) �@
� ��, �H����)$��5 �6&1� %.����� %���� %���� ��, � � �(50� %������ %���� 
��<� �"!#���$��� � 
�� �)$�����8%��6&1��) A �@�6
' �6&1� ����&(& �<
 � ��� � �9%�& �J:�� ��) ��5 �6&1�*%.����� %�����)�%��$����
5��6' � ��� �@�$
5 ��� :
	.3 �J:���
� ��, �
� �(50�7%.����� %�����) + ��
5��6' � ��� �@�$
5 ��� :
	� � + �(�6� � �9%�& ��
��� � � �1
��)�%��$� (

,
1,
�

1) = (−1, 0.5; 0.5,−0.5) +
(
,

2,
�

2) = (−0.9, 0.772 . . . ; 0,−0.5) %���� (
,

3,
�

3) = (−1.05, 0.549; 0.3606 . . . , 0) + ��
���$��) �<
� �� �(�6� � 
 ��, �7����������)�� : 3 + %���� ��, � � �(50�-) � ��� �1) δt = 0.005 :�� �/� , ��� ����� ��, % � % )��(5*'6&9% � �1
� 
��
&1���6� ��, T = 5000 �H%) &1
�6������
'6� , %���� ��, % � � �(50�*%������ %����*�%�&('���) �6
-��
 � �6���#����� 
� k :

0 � � C �V!����(�*���8�D���E! � � � � � À : �  (�@��1���( � A � � "�� � :� � $ � " � "�" �  � " � � � � C�!�� �  � $�
C  � �_: ���8� J� À � $  ���QC  � :� ��� '1�"&�;:1 � "�*:� ���(� 7 � �  � �� �&� � �0�������=� �1� 7 �8�%� �1��" E 0 �8� " � @ � " � �
�43 �1� �  @ ����� � C  � $��47d@?(
 � $��F��"% C+� �6A � � �0��������� ����7 �8�%� �1� "

( � i,
�

i)i

�1� � $�+" ����ÀT��� 
� ÀL� �1��" �e� � � ��� � 'KA

E0

@ ����� � � 7 � ��' � � � $� !�� � )=�.)��8���0� AV7�*��" �0� A
w(θ, φ)

Á^� �G7�� "���@ �1��
��� � � "% � $� D �*�  ! �e� � �  U�ON 7  � ��� ��� C  � $��47 S1L  T Ä E 0M� �J���8� � $��"� � � �0�������d� ����7 �8�%� �1� "�@�(

� � C+! � �  � 3  ���%��7  � � � � A � ��7 �U���IC  � :1 ��� '1(@ � ��7 � $��� � $� C  � ��: �(��� 

µ(E0)
� ��7

� $�9" �e� � 7 ��� 7�7� : ���(��� �1�
σMC+MD(E0)

� À � $�*"%N7 �(���<E O&�" � �8� " ���  �  ! � �>� �7 � � 0 � ' E Å E ��.
� $ � " C  � $ �F7 A �  � 7�" � '1�4�F7 �(!�!�� �"� �QC+�(�%� �1�_� Àc� $  *��"% C,)��  � :� ��� '1 E

G $ � "�@ � � � � C+!��F�  � �2���"� C,)��  � :1 ��� '1(@ (E �D� �U" � '1'1*" ��� � � $��4�1"%
"%*:� �%��� 7 � �  � �� �
� � �8�%�O���`� �1��7 �0��� ����" �1� � $  � ����" ��� � � ��� � 'KA�" � �^ÀT��� �@ � ��7 � � � "%
 ��� $\� À=� $� C � � � � C+!��F� 
�+�%����7  �*� � � A � ��7 �����QC  � :� �%� '1 E D '1�4�47 ��!�! � �"� �QC+�(��� �1�H� À-� $�\*��"% C,)��  � :1 ��� '1 � "
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G#�QC  � :1 �%� '1 Á � � �JC+����� = *7 Ä
� ��"� C,) �  � :1 �%� '1 Á � � �JC+����� = *7 Ä

E0

LÈ<E �È E>ÉÈ<E�È<E ÅÈ

LKEIL
L E È �
L E ÈYÉ
L E È 
L E È Å

L
È<E�� �
È<E��YÉ
È<E�� 

������� Å E�� ) ��
5��P%����1)$
� �<� � �4����� ��, �/����)$��5 �6&1�/%.����� %����-
�� A = q2
y + ��
5��6' � ��� �@�$
5 ��� :
	.3 � +%���� ��, �7�	� �<��� � ��� � �(50� %.����� %���� �@�����$
� �P%��$)?��
���$��) �#
��� � 
 % 95% ��
��
P�6�������7�(� � �����%�&� 	� � ��(�6� � �9%�& ��
��� � � �1
��) , %���� �#����� '�)$��� � + 
� ��, ���6
' �6&1� ����&(& �#
 � ��� � �9%�& + ��
� � �"! ���$��� � ����������) &1������&1)

E0
:$%�&(&���'P%�� � � � �1��) , %.��� �#����� ��
��5�%�&(���.��� � ) ��, ������) ��5 �6&1� %.����� %���� 〈q2

y〉(E0) :

´nµ�� ����� ¾ � ��� »�� ��� ��¹��&� � � ¿5¹�� � ½��5¹!¿ � � � � �I¹ � ��¹ ��� � �
��¹ � ¹����

D ��Ê(� �� � $ ��� ��" � ��7 � $�Y7�� �2)�� ,(E �8� �� �KC�!��  ��� Y"DA4" �  C " !�� *"%�� �%� ��'G"% :1 �%��� C .U
��� " ���.)�� 
" �e��� �" E ÇB� B  �BE Å E � @ (E&$ � :1#" �%� 7 � �7 � $� C � � � $� � �' �IC *",� À  �0� $� �-� �+( � � $ � '1$
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ψ
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ψ : (
�
, θ) ∈ B × T3M 7→ ( � , � ) ∈ B′ ⊂ R3M × R3M ,
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(
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(t), θ(t)) = ψ−1( � (t),

�
(t))
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d
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dt
= 0,

dθ

dt
= ω(

�
(t)),
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∀α ∈ Z3M \ {0}, |α · ω(
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0)| ≥ C0

|α|γ0
,
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Rd × Rd

{

ṗ(t) = −∇qH(p(t), q(t)), p(0) = p0,
q̇(t) = ∇pH(p(t), q(t)), q(0) = q0.
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dρ(p, q) =
dσ(p, q)

‖∇H(p, q)‖
2

,
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S(p0, q0) = {(p, q) ∈ Rd × Rd ;

I1(p, q) = I1(p0, q0), . . . , Id(p, q) = Id(p0, q0)},
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ȧ(t) = 0,

θ̇(t) = ω(a(t)),
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〈A〉 :=

∫

S(p0,q0)

A(p, q)dµ(p, q)

∫

S(p0,q0)

dµ(p, q)
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(2π)d

∫
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A ◦ ψ(a0, θ)dθ.
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〈A〉(T ) :=
1
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∫ T

0

A(p(t), q(t))dt.
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ṗk = −ω2
kqk

q̇k = pk
, k = 1, . . . , d.
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d
UB7 �QC ���" � �1� �(��C+� � ��À � � 7

S(p0, q0)
7  �=��*7 ) A Á � E�SÄ(&$� �  � $ 

Ik(p, q) = 1
2
(ω2

kq
2
k + p2

k)
���  � $� � ����"% � :1*7 *�� � ' � *"U� À9� $�

d
�1" �*���8�O�(� � � " E

E �� � �@�7�*��� �%� ��'
r0
k =

√

2Ik(p0, q0)
@
k = 1, . . . , d

� � 7
z = (ω1q1 + ip1, . . . , ωdqd + ipd)� $� � '1' � �' �(� *7K:1 �*� � � � À#� �" �D��� �7 ! �1" �0��� �1��" � ��7 C � C �� �e� @ � $�?�� ���*� "�� ���F��� ��� � "�� À

� $� À � �JC

z(t) =
(

r0
1e

i(ω1t+φ1), . . . , r0
de

i(ωdt+φd)
)

,
Á � EIL�È�Ä

h 	



� Ë � Ë � 	 � � ��� �����'����� � � �#)��#� (-
 +�
"��� � �!�
d �
� + �	��)�
 +���)��#� �������	��)!+���� 
 �$+ ����� � ���

(&$� � 
φ = (φ1, . . . , φd)

7  ! ���7�"N�1� � $  � � �8�%�O���M� ����7 �8�%� �1� "
(p0, q0)

E D " ��� �1��"��N � �� � �@
� $��" !=���  � :� ��� '1 Á � E É�Ä (
 ( � "%$ � � ��!�!�� �"� �IC?���  C+� A )  ( ���8�%� ���$� �  � " .

〈A〉 =
1

(2π)d

∫

�
d

(A ◦ ∆)(r0, θ)dθ,

(&$� � 
∆(r0, θ) =

(

r0
1

ω1

cos(θ1), r
0
1 sin(θ1), . . . ,

r0
d

ωd

cos(θd), r
0
d sin(θd)

) E D " À � ��� $� ���IC .U
� :1 ��� '� Á � E�Æ2Ä @ �0�&�  � 7�" .

〈A〉(T ) =
1

T

∫ T

0

(A ◦ ∆)(r0, ωt+ φ)dt.

ÇB�U� � 7� �a� �J*" ���IC?���  � $� �%�(� 
� ÀM� �1�`:� � '��� � N� À�Á � E>ÆYÄ � �+( ��� 7 Á � E É�Ä @ (EL�� !=� ��7 A◦∆
� �

� 0=� ���%�  � "� �%� �" Á � $� � �1��7 �8��� �1��" � � 7� � (&$ ��� $ � $ � "&�� !=� � " � ��� � "&: ���8� 7�( �8���;) �7� ������� �7
� � � $� À � ��� �+( � ��'\"� � ��� ����" Ä.

(A ◦ ∆)(r0, θ) =
∑

α∈
�

d

Â ◦ ∆(r0, α)eiα·θ,

(&$� � 
α · θ = α1 θ1 + . . .+ αd θd

� ��7 ( �8� $ .

Â ◦ ∆(r0, α) =
1

(2π)d

∫

�
d

(A ◦ ∆)(r0, θ)e−iα·θdθ.

ÇB� !=���>�����*���O�(� @
Â ◦ ∆(r0, 0) = 〈A〉 E-E *� � (@2(
 $ � :1 .

|〈A〉 − 〈A〉(T )| ≤ 1

T

∑

α∈
�

d, α6=0

2
∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

|α · ω| .
Á � EILKL�Ä

G $ � " � ���=� �0�  " �#C �D� � � $�*� )  ) � � ��7�*7 ��À (
 � "%" �#C (@6���V�1���$ � ��7d@ � $ �(�/� $��:� � � � �
� À�À � MN � �� �*� �"

ω = (ω1, . . . , ωd)
" �(��� " �=*" j ) $}|�$'#�� 9+�/) � d ; 0/+-& ),+�$ ��� +#�/),& ) � +

∃ γ, ν > 0, ∀α ∈ Zd, |α · ω| > γ|α|−ν,
Á � EIL Å Ä

� � 7 �1� � $� � � $  � $ � ��7d@ � $ �(�&� $� 0=� �����  �#� �F Ã���� *� � "/7  �D� AG" �®Ã+�*� *� �%� A �%��!�� 7 � A E G $ � "
�  �O����� :� � A ! �4� �Y����� G� ÀX� ��� :� � '1�� �  Á

1/T
Ä C+� AA���+( )  � �1��" � 7� �%�.)�� A �QC�!�� �;:1*7 ) A

� �1��" � 7� ��� ��' ),&($'.�0/& $"� � :� �%� '1�"N� Àc� $� À � �DC .

〈A〉k(T ) :=
1

T k

∫ T

0

. . .

∫ T

0

(A ◦ ∆)(r0, (t1 + . . .+ tk)ω + φ)dt1 . . . dtk.
Á � EIL � Ä

C " � � ' 0=� �����  � �� !=� ��" � �1� " � " � � Á � EILKL�Ä @;(E � ��7�*�7�� ) �e��� � � � � :� � AK" �QC�������� ( � A � $�
À � �8� �+( � � '\ ��� � � �" ���IC?�(�  À � �cÁ � EIL � Ä .

|〈A〉 − 〈A〉k(T )| ≤ 1

T k

∑

α∈
�

d, α6=0

2
∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

|α · ω|k ,
Á � EIL SÄ
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� � 7 � ��7� � " �8� '1$ �%� A C � � 3" �%�%� � '1�� �') � � � 7�"��1� � $� ∣
∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

@ Á � E9L SÄc�  � 7 " � � �/����� 
� Àa� ��� :� � '1�� � �� À

1/T k
E ÇB��" !���� �7 ) A � $ �"% � � C+! � �e�(�%� �1� "�@ � ��7���� ���8��� ��' � $ �(�4Á � E9L � Ä3� "� " !  �*�O������� "%Y� ÀmÁ � E ��Ä�Á C � �  !��  �*� "% � A 〈A〉k(T/k) = 〈A〉ϕ(T )

( �0� $
ϕ ≡ χ∗k

[0,1/k]

@ � $�

kth U � �1�`:1� ��� �%� �1�W� ÀX� $� � $ �����(�*�  �%� " ���8�QÀ � � �*��� �1� � À
[0, 1/k]

Ä @�(E ( ���8�#� �1� " � 7  �Z� � � $ 
"��N �  � C � � +'���� ������@ # & $'. À � � �*�%� �1��" � ��7�7� C �1��" �������  � $ �(� � $� ���(� +� À#� �1�`:� � '��� � 
��� � )  À ����� $� �&�IC+!�� �;:1�7 E

�9�+(�@ � � �(�����%��� N � �" ��� �1� � $ �(������� "%*" � " (&$� � $� � � $� �  � $�� � N � �"��� !��O�(� ��*7 �.) �;:1
���  �BC *� �.)��  � �R� �<C  �%�������#� � C+!��F�e�(�%� �1��"*@'(&$��� ) � � $ � $� ���%��7  � � � � A

z(t)
� ��7 � $�

� � � �' �%��� " Á � E>ÆYÄ � �$Á � EIL � ÄJ���  ��! !�� �"� �QC+�(� *7 � " � ��'�� �<C  �%������� " � $� C �" E ÇB� � $  ��� "%Y� À
� $�?$ �(�JC �1� ��� �1" ���8���O��� � � @ �8���%��� ��"�� � � � $ ����� $�?� �#C  �����D�(�������87  �*� � � A

zh(tn)
ÁT� E  Ed� $�

��! !�� �"� �QC+�(��� �1� �(�a�%�QC 
tn = nh

� À
z(tn)

Ä @ (&$��� � $� � ��7� ��� A � � '/" � $  C  � " � "DA C�!��  �*�%���
Á � � "DA C C  �%�%�8�9Ä O � ��'1.U[Q � �%���FC  � $��47d@ C?� A )  � � �  �%!��  � �7 � " � $���� ���*� "%� ��� �%� �1� � À
� $ ���DC �1� ��� �1" ���8���O��� � � ( �8� $  �� �/) @ $"� À � MN � �� �*� �"

ωh
k = ωkΘ(hωk)

E ÇB� !=���>���8��������� @ � $�
� �#C  �����D�(�������87  �*� � � A �8� *"X�1� � $��" �KC  C?� � ��À � � 7

S(q0, p0)
� " � $�+�� ���*� �1�� E 0M� �J� $�

:� � � ���0� A6U /  ���  � " � $� C  Á5� ��7 !=���>���0��� �����7 C  � $��47�" Ä @ � $�+" �KC  � � �  ��!��  �e�(�%� �1� � " ! ��" U
" �*)�� �@ � $ � � '1$ � $��� �#C  �%�8�D���a�����87  �*� � � A6(E� ��� 7 �8� U�1� � � � �`: ���%��� � �J� � �%� " O(h2)

U ��� ��"%
� �
S(q0, p0)

.d� $ � "�" �0���=����� ��� � " C � �  � A !�������� � À (&$ ��� $ ��!�! ���" À � � '1��  ���(�3� � � �' ���.)�� 
E9�KC+�8�8� �1� �O� �?"DA4" �  C " E

ÇB�H� ��� " �0���=�(�%� �1�C@ (E�$ � :� .

zh(tn) =
(

r0
1e

i(ω1Θ(hω1)tn+φ1), . . . , r0
de

i(ωdΘ(hωd)tn+φd)
)

,

(&$� � 
Θ

� " � " C �4� � $ À � � �*�%� �1��7���=���7 ) A

Θ(y) =
1

y
arctan

(

R(iy) − R(−iy)
i(R(iy) +R(−iy))

)

,

R(z)
)  � � ' � $� 9'& 0�{1),# ),&��9? 7 + � &�) � + � À-� $� C  � $��47 Á � � ÀT�(�*� @

Θ
� " �  ���,� � ��� A ������� "J"��F���

� "
R

$ � "Y��� ! � � _�1� � $� �IC?� ' � � ��� A � � � " � ��7 " �(��� " �=*"
Θ(y) = 1 + O(yr)

(&$� � 
r7�*��� � �" � $�Y� � 7� � � ÀE� �1�`:� � '��� � Z� À3� $� O � ��'1.U[Q � �%��� C  � $��47 Ä E D " �G� �1��"��N � �� � �@

� $� O �  C+� ���H" �#C � "%"�� �*�O�(� �7 ( �8� $ Á � EIL � ÄGÁ ��� �  � $ �(�nÁ � E9L 9 Ä ( �0� $ k = 1
� � �%� �" ! �1��7 "

� � Á � E�Æ2Ä�Ä
�  � 7�"*@ À � � T = nh
@
n ∈ N

@

〈A〉Rie
k (T ) :=

1

nk

n−1
∑

j1=0

. . .

n−1
∑

jk=0

(A ◦ ∆)(r0, (j1 + . . .+ jk)hωΘ(ωh) + φ),
Á � E9L 9 Ä

(&$� � 
ωΘ(ωh) = (ω1Θ(ω1h), . . . , ωdΘ(ωdh))

@c"%� � $ �(�\� " � ��' �1� �  � ' ��� � 0=� �����  � ��PU
!=� ��" � �1��"�@2(E '1 � " �����(� '1$ ��À � � ( ��� 7 � A .

|〈A〉 − 〈A〉Rie
k (T )| ≤ 1

nk

∑

α∈
�

d, α6=0

∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

einhα·(ωΘ(ωh)) − 1

eihα·(ωΘ(ωh)) − 1

∣

∣

∣

∣

k

.
Á � EIL�É�Ä
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� Ë � Ë � 	 � � ��� �����'����� � � �#)��#� (-
 +�
"��� � �!�
d �
� + �	��)�
 +���)��#� �������	��)!+���� 
 �$+ ����� � ���

�
� � ��7 � ��' � $  �.) � :� � ���=� �8� /" �#C � � ( � �N ����� �" � � ) � � ��7 � $� �  �JC |einx − 1|/|eix − 1|À � �
x
� ÀF� $� À � �DC

x = hα·(ωΘ(ωh))
E8G � � $ � " ���IC @ (E � "% � $� À � ��� �+( � ��' � (E� � � �N �=���8�8��� �"

∃C0, x0 > 0, ∀n ∈ N, ∀ |x| ≤ x0,

∣

∣

∣

∣

einx − 1

eix − 1

∣

∣

∣

∣

≤ C0
1

|x| ,
Á
�
EIL9ÆYÄ

∀n ∈ N, ∀ x ∈ R,

∣

∣

∣

∣

einx − 1

eix − 1

∣

∣

∣

∣

≤ n,
Á
�
E9L ��Ä

���*� � � 7 � � ' � �/(&$  � $  � |x| � "E" C+������Á
�
EIL�Æ2Ä � � ��� � Á � E9L ��Ä.E G $� ) � � ��7�(
 ���  � �4� Ê � ��' À � �� "N� � ( )=� "��7G�1� � $� À � ��� �+( � ��' �  C C+� .

� ��� � � Ë � 	�� � % 9<9 7� $ & ; 0/&"& ; $ �/$ � & � . � ?3? . $ '07 $'+ � ) $<9
ω

910/&�):9 @ $<9�& ; $ �/) � d ; 0/+-& ),+�$
��� +#�/),&�) � + Á � EIL Å Ä 0/+#� & ; $ � 7 +�|�$ !�� 7 &�& 0  $'& ;-� � ):9 � ? � .G��$'. r �l� ; $'+ � & ; $'. $ $�� ):9'&�9'&�.') � &�# �d � 9'),&�)1�/$ ��� +29'& 0/+-& 9

c
0/+#�

h0

9 7-�<; & ; 0/&

∀ h ≤ h0 ∀α ∈ Zd, |α · (ωΘ(ωh))| ≤ γ

2
|α|−ν =⇒ |α| ≥ c h−

r
ν+1 .

� � � � � � D "%" �#C  � $ �(�#� $  � ��� � " � "
α ∈ Zd " ��� $ � $ �(�

|α · (ωΘ(ωh))| ≤ γ

2
|α|−ν.

G $�*�d@ À � � C
Θ(hωk) = 1 + O(|hωk|r)

@2(E�� )F�e��� � À � �
h
" �®Ã+�*� *� �%� A_" C?�(��� .

γ

2
|α|−ν ≥ |ω · α| − C|α| |hω|r,

≥ γ|α|−ν − C|α| |hω|r,
(&$� � 

C
� " � $� " �%�%�8�*��� A ! �1" �8��� :1 � �1��" ��� � �G� �1� �e�(� ��*7 � � � $� �  �JC O Á � � �  � $ �(����À

Θ ≡ 1
@ ���8� $�� � '1$ � $� � �1��" �e� � �

C
� " =  � ��@ � $� �  � "3���

α
: � � �O����� � ' � �1��7 �0��� �1� Á � EIL Å ÄE� � 7� $� �  C C+�\�  C+��� ��"
: ����� 7 Ä E�E *� � (@

|α| ≥
(

γ

2C|ω|r h
−r

)
1

ν+1

.

� �F�QÀ � � |α| ≤ ch−r/(ν+1) (E�$ � :1 |hα · ωΘ(ωh)| ≤ c̃h1−r/(ν+1)
À � � � � �1� " �e� � �

c̃� ��7� ! �� 7��� � � À
h
E�E �� �  ��À

ν > r−1
@ � $ �� À � � " C?�(��� �� � � '1$

h
(
E$ � :1 |hα·ωΘ(ωh)| ≤

x0

7� �=� �7 � � Á � E9L�ÆYÄ�E �9�+(8(E �D� �G" ! ���8�
� $��" �<C � � Á � EIL9ÉYÄ
� � � �
∑

1≤|α|≤ch
− r

ν+1

∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

Ck
0

nkhk|α · (ωΘ(ωh))|k

+
∑

|α|≥ch
− r

ν+1

∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣
.

Á � EIL ��Ä

C " � � ' B  C C?� � E Å EIL\À � �Y� $� � � " �+�  �JC � ��7 � "%" �<C+� ��' � $ �(��� $� 0M� ���%�  ��� �4 Ã���� �� � "
∣

∣

∣
Â ◦ ∆(r0, α)

∣

∣

∣

7� �D� A��� ! �1���� �%�O���8� A ( �0� $ |α| @ � �H*" �%�QC+�(� J� À,� $  À � �JC

|〈A〉 − 〈A〉Rie
k (T )| = O

(

1

T k
+ exp

(

− ch−s
)

)

,

h��
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( �0� $

s = r/(ν+1)
E ; $ ��� :1 �.� "DA C�!��  �*���8�
!=�(�����0��� �1���7 C  � $ �F7 � " � "%�7C@ � $  N �=� 7 �%�(���8�

� � : �����O� � � "
Ik

C�� '1$ ��)  !�� �"% � :��72��� � A ��!X� � � $�-� � 7� � � ÀF� $�-" � $  C �@ � ��7 � � � 7�7 �8��� �1� ���
�  �JC

hr
� $��� � � C �" � � � � !��O� A (&$ ��� $ )  � � C �"X7 � C+� � � � ��.�À � � '���� ����� O � ��'� U[Q � ���e�
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|〈A〉 − 〈A〉Rie
k (T )| = O

(

1

T k
+ hr

)

.
Á
�
E Å È�Ä

G $� �  �DC
1/T k

� " � $� � � �%�%� ��" �8�  ��� � �+� � C�! �1���� � � À � $� ),&($'.�0/& $"� U � :� �%� '1�@$(&$� �  � "
� $� �  �JC

hr
�  �  �*� " � $� � "� � À�� � �<C  �%������� " � $� C  � À � � 7� �

r
E Ç ��� " (E� ��� $<��� ��� U

�*� ��' � $ ���U� $� �  � " ��� � ����� � � � � � � � ��� � � � � �
hr

Á �  �8� $� �U� � � $� ) � � ��7
e−c/hs Ä .

" A C�!��  �*�%��� " � $� C �" ÁT!������%�8��� �1��*7V� � ��� �MÄ9!�� �"� � :� N �=� 7 ���(�%���\� �`: �(�%�O� � � " À � � 0/#,# & )  $<9
Á  �8� $� � �� ��� ��� AK� � ��!f� � � $�?� � 7� � � À#� $� C  � $��47 Ä E >J���\���IC � �K���� � "� �*�%� �1� " � " � �
!�� �;:1 � $ �(��Á � E Å ÈYÄX�  C+��� � " ���%� +�;:1 � $���d � +�$'+-&�)�0/#,# � # � +�| & )  $<9 À � � � :1 �%� '1*" ( �8� $K'� U
�� ����� � �0�  �.À � � �*�%� �1��" � � 7 À � � '1*�� �%��� � � � *' ��� )��  E/�BC+�8�8� ��� �O� �+"DA4" �  C "�( �0� $ ) � � ��7��7
�%����7  �*� � �%� *" E

�hµ�� � ���Dº©»&	 ¿*� � ¹!¿�»4¸ » � ¹���� ��� �Iº�� � � � � ��� ¾u»4¸n¹!¿�¸$½y»4½ �
¾ � ���

G $� À � � �*�%� �1�
ϕ

� �1� " � 7  � *7 � �=0=� �DC\���O� Á � E���Ä2� "Y"%� C  (&$ �(�+��� ) �8���%��� A EHG $� C ��" �
� � C C �1� � A � "��7 À � � �*�%� �1� � � ! ����� �����  � "

ϕ ≡ 1
@�(&$ ��� $ � � ��� *" ! �1��7�" � � � $� � " �=��� ���IC .U

� :1 ��� '� � "L7���=��*7 � � Á � E�Æ2Ä @ À � � (&$ ��� $ � �1�`:1 � '1�� �  (&$���
T
� ���7�" � � � ���=� �0� A � " �%�(� $  �

" � �+( Á ( �8� $ ����� 
1/T

Ä E 0=� �+� $� $ �(�JC �1� ��� �1" �����8�O�(� � � @'(EV$ � :� "%�*� � $ �(�+� $� � "%V� À
�0�  �%�(� *7 U � :� ��� '1�" Á (&$ ��� $ �D� � ) L"���� � " � " !  ���O�(� �D� "%#� À � �8�  � *7 U � :� ��� '1�" Ä������ � (&" À � �
� " � '�� � � ��� � �9�����  �  ���(�%� �1�G� Àa� $� � �1�`:1 � '1*� �  E>G $�*� �  C � E � EILA)  � �+( "�$��+(&" � $ ��� ( �0� $
� � ���  � " � ��' � A�" C �F� � $ À � � � ��� �1��"

ϕ
" �(��� " À A � � ' ��!�!�� � !����O�(�  =  � � ) � � ��7 ��� A � �1� 7 �8�%� �1��"*@ �0�

� " ! �1"%" �*)��  � � �IC+!�� �;:1 � $� ���(� +� À#� �1�`:� � '��� �  � �
1/T k

À � �2� �6A � � � �'1 �
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ϕ(k)(0) = ϕ(k)(1) = 0
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k ∈ N
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ξ
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ξ : [0, 1] −→ [0,+∞[

x 7−→ exp

(

− 1

x(1 − x)

)
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‖ξ(k)‖
L1 :=

∫ 1

0

|ξ(k)(x)|dx ≤ µβkkδk,
Á � E Å2Å Ä

‖ξ(k)‖
L∞ := sup

x∈[0,1]

|ξ(k)(x)| ≤ µβkkδk,
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c(k, ϕ) = c0R
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|ϕ(k)(0)| + |ϕ(k)(1)| + ‖ϕ(k+1)‖
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(A ◦ ψ)(a0, α) =
∑

α∈
�

d

Â ◦ ψ(a0, α)eiα·θ,

( �0� $G�� ! ������ ��������� A?7  �D� A � � ' � �F Ã+�*� *� � " .

∀α ∈ Zd,
∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣
≤ Ce−

|α|
C ,
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C
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Â ◦ ψ(a0, 0) =
1

(2π)d

∫

�
d

(A ◦ ψ)(a0, θ)dθ.
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; �%�0��� � ' ∫ T

0

ϕ
( t

T

)

dt = T‖ϕ‖
L1 := χ−1 @ � $   �%� � �#�D� � )  � � C�!�� � *7 � " À � ��� � (&" .

〈A〉ϕ(T ) − 〈A〉 = χ
∑

α∈
�

d, α6=0

Â ◦ ψ(a0, α)

∫ T

0

ϕ
( t

T

)

eiα·(θ0+tω(a0))dt

= χ
∑

α∈
�

d, α6=0

Â ◦ ψ(a0, α)ei(α·θ0)

∫ T

0

ϕ
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt.
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∫ T

0

ϕ
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt =

[

ϕ
(

t
T

)

eit(α·ω(a0))

i(α · ω(a0))

]T

0

− 1

T i(α · ω(a0))

∫ T

0

ϕ′
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt.
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eiT (α·ω(a0))ϕ(1) − ϕ(0)

i(α · ω(a0))
− 1

T i(α · ω(a0))

∫ T

0

ϕ′
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt

= . . . =
(−1)k

(T i(α · ω(a0)))
k

∫ T

0

ϕ(k)
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt,

� � 7H :1�� �%�=����� A1@
∫ T

0

ϕ
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt =
(−1)k

(T i(α · ω(a0)))
k+1

T

[

ϕ(k)
( t

T

)

eit(α·ω(a0))

]T

0

− (−1)k

(T i(α · ω(a0)))
k+1

∫ T

0

ϕ(k+1)
( t

T

)

eit(α·ω(a0))dt.
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|〈A〉ϕ(T ) − 〈A〉| ≤
|ϕ(k)(0)| + |ϕ(k)(1)| + ‖ϕ(k+1)‖

L1

T k+1‖ϕ‖
L1

×
∑

α∈
�

d, α6=0

∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣

|α · ω(a0)|k+1
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γ

|α|ν
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∑

α∈
�

d, α6=0

∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣

|α · ω(a0)|k+1
≤

∑

α∈
�

d, α6=0

Ce−
|α|
C

( |α|
γ1/ν

)ν(k+1)

,

≤ Cην(k+1)
∑

α∈
�

d, α6=0

e−
|α|
C

( |α|
ηγ1/ν

)ν(k+1)

.

;K����+( �e�2Ê 
η = 2C/γ1/ν "�� � $ �(�

1/(γ1/νη) = 1/(2C)
� � 7 (E � ) �e�(� � .

∑

α∈
�

d, α6=0

∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣

|α · ω(a0))|k+1
≤ Cην(k+1)(ν(k + 1) + 1)!

∑

α∈
�

d

e−
|α|
2C ,

≤ C(2C)ν(k+1)(8C)d

γk+1
(ν(k + 1) + 1)!,
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xn ≤ ex(n+ 1)!
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k
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ξ(k)(0) = ξ(k)(1) = 0
À � �N� �6A

k ∈ N
@2(E�$ � :� � ��7�*�7

� $ �(�.À � �&���8�
k ≥ 0

.

|〈A〉ξ(T ) − 〈A〉| ≤ c1

(r1
T

)k+1

(k + 1)δ(k+1)(ν(k + 1) + 1)!,

( �0� $
c1 = c0µ

� ��7
r1 = Rβ

@
µ
� ��7

β
)  � ��' � $� � �1��" ��� � � "L� ÀlÁ � E ÅYÅ Ä.E �N�+( �  �

ν̃
)  � $ 

�� ��� *" �9� � � *'1 �L� �
ν
� �+( ��� 7 � ���=� �0� A E#G $ � "#' � :��" .

|〈A〉ξ(T ) − 〈A〉| ≤ c1

(

r1ν̃
ν̃

T

)k+1

(k + 1)(δ+ν̃)(k+1),

≤ c1e
f(k+1),

(&$� � 
f(`) = `[ln(r1ν̃

ν̃/T )+(δ+ν̃) ln(`)]
E�G $� C�� � �QC\�#C � À

f
À � � ! �1" �0��� :�

`
� " �(�%����� � �7

À � �
` =

1

e

(

T

r1ν̃ ν̃

)1/(ν̃+δ) � ��7 � "

fmin = −(δ + ν̃)

e

(

T

r1ν̃ ν̃

)
1

(δ+ν̃)

.
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c0 = C(8C)d

�
R = (2C)ν/γ

�
c1 = µc0

�
κ = (δ + ν̃)e−1ν̃−

ν̃
ν̃+δ

0/+#�
ρ = (δ + ν̃)
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ν̃ = ν + 1
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910/&�):9(? � & ; $ �/) � � ; 0/+-&�),+�$ ��� +#�/),& ) � +
? � . 9 �� $

γ
0 9 9 � � + 0 9

ν > d− 1
� � $  0 ��& ; ),+2= � ?

ν̃
0 9G{'$'),+�|

d
0/+#��& ; 7 9

δ
0 9G{'$'),+�|

0 � ��. � � )  0/&($'# �
1+d

�<� ; $ . 0/&($ � ? ��� + �/$'.}|�$'+ � $ & ; 7 9+�/),. $ � &�# � ��$��-$'+#� 9 � + & ; $+�/)  $'+29') � +
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� ? & ; $�� ; 0 9 $ ! 9�� 0 � $L�

�hµ�� � �&� ¿
�
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E
�
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�1�  �  !��O�(� �" � $� � � � *' ����� " ) A O �  C+� ����" �<C " E Ç �E����� ��"
� �F� @PN � �8�  �  C?�(��Ê��.)�� A1@ � $ ���
�0� "
!�� �F� À,��� � )  ���QC �1" �L�  � 7 �8� A � 7 ��! � �7 E
� � � � � � � Ë � I � � %89<9 7  $ & ; 0/& & ; $ ��� +#�/),&�) � +29 � ?y� ; $ � .�$  �

E
�
E9L 0/. $ 910/& ):9 @ $"� 0/+#� #%$'&

T = nh > 0
? � . 0Q|/)1�/$'+ ),+-&($}|�$'.

n ≥ 2
��� $'& 7 99? 7 .'& ; $'. ��$ @ +�$�& ; $ � ) $  0/+-+ 9 7� 9

��� . . $<9�� � +#�/),+�|*& � & ; $ � �1� ��� � � � � " &�)  $ ! 0��/$'.�09|�$

〈A〉Rie(T ) :=
1

n

n−1
∑

j=0

A(p(jh), q(jh)),

0/+#��& ; $ @ # & $'. $"�*&�)  $ ! 0��/$'.�09|�$

〈A〉Rie
ϕ (T ) :=

∑n−1
j=0 ϕ(j/n)A(p(jh), q(jh))

∑n−1
j=0 ϕ(j/n)

,

� ; $'. $
ϕ ∈ C0(0, 1)

):9 & ; $ @ # &($'..? 7 + � &�) � +��G� ; $'+ � $ ; 0��/$*& ; $.? � #,# � � ),+�| ��� + �/$'.}|�$'+ � $
$<9'&�)  0/& $<9 	

/��y� ; $'. $ $�� ):9'& ��� +29'& 0/+-& 9
c
0/+#�

c∗
��$��-$'+#�/),+�| � +

A
�
d
�
ν
�
γ
0/+#�

ω = ω(a0)
9 7 �<;

& ; 0/&
∣

∣〈A〉Rie(T ) − 〈A〉
∣

∣ ≤ c

T
+ c∗ exp

(

− 1

c∗h

)

.

� �� $'&
k ≥ 1

�#�1?
ϕ
):9
Ck+1(0, 1)

� ),& ;
ϕ(j)(0) = ϕ(j)(1) = 0

? � . 0/#,#
j = 0, . . . , k− 1

�
& ; $'+ & ; $'.�$ $�� ):9'& 9'&�.') � &�# � � � 9'),&�)1�/$ ��� +29'& 0/+-& 9

c∗
�
c0

0/+#�
R

��$��-$'+#�/),+�| � +
A

�
ϕ
�
d
�

ν
�
γ
0/+#�

ω
9 7 �<; & ; 0/&
∣

∣〈A〉Rie(T ) − 〈A〉
∣

∣ ≤ c(k, ϕ)

T k+1
+ c∗ exp

(

− 1

c∗h

)

,

� ; $'. $

c(k, ϕ) = c0R
k+1kk(ν(k + 1) + 1)!

× 1

‖ϕ‖
L1

(

|ϕ(k)(0)| + |ϕ(k)(1)| + ‖ϕ(k+1)‖
L∞

)

.

� � �1?
ξ
):9 & 0 = $'+ 0 9 & ; $ @ # & $'. ? 7 + � & ) � + � & ; $'+ & ; $'. $ $�� ):9'& 9'& . ) � &�# � � � 9'),&�)1�/$ ��� +29'& 0/+-& 9

c∗
�
c1

�
κ
0/+#�

ρ
��$��-$'+#�/),+�| � +

A
�
d
�
ν
�
γ
0/+#�

ω
� 9 7 �<; & ; 0/&

∣

∣〈A〉Rie
ξ (T ) − 〈A〉

∣

∣ ≤ c1e
−κT 1/ρ

+ c∗ exp

(

− 1

c∗h

)

.
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� ��� ����� Ë � I � � � + & ; $��. � � ? � ? � ; $ � . $  � �����1/5� � +�$&|�$'& 9
ρ = (δ + 1 + ν̃)

0/+#�
κ =

(δ + 1 + ν̃)e−1(ν̃)−
ν̃

ν̃+δ+1

� � ; $'.�$
ν̃ = ν + 1

�

� � � � � � B4���(�  C *� �0LKE � " � " !  �������d��� "%X� À B4���(�  C *� � Å E ( �0� $
ϕ ≡ 1

@ "�� � $ �(� (
 À � ��� "
�1� � $�9 �%� � � *" �%�QC+�(�  À � �.� $�� �8�  � *7 � :1 ��� '1 E � � !=� ��7 � ��'

(A ◦ψ)
� � 0=� ���%�  � "% �%� �" � "

� � G $ �� �  C �
E
�
E9L�� ��7H7 ���� �%� ��'

Sn =
∑n−1

j=0 (1/n)ϕ(j/n)
@�(E�$ � :� .

〈A〉Rie
ϕ (T ) − 〈A〉 =

1

nSn

∑

α∈
�

d, α6=0

Â ◦ ψ(a0, α)ei(α·θ0) ×
n−1
∑

j=0

ϕ
( j

n

)

eiα·jhω,

(&$� � 
ω = ω(a0)

E ;� � "� � $� À � ��� � ( � ��' � �" ���8� @2(&$��1"% !�� �F� Àc� "#' � :��� � � D !�! �� 7 � � .
� ��� � � Ë � I � ��� � . 0H|/)1�/$'+ @ # & $'. ! ? 7 + � & ) � +

ϕ
),+
Ck+1(0, 1)

� ),& ;
ϕ(j)(0) = ϕ(j)(1) = 0? � .�0/#,#

j = 0, . . . , k − 1
��0/+#� 0 |/)1�/$'+ ),+-&($}|�$'.

n ≥ k + 2
� #%$'&

ϕj

{'$"& ; $ . $ 0/# + 7� {'$'.<9
��$ @ +�$"�${ �

ϕj = ϕ(j/n)
? � .

j = 0, . . . , n
�#�(?

b 6= 1
):9 0 ���� ��#%$�� + 7  {'$'. � ?  �� � 7 # 7 9

1
�

& ; $'+ � $ ; 0��/$ & ; $"$<9'& )  0/&($
∣

∣

∣

∣

∣

∑

0≤j≤n−1

ϕjb
j

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2e2kk

nk|1 − b|k+1

(

|ϕ(k)(0)| + |ϕ(k)(1)| + ‖ϕ(k+1)‖
L∞

)

.

�N� (�@�(E �D� � ) � � ��7 � $� !�� *: � � � "N" �#C ) A � " � ��' � $  À � ��� �+( � ��'\" ! ���8����� ��'

|〈A〉Rie
ϕ (T ) − 〈A〉| ≤ C(k, ϕ)

nk+1Sn

∑

α∈
�

d, 0<|α|≤(h|ω|)−1

∣

∣

∣Â ◦ ψ(a0, α)
∣

∣

∣

|1 − eiα·hω|k+1

+
∑

α∈
�

d, |α|>(h|ω|)−1

∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣
,

Á � E Å�9 Ä

(&$� �  (
 $ � :1 7�*��� � *7

C(k, ϕ) = 2e2kk
(

|ϕ(k)(0)| + |ϕ(k)(1)| + ‖ϕ(k+1)‖
L∞

)

.

�N� �  � $ �(� @6" � � � 
0 < |α| ≤ (h|ω|)−1

� � � $� � � " �X�  �DC @�(
Y$ � :�
0 < |hα · ω| ≤ 1

@C"��
� $ �(�

b = eihα·ω 6= 1
E

G $�."� � ����7 �  �DCP� � � $� �%� '1$ � UI$ � ��7X" � 7� ��� � ) -" �����(� '1$ ��À � � ( ��� 7 � A ) � � ��7��7 ) A
c∗ exp(− 1

c∗h
)
E

C " � � ' Á � EIL Å Ä @ (
 $ � :1 À � �&���8� |α| ≤ (h|ω|)−1
.

1

|1 − eiα·hω| ≤ C0
1

h|α · ω| .G $� � � " �&�  �JC � � � $� �%� '1$ � UB$ � ��7_" � 7� �D� � ) X�" �%�QC+�(� *7 � "

C(k, ϕ)Ck+1
0

T k+1Sn

∑

α∈
�

d, 0<|α|≤(h|ω|)−1

∣

∣

∣
Â ◦ ψ(a0, α)

∣

∣

∣

|α · ω|k+1
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�hµ�� � ½�� � � ¼y¿ �!¾lº �I¹�� ��� �Iº�� � ���

;� � ����" � 7� �-� $ 9� �#C  �����D�(�������87  �*� � � A
(pn, qn)

À � �
n ≥ 0

� )F�e��� ���7 ) A � " A C�!��  �*�%���
rth UB� � 7� � � �#C  �����D�(� " � $� C 

Φh

À � � Cg� $� � � �8������� ! � � � �
(p0, q0) = ψ−1(a0, θ0)

E
0=� �

T = nh
� ��7

n ∈ N
@ � $� � � ��� �" ! ����7 � � ' O �  C?� ���_" �#C �  � 7�"

〈A〉Rie
ϕ,h(T ) :=

∑n−1
j=0 ϕ(j/n)A(pj, qj)
∑n−1

j=0 ϕ(j/n)
.

Á
�
E Å É�Ä

G $�*� �  C <E /� ��7 #E>Æ � À @
$ ��!F�  ��� � � S � T @+(&$ �8� $\" �%� �1� ' � A �  � A���� � $  � $ �� � A�7 *:1 � � ! �7
) A Q9� �QC �1'1� � � : @ D � � � � 7 � ��7 3 �1"� ��S Å È @ Å  @ Å 9 @ Å � @ Å � T � � 7��1� � *" ���0� " À � � CP� $� )=�(�:Ê ( ��� 7
� � ��� A4" � " Á "�� S�� T !�! E Å � �Y� � 7 �  À  � �� � �" � $� �  � � Ä @#A �  � 7 � $� À � �8� �+( � ��' � �" ���8� .
� � � � � � � Ë � � � ��� 
�� � � � ��� � �:	�� � ���	� � ��� � ��
 h��� � $'&

a∗ ∈ Td
9 7-�<; & ; 0/&

ω(a∗)
910 !

&�):9 @ $<9 & ; $ �/) � � ; 0/+-& ),+�$ ��� +#�/),& ) � + Á
�
E9L Å Ä � ),& ; ��� +29'& 0/+-& 9

γ
0/+#�

ν
��0/+#� 9 7 � � � 9 $ & ; 0/&

H(p, q)
):9�0/+�0/# ��&�) �"� + 0�+�$')�| ; { � . ;-� � � � ? & ; $ & � . 7 9 {(p, q) = ψ(a∗, θ) | θ ∈ Td}

�U� ; $'+
& ; $'. $ $�� ):9'& 9 � � 9'),&�)1�/$ ��� +29'& 0/+-& 9

ρ
�
c0

�
c
�
C0

0/+#�
h0

9 7-�<; & ; 0/&;? � . 0/#,#
h ≤ h0

0/+#�
µ ≤ min(r, α)

� ; $'. $
α = ν + d + 1

� & ; $ ? � #,# � � ),+�| ;-� # � 9 	 & ; $'. $ $�� ):9'& 9*0�9 �  ��#%$ � & ) �
�<; 0/+�|�$ � ? ��� � .G�/),+�0/&($<9

ψh : (a, θ) 7→ (b, χ)
0/+�0/# ��&�) � ? � .

‖a− a∗‖ ≤ c0h
2µ

0/+#�
θ ∈ Uρ = {θ ∈ Td + iRd ; |Im θ| < ρ }

0/+#�
hr ! � # � 9 $ & � & ; $ ) ��$'+-& ),&���),+ & ; $ 9 $'+29 $ & ; 0/&

‖(a, θ) − ψh(a, θ)‖ ≤ C0h
r

? � . ‖a− a∗‖ ≤ c0h
2µ

0/+#�
θ ∈ Uρ/2,9 7-�<; & ; 0/& ),+ ��� � ."�/),+�0/&($<9

(b, χ)
� & ; $ + 7� $'. ) � 0/#�&�.�0�� $ � & � . �

(bn, χn) = ψ−1
h ◦ ψ−1(pn, qn)910/&�):9 @ $<9

bn = b0 + O(exp(−ch−µ/α)),

χn = nhωh(b0) + O(h−2µ/α exp(−ch−µ/α)),

Á � E Å ÆYÄ

? � .
nh ≤ exp(ch−µ/α)

� � ; $'.�$
ωh(b) = ω(b) + O(hr)

7 +-) ? � .  # ��),+
b
�

C " � � ' � $ � " � �" � �8� @ (
 '1 �#� $� À � ��� �+( � ��' G $ �� �  C .

� � � � � � � Ë � � ��	�� +#��$'. & ; $ ��� +#�/),&�) � +29*0/+#��+ � & 0/& ) � +29 � ? � ; $ � . $  � �����1/5� ) ?�& ; $�+ 7 !
 $'. ) � 0/# &�.�0�� $ � & � . �#9'& 0/. & 9 � ),& ;

‖a0 − a∗‖ ≤ c0h
2µ Á � E Å ��Ä

� ; $'. $
(a0, θ0) = ψ−1(p0, q0)

� & ; $'+ � $ ; 0��/$
	
/�� �1?

ϕ
):9
Ck+1

� ),& ;
ϕ(j)(0) = ϕ(j)(1) = 0

? � . 0/#,#
j = 0, . . . , k− 1

0/+#� ) ?
A
):9 .�$ 0/#

0/+�0/# ��&�) �*� +
Rd

� & ; $'+ & ; $'. $�$�� ):9'& ��� +29'& 0/+-& 9
c1

0/+#�
C

��$��-$'+#�/),+�| � +
A

�
γ
�
ν
�
d
�

k
�
ϕ
� 9 7-�<; & ; 0/&

∀h ≤ h0 ∀T = nh ≤ exp(c1h
−µ/α),

|〈A〉Rie
ϕ,h(T ) − 〈A〉| ≤ C

(

1

T k+1
+ hr

)

.
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� � �1?
ξ
):9 & 0 = $'+ 0 9 & ; $ @ # & $'. ? 7 + � &�) � + � ) ?

A
):9 .�$ 0/#�0/+�0/# ��&�) � � & ; $'+"& ; $'. $ $�� ):9'& ��� +29'& 0/+-& 9

c1
0/+#�

C
�;��$��-$'+#�/),+�| � +

A
�
γ
�
ν
0/+#�

d
9 7-�<; & ; 0/&

∀h ≤ h0 ∀T = nh ≤ exp(c1h
−µ/α),

|〈A〉Rie
ξ,h(T ) − 〈A〉| ≤ C

(

e−κT 1/ρ

+ hr
)

.
Á
�
E
�
È�Ä

� � � � � � ; �8� $ � $�Y��� ���(��� �1�
Sn =

∑n−1
j=0 (1/n)ϕ(j/n)

@ (
Y$ � :� � " � � ' G $ �� �  C �
E 9 E9L

� $ �(�

〈A〉Rie
ϕ,h(T ) :=

1

nSn

n−1
∑

j=0

ϕ

(

j

n

)

A ◦ ψ ◦ ψh(bj, χj).

C " � � ' � $�A0M� ���%�  � �� !�� ��" � �1�G� À
A ◦ ψ ◦ ψh

� ��7 Á
�
E Å ÆYÄ @�(E�� )F�e��� �

〈A〉Rie
ϕ,h(T ) :=

1

nSn

∑

α∈
�

d

̂A ◦ ψ ◦ ψh(b0, α)eiα·ϕ0

n−1
∑

j=0

ϕ
( j

n

)

eiα·jhωh

+ O(exp(−ch−µ/α))
Á � E � L�Ä

À � �
nh ≤ O(exp(ch−µ/α))

Á (
 ( �%�0� 
c
À � ��� '���� �%����� �1��" ��� � �?� � � $���� ! �1���� �%�O����Ä @

(&$� � 
ωh = ωh(b)

E
D "

ψh

� " � � � � ��� A �%���0À � � �*��� �1� O(hr)
U ��� �1"% � � � $� � 7�*� ���8� A�@�(E�$ � :�

̂A ◦ ψ ◦ ψh(b0, 0) = 〈A〉 + O(hr),
� � 7 � $� 0=� �����  �
� �4 Ã��*� �� � "

̂A ◦ ψ ◦ ψh(b0, α)
7  �D� A?�� ! ������ ��������� A ( �8� $ � �" !  �*�#� �

α
@

� � ��À � �DC+� A ( �0� $ � *" !  �*�N� �
h
E �9�+(P" �QC��������%� A � � B  C C?� � E Å E9L (
�'1 �&� $ �(�

∀ h ≤ h0 ∀α ∈ Zd, |α · (hωh))| ≤
γ

2
|α|−ν =⇒ |α| ≥ c h−

r
ν+1 .
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ξ7��4�"E��� � "%* C � � ����� �+(%# � �-� $�97  �%� : �(��� �1�Y�&# � �+ ��� � � �" ���IC?�(� ('4' � :1*� � $ �(�3� $�&: ����� �"

�&# � $� � �1��" ��� � �
C

� �*) � E �,+,- � "#� � � �$# �  ��� $d@ � $�X: �(��� X�&# n # � � (&$ �8� $

Rϕ
n :=

∑n
j=0 ϕ(j/n)Aj

n‖ϕ‖
L1

)  � � C *"�" �/.���� �� ��� A ��� �1"%0) � !R� � � "% � - " � � �  �%� � �  - � � �8� " ���IC+�0�J� "
n
'1�4�" � � � ���=� �0� A

��� ����� �!) 27� �  �JC�� � �7 � � � 7F: � � �  E21 � ��! 7 �(� �# � �JC\� �O� # � �
Rϕ

n

# � � C
n
� �
n + 1

� $ � "
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	�����������������������������������������������	�������� �!���"#���
	��$�$��&%�' �$�"���(��#%)�*������%*���$�+%��,� �"�-�.�������"�

/�0,0�1./�243�5 # C7698!:;6 3<1(/�=9>@? :9A 3�3 : 5 69B >�C 69A >91D? : 1 8!: 5 A*8 1(5 # ϕ EFE =�5G2<>91.2H?45#C�1I?�3 6,8!: /# 5G2 C769B /,J ( 1+3K? 6 > A ? : 1�>91I0�1I=9>91I= 8 1+5G= T 5 #

a(T ) =

∫ T

0

ϕ
( t

T

)

A(p(t), q(t))dt.

 A�� 1I241I=�? A /"? A =9C ( A ? : 241I340$1 8 ?L?45 T B 1M/">93N?O5

da(T )

dT
= ϕ(1)A(p(T ), q(T )) − 1

T

∫ T

0

t

T
ϕ′
( t

T

)

A(p(t), q(t))dt.
) � E �QP&-

G 5 ) 1+5 # 0924/ 8 ? A�8 / BR6 341"J A ? A 3S? :�6 3L=91 8 1.3<3O/�2 A ? : /"? xϕ′(x)
A 3T5 # ? : 1 # 5G2 C αϕ(x)

) ( : 1.2<1
α
A 3N/�=#/�2 )9A ?42O/�2 A 8 5G=93K?!/�=Q? - 3<5U? : /"? ) � E �QP,- ) 1 8 5 C 1.3T/�=V5G2<> A =9/�2 A > A � 1.2<1.=Q? A / B 1 N 6 /"? A 5G=# 5G2 a(T )

E GS: 1D5G= B A /�> CWA 3<3 A )9B 1�3<5 B�6 ? A 5G=,3L/"241�? :�6 3 C 5G=95 CXA / B 3 A = x EZY 1+? :-6 3 8 5G=93 A >91.2
? : 1 # 5 B�B 5 ( A =9C70$5 B A =95 CXA / B � B ?O1I2 # 6 = 8 ? A 5�=93

ϕp(x) = xp(1 − x)p, p ∈ N.
) � E � � -

 1I=95�? A =9C # 5G2 p /�=9> n A =
N
? : 1 $'#%$  $'+-& 0/. � O A 1 C /�=,=V3 6#C 3

Sp
n =

n
∑

j=0

( j

n

)p

Aj,

A ? A 3S1M/"3 A ?O5(CG1[?S? : 1�>91I3 A 241.> 6 0$>Z/"?41 # 5�2 C769B /

Sp
0 = 0 /"=9> Sp

n = An + (1 − 1/n)pSp
n−1, n ≥ 1.

� 5 ( J 3 A = 8 1

ϕp(x) =

p
∑

k=0

(−1)k

(

p
k

)

xp+k /�=9> ‖ϕp‖L1 =
(p!)2

(2p+ 1)!
,

? : 1�/�09092<5 � AIC /"? A 5G= ( 1�341I1.\ # 5G2 8 /�= ) 1�5 ) ?O/ A =91I>#/�3S? : 1 B�A =91M/"2 8 5 C,)9A =9/"? A 5G=

Rϕp
n =

(2p+ 1)!

n(p!)2

p
∑

k=0

(−1)k

(

p
k

)

Sp+k
n .

Y 1W=95 ( 8 5G=93 A >91.2�? : 1�/"090 B�A*8 /"? A 5G=@5 # 5 6 2 C 1I? : 5�>@?45#? : 1 C 5-> A � 1I> 2
U > AQC 1.=93 A 5G=Z/ B

] 1.0 B 1.2T092<5G^ B 1 C`_TA ? :#a / CXA*B ?O5�= A /�=

H(p, q) = p2
1 + p2

2 −
1

√

q2
1 + q2

2

− µ

(
√

q2
1 + q2

2)
3
.

� 1I3 A >91.3R? : 1 a / CWA�B ?45G= A /�=FJO? :,A 3R3 A 3K?O1 Cb: /�3R5G=91c5�? : 1.2 A =�d"/�2 A /�=Q?.J[? : 1e/�=9C 69B /�2 C 5 C 1.=Q? 6<C

L = q2p1 − q1p2.
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� 4�� 4���� �����������$	F%�� �R���,��U���"������%*����� �I�"�[���*���

	H6 2TCG5Q/ BFA 3 : 1I241�?O5(1I3<? AIC /�?O1H? : 1+/Md�1.2O/"CG1+5 d�1.2S? : 1 C /�= A # 5 B >

S = {(p, q) ∈ R4; L(p, q) = L(p0, q0), H(p, q) = H(p0, q0)}

 5G2 µ = 0.2 J p0 = (0, 1.1)T /�=,> q0 = (1, 0)T ? :9A 3 B 1M/">93N?O5 〈r〉 = 1.021466044527120

E
G 5#? :9A 3�/ AQC J _ 1 8 5G=,3 A >,1.2�? : 1�� 1.2 B 1I? C 1I? : 5�> /�3+? : 1W^Z/�3 A*8 3K?O1I0 /�=9> 6 341W? : 1 8th U

5G2<>91.2 15
U 3<?!/"CG1 8 5 C 0$5G3 A ? A 5G=�5 # S �� T E�E = 
 A C 6 241.3 � E9L /�=9> � E P /�2<1H241I09241I341I=�?41.>�? : 1 1.242<5G243

|〈r〉ϕp(T ) − 〈r〉| A = B 5GCQ/�2 A ? :<CXA*8 3 8 / B 1 # 5G2�? _ 5 > A�� 1I241I=�? 3<?41.0 U 3 A�� 1.3 E�	 = 
 A C 6 2<1 � E9L JZ? : 1? : 241I1 8I6 2<d�1.3X/ B�B 241./ 8!: /@0 B /"?O1./ 6 8 5�24241I340$5G=9> A =9C@?O5@? : 1 hr U 1.2<245G2+?O1.2 C E O 1 � = A =,C ? : 1
3K?O1.0 U 3 A�� 1 2<1 C 5 dG1.3 ? :9A 3X0 B /�?O1M/ 6 ) 5�2 /"? B 1M/"3<? 3 :9A # ?43 A ?X?45 ? : 1 2 A C : ?.J 3<1.1 
 A C 6 2<1 � E P,- EE = ^$5�? : 8 /�341I3.J ? : 1V09241I> A�8 ?O1.> 24/"?O1 5 # 8 5G=QdG1I24CG1I= 8 1 A = 1/T p+1

A 3 8IB 1M/"2 B A 5G^93<1.2KdG1.> ) A ?
8 5G242<1.340$5G=9>,3�?45X/(3 B 5G0$1�5 # p+ 1

# 5G2 ϕp - E

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−8

10
−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Stepsize h=0.4

������� � E9L�� � 2<245G2 A = ? : 1�/MdG1I2O/�CG1I3 # 5�2 p = 1, 3, 5 /�=9> h = 0.4
) P  U ] 1I0 B 1I2S09245G^ B 1 C - E

����� �! " ���	�� �$# � ! �&% ������ � 	 �����(� ����!�� � �"!
E =#? :9A 3 1 090$1.=9> A � J _ 1 8 5 B*B 1 8 ?T/ # 1 _ ?O1 8!: = A�8 / B 241I3 69B ?O3 6 3<1.> A =V? : 1�0Z/�0$1.2('

� ��� � � 4����)� 3 � $'&
ξ * $ & ; $,+ 7 + � &�) � + ��$.- +�$"� � +

[0, 1] * � ξ(x) = e−
1

x(1−x) /10 ; $'. $ $�� ):9'&9'&�. ) � & # � � � 9'),& )1�/$ ��� +29'& 0/+-& 9
µ ≤ 1

�
β ≤ (2

√
3+6)/e2

0/+#�
δ ≤ 3

9 7-�<; & ; 0/&
& ; $2+ � #,# � � ),+43
$<9'&�)  0/& $<9 ;-� # �5+ � .�0/#,#

k ∈ N∗
	

‖ξ(k)‖
L1 :=

∫ 1

0

|ξ(k)(x)|dx ≤ µβkkδk,

‖ξ(k)‖
L∞ = sup

x∈[0,1]

|ξ(k)(x)| ≤ µβkkδk.
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	�����������������������������������������������	�������� �!���"#���
	��$�$��&%�' �$�"���(��#%)�*������%*���$�+%��,� �"�-�.�������"�

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−15

10
−10

10
−5

10
0

Stepsize h=0.05

p=1

p=3

p=5

� ������� ' P � � 2<245G2 A =�? : 1�/MdG1.24/�CG1I3 # 5G2 p = 1, 3, 5 /�=9> h = 0.05
) P  	� ] 1.0 B 1.2S092<5G^ B 1�
 - '

� � � � � �� 5-5G\ A =,C # 5G2T/�=#1���09241I343 A 5G=&5 # ξ(k)(x) 5 # ? : 1 # 5G2�


ξ(k)(x) =
Pk(x)

[Π(x)]2k
e
− 1

x(1−x) ,

_T: 1I241 Π(x) = x(1 − x) /�=9> _T: 1I241 Pk

A 3�/U0�5 B�� =95�
 A / B J _ 1�1M/�3 A�B���� =9>�? : 1�2<1 8.6 24241I= 8 1
2<1 B /�? A 5�= '

P0 ≡ 1 /�=9> Pk+1 = Π′ (1 − 2kΠ)Pk + P ′
k Π2, k ≥ 0.

)�� ' ��� -
Y 17=95 _ B 5-5G\ # 5G2�^$5 6 =9>93L5G= ^Z/ B�B 3 Br

5 # 24/�> A�6 3 r > 0 /"=9> 8 1I=Q?O1.2 z = 1/2 + 0 i ∈ C
'

� : 1�^$5 6 =9>93 # 5G2 Π /�=,> Π′ 241M/">

sup
z∈Br

|Π(z)| ≤ (r2 + 1/4), sup
z∈Br

|Π′(z)| ≤ r,

/�=,>#? : 1��N/ 698!:��#A =Q?O1ICG2O/ B 241I09241I341.=Q?O/"? A 5G= 5 # P ′
k

B 1M/�>,3N?O5

∀ ε > 0, sup
z∈Br

|P ′
k(z)| ≤

r + ε

ε
sup

z∈Br+ε

|Pk(z)|.
E =93<1.2K? A =,CW? : 1.3<1+^$5 6 =9>,3 A = )�� ' ��� - _ 1�CG1I? '

sup
z∈Br

|Pk+1(z)| ≤ r[k(2r2 − 1/2) + 1] sup
z∈Br

|Pk(z)|

+(r2 + 1/4)2 r + ε

ε
sup

z∈Br+ε

|Pk(z)|,

≤
(

r[k(2r2 − 1/2) + 1] +
r + ε

ε
(r2 + 1/4)2

)

sup
z∈Br+ε

|Pk(z)|.
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� 4�� 4���� �����������$	F%�� �R���,��U���"������%*����� �I�"�[���*���

 1I=95�? A =9C C(r, k, ε) := r[k(2r2 − 1/2) + 1] +
r + ε

ε
(r2 + 1/4)2 J _ 1 � =Z/ B*B�� CG1I?

sup
z∈Br

|Pk+1(z)| ≤ C(r, k, ε) sup
z∈Br+ε

|Pk(z)|,

≤ C(r, k, ε)C(r + ε, k − 1, ε) sup
z∈Br+2ε

|Pk−1(z)|,

≤
(

k
∏

i=0

C(r + iε, k − i, ε)

)

sup
z∈Br+(k+1)ε

|P0(z)|.

1 ^�5 6 =9> 8 /"= ? : 1I= ^$1+5G^�?!/ A =91.> /�3 # 5 B*B 5 _ 3 ' B 1I? ε0 =
−1 +

√
3

2
J ε =

ε0

k
/"=9> r = 1/2 '

� : 1I= A ? A 3S1M/"3 � ?45 8!: 1 8 \V? : /�? # 5�2T/ B�B 0 ≤ i ≤ k J _ 1 : /MdG1

C

(

1

2
+ i

ε0

k
, k − i,

ε0

k

)

≤
√

3

2
[k − i+ 1] +

1√
3 − 1

k + i+ 1,

≤
√

3 + 3

2
(k + 1),

/�=,> : 1I= 8 1"J
(

k
∏

i=0

C(r + iε, k − i, ε)

)

≤
[√

3 + 3

2
(k + 1)

]k+1

.

� /�\ A =9C A =Q?45(/ 8.8 5 6 =Q?L? : /"? P0 ≡ 1 J _ 1�5G^,?O/ A =

∀ k ∈ N∗, sup
z∈B1/2

|Pk(z)| ≤
[√

3 + 3

2
k

]k

.

E ?�241�
�/ A =93N?45W^$5 6 =,> 1

[Π(x)]2k
e−

1
x(1−x) '  1I=95�? A =9C Y =

1

x(1 − x)
J _ 1 : /MdG1 '

sup
x∈[0,1]

1

[Π(x)]2k
e−

1
x(1−x) = sup

Y ≥4
e−Y Y 2k

≤ e−2k(2k)! ≤
(

4

e2

)k

k2k.

� � � � � � � � ��� � � 4�� f2� 3 � � 1I? 6 3X>91.=95"?O1 ^ � ∇ ? : 1&5G0�1I2O/"?45G2(5 # * 0 � = � 0/.G���/)1� ) ��$"�
�/) � $'. $'+ � $<9 >91 � =91.>&^ � '

∀ j ∈ {0, . . . , n}, ∇0ϕj = ϕj,

∀ j ∈ {m+ 1, . . . , n}, ∇m+1ϕj = ∇mϕj −∇mϕj−1.
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��������������� 4 � �����������
	�����������������������������������������������	�������� �!���"#���
	��$�$��&%�' �$�"���(��#%)�*������%*���$�+%��,� �"�-�.�������"�
� : 1�3 6 
 A =V? : 1�3K?!/"?41 
W1.=Q? 8 /�=�? : 1.=#^�1 _ 2 A ?4?41.=#/�3

n−1
∑

j=0

ϕjb
j =

n−1
∑

j=1

bj
j
∑

i=1

∇ϕi +
n−1
∑

j=0

ϕ0b
j,

=
1 − bn

1 − b
ϕ0 +

n−1
∑

i=1

∇ϕi
bi − bn

1 − b
,

=
ϕ0 − bnϕn−1

1 − b
+

1

1 − b

n−1
∑

j=1

(∇ϕj)b
j = . . . ,

=

k
∑

m=0

bm∇mϕm − bn∇mϕn−1

(1 − b)m+1
+

1

(1 − b)k+1

n−1
∑

j=k+1

(∇k+1ϕj)b
j.

 1I=95�? A =9C h = 1/n J A ? A 3 _ 1 B�B � \�=95 _ = ? : /"?.J # 5�27/ B*B n − 1 ≤ j ≥ k + 1 J ? : 1.2<1 1�� A 3<?O3
ζj,k+1 ∈ [(j − k − 1)h, jh] ⊂ [0, 1] 3 6,8!: ? : /"? _ 1 : /MdG1 '

∇k+1ϕj = ϕ(k+1)(ζj,k+1)h
k+1

a 1.= 8 1�J _ 1 8 /"=&^$5 6 =9>�? : 1�341 8 5G=9>#?O1.2�
 A = ) � ' ��� - /�3 # 5 B�B 5 _ 3 '
∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

j=k+1

(∇k+1ϕj)b
j

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ‖ϕ(k+1)‖
L∞ hk+1(n− k − 2).

E =#5G24>,1.2S?O5(1.3K? A 
�/"?41H? : 1 � 2<3<?�3 6 
&J _ 1�=95�? A*8 1H? : /"?MJ # 5�2 0 ≤ m ≤ k ≤ n− 2 J

∇mϕm = ϕ(m)(ζm,m)hm

# 5G2U3<5�
W1 ζm,m ∈ [0, mh] /�=9> / � / �-B 5G2 � � /"CG2O/�=,CG1�1 �,09/�=93 A 5G= 5 # ϕ(m)(ζm,m) /"?(5G24>,1.2
k + 1 −m C A dG1.3

∇mϕm =
ζk
m,mh

k

(k −m)!
ϕ(k)(0) +

ζk+1
m,mh

k+1

(k + 1 −m)!
ϕ(k+1)(ηm)

# 5G2S3<5�
W1 ηm ∈ [0, mh] ⊂ [0, 1] ' a 1.= 8 1�J _ 1 : / d�1 '
∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

m=0

bm

(1 − b)m
∇mϕm

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |ϕ(k)(0)| kkhk

|1− b|k+1

k
∑

m=0

|1 − b|m
(m)!

+‖ϕ(k+1)‖
L∞

kkhk+1

|1 − b|
k
∑

m=0

|1 − b|m
(m + 1)!

,

≤ e2kkhk

|1 − b|k+1

(

|ϕ(k)(0)| + h‖ϕ(k+1)‖
L∞

)

.

��A 
 A*B /�2 B��U_ 1 : / d�1 '
∇mϕn−1 = ϕ(m)(ζn−1,m)hm
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# 5G2S3<5�
W1 ζn−1,m ∈ [1 − (m+ 1)h, 1 − h] ⊂ [0, 1] J9345U? : /"?
∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

m=0

bn

(1 − b)m
∇mϕn−1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2e2kkhk

|1 − b|k+1

(

|ϕ(k)(1)| + h‖ϕ(k+1)‖L∞

)

.

 /"? : 1.2 A =9CU? : 1 8 5G=Q?O2 A ^ 6 ? A 5G=93 5 # / B*B ?41.2 
W3N? : 1.= C A dG1I3S? : 1�241I3 69B ? '
����� ������� �  
	�� � � ��� � : 1T/ 6 ? : 5G2<3 /�2<1NC B /�>+?45 ? : /"=9\ � : 2 A 3K? A /�= � 6 ^ A*8!: # 5G2
3K? A 
 69B /�? A =,C
> A 3 8I6 343 A 5G=93
5G=D? : 1N3 6 ^��<1 8 ? 5 # ? :9A 3
0Z/"0�1I2.J�0Z/�2<? A�8I69B /�2 B�� # 5�2 3 6 CGCG1I3<? A =9C ? : 1 6 3<1N5 # CG1I=91.24/ B
�ZB ?O1I241.>&/MdG1I2O/�CG1I3 24/"? : 1I2N? : /"=�� 6 3K? A ?O1I2O/"?41.>#/MdG1.24/�CG1I3�' Y 1�/ B 345(CG24/"?O1 # 69B�B�� / 8 \�=95 _TB 1I>9CG1
? : 1 � =Z/�= 8IA / B 3 6 090$5G2<?W5 # E����TE 1 ? : 2<5 6 C : ? : 1 8 5G=Q?O24/ 8 ?WCG24/�=Q?�� 1S8 ? A 5G= >,1 � 1 8!: 1.2 8!: 1
� 5-5G0 � 2O/�? A d�1
	 � � � � � E � ��E�� 	 '
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� � ���!�"�$#%���&� �	�'� � ���$�'� � �(� � �	� �)�)�*�%������

+ �)� �-,.�	��� �)/0�'� � ������*�	�)����� �

� 1.3
221.3 69B ?O/"?O3 09231I341.=Q?31.3c>Z/�=,3 8 1[?c/�2K? A�8IB 1"J 5G^,?O1I= 6 3 1.= 8 5 B�B /�^$5G2O/"? A 5G=�/Md�1 8 � 1.C A 3 � 5G= �=91./ 6 J 5G=Q? # / A ? B54 5G^ �<1[?T> 4 6 =91+0 6 ^ B�A*8 /"? A 5G=�>Z/�=937698;:=<?>�@BAC8ED�FHG9IKJML5N3@BAPOQGSRUTKL5NVTXWZY �\[ '
� /�> � =Z/ 
 A^]-6 1 
W5 B 1 8.69B / A 2<1N241I0�5�341�3 6 2 B54 1 ]�69A d"/ B 1.= 8 1T1.=Q?O2<1 
W5 � 1.=9=,1.3 >9/�=93 B54 1.3409/ 8 1

>91I3 0 : /�341I3 > 4 6 =91T0Z/�2<? 1[? 
X5 � 1.=9=91I3e?41 
W0�5�241 B*B 1I3 B 1 B 5G=9C�> 4 6 =91T3<5 B�6 ? A 5G=D> 4 6 =91_1 ]�6 /"? A 5G=
> Aa` 1I241I=�? A 1 B�B 1U5�24> A =Z/ A 2<1U> 4 / 6 ?O2<1X09/�2<?.J 1[?D0$1.2�
X1[?�> 4 /"0909245 8!: 1I2 B 1.3�09241�
 A^b 241I3�1.= 8 / B�8I6 �B /�=Q? B 1.3c3<1 8 5G=9>91I3�' � 5G243 ]-6c4 5G=W345 69: / A ?O1 8 / B�8.6,B 1.2
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ÁÃÂ�ËXB°É3Ö¡Ö�ÏGÁi�Å�A\É�ÄBÌvË�B1Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È!WXN._�Ó�:5h¡ÓX:5Y�Ó 8 P¡ÓX<9:¡ÓjN�P�N [ 4 � ÁÃÏIÌ:Ð3Ì�Â�ÌvÏBÉ3Ë¥Ë�BÃÓvÄBÍ�ÌcA#Á(D
Ë¥Ì�Ê�Æ¡ËÙÉ3ÏmÈ�B�Â�É5A\Å¥Ê�Ç�Á3Î�Â�ÁÃÂ�DFA#ÅFÊ�ÏIÁ�Ê�É3Â�ÁÃÂ¡ÅFÊ É�Ë�ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌvÇ*ÅFÇ�ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�È,ÄBÁ¢É3Ç*Â�ÁÃÂ�DE=1É(A\Å¥Ë¥ÄBÁ3Â�ÅÙÉ3Â
È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç W 8 N [ 4�Õ�ÂÛÖ�ÏBÉ�ÊvÄBÅ¥Ê�Ì�Ó�Ì5ØÃÌvÂ Å¦Î.ÄGÍ�ÌXÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B�Å¥ÇZÂ¡Á3Ä>Ì�i�É�ÊvÄBËXB´Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�ÈáÑ)B´ÄBÍ�ÌkA\Ì�É"D
ÇIÆ�ÏGÌZÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä:É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç�ÓbÄBÍ�ÌvÏGÌ�ÅFÇ(Â�ÁXÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�ÄxÈ�ÏBÉ�Î�Ä:ÁÃÂ#Å¥Ä,4)I�Í�ÅFÇ(Ê�É3ÂKÑ�Ì*Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏGÌvÈ�É3Ç
Ø3Ì�ÏVB#ÇIÆ�ÏGÖ�ÏIÅFÇIÅFÂ�ÐT4�l�ÁÃÏ(Å¥Â�ÇIÄBÉ3Â�Ê�Ì�Ó�ÄBÍ�Ì�ÔxÌ�ËFËOD�â³Â�Á7Ô*Â\Î�Á3Æ�ÏIÄGÍ�D�ÁÃÏIÈ�Ì�Ïm[*Æ�Â�ÐÃÌ�DEG°Æ¡ÄIÄ8ÉnA\Ì5ÄBÍ�Á�È#É3Ö�D
Ö�Ë¥ÅFÌvÈ#Á3Â¢ÄGÍ�Ì�G°Ì�Ö�Ë¥Ì�Ï.Ä�ÔxÁ(D�Ñ�Á�È�BsÖ�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÐÃÅ¦ØÃÌvÇxÉ ] Æ�É3È¡ÏBÉ�ÄGÅFÊ�ËFÁ3Â�Ð>ÄBÌvÏKA ÌvÏGÏIÁÃÏSÐÃÏGÁ7Ô�ÄGÍ�Wf_Ãß [ 4
I�Í�Ì,ÇIÆ�ÏGÖ�ÏIÅFÇIÅFÂ�ÐÃËXBáÐÃÁ�Á�È�ÊvÁÃÂ�ÇIÌ�ÏIØ�É�ÄGÅFÁÃÂlÁ�Î�ÄGÍ�Ì�Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B�ÅFÇXÉ3ÊvÄGÆ�É3Ë¥Ë�B È�Æ�Ì²ÄGÁÚÄBÍ�ÌKÎ�É�ÊvÄÒÄGÍ�É�Ä
ÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç1É3ÏIÌdA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌsÅ¥Â³Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä,4Ho×ÁÃÏIÌsÖ�ÏGÌvÊ�Å¥ÇGÌ�ËXBÃÓ�Ë¥ÌvÄ°Æ¡Ç¯ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌsÄGÍ�É�Ä>ÔxÌsÔWÁÃÏIâ
Ô*Å¦ÄBÍ,Ép=1É(A\Å¥Ë¥ÄBÁ3Â�ÅÙÉ3Â¢È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�Ó¡É3Â�È²ÔxÌ°Æ�ÇGÌ|É p D�ÁÃÏIÈ�Ì�ÏqA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ°ÅFÂ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�ÄWÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA ÄBÁ
Å¥Â³ÄGÌ�ÐÃÏGÉ�ÄBÌsÅ¦Ä4�I�Í�Ì¢Ì�Â�ÌvÏGÐ5BáÉÄ>ÄBÍ�ÌsÑ�Ì�Ð3ÅFÂ�Â�Å¥Â�Ð�ÅFÇ H0

Ó%É3Â�ÈÛÄBÍ¡ÌsÂ�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë�ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5BáÉ�Ä>ÄGÅ�A#Ì
ÇjÄBÌ�Ö k ÅFÇ Hnum(k∆t) 4%I�Í¡Ì�Â�Ó�Æ�Â�È�ÌvÏ>ÇGÁ9A#ÌXÏIÌ�ÐÃÆ¡ËÙÉ3ÏIÅ¥ÄFB�ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�ÇZÁ3Â�ÄBÍ�Ìe=1É5A#ÅFË¦ÄBÁÃÂ¡ÅÙÉ3Â�Ó
É3Â¡È²Î�ÁÃÏxÇVAKÉ�ËFË�Ì�Â¡ÁÃÆ�ÐÃÍ²ÄGÅ�A#Ì�ÇjÄBÌvÖ�Ç ∆t Ó�ÁÃÂ¡Ì1Ê É�Â²Ö�ÏGÁ7Ø3ÌmWfZ¡Ór< [ ÄBÍ�ÉÄxÄGÍ�Ì>Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë�ÌvÏGÏGÁ3ÏWÁÃÂ
ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,ÇGÉ�ÄBÅ¥ÇVQ�ÌvÇBÉ3Ñ

∀k ≤ 1

∆t
ec1/∆t , | Hnum(k∆t) −H0 | ≤ c2 ∆tp,

Ô*Í�ÌvÏGÌ c1 É3Â¡È c2 É3ÏGÌ¯Ä�ÔWÁ²ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�ÄBÇZÔ*Í�ÅFÊ8ÍÚÈ¡ÁKÂ�Á3Ä1È�Ì�Ö�Ì�Â¡ÈÛÁÃÂ×ÄGÍ�Ì�ÄGÅ�A#Ì¯ÇjÄBÌvÖ ∆t a�ÄBÍ�Ì�BÈ�ÌvÖ�ÌvÂ�ÈKÁ3Â¢ÄGÍ�Ì�=1É5A#ÅFË¦ÄBÁÃÂ¡ÅÙÉ3Â¯Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂsÔ*Í�Å¥Ê8Í\È¡Ì'Q�Â�ÌvÇ:ÄGÍ�Ì*È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë¡ÇsB�ÇjÄBÌ'A É3Â�È#ÁÃÂsÄBÍ�Ì
A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ\ÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ê8Í�ÁÃÇIÌ�Â2b�4tI�Í�Å¥ÇkA#Ì É3Â¡Ç|ÄGÍ�É�Ä¯ÄBÍ�Ì#ËFÁ3Â�Ð3ÄBÅ�A\ÌXÌ�ÏGÏIÁÃÏ¯ÏGÌ,A\É3Å¥Â�Ç
Ñ�ÁÃÆ�Â�È¡Ì�È×Î�Á3Ï�Ì�i�Ö�Á3Â�Ì�Â�ÄBÅFÉ3ËFËXBKËFÉ3ÏGÐ3Ì>ÄBÅ�A#Ì�Ç'4

Õ�ÂlÄBÍ�Å¥Ç¢É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì\ÔxÌ,ÐÃÁáÁÃÂ�Ì�ÇIÄGÌ�Ö�Î�Æ�ÏIÄGÍ�Ì�Ï¢Å¥Â�ÄBÍ�Ì�ÏIÌ�ÇGÌ�É3ÏGÊ8ÍgÁ3ÎuA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ�ÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�ÄsÉ3ËOD
ÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç,4v6 ÌáÖ�ÏGÌvÇGÌ�Â�ÄÚÉ TKRUT52EIKJ�@32 L5NgJ I52 G98�4ÚÄBÁÜÑ�Æ�ÅFË¥È ÏGÌvØ3Ì�ÏIÇGÅFÑ¡ËFÌ�A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌáÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä

w2w �
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É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çka�ÇIÌ�Ì���Ì�Ê54�YT4?ß9b�4[Þ>Æ�Ï>É3Ö¡Ö�ÏGÁ�É�Ê8ÍáÉ3ËFË¥ÁbÔ*Ç�Æ�Ç1ÄGÁ²ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌdA\É3Â)B×É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4�Õ�Â
ÁÃÏIÈ�Ì�ÏxÄBÁsÖ�ÏIÁ�ÊvÌ�Ì�È�Ö�Ì�È�É3ÐÃÁÃÐÃÅ¥Ê É3Ë¥Ë�B3ÓÃÔWÌ Q�ÏIÇIÄ*É�Ö�Ö�Ë�B\ÁÃÆ�ÏqA\Ì5ÄBÍ�Á�È²ÁÃÂ,É�ÇGÅ�A#Ö�Ë¥Ì1Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥Ìpa�ÇIÌ�Ì
��ÌvÊ549Y�4 h)b�4(?�Ê5ÄBÆ�É�ËFË�B3Ó7ÄBÍ�Å¥Ç.Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥ÌWÅFÇ.É1ÇGÅ�A\Ö¡ËFÅ�Q�Ì�È¯Ê É3ÇIÌmÁ3Î�ÄBÍ¡ÌmÌ ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç.Æ�ÇIÌ�ÈÒÄBÁ1ÇGÅ�AXÆ�ËÙÉ�ÄGÌ
ÄGÍ�Ì�Å¥ÇGÁ3ÄGÍ�Ì�ÏVAKÉ�ËXD�Å¥ÇGÁÃÑ�É3ÏGÅ¥Ê1Ì�Â¡ÇGÌ,AXÑ�ËFÌiWf:5Z [ 4T6 Ì¯ÇGÍ�Á7Ô Å¥Â�É3Ö¡Ö�ÌvÂ�È�ÅXi a�ÇGÌvÌ���ÌvÊ542YT4 _�4XN.bmÍ�Á7ÔQÄBÁ
ÐÃÌ5Ä A#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌ�Å¥Â³Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇWÎ�Á3Ï*ÄGÍ�Ì|Ô*Í�ÁÃËFÌ|ÇIÌvÄ>Á�Î�Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â�Ç,42I�Í�ÌvÂ�Ó�Å¥Â�ÄBÍ�Ì*AKÉ�ÅFÂ
Ö�É�ÏIÄxÁ3Î[ÄGÍ�Ì>É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌ�Ó3ÔxÌZÎ�Á�Ê�Æ�Ç:ÁÃÂ\ÄGÍ�Ì `k` o�I È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç Wf:9_ [ 4�l.Å¥ÏGÇjÄ ÓÃÔxÌ1ÇGÍ¡ÁbÔ Í¡ÁbÔNÄBÁXÐ3ÌvÄ
Â�Ì5Ô É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç�ÓÄBÍ�ÌvÂ\Ð3Å¥ØÃÌ*ÇIÁ9A\Ì*Â³ÆTA#Ì�ÏIÅFÊ É�Ë�ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ a�ÇGÌvÌ���Ì�Ê54)Y�4fY�b�4�Õ�Â#ÄGÍ�ÌZÉ3Ö�Ö�Ì�Â�È�ÅOi�ÓÃÔWÌ
ÄBÉ3â3ÌZÉ°Ê�ËFÁ3ÇGÌ*ËFÁ�ÁÃâ�É�ÄcA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ*ÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�ÊvÌWÎ�ÁÃÏ�ÄBÍ¡Ì `*` o�INÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç,49l�Á3Ï�ÄBÍ�Å¥ÇSÈ�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇvÓ
ÄGÍ�Ì*É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ#Ñ)Bd\
Å¥ÆsÉ3Â�ÈpI�Æ�Ê8â�Ì�ÏKA\É3Â�Wf:9_ [ Å¥Ç.Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë¥Ë�B|Ì5à\ÊvÅFÌvÂ³Ä,4)=ZÁ7ÔxÌvØ3Ì�Ï�Ó
Å¦Ä°ÅFÇ°É�ÊvÄBÆ�É3ËFËXB×Á3Â�Ë�B�É3Ö�Ö�ÏIÁi¡Å�AKÉÄBÌ�ËXB!A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌsÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä-a�ÇGÌ�Ì	��Ì�Ê54%YT4 _�4fY,É3Â¡È Y�4 _�4 _9b�4%Þ>Æ�Ï
A#ÌvÄGÍ�Á�È,ÐÃÅ¦ØÃÌvÇ�Æ¡ÇZÉ�Â�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Ô*Í¡ÅFÊ8Í´ÅFÇ IIH @SN52 A RiJ I3@;TK:S<kI L >�<;@B<?L @B>�2r4

¶�
� � � �mº���¼#½ º
¼ ���*¹��m»��°º�� � �����
¾²»�� Àv¹����|»�À��¯¹sº �����¯¼��
».À_º���� �

Þ>Æ�ÏtA#ÌvÄGÍ�Á�ÈXÇGÅ�A#Ö�ËXB|Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÇjÄBÇ�Å¥ÂXÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄBÅFÂ¡Ðpa�Ô*Í¡Ì�ÂsÅ¥Ä.ÅFÇ�Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌb�ÇsB�ÇjÄBÌ'A\ÇSÁ3Î�ÁÃÏGÈ�Å¥Â�É3ÏsB
È�Å ` ÌvÏGÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë[Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Ç

Ẋj = Fj(X1, ..., Xn), j = 1, . . . , n, a Y�4�N.b

Å¥Â,ÄGÍ�Ìm>c8;<?J�@BABD 8;<?J
Ẏi = Gi

(

∨

Yi

)

, i = 1, . . . , n, a YT4?ß9b

Ô*Í�ÌvÏGÌ ∨

Yi = (Y1, . . . , Yi−1, Yi+1, . . . , Yn)
ÅFÇxÄGÍ�Ì1Ô*Í�Á3ËFÌ1ÇIÌvÄ*Á3Î%Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç7IIH=NVI�d�2 Yi

4�I�Í�Ì YiÉ3ÏIÌsÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ�ÌvÈ�Î�ÏGÁ5A ÄGÍ�Ì Xj
Ñ)BáÉKÊ8Í�É3Â�ÐÃÌsÁ3Î(Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç'4 ��Á¡Ó�ÄBÍ¡ÌsÂ�ÁÃÏKA\É3Ë
Î�ÁÃÏKA ÅFÇ1Ê8Í�É3ÏBÉ�Ê�D

ÄGÌ�ÏGÅ�U�ÌvÈ×Ñ)B²ÄGÍ�Ì>Î�É3ÊvÄ�ÄGÍ�É�Ä Ẏi
È�Á�Ì�Ç�Â�Á3Ä*È¡Ì�Ö�Ì�Â�È´ÁÃÂ Yi

4 l�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð¯ÄBÍ�Ì|Æ�ÇIÆ�É3ËHA#ÌvÄBÍ¡Á�È Wf_ 8;[ Ó
ÁÃÂ¡Ì¯Ê�É3Â´Ê8Í�Ì�Ê8â�ÄBÍ�É�Ä*ÇVB�ÇIÄGÌ,A a Y�4�ß9bWÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�Ç�ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐdA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ

m̃ = dY1 . . . dYn.

CZÁ7Ô|Ó
ÔWÌ#ÔmÉ3Â�Ä�ÄBÁ�Ñ¡Æ�ÅFË¥ÈRA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ#ÅFÂ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4
Þ>Â�Ì#Ê É�Â�Â�Á3ÄGÅFÊ�ÌsÄGÍ�É�Ä¯ÄBÍ�Ì
ÇsB�ÇjÄBÌ'A ajYT4?ß9bXÅFÇ¢ÉÛÈ�Å¦ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�Ì�DzÎ�ÏGÌvÌ×È�B�Â�É(A\Å¥Ê É3ËmÇsB�ÇIÄBÌ'A�4mo×É3Â)BlÔmÉB�Ç#ÄGÁ Ñ¡Æ�ÅFË¥È�ØÃÁÃË¥ÆTA\Ì�D
Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ�Å¥Â�Ð�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç�Î�ÁÃÏ1ÄGÍ�ÅFÇ°â³ÅFÂ¡È Á�ÎWÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç°É3ÏIÌ¢â�Â¡ÁbÔ*Â"W�ßÃß [ 4�Õ�ÂÛÄBÍ�Å¥Ç|É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì3Ó�ÔWÌ
ÄBÉ3â3Ì¢É3È�Ø3É�Â³ÄBÉ3ÐÃÌ�Á3ÎSÄBÍ�Ì�Î�É3ÊvÄZÄBÍ�É�Ä1ÄBÍ�Ì�ÇVB�ÇIÄGÌ,A ajYT4�ß5b�ÅFÇuA\Á3ÏGÌ�ÄGÍ�É3ÂÚÈ¡Å¥ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�D�Î�ÏIÌ�Ì3Ó[Å¥ÄZÅFÇ
Å¥ÂÛÉ²Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë
Î�ÁÃÏVA�4 6 ÌXÎ�ÁÃËFË¥Á7Ô É²Æ�ÇGÆ�É3ËtA#ÌvÄGÍ�Á�È W _ 8 [ Ó[É3Â�ÈÛÑ�Æ�Å¥ËFÈ�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç�Ñ)B I�ÏIÁ3ÄGÄGÌ�Ï
Î�É3Ê5ÄBÁÃÏIÅ�U�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç|Á3Î \%ÅFÁ3Æ¡Ø�ÅFËFË¥ÌÒÖ�ÏIÁÃÖ�É3Ð�ÉÄBÁÃÏIÇ,4MI�Í�ÅFÇ�ÐÃÅ¥Ø3Ì�Ç¯ÇGÅ�A\Ö�Ë¥Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç°Ñ�B ÇIÆ�Ê�ÊvÌ�ÇGÇIÅ¥Ø3Ì
ÄGÏBÉ3Â�ÇIËÙÉ�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç"!

e∆t Leff =
∏

k

e
∆tp(k) Gp(k) ∂Yp(k) .

I�Í�Ì kth ÁÃÖ�Ì�ÏBÉÄBÅFÁ3Â Å¥ÇÒÉ´ÄGÏBÉ3Â¡ÇGËÙÉÄBÅFÁ3Â ÁÃÂ ÄBÍ�Ì\Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌ Yp(k)
Ó
Ô*Í�Ì�ÏIÌ p(k) ÅFÇXÉ×ÇGÆ¡Ñ�ÇGÊvÏGÅFÖ�Ä

Å¥Â [1, n] 4]I�Í�ÅFÇ¯ÄBÏBÉ�Â�ÇGËFÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�ÇsÄGÍ�Ì A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ m̃ Ó�ÇIÅFÂ�ÊvÌ²Å¥Ä�ÏGÌ�É3È�Ç Yp(k) → Yp(k) +
∆tp(k) Gp(k)

4#��Á¢ÄBÍ�Ì|ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ°ÁÃÖ�Ì�ÏBÉÄBÁÃÏ e∆t Leff É3Ë¥ÇGÁ¢Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�ÇZÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ m̃ 4
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\%ÌvÄ�Æ�ÇKÂ�Á7Ô Ñ�ÏIÅFÌ��TBNÈ¡ÅFÇGÊvÆ�ÇGÇ²ÄGÍ�ÌÚÌ�i¡Å¥ÇIÄGÌ�Â�ÊvÌÛÁ3Î�É ÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA\É�ÄBÅ¥ÁÃÂNÇIÆ�Ê8Í É3ÇKÄBÍ¡ÌÛÁÃÂ�Ì
ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥È�Ì�ÏIÌ�ÈÜÉ�ÄÒÄGÍ�Ì²Ñ�Ì�ÐÃÅ¥Â�Â�Å¥Â�ÐÚÁ3Î�ÄGÍ�ÅFÇÒÇIÌ�Ê5ÄBÅFÁ3Â 4.Õ�ÇÒÅ¦ÄsÉ3Ë¦ÔmÉB�ÇsÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì\ÄBÁSQ�Â�È�Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ
Yi

ÇGÁÛÄBÍ�É�ÄÒÄBÍ¡Ì�È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇsÁ3Â�ÄBÍ�ÌvÇGÌ,Â�ÌvÔ Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇXÅ¥ÇÒÅFÂ�ÉÛÂ�ÁÃÏVAKÉ�Ë:Î�ÁÃÏVA���Õ�Â�ÐÃÌ�Â�ÌvÏBÉ3Ë	Ó
Å¦Ä>ÅFÇ1Â�Á3Ä°Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÄGÁ²Í�É ØÃÌ#É3ÂÚÌ�i�Ö�ËFÅ¥Ê�Å¥Ä1Ì�i�Ö�ÏIÌ�ÇGÇIÅFÁÃÂÛÎ�ÁÃÏ1É²ÐÃÁ�Á�ÈÚÊ8Í�É3Â�ÐÃÌsÁ3ÎSØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç'4 ��Á�Ó
Å¥Â�ÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉ�ËzÓ�Å¥ÄÒÅ¥ÇXÂ�Á�ÄÒÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì\ÄBÁ�Ì�i�Ö�ËFÅ¥Ê�Å¦ÄBË�B�ÄBÏBÉ�Â�ÇIÎ�ÁÃÏVA É×È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç�ÇGÆ�Ê8ÍÜÉ3Ç�� ] 4 a YT4XN.b
Å¥Â³ÄGÁ#ÉÒÂ�ÁÃÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏKA È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç�ÇIÆ�Ê8Í×É3Ç�� ] 4]ajYT4?ß9b�4 =�Á7ÔWÌ5ØÃÌ�ÏvÓ�Î�ÁÃÏmÇGÁ5A\Ì°Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏWÊ�É3ÇGÌvÇ�Ó
ÇIÆ�Ê8ÍNÉ´ÄBÏBÉ�Â�ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉÄBÅFÁ3Â Ì�i¡Å¥ÇIÄGÇ¢É3Â�È�Ê�É3ÂlÑ�ÌKÌ�i�Ö�ËFÅ¥Ê�Å¦ÄBË�BÛÔ*ÏIÅ¥ÄIÄBÌ�Â%4.Õ�Â�ÄBÍ¡ÌKÎ�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð´Ö�É3ÏjÄBÇ
Á3ÎSÄGÍ�ÅFÇZÉ3ÏjÄBÅFÊvËFÌ�Ó�ÔWÌ�Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏ1ÇIÖ�ÌvÊ�Å�Q�ÊXÌ�i¡É5A#Ö�Ë¥Ì�Ç�Á3ÎSÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇpa�ÄBÍ�Ì�ÁÃÂ�Ì�ÇZÆ�ÇGÆ�É3ËFËXB�Æ�ÇGÌvÈÚÄBÁ
ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌkC�� I É3Â�È�CnY@IQÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�Ë¥Ì�Ç	b_Ó�É3Â�È,ÔWÌ¯Ì�i�Ö�Ë¥ÅFÊ�Å¦ÄBËXB\ÄGÏBÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA ÄBÍ�Ì'A ÅFÂ�ÄBÁ¢Â�ÁÃÏVAKÉ�Ë
Î�ÁÃÏVA È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ,4

¶�
�� � �%À�� ����� ����� �5Àv¿ �|º
À5¼�¹

I�Á�Å¥ËFË¥Æ�ÇIÄGÏBÉ�ÄGÌ¯Á3Æ�Ï>Ö�Æ�ÏIÖ�Á3ÇGÌ3Ó�ÔWÌsÊvÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏ$CZÁÃÇ21�DF=ZÁ�ÁbØ3Ì�Ï°Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4�?�ÊvÄGÆ�É3ËFËXBÃÓ�ÔWÌ¢É�ÏGÌ
ÐÃÁ3ÅFÂ�ÐÚÄGÁáÔxÁÃÏIâ�ÁÃÂÜÉÛÇGÅ�A#Ö�Ë¥Å�Q�ÌvÈ�Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ�Á�ÎZÄGÍ�Ì�ÇIÌ´Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4 ��ÁÛÔWÌ,ÇGÅ�AÒÆ�ËFÉ�ÄBÌ�ÉÛÁÃÂ¡Ì�D
È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�É3Ë�Ö�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ°ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È�Ô*Å¥ÄGÍ×ÉsÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÇjÄ8É�Ä*Á3ÎtCZÁ3Ç31�DF=ZÁ�Á7ØÃÌ�Ï Wf_ 8;[ !

q̇ =
p

m
,

ṗ = F (q) − pξ

Q
p,

ṗξ =
p2

m
− kBT ,

ξ̇ =
pξ

Q
.

a YT4fh)b

=�Ì�ÏGÌ�Ó�ÄGÍ�Ì|Ö�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ°Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ,ÅFÇ q Ó�Å¦ÄBÇ�Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ�ÅFÇ p Ó�É3Â�È´Å¥ÄBÇ A\É3ÇGÇ*Å¥Ç m 42I�Í�Ì|ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉ"D
ÄGÆ�ÏGÌ#ÅFÇ T Ó
É3Â�È kB

ÅFÇ°ÄBÍ¡Ì LWÁ3Ë¥Ä U'AKÉ�Â�ÂáÊ�ÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä,4]I�Í¡Ì#Î�ÁÃÏIÊ�ÌvÇXÉ3ÏIÌ F (q) = −V ′(q) 4HI�Í�Ì
ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8É�ÄxÇIÄBÉ�ÄBÌ�ÅFÇ(È�Ì�Q�Â�ÌvÈ²Ñ)BsÄ�ÔWÁXØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�ÇvÓ ξ É3Â�È pξ

4)I�Í�ÌZÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ�Å¥Ç:ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È#ÄBÁ|ÄBÍ�Ì
ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8É�Ä.Ñ)B¯ÄGÍ�ÌxØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ pξ

Ó�É3Â�È Q Å¥Ç.É�Ê�ÁÃÆ¡Ö�ËFÅ¥Â�ÐZÖ�É3ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï a�Å¥Ä�Ê�É3ÂÒÑ�ÌWÊ�Á3Â�ÇGÅ¥È�Ì�ÏIÌ�È¢É3Ç
ÄGÍ�Ì�ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8É�Ä�A\É3ÇGÇ b�4�Õ�Ä�ÅFÇ�â³Â�Á7Ô*Â�ÄBÍ�ÉÄZÇsB�ÇIÄBÌ'A ajYT4fh)bmÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ>ÄBÍ�Ì|Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�ÐsÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B
É3Â¡È�A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

H ′ =
p2

2m
+ V (q) +

p2
ξ

2Q
+ ξ kBT,

m0 = eξ dq dp dpξ dξ.

I�Á¢Ñ�Ì°Ìvà#Ê�Å¥Ì�Â�Ä Ó�É�Â×É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÅFÂ A#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3ÏWÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç*É3Ö�Ö¡ËFÅFÌvÈ²ÄBÁ�� ] Ç,4]a Y�4 h)bWÍ�É3ÇmÄBÁ
Ì�i�É�ÊvÄBËXB�Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌsÄBÍ�ÌeA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ m0

4�?�ÊvÄBÆ�É3ËFËXBÃÓ�Î�ÁÃÏ A\É3Â)B×È�B�Â�É5A#ÅFÊ É�Ë�ÇsB�ÇIÄBÌ'A\ÇvÓ[ÄBÍ¡ÌÒÇBÉ5A#Ì
É3Ö¡Ö�ÏGÁ�É�Ê8Í�Í�É3Ç*Ñ�Ì�ÌvÂ×Æ�ÇIÌ�È 4�I�Í�Ì|Ê�Á3Â³ÄGÅFÂ³Æ�ÁÃÆ¡ÇZÈ�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�Ç°É-A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ3Ó�Á3Â�Ì|Í�É3Ç�ÄBÁ
Q�Â¡ÈÚÉ3Â×É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄBÍ�ÉÄZÌ�i¡É3ÊvÄGË�B,Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�Ç1ÄGÍ�ÅFÇ A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ(4 I�Í�Ì�È¡ÅFÇGÊvÏGÌ5ÄBÌ¯Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3ÉÄBÅFÁ3Â×Á3Î
É A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌÒÇIÅ�A#ÅFËFÉ3Ï�ÄBÁ m0

Ê É3ÂáÑ�ÌÒÊ8Í�ÌvÊ8â3Ì�È�É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3ËFËXB�ÁÃÏ>Â³ÆTA#Ì�ÏIÅFÊ É�ËFË�B54�Õ�ÂÚÄGÍ�ÅFÇ>É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì
ÔxÌ1Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌZÉ¯Æ¡Â�Å�Q�ÌvÈ²É3Ö¡Ö�ÏGÁ�É�Ê8Í\ÄBÁ¯È�ÌvÇGÅFÐ3Â A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ�ÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä(ÏGÌ5ØÃÌ�ÏIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�ÅFÂ�ÄBÌvÐÃÏBÉÄBÁÃÏIÇ,4%��Á
Â�Á�@¯d98UT52 IK<KL58;<?L�Ê8Í�Ì�Ê8â�Å¥Ç�ÏGÌ ] Æ¡ÅFÏGÌvÈ�É�Â�B�A#ÁÃÏGÌ(4

w2w! 
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\%ÌvÄ�Æ�Ç�É3Ö�Ö�ËXB²ÁÃÆ¡Ï A\Ì5ÄBÍ�Á�È�ÄBÁsÄBÍ�Ì|ÇsB�ÇjÄBÌ'A ajYT4fh)b�4�6 Ì|ÅFÂ�ÄBÏIÁ�È¡Æ�Ê�Ì

p̃ = eξ p. a YT4;Y�b

I�Í�ÌvÂ×ÄGÍ�Ì°Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ (q, p̃, pξ, ξ)
ÇBÉÄBÅFÇjÎ B

q̇ =
p̃

m
e−ξ,

˙̃p = eξ F (q),

ṗξ =
p̃2

m
e−2ξ − kBT ,

ξ̇ =
pξ

Q
.

a YT4 _9b

C�ÁbÔ|Ó�ÔWÌZÍ�É ØÃÌ°É¯È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,APÅFÂ²É¯Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏVA�4%��Á�Ó�Å¦Ä:ÅFÇ:Ê�ËFÌ�É3Ï(ÄBÍ�É�ÄxÄBÍ�Ì�A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

m̃ = dq dp̃ dpξ dξ

Å¥Ç#Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È%4q6 Í�ÌvÂNÔ*ÏGÅ¦ÄBÅFÂ¡Ð m̃ ÅFÂ�ÄBÍ¡Ì×ÁÃÏIÅFÐÃÅ¥Â�É3Ë:Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ�Ó�ÁÃÂ¡Ì×Ê�É3ÂNÊ8Í�ÌvÊ8âlÄBÍ�É�Ä m̃ =
m0

4vl�Æ¡ÏIÄBÍ¡Ì�ÏKA#ÁÃÏIÌ3Ó(Î�ÏGÁ9A ÄBÍ¡ÌÚÂ�ÁÃÏVAKÉ3Ë*Î�ÁÃÏVA×Ó(Ñ�Æ�Å¥ËFÈ�Å¥Â�Ð É!ÏGÌ5ØÃÌ�ÏIÇGÅ¥Ñ�ËFÌSA#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌÚÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Å¥Ç ] Æ¡Å¥ÄBÌ°Ì�É3ÇVB54��ZÇGÅ¥Â�ÐsÄBÍ�ÌnI�ÏGÁ3ÄIÄBÌvÏ*Î�Á3ÏKAÒÆ�ËFÉ !

e∆t(A+B) = e
∆t
2

B e∆tA e
∆t
2

B +O(∆t3), a YT4f:)b

É3Â¡È×Æ�ÇIÅFÂ�ÐsÄGÍ�Ì°Î�É3ÊvÄ*ÄBÍ�É�Ä [q̇ ∂q, ṗξ ∂pξ
] = 0 Ó¡ÔxÌ|ÐÃÌvÄ

L = L1 + L2 + L3

Ô*Å¦ÄBÍ
L1 = ξ̇ ∂ξ,

L2 = ˙̃p ∂p̃,

L3 = q̇ ∂q + ṗξ ∂pξ
.

6 Ì|Ê É3Â´Â�Á7ÔQÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌ 3! È�Å ` Ì�ÏIÌ�Â�ÄZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÇxÁ3Î�ÄBÍ¡Ì|Î�Á3ÏKA

e∆t Leff = e
∆t
2

La e
∆t
2

Lb e∆tLc e
∆t
2

Lb e
∆t
2

La a YT4 8 b

Ô*Å¦ÄBÍ {a, b, c} = {1, 2, 3} 49?1Ë¥Ë�ÄBÍ¡Ì�ÇGÌ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç.É3ÏGÌ A#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌ�Å¥Â�Ø3É�ÏGÅÙÉ�Â³Ä,45l�ÏIÁ9A � ] 4�a Y�4 :)b_Ó
ÔxÌ�È¡Ì�È�Æ�ÊvÌ

e∆t Leff = e∆t L +O(∆t3). a YT4fZ)b
6 Å¦ÄBÍ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ (q, p̃, pξ, ξ)

Ó¡ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B,ÏGÌ�É3È�Ç

H̃ ′ =
p̃2

2m
e−2ξ + V (q) +

p2
ξ

2Q
+ ξkBT.

w2w��



���������
	������� �������	��
������������� ������� ��
�������! "�$#%
'&(�� "
 �)� ���*���� +�! "����
, - .�
� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

Õ�Ä�Å¥ÇxÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È,Æ�Ö²ÄGÁ�ÄGÍ�Ì>ÁÃÏIÈ�Ì�Ï 2 Å¥Â ∆t 4�l�ÁÃÏ:ÅFÂ�ÇjÄ8É3Â¡Ê�Ì3Ó�ÄBÍ�ÌZÖ�É3ÏjÄBÅFÊvÆ�ËÙÉ�Ï:Ê8Í¡ÁÃÅFÊvÌ (a, b, c) =
(1, 2, 3) ÅFÂ�� ] 47a YT4 8 bWÐÃÅ¦ØÃÌvÇ*ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�ÐXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA !

(1) ξ → ξ +
1

2
∆t

pξ

Q
,

(2) p̃→ p̃+
1

2
∆t eξ F (q),

(3)



















q → q + ∆t
p̃

m
e−ξ,

pξ → pξ + ∆t

(

p̃2

m
e−2ξ − kBT

)

,

(2) p̃→ p̃+
1

2
∆t eξF (q),

(1) ξ → ξ +
1

2
∆t

pξ

Q
.

��Á�Ó�ÄGÍ�Ì�È�B�Â�É5A\Å¥Ê�Ç�ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ�Ñ)B � ] Ç'47a YT4 _9bmÅFÇ*Ì�i¡É3Ê5ÄBËXB²ÄBÍ�Ì¯ÇBÉ(A\Ì¯É3Ç�ÄBÍ¡Ì�È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç*ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â
Ñ)B � ] Ç,4�a Y�4 h)b_Ó�Ö�ÏIÁbØ�Å¥È�Ì�ÈlÄBÍ�É�Ä p É3Â�È p̃ É3ÏGÌ�Ë¥ÅFÂ�â�Ì�È�É3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡ÐáÄGÁ � ] 4�ajYT4fY)b�4 =�Á7ÔWÌ5ØÃÌ�ÏvÓ
ÔxÁÃÏGâ³Å¥Â�ÐÚÔ*Å¥ÄGÍ!Â�Ì5Ô Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç¯É3Ë¥ËFÁ7Ô*Ç�Æ¡ÇXÄBÁÚÈ¡Ì�ÏGÅ¦ØÃÌ A#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌKÅFÂ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�ÄXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç¯Å¥Â�É] Æ�Å¦ÄBÌ#ÇGÅ�A#Ö�Ë¥ÌÒÔmÉB94]I�Í�Ì\Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3ËSÖ�ÏIÁÃÖ�ÌvÏIÄGÅFÌ�Ç|Á3ÎxÄBÍ�ÌvÇGÌKÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç°É3ÏGÌ#ÇIÄGÆ�È�Å¥Ì�È ÅFÂáÄBÍ�Ì
Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐÒÖ�É3ÏjÄBÇ*ÁÃÂ´ÇGÁ9A#Ì°Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌvÇ,4

l.ÅFÂ�É3ËFËXBÃÓ�ËFÌvÄ>Æ�Ç|Â�Á3ÄBÅ¥Ê�ÌÒÄGÍ�É�Ä*A\Á3ÏGÌÒÇIÁÃÖ�Í�Å¥ÇIÄBÅ¥Ê É�ÄGÌ�È É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇZÄGÍ�É3ÂÛÄBÍ¡Ì#Á3Â�Ì¢ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â ÅFÂ
� ] 47a YT4 8 bmÉ3ÏIÌ|É3ËFÇIÁ#Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ54Tl�Á3Ï�ÅFÂ�ÇjÄ8É3Â�ÊvÌ3Ó�ÔxÌ|Ê É3Â,Ô*ÏGÅ¦ÄBÌ

e∆t Leff = e
∆t
4

La e
∆t
2

Lb e
∆t
4

La e∆tLc e
∆t
4

La e
∆t
2

Lb e
∆t
4

La.

Õ�ÄsÅ¥ÇÒÉ3Ë¥ÇGÁÚÖ�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ\ÄGÁÚÆ�ÇIÌ�É��:ÁÃÇIÍ�ÅFÈ�É.D ��ÆTUvÆ�â³ÅWË¥ÅFâ3Ì\È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ Wfh 8 Ó	:9P¡Ó	:5Z [ 4]I�Í�É3Â¡â�Ç
ÄGÁ�ÄBÍ¡Ì�ÇGÌ A\ÁÃÏIÌ*Ê�Á9A#Ö�ËFÌ�i#È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�ÇvÓ�Ì�Â�ÌvÏGÐ5B#ÊvÁÃÂ�ÇGÌvÏIØ�É�ÄGÅFÁÃÂ\Ö�ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅ¥Ì�ÇxÉ3ÏGÌ�Ö�ÏGÁ3Ñ�É3Ñ�ËXB
Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï'4

¶�
�¶ � �*¹��m»����5À�� �*½ � �¯¾����%À ��¹ � ¼ � �*¹¢º�� ���m»�� ¼ �%º��°º%º
Àv¹��

�
	���	� ������������������� ������� �"!$#�#&% ' (
)+*"�,��-/.10

\%ÌvÄ�Æ�Ç�Â¡ÁbÔ Ä8É�â3Ì>ÄBÍ¡Ì°Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ>Á�Î�ÄGÍ�Ì ` Ì�Â�ÌvÏBÉ3Ë¥Å�U�ÌvÈ ` É3Æ�ÇGÇIÅÙÉ3Â!o´Á9A\ÌvÂ�Ä I�Í�Ì�ÏVA\Á3ÇIÄ8ÉÄVD
ÄGÅFÂ�Ð/a `k` o�I�bxÌ ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4¡Õ�Â�ÄBÍ�Å¥ÇWÊ�É3ÇGÌ�Ó¡ÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA#ÅFÂ�Ð¯ÄBÍ�Ì°ÇsB�ÇjÄBÌ'A ÅFÂ�ÄGÁsÅ¥ÄBÇxÂ�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏVA
Å¥ÇtA#ÁÃÏGÌ:Ê�Á9A#Ö�Ë¥Ì�i|ÄBÍ�É3ÂÒÅFÂ¯ÄBÍ�ÌWÇGÅ�A#Ö�Ë¥Ì:Ì�i¡É5A\Ö¡ËFÌ:È�Ì�ÇIÊ�ÏGÅ¥Ñ�ÌvÈsÅFÂ¯ÄBÍ�ÌxÑ�ÌvÐÃÅFÂ�Â¡ÅFÂ�ÐZÁ3Î�ÄBÍ¡ÌmÉ3ÏjÄBÅFÊvËFÌ(4

6!ÌZÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉÄBÌ N Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Æ�Ë¥Ì�ÇxÅFÂ d È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Ç'4�I�Í¡Ì1ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉ�ÄBÆ�ÏIÌ1Å¥Ç T Ó�É3Â�È²ÄBÍ¡ÌZÎ�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç
É3ÏIÌ32

i( 4 ) = −∂V

∂ 4 i

( 4 ) 4�I�Í�Ì `*` o�I È�B�Â�É5A\Å¥Ê�Ç�Å¥Ç"!

w2w 5
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,�!���	� � �	��� � �

˙4 i =

�
i

mi
, 1 ≤ i ≤ N,

˙
�

i = 2
i( 4 ) −

(

M
∑

k=1

Rk

)

�
i, 1 ≤ i ≤ N,

ṗξk
=

Sk

Ck−1
− dN (kBT )k, 1 ≤ k ≤ M.

a YT4f<)b

I�Í�Ì¯Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�ÄBÇ (Ck)k≥−1
É3ÏIÌ¯Ð3Å¥ØÃÌvÂ×Ñ)B

C−1 =
1

dN
, C0 = 1 , Ck =

k
∏

j=1

(dN + 2j).

6 Ì¯É3ËFÇIÁ#ÇIÌvÄ

S =
N
∑

i=1

�
2
i

mi

,

Rk =
Sk−1

Ck−1

M
∑

j=k

pξj

Qj
(kBT )j−k, 1 ≤ k ≤M.

6 Å¦ÄBÍlÄBÍ�Ì�Í¡Ì�ËFÖ�Á3Î�ÇIÁ9A\Ì M É3È¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Â�É3Ë:Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç ηk
Ó.ÁÃÂ�Ì�Ê É�Â Q�Â�È Wf:)_ [ ÉÚÖ�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÈ

ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B´É3Â�È×ÉsÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈSA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ m0
4

I�Í�ÌÒÖ�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç>È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,A Å¥Ç>Ê�Ë¥Ì É3ÏIË�B,Â�Á�Ä|ÉKÇVB�ÇjÄBÌ,A ÅFÂÛÉ\Â�ÁÃÏKA\É3Ë
Î�ÁÃÏKA´Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì
˙
�

i
È¡Ì�Ö�Ì�Â�È�Ç�ÁÃÂ �

i
4%Õ�Â!ÁÃÏIÈ�Ì�Ï°ÄBÁ,ÄBÏGÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA Å¦Ä|ÅFÂ�ÄBÁ´É,Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�ÁÃÏKA ÇsB�ÇIÄBÌ'A×Ó%ÔxÌKÉ�È�È MØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç ξk Ó�Ô*Í�Á3ÇGÌ|È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇZÉ�ÏGÌ°ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â´Ñ)B

ξ̇k = Fk

[

( 4 i)i=1,N , (
�

i)i=1,N , (pξk
)k=1,M , (ξk)k=1,M

]

,

Ô*Í�ÌvÏGÌ Fk
ÅFÇ�ÉsÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â,ÔxÌÒÉ�ÏGÌ|ÐÃÁÃÅ¥Â�ÐsÄBÁ3AKÉ3â�Ì�Ö¡ÏGÌ�ÊvÅFÇIÌ�ËFÉ�ÄBÌvÏ�ÁÃÂ 4T6 ÌXÉ3Ë¥ÇGÁ#Â�Ì�ÌvÈ×ÄGÁ#ÄBÉ3â3Ì

ÇIÁ9A\Ì�ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç\ÁÃÂNÄBÍ¡Ì�ÇGÌáÉ�È�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�É3Ë�Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ ξk 4q6 Å¦ÄBÍÝÉ�ËFË�ÄBÍ�ÌvÇGÌÛÈ�ÉÄ8É¡Ó:ÔWÌ
Í�É Ø3Ì×É×Â�ÌvÔ È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3ËxÇsB�ÇIÄBÌ'A×Ó�Ô*ÏGÅ¥ÄIÄBÌvÂ�Ô*Å¥ÄBÍ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç ( 4 i,

�
i, pξk

, ξk)
47I�Í�ÅFÇXÇVB�ÇIÄGÌ,A

Å¥Ç\Â�Á�Ä\Å¥ÂNÉ Â�ÁÃÏVAKÉ3ËmÎ�Á3ÏKA!4t6!Ì�É3ÏGÌ,ÐÃÁ3ÅFÂ�ÐáÄBÁáÄBÏGÉ3Â�ÇIÎ�Á3ÏKA Å¥Ä�Ó Q�Â�È�Å¥Â�Ð Â�ÌvÔ Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�ÇvÓSÅFÂ
ÁÃÏIÈ�Ì�Ï:Î�ÁÃÏSÄBÍ�ÌZÂ�ÌvÔ ÇsB�ÇIÄBÌ'APÄGÁ�Ñ�Ì�ÅFÂ²É¯Â�ÁÃÏVAKÉ3Ë�Î�Á3ÏKA!49?�ÊvÄGÆ�É3ËFËXBÃÓ�ÄBÍ¡ÌZÂ�Ì5ÔÝØ�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇSÔ*ÅFËFË�Ñ�Ì
( 4 i, ˜

�
i, pξk

, ξk)
4#��Á �

i
ÅFÇ�Ð3ÁÃÅFÂ�ÐÒÄGÁ¢Ñ�Ì|ÏGÌvÖ�ËÙÉ�Ê�Ì�È,Ñ)B ˜

�
i
4

\%ÌvÄ�Æ�Ç*Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ°ÄBÍ¡Ì|Î�Á3ËFËFÁ7Ô*Å¥Â�ÐÒÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇmÎ�ÁÃÏ ξk !

ξ̇1 = R̃1,

ξ̇k = e
−2(k−1) (ξ1+ � j 6=k,j=2,...,M

1
2(j−1)

ln ξj) R̃k, 2 ≤ k ≤M.

ajYT4�NP)b
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, 

I�Í�Ì¯Ì�i�Ö�ÏIÌ�ÇIÇGÅFÁ3Â�ÇZÁ�Î�ÄGÍ�Ì R̃k
É3ÏGÌ°ÇIÅ�A#ÅFËÙÉ�Ï:ÄGÁ#ÄGÍ�Ì|Ì�i�Ö�ÏGÌvÇGÇIÅFÁÃÂ�Ç�Á3Î�ÄBÍ�Ì Rk

!

R̃1 =

M
∑

j=1

pξj

Qj
(kBT )j−1,

R̃k = 2(k − 1)
S̃k−1

Ck−1

M
∑

j=k

pξj

Qj

(kBT )j−k, 2 ≤ k ≤M,

Ô*Í�ÌvÏGÌ S̃ =
N
∑

i=1

˜
� 2

i

mi

4 ��Á|ÄBÍ�Ì ] Æ�É3Â�ÄGÅ¥ÄFB S̃ ÅFÇ�ÄBÍ¡Ì�ÇGÉ5A#Ì*É3Ç S Ó3Ì�i�Ê�ÌvÖ¡ÄxÄGÍ�É�Ä(Å¦ÄSÅFÇSÈ�Ì�Q�Â�ÌvÈ\Î�ÏGÁ5A
Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç ˜

�
i
Å¥Â�ÇIÄGÌ É3ÈÛÁ�ÎSØ3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ �

i
4%I�Í¡ÌsÂ�ÌvÔ Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅFÁ3Â�Ç�É3ÏGÌÒË¥ÅFÂ�â�Ì�È�ÄGÁ²ÄBÍ�ÌXÁÃËFÈÚÁ3Â�Ì�Ç

Ñ)B
˜
�

i = eχ �
i,

Ô*Å¦ÄBÍ
χ1 = ξ1,

χk =
1

2(k − 1)
ln ξk, 2 ≤ k ≤ M,

χ =
∑M

k=1 χk.

ajYT4�N5N.b

\%ÌvÄ�Æ�Ç*Â�Á�ÄBÅFÊvÌ°ÄBÍ�É�Ä*Å¦Ä�ÅFÇ�Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ>ÄBÁ¢ÏIÌvÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ°ÄBÍ¡Ì¯È�B�Â�É5A\Å¥Ê�Ç�ÁÃÂ ξk Î�ÁÃÏ k ≥ 2 É�Ç

ξ̇k = e−2(k−1) ( � j 6=k,j=1,...,M χj) R̃k.

l�ÏGÁ5A ÄGÍ�ÅFÇZÌ ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÔxÌÒÊ�É3ÂÛÈ�Ì�È¡Æ�Ê�ÌXÄGÍ�É�ÄZÄBÍ�Ì�È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇZÁ3ÎSÄBÍ¡Ì M Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç χk
ÏGÌ�É3È�Ç

χ̇k = Rk
4

\%ÌvÄ�Æ�Ç�Â¡ÁbÔ Ì�i¡Ö¡ËÙÉ3Å¥ÂKÄBÍ�Ì>ÄGÏBÉ3Â¡ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉ�ÄGÅFÁÃÂ%4�Õ�Â²ÄGÍ�Ì°ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇIÄGÌ,A ajYT4 <9b5Ó ˙
�

iÈ�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇÒÁ3Â �
i
4
Õ�ÄXÅ¥Ç°ÄBÍ³Æ�ÇXÂ�É�ÄBÆ�ÏGÉ3ËSÄBÁ×É3È�È ÄBÍ�Ì M Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç χk

È¡Ì'Q�Â�ÌvÈlÑ)B χ̇k = Rk
Ó

É3Â¡ÈÚÄBÁKÄGÏBÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA �
i
ÅFÂ�ÄGÁ ˜

�
i
É3Ê�ÊvÁÃÏGÈ¡ÅFÂ�Ð#ÄBÁ ˜

�
i = eχ1+...+χM

�
i
4�6!Ì¯ÔmÉ3Â�Ä°Â¡ÁbÔ ÄGÁKÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ

ÄGÍ�Ì|Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌ°È�B�Â�É(A\Å¥Ê É3Ë�ÇsB�ÇIÄBÌ'A ÁÃÂ�ËXB²Æ�ÇIÅFÂ�Ð¢Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ

(( 4 i)i=1,N , (˜
�

i)i=1,N , (pξk
)k=1,M , (χk)k=1,M) .

[*Ì,A#ÅFÂ�È¡ÅFÂ�Ð χ Å¥ÇmÄBÍ�Ì|ÇIÆTA Á3Î�ÄBÍ�Ì χk
Ó�ÔWÌ¯ÐÃÌvÄ

˙4 i =
˜
�

i

mi
e−χ, 1 ≤ i ≤ N,

˙̃�
i = eχ Fi( 4 ), 1 ≤ i ≤ N,

ṗξk
=

S̃k

Ck−1
e−2kχ − dN (kBT )k, 1 ≤ k ≤M,

ajYT4�N7ß9b

É3Â¡È

χ̇k =
S̃k−1

Ck−1

e−2(k−1)χ
M
∑

j=k

pξj

Qj

(kBT )j−k, 1 ≤ k ≤M.

w 
��
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��Á�ÄBÍ�Ì�ÇVB�ÇIÄGÌ,APÅFÇ:Â�Á3ÄmBÃÌ5Ä�ÅFÂ\É�Â�Á3ÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏKA´Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì χ̇k
È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇmÁ3Â χk

a�Î�ÁÃÏ k ≥ 2 b�4�I�Í�ÉÄ
Å¥Ç>Ô*Í�B�ÔWÌ¢Â�ÌvÌ�ÈáÄBÁ�ÐÃÁ�Î�ÏGÁ5A ÄGÍ�Ì χk

ÄBÁ�ÄBÍ�Ì ξk Ó[È�Ì'Q�Â¡Ì�È É3Ç ξk = e2(k−1) χk a�Î�ÁÃÏ k ≥ 2 b�4l�ÏGÁ5A ÄGÍ�ÅFÇ�È¡Ì'Q�Â�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÓÅ¥Ä�Å¥Ç.Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥ÌxÄGÁ>Ô*ÏGÅ¥ÄGÌWÄBÍ¡ÌmÈ�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ�ÁÃÂ ξk Ó�Ô*Í¡ÅFÊ8Í¢ÅFÇ�Ì�i¡É3ÊvÄGË�B¯Ô*Í�É�Ä
ÔxÌKÉ�Â�Â�ÁÃÆ�Â¡Ê�Ì�È ÅFÂ � ] 4qa YT4XN�P)b�4%I�Í�ÌvÂ ÄGÍ�Ì¢È�B�Â�É5A#ÅFÊvÇ>Î�ÁÃÏ ( 4 i, ˜

�
i, pξk

, ξk)
ÅFÇ°Ð3Å¥ØÃÌvÂáÑ�B�ÄBÍ�Ì

ÇsB�ÇjÄBÌ'A a YT4XN�P)b D�a Y�4�N9N�bFD�ajYT4XNbß9b�4�Þ>Â�ÌsÊ�É3ÂÛÊ8Í�Ì�Ê8âÚÄGÍ�É�Ä°ÄGÍ�ÅFÇ>ÇIÌvÄ|Á3ÎxÈ�Å ` ÌvÏGÌ�Â�ÄGÅÙÉ3Ë�Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç°ÅFÇ
Â�Á7Ô ÉsÂ�Á3ÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏVA ÇVB�ÇjÄBÌ,A!4�Õ�Ä�Ê�Ë¥Ì É3ÏIË�B\Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ1ÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

m̃ = dN ˜
�
dN 4 dMpξ d

Mξ.

Õ�Î(ÔxÌXÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ�ÄGÍ�ÌdA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ m̃ Ô*Å¥ÄGÍ�ÄBÍ�ÌXÁÃÏGÅ¥ÐÃÅFÂ�É�Ë�Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ�Ó�ÔWÌXÊ É3ÂÛÊ8Í�ÌvÊ8â�ÄBÍ�É�Ä m̃ = m0
Ó

Ô*Í�ÌvÏGÌ m0
ÅFÇ�ÄBÍ�ÌsÊvÁÃÂ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�È A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌÒÐÃÅ¦ØÃÌvÂÛÑ�BS\%ÅFÆÛÉ3Â¡ÈJI�Æ�Ê8â�Ì�ÏVAKÉ3Â W;:)_ [ 4�Õ�Â É3È¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Ó

ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B

H̃ ′ =
N
∑

i=1

˜
� 2

i

2mi
e−2χ + V ( 4 ) +

M
∑

k=1

p2
ξk

2Qk

+ kBT

(

C0

C−1

ξ1 +
C1

C0

ln ξ2
2

+
C2

C1

ln ξ3
2 × 2

+ . . .+
CM−1

CM−2

ln ξM
2(M − 1)

)

ajYT4�Nh)b

Å¥Ç�Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ�È%4�? Ö�ÏIÁ�Á�Î.Á3Î�ÄBÍ¡ÅFÇ�Ê�Á3Â�ÇGÌvÏIØ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ,ÅFÇ*ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â,Å¥Â×É�Ö�Ö�ÌvÂ�È�ÅOiRa�ÇIÌ�Ì ��Ì�Ê(42YT4 _�4 h)b�4

�
	���	�� ���"��! � -/.1����� ! 0��"� � 0

Þ>Â¢ÄGÍ�Ì�Å¥Ï�ÔWÌvÑ\ÇIÅ¥ÄGÌ WXN [ Ó�l�ÏGÌvÂ�â3ÌvË�É3Â�È ��A#Å¥ÄSÖ�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ A\É3Â)BdA#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3Ï.È�B�Â�É(A\Å¥Ê�ÇSÊ�Á�È�ÌvÇ�Ó
Å¥Â�Ê�Ë¥Æ�È�ÅFÂ¡Ð#ÇIÁÃÆ�ÏIÊ�Ì�Ç'42I�Á#ÐÃÌvÄ*ÄGÍ�Ì�ÏIÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ*ÔxÌXÖ¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�ÄZÅFÂ,ÄBÍ�Å¥Ç*É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì3Ó¡ÔxÌ|ÔWÁÃÏIâ3ÌvÈ�Î�ÏGÁ9A ÁÃÂ�Ì
Á3Î�ÄBÍ�ÌvÇGÌ|Ê�Á�È�ÌvÇ,4

6!ÌXÂ�Á7Ô ÔWÉ3Â�Ä>ÄGÁ�Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ�ÄBÍ¡ÌsÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç*ÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂÚÑ)BÚÁ3Æ�Ï A#ÌvÄGÍ�Á�È×Ô*Å¥ÄBÍáÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç
ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ Ñ)BJ\%Å¥Æ É�Â�È�I�Æ�Ê8â�Ì�ÏVAKÉ3Â"W;:)_ [ 4%6!ÌsÊ8Í¡Á�ÁÃÇIÌsÄBÁ,ÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉÄBÌXÁ3Â�ÌsÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ/a N = 1 b_Ó�ÅFÂÁÃÂ¡Ì¯È¡Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ a d = 1 b5Ó�Å¥Â²ÄBÍ�Ì ] Æ�É3ÏjÄBÅFÊ°È¡ÁÃÆ�Ñ�Ë¥Ì|ÔxÌ�Ë¥Ë�Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë[ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â´Ñ�B !

V (q) = D0 (a2 − q2)2.

��ÇGÆ�É3Ë¥Ë�B3Ó5A#ÁÃËFÌvÊ�Æ�ËFÉ3Ï�È�B�Â�É5A\Å¥Ê�ÇSÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç�É3ÏIÌ Q�ÏGÇjÄSÄBÌvÇIÄBÌvÈsÔ*Å¥ÄBÍÒÄGÍ�Ì�Í�É3ÏVA\Á3Â�ÅFÊ:Ö�Á�ÄBÌ�Â�ÄGÅÙÉ3Ër4
=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�Ô*Í�ÌvÂ!Æ�ÇIÅFÂ�Ð�ÄGÍ�ÅFÇ°Ö�Á3ÄBÌvÂ�ÄBÅÙÉ�ËzÓ�ÄBÍ�Ì¢ÅFÂ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä$A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¢Å¥Ç°É ` É3Æ¡ÇGÇGÅFÉ3ÂÛÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â 4
6 Ì²ÔmÉ�Â³ÄsÄGÁÚÄBÌvÇIÄ#É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç|ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â�Ñ)B�ÁÃÆ¡ÏdA\Ì5ÄBÍ�Á�È�ÁÃÂ A#ÁÃÏIÌ²È�Ì,A\É3Â�È¡ÅFÂ�ÐÚÖ�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3ËFÇ'4
I�Í�ÉÄ,ÅFÇ\Ô*Í)B ÔxÌÛÊ8Í�Á�ÁÃÇGÌáÉ È�ÁÃÆ�Ñ�Ë¥Ì ] Æ�É3ÏjÄBÅFÊ×ÔWÌvËFË1Ö�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3Ë 4@6 ÌÚÔWÁÃÏIâgÔ*Å¦ÄBÍ D0 = 1 Ó
a = 1.5 Ó�É3Â�È kBT = 1 4 ��Á�Ó�ÄBÍ�Ì>Ñ�É3ÏGÏIÅFÌ�Ï:Í�ÌvÅFÐÃÍ�Ä�Å¥ÇWÊ�Ë¥ÁÃÇGÌZÄBÁ 5 kBT

4�Õ�Â�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇmÉ�ÏGÌ
q(0) = 0 É3Â�È p(0) = 1 4%I�Í³Æ�Ç�Ó
ÉÄ1ÄBÍ¡ÌsÑ�ÌvÐÃÅFÂ�Â¡ÅFÂ�Ð\Á3ÎSÄBÍ�ÌsÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉ�ÄGÅFÁÃÂ�Ó�ÄGÍ�ÌÒÖ�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥ÌXÅFÇ1ÅFÂ
É²Â�Á3Â�D�Ì ] Æ¡ÅFËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�É3Â�ÈÚÐ3Á�ÌvÇ1ÄBÁ7ÔWÉ3ÏGÈÚÄGÍ�ÌÒÏGÅ¥ÐÃÍ�Ä1ÔxÌ�Ë¥Ë 4�Õ�ÂÛÁÃÏGÈ�ÌvÏZÄGÁ�Ê�ÁÃÂ�ÄBÏIÁÃË
ÄBÍ�Ì
ÄGÌ,A#Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÆ�ÏGÌ�Ó�ÔxÌ>Æ�ÇIÌZÄ�ÔxÁÒÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇ a M = 2 b�4 � ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡ÇxÁ3Î A\Á3ÄGÅFÁÃÂ#ÅFÂ#ÄBÍ�Å¥ÇxÊ�É3ÇGÌ>É3ÏGÌ
ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ´Å¥Â�É3Ö�Ö�Ì�Â¡È�ÅXiJa�ÇIÌ�Ì���ÌvÊ54TYT4 _�4?ß9b�4�6 Ì°ÇGÌvÄWÄBÍ�Ì$A\É3ÇGÇIÌ�Ç Q1

É3Â�È Q2
Á3Î%ÄBÍ�Ì>ÄGÍ�Ì�ÏVA\Á3ÇIÄ8ÉÄBÇ

É3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡Ð¢ÄGÁKÉ�È¡Ø�ÅFÊ�ÌvÈ�Ø3É�ËFÆ�ÌvÇ W;:)_ [ Ó�ÇIÁ Q1 = 1 É3Â�È Q2 = 8/3 4I�Á¯ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌ�ÄBÏBÉ��IÌ�ÊvÄGÁÃÏGÅ¥Ì�ÇvÓÃÄ�ÔWÁXÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Ç�Í�É ØÃÌZÑ�ÌvÌ�ÂKÆ¡ÇGÌ�È%4�I�Í�Ì�Q�ÏGÇjÄWÁ3Â�ÌZÅ¥Ç:É¯ÏIÌvØÃÌvÏsD
ÇIÅFÑ�Ë¥ÌuA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌZÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä:É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4ÃÕ�ÄxÅFÇ:ÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂKÅ¥Â²É3Ö¡Ö�ÌvÂ�È�ÅXiSa�ÇGÌ�Ì���Ì�Ê(4�Y�4 _�4?ß9b�4 ` Ì�Â¡Ì�ÏBÉ�ËFË�B
ÇIÖ�Ì�É3â³ÅFÂ�Ð�Ó�ÔWÌXÍ�É ØÃÌÒÎ�Á�Ê�Æ�ÇIÌ�ÈÛÁÃÂSA#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌÒÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�ÊvÌ3Ó�É3Â�ÈÚÂ¡Á3Ä>ÁÃÂÛÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B×Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3ÉÄBÅFÁ3Â 4

w 
Hw



���������
	������� �������	��
������������� ������� ��
�������! "�$#%
'&(�� "
 �)� ���*���� +�! "����
, - .�
� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

��Á|ÄBÍ¡ÅFÇ(É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Å¥Ç(É|ÇIÅ�A#Ö�ËFÌWÁÃÂ�Ì*ÏBÉ�ÄGÍ�Ì�Ï�ÄGÍ�É3Â\É°ÇGÁÃÖ�Í¡ÅFÇIÄGÅFÊ�É�ÄBÌvÈ#Á3Â�Ì*a�ÇIÌ�Ì*ÄBÍ�Ì*Ì�Â¡È\Á3Î ��ÌvÊ54
YT4fhsÎ�ÁÃÏ A\Á3ÏGÌ>È�Ì5Ä8É3Å¥ËFÇ�ÁÃÂ�ÄGÍ�ÅFÇ�È�Å¥ÇIÄGÅFÂ�Ê5ÄBÅFÁ3Â2b�4

I�Í�Ì¢Á3ÄBÍ¡Ì�Ï¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÅFÇZÄBÍ�Ì¢ÁÃÂ�Ì¢ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ Ñ)B \%ÅFÆáÉ�Â�È�I�Æ�Ê8â�Ì�ÏVAKÉ3Â Wf:9_ [ 4%I�Í�ÌKÉ�Æ¡ÄBÍ�Á3ÏGÇ
Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�Â�Ä*É|ÐÃÌ�Â�ÌvÏBÉ3Ë�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Æ�ÇIÅFÂ�Ð�É �:ÁÃÇGÍ�Å¥È�É"D ��ÆTU�Æ¡â�Å�È�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â�Wfh 8 Ór:5P [ 496 Ì*ÔWÁÃÏIâ
Ô*Å¦ÄBÍ nc = nsy = 1 4 6 Ì#Í�É7Ø3Ì+A\É3È�ÌsÄGÍ�ÅFÇ°Ê8Í�Á3ÅFÊ�Ì#ÅFÂáÁÃÏIÈ�Ì�Ï°ÄGÁ×ÊvÁ9A\Ö�É3ÏGÌsÁÃÆ¡Ï�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA×Ó
Ô*Í�Å¥Ê8Í Å¥Ç²Â�Á3Ä,ÏIÌ É3Ë¥Ë�BgÅ�A#Ö�ÏGÁ7Ø3Ì�ÈÝÅFÂ ÄGÌ�ÏVA Á3Î¯Ì�Â�ÌvÏGÐ5B Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3ÉÄBÅFÁ3Â�ÓWÔ*Å¥ÄGÍ É3Â É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
Í�É Ø�ÅFÂ¡Ð,ÄGÍ�ÌsÇBÉ(A\ÌXÎ�Ì�É�ÄBÆ¡ÏGÌ54%Þ>Î:ÊvÁÃÆ�ÏGÇIÌ3Ó�Å¦Ä°ÅFÇ>É3ËFÇIÁ²Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�ÄBÁ�Æ�ÇIÌ\É �:Á3ÇGÍ�Å¥È�É"D ��ÆTU�Æ�â³Å�È¡Ì�D
ÊvÁ9A\Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÁÃÂ,Ñ�Á3ÄBÍ´É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç,4

l�ÁÃÏ.ÄBÍ¡Ìu\%Å¥Æ¢É3Â�È3I�Æ�Ê8â�Ì�ÏVAKÉ3Â\É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA´ÓbÅFÂ�Å¦ÄBÅFÉ3Ë�ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç.Î�ÁÃÏ�ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄSØ�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ
É3ÏIÌ η1(0) = η2(0) = 0 É�Â�È pξ1(0) = −pξ2(0) = 1 4l�Á3Ï[ÄBÍ�ÌcA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌSÅ¥Â�Ø3É�ÏGÅÙÉ�Â³Ä%É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA´Ó
Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç�É3ÏIÌ ξ1(0) = 0 Ó ξ2(0) = 1 É3Â�È pξ1(0) = −pξ2(0) = 1 4.I�Í�Æ¡Ç�Ó�ÄGÍ�Ì:Ì�Â�ÌvÏGÐ5B
Í�É�Ç>ÄBÍ�ÌsÇGÉ5A\ÌXÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë
Ø�É3Ë¥Æ�ÌÒÅ¥ÂÚÑ�Á�ÄBÍÛÇGÅ�AÒÆ�ËFÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4 6 Å¦ÄBÍÛÑ�Á3ÄBÍáÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ�ÔxÌsÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌ
ÄGÏBÉ �IÌvÊvÄBÁ3ÏGÅFÌvÇ*Á3Î.Ë¥Ì�Â�Ð�ÄBÍ 2.5 106 ÇIÄBÌvÖ�Ç�Ó�Æ�ÇIÅFÂ�Ð#ÉÒÄBÅ�A\Ì1ÇIÄBÌvÖ�Á3Î ∆t = 0.001 46 Å¥ÄGÍ¢ÄGÍ�ÅFÇ(È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�Ó³É�Â�É3Ë�B³ÄGÅFÊ É�Ë�Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅFÁÃÂ¢É�Â�ÈKÅ�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂÒÈ�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂsÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¡ÇxÉ�ÏGÌ
â³Â�Á7Ô*Â 4(?1Ç.ÄGÍ�ÌWÖ�Á3ÄBÌvÂ�ÄBÅÙÉ�Ë�ÅFÇ�ÇVB�A+A#ÌvÄGÏGÅ¥Ê3Ó7ÄBÍ�ÌxÖ�É3ÏjÄBÅFÊvËFÌ(ÇGÖ�Ì�Â¡È�ÇSÌ ] Æ�É3Ë�É5A#ÁÃÆ�Â�ÄBÇ�Á3Î�ÄGÅ�A#ÌxÅ¥Â�ÄBÁ
Ñ�Á3ÄBÍsÔxÌ�Ë¥ËFÇ�a�Ë¥ÌvÄSÆ¡Ç:Â¡Á3ÄBÅ¥Ê�ÌmÄBÍ�É�ÄSÄBÍ�Ì�Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥ÌmÍ�É3Ç(ÌvÂ�ÁÃÆ�ÐÃÍ¢ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5BÒÄBÁ|ÊvÏGÁÃÇIÇ(ÄGÍ�Ì*Ñ�É3ÏIÏGÅFÌvÏ	b�4 ��Á
ÄGÍ�Ì¢É3Â�É3ËXB³ÄBÅFÊ�É3Ë�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ×È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂÛÅ¥Ç>ÇVB�A3A\Ì5ÄBÏIÅFÊ54�l�ÏGÁ9A É²Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë�Ö�Á3ÅFÂ�Ä
Á3Î�Ø�ÅFÌvÔ|Ó�Ð3ÌvÄGÄGÅFÂ�ÐÒÄGÍ�Ì|Ö�ÏGÁ3Ö�ÌvÏ*Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,ÅFÇ*ÉsÊ8Í�É�ËFËFÌvÂ�ÐÃÌ(4

[�ÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ�ÁÃÂÝÖ�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂNÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç�É3ÏIÌÛÐÃÅ¥Ø3Ì�Â ÅFÂ l�ÅFÐT4mYT4XN94*Þ>Â�ÌÛÊ É�Â ÇIÌ�Ì
ÄGÍ�Ì´Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ç¢ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌvÈNÑ)BlÄBÍ¡Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ.É3ÇsÔxÌ�Ë¥ËZÉ�Ç¢ÄGÍ�Ì×É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3ËWÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4@CZÁ
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÐÃÅ¦ØÃÌvÇZÉ¢Ö�Ì�ÏIÎ�ÌvÊvÄGË�B�ÇsB�A3A#ÌvÄBÏIÅFÊ�É3Ë[Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4 =�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�ÄGÍ�ÌXÉ�ÇVB�A+A#ÌvÄGÏVBKÅFÇ*ËFÁ7ÔxÌ�Ï
Î�ÁÃÏmÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ|ÅFÂ�Ø�É3ÏGÅFÉ3Â�Ä*É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4
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Õ�Â�l.ÅFÐ�4�Y�4�ß�Ó�ÔxÌsÖ�ËFÁ3Ä�ÄBÍ¡Ì ] Æ�É3Â�ÄBÅ¦ÄFB < f(q) − fexact(q) > (t) É�Ç°É\Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÁ3ÎSÄGÅ�A#Ì54
I�Í�Å¥Ç ] Æ�É3Â�ÄBÅ¥ÄFBáÅ¥Ç|É3Â Ì�ÇIÄGÅ�A\É�ÄBÁ3Ï>Á3Î:ÄBÍ�Ì¢È�Å ` ÌvÏGÌ�Â¡Ê�Ì#Ñ�Ì5Ä�ÔWÌvÌ�Â ÄGÍ�Ì\É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3Ë.È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ
Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ´É3Â�È,ÄBÍ�Ì|Ê�É3ËFÊvÆ�ËÙÉ�ÄGÌ�È�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�É3Â¡È´Å¦Ä*ÅFÇ�È�Ì�Q�Â�ÌvÈ W;:)_ [ Ñ)B

< f(q) − fexact(q) > (t) =
1

N (t)

N (t)
∑

i=1

∣

∣f t(qi) − fexact(qi)
∣

∣ .

?mÄ>ÄGÅ�A#Ì t Ó N (t) Ñ�Å¥Â�Ç1Í�É7Ø3ÌsÑ�ÌvÌ�ÂáÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌvÈ 4�6 Å¦ÄBÍ�ÄGÍ�Ì�ÇIÌsÑ�ÅFÂ�ÇvÓ[Å¦Ä1Å¥Ç1Ö�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÄBÁ�Ê�É3ËFÊvÆ�D
ËFÉ�ÄBÌXÉ²È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�Ô*Í�Å¥Ê8ÍÛÅFÇ f t

4�6 ÌÒÊ É�ÂÛÇGÌ�ÌÒÄGÍ�É�ÄZÄBÍ�ÌsÈ�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ´Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ
ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌvÈ,Ñ�B\ÄBÍ�Ì A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ>ÅFÂ�Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�ÄWÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç A#ÁÃÏGÌ ] Æ�ÅFÊ8â³Ë�B#ÄBÁÒÄGÍ�Ì>Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�Ï
ÁÃÂ¡Ì54���Á¡Ó[ÅFÂ×ÄBÌ�ÏVA Á�Î(Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ×È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ´Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÄGÍ�ÌpA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌÒÅ¥Â³Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä1É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
ÐÃÅ¦ØÃÌvÇ�Ñ�ÌvÄIÄBÌvÏ�ÏIÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ,4

Ë 4 Ä4 `k` o�IA�4£Å 4 `k` o�I
< f(q) − fexact(q) >

ÄBÅ�A\Ì
ß9_5P9Pß5P9P5PN�_5P9PN�P9P9P_5P9PP

N

P�4fZ

P�4f:

P�4;Y

P�4?ß

P

������� Y�4�ß g�� 
��:@6%"��46%"�! 8% 
-�!��$!% 0 
��������
��L��������������������
��L�U���! "����
��!�1��
��1;=%>+�������% ���*@�+-���3+-�*�/A&ACBED
+-'�46
�������$�; G���
�'�����'����!%KJ�+-�!�V��
���N ��� +-�!�ZD5�! �Q6%"��;R+-�MA&A�B�D +-'�46
�������$�; G��!+���$!%8��'����!%KJ ��
�� ��$!%
��
�����'�%)(*�,+-������ �./%"'�'502
���%"�*���3+-' ]

6!Ì1ÇGÍ�Á7Ô ÁÃÂ l.Å¥ÐT4�YT4 hXÄGÍ�Ì>Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ#È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂ¢Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�ÇmÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌvÈ�Ñ�B\ÄBÍ�Ì>É3ËFÐÃÁ"D
ÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇvÓ�É3Ç�ÔWÌvËFË%É�Ç*ÄGÍ�Ì¯É3Â�É3ËXB³ÄBÅFÊ�É3Ë[ÇIÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3Â 4

I�Í�Ìp\%ÅFÆÚÉ3Â�ÈJI�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÅFÇZÊ�Ë¥ÁÃÇGÌvÏ1ÄBÁKÄGÍ�ÌsÉ3Â�É3Ë�B³ÄBÅ¥Ê É3Ë
ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4
=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�Ô*Í�ÌvÂ×Á3Â�Ì°ËFÁ�ÁÃâ³Ç�É�Ä�ÄGÍ�Ì°Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Â�ÊvÌXÁ3Î
ÄBÍ¡Ì°Ê É3Ë¥Ê�Æ�ËFÉ�ÄBÌvÈ�È�ÅFÇjÄBÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄGÅFÁÃÂKÎ�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ
ÄGÁXÄBÍ�Ì1Ì�i¡É3ÊvÄmÁÃÂ�Ì3Ó¡É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç(Ö�ÌvÏIÎ�ÁÃÏVAKÉ3Â¡Ê�Ì�ÇWÉ3ÏGÌZÇGÅ�A\Å¥ËÙÉ3Ï'49I�Í�Ì>ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�Ì|Ê É3Â�Ñ�Ì1ÌvÇIÄGÅXD
A\É�ÄBÌvÈ¢Ñ�BeAKÉ�Â�B�ÔmÉB�Ç,496 Ì�Ê É�Â#Ë¥Á�Á3â�ÉÄ�ÄBÍ�Ì ] Æ�É�Â³ÄGÅ¥ÄFB < f(p)−fexact(p) >

a�ÊvÎE4)l�ÅFÐT4"YT4;Y�b5Ó
Ñ�Æ�Ä*É3ËFÇIÁsÉ�ÄxÄBÍ�Ì A#Á9A#Ì�Â�ÄBÇxÁ3Î%ÄBÍ¡Ì1È�Å¥ÇIÄBÏIÅFÑ�Æ�ÄBÅFÁ3Â\Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4�I�Í�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È!A#Á9A#Ì�Â�Ä a�Ô*Í�Å¥Ê8Í�ÅFÇ
Ë¥ÅFÂ�â�Ì�È²ÄBÁ�ÄBÍ�Ì1ÄGÌ,A#Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÆ�ÏGÌbxÅFÇxÐÃÅ¥Ø3Ì�Â�ÁÃÂ/l�ÅFÐT4�YT4 _�Ó�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ�É3ÇmÄBÍ¡Ì1Î�ÁÃÆ�ÏjÄBÍ A#Á9A\ÌvÂ�ÄWÅ¥ÇmÐÃÅ¥Ø3Ì�Â
ÁÃÂ�l.Å¥ÐT4�YT4f:�4�Þ>Ñ�Ø�ÅFÁÃÆ¡ÇGË�B3Ó�Ñ�Á�ÄBÍ´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇWÍ�É Ø3Ì|ÄGÍ�Ì|ÇBÉ5A#Ì|Ö�ÌvÏIÎ�ÁÃÏVAKÉ�Â�Ê�ÌvÇ,4
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Ë 4 Ä4 `k` o�IA�4£Å 4 `k` o�I
< f(p) − fexact(p) >
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Ë 4 Ä4 `k` o�IA�4£Å 4 `k` o�I
|< p2 > −1.0 |
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Ë 4 Ä4 `k` o�IA�4£Å 4 `k` o�I
|< p4 > −3.0 |

ÄGÅ�A#Ì
ß9_5P9Pß5P9P5PN�_5P9PN�P9P9P_5P9PP

P�4XN

P�4 P�N

P�4 P9P�N
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l.ÅFÂ�É3ËFËXBÃÓ�ËFÌ5Ä°Æ�Ç>Ð3Å¥ØÃÌXÏGÌ�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇ°ÁÃÂÚÄBÍ¡ÌsÊ�ÁÃÂ�ÇIÌ�ÏjØ3ÉÄBÅFÁ3ÂÚÁ3Î(ÄBÍ�ÌsÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B94%I�Í�ÌsÌ�i�Ö�ÏIÌ�ÇGÇIÅFÁÃÂáÁ3Î
ÄGÍ�Ì�Ê�ÁÃÂ¡ÇGÌ�ÏjØÃÌvÈgÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B�Å¥ÇXÐÃÅ¦ØÃÌ�ÂlÅ¥Â � ] 4 a YT4XN�h)b°Ô*Í�Ì�Â�Æ�ÇIÅFÂ�Ð×ÄBÍ�Ì�Â�Ì5Ô Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ,47\
Ì5ÄsÆ�Ç
Æ�Â¡È�Ì�ÏIËFÅFÂ¡Ì´ÄGÍ�Ì´Î�É�ÊvÄ#ÄBÍ�É�Ä¢ÔxÌ�Í�É Ø3Ì�Ê8Í�ÁÃÇIÌ�ÂÝÅ¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3ËxÊ�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇÒÎ�ÁÃÏ#Ñ�Á3ÄBÍÜÇGÅ�AÒÆ�ËÙÉÄBÅFÁ3Â�ÇsÇGÁ
ÄGÍ�É�Ä�ÄBÍ�Ì|ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�Ø�É3Ë¥Æ�Ì�Ç*Á3Î�ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B×É3ÏGÌ°ÄBÍ¡Ì�ÇGÉ5A\Ì�! H̃ ′

mi(t = 0) = H ′
lt(t = 0) = 6.25 4[*Ì�ÇIÆ�Ë¥ÄGÇsÉ3ÏGÌKÐÃÅ¥Ø3Ì�ÂlÅFÂ^l.ÅFÐ�47YT4 8 4]I�Í�Ì \%ÅFÆ�É3Â�È I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3ÂÜÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ñ�ÌvÄIÄBÌ�ÏXÖ�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÇ

ÄGÍ�ÌÛÌ�Â�ÌvÏGÐ5B54 ?mÄ´É3ËFË*ÄBÅ�A\ÌvÇ�ÓxÅ¥ÄBÇKÂ�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë1ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B Å¥Ç²Ê�Ë¥ÁÃÇGÌÚÄGÁ�ÄBÍ�ÌÛÊvÁÃÏGÏIÌ�Ê5Ä�Ø3É�ËFÆ�Ì(4�Þ>Æ�Ï
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ] Æ�Å¥ÄGÌ�ÔWÌvËFË�Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇWÄBÍ¡ÌZÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B¢Î�ÁÃÏSÄBÅ�A#Ì�Ç t ≤ 1800 49?mÄ:ÄBÍ�ÉÄqA#Á9A#Ì�Â�Ä ÓÃÄGÍ�Ì�ÏIÌ
Å¥Ç|É,ÇIÆ�È�È�ÌvÂ!Ê8Í�É�Â�ÐÃÌ54Ml�ÁÃÏZÄBÅ�A#Ì�Ç t ≥ 1800 Ó[ÄGÍ�ÌsÂ³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë.Ì�Â�ÌvÏGÐ5BÛâ�Ì�ÌvÖ�Ç�ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä Ó
Ñ�Æ�Ä
É�Ä>É3Â�Á3ÄGÍ�Ì�ÏZØ3É�ËFÆ�Ì(4%=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�ÁÃÂ�ÌÒÊ�É3ÂÚÂ�Á�ÄBÅFÊvÌ�ÄGÍ�É�Ä>ÄGÍ�ÅFÇ�Ê8Í�É3Â�Ð3ÌsÍ�É3Ç1Â¡Á�Ê�ÁÃÂ�ÇIÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì¢ÁÃÂ
ÄGÍ�Ì ] Æ�É3ËFÅ¦ÄFBXÁ3Î�ÄBÍ¡Ì�È¡ÅFÇIÄGÏGÅ¥Ñ�Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂXÎ�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇSÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌvÈ\Ñ)BsÁ3Æ�Ï(É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4�6!Ì�Ê�É3Â\ÇIÌ�Ì�ÄBÍ¡ÅFÇ
â³ÅFÂ¡È�Á3Î���ÇGÍ�Á�Ê8â��\Â�Ì�Å¦ÄBÍ�ÌvÏ�ÁÃÂ ÄBÍ�Ì#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â È�Å¥ÇIÄGÏGÅFÑ¡Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂÛÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ a�ÇIÌ�Ì l�ÅFÐT4 Y�4�ß9b°Â�ÁÃÏ¯ÁÃÂ
ÄGÍ�Ì1Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂÒÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Çua�ÇIÌ�Ì l�ÅFÐÃÇ'4)YT4fY¡Ó�Y�4 _|É3Â�È+YT4 :9b�496 ÌZÄBÍ¡ÅFÂ�âXÄGÍ�É�ÄxÅ¥Ä(Ê�É3ÂKÑ�ÌZÖ�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ
ÄGÁ\Å�A\Ö�ÏIÁ7ØÃÌ°ÁÃÆ�Ï*É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA Ñ)B�Ê8Í�É3Â�ÐÃÅ¥Â�ÐsÄBÍ�ÌnI�ÏGÁ3ÄIÄBÌ�Ï*È�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3Â²ÁÃÏGÈ¡Ì�Ï,4

Ë 4 Ä4 `k` o�IA�4£Å 4 `k` o�I

Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B

ÄGÅ�A#Ì
ß9_5P9Pß5P9P5PN�_5P9PN�P9P9P_5P9PP

:�4?ß9_5P5h
:�4?ß9_5PÃß
:�4?ß9_5P�N
:�4�ß5_

:�4?ß(Y)<5<
:�4?ß(Y)<5Z
:�4?ß(Y)< 8

:�4?ß(Y)<5:
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6!ÌÒÔxÁÃÆ�Ë¥ÈÛËFÅ¥â3ÌXÄGÁ²ÄBÍ�É3Â¡â �SÏGÅ¥Ê
	mÉ3Â�Ê b Ç¯É3Â�È YSÍ�Å¥ËFÅFÖ¡Ö�Ì�	WÍ�É3ÏIÄGÅFÌvÏ1Î�ÁÃÏ>ÇjÄBÅ�AXÆ�ËÙÉ�ÄGÅFÂ�Ð\È�ÅFÇED

ÊvÆ�ÇGÇIÅFÁÃÂ�Ç¢É�Â�È�Æ�ÇGÌ5Î�Æ�ËmÅFÂ¡È�ÅFÊ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç¯Á3Î�ÄBÍ�Ì�Ë¥Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÆ�ÏIÌ54H6!Ì²ÔxÁÃÆ�Ë¥È�É3ËFÇIÁÚËFÅ¥â3Ì#ÄBÁÚÄBÍ�É3Â�âáÄBÍ�Ì
ÏIÌvÎ�Ì�ÏIÌ�Ì|Î�ÁÃÏ�Í�Å¥Ç�ÇGÆ�ÐÃÐ3Ì�ÇIÄGÅFÁÃÂ¡Ç,4
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Õ�Â ÄGÍ�ÅFÇ|Ö�É3ÏjÄ Ó�ÔxÌ\ÔWÉ3Â�Ä�ÄGÁ�ÇIÍ�Á7Ô Í�Á7Ô ÄBÁ×Ö�ÏGÁ�Ê�ÌvÌ�È ÄBÁ/Q�Â�È!Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç¯ÅFÂáÄBÍ�Ì#Â�ÁÃÏVAKÉ�Ë
Î�ÁÃÏVA Î�ÏIÁ9A ÄGÍ�ÌnCnY@I Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ¡ÄBÍ�ÉÄ*ÇGÅ�AXÆ�ËÙÉ�ÄGÌ1Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì�Ç�É�Ä*ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä*ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉ�ÄBÆ�ÏIÌ|É3Â�È
ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä#Ö�ÏGÌvÇGÇGÆ¡ÏGÌ54 ��Á�Ó�ÔxÌ,ÇIÄBÆ¡È�B N Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì�Ç�ÅFÂ d È�Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ¡Ç�Ó
ÄBÍ�É�ÄsÉ3ÏGÌ�ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È�ÄBÁ
M ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇ´É3Â�È ÁÃÂ�ÌáÑ�É�ÏGÁÃÇjÄ8É�Ä,4 \
Ì5Ä Nf

Ñ�ÌÛÄBÍ�ÌáÂ³ÆTAÒÑ�Ì�Ï,Á3ÎXÈ�Ì�Ð3ÏGÌ�ÌvÇ×Á�Î�Î�ÏIÌ�Ì�È¡Á9A
Á3Î�ÄGÍ�Ì²ÇsB�ÇjÄBÌ'A ÄBÍ�É�Ä�ÔxÌ�Í�É ØÃÌ\ÄBÁ�ÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÇjÄ8É�ÄGÌ547l�ÁÃÏ¯ÄGÍ�Ì CfY@IPÌ ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ.ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â!Ñ�ÌvËFÁ7Ô|Ó
Nf = dN + 1 4I�Í�ÅFÇ�Î�ÁÃÏVAKÉ�ËFÅFÇVA É�ËFÇGÁ¢Å¥Â�Ê�Ë¥Æ�È�Ì�Ç�ÄGÍ�Ì*C�� I Ì�Â�ÇIÌ,AÒÑ�Ë¥Ì54 I�ÁKÐÃÁ¢Ñ�É�Ê8â²ÄBÁ#Å¥Ä Ó�ÔWÌnQ�ÏGÇjÄ1Â¡Ì�Ì�È
ÄGÁsÇGÌvÄ Nf = dN 4�6 Ì>Â�ÌvÌ�È´É3Ë¥ÇGÁXÄGÁÒÇGÌ5Ä 1/W = 0 Ó�ÇGÁ V Ñ�Ì�ÊvÁ9A\ÌvÇ�ÉXÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä4TI�Í¡ÌnC�� I
ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌ¯Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â�Ç�ÁÃÂ�ËXB²ÅFÂ�Ø3ÁÃË¥Ø3Ì ( 4 i,

�
i, pξk

, ξk)
4

6!Ì�ÊvÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏÒÄBÍ�Ì²Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐSCnY@I Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Ç!Wf:9Z [ 4 I�Í¡Ì´Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì�Ç�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�ÇÒÉ3ÏGÌ 4 i
Ó

ÄGÍ�Ì�Å¥Ï>Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅFÁ3Â�É3ÏIÌ �
i
4�I�Í�Ì'BÚÉ3ÏGÌÒÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�ÈÚÄGÁ�É²ÇGÅ¥Â�ÐÃËFÌ¯Ñ�É3ÏIÁÃÇIÄBÉ�Ä>È¡Ì�ÇGÊvÏGÅ¥Ñ�ÌvÈ Ñ)B pε

4%I�Í�Ì
Ø3ÁÃËFÆTA#Ì V Å¥Ç²É3Ë¥ËFÁ7ÔxÌ�ÈNÄGÁ ��Æ�Ê5ÄBÆ�É�ÄGÌ3ÓmÑ¡Æ¡Ä²ÔxÌÚÔmÉ3Â�Ä²ÄGÍ�ÌÚÖ�ÏIÌ�ÇIÇGÆ�ÏIÌáÄGÁ�ÇIÄBÉB Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä,É�Ä
Pext

4�I�Í�ÌÒÑ�É3ÏIÁÃÇIÄBÉ�Ä1É3Â�È�ÄGÍ�ÌÒÖ�É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌvÇ1É�ÏGÌXÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È�ÄGÁKÄBÍ¡ÌXÇBÉ(A\Ì�Ê8Í�É3ÅFÂ�Á3ÎSÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇvÓ
È�ÌvÇGÊvÏGÅFÑ�Ì�È�Ñ�B pξk

Ó�ÅFÂ´ÁÃÏGÈ�ÌvÏ�Î�Á3Ï�ÄGÍ�Ì�ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉ�ÄGÅFÁÃÂ²ÄGÁKÏGÆ¡ÂÚÉ�Ä�Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä1ÄBÌ'A\Ö�Ì�ÏGÉ�ÄBÆ¡ÏGÌ T a�ËFÌ5Ä
Æ�Ç1Â�Á3ÄBÅ¥Ê�Ì¯ÄBÍ�É�Ä1ÇGË¥ÅFÐÃÍ�ÄBËXB�È�Å ` ÌvÏGÌ�Â�Ä1È�B�Â�É5A#ÅFÊ�Ç1É3ÏGÌ�Ö�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�Ó�ÄGÍ�É�Ä>É3ËFÇIÁKÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌ¯ÄBÍ�ÌpCfY@I
ÌvÂ�ÇGÌ'AÒÑ�ËFÌb�4

˙4 i =

�
i

mi
+
pε

W
4 i, 1 ≤ i ≤ N,

˙
�

i = 2
i −

pξ1

Q1

�
i −
(

1 +
1

N

)

pε

W

�
i, 1 ≤ i ≤ N,

ṗξ1 =
N
∑

i=1

� 2
i

mi

+
p2

ε

W
−NfkBT − pξ2

Q2

pξ1 ,

ṗξk
=

p2
ξk−1

Qk−1

− kBT − pξk+1

Qk+1

pξk
, 2 ≤ k ≤M − 1,

ṗξM
=

p2
ξM−1

QM−1
− kBT ,

ξ̇k =
pξk

Qk
, 1 ≤ k ≤ M,

V̇ =
dV pε

W
,

ṗε = dV (Pint − Pext) +
1

N

N
∑

i=1

� 2
i

mi
− pξ1

Q1
pε.

ajYT4�N,Y�b

Õ�Â�ÄBÌvÏGÂ�É�Ë�Ö¡ÏGÌ�ÇIÇGÆ�ÏIÌXÉ�Â�È´Î�Á3ÏGÊ�ÌvÇ�É3ÏGÌ|È�Ì�Q�Â�Ì�È×Ñ)B

Pint =
1

dV

(

N
∑

i=1

� 2
i

mi

+
N
∑

i=1

4 i · 2 i − dV
∂φ( 4 , V )

∂V

)

ajYT4�N�_9b

w 
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É3Â¡È 2
i = −∂φ( 4 , V )

∂ 4 i

4�I�Í�Ì1ÇsB�ÇjÄBÌ'A a Y�4�NY)b(Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�Ç Wf_ 8;[ ÉeA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ m0
É3Â�ÈKÉ3Â²ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B

H ′ 4

I�Í�Ì�ÇVB�ÇIÄGÌ,A a YT4XNY�b_ÓÃÔ*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ\Å¥ÂsØ3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ ( 4 i,
�

i, pξk
, ξk, V, pε)

Ó�ÅFÇ(ÁÃÑ�Ø�ÅFÁ3Æ�ÇGËXBsÂ�Á3Ä:ÅFÂ#É
Â�Á3ÏKA\É3Ë�Î�ÁÃÏVA�4�6!Ì(É�ÏGÌSÐÃÁÃÅ¥Â�ÐWÄGÁ�Ê8Í�É3Â�ÐÃÌSØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç'4'I�Í�Ì(Â�Ì5Ô!Á3Â�Ì�Ç�É3ÏIÌ (˜4 i, ˜

�
i, p̃ξk

, ξk, Ṽ , p̃ε)
4

6 Ì|ÇGÌvÄ
˜4 i = V − 1

d 4 i, 1 ≤ i ≤ N,

˜
�

i = V
N+1
dN eξ1

�
i, 1 ≤ i ≤ N,

p̃ξk
= eξk+1 pξk

, 1 ≤ k ≤M − 1,

p̃ξM
= pξM

,

Ṽ = lnV,

p̃ε = eξ1 pε.

ajYT4�N:)b

6 Å¦ÄBÍ�ÄBÍ�ÌvÇGÌ¯Â�ÌvÔ Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ�Ó�ÄGÍ�Ì|È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇVB�ÇjÄBÌ,A Ê�É3Â´Ñ�Ì|ÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ´É3Ç

˙̃4 i =
˜
�

i

mi
e−ξ1 e−Ṽ ( 1

dN
+ 2

d), 1 ≤ i ≤ N,

˙̃�
i = eṼ N+1

dN eξ1 2
i, 1 ≤ i ≤ N,

˙̃pξ1 = eξ2

[

e−2ξ1 e−2Ṽ N+1
dN

(

N
∑

i=1

˜
� 2

i

mi

)

+ e−2ξ1
p̃2

ε

W
−NfkBT

]

,

˙̃pξk
= eξk+1

(

p̃2
ξk−1

Qk−1

e−2ξk − kBT

)

, 2 ≤ k ≤ M − 1,

˙̃pξM
=

p̃2
ξM−1

QM−1
e−2ξM − kBT ,

ξ̇k =
p̃ξk

Qk

e−ξk+1 , 1 ≤ k ≤ M − 1,

ξ̇M =
p̃ξM

QM
,

˙̃V =
d

W
e−ξ1 p̃ε,

˙̃pε = eξ1

[

d eṼ (Pint − Pext) +
1

N
e−2ξ1 e−2Ṽ N+1

dN

N
∑

i=1

˜
� 2

i

mi

]

.

ajYT4�N 8 b
Õ�Â#ÄBÍ�Ì�ËÙÉ3ÇjÄ:Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Ó Pint

ÅFÇ(È�Ì�Q�Â�Ì�È²É3ÇxÅ¥Â�a YT4XN._9b_Ó�Ñ�Æ¡ÄxÍ�É3Ç(ÄBÁ¯Ñ�Ì*Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ#Ô*Å¦ÄBÍ¢Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ
Å¥Â³ÄGÏGÁ�È�Æ�ÊvÌ�ÈÛÅFÂ a YT4XN�:)b�42I�Í�ÌÒÅ�A#Ö�ÁÃÏIÄBÉ3Â�Ä�ÄGÍ�ÅFÂ¡ÐKÅFÇ�ÄBÍ�ÉÄ1ÔxÌÒÊ É3Â�Ê8Í�Ì�Ê8â×Ñ�B a Y�4�N._5b*ÄBÍ�É�Ä PintÈ�Á�Ì�Ç*Â�Á�ÄZÈ¡Ì�Ö�Ì�Â�È´ÁÃÂ p̃ε

4
Õ�Ä°ÅFÇ1ÇIÄBÏGÉ3ÅFÐ3Í³ÄIÎ�ÁÃÏIÔWÉ3ÏIÈÚÄBÁ�Â�Á3ÄGÅFÊvÌXÄBÍ�ÉÄ>ÄBÍ�Å¥Ç1ËFÉ3ÇIÄ°ÇsB�ÇIÄBÌ'A Á3Î:Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â�Ç>ÅFÇ1ÅFÂáÉ²Â�ÁÃÏVAKÉ�Ë

w 
 5



� ���O��� $ � �*#%#M (��� ���

Î�ÁÃÏVA�4 ��ÁsÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ

m̃ = dN ˜
�
dN ˜4 dM p̃ξ d

Mξ dp̃ε dṼ

Å¥Ç�ÊvÁÃÂ�ÇGÌvÏIØ3Ì�È 4 I�Í�É3Â�â³Ç�ÄGÁ a Y�4�N�:9b5Ó�ÔxÌKÊ É�Â!Ì�i�Ö�ÏIÌ�ÇIÇ m̃ Ô*Å¥ÄGÍ ÄGÍ�Ì\Á3ÏGÅFÐ3ÅFÂ�É3Ë�Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ�Ó
É3Â�È
Ê8Í�ÌvÊ8â×ÄGÍ�É�Ä*ÔWÌ*Q�Â�È�ÄGÍ�Ì¯ÇBÉ5A#ÌnA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌÒÉ3Ç*ÄBÍ¡Ì�ÁÃÂ¡ÌXÉ3Ë¥ÏGÌ�É3È�B,â³Â�Á7Ô*Â(Wf_ 8;[ 4T6 Å¥ÄBÍ´ÄBÍ�Ì¯Â�Ì5Ô
Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�ÇvÓ¡ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B�ÏGÌ�É3È�Ç�!

H̃ ′ = e−2ξ1 e−2Ṽ N+1
dN

N
∑

i=1

˜
� 2

i

2mi
+ φ(eṼ /d ˜4 , eṼ ) +

M−1
∑

k=1

p̃2
ξk

2Qk
e−2ξk+1

+
p̃2

ξM

2QM
+ e−2ξ1

p̃2
ε

2W
+ Nf kBT ξ1 + kBT

M
∑

k=2

ξk + Pext e
Ṽ .

l�ÏGÁ9A ÄGÍ�ÌKÇsB�ÇjÄBÌ'A a Y�4�N 8 b5Ó
Å¥Ä¯ÅFÇ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥ÐÃÍ�ÄGÎ�ÁÃÏjÔmÉ3ÏIÈ ÄGÁ�ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ�ÄBÌKÉ3ÂlÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4[Õ�Â ÄBÍ�Ì
Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏmÊ�É3ÇGÌ M = 2 Ó¡ÄGÍ�Ì|Ê�ËÙÉ�ÇGÇGÅ¥Ê É3Ë \
Å¥ÁÃÆ¡Ø�ÅFË¥ËFÌ�Ö�ÏGÁ3Ö�É3Ð�É�ÄGÁÃÏ�Ê É�Â×Ñ�Ì>Î�É3ÊvÄGÁÃÏGÅ�U�ÌvÈ×É�Ç

L = L1 + L2 + L3 + L4 + L5 + L6 + L7 + L8

Ô*Å¦ÄBÍ

L1 = ξ̇1 ∂ξ1 , L2 = ξ̇2 ∂ξ2 , L3 = ˙̃pξ1 ∂p̃ξ1
,

L4 = ˙̃pξ2 ∂p̃ξ2
, L5 =

∑N
i=1

˙̃�
i ∂˜� i

, L6 =
∑N

i=1
˙̃4 i ∂˜� i

,

L7 = ˙̃V ∂Ṽ , L8 = ˙̃pε ∂p̃ε .

6 Ì´ÄGÁ�Á3âlÉ3È¡Ø�É3Â�Ä8É�ÐÃÌ,Á3ÎZÄGÍ�Ì,Î�É3ÊvÄsÄGÍ�É�Ä¢ÄBÍ�Ì´ÁÃÖ�Ì�ÏGÉ�ÄBÁÃÏIÇ ˙̃�
i ∂˜� i

ÊvÁ9A+AXÆ¡ÄBÌ�ÁÃÂ¡Ì,Ô*Å¦ÄBÍÜÌ É3Ê8Í
Á3ÄGÍ�Ì�ÏvÓ³É3Ç�ÔxÌ�ËFË�É3ÇSÄBÍ�Ì�ÁÃÖ�Ì�ÏGÉ�ÄBÁ3ÏGÇ ˙̃4 i ∂˜� i

4)l�ÏIÁ9A ÄGÍ�Ì�Â#ÁÃÂ�Ó3ÔxÌ*ÐÃÁ°ÁÃÂ#É3Ç(ÅFÂÒÄGÍ�Ì Q�ÏGÇjÄ(Ì�i¡É5A#Ö�ËFÌ(4
6 Ì×Ì�i�Ö�É3Â�È e∆t L É�Ç#Å¥Â�Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Ç�ajYT4 8 b*D a YT4fZ)b5ÓSÁ3ÏsÅFÂÜÉ A#ÁÃÏIÌ�ÇGÁÃÖ�Í¡ÅFÇIÄGÅFÊ�É�ÄBÌvÈ�ÔWÉBlÄBÁ
Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï*Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B54

�
	��+	�� #�# % ' (
)+*"�,��-/.10
�

� ��0 !
M = 2, N = 1, d = 1

Õ�ÂgÇIÌ�Ê5ÄBÅFÁ3Â YT4;Y�Ó�ÔxÌ×Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�Ä\Â�Æ�A\ÌvÏGÅFÊ�É3Ë�ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇsÎ�ÁÃÏÒÄGÍ�Ì×ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉ�ÄGÅFÁÃÂ�Á�Î1ÁÃÂ¡Ì´Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì
ÊvÁÃÆ�Ö�Ë¥Ì�È,ÄBÁ¢ÉsÊ8Í�É3Å¥Â´Á�Î�Ä�ÔxÁsÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇ'4�Õ�Â´ÄGÍ�Ì>Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ�ÐXËFÅFÂ¡Ì�Ç�Ó�ÔWÌ¯É3ÏIÌ°ÐÃÁÃÅ¥Â�ÐÒÄBÁsÈ�Ì5Ä8É3Å¥Ë
ÄGÍ�ÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTAPÔWÌXÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ³ÄGÌ�È 42\%Ì5Ä>Æ�Ç�Q�ÏGÇjÄ>ÏGÌ5Ô*ÏGÅ¦ÄBÌ�ÄGÍ�ÌXÇsB�ÇIÄBÌ'A ajYT4�NP)bFD�a YT4XNbß9bWÅ¥Â×ÄBÍ¡ÅFÇ

w 
 	



���������
	������� �������	��
������������� ������� ��
�������! "�$#%
'&(�� "
 �)� ���*���� +�! "����
, - .�
� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Æ�ËFÉ3ÏmÊ�É3ÇGÌ(426 Ì|Í�É ØÃÌ eχ =
√
ξ2 e

ξ1 4TI�Í�Ì¯È�B�Â�É5A#ÅFÊ�ÇmÎ�Á3Ï (q, p̃, pξ1 , pξ2, ξ1, ξ2)
ÅFÇ

q̇ =
p̃

m

e−ξ1

√
ξ2
,

˙̃p =
√

ξ2 e
ξ1 F (q),

˙pξ1 =
p̃2

m

e−2ξ1

ξ2
− kBT ,

˙pξ2 =
p̃4

3m2

e−4ξ1

ξ2
2

− (kBT )2,

ξ̇1 =
pξ1

Q1
+
pξ2

Q2
kBT ,

ξ̇2 =
2

3
e−2ξ1

p̃2

m

pξ2

Q2
,

ajYT4�NZ)b

É3Â¡È´ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,ÏIÌ É3È�Ç

H̃ ′ =
p̃2

2m

e−2ξ1

ξ2
+ V (q) +

p2
ξ1

2Q1
+

p2
ξ2

2Q2
+ kBT

(

ξ1 +
3

2
ln ξ2

)

.

I�Í�Ì¯Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ3Ì�ÈSA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ|Å¥Ç

m̃ = dq dp dpξ1 dpξ2 dξ1dξ2.

\%ÌvÄ
L1 = ξ̇1 ∂ξ1 , L2 = ξ̇2 ∂ξ2

L3 = ˙̃p ∂p̃, L4 = q̇ ∂q + ṗξ1 ∂pξ1
+ ṗξ2 ∂pξ2

.

6 Ì|Ê É3Â´ÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉÄBÌ 4! É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç:Á3Î.ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃÏKA

e
∆t
2

La e
∆t
2

Lb e
∆t
2

Lc e∆tLd e
∆t
2

Lc e
∆t
2

Lb e
∆t
2

La = e∆tLeff

Ô*Å¦ÄBÍ {a, b, c, d} = {1, 2, 3, 4} 4v6 ÌáÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ³ÄGÌ�ÈÝÄBÍ¡ÅFÇ´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ô*Å¥ÄGÍ (a, b, c, d) =
(1, 2, 3, 4) 4

�
	��+	�� � � �+��� �,��� �"! .1��*"0 ! � � � � -���* ��� � ��! ! *�! ����) ����� � �"! #�# % '
(�)+*��,��-�. 0

6!Ì�ÔWÉ3Â�ÄxÄGÁ�Ö¡ÏGÁ7ØÃÌ*ÄBÍ�ÉÄ:ÄGÍ�Ì*Ì�Â�ÌvÏGÐ5BsÔ*ÏIÅ¥ÄIÄBÌ�Â#ÅFÂ�ajYT4�Nh)b.ÅFÇ(Ê�Á3Â�ÇGÌvÏIØÃÌvÈ²Ñ)BsÄBÍ�Ì*È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç
ajYT4�NP)bFD�a YT4XN9N.b D�a Y�4�Nbß5b�4%I�Í�É3Â�â³Ç¯ÄGÁ´ÄGÍ�Ì#ÏGÌ�ËFÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç ξ1 = χ1

Ó ξk = e2(k−1)χk Î�ÁÃÏ k ≥ 2 Ó�ÔxÌ

w�ã��



� ���O��� $ � �*#%#M (��� ���

Ê�É3Â!Q�ÏGÇIÄ�ÏIÌvÔ*ÏGÅ¦ÄBÌ°ÄBÍ¡Ì¯ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B,É3Ç

H̃ ′ =
N
∑

i=1

˜
� 2

i

2mi

e−2χ + V ( 4 ) +
M
∑

k=1

p2
ξk

2Qk

+kBT

(

C0

C−1
χ1 +

C1

C0
χ2 +

C2

C1
χ3 + . . .+

CM−1

CM−2
χM

)

.

6 Ì|â�Â¡ÁbÔ Wf:)_ [ ÄBÍ�ÉÄ�ÄGÍ�Ì°Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�Ð�Ì�Â�ÌvÏGÐ5B,Å¥Ç�Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈ !

H ′ =
N
∑

i=1

˜
� 2

i

2mi
e−2χ + V ( 4 ) +

M
∑

k=1

p2
ξk

2Qk
+ dN kBT

M
∑

k=1

ηk,

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÄBÍ�Ì|È�B�Â�É(A\Å¥Ê�Ç�ÁÃÂ ηk
Å¥Ç

η̇k =
pξk

Qk

1

dN

k
∑

j=1

(kBT )k−j S
j−1

Cj−2

.

6 Ì°ÄBÍ�ÌvÂ�ÁÃÂ�ËXB²Í�É Ø3Ì|ÄGÁ\Ê8Í¡Ì�Ê8â²ÄBÍ�É�Ä�!

dN

M
∑

k=1

η̇k =

(

C0

C−1
χ̇1 +

C1

C0
χ̇2 +

C2

C1
χ̇3 + . . .+

CM−1

CM−2
χ̇M

)

. ajYT4�N<)b

6 Ì|Í�É ØÃÌ χ̇k =

M
∑

j=k

pξj

Qj
(kBT )j−k S

k−1

Ck−1

4#��Á

χ̇1 =
pξ1

Q1
+

pξ2

Q2
(kBT ) +

pξ3

Q3
(kBT )2 + . . . +

pξM

QM
(kBT )M−1,

χ̇2 =
pξ2

Q2

S

C1

+
pξ3

Q3

S

C1

(kBT ) + . . . +
pξM

QM

S

C1

(kBT )M−2,

χ̇M =
pξM

QM

SM−1

CM−1

,

w�ãHw
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� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

Ô*Í�ÌvÏGÌ�É3Ç

dN η̇1 =
1

C−1

pξ1

Q1

,

dN η̇2 =
1

C−1

pξ2

Q2

(kBT ) +
pξ2

Q2

S

C0

,

dN η̇3 =
1

C−1

pξ3

Q3

(kBT )2 +
pξ3

Q3

S

C0

(kBT ) +
pξ3

Q3

S2

C1

,

dN η̇M =
1

C−1

pξM

QM

(kBT )M−1 +
pξM

QM

S

C0

(kBT )M−2 +
pξM

QM

S2

C1

(kBT )M−3,

+ . . . +
pξM

QM

SM−1

CM−2
.

��Á¢ÄBÍ¡Ì¯Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂRa YT4XN�<)bWÅ¥ÇmÄBÏIÆ�Ì54

�
	��+	�� ����* 
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�
.1��0 !

��� � �"! � � ! !�� ��� � -/.1�/!

6!Ì°ÇIÍ�Á7ÔQÍ�ÌvÏGÌ>ÄGÍ�É�Ä�ÄBÍ¡Ì|É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�È,Ñ)B/\%ÅFÆ,É�Â�È I�Æ¡Ê8â3Ì�ÏVAKÉ�Â W;:)_ [ È¡Á�ÌvÇ�Â�Á3Ä
Ì�i�É�ÊvÄBËXB´Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌXÄGÍ�Ì*A\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌXÉ�Â�É3Ë�B³ÄGÅFÊ É�ËFË�B3Ó¡Å¥Â´ÄGÍ�Ì¯Ø3Ì�ÏsB�ÇIÖ�ÌvÊ�ÅÙÉ�Ë%Ê É3ÇIÌXÁ3Î�É#Î�ÏGÌvÌ�Ö�É3ÏIÄGÅFÊ�Ë¥Ì
a�É A\ÁÃÏIÌXÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3Ë.Ê�É3ÇGÌXÅFÇ1ÇjÄBÆ�È¡ÅFÌ�ÈÛÅ¥Â�ÄBÍ¡ÌÒÂ�Ì�i�Ä|ÇIÌ�ÊvÄGÅFÁÃÂ b�4�=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó�ÔxÌÒÔ*ÅFËFË
ÇIÌ�ÌÒÄBÍ�É�Ä Ó�Î�ÁÃÏ
ÇIÁ9A\ÌWÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓÄGÍ�ÌmÖ�ÏIÌ�ÇGÌvÏIØ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Ó�Å¥Î�Â�Á�ÄSÌ�i¡É3Ê5Ä Ó3Å¥Ç.ØÃÌvÏVBXÐÃÁ�Á�È 4"I�Í�ÅFÇtAKÉB�Ì�i�Ö�ËÙÉ�ÅFÂ
ÄGÍ�Ì|ÐÃÁ�Á�È,Â³ÆTA\ÌvÏGÅ¥Ê É3Ë�Ö¡ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇmÄBÍ�ÉÄ \%Å¥Æ,É3Â�È!I�Æ�Ê8â�Ì�ÏVAKÉ3Â×Â�Á3ÄGÅFÊ�ÌvÈ 4

6!Ì�ÔWÁÃÏIâ×Å¥Â�ÄBÍ¡ÌsÊ É3ÇIÌ M = 2 a�Ä�ÔxÁ�ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇ b5Ó N = 1 É3Â�È d = 1 a�ÁÃÂ�ÌÒÖ�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥Ì
Å¥Â�É¢ÁÃÂ�Ì�D�È�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Â�É3Ë[ÇGÖ�É3ÊvÌ�b_Ó[É3Â¡È´Ô*Å¦ÄBÍ,ÄBÍ�Ì|Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇ�Æ�ÇGÌvÈÚÑ)B�ÄBÍ�Ì�É3Æ¡ÄGÍ�ÁÃÏIÇ�Ó�Å 4£Ì54 X =
(q, p, pξ1, pξ2 , η1, η2)

4T6!Ì|Æ�ÇIÌeo!?XYc\ �NÄBÁ¢ÐÃÌvÄ�Ì�i¡Ö¡ËFÅFÊvÅ¥ÄmÎ�Á3ÏKAÒÆ�ËFÉ3ÇWÔ*Í�ÌvÂ×Â¡Ì�Ì�È¡Ì�È 4

� � ������ �  4 ��� 	�������� �
l�ÁÃÏxÄGÍ�Ì°Ö�ÏGÌvÇGÌvÂ³Ä A#Á9A#Ì�Â�Ä Ó�ÔWÌ°ÏIÌ�Ê�É3ËFË�ÄBÍ�Ì `*` o�I Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�ÇmÉ3Â�È²ÄBÍ¡Ì|É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA Ö�ÏIÁ(D

Ö�ÁÃÇGÌvÈ�Ñ)B!\%ÅFÆ´É3Â�È!I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â�Ó�Ô*Å¥ÄGÍ�ÁÃÆ¡ÄZÉ3Â)B,É3ÇIÇGÆTA#Ö¡ÄGÅFÁÃÂ,ÁÃÂ,ÄBÍ�Ì|Î�ÁÃÏIÊ�Ì54 I�Í¡Ì�Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç
w�ã 
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É3ÏIÌ

q̇ =
p

m
,

ṗ = F (q) − pξ1

Q1

p− pξ2

Q2

(

(kBT )p+
p3

3m

)

,

η̇1 =
pξ1

Q1
,

η̇2 =

(

kBT +
p2

m

)

pξ2

Q2

,

ṗξ1 =
p2

m
− kBT ,

ṗξ2 =
p4

3m2
− (kBT )2.

I�Í�Ì�B,Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌ¯ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐdA\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌ

m0 = eη1+η2 dp dq dpξ1 dpξ2 dη1 dη2.
ajYT4�ß(P)b

I�Í�Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ×Ñ)B!\%ÅFÆ,É3Â¡È�I�Æ�Ê8â3ÌvÏKA\É3Â�Å¥ÇmÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡Ð

e∆t Leff = e
∆t
2

LGGMT e
∆t
2

F (q) ∂p e∆t p
m

∂q e
∆t
2

F (q) ∂p e
∆t
2

LGGMT . ajYT4�ß�N.b

I�Í�Ì´Ê�ÌvÂ�ÄBÏBÉ�Ë�Ö�É3ÏIÄ¢Á�ÎZÄGÍ�ÅFÇsÈ�ÌvÊ�Á9A#Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3ÂlÊ�ÁÃÏIÏGÌ�ÇIÖ�Á3Â�È�ÇsÄBÁÛÄBÍ¡Ì´ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ �(Ì�ËFÁ�Ê�Å¦ÄFB �(ÌvÏGË¥ÌvÄ
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4�I�Í�Ì|Ì�i�ÄBÌvÏGÂ�É�Ë�Á3Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÁÃÏ�ÅFÇ

exp

(

∆t

2
LGGMT

)

= A(∆t) B(∆t) C(∆t) B(∆t) A(∆t).

I�Í�Ì¯ÁÃÖ�Ì�ÏGÉ�ÄBÁÃÏIÇ A(∆t) Ó B(∆t) É�Â�È C(∆t) É3ÏIÌ°È�Ì'Q�Â�Ì�È×Ñ�B

A(∆t) = exp

(

∆t

4
G1(p) ∂pξ1

)

exp

(

∆t

4
G2(p) ∂pξ2

)

,

B(∆t) = exp

(

−∆t

8
λ p ∂p

)

exp

(

−∆t

4

pξ2

Q2

p3

3m
∂p

)

exp

(

−∆t

8
λ p ∂p

)

,

C(∆t) = exp

(

∆t

2

pξ1

Q1
∂η1

)

exp

(

∆t

2
g(p)

pξ2

Q2
∂η2

)

.

w�ã�ã



���������
	������� �������	��
������������� ������� ��
�������! "�$#%
'&(�� "
 �)� ���*���� +�! "����
, - .�
� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

6 Ì|ÇGÌvÄ

λ(X) =
pξ1

Q1
+ kBT

pξ2

Q2
,

g(p) = kBT +
p2

m
,

G1(p) =
p2

m
− kBT ,

G2(p) =
p4

3m2
− (kBT )2,

G(p) =
G1(p)

Q1
+ kBT

G2(p)

Q2
,

U(X) = η1 + η2.

Õ�ÎxÄBÍ�ÌsØÃÌvÊvÄGÁÃÏ X ′ Å¥Ç|É²Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂáÁ3Î:ÄBÍ¡Ì¢Ø3Ì�Ê5ÄBÁÃÏ X Ó�ÄBÍ¡Ì��ÃÉ�Ê�ÁÃÑ�ÅFÉ3Â�AKÉÄBÏGÅOiÚÅ¥Ç°Â�Á3ÄGÌ�È ∂X ′

∂X
4

I�Í�Ì��ÃÉ3ÊvÁÃÑ�ÅÙÉ�Â´Á�Î�ÄGÍ�Ì°ÄBÏBÉ�Â�ÇIÎ�ÁÃÏVAKÉÄBÅFÁ3Â²ÅFÇ��ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

4

Õ�Î[ÄGÍ�Ì*Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌ*É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4�ß�N.b.Ö�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇWÄBÍ¡Ì�A#Ì É�ÇGÆ�ÏIÌ m0
È�Ì'Q�Â�Ì�È²Ñ)B�� ] 4�a YT4?ß5P)b_Ó

ÔxÌ�Í�É7Ø3Ì

m0 [X ′(X)] = m0 [X] .

��ÇGÅFÂ¡Ð#ÄGÍ�Ì��ÃÉ�Ê�ÁÃÑ�ÅFÉ3Â,Á3Î.ÄGÍ�Ì|Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ X ′(X) Ó�É3Â�È´ÄBÍ�Ì°Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ U(X) É3ËFÏIÌ É3È�BKÈ�Ì'Q�Â�Ì�È�Ó
ÔxÌ�Ð3ÌvÄ

�ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

= eU(X)−U(X′). ajYT4�ß3ß9b

� 	7��"%$���� 	���Û� ��� 
F (q) = 0

�

I�Í�Ì�Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â!a YT4?ßÃß9b7AXÆ�ÇIÄSÑ�ÌmÄBÏIÆ�ÌmÎ�ÁÃÏSÉ�ËFË�Ö�É3ÏBÉ(A\Ì5ÄBÌ�ÏIÇ m Ó Q1
Ó Q2

Ó T Ó ∆t ÓÃÉ�Â�ÈsÎ�ÁÃÏSÉ3Ë¥Ë
Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Ç X 4 \%ÌvÄ�Æ�Ç*Â�Á7ÔQÊ8Í�Á�ÁÃÇIÌ�ÇIÁ9A\Ì°ÇIÖ�ÌvÊ�ÅXQ�Ê°Ø3É�ËFÆ�ÌvÇ*Î�Á3Ï�ÇGÁ9A#Ì°Ö�É3ÏGÉ5A\Ì5ÄBÌvÏGÇ"!

m = 1.0, Q1 = 1.0, Q2 = 8/3, kBT = 1.0.

I�Í�ÌvÂ G(p) =
p4

8
+ p2 − 11

8
42\%ÌvÄ µ Ñ�Ì°ÄBÍ¡Ì¯ÏIÌ É3Ë[Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅ¥ØÃÌ°ÏIÁ�Á�Ä*Á3Î G ! µ =

√

−4 + 3
√

3 4
6 Ì1É�ËFÇGÁ¯Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ�ÇGÁ5A\Ì*ÇGÖ�Ì�ÊvÅ�Q�Ê�ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë¡ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç X = (q, p, pξ1(p), pξ2(p), η1, η2)

4%��Á�Ó³ÅFÂ

w�ã �
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X Ó�ÄGÍ�Ì�ÏIÌ¯É3ÏGÌ|ÁÃÂ�ËXB YsÎ�ÏGÌvÌ°Ø3É�ÏGÅÙÉ�Ñ�ËFÌvÇ�Ó�É�Â�È´ÔxÌ|Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ pξ1
É3Â�È pξ2

É�Ê�Ê�Á3ÏGÈ�Å¥Â�ÐsÄBÁ

pξ2(p) = 3mQ2
p2 − µ2

∆t µ2p2
− ∆t

4
G2(p)

= 8
p2 − µ2

∆t µ2p2
− ∆t

4

(

p4

3
− 1.0

)

,

É3Â�È pξ1(p) = −Q1

(

kBT

Q2

pξ2(p) +
∆t

4
G(p)

)

= −
(

3

8
pξ2(p) +

∆t

4
G(p)

)

,

ajYT4�ß(h)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ µ ÅFÇ�ÄGÍ�Ì�ÏGÌ�É3Ë�Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥Ø3ÌmÏGÁ�Á3ÄSÁ�Î G(p) a�ÔxÌ�É3ÇGÇIÆTA#Ì�ÈsÄBÍ�ÉÄ ∆t > 0 b�49[*Ì É�ÇGÁÃÂ�ÇSÄGÁ*A\É3â�Ì
ÄGÍ�ÅFÇmÊ8Í¡ÁÃÅFÊvÌ>Ê É3Â�Ñ�Ì1Î�ÁÃÆ¡Â�È�ÅFÂKÄGÍ�Ì>Â�Ì�i�Ä�ÇGÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�ÅFÂKÔ*Í�Å¥Ê8Í²ÔWÌ°Ð3Å¥ØÃÌ>ÉXÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉ�Ë[Ö�ÏIÁ�Á3Î
Á�Î%ÄBÍ�Ì
Â�Á3Â×Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ�É�ÄGÅFÁÃÂ´Á3Î�ÄBÍ�ÌnA#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ(4

�ZÇIÅFÂ�ÐSo�?XYc\ ��Ó�ÔxÌKÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ η1(∆t)
É3Â�È η2(∆t)

4M6!ÁÃÏIâ³ÅFÂ�Ð×ÁÃÂ�Ë�B�Ô*Å¥ÄBÍ p ≥ 0 Ó%ÔxÌ
Í�É Ø3Ì

η1(∆t) = −1

4

16 η1 p
2 − 12 η1 p

2
√

3 + 12 p2 + 48 − 36
√

3 − 47 ∆t2 p2 + 27 ∆t2 p2
√

3

(−4 + 3
√

3) p2

É3Â¡È

η1 + η2 − η1(∆t) − η2(∆t) =

6
p2
(

−36 p2
√

3 + 249 ∆t2 p2
√

3 − 288
√

3 − 431 ∆t2 p2 + 48 p2 + 516
)

(−4 + 3
√

3) (−4 + 3
√

3 + p2) (18 p2 + 24 − 18
√

3 − 47 ∆t2 p2 + 27 ∆t2 p2
√

3)

Ô*Í�ÌvÏGÌ η1
ÇIÄBÉ3Â�È�Ç*Î�ÁÃÏ η1(0) É3Â¡È η2

Î�ÁÃÏ η2(0) 4
6!Ì|Ê�É3Â�É�ËFÇGÁsÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌ

�ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

= 6

(

−4 + 3
√

3
)3/2 √

3
√

2
(

12 p2 + 24 − 18
√

3 − 47 ∆t2 p2 + 27 ∆t2 p2
√

3
)3/2

.

Õ�Î ∆t = 0 Ó�ÔxÌÒÊ8Í�Á�ÁÃÇIÌ p = µ Ó�ÇGÁ�Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ø�É3Ë¥Æ�Ì�Ç�Î�ÁÃÏ pξ1
É3Â�È pξ2

É3ÏGÌ�ÔWÌvËFË�È�Ì'Q�Â¡Ì�È 4%6 Å¦ÄBÍ
ÄGÍ�Ì�ÇIÌWØ�É3ËFÆ�ÌvÇ�ÓÁÃÂ�Ì:Ê É3ÂXÊ8Í�Ì�Ê8â¯ÄBÍ�É�Ä η1+η2−η1(∆t)−η2(∆t) = 0 É3Â�ÈXÄGÍ�É�Ä �ÃÉ3Ê (∂X′

∂X

)

= 1 4
CZÁ7Ô�ÔxÌWÍ�É Ø3Ì:ÄGÁ1Ê8Í�ÌvÊ8â|Ô*Í¡ÌvÄBÍ¡Ì�Ï �ÃÉ�Ê (∂X′

∂X

) Å¥Ç�Ì ] Æ�É3Ë�ÄBÁ eη1+η2−η1(∆t)−η2(∆t) 46 ÌxÂ¡Á3ÄBÅ¥Ê�Ì
ÄGÍ�É�Ä,ÄBÍ�ÌvÇGÌáÄ�ÔWÁÜÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Ç,È�Ì�Ö�Ì�Â�È ÁÃÂ�ËXB ÁÃÂ p É3Â�È ∆t Ó*É�Â�È Â¡Á3Ä´ÁÃÂ q Ó η1

ÁÃÏ η2
4�Õ�Â

l.Å¥ÐT4MYT4fZ¡Ó%ÔWÌ\Ö�ËFÁ3Ä¯ÄBÍ¡Ì\ÏGÉ�ÄBÅ¥Á �ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

/eη1+η2−η1(∆t)−η2(∆t) Î�ÁÃÏ ∆t = 0.001 É3Â�È Î�Á3Ï
p ∈ [2.0; 5.0] Ó�É3Â¡È´ÔxÌ|Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ°Å¥Ä�Ô*Å¥ÄGÍ�N94

w�ã#$



���������
	������� �������	��
������������� ������� ��
�������! "�$#%
'&(�� "
 �)� ���*���� +�! "����
, - .�
� #%# � ��� � ������� �/��� ��0�� � �!��12�� 3�/� � &(�"� ��� ��
, 

[ZÉÄBÅFÁ �ÃÉ3Ê�ÁÃÑ¡ÅÙÉ3Â � eU(X)−U(Xm)

ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ p
_YT4 _Yh�4 _hß�4 _ß

P�4f<
P�4fZ
P�4 8
P�4f:
P�4 _
P�4;Y
P�4fh
P�4?ß
P�4XN

������� YT4fZ g �/$!%8 �Q ����4V��$!%L0���%8��%"��@�+-����
�� 
-� ��$!%L;=%>+�������%L��� ��$!%Y >+���%L
-�/��$!% ����%8% 0,+-������ "'�%W ��
��
p ∈ [2.0; 5.0] �

. %Z 8
�;Y0,+-��%��:+� (
∂X′

∂X

)

(p)
.#����$

eη1+η2−η1(∆t)−η2(∆t)(p)
�:9P0�'�
���������4<��$!%"���

�7+-����
�]

6!Ì*ÊvËFÌ É�ÏGË�B�ÇGÌvÌ�ÄGÍ�É�Ä�Ó3Î�ÁÃÏSÇGÁ5A\ÌmØ�É3Ë¥Æ�Ì�Ç(Á3Î�ÄBÍ�Ì�Å�A\Ö¡Æ�ËFÇIÅFÁÃÂ p ÓÃÄBÍ�Ì*ÏGÉ�ÄBÅ¥Á>ÅFÇSÈ�Å ` ÌvÏGÌvÂ³Ä(Î�ÏIÁ9A
N94�=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�Å¥Â l.Å¥ÐT49YT4f<¡ÓÃÔxÌZÖ¡ËFÁ3Ä(ÄBÍ¡Ì�ÇGÉ5A#ÌZÏGÉ�ÄBÅ¥Á>Î�ÁÃÏ p ∈ [0.9; 1.1] a�Ô*Å¦ÄBÍsÄBÍ�Ì�ÇBÉ(A\Ì�Ø�É3ËFÆ¡Ì
Î�ÁÃÏ ∆t b�!

l�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¡Ç>É3ÏIÌXÊ�Ë¥ÁÃÇGÌ�ÄBÁ²Ì�É3Ê8ÍÛÁ3ÄBÍ¡Ì�Ï,4�6!Ì�Ê É3ÂÛÊ8Í¡Ì�Ê8â�ÄGÍ�É�Ä1ÄGÍ�Ì�Å¥ÏZØ�É3Ë¥Æ�Ì�Ç�Î�ÁÃÏ p = 1 É3ÏGÌ
ÏIÌ É3Ë¥Ë�B²ÊvËFÁÃÇIÌ�!

�ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

(p = 1) = 1.81517,

eη1+η2−η1(∆t)−η2(∆t)(p = 1) = 1.81153.

6 Í�ÌvÂ p = 1 Ó¡ÄBÍ¡Ì¯Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Å¥Ç X = (q, 1, 491.96,−1311.89, η1, η2)
4

��Á�Ó�Î�ÁÃÏ*ÇIÁ9A\Ì|Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ¡ÄBÍ�Ì*A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ¯ÅFÇ�ØÃÌvÏVB,ÔxÌ�ËFË
Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�ÏIØ3Ì�È 4%=ZÁ7ÔxÌvØÃÌvÏ�Ó�Î�ÁÃÏ
ÇIÁ9A\Ì|Á3ÄGÍ�Ì�Ï*Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Ê�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ¡Ç�Ó�Å¦Ä�ÅFÇ�Â�Á�Ä1ÉÄ�É3ËFË�Ö�ÏGÌvÇGÌ�ÏjØÃÌvÈ 4

�
	��+	�� ����* 
 !�� ��. ����� ! 0 ! � � ��� -/��* ��� � ��! ��! ��0���� ! �����$� ��!���� �,��� - 

� � � � - � � � ��
� �� � � �"� ��� ��0 ! ( ����� # #&% ' (�) *"�,��-/.10

�
�

����� ! ��! *�! � ����.1��0 !

Õ�Â�ÄGÍ�ÌWÖ�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç.ÇIÌ�ÊvÄGÅFÁÃÂ[ÓbÔxÌWÇjÄBÆ�È�B�ÄGÍ�Ì:Ø3Ì�ÏsBXÇIÖ�ÌvÊ�ÅÙÉ�Ë�Ê�É3ÇGÌxÁ3Î�É*Î�ÏGÌ�Ì:Ö�É3ÏjÄBÅ¥Ê�ËFÌ�Ó F (q) = 0 4C�ÁbÔ|Ó�ÔxÌ¢Í�É ØÃÌ\É�ËFÁ�ÁÃâ�ÉÄ|É A\ÁÃÏIÌsÐÃÌ�Â¡Ì�ÏBÉ�Ë�Ê É3ÇIÌ�!�ÔWÌ¢ÇGÆ¡Ö�Ö�Á3ÇGÌsÄBÍ�ÉÄ°ÄBÍ�ÌsÎ�ÁÃÏIÊ�Ì F (q) ÅFÇ|É
Ö�ÁÃË�B�Â�Á5A\ÅFÉ3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂsÁ3Î q Ó3Ô*Í�ÁÃÇIÌ*È�Ì�ÐÃÏIÌ�Ì*ÅFÇ.Á�È�È�a�Î�ÁÃÏ�ÅFÂ¡ÇIÄ8É�Â�Ê�Ì�ÓÃÄBÍ�Å¥Ç�ÅFÇ�ÄGÍ�ÌmÎ�ÁÃÏGÊvÌ�ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â¢Ñ)B

w�ã  
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[�É�ÄGÅFÁ �ÃÉ3ÊvÁÃÑ�ÅFÉ3Â � eU(X)−U(Xm)

Å¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë�Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅ¥ÁÃÂ p
N94XNN54 P)_NP�4 <)_P�4f<

N94 P(Y�_
N94fP5Y
N94 P5h)_
N94fP9h
N94 PÃß9_
N94fP�ß
N94 P�N._
N94fP�N
N94 P5P)_

N
P�4 <5<)_

������� YT4f< g �/$!%8 �Q ����4V��$!%L0���%8��%"��@�+-����
�� 
-� ��$!%L;=%>+�������%L��� ��$!%Y >+���%L
-�/��$!% ����%8% 0,+-������ "'�%W ��
��
p ∈ [0.9; 1.1] �

. %Z 8
�;Y0,+-��%��:+� (
∂X′

∂X

)

(p)
.#����$

eη1+η2−η1(∆t)−η2(∆t)(p)
�:9P0�'�
���������4<��$!%"���

�7+-����
�]

ÄGÍ�ÌÒÍ�É3ÏVA\Á3Â�ÅFÊ¯ÁÃÇGÊvÅFË¥ËÙÉ�ÄGÁÃÏ	b�4�6!Ì�ÇIÄGÅFËFË%ÔxÁÃÏGâ,Ô*Å¥ÄGÍ M = 2 a�Ä�ÔWÁ\ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�ÄBÇ b5Ó N = 1 É�Â�È
d = 1 a�ÁÃÂ¡ÌZÖ�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Ë¥ÌmÅFÂ\É¯Á3Â�Ì�D�È�Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ¡Â�É3Ë¡ÇIÖ�É3ÊvÌ�b5Ó�É3Â�È¢Ô*Å¥ÄGÍ#ÄGÍ�Ì�Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�ËFÌvÇSÆ�ÇGÌvÈKÑ)BsÄBÍ¡Ì
É3Æ�ÄBÍ�ÁÃÏIÇ�Ó%År4�Ì(4 X = (q, p, pξ1, pξ2 , η1, η2)

4 I�Í�Ì `k` o�I Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â�Ç|É3Â�ÈÛÄBÍ¡Ì\É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÄBÁ
Å¥Â³ÄGÌ�ÐÃÏGÉ�ÄBÌ°ÄGÍ�Ì,A É�ÏGÌ>ÄBÍ¡Ì¯ÇGÉ5A#Ì�É�Ç�ÅFÂ�ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�Ç*ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4

� � Ú� ���	����"  � �
YSÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�ÇGËXBÃÓSÄBÍ�É3Â�â³Ç\ÄGÁ ÄBÍ¡Ì×ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ,Ê8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì!AKÉ�È�Ì´Î�Á3Ï¢ÄGÍ�Ì×Î�Á3ÏGÊ�Ì�ÓSÔWÌ×Æ�ÇGÌvÈ o�?XYc\ �

ÄGÁ�ÐÃÌ5ÄXÌ�i¡Ö¡ËFÅFÊvÅ¥Ä°Î�ÁÃÏVAÒÆ�ËFÉ3Ç,4H=�Ì�ÏIÌ3Ó
ÔWÌ#È�Á�Â¡Á3Ä¯Æ�ÇGÌ o�?XYc\ ��Ó�Ñ�Æ�Ä�ÔxÌKÏGÉ�ÄBÍ�ÌvÏ|ÐÃÅ¥Ø3ÌKÉ/A\Á3ÏGÌ
ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3Ë�Ö�ÏIÁ�Á�ÎE4�Õ�ÄmÔ*Å¥ËFË�Ì�Â¡ËFÅFÐ3Í³ÄGÌ�ÂKÄGÍ�Ì>Ê8Í�Á3ÅFÊ�Ì1Á3Î
ÄBÍ�Ì1Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ç pξ1(p)

É3Â�È pξ2(p)
AKÉ3È¡Ì>ÅFÂ

� ] 47a YT4?ß5h)b�4
Þ>Æ�Ï�Ö�ÏGÁ�Á3Î�ÅFÇ�Ñ�É3ÇGÌvÈ×ÁÃÂ�ÄGÍ�Ì|Ê�ÁÃÂ�ÊvÌ�Ö¡Ä�Á3Î.É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊvÅ¥ÄFB�WONbß [ 4�6!Ì°Ô*Å¥ËFË[Æ¡ÇGÌ°ÄBÍ�Ì°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡Ð

Î�É3Ê5ÄBÇ'4�? Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3ÂKÅFÇ:É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê54)?1Â)B¢Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ\Á3Ñ¡Ä8É3Å¥Â�Ì�È#Ñ)B\É3È�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�Ó9AÒÆ�Ë¦ÄBÅOD
Ö�Ë¥ÅFÊ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ×Á3ÏZÊvÁ9A\Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î(É+Q�Â�Å¥ÄGÌ�Â³ÆTAÒÑ�Ì�ÏZÁ3Î(É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê|Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�ÇZÅFÇZÉ3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ(4 ?1Â)B
ÏIÁ�Á3Ä>Á3Î:É²Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂÛÅ¥Ç>É3ÂáÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂÚÁ3Î(ÄBÍ¡ÌÒÊ�Á�Ìvà#Ê�Å¥Ì�Â�ÄBÇ'4H=ZÁ7ÔxÌvØ3Ì�Ï�Ó
ÄGÍ�ÌsÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ x 7→ ex Ó[Ô*Å¥ÄGÍ x ÏGÌ�É3ËzÓ�ÅFÇ°Â�Á�Ä|É3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ(4�6 ÌsÇGÆ�Ö�Ö�ÁÃÇIÌ¢ÄGÍ�É�Ä°ÄGÍ�Ì¢É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
ajYT4�ß�N.bWÅFÇ A#Ì É3ÇIÆ�ÏGÌ|Å¥Â³Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�Ó�É3Â�È,ÔxÌ¯Ë¥Á�Á3â\Î�ÁÃÏ*ÉsÊ�Á3Â³ÄGÏBÉ3È¡ÅFÊvÄGÅFÁÃÂ%4

\%ÌvÄ*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä Xa = A(∆t)X 4�Õ�Ä*Ê É3Â,Ñ�Ì°Ê8Í�Ì�Ê8â�Ì�ÈÚÄGÍ�É�ÄmÄGÍ�Ì°ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ Xa Å¥Ç*ÉÒÖ�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë
Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂXÁ�Î X ÓbÉ3Â¡È�ÄBÍ³Æ�Ç�ÉZÏIÌ É3Ë³É�ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ¯Á3Î X 4"\
Ì5Ä�Æ�Ç.ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌ(Î�ÁÃÏ�ÉuA#Á9A#Ì�Â�Ä
ÄGÍ�É�Ä X ′ = e∆t Leff X ÅFÇ�É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ´Á3Î X 4T6!Ì¯É3ÇIÇGÆTA#Ì¯ÄGÍ�É�Ä*ÄBÍ¡Ì�ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4�ß�N.bWÖ�ÏGÌvÇGÌvÏIØÃÌvÇZÄGÍ�ÌnA\Ì�É3ÇGÆ�ÏIÌ m0

È�Ì�Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B�� ] 4tajYT4?ß5P)b�4 ��Á¢ÔWÌ¯Í�É ØÃÌ

�ÃÉ3Ê
(

∂X ′

∂X

)

= eU(X)−U(X′).

w�ã �
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6 ÌÒâ³Â�Á7Ô ÄBÍ�É�Ä X ′(X) É3Â�È U(X) É3ÏIÌÒÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇZÁ3Î X 4�l�Æ�ÏIÄGÍ�Ì�ÏVA\ÁÃÏIÌ3Ó�ÄBÍ¡Ì'B
É3ÏIÌXÂ�Á�Ä1ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä4 ��Á\ÔxÌÒÊvÁÃÂ�Ê�Ë¥Æ�È�Ì¯ÄBÍ�É�Ä�ÄBÍ¡Ì�Ì�i¡Ö�ÁÃÂ�ÌvÂ�ÄBÅÙÉ�Ë�Á3ÎSÉ3ÂÚÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ×ÅFÇ
É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ó�Ô*Í�ÅFÊ8Í´ÅFÇ�Â�Á�Ä�ÄBÏGÆ¡Ì54T6 Ì¯ÏIÌ É3Ê8Í,ÄBÍ¡Ì¯ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3È�ÅFÊ5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4

� � Ú"����������
	_$ ����" �
��� 	7���v�����  �
	��
I�Í�ÌXÖ¡ÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�Ç1Ö¡ÏGÁ�Á3ÎSÅFÇ�ÅFÂ¡Ê�ÁÃÏIÏGÌ�Ê5Ä Ó�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì X ′ Å¥Ç1É�ÊvÄBÆ�É3ËFËXB�Â�Á3Ä1É3ÂÛÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

Á3Î X 4mI�Í¡ÌÚÅFÇIÇGÆ�Ì×ÅFÇ#ÁÃÂNÄBÍ¡Ì�ÁÃÖ�Ì�ÏGÉ�ÄBÁÃÏ B(∆t) Ó(Ô*Í�ÅFÊ8Í Á3Â�Ë�B A#Á�È¡Å�Q�ÌvÇ#ÄGÍ�Ì×Ø�É3Ë¥Æ�Ì×Á�Î>ÄBÍ�Ì
Å�A\Ö�Æ¡ËFÇGÅ¥ÁÃÂ 4�\%ÌvÄ|Æ�Ç°ÇIÌvÄ Xb = B(∆t)X 4�I�Í�Ì¢Å�A#Ö�Æ�ËFÇIÅFÁÃÂ´ÅFÂ X É�Â�È Xb É3ÏGÌsÏIÌ�ÇGÖ�Ì�Ê5ÄBÅ¦ØÃÌ�ËXB
p É3Â¡È pb Ó%É3Â�ÈÛÄBÍ¡ÌsÇGÌ�ÊvÁÃÂ�È ÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÇIÄBÉ�Ä°Å�A#Ö�Æ�Ë¥ÇGÅ¥ÁÃÂ�Å¥Â X Å¥Ç pξ2

4���ÌvÄGÄGÅFÂ�Ð α =
pξ2

3mQ2

É3Â�È
λ = λ(X) Ó¡ÔxÌ|Í�É ØÃÌ

pb =
p e−λ ∆t

4

√

1 + α ∆t
2
p2 e−λ ∆t

4

;

�ÃÉ3Ê
(

∂Xb

∂X

)

(X) =
∂pb

∂p
(p) =

e−λ ∆t
4

(

1 + α ∆t
2
p2 e−λ ∆t

4

)3/2
.

LWÌvÊ É3Æ¡ÇGÌ pb È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡ÇÒÁÃÂ λ(X) Ñ)B É3Â Ì�i�Ö�Á3Â�Ì�Â�ÄBÅFÉ3Ë(Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÄBÍ�Ì#ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ Xb ÅFÇ¯Â�Á3ÄXÉ3Â
É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,Á3Î X 4

CZÁ7Ô|Ó Ë¥ÌvÄ
Æ�Ç%ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌSÄBÍ�É�Ä Ó Å¥Â�ÇIÄGÌ É3È|Á3Î³ÔxÁÃÏGâ³Å¥Â�Ð�Ô*Å¥ÄBÍ X Ó�ÔWÌSÔxÁÃÏGâ�Ô*Å¥ÄGÍ X̃ = (q, p, pξ2)
4

6 Ì|È�Ì'Q�Â¡Ì X É3Ç�ÉÒÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â´Á�Î X̃ Ñ)B

X(X̃) = (q, p,−Q1 kBT pξ2/Q2, pξ2, 0, 0).

\%ÌvÄ1Æ�Ç�Â�Á7Ô ÇGÌvÄ Xb = B(∆t)X(X̃) 42?1Ç λ(X) = 0 Ó�ÔWÌ�Ê8Í�Ì�Ê8â�Ó�ÄGÍ�É3Â�â³Ç�ÄBÁ\ÄGÍ�Ì|Î�ÁÃÏKAÒÆ¡ËÙÉ3Ç
Ö�ÏIÌvØ�ÅFÁ3Æ�ÇGËXB²Ô*ÏGÅ¦ÄGÄBÌvÂ�Ó¡ÄGÍ�É�Ä

g
Xb Å¥Ç*É3Â�É�ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î X̃g �ÃÉ�Ê (∂Xb

∂X

)

(X(X̃)) Å¥Ç*É3ËFÇIÁ\É�Â×É�ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â´Á�Î X̃ 4
��Á¢ÔxÌ�ÇIÁÃË¥Ø3Ì�È´ÁÃÆ�Ï�ÅFÇIÇGÆ�Ì(4

� � Ú������� 	������g��� 	�� ×� �
���  ������� � � 	���� �
Õ�ÂÛÄBÍ�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ajYT4?ß�N.b5Ó�ÄBÍ�ÌsÁ3Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÁÃÏ B(∆t) É3Ö�Ö�Ì É3ÏIÇ|Î�Á3Æ�Ï1ÄBÅ�A\ÌvÇ,4%=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó
Ñ�Ì5ÄVD

ÔxÌ�ÌvÂ×ÄBÍ¡ÌnQ�ÏGÇIÄZÉ3Â¡È,ÄGÍ�Ì|ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È,ÄBÅ�A\Ì�Ó�É3Â¡È×Ñ�ÌvÄ�ÔxÌ�ÌvÂ×ÄBÍ¡Ì|ÄGÍ�ÅFÏIÈ,É3Â�È,ÄBÍ�Ì>Î�Á3Æ�ÏIÄGÍ,ÄGÅ�A#Ì3Ó�ÄBÍ�Ì
Ø�É3Ë¥Æ�Ì�Á�Î λ Å¥ÇZÂ¡Á3Ä A#Á�È�Å�Q�ÌvÈ 4 ?1Ë¥Ë%ÔWÌ�Â�Ì�ÌvÈÚÄBÁKÌvÂ�ÇGÆ¡ÏGÌÒÅ¥Ç�ÄGÍ�É�Ä λ = 0 �IÆ�ÇjÄ>Ñ�ÌvÎ�ÁÃÏIÌ¯ÄGÍ�ÌkQ�ÏGÇIÄ
É3Ö¡Ö�ËFÅ¥Ê É�ÄGÅFÁÃÂ²Á�Î B(∆t) Ó�É3Â�È´É3Ë¥ÇGÁ �IÆ�ÇjÄZÑ�ÌvÎ�Á3ÏGÌ>ÄBÍ¡Ì|ÄGÍ�ÅFÏIÈ´É3Ö�Ö�Ë¥ÅFÊ ÉÄBÅFÁ3Â 4�6 Ì|ÇGÌ5Ä

X
A(∆t)−→ Xa B(∆t)−→ Xb C(∆t)−→ Xc B(∆t)−→ Xd A(∆t)−→ Xe,

Xe Lp(∆t/2)−→ Xf Lq(∆t)−→ Xg Lp(∆t/2)−→ Xh,

Xh A(∆t)−→ X i B(∆t)−→ Xj C(∆t)−→ Xk B(∆t)−→ X l A(∆t)−→ Xm,

Ô*Å¦ÄBÍ X = (q, p, pξ1, pξ2 , η1, η2)
Ó Xa = (qa, pa, pa

ξ1
, pa

ξ2
, ηa

1 , η
a
2)

Ó
É3Â�ÈáÇGÁ´ÁÃÂ 4���Á�ÔxÌ\Â¡Ì�Ì�È
ÄGÁ\ÌvÂ�ÇGÆ�ÏIÌ¯ÄGÍ�É�Ä λ(Xa) = λ(X i) = 0 4

w�ã 5
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λ(Xa) =
1

Q1

(

pξ1 +
∆t

4
G1(p)

)

+
kBT

Q2

(

pξ2 +
∆t

4
G2(p)

)

É3Â¡È

λ(X i) = λ(Xh) +
∆t

4

(

G1(p
h)

Q1
+ kBT

G2(p
h)

Q2

)

= λ(Xe) +
∆t

4
G(ph)

= λ(Xd) +
∆t

4
G(pd) +

∆t

4
G(ph)

= λ(Xa) +
∆t

4
G(pd) +

∆t

4
G(ph).

6 Ì(ÇGÌvÄ Φ(pd, q) = pd +
∆t

2

[

F (q) + F

(

q + ∆t pd +
∆t2

2
F (q)

)]

Ó ÇIÁ�ÄBÍ�É�Ä ph = Φ(pd, q) 4
6 Ì°ÔmÉ3Â�Ä�ÄBÁ¢Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ X ÇGÁsÄBÍ�É�Ä

1

Q1

(

pξ1 +
∆t

4
G1(p)

)

+
kBT

Q2

(

pξ2 +
∆t

4
G2(p)

)

= 0, ajYT4?ß(Y�b

G
(

Φ(pd, q)
)

+ G(pd) = 0. ajYT4?ß9_9b

��������� ���
��� �
I�Í�ÌÒÐÃÁÃÉ3Ë
Á3Î�ÄBÍ¡ÅFÇ1Ö�É3ÏIÄ1ÅFÇ*ÄBÁ²ÇIÍ�Á7Ô Í¡ÁbÔ ÄGÁKÊ8Í�Á�ÁÃÇGÌ X ÅFÂ×ÁÃÏGÈ�ÌvÏZÎ�ÁÃÏ*ÄBÍ¡ÌXÄ�ÔWÁKÖ�ÏGÌ5Ø�Å¥ÁÃÆ�Ç

ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�ÄBÇ�ÄBÁ�Ñ�ÌÚÎ�Æ�Ë�Q�Ë¥ËFÌvÈ 4qI�Í¡ÌáØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ q Ô*ÅFËFËZÑ�ÌÚÎ�ÏIÌ�Ì�Ó*É3Â�ÈÝÔWÌÛÔ*Å¥ËFË1È¡Ì'Q�Â�Ì X Ñ)B
X = (q, p = ψ(q,∆t), pξ1 = ψ1(q,∆t), pξ2 = ψ2(q,∆t), η1 = 0, η2 = 0) 4

\%ÌvÄ�Æ�Ç*Q�ÏGÇIÄ�ÇGÍ¡ÁbÔ ÄGÍ�É�Ä|ÄBÍ¡Ì�ÏGÌ#Ì�i�Å¥ÇIÄBÇXÉ,Ø�É3Ë¥Æ�Ì¢Á3Î pd Ó�Ô*Í¡ÅFÊ8Í!Å¥Ç θ(q,∆t) Ó
ÇGÁ×ÄGÍ�É�Ä|ÄBÍ¡Ì
ÇIÌ�Ê�Á3Â�È�ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�ÄdajYT4?ß9_9bxÅ¥ÇmÎ�Æ�ËFËXQ�ËFË¥Ì�È 4

\%ÌvÄ#Æ�Ç¢ÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÌ´ÄGÍ�É�Ä q = 0 4 ��ÅFÂ¡Ê�Ì F ÅFÇ¢ÉáÁ�È�È�È�Ì�ÐÃÏIÌ�Ì´Ö�Á3Ë�B�Â�Á9A#ÅÙÉ3Ë(Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�ÔxÌ
ÇIÌ�Ì�ÄGÍ�É�Ä lim|pd|→∞ G

(

Φ(pd, q = 0)
)

= +∞ 4 ��Á#ÄGÍ�Ì¯Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ pd 7→ G
(

Φ(pd, q = 0)
)

+

G
(

pd
) ÐÃÁ�Ì�Ç*ÄBÁ +∞ Ô*Í�ÌvÂ | pd | ÐÃÁ�Ì�Ç*ÄBÁ +∞ Ó�É3Â�È´Í�É3ÇZÉ#Â�ÌvÐ�É�ÄGÅ¥ØÃÌ°Ø�É3Ë¥Æ�Ì°Ô*Í�Ì�Â pd = 0 4��ÁÛÄGÍ�Ì�ÏIÌ�Ì�i�ÅFÇjÄBÇ θ(q = 0,∆t) > 0 ÇGÁÛÄGÍ�É�Ä (pd, q) = (θ(0,∆t), 0) Î�Æ�ËXQ�ËFË¥Ç�ÄBÍ¡Ì�ÇGÌ�ÊvÁÃÂ�È

ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ä4H6 Í�Ì�Â q ÅFÇ|ÇKA\É3ËFË.Ì�Â�ÁÃÆ¡ÐÃÍ�Ó%ÔWÌ#Ê É�Â!È�Á,ÄBÍ�Ì#ÇBÉ(A\Ì(4���Á´ÔxÌ\È¡Ì'Q�Â�ÌKÉ,Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ
θ(q,∆t) Ô*Í¡ÅFÊ8ÍÝÅFÇ\É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ,Å¥Â q ÓxÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¦ØÃÌ3Ó:É3Â¡ÈNÔ*Í�ÅFÊ8ÍNÇBÉ�ÄGÅFÇVQ�Ì�Ç G (Φ(θ(q,∆t), q)) +
G (θ(q,∆t)) = 0 4 \%Ì5ÄsÆ�ÇsÊ É�ËFË µ ÄBÍ�Ì�ÇjÄBÏGÅ¥ÊvÄGË�B Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅ¥Ø3ÌKÏGÁ�Á3ÄsÁ�Î G 4t6!ÌKÊ É3Â�Ê8Í�ÌvÊ8â!ÄBÍ�ÉÄ
lim∆t→0 θ(q,∆t) = µ > 0 Ó¡Ô*Í¡Ì�ÏGÌ µ ÅFÇ�Å¥Â�È�Ì�Ö�Ì�Â¡È�Ì�Â�ÄZÁ3Î q 4\%ÌvÄ�Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

τ(q,∆t) =
3mQ2

∆t + q2 + 1

1

[θ(q,∆t)]2 + 1
. ajYT4�ß(:)b

w�ã 	
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6 Ì|ÇGÆ�Ö�Ö�ÁÃÇIÌ¯ÄGÍ�É�Ä*ÔWÌ|Ê�É3Â×Ê8Í¡Á�ÁÃÇIÌ X ÇIÁ¢ÄGÍ�É�Ä pa
ξ2

= pc
ξ2

= τ(q,∆t) É3Â�È λ(Xa) = 0 4 ��Á

pd =
pc

√

1 + τ(q,∆t) ∆t
6mQ2

(pc)2
, pc = pb, pb =

p
√

1 + τ(q,∆t) ∆t
6mQ2

p2
.

I�Í�ÌZÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ p 7→ pd(p, q,∆t) Å¥ÇWÉ�Â²ÅFÂ�ÊvÏGÌ�É3ÇGÅ¥Â�Ð¯Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ�Ó�É3Â�È\Å¥ÄGÇxË¥Å�A#Å¥ÄSÔ*Í�ÌvÂ p→ −+∞
Å¥Ç −+

√

3 m Q2

∆t τ(q,∆t)
4TI�Í�É3Â¡â�Ç*ÄBÁ¢ÄBÍ¡Ì°Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌ|Á3Î τ Ó�ÄBÍ�Ì°Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ

pd(p, q,∆t) = θ(q,∆t),

Ô*Í�ÌvÏGÌ p Å¥Ç�ÄBÍ�ÌáÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â�Ó�Í�É3Ç×É�Æ�Â�Å ] Æ�Ì ÇGÁ3ËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ�Ó p = ψ(q,∆t) 4 I�Í¡ÅFÇ,Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ Å¥Ç
É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ¡ÏBÉ3Å¥ÊÒÅFÂ q 4 �ZÇIÅFÂ�Ð�ÄBÍ¡Ì#Ë¥Å�A#Å¥ÄZÁ3Î θ Ó%ÁÃÂ¡ÌsÊ É3Â Ê8Í�Ì�Ê8âÛÄGÍ�É�Ä lim∆t→0 ψ(q,∆t) = µ > 0 4\%ÌvÄmÆ�ÇWÂ�Á�ÄBÅFÊvÌZÄGÍ�É�ÄqAKÉ3Â)B#Á3ÄGÍ�Ì�ÏxÌ�i�Ö�ÏGÌvÇGÇIÅFÁÃÂ�ÇmÎ�Á3Ï:ÄGÍ�Ì1Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ τ É3ÏGÌZÖ�ÁÃÇIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ(4�I�Í�ÌuAKÉ�ÅFÂ
ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ä|ÅFÇ1ÄGÁ�Ì�Â�ÇIÆ�ÏGÌÒÄGÍ�É�Ä>ÄGÍ�ÌsÖ�ÏGÌ5Ø�ÅFÁÃÆ�Ç°Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ>a�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ p Å¥Ç1ÄBÍ¡ÌÒÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â2b>Í�É3Ç|É
Æ�Â¡Å ] Æ�Ì|ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�É�Â�È�ÄBÍ�É�Ä lim∆t→0 τ(q,∆t)

Ì�i�ÅFÇIÄGÇ�É3Â�È´È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡ÇZÁÃÂ q 4CZÁ7Ô!ÔxÌ:È�Ì'Q�Â¡Ì ψ2(q,∆t) = τ(q,∆t)−∆t
4
G2 (ψ(q,∆t)) ÓbÉ3Â�È°ÔWÌ:Ê8Í�Á�ÁÃÇGÌ:ÅFÂ X ÄBÍ¡Ì(Ø�É"D

Ë¥Æ�Ì pξ2 = ψ2(q,∆t)
47Þ>Â�ÊvÌxÉ�Ð�É3ÅFÂ[Ó5ÄGÍ�ÅFÇ[Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ|ÅFÇ�É3ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ�ÅFÊ.Å¥Â q Ó�É3Â�È lim∆t→0 ψ2(q,∆t) =

τ(q, 0) 4\%ÌvÄ#Æ�Ç#ÇGÆTA Æ�Ö�Ô*Í�É�Ä#ÔWÌ×Í�É ØÃÌ´È�ÁÃÂ�Ì´Æ�Â�ÄBÅ¥Ë�Â�Á7Ôn4m6 Ì,ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä#Å¥Ä¢Å¥Ç#Ö�ÁÃÇIÇGÅFÑ¡ËFÌ�ÄBÁ
Ê8Í�Á�ÁÃÇIÌ p É3Â�È pξ2

É�Ç�É3ËFÐ3Ì�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇmÁ3Î q Ó�ÇGÁÒÄBÍ�É�ÄWÄGÍ�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È´ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3ÅFÂ�ÄmÅ¥ÇxÎ�Æ�ËXQ�ËFË¥Ì�È 4
l�Æ�ÏjÄBÍ�ÌvÏKA#ÁÃÏGÌ�Ó¡ÔWÌ¯ÅFÈ¡Ì�Â�ÄBÅXQ�Ì�È�ÄBÍ¡Ì¯Ë¥Å�A#Å¥Ä:Ô*Í�Ì�Â ∆t→ 0 Á�Î�ÄGÍ�Ì�ÇIÌ¯Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4

CZÁ7Ô|Ó�ÔxÌ�Æ�ÇIÌ°ÄBÍ�Ì$Q�ÏIÇIÄ�Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏGÉ3ÅFÂ�ÄkajYT4�ß"Y�bmÉ3Â�È´È�Ì'Q�Â�Ì

ψ1(q,∆t) = −∆t

4
Q1 G1 (ψ(q,∆t)) − kBT

Q1

Q2

[

ψ2(q,∆t) +
∆t

4
G2 (ψ(q,∆t))

]

,

É3Â¡ÈKÔWÌ1Ê8Í�Á�Á3ÇGÌ>Å¥Â X ÄGÍ�ÌZØ�É3Ë¥Æ�Ì pξ1 = ψ1(q,∆t)
4¡Þ>Â�Ê�Ì1É3Ð�É3Å¥Â�ÓÃÄBÍ¡ÅFÇxÎ�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ\ÅFÇmÉ�ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê

Å¥Â q Ó�É3Â�È lim∆t→0 ψ1(q,∆t) = −kBT
Q1

Q2
τ(q, 0) 4

6!Ì|Ö�ÏIÁ7ØÃÌ�È´Ô*Í�É�Ä*ÔxÌ�É�Â�Â�ÁÃÆ�Â¡Ê�Ì�È�É�Ä�ÄBÍ¡Ì¯Ñ�Ì�Ð3ÅFÂ�Â�Å¥Â�ÐsÁ3Î�ÄBÍ�Å¥Ç�Ö�É3ÏjÄ4

������������� ����� �
Õ�ÂgÄGÍ�Ì×Ö¡ÏGÌvØ�Å¥ÁÃÆ�Ç#Ö�É3ÏIÄ�ÓSÔWÌ×ÇGÍ�Á7Ô Å¥ÄsÔWÉ3Ç\Ö�ÁÃÇIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�ÄBÁ È�Ì'Q�Â�ÌÚÉ3ÂgÉ3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ²Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

q 7→ X(q) ÇIÁ#ÄGÍ�É�Ä�!
g
X ′(X(q)) Å¥Ç*É3Â�É�ËFÐÃÌvÑ�ÏBÉ3Å¥Ê É3Ë�Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î qg �ÃÉ�Ê (∂X′

∂X

)

(X(q)) ÅFÇ*É3Ë¥ÇGÁ¢É3Â×É3Ë¥ÐÃÌ�Ñ�ÏGÉ3ÅFÊ�É3Ë�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ,Á3Î q 4Ô*Í�ÌvÏGÌ X ′ = e∆t Leff X 4Õ�Î�ÄGÍ�Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A a YT4?ß�N.b%ÅFÇ7A\Ì�É3ÇGÆ¡ÏGÌmÅ¥Â³Ø�É3ÏIÅÙÉ3Â�Ä�ÓbÄGÍ�Ì�ÂÒÔxÌ�Í�É ØÃÌxÄBÍ�Ì
ÏIÌ�ËÙÉÄBÅFÁ3Â!a YT4?ßÃß9b�4(6 Ì �IÆ�ÇIÄ:Â�ÌvÌ�È¢ÄBÁ°Ö�ÏIÁbØ3Ì�ÄGÍ�É�Ä U(X ′(X(q)))−U(X(q)) ÅFÇ�Â�Á�Ä:É|ÊvÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä
Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂKÄGÁÒÏGÌ�É3Ê8Í,ÉXÊ�Á3Â³ÄGÏBÉ3È¡ÅFÊvÄGÅFÁÃÂ%4�Õ�ÂKÁÃÏGÈ�ÌvÏxÄGÁÒÈ�ÁÒÇIÁ�Ó�ÔxÌ$A\É3â3Ì1ÉeI.ÉB�ËFÁ3ÏxÌ�i¡Ö�É3Â�ÇGÅ¥ÁÃÂ�ÁÃÂ
ÄGÍ�Ì#Ø�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ ∆t Ó�É3Â�ÈáÔWÌ#Ê8Í�ÌvÊ8âáÄGÍ�É�Ä|ÄBÍ¡Ì-Q�ÏGÇIÄ¯ÄBÌvÏKA ÏIÌ É3Ë¥Ë�B�È�Ì�Ö�Ì�Â�È¡Ç�ÁÃÂ q 4 6!Ì#Ê É�Â È�Á
ÇIÁ�Ñ�ÌvÊ É3Æ�ÇIÌXÔxÌÒÍ�É ØÃÌsÊ8Í�ÌvÊ8â3ÌvÈ ÄGÍ�É�Ä°É�ËFË%ÄBÍ�Ì¯Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Ç1ÔxÌÒÈ�Ì'Q�Â�Ì�ÈÚÄGÁ²Ñ�Æ�Å¥ËFÈ×ÄGÍ�Ì�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ

w � �



� ���O��� $ � �*#%#M (��� ���

q 7→ X(q) Í�É7Ø3ÌXÉdQ�Â¡Å¥ÄBÌ|Ë¥Å�A#Å¥Ä:Ô*Í�Ì�Â ∆t→ 0 4

U(X ′(X(q))) − U(X(q)) = η′1 + η′2 − η1 − η2

=
∆t

2

(

1

Q1
pb

ξ1 +
1

Q1
pj

ξ1
+

1

Q2
g(pb) pb

ξ2 +
1

Q2
g(pj) pj

ξ2

)

= ∆t

(

1

Q1

ψ1(q, 0) +
1

Q2

g (ψ(q, 0))ψ2(q, 0) + o(1)

)

= ∆t

(

−kBT

Q2
τ(q, 0) +

1

Q2
g(µ)τ(q, 0) + o(1)

)

= ∆t

(

µ2

mQ2
τ(q, 0) + o(1)

)

.

Þ>Â�Ì°Ê É3Â�Ê8Í¡Ì�Ê8â²ÄBÍ�É�Ä τ(q, 0) È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�Ç*ÁÃÂ q a�ÄBÍ�É3Â�â³Ç�ÄBÁÒÄBÍ¡Ì°Ö�É3ÏIÄGÅFÊvÆ�ËÙÉ3ÏxÊ8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì°Á3Î τ ÅFÂ
� ] 4�a YT4?ß5:)bVb�45I�Í¡Ì�ÏIÌ É3Ë µ Å¥Ç(É>ÇIÄGÏGÅFÊ5ÄBËXBÒÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥Ø3ÌmÊ�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä4%��Á°ÔxÌ�ÏIÌ É3Ê8Í¢ÄBÍ¡Ì�ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3È�ÅFÊ5ÄBÅ¥ÁÃÂ 4

w � w
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	WÌSÊ8Í�É3Ö�Å¦ÄBÏIÌSÏGÌ�Ö¡ÏGÌ�Â¡È�È�ÌvÇ
Ï31�ÇIÆ�Ë¥ÄBÉ�ÄBÇ%Á3Ñ¡ÄBÌvÂ�Æ¡Ç�ÌvÂ�ÊvÁÃËFËFÉ3Ñ�ÁÃÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂZÉ ØÃÌvÊ �n1�ÏIÁÃÂ�Å ] Æ�Ì lZÆ³Ô*Å¥Ð�Ó
Ì5Ä ] Æ�Å(ÁÃÂ�ÄXÈ¡ÁÃÂ�Âe1\ËFÅFÌvÆ h×Æ�Â ÏBÉ3Ö�Ö�ÁÃÏjÄ¯ÄGÌ�Ê8Í�Â¡Å ] Æ�Ì²Å¥Â³ÄGÌ�ÏIÂ�Ì h � l lv4 	WÌ#ÄGÏBÉ Ø�É3ÅFË(É 1vÄ31#Î�É3Å¦Ä
È�É�Â�ÇZË¥Ì°Ê É3Ç*Æ�Â¡ÅFÈ�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Â�ÌvËzÓ�ÌvÄ�Â�ÁÃÆ�Ç*Ö�Ï21�ÇIÌ�Â�ÄBÁÃÂ¡ÇZÊvÅXD�È¡Ì�ÇGÇIÁÃÆ�Ç�ÇGÌvÇ�Ë¥Å�A#Å¥ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4

Þ>Â²Ê�ÁÃÂ¡ÇGÅFÈ b ÏGÌZÆ�Â²ÇsB�ÇjÄ b A\Ì>È¡Ì N +1 É�ÄGÁ9A#Ì�Ç:Ì�Â²Æ�Â¡Ì>È�Å�A#Ì�Â¡ÇGÅFÁ3Â 4�\%Ì1Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\Ì ] Æ 4 ÁÃÂ
Ê8Í�ÌvÏGÊ8Í�Ì
h�Ï31vÇGÁÃÆ¡È�ÏGÌáÌ�ÇjÄ,ËFÌÚÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë b A#Ì�È�ÌJA#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉÄBÅFÁ3Â a�È�Å¥Ä²Ö�ÏGÁÃÑ¡Ë b A#Ì�È¡Ì(JK6VN3@B>9L�U :PI
J 8;AF6VNK:SAa@BL <kIKb

inf� ∈� 1+N

{

N−1
∑

i=0

W (ui+1 − ui) −
M−1
∑

i=0

fiui; u0 = 0, uN = a

}

, a _�4XN.b

Á�� W ÌvÇIÄZËFÌ°Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅFÌvË%ÅFÂ�ÄBÌvÏBÉ�ÄGÁ9A\Å ] Æ�Ì°È 4 ÅFÂ�ÄBÌvÏBÉ3Ê5ÄBÅFÁ3Â^a�Â�ÁÃÆ�Ç*Î�É3Å¥ÇGÁÃÂ�Ç�Ë 4 Í)B�Ö�Á3ÄBÍ b ÇGÌ¯È 4 ÅFÂ�ÄBÌvÏsD
É3Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂgh\Ö¡ËFÆ�ÇZÖ�ÏGÁ�Ê8Í�Ì�ÇZØÃÁÃÅ¥ÇGÅFÂ¡Ç	b�Ì5Ä f ÇGÁÃÂ�Ä°Ë¥Ì�Ç*Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç>È�Ì�ØÃÁÃË¥ÆTA\Ì(4�\
Ì¯ØÃÌvÊvÄBÌvÆ�Ï � ∈ RN+1

ÏIÌ�Ö�Ï21�ÇGÌvÂ�ÄBÌ*ËÙÉ�Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�ÓbÈ�É�Â�Ç.ËFÉ1Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂXÈe15Î�ÁÃÏKA�1�Ì�Ó�È¡Ì�Ç N+1 É�ÄGÁ9A\ÌvÇ,43Þ>ÂÒÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÌ] Æ�Ì�ËFÌ�Ç*Î�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç�Â 4 É3ÐÃÅ¥ÇGÇGÌvÂ�Ä1Ö�É�Ç1È�É3Â¡Ç�ÄGÁÃÆ¡Ä�ËFÌ|È�Á9A\É3Å¥Â�Ì3Ó A\É3ÅFÇ�ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ�Ä*ÇGÆ�ÏZËFÌ�Ç�É�ÄGÁ9A#Ì�Ç
i ∈ [0,M − 1] Ó�É7Ø3Ì�Ê 1 �M � N 4�CZÁÃÆ�ÇxÇGÆ�Ö¡Ö�ÁÃÇIÁÃÂ�Ç ] Æ¡Ì N ÌvÇIÄxÄBÏGÁ3ÖKÐÃÏGÉ3Â�È#Ö�ÁÃÆ¡Ï ] Æ�ÌZËFÌ
Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A#Ì ar_�4XN.bmÇGÁÃÅ¦Ä�ÄGÏBÉ3Ê5Ä8É3Ñ¡ËFÌ|Â³ÆTAi1vÏGÅ ] Æ¡Ì,A#Ì�Â�Ä Ó2A\É3ÅFÇ ] Æ�Ì M Ì�ÇjÄ>É3ÇIÇGÌ'UXÖ�ÌvÄBÅ¦Ä�Ö�ÁÃÆ¡Ï ] Æ�Ì
Ë¥Ì A �,A#ÌZÖ�ÏIÁÃÑ�Ë b A#Ì3Ó³Ö�Á3Ç311ÇIÆ�ÏmÆ�ÂKÇVB�ÇIÄ b A#Ì>Ê�ÁÃÂ�ÄGÌ�Â�É3Â�Ä M ÉÄBÁ9A#Ì�ÇvÓ�ÇIÁÃÅ¥Ä:ÄBÏGÉ3ÊvÄBÉ3Ñ�ËFÌ(4�\
Ì1Ñ�Æ¡Ä
È�ÌXË 4 1vÄBÆ¡È�ÌXÌvÇIÄ>È¡ÌXÊ�Á3Â�ÇIÄGÏGÆ�Å¥ÏGÌXÈ¡Ì�Ç°É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÌvÇmÎ�ÁÃÂ�Èe1vÇ1ÇGÆ¡Ï1ËÙÉ#Ï31vÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ×È 4 Æ�ÂÛÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë b A#Ì
È�Ì�ÄBÉ3ÅFË¥ËFÌ M Ö�ÁÃÆ�Ï¢É3Ö�Ö¡ÏGÁ�Ê8Í�Ì�Ï � r

|[0,M ]
Ó�Á�� � r Ì�ÇIÄ#ËFÉÚÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂlÈ�Ì a _�4�N.b a�Â�ÁÃÆ�Ç¢ÏIÌvØÃÌvÂ�ÁÃÂ�Ç

ÊvÅXD�È¡Ì�ÇGÇIÁÃÆ�Ç�ÇGÆ�Ï*Ë¥Ì�Ç�Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\ÌvÇ�È 4 Ì�i�ÅFÇjÄBÌ�Â¡Ê�ÌXÌ5Ä*È 4 Æ�Â�ÅFÊvÅ¥Ä31°È�Ì|ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ2b�4
CZÁÃÆ¡Ç#Ì�i�Ö�ËFÅ ] Æ¡ÁÃÂ�ÇpA\É3ÅFÂ�ÄBÌvÂ�É3Â�Ä¢Â�Á3ÄGÏGÌ�Èe1'AKÉ�ÏGÊ8Í�Ì,È�É3Â¡Ç#Æ¡ÂgÊ�É3È�ÏGÌ � lXY a�È�Ì�ÇIÊ�ÏIÅFÖ¡ÄGÅFÁÃÂ

È�Æ>A\É�Äk1vÏGÅÙÉ�ÆlÖ�É3ÏsÆ�ÂÜÊ�ÁÃÂ�ÄGÅFÂ³Æ�ÆTA Ö¡ËFÆ¡Ä"!3Ä ] Æ�Ì,Ö�É3ÏsÆ�ÂÜÌ�Â¡ÇGÌ,AXÑ�ËFÌ,È�Å¥ÇGÊ�ÏIÌvÄ¢È 4 É�ÄGÁ9A\ÌvÇ	b_ÓSÌvÄ
ÌvÂ�È�Å�A#Ì�Â¡ÇGÅFÁ3Â�ß�4���ÁÃÅ¦Ä¯È�ÁÃÂ�Ê W Æ�Â�ÌKÈ¡Ì�Â�ÇIÅ¥Äk1\È 4 1�Â�ÌvÏGÐÃÅ¥Ì 1�ËFÉ3ÇIÄGÅ ] Æ�Ì�Ó Ω ⊂ R2 ËFÌ#È�Á9A\É3Å¥Â�Ì
Á�Ê�ÊvÆ�Ö 1WÖ�É3Ï.Ë¥ÌqA\É�Ä31�ÏGÅFÉ3Æ�Ó7Ì5Ä Ωint

ËFÌWÈ¡Á9AKÉ�ÅFÂ�Ì(ÅFÂ�Ä31�ÏGÅ¥Ì�Æ�ÏvÓ�È�É3Â�Ç.Ë¥Ì ] Æ�ÌvË�È�ÌvÇ.Î�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç.È�ÌxØ3ÁÃËFÆTA#Ì
É3Ð3ÅFÇGÇIÌ�Â�Ä4 ��ÁÃÅ¦Ä Ωext = Ω \ Ωint

ËFÌ|È�Á9A\É3ÅFÂ¡Ì¯Ì�i�Äk1�ÏIÅFÌvÆ�Ï,4�Þ>Â�Â�Á�ÄBÌ γ Ë 4 ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ|Ì�Â�ÄBÏIÌ ΩintÌ5Ä Ωext
Ó�ÌvÄ Γ Ë¥Ì°Ñ�Á3ÏGÈ,È�Æ´È�Á9A\É3ÅFÂ�Ì1Ì�i�Äk1vÏGÅFÌvÆ�Ï Ωext

a�Ê5ÎE4�ËÙÉeQ�ÐÃÆ¡ÏGÌk_�4XN.b�4
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� pvk�y_{?fbh�{�f�n	®Iu	{?hj~u
Ωint

� f�nzhju	r¦y5��h
γ

� p5k�y5{�fbh�h���nz®juz{�hI~bu
Ωext

� f�n	hIu�r¦yv��h
Γ

������� _�4�N g	��
8 8
�;Y0 
��������
�� ��� ��
�;R+-���!%
Ω
%"�P��� ��
�;R+-���!%Z���:��
"����%"���

Ωint
%"�Y��� ��
�;R+-���!%

%� ��
"����%"���
Ωext

W1��
"0,+-��
8�[0,+-� ���!% ���:��%"� � +� 8%
γ
] � ' ��� 9 +�0,+��L��% ��%8 8
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��
�;R+-���!%8�>]

\%Ì¯Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë b A#Ì>È�Ì|Ï315Î 1�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�ÌvÇIÄ

inf

{
∫

Ω

W (∇u(x)) dx−
∫

Ωint

f(x)u(x)dx, u ∈
(

W 1,p(Ω)
)2
, u|Γ = u0

}

, a _�4?ß9b

Á�� p ∈ N∗ Ì�ÇjÄmÄBÌvË ] Æ�Ì>Ë 4 1vÂ�Ì�ÏIÐÃÅFÌZÌ�ÇjÄ�Ñ�ÅFÌvÂ²Èe1�Q�Â�ÅFÌ1È b Ç ] Æ�Ì u ∈ (W 1,p(Ω))
2 Ó�Ì5Ä u0

Ì�ÇjÄ�Æ�Â�Ì
ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â,É3Æ�i�Ë¥Å�A#Å¥ÄGÌ�Ç:Èe1'Q�Â¡ÅFÌ°ÇGÆ¡Ï Γ 4 \
ÉÒÖ�Ë¥Æ�Ö�É3ÏjÄ�È�ÌvÇ�A�1vÄGÍ�Á�È�Ì�Ç ] Æ�Ì|Â�ÁÃÆ¡Çj1vÄBÆ¡È�ÅFÁÃÂ¡Ç*a�Ì�Â
Ö�É�ÏIÄBÅ¥Ê�Æ�Ë¥ÅFÌvÏWË 4 É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ì�È 4 �uU�É7ÔWÉ+_�4�ß�4fY�b(ÇGÁÃÂ�Ä*È�ÌvÇ Ai15ÄBÍ�Á�È�ÌvÇ�Å¥Äk1vÏBÉ�ÄGÅ¥Ø3Ì�Ç !¡Ö�É3ÏIÄBÉ3Â�Ä�È 4 Æ�Â�Ì
ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â×É�Æ�i�Ë¥Å�A#Å¥ÄBÌvÇ uk Èe1�Q�Â�ÅFÌ|ÇIÆ�Ï γ Ó

N94�Á3Â×Ï21�ÇGÁ3Æ¡Ä�ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\Ì°È¡Ì*A#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉÄBÅFÁ3Â

inf

{
∫

Ωint

W (∇u(x)) − f(x)u(x)dx, u ∈
(

W 1,p(Ω)
)2
, u|γ = uk

}

, a _�4fh)b

] Æ�Å
ÌvÇIÄ�Æ�Â´Ö�ÏGÁÃÑ¡Ë b A#Ì>Ö�ÁÃÇ31|ÇIÆ�Ï*ËFÌ°Ö�ÌvÄBÅ¦Ä*È�Á9A\É3ÅFÂ¡Ì Ωint
Ó�Á3Â´Â¡Á3ÄBÌ uk

int
ÇGÉ#ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ��

ß�4�Á3Â×Ï21�ÇGÁ3Æ¡Ä�ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\Ì°È¡Ì*A#ÅFÂ¡Å�A#ÅFÇBÉÄBÅFÁ3Â

inf

{
∫

Ωext

W (∇u(x))dx, u ∈
(

W 1,p(Ω)
)2
, u|γ = uk, u|Γ = u0

}

, a _�4;Y�b

Ì5Ä�ÁÃÂ×Â¡Á3ÄBÌ uk
ext

ÇGÉ#ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ��
h�4�Ë¥Ì�Ç�Î�ÁÃÂ¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç uk

int
Ì5Ä uk

ext
ÇGÁÃÂ�Ä�Æ¡ÄBÅ¥ËFÅ¥Ç31�ÌvÇ�Ö�ÁÃÆ�ÏHA#ÌvÄGÄGÏGÌ h �IÁÃÆ�Ï%ËFÉmÊ�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ°È 4 ÅFÂ�ÄGÌ�ÏIÎ�É�Ê�Ì

Ì5Ä�Èe1'Q�Â¡ÅFÏ uk+1 ÇGÆ�Ï γ 4
\%Ì�Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\ÌKÈ�Ì�Ê�Ì5Ä#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÌSa�ÌvÄ¢ËFÌvÇÒËFÅ�A\Å¦Ä8É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç°È�Ì�Â�Á3ÄGÏGÌ,É3Ö�Ö¡ÏGÁ�Ê8Í�Ì�bXÖ�ÏIÁ7Ø�Å¥Ì�Â�Ä¢È�Ì
Ë 4 15Ä8É3Ö�Ìpar_�4fY)b5Ó ] Æ�Å[ÌvÇIÄ�Æ�ÂKÖ�ÏGÁÃÑ¡Ë b A#Ì�È�Ì A#ÅFÂ�Å�A\Å¥ÇBÉ�ÄGÅFÁÃÂÒÇIÆ�ÏWÆ¡Â²ÐÃÏBÉ�Â�È²È�Á9A\É3Å¥Â�Ì Ωext

Ó�È�ÁÃÂ�Ê
@¯d�<?L58;<?L[É�Æ�ÇGÇIÅ�È¡Å¥à#Ê�Å¥ËFÌ7hsÏ31vÇGÁÃÆ¡È�ÏGÌ ] Æ�Ì|ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A\Ì°È¡Ì¯Ï21vÎ 1vÏGÌ�Â¡Ê�Ì a _�4?ß9b�4
l>É3Â�Ç|ÊvÌ�ÏIÄBÉ3ÅFÂ¡Ç¯Ê�É3Ç¯Ö�É3ÏIÄGÅFÊvÆ�ËFÅ¥Ì�ÏGÇvÓ[ÁÃÂáÊvÁÃÂ�Â�É��¥Ä|Âe1 É�ÂTA\Á3ÅFÂ�Ç°ËFÉ,ÇIÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3ÂÛÈ�Ì�a _�4;Y�b�4���Æ�Ö�D

Ö�ÁÃÇGÁ3Â�Ç ] Æ�Ì F 7→W (F ) ÇGÁÃÅ¦ÄWÆ¡Â�Ì1Î�ÁÃÂ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂKÇjÄBÏGÅ¥ÊvÄGÌ,A#Ì�Â�ÄWÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i¡Ì|ÇIÆ�ÏWË¥Ì�ÇvA\É�ÄGÏGÅFÊvÌ�Ç 2× 2 Ó

w ���



É3Ë¥ÁÃÏGÇSË¥Ì�ÇSÖ�ÏIÁÃÑ�Ë b A#Ì�Ç�a _�4�ß9b_Ó2a _�4 h)b.Ì5Ä a _�4;Y�b.ÁÃÂ�Ä(Æ�Â�Ì*Æ�Â¡Å ] Æ�Ì*ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ 4ÃÞ°Â#Ç 4 ÅFÂ�Ä31�ÏGÌvÇGÇIÌuA\É3ÅFÂ�D
ÄGÌ�Â�É3Â�Änh#ËFÉsÏ31�ÇIÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3Â´È¡Ì ar_�4fY)b�4#��Æ¡Ö�Ö�Á3ÇGÁÃÂ�Ç ] Æ�Ì3Ó h¢Ë 4 Å¥Äk1vÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ k Ó�ÅFË%Ì�i�ÅFÇIÄGÌ|Æ�Â�Ì*AKÉ�ÄGÏGÅ¥Ê�Ì
ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�ÄBÌ Ak ÄGÌ�ËFË¥Ì ] Æ�Ì|ËFÌ�Ç�Î�ÁÃÂ¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç uk Ì5Ä u0

] Æ�Å
É3Ö�Ö�É�ÏBÉ3Å¥ÇGÇGÌvÂ�ÄZÈ�É3Â�Çka _�4;Y�bxØB1�ÏGÅXQ�Ì�Â�Ä

∀x ∈ γ, uk(x) = Akx ÌvÄ ∀x ∈ Γ, u0(x) = Akx. a _�4 _9b

?ZËFÁÃÏIÇ�Ó�ÊvÁ9A+A#Ì W Ì�ÇIÄ¯ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i�Ì\È�ÁÃÂ�Ê ] Æ�É3ÇIÅXD�Ê�ÁÃÂ�ØÃÌ�i�Ì3Ó
ÁÃÂáÇBÉ3Å¦Ä ] Æ�Ì u(x) = Akx ÌvÇIÄ¯Æ�Â�Ì
ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ�È¡Ì3a _�4;Y�b5Ó�ÌvÄ*Ê 4 ÌvÇIÄ�ËÙÉXÇIÌ�Æ�Ë¥Ì°Ê É3Ï W Ì�ÇjÄ*ÇIÄGÏGÅFÊ5ÄBÌ'A\ÌvÂ³Ä*ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i¡Ì(4�l1ÁÃÂ�Ê�Ó�È�É3Â�Ç�ÊvÌ°Ê É3Ç
ÄGÏ b Ç�Ö�É3ÏjÄBÅ¥Ê�Æ�Ë¥ÅFÌ�ÏvÓ�Á3Â×ÊvÁÃÂ�Â�É��¥Ä�ËÙÉsÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ,É�Â�É3Ë�B³ÄGÅ ] Æ�Ì>È�Ì a _�4fY�b�4

Þ>ÂáÉ ` É�ÅFÑ�Ë¥Å¥Ä�AKÉ�ÅFÂ�ÄBÌvÂ�É3Â�Ä>Ë 4 Í)B�Ö�Á�ÄBÍ b ÇGÌ¢È�ÌÒÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i�Å¦Äk1¢ÇGÆ�Ï W Ó�ÌvÄ°ÁÃÂÛÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÌ¢ÇIÅ�A#Ö�ËFÌ�D
A#Ì�Â�Ä ] Æ�Ì W Ì�ÇjÄ ] Æ�É3ÇGÅOD�Ê�Á3Â³Ø3Ì�i�Ì54�?ZËFÁÃÏIÇSËFÌ�ÇSÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë b A#Ì�Ç�ar_�4�ß5b5Ó2ar_�4 h9b�ÌvÄ a _�4fY�b�ÁÃÂ�ÄWÉ�Æ3A#ÁÃÅ¥Â�Ç
Æ�Â¡ÌÛÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ 4 ��ÁÃÆ�ÇKË 4 Í�B�Ö�Á3ÄBÍ b ÇGÌ>ar_�4 _9b5Ó:ÁÃÂ ÇGÉ3Å¥ÄKÅFÊ�Å�Ì�Â¡Ê�ÁÃÏIÌ ] Æ¡Ì u(x) = Akx Ì�ÇjÄ�Æ�Â�Ì
ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ�È¡Ì ar_�4fY)b�4

��ÅmAKÉ3Å¥Â�ÄBÌ�Â�É3Â�Ä W Â 4 Ì�ÇjÄsÖ�É3Ç ] Æ�É3ÇGÅ¥Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�i�Ì3Ó�Á3Æ�Ñ�ÅFÌvÂ�ÇGÅ a _�4 _9b°Â 4 Ì�ÇjÄsÖ�É3Ç¯Ø�1�ÏIÅ�Q91vÌ3Ó�ËÙÉ
Ï21�ÇGÁ3ËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ,È�Ì+a _�4fY�bWÌvÇIÄ�È�Å¦à\ÊvÅFË¥Ì54
l>É3Â�Ç¯Ë 4 1vÄGÆ�È�Ì ] Æ�Å:ÇGÆ�Å¦Ä Ó%Â�ÁÃÆ¡Ç¯ÇIÆ�Ö�Ö�ÁÃÇGÁ3Â�Ç ] Æ�Ì W Ì�ÇjÄXÇjÄBÏIÅFÊvÄGÌ,A#Ì�Â�Ä�Ê�ÁÃÂ�ØÃÌ�i�Ì3Ó.Ì5Ä¯Â�ÁÃÆ�Ç

ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥Èe1�ÏIÁÃÂ�ÇÒË¥Ì\Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë b A#Ì\È�É3Â�ÇXË¥Ì\Ê�É3ÇÒÆ�Â¡ÅFÈ�Å�A\ÌvÂ�ÇGÅ¥ÁÃÂ�Â�ÌvË 4)Y�É3ÏXÊvÁÃÂ�Ç31 ] Æ�Ì�Â�Ä ÓSË 4 Í)B�Ö�Á3ÄBÍ b ÇGÌ
ar_�4 _5bXÌ�ÇIÄ¢ÄGÁÃÆ �IÁÃÆ�ÏIÇsØ�1�ÏIÅ�Q91vÌRa�Ì�Â NUlXÓ Ak Ì�ÇjÄ\Æ¡ÂÜÇIÊ É3ËFÉ3ÅFÏIÌ�ÌvÄ γ Ì�ÇjÄKËFÉÚÏ31�Æ¡Â�ÅFÁÃÂ�È�Ì,È�ÌvÆ�i
ÇIÅFÂ�ÐÃË¥ÌvÄGÁÃÂ�Ç�Ó%È¡Ì A �,A#Ì ] Æ¡Ì Γ b5Ó%È�Á3Â�Ê\Á3Â!Ê�Á3Â�Â�É��¥ÄXÉ�Â�É3Ë�B³ÄGÅ ] Æ�Ì,A#Ì�Â�Ä¯ËÙÉ�ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂáÈ�Ì a _�4fY�b_Ó
ÊvÌ ] Æ�Å|Ö�ÌvÏKA#ÌvÄ×È�ÁÃÂ�Ê È 4 Æ¡ÄBÅ¥ËFÅ¥ÇGÌ�Ï�Ë 4 É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ì´Î�ÁÃÂ�Èe1 ÇGÆ¡Ï a _�4 h)b D�ar_�4fY)b5ÓmÈ�É�Â�Ç×ÇGÉÜØ3Ì�ÏGÇIÅFÁÃÂ
É�ÄGÁ9A#ÅFÇIÄGÅ ] Æ�Ì�Ó¡Ö�ÁÃÆ�Ï*Ï31vÇGÁÃÆ�È¡ÏGÌ|ËFÌ°Ö�ÏIÁÃÑ�Ë b A#Ì°È�Ì|Ï31vÎ 1vÏGÌvÂ�Ê�Ì a _�4XN.b�4

w � $
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�n1�ÏGÁ3Â�Å ] Æ�Ì l1Æ�Ô*ÅFÐ a É3Â�È�l�Ï31�È 1�ÏGÅ¥Ên\%Ì�ÐÃÁÃË¥Ë a,b

a &(L>MN'PO L>/�Rn>�@BA R TUIMI52S)
8�4�TKA IVT10X:SJK6K<?L�U :PIVT8/WV/ @3<BIK>9:9I�4B: YZ6K>[6K<2@BA�4SI#Y_@B:=A A I8/
] J�V A[^ FdAa@BJ�@B<_2

b F�&('*),+;F.-�/�&_NV8;A I>07@32 L58;>�@BA I�4SIVTnO 8;>�2 TMI52fFHG @B: TVT76VIVT8/m9 I52W;�@3<BIK>9:9I>=_Aa@BL TUIXO @;TUN3@BA?/
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Õ�ÂkA\É3Â)B>Ö¡ÏBÉ3Ê5ÄBÅFÊ�É3ËÃÇIÅ¥ÄBÆ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç�ÓvÄBÍ�Ì(ÇIÄGÏGÌvÂ�Ð3ÄBÍ¯Á3Î�AKÉÄBÌ�ÏIÅÙÉ3Ë¥Ç[Å¥Ç%ÐÃÁ7ØÃÌ�ÏIÂ�Ì�È�Ñ)B°ÄBÍ�Ì(Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÂ�Ê�Ì
Á3Î1ÇGÅ¥Â�ÐÃÆ�ËFÉ3ÏGÅ¦ÄBÅFÌvÇXÅ¥ÂÜÄGÍ�Ì´É�ÄBÁ9A#ÅFÇjÄBÅ¥Ê²ËÙÉ�ÄIÄBÅ¥Ê�Ì54 l�Á3ÏsÅFÂ�ÇjÄ8É3Â�ÊvÌ3ÓSÇjÄ8É3Ê8â³ÅFÂ¡Ð Î�É3Æ�Ë¦ÄBÇvÓ�È�ÅFÇIËFÁ�Ê É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç
ÁÃÏ¢ÐÃÏGÉ3ÅFÂlÑ�ÁÃÆ�Â¡È�É3ÏGÅ¥Ì�Ç¢É3ÏIÌ�ÔWÌ�É3âlÖ�Á3ÅFÂ�ÄBÇsÁ3Î1ÉÛÊ�ÏsB�ÇjÄ8É3Ë¥ËFÅ¥Â�Ì�ÇGÁÃË¥ÅFÈ 4�Õ�ÂgÁ3ÏGÈ�ÌvÏÒÄBÁ É3Ê�ÊvÆ�ÏBÉ�ÄGÌ�ËXB
ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ>ÄGÍ�ÌnAKÉ3ÊvÏGÁÃÇIÊ�ÁÃÖ¡ÅFÊ>Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�ÏIÄGÅFÌvÇ�Á3Î
ÄBÍ�Ì$A\É�ÄBÌvÏGÅFÉ3ËzÓ³ÁÃÂ�Ì|Â�ÌvÌ�È�Ç�ÄGÁ\É�Ê�Ê�Á3Æ�Â�Ä�Î�ÁÃÏmÄBÍ�ÌvÇGÌ
A#ÅFÊvÏGÁÃÇIÊ�ÁÃÖ�Å¥Ê,ÇGÅFÂ¡ÐÃÆ�ËÙÉ�ÏGÅ¥ÄGÅFÌvÇ�Ó�É�Â�È�ÓSÎ�ÁÃÏ¢ÄBÍ�Å¥Ç#Ö¡Æ�ÏGÖ�ÁÃÇGÌ�Ó:ÄGÍ�Ì´Æ�ÇGÌ×Á3Î|É3ÂgÉ�ÄBÁ5A\Å¥ÇIÄBÅ¥Ê A\Á�È�ÌvË�ÅFÇ
É3Ö¡Ö�ÏGÁÃÖ¡ÏGÅÙÉÄBÌ54=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó7ÄBÍ�Ì(ÇIÅ�U�ÌSÁ�Î�ÄGÍ�ÌcAKÉ�ÄGÌ�ÏIÅÙÉ3ËbÄBÍ�ÉÄ
Ê É3Â|Ñ�Ì:ÇIÅ�AÒÆ¡ËÙÉ�ÄGÌ�È°Ñ)B°ÁÃÂ�ËXB1ÏIÌ�ÇIÁÃÏIÄGÅFÂ�Ð
ÄGÁ�ÇGÆ�Ê8Í ÉRQ�Â�Ì�ÇIÊ É3Ë¥Ì�È�ÌvÇGÊ�ÏIÅFÖ¡ÄGÅFÁÃÂNÅFÇ\Ø3Ì�ÏsBNÇVAKÉ3Ë¥Ë*ÅFÂNÊvÁ9A#Ö�É3ÏGÅ¥ÇGÁÃÂÜÔ*Å¥ÄGÍNÄBÍ�Ì×ÇGÅ�U�ÌÚÁ3Î1ÄBÍ�Ì
ÇGÉ5A\Ö¡ËFÌ>ÄBÍ�É�Ä�ÁÃÂ�Ì|ÅFÇ�Å¥Â³ÄGÌ�ÏIÌ�ÇIÄGÌ�È×ÅFÂ 4TI�Í¡Ì�ÇGÉ5A\Ì°Å¥ÇGÇIÆ�Ì�ÇZÉ3ÏGÅ¥ÇGÌ>Ô*Í�ÌvÂ�ÁÃÂ¡Ì|ÔWÉ3Â�ÄBÇ*ÄBÁ#Ê�Á5A\Ö�Æ�ÄBÌ
ÄGÍ�Ì>É�ÄGÁ9A#ÅFÇIÄGÅFÊ�Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç(Á3Î
É¯È�ÅFÇIËFÁ�Ê É�ÄGÅFÁÃÂsÊvÁÃÏGÌ(4�I�Í�Ì ] Æ�Ì�ÇjÄBÅFÁ3ÂKÔWÌ1É3È�È�ÏIÌ�ÇIÇmÅFÂ¢ÄBÍ�ÌZÖ�ÏGÌvÇGÌvÂ³Ä
ÔxÁÃÏGâ�Å¥Ç¢ÄGÍ�Ì´Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Á3Î>ÄBÍ¡Ì×Ì ] Æ¡ÅFËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏBÉÄBÅFÁ3ÂgÁ3Î1ÇGÆ�Ê8ÍÝËFÉ3ÏGÐ3Ì,É�ÄBÁ9A#ÅFÇjÄBÅ¥Ê
ÇsB�ÇjÄBÌ'A\ÇvÓWÔ*Í�Ì�Â ÄGÍ�Ì�ÇIÅFÂ�Ð3Æ�ËÙÉ3ÏIÅ¥ÄGÅFÌ�Ç!a�ÄBÍ�Ì�ÐÃÏBÉ3Å¥ÂgÑ�ÁÃÆ�Â¡È�É3ÏGÅ¥Ì�ÇvÓ:ÄGÍ�Ì�È�Å¥ÇGË¥Á�Ê�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ê�ÁÃÏIÌ3Ó 4'4,4 b5Ó
ÄGÍ�É�Ä´Ê É3Ë¥Ë1Î�ÁÃÏ´É Q�Â�Ì ÇGÊ�É3ËFÌÛÈ�ÌvÇGÊvÏGÅFÖ�ÄBÅFÁ3Â�Ó*É3ÏGÌáË¥Á�Ê�É3ËFÅ�U�Ì�ÈNÅFÂÝÄBÍ�Ì A\É�ÄBÌvÏGÅÙÉ�ËFÇ�Ó(ÄBÍ�É�Ä´ÅFÇ�ÓxÄBÍ�Ì
È�Ì5Î�ÁÃÏKA\É�ÄGÅFÁÃÂ�Å¥Ç�ÇKA#Á�Á3ÄGÍ,ÅFÂ²ÄBÍ¡Ì*A\É3Å¥Â�Ö�É3ÏIÄ�Á3Î�ÄBÍ¡Ì¯ÇGÉ5A#Ö�ËFÌ(4

o�É3Â)B A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ç�Í�É ØÃÌ|Ñ�Ì�Ì�Â,Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ,ÄGÁ¢É3È�È�ÏIÌ�ÇIÇ*ÄGÍ�ÅFÇ ] Æ¡Ì�ÇIÄGÅFÁÃÂ%4 I�Í�Ì°ÅFÈ�Ì�ÉXÔWÌ°Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô
Í�ÌvÏGÌZÅFÇ�ÄBÁ¯ÇGÅ�AÒÆ�ËFÉ�ÄBÌ*É|ÇKA\É3ËFË¥Ì�Ï�ÇsB�ÇIÄBÌ'A×Ó³ÊvÌ�Â�ÄBÌvÏGÌ�È,É�ÏGÁÃÆ�Â¡È#ÄGÍ�ÌZÇIÅFÂ�Ð3Æ�ËÙÉ3ÏIÅ¥ÄFB�Á3Î�Å¥Â�ÄBÌ�ÏIÌ�ÇjÄ Ó�É3Â�È
ÄGÁÚÅ�A#Ö�Á3ÇGÌ\É3È�Ì ] Æ�ÉÄBÌ²ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�ÇXÁÃÂ!Å¥ÄBÇ¯Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É�ÏVB94���Æ�Ê8Í A#ÌvÄGÍ�Á�È¡ÇXÍ�É ØÃÌ�Ñ�Ì�ÌvÂlÆ�ÇGÌvÈ�ÄBÁ
ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ(È�Å¥ÇGËFÁ�Ê ÉÄBÅFÁ3Â1Ö�ÏIÁÃÖ�ÌvÏIÄGÅFÌ�Ç%Å¥ÂmW?ß(P�N [ a�ÇGÌ�Ì:É3Ë¥ÇGÁ W�ß5P�ß�Ó¦ß(P9h¡Ó¦ß5P)_ [ Î�ÁÃÏ%Á3ÄGÍ�Ì�Ï
É�Ö�Ö�ËFÅ¥Ê É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç	b�4
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Õ�Â�É¯È�B�Â�É5A#ÅFÊ�É3Ë�ÇGÌvÄIÄBÅ¥Â�Ð�Ó�É�ÊvÁ9A+A#ÁÃÂ#Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A Ô*Å¦ÄBÍ\ÇGÆ�Ê8Í,É3ÂKÉ3Ö�Ö�ÏIÁ�É3Ê8Í²Å¥Ç:ÄGÍ�Ì1Æ¡Â�Ö�Í)B�ÇGÅFÊ�É3Ë
ÏIÌ ��ÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂÜÁ3Î*ÔmÉ ØÃÌvÇKÁÃÂlÄGÍ�Ì�ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ54�Õ�Â WON 8 ß�Ó�N 8 h [ Ó�Ñ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsBlÊ�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ¡ÇÒÍ�É ØÃÌ,Ñ�Ì�Ì�Â
È�Ì5ØÃÌvËFÁÃÖ�Ì�È´ÄBÁ-A\Å¥Â�Å�A#Å�UvÌ�ÄGÍ�Ì�ÇIÌXÉ�ÏIÄBÌ5Î�É3ÊvÄGÇ,4

I�Í�Ì$A#ÌvÄBÍ¡Á�È�ÇxÄBÍ�É�Ä�ÔxÌ>Ô*ÅFË¥Ë�ÇjÄBÆ�È�B�ÇIÄGÌ,A Î�ÏIÁ9A ÄBÍ�Ì°È�Á5AKÉ3Å¥Â²È�ÌvÊ�Á9A#Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅFÁÃÂKÉ3Â�È�Î�ÏGÁ5A
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∑
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∑
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� ���� � $ � 
 � w � I52 : T @;TVTK:=J I°2 G @32:2 G9I L >�2 IK<2@SN52 L58;>#d982EIK>�2 L @BA W ∈ C2(R) T @32 L T�� IVT
∃α > 0, ∀x ∈ R, α ≤ W ′′(x),

∃β > 0, ∀x ∈ R, W ′′(x) ≤ β @B>�4 |W ′(x)| ≤ β |x− 1| .
a _�4fZ)b

w � 	
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 � ���% p� � � ���  

��G9IK>\d�<k8� A IKJ�� C W @�� G @;T @i:=>9L�U :9I JML >9L JML��;IK< � r W

6!Ì|ÇIâ�Å¥Ö�ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÁ�Á3Î�ÇGÅ¥Â�Ê�Ì|Å¦Ä�ÅFÇ�Ñ�É�ÇGÌ�È×ÁÃÂ,ÇIÄBÉ3Â�È�É3ÏIÈ�É�ÏGÐÃÆTA#Ì�Â�ÄGÇ,4 I�Í�Ì �SÆ�ËFÌvÏsDF\�É�ÐÃÏBÉ3Â¡ÐÃÌ
Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç*Á3Î a _�4 8 bWÏGÌ�É3È

∀i ∈ [1, N − 1], −W ′(ur
i+1 − ur

i ) +W ′(ur
i − ur

i−1) =

{

fi
Å¦Î i ≤M − 1,

0 Å¥Î i ≥M.
a _�4f<)b

6 Ì¢É3ÇGÇIÆTA#ÌXÄBÍ�ÉÄ N ÅFÇ�ÄBÁ�Á�ËÙÉ3ÏIÐÃÌ�Î�Á3ÏZÄBÍ¡ÌpA\Å¥Â�Å�A#Å�U�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A ar_�4 8 b�ÄBÁ�Ñ�ÌÒÇIÁÃË¥Ø3Ì�ÈáÅFÂ
Ö�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÊvÌ3Ó�Ñ�Æ¡Ä�ÄGÍ�É�Ä M ÅFÇ�ÇVAKÉ3Ë¥Ë[ÌvÂ�ÁÃÆ�ÐÃÍ,ÇIÁ#ÄGÍ�É�Ä*Å¥ÄmÅFÇmÄBÏGÉ3ÊvÄBÉ3Ñ�Ë¥Ì1ÄBÁ¢ÇGÁ3Ë¥ØÃÌ¯ÉpA#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ
Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A Á3Î�ÄFB�Ö�Ì a _�4 8 bmÇGÌ5Ä1Á3Â�É¢ÇVB�ÇIÄGÌ,A Á3Î M É�ÄGÁ9A\Ç'4�Õ�Â×ÄGÍ�Ì|ÇGÌ ] Æ¡Ì�ËzÓ�É3Ç�Ö�ÁÃÅFÂ�ÄBÌvÈ,ÁÃÆ¡ÄZÅFÂ
ÄGÍ�Ì|Õ�Â³ÄGÏGÁ�È�Æ�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Ó�ÔWÌ¯É3Ë¥ÇGÁ#É3ÇIÇGÆTA#Ì°ÄBÍ�É�Ä�ÔxÌ¯Ê É3Â´ÇGÁÃË¦ØÃÌ°ÄBÍ¡Ì ] Æ�É3È�ÏBÉÄBÅFÊ|Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A

inf� ∈ � 1+N

{

1

2

N−1
∑

i=0

(ui+1 − ui − 1)2 − fjuj; u0 = 0, uN = 0

}

ar_�4�NP)b

Î�ÁÃÏZÉ3Â)B j ∈ [1, N − 1] Ó�ÄGÍ�É�ÄZÅFÇ�ÄBÁ\Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÌ¯ÄGÍ�Ì¯ÏGÌ�ÇIÖ�Á3Â�ÇGÌ�Á3Î�ÄBÍ¡Ì¯Ô*Í�Á3ËFÌ|ÇVB�ÇIÄGÌ,A a�Å¥Â´ÄGÍ�Ì
Í�É�ÏKA#ÁÃÂ�ÅFÊ*É�Ö�Ö�ÏGÁi�Å�A\É�ÄGÅFÁÃÂ2b%Ô*Í�Ì�Â\Å¥Ä(Å¥ÇSÇGÆ�Ñ��IÌvÊvÄGÌ�ÈKÄGÁXÉ|Ñ�Á�È�B�Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ë¥Á�Ê�É3ËFÅ�U�ÌvÈsÁÃÂ#ÄGÍ�Ì�É�ÄBÁ5A
j 4�o×ÁÃÏIÌ|Ê�Á9A3A\ÌvÂ�ÄBÇ�ÁÃÂ´Í�Á7Ô ÄGÁ3A\É3â�Ì|ÄGÍ�ÅFÇ�ÊvÁ9A#Ö�Æ¡Ä8ÉÄBÅFÁ3Â,É3ÏGÌ°ÐÃÅ¦ØÃÌvÂ×Å¥Â ��Ì�ÊvÄGÅFÁÃÂ�_�4;YT4

� 	��+	�� % !1� �"�+("0 � ��0 ! (���* � ��! . ��*".1! �/�/� � -���* ��� � �"! -/* � ! � ����.1! �����	

.1! 0

$ � 
 � 
 � w � � �� 	�������� � �
	����
l�ÁÃÏ*É3Â)B �

= (v0, . . . , vM) ∈ R1+M Ó�ËFÌ5Ä*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

Eint(
�
) =

M−1
∑

i=0

W (vi+1 − vi) −
M−1
∑

i=0

fivi,
ar_�4�N5N.b

É3Â¡È´Î�ÁÃÏ*É�Â�B � ∈ R1+N Ó�ËFÌ5Ä*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

Ehar(
�
) =

1

2

N−1
∑

i=0

(ui+1 − ui − 1)2. ar_�4�N7ß9b

I�Í�ÌKÌ�Â�ÌvÏGÐ5B Eint Å¥Ç¯ÄGÍ�ÌKÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B!Á�ÎmÄBÍ�Ì\ÅFÂ�ÄBÌvÏGÅ¥ÁÃÏ|È�Á9A\É3ÅFÂáÇVB�ÇjÄBÌ,A´Ó�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ�É3Ç Ehar ÅFÇ|ÄBÍ�Ì
ÌvËÙÉ3ÇjÄBÅFÊÛÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B Á3Î¯ÄBÍ�ÌÛÔ*Í�Á3ËFÌÛÈ�Á9A\É3Å¥ÂÝÅFÂÝÄBÍ�ÌáÍ�É�ÏKA#ÁÃÂ�ÅFÊÚÉ3Ö�Ö�ÏIÁ�i�Å�AKÉ�ÄGÅFÁÃÂ%4xÕ�Â ÁÃÏGÈ¡Ì�Ï�ÄBÁ
É3Ö¡Ö�ÏGÁi�Å�A\É�ÄBÌ\ÄBÍ�Ì,ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ´ÇIÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3Â � r Ó.ÄBÍ�Ì²Î�Á3ËFËFÁ7Ô*Å¥Â�Ð�Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¦ØÃÌ�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA Í�É3ÇsÑ�Ì�Ì�Â
Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ�ÅFÂ W�ß5P�N [ a�ÇIÌ�Ì�É3ËFÇIÁ�W?ß5P(Y [ b !
������� � �
	���� $ � 
 � w 	 ? Q�ÏGÇIÄ�A#ÌvÄGÍ�Á�È,Ñ�É�ÇGÌ�È´ÁÃÂ,ÅFÂ�ÄGÌ�ÏIÎ�É�Ê�Ì°Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç b � I52 Eint @B>�4 Ehar KI
4SI�� >cIG4  R�� C W�V�V � @B>�4�� C W�V3J � / @B>�4�A I52f: T\4SIK>c82 I  R � k ∈ R1+N 2 G9I NV8;> � �B:=<2@32 L58;>*@32
L�2 IK<2@32 L58;> k W
w%$��



� $ � $ � 
 � �k� ��� 02�����n���c�� �  (
 ��� ����� ��
�X���%�/�

� I52�� k ∈ R1+M KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

I int(uk
M) = inf� ∈ � 1+M

{

Eint( � ); v0 = 0, vM = uk
M

}

. ar_�4�Nh)b

� I52 : T7TUI52
gk

M = W ′
(

vk
M − vk

M−1

)

−W ′
(

uk
M+1 − vk

M

)

, ar_�4�N,Y�b
@B>�4 A I52�� k ∈ R1+N KI|2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

Ihar(gk
M) = inf�

∈� 1+N

{

Ehar( � ) + gk
MdM ; d0 = 0, dN = 0

}

. ar_�4�N�_9b

��G9IMNV8;> � �B:S<2@32 L58;> @32QL�2 IK<3@32 L58;> k + 1 L TX4SI�� >cIG4  R

� k+1 =
(

vk
0 , . . . , v

k
M−1, u

k
M + dk

M , . . . , u
k
N + dk

N

)

. ar_�4�N:)b

Þ>Â�Ì¢Ê É3ÂáÇGÌvÌ#ÄGÍ�É�Ä|Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A#Ç3a _�4XN�h)b1É�Â�È ar_�4XN._9b1É3ÏIÌsÔWÌvËFË�Ö�ÁÃÇGÌvÈ 4%Õ�ÂáÄBÍ�Ì¢ÇGÌ ] Æ�Ì�Ë	Ó�ÄBÍ�Ì
Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A a _�4XN�h)b°Ô*ÅFËFË(Ñ�Ì²ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÏGÌ�ÈlÄGÁÛÉ3ÇXÄGÍ�ÌgL >�2EIK<?L58;<|Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A�47\%ÌvÄsÆ¡ÇÒÂ�Á7ÔPÈ�Ì'Q�Â¡Ì²ÄBÍ�Ì
Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ¡ÐXÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â,ÄGÍ�É�Ä*Ô*ÅFË¥Ë[Ñ�Ì|Â�Ì�ÌvÈ�Ì�È´ÄBÁ#É3Â�É3ËXB�U�Ì>ÄBÍ¡Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4XN�!

� ������
	������ $ � 
 � 
 � I52 Eint KIX4SI�� >cIG4  R � C W�V�V � W���IX4SI�� >cI

h : ũ ∈ R 7→ ṽM−1 ∈ R, �CG9IK<kI �̃ ∈ R1+M L TX4SI�� >cIG4  R
Eint( �̃ ) = inf� ∈ � 1+M

{

Eint( 	 ); y0 = 0, yM = ũ
}

. ar_�4�N 8 b

6 Ì²Â�Á7Ô ÄBÆ�ÏIÂ!ÄBÁ×ÄBÍ�Ì²ÇjÄBÆ�È�B!Á3Î�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XN94t\%Ì5Ä � 0 Ñ�ÌKÄGÍ�ÌKÅ¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3ËSÊvÁÃÂ�Q�Ð3Æ�ÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ[Ó
É3Â¡È×Ë¥ÌvÄ*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

Q(x) = W ′ (x− h(x)) −W ′
(x

c
− τ0(

� 0) − x
)

, ar_�4�NZ)b
Ô*Í�ÌvÏGÌ

c =
1 − M

N

1 − M + 1

N

, τ0(
� 0) =

u0
M

c
− u0

M+1,
ar_�4�N<)b

É3Â¡È´Ô*Í�ÌvÏGÌ h ÅFÇmÄGÍ�Ì°Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â´È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ×Ñ)B l1Ì�Q�Â�Å¦ÄBÅFÁ3Â _�4�ß�4?ß�4�6 Ì|È�Ì'Q�Â�Ì

fF (x) = x−M

(

1 − M

N

)

Q(x). ar_�4?ß5P)b

� ���� � $ � 
 � 
 	 Õ�Â�ÄGÌ�ÏGÖ¡ÏGÌvÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ,Á3Î.É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4�N¯É3Ç*ÉpQ�i�Ì�È´Ö�Á3ÅFÂ�Ä�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA b ��G9I TUI5D
U :9IK>cNVI {uk

M

}

k

d�<k8<UL�4SIG4  R#2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�VmT @32 L T�� IVT

uk+1
M = fF (uk

M). ar_�4�ß�N.b

w%$Hw
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 � ���% p� � � ���  

� ��³� ���� $ � 
 � w 	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4XN.b ��I
@;TVTK:=J IÛ2 G @32¢2 G9I L >9L�2 L @BA
NV8;> � �B:S<2@32 L58;> � 0 ∈ R1+N T @32 L T�� IVT

u0
0 = 0, u0

N = a @B>�4 ∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2u0
i − u0

i−1 − u0
i+1 = 0. ar_�4?ßÃß9b

� I52 { � k
}

k

KI°2 G9I7TUIGU :9IK>cNVIWd�<k8<UL�4SIG4  R#2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�V)W ��I @;TVTK:SJ I|2 G @32 � C WÙ; � L T
T @32 L T�� IG4$@;T � IKA A @;T¯2 G9I L >cIGU :e@BA L�2 R

β

(

β

Mα
+

1

N −M

)

≤ 2

M

(

1 − M

N

) . ar_�4�ß(h)b

��G9IK>�2 G9I TUIGU :9IK>cNVI (vk
0 , . . . , v

k
M = uk

M , . . . , u
k
N

) NV8;>�<BIK< �SIVT8/ @;T k → +∞ /�2 8,2 G9Im<kI D I5D
<kIK>cNVI7TU8;A :�2 L58;> � r W

?1Â É3È�A\Å¥ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ×ÅFÂ�Å¦ÄBÅFÉ3Ë�ÐÃÆ�ÌvÇGÇ,ÅFÇ u0
i = a i/N 4 LWÌ5Î�ÁÃÏGÌÛÖ�ÏIÁ7Ø�Å¥Â�Ð \%Ì,A3AKÉ _�4�ß�4�ß�É3Â¡È

I�Í�ÌvÁÃÏGÌ'A _�4?ß�4�N3Ó�ËFÌ5Ä*Æ�Ç AKÉ3â�Ì¯ÉsÎ�Ì5ÔQÊvÁ9A+A#Ì�Â�ÄGÇ,4
� �� � ��� $ � 
 � w 	 YSÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇ�Á3Î�ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4XN.b ��G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�V�N3@B> KI L JsD
d�A IKJ IK>�2 IG4 � L�2 GÜ2 G9I´2 � 8(NV8�4SIVT � I!G @3<BI�@327G @B>�4/ � L�2 G98;:�2 J 8�4BL D?R;L > � 2 G9IKJ3W�+ D α / β /
M @B>�4 N 4S8m>c82dT @32 L T D?R � C WFJ � � /(2 G9I NV8;>�<BIK<��SIK>cNVI 8ED°2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ L T >c82 �B:e@B<2@B>�2 IVIG4/
@B>�4 L�2nL TiL >�4SIVIG4#d98UTVTKL  A I#2 8  :=L A¦4�TU8;J I#2 IVT52 N3@;TUIVTMTK:PNVG 2 G @3212 G9I!@BA �S8;<KL�2 GSJ 4S8UIVTi>c82
NV8;>�<BIK< �SI � TUIVI°-�IVN52 L58;> C W � � W

I�Í�Ì°Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÅFÂ�ÐÒË¥Ì,A3AKÉ�Ì1Ô*ÅFË¥Ë[Ñ�Ì¯Æ¡ÇGÌvÎ�Æ¡Ë%ÅFÂ�ÄBÍ�Ì|ÇIÌ ] Æ�Ì�Ë !
� ���� � $ � 
 � ã � I52 ∆ KI×2 G9I�J�@32 <KLtH�8ED�TKL��;I (N − 1) × (N − 1) 8ED�2 G9I � @5d�Aa@SNKL5IK>
88d9IK<2@32 8;<8/ � L�2 G,L L <?L5NVGSA I52 K8;:S>�4 @B<?R NV8;>�4BL�2 L58;> TMIGU :e@BA%2 8 �;IK<k85W%+_2 T L >�<BIK<kTUI ∆−1 L T �BL�<BIK>
 R

∀i ≤ j, (∆−1)i,j = i

(

1 − j

N

)

,

∀i ≥ j + 1, (∆−1)i,j = j

(

1 − i

N

)

.

� ���� � $ � 
 �O� � I52 δ KI�2 G9I J�@32 <?LtH�8ED TKL��;I (M − 1) × (M − 1) 8ED�2 G9I � @5d�Aa@SNKL5IK>
88d9IK<2@32 8;<8/ � L�2 GsL L <?L5NVGSA I52 K8;:=>�4 @B<?R NV8;>�4BL�2 L58;> TnIGU :e@BA�2 8 �;IK<V87/ @B>�4 A I52 δ−1 KI L�2 T L >�<BIK<kTUI,W
��G9I J�@32 <?L5NVIVT ∆−1 @B>�4 δ−1 T @32 L T D?R

−∆−1
M−1,M + ∆−1

M,M δ−1
M−1,M−1 = 0.

6!Ì*ÇIâ�Å¥Ö\ÄGÍ�ÌZÖ¡ÏGÁ�Á3Î[Á�Î[ÄBÍ¡Ì�Ä�ÔxÁ�Ë¥Ì,A3AKÉ�Ì3Ó3Ô*Í�Å¥Ê8ÍKÏIÌ�ËFÅ¥Ì�ÇSÁÃÂ#ÇGÅ�A\Ö¡ËFÌ A\É�ÄBÏIÅXi¢É�Â�É3Ë�B�ÇIÅFÇ,4(6!Ì
Â�Á7Ô Ö¡ÏGÁ7ØÃÌ$Q�ÏIÇIÄu\%Ì,A3AKÉ3_�4?ß�4?ß�Ó�Â�Ì�i�Ä�I�Í�ÌvÁÃÏGÌ'A _�4?ß�4�N54
� �b�����Z��� � ���� � $ � 
 � 
 � Õ�Â´Ø�ÅFÌ5ÔQÁ3Î a _�4�N._5b5Ó¡ÄGÍ�Ì°ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ " k ÇBÉ�ÄGÅFÇVQ�Ì�Ç

∆
(

dk
1, d

k
2, . . . , d

k
N−1

)T
= −gk

M


M ,

ar_�4�ß"Y�b

w%$ 




� $ � $ � 
 � �k� ��� 02�����n���c�� �  (
 ��� ����� ��
�X���%�/�

Ô*Í�ÌvÏGÌ 
M = (0, . . . , 1, . . . , 0)T ∈ RN−1 ÅFÇ¢ÄBÍ�Ì M DzÄBÍNÆ¡Â�Å¥ÄBÉ3ÏVBlØ3Ì�ÊvÄGÁÃÏKÁ�Î

RN−1 Ó:É3Â�È
Ô*Í�ÌvÏGÌ ∆ ÅFÇ>ÄGÍ�Ì-AKÉÄBÏGÅOiÚÁ�ÎWÇIÅ�U�Ì (N − 1) × (N − 1) Á3Î:ÄBÍ¡Ì+\
É3Ö¡ËÙÉ3ÊvÅÙÉ3ÂÚÁ3Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÁÃÏ,4%6 Å¦ÄBÍ
ar_�4�N:)bmÉ3Â�È^a _�4?ß(Y�b_Ó¡ÔxÌ¯Á3Ñ¡Ä8É3Å¥Â

uk+1
M = uk

M − gk
M (∆−1)M,M ,

uk+1
M+1 = uk

M+1 − gk
M (∆−1)M+1,M .

ar_�4�ß5_9b

\%ÌvÄ¢Æ¡ÇsÇGÌvÄ c = (∆−1)M,M / (∆−1)M+1,M
É3Â�È τ0 = u0

M/c − u0
M+1

4t6 Ì�Í�É ØÃÌ uk+1
M −

cuk+1
M+1 = uk

M − cuk
M+1

Ó�Í�ÌvÂ�Ê�Ì

uk
M+1 =

uk
M

c
− τ0.

ar_�4�ß(:)b

o�É�â�Å¥Â�Ð#Æ�ÇGÌ|Á3Î�ÄBÍ�Ì°Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ h È�Ì�Q�Â�Ì�È×Ñ)B�l1Ì'Q�Â�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�_�4?ß�4?ß�Ó¡ÔxÌ�ÇIÌ�Ì°ÄBÍ�ÉÄdar_�4XNY�bxÏIÌ É3È�Ç

gk
M = W ′

(

uk
M − h(uk

M)
)

−W ′
(

uk
M+1 − uk

M

)

.

6 Å¦ÄBÍ ar_�4�ß(:)b5Ó�ÔxÌÒÇGÌvÌXÄBÍ�ÉÄ gk
M = Q(uk

M) Ó�Ô*Í�ÌvÏGÌ Q ÅFÇ�È�Ì'Q�Â�Ì�ÈÛÑ)B a _�4XN�Z)b�4�I�Í�ÌkQ�ÏGÇjÄ>ËFÅ¥Â�Ì
Á3Î a _�4?ß9_9b(ÄBÍ�ÌvÂ!B�ÅFÌvËFÈ�Ç

uk+1
M = uk

M −Q(uk
M)
(

∆−1
)

M,M
.

6 Å¦ÄBÍS\%Ì'A+A\É3_�4�ß�4fY\É3Ñ�ÁbØ3Ì3Ó�ÔWÌ�ÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ,ÄBÍ�Ì¯Ì�i�Ö�ÏIÌ�ÇIÇGÅFÁ3ÂÚÁ3Î (∆−1)M,M
Ó�ÄBÍ�É�Ä>É�ËFËFÁ7Ô*Ç*Æ�Ç*ÄBÁ

ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ c 4T6!Ì°ÄBÍ³Æ�Ç*ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â^ar_�4?ß�N.b5Ó�Ô*Å¥ÄGÍ fF
È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B ar_�4�ß(P)b�4

�

� �b�����´��� � ��³� ���� $ � 
 � w � 6 Ì�ÇGÍ¡ÁbÔ ÄGÍ�É�Ä fF
È�Ì�Q�Â�ÌvÈÝÑ�B a _�4�ß5P9b¢Å¥Ç²É ÊvÁÃÂ�ÄBÏGÉ3ÊvÄGÅFÂ�Ð

A\É3Ö�Ö�Å¥Â�ÐT4�l.ÅFÏIÇIÄ Ó�Ñ�ÌvÊ É3Æ¡ÇGÌ|Á3Îva _�4?ßÃß9b_Ó¡ÔxÌ°ÇGÌ�Ì°ÄGÍ�É�Ä τ0 È�Ì�Q�Â�ÌvÈ×Ñ)B ar_�4�N<)bxÈ�Á�Ì�Ç�Â�Á�Ä*È�Ì�Ö�Ì�Â�È
ÁÃÂ � 0 4�6!Ì|Í�É Ø3Ì

Q′(x) = W ′′ (x− h(x)) (1 − h′(x)) −W ′′
(x

c
− τ0 − x

)

(

1

c
− 1

)

, ar_�4�ß 8 b

Ô*Í�ÌvÏGÌ Q ÅFÇ�È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B ar_�4�NZ)bmÉ3Â�È

1 − 1

c
=

1

N −M
.

6 Å¦ÄBÍRa _�4?ß5P)b_Ó¡ÔxÌ�ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â

f ′
F (x) = 1 −M

(

1 − M

N

)

Q′(x). ar_�4?ß5Z)b

6 ÌsÂ�Á7Ô Â¡Ì�Ì�ÈÛÄGÁ�Ì�ÇIÄGÅ�A\É�ÄBÌ Q′(x) Ó[ÄBÍ³Æ�Ç h′(ũ) Î�ÁÃÏ°É3Â)B ũ 4HLqB�È�Ì'Q�Â¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó h(ũ) = ṽM−1
Ó

Ô*Í�ÌvÏGÌ ˜
� Å¥ÇmÄBÍ�ÌnA#ÅFÂ�Å�A\Å�U�ÌvÏxÁ3Î a _�4�N 8 b�4TI�Í�Ì �SÆ�Ë¥Ì�ÏsDF\
É3ÐÃÏBÉ�Â�ÐÃÌ°Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â´Á�Î ar_�4�N 8 bWÏGÌ�É3È�Ç

∀i ∈ [1,M − 1], −W ′(ṽi+1 − ṽi) +W ′(ṽi − ṽi−1) = fi.
ar_�4�ß(<)b

w%$�ã
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�!� � &"�"� ��� ��
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 � ���% p� � � ���  

Õ�Â\É3È�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó ṽ0 = 0 É3Â�È ṽM = ũ 4�\%ÌvÄ:Æ�Ç(È�Å ` ÌvÏGÌvÂ³ÄGÅÙÉ�ÄGÌmÄBÍ�Ì�É3Ñ�Á7ØÃÌ*Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â¢Ô*Å¦ÄBÍ#ÏGÌvÇGÖ�Ì�ÊvÄ
ÄGÁ#ÄGÍ�Ì|Ñ�ÁÃÆ¡Â�È�É3ÏsB�Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ ũ !¡ÔxÌ�ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â

∀i ∈ [1,M ], ai − ai−1 =
W ′′(ṽ1 − ṽ0)

W ′′(ṽi − ṽi−1)
(a1 − a0) ,

ar_�4 h5P)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÔWÌ¯ÇGÌ5Ä
ai =

∂ṽi

∂ũ
, i ∈ [0,M ].

��Æ�A+A#ÅFÂ�ÐÒÄGÍ�Ì|Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡Çear_�4fh9P)bxÁ7ØÃÌvÏ i ∈ [1,M − 1] B�ÅFÌvËFÈ�Ç

h′(ũ) = aM−1 = (a1 − a0)

M−1
∑

i=1

W ′′(ṽ1 − ṽ0)

W ′′(ṽi − ṽi−1)
.

��Á¢ÔxÌ�Í�É Ø3Ì
h′(ũ) = 1 − 1

1 +

M−1
∑

i=1

W ′′(ṽM − ṽM−1)

W ′′(ṽi − ṽi−1)

, ar_�4 h�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ ˜
� ∈ R1+M È�ÌvÖ�ÌvÂ�È�ÇsÁÃÂ ũ ∈ R

a�ÇGÌvÌ a _�4XN 8 bVb�4H6 Å¥ÄGÍ!ÄBÍ�ÌKÊ�ÁÃÂ�ØÃÌ�i�Å¥ÄFBlÉ�ÇGÇGÆ�A\Ö¡ÄGÅFÁÃÂ
ar_�4 Z9b5Ó�ÔxÌ¯ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�ÉÄ Ó¡Î�ÁÃÏ*É�Â�B ũ ∈ R

Ó

0 < h′(ũ) < 1 É�Â�È − β

Mα
≤ h′(ũ) − 1 ≤ − α

Mβ
. ar_�4 hÃß9b

Õ�Â�ÇGÌvÏIÄGÅFÂ�Ð�a _�4 h�ß5bWÅFÂRa _�4?ß 8 bmÉ�Â�ÈRa _�4?ß5Z)b_Ó¡ÔWÌ¯ÇGÌvÌ°ÄBÍ�É�Ä

∀x, 0 < κ1 ≤ Q′(x) ≤ κ2
É�Â�È f ′

F (x) < 1, a _�4fh9h)b

Ô*Å¦ÄBÍ κ1 = α

(

α

Mβ
+

1

N −M

)

É3Â¡È κ2 = β

(

β

Mα
+

1

N −M

)

4³Õ�ÂKÉ3È�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�Ó ar_�4�ß(h)b�ÅFÇ
É¯ÇGÆ¡à#Ê�Å¥Ì�Â�ÄxÊ�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂsÄBÁ¯Ì�Â�ÇIÆ�ÏGÌ f ′

F > −1 4�I�Í³Æ�Ç fF
Å¥ÇxÉ|Ê�Á3Â³ÄGÏBÉ3Ê5ÄBÅ¥Â�ÐkA\É3Ö�Ö¡ÅFÂ�Ð�ÓÃÉ3Â�È¢ÄBÍ�Ì

ÇIÌ ] Æ�Ì�Â¡Ê�Ì {uk
M

}

k

Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç'4�LmB�Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏIÆ�ÊvÄGÅFÁÃÂ[Ó�ÔWÌ¯Í�É ØÃÌ�Ó�ÉÄ�É3Â)B�Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â k Ó

∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2uk
i − uk

i−1 − uk
i+1 = 0. ar_�4fh5Y�b

��Á ÄBÍ�Ì´ÇGÌ5Ä {uk
i

}

M≤i≤N

Å¥Ç¢Ê�Á9A#Ö�ËFÌ5ÄBÌvË�BlÈ�Ì5ÄBÌvÏKA#ÅFÂ�ÌvÈgÑ)B uk
M

É3Â¡È uk
N = a 4m?ZÇ {uk

M

}

kÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇvÓ�Á3Â�Ì*Ê É3Â#ÇGÌvÌ*ÄGÍ�É�Ä�ÓÃÎ�ÁÃÏ(É3ËFË i ∈ [M +1, N−1] ÓÃÄBÍ�Ì*ÇGÌ ] Æ�Ì�Â�ÊvÌ {uk
i

}

k

Ê�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ,4
LqB�È�Ì'Q�Â�Å¥ÄGÅFÁÃÂ a�ÇGÌvÌ/a _�4XN�h)bVb5Ó�ÄBÍ�ÌsÇIÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì { � k

}

k

É3ËFÇIÁ²Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Ç,4M\%Ì5Ä°Æ�Ç>Â�Á7Ô Ê�Á3Â�ÇGÅ¥È�Ì�Ï
ÄGÍ�Ì|Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â �

k È�Ì�Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B
� k =

(

vk
0 , . . . , v

k
M = uk

M , . . . , u
k
N

)

.

6 ÌZÍ�É7Ø3ÌZÖ¡ÏGÁ7ØÃÌvÈ\ÄBÍ�É�Ä(ÄBÍ�Ì*ÇGÌ ] Æ�Ì�Â�ÊvÌ { � k
}

k

Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�ÇvÓ¡É3Â¡È\ÁÃÂ¡Ì�Ê�É3Â#ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä:Å¥ÄGÇSËFÅ�A#Å¥Ä
� ∞ ÇBÉ�ÄGÅFÇVQ�Ì�Ç>ÄBÍ¡Ì �SÆ�ËFÌvÏsDE\
É3Ð3ÏBÉ3Â�Ð3ÌÒÌ ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç-a _�4f<)bZÁ�Î:ÄGÍ�ÌsÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ#Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A a _�4 8 b�4 ��Á
� ∞ =

�
r 4

�

w%$ �



� $ � $ � 
 � �k� ��� 02�����n���c�� �  (
 ��� ����� ��
�X���%�/�

� �� � ��� $ � 
 � 
 � I52 : T TVG98 � 2 G @32�/ �CG9IK>Û2 G9Im@BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�V�NV8;>�<BIK<��SIVT¯2 8�TU8;J I � ∞ /
2 G9I�@;TVTK:SJ1d�2 L58;> � C WFJ�J � L TM@�>cIVNVIVTVT @B<?R NV8;>�4BL�2 L58;>MD 8;< � ∞ 2E8 KIX2 G9I <kI D IK<VIK>cNVI TU8;A :�2 L58;>�W
��I @B< �B:9I  R�NV8;>�2 <2@�4BL5N52 L58;>�W ��L�2 G�� C WFJ A � / � I7TUIVI|2 G @32

∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2dk
i − dk

i−1 − dk
i+1 = 0.

=_R!NV8;> T52 <?:PN52 L58;> � TUIVI � C W�V�9 � � / D 8;< @BA A i ∈ [M + 1, N − 1] / � InG @3<BI uk
i = u0

i +
∑k−1

p=0 d
p
iD 8;< @BA A k ≥ 0 W ��GS: T � IXTUIVI|2 G @32

∀k, ∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2uk
i − uk

i−1 − uk
i+1 = 2u0

i − u0
i−1 − u0

i+1.
ar_�4 h9_9b

+ D � C WFJ�J � L Tf>c82HT @32 L T�� IG4/ @B>�4 L DZ2 G9I7@BA �S8;<?L�2 GSJ NV8;>�<BIK< �SIVT8/�2 G9IK> lim
k→+∞

uk
i = u∞i

@B>�4 � I
L > D IK< D?<k8;J�� C W �³C � 2 G @32

∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2u∞i − u∞i−1 − u∞i+1 6= 0.

� >Û2 G9IM82 G9IK<nG @B>�4/ � L�2 G � C W ] � / � InTUIVI¯2 G @32

∀i ∈ [M + 1, N − 1], 2ur
i − ur

i−1 − ur
i+1 = 0.

��GS: T � ∞ 6= � r W

$ � 
 � 
 � 
 ���
� 	��� � ������� � � 	����
Õ�ÂÚÄBÍ�ÌÒÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XNÃÓ�ÄBÍ�ÌÒÊvÆ�ÏGÏIÌ�Â�Ä°Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂ uk

M
Á3ÎSÄGÍ�ÌsÉ�ÄGÁ9A M É�Ä1ÄGÍ�ÌÒÅ¥ÄGÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ

k ÅFÇ*Æ�Ö�È�É�ÄGÌ�ÈÛÉ3ÊvÊ�ÁÃÏIÈ�ÅFÂ¡Ð#ÄGÁ uk+1
M = uk

M + dk
M
4 6 Ì�Â�Á7Ô Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ�É#È¡Å ` Ì�ÏGÌvÂ�Ä>É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A×Ó

Ñ�É�ÇGÌ�È�ÁÃÂ ÄBÍ�Ì\Æ�Ö�È�É�ÄBÅ¥Â�Ð�ÏIÌ�ËÙÉÄBÅFÁ3Â uk+1
M = uk

M + µ dk
M
Ó�Ô*Í¡Ì�ÏGÌ µ > 0 ÅFÇXÉ�Æ�ÇGÌvÏsD�Ê8Í�ÁÃÇGÌvÂ

Ö�É�ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�ÏXÄGÍ�É�ÄÒÅ¥ÇXâ�Ì�Ö¡ÄpQ�i�ÌvÈgÉ�ËFÁÃÂ�Ð×ÄBÍ�Ì²Å¦ÄBÌvÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ�Ç'4MI�Í�Ì,É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÍ�É�ÄÒÔxÌ²Ö�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌ
ÏIÌ É3È�Ç�!
������� � �
	���� $ � 
 � 
 	 ?1Â�Á3ÄGÍ�Ì�Ï A#ÌvÄGÍ�Á�È,Ñ�É�ÇGÌ�È´ÁÃÂ´ÅFÂ�ÄBÌvÏIÎ�É3ÊvÌ>Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç b � I52 Eint @B>�4 Ehar KI
4SI�� >cIG4  R � C W�V�V � @B>�4 � C W�V3J � / @B>�4!A I52 : T�NVG98U8UTUI µ > 0 W � I52 : TÒ4SIK>c82EI  R � k ∈ R1+N

2 G9IMNV8;> � �B:=<2@32 L58;> @32QL�2EIK<2@32 L58;> k W
� I52 � k ∈ R1+M KIs2 G9ImJML >9L JML��;IK<�8ED � C W�V � � / A I52 gk

M
KI¢4SI�� >cIG4  R � C W�V A � / @B>�4�A I52

� k ∈ R1+N KI�2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED � C W�V C � W ��G9I7NV8;> � �B:=<2@32 L58;>�@32 L�2EIK<2@32 L58;> k+1 L T14SI�� >cIG4
 R

� k+1 =
(

vk
0 , . . . , v

k
M−1, u

k
M + µdk

M , . . . , u
k
N + µdk

N

)

. ar_�4 h5:)b

I�Í�ÌZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4�N�ÅFÇ(É|ÇGÖ�Ì�ÊvÅÙÉ3Ë¡Ê É3ÇIÌZÁ3Î�ÄBÍ�Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ß-a�Å¥Ä(ÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�Ç:ÄGÁ°ÄBÍ�Ì
Ê�É3ÇGÌ µ = 1 b�4 \%ÌvÄ � 0 Ñ�Ì°ÄGÍ�Ì|ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�ÊvÁÃÂ�Q�ÐÃÆ¡ÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ�Ó¡É3Â�È´ËFÌ5Ä*Æ�Ç*ÇGÌvÄ

fF,µ(x) = x− µM

(

1 − M

N

)

Q(x), ar_�4fh 8 b

Ô*Å¦ÄBÍ Q ÐÃÅ¦ØÃÌ�Â´Ñ)BRa _�4XN�Z)b�4

w%$#$
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� ��³� ���� $ � 
 � 
 	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ß9b ��I
@;TVTK:=J IÛ2 G @32¢2 G9I L >9L�2 L @BA
NV8;> � �B:S<2@32 L58;> � 0 ∈ R1+N T @32 L T�� IVT � C WFJ�J � W � I52 { � k

}

k

KI¯2 G9I7TUIGU :9IK>cNVImd�<k8<UL�4SIG4  R#2 G9I
@BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�WFJ�W ��G9I7TUIGU :9IK>cNVI {uk

M

}

k

T @32 L T�� IVT

uk+1
M = fF,µ(u

k
M). ar_�4 h5Z)b

� I52 : T >c8 � @;TVTK:SJ I|2 G @32 � C WÙ; � L T7T @32 L T�� IG4!@B>�4\2 G @32 α / β / M / N @B>�4 µ > 0 T @32 L T D?R

β

(

β

Mα
+

1

N −M

)

≤ 2

µM
(

1 − M
N

) . ar_�4 h5<)b

��G9IK>\2 G9I TUIGU :PIK>cNVI (vk
0 , . . . , v

k
M = uk

M , . . . , u
k
N

) NV8;>�<BIK< �SIVTW2 8|2 G9Ij<kI D IK<kIK>cNVI TU8;A :�2 L58;> � r W
?1Â�É�ÈTA\Å¥ÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÅFÂ�Å¦ÄBÅÙÉ�Ë�ÐÃÆ�ÌvÇGÇWÅ¥Ç u0

i = a i/N 4�I�Í�ÌZÖ�ÏGÁ�Á3Î%Á3Î I�Í�Ì�ÁÃÏIÌ,A _�4?ß�4?ß¯ÅFÇ:ÇGâ³Å¥Ö�Ö�ÌvÈ
ÇIÅFÂ�ÊvÌ¯Å¦Ä�Î�ÁÃËFË¥Á7Ô*ÇWÄBÍ�Ì|ÇGÉ5A\Ì°Ö�É�ÄGÄGÌ�ÏGÂ×É3Ç�ÄBÍ¡Ì¯Ö¡ÏGÁ�Á3Î�Ç�Á3Ît\
Ì'A+A\É-_�4?ß�4?ß¢É�Â�È�I�Í¡Ì�ÁÃÏIÌ,A _�4?ß�4XN94

\%ÌvÄsÆ�ÇXÂ�Á7Ô ÇjÄBÆ�È�B!ÄBÍ¡Ì�ÅFÂ ��Æ¡Ì�Â�ÊvÌ²Á3Î µ ÁÃÂ!ÄGÍ�Ì�Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Â�ÊvÌ,ÏBÉ�ÄGÌ²Á3Î�ÄBÍ¡Ì�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
_�4?ß�4?ß�4T6 Å¥ÄGÍ a _�4fh 8 b_Ó¡ÔxÌ�ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�É�Ä

f ′
F,µ(x) = 1 − µM

(

1 − M

N

)

Q′(x), ar_�4;Y)P)b

É3Â¡È´ÔxÌXÉ�ËFÇGÁsÍ�É7Ø3Ì Q′(x) > 0 a�ÇIÌ�Ì+a _�4fh9h)bVb�4
\%ÌvÄ�Æ�ÇsÉ3ÇIÇGÆTA#Ì\ÄGÍ�É�Ä¯ÄBÍ�ÌKÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4XNKÈ¡Á�ÌvÇXÂ�Á3Ä�Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ !
ÄBÍ�ÌvÂ!ÄBÍ�Ì\ÇGÌ ] Æ¡Ì�Â�ÊvÌ

{uk
M}k

Ö�ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÈlÑ)B!ÄBÍ¡Ì�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA È�Á�Ì�ÇXÂ�Á3ÄsÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ54 ��ÅFÂ�ÊvÌKÄBÍ¡ÅFÇÒÇIÌ ] Æ�Ì�Â¡Ê�Ì,ÇBÉ�ÄGÅFÇsQ�Ì�Ç
ar_�4�ß�N.b5Ó�Å¥Ä�Å�A\Ö�Ë¥ÅFÌvÇmÄBÍ�É�Ä fF

ÅFÇ�Â�Á3Ä1É\ÊvÁÃÂ�ÄBÏBÉ�ÊvÄBÅ¥Â�Ð A\É3Ö�Ö¡ÅFÂ�ÐT4T6 Å¦ÄBÍ a _�4fh9h)b_Ó�ÔWÌÒâ³Â�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä
sup f ′

F < 1 ÓÃÇIÁ¯ÔxÌ�Í�É ØÃÌ inf f ′
F = inf f ′

F,µ=1 ≤ −1 43Õ�Â#Ø�ÅFÌ5Ô Á3Î a _�4fY)P9b5Ó3ÔxÌZÇIÌ�Ì�ÄBÍ�É�Ä ÓÃÔ*Í�ÌvÂ
µ È�ÌvÊ�ÏGÌ�É3ÇGÌvÇ�Ó f ′

F,µ
ÅFÂ�ÊvÏGÌ É�ÇGÌ�Ç'4 ��ÅFÂ¡Ê�Ì Q′(x) ÅFÇmÑ�ÁÃÆ�Â�È¡Ì�È,Ô*Å¥ÄBÍ�ÏIÌ�ÇIÖ�ÌvÊvÄ*ÄBÁ x a�ÇIÌ�Ì+a _�4fh9h)bVb5Ó�Å¥Ä

Å¥ÇZÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì°ÄBÁ+Q�Â�ÈÚÉ¢Ø3É�ËFÆ�Ì µ ∈ (0, 1) ÇIÆ�Ê8ÍÚÄBÍ�ÉÄ Ó�Î�ÁÃÏ�É3ËFË x ∈ R
Ó f ′

F,µ(x) > −1 Ó�É�Â�È×Î�ÁÃÏ
ÇIÆ�Ê8ÍÚÉsØ�É3ËFÆ�Ì�Ó¡ÄBÍ¡Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4�ßÒÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç'4

CZÁ3ÄGÌ�ÄGÍ�É�Ä Ó�Å¥Î inf f ′
F > 0 Ó�ÄBÍ¡ÌsÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4�ß�4XNÒÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇvÓ
É3Â�È�ÄGÍ�ÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4�ß

Ô*Å¦ÄBÍ µ < 1 É3ËFÇIÁsÊ�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ1Ñ�Æ�Ä�Ô*Å¦ÄBÍ´ÉsÇGË¥ÁbÔxÌ�Ï*ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�ÌÒÏGÉ�ÄBÌ(4

$ � 
 � 
 � ã ��� �� 	7��� ������� � �
	����
?1Ç�ÄBÍ¡ÌXÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ßÒÅFÇ�É-Q�i¡ÌvÈ�Ö�ÁÃÅFÂ�Ä�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÁÃÂ uM

È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B�ÄBÍ¡Ì�ÊvÁÃÂ�ÄBÏBÉ�Ê�D
ÄGÅFÂ�Ð AKÉ�Ö�Ö�ÅFÂ¡Ð fF,µ

ÓSÁ3Â�Ì×Ê�É3ÂÜÊ8Í�Á�Á3ÇGÌ,ÄBÁ Æ�ÇGÌ�ÓxÉÄ\Å¦ÄBÌvÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ k Ó�ÄBÍ�Ì�Ø�É3ËFÆ¡Ì µk ÇIÆ�Ê8ÍNÄGÍ�É�Ä
f ′

F,µk(u
k
M) = 0 4�6 Å¥ÄBÍRar_�4�ß 8 bmÉ3Â�È^a _�4;Y)P)b_Ó¡ÔxÌ¯ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�ÉÄ�ÄBÍ�Å¥Ç ��ÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë �*Ø�É3Ë¥Æ�Ì°ÏGÌ�É3È�Ç

1

µk
= M

(

1 − M

N

)(

W ′′
(

uk
M − vk

M−1

) (

1 − h′(uk
M)
)

−W ′′
(

uk
M+1 − uk

M

)

(

1

c
− 1

))

, ar_�4fY�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ �
k Å¥Ç(ÄGÍ�Ì A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U�ÌvÏ.Á3Îca _�4XN�h)bSÉ3Â�È\Ô*Í�Ì�ÏIÌ h′(uk

M) Ê�É3ÂKÑ�ÌZÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌvÈKÎ�ÏGÁ5A a _�4fh�N.b�4
I�Í�Ì�Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂRar_�4fY�N.b�É3ËFË¥ÁbÔ*Ç�Á3Â�Ì°ÄBÁ#ÐÃÆ�Ì�ÇIÇ�Ó�ÁÃÂ,ÄBÍ�Ì��TB3Ó�É¢ÐÃÁ�Á�È�Ø�É3Ë¥Æ�Ì>Î�ÁÃÏ�ÄBÍ�Ì|Ö�É�ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï
µ 4 ��Á¢ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ô*Å¥ÄGÍ×Á3Ö¡ÄBÅ�AKÉ3Ë�Ø�É3ËFÆ¡Ì°Á3Î µ ÏIÌ É3È�Ç�!

w%$  



� $ � $ � 
 � �k� ��� 02�����n���c�� �  (
 ��� ����� ��
�X���%�/�

������� � �
	���� $ � 
 � ã 	 ? C�ÌvÔ�ÄGÁÃÂ�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA Ñ�É3ÇGÌvÈ�ÁÃÂ,Å¥Â³ÄGÌ�ÏjÎ�É3Ê�Ì°Î�ÁÃÏIÊ�Ì�Ç b � I52 Eint @B>�4 Ehar

KI�4SI�� >cIG4  R � C W�V�V � @B>�4 � C W�V3J � W � I52X: T�4SIK>c82 I  R � k ∈ R1+N 2 G9I�NV8;> � �B:S<3@32 L58;>"@32
L�2 IK<2@32 L58;> k W

� I52 � k ∈ R1+M KIs2 G9ImJML >9L JML��;IK<�8ED � C W�V � � / A I52 gk
M

KI¢4SI�� >cIG4  R � C W�V A � / @B>�4�A I52
� k ∈ R1+N KI�2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED � C W�V C � W ��G9I7NV8;> � �B:=<2@32 L58;>�@32 L�2EIK<2@32 L58;> k+1 L T14SI�� >cIG4
 R

� k+1 =
(

vk
0 , . . . , v

k
M−1, u

k
M + µkdk

M , . . . , u
k
N + µkdk

N

)

, ar_�4fY�ß9b
�CG9IK<kI µk L T �BL�<BIK>  R � C W A V � W

I�Í�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fh²Ê É3ÂáÑ�ÌsÏGÌvÊ É3ÇjÄ¯É3Ç|É/CZÌvÔ�ÄGÁÃÂ É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4�Õ�Â�È�Ì�ÌvÈ�Ó�Ô*Å¥ÄGÍ>a _�4;Y)P)b_Ó
ÔxÌ�ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�ÉÄ�ÄBÍ�Ì|Ì ] Æ�ÉÄBÅFÁ3Â f ′

F,µk(u
k
M) = 0 Å�A\Ö�Ë¥ÅFÌvÇ

µk =
1

M
(

1 − M
N

)

Q′(uk
M)

.

?mÄ�Ì É�Ê8Í�ÇIÄGÌ�Ö�Ó�ÔxÌ¯Í�É ØÃÌ uk+1
M = fF,µk(uk

M) a�ÇGÌvÌ ar_�4 h5Z)bKb_Ó¡Ô*Í�ÅFÊ8Í´ÏGÌ�É3È�Ç

uk+1
M = uk

M − Q(uk
M)

Q′(uk
M)

.

��Á*ÄBÍ¡ÌxÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4fh�ÅFÇ
Ì�i¡É3Ê5ÄBËXB|É CZÌvÔ�ÄGÁÃÂÒÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTAÝÎ�ÁÃÏ
Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÅFÂ�Ð*É U�ÌvÏGÁ�Á3Î�Î�Æ¡Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ
Q 4 C�Á3ÄBÌ1ÄGÍ�É�ÄxÄBÍ�Ì|É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4�ßXÍ�É3ÇmÑ�Ì�Ì�Â�Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈÚÉ3ÇmÉ3Â�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÁdQ�Â�È,ÉeQ�i�ÌvÈ
Ö�ÁÃÅFÂ�Ä(Á3Î fF,µ

ÓÃÑ�Æ�Ä ÓÃÅ¥Â¢Ø�Å¥ÌvÔgÁ3Îta _�4fh 8 b_Ó x Å¥Ç(É Q�i�Ì�È#Ö�Á3ÅFÂ�ÄSÎ�ÁÃÏ fF,µ
Å¥Î�É3Â�È¢ÁÃÂ�ËXBXÅ¦Î Q(x) = 0 4

� ��³� ���� $ � 
 � ã 	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fh)b ��I
@;TVTK:=J IÛ2 G @32¢2 G9I L >9L�2 L @BA
NV8;> � �B:S<2@32 L58;> � 0 ∈ R1+N T @32 L T�� IVT � C WFJ�J � / @B>�4\2 G @32 α / β / M @B>�4 N T @32 L T D?R

β

(

β

Mα
+

1

N −M

)

≤ 2α

(

α

Mβ
+

1

N −M

)

. ar_�4fY9h)b

��G9IK>s2 G9IdTUIGU :9IK>cNVI (vk
0 , . . . , v

k
M = uk

M , . . . , u
k
N

) d�<k8<UL�4SIG4  RZ2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W � NV8;>�<BIK<��SIVT
2 8\2 G9I <kI D IK<kIK>cNVIXTU8;A :�2 L58;> � r W

C�Á3ÄBÌ°ÄBÍ�É�Ä Ó�Å¥Â²ÄBÍ�Ì|ËFÅ�A\Å¦Ä 1 �M � N Ó�ÄGÍ�Ì|Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ ar_�4fY9h)bWÏGÌ�É3È�Ç (β/α)3 < 2 4
� �b�����s� � � ��³� ���� $ � 
 � ã � 6!Ì\â�Â¡ÁbÔ ÄGÍ�É�Ä ur

M−1 = h(ur
M) Ó
Ô*Í�Ì�ÏIÌ h ÅFÇ�È�Ì'Q�Â¡Ì�ÈlÑ)B

ar_�4�N 8 bmÉ3Â�È � r Å¥ÇmÄBÍ�Ì|ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ%4TLWÌvÊ É3Æ�ÇIÌ�Á�Î�ÄGÍ�Ì|Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌ+a _�4?ßÃß9b_Ó¡ÔWÌ|Í�É Ø3Ì

ur
M

c
− τ0(

� 0) − ur
M = ur

M+1 − ur
M .

Õ�Â�ÇIÌ�ÏjÄBÅFÂ¡Ð#ÄGÍ�ÅFÇ�Å¥Â¡Î�ÁÃÏKA\É�ÄGÅFÁÃÂ²Å¥Â a _�4XN�Z)b_Ó¡ÔxÌ�ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â

Q(ur
M) = W ′(ur

M − ur
M−1) −W ′(ur

M+1 − ur
M).

w%$ �
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6 Å¦ÄBÍ a _�4 <)b_Ó�ÔxÌ°ÅFÂ�Î�Ì�ÏxÄGÍ�É�Ä Q(ur
M) = 0 4 ��ÅFÂ�ÊvÌ Q Å¥ÇmÉ3Â�Å¥Â�Ê�ÏIÌ É3ÇIÅFÂ�Ð�Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ a�ÇGÌvÌ3a _�4fh9h)bVb5Ó

ÄGÍ�ÌWÌ ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ Q(x) = 0 Í�É3Ç.ÉZÆ�Â¡Å ] Æ�ÌWÇIÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3Â 46!Ì:Â�Á7Ô�Ö�ÏIÁbØ3ÌWÄBÍ�É�Ä�ÄGÍ�ÌWÇIÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì {uk
M}kÖ�ÏIÁ7Ø�Å¥È�Ì�È´Ñ)B�ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�APÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇZÄBÁ ur

M
4 \%Ì5ÄZÆ¡Ç�È¡Ì�Â�Á3ÄGÌ|Ñ�B

ek = uk
M − ur

M

ÄGÍ�Ì�Ì�ÏIÏGÁÃÏ !�ÔWÌ�Í�É Ø3Ì ek+1 = ek − Q(uk
M)/Q′(uk

M) 4 \%ÌvÄ¢Æ¡Ç¢É3ÇGÇIÆTA\Ì²Î�Á3ÏXÅFÂ¡ÇIÄ8É�Â�Ê�Ì²ÄGÍ�É�Ä
uk

M ≥ ur
M

!
ÇIÅFÂ�ÊvÌ Q(ur
M) = 0 É�Â�È Q′ ÅFÇ¯Ñ�ÁÃÆ�Â�È�ÌvÈ!Î�ÏGÁ5A Ñ�ÌvËFÁ7Ô Ñ)B κ1 > 0 É�Â�È Î�ÏIÁ9A

É3Ñ�Á7ØÃÌ¯Ñ)B κ2
a�ÇGÌ�Ì a _�4 h9h9bKb5Ó�ÔWÌ|Í�É ØÃÌ

(uk
M − ur

M)
κ1

κ2
≤ Q(uk

M)

Q′(uk
M)

≤ (uk
M − ur

M)
κ2

κ1
,

ÄGÍ�Æ¡Ç
(

1 − κ2

κ1

)

ek ≤ ek+1 ≤
(

1 − κ1

κ2

)

ek.

6 Ì|Í�É ØÃÌ κ2 ≥ κ1 > 0 Ó¡ÄBÍ³Æ�Ç (κ2/κ1 − 1) ≥ (1 − κ1/κ2) > 0 Ó�ÇGÁ
∣

∣

∣

∣

ek+1

ek

∣

∣

∣

∣

≤
(

κ2

κ1
− 1

)

É3Â¡È×ÄBÍ¡Ì¯ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ a _�4;Y)h)bmÌvÂ�ÇGÆ�ÏIÌ�Ç*ÄBÍ�ÉÄ�ÄGÍ�Ì|ÏGÅ¥ÐÃÍ�ÄZÍ�É3Â�È´ÇGÅFÈ¡Ì¯Á�Î�ÄGÍ�ÌXÉ�Ñ�Á7ØÃÌ|Å¥Â�Ì ] Æ�É3Ë¥Å¥ÄFBKÅFÇ
Ë¥ÁbÔxÌ�ÏxÄBÍ�É3Â N94�I�Í�Æ¡ÇmÄBÍ�ÌZÇGÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì {ek}k

ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�ÇmÄGÁdPÒÉ�Ç k → +∞ É�Â�ÈKÄBÍ¡Ì�ÏGÌ5Î�ÁÃÏGÌ uk
MÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç�ÄBÁ ur

M
4

�

� 	��+	�� ���1��� � ��� ����� - � �"��0

I�Í�ÌZÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Çc_�4?ß�4�N3Ó�_�4�ß�4?ß|É3Â�È _�4�ß�4 h¯ÏGÌ�ËXBsÁÃÂ#ÄBÍ�Ì�ÇGÆ�ÊvÊ�ÌvÇGÇGÅ¦ØÃÌ A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U ÉÄBÅFÁ3ÂXÁ3Î�Ó9Q�ÏIÇIÄ
É3ÂgÌ�Â�ÌvÏGÐ5B�Å¥ÂÜÄGÍ�Ì´ÅFÂ�ÄBÌvÏGÅFÁ3ÏÒÈ�Á9A\É3ÅFÂ[Ó�Â�Ì�i�ÄKÉ3Â�Á3ÄGÍ�Ì�Ï#Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B�ÅFÂ�ÄBÍ�Ì�Ô*Í�ÁÃË¥Ì×È¡Á9AKÉ�ÅFÂ 4]6!Ì
Â�Á7Ô É�È�É3Ö¡Ä¢ÄBÍ¡Ì´ÔxÌ�Ë¥ËXD�â³Â�Á7Ô*Â �uU�É7ÔWÉ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A×Ó
Ô*Í�ÅFÊ8ÍgÁ3Î�ÄBÌvÂgË¥Ì É3È¡Ç¢ÄGÁ ÇIÆ�Ê8ÍÝÉ3Ë¦ÄBÌvÏGÂ�É�ÄGÌ
A#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç�Ó�ÄBÁ¢ÁÃÆ�Ï�Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A!4

I�Í�Ì ��U É ÔmÉ,É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÅFÇ1É3ÂÛÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄBÁ�ÇGÁ3Ë¥ØÃÌ�Ê�ÁÃÂ¡ÇIÄBÏGÉ3ÅFÂ¡Ì�ÈÛÖ�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A\Ç'4�Õ�ÂÚÄGÍ�ÌXÇIÌ�D] Æ�ÌvËzÓÃÔxÌZÉ�ÇGÇGÁ�Ê�ÅFÉ�ÄBÌ�ÄGÁ|ÄGÍ�Ì�ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌZÖ�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4 8 b�Ä�ÔWÁ¯È�Å ` ÌvÏGÌ�Â�Ä:Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È¢Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A\ÇvÓ
É3Â¡ÈáÄGÍ³Æ�Ç°ÔWÌsÁÃÑ�Ä8É3Å¥ÂÚÄ�ÔWÁ,È�Å ` ÌvÏGÌ�Â�Ä¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç'4 I�Í�ÌpQ�ÏGÇjÄ|ÁÃÂ�ÌÒÔ*ÅFË¥Ë�Ñ�ÌsÇGÍ¡ÁbÔ*ÂÛÄGÁ´Ñ�Ì3Ó[ÅFÂ
ÄGÍ�Ì*ÇGÌvÄIÄBÅ¥Â�Ð°ÔWÌ�ÔxÁÃÏGâ�ÅFÂ�ÓÃÅ¥È�Ì�Â�ÄGÅFÊ É�Ë�ÄBÁ°ÄGÍ�Ì*É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ßpa�ÇGÌvÌ ��Ì�Ê5ÄBÅFÁ3Â _�4�ß�4fh�4XN.b5ÓÔ*Í�Ì�ÏIÌ É3Ç
ÄGÍ�Ì>ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡È´Á3Â�Ì3Ó�ÁÃÑ¡Ä8É�ÅFÂ�ÌvÈKÔ*Å¥ÄGÍ A\Á3ÏGÌ1Â�É�ÄBÆ�ÏGÉ3Ë�ÅFÈ�Ì�É3Ç�Ó³Ô*ÅFË¥Ë�Ñ�Ì>ÇIÍ�Á7Ô*Â,ÄGÁÒÑ�Ì1ØÃÌvÏVB²È¡Å¥à#Ê�Æ�Ë¦Ä
ÄGÁ\Å�A\Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�Äna�ÇGÌvÌ ��ÌvÊvÄGÅFÁÃÂ�_�4?ß�4fh�4�ß5b�4

$ � 
 � ã � w ��� ������� � � 	���� ����� �"Ý��� 	����� 	����� � � 	�	��� �	� 	� � � ��� 
\%ÌvÄ�Æ�Ç*Ê�ÁÃÂ¡ÇGÅFÈ¡Ì�Ï�ÄBÍ�Ì$A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U ÉÄBÅFÁ3Â\Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A

Ir = inf� ∈� 1+N
{Er(

�
); u0 = ã, uN = a} , a _�4;Y9Y�b

w%$ 5
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Ô*Í�ÌvÏGÌ Er Å¥Ç:ÄGÍ�Ì1ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B#È�Ì'Q�Â¡Ì�È�Ñ)B a _�4f:)b5Ó�É3Â¡È²ËFÌ5Ä U Ñ�Ì�ÄGÍ�Ì \%Ì�Ð3Ì�Â�È�ÏIÌ1ÄBÏGÉ3Â�ÇjÎ�ÁÃÏKA Á3Î[ÄBÍ�Ì
Å¥Â³ÄGÌ�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÁÃÂ,Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë W !

U(s) = max
x

(sx−W (x)) . a _�4;Y�_9b

\%ÌvÄ�Æ�Ç*ÊvÁÃÂ�ÇGÅ¥È�Ì�Ï�ÄGÍ�Ì|Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A

Ĩr = inf
σ∈ � N

{

G̃r(σ); ∀i ∈ [0, N − 1], σi − σi−1 + fi = 0
}

, ar_�4fY9:)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ fi = 0 Î�ÁÃÏ*É�ËFË i ≥ M Ó�É�Â�È´Ô*Í¡Ì�ÏGÌ°ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B G̃r ÏIÌ É3È¡Ç

∀σ = (σ0, . . . , σN−1) ∈ RN , G̃r(σ) =
N−1
∑

i=0

U(σi) − σN−1a+ σ0ã,
ar_�4;Y 8 b

Ô*Í�ÌvÏGÌ ã É3Â�È a É3ÏIÌ:ÄGÍ�Ì l1ÅFÏIÅFÊ8Í�Ë¥ÌvÄ
Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É�ÏVB°ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â�Ç
Á3ÎHar_�4;Y9Y�b�46 Ì:ÏGÌ�Ê�É3ËFËÃÄGÍ�Ì(Î�ÁÃËFË¥ÁbÔ*Å¥Â�Ð
ÄGÍ�Ì�ÁÃÏIÌ,A !
� ��³� ���� $ � 
 �X� � I52 : T�@;TVTK:SJ I�2 G @32 � C WÙ; � L T!T @32 L T�� IG4)W ��G9IK> U L T � IKA Am4SI�� >cIG4  R
� C W A�C � /�d�<k8� A IKJ T � C W A�A � @B>�4 � C W A 9 � @B<kI � IKA A¡d98UTUIG4/Q@B>�4

Ir = Ĩr. ar_�4fY9Z)b

+?>�@�4�4BL�2 L58;>¡/ A I52 �̃ r KIZ2 G9IfJML >9L JML��;IK<78ED � C W A�A � @B>�4 A I52 σr KI12 G9IfJML >9L JML��;IK<X8ED � C W A 9 ���
2 G9IK>

σr
i = W ′

(

ũr
i+1 − ũr

i

)

. ar_�4fY9<)b

I�Í³Æ�ÇvÓ�Å¥Â²Ø�Å¥ÌvÔ Á3Î�ÄGÍ�ÅFÇ�ÄGÍ�Ì�ÁÃÏIÌ,A´Ó¡ÔxÌ¯Ê�É3Â×É3ÇGÇIÁ�ÊvÅÙÉ�ÄGÌ>ÄBÁ a _�4 8 bxÄBÍ¡Ì¯Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A

inf
σ∈ � N

{Gr(σ); ∀i ∈ [0, N − 1], σi − σi−1 + fi = 0} , a _�4 _5P)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ fi = 0 Î�ÁÃÏ*É�ËFË i ≥ M Ó�É�Â�È´Ô*Í¡Ì�ÏGÌ°ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B Gr ÏIÌ É3È¡Ç

∀σ = (σ0, . . . , σN−1) ∈ RN , Gr(σ) =
N−1
∑

i=0

U(σi) − σN−1a,
ar_�4 _�N.b

Ô*Í�ÌvÏGÌ a ÅFÇ�ÄBÍ¡Ì�Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É3ÏVB,ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â´Á�Î�a _�4 8 b�4 ?1Ç fM = 0 Ó�ÔxÌXÍ�É7Ø3Ì σM = σM−1
ÅFÂ,ÄBÍ�Ì

Ø�É3ÏIÅÙÉ�ÄGÅFÁÃÂ�É�Ë�ÇIÖ�É3Ê�Ì:Á3Î³ÄBÍ¡Ì:Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A a _�4 _5P)b�4 Õ�Â�ÇIÄGÌ É3È¯Á3Î�ÔWÁ3ÏGâ³ÅFÂ�Ð�Ô*Å¦ÄBÍ σ = (σ0, . . . , σN−1) ∈
RN Ó¡ÔxÌ¯Â�Á7Ô ÔxÁÃÏGâKÔ*Å¦ÄBÍ

σint =
(

σint
0 , . . . , σint

M−1

)

∈ RM É3Â�È σext =
(

σext
M , . . . , σext

N−1

)

∈ RN−M .

I�Í�Ì#Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ar_�4 _(P)bZÅFÇ°Ì ] Æ�Å¥Ø�É3Ë¥Ì�Â�Ä>ÄBÁ´É�Ê�Á3Â³ÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È�A#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ´Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÇIÌvÄ¯ÁÃÂÛØ�É"D
ÏIÅÙÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç (σint, σext) Ô*Í�ÌvÏGÌ²ÄGÍ�Ì²Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â³ÄÒÏGÌ É�È�Ç σext

M = σint
M−1

4 l�ÁÃÏ¯ÄBÍ�Å¥ÇdA#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ

w%$ 	
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�!� � &"�"� ��� ��
' -�% � 
 � ���% p� � � ���  

Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A´Ó³Ô*Í¡Ì�ÏGÌZÄBÍ�ÌZÆ�Â�â³Â�Á7Ô*Â´É3ÏGÌ*ÄBÍ�ÌZÇIÄGÏGÌ�ÇIÇGÌvÇ�Ó�Å¥Ä:Å¥ÇWÖ�ÁÃÇGÇIÅFÑ�Ë¥Ì�ÄGÁ�Ô*ÏGÅ¦ÄBÌZÈ�Á7Ô*Â�É3Â ��U É ÔmÉ
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4�6!Ì|Â�Á7Ô Ê8Í�É3Â�ÐÃÌ|Á3Î�Ø�É3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç�Ó�É3Â�È�ÔWÁ3ÏGâ²Ô*Å¥ÄGÍ

�
= (v0, . . . , vM) ∈ RM+1 É�Â�È � = (xM , . . . , xN) ∈ RN−M+1, ar_�4 _3ß9b

Ô*Í�Å¥Ê8ÍÚÉ3ÏIÌ°Í�Á9A#ÁÃÐÃÌvÂ�Ì�ÁÃÆ¡Ç*ÄGÁ¢Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂKØ�É3ÏIÅÙÉ3Ñ¡ËFÌ�Ç'4 \%ÌvÄ*Æ�Ç�ÅFÂ�ÄGÏGÁ�È�Æ�Ê�Ì>ÄGÍ�Ì|Ì�Â�ÌvÏGÐ5B

Eext
U (
�
) =

N−1
∑

i=M

W (xi+1 − xi).
ar_�4 _(h)b

�ti�Ö�ÏGÌvÇGÇIÌ�ÈÛÅFÂ,Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂKØ�É3ÏGÅFÉ3Ñ�Ë¥Ì�Ç�Ó�ÄBÍ�Ì|Ö�ÏIÌ�ÊvÌ�Ì�È¡ÅFÂ�Ð �uU É ÔWÉ\É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA ÏGÌ É�È�Ç !
������� � �
	���� $ � 
 �O� � I52 Eint @B>�4 Eext

U
KIW4SI�� >cIG4  R � C W�V�V � @B>�4 � C W C�� � W � I52 � k ∈ RM+1 /

� k ∈ RN−M+1 @B>�4 λk ∈ R
KI�2 G9I�d98UTKL�2 L58;> TM@B>�4²2 G9I � @ �B<2@B> �SI JM:=Aª2 L?d�A L5IK<M@32 L�2EIK<2@32 L58;>

k W ��I >c8 � 4SI�� >cI|2 G9IKJ @32 L�2 IK<2@32 L58;> k + 1 W
� I52�� k+1 KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf�
{

Eint( � ), v0 = 0, vM = λk
}

, ar_�4 _"Y�b

A I52�� k+1 KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

inf�
{

Eext
U ( � ), xM = λk, xN = a

} ar_�4 _5_9b

@B>�4 A I52 λk+1 KI �BL�<BIK>  R

λk+1 = λk + µ
(

W ′
(

xk+1
M+1 − xk+1

M

)

−W ′
(

vk+1
M − vk+1

M−1

))

�CG9IK<kI µ > 0 L T @i: TUIK<_D3NVG98UTUIK>\d @B<2@BJ I52 IK<'W
� �� � ��� $ � 
 � ã 	 YSÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇ�Á3Î�ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4;Y�b ��G9I � <VT52 T52EI�d�� C W C�A � NV8;> TKL T52 T L >
2 G9Ij<kIVTU8;A :�2 L58;>$8EDj@7>c8;>9A L >cI3@B<�d�<k8� A IKJ TUI52C8;>#2 G9I L >�2EIK<?L58;<m4S8;J�@BL > [0,M ] � L�2 G�L L <?L5NVGSA I52
K8;:S>�4 @B<?R�NV8;>�4BL�2 L58;> T8/ � I N3@B>Ú2 GS: T : TUI¯2 G9I � <kT52_NV8�4SI|2 G @32 � I7G @3<BI @32 G @B>�4)W

��G9IjTUIVNV8;>�4 T52EI�d�� C W C�C � L TX@ >c8;>9A L >cI3@B< JML >9L JML��U@32 L58;>Xd�<k8� A IKJ � L�2 G¢L L <?L5NVGSA I52 K8;:=>�D
4 @B<?R$NV8;>�4BL�2 L58;> T @B>�4�� L�2 G98;:�2 K8�4BRjD 8;<kNVI¯2EIK<?J3W%RnT W L TMNV8;>�<BIIH$@B>�4mTKL >cNVI � I � 8;<��mL >
@�8;>cIÒ4BL J IK> TKL58;>�@BAcTUI52	2 L > �/x2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED � C W C�C � L T��;>c8 � >¡/QL�2 L TX2 G9I A L >cI3@B<Ò4SI D 8;<_D
J�@32 L58;>

xk+1
i =

N − i

N −M
λk +

i−M

N −M
a. ar_�4 _5:)b

6!Ì�Â�Á7Ô Ê�Á9A#Ö�É3ÏIÌ×ÄBÍ¡ÌÛÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç+_�4�ß�4�ß É3Â�È _�4?ß�4;YT4qI�Í¡Ì Q�ÏGÇjÄ�ÇIÄGÌ�Ö ar_�4�Nh)b¢Á�Î°ÄBÍ�Ì
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4�ß*ÅFÇ�Ì�i¡É3ÊvÄGË�B|ÄBÍ¡ÌWÇBÉ(A\ÌxÖ�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A É�Ç a _�4 _(Y)b�4�6!ÌxÍ�É ØÃÌmÇIÌ�ÌvÂ¢ÄGÍ�É�Ä�ÄBÍ�ÌxÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ
Á3Îtar_�4 _5_9b
ÇGÉ�ÄBÅ¥ÇVQ�ÌvÇ�a _�4 _5:)b_Ó�ÇIÁ�Ó3Á3ÂXÄBÍ�ÌWÌ�i�ÄBÌvÏGÅFÁ3Ï.È�Á9A\É3Å¥Â�Ó7ÄBÍ�ÌmÈ¡ÌvÎ�ÁÃÏVAKÉ�ÄGÅFÁÃÂ�ÅFÇ.É3Ë¥ÔWÉB�Ç.ËFÅFÂ¡Ì É3Ï'4
Õ�Â�Ø�Å¥ÌvÔ Á3Î a _�4fh5Y�b_Ó�ÄBÍ�Ì¯ÇBÉ5A#Ì¯Ö�ÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄFB,Í�ÁÃË¥È�Ç�Î�Á3Ï*ÄGÍ�Ì�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4?ß�4 ��Á�Ó�Å¦Î.ÄGÍ�ÌXÅ¥Â�Å¥ÄGÅÙÉ3Ë
ÐÃÆ¡Ì�ÇGÇIÌ�ÇWÉ3ÏGÌ�ÇIÆ�Ê8Í#ÄGÍ�É�Ä λ0 = u0

M
Ó�É3Â�È¢Å¦Î�ÄGÍ�Ì�ÅFÂ¡Å¥ÄBÅFÉ3Ë�ÐÃÆ�Ì�ÇIÇ(Á3Î�ÄBÍ�Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ß1ÇBÉ�ÄGÅFÇsQ�Ì�Ç

ar_�4�ß3ß9b5Ó¡ÄGÍ�Ì�Â×É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç _�4�ß�4?ßsÉ3Â�È _�4?ß�4fYpB�ÅFÌvËFÈ�ÄBÍ¡Ì°ÇBÉ5A#Ì|ÇGÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì(4
w  ��
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l�ÁÃÏÒÄBÍ�Ì´ÇBÉ�â3Ì´Á3Î>ÊvÁ9A\Ö¡ËFÌvÄGÌ�Â�ÌvÇGÇvÓ(ÔxÌ´ÇIÄBÆ¡È�B�ÅFÂ�ÄBÍ�Å¥Ç¢ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂNÉáÊ�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�ÈÜÖ�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A

Ô*Í�Å¥Ê8ÍáÅFÇ>Â�ÉÄBÆ�ÏGÉ3ËFËXB�É�ÇGÇGÁ�Ê�ÅFÉ�ÄBÌvÈÚÄBÁ�ÄBÍ¡ÌÒÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì¢Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4 8 b�4�I�Í�Ì�Â�Ó�ÔWÌsÔ*ÏGÅ¦ÄBÌÒÈ¡ÁbÔ*Â
ÄGÍ�Ì ��U É ÔWÉ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA ÄGÁ×ÇIÁÃË¥Ø3Ì¢ÄGÍ�ÅFÇ|ÊvÁÃÂ�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A×Ó�É3Â�ÈáÔWÌ#ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä|ÄBÍ¡Ì#ÇIÁ(D
ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â�Ì�È,Â³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3Ë[Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A#Ç*É3ÏIÌ�É�Ç�È�Å¥à#Ê�Æ¡Ë¥Ä�ÄBÁ¢ÇIÁÃË¥Ø3Ì�É�Ç*ÄGÍ�Ì|ÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì¯Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A�4

I�Í�Ì¢ÅFÈ�Ì�É²ÅFÇ>ÄGÁ´Æ¡ÇGÌsÄ�ÔWÁ´È�ÌvÐÃÏGÌvÌ�Ç|Á3Î:Î�ÏGÌ�ÌvÈ�Á9A ÄBÁ,È�Ì�ÇIÊ�ÏIÅFÑ�Ì¢ÄGÍ�ÌsÖ�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅFÁ3ÂÚÁ3ÎWÉ�ÄBÁ9A M Ó
ÁÃÂ¡ÌmÊ�ÁÃÏIÏGÌvÇGÖ�ÁÃÂ�È�Å¥Â�Ð1ÄBÁZÄBÍ�ÌmÅ¥Â�ÄBÌ�ÏIÅFÁÃÏ�ÇVB�ÇjÄBÌ,A´Ó�ÄGÍ�ÌmÁ3ÄGÍ�Ì�Ï�ÁÃÂ�ÌmÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�ÅFÂ�ÐZÄBÁ1ÄGÍ�ÌmÌ�i�ÄGÌ�ÏGÅ¥ÁÃÏ
ÇsB�ÇjÄBÌ'A a�ÅFÂgÉ Y l � ÇGÌ5ÄGÄBÅ¥Â�Ð�Ó�ÄGÍ�ÅFÇ3A\Ì5ÄBÍ�Á�È�ÔWÁÃÆ¡ËFÈNÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡ÈgÄBÁ!É È�Å¥ÇGÊvÁÃÂ�ÄBÅFÂ³Æ�Á3Æ�Ç l �
È�Å¥ÇGÊvÏGÌvÄGÅ�U�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Á3Î.ÄBÍ�Ì�È�ÅFÇIÖ�ËÙÉ3ÊvÌ,A#Ì�Â�Ä�Q�Ì�Ë¥È2b�4�\%ÌvÄ>Æ¡Ç1È�Ì�Q�Â�Ì � ∈ RM+1 É�Â�È � ∈ RN−M+1

Ñ)BRa _�4 _Ãß5b5Ó�É3Â¡È
Q(

�
,
�
) = xM − vM .

ar_�4 _ 8 b
I�Í�Ì¯ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ar_�4 8 bWÅFÇ�Ì ] Æ¡Å¥Ø�É3ËFÌvÂ�Ä�ÄGÁsÄBÍ�Ì|Ê�Á3Â�ÇIÄGÏBÉ3Å¥Â�Ì�È/A#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ#Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A

inf {EU (
�
,
�
); v0 = 0, xN = a, Q(

�
,
�
) = 0} , a _�4 _5Z9b

Ô*Í�ÌvÏGÌ|ÄBÍ�Ì|ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B EU
Å¥Ç�ÐÃÅ¥Ø3Ì�Â´Ñ�B

EU(
�
,
�
) = Eint(

�
) + Eext

U (
�
), ar_�4 _5<)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ Eint É�Â�È Eext
U

É3ÏGÌ°È¡Ì'Q�Â�ÌvÈ�Ñ)B ar_�4�N5N.bmÉ3Â�È^a _�4 _5h)b�4 l�ÁÃÏ�É3Â)B λ ∈ R
Ó�Ë¥ÌvÄ*Æ�Ç*ÇIÌvÄ

Lint (
�
, λ) = Eint(

�
) − λvM ,

ar_�4 :5P)b
Lext (

�
, λ) = Eext

U (
�
) + λxM .

ar_�4 :�N.b
I�Á\ÇIÁÃË¥Ø3Ì+a _�4 _5Z)b_Ó¡ÄBÍ�Ì ��U É ÔmÉ#É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTAPÏGÌ�É3È�Ç�!
������� � �
	���� $ � 
 � $ � I52 � k ∈ RM+1 / � k ∈ RN−M+1 @B>�4 λk ∈ R

KIÒ2 G9I1d98UTKL�2 L58;> TM@B>�4
2 G9I � @ �B<3@B> �SI7JM:=Aª2 L?d�A L5IK< @32 L�2 IK<2@32 L58;> k W ��I >c8 � 4SI�� >cI|2 G9IKJ @32QL�2EIK<2@32 L58;> k + 1 W

� I52�� k+1 KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED
inf�
{

Lint( � , λk), v0 = 0
}

, ar_�4 :Ãß9b

A I52�� k+1 KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED
inf�
{

Lext( � , λk), xN = a
} ar_�4 :5h)b

@B>�4 A I52 λk+1 KI �BL�<BIK>  R
λk+1 = λk + µQ( � k+1, � k+1),

�CG9IK<kI µ > 0 L T @i: TUIK<_D3NVG98UTUIK>\d @B<2@BJ I52 IK<'W
I�Í�Ì¢ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È ÇIÄGÌ�Ö ar_�4f:9h)b1Á3Î:ÄBÍ�Ì#É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Å¥Ç|É3Ç|È�Å¥à#Ê�Æ¡Ë¥Ä°ÄBÁ,ÇIÁÃË¥Ø3Ì\É�Ç|ÄGÍ�Ì¢ÏGÌ5Î�Ì�ÏGÌvÂ�Ê�Ì

Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A´ÓmÎ�ÁÃÏ,Å¥Ä,ÅFÇ´É�Â�ÁÃÂ�Ë¥ÅFÂ�Ì�É3Ï�Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A ÇGÌ5Ä�Á3Â ÄGÍ�Ì Ì�i�ÄBÌ�ÏIÅFÁÃÏ,È�Á5AKÉ3Å¥Â [M,N ] Ó�Ô*Å¥ÄBÍ
l1Å¥ÏGÅ¥Ê8Í�ËFÌ5Ä�É3Â¡È-CZÌ�Æ�AKÉ3Â¡ÂÒÑ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsB¯Ê�ÁÃÂ�È¡Å¥ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4"I�Í¡ÅFÇ�Å¥Ç�Ô*Í)BXÄGÍ�ÌmÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 _ZÊ É3Â¡Â�Á3Ä
Ñ�Ì|Æ�ÇGÌvÈ�ÅFÂ,Ö�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÊvÌ>Î�ÁÃÏ�ËÙÉ3ÏIÐÃÌ°ÇGÊ�É3ËFÌ°Ö¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A#Ç,4

w  Hw
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 � ���% p� � � ���  

� ��³� ���� $ � 
 � $ 	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4 _9b � I52n: T!@;TVTK:SJ I#2 G @32 � C WÙ; � L T
T @32 L T�� IG4/ @B>�4K2 G @32

0 < µ <
2α

N
. ar_�4 :(Y�b

��G9IK>Ú2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W C NV8;>�<BIK< �SIVT,W
� �b����� � I�Á×ÇGÅ�A\Ö�Ë¥Å¥Î B´ÄBÍ�Ì#Â�Á3ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó%Ë¥ÌvÄ¯Æ�Ç¯ÇGÌvÄ ψ = (W ′)−1 4MI�Í�ÌvÂ�ÁÃÂ�Ì#Ê É3Â ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä
ÄGÍ�Ì|ÇGÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì {λk

}

k

Ö¡ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÈ×Ñ)B²ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 _ÒÇGÉ�ÄBÅ¥ÇVQ�ÌvÇ

λk+1 = fd,µ

(

λk
)

,

Ô*Í�ÌvÏGÌ fd,µ
Å¥Ç�ÇGÆ�Ê8Í´ÄBÍ�É�Ä

f ′
d,µ

(

λk
)

= 1 − µ

(

(N −M)ψ′
(

λk
)

+
M−1
∑

i=0

1

W ′′
(

vk+1
i+1 − vk+1

i

)

)

, ar_�4 :9_9b

Ô*Í�ÌvÏGÌ � k+1 ÅFÇmÄBÍ¡ÌkA#ÅFÂ�Å�A\Å�U�ÌvÏxÁ3Î a _�4f:�ß9b�4TI�Í�Ì¯Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂRa _�4 :5Y)bWÌ�Â�ÇIÆ�ÏGÌvÇZÄBÍ�É�Ä ∣
∣f ′

d,µ

∣

∣ < 1 ÓÄGÍ�Æ¡Ç�ÄGÍ�Ì|ÇGÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì {λk
}

k

Ê�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ,4
�

� �� � ��� $ � 
 �X� 	 ?1Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ô*Å¦ÄBÍ,ÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë�Ø�É3Ë¥Æ�Ì°Á3Î µ b,+K>s<UL5I �
8ED � C W�9 C � /c8;>cI N3@B>1d�<k8D
d98UTUIg@Ü<;@BA :9I µk TK:PNVGN2 G @32�/�@32X2 G9I L�2EIK<2@32 L58;> k / � I G @3<BI f ′

d,µk

(

λk
)

= 0 W � 8 � I5<BIK<B/
2 8"NV8;J1d�:�2 I´2 GSL T×<;@BA :9I8/M8;>cI >cIVIG4;T´2E8 �;>c8 � ψ′

(

λk
) / �CGSL5NVG N3@B> KIÚ4BL � NK:=Aª2�2E8*NV8;JsD

d�:�2EI,W ��G9I��588d�2 L J�@BA��1<;@BA :9I�2 G @32 � I*d�<k88d98UTUI L T V@;TUIG4�8;> 2 G9I G @B<?J 8;>9L5N @5d�d�<k8vH�L J�@32 L58;>
ψ′
(

λk
)

= 1/W ′′(ψ(λk)) ≈ 1/W ′′(1) @B>�4 <kI3@�4;T

µk =
1

N −M

W ′′(1)
+

M−1
∑

i=0

1

W ′′(vk+1
i+1 − vk+1

i )

, ar_�4 :5:)b

�CG9IK<kI � k+1 L TX2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED � C W�9J � W ��GSL T¯<;@BA :9ImN3@B> KI�NV8;J1d�:�2 IG4�8;>cNVI � C W�9J � G @;T
KIVIK>�TU8;Aª<BIG4)W

� 	��+	�� % !1� �"�+("0 �"�,0 ! ( ��* � �"! . ��* � -�* �"- � ) ��� � �"! (�-/0 �"����. ! ��! * �
� � � ��! -/* � ! � ����.1!

6!Ì Q�ÏIÇIÄxÖ�ÏGÌvÇGÌ�Â�ÄWÅFÂsÄBÍ�Å¥Ç(ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ²ÉnA\Ì5ÄBÍ�Á�È#ÏGÌ�ËFÉ�ÄBÌvÈ#ÄGÁ�È¡Á9AKÉ�ÅFÂsÈ�ÌvÊ�Á9A#Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅFÁÃÂ¢Å¥È�Ì É3ÇvÓ
ÄGÍ�Ì�Â�É-A#ÌvÄGÍ�Á�È´Ñ�É3ÇGÌvÈ×ÁÃÂ´ÅFÂ�ÄGÌ�ÐÃÏGÉ3Ë�ÏGÌvÖ�ÏGÌvÇGÌvÂ³ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ´ÅFÈ�Ì�É3Ç,4

$ � 
 �X��� w �����
	� ��� 	����  ������� � �
	����
l�ÁÃÏ#É3Â)B �

= (vM−1, . . . , vN) ∈ RN−M+2 ÓSÔWÌÚÈ¡Ì'Q�Â�Ì´ÄBÍ�Ì×Ì�ËFÉ3ÇIÄGÅFÊ,Ì�Â�ÌvÏGÐ5B a�ÅFÂ�ÄBÍ�Ì
Í�É�ÏKA#ÁÃÂ�ÅFÊ|É�Ö�Ö�ÏGÁi�Å�A\É�ÄGÅFÁÃÂ2b(Á3Î�ÄBÍ�Ì|Ì�i�ÄGÌ�ÏGÅ¥ÁÃÏ�È�Á9A\É3Å¥Â�Ñ�B

Ēhar(
�
) =

1

2

N−1
∑

i=M−1

(vi+1 − vi − 1)2 . ar_�4 : 8 b

w  




� $ � $ � 
 � �k� ��� 02�����n���c�� �  (
 ��� ����� ��
�X���%�/�

\%ÌvÄ δ̄ Ñ�Ì¢ÄBÍ¡Ì+A\É�ÄBÏIÅXiÚÁ3Î�ÇGÅ�U�Ì (N −M) × (N −M) Á�ÎmÄBÍ�Ì+\
É3Ö�ËFÉ3Ê�Å¥Ì�ÂáÁÃÖ�Ì�ÏBÉÄBÁÃÏ+a�Ô*Å¦ÄBÍ
l1Å¥ÏGÅ¥Ê8Í�ËFÌ5Ä²Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É�ÏVB ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇKÌ ] Æ�É3Ë1ÄGÁ U�ÌvÏGÁ�b�4 I�ÁlÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌ×ÄBÍ�ÌÛÏIÌvÎ�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌÛÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ
� r ∈ R1+N Ó¡ÄBÍ¡Ì|Î�Á3ËFËFÁ7Ô*Å¥Â�ÐsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA Ê�É3Â×Ñ�Ì|Æ�ÇGÌvÈ !
������� � �
	���� $ � 
 �  	 ? A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ñ�É3ÇGÌvÈ�ÁÃÂ�ÄGÍ�Ì|Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂ�Ç*ÉÄ�ÄBÍ�Ì|ÅFÂ�ÄGÌ�ÏIÎ�É�Ê�Ì�b � I52c: TW4SIK>c82 I
 R � k ∈ R1+N 2 G9IMNV8;> � �B:=<2@32 L58;> @32 L�2 IK<2@32 L58;> k W

� I52�� k ∈ R1+M KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED � C W�V � � / @B>�4 A I52 � k+1 ∈ RN−M+2 KI¯2 G9I JML >9L�D
JML��;IK< 8ED

Īhar = inf� ∈ � N−M+2

{

Ēhar( � ); vM−1 = vk
M−1, vN = a

}

, ar_�4 :5Z)b

�CG9IK<kI Ēhar L T¢4SI�� >cIG4  R � C W�9 @�� W ��G9I�NV8;> � �B:=<2@32 L58;> @32�2 G9IML�2 IK<2@32 L58;> k + 1 L T¢4SI�� >cIG4
 R

� k+1 = (vk
0 , .., v

k
M−1 = vk+1

M−1, v
k+1
M , .., vk+1

N ).

I�Í�ÅFÇ#É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Å¥Ç#ÉáÈ¡Á9AKÉ�ÅFÂ�È�Ì�ÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÅ¥ÄGÅFÁÃÂlÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA×Ó
Ô*Í�ÌvÏGÌ,ÄBÍ�Ì,Ä�ÔWÁ È�Á9A\É3Å¥Â�Ç
Á7ØÃÌvÏGËFÉ3Ö×Á3Â�ÉsÇGÅ¥Â�ÐÃË¥Ì°É�ÄBÁ5A a�ÄGÍ�Ì|É�ÄBÁ5A M b�4
� �� � ��� $ � 
 � $ 	 [�ÌvËÙÉ�ÄGÅFÁÃÂKÑ�Ì5Ä�ÔWÌvÌ�Â δ̄ É�Â�È ∆ b � I52 �̃ = (ṽM−1, . . . , ṽN) ∈ RN−M+2 KI
2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED

Ēhar( �̃ ) = inf� ∈ � N−M+2

{

Ēhar( 	 ); yM−1 = b̃, yN = ã
}

, ar_�4 :5<)b

�CG9IK<kI b̃ @B>�4 ã @B<VI°2 � 8m<kI3@BA >9:=J KIK<kT,W ��G9IK>×2 G9I <kIVT52 <?L5N52 L58;> (ṽM , . . . , ṽN−1)
8ED �̃�L T|2 G9I

TU8;A :�2 L58;> 8ED|2 G9I D 8;A A 8 � L > �iA L >cI3@B<nTKRUT52 IKJ 8EDnTKL��;I (N −M)
�

δ̄ (ṽM , . . . , ṽN−1)
T =

(

b̃, 0, . . . , 0, ã
)T

. ar_�4 8 P)b

+_2 L Tmd98UTVTKL  A I>2E8$NV8;J1d�:�2 I �̃ � L�2 G,2 G9I#Y <kIVIK> D?:S>cN52 L58;> 8ED°2 G9I �CG98;A Ixd�<k8� A IKJX/S2 G @32 L T8/ L >
8;:S<mN3@;TUI8/S2 G9I L >�<BIK<kTUI 8ED|2 G9I J�@32 <KLtH ∆ W%+?>�4SIVIG4/ � IXG @3<BI|2 G9I <kIKAa@32 L58;>

�̃ = (b̃, ũM , . . . , ũN−1, ã),

�CG9IK<kI �̃ = (ũ1, . . . , ũN−1)
L TX4SI�� >cIG4  R

�̃ T = ∆−1 (0, . . . , 0, FM−1, 0, . . . , 0, ã)
T ,

� L�2 G
FM−1 =

b̃− (∆−1)M−1,N−1 ã

(∆−1)M−1,M−1
.

��G9I�d�<k8U8ED7<kIKA L5IVT 8;>Û2 G9I 8�KTUIK<_<;@32 L58;>�2 G @32 (ũM , . . . , ũN−1)
T @32 L T�� IVT � C W @�^ � W

-�87/ �CG9IK> 8;>cI �;>c8 �CT*2 G9I|Y <VIVIK>fD?:=>cN52 L58;> TX8ED�2 G9I �CG98;A I TKRUT52EIKJ �2NV8;J1d98UTUIG4 8;> N+1@32 8;J T � / 8;>cI N3@B>\4BL <kIVN52 A R NV8;J1d�:�2 Ix2 G9I JML >9L JML��;IK<j8ED:2 G9I_IIHÃ2 IK<KL58;<
d�<k8� A IKJ � C W�9�; � W ��G9IK<kI
L T >c8�>cIVIG4 D 8;< NV8;J1d�:�2 L > �\2 G9I\Y <kIVIK> D?:S>cN52 L58;> T 8ED|2 G9IX4S8;J�@BL > [M − 1, N ] W

w  �ã
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	��� $ � � ��� ��
�������! "�$#M����
 ��� 
'&(��� � �����������% 3#%
'��� ��� �/ "� �% +�!&"� � �%��12�� 
�!� � &"�"� ��� ��
' -�% � 
 � ���% p� � � ���  

� ��³� ���� $ � 
 �  	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4f:)b � I52 � 0 ∈ R1+N KI�@B>9R L >9L�D
2 L @BA �B:PIVTVT8/n@B>�4 A I52n: TK4SI�� >cI¢2 G9IMTUIGU :9IK>cNVI { � k

}

k

 R×2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�95W�+ D � C WÙ; � L T
T @32 L T�� IG4/(2 G9IK>Û2 G9I7TUIGU :9IK>cNVI { � k

}

k

NV8;>�<BIK<��SIVT>2E8#2 G9I <kI D IK<kIK>cNVIXTU8;A :�2 L58;> � r 8ED � C W @�� W
� �b����� � \%Ì5Ä²Æ�Ç Q�ÏGÇIÄ�É3ÇGÇIÆTA\Ì×ÄBÍ�É�Ä\ÄBÍ�ÌÚÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç�ÄGÁlÉ!Ê�Á3Â�Q�ÐÃÆ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ � ∞ 4
I�Í�ÌvÂ�Ó�ËFÌvÄIÄBÅ¥Â�Ð k ÐÃÁ,ÄBÁ +∞ Å¥Â�ÄBÁ,ÄBÍ�Ì �SÆ�ËFÌvÏsDE\
É3Ð3ÏBÉ3Â�Ð3ÌsÁ3Înar_�4�Nh)b°É3Â�È a _�4f:9Z)b_Ó%Å¥Ä¯Ê É3Â Ñ�Ì
ÇIÍ�Á7Ô*Â×ÄBÍ�É�Ä � ∞ ÇBÉ�ÄGÅFÇsQ�Ì�Ç�ÄBÍ¡Ì �SÆ�Ë¥Ì�ÏEDE\
É3ÐÃÏGÉ3Â�ÐÃÌ°Ì ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç*a _�4 <)bWÁ�Î ar_�4 8 b�4#��Á � ∞ =

�
r 4

6!Ì�Â�Á7Ô Ö�ÏGÁ7Ø3ÌXÄBÍ�ÉÄZÄGÍ�ÌÒÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç'4Hl�ÁÃÏ�ÄGÍ�ÅFÇ�Ö�Æ�ÏIÖ�Á3ÇGÌ3Ó�Å¥Ä�Å¥Ç1ÇGÆ�à\ÊvÅFÌvÂ³ÄZÄBÁ
Ö�ÏIÁ7ØÃÌ>ÄBÍ�É�ÄmÄBÍ¡Ì>ÇGÌ ] Æ¡Ì�Â�ÊvÌ {vk

M−1

}

k

ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç'4 I�Í�Ì��SÆ�ËFÌvÏsDF\�É�ÐÃÏBÉ3Â¡ÐÃÌZÌ ] Æ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ²Á3Îvar_�4 :5Z)b
ÏIÌ É3È�Ç

(

vk+1
M , . . . , vk+1

N−1

)T
= δ̄−1

(

vk
M−1, 0, . . . , 0, a

)T
,

ÇIÁ
uk+1

M = vk+1
M =

(

δ̄−1
)

1,1
vk

M−1 +
(

δ̄−1
)

1,N−M
a .

=�Ì�Â�ÊvÌ3Ó�ÄBÍ�Ì|ÇIÌ ] Æ�Ì�Â¡Ê�Ì {vk
M−1

}

k

ÇBÉ�ÄGÅFÇsQ�Ì�Ç*ÄBÍ�Ì°ÏIÌ�ÊvÆ�ÏGÇIÅFÁÃÂ,Î�ÁÃÏKAXÆ�ËÙÉ

vk+1
M−1 = h

(

uk+1
M

)

= h
(

(

δ̄−1
)

1,1
vk

M−1 +
(

δ̄−1
)

1,N−M
a
)

,

Ô*Í�ÌvÏGÌ h Å¥Ç²È�Ì�Q�Â�Ì�È Ñ)B l1Ì�Q�Â�Å¦ÄBÅFÁ3Â _�4�ß�4�ß�4 ��ÁlÄBÍ�ÌáÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA a _�4?ß�4f:)b\Å¥Ç�É^Q�i�Ì�È Ö�Á3ÅFÂ�Ä
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A ÁÃÂ vM−1

Ó�Â�É5A#Ì�ËXB vk+1
M−1 = fP

(

vk
M−1

) Ó�Ô*Í�Ì�ÏIÌ

fP : v ∈ R 7→ h
(

(

δ̄−1
)

1,1
v +

(

δ̄−1
)

1,N−M
a
)

. ar_�4 8 N.b

\%ÌvÄ�Æ�Ç*Â�Á7Ô ÇIÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä fP
ÅFÇ*ÉsÊvÁÃÂ�ÄBÏBÉ�ÊvÄBÅ¥Â�Ð-AKÉ�Ö�Ö�ÅFÂ¡ÐT4¡Õ�ÄGÇ�È¡Ì�ÏGÅ¦Ø�É�ÄBÅ¦ØÃÌ°ÏGÌ�É3È�Ç

f ′
P (v) = h′

(

(

δ̄−1
)

1,1
v +

(

δ̄−1
)

1,N−M
a
)

(

δ̄−1
)

1,1
. ar_�4 8 ß9b

6 Å¦ÄBÍ a _�4 h�ß5b5ÓZÔxÌlÍ�É ØÃÌ sup |h′| < 1 4"��Å¥Â�Ê�Ì (δ̄−1
)

1,1
= 1 − 1

N −M + 1
ÓZÔxÌ�ÁÃÑ¡Ä8É�ÅFÂ

sup |f ′
P | < 1 4 �

� �� � ��� $ � 
 �  	 	WÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�ÏBÉ�ÄGÌ°Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4 :9b ��I � 8;<�� L > 2 G9I <kI��BL J I
1 � M � N WZ-�8 (δ̄−1

)

1,1
≈ 1 / @B>�4 2 G9IgNV8;>�<BIK< �SIK>cNVI!<3@32 Ig8ED�2 G9I�@BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�9

4BL <kIVN52 A R!4SI�d9IK>�4;T 8;> h′ Wm+K>Ü<UL5I � 8ED � C W @ J � / � I�N3@B> TUIVI�2 G @32�/°2 G9I NKA 8UTUIK< h′ 2E8 ^ />2 G9I
Aa@B< �SIK<|2 G9IMNV8;>�<BIK< �SIK>cNVIX<3@32 I,W

+ D W L T @�U : @�4B<2@32 L5NWd982EIK>�2 L @BA?/:2 G9IK> � C W � J � L J1d�A L5IVT|2 G @32

∀u ∈ R, h′(u) = 1 − 1

M
.

RnT TU8U8;>
@;T M L T Aa@B< �SI8/ h′ L T�NKA 8UTUI�2E8�V @B>�4�2 G9I�NV8;>�<BIK<��SIK>cNVI <2@32 I8/ �CGSL5NVG�<kI3@�4;T8/ � L�2 G
� C W @ J � /

f ′
P (u) =

(

1 − 1

M

)(

1 − 1

N −M + 1

)

, ar_�4 8 h)b

L T7TKA 8 � IG4²4S8 � >�W
w  �
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� �� � ��� $ � 
 � � 	 YSÏGÁÃÖ�Ì�ÏjÄBÅFÌvÇ�Á3Î�ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4f:)b ��L�2 G¢' IKJ�@B<�� C WFJ�W C / � IjTUIVI�2 G @32
2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�9$N3@B> KI L J1d�A IKJ IK>�2EIG4 � L�2 G´2 G9I¯2 � 8 NV8�4SIVT � I7G @3<BI @32 G @B>�4)W�� >9A L � I
2 G9Im@BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�V/:2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�9 @BA �Q@BR TmNV8;>�<BIK< �SIVT,W � 8 � I5<BIK<B/QL > �SIK>cIK<2@BA?/:2 G9I
NV8;>�<BIK< �SIK>cNVI <2@32 I L TXTKA 8 � � TUIVI>'_IKJ�@B<�� C WFJ�W�9 � W

� �� � ��� $ � 
 � 5 	 l1Á9A\É3ÅFÂ�È¡Ì�Ê�Á5A\Ö�ÁÃÇGÅ¦ÄBÅ¥ÁÃÂKÔ*Å¥ÄGÍ´É#ËFÉ3ÏGÐÃÌvÏmÁ7ØÃÌvÏGËÙÉ�Ö2b ��G9IQ@BA �S8;<KL�2 GSJ C WFJ�W�9
N3@B> KI �SIK>cIK<2@BA L��;IG4,2 8�@B>(@BA �S8;<?L�2 GSJ � L�2 G
@ Aa@B< �SIK<i8<BIK<?Aa@5d � R ∈ N∗ @32 8;J TML > T52 I3@�4g8ED
8;>cI8/n>�@BJ IKA RÚ2 G9I @32 8;J T M − R + 1, . . . ,M L > T52EI3@�4 8ED\2 G9I�@32E8;J M

� W ��G9IK>Ü2 G9I�TUI5D
U :9IK>cNVI {uk

M

}

k

d�<k8<UL�4SIG4  RÛ2 G9I$@BA �S8;<?L�2 GSJ	T @32 L T�� IVT uk+1
M = fP,R(uk

M) / �CG9IK<kI fP,R
L T

TU8;J I�NV8;>�2 <2@SN52 L > � J�@5d�d�L > �)W
+ D W L TM@�U : @�4B<2@32 L5N�d982EIK>�2 L @BA?/�2 G9IK>¡/ 8;>cIi8��25@BL > T8/ L > 2 G9I
<kI��BL J I R �M /

f ′
P,R(ũ) ≈

(

1 − R

N −M +R

)(

1 − R

M

)

.

-�8 f ′
P,R > 0 L T_A 8 � IK<*2 G @B> f ′

P
� TUIVI � C W @ � � � / G9IK>cNVI*2 G9I7NV8;>�<BIK<��SIK>cNVI <2@32EI L >cNK<kI3@;TUIVT �CG9IK>

2 G9I 8<BIK<?Aa@5d�L >cNK<VI3@;TUIVT,W � 8 � I5<BIK<B/�2 G9I¯4BL �XIK<kIK>cNVI KI52 � IVIK> f ′
P,R
@B>�4 f ′

P
L T 8ED 8;<G4SIK< 1/M /

�CGSL5NVG L T�<BIK<?RXTKJ�@BA AXW�-�8 @ Aa@B< �SIK<f8<BIK<?Aa@5d�2 G @B> 8;>cI @32 8;J 4S8UIVT >c82cTKL��B>9L � N3@B>�2 A R7L J1d�<k8<BI
2 G9IMNV8;>�<BIK< �SIK>cNVI7<2@32EI L > NV8;J1d @B<?L TU8;>×2E8#2 G @32_8ED @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�95W

� �� � ��� $ � 
 � 	 	 	WÁÃÆ�Ö�Ë¥ÅFÂ�ÐsÁ�Î�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç b ��G9IX@BA �S8;<KL�2 GSJ C WFJ�W�V/�2 G @32CG @;T KIVIK>�@B>�@BA R�D
�;IG4mL >×-�IVN52 L58;> C WFJ�WFJ�W�V/CL T7>c82CTK:S<VI>2E8iNV8;>�<BIK< �SI � TUIVIZ' IKJ�@B<�� C WFJ�W�V � W �$L�2 G � C WFJ³; � / 8;>cI
N3@B> TUIVI\2 G @32�/12 G9I NKA 8UTUIK< h′ 2 8ÚV/>2 G9IiAa@B<��SIK<�L�2 T�NV8;>�<BIK< �SIK>cNVI�<2@32EI,W(+ D h′ L T\2 8U8�TKJ�@BA A?/
2 G9IK>Û2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ J�@BR�>c82jNV8;>�<BIK< �SI @B>9R;J 8;<kI,W

� >�2 G9I NV8;>�2 <2@B<?R7/>2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ C WFJ�W�97/Z2 G @32fG @;T KIVIK>(T52 :¡4BL5IG4 L >�-�IVN52 L58;> C WFJ�W A W�V/
@BA �Q@BRUT
NV8;>�<BIK< �SIVT,W � 8 � I5<BIK<B/ L�2 T
NV8;>�<BIK< �SIK>cNVI <2@32 I L T�L > �SIK>cIK<3@BA TKA 8 � � TUIVI´' IKJ�@B<��UT
C WFJ�W�9 @B>�4 C WFJ�W @�� /d@B>�4 � I_G @3<BIfJ IK>�2 L58;>cIG4X2 G @32�/�2 G9I NKA 8UTUIK< h′(uk

M) 2 8¢V/�2 G9IfTKA 8 � IK<�2 G9I
NV8;>�<BIK< �SIK>cNVI,W

��I �;>c8 �N2 G @32 0 < h′ < 1 � TUIVI � C W � J � � /Q@B>�4 � IfG @3<BI @32dG @B>�4#2 � 8i@BA �S8;<?L�2 GSJ T8/ 8;>cI
2 G @32 D @;T52 A R NV8;>�<BIK< �SIVT �CG9IK> h′ L TMNKA 8UTUI¯2 8�V/ @B>�4 8;>cI¯2 G @32 D @;T52 A R NV8;>�<BIK< �SIVT �CG9IK> h′ L TNKA 8UTUI>2E8 ^ W�Rn> L�4SI3@�L T>2 G9IK>×2E8 NV8;:bd�A I>2 G9IVTUI>2 � 8i@BA �S8;<?L�2 GSJ T8/�2 G @32 L T8/Q@32 I3@SNVG$L�2 IK<2@32 L58;>¡/
2 8 : TUIZ2 G9I 8;>cI �CG98UTUI7NV8;>�<BIK< �SIK>cNVI <2@32EIfL TZ2 G9InAa@B< �SIVT52 W�+?> 82 G9IK< � 8;<I4;T8/S4SIK>c82 L > �  R uM2 G9IXNK:S<K<kIK>�2�d98UTKL�2 L58;>�8EDW2 G9If@32 8;J M / � InN3@B>�NV8;J1d�:�2 I h′(uM) � L�2 G � C W � V � @B>�4MNV8;J1d @B<kI
2 G9IMNV8;>�<BIK< �SIK>cNVI7<2@32EIM8ED|2 G9I @BA �S8;<?L�2 GSJ T C WFJ�W�V!@B>�4 C WFJ�W�95W

��GSL T @BA �S8;<?L�2 GSJ @BA �Q@BRUT�NV8;>�<BIK< �SIVT  :�27G @;T$>c82Wd�<k8<BIG4(NV8;J1d�:�2 @32 L58;>�@BA A RÛ<BIK<?R I��gD
NKL5IK>�2 W
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6 Í�Ì�Â¢ÁÃÂ¡ÌWÔmÉ�Â³ÄGÇ�ÄBÁ>ÇIÁÃË¥Ø3Ì�É7Y l � Á3Â¢É3ÂsÆ�Â³Ñ�Á3Æ�Â�È�ÌvÈ#È¡Á9AKÉ�ÅFÂ�ÓbÁÃÂ�ÌWÊ É3ÂsÆ�ÇIÌ*É A#ÌvÄBÍ¡Á�È

Ñ�É�ÇGÌ�ÈáÁÃÂÛÅ¥Â�ÄBÌ�Ð3ÏBÉ3Ë
ÏGÌvÖ�ÏGÌvÇGÌvÂ³ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó[Ô*Í¡ÅFÊ8ÍáÉ5A#ÁÃÆ�Â�ÄBÇ�ÄBÁ�È�Ì�Q�Â�Å¥Â�Ð�É3ÂáÉ3ÏjÄBÅXQ�Ê�ÅFÉ3Ë%Ñ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsB
É3Â¡È¢ÄGÁ°ÇGÁÃË¦ØÃÌ*É7Y l �!Å¥ÂÒÄBÍ�Ì�ÇIÁ(D�Á3Ñ¡Ä8É3Å¥Â�Ì�ÈXÑ�ÁÃÆ¡Â�È�Ì�È#È�Á9A\É3Å¥Â�Ó7Ô*Å¥ÄBÍ#É3Â¢É�È�Ì ] Æ�É�ÄGÌ�Ñ�Á3Æ�Â�È�É3ÏsB
ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â 4 I�Í�Å¥Ç*A#ÌvÄGÍ�Á�È Å¥Ç|É�Â�ÁÃÂ Å¥ÄBÌvÏBÉ�ÄGÅ¥Ø3ÌpA\Ì5ÄBÍ�Á�È 4%6 Ì#É3È�É3Ö¡Ä|Í¡Ì�ÏGÌ¢ÇIÆ�Ê8ÍlÉ3ÂáÅFÈ¡Ì É²ÄBÁ
ÁÃÆ¡Ï�Ê�É3ÇGÌ(47I�Í�Ì+A\Ì5ÄBÍ�Á�È!ÊvÁÃÂ�ÇIÅFÇIÄGÇXÅ¥Â È�Ì5ÄBÌvÏKA#ÅFÂ�Å¥Â�Ð,ÁÃÂ�Ë�B �

r
|[0,M−1]

4]l�ÁÃÏ°ÄBÍ¡ÅFÇ¯Ö�Æ�ÏGÖ�ÁÃÇIÌ3Ó
ÔWÌ

w  #$



���������
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Ë¥Á�ÁÃâ¯Î�ÁÃÏ(É3Â¢Ì ] Æ�Å¦Ø�É3ËFÌvÂ³Ä:Ö�ÏIÁÃÑ�Ë¥Ì,A ÄGÍ�É�ÄcA\É3â3ÌvÇxÆ¡ÇGÌ*Á3Î�ÄBÍ�Ì�Î�É3Ê5Ä:ÄGÍ�É�Ä ur
M

Ê É3Â#Ñ�Ì�ÊvÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏGÌ�È
É3Ç�ÉsÎ�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â�Á3Î ur

M−1
42l�ÁÃÏ*É�Â�B �

= (w0, . . . , wM−1) ∈ RM Ó�Ë¥ÌvÄ*Æ�Ç*ÇGÌ5Ä

Eint
direct(

�
) =

M−2
∑

i=0

W (wi+1 − wi) −
M−1
∑

i=0

fi wi

− 1

(δ̄−1)1,1 − 1
W
(

(δ̄−1)1,1wM−1 + (δ̄−1)1,N−Ma− wM−1

)

,

ar_�4 8 Y�b

Ô*Í�ÌvÏGÌ δ̄ Ñ�Ì|ÄGÍ�Ì$A\É�ÄBÏIÅXiKÁ3Î.ÇIÅ�UvÌ (N −M) × (N −M) Á3Î�ÄBÍ¡Ìk\
É3Ö¡ËÙÉ3ÊvÅFÌ�Â�Á3Ö�ÌvÏBÉ�ÄGÁÃÏna�Ô*Å¦ÄBÍ
l1Å¥ÏGÅ¥Ê8Í�ËFÌ5Ä*Ñ�ÁÃÆ¡Â�È�É3ÏsB�Ê�ÁÃÂ¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�ÇWÌ ] Æ�É3Ë%ÄBÁ-UvÌ�ÏGÁ)b�4
� ��³� ���� $ � 
 � � 	 ? È�ÅFÏIÌ�Ê5ÄuA#ÌvÄGÍ�Á�È2b ��I @;TVTK:=J I°2 G @32 � C WÙ; � L TXT @32 L T�� IG4)W

V)W � I52�� ∈ RM KI|2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED
inf

˜� ∈� M

{

Eint
direct( ˜� ); w̃0 = 0

}

. ar_�4 8 _9b

��G9IK> (w0, . . . , wM−1) = (ur
0, . . . , u

r
M−1)

/ �CG9IK<VI � r L T\2 G9IiTU8;A :�2 L58;> 8ED#2 G9Ii<VI D I5D
<kIK>cNVI�d�<k8� A IKJ � C W @�� W

J�W � I52 � ∈ RN−M+2 KI¯2 G9I JML >9L JML��;IK< 8ED
inf� ∈ � N−M+2

{

Ēhar( 	 ); yM−1 = wM−1, yN = a
}

. ar_�4 8 :)b

��G9IK> � r = (w0, . . . , wM−1 = vM−1, vM , . . . , vN) W
� �b����� � ?1Ç (δ̄−1)1,1 = 1 − 1

N −M + 1
< 1 Ó�ÄGÍ�ÌsÎ�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ ˜

� 7→ Eint
direct( ˜

�
) Å¥Ç|ÇIÄBÏIÅFÊ5ÄBË�B

ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�i�Ó�ÇGÁ¢ÄBÍ�ÌnA#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ#Ö�ÏIÁÃÑ�ËFÌ'A
Eint

direct(
�

) = inf
˜� ∈ � M

{

Eint
direct( ˜

�
); w̃0 = 0

} ar_�4 858 b

Å¥Ç*ÔxÌ�Ë¥Ë�Ö�ÁÃÇGÌvÈ 4 6!Ì°Â�Á7Ô Ö¡ÏGÁ7ØÃÌ¯É3ÇIÇGÌ�ÏjÄBÅ¥ÁÃÂÚß�4TI�Í�Ì|ØÃÌ�Ê5ÄBÁÃÏ � ÇBÉ�ÄGÅFÇsQ�Ì�Ç
(vM , . . . , vN−1)

T = δ̄−1 (wM−1, 0, . . . , 0, a)
T ,

Í�ÌvÂ�Ê�Ì
(δ̄−1)1,1wM−1 + (δ̄−1)1,N−Ma− wM−1 = vM − wM−1.

ar_�4 8 Z)b
I�Í�Ì´ØÃÌvÊvÄBÁ3Ï � Ó�Ô*Í�ÅFÊ8ÍNÅFÇ#É A#ÅFÂ¡Å�A#Å�U�ÌvÏXÁ3Î-a _�4 8 _9b_ÓSÇBÉ�ÄGÅFÇVQ�Ì�Ç¢ÄBÍ�Ì �SÆ�ËFÌvÏsDE\
É3Ð3ÏBÉ3Â�Ð3Ì´Ì ] Æ�É"D
ÄGÅFÁÃÂ�Ç(Á3Î a _�4 8 _5b�456 Å¦ÄBÍ�a _�4 8 Z)b_Ó3Å¦Ä(Ê É3Â#Ñ�Ì*ÇIÍ�Á7Ô*Â\ÄBÍ�É�ÄSÄBÍ�Ì*ÊvÁÃÂ�Q�ÐÃÆ¡ÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ (w0, . . . , wM−1 =
vM−1, vM , . . . , vN) ÇBÉÄBÅFÇsQ�Ì�Ç�ÄGÍ�Ì �(Æ¡ËFÌ�ÏEDE\
É3ÐÃÏGÉ3Â�ÐÃÌ1Ì ] Æ�É�ÄGÅFÁÃÂ�Çkar_�4 <9bWÁ3Î�ÄGÍ�Ì°ÏGÌ5Î�Ì�ÏIÌ�Â�ÊvÌ�Ö�ÏIÁ(D
Ñ�Ë¥Ì,A!4TI�Í�Å¥Ç�Ö¡ÏGÁ7ØÃÌvÇ1É3ÇIÇGÌvÏIÄBÅ¥ÁÃÂ×ß�Ó�Ô*Í�Å¥Ê8Í×Å�A\Ö�Ë¥ÅFÌvÇmÉ3ÇIÇGÌ�ÏjÄBÅ¥ÁÃÂ�N94

�

I�Í�ÅFÇ-A#ÌvÄGÍ�Á�È�Å¥Ç¢É Â�Á3Â�D�Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¦ØÃÌ A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ó�Æ�Â�Ë¥ÅFâ�Ì×É�ËFËWÄGÍ�Ì,Á3ÄBÍ�ÌvÏ-A\Ì5ÄBÍ�Á�È�ÇÒÄBÍ�É�Ä¢ÔWÌ
ÇjÄBÆ�È�BgÅFÂÜÄBÍ�Ì×Ö�ÏGÌvÇGÌvÂ³ÄKÔWÁÃÏIâ24WÕ�Ä²Å¥Ç\Ñ�É3ÇGÌvÈ ÁÃÂNÄGÍ�Ì A#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂ!Á3Î>ÄBÍ¡Ì�Ì�Â¡Ì�ÏGÐ(B Eint

directÈ�Ì�Q�Â�ÌvÈ×Ñ)B�ar_�4 8 Y�b5Ó�Ô*Í�ÅFÊ8Í,Å¥ÇWÂ�Á3Ä�ÉÒÇjÄ8É3Â¡È�É3ÏGÈ A#ÁÃË¥Ì�Ê�Æ¡ËÙÉ3ÏmA\ÌvÊ8Í�É3Â�Å¥Ê�Ç�ÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B94�Õ�Â´É3È¡È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ�Ó
Ô*Í�ÌvÂ×Å¦ÄBÌvÏBÉ3Ê5ÄBÅFÁ3Â�ÇxÑ�Ì'B3ÁÃÂ�È,Â�Ì�É3ÏGÌvÇIÄ*Â�ÌvÅFÐÃÍ³Ñ�ÁÃÆ�ÏGÇmÉ3ÏGÌ1ÄBÉ3â3ÌvÂ,ÅFÂ�ÄBÁsÉ�Ê�Ê�Á3Æ�Â�Ä Ó�Å¦ÄmÅFÇxÖ�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌ�ÄBÁ
ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3ËFÅ�U�Ì¢ÄBÍ�Ì+A\Ì5ÄBÍ�Á�È!Ñ¡Æ¡ÄXÄGÍ�Ì\Ì�i�Ö�ÏGÌvÇGÇGÅ¥ÁÃÂlÁ3ÎmÄGÍ�ÌKÌvÂ�Ì�ÏIÐ5B Eint

direct
Ñ�Ì�Ê�Á5A\ÌvÇeA#ÁÃÏGÌ\É3Â�È

A#ÁÃÏGÌ�ÊvÁ9A#Ö�ËFÅ¥Ê É�ÄGÌ�È 47\%ÌvÄ#Æ�Ç¢É3Ë¥ÇGÁ�A\ÌvÂ�ÄBÅFÁ3Â�ÄBÍ�É�ÄsÄGÍ�ÅFÇeA\Ì5ÄBÍ�Á�È�Ê É3Â�Â¡Á3Ä¢Ñ�Ì�Å�A\Ö¡ËFÌ,A#Ì�Â�ÄGÌ�È
�IÆ�ÇjÄ�Ñ�B,Å¥Â�ÄBÌ�ÏjÎ�É3Ê�Å¥Â�ÐÒÄBÍ¡Ì|Ä�ÔxÁ#Ê�Á�È�Ì�Ç*ÔWÌ|Í�É Ø3ÌXÉ�Ä*Í�É3Â�È 4

w   
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6!Ì|ÊvÁÃËFË¥Ì�ÊvÄmÍ�Ì�ÏIÌ|ÄGÍ�Ì|ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ*Á3Î�ÄBÍ�Ì¯É3Â�É�Ë�B�ÇGÅ¥Ç�Ê�ÁÃÂ�È¡Æ�ÊvÄGÌ�È�ÇIÁ#Î�É�Ï,4
g ��Â�È�ÌvÏ�ÄBÍ¡ÌKÇGÅ�A\Ö¡ËFÅ�Q�Ê É�ÄGÅFÁÃÂÛÉ�ÇGÇGÆ�A\Ö¡ÄGÅFÁÃÂ¡Ç¯ÔxÌKÍ�É Ø3Ì�É3È�ÁÃÖ�ÄBÌ�È[Ó
ÄGÍ�Ì²É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç$_�4�ß�4�ß

É�Â�ÈS_�4�ß�4;Y#É3ÏGÌ|Å¥È�Ì�Â�ÄBÅ¥Ê É3Ër4
g I�Í¡Ì\É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç _�4?ß�4?ß²É3Â�ÈR_�4?ß�4 _KÈ¡Ì�Ö�Ì�Â�È ÁÃÂ É�Ö�É3ÏBÉ(A\Ì5ÄBÌ�Ï µ Ó�ÄGÍ�Ì'BÛÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌ¢Å¥Î µÅ¥ÇZÇVAKÉ�ËFË%Ì�Â¡ÁÃÆ�ÐÃÍ 42I�Í�ÌXÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4�ß�4�N¯Ê�ÁÃÏIÏGÌvÇGÖ�ÁÃÂ�È�Ç1ÄGÁ#ÄGÍ�ÌÒÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4?ßsÔ*Å¦ÄBÍ

ÄGÍ�Ì|Ê8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì µ = 1 Ó�Å¦ÄBÇ�ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Â¡Ê�ÌÒÅ¥Ç�Â�Á3Ä*ÐÃÆ�É�ÏBÉ3Â�ÄBÌvÌ�È 4
g ?ZÂlÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë(Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌKÎ�ÁÃÏ¯ÄBÍ�Ì²Ö�É3ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï µ É�ÄsÌ�É3Ê8ÍlÅ¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â!Í�É3ÇXÑ�ÌvÌ�ÂlÖ�ÏIÁÃÖ�Á3ÇGÌ�È

Î�Á3Ï¢ÄGÍ�Ì´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ß�Ó�ÄBÍ³Æ�Ç¢ÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ¡ÅFÂ�ÐÚÄGÍ�Ì´É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4 h¡Ó�ÄBÍ�É�Ä#ÏIÌ É3È�Ç#É3Ç#É
C�ÌvÔ�ÄGÁÃÂÚÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4

g I�Í¡Ì�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çd_�4�ß�4 :áÉ3Ë¦ÔmÉB�Ç\ÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ,4q=ZÁ7ÔWÌ5ØÃÌvÏ�Ó(ÔWÌ´Ì�i�Ö�Ì�ÊvÄ\Å¥ÄGÇsÊ�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Â�ÊvÌ
ÏGÉ�ÄBÌ°ÄGÁ#Ñ�Ì|ÇGË¥ÁbÔn4

I�Í�Ì,É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Çk_�4?ß�4XNÃÓ@_�4�ß�4?ß�É3Â¡È>_�4�ß�4 :�Ê�É3ÂlÑ�Ì²Å�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ�ÄBÌ�È Ô*Å¥ÄGÍ�ÄBÍ�ÌKÄ�ÔxÁÛÊ�Á�È�ÌvÇÒÔWÌ
Í�É Ø3ÌXÉ�Ä�Í�É�Â�È 4TI�Í�Ì¯Ö�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÊ É�Ë�Å�A#Ö�ËFÌ'A\ÌvÂ�Ä8É�ÄGÅFÁÃÂ\Á3Î�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4 _sÏGÉ3ÅFÇIÌ�Ç*ÅFÇIÇGÆ�ÌvÇ,4

��
�� � ¾�� �m»�À�¿ ��� � � � � �������

6!ÌáÂ�Á7Ô ÄGÆ�ÏGÂ ÅFÂÝÄGÍ�ÅFÇ�ÇIÌ�ÊvÄGÅFÁÃÂ ÄBÁÜÂ³ÆTA#Ì�ÏGÅ¥Ê É3ËZÄBÌ�ÇjÄBÇ'4�6 ÌJQ�ÏGÇjÄ×ÇjÄBÆ�È�BÝÄBÍ�Ì È�Å ` Ì�ÏIÌ�Â�Ä
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇxÁÃÂ×ÇVAKÉ�ËFË[ÇsB�ÇIÄBÌ'A\Çea�ÇIÌ�Ì ��ÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ _�4 h�4�N.b�4 LmÉ3ÇIÌ�È´ÁÃÂ,ÄBÍ�ÌvÇGÌ$Q�ÏGÇjÄ*ÄBÌ�ÇjÄBÇvÓ�ÄGÍ�Ì|Ñ�ÌvÇIÄ
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇWÉ3ÏGÌ|ÅFÈ¡Ì�Â�ÄBÅXQ�Ì�È´É3Â�È,ÄBÍ¡Ì�Â,ÄBÌ�ÇjÄBÌvÈ�ÁÃÂ,ËÙÉ�ÏGÐÃÌvÏmÇVB�ÇIÄGÌ,A#Çda�ÇGÌvÌ ��ÌvÊvÄGÅFÁÃÂ�_�4fh�4?ß9b�4

� 	��
	� � �,� � ��� -/0 �,* ��� � �"! ��!1� ���+("0 ��* 0 �����/��0 )+0 � ! ��0

Õ�Â�ÄBÍ�Å¥ÇmÇGÆ�Ñ¡ÇGÌ�Ê5ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó¡ÔxÌ|Ê�ÁÃÂ�ÇIÅFÈ�ÌvÏ*ÉÒÇVB�ÇIÄGÌ,A Á�Î N = 100 ÉÄBÁ9A#Ç�Ó¡É3Â�È²ÔxÌ¯ÇIÌvÄ M = 20 4I�Í�Ì¯ÅFÂ�ÄGÌ�ÏBÉÄBÁ9A#ÅFÊZÖ�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3Ë�Å¥Ç

W (x) = ε
(x− 1)4

4
+

(x− 1)2

2
, ε ≥ 0, ar_�4 8 <)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ>ÔxÌ1Ê8Í�Á�ÁÃÇIÌ ε = 0.5 4�I�Í¡Ì1Ö�Á3ÄBÌvÂ³ÄGÅÙÉ3Ë W É�ÄIÄ8É3Å¥Â�ÇxÅ¦ÄBÇmA\Å¥Â�Å�AXÆTA É�Ä N94�I�Í�Ì1Ñ�ÁÃÆ�Â�È�É3ÏVB
ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3ÂKÁÃÂ²ÄGÍ�Ì1ËFÉ3ÇIÄmÉ�ÄBÁ9A Å¥Ç uN = a = 125 4�I�Í�Ì>ÇVB�ÇjÄBÌ,A ÅFÇxÇGÆ�Ñ��IÌvÊvÄGÌ�È,ÄBÁÒÑ�Á�È�B#Î�Á3ÏGÊ�ÌvÇ
{fi}i=1,M

ÇGÆ�Ê8Í´ÄBÍ�ÉÄ
fi = i f Î�ÁÃÏ i ≤ 12,
fi = 0 Á3ÄGÍ�Ì�ÏjÔ*ÅFÇIÌ3Ó ar_�4 Z5P)b

Ô*Í�ÌvÏGÌ f Å¥ÇÒÉ�Ö�É�ÏBÉ5A#ÌvÄGÌ�Ï,4�Õ�Â�ÄGÍ�Ì²ÇGÌ ] Æ�Ì�Ë	Ó�ÔxÌ�Ê8Í�Á�Á3ÇGÌ f = 0.006 ÁÃÏ f = 0.6 47l�ÁÃÏ�ÄGÍ�ÅFÇ
ÇVAKÉ3Ë¥Ë[ÇsB�ÇjÄBÌ'A×Ó�Å¦ÄmÅ¥ÇmÖ�Á3ÇGÇGÅ¥Ñ�ËFÌZÄBÁsÇGÁ3Ë¥ØÃÌ3ar_�4 8 b�4�I�Í�Ì°Ö�Á3ÇGÅ¥ÄGÅFÁÃÂ¡Ç {ur

i}N
i=0

É�Â�È�ÄBÍ�Ì>Ð3ÏBÉ3È�Å¥Ì�Â�Ä�Á3Î
ÄGÍ�Ì|È�ÌvÎ�ÁÃÏVAKÉÄBÅFÁ3Â�Ó�ÄGÍ�É�Ä*ÅFÇ {ur

i+1 − ur
i

}N−1

i=0

Ó�É3ÏGÌ°È¡ÅFÇGÖ¡ËÙÉBÃÌvÈ×ÁÃÂ�l.Å¥ÐT4 _�4fh�4
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6!Ì\ÇIÄGÆ�È�B Í�Ì�ÏIÌ\ÄGÍ�Ì²É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Ç*_�4?ß�4XNÃÓ7_�4?ß�4�ß�Ót_�4�ß�4fh�É�Â�È _�4?ß�4f:¡Ó%ÄBÍ�ÉÄXÊ�É3ÂlÉ3Ë¥ËSÑ�Ì\Å�ApD

Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�ÄBÌvÈ´Ô*Å¦ÄBÍ�ÄBÍ¡Ì>Ä�ÔWÁ#Ê�Á�È�Ì�Ç�ÔxÌ�Í�É7Ø3Ì¯É�Ä*Í�É3Â�È^a�ÄGÍ�Ì|É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4 _XÔ*ÅFËFË�Ñ�Ì°ÇjÄBÆ�È¡ÅFÌ�È
Å¥Â ��ÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ _�4 h�4XN94?ß9b�4MI�Í�ÌKÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç*_�4?ß�4�N3Ó]_�4�ß�4�ß´É3Â�È _�4?ß�4f:×É�ÏGÌKÑ�É3ÇGÌvÈ�ÁÃÂRQ�i¡ÌvÈlÖ�Á3ÅFÂ�Ä
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Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Çka�ÄGÍ�Ì¯Ê�ÁÃÂ�ÄBÏGÉ3ÊvÄGÅFÂ�Ð+AKÉ�Ö�Ö�ÅFÂ¡Ð#Á3Â×Ô*Í�Å¥Ê8Í×ÄBÍ¡Ì�ÇGÌXÉ3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç*É3ÏGÌ¯Ñ�É3ÇIÌ�È×ÅFÇ�ÏGÌ�ÇIÖ�ÌvÊ�D
ÄGÅ¥ØÃÌvË�B fF

Ó fF,µ
É3Â�È fP

Ó�ÇGÌ�Ì+ar_�4�ß(P)b5Ó a _�4fh 8 bmÉ3Â¡È^ar_�4 8 N.bKb_Ó�Ô*Í�ÌvÏGÌ�É3Ç�ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fhÒÅFÇ
ÉdC�ÌvÔ�ÄGÁÃÂ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!45I�Í¡Ì>ÅFÂ�Å¦ÄBÅFÉ3Ë¡ÐÃÆ¡Ì�ÇGÇWÅFÇxÉ3Ë¥ÔWÉB�Ç:ÄBÍ�ÌZËFÅ¥Â�Ì É3Ï(ÊvÁÃÂ�Q�ÐÃÆ¡ÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ u0

i = a i/N 4
Õ�ÂgÄGÍ�Ì,Ê É3ÇIÌ f = 0.006 Ó(É3ËFËxÄBÍ�Ì×É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇÒÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ a�ÇGÌ�Ì�l.Å¥ÐT4c_�4;Y�b�4@I�Á!ÏIÌ É3Ê8ÍNÉ

ÐÃÅ¦ØÃÌvÂáÉ3Ê�ÊvÆ�ÏBÉ3Ê�BÃÓ[ÄGÍ�ÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çu_�4?ß�4XNÃÓ _�4�ß�4?ßSa�Ô*Å¥ÄBÍ µ = 0.8 b1É3Â¡È�_�4?ß�4 h\Â�Ì�ÌvÈáÄGÍ�ÌÒÇGÉ5A\Ì
Â³ÆTAÒÑ�Ì�Ï*Á3Î�Å¥ÄGÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç,4�I�Í�Ì�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4f:ÒÊ�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ>É�Ä�É¢ÇIËFÁ7ÔxÌ�Ï*ÏBÉ�ÄGÌ>ÄBÍ�É�Â,ÄGÍ�Ì°ÄBÍ�ÏIÌ�Ì
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\ÇqA\ÌvÂ³ÄGÅFÁÃÂ¡Ì�È´É3Ñ�ÁbØ3Ì54

6!Ì×Â�Á7Ô ÄBÆ�ÏIÂNÄBÁ ÄBÍ�Ì×Ê É3ÇIÌ f � P�4 : a�ÇGÌvÌJl.Å¥ÐT4m_�4 _9b�4cI�Í�ÌÛÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XN�È�Á�Ì�Ç\Â�Á3Ä
ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ3Ó�É3Â�È´ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ßÒÊ�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ>Â�ÌvÅ¥ÄBÍ¡Ì�Ï�Ô*Å¥ÄGÍ µ = 0.8 Â�ÁÃÏ�Ô*Å¥ÄGÍ µ = 0.3 4I�Í�Ì\É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4f:,ÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÇ�ØÃÌvÏVBáÇIËFÁ7Ô*Ë�B54 I�Í�Ì#Ñ�ÌvÇIÄ¯ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇ¯É3ÏGÌ¢ÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â�Ì�ÈÛÔ*Å¥ÄGÍÛÄBÍ�Ì
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ß/a�Ô*Å¥ÄGÍ µ = 0.1 ÁÃÏ µ = 0.2 bmÉ3Â�È,ÄBÍ¡Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4 h�4

I�Í�ÅFÇ
Ì�i�É(A\Ö�Ë¥ÌSÇGÍ�Á7Ô*Ç
ÄBÍ�ÉÄ�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#ÇH_�4?ß�4?ß*É�Â�Èd_�4�ß�4fh*É3ÏGÌSÅ¥Â�ÄBÌ�ÏIÌ�ÇjÄBÅFÂ¡Ð�! ÄGÍ�Ì:É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
_�4?ß�4XN*È�Á�ÌvÇSÂ�Á3ÄSÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌ�Ó�Ñ�Æ¡ÄSÔ*Å¥ÄGÍ#É1ØÃÌ�ÏsBsÇGÅ�A\Ö¡ËFÌvA#Á�È�Å�Q�Ê�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó7ÔxÌ�Á3Ñ¡Ä8É3Å¥ÂsÉ>Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÅFÂ�Ð
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�42I�Í�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4�ß�4 hKÅ¥Ç°É3Ë¥ÇGÁ²Å¥Â³ÄGÌ�ÏIÌ�ÇIÄGÅFÂ�Ð�Ñ�Ì�Ê�É3Æ�ÇIÌsÅ¥Ä>Ö¡ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÇ°ÐÃÆ�ÅFÈ¡Ì�ËFÅ¥Â�Ì�Ç�ÄBÁ
Ê8Í�Á�ÁÃÇIÌXÉÒØ�É3ËFÆ¡Ì1Î�ÁÃÏ µ 4�6 Ì|Ê É3Â,ÇIÌ�Ì|ÄBÍ�É�Ä*Å¦Ä�Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�ÇuA\ÁÃÏIÌ ] Æ�ÅFÊ8â³ËXB²ÄBÍ�É�Â,ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
_�4?ß�4?ß�Ô*Å¦ÄBÍ µ = 0.1 ÁÃÏ µ = 0.2 Ó�Ô*Í�ÅFÊ8Í Ê É3Â Ñ�Ì#Ì�i�Ö�ÌvÊvÄBÌvÈ�ÇGÅ¥Â�Ê�ÌsÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 h�Å¥Ç
É CZÌ5Ô�ÄBÁÃÂNÉ3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA´Ó
Ô*Í¡Ì�ÏGÌ�É3Ç\ÄGÍ�Ì´É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4�ß�Ó.Ô*Í�Ì�ÏIÌ µ Å¥Ç#â�Ì�Ö¡Ä\Ê�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä Ó(ÅFÇ¢É
ÐÃÏGÉ3È�Å¥Ì�Â�Ä�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA!4

Þ>ÂRl�ÅFÐT4%_�4f:¡Ó�ÔxÌ¢È�ÅFÇIÖ�ËÙÉB�ÄGÍ�ÌsÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë
Ø3É�ËFÆ�ÌÒÁ�Î µ É3Ç°Ð3Å¥ØÃÌvÂáÑ�B a _�4;YTN.b�4%Þ>Â�Ì¢Ê É�Â ÇIÌ�Ì
ÄGÍ�É�Ä ÓxÅFÂNÄGÍ�ÌÚÊ�É3ÇGÌ f = 0.006 Ó(ÄBÍ�Ì�ÁÃÖ¡ÄBÅ�AKÉ�Ë*Ø�É3Ë¥Æ�Ì�ÇjÄ8ÉB�Ç�Ê�Ë¥ÁÃÇGÌ�ÄGÁ P�4fZ5Y !:ÄBÍ�Å¥ÇKÅFÇ#Ô*Í)B
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A\Çk_�4?ß�4XN�a�ÄGÍ�É�ÄÒÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È�ÇÒÄBÁ µ = 1 b¯É3Â�È>_�4?ß�4?ß a�Ô*Å¦ÄBÍ µ = 0.8 b�ÐÃÅ¥Ø3ÌKÐÃÁ�Á�È
ÏIÌ�ÇGÆ¡Ë¥ÄBÇ�!ÃÄGÍ�Ì'BsÊvÁÃÏGÏIÌ�ÇIÖ�ÁÃÂ¡È#ÄGÁ�É>Ø�É3Ë¥Æ�ÌmÁ3Î µ Ô*Í�ÅFÊ8Í#ÅFÇSÊvËFÁÃÇIÌmÄBÁ°ÄBÍ�Ì*ÁÃÖ�ÄBÅ�A\É3Ë�ÁÃÂ�Ì(4�Õ�Â�È�Ì�ÌvÈ�Ó�É3Ç
Ê�É3ÂÚÑ�ÌXÇGÌvÌ�ÂÚÁ3Â�ÄBÍ�Ì�ÏGÅ¥ÐÃÍ�ÄZÍ�É3Â�ÈÚÇIÅFÈ�Ì¯Á3Îcl.Å¥ÐT4�_�4;Y�Ó�ÄBÍ�Ì¯Î�Æ�Â�Ê5ÄBÅFÁ3Â fF,µ

ÅFÇZÉ3Ë�A\ÁÃÇjÄ�Ê�ÁÃÂ�ÇjÄ8É3Â�Ä
Î�ÁÃÏ µ = 1 É�Â�È\Î�ÁÃÏ µ = 0.8 4³Õ�ÂKÄGÍ�Ì1Ê�É3ÇGÌ f = 0.6 Ó�ÄBÍ�ÌZÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë¡Ø�É3ËFÆ¡ÌZÁ3Î µ ÅFÂ�ÊvÏGÌ�É3ÇGÌvÇxÎ�ÏGÁ5A
P�4fP 8 ÄGÁ�P�4fY�_KÅ¥Â�:²Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â�Çpa�ÇGÌ�Ì3l.Å¥ÐT4%_�4 :9b�4 ��Á,ÔxÁÃÏIâ�Å¥Â�Ð²Ô*Å¥ÄGÍ µ = 1 ÅFÇ>É²Ñ�É3ÈáÊ8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì�!
ÔxÌ\Ê�É3Â ÇGÌ�Ì¢ÁÃÂÛÄGÍ�Ì¢ÏGÅFÐ3Í³Ä|Í�É3Â�ÈáÇGÅ¥È�Ì¢Á3Î l�ÅFÐT4%_�4 _²ÄGÍ�É�Ä|ÄBÍ¡ÌsÇGËFÁ3Ö�ÌsÁÃÂ fF

Å¥Ç>ÇKA\É3ËFË¥Ì�Ï1ÄGÍ�É3Â
D NÃÓ�É3Â¡ÈÚÄBÍ�Ì¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4�ß�4�NÒÈ¡Á�ÌvÇ°Â�Á3Ä°ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ54%I�Í�Ì¢ÇBÉ5A#ÌXÁÃÑ¡ÇGÌ�ÏjØ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂÛÍ�ÁÃË¥È�Ç1Î�ÁÃÏ�ÄBÍ�Ì
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4�ß�4?ß×Ô*Å¥ÄGÍ µ = 0.8 ÁÃÏ µ = 0.3 4t6!Á3ÏGâ³ÅFÂ�Ð×Ô*Å¥ÄBÍ µ = 0.2 Á3Ï µ = 0.1 ÅFÇÒÉ
Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï�Ê8Í¡ÁÃÅFÊvÌ�!�ÄBÍ¡Ì>ÇGË¥ÁÃÖ�Ì1Á3Î
ÄBÍ�Ì>Î�Æ�Â¡ÊvÄBÅ¥ÁÃÂ fF,µ

ÅFÇmÑ�ÌvÄ�ÔxÌ�ÌvÂ/D N|É3Â�ÈJNÃÓ¡É3Â�È²ÄGÍ�Ì|É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA
ÊvÁÃÂ�ØÃÌ�ÏIÐÃÌ�Ç'4

?1Ç>ÄGÍ�Ì#É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 h²Å¥Ç|É CZÌ5Ô�ÄBÁÃÂ É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA´Ó�Å¥Ä$A\ÉBÚÑ�ÌÒÄBÁ�Á�Ì�i�Ö�ÌvÂ�ÇGÅ¦ØÃÌ¢ÄBÁ,Æ�ÇIÌ54
=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ�ÔxÌ\ÇIÌ�ÌKÁ3Â ÄGÍ�ÅFÇ|Ì�i¡É5A#Ö�Ë¥ÌÒÄBÍ�É�Ä�Ó�ÄBÁ´ÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ É,Ê�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÅ¥Â�ÐÚÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA×Ó�Å¥Ä|Å¥Ç|Â�Á3Ä
Â�ÌvÊ�ÌvÇGÇBÉ�ÏVBÛÄBÁ�Æ¡ÇGÌÒÄBÍ¡Ì ��ÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë �1Ø�É3ËFÆ�ÌXÁ3Î µ É�Ä°Ì�É3Ê8ÍáÅ¥ÄBÌvÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ%4�Õ�Â¡È�Ì�ÌvÈ�Ó%Å¥Î(ÁÃÂ¡ÌsÆ�ÇGÌvÇ>ÄBÍ�Ì
É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4�ß�4�ßZÔ*Å¦ÄBÍsÉ>ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä µ ÄBÍ�ÉÄSÅFÇ�Ê8Í�ÁÃÇGÌvÂ\ÊvËFÁÃÇIÌWÄBÁ>ÄGÍ�ÌmÁÃÖ�ÄBÅ�A\É3Ë�Ø�É3ËFÆ¡ÌmÊ�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÌ�È
Ñ)B!ÄGÍ�Ì²É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4fh�ÅFÂ!ÄGÍ�Ì+Q�ÏGÇIÄÒÅ¥ÄBÌvÏBÉ�ÄGÅFÁÃÂ¡Ç�Ó
ÁÃÂ�Ì²Á3Ñ¡Ä8É3Å¥Â�Ç�É�Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3ÅFÂ�ÐáÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4
Õ�Â�È¡Ì�Ì�È[Ó�Ô*Í�ÌvÂ f = 0.006 Ó ÄBÍ�Ì:ÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë3Ø�É3Ë¥Æ�Ì(Á3Î µ â3Ì�ÌvÖ�Ç.ÊvËFÁÃÇIÌ:ÄGÁ P�4fZ5Y�ÓbÉ�Â�È�ÄGÍ�ÌWÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA
_�4?ß�4?ß�Ô*Å¦ÄBÍ µ = 0.8 É�Â�È µ = 1 ÅFÇ¯É,Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3ÅFÂ�Ð�É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA!4[Õ�ÂáÄBÍ�Ì#Ê É3ÇIÌ f = 0.6 Ó�ÄBÍ�ÌÇGÉ5A\Ì|ÁÃÑ¡ÇGÌ�ÏjØ�É�ÄBÅ¥ÁÃÂ,Í�ÁÃËFÈ¡Ç*a�ÅFÂ�ÄGÍ�ÅFÇ�Ê�É3ÇGÌ�Ó�É#ÐÃÁ�Á�È�Ê8Í�ÁÃÅFÊvÌ|ÅFÇ µ = 0.1 b�4
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Ø�É3Ë¥Æ�Ì°Ö�ÏGÁ3Ö�ÁÃÇIÌ�È´ÅFÂRa _�4 :9:9b�4
I�Í�ÌÒÁÃÖ�ÄBÅ�A\É3Ë[Ø�É3Ë¥Æ�ÌXÁ�Î µ ÅFÇ�È�Å¥ÇGÖ�ËFÉ�B3Ì�ÈÚÁ3ÂJl.ÅFÐ�4�_�4 8 4�Õ�Ä1ÅFÇZÉ3Ë�A#ÁÃÇIÄ�ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä|É3Ë¥ÁÃÂ�Ð¢ÄBÍ�Ì

Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ç'4�Õ�Â,Ñ�Á3ÄGÍ×Ê�É3ÇGÌvÇ f = 0.006 É3Â¡È f = 0.6 Ó¡ÔWÌ¯Í�É ØÃÌ µk ≈ 0.012 4?1Ç(ÁÃÂ�Ì�Ê�É3Â#ÇGÌ�Ì�ÁÃÂ3l.Å¥ÐT4)_�4fZ¡Ó3ÄGÍ�Ì*Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Â�ÊvÌ1ÏBÉÄBÌ�ÇIÄGÏGÁÃÂ¡ÐÃË�BXÈ�Ì�Ö�Ì�Â�È¡ÇxÁÃÂ¢ÄBÍ¡ÌmØ3É�ËFÆ�Ì�Á3Î
µ 4 6 Í�ÌvÂ µ Å¥ÇZÇVAKÉ�ËFËFÌvÏmÄBÍ�É�Â�ÄBÍ�Å¥ÇZÁ3Ö¡ÄBÅ�AKÉ3Ë�Ø3É�ËFÆ�Ì�Ó�ÄGÍ�Ì¯ÇGÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì {uk
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6 Í�ÌvÂ µ ÅFÇ�ËFÉ3ÏGÐ3Ì�ÏWÄGÍ�É3Â�ÄBÍ�Ì|ÁÃÖ�ÄBÅ�A\É3Ë�Ø3É�ËFÆ�Ì�Ó¡ÄBÍ�Ì|ÇIÌ ] Æ�Ì�Â¡Ê�Ì {uk
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Õ�Â�ÄGÍ�ÅFÇ
ÇGÆ¡Ñ�ÇGÌvÊvÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó7ÔxÌxÄBÌvÇIÄ�ÄBÍ�ÌxÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇM_�4?ß�4XNÃÓ"_�4?ß�4?ß�É3Â¡Èp_�4?ß�4fh�ÁÃÂ�É*ËÙÉ3ÏIÐÃÌ�Ï
ÇVB�ÇjÄBÌ,A!4
6 ÌÛÔWÁÃÏIâ É3Ð�É3Å¥Â Ô*Å¥ÄGÍ ÄGÍ�ÌÛÅFÂ�ÄGÌ�ÏBÉÄBÁ9A#ÅFÊÚÖ�Á3ÄGÌ�Â�ÄBÅFÉ3Ë W È�Ì'Q�Â¡Ì�È Ñ)B ar_�4 8 <)bSa�Ô*Å¦ÄBÍ É3Ð�É�ÅFÂ
ε = 0.5 b�4(I�Í�ÌxÔ*Í�ÁÃËFÌxÇVB�ÇIÄGÌ,A ÅFÇ�Â�Á7ÔgÊvÁ9A#Ö�ÁÃÇIÌ�ÈÒÁ�Î N = 10000 É�ÄBÁ5A\ÇvÓ�É�Â�ÈXÄBÍ¡ÌWÑ�ÁÃÆ�Â�È�É�ÏVB
ÊvÁÃÂ�È�Å¦ÄBÅFÁ3Â#Á3Â¢ÄGÍ�Ì*ËÙÉ3ÇjÄ:É�ÄBÁ5A ÅFÇ uN = a = 12500 4(6 Ì*Ê8Í�Á�Á3ÇGÌ*ÄBÁ°ÔWÁ3ÏGâXÔ*Å¦ÄBÍ¢ÄBÍ�Ì�Î�ÁÃË¥ËFÁ7Ô*ÅFÂ�Ð
Ñ�Á�È�B²Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç�!

fi = f Î�ÁÃÏ i ≤ 1200,

fi = 0 Á3ÄBÍ�ÌvÏIÔ*Å¥ÇGÌ3Ó
Ô*Å¦ÄBÍ f = 0.08 4I�Í�ÏGÌvÌ�É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#Ç°Ô*ÅFË¥Ë:Ñ�Ì\ÄGÌ�ÇjÄBÌ�È !
ÄBÍ�Ì²É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XNÃÓ
ÄBÍ�Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4fhÚÉ3Â�È
ÄGÍ�Ì²É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A _�4?ß�4?ß�Ô*Å¦ÄBÍ É×ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä�Ø�É3Ë¥Æ�Ì¢Á3Î µ a�Æ�Â¡ËFÌ�ÇIÇ�Á�ÄBÍ�ÌvÏIÔ*ÅFÇIÌ\ÇjÄ8É�ÄGÌ�È�Ó%ÄGÍ�Ì#Ø�É3Ë¥Æ�Ì
ÔxÌ#ÔxÁÃÏIâ�Ô*Å¥ÄGÍÛÅFÇ>ÄBÍ¡ÌsÁÃÖ¡ÄBÅ�AKÉ�Ë�Ø�É3ËFÆ¡ÌÒÊ�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÌ�ÈáÑ)BÚÄBÍ¡Ì\É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4�ß�4 h�É�Ä°ÄGÍ�Ì¢ÇGÌvÊ�ÁÃÂ�È
Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ2b�4�6 Ì°ÇGÍ�Á7Ô ÄGÍ�É�Ä�Ó�Å¥Î M ÅFÇmËFÉ3ÏGÐÃÌ1Ì�Â�ÁÃÆ¡ÐÃÍ�Ó�ÄBÍ¡Ì�Â�ÄBÍ�Ì°ÄGÍ�ÏGÌvÌ�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç:Ê�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ54
=�ÁbÔxÌvØ3Ì�ÏvÓ¡ÄBÍ�Ì�Æ�ÇIÌ1Á3Î
É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç@_�4�ß�4�ß¯É3Â�È _�4�ß�4fh¯É3ËFË¥ÁbÔ*Ç(ÁÃÂ¡ÌZÄBÁ¯ÇGÁ3Ë¥ØÃÌ�ÄBÍ�Ì�ÇBÉ(A\Ì�Ö�ÏGÁ3Ñ�ËFÌ'A
Ô*Å¦ÄBÍ�Î�ÌvÔxÌ�ÏsÈ¡Ì�ÐÃÏIÌ�Ì�ÇsÁ�Î�Î�ÏGÌ�ÌvÈ�Á9A !�ÄGÍ�Ì�ÏIÌ²Ì�i�ÅFÇjÄÒØ�É3ËFÆ¡Ì�ÇÒÁ3Î M ÇIÆ�Ê8ÍlÄBÍ�É�Ä�ÄBÍ�Ì,É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç
_�4?ß�4?ßsÉ3Â�È _�4�ß�4 hsÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ¯Ô*Í¡Ì�ÏGÌ�É3Ç*ÄBÍ�Ì¯É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4XN¯È¡Á�ÌvÇ�Â¡Á3Ä*Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì54

\%ÌvÄ�Æ�ÇWÇIÄ8É�ÏIÄWÔ*Å¦ÄBÍ²ÄGÍ�Ì>Ê8Í�ÁÃÅ¥Ê�Ì M = 4000 4�I�Í¡Ì�Â�ÄBÍ�ÌZÄBÍ�ÏIÌ�Ì|É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA#ÇSÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ+a�ÇGÌvÌ
l.Å¥ÐT4�_�4f<)b�4�I�Í�ÌZÁÃÖ¡ÄGÅ�A\É3Ë¡Ø�É3ËFÆ¡ÌZÁ3Î µ Ó�É3ÇxÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌvÈKÑ)B¢ÄBÍ�Ì1É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4�ß�4 h¡Ó³Ê8Í�É�Â�ÐÃÌ�ÇWÉ�Ë¥Á3Ä
È�Æ¡ÏGÅFÂ¡Ð´ÄGÍ�Ì3Q�ÏGÇIÄ¯Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ�ÇvÓ[ÄBÍ�ÌvÂ!ÇjÄ8ÉB�Ç�ÊvÁÃÂ�ÇIÄBÉ3Â�Ä a�ÇGÌvÌ l.Å¥ÐT4M_�4XN�P¡Ó%Ë¥ÌvÎ�Ä|Í�É�Â�È!ÇIÅFÈ�Ìb�4HI�Í�Ì
Ø�É3Ë¥Æ�Ì�É�Ä�ÄBÍ�Ì²ÇIÌ�ÊvÁÃÂ�È�Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â a�Ô*Í¡ÅFÊ8ÍlÅFÇXÆ�ÇGÌvÈ�Î�Á3Ï�ÄBÍ¡Ì�É3ËFÐ3ÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4?ß9b¯Å¥Ç µ = 0.55 4Þ>Â²ÄBÍ¡Ì1ÏGÅ¥ÐÃÍ�ÄWÍ�É3Â�È�ÇGÅ¥È�Ì1Á�ÎMl.ÅFÐ�4�_�4�N�P�Ó�ÔxÌ>Ê É�Â²ÇGÌvÌ1ÄBÍ�Ì1Ê�ÁÃÂ�Q�ÐÃÆ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â (ui)0≤i≤M

ÄGÍ�É�ÄxÍ�É3Ç
Ñ�Ì�ÌvÂ�Ê�Á5A\Ö�Æ�ÄBÌ�È%4

Õ�Î M = 3000 Ó³ÄBÍ�ÌvÂ²ÄBÍ�Ì°É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XN>È�Á�Ì�ÇmÂ�Á�ÄmÊ�Á3Â³Ø3Ì�ÏIÐÃÌ|É3Â)B�A\ÁÃÏIÌpa�ÄBÍ�Ì>ÇIÌ ] Æ�ÌvÂ�Ê�Ì
{

uk
M

}
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È�Å¥Ø3Ì�ÏIÐÃÌ�Ç�É3Â�È¯ÅFÇ
Â�Á�Ä
ÏGÌ�Ö¡ÏGÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈÒÍ�ÌvÏGÌ�b�4.I�Í�ÌWÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA\Ç _�4?ß�4�ß�É3Â¡Èd_�4?ß�4fh�Ê�ÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌ
a�ÇGÌ�Ì l.ÅFÐT47_�4XN9N.b�4MI�Í�Ì²ÌvØ3ÁÃËFÆ�ÄBÅFÁ3Â Á3Î µk É3Ë¥ÁÃÂ�Ð,ÄBÍ�Ì\Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â�Ç|ÅFÇXÂ¡Á3ÄXÈ¡ÅFÇGÖ¡ËÙÉBÃÌvÈ�Ñ�Æ¡ÄXÅ¥Ä�ÅFÇ
ÇIÅ�A#ÅFËÙÉ�Ï1ÄBÁ´ÄBÍ�É�Ä�È�Å¥ÇGÖ�ËFÉ�B3Ì�È�Á3Â l.Å¥ÐT4]_�4XN�P !
Å¥Ä�Ê8Í�É3Â¡ÐÃÌ�ÇXÉ×ËFÁ�Ä�È¡Æ�ÏGÅ¥Â�Ð×ÄGÍ�Ì+Q�ÏIÇIÄ�Å¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â�Ç
ÄGÍ�Ì�Â×ÇIÄ8ÉB�ÇZÉ3Ë�A#ÁÃÇIÄWÊ�ÁÃÂ¡ÇIÄ8É�Â³Ä,4

I�Í�Ì´ÇVB�ÇIÄGÌ,A ÔWÌ×ÇIÄBÆ¡È�B�ÅFÇ#ÇGÆ�Ñ �IÌ�ÊvÄGÌ�ÈNÄGÁ!Ñ�Á�È�B�Î�ÁÃÏGÊvÌ�Ç\ÁÃÂÜÄGÍ�Ì×É�ÄBÁ9A#Ç i ∈ [0, 1200] 4��Á�Å¥Ä¯ÅFÇ�Â�Á3Ä�Ö�ÁÃÇIÇGÅ¥Ñ�ËFÌ¢ÄBÁ×Ê8Í�Á�Á3ÇGÌ M < 1200 Ó
ÇGÅFÂ¡Ê�Ì3Ó�ÅFÂ!É3ËFË�ÄGÍ�Ì A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ç�ÄGÍ�É�Ä¯ÔWÌ\Í�É ØÃÌ
É3Â�É3Ë�B�U�ÌvÈ�Ó�ÔWÌ�Í�É ØÃÌZÉ3ÇIÇGÆTA#Ì�È#ÄBÍ�É�ÄSÄGÍ�Ì�ÏIÌ�ÔWÉ3Ç:Â�Á¯Ñ�Á�È�BÒÎ�ÁÃÏIÊ�Ì*ÅFÂsÄGÍ�Ì*Ì�i�ÄBÌvÏGÅFÁ3Ï:È¡Á9AKÉ�ÅFÂ 4"6!Ì
Â�Á7ÔPÊ8Í�Á�ÁÃÇGÌ M = 1300 Ó�É,Ø3É�ËFÆ�Ì¢Ô*Í�ÅFÊ8Í!ÅFÇ¯Ê�ËFÁ3ÇGÌ¢ÄBÁ×ÄGÍ�ÌKË¥Á7ÔWÌvÏXÑ�ÁÃÆ�Â�È 4M?ZÇXÅFÂ ÄBÍ�Ì\Ê É3ÇIÌ
M = 3000 Ó%ÄBÍ�Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4XN²È�Á�Ì�ÇÒÂ�Á�ÄsÊ�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì54 I�Í�Ì²É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4fh�Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Ç
a�ÇGÌ�Ì+l.Å¥ÐT4 _�4�Nbß5b�4 I�Í�Ì¢Ì5ØÃÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂÛÁ3Î(ÄBÍ�Ì¢ÁÃÖ�ÄBÅ�A\É3Ë
Ø�É3ËFÆ�ÌXÁ3Î µ Å¥Ç>È�ÅFÇIÖ�ËÙÉB3Ì�È ÁÃÂ l.ÅFÐT4%_�4XN�h !
ÁÃÂ¡Ê�ÌsÉ3ÐÃÉ3ÅFÂ�Ó�Å¦ÄZØ3Ì�ÏVB ] Æ�ÅFÊ8â³Ë�B´ÏIÌ É3Ê8Í�ÌvÇ|ÉKÊ�Á3Â�ÇIÄBÉ3Â�Ä>Ø�É3ËFÆ�Ì(4�Õ�ÎSÔWÌsÂ�Á7Ô Æ�ÇIÌsÉ3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4�ß�4�ß
Ô*Å¦ÄBÍ µ = 0.14 Ó�Ô*Í�Å¥Ê8Í×Å¥Ç*ÄGÍ�Ì°Ø�É3ËFÆ�Ì°Á�Î.ÄBÍ¡Ì¯Á3Ö¡ÄBÅ�AKÉ3Ë�Ö�É3ÏGÉ5A\Ì5ÄBÌvÏZÉÄ�ÄBÍ�Ì|ÇGÌvÊ�ÁÃÂ¡ÈÚÅ¥ÄGÌ�ÏBÉÄBÅFÁ3Â�Ó
ÔxÌKÁÃÑ�Ä8É3Å¥Â!É,Ê�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3ÅFÂ�ÐÛÉ�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA×Ó�ÄBÍ¡ÁÃÆ�ÐÃÍ Ô*Å¥ÄBÍ É×ÇIËFÁ7Ô ÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÌvÂ�Ê�Ì�ÏGÉ�ÄBÌ(4]I�Í¡ÅFÇ¯Ê É3Â
Ñ�Ì°ÇGÌvÌ�Â´ÁÃÂ�ÄBÍ�Ì°Ë¥ÌvÎ�ÄmÍ�É3Â�È,ÇGÅ¥È�Ì°Á3Î7l.ÅFÐ�4T_�4XNbß�Ó�Ô*Í�Ì�ÏIÌ°ÔWÌ|ÁÃÑ�ÇIÌ�ÏjØÃÌ|ËÙÉ3ÏIÐÃÌ>ÁÃÇIÊ�Å¥ËFËÙÉÄBÅFÁ3Â�Ç(Á3Î
ÄBÍ�Ì
ÇIÌ ] Æ�Ì�Â¡Ê�Ì {uk

M

}

k

4�I�Í�Ì�ÇIÌ#ËFÉ3ÏGÐ3Ì�ÁÃÇIÊ�Å¥ËFËÙÉÄBÅFÁ3Â�Ç*É3ÏGÌXÊ8Í�É3ÏBÉ�ÊvÄBÌvÏGÅ¥ÇIÄBÅ¥ÊXÁ3Î:É#ÄBÁ�ÁKËÙÉ�ÏGÐÃÌ¯Ø3É�ËFÆ�Ì|Î�ÁÃÏ
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µ 4¡Õ�Î µ ÅFÇWÈ�Ì�ÊvÏGÌ É�ÇGÌ�È´ÄBÁ µ = 0.1 Ó�ÄBÍ�ÌvÂ´ÔxÌ|ÁÃÑ¡ÄBÉ3ÅFÂ,É3Â´É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A Ô*Å¥ÄBÍ,Ñ�ÌvÄIÄBÌ�Ï�ÊvÁÃÂ�ØÃÌvÏGÐÃÅ¥Â�Ð
Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�ÏIÄGÅFÌvÇ,4

I�Í�Ì°ÏGÌvÇGÆ�Ë¦ÄBÇmÁ3Ñ¡Ä8É3Å¥Â�Ì�ÈKÁÃÂ²ÄBÍ�Å¥ÇWÇsB�ÇjÄBÌ'A Ê�ÁÃÂ�Q�ÏKAPÄBÍ�Ì>ÊvÁÃÂ�ÊvËFÆ�ÇIÅFÁÃÂ�ÇxÔWÌ>Í�É7Ø3ÌnAKÉ3È¡Ì>É�Î�ÄGÌ�Ï
ÄGÍ�Ì�ÇIÄGÆ�È�BsÁ3Î�ÄGÍ�ÌmÇKA\É3Ë¥Ë�ÇsB�ÇjÄBÌ'A !�ÄBÍ¡Ì*É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA#Çt_�4�ß�4?ß>É3Â�È+_�4?ß�4fh1Í�É ØÃÌ*ÐÃÁ�Á�ÈÒÊ�ÁÃÂ�Ø3Ì�ÏGÐ3Ì�Â�ÊvÌ
Ö�ÏIÁÃÖ�Ì�ÏIÄGÅFÌvÇ�Ó�ÄGÍ�Ì'BKÊ É3Â�Í�É3Â�È�Ë¥Ì>ÇGÅ¦ÄBÆ�É�ÄGÅFÁÃÂ¡ÇxÅ¥ÂKÔ*Í�ÅFÊ8Í�ÄGÍ�Ì>ÇGÅ�AÒÆ�ËFÉ�ÄBÌvÈKÈ�Á9A\É3Å¥ÂKÅFÇ �IÆ�ÇIÄ*É�ËFÅ¥ÄIÄBË¥Ì
ËFÉ3ÏGÐÃÌvÏ¯ÄGÍ�É3Â ÄBÍ�Ì#È�Á9A\É3ÅFÂ ÇGÆ¡Ñ��IÌ�Ê5ÄBÌ�È�ÄGÁ�Ñ�Á�È�BÛÎ�ÁÃÏGÊvÌ�Ç,4]I�Í�Ì�É�ËFÐÃÁÃÏIÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4?ß,Å¥Ç�Ì�É3ÇGÅ¥Ì�Ï|ÄBÁ
Å�A\Ö�Ë¥Ì,A#Ì�Â�Ä¢É3Â¡È�ÄGÁáÆ�ÇGÌ�ÄBÍ�É3ÂÜÄGÍ�Ì,É3Ë¥ÐÃÁÃÏGÅ¦ÄBÍTA _�4?ß�4fh¡Ó�Ñ�Æ�Ä\Å¦ÄsÅFÇ¢ÉSQ�ÏIÇIÄ#ÁÃÏIÈ�Ì�Ï¢É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A×Ó
Ô*Í�Å¥ËFÌ>ÄGÍ�Ì¯É3ËFÐÃÁ3ÏGÅ¥ÄGÍTA _�4?ß�4 hsÅ¥Ç*É+C�ÌvÔ�ÄBÁ3Â�É3Ë¥ÐÃÁÃÏIÅ¥ÄBÍ�A�4

��
�¶ � ¼�¹,¿ ��¾��%À5¼X¹

o×ÁÃÇjÄSÁ3Î�ÄGÍ�Ì A#ÌvÄBÍ¡Á�È�Ç�ÔWÌWÍ�É ØÃÌ�Ö�ÏIÌ�ÇGÌvÂ�ÄBÌ�È#Â�ÌvÌ�ÈÒÄBÍ¡ÌmÏGÌvÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂXÁ3Î¡ÄBÍ�ÌmËFÉ3ÏGÐ3Ì��³Æ�É3È¡ÏBÉ�ÄGÅFÊ
A#ÅFÂ�Å�A\Å�U É�ÄGÅFÁÃÂXÖ�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A ar_�4�NP)b�4�l�ÁÃÏ:ÁÃÂ�Ì1È¡Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ�É�Ë�Ö�ÏGÁÃÑ¡ËFÌ,A#Ç(Ô*Å¥ÄBÍ\Â�Ì É�ÏGÌ�ÇjÄ�Â�ÌvÅFÐÃÍ³Ñ�ÁÃÆ�Ï
Å¥Â³ÄGÌ�ÏGÉ3ÊvÄGÅFÁÃÂ�ÇvÓbÉ3Â�É3Â�É3ËXB�ÄGÅFÊ�É3Ë3ÇIÁÃËFÆ¡ÄGÅFÁÃÂ|Í�É�Ç�Ñ�Ì�ÌvÂXÖ�ÏIÁÃÖ�ÁÃÇGÌvÈ 47Õ�ÂÒÉ A#ÁÃÏGÌ(ÐÃÌvÂ�Ì�ÏGÉ3Ë�Ê É3ÇIÌ3ÓbÇGÌ5ØÃÌvÏBÉ3Ë
A#ÌvÄGÍ�Á�È¡Ç�Ê�É3Â´Ñ�Ì°ÌvÂ³Ø�Å¥ÇGÅFÁ3Â�Ì�È !

g Á3Â�ÌÛÊ É3ÂÝÄBÉ3â3Ì É3È¡Ø�É3Â�ÄBÉ3ÐÃÌÚÁ3Î¯ÄBÍ¡ÌÛËFÅFÂ¡Ì É3ÏIÅ¥ÄFBÜÁ3Î|ÄBÍ�ÌÛÖ¡ÏGÁÃÑ�Ë¥Ì,A ÄBÁ�È�Ì5ØÃÌ�Ë¥ÁÃÖ ÇGÖ�Ì�ÊvÅ�Q�Ê
A#ÌvÄGÍ�Á�È�Ç�ÄBÁ¢ÇGÁÃË¦ØÃÌ|Å¥Äna�Î�ÁÃÏ�Å¥Â�ÇIÄBÉ3Â�Ê�Ì|Ñ)B!l�ÁÃÆ�ÏIÅFÌ�ÏvA\Ì5ÄBÍ�Á�È�Ç	b�4

g ÄGÍ�Ì�ÏIÌ,Ì�i�ÅFÇjÄBÇ���� �SÇsÔ*Í�ÁÃÇGÌ²Î�Æ¡Â�È�É5A#Ì�Â�Ä8É�ËmÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ u a�Å¥ÂlÉ3Â�Æ�Â³Ñ�Á3Æ�Â�È�ÌvÈgÈ�Á5AKÉ3Å¥Â
Ô*Å¦ÄBÍ,ÄBÍ�Ì¯Ê�Á3Â�È�Å¥ÄGÅFÁÃÂ u(r) → 0 É3Ç |r| → +∞ bmÅFÇ*â³Â�Á7Ô*ÂÛÉ3Â�É�Ë�B³ÄBÅ¥Ê É3Ë¥Ë�B94�\%ÌvÄ G(x, y)
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Ñ�Ì|ÇGÆ�Ê8Í�É¢Î�Æ¡Â�È�É5A#Ì�Â�Ä8É�Ë%ÇGÁÃË¥Æ¡ÄBÅ¥ÁÃÂ�Ó�ÄGÍ�É�Ä*Å¥Ç*ÄGÍ�Ì|ÏGÌvÇGÖ�ÁÃÂ�ÇGÌ¯Á3Î�ÄBÍ�Ì|ÇsB�ÇjÄBÌ'A ÉÄZÖ�ÁÃÅ¥Â³Ä xÎ�Á3ÏXÉ´ÇGÁÃË¥ËFÅFÊvÅ¥ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂÚÉ�Ä�Ö�ÁÃÅFÂ�Ä y 4HI�Í�Ì�Â�Á3Â�Ì\Ê�É3ÂlÉ3Ö¡Ö�ÏGÁi�Å�A\É�ÄBÌsÄGÍ�Ì ` ÏGÌvÌ�Â Î�Æ�Â�ÊvÄGÅFÁÃÂ
Gk,p

Á3Î�ÄBÍ¡ÌXÉ�ÄGÁ9A#ÅFÇIÄGÅFÊ°ÇsB�ÇjÄBÌ'A a�ÄBÍ�Ì�ÏGÌ�ÇIÖ�Á3Â�ÇGÌ�Á3Î�ÄBÍ¡ÌXÉ�ÄGÁ9A k ÄBÁ²É#ÇGÁÃË¥ËFÅ¥Ê�Å¥ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ²ÁÃÂ
ÄGÍ�Ì¯É�ÄBÁ5A p bWÑ)B Gk,p ≈ G(k, p) 4g ÇIÁ9A#ÌZÌ�i¡Ö¡ÏGÌ�ÇIÇGÅ¥ÁÃÂ�Ç�É3ÏIÌZÖ¡ÏGÁ7Ø�ÅFÈ�ÌvÈKÑ)B¢ÄBÍ�Ì�ËFÅ¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÆ¡ÏGÌ3ÓÃÎ�Á3Ï:ÇIÁ9A#ÌZÇIÖ�ÌvÊ�ÅÙÉ�Ë�Ê�É3ÇGÌvÇ$a�ÇGÌ�Ì�Î�ÁÃÏ
Å¥Â�ÇIÄBÉ3Â�ÊvÌ���ß5P�N3Ójß5P�ß�Ójß5P9_�� b�4

g É�Â�Á3ÄBÍ¡Ì�ÏtA#ÌvÄGÍ�Á�È�ÄBÁ1Ê�Á9A#Ö�Æ¡ÄGÌ Gk,p
Å¥Ç�ÄGÁ>Ê�ÁÃÂ¡ÇGÅFÈ¡Ì�Ï�É�ÇGÁÃË¥ËFÅ¥Ê�Å¥ÄBÉ�ÄBÅ¥ÁÃÂ>ÁÃÂÒÉ�ÄBÁ9A p Ó3É�Â�ÈXÄBÁ

ÊvÁ9A#Ö�Æ¡ÄBÌ:ÄBÍ�Ì:ÏGÌvÇGÖ�ÁÃÂ�ÇIÌmÁ3Î�É�ÇKA\É3ËFË�ÇsB�ÇjÄBÌ'A×ÓÔ*Í�ÅFÊ8Í�ÅFÂ�ÊvËFÆ�È�ÌvÇ�ÄGÍ�ÌWÉÄBÁ9A k ÓÉ3ÏIÁÃÆ�Â�È¯ÄBÍ�Ì
ÉÄBÁ9A p 4�Õ�ÂÛÈ�ÁÃÅ¥Â�ÐKÇIÁ�Ó�ÔxÌsÉ3ÇIÇGÆTA#ÌXÄBÍ�É�Ä°É�ÄGÁ9A#ÇZÎ�Æ�ÏjÄBÍ�ÌvÏ>É ÔmÉB×ÄBÍ�É3Â�ÇGÁ9A#ÌXÈ�Å¥ÇIÄBÉ3Â�Ê�Ì
ÄGÁ#ÄGÍ�Ì¯É�ÄBÁ5A p È�Á#Â�Á3Ä�Î�ÌvÌ�Ë�ÄBÍ¡Ì¯ÇIÁÃËFË¥ÅFÊvÅ¥Ä8ÉÄBÅFÁ3Â 4

Õ�ÂNÄBÍ¡ÌÚÁÃÂ�ÌÚÈ¡Å�A#Ì�Â�ÇIÅFÁÃÂ�É�Ë�ÇGÌvÄIÄBÅ¥Â�Ð!ÔxÌÛÍ�É ØÃÌÚÊ8Í�Á3ÇGÌ�Â[ÓmÇGÌ5ØÃÌ�ÏGÉ3Ë>Å¦ÄBÌ�ÏGÉ�ÄBÅ¦ØÃÌvÇ A#ÌvÄBÍ¡Á�È�Ç#ÄBÁ
ÊvÁ9A\Ö¡Æ¡ÄBÌ>ÄGÍ�Ì>Ì �³Æ�Å¥ËFÅ¥Ñ�ÏGÅ¥ÆTA Á3Î
ËÙÉ3ÏIÐÃÌ°É�ÄGÁ9A#ÅFÇIÄGÅFÊ�ÇVB�ÇIÄGÌ,A#Ç�Í�É ØÃÌ|Ñ�Ì�Ì�Â,Ö�ÏIÌ�ÇIÌ�Â�ÄBÌvÈ�É3Ë¥ÁÃÂ�ÐXÔ*Å¦ÄBÍ
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(, '��I'&9L2�1*,�G(+&3�D"<(,&97>5 $#"<*+"%NO�0(,�1*,L0q)' L,�0�17>5JI�&3L,L,HJ�-&3L�(+ J�fRs`sRTy�T Y2AYVT le&95�(, '��I'�0(,�1*,NO&95'"<(+&37>5
7 � (+ '���17%5'�1L ÆOÅ��_5'�1�0I (,7 ¿�5'7�Å Å4 '�0*,��(+7�H'L,�_7>5'�SNO7xI'�08C*+"<(, '�1* (, #"%5 (+ '��7%(+ J�1*
7>5J�%q+*x�G@>�1*,"%8�N|H'8)(+&9L2�D"%83�6NO�0(, '7xIJL�(+ #"<(YÅ��� #"D@>�SNO�15s(+&37>5'�1I "%;�7A@>�S&95J�189HJI'� L,HJ�! "%5
"%I'"%$J(!"�(+&97%5�$J*,7E�1�1IJH'*,�<M'(+ #"<(4L2�1�0N?L� '7�Å��G@>�0*�(+7�89"%�1¿ � *27>N
"/*,&3�>7>*,7%H'L��>*27>H'5'I q¾  '�p$'*,�0L,�05�(�ÅF7>*^¿e"%&9NOL "<( �>&3@E&95J��L,H'�! �"�(+ '�07>*,�G(+&3�D"%8>�%*,7>H'5JI � 7>* (+ '�yNO&9�0*,7�� Nf"<�1*,7p@<",�
*2&:"<(,&97>5#"<8%"%$J$'*,7s"<�! -HJ5'I'�1*KL�(+H'IJ�%q ¾  '�pL,�G(,(+&35'�u&9L�7%5'��� I'&9NO�15'L2&97>5'"%8\q�È (K&9LK"��089�1"%*�89&3N?&)(!"<(,&97>5
7 � (, '�6Å�7%*^¿jq � �e #"D@>�C5'7<(u;=�0�15�"%;'83��(,7/�GwE(+�05'I�7%H'*u"%5#"<83�EL,&3LF(+7|(, '�k(, '*,�0��� IJ&9NO�15'L2&97>5#"<8
NO�1�! #"<5'&9�1"%898)��*,�089�G@%"<5�(��D"<L,�v"%5'I6&)(4&9L45'7%(��089�D"<*4(,7fH'L0Mj�0@>�05"<(4(+ J� � 7>*2Nf"<8 89�G@>�18ZMKÅ4 '&9�! 
7 � (, '�|*,�0L,H'8)(+Le�07>5s(!"%&35'�1I J�1*,��Nf"D��L,H'*�@x&)@>�|&356(+ J��(+ '*2�1��� I'&3N?�05'L,&37>5#"%8tL,�G(,(+&35'�'q � �� '7��
ÅF�0@%�1*e '7%$=��(+ #"�(�(, '�v$J*,�1L2�15s(CL�(+H'IJ�GÅ4&3898 �07>5s(+*,&3;'HJ(,�-(,7�"?;��0(2(+�0*�H'5JI'�1*2L2(!"<5'I'&95J�f7 � (+ '�� H'5JI#"%NO�15s(!"%8�&3L,L2H'�1L0q
-/.102.10 3547698;:�<2=?>1@ :�>BA�8DC7EFA�<DCG:�>BCIHJHK= L7M
<ONKPB6Q=?@

� �0(eHJLk�17%5'L,&3I'�1*k"?7>5'�vI'&9NO�15JL,&97%5#"%8KNf"�(+�1*2&:"%8ZM'7E�1�1HJ$��E&35'��&95�(+ J�|*,� � �1*,�05'�1���17>5Jz'�>H��
*,"<(+&37>5�(, '��IJ7>Nf"<&95 Ω = (0, L) q � �G( u ;���(+ '�-I'� � 7%*,N?"<(+&37>5 M'&Zq �<qj(, '��N?"%$�I'�0z'5'�1I 7%5 ΩL2H'�! �(, #"<( u(x) &9L (+ '�C$�7>L2&3(+&37>5 M�&95?(+ '�C�0H'*,*2�15s(4�17>5xz#�>H'*,"<(+&37>5 ME7 � "|Nf"<(,�1*2&:"%8j$�7>&95s(�(, #"<(
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� ���!��� � ��� /*��� ���-��$���"#�7/

&3L�"<( x &35�(, '�?*2� � �0*,�15J�1���07>5Jz#�>HJ*+"<(,&97>5 q ¾  J&9L-Nf"<(,�1*2&:"%8 &3L�L,H';BÇ2�0�0(,�1I (+7�;=7EIJ� � 7>*2�1�0L f"%5JI�(,7 ��&9*,&3�! '89�G(4;=7%H'5'I#"%*����07>5'I'&)(+&97%5'L u(0) = 0 "%5'I u(L) = a > 0 q¾  '��L,7>83&9I Å4&3898 ;��CI'�1L2�1*2&9;��1I "�(u(4Å�7OI'& �=�1*2�15s(�L,$#"<�1��L,�1"%89�0L&Æ
%�(, '�pz#5'� L,�D"<89�%M�"<(�Å4 '&3�! v(, '��"�(+7>NO&9L�(+&9�{5#"<(+HJ*,� 7 � (, '�FN?"<(2(+�1*K&3LK(+"A¿%�05�&35�(,7k"<�1�17%H'5s(Dq
%�(, '���17s"<*,L,��L2�D"%83�%MKÅ4 '&3�! ��07>*,*2�1L,$�7>5'IJL�(,7?"/�07>5s(+&95�H'HJN
I'�1L2�1*,&3$J(+&37>5 q

'�(�(+ J��z#5'��L,�1"%89�<M{(+ '��L27>89&3I &9L/�07>5'L,&3I'�1*2�1I "%L�"L,�G(�7 � N + 1 "�(+7>NOL1M�Å4 '7>L,���1HJ*,*,�05s(
$�7>L,&)(+&37>5'L4"%*2� (ui)N

i=0
q ¾  '���15J�1*,�<��7 � (, '��L2�EL2(,�1N
&3Lu�>&3@%�15�;��

Eµ(u0, . . . , uN) = h

N−1
∑

i=0

W

(

ui+1 − ui

h

)

− h

N
∑

i=0

ui f(i h). � �Jq¢À�

È 5�(+ '&3Lu� � H#"<(,&97>5 M W &9L�(, '�v&35s(+�1*,"%�0(,&97>5 $�7%(,�15s(+&9"%8 ;��0(4ÅF�1�15 "<(+7>NOL4"%5'I h &3L�(+ '�v"<(+7%N?&3�89"<(,(,&9�1�F$#"%*,"%N?�G(+�0*1M�Å4 '&9�! �&9L}89&35K¿%�0I|(+7e(+ J��5�H'N|;��1* 7 � "<(,7>NOL "%5'I|(, '��L2&9�1��7 � (+ '��L27>89&3I|;s�
L = Nh q�'#7>*u(+ '�-L+"A¿<��7 � L,&3N?$'83&9�0&3( �>M®Å��+Å4&9838K"%L,L2H'N?�-7>5'8)� 5'�1"%*,�0L2(e5J�1&9�% E;�7>H'*4&35�(,�1*,"%���(,&97>5'LF(+ '*27>H'�> '7%HJ(�(+ J&9Lu"%*�(+&3�189�<q�'�83(, '7>H'�> 8Å��CI'7�5'7<(u #"D@>�CI'�Gz#5'&)(+�C�17%5'�183H'L,&37>5'L�(,7|I#"<(,�%M
7%(, '�1*��D"<L,�1Le"%*,��89&�¿%�083��(,7f;���"%5'"%83�E�1�0I6&35�(, '�vL,"%NO�&Å�"D�>q ¾  '�v$�7%(,�15s(+&9"%8 W &9L45'7>*2Nf"<89&#�
�0�1IL,7�(, #"<(�&3(,LkNO&95'&3N|H'N &3Lk"<(2(!"%&35'�1I6"<(�À%q ¾  '�|"<(+7>NO&9L�(+&3�-� � H'&983&9;'*2&9H'N �07>5Jz#�%H'*+"<(,&97>5�M
I'�05'7%(,�1I6;s� uµ = (u0

µ, . . . , u
N
µ ) M#&9L�(, '��L,7>83HJ(+&37>5��u7 � (+ '�C@<"%*2&:"<(,&97>5#"<8=$'*27>;'83�1N

Iµ = inf
{

Eµ(u0, . . . , uN), (u0, . . . , uN) ∈ Xµ(a)
}

, � �Jq �&
Å4 '�0*,��(+ '��NO&95'&3N?&3�1&35'�vL2$#"%�0�v&3L

Xµ(a) =
{

(u0, . . . , uN), u0 = 0, uN = a, ∀i, ui+1 > ui
}

. � �Jq�Á 
� �1�1"%898{(, #"<(�" I'� � 7>*,N?"<(,&97>5 u 7 � (+ '�/L27>89&3I &9LCNO�1�! '"%5'&9�1"%898)��"%I'NO&9L,L2&9;'83��7>5J83��& � &3(k&9L�"%5&35HÇ2�1�G(+&3@%� � H'5'�G(+&97%5 q�'�L6Å���ÅF7>*^¿6&95"�7>5J��� IJ&9NO�15'L2&97>5#"<8}L2�0(,(,&95'��"<5'IS&9NO$=7>L2� uN = a >
0 = u0 M}"65'�0�1�1L2L+"%*���"%5JI L,HJ�O�0&9�15s(/�07>5'I'&)(+&37>5 � 7%*�&95�Ç2�1�0(,&3@E&3( �S&3L-(, #"<( u &9L�&35'�1*2�D"%L2&95'�JM(, EHJL�(, '���17>5'L�(+*,"%&95s( ui+1 > ui &95 � �xqQÁ hq

� 5 (+ '�|7<(+ '�0*e #"%5'I�M "<(�(+ '�/�07s"%*,L2�|L,�1"%89�<M=(, '�|L,7%89&9I6I'� � 7>*2Nf"�(+&97%5�&3LeI'�1L2�1*2&9;��1I;s�"
N?"%$ u : Ω → R

�! J7>L,�056&95 (, '�C@%"<*,&:"�(+&97%5#"%8�L,$#"%�0�
XM(a) =

{

u ∈ H1(Ω), u(0) = 0, u(L) = a, u &3Lu&95'�0*,�1"%L,&35'�/7>5 Ω
}

. � �Jq o(
¾  '�-�15J�1*,�<��7 � (, '��L2�EL2(,�1N
*2�D"%I'L

EM (u) =

∫

Ω

W (u′(x)) dx−
∫

Ω

f(x) u(x) dx. � �xq�Ã&
� �;Å4&3898 �>&)@>�-;=�0897�Å � L,�1� *x�1�G(+&37>5 �Jq �xq¢À��N?7%*,��$'*,�0�1&3L,�|"<L,L,HJN?$J(,&97>5JL�(,7?�05'L,H'*2��(+ '"<(4(+ '�
�05'�1*2�%��&9LaÅF�1898 � I'�Gz#5'�0If"%LpL27x7>5O"%L u ∈ H1(Ω) q ¾  '�4� � H'&389&3;'*,&3H'N��07>5Jz#�%H'*+"<(,&97>5�M>I'�15J7%(+�0I
;s� uM(x) M#&3L4"OL27>89HJ(,&97>5 7 � (, '�C@%"<*,&:"�(+&97%5#"%8�$'*,7>;J89�1N

IM = inf {EM(u), u ∈ XM(a)} . � �xq � 
��� §��Q�����X{H���E�T{H�M��{���>�H��{��^����|T�K��|T�Q�����Q|T{Z�������Q�"�Z�E���Q�w���H�w���X�M��{L���H�a{���§������X�4�w��|>{H�X¤

�LK
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sD^�g�TVU#W-YVb�rDW![GTZY2AYVT l�^�s�RfXORTy_R%g+WLv%Y2%WGb YVb���:
	®p���ZmAW!WOy"ym,J@"@"@".4@�	b:��A,

¾  '� � H'�1L�(+&97%5 ÅF��"<I'I'*,�0L,L�&95�(, '�S$'*,�0L,�15s(�Å�7>*X¿��17%5'�1�0*,5'L�(+ '��"%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+&37>5�7 �
$'*27>;'83�1N � �Jq �&Gq�È 5'I'�0�1I M � 7>*|"%5s�_I'� � 7%*,N?"<(+&37>5 u 7 � (, '��N?"<(+�0*,&9"%8\M (, '���15J�1*,�<� &9Lv�>&3@%�15
;s� � �xq�À�hMy;'HJ(�(+ J��5�H'N|;��1*�7 � "<(+7%N?L|(,7_;����17>5'L2&9I'�0*,�0I�&95�(, '��L2H'N�M ( �x$J&9�D"<8983��7 � (+ '�
7>*2I'�1* 1023 &35�"�N?"%�1*27>L,�07>$'&3�6L+"<N?$'83��7 � Nf"<(,�1*2&:"%8ZM Nf"Z¿%�1L?(+ '���17>NO$'HJ(+"<(+&37>5�7 � � �Jq¢À�
H'5s(,*+"%�G(!"%;'83��&95�$'*+"<�0(+&3�1�<q

�  '�15 (, '��IJ� � 7>*2Nf"<(,&97>5 u &9L�*,�0�>H'8:"<*k"%5JI6zJwx�1I M�&3(� #"%Lk;���L2 '7�Å45S&95���ÀDo(���}(, #"<(�(+ '�
"<(,7>NO&9L2(,&9� �05'�1*2�%� Eµ(u(0), u(h), . . . , u(Nh)) �17%5�@%�1*2�>�1Lf(,7 EM (u) Å4 J�15�(+ J� "<(,7>N?&3�
89"<(,(,&9�1��$#"<*+"%NO�0(,�1* h �>7E�1L�(+7 Â�"%5'I�(+ '�O5�H'N|;��1*-7 � "<(,7>N?L��>7E�1L�(+7�&95xz#5'&3( �SL2H'�! �(, #"<(
Nh *,�0Nf"<&95'Ly�07>5'L2(+"%5s(DM Nh = L q ¾  '&3Lp*,�1L2H'83(p�05'L,HJ*,�1Lp(+ J��"<;=7A@>�4NO�15s(+&37>5'�0I[!^�bJmGY9mGT WGb�[Gl7 � (+ J��(4ÅF7�I'�1L2�1*,&3$J(+&37>5'L0M+� �Jq¢À��7>5�(+ J��7%5'�  #"%5'I "%5'I � �Jq�Ã$�7>5 (, '� 7%(, '�1*� #"%5JI Mp"%5'I
"%83L,7�$'*27n@E&3I'�1LaÅ4&3(, O"%5��1�17%5'7>NO&9�D"<8-Å�"D�|(,7��17>NO$'HJ(,�4(, '�4L,H'N � �Jq¢À�GM%5#"%NO�183�v;s�O"%$'$'*27DwJ& �
N?"<(+&35'�/(+ '�v&95s(+�0�>*+"<82� �JqQÃ&Gq±È (�*,�0Nf"%&35'Lu(+ #"�(DM�Å4 '�156I'� � 7>*2Nf"�(+&97%5'L�(+ #"�(e"%*2�v�hwx$=�0�0(+�0I (+7
$'89"D� "|*,7%89�e"<*,�e5'7<(u*,�0�>H'8:"<*��15J7>H'�> (+7�"<89897�Å � 7>* (+ '��"<;=7A@>�C�07>5s@>�0*,�>�05'�1�<Mj(, '�C7>5'8)�8Å�"D�
(,7 �17>NO$'HJ(,��(+ '�/�05'�1*2�%� L2�1�0N?Le(,7�;=��*,�1L27>*2(,&95'��(,7�(+ '�|"<(+7>NO&9L�(+&3�v�hwJ$J*,�1L2L,&37>5 � �Jq¢À�Gq�'k5
�0�17>5'7%N?&3�D"%8�"<$'$'*,7>"%�! �&3L�(+ '���07>H'$'83�1I�"%$'$'*27s"%�! GÅ��-�17%5'L,&3I'�1*4&95 (, '��$'*,�0L,�15s([Å�7%*^¿jq

-/.102.�� � A�<2H+LKPB6�E LJM)<ONKPB6Q=
� �0( ΩM ⊂ Ω ;�� "%5�7>$=�05vL2H';'L2�0(}7 � (+ '�pL,7%89&9IC&35�Å4 '&9�! �(+ '�yIJ� � 7>*2Nf"<(,&97>5 u &9L�L2H'$'$�7>L,�0I(,7v;��4L,NO7x7%(, /�15'7%H'�> fL27C(+ #"<(p(, '��"<(+7>NO&9L�(+&3���Gwx$'*2�1L2L,&97%5f7 � (+ '���15J�1*,�<�/Nf"D�/;��4*,�0$'8:"%�0�1I

;s��(, '���07>5s(+&95�H'HJN 7>5J�%q ¾  J*,7>H'�% '7>HJ(|(, '&9L�"%*2(,&9�089�%M�ÅF� L,H'$J$=7>L2��(+ #"�( ΩM
L+"�(+&9L�z#�1Lv(+ '�� 7>83897�Å4&95J�|$'*,7%$=�0*2( ��Æ

� ���,� 0��	������ � � � e}^�gkmGYVXLy�]aY\[GYVT l�0���WCmGd�y"y#^AmAW
ΩM = ∪J

j=1(ajh, bjh) ⊂ Ω, � �Jq �&
�yYVTVU aj, bj ∈ {0, . . . , N} 0 aj < bj < aj+1

0|R%b�`��{U#WGg+W�T U#W�b#dEXc)GWGg J ^�s [!^�b#b�W![GT W,`
[!^�XLy#^�b�WGb#TVm�^�s ΩM

Y9m6)G^�dxb�`EW,`})1l Ncc
0��{U#WGg!W Ncc

Y9mCR+v%Y2%WGb���WxW,`LyJR%g2R%XfWGT WGg�ZmAW!W[epY¢v",
NA,:��A,

 "!����
	����!����� � � �$# WGT dsm�`EWGb�^�T W;)1l

Nµ =

{

i ∈ {0, . . . , N − 1}; ih ∈ Ωµ
R%b�` ih+ h ∈ Ωµ

} � �Jq � 

TVU#WCmAWGT4^�s�YVb�`%Y\[!W!m i mGd#[!U�T UJR%TP)G^�TVU6R%T ^�X�m i R%b�` i+ 1 R%g!W/[!^�b#T\R%YVb�W,`OYVb Ωµ
,

�LK&%



� ���!��� � ��� /*��� ���-��$���"#�7/

ajh bjh
aj+1h

���������	��
�
������������������ � ���������������������! 

"$#&%�' �Jq�ÀK%)( ��*����	�������+��, Ω
�	�����-�.*��!/0
� 1��*324���5�

ΩM 6 �5�!*��7���5�8���������	��
�
�9����������������3������! 
���:
5�����<;����5�=�.���	��/0
� 1��*>24���5�

Ωµ 6 �5�!*������5�?�����������������������! <���:
5�����<@�ACB-���ED5���	�������F; 6 �8����GH�
ajh ∈ Ωµ

���5�
bjh ∈ Ωµ

@

� &3(, � �Jq �&GM-ÅF���D"%5�L,�0�-(, #"<(
Nµ = ∪J−1

j=1 {bj, . . . , aj+1 − 1} q
'#7>*C"%5s�$#"<*2(+&)(+&37>5 Ω = ΩM ∪ Ωµ

M�(, '��L,7>83&9I I'� � 7>*,N?"<(,&97>5 �1"%5�;=�/I'�0L,�0*,&9;��1I�;s�S"%5
�089�1NO�15s(�7 � (+ '�� s�E;'*,&3I � "<(+7%N?&3L2(+&3�0I<�07>5s(+&35EHJH'N yL,$'"%�1�

Xc(a,ΩM) =























u; u|ΩM
∈ XW (ΩM ), u|Ωµ

&9L�(+ J�-IJ&9L,�0*,�G(+��L,�G(k7 �
@<"%*,&9"%;'83�1L (ui)ih∈Ωµ , u(0) = 0, u(L) = a,

u
(

(ajh)
+
)

= uaj , u
(

(bjh)
−
)

= ubj ,

u &9Lu&95J�1*,�1"%L,&35'��7>5 Ω























, � �Jq � 

Å4 '�0*,� XW (ΩM) &9L L27>N?� � H'5J�0(+&37>5#"%8kL,$#"%�0��(, #"<(�I'�0$=�05'I'L�7>5 (+ '�S$�7%(+�05�(,&:"%8 W "%5'I
(, #"<(�Å4&3898 ;=��N?"%I'�?$'*,�0�1&3L,��;��1837�Å�q � �f #"D@>� Å4*,&)(,(,�15�I'7�Å45 (+ J� ;=7>HJ5'I#"%*����07>5'I'&)(+&97%5'L
L2H'$'$�7>L,&35'��(, #"<(�Â6"%5'I L "%*,�O&95 ΩM

� 7%(+ J�1*XÅ4&3L,�<M{"%IJ� � H#"<(,��"%5'I_L,&3N?$'83�/N?7EI'&)z#�D"<(,&97>5JL
"%*2��&95�7>*,IJ�1* hq ¾  '�-8:"%L�(489&35'�e&95 � �Jq �&�&9Lu� � H'&)@<"%89�05�(u(,7/(+ '��&95�Ç2�1�0(,&3@E&3( �f7 � u q' 5#"<(,H'*+"<8�&9I'�1"6&9Lv(+7 z#*2L2(/zJw ΩM

M{5'�hwx(1M � 7>*��1"%�! u ∈ Xc(a,ΩM) M{(,7I'�0z#5J��(+ '��05'�1*2�%��7 � (+ '��I'� � 7>*,NO�1I�L2�EL�(+�1N ;s�

Ec(u) = h
∑

i∈ J µ

W

(

ui+1 − ui

h

)

− h
∑

i,ih∈Ωµ

uif(ih) +

∫

ΩM

W (u′) − uf , � �Jq¢À�Â 

"%5JI�z#5'"%898)�?(,7?L�(!"<(,�v"/NO&95'&3N?&3�D"<(,&97>5�$'*27>;'83�1N
"<( ΩM
zJwx�1I�M

Ic(ΩM) = inf {Ec(u), u ∈ Xc(a,ΩM )} . � �Jq¢À�À�
¾  '�-$�7>&95s(4&9LuHJ5 � 7>*2(,H'5#"<(,�18)��(+ #"�( ΩM

&3L�IJ&3�O�1H'8)(DM'7%*u�0@>�056&3N?$�7>L,L2&9;'83�%ME(+7�I'�0(,�1*2N?&35'��&95
"%Ix@%"<5'�1�<q�È 5 � "%�0(1M%&)({I'�0$=�05'I'Lp7>5�(, '�uNO&95'&3N?&3�1�1* uµ

7 � � �xq �&t"%L &)( L, J7>H'89I�M<@<"%�>H'�083�-L2(+"<(+�0I M
�07>5'L,&3L2(�7 � "%838=(+ J�C�17>5'�0L47 � *,�1�%H'8:"%*2&3( �?7 � uµ

� &35 7>*,IJ�1*�(+7�"<89897�Å � 7>*u;�7%(, �"%5��1�17%5'7>NO&9�D"<8
"%5JIO�07>*,*2�1�G(F�G@<"%89H#"�(+&97%5|7 � (+ '�4�05'�1*2�%�
GM�"%5'I uµ

MAÅ4 '&3�! O&3L{(+ J��*2� � �0*,�15J�1� � &3I'�D"%8 tL27>89HJ(,&97>5�M
�1"%5'5'7%(|;=���07>NO$'HJ(+�0I q � H'*;Å�"D��(,7 (+*2�D"<(v(+ '��IJ&3�O�1H'8)( ��&3Lv(, '� � 7>83897�Å4&95'�Jq�È 5 (, '���1"%L,�
7 � " [!^�b�2%WXW6&95s(+�0*+"%�G(+&37>5�$�7%(+�05�(,&:"%8 W MEÅ�� L2 '7�Å (, #"<(?(+ '� �07>5'�0L�7 � *,�0�>H'89"%*,&)( ��7 � uµ�1"%5S;=��"%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+�0I;s�"�L,�G(DM�"<�s"%&956I'�15'7<(+�1I�;s� ΩM

M�(+ #"<(e�D"%5S;��/�17>NO$'HJ(,�1I q ¾  J&9L
"%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+&37>5 &9LuL27/(+ #"<(&Æ

�LKFK
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	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

À>qOÅ4 J�15 (+ '�e"<(+7>NO&9L�(+&3��L27>89Hx(+&97%5 uµ
&9L�L2N?7E7%(, �&95?L,7>NO�e*,�0�>&97%5f7 � Ω ME(+ '�eL2�0( ΩM

&3L�"
IJ7>Nf"<&95 �1N�;=�0I'I'&95J��(, '&9Lu*2�1�>&37>5��

�xq�(, '��N?&35'&9NO&9�1"<(+&37>5O$'*,7>;J89�1N � �Jq¢À�À��&3L�(+ '�07>*,�G(+&3�D"%8383�cÅ��0898�$�7>L,�0I��
ÁJq4"<56"%83�>7>*2&3(+ JN �1"%5�;=��$'*27>$=7%L,�1I�(+7��07>N?$JHJ(+��"�L,7>83HJ(+&37>5 7 � � �Jq¢À�À���
o'q�(, '���1*,*27>*p;=�G(4Å��0�15f(, '���17>NO$'HJ(,�1IOL,7>83HJ(+&37>5O"%5'I�(+ '��*,� � �1*,�05'�1��L,7>83HJ(+&37>5 uµ

Nf"D�/;��
�0L2(,&9N?"<(+�0I q

¾  '�v"%;�7A@>��$'*,7%�>*+"%N &9L � H'8)z#8983�1I &35 *E�1�0(,&97>5��Jq �xq
È 5 *x�1�G(+&97%5 �xqQÁJM>Å��pL, J7�Å_(+ #"�(K"%5s�CNO&95'&3N?&3�D"<(,&97>54$'*27>;'89�0N L2�0(�Å4&3(, ��15'�0*,�%�"� �Jq¢À�Â =&3L�&9898

$�7>L,�0I8Å4 '�056b�^�b�[!^�b�2%WXWu&95s(,�1*+"<�0(+&37>5�$=7<(+�15s(,&:"%83L W "%*2��HJL,�1I �_Å4 '&3�! f&3L (+ '��N?�0�! #"%5'&3�D"%8383�
*2�189�G@<"%5s(y�D"%L2��hq ¾  '�u�hw'"<N?&35#"<(+&37>5-&9L{$��1* � 7>*,NO�1I�7>5/"kL2$=�0�1&:"<8J�D"<L,��7 � "�5'7>5'�07>5s@>�Gw/�18:"<L2(+&3�
�05'�1*2�%�6IJ�15'L2&3( � W M#(, #"<(e&3L�(, '� � �05'5#"%*2I����%7>5J�1Le�1"%L,�<qm#�7<(+ 6(, '���07>5s(+&95�H'HJN NO7xIJ�18t"%5'I
(, '��"<(+7%N?&3L2(+&3�?NO7EI'�18F"%*,�fH'5#"%;'83�f(+7L2H'L2(+"%&95 (,*+"%�G(+&37>5 � L2�1��*x�0�0(,&97>5'L �xqQÁJq¢À "%5JI �JqQÁxq �&hM
"%5JIf" � *+"%�G(+H'*2��"%$'$��D"%*2L � 7%*p"%5s���GwE(+�05'L,&37>5#"%8#837s"%I q � &)(+ /(+ J���07>H'$'83�1ION?7EI'�08\M>"�L,$JH'*,&37>H'L
�����0�0(�"%$J$=�1"%*,Lv&95_(, '�f�05'�1*2�%� � H'5'�G(+&97%5#"%8J� �Jq¢À�Â VÆK(+ '�?�17>NO$#"%*2&9L,7%5_7 � (+ '�?�15'�0*,�%�_7 � "� *,"%�0(,H'*,�/&356(+ '�/�07>5'� Ωµ

Å4&3(, (+ #"<(e7 � (+ '�|L,"%NO� � *+"%�G(+H'*2�|&95 (, '�|�07>5'� ΩM
L, J7�Å4LC(, #"<(

(, '�k�05'�1*2�>�0(,&9�D"<8983��N?7%L2( � "A@%7>*+"<;'89�4L,&)(+H#"�(+&97%5O&3L (, '��8:"<(2(+�1*J� L,�1�K*x�1�G(+&37>5 �xqQÁJq�Á hq ¾  J&9L *,H'83�1L
7>Hx(�(, '�v$�7>L2L,&9;J&989&)( �f7 � �0@%�1*�L,�18 � � �07>5'L,&3L2(,�15s(+8)��"%I#"%$J(,&95'�/(, '�v�07>5'��(+7�(+ '�-L,&35'�>H'89"%*,&)(+&3�1L�7 �
(, '�fI'� � 7>*,N?"<(,&97>5S"%5JI�89�1"%I'L-H'L�(+7 "�NO7xI'&)z#�D"�(+&97%57 � (+ J�?�07>H'$'83�1I��05'�1*2�%� ÆK&95'L�(+�D"<I_7 �
I'�Gz#5'&35'�?&)(u;s� � �Jq¢À�Â hM-ÅF�-IJ�0z#5'�-&3(4;s�
E ����� (u) = h

∑

i∈ J µ

W

(

ui+1 − ui

h

)

− h
∑

i,ih∈Ωµ

uif(ih) +

∫

ΩM

W h(u′) − uf , � �Jq¢À��&
Å4&)(+ 

W h(r) = W (r) +
√
h τ(r − r0).È 5 (, '�f89"<(,(,�1*�*2�189"<(+&37>5 M r0 &3L�L27>N?�O(+ '*2�1L2 '7>89I�$#"%*+"<N?�G(+�1* � (,76;���Nf"<I'�?$J*,�1�0&9L2��;=�0897�ÅJ

"%5JI�(, '� � H'5'�0(,&97>5 τ MKÅ4 J&9�! �I'7x�0L45'7%(�I'�1$��15JI67>5 h M#&9L�"/*,�0�>H'8:"<*,&9�1"<(+&37>5�7 � (+ J� � HJ5'�0(,&97>5
t ∈ R 7→ t+ = max(0, t) q ¾  '��NO&95'&3N?&3�D"<(,&97>5O$'*,7%;'89�0N
"%L,L27x�0&:"<(,�1I�(+7/(+ J�v�05'�1*2�%� � �Jq¢À��&
*2�D"%I'L

I ����� (ΩM) = inf {E ���	� (u), u ∈ Xc(a,ΩM)} . � �Jq¢À�Á 
¾  '&9LFN?7EI'&)z#�D"<(,&97>5�*2�1NO�1I'&3�1LF(,7�(+ J�e"%;�7A@>�e7>;JL2(+*2H'�0(,&97>5�MJ"%5JI�&9LF"%89L27��07>5'L,&3L2(,�15s(u;�7%(+ 

Å4&)(+ 6(, '�|"<(,7>NO&9L2(,&9�CNO7xIJ�18K�15'�0*,�%� � �xq�À�4"%5'I�(+ '�v�17>5s(+&35�H'H'N N?�0�! #"%5'&3�1L�N?7EI'�18K�05'�1*2�%�
� �Jq�Ã$Gq 'k�>"%&95 M'"%L4&95 (+ '�-�17%5�@%�Gw��D"<L,�%M ΩM

L, '7%H'89I��17>5JL,&9L�(k7 � "%838�(+ J�-�07>5'�0L�7 � *,�0�>H'8:"<*,&3( �
7 � (+ '�4*2� � �1*2�15'�0��L27>89Hx(+&97%5 uµ

q"È 5 *x�1�G(+&37>5'L2�Jq�ÁJq o-"%5JI �Jq�ÁJqQÃxMAÅF��L2 '7�Å�(+ '"<(y(+ '&3LyL,�G(��1"%5?;��
"%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+�0I?;s��"�L,�G( � "%�s"%&35/I'�15J7%(+�0If;s� ΩM

{(+ #"�(F�1"%5O;=�4�17%N?$'Hx(+�1I�q � �u(+ '�05fL2 '7�Å
(, #"<(�(+ '�/L27>89Hx(+&97%57 � (, '��L,7�� 7>;J(+"%&95'�0I$'*,7%;'89�0N � �xq�À�Á&k&9LC" �17%5�@%�1*2�>&95'��"%$'$J*,7Dwx&9N?"<(+&37>5
7 � (, '�C*,� � �1*,�05'�1��L27>89HJ(,&97>5 uµ

M'"%5'I�(+ '"<(DMBÅ4 '�15�(+ '�kL,7>83&9I�&3L�L,H';bÇ2�1�0(,�1I�(+7�"%5 �hwE(+�15JL,&97%5#"%8
837s"%I MJ(, '�-"<(+7%N?&3L2(+&3�kI'7%Nf"%&35 Ωµ = Ω \ ΩM

�17>5s(+"%&95'L�(, '� � *+"%�G(+H'*2�%q
-/.102.�
 � H+:�PB>BC76 <� :�476 M)6�@ H7P :�@

� �6Å4&3L, (+7�$�7>&95s(u7%HJ(u(+ #"�(u(+ '�CN?"%&95 $JH'*,$�7>L,�C7 � (, '�C$'*,�0L,�05�([ÅF7>*^¿�&3L�(+7�L�(+H'IJ�f(+ '�
�07>H'$'83�1I � "<(+7%N?&3L2(+&3�0I<�07>5s(+&35EHJH'N jN?7EI'�089LD� �Jq�ÀAÀ��"%5'I � �Jq¢À�Á hMD�1L2$=�0�1&:"<8983�k&95C(+ J�F5'7%5'�17>5s@%�Gw
�LK �
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W

�1"%L,�<M{;��1�D"<H'L,�f(, '&9Lv&9L�(+ '�fN?�0�! #"%5'&3�D"%8383�*2�189�G@<"%5s(��1"%L,� "<5'I�(+ J�fNO7>L2(�&95s(+�0*,�1L�(+&35'�6�1"%L,�� *27>N 5�H'NO�1*2&9�1"%8{"<5#"%83�EL2&9LkL�(!"%5JI'$=7%&95s(Dqm#�HJ(C;�� � 7>*2���>7%&95'�f(,7f(+ J&9L1M!Å���5'�1�0IS(,7 8:"D��L,7>NO�
�>*27>H'5'I®Å�7>*X¿jq ¾  '&9L|&3Lv(, '� *,�1"%L,7>5 Å4 s� ÅF��z#*2L2(/L�(+H'IJ� &95 *x�0�0(,&97>5 �Jq ��(+ J���17>5s(,&95�H'H'N�M
(, '�/"<(,7>N?&3L2(,&9�-"%5'I6(, '�|�07>H'$'83�1I $'*27>;'83�1NOLk&95�(+ '���17>5s@>�hw�1"%L,�<q � �/"%89L27f5'�0�1I(+7fL2(+HJIJ�
(, '�f�07>5s(+&95�H'HJN "<5'I�(+ J��"<(,7>N?&3L2(,&9�/$'*27>;'89�0N?L�&35_(+ J�f5'7>5J�17>5s@>�hw �1"%L,�5� (+ J&9L-&9L-I'7>5'�?&95
*x�0�0(,&97>5'L �Jq�ÁJq¢ÀO"%5'I �JqQÁxq �&hq � 5�(, '���>*,7%H'5'IS7 � (+ '&3LC$'*,�089&9NO&95'"%*2�GÅF7>*^¿jM�Å��O"%IJI'*,�0L,L�(+ '�
¿<�0��N?7EI'�089Lu"%5JI�L�(+H'IJ�f(+ '���17%H'$'89�0I�$J*,7>;'83�1NOLu&95�(, '��5'7>5'�07>5s@>�Gw��1"%L,�<q¾  '� � H'8383��"<(+7>NO&9L�(+&3� � *,�1L2$ q��07>5s(+&95�H'HJN f$'*27>;'83�1NOLf7 � *x�1�G(+&37>5'L �Jq ��"%5'I �Jq�Á  #"D@>�
;��1�05 "%I'IJ*,�1L2L,�0I ;�� � 7>*2�&95 (+ '�S83&3(+�0*+"<(,H'*,� � L,�0� �¢À�ÁAÂJMAÀ�Á�ÃxMAÀ�Á$�JMAÀDo&�JM��®À�Â � hqu#�HJ(�&35�(+ '�
"%;JL,�15J�1��7 � "|L2�EL�(+�1N?"<(,&9�eN?"<(+ J�1N?"<(+&3�D"%8#L�(+H'IJ��"%5'I Å4&)(+ �"v@E&9�TÅ (,7|L,�08 � � �17>5'L2&9L�(+�15J�0�>M®Å��
$'*2� � �0*�(+7�I'�0@%7%(+��"�8:"%*2�>�?$'"%*2(�7 � (+ J�f$'*2�1L,�05s(VÅ�7>*X¿�(,7�(, '�1N�q ¾  J��*,�1"%I'�1*0M}�0&3(, '�1*v5'7%(
N?"<(+ J�1N?"<(+&3�D"%8383��7>*2&9�15s(,�1I M'7%* � "%NO&989&9"%*aÅ4&3(, L,H'�! �L2(+HJI'&9�0L1M'N?"D��I'&3*,�1�G(+8)�f$'*27x�0�1�0I�(,7|(+ '�
L�(+H'IJ�67 � (, '�|�17%H'$'89�0I NO7xI'�089L0M±Å4 J&9�! &3Lk$'*2�1L,�05s(+�1IS&355*x�0�0(+&37>5'L �xq �xq �?"<5'I5�Jq �xq�Á � 7>*4(+ '�
�07>5s@>�Gw �D"%L2��"%5'I &95 *x�1�G(+&97%5'LI�Jq�ÁJq�ÁJM)�xqQÁJq o/"%5JI �JqQÁxq�Ã � 7%*F(+ J�e5'7>5'�07>5s@>�hw��D"%L2�%MBÅ4 '�1*2�e(+ '�
NO7>L2(47%*,&9�%&95#"%8=*,�0L,H'8)(+L�"%*,�CIJ&9L,�0H'L,L2�1I q

� �v�17>8389�0�0(e5J7�Å (, '�|N?"%&95�*,�0L,H'8)(+Lk7 � 7>H'*MÅF7>*X¿�q�'�(e(+ J&9LkL�(!"%�%�%Mj(+ '�G� "%*2�|L,7%N?�TÅ4 #"<(
@<"%�>HJ�183��L2(!"�(+�1I�M#;'HJ(4(+ '�G� Å4&9838�;���Nf"%IJ�C$'*,�0�1&9L2��;=�0897�Å�q

À>q ¾  J�|"<(,7>N?&3L2(,&9�e$'*27>;'83�1N � �Jq �$4"<5'I�(, '�-�17>5s(+&35�H'H'N
$'*27>;'89�0N � �xq � u"%*2�&ÅF�1838�$=7%L,�1I
&35 (+ '���17>5s@%�Gw �D"<L,� � L,�0� � �0N?N?" �Jq �xq�À��"%5'I &95 (+ '� � �15J5#"%*,I ���%7>5'�0L��1"%L,� � L2�1�¾  J�17>*2�1NOL7�Jq�ÁJq¢À-"%5'I��Jq�ÁJqQÁ&Gq

�xquÈ 5�(+ J�-�07>5s@>�hw6�1"%L,�<M
% � 7>*�"<5�� ΩM ⊂ Ω MF(, '� �17%H'$'89�0I $'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�À�O&3L8ÅF�1838k$�7>L,�0I � L,�0� � �1NONf"

�Jq �xq�À� �
% &3(-&9L�$�7>L,L2&9;'83�/(+7�I'�0z#5J� ΩM

&35_L2H'�! �"	Å�"D�S(+ '"<(�(+ '�OL,7>83HJ(+&37>5S7 � (, '�?�07>H'$'83�1I
$'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�À� &9L}"��07>5s@>�0*,�>&35'�C"%$'$J*,7Dwx&9N?"<(+&37>5�7 � (, '��L27>89HJ(,&97>5-7 � (+ '��"<(+7>NO&9L�(+&3�
$'*,7%;'89�0N � �xq �& � L,�0�	�k�Gz#5'&)(+&97%5 �xq �xq �|"%5'I ¾  '�07>*,�0NF�Jq �Eq�À�hq

ÁJquÈ 5�(+ J� � �05'5#"%*2I����%7>5J�1L��D"%L2�%M
% � 7>*/"%5s� ΩM ⊂ Ω M{(+ '� �07>H'$'83�1I�$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á �&9L�ÅF�1838�$�7>L,�0I�� L,�0� ¾  J�17>*2�1N

�Jq�ÁJq�Ã$�"%5'I�& � " � *+"%�G(+H'*2�v"<$'$=�1"%*,L0M#&3(u&3Lu897E�D"<(,�1I�&95 Ωµ
�

% &3(k&9Lk$�7>L2L,&9;J89�v(,7 I'�0z'5'� ΩM
&95 L2H'�! �"YÅ�"D�6(, #"<(e(, '�|L27>89HJ(,&97>5�7 � (+ '��N?7EI'&3z'�1I

�17>HJ$'89�0I�$'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á  &3L�"v�17>5s@>�0*,�>&35'��"%$'$J*,7Dwx&9N?"<(+&37>5?7 � (+ '�kL,7>83HJ(+&37>5f7 � (+ '�
"<(+7%N?&3L2(+&3�k$'*27>;'83�1N � �Jq �& � L2�1� ¾  '�17>*2�1NF�Jq�ÁJq ��"%5'I
�k�0z'5'&3(,&97>5��Jq�ÁJq¢À�Gq

²8³�� ���� ¼������ ¹���� ¼P¹�¶������ ��������·�½>¼ �$¶��O¸�!#" º��$¶$��½�·%"
W

� �0(�H'L/z#*2L2(ONf"Z¿%� $'*2�1�1&3L,� (+ J�� s�E;'*2&9I�L,$#"<�1� Xc(a,ΩM ) I'�Gz#5'�1I &95 � �Jq �&Gq�È 5�(+ J&9L
L2�1�0(,&97>5�MKÅ��-L,�G( XW (ΩM) = H1(ΩM) q
-/.�� .10 & M)<OL 6 M�:�>B6�@ <� :�4J6(' 8OM
>18;:�>B<DC78DP L7M)<ON7P16Q=?@

È 5 (+ '&3L�L,H';JL,�1�G(+&37>5 M-ÅF�C$'*,7A@E&9IJ�C�17>5'IJ&3(+&37>5'LF�15'L2H'*,&35'�/(+ #"<(�(+ '�e@<"%*2&:"<(,&97>5#"<8�$J*,7>;'83�1NOL
ÅF�v�07>5'L2&9I'�0*�"<*,�6ÅF�1898 � $�7>L,�0I q

�LK=�
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�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

 "!����
	����!����� T � ��� WemGd�y"y#^AmAWCT UJR%T T U#W�)G^1`%l$sD^�g+[!W!m f m1R%T Y9m_shl
f ∈ C0

(

Ω
)

. � �Jq�À1o(
# WGT�dsm�`EW �pb�W FM

R%b�` Fµ
)1l
∀x ∈ Ω, FM(x) =

∫ x

0

f(s) ds, � �Jq¢À�Ã&

F 0
µ = 0 R%b�` ∀i ∈ {1, . . . , N}, F i

µ = h

i
∑

j=1

f(jh). � �Jq¢À�� 
et^�gOR%b#l ΩM

0 ��W?R%] mA^�`EW �pb�WOR;shdEb�[GT Y\^�b Fc
R�musD^�]V]9^��{m���^�b ΩM

0 ��W|mAWGT0�sD^�gOR%]V] x ∈
(ajh, bjh)

0 j ∈ {1, . . . , J} 0

Fc(x) =

∫

ΩM∩(0,x)

f(s) ds+ h

j−1
∑

k=1

(f(bkh) + f(bkh+ h) + . . .+ f(ak+1h)) ,
� �Jq¢À��&

�{U#WGg+W,R�m10�^�b Ωµ
0�sD^�gvR%]V] j ∈ {1, . . . , J − 1} 0 ��WemAWGT0±sD^�g-R%]V] i ∈ {bj, . . . , aj+1} 0

F i
c =

∫

ΩM∩(0,ih)

f(s) ds+ h

j−1
∑

k=1

(f(bkh) + . . .+ f(ak+1h)) + h
i
∑

q=bj

f(qh). � �Jq¢À�� 
� �k5'7<(+��(, #"<( Fc

&3LF�07>5s(+&95�H'7%H'L�7>5 ΩM
M��17>5s(+&35�H'7>H'L�"<( ajh

Mx;'Hx(�5'7%(F�17%5�(,&95�H'7>HJL�"<( bjh qÈ 5�(+ '��L2� � H'�18t7>5 (+ J&9LuL,�0�0(,&97>5 MKÅF�v"%L,L2H'N?�C(, #"<(u(+ J�-�08:"%L�(+&3�e�15'�0*,�%��IJ�15'L2&3( � W L,"<(+&3L2z#�0L










W ∈ C2(R),

∃α > 0, ∀x ∈ R, α ≤ W ′′(x),

∃β > 0, ∀x ∈ R, |W ′(x)| ≤ β |x− 1| .
� �Jq�À � 

'�83(+ J7>H'�> W &9L4I'�Gz#5'�1I67>5
R
MKÅF��5'�0�1I &35 � "%�G(4(+7Y¿�5'7�Å W (x) 7%5'83� � 7%* x > 0 M�IJH'�-(,7(, '�/&95HÇ2�0�0(,&3@E&3( ���17%5'L2(,*+"%&35�(k(+ #"<(k&9Le&35'�183H'I'�0I &95 (, '��@<"%*,&9"<(+&37>5#"%8�L2$#"%�0�1L � �Jq�Á hM;� �Jq o k"%5'I

� �Jq �&Gq � �0(4H'L4L2�0(
a∗M =

∫

Ω

(W ′)
−1

(

W ′(0) + sup
Ω
FM − FM (x)

)

dx, � �Jq �AÂ 

a∗µ = h
N−1
∑

i=0

(W ′)
−1

(

W ′(0) +

(

sup
0≤i≤N−1

F i
µ

)

− F i
µ

)

, � �Jq �BÀ�

a∗c =

∫

ΩM

(W ′)
−1 (

W ′(0) + Fc − Fc(x)
)

dx � �Jq �&�&
+ h

∑

i∈ J µ

(W ′)
−1 (

W ′(0) + Fc − F i
c

)

,

Å4 '�0*,� Fc = sup

(

sup
x∈ΩM

Fc(x), sup
i∈ J µ

F i
c

)

q

�LK,K



� ���#��� T ��� �,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D
W

� B� � � ��� T � ����� wx&9L�(+�05'�1�v"%5'I�H'5'& � H'�15'�0L,L�7 � L27>89Hx(+&97%5'L  # WGT ΩM
)GW�R ��WxW,`�mGdK)!`E^�XOR%YVb

^�s Ω , � WCR�m!mGdEXfW�T UJR%T}T U#W-WG])R�mGT Y\[CWGb�WGgwv%l|`EWGbJmGYVTZl W m1R%T Y9m ��W!m XNA,: n ��R%b�`|T UJR%T{T U#W6)G^1`%l
sD^�g+[!W!m f m1R%T Y9m_shl XNA,:oR �A,

F_s a > a∗M
0{T U#WGb�T U#W-[!^�b#T YVb#dxdEX y�g+^A)1]9WGX XNA,�N �vUJR�mCROdEb#Y�]1d#WeX/YVb#YVX/Y���WGg uM

0 �{UEY\[!U
Y9m-YVb�Rs`s`%YVT Y\^�b YVb H2(Ω) ,�F_s a < a∗M

0 TVU#Wuy�g+^A)1]9WGX XNA,�N ��Y9m-b�^�T�R%T T R%YVb�W,`",
F_s a > a∗µ

0KT U#WGb?T U#W�R%T ^�X/Y9mGT Y\[�y�g+^A)1]9WGX XNA,/@ ��UJR�m�RvdEb#Y�]1d#W4X/YVb#YVX/Y���WGg uµ
,KF_s a ≤ a∗µ

0
TVU#WGbT U#Wuy�g+^A)1]9WGX XNA,/@ �/Y9m�b�^�T�R%T T\R%YVb�W,`",

F_s a > a∗c
0yTVU#WGb6TVU#W|[!^�d�y�]9W,`6y�g+^A)1]9WGX XNA,:":��vUJR�m�ROdEb#Y�]1djWeX/YVb#YVX/Y���WGg uc

,mFs a < a∗c
0

TVU#Wuy�g+^A)1]9WGX XNA,:":���Y9m-b�^�TFR%TZT\R%YVb�W,`",
� ������� � ¾  J��$'*,7E7 � L}7 � (+ '� (+ '*2�1��$J*,7>;'83�1NOL � 7>83897�Å�(, '��L,"%N?�F$#"<(2(+�1*25�"%5'I M � 7>*};'*,�G@x&)( �>MHÅ��
7>5J83� I'�G(!"%&38� '�1*2�-(, #"<(�7 � (, '���17>5s(,&95�H'H'N $'*27>;'89�0N � �xq � hq � ��z#*2L2(�"%L,L2H'NO� a > a∗M

q � �0(
H'L�L, '7�Å (+ '���Gwx&9L�(+�15J�1�C7 � "�NO&95J&9NO&9�1�0*1q"'#7>*p(+ J&9L�$JH'*,$�7>L,�<MJ83�0(�HJL��17%5'L,&3I'�1*�(, '� � 7>83897�Å4&95J�
NO&95'&3N?&3�D"<(,&97>5O$'*27>;'89�0N�M �yYVT U#^�dET (+ J�-&35'�1*2�D"%L2&95'���07>5'I'&)(+&97%5 Æ

inf
{

EM(u), u ∈ H1(Ω), u(0) = 0, u(L) = a
}

. � �Jq �ZÁ 
� &)(+ _(, '�OL,�1�07>5'I 83&95'�/7 � � �xq�À��&GM�Å��OL,�0�?(, #"<( EM

&9L-" α � �07>5s@>�Gw � H'5J�0(+&37>5 q ¾  '��(+ '&3*,I83&95'�e7 � � �Jq�À � F&9NO$'83&9�1Lp(+ '"<( EM
&3Lu�17>5s(+&35�H'7>H'L � 7>*�(, '� H1 5'7>*2N�q ¾  �H'L1Mj$'*27>;'89�0N � �Jq �ZÁ 

 #"<Lf"SH'5'& � HJ��NO&95J&9NO&9�1�0* uM
q � ��5'7�Å L, J7�Å
(, #"<( uM

&9L�"SN?&35'&9NO&9�0�1*�7 � � �Jq �&Gq ¾  '�
� H'83�1*1� � "%�>*+"<5'�>�C� � H#"�(+&97%5�7 � � �Jq �ZÁ �*,�1"%I'L

u′′MW
′′(u′M) + f = 0 "xq �<q#7>5 Ω. � �Jq �<o(

'�L,L,HJN?$J(,&97>5JL7� �Jq¢À�� }&3N?$'8)��(+ #"<( uM ∈ H2(Ω) qAÈ 5�(,�1�>*,"<(+&35'�C(+ '�4$'*2�0@E&97%H'Ly� � H#"<(,&97>5 � *27>NÂ?(,7 x M�7>5'�|7>;x(!"%&35'L u′M(x) = (W ′)−1(λM − FM(x)), Å4 '�0*,� λM = W ′(u′M(0) q � �G(eH'LL2�0(
λ∗M = W ′(0) + sup

Ω
FM ,

L27 a∗M =

∫

Ω

(W ′)
−1

(λ∗M − FM(x)) dx q � �-"%89L27� #"D@>�

a =

∫

Ω

u′M(x) dx =

∫

Ω

(W ′)−1(λM − FM(x)) dx.

*x&35'�1� (W ′)−1 &3L/"%5�&95J�1*,�1"%L,&35'� � H'5J�0(+&37>5 M�Å���L,�0��(+ #"�( a − a∗M
 '"%L|(+ '�fL+"%NO� L,&3�>5�"%L

λM − λ∗M
q

'kL a > a∗M
M�ÅF�� '"A@%� λM > λ∗M

M{ J�15'�0� u′M > 0 7>5 Ω qO*x7 uM
&3L/"%5�&95J�1*,�1"%L,&35'�� H'5J�0(+&37>5 Mp&3(�;��1837>5'�>L/(,7_(+ J��@<"%*2&:"<(,&97>5#"<8�L,$'"%�1� � �Jq o(/"%5'I�M L2&95'�0��&)(O&9LO"�NO&95J&9NO&9�1�0*�7 �

� �Jq �ZÁ GM�&3(�&9Lk"fN?&35'&9NO&9�0�1*�7 � � �Jq � Gq�*x7'Mj(+ J��$'*27>;'89�0N � �Jq � � '"%Le"<(k89�1"%L2(k7>5'��NO&95J&9NO&9�1�0*1q
��7%*,�17A@%�1*1Mj(+ J&9LuNO&95'&3N?&3�1�1* &9LuHJ5'& � H'��;s� �17%5�@%�Gwx&3( ��"%*2�>H'NO�15s(+L0q� �?5'7�Å (+H'*25�(+7�(+ '�?�D"%L2� a < a∗M

q � 5'�f�1"%5 $'*27n@%�%M};���"6L�(!"%5'I'"%*,I�(,�1�! '5J& � H'��7 �
*2�1�>H'89"%*,&3�D"<(,&97>5 �¢À�Á®À �\Mx(+ #"<(4(, '��*,�189"�wx�1I�$'*27>;'89�0N

inf
{

EM(u), u ∈ H1(Ω), u(0) = 0, u(L) = a, u′ ≥ 0 "Jq �%q#7>5 Ω
}

�LK�	
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	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

 #"<Ly"eH'5'& � HJ��N?&35'&9NO&9�0�1* ũM ∈ H2(Ω) q ¾  '�u�17%5'I'&3(,&97>5 a < a∗M
&9NO$'83&9�1L�(, #"<( (, '�1*2���Gwx&9L�(+L

"%5?&95s(+�0*2@<"%8#7>5}Å4 '&3�! ũ′M(x) = 0 q�*x7 ũM
&9Lp5'7%( &35HÇ2�1�G(+&3@%�%M�"%5JI?(+ J��$'*27>;'83�1NF� �Jq �&y&3Lp5'7%(

"<(2(!"%&35'�1I�q
�

#�� � 7%*,��$'*,7E�1�0�1I'&35'� � H'*2(, '�1*0My89�0(�HJLcÅ4*2&3(+��(, '� � HJ89�1*B� � "%�>*,"%5'�>�f� � H#"<(,&97>5 � 7>*�� �xq �&hq
� 5'I'�1*4(+ J�v"<L,L,HJN?$J(,&97>5 a > a∗µ

MJ(, '���17>5JL2(+*,"%&95s( ui+1 > ui &9Lu5'7<(�"%�0(,&3@>�<M'(+ �H'L

∀i ∈ {1, . . . , N − 1}, W ′

(

ui
µ − ui−1

µ

h

)

−W ′

(

ui+1
µ − ui

µ

h

)

− hf(ih) = 0. � �Jq ��Ã&
'�5�� � HJ&3@<"%89�05s( � 7%*,N|H'89"<(+&37>5f&3Lu7>;J(+"%&95'�0I��D"%L2&983�(Æ

∀i ∈ {0, . . . , N − 1}, ui+1
µ − ui

µ

h
= (W ′)−1

(

λµ − F i
µ

)

, � �Jq ��� 
Å4 '�0*,� λµ = W ′

(

(u1
µ − u0

µ)/h
) "%5'I Fµ

&3LuI'�0z#5J�1I6;s� � �Jq¢À�� Gq � &3(+ L2&9NO&989"%*�"%*2�>H'NO�15s(+L0M
&)(4�D"%5�;=��L2 '7�Å45�(, #"<(4(+ '��NO&95'&3N?&3�1�0* uc

7 � � �Jq¢À�À�FL,"<(+&3L2z#�0L
∀x ∈ ΩM , u′c(x) = (W ′)−1 (λc − Fc(x)) ,

∀i ∈ Nµ,
ui+1

c − ui
c

h
= (W ′)−1

(

λc − F i
c

)

,

� �Jq �$�&

Å4 '�0*,� λc = W ′(u′c(0)) � *2�1�1"%898JÅF�O #"D@>��"<L,L,HJN?�0I 0 ∈ ΩM
hM (+ '�OL,�G(

Nµ
&9LCIJ�0z#5'�0I ;s�

� �Jq �&�"%5'I Fc
&9L4I'�0z'5'�1I�;s� � �Jq¢À��&�"%5JI � �Jq¢À�� Gq

-/.�� .�� � 6��KC7> :�>B<DC <�":�476 LK8OM�:�> :�>1<DC
� ��5'7�Å &95s(+*27xI'HJ�1��"��1*,&)(+�0*,&97%5 &95�7>*,IJ�1*�(+7�I'�Gz#5'��(+ '��L2H';=IJ7>Nf"<&95 ΩM

q
 "!����
	����!����� T � T ��� "%*2(,&3(+&37>5 &95�(, '���17>5s@%�Gw��D"%L2�� � W�R�m!mGdxXfWFTVUJR%T XNA,:oR ��Y9mpm1R%TZY9m ��W,`",
# WGT κf > 0 , � WSm1R%l�TVUJR%T�TVU#W�YVb#T WGg�2�R%] (ih, ih + h) Y9m�R *2�1�>H'89"%*6&35s(+�1*�@<"%8fY s f ∈
W 1,1(ih, ih + h) �yYVTVU

∀x ∈ (ih, ih + h), |f(x)| ≤ κf
R%b�` ∫ ih+h

ih

|f ′(x)| dx ≤ h
κf

L
.

� W�`EW �pb�W
ΩM = ∪∗

(ih,ih+h) ���
	��� ��� (ih, ih+ h) R%b�` Ωµ = Ω \ ΩM ,

�{U#WGg+W ∪∗ XfW,R%bJm�T UJR%T�TVU#WLy#^�YVb#T {ih} Y9m�R%] mA^fYVb�[G]ad'`EW,` YVb ΩM
Y s�)G^�T U (ih − h, ih) R%b�`

(ih, ih + h) R%g+W-g+Wwv%dE])R%gCYVb#T WGg�2�R%] mo,

� 	<M



� ���#��� T ��� �,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D
W

� B� �*������� T � ��� U#W�mGdK)!`E^�XOR%YVb ΩM
R�m?`EW �pb�W,`�R")G^H2%Wf^�b#]al�`EW4y#WGb�`�mf^�b f ,{ik[GT d'R%]V]al�0`%d#W|T ^fT U#WO[!^�b�2%WXW>YVTZl�^�s W 0 �{UEY\[!U6R%]V]9^��{m�sD^�gOWG]V]aYQy�T Y\[vg!Wwv%dE])R%ghYVTZlfg!W!mGdE]aTVm?^�bSTVU#W;CFdE]9WGgT.

# R�v%g2R%bBvEWvW^]1dJR%T Y\^�b�XNA,/@B?���0}TVU#W�mGYVbBv%dE])R%ghYVTZY\W!m-^�skTVU#W�mA^�]adxT Y\^�b uµ
R%g+W�mA^�]9WG]al|]aYVb��sW,`|T ^|T U#W

mGYVbBv%dE])R%ghYVTZY\W!m-^�skTVU#W&)G^1`%l�sD^�g![!W!m f ,�I ^�T U#W�mGdK)!`E^�XOR%YVb ΩM
R�m�`EW �pb�W,`�R")G^H2%WkY9meTVU#W ��^�b�W

^�s�g!Wwv%dE])R%ghYVTZl|^�s uµ
, � U#W�mGYVT d'R%T Y\^�b �yYV]V]K)GWug2Rs`%Y\[,R%]V]al�`%Y �eWGg+WGb#T�YVbfTVU#W # WGb#b�R%g2`A.�*#^�b�W!m�[,R�mAW

ZmAW!W�`|W �pb#YVT Y\^�b NA, 	b,:��A,

#F���07>5'L�(+*,HJ�0(+&37>5 M f "%5JI f ′ "%*2�C;=7%H'5'I'�0I�7>5 ΩM
Æ

‖f‖L∞(ΩM ) ≤ κf
"<5'I ‖f ′‖L1(ΩM ) ≤ κf .

� �Jq ��� 
È 5 �k�0z'5'&3(,&97>5 �Jq �xq¢À>MJÅF�� '"A@%��&35s(+*,7EI'H'�0�1I�(+ J� � HJ5'�0(,&97>5'L FM

M Fµ
"%5'I Fc

� L2�1� � �Jq¢À�Ã&hM
� �Jq�À � GM�� �xq�À��$p"<5'I � �xq�À��& Gq"È 5O(+ '��L,� � HJ�18\MbÅF�MÅ4&9838#5'�1�0I "%5?�1L2(,&9N?"<(+��7 � (+ '�0&9* I'& �=�1*2�15'�0�%M
Å4 '&3�! 6&3Lu$'*,7A@E&9I'�0I�;s��(, '� � 7>89837�Å4&95'�|83�1NONf"xq
� B� � � ��� T � T � WvR�m!mGdEXfW�T UJR%T TVU#W�)G^1`%l[sD^�g+[!W!mem1R%T Y9m_shl XNA,:oR �OR%b�` XNA,/@b< �A, � U#WGb

lim
h→0

sup
k

∣

∣FM(kh) − F k
µ

∣

∣ = 0, � �Jq �$� 
R%b�`H0±sD^�g-R%]V] h 0

∀k mo,9Tw, kh ∈ ΩM , |Fc(kh) − F k
µ | ≤ hκf (Ncc + 1),

∀k mo,9Tw, kh ∈ Ωµ, |F k
c − F k

µ | ≤ hκf (Ncc + 1).

� �JqQÁAÂ 
� ��L^¿�&9$�(+ '��$'*27x7 � 7 � (+ J&9Lu89�0N?N?"JMbÅ4 '&9�! �*,�089&3�1Lu7>5�" ¾ "D�E897>*u�hwx$#"%5'L2&97>5 q
-/.�� .�
 � <2= LK8OM)>B@ <2C <� :�476 8O:�<2=?>B@(:�>BA9L7M
<ONKPB6Q= 8DCJE :
4J6 A�<DHJLKPB6�E

L7M
<DN7PB6Q=
È 5�(+ J&9LtL,H';'L2�1�G(+&97%5 MZÅF�u"%L2L,H'NO�F(, #"<(t(+ '�F$#"%*2(,&3(,&97>5-&9LtI'�0z'5'�1I�"%�0�17>*2I'&95J��(+7 �k�0z#5J&3(+&37>5

�Jq �xq �xq ¾ 7�L,&3N?$J89& � ��(+ J��5'7<(!"<(,&97>5 "%5'I L,&35'�1��(+ '�0*,��&9L�5'7_"%N|;'&3�>H'&)( �>MJÅF��IJ�15'7%(,�6;s� Ic&35'L2(,�D"%I�7 � Ic(ΩM) (, '��&95Jz'N|H'N � �Jq¢À�À�Gq
� �f5'7�Å �0L2(+&3Nf"�(+�f J7�Å (+ J���17>HJ$'89�0I�$'*,7>;J89�1N � �xq�À�À�v"%$'$J*,7Dwx&9N?"<(+�0L�(+ '��"<(+7>NO&9L�(+&3�

$'*27>;'83�1N � �Jq �$Gq�'#7>*�(, '&9Lu$'HJ*,$�7>L,�<MKÅ��-5'�1�0I�(, '� � 7>89837�Å4&95'�|7%$=�0*+"<(,7>*,L�Æ
 "!����
	����!����� T � 	�� U#W ^1y#WGg2R%T ^�g Πc : vµ ∈ Xµ(a) 7→ Πcvµ ∈ Xc(a,ΩM ) Y9m�T U#W
YVb#T WGg�y#^�])R%TZY\^�b�.,^�b�. ΩM

^1y#WGg,R%T ^�gv`EW �pb�W,`Y)1l
∀x ∈ ΩM , (Πcvµ)(x) = vr(x),

R%b�` ∀ih ∈ Ωµ, (Πcvµ)
i = vi

µ,

�{U#WGg+W vr
Y9m�TVU#Wuy�Y\W![!W��yY9mAWC]aYVb�W,R%g�YVb#T WGg4y#^�])R%T W|^�s vµ

0�R%T�y#^�YVb#TVm ih 0 YVb ΩM
,

� U#W ^1y#WGg2R%T ^�g Πµ : vc ∈ Xc(a,ΩM) 7→ Πµvc ∈ Xµ(a)
Y9m?T U#W WT2�R%]adJR%TZY\^�b�^1y#WGg2R%T ^�g

`EW �pb�W,` )1l
∀ih ∈ ΩM , (Πµvc)

i = vc(ih),
R%b�` ∀ih ∈ Ωµ, (Πµvc)

i = vi
c.

� 	��



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

¾ 7��1L�(+&3Nf"<(,�-(, '��IJ&9L2(+"%5'�0��;��0(4ÅF�1�15(, '��*2�1L,$��1�G(+&)@>�/NO&95'&3N?&3�1�1*2L uµ
"%5'I uc

7 � $J*,7>;'83�1NOL
� �Jq �$-"%5JI�� �xq�À�À�GM�Å��cÅ4&9838p"%*,�>HJ�?7>5�(+ '�O;#"%L2&9Lv7 � � �Jq ��� -"<5'I�� �Jq �$�&GM (, #"<(v$'*,7A@E&9I'�O�Gw(�
$'*2�1L2L,&97%5'L�7 � uµ

"%5JI uc
"%L � H'5'�G(+&97%5'Lu7 � (+ '� � "%�>*,"%5'�>�CN|HJ83(+&3$'89&3�1*2L λµ

"%5'I λc
q

� B� �*������� T � T ikb?R%]aT WGghb�R%TZY2%WFXfWGTVU#^1`kT ^�WT2�R%]adJR%T W uµ−uc
Y9mO)!R�mAW,`-^�bOTVU#W4^A)GmAWGg�2�R%TZY\^�b

TVUJR%TpX/YVb#YVX/Y��1YVbBv Eµ
^H2%WGg Xµ(a) Y9m-W^]1dxY2�R%]9WGb#TyT ^/X/YVb#YVX/Y��1YVbBv Ec

^H2%WGgCR �pb#YVT WvWG]9WGXfWGb#T
m4yJRE[!W Xh

c (a,ΩM) ⊂ Xc(a,ΩM ) ^�sfXfW!m!U_mGY���W h 0 �{U#WGg+W TVU#Wd)G^1`%l�sD^�g+[!W YVb#T Wwv%g2R%]�T WGgGXY9m-b�^�� [!^�XLy�dET W,`Y)1l�Rfb#dEXfWGghY\[,R%] YVb#T Wwv%g2R%T Y\^�b�sD^�ghX/dx])R  b�R%XfWG]al�0FRcD4Y\WGXOR%b#b�mGdxX �A,�I ^
mGT\R%b�`sR%g2`�g+W!mGdE]aT mv^�sMe�CpQ�TVU#W!^�ghlf[,R%b )GW�RTy"y�]aY\W,`/YVbS^�g2`EWGgkT ^f^A)1T\R%YVb R%b H1 W!mGTZYVXOR%T Wv^�b
uµ − uc

,�`�WGgGY2�R%T YVbBv L∞ W!mGT YVXOR%T W!mPshg+^�X mGdj[!U R%b�R%g�v%dxXfWGb#TFY9m�Xf^�g+W�TZghY\[ ��l ZmAW!W ��:A@±=>0
:
	®N�0�:oR!?H0H:oRmN�� ��0FR%b�`?TVUEY9mvY9m�TVU#W�g+W,R�mA^�b �{UEl ��Wuy�g+W_sDWGgeU#WGg!W�ROmAWG] s�.,[!^�b#T\R%YVb�W,`fR%g�v%dEXfWGb#T
TVUJR%T ��WOy�g+W!mAWGb#T YVb TVU#Wuy�g!^A^�sv^�s � U#W!^�g!WGX NA,/@B,:",

'#7>*4"%5s� u ∈ Xc
M®Å��-I'�0z'5'�

‖u‖L∞(Xc) = max

(

‖u‖L∞(ΩM ), max
i,ih∈Ωµ

|ui|
)

, � �JqQÁ®À�

|u|W 1,∞(Xc) = max

(

‖u′‖L∞(ΩM ),max
i∈ J µ

∣

∣

∣

∣

ui+1 − ui

h

∣

∣

∣

∣

)

, � �JqQÁ&�&
"%5JI � 7>*4"<5�� u ∈ Xµ

MKÅ���I'�Gz#5'�

‖u‖L∞(Xµ) = max
i∈[0,N ]

|ui| "%5JI |u|W 1,∞(Xµ) = max
i∈[0,N−1]

∣

∣

∣

∣

ui+1 − ui

h

∣

∣

∣

∣

. � �JqQÁAÁ 
� B� � � ��� T � 	 � WvR�m!mGdEXfW�T UJR%T XNA,:oR �?R%b�` XNA,: n ��R%g!WCm1R%T Y9m ��W,`H0FR%b�`?TVUJR%T

a > a∗M ,
� �JqQÁ<o(

�{U#WGg+W a∗M Y9mC`EW �pb�W,`V)1l XNA,/@-p �A, � WkR�m!mGdxXfW�TVUJR%T{TVU#W�yJR%ghT YVTZY\^�b Ω = ΩM ∪Ωµ
Y9me`EW �pb�W,`

RE[![!^�g2`%YVbBv?T ^V`|W �pb#YVT Y\^�b NA,/@B,/@LsD^�gkmA^�XfW κf > 0 ,� U#WGb TVU#WGg+W�WXW>Y9mGTVm h0 ≤ 1  �{UEY\[!U `EW4y#WGb�`�m_^�b κf
� mGdj[!U�T UJR%T0usD^�g�R%]V] h ≤ h0

0
y�g+^A)1]9WGX�m XNA,/@ �?R%b�` XNA,:":��|UJRA2%WvRfdEb#Y�]1djW-X/YVb#YVX/Y���WGg>,
� ������� � � &3(, � �Jq �$� hM/� �xqQÁ�Â&�"%5'I � �xqQÁ%o GMJÅF��L,�1��(+ '"<(DM � 7%* h L,N?"%838F�05'7>H'�> �M�Å��� #"D@>�
a > a∗µ

"%5'I a > a∗c
M�Å4 '�0*,� a∗µ "%5JI a∗c "<*,��I'�0z'5'�1I ;s� � �Jq �BÀ�e"%5'I � �Jq �&�&hqQ*x7 � �0N?N?"

�Jq �xq¢ÀC�D"%5�;���"%$'$'83&9�0I Mx&)(uL, J7�Å4Lu(, #"<(u$'*27>;'83�1NOL � �Jq �&�"<5'I � �Jq¢À�À�F"%*,�LÅF�1838 $�7>L,�0I q
�

� ��b�<��®� ��� T � ��� WfR�m!mGdEXfWOT UJR%T�XNA,:oR ��0 XNA,: n ��R%b�`�XNA, 	�R �6R%g+W�m1R%TZY9m ��W,`H0�R%b�`6TVUJR%T
TVU#WPyJR%ghT YVTZY\^�b Ω = ΩM ∪Ωµ

Y9mC`EW �pb�W,`?RE[![!^�g2`%YVbBv|T ^;`|W �pb#YVT Y\^�b�NA,/@B,/@$sD^�g�mA^�XfW κf > 0 ,# WGT Πc
R%b�` Πµ

)GW-TVU#W/^1y#WGg2R%T ^�g+mv`EW �pb�W,`?YVbd`|W �pb#YVTZY\^�b NA,/@B, 	b,
� U#WGb�T U#WGg+W�WXW>Y9mGT h0 ≤ 1  �{UEY\[!U `EW4y#WGb�`�m�^�b κf

�SR%b�`_[!^�bJmGT\R%b#T m C1
R%b�` Ci(κf)

0
i = 2, . . . , 5 0 mGd#[!U TVUJR%T_0�sD^�g/R%]V] h ≤ h0

0�TVU#W/X/YVb#YVX/Y���WGg+m uµ
^�s XNA,/@ ��R%b�` uc

^�s XNA,:":��
m1R%T Y9m_shl

|uc|W 1,∞(Xc) ≤ C1
R%b�` |uµ|W 1,∞(Xµ) ≤ C1,

� �JqQÁ�Ã&
� 	UT



� ���#��� T ��� �,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D
W

R%b�` R%g+WvR%T�R `%Y9mGT R%b�[!W�^�s|^�g,`EWGg h shg+^�X ^�b�W�R%b�^�TVU#WGgCYVb TVU#WCmAWGbJmAW�T UJR%T
|(Πµuc) − uµ|W 1,∞(Xµ) ≤ C2(κf )hκf ,

� �JqQÁ$� 
|uc − (Πcuµ)|W 1,∞(Xc)

≤ C2(κf)hκf ,
� �JqQÁ&�&

‖(Πµuc) − uµ‖L∞(Xµ) ≤ C3(κf)hκf ,
� �JqQÁ$� 

‖uc − (Πcuµ)‖L∞(Xc)
≤ C4(κf)hκf ,

� �JqQÁ$� 
�{UEYV]9W�TVU#W/WGb�WGg�v%l?YVb �pXORfR%] mA^?`%Y �eWGg�^�svR%b_^�g2`EWGg h �

|Ic − Iµ| ≤ C5(κf )hκf .
� �Jq o�Â 

� U#W�[!^�bJmGT\R%b#T C1
`E^AW!m?b�^�T�`EW4y#WGb�`�^�b κf

0 �{U#WGg+W,R�m?T U#W[shdEb�[GTZY\^�bJm κf 7→ Ci(κf)
0 i =

2, . . . , 5 0FR%g+W�)G^�dEb�`EW,`�^�bSR%b#l [!^�XLyJRE[GT�,
� B� �*������� T � 	 � U#WPy�g!^A^�skl<Y\WG])`�mCT U#WasD^�]V]9^��yYVbBvfWXW>y�]aY\[GYVT�WXW>y�g+W!m!mGY\^�bJm�sD^�geTVU#W|[!^�bJmGT\R%b#T m
Ci
0 i = 1, . . . , 5 �

C1 =
L

4α
‖f‖L∞(Ω) + 4

a

L
, C2(κf) =

2 + Ncc

α

(

1 +
βK(κf )

α

)

, � �Jq o-À�
C3(κf ) = LC2(κf ), C4(κf ) = C2(κf ) h+ C3(κf),

� �Jq o �&
C5(κf) = 2a+ L

(

β C2(κf )(C1 + 1) + C3(κf )‖f‖L∞(Ω)

)

, � �Jq o�Á 
�{U#WGg+W βK(κf) = maxK W ′′ (W ′ (·)) ,��-WGg!W10 K Y9m�T U#W�[G]9^AmAW,`|YVb#T WGg�2�R%] ^�sC[!WGb#T WGg�p|R%b�`?^�s
g2Rs`%YVdsm h0κf(1 + Ncc) + β (C1 + 1) ,

� B� �*������� T � % Fhb	2AY\W���^�suD�WGXOR%g �VNA,/@B,/@A0KTVU#WeR%T ^�X/Y9mGT Y\[ay�g+^A)1]9WGX [,R%bd)GW�g+WGYVb#T WGg�y�g+WGT W,`
R�m?R[!^�b#TZYVb#dEdxXhy�g!^A)1]9WGX y#^AmAW,`^�b�R �pb#YVT W�WG]9WGXfWGb#T�m4yJRE[!W?^�s/XfW!m!U6mGY���W h , � U#WGg!W_sD^�g+WTVU#W�[!^�b�2%WGg�vEWGb�[!W�^�s?^�g2`EWGg h sD^�g�T U#W�� �pg!mGT�`EWGghY2�R%T Y2%W��v^�s uc − uµ

Y9m�m!UJR%g�y ZmAW!W XNA, 	®N �
R%b�` XNA, 	�= � �A,���mGYVbBv�R%b6R%gwv%dEXfWGb#T�P-8:" 'kH';'&35�� r &3(,L,�! '��0pR%b�`�R�m!mGdEX/YVbBvORs`s`%YVT Y\^�b�R%]V]al�TVUJR%T
W ∈ C3(R) R%b�` f ∈ H2(ΩM ) 0p^�b�W�[,R%b�YVXLy�g!^H2%W XNA, 	"< �|R%b�` XNA, 	 n �|R%b�`vm!U#^���T UJR%T0®sD^�g
h mGXOR%]V]tWGb�^�dAv�U"0

‖(Πµuc) − uµ‖L∞(Xµ) + ‖uc − Πcuµ‖L∞(Xc) ≤ Ch2

sD^�gemA^�XfW|[!^�bJmGT\R%b#T C TVUJR%Tu`E^AW!m�b�^�T�`EW4y#WGb�` ^�b h ,
� ����������� � � b�,��B� ��� T � � � *x&95J�1� uµ

&9L "<5/&95'�0*,�D"<L,&95J�eI'&9L2�1*2�0(+� � HJ5'�0(,&97>5 Mn(+ J��;=7%H'5'I#"%*��
�07>5'I'&)(+&97%5'Le&9NO$'8)��(, #"<( 0 ≤ ui

µ ≤ a q � &)(+ (+ J� � HJ89�1*B� � "%�>*,"%5'�>�v� � H#"<(,&97>5JL"� �Jq ��Ã&hM 7>5'�
�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(

∀i ∈ {1, . . . , N − 1},
∣

∣

∣

∣

ui−1
µ − 2ui

µ + ui+1
µ

h2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

α
‖f‖L∞(Ω).

� 	
	



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

%�7>8389�0�0(+&35'�|(+ J&9Lu;�7>H'5'IGÅ4&3(, �(, '��;=7%H'5'I�7>5 uµ
M#7>5J�-7%;J(!"%&35'L

∀i ∈ {0, . . . , N − 1},
∣

∣

∣

∣

ui+1
µ − ui

µ

h

∣

∣

∣

∣

≤ C1,

Å4 '�0*,� C1
&9L I'�0z#5J�1I ;s�5� �Jq oKÀ�Gq � &)(+ ?(, '�kL,"%NO�k"%*2�>H'NO�15s(+L0MBÅF�e7>;x(!"%&35f"-L,&9NO&989"%*y;�7>H'5'I

7>5 uc
M}L27 �1L�(+&9N?"<(,� � �JqQÁ�Ã&�&3Lv$J*,7A@>�0I q � &3(, �� �Jq ���  � *,�0L,$��1�0(,&3@%�183� � �Jq �$�& hM�ÅF��L2�1�f(, #"<(

� �JqQÁ�Ã&�&9NO$'89&3�1L
∀i ∈ {0, . . . , N − 1},

∣

∣λµ − F i
µ

∣

∣ ≤ max
[0,C1]

|W ′| ≤ β (C1 + 1), � �Jq o>o(
"%5JI?"�L,&9NO&989"%*K;=7%H'5'I/7>5 λc−F i

c
� � 7>* i ∈ Nµ

{"%5JI λc−Fc(x)
� � 7>* x ∈ ΩM

}*,�0L,$��1�G(+&3@%�18)�>q
� &)(+ � �Jq�Á�Â hM-ÅF�v&35 � �1* � *27>N (, '���1L2(,&9N?"<(+�C7%5 λc − Fc

(+ #"<(
∀i ∈ {0, . . . , N − 1},

∣

∣λc − F i
µ

∣

∣ ≤ β (C1 + 1) + hκf (Ncc + 1) . � �Jq obÃ&
� �0(�H'L4I'�Gz#5'��(+ '� � H'5J�0(+&37>5'L

pµ(λ) = h
N−1
∑

i=0

(W ′)−1
(

λ− F i
µ

)

,

pc(λ) =

∫

ΩM

(W ′)−1 (λ− Fc(x)) dx + h
∑

i∈ J µ

(W ′)−1
(

λ− F i
c

)

.

È 5�@E&9�>Å 7 � � �Jq �$� �"%5JI � �Jq �$�&GM-ÅF�� #"D@>� a = pµ(λµ) = pc(λc)
M'L,7

pc(λc) − pµ(λc) = pµ(λµ) − pµ(λc).
� �Jq o&� 

� L,&95J�O(, '&9Lu� � H'"%89&)( �>M-ÅF��5'7�Å �1L�(+&9N?"<(,� |λc − λµ| q� &3(, "� �Jq¢À�� hM>ÅF� �1"%5�L,�0� (+ #"<( 0 < ((W ′)−1)
′
(x) ≤ 1/α

� 7>*�"%5s� x ∈ R
q�'#H'*2(, '�1*2N?7%*,�%M

ÅF��L,�1�C(, #"<(DM � 7>*u"%5s�f�17>NO$#"%�G( K ⊂ R
MJ(, '�1*2�C�Gwx&9L�(+L βK > 0 L,HJ�! �(, #"<(DM � 7>*u"%5s� x ∈ K M

((W ′)−1)
′
(x) > 1/βK

qK'j7%*4"%5s� λ ∈ R
M

pc(λ) − pµ(λ) =

∫

ΩM

(W ′)−1(λ− Fc(x)) dx− h

J
∑

j=1

bj−1
∑

i=aj

(W ′)−1 (λ− Fc(ih))

+ h

J
∑

j=1

bj−1
∑

i=aj

(

(W ′)−1 (λ− Fc(ih)) − (W ′)−1(λ− F i
µ)
)

+ h
∑

i∈ J µ

(

(W ′)−1(λ− F i
c) − (W ′)−1(λ− F i

µ)
)

.

� �Jq o �&
� ��;=7>HJ5'I�(, '�Cz#*,L�(4(+�1*2N ÆKÅ4&3(, � �Jq �$� hM'7>5'�C�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

ΩM

(W ′)−1(λ− Fc(x)) dx− h
J
∑

j=1

bj−1
∑

i=aj

(W ′)−1 (λ− Fc(ih))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ hκf
L

α
.

� 	&%



� ���#��� T ��� �,�=$�.I96� ��� . $%�7/*>7���H�' #.I9:��"#$)� /,�Z���LDH��� /,9 "E� D
W

'#7>*�(, '�C(+ '&3*,I�89&35'�e7 � � �Jq o(�&hM-ÅF�v7>;x(!"%&35 M®Å4&)(+ � �Jq�Á�Â hM
∣

∣

∣

∣

∣

∣

h
∑

i∈ J µ

(

(W ′)−1(λ− F i
c) − (W ′)−1(λ− F i

µ)
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ h

α

∑

i∈ J µ

∣

∣F i
c − F i

µ

∣

∣

≤ |Ωµ|
hκf

α
(1 + Ncc),

"%5JI�"CL,&3N?&38:"%*}�1L2(,&9N?"<(+�u J7>89I'L � 7>*y(, '�4L,�1�07>5'I?89&95J�u7 � � �Jq o �&Gq(*E7&ÅF�� '"A@%�%M � 7>*p"%5s� λ ∈ R
M

|pc(λ) − pµ(λ)| ≤ hκf
L

α
(2 + Ncc).

� �Jq o&� 
� 5�(+ '��7%(, '�1*4 #"%5JI M

pµ(λµ) − pµ(λc) = h

N−1
∑

i=0

(

(W ′)−1
(

λµ − F i
µ

)

− (W ′)−1
(

λc − F i
µ

))

.

¾  '� � H'5J�0(+&37>5 (W ′)−1 &9L &35'�1*2�D"%L2&95'�JM1L,7�"%838<(, '� (+�0*,NOL (W ′)−1
(

λµ − F i
µ

)

−(W ′)−1
(

λc − F i
µ

)

 #"D@%�|(+ '�|L,"%NO��L,&3�>5 q±È 5 @E&9�TÅ 7 � � �Jq o>o(�"%5'I � �Jq obÃ&GM�ÅF�/L,�0��(+ #"�( λµ − F i
µ
"%5JI λc − F i

µ;��1837>5'��(,7v(+ J�e�1837>L,�0I�&95s(+�0*2@<"%8 K 7 � �0�15s(+�0*uÂ|"%5'If7 � *+"%IJ&9H'L β (C1 + 1)+ h0κf(1 +Ncc)
q

*x7�(+ J�1*,���hwJ&3L2(,L βK
M-Å4 '&9�! �I'7E�1L45'7%(4I'�0$=�05'I67%5 h M#L2H'�! �(, #"<(

|pµ(λµ) − pµ(λc)| ≥
L

βK
|λµ − λc| . � �Jq o&� 

%�7>8389�0�0(+&35'��� �xq o �&GMQ� �Jq o&� �"%5'I � �xq o �&GM-ÅF�-z'5#"%898)�f7%;J(!"%&35
|λµ − λc| ≤ C0hκf ,

� �Jq�ÃZÂ 
Å4 '�0*,� C0 = βK(2 + Ncc)/α

q � ��5'7�Å $J*,7A@>� � �Jq�Á&� hq � &3(, � �Jq �$� �"<5'I � �Jq �&�&GM®Å��� #"D@>�

∀i ∈ Nµ,

∣

∣

∣

∣

ui+1
µ − ui

µ

h
− ui+1

c − ui
c

h

∣

∣

∣

∣

≤ 1

α

∣

∣

(

λµ − F i
µ

)

−
(

λc − F i
c

)∣

∣

≤ hκf

α
(C0 + Ncc + 1) , � �JqQÃ®À�

Å4 '�0*,�<M�&95 (+ '��8:"%L�(O89&95J�%M�ÅF�  #"D@>��Nf"%IJ��H'L2� 7 � � �Jq�Á�Â /"%5'I � �JqQÃAÂ Gq � &)(+ 9� �Jq �$� �"%5'I
� �Jq �$�&GM-ÅF�v"%89L27O '"A@%�%M � 7>*4"<898 i /∈ Nµ

M
∣

∣

∣

∣

ui+1
µ − ui

µ

h
− (Πµuc)

i+1 − (Πµuc)
i

h

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

ui+1
µ − ui

µ

h
− u′c(ih+ γh)

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

ui+1
µ − ui

µ

h
− u′c(ih)

∣

∣

∣

∣

+ h‖u′′c‖L∞(ΩM )

≤ 1

α

∣

∣

(

λµ − F i
µ

)

− (λc − Fc(ih))
∣

∣+ h
κf

α

≤ hκf

α
(C0 + Ncc + 2) , � �JqQÃ&�&

� 	FK



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

Å4 '�0*,�<M &95�(, '��z#*2L2(/83&95'�<M γ ∈ (0, 1) "%5JI Å4 '�1*2� Å���"%L2L,H'NO�1I�"�(|(+ '�fL,�1�07>5'I�89&35'��(+ #"<(
ih ∈ ΩM

� (, '���1"%L,� ih+h ∈ ΩM
�D"<5/;=� (+*,�1"<(+�0I/89&�¿%�>Å4&3L,� GqA%�7>8983�1�0(,&95'� � �xq�Ã®À�t"%5JI � �JqQÃ&�&hM

ÅF�v7%;J(!"%&35 � �xqQÁ&�&Gq ¾  '��$'*27x7 � 7 � � �Jq�Á �& � 7>83897�Å4L�(, '�CL+"%NO�C$#"<(2(+�0*,5 q ¾  '�C�0L2(,&9N?"<(+�"� �JqQÁ$� 
&3L 7>;J(+"%&95'�0I|;s�|I'&3L,�0*,�0(,�uL,H'NON?"<(+&37>5'Lt7 � � �Jq�Á&� hq � �u5'7�Å $'*,7A@%� � �Jq�Á&� hq � �u"%89*2�D"%Ix�v '"A@%�%M
Å4&)(+ � �Jq�Á&� hM

∀i L0q (1q ih ∈ Ωµ,
∣

∣ui
c − ui

µ

∣

∣ ≤ C3hκf .
� �Jq�ÃZÁ 

� �0(4HJLu5'7�Å �07>5'L,&3I'�1* x ∈ ΩM
M#"<5'I 89�G( i L,HJ�! �(, #"<( ih ≤ x < ih+ h q � �e"%�s"%&35 "%L,L2H'NO�(, #"<( ih ∈ ΩM

Mj"%5'IGÅ��� #"D@%�
|uc(x) − (Πcuµ)(x)| ≤

∣

∣uc(ih) − ui
µ

∣

∣+
∣

∣uc(x) − uc(ih) + ui
µ − (Πcuµ)(x)

∣

∣ .

¾  '��z#*2L2(4(+�0*,N &3Lu;=7>HJ5'I'�1I�;s� C3hκf
Å4&3(, � �Jq�Á&� hq�'#7>*�(+ '��L2�1�17%5'I�(,�1*,N�M-ÅF�� #"D@>�

∣

∣uc(x) − uc(ih) + ui
µ − (Πcuµ)(x)

∣

∣ ≤
∫ x

ih

|u′c(y) − (Πcuµ)
′(y)|dy

"%5JI (+ J���0L2(,&9N?"<(+� � �JqQÁ&�&|"%89837�Å4L/7>5'��(+7S;=7%H'5'I�(+ '��*,&3�> s(� #"%5'I L,&3I'��7 � (, '��$'*,�G@x&37>H'L
&35'� � H#"%83&3( �%q ¾  '�S�15J�1*,�<� �1L�(+&9N?"<(,� � �Jq o"Â O&9L 7>;J(+"%&95J�1I � *,7%N �1L�(+&3Nf"<(,�1L � �Jq�Á"Ã&GMK� �Jq�Á&� hM
� �JqQÁ&�&GMQ� �Jq�Á&� �"%5'I � �xqQÁ&�&F;s��L,&9NO&989"%*F"%*,�>HJN?�05�(,L1q

�

� B� �*������� T � K FhT|Y9m R%] mA^	y#^Am!mGY�)1]9W�T ^Gy�g+^H2%W�XNA,QRmp ��`%YVg!W![GT ]al�0��yYVTVUf2�R%gGY R%T Y\^�b�R%]�R%g�v%d®.
XfWGb#TVm10 �yYVT U#^�dET g!W!mA^�ghT YVbBv?T ^ W!mGTZYVXOR%T W!m/^�b uc − uµ

,

²8³�� ������ �$¶G¶$�+¸Jº�����¹;¶�� � ¼�� � �

È 5�(, '&9LuL2�1�G(+&97%5 M'(+ '��&35�(,�1*,"%�0(,&97>5 $�7%(+�05s(+&:"<8 &9L�(, '� � �05'5#"%*2I����%7%5'�1L4$�7%(+�05�(,&:"%8

WLJ(r) =
1

r12
− 2

r6
, � �Jq�Ã�o(

Å4 '&3�! "<(2(!"%&35'L�&)(+LuNO&95'&3N|H'N "<(&À}Æ WLJ(1) = infWLJ = −1.� �0( W ∗∗
LJ
;=�|(, '�/�17%5�@%�GwS�05s@>�1837>$�7 � WLJ

�_Å4 J&9�! S&9LC"<89L,7f&3(+L � H'"%L,&3�17>5s@>�hw��15s@>�0897>$ GM
"%5JI�83�0(4H'L4L,�G(

rc =

(

13

7

)1/6

≈ 1.11, � �JqQÃ�Ã&
L2H'�! �(+ #"<( WLJ

&9Lv�17>5s@>�hw 7%5�(+ '�?&95s(+�0*2@<"%8 (0, rc)
"%5'I �07>5'�D"D@%��7>5 (rc,+∞) q � ��"%83L,7I'�Gz#5'��(+ '� � H'5J�0(+&37>5'L

ψ : (−∞,W ′
LJ(rc)) → (0, rc)

L,H'�! �(+ #"�( ψ ◦W ′
LJ = È I , � �JqQÃ$� 

ϕ : (0,W ′
LJ(rc)) → (rc,+∞) L2H'�! �(, #"<( ϕ ◦W ′

LJ = È I . � �JqQÃ&�&
'#7>* x ≤ 0 M�Å��YÅ4&3898p"%83L,7�Nf"A¿<�?HJL,��7 � (+ '�?5'7%(!"�(+&97%5 (W ′

LJ)
−1 (x) = ψ(x) M}"%Lv(, '�1*2�f&9L&35 L,H'�! S�1"%L,�|5J7�"%N|;'&3�>H'&3( �%q � ��I'�15'7<(+�|;s� H(t) (+ '�VÄ��D"D@E&9L2&9I'� � H'5'�0(,&97>5 � H(t) = 0 & �

t < 0 M H(t) = 1 7<(+ '�0*XÅ4&9L2��hq
� 	 �



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

W ∗∗
LJ

WLJ

�À

�

À

Â

�1À

"$#&%�' �Jq � %�� �5�	�F�!������*���
�H���5����� �����!�����1�� �� ���� 	���- 	�	�5���:���5�-�	���:������GH��� �!��GH�! ������ �5�����5���  	�	�5���E@

� �-H'L2�v(+ J� � �15J5#"%*,I ���%7>5'�0Lk$�7%(+�05s(+&:"<8K"%Lk"O$'*,7<(+7%( �E$�� � 7>*�"O5'7>5'�07>5s@>�Gw6&95s(,�1*+"<�0(+&37>5
$�7%(+�05s(+&:"<8\q � 5J� &9NO$=7%*2(!"<5�( � �D"�(+H'*2�"%89837�Å4&95'� � 7>*?(, '�"%$J$=�1"%*+"%5J�1� 7 ��� *,"%�0(,H'*,� &3L?(, #"<(
lim
r→∞

WLJ(r)/r = 0 q
È 5 *E�1�0(,&97>5 �Jq�ÁJq¢À>MJÅF��L2(+HJIJ��(+ '���07>5s(+&95�H'HJN N?�0�! #"%5'&3�1L�$'*27>;'89�0N � �Jq �&GMy"%5JI L2 '7�Å

(, #"<(k" � *,"%�0(,H'*,� �Z" �k&3*+"%��N?"%L,L4&95�(+ J�-IJ�1*,&)@<"<(+&)@>��7 � (, '�-I'� � 7>*2Nf"�(+&97%5 �"%$'$��D"<*,L � 7>*�"%5s�
�hwx(,�15'L2&97>5'"%8�837s"%I q ¾  '�k"<(+7>NO&9L�(+&3��NO7EI'�18�� �xq �&y�Gwx '&3;'&3(,LF(, '�kL,"%N?��;=�0 #"D@E&97>*7� L2�1� *x�0�0(,&97>5
�Jq�ÁJq �&Gq�È 5 *x�0�0(,&97>5 �xqQÁJq�ÁJM�ÅF��L2(,H'IJ��(, '�f�07>H'$'83�1I $J*,7>;'83�1N � �xq�À�À��Å4 '�0*,�f(, '�f�05'�1*2�%�_&9L
I'�Gz#5'�0I�;�� � �Jq¢À�Â Gq�È 5 *x�1�G(+&97%5 �Jq�ÁJq o'M�Å��OL2(,H'IJ�S(+ J�fNO7xI'&)z#�1IS�07>H'$'83�1I�$J*,7>;'83�1N � �Jq�À�Á 
Å4&)(+ �(, '���15J�1*,�<� � �xq�À��$Gq � �?(+ '�05�$'*,7>$�7>L2� "�Å�"A��(+76;'H'&983I_(, '� "<(,7>N?&3L2(,&9��� �17>5s(,&95�H'H'N
$#"<*2(+&)(+&37>5 � L,�0� �k�0z'5'&3(,&97>5 �xqQÁJq¢Àk;��1837�ÅJ L,HJ�! �(+ #"<(F(+ '�kL,7>83HJ(+&37>5?7 � (+ '��N?7EI'&3z'�1If�07>H'$'83�1I
$'*27>;'83�1N�"%$J$'*,7s"<�! '�1LC(+ J�OL27>89Hx(+&97%57 � (, '��"<(+7%N?&3L2(+&3�|$'*27>;'89�0N�q ¾ 7�;'H'&389I (, '��$#"%*2(,&3(,&97>5 M
ÅF� Å4&9838 N?"A¿<��H'L,�f7 � "6$'*,�089&3N?&35#"%*2� L2(+�0$ Æ}(, '��I'�G(+�1*2N?&35#"<(,&97>5�7 � (+ J��L,7>83HJ(+&37>5�7 � (+ '�
�07>5s(+&95�H'HJN $'*27>;'89�0N�M�"�(+"%L^¿+Å4 '&3�! /&9L "<L,L,HJN?�0I|(+7e;���89&)(,(,89�pI'�1N?"%5'IJ&95'���17>NO$'HJ(+"<(+&37>5#"%8383�
&35��17>NO$#"%*2&9L27>5 Å4&)(+ (+ '� *2�1L27>89HJ(,&97>5 7 � "�$'*,7>;J89�1N Å4&)(+ �"_I'&9L2�1*,�G(+���17>NO$=7%5'�15s(Dq ¾  '�
L2&3(+H'"<(+&37>5f&3L (, EHJL�I'& �=�1*2�15s( � *27>N (+ J�e�17>5s@%�Gw �1"%L,��&95cÅ4 '&9�! ÅF�e7>5'8)��H'L,��(+ '���>&3@%�15�;�7xIx�� 7>*2�1�0L f M "%5JI 5'7<(O(, '��L,7>83HJ(+&37>5�7 � (, '���17>5s(,&95�H'H'N $'*27>;'83�1N�M (+7�I'�0z#5J��(, '��$'"%*2(,&3(+&37>5
� *,�1�1"%898 � �0Nf"%*X¿ �Jq �xq¢À�Gq

#�� � 7%*,���15s(+�0*,&35'��(, '��I'�0(+"%&983L1M 83�0(�H'L�$�7>&95s(�7>Hx(O(, #"<(�(+ J��"<5#"%83�EL2&9L/;��1897�Å &9L/ '&3�> '83�
I'�0$=�05'I'�05�(47%5f(+ '��7>5'��� I'&3N?�05'L,&37>5#"%8#L2�0(,(,&95'�&Å��k�! '7>L,�k '�1*2�%q®Ä�7�Å��G@>�0*1MJ(, '� � "%�G(�(, #"<( (+ '�
NO7>L2(e5#"<(+HJ*+"%8�Å�"D� (,7 �17>H'$J89��(, '��"<(+7%N?&3L2(+&3��"<5'I (+ '�/�07>5s(+&35EHJH'N NO7xIJ�189L��1*2�D"<(,�1L�L,7>NO�
I'&)�O�1H'8)(+&9�0L � L,�1� *x�1�G(+&97%5 �Jq�ÁJqQÁ&p&3L�NO7>*,���>�15'�0*+"%8ZME"%5'I�7E�1�0H'*,Lu"<89L,7�&95f J&9�> '�0*�I'&3N?�05'L,&37>5'L0q

� B� �*������� 	 � ��� bTVU#W/^�TVU#WGgCUJR%b�`H0 T U#W-g+W!mGdE]aT m/^�s�TVUEY9mCmAW![GT Y\^�bS`E^Ob�^�T�`EW4y#WGb�`�^�bT U#W
yJR%ghT Y\[Gdx])R%g�[!U#^�Y\[!W�^�s�TVU#W�WXW>y#^�b�WGb#TVm�T UJR%T ��W/UJRA2%W�XORs`EW�YVb XNA,?oR �A, � b�W���^�dE])`S^A)1T R%YVb
TVU#WCm1R%XfW�g+W!mGdx]aTVm �yYVTVU�T U#Wuy#^�T WGb#TZY R%] W (r) =

q

rp
− p

rq

�yYVTVU p > q > 0 ,

� 	=�



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

-/.�
+.10 354769A�<2C2:
>BCIHJHK= LJM)<ONKPB6Q=
� �kL2(+HJIJ� &95?(+ '&3L�L,HJ;'L,�0�0(+&37>5 (+ '�C�07>5s(+&35EHJH'N $'*27>;'83�1N � �Jq �  � 7%*F(+ J� � �05'5#"%*2I����%7%5'�1L

$�7%(+�05s(+&:"<8\M®Å4&)(+ f ∈ L1(Ω) q ¾  '��5#"<(+HJ*+"%8 @<"%*2&:"<(,&97>5#"<8�L2$#"%�0�v&3L

XM(a) =

{

u ∈ W 1,1(Ω),
1

u′
∈ L12(Ω), u′ > 0 "Jq �%q , u(0) = 0, u(L) = a

}

, � �Jq�Ã�� 
Å4 '&3�! Å4&3898�$=7%L,L,&3;'83� 5'�0�1I (+7�;���15'89"%*,�>�0I &95 7>*2I'�1* � 7%*�(+ '��05'�1*2�%� � �Jq�Ã$?(+7� #"D@>��"
NO&95'&3N?&3�1�0*1Mx"%LOÅ4&9838 ;=�CL2�1�056;��1897�Å�q � �0(4HJL�L2�0(

θM =

∫

Ω

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(x)) dx, � �JqQÃ$� 

v1(x) = (W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(x)) , � �Jq ��Â 

Å4 '�0*,� FM
&9LuI'�Gz#5'�0I6;s� � �xq�À�Ã$Gq � �-"%89L27O*2�1�1"%898D� L,�0� � �®À�Á�� F(, '��I'�0z#5J&3(+&37>5�7 � (+ '��L,�G(

SBV (Ω) =

{

u ∈ D′(Ω), u′ = Dau+
∑

i∈ J
viδxi

, Dau ∈ L1(Ω), xi ∈ Ω,
∑

i∈ J
|vi| < +∞

}

.

� ��5'7�Å �>&3@%�e(+ '��N?"%&95 *2�1L2H'83(47 � (+ J�-$J*,�1L2�15s(eL2H';'L2�1�0(,&97>5 Æ
� ��b�<��®� ��� 	 � ��� ��&95J&9NO&9�1�0*,LF7 � (, '���17>5s(,&95�H'H'N � �/N?7EI'�18 	F_s θM ≥ a 0 �{U#WGg+W θM

Y9m
`EW �pb�W,` )1l XNA,? n ��0pTVU#WGbT U#WPy�g!^A)1]9WGX

I1
M = inf {EM(u), u ∈ XM(a)} , � �Jq �-À�

�{U#WGg+W XM(a) Y9m�`EW �pb�W,`c)1l XNA,?�< ��R%b�` EM
Y9m�`EW �pb�W,`c)1l XNA,?���0tUJR�m-R/dxb#Y�]1d#WCX/YVb#YVX/Y.

��WGg>,
F_s θM < a, T U#WGbTVU#WOy�g+^A)1]9WGX XNA,�NA:���Y9m-b�^�TFR%T T R%YVb�W,`H0P)1dET T U#Wuy�g+^A)1]9WGX

IBV
M = inf

{

EM(u), u ∈ SBV (Ω),
1

u′
∈ L12(Ω), u′ > 0, u(0) = 0, u(L) = a

} � �Jq �&�&
UJR�m�R%Ty]9W,R�mGTF^�b�WCX/YVb#YVX/Y���WGg>,=Q_^�g+W!^H2%WGgS0 IBV

M = I1
M
R%b�`OTVU#WeX/YVb#YVX/Y���WGg+m-^�skTVU#WPy�g+^A)1]9WGX

XNA,�NH@ �?R%g+W-TVU#WEshdxb�[GT Y\^�bJm

u(x) =

∫ x

0

v1(t) dt+
∑

i∈ �

ṽiH(x− xi),

�{U#WGg+W v1 ∈ L1(Ω) Y9m-`EW �pb�W,`Y)1l XNA,�N"p ��0 I
Y9mvR%b#l�[!^�dxb#T\R")1]9WkmAWGT0�R%b�` ṽi

R%b�` xi
R%g+WvR%b#l

g+W,R%]�b#dEXc)GWGg!mkmGdj[!U�TVUJR%T
∑

i∈ �

ṽi = a− θM
R%b�` ∀i ∈ I, ṽi > 0, xi ∈ arg inf FM .

� 	,K



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

� B� �*������� 	 � T # WGT u ∈ SBV (Ω) �4YVT m�`EWGgGY2�R%T Y2%Wfg!W,Rs`�m u′ = Dau +
∑

i ṽiδxi

�yYVT U
Dau ∈ L1(Ω) , � U#W?b�^�T R%T Y\^�b u′ > 0 XfW,R%bJm Dau > 0 R", Wo,�^�b Ω R%b�` ṽi > 0 , � U#WGb
u′ > 0 0 ��W6R%] mA^�d�mAW�TVU#WS[!^�b�2%WGb#TZY\^�b 1

u′
=

1

Dau
.
� U#W�g+W,R�mA^�b Y9m�TVUJR%T�TVU#W6YVb�2%WGg+mAW ^�s

R6g+Wwv%dE])R%gGY��AR%T Y\^�b�^�s u′ [!^�b�2%WGg�vEW!m�T ^�TVU#WOYVb�2%WGg!mAWf^�s Dau
YVb�TVU#W/mAWGbJmAW�^�s?`%Y9mGTZghY�)1dETZY\^�b!,

IjYVb�[!W WLJ(+∞) = 0 0���W �yYV]V]KR%] mA^/d�mAW-TVU#W/[!^�b�2%WGb#T Y\^�b WLJ(u
′) = WLJ(Dau)

,
� �������M��� � � b�,��B� ��� 	 � � � ¾  '�-�15'�0*,�%���D"%5�"%89L27/;=��Å4*2&3(,(,�15
EM(u) =

∫

Ω

(WLJ(u
′(x)) + (FM(x) − inf FM)u′(x)) dx + a (inf FM − FM(L)) .

� �Jq �AÁ 
� �Cz#*,L�(�(,*,�1"<(4(+ '���D"<L,� θM ≥ a q±%�7%5'L,&3I'�1*u(+ J� � 7%89897�Å4&35'�|NO&95'&3N?&3�D"<(,&97>5O$'*,7%;'89�0N Æ

IM = inf

{

EM(v), v ∈ L1(Ω), v > 0 "Jq �%q , 1

v
∈ L12(Ω),

∫

Ω

v = a

}

,

Å4 '�0*,�
EM(v) =

∫

Ω

WLJ(v) + (FM − inf FM) v.

%�83�D"%*283�>M I1
M = IM + a (inf FM − FM(L)) "<5'I u &3Lu"|N?&35'&9NO&9�0�1*p7 � I1

M
& � "%5JI 7>5'83�f& � u′&3L�"/NO&95'&3N?&3�1�0*F7 � IM

q � �0(�H'L4I'�Gz#5'�
v0(x) = (W ′

LJ)
−1

(inf FM − FM(x) − λ) , � �Jq �%o(
Å4 '�0*,� λ ≥ 0 &9Lu�! '7%L,�15�L,H'�! �(+ #"�(

∫

Ω

v0 = a.
¾  J&9L4&9Lu$�7>L,L2&9;'83�C;=�0�D"%HJL,�

∫

Ω

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM (x)) dx = θM ≥ a

"%5JI lim
λ→+∞

∫

Ω

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(x) − λ) dx = L (W ′

LJ)
−1

(−∞) = 0.
� �FL,�0��(+ #"�(

v0(x)
&3L�"u�17>5s(,&95�H'7>H'L � HJ5'�0(,&97>5e(, #"<(KL+"�(+&9L�z#�1L v0(x) ≥ (W ′

LJ)
−1

(inf FM − supFM − λ) > 0.¾  �H'LS&3(6&9L"�(,�1L�( � H'5'�G(+&97%5 � 7>* IM .
%�7%5'L,&3I'�1* 5J7�Å v ∈ L1(Ω) L,"<(+&3L � �E&95J� v > 0 M

1/v ∈ L12(Ω) "<5'I
∫

Ω

v = a.
¾  '� � H'5'�0(,&97>5 v = inf{v, 1} L+"<(,&9L2z'�1L

EM(v) ≥ EM(v). � �Jq �"Ã&
�k�Gz#5'�v5'7�Å � 7>* α ∈ [0, 1] (, '� � H'5'�0(,&97>5

p(α) = EM ((1 − α)v0 + αv) .

� �/ #"D@>�/(+ '"<( p &3Le�17>5s@%�Gw=M�;=�0�D"%HJL,��;=7<(+ v0
"<5'I v 8)�6&35 (0, 1] Å4 '�1*2� WLJ

&9Le�07>5s@>�Gw=M
"%5JI�(, #"<( p′(0) = −λ

∫

Ω

(v − v0) ≥ 0, (+ �H'L p &9Lu5'7>5JI'�1�0*,�D"<L,&95J�'q ¾  '�1*2� � 7>*2�

p(0) = EM (v0) ≤ p(1) = EM (v) ≤ EM(v).

� 	�	



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

È ( � 7>89837�Å4L4(+ '"<( v0
&3Le"?NO&95J&9NO&9�1�0*�7 � IM

q � 56(+ J��7%(, '�1*� #"%5'I M�& �{� 7>*�L27>NO� v "%Lk"%;=7A@%�%M
EM (v0) = EM (v) M#(, '�15 p(α) N|HJL2(e;��-�17>5'L�(!"%5s(C7%5 α ∈ [0, 1] "%5JI EM (v) = EM (v)"%83L,7'q 'kL�(, '�eNO&95'&3N|H'N 7 � WLJ

&3Lu"<(,(+"%&95J�1I�"�(�À>M�(+ '�e89"<(,(,�1*F&9NO$'89&3�1Ly(+ #"�( v = v M®Å4 '&389� p�07>5'L2(+"%5s(�&9NO$'89&3�1LF(, #"<( p′′ = 0 Mx(, �H'L v0 = v � ;=�0�D"%HJL,� WLJ
&9LuL�(+*,&3�0(,83�?�17>5s@>�hw�7>5 (0, 1] Gq¾  '&3L4$'*,7A@>�0L�(, #"<( v0

&3L�(+ '��H'5'& � H'��N?&35'&9NO&9�0�1* 7 � IM
M'"%5'I�(+ #"<(

u0(x) =

∫ x

0

v0(t) dt

&3L4(, '��H'5'& � HJ�CN?&35'&9NO&9�0�1*�7 � � �Jq �®À�Gq
� ��5'7�Å (+H'*25�(,7�(, '���D"%L2� θM < a "%5'I�L, J7�Å (+ #"<( � �Jq � �&� #"%L�"<(483�D"%L�(�"/N?&35'&9NO&9�0�1*1q

%�7>5JL,&9IJ�1* u ∈ SBV (Ω) L,H'�! (, #"<( 1/u′ ∈ L12(Ω) M u′ > 0 M u(0) = 0 "<5'I u(L) = a q� �/H'L,�v(+ '�/5'7<(!"<(,&97>5 u′ = Dau+
∑

i∈ �

ṽiδxi

Å4&3(, Dau ∈ L1(Ω) M Dau > 0 "%5'I ṽi > 0 q
� �1�1"%898�(, #"<($ÅF�-HJL,��(+ '���17%5�@%�15s(+&37>5�(+ #"<( WLJ(u

′) = WLJ(Dau).
¾  �H'L

EM(u) =

∫

Ω

Px(Dau(x)) dx+
∑

i∈ �

ṽi (FM(xi) − inf FM) + a (inf FM − FM(L)) ,

� �Jq �$� 
Å4 '�0*,� Px(t)

&9L�(, '� � H'5'�0(,&97>5
Px(t) = WLJ(t) + (FM(x) − inf FM) t. � �Jq �&�&

� 5 t ∈ (0,+∞) M�(+ '&3L � H'5'�0(,&97>5S #"<Lv" H'5J& � H'��N?&35'&9NO&9�0�1*$Å4 '&9�! �&9Le(, '� � H'5'�G(+&97%5 v1(x)I'�Gz#5'�0I6;s� � �Jq ��Â hq *x7 Px(Dau(x)) ≥ Px(v1(x))
7>5 Ω "%5'I	ÅF�v&35 � �1* � *27>N � �Jq �$� F(+ #"�(

EM (u) ≥
∫

Ω

Px(v1(x)) dx+
∑

i∈ �

ṽi (FM (xi) − inf FM ) + a (inf FM − FM(L)) . � �Jq �&� 

%�7>5JL,&9IJ�1*45'7�Å "/$=7%&95s( x0 ∈ arg inf FM ,
"%5'I�I'�0z#5J�

u0(x) =

∫ x

0

v1(t) dt+ (a− θM)H(x− x0).
� �Jq �$� 

� �k #"D@%� Dau0 = v1 ∈ L1(Ω) q
*x&95J�1� v1
&3L�"-�17>5s(+&35�H'7>H'L � H'5'�0(,&97>5O(+ #"�(�L,"<(+&3L2z#�0L v1(x) ≥

inf v1 > 0 M�ÅF�fL2�1�f(, #"<( 1/v1 ∈ L12(Ω) M�(, EHJL u0
&9Lv"%5 "<I'N?&3L,L2&9;'83� � H'5'�0(,&97>5_7 � � �Jq �&�&

"%5JI M#Nf"Z¿E&35'�/H'L2�v7 � � �xq �&�&�Å4&3(+ u ≡ u0
MKÅ���7>;J(+"%&95

EM(u0) =

∫

Ω

Px(v1(x)) dx+ a (inf FM − FM(L)) . � �Jq �AÂ 
%�7>8389�0�0(+&35'��� �xq �&�&�"%5'I � �Jq �AÂ hM-ÅF�v7>;x(!"%&35

EM(u) ≥ EM(u0) +
∑

i∈ �

ṽi (FM(xi) − inf FM) � �Jq �BÀ�

T�M,M



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

� 7>*}"%838�(,�1L�( � H'5'�G(+&37>5'L u 7 � $'*27>;'89�0N � �Jq � �&�L,HJ�! |(+ #"<( u′ = Dau+
∑

i∈ �

ṽiδxi

q&*x&35'�1� ṽi > 0 M
ÅF�v '"A@%� EM(u) ≥ EM (u0)

"<5'I�(, '� � H'5'�G(+&97%5 u0
&9L4"/NO&95'&3N?&3�1�0*F7 � $'*27>;'89�0N � �xq � �$Gq

� �45'7�Å�897E7�¿ � 7%*p"%898E(+ '�4NO&95'&3N?&3�1�1*2L}7 � $'*27>;'83�1N � �Jq � �&Gq � �G( u ;��4"%5s�|(+�0L2( � H'5'�G(+&97%5 q'#*,7%N � �Jq �®À�GMaÅF� L,�0�6(+ '"<( EM(u) > EM(u0)
& � (, '�1*2�6�Gwx&3L2(+L i ∈ I

L,H'�! �(, #"<( xi /∈
arg inf FM

"%5'I ṽi > 0. È 5 "%IJI'&3(,&97>5 MF&95�@E&9�TÅ�7 � � �xq �&�&�"%5'I � �Jq �AÂ hMPÅ��S&35 � �1* � *27>N
EM (u) = EM(u0)

(, #"<( ∫
Ω

Px(Dau(x)) dx =

∫

Ω

Px(v1(x)) dx
q�'�L v1(x)

&3Lk(+ '��H'5'& � H'�
NO&95'&3N?&3�1�0*u7 � t ∈ (0,+∞) 7→ Px(t)

M±ÅF�|7>;x(!"%&35�(, #"<( v1 = Dau
"Jq �<qj7>5 Ω q�Ä��15J�1�%M�"%5s�NO&95'&3N?&3�1�0*�7 � � �Jq � �& Nf"D� ;��6Å4*,&)(,(+�05

u(x) =

∫ x

0

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(t)) dt+

∑

i∈ �

ṽiH(x− xi),

Å4 '�0*,�
I
&3LS"%5s� �17%H'5s(!"%;'83��L,�0(1M xi ∈ arg inf FM

"<5'I ṽi > 0
� 7%*S"%898 i ∈ I

M�"%5JI
∑

i∈ �

ṽi = a− θM .

� �0( H'L 5'7�Å L, '7�Å (, #"<( IBV
M = I1

M
q � ��"%89*2�D"%IJ�| #"D@>� IBV

M ≤ I1
M
"%5JIcÅF�k #"D@%��L2 '7�Å45

(, #"<( IBV
M = EM(u0)

MbÅ4 '�1*2� u0
&9L I'�0z#5J�1I�;s�5� �Jq �$� Gq � �0( uε

0
;��e"v*,�1�%H'8:"%*2&9�1"<(+&37>5�7 � u0

Æ
(, '�15 uε

0
&3L4"/(,�1L�( � H'5J�0(+&37>5 � 7>* � �xq �-À��"%5'I

IBV
M = EM(u0) = lim

ε→0
EM(uε

0) ≥ I1
M .

¾  �H'L IBV
M = I1

M
q ¾ 7?$'*27A@>�v(, #"<(4$'*27>;'83�1N � �Jq �®À��&9L45'7%(�"<(2(!"%&35'�1I�M-Å��v"%*2�>H'��;s���17>5s(+*,",�

I'&3�0(,&97>5 q � �0(/HJL�"%L,L2H'N?�?(+ #"<(|$'*,7>;J89�1N � �Jq �®À�-&3L/"<(,(+"%&95J�1I�"%5JI�89�0( u ;=� " NO&95J&9NO&9�1�0*1q
� &)(+ � �Jq ��Á hM-ÅF�vL2�1�C(+ #"�(

EM(u) =

∫

Ω

Px(u
′(x)) dx+ a (inf FM − FM(L)) , � �Jq �&�&

Å4 '�0*,� Px(t)
&9LeI'�Gz#5'�0I�;s� � �Jq � �&hq � �/ #"D@>� EM(u) = I1

M = IBV
M = EM (u0)

Mj(+ �H'L0M�&95
@E&9�TÅ�7 � � �Jq �AÂ �"%5'I � �Jq �&�&hM�Å�� 7>;J(+"%&95 ∫

Ω

Px(v1(x)) dx =

∫

Ω

Px(u
′(x)) dx M�Å4 J&9�! �&3N?$J89&9�0L

(, #"<( v1(x) = u′(x) "Jq �%qK7>5 Ω qJ#�Hx(-(, '&9L-&9L�&3N?$�7>L,L2&9;'83�/L,&35'�1�
∫

Ω

v1 = θM < a =

∫

Ω

u′ q
�

-/.�
+.�� 3547698;:�<2=?>1@ :�>BA L7M
<ONKPB6Q=
È 5�(, '&9LCL2H';'L2�1�0(,&97>5�M�ÅF�OL2(+HJIJ�(+ '�O"<(,7>NO&9L2(,&9�v$'*,7>;J89�1N � �Jq �&GM�Å4 '�1*2�O(, '���15'�0*,�%� Eµ&3L-�%&3@>�05_;s� � �xq�À�MÅ4&)(+ W ≡ WLJ

q�È 5�$'"%*2(,&9�1HJ8:"%*0M�ÅF�fL, J7�Å (+ #"<(1M � 7>*�L,7>NO��$#"%*�(+&9�0H'8:"<*
�! '7%&9�1�0L/7 � ;�7>H'5'I#"<*2�_�17>5'IJ&3(+&37>5'L0M{" � *,"%�0(,H'*,��"%$'$��D"%*2L1q ¾  J&9L|NO�D"%5JLv(+ '"<(�(, '��I'&3L2(!"<5'�1�
;��0(4ÅF�1�05 "�$'"%&9*�� "%5'I "%�0(,H#"%898)� 7>5J83� 7%5'��|7 � �17>5'L2�1�0HJ(+&)@>��"<(+7>NOL/&9L�7>Hx(+L2(,*,�0�! '�1I q ¾  '�
&3I'�D"%LC7 � (, '�/$'*27x7 � "%*2��z#*2L2(��Gwx$'89"%&95J�1IS7>5 (+ J�/L,&9NO$'83���D"<L,� f ≡ 0 q r �hwx(+ÅF�/I'�D"<8JÅ4&3(, (, '�S�>�15'�0*+"%8C�1"%L,�<MuÅ4 '&9�! &9L NO7>*,��(+�1�! J5'&9�1"%8\q ¾  J�_N?"%&95�*,�1L2H'83(�7 � (+ J&9L L,HJ;'L,�0�0(+&37>5 &9L¾  '�07>*,�0NF�Jq�ÁJqQÁxM-Å4 '&9�! �&9L4"��>�05'�1*,"%89&3�D"<(,&97>5�7 � L27>N?�C*2�1L2H'83(,L��%&3@>�05�&35 � �®À�Â �\q

T�MK�
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	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

��� 	 � T � � � ����5�K�  ���[�����a����� ���<���5
¾ 7�L�(+H'IJ��$J*,7>;'83�1N � �Jq �&GM®Å��-5'�1�0I�(, '� � 7>89837�Å4&35'��83�1NONf"xq

� B� � � ��� 	 � � F_s a > L 0eT U#WGg+W6WXW>Y9mGTVm h0
mGdj[!U T UJR%T0�sD^�g�R%]V] h ≤ h0

0CTVU#WGg+W�WXW>Y9mGTVm�R
dEb#Y�]1djWuyJR%YVg (s(h), sf(h)) ∈ R2 mGd#[!U�TVUJR%T
1 ≤ s(h) ≤ 1 + h, W ′

LJ(s(h)) = W ′
LJ(sf (h))

R%b�` (L− h)s(h) + hsf(h) = a. � �Jq �AÁ 
Fhb�Rs`s`%YVTZY\^�b-0���WkUJRA2%W�T U#W/W!mGT YVXOR%T W!m

sf (h) ∼h→0
a− L

h
R%b�` s(h) − 1 ∼h→0 C0h

7, � �Jq ��o(
sD^�gemA^�XfW C0

TVUJR%T�`E^AW!m-b�^�T�`EW4y#WGb�` ^�b h ,
� �?LX¿�&9$_(, '�O$'*,7E7 � 7 � � �1NON?" �Jq�ÁJq¢À>M�L,&35'�1��&)(v$J*,7E�1�1�0I'L � *27>N�"%5��183�1NO�15s(!"<*2�SL2(,H'IJ�S7 �
(, '�C@%"<*,&:"�(+&97%5'L�7 � g(s) = W ′

LJ(s) −W ′
LJ

(

a− (L− h)s

h

) q
� ��b�<��®� ��� 	 � T � WemGd�y"y#^AmAW�TVUJR%TFTVU#WGg+W�R%g+W-b�^8)G^1`%l[sD^�g+[!W � f ≡ 0 ,Fs a ≤ L 0 T U#WGb XNA,/@ ��UJR�mvRfdxb#Y�]1d#W�X/YVb#YVX/Y���WGgS0F`EW �pb�W,`8)1l ui

µ = ih a/L 0 i = 0, . . . , N ,
Fs a > L 0FTVU#WGbT U#WGg+W�WXW>Y9mGT m h0

mGdj[!U�TVUJR%T0�sD^�g�R%]V] h ≤ h0
0FTVU#W-X/YVb#YVX/Y���WGg+m/^�s XNA,/@ �fR%g!W

WXW�RE[GT ]al?TVU#W N `%Y9mA[Gg!WGT WEshdEb�[GTZY\^�bJmv`EW �pb�W,`$sD^�g iµ ∈ {0, . . . , N − 1} )1l
u

iµ+1
µ − u

iµ
µ

h
= sf(h)

R%b�` ∀i 6= iµ,
ui+1

µ − ui
µ

h
= s(h), � �Jq ��Ã&

�{U#WGg+W s(h) R%b�` sf(h)
R%g+W�`EW �pb�W,`Y)1l # WGX/XORGNA, 	b,:",

� B� �*������� 	 � 	 Fhb�TVU#W [,R�mAW a > L 0�T U#W6[!^�b#TZYVb#dEdxX WGb�WGgwv%lSY9m IM = LWLJ(1) ZmAW!W
� U#W!^�g+WGX NA, 	b,:���0 �{U#WGg+W,R�m-YVT�Y9m Iµ = LWLJ(1) + h + O(h7) �yYVT U6T U#W|R%T ^�X/Y9mGTZY\[vXf^1`EWG]¢,FhbT U#W-b�WXW>T mGd-)GmAW![GTZY\^�b-0���W �yYV]V]�mAW!WvR�[!^�bJmAW^]1djWGb�[!Wv^�s�T U#W-YVb�W^]1dJR%]aYVT l Iµ > IM

,
� �������;��� � � B�<��B� ��� 	 � T � 'kL�ÅF�O&3N?$�7>L2��(+ '��&35'�1*2�D"%L2&95'� �07>5'I'&)(+&97%5 ui+1 > ui M�"%5s�NO&95'&3N?&3�1&35'��L,� � H'�15'�0� ui

n
L,"<(+&3L2z#�0L 0 ≤ ui

n ≤ a
� 7>*v"%898 i M} '�05'�1�f&9L-�17>NO$#"%�G(�&35 RN+1 q¾  �H'L0M�7%5'���D"%5��GwE(+*,"%�0(�"/L,HJ;'L,� � HJ�15'�0��(+ #"�(4�17>5s@>�0*,�>�0L�(,7O"��07>5Jz#�%H'*+"<(,&97>5 � I'�15'7<(+�1I�;s�

uµ
�Å4 '&3�! &9L-"6NO&95J&9NO&9�1�0*k7 � (+ '�?�15'�0*,�%�%q ¾  '&3L��07>5Jz#�>HJ*+"<(,&97>5�L+"<(,&9L�z#�1L-(+ '�?�17>5'L�(+*,"%&95s(

ui+1
µ > ui

µ

� 7>*�"%838 i q � (+ J�1*XÅ4&3L,�<MK(, '�1*2�?�hwx&9L2(,L i L,HJ�! _(+ '"<( lim
n→+∞

ui+1
n − ui

n = 0 M�Å4 '&3�! &3N?$'83&9�0L1M#"%L WLJ(0) = +∞ Mj(, #"<(�(+ '�-&95xz#N|H'N � �Jq �$4&3L +∞ M�Å4 '&3�! 6&3Lk"O�17>5s(+*,"%I'&3�0(+&37>5 q
Ä��15'�0�%M�� �Jq �&� #"<L�"�(�83�D"%L�(47>5'�CNO&95'&3N?&3�1�0*1q

%� '7E7>L,&35'� ui = ih a/L "%L�"�(+�1L�( � HJ5'�0(,&97>5 MOÅF��L2 '7�Å�(+ #"�( LWLJ (a/L) ≥ Iµ
q

#�7%H'5'I'&35'� WLJ

� *,7>N ;��1897�Å ;s� W ∗∗
LJ
Ms"%5'I�HJ(,&989&3�1&35'��(, '�u�17>5s@%�Gwx&3( ��7 � W ∗∗

LJ
M�ÅF��L2 '7�Å�(, #"<(

Iµ ≥ W ∗∗
LJ (a/L) q ¾  �H'L

LWLJ

( a

L

)

≥ Iµ ≥ LW ∗∗
LJ

( a

L

)

. � �Jq ��� 
T�M�T
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� ��z#*2L2(S(+*2�D"<((, '���D"%L2� a ≤ L M6Å4 '�0*,� WLJ (a/L) = W ∗∗
LJ (a/L) Me(, EHJL Iµ =

LWLJ (a/L) q ¾  '���17%5Jz#�>H'*,"<(+&37>5 ui
µ = ih a/L &3L�(+ �H'L�"/N?&35'&9NO&9�0�1*1q � �0(�H'L45'7�Å �17>5JL,&#�

I'�0*/"��07>5Jz#�%H'*+"<(,&97>5 u � 7>*;Å4 J&9�! �(, '� � H#"%5s(,&3(+&3�1L ui+1 − ui

h
, i = 0, . . . , N − 1, "%*2�f5'7<("%838 � � H#"<8 (+7 a/L q ¾  '�15

Eµ(u) = h
N−1
∑

i=0

WLJ

(

ui+1 − ui

h

)

≥ h
N−1
∑

i=0

W ∗∗
LJ

(

ui+1 − ui

h

)

> LW ∗∗
LJ

(

h

L

N−1
∑

i=0

ui+1 − ui

h

)

,

Å4 '�0*,�LÅF�e #"D@%�eNf"<I'��HJL,�e7 � (+ '��L2(+*2&9�G(��D"<L,�k7 � (+ '���17>5s@%�Gwx&3( �f&95'� � H'"%89&)( �>q ¾  �H'LPÅF�k #"D@>�
Eµ(u) > LW ∗∗

LJ(a/L) = Iµ
M "%5JI u &3L�5'7<(/"6NO&95'&3N?&3�1�0*1q ¾  '&3L|L, J7�Å4L|(, '��H'5J& � H'�15J�1L,L

�08:"%&3N?�0I &95 (+ '�C(, '�17>*2�1N�q
� ��5'7�Å�(,H'*,5�(+7�(+ '���D"<L,� a > L q � �0(FH'LF�07>5'L2&9I'�0*F"-N?&35'&9NO&9�0�1* uµ

7 � $'*27>;'89�0NF� �xq �&hq
'�L WLJ(0) = +∞ M}(+ '� �07>5'L2(,*+"%&35s( ui+1 > ui &3L/5'7%(O"%�G(+&)@>�%MyL27(+ '� � H'89�0*1� � "<�>*+"%5J�>�
� � H'"<(+&37>5�7 � � �Jq �$�*,�D"<I'L�"%L � �Jq ��Ã&MÆ

∀i ∈ {1, . . . , N − 1}, W ′
LJ

(

ui
µ − ui−1

µ

h

)

= W ′
LJ

(

ui+1
µ − ui

µ

h

)

.

È � 7>5'�fL,897%$=� ui+1
µ − ui

µ

h
&9L�� � H#"%8 (+7 7>*�L,N?"%8983�1*C(+ #"<5 À>Mt(, '�15 (, '� L+"<N?�? '7>89IJL � 7>*-(+ '�

7%(, '�1*4L2897>$��1L0M#"%5'I�(+ '&3Lu&9Lu&35 �17>5s(+*,"%I'&3�0(+&37>5 Å4&3(, (+ '� � "%�G(u(+ #"<( a > L q *x7?"%898�(+ '��L2897>$��1L"%*2��L2(+*2&9�G(+83��8:"<*,�>�0*k(+ #"<5 À>qmÈ 5�"%IJI'&3(,&97>5 M�I'H'�/(,7�(, '�/@<"%*,&9"<(+&37>5'Lk7 � WLJ
M (+ J�1*,�O"%*2�|(4Å�7

@<"%83H'�1L s∗(h) "%5'I s∗f(h) MAÅ4&)(+ 1 < s∗(h) ≤ rc ≤ s∗f (h)
M W ′

LJ(s
∗(h)) = W ′

LJ(s
∗
f (h))

M%L2H'�! 
(, #"<(��D"%�! �7 � (+ '��L2897>$��1L4&9Lu�0&3(, '�1* s∗(h) 7%* s∗f (h) q � �0(

k = %�"%*2I {i ∈ {0, . . . , N − 1} L,H'�! �(+ #"<( ui+1
µ − ui

µ

h
= s∗f(h)

}

.

� �� '"A@%� (L−kh)s∗(h)+khs∗f (h) = a "%5'I Iµ = (L−kh)WLJ(s
∗(h))+khWLJ(s

∗
f (h))

q
� ���189"%&9N (, #"<( k = 1 q�'#7>*�(+ '&3L?$'HJ*,$�7>L,�<M�ÅF�6�17%5'L,&3I'�1*O(+ '��I'&9L2�1*,�G(+� � H'5'�0(,&97>5 ubI'�Gz#5'�0I6;s� ui

b = ih
� 7%* i = 0, . . . , N − 1 M#"%5JI uN

b = a q�È (+L4�15'�0*,�%��&9L

Eµ(ub) = (L− h)WLJ(1) + hWLJ

(

a− L

h
+ 1

)

,

"%5JI L+"<(,&9L2z'�1L lim
h→0

Eµ(ub) = LWLJ(1) q � �kz#*2L2(uL2 '7�Å (, #"<( k 6= 0 q � (, '�1*�Å4&9L2�%M'"<898�L,897%$=�0L
(

ui+1
µ − ui

µ

)

/h "%*,�/� � H'"%8y(+7 (+ '��L,"%N?�|@<"%83H'� s∗(h) M�Å4 '&9�! S(+ �H'L-5'�1�0I'L�(+7�;=� a/L q�'�L
uµ

&9L�"�N?&35'&9NO&9�0�1*0M Iµ = LWLJ(a/L) q±Ä�7�Å��G@>�1*0M�ÅF��"<89L,7O #"D@>� Iµ ≤ Eµ(ub)
q � �G(,(+&35'� h�>7�(+7��0�1*,7JMKÅ���7>;J(+"%&95 WLJ(a/L) ≤ WLJ(1) M-Å4 '&3�! �&3L4"��07>5s(+*,"%I'&9�G(+&37>5�"%L a > L q

T�M 	



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

� ��5'7�Å L, '7�Å (, #"<( k ≤ 1 q)'�L Iµ ≤ Eµ(ub)
M#7>5'��7>;J(+"%&95JL

L
(

WLJ(s
∗(h)) −WLJ(1)

)

+ kh
(

WLJ(s
∗
f(h)) −WLJ(s

∗(h))
)

≤ −hWLJ(1). � �Jq �&�&
¾  '�483� � (  '"%5'I/L,&3I'��&3Ly"eL,H'N�7 � (4ÅF7-5J7>5'5'�0�s"<(+&)@>��(,�1*,NOL1M � 7>* 1 < s∗(h) ≤ s∗f(h)

"%5'I WLJ&3Lv"<5_&35'�1*2�D"%L2&95'� � H'5'�G(+&97%5_7>5 [1,+∞) qQ*x7GÅ��? #"D@>� lim
h→0

WLJ(s
∗(h)) = WLJ(1) M� J�15'�0�

lim
h→0

s∗(h) = 1 M�Å4 '&3�! |&95�(+HJ*,5�&3N?$J89&9�0L�(+ '"<( lim
h→0

s∗f (h) = +∞ q�È 5'L,�0*2(+&35'��(, '&9Lt&95 � 7>*,N?"<(+&37>5
&35 � �Jq �&�&GM®Å��-7>;J(+"%&95 k ≤ 3/2 MJ(, EHJL k = 1

� 7>* h L,N?"%898=�15'7>HJ�> q
� �?z#5#"%8383��&9I'�05s(+& � � (s∗(h), s∗f(h))

� 7>* h L2Nf"%838F�05'7>H'�% q � �  #"D@>� (L − h)s∗(h) +
hs∗f (h) = a q�*E7'MDH'L2&95'� lim

h→0
s∗(h) = 1 MoÅF�yL,�0�p(, #"<( s∗f(h) ∼h→0 (a− L)/h q�*x7 W ′

LJ(s
∗(h)) =

W ′
LJ(s

∗
f(h)) ∼ Ch7 M#"%5'I s∗(h) = 1 +O(h7) q
'kL�"/�17>5'L2� � H'�05'�1�<M s∗(h) ∈ [1, 1 + h] q�#F�H'5J& � H'�15J�1L,L�7 � (, '�|$#"%&3* (s(h), sf(h))

L+"�(+&9L � �E&95'� � �Jq �AÁ  � L,�1� � �0N?N?" �Jq�ÁJq¢À�"%;�7n@%��hM 7>5'�
 #"<L s∗(h) = s(h) "%5'I s∗f (h) = sf(h)

q *x7 uµ
L+"<(,&9L2z'�1LJ� �Jq ��Ã& � 7>*yL27>NO��&35s(+�1�%�1* iµ q �

��� 	 � T � T � ��  <B� L����
 �5��� 
� � 5'7�Å "%L2L,H'NO�F(, #"<(t(+ '� ;=7EIJ� � 7>*2�1�0L f "%*,� &95 C0

(

Ω
) M�"%5JI/"%*,� 5'7%(}5'�0�1�1L2L+"%*2&98)���1�1*27'q¾  '&3L{*2�1�>H'89"%*,&)( �-"%L,L2H'NO$J(+&37>5�&3L}5'�0�1I'�0I � 7>* Eµ

(+7k;���ÅF�1838#� I'�0z#5J�1I qZ'#7>*{"<5��v�17%5Jz#�>H'*,"<(+&37>5
u ∈ Xµ(a) MmÅF�/I'�Gz#5'�O"�$#"%*�(+&3(,&97>5�7 � (+ '�/L2�0(-7 � &95JI'&9�0�1L {0, . . . , N − 1} &35 Á I'& �=�1*2�15s(L2H';'L,�G(+L;Æ

G1(u) =

{

i ∈ [0, N − 1]; 0 <
ui+1 − ui

h
≤ 1

}

,

G2(u) =

{

i ∈ [0, N − 1]; 1 <
ui+1 − ui

h
< rc

}

,

G3(u) =

{

i ∈ [0, N − 1]; rc ≤
ui+1 − ui

h

}

.

� �0(�H'L4L2�0(
Fµ = inf

i=0,...,N−1
F i

µ,
� �Jq ��� 

θµ = h
N−1
∑

i=0

(W ′
LJ)

−1(Fµ − F i
µ),

� �Jq ��� 

Å4 '�0*,� Fµ
&3LvIJ�0z#5'�0I�;�� � �Jq�À � Gq�È 5�@E&9�TÅ 7 � � �xq �$�&GM�Å��f #"D@>� lim

h→0
θµ = θM

M�Å4 '�1*2� θM
M

�>&)@>�05O;s� � �JqQÃ$� hM<&3L{(+ '�F(+ '*2�1L, J7>89I � 7>* "%$'$��D"%*,"%5'�1��7 � " � *+"%�G(+H'*2��&95�(, '�u�17%5�(,&95�H'H'N NO7xI'�08
� L,�1� ¾  '�07>*,�0NF�JqQÁxq�À�hq � �-5J7%(+�C(+ '"<(DM'& � f ≡ 0 M θµ = θM = L q ¾ 7OL2(,H'IJ��$'*27>;'89�0N � �Jq �$GM
ÅF�v5J�1�1I�(+ '� � 7>83897�Å4&95J��89�0N?N?" Æ
� B� � � ��� 	 � T ��� L�(+&9N?"<(,�e7>5�(+ '� � "%�>*,"%5'�>�CN|HJ83(+&3$'89&3�1* � 7>*�(+ J�v"�(+7>NO&9L�(+&9��$'*,7%;'89�0N � �xq �&�
# WGT iµ )GW�R%b YVb�`EWXWOmGd#[!U�T UJR%T F iµ

µ = Fµ
0FR%b�`O]9WGTFdsm�R�m!mGdxXfW-TVUJR%T a > θM

,
T�M %
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� U#WGg+W|WXW>Y9mGT m h0
mGd#[!U�TVUJR%T_0!sD^�g-R%]V] h ≤ h0

0 TVU#WGg+W/WXW>Y9mGT m-Rfdxb#Y�]1d#W λµ
mGd#[!U�T UJR%T

0 < λµ ≤ h R%b�` h
∑

i∈{0,...,N−1},i6=iµ

ψ
(

Fµ − F i
µ + λµ

)

+ hϕ(λµ) = a, � �Jq ��Â 

�{U#WGg+W ψ R%b�` ϕ R%g+Wv`EW �pb�W,` )1l XNA,?BN �?R%b�` XNA,?K= �A,
FGbSRs`s`%YVT Y\^�b-0 λµ

`E^AW!m�b�^�T�`EW4y#WGb�` ^�b iµ R%b�`�m1R%T Y9m ��W!m
λµ ∼h→0 C0h

7, � �Jq �®À�
sD^�gemA^�XfW C0

TVUJR%T�`E^AW!m-b�^�T�`EW4y#WGb�` ^�b h ,
¾  '� $'*27x7 � 7 � � �1NONf" �Jq�ÁJq ��&9LK;#"%L2�1I-7>5-(, '�pL2(,H'IJ��7 � @<"%*,&9"<(+&37>5'L1M07>5 [0, h] MA7 � (, '� � H'5'�0(,&97>5

gµ(λ) = λ−W ′
LJ





a− h
∑

i6=iµ
ψ
(

Fµ − F i
µ + λ

)

h



.
� ��5J7�Å (+H'*25O(,7C(+ '�4N?"%&95/*2�1L,HJ83(

7 � (+ '&3LuL,�0�0(+&37>5 q
� ��b�<��®� ��� 	 � 	 � ��&95J&9NO&9�1�0*,LF7 � (, '�-"<(+7%N?&3L2(+&3�e$'*27>;'89�0N � �Jq �$  � WfR�m!mGdxXfW/T UJR%T f ∈
C0
(

Ω
) , # WGT θµ

)GW�`EW �pb�W,` )1l XNA,�= n �A,
F_s a ≤ θµ

0 TVU#WGb XNA,/@ �|UJR�mvRfdEb#Y�]1djWCX/YVb#YVX/Y���WGgo,
F_s a > θM

0�TVU#WGg+W?WXW>Y9mGTVm h0
mGd#[!U�T UJR%T0�sD^�g|R%]V] h ≤ h0

0FT U#W�X/YVb#YVX/Y���WGg+m|^�s XNA,/@ �fR%g!W
WXW�RE[GT ]al?TVU#Wv`%Y9mA[Gg+WGT Washdxb�[GT Y\^�bJmv`EW �pb�W,`[sD^�g iµ ∈ {0, . . . , N − 1} mGdj[!U T UJR%T F iµ

µ = Fµ
)1l

u0
µ = 0 R%b�`

u
iµ+1
µ − u

iµ
µ

h
= ϕ(λµ)

R%b�` ∀i 6= iµ,
ui+1

µ − ui
µ

h
= ψ(Fµ − F i

µ + λµ), � �Jq �&�&
�{U#WGg+W λµ

Y9m�`EW �pb�W,` )1l # WGX/XORGNA, 	b,/@�R%b�` ψ R%b�` ϕ R%g!W�`EW �yb�W,` )1l XNA,?BN �?R%b�` XNA,?K= �A,
Fhb�Rs`s`%YVTZY\^�b-0 G3(uµ) = {iµ} R%b�`

u
iµ+1
µ − u

iµ
µ

h
∼h→0

a− θM

h
. � �Jq �AÁ 

� B� �*������� 	 � % Fs θµ < θM
0 � U#W!^�g!WGX NA, 	b, 	 `E^AW!m�b�^�TvRTy"y�]alST ^ a ∈ (θµ, θM ] ,4c-^�T WU#^���WT2%WGg�TVUJR%T lim

h→0
θµ = θM

0KTVUEd�m�R%]V]K)G^�dxb�`sR%ghl�[!^�b�`%YVT Y\^�bJm a R%g!W4R�mGl<XLy�T ^�T Y\[,R%]V]al�[!^H2%WGg!W,`",
� ����������� � ��b�<��B� ��� 	 � 	 � È � f ≡ 0 M (, '�15 ¾  '�07>*,�0N �JqQÁxqQÁ�&9LC&3I'�15s(+&3�D"%8}(+7 ¾  '�17>*2�1N
�Jq�ÁJq �xq � �-5J7�Å �17>5'�0�15s(+*,"<(+�-7>5�(+ '���1"%L,� f 6= 0 q '�L�&35 (+ '�-$'*,7E7 � 7 � ¾  '�17>*2�1NF�Jq�ÁJq¢À>MKÅF�
z#*2L2(�*,� � 7>*,N|HJ8:"<(,�k(+ '���05'�1*2�%�>M# '�0*,��&95 (,�1*,N 7 � (, '��L,837>$=�0L

vi =
ui+1 − ui

h
, 0 ≤ i ≤ N − 1. � �Jq �%o(
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�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

¾  '�-�15J�1*,�<� � �Jq¢À�F�1"%5�;���Å4*,&)(,(+�05

Eµ(u) = a
(

Fµ − FN
µ

)

+ h

N−1
∑

i=0

(

WLJ

(

ui+1 − ui

h

)

+
(

F i
µ − Fµ

) ui+1 − ui

h

)

.

¾  '�05�ÅF�v�07>5'L2&9I'�0*
Iµ = inf

{

Eµ(v); v ∈ Yµ(a)
}

, � �Jq ��Ã&
Å4 '�0*,�

Yµ(a) =

{

v = (v0, . . . , vN−1) ∈ RN , h
N−1
∑

i=0

vi = a, vi > 0

}

,

Eµ(v) = h

N−1
∑

i=0

(

WLJ(v
i) +

(

F i
µ − Fµ

)

vi
)

.

%�83�D"%*283�>M Iµ = Iµ + a
(

Fµ − FN
µ

) q�È � u &3L "�N?&35'&9NO&9�0�1*/7 � � �xq �&hMF(, '�15 (+ J�I'&9L2�1*,�G(+�
� H'5J�0(+&37>5 v I'�Gz#5'�1I � *27>N u ;s� � �Jq �%o(u&9Le"?N?&35'&9NO&9�0�1*�7 � � �Jq �"Ã&Gq � 56(, '��7%(, '�1*k #"%5'I M�& �
v &3L�"�NO&95J&9NO&9�1�0*�7 � � �xq �"Ã$GMJ(, '�15 u I'�Gz#5'�0I6;s� ui = h

∑i−1
j=0 v

j
� 7>* i ≥ 1 "%5'I u0 = 0 &9L"�N?&35'&9NO&9�0�1* 7 � � �Jq �&Gq� �0( vn

;��e"vN?&35'&9NO&9�0&95'�CL2� � H'�15J�1��7 � Iµ
q)*x&35'�1� 0 < vi

n ≤ a/h
� 7%*�"%838 0 ≤ i ≤ N − 1"%5JI�"%838 n My7%5'� �D"%5 �GwE(,*+"%�G(�"L,HJ;'L,� � HJ�15'�0�6(+ #"�(��17>5s@>�0*,�>�0L?(,7S(, '���17>5xz#�>H'*,"<(+&37>5 vµ

q
'��s"%&95�MtL2&95'�0� WLJ(0) = +∞ "%5'I�(, '�?&35Jz#N|HJN � �Jq �"Ã&C&9L-5'7%(v� � H#"<8 (,7 +∞ M�Å��? #"D@>�
vi

µ > 0
� 7>*�"%898 0 ≤ i ≤ N − 1 "%5'I vµ

&3Lu"/N?&35'&9NO&9�0�1*p7 � � �Jq �"Ã&hqKÄ��15'�0� � �Jq �"Ã&GMJ"%5'I (+ J���
*2� � 7>*2� � �xq �&hM� #"D@>�e"�(�83�D"%L�(�7>5J�kNO&95'&3N?&3�1�1*0MZÅF�kI'�05'7%(,�k;s� vµ

"%5'I uµ
(4ÅF7|�07>*,*2�1L,$�7>5'IJ&95'�

NO&95'&3N?&3�1�0*,L�7 � � �Jq ��Ã&�"%5'I � �Jq �&hq
È 5f(+ J�e�D"%L2� a ≤ θµ

ME(, '�e$'*27x7 � 7 � H'5'& � H'�15'�0L,L � 7>83897�Å4Ly(+ '�kL+"%NO�k83&95'�0L�"%L (+ '�k$'*,7E7 � 7 �¾  '�07>*,�0NF�Jq�ÁJq�À%M'&95 (+ J�-�1"%L,� a ≤ θM
q

� �f5'7�Å (,H'*,5 (,7 (+ '�f�D"%L2� a > θM
q '�L lim

h→0
θµ = θM

M�ÅF� �! '7x7%L,� h L,N?"%898p�05'7>H'�> 
L2H'�! �(, #"<( a > θµ

q � �-&35s(+*,7EI'H'�0�e(+ '� � H'5J�0(+&37>5
Pi(t) = WLJ(t) + (F i

µ − Fµ)t,

Å4 '&3�! "<(2(!"%&35'L�&)(+LuNO&95'&3N|H'N Å4&3(, �*2�1L2$=�0�0(�(+7 t ∈ [0,+∞) "<( t = vi
1
I'�Gz#5'�0I6;s�

vi
1 = (W ′

LJ)
−1(Fµ − F i

µ), i = 0, . . . , N − 1. � �Jq �&� 
� ��5'7%(+&3�1�C(+ '"<(

∀v ∈ Yµ(a), Eµ(v) = h
N−1
∑

i=0

Pi(v
i) ≥ Eµ(v1).

� �Jq �&�&

'�L WLJ(0) = +∞ MA(+ '� �17>5JL2(+*,"%&95s( vi > 0 &9Lt5'7%({"%�G(+&3@%�F&35 � �Jq �"Ã&GMAL27k(+ J� � H'83�1*1� � "%�>*+"<5'�>�
� � H'"<(+&37>5�7 � � �Jq ��Ã&�*,�1"%I'L

W ′
LJ(v

i
µ) + F i

µ − Fµ = λ∗µ,
� �Jq �$� 

T�M �
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Å4 '�0*,� λ∗µ &3LF(, '� � "%�>*,"%5'�>��N|H'83(,&9$'83&9�0*p"%L,L27x�0&:"<(,�1I�(+7v(+ '�e�07>5'L�(+*+"<&95s( h
N−1
∑

i=0

vi
µ = a q *x&35'�1�

a > θµ
M'7%5'�C�D"%5�L2 '7�Å (+ '"<( λ∗µ > 0 � 7%(+ '�0*XÅ4&3L,�%M � �Jq �&� F83�D"%I'LF(+7 vi

µ ≤ vi
1
M#"%5JI�L2H'NON?&35'�

(, '�1L2�v&35'� � H#"%83&3(,&9�1L�89�D"<I'L�(+7 a ≤ θµ
Gq�È (� '7>83I'L�(+ '"<(

∀i ∈ G1(uµ) ∪G2(uµ), vi
µ = ψ(Fµ − F i

µ + λ∗µ). � �Jq �$� 
*E(,�1$ ÀcÆ lim inf h %�"%*2I (G1(uµ)) > 0 Æ

È 5�@E&3�>Å 7 � � �Jq �&�&GMBÅ��- #"D@>�
Eµ(v1) ≤ Iµ.

� �Jq �AÂ 
� �0( i0 ;=�|"%5 &95JI'�Gw6L,H'�! (, #"<( F i0

µ = Fµ
M "<5'I89�G(eH'Le�07>5'L2&9I'�0*k(+ '� � H'5'�0(,&97>5 vb

I'�Gz#5'�0I
;s� vi

b = vi
1 > 0

� 7>* i 6= i0
"%5'I vi0

b
L2H'�! �(, #"<( h∑N−1

i=0 vi
b = a q±#F���17>5'L�(+*2H'�0(,&97>5 M vi0

1 = 1"%5JI hvi0
b = a− θµ + h, L,7

vi0
b ∼h→0

a− θM

h
. � �Jq �®À�

Ä��15'�0�%M vb
&3LO"S(,�1L2( � H'5'�G(+&37>5 � 7%* � �Jq ��Ã&|"%5'I Å��� #"D@>� Iµ ≤ Eµ(vb)

q�%�7%8989�0�0(,&95'�(+ J&9L
&35'� � H#"%83&3( �8Å4&3(+ � �Jq �AÂ GM-ÅF�� #"D@>�

Eµ(v1) ≤ Iµ ≤ Eµ(vb).
� �Jq �&�&

*x&35'�1� F i0
µ = Fµ

M"Å��e '"A@%� Eµ(vb)−Eµ(v1) = h
(

WLJ(v
i0
b ) −WLJ(v

i0
1 )
)

.
� �L¿�5'7�Å (, #"<(

vi0
1 = 1 q � &3(+ � �Jq �-À�GM®Å��-7>;J(+"%&95

0 ≤ Eµ(vb) − Eµ(v1) ≤ −hWLJ(1). � �Jq ��Á 
� &)(+ � �Jq � �&�"<5'I � �Jq ��Á GM®Å��� #"D@>�

lim
h→0

Iµ = lim
h→0

Eµ(v1) =

∫

Ω

WLJ(v1(x)) + (FM(x) − inf FM)v1(x) dx,
� �Jq �%o(

Å4 '�0*,� v1(x)
&3L�I'�Gz#5'�1I ;s� � �xq ��Â&Gq � �5'7�Å �1L�(!"%;'83&9L2 "�837�Å��0*�;=7%H'5'I � 7>* Iµ

q/*x&95J�1�
Iµ = h

N−1
∑

i=0

(

WLJ(v
i
µ) + (F i

µ − Fµ)vi
µ

) MKÅ��� #"D@>�

Iµ ≥ h

N−1
∑

i=0

(

WLJ(1) + (F i
µ − Fµ)

)

+ h
∑

i∈G1(uµ)

(F i
µ − Fµ)(vi

µ − 1).

¾  '�-$'*2�0@E&97>HJL�&35'� � H#"<89&3( �?&9NO$'83&9�1L

Iµ − h
N−1
∑

i=0

(

WLJ(1) + (F i
µ − Fµ)

)

≥ −h %�"%*,I (G1(uµ))

(

sup
0≤i≤N−1

F i
µ − Fµ

)

.

T�M��
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� �0(2(+&35'� h �>7E�1L�(+7O�1�0*,7�&95 (, '�-"%;=7A@%�v&35'� � H#"%83&3( �%M®ÅF�v7>;x(!"%&35 MJ&35�@E&3�>Å 7 � � �Jq �<o(GM
∫

Ω

WLJ(v1) + (FM − inf FM )v1 −
∫

Ω

WLJ(1) + (FM − inf FM)

≥ − lim inf
h→0

(

h %�"<*,I (G1(uµ))

(

sup
0≤i≤N−1

F i
µ − Fµ

))

.

*x&35'�1� f 6= 0 M�ÅF��L,�0��(, #"<( v1(x) 6= 1 L,7>NO�>Å4 '�0*,��&95 Ω q('kL v1(x)
NO&95J&9NO&9�1�0L}(, '� � H'5'�0(,&97>5

WLJ(t) + (FM(x) − inf FM)t 7>5 [0,+∞) MKÅF�v7%;J(!"%&35 lim inf h %�"%*,I (G1(uµ)) > 0 M�"%5JI(, '�1*2�v�hwJ&3L2(,L L1 > 0 L,HJ�! �(+ '"<(DM � 7>* h L,N?"%898��15'7>HJ�> M h %�"<*,I (G1(uµ)) ≥ L1
q

*E(,�1$ �	Æ ' z'*,L2(��0L2(+&3Nf"�(+�C7 � (+ '� � "%�>*,"%5'�>�CN�H'83(,&9$'83&9�1* λ∗µ "%5'I�7 � vµ
Æ

È 5�@E&3�>Å 7 � � �Jq �&�&�"%5'I � �xq ��Á&GM-ÅF�� #"D@>�
0 ≤ Iµ − Eµ(v1) ≤ −hWLJ(1). � �Jq �"Ã&

*x&35'�1� Eµ(v) = h
∑N−1

i=0 Pi(v
i)
� 7>*4"%5s� v ∈ Yµ(a)

� L,�1� � �xq � �$ GM®Å��� #"D@>�
h
∑

i∈G1(uµ)

(

Pi(v
i
µ) − Pi(v

i
1)
)

+ h
∑

i/∈G1(uµ)

(

Pi(v
i
µ) − Pi(v

i
1)
)

≤ −hWLJ(1). � �Jq �&� 

*x&35'�1� t 7→ Pi(t)
"<(,(+"%&95JL|&3(,L�NO&95'&3N|H'N�"<( vi

1
MJÅF� L,�1� (, #"<(|(, '� 89� � (| #"%5JI L2&9I'�f7 � (+ '�

"%;�7A@>�O&95'� � H#"%89&)( � &3Lv" L2H'N�7 � (4ÅF765J7>5'5'�0�s"<(+&)@>�/(+�0*,NOL1q � �}¿E5J7�Å (+ #"<( vi
1 ≤ 1 q � L2&95'�(, '���17>5s@>�hwx&3( ��7 � Pi

7>5 (0, 1] M'7>5'��7>;J(+"%&95JL
∀i ∈ G1(uµ), Pi(v

i
µ) − Pi(v

i
1) ≥ C(vi

µ − vi
1)

2, � �Jq �&�&
Å4 '�0*,� C L�(!"%5'IJL �  '�0*,��"%5'I6;��1837�ÅJ � 7>*�"f�>�05'�1*2&9�-�17>5JL2(!"<5�(MÅ4 '&9�! 6I'7x�0Lk5'7<(kI'�0$=�05'I7>5
h q � &3(, � �Jq �&� �"%5JI � �Jq �$� GMBÅ��-7>;J(+"%&95 vi

µ − vi
1 ≥ Cλ∗µ

� 7>*uL,7>NO���17>5JL2(!"<5�( C q�È 5'L,�0*2(,&95'�(, '&9Lu&35 � 7>*,N?"<(,&97>5O&95 � �Jq �$� �"%5'I � �Jq �&�&GMx7>5'�C7>;J(+"%&95JL (λ∗µ)
2 h %�"%*2I (G1(uµ)) ≤ O(h). '�L

h %�"%*,I (G1(uµ)) ≥ L1 > 0 M-Å��- #"D@>�
0 < λ∗µ ≤ C

√
h. � �Jq �$� 

%�7>8389�0�0(+&35'� � �Jq �&� GMG� �Jq �$� v"%5JI � �Jq �&� hM�ÅF��&35 � �1*�(+ #"�(�(+ J�1*,�f�Gwx&9L�(+L/"6�07>5'L�(!"%5s( C &95'IJ���
$��15'IJ�15s(�7 � h L,HJ�! �(+ #"<(1M � 7%*f"%838 i &95 G1(uµ) ∪ G2(uµ)

M�ÅF�6 #"D@%� |vi
µ − vi

1| ≤ Cλ∗µ
M

L27
∀i ∈ G1(uµ) ∪G2(uµ), |vi

µ − vi
1| ≤ C

√
h,

∀i ∈ G3(uµ), vi
µ ≥ C

h1/14
.

� �Jq �$� 
*E(,�1$(ÁGÆ!%�"<*,I G3(uµ) = 1 Æ

'#7>*�"%5s� i ∈ G1(uµ) ∪ G2(uµ)
MOÅF��L,�1�S(+ '"<( vi

1
"%5'I vi

µ
;��1837>5'��(+7�(+ J��&35s(+�1*�@<"%8

(0, 1 + C
√
h] M�7%5(Å4 '&9�! WLJ

"%5JI Pi
"%*,�|�07>5s@>�hw�q�*x7�&95J� � H#"%83&3( � � �xq � �$4&3L�@<"%89&3I � 7%*e"%838

i ∈ G1(uµ) ∪G2(uµ)
M#&Zq �<q � 7>*4"%838 i /∈ G3(uµ)

q ¾  �H'L0M � �Jq �&� �&9NO$'83&9�1LF7>5�(+ '��7>5'�C '"%5'I
C h

∑

i/∈G3(uµ)

(vi
µ − vi

1)
2 ≤ h

∑

i/∈G3(uµ)

(

Pi(v
i
µ) − Pi(v

i
1)
)

≤ −hWLJ(1). � �Jq�À�Â�Â 
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� 5_(, '�f7<(+ '�0*v #"<5'I M � 7>*-"%5s� i ∈ G3(uµ)
M Pi(v

i
1) ≤ Pi(1) = WLJ(1) + F i

µ − Fµ
"%5JI M

Å4&)(+ � �Jq �&� hM

Pi(v
i
µ) ≥ WLJ(v

i
µ) + F i

µ − Fµ ≥ WLJ

(

C

h1/14

)

+ F i
µ − Fµ.

È 5'L2�1*�(+&95J�O(, '&9Lu&35 � 7>*,N?"<(,&97>5�&35 � �Jq �&� hM-ÅF�v7>;x(!"%&35

%�"%*2I G3(uµ)

(

WLJ

(

C

h1/14

)

−WLJ(1)

)

≤
∑

i∈G3(uµ)

(

Pi(v
i
µ) − Pi(v

i
1)
)

≤ −WLJ(1).

*x7JM � 7%* h L,N?"%898��15'7>HJ�> M�%�"%*,I G3(uµ) ≤ 1 qaÈ � G3(uµ) = ∅ M (+ J�15 MaÅ4&3(, 9� �Jq¢À�Â�Â hMJÅ��
7>;x(!"%&35

0 < a− θµ = h
N−1
∑

i=0

vi
µ − vi

1 ≤
√
L

√

√

√

√h
N−1
∑

i=0

(vi
µ − vi

1)
2 ≤ O(

√
h),

"%5JIdÅF���17>NO�k(+7O"/�17%5�(,*+"%IJ&9�0(,&97>58Å4&3(+ a > θM = lim
h→0

θµ
q *x78%�"%*,I G3(uµ) = 1 M'"%5'I	Å��I'�05'7%(,�v;s� iµ &3(+LuHJ5'& � H'��&95JI'�Gw Æ G3(uµ) = {iµ} qÈ � F iµ

µ > Fµ
M=89�0( i0 ;��/"%5 &35'I'�hw L2H'�! (+ #"<( F i0

µ = Fµ
q�#F�6�Gwx�! #"%5'�%&95'� viµ

µ
"%5JI vi0

µ
M

7>5J���1"%5�837�ÅF�1*/(, '���05'�1*2�%� 7 � vµ
q ¾  '&9L�&9L�&35 �07>5s(+*+"<I'&9�G(+&97%5 Å4&)(+ �(+ '� � "%�G(O(, #"<( vµ

&9L
NO&95'&3N?&3�1�0*1q
*x7 F iµ

µ = Fµ
q

*E(,�1$�odÆ�È IJ�15s(+&)z#�D"<(,&97>5 7 � (+ J� � "%�%*+"%5'�%�eN|H'8)(+&9$J89&9�0*MÆ
� �� #"D@%�

a− θM = a− θµ + o(1) = o(1) + h
∑

i/∈G3(uµ)

(

vi
µ − vi

1

)

+ h
(

viµ
µ − v

iµ
1

)

.

� &)(+ � �Jq �&� hM�ÅF�/L,�0��(, #"<( h ∑

i/∈G3(uµ)

(

vi
µ − vi

1

)

= o(1) q � &)(+ � �Jq �$� GM!Å��� #"D@>� viµ
1 = 1 M

L27 a− θM = o(1) + hv
iµ
µ
q±Ä��05'�1�<M

viµ
µ ∼h→0

a− θM

h
,

Å4 '&3�! S&9NO$'89&3�1L � �Jq ��Á hq�'�L�"f�17%5'L,� � HJ�15'�0�%M W ′
LJ

(

v
iµ
µ

)

∼ Ch7 q�'#*,7%N � �Jq �&� GM±ÅF�/7>;J(!"<&95
λ∗µ = W ′

LJ

(

v
iµ
µ

) q *x7'M � 7>* h L2Nf"<898 �05'7>H'�> �MKÅ��- #"D@>� λ∗µ ∈ (0, h] "%5'I M#L2&95'�0� h∑ vi
µ = a M(, '� � "%�>*,"%5'�>��N|H'83(,&9$'83&9�0* λ∗µ L+"�(+&9L�z#�1L � �Jq ��Â hq
*E&95'�0� λµ

MEI'�0z'5'�1I�;s� � �0N?N?" �Jq�ÁJq �xME&9Lp(+ '�
H'5J& � H'�-L,7>83HJ(+&37>5 7 � � �Jq ��Â GM®Å��- #"D@>� λ∗µ = λµ

q�%�7>8983�1�0(,&95'�|(, '&9Lu� � H#"%89&)( � Å4&3(, � �Jq �&� hMKÅ��
7>;x(!"%&35 � �Jq � �&Gq

�
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�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

-/.�
+.�
 354769CJ8O:�H+M)8DP A�<DHJL7P16�E 8OL7LJM)<D8DA)4
� �?L2(,H'IJ�_&95S(+ '&3L�L,HJ;'L,�0�0(+&37>5�(, '�f$'*27>;'83�1N � �xq�À�À�Gq � �cÅ4&9838yL,�1�?(+ #"<(-(+ J&9L��07>H'$'83�1I

$'*27>;'83�1N�MF(+ J7>H'�> 5#"<(,H'*+"<8\M� '"%L�" 	j"�Å�quÈ 5 7%*,I'�0*�(+7�&98389H'L�(+*+"�(+��(+ '&3L � "%�0(1MPÅ��S*2�1L2(,*,&3�0(
7>HJ*,L,�083@%�1L�(+7 (+ '���1"%L,� f ≡ 0 � L,�0� � �1N?"%*X¿ �Jq�ÁJq � ;��1837�Å � 7>*e(, '���D"%L2� f 6= 0 Gq � �O"%89L27"%L2L,H'NO�C(+ #"�(

a > L,

;��1�1"%H'L,��7%(+ '�0*XÅ4&3L,�F(, '� N?&35'&9NO&9�0�1*,L�7 � (+ J���17%5�(,&95�H'H'N "<5'I/"<(,7>N?&3L2(,&9� $'*27>;'83�1NOL{"%*2�F� � H#"%8
"%5JI 5'7 L,&35'�>H'89"%*,&)( � "%$'$��D"<*,L1M�"%5JI &)(�&9L (+ '�0*,� � 7>*,��5'7%(�&95s(,�1*,�0L2(,&95'��(+7 H'L,��" �07>H'$'83�1I
NO�0(, '7xI�q � ��"%L,L2H'N?�v(+ #"<( Ω = (0, L) &9Lk$#"%*2(,&3(,&97>5'�0I &95s(,7f(4Å�7�L2H';'L,�G(+L ΩM

"<5'I Ωµ =
Ω \ ΩM

Mj"<5'I�(, #"<(1M � 7>*uL,&3N?$J89&9�0&3( �%M
Ωµ = (0, Kh], ΩM = (Kh,L).

� �YÅ4&9838yL,�0��&95 � �0Nf"%*X¿ �JqQÁxq�Ã�;=�0897�Å (+ #"�(v(, '�f(+*2�D"<(,N?�05s(�7 � (, '�f�%�15'�0*+"%8 �D"%L2� � 7>83897�Å4L
�hw'"<�0(+8)�?(, '�eL,"%N?�k89&95J�1L1q � H'*u"<&9N &9L (+7|L�(+H'Ix�f(+ J�eN?&35'&9NO&9�1"<(+&37>5/$'*27>;'89�0N � �Jq¢À�À�hMBÅ4 '�0*,�
(, '� @%"<*,&:"�(+&97%5#"%8pL,$#"<�1� Xc(a,ΩM) &3L|I'�0z'5'�1I ;s� � �Jq � hMJÅ4&3(, XW (ΩM) = SBV (ΩM ) M"%5JIGÅ4 J�1*,�C(, '�C�17>*2*,�0L,$�7>5'I'&35'���15'�0*,�%� Ec

&9L��%&3@>�05�;�� � �Jq¢À�Â hM®Å4&3(, W ≡ WLJ
q ¾  '��¿<�0�

&35'�>*,�0I'&9�05s(e7 � (, '�|N?"<(+ J�1N?"<(+&3�D"%8K"%5'"%83�EL,&3L�&3L�(, '� � 7>83897�Å4&95J�O7%;'L,�0*2@<"<(+&37>5 q � �0(eHJLe�! '7E7>L,�
x0 ∈ ΩM

"%5'I 83�0(uH'L��17>5'L2&9I'�0*�(+ J�e�17>5xz#�>H'*,"<(+&37>5'L u1 ∈ Xc(a,ΩM) "%5'I u2 ∈ Xc(a,ΩM)I'�Gz#5'�0I6;s�
∀i ∈ {0, 1, . . . , K}, ui

1 = ih, ∀x ∈ ΩM , u1(x) = x + (a− L)H(x− x0),
∀i ∈ {1, . . . , K}, ui

2 = ih+ (a− L), ∀x ∈ ΩM , u2(x) = x + (a− L) � �xq�À�Â®À�
"%5JI u0

2 = 0 q � &3(+ J&95f(, '���17>5Jz'�>H'*+"�(+&97%5 u1
� *2�1L2$ q u2

GM#" � *,"%�0(,H'*,��"%$J$=�1"%*,Lu&35 ΩM
� *,�1L2$ q

&35 Ωµ
Gq � �� #"D@>� Ec(u1) = Ec(F ∈ ΩM) = LWLJ(1) "%5'I Ec(u2) = Ec(F ∈ Ωµ) =

LWLJ(1) + h+O(h7) M'L27
Ec(F ∈ Ωµ) > Ec(F ∈ ΩM ). � �xq�À�Â&�&

*x7JMJ& � (, '�e�05'�1*2�%��&3L�I'�0z'5'�1I�;s� � �Jq�À�Â GMx" � *+"%�G(+H'*2�e�17%L2(+L�89�1L2Lu�15'�0*,�%�8Å4 '�15�&)(�83&9�1LF&95 ΩM� F ∈ ΩM
u(, #"%5(Å4 J�15 &)(�83&9�0L�&35 Ωµ

� F ∈ Ωµ
hqmÄ��15'�0�%Mj(+ '� � *+"%�G(+H'*2�v7 � (+ '�vN?&35'&9NO&9�0�1*,L

7 � � �Jq¢À�À�F"%$'$��D"%*2L�&35 ΩM
Mj"%L4L2(+"<(+�0I�;s��(, '� � 7>89837�Å4&35'�|83�1NONf"Jq

� B� � � ��� 	 � 	 e}^�g h mGXOR%]V]kWGb�^�d�v�U"0vTVU#W X/YVb#YVX/Y���WGg+m ^�s}y�g+^A)1]9WGX XNA,:":���R%g!W�^�s�T U#W
sD^�ghX

ui = ih ∀i ∈ {0, 1, . . . , K}, � �Jq¢À�Â�Á 
u(x) = x+

∑

i∈ �

ṽiH(x− xi), ∀i, xi ∈ (Kh,L), ṽi > 0, � �Jq�À�Â%o(

�yYVTVU
I ⊂ N

R%b�` ∑
i∈ �

ṽi = a− L ,

T��LM
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���� �
��� ���
� ���� ��	
	 

��

�� � x

Ωµ

ΩM

u(x)

a

L

" #&%�' �Jq�Á % � ��	���	��	24�!*3��, ��*����� ��! ��� @������E@

� ������� � *x&35'�1�e(, '��N?&35'&9N|HJN 7 � WLJ
&3L4"<(,(+"%&95'�0I�"<(+À>M-ÅF�v '"A@%�

Ec(u) ≥ KhWLJ(1) + (L−Kh)WLJ(1),

Å4&)(+ �"�L2(+*2&9�G(�&35'� � H#"%83&3( �S& ��� 7>*-L,7>NO� i ∈ {0, 1, . . .K − 1} M ui+1 − ui

h
6= 1. ��7%*,�17A@%�1*1M(, '&9L�@<"%83H'�C&9Lu"�(,(!"<&95'�0I Å4 '�15 u &3Lu7 � (+ '� � 7>*2N � �Jq�À�Â%o(GqK%�7>5s@>�0*,L,�083�%M�& � u &9L�"�NO&95J&9NO&9�1�0*1MÅF�v5J�1�1�0L,L,"%*,&383�  #"D@%� � �Jq�À�Â�Á GM'"%5'I (+ '��*2�1L2(,*,&3�0(+&37>5�7 � u (+7 ΩM

&9L�(, EHJLk"/NO&95'&3N?&3�1�1* 7 �

IKh,L
M (a−Kh) = inf

{
∫ L

Kh

WLJ(u
′), u ∈ SBV (Kh,L), u′ > 0,

1

u′
∈ L12(Kh,L), u(Kh) = Kh, u(L) = a

}

.

r 7�Å�M ¾  '�07>*,�0N �Jq�ÁJq¢À�&3N?$'83&9�0L�(+ #"�( "�N?&35'&9NO&9�0�1* 7 � (+ '&3L}$'*27>;'83�1N L+"�(+&9L�z#�1LI� �Jq¢À�Â%o Gq
�

� B� �*������� 	 � K � U#W[,R�mAW6^�s�R vEWGb�WGg,R%] mAWGT Ωµ
XOR%l )GW�T g+W,R%T W,`�]aY �sW��yY9mAWo, � U#WGb-0vR%b#l

X/YVb#YVX/Y���WGg�^�sPy�g+^A)1]9WGX XNA,:":���m1R%TZY9m ��W!m �
ui+1 − ui = h ∀i mo,9T�, ih ∈ Ωµ

R%b�` ih+ h ∈ Ωµ,

u′ = 1 +
∑

i∈ �

ṽiδxi

YVb ΩM , ∀i, xi ∈ ΩM , ṽi > 0, R%b�` ∑
i∈ �

ṽi = a− L.

¾  '��"%;=7A@%�e"%*2�>H'NO�15s( L, '7�Å4LF(, #"<(1Ms&95�(+ '��L,&3N?$'83�1L�(F�1"%L,�$Å4 '�0*,�MÅF���Gwx$=�0�0(�" � *+"<�0(+HJ*,�
7 � (+ '��N?"<(+�0*,&9"%8\M � 7>*4"%5s��$#"%*�(+&3(,&97>5 7 � (, '�vIJ7>Nf"<&95 Ω &35s(+7?"�*2�1�>HJ8:"%*uI'7%Nf"%&35 ΩM

"%5JI6"
L2&95'�>HJ8:"%*�7%5'� Ωµ

M'(, '� � *+"%�G(+H'*2�-5'"<(+H'*,"%898)��"<$'$=�1"%*,Lu&35 (+ '��*,�0�>H'89"%*u7>5'�<q
Ä��05'�1�<Mt& � (, '� � 7>89837�Å4&35'� "%83�>7>*2&3(+ JN &3L-HJL,�1I�(+7��17>NO$'HJ(,�O"%5�"<$'$'*,7Dwx&9N?"<(,&97>57 � uµ

Æ
&35'&3(,&:"%83&9�1� Ωµ

(+7 ∅ M
À>q+*E7>83@%� � �Jq¢À�À� � 7>* ΩM = Ω \ Ωµ

M
�xq$'}&95'I�(, '��L,�0($Å4 '�0*,�C(+ J�CL,7>83HJ(+&37>5 uc

7 � � �Jq�ÀAÀ�F #"%L4"/89"%*,�>�kI'�1*2&3@<"<(+&)@>�<MJ�15J8:"%*2�>� Ωµ�07>*,*2�1L2$=7>5JI'&95'�%83��& � 5J�1�1�0L,L,"%*2��"%5JI��>7�;#"<�1¿�(+7GÀ>M
T��j�
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	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

(, '�15 Ωµ
�17%5�@%�1*2�>�1Lf(,7 Ω Mp;=�0�D"%HJL,�%M�"<(?�D"%�! L�(+�1$�M (, '� "%;�7A@>�6"%89�>7%*,&3(, 'N �07>NO$'HJ(+�0L�"

L27>89HJ(,&97>5_ #"D@E&95'�6"6L,&35'�>H'89"%*,&)( �&95�(+ '�?L,�0( ΩM
q ¾  '��8:"�(+�1L�(�&)(+�0*+"<(,&97>5'Lv"%*2�O(, '�1*2� � 7>*2� "%L

�07>L2(,83��"%Lu(, '��I'�0(,�1*,NO&95'"<(+&37>5�7 � (+ '�-"<(,7>NO&9L2(,&9��L,7>83HJ(+&37>5 q
� B� �*������� 	 �#� i � R%l R%g+^�dEb�`6T U#WfR")G^H2%Wf`%Y � [GdE]aTZl�X/Y¢v�UETL)GWOT ^6R%]V]9^�� TVU#W/mAWGT Ωµ

T ^
m!UEghYVb���)!RE[ �-Y s�T U#W-[!^�XLy�dxT W,`�X/YVb#YVX/Y���WGg�UJRTy"y#WGbJm�T ^�)GW�g+Wwv%dx])R%gCWGb�^�dAv�U  YVbfmA^�XfW4mAWGbJmAW �
YVb Ωµ

, �-^���WT2%WGgS0 ��W�UJRA2%W?b�^�T�)GW!WGb R")1]9W?T ^�mA^�] 2%WOTVU#W�`%Y � [GdE]aTZl �yYVT U_TVUEY9m R%]aT WGghb�R%TZY2%W
mGT g2R%T Wwv%lA,
� B� �*������� 	 � � � U#W�y�g+W![!W,`%YVbBvCR%b�R%]alAmGY9m�[,R%b8)GW4[,R%ghghY\W,`�^�dET YVb�TVU#W�[,R�mAW4^�s�RJsD^�g![!W f 6= 0m1R%T Y9m_shl<YVbBv f ∈ C0(Ω) , # WGT}d�meR�m!mGdEXfW�T UJR%T a > θM ,

�{U#WGg+W θM
Y9mk`EW �pb�W,`�)1l XNA,? n ��0}R%b�`

TVUJR%T inf
x∈ΩM

Fc(x) = inf
i∈ J µ

F i
c
0 �{U#WGg!W Fc

Y9m�`EW �pb�W,`�)1l XNA,:K= �-R%b�` XNA,:�< �A, # WGT Ec(F ∈ ΩM )

 g+W!m4ym, Ec(F ∈ Ωµ) ��)GWfT U#W�WGb�WGg�v%l_^�s�R [!^�b ��v%dEg2R%TZY\^�b �yYVTVU�R�shg2RE[GTZdEg+W�YVb ΩM
 g+W!m4ym,

Ωµ
�A, � U#WGb TVU#W-YVb�W^]1d'R%]aYVT l XNA,:BpH@ �vU#^�])`�mo,

-/.�
+.�� � =?< EJ> �76�E A�<DHJLKPB6�E 8OL7L7M
<D82A
4
È 56(+ J&9LkL2H';'L2�1�0(,&97>5�MmÅ���$'*,7>$�7>L2�|"8Å�"D�6(+7f;'H'&983I "f�07>H'$'83�1I $J*,7>;'83�1N
(+ '"<(e*2�1NO�1I'&3�1L

(,7O(, '��I'&3�O�1HJ83(+&3�1L�7%;'L,�0*2@>�0I &95�(, '��$'*,�G@E&97>H'L4L2H';'L,�0�0(,&97>5 q
� ��"%�s"%&35�"<L,L,HJN?�<M � 7>*K(+ J�F(+&3N?�p;��1&35'�'MA(+ #"�(}(, '��$#"<*2(+&)(+&37>5 Ω = ΩM ∪Ωµ

&3L{�>&)@>�05 q � �
L2 '7�Å &35 ¾  '�07>*,�0N �xqQÁJqQÃ�(, #"<(F(+ '��N?7EI'&3z'�1IO�17>H'$J89�1I?@%"<*,&:"�(+&97%5#"%8'$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á y&9LEÅF�1898 �
$�7>L,�0I qBÈ 5 ¾  '�17%*,�1N �Jq�ÁJq �JM�ÅF�kL, J7�Å (, #"<(F&3(,LFL27>89HJ(,&97>5�&3L�"��17>5s@%�1*,�%&95'�/"<$'$'*,7Dwx&9N?"<(,&97>5/7 �
(, '�kL27>89HJ(,&97>5O7 � (, '��"<(+7>NO&9L�(+&3�u$'*,7>;J89�1N � �Jq �&GME"%5'I?&95 *xH';'L2�1�0(,&97>5 �Jq�ÁJq�ÃEMbÅF�LÅ4&3898'$'*27>$�7>L,�
"�I'�0z'5'&3(,&97>5 7 � (+ J�-$'"%*2(,&3(+&37>5 � L2�1� �k�Gz#5'&3(,&97>5��Jq�ÁJq¢À�;=�0897�ÅJGq

¾  '�C@<"%*,&9"<(+&37>5#"%8�L,$#"<�1�+Å���ÅF7>*^¿ Å4&)(+ �&9L Xc(a,ΩM) I'�0z#5J�1I6;s� � �Jq �&�Å4&3(+ 

XW (ΩM ) =

{

u; u ∈ W 1,1(ΩM),
1

u′
∈ L12(ΩM)

}

.

'�Lk"%5J5'7>H'5'�0�1I�&95 (+ J�&È 5s(,*,7EI'H'�0(,&97>5�MJ(+ '��NO7xIJ&3z#�0I �17>H'$J89�1I��15J�1*,�<��&9Lu�>&)@>�15�;s�

E ����� (u) = h
∑

i∈ J µ

WLJ

(

ui+1 − ui

h

)

− h
∑

i,ih∈Ωµ

uif(ih) +

∫

ΩM

W h
LJ(u

′) − uf ,

Å4&)(+ 
W h

LJ(r) = WLJ(r) +
√
h τ(r − r0).

Ä��1*,�<M r0 &3L�"%5s�*,�1"%8y5�H'N|;��1*�&95 (1, rc)
"<5'I�(, '� � H'5'�G(+&97%5 τ &3L�" *,�1�%H'8:"%*2&9�1"<(+&37>5 7 � (+ '�� H'5J�0(+&37>5 t ∈ R 7→ t+ = max(0, t) � &35 $#"%*2(,&9�0H'8:"%*0MJ&)(4I'7x�0L45'7%(4I'�0$=�05'I67>5 h Gq

¾  '��15J�1*,�<� E ���	� IJ& �=�1*,L � *,7>N (+ '�65#"<(+HJ*+"%8��17>H'$J89�1I �05'�1*2�%� Ec
�>&3@%�15 ;s� � �Jq�À�Â 

;s��(, '�6HJL,�7 � (, '�6�05'�1*2�%��I'�05'L,&)( � W h
LJ

&95JL2(+�1"%I�7 � WLJ
7>5�(, '� �07>5s(+&95�H'HJN I'7%Nf"%&35

ΩM
q � �0(eHJLk�Gwx$'89"%&95�(+ '&3Lk�! '7%&9�1�<M�"<L,L,HJN?&35'�?(, #"<(k(, '�1*2�/"%*2��5'7?;=7EIJ� � 7>*,�0�1L0q�'u�1�07>*,IJ&95'�

(,7�(, '� I'�Gz#5'&)(+&97%5 � �Jq¢À��&hMF(+ J��15'�0*,�%��7 � (+ '� � *,"%�0(,H'*,�0I �07>5Jz#�%H'*+"<(,&97>5JL � �Jq¢À�Â-À�O*,�1"%I'L
T���T
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E ���	� (F ∈ Ωµ) = LWLJ(1)+h+O(h7) "<5'I E ���	� (F ∈ ΩM ) = LWLJ(1)+ (a−L)
√
h ML27

E ����� (F ∈ Ωµ) < E ����� (F ∈ ΩM). � �xq�À�Â�Ã&
È � ÅF���07>N?$'"%*,� � �Jq¢À�Â �$�"%5JI � �xq�À�Â�Ã&GM�ÅF��L,�0��(+ '"<(DM�Å4&3(, �(, '��NO7xIJ&3z#�0I�I'�Gz#5'&)(+&97%5�7 � (+ '�
�07>H'$'83�1I �15J�1*,�<�>M#" � *,"%�0(,H'*,�e�07>L2(,Lu5'7�Å 83�1L2L��15'�0*,�%�8Å4 '�15�&)(�89&3�1LF&95 Ωµ

(+ #"%5 Å4 J�15�&3(�89&9�0L
&35 ΩM

q� �0(eHJLk5'7�Å "%L2L,H'NO��(+ '"<(�(, '��L27>89Hx(+&97%5 uµ
7 � (+ J�|"<(,7>N?&3L2(,&9�C$'*27>;'89�0N � �Jq �&uL, '7�Å4LC"� *,"%�0(,H'*,� � 7>5 (+ '��"<(+7>N iµ

GM{"%5'I (, #"<(�ÅF� Å�"<5�(/(,7H'L,��" �07>H'$'83�1I�NO7xIJ�18p(+7�17%N?$'Hx(+�
"%5�"%$'$'*27Awx&3Nf"<(,&97>5�7 � uµ

qD'�(f(, '&9L?$=7>&35s(DMy(+ '��I'7>N?"%&95 ΩM
&3L?H'5-¿E5J7�Å45�qPÈ 5�7>*2I'�1*O(+7

I'�G(+�0*,NO&95'� ;�7%(+ ΩM
"%5'I "%5 "%$J$'*,7Dwx&9N?"<(+&37>5 7 � uµ

My" $=7%L,L,&3;'89��"<89�>7>*2&3(, 'N�&9L�(, '��7>5'�
"%83*,�1"%IJ���%&3@>�05�&95 (+ '�C$J*,�0@E&37>H'L4L,H';JL,�1�G(+&37>5 MKÅ4 '&3�! ��07>5'L,&3L2(,L�&35 &3(,�1*+"�(+&95J�|7A@>�1*u(4ÅF7?L�(+�0$'L1M
z#*2L2(�L,7%83@>�-"|�07>H'$'83�1I�$'*,7>;J89�1NhÅ4&3(, ΩM

zJwx�0I M#L,�0�17>5'I�N?7EI'& � �O(, '�C$#"%*�(+&)(+&97%5 "%�1�07>*,IJ&95'�
(,7�(, '�e�07>N?$JHJ(+�0I�L27>89Hx(+&97%5 q�'�L,L2H'N?�C5J7�Å (+ '"<(DM#"�(uL,7>NO�eNO7>NO�15s(DMJ"�� �17%*,*,�0�0(��e$#"<*2(+&)(+&37>5
 #"<Lf;��1�15 � 7>H'5'I Mp&35 (, '�6L2�15'L2�6(+ #"�(O(, '� "�(+7>N iµ

�Å4 '�1*2��ÅF�6�hwJ$��1�G(f(, '� � *,"%�0(,H'*,��(+7
(+"A¿%�e$J8:"%�0�� ;��1837>5'�>Lp(+7 Ωµ

q '�(�(, #"<(FN?7>NO�15s(1MbÅF�LÅ�"%5s(�(+ J�e"%83�>7>*,&)(+ 'N�(+7�L�(+7>$�Mx;��1�1"%H'L,�
(, '���17%5'� Ωµ

&9L�L,"<(+&3L � "%�G(+7>*��>q � �0(|HJL|�17>5JL,&9IJ�1*�(, '��NO&95'&3N?&3�D"<(,&97>5 $J*,7>;'83�1N�7 � (, '�?z#*2L2(
L�(+�1$�7 � (, '� "%83�>7>*,&)(+ 'N�q ¾  '� $�7>L,&)(+&37>5�7 � (, '� � *+"<�0(+HJ*,��&3L�L,HJ�! (, #"<(|&)(+L|�05'�1*2�%� �07>L2(|&9L
NO&95'&3Nf"<8\qJÈ � 7%5'��ÅF7>*^¿�L Å4&)(+ (, '� �07>H'$'83�1I��05'�1*2�%� � �Jq¢À�Â GMy(, '�15 MF"%L��hwx$'8:"%&35'�1I &95 (+ '�
$'*2�0@E&97%H'LeL,HJ;'L,�0�0(+&37>5 Mj(+ '� � *+"%�G(+H'*2��&3Lk897E�D"�(+�1I�&95 ΩM

M!Å4 J&9�! &3L�5'7<(kL,"<(+&3L � "%�G(+7>*��>q!È � 7>5'�
ÅF7>*^¿�L�Å4&3(+ �(+ J��NO7EI'&3z#�0I��17>H'$J89�1IO�15J�1*,�<� � �Jq¢À��&hM>(+ '�05 Ms&95�@E&9�>Å�7 � � �Jq¢À�Â"Ã&hM%(+ '� � *+"<�0(+HJ*,�
&3L�897E�D"<(,�1I?&95 Ωµ

"%5'If(, '�e�17%N?$'Hx(+�1I L27>89Hx(+&97%5f&9LFL,NO7x7<(+ �&35 ΩM
MJL27�(+ J�e$#"%*�(+&3(,&97>5?&9LF5'7%(

H'$�I#"<(,�1I�"%5'I�(+ '�-"%83�>7>*2&3(+ JN L�(+7>$JL1q¾  '��I'& �=�1*2�15'�0��;=�G(4Å��0�15 Ec
IJ�0z#5'�0I�;s� � �Jq�À�Â �"%5'I E ���	� I'�Gz#5'�0I ;s� � �xq�À��$v&9L/7 �

7>*2I'�1* √h M�(, #"<(-&9L�"�L,N?"%838 � H#"%5s(+&)( � � *2�1�D"<898{(, #"<( h &9Le(, '�O"<(+7%N?&3�|8:"<(2(+&3�1�|$#"<*+"%NO�0(,�1* hqÄ�7�ÅF�0@%�1*0M �0@%�15 & � &3(-&3L-L2Nf"<898\M=(+ '&3L-�07>*,*2�1�G(+&97%5� #"%Lv"%5_&95
	#HJ�15'�0�?7>5�(+ '�O�! '7>&3�1�0L�7 � (+ '�
�07>5'�1L0MjL,&95J�1��&3(�"%83897�Å4L � 7>*�(, '���17>5J� Ωµ

(,7��17>5s(!"<&95 (+ '� � *,"%�0(,H'*,�<q
#�� � 7%*,��L2(,H'IJ�E&95'��(+ J�ONO7EI'&3z#�0I�17>HJ$'89�0I_$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á GM�Å��OL2(,H'IJ�(+ J�O�07>5s(+&35EHJH'N

$'*27>;'83�1N£Å4&3(, ?�05'�1*2�%�OI'�15JL,&3( � W h
LJ
q ¾  '� � 7%89897�Å4&35'� ¾  '�17%*,�1N �Å4 '&9�! ?&9Lp(+7-;=���17>NO$#"%*2�1I

Å4&)(+ ¾  '�17>*2�1N �xqQÁJq¢À��Å4&3898 ;��C5'�1�0I'�1I�&95 (+ J�-L2� � H'�08\q
� ��b�<��®� ��� 	 � % 7F^�bJmGY `EWGgeTVU#W/WGb�WGg�v%l Eh

M
`EW �pb�W,`8)1l

Eh
M(u) =

∫

Ω

W h
LJ(u

′(x)) − f(x)u(x) dx.

# WGT�dsmCmAWGT βh(x) ∈ (0, rc)
mGdj[!U�TVUJR%T W ′

LJ(β
h(x)) =

√
h+ inf FM − FM(x) R%b�`

θh
M =

∫

Ω

βh(x) dx.

F_s θh
M ≥ a 0 TVU#WGbT U#Wuy�g+^A)1]9WGX

inf

{

Eh
M (u), u ∈ W 1,1(Ω),

1

u′
∈ L12(Ω), u′ > 0 R", Wo, , u(0) = 0, u(L) = a

} � �xq�À�Â$� 
T�� 	



���������
	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

UJR�m�R?dEb#Y�]1d#W-X/YVb#YVX/Y���WGg��{UEY\[!U�g+W,Rs`�m

u(x) =

∫ x

0

ψ (−λ+ inf FM − FM(s)) ds � �Jq¢À�Â �&

sD^�gemA^�XfW λ ≥ −
√
h R%b�` �{U#WGg+W ψ Y9mv`EW �pb�W,` )1l XNA,?BN �A,

F_s θh
M < a, T U#WGb XNA,:Bp"N �|Y9m-b�^�T�R%T T\R%YVb�W,`H0�)1dxT TVU#Wuy�g!^A)1]9WGX

inf

{

Eh
M(u), u ∈ SBV (Ω),

1

u′
∈ L12(Ω), u′ > 0, u(0) = 0, u(L) = a

} � �xq�À�Â$� 
UJR�mSR%T|]9W,R�mGTf^�b�W X/YVb#YVX/Y���WGg>,�Q�^�g!W!^H2%WGgS0�T U#W6X/YVb#YVX/Y���WGg+mS^�s XNA,:BpZ< � R%g+W_WXW�RE[GT ]al�T U#W
shdEb�[GTZY\^�bJm

u(x) =

∫ x

0

βh(t) dt+
∑

i∈ �

ṽiH(x− xi),

�{U#WGg+W
I
Y9m�R%b#l [!^�dEb#T R")1]9WemAWGT0�R%b�` ṽi

R%b�` xi
R%g!W-R%b#l?g+W,R%]�b#dEXc)GWGg!mkmGdj[!U�TVUJR%T

∑

i∈ �

ṽi = a− θh
M

R%b�` ∀i ∈ I, ṽi > 0, xi ∈ arg inf FM .

� �CLX¿�&9$ (+ '�C$J*,7E7 � 7 � ¾  '�17>*2�1N �xqQÁJq o'MBÅ4 '&9�! �&9L4"<5 �D"%L���"%I#"%$x(!"<(,&97>5�7 � (, '�C$'*27x7 � 7 �¾  '�07>*,�0NF�Jq�ÁJq�À%q
� �65'7�Å L�(+H'IJ� (+ '��hwx&9L2(,�15'�0�S"%5'I�(, '�H'5'& � HJ�15'�0L,L�7 � L,7%89HJ(,&97>5'L?7 � (+ '�6N?7EI'&3z'�1I

�07>H'$'83�1I�$'*,7>;J89�1N � �Jq¢À�Á hq � �0( Fc
;��-IJ�0z#5'�0I6;s� � �Jq�À��&�"%5'I � �Jq¢À�� hM#"%5'I�83�0(4H'L4L,�G(

Fc = inf

(

inf
ΩM

Fc, inf
i∈ J µ

F i
c

)

.

¾  '��(+ J*,�1L2 '7>83I � 7>*�(, '�-"%$'$��D"%*,"%5'�0�-7 � " � *+"<�0(+HJ*,��Å4&9838�;��-L2 '7�Å��0I�(,7O;��

θ ����� =

∫

ΩM

(W ′
LJ)

−1 (
Fc − Fc(x)

)

dx+ h
∑

i∈ J µ

(W ′
LJ)

−1 (
Fc − F i

c

)

. � �xq�À�Â$� 

� B� �*������� 	 � K � U#W�Xf^1`%Y ��W,`�[!^�d�y�]9W,`�y�g+^A)1]9WGX XNA,:
	 ��[!^�dx])`?UJRA2%WV)GW!WGbSYVb#TZg+^1`%d#[!W,` YVb
TVU#W_[!^�b�2%WXW [,R�mAW10|R%]aTVU#^�d�v�U YVT � R�m�b�^�T�b�W!W,`EW,`  T U#WS[!^�d�y�]9W,`(y�g+^A)1]9WGX XNA,:":���]9W,Rs`�m�T ^
m1R%T Y9m_s0RE[GT ^�ghl_g!W!mGdE]aTVm �A,MFhb T UEY9mS[,R�mAW10/^�b�W ��^�dx])`_UJRA2%WVy�g+^H2%W,`�g+W!mGdx]aTVm�mGYVX/YV])R%g�T ^_T U#^AmAW
v%Y2%WGb YVb # WGX/XOREW�NA,/@B,:fR%b�`GNA,/@B, 	 R%b�` � U#W!^�g+WGX NA,/@B,:",

¾ 7�L�(+H'IJ� (, '��$'*,7%;'89�0N � �xq�À�Á&GM-ÅF�v5J�1�1I�(+ J� � 7%89897�Å4&35'�|89�0N?N?"YÆ
� B� � � ��� 	 � % # WGT dsmvR�m!mGdEXfWCTVUJR%T a > θM

0��{U#WGg+W θM
Y9mv`EW �pb�W,`8)1l XNA,? n ��0 R%b�`OTVUJR%T

TVU#WuyJR%ghTZYVT Y\^�bY9mCmGdj[!U T UJR%T0±sD^�gvR%b#l h mGXOR%]V]}WGb�^�dAv�U"0pTVU#WGg!W�WXW>Y9mGT m i ����� ∈ Nµ
mGd#[!U�T UJR%T

Fc ≤ F i ���	�
c ≤ Fc + Ch � �Jq�ÀAÀ�Â 

T���%



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

sD^�gemA^�XfW|[!^�bJmGT\R%b#T C TVUJR%Tu`E^AW!m�b�^�T�`EW4y#WGb�` ^�b h ,� U#WGb TVU#WGg!W WXW>Y9mGTVm h0
mGd#[!U�T UJR%T0�sD^�g?R%]V] h ≤ h0

04TVU#WGg+W WXW>Y9mGT mfR6dEb#Y�]1djW λ ����� mGdj[!UTVUJR%T 0 ≤ λ ����� ≤ Ch R%b�`
h

∑

i∈ J µ ,i6=i ���	�

ψ
(

Fc − F i
c + λ �����

)

+ hϕ(Fc − F i � �	�
c + λ � � � )

+

∫

ΩM

ψ
(

Fc − Fc(x) + λ � � �
)

dx = a � �Jq¢À�À�À�
�{U#WGg+W ψ R%b�` ϕ R%g+Wv`EW �pb�W,` )1l XNA,?BN �?R%b�` XNA,?K= �A,
� ������� � � �G( H'L{I'�0z#5J� g ����� (λ) = λ+ Fc − F i �����

c −W ′
LJ

(

p ����� (λ)

h

) 7>5 [0, 2Ch] MHÅ4 J�1*,�

p ���	� (λ) = a− h
∑

i∈ J µ ,i6=i �����

ψ
(

Fc − F i
c + λ

)

−
∫

ΩM

ψ
(

Fc − Fc(x) + λ
)

dx.

'#7>* h L2Nf"<898��05'7>H'�% M g ����� &9L4"<5�&35'�1*2�D"%L2&95'� � H'5J�0(+&37>5�"%5'I
g ����� (2Ch) ≥ Ch−W ′

LJ

(

a− θM

2h

)

> 0.

'#7>* h L2Nf"%838>�15J7>H'�> M�ÅF�� #"D@%� g ���	� (0) < 0 qHÄ��15'�0� (, '�1*2�F�hwJ&3L2(,L{"4H'5'& � HJ� λ ����� ∈ [0, 2Ch]L2H'�! �(, #"<( g ����� (λ ���	� ) = 0 q �

� ��b�<��®� ��� 	 � K � ��&95J&9NO&9�1�0*,LF7 � (, '��N?7EI'&)z#�1I��17%H'$'89�0I�$'*,7>;J89�1N  � WFR�m!mGdEXfWpT UJR%T f ∈
C0(Ω) ,F_s a ≤ θ � � � 0 TVU#WGb}y�g+^A)1]9WGX XNA,:
	 ��UJR�meR�dEb#Y�]1djWkX/YVb#YVX/Y���WGg u � � � 0��{UEY\[!U�Y9m4mGXf^A^�TVU �TVU#WGg+W/WXW>Y9mGT m C0

YVb�`EW4y#WGb�`sR%b#T�^�s h mGd#[!U�TVUJR%T
|u � � � |W 1,∞(Xc) ≤ C0,

� �xq�À�À��&
�{U#WGg+W | · |W 1,∞(Xc)

Y9mv`EW �pb�W,` )1l XNA, 	�@ �A,
F_s a > θM

0�R%b�`?Y s
∃i0 ∈ Nµ

mGdj[!U�TVUJR%T Fµ ≤ F i0
µ ≤ Fµ + C1h,

� �xq�À�À�Á 
sD^�g?mA^�XfW�[!^�bJmGT\R%b#T C1 ≥ 0 YVb�`EW4y#WGb�`EWGb#T�^�s h  g+W![,R%]V] Fµ

Y9m�`EW �pb�W,` )1l XNA,�=�< � ��0kT U#WGb
TVU#WGg+W WXW>Y9mGT m h0 > 0 mGdj[!UT UJR%T0�sD^�g?R%]V] h ≤ h0

04TVU#WOX/YVb#YVX/Y���WGg+mf^�s XNA,:
	 ��R%g+W WXW�RE[GT ]al
TVU#WEshdxb�[GT Y\^�bJm�`EW �pb�W,`H0KsD^�g i ����� ∈ Nµ

mGd#[!U�T UJR%T F i � �	�
c = inf

i∈ J µ

F i
c
0P)1l u ����� (0) = 0 R%b�`



























u′����� (x) = ψ
(

λ ����� + Fc − Fc(x)
) ^�b ΩM ,

ui+1
����� − ui

� � �

h
= ψ

(

λ ����� + Fc − F i
c

) sD^�g-R%]V] i ∈ Nµ, i 6= i ����� ,

ui ���	� +1
����� − ui ���	�

�����

h
= ϕ

(

λ ����� + Fc − F i ���	�
c

)

,

� �xq�À�À1o(

�{U#WGg+W λ ����� Y9m�`EW �pb�W,`8)1l # WGX/XORGNA, 	b,QR!,
T���K
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�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

� B� �*������� 	 � 	 Fs θ ����� < θM
0 � U#W!^�g+WGX NA, 	b,? `E^AW!mb�^�T?RTy"y�]al�T ^ a ∈ (θ ����� , θM ] ,c-^�T WkU#^���WT2%WGgeT UJR%T lim

h→0
θ ����� = θM

0yTVUEdsmvR%]V]�)G^�dEb�`sR%ghlf[!^�b�`%YVTZY\^�bJm a R%g+W-R�mGl�XLy�T ^�T Y\[,R%]V]al[!^H2%WGg+W,`",
� ����������� � � B�<��B� ��� 	 � K � ¾  '�k$'*27x7 � &35O(, '���1"%L,� θ ���	� ≥ a

� 7>89837�Å4L (, '��L+"%NO��$'"<(,(,�1*,5
"%L|(, '��$'*27x7 � 7 � ¾  '�17%*,�1N �Jq�ÁJq�À � &95�(, '���1"%L,� θM ≥ a hq � � �17>5'�0�15s(+*,"<(+� 7%5 (+ '���1"%L,�
a > θM

q � �0(�H'L4L,�G(
P c

x(t) = W h
LJ(t) +

(

Fc(x) − Fc

)

t, � �xq�À�À�Ã&
P c

i (t) = WLJ(t) + (F i
c − Fc)t,

� �xq�À�À � 
"%5JI M � 7>* i ∈ Nµ

M
vi
1,c = (W ′

LJ)
−1
(

Fc − F i
c

)

. � �xq�À�À��&
'#7>* x ∈ ΩM

M-ÅF��"%83L,7�I'�Gz#5'� βc
x ∈ (0, rc)

L,H'�! �(+ #"<(
W ′

LJ(β
c
x) =

√
h+ Fc − Fc(x).

� �Jq�ÀAÀ�� 
'�L�&95O(+ '��$'*,7E7 � 7 � ¾  J�17>*2�1N �JqQÁxq�À>M"ÅF�kz#*2L2(u*2� � 7>*2N|H'8:"�(+�u(+ '���15'�0*,�%� E ���	� MBÅ4 '&3�! �*,�1"%I'L

E ���	� (u) =

∫

ΩM

P c
x(u′(x)) dx+ h

∑

i∈ J µ

P c
i

(

ui+1 − ui

h

)

+ a
(

Fc − Fc(L)
)

.

� �0(�H'L4�07>5'L,&3I'�1*u(, '��$'*,7>;J89�1N
I ���	� = inf

{

E ����� (v), v ∈ Yc(a,ΩM )
}

, � �xq�À�À � 
Å4 '�0*,� E ����� &9Lu�>&)@>�05�;s�

E ���	� (v) =

∫

ΩM

P c
x(v(x)) dx+ h

∑

i∈ J µ

P c
i (vi), � �xq�À��ZÂ 

"%5JIdÅ4 '�0*,� Yc(a,ΩM) &9Lu�%&3@>�05�;s�

Yc(a,ΩM) =















v; v ∈ L1(ΩM),
1

v
∈ L12(ΩM), v| J µ

&3L�(+ '��I'&3L,�0*,�0(,��L,�0(
7 � @<"%*,&9"%;'83�1L (vi)i∈ J µ , v > 0,

∫

ΩM

v + h
∑

i∈ J µ

vi = a















. � �xq�À��BÀ�

%�83�D"%*283�>M I ����� = I ���	� + a
(

Fc − Fc(L)
) "%5'I u &3Le"�NO&95'&3N?&3�1�1*47 � � �Jq¢À�Á �& � "%5'I7>5J83��& �

v M#I'�Gz#5'�1I�;s�

∀x ∈ ΩM , v(x) = u′(x) "%5'I ∀i ∈ Nµ, v
i =

ui+1 − ui

h
,

&3L�"/NO&95'&3N?&3�1�0*F7 � � �xq�À�À � Gq
T�� �
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*E(,�1$ ÀcÆ ' 837�Å��0*�;�7>H'5JI�7%5�(, '�-"<(+7>NO&9L�(+&3�kI'� � 7>*,N?"<(+&37>5 Æ� �0( un
;=�-"�N?&35'&9NO&9�0&95'�-L,� � H'�15'�0��7 � $'*27>;'89�0N � �xq�À�Á&�"%5'I�89�0( vn

;���(, '�-"%L,L27x�0&:"<(,�1I
NO&95'&3N?&3�1&35'�eL,� � H'�15'�0�C7 � $'*27>;'83�1N � �Jq¢À�À��&Gq *x&35'�1� un

&3L�"%5?&95'�0*,�1"%L,&35'� � H'5J�0(+&37>5 M"ÅF�k #"D@>�
0 ≤ vi

n ≤ a/h
� 7>*-"%838 i &35 Nµ

q�*x7'MKH'$�(+76"�L2H';'L,� � H'�15'�0���GwE(+*,"%�0(,&97>5 M�ÅF�f�1"%5 "<L,L,HJN?�
(, #"<(4(+ '��L2� � H'�15J�1� (vi

n

)

n

�07>5s@>�0*,�>�0L1q � �G(4H'L�L,�0(

a∞µ = lim
n→+∞

h
∑

i∈ J µ

vi
n.

� �xq�À��$�&

'�L ∫
ΩM

vn + h
∑

i∈ J µ

vi
n = a M®Å��-�D"%5�"%83L,7/I'�Gz#5'�

a∞M = lim
n→+∞

∫

ΩM

vn(x) dx = a− a∞µ .
� �xq�À��ZÁ 

� �0(�H'L4�0L2(!"<;'89&3L, �"O837�Å��0*u;=7>HJ5'I�7%5 a∞µ q±'#7>*4"%838 t > 0 M-ÅF�- #"D@>�

P c
x(t) ≥ P c

x(βc
x) +

√
h (t− βc

x),
� �xq�À���o(

P c
i (t) ≥ P c

i (vi
1,c),

� �xq�À��AÃ&
Å4 '�0*,� P c

x
M P c

i
M βc

x
"<5'I v1,c

"%*,�/I'�Gz#5'�0I�;s� � �xq�À�À�Ã&GMD� �Jq¢À�À�� hMO� �xq�À�À � k"%5'I � �xq�À�À��&Gq � �
5'7�Å �07>5'L2&9I'�0* � �Jq¢À��AÂ �Å4&)(+ v ≡ vn

q � &3(+ � �Jq�À��<o(�"%5'I � �Jq�À���Ã&GM®Å��-7>;J(+"%&95

I ����� ≥
∫

ΩM

P c
x(βc

x) dx+
√
h

(

a∞M −
∫

ΩM

βc
x dx

)

+ h
∑

i∈ J µ

P c
i (vi

1,c).
� �xq�À���� 

� �0(�H'L�5J7�Å �! '7E7>L2� i ����� ∈ Nµ
L2H'�! �(+ '"<( F i �����

c = inf
i∈ J µ

F i
c
q � &)(+ � �Jq¢À�À�Á y"%5JI � �Jq�Á�Â hM"Å��

L2�1��(+ #"<(
Fc ≤ F i �����

c ≤ Fc + Ch � �Jq�À��&�&
� 7>* L,7%N?���17>5'L�(!"%5s( C (, #"<(�I'7x�0L�5'7<(�I'�0$=�05'I 7>5 h q � �0(FH'L��07>5'L,&3I'�1*p(+ J��(+�0L2( � H'5'�0(,&97%5 vbI'�Gz#5'�0I�;s� vb(x) = βc

x
&95 ΩM

M vi
b = vi

1,c

� 7>*�"%838 i ∈ Nµ
M i 6= i ����� M="%5'I vi �����

b
L,H'�! (, #"<(

∫

ΩM

vb + h
∑

i∈ J µ

vi
b = a q±# � �17>5JL2(+*2H'�0(,&97>5�MKÅ��� #"D@>�

vi ��� �

b ∼h→0 (a− θM )/h. � �Jq�À��$� 
¾  '� � H'5J�0(+&37>5 βc

x
&3L��17>5s(,&95�H'7>H'L4"<5'I $=7%L,&3(,&3@%�%M'"<5'I vi

b > 0
� 7>*u"%838 i ∈ Nµ

q)*x7 vb
&3L�"�(+�0L2(� H'5J�0(+&37>5 � 7>* � �xq�À�À � GM#"<5'IdÅF�� #"D@>�

I ����� ≤ E ����� (vb) =

∫

ΩM

P c
x(βc

x) dx+ h
∑

i∈ J µ

P c
i (vi

1,c)

+ hP c
i ����� (v

i �����

b ) − hP c
i ��� � (v

i �����
1,c ).

� �xq�À���� 
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hP c

i ����� (v
i �����

b ) − hP c
i ��� � (v

i �����
1,c ) = h

(

WLJ(v
i �����

b ) −WLJ(v
i ��� �
1,c )

)

+ h(F i ��� �
c − Fc)(v

i ��� �

b − vi ��� �
1,c ).

� �xq�À�ÁAÂ 

'#*,7%N � �Jq¢À�À��&hMoÅF�� #"D@>� 0 < vi ��� �
1,c ≤ 1 MA(+ �H'L WLJ(v

i ��� �
1,c ) ≥ WLJ(1) q � &)(+ �(+ '&3LK&95'� � H'"%89&)( �

"%5JI � �Jq�À��$� GM®Å���7>;J(+"%&95
h
(

WLJ(v
i ��� �

b ) −WLJ(v
i �����
1,c )

)

≤ Ch � �Jq�À�Á-À�
� 7>*kL,7>NO� C (+ #"<(eI'7x�0Le5'7%(eI'�1$��15'I7%5 h qm'#7>*�(, '�|L,�0�17>5JI_83&95'�-7 � � �xq�À�ÁAÂ GM±Å��/L2�1�|(, #"<(
lim
h→0

h(vi ��� �

b − vi ��� �
1,c ) = a− θM

Mj"%5'I MKÅ4&)(+ � �Jq¢À��&�$GM®ÅF�-7>;J(!"<&95

h(F i �����
c − Fc)(v

i ��� �

b − vi ��� �
1,c ) ≤ Ch � �Jq�À�Á �&

� 7>*-L,7%N?� C (+ #"<(vI'7E�1Lv5'7%(vI'�1$��15'I�7>5 h qJ%�7>8983�1�0(,&95'� � �Jq�À�Á-À�C"%5'I � �Jq¢À�Á �&hM�Å��?7>;J(+"%&95
hP c

i ��� � (v
i �����

b ) − hP c
i ��� � (v

i �����
1,c ) ≤ Ch q±È 5'L,�0*2(,&95'�O(+ '&3L�&35'� � H#"%83&3( �f&95 � �Jq¢À��$� u"%5JI6N?"A¿�&95'�

H'L2�v7 � � �Jq�À��$� GM®Å���L,�0�-(, #"<( a∞M −
∫

ΩM

βc
x dx ≤ C

√
h. *x&95J�1�

θM = lim
h→0

(

∫

ΩM

βc
x dx +

∫

Ωµ

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(x)) dx

)

,

ÅF�v7%;J(!"%&35 M � 7>* h L,N?"%898=�15'7%H'�> M'(, '� � 7>89837�Å4&35'�|837�ÅF�1*4;�7>H'5'I�7>5 a∞µ Æ

a− θM

2
+

∫

Ωµ

(W ′
LJ)

−1
(inf FM − FM(x)) dx ≤ a∞µ .

� �xq�À�ÁAÁ 
*E(,�1$ �	Æ '�5�"%Hxwx&983&:"%*��f$'*27>;'83�1N Æ

'#7>*4"%5s� $�7>L,&)(+&3@%�C*,�1"%8 5�H'N|;��1*2L aM
"%5'I aµ

M'83�0(4H'L4I'�Gz#5'�

IM(aM) = inf

{∫

ΩM

P c
x(v(x)) dx, v ∈ L1(ΩM ),

1

v
∈ L12(ΩM ),

v > 0 "Jq �%q'7%5 ΩM ,

∫

ΩM

v = aM

} � �xq�À�Á<o(
"%5JI

Iµ(aµ) = inf

{

h
∑

i∈ J µ

P c
i (vi), vi > 0, h

∑

i∈ J µ

vi = aµ

}

. � �xq�À�Á�Ã&
� *,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á%o F&9L4L,&3N?&38:"%*p(+7/(, '��$'*,7>;J89�1N L2(,H'I'&9�0I�&35 ¾  '�17>*2�1NF�Jq�ÁJq oGÆ'89�G(

ath
M =

∫

ΩM

ψ

(√
h + inf

ΩM

Fc − Fc(x)

)

dx. � �Jq�À�Á&� 
T��7K
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È � aM ≤ ath
M
Mp(+ J�15�$'*27>;'83�1N � �Jq¢À�Á%o / '"%L�"�HJ5'& � H'��N?&35'&9NO&9�0�1*�Å4 '&3�! �&9LO�17%5�(,&95�H'7>HJL1M

"%5JI6& � aM > ath
M
Mj(, '�156$'*,7>;J89�1N � �Jq¢À�Á%o(� #"<L�5'7?N?&35'&9NO&9�0�1*K�Z"%5s��N?&35'&9NO&9�0&95'�vL,� � HJ�15'�0�

�07>5s@>�1*2�>�1L�(+7�L,7%N?��NO�D"%L2H'*,��Å4 '&3�! �&35'�183H'I'�1L ��&9*+"<�CNf"%L2L,�0L Gq
� *,7>;'83�1N � �Jq¢À�Á"Ã&�&3LuL,&3N?&38:"%*p(+7/(+ J�-$J*,7>;'83�1N � �Jq �"Ã&�L�(+H'I'&3�1I�&95 ¾  '�07>*,�0NF�JqQÁxqQÁJq � �G(

ath
µ =

∫

Ωµ

(W ′
LJ)

−1
(

inf
Ω
FM − FM(x)

)

dx. � �Jq�À�Á �&
#F��"%*,�%H'N?�05s(+L�L2&9NO&98:"<*�(,7�(+ J�7>5'�1LfH'L,�0I &35 ¾  '�17%*,�1N �Jq�ÁJqQÁxM�7>5'�6�D"%5 L2 '7�Å (, #"<(DMF& �
aµ > ath

µ
M'(+ J�15�" � *,"%�0(,H'*,�-"%$J$=�1"%*,L4&95�(, '��N?&35'&9NO&9�0�1* � L p7 � � �Jq¢À�Á"Ã&hq

� &3(, � �Jq¢À�À�� hM�� �xq�À��ZÂ �"%5'I � �xq�À��BÀ�GM-ÅF�-L,�1�C(, #"<(
I ����� = inf {IM(a− a) + Iµ(a), a ∈ [0, a]} .

� �0(�H'L4I'�Gz#5'��(+ '� � H'5J�0(+&37>5 g ;s�
g(a) = IM(a− a) + Iµ(a),

� �Jq�À�Á&� 
"%5JI 83�0( a∗ ;=��"%5s��*,�D"<8�5�H'N|;��1*�&95 [0, a] L2H'�! �(+ #"<( I ����� = inf g = g(a∗) q � 5'���D"%5�07>5'L,&3I'�1*e"fN?&35'&9NO&9�0&95'�/L2� � H'�05'�1�/7 � $J*,7>;'83�1N � �xq�À�Á�Ã&uÅ4&)(+ aµ = a∗ M�"%5JI7>5'���1"%5S"%83L,7�07>5'L,&3I'�1*|"6N?&35'&9NO&9�0&95'� L2� � H'�05'�1� 7 � $J*,7>;'83�1N � �xq�À�Á<o(�Å4&)(+ aM = a − a∗ q *x7(ÅF� �D"%5;'HJ&989I_"�NO&95J&9NO&9�1&35'�fL2� � H'�05'�1� vn

7 � $'*27>;'83�1N � �Jq�ÀAÀ�� C"%5'I�"%$'$'8)�*,�0L,H'8)(+L�7 � *E(,�1$ À�(+7
(, '&9L�L,� � HJ�15'�0�%q�#F���07>5'L�(+*,HJ�0(+&37>5 M h∑i∈ J µ

vi
n = a∗ M#L,7O(+ '�v*,�1"%8K5EHJN|;=�0* a∞µ IJ�0z#5'�0I ;s�

� �Jq�À��&�&�*,�1"%I'L a∞µ = a∗ q±Ä��15'�0�%M±Å4&3(, � �Jq�À�Á�Á �"%5'I � �Jq¢À�Á �$GM-ÅF��L2�1��(+ #"<( a∗ ∈ Ig
M�Å4 '�0*,�

ÅF�vL2�0(
Ig =

[

a− θM

2
+ ath

µ , a

]

.

*x7 I ����� = inf {g(a), a ∈ Ig}. È 5�(+ '�vL,� � HJ�18{7%5�(+ J&9L7*E(+�0$ M!ÅF�|L�(+H'IJ��(, '�v@<"%*2&:"<(,&97>5'Lu7 �(, '� � H'5'�0(,&97>5 g (+7�L, '7�Å (, #"<(1M'7>5�(+ '��&95s(,�1*2@<"%8 Ig M g  '"%L�"�HJ5'& � H'��NO&95'&3N?&3�1�1*0q� �0(KH'LK�! '7E7>L,� a ∈ Ig
MD83�0(KH'LKL,�G( aµ = a "<5'I aM = a−a "%5'I�89�G(�H'LK�17>5JL,&9IJ�1*K$'*,7%;'89�0N?L� �Jq�À�Á%o(v"<5'I � �xq�À�Á�Ã&Gq *x&95J�1� a > ath

µ
M}$'*,7%;'89�0N � �Jq¢À�Á"Ã&C&9L�"%5�"<(,7>N?&3L2(,&9��$'*,7%;'89�0N Å4&)(+ 

;�7>H'5'I'"%*2��07>5'I'&)(+&37>5'LkL27 (+ #"<(-" � *,"%�0(,H'*,��"%$J$=�1"%*,L0q � &3(, *,�1L2H'83(,LC7 � *x�1�G(+&97%5 �JqQÁxq �xM�7>5'�
�1"%5�L2 '7�Å (+ '"<(u(+ '�0*,���Gwx&3L2(+L λµ ∈ [0, h] L2H'�! �(, #"<(4(+ '��NO&95'&3N?&3�1�0*,L v 7 � � �Jq¢À�Á"Ã& *,�D"<I

vi ����� = ϕ(λµ) "%5JI ∀i 6= i ����� , vi = ψ( inf
i∈ J µ

F i
c − F i

c + λµ),

Å4 '�0*,� i ����� &9L�"%5s��&95JI'�Gw�L,H'�! (+ #"�( F i �����
c = inf

i∈ J µ

F i
c
q � � #"D@>��"%83L,7�L2 '7�Å45 (, #"<( λµI'�0$=�05'I'Lu7>5 aµ

;'HJ(�5'7%(�7%5 i ����� q 'kLu"v�17>5'L2� � H'�05'�1�<MKÅ��e�1"%5 �17%N?$'Hx(+� Iµ(aµ) "%5'I L2 '7�Å(, #"<(
dIµ(aµ)

daµ
= λµ + inf

i∈ J µ

F i
c − Fc.

� �xq�À�Á$� 
È 5�"%I'I'&)(+&37>5 M

dλµ

daµ

∼h→0 −Ch7 � �xq�ÀDo�Â 
T�� 	
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M
I'�0z#5J�1I�;s�

� �Jq�À�Á&� GMx(+ '�05�$'*27>;'83�1N � �Jq�À�Á%o(F #"<L�"/H'5J& � H'��N?&35'&9NO&9�0�1* v Å4 '&3�! �*2�D"%IJL

v(x) = ψ

(

−λM + inf
ΩM

Fc − Fc(x)

)

� 7>*{L,7>NO� λM ≥ −
√
h qAÈ � aM > ath

M
M%(+ '�05�$'*,7>;J89�1N � �xq�À�Á<o(t #"<Ly7>5'��7>*{Nf"%5s��N?&35'&9NO&9�0�1*,L

v Å4 J&9�! �*,�D"<I

v(x) = ψ

(√
h + inf

ΩM

Fc − Fc(x)

)

+ �k&3*+"%�CN?"%L2L,�1L .
*x7}ÅF�v�1"%5��17>NO$'HJ(,� IM(aM) "<5'I�L2 '7�Å (+ '"<(

dIM(aM)

daM
= −λM + inf

ΩM

Fc − Fc,
� �xq�ÀDo-À�

Å4 '�0*,� λM ∈ [−
√
h,+∞) q-È � aM ≥ ath

M
M'(+ J�15 λM = −

√
h M#"%5'I�& � aM ≤ ath

M
Mx(+ '�05

dλM

daM
≤ −W

′′
LJ(1)

2 |ΩM | .
� �xq�ÀDo �&

� �e5'7�Å L2(,H'IJ�O(+ '��@<"%*,&9"<(+&37>5'Lp7 � (+ J� � H'5'�G(+&37>5 g I'�Gz#5'�0I ;�� � �xq�À�Á&� GqbÈ 5f@E&3�>Å 7 � � �Jq�À�Á&� 
"%5JI � �Jq�À1oKÀ�GMJ&3(uL,"<(+&3L2z#�0L

g′(a) = λM − inf
ΩM

Fc + λµ + inf
i∈ J µ

F i
c .

� �xq�ÀDo�Á 
È � inf

i∈ J µ

F i
c ≥ inf

ΩM

Fc
MJ(, '�15 Fc = inf

ΩM

Fc
Mj"<5'IdÅ4&)(+ � �xq�À��$�&GMBÅ��-7>;J(+"%&95

inf
i∈ J µ

F i
c − inf

ΩM

Fc ≤ Ch. � �Jq�À1o>o(
¾  '�v"%;�7A@>��&95'� � H#"%89&)( � "%83L,7/ '7%89I'Lu& � inf

i∈ J µ

F i
c < inf

ΩM

Fc
qKÈ 5'L2�1*�(+&95J� � �Jq�À1o>o(F&35 � �Jq¢ÀDo"Á hM#"%5'I

L2&95'�0� λµ ≤ h MKÅF�-7%;J(!"%&35
g′(a) ≤ λM + Ch� 7>*uL27>NO�-�07>5'L�(!"%5s( C (+ #"�(4I'7x�0L45'7%(4I'�0$=�05'I67>5 h qÈ � a−a ≥ ath

M
(+ J�15 λM = −

√
h MAL,7 g′(a) < 0 q�È � a−a ≤ ath

M
M�ÅF��IJ& �=�1*,�05s(+&:"�(+�+� �xq�ÀDo�Á 
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g′(a) = +∞ Ms(+ J�1*,���Gwx&3L2(+LF"vHJ5'& � H'� a∗ Å4 J&9�! fNO&95J&9NO&9�1�0L g 7>5 Ig M�"%5JI a∗ ∈ (a−ath

M , a)
q

*E(,�1$(ÁGÆ!%�7%5'�183H'L,&37>5�Æ
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M
"%5'I � 7>*u$'*27>;'89�0N � �xq�À�Á�Ã&�Å4&3(, aµ = a∗ qU*x7?$J*,7>;'83�1NOL� �Jq�ÀAÀ�� y"%5'I � �Jq¢À�Á { '"A@%�e"�N?&35'&9NO&9�0�1*0q � �0( 5'7�Å u ����� ;=��"�N?&35'&9NO&9�0�1*}7 � $'*27>;'83�1NF� �Jq�À�Á 

T T<M



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

"%5JIO83�0( v ����� ;=�u&)(+L{z#*2L2(pI'�0*,&)@%"�(+&3@%�%MHÅ4 '&9�! �&9Lp"eNO&95J&9NO&9�1�0*K7 � � �Jq¢À�À�� hq$'kL g  #"%Ly"eH'5'& � H'�NO&95'&3N?&3�1�0* a∗ MKÅF�-L2�1��(+ #"�(
∫

ΩM

v ����� (x) dx = a− a∗ < ath
M ,

L27O(, #"<( u ���	�  '"%L45'7 � *+"%�G(+H'*2�-7%5 ΩM
q � ��"%83L,7�L,�0�-(, #"<(

h
∑

i∈ J µ

vi
����� = a∗ ≥ a− θM

2
+ ath

µ ,

L27 u �����  #"<L�"�H'5'& � H'� � *,"%�0(,H'*,��7>5 Ωµ
q � �/"<$'$'83� ¾  '�07>*,�0N �Jq�ÁJqQÁ�7%5$'*,7>;J89�1N � �xq�À�Á�Ã&

"%5JI ¾  '�17%*,�1N �Jq�ÁJq o67>5 $J*,7>;'83�1N � �Jq�À�Á%o(GMt"%5JI ÅF��7>;J(+"%&95 � �Jq¢À�ÀDo  � 7>*-L,7%N?� � "%�>*+"<5'�>�
N|HJ83(+&3$'89&3�1* λ∗����� ∈ (0, Ch) q� ��5'7�Å &3I'�15s(,& � � λ∗����� q � �8¿�5'7�Å (, #"<( λ∗���	� ∈ (0, Ch) M�"%5'I�ÅF�?L2�1� � *,7>N � �Jq¢À�ÀDo(
(, #"<( λ∗���	� L+"<(,&9L�z#�1L�� �Jq�ÀAÀ�À�Gq�È 5�"%IJI'&3(,&97>5 M�ÅF��L,�0��(+ #"<( � �Jq¢À�À�Á C&9NO$'83&9�1L � �xq�À�À�Â Gq *x&95J�1�
a > θM

MmÅF�O�1"%5�"%$'$'8)� � �1NON?" �Jq�ÁJq oJM�(+ #"�(CI'�0z'5'�1L λ ����� M�"%5'I ÅF�O '"A@%� λ∗����� = λ ���	� q
�

� �p5'7�Å��0L2(,&9N?"<(+�y(+ J� IJ& �=�1*,�05'�1� ;��0(4ÅF�1�15|"�NO&95'&3N?&3�1�0* u ���	� 7 � (+ J�FNO7xIJ&3z#�0I-�07>H'$'83�1I$'*27>;'83�1N � �Jq�À�Á �"%5'I�"/N?&35'&9NO&9�0�1* uµ
7 � (+ '�-"<(,7>N?&3L2(,&9�k$J*,7>;'83�1N � �Jq �&Gq

� ��b�<��®� ��� 	 �#� ��� L2(+&3Nf"�(+�e7>5�(+ J�-NO&95J&9NO&9�1�0*,L� � W�R�m!mGdEXfWuTVUJR%T f ∈ C0(Ω) R%b�`�T UJR%TTVU#WGg+W WXW>Y9mGT m κf > 0 mGd#[!USTVUJR%T�XNA,/@b< ��Y9m|m1R%TZY9m ��W,`", # WGT uµ
)GW?R�X/YVb#YVX/Y���WGg?^�sLy�g+^A)1]9WGX

XNA,/@ �fR%b�` u � � � )GWvRfX/YVb#YVX/Y���WGgv^�sOy�g+^A)1]9WGX XNA,:
	 �A,
F_s a < θM

0{TVU#WGb�TVU#WGg+WvWXW>Y9mGT h0 ≤ 1 R%b�` C(κf)
0{T UJR%T�)G^�TVU `EW4y#WGb�`�^�b κf

0}mGd#[!U TVUJR%T_0
sD^�gvR%]V] h ≤ h0

0pTVU#W-X/YVb#YVX/Y���WGg+m uµ
R%b�` u � � � 0�R�m ��WG]V]KR�mCT U#WGYVg�g+W!m4y#W![GTZY2%W�WGb�WGgwv%Y\W!m10 R%g!WR%T�`%Y9mGT R%b�[!W|^�sv^�g,`EWGg h YVb TVU#WCmAWGbJmAW�TVUJR%T

|(Πµu ����� ) − uµ|W 1,∞(Xµ) + |u ����� − (Πcuµ)|W 1,∞(Xc)
≤ C(κf)hκf ,

� �xq�ÀDo"Ã&
‖(Πµu ����� ) − uµ‖L∞(Xµ) + ‖u � � � − (Πcuµ)‖L∞(Xc)

≤ C(κf )hκf ,
� �xq�ÀDo&� 

|I ����� − Iµ| ≤ C(κf)hκf ,
� �xq�ÀDo �&

�{U#WGg+W Πc
R%b�` Πµ

R%g+W�TVU#W ^1y#WGg2R%T ^�g+m_`EW �pb�W,`�YVb `|W �pb#YVT Y\^�b NA,/@B, 	Z0?R%b�` ‖ · ‖L∞(Xc)
0

| · |W 1,∞(Xc)
0 ‖ · ‖L∞(Xµ)

R%b�` | · |W 1,∞(Xµ)
R%g+W�TVU#W�b�^�ghX�m-`EW �pb�W,`8)1l XNA, 	b:���0 XNA, 	�@ ��R%b�`

XNA, 	"	 �A,�FhbSRs`s`%YVT Y\^�b-0pT U#WEshdEb�[GT Y\^�b κf 7→ C(κf)
Y9m�)G^�dxb�`EW,`�^�bR%b#l�[!^�XLyJRE[GTw,

F_s a > θM
0�R%b�`�Y s�T U#W6yJR%ghT YVTZY\^�b Ω = ΩM ∪ Ωµ

m1R%TZY9m ��W!m�XNA,:":
	 ��0�TVU#WGb TVU#WGg!W?WXW>Y9mGT
h0 ≤ 1 R%b�`�R[!^�bJmGT\R%b#T C  T UJR%T[)G^�TVUS`EW4y#WGb�`6^�b κf

�fmGd#[!UTVUJR%T0�sD^�g�R%]V] h ≤ h0
0uTVU#WGg!W

T T��
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	��������� ���������������� !��"#�%$&���' ( #�)$��*�,+- #.0/*�1��/2�3�����' #�4.5�6�7�8"#9:��"#;<�,�=.�>7�'$=�?/
�@�����  !�)���=$��7/*��"(/��?���BAC.0/�.0 ED<9��)��FG�?/H$%.I9J9�"(�3+- #�

WXW>Y9mGT iµ ∈ {0, . . . , N − 1} R%b�` i ����� ∈ Nµ
mA^/T UJR%T

‖u′����� − (Πcuµ)
′‖L∞(ΩM\[iµh,iµh+h]) ≤ Ch, � �Jq�À1o � 

sup
i∈ J µ ,i6=iµ,i6=i ���	�

∣

∣

∣

∣

ui+1
����� − ui

� � �

h
− ui+1

µ − ui
µ

h

∣

∣

∣

∣

≤ Ch, � �Jq�À1o � 
∣

∣(ui ���	� +1
����� − ui � �	�

����� ) − (uiµ+1
µ − uiµ

µ )
∣

∣ ≤ Ch, � �Jq�À�ÃAÂ 
ui ���	� +1
����� − ui � �	�

����� ∼h→0 a− θM , uiµ+1
µ − uiµ

µ ∼h→0 a− θM ,
� �xq�À�ÃBÀ�

|I ����� − Iµ| ≤ Ch. � �Jq�À�Ã&�&
È 5 (+ '�f�D"%L2� a > θM

M�Å�� L2�1��(, #"<(/;�7%(+ uµ
"%5'I u �����  #"D@%��"�L,&95J�>H'8:"<*,&3( �%Mt(, #"<(�&9L837x�1"%89&3�1�1I�7>5 "SHJ5'& � H'��"<(,7>N $#"<&9* � L,�1� � �Jq�À�Ã®À� hq � &)(+ � �xq�À�ÃZÂ GMJÅF���D"%5�L2�1� (+ #"�(/(+ '�

I'&#���0*,�05'�1�/;��0(4ÅF�1�05�(, '�|I'&3L,�17%5�(,&95�H'&)( �67 � u ����� "%5JI7 � uµ
�07>5s@>�1*2�>�1LC(,7	ÂYÅ4 '�15 h �>7E�1L(,7?�0�1*,7Jq

� ������� � � ��z'*,L2(�(,*,�D"�(/(+ '���D"<L,� a < θM
q ¾  '�15 M � 7%* h L,N?"%898F�15'7%H'�> M (, '��"<(+7>NO&9L�(+&3�

$'*27>;'83�1N � �xq �&K"%5'Iv(+ '� N?7EI'&)z#�1I-�17>HJ$'89�0I�$'*27>;'89�0N � �Jq¢À�Á K"%*2��ÅF�1838#� $�7>L2�1I � L,�0� ¾  '�07>*,�0N?L
�Jq�ÁJq�Á "%5'I �Jq�ÁJqQÃ&GM�"%5'I(+ '��"<5#"%83�EL2&9Le�1"%5;=�/�07>5'I'HJ�0(+�0I_&35�GwJ"%�G(+83��(+ '�/L,"%NO��Å�"D�S"<LC&95
(, '�C�17>5s@%�Gw��1"%L,�"� L,�1� ¾  '�07>*,�0N �Jq �xq¢À�Gq � ��(+ �H'Lu7>;J(+"%&95 �0L2(,&9N?"<(+�0L � �xq�ÀDo"Ã&GM � �Jq¢ÀDo �  "%5'I
� �Jq�À1o(�&GM®Å4 '&9�! �"%*,��L2&9NO&98:"<* (,7 � �Jq�Á&� GM�� �Jq�Á �&hMQ� �Jq�Á&� hMQ� �xqQÁ&�&�"%5'I � �Jq o"Â hq

� �-5'7�Å (+*2�D"<(4(, '�v�1"%L,� a > θM
q ¾  J�15 M � 7>* h L,N?"%898 �05'7>H'�% M#(+ '�v�17>5Jz'�>H'*+"�(+&97%5 uµ

M
Å4 '&3�! �&9LO"�N?&35'&9NO&9�0�1*�7 � (+ J� "<(,7>N?&3L2(,&9��$'*27>;'83�1N � �Jq �$GMp&9L��>&)@>�15 ;s�9� �Jq � �& � 7>*�L,7>NO�
iµ ∈ {0, . . . , N − 1} "%5'I L27>N?� λµ ∈ (0, h] � L2�1� ¾  '�17>*2�1N �Jq�ÁJqQÁ&Gq ¾  '���07>5Jz#�>HJ*+"<(,&97>5
u ����� M"Å4 '&3�! �&9LF"-NO&95J&9NO&9�1�0* 7 � $J*,7>;'83�1NF� �Jq¢À�Á GM�&3L �%&3@>�05f;s� � �Jq¢À�ÀDo  � 7%*FL27>N?� i ����� ∈ Nµ"%5JI�L27>N?� λ ����� ∈ (0, Ch] � L,�1� ¾  '�07>*2�1NF�Jq�ÁJqQÃ&Gq�Ä��15'�0�%M�ÅF�v7>;x(!"%&35

|λµ − λ ���	� | ≤ Ch, � �Jq�À�ÃAÁ 
� 7>*�L27>N?��07>5'L�(!"%5s( C (+ #"�(�I'7x�0L�5'7%(�I'�1$��15JI 7>5 h q[%�7>8983�1�G(+&95J� � �Jq � �&hM � �xq�À�À1o(�"%5'I
� �Jq�À�ÃAÁ GM�ÅF��7>;J(+"%&95 �0L2(,&9N?"<(+�0L � �xq�ÀDo&� -"<5'I � �Jq¢ÀDo �&Gq � L2&95'� ;�7>H'5JI#"%*2�_�17%5'I'&3(,&97>5JL1Mt7>5'�
�1"%5S$'*,7A@>� � �Jq�À�ÃAÂ Gq ¾  '���1L�(+&9N?"<(,� � �xq ��Á&�&9NO$'89&3�1L4(+ '�/�0L2(,&9N?"<(+� � �Jq¢À�Ã®À��7%5 uµ

M�"<5'I Å��
&35 � �1* � *,7%N (+ '�O8:"�(,(+�0*�"%5'I � �Jq¢À�ÃAÂ �(, '�O�1L2(,&9N?"<(+��� �Jq¢À�Ã®À�e7>5 u ���	� q�%�7>8983�1�G(+&95J� � �Jq¢ÀDo � hM
� �Jq�À1o � �"%5'I � �xq�À�ÃZÂ GMBÅ��-7>;J(+"%&95 �05'�1*2�%���1L�(+&9N?"<(,� � �Jq¢À�Ã&�$Gq

�

-/.�
+.�� � 6��KC7> :�>B<DC <�":�476 LK8OM�:�> :�>1<DC
È 56(+ J�|L2(+"<(+�0N?�05�(e7 � ¾  '�17%*,�1N �Jq�ÁJq �JM!ÅF�| #"D@%�/L,H'$'$�7>L2�1I(+ #"�(LÅF��Å��0*,�/�>&)@>�05 L,7>NO�

;�7xIx� � 7%*,�1�0L f "<5'I�"6$#"<*2(,&3(+&37>5 Ω = ΩM ∪ Ωµ
L+"<(,&9L � �x&35'� � �Jq �$� �"%5'I � �Jq¢À�À�Á hq�È 5_(+ '�

L2� � H'�18ZMuÅ���I'�1L2�1*2&9;���"�L2(,*+"<(,�1�%��(,7 z'5'I L2H'�! "�$#"%*�(+&)(+&97%5 Å4&3(+ J7>HJ(�*,�0L,7>*�(+&35'� (,7�(+ '�
�07>N?$JHJ(!"<(,&97>5 7 � Fµ

Mj"%5�7>;bÇ2�1�0([Å4 '&3�! �&3Lu�Gwx$=�05'L,&)@>��(+7��17%N?$'Hx(+�%q
 "!����
	����!����� 	 � � ��� "%*2(,&3(+&37>5 &95�(, '� � �15'5#"<*,I�� �%7>5'�1L��D"<L,�� � W�R�m!mGdEXfWpT UJR%T f ∈ W 1,1(Ω) ,# WGT�dsm ��W κf > 0 0�R%b�`f]9WGT uM ∈ SBV (Ω) )GW|R�X/YVb#YVX/Y���WGg�^�s-T U#W�[!^�b#T YVb#dxdEX£y�g+^A)1]9WGX
XNA,�NH@ �A,
T TUT



� ���!��� 	 � � ����� � /�/�."� �������7/��%9 $%.I96�

� U#W�YVb#T WGgT2�R%] (ih, ih + h) Y9mCm1R%Y `?T ^Y)GWvR�*,�0�>H'89"%*�&95s(,�1*2@<"%8 Y s f m1R%T Y9m ��W!m

∀x ∈ (ih, ih + h), |f(x)| ≤ κf
R%b�` ∫ ih+h

ih

|f ′(x)| dx ≤ h
κf

L
,

R%b�`fY s uM
Y9m�[!^�b#TZYVb#d#^�d�m/^�b [ih, ih + h] ,

� Wv`EW �pb�W ΩM
)1l

ΩM = ∪∗
(ih,ih+h)

g+Wwv%dx])R%g (ih, ih + h) R%b�` Ωµ = Ω \ ΩM ,

�{U#WGg+W ∪∗ XfW,R%bJm�T UJR%T�TVU#WLy#^�YVb#T {ih} Y9m�R%] mA^fYVb�[G]ad'`EW,` YVb ΩM
Y s�)G^�T U (ih − h, ih) R%b�`

(ih, ih + h) R%g+W-g+Wwv%dE])R%gCYVb#T WGg�2�R%] mo,
r 7%(,�e(+ #"�(uÅ���N?"A¿%��"/L2(,*,7>5J�>�1*4"%L2L,H'NO$J(,&97>5�7>5 f (+ '"%5�;=� � 7>*,�"� H'5s(+&98�5'7�Å�M-Å��� #"D@%�

7>5J83��"%L2L,H'NO�1I f ∈ C0(Ω) hq
� B� �*������� 	 � �0M Fhb?TVU#Wk[,R�mAW a ≤ θM

0t^�b�W�[,R%b/m!U#^��_TVUJR%T-y�g+^A)1]9WGX XNA,�NH@ �4UJR�muR-dEb#Y�]1djW
X/YVb#YVX/Y���WGg uM

0 �{UEY\[!U�m1R%T Y9m ��W!m u′M = v0
0 �{U#WGg+W v0

Y9m�`EW �pb�W,`G)1l XNA,�NTR �  T U#W[y�g+^A^�sO^�s
TVUEY9mPs0RE[GT�Y9m-mGYVX/YV])R%g-T ^�TVU#W�^�b�W[y�g+W!mAWGb#T W,`�YVb � U#W!^�g+WGX NA, 	b,:H0FYVbST U#WO[,R�mAW a ≤ θM

�A,�I ^
uM

Y9mv[!^�b#TZYVb#d#^�dsm|^�b Ω R%b�`�T U#WC])R�mGT�[!^�b�`%YVTZY\^�b&sD^�g-R%b6YVb#T WGgT2�R%]=T ^c)GWCg+Wwv%dx])R%gCY9m�R%] � R%lnm
m1R%T Y9m ��W,`",

� ��b�<��®� ��� 	 � � # WGT d�m�[!^�bJmGY `EWGg-R&yJR%ghTZYVT Y\^�b Ω = ΩM ∪ Ωµ
R�m�`EW �pb�W,` )1l}`�W �pb#YVTZY\^�b

NA, 	b,:", � U#WGb�TVU#W�)G^1`%lPsD^�g+[!W!m f m1R%T Y9m_shl XNA,/@b< �A,±F_s a > θM
0{T U#WGb�T U#WJshdxb�[GT Y\^�b Fµ

`EW �pb�W,`
)1l XNA,:BN �|m1R%T Y9m ��W!m XNA,:":
	 �A,
� ������� � � L�(+&3Nf"<(,�1L � �Jq �$� 4"%*,��"fI'&3*,�1�G(e�07>5'L,� � H'�15'�0��7 � (+ J�|I'�0z'5'&3(,&97>5�7 � ΩM

q � �v5'7�Å
"%L2L,H'NO� a > θM

"%5'I/$'*27n@%� � �Jq¢À�À�Á&Gq � �G( H'L z'*,L2( 5'7%(+�F(+ #"<(}(+ '��"%L,L2H'N?$x(+&97%5 f ∈ W 1,1(Ω)&3N?$'83&9�0L�(+ #"�(
∀k ∈ {0, . . . , N},

∣

∣FM(kh) − F k
µ

∣

∣ ≤ h‖f ′‖L1(Ω),
� �xq�À�Ã�o(

Å4 '&3�! 6&3L4"�;��0(2(+�0*��0L2(,&9N?"<(+�k(, #"%5 � �Jq �$� hq¾  '�17%*,�1NF�xqQÁJq¢À�L, '7�Å4L4(+ #"�(u(+ '��NO&95'&3N?&3�1�1*2L uM
7 � � �Jq � �&F*2�D"%I

uM(x) =

∫ x

0

v1(t) dt+
∑

i∈ �

ṽiH(x− xi),

Å4 '�0*,� v1 ∈ L1(Ω) &3LFI'�Gz#5'�0I�;s� � �Jq ��Â hM
I
&9L�"%5s�f�07>H'5s(!"%;J89�kL2�0(1M'"%5'I ṽi

"%5JI xi
"%*2�kL,HJ�! 

(, #"<(DM � 7>*u"%838 i ∈ I
M ṽi > 0 "%5JI xi ∈ arg inf FM .

*E7 uM
&3Lu5'7%(u�07>5s(+&95�H'7%H'L�"<( x1

q � �0( σ1;���L,H'�! �(+ #"<( x1 ∈ [σ1h, σ1h+ h) qU*x7/(+ '��&35�(,�1*�@%"<8 (σ1h, σ1h+ h) &9Lu5'7%(4*2�1�>HJ8:"%*0MJ(+ �H'L
[σ1h, σ1h+ h] ⊂ Ωµ,

&Zq �<q σ1 ∈ Nµ.

� &)(+ � �Jq¢À�Ã<o GM-ÅF�vL2�1�C(+ '"<(
|FM(σ1h) − F σ1

µ | ≤ h‖f ′‖L1(Ω).
� �xq�À�ÃAÃ&

T T
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� �-"%89L27O '"A@%�

|FM(x1) − FM(σ1h)| ≤
∫ x1

σ1h

|f(s)|ds ≤ h‖f‖L∞(Ω).
� �xq�À�Ã�� 

� �-"%89L27O&35 � �1* � *27>N � �Jq¢À�Ã<o(F(, #"<(
| inf FM − Fµ| ≤ Ch � �Jq�À�Ã&�&

� 7>*CL27>NO� C (+ #"�(CI'7E�1L�5'7%(CIJ�1$��15'I�7>5 h M�"%5'I�Å4 '�1*2� Fµ = inf
0≤i≤N−1

F i
µ
q 'kL FM(x1) =

inf FM
MKÅ���&35 � �1* � *27>N � �xq�À�ÃAÃ&GM � �Jq¢À�Ã$� �"<5'I � �Jq¢À�Ã&�&F(, #"<(

|F σ1
µ − Fµ| ≤ Ch.

'�L σ1 ∈ Nµ
M-ÅF�-7>;J(!"<&95 � �xq�À�À�Á Gq

�

T T&%
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(�)+*-,/.+*10325476847*:93,1.+*1)+;<47.=*?>@6A;3*-B+)CBED@6893F54/,/)CGIHJ;<4K2MLNHAO Ç )=4->PLQ03;6A,14/FRB+25)CS%936A,768T547,1)U>@6A;3*VXWZY y	[]\_^A\a` WZb ^Acd^ b	egf y"y	ch`\W eji ^A\Ik#W Y ^A\a`mlEn�� � Ã��MopKHJ0q*r;3HA03*sF5;t4/.+,1)+*/*1HJ;3*rFRB+F]S:>3)+*r9uHA25v]B+,1FR*1476A0xwy.=2z6A*{47H �m| F5*/B=HJ932z68*147F � 03)+* o �K;}9	HJ2~vxB=,/F5*14E682)=*14?0q;�6A�J,1.+�<684->3)���HA;3HxB=,/F5*14E680xw � 25)+*-�J,768FR;3* �� )=4KB+HA;3*14/F5470q)�>3HA;3B}03;��6Z47.+,1Fz6A0�D3.�47.+,1H ��J�=;3) � HJ��2R6�476AFR252R)�B�6A,/6AB=4/.+,1FR*14/F � 03)�>3) | 6A,1Fz684/FRHJ;�>3)=*�93,/HA93,/F5.=47.=*��%.+B+6A;3F � 03)=*�)=*14�B=)+2R25)>30��J,/6AFR; o pKHA03*g.=4/03>3FRHA;3*g>PLQ03;�9	HJF5;t4}>3) | 03)�;t03��.=,/F � 0q)�2mLQD3HJ�%HJ�J.+;q.+FR*/6847F5HJ;�>�LN03;�4/)+2��6847.=,/FR6A0 � )+;�BED3)=,/BED@6A;<4�S�>3.�47)+,1��F5;3)+,�03;3)�2RHAFK>3)�B+HJ�%9uHA,147)=��)=;<4�) � )+B�47F | )�9uHA03,�03;9	HJ25v]B=,/FR*{4E6A2�B+HJ�%9uHA*/.U>PLQ03;�;3HJ��O3,1)C*/0q�%*768���%)+;<4-�J,768;3>�>3)C��HJ;qHxB=,/FR*{4E6A0]w o

T TFK
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�	��
 :� � �%�� ��� 
 ���-������ ��	������������������ ��� :����� ��� ���-��� ��� 	�� � 	�� ��!#"�� 
 ��$�8��������
�%���'& �%�(&�� 	���)�
*@,/.=>3.+,1FRBC(�)+�JHA2R2 a,b

a
V�+-,:i/.ZV10�2�+ l W c9W�3U^A\M` WZb ^Ac9W e WEn�4 WZb \ n|W�\ V kq^A[tnEn(5!WEn 276 W�\78�^:9%W b [#W<;:c~^A`RnAW�4 ^Zn l/^Ac 2

=>=@?�A>A i ^:B b W�C c~^:CED@^Ac cF5!W V W e WHGJI
^ b	eiK.8Vri�f�V�2�. 3 ,L./fM,:W lON+[jW b l W [PB \ 2%Q�WZY ^A` b W e W	D W ch[@l!W/^A[ 2 = 8SR A 	 # W V k#WEn b ^:T V W e WHG

b
+7Q�UV,XWYQ<2rf b ^AcZT nAW|W�\ i W+eP[ c9WEn<3 [ Y 5�B�`)N+[#WEn 2 R 2 ^:9%W b [#W e []\^5 b 5�B1^Ac e W�\:^A[]c c9W 2

_ IPR ?a` V c~^ Y ^:B \
c9Wcb W c c�dKl!W�B Y `mlEnfe W b:g lfe hiB

j'kKlcmonqp�r�s)lcnutwvyx{z�|ax}k�~o�Lxwscnqtwrivuvu���(xwl�xwsc�LnykEx�l�mEx�xw�:xOt�l�nu��x p�lcs�xOp�p)�'p�lcscr�nyk�scxwvqr#�
lcny�{k��i��p)�{��xLl�|a�i�'�(nu�LxwkEp�ny�{kEriv�:��vu�(t�sc�(p�l�rivqpw�S��moxOp)x�r�s�x�r�����scxw�fr#lcxHp��i��r���xw|
lcxwkEpL���$��xHs)��xOt�lcvy���:��k��(xH�Jp)nuko�{vyxw��tws��(p)lcriv1��moxw�ori���{kEriv�r#lc���Lnqt�vqr#l�l�nqt�xO ¡�{scr�nykEpHz
|�nyl�m��@r�s���nuko���{s�nuxwkflcril�nu��kEpH�o¢�r{t�m���s�rinuk£���:xw�(p1r��{ny�{xwk£ko�{kovynukoxOris1�fnqpct����Evur{p�lcnut
p)l�scxHpcp��'p)l�s�rinuk�s�xHvuril�nu��kSz�|�monqt�m¤�(xw�:xwkE�Ep���k�l�moxL��scnuxwkflcril�nu��k}����l�mEx���s�rinukS��¥�s�xw�
twnup�x$twr�vutw~ovqr#l�nu��k�p��xHs)���{s��LxO�L|�n¦lcmLl�monqp��Lnqt�sc�{pct��{�onuta�L�(�(xwv�riscx�t��{�L�EriscxH��|�nyl�m
tHrivqt�~ovqr#lcny�{kEp��o��kox1|�n¦lcm�r7��r�t�sc�{pct��{�onqt�ri�o�Es��@�(nu�Lril�x����(�(xHv��nuk�|�monqt�m^��ril)l�xHs
mEr{p�ko���Lnqt�sc�{p)l�sc~Et�lc~os�x@ anyk<�{sc�(xHs�l����ox�l�xHs��Lnukox�l�mEx-��r�t�sc�{pct��{�onqt�tw��kEp)l�nyl�~(lcny�{x
vqr@|%��§�x�¨EkE� rik�x���xHt�l�nu��xL��xHmEr@��ny�{~os�����s1l�mox�p)lcril�nu��kEr�s��<scxHp����{kEp)x¡|�monqt�m r��(�
�:xHr�scp�lc����x¡rivqp)��t��{kEp�nup)l�xHk{l����{s�l�mEx�l�s�rikEp�nyxHkfl�s�xOp)�:��kEp�x��o��mEx-nyko©E~oxwk�t�x-����lcmox
k�~o�¡��xHs��i����s�rinukEpr�p�|�xHvyvor{p�l�mEril��i�:l�mEx��(nup)l�scnu�o~(l�nu��k����:�{scr�nyk���scnuxwkflcril�nu��kEp�riscx
nuk���xHp)l�nu�{ril�xO�>�

ª�«f¬ �®�¯�°1±³²/´/µ¡¯�¶�± ®

· D3) 47Dq)+HJ,1)=47F5B�6A2x93,/)=>3FRB�47F5HJ;gHAG 47D3) ){¸u)+B=4/F | )-,1)+*19uHJ;q*/):HAGu6?D3)=4/)+,1HJ�J)+;q)+HJ03* ��6847)=,/FR6A2tFR**{47FR252P6A;�)=*/*/)=;<47Fz682R25v�HJ9	)+;/¹t03)+*{47F5HJ; o�º ;�*/HA��)?GI)�» *1FR�%932R)KB�6A*1)+* � 68;68;@6A25vt4/FRB B=2RHJ*1)+>�GIHJ,1�) wq9q,/)+*1*/F5HJ;�FR*�¼t;3H(»:; o * HA,yF5;3*1476A;3B=) � 47D3F5*yF5*y4/D3)%B�6A*1)�GIHJ,y625FR;3)+6A,U)+2R6A*14/FRBj��6847,1F~w½»:F~47D25FR;3)+6A,X)=2z6A*{47F5B-F5;3B+2503*/F5HJ;3* � F5;�4/D3) >3F52R0q4/)K25FR�%F54�¾ 47D@6Z4 F5* � FR;3B=2R03*1FRHJ;3* 6A,1) B=HJ;3*/F5>3)+,1)+>�4/HxHyGa6A,6�» 6 v�GI,1HJ��HJ;q)C6A;3HA4/D3)+, 47HjD@6 | )}6A;�F5;t4/)+,/6AB=4/FRHJ;�¿<À�ÁoÂ�ÃoÄ oÅ �%HJ,1)��J)=;3)+,/6A2dB�6A*1)}F5*-4/D@684KHAG 6���684/)+,/FR6A2P93,1)+*1)+;<47F5;3� Y ^A\ W�B�`a^Ac b�WZb ch` b W/^:B ` \)T ÀÆÁ(Ç:È �
Á�É�Ê�Ä o · D3)UB+HA;3*14/F5470x47F | )?2z6�»M¾M682R*/H};@6A�%)+>�47Dq) n�\�B+WEnEn�Cmn�\)B/^A` b B+W�c~^A\M` WZb ¿ HAG */03BED6���6Z47)+,1Fz6A2,1)�6A>3*

ε(x, t) =
∂U

∂σ
(x, σ(x, t)),

¾cÃ o Áo¿
»:D3)=,/)-47D3):,/)+6A2ÆË | 6A2R03)=>�GI03;3B�47FRHA; U F5* 47D3):D3)�47)+,1HJ�J)=;3)+HJ0q* W�c~^Zn�\a`ml:n�\�B+WEnEn g@W \ W b \M`a^Ach� σ(x, t)F5* 4/D3) n�\�B+WEnEnK\ W b n W B�� 68;3> ε(x, t) FR* 4/D3) n�\�B1^A` b \ W b n W B o · D3,1HJ03�JDqHJ0q4 47D3F5* 6A,14/FRB=2R) � » )�» HA,O¼

Ì�Ì �
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03;q>3)+,�47D3) 6A*1*/03�%9q47F5HJ; HAG�*/��6A2R2?9	)+,{4703,1O@684/FRHJ;3* ¾I*/��6A2R2K*147,/6AFR; � */��6A2R2K>3FR*1932z6AB=)+�%)+;<4i¿ oÅ 2R2��@)=2R>3*�68,/)�>3)��@;3)+> HJ;�47Dq)�,/)=GI)=,/)=;3B+) B+HJ;��@�J03,/6847F5HJ; � 68;3> ε(x, t)
F5*�2RF5;�¼A)=> 4/H 47D3)

>3F5*/932R6AB+)=��)=;<4��@)+25>
u(x)

Otv�4/D3)C2RF5;3)�6A,1F	�=)+> l WZY�g ^A\a`�
+` ch` \�T WON+[q^A\M` WZb

ε =
1

2

(

∇u + t∇u
)

.
¾cÃ o� ¿

º ; 4/D3FR*-*/)�4/47F5;3� � HJ;3)�B�6A;�>3)=,/F | ) | 6A,1FRHJ0q* O	HJ03;3>3* 6A;3> )=*14/FR��6847)=* HJ;�4/D3)})�¸�)=B=4/F | )}Ou)=D@6EË
| FRHA03,�ÀÆÁ�� �x� Á���É � Á���Ê�� � È:È�Ä o (d)�4:03* ;3HA4/)U47D@684 � FR;��A)+;3)=,76A2 � ;3HjB+25HJ*/)=>�GIHJ,/� )�wx93,/)=*/*1FRHJ;�GIHJ,
4/D3)C){¸u)+B=4/F | )�)=2z6A*{47FRBU*{47,1)+*/*-9	HA47)=;t4/Fz6A2uFR*-6 | 6AFR2R6AO32R) o
º ;4/D3FR*K6A,14/FRB=2R) � » )}»:FR2R2�B=HJ;3*1FR>3)=,-4/D3) W�c~^Zn�\ W C�9 `Rn l W#g c~^Zn�\M`ml ��6847)=,/Fz682R*�»:D3HA*/)}B=HJ;3*{47F54/0�Ë4/F | )C2R6(» ,/)+6A>3*

ε̇(x, t) =
∂Uvp

∂σ
(x, σ(x, t)) +

∂U e

∂σ̇
(x, σ̇(x, t)),

¾cÃ o Ç>¿
»:D3)=,/)

Uvp FR*�47Dq) 9 `Rn l W#g c~^Zn�\a`ml�n�\)B+WEnEn g@W \ W b \M`a^Ac ¾M682R*/H�,1)=GI)+,1,/)=> 4/H�6A*�4/D3)�>3FR*1*/FR936847F5HJ;9	HA47)=;<47Fz682'¿�6A;3>
U e F5*j4/D3) W�c~^Zn�\M`ml�n�\)B+WEnEn g@W \ W b \a`a^Acho�� H 4/D3) n�\�B1^A` b B1^A\ W�\ W b n W B ε̇(x, t) �»:D3F5BED FR* 4/D3)y4/FR�%)U>3)+,1F | 684/F | )CHAGr47D3)y*14/,76AF5;�4/)+;3*1HJ, � >3)=9u)=;3>3*KOuHA4/D�HJ;�47Dq)�*{47,/)=*/*-47)+;q*/HJ,

σ
6A;3>�4/D3)K*{47,1)+*/* ,7684/):4/)+;3*1HJ,

σ̇ oPº ;�*/03BED�6yB�6A*1) � »:D3)+;�47D3)-*14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;�,/)+2R6847F5HJ;jB�6A;q;3HA4O	)£»:,/F54147)=; »:F~47D�6g03;3FF¹t03)C9	HA47)=;<47Fz682 � 4/D3)+,1)y6A,/)C;3Hg47Dq)+HJ,1)=47F5B�6A2�OuHJ0q;3>3*�¼t;3H(»:; o
º ;�4/D3)�GIHJ2R25H(»:FR;3� � »X);t03�%)+,1FRB�682R25v FR; | )+*14/FR�<6Z47)�47D3)�)�¸�)=B=47F | )�Ou)=D@6 | FRHJ03,jHAG 6�D3)=4/)�Ë,1HJ�J)+;q)+HJ03*�9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2-HJO	)=v]FR;q� *103BED 6A;�)=2z6A*{47H�Ë | FR*/B=HJ932R6A*14/FRB�2z6�» ÀÆÁoÂEÉ:Ä o�� F~47D�6 | FR)�»4/H *{4703>qv]F5;3��6��%HJ,/)�,1)�6A25FR*14/FRB�68;3>�B=HJ�%932R) w��%Hx>3)=2 FR;�47Dq)�GI0x4703,1) � »X) » 6A;<4�4/H BEDq)+B#¼D3)=,/)/»:D3)=4/D3)+,�6A;�){¸u)+B=4/F | )B=HJ;3*14/F54/0q47F | )�2z6�»�H8GK4 v]9	) ¾�Ã o Ç�¿gB+6A;�Ou)�FR;qGI)=,/,1)+>�GI,/HJ� 47D3)

) w368��F5;@6847F5HJ;�HAG 47D3)C��6847)=,/FR6A2P684:25H(» )=, */B�682R) o
· D3)K6A,14/FRB+25) FR* HJ,1�<6A;3F��+)=>�68* GIHA2R2RH(»:* o · D3)-9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2@�%Hx>q)+23F5* 9q,/)+*1)+;<47)=>�FR; � )=B=4/FRHJ;Ã o�xo (d)�4 03*��103*14 �%)+;<4/FRHJ;�F5;�4/D3FR* º ;t4/,/H]>303B�47FRHA;}47D@6Z4 6 g@W cZT<l�B�T n�\m^Ac FR* 68;g6A�J�J,1)+�<6Z47) H8G 9u)=,wËGI)=B=472~v�O	HJ;3>q)+>�*/F5;3�J2R)iË B=,1v]*1476A2r�A,76AF5;3* � 6A;3> 4/D@684U)+6ABED��J,76AF5;�F5*?D3HJ�%HJ�J)=;3)+HJ0q*U6A;3>�HJO	)=v]*6j�JF | )+;;3HJ;325FR;3)+6A, *14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;�,/)=2z684/FRHJ; o · D3FR*:,1)+2z6Z47FRHA;�>3)+9	)+;3>q* HJ;�9@6A,/6A��)�47)=,/*�»:D3FRBED6A,1)�;qHA4:47D3)y*76A�%)CGI,/HJ��HA;3)��A,76AF5;�4/H�6A;qHA47D3)=,:HJ;3) � 4/D]0q* ��6:¼tFR;3�g47Dq)�9	HJ25v]B=,1v]*1476A2�D3)=4/)�Ë,1HJ�J)+;q)+HJ03* o�� )=B=47F5HJ; Ã o Ç�FR* >q)+>3F5B�684/)+>�47H�4/D3)?47Dq)+HJ,1)=47F5B�6A2u*14/03>qv�H8Gr*103BED�6�D3)=4/)+,1HJ�J)+;q)+HJ03*2R6(» o�� )��3,/*14�,/)=B�6A252 */HJ�%)�>3)��@;qF547F5HJ;3*%6A;3>�B+2R6A*/*1FRB�682 ,/)+*103254/*�HA;�47Dq)>3)=,/F | 6Z47FRHA;�H8GU6A;)�¸�)=B=47F | )U2R6(»�GIHA, D3)�47)+,1HJ�J)=;3)+HJ0q* ��684/)+,1Fz6A25* � O<v�6�DqHJ��HA�J)+;3F���684/FRHJ;%93,1HxB=)+>303,1) o Å * 6AO	H | )*{4E684/)+> � 47D3)�B+2z68*/*/F5B�6A2d93,1HxB=)+>30q,/)�>3H])+*K;3HA4?6A93932~v�GIHJ,KHA03, �%Hx>q)+2 � *1FR;3B=)�4/D3)}�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B2R6(» B+6A;3;3HA4 Ou)�»:,/F54147)=; O<v 03*1FR;3��6�*/FR;q�J2R)y9uH847)+;<4/Fz6A2 o�� )�D3H(»X) | )+,C>3)+B=FR>3)�47H���6:¼A)}03*/)HAGd4/D3)?B+2R6A*/*1FRB+6A2�93,1HxB=)+>30q,/)?*1)+9@6A,/6847)=25v�HJ;�47Dq)U)+2z68*147F5B 9	HA47)=;<47Fz682�6A;q>�HJ;�47Dq) | F5*/B=HJ932z68*147F5B9	HA47)=;<47Fz682 � 4/Dt03*CHJOq4E68FR;3F5;3��6A;�){¸u)+B�47F | )%)+2z68*147F5B�9	HA47)=;t4/Fz6A2s6A;3> 6A; ){¸u)+B�47F | ) | F5*/B=HJ932z68*147F5B9	HA47)=;<47Fz682 � 039�47HU*1HJ��) 03;�¼t;3H(»:;�936A,76A�%)=4/)+,1* o�� HA2R2R)=B=4/FR;3�-47D3)=*/) 4�»XHy)�¸�)=B=4/F | ) 9	HA4/)+;<47FR6A2R* �

»X)-6A,/):6AOq2R) 4/Hy9	HJ*{47032R6847) *1HJ�%) )�wx93,/)=*/*1FRHJ;jGIHJ,s4/D3):){¸u)+B=4/F | ) B+HJ;3*{47F~470q4/F | ) 2R6�» ¾I*/)+)�¾�Ã o Á(Ã�¿O	)+25Ho»^¿ o
� 03, 6AF5� FR* 47H 0q*/) � FR;}4/D3)XGI0x4703,1) � 4/D3) )�¸�)=B=4/F | ) 2z6�»�FR;y47D3) GIHJ2R25Ho»:F5;3��» 6�v o�� HJ�%930q47F5;3�4/D3)�,/)+*19uHA;3*/)�HAG 6�*{47,103B=4/03,/)]¾aB=HJ��9	HJ*1)+>�HAG 6�2R6A,/�A)�;t03��O	)+,jHAGK�J,76AF5;3*#¿yOtv 03*/F5;3��47D3)

�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BC2z6�»�F5* | )+,{v) wx9u)=;3*/F | ) o � )=B�6A252P47D@6Z4 � F5GrHJ;3)y03*/)=*?6!�@;3F54/)C)+2R)=��)=;<4K�%)=4/D3H]> �4/D3)?�%)+*/D�*1F	�=)?D@6A* 4/H�O	)?*/��6A2R25)+, 47D36A;�47D3) �J,76AF5;�*1F	�+) o#" */FR;q�g6A;�)�¸�)=B=47F | )UD3HA��HJ�A)+;3)=HJ03*2R6(»�FR* ��0qBED�BED3)+6A9u)=, � GIHJ, F~4 6A2R25Ho»:* GIHA, 2R6A,/�A)+, �%)+*1D�*1F	�+)=* oSº ;j47D3F5*X68,147F5B+25) � 6A* 6$�@,1*14X*147)=9 �
Ì�Ì�%
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ex

ey
n2

n1
n3

l3 l1

l2

�� �!#"�Ã o Á � Å 47HJ�%FRB}2z684147FRB=)gFR;3*1FR>3)j6��J,/6AFR;%$�Ç'& 03;3F~4CB+)+252�¾a25)=G 4i¿ � � & */)=B=47F5HJ; 6A2RHJ;q��47D3)
O@68*76A2 932z68;3)�F5;3*/F5>3)y6��J,/6AFR;]¾aB=)+;<47)=,#¿ � 47Dq) Ç%*/2RF59*{v]*147)=��*^» )y4E6:¼8)}FR;<4/H�6AB=B+HJ03;<4�¾a,/F5�JD<4i¿ o· D3)yHJ,1FR)+;<476847F5HJ;�HAG 47D3)C�J,/6AFR;�F5* �JF | )+;�Otv�47D3)y6A;3�A2R) θ o

»X) 2RH]H�¼ GIHJ,s6A;�)�¸�)=B=47F | ) B=HJ;3*{47F54/0q47F | )X2z6�» »:D3F5BEDgFR* B+HJ;3*1FR*{47)+;<4�»:F~47D}4/D3) �%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B 2z6�» o
· D3F5* B+HJ;3*1FR*{47)+;qB=vjFR* BEDq)+B#¼A)=>�O<vgB+HA��9@68,/FR;q�?47D3) ;t03�%)+,1FRB�6823,/)=*/032~47* 47D@6Z4 6A,/) HJOx4E6AF5;3)+>jHJ;
4/D3):O@6A*/F5* HAG 47D3):){¸u)+B�47F | )-2z6�» »:F547Dg4/D3):;]0q��)=,/FRB+6A23,1)+*/0q2547* 4/D@684 6A,1) HJOq4E68FR;3)=> ¾ 47D3,1HJ03�JD%6B=HJ*14/25v�B+6A2RB=032z684/FRHJ;¿-»:F54/D�47D3)C�%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B?2z6�» o *@HJ, 4/D3FR* 930q,/9	HJ*/) � »X)CBED3H]HJ*/)y*/HJ�%)?47)=*1493,1HJO325)+�%* � 6A;3>���6:¼A)}4�»XH�B+HA��930x4E684/FRHJ;3* � HJ;3) »:F~47D 47Dq)���68B+,/HA*/B+HA93FRBy��H]>3)=2 � HJ;3) »:F~47D4/D3)U��F5B+,1HJ*/B=HJ93FRB-�%Hx>3)=2%¾IOtv�03*1FR;3�j6 | )+,1v �@;3)$�@;qF547)K)+25)+�%)+;<4 �%)+*/D¿ o p-03�%)+,/F5B�6A2	,/)=*/032~47*6A,1)C�JF | )+;�FR; � )=B=47F5HJ; Ã o É o

ª�«)( *,+.-0/ ¶fµ¡°�±21$µ¡±23/¶{µ4/ ±³².-#5

· D3)?��6847)=,/FR6A2R*%»X)U>3)�6A2�»:F54/D�6A,/) ��)�4E6A25* 4/D@684 D36 | )C6}D3) w368�JHJ;@6A2�6847HA��F5BK2R684/4/FRB+) ¾a*1)+)*sF5� o Ã o Áo¿ o · D3)-HJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA;�HAG	47D3):2z6Z4/47F5B+) F5* ;3HA4 03;qF5GIHJ,1��F5;j4/D3):��6Z47)+,1Fz6A26$<O<vg>3)��@;3F54/FRHJ; �6 b:B1^A` b FR*C6�>3HJ��6AF5; HAG 47D3)j��6847)=,/FR6A2rF5;½»:D3FRBED�4/D3)gHJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA; *1476 v]*CB+HA;3*1476A;<4 � 6A;3> 69	HJ25v]B=,1v]*1476A2PFR* 6�*/)=4:H8Gs6�2R6A,/�A)?;t03��O	)+, HAG 9	)+,{GI)+B=4/25v>Ë O	HJ;3>q)+>��J,768FR;3*�ÀÆÁoÂEÉ:Ä o � )<»:F52R2	HJ;32~vB=HJ;3*/F5>3)+, 9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A25* ��6A>3)-HAGd�J,768FR;3* HAGdFR*1HA47,1HJ93F5BK*1D@6A9	)�¾I4/D3)+,1)?FR*X;3H�*19u)=B+Fz682u>3F5,/)=B=47F5HJ;
F5;�47Dq)K�J,/6AFR;%*/D36A9u)�¿ o *@HJ, 47D3)-��6Z47)+,1Fz6A25*�» )K>3)�682�»:F~47D � 4/D3) BED@68,76AB�47)+,1FR*{47FRB:*1F	�+)KHAG�6y�J,768FR;F5*

5.10−6 � � »:D3FRBED�F5* ��03BED�2z68,/�J)=,X47D36A;�47D3)C684/HJ�%FRB *1B�6A25)�¾ 10−10 ��¿7$3*/HjF54 FR* 9	HJ*1*/FROq2R)4/H�03*/)�6�B=HJ;<47F5;]0q03� �%H]>3)+2 47H�>3)=*/B=,/FRO	)�4/D3)�B+HA;3*14/F5470x47F | )�,/)=2z684/FRHJ; FR;q*/FR>q)�6��J,/6AFR; o Å 44/D3FR*�*/B�682R) � 47Dq)�*14/,/)+*1*�47)=;3*/HJ,�FR* σµ(x, t) � 47Dq)�>3FR*1932z68B+)+�%)+;<4}FR* uµ(x, t)
6A;3> 47D3)�*147,/6AFR;

4/)+;3*1HJ,
εµ(x, t)

F5* 25FR;�¼8)+>j47HC47D3)->3F5*/932R6AB+)=��)=;t4 O<vg47Dq)K25FR;3)+6A,/F��+)+>jB=HJ��936847F5O3FR25F54 vy)f¹t0@684/FRHJ;
¾�Ã o � ¿ o � )j>3H�;3HA4CFR;qB+2R0q>3)�FR;�HJ0q,U��H]>3)+2s6A;<v��J,/6AFR;�F5;t4/)+,{Ga6AB+)g93,1HJ9	)+,14/FR)=* � 6A;q> »X)jHJ;32~v*103939	HJ*/)�4/D@684%47D3)>3FR*1932z68B+)+�%)+;<4�6A;3>�4/D3)�*147,1)+*1* | )=B=47HA,�6A,/)�B+HA;t4/FR;t03HJ0q*�684%47D3)�J,768FR;F5;t4/)+,{Ga6AB+)=* o · D3)g*{47,/)=*/*�Ë *14/,76AF5;�,/)+2R6847F5HJ; F5;3*/F5>3)g6��J,/6AFR; >q)+9	)+;3>3*CHJ;�F~47*?HJ,1FR)=;t476847F5HJ; � 6A;3>4/D3)UD3)=4/)+,1HJ�J)+;q)+F54 v�FR;�47D3)?9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2�B=HJ�%)+* GI,1HJ� 47D3) Ga68B=4 4/D@684 4/D3FR* HJ,/F5)+;<4E684/FRHJ;�FR*X;3HA4
4/D3)C*76A�%)UGI,/HJ� HJ;3)C�J,768FR;�47H%6A;qHA47D3)=,:HJ;3) o

� )�*103939	HJ*/)�F5; 47D3)�GIHJ252RH(»:FR;q�47D3684gGIHJ,g6A252 �J,/6AFR;q* � 4/D3) 
E^Zn+^Ac g c~^ b98 H8G-4/D3)�6847HA��F5B2R684/4/FRB+)�¾I*/)+)�*sFR� o Ã o Á(¿ F5* 4/D3)K*/6A�%) � ;@6A�%)+2~vg47D3) (ex, ey)
932z68;3) o�� H � 4/D3) �J,/6AFR;%HJ,1FR)+;<476847F5HJ;F5*s>3)��@;3)+>jO<v}6A;g6A;3�A2R) Ou)�4�» )=)+;³È?6A;3>

π/6 o�� ) 6A2R*1H?6A*1*/03�%) 4/D@684s4/D3) �A,76AF5;}HJ,1FR)+;<476847F5HJ;3*H]B+B=03,�»:F547D�)f¹t0@682�93,/HJO36AO3FR25F54 v½¾I4/D3)+,1)�68,/)y6AB=4/0@6A2525v | )+,{v�GI){»�) wx9u)=,/FR�%)+;<476A2�>@68476gGIHA, 47D3)

Ì�Ì;:



���������
	����������������� �������! #"%$&� � �'�)( � ��*+�!,-(�.0/�.21 �4365-7 *8�! 9$#":(��

�%)=476A2R*L»X)C>3)�6A2�»:F~47D � *1Hg47D3F5*:6A*/*103��9x47FRHA;�F5* 47D3)C�%HJ*14:*1)+;3*1FRO325)CHJ;3)(¿ o(�)=4 03* ;3H(» »:,/F54/) 47D3)-*14/,/)+*1*wË_*147,/6AFR;%,/)=2z684/FRHJ;jF5;3*/F5>3)-6y�J,/6AFR; o�º ;�4/D3)K�%)=476A2R*�»X) *{4703>xv �4/D3)+,1)K68,/)£Á � 93,1)=GI)+,1,/)=> n�ch` g n�T n�\ 8�Y n�� >3)��3;3)+>%O<v�47D3):932R6A;3) F5;¤»:D3FRBEDg47Dq)-*12RF59�4E6:¼8)+* 932z68B+)
¾ 47D3)j;3HJ,1��682s>3F5,/)+B�47F5HJ;�47H�4/D3FR*?9q2z6A;3)gF5*?>3)=;3HA47)=> O<v

ns

¿ � 6A;q> O<v 4/D3)j*/25FR9 >3F5,/)=B=47F5HJ; ls o�-)+,/) � 4/D3) | )+B=4/HJ,/* ns(x)
6A;3>

ls(x)
>3)=9u)=;3>�HJ; 47D3)�*/9@6AB=) | 6A,1Fz6AO325) x � 6A*y47D3)�v BED@6A;3�J)GI,1HJ� HA;3)?�J,/6AFR;%47Hj6A;3H847D3)=, HJ;3) o º ;�4/D3FR* 68,147F5B+25) � » )^» 6A;<4 4/H » HA,O¼�F5;�6 � &��A)+HJ�%)=4/,1v�FR;

4/D3)
(ex, ey)

932z68;3) � *1H³»X)�HA;325v�476:¼A)yFR;<4/H�68B+B+HA03;<4K4/D3)}Ç%*{vx*{47)=��*-GIHJ,L»:D3FRBED�47D3) | )+B=4/HJ,/*
ns(x)

6A;q>
ls(x)

Ou)=2RHJ;q�y4/Hy4/D3)
(ex, ey)

932R6A;3)�¾a*1)+)�*sFR� o Ã o Á(¿ o�� ;3H(»:FR;3�C47D3)K*/25FR9j*1v]*14/)+�%* �HJ;q)yB+6A;�B+HJ�%930q4/)C4/D3) W B ` 8�b \_^A\a` WZb \ 8�b n W BEn ms(x)
� »:D3FRBED6A,/)U>q)��@;3)=>�O<v

ms(x) =
1

2
(ns(x) ⊗ ls(x) + ls(x) ⊗ ns(x)) .

¾cÃ o ÉS¿
· D3)}*{47,/6AFR;,7684/)y4/)+;3*1HJ,

ε̇µ

FR*:47D3)�*/03� HAGs4�» H�4/)+,1��* � 4/D3) 8 c~^Zn�\a`mlCn�\�B1^A` b B1^A\ 8 \ 8�b n W B
ε̇e

µ

6A;3>�47Dq) 9 `Rn l W#g c~^Zn�\M`ml-n�\)B/^A` b B1^A\ 8 \ 8�b n W B ε̇vp
µ
o · D3)?)=2z6A*{47F5BK47)=,/� FR*X�JF | )+;�O<v�4/D3)?25FR;3)+6A,

�-HxH�¼8)�2R6�» o � )%>3H�;qHA4yFR;3B=2R03>3)jF5; HJ0q,y�%H]>3)+2 6A;<v�;3HA;32RF5;3)�6A,U)=2z6A*{47F5Bg){¸u)+B=4/* � GIHJ,U47D3)�v6A,1)g*/��6A2R2 FR;�B+HJ�%9@6A,1FR*/HA; 47H�47Dq)�){¸uHJ,14/*<» )j68B+B+HA03;<4yGIHA, o�� )g*103939	HJ*/)g47D3684?47Dq)g)+2z68*147F5BBED@68,76AB�47)+,1FR*{47FRB=*C6A,/)}D3HJ�%HJ�J)+;q)+HJ03*?6A;3>�FR*1HA47,1HJ93FRB�FR;�4/D3)g9	HJ25v]B+,{v]*14E682 o " */F5;3��47Dq)�� HJ03;3��%Hx>q032R03*
E
68;3>�4/D3)��rHJF5*/*1HJ;,/6847F5H

ν � 4/D3)C)+2z68*147F5B 47)=,/��,1)�6A>q*

εe
µ(x, t) =

1 + ν

E
σµ(x, t) −

( ν

E

4/,
σµ(x, t)

)

I,
¾cÃ o Â�¿

»:D3)=,/)
I
F5* 47D3)UF5>3)+;<4/F54 v

3 × 3
47)=;3*/HA, o � ;�47D3)CHA4/D3)+, D36A;3> � »X)y6A*/*103�%)?47D3) | FR*1B+HJ932R6A*14/FRB4/)+,/� 47H%Ou)UHAGs6j9uH(»X)+,wË_2z6�» 4 vx9	)

ε̇vp
µ (x, t) =

3
∑

s=1

( | σµ(x, t) : ms(x) |
Kµ

)n */F5�J;
(σµ(x, t) : ms(x)) ms(x).

¾cÃ o�� ¿

� )���6:¼8)j4/D3)%6A*/*103�%9q47F5HJ;�47D@684U4/D3)j9@6A,/6A��)�47)=,/* n 6A;3> Kµ

HAGX47D3)j9	H(» )=,wË 2R6�» 6A,1)�47D3)
*/6A��)�GIHA,j6A2R2X�J,76AF5;3* o�� H � 6A*g�%)+;<4/FRHJ;3)=>�6AOuH | ) � 47Dq)�Dq)=47)=,/HJ�A)+;3)=F54 v GI,1HJ� HJ;q)��J,76AF5; 47H
6A;qHA47D3)=, HJ;3) �103*14 B=HJ�%)+*XGI,1HJ� 47D3) Ga68B=4 4/D@684X47D3)?HA,/FR)=;<4E684/FRHJ;%47)+;q*/HJ,1*

ms(x)
6A,1)?;3HA4X47D3)

*/6A��) o
� H � 4/D3)CB+HJ;q*147F~470q4/F | )y,1)+2R6847F5HJ;�FR;q*/FR>q)C6%�J,/6AFR;�,1)�6A>q*

ε̇µ(x, t) = ε̇e
µ(x, t) + ε̇vp

µ (x, t).
¾cÃ o Ã�¿

� )+B+6A*14/FR;3�	¾cÃ o Ã�¿ F5;�47D3)?GIHA,/� H8G�¾�Ã o Ç�¿ � »X)C*/)=)C4/D@684 � FR;�HJ0q, B�6A*1) � 47Dq)y�%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB *{47,1)+*/*9	HA47)=;<47Fz682R*}¾aF5;<47,/H]>303B=)+>�FR; ¾�Ã o Ç�¿O¿ ,/)+6A>

U e
µ(σ̇µ) =

1

2
σ̇µ · Λ · σ̇µ,

¾cÃ o Ê>¿

Uvp
µ (x, σµ) =

1

n+ 1

(

1

Kµ

)n 3
∑

s=1

| σµ : ms(x) |n+1,
¾cÃ o �>¿

»:D3)=,/)C47D3)UGIHJ0q,147D�HJ,1>3)+, 4/)+;3*1HJ,
Λ
HJ;325v�>3)+9	)+;q>3* HJ;

E
6A;q>

ν
¾a*1)+)J¾cÃ o Â�¿H¿ o

Ì
	
�



� ��� �a� 	 � ��� . �<����� � .�� ����"%$&� � �'1�* �)7 . / (�* .

(�)=4
Ω
O	)�47D3)�,1)+�JF5HJ; H]B+B=0393FR)=>�O<v�47Dq)�9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2sFR;�4/D3)�,/)�GI)+,1)+;3B=)%B=HJ; �@�A03,7684/FRHJ; o

� HA2 | FR;3� 4/D3) ��F5B+,/HA*/B+HA93FRB �%H]>3)+2<B=HJ;3*/F5*14/* F5;C*/)�68,/BED3F5;3�-GIHA,P47D3) >3FR*1932z68B+)+�%)+;<4 �@)=2R> uµ(x, t)*1HJ2R0q4/FRHJ;�4/H%4/D3)C)f¹t03F52RFROq,/FR0q� ){¹t0@6847F5HJ;

∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [0, T ],
>3F | σµ(x, t) = 0,

¾cÃ o Á(È>¿
6A25HJ;3�<»:F~47DgB+HA;3*14/F5470x47F | ) 2z6�»:*�¾cÃ o Â�Ë1Ã o�� Ë�Ã o Ã�¿ � B+HJ�%9@684/FRO3F52RF~4 vU)f¹t0@684/FRHJ; ¾�Ã o� ¿ 6A;3>jB+HA; | )�Ë;3F5)+;<4-FR;3F~47FR6A2�68;3>�OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ;3* o� 0@6A;<47F~4E684/F | )=25v � »X)�03*1)U47D3)UGIHJ252RH(»:FR;3�};]0q��)=,/FRB+6A2 | 6A2503)+* $

E = 105 000 � �s6
, ν = 0.43 , Kµ = 178 � �s6

, n = 6.5.

ª�«�� *,+.-0+/±2/ ±��2-�®K¶	��
�¯�¶�±�® 3K°�±³µ -�²/´K° -

º ; � )+B=4/FRHJ;VÃ o Ç o Á � » ) �@,1*14�O3,/F5)�3v�,1)+B+6A2R2 4/D3)B=2z6A*1*/F5B�6A2 DqHJ��HA�J)+;3F���684/FRHJ;�9q,/H]B+)+>q03,/)
À�Á�����Ä 03*/)=> F5; 47D3)g*{4E684/FRHJ;@68,1vB�6A*1)�»:Dq)+;�47D3)g*{47,/)=*/*�Ë *14/,76AF5;�,/)+2R6847F5HJ; B+6A;�Ou)¤»:,1F54/4/)+;�O<v
03*1FR;3��6�*/FR;q�J2R)�9uHA4/)+;<47FR6A2 o p-)�w]4 � F5; � )=B=47F5HJ; Ã o Ç o�x� »X)�03*1)�47D3)}93,/H]B+)=>303,/)�4/H�>3)�47)+,1��F5;3)4/D3)j6A;@6A2~vt47FRB+6A2d)�wx93,1)+*/*1FRHJ; � 039 47H�*1HJ�%)�9@6A,/6A��)�47)=,/* � HAG 47D3)}){¸u)+B=4/F | )gOu)=D@6 | F5HJ03,?H8G 47D3)9	HJ25v]B=,1v]*1476A2 o �-)+;3B=)=GIHJ,{47D � 4/D3)+,1)�68,/)C;3HjOuH]>qv�GIHA,/B+)=* o

��������� ������������� �!�#"%$�&'$�(!)+*%��, �.-/��$!*10324$�� )+536�24)
(�)=4 03*sB+HJ;3*1FR>3)=, 6A;�)=2z6A*{47F5B ��6847)=,/Fz682a¾I*/)=) � )+B�47FRHA;�Ã o Áo¿ F5;}47D3) *14E6Z47FRHA;@6A,1vyB+6A*/) � >3)+*1B+,1FÆËO	)+>�O<v�6�D3)=4/)+,/HA�J)+;3)=HJ03* �%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B *{47,/)=*/* 9	HA47)=;<47Fz682

Uµ(x, σµ) o · D3)UB+HA;3*14/F5470x47F | ) 2R6(»F5*?�JF | )+; O<v ¾cÃ o Áo¿�»:F~47D U ≡ Uµ
o � )�*103939	HJ*/)}4/D@684 Uµ

FR*K*147,1FRB�4725v�B=HJ; | )�w »:F54/D�,/)+*19u)=B=44/H
σµ
o · D3)j�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B e 8 h W B Y ^A\a` WZb g@W \ 8�b \M`a^Ac Wµ(x, εµ)

F5*?>3)��@;3)+> 6A*?4/D3)%(d)=�J)+;q>3,/)
4/,76A;3*{GIHJ,/� HAG

Uµ
»:F~47D�,/)=*/9	)+B=4:4/H

σµ
o

� )�B�6A; �@,1*14K»XHJ,O¼ »:F54/D�47D3)�>3FR*1932z6AB=)+�%)+;<4�6A*�47D3) 0q;�¼t;3H(»:; 6A;q>�>3)��@;q) 47D3) *1H�Ë
B+6A2R25)+> 887 8 l�\a`'9 8�e 8 h W B Y ^A\a` WZb½g@W \ 8�b \a`a^Ac WM

o *@HJ,�6 �JF | )+; *{v]���%)=4/,/FRB�B+HJ;q*14E68;t4}47)+;q*/HJ,
εM
� WM(εM)

F5* >3)��3;3)+>Otv

WM(εM) = inf

{

〈Wµ(x, εµ(x)) 〉, εµ(x) ∈ K(εM)

}

,
¾�Ã o Á:Áo¿

»:D3)=,/) 〈 · 〉 FR* 4/D3)y6 | )+,/6A�J)yH | )+, Ω
68;3>�4/D3)C��F5;3FR�%F	�+6847F5HJ;j*/9@68B+)yFR* >3)��@;3)+>O<v

K(εM) =

{

εµ(x); ∃ uµ(x)
*7684/FR*{G vxF5;3�	¾cÃ o� ¿ F5; Ω, uµ(x) = εM · x HJ; ∂Ω

}

.

pKHA4/) 4/D@684 � 6A*�6�B=HJ;3*/){¹t03)+;3B=)�HAG ¾cÃ o � ¿ � 6A2R2C*14/,76AF5; 4/)+;3*1HJ,/*
εµ

FR;
K(εM)

*7684/FR*{G v
〈 εµ(x) 〉 = εM

o (�)=4 εµ(x)
O	) 47D3) �%FR;qFR�%F	�+)=,jHAGC93,/HAO32R)=� ¾�Ã o Á:Áo¿ � 6A;3>�25)=4 σµ(x)

Ou)
4/D3):��F5B+,/HA*/B+HA93FRB *{47,1)+*/*��@)=2R>%684 ){¹]0qFR2RF5O3,/F503� o · Dq)-)�¸�)=B=4/F | ):*{47,768FR;%6A;3>j*14/,/)=*/* 47)+;q*/HJ,1*X68,/)>3)��@;3)=>�6A*:47D3)�6 | )+,/6A�J)=*KH | )=, Ω

H8Gr4/D3)��%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB?47)=;3*/HA,/* o�� )yD36 | )�6A25,/)+6A>qv�;3H847FRB=)+>

Ì
	 �
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	����������������� �������! #"%$&� � �'�)( � ��*+�!,-(�.0/�.21 �4365-7 *8�! 9$#":(��

4/D@684�4/D3)�){¸u)+B�47F | )�*14/,76AF5; 47)=;3*/HJ,}FR* εM
o � )�*/)=4 σM = 〈 σµ(x) 〉 o � ;q)�B�6A;�*1D3H(» 4/D@684

)�¸�)=B=47F | )C47)=;3*/HJ,1* 68;3>�9uHA4/)+;<47FR6A2�6A,1)C2RFR; ¼A)+>�O<v

σM =
∂WM

∂εM
(εM).

¾�Ã o Á � ¿

*@HJ,XB=HJ�%932R)�47)+;q)+*/* � 2R)�4 0q* ��)=;<47FRHA;�47D@6Z4 47Dq)+,/)?6A,/)KHA47D3)=,�» 6 v]* 4/H�>3)��3;3)U6A;�)�¸�)=B=47F | )9	HA47)=;<47Fz682 o�� ) D@6 | )U*/H�Ga68,¡»XHJ,O¼8)+>K»:F54/D�47D3) >3)=GIHJ,1��6Z47FRHA;�9	HA47)=;<47Fz682 Wµ(x, εµ)
� » )U��6�v6A2~47)=,/;@684/F | )+25vV» HJ,H¼ »:F54/D 4/D3) *{47,1)+*/*9uH847)+;<4/Fz6A2 Uµ(x, σµ) � 4/D3) *{47,1)+*/*��@)+25> O	)+F5;3��47D3)

03; ¼];qHo»:; o · D3)C*1H�Ë B+6A2R25)+> 887 8 l�\a`'9 8 n�\�B 8 nEn g@W \ 8�b \M`a^Ac UM

F5* >3)��3;3)+>Otv

UM(σM) = inf

{

〈Uµ(x, σµ(x)) 〉, σµ(x) ∈ S(σM)

}

,
¾�Ã o Á�Ç>¿

»:D3)=,/)
σM

FR*-6j�JF | )+;�*{v]���%)=4/,/FRBCB=HJ;3*1476A;<4 4/)+;3*1HJ, � 6A;3> »:D3)+,1)�4/D3)��%FR;qFR�%F	��6Z47FRHA;�*/936AB+)F5*->q)��@;3)=>O<v

S(σM) =

{

σµ(x); σµ(x) · n(x) = σM · n(x)
HJ;

∂Ω,
>3F | σµ = 0

FR;
Ω

}

.

(�)=4
σµ(x)

Ou) 47D3)X��F5;3FR�%F	�=)+,PH8G@93,/HAO32R)=�X¾cÃ o Á(Ç>¿ � 68;3>}25)=4 εµ(x)
O	)X47Dq)X�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B *147,/6AFR;

�@)=2R> 684U){¹t03FR25FRO3,1FR03� � »:D3FRBED�FR* ,/)+2R6847)=> 47H σµ(x)
O<v�¾cÃ o Áo¿�»:Dq)+,/) U FR*?,1)+932R6AB+)=>�Otv

Uµ
oÅ �<6AFR; � )�¸�)=B=4/F | )%47)=;3*/HJ,1*g6A,1)�>3)��@;3)=>�6A*�6 | )=,76A�A)+*�H | )=, Ω

HAG ��F5B+,/HA*/B+HA93FRBg47)=;3*/HA,/* o Å 252*{47,/)=*/*:47)=;3*/HJ,1*
σµ(x)

FR;
S(σM )

*/6847F5*1G v 〈 σµ(x) 〉 = σM
� */Hg47Dq)U){¸u)+B=4/F | )y*{47,1)+*/*:47)=;3*/HA, FR*

σM
o � )}*/)�4 εM = 〈 εµ(x) 〉 o Å *KFR;4/D3) �3,/*14 B�6A*1) � HJ;3)�B�6A; *1D3H(» 47D@6Z4 )�¸�)=B=47F | )}4/)+;3*1HJ,/*

6A;q>9	HA47)=;<47Fz682�6A,/)U25FR;�¼8)+>�O<v
εM =

∂UM

∂σM
(σM) o

� ;3) *76�v]*r47D3684�47D3) ��6847)=,/Fz6828GIHJ252RH(»:*�6A; 887 8 l�\M`'9 8 n�\)B 8 nEn�Cmn�\�B1^A` b B 8 c~^A\M` WZb F5Gt47Dq)X)�¸�)=B=47F | )*{47,/)=*/* 9	HA47)=;<47Fz682
UM

>q)��@;3)=>�O<v ¾�Ã o Á�Ç>¿ F5* 4/D3)?(�)=�J)+;3>q,/) 4/,76A;3*{GIHJ,/� � »:F54/D�,/)=*/9	)+B�4 47Hy47D3)��6AB+,1HJ*/B=HJ93F5B?*14/,76AF5;�47)+;q*/HJ,
εM
� HAGd47D3)?)�¸�)=B=4/F | )C>3)�GIHJ,/��684/FRHJ;�9uHA4/)+;<47FR6A2 WM

>3)��@;3)+>�O<v
¾�Ã o Á:Áo¿ o

�  
 ������� k 8 k WZY�W b 8�b `�� ^A\M` WZb<g B W l 8/e [�B 8�� 8 kq^:9 8
	 [<n�\�B 8 l/^Ac c 8/e `Rn 
E^Zn 8/e�WZb l/^AcRl�[]ch[tnW h 9Z^:B�`a^A\a` WZb n 2 ^ b	e�b�W N+[q^ b \M` \)T e 8�g 8�b	e n WZb \a` Y 8 e . b \ k 8 \a` Y 8 C e 8�g 8�b	e 8�b \-l/^Zn 8#2 [ b	e 8 B
\ k 8 N+[3^Zn�`Rn�\m^A\a`ml�^ g>g B W GJ` Y ^A\M` WZb 2 ` \:`Rn�^Ac n W¤g@W nEn�`�
+c 8 \ We 8�� b98 ^ b 887 8 l�\M`'9 8je 8 h W B Y ^A\M` WZbg@W \ 8�b \M`a^Ac ^ b	e ^ b 887 8 l�\M`'9 8 n�\)B 8 nEn g@W \ 8�b \M`a^Ac 2 
fT%\Ik 8 n+^ Y 8Lg B W l 8/e [�B 8 ^Zn�^�
 W 9 8 e

�������� � $�&'$!(!)+*3��, �.- ��$�* $��#- "3) 0 $!����� 2���� -/�!�#�����
� )�;3H(» 9q,/H]B+)+)=>�47H�4/D3)�D3HJ�%HJ�J)=;3F	�+6847F5HJ; H8G 47D3)�9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2 �%H]>3)+2X93,/)=*/)+;<4/)+>�FR;

� )=B=4/FRHJ; Ã o�xo � HJ;q*147F~470q4/F | ) 2z6�»:*�6A,1)�¾cÃ o Â ËJÃ o�� Ë�Ã o Ã�¿ � B=HJ,/,1)+*19uHJ;q>3FR;3��9	HA4/)+;<47FR6A2R*�68,/)>3)��@;3)=>�O<v ¾cÃ o Ê Ë Ã o �>¿ � 6A;q>�4/D3)�)f¹t03F52RFROq,/FR0q� ){¹]036847F5HJ;�FR*	¾cÃ o Á(È>¿ o � D3)=;�»:,1F547F5;3� 47DqFR*
){¹]036847F5HJ; � » )�D36 | )�;3)+�A2R)+B�47)=>�47D3)�6AB+B=)+2R)=,7684/FRHJ; o Å *}4�»XH 9uH847)+;<4/Fz6A25*}6A,1)�F5; | HJ2 | )+> � 6A;3>6A*�47D3) B=HJ;3*{47F54/0q47F | ) 2R6�» FR*�4/FR�%)�Ë_>3)+9	)+;3>q)+;<4 � » )�B+6A;3;3HA4�>3FR,1)+B=4/25v�03*1)�47D3)47D3)=HJ,1v » )D@6 | )��103*14X,/)=B�6A252R)=> o �KH(» ) | )=, � »X) B+6A;�6A9q9325vg4/D3)-4/D3)+HA,1v%*/)=9@6A,76Z47)+2~vjHJ;�4/D3) )=2z6A*{47F5B-*{47,1)+*/*9	HA47)=;<47Fz682 6A;q>�HJ; 47D3) | F5*/B=HJ932z68*147F5B�*{47,1)+*/*g9	HA4/)+;<47FR6A2 o�º ;3>3)=)+> � F5G�»X)�HJ;325v B=HJ;3*/F5>3)+,}HJ;3)

Ì
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� ��� �a� 	 � ��� . �<����� � .�� ����"%$&� � �'1�* �)7 . / (�* .

9	HA47)=;<47Fz682 � »X)�6A,/)�F5; 47D3)�*1)=4147FR;q� >q)=4E68FR2R)=>�FR; � )=B=4/FRHJ; Ã o Ç o Á o Å B�470@6A2525v � 47D3)�9q,/H]B+)+>q03,/)F5*UFR�%��)=>3Fz684/)�GIHJ,K47D3)j)+2R6A*14/FRB�9	HA4/)+;<47FR6A2 6A*U)=2z6A*{47FRB}93,/HJ9	)+,{47F5)+*C6A,1)%DqHJ��HA�J)+;3)=HJ03*UF5; 47D3)
9	HJ25v]B=,1v]*1476A2 o�� )-4/Dt03*XGIH]B+03* HJ;%47D3) | FR*/B=HJ932R6A*14/FRB *14/,/)=*/* 9	HA4/)+;<47FR6A2 o · H}*1FR�%932RF~G v};qHA4E684/FRHJ; �25)=4

dµ = ε̇vp
µ

>q)+;3HA4/)y4/D3)C��F5B+,1HJ*/B=HJ93FRB | F5*/B=HJ932z68*147F5B?*14/,76AF5;�,7684/)C4/)+;3*1HJ, o
��� 	 � Ì �)� � �� � �������-��� ��� 	���� 	�:� 


� ) �@,1*14 ;3HA4/)-4/D@684 47)=;3*/HJ,1* ms

6A,1)K*{v]���%)=4/,/FRB:68;3>�*/6847F5*1G v
mxx

s = −myy
s

6A;q>
mxz

s =
myz

s = mzz
s = 0

¾a*1)+)/¾�Ã o ÉS¿O¿ o �-)+;3B=) � GIHA,?6A;<v*1v]���%)=4/,/F5B��%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BC*147,1)+*1*?47)+;q*/HJ, σµ
�

»X)�D36 | ) σµ(x) : ms(x) = αµ(x)us(x) + βµ(x)vs(x)
� »:D3)=,/)�» )C*1)=4

αµ = σxx
µ − σyy

µ , βµ = 2 σxy
µ , us = mxx

s , vs = mxy
s .

� F~47D ¾cÃ o � ¿ � »X):;3HA4/) 47D@6Z4 47)=;3*/HJ,1* dµ

HJ;q25vy>3)+9	)+;q>�HJ;�4�»XHU*/B+6A2z68, | 6A,/FR6AO32R)=* � dxx
µ

6A;3>
dxy

µ
o

� H�4/D3)�HJ;q25v | 6A,/FR6AO32R)=*-4/H�B+HA;3*/F5>3)+, 6A,/) dxx
µ
� dxy

µ
� αµ

68;3>
βµ
o · D3)�9	HA4/)+;<47FR6A2 Uvp

µ (x, σµ)4/D@6841»X) FR;<4/,/H]>303B+)=>�FR;�¾cÃ o �>¿dFR*s;qHA4 *{47,/F5B=4/25vCB+HA; | )�w�»:F~47D�,/)+*19u)=B=4 4/H σµ
� O30q4sF5G»X) ,/)�»:,/F~47)F~4:FR;�47)=,/�%* HAG

(αµ, βµ)
�

Uvp
µ (x, αµ, βµ) =

1

n + 1

(

1

Kµ

)n 3
∑

s=1

| αµus(x) + βµvs(x) |n+1,

F~4 470q,/;3* HA0q4 4/H�Ou)?6}*14/,/FRB�472~v�B=HJ; | ) w�GI03;3B�47F5HJ;�HAG (αµ, βµ)
� 6A;3> ¾�Ã o � ¿ B�68;�Ou)K,/)+B+6A*14:F5;<47H

dxx
µ =

∂Uvp
µ

∂αµ

6A;3>
dxy

µ =
∂Uvp

µ

∂βµ

.

(�)=4
W vp

µ (x, dxx
µ , d

xy
µ )

O	)�4/D3)�(�)+�A)+;3>3,1)}47,/6A;3*{GIHJ,/� HAG
Uvp

µ

»:F547D,/)=*/9	)+B=4U4/H
(αµ, βµ)

o Å *
Uvp

µ

F5*}6D3HJ�%HJ�J)+;q)+HJ03*yGI03;3B�47FRHA; HAG:>3)=�J,/)=)
n + 1

HAG 47D3)�9@6AFR,
(αµ, βµ) � 4/D3)�9	HA47)=;<47Fz682

W vp
µ

F5*:6jDqHJ��HA�J)+;3)=HJ03* GI03;3B�47F5HJ;�HAGs>q)+�J,1)+)
1 + 1/n

HAGr4/D3)C9@6AF5,
(dxx

µ , d
xy
µ ) o

� )C;3H(»�4/03,/;�47Hj47D3)C>3)=,/F | 6Z47FRHA;�H8G 6A;�){¸u)+B�47F | )��%H]>3)+2 o *@HJ2R25Ho»:F5;3�}4/D3)��A)+;3)=,76A2�93,1H�ËB=)+>303,1)�,1)+B+6A2R25)+>�FR; � )=B=47F5HJ;	Ã o Ç o Á � » )y>3)��@;3)U47D3)C)�¸�)=B=47F | )y9uH847)+;<4/Fz6A2 W vp
M

Otv

W vp
M (dxx

M , d
xy
M ) = inf

{

〈W vp
µ (x, dxx

µ , d
xy
µ ) 〉, (dxx

µ , d
xy
µ ) ∈ K(dxx

M , d
xy
M )

}

,

»:D3)=,/)
K(dxx

M , d
xy
M )

FR* >q)��@;3)=>�O<v

K(dxx
M , d

xy
M ) =

{

(dxx
µ (x), dxy

µ (x)); ∃ uµ(x)
*/03BED�47D3684

uµ(x) = γ(dxx
M , d

xy
M ) · x

HA;
∂Ω

6A;3> 1

2

(

∇uµ + t∇uµ

)

= γ(dxx
µ (x), dxy

µ (x))
FR;

Ω

}

,

4/D3)UGI03;3B=4/FRHJ;
γ
Ou)=FR;3�j>3)��@;3)+>O<v

γ : (u, v) ∈ R2 7→





u v 0
v −u 0
0 0 0



 ∈ M3(R).
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�A03*{4?68*}¾cÃ o Á � ¿ D3HA2R>3* � F54:D3HA2R>3* 4/D@684

αM = σxx
M − σyy

M =
∂W vp

M

∂dxx
M

, βM = 2 σxy
M =

∂W vp
M

∂dxy
M

.
¾�Ã o ÁfÉS¿

· D3)���6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B�9	HA47)=;<47Fz682
W vp

M

FR*�6�D3HJ�%HJ�J)=;3)+HJ0q*�GI03;3B�47FRHA;�HAGC>3)=�J,/)=)
1 + 1/n

HAG
(dxx

M , d
xy
M ) o · H�03*1) 47D3F5* Ga6AB=4 � » )-;3)+)=>%4/HCBED@6A;3�J) | 6A,/FR6AO325)+* $<F5;3*14/)�6A>jHAG�» HJ,H¼tFR;3�£»:F54/Dg47D3)B+6A,14/)+*/FR6A; | 6A,1Fz6AO325)+* dxx

M

6A;q>
dxy

M
� 2R)�4 0q*¡»XHJ,O¼�»:F54/D�47Dq) 9	HJ2z6A, B=HxHJ,1>3FR;36847)=* 6A*1*/H]B+Fz6Z47)+>%47H4/D3)+� � 47D3)C,/6A>3FR0q*
RM =

√

(dxx
M )2 + (dxy

M )2

6A;q> 47D3)}6A;3�J25)
θM
o · D3)+*1) | 6A,/FR6AO325)+*-93,/)=*/)+;<4U4/D3)�6A> | 68;t476A�J)y47D@684 RM

6A;q>
θM

6A,/)�,/)=*wË
9	)+B�47F | )+2~v�D3HJ�%HJ�J)=;3)+HJ0q*:GI0q;3B=4/FRHJ;3* H8Gs>3)=�J,/)=) 1

68;3> ÈgHAG
(dxx

M , d
xy
M ) o�� H W vp

M

,/)+6A>3*

W vp
M (RM , θM) = R

1+1/n
M C(θM),

»:D3)=,/)
C
FR*:6A;�03; ¼];qHo»:;�GI03;3B�47FRHA; oÅ *-47D3F5* 9	HJFR;<4 � »X)�FR;<4/,/H]>303B+)y47D3)yGIHJ2R25H(»:FR;3�%*/F5��9325F��@B+6847F5HJ; o#� HJ;3*/F5>3)+,1FR;3�%47D@6Z4 � �@,/*{4 �6A252@�J,768FR;jHJ,/F5)+;<4E6Z47FRHA;3* HxB=B+03,-»:F54/Dj)f¹t0@6A2	93,/HAO@6AO3F52RF54 v � 6A;q>�*1)+B+HA;3> � 47D@684 4/D3)K�A)+HJ�%)=4/,1vgHAG4/D3):�J,76AF5;3* 68;3>jHAG 47D3) 9	HJ25v]B=,1v]*1476A23FR*sFR*/H847,/HA93FRB � »X):9uHJ*{47032R6847) � »:F~47D3HJ0x4 6A;<v�,1FR�JHJ,1HJ03*��10q*wË4/F��@B+6847F5HJ;�HAG�4/D3FR* Ga6AB�4 � 47D@684X47D3) ,/)+*19uHA;3*/)?H8G�47D3)K9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2uFR* FR*/H847,/HA93FRB � 6Z4 2R)+6A*14¡»:D3)+;4/D3)U;t03��O	)+, HAGd�J,/6AFR;q* FR* 2z6A,1�J) )=;3HJ03�JD o � )K47D3)=,/)=GIHA,/)U*/F5��9q2RF5G v}47D3)U93,1) | FRHA03* )�wx93,1)+*/*1FRHJ;HAG

W vp
M
� *1)=4/4/FR;3� C(θM )

6A* 6A; ¾I03;�¼t;3H(»:;�¿ B+HJ;q*14E68;t4
C � GIHJ, θM

FR* 68;j6A;3FR*1HA47,1HJ93F5B | 6A,/FR6AO325)»:D3)=,/)+6A*
RM

F5*:6A;F5*/HA4/,/HJ9qFRB | 6A,1Fz6AO325) o(�)=4-03*:>3)��3;3)

J(σM) =

√

3

2

√

(σ̃xx
M )2 + (σ̃yy

M )2 − 1

2
(σ̃zz

M)2 + 2 (σxy
M )2,

¾�Ã o Á(Â�¿

»:D3)=,/)
σ̃M = σM −

(

1

3

47,
σM

)

1
FR* 47D3) e 8 9 `a^A\ W B `ml g ^:B \ HAG σM

o · Dq)+;�)f¹t0@6Z47FRHA;3*£¾�Ã o ÁfÉS¿
B+6A;O	)£»:,/F~4/47)=;�6A*

ε̇vp
M =

(

J(σM )

KM

)n
∂J

∂σM

,
¾�Ã o Á � ¿

»:D3)=,/)
KM

FR* 68;%0q;�¼t;3H(»:;�9@6A,/6A�%)=47)=,�¾a932R6�vxF5;3�?47Dq)-,1HJ2R) H8G	4/D3):B+HJ;q*14E68;t4
C
03*1)+>�6AO	H | )(¿4/D@684�» )£»:F52R2P>3)�47)=,/�%FR;3)UO<v�;t03�%)+,1FRB�682PB+HJ�%930q476847F5HJ;3* F5; � )+B�47FRHA;½Ã o É o

��� 	 � Ì � Ì � ��� 	 � � ��	�P" 
 � �%�o��� ���<����� 
 ��"�P���c�<� 	��  �%����& �%�o&�� 	���
º ; 4/D3)%93,/) | F5HJ03*y9@6A,{4 � »X)�D@6 | )���6A>3)j03*1)�HAGX47D3)%B+2R6A*/*1FRB+6A2 D3HJ�%HJ�J)=;3F	�+6847F5HJ;�93,1HxB=)�Ë>30q,/)�4/H�HJOq476AFR; */)=9@6A,76Z47)+2~v 6A;�)=2z6A*{47FRB%){¸u)+B�47F | )�9	HA47)=;<47Fz682X68;3>�6 | F5*/B+HA932z6A*{47F5B�)�¸�)=B=47F | )9	HA47)=;<47Fz682 o � )�9	HJ*14/032z6Z47) � 68�<6AFR; »:F~47D3HJ0x4}68;tv ,1FR�JHJ,1HJ03* �103*{47F �@B�684/FRHJ; HAGX47D3F5*CGa68B=4 � 4/D@6844/D3)�)�¸�)=B=4/F | )�B+HJ;q*147F~470q4/F | )�2R6(»�GIHJ,U47D3)%9	HJ25v]B+,{v]*14E682 F5*U47D3)%*/03��H8G 47Dq)�)=2z6A*{47FRBj)�¸�)=B=47F | )4/)+,/� »:F547D�4/D3) | FR*/B=HJ932R6A*14/FRB�)�¸�)=B=47F | )j47)=,/� o � H�47Dq)%)�¸�)=B=4/F | )jB=HJ;3*14/F54/0q47F | )g2z6�» 47D@6Z4£» )

03*1)�F5*
ε̇M(x, t) = Λ : σ̇M (x, t) +

(

J(σM(x, t))

KM

)n
∂J

∂σM
,

¾�Ã o Á(Ã�¿

Ì
	��
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»:D3)=,/)
J
FR*�>3)��@;q)+>�O<vV¾cÃ o ÁoÂ�¿ o � HJ2 | FR;q�47Dq)�){¸u)+B�47F | )��%Hx>q)+2 B+HJ;q*/FR*{47*�FR;�*1)�6A,1BED3FR;q��GIHJ,4/D3)C>3FR*1932z6AB=)+�%)+;<4��@)=2R>

uM(x, t)
*1HJ2R0x47FRHA;�47Hg47D3)C){¹]0qFR2RF5O3,/F503� )f¹t0@684/FRHJ;

∀x ∈ Ω, ∀t ∈ [0, T ],
>3F | σM(x, t) = 0,

¾cÃ o Á(Ê>¿
6A25HJ;3�L»:F~47DCB+HJ;q*147F~470q4/F | ) 2z6�» ¾�Ã o ÁoÃ�¿ � B+HJ�%9@684/FRO3F52RF~4 v:)f¹t0@684/FRHJ;�¾cÃ o � ¿u6A;3>yB+HJ; | )=;3FR)=;<4sF5;3F54/Fz6A26A;q>O	HJ03;3>36A,1v�B=HJ;3>3F~47F5HJ;3* o· D3)K»:D3HJ25)���F5B+,1HJ*/B=HJ93FRB�B+HJ;q*147F~470q4/F | )�2z6�» F5; | HJ2 | )+*j68; � &�� � 68;3>�47D3)�93,1HxB=)+>30q,/)+*>3)�4E6AF52R)=>�F5; � )=B=4/FRHJ;¤Ã o Ç o Á >3H ;qHA4 68939325v?FR;C47D3F5*rB+6A*/) o � F~47Dy47D3) ;t03��)=,/F5B�6A2J4/)+*14/*s>3)=*/B=,/FRO	)+>
F5;�4/D3)UGIHJ2R25H(»:FR;3� � »X)�BED3)=B#¼�»:D3)=4/D3)+,:47DqFR*:6A939q,/H�wxFR��6847F5HJ;���6�v�Ou)C*/)=;3*/F5O32R) o

ª�«�� � ´ / -L°�¶fµ�
 5 ° -71�´ 5i¯ 1

º ;4/D3)�9q,/) | F5HJ03* *1)+B�47FRHA; � » HJ,H¼tFR;3�³»:F547D�47Dq)�>3)�GIHJ,/��684/FRHJ;�9	HA47)=;t4/Fz6A2 � » )yD@6 | )�GIHJ03;3>6A;�){¸u)+B�47F | )C��H]>3)=2�GIHJ, 47Dq)y9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2 ��[ g \ W \Ik 8��Zb�W � c 8/e b 8�W hU\ k 8 l WZb n�\_^ b \ KM

¾a*1)+)
¾�Ã o Á(Ã�¿O¿ o�º ;�HA,/>3)=,s47HK>3)=4/)+,/�%FR;q) 6 | 6A2503)XGIHJ, KM

� »X) 03*1) ;]0q��)=,/FRB+6A2tB+HJ�%930q476847F5HJ;3* HJ;�>3F~G�ËGI)=,/)+;<4:9	HJ25v]B=,1v]*1476A2R*£À�ÁoÂ�Â � ÁoÂ � Ä � »:F54/D�*/) | )+,/6A2P25FR;3)+6A,X>qFR*/9q2z6AB=)+�%)+;<4 O	HJ03;3>@68,1v�B+HJ;3>qF547F5HJ;3* o
º ;�47Dq)�GIHA2R2RH(»:F5;3� � »X)�BEDq)+B#¼ 47D3684�47Dq)+,/)�) wqF5*14/*j6�*1FR;3�A2R) | 6A2503)�GIHJ, KM

*/03BED�47D3684g��6EË
B=,/HJ*1B+HJ93F5B�B=HJ�%930q4E6Z47FRHA;3*U6A�J,1)+)�»:F54/D �%FRB=,/HJ*1B+HJ9qFRB�B=HJ��9q0q4E684/FRHJ;q*?GIHJ,C6A2R2r47)+*{4}9q,/HJO325)+�%*
¾ 47D@684}FR* � ��6AB+,1HJ*/B=HJ93F5B%4/)+;3*1HJ,/*g68,/)�){¹t0@6A2 47H�4/D3)�6 | )=,76A�A)�HAG �%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5B%4/)+;3*1HJ,/*}H | )+,4/D3)C9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2

Ω
¿ o

� ;3)�B+6A;�6A25*/H/» HA,O¼ »:F547D�47Dq)��%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B%*{47,1)+*/*}9uHA4/)+;<47FR6A2 47HHJOq476AFR;�6A;�)�¸�)=B=47F | )*{47,/)=*/* 9	HA4/)+;<47FR6A2 o � ;3) �@;3>q*r47Dq)X*/6A��) ,/)=*/032~4r6A*L¾�Ã o Á � ¿ � »:F~47D}6 ^ g B ` W B�` >3F ¸u)+,1)+;<4rB+HJ;3*{4E6A;<4
Ks

M
o · HU;]0q��)=,/FRB+6A2R2~vC>3)=4/)+,1��F5;3) 6 | 6A2503) GIHJ, Ks

M
� HA;3)�»XHJ032R>�GIHA2R2RH(» 4/D3) *768��) 9q,/H]B+)+>q03,/)6A* O	)=GIHA,/) � )�wxB+)=9q4 47D@684 HJ;3)L»XHJ032R>¤»XHJ,H¼ »:F54/Dg2RFR;q)�6A,r*/03,{Ga6AB+) GIHJ,1B+) O	HJ03;3>36A,1v}B+HJ;3>qF547F5HJ;3* o

º G�47D3) | 6A2R0q) GIHJ03;3> GIHJ, Ks
M

FR*�4/D3) *76A�%)�6A*�47D3) | 6A2503) GIHJ03;3> GIHJ, KM

¾'»:F547D 25FR;3)+6A,
>3F5*/932R6AB+)=��)=;<4dOuHJ0q;3>@6A,{v?B+HA;3>3F54/FRHJ;q*#¿ � 47D3)=;U47D3) )�¸�)=B=47F | ) *14/,/)=*/*d9uH847)+;<4/Fz6A28FR*P47Dq) (d)=�J)+;q>3,/)4/,76A;3*{GIHJ,/� HAGd47D3) ){¸u)+B=4/F | )y>q)=GIHJ,1��684/FRHJ;�9uH847)+;<4/Fz6A2 � 68;3>�47D3)U9	HJ25v]B=,1v]*1476A2P6AB�470@682R25v%HJO	)=v]*6A;�)�¸�)=B=4/F | )g*{47,1)+*/*�Ë *{47,768FR;�,/)=2z684/FRHJ; ¾a*1)+) � )=B=47F5HJ; Ã o Ç o Áo¿ o�� )}>3FR> ;qHA4U��6:¼A)}4/D3FR*�¼]F5;3> HAG4/)+*14 � */F5;3B+) � »:Dq)+;�HJ;3)�03*/)=*g*/03,{Ga6AB+)�GIHA,/B+)�OuHJ0q;3>@6A,{v B=HJ;3>3F~47F5HJ;3* � 47Dq)�>3F5*/932R6AB+)=��)=;t4�684){¹]0qFR2RF5O3,/F503� FR* HJ;32~v�>3)�47)=,/�%FR;3)=>�0q9�4/H�6j,/F5�JFR>�OuH]>qv��%HA47F5HJ; o
*sFR;36A2R2~v � 6�4/D3FR,1>�4/)+*{4�F5*g9uHJ*1*/F5O32R) $ HJ;3)�B+6A;�0q*/)���F wq)=>�OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;3>qF547F5HJ;3* ¾'» )

F5��9	HJ*/)%>3F5*/932R6AB+)=��)=;t4�HJ; *1HJ�%)�9@68,14�HA; 47Dq)�O	HJ03;3>@68,1v 6A;3> *103,1Ga68B+)�GIHA,/B+)�)+25*/){»:Dq)+,/)�¿ o
� )+*103254/*HAGy47DqFR*K¼tFR;3> HAG�47)+*{46A,/)��JF | )+; FR;�4/D3)�GIHJ2R25Ho»:F5;3� o · D3) 9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2C6AB�470@682R25vHJO	)=v]*K6A;�){¸u)+B=4/F | )�*{47,/)=*/*�Ë *14/,76AF5;�,1)+2z6Z47FRHA;�F5Gd47D3) | 6A2R0q)U93,/) | F5HJ03*125v�GIHJ0q;3>�GIHA, KM

¾a03*1FR;3�
25FR;3)+6A,?>3F5*/932R6AB+)=��)=;t4CO	HJ03;q>@6A,1v B+HJ;3>qF547F5HJ;3*@¿KFR*C6A25*/H | 6A2RF5> »:F54/D�47D3)=*/)%��F wq)=>�OuHA03;3>@6A,{vB=HJ;3>3F~47FRHA;3* o

� )gD36 | )�9	)+,{GIHJ,/�%)+>�;t03�%)+,1FRB�682r47)=*14/*}»:F~47D�47D3,1)+)j>3FÆ¸�)=,/)+;<4C9	HJ25v]B=,1v]*1476A2R* � HJ;3)gHAG�Ç�È�J,/6AFR;q*<¾ �@,/*{4L»:F54/D�6}B=H<6A,/*1) �%)+*1D $�ÂC47HJÁ(Â �@;3F~47)K)+2R)=��)=;<47* 9	)+,X�J,768FR;
	<47D3)=;J»:F54/D�6 �3;3)+,
�%)+*1D $ �@;3F~47) )=2R)=��)=;t4 )+>3�J)=*s4�»XHC4/FR�%)+*r*/��6A2R25)+,#¿ � 6A;3>}4�»XHCHAG�Á�Á(È �A,76AF5;3*�¾ 47D3) */6A�%) �J,768FR;�J)=HJ�%)=47,{v � O30x4¡»:F~47Dj4�» H�>3F ¸u)+,1)+;<4 HJ,/F5)+;<4E684/FRHJ;j*/6A��9q2R)+*@¿ o � )�» HJ,H¼gFR;%�J)+;q)+,7682RF	�=)+>j932R6A;3)*{47,768FR; FR; >3FR,1)+B=4/FRHJ;

z � 4/D@684�FR*U47H�*76�v »X) �103*{4�*1FR��0q2z684/)j6 � & 2z6�vJ)=,�H8G 47Dq)�9	HJ25v]B=,1v]*1476A2
HAGX*/F5>3)g*/0q,1Ga6AB=) S � »:F~47D Ç'& >3F5*/932R6AB+)=��)=;t4 � *{47,768FR;�6A;3>�*{47,/)=*/*C47)=;3*/HJ,$�3)+2R>q* o � Dq)�6A,1* εxz
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6A;q>
εyz

6A,1)U)f¹t0@6A2P4/H!�+)+,1H � 6A;q> εzz

FR* 03;3F~GIHJ,/� HJ;�47Dq)�»:DqHJ2R)U2R6 vA)+, o · D3) | 682R03)?H8G εzz

FR*
HJOx4E6AF5;3)+>�O<v�6A*/*103�%FR;3�g47D3684 47D3)C,1)+*/0q2547F5;3��GIHJ,1B+)C;3HJ,1��6A2u47Hg47D3)C2R6 vA)+, F5*��+)+,1H o

� ;�4/D3)g*/F5>3)g*/0q,1Ga6AB=) S � »X)%BEDqHxHJ*1)j*/) | )+,/6A2 >3F ¸u)+,1)+;<4COuHA03;3>@6A,{v B=HJ;3>3F~47FRHA;3* $P25FR;3)+6A,>3F5*/932R6AB+)=��)=;<4}O	HJ03;3>36A,1v�B=HJ;3>3F~47FRHA;3*�¾ \ 8�b n�` WZb l WZY�g B 8 nEn�` WZb � 4/Dt03*�6�*147,/6AFR; >3)=;3HA47)=> O<v6�*/0q9u)=,/*/B=,/F59q4³· � 	 nEk 8 ^:B � 6�*{47,/6AFR;�>3)=;3HA4/)+> � 	 \ 8�b n�` WZb l WZY�g B 8 nEn�` WZb nEk 8 ^:B � 6 *{47,/6AFR;>3)=;3HA4/)+> · ��� ¿ � 68;3>�6A2R*1H Y `�G 8/e 
 W [ b	e ^:BiT�l WZb	e ` \a` WZb n�� 2R)=4147F5;3�}4�»XH%HA939uHA*/F54/) Ga6AB=)+* GIHJ,1B+)GI,1)+) � F5��9	HJ*1FR;3� �+)+,1H�;qHJ,/��6A2]>3FR*1932z6AB=)+�%)+;<4 HJ;jHJ;3) Ga68B+) � 6A;3>jFR�%9uHA*/FR;q�U6?03;3F~GIHJ,/� 47)=;3*/F52R)
>3F5*/932R6AB+)=��)=;<4�,7684/)�HJ;�4/D3) 2R6A*14�Ga6AB+) ¾ 47)=*14�>3)=;3HA4/)+> ·�¿ o * HA,�>3F5*/932R6AB+)=��)=;t4�OuHA03;3>@6A,{vB=HJ;3>3F~47FRHA;3* � 4/D3)C*14/,76AF5;�4/)+;3*1HJ,/*K6A,1)

εTC
M (t) =





α t 0 0
0 −α t 0
0 0 0



 , εS
M(t) =





0 α t 0
α t 0 0
0 0 0





6A;q>

εTCS
M (t) =





α1 t α2 t 0
α2 t −α1 t 0
0 0 0



 .

*@HJ, O3,/) | F54 v � »X)yHJ;325v�>3)=476AFR2PDq)+,/)CHJ;q)y4/)+*14-B+6A*/) � ;36A��)=25v�47D@684:H8G 6g9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2�*103O�Ë
�1)=B=47)=> 47H�*/D3)+6A,}25H<6A> o · Dq)�6 | )=,76A�J)=>���F5B+,1HJ*/B=HJ93FRBg*{47,/6AFR; 47)+;q*/HJ,}6A;3> 4/D3)���6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B*{47,768FR;4/)+;3*1HJ,-FR;3B=,/)�68*/)}25FR;3)+6A,/2~v�68*-4/FR�%)yF5;3B+,1)�6A*1)+* o � ;3)yB�6A;*/)=)}HJ; *sFR� o Ã o � 47D3)�6 | )=,76EË�J)=>��%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5Bg*14/,/)+*1* 〈 σµ(x, t) 〉

6A*y6�GI03;3B=4/FRHJ;�HAGX47F5��) ¾'» )%D@6 | ) 〈 σyy
µ 〉 = −〈 σxx

µ 〉6A;q>
σzx

µ (x, t) = σzy
µ (x, t) = σzz

µ (x, t) = 0
¿ � 6A;3> 47Dq)���68B+,/HA*/B+HA93FRBy*14/,/)+*1* σM (t) � »:D3F5BEDF5*�03;qF5GIHJ,1��FR;�47D3F5*CB�6A*1) o � )%��6�¼A)j47D3)�6A*/*103�%9q47F5HJ; 4/D@684 � FR;�47D3)%2RHJ;q��Ë_4/FR�%)�2RF5��F~4 � 47D3)*{47,/)=*/*y47)+;q*/HJ,1*

σµ(x, t)
6A;3>

σM (x, t)
B=HJ; | )=,/�J)%47H�6�2RFR�%F54 � »:D3FRBED�47Dt03*CB+HA,/,/)=*/9	HJ;3>3*C47H4/D3) *1476847F5HJ;@6A,{v},1)+�JF5��)XHAG1¾cÃ o Ã�¿s6A;q> ¾�Ã o ÁoÃ�¿ o � ;3) B�68;%BEDq)+B#¼�47D3684 47Dq) 2RFR�%F54 limt→∞ σxy

M (t)>3)=9u)=;3>3*XHJ;
KM

¾ GIHJ, 47D3F5* */D3)+6A, 2RH<6A>g4/)+*14 � 6A;�68;@6A25vt4/FRB�682q)�wx93,1)+*1*/FRHA;�B�6A;%O	):GIHA03;3>�¿ o�� )BED3H]HJ*1)
KM

*1H%4/D@684
lim
t→∞

σxy
M (t) = lim

t→∞
〈 σxy

µ (x, t) 〉,
»:D3F5BED 25)�6A>3*�F5;�47D3F5*�B+6A*/)�4/H�4/D3)�;]0q��)=,/FRB+6A2 | 6A2503) KM = 347 � �s6 o · D3)�93,1) | FRHJ0q*){¹]036847F5HJ;j)+;qGIHJ,1B+)=* 4/D@684 � FR;�47Dq)-25HJ;3��Ëm47F5��) 2RF5��F~4 � 47Dq)-)�¸�)=B=4/F | ):2R6(»�FR*sB+HJ;3*1FR*{47)+;<47»:F54/D�47D3)�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5Bg2z6�» o · D3)%��68B+,/HA*/B+HA93FRBg*{47,/)=*/*y>3FR*1932z6�vA)+>�HA; *rFR� o Ã o � D@6A*CO	)+)+; B+HJ�%930q4/)+>03*1FR;3��4/D3FR* | 6A2503)�HAG KM

o � )�6A25*/H�;3H847FRB=)�47D3684 σxx
M = 0 � 68*%) wx9u)=B=47)=> o � ;�47D3)�HA4/D3)+,D@68;3> � 〈 σxx

µ (x, t) 〉 FR*:;3H84 �+)+,1H � D3H(»X) | )=, 039�47H%6g*/��6A252�)+,1,/HJ, o*@HJ,�4/D3)�HA47Dq)+,�47)=*14j93,1HJO325)+�%* � 4/D3)�*/F~470@6Z47FRHA;�FR*�47D3)�*/6A��)�6A*�47D3)�HA;3)�» )�>q)+*/B=,/F5Ou)D3)=,/) o�º 4UFR*K9uHJ*1*/F5O32R)}4/H �@;3>�HAG | 6A2503)�GIHJ, KM

O<v�6A> �103*14/FR;3��4/D3)�2z68,/�J)=*14UB=HJ��9	HJ;3)=;<47*?HAG
*{47,/)=*/*�6A;3>�*14/,76AF5; 47)=;3*/HJ,1*�¾aFR; 4/D3)g2RF5��F~4

t → ∞ ¿ � 68;3>�47D3)=,/)gFR*?6�*1��682R2s)=,/,1HJ,?HJ;�*/HA��)B=HJ��9	HJ;3)=;<47*�¾
xx

6A;3>
yy

F5;*1D3)�68, 2RHJ6A> � xy F5;47)=;3*/F5HJ;�B=HJ�%93,/)=*/*/F5HJ;�25H<6A>�¿ o · D3) | 6A2503)+*GIHJ0q;3>�GIHJ,
KM

6A,/)y�JF | )+;FR;	·s6AO o Ã o Á o � )�;qHA47F5B+)C47D@684 � 0394/H�6JÈ o É�� )+,/,1HJ, � 4/D3) | 6A2503)>3)=9u)=;3>3* ;3)=F547Dq)+, HJ;�4/D3) 4 v]9u) HAG	O	HJ03;3>36A,1v}B+HJ;3>qF547F5HJ;3* � HJ;g4/D3) ;t03��O	)+, HAG	�J,/6AFR;q* � HA;�47D3)�%)+*1D�*/F��+)-;3HJ, HA;�47Dq)KHJ,1FR)=;t476847F5HJ;%>3FR*{47,/F5O30q4/FRHJ;j*768��9325) o · Dt03* 4/D3)K9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2	HJOu)�v]* 6A;)�¸�)=B=47F | )yB+HJ;q*147F~470q4/F | )y2R6�» »:F~47D KM = 346 � �s6 o
º ;gHJ,/>q)+,s4/HU��)+6A*/03,1) 47D3) )+,/,1HJ, HAG 4/D3) */��6A252xB=HJ��9	HJ;3)=;<47* HAG@4/D3) 47)=;3*/HJ,1*�»:F54/Dg,/)+*19u)=B=44/H%4/D3)y6 | )+,/6A�J) | 6A2R03) � »X)�>3)��@;3)C*/HA��)C)+�%93F5,/FRB )+*14/FR��6847HA,/* $

Ì
	<;



� �a� ��� � ��� ( � . *8� 7 " 3 * .� &( 3 $# 

〈 σxx
µ 〉

〈 σxy
µ 〉

4/FR�%)
ÂÉÇ�ÁÈ

� È

É>È

� È

È σxx
M

σxy
M

47F5��)
ÂÉÇ�ÁÈ

� È

É�È

� È

È

�� �!#"PÃ o� � � D3)+6A, 2RH<68>�HJ;�47Dq)�Ç�È?�J,768FR;�9	HJ25v]B=,1v]*1476A2 $J6 | )+,768�J)+>%��F5B+,1HJ*/B=HJ93FRBX*14/,/)+*1*^¾a2R)�G 4i¿ ���6AB+,1HJ*/B=HJ93F5BU*147,1)+*1*¤¾I,/FR�ADt4#¿ o
Ç�Èg�J,/6AFR;q*

� HJ6A,/*1)y�%)+*1D
Ç�Èg�J,768FR;3*
*sF5;3)?�%)+*/D

Á�Á(Èg�J,768FR;3*
� 68��9325)¤Á

Á�Á(Èg�J,/6AFR;q*
� 6A�%932R) �

· Ç:ÉSÂ o�� Ç�ÉSÃ o Á
· � Ç:ÉSÂ o�� Ç�ÉSÂ o�� Ç�ÉSÃ o Á Ç:ÉSÂ o Ç
� Ç:ÉSÃ o� Â Ç�ÉSÃ o� Â Ç�É�É o�� Ç:É�É o��
· ��� Ç:É �qo Á Ç�É �qo È Ç�É �qo���� Ç:ÉSÂ o É

����� "�Ã o Á ��� 682R03)=* HAG KM

GIHA, >3FÆ¸�)=,/)+;<4 9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2R*¡»:F547D�>3F ¸u)+,1)+;<4 2RHJ6A>3FR;q�J*£¾ 47D3)?F5;3>3F�Ë
B+6847)=> | 6A2R0q)UFR* 47Dq)�6 | )+,768�J)CHJ;�>3F ¸u)+,1)+;<4-OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ; | 6A2503)+*@¿ o

��GIHA, ��F wq)=>�OuHJ0q;3>@6A,{v�B+HJ;q>3F54/FRHJ;3* � lim
t→∞

(

〈 εxy
µ 〉/〈 εyy

µ 〉
) 	

�
lim
t→∞

(

〈 σxx
µ 〉/〈 σxy

µ 〉
) GIHA, */D3)+6A,K25H<6A>
	

��GIHA, 47)+;q*/FRHA;�Ë B=HJ��9q,/)+*1*/F5HJ;�2RH<6A> � lim
t→∞

(

〈 σxy
µ 〉/〈 σyy

µ 〉
) 	

�
lim
t→∞

(

〈 σxx
µ −+σxy

µ 〉/σxy
M

) GIHA,�47)=;3*/F5HJ;�Ë B=HJ�%93,/)=*/*/F5HJ;�Ë_*/D3)+6A,P2RHJ6A> � O	HJ03;q>@6A,1v B+HJ;q>3F54/FRHJ;3*
O	)+F5;3�j*/Hj47D@6Z4

lim
t→∞

σxx
M −+σxy

M = 0
	

· D3) | 6A2503)+* GIHA03;3>�GIHJ, 4/D3)+*1)C)+*14/FR��6847HA,/* 68,/)?�JF | )=;�F5;�·r6AO o Ã o�xo � ;q)?B�6A;�;3H847FRB=) 47D3684:6A252)=,/,/HA,/*?68,/)y*/��6A2R2-¾I2R)=*/*:47D@6A; Ç ��¿ � */H�47D3)y){¸u)+B�47F | )}2R6(» FR*K6%�AHxH]>�689393,/H�wxFR��684/FRHJ;�HAGr47D3)�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BU��H]>3)=2�FR;��%HJ*14:H8Gr4/D3)C*/F54/0@684/FRHJ;3* *{4703>qFR)+> o
º 4}F5*�6A25*/H�FR;<47)=,/)=*147F5;3�4/H�B=HJ��9q0q47)�6 | )+,/6A�J)+*}HJ; �J,/6AFR;3*CHAG *147,1)+*1*�HJ,}*{47,/6AFR; 47)+;q*/HJ,1* �6A;q>�;3HA4�HJ;�4/D3)/»:D3HJ2R)�9	HJ25v]B+,{v]*14E682 o � )	» 6A;<4�47H ¼t;3H(» »:D3)=4/D3)+,%47D3)=*/) 6 | )+,768�J)+*�68,/)*1FR�%FR2z68,sGI,/HJ� HA;3)K�A,76AF5;%4/H�6A;3H847D3)=,XHJ;q) � HJ, | )+,{v%>3F ¸u)+,1)+;<4 o (�)=4X03*XGIH]B+03* HJ;%47D3):47)=;3*/F5HJ;�ËB=HJ��9q,/)+*1*/F5HJ;�Ë *1D3)�68, 2RH<6A> o Å 4:)�68BED�4/FR�%) *{47)+9 � » )CB+HA��930x47) � GIHJ, )�68BED��A,76AF5; � 4/D3)C6 | )+,/6A�J)H | )=, 47Dq)K�J,/6AFR;%HAG (εvp

µ )yy 68;3>�HAG σ̃yy
µ

¾
σ̃
F5* 47D3)K>3) | Fz6Z47HJ,1FRB 9@6A,{4 H8G σ ¿ o�� )�»XHJ,H¼�»:F~47Dj47D3)| FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB:*{47,768FR;�4/)+;3*1HJ,X6A;3>�4/D3)->3) | Fz6Z47HJ,1FRB:*14/,/)+*1* 47)=;3*/HA,X*1FR;3B=)K47Dq)+*/) 6A,/):47Dq)K;@6Z4703,/6A2

| 6A,1Fz6AO325)+* GIHJ,X4/D3) | FR*1B+HJ932R6A*14/FRB-47)+,1� H8G 4/D3)?B=HJ;3*14/F54/0q47F | )?2R6(» o�� )+*/0q2547* 6A,/)?�AF | )=;�FR;K*rFR�J* o
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Ç:Èj�A,76AF5;3* Ç�Èg�J,768FR;3* Á�Á(Èg�J,768FR;3* Á�Á(È��J,/6AFR;q*
� H<6A,/*1)C��)=*/D *sF5;3)U�%)+*/D � 68��9325)¤Á � 6A��9q2R) �

· � � È o � �
· � �]o Â � �xo Â � È o Ê � Á o� �
� �]o � � �xo � � Á o Á � Á �
· ��� È o Ç � È o Ç � Á o É � Á o Ç �

����� "%Ã o � � � 6A2503)+*yHAG )=,/,/HA,})+*{47F5��684/HJ,/*UGIHJ,�>3F ¸u)+,1)+;<4�9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A25*�»:F54/D�>3FÆ¸�)=,/)=;t4}2RH<6oË>3F5;3�J* o

Ã o ÇC6A;3>JÃ o É o Å 4 47Dq) Ou)=�JFR;3;qFR;3� � 47D3)-6 | )=,76A�A)+* GIHJ, 6A252q�J,/6AFR;3* 6A,/) 47Dq) *76A�%) $<) | )+;�»:F547DqHJ0q46A;<vjv]FR)=2R>%*147,1)+*1* � 4/D3) | F5*/B=HJ03* �3Ho» B+6A;�O	)-;3)+�J25)+B�47)+> � 6A;q>�>303)-47HC47D3)K03;3F~GIHJ,/��)=2z6A*{47F5B+F54 v
6A*1*/03�%9q4/FRHJ; � 682R2@�J,/6AFR;3* �AF | ):47Dq)K*/6A��):,1)+*/0q254 o Å * 4/D3) | F5*/B=HJ932z68*147F5B 47)+,1� FR;3B=,/)+6A*/)=* � �J,768FR;,1)+*/9	HJ;3*1)+*gO	)+B=HJ��)�D3)=4/)+,1HJ�J)+;q)+HJ03* o Å B+B=HJ,/>qFR;3��4/H�B=2z6A*1*/FRB+6A2 ,/)+*103254/*}F5;�)+2R6A*14/H�Ë 9q2z6A*{47FRB=F54 v
À�ÁoÂ:Ê�Ä � 47D3) �3,/*14}*/)�4gHAG:9	HJFR;<47*�HJ; *sF5� o Ã o É � B+HJ,1,/)+*19uHA;3>3FR;q��47H�6 | )+,{v 25Ho» ��6AB=,/HJ*1B+HJ93F5B
| FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB *147,/6AFR; ¾a6A,/HA03;3>�È o È�È�È � ¿ � 68,/) 6A25FR�J;q)+>g6A25HJ;3�U6?25FR;3) � 4/D3) */25HJ9u) HAG�»:D3FRBEDjFR*s;3HA4Ga6A, GI,1HJ� 4/D3)U*/D3)+6A,-��H]>3032503* o (dF ¼A)?GIHJ, *1)+2~G�Ë B+HA;3*/F5*147)=;<4 689393,/HJ6ABED3)+* � 47D3)C*/25HJ9	)U>3)+B=,/)�68*/)+*>30q,/FR;q��47D3)?25H<6A>3F5;3�J¾a*/)=)?47D3)K47D3,1)+)U*/)�47* HAGd9	HJF5;t4/*XGIHJ, 6���68B+,/HA*/B+HA93FRB | F5*/B=HJ932z68*147F5BK*{47,/6AFR;HAG�È o È�È�È �q� È o È:È Á(È�6A;q>KÈ o È�È Á�ÉS¿ � Oq0q4 HJ;3) B�6A;�6A25*/H�HJO3*/)=, | )�68;�6A>3>3F~47F5HJ;@6A2 D3)�47)+,1HJ�J)=;3)+F~4 v o
· D3F5*�¼tFR;q>�HAGdB+0q, | )=* B�6A;�Ou)K03*/)=>�47H}B+6A2RF5O3,76Z47):93D3)=;3HJ�%)+;3HJ25HJ�JF5B�6A2@�%Hx>q)+2R*-»:F54/D�03;3F~GIHJ,/�*{47,/)=*/* 6A;3>�*14/,76AF5;�F5;�)�6ABED�93D@6A*1) o

〈 σ̃yy
µ 〉g

〈 (εvp
µ )yy 〉

È o È:È Á(ÊÈ o È:È Á�ÉÈ o È�È ÁÈ o È:È�È �È o È:È�È �Ë�È o È:È�È �

� È
Â:È
É>È
Ç�È
� È
Á(È
È

�� �!#"SÃ o Ç � � | HJ2R0q4/FRHJ;}HAG 〈 σ̃yy
µ 〉g

6A* 6-GI03;3B=4/FRHJ;}HAG 〈 (εvp
µ )yy 〉 GIHA,r47Dq)�Ç�È �J,/6AFR;�9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2 �4/)+;3*1FRHJ;�Ë_B+HJ�%93,1)+*/*1FRHJ;PË */Dq)�6A, 25H<6A> ¾ 〈 · 〉g FR* 4/D3)y6 | )+,/6A�J)CH | )=,-4/D3)C�J,76AF5;�¿ o

� H�Ga6A, � » )jD@6 | )$�10q*14CB+HA��9@68,/)+>�,1)+*19uHJ;q*/)+*yFR; 4/D3)g2RF5��F~4 t → ∞ ¾aFR; 4/D3FR* 2RFR�%F54 � 47D3))=2z6A*{47FRB:9@68,14 HAG�4/D3)-B+HJ;3*{47F~470q4/F | ):2R6(»�B�6A;qB+)+252R*@¿ o�� )K��6�vj6A2R*1HCB+HJ�%9@6A,1)-,1)+*19uHJ;q*/)+*X>303,1FR;3�4/D3)�»:D3HA2R)y2RH<6A>93,/H]B+)=*/* � 4/H�BED3)=B#¼	»:D3)�47D3)=,?��F5B+,1HJ*/B=HJ93FRBy6A;q>�){¸u)+B�47F | )}2R6�»:*?6A�J,1)+)yHJ;32~vF5;�4/D3) | F5*/B+HA932z6A*{47F5BU2RFR�%F54XHJ,-6A25*/H�»:D3)+;�)+2z68*147F5BC6A;3> | FR*/B=HJ932R6A*14/FRB?47)=,/�%*-6A,/)yHAG 47D3)y*76A�%)
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〈 σ̃yy
µ 〉g

〈 (εvp
µ )yy 〉g

È o È:È Á(ÊÈ o È:È Á�ÉÈ o È�È ÁÈ o È:È�È �È o È:È�È �Ë�È o È:È�È �

� È
Â:È
É>È
Ç�È
� È
Á(È
È

�� �!#"�Ã o É���� | HJ250q47F5HJ;CHAG 〈 σ̃yy
µ 〉g

6A* 6 GI03;3B�47F5HJ;�H8G 〈 (εvp
µ )yy 〉g

GIHJ,P4/D3)¡Ç�È �J,76AF5;U9uHA25v]B+,{vx*{4E6A2 �4/)+;3*1FRHJ;�Ë_B+HJ�%93,1)+*/*1FRHJ;PË */Dq)�6A, 25H<6A> ¾ 〈 · 〉g FR* 4/D3)y6 | )+,/6A�J)CH | )=,-4/D3)C�J,76AF5;�¿ o

HJ,1>3)+,�HAGU��6A�J;3F~4703>3) o�� ) ��6:¼8)�*/0qBED 6 B+HJ�%9@6A,1FR*/HA;�FR;V*sFR� o Ã o Â o *@HJ,j47D3) H847D3)=,�47)=*1493,1HJO325)+�%* � 4/D3)�*/F54/0@684/FRHJ;�F5*�682RFF¼8) $ 47Dq)�)�¸�)=B=4/F | )�2z6�» FR*gF5;��AHxH]>�6A�J,1)+)+�%)+;<4�»:F54/D�47D3)
�%FRB=,/HJ*1B+HJ93F5BU2z6�» ¾I47Dq)y>qF ¸u)+,/)=;3B+)CF5* */��6A2R25)+,X4/D@6A;

1%
¿ o

〈 σxy
µ 〉
σxy

M

4/FR�%)
�ÂÉÇ�ÁÈ

� È

É>È

� È

È 〈 σxy
µ 〉
σxy

M

ÉÇ o ÂÇ�xo Â

� Á o Â

� Á

� È o Â

� È

Â � o Â

�� �!#"�Ã o Â �/· ,76A;3*1FR)=;t4 ,/)=*/9	HJ;3*/)}HAG 47Dq)¤Ç�È%�J,76AF5;9	HJ2~vxB=,1v]*1476A2 � *1D3)�6A,K2RH<68> o · D3)�)�¸�)=B=47F | )2R6(» FR* F5;��AHxH]>�6A�J,1)+)+�%)+;<4�»:F54/D�47D3)C�%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B?2z6�» ¾a2R)�G 4i¿ o � ;�4/D3)C,/FR�ADt4wË D@68;3>�*/F5>3) � 6
�=HxHJ� HJ;�47D3)C,/)=�JFRHA;/»:Dq)+,/)C47Dq)+,/)y6A,1)U*/HJ�%)C>3F ¸u)+,1)+;3B=)+* o
· D3FR*�;t03��)=,/F5B�6A2 ,/)=*/032~4�F5* | )=,1v */03,193,/F5*/F5;3� o � 4E6A,{47F5;3��GI,1HJ� 6��%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B%B=HJ;3*{47F54/0�Ë

4/F | )%2z6�» »:DqFRBED�F5*U47FR�%)�Ë_>3)+9	)+;q>3)+;<4}6A;3>�F5; | HJ2 | )+*y4�» H9uH847)+;<4/Fz6A25* � »X)�*/9q2RF54CF~4yFR;<47H�4�» H4/)+,/�%* o�� )�6A93932~v*1)+9@68,7684/)+25vHJ; )+6ABED�HAG 4/D3)+� 6�93,1HxB=)+>303,1)¤»:D3FRBED�F5* O@68*/)+>�HA; *1476847F5H�Ë
;@68,1vB�6A25B+032503*KH8G | 6A,/FR6847F5HJ;3* o#� ) �q4 KM

HJ;�4/D3)}25HJ;3��Ëm47FR�%)U2RF5��F~4 HAG 4/D3)�*{vx*{47)=� � »:D3FRBEDB=HJ,/,1)+*/9	HJ;3>q*X47HU4/D3) | F5*/B+HA932z6A*{47F5B ,/)+�AFR�%) o · Dq)K;t03�%)+,1FRB�682@,/)+*103254 F5* 47D@684 4/D3):){¸u)+B=4/F | )K2R6(»F5*?FR;�6A�J,/)=)+�%)+;<4<»:F~47D�4/D3)��%FRB+,1HJ*/B=HJ93F5B�HJ;q)�OuH847D F5; *1476847F5HJ;@6A,{v�68;3>�47,/6A;3*1FR)+;<4U,1)+�JF5��) �

� )j6AB#¼t;3H(»:2R)=>3�J)}4/D3)�Ga6AB=4K47D@6Z4 47Dq)+,/)gF5* ;3H�,1FR�JHA,/HJ03*-,/)+6A*/HA; GIHJ,K4/D3FR*?*103B+B=)+*1* $�» ) �103*14
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HJOq*/)+, | )y47D@684 4/D3)U4�» H%2z6�»:*-6A,1)UB+HJ;3*1FR*{47)+;<4 o

ª�«�� � ±�®/µ 5f´ 1�¶�± ® 1

� )CD@6 | )}>3)+6A254:F5;�4/D3FR*-6A,{47F5B+2R)^»:F547D6j*/FR�%9325)?��H]>3)=2�HAG 6 � & D3)=4/)+,1HJ�J)+;q)+HJ03*K)+2R6A*14/H�Ë
| FR*1B+HJ9q2z6A*{47FRB�9uHJ2~v]B+,1v]*{4E6A2 � GIHJ,J»:DqFRBED ;3H 47Dq)+HJ,1)=47F5B�6A2 ,/)+*103254/*�HJ;�47Dq)�){¸u)+B=4/F | ) 2R6�» 68,/)
6 | 6AFR2R6AO325) o � ):D@6 | )K*/03B=B+)+)=>3)+>�FR;%;]0q��)=,/FRB+6A2R2~v}F5>3)+;<4/F5G v]FR;3�C68;�)�¸�)=B=47F | )-2z6�» o�� )-HAO3*/)=, | )4/D@684:47D3F5* ){¸u)+B�47F | )�2R6�» F5* B+HJ;3*1FR*{47)+;<4�»:F54/D�4/D3)y��F5B+,/HA*/B+HA93FRB?2R6�» F5;�O	HA4/D�4/D3)y*14E6Z47FRHA;@6A,1v6A;q>�47,/6A;3*1FR)+;<4%,/)=�JFR�%) � 6A254/D3HJ03�JD�F~4jD@6A*%Ou)=)+;�HJOq4E68FR;3)=>�O<v�6�D3HJ�%HJ�J)=;3F	�+6847F5HJ; 93,1HxB=)�Ë>30q,/)C>3)+*1FR�J;q)+>�GIHJ, *1476847F5HJ;@6A,{v�9q,/HJO325)+�%* o � )C6A,1)U03;qGIHJ,{4703;36847)=25v�0q;@6AO325) 47Hj93,1H | F5>3)C6A;<v) wq9q2z6A;@6Z47FRHA;�GIHA, 47D3F5* Ga6AB=4:O30x4 68,/)CB+03,1,/)=;t4/25v�»XHJ,H¼]F5;3�jFR;�47D3684:>3FR,1)+B�47FRHA; o
� � ���$�P�J� P"$� 
 P��	(�
º »XHJ032R>�2RF ¼A) 47HK4/D@6A;�¼ � 2R6A03>3)X(�)�� ,1FR*dGIHJ, ��6A;<vCF5;3*/F5�JD<47* FR;3B=HJ,/9	HJ,76Z47)+>yFR;C47DqFR*r6A,14/FRB+25)6A;q>%GIHJ, DqFR* | )=,1vgB+6A,/)�GI032@,/)+6A>3F5;3�UHAG	47D3):��6A;t03*/B=,/FR9x4 � 6A*�»X)+252 6A*��U)+HJ,1�J)+* � 6AF52R2R)�4E6A0q>g6A;3>

� )+;@6803> � 6A*1*/HJ;�GIHJ,�D36 | F5;3��F5;t4/,/H]>303B=)+>��%)�47H 4/D3) �3)+2R>�6A;3>�GIHJ,%4/D3)+F5, | )+,{v�Dq)+2R9xGI032*103�J�J)=*147F5HJ;3* o
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 / ¶��³´.-4/ ± 5 � µL´.5 
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À�ÁfÄ2& )=*'B+H]>3)+*�>q)�>qv];@6A�%FF¹t03) ��HJ25.+B=032z6AF5,/) 9	)+0 | )+;<4��=4/,/) 4/,/HJ0 | .+*'*103,�2R) */F~47)

��� � !�"$#�#&%(' )�*,+�%�-/.&�10�%�-32�4657-389) #;: <,0;8,=>0,)@?6*BAC+D�

E 6GF 24�!(!)+� (7H+*IH 24�!6KJ
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