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Chapitre 1

Introduction

Le théme central de cette thése est I’étude des fibres singuliéres (complexes) de I'application
moment d'un systéme algébriquement intégrable. Nous nous concentrons sur le cas des systémes
de Mumford impair et pair d’ordre g (ou g € N*). Ainsi, dans cette introduction nous retragons
d’abord la naissance du concept d’intégrabilité algébrique et rappelons rapidement le systéme de
Mumford impair d’ordre g. Ensuite, nous motivons et décrivons plusieurs stratifications de ’espace
de phase de ces systémes, ainsi que des fibres de leur application moment. Les strates fines des
systémes de Mumford impairs sont ensuite étudiées du point de vue de la géométrie algébrique, et
nous montrons que chaque strate est isomorphe avec un ouvert de la jacobienne généralisée d’une
courbe singuliére (en général) que I'on peut expliciter.

1.1 Origines historiques de 'intégrabilité algébrique

Nous expliquons d’abord comment la notion d’intégrabilité algébrique est née a la fin des
années '70, alors qu’elle aurait pu naitre un demi-siécle auparavant.

1.1.1 L’intégrabilité avant les années 60

Les systémes intégrables apparaissent d’abord en mécanique classique, lors des tentatives de
résoudre explicitement les équations de mouvement qui décrivent des systémes de particules en
interaction, comme par exemple les planétes du systéme solaire. Par des méthodes directes il était
possible de traiter les systémes classiques & un degré de liberté et certains systémes (comme le
probléme & deux corps) ayant plusieurs degrés de liberté, mais possédant un groupe non-trivial
de symétrie. Mais méme lorsque Euler découvra dans 1’étude de la toupie qui porte son nom (la
toupie d’Euler) de nouvelles fonctions, les fonctions elliptiques, avec lesquelles il arriva a intégrer
les équations de mouvement de sa toupie, il devint rapidement clair que déja pour des hamiltoniens
classiques trés simples, et méme en utilisant de nouvelles fonctions, on ne peut pas espérer intégrer
explicitement les équations de mouvement.

Si le role que jouent les symétries dans l'intégration des équations de mouvement n’était pas
du tout compris au début, 1'utilité des constantes de mouvement était claire : toute constante de
mouvement permet de diminuer d’une unité la dimension de ’espace de phase (qui est 2n pour des
systémes classiques a n degrés de liberté). Ainsi, 2n — 1 constantes de mouvement indépendantes
suffisent pour réduire les équations & une seule équation différentielle que 'on peut en principe
intégrer. Pour la recherche d’un nombre suffisant de constantes de mouvement, le théoréme de
Poisson semble trés prometteur, car il dit qu’a partir de deux constantes de mouvement on peut
en construire une troisiéme, en utilisant le crochet qui porte son nom (le crochet de Poisson). Or,
sauf cas exceptionnel, ce procédé ne produit pas beaucoup de nouvelles constantes de mouvement,
souvent méme aucune. On sait maintenant que les systémes en n degrés de liberté qui ont 2n — 1
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constantes de mouvement indépendantes (actuellement on appelle tels systémes superintégrables)
sont trés, trés rares, plus rares en effet que les systémes qui font I’'objet du paragraphe suivant.

Un progrés fondamental est di a Liouville, qui montre que n constantes de mouvement in-
dépendantes (plutdt que 2n — 1) suffisent, a condition qu’elles soient en involution, c’est-a-dire
qu’elles commutent pour le crochet de Poisson. Plus précisément, Liouville montre que les équa-
tions de mouvement sont alors intégrables par quadratures, i.e., en utilisant uniquement des calculs
algébriques, le théoréme des fonctions inverses et I'intégration (d’une fonction d’une variable). On
dit maintenant qu’un tel systéme est intégrable au sens de Liouville. Dans le cas de deux degrés
de liberté, par exemple, le résultat de Liouville implique que pour I'intégrabilité il suffit de trouver
une seule constante de mouvement, indépendante de ’hamiltonien ; les constantes de mouvement
sont automatiquement en involution avec ’hamiltonien. Inutile donc de chercher une troisieme
constante de mouvement ! Ainsi, dans les années qui suivirent, I'intégrabilité au sens de Liouville
de plusieurs systémes provenant de la mécanique classique a été démontrée. Le cas le plus célebre
est la toupie intégrable découverte par Kowalevski, qu’elle intégre en termes de fonctions théta de
genre deux ; pour ce travail fondateur, Kowalevski regoit en 1888 par 1’Académie (Frangaise) des
Sciences le fameux Prix Bordin. Son travail, ainsi que ceux de Weierstraf, Painlevé et plus tard
Garnier, étaient le début d’un lien fondamental entre les systémes intégrables et I’analyse com-
plexe/la géométrie algébrique complexe. Mais, malheureusement, ce lien était oublié et la théorie
des systémes intégrables a été mise dans un placard, quand Poincaré a démontré en début du
XX-éme siécle que le probléme a trois corps n’est pas intégrable.

1.1.2 Renaissance

Soixante ans plus tard, une suite de découvertes portant sur I’équation de Korteweg-de Vries
(KdV), une EDP qui décrit des vagues en faible profondeur, a réveillé I'intérét en la théorie des
systémes intégrables, au point ot I'intégrabilité devint un théme central en physique mathéma-
tique : un nombre infini de constantes de mouvement indépendantes de KdV ont été trouvées
et elles sont en involution par rapport a une structure symplectique (en dimension infinie). Cette
EDP a donc toutes les caractéristiques d’'un systéme intégrable (au sens de Liouville) de dimension
infinie. De plus, cette équation fiit résolue par la méthode de scattering inverse, elle a été écrite
comme flot isospectral sur un espace d’opérateurs pseudo-différentiels (écriture comme équation
de Lax) et le lien avec les fonctions théta renait quand Its et Matveev montrent que pour toute
courbe hyperelliptique lisse, la dérivée seconde logarithmique de sa fonction théta, proprement
paramétrée, est une solution de I’équation de KdV'!

Peu aprés, dans les années '70, les systémes intégrables classiques de dimension finie ont été
revisités et étudiés a nouveau sous un nouvel angle, en vue des nouvelles idées provenant de I’équa-
tion de KdV. Les équations de Lax sont dans ce cas des équations différentielles sur des algébres
de Lie, ce qui a été le début d’une riche interaction entre les systémes intégrables et la théorie des
représentations. La mécanique classique avait peu avant été reécrite entiérement en termes de la
géométrie différentielle, en particulier la géométrie symplectique, suivant la vision géométrique de
Poincaré des systémes dynamiques comme étant des champs de vecteurs sur I’espace de phase, dont
les courbes intégrales sont en correspondance biunivoque avec les solutions du systéme. De cette
approche géométrique et moderne de la mécanique classique, la théorie des systémes intégrables
en devint un chapitre assez particulier. Arnold prouve une version géométrique du théoréme de
Liouville, qui fait apparaitre les fameux tores de Liouville!, qui sont engendrés par les flots du
systéme dans 'espace de phases; Arnold démontre aussi le théoréme d’actions-angles, décrivant
tout systéme intégrable sur une variété symplectique au voisinage d’un tore de Liouville.

1. Sous une hypothése de compacité.
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1.1.3 Intégrabilité algébrique

A cette époque, Adler et van Moerbeke revisitent les travaux de Painlevé et de Kowalevski,
qu’ils confrontent avec la vision géométrique moderne de la mécanique, avec la géométrie différen-
tielle complexe, et avec la géométrie algébrique. La notion d’intégrabilité algébrique, centrale dans
cette thése, est alors née. Comme dans les travaux de Kowalevski et de Painlevé, on s’intéresse
aux systémes ayant des solutions complexes avec de bonnes propriétés (univalentes, méromorphes
en fonction du temps), mais mettant ’accent sur la géométrie (complexe) du systéme, plutdt que
sur les solutions. On demande alors que les flots complexes du systéme (complexe ou complexifié)
engendrent des variétés abéliennes, c’est-a-dire des tores complexes algébriques. Dans le cas de la
toupie de Kowalevski, ils montrent que les variétés complexes génériques, engendrées par le flot
(complexe) sont des parties affines de surfaces abéliennes de type (1,2). Dans d’autres systémes
intégrables ils trouvent des jacobiennes, des variétés de Prym, puis méme des cas bien exotiques,
comme des surfaces abéliennes de type (1,6). Si ces exemples restent les plus remarquables, il y
a également des exemples de systémes intégrables ot la fibre générique est un ouvert d’un groupe
algébrique, par exemple une extension d’une variété abélienne par des copies de C et/ou de C*;
les jacobiennes généralisées sont des exemples de telles groupes abéliennes.

Si ’étude des systémes algébriquement intégrables s’est jusqu’a présent toujours concentrée sur
la fibre générique de 'application moment (qui est donc un ouvert d’une variété abélienne), le but
de cette thése est d’étudier les autres fibres, notamment celles au-dessus de valeurs critiques de
I’application moment, c’est-a-dire les fibres singuliéres de 'application moment. Comme détaillé
dans la suite de l'introduction, nous ferons cette étude pour les systémes de Mumford impairs et
pairs qui sont algébriquement intégrables et contiennent pour tout genre g les jacobiennes (moins
une, respectivement deux copies de leur diviseur théta) de toutes les courbes hyperelliptiques de
genre g.

1.2 Les systémes de Mumford

Nous allons nous intéresser principalement a deux systémes intégrables : le systéme de Mumford
impair, appelé aussi systéeme de Jacobi-Mumford introduit par Mumford dans le début des années
‘80 et le systéme de Mumford pair introduit par Vanhaecke dans le début des années '90. Dans
cette introduction, nous rappelons seulement le systéme de Mumford impair, le cas pair étant
assez similaire.

On fixe un entier g > 0. Le systéme de Mumford impair d’ordre g est un systéme hamiltonien
dont 'espace de phases M, est 'espace affine complexe C**1. Les points de cet espace sont décrits
par des matrices polynomiales 2 x 2 de trace nulle, dont les coefficients sont des polynémes (en
une variable), avec des contraintes sur leurs degrés :

Mg = < ’LU(iL‘) v x) ) tel que 'U(-T) = Ug,1$9—1 + Ug72x9_2 + g ~ @39_._1.

Les coefficients de ces polynomes donnent des coordonnées affines sur M,. Le determinant de

la matrice A(z) = < v(z)  u(z)

w(@) —o(z) > de M, est un polynome de degré 2g + 1 de coefficient

dominant —1,

det(A(x)) = ~[o(x)? + ulz)w()).

Ceci suggére de considérer I'espace affine H, de tous les polyndmes unitaires (en une variable)
de degré 2g + 1; il est de dimension 2g + 1. On considére alors I'application H de M, dans H,
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donnée par H(A(x)) := —det(A(x)). On appelle H 'application moment du systéme de Mumford
(d’ordre g), pour des raisons qui seront expliquées plus bas.

La fibre de 'application moment H au-dessus d’un polynéme h(z) de H, sera notée M,(h).
Elle est constituée de matrices isospectrales,

M,(h) = {A(x) € M, | det(lay — A(x)) = v — h(z)}

Donc, a chaque fibre M, (h) est naturellement associé une courbe algébrique, la courbe d’équation
affine y? = h(x). Cette courbe est hyperelliptique, elle est lisse si et seulement si le polynome h(x)
est sans racines multiples, et dans ce cas, g est le genre de la courbe.

Mumford a fait I'étude des fibres M,(h) de H dans le cas ot le polynéme h est un polynome
sans racine multiple ; dans ce qui suit, nous appelerons ces fibres les fibres lisses® de H. Soit h € H,
un polyndéme sans racine multiple. Soit C' la courbe hyperelliptique lisse de genre g d’équation
affine y> = h(z). Notons par Divy™(C) le sous-ensemble des diviseurs effectifs de degré g de la
courbe hyperelliptique lisse C' définie par :

i=1

g9
Divd™(C) = {D = Z(ai, b;) tel que p; # 0o pour tout 1 < i< g

et (a;, b;) # (a;,—b;) pour tout 1 < i # j < g} )

Mumford définit un morphisme bijectif entre la fibre lisse My(h) de H et la variété affine (de
dimension g) Divy ™ (C) :

M,(h) —  Divi*(C)
o) T —a) g
i,_/ — Z(a’ivv(ai))'
u(x) =1
w(z) —v(x)

De plus, il montre que Divy ™ (C) est un ouvert de Jac(C), la jacobienne de la courbe hyperelliptique
lisse C'. Rappelons que la jacobienne d'une courbe algébrique lisse de genre g est une variété
abélienne de dimension g, ¢’est-a-dire un tore complexe de dimension g que I’on peut plonger dans
un espace projectif complexe. Plus précisément, Mumford prouve que Div™(C) est isomorphe &
Jac(C) privé de son diviseur théta.

Mais il y a plus! L’espace affine M, admet une famille de structures de Poisson compatibles,
provenant d’une structure d’algébre de Lie, qui ne sera pas détaillé ici. En effet, dans le cadre de
cette thése nous n’utiliserons qu'une de ces structures de Poisson. Cette structure est définie a
'aide du crochet des fonctions coordonnées ug_1, ..., Uy, Vg—1,...,v, Wy, ..., Wp, par les formules
suivantes :

{u@),uly)} = {o(@),v(y)} =0,
fu@)oly)y = B v

z—y
R (L)
() u) = S )

{w(z),wly)} = 2(v(z) —v(y))-

2. Nous montrerons que ces fibres sont en effet précisément les fibres non-singuliéres de H, d’ou la terminologie
utilisée.
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Ici, x et y sont des parameétres formels et le crochet de Poisson {u;,v;}, par exemple, est déterminé
a partir de la deuxiéme ligne de (1.1) en développant le coté droit de ’égalité (qui est un polyndéme
en x et y), puis y prenant le coefficient du monéme xiyj.

Sur la variété de Poisson (M, {-,-}), on considére les champs hamiltoniens, associées aux
fonctions H, définies ainsi : pour y € C, on note par H, la fonction obtenue en composant
I’application H par I’évaluation en y :

M, — C

(v(az) u(w) ) () + uly)w(y)

w(z) —v(zx)

On note par D, le champ hamiltonien sur M, associé¢ a H,. Il s’écrit de facon explicite et compacte
comme une équation de Lax & parameétre spectral :

D, (Alx)) = {A(x),— Ay _ ( ot )] | (12)

r—Y

En utilsant cette équation de Lax on montre facilement que les fonctions H, sont toutes en
involution (par rapport au crochet de Poisson (1.1)). Les champs hamiltoniens D, sont donc
tangents & toutes les fibres M, (h) de l'application moment et elles commutent deux-a-deux. Des
calculs de dimension montrent qu’on a bien un systéme intégrable au sens de Liouville. Mumford
montre que sous la bijection définie ci-dessus les champs D,, restreints & une fibre lisse M, (h) sont
envoyés sur des champs de vecteurs invariants par translation sur Jac(C'). Ainsi il prouve que le
systéme intégrable qui porte son nom est algébriquement intégrable.

Pour finir ce petit rappel sur le systéme de Mumford, nous introduisons g champs de vecteurs
particuliers, qu’on utilisera a la place des champs D,, avec y € C. Ils sont notés Dy, Dy, ..., Dy
et sont définis par

Dy(A(z)) = ZyiDi(A(x))- (1.3)

Bien str, le span des champs (D) ec et celui des champs (D;)i=0,1,.. 4—1 coincident. D’ailleurs,
les champs D; sont également des champs hamiltoniens, car on peut montrer que ce sont les
champs hamiltoniens associés aux composantes de H ; ce sont également des champs de vecteurs
polynomiaux, tangents a toutes les fibres, ils s’écrivent en termes d’une équation de Lax et, d’aprés
(1.3) tous les champs de vecteurs D,, avec y € C, s’expriment comme combinaison linéaire (&
coeflicients dans C) des champs hamiltoniens Dy, Dy, ..., D,_1. Ces derniers ont I'avantage par
rapport aux champs D, d’étre linéairement indépendants sur un ouvert (de Zariski) non-vide
de M,.

1.3 Stratifications des fibres singuliéres M, (h)

Comme nous 'avons dit, nous nous intéressons aux fibres M, (h) de 'application moment H du
systéme de Mumford (que I'on prend impair dans cette introduction) d’ordre g. La fibre générique
M,(h), décrite par Mumford, a les caractéristiques suivantes

1) Le polynome h est de discrimant nul (c’est ici le sens de 1i générique 7) ;

(
(2) La fibre My(h) est lisse;

(3) Les champs de vecteurs Dy, Dy, ..., D,_1 sont indépendants en tout point de My(h);
(4)
(5)

5

La fibre M,(h) est isomorphe & Jac(y® = h(z)) moins son diviseur théta;

Les champs de vecteurs Dy, Dy, ..., D,_1 sont invariants par translation sur Jac(y? = h(z)).
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Pour les autres fibres plus rien de tout cela est vrai : il s’agit donc des fibres M, (h) ot h admet
des racines multiples ; comme nous le monterons, ces fibres ne sont jamais lisses et les champs de
vecteurs Dy, Dy, ..., Dy_1 ne sont pas indépendants en tout point de My(h), méme s’ils le sont en
un point générique de My (h). Nous sommes ainsi dans le cadre des fibres singuliéres de H emmenés
a considérer dans chaque fibre les plus petites sous-variétés, invariantes par le flot des champs de
vecteurs (commutants) Dy, Dy, ..., D,_1. Cela nous amene a une premiére stratification des fibres
singuliéres, que ’on décrira également en termes arthmétiques, puis a une stratification plus fine,
dont les strates correspondent précisément au variétés invariantes décrites ci-dessus.

La notion de stratification que nous utilisons dans ce texte est la suivante :

Définition 1.1. Soit (I, <) un ensemble (partiellement) ordonné. Une stratification d'une variété
algébrique V est une partition de V' par une famille (S;);c; de variétés quasi-affines?® telle que :
Pour tout ¢ € I, la fermeture de Zariski S; de .S; est donnée par

S; = |_| S;, (union disjointe). (1.4)

J<i

Les S; sont appelées strates. La condition (1.4) entraine que le bord de chaque strate S; est composé
de toutes les strates S; avec j < 1,

08 = |S;.

j<i

1.3.1 La stratification par degré d’indépendance des champs D;

Du point de vue de la théorie des systémes dynamiques/intégrables, il est naturel de parti-
tionner chaque fibre selon le nombre de champs de vecteurs parmi Dy, Dy,..., Dy qui y sont
indépendants (rappelons que ces champs de vecteurs y sont tangents). Ceci peut se faire partiel-
lement en utilisant la théorie des distributions généralisées, mais nous utiliserons une méthode
plus directe, qui a I'avantage d’étre plus explicite et de fournir une description des strates comme
variétés quasi-affines.

Cette stratification des fibres est héritée d’une stratification de ’espace de phases M, qui est
définie par les fibres d’une application o, qui est définie par

o: M, — {0,...,g9}
A(ZL‘) — dim(D0|A,...,Dg_1|A>.

Pour tout ¢ € {0, ..., g}, on notera par M, la fibre de o au dessus de 7. Un premier résultat que
nous démontrons (cfr. Proposition 4.7) est le suivant :

-----

tout i € {0,1,..., g}, la variété quasi-affine My, est non vide.

Remarquons que le fait que tous les My; avec i = 0,1,..., g sont non vides n’est pas évident
et est établi grace a une autre stratification, comme expliqué dans le paragraphe 1.3.2.

Nous passons ensuite a la stratification des fibres M,(h) de H. Nous avons deux applications
surjectives, définies sur My, selon le diagramme suivant :

o

{0,1,..., g} H,

3. Ici, les variétés quasi-affines ne sont pas supposées irréductibles.
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Puisque les champs hamiltoniens Dy, Dy, ..., D, sont tangents aux fibres de H, qui sont des
variétés affines, I'intersection des fibres de o et de H donne une stratification de toutes les fibres
de H, sauf que l'intersection d’une fibre de ¢ avec une fibre de H peut étre vide. Par exemple,
comme on l'a vu, les champs de vecteurs Dy, D1, ..., D, sont indépendants en chaque point des
fibres lisses M, (h), et dans ce cas la fibre contient une seule strate, la fibre elle-méme. Etant donné
h € H,, il n’est a priori pas clair pour quelles valeurs de ¢ 'intersection M, ;(h) := M,(h) N M,
est non vide. Pour ce faire, nous utilisons une deuxiéme stratification, décrite dans le paragraphe
suivant.

1.3.2 La stratification par le PGCD

La stratification définie dans le paragraphe précédent est difficilement calculable, en particulier
il est difficile d’expliciter ses strates. De plus, comme nous ’avons évoque, il est difficile de prouver
que les strates M, ; sont toutes non vides, et de déterminer pour quelles valeurs de 7 les strates
M, ;(h) sont non vides. Une premiére réponse, donnant une description précise de la strate M,
et donc des strates M, ,(h), pour tout h € H,, est donnée par la proposition suivante (voir
Proposition 4.9) :

Proposition 1.3. Les champs de vecteurs Dy, ..., Dy_1 sont linéairement indépendants au point

Alz) = < (@) ulz) )

w(z) —v(x)
de M, si et seulement si les trois polynomes u(x),v(x), w(x) sont premiers entre eu.

Nous avons ainsi une description précise d’une strate de M, et de M, (h) : la strate de dimension
maximale (que l'on appelera la strate maximale). La question qui se pose est si une telle description
explicite est possible pour les autres strates de M, et de M, (h). La réponse est positive! Pour
I’expliquer, on introduit une autre application sur l’espace de phases, a nouveau a valeurs dans
{0,1,...,9}:

p: M, — {0,...,9}
v(x)  u(r)

— deg PGCD )

( w(a:) —U(Z‘) ) eg PGC (u(x),v(x),w(ac))
Cette fois-ci il est facile de montrer que cette application est surjective. Grace a la théorie
des sous-résultants, rappelée dans la Section 2.3, nous pouvons démontrer que les fibres de p,
qui sont donc toutes non vides, sont des variétés quasi-affines, qui forment une stratification
de M,. Pour i = 0,1,..., g, notons pas Sy; I'ensemble de matrices A(z) = v(z) ) ol

’ w(z) —v(z)

deg(PGCD(u,v,w)) = g —i. On a alors le résultat suivant (Proposition 4.8) :
Proposition 1.4. La famille (Sg;)icqo,...qp définit une stratification de M,.

Comme dans le cas de la stratification introduite dans le paragraphe 1.3.1, nous pouvons
restreindre la stratification (Sy;)icqo,..qy de M, aux fibres de I'application moment H. Posons
Sg.i(h) :=S,: N My(h). Nous avons alors le résultat précis suivant (voir Proposition 4.24) :

Proposition 1.5. Pour h € H,, la variété S, ;(h) est non-vide si et seulement si g—p(h) < i < g.
La fibre My(h) est donc stratifiée par p(h) + 1 strates.

Dans cette proposition, p(h) est le degré maximal des polynémes unitaires P(z) tels que P?(x)
divise h(z) (de tels polynomes P(x) sont appelés des diviseurs quadratiques de h). On appelle cet
entier, qui contient une information importante sur la fibre M (h) le degré de non-régularité de h.
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Le résultat principal concernant les deux stratifications de M, est qu’elles coincident, c’est-a-
dire elles ont les mémes strates. Par conséquent, il en est de méme pour les deux stratifications
de chaque fibre M, (h) (voir Proposition 4.16) :

Proposition 1.6. Pour toute matrice A(z) de M, on a 0(A) = g — p(A). Ainsi, les deux strati-
fications définies par p et par o coincident, tout comme les stratifications induites sur toutes les

fibres My(h).

Comme conséquence immédiate nous avons le résultat suivant :

Corollaire 1.7. Les variétés M, ; sont non vides pouri =0,1,...,g. Pour tout h € Hy, la variété
M, i(h) est non vide si et seulement si g — p(h) <1 < g.

1.3.3 La stratification par singularité

Toute variété affine V' admet une stratification naturelle, ou les strates sont maximales lisses.
La construction est classique. Les singularités de V' forment un fermé V"9 dans V, donc nous
pouvons écrire V = Vs VM9 on V5™ est une variété quasi-affine non-singuliére. Puisque V579
est un fermé de Zariski, on peut répéter cette construction sur V*"9 et donc le décomposer en sa
partie non-singuliére (qui est la réunion disjointe de une ou plusieurs variétés quasi-affines, mais
que l'on prendra comme une seule strate) et sa partie singuliére. Appliqué au cas des fibres M, (h)
de I'application moment H, on obtient une autre stratification de ces fibres. Cette stratification
est définie par le rang de H en tout point, et donc par le rang de la matrice jacobienne de H en
tout point. Nous montrons que cette matrice s’exprime en termes du résultant des coefficients de
A(z), ce qui nous permet de le calculer explicitement et de ’exprimer en termes du PGCD de ces
coefficients (voir Théoréme 4.38) :

Proposition 1.8. Le rang de la matrice jacobienne de H au point A(z) est égal a 2g+1 — p(A).

D’une part, cela prouve que cette troisiéme stratification des fibres coincide avec les deux
premiéres (par degré d’indépendance des champs D;, ou par PGCD). Ensuite, cela prouve que
toutes les fibres singulieres M, (h) (c’est-a-dire au-dessus d’une courbe affine singuliére y* = h(x))
sont effectivement singuliéres, ce qui justifie la terminologie que nous utilisons. De plus, cela montre
que toutes les strates que nous avons considérées sont (des variétés quasi-affines) non-singuliéres.
Mais la conséquence la plus remarquable est que le bord de chaque strate est constitué exactement
du lieu singulier de la fermeture de la strate. Le phénoméne que les champs du systéme intégrable
deviennent précisément dépendants sur les points singuliers de la fermeture de la strate qu’elles
définissent nous semble assez exceptionnel, car a notre connaissance il n’a pas été observé pour
d’autres systémes intégrables, et il ne se produit siirement pas pour tout systéme intégrable, méme
s’il est algébriquement intégrable.

1.3.4 La stratification fine des fibres M,(h)

Les trois stratifications (identiques) des fibres singuliéres M,(h) de I'application moment H :
M, — H, s’avérent n’étre pas assez fines pour décrire ces fibres; méme si toutes les strates sont
invariantes par les flots des champs hamiltoniens Dy, Dy, ..., D, (ou, de fagon équivalente, des
champs hamiltoniens D,, avec a € C), elles ne sont pas les plus petites sous-variétés avec cette
proprié¢té. Pour un h € H, donné, que 'on suppose de discrimant nul, on peut associer a chaque
diviseur quadratique P de h (voir ci-dessus pour la définition) le sous-ensemble de M, (h), défini
par

M,.p(h) = {A(:p) = ( v(z) “(8) ) € M,(h) | PGCD(u(z), v(z), w(x)) = P}.
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Ces variétés quasi-affines forment une stratification plus fine que les stratifications des fibres dé-
finies auparavant, car si A(x) € My,p(h) alors A(x) € My g_deg(p)(h), donc la strate My,p(h) est
contenue dans la strate My, qes(py(h). On appelle cette stratification la stratification fine des
fibres. D’apres ce qui précéde, toutes les strates fines sont lisses. De plus, nous montrons que
chaque strate fine de M, est isomorphe (en tant que variété, muni d’une famille de champs de
vecteurs) avec une strate maximale d’une fibre de My, pour un certain ¢ < g. Nous illustrons
cela sur un exemple, repris dans le texte.

Soit g > 3 et soient a, b et ¢ trois éléments distincts de C. Soit h(x) = (z—a)*(z—b)*(z—c)*hi(z)
avec hy un polyndme unitaire de degré 2g—5 et de discriminant non nul. Les diviseurs quadratiques
de hsont 1,z —a,x —b,x —c,(xr—a)(x—">),(x—a)(x—c),(xr—b)(x—c) et (x—a)(z—b)(x—c).
La fibre M,(h) contient donc 8 strates fines, que I'on représente par le diagramme suivant :

g Mgﬁg(h)
-~ - I ~ ~
_ | S
P | >
g—1 My,(z—a)(R) Mg, (z—1) () Mg, (z—c)(h)
A ~ - _ 7 ~ - _ 7 A
I ~ - ~ ~ - ~ I
I _ PN - _ PN N I
I _ - ~ - - ~ - I
g—2 My (2—a)(@—b)(h) Mg (z—ay@—c)(h) Mg, (z—b)(@—c)(h)
~ N A _ 7
~ ~ I - -
~ - I _ -~
S | Phd
g—3 My, (2 —a)(@—b)(a—c) (P)

Chaque sommet de ce diagramme est une strate de la stratification fine et un sommet A est lié
4 un sommet B par une suite de fleches --» si et seulement si A C B. Aussi, chaque ligne du
diagramme est composée de toutes les strates déterminées par le méme degré de liberté (indiqué
a gauche) des champs de vecteurs Dy, ..., D, ;.

Pour illustrer 'isomorphisme entre ces 8 strates et 8 strates maximales de fibres d’autres
systémes de Mumford, nous répétons ce diagramme, ot chaque entrée est remplacée par la strate
maximale qui y est isomorphe.

AR .7 AR -7
h(x h(x h(x
My_o4- My_o4- My o4
9o ((:c—a)Q(:c—b)Q) 9o ((x—a)2(;c—c>2> e ((x—b>2(:v—0)2)
V\ A /7
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1.4 Description géométro-algébrique des strates maximales

D’aprés ce qui précéde, il suffit d’étudier les strates maximales M, ,(h) des fibres M (h) de
I'application moment H : M, — H, pour tout g € N* et h € H, : les autres strates y sont
isomorphes. Dans le cas ol h est sans racines multiples, M,(h) est un ouvert de la jacobienne
de la courbe hyperelliptique y* = h(x), comme nous 'avons rappelé plus haut. En utilisant les
morphismes entre différents systémes de Mumford que nous avons construits, nous avons ainsi
une description d’une grande partie des strates fines. La question qui reste est de décrire les
strates maximales des fibres singuliéres M, (h). La méme question se pose bien sir pour les strates
maximales des fibres singulieres M (h) des systémes de Mumford pairs, mais cette question sera
étudié ici uniquement pour le cas impair; méme si la plupart des techniques utilisées ici sont
facilement adaptables au cas pair, les fibres de ’application moment H' ne sont pas irréductibles,
en général (penser par exemple a la courbe hyperelliptique singuliére y* = z*).

On rappelle d’abord, suivant Serre?, la construction de la jacobienne généralisée, que nous uti-
lisons dans le cadre d’une courbe hyperelliptique avec potentiellement plusieurs points singuliers,
ce qui demande d’adapter certains résultats et certaines constructions de Serre. Pour définir la
jacobienne généralisée, on part d’une courbe projective lisse C’ et d’une module m de C’, c’est-
a-dire un diviseur effectif de C’. On retrouve telles données en partant d’une courbe singuliére
C' et en prenant sur sa normalisée C’ le diviseur sur C’ correspondant via la normalisation aux
points singuliers de C'. Pour un entier m adapté (que I'on peut calculer & partir du couple (C’, m),

le produit symétrique C” ™ admet une loi de groupe birationnel, définie par la m-équivalence,
ou deux diviseurs dont le support est disjoint du support de m sont dit m-équivalents s’ils sont
équivalents par une fonction rationnelle qui vaut 1, modulo m, en chaque point du module m (voir
le Chapitre 5 pour des précisions). Un tel groupe birationnel est birationnellement isomorphe & un
groupe algébrique; dans le cas présent, ce groupe algébrique est appelé la jacobienne généralisée
de C' (relativement au module m), noté J,(C"). Serre décrit explicitement la jacobienne générali-
sée J(C1) comme extension de la jacobienne usuelle Jac(C”). et montre qu’elle est isomorphe au
groupe de diviseurs de degré zéro sur C’, étrangers & m, modulo m-équivalence.

Appliqué au systéme de Mumford, nous considérons la strate maximale M, ,(h) de M,(h), ot
h admet des racines multiples. On peut alors écrire de fagon unique h(x) = P(x)?h'(z), ou A/ (x)
est sans racines multiples et la courbe hyperelliptique d’équation affine C” : 22 = I/(z) est non-
singuliére, et elle est la normalisée de la courbe hyperelliptique d’équation affine C : y* = h(z).
Utilisant le morphisme de normalisation ¢ : C' — C, les point singuliers de C' définissent un
module m sur €. Sous ces conditions on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.9. La strate mazimale Mg 4(h) de My(h) est isomorphe a un ouvert de la jacobienne
généralisée Ju(C").

Les champs de vecteurs D; qui sont tangents a M, ,(h) et y sont indépendants en tout point
sont envoyés par cet isomorphisme sur des champs invariants sur le groupe algébrique J,(C"),
c’est-a-dire I'isomorphisme linéarise tous les champs de vecteurs Dy, Dy, ..., Dy_;.

1.5 Structure de cette thése

Cette theése est composée de trois parties. La premiére partie consiste de quelques rappels et
compléments, faits dans les chapitres 2 et 3. Dans le chapitre 2 nous donnons les définitions et
propriétés de base des systémes intégrables, tout en faisant quelques rappels sur les structures
de Poisson. Nous nous attardons un peu plus longuement sur les sous-résultants, car dans notre

4. Serre se restreint a ’étude de la jacobienne généralisée dans le cas d’une courbe algébrique avec un seul point
singulier.
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usage des sous-résultants nous ne connaitrons pas le degré d’'un des deux polynoémes. Dans le
chapitre 3 nous rappelons les systémes de Mumford impairs et pairs et leur description comme
systémes algébriquement intégrables. Dans la seconde partie, le chapitre 4, nous construisons les
différentes stratifications de I'espace de phase des systémes de Mumford et de toutes les fibres
de leur application moment. Ces stratifications sont comparées et illustrées par des exemples
de courbes avec plusieurs singularités. Nous y comparons également les strates fines issues de
differents systémes de Mumford (c’est-a-dire des strates des fibres de M, et de M, avec g # ¢');
précisément nous montrons que chaque strate fine d'une fibre singuliere de M, est isomorphe
(en tant que variété, muni d’une famille de champs de vecteurs) avec une strate maximale d’une
fibre de My, avec ¢’ < g. Il nous reste alors, dans la troisiéme partie de donner une description
géométro-algébrique des strates maximales des fibres de M. Nous faisons cela dans le chapitre
5, ou nous démontrons que chaque strate maximale est isomorphe a un ouvert d’une jacobienne
généralisée.
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Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Structures de Poisson

Le systéme de Mumford est un systéme intégrable dont I’espace de phases est un espace affine
muni d’une structure de Poisson. Nous ferons un rappel sur les structures de Poisson que nous
restreindrons aux espaces affines. Les propriétés des structures de Poisson sur un espace affine sont
essentiellement les mémes que les propriétés des structures de Poisson sur un espace vectoriel ; nous
référons au livre [14] ot le cas de structures de Poisson sur les espaces vectoriels est traité en détail.

Pour V un espace affine sur un corps K, on note par F (V') I'algébre des fonctions polynomiales
sur V et par X*(V) le F(V)-module des champs de vecteurs polynomiaux sur V.

Définition 2.1. Soit V' un espace affine de dimension finie. Une application bilinéaire {-,-} de
F(V) x F(V) dans F(V) vérifiant

(1) (F(V),{-,-}) est une algebre de Lie,

(2) Pour tout F,G et H dans F(V) on a

{F,GH} =G{F,H} + H{F,G} (relation de Leibniz),

est appelée un crochet de Poisson sur F (V). On dira que V est muni d’une structure de Poisson.
On notera par (V,{-,-}) 'espace affine V' muni du crochet de Poisson {-,-}.

Un crochet de Poisson sur un espace affine V' définit une bidérivation sur F(V) car il est
antisymétrique et vérifie la relation de Leibniz.

Soit F' une fonction de F(V'). L’application linéaire

Xp: F(V) — F(V)
G — Xp(G)={G,F}

est une dérivation de 'algebre F(V'), par conséquent elle définit un champ de vecteurs (polyno-
mial) sur V. Ce champ de vecteurs est noté Xr et est appelé le champ hamiltonien associé a F.
L’ensemble de tous les champs hamiltoniens sera noté Ham(V, {-,-}).

L’identité de Jacobi du crochet de Poisson {-, -} implique que pour toutes les fonctions F et G
de F(V)
Xpay = —|Xr, Xgl,

ou [+, -] est le crochet de Lie des champs de vecteurs. Autrement dit, ’application linéaire

X: F(V) — XYV)
F — Xr

est un anti-morphisme d’algébres de Lie.

17
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Une fonction F' € F(V) est dite de Casimir si son champ hamiltonien associé¢ Xr est nul. On
note par Cas(V,{-,-}) 'ensemble de toutes les fonctions de Casimir. Autrement dit Cas(V,{-,-})
est le centre de I'algébre de Lie (F(V), {-,-}). Par la relation de Leibniz on conclut que Cas(V, {-,-})
est une sous-algebre de F (V).

Soit V' un espace affine de dimension d, doté de coordonnées linéaires x1, ..., x4 Toute bidé-
rivation antisymétrique B de F (V') s’écrit de fagon unique sous la forme suivante :

B: F(V)xF(V) — F(V)

d d
_ OF 3G
6 e - St

avec les z;; € F(V) tels que z;; = —xj; pour tout 1 < ¢,j7 < d. On a xz;; = B(x;,x;) pour tout

1 < 4,5 < d. Toute bidérivation antisymétrique de F (V') est donc décrite par une matrice de
fonctions polynomiales carrée d x d antisymétrique

0 T1,2 oo T1d
—T12 0 coo Ta2d (2 1)
—X1d —TL2d --- 0

Une bidérivation antisymétrique B définit un crochet de Poisson si et seulement si pour tout
1<i<j<k<dona

B(B(xi, z;), ) + B(B(xj, xk), ;) + B(B(xg, z;),x;) = 0. (2.2)

Il suffit donc de vérifier I'identité de Jacobi pour des fonctions coordonnées. On dit alors que la
matrice (2.1) est une matrice de Poisson.

Soit (V,{+,-}) un espace affine muni d’une structure de Poisson et soit m un point de V. On
note par Ham,,(V,{-,-}) I'ensemble des valeurs des champs hamiltoniens au point m. C’est un
sous-espace vectoriel de l'espace tangent 7,,V. La dimension de Ham,,(V,{-,-}) est appelée le
rang de la structure de Poisson au point m et est notée rg,, ({-,-}). Le rang de la structure de
Poisson au point m est égal au rang de toute matrice de Poisson qui lui est associée, au point m.
Le rang est pair car le rang d’une matrice antisymétrique est toujours pair. On pose

(V. {-}) = maxre,, (-, )

et on l'appelle le rang de la structure de Poisson {-,-}. Aussi, on note par V, le sous-ensemble de
V', défini par
Le sous-ensemble V,. est un ouvert de Zariski ; il sera non-vide, et donc dense dans V/, si et seulement

si2r <rg(V,{-,-}).

Exemple 2.2. Structures de Poisson constantes.
Soit V' un espace affine de dimension d muni de coordonnées linéaires 1, ..., z4. On considére une
bidérivation antisymétrique définie par

{3}: FV)xFV) — F(V)
(F.G) {FG}—ZZ Tij Gy

i=1j=

ou chaque z;; est une fonction constante z;; € C.
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On a alors
{{zi,z;}, 26} = 0 pour tout 1 < i,j,k < d.

D’aprés (2.2), le crochet {-, -} définit une structure de Poisson sur F(V'). On I'appelle une structure
de Poisson constante.

Exemple 2.3. Structures de Poisson linéaires.
Soit (g, [-,-]) une algebre de Lie de dimension finie d, munie d’une base (z1,...,x4). On note par
g* et g™ ses espaces vectoriels dual et bidual respectivement. On a un isomorphisme canonique
entre g et son bidual

g — %**

r —> I.

Rappelons qu'il est définie par £(§) = (£, x) pour tout = € g et £ € g*. Cet isomorphisme nous
permet de transporter la structure de Lie de g vers g**. On aura alors un crochet de Lie sur g**
tel que

[2,9] = [=,9],
pour tout x,y € g. On définit sur F(g*) la bidérivation antisymétrique suivante : pour tout F
et G dans F(g*) et £ € g*,

Dans cette formule, le crochet de Lie est celui sur g**, construit ci-dessus. Les différentielles d¢F’
et d¢G sont vues ici comme ¢léments de g** sous l'identification canonique de T.g* avec g*.

Soit x € g. Alors Z est une fonction sur g* et puisqu’elle est linéaire on a pour tout £ € g*
I’égalité
det =17 .

Par conséquent, pour 1 < 7,7 < d et pour tout ¢ de g* on a
{20, 85}(€) = (6, [dei, dey]) = (6,18 55]) = ([0, 7,],€)

donc {Z;,Z;} = [x;, x;]. Ainsi, pour 1 < 4,5,k < don a

{2, 25}, 2} = {[wi, 25, 2} = ([, 25, 2],
Comme le crochet de Lie [, ] satisfait a 'identité de Jacobi, ce calcul montre que la bidérivation

{-,-} satisfait a l'identité (2.2) et est donc bien un crochet de Poisson sur F(g*). La structure de
Poisson qu’elle définit sur g* est appelée structure de Lie-Poisson ou structure de Poisson linéaire.

Exemple 2.4. Structures de Poisson affines.

Les structures de Poisson que nous utiliserons sont la somme d’une structure de Poisson constante

et d’une structure de Lie-Poisson, vérifiant une relation de compatibilité, détaillée ci-dessous.
Soit V' un espace vectoriel (ou affine) de dimension finie d, muni de coordonnées linéaires

T1,...,%q. Solent {-,-}. une structure de Poisson constante et {-,-}; une structure de Poisson

linéaire définie sur F(V'). On définit la bidérivation {-,-} de F (V') suivante :

{.’ } - {.’ '}l + {.7 .}c_
Pour tout 4,5 et k avec 1 <17,5,k < don a

Ui, zi}, o d = s, 250+ {xi, 5}, o
= {{zi, v b, o b + i v b, o de -
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Comme on I'a vu, le crochet {-,-}; vérifie I'identité de Jacobi. Pour que {-,-} soit un crochet de
Poisson sur F(V), il est alors nécessaire et suffisant que 'on ait

Uz o, o te + {{zg, o b, wide + {og, vt 25t =0,

pour tout 1 < 4,7,k < d. On dit alors que {-,-} est une structure de Poisson affine ou structure
de Lie-Poisson modifiée sur V.

Définition 2.5. Soient (V,{-,-}1) et (W, {:,-}2) deux espaces affines munis d’une structure de
Poisson. Une application polynomiale ¢ : V. — W est un morphisme de Poisson si le morphisme
d’algébres
ot FW) — F(V)
F — Q*F=Fog,

est un morphisme de Lie, c’est-a-dire elle satisfait
¢*{Fa G}2 = {¢*(F)7¢*(G)}l )

pour tout F' et G dans F(W). Pour que cette condition soit satisfaite, il faut et suffit que
¢*{xiaxj}2 = {Cb*(l'l)?qb*(zj)}l )

pour tout ¢ < j avec 1 < 7,7 < d, ol x1,T9,...,Tq est un systéme de coordonnées linéaires sur W.

2.2 Systémes intégrables

Dans cette section nous allons introduire les définitions et les propriétés de base des systémes
intégrables qui nous serons utiles dans I'étude du systéme de Mumford. Nous référons au livre
[3] pour plus d’information sur ces rappels ainsi que pour les preuves des propriétés qui seront
énonceées.

Dans cette section, le corps K est le corps des réels ou des complexes. Les espaces affines que
nous considérons sont définis sur K et sont de dimension finie.

Définition 2.6. Soit (V,{-,-}) un espace affine muni d’une structure de Poisson. Deux fonctions
F et G de F(V) sont dites en involution si

{F,G} =0.

Une famille de fonctions F = (Fy,..., Fy) de F(V) est dite involutive si toutes les paires de
fonctions de F sont en involution.

Soit V' un espace affine de dimension finie sur K. Toute famille F = (Fy,..., F) de F(V)
définit une application, également notée F :

F: Vv — K°
m — (Fi(m),...,Fs(m)) .

Pour tout ¢ € K*, le sous-ensemble F~1(c) est appelé la fibre au dessus du point ¢, noté F.. Soit
m un point de V. La fibre passant par m est la variété affine, notée F,,, définie par

Fr =Fpm ={p €V |F(p) =F(m)}.
La famille F = (Fy, ..., Fy) de F(V) est dite indépendante si I’ensemble
Up = {m €V tel que d,, Fi N\ --- Nd,, Fs # 0}

est un ouvert dense de V' ; puisque Ug est un ouvert de Zariski de V', cela revient a dire que Up # ().
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Proposition 2.7. Soit (V,{-,-}) un espace affine de dimension d muni d’une structure de Poisson
de rang 2r. Soit ¥ = (Fy,..., Fs) une famille de fonctions indépendantes de F (V). On a les
propriétés sutvantes :

e Si les fonctions FY, ..., Fy sont des Casimirs, alors s < d — 2r.

e Si F est une famille involutive et s = d — r, pour tout m € Up NV, on a

dlIIl <XF1|m7 ceay XFS

m) =T

Définition 2.8. Soit (V, {-,-}) un espace affine de dimension d, muni d’une structure de Poisson
de rang 2r. Soit F = (F},..., F;) une famille de fonctions de F (V). Le triplet (V. {-,-}, F) est un
systeme intégrable (au sens de Liouville) de rang 2r si :

es=d-—r,

e F est involutive,

e F est indépendante.

La famille de fonctions F = (F},..., Fs) de F(V), vue comme application F : V' — K* est
appelée lapplication moment du systéme intégrable (V,{-,-}, F).

Proposition 2.9. Soit (V,{-,-},F) un systéme intégrable de rang 2r, avec F = (F,..., Fj).
L’ouwvert Up NV, est conservé par les flots de tous les champs de vecteurs Xp,,1 < i < s. Ces
Xy, ..., X, définissent sur cet ouvert une distribution D de rang r, intégrable au sens de Frobe-
nius.

Pour tout point m € Ug N'V,., la variété intégrale maximale de la distribution D passant par le
point m est appelée la variété invariante de F, passant par m. On la notera F/ . Ona ¥/ C F,, car
les champs hamiltoniens sont tangents aux fibres de F', mais on n’a pas toujours égalité ; toutefois,
chaque fibre de F est la réunion disjointe des variétés invariantes qu’elle contient.

Le théoréme de Liouville décrit sous certaines conditions la géométrie des variétés invariantes
d’un systéme intégrable réel. On I’écrira ici dans le cas ot 'espace de phase est un espace affine.

Théoréme 2.10 (Théoréme de Liouville). Soit V' un espace affine réel de dimension d et soit
(V. {-,-}, F) un systéme intégrable de rang 2r. Soit m € Up NV
o Si ¥/ est compacte, alors il existe un difféomorphisme entre ¥' et le tore T" = (R/Z)", tel

que l'tmage par ce difféomorphisme de chaque champ hamiltonien Xp,, ..., Xp, est un champ de
vecteurs constant (i.e., invariant par translation).

o Si F! est non-compacte et les flots des champs hamiltoniens de Xp,, ..., Xp, sont complets
sur F!  alors il existe un difféomorphisme de F! wvers un cylindre R™% x (R/Z)? avec 0 < g <r

tel que pour 1 < 1 < s [image des champs hamiltoniens Xp, par ce difféomorphisme soient des
champs de vecteurs constants.

La définition suivante est ’analogue en complexe de la notion d’intégrablité au sens de Liou-
ville :

Définition 2.11. Soit V' un espace affine complexe de dimension d et soit (V, {-,-}, F) un systéme
intégrable ou F est une famille de s fonctions (F1, ..., Fy). Le triplet (V,{-,-},F) est un systéme
algébriquement complétement intégrable (a.c.i.) si pour ¢ dans un ouvert de Zariski dense de C?,
la fibre F. est une partie affine d’une variété abélienne et si les champs de vecteurs hamiltoniens
Xpy, ... Xp,, restreints a F., sont invariants par translation.

Les systémes de Mumford pairs et impairs, que nous étudierons dans cette thése, sont des
exemples de systémes algébriquement complétement intégrables. Dans ce cas, les variétés abé-
liennes qui apparaissent comme fibres (lisses) de 'application moment sont des jacobiennes de
courbes hyperelliptiques.



22 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES

Nous finissons ces rappels sur les systémes intégrables par un bref rappel sur les équations de
Lax, qui sont trés utiles dans la construction et dans I’étude de systémes intégrables.

Soit (V. {-,-}) un sous-espace affine de l'algébre de Lie gl (K) des matrices carrées n x n, muni
d’une structure de Poisson. Soit ¢ une application

¢o: V. — gl (C)
X — #(X)

Soit f un polynéme de F(V') et Xy son champ hamiltonien. Si I’équation suivante
X5 (X) = [X, (X)) (2.3)

est vérifiée pour tout X € V, on dira que le champ hamiltonien & est écrit sous la forme d’équation
de Lazx. L'équation de Lax (2.3) nous permet alors de déduire une famille de n fonctions de F (V)
en involution avec la fonction f. Ce sont les fonctions fy, ..., f,_1 définies a I’aide du polyndéme
caractéristique de X de la maniére suivante :

det(Al, — X) = i Fi(X)N
=0

Souvent, F = (fy, ..., fn_1) est involutive et indépendante et ((V,{-, -}, F) est intégrable; c’est le
cas des systémes de Mumford, étudiés dans cette thése.

2.3 Reésultant et sous-résultant

Nous allons briévement rappeler la théorie du résultant et des sous-résultants de deux po-
lynémes. On peut trouver plus de details dans le livre [8]. Nous établissons également quelques
compléments dont nous aurons besoin.

Soit Py, P, ..., P, une famille de n polynémes non tous nuls. On note par PGCD(P, P, ..., P,)
I'unique polynéme unitaire de degré maximal divisant tous les polynomes de cette famille.

Dans ce qui suit, on note par P un polynéme unitaire de C[z] avec deg(P) =n > 1 et Q un
polynéme quelconque de C[z]. On note m un entier de N*, tel que deg(Q)) < m. On écrit

n—1 m
P(x) ="+ Z a;x’ et Q(z) = Z bix' . (2.4)
=0 i=0
Soit S(P, Q) la matrice (n +m) X (n 4+ m), définie par
1 bm
1 b
S(P,Q) = (2.5)
ag Ap—1 bO
~ CLO D) bO
~~ —_————

Pour j < m, on note par Sj(P, )) la sous-matrice (n+m—j) x (n+m—2j) de S(P, @)), obtenue
en Otant les colonnes 1,...,7 et m+ 1,...,m + 7, ainsi que les lignes 1, ..., 7. Soit Sj[i](P, Q) la
sous-matrice carrée (n+m—2j) x (n+m—2j5) de S(P, Q)), constituée des n+m —2j — 1 premiéres
lignes et de la (n + 2m — j — i)-éme ligne de S;(P, Q).
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Proposition 2.12. Le déterminant de la matrice S(P,Q) (respectivement le déterminant des
matrices SJ[-Z](P, Q)) est indépendant du choiz de lentier non nul m > 1.

m—1
Preuve. Supposons que dans Pécriture (2.4) de Q on ait b,, = 0. Notons Q; = > b;z’. On a
i=0

1 0 0 0 0 0
ap—1 1 0 bmfl 0 0
Ap—2 | Gp—1 0 bm72 bmfl 0

1
S(P, Q) - U1 bo by 0

Ap—9 0 bo bmfl
Qo
Qo bl
ap bO
nrm

Soit S*(P, Q) la sous-matrice de S(P, Q) qui se compose des colonnes 2, ..., m+n et des lignes
2,...,m+ndeS(P,Q). Alors S'(P,Q) = S(P,Q;), et donc

det(S(P,Q)) = det(S" (P, Q)) = det(S(P. Q1)) -

Par récurrence, ceci montre que det(S(P, Q)) est indépendant du choix de m > 1. Avec les mémes
arguments, les déterminants det(S j[-k](P, @)) sont indépendants du choix de m > 1. O

Définition 2.13. Soit j < m. Le j-éme sous-résultant de P et de @) est le polynéme
J ‘ '
Ry(P.Q) =) det(S/(P.Q)a'".
i=0

En particulier, Ro(P, Q) est noté R(P, Q) et est appelé le résultant des polyndémes P et Q.

Il est clair que le résultant ainsi que le résultant de P et (), ainsi que tous leurs sous-résultants,
sont des polynémes en fonction des coefficients des deux polyndémes P et Q.

Remarque 2.14. Le resultant et les sous-résultants d’'un polynéme unitaire P et du polynéme
nul sont toujours nuls. Pour le voir, il suffit de prendre m =1 et by = b; = 0.

La premiére propriété fondamentale des sous-résultants est la suivante :

Proposition 2.15. Soit P un polynéme unitaire et soit Q) un polynéme non nul. Notons pas j le
degré de PGCD(P, Q). Alors Ro(P,Q) = Ri(P,Q) = --- = R;_1(P,Q) = 0 et Rj(P,Q) # 0. De
plus, PGCD(P, Q) est égal a une constante multiplicative prés au sous-résultant R;(P, Q).

La proposition 2.15 généralise la propriété bien connue que deux polynomes sont premiers
entre eux si et seulement si leur résultant est non-nul. On fera attention au cas () = 0; alors

R;(P,Q) = 0 tandis que PGCD(P, Q) = P.
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La proposition suivante est la seconde propriété fondamentale des sous-résultants :

Proposition 2.16. Soient P un polynéme unitaire et QQ un polynéme non nul de Clx] de degrés
n et m respectivement. Si deg(PGCD(P,Q)) = j alors le sous-résultant R;(P, Q) divise les sous-
résultants R;(P, Q) avec 0 < i < m.

Corollaire 2.17. Soit P un polynéme de degré n et soit Q un polynéme non-nul de degré m avec
m < n. Le polynome Q) divise P si et seulement si Ro(P,Q) = R1(P,Q) =--- =R, _1(P,Q) = 0.

Nous détaillons dans ce qui suit un procédé pour déterminer le degré du PGCD de deux
polynomes, qui se généralise aux cas de plusieurs polynomes.

k
Définition 2.18. Soit R(z) = > ¢;x* un polynéme et soit [ € N*, on note par Mg, la matrice de

=0
[ lignes et k + [ colonnes définie de la maniére suivante :

Co C1 vvr . Ci_q Cr, 0 0 ... 0
0 co ¢ ... ... Cr_1 Ck 0 ... 0
Mg, = S . 0
0 0o ... ... . Ck—g+1 Cgp—y+2 .. ... Ci

k .

Proposition 2.19. Soit | € N*. Soit R(x) = ) ¢;a* et soit v € C une racine de R d’ordre n. Soit
i=0

I' la famille suivante de n vecteurs linéairement indépendants :

r = {(1,7,72, . ,’ka)t, (0,1,27v,...,(k+ l)’ka*l)t, -
(0,0, 0, A1 ATy AT (0,0, 0, AT ALy AR )

j—1> n—1

ou pour tout n,k € N, on note

Ak = o k<n,
" 0 SINomn.

Les vecteurs de la famille I' sont dans le noyau de 'application linéaire Mp.

Preuve. Montrons que Mg, (O, 0,...,0, Agj, Ag_lv, . ,Aijrh“l*jﬂ)t = (0,...,0)", pour tout
I<y<n:

Mg, (0,0,...,0, A2} ATy A A
(R@)9V(9), (@R()Y (7)., (z'R(x)) D (7))

Comme 7 est une racine d’ordre n et j < n, la dérivée (j — 1)-éme du polynoéme z™R(x) évaluée
au point v est nulle et cela pour tout m € N. Par conséquent

Mg, (0,0,...,0, AIZ1 4171y L AT = (0,0, ,0)"

-1
[
n—1 )
Proposition 2.20. Soit | € N*. Soit P(z) = 2™ + ) a;x* un polynéme unitaire de degré n, dont
i=0

la factorisation est :
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k
ou les racines {ay, ..., g} sont distinctes deux a deux et oty n; = n. Le noyau de lapplication

1=1

Mp,; est de dimension n et

N

Ker(Mp,) = <<0,0,. 0, Al=h AT a, AT it ﬁ“) Cavee 1 <i<ketl<ji

Preuve. De la proposition 2.19, on sait que les n vecteurs linéairement indépendants

(0,0,. 0, Al=L AT o, AT it ﬁ“) avee 1 <i < ket 1< j; <y,

appartiennent a Ker(Mp;). Notons par (ey,...,en;) la base canonique de C"'. L’image de
(€nt1s---s€ny1) par Mp; s’écrit sous la forme de la matrice carrée | x [ triangulaire de deter-
minant 1
I an1 oo Gpoggr
0 1 cee Qp—y42
MP,Z<6n+17 . ,enH) =

o 0 ... 1
Par conséquent dim(Im(Mp;)) = I. On sait que dim(Ker(Mp;)) = n + 1 — dim(Im Mp,)), donc
dim(Ker(Mp;)) = n. D’ou
Ker(Mp;) = <(0,07 L0, AT AR g ATl 91“) ,avec 1 <i<ketl<y; < n>

O

Remarque 2.21. Soit () un polynéme défini de la maniére suivante :

n k
Qz) = 02" 4o 4 02" 4 e’ = 0™ 4+ 02" oo [ [ (2 — i)™
i=0 i=1
k
ou les racines {ay, ..., a;} sont distinctes deux a deux et ot >, n; =n et ¢, € C*. On a
i=1
Co C1 «-v ... Cp_1 Cn, 0 0O ... 0 O 0
0 Ch C1 Cpn—1 Cp, 0 0 O 0
Mg, = o .
0
0O 0 ... ... ... ¢+l Cpga2 - ... Ccn 0 ... 0
Le noyau de I'application Mg est de dimension n + m car
Ker(Mg,) = <(0,0,...,0,...,1),...,(0,...,0,0,1,...,0,0),(0,...,0,1,0,...,0),
“/1_/ ————
Y
(O ,0 A;lj,AJl_l ; Aij;;ﬂ 7+m+l_]"+1) ,avec 1 <i< ket 1<y < nz> )

Remarque 2.22. Soient P un polyndéme unitaire et ) un polynome tels que

P(z) =a" —I—Za,x et Q(z be

Nous pouvons écrire la transposée de la matrice (2.5) de la maniére suivante :



26 CHAPITRE 2. PRELIMINAIRES
n—1 ) m )
Proposition 2.23. Soient P(x) = 2™ + > a;x" et Q(x) = Y bz’ deux polynomes. On note par
i=0 i=0
D le PGCD des polynéomes P et ). On a
Ker(Mp ymin—d) = Ker(Mp,,) N Ker(Mg,,,).
Le degré de PGCD(P, Q) est égal a dim(Ker(S(P,Q)")).
Preuve. Montrons que
Ker(l\/IDern,d) = Ker(Mp,m) N Ker(l\/IQm).
En vertu de la proposition 2.19 et de la remarque 2.21, on déduit que Ker(Mp,,) NKer(Mq ) est
vide si et seulement si P et () n’ont pas de racine commune.

Selon la proposition 2.19 on a les inclusions suivantes :

Ker(MD,m+nfd) - Ker<MP,m)7
Ker(Mp m+n—d) € Ker(Mg,,),

donc
Ker(Mp min-a) € Ker(Mp,,) N Ker(Mg ).
k
Le polynéme P se factorise de la fagon suivante : P(x) = [[(x—a;)™ ot les racines {ay, ..., i}
i=1

k
sont distinctes deux a deux et ou Y n; = n. Supposons qu'il existe un vecteur dans Ker(Mp,,) N
i=1
Ker(Myg,,) n’appartenant pas Ker(Mp ,,1n—q). Alors il existe i € {1,...,k} et 5, € {1,...,n;} tel
que le vecteur
, , ‘ o,
vV = <0, 0, e 07 Ag;:i, Aﬁ_l%, o ’Aili;lla?ﬂ_h—i_l)

n’appartient pas & Ker(Mp ,4n—a). Ce qui est impossible car si v € Ker(Mp,,) N Ker(Mg,,) cela
signifie que «; est une racine multiple au moins d’ordre j; de P et (), donc une racine multiple au
moins d’ordre j; du PGCD(P, @)). On conclut que v € Ker(Mp ,,1—q). D’ol I'égalité :

Ker(MDmH_n_d) = KGI‘(S(P, Q)t)
Comme S(P, Q)" = ( Mpm ), on a Ker(S(P,Q)") = Ker(Mp,,) N Ker(Mg,,), alors

Ker(Mp nin_a) = Ker(S(P,Q)").
De la proposition 2.20, on sait que dim(Ker(Mp ,;41—4)) = d, donc on a bien
deg(PGCD(P, Q)) = dim(Ker(S(P,Q)")).
O
Nous pouvons utiliser une méthode similaire a celle décrit ci-dessus pour determiner le degré

du PGCD de plusieurs polynémes ot au moins un des polynoémes est unitaire, d’ott théoréme
suivant :
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Théoréme 2.24. Soient P, .
unitaire. Soient mo, . .

.., P des polynomes de degrés nq, .
., my € N*. Soit m := max{n;+1, no+mso,.

27

..,y respectivement, avec Py
o ngtme et soitmy == m—ny

et notons par 0; ; la matrice nulle de dimension i x j. Définissons la matrice

Mp, m,
S(Pry s P, = MP:Q’mZ
M,
On a
deg(PGCD(P, ..., P)) = dim(Ker(S(Py, . . .

Oml,(]

Omz ,m—mz

Omk SM—M
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Chapitre 3

Les systémes de Mumford

Dans ce chapitre nous allons rappeler les systémes de Mumford impairs et pairs. Les systémes
de Mumford impairs (aussi appelés systémes de Jacobi-Mumford) ont été construits par Mumford
dans [17]. Les courbes hyperelliptiques qui y apparaissent naturellement sont d’équation affine
y? = 2%t 4 hoya® 4 -+ 4 hg et leurs jacobiennes jouent un role central dans la description
géométro-algébrique de ces systémes. Les systémes de Mumford pairs ont été construits et étudiés
par Vanhaecke dans [23]. Pour plus de détails concernant la construction des systémes de Mumford
impairs et pairs, nous referons au livre [24].

Dans tout ce chapitre, on fixe g € N*. On détaillera d’abord le cas impair puis le cas pair.

3.1 Les systéemes de Mumford impairs

L’espace de phases du systéme de Mumford impair d’ordre g est un espace affine complexe de
dimension 3g+1, que I’on note M. Afin de simplifier les écritures ainsi que les calculs, nous allons
exprimer 'espace affine M, a 'aide des matrices polynomiales 2 x 2 a trace nulle de la maniere
suivante :

U(I‘) u(x) U(ZC) = 29+ ug—ll‘g_l + ug_2xg—2 4t o,
M, = ( w(z) —v(z) ) tel que v(z) = v, 1297 + v, 02972+ + vy, ~ QoL
0(2) = Dt ga? gz e b e

Dans cette description, x et y sont des paramétres formels, mais plus loin ils auront une signification
géométrique. Sur I'espace affine M, il y a une famille de structures de Poisson compatibles. Nous
utilisons dans la suite l'une de ces structures de Poisson {-,-}. Afin de la définir, il suffit qu’on
définisse le crochet des fonctions coordonnées ug_1, ..., uy, Vg—1,...,%), Wy,..., W, CC qUE NOUS
faisons en utilisant les formules suivantes :

) u@) = {ol), o)} =0
(oo = =

(ula)u(e)y = —2" =0, (5.)
Py = YTy

{w(z),wly)} = 2(v(z)—v(y)).

Expliquons les notations. Par définition,

fule) o)} = 3 iy {un v}

1,j=0

29
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La deuxiéme équation de (3.1) dit alors que le crochet {u;, v;} est égal au coefficient de z'y’ dans

le polynéme M Il en est de méme pour les autres crochets. Ainsi la premiere ligne dit
:L' R
que {w;, u;} = {v;,v;} =0 pour tout 4,j =0,...,9 — 1.
La matrice de Poisson de (3.1) par rapport aux coordonnées ty_1, . .., Uy, Vg—1, - - . , Vg, Wy, - - . , Wo
est donnée par
0 A B
-tA 0 C |, (3.2)
~-'B —-'C D
ou les matrices A € My ,(C),B € M, 411(C),C € My 4+1(C) et D € My4q 4+1(C) sont définies par
{u(@),v(y)} = @ DA™ 1)
{u(z), w(y)} = @91 B 1),
{U( ) ( )} (:L,g 1 )C’(yg7 e 71)t7
{w( ) ( )} (Ig7 Jl)D(ygv 71>t'

Explicitement, les matrices A, B, C et D pour ¢g > 2 sont données par !

{Ug_l, Ug—l} {ug_l, Ug_g} oo {ug—b Ul} {ug_17 Uo} 0 0 e 0 1
{Ug_g, Ug—l} {ug_g, ’Ug_g} Ce {Ug_g, Ul} {ug_g, ’Uo} 0 0 N 1 Ug—1
A= z z o z =
{uy,v,-1} {uy,vg-0} ... {ur, v} {uy,v0} 0 1 ... wus us
{uo,vy-1}  {uo,vy—2} ... {uo,vi}  {wo,vo} I ugy ... uy wy
00 0 0 0 0 0 0 1  wy—uyq
0 0 0 0 —2v41 0 O 1wy wg—1 —ug—s
B = 9 C - Y
0 0 0 —2U3 —2?]2 0 1 ... Wy W3 W — U
0 0 —21}g 1 —21}2 —2’01 1 Wy ... W3 W2 w1 — Ug
0 0 e 0 0
0 0 .o 0 21)9_1
D=1
0 0 N 0 2U1
0 —2/0971 ce —21}1 0

Le rang de cette structure de Poisson est 2g. Pour plus d’informations sur cette structure de
Poisson nous référons au livre [24, Chap 3|.

Nous rappelons ensuite ’application moment du systéeme de Mumford impair d’ordre g. Pour

toute matrice A(z) = < 5)(('?) _1“252) > de My, le déterminant de A(z),

det(A(z)) = —[v(z)? + u(z)w(z)],

est un polynome de degré 2g + 1 de coefficient dominant —1. On note par H, l’ensemble des
polynoémes unitaires de C[X| de degré 2g + 1. H, est un espace affine de dimension 2g + 1. On
note par H l'application polynomiale surjective définie par

H: M, — H,
A(z) — —det(A(x)).

1. Nous explicitons la matrice de Poisson pour g = 1 dans l'exemple 3.4.
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Les composantes de H définissent des fonctions polynomiales sur M, que ’on notera hy, . . ., hogt1.
Alinsi,
2g+1

H(A(2)) = Y hi(A())a" (3.3)

Pour? y € C, notons par H,, la fonction polynomiale, définie par

H,: M, — C
A(r) +— H(A(@2))]|s=y = —det(A(y)).

-----

.....

champ hamiltonien &}, est défini par A),, = {-, h;}, tandis que pour y € C, le champ hamiltonien
Ay, est défini par Xy, = {-, H,}.

Tout champ de vecteurs & sur 'espace affine M, peut étre décrit comme une application sur
M, a valeurs dans l'espace vectoriel associé a M, qui est un sous-espace vectoriel de sly(Clz]).
Ainsi, pour tout 0 < i < 2g et y € C on notera par DY et Dj les applications

DY, DY : My — sly(Clz]),

qui décrivent les champs de vecteurs Xy, et A}, sur M,. Dans les notations DY et Dy, on omettra
d’écrire g s’il n’y a pas de risque de confusion. Afin de simplifier les notations on remplacera les
écritures DY (A(z)) et DJ(A(z)) par DJ|a et Dg|a, donc D}|4 (Dg|a) est la valeur du champ de
vecteurs D} (DY) au point A(z), vu comme un élément de sly(C[z]). Puisque les fonctions H, et
h; sont des fonctions polynomiales et la structure de Poisson est polynomiale, les applications D
et D? sont polynomiales.

Proposition 3.1. Soit A(z) € M,. Pour tout y € C et 0 < i < 2g les champs de vecteurs D, et
D; au point A(x) s’écrivent sous forme d’équation de Lax :

o[ [82] - (2 )]

Dyla= {A(m), - ffy)y - ( ot )] | (3.5)

Dans la premiéere formule [f(fl)] est la partie polynomiale de la matrice f(fl)
Jr

Preuve. Nous allons donner une idée de la preuve de (3.5). Pour plus de détails on référe au livre
[24, Chap 4]. Soit A € M, et soit y € C. A I'aide des égalités (3.1), on obtient les crochets suivants :

{ue).2) + ulgu)) -2 =),

(o). 02 () +ulp(y)) = EECDUD ) (3.6)
o(@)u(y) = wixo(y)
{w(z), v*(y) +uly)w(y)} =2 p— + 2v(z)u(y).

Notons

2. Ici, y n’est pas formel.
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Alors, d’aprés (3.6),

(A(z),H,} = [A(x),— Al) _ < u?y) 8 )} | (3.7)

r—Yy
Ceci nous donne I’équation de Lax (3.5). L’équation de Lax (3.4) est obtenue a partir de I'équation
(3.5) par un calcul de résidu formel. O

Remarque 3.2. De I’équation (3.4), on peut facilement voir que {A(x),h;} = 0 pour tout g <

Az 0 0 . :

1 < 29 car ( ) — = 0 pour tout ¢ > ¢g. On conclut que les fonctions h,, ..., ho, sont
x-l-‘r]. U”i 0 g g

des fonctions de Casimir pour cette structure de Poisson. Nous nous intéressons alors uniquement

aux champs de vecteurs D; ou 0 <7< g — 1.

L’équation (3.4) nous permet d’expliciter pour ¢ = 0,...,¢ — 1 les champs de vecteurs D; en
: o O(x)  u®(z)
un point arbitraire A°(x) = de M, :

w'(z) —v’(x)

V()

Diwate) = 20 |55 2t | 35)
Dn(e) = <>( 8] ) e |5 3.9)
)

(
Dlwute) = ) |2~z (| 52] —ut), (3.10)

Proposition 3.3. Soit y € C. Le champ de vecteurs D, s’écrit

Preuve. Soit A € M,. Par définition, H,(A(x)) = H(A(x))|,=,. A l'aide de I'égalité (3.3) on
obtient

On a donc
2g+1 2g+1

X, = {H} =y { i} =)y,
=0 =0

D’apres la remarque 3.2, on sait que A}, = 0 pour tout g <@ < 2g et Xpog41 = 0 car hggyq = 1.
On conclut alors que

g—1
D, = y'D;
1=0
O
Exemple 3.4. Soit g = 1. Soit A(x) = < 2 —{—wvozv L . +Uu0 ) une matrice de M;. On a
1 o~

H,(A(z)) = y® + hoy® + hiy! + hy avec

hg = Up -+ wr,
hi = wowy + wo,

2
ho = UpWo + Vg
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La matrice de Poisson de {-, -}, calculée a partir de (3.1), est donnée par

U Vo w1 Wo
up /0 1 0 0
Vo -1 0 1 w1 — Up
wy | 0 -1 0 0
Wo 0 Ug — W1 0 0

On a X, = &), =0 et &), = Dy. D’aprés la proposition 3.3 on a D, = Dy. Explicitons Dj :

Do(UO) = 2U0,
Do(vo) = —wo + uowy — ug,
D0<w1) = —2’00,
D()(wo) = QUo(UO - wl).
. o . o mT + Vg % + U1T + Ug .
Exemple 3.5. Soit g = 2. Soit A(x) = ( 2+ wor® - Wiz LWy —01T — g ) une matrice

de M. On a Hy(A(x)) = v° + hay* + hsy® + hoy® + hiy + ho avec

hy = uy + wo,

hs = uywe + w1 + uo,

hg = WoUp + UTW1 + Wq + U%,
hi = uiwo + upwy + 2v;vy,

2
h[) = UgWq + Vg

La matrice de Poisson peut maintenant étre calculée a partir de (3.2). Elle est donnée par

U1 Uo U1 Vo Wao w1 Wo
up /0 0 0 1 0 0 0
Ug 0 0 1 (751 0 0 —2’01
(%1 0 -1 0 0 0 1 Wo — U
Vo —1 —Up 0 0 1 Wa w1 — Ug
wy | 0 0 0 —1 0 0 0
w1 0 0 -1 —Wa 0 0 2’01
Wo 0 2’01 Uy — W2 Uy — W1 0 —2U1 0

Ona X, = &, = &, =0 et &, = Dy, Xy, = Dy. Par la proposition 3.3 on a D, = Dy + Dj.
Explicitons Dy et Dy :

D1 (ul) = 2?}1, Do(ul) = 2’U0,

D1 (’U,O) = 2’(}0, Do(uO) = Q(Uﬂ}o — Uo’Ul),
Dl(’Ul) :u0+u1(w2 —ul) — W, Do(U1> UQ(U)Q —ul) — Wy,

D1 (’UQ) = U()(UJQ — Ul) — Wy, Do(UQ) = —ujWo + uo(w1 — Uo),
Dl(wg) = —2?)1, Do(wg) = —21)0,

Dy(wy) = 2[(u1 — we)vy — vy, Do(wy) = 2(upvy — wavy),

D1 (wo) = 2’(]0('&1 — U)Q). Do(U)o) = Q[UQ(UO — wl) —+ Ul’wo]

Proposition 3.6. Le systéme (Mg, {-,-}, H) est intégrable au sens de Liouville. 1l est appelé le
systéme de Mumford impair d’ordre g.
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Preuve. On sait d’aprés la remarque 3.2 que pour tout g < 7 < 2¢, la fonction h; est un Casimir.
On vérifie que les g fonctions hy, ..., hy—1 sont deux a deux en involution. Soit A une matrice de
M, et soient = et y deux paramétres formels. On a avec les égalités (3.6) que

{H,, H,} = {v*(2) + u()w(z), v*(y) + uly)w(y)} = 0.

Par définition,
g—1
{H,, H,} = > a'y/{h;, h;}.
i,§=0
On obtient,
g—1
> 'y {hishi} = 0.
i,j=0
Dés lors que = et y sont deux parameétres formels, on a que {h;,h;} = 0. On conclut que les
fonctions hy, ..., h,—1 sont deux a deux en involution. On peut démontrer que

U = {A € M, tel que Xp|a A--- AN Xy, |4 # 0}

n’est pas vide, c’est donc un ouvert dense de M,. On a donc que (hg,...,hy,) est une famille
involutive de s = 2¢g + 1 fonctions avec g + 1 fonctions hy, ..., hy, de Casimir et

dim<Xh0|A,...,th_1|A> =g.

L’espace affine M, est de dimension d = 3g 41 et de rang 2r = 2g. On a alors bien s = d —r. Par
conséquent, le systéme (M, {-,-}, H) est intégrable au sens de Liouville. ]

Les fibres génériques de 'application moment du systéme de Mumford impair d’ordre g ad-
mettent une description géométro-algébrique, comme 'a été démontré par Mumford [17]. Soit
h € H, un polynéme sans racine multiple. La courbe affine C' d’équation y* = h(x) est alors
lisse. Vu que le degré du polynéme h est impair, la compactification (lisse) C' de C est donnée en
ajoutant a la courbe C' un seul point que 'on notera par co. Avec ces notations, la fibre H™1(h)
est isomorphe a la jacobienne de C' dépourvue du diviseur ©. Dans ce qui suit nous rappelons
quelques éléments de la construction de Mumford, qui permet de prouver ce résultat 3.

Remarque 3.7. Les fibres M,(h) = H !(h) sont au moins de dimension g car ce sont les fibres
de H: My, — H, avec dim(M,) = 3g + 1 et dim(H,) = 2¢g + 1.

Soit C' une courbe hyperelliptique affine de genre g d’équation y? = h(z) ol h est un polynéme

de H, sans racine multiple,
2g+1

hiz) =[] (= —a).

i=1

On note par ¢ Iinvolution hyperelliptique de C définie de la maniére suivante :

{ Z(;U,y) = (SC, _y) pour (Sl?,y) S C:

1(c0) = oo

On note par DI (C) le sous-ensemble de D9*(C)

9
DI (C) = {D = Zpi tel que p; # oo et p; # 1(p;) pour tout 1 < i # j < g} )

=1

3. Un rappel sur les jacobiennes, ainsi que sur le diviseur théta, sera fait dans le chapitre 5.
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Proposition 3.8. L’ensemble des diviseurs D8’+(C’) défini ci-dessus est une variété affine, iso-

morphe a Jac(C) — ©.

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme on référe au livre [17]. O

g _
Soit D = " p; un diviseur de D" (C). On note n; = ord,, D pour tout 1 < i < g. On associe
i=1

a D T'unique matrice A(x) = ( v(z)  u(z)
w(z) —v(x
satisfassent les conditions suivantes :

e u(z) = [[(z — o(p:)),

=1

) ) € M, telle que les trois polynoémes u,v et w

&’
o ﬁ[v(x) — Y| (z.y)=p; = 0 pour tout 0 < j < n; — 1,
v 2g+1
[ (z = a;) —v(2)?
i=1
o w(x) =

u(z)

w(x) est bien un polynéme car les racines du polynéme wu sont aussi des racines du polynoéme
h —v? avec au moins la méme multiplicité. Par construction, H(A(z)) = h(x). On obtient donc
une application ¥ : Jac(C) — © — H™!(h(z)).

Théoréme 3.9. Soit h un polynome de H, sans racine multiple. Soit C' la courbe affine d’équation
y? = h(z). L’application ¥ : Jac(C)—O — HY(h(z)) est un isomorphisme. Les deuz familles de
champs hamiltoniens (D;)i=o,...g—1 €t (Dy)yec transportées sur Jac(C)—0 par U~ sont invariantes
par translation.

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme on référe au livre [17]. O

Comme dim(Jac(C')) = g, on conclut en particulier que la dimension de chaque fibre M,(h),
avec h sans racines multiples, est g.

A Tl'aide de la proposition 3.6 et du théoréme 3.9, on a le théoréme suivant :
Théoréme 3.10. Le systeme de Mumford impair d’ordre g est algébriquement complétement in-

tégrable (a.c.i).

3.2 Les systémes de Mumford pairs

Nous allons aussi étudier les systémes de Mumford pairs, qui ont été introduits par Vanhaecke.
Ces systémes sont similaires au systéme de Mumford cas impair.

Soit M, I'espace affine complexe de dimension 3g+2, muni de coordonnées g, . . ., ug—1,Vp, - - - , Ug—1,Wo; - - -

On représentera cet espace a ’aide de matrices polynomiales 2 x 2 de traces nulles de la maniére
suivante :

U(.Z’) u(x) U(IE) = 9+ ugflxg_l + ug72x9—2 4t o,
M = ( wlz) —v(z) ) tel que v(x) = Ugﬂxg_l +U972xg—2 4o,
w(z) = rIt2 wg+1g;9+1 + wya? + wg_ll,g—l T 4w

Soient = et y deux paramétres formels. L’espace affine M; est muni de la structure de Poisson
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{-,-} définie de la maniére suivante

() uw)} = (@), v} =0,
{ulo), o)) ==,

() uy)) - 2= (3.11)
@)y =07 ut)

{w(z), w(y)y = 2a(r +y)(v(z) —v(y)),

ol ax) = T 4+ wyr1 — Ug—1. Soit H| Vespace des polynomes unitaires de degré 2g + 2. Soit H'
I’application définie par
H: M, — H,
A(x) — —det(A(x)).
On définit maintenant une famille de 2¢g + 2 fonctions de M ; vers C notées h; avec 0 <@ < 2g+1
telles que I'application H' s’écrit a 'aide de ses 2g + 1 fonctions

H'(A(x)) = 2% + hg 1 (A(2))2* + -+ + ho(A(2)).

On note par Ay, les champs hamiltoniens définis par h; sur espace affine M pour tout 0 <4 <
2g + 1. Pour tout y € C, on note par Hj I'application suivante :

H;: M; — C
A(z) — H'(A@®))]|s=y = — det(A(y)) .

Le champ hamiltonien de Hj, est noté Xu,. Comme dans le cas du systéme de Mumford impair
d’ordre g, chaque champ de vecteurs de I'espace affine M , peut étre décrit a I’aide une application
de M, vers sly(C[z]). Pour tout y € C et 0 < i < 2g + 1, les champs hamiltoniens X}, et Xp; sont
décrit par les applications :
D;g,Dg’f r My — sly(Clz]).

S’il n’y a pas de risque de confusion on omettra g des notations D7 et DY. Afin d’alléger les
écritures pour tout A(x) € M, nous noterons DJ(A(x)) et DJ(A(x)) par DJ|4 et Di|4 respec-
tivement. Comme dans le cas impair proposition 3.1, ces champs de vecteurs peuvent s’exprimer
sous la forme de Lax. D’ou la proposition suivante :

Proposition 3.11. Soit A(x) € M. Pour touty € C et 0 < i < 29+ 1 les champs de vecteurs
D, et D; au point A(z) s’écrivent sous forme d’équation de Lax :

Di|a= :A(a:), Eﬁ)L - ( i +ui(u?g+1 ) 8 )1 : (3.12)

D= :A(:c),— Al _ ( 0 0 )} . (3.13)

u(y)a(y +x) 0

Dans la premiére formule f(fl)} est la partie polynomiale de la matrice ;‘(fl)
L +

Remarquons que {A(x),h.} = 0 pour tout g < i < 2¢ + 1. Par conséquent les fonctions
by, ..., hy,y, sont des fonctions de Casimir pour cette structure de Poisson. Comme dans le systéme
de Mumford impair d’ordre g (voir proposition 3.3), on a :

Proposition 3.12. Pour tout y € C

g—1
/ § : iy
=0
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Exemple 3.13. Soit g = 1. Soit

A(:U)—( Vo x+u0)

23+ wer? + i +wy —up
une matrice de M. On a Hy(A(x)) = y* + hay® + hay? + hiy' + ho avec
hg = ug + wo,
ha = w1 + wau,
h1 = uows + wo,

_ 2
ho = UpWo + Vg -

La matrice de Poisson est la suivante :

U Vo Wa w1 Wo
up /0 1 0 0 0
vy | —1 0 1 wy—ug wy+ ug(ug — ws)
wa | 0 -1 0 0 0
wi | O Uy — Wo 0 0 0
Wo 0 uo(w2 — Uo) — W1 0 0 0

Les fonctions hq, he et hg sont des Casimirs pour cette structure de Poisson. On a donc D), = Dj,.

v
Explicitons D,

Dé(uo) = 21)0,

Dé( ) = uo[wl -+ Uo(UO — ’wz)] — Wy,
Dé(wg) = —21)07

Dy(wr) = 2vp(ug — w2),

D()(wo) = 2v0[u0(w2 — U()) — wl].

Exemple 3.14. Soit g = 2. Soit

A(a;) o V1T + Vg %+ ULT + Ug
T\ 2w Fwer? Fwir wy —v T — v

une matrice de M. On a Hy(A(x)) = v° + hsy® + huy* + hay® + hay® + hay + ho avec

hs = w3 + uy,

h4 = Ug + Urws + wa,

hg = UpW3 + Wal + Wy,

hg = WoUp + UTW1 + Wq + U%,
hi = wwy + upw; + 2v;vy,

2
hg = UpWo + Vg
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La matrice de Poisson est définie par

=
w)
o
3 =
5 S
3z = -
So & UW\O% WOO
(=)
'+ S =
o —
uﬁ 5
3
o
3
=
— O
33 _
w100_ _AUOOMu
™ AN ~—
3 3 3
N
_
[\l [ap] U_|.
o o — wOOOn_A

U1
0
1
0
0
0
Uy — ws
uy — we — up(ug — ws)

Uo
0
0

—uy
0
0
0

2U1

-1

Uy
Uo
U1
Vo
w3
Wa
wy
Wo

Les fonctions hs, hs, hy et hs sont des Casimirs pour cette structure de Poisson. On a UM\ =
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D'y + Dj. Explicitons D; et Dy

DII(U1> = 27)1,

Di(ug) = 2wy,

Dj(v1) ud(uy — ws) — ug(uyr — ws) + ug(wa — ug) — wy,
D/ (vo) up(wy — uyws + ui — ug) — wo,

D/1<”LU3) —2’01,

D/I(U}2> = —2U0 + 2?]1 (Ul — wg),

Di(w1) = 2[vi(ui(ws —u1) —wa + ug) + vo(—ws + uq)],
Di(wg) = —2vg(ui(u; —ws) + ug — ws).

= 2'110,
2(%11)0 — U(ﬂ)l),
up[we — ug + w1 (ug — ws)] — wo,
uolwy + up(ur — ws] — ugw,
) —22)0,
wy) = 2(—wsvg + upvy),
)
)

<
S
I

2(v1up(ws — uy) + vo(—ws + o)),
= 2[vg(—wy — ug(uy — w3)) + viwe).

Théoréme 3.15. Le triplet (M}, {-,-}, H') est un systéme intégrable au sens de Liouville. Il est
appelé le systéme de Mumford pair d’ordre g.

Preuve. La preuve est similaire & celle de la proposition 3.6. O

Il y a une description géometro-algébrique des fibres génériques de 'application moment du
systéme de Mumford pair d’ordre g, ce qui a été fait par Vanhaecke [24]. Soit h € H , un polynome
sans racine multiple. La courbe affine C' d’équation 3? = h(z) est lisse. Comme le polynéme h est
de degré 2g + 2, la compactification (lisse) C' de C' s’obtient en ajoutant deux points & la courbe
C que I'on note oo_ et oo,. La fibre H~'(h) est isomorphe & la jacobienne de C privée de deux
copies du diviseur ©. Nous allons dans cette suite rappeler quelques éléments de la construction
de Vanhaecke.

Fixons une courbe hyperelliptique lisse C' de genre g d’équation y? = h(x) ou h € H , telle que
2g+2 -
h(z) = [] (z — a;) avec les a; tous distincts. On définit 1’ensemble des diviseurs DJ*(C) de la
i=1
maniére suivante :

g
DI (C) = {D c DY (C) | D= Zpi tel que p; # ooy et p; # 1(p;) pour tout 1 < i # j < g} :

i=1

9 _

Soit D = 3" p; un diviseur de D§™(C). On note n; = ord |,, D pour tout 1 <4 < g. On associe &
i=1

D trois polyndémes u, v et w tels que

o u(z) = [Tz — 2(p2)),

i=1
° %[v(as) — Yl|(@y)=p; = 0 pour tout 0 < j <n; —let 1 <i<g,
o w(z)= h(z)—v(z)?

2g+2
On note par M (h) la fibre au dessus de h(xr) = [] ( — a;) par I'application H'
i=1

M (h) = {( Z(x)) }58) ) € M; tel que u(z)w(z) + v*(x) = h(x)}.
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Théoréme 3.16. Soit h un polynome de H; sans racine multiple. Soit C' la courbe affine d’équa-
tion y> = h(z). Il y a un isomorphisme entre les deux variétés affines Jac(C) — (O_ + O,) et
M(h). Pour tout 0 < i < g — 1, les champs de vecteurs X, restreints a la fibre M, (h) sont in-

variants par translation. Par conséquent le systeme de Mumford pair d’ordre g est algébriquement
completement intégrable (a.c.i.).

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme on référe au livre [24]. O

Comme dim(Jac(C') = g, la dimension de la fibre M;(h) est égale a g.



Chapitre 4

Stratifications

Dans ce chapitre nous allons décrire les lieux de dépendance des champs intégrables des sys-
témes de Mumford impairs et pairs, rappelés dans le chapitre précédent. Ceci nous aménera &
une stratification de leurs espaces de phases respectifs, qu’on décrira de deux facons différentes.
Par restriction aux fibres de leur application moment, on obtiendra une premiére stratification
de chaque fibre. Une deuxiéme stratification, plus fine, des fibres sera également donnée. Une
description géometro-algébrique de ces strates fines sera donnée dans le chapitre suivant.

Dans tout ce chapitre, g est un entier strictement positif fixé.

4.1 Préliminaires

Nous donnons ici la définition de stratification ainsi qu’un vocabulaire que nous utiliserons par
la suite.

Définition 4.1. Soit (I, <) un ensemble (partiellement) ordonné. Une stratification d’une variété
algébrique V', est une partition de V' par une famille (S;);c; de variétés quasi-affines telle que :
Pour tout ¢ € I, la fermeture de Zariski S; de .S; est donnée par

S; = |_| S;, (union disjointe). (4.1)
J<i

Les S; sont appelées strates.

Remarque 4.2. La condition (4.1) entraine que le bord de chaque strate S; est composé des
strates S; avec j < 1,

05 = |s;.

j<t

Définition 4.3. Soient (S;)ics et (S} )yer deux stratifications d’une variété algébrique V. La
stratification (5%, )ycp est dite plus fine que (S;);er, si pour tout ¢ € I’ il existe un (unique) i € I
tel que S, C S;.

Définition 4.4. Une matrice A de gl,(C) est réguliere si son polyndéme minimal est égal a son
polynéme caractéristique. Sinon la matrice A sera dite non-réguliére.

Proposition 4.5. Une matrice A de sly(C) est non-réguliére si et seulement si elle est nulle.

Preuve. La matrice nulle de sly(C) est non-réguliére car son polynome caractéristique est y? tandis
que son polynéme minimal est y.

41
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Soit A € sly(C) une matrice non-réguliére. Alors son polynéme minimal et son polynoéme
caractéristique det(A — yly) = y* + det A sont différents. D’apres les propriétés du polynome
minimal et caractéristique, le polyndme caractéristique y?+det A doit admettre une racine double,
donc nécessairement det A = 0. Par conséquent, son polynéme minimal est égal & y. Comme la
matrice A annule son polynéme minimal, il en découle que A est nulle. O

Soit A(x) € gl,,(Clz]) — {0} une matrice de coefficients P;;(x) € C[z]. On note par d le degré
de la matrice A défini par d = max;<; j<, deg(F;;). On peut alors écrire

d
A(z) =) Aa', oit A; € gl,(C).

i=0
La matrice A, sera notée A(oo). Par définition, A(co) # 0.

Définition 4.6. Une matrice A(z) € gl,(C[z]) est dite réguliére si les matrices A(a) pour tout
a € C et A(oco) sont réguliéres. Sinon elle est dite non-réguliére.

Soit A(z) € sly(Clx]). Si A(x) # 0 alors A(co) # 0; d’aprés la proposition 4.5, la matrice A(co)
est réguliere. Une matrice A(z) € sly(Clx]) — {0} est donc réguliére si et seulement si pour tout
a € Clamatrice A(a) est réguliére. Pour toute matrice A(z) = ( Z)((xx)) _UQE(Ix)) ) € sly(Clz])—{0},
on note PGCD(A)= PGCD(u, v, w).

Si une matrice A(z) de sly(C[z]) — {0} n’est pas réguliére, la proposition 4.5 implique qu’il
existe un ag € C tel que chaque coefficient de A(z) est divisible par x — ag et donc le degré de
PGCD(A) est supérieur ou égal a 1. Ceci motive la définition de I'application surjective suivante :

p: M, — {0,...,¢9}

([ vl) e (42)
A(z) = ( ole) o) ) —  p(A) = deg(PGCD(A)).

D’apreés ce qui précéde une matrice A(z) € sly(Clx]) est réguliére si et seulement si p(A) = 0. On

o(z)  ulz) )6

appellera p(A) le degré de non-régularité de A. Pour toute matrice A(z) = ( wiz) —v(z)

sly(Clz])-{0} I'unique matrice A'(z) € sly(C[z]) définie par
A(x) = PGCD(A)A'(z) (4.3)

appartient a sly(C[z])-{0} et elle est réguliére car p(A’) = 0.

4.2 Les systémes de Mumford impairs

Nous rappelons d’abord quelques notations introduites dans le chapitre précédent. L’espace
affine

v(z)  u(x) w(z) = 29+ ug_ 129+ ug_px9 2+ -+ ug,
M, = < w(z) —v(z) ) tel que v(z) = w1291 vy 0x92 + -+ 1g,
w(x) = .Z'Q-H + wgwg + U)gflfﬂg_l 4w,

est I'espace de phases du systéme de Mumford impair d’ordre g. Son application moment H est
définie par
H: M, — H
A(x) +— —det(A(x)),
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ou H, est 'espace des polynomes unitaires de degré 2g+ 1. Elle définit 2g 41 fonctions hy, . . ., he,
en posant pour tout A(z) € M,

H(A(z)) = 2+ + Z 2 hi(A(z)).

On note par D; les champs hamiltoniens associés aux fonctions h;. Rappelons que ces champs de
vecteurs sont polynomiaux en ug, ..., Ug_1, Vg, . ..,Vg—1, Wo, - - ., W, car la structure de Poisson est
polynomiale et les fonctions h; sont polynomiales. Rappelons aussi que pour tout y € C, nous
avons défini une fonction H, sur M, en posant pour tout A(z) € M,

H,(A(z)) = H(A(@))|z=y-

Le champ hamiltonien associé¢ a H, est noté D,,.

4.2.1 La stratification de ’espace de phases M,

Nous montrons dans cette section que l'espace de phases du systéme de Mumford impair
d’ordre g admet une stratification naturelle, donnée par ’application o définie par

o: M, — {0,...,g9}
A($) — dim(DoyA,...,Dg,1’A>.

Pour tout i € {0, ..., g}, on notera par M,; la fibre de o au dessus de i :
M, ={A(z) € M, | dim (Do|a,...,Dg_1]a) =i} (4.4)

On note par I I'ensemble des entiers i € {0,...,¢g} tels que M,; # (). On verra plus loin que
I'=A0,...,g} (remarque 4.17).

Proposition 4.7. La famille (M, ;)icr définit une stratification de M,.

Preuve. La famille (M, ;);cr est constitué des fibres non vides d'une application, donc M, ;,NM, ; =

) pour tout i # j et M, = | | M,,;. Les membres de (M, ;);e; définissent donc bien une partition
icl
de M,. Nous allons montrer que pour tout ¢ € I, 'ensemble | | M, ; est un fermé de Zariski de
J<t

I'espace affine M,.

Rappelons d’abord que pour tout 0 < k£ < g—1, les champs de vecteurs Dy, s’écrivent sous forme
polynomiale en fonction de wy, . .., ug_1,v0, . .., Vg—1,Wo, . .., wy. Les composantes de ces champs de
vecteurs forment une matrice (3g+1) x g a coefficients dans Cluy, . . . , ug_1,00, - . . , Vg—1,Wo, - . . , W]

qu'on note D = (Dy, ..., Dy_1). D’aprés (4.4),

| | M, = {A(x) € M, | dim(Dola, ..., Dy_1]a) < i}.

j<i

C’est-a-dire | | M, est 'ensemble des matrices A(z) € M, tel que le rang de la matrice D|4 =
J<i

(Dola, -, Dgy—1]a) est au plus i. En d’autre termes, tous les mineurs d’ordre k& > ¢ de la matrice D

sont nuls. Comme les mineurs d’'une matrice sont des polynémes en fonction de ses coefficients, on

peut conclure que les mineurs de D sont des polynomes en fonction de u, ..., ug—1,00, ..., Vg—1,Wo,

..., wy. On peut donc conclure que | | M, ; est un fermé de Zariski de M,. Il reste a démontrer que
j<i
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chaque M, ; (avec ¢ € I) est une variété quasi-affine. En effet, 'ensemble M, ; est le complémentaire
d’un fermé de | | M, ; car

j<i
My =| |My;— || M,
j<i j<i—1
On conclut que M, ; est un ouvert de Zariski de | | M, ; et que M,; = | | M, ;. La famille (M, ;);es
J<i j<i
est donc bien une stratification de M,. O

L’espace de phases M, admet une seconde stratification, donnée par les fibres de I’application
surjective p définie dans (4.2). On note par S, ; la fibre de p au-dessus de g — i, c’est-a-dire

Sgi = p~' (g — 1) = {A(z) € M, | deg(PGCD(A)) = g — i}.

.....

d’une application. Notons qu’aucune de ces ﬁbres n’est vide car p est surjective.

Proposition 4.8. La famille (Sg;)icqo....qy définit une stratification de lespace affine M.

.....

Preuve. Soit 0 < i < g. On montre que I'image inverse de {i,..., g} par p est un fermé de Zariski
de M,. Pour ce faire nous utilisons la notion de sous-résultant, rappelée dans la section 2.3, et
plus particuliérement les propriétés fondamentales des sous-résultants (propositions 2.15 et 2.16).

\ . . v(x)  u(z)
L’image inverse p~'({7,...,g}) = |_| Sy.; est I'ensemble des points A(z) = ( w(z) —v(z)
de M, tels que deg(PGCD(u,v,w)) > i. Cet ensemble est inclus dans 'ensemble des matrices

_ ([ v@) u(@) R »
A(z) = ( w(z) —v(z) ) de M, telles que deg(PGCD(u,v)) > i. D’aprés la proposition 2.15,

cette derniere condition équivaut a
Ro(u,v) =+ = R;—1(u,v) = 0.

On sait que PGCD(u, v, w) = PGCD(w, PGCD(u,v)). Par consequent, si deg(PGCD(u, v, w)) > 1,
alors w et PGCD(u,v) ont en facteur commun PGCD(w, PGCD(u,v)) de degré supérieur ou
égal a 1. Selon la proposition 2.15, pour que deg(PGCD(w,PGCD(u,v))) > i, il suffit que
Ro(w, Rj(u,v)) = -+ = Ri_1(w, R;(u,v)) = 0 pour j = PGCD(u,v). On conclut que p~*({i, ..., g})

est contenue dans I’ensemble des points A(x) = ( ;jj((?) —%8) ) de M, tels que

([ Ro(u,v) =+ = R;i_1(u,v) =0,

R(wR(uv)): —RZ 1(w, Ri(u,v)) =0,

R (val+1<u7 U) - Rl 1(71) RZ+1< )) (45)
| Ro(w, Ry(u,0) = --- = Ri_i(w, Ry(u, v)) = 0.

Soit A(z) = ( Z((xx)) _qu(xgz) > € M, telle que u,v et w vérifient les équations (4.5). Les

équations Ry(u,v) = -+ = R;_1(u,v) = 0, impliquent que deg(PGCD(u,v)) = j > i. Tou-
jours par (4.5), on a que les égalités Ro(w, Rj(u,v)) = -+ = Ri_1(w, Rj(u,v)) = 0 sont équi-
valentes aux égalités Ry(w, PGCD(u,v)) = -+ = R;—1(w,PGCD(u,v)) = 0. Par conséquent,

deg(PGCD(w, PGCD(u,v)) > i, donc deg PGCD(A) > 4. On conclut que A € p~'({3,...,g}). On
g—1
a donc que p~t({i,...,g}) = || S, est égale a

j=0

L Y ey ot e unt)) — 0 pour tout i < j < 9. |
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Comme les sous-resultants ci-dessus sont des polynémes en fonction des coefficients des polynémes

g—i
u,v et w, on conclut que p~*({7,...,g}) = || Sy, est un fermé de Zariski de M, et que
7=0

g—1i g—i—1
Sg.g—i = |_| Sgj — |_| Sg.j-
Jj=0 Jj=0

Donc S, ,—; est un ouvert du fermé || S,; et Sy, = || Sy . Par consequent, les fibres de
Jsg—i VAS ]
I'application p définissent bien une stratification de M. O

-----

allons énoncer un résultat qui fait le lien entre la dépendance des champs de vecteurs Dy, ..., Dy
en une matrice A°(z) € M, et la régularité de A°(z).

Proposition 4.9. Les champs de vecteurs Dy, ..., Dy_y sont linéairement indépendants au point

o) (1)

W) —0(x) ) de M, si et seulement si la matrice A° est réguliere.

Preuve. Soit A°(x) un point de M, ou les champs de vecteurs Dy, ..., D, 1 sont linéairement
dépendants. Il existe alors g constantes ao, ..., a,—1 non toutes nulles telles que

g—1
E aiDi|A0 = 0.
=0

En utilisant les équations (3.8), on obtient

iaiDi|A0U($) = 20%(x) 9—0 a; {uo(m)_ —2u(z) g_o a; [Uo@)} - 0.

- a | - itl
Q) R()
g—1 g—1 0/, g1 0
zDZ - 0 i p - 0 - 0 7 ; — 0’
Zz:;a |g0v(x) = u'(x) 2 a ({ a | u; ) —w”(x) ; P
s?;) Q‘(,ar)
g—1 g-1 0 g-1 0
0 vY(x) 0 w(z) 0
;alDZ]Aow(x) = 2w"(x) 2 a; [ o ]+ —20v" (z) 2 az([ pecre i) =0
R?;) S?;)

Remarquons que les polynomes @ et S sont des polyndmes non nuls, car les polynomes u° et
w® sont unitaires et les constantes a; ne sont pas toutes nulles. Notons aussi que les degrés des
polynémes S et @) vérifient deg(S) < g et deg(Q) < g — 1.

On a u°S = w°Q, donc les polyndomes u’S et w’Q ont les mémes racines avec les mémes
degrés de multiplicité. Comme deg(u’) = g, deg(S) < g et deg(w®) = g+ 1, deg(Q) < g — 1, les
polynomes u° et w® ont une racine commune. Par récurrence, il existe donc b une racine de u°
de multiplicité 3 qui est aussi racine de w° tel que la multiplicité de b dans ) est strictement
inférieure a 3. Par I'égalité v°Q = u°R, on déduit que b est une racine de v°, car les polyndomes
u’R et v’ admettent les mémes racines avec les mémes de degrés de multiplicités.

Par conséquent, u°, v” et w° ont au moins une racine commune. On conclut que si Dy, ..., Dy_;
sont linéairement dépendantes au point A°, alors les polynomes u°,v° et w® ont une racine com-
mune, c¢’est-a-dire la matrice A° est non-réguliére.
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Pour la réciproque, soit A° est une matrice non-réguliére, alors il existe un a € C tel que
A%a) = 0. D’aprés la proposition 3.1, on a D,|40 = 0 , car pour tout y € C on a

Dyl = {A%),—fo_(y; - ( 2 0 ﬂ |

En évaluant cette derniére équation en y = a on obtient

D&m:L@@L(gg)}:O

g-1
Comme D,| 0 = Y a'D;] 0,

i=0
g—1
Z aiDi\Ao =0.
i=0
Par conséquent, les g champs de vecteurs Dy, ..., D,_; sont linéairement dépendants au point A°.

]

Définition 4.10. Soit P(z) un polynome unitaire de C[z] de degré n € N*. On note par pup
I’application affine définie de la maniére suivante :

pp: My — Mgy,
A(x) —— P(z)A(z).

Proposition 4.11. Pour tout polynéme unitaire P(x) de Clz], Uapplication pp est un isomor-
phisme affine sur son image.

Preuve. Pour P un polynéme unitaire fixé pp est injective car si P(z)A(z) = P(x)A'(x) alors
A(x) = A'(z). Par conséquent, pp est un isomorphisme affine sur son image.
[

Proposition 4.12. Soit P(z) un polynéme unitaire de Clx] de degré n € N*, soit A°(z) € M, et
soitye C. On a

Dy pao = P(y)pp«(Djl o). (4.6)
Preuve. Pour toute matrice A%(z) = ( V) () ) de M,, on sait par 1'égalité (3.5) que
w(y) —v'(2) ?
A%(y) 0 0
g — 0 _ _
Dy = |#@ -2 (0 0]

L’image du champ de vecteurs DJ au point A%(z) par I'application linéaire pip, est

rn(Di0) = Plo) |40, -2 - (00, (47

Toujours par 1'égalité (3.5) on a

DI p a0 = {P(x)Ao(x)’_P(i)f;(y) B ( 0 0 )]

:p@wwﬂﬁ@yfmw—(m%)gﬂ. (4.8)

r—y
En remplagant 'égalité (4.7) dans (4.8) on obtient

Dy pao = P(y)pp«(Dy| 0).
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Corollaire 4.13. Awvec les notations de la proposition 4.12, on a pour tout 0 < i < g+n —1
[’égalité suivante :

Preuve. Soit y € C. On sait d’aprés la proposition 3.3 et I'égalité (4.6) que

En identifiant les coefficients des 3 pour tout 0 <7 < g +n — 1, on conclut que

P(y)pp.(Dyla0)

Corollaire 4.14. Soit P(x) = 2™ avec n € N* et soit A°(x) € M,. Alors

et

g+n—1

> Y DI pao = DI pao = P(y)pps(DY) ao).

=0

D™ [pao = DY pao =

DI pao = ppa(D] 40) pour tout 0 < i < g— 1.

g+n —
Di |PAO = Resy:o

g+n —
DZ- ’PAO = Resy:o

P(y)pp-(Djlao)

yi—i-l

yi—i-l

“+n
:Dz,1|PA0 =0,

Preuve. Pour tout 0 < k < n+ g on a, d’aprés le corollaire 4.13,

g+n _
Dk ’PAO = ReSy:()

-1
y" pup(Dy| a0) N kL
e = Resmo )y (Do),
1=0

Cela donne D{™|ps0 = 0 pour tout 0 < k < n — 1 et DI"|pro = pup.(DJ_, |20) pour tout

n<k<g+n—1.

O

Exemple 4.15. Nous reprenons ici 'exemple 3.5. Soit A(z) une matrice de M, de la forme

4

Notons par A%(z) = (

U1
x? + WX + Wy

T+ Uy

). Les champs de vecteurs D? et D2 au point A(z) s’écrivent

= 21)1,
= U1(w2 - U1) — Wiy,
0,
_2U17
—2(11]2 — Ul)Ul,
T+ uq

x? + woxr + wy

3.4, le champ de vecteurs Dy au point A°(x) s’écrit

On a donc bien

D(l)(ul) = 2’1]1,

D(l)(vl) :ul(wg—ul) — Wy,
Dé(wg) = —21}17

Dé(wl) = —2(11)2 — Ul)’l)l.

D%|:L"A0 = :uﬂc*(DélAO)'

D(Q)(Ul) = O,
D§(ug) =
Dg(l}l) = O,
Di(vo) =
D%(wl) = 0,

€ M;. On a A(x) = 2A%z) . D’aprés exemple
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On a vu précédemment que les applications p et o définissent sur I'espace de phases M, deux
stratifications. Les strates de la stratification définie par p sont des matrices de méme degré de non-
régularité. Comparativement, o nous définit une stratification ot les strates sont conditionnées par
le degré de liberté des champs hamiltoniens Dj, .. ., Dgfl. Ces deux stratifications sont identiques,
comme le montre la proposition suivante :

Proposition 4.16. Pour toute matrice A°(z) de M, on a
a(A%) =g — p(A”).

On a ainsi le diagramme commutatif suivant :

Preuve. Soit A°(z) une matrice de M, de degré de non-régularité n = p(A°). On note par P(x) €
C[z] le polynome unitaire de degré n tel que P = PGCD(A). L'unique matrice A'(z) de M,_,
telle que

A’(z) = P(x)A'(2)

est réguliére. D’apres la proposition 3.3, on a pour tout y € C

g—1 g—n—1
_ Y -n _ i yg—n
DZ‘pAl— E yDi’PAl et Dg ’Al— E yl)z |A1-
=0 i=0

En utilisant la proposition 4.12, on peut conclure des deux égalités précédentes

g—n—1

g—1
Zyin|pA1 = P(y) Z Y up.DI"| 41 pour tout y € C .
i=0 i=0

A laide de cette derniére égalité on obtient
<Dg|pA1, ce Dg_1|pA1> = <,up*Dg_”|A1, . ,MP*Dg:Z_1|A1> : (4.9)
Par I’égalité (4.9) on a
dim (D§| 40, ..., D4 _4[a0) = dim (pup, D" |41, ..., pp DI (| ar) -

Comme A'(z) est une matrice réguliére, la proposition 4.9 nous assure que les g — n vecteurs
D" |41, ..., D7) | a1 sont linéairement indépendants. Du fait que y est une immersion, on
obtient

dim <,up*Dg_"|A1, N 7:U/P*DZ:271|A1> =g —n.

On conclut que
dim (Df| a0, ..., D4 _1|40) = g —n.

]

Remarque 4.17. De la proposition 4.16, on déduit que M,; = Sy; et que I = {0,..., g}, car
My = o= '(i) et Sy = p~' (g — ).

Proposition 4.18. Soit P un polynoéme unitaire de degré n. Pour tout 0 < i < g, limage de la
strate Mg; par pup est incluse dans la strate Mgy, ;. Plus exactement,

MP(Mg,i) = MyiniN NP(M9)~ (4‘10)
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Preuve. Soit 0 < i < g. D’aprés la proposition 4.16, toutes les matrices A de M, ; ont p(A) = g—1,
donc p(PA) =g+n—iet pp(My;) C Mgyn;, donc Uintersection My, ; N pp(M,) est non vide et
pp(Myi) C Mypn; N pp(My). La variété Mg, ; N pp(M,) est définie par les matrices B de M.,
telles que p(B) = n+ g — i et PGCD(B) est un multiple de P c’est-a-dire £ € M, ;. On conclut
que
pp(Mg,i) = Mgy 0 pp(My).
]

Remarque 4.19. Les champs de vecteurs D, .. ., Dg_l sont tangents a M, ; pour tout 1 <14 < g.
En effet, si A(z) est une matrice de M,;, alors il existe un unique polynéme P de degré g — i
et une unique matrice réguliere A'(x) € M;; tel que A(x) = P(x)A'(x). Les champs de vecteurs
Dj,...,Di_| sont tangents et linéairement independents sur M; ;. Par 'immersion pup on a que
ppsDpy, ... up. D sont aussi tangents a M, ; et ils sont linéairement independents au point A(z)
de up(M;;) C My;. De plus

<D8|PA/, e ,D§71|PA’> = <MP*D6|A/, o ;NP*DZ:_1|A’> ,

et le span des champs de vecteurs Dj, ..., Dg_l correspond donc en A a celui des champs de
vecteurs D, ..., D, ; en A

4.2.2 La stratification des fibres M, (h)
Soit h € H,. La fibre au dessus de h par 'application

H: M, — H,
A(x) — —det(A(x)),

est notée My(h). Notons que M (h) est non-vide car H est surjective. Puisque H est une application
réguliere, M,(h) est une variété affine.

Dans cette section nous allons décrire deux stratifications sur la variété affine M,(h). Dans un
premier temps nous décrirons une stratification héritée de M, o les strates sont déterminées par
M, ;N M,(h). Puis nous définirons une seconde stratification plus fine. Introduisons les définitions
sulvantes :

Définition 4.20. Soit A un polynome de H,. Un polynome unitaire @ de C[z] tel que Q* divise
h est appelé diviseur quadratique de h. On note par C[z], 'ensemble des diviseurs quadratiques
de h et on note par C[z];;, I'ensemble des diviseurs quadratiques de h de degré i.

Définition 4.21. Soit i un polynoéme de H,. On appelle le degré de non-régularité de h le degré
maximal des diviseurs quadratiques de h, noté p(h).

Proposition 4.22. Soit h un polynéme de H,. Pour toute matrice A € My(h) on a :
p(A) < p(h)

Preuve. Soit A une matrice de My(h) de degré de régularité p(A) = n ot P = PGCD(A). 1l
existe alors une matrice réguliere A' tel que A(z) = P(x)Al(x). Par conséquent, on a h(z) =

det(A(z)) = P?(x)det(A'(x)). De ce fait P € Clx]s, ce qui implique que deg(P) < p(h). On
conclut que p(A) < p(h). O

Remarque 4.23. Soit h un polynéme de H,. Le discriminant de h est non-nul, si et seulement si
Clz]n = {1}, si et seulement si p(h) = 0. Observons que

p(h)
Tl = |_| Clz]in
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Notons aussi que C[z],x),» est constitué d’un seul polynoéme qu’on appellera le diviseur quadratique
mazimal de h.

Soit h un polynoéme de H,. Pour tout 0 < ¢ < ¢, on note
Myi(h) = Mg(h) N My, (4.11)

qui est une variété quasi-affine, car c’est l'intersection d’une variété affine avec une variété quasi-
affine.

Proposition 4.24. Soit h € H,. L’ensemble M, ;(h) est non-vide si et seulement si g — p(h) <
1< g.
La fibre My(h) est donc stratifiée par p(h) + 1 strates.

Preuve. Soit g — p(h) < i < g. Montrons que M, ;(h) # (. Pour ce faire, nous allons construire

une matrice A(z) = ( v(z) u(m)) ) € M,y(h) telle que p(A) = g —i. Soit Q(z) = [[(z — o)

w(z) —vu(x i
un polynéme de Clz],—;  ; un tel polyndome existe car g —i < p(h). Choisissons ¢ éléments a; de C,
tous distincts tels que h(a;) # 0 pour tout 1 < j < . Notons par b; un nombre complexe tel que
b? = h(a;), pour tout 1 < j < ¢. Définissons des polynémes u(x) et v(x) de la maniére suivante :

On a bien deg(v) < deg(u) = g et u est un polynoéme unitaire.

Constatons que par construction v(a;) = b; pour tout 1 < j < 4. Ainsi, pour 1 < j < 7 et
1 < k < g—i le polynome h(z) — v*(z) s’annule en x = a; et © = ay, donc h(z) — v?(z) est
divisible par u(z). Par consequent, on peut définir le polynoéme w(x) unitaire de degré g+ 1 de la
maniére suivante :

b)) W) ) ()
YOS T e M T )
w’(x)

Pour tout 1 < j < 1, les racines a; du polynéme u' n’annulent pas le polynéme v(z), donc v'(a;)
0. Par conséquent, PGCD(u/(x),v'(z)) = 1 ce qui implique que PGCD(v/(x),v'(z),w'(x)) = 1,
donc

PGCD(A(z)) = PGCD(Q(z)u/(x), Q(x)v'(x), Qz)w'(x))
= Q(z) PGCD(v'(z),'(z), w'(x)) = Q(x) ,

et p(A) = deg(Q) = g —i. On conclut que M, ;(h) # 0 car A(z) € My,(h).

Il reste & démontrer que si i < g — p(h), alors M, ;(h) est vide. On sait que g — o (A) =
d’aprés la proposition 4.22 on a g — o(A) = p(A) < p(h). Si A € M, ;(h) alors g —i < p(h
pour tout ¢ < g — p(h), on a M, ,;(h) = 0.

p(A) et
). Donc

]
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Proposition 4.25. Soit h € H,. La famille (Mg ;(h))ic{g—pn)

My(h).

gy est une stratification de la fibre

.....

Preuve. La variété affine M, (h) est un fermé de M, donc toute stratification de M, induit une
stratification de M,(h). D’aprés la proposition 4.24, ce qui subsiste de I'intersection des strates
de la stratification (My;)icqo,..g1 de My avec Mgy(h) est la stratification (Mg ;(h))ictg—pn),...qr de

..........

Mgy (h). ]

Remarque 4.26. Si h € H, est tel que p(h) = 0, alors d’aprés la proposition 4.25 la stratification
se réduit a une seule strate M, (h). Les g champs de vecteurs Dy,..., D, sont linéairement
indépendants aux points A(z) € M, ,(h) = My(h).

Dans la suite de cette section nous allons établir une stratification plus fine des fibres M (h)

sera indexée par un sous-ensemble de I’ensemble des diviseurs quadratiques de h.

Soit h € H,, on sait d’aprés la remarque 4.26 que si p(h) = 0, nous obtenons une stratification
avec une seule strate qui est toute la fibre. La stratification plus fine que nous allons définir,
coincide dans le cas p(h) = 0 avec la stratification originale ; nous allons donc exlure ce cas dans
ce qui suit et supposons dans la suite que h € H, soit tel que p(h) > 1.

Définition 4.27. Soit ) € C[z];, un polynéme unitaire. Notons par M, o(h) l'ensemble des

matrices A(z) = ( ;}J((?) _qu?x)) ) € My(h) tel que @ divise les polynémes u, v et w, c’est-a-dire

Q) divise PGCD(A).

Proposition 4.28. Soit Q un polynéme de Clz],. Le sous-ensemble My o(h) de M,(h) est un
fermé de Zariski non-vide de M.

Preuve. Constatons que

My,q(h) = My(h) N po(My—deg(@))- (4.12)
Par la proposition 4.11, on sait que g est une application affine, donc I'image de M;_qee() Par
po est un fermé de Zariski de M, et comme M (h) est un fermé de Zariski de My, leur intersection

M, o(h) est un fermé de Zariski de M,. Montrons que M, o(h) # 0. D’aprés (4.12)

My o(h) = My(h) N uQ<Mg_deg<Q><§>> |

Comme NQ(Mg—deg(Q)(&)) C My(h),

h
Mgy q(h) = MQ(Mg—deg(Q)(@))-

Puisque I'application H est surjective, Mg,deg(Q)(%) est non-vide, par consequent M, (h) n'est
pas vide. ]

Remarquons que pour @ =1 on a M, o(h) = M,(h).
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Proposition 4.29. La strate My ,(h) est un ouvert de Zariski de My(h) et son bord est |J M, qo(h).
QeClz]1,n

Preuve. On sait d’aprés I’équation (4.11) et d’aprés la proposition 4.16 que

My, (h) = {A@) = ( ”((9”) “<f)> ) € My(h) | p(A) = 0}.

)
D’apreés la proposition 4.24, la strate M, ,(h) est non-vide. Le complémentaire de M, ,(x) dans

es
M, (h) est constitué des matrices A telles que p(A) > 0, c’est-a-dire des matricesde |J M, q(h).
QeC(z]1,n
De la proposition 4.28, on a que | J 5.0 (h) une réunion finie des fermés et donc est un fermé
QEC@hh
de Zariski de M, (h). Par conséquent, M, ,(h) est un ouvert de Zariski non-vide de M,(h) de bord
QeClz]1,n

Théoréme 4.30. Pour tout 0 < i < p(h), la strate My ,_;(h) est donnée par l'union disjointe
sutvante :
h
My,g—i( |_| fQMg—ig—i @ -
QeClx]; n
Preuve. Soit 0 < i < p(h). Si A € uoMy_; 4 <Q2>, alors PGCD(A) = @, donc 'union est bien

h
disjointe. Montrons maintenant M, , ;(h) C |_| poMg_; g ( o ) Soit A une matrice de

QGC[CE i,h
M, ,—i(h) de degré de régularité i. D’apres 1'égalité (4 3) on a que

A(z) = PGCD(A)A,(x), avec A; une matrice réguliére de My_; ,—;.

PGCD(A) est un diviseur quadratique de h de degré i car

h(r) = H(A(z)) = — det(PGCD(A) A;(z)) = — PGCD(A)? det(A;(x)) . (4.13)
Par Iégalité (4.13) on a —det(A;(x)) = %&A)Q et par régularité de la matrice A;, on obtient

A€ My_;q- <$}§({42)7 donc A € ppaepayMg—ig—i (%). On conclut que

M,

g,g—i(h)g |_| ,UQ —i,g—i (é)

QeClz];,

h
Montrons l'inclusion inverse I_l poMy_ig—i (@) C M, ,—i(h). D’aprés I'égalité (4.10),
QeClalin
on a pour tout @ € Clz];

h
HQ (Mg—i,g—i N M, (@)) C My g—i N My(h),
Mg,g_,-(h)

h
donc |_| poMg_ig—i (QQ) C Mgy 4—i(h). On conclut I'égalité

QEeC[z];,n

h
gg z |_| :uQ —i,9—1 (@) .

QEC[ﬁ]Z h
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Proposition 4.31. Soit P le diviseur quadratique mazimal de h. La strate My g,y (h) est iso-
morphe a la fibre My_ ) (%) = My—p(h).g—p(h) (%)

Preuve. On sait que C[z],x),n est constitué du seul polynome P. Par le théoréme 4.30,

h
Mg,g—p(h)(h) = P Mg—p(n),g-p(n) (ﬁ) .

Puisque P est le diviseur quadratique maximal de h, le polynome - +z est a discriminant non-nul
donc p(%) = 0. D’aprés la proposition 4.25 on a que

h h
My p(n) (ﬁ) = My—p(n),g—p(n) (ﬁ) :
Par la proposition 4.11, up est un isomorphisme sur son image. Donc la restriction de pp au fermé
de Zariski Mg_p(h),g_p(h (h) définit un isomorphisme sur son image. On conclut que M, ,_,x)(h)
est isomorphe a M,_,x) O

Définition 4.32. Soit 1
note

)
L
P2
< i < p(h) et soit @ un polynéme de C[z]; ;. Pour tout k < g — i, on
Mg rq(h) = Mg q(h) 0 Mgk (h).

Remarquons que si k > g — i alors M, g(h) N M, (h) =0, car si A est une matrice de My, (h)
alors p(A) = g—k, c’est-a-dire deg(PGCD(A)) = g—k. Comme k > g—i, on a deg(PGCD(A)) < i,
et par conséquent PGCD(A) ¢ C[z]; p,

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 4.31.

Proposition 4.33. Soit 1 < i < p(h). Si Q1 est un polynome de Clz];p, alors Uapplication g,
définit [isomorphisme suivant :

Mgfi,gfi(Q%) — Mg,gfi,Ql(h)
A(x) — po, (A)).

Preuve. Par définition

My.g-i,0.(h) = Mg,q,(h) N Mg g—i(h).
On sait par le théoreme 4.30 que M, ,_;( |_| MQ —ig—i (—2> Par conséquent,
QeCla]i @
h h
My g-ii(h) = My, (h |_| QMg g—i (@) = Mg—ig—i (@) .
QEClx]i,n 1

Par la proposition 4.11 on sait que pg, est isomorphisme sur son image. Par conséquent, la

restriction de pg, au fermé de Zariski M,_; 4, est aussi un isomorphisme sur son image. Par

S

@

conséquent, M, ,_; o, (h) est isomorphe a M,_; ,_; <%> O
1

En utilisant, les théorémes et propositions précédents, on peut maintenant décrire une strati-
fication plus fine de M,(h), mais d’abord nous introduisons quelques notations qui seront utiles.
Par définition, C, [x] est la famille finie de diviseurs quadratiques de degré i de h. Cette famille

sera notée {Qgi), e ,QSZ}} Rappelons qu’on note

M, ZQ(z)(h) M, ,—i(h)yNn M Q(@)(h) pour tout 0 < j < n; et 0 < i< p(h).

S’il 0’y a pas de confusion et pour alléger les notations, on notera M, Q! i (h) par M 0! i (h).

99—
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Définition 4.34. L’ensemble (C|z];, <) est (partiellement) ordonné. Sa relation d’ordre est définie
de la maniére suivante : pour @ et " deux polyndmes unitaires de C[z];, on note

Q < Q' siQ divise Q.

On note @ < @' si deg(Q) < deg(Q') et @ divise Q' (ce qui équivaut @ # Q' et @ divise Q).
Théoréme 4.35. La famille (MM_Z.?Q?)(h))Qgi)eC[x]h est une stratification de My(h). On appelle
les strates de cette stratification les strates fines (des fibres) du systéeme de Mumford impair d’ordre
g.

0950 (h»Q(.i)eC[ ;, est une partition de M, (h). Soient Qg-i), Qy) € Clz]p.
St # i, alors M__ _iQl y(h) N M, Q) y(h) = 0 car My;(h) N Myi(h) = 0. Sii = i et
Q(z)(h)ﬂ
(h), cela 81gn1ﬁe que A(z) € ngg_i(h), comme PGCD(A(z)) est un polynome unitaire

Preuve. Montrons que (M

Q( D + Q ), on a M Q(l)(h)ﬂM g lQ(l)( ) = (), car il existe une matrice A(x) € M

M
g,gﬂ,QE?)

de degré i, divisant a la fois les polyndémes unitaires ng) et Qy) qui sont de degré i, ce qui est
impossible. Donc M_ _iQl a(h)NM . o(h)=0.
gvg_QOj/

h
On sait par la proposition 4.33 que M QW (h) ~ Hot My_i g, <—Q(i)2> , donc le théoréme 4.30
’ j
nous donne
My.g-i(h) = M, ., Q@(h)). (4.14)
Qy)ec[w]i,h

De plus, par la proposition 4.25 on sait
My(R) = || Mya(h). (4.15)

En combinant les deux égalités (4.14) et (4.15), on obtient

g
h) = |_| |_| Mg,g—i,Qy)(h) = |_| ng_z.’Q;i)(h).

=0 QW eclal; n Q' eclln
Par conséquent, la famille (M gei Q(i)(h))Q(i)ec[ , est bien une partition de M,(h).
j i
Montrons maintenant que M Q@)(h) = |_| M . Q(ZI)(h). Commencons par montrer
Q<
I’égalité suivante :
M, oo (h) = ‘,|_| M Q?(h). (4.16)
Q<qf
Par définition, M 0. est I'ensemble des matrices A € My(h) telles que Qg-i) divise PGCD(A).
On sait aussi que Iensemble M Q) y(h) est constitué des matrices A € M,(h) telles que
—_ @ : _

PGCD(A) = Q;,’. Comme Qj divise Qj, , on obtient I_l h) = MngEi)(h).
Q<

Par le méme raisonnement qu’au dessus, on peut constater que

|_| Mgg_i“Q;i')(h) = U M Q“ (h)

Q) <Q} Q) <al”

M . il
g,gﬂ’,Q;, ) (
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De la proposition 4.28 on sait que Mg (h) est un fermé de Zariski pour tout Qg.fl) € Clz]p.

Q')
L’union finie de fermés de Zariski |_| Mg o (h) est aussi un fermé de Zariski. Par conséquent,
N A A1
Q<"
I’ensemble Mg i Q(@-)(h) est un ouvert d’un fermé de Zariski car
bl 9’ J
Mg,g—i,QEi)m) - Mng)(h) N |_| . Mg,Qﬁf/)(h)'
Q5 <Q”
Donc Mg,gfi,Qﬁ-")(h) = |_| Mg,Q;i')(h)' On conclut que la famille (Mg7g7i’Q§i)(h))Q§i)€C[I]’L est
Q" <Ql”
bien une stratification de M,(h). O

Chaque fibre M,(h) du systéme de Mumford d’ordre g admet donc la stratification définie
ci-dessus

Mo h) ,

ol les strates de cette derniére sont caractérisées par le degré de liberté des champs de vecteurs
Dy, ..., Dy et par les diviseurs quadratiques de h. Cela sera explicité dans les exemples suivants :

Exemple 4.36. Soit g > 3 et soient a,b et ¢ trois éléments distincts de C. Soit h(x) = (z —
a)?(x —b)*(x — ¢)?hy () avec hy un polyndome unitaire de degré 2g — 5 et de discriminant non nul.
OnaClz], ={l,z—a,z—bx—c,(r—a)(x—0b), (z—a)(x—c),(x=b)(x—c),(x—a)(z—b)(x—c)} :

g—1 My, (z—a)(h) Myy(o—1)(R) Myy(o—c) ()

I ~ - -~ ~ - -~ I

I _ -~ N N _ -~ N N I

| g S - S |
g—2 My, (z—a)@—b)(h) Mg (z—a)(@—c) (R Mg (z—b)(z—e) (h)

~ - A _ 7
~ N I _ ~
~ - I _ -~
S | g

g-—3 My, (z—a) (@ —b) (@) (I)

Dans ce diagramme, on a noté A --» Bsi A C B.

Chaque ¢élément du diagramme est une strate de la stratification (M, (h)) cCla],” D APTES
’ ] ] )

la proposition 4.16, chaque ligne de ce diagramme est composée de toutes les strates déterminées
par le méme degré de liberté des champs de vecteurs Dy, ..., D,_;. De plus, d’aprés le théoreme
4.35; on a bien que la fermeture d’une strate (un element du diagramme) est composée de toutes
les éléments du diagrammes (strates) de lignes inférieures liés a ce derniére, a ’aide d’une suite
de fléches --» et elle-méme.
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A T’aide de la proposition 4.18, ce second diagramme illustre le fait que la fermeture de chaque
strate fine est isomorphe a une fibre d’un systéme de Mumford d’ordre inférieur tel que tous les
¢léments d'une méme ligne de ce diagramme admettent un méme degré maximal de liberté des
champs de vecteurs.

Toute fleche et suite de fleches —— met les fibres du systéme de Mumford d’ordre g —3 <n < g
en relation avec des fibres du systéme de Mumford d’ordre supérieur a ’aide de I'application pg
avec ) € Clx]p,, comme nous 'explicitons ci-dessous :

Myrsttn) S 2 () 5 e () 5

.

-~

H(z—a)(z—c)

J/

-~

H(z—a)(z—b)(z—c)

Exemple 4.37. Soit g > 3 et soient a et b deux éléments distincts de C. Soit h(z) = (z —
a)*(x — b)%hy(z) avec hy un polyndéme unitaire de degré 2g — 5 de discriminant non nul. On a
Clz)p ={1,x—a,z—b,(x—a)(x —b), (x —a)? (x —a)*(x — b)}. Comme dans 'exemple 4.36, nous
allons a l'aide de deux diagrammes décrire les propositions et théorémes vus précédemment.

Mg:g(h)
Mg;(z*a)(h) Mg;(x*b)(h)
_ 7 ~ - _ Ed
My, (z—ay2(h) My, (z—a)(z-1) ()
~ 7

Les lignes de ce diagramme sont composées des strates déterminées par le méme degré de liberté
des champs de vecteurs allant de g & g — 3.
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Le diagramme suivant nous permet de voir la relation entre certaines fibres du systéme de
Mumford d’ordre décroissant.

Mg—3(h1)

4.2.3 Lissitude des strates

Chaque fibre M,(h) de l'espace de phase M, est de dimension au moins g et est muni de g
champs de vecteurs Dy,...,D,_;. Elle admet une seule strate ou les champs de vecteurs sont
linéairement indépendants. C’est la strate M, ,. On appelle M, ,(h) la strate mazimale de My(h).

Dans ce paragraphe, nous allons déterminer les singularités de chaque fibre M, (h), ainsi que
la fermeture de chaque strate M ;(h) de My(h). Pour ce faire nous allons déterminer, en tout
point le rang de la matrice jacobienne de ’application moment H. Nous pourrons conclure que la
dimension de chaque fibre M (h) est égale & g.

Rappelons qu’on note par H ’application polynomiale surjective définie par

H: M, — H,

o v(x)  u(x) _ 4 (4.17)
Ax) = ( wiz) —v(z) ) —  —det(A(z)) = v*(z) + u(z)w(z).
Notons par hy, ..., hy, les fonctions sur M, telles que :
g
H(A) =22 4> hy(A)a'. (4.18)
Les fonctions hy, . .., hay sont polynomiales en fonction des coordonnées uy, . .., Ug—1, Vo, - .., Vg—1,
0 0
wp . .., w,. Soit A° = ( Z)O _uvo ) € M,, on note par Ju(A”) la matrice jacobienne de I’appli-

cation H au point A%. Afin d’établir la matrice jacobienne Jg(A°), il suffit de connaitre 2 (A°)
oil x peut étre égal & uy, v;, w; pour tout 0 < j < g. D’apreés 'égalité (4.18) 5 oH 1 (A°) s’¢écrit sous la
forme

oH A° Zg iOhs —(A%) (4.19)

Ox
et d’apres I'égalité (4.17)

oH dv(z) . o du(z) , o ow(z) ,
P49 = 200222 (49) 1wy 22 (40) 4 () P2 0y (4.20)
En remplagant x par u;, v;, w; pour tout 0 < j < g dans les égalités (4.19) et (4.20),
OH o <= 0k, o0 OH, o K Ohi o OH o N 0hi
0, 40 = L G AN, G =D e T, G = S et A

1=0 =0 =0
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et
g—g(AO) = q,‘jwo(gj), g_ij(AO) — ijvo(x), S_E(A()) _ xjuo(a:)_ (4.22)
En combinant les égalités de (4.21) avec ceux de (4.22), on obtient
2g 29 2
JOhi o - ;Ohi o - JOhi -
D0 g () = 0 (@), 3 e (AN = 200 0), D et gAY = ). (429)

Les égalités (4.23), nous permettent d’écrire la matrice jacobienne de H au point A%(z) suivante :

ho hi ... ... hy hg1 hy hgu hag
ug  swy wd L wg 1 0 0 0
Uy 0 wd) wd ... .. w2 1 0 0
ug—1 | O o ... ... .. w) w1
vo |20 200 .. ... 0 0 0 ... 0
Jea(A%) = vp | 0 205 200 ... 200, O 0 0 0
vg—1 | O 0 ... ... 20 2Y 20 ... 0
wo | wy W L. 1 0 0 0 0
wy |0 W) W 1 0 0 0
: : : o : : e 0
Wy 0 o ... ... .. 0 ul 1
: O(x)  u¥(z) o :
Théoréme 4.38. Soit A°(x) = w(z) —(z) € M,. Le rang de la matrice jacobienne de

H au point A° est égal a 29 + 1 — p(A°).
Preuve. D’apreés la définition 2.18, on peut écrire Jiz(A°) de la maniére suivante :

M0 4

Ju(A%) = | My, Og2 |,

Muo,g+1

ol Ogx2 est la matrice nulle de dimension g x 2. En appliquant le théoréme 2.24, on obtient
dim(Ker(Jg(A°%)) = deg(PGCD(u?, v°, w?)).

Par définition, p(A°) = deg(PGCD(u’,v% w")), et donc le rang de Ji(A%) est égal a 29 + 1 —
p(A?). O
Proposition 4.39. Soit h € H,. La strate maximale M, ,(h) est une variété quasi-affine lisse de

dimension g. De plus, le bord de My ,(h) est constitué de tous les points singuliers de My(h). En
particulier, chaque fibre My(h) est une variété affine de dimension g.

Preuve. Rappelons qu’une matrice A° appartient a M, ,(h) si et seulement si p(A°) = 0. Le
théoréme 4.38 nous assure que la strate maximale de M, (h) est la partie lisse de M, (h), car le
rang de H au point A° € M,(h) est maximal si et seulement si p(A°) =0 .

O]

De la proposition 4.39 et du fait que chaque strate M, ;(h) est union disjointe de sous-variétés
quasi-affines isomorphe a des strates maximales de systémes de Mumford d’ordre ¢, on peut déduire
la proposition suivante :

Proposition 4.40. Soit h € H,. Chaque strate M, ;(h) de la fibre My(h) est lisse et de dimen-
s10M 1.



4.3. LES SYSTEMES DE MUMFORD PAIRS 59

4.3 Les systémes de Mumford pairs

Nous allons construire et étudier dans cette section deux stratifications des fibres et une stra-
tification de 'espace de phases du systéme de Mumford pair. Les constructions sont similaires &
celles dans le cas du systéme de Mumford impair. Nous utiliserons les mémes notations que dans le
cas impair en leurs ajoutant une prime pour les différencier du cas impair. Nous rappelons d’abord
les notations que nous avons vues dans le chapitre précédent. L’espace affine

v(x)  u(x) w(x) = 294 ug 129+ uy_px92 4 -+ g,
M’ — ( w(m) —v :E) ) tel que U(ZE) = Ug_1x9*1 +Ug_25(7g72 4. +U0, ’
w(z) = 19t 4 wgﬂxgﬂ + wg_ll,gfl T

est I’espace de phase du systéme de Mumford pair d’ordre g. L’application H' est définie par

H: M, — H,
Alz) — —det(A(x)),

ot H,, I'espace des polynomes unitaires de degré 2g + 2. L’application H' définit 2g + 2 fonctions
polynomiales Ay, ..., hy,,, en posant pour tout A(x) € M,

2g+1

H'(A(z)) = 22912 + Z 2 h(A(z)).

On note par D} les champs hamiltoniens associés aux fonctions h;. Ces champs hamiltoniens sont
polynomiaux en ug, . .., Ug_1, Vo, - - ., Vg—1, Wo, - - . , Wyt car la structure de Poisson est polynomiale
et les fonctions h; sont polynomiales. Rappelons aussi que pour tout y € C, nous avons défini une
fonction HJ, sur M, en posant pour tout A(z) € M

H,, (A(z)) = H'(A(2)) |o=y-

Son champ hamiltonien associé est noté D;.

4.3.1 La stratification de I’espace de phases M,

L’espace de phases du systéme de Mumford pair d’ordre g admet une stratification naturelle
donnée par 'application surjective o définie par

o M, — {0,...,g9}
A(x) — dim(D{|a,..., D2 ]a).

Pour tout i € {0,..., g}, on notera par M, ; la fibre de o au dessus de 7. On note par I 'ensemble
des entiers i € {0,..., g} tel que M/, # 0.
L’espace de phases M 5’7 admet une seconde stratification, donnée par I’application surjective
p: M; — {0,....q}
Alr) = ( v(z)  ulw) ) s deg(PGCD(u, v, w)).

w(z) —v(zx)

Pour tout 0 <4 < g, notons par S, ; 'image inverse de p au point g — i.

Proposition 4.41. Les deuz familles (M, ;)icr et (S;;)icqo,..qy forment deux stratifications de la
variété M;.
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Preuve. La preuve que (M ;)ic; est une stratification de M est identique & la preuve de la

.....

Nous allons voir que les stratifications (M, ;)ic(o....g} €t (S;:)icfo....q) de M, sont liées.

Théoréme 4.42. Les champs de vecteurs Dy, ..., D, sont linéairement indépendants au point

0 0
orn [ V() u(x) ;o : 0 BN
A(z) = < WO(z) —0(z) de Mg si et seulement si la matrice A° est réguliere.

Preuve. La preuve du théoréme 4.42 est presque identique a celle du théoréeme 4.9, seul le degré

des polynémes w(z) et s(x) change, sans incidence aux arguments utilisés.
[

Définition 4.43. Soit P(z) un polynome unitaire de Clz] de degré n € N*. On note par up
I’application affine définie de la maniére suivante :

pp: M, — M.,

A(x) — P(x)A(x).

Proposition 4.44. Soit P un polynéme unitaire de Clx|. L’application pp est un isomorphisme
affine sur son image.

Preuve. La preuve est identique a la preuve de la proposition 4.11. O

Proposition 4.45. Soit P(x) un polynome de Clz]| de degré n € N*, soit A°(x) € M} et soit yC,
on a

D;g+n|pA0 = P(y)up*D;g|A0. (424)
Preuve. Pour toute matrice A%(z) = @) () de M!, on sait par I’égalité (3.5) que
' w'(y) —v’(x) v '

D940 = {Ao(x)7_;1t>_(y; - < uo(y)oz(zx—i-y) 8 )] '

L’image du champ de vecteurs D7 au point A%(z) par I'application linéaire pp est

A%(y)

e Dl = Pla) [ ). -2 (0 0 0] (425)

Toujours par 1'égalité (3.5) on a

Do = P(x)A%x),—%Aoy(” —( ) ! ﬂ

:pwwwﬁﬁmyfmw—( ‘ O)} (4.26)

En remplagant 'égalité (4.25) dans (4.26) on obtient

D" pao = P(y)ppe Dy | a0
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Corollaire 4.46. Pour tout A(x) € M on a

P(y)pp« Dy | a0
yiJrl

D" pao = Resy—g { } , pour tout 0 <t < g+n—1.

Preuve. La preuve est semblable a la preuve du corolaire 4.13. O

Proposition 4.47. Soit P(z) = 2™ avec n € N* et soit A°(z) € M. On a

D" | pao = D pao =+ = D pao = 0,
et
D2 pao = pip« (D} | a0) pour tout 0 < i < g — 1.
De plus
dim (D |40, ..., DY 1| a0) = g — p(A°).
Preuve. La preuve est analogue a la preuve du corolaire 4.14 et la proposition 4.16. O

Comme dans le cas du systéeme de Mumford impair, nous avons défini deux stratifications sur
I'espace de phases M. La premiére stratification est définie par p ot les strates contiennent toutes
les matrices de méme degré de régularité. Les strate de la seconde stratification définie par o
nous définit une stratification on les strates sont conditionnées par le degré de liberté des champs
hamiltoniens D, .. ., D;gfl. Par la proposition 4.47, ces deux stratifications sont identiques, car p
et o sont liées par I'égalité

o(A) =g — p(A) pour tout A € M;.
D’ou la proposition suivante :

Proposition 4.48. Les deux stratifications (M, ;)ic(o,..qy €t (Sg.)iefo,...qy de M, sont identiques.

Remarque 4.49. Les champs de vecteurs D, . . . 7D;g71 sont tangents & M, ; pour tout 1 <7 < g.
De plus

<D69|PA’a s 7D;g_1|PA’> = <MP*D()i|A’7 s aMP*Dzl‘i_llA’> .

L’argumentation de cette remarque est similaire a celle de la remarque 4.19.

4.3.2 La stratification des fibres M (h)

Soit h € H. La fibre au dessus de h par I'application surjective H' est notée M, (h). Notons
que par la surjectivité de 'application H', toutes les fibres sont non vides.

Comme dans le cas des systémes de Mumford impairs, nous allons décrire deux stratifications
sur chaque fibre de I'application moment des systémes de Mumford pairs. La premiére est héritée
de la stratification de M, décrite ci-dessus; la deuxiéme est plus fine.

Soit h un polynéme de H,. Pour tout 0 < i < g, notons

Proposition 4.50. Soit h € H|,. L’ensemble M, ;(h) est non-vide si et seulement si g — p(h) <
1< g.

Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 4.24. O]

-----

M (h).
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Preuve. La preuve est similaire a celle de la proposition 4.25. ]

Remarque 4.52. Si h € H; tel que p(h) = 0, d’aprés la proposition 4.51, la stratification se
réduit & une seule strate. Les g champs de vecteurs Dy, ..., D;_; sont linéairement indépendants
en ces points A(z) € M (h).

Dans la suite, nous allons construire une stratification plus fine sur les fibres M/ (h) ott h € Hy.

Elle définira sur chaque strate de la stratification (M, ;(h))ie{g—p(n)....qy Une partition indexée par

un sous-ensemble de I’ensemble des diviseurs quadratiques de h. Soit h € H, ;, on sait d’apres la
remarque 4.52 que si p(h) = 0 nous obtenons une stratification avec une unique strate qui est
toute la fibre. On suppose donc dans la suite de cette section que h € H, soit tel que p(h) > 1.

Définition 4.53. Soit () un polynéme unitaire. Notons par M;’Q(h) I’ensemble des matrices

( v(r)  u(x) , . .
Ax) = ( w(z) —v(z) ) € M, (h) tel que @ divise les polynomes u, v et w.

Proposition 4.54. Soit Q un polynéme de Clz],. Le sous-ensemble M o(h) de M,(h) est un
fermé de Zariska.

Preuve. La preuve est analogue a celle de la proposition 4.28. O
Remarquons que pour le polynéme @ = 1, on a que M, o(h) = M(h).
Théoréme 4.55. Pour tout 0 < i < p(h), la strate M! _,(h) est donnée par l'union disjointe

‘ 9.9—i
suvante :
h
g g— 2 |_| IMQ g 1,9—1 Q_ :
QGC z]z h
Preuve. La preuve est similaire a la preuve du théoréeme 4.30. O

Proposition 4.56. Soit P le diviseur quadratique maximal de h. La strate M’

o.g—p(m (h) est iso-
morphe a la fibre M, (B ( h )
Preuve. La preuve est identique a la preuve de la proposition 4.31. O]

Définition 4.57. Soit 1 < i < p(h), soit  un polynéme Clx]; j, et soit k un entier naturel tel que
k < g —i. On note

(
Remarquons que si k > g — i alors M, 5(h) N M, (h) = 0.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 4.56 :

Proposition 4.58. Soit 1 < ¢ < p(h). Si Q est un polynome de Clz);n, alors Uapplication pig
définit I'isomorphisme suivant :

M, () < M)

g—ig—i 9,91
A(z) — ng(A(z)).
Preuve. La preuve est identique a la preuve de la proposition 4.33. O

Avec les théoréemes et propositions précédents, on peut maintenant décrire une stratification
plus fine de M;(h), mais introduisons d’abord les notations suivantes :

L’ensemble C; ;[z] est formé de la famille finie des diviseurs quadratiques degré ¢ de h. Cette
famille sera notée {Q\”, ..., ngl)} Pour tout 0 < ¢ < p(h), on note

M (R =M., (k)N M

(@)
g.9-1Q0) .9 (h) pour tout Q;” € C;5[x].

,Q(Z)
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Théoréme 4.59. La famille (M oy )(h))Q<.“ec[z]h est une stratification de M, (h)

p(h)
=] L] M;gii’Qy)(h).

=0 Q\V el n

On appelle les strates de cette stratification les strates fines (des fibres) du systéme de Mumford
pair d’ordre g.

Preuve. La preuve est similaire a la preuve du théoréeme 4.35. O

4.3.3 Lissitude des strates

Toutes les fibres M g’,(h) de I'espace de phase M, ; admettent une unique strate ot les champs de
vecteurs sont linéairement indépendants. Cette strate n’est rien d’autre que M, ;7 g(h), qu’on appelle
la strate mazimale de M;(h).

Dans ce paragraphe, nous allons omettre d’écrire les preuves des proposions et théorémes, car
elles sont similaires & celles exposées dans la section 4.2.3.
Rappelons qu’on note par H' I'application polynomiale surjective définie par

H : M, — Hj
v(x u(x 4.27
Alz) = < w((x)) “ (;) ) s —det(A(z)) = v*(@) + ulz)w(x). (4.27)
Notons par hg, ..., hy,,; les fonctions sur M telles que :
2g+1
H'(A) = 2% + >~ hi(A)a’. (4.28)
Les fonctions hy, . . ., hy, ,, sont polynomiales en fonction des coordonnées ug, . . ., g1, Vo, - - -, Vg1,

0 UO

W ..., Wei1. Soit A® = ( :;0 0 ) € Mj. On note par Ju (A°) la matrice jacobienne de I'ap-

plication H' au point A°. Nous calculons la matrice jacobienne Jy(A°). Pour cela il suffit de
connaitre ‘9H L (A”) ot » peut étre égal a u;, v;, w; pour tout 0 < j < g+ 1. D’aprés I'égalité (4.28)
%%(AO) S ecrlt sous la forme

) _29’*1 oKL,
e (A0 = G (1.29)
et d’apreés I'égalité (4.27)
oH' o _ () o u(z) o w(z) o
2T 0 = 20(0) 02 40 4 0() 24D (40 ) 20D ) (4.30)

En remplagant x par u;,v;, w; pour tout 0 < j < g dans les égalités (4.29) et (4.30), puis en
combinant les égalités obtenues, on a

2g+1 2g+1

u, (A0 = D), YA = 200,

2g+1

8h’
8w]

ah’

auj —(AY) = 27u’(z).  (4.31)

1=0 i= 1=0

Les égalités (4.31), nous permettent d’écrire la matrice jacobienne de H' au point A°(x) suivante :
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T B hy B g . By

up  swd  wd ... wy  wg, 1 0 0

w [ 0wy w? cwy w1 0

: : : o 0

ug1 | 00 .. w)  w 1
vo | 200 209 .. 0 0 0 .0

0 9,0 0

T (A) = Uy 0 2u 21.}1 21)?,1 0 0 0 0

: - 0

vg—1 | O 0 200 209 208 . 0

wo | wy uwd .. 1 0 0 0 0

wr | 0wy W 1 0 0 0

: - 0

weer YO0 Lo L L 0 ud L 1

Théoréme 4.60. Soit A%(x) = < Z) 0(a) vo 2) ) € M,. Le rang de la matrice jacobienne de
p(A

°).

Preuve. Preuve identique a celle du théoréme 4.38. O

H' au point A° est égal 0 29 + 2 —

Proposition 4.61. Soit h € H';. La strate mazimale M, ,(h) est une variété quasi-affine lisse de
dimension g. De plus, le bord de M; ,(h) est constitué de tous les points singuliers de My(h). En
particulier, chaque fibre M;(h) est une variété affine de dimension g.

Preuve. Preuve similaire a celle de la proposition 4.39. O

De la proposition 4.61 et comme chaque strate M; ;(h) est union disjointe de sous-variétés
quasi-affines isomorphes a des strates maximales de systémes de Mumford impair d’ordre g — 1,
on a la proposition suivante :

Proposition 4.62. Soit h € H'y. Chaque strate M; ;(h) de la fibre M;(h) est lisse et de dimen-
s10M 1.



Chapitre 5

Description géométro-algébrique des strates

Nous avons montré dans le chapitre précédent que chaque strate fine des systémes de Mumford
(impairs ou pairs) est isomorphe avec une strate maximale d'un systéme de Mumford d’ordre
inférieur (cfr. Théorémes 4.30 et 4.55). Pour décrire toutes les strates des systémes de Mumford,
il suffit alors de décrire les strates maximales, ¢’est-a-dire les strates M, ,(h) dans le cas impair, et
les strates M; ,(h) dans le cas pair. Quand h est sans racine multiple, M, ,(h) coincide avec la fibre
My(h) (et de méme pour M; ,(h)) et est d’aprés Mumford un ouvert de la jacobienne de la courbe
hyperelliptique lisse, définie par y* = h(z). Nous étudions dans ce chapitre le cas singulier, ot h
admet des racines multiples, et nous nous restreignons au cas des systémes de Mumford impairs.

5.1 Rappels

Dans cette section, nous rappelons briévement la notion de diviseur sur une courbe algébrique,
nous énoncons la définition et les propriétés fondamentales des courbes hyperelliptiques et nous
rappelons la construction de la jacobienne généralisee (voir [12] et [18] pour des détails et des
informations complémentaires).

5.1.1 Diviseurs sur une courbe

Soit C' une courbe algébrique projective. Le groupe des diviseurs de C est le groupe abélien
libre, engendré par les points de C'. Il est noté Div(C') et ses éléments sont appelés diviseurs (de C').
Tout diviseur D de C' s’écrit comme

D = Z n,p, ou les n, sont des entiers presque tous nuls.

peC

Le support de D, noté supp(D), est I'ensemble (fini) de points p € C tel que n, # 0. Le degré

de D est l'entier Y n,, noté deg(D). La fonction deg : Div(C') — Z est un morphisme de groupes,
peé

dont le noyau est noté Div’(C'). Pour p € C on appelle n, la multiplicité de D en p, noté D],.

Le groupe des diviseurs Div(C') est naturellement muni d'une relation d’ordre (partielle). Soient

D=} nypet D'= ) np deux diviseurs de C. On dit que D > D’ si n,, > n;, pour tout p € C.
peC peC

Un diviseur D € Div(C) est dit effectif si D > 0. L’ensemble des diviseurs effectifs est noté

Div'(C). Les diviseurs effectifs de C' de degré n sont en bijection avec les éléments de 6(n), ol

6(n) est le produit symétrique n-iéme de la courbe C. Par abus de language, on appelle les éléments

de U(n) aussi des diviseurs de C.

65
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Supposons maintenant que C soit une courbe non-singuliére. Une fonction rationnelle f sur C
définit un diviseur, noté (f), ou

(f) = Z up(f)p,
peC
avec v, la valuation de la fonction f au point (lisse) p. Un tel diviseur est appelé diviseur principal.
Les diviseurs principaux de C' forment un sous-groupe de Div’(C'), noté Princ(C). Deux diviseurs
D et D' de C sont dit linéairement équivalents si leur différence est un diviseur principal. On écrira,
alors D ~ D' et on note [D] la classe d’équivalence de D. Les diviseurs principaux de C' sont donc
les diviseurs D avec D ~ 0. La relation d’équivalence linéaire est compatible avec la structure de
groupe de Div(C) : si D ~ D" alors D+ D" ~ D'+ D" pour tout D" € Div(C). Par conséquent, le
quotient Div(C)/ Princ(C) est un groupe. On l'appelle le groupe de Picard, noté Pic(C). Puisque
le degré de tout diviseur principal est zéro, le morphism deg : Div(C) — Z induit un morphisme
deg : Pic(C') — Z. Son noyau, qui consiste de la classe d’équivalence linéaire de tous les diviseurs
de degré zéro de C est un groupe abélien, appelé la jacobienne de la courbe C, noté Jac(C). C'est
une variété abélienne de dimension ¢ qui est trés utile dans ’étude de la courbe lisse C. Plus loin,
nous considérerons les jacobiennes généralisées, qui généralisent la notion de jacobienne pour des

courbes singuliéres.

5.1.2 Courbes hyperelliptiques

Soit C' une courbe projective lisse. On dit que C est hyperelliptique si le genre de C' est au
moins deux et C' admet une involution 2 (appelée ’involution hyperelliptique de C) tel que C /s
soit isomorphe a P!. Toute courbe projective lisse de genre deux est hyperelliptique, mais & partir
du genre trois la courbe générique n’est pas hyperelliptique. Toute courbe hyperelliptique de genre
g admet une équation affine

Y =22 4 e 4+ e+ o (5.1)
ainsi qu'une équation affine
y? =2t pop g p T 4 o o (5.2)

ott les coefficients ¢; appartiennent & C. On peut reconstruire C' & partir de chacune de ces équa-
tions : si on note C' la courbe affine d’équation (5.1), on obtient C' on ajoutant un point a C,
noté co. De méme, si on note C' la courbe affine d’équation (5.1), on obtient C' on ajoutant deux
points & C, notés ooy et co_. Les polynomes qui figurent dans le coté droit de (5.1) et de (5.2)
n’ont pas de racines multiples, car C est lisse. Une courbe affine d’équation (5.1) ou (5.2) sera
appelée une courbe hyperelliptique singuliére si le coté droit de son équation admet des racines
multiples. On peut également compactifier (compléter) telles courbes en ajoutant & nouveau un ou
deux points, comme avant. Comme nous l’avons vu, les fibres de ’application moment du systéme
de Mumford impair d’ordre g sont naturellement associées a des courbes hyperelliptiques (éven-
tuellement singuliéres), d’équation affine (5.1), tandis que pour les systémes de Mumford pairs ils
correspondent aux courbes hyperelliptiques (éventuellement singuliéres), d’équation affine (5.2).
Cela explique la terminologie impair/pair pour les systémes de Mumford. Notons au passage aussi
que quand g = 1 alors (5.1) et de (5.2) définissent une courbe elliptique (éventuellement singu-
liere) ; ceci explique le terme hyperelliptique.

On peut décrire trés explicitement ’équivalence linéaire de diviseurs sur les courbes hyperel-
k

liptiques. Soit C' une courbe hyperelliptique (lisse) d’équation affine y? = H(x —a;). Alors les
i=1

h(z)
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diviseurs des zéros et des poles de y, z —a et (x —a)/(z —b) (avec a,b € C), que 'on voit comme
fonctions rationnelles sur ', sont donnés par les formules suivantes :

(ai,0) = (g + 1)(o0s +00_) sik=2g+2,

-

s
Il
—

(y) =

i(ai,o)—(2g+1)oo sik=2g+1,
(x—b)—{ (b, \/h(b)) + (b, —y/h(b)) — (004 +00_) sik=2g+2,
L (6,3 /h(b) + (b, —/h(b)) — 200 sik=2g+1,

(£25) = (@ Vi@ + (0.~ /A@) - (0. /A - (0.~ /R

Tout d’abord, ces formules impliquent que tous les diviseurs P+:(P) sont linéairement équivalents.
Si k = 2g +1 (cas impair) cela veut dire que P -+ 1(P) ~ 200 pour tout P € C'; si k = 2g + 2 (cas
pair) cela veut dire que P + 2(P) ~ oo, + oo_ pour tout P € C. De plus, quand deux diviseurs
effectifs D et D’ de C' de degré au plus g sont linéairement équivalents, et de support disjoints,
alors il existe P € C tel que D — P — 1(P) soit effectif, et de méme pour D’. Cela donne une
description totale de 'équivalence linéaire car, si on fixe un point Py de C, tout diviseur D de
degré zéro est linéairement équivalent avec un diviseur de la forme Y 7 | P, — gP.

5.1.3 Jacobiennes généralisées

Afin de décrire les strates singuliéres des systémes de Mumford, nous aurons besoin de jaco-
biennes généralisées. Suivant Serre [18] nous rappelons ici les définitions de base sur les jacobiennes
généralisées, que nous spécialiserons dans la prochaine section aux courbes hyperelliptiques. La
jacobienne généralisée sera construite en passant par un groupe birationnel, dont nous rappelons
d’abord la définition.

Définition 5.1. Soit X une variété algébrique. Une application rationnelle * : X x X --» X est
appelée loi de composition rationnelle. Le couple (X, x) est un groupe birationnel avec élément
neutre e, si * vérifie pour tous a, b, c € X les propriétés suivantes :

(1) Commutativité : si a * b est définie, b * a 'est aussi et axb=bx*a;

2) Associativité : si (a * b) * c est définie, a * (b= ¢) 'est aussi et (a*b) xc=ax (b*c);

4) Existence d’inverses : il existe a™! € X tel que a xa™! = e.

(2)

(3) Elément neutre : a xe = a;

(4)

Dans tout ce paragraphe, C’ est une courbe projective lisse de genre ¢’ et n est un diviseur
effectif de C”, appelé module (de C"). La courbe C" munie du module n correspond & la normalisée
d’une courbe projective singuliére notée C', avec S ’ensemble de ses points singuliers. Il y a une
projection ¢ entre la courbe C’ et la courbe C ou ¢ : C' — suppn — C' — S est un isomorphisme
birégulier. A partir de ces données, on construit un groupe birationnel. Pour ce faire, on a besoin
d’une généralisation de la notion d’équivalence linéaire.

Définition 5.2. Deux diviseurs D et D’ de C” sont dits n-éguivalents, noté D ~ D', sil existe

une fonction rationnelle f de C telle que (f — 1)|, > n|, pour tout p € supp(n) et D — D" = (f).

Cette notion sera surtout utilisée dans le cas de diviseurs D étrangers a supp(n). On définit
également les espaces de Riemann-Roch par rapport au module n :
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Définition 5.3. Soit D un diviseur de (7, étranger & supp(n). L’espace vectoriel L,(D) est com-
posé des fonctions f telles que (f) > —D et f admet une méme valeur ¢ € C sur tous les points
du supp(n) avec (f — ¢)|, = n|, pour tout p € suppn. La dimension de L,(D) est notée l,(D).
L’espace vectoriel I,(D) est I'ensemble des formes w telles que (w) > D — n. La dimension de
I,(D) est notée i,(D).

Le théoréme classique de Riemann-Roch généralise de la fagon suivante au cas présent :

Théoréme 5.4 (Riemann-Roch). Soient C" une courbe projective lisse de genre ¢ et soit n un
diviseur effectif de C'. Si D est un diviseur de C", étranger a supp(n), alors

(D) —iy(D) =deg(D)+1—m7.
ot
= sin=20,
T=g+0 sin#0,
ot 0 = deg(n) —ord(S) + 1 quand n est un diviseur générique.

Preuve. Voir [18, page 86]. O

Dans le cas qui nous intéresse, le cas de courbes hyperelliptiques, le module n’est pas un diviseur
générique et la valeur de ¢ est différente. Nous la calculerons dans la section prochaine. Pour ce
qui suit dans ce paragraphe, la valeur précise de 6 n’est pas importante car tous les énoncés sont
formulés en termes de .

gomme simple application du théoréeme de Riemann-Roch, soit D un diviseur de degré 0
de €, étranger a supp(n). Alors [,(D) < 1, donc 7 — 1 < i,(D) < 7. Deux autres applications
sont données par les résultats suivants (voir |18, pages 86, 87]) :

Lemme 5.5. Soient C" une courbe projective lisse de genre g’ et soit n un module de C'. Soit D
un diviseur de C', étranger a supp(n) et soit p un point générique de C". Si i,(D) > 1, alors

in(D+p> - Zn(D) -1.
Une application répétée de ce lemme prouve le résultat suivant :

Lemme 5.6. Soient C" une courbe projective lisse de genre g et soit n un module de C'. Soit D
un diviseur de degré zéro de C' et soent My, ..., My des points génériques de C". Alors il existe
un unique diviseur effectif D' de C" tel que

DIND—l—iMi.
i=1

Ce dernier lemme permet de définir une loi de composition rationnelle sur " si Met N
sont des points génériques de @(W), alors le lemme implique qu’il existe un unique élément R
de U(ﬂ), satisfaisant

R~M+ N — 7P, (5.3)

oil Py est un point arbitraire donnée de ¢ — supp(n).

Proposition 5.7. La variété @(ﬂ), munt de cette loi de composition, est un groupe birationnel.

Pour la preuve, on référe encore a Serre. On y trouve aussi une preuve du résultat fondamental
suivant :
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Proposition 5.8. Tout groupe birationnel est birationnellement isomorphe & un (unique) groupe
algébrique.

Dans le cas du groupe birationnel (@(W),*), le groupe algébrique correspondant est appelé
la jacobienne généralisée de C" (relativement au module n), noté Jac,(C”). On note dans ce cas

I'application birationnelle par ¢ : a7 acy(C"). Il est clair que Jac,(C’) est de dimension 7.

Meéme si @ est birationnel, on peut définir un homomorphisme (partout défini) entre le groupe
des diviseurs de C”, étrangers a supp(n) et Jac,(C”). Fixons un point de base By € C” en dehors
s

du support de n. Pour D € Div(C’) et M = Y M; générique il existe d’aprés le Lemme 5.6 un
i=1

unique N € @(”) tel que
N~ D —deg(D)Py + M .

On montre alors, utilisant que ¢ est pour des éléments génériques un morphisme de groupes
abéliens, que p(N) — (M) est indépendant de M ; on pose alors 0(D) := ¢(N) — (M), oi I'on
peut donc choisir M arbitrairement, tout en le prenant générique. L’application € construite ainsi
est un morphisme de groupes entre le groupe des diviseurs de C’, étrangers a supp(n), et Jac,(C”).
Son noyau est formé des diviseurs étrangers au support de n qui sont n-équivalents a un multiple
de Fy,. Restreint au groupe de diviseurs de degré zéro on obtient un isomorphisme de groupes
entre le groupe des diviseurs de degré zéro de C”, étrangers a supp(n), module n-équivalence, et
la jacobienne généralisée Jac,(C”). Dans toute la suite, 'application 6 sera appelé le morphisme
de Serre.

5.2 Jacobienne généralisée d’une courbe hyperelliptique

Dans notre étude des fibres de 'application moment des systémes de Mumford, nous avons
uniquement besoin de la jacobienne généralisée dans le cas de courbes hyperelliptiques. Nous
spécialisons dans cette section les rappels du paragraphe 5.1.3 a ce cas et nous expliquons le lien
entre la jacobienne généralisée et la jacobienne usuelle. On se restreint ici au cas impair.

Soit C' une courbe hyperelliptique singuliére, d’équation affine y* = h(z), oul h est un polynéme
unitaire de degré 2g + 1. Notons par P(z) le diviseur quadratique maximal de h(x), ¢’est-a-dire
P(x) est le polynéme unitaire de degré maximal tel que P?(z) divise h(x). La normalisée de C' est
alors la courbe hyperelliptique lisse C’, d’équation 22 = I/(z). Son genre sera noté ¢’ ; ainsi i’ est
un polynome unitaire de degré 2¢’ + 1. On a le morphisme suivant entre la normalisée de C et C' :

o : C — C
(x,z) — (x,P(x)z).
Ce morphisme s’étend & un morphisme entre les courbes compactifiées C’ et C'; ce morphisme

sera aussi noté ¢.

Afin de définir le module sur C” qui correspond aux points singuliers, nous devons factoriser P,
distinguant ses racines communes avec h’' des autres : on factorise

k

P(z) = H(w — a;)"

i=1

ou tous les a; € C tous distincts, avec h'(a;) = 0 pour 1 < i < d et W(a;) = b? # 0 pour
d+1 <1< k. Les ¢; sont tous des entiers strictement positifs. Si on note n le degré de P, alors

nzz& et g=4g +n.
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On note par m le module de C”7, défini par

d k
m = ZQ&(&Z, O) + Z fi((ai, bl) + ((IZ', —bz))
=1 i=d+1

k
Notons que deg(m) = > 2¢; = 2n. Dans le lemme qui suit, nous calculons la valeur des entiers
i=1
0 et m que nous avons introduits dans le paragraphe 5.1.3, et qui figurent en particulier dans le
théoréme de Riemann-Roch.

k
Lemme 5.9. L’entier § est donné pard = 3 6(q,0) 00 0(a,0) = {i, pouri =1,... k. En particulier,
i=1
T=¢g4+0=9g+n=yg.

Preuve. Soit ¢ la projection entre C”, la normalisé de la courbe C, et C.

o: C' — C
(x,2) — (x,P(x)z) °

Pour un point p de C' (resp. un point ¢ de C”), on note par O, (resp. O;) l'anneau local de C
(resp. C"). Pour p = (a;,0) pour 1 <i < d

O, ={geC(C)| f=godavec f €O, et vaon(f) =L} .

Par définition, d(,,,0) = dim(O(,, 4)/¢™(Oa;0))), donc

O(a;,0) = dim <1,y, Tal ,yei’1> =/ .
Pour p = (a;,0) pour d+ 1< i < k
O, ={9€C(C)| f=gogavec [ € O, )N O, 1, €t Va)(f) = Va0 (f) = li} -
Par la définition de (4, 0y, on a dans ce cas également
S(as0) = dim (1, (z — a;), (x — a;)%, ..., (x — ai)f"'_1> =/4; .

L’application ¢ est un isomorphisme entre C' — {(ay,0), ..., (aq,0), (a44+1,0),...,(ax,0)} et C" —
d k

suppm ou on rappelle que m = Y 2l;(a;,0) + > Li((a;, b;) + (a;, —b;)). Pour tout point p de
i=1 i=d+1

C —{(a1,0),...,(aq,0), (ags1,0),...,(ax,0)}, on a
O, ={9€C(C)| f=godavec f €Oy}

Par conséquent,

5p = dim O;ﬁfl(p)/(bil((f)p) =0

pour tout p différent des points singuliers de C'. Puisque, par définition, 6 = ) d,, on trouve
peC

etdoncr=¢ +n=g. O
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Dans notre cas, la formule de Riemann-Roch (voir théoréme 5.4) prend donc la forme
In(D) — in(D) = deg(D) +1—g.

D’apres les rappels du paragraphe 5.1.3, il y a une loi de composition rationnelle sur o
qui en fait un groupe birationnel, qui est birationnellement isomorphe avec un groupe algébrique
de dimension g, la jacobienne généralisée Jacy,(C’). Le morphisme de Serre 6 entre le groupe
des diviseurs de (7, étrangers a supp(m), et Jac,(C’) améne & un morphisme 7 : Jac,(C') —
Jaco(C") = Jac(C"). Si on voit un élément u de Jacy(C’) comme la classe de m-équivalence d'un
diviseur de degré zéro, disjoint du support de m, alors 7(u) est simplement la classe d’équivalence
lindaire de u. Ceci implique que Jacy,(C’) est une extension de Jac(C’) par L, := Kert. Serre
décrit ce dernier group abélien comme produit de plusieurs copies du group additif C et du groupe
multiplicatif C*. Dans notre cas (c’est-a-dire dans la cas de courbes hyperelliptiques singuliéres),
on peut montrer que

Lm ~ (D*kfd % (anker )

On a alors la suite exacte de groupes abéliens suivante :

0 — C* 4 x C"* 5 Jacy,(C") — Jac(C') — 0.

5.3 Description géométro-algébrique des strates M, ,(h)

L’objectif de cette section est de décrire les fibres M, (h) de I'application moment H du sys-
téme de Mumford impair d’ordre g & l'aide des outils de la géométrie algébrique. Lorsque le
polynéme h € H, est de discriminant non-nul la fibre M (h) est décrite par Mumford : elle est
isomorphe & Jac(y?> = h(z)) moins son diviseur théta; de plus, les images des champs de vec-
teurs Dy, Dy, ..., D,y de My(h) par cet isomorphisme sont des champs de vecteurs invariants par
translation sur Jac(y? = h(x)). Nous avons vu dans le chapitre précédent que quand le polynome
h admet des racines multiples, la fibre M (h) de H admet une stratification (la stratification fine)
telle que chaque strate est isomorphe a la strate maximale d’une fibre d’un systéme de Mum-
ford d’ordre inférieur. Par conséquent, afin de décrire les fibres singuliéres M, (h) du systéme de
Mumford, il suffit de décrire les strates maximales M, ,(h) ot on rappelle que

M, ,(h) = {A(:);) = ( v(z) () ) € M,(h) | PGCD(u, v, w) = 1}.

w(x) —v(r)

5.3.1 Notations

Nous fixons et résumons d’abord les notations que nous utiliserons tout au long de cette section.
Soit h un polynéme de H, de discriminant nul, et soit P le diviseur quadratique maximal de h.
Le degré de P sera noté n. On note par A’ le polynéme unitaire tel que h(z) = P?(z)h/(z). Le
discriminant de A’ est non-nul et le degré de h’' est impair; soit ¢ tel que degh’ = 2¢’ + 1. La
factorisation du polynéme P est la suivante :

(z —a;)", (5.4)

B
O
I
—

Les racines a; € C de P(x) sont toutes distinctes, et ordonnées tels que h'(a;) = 0 pour tout ¢ avec
1 <i<deth'(a;) # 0 pour tout i avec d +1 < i < k.

Pour deux polynémes S et ¢, on note par S, le quotient de S par ¢,

S(x) = q(z)S,(z).
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L’ensemble des polynomes unitaires @ de C[z] tel que Q? divise h est noté par Clz]j.

Notons par C la courbe hyperelliptique singuliére d’équation affine y?> = h(z) et par C’ la
normalisée de C, qui est la courbe hyperelliptique lisse d’équation affine 2> = h/(z). Le genre
arithmétique de C' est g, tandis que le genre de C” est ¢’. On a le morphisme suivant entre la
normalisée de C' et C :

o - C — C
(x,z) — (x,P(x)z).

L’extension de ce morphisme entre les courbes compactifiées C’ et C'; sera aussi noté ¢. On note
par m le module sur C’ suivant :

k

d
m= ZZ&(ai, 0) + Z Ci((aiy bi) + (@i, =b;))

i=d+1

ou b? = h'(a;) pour tout 1 < i < k. L’image du support de m par I'application ¢ correspond aux
points singuliers de la courbe C”. Fixons le point P, égal au point oo de la courbe lisse C’, comme

le point de base du morphisme de Serre 6 entre le groupe des diviseurs de C’, étrangers a supp(m),
et Jacy, (C'). Son noyau est formé des diviseurs étrangers au support de m qui sont m-équivalents
a un multiple de oc.

5.3.2 Lien entre la strate M, ,(h) et la jacobienne Jacy,(C")

Dans cette section, nous définissons un morphisme injectif entre la strate M, ,(h) et un ouvert
de la jacobienne Jacy,(C”). Nous montrons également que les champs de vecteurs indépendants D;
sont envoyés par ce morphisme sur des champs invariants sur le groupe algébrique Jy,(C").

Lemme 5.10. Soit A(z) = < ZJ((?) _ué?x)) ) e M, ,(h).

Si PGCD(P?,u) = R, alors R est le carré d’un polynéme unitaire @ et PGCD(P,u,v) = Q.
Réciproquement si PGCD(P,u,v) = Q alors PGCD(P? u) = Q.
St PGCD(P?,w) = R, alors R est le carré d’un polynéme unitaire Q et PGCD(P,w,v) = Q.
Réciproquement si PGCD(P,u,w) = Q alors PGCD(P? w) = Q.

Preuve. Soit A(x) = (5}((3;)) U(xx

) € M,,(h). Soit a € C une racine de PGCD(P? u).
—U( )
Supposons que PGCD(P?, u, (x — a)*) = (x — a)?*~! avec k € N*. On rappelle que

P*(2)N — u(x)w(z) = v*(x). (5.5)

Le polynome (z — a)?*~* divise le coté gauche de I'égalité (5.5), donc (z — a)?*~* divise v?(z) ceci
implique que (z — a)?* divise v?(x). De méme, comme (z — a)?*~! divise P%(z) ceci implique que
(x — a)?* divise P%(z), donc le polynome (z — a)* divise le coté gauche de 'égalité (5.5), mais
PGCD(u,v,w) = 1, donc (x — a)?* divise u(x). On a alors

PGCD(P? u, (x — a)**) = (x — a)** .

On arrive a une contradiction. On conclut que toute racine du polynéme PGCD(P? u) est
une racine d’ordre pair, d’ott I'il existence d'un (unique) polynoéme unitaire Q tel que Q*(x) =
PGCD(P? u).

Nous montrons ensuite que PGCD(P, u, v) = Q. De I'égalité (5.5), on voit que si PGCD(P?, u) =
Q? alors @ divise v. Soit a une racine de ) d’ordre k, c’est-a-dire a est une racine de PGCD(P? u) =
Q? d’ordre 2k, par conséquent a est une racine d’ordre au moins k de u, P et v. Si a est une racine
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d’ordre au moins k + 1 de P et v, de I'égalité (5.5) et du fait que PGCD(u,v,w) =1 on a que a
est une racine u d’ordre 2k + 2. Alors a est une racine d’ordre 2k + 2 de PGCD(P?, u), ce qui est
une contradiction. Donc a est une racine de @ d’ordre k et PGCD(P, u,v) = Q.

Pour la réciproque, supposons que PGCD(P, u,v) = Q. Alors I'égalité (5.5) devient
Q*(2)[Po ()R — vj(z)] = u(z)w(z) . (5.6)
Le fait que PGCD(u,v,w) = 1, dans ces conditions Q? divise u et donc Q? divise PGCD(P?, u).

Si Q? divise PGCD(P?,u), mais PGCD(P?,u) # Q% d’aprés ce qu'il précéde PGCD(P, u,v)? =
PGCD(P? u), c’est-a-dire PGCD(P,u,v)? # @, contradiction avec les hypothéses.

Pour prouver le second point de la proposition on refait les mémes étapes et conclusions en
remplacant le polynéme u par le polynome w. ]

. v(xz)  u(x) . . L
Remarque 5.11. Soit A(z) € < w(z) —v(z) ) € My4(h), et soit Q le polynome unitaire tel

que Q* = PGCD(P?,u). D’apres le lemme, Q divise P, et donc Q € Clz]p,.

Définition 5.12. On note par ® Uapplication entre M, ,(h) et Jac,(C') définie de la maniére

sutvante :
D M, ,(h) — Jac (C")

(o) M0) s o (Rt ) )

ot P(z) = [](x —a;)"* .

i=1
Proposition 5.13. L’application ® de M, ,(h) vers Jacy(C’) est bien définie.

Preuve. Pour montrer que I'application ® est bien définie, il suffit de montrer que le diviseur de

zéros de
PB(z)(P(x)z + v())

() +1

est étranger a supp(m).

Soit A(z) = ( Z}U(é)) _uzg(xx)> ) € My 4(h). Soit Q = PGCD(P,u,v) et notons par j le degré

de Q. D’aprés le lemme 5.10, Q? divise le polynéme u. Notons aussi que () divise 3. Par conséquent

B)(Px)z +v(@) | Bal®)(Po(2)z + vo(w))

+1.
u(z) ug2 ()
9=2j
Soient x; les racines du polynome ugz(x), que I'on peut alors écrire ugz(x) = [] (v — ;). Le
i=1
Po (@) (Pg(z)z+vg(z)

diviseur principal de la fonction ) + 1 est donné par

Ug2 (z)

(mQ@)(PQ(x)z +vq()) | 1) _ —Z ( v () ) M4+ oot D

ug: () — \"" Po()

ou D est un diviseur effectif de degré g+ 2(n+k— j)+ 1. Pour montrer cela, on détermine d’abord
les zéros sur C” de uge2 ; ils viennent en paires

(mey) @ (=es)
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mais ce dernier est aussi un zéro de (Pg(x)z + vg(x)) et les seuls points de C’ dans le diviseur
vQ (zi)
P (i)
paramétre local ¢ au voisinage de 0o, que I'on peut prendre de sorte que z = 1/t%. On a alors, au

voisinage de oo :

de poles de la fonction sont les points (xi, ) avec © = 1,...,9 — 27. Ensuite, on prend un

1 1 1
Po~ g - PO~ 2~

Aprés substitution, on trouve que, au voisinage de oo :

P(@)(P(x)z + v()) !
u(a) T e

La formule pour le degré de D est alors obtenu par le fait que le degré de tout diviseur principal
est zéro.

Montrons maintenant que le diviseur D est étranger a supp m. Pour ce faire, il suffit de montrer
que P s’annule en chaque a;; ceci est clair car ) est un diviseur de P et dé¢ja ‘Bp s’annule en
chaque a; parce que

BT
Pp = 2 —g(w a;)
]

Remarque 5.14. Soit A(z) = < ,Z;(é)) —v(x)

est vrat pour A(x) dans un ouvert dense de M, ,(h). Alors
P(x)(P(x)z 4 v(x))

u(x)
et donc cette fonction réalise une m-équivalence entre ses zéros et ses pdles. Or, comme nous

Uavons vu, les poles sont simples & décrire et nous avons donc sur le-dit ouvert de M, ,(h) la
description explicite suivante :

v(z)  u(x) .0 zg: v(;)
Xy, .
w(x) —v(x) — P(x;)
Notre morphisme généralise donc le morphisme de Mumford, que nous avons rappelé dans le
chapitre 3.

) € M, ,(h), tel que PGCD(P,u,v) =1, ce qui

=0 (mod m)

Remarque 5.15. L’application @ : My ,(h) — Jacn(C") est continue car Uapplication

My,q(h) — C(e)

v(z) (@) L @@t | g
w(x) —v(x) u(@) ’

est continue; composée avec la prise de zéros (dont on pourra fizer le nombre, en ajoutant un
multiple de Py = o), et avec le morphisme de Serre, on a bien étendu le morphisme de la
remarque précédente en un morphisme sur toute la strate.

Nous voulons ensuite montrer que notre application linéarise les champs des systémes de Mum-
ford : nous montrons que ces champs deviennent des champs invariants par translation sur la
jacobienne généralisée. Rappelons d’abord la relation entre les formes différentielles invariantes
sur la jacobienne Jacy,(C”) et les formes différentielles de la courbe C” :
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Proposition 5.16. L’application 6* est une bijection entre l’ensemble des formes différentielles
invariantes sur Jacy,(C") et l'ensemble des formes différentielles rationnelles o de la courbe C" tel
que (@) > —m,

Nous commencons avec le plus simple des champs de vecteurs des systémes de Mumford im-

pairs, le champ de vecteurs D,_; qui, comme les autres champs de vecteurs D; est tangent a la
strate M, 4(h).

Proposition 5.17. Le champ de vecteurs Dy, restreint a la strate M, 4(h) est dual & une forme
différentielle invariante sur Jacy,(C"). Il est donc envoyé par ® sur un champ de vecteurs invariant.

Preuve. 1l suffit de donner la preuve pour A°(x) dans Pouvert dense de M, ,(h) ot PGCD(P, u, v) =
1. On peut alors utiliser la description simple du morphisme, donné dans la remarque 5.14. On a

g9
u’(z) = [](z — 2?) avec les 29 € C. On sait que

Dy |0 (u(x)) = 20°(x) (5.7)

Puisqu’il n’y a pas de confusion possible, et afin de simplifier les formules nous omettrons de
mettre U'indice 0 et écrirons 'équation (5.7) de la maniére suivante

i=1 ki

En évaluant cette derniére équation en z; avec 1 < i < g + n, on obtient

Comme v(z;) = P(x;)z ou (x;,2) € C' on a

_ l—I(xz — xk)dxi = 2P(x;)z;,

dt
k#i
= 2=, 5.8
P(z;)z; [Tz — ) (58)
ki

En sommant les équations (5.8) pour tout i on aura

d.TZ‘
Z P(x;)z; =0.

=1 v

k

Rappelons que le polynome P(z) = [](z — a;)¥ est le diviseur quadratique maximal de h et
j=1

il est de degré n. En multipliant 1’équation (5.8) par les diviseurs du polynéme P(z) suivant :
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(x —a1),...,(x—a)", (x —a1)"(z — as),. .., P(z)] et puis en évaluant au point x;, on obtient :
( dx; dt
| = 2o~ )
k T
(zi —a)h = ] (2 — ay)b 2 ,};[Z(xz )
Jj=2
dz; dt
B = 2o~ ) e
T; — X
(w = )2 ] (s — ;) =
j=2
dz; dt
: = —2(z; — al)gi—
k T, —xp) (5.9)
[1(zi —a;)%2 ,};[Z( )
j=2
: B | (era
(z; —ax)2 [ (x; —aj)% % ik
j=3
d i dt
= = P(a) 7.
TG — o)
\ k#i

En sommant chaque équation de (5.9), on obtient

Refaisons les mémes étapes que précédemment en multipliant équation (5.8) par 2’ P(z), pour
1 < j < ¢ — 1, puis évaluer I’équation obtenue au point z;, et enfin, additionner les équations
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pour tout 1 <7 < g, on aura

9 g2
xd " dx;
. Zi

=1
g g/—ld X
3 Ti O (Cqyetnmiggy,
\ o1
D’aprés Serre [18],
< dx dx dx dr xdz xgldx>
P(z)z’ k ’ k U 2 2
€9 (z—a) ' [[(x—a)bz (z—a)=2[[(z—a;)z
j=2 Jj=2

est l'espace vectoriel de formes différentielles rationnelles invariantes sur C”, qui définissent les
formes différentielles invariantes sur Jacy,(C”). Le calcul ci-dessus montre alors que le champ de
vecteurs D,_; est annulé par tous ces formes différentielles, sauf par un pour lequel I’accouplement
donne une constante. Cela prouve que le champ D,_; est envoyé par ® sur un champs de vecteurs
invariant par translation. O]

Exemple 5.18. Soit C' la courbe hyperelliptique singuliére d’équation affine y* = h(z) ou h(z) =

2% (2% —1) de genre g = 2. Soit C” la courbe hyperelliptique non-singuliére d’équation 2% = 23 —

P?(x)
de genre g = 1. Le diviseur effectif m = (0,7) + (0, —7). Soit y € C. L’image du champ de vecteur
D?|A@) est (Di|ar(a), dz|s,).Voyons de plus prés le champs de vecteurs D}. on sait que

Di(u(x)) = 2v(z) ,
Di[(z — ar)(2 — az)] = 2v(x) ,

—(z — ag) DY (ar) — (x — a1) Dy(az) = 2v(z) ,
en évaluons en a; puis en a, on obtient

—(a1 — az) D}(ar) = 2v(ay) ,

—(az — a1) D} (az) = 2v(as) ,

comme v*(z) = x2hy(x), ot hy(x) = 2% alors v?(x) = 2?22 notons par v(a;) = a;21 et v(ag) = as2y
alors

—(a1 — ag)D%(al) = 2@12’1 s

D%(al) . 1

1271 (Cll - CZQ) ’
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—(CZQ — al)Df(ag) = 2&22’2 R

D%(Clg) _ 2 ].
ag22 (al - CL2) ’

On obtient ainsi le systéme d’équation suivant

D%(G/l) . 1

.=
a1z1 (al - Clz)
D%(ag) —9 1

222 (a1 - Clz)'

Si cela ne porte pas a la confusion, on notera D? = % on obtient ainsi
d dt
“_ 9 : (5.10)
a1z (Cl1 - (12)
d dt
2 9 . (5.11)
Agz2 (Gl - CL2)

En sommant (5.10) et (5.11), puis en sommant a; x(5.10) et azx(5.11) on obtient

da da
1 + 2 _ 07
a121 Q929
d d
21 Z9

D’apreés [18, page 97, proposition 5| que 'espace des formes différentielles invariantes w sur Jacy, (C’)

. der dx
telles que (w) > m est engendré par — et —.
z  xz

g ..
g—1

pondent & des champs invariants sur la jacobienne généralisée Jacy,(C").

Proposition 5.19. Les champs de vecteurs D -, Dg, restreints a la strate M, ,(h) corres-

g

Preuve. Comme les champs de vecteurs D -+, D} commutent, alors il est de méme pour leur

g1
image. De plus comme l'image de D,_; est invariante par translation et comme elle commutes
. g g . g g . .
avec les image de Dy_,,- -, Djj, on conclut que les images de Dy_,, -+, D sont invariantes par
translation. O

Proposition 5.20. L’application ® définit un isomorphisme entre M, ,(h) et un ouvert de la
jacobienne généralisée Jacy(C").

Preuve. Nous montrons d’abord que ® est injective. Tout d’abord, ® est localement injective, car
d’une part les deux variétés lisses M, ,(h) et Jacy(C”’) ont la méme dimension g et d’autre part
® envoie, d’aprés la proposition 5.19, les g champs de vecteurs indépendants D; sur g champs de
vecteurs indépendants sur la jacobienne généralisée. De plus, ® est injectif quand restreint sur
un ouvert dense de M, ,(h) : comme nous ’avons vu dans la remarque 5.14, ® est donné sur un

ouvert dense par g
( Z((Z)) }vxa)f) ) — 0 (; (w%» |

Su cet ouvert, 'application qui associe & une matrice A(x) un diviseur sur C’ est injective. De
plus, Serre montre que si deux diviseurs effectifs génériques de degré g sont m-équivalents, alors
ils sont égaux. Cela veut dire que ® est a la fois localement injective et injective sur un ouvert
dense. ® est donc injective et son image est un ouvert de Jacy,(C"). O
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