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Résumé

Nous nous intéressons a I’étude de la cyclicité et la bicyclicité dans les espaces ¢P(Z) a
poids et a I’étude de la cyclicité dans les espaces de Dirichlet. Alors que Wiener a caractérisé
la bicyclicité des vecteurs de £*(Z) et ¢?(Z) grace a I'ensemble des zéros de la transformée
de Fourier, Lev et Olevski ont démontré que cet ensemble ne peut caractériser la bicyclicité
dans (P(Z) lorsque 1 < p < 2 pour des suites u € ¢*(Z). Beurling, Salem et Newman se
sont aussi intéressés a la bicyclicité de vecteurs de ¢P(Z) pour 1 < p < 2. Dans ce travail,
nous étendons tout d’abord les résultats de Beurling, Salem et Newman aux espaces ¢P(Z)
a poids, en étudiant la dimension de Hausdorff et la capacité de 'ensemble des zéros de
la transformée de Fourier. Ensuite nous démontrons que le résultat de Lev-Olevskii reste
valide pour la cyclicité dans ¢P(Z), 1 < p < 2. De plus, nous donnons des conditions
suffisantes a la cyclicité dans les espaces ¢P(Z) a poids. Enfin nous démontrons que, pour
une fonction f appartenant a I’algebre du disque et & un espace de type Dirichlet, si f est
extérieure et si 'ensemble des zéros de f est réduit & un point alors f est cyclique. Ceci
généralise le résultat de Hedenmalm et Shields qui ont traité le cas du Dirichlet classique.

Mots clefs : Cyclicité, transformée de Fourier, capacité, ensembles de Cantor, espaces

de Dirichlet, fonctions extérieures.

Abstract

On the approximation and completeness of translates in function
spaces

We are interested in the study of cyclicity and bicyclicity in weighted ¢P(Z) spaces
and the study of cyclicity in Dirichlet spaces. While Wiener characterized the bicyclicity
in £*(Z) and ¢%(Z), thanks to the zero set of the Fourier transform, Lev and Olevski have
shown that this set cannot characterize bicyclicity in ¢P(Z) when 1 < p < 2 for sequences
in ¢1(Z). Also Beurling, Salem and Newman were interested in the bicyclicity in ¢?(Z)
when 1 < p < 2. In this work, we first extend the results of Beurling, Salem and Newman
to the weighted ¢P(Z) spaces, by studying the Hausdorff dimension and the capacity of
the zero set of the Fourier transform. Then we prove that the Lev-Olevskii result remains
valid for cyclicity in ¢P(Z), 1 < p < 2. In addition, we give sufficient conditions for the
cyclicity in the weighted ¢P(Z) spaces. Finally, we prove that, for a function f in the disk
algebra and in a generalized Dirichlet space, if f is outer and the zero set of f is reduced
to a point then f is cyclic. This generalizes the result of Hedenmalm and Shields who have
treated the case of the classical Dirichlet space.

Key words : Cyclicity, Fourier transform, capacity, Cantor sets, Dirichlet spaces, outer
functions.

Institut de Mathématiques de Bordeaux UMR 5251, Université de Bordeaux,
351, cours de la Libération - 33405 TALENCE.



Remerciements

Mes plus sincéres remerciements vont directement a mes directeurs de these,
Karim Kellay et Mohamed Zarrabi. Je les remercie grandement pour leur gen-
tillesse, leur bonne humeur et leur grande disponibilité. Les nombreuses conversa-
tions mathématiques partagées avec eux auront su me guider tout au long de ma
these.

Je suis tres reconnaissant envers Pascal Lefévre et Pascal Thomas pour avoir
accepté d’étre mes rapporteurs ainsi que pour la qualité de leur lecture.

Je remercie aussi Frédéric Bayart, Alexandre Borichev et Sandrine Grellier
d’avoir accepté de faire partie du jury de cette these.

Je remercie 'équipe d’analyse de I'IMB pour ce cadre de travail des plus
agréables.

Enfin, je souhaite tout particulierement remercier Jialun, Stéphane, Bianca et
Antonin, mes collegues doctorants, pour avoir rendu ces quatre années agréables
et divertissantes.






Table des matieéeres

1 Ensembles d’unicité
1.1 Espace de distributions . . . . . . ... ... ...
1.2 Capacités et théoreme de Beurling . . . . . . .. ... ... ..
1.3 Théoréme de Salem . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.4 Ensembles de Helson . . . . . . . .. .. .. ... ... ....

2 Bicyclicité dans les espaces (*(Z) a poids
2.1 Bicyclicité dans les espaces (P(Z) . . . . . . . . ... ... ..
2.2 Propriétés des espaces AZ(T) . . . . ... ............
2.3 Ensembles de Cantor généralisés . . . . . . . . . .. ... ...
2.4 Bicyclicité dans les espaces £3(Z) . . . . ... ... ... ...
2.4.1 Théoremes de type Beurling, Salem et Newman . . . .
242 Casdim(Z(f))=2(1-Fq) ... ... ... ...,

2.5 Poids a croissance lente . . . . . ... ...

3 Cyclicité dans les espaces (*(Z) a poids
3.1 Définitions et résultats connus . . . . . .. ... ...
3.2 Théoreme de type Lev-Olevskii pour la cyclicité . . . . . . ..
3.2.1 Preuve du Théoréme 3.2.1 . . . . . . . ... ... ...
3.3 Conditions sur la cyclicité . . . . ... .. ... ... ... ..
3.3.1 Exemples . . .. ... ...
3.4 Densité de I’ensemble des vecteurs cycliques . . . . . . .. ..

4 Cyclicité dans les espaces de Dirichlet
4.1 Espace de Dirichlet et dualité . . . ... ... ... ... ...
42 Cyclicité dans Z2(D) . . . . . ..o Lo

15
16
18
23
30

33
34
38
48
o4
o4
61
64

67
67
69
70
1)
85
86



TABLE DES MATIERES



Introduction

Dans cette these, nous nous intéressons a 1’étude des vecteurs cycliques
et bicycliques dans les espaces ¢P(Z) a poids, en particulier dans les espaces
05(Z), p > 1, B >0, de suites complexes (uy,)nez vérifiant

el zy = D Tl (1 + [n)?? < oo
nel

Nous nous intéresserons aussi aux vecteurs cycliques dans les espaces de
Dirichlet.

Dans un espace de Banach Y de suites complexes, on dit qu’une suite
(un)nez est bicyclique dans Y si le sous-espace engendré par {(u,—x)nez, k €
Z} est dense dans Y. On dit que la suite (uy,)nez est cyclique dans Y si le
sous-espace engendré par {(un—k)nez, k € N} est dense dans Y.

Les premiers résultats obtenus sur la bicyclicité dans les espaces ¢P(Z) ont
été établis en 1932 par Norbert Wiener dans [18]. Il donne une caractérisation
de la bicyclicité des suites de ¢*(Z) et £*(Z). Cette caractérisation associe la
bicyclicité d’une suite (uy,),ecz & Uensemble des zéros de sa transformée de
Fourier définie sur le cercle unité T par

u(z) =Y u,2", ze€T.
nez
En effet, la suite (u,)nez est bicyclique dans ¢!(Z) si et seulement si sa
transformée de Fourier @ ne s’annule pas sur T. La suite (u, ),ez est bicyclique
dans (?(Z) si et seulement si Z(), 'ensemble des zéros de 1, est de mesure
de Lebesgue nulle.

La bicyclicité dans les espaces ¢P(Z) est fortement liée a 'ensemble des
zéros de la transformée de Fourier. C’est pourquoi dans la suite, plutot que
d’énoncer les résultats dans les espaces ¢7(Z), on le fera dans les espaces de
fonctions

AP(T) = {f € LX), |/l = X If ()P < OO} , 1<p<2,

nez
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qui sont isométriquement isomorphes aux espaces (7). Ainsi dire qu'une
fonction f est cyclique dans AP(T) signifie que I'ensemble

{Pf, P polyndéme analytique}

est dense dans AP(T) et dire que f est bicyclique dans AP(T) signifie que
I’ensemble

{Pf, P polyndme trigonométrique}

est dense dans AP(T). Il est a noter que A*(T) = A(T) est I’algébre de Wiener
et que A%(T) = L*(T).

Wiener se demandait ! alors si 'ensemble des zéros Z(f) d’'une fonction
f € A(T) caractérisait la bicyclicité de f dans AP(T) pour 1 < p < 2.
Plusieurs travaux ont fait suite aux résultats de Wiener en liant la bicyclicité
dans AP(T) d’une fonction f et la « taille » de I’ensemble de ses zéros, Z(f),
mais sans obtenir de caractérisation lorsque 1 < p < 2.

En 1951, Arne Beurling détermina, dans [5], une condition suffisante, en
terme de dimension de Hausdorff de I’ensemble des zéros, a la bicyclicité dans
AP(T) pour 1 < p < 2. La méme année Raphaél Salem démontra dans [10],
I’existence de fonctions non bicycliques avec un ensemble de zéros « grand
» en terme de dimension de Hausdorff. D’autre part, en 1964, Donald J.
Newman montra dans [31] qu’il existe toujours une fonction bicyclique dans
AP(T) dont la dimension de Hausdorff de son ensemble de zéros est 1. Plus
tard, en 2011, Nir Lev et Alexander Olevskii répondirent a la question de
Wiener dans [32] (voir Théoreme IT).

Pour £ C T, on note par dim(E) la dimension de Hausdorff de £. On
peut résumer ces résultats par le théoreme suivant :

Théoréme 1. Soit 1 <p<2etq=p/(p—1).
(1) Beurling : si f € A(T) et dim(Z(f)) < 2/q alors f est bicyclique dans
AP(T) ;
(2) Salem : pour2/q < a <1, il existe E C T tel que dim(FE) = « et toute
fonction f € A(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique dans AP(T) ;

(3) Newman : il ezxiste un ensemble E C T tel que dim(E) = 1 et toute
fonction f € A(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans AP(T) pour
tout p > 1.

1. WIENER dans [48] : « My own suspicion is that the general theorem is at least true
for1<p<2n



Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a la bicyclité dans les
espaces

AG(T) = {f € LX), 11£ sz Z n)P(1+ [n[)™ < OO}

pour 1 < p < 2et > 0. Nous obtenons le résultat suivant (Théoreme 2.4.5)
qui étend les résultats de Beurling, Salem et Newman aux espaces Aj(T).

Théoréme A. Soit 1 <p<2,qg=p/(p—1) et >0 tels que fq < 1.

(1) Si f € AR(T) et dim(Z(f)) < %(1 — Bq) alors f est bicyclique dans
AR(T).

(2) Si f € Ay(T) et dim(Z(f)) > 1—fBq alors f n’est pas bicyclique AG(T).

(3) Pour %(1—6(1) < a < 1, il existe un sous-ensemble fermé E C T tel que
dim(E) = « et tout f € A(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique
dans AG(T).

(4) Soit k = [q/2]. Pour tout € > 0, il existe un ensemble E C T tel que

dim(F) > max ((2](1 — Bk —e, 1 —2(k+ 1)5)

et tel que tout f € AR(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans A%(T).
De plus, st p = % pour un k € N* E peut étre choisi tel que
dim(F) =1 — fq.

Il faut noter que le point (4) du théoréme ne permet pas d’atteindre la
borne 1 — [3q lorsque p n’est pas de la forme 2k 7, k € N*. On peut également
souligner que la démonstration du point (4) nécessite la construction d’'un
ensemble de Cantor généralisé S, vérifiant, pour tout 0 < A < 1 et k € N*,

. 1—A I
dlm(k‘XS)\)—m et C ( XS,\)—O
avec k x Sy = Sy + --- + S, désignant la somme de Sy avec lui-méme k fois
et ou C,(FE) désigne, pour E un sous-ensemble compact de T et 0 < o < 1,
la a-~capacité de E (voir partie 1.2). Rappelons que C,(F) = 0 signifie que
E ne supporte pas de mesure p non nulle de a-énergie finie :

v B0

n>1 (]' + |n|)1_a

Newman étudia également, dans [31], la bicyclicité de fonction f dans
AP(T) vérifiant dim(Z(f)) = 2/q, cas qui n’est pas traité par les théoremes



10 INTRODUCTION

de Beurling et Salem. Plus précisément il s’intéressa au cas ou la a-mesure
de Hausdorff (voir partie 1.2) de Z(f) est nulle pour a = 2/q avec 1 < p < 2.
Il posa la question suivante :

L’égalité H,(Z(f)) = 0 implique-t-elle que f est bicyclique dans AP(T) ?

Sous certaines conditions forte sur l’ensemble des zéros de f, nous appor-
tons une réponse partielle a la question de Newman dans les espaces Ag(T)
(Théoreme 2.4.7) :

Théoréme B. Soit 1 <p<2,gq=p/(p—1) et B> 0 tel que Bq < 1.

(1) Si f € AL(T) et Z(f) est de a-mesure forte nulle, ot o0 = %(1 — Bq)
alors f est bicyclique dans A’ﬁ’('ﬂ').

(2) Pour tout v > %, il existe un ensemble fermé E C T tel que toute
fonction f € A};(T) vérifiant Z(f) = E n'est pas bicyclique dans Aj(T)
et tel que Hy(E) =0 ot h(t) = 25705 avec a = 2(1 — Bq).

= Togle/)

La conjecture de Wiener, a savoir que I’ensemble des zéros d’une fonction
f € A(T) caractérise sa bicyclicité dans AP(T) pour 1 < p < 2, est réstée ou-
verte jusqu’en 2011, date a laquelle Nir Lev et Alexander Olevskii 'infirment
dans [32]. Tls démontrent le résultat suivant :

Théoréme II. Pour 1 < p < 2, il existe deux fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), et telles que l'une soit bicyclique dans AP(T) et l'autre
non.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a la cyclicité dans les
espaces Ag(’]l"). Notons que toute fonction cyclique est bicyclique. Ainsi le
théoréme de Wiener et le théoréme de Szegd-Kolmogorov 2, nous donne une
caractérisation de la cyclicité dans 'espace A%(T) = L?(T). Plus précisément,
[ € A%(T) est cyclique dans A?(T) si et seulement si Z(f) est de mesure de
Lebesgue nulle et log | f| ¢ L(T). Cela a pour conséquence directe que si une
fonction f est cyclique dans AP(T) pour un certain p vérifiant 1 < p < 2 alors
Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle et log | f| ¢ L'(T). Donc en utilisant le
Théoreme de Wiener dans A(T), on peut voir qu’il n’existe pas de fonction
cyclique dans A(T). On peut alors se demander si une conjecture de type

2. voir [39, Theorem 4.1.1 p. 65] : pour f € L*(T)

nf{[lf — 2Qf |2r), @ polynome} — exp ( [0 Ifdm>
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Wiener est vraie pour la cyclicité & savoir : pour une fonction f € A(T)
vérifiant log | f| & L'(T), ensemble des zéros de f caractérise-t-il la cyclicité
de f7?

On répond par la négative a cette question dans le troisieme chapitre en
démontrant le résultat suivant de type Lev-Olevskii (Théoreme 3.2.1)

Théoréme C. Soit 1 < p < 2. [l existe deux fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), log|f| &€ L*(T), log|g| & L*(T) telle que f n’est pas
cyclique dans AP(T) et g est cyclique dans AP(T).

L’existence de vecteurs cycliques dans AP(T), pour p > 1, a été établie par
Abakumov, Atzmon et Grivaux dans [2, Corollary 1]. Dans ce chapitre nous
donnons des conditions suffisantes pour qu’une fonction réguliere f soit cy-
clique dans A%(T). En particulier cela nous permet de construire des exemples
explicites de vecteurs cycliques dans Aj(T). Pour E un sous-ensemble de T,
on désigne par d(-, F) la distance a E et pour 6 > 0, on note Lips(T) I'en-
semble des fonctions f telles qu’il existe C' > 0 vérifiant

F(O) = f(H<Clc=<1, ¢ €eT.

Une premiere condition suffisante a la cyclicité dans Aj(T) est donnée
par le théoreme suivant (Théoreme 3.3.5) :

Théoréme D. Soit 1 <p <2 et >0 tel que Sq < 1. Soit f € Lips(T), ou
d> B+ 1/p—1/2. On suppose que Z(f) est de mesure de Lebesque nulle. Si

| logd(¢. Z(f))ld¢| = —o0

alors f est cyclique dans Aj(T) si et seulement si f est bicyclique dans AG(T).

En combinant ce résultat avec le Théoreme A sur la bicyclicité dans
A%(T), on obtient des conditions suffisantes & la cyclicité des fonctions lip-
schitziennes dont I’ensemble des zéros n’est pas un ensemble de Carleson .

Nous donnons aussi des exemples de fonctions de classe C'* cycliques :
soit E un sous-ensemble fermé de T et f la fonction définie sur T par

f(€) = exp (=1/d(C, E)7),

si¢ ¢ E et f(¢) =0 sinon.
Siy > 1 on obtient, par un théoréeme de Makarov et le Théoreme A (voir
Théoréme 3.3.6) :

3. E C T est dit un ensemble de Carleson lorsque log (d(-, E)) € L(T). L’ensemble
triadique de Cantor en est un exemple.
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(1) si dim(E) < 2(1 — Bq) alors f est cyclique dans A5(T);

(2) si dim(E) > 1 — fq alors f n’est pas cyclique dans Aj(T);

(3) pour %(1 — Bq) < a < 1, il existe un sous-ensemble fermé E C T tel
que dim(E) = a et f n'est pas cyclique dans A%(T);

(4) sip= 2k ; pour un k € N alors il existe un sous-ensemble fermé £/ C T
tel que dim(E) =1 — fBq et f est cyclique dans AR(T).

Finalement nous montrons dans ce chapitre que I’ensemble des fonctions
cycliques de AL(T), pour 1 < p < 2 et lorsque AR(T) n’est pas une algebre,
est dense dans A%(T) (voir Théoreme 3.4.3).

Dans le quatriéme chapitre nous nous intéressons aux vecteurs cycliques
dans les espaces de Dirichlet. On appelle espace de Dirichlet les espaces de
la forme Z?(D) avec p > 1, a > —1 définis par

74(D) = {1 €BAD), 171, = 7O + [ 17()P(1~ |2P)"dAL) < oo}

Contrairement aux chapitres précédents, les fonctions sont ici holomorphes
sur le disque unité donc les résultats obtenus sur la cyclicité seront de nature
différentes. Notons que lorsque p = 2 et o = 1, 'espace Z2(D) est 'espace
de Hardy H? ~ (*(N) et lorsque p = 2 et o = 0, I'espace Z?(D) est I'espace
de Dirichlet classique 2. En effet si f(z) = 3,50 an2" alors

LIF@EQ=12)dAR) =< 3 o

n>1

et

LIFEPAG) = 3 nlaf

n>1

On note par A(D) l'algebre du disque.

Le probleme des vecteurs cycliques pour ’espace de Dirichlet est un pro-
bleme qui remonte aux travaux de Beurling et Carleson (voir [1], [7] et [3]).
Alors que le théoreme de Beurling caractérise les vecteurs cycliques dans
I'espace de Hardy H? (ce sont les fonctions extérieures?), le probleme des

4. Une fonction f € Hol(D) est dite extérieure si f s’écrit de la forme
(+2 |d¢]
= S| (el €D,
z) ceXp/TC_Z 0g(C) 5 z

oll |¢| =1 et ol ¢ est une fonction positive vérifiant log ¢ € L*(T).
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vecteurs cycliques dans 'espace de Dirichlet semble difficile. Il existe des
fonctions extérieures de 'espace de Dirichlet qui ne sont pas cycliques dans
2. En fait la cyclicité de telles fonctions dépend notamment de la distri-
bution des zéros de la limite radiale de f sur le cercle. Lorsque I’ensemble
des zéros de f € A(D) N Z est réduit a un point sur le cercle, Hedenmalm
et Shields ont montré que si f est extérieure alors f est cyclique dans 2.
Richter et Sundberg ont montré que ceci reste vrai lorsque f est seulement
dans l'espace de Dirichlet 2. Si f € A(ID), on note par Z(f) 'ensemble des
zéros de f sur le cercle unité.

Dans ce chapitre nous étendons le résultat de Hedenmalm et Shields aux
espaces de Dirichlet 2?(D) (Théoréme 4.2.10).

Théoreme E. Soit p > 1 vérifiant a+1 < p < a+2. Soit f € A(D)NZH(D).
Si f est extérieure et Z(f) = {1} alors f est cyclique dans Z* (D).

Notons que lorsque p < o+ 1, toute fonction extérieure est cyclique dans
7?(D) et lorsque p > « + 2 toute fonction de 1'algebre du disque s’annulant
en un point n’est pas cyclique dans Z2(D).

Notations

Dans tout le mémoire on utilisera les symboles suivants :
Pour A et B des expressions dépendantes d’un parametre commun, on utili-
sera lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité

— A < B pour dire qu’il existe une constante C' telle que A < CB.

— AxBsionaAS Bet BS A
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Chapitre 1

Ensembles d’unicité, de
multiplicité et phénomene de
Piatetski-Shapiro

On considere T le cercle unité sur C. On appelle ensemble d’unicité (voir
[25, Chapitre V]) tout ensemble K C T vérifiant

Vze T\ K, ]\}I_I}Cl)o Z 2 =0=VnezZ, c =0.

In|<N

On appelle ensemble de multiplicité tout ensemble qui n’est pas un ensemble
d’unicité. Les ensembles de multiplicité sont caractérisés de la maniere sui-
vante (voir [25, Chapitre V, Théoréme I]) : K est un ensemble de multiplicité
si et seulement s'il vérifie le critere (C'M).

(CM) : il existe S une distribution sur le cercle, non nulle, & support dans
K et dont les coefficients de Fourier vérifient

lim S(n) = 0. (1.0.1)
|n|]—o0
La notion de distribution sur le cercle est rappelée dans la premiere partie
de ce chapitre.

Dans les années 1870, Georg Cantor a commencé a s’intéresser a ces en-
sembles et il démontra que I’ensemble vide et les ensembles finis de points du
cercle sont des ensembles d’unicité. En 1908, William Henry Young démontra
que les ensembles dénombrables sont des ensembles d’unicité. D’autre part,
il est facile de voir que tout ensemble de mesure de Lebesgue non nulle n’est
pas un ensemble d’unicité. Ainsi en 1915, Nikolai Louzine conjectura dans sa

15



16 CHAPITRE 1. ENSEMBLES D’UNICITE

these intitulée « Integral and trigonometric series », que tous les ensembles
de mesure de Lebesgue nulle sont des ensembles d’'unicité. Cette conjecture
fut infirmée par Menchoff dans [37] qui construit un ensemble de multiplicité
K de mesure de Lebesgue nulle qui de plus supporte une mesure non nulle
a coefficients de Fourier s’annulant en l'infini. Une question naturelle est de
savoir si on peut remplacer « S distribution » par « g mesure » dans le
critere (C'M). La réponse est donnée par Piatetski-Shapiro dans [11] qui en
1954 démontra qu’il existe un ensemble compact K C T qui supporte une
distribution non nulle vérifiant (1.0.1) mais qui ne supporte aucune mesure
non nulle vérifiant (1.0.1).

Soit X un espace de Banach de suites complexes indexées sur Z. On dit
qu'un phénomene de Piatetski-Shapiro existe dans ’espace X s’il existe un
ensemble compact K C T qui supporte une distribution non nulle .S vérifiant
S € X mais qui ne supporte aucune mesure non nulle p vérifiant i € X (voir
[32]). D’apres le résultat de Piatetski-Shapiro dans [11], ce phénomene existe
dans 'espace ¢y des suites s’annulant en 'infini. Dans la deuxiéme partie de
ce chapitre nous introduirons la notion de capacité et nous donnerons une
preuve du théoreme de Beurling qui montre que le phénomene de Piatetski-
Shapiro n’existe pas dans les espaces

0(Z) = {(un)n€Z> 7 unP(1 + |n])* < oo}

nel

pour —1/2 < «a < 0. Dans la troisiéme partie on s’intéressera au théoréme
de Salem qui montre que deés lors que ¢ > 2/« on peut trouver un ensemble
compact K C T de dimension de Hausdorff o qui supporte une mesure non
nulle p vérifiant i € ¢9(Z). Finalement dans la quatrieme partie on introduira
les ensembles de Helson et on présentera le résultat récent de Lev et Olevskii
qui montre que le phénomeéne de Piatetski-Shapiro existe dans ¢4(7Z) lorsque
q > 2.

Nous verrons, dans les chapitres suivants, que I'étude des vecteurs cy-
cliques et bicycliques et le probléeme d’approximation polynomiale pondérée
est intimement lié aux ensembles d’unicité et au phénomene de Piatetski-
Shapiro.

1.1 Espace de distributions

Nous allons ici introduire la notion de distribution sur le cercle T. On
identifie T & R/27Z et z a €. On note D(T) I'ensemble des fonctions de
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classe C* sur T. On munit D(T) de la famille de semi-normes N, k € N
définies par

k
Ni(@) = 3 110"
n=0

On note D'(T) le dual topologique de D(T). On appelle distribution sur le
cercle tout élément de D'(T). On note M(T) 'espace des mesures sur le cercle
qui est le dual topologique de 'espace C(T) des fonctions continues sur T et
on note M™*(T) ’ensemble des mesures positives sur le cercle.

Pour n € Z et T € D'(T), on définit le n-ieme coefficient de Fourier de T
par ~
T(n)=(T,z"").

Pour une fonction f € L'(T), on a

~

Foy =5 [ fete

Notons que les coefficients de Fourier d'une distribution 7' € D'(T) sont
a croissance polynomiale, c¢’est-a-dire vérifient

JkeN, 3C >0, Vn e Z, |T(n)| < C(1 + |n|)*.

Réciproquement, a toute suite complexe (u,)nez & croissance polynomiale,
on peut associer une unique distribution 7" dont les coefficients de Fourier
coincide avec les termes de la suite

~

T(n)=u,, n€Z.
Ainsi pour T' € D'(T) et ¢ € D(T), on a

(T, ¢) = T(n) §(—n).

nez

On note alors

T~ T(n)z" ou T~ > T(n)e™.

nel nez

On dit que T' € D'(T) est nulle sur un ouvert A C T si pour tout ¢ € D(T)
a support dans A on a (T, ¢) = 0. On appelle support de T, que 1'on note
supp(T'), le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel 7" est nulle.
Lorsqu’un ensemble K vérifie supp(7") C K, on dit que la distribution 7" est
supportée par K ou que I'ensemble K supporte la distribution 7'.
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De maniere équivalente, on peut également voir le support comme étant
le plus petit fermé K de T tel que la fonction

S T(n)z"  silz] <1
T _ n>0 N
(2) — > T(n)z" silz|>1
n<0

se prolonge en une fonction holomorphe sur C\ K. En effet, pour T" € D’'(T)
et ¢ € D(T), on a

(T¢)=tm o [ ey (T(rety — Te/r)) dt

’ r—1- 27 Jo '

Cela implique directement que supp(7’) C K. L’autre inclusion découle de
[50, Théoreme 2.4].

1.2 Capacités, mesures de Hausdorff et théo-
reme de Beurling

Commencons par introduire la dimension de Hausdorff. Etant donnés
E C T et h une fonction continue, strictement croissante vérifiant h(0) = 0,
on définit la A-mesure de Hausdorff de F par

HL(E) = (lslg(l)lnf {; h(|Ui)), E C iL:JO Ui, U] < (5}

ou U; sont des intervalles ouverts de T et ou |U;| désigne la longueur de U;.

Lorsque h(t) = t* avec 0 < a < 1 on notera H, au lieu de Hy,. Une des
propriétés importantes de H, est, pour un ensemble E fixé, I'existence d’une
borne d telle que pour tout a < d, H,(E) = oo et pour tout a > d, H,(E) =0
(voir [25, Chapitre II]). Cette borne d est appelé la dimension de Hausdorff
de E. Autrement dit la dimension de Hausdorff d'un ensemble £ C T est
donnée par

dim(F) = inf{a €]0, 1], H,(E) = 0} = sup{a €]0, 1], Hy(E) = co}.

Lorsque E est un ensemble compact on peut exprimer la dimension de Haus-
dorff autrement a 'aide de la proposition 1.2.1 ci-dessous. Ce résultat est di
a Frostman et une démonstration est présentée dans [25, Chapitre 1T, Théo-
reme II]. On rappelle qu'une fonction f définie sur T est dite lipschitzienne
d’ordre (3, et on note f € Lipg(T), s'il existe C' > 0 tel que

F(O) = F(H<ClC=C¢1, (¢ eT
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Proposition 1.2.1. Soit E un compact de T. On a

dim(E) = sup{ > 0, 3u € MF(E)\ {0} vérifiant (t — p([0,1])) € Lips(T)}.

On introduit maintenant la notion de capacité. On définit le noyau loga-
rithmique comme étant la fonction Ky définie sur |0, 27| par

1
Kozt'_)log(’sin@)‘)'

Pour « €]0, 1], on définit le noyau d’ordre o comme étant la fonction K,

définie sur |0, 27| par
1

sin (3)]
On observe (voir [25, Chapitre III, Proposition 2] et [25, III.7.]) que, pour

0 < a < 1 fixé, les coefficients de Fourier de K, sont strictement positifs et
vérifient

K,:t—

Ko(n)= (1+n))*", neZ (1.2.1)

Pour a € [0, 1] et p une mesure borélienne finie sur T, on définit le a-potentiel
comme étant I'application U7 définie sur T par

Up o= [ Kallo = y) duly).
En terme de série de série de Fourier, on a

Ut ~2my fi(n) Ky (n)e™. (1.2.2)

nez

On définit la a-énergie de la mesure 1 comme étant le réel

Low) = [ Ug(@) du(e) = [ [ Kollz = l) dp(y) duz).

D’apres (1.2.2), la a-énergie d’une mesure positive p vérifie
2

Io(p) = 4r? Z ﬁ(n)|ﬂ(n)|2 - Z |fi(n)

nez n>1 <1 + ‘n|)17a'

Finalement on définit la a-capacité d’'un sous-ensemble compact E de T
comme étant le réel

Co(E) = (inf{I.(p), p mesure de probabilité sur E}) " .
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Si a = 0, Cy est appelé la capacité logarithmique. On remarque que pour
E un compact de T et o € [0,1], on a C,(F) > 0 si et seulement s'il existe
une mesure positive non nulle portée par E de a-énergie finie. Donc lorsque
Cyo(E) = 0 alors E est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. De plus
il est a noter que les ensembles dénombrables sont de a-capacité nulle pour
tout o € [0, 1 et pour certains ensembles de Cantor on peut déterminer de
maniere précise leur capacité (voir section 2.3).

Une notion particulierement importante dans la théorie des capacités est
la notion de mesure d’équilibre introduite par Frostman dans [17] (voir aussi
(25, Chapitre III, pp 36-37]) : si C,(E) > 0 alors il existe une unique mesure
d’équilibre p. sur E, c’est-a-dire une mesure de probabilité supporté par F
vérifiant

CalB) = 1/L(pe).
Cette mesure d’équilibre vérifie US (z) < 1/C,(E) pour tout x € T et 0 <
a < 1 (voir [25, Chapitre III, Proposition 6]) et

1
Ca(E)
pour presque tout x € E par rapport a la mesure de Lebesgue (voir [25,
Chapitre III, Proposition 5]).

Comme pour la dimension de Hausdorff, une propriété de la capacité est,
pour un ensemble FE fixé, I'existence d’une borne d telle que pour tout o < d,
Co(E) > 0 et pour tout o > d, Co(E) = 0. Cette borne d est alors appelé la
dimension capacitaire de E et on la note a(E). On a égalité entre dimension
de Hausdorff et dimension capacitaire, soit pour tout compact £ C T,

a(E) = dim(E). (1.2.3)

Up.(x) =

Dans la démonstration de ce résultat, on utilise principalement la proposition
1.2.1 et les mesures d’équilibre (voir [25, Chapitre III, Théoreme I}).

Le théoréme suivant est attribué a Beurling (voir [4], [25]). Il a pour
conséquence que le phénomene de Piatetski-Shapiro n’existe pas dans ﬁ% (Z)
pour —1/2 < 8 < 0. En effet ce résultat implique que deés lors que 'on peut
trouver une distribution non nulle S supportée par un ensemble compact K
et vérifiant S € (3(Z), on peut alors trouver une mesure 4 vérifiant les méme
propriétés.

Théoréme 1.2.2. Soit E un ensemble compact de T et a € [0, 1].
La a-capacité de E est strictement positive si et seulement s’il existe une
distribution S non nulle et supportée par E et vérifiant

Se0E
T

nel
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Démonstration. Le sens direct de I'implication est évident d’apres la défi-
nition de la capacité. Supposons qu’il existe une distribution S non nulle,
supportée par E et vérifiant
S(n)|?

IO

neZ (1 + ‘n|)
Comme S est non nulle il existe n € Z tel que S(n) # 0. Quitte a considérer
2~™S on peut supposer, sans perte de généralité, que S(0) # 0. On pose,
pour 6 > 0,

Es = {Z €T, d(Z,E) < 6}

avec d(z, F) la distance de z a E. On a que Ej est de mesure de Lebesgue
positive donc C,(Es) > 0. Ainsi, d’apres le théoréeme de Frostman, il existe
une mesure d’équilibre pl vérifiant

Io(pg) = 1/Ca(Es)

et de plus on a
1

Co(Es)
pour presque tout x € Ej et la fonction Uﬁig est bornée sur T. On considere
les deux fonctions holomorphes suivantes

St(z) = ¥ 8(n)z"  silz] <1
n>0 N
S7(z) == S(n)z" silz| > 1.
n<0

Us(a) =

Comme supp(S) C E on a que
lim S*(rz) — S (z/r) =0

r—1-

pour tout z € T\ Ej. Ainsi
: 1 « + - —
lim /T (U () — 1/CalEs)) (S*(rz) — 5~ (2/r)) dz| = 0.
On obtient alors
_ 5(0)
lim — + = . 1.2.4
im /T 5(2) (87(r2) = (/) Vel = s (1.2.4)

r—1— 2

D’une part, puisque U % est bornée sur T et d’apres (1.2.2),

~

+ _ o Fmn
27r/ 2)ST(rz)|dz| = /TZU 2)S(n |dz|

n>0

= 273 i (—n)Ra(—n) S(n)r".

n>0
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Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.2.1), on obtient

o\ smpe \"
5(§<1+'|n>1-a) (,%(Hnnl—a) |

(1.2.5)

V[ o
3 [ Usps 2)id

lim sup
r—1-

De méme on a

;ﬁ /T U ()8 (2/r)|dz] = ;ﬂ /T S U (2)8(n)r 2" d

n<0

— 2> 1 (—n)Ko(—n)S(n)r .

n<0

Ainsi

lim sup
r—1-

L *(2)S™(z/r)|d=
o [ UGS /mlas

™

e\ (s B\

< pl(n n .

~ (; (1+ |n|)1a> (n% (1+|n)1a>
(1.2.6)

Donc en sommant les inégalités (1.2.5) et (1.2.6) et en utilisant le fait que

Cu(Ey = 3 )P

nso (L [nf)t=e

on obtient a partir de (1.2.4) que,

N 1/ R 1/2
i () 5P
50)| S CalEs) (Z (1+|n|>1a) (%(HIM)“)

,\ZO —-1/2 ~ 1/2
P S0P
S (Z i+ |n|>1—a) (Z i+ |n|)1—a) '

Par le théoreme de Helly, il existe une suite (J;) qui tend vers zéro et telle que
la suite (,ugj ) converge faiblement vers une mesure de probabilité p supportée

par E. Donc en particulier zi (n) — fi(n) lorsque j — oo. Ainsi par le lemme
de Fatou on a

~1/2 . 1/2
A ) S(m)P?
SO 2 (Z T \n\)l&) (Z i \n\)la) ‘

Comme

> At o < Co(B)V2
(1+[n[)t- ~o ’

n>0
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‘g (O)’ >0 et
S 2
s B
nez (1 +_|n¢)
cela démontre que C,(F) > 0 ce qui conclut la preuve. ]

1.3 Ensembles parfaits de translation et théo-
reme de Salem

Nous allons ici nous intéresser a une classe d’ensemble sur le cercle T, les
ensembles parfaits de translation (voir [25]), qui permettrons de démontrer
le théoreme de Salem. La construction de tels ensembles s’inspire de celle
des ensembles de Cantor en la généralisant, c¢’est-a-dire une construction
par étape en enlevant a chaque étape un certain nombre d’intervalles. L’idée
générale est la suivante : on part d’un intervalle de longueur /; et a la premiere
étape on enléve des intervalles de sorte a ne garder que k; intervalles fermés
disjoints de méme longueur /;. A la deuxieme étape on applique le méme
procédé a chaque intervalle obtenu par ’étape précédente mais en gardant
cette fois ks intervalles de longueur /5. On obtient alors a la fin de la deuxieme
étape ki ko intervalles fermés de longueur [,. On itere ce procédé et on appelle
ensemble parfait de translation I'intersection des tous les intervalles construits
a chaque étape. Plus précisément :

Définition 1.3.1. Soit (k,,)nen une suite d’entiers, (1,)nen une suite de réels
strictement positifs et (Ajn)(nenz une suite de réels. On suppose que ces
suites vérifient ko = 1, pour tout n € N*, k, > 2 et pour tout j € [1,k, — 1],

0 S )\j,n < /\j,n + ln < )\j—i—l,n < Aj—&-l,n + ln S ln—l

Posons p, = IIj_ok;. On définit Ey = [0,lo] et on construit par récur-
rence une suite (Ey,)nen d’ensembles compacts : pour n > 1 on suppose que
E,_1, déja construit, est une réunion disjointe de p,_1 intervalles fermés de
longueur l,,_1. On construit alors E, da partir de FE,_1 en remplacant chaque
intervalle de E,_1 par une réunion disjointe de k, intervalles fermés de lon-
queur l, de la facon suivante : si

Pn—1
E,1 = U laj,a; +1,-1] (union disjointe),
j=1

alors on définit
Pn—1 kn
E,= | Ulaj + X aj + Asp + L)

7j=1 s=1
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Notons que les intervalles dans la réunion sont disjoints de par les propriétés
de la suite (Njy)(jnyen2. On définit finalement

E= () En (1.3.1)

neN

Un tel ensemble E est appelé ensemble parfait de translation associé aux
suites (kp)nen, (In)nen €t ()‘jm)(j,n)el\P-

On définit de la manieére suivante une mesure naturelle sur les ensembles
parfaits de translation.

Définition 1.3.2. Soit E un ensemble parfait de translation sur [0, 27], que
lon décompose comme dans (1.3.1). Pour tout n € N, on définit sur [0, 27]
la fonction L, continue, affine par morceauz, de pente 1/p,l, sur les py
intervalles de F,, constante sur les intervalles contigus de E, et vérifiant
L,(0) = 0 et L,(2r) = 1. La suite de fonctions (L,) converge uniformé-
ment vers une fonction L appelée fonction de Lebesque sur E. La mesure de
Stieltjes associée a L, que l’on note dL, est appelé la L-mesure associée a E.

La propriété suivante nous permettra d’obtenir des estimations des coeffi-
cients de Fourier de la L-mesure associée a un ensemble parfait de translation.
Elle est obtenue dans [25, pp. 18-19].

Proposition 1.3.3. Soit E un ensemble parfait de translation associé a des
suites (kn)nen, (In)nen €t (Njn)(jnyenz. On considére dL la L-mesure associée
a E. Pour tout n € N, on pose

1 kn

Qn(t) = . Yo et

n j=1

Si on note ¢ = [ZT e dL(t) le m-iéme coefficient de Fourier de dL alors
on a

em = ] @nir(m).
n=0

Le résultat suivant permet de déterminer la dimension de Hausdorff d’un
ensemble parfait de translation a l’aide de sa L-mesure (voir [25, Théoréme

ILIV et ILV p. 30]).

Proposition 1.3.4. Soit E un ensemble parfait de translation, L sa fonction
de Lebesgue. On consideéere wy le module de continuité de L, c’est-a-dire

wr(t) = sup |L(z") — L(z)|.

|e—a!|<t
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Si

ozl (1)
=0 log(t)

alors E est de dimension de Hausdorff «.

Avant de démontrer le théoréeme de Salem nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 1.3.5. Soit v € N*, (¢;)1<j<, une suite de réels et (\j)i<j<, une
suite de réels linéairement indépendants sur Q. Soit P la fonction définie sur
R par

14
P:t— che”‘jt.

j=1

Alors pour tout v > 0, il existe Ty > 0 tel que pour tout T'> Ty et a € R on

a
r/2
1 rot+T r/2 v
= [ Pwra < 2(;+1) (Z|cj|2) .

j=1

Démonstration. Pour a €e R, T >0, w € R, on a

1 patT o g 1 siw=20
f/a e T = ﬁ (eiw(a+T) _ eiwa) siw#0
Donc si w # 0 on a

<= —0. (1.3.2)

2
T(,L) T—o0

1 a+T .
‘T/ e

De plus pour une suite de nombres complexes (z;) quelconque on a la formule,

2
14
Z Zj
j=1

=X lmP+ Y wm 4Ty (1.3.3)
j=1

1<i<j<v

Soit g l'entier naturel vérifiant » < 2¢ < r + 2. En utilisant la formule de
Newton et (1.3.3), on obtient pour ¢t € R,

v
> M girihit ¢
i1 hilhg!. .. h,!

hi1+ha+--+h,=¢q

v 2
= |2hi q—|
- (]1;[1|c]| )(hllhgl...m!) Tt

hit+ha+-+hy,=q

2

[P)* =
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avec R qui est une combinaison linéaire finie de termes de la forme e avec
w # 0 car p est combinaison linéaire a coeflicients entiers non tous nuls des
Aj qui sont linéairement indépendants.

D’apres (1.3.2) et en utilisant la formule de Newton, on a alors, uniformément
en a,

im L[ pepa = 2 (e ) ()
T—oo T Jg - 1 J h1'h2|hl,|

hithot—+h,=q \j=

v q
q! (Z |Cj\2)
j=1
v q
< ¢ (ZI@F) :
j=1

Ainsi il existe Ty > 0 tel que pour tout 7' > Ty et a € R,

1/2
1 a+T 1/r 1 a+T 1/2¢ v
(7 [ wrora) < (5[ popa) s (S

j=1

IN

ce qui conclut la preuve en remarquant que ¢ < r/2 + 1. O

On présente maintenant la démonstration du théoréme de Salem. Il est
a noter qu'une fois ce résultat acquis, le théoréeme 2.1.3 sur la bicyclicité
s’obtient directement grace a la proposition 2.2.6. Notons aussi que dans la
démonstration du théoreme la construction de ’ensemble n’est pas explicite.
La démonstration que I'on présente ici est celle de Salem dans [25, Théoreme
VIILIV pp.106-110] (voir aussi [10]).

Théoréme 1.3.6. Soit 0 < o < 1 et ¢ > 2/a. Il existe un ensemble parfait
de translation E, de dimension de Hausdorff o, qui supporte une mesure
positive non nulle u dont les coefficients de Fourier vérifient

2 |Aam)]|" < oo.

ne”

Démonstration. Soit € un réel vérifiant
0<e<alqg/2—¢)—1 (1.3.4)

et v un entier vérifiant
2(q/2 4+ 1)%? <17, (1.3.5)
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On pose {* = 1/v. On considére une suite (A;)i<j<, de réels linéairement
indépendants sur Q vérifiant pour tout j € [1,v — 1],

O<>\j<)\j+€<)\j+1<>\j+1+€<1

Notons que ceci est possible puisque € < 1. Pour toute suite (tx)x>1 a valeur
dans [0, 1] on pose
& = E(1 — €Y1 — 1) + &ty (1.3.6)
Notons que
El-¢*) <& <¢ (1.3.7)
Ainsi on associe a toute suite (t;) I'ensemble parfait de translation E,)
associé aux suites

]{Zn =V, ln = H 514 et )\j,n = )\jlnfl (138)
k=1

comme dans la définition 1.3.1.

On va alors montrer que pour la mesure de Lebesgue produit A\*° sur
[0, 1], les ensembles E, vérifient le théoréme pour presque toute suite
(ti)k>1 & valeur dans [0, 1]. D’apres la propriété 1.3.3, les coefficients de Fou-
rier ¢, de la L-mesure associée a F(,) vérifient

00
Cm = H QnJrl(m
n=0

avec
1 &y, L&~ i
—1 t —iAilp_1t
n ? e Jin b Z € J .
n j=1 Jj=1
On pose pour m € Z et p € N,
Cmp = H Qn—i—l

Notons que @,, dépend de [,,_; qui dépend des n — 1 premiers éléments de la
suite (§). Donc, par (1.3.6), ¢, dépend des p premiers éléments de la suite
(tx). On note

E() = /[0,1]N* - dAT ()

la valeur moyenne sur [0, 1]N". Ainsi en remarquant que E(|c,,,|?) s’obtient
en intégrant |c,, ,|? par rapport a dty, dts, ..., dt,, on obtient

Ellcnpl?) < Bllempil?) sup [ @i m) 1t (13.9)

t1,t2,.5tp—1
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Or, si on considere les t;, fixés pour 1 < k < p — 1, on obtient

q

1
dt,.

1
| 1@pestmyrat, = -

1 Jo

1| v
Z e—iAjlpm

=1

De plus on a
lp = lp1&p = L1 (E(1 = EP)(1 — 1) +&tp) = [1&(1 — €F) + 1,1 €77,
donc, pour m # 0, on effectue le changement de variable u = a + T't, avec
a=1l 11— EP)ym et T =1, ,£FPm,

et on obtient

q

du
T

1 1 a+T | ¥V
L 1@pampras, = — [Ty

e—iAju
=1

J

Ainsi d’apres le lemme 1.3.5, il existe Ty > 0, indépendant de p, tel que

1 q q/2
[ 1@pia(om) o, < 2 (2 + 1) Vi, (1.3.10)
0

lorsque |T'| > Tp. D’apres (1.3.7) et (1.3.8), la condition |T'| > Ty est vérifiée
si

p—1
¢TI = €F)ErPim| > T,
k=1
ou encore si .
§p+ap|m| > Ty (H(l — fak)> = C. (1.3.11)
k=1

Notons que si un entier p vérifie (1.3.11) alors tout entier naturel plus petit
que p vérifie également (1.3.11). On note alors

po=max {p €N, &**|m| > C}.
Donc, d’apres (1.3.5) et (1.3.10), on a pour tout p < py,
1
/ |Qpir (m)|7dt, < v+, (1.3.12)
0

Ainsi, pour m # 0 fixé, on a d’apres (1.3.9) et (1.3.12),

E(lcm,po|*) < E(]cmpy-1]?) v 924 < prrola27o) (1.3.13)
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Puisque par définition £* = 1/v, on a

C a(ql/f—s)
—po(a/2—¢) _ capo(a/2—e) « [ & I
v =< < <|m| gala/2=e)’

donc, d’apres (1.3.13) et puisque |@,(t)] < 1, on obtient

o\
]E(|Cm’q> < E<|Cm,p0|q) < <|m|> m. (1314)
alq/2—e
Or par (1.3.4), on a (q1/+6 ) > 1 done
1
T apa <X

m|>1 [m| 1

et ainsi
E| > |eml!] < 0.
meZ

Donc pour presque toute suite (t;)r>1 & valeurs dans [0, 1], la suite des coeffi-
cients de Fourier de la L-mesure associée a E,, ) est dans ¢9(Z). Pour conclure
il suffit de vérifier que la dimension de Hausdorff de E,) vérifie

dim(E(tk)) = (.

De par la définition de la fonction de Lebesgue L et la construction de ’en-
semble parfait de translation E,) a I’étape n on a que

1 1 2 2
Lol s @) - L@ =2
2 DPn le—2!|<ln Pn 144
et par conséquent
log(wr(l,)) = log < sup |L(z2") — L(x)|> ~ —nlog(v).

lz—2!|<lpn

De plus, par (1.3.8) et (1.3.7), on a
e Ia-¢*) <t <¢
k=1

donc
log(ln)

nlog(¢)

~1, n—00
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et ainsi
_ log(v) log(l,)
log(§)

Comme la fonction wy, est croissante on obtient

log(wL(ln)) ~ = O‘log(ln>7 n — oo.

log(wg(t)) ~ alog(t), t—0F
et par la propriété 1.3.4 on déduit ainsi que
dim(E(tk)) = Q,

ce qui termine cette démonstration. O

1.4 Ensembles de Helson

Les ensembles de Helson sont des ensembles compacts K assez petits pour
que l'on puisse interpoler toute fonction continue sur K par une fonction
dont la série des coefficients de Fourier est absolument convergente. Ils ont
été introduits par Helson en 1954. Plus précisément

Définition 1.4.1. On appelle ensemble de Helson un ensemble compact K C
T wvérifiant pour tout f € C(K), il existe g une fonction dont la série des
coefficients de Fourier est absolument convergente et telle que glx = f.

Proposition 1.4.2. Soit K C T un ensemble compact. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

(1) K est un ensemble de Helson ;

(i1) il existe 6y > 0 tel que pour tout p € M(T) vérifiant supp(p) C K on
ait

sup |ii(n)| = 61 [ [y
nEZ T

(1ii) il existe 0o > 0 tel que pour tout u € M(T) vérifiant supp(p) C K on

at
timsup [72(n)| > o [ |z
[n|—o0 T
Remarque
On peut trouver une démonstration de cette proposition dans [25, Chapitre

XI]. La propriété (7i7) implique qu'un ensemble de Helson ne supporte aucune
mesure non nulle p vérifiant fi(n) — 0 lorsque |n| — oc.
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En 1973, T. Korner et R. Kaufman ont construit dans [29] et [27] un
ensemble de Helson qui est un ensemble de multiplicité, ¢’est-a-dire qui sup-
porte une distribution non nulle S vérifiant S(n) — 0 lorsque |n| — occ.

Lev et Olevskii ont démonté en 2011 dans [32] I'existence d'un ensemble de
Helson supportant une distribution non nulle a coefficients de Fourier dans
01(Z) pour g > 2. Cela démontre qu’il existe un phénomene de Piatetski-
Shapiro dans ¢4(7Z) lorsque q > 2.

Théoréme 1.4.3 ([32]). Soit ¢ > 2. Il existe un ensemble de Helson K et il
existe une distribution non nulle S supportée par K vérifiant

Z |§(n)]‘1 < 00.

ne”

Ce résultat est la clef pour démontrer le résultat principal dans [32] sur la
bicyclicité dans les espaces (P(Z). Nous l'utiliserons pour obtenir un résultat
analogue sur la cyclicité dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Bicyclicité dans les espaces
(P(Z) a poids

Soit X un espace vectoriel métrique de distributions ou de fonctions com-
plexes définies sur le cercle unité T. On suppose que I'opérateur shift S, défini
par

S(N)(z) =2f(2), z€T

est un isomorphisme topologique de X sur lui méme. Pour f € X, on note
[f]5 le sous-espace vectoriel fermé engendré par {z"f, n € Z}, autrement
dit,

[f)¥ =span*{z"f, n€ Z} = {Pf, P P(T)} ,

ou P(T) est 'ensemble des polynémes trigonométriques sur T. On dit que
f € X est bicyclique dans X si [f]5 = X. On suppose de plus que X
est un espace de Banach dans lequel P(T) est un sous-espace dense. On a
alors la propriété d’approximation pondérée suivante : une fonction ou une
distribution f € X est bicyclique dans X si et seulement s’il existe une suite
(P,)nen de polyndmes trigonométriques vérifiant
Tim 11— Poflx =0, (2.0.1)
La bicyclicité se définit aussi dans des espaces de suites. Soit ¥ un es-
pace vectoriel métrique de suites complexes indexées sur Z. On suppose que
Iopérateur shift S, défini par

S((un)nGZ) = (Un71>nez

est un isomorphisme topologique de Y sur lui méme. On dit que (uy)pez € Y
est bicyclique dans Y si le sous-espace engendré par {(up—k)nez, k € Z}
est dense dans Y. Cette définition naturelle étend, grace a la transformée

33
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de Fourier, celle de la bicyclicité dans les espaces de distributions. En effet
reprenons X un espace de distributions vérifiant les propriétés précédentes.
On définit Y = X = {(T'(n))nez, T € X} I'image par la transformation de
Fourier de I’espace X. Des lors la transformée de Fourier est un isomorphisme
entre X et Y et en munissant Y de la métrique issu de X, I'espace V' vérifie
les propriétés précédentes car 2#T'(n) = T'(n — k). Ainsi une distribution
T € X est bicyclique dans X si et seulement si (7'(n))nez est bicyclique dans
Y.

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’étude des suites bicycliques
dans les espaces (P(Z) a poids. Nous nous intéresserons principalement aux
espaces

05(Z2) = {(un) e CZ, Z lun |P(1 + |n|)PP < oo}

avec p > 1 et § > 0. Pour simplifier les notations, nous établirons, dans toute
la suite, les résultats dans les espaces

AR(T) = {S e D'(T), > 15(n)[P(1 + |n|)?P < oo} .

nez

D’apres le paragraphe précédent, fg(Z) étant I'image par la transformée de
Fourier de AJ(T), les résultats sur la bicyclicité dans les espaces (3(Z) et
A%(T) sont identiques. On notera A(T) I'algebre de Wiener qui correspond
a T'espace A}(T) et de maniere générale on notera AP(T) au lieu de Af(T).

Dans la premiere partie nous rappellerons les résultats connus sur la bi-
cyclicité dans AP(T). Dans la deuxiéme partie nous étudierons les espaces
A%(T). Dans la troisieme partie nous construirons un ensemble de Cantor qui
sera utile a la quatrieme partie dans laquelle nous établirons nos résultats
sur la bicyclicité dans A%(T). En particulier nos deux résultats principaux,
les théoremes 2.4.5 et 2.4.7, donnent des conditions liant la bicyclicité d'une
fonction f et son ensemble des zéros que 'on note Z(f). Enfin dans une der-
niére partie nous nous intéresserons a la bicyclicité dans les espaces AP(w, T)
avec w un poids & croissance lente, ¢’est-a-dire vérifiant w, = O((1 + |n|)?)
pour tout € > 0.

2.1 Bicyclicité dans les espaces (*(Z)

Les premiers résultats obtenus sur la bicyclicité dans ¢(Z), que I'on iden-
tifiera a AP(T), ont été établis en 1932 par Norbert Wiener dans [18]. Il donne
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une caractérisation de la bicyclicité des fonctions dans A(T) et des fonctions
dans A%*(T) = L*(T).

Théoréme 2.1.1 ([18]). (1) Une fonction f € A(T) est bicyclique dans
A(T) si et seulement si f ne s’annule pas sur T.

(2) Une fonction f € A*(T) est bicyclique dans A*(T) si et seulement si
f ne s’annule pas sur T sauf sur un ensemble de mesure de Lebesque
nulle.

Remarques

La caractérisation de la bicyclicité dans l'algebre A(T) peut se déduire de
la propriété suivante : si une fonction f € A(T) ne s’annule pas sur T alors
1/f € A(T). Pour une démonstration de ce résultat on peut se référer a
(2.2.5) ou a [18] et [35].

La caractérisation de la bicyclicité dans A%(T) est une conséquence de la
caractérisation suivante des sous-espaces bi-invariants de L?(T), c’est-a-dire
des sous-espaces E fermés de L?*(T) vérifiant zE = E. D’aprés un théoréme
de Wiener (voir [39, Theorem 1.2.1]), un sous-espace E est bi-invariant si et
seulement s'il existe un (unique) ensemble mesurable A tel que F = {f €

L*(T), fla=0pp.}.
On note, pour une fonction f € C(T),
Z(f)={z€T, f(z) =0}

Wiener se demandait ' alors si 'ensemble des zéros Z(f) d'une fonction
f € A(T) caractérisait la bicyclicité de f dans AP(T) pour 1 < p < 2.
Plusieurs travaux ont fait suite aux résultats de Wiener en liant la bicyclicité
dans AP(T) d’une fonction f et la « taille » de 'ensemble de ses zéros, Z(f),
mais sans obtenir de caractérisation lorsque 1 < p < 2. Il est a noter que
lorsque p > 2 on a la caractérisation suivante : une fonction f € A(T) est
bicyclique dans AP(T) si et seulement si Z(f) ne supporte aucune fonction
non nulle g € A%(T) avec ¢ = p/(p — 1). Ce résultat s’obtient grace a la
propriété 2.2.6 et au fait que A4(T) est un espace de fonctions quand p > 2.

En 1951, Arne Beurling détermina, dans [5], une condition suffisante, en
terme de dimension de Hausdorff de I’ensemble des zéros, a la bicyclicité dans
AP(T) pour 1 <p < 2.

1. WIENER dans [18] : « My own suspicion is that the general theorem is at least true
for1 <p<2n
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Théoréme 2.1.2 ([5]). Soit f € A(T) et 1 <p<2.5i

2(p—1)

dim(Z(f)) < ’

alors f est bicyclique dans AP(T).

Remarques
De maniere équivalente le théoreme peut se reformuler comme ceci a 'aide
des capacités : si o < @ et si Co(Z(f)) = 0 alors f est bicyclique dans
AP(T). Ce résultat devient alors une conséquence du Théoreme 1.2.2.
On peut remarquer, dans le théoreme, 'hypothese f € A(T). Elle permet
notamment de définir précisément Z(f), I'ensemble des zéros de f. Mais
on peut aussi noter que Z(f) est bien défini lorsque f € C(T) qui est une
hypothese plus faible que f € A(T). Cependant tres peu de résultats sont
connus sur la relation entre les zéros d’une fonction f € C(T) et sa bicyclicité
dans AP(T), 1 < p < 2. Dans [32, 7.2], les auteurs posent la question suivante :
pour f € C(T)N AP(T), 1 < p < 2, la condition Z(f) = @ implique-t-elle
que f est bicyclique dans AP(T)?

La méme année Raphaél Salem démontra dans [16] que la borne @
du théoreme précédent est optimale dans le sens suivant.

Théoréme 2.1.3 ([10]). Soit 1 < p < 2. Si @ < a < 1 alors il existe
f € A(T) non bicyclique dans AP(T) vérifiant dim(Z(f)) = .

Ce résultat est une conséquence du Théoreme 1.3.6. On peut observer que
les résultats de Beurling et de Salem ne traitent pas le cas dim(Z(f)) = @.

Nous montrerons dans la quatrieme partie que le théoréeme de Salem reste

. 2(p—1
vral pour & = (pT)

En 1964, Donald J. Newman étudia, dans [31], le cas limite dim(Z(f)) =
@. Plus précisément il s’intéressa au cas ou la a-mesure de Hausdorff de

(p=1)

Z(f) est nulle pour o = 2 o avec 1 < p < 2. 1l posa la question suivante :

Question de Newman (x)
L’égalité Ho(Z(f)) = 0 implique-t-elle que f est bicyclique dans AP(T) ?

Une réponse positive a cette question aurait pour corollaire immédiat les
théoremes de Wiener et de Beurling. Cependant cette question reste encore
aujourd’hui ouverte. On montrera dans la quatrieme partie qu’on peut avoir
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une réponse positive a cette question en remplagant H, par Hj la fonction
déterminante de Hausdorff avec h(t) = @ oty > « (au lieu de h(t) = t“
pour H,).

Newman dans [31] répondit partiellement & cette question en introduisant
la notion de a-mesure forte. Soit E un ensemble fermé de T et a €]0, 1]. On
consideére la suite |ay, b[ des intervalles contigus a E, c’est a dire que T\ E
est égal a la réunion disjointe des intervalles |ay, bg| et on a pour tout k € N*|
bp+1 — ar41 < by — ag. On pose

n

Ty = 2T — Z(bk — ag).

k=1

On dit alors que E est de a-mesure forte 0 si

lim né_lrn = 0.

n—oo
On peut voir que si E est de a-mesure forte 0 alors H,(F) = 0, la réciproque
n’étant pas vraie en général (on peut construire des contre-exemples avec des
ensembles dénombrables). Newman démontre le résultat suivant.

Théoréme 2.1.4 ([31]). Soit f € A(T) et 1 < p < 2. Si Z(f) est de a-

mesure forte 0 ot o = % alors f est bicyclique dans AP(T).

Newman montre également qu’il existe toujours une fonction bicyclique
dans AP(T) dont la dimension de Hausdorff de son ensemble de zéros est 1.
Plus précisément :

Théoréme 2.1.5 ([34]). Il existe un ensemble fermé E C T tel que dim(E) =
1 et tel que toute fonction f € A(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans
AP(T).

En 2011, Nir Lev et Alexander Olevskii infirment la conjecture de Wiener
dans [32]. Ils démontrent que, pour 1 < p < 2, on ne peut pas caractériser
la bicyclicité dans AP(T) d’une fonction f € A(T), en utilisant uniquement

Z(f), les zéros de f.

Théoréme 2.1.6 ([32]). Pour 1l < p < 2, il existe deuz fonctions [ et g dans
A(T) vérifiant Z(f) = Z(g), et telles que l'une soit bicyclique dans AP(T) et
lautre non.
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2.2 Propriétés des espaces A}(T)

Nous allons étudier dans cette partie des propriétés des espaces Ag('ﬂ‘).
L’espace AJ(T) est défini, pour 1 <p < oo et 3 € R, par

AY(T) = {5 eD(T), ISl = 3 1Sm)P(1+ a7 < oo}

neL

L’espace A}(T) muni de la norme || - | a7, est un espace de Banach isométri-
quement isomorphe, par la transformation de Fourier, a I'espace

5(2) = {(w)nez € C% ()l = 3 lual(1+Inl)?” < o0},

neL

De plus il est facile de voir que I'espace A’B’(T) vérifie bien les propriétés
de 'espace X décrites en introduction du présent chapitre, c’est-a-dire que
Iopérateur shift est un isomorphisme topologique de Ag(T) sur lui méme
et que P(T) est un sous-espace dense de AR(T). Notons que les notions de
bicyclicité dans les espaces Aj(T) et (5(Z) sont équivalentes. On notera dans
toute la suite de ce chapitre ¢ = le conjugué de p.

Dans le lemme suivant on s’intéresse aux différentes inclusions qu’il y a
entre les espaces (3(Z). On a évidemment exactement les méme inclusions
pour les espaces A%(T).

Lemme 2.2.1. Soit 1 <r,s < oo et 3,7 € R.
(1) Sir < s alors (3(T) C £(T) <= v < 8.
(2) Sir > s alors (H(T) C Li(T) <= f—v>+L—1.

De plus toutes ces injections sont continues.

Démonstration. (1) : Soit r < s. Supposons que v < 3 et prenons u € £5(T).
On a alors

STl T+ n)™ = D Jual* (1 + [n])? (1 + |n]) 07

neL neL

> lual* (1 [n])™

neZ

s/r
< (Z Jun " (1 + \”Dﬁr) :

neEL

IN

car 7 < s donc [ - [lps < [ - [ler. Cela montre que u € £5(T) et que (3(T)
s'injecte continiment dans ¢5(T).
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Reciproquement, supposons que v > [3. Prenons (u,)nez la suite vérifiant
pour tout n € Z,

si|n|=2met |n| #1
sinon.

1
un (1 + |n])” :{ e

Ainsi on a u € (3(T). D’autre part on a pour |n| = 2™,

1
m?2s/T

(12709 s oo,

[m|—o0

’un|5(1+’n’)73 — (’un|(1 + ’n‘)ﬁ)s (1_"_‘”‘)(7_5)8 _

Donc u ¢ Ei(T) ce qui démontre la réciproque.

(2) : Soit maintenant r > s. Supposons que  —y > % — % Prenons
u € l3(T) et 6 = (8—7)s. En appliquant I'inégalité de Holder avec 1’ = £ > 1

et s' = ", on obtient

U s n s = U n (1+|TLD
%I ) nze;n\ L+ In™ s
= (Z “n|7'(1+lnl)”"(1+|n|)53> (Z(1+|n|)—5ﬁg>
nez nel
< (Z un|r(1+|n|)’”> (Z(1+|n|) ) < 00
nez ne”Z

car (8 — )" > 1 et u € (3(T). Ainsi u € £3(T) et £3(T) s’injecte contini-
ment dans 68( ).

Considérons maintenant le cas f — vy < % — % Prenons € > 0 tel que
1 1
B—y+e<——-.
s T
Posons o = —% — v + ¢ et (uy)nez la suite définie par u, = (1+ |n|)*. On a

alors que
un|* (1 + [n])7 ~ fn]*

[n]—o0
Puisque as +vs = —1+es > —1, on a u & £2(T). De plus
1
ar + Br = (——’7+€>T+BT< -1
s

car f—v+¢e < :— 1. Ainsi u € {}(T) ce qui démontre que £3(T) ¢ £5(T).
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Ilrestelecasﬁ—yzé %

. Prenons (u,),ez vérifiant

a1+ ) = !
n = (5 a) log(L + [n) ™+

avec € = - — 1> 0. On a donc que u € £3(T). De plus

1
(1+ |n[)log(1 + |n|

s/r
|un|*(1 + |n])7* = ( )1+5> (14 )=,

Or (v — f)s = & — 1 donc on obtient que

1

A5 (1 + vs
a1 = A Tog & o

et comme (14 ¢)s/r = 1, la série de terme général |u,|*(1 + |n|)”® diverge.
Ainsi u & £5(T) ce qui montre que (3(T) ¢ £:(T). O

Le résultat suivant est une généralisation de celui de Newman dans [34,
gemma 3] pour le cas f = 0. On rappelle que 'on note g = 1% le conjugué
ep.

Lemme 2.2.2. Soit p € [1,2] et > 0 vérifiant 5 < 1/2 4+ 1/q. I existe
C > 0, tel que pour toute suite (c,) € CZ,

3,_1_pB 1_p,pB
P37 271t 3
Do lenlP (14 )P < C D feal® lcol* + > nlenl?
nel nez nez
(2.2.1)

Démonstration. Commencons par démontrer qu’il existe C' > 0 tel que pour
toute suite complexe (Cn)nZh

00 [e'e) %P*%*ﬂ fe'e) %
S Jea (1 + nl)” < C (Z |cn\2) (Z n?\cnﬁ)

n=1 n=1 n=1

Sans perte de généralité supposons que Y,,~1 n?|c,|* < co. Posons

2% = Z|Cn|2 et m2y2 = Zn2|cn|2.
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Notons que y > 1. En utilisant l'inégalité de Holder, on obtient lorsque
1<p<2

[N4S]

> e’ + )P < (Z |cn!2>

1<n<y

IN
7~
[]8
o
S
s
N——
NS
/N
<
—~
—_
_I_
<
SN—
V]
I"ﬁ
=@
N———
—
[V

< 2pﬂ$pyl—§+pﬂ.

D’autre part en posant v = ;Tpp(ﬁ — 1) lorsque p # 2, on a

1 1
V< -lef< -+ -
2 q

Donc l'inégalité de Holder nous donne,

[NJiS)
[S]4S)

1—
(5-1)
ST ofeaP(L 4 n))? < 2001 ST n?e,)? 3 e
n2y+1

n>y+1 n>y+1
3 o 147\ 1%
< 2 () )
1 1-p/2
< ( ) yl—%-i-pfé)_
v+1

Ainsi en posant

1 —p/2
= 279 max 17 ,
7+ 1

on obtient que pour tout 1 < p < 2,

wfE,

_§+

NI

o) b o] %P—a—T [e'e)
> leaP (L4 [n)P? < CaPy' =28 = © (Z rch) (Z "2'0”'2>
n=1

n=1 n=1

Sip=2,lecas f =0 est immédiat et lorsque 0 < # < 1 on obtient par
I'inégalité de Holder,

oo oo 0o 1-8
S lealP (L4 11D = 3 feal> 2 ea 2 (1 + [n])? < 227 (Z |cn|2> (Z n2|0n|2>
n=1 n=1 n=1
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Pour une suite complexe (¢, )nez on a donc

w

pﬁ

Z |Cn|p<1 + |n’)p'8 <20 (Z |Cn|2) (Z n2|CN|2)

neL neZ ne”
n#0

N

car les exposants %p — % — % et % — B4 %ﬁ sont positifs. De plus

I

1_pB
2

ir—3— it
3p_1 1_p
|C()|p _ (‘00‘2)410 3 |CO| 2 1< <Z|C”|2> <|CO|2+Zn2|Cn|2> .

ne”Z neZ

2 b

On obtient alors le résultat en sommant les deux inégalités ci-dessus. O]

Si on applique le lemme précédent dans les espaces Ag(T), on obtient, en
remarquant que f'(n) = inf(n), le résultat suivant.

Corollaire 2.2.3. Soit p € [1,2] et § > 0 vérifiant § < 1/2+ 1/q. Soit f
une fonction dérivable sur T telle que f' € A*(T). On a

1

2

$-1-p

11z S 11f 112

’ti\*ﬂ

(I1f 1142 + 1f[]a2)

Le résultat suivant montre que I'espace C*(T) des fonctions contintiment
dérivables sur T se plonge dans I’espace A};(T) lorsque 5 < 1/2.

Lemme 2.2.4. Pour tout g € CY(T) et < 1/2, on a

[1-p
< lglls + 22— 11| oo - 2.2.2
lgllay < llglleo + 1_2AMH (2.2.2)

Démonstration. Soit g € C'(T) et 8 < 1/2. On a par 'inégalité de Cauchy-

Schwarz,
2 128
(Z|@<n>|<1+|n|>ﬂ) < (ZW) (Z|n|2|g<n>\2)
n#0 n#0 n#0
< g1 (i niw) @ |n|2|9<n>|2>
< 2 ([T ) (gmﬂam)ﬁ)
< 21+25i_25 (Z In|*1g(n )

n#0
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Puisque |¢'(n)| = |ng(n)|, Pégalité de Parseval nous donne,

. 2-20
lollay < 1901+ 277\ =311l
1-p
< ||9||oo+21+5\/1_QBIIQ’IIOO.

Pour p # 1, on peut identifier I'espace dual de AR(T) avec A?4(T) ou

q = ;5. La dualité est donnée par

O

(S,T) => S(n)T(-n),  Se€AYT), T € AL (T).
nez
On rappelle que pour 1 < p < oo, 5 >0, f € A};(T) et S € AL(T), le produit
fS défini par

S~ (Z F(k)S(n — k)) 2", (2.2.3)
neZ \keZ
vérifie
£ SNz < NF Ly 1] az- (2.2.4)

On utilise pour montrer cela I'inégalité (1+|n|)® < (1+|n—Fk|)?(1+|k|)”? pour
n et k dans Z ainsi que les propriétés de la convolution dans les espaces (P(Z).
De méme pour f € Aj(T) et S € A? 4(T) on définit le produit fS € A” 4(T)
par la méme formule que (2.2.3) et, en utilisant I'inégalité (1 + |n|)=? <
(14 |n—k|)7P(1 + |k|)?, on a

1£S0ar, < 1 1Las IS Lar -

Lemme 2.2.5. Soit 1 < p < oo et 0 < 3 < 1/2. Soit f € A(T) et
S e AP 4(T). Si (S, 2" f) =0, pour tout n € Z, alors supp(S) C Z(f).

Démonstration. Pour tout n € Z, on a

<S’ an> = <fS> Zn> =0,

donc fS = 0. Soit p € C>(T) vérifiant supp(¢) C T \ Z(f). Supposons que
nous avons o
7 € Ay(T). (2.2.5)

On obtient, en remarquant que Ag(T) C A(T) pour ¢ = p/(p — 1),

<&¢%—U&?>—0
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ce qui démontre que supp(S) C Z(f).

Maintenant prouvons la propriété (2.2.5). Nous allons utiliser la preuve de
Newman, dans [35], sur l'inversibilité dans l'algebre de Wiener de fonctions
ne s’annulant pas. Soit

e = min{[f(#)], ¢ € supp(p)} >0

et P € P(T) tel que [|f — P41 <&/3. On considere la série

3 w@. (2.2.6)

n
n>1 P

et on va montrer qu’elle converge absolument dans A}J,(']I‘). Pour tout ¢t €
supp(p), on a [P(t)] = [f(t)] = [P(t) = f(t)] = € = ||f = Pllay = Fe. Ainsi

< (=) liel
o= \2g) ¥l

donc

=

© /_ QO/P—HQOP/
De plU.S <) —W

Pn
7 /
()

En utilisant le lemme 2.2.4 on obtient

1— 3 3\"
< (ol 42y L2550 Pl 4 nboP1)? ) ()

n—1
”f_PHA[l} Dn

, , 3 n+1
< (I¢'Plle + P ) (5) -

H Pl a
Ainsi

=t

IN

¥

1
Aﬁ

3 3
B (6Pl + nlloP' ) )

1—-2p

< o+ 28
< (ol + 2

ce qui démontre que la série (2.2.6) converge absolument dans Aj(T). En

remarquant que f = (1 — PT?JC> P sur supp(y) on obtient que

z: P e aym,

\h\‘G

ce qui conclut la preuve. O



2.2. PROPRIETES DES ESPACES AL (T) 45

La proposition suivante donne 1'un des principaux outils pour monter
qu’une fonction est bicyclique dans Ag(’]l‘). Elle nous dit d’une part qu’une
fonction bicyclique dans A%(T) a un ensemble de zéros « trop petit » pour
supporter une mesure non nulle du dual de A%(T) et d’autre part qu’une
fonction qui n’est pas bicyclique dans A%(T) a un ensemble de zéros « assez
grand » pour supporter une distribution dans le dual de A%(T). Lorsque
£ = 0 cette proposition nous donne que ’ensemble des zéros caractérise la
bicyclicité dans AP(T) lorsque p > 2. En effet cela vient du fait que le dual de
AP(T) lorsque p > 2 est un espace de fonctions et donc de mesures. Lorsque
£ > 0 il n’est plus évident que I’ensemble des zéros caractérise la bicyclicité.
De plus en combinant ce résultat avec les résultats du chapitre 1, on obtiendra
dans la partie 2.4 des premiers résultats directs sur la bicyclicité.

Proposition 2.2.6. Soit 1 <p < oo et f € Ay(T) avec > 0. On a
(1) Si f n'est pas bicyclique dans AR(T) alors il existe S € A? 4(T) \ {0}
tel que supp(S) C Z(f).

(2) S’il existe une mesure ji € A? 5(T) non nulle telle que supp(u) C Z(f)
alors f n'est pas bicyclique dans AR(T).

Démonstration. (1) Si f n’est pas bicyclique dans Aj(T), par le théoreme de
Hahn-Banach, il existe S € A? 4(T) \ {0} tel que

(S,2"f) =0, Vn € Z.

Donc, d’apres le lemme 2.2.5, on a supp(S) C Z(f).

(2) Soit u € A?4(T) N M(T) \ {0} tel que supp(u) C Z(f). Puisque p
est une mesure sur T on a (u, 2" f) = 0, pour tout n € Z. Ainsi f n’est pas
bicyclique dans A%(T). O

On rappelle que A}(T) est une algebre de Banach (voir (2.2.4)). Soit I un
idéal fermé de Aé(']l‘). On note Z; I'ensemble des zéros communs des fonctions
de I,

Zr= ) 2(f).

fel
Le résultat suivant est une propriété de synthese spectrale dans Aj(T). Nous

adaptons la preuve dans [25, pp. 121-123] pour les espaces Aé(T).

Lemme 2.2.7. Soit 0 < 3 < 1/2 et I un idéal fermé de AL(T). Si g est une
fonction lipschitzienne qui s’annule sur Z; alors g € 1.

Démonstration. Soit I+ I'ensemble des distributions S dans I'espace dual de
Aj(T) vérifiant (S, f) = 0 pour tout f € I. Soit g une fonction lipschitzienne
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qui s’annule sur Z; et S € I+. D’apreés le lemme 2.2.5, supp(S) C Z;. Soit,
pour h > 0, la fonction

A s | G site =R
ho 0 sinon.

Ri0)=1/21 ot By(n) = L Lsin(eh/2)

=5 —(nh)2 , pour n #0.

On définit S, = S * Ay le produit de convolution entre S et Aj,. Puisque
S e AL 4(T), on a S, € AY(T). De plus

supp(Sh) C supp(S) + supp(An) C Z7 := Z; + [=h, b,

et, puisque g est lipschitzienne et Z; C Z(g), pour tout z € Z |g(x)| < Ch
avec C' une constante strictement positive. Donc

2

dx

(Sl = [, Si@)s

< (Z |§<n>z;<n>|2) ([,..,, o)
(s ISP
< C (% mw) (|Z?\Z(9)|)

ot |ZI\ Z(g)| représente la mesure de Lebesgue de Z7\ Z(g).
Donc }llirr(l] (Sh,g) = 0. On obtient aussi par convergence dominée
—

. R F |
lim (S, g) = }ng[l)%sh(n)g(—n) = %%:Zs(n)g(—n) = %<5> 9)-
D’ou (S, ¢g) = 0 puis finalement g € I. O

Remarque
On peut améliorer I’hypotheése « ¢ est une fonction lipschitzienne » par «
g € Lipg(T) » ce qui signifie qu’il existe C' > 0 tel que

19(¢) — g <ClC-()P, ¢ EeT.

La proposition suivante est un résultat de Carl S. Herz en 1957 présenté
dans [23]. La preuve ressemble a celle du lemme précédent.
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Proposition 2.2.8 ([23]). Soit p €]1,00] et f € A(T). S’il existe ¢ > 0 tel
que f € Lip.(T) et sl existe S € A4(T) \ {0} tel que supp(S) C Z(f) alors
f n’est pas bicyclique dans AP(T).

Le résultat suivant est un résultat établi par Newman dans [34, Lemma
2] pour le cas = 0. Il caractérise les ensembles fermés E pour lesquels
toute fonction de A’ﬁ’(T) ayant F pour ensemble de zéros est bicyclique. Ces
ensembles sont appelés des « p-spanning-set » dans [31] lorsque § = 0. Le
résultat suivant ramene le probléeme de tels ensembles E en un probléeme
d’existence d’une seule fonction lipschitzienne bicyclique s’annulant sur F.

Lemme 2.2.9. Soit 0 < 5 < 1/2 et E un sous-ensemble fermé de T.
Il existe une suite (f,) de fonctions lipschitziennes qui s’annulent sur E et
telle que

Jim [[fo— 1L = 0
st et seulement si toute fonction [ € AE(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique
dans AG(T).

De plus la suite (f,) peut-étre prise de la forme f, = P,f avec (P,) une
suite de polynomes trigonométriques et f une fonction lipschitzienne.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (f,,) de fonctions lipschit-
ziennes qui s’annulent sur E et telle que

Tim £ — 1 = 0.

Soit f € Aj(T) vérifiant Z(f) = E. Considérons I le sous-espace vectoriel
fermé de A}(T) engendré par {Pf, P € P(T)}. En fait I est un idéal fermé
de Aj(T) car P(T) est dense dans A(T). Donc pour tout P € P(T) et n € N,
on a, d’apres le lemme 2.2.7, que Pf, € I et on a

1Pfa = Pllas < IPlLag I fo — Uz — 0.

B8 n—o0

Puisque P(T) est dense dans Aj(T), on a que I est aussi dense dans A%(T),
ce qui démontre que f est cyclique dans AR(T).

Réciproquement on suppose que toute fonction f € A}; (T) vérifiant Z(f) = E
est cyclique dans A%(T). On prend alors une fonction f € Aj(T) lipschit-
zienne vérifiant Z(f) = E, par exemple f(t) = d(t, F). La fonction f est
alors cyclique dans A%(T) et ainsi on a I'existence d’une suite de polynomes
trigonométriques (P,) vérifiant

lim 1P f = 1)Ly =0

ce qui prouve la réciproque. ]
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2.3 Ensembles de Cantor généralisés

Soit E un sous-ensemble de T. Pour k£ € N*, on définit ’ensemble k x E
par

k
kxE:{x:Za;i, xiEE}.

i=1
Le but de cette partie est de construire pour tout 0 < a < 1 un ensemble
compact F vérifiant pour tout k € N*,

dim(F)=a et CulkxE)=0.
Cela entraine en particulier que pour tout k£ € N*,

dim(E) = dim(k x FE) = a.

Pour cela nous allons nous intéresser aux ensembles de Cantor généralisés
(voir [10] et [12]). Il s’agit d’un cas particulier d’ensembles parfaits de trans-
lation (voir partie 1.3). En effet dans la construction d’un ensemble de Cantor
généralisé, par rapport a un ensemble parfait de translation, on impose, lors
du passage de I'étape n—1 a n, que les intervalles soient équidistants. On part
d’un intervalle de longueur [y et a la premiere étape on enléve (au milieu)
k1 —1 intervalles ouverts de longueur d; de sorte a ne garder que k; intervalles
fermés équidistants de méme longueur /;. A la deuxiéme étape on applique
le méme procédé a chaque intervalle obtenu par I'étape précédente mais en
gardant cette fois ko intervalles fermés équidistants de longueur /5. On itere
ce procédé et on appelle ensembles de Cantor généralisé 'intersection des
tous les intervalles construits a chaque étape. Plus précisément :

Définition 2.3.1. Soit (k;)jen une suite d’entiers et (;)jen une suite de
réels strictement positifs vérifiant kg = 1 et pour tout j > 1,

k’j >2 et k’jlj < lj—l-

Posons p, = H?:o kj. On définit Ey = [0, o] et on construit par récurrence
une suite (E,)nen d’ensembles compacts : pour n > 1 on suppose que E,_1,
déja construit, est réunion de p,_1 intervalles fermés de longueur l,_1. On
construit alors E,, a partir de E,,_1 en remplacant chaque intervalle de E, 4
par une réunion de k, intervalles fermés équidistants de longueur I, et on
impose que les bornes des intervalles de E,_1 soit dans E,,. Plus précisément

St
Pn—1

En—l = U [aj7 Q; + ln—l]

j=1
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alors on définit

Pn—1 kn—l
E,=J Ulaj+s(l,+dn),a;+ sl + dn) + 1)
j=1 s=0
ln—l - knln \ . . .
avec d, = 1 correspondant a la distance séparant deux intervalles
de [aj, b;]. Onndéﬁm't alors
E = ﬂ E,.
neN

Un tel ensemble E est appelé ensemble de Cantor généralisé associé aux
suites (kj)jen et (1) jen.

Le théoreme suivant est un résultat de Ohtsuka ([10]) qui permet d’éta-
blir une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de Cantor
généralisé soit de a-capacité nulle pour a # 0 et de capacité logarithmique
nulle pour a = 0.

Théoréme 2.3.2 ([10] et [12]). Soit 0 < a < 1 et E un ensemble de
Cantor généralisé associé a des suites (k;)jen et (I;)jen. On a, en posant
Pn = 7]'1:0 kj

Co(B) = 0= > p, ;% =0 st a#0
n=0

Co(E) =0<= > p,'log(1/l,) =00 si a=0.

n=0
Remarque
Lorsque pour tout j € N*, k; = 2 I'ensemble de Cantor généralisé est ap-
pelé ensemble parfait symétrique ([25, 1.2]). Le théoréme ci-dessus est alors

une généralisation du théoréeme de Carleson [7] pour les ensembles parfaits
symétriques.

Pour z € R on notera [z] la partie entiére de x. On commence tout
d’abord par faire quelques rappels sur la décomposition binaire des réels de
[0, 1][. Pour tout = € [0, 1], il existe une unique suite (z;);>o & valeurs dans
{0,1} non identiquement égale a 1 & partir d’un certain rang, c’est-a-dire
vérifiant pour tout n > 0, il existe m > n tel que x,, = 0, et telle que

[e.9]

T
T = Z 21’-:-1'

=0
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On appelle cette suite la décomposition binaire de x. De plus on a pour tout
1> 0,
T; = [2“14 -2 {2%} .
On définit, pour A €]0, 1] et k € N*|

K';:{meN, 3j € N, m€[2j,2j(1+)\+1/]’)—k+1]}.

et on considere, dans R/Z, I'ensemble

Sy = {x =y 2@?1? (z;) € {0,1}" such that i € K¥ = z; = 0}.
i=0

On notera K, au lieu de K} et Sy au lieu Si. Notons que si k1 < ky et
A1 < Ay alors

Ky* C K} C K,

et donc
Sy C Sy C S5,

Proposition 2.3.3. Pour toutk > 1 eta #0, on a
(1) k x Sy C S§;

(2) Co(SY) =0 si et seulement si a > 1=2
(3) dim(k x Sy) = 154 et Cis (k x 55) =0,

Démonstration. (1) : On va démontrer cette propriété par récurrence. La
propriété est vraie pour k = 1 car on a on a Sy = S}. Supposons le résultat
vrai pour k — 1 avec k > 2 et montrons que k x Sy C S¥. Nous avons

kXSA:(kJ—l)XS)\—l-S)\CSf_I'f‘S)\.

Soit x € Sf\“_l, y € Sy. Montrons que z = z+y appartient & S¥. On note (z;),
(y;) et (2;) les décompositions binaires des nombres x, y, 2. Soit m € K§. 11
existe j € N tel que m € [27,27(1 + X\ + 1/j) — k + 1]. Puisque m € K¥, m
et m + 1 sont dans K]/\“’1 C K, donc on obtient que x,, = Ym = Tyl =
Ym+1 = 0. Donc

m—1 0
T; + Y Ti + Y
=Tty = ; i+l Z i+l

(2.3.1)

i=m+2
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En remarquant qu’il existe 1 > m + 2 tel que z; + y; < 2, on peut alors voir

que
[e.e]

Ti +Yi 1
Z 2i+1 < 2m+1
=m-+2

et donc

[27+12] = 2[2m2] = 27! Z x;:f”.

Ainsi par la définition de la décomposition blnalre, on a
o = [2712] = 2272] = 0.
Cela démontre que z =z +y € S¥ et ainsi k x S, C S¥.

(2) : Nous allons étudier la capacité de S§ en le décomposant. Montrons
d’abord que S¥ est un ensemble de Cantor généralisé. Soit

=214+ X+1/j) —k+1]+1

et Ny (dépendant seulement de k et ) tel que pour tout j > Ny, 27 < v; <
271 On définit pour N > Ny,

> (21 - 2;) | (2.3.2)
Puisque 27(1+ A+ 1/j) —k+1<v; <29(1+AX+1/j)—k+2,0ona
i 1 ( 1 ) i 1 ( 1 B 1 )
v 92 (1+A+7) 92—k 92 (1-A=7) s 92 (14A+7) \ 21=F  927(1-A=7)

D’une part, il existe C' > 1 tel que pour tout j > N,

1 < 1 1 < 1 1 <
O = 92—k 92 (1-A—3) = 21—k 22]‘(17,\7;) =

De plus, pour N > N,

1 >0 1 1 > 1 2
92N (142 + ) = Z 2a(1+A+) < 92N (14+A+5) +J§)<Q2N“(1+A)>

:N

1 oo 1 Jj+1
< 1 n 2
= 92Nt g) - 22VTH(I4)
< 3

92N (142 +5)
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Par conséquent, on obtient que

4 Cy

D) = IV S Seaa (2.3.3)
avec C; = 1/C et Cy = 3C. De plus, par (2.3.2), on a
Iy = ziN —j:%:ﬂ (; - 21V]> QiN < QiN (2.3.4)
On définit, pour N > Ny,
2N 1 i
EN:{ZZ; 9it1 [0, 1], xiG{U,l},ieréxi:O}.

On peut voir EFy comme une union disjointe d’intervalles en écrivant

Ey = U E(IL)
(:pi)E{O,l}Q
iGK’;i:ﬂiZO
ou, pour (z;) fixé,
(=) 2N —1
Les intervalles E](\fi) sont disjoints, c’est-a-dire E](é“) N E](\fg) = @ lorsque

(2;) # () car d’apres (2.3.4), Iy < 1/22".

Pour un N Z N() ﬁXé, soit (xi)OSiSQN_l S {0,1}2N et (yi)0§i§2N+1—1 S
{0, 1}2N+1. Montrons maintenant 1’assertion suivante :

O EN+1 c EU si et seulement si
x; = 9; pour tout 0 < ¢ < 2N et y; = 0 pour tout 2V < i < vy.

Supposons que E](\?;'Jr)l C E](V{” ) ot posons u € ENJr1 On a

oN+1_1q " 2N 1 T
1
= 2 9it1l + N2z = Zo i+l + vz,
1= 7=

ou z; et zp sont dans [0, 1[. Par (2.3.4), [y < 1/2"N et en utilisant I'unicité de
la décomposition binaire, on obtient z; = v; pour tout 0 < i < 2V et y; =0
pour tout 2V < i < vy.
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Maintenant supposons z; = y; pour tout 0 < i < 2V et y; = 0 pour tout
2N < < vy. Soit u € EJ(\,JF)1 On écrit

2N _1 z; oN+1_1q "
U= Z 9it1 + Z 9it1 + N1z,
1=0 1=VN

ou z € [0,1]. Or on a d’apres (2.3.2),

oN+1_1

1 1 1
Z 9i+1 iy = un  92NTT + vy = In. (2.3.5)

i:VN
Alors on obtient
N1 2N 1 oN+1_1 2N 1

T €T; Yi
2 g1 = 2 gt T 2 i1 t vz < Z 2z+1 -+ Ly,

=0 =0 1=VN

et u € E]({'f) Cela conclut la preuve de ¢.

Gréace a ¢, pour un (z;) fixé et pour N > Ny, on obtient les propriétés
suivantes :

(i) l'intervalle E](\fi) contient précisément

kni = #{@z')u,vgingvﬂq HNTTS {07 1}} = 22N+17VN

intervalles de la forme E](V Jr)l ;

(ii) les intervalles de la forme E! N +)1 contenus dans E](fi) sont des intervalles

équidistants de longueur [y, : la distance entre deux intervalles conti-

gus de la forme ENJF)1 est égal a 221\’% —Iny1;

(iii) si on note E(mi
[a a + lN+1] et EJ(V—IEI = [b — lN+1, b]

Finalement on écrit S§¥ comme

= [a,b] alors il existe (y;) et (z;) tel que E](\,Jr)1 =

N Ex.

N>N

Cela démontre que S¥ est un ensemble de Cantor généralisé. Ainsi par le
théoréme 2.3.2, on obtient pour 0 < a < 1 que C,(S5) = 0 si et seulement si

e 1
=
2 (kg -+ k)R

N=N,
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avec ky, = 1. Puisque

9 (k=2)(N=No)+(2N —2N0)(1-X)—on <kng - kn

< 9(k=1)(N=No)+(2N =2N0)(1-\)~on
ou
N-1 2]
ON = Z -
j=No J

on a, d’apres (2.3.3), que Co(S%) = 0 si et seulement si
i 22N(a(1+)\)7(17)\))+042N/N+UNf(kfl)(NfNo)JrQNO(17)\) - .
N=No

1-X

Ainsi C,(S¥) = 0 si et seulement si o > e

(3) est une conséquence directe de (1) et (2) en utilisant (1.2.3) et le fait
que si A C B alors C,(A) < Cu(B). O

2.4 Bicyclicité dans les espaces (};(Z)

Dans cette partie nous nous intéressons a la bicyclicité dans les espaces
A%(T) avec p > 1 et 8 > 0. On notera dans toute la suite ¢ = p%l le conjugué
de p.

2.4.1 Théoremes de type Beurling, Salem et Newman

Nous cherchons ici des analogues aux théoremes de Beurling, Salem et
Newman dans les espaces a poids.

Tout d’abord un cas ou la bicyclicité est simple a étudier est le cas ou
AZ(T) est une algebre. En effet dans ce cas on peut appliquer la théorie
de Gelfand sur les idéaux maximaux des algebres de Banach commutatives
(voir [18] et [20]) et obtenir un résultat similaire au théoréeme 2.1.1 de Wiener
portant sur la bicyclicité dans A'(T). De plus, d’aprés [16, Corollary 3.2.9],
'espace AG(T) est une algebre de Banach si et seulement si g > 1. On
obtient ainsi le résultat suivant :

Théoreme 2.4.1. Soit 1 < p < o0 et B > 0. On suppose que [q > 1.
Une fonction f € AR(T) est bicyclique dans AR(T) si et seulement si f ne
s’annule pas sur T.
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On suppose maintenant que Sg < 1. Un autre cas ou 'on posséde une
caractérisation de la bicyclicité c’est le cas p = 2. En effet Richter, Ross et
Sundberg ont démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.4.2 ([13]). Soit 0 < 8 < 1 et f € AY(T). La fonction f est
bicyclique dans A3(T) si et seulement si C1_s3(Z(f)) = 0.

On remarque que ce résultat peut étre vu comme 'analogue au théoreme
2.1.1 de Wiener qui caractérise la bicyclicité dans A%(T). On s’intéresse alors
a la bicyclicité des fonctions de A%(T) lorsque 1 < p < 2.

Pour énoncer le prochain résultat nous avons besoin d’un résultat de
représentation des éléments du dual de C'(T). On rappelle que 'on note
C(T) I'espace des fonctions continues sur T a valeurs dans C. Dans la suite
on verra T comme R/27Z et donc on identifiera C(T) a l'espace {f €
C([0,2x]), f(0) = f(27)}. On note C*(T) I'espace des fonctions f € C(T)
dérivables sur T telles que f’ € C(T). On munit C*(T) de la norme || f||c1(r) =

1flloo + 11/ lloc-

Lemme 2.4.3. Si L est une forme linéaire continue sur C*(T) alors il existe
p une mesure borélienne complexe sur T vérifiant pour tout g € C*(T),

2w

= ([ g + 1) [

Démonstration. Soit L est une forme linéaire continue sur C*(T). On pose

L() t)dt).

2m
E— {f e, [ fe)dt = o} |
0
Il est facile de voir que E est un sous-espace vectoriel fermé de C(T). On

consideére alors T' la forme linéaire définie sur E par T'(f) = L(h) pour tout
f € E avec h définie par

T 1 2T ru
hmH/ﬂM%—Jl/Nwm
0 2 Jo Jo
On a pour tout f € F,

O < LAl ey = NN Ao + 1 Flloo) S (1flloo

donc T est continue sur E. Ainsi par le théoreme d’Hahn-Bancah T se pro-
longe en une forme linéaire continue sur C([0,27]) et par le théoréeme de
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représentation de Riesz, il existe g une mesure borélienne complexe sur T
vérifiant pour tout f € F,

1
27

T(f) =5 [ F(Odute)

Soit maintenant g € C'(T). On pose f = ¢. Ona f € E et g(z) = g(0) +
J f(t)dt. On obtient alors que

ne) = [ (e - L | " [ oyt = o) - € / 7 gty

2 2w
Ainsi
1 2 1 2
L(g) = L (g - %/0 g(t)dt> +L(1)%/0 g(t)dt
1 2w
= T(H+LW)5 [ gt
1 2 2
= o ([T rodue + 1) [ o)
ce qui démontre le résultat. O

La proposition suivante nous donne une condition suffisante sur 1’en-
semble des zéros pour qu’une fonction soit bicyclique dans AZ(T). Cette
condition porte a la fois sur la taille de I’ensemble des zéros en terme de
capacité mais aussi sur la structure algébrique de cet ensemble. Ce résultat
est de méme nature que celui de Newman, [34, lemma 6], dans le cas g = 0.
Dans ce cas Newman utilise la mesure de Lebesgue au lieu des capacités. On
rappelle que pour f,g € L*(T), le produit de convolution entre f et g, noté
f * g, est 'application définie sur T par

21 dt
(f+)@) = [ J(e =gt
0 2T

Proposition 2.4.4. Soit 1 <p <2 et 3> 0 tel que fq < 1. Soit f € A(T).

(a) Sik € N* vérifie k < q/2 et si Co(kx Z(f)) = 0 pour un a < %(1—5(])1{,
alors f est bicyclique dans AL(T).

(b) Sik e N*vérifieq/2 <k <1/(28) et si Co(kxZ(f)) =0 ova = 12k,
alors f est bicyclique dans A(T).

Démonstration. Soit k € N*. On suppose que f € Aé(T) n’est pas bicyclique
dans AL(T). Alors il existe L € A% 5(T), le dual de AG(T), tel que

L()=1 et L(Pf)=0, VP eP(T). (2.4.1)
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Puisque 3 < 3, on obtient, d’aprés le lemme 2.2.4, que C*(T) C A(T) C

Ag(']l‘) tous ces plongements étant continus. Ainsi L appartient au dual de
CH(T) et comme L(1) = 1, il existe, d’aprés le lemme 2.4.3, une mesure
borélienne p telle que

Lo =5 ([ d@duta) + [ g@ar),  vgecm),

Puisque L € A?4(T) on a que (L(en))nez € (24(Z) avec e, : t > €™ car
L(e,) = (L, 2") = L(—n). De plus L(e,) = infi(—n) lorsque n # 0, donc

> nfi(n)|9(1 + |n]) P4 < oo. (2.4.2)

neL

On peut noter que p est une fonction de L*(T). En effet, I'inégalité de Holder
nous donne,

ST Em)P = S 1am)PA+ )X (1 + )20

nez nel
2/q 1-2/q
< | X I+ > (1 + ]2/
neZ neL
2/q 1-2/q
< | 2 A+ )" D (L a2 bafta=2r )
nez nez

En utilisant (2.4.2), 'hypothese g < 1 et le fait que 2(8 — 1)q¢/(q¢ — 2) <
—1 < 2(Bq—1) < ¢, on obtient qu’il existe une fonction ¢ € L*(T) telle que
du(z) = ¢(x)dzx. Donc on peut écrire

L(g) = : /27r (¢(2)é(x) + g(x)) dz, Vg e CH(T).

27 Jo
Par (2.4.1), on a

0= [ ((end @60 + (@) do = (6. (00 )) + (Lenf). n €L

donc (¢ —1,e,f) = 0 ou ¢ est définie au sens des distributions. Par (2.4.2),
¢'—1 € A? 4(T), donc d’apres le lemme 2.2.5, on obtient supp(¢'—1) C Z(f).

On note ¢*! = ¢ et pour m > 2, ¢*™ la fonction ¢ convolée m fois avec
elle-méme. En utilisant le fait que 8"« T = S« T' = (S*T) et 1 xS =0
pour toutes distributions S et 7', on a pour m > 2,

(¢/ — 1) » ((qs*(m-”)(’"‘” + (—1>m—1) = (™)™ + (=)™
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Ainsi on peut voir par récurrence sur m > 1 et grace a la formule
supp(T' * S) C supp(7T’) + supp(S) que

supp ((gb*m)(m) + (—1)m) cmx Z(f), Ym > 1. (2.4.3)

o —

11 est & noter que (¢*5)* (n) = i*n*¢(n)* pour k > 1 et n € Z.

(a) : Supposons que 0 < k < q/2 et Co(kx Z(f)) = 0avec a < %(I—Bq)k.
On réécrit (2.4.2) comme

> (Ind(m)F) " (1+ |n)) =4 < oo.
nez
k ’
Donc sionpose ¢’ = { > 2et 3’ = fk,on a (gzﬁ*k)( ) € A% ,(T) C A%aq)/z(T)
d’apres le lemme 2.2.1. Par (2.4.3) et puisque C,(k x Z(f)) = 0, on obtient,
k
d’apres le Théoreme 1.2.2 de Beurling, que <¢*k)( - (—1)kL. Ceci est

—

absurde car (¢**)*)(0) = 0.

(b) : Maintenant on suppose que k > q/2 et Co(k x Z(f)) =0 ot o =
1 — 2kp. Puisque ¢ < 2k, on a par (2.4.2),

> Ing(m)[P*H(1+ ) < cc.

nez
<& %) 2 A k1 - .
Donc (gb ) € A?;5(T) et ((b ) = (—1)""'. Ceci est également absurde
car (¢*)%(0) = 0. O

Remarque

La condition suffisante pour la bicyclicité dans la proposition précédente
porte sur la capacité de la somme de I'ensemble des zéros. Le calcul de la
capacité d’un tel ensemble peut s’avérer compliqué en général. La section
2.3 nous permet cependant de calculer cette capacité lorsque ’ensemble des
zéros est un certain ensemble de Cantor généralisé.

Le théoréme suivant est un des résultats principaux de ce chapitre. Il
permet d’obtenir des résultats de type Beurling, Salem et Newman dans les
espaces AR(T).

Théoreme 2.4.5. Soit 1 <p <2 et >0 tels que Bqg < 1.
(1) Si f € AL(T) et dim(Z(f)) < %(1 — Bq) alors f est bicyclique dans
AP(T).
B
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(2) Si f € AR(T) et Ci_pg(Z(f)) > 0 alors f n'est pas bicyclique A%(T).

(3) Pour %(1—6(]) < a < 1, il existe un sous-ensemble fermé 2 C T tel que
dim(E) = « et tout f € A(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique
dans AG(T).

(4) Soit k = [q/2]. Pour tout € > 0, il existe un ensemble E C T tel que

2

dim(£) > max ((1 — Bk —¢e, 1 —2(k+ 1)5) (2.4.4)
q

et tel que tout f € AR(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans A%(T).

De plus, si p = % pour un k € N* E peut étre choisi tel que

dim(E) =1 — fq.

Démonstration. (1) : On remarque tout d’abord que, par 1.2.3, dim(Z(f)) <
%(1 — Bq) si et seulement il existe a < %(1 — Bq) tel que C,(Z(f)) = 0.
Si Co(Z(f)) = 0, d’apres le Théoreme 1.2.2, il n’existe pas de distribution
S € A% 5(T) \ {0} tel que supp(S) C Z(f) . Donc, par la proposition 2.2.6
(1), f est bicyclique dans A%(T).

(2) : On suppose que C1_g,(Z(f)) > 0. Il existe une mesure de probabilité x
d’énergie I, _p,(11) < 00, tel que supp(u) C Z(f) . Donc € A2 5 »(T)\ {0}.
Puisque |fi(n)| < 1 pour tout n € Z et ¢ > 2, on a u € A? 5(T). D’apres le
proposition 2.2.6 (2), f n’est pas bicyclique dans A%(T).

(3) : Soit %(1 — Bq) < a < 1. 1l existe € > 0 tel que %(1 —Bq) +e < a
Soit ¢’ tel que % —20+¢e= %. Puisque 8 > % — %, d’apres le lemme 2.2.1,
AY(T) C A? 4(T). Par le théoréme 1.3.6, comme ¢ vérifie ¢/ > 2, il existe
un sous-ensemble fermé E C T tel que dim(F) = « et il existe une mesure
positive non nulle y € A7 (T) C A? 4(T) telle que supp(u) C E. Ainsi (3) se
déduit de la proposition 2.2.6.(2).

(4) : Soit k = [¢/2]. On remarque tout d’abord que si fg = 1, il suffit de
prendre £ = @. On se place alors dans le cadre 8¢ < 1. On suppose dans
un premier temps que %(1 —Bq)k > 1 —2(k+1)3. Soit 0 < € < e vérifiant
1-2(k+1)p < %(1 — Bq)k —¢’. On considere ’ensemble de Cantor généralisé
Sy construit dans la partie 2.3 ou A vérifie

2 1—X 2

6(1 — Bg)k — €' < T 6(1 — Bq)k.

D’apres la proposition 2.3.3.(3) on a
1—A

dim(S)) = T3 > max (j(l — Bq)k —e, 1 —2(k+ 1)5)
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et C%(k x Sy) = 0. D’apres la proposition 2.4.4.(a), toute fonction f €
it

Aj(T) tel que Z(f) = Sy est bicyclique dans A%(T).
Maintenant on suppose que %(1 — Bq)k < 1—2(k+1)5. On considere Sy
ou }jr—i =1—2(k+1)p. D’apreés la proposition 2.3.3.(3) on a

1—A

et C%((k + 1) x Sy) = 0. Donc par la proposition 2.4.4.(b), toute fonction
T
f € A4(T) tel que Z(f) = Sy est bicyclique dans A%(T).

Si maintenant p = % pour un k£ € N*. Comme avant, on considere Sy
ol }jr—;\ =1—2kB =1 — fq. Donc encore par la proposition 2.4.4.(b), toute
fonction f € A}J)(T) tel que Z(f) = Sy est bicyclique dans AR(T). ]

Remarques

(a) Dans les quatre conditions du théoreme, 'hypotheése f € Ap(T) est im-
portante. Elle vient de la proposition 2.2.6. La relation entre les zéros
d’une fonction f € C(T) et sa bicyclicité dans AR(T), pour 1 < p < 2
et 0 < fBq < 1, semble compliqué. On rappelle que dans [32, 7.2], les
auteurs posent la question suivante : pour f € C(T)NAP(T), 1 <p < 2,
la condition Z(f) = @ implique-t-elle que f est bicyclique dans AP(T)?

(b) On peut noter que I’'ensemble E qui est considéré dans Théoreme 2.4.5.(4)
vérifie C,,(E) = 0 avec un « vérifiant

« > max <j(1 — Bk —e, 1 —2(k+ 1)5)

ce qui est plus fort que seulement dim(E) = a.

(¢) On peut déduire de (4) que pour tout « vérifiant
2
0 < a < max (q(l — Bk, 1 -2(k+ 1)5)

on peut trouver une fonction f € Aj(T) bicyclique dans AR(T) vérifiant
dim(Z(f)) = a.

On peut résumer les résultats obtenus dans les espaces a poids et les
comparer aux résultats connus dans les espaces sans poids grace aux schémas
suivants. On rapelle que dans AP(T) pour 1 < p < 2 nous avons la situation
suivante :
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(BEU) (SAL) et (NEW)
/—/H
dm(Z(f) ———— |
0 2 1
q
avec
(BEU dim(Z(f)) < 2/q = f bicyclique dans A”(T)

)
(SAL) Va > 2/q, 3f non bicyclique dans AP(T) tel que dim(Z(f)) = «
(NEW) : 3f bicyclique dans AP(T) tel que dim(Z(f)) =1

Dans A%(T) pour 1 < p < 2, 8 > 0 et g < 1, nous avons la situation
suivante

(1) (3) et (4) (2)

/—/H
dim(Z(f)) i i | i
0 2(1-Bq) 1 - 6Bq 1

avec (1), (2), (3) et (4) correspondant aux résultats du théoreme 2.4.5. 11 faut

noter que le point (4) du théoreme ne permet pas d’atteindre la borne 1 — g

lorsque p n’est pas de la forme %, k € N*. En effet cette restriction vient

du théoreme 2.4.4 et du fait que, pour atteindre la borne 1 — 3¢, on a besoin

de convoler ¢/2 fois la fonction ¢. Or ¢q/2 € N si et seulement si p est de la
2k

forme T

2.4.2 Cas dim(Z(f)) = 2(1 — 8q)

On s’intéresse maintenant a ce qui se passe lorsque dim(Z(f)) = %(1— Bq),
cas qui n’est pas traité par le théoreme 2.4.5. On rappelle que Newman s’est
intéressé a cette question dans les espaces AP(T). Il a démontré le théoréme
2.1.4 et a posé la question (%) rappelée page 36. Le but ici est de généraliser
le théoreme de Newman dans les espaces Aj(T).

Tout d’abord nous allons énoncer le théoreme suivant qui est dii a Korner
(voir [28, Theorem 1.2]).

Théoréme 2.4.6. Soit h: [0,00) — [0,00) une fonction continue et stricte-
ment croissante vérifiant h(0) = 0 et soit ¢ : [0,00) — [0,00) une fonction
strictement décroissante. On suppose que
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(1) [ oa)da = oo

(2) il existe K1, Ky > 1 tel que pour tout 1 <z <y < 2z,
Ki9(2z) < ¢(x) < K29(y);
(8) il existe v > 0 tel que

i 1=y — oo
dim @7 9(@) = oo;

(4) il existe 0 < K3 < Ky <1 tel que pour tout t > 0,
K3h(2t) < h(t) < Kyh(2t).

Alors il existe une mesure de probabilité i ayant un support de h-mesure de
Hausdorff nulle tel que

il < o ) (1o (W;)))/ vn£0.

Le théoreme suivant est le second résultat principal de ce chapitre. Rappe-
lons la notion de a-mesure forte. Soit £ un ensemble fermé de T et a €]0, 1].
On considere la suite Jay, bg| des intervalles contigus & E. On pose

n

r, =27 — Z(bk — ag).

k=1

On dit que E est de a-mesure forte 0 si

. 1_
lim na"tr, = 0.
n—oo

Théoreme 2.4.7. Soit 1 <p <2 et >0 tel que Bg < 1.
(1) Si f € AR(T) et Z(f) est de a-mesure forte nulle, ot o0 = %(1 — Bq)

alors f est bicyclique dans A’/;(’JI').

(2) Pour tout v > %, il existe un ensemble fermé E C T tel que toute

fonction f € AL(T) vérifiant Z(f) = E n'est pas bicyclique dans A%(T)

et tel que H,(E) =0 ou h(t) = ﬁ avec o = %(1 — 5q).

Démonstration. (1) : On note par |ay, by[ les intervalles contigus a Z(f) triés
par ordre décroissant de longueur et on pose

n

Tn = 2m — Z(bk — ak).

k=0
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L’ensemble Z(f) est de a-mesure forte nulle o av = %(1 — Bgq) donc

. 1_
lim 7, na"!=0.
n—o0

Soit ¢ > 0 et n € N tel que r, < en'~w et en~a < 1. Soit ¥ la fonction

donnée par
1

¥(x) = max (1 — n?ap(x), O), x €T,

ou
pla) = dist (z,T \ k[]l]ak, bi)
Ainsi
dt
[l = Aﬂﬂlhmk §:/ DX ayeon by D5
< r,+ zn: 2<€7fé < 35n1’é.
k=1
De plus

" e dt

dt
W1 = 0075 =3 [0 ety 0

k=1

1
no

Puisque en"a < et a = %(1 — Bq), d’apres le corollaire 2.2.3,

£

L 8
NB_1 B [ g\ %P it3 o
HwHAg S 0(3877,1_3)4 2p 2 5 gclg 75—18

ou C' et C" sont des constantes strictement positives dépendant seulement
de 5 et p. En remarquant que 1 — ¢ est une fonction lipschitzienne et que
Z(f) € Z(1 — 1), on conclut grace au lemme 2.2.9.

(2) : Soit a = %(1 — Bq) et v > %. Soit

o(t) = (tlog(et)) ™2, t>1 et h(t)=—+—, 0<t<I1.
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Il est clair que ¢ et h vérifient les hypotheses du théoreme 2.4.6. Ce dernier
nous donne qu’il existe une mesure de probabilité u avec pour support un
ensemble de h-mesure nulle et telle que

A < ¢ <h<,$,>> (mg (hwj,)))/ < (jnl* log(elnl)") 7,

pour n # 0. Puisque vq/2 > 1,

Do 1AM+ )P < C Y |nf T2 log(e|n]) 1

n#0 n#0
1
< <
< O lioglempo? <

avec C' une constante positive. Donc p1 € A? 5(T). On pose alors E' = supp(j)
et le lemme 2.2.6 permet de démontrer le résultat. O

2.5 Poids a croissance lente

On dit que w = (w,) € RZ est un poids si w, > 1 et w, 1 < Cw,wy pour
tout k,n € Z et avec C' > 0 une constante indépendante de k et n. Pour w
un poids et 1 < p < oo on pose

AP(w,T) = {S eD(T), |ISIhpem = 2 [S(n)Puh < OO} :
nez

On remarque que ||2S||ar@,r) < Cl2||at@wm)l|S]ar@r) pour S € AP(w,T).
Donc on peut caractériser la cyclicité dans AP(w, T) avec la norme grace a
(2.0.1).

Quand w,, = O((1+|n|)?) pour tout € > 0, par exemple w,, = log(e+|n|)’
ou > 0, on peut montrer les méme résultats que dans le lemme 2.2.9. Donc
en notant que pour tout p > 1 et § > 0,

AN(T) € AP(w,T) C AP(T)
on obtient des résultat similaire au théoreme 2.4.5 avec g = 0.

Théoréme 2.5.1. Soit 1 < p < 2 et w = (Wy)nez un poids vérifiant w, =
O((1 + |n|)®) pour tout € > 0.

(1) Si f € AY(w,T) et dim(Z(f)) < % alors f est bicyclique dans AP(w,T).
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(2) Pour % < a < 1, i existe un sous-ensemble fermé E C T tel que
dim(E) = «a et toute fonction f € A'(w,T) vérifiant Z(f) = E nlest
pas cyclique dans AP(w,T).

(3) Pour tout 0 < € < 1, il existe un sous-ensemble fermé E C T tel que
dim(F) =1 — ¢ et toute fonction f € Al(w,T) vérifiant Z(f) = FE est
bicyclique AP(w,T).

Démonstration. (1) : Soit f € A'(w,T) tel que dim(Z(f)) < %. Il existe
0 < < 1/2 tel que dim(Z(f)) < %(1 — 0q). Par le théoreme 2.4.5.(1),
toute fonction g € A}(T) vérifiant Z(g) = Z(f) est bicyclique A§(T). Ainsi
par le lemme 2.2.9, il existe (f,) une suite de fonctions lipschitziennes qui
s’annulent sur Z(f) et telle que

Jim [[f — 1Ly = 0.
De plus w, = O((1 + |n|)?) donc
dim || f = 1 ar(,m) = 0.

Encore par le lemme 2.2.9 dans AP(w,T), on obtient que f est bicyclique
dans AP(w, T).

(2) : Par le théoreme de Salem (voir le théoreme 1.3.6), il existe un sous-
ensemble fermé E C T tel que dim(F) = « et toute fonction f € A'(T)
vérifiant Z(f) = F n’est pas bicyclique dans AP(T). Soit f € A'(w,T) tel
que Z(f) = E. Puisque f € AYT), f n’est pas bicyclique dans AP(T).
Cependant || - [ ar(r) < || - || ap(w,m) donc f n’est pas bicyclique dans A?(w, T).

(3) : Soit 0 <e<letf>0tel quel—2([g/2]+1)8>1—¢c. Dapresle
théoreme 2.4.5.(4), il existe un sous-ensemble fermé £ C T tel que

dim(E) > 1—2(jg/2] + )B>1—¢

et tel que toute fonction f € A(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans
A%(T). Puisque AR(T) C AP(w, T), on obtient par le lemme 2.2.9, que toute

fonction f € A'(w, T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans AP(w,T). O

Lorsque w, = log(e + |n])? ot 0 < B < 1, pour tout p > ﬁ et pour
tout o < 2m, Nikolskii montre dans [38, Corollary 6], qu'il existe £ C T
ayant pour mesure de Lebesgue |E| > « telle que toute fonction f € Aé(T)

vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans A%(T).
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Chapitre 3

Cyclicité dans les espaces (P(7Z)
a poids

Apres avoir étudié, dans le chapitre précédent, la bicyclicité dans les es-
paces Ag(’]l‘), c’est-a-dire ’étude des fonctions f telle que le sous-espace en-
gendré par {z"f, n € Z} est dense, on s’intéresse dans ce chapitre a ’étude
des fonctions cycliques c’est-a-dire telles que le sous-espace engendré par
{z"f, n € N} est dense. Il est facile de voir que la cyclicité est une notion
plus forte que la bicyclité dans le sens ou toute fonction cyclique est bicy-
clique. Nous démontrerons le Théoreme 2.1.6 qui étend le résultat de Lev
et Olevskii a la cyclicité dans AP(T) pour 1 < p < 2. Nous donnerons aussi
des conditions suffisantes pour la cyclicité de fonctions régulieres et nous
donnerons des exemples de fonctions cycliques dans les espaces A’[}(T). Fi-
nalement nous montrerons que I’ensemble des fonctions cycliques de Ag(T),
pour 1 < p < 2 et lorsque Aj(T) n’est pas une algebre, est dense dans A5 (T).

3.1 Définitions et résultats connus

Soit X un espace vectoriel métrique de distributions ou de fonctions com-
plexes définies sur le cercle unité T. On suppose que 'opérateur shift S, défini
par

S(f)(z) =z2f(z), z€T
est un isomorphisme topologique de X sur lui méme. Pour f € X et A C Z,
on note [f]X le sous-espace vectoriel fermé engendré par {2"f, n € A} :

/1Y = span{zf, n € A} .

On rappelle que f € X est bicyclique dans X si [f]f = X et on dira que f
est cyclique dans X si [f]§ = X.

67
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On peut noter que f est cyclique dans X si et seulement si f est bicyclique
dans X et [f]§ = [f]#. On note P(T) I'ensemble des polynémes trigonomé-
triques sur T et on note P, (T) 'ensemble des polynomes analytiques sur T.
Ainsi [f]# est 'adhérence dans X de I'ensemble {Pf, P € P(T)} et [f]& est
I'adhérence dans X de l'ensemble {Pf, P € P.(T)}.

Proposition 3.1.1. Pour f € X on a

I = flz = felfi (3.1.1)

Démonstration. Supposons que [f]§ = [f]5. On a alors que zf € [f]¥. Donc
il existe une suite (P,)nen de polynémes analytiques telle que Zf = lim P, f
et comme la multiplication par z est continue sur X on obtient

f=zlmP,f =limzP,f € [f]3.. (3.1.2)

Réciproquement si f € [f]§. alors on a, d’apres (3.1.2), zf € [f]§. On
suppose pour n > 1 que 2 f € [f]¥. Il existe alors une suite (Py,)men de po-
lyndémes analytiques telle que 2" f = lim P,, f. Ainsi, comme la multiplication
par Z est continue sur X,

Z" f =Zlim P, f = lim P, Zf.

Or P,zf € [fI§ et [f]§ est un sous-espace fermé de X cela démontre que
X X

zvT f € [f]§. Ainsi par récurrence on obtient que [f]F = [f]X. O
On suppose maintenant qu’en plus des propriétés précédentes X est un
espace de Banach dans lequel P(T) est un sous-espace dense. On rappelle,
d’apres (2.0.1), qu’une fonction ou une distribution f € X est bicyclique dans
X si et seulement §'il existe une suite (P, ),en de polynémes trigonométriques
vérifiant
lim 1= P, flx =0.

Pour la cyclicité on a la caractérisation suivante :

Proposition 3.1.2. Une distribution f est cyclique dans X si et seulement
s’il existe deuz suites (Pp)nen € P(T)N et (Qn)nen € Py (T)N vérifiant

1= Pufllx —2 0 et [If = 2Quflx —> 0. (3.13)
Présentons maintenant les résultats connus sur la cyclicité dans les espaces

AR(T). Dans A*(T) = L*(T) on rappelle qu'on a, par le théoreme 2.1.1 de
Wiener, qu'une fonction f est bicyclique dans A?(T) si et seulement son
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ensemble des zéros Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle. Donc par (2.0.1),
une fonction f € A*(T) est cyclique dans A%(T) si et seulement si Z(f) est
de mesure de Lebesgue nulle et

nf{|f - 2Qf|L2, Q € P4(T)} = 0. (3.1.4)

Or le théoreme de Szego-Kolmogorov (voir [39, Theorem 4.1.1 p. 65]), nous
donne 'égalité

inf{|lf - 2Qf e, Q € Py(T)} = exp ( [ log|fldm)

avec dm la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Donc

inf{|f — 2Qf |az: Q € Po(D)} =0 [ log|f| = —oc.

On obtient alors une premiere caractérisation de la cyclicité dans 'espace
AX(T) :

f € A%(T) est cyclique dans A%(T) si et seulement si
Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle et log |f| ¢ L'(T).

Si une fonction f est cyclique dans AP(T) alors f est aussi cyclique dans
A9(T) pour tout ¢ > p. Cela a pour conséquence directe que si une fonction f
est cyclique dans AP(T) pour un certain p vérifiant 1 < p < 2 alors Z(f) est
de mesure de Lebesgue nulle et log | f| ¢ L'(T). En utilisant la caractérisation
de la bicyclicité dans A(T) (Théoreme 2.1.1), on obtient alors qu’il n’existe
pas de fonctions cycliques dans A(T) (on peut également voir [2] pour une
preuve différente de ce résultat).

L’existence de vecteurs cycliques dans AP(T), pour p > 1, a été établie
par Abakumov, Atzmon et Grivaux dans [2, Corollary 1] en 2007. Ils ont
mentionné dans leur papier que ce résultat a été démontré en premier par
Olevskii dans un papier non publié en 1998 (voir [2, Remark 1]). Notons que
ce résultat peut aussi découler du Théoreme de Makarov (voir (3.3.2)) et du
Théoreme de Beurling (voir Théoreme 2.1.2).

Des résultats ont également été obtenus dans I’espace de Dirichlet A2 /o(T)
par Abakumov, El-Fallah, Kellay et Ransford en 2017 dans [3].

3.2 Théoreme de type Lev-Olevskii pour la
cyclicité

On a vu dans la premiere partie de ce chapitre que 1’on peut caractériser la
cyclicité d'une fonction f dans AP(T) pour p = 1 et p = 2 a 'aide uniquement
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de son ensemble de zéros et de I'intégrale [rlog|f]|. Lev et Olevskii ont montré
en 2011 que l'on ne peut pas pas caractériser les fonctions f € A(T) bicy-
cliques dans AP(T), pour 1 < p < 2, uniquement a ’aide de leur ensemble de
zéros. Nous montrons que ceci reste valable pour les vecteurs cycliques dans
AP(T) pour 1 < p < 2. Plus précisément :

Théoréme 3.2.1. Soit 1 < p < 2. Il existe deuz fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), log|f| € LY(T), log|g| &€ L'(T) avec f non-cyclique
dans AP(T) et g cyclique dans AP(T).

3.2.1 Preuve du Théoréme 3.2.1

On commence par s’intéresser a un résultat sur les ensembles de Helson
introduits dans la partie 1.4. Nous avons tout d’abord besoin du lemme sui-
vant dont on peut trouver une démonstration dans [25, Chapitre XI, Lemme
2].

Lemme 3.2.2. Soit X etY deux espaces de Banach et T : X — Y wune
application linéaire continue. On note T' l'adjoint de T'. S’il existe ¢ > 0 tel
que pour tout y' € Y’ || Ty || x > c||y'||y+ alors T est surjective. De plus pour
touty €Y, il existe v € X tel que Tx =1y et cllz|x < 2[|Tz|y.

Dans le lemme suivant nous allons affiner la définition d’ensemble de
Helson en controlant les normes || - ||a: et || - ||4» de g. Ce lemme a été
démontré par Lev et Olevskii dans [32, Lemma 10].

Lemme 3.2.3. Soit K un ensemble de Helson. Pour e > 0, p > 1 et f €
C(K) il existe g € A(T) vérifiant

glx = J;
lgllar < 2l
lgllar < €

avec 09 une constante vérifiant la condition (iii) de la proposition 1.4.2.

Démonstration :

Soit € > 0,p > 1et f € C(K). Posons ¢ = ﬁf}f”oo. On note B = A(T)

espace muni de la norme |- ||p = ||+ ||a1 + & - [ a». L’espace B est un espace
de Banach puisque la norme || - ||p est équivalente a la norme || - || s1. Soit
I'opérateur

T: B — C(K)
g — gk
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Soit u € M(T) vérifiant supp(p) C K. Il existe une sous-suite de (|(n)|)nez
qui converge vers limsup |fi(n)|, c’est-a-dire qu'il existe (n;) € Z"N vérifiant
|n|—o00

pour tout j € N, |n;| < |n;;1] et il existe (6;) € RY tel que

lim |fi(n;)| = lim fi(n;)e "% = limsup |a(n)].
lim [3(n,)| = lim A(n;) msup [7(n)|

On définit alors pour tout NV € N* la fonction gy définie sur T par

1 —i(n; i
gn(t) = NZ@ (o),

J=1

1
= N» ~ car

3=

On a gy € B = A(T). De plus ||gn|lar =1 et ||gn|lar = (%)
les n; sont deux & deux distincts et || = 1. Ainsi

R
N—oo

1 1
lgnllp =1+ N7
€
Le lemme de Cesaro nous donne

(Tugw) = (wTon) = [ on(®) du(t)
1

— limsup |i(n)|.
i, limsup i)

Ainsi pour tout p € M(T) vérifiant supp(u) C K on a

Tl
W9 _ i s ) 2 3 [ Jan

T, ;> hm
ITpller = Jim, Sy~ msw

car K est un ensemble de Helson.

En utilisant le lemme 3.2.2 on obtient donc qu’il existe g € B = A(T) tel

que
Tg = ];
lglle < 5 1flle

Cela signifie que glx = f, llglla < llgllz < 51/l et que

528 2

_— o < E.
/= 5]

lgllar < €'llglls <
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O

Soit E un sous-ensemble fermé de T. On pose
I(E) ={f € AT), flp =0}

et on note par J(FE) la fermeture dans A(T) de I'ensemble des fonctions de
A(T) s’annulant au voisinage de E. On a de maniere évidente que J(E) C
Z(F). On dira alors que E est un ensemble de synthese si

Puisque {1} est un ensemble de synthese (voir [25, Theorem IV] p. 123 ou
120, Appendix 3] pp. 416-418), on a Z({1}) = J({1}). Contrairement a A(T),
I'espace Z({1}) contient des vecteurs cycliques. On a méme, par [2, Proposi-
tion 2], que 'ensemble des vecteurs cycliques de Z({1}) est un sous-ensemble
Gy dense de Z({1}).

Lemme 3.2.4. Soit f € Z({1}). Si [ est cyclique dans Z({1}) alors f est
cyclique dans AP(T) pour tout p > 1.

Démonstration. Soit f € Z({1}) cyclique dans Z({1}) et € > 0. On note hy,
pour k € N, la fonction définie sur T par

z—1

h =
W2 = T
On a hy € Z({1}). De plus pour z € T,

1 & 2"

hulz) =1 - k:+1nz::0(1+1/k)"'

Ainsi pour p > 1, on obtient

1 & 1
1— Rl
| el (k+1)p§0(1+1/k)pn
B 1 1
1 1

(k+1)p — kP koo phkp!

Donc pour p > 1 fixé, on choisit k € N tel que ||1 — hg|[4» < e. Puisque f est
cyclique dans Z({1}), il existe P et ) dans P, (T) tel que

by — Pfllo <e et |If —2Qf |l <e.
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On obtient que || f — 2Q f|la» < € et
1= Pfllar < (11 = hillar + [l = Pfllar < 2e.

Cela démontre, d’apres (3.1.3), que f est cyclique dans AP(T) pour tout
p > 1. 0

Théoreme 3.2.5. Soit K un ensemble de Helson sur T. Il existe une fonction
g € A(T) s’annulant sur K telle que g est cyclique dans AP(T) pour tout
p>1.

Démonstration. Soit K un ensemble de Helson sur T. On rappelle que
I(K) = {g € A(T), glx = 0}
qui, muni de la norme || - || 41, est un espace de Banach. On définit
G(K)={g € Z(K), g est cyclique dans AP(T), Vp > 1}.

Nous allons montrer que G(K') est un sous-ensemble Gs-dense de Z(K). Pour
€ > 0et p> 1, on considere I’ensemble

G(e,p) ={g € Z(K), 3P € P(T), 3Q € P+(T), |1 — Pyllar <¢
et |lg —2Qgllar < e}
Soit €, = % et p, = 1+ % Pour utiliser le lemme de Baire, nous allons
démontrer

) A Glewpa) = G(K)

(17) Pour touse >0et p>1, G(e,p) est un sous-ensemble ouvert de Z(K)
(131) Pour tous e > 0et p > 1, G(e,p) est un sous-ensemble dense de Z(K).

() : Soit g € Z(K) tel que pour tout n € Nil existe P, € P(T) et Q,, € P+(T)
vérifiant ||1 — P,gllam < e €t ||g — 2Qng|arn < en.

Puisque pour tout p > 1, il existe N tel que pour tout n > N on a p > p,,
on obtient

11— Pugllar < |1 — Pogllarm <&, — 0, n— oo

et
g — 2Qngllar < [|g — 2Qng|larm < en =0, n — oo.

Donc, d’apres (3.1.3), g est cyclique dans AP(T) pour tout p > 1 et ainsi on
a g € G(K). L’autre inclusion est claire.
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(i7) : Soit go € G(e,p). Il existe P € P(T) et Q € P4(T) tels que
11— Pgollar <& et [[go —2Qgolla» <&
Soit

[Pllar 7 14 [|2Q|ar

Donc on a g € G(g,p) pour tout g € Z(K) vérifiant ||g — go||ar < 1. En effet,
on a

7 = min (5 — |11 = Pgol|ar € — /g0 — ZQQOHAP)

1= Pgllar < |1 = Pgollar +nl[Pllar < e
et

lg = 2Qgllar < [lg = gollar + llg0 — 2Qgolla» + [[2Qlavllgo — gll.ar < &

Ainsi G(g,p) est un sous-ensemble ouvert de Z(K).

(3i) : Soit go € Z(K). Nous allons montrer que pour tout £ > 0, il existe
g € G(eg,p) tel que ||g — gol|lar < K. Sans perte de généralité, on suppose que
1 € K. Ainsi nous avons gy € Z({1}). Puisque K est un ensemble de Helson,
on considere & la constante vérifiant la condition (#ii) de la proposition 1.4.2.
L’ensemble de vecteurs cycliques de Z({1}) étant dense dans Z({1}) (voir [2]),
il existe une fonction h cyclique dans Z({1}) telle que

02
h — .
Ih = gollae < 55
Pour tout t € K,
02
h(t)| = |h(t) — )] <|lh — < ||lh — .
h(E)] = 1(t) = ()] < [Ih = ol < 1o = ol < 5=25n

Puisque h est cyclique dans Z({1}), on a, d’apres le lemme 3.2.4, que h est
aussi cyclique dans AP(T). Par (3.1.3), il existe P € P(T) et Q@ € P(T)
vérifiant |1 — Phlja» < § et ||h — 2Qh[/4» < 5. D’apres le lemme 3.2.3, il
existe f € A(T) vérifiant

e = el
2 hK o) 2K
Il <

09 2 + 09

g
flla» < min , )
171 2P 211 = 20w

Soit g = h— f. On a g € Z(K) puisque f|x = h|x. De plus g € G(g,p)
puisque

1= Pygllar < |11 = Phllar + [ Pllar][ fllar < ¢
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et
lg = 2Qg||lar < ||h = 2Qh||ar + |1 = 2Q| a1 || flla» < €.

Finalement, on a

52 i 2K
K =K
2+ 09 2+ 0y

lg = gollar < llh = gollar + [ fllar <
Ainsi G(g,p) est un sous-ensemble dense de Z(K).

Par le lemme de Baire, 'ensemble N G(&,, p,) est un sous-ensemble Gs-dense
n=1

de Z(K). En particulier G(K) est non-vide. O

Démonstration. (du théoréme 3.2.1) On rappelle que 1 < p < 2. Soit K
un ensemble de Helson vérifiant le théoreme 1.4.3. D’apres le théoreme 3.2.5,
il existe g € A(T) tel que g s’annule sur K et tel que g est cyclique dans
AP(T). Cela implique en particulier que log|g| & L'(T). De plus il existe
f € CYT) tel que Z(f) = Z(g) et log|f| € L*(T) (en prenant par exemple
f(Q) = e V/AC29) si ¢ & Z(g) et 0 sinon). Par la proposition 2.2.8 et le
théoreme 1.4.3, f n’est pas bicyclique dans AP(T) donc n’est pas cyclique
dans AP(T). O

Remarque

Dans la construction de f et ¢ dans le théoréme 3.2.1, I'une des fonctions
est bicyclique et 'autre non. Une question naturelle est : Est-il possible de
construire deux fonctions bicycliques avec les méme propriétés que dans le
théoreme 3.2.17

3.3 Conditions sur la cyclicité de fonctions
régulieres et exemples

Dans toute cette partie on note ¢ = p/(p—1). Nous donnerons des condi-
tions suffisantes et des conditions nécessaires pour qu’une fonction f soit
cyclique dans A%(T), lorsque f est réguliere, pour 1 <p <2et 0 < fg < 1.
En particulier les conditions obtenues dans cette section nous permettent de
construire des exemples de vecteurs cycliques. Notons que, lorsque g > 1,
il n’existe pas de vecteur cyclique dans Ag(T). En effet pour 1 < p < oo et
B >0, A%(T) est une algebre de Banach de fonctions continues si et seulement
si Bg > 1 (voir [16]). Donc, si f est cyclique dans A%(T), quand B¢ > 1, alors
Z(f) =2 et log|f| € L*(T) ce qui est impossible puisque f est continue.

On note H*™ Tespace des fonctions f € L>®(T) vérifiant f(n) = 0 pour
tout n < 0. Il est bien connu que H*> peut étre identifié avec ’espace des
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fonctions holomorphes bornées sur le disque D = {z € C, |z] < 1}. On
rappelle qu'on définit une fonction extérieure comme étant une fonction f de
la forme

| C |

—cexp/g ) , z €D,

ol |c| =1 et ou ¢ est une fonction positive Verlﬁant log p € L}(T). La limite
radiale de f, que 'on notera aussi par f, existe presque partout et on a

|f] = ¢ p.p. sur T (voir [10]).

Le résultat suivant permet d’exprimer la norme dans A% (T) & l’aide d’une
double intégrale sur T. Il est inspiré des résultats de Douglas dans [9] (voir
aussi [13, section 5.]).

Proposition 3.3.1. Soit f € L*(T) et a > 0 vérifiant a« < 1. On a

2 A
=LY% = mm‘ ACIIac = 32 1F )Pl

neL

En particulier R
£ 1% = [£O)* + Dalf).

Démonstration. En utilisant 1’égalité de Parseval, on a

™ T eind (pint _ 2
//11‘2 K </|1+2a|2’d<HdC| = /2 /2 ’Z%Zf 1(+2a 1)‘ dodt

elt’
2 |€mt o 1|

= 27'['/ Z‘f wdt

neL

De plus, pour n > 0,
2 nt __ 1 2 on : t/2 2
/ |67-1+|2adt = / ém(n—/gzdt
0o |1 — e o |sin(t/2)["*2
B /W" sin(u)?  2du
~ Jo|sin(u/n)|*+2e n
B /W”/2 sin(u)?  2du
— TJo |sin(u/n)|t2e n
Or pour tout u € [0,7n/2], on a 2% < sin(u/n) < “. Ainsi
2 eint _ 1| 420 prn/2 o 2
/ le ' 11l2a g < 9 <7r> / sin(u)? 2du
0o |1 — et 2 0 lu/n|1+2@ n
T\ 2 roosin(u)? o,
4 (2) /0 ult2e ™ du

S Inf*

IA
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D’autre part on a

[ e st s
0 - 0

/2 sin(u)?,
> 4 [ S e
2 Inf*.
Lorsque n < 0, on obtient la méme chose car |e™ — 1] = |e™™ — 1]. O

On peut aussi exprimer la norme || f||42 grace a la formule suivante due
& Aleman (voir [1]). Pour f € A2(T) C L*(T), @ > 0, on note également par
f son extension harmonique sur D définie par

S
= or e je— Pl

Q)|d¢|, =ze€D.

On note dA la mesure de Lebesgue (mesure d’aire) normalisée sur D :
dA(z + iy) = dzdy/.

Proposition 3.3.2. Soit f € L*(T) et a > 0 vérifiant o < 1/2. On pose,
pour z € D,

2 1dc]
o

f(Q) = f(z)
(—=z

A=

On a
L= D2 ANAR) =< 3 1f )Pl

neL

En particulier

£ %2 = [F(O) +/D(1 — |27 AL(f)dA(2).
Démonstration. Notons d’abord que I’extension harmonique d’une fonction

f € L*(T) vérifie ~
ey = Z f(n)r‘"'eme.
ne”L

Donc par le méme calcul que dans le début de la démonstration de la propo-
sition 3.3.1, en utilisant 1’égalité de Parseval, on obtient

ezt _ 7"610

dt.

dtdo = 27?/ S| F(n)

—it
neZ —re
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D’une part, lorsque n > 0,

1 Tnefmt

ikt
1 —ret —Zre

et d’autre part, lorsque n < 0,

In|—1
koikt

k=0

‘ 1— ,,,|n\e—int

1 —re

‘ 1— T\n|e—i\n|t

1 —re

Donc, en utilisant I’égalité de Parseval, on obtient pour n # 0,

/271’
0

In|—1

dt—Qﬂ'ZT

1 — r|n|€—int

1 —re

On a alors,

[0 e A = [a-o [0
In|—1

= 4r? /1(1 —r) 7y |F(n)]? > rrdr
0 k=0

nez*
In|—1

= 4 Y |F(n)? Z / ~20,.2k . 5.

nez*

ree) ?

ezt - dtdOrdr

Il est bien connu (voir les propriétés de la fonction béta d’Euler) que pour

a fixé,
1

1
o\ 20,2k -
fy =) = e

Donc il vient
L= 12D A ()dAE) < X 1) Rinf
D neZ

[]

La proposition suivante s’inspire de la démonstration [13, Proposition
3.4].

Proposition 3.3.3. Soit 1 < p < 2, B > 0 vérifiant Bq < 1 et f € A%(T)
avec
I/p—1/2+p<a<1/2

Les assertions suitvantes sont équivalentes.
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AP

@ 1" = 112"
(2) inf{||Pf||Ag, P e H® PfeAX(T), P(0)=1}=0

T)

Démonstration. Notons d’abord que, d’aprés le lemme 2.2.1, a > 1/p—1/2+
3 implique que AZ(T) C AR(T).

Supposons que [f]gﬁm = [f]zﬁm. Par (3.1.3), il existe P, € P.(T) tel

que || f — anf||Ag tend vers zéro lorsque n — oco. Puisque 1 — 2P, € H*, on

a
inf {||Pf|laz, P € H®, PfeAYT), P(0)=1}=0.

Maintenant supposons (2). Soit P, € H*, pour n € N, tel que P,(0) =1,
P.f € A%(T) et [P f |4z tend vers zéro lorsque n — oco. On éerit B, =
1—2Q, avec Q,, € H*. Donc on a,

Tim 1P flL = lim [12Qnf — fll = 0.
On a [f]gﬁm = [f];ﬁm si et seulement si f € [f]gfm. Comme [f]QE(T) est
un sous-ensemble fermé de AR(T), il suffit de montrer que 2@, f € | f]gf =
pour obtenir (1). Or 2Q,,f € A%(T) car P,f et f sont dans A2%(T), il suffit
alors de montrer que :

si Q € H* vérifie 2Qf € A2(T) alors 2Qf € [flo"

On note, pour 0 < 7 < 1, Q.(2) = Q(rz). On a 2Q,f € [f]gfm car pour
tout € > 0, il existe @, € P+(T) tel que ||@Q, — Qr||A}3 <cet

12Qef = 2@y < 1@ — Qellal=Fllagy < <ll=f L

De plus, par le théoréme de Hahn-Banach, 'ensemble | f]§§ (T), qui est convexe
et fermé, est faiblement fermé dans A%(T). Donc il suffit de montrer que 2Q, f
converge faiblement vers 2Q)f dans Aj(T) quand r — 17. Soit g € A? 4(T)
un élément du dual de AR(T) avec 1/p + 1/q = 1. 1l existe une suite de
polynémes (g,,) de P(T) telle que ||g — gn || a2 , tend vers zéro lorsque n — oo,
Ainsi on a

|<ZQrf —2Qf, g>‘ |<ZQrf —2Qf,9— gn>| + |<2Qrf —2Qf, gn>|

<
< ||ZQrf - ZQfHAgHg - gnHAq_ﬁ +

’/T@Qrf — 2Q£)(Q)gn(Q)]dC]| -
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Montrons que les termes de I'inégalité ci-dessus tendent vers zéro lorsque r —
17. Puisque f € L'(T), on obtient en appliquant le théoréme de convergence
dominé,

tim [ 1(:Q0f = 2QN)(Qgn(Q)lldc] = 0.

r—1-
De plus, puisque ||g — gnHAgﬁ — 0, il suffit de montrer que ||zQTf||Ag est
borné. Tout d’abord on a HerfHAg < 2@ fllaz car o > 1/p —1/2 4+ .
Ensuite la formule de Aleman (voir proposition 3.3.2) nous donne que

12Quflaz S | [(1= o) A (@A) + 5Qr7(O)]

—

Notons d'abord que 20, F(0)] < [Qllwll 1) De plus on a, pour = € D,
Q- f(C) — Qrf(2)
(—z

De plus, par [13, (5.2)], pour tout z € D et 0 < r < 1, 4,(Q,) < 4A4.(Q).
Donc, comme pour ¢ € T,

[f(2)Q() — F(2)Q(2)I” < 2[£(Q)Q() — F(2)Q(2)+2]£(2)Q(¢) — F(O)QOF,

on obtient

f(2)PAQr) < 4lF(2)]PA.(Q) < 8A(QS) + 8IIQIIZA.(f).
Puisque f € A%(T) et Qf € A2(T), cela démontre que

12Qr fll%2 S QU I3z + 1Qf 1%

est uniformément borné par rapport a 0 < r < 1.

Ainsi 2Q,f — 2Qf faiblement dans AR(T) quand r — 17 et 2Qf €

P
[ f]§f ® Cela compléte la preuve. O

9] QA () + 207 (=)PAQ)).

2T

A(Qf) = /T

Soit ¥ C T un ensemble fermé. L’ensemble E est dit de Carleson lorsque

/Tlog (d(glE)) d¢| < oo

Si on note I, les intervalles contigus a F, c¢’est-a-dire les intervalles ouverts
disjoints tels que T \ £ = UI,, alors E est un ensemble de Carleson si et
seulement si F est de mesure de Lebesgue nulle et si

1
> 1| log <]I|> < 0.
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Ces ensembles ont été introduits par Beurling (voir [8]) et étudiés par Car-
leson. Ici nous allons nous intéresser a des ensembles qui ne sont pas de
Carleson.

Le lemme suivant est issu de la démonstration de [3, Théoreme 1.3].

Lemme 3.3.4. Soit E un sous-ensemble fermé de T de mesure de Lebesgque
nulle et tel que log(d(-, E)) & L*(T). Soit &' > 1/2 et v > 0 tel que 25’ — v —
1 > 0. Soit F. la fonction extérieure vérifiant

[FL(C)| = (d(¢, E)” +€)1/2 p.p. sur T

et F.(0) = e ¢ quec

1 |d¢|
Me 2/1g< gEus) o7

Pour tout e >0 on a

_ |2
//11‘2 d((/’E)2(§’—’Y)|Fe(Tg — §5|§C)| |dC||d</| < M..

Le résultat suivant a été démontré dans [3] pour p =2 et § = 1/2.

Théoréme 3.3.5. Soit 1 <p <2 et >0 tel que fg < 1. Soit f € Lips(T),
oud > B+1/p—1/2. On suppose que Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle.
Si
| losa(¢. 2(M)lac] = -

alors -
AP (T AP
12" " = IfIy
Si en plus on a f € AR(T) et dim(Z(f)) < %(1 — Bq) alors f est cyclique
dans AR(T).

Démonstration. Soit a > 0 tel que f+1/p—1/2 < o < min(,1/2). Premie-

rement on a f € Lips(T) C A%(T) C Aj(T). En effet d’apreés la formule de
Douglas, (voir proposition 3.3.1), f € A2(T) si et seulement si f € L*(T) et

2
//1r2 = C’|1+20‘| |d¢||d¢’| < oo

De plus on a

1£1%z = 1fI1Z2(x) + Dalf). (3.3.1)
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Par conséquent si f € Lipy(T), c’est-a-dire |f(¢) — f(¢")| < |¢ = ¢'|° pour
¢, €T, alors

1 /
f) S /TQ |C _ </|1+2a_25|dC”d< ‘ < o0
et f € A%(T). D’autre part, d’aprés la proposition 2.2.1, on a A2 (T) C A%(T).
Il suffit maintenant de montrer, par la proposition 3.3.3, que

inf {||Pf|laz, P € H*, PfeAY(T), P(0)=1}=0.

Soit € > 0 et 7 > 0 tel que v < § — . On note £ = Z(f). On définit p. la
fonction extérieure vérifiant

GiME

PO =G B

p-p.

et p-(0) = 1. En particulier on a

1 |d¢]
Me 2/10g< ngs) o

Puisque logd(-, E) ¢ L*(T), M. — oo quand € — 0.

Nous allons montrer que
HpefHAg < |lpefllaz — 0  quand ¢ — 0.

D’apres la formule de Douglas, proposition 3.3.1, on a

Ip=f Iz = 1p=f1IZ2(z) + Dalpef)-

D’abord, puisque v < 20,

oo 5 % [ GO |d¢|<eZMH0

Ensuite, on a

n= [, e T C,PH(Q L aciact.

Remarquons que pour tout (¢,¢") € T? on a

P £(Q) = pef () < 21p=(Q)PIF(Q) = F(EF + 2/ ()P Ip=() — pe ().
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Donc si on note I' = {(¢,¢') € T2 d(¢,E) < d(¢,E)}, on obtient, en
remarquant que ¢ et ¢’ jouent un role symétrique,

/ pe() P L =IO d<|d<’+/F|f<<’)“’f()()'|d<||d<|

Da(?sf) |§ C/‘1+2a ¢ — ¢/|i+2e
= A, + B..

N

Soit n tel que & < n < M En utilisant le fait que pour (¢, () €
|f(¢)] <d(¢,E)°, on obtient

- f(¢ WP (1£(Q) — £~ :
R
E 2775 _ 1\ |2—2n
e [ A ( T )ucndc\
_ A1(2—-2n
6_QME/T |C|C _CC‘/|1+20¢ |d¢|[dc|

< e?Me .

N

N

Pour estimer B,, on considére la fonction extérieure F, définie dans le lemme
3.3.4. Puisque que p. et F. sont extérieures et pour tout ¢ € T, |p-(¢)] =
e M /|Fe(Q)], on a pe(¢) = e~ /F.(C). Soit

I ={(¢.¢) el d(d, E) < |¢ = ([}
Iy ={(¢.¢) el d(¢, E) > [¢ = ([}

On a
B = [[1FC)PInCp¢ >|2“/p|<< i g
o ¢, By 1O~ PP
S | acEr s S TS Jesore 4
$ e ]I (PR R - O PlC

—2M‘S 25 2y—2a I‘F( ) ( )’2 !
[, et et S !
B! + BZ.

Puisque 7 < § — a et que |F;| est borné sur T uniformément par rapport a
e €]0,1], on a B! <e™?M — 0 quand € — 0.

D’autre part en appliquant le lemme 3.3.4 avec ¢/ = § — a + 1/2, on
obtient B2 < M.e ?M=. Ainsi B?> — 0 lorsque € — 0. Par conséquent on a
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lim HpEfHAg = 0 et, par la proposition 3.3.3, [f]gﬁ(m = [f]gﬁ(m. Finalement,
par le Théoreme 2.4.5, si dim(Z(f)) < %(1 — Bq) alors f est bicyclique dans
A%(T), donc f est cyclique dans A%(T) O

Remarque

Soit 1 < p < 2et f> 0 tel que fg < 1. En utilisant le fait que Af,(T) C
AR(T) et le [3, Théoreme 1.2] on obtient, pour f € AR(T) tel que |f| € C*(T)
et |f|" € Lips(T) pour § > 0, le résultat suivant : si dim(Z(f)) < %(1 — 5q)
et log|f| & L'(T) alors f* est cyclique dans A%(T).

Quand f € C*°(T), Makarov a montré dans [30], que
15D = 119" = log|f| ¢ L(T). (3.3.2)

Comme conséquence du théoreme de Makarov et du Théoreme 2.4.5, on
obtient le résultat suivant :

Théoreme 3.3.6. Soit 1 < p < 2, B > 0 tel que Bq < 1. Nous avons les
assertions sutvantes :

(1) Si f € C=(T), dim(Z(f)) < %(1 — Bq) et log|f] & L'(T) alors f est
cyclique dans AG(T).

(2) Si f € AY(T), dim(Z(f)) > 1 — Bq alors f n'est pas cyclique dans
AR(T).

(8) Pour %(1 — Bq) < a < 1, il existe un ensemble fermé E C T tel que
dim(E) = « et toute fonction f € Ay(T) vérifiant Z(f) C E n’est pas
cyclique dans Aj(T).

(4) Sip = % pour un k € N alors il existe un sous ensemble fermé
E C T tel que dim(E) =1 — fq et tout f € C(T) vérifiant Z(f) C E

et log|f| & L'(T) est cyclique dans AR(T).

On remarque que, pour 1 < p < 2 et > 0 tel que fg < 1, si f est
cyclique dans Af(T) alors log | f| ¢ L'(T).

Démonstration. Pour (2) et (3), on utilise les Théoréme 2.4.5 et 2.4.7 puisque

si f n’est pas bicyclique alors f n’est pas cyclique dans Ag(T).
Pour (1) et (4), on suppose log|f| € L'(T). Puisque [f]gmm =

et puisque le plongement C*°(T) C AJ(T) est continu, on obtient [f

[f];ﬁm. De plus, par le Théoreme 2.4.5, f est bicyclique dans A%(T). Ainsi

[ est cyclique dans A%(T). ]

Dans la suite on notera, pour £ C T, |F| la mesure de Lebesgue de E
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3.3.1 Exemples

Soit E un sous-ensemble fermé de T et A une fonction continue, positive
et décroissante définie sur (0, 00) telle que lim A(¢) = oo quand t — 01, On
considere la fonction f définie sur T par

f(¢) = exp (=A(d(¢, E))) (3.3.3)

si ¢ ¢ E et f(¢) = 0 sinon. Supposons que A(t) = 1/t7 pour v > 1. On a
alors log | f| € L'(T). Donc, d’aprés le théoréme 3.3.6,

(1) sidim(E) < %(1 — Bq) alors f est cyclique dans AR(T);

(2) si dim(E) > 1 — fq alors f n’est pas cyclique dans AR(T);

(3) pour %(1 — Bq) < a < 1, il existe un sous-ensemble fermé E C T tel
que dim(E) = a et f n’est pas cyclique dans AG(T);

(4) sip= % pour un k£ € N alors il existe un sous-ensemble fermé £ C T
tel que dim(E) =1 — fq et f est cyclique dans AR(T).

Remarque
On suppose maintenant que la fonction A est continue, positive et décrois-
sante sur (0,00) et vérifie en plus

lim A(t) =00 et lim tA(t) = 0.

t—0t t—0+

Par [15, Proposition A.1], on a

L 105 1£(Qlld] = = [ Al(C B)ldc| = o0 & [ |BilaA(t) = oo

ou By = {C €T, d(¢,E) < t}. Soit Ng(t) le nombre minimum d’arcs de
longueur 2t recouvrant E. On a, par [15, Lemma A.3], que

tNp(t) < |E,| < 4¢Np(?).

Ainsi, par [7, théoréme 2, p. 30], on a pour 0 < § < 1,

1 1
/Tt”lNE(t)dt 00 & Tt5]Et]dt oo = dim(F) <4

Maintenant on suppose que A(t) = 1/t pour 0 < v < 1. La fonction f
définie par (3.3.3) est infiniment dérivable sur T. Soit 1 < p < 2, 5 > 0 tel
que g < 1. On peut construire un ensemble de Cantor généralisé E tel que

| Ey| 1
Pl gt = 0o et / dt =
/qmﬂ < gt T

pour § < %(1 — Bq). Par le théoreme 3.3.6, la fonction f est cyclique dans
AZ(T).
B
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3.4 Densité de ’ensemble des vecteurs cy-
cliques

Quand (¢ < 1, nous avons vu, dans la précédente section, qu’il existe des
vecteurs cycliques dans A%(T). Ici nous allons montrer que I'ensemble des
vecteurs cycliques dans A5(T) est un sous-ensemble Gs-dense de Aj(T).

Lemme 3.4.1. Soit f € Ay(T). Si Z(f) est un ensemble fini alors f est
bicyclique dans A(T) pour p > 1 et 8> 0 tel que Bq < 1.

Démonstration. Soit S € A7 4(T) tel que (S, 2"f) = 0 pour tout n € Z. il
suffit de prouver que S = 0. Tout d’abord on a supp(S) C Z(f), d’apres la
proposition 2.2.5, et puisque Z(f) est fini, on obtient que

N M
S=323 Aen 0
k=1n=0

ou Z(f) = {zr, k € [1N]} C T, A € C et ont 6 est la dérivée neme
suivant le cercle de la mesure de Dirac concentré au point z.
On suppose que S # 0. Il existe ky et ng tels que Mgy, 7# 0. On définit

N
T=1](z—z)"" 5.
kk;lﬂlo

Donc T' € A? 4(T) et T # 0. Ainsi il existe (c,) € CY*' tel que pour toute
fonction test ¢ € D(T),

N M
<T’ 90> = <S7 H (Z - Zk)M+190> - Z >‘k07n Cn So(n)(zko)'
k=1 n=0
ko

Si on note ny = max{n, ¢,\y,» 7 0}, alors on a pour tout [ € Z

N
T2 = |92 Mo €0 (02|~ g e
n=0
(ici 2! = €?). Cela est impossible car T € A?5(T) et Bg < 1. O]

Lemme 3.4.2. Soit 1 <p<2etf >0 tels que Bg <1 oul/p+1/q=1.
Si f € AR(T) est cyclique dans AL(T) et si P € P(T) est non nul alors Pf
est cyclique dans AG(T).
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Démonstration. Soit € > 0. Par le lemme 3.4.1, P est bicyclique dans A%(T)
car Z(P) est fini. Donc il existe P, € P(T) tel que |1 — P1P||Ag < ¢e. De plus

puisque f est bicyclique, il existe P, € P(T) tel que

g
1—-P P ——
|| 2f||Aﬁ ||P1P||Aé

Donc
1= PPPfllan <1 = PPl + [[PPllag 1 = Pofllaz < 2e,

et Pf est bicyclique dans A%(T).
De plus, puisque f est cyclique dans A%(T), il existe @ € P, (T) tel que
lf — ZQfHAg < m. Donc on a
IPf = 2QPfllag < [IPllagllf = 2Q@fllap, <e.
D’apres (3.1.3), Pf est cyclique dans A%(T). O

Théoréme 3.4.3. Soit 1 <p<2etf >0 tels que g <1 oul/p+1/q=1.
L’ensemble des vecteurs cycliques dans Aj(T) est un sous-ensemble Gs-dense
de AL(T).

Démonstration. Soit € > 0. On consideére ’ensemble
G. = {g € AY(T), 3P € P(T), 3Q € P+(T), |1 — Pyl <=
et |lg—2Qgllay <e}.
Pour utiliser le lemme de Baire nous allons démontrer que

(i) ﬁlGl /= {f € AL(T) cyclique dans A%(T)}

(17) Pour ¢ > 0, G. est un sous-ensemble ouvert de AR(T)
(44i) Pour € >0, G. est un sous-ensemble dense de AR(T).

(i) : Soit g € AR(T) tel que pour tout n € N il existe P, € P(T) et Q, €
P, (T) vérifiant ||1 — PnQHAg <1/net|g— angHAg < 1/n. Par (3.1.3), ¢
est cyclique dans A%(T). L’autre inclusion est claire.

(74) vient du fait que, pour f € A4(T) et g € AR(T), on a

1 Fgllas, < [1F1LasllglLas
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(#47) : Puisque pour ¢ > 0, {f € AR(T) cyclique dans A%(T)} C G-, nous
allons montrer que {f € Aj(T) cyclique dans A%(T)} est dense dans A%(T).
Soit h € AR(T) et n > 0 tel que n < ||h||Ag- On considere f € AR(T)
cyclique dans A%(T). Donc il existe un polynéme non nul P € P, (T) tel que
||h — PfHAg < 7 et par le lemme 3.4.2, Pf est cyclique dans AR(T). Ainsi

cela prouve que G. est dense dans A%(T). O



Chapitre 4

Cyclicité dans les espaces de
Dirichlet

Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité
D. On suppose que 'opérateur shift S, défini par

S(f)(z) = 2f(2), zeD,

est borné sur X. Pour f € X, on note [f]|$ le sous-espace vectoriel fermé
engendré par {z"f, n € Z}, autrement dit,

[fl =span” {z"f, n € N}.
On dit que f € X est cyclique dans X si [f|§ = X.

Le probleme des vecteurs cycliques pour 'espace de Dirichlet est un pro-
bléme qui remonte aux travaux de Beurling et Carleson (voir [1], [7] et [3]).
L’espace de Dirichlet classique est donné par

2(D) = {§ € #D). 1115 = 1/O)F + [ If(2)PAE) < oo}

Notons que si f(z) = 3,50 anz" alors

LIF @A) = 3 nlaf?

n>1

Alors que le théoreme de Beurling caractérise les vecteurs cycliques dans
I'espace de Hardy H?(D) (ce sont les fonctions extérieures), le probléme des
vecteurs cycliques dans l’espace de Dirichlet semble difficile. Il existe des
fonctions extérieures de ’espace de Dirichlet qui ne sont pas cycliques dans

89
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2(D). En fait la cyclicité de telles fonctions dépend notamment de la distri-
bution des zéros de la limite radiale f* de f sur le cercle. Beurling a montré
que toute fonction de l'espace de Dirichlet admet une limite radiale quasi-
partout, c’est-a-dire qui existe sur le cercle sauf sur un ensemble de capacité
logarithmique nulle. Carleson a montré que lorsque E est un ensemble fermé
de T,

Dp={fe2D), fle=0 qp}
est un sous-espace (fermé) de (D) invariant pour le shift. Il a aussi montré
que lorsque E est un ensemble fermé de capacité logarithmique nulle, il existe
une fonction f extérieure dont la limite radiale s’annule sur F et telle que f
est cyclique dans Z(D). Brown et Shields ([0]) ont conjecturé que f € (D)
est cyclique dans Z(D) si et seulement si f est extérieure et la capacité
logarithmique de I’ensemble de zéros de f* est nulle. Lorsque ’ensemble des
zéros de f* est réduit a un point, Brown et Shields ont montré que si f est
réguliere et extérieure alors f est cyclique. Hedenmalm et Shields ont montré
dans [22] que ceci reste vrai lorsque f € Z(D) et est dans 'algebre du disque.
Finalement Richter et Sundberg ([11] et [15]) ont montré que ceci reste encore
vrai lorsque f est seulement dans ’espace de Dirichlet.
Dans ce chapitre nous nous intéressons a la cyclicité, dans des espaces de
Dirichlet plus généraux, de fonctions s’annulant en un seul point.

4.1 Espace de Dirichlet et dualité

On note 47 (D) I'ensemble des fonctions holomorphes sur le disque D =
{z € C, |z|] < 1} et on note dA la mesure de Lebesgue (mesure d’aire)
normalisée sur D (dA(z + iy) = dzdy/7).
On appelle espace de Dirichlet les espaces de la forme Z2(D) avec p > 1,
a > —1 définis par

75D) = { £ € D), 11y = 1fOF + [ 171~ |2)°dA() < oo}

On appelle espace de Bergman les espaces de la forme /(D) avec p > 1,
a > —1 définis par

D) = {f € D), Il = [[17IP(1-1sdAR) < oof

On définit également les espaces de Bergman sur le disque extérieur D, =
{z€C, |z]| > 1} U{o0} ={1/z, z € D}, notés #2(D,) avecp > 1, o > —1
et définis par

(2 =D

200 = {g € D). g(50) =0 et gl - [ 1 P e A () < oo
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On peut observer que les espaces &P (D) et %2 (D,) sont isométriquement
isomorphe via l'isométrie R : f — Rf définie sur «/?(D) par

Rf(z) = 1f<1>, 2 €D, (4.1.1)

z z

En effet en effectuant le changement de variable z — 1/Z on obtient

/!f )IP(1 = |2*)*dA (2 / [f(1/2)/2 Ip(" |‘4 ;121 dA(2)

De plus lorsque f = ",5¢a,2" € &/P(DD) on obtient en utilisant (4.1.1)

o0

an
Rf(z) = Z{)ﬁ, z € D.. (4.1.2)
Dans toute la suite on considere p > 1 et on note g = ﬁ.

Lemme 4.1.1. Supposons que —1 < a < p — 1. L’application (-,-) définie
sur Z8(D) x &, (D) par

(.90 = [ £S5 g()dA() + F0)9(0), | e DLD), g€ 2, (D)
(4.1.3)
§g(z) - 92 =900

z

est linéaire a gauche, antilinéaire a droite et vérifie
) S 1o gl

Démonstration. L’application est bien définie car o« < p—1 <= —aq/p > —1

et elle est linéaire a gauche et antilinéaire a droite. Il suffit alors de montrer

que |(f,9)| S [[fllzz llgllos . D’abord on peut observer que I'évaluation
P

g — ¢(0) est continue sur sz’qaq/p(D) ([21, proposition 1.1]). Montrons que
le « backward shift » S* est continue sur @Z?(D) pour p > 1 et a > —1
quelconques. Soit f € «ZP(D), on a, d’apres l'inégalité des accroissements

finis et I'inégalité de la sous-harmonicité (voir [21, proposition 1.1]),
f(z) = f(O
IO < wp (7 S 111,
o w|<1/2
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pour tout |z| < 1/2. Donc

IS fIP, < /Wm 112,51 — =) dA(:)

2 [ et FG) = FOP( = [2P)dAG)

1A% + Lf = FO)I%,»
[nal

S
S

la derniere inégalité résulte du fait que I’évaluation f +— f(0) est continue
sur &ZP(D). Ainsi S* est continue sur 77 (D) et on a, par I'inégalité de

—aq/p
Holder,
ol < [1re a/p|s* JEIAAR) + |£(0)g00)
1/p 1/q
< (/|f P 1ePraac) ) (18I - ) araae))
H£(0)19(0)]
IFlor 187glae +1£(0)llg(0)]

—aq/p

<
< o lollre -

]

Le lemme précédent démontre que (-, -) définit un crochet de dualité entre
7P (D) et szqaq/p( ). La proposition suivante montre que le dual de Z?(D)

s’identifie & &7 (D).

—aq/p

Proposition 4.1.2. Soitp > 1 et —1 < a < p — 1. Le dual de 2°(D), noté
ZE(D), est isomorphe a 1, (D).

Démonstration. Nous allons démontrer que l'application g +— (-, ¢) est un
isomorphisme de &%, (D) dans Z%(D)’ le dual de Z%(D). Cette application
est bien définie, antilinéaire et continue. De plus il est facile de voir qu’elle
est injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit L € ZP(D). Pour tout
f € @P(D), on considere F' 'unique primitive de f sur D vérifiant F'(0) = 0.1l
est facile de voir que F' € Z2(D). On définit alors application L, sur /P (D)
par Lo(f) = L(F). Ainsi Lo appartient au dual de &/P(D) car |Lo(f)| =
\L(F)| < ||[L||||F||gz = || L|||| f|| oz~ Par le théoréeme de Hahn-Banach, Ly se
prolonge sur

LP (D) = {f : D — C mesurable, /D|f(z)|p(1 — |2]*)*dA(z) < oo}
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en une forme linéaire continue fo Il existe, par le théoreme de représentation
de Riesz, une fonction ¢y € L, (D) = LP(D)" telle que pour tout g €
L (D),

—aq/p

Lo(g) = | 9(=)()dA(2).

On définit alors I'application

P fr—><Pf zr—>/1_deA(w)>.

D’apres [21, Théoreme 1.10], 'application P est une projection bornée de
L: (D) dans 77 (D) lorsque v < s — 1 ce qui est le cas pour (s,v) = (p,a)
t (s,7) = (¢,—agq/p). Posons ¢ = P(¢y) € «/¢ (D). Ainsi pour tout
f e P(D), on a

L) =Lolf) = [ FEB(z)dA()
- //1{(2); 5%0(2)dA(w)dA(z)

_ /f / 1_w)z) dA(2)dA(w)

:/waw A(w).

On vient donc de démontrer qu'’il existe ¢ € o/ qaq /p( ) tel que pour tout
F € 22(D) vérifiant F'(0) = 0 on ait

= [ FPGEAR).

Posons o(2) = zip(z) + L(1) € A p(D). On a S = 9. 11 vient alors que
pour h € Z2(D) quelconque,

L(h) = L(h- mm+uwm
— /h’ A(z) + h(0)L(1)
_ /Dh’zS*goz A(2) + h(0)p(0) = (h, ).

Cela démontre que l'application g — (-, g) est surjective et définie bien un
isomorphisme de 77 (D) dans Z¢(D)’. O

—aq/p

Remarque
On a donc vu que, lorsque p > 1 et < p — 1, le dual de Z%(D) s’identifie
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a o, (D). Or on a également vu que &4, (D) et %7 (D.) sont iso-
morphes donc on peut aussi identifier le dual de Z5(D) a %7, (De) avec la
dualité suivante

(f.9)e=(f.R7'g), [e€ZD), g%, D)

Dans ce qui suit nous allons introduire les outils permettant d’utiliser le
Théoreme de Hedenmalm et Shields [22, Theorem 1]. Pour tout ¢ € Z27(D)’
on pose

P(A) = (fa ), AeD.

avec fy la fonction définie sur D par

On définit alors comme dans [22]

75D)" ={@, v € Z;(D)'}.

Pour ¢ € 22(D)’, on a

B(N) = <i Ail,s0> = <i:+f>'

On identifie ¢ comme un élément de 77 , (D) que 'on écrit

—aq/p

= Zanz”, z € D.

n>0

Donc si n =0 on a (2", ¢) = p(0) = ag et si n > 1 on obtient
() = [0S p()dA)
:/Dnznlzammld/l()
= Z nam/ / prtm=2e0=m) g 11 dr
= an/o 2nr*"Ldr = a,. (4.1.4)

Ainsi on a pour tout A € D,
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De plus, d’apres (4.1.2), on a aussi que

[e.9]

Qp,
}%@(A):: Eggjigli, A 6]@6.
Done Z5(D)* = %2/, (D).
Le lemme suivant sera utile pour exprimer la dualité (voir [22, Lemma

3]).

Lemme 4.1.3. Soitp > 1 et -1 < a < p—1. Soit f € P2(D) et g €
%’qaq/p( ¢). Pour 0 <r <1, on pose

fr(z) =f(rz), z€eD

et
Gir(2) = g(z/1), =z €D,

On a alors

: . - 1 2m 2 7 7
<f7 g)e = hm_<f7"7gl/r>e = hm_ E apb,r™ = lim 7/ f(re 9)9(6 G/T)e bdo.
r—1 r—1 n—0

r—1- 27

avec

= a,z", g(1/z) = sz zeD.
n=0

4.2 Cyclicité dans 272(D)

On commence dans cette partie par étudier les différentes inclusions des
espaces ZPF(D) avec les espaces de Hardy HP(ID). Dans toute la suite de cette
section on considére p > 1 et a« > —1. Pour f € (D), 0 <r <letp>1,

on note y
1 2w . p
Myt = (o [ 15 ras)

On rappelle que, pour 1 < p < 00, les espaces de Hardy H?(D) sont définis
par

H(D) ={f € H/D). ||fllur = sup My(f,r) < o0}

et pour p = oo,

H(D) = {f € #(D), |[flla= = sup ()| < o}
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On rappelle qu’on définit une fonction extérieure comme étant une fonction
f de la forme

d
Z):CeXp/ngleg )‘23 zeD,

ol |c| =1 et ol p est une fonction positive vérifiant log e € L'(T). Dans les
espaces HP(D), 1 < p < 00, on a la caractérisation de la cyclicité suivante :
une fonction f € HP(D) est cyclique dans H?(D) si et seulement si f est une
fonction extérieure de HP(D) [39, 4.8.4]. On étudie alors les différentes inclu-
sions possibles entre les espaces Z2(D) et HP(D) pour obtenir de premieres
conditions sur la cyclicité dans les espaces de Dirichlet.

Proposition 4.2.1. Soitp > 1 et > —1. Sip < a+1 alors l'espace HP(D)

s’injecte continiment dans Z°(D). On a alors que toute fonction extérieure
de HP(D) est cyclique dans 22(D).

Démonstration. Supposons que p < a + 1. Soit f € HP(D), z = re* € D et
r < p < 1. Par la formule de Cauchy on a

2 ei@ )
fl(z) = 1/ —( f(p ) pe’df

21 Jo  (pet? — reit)?

_ 1 /27r f(Pei(OH))pei(eft)dg_

2o (pei? — )2

L’inégalité de Minkowski nous donne
1 o i(0+t) )
— / M 0= qp

1 2« P\ 1/p
M) = (o A dt
p(f7) (27T 0o |27 (pe? — r)? >
27 2w i(0+1))|p
< P ( / lf@e)ldt) ”
2m

2 Jo |pet® — r|?P
< o [ 0 My(f.p)
— 2nJo |pei? —rf? P
= LM(JFP)SLM(JCP)
p2—r2 p\J> p—r p\J>

Par passage a la limite lorsque p — 1,

1

%/ | (re)[Pdg <

( ) ||f||HP7

et donce

L1 @Pa-1praac) = [ [T rerdsi - ) rdr/x

< o[ ﬁ ) 11
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Puisque p < a + 1 on a Jj (é::); dr < oo et ainsi H?(DD) s’injecte continii-
ment dans Z7(D). Or toute fonction extérieure de H?(D) est cyclique dans
HP(D) donc toute fonction extérieure de H? (D) est aussi cyclique dans Z2(D)

lorsque p < o + 1. O
Remarque

En fait lorsque p < a + 1, 'espace de Dirichlet Z?(D) s’identifie a ’espace
de Bergman <77 (D) [19]. Alors il existe des fonctions intérieures cycliques

dans Z2(D) lorsque p < a + 1 ([12]). Ceci n’est plus vrai quand p > a + 1
par la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Soitp > 1 et p > a+1. L’espace 22 (D) s’injecte conti-
niment dans H? (D). Ainsi toute fonction cyclique dans Z2(D) est extérieure.

Démonstration. Soit f € Z2(D) et r € [1/2,1]. Pour tout 6 € [0, 2x], on a
[rey = [ f(se)eds + £(0).
0
De plus, d’apres l'inégalité de sous-harmonicité (voir [21, proposition 1.1]),
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 6 € [0,27] et s € [0,1/2],

|f'(se®)] < C||f|lr et on a également que |f(0)] < || f]/zz. Donc pour tout
0 €10,27], on a

£ < [ 1 (se)lds +(C/2+ )| fllaz

On obtient donc, en utilisant I'inégalité de Holder,

27 1/p 27 r p 1/p
(/ |f(re“’)|pd9> 5(/ (/1/2|f'<se”>|ds> d9> 1 f Nl

27 r r p/q l/p

< / (/ f’(se”>|”<1—s2>ads> (/ (1—32>“st> )+l
0 1/2 1/2
o ol 1/p 1 1/q

< (/ / |f'<se"9>|P<1—szwzsdsde) (/ <1—52>—aq/pds> A fllo
0 1/2 1/2

< fllo

car aq/p = a/(p—1) < 1 ce qui entraine que f11/2(1 — s2)724/Pds < co. Donc
| fllz» S| f]l22, ce qui démontre la premiere partie du résultat. De plus si f
est cyclique dans 27(DD) alors f est aussi cyclique dans H?(D) et donc f est
extérieure. ]
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Remarque

On a 2%(D) = H*(D) et 2}(D) C H'(D) (avec inégalité des normes) donc
lorsque 1 < p <2et p=a+1, on obtient, par interpolation (voir [19, (3.8)]),
que Z°(D) s’injecte contintiment dans H?(ID). De plus lorsque p > a+2 on a
que Z?(D) s’injecte contintiment dans H> (D) (voir la preuve de [19, Theorem
4.2]).

On résume ici toutes les inclusions obtenues :

p<a+l = H'D )
1<p<2etp=a+1 = Z2(D)cC H’(D)
p>a+l = 22D )
p>a+2 = 22D

De plus on a 27(D) = H*(D) et Z2(D) = 2(D).

On suppose dans la suite que p > a + 1. On note A(D) l'algebre du
disque définie comme étant 1’ensemble des fonctions holomorphes sur D et
continues sur D. Nous allons démontrer que toute fonction extérieure de
A(D) N 22(D) dont l'ensemble des zéros est réduit a un point est cyclique
dans Z?(D). Pour cela nous allons utiliser un Théoréme de Hedenmalm et
Shields [22, Theorem 1]. Avant d’énoncer celui-ci, nous avons tout d’abord
besoin de définir les notions suivantes. Soit X C (D) un espace de Banach.
On définit le multiplicateur de X, noté M (X), par

M(X)={pe D), of € X, Vf e X}.

Si X C (D) on définit de maniere analogue M (X).

On appelle espace de Smirnov, que 'on note .47 (D), 'ensemble des fonc-
tions holomorphes sur D de la forme f/g avec f, g € H>*(D) et g une fonction
extérieure. Enfin pour £ C T un ensemble fermé de mesure de Lebesgue nulle
et X un espace de Banach tel que son dual X’ s’identifie a un espace X* de
fonctions holomorphes sur D, on note

Hg( N, X*) = {p € #(CU{o0} \ E), ¢lp € /D), ¢

De EX*}.

On note (D), respectivement J#(D,), I'ensemble des fonctions holo-
morphes dans un voisinage de D, respectivement D,.

Théoréme 4.2.3 (Hedenmalm-Shields 1988). Soit X C (D) un espace de
Banach tel que X N A(D) soit une algébre de Banach (munie de la norme
|- Ixnamy = || - llx + 1| - law)). On suppose que Uinjection X — (D) est
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continue et que (D) est un sous-ensemble dense de X et de X N A(D). On
suppose que (D) C M(X) et que (D,) C M(X*) = H*(D,).
Si f € XN A(D) est une fonction extérieure et si

Hz(p) (AT, X") = {0}
alors f est cyclique dans X .

Hedenmalm et Shields ont montré que si f € A(D)N ZZ(D) est extérieure
et si Z(f) est réduit & un point alors %) (A1, Z5(D)*) = {0} et donc f
est cyclique. Nous allons montrer un résultat analogue dans le cas de Z2(DD)
pour a4+ 1 < p < a+ 2. Tout d’abord nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.2.4. Soitp > 1 etp >a+1. 5i f € AD)N Z2(D) est une
fonction extérieure et si 7z p (N T, ZR(D)*) = {0} alors f est cyclique dans
72° (D).

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le Théoreme 4.2.3 appliqué
a lespace Z7(D). Pour cela il nous suffit de démontrer le lemme suivant (la
preuve est issue de [1 1, lemma 11]).

Lemme 4.2.5. Soit p > 1 et « > —1. L’ensemble des multiplicateurs de
HBP(D,) est égal a H*(D,).

Démonstration. Soit f € AL (D.) et g € H>*(D,). On a

2 _ 1)@
[ rf<z>g<z>rpwdA<z> < g1,

et donc fg € #°(D,). Ainsi H*(D,) C M (%2 (D.)).

Réciproquement soit g € M(%E(D,)). On considere alors I'application M, :
B (D.) = AP(D,) définie par My(f) = fg. Cette application est alors bor-
née par le théoreme du graphe fermé. Pour tout z € D, on note A, 1’éva-
luation en z dans %P (D,) qui est une forme linéaire continue non nulle ([21,
proposition 1.1]). On a donc pour tout f € %2(D,) et z € Dk,

[F(2)9(2)] = [A-(Mo )] < [[A N M1 1] 25 -

En prenant la borne supérieure sur toutes les fonctions f € %2 (D.) de norme
1, on obtient
1A= (g ()| < lIA: (] M]]

ce qui démontre que g est bornée sur D,.. Donc M (%2 (D,)) C H*(D.) ce
qui conclut la preuve. O
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Pour X un espace de Banach et £ C X, on note E+ l'orthogonal de
c’est-a-dire l'ensemble {2’ € X', (2/,z) = 0 Vx € E}. En identifiant le dual
de Z5(D) avec %2, (D.), on a pour f € ZE(D) et ¢ € B?, , (De),

e (MF®) = ("f,9)e =0, YneN.

Lemme 4.2.6. Soitp > 1 etp > a+ 1. Soit E C T un ensemble fermé de
mesure de Lebesque nulle, p € (N1, Z2(D)*) et f € Z2(D). Si la famille
d’applications z € T — f(rz)p(z/r) est uniformément intégrable sur T pour

74 uE
1/2 <r <1 alors ¢ € ([f]?,a“”’)) .

Démonstration. Cette preuve s’inspire de celle de [15, Lemma 3.4] pour le
cas du Dirichlet classique. Par hypothese f € Z2(D) et ¢|p, € ZE(D)* =

%Zaq/p(]])e) donc par la proposition 4.1.3, on a que

(f,p) = lim 1/27r fre®) (e /r)e?ds.
r—1- 21 Jo

Notons que, d’apres la proposition 4.2.2, f € 22(D) C H?(D) donc la limite
radiale de f, noté f* existe presque partout sur T. De plus comme ¢ € J(C\
E) et E est de mesure de Lebesgue nulle, p(z/1) — ¢(z) pour presque tout
z € T lorsque r — 1~. Donc la famille d’applications z — f(rz)p(z/r)
converge presque partout vers f*¢p lorsque » — 17 et puisque cette famille
est uniformément intégrable sur T, elle converge en norme L'(T). Alors il
vient

(F.o)= o [ £ @ple)ean.

De plus ¢ € # T et f € H?(D) C A" donc fo € A F. On peut alors
appliquer le principe du maximum généralisé de Smirnov ([10, Theorem 2.11}))
qui nous donne fy € H'(D) et donc pour n < 0, f*p(n) = 0. Par conséquent

Lo iy i
oph =5 [ 1 (e)ple)e o = 0.
T Jo
On peut utiliser le méme raisonnement en remplacant f par z"f pour tout
n € N et on obtient (2"f,¢) = 0 pour tout n € N ce qui démontre le
lemme. ]

Pour £ C C et z € C, on note d(z, E) = inf{|z — (|, € E} la distance
de z a E.
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Lemme 4.2.7. Soitp > 1 etp > a+ 1. Soit E C T un ensemble fermé de
mesure de Lebesque nulle et ¢ € HAg(N T, Z2(D)*). I existe C > 0 tel que
pour tout z € C vérifiant 1 < |z| < 2,

C
lp(2)| < W-

Démonstration. Soit ¢ € Hp(AN T, 22(D)*). Comme ¢|p € A1, on peut
décomposer ¢|p = QintPert aVec @iy une fonction intérieure sur D et ey
une fonction extérieure de .4~ (voir [10, p. 25]). De plus, comme E est de
mesure de Lebesgue nulle, p(2) = ¢*(2) = lim, ;- ¢(rz) pour presque tout
z € T. Puisque log |p| € L'(T), pour z € D,

1 2relt 4 2 ;
exp (% [ e eglole wdt)‘

67,

()] < [wear(2)] =

2W1_|Z’2 i
< o (5 [ st t>\dt>
1—|z|2
< 1 dt
- (1—|z| Jostotc| )
< exp(1 Moglelloe)
< exp(1_|z|),

avec C4 . € #?,,/p(De) donc en particulier

on a que || est sous- harmomque sur ]D) Smt z € D, vérifiant |z| < 2. En
observant que la boule de centre z et de rayon (|z| — 1) /2 vérifie B(z, (|| —
1)/2) C D, on obtient en prenant ¢ = p/(p—1) > 1

z| —1)2 1
B < 2 f (o) A(w)
T JB(z,(21-1)/2)

1 wl?2 = 1)~@e/p  |yp|d—a—22q/p
- / lp(w)]? (ol 47q7)204q/p | ‘2 —aq/p dA(w)
B(=(121-1)/2) [l (w* = 1)

IN

(|w[> = 1)~/
‘w|4—q—2aQ/p

IN

max(2220/7,2°°0) [ fow)? dA(w)
D,

IN

max (22297, 2479) ||, || o .
—aq/p

Ainsi pour tout z € D, vérifiant |z| < 2, on obtient que

Coy
lp(2)] < W;
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avec Cy > 0 indépendant de z. En remarquant que log || est une fonction
sous-harmonique, on applique les résultats de Taylor et Williams [17, lemma
5.8 et 5.9] ce qui nous permet de conclure. 0

Le résultat suivant nous permet de réduire I’étude des vecteurs cycliques
s’annulant sur un ensemble fermé E en 'étude de la cyclicité d’une seule
fonction vérifiant certaines propriétés. Plus précisément nous avons le résultat
suivant (voir aussi le Théoréme 4.2.4).

Théoreme 4.2.8. Soitp > 1 et p > a+ 1. Soit E C T un ensemble fermé
de mesure de Lebesque nulle et f € ZP(D). S’il existe Cy > 0 tel que,

[f(2)| < Cid(2,E)!, z€D

alors

Hi( N+ D)) < ()

17 1
Cela signifie que pour tout g € Hg (N, Z22(D)*), g|p, € ([f]ga(m) c’est-
a-dire

<znfvg|ﬂ)e>e - 07 Vn € N.

Démonstration. Soit p € Hp(A T, ZP(D)*). D’apres le lemme 4.2.7, il existe
Cy > 0 tel que pour tout z € C vérifiant 1 < |z] < 2,

&
d(z, E)*

o(2)] <
Ainsi pour 1/2<r <letze€Tona

E 4
d(rz, E) < 0,0,

[f(rz)e(z/r)] < ClcQW <

Donc la famille d’applications z — f(rz)¢(z/r) est uniformément intégrable
L
sur T pour 1/2 <7 < 1 et on a d’apres le lemme 4.2.6 que ¢ € ([f]gg(m) :
ce qui conclut cette preuve.
Corollaire 4.2.9. Soit p > 1 vérifiant a+1<p<a+2. On a
S (N, THDY) = {0},

Démonstration. Posons f(z) = (z—1)*. On a que f € 22(D) vérifie |f(z)] <
|z — 1]* donc par le théoréme 4.2.8 on obtient que

Hay (N, DY) (LT
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I1 suffit alors de montrer que f est cyclique pour démontrer le résultat. Soit
ped?! (D) tel que

—agq/p

(z"(z—1),9) =0, VneN.

Donc en notant ¢(z) = 32,59 a,2™ on obtient, d’apres (4.1.4),

T = (2", ) = (2", ) = Tuy1.
Alors
oo ao
e(z) =D a,2" = , z€D.
=0 1—=2
Supposons que ¢ # 0. Puisque ¢ € Q/_‘Jaq/p(]])) on a
(1= |2*)—
< 4.2.1
/D 11— 2| > (42.1)

ce qui est équivalent & ¢ + aq/p < 2 car —aq/p > —1 (voir la démonstration
du [21, Theorem 1.7]). Ceci est absurde car p < «a + 2. Ainsi ¢ = 0 et

[z — 1]§S(D) = 22(D). En particulier on a z — 1 € [(z — 1)2]1?,5(@) et donc
(= D = [ - 4P = 22(D).
Par le méme raisonnement on obtient que
(= = V' = 22(D),
ce qui démontre que f(z) = (z — 1)* est cyclique dans Z2(D). O

Remarque

La preuve du résultat précédent nous donne aussi que lorsque p > o+ 2 alors
la fonction f(z) = z — 1 n’est pas cyclique dans Z2(D). En effet d’apres la
caractérisation de (4.2.1) on peut montrer que la fonction p(z) =1/(1—2) €
A . p(D) et est orthogonale & z" f, n € N. Plus généralement si f € A(D)N
2P(D) et si f(1) =0 alors f n’est pas cyclique dans Z7(D). En effet lorsque
p>a+2 ona Z8(D) C H*(D) avec || - ||g~ S| - [|g» donc

1™ < {g € AD), g(1) = 0}.

Théoreme 4.2.10. Soit p > 1 vérifiant a +1 < p < a+ 2. Soit f €
AD) N 22(D). Si f est extérieure et Z(f) = {1} alors f est cyclique dans
72* (D).

Démonstration. Ce théoreme est la conséquence directe du théoreme 4.2.4 et
du corolaire 4.2.9. O]
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