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Résumé
Nous nous intéressons à l’étude de la cyclicité et la bicyclicité dans les espaces `p(Z) à

poids et à l’étude de la cyclicité dans les espaces de Dirichlet. Alors que Wiener a caractérisé
la bicyclicité des vecteurs de `1(Z) et `2(Z) grâce à l’ensemble des zéros de la transformée
de Fourier, Lev et Olevski ont démontré que cet ensemble ne peut caractériser la bicyclicité
dans `p(Z) lorsque 1 < p < 2 pour des suites u ∈ `1(Z). Beurling, Salem et Newman se
sont aussi intéressés à la bicyclicité de vecteurs de `p(Z) pour 1 < p < 2. Dans ce travail,
nous étendons tout d’abord les résultats de Beurling, Salem et Newman aux espaces `p(Z)
à poids, en étudiant la dimension de Hausdorff et la capacité de l’ensemble des zéros de
la transformée de Fourier. Ensuite nous démontrons que le résultat de Lev-Olevskii reste
valide pour la cyclicité dans `p(Z), 1 < p < 2. De plus, nous donnons des conditions
suffisantes à la cyclicité dans les espaces `p(Z) à poids. Enfin nous démontrons que, pour
une fonction f appartenant à l’algèbre du disque et à un espace de type Dirichlet, si f est
extérieure et si l’ensemble des zéros de f est réduit à un point alors f est cyclique. Ceci
généralise le résultat de Hedenmalm et Shields qui ont traité le cas du Dirichlet classique.

Mots clefs : Cyclicité, transformée de Fourier, capacité, ensembles de Cantor, espaces
de Dirichlet, fonctions extérieures.

Abstract
On the approximation and completeness of translates in function

spaces

We are interested in the study of cyclicity and bicyclicity in weighted `p(Z) spaces
and the study of cyclicity in Dirichlet spaces. While Wiener characterized the bicyclicity
in `1(Z) and `2(Z), thanks to the zero set of the Fourier transform, Lev and Olevski have
shown that this set cannot characterize bicyclicity in `p(Z) when 1 < p < 2 for sequences
in `1(Z). Also Beurling, Salem and Newman were interested in the bicyclicity in `p(Z)
when 1 < p < 2. In this work, we first extend the results of Beurling, Salem and Newman
to the weighted `p(Z) spaces, by studying the Hausdorff dimension and the capacity of
the zero set of the Fourier transform. Then we prove that the Lev-Olevskii result remains
valid for cyclicity in `p(Z), 1 < p < 2. In addition, we give sufficient conditions for the
cyclicity in the weighted `p(Z) spaces. Finally, we prove that, for a function f in the disk
algebra and in a generalized Dirichlet space, if f is outer and the zero set of f is reduced
to a point then f is cyclic. This generalizes the result of Hedenmalm and Shields who have
treated the case of the classical Dirichlet space.

Key words : Cyclicity, Fourier transform, capacity, Cantor sets, Dirichlet spaces, outer
functions.

Institut de Mathématiques de Bordeaux UMR 5251, Université de Bordeaux,
351, cours de la Libération - 33405 TALENCE.
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Introduction

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’étude des vecteurs cycliques
et bicycliques dans les espaces `p(Z) à poids, en particulier dans les espaces
`pβ(Z), p ≥ 1, β ≥ 0, de suites complexes (un)n∈Z vérifiant

‖u‖p`p
β

(Z) =
∑
n∈Z
|un|p(1 + |n|)pβ <∞.

Nous nous intéresserons aussi aux vecteurs cycliques dans les espaces de
Dirichlet.

Dans un espace de Banach Y de suites complexes, on dit qu’une suite
(un)n∈Z est bicyclique dans Y si le sous-espace engendré par {(un−k)n∈Z, k ∈
Z} est dense dans Y . On dit que la suite (un)n∈Z est cyclique dans Y si le
sous-espace engendré par {(un−k)n∈Z, k ∈ N} est dense dans Y .

Les premiers résultats obtenus sur la bicyclicité dans les espaces `p(Z) ont
été établis en 1932 par Norbert Wiener dans [48]. Il donne une caractérisation
de la bicyclicité des suites de `1(Z) et `2(Z). Cette caractérisation associe la
bicyclicité d’une suite (un)n∈Z à l’ensemble des zéros de sa transformée de
Fourier définie sur le cercle unité T par

û(z) =
∑
n∈Z

unz
n, z ∈ T.

En effet, la suite (un)n∈Z est bicyclique dans `1(Z) si et seulement si sa
transformée de Fourier û ne s’annule pas sur T. La suite (un)n∈Z est bicyclique
dans `2(Z) si et seulement si Z(û), l’ensemble des zéros de û, est de mesure
de Lebesgue nulle.

La bicyclicité dans les espaces `p(Z) est fortement liée à l’ensemble des
zéros de la transformée de Fourier. C’est pourquoi dans la suite, plutôt que
d’énoncer les résultats dans les espaces `p(Z), on le fera dans les espaces de
fonctions

Ap(T) =

f ∈ L2(T), ‖f‖pAp(T) =
∑
n∈Z
|f̂(n)|p <∞

 , 1 ≤ p ≤ 2,

7
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qui sont isométriquement isomorphes aux espaces `p(Z). Ainsi dire qu’une
fonction f est cyclique dans Ap(T) signifie que l’ensemble

{Pf, P polynôme analytique}

est dense dans Ap(T) et dire que f est bicyclique dans Ap(T) signifie que
l’ensemble

{Pf, P polynôme trigonométrique}

est dense dans Ap(T). Il est à noter que A1(T) = A(T) est l’algèbre de Wiener
et que A2(T) = L2(T).

Wiener se demandait 1 alors si l’ensemble des zéros Z(f) d’une fonction
f ∈ A(T) caractérisait la bicyclicité de f dans Ap(T) pour 1 < p < 2.
Plusieurs travaux ont fait suite aux résultats de Wiener en liant la bicyclicité
dans Ap(T) d’une fonction f et la « taille » de l’ensemble de ses zéros, Z(f),
mais sans obtenir de caractérisation lorsque 1 < p < 2.

En 1951, Arne Beurling détermina, dans [5], une condition suffisante, en
terme de dimension de Hausdorff de l’ensemble des zéros, à la bicyclicité dans
Ap(T) pour 1 < p < 2. La même année Raphaël Salem démontra dans [46],
l’existence de fonctions non bicycliques avec un ensemble de zéros « grand
» en terme de dimension de Hausdorff. D’autre part, en 1964, Donald J.
Newman montra dans [34] qu’il existe toujours une fonction bicyclique dans
Ap(T) dont la dimension de Hausdorff de son ensemble de zéros est 1. Plus
tard, en 2011, Nir Lev et Alexander Olevskii répondirent à la question de
Wiener dans [32] (voir Théorème II).

Pour E ⊂ T, on note par dim(E) la dimension de Hausdorff de E. On
peut résumer ces résultats par le théorème suivant :

Théorème I. Soit 1 ≤ p ≤ 2 et q = p/(p− 1).
(1) Beurling : si f ∈ A(T) et dim(Z(f)) < 2/q alors f est bicyclique dans

Ap(T) ;
(2) Salem : pour 2/q < α ≤ 1, il existe E ⊂ T tel que dim(E) = α et toute

fonction f ∈ A(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique dans Ap(T) ;
(3) Newman : il existe un ensemble E ⊂ T tel que dim(E) = 1 et toute

fonction f ∈ A(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans Ap(T) pour
tout p > 1.

1. WIENER dans [48] : « My own suspicion is that the general theorem is at least true
for 1 ≤ p ≤ 2 ».
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Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à la bicyclité dans les
espaces

Apβ(T) =

f ∈ L2(T), ‖f‖pAp
β

(T) =
∑
n∈Z
|f̂(n)|p(1 + |n|)βp <∞

 ,
pour 1 ≤ p ≤ 2 et β ≥ 0. Nous obtenons le résultat suivant (Théorème 2.4.5)
qui étend les résultats de Beurling, Salem et Newman aux espaces Apβ(T).

Théorème A. Soit 1 < p < 2, q = p/(p− 1) et β > 0 tels que βq ≤ 1.
(1) Si f ∈ A1

β(T) et dim(Z(f)) < 2
q
(1 − βq) alors f est bicyclique dans

Apβ(T).
(2) Si f ∈ A1

β(T) et dim(Z(f)) > 1−βq alors f n’est pas bicyclique Apβ(T).
(3) Pour 2

q
(1−βq) < α ≤ 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que

dim(E) = α et tout f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique

dans Apβ(T).
(4) Soit k = [q/2]. Pour tout ε > 0, il existe un ensemble E ⊂ T tel que

dim(E) ≥ max
(

2
q

(1− βq)k − ε, 1− 2(k + 1)β
)

et tel que tout f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans Apβ(T).

De plus, si p = 2k
2k−1 pour un k ∈ N∗, E peut être choisi tel que

dim(E) = 1− βq.

Il faut noter que le point (4) du théorème ne permet pas d’atteindre la
borne 1−βq lorsque p n’est pas de la forme 2k

2k−1 , k ∈ N∗. On peut également
souligner que la démonstration du point (4) nécessite la construction d’un
ensemble de Cantor généralisé Sλ vérifiant, pour tout 0 < λ < 1 et k ∈ N∗,

dim(k × Sλ) = 1− λ
1 + λ

et C 1−λ
1+λ

(k × Sλ) = 0,

avec k × Sλ = Sλ + · · ·+ Sλ désignant la somme de Sλ avec lui-même k fois
et où Cα(E) désigne, pour E un sous-ensemble compact de T et 0 < α < 1,
la α-capacité de E (voir partie 1.2). Rappelons que Cα(E) = 0 signifie que
E ne supporte pas de mesure µ non nulle de α-énergie finie :

∑
n≥1

|µ̂(n)|2
(1 + |n|)1−α <∞.

Newman étudia également, dans [34], la bicyclicité de fonction f dans
Ap(T) vérifiant dim(Z(f)) = 2/q, cas qui n’est pas traité par les théorèmes
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de Beurling et Salem. Plus précisément il s’intéressa au cas où la α-mesure
de Hausdorff (voir partie 1.2) de Z(f) est nulle pour α = 2/q avec 1 ≤ p ≤ 2.
Il posa la question suivante :

L’égalité Hα(Z(f)) = 0 implique-t-elle que f est bicyclique dans Ap(T) ?

Sous certaines conditions forte sur l’ensemble des zéros de f , nous appor-
tons une réponse partielle à la question de Newman dans les espaces Apβ(T)
(Théorème 2.4.7) :

Théorème B. Soit 1 < p < 2, q = p/(p− 1) et β ≥ 0 tel que βq < 1.
(1) Si f ∈ A1

β(T) et Z(f) est de α-mesure forte nulle, où α = 2
q
(1 − βq)

alors f est bicyclique dans Apβ(T).
(2) Pour tout γ > 2

q
, il existe un ensemble fermé E ⊂ T tel que toute

fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique dans Apβ(T)

et tel que Hh(E) = 0 où h(t) = tα

log(e/t)γ avec α = 2
q
(1− βq).

La conjecture de Wiener, à savoir que l’ensemble des zéros d’une fonction
f ∈ A(T) caractérise sa bicyclicité dans Ap(T) pour 1 < p < 2, est réstée ou-
verte jusqu’en 2011, date à laquelle Nir Lev et Alexander Olevskii l’infirment
dans [32]. Ils démontrent le résultat suivant :

Théorème II. Pour 1 < p < 2, il existe deux fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), et telles que l’une soit bicyclique dans Ap(T) et l’autre
non.

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons à la cyclicité dans les
espaces Apβ(T). Notons que toute fonction cyclique est bicyclique. Ainsi le
théorème de Wiener et le théorème de Szegö-Kolmogorov 2, nous donne une
caractérisation de la cyclicité dans l’espace A2(T) = L2(T). Plus précisément,
f ∈ A2(T) est cyclique dans A2(T) si et seulement si Z(f) est de mesure de
Lebesgue nulle et log |f | 6∈ L1(T). Cela a pour conséquence directe que si une
fonction f est cyclique dans Ap(T) pour un certain p vérifiant 1 < p < 2 alors
Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle et log |f | 6∈ L1(T). Donc en utilisant le
Théorème de Wiener dans A(T), on peut voir qu’il n’existe pas de fonction
cyclique dans A(T). On peut alors se demander si une conjecture de type

2. voir [39, Theorem 4.1.1 p. 65] : pour f ∈ L2(T)

inf{‖f − zQf‖L2(T), Q polynôme} = exp
(∫

T
log |f |dm

)
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Wiener est vraie pour la cyclicité à savoir : pour une fonction f ∈ A(T)
vérifiant log |f | 6∈ L1(T), l’ensemble des zéros de f caractérise-t-il la cyclicité
de f ?

On répond par la négative à cette question dans le troisième chapitre en
démontrant le résultat suivant de type Lev-Olevskii (Théorème 3.2.1)

Théorème C. Soit 1 < p < 2. Il existe deux fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), log |f | 6∈ L1(T), log |g| 6∈ L1(T) telle que f n’est pas
cyclique dans Ap(T) et g est cyclique dans Ap(T).

L’existence de vecteurs cycliques dans Ap(T), pour p > 1, a été établie par
Abakumov, Atzmon et Grivaux dans [2, Corollary 1]. Dans ce chapitre nous
donnons des conditions suffisantes pour qu’une fonction régulière f soit cy-
clique dans Apβ(T). En particulier cela nous permet de construire des exemples
explicites de vecteurs cycliques dans Apβ(T). Pour E un sous-ensemble de T,
on désigne par d(·, E) la distance à E et pour δ > 0, on note Lipδ(T) l’en-
semble des fonctions f telles qu’il existe C > 0 vérifiant

|f(ζ)− f(ζ ′)| ≤ C|ζ − ζ ′|δ, ζ, ζ ′ ∈ T.

Une première condition suffisante à la cyclicité dans Apβ(T) est donnée
par le théorème suivant (Théorème 3.3.5) :

Théorème D. Soit 1 < p < 2 et β > 0 tel que βq < 1. Soit f ∈ Lipδ(T), où
δ > β+ 1/p− 1/2. On suppose que Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle. Si∫

T
log d(ζ,Z(f))|dζ| = −∞

alors f est cyclique dans Apβ(T) si et seulement si f est bicyclique dans Apβ(T).

En combinant ce résultat avec le Théorème A sur la bicyclicité dans
Apβ(T), on obtient des conditions suffisantes à la cyclicité des fonctions lip-
schitziennes dont l’ensemble des zéros n’est pas un ensemble de Carleson 3.

Nous donnons aussi des exemples de fonctions de classe C∞ cycliques :
soit E un sous-ensemble fermé de T et f la fonction définie sur T par

f(ζ) = exp (−1/d(ζ, E)γ) ,

si ζ 6∈ E et f(ζ) = 0 sinon.
Si γ ≥ 1 on obtient, par un théorème de Makarov et le Théorème A (voir

Théorème 3.3.6) :

3. E ⊂ T est dit un ensemble de Carleson lorsque log (d(·, E)) ∈ L1(T). L’ensemble
triadique de Cantor en est un exemple.
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(1) si dim(E) < 2
q
(1− βq) alors f est cyclique dans Apβ(T) ;

(2) si dim(E) > 1− βq alors f n’est pas cyclique dans Apβ(T) ;
(3) pour 2

q
(1 − βq) ≤ α ≤ 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel

que dim(E) = α et f n’est pas cyclique dans Apβ(T) ;
(4) si p = 2k

2k−1 pour un k ∈ N alors il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T
tel que dim(E) = 1− βq et f est cyclique dans Apβ(T).

Finalement nous montrons dans ce chapitre que l’ensemble des fonctions
cycliques de Apβ(T), pour 1 ≤ p ≤ 2 et lorsque Apβ(T) n’est pas une algèbre,
est dense dans Apβ(T) (voir Théorème 3.4.3).

Dans le quatrième chapitre nous nous intéressons aux vecteurs cycliques
dans les espaces de Dirichlet. On appelle espace de Dirichlet les espaces de
la forme Dp

α(D) avec p ≥ 1, α > −1 définis par

Dp
α(D) =

{
f ∈ Hol(D), ‖f‖p

Dp
α

= |f(0)|p +
∫
D
|f ′(z)|p(1− |z|2)αdA(z) <∞

}
.

Contrairement aux chapitres précédents, les fonctions sont ici holomorphes
sur le disque unité donc les résultats obtenus sur la cyclicité seront de nature
différentes. Notons que lorsque p = 2 et α = 1, l’espace Dp

α(D) est l’espace
de Hardy H2 ' `2(N) et lorsque p = 2 et α = 0, l’espace Dp

α(D) est l’espace
de Dirichlet classique D . En effet si f(z) = ∑

n≥0 anz
n alors∫

D
|f ′(z)|2(1− |z|2)dA(z) �

∑
n≥1
|an|2

et ∫
D
|f ′(z)|2dA(z) =

∑
n≥1

n|an|2.

On note par A(D) l’algèbre du disque.

Le problème des vecteurs cycliques pour l’espace de Dirichlet est un pro-
blème qui remonte aux travaux de Beurling et Carleson (voir [4], [7] et [8]).
Alors que le théorème de Beurling caractérise les vecteurs cycliques dans
l’espace de Hardy H2 (ce sont les fonctions extérieures 4), le problème des

4. Une fonction f ∈ Hol(D) est dite extérieure si f s’écrit de la forme

f(z) = c exp
∫
T

ζ + z

ζ − z
logϕ(ζ) |dζ|2π , z ∈ D,

où |c| = 1 et où ϕ est une fonction positive vérifiant logϕ ∈ L1(T).
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vecteurs cycliques dans l’espace de Dirichlet semble difficile. Il existe des
fonctions extérieures de l’espace de Dirichlet qui ne sont pas cycliques dans
D . En fait la cyclicité de telles fonctions dépend notamment de la distri-
bution des zéros de la limite radiale de f sur le cercle. Lorsque l’ensemble
des zéros de f ∈ A(D) ∩ D est réduit à un point sur le cercle, Hedenmalm
et Shields ont montré que si f est extérieure alors f est cyclique dans D .
Richter et Sundberg ont montré que ceci reste vrai lorsque f est seulement
dans l’espace de Dirichlet D . Si f ∈ A(D), on note par Z(f) l’ensemble des
zéros de f sur le cercle unité.

Dans ce chapitre nous étendons le résultat de Hedenmalm et Shields aux
espaces de Dirichlet Dp

α(D) (Théorème 4.2.10).

Théorème E. Soit p > 1 vérifiant α+1 < p ≤ α+2. Soit f ∈ A(D)∩Dp
α(D).

Si f est extérieure et Z(f) = {1} alors f est cyclique dans Dp
α(D).

Notons que lorsque p < α+ 1, toute fonction extérieure est cyclique dans
Dp
α(D) et lorsque p > α + 2 toute fonction de l’algèbre du disque s’annulant

en un point n’est pas cyclique dans Dp
α(D).

Notations
Dans tout le mémoire on utilisera les symboles suivants :

Pour A et B des expressions dépendantes d’un paramètre commun, on utili-
sera lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté

— A . B pour dire qu’il existe une constante C telle que A ≤ CB.
— A � B si on a A . B et B . A.
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Chapitre 1

Ensembles d’unicité, de
multiplicité et phénomène de
Piatetski-Shapiro

On considère T le cercle unité sur C. On appelle ensemble d’unicité (voir
[25, Chapitre V]) tout ensemble K ⊂ T vérifiant

∀z ∈ T \K, lim
N→∞

∑
|n|≤N

cnz
n = 0 =⇒ ∀n ∈ Z, cn = 0.

On appelle ensemble de multiplicité tout ensemble qui n’est pas un ensemble
d’unicité. Les ensembles de multiplicité sont caractérisés de la manière sui-
vante (voir [25, Chapitre V, Théorème I]) : K est un ensemble de multiplicité
si et seulement s’il vérifie le critère (CM).

(CM) : il existe S une distribution sur le cercle, non nulle, à support dans
K et dont les coefficients de Fourier vérifient

lim
|n|→∞

Ŝ(n) = 0. (1.0.1)

La notion de distribution sur le cercle est rappelée dans la première partie
de ce chapitre.

Dans les années 1870, Georg Cantor a commencé à s’intéresser à ces en-
sembles et il démontra que l’ensemble vide et les ensembles finis de points du
cercle sont des ensembles d’unicité. En 1908, William Henry Young démontra
que les ensembles dénombrables sont des ensembles d’unicité. D’autre part,
il est facile de voir que tout ensemble de mesure de Lebesgue non nulle n’est
pas un ensemble d’unicité. Ainsi en 1915, Nikolaï Louzine conjectura dans sa
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16 CHAPITRE 1. ENSEMBLES D’UNICITÉ

thèse intitulée « Integral and trigonometric series », que tous les ensembles
de mesure de Lebesgue nulle sont des ensembles d’unicité. Cette conjecture
fut infirmée par Menchoff dans [37] qui construit un ensemble de multiplicité
K de mesure de Lebesgue nulle qui de plus supporte une mesure non nulle
à coefficients de Fourier s’annulant en l’infini. Une question naturelle est de
savoir si on peut remplacer « S distribution » par « µ mesure » dans le
critère (CM). La réponse est donnée par Piatetski-Shapiro dans [41] qui en
1954 démontra qu’il existe un ensemble compact K ⊂ T qui supporte une
distribution non nulle vérifiant (1.0.1) mais qui ne supporte aucune mesure
non nulle vérifiant (1.0.1).

Soit X un espace de Banach de suites complexes indexées sur Z. On dit
qu’un phénomène de Piatetski-Shapiro existe dans l’espace X s’il existe un
ensemble compact K ⊂ T qui supporte une distribution non nulle S vérifiant
Ŝ ∈ X mais qui ne supporte aucune mesure non nulle µ vérifiant µ̂ ∈ X (voir
[32]). D’après le résultat de Piatetski-Shapiro dans [41], ce phénomène existe
dans l’espace c0 des suites s’annulant en l’infini. Dans la deuxième partie de
ce chapitre nous introduirons la notion de capacité et nous donnerons une
preuve du théorème de Beurling qui montre que le phénomène de Piatetski-
Shapiro n’existe pas dans les espaces

`2
α(Z) =

(un)n∈Z,
∑
n∈Z
|un|2(1 + |n|)2α <∞


pour −1/2 ≤ α < 0. Dans la troisième partie on s’intéressera au théorème
de Salem qui montre que dès lors que q > 2/α on peut trouver un ensemble
compact K ⊂ T de dimension de Hausdorff α qui supporte une mesure non
nulle µ vérifiant µ̂ ∈ `q(Z). Finalement dans la quatrième partie on introduira
les ensembles de Helson et on présentera le résultat récent de Lev et Olevskii
qui montre que le phénomène de Piatetski-Shapiro existe dans `q(Z) lorsque
q > 2.

Nous verrons, dans les chapitres suivants, que l’étude des vecteurs cy-
cliques et bicycliques et le problème d’approximation polynomiale pondérée
est intimement lié aux ensembles d’unicité et au phénomène de Piatetski-
Shapiro.

1.1 Espace de distributions
Nous allons ici introduire la notion de distribution sur le cercle T. On

identifie T à R/2πZ et z à eit. On note D(T) l’ensemble des fonctions de
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classe C∞ sur T. On munit D(T) de la famille de semi-normes Nk, k ∈ N
définies par

Nk(ϕ) =
k∑

n=0
‖ϕ(n)‖∞.

On note D′(T) le dual topologique de D(T). On appelle distribution sur le
cercle tout élément de D′(T). On noteM(T) l’espace des mesures sur le cercle
qui est le dual topologique de l’espace C(T) des fonctions continues sur T et
on noteM+(T) l’ensemble des mesures positives sur le cercle.

Pour n ∈ Z et T ∈ D′(T), on définit le n-ième coefficient de Fourier de T
par

T̂ (n) = 〈T, z−n〉.

Pour une fonction f ∈ L1(T), on a

f̂(n) = 1
2π

∫ 2π

0
f(eit)e−intdt.

Notons que les coefficients de Fourier d’une distribution T ∈ D′(T) sont
à croissance polynomiale, c’est-à-dire vérifient

∃k ∈ N, ∃C > 0, ∀n ∈ Z, |T̂ (n)| ≤ C(1 + |n|)k.

Réciproquement, à toute suite complexe (un)n∈Z à croissance polynomiale,
on peut associer une unique distribution T dont les coefficients de Fourier
coïncide avec les termes de la suite

T̂ (n) = un, n ∈ Z.

Ainsi pour T ∈ D′(T) et ϕ ∈ D(T), on a

〈T, ϕ〉 =
∑
n∈Z

T̂ (n) ϕ̂(−n).

On note alors

T ∼
∑
n∈Z

T̂ (n)zn ou T ∼
∑
n∈Z

T̂ (n)eint.

On dit que T ∈ D′(T) est nulle sur un ouvert A ⊂ T si pour tout ϕ ∈ D(T)
à support dans A on a 〈T, ϕ〉 = 0. On appelle support de T , que l’on note
supp(T ), le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel T est nulle.
Lorsqu’un ensemble K vérifie supp(T ) ⊂ K, on dit que la distribution T est
supportée par K ou que l’ensemble K supporte la distribution T .
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De manière équivalente, on peut également voir le support comme étant
le plus petit fermé K de T tel que la fonction

T̃ (z) =


∑
n≥0

T̂ (n)zn si |z| < 1

−∑
n<0

T̂ (n)zn si |z| > 1

se prolonge en une fonction holomorphe sur C \K. En effet, pour T ∈ D′(T)
et ϕ ∈ D(T), on a

〈T, ϕ〉 = lim
r→1−

1
2π

∫ 2π

0
ϕ(eit)

(
T̃ (reit)− T̃ (eit/r)

)
dt.

Cela implique directement que supp(T ) ⊂ K. L’autre inclusion découle de
[50, Théorème 2.4].

1.2 Capacités, mesures de Hausdorff et théo-
rème de Beurling

Commençons par introduire la dimension de Hausdorff. Étant donnés
E ⊂ T et h une fonction continue, strictement croissante vérifiant h(0) = 0,
on définit la h-mesure de Hausdorff de E par

Hh(E) = lim
δ→0

inf
{ ∞∑
i=0

h(|Ui|), E ⊂
∞⋃
i=0

Ui, |Ui| ≤ δ

}

où Ui sont des intervalles ouverts de T et où |Ui| désigne la longueur de Ui.
Lorsque h(t) = tα avec 0 < α ≤ 1 on notera Hα au lieu de Hh. Une des
propriétés importantes de Hα est, pour un ensemble E fixé, l’existence d’une
borne d telle que pour tout α < d,Hα(E) =∞ et pour tout α > d,Hα(E) = 0
(voir [25, Chapitre II]). Cette borne d est appelé la dimension de Hausdorff
de E. Autrement dit la dimension de Hausdorff d’un ensemble E ⊂ T est
donnée par

dim(E) = inf{α ∈]0, 1[, Hα(E) = 0} = sup{α ∈]0, 1[, Hα(E) =∞}.

Lorsque E est un ensemble compact on peut exprimer la dimension de Haus-
dorff autrement à l’aide de la proposition 1.2.1 ci-dessous. Ce résultat est dû
à Frostman et une démonstration est présentée dans [25, Chapitre II, Théo-
rème II]. On rappelle qu’une fonction f définie sur T est dite lipschitzienne
d’ordre β, et on note f ∈ Lipβ(T), s’il existe C > 0 tel que

|f(ζ)− f(ζ ′)| ≤ C|ζ − ζ ′|β, ζ, ζ ′ ∈ T.
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Proposition 1.2.1. Soit E un compact de T. On a

dim(E) = sup{β ≥ 0, ∃µ ∈M+(E) \ {0} vérifiant (t 7→ µ([0, t])) ∈ Lipβ(T)}.

On introduit maintenant la notion de capacité. On définit le noyau loga-
rithmique comme étant la fonction K0 définie sur ]0, 2π[ par

K0 : t 7→ log
 1∣∣∣sin ( t2)∣∣∣

 .
Pour α ∈]0, 1[, on définit le noyau d’ordre α comme étant la fonction Kα

définie sur ]0, 2π[ par
Kα : t 7→ 1∣∣∣sin ( t2)∣∣∣α .

On observe (voir [25, Chapitre III, Proposition 2] et [25, III.7.]) que, pour
0 ≤ α < 1 fixé, les coefficients de Fourier de Kα sont strictement positifs et
vérifient

K̂α(n) � (1 + |n|)α−1, n ∈ Z. (1.2.1)
Pour α ∈ [0, 1[ et µ une mesure borélienne finie sur T, on définit le α-potentiel
comme étant l’application Uα

µ définie sur T par

Uα
µ : x 7→

∫
T
Kα(|x− y|) dµ(y).

En terme de série de série de Fourier, on a

Uα
µ ∼ 2π

∑
n∈Z

µ̂(n)K̂α(n)einx. (1.2.2)

On définit la α-énergie de la mesure µ comme étant le réel

Iα(µ) =
∫
T
Uα
µ (x) dµ(x) =

∫
T

∫
T
Kα(|x− y|) dµ(y) dµ(x).

D’après (1.2.2), la α-énergie d’une mesure positive µ vérifie

Iα(µ) = 4π2 ∑
n∈Z

K̂α(n)|µ̂(n)|2 �
∑
n≥1

|µ̂(n)|2
(1 + |n|)1−α .

Finalement on définit la α-capacité d’un sous-ensemble compact E de T
comme étant le réel

Cα(E) = (inf{Iα(µ), µ mesure de probabilité sur E})−1 .
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Si α = 0, C0 est appelé la capacité logarithmique. On remarque que pour
E un compact de T et α ∈ [0, 1[, on a Cα(E) > 0 si et seulement s’il existe
une mesure positive non nulle portée par E de α-énergie finie. Donc lorsque
Cα(E) = 0 alors E est un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. De plus
il est à noter que les ensembles dénombrables sont de α-capacité nulle pour
tout α ∈ [0, 1[ et pour certains ensembles de Cantor on peut déterminer de
manière précise leur capacité (voir section 2.3).

Une notion particulièrement importante dans la théorie des capacités est
la notion de mesure d’équilibre introduite par Frostman dans [17] (voir aussi
[25, Chapitre III, pp 36-37]) : si Cα(E) > 0 alors il existe une unique mesure
d’équilibre µe sur E, c’est-à-dire une mesure de probabilité supporté par E
vérifiant

Cα(E) = 1/Iα(µe).
Cette mesure d’équilibre vérifie Uα

µe(x) ≤ 1/Cα(E) pour tout x ∈ T et 0 ≤
α < 1 (voir [25, Chapitre III, Proposition 6]) et

Uα
µe(x) = 1

Cα(E)
pour presque tout x ∈ E par rapport à la mesure de Lebesgue (voir [25,
Chapitre III, Proposition 5]).

Comme pour la dimension de Hausdorff, une propriété de la capacité est,
pour un ensemble E fixé, l’existence d’une borne d telle que pour tout α < d,
Cα(E) > 0 et pour tout α > d, Cα(E) = 0. Cette borne d est alors appelé la
dimension capacitaire de E et on la note α(E). On a égalité entre dimension
de Hausdorff et dimension capacitaire, soit pour tout compact E ⊂ T,

α(E) = dim(E). (1.2.3)
Dans la démonstration de ce résultat, on utilise principalement la proposition
1.2.1 et les mesures d’équilibre (voir [25, Chapitre III, Théorème I]).

Le théorème suivant est attribué à Beurling (voir [4], [25]). Il a pour
conséquence que le phénomène de Piatetski-Shapiro n’existe pas dans `2

β(Z)
pour −1/2 ≤ β < 0. En effet ce résultat implique que dès lors que l’on peut
trouver une distribution non nulle S supportée par un ensemble compact K
et vérifiant Ŝ ∈ `2

β(Z), on peut alors trouver une mesure µ vérifiant les même
propriétés.
Théorème 1.2.2. Soit E un ensemble compact de T et α ∈ [0, 1[.
La α-capacité de E est strictement positive si et seulement s’il existe une
distribution S non nulle et supportée par E et vérifiant∑

n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α <∞.
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Démonstration. Le sens direct de l’implication est évident d’après la défi-
nition de la capacité. Supposons qu’il existe une distribution S non nulle,
supportée par E et vérifiant

∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α <∞.

Comme S est non nulle il existe n ∈ Z tel que Ŝ(n) 6= 0. Quitte à considérer
z−nS on peut supposer, sans perte de généralité, que Ŝ(0) 6= 0. On pose,
pour δ > 0,

Eδ = {z ∈ T, d(z, E) ≤ δ}
avec d(z, E) la distance de z à E. On a que Eδ est de mesure de Lebesgue
positive donc Cα(Eδ) > 0. Ainsi, d’après le théorème de Frostman, il existe
une mesure d’équilibre µδe vérifiant

Iα(µδe) = 1/Cα(Eδ)

et de plus on a
Uα
µδe

(x) = 1
Cα(Eδ)

pour presque tout x ∈ Eδ et la fonction Uα
µδe

est bornée sur T. On considère
les deux fonctions holomorphes suivantes

S+(z) = ∑
n≥0

Ŝ(n)zn si |z| < 1

S−(z) = −∑
n<0

Ŝ(n)zn si |z| > 1.

Comme supp(S) ⊂ E on a que

lim
r→1−

S+(rz)− S−(z/r) = 0

pour tout z ∈ T \ Eδ. Ainsi

lim
r→1−

1
2π

∫
T

(
Uα
µδe

(z)− 1/Cα(Eδ)
) (
S+(rz)− S−(z/r)

)
|dz| = 0.

On obtient alors

lim
r→1−

1
2π

∫
T
Uα
µδe

(z)
(
S+(rz)− S−(z/r)

)
|dz| = Ŝ(0)

Cα(Eδ)
. (1.2.4)

D’une part, puisque Uα
µδe

est bornée sur T et d’après (1.2.2),

1
2π

∫
T
Uα
µδe

(z)S+(rz)|dz| = 1
2π

∫
T

∑
n≥0

Uα
µδe

(z)Ŝ(n)rmzn|dz|

= 2π
∑
n≥0

µ̂δe(−n)K̂α(−n)Ŝ(n)rn.
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Ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et (1.2.1), on obtient

lim sup
r→1−

∣∣∣∣ 1
2π

∫
T
Uαµδe(z)S

+(rz)|dz|
∣∣∣∣ .

∑
n≥0

|µ̂δe(n)|2

(1 + |n|)1−α

1/2(∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2

(1 + |n|)1−α

)1/2

.

(1.2.5)
De même on a

1
2π

∫
T
Uα
µδe

(z)S−(z/r)|dz| = 1
2π

∫
T

∑
n<0

Uα
µδe

(z)Ŝ(n)r−nzn|dz|

= 2π
∑
n<0

µ̂δe(−n)K̂α(−n)Ŝ(n)r−n.

Ainsi

lim sup
r→1−

∣∣∣∣ 1
2π

∫
T
Uαµδe(z)S

−(z/r)|dz|
∣∣∣∣ .

∑
n≥0

|µ̂δe(n)|2

(1 + |n|)1−α

1/2(∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2

(1 + |n|)1−α

)1/2

.

(1.2.6)
Donc en sommant les inégalités (1.2.5) et (1.2.6) et en utilisant le fait que

1/Cα(Eδ) �
∑
n≥0

|µ̂δe(n)|2
(1 + |n|)1−α ,

on obtient à partir de (1.2.4) que,

∣∣∣Ŝ(0)
∣∣∣ . Cα(Eδ)

∑
n≥0

|µ̂δe(n)|2
(1 + |n|)1−α

1/2∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α

1/2

.

∑
n≥0

|µ̂δe(n)|2
(1 + |n|)1−α

−1/2∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α

1/2

.

Par le théorème de Helly, il existe une suite (δj) qui tend vers zéro et telle que
la suite (µδje ) converge faiblement vers une mesure de probabilité µ supportée
par E. Donc en particulier µ̂δje (n)→ µ̂(n) lorsque j →∞. Ainsi par le lemme
de Fatou on a

∣∣∣Ŝ(0)
∣∣∣ .

∑
n≥0

|µ̂(n)|2
(1 + |n|)1−α

−1/2∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α

1/2

.

Comme ∑
n≥0

|µ̂(n)|2
(1 + |n|)1−α

−1/2

. Cα(E)1/2,
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∣∣∣Ŝ(0)

∣∣∣ > 0 et ∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)1−α <∞

cela démontre que Cα(E) > 0 ce qui conclut la preuve.

1.3 Ensembles parfaits de translation et théo-
rème de Salem

Nous allons ici nous intéresser à une classe d’ensemble sur le cercle T, les
ensembles parfaits de translation (voir [25]), qui permettrons de démontrer
le théorème de Salem. La construction de tels ensembles s’inspire de celle
des ensembles de Cantor en la généralisant, c’est-à-dire une construction
par étape en enlevant à chaque étape un certain nombre d’intervalles. L’idée
générale est la suivante : on part d’un intervalle de longueur l0 et à la première
étape on enlève des intervalles de sorte à ne garder que k1 intervalles fermés
disjoints de même longueur l1. A la deuxième étape on applique le même
procédé à chaque intervalle obtenu par l’étape précédente mais en gardant
cette fois k2 intervalles de longueur l2. On obtient alors à la fin de la deuxième
étape k1k2 intervalles fermés de longueur l2. On itère ce procédé et on appelle
ensemble parfait de translation l’intersection des tous les intervalles construits
à chaque étape. Plus précisément :
Définition 1.3.1. Soit (kn)n∈N une suite d’entiers, (ln)n∈N une suite de réels
strictement positifs et (λj,n)(j,n)∈N2 une suite de réels. On suppose que ces
suites vérifient k0 = 1, pour tout n ∈ N∗, kn ≥ 2 et pour tout j ∈ J1, kn− 1K,

0 ≤ λj,n < λj,n + ln < λj+1,n < λj+1,n + ln ≤ ln−1

Posons pn = ∏n
j=0 kj. On définit E0 = [0, l0] et on construit par récur-

rence une suite (En)n∈N d’ensembles compacts : pour n ≥ 1 on suppose que
En−1, déjà construit, est une réunion disjointe de pn−1 intervalles fermés de
longueur ln−1. On construit alors En à partir de En−1 en remplaçant chaque
intervalle de En−1 par une réunion disjointe de kn intervalles fermés de lon-
gueur ln de la façon suivante : si

En−1 =
pn−1⋃
j=1

[aj, aj + ln−1] (union disjointe),

alors on définit

En =
pn−1⋃
j=1

kn⋃
s=1

[aj + λs,n, aj + λs,n + ln].
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Notons que les intervalles dans la réunion sont disjoints de par les propriétés
de la suite (λj,n)(j,n)∈N2. On définit finalement

E =
⋂
n∈N

En. (1.3.1)

Un tel ensemble E est appelé ensemble parfait de translation associé aux
suites (kn)n∈N, (ln)n∈N et (λj,n)(j,n)∈N2.

On définit de la manière suivante une mesure naturelle sur les ensembles
parfaits de translation.

Définition 1.3.2. Soit E un ensemble parfait de translation sur [0, 2π], que
l’on décompose comme dans (1.3.1). Pour tout n ∈ N, on définit sur [0, 2π]
la fonction Ln continue, affine par morceaux, de pente 1/pnln sur les pn
intervalles de En, constante sur les intervalles contigus de En et vérifiant
Ln(0) = 0 et Ln(2π) = 1. La suite de fonctions (Ln) converge uniformé-
ment vers une fonction L appelée fonction de Lebesgue sur E. La mesure de
Stieltjes associée à L, que l’on note dL, est appelé la L-mesure associée à E.

La propriété suivante nous permettra d’obtenir des estimations des coeffi-
cients de Fourier de la L-mesure associée à un ensemble parfait de translation.
Elle est obtenue dans [25, pp. 18-19].

Proposition 1.3.3. Soit E un ensemble parfait de translation associé à des
suites (kn)n∈N, (ln)n∈N et (λj,n)(j,n)∈N2. On considère dL la L-mesure associée
à E. Pour tout n ∈ N, on pose

Qn(t) = 1
kn

kn∑
j=1

e−iλj,nt.

Si on note cm =
∫ 2π

0 e−imtdL(t) le m-ième coefficient de Fourier de dL alors
on a

cm =
∞∏
n=0

Qn+1(m).

Le résultat suivant permet de déterminer la dimension de Hausdorff d’un
ensemble parfait de translation à l’aide de sa L-mesure (voir [25, Théorème
II.IV et II.V p. 30]).

Proposition 1.3.4. Soit E un ensemble parfait de translation, L sa fonction
de Lebesgue. On considère ωL le module de continuité de L, c’est-à-dire

ωL(t) = sup
|x−x′|≤t

|L(x′)− L(x)|.
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Si
lim
t→0

log(ωL(t))
log(t) = α

alors E est de dimension de Hausdorff α.

Avant de démontrer le théorème de Salem nous avons besoin du lemme
suivant.

Lemme 1.3.5. Soit ν ∈ N∗, (cj)1≤j≤ν une suite de réels et (λj)1≤j≤ν une
suite de réels linéairement indépendants sur Q. Soit P la fonction définie sur
R par

P : t 7→
ν∑
j=1

cje
iλjt.

Alors pour tout r > 0, il existe T0 > 0 tel que pour tout T ≥ T0 et a ∈ R on
a

1
T

∫ a+T

a
|P (t)|rdt < 2

(
r

2 + 1
)r/2 ν∑

j=1
|cj|2

r/2 .
Démonstration. Pour a ∈ R, T > 0, ω ∈ R, on a

1
T

∫ a+T

a
eiωxdx =

{
1 si ω = 0

1
iTω

(
eiω(a+T ) − eiωa

)
si ω 6= 0

Donc si ω 6= 0 on a ∣∣∣∣∣ 1T
∫ a+T

a
eiωxdx

∣∣∣∣∣ ≤ 2
Tω
−→
T→∞

0. (1.3.2)

De plus pour une suite de nombres complexes (zj) quelconque on a la formule,∣∣∣∣∣∣
ν∑
j=1

zj

∣∣∣∣∣∣
2

=
ν∑
j=1
|zj|2 +

∑
1≤i<j≤ν

zizj + zizj (1.3.3)

Soit q l’entier naturel vérifiant r ≤ 2q < r + 2. En utilisant la formule de
Newton et (1.3.3), on obtient pour t ∈ R,

|P (t)|2q =

∣∣∣∣∣∣
∑

h1+h2+···+hν=q

 ν∏
j=1

c
hj
j e

iλjhjt

 q!
h1!h2! . . . hν !

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑

h1+h2+···+hν=q

 ν∏
j=1
|cj|2hj

( q!
h1!h2! . . . hν !

)2

+R
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avec R qui est une combinaison linéaire finie de termes de la forme eiµt avec
µ 6= 0 car µ est combinaison linéaire à coefficients entiers non tous nuls des
λj qui sont linéairement indépendants.
D’après (1.3.2) et en utilisant la formule de Newton, on a alors, uniformément
en a,

lim
T→∞

1
T

∫ a+T

a
|P (t)|2qdt =

∑
h1+h2+···+hν=q

 ν∏
j=1
|cj|2hj

( q!
h1!h2! . . . hν !

)2

≤ q!
 ν∑
j=1
|cj|2

q

≤ qq

 ν∑
j=1
|cj|2

q .
Ainsi il existe T0 > 0 tel que pour tout T ≥ T0 et a ∈ R,

(
1
T

∫ a+T

a
|P (t)|rdt

)1/r

≤
(

1
T

∫ a+T

a
|P (t)|2qdt

)1/2q

≤ 21/rq1/2

 ν∑
j=1
|cj|2

1/2

ce qui conclut la preuve en remarquant que q < r/2 + 1.

On présente maintenant la démonstration du théorème de Salem. Il est
à noter qu’une fois ce résultat acquis, le théorème 2.1.3 sur la bicyclicité
s’obtient directement grâce à la proposition 2.2.6. Notons aussi que dans la
démonstration du théorème la construction de l’ensemble n’est pas explicite.
La démonstration que l’on présente ici est celle de Salem dans [25, Théorème
VIII.IV pp.106-110] (voir aussi [46]).

Théorème 1.3.6. Soit 0 < α < 1 et q > 2/α. Il existe un ensemble parfait
de translation E, de dimension de Hausdorff α, qui supporte une mesure
positive non nulle µ dont les coefficients de Fourier vérifient∑

n∈Z
|µ̂(n)|q <∞.

Démonstration. Soit ε un réel vérifiant

0 < ε < α(q/2− ε)− 1 (1.3.4)

et ν un entier vérifiant
2(q/2 + 1)q/2 ≤ νε. (1.3.5)
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On pose ξα = 1/ν. On considère une suite (λj)1≤j≤ν de réels linéairement
indépendants sur Q vérifiant pour tout j ∈ J1, ν − 1K,

0 < λj < λj + ξ < λj+1 < λj+1 + ξ < 1

Notons que ceci est possible puisque νξ < 1. Pour toute suite (tk)k≥1 à valeur
dans [0, 1] on pose

ξk = ξ(1− ξεk)(1− tk) + ξtk. (1.3.6)
Notons que

ξ(1− ξεk) ≤ ξk ≤ ξ. (1.3.7)
Ainsi on associe à toute suite (tk) l’ensemble parfait de translation E(tk)
associé aux suites

kn = ν, ln =
n∏
k=1

ξk et λj,n = λjln−1 (1.3.8)

comme dans la définition 1.3.1.
On va alors montrer que pour la mesure de Lebesgue produit λ∞ sur

[0, 1]N∗ , les ensembles E(tk) vérifient le théorème pour presque toute suite
(tk)k≥1 à valeur dans [0, 1]. D’après la propriété 1.3.3, les coefficients de Fou-
rier cm de la L-mesure associée à E(tk) vérifient

cm =
∞∏
n=0

Qn+1(m)

avec
Qn(t) = 1

kn

kn∑
j=1

e−iλj,nt = 1
ν

ν∑
j=1

e−iλj ln−1t.

On pose pour m ∈ Z et p ∈ N,

cm,p =
p∏

n=0
Qn+1(m).

Notons que Qn dépend de ln−1 qui dépend des n− 1 premiers éléments de la
suite (ξk). Donc, par (1.3.6), cm,p dépend des p premiers éléments de la suite
(tk). On note

E(·) =
∫

[0,1]N∗
· dλ∞(tk)

la valeur moyenne sur [0, 1]N∗ . Ainsi en remarquant que E(|cm,p|q) s’obtient
en intégrant |cm,p|q par rapport à dt1, dt2, . . . , dtp, on obtient

E(|cm,p|q) ≤ E(|cm,p−1|q) sup
t1,t2,...,tp−1

∫ 1

0
|Qp+1(m)|qdtp. (1.3.9)
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Or, si on considère les tk fixés pour 1 ≤ k ≤ p− 1, on obtient

∫ 1

0
|Qp+1(m)|qdtp = 1

νq

∫ 1

0

∣∣∣∣∣∣
ν∑
j=1

e−iλj lpm

∣∣∣∣∣∣
q

dtp.

De plus on a

lp = lp−1ξp = lp−1 (ξ(1− ξεp)(1− tp) + ξtp) = lp−1ξ(1− ξεp) + lp−1ξ
1+εptp

donc, pour m 6= 0, on effectue le changement de variable u = a+ Ttp avec

a = lp−1ξ(1− ξεp)m et T = lp−1ξ
1+εpm,

et on obtient
∫ 1

0
|Qp+1(m)|qdtp = 1

νq

∫ a+T

a

∣∣∣∣∣∣
ν∑
j=1

e−iλju

∣∣∣∣∣∣
q
du

T
.

Ainsi d’après le lemme 1.3.5, il existe T0 > 0, indépendant de p, tel que∫ 1

0
|Qp+1(m)|qdtp < 2

(
q

2 + 1
)q/2

ν−q/2, (1.3.10)

lorsque |T | ≥ T0. D’après (1.3.7) et (1.3.8), la condition |T | ≥ T0 est vérifiée
si

ξp−1
p−1∏
k=1

(1− ξεk)ξ1+εp|m| ≥ T0

ou encore si

ξp+εp|m| ≥ T0

( ∞∏
k=1

(1− ξεk)
)−1

= C. (1.3.11)

Notons que si un entier p vérifie (1.3.11) alors tout entier naturel plus petit
que p vérifie également (1.3.11). On note alors

p0 = max
{
p ∈ N, ξp+εp|m| ≥ C

}
.

Donc, d’après (1.3.5) et (1.3.10), on a pour tout p ≤ p0,∫ 1

0
|Qp+1(m)|qdtp < ν−q/2+ε. (1.3.12)

Ainsi, pour m 6= 0 fixé, on a d’après (1.3.9) et (1.3.12),

E(|cm,p0|q) ≤ E(|cm,p0−1|q) ν−q/2+ε ≤ ν−p0(q/2−ε) (1.3.13)
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Puisque par définition ξα = 1/ν, on a

ν−p0(q/2−ε) = ξαp0(q/2−ε) ≤
(
C

|m|

)α(q/2−ε)
1+ε 1

ξα(q/2−ε) .

donc, d’après (1.3.13) et puisque |Qn(t)| ≤ 1, on obtient

E(|cm|q) ≤ E(|cm,p0|q) ≤
(
C

|m|

)α(q/2−ε)
1+ε 1

ξα(q/2−ε) . (1.3.14)

Or par (1.3.4), on a α(q/2−ε)
1+ε > 1 donc

∑
|m|≥1

1
|m|

α(q/2−ε)
1+ε

<∞

et ainsi

E

∑
m∈Z
|cm|q

 <∞.

Donc pour presque toute suite (tk)k≥1 à valeurs dans [0, 1], la suite des coeffi-
cients de Fourier de la L-mesure associée à E(tk) est dans `q(Z). Pour conclure
il suffit de vérifier que la dimension de Hausdorff de E(tk) vérifie

dim(E(tk)) = α.

De par la définition de la fonction de Lebesgue L et la construction de l’en-
semble parfait de translation E(tk) à l’étape n on a que

1
νn

= 1
pn
≤ sup
|x−x′|≤ln

|L(x′)− L(x)| ≤ 2
pn

= 2
νn

et par conséquent

log(ωL(ln)) = log
(

sup
|x−x′|≤ln

|L(x′)− L(x)|
)
∼ −n log(ν).

De plus, par (1.3.8) et (1.3.7), on a

ξn
∞∏
k=1

(1− ξεk) ≤ ln ≤ ξn

donc
log(ln)
n log(ξ) ∼ 1, n→∞
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et ainsi
log(ωL(ln)) ∼ − log(ν) log(ln)

log(ξ) = α log(ln), n→∞.

Comme la fonction ωL est croissante on obtient

log(ωL(t)) ∼ α log(t), t→ 0+

et par la propriété 1.3.4 on déduit ainsi que

dim(E(tk)) = α,

ce qui termine cette démonstration.

1.4 Ensembles de Helson
Les ensembles de Helson sont des ensembles compactsK assez petits pour

que l’on puisse interpoler toute fonction continue sur K par une fonction
dont la série des coefficients de Fourier est absolument convergente. Ils ont
été introduits par Helson en 1954. Plus précisément

Définition 1.4.1. On appelle ensemble de Helson un ensemble compact K ⊂
T vérifiant pour tout f ∈ C(K), il existe g une fonction dont la série des
coefficients de Fourier est absolument convergente et telle que g|K = f .

Proposition 1.4.2. Soit K ⊂ T un ensemble compact. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.
(i) K est un ensemble de Helson ;
(ii) il existe δ1 > 0 tel que pour tout µ ∈ M(T) vérifiant supp(µ) ⊂ K on

ait
sup
n∈Z
|µ̂(n)| ≥ δ1

∫
T
|dµ|

(iii) il existe δ2 > 0 tel que pour tout µ ∈ M(T) vérifiant supp(µ) ⊂ K on
ait

lim sup
|n|→∞

|µ̂(n)| ≥ δ2

∫
T
|dµ|

Remarque
On peut trouver une démonstration de cette proposition dans [25, Chapitre
XI]. La propriété (iii) implique qu’un ensemble de Helson ne supporte aucune
mesure non nulle µ vérifiant µ̂(n)→ 0 lorsque |n| → ∞.
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En 1973, T. Körner et R. Kaufman ont construit dans [29] et [27] un
ensemble de Helson qui est un ensemble de multiplicité, c’est-à-dire qui sup-
porte une distribution non nulle S vérifiant Ŝ(n)→ 0 lorsque |n| → ∞.

Lev et Olevskii ont démonté en 2011 dans [32] l’existence d’un ensemble de
Helson supportant une distribution non nulle à coefficients de Fourier dans
`q(Z) pour q > 2. Cela démontre qu’il existe un phénomène de Piatetski-
Shapiro dans `q(Z) lorsque q > 2.

Théorème 1.4.3 ([32]). Soit q > 2. Il existe un ensemble de Helson K et il
existe une distribution non nulle S supportée par K vérifiant∑

n∈Z
|Ŝ(n)|q <∞.

Ce résultat est la clef pour démontrer le résultat principal dans [32] sur la
bicyclicité dans les espaces `p(Z). Nous l’utiliserons pour obtenir un résultat
analogue sur la cyclicité dans le chapitre 3.
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Chapitre 2

Bicyclicité dans les espaces
`p(Z) à poids

Soit X un espace vectoriel métrique de distributions ou de fonctions com-
plexes définies sur le cercle unité T. On suppose que l’opérateur shift S, défini
par

S(f)(z) = zf(z), z ∈ T

est un isomorphisme topologique de X sur lui même. Pour f ∈ X, on note
[f ]XZ le sous-espace vectoriel fermé engendré par {znf, n ∈ Z}, autrement
dit,

[f ]XZ = spanX{znf, n ∈ Z} = {Pf, P ∈ P(T)}X ,
où P(T) est l’ensemble des polynômes trigonométriques sur T. On dit que
f ∈ X est bicyclique dans X si [f ]XZ = X. On suppose de plus que X
est un espace de Banach dans lequel P(T) est un sous-espace dense. On a
alors la propriété d’approximation pondérée suivante : une fonction ou une
distribution f ∈ X est bicyclique dans X si et seulement s’il existe une suite
(Pn)n∈N de polynômes trigonométriques vérifiant

lim
n→∞

‖1− Pnf‖X = 0. (2.0.1)

La bicyclicité se définit aussi dans des espaces de suites. Soit Y un es-
pace vectoriel métrique de suites complexes indexées sur Z. On suppose que
l’opérateur shift S, défini par

S((un)n∈Z) = (un−1)n∈Z

est un isomorphisme topologique de Y sur lui même. On dit que (un)n∈Z ∈ Y
est bicyclique dans Y si le sous-espace engendré par {(un−k)n∈Z, k ∈ Z}
est dense dans Y . Cette définition naturelle étend, grâce à la transformée

33
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de Fourier, celle de la bicyclicité dans les espaces de distributions. En effet
reprenons X un espace de distributions vérifiant les propriétés précédentes.
On définit Y = X̂ = {(T̂ (n))n∈Z, T ∈ X} l’image par la transformation de
Fourier de l’espace X. Dès lors la transformée de Fourier est un isomorphisme
entre X et Y et en munissant Y de la métrique issu de X, l’espace Y vérifie
les propriétés précédentes car ẑkT (n) = T̂ (n − k). Ainsi une distribution
T ∈ X est bicyclique dans X si et seulement si (T̂ (n))n∈Z est bicyclique dans
Y .

Dans ce chapitre nous nous intéressons à l’étude des suites bicycliques
dans les espaces `p(Z) à poids. Nous nous intéresserons principalement aux
espaces

`pβ(Z) =

(un) ∈ CZ,
∑
n∈Z
|un|p(1 + |n|)βp <∞


avec p ≥ 1 et β ≥ 0. Pour simplifier les notations, nous établirons, dans toute
la suite, les résultats dans les espaces

Apβ(T) =

S ∈ D′(T),
∑
n∈Z
|Ŝ(n)|p(1 + |n|)βp <∞

 .
D’après le paragraphe précédent, `pβ(Z) étant l’image par la transformée de
Fourier de Apβ(T), les résultats sur la bicyclicité dans les espaces `pβ(Z) et
Apβ(T) sont identiques. On notera A(T) l’algèbre de Wiener qui correspond
à l’espace A1

0(T) et de manière générale on notera Ap(T) au lieu de Ap0(T).

Dans la première partie nous rappellerons les résultats connus sur la bi-
cyclicité dans Ap(T). Dans la deuxième partie nous étudierons les espaces
Apβ(T). Dans la troisième partie nous construirons un ensemble de Cantor qui
sera utile à la quatrième partie dans laquelle nous établirons nos résultats
sur la bicyclicité dans Apβ(T). En particulier nos deux résultats principaux,
les théorèmes 2.4.5 et 2.4.7, donnent des conditions liant la bicyclicité d’une
fonction f et son ensemble des zéros que l’on note Z(f). Enfin dans une der-
nière partie nous nous intéresserons à la bicyclicité dans les espaces Ap(ω,T)
avec ω un poids à croissance lente, c’est-à-dire vérifiant ωn = O((1 + |n|)ε)
pour tout ε > 0.

2.1 Bicyclicité dans les espaces `p(Z)
Les premiers résultats obtenus sur la bicyclicité dans `p(Z), que l’on iden-

tifiera à Ap(T), ont été établis en 1932 par Norbert Wiener dans [48]. Il donne
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une caractérisation de la bicyclicité des fonctions dans A(T) et des fonctions
dans A2(T) = L2(T).

Théorème 2.1.1 ([48]). (1) Une fonction f ∈ A(T) est bicyclique dans
A(T) si et seulement si f ne s’annule pas sur T.

(2) Une fonction f ∈ A2(T) est bicyclique dans A2(T) si et seulement si
f ne s’annule pas sur T sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue
nulle.

Remarques
La caractérisation de la bicyclicité dans l’algèbre A(T) peut se déduire de
la propriété suivante : si une fonction f ∈ A(T) ne s’annule pas sur T alors
1/f ∈ A(T). Pour une démonstration de ce résultat on peut se référer à
(2.2.5) ou à [48] et [35].
La caractérisation de la bicyclicité dans A2(T) est une conséquence de la
caractérisation suivante des sous-espaces bi-invariants de L2(T), c’est-à-dire
des sous-espaces E fermés de L2(T) vérifiant zE = E. D’après un théorème
de Wiener (voir [39, Theorem 1.2.1]), un sous-espace E est bi-invariant si et
seulement s’il existe un (unique) ensemble mesurable A tel que E = {f ∈
L2(T), f |A = 0 p.p.}.

On note, pour une fonction f ∈ C(T),

Z(f) = {z ∈ T, f(z) = 0}.

Wiener se demandait 1 alors si l’ensemble des zéros Z(f) d’une fonction
f ∈ A(T) caractérisait la bicyclicité de f dans Ap(T) pour 1 < p < 2.
Plusieurs travaux ont fait suite aux résultats de Wiener en liant la bicyclicité
dans Ap(T) d’une fonction f et la « taille » de l’ensemble de ses zéros, Z(f),
mais sans obtenir de caractérisation lorsque 1 < p < 2. Il est à noter que
lorsque p ≥ 2 on a la caractérisation suivante : une fonction f ∈ A(T) est
bicyclique dans Ap(T) si et seulement si Z(f) ne supporte aucune fonction
non nulle g ∈ Aq(T) avec q = p/(p − 1). Ce résultat s’obtient grâce à la
propriété 2.2.6 et au fait que Aq(T) est un espace de fonctions quand p ≥ 2.

En 1951, Arne Beurling détermina, dans [5], une condition suffisante, en
terme de dimension de Hausdorff de l’ensemble des zéros, à la bicyclicité dans
Ap(T) pour 1 < p < 2.

1. WIENER dans [48] : « My own suspicion is that the general theorem is at least true
for 1 ≤ p ≤ 2 ».
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Théorème 2.1.2 ([5]). Soit f ∈ A(T) et 1 < p < 2. Si

dim(Z(f)) < 2(p− 1)
p

alors f est bicyclique dans Ap(T).

Remarques
De manière équivalente le théorème peut se reformuler comme ceci à l’aide
des capacités : si α < 2(p−1)

p
et si Cα(Z(f)) = 0 alors f est bicyclique dans

Ap(T). Ce résultat devient alors une conséquence du Théorème 1.2.2.
On peut remarquer, dans le théorème, l’hypothèse f ∈ A(T). Elle permet
notamment de définir précisément Z(f), l’ensemble des zéros de f . Mais
on peut aussi noter que Z(f) est bien défini lorsque f ∈ C(T) qui est une
hypothèse plus faible que f ∈ A(T). Cependant très peu de résultats sont
connus sur la relation entre les zéros d’une fonction f ∈ C(T) et sa bicyclicité
dans Ap(T), 1 < p < 2. Dans [32, 7.2], les auteurs posent la question suivante :
pour f ∈ C(T) ∩ Ap(T), 1 < p < 2, la condition Z(f) = ∅ implique-t-elle
que f est bicyclique dans Ap(T) ?

La même année Raphaël Salem démontra dans [46] que la borne 2(p−1)
p

du théorème précédent est optimale dans le sens suivant.

Théorème 2.1.3 ([46]). Soit 1 < p < 2. Si 2(p−1)
p

< α ≤ 1 alors il existe
f ∈ A(T) non bicyclique dans Ap(T) vérifiant dim(Z(f)) = α.

Ce résultat est une conséquence du Théorème 1.3.6. On peut observer que
les résultats de Beurling et de Salem ne traitent pas le cas dim(Z(f)) = 2(p−1)

p
.

Nous montrerons dans la quatrième partie que le théorème de Salem reste
vrai pour α = 2(p−1)

p
.

En 1964, Donald J. Newman étudia, dans [34], le cas limite dim(Z(f)) =
2(p−1)
p

. Plus précisément il s’intéressa au cas où la α-mesure de Hausdorff de
Z(f) est nulle pour α = 2(p−1)

p
avec 1 ≤ p ≤ 2. Il posa la question suivante :

Question de Newman (?)
L’égalité Hα(Z(f)) = 0 implique-t-elle que f est bicyclique dans Ap(T) ?

Une réponse positive à cette question aurait pour corollaire immédiat les
théorèmes de Wiener et de Beurling. Cependant cette question reste encore
aujourd’hui ouverte. On montrera dans la quatrième partie qu’on peut avoir
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une réponse positive à cette question en remplaçant Hα par Hh la fonction
déterminante de Hausdorff avec h(t) = tα

log(e/t)γ où γ > α (au lieu de h(t) = tα

pour Hα).

Newman dans [34] répondit partiellement à cette question en introduisant
la notion de α-mesure forte. Soit E un ensemble fermé de T et α ∈]0, 1]. On
considère la suite ]ak, bk[ des intervalles contigus à E, c’est à dire que T \ E
est égal à la réunion disjointe des intervalles ]ak, bk[ et on a pour tout k ∈ N∗,
bk+1 − ak+1 ≤ bk − ak. On pose

rn = 2π −
n∑
k=1

(bk − ak).

On dit alors que E est de α-mesure forte 0 si

lim
n→∞

n
1
α
−1rn = 0.

On peut voir que si E est de α-mesure forte 0 alors Hα(E) = 0, la réciproque
n’étant pas vraie en général (on peut construire des contre-exemples avec des
ensembles dénombrables). Newman démontre le résultat suivant.

Théorème 2.1.4 ([34]). Soit f ∈ A(T) et 1 < p < 2. Si Z(f) est de α-
mesure forte 0 où α = 2(p−1)

p
alors f est bicyclique dans Ap(T).

Newman montre également qu’il existe toujours une fonction bicyclique
dans Ap(T) dont la dimension de Hausdorff de son ensemble de zéros est 1.
Plus précisément :

Théorème 2.1.5 ([34]). Il existe un ensemble fermé E ⊂ T tel que dim(E) =
1 et tel que toute fonction f ∈ A(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans
Ap(T).

En 2011, Nir Lev et Alexander Olevskii infirment la conjecture de Wiener
dans [32]. Ils démontrent que, pour 1 < p < 2, on ne peut pas caractériser
la bicyclicité dans Ap(T) d’une fonction f ∈ A(T), en utilisant uniquement
Z(f), les zéros de f .

Théorème 2.1.6 ([32]). Pour 1 < p < 2, il existe deux fonctions f et g dans
A(T) vérifiant Z(f) = Z(g), et telles que l’une soit bicyclique dans Ap(T) et
l’autre non.
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2.2 Propriétés des espaces Ap
β(T)

Nous allons étudier dans cette partie des propriétés des espaces Apβ(T).
L’espace Apβ(T) est défini, pour 1 ≤ p <∞ et β ∈ R, par

Apβ(T) =
{
S ∈ D′(T), ‖S‖pAp

β
=
∑
n∈Z
|Ŝ(n)|p(1 + |n|)pβ <∞

}
.

L’espace Apβ(T) muni de la norme ‖ · ‖Ap
β
est un espace de Banach isométri-

quement isomorphe, par la transformation de Fourier, à l’espace

`pβ(Z) =
{

(un)n∈Z ∈ CZ, ‖(un)‖p`p
β

=
∑
n∈Z
|un|p(1 + |n|)pβ <∞

}
.

De plus il est facile de voir que l’espace Apβ(T) vérifie bien les propriétés
de l’espace X décrites en introduction du présent chapitre, c’est-à-dire que
l’opérateur shift est un isomorphisme topologique de Apβ(T) sur lui même
et que P(T) est un sous-espace dense de Apβ(T). Notons que les notions de
bicyclicité dans les espaces Apβ(T) et `pβ(Z) sont équivalentes. On notera dans
toute la suite de ce chapitre q = p

p−1 le conjugué de p.

Dans le lemme suivant on s’intéresse aux différentes inclusions qu’il y a
entre les espaces `pβ(Z). On a évidemment exactement les même inclusions
pour les espaces Apβ(T).

Lemme 2.2.1. Soit 1 ≤ r, s <∞ et β, γ ∈ R.
(1) Si r ≤ s alors `rβ(T) ⊂ `sγ(T) ⇐⇒ γ ≤ β.
(2) Si r > s alors `rβ(T) ⊂ `sγ(T) ⇐⇒ β − γ > 1

s
− 1

r
.

De plus toutes ces injections sont continues.

Démonstration. (1) : Soit r ≤ s. Supposons que γ ≤ β et prenons u ∈ `rβ(T).
On a alors∑

n∈Z
|un|s(1 + |n|)γs =

∑
n∈Z
|un|s(1 + |n|)βs(1 + |n|)(γ−β)s

≤
∑
n∈Z
|un|s(1 + |n|)βs

≤

∑
n∈Z
|un|r(1 + |n|)βr

s/r ,
car r ≤ s donc ‖ · ‖`s ≤ ‖ · ‖`r . Cela montre que u ∈ `sγ(T) et que `rβ(T)
s’injecte continûment dans `sγ(T).
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Reciproquement, supposons que γ > β. Prenons (un)n∈Z la suite vérifiant
pour tout n ∈ Z,

un(1 + |n|)β =
{ 1

m2/r si |n| = 2m et |n| 6= 1
0 sinon.

Ainsi on a u ∈ `rβ(T). D’autre part on a pour |n| = 2m,

|un|s(1+|n|)γs =
(
|un|(1 + |n|)β

)s
(1+|n|)(γ−β)s = 1

m2s/r (1+2m)(γ−β)s −→
|m|→∞

∞.

Donc u 6∈ `sγ(T) ce qui démontre la réciproque.

(2) : Soit maintenant r > s. Supposons que β − γ > 1
s
− 1

r
. Prenons

u ∈ `rβ(T) et δ = (β−γ)s. En appliquant l’inégalité de Hölder avec r′ = r
s
> 1

et s′ = r
r−s , on obtient

∑
n∈Z
|un|s(1 + |n|)γs =

∑
n∈Z
|un|s(1 + |n|)γs (1 + |n|)δ

(1 + |n|)δ

≤

(∑
n∈Z
|un|r(1 + |n|)γr(1 + |n|)δ rs

) s
r
(∑
n∈Z

(1 + |n|)−δ
r
r−s

) r−s
r

≤

(∑
n∈Z
|un|r(1 + |n|)βr

) s
r
(∑
n∈Z

(1 + |n|)−(β−γ) rs
r−s

) r−s
r

<∞

car (β − γ) rs
r−s > 1 et u ∈ `rβ(T). Ainsi u ∈ `sγ(T) et `rβ(T) s’injecte continû-

ment dans `sγ(T).

Considérons maintenant le cas β − γ < 1
s
− 1

r
. Prenons ε > 0 tel que

β − γ + ε <
1
s
− 1
r
.

Posons α = −1
s
− γ + ε et (un)n∈Z la suite définie par un = (1 + |n|)α. On a

alors que
|un|s(1 + |n|)γs ∼

|n|→∞
|n|αs+γs.

Puisque αs+ γs = −1 + εs > −1, on a u 6∈ `sγ(T). De plus

αr + βr =
(
−1
s
− γ + ε

)
r + βr < −1

car β − γ + ε < 1
s
− 1

r
. Ainsi u ∈ `rβ(T) ce qui démontre que `rβ(T) 6⊂ `sγ(T).
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Il reste le cas β − γ = 1
s
− 1

r
. Prenons (un)n∈Z vérifiant

urn(1 + |n|)βr = 1
(1 + |n|) log(1 + |n|)1+ε

avec ε = r
s
− 1 > 0. On a donc que u ∈ `rβ(T). De plus

|un|s(1 + |n|)γs =
(

1
(1 + |n|) log(1 + |n|)1+ε

)s/r
(1 + |n|)(γ−β)s.

Or (γ − β)s = s
r
− 1 donc on obtient que

|un|s(1 + |n|)γs = 1
(1 + |n|) log(1 + |n|)(1+ε)s/r

et comme (1 + ε)s/r = 1, la série de terme général |un|s(1 + |n|)γs diverge.
Ainsi u 6∈ `sγ(T) ce qui montre que `rβ(T) 6⊂ `sγ(T).

Le résultat suivant est une généralisation de celui de Newman dans [34,
Lemma 3] pour le cas β = 0. On rappelle que l’on note q = p

p−1 le conjugué
de p.

Lemme 2.2.2. Soit p ∈ [1, 2] et β ≥ 0 vérifiant β < 1/2 + 1/q. Il existe
C > 0, tel que pour toute suite (cn) ∈ CZ,

∑
n∈Z
|cn|p(1 + |n|)pβ ≤ C

∑
n∈Z
|cn|2

 3
4p−

1
2−

pβ
2
|c0|2 +

∑
n∈Z

n2|cn|2
 1

2−
p
4 + pβ

2

(2.2.1)

Démonstration. Commençons par démontrer qu’il existe C > 0 tel que pour
toute suite complexe (cn)n≥1,

∞∑
n=1
|cn|p(1 + |n|)pβ ≤ C

( ∞∑
n=1
|cn|2

) 3
4p−

1
2−

pβ
2
( ∞∑
n=1

n2|cn|2
) 1

2−
p
4 + pβ

2

.

Sans perte de généralité supposons que ∑n≥1 n
2|cn|2 <∞. Posons

x2 =
∞∑
n=1
|cn|2 et x2y2 =

∞∑
n=1

n2|cn|2.
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Notons que y ≥ 1. En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient lorsque
1 ≤ p < 2,

∑
1≤n≤y

|cn|p(1 + |n|)pβ ≤
 ∑

1≤n≤y
|cn|2


p
2
 ∑

1≤n≤y
(1 + |n|)

2pβ
2−p

1− p2

≤
( ∞∑
n=1
|cn|2

) p
2 (
y(1 + y)

2pβ
2−p

)1− p2

≤ 2pβxpy1− p2 +pβ.

D’autre part en posant γ = 2p
2−p(β − 1) lorsque p 6= 2, on a

γ < −1⇔ β <
1
2 + 1

q
.

Donc l’inégalité de Hölder nous donne,

∑
n≥y+1

|cn|p(1 + |n|)pβ ≤ 2pβ
 ∑
n≥y+1

n2|cn|2


p
2
 ∑
n≥y+1

n
2p(β−1)

2−p

1− p2

≤ 2pβ
(
x2y2

) p
2

(
−1
γ + 1

)1−p/2 (
y1+γ

)1− p2

≤ 2pβ
(
−1
γ + 1

)1−p/2

xpy1− p2 +pβ.

Ainsi en posant

C = 2pβ max
1,

(
−1
γ + 1

)1−p/2
 ,

on obtient que pour tout 1 ≤ p < 2,

∞∑
n=1
|cn|p(1+|n|)pβ ≤ Cxpy1− p2 +pβ = C

( ∞∑
n=1
|cn|2

) 3
4p−

1
2−

pβ
2
( ∞∑
n=1

n2|cn|2
) 1

2−
p
4 + pβ

2

.

Si p = 2, le cas β = 0 est immédiat et lorsque 0 < β < 1 on obtient par
l’inégalité de Hölder,

∞∑
n=1
|cn|2(1 + |n|)2β =

∞∑
n=1
|cn|2−2β |cn|2β(1 + |n|)2β ≤ 22β

( ∞∑
n=1
|cn|2

)1−β ( ∞∑
n=1

n2|cn|2
)β

.
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Pour une suite complexe (cn)n∈Z on a donc

∑
n∈Z
n6=0

|cn|p(1 + |n|)pβ ≤ 2C
∑
n∈Z
|cn|2

 3
4p−

1
2−

pβ
2
∑
n∈Z

n2|cn|2
 1

2−
p
4 + pβ

2

car les exposants 3
4p−

1
2 −

pβ
2 et 1

2 −
p
4 + pβ

2 sont positifs. De plus

|c0|p =
(
|c0|2

) 3
4p−

1
2
(
|c0|2

) 1
2−

p
4 ≤

(∑
n∈Z
|cn|2

) 3
4p−

1
2−

pβ
2
(
|c0|2 +

∑
n∈Z

n2|cn|2
) 1

2−
p
4 + pβ

2

.

On obtient alors le résultat en sommant les deux inégalités ci-dessus.

Si on applique le lemme précédent dans les espaces Apβ(T), on obtient, en
remarquant que f̂ ′(n) = inf̂(n), le résultat suivant.

Corollaire 2.2.3. Soit p ∈ [1, 2] et β ≥ 0 vérifiant β < 1/2 + 1/q. Soit f
une fonction dérivable sur T telle que f ′ ∈ A2(T). On a

‖f‖Ap
β
. ‖f‖

3
2−

1
p
−β

A2 (‖f‖A2 + ‖f ′‖A2)
1
p
− 1

2 +β.

Le résultat suivant montre que l’espace C1(T) des fonctions continûment
dérivables sur T se plonge dans l’espace A1

β(T) lorsque β < 1/2.

Lemme 2.2.4. Pour tout g ∈ C1(T) et β < 1/2, on a

‖g‖A1
β
≤ ‖g‖∞ + 21+β

√
1− β
1− 2β ‖g

′‖∞. (2.2.2)

Démonstration. Soit g ∈ C1(T) et β < 1/2. On a par l’inégalité de Cauchy-
Schwarz,∑

n6=0
|ĝ(n)|(1 + |n|)β

2

≤

∑
n 6=0

(1 + |n|)2β

|n|2

∑
n 6=0
|n|2|ĝ(n)|2


≤ 21+2β

( ∞∑
n=1

1
n2−2β

)∑
n6=0
|n|2|ĝ(n)|2


≤ 21+2β

(∫ ∞
1

1
t2−2β dt+ 1

)∑
n6=0
|n|2|ĝ(n)|2


≤ 21+2β 2− 2β

1− 2β

∑
n6=0
|n|2|ĝ(n)|2


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Puisque |ĝ′(n)| = |nĝ(n)|, l’égalité de Parseval nous donne,

‖g‖A1
β
≤ |ĝ(0)|+ 2β+1/2

√
2− 2β
1− 2β ‖g

′‖2

≤ ‖g‖∞ + 21+β
√

1− β
1− 2β ‖g

′‖∞.

Pour p 6= 1, on peut identifier l’espace dual de Apβ(T) avec Aq−β(T) où
q = p

p−1 . La dualité est donnée par

〈S, T 〉 =
∑
n∈Z

Ŝ(n)T̂ (−n), S ∈ Apβ(T), T ∈ Aq−β(T).

On rappelle que pour 1 ≤ p <∞, β ≥ 0, f ∈ A1
β(T) et S ∈ Apβ(T), le produit

fS défini par

fS ∼
∑
n∈Z

∑
k∈Z

f̂(k)Ŝ(n− k)
 zn, (2.2.3)

vérifie
‖fS‖Ap

β
≤ ‖f‖A1

β
‖S‖Ap

β
. (2.2.4)

On utilise pour montrer cela l’inégalité (1+|n|)β ≤ (1+|n−k|)β(1+|k|)β pour
n et k dans Z ainsi que les propriétés de la convolution dans les espaces `p(Z).
De même pour f ∈ A1

β(T) et S ∈ Ap−β(T) on définit le produit fS ∈ Ap−β(T)
par la même formule que (2.2.3) et, en utilisant l’inégalité (1 + |n|)−β ≤
(1 + |n− k|)−β(1 + |k|)β, on a

‖fS‖Ap−β ≤ ‖f‖A1
β
‖S‖Ap−β .

Lemme 2.2.5. Soit 1 ≤ p < ∞ et 0 ≤ β < 1/2. Soit f ∈ A1
β(T) et

S ∈ Ap−β(T). Si 〈S, znf〉 = 0, pour tout n ∈ Z, alors supp(S) ⊂ Z(f).

Démonstration. Pour tout n ∈ Z, on a

〈S, znf〉 = 〈fS, zn〉 = 0,

donc fS = 0. Soit ϕ ∈ C∞(T) vérifiant supp(ϕ) ⊂ T \ Z(f). Supposons que
nous avons

ϕ

f
∈ A1

β(T). (2.2.5)

On obtient, en remarquant que A1
β(T) ⊂ Aqβ(T) pour q = p/(p− 1),

〈S, ϕ〉 = 〈fS, ϕ
f
〉 = 0
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ce qui démontre que supp(S) ⊂ Z(f).
Maintenant prouvons la propriété (2.2.5). Nous allons utiliser la preuve de
Newman, dans [35], sur l’inversibilité dans l’algèbre de Wiener de fonctions
ne s’annulant pas. Soit

ε = min{|f(t)|, t ∈ supp(ϕ)} > 0

et P ∈ P(T) tel que ‖f − P‖A1
β
≤ ε/3. On considère la série

∑
n≥1

(P − f)n−1

P n
ϕ. (2.2.6)

et on va montrer qu’elle converge absolument dans A1
β(T). Pour tout t ∈

supp(ϕ), on a |P (t)| ≥ |f(t)| − |P (t)− f(t)| ≥ ε− ‖f − P‖A1
β
≥ 2

3ε. Ainsi∥∥∥∥ ϕP n

∥∥∥∥
∞
≤
( 3

2ε

)n
‖ϕ‖∞.

De plus
(
ϕ

P n

)′
= ϕ′P − nϕP ′

P n+1 donc

∥∥∥∥( ϕ

P n

)′∥∥∥∥
∞
≤ (‖ϕ′P‖∞ + n‖ϕP ′‖∞)

( 3
2ε

)n+1
.

En utilisant le lemme 2.2.4 on obtient∥∥∥∥ ϕP n

∥∥∥∥
A1
β

≤
(
‖ϕ‖∞ + 2β

√
1− β
1− 2β (‖ϕ′P‖∞ + n‖ϕP ′‖∞)3

ε

)( 3
2ε

)n
.

Ainsi∥∥∥∥∥(P − f)n−1

P n
ϕ

∥∥∥∥∥
A1
β

≤ ‖f − P‖n−1
A1
β

∥∥∥∥ ϕP n

∥∥∥∥
A1
β

≤
(
‖ϕ‖∞ + 2β

√
1− β
1− 2β (‖ϕ′P‖∞ + n‖ϕP ′‖∞)3

ε

)
3
ε2n

ce qui démontre que la série (2.2.6) converge absolument dans A1
β(T). En

remarquant que f =
(
1− P−f

P

)
P sur supp(ϕ) on obtient que

ϕ

f
=
∑
n≥1

(P − f)n−1

P n
ϕ ∈ A1

β(T),

ce qui conclut la preuve.
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La proposition suivante donne l’un des principaux outils pour monter
qu’une fonction est bicyclique dans Apβ(T). Elle nous dit d’une part qu’une
fonction bicyclique dans Apβ(T) a un ensemble de zéros « trop petit » pour
supporter une mesure non nulle du dual de Apβ(T) et d’autre part qu’une
fonction qui n’est pas bicyclique dans Apβ(T) a un ensemble de zéros « assez
grand » pour supporter une distribution dans le dual de Apβ(T). Lorsque
β = 0 cette proposition nous donne que l’ensemble des zéros caractérise la
bicyclicité dans Ap(T) lorsque p ≥ 2. En effet cela vient du fait que le dual de
Ap(T) lorsque p ≥ 2 est un espace de fonctions et donc de mesures. Lorsque
β > 0 il n’est plus évident que l’ensemble des zéros caractérise la bicyclicité.
De plus en combinant ce résultat avec les résultats du chapitre 1, on obtiendra
dans la partie 2.4 des premiers résultats directs sur la bicyclicité.

Proposition 2.2.6. Soit 1 < p <∞ et f ∈ A1
β(T) avec β ≥ 0. On a

(1) Si f n’est pas bicyclique dans Apβ(T) alors il existe S ∈ Aq−β(T) \ {0}
tel que supp(S) ⊂ Z(f).

(2) S’il existe une mesure µ ∈ Aq−β(T) non nulle telle que supp(µ) ⊂ Z(f)
alors f n’est pas bicyclique dans Apβ(T).

Démonstration. (1) Si f n’est pas bicyclique dans Apβ(T), par le théorème de
Hahn-Banach, il existe S ∈ Aq−β(T) \ {0} tel que

〈S, znf〉 = 0, ∀n ∈ Z.

Donc, d’après le lemme 2.2.5, on a supp(S) ⊂ Z(f).
(2) Soit µ ∈ Aq−β(T) ∩M(T) \ {0} tel que supp(µ) ⊂ Z(f). Puisque µ

est une mesure sur T on a 〈µ, znf〉 = 0, pour tout n ∈ Z. Ainsi f n’est pas
bicyclique dans Apβ(T).

On rappelle que A1
β(T) est une algèbre de Banach (voir (2.2.4)). Soit I un

idéal fermé de A1
β(T). On note ZI l’ensemble des zéros communs des fonctions

de I,
ZI =

⋂
f∈I
Z(f).

Le résultat suivant est une propriété de synthèse spectrale dans A1
β(T). Nous

adaptons la preuve dans [25, pp. 121-123] pour les espaces A1
β(T).

Lemme 2.2.7. Soit 0 ≤ β < 1/2 et I un idéal fermé de A1
β(T). Si g est une

fonction lipschitzienne qui s’annule sur ZI alors g ∈ I.

Démonstration. Soit I⊥ l’ensemble des distributions S dans l’espace dual de
A1
β(T) vérifiant 〈S, f〉 = 0 pour tout f ∈ I. Soit g une fonction lipschitzienne
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qui s’annule sur ZI et S ∈ I⊥. D’après le lemme 2.2.5, supp(S) ⊂ ZI . Soit,
pour h > 0, la fonction

∆h : t 7→
{ −|t|

h2 + 1
h

si t ∈ [−h, h]
0 sinon.

On a

∆̂h(0) = 1/2π et ∆̂h(n) = 1
2π

4 sin(nh/2)2

(nh)2 , pour n 6= 0.

On définit Sh = S ∗ ∆h le produit de convolution entre S et ∆h. Puisque
S ∈ A1

−β(T), on a Sh ∈ A1(T). De plus

supp(Sh) ⊂ supp(S) + supp(∆h) ⊂ ZhI := ZI + [−h, h],

et, puisque g est lipschitzienne et ZI ⊂ Z(g), pour tout x ∈ ZhI , |g(x)| ≤ Ch
avec C une constante strictement positive. Donc

|〈Sh, g〉|2 =
∣∣∣∣∣
∫
ZhI \Z(g)

Sh(x)g(x)dx2π

∣∣∣∣∣
2

≤

∑
n∈Z
|Ŝ(n)∆̂h(n)|2

(∫
ZhI \Z(g)

|g(x)|2dx
)

≤ C2

∑
n∈Z

|Ŝ(n)|2
(1 + |n|)2

(|ZhI \ Z(g)|
)

où |ZhI \ Z(g)| représente la mesure de Lebesgue de ZhI \ Z(g).
Donc lim

h→0
〈Sh, g〉 = 0. On obtient aussi par convergence dominée

lim
h→0
〈Sh, g〉 = lim

h→0

∑
n∈Z

Ŝh(n)ĝ(−n) = 1
2π

∑
n∈Z

Ŝ(n)ĝ(−n) = 1
2π 〈S, g〉.

D’où 〈S, g〉 = 0 puis finalement g ∈ I.

Remarque
On peut améliorer l’hypothèse « g est une fonction lipschitzienne » par «
g ∈ Lipβ(T) » ce qui signifie qu’il existe C > 0 tel que

|g(ζ)− g(ζ ′)| ≤ C|ζ − ζ ′|β, ζ, ζ ′ ∈ T.

La proposition suivante est un résultat de Carl S. Herz en 1957 présenté
dans [23]. La preuve ressemble à celle du lemme précédent.
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Proposition 2.2.8 ([23]). Soit p ∈]1,∞[ et f ∈ A(T). S’il existe ε > 0 tel
que f ∈ Lipε(T) et s’il existe S ∈ Aq(T) \ {0} tel que supp(S) ⊂ Z(f) alors
f n’est pas bicyclique dans Ap(T).

Le résultat suivant est un résultat établi par Newman dans [34, Lemma
2] pour le cas β = 0. Il caractérise les ensembles fermés E pour lesquels
toute fonction de Apβ(T) ayant E pour ensemble de zéros est bicyclique. Ces
ensembles sont appelés des « p-spanning-set » dans [34] lorsque β = 0. Le
résultat suivant ramène le problème de tels ensembles E en un problème
d’existence d’une seule fonction lipschitzienne bicyclique s’annulant sur E.

Lemme 2.2.9. Soit 0 ≤ β < 1/2 et E un sous-ensemble fermé de T.
Il existe une suite (fn) de fonctions lipschitziennes qui s’annulent sur E et
telle que

lim
n→∞

‖fn − 1‖Ap
β

= 0

si et seulement si toute fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique

dans Apβ(T).
De plus la suite (fn) peut-être prise de la forme fn = Pnf avec (Pn) une

suite de polynômes trigonométriques et f une fonction lipschitzienne.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite (fn) de fonctions lipschit-
ziennes qui s’annulent sur E et telle que

lim
n→∞

‖fn − 1‖Ap
β

= 0.

Soit f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E. Considérons I le sous-espace vectoriel

fermé de A1
β(T) engendré par {Pf, P ∈ P(T)}. En fait I est un idéal fermé

de A1
β(T) car P(T) est dense dans A1

β(T). Donc pour tout P ∈ P(T) et n ∈ N,
on a, d’après le lemme 2.2.7, que Pfn ∈ I et on a

‖Pfn − P‖Ap
β
≤ ‖P‖A1

β
‖fn − 1‖Ap

β
−→
n→∞

0.

Puisque P(T) est dense dans Apβ(T), on a que I est aussi dense dans Apβ(T),
ce qui démontre que f est cyclique dans Apβ(T).

Réciproquement on suppose que toute fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E

est cyclique dans Apβ(T). On prend alors une fonction f ∈ A1
β(T) lipschit-

zienne vérifiant Z(f) = E, par exemple f(t) = d(t, E). La fonction f est
alors cyclique dans Apβ(T) et ainsi on a l’existence d’une suite de polynômes
trigonométriques (Pn) vérifiant

lim
n→∞

‖Pnf − 1‖Ap
β

= 0

ce qui prouve la réciproque.
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2.3 Ensembles de Cantor généralisés
Soit E un sous-ensemble de T. Pour k ∈ N∗, on définit l’ensemble k × E

par

k × E =
{
x =

k∑
i=1

xi, xi ∈ E
}
.

Le but de cette partie est de construire pour tout 0 < α < 1 un ensemble
compact E vérifiant pour tout k ∈ N∗,

dim(E) = α et Cα(k × E) = 0.

Cela entraîne en particulier que pour tout k ∈ N∗,

dim(E) = dim(k × E) = α.

Pour cela nous allons nous intéresser aux ensembles de Cantor généralisés
(voir [40] et [12]). Il s’agit d’un cas particulier d’ensembles parfaits de trans-
lation (voir partie 1.3). En effet dans la construction d’un ensemble de Cantor
généralisé, par rapport à un ensemble parfait de translation, on impose, lors
du passage de l’étape n−1 à n, que les intervalles soient équidistants. On part
d’un intervalle de longueur l0 et à la première étape on enlève (au milieu)
k1−1 intervalles ouverts de longueur d1 de sorte à ne garder que k1 intervalles
fermés équidistants de même longueur l1. A la deuxième étape on applique
le même procédé à chaque intervalle obtenu par l’étape précédente mais en
gardant cette fois k2 intervalles fermés équidistants de longueur l2. On itère
ce procédé et on appelle ensembles de Cantor généralisé l’intersection des
tous les intervalles construits à chaque étape. Plus précisément :

Définition 2.3.1. Soit (kj)j∈N une suite d’entiers et (lj)j∈N une suite de
réels strictement positifs vérifiant k0 = 1 et pour tout j ≥ 1,

kj ≥ 2 et kjlj < lj−1.

Posons pn = ∏n
j=0 kj. On définit E0 = [0, l0] et on construit par récurrence

une suite (En)n∈N d’ensembles compacts : pour n ≥ 1 on suppose que En−1,
déjà construit, est réunion de pn−1 intervalles fermés de longueur ln−1. On
construit alors En à partir de En−1 en remplaçant chaque intervalle de En−1
par une réunion de kn intervalles fermés équidistants de longueur ln et on
impose que les bornes des intervalles de En−1 soit dans En. Plus précisément
si

En−1 =
pn−1⋃
j=1

[aj, aj + ln−1]
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alors on définit

En =
pn−1⋃
j=1

kn−1⋃
s=0

[aj + s(ln + dn), aj + s(ln + dn) + ln]

avec dn = ln−1 − knln
kn − 1 correspondant à la distance séparant deux intervalles

de [aj, bj]. On définit alors
E =

⋂
n∈N

En.

Un tel ensemble E est appelé ensemble de Cantor généralisé associé aux
suites (kj)j∈N et (lj)j∈N.

Le théorème suivant est un résultat de Ohtsuka ([40]) qui permet d’éta-
blir une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble de Cantor
généralisé soit de α-capacité nulle pour α 6= 0 et de capacité logarithmique
nulle pour α = 0.

Théorème 2.3.2 ([40] et [12]). Soit 0 ≤ α < 1 et E un ensemble de
Cantor généralisé associé à des suites (kj)j∈N et (lj)j∈N. On a, en posant
pn = ∏n

j=0 kj,

Cα(E) = 0⇐⇒
∞∑
n=0

p−1
n l−αn =∞ si α 6= 0

Cα(E) = 0⇐⇒
∞∑
n=0

p−1
n log(1/ln) =∞ si α = 0.

Remarque
Lorsque pour tout j ∈ N∗, kj = 2 l’ensemble de Cantor généralisé est ap-
pelé ensemble parfait symétrique ([25, I.2]). Le théorème ci-dessus est alors
une généralisation du théorème de Carleson [7] pour les ensembles parfaits
symétriques.

Pour x ∈ R on notera [x] la partie entière de x. On commence tout
d’abord par faire quelques rappels sur la décomposition binaire des réels de
[0, 1[. Pour tout x ∈ [0, 1[, il existe une unique suite (xi)i≥0 à valeurs dans
{0, 1} non identiquement égale à 1 à partir d’un certain rang, c’est-à-dire
vérifiant pour tout n ≥ 0, il existe m ≥ n tel que xm = 0, et telle que

x =
∞∑
i=0

xi
2i+1 .
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On appelle cette suite la décomposition binaire de x. De plus on a pour tout
i ≥ 0,

xi =
[
2i+1x

]
− 2

[
2ix

]
.

On définit, pour λ ∈]0, 1[ et k ∈ N∗,

Kk
λ =

{
m ∈ N, ∃j ∈ N, m ∈ [2j, 2j(1 + λ+ 1/j)− k + 1]

}
.

et on considère, dans R/Z, l’ensemble

Skλ =
{
x =

∞∑
i=0

xi
2i+1 , (xi) ∈ {0, 1}N such that i ∈ Kk

λ ⇒ xi = 0
}
.

On notera Kλ au lieu de K1
λ et Sλ au lieu S1

λ. Notons que si k1 ≤ k2 et
λ1 ≤ λ2 alors

Kk2
λ1 ⊂ Kk1

λ2 ⊂ Kλ2

et donc
Sλ2 ⊂ Sk1

λ2 ⊂ Sk2
λ1 .

Proposition 2.3.3. Pour tout k ≥ 1 et α 6= 0, on a
(1) k × Sλ ⊂ Skλ ;
(2) Cα(Skλ) = 0 si et seulement si α ≥ 1−λ

1+λ ;

(3) dim(k × Sλ) = 1−λ
1+λ et C 1−λ

1+λ
(k × Sλ) = 0.

Démonstration. (1) : On va démontrer cette propriété par récurrence. La
propriété est vraie pour k = 1 car on a on a Sλ = S1

λ. Supposons le résultat
vrai pour k − 1 avec k ≥ 2 et montrons que k × Sλ ⊂ Skλ. Nous avons

k × Sλ = (k − 1)× Sλ + Sλ ⊂ Sk−1
λ + Sλ.

Soit x ∈ Sk−1
λ , y ∈ Sλ. Montrons que z = x+y appartient à Skλ. On note (xi),

(yi) et (zi) les décompositions binaires des nombres x, y, z. Soit m ∈ Kk
λ . Il

existe j ∈ N tel que m ∈ [2j, 2j(1 + λ + 1/j) − k + 1]. Puisque m ∈ Kk
λ , m

et m + 1 sont dans Kk−1
λ ⊂ Kλ, donc on obtient que xm = ym = xm+1 =

ym+1 = 0. Donc

z = x+ y =
m−1∑
i=0

xi + yi
2i+1 +

∞∑
i=m+2

xi + yi
2i+1 . (2.3.1)
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En remarquant qu’il existe i ≥ m+ 2 tel que xi + yi < 2, on peut alors voir
que

∞∑
i=m+2

xi + yi
2i+1 <

1
2m+1

et donc [
2m+1z

]
= 2 [2mz] = 2m+1

m−1∑
i=0

xi + yi
2i+1 .

Ainsi par la définition de la décomposition binaire, on a

zm =
[
2m+1z

]
− 2 [2mz] = 0.

Cela démontre que z = x+ y ∈ Skλ et ainsi k × Sλ ⊂ Skλ.

(2) : Nous allons étudier la capacité de Skλ en le décomposant. Montrons
d’abord que Skλ est un ensemble de Cantor généralisé. Soit

νj = [2j(1 + λ+ 1/j)− k + 1] + 1

et N0 (dépendant seulement de k et λ) tel que pour tout j ≥ N0, 2j < νj <
2j+1. On définit pour N ≥ N0,

lN =
∞∑
j=N

( 1
2νj −

1
22j+1

)
. (2.3.2)

Puisque 2j(1 + λ+ 1/j)− k + 1 < νj ≤ 2j(1 + λ+ 1/j)− k + 2, on a
∞∑
j=N

1
22j(1+λ+ 1

j
)

( 1
22−k−

1
22j(1−λ− 1

j
)

)
≤ lN ≤

∞∑
j=N

1
22j(1+λ+ 1

j
)

( 1
21−k−

1
22j(1−λ− 1

j
)

)

D’une part, il existe C ≥ 1 tel que pour tout j ≥ N ,
1
C
≤ 1

22−k −
1

22j(1−λ− 1
j

)
≤ 1

21−k −
1

22j(1−λ− 1
j

)
≤ C.

De plus, pour N ≥ N0,

1
22N (1+λ+ 1

N
)
≤

∞∑
j=N

1
22j(1+λ+ 1

j
)
≤ 1

22N (1+λ+ 1
N

)
+
∞∑
j=0

( 1
22N+1(1+λ)

)2j

≤ 1
22N (1+λ+ 1

N
)

+
∞∑
j=0

( 1
22N+1(1+λ)

)j+1

≤ 1
22N (1+λ+ 1

N
)

+ 2
22N+1(1+λ)

≤ 3
22N (1+λ+ 1

N
)
.
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Par conséquent, on obtient que

C1

22N (1+λ+ 1
N

)
≤ lN ≤

C2

22N (1+λ+ 1
N

)
, (2.3.3)

avec C1 = 1/C et C2 = 3C. De plus, par (2.3.2), on a

lN = 1
2νN −

∞∑
j=N+1

( 1
22j −

1
2νj
)
<

1
2νN ≤

1
22N . (2.3.4)

On définit, pour N ≥ N0,

EN =


2N−1∑
i=0

xi
2i+1 + lNz, z ∈ [0, 1[, xi ∈ {0, 1}, i ∈ Kk

λ ⇒ xi = 0

 .
On peut voir EN comme une union disjointe d’intervalles en écrivant

EN =
⋃

(xi)∈{0,1}2N

i∈Kk
λ⇒xi=0

E
(xi)
N ,

où, pour (xi) fixé,

E
(xi)
N =

2N−1∑
i=0

xi
2i+1 + lN [0, 1[.

Les intervalles E(xi)
N sont disjoints, c’est-à-dire E

(xi)
N ∩ E(x′i)

N = ∅ lorsque
(xi) 6= (x′i) car d’après (2.3.4), lN < 1/22N .

Pour un N ≥ N0 fixé, soit (xi)0≤i≤2N−1 ∈ {0, 1}2N et (yi)0≤i≤2N+1−1 ∈
{0, 1}2N+1 . Montrons maintenant l’assertion suivante :

♦ : E(yi)
N+1 ⊂ E

(xi)
N si et seulement si

xi = yi pour tout 0 ≤ i < 2N et yi = 0 pour tout 2N ≤ i < νN .

Supposons que E(yi)
N+1 ⊂ E

(xi)
N et posons u ∈ E(yi)

N+1. On a

u =
2N+1−1∑
i=0

yi
2i+1 + lN+1z2 =

2N−1∑
i=0

xi
2i+1 + lNz1,

où z1 et z2 sont dans [0, 1[. Par (2.3.4), lN < 1/2νN , et en utilisant l’unicité de
la décomposition binaire, on obtient xi = yi pour tout 0 ≤ i < 2N et yi = 0
pour tout 2N ≤ i < νN .
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Maintenant supposons xi = yi pour tout 0 ≤ i < 2N et yi = 0 pour tout
2N ≤ i < νN . Soit u ∈ E(yi)

N+1. On écrit

u =
2N−1∑
i=0

xi
2i+1 +

2N+1−1∑
i=νN

yi
2i+1 + lN+1z,

où z ∈ [0, 1[. Or on a d’après (2.3.2),

2N+1−1∑
i=νN

1
2i+1 + lN+1 = 1

2νN −
1

22N+1 + lN+1 = lN . (2.3.5)

Alors on obtient
2N−1∑
i=0

xi
2i+1 ≤

2N−1∑
i=0

xi
2i+1 +

2N+1−1∑
i=νN

yi
2i+1 + lN+1z ≤

2N−1∑
i=0

xi
2i+1 + lN ,

et u ∈ E(xi)
N . Cela conclut la preuve de ♦.

Grâce à ♦, pour un (xi) fixé et pour N ≥ N0, on obtient les propriétés
suivantes :
(i) l’intervalle E(xi)

N contient précisément

kN+1 = #{(yi)νN≤i≤2N+1−1 : yi ∈ {0, 1}} = 22N+1−νN

intervalles de la forme E(yi)
N+1 ;

(ii) les intervalles de la forme E(yi)
N+1 contenus dans E(xi)

N sont des intervalles
équidistants de longueur lN+1 : la distance entre deux intervalles conti-
gus de la forme E(yi)

N+1 est égal à 1
22N+1 − lN+1 ;

(iii) si on note E
(xi)
N = [a, b] alors il existe (yi) et (zi) tel que E

(yi)
N+1 =

[a, a+ lN+1] et E(zi)
N+1 = [b− lN+1, b].

Finalement on écrit Skλ comme

Skλ =
⋂

N≥N0

EN .

Cela démontre que Skλ est un ensemble de Cantor généralisé. Ainsi par le
théorème 2.3.2, on obtient pour 0 < α < 1 que Cα(Skλ) = 0 si et seulement si

∞∑
N=N0

1
(kN0 · · · kN)lαN

=∞



54 CHAPITRE 2. BICYCLICITÉ DANS LES ESPACES `P (Z) À POIDS

avec kN0 = 1. Puisque

2(k−2)(N−N0)+(2N−2N0 )(1−λ)−σN ≤ kN0 · · · kN
≤ 2(k−1)(N−N0)+(2N−2N0 )(1−λ)−σN ,

où

σN =
N−1∑
j=N0

2j
j
,

on a, d’après (2.3.3), que Cα(Skλ) = 0 si et seulement si

∞∑
N=N0

22N (α(1+λ)−(1−λ))+α2N/N+σN−(k−1)(N−N0)+2N0 (1−λ) =∞.

Ainsi Cα(Skλ) = 0 si et seulement si α ≥ 1−λ
1+λ .

(3) est une conséquence directe de (1) et (2) en utilisant (1.2.3) et le fait
que si A ⊂ B alors Cα(A) ≤ Cα(B).

2.4 Bicyclicité dans les espaces `pβ(Z)
Dans cette partie nous nous intéressons à la bicyclicité dans les espaces

Apβ(T) avec p ≥ 1 et β ≥ 0. On notera dans toute la suite q = p
p−1 le conjugué

de p.

2.4.1 Théorèmes de type Beurling, Salem et Newman
Nous cherchons ici des analogues aux théorèmes de Beurling, Salem et

Newman dans les espaces à poids.
Tout d’abord un cas où la bicyclicité est simple à étudier est le cas où

Apβ(T) est une algèbre. En effet dans ce cas on peut appliquer la théorie
de Gelfand sur les idéaux maximaux des algèbres de Banach commutatives
(voir [18] et [26]) et obtenir un résultat similaire au théorème 2.1.1 de Wiener
portant sur la bicyclicité dans A1(T). De plus, d’après [16, Corollary 3.2.9],
l’espace Apβ(T) est une algèbre de Banach si et seulement si βq > 1. On
obtient ainsi le résultat suivant :

Théorème 2.4.1. Soit 1 ≤ p < ∞ et β ≥ 0. On suppose que βq > 1.
Une fonction f ∈ Apβ(T) est bicyclique dans Apβ(T) si et seulement si f ne
s’annule pas sur T.
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On suppose maintenant que βq ≤ 1. Un autre cas où l’on possède une
caractérisation de la bicyclicité c’est le cas p = 2. En effet Richter, Ross et
Sundberg ont démontré le résultat suivant.

Théorème 2.4.2 ([43]). Soit 0 < β ≤ 1
2 et f ∈ A1

β(T). La fonction f est
bicyclique dans A2

β(T) si et seulement si C1−2β(Z(f)) = 0.

On remarque que ce résultat peut être vu comme l’analogue au théorème
2.1.1 de Wiener qui caractérise la bicyclicité dans A2(T). On s’intéresse alors
à la bicyclicité des fonctions de Apβ(T) lorsque 1 ≤ p ≤ 2.

Pour énoncer le prochain résultat nous avons besoin d’un résultat de
représentation des éléments du dual de C1(T). On rappelle que l’on note
C(T) l’espace des fonctions continues sur T à valeurs dans C. Dans la suite
on verra T comme R/2πZ et donc on identifiera C(T) à l’espace {f ∈
C([0, 2π]), f(0) = f(2π)}. On note C1(T) l’espace des fonctions f ∈ C(T)
dérivables sur T telles que f ′ ∈ C(T). On munit C1(T) de la norme ‖f‖C1(T) =
‖f‖∞ + ‖f ′‖∞.

Lemme 2.4.3. Si L est une forme linéaire continue sur C1(T) alors il existe
µ une mesure borélienne complexe sur T vérifiant pour tout g ∈ C1(T),

L(g) = 1
2π

(∫ 2π

0
g′(t)dµ(t) + L(1)

∫ 2π

0
g(t)dt

)
.

Démonstration. Soit L est une forme linéaire continue sur C1(T). On pose

E =
{
f ∈ C(T),

∫ 2π

0
f(t)dt = 0

}
.

Il est facile de voir que E est un sous-espace vectoriel fermé de C(T). On
considère alors T la forme linéaire définie sur E par T (f) = L(h) pour tout
f ∈ E avec h définie par

h : x 7→
∫ x

0
f(t)dt− 1

2π

∫ 2π

0

∫ u

0
f(t)dtdu.

On a pour tout f ∈ E,

|T (f)| ≤ ‖L‖‖h‖C1(T) = ‖L‖(‖h‖∞ + ‖f‖∞) . ‖f‖∞

donc T est continue sur E. Ainsi par le théorème d’Hahn-Bancah T se pro-
longe en une forme linéaire continue sur C([0, 2π]) et par le théorème de
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représentation de Riesz, il existe µ une mesure borélienne complexe sur T
vérifiant pour tout f ∈ E,

T (f) = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)dµ(t).

Soit maintenant g ∈ C1(T). On pose f = g′. On a f ∈ E et g(x) = g(0) +∫ x
0 f(t)dt. On obtient alors que

h(x) =
∫ x

0
f(t)dt− 1

2π

∫ 2π

0

∫ u

0
f(t)dtdu = g(x)− 1

2π

∫ 2π

0
g(t)dt.

Ainsi

L(g) = L
(
g − 1

2π

∫ 2π

0
g(t)dt

)
+ L(1) 1

2π

∫ 2π

0
g(t)dt

= T (f) + L(1) 1
2π

∫ 2π

0
g(t)dt

= 1
2π

(∫ 2π

0
f(t)dµ(t) + L(1)

∫ 2π

0
g(t)dt

)
ce qui démontre le résultat.

La proposition suivante nous donne une condition suffisante sur l’en-
semble des zéros pour qu’une fonction soit bicyclique dans Apβ(T). Cette
condition porte à la fois sur la taille de l’ensemble des zéros en terme de
capacité mais aussi sur la structure algébrique de cet ensemble. Ce résultat
est de même nature que celui de Newman, [34, lemma 6], dans le cas β = 0.
Dans ce cas Newman utilise la mesure de Lebesgue au lieu des capacités. On
rappelle que pour f, g ∈ L1(T), le produit de convolution entre f et g, noté
f ∗ g, est l’application définie sur T par

(f ∗ g)(x) =
∫ 2π

0
f(x− t)g(t) dt2π .

Proposition 2.4.4. Soit 1 < p < 2 et β > 0 tel que βq ≤ 1. Soit f ∈ A1
β(T).

(a) Si k ∈ N∗ vérifie k ≤ q/2 et si Cα(k×Z(f)) = 0 pour un α < 2
q
(1−βq)k,

alors f est bicyclique dans Apβ(T).
(b) Si k ∈ N∗ vérifie q/2 ≤ k ≤ 1/(2β) et si Cα(k×Z(f)) = 0 où α = 1−2kβ,

alors f est bicyclique dans Apβ(T).

Démonstration. Soit k ∈ N∗. On suppose que f ∈ A1
β(T) n’est pas bicyclique

dans Apβ(T). Alors il existe L ∈ Aq−β(T), le dual de Apβ(T), tel que

L(1) = 1 et L(Pf) = 0, ∀P ∈ P(T). (2.4.1)
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Puisque β < 1
2 , on obtient, d’après le lemme 2.2.4, que C1(T) ⊂ A1

β(T) ⊂
Apβ(T) tous ces plongements étant continus. Ainsi L appartient au dual de
C1(T) et comme L(1) = 1, il existe, d’après le lemme 2.4.3, une mesure
borélienne µ telle que

L(g) = 1
2π

(∫ 2π

0
g′(x)dµ(x) +

∫ 2π

0
g(x)dx

)
, ∀g ∈ C1(T).

Puisque L ∈ Aq−β(T) on a que (L(en))n∈Z ∈ `q−β(Z) avec en : t 7→ eint car
L(en) = 〈L, zn〉 = L̂(−n). De plus L(en) = inµ̂(−n) lorsque n 6= 0, donc∑

n∈Z
|nµ̂(n)|q(1 + |n|)−βq <∞. (2.4.2)

On peut noter que µ est une fonction de L2(T). En effet, l’inégalité de Hölder
nous donne,∑
n∈Z
|µ̂(n)|2 =

∑
n∈Z
|µ̂(n)|2(1 + |n|)2(1−β)(1 + |n|)2(β−1)

≤

∑
n∈Z
|µ̂(n)|q(1 + |n|)q(1−β)

2/q∑
n∈Z

(1 + |n|)2(β−1)q/(q−2)

1−2/q

.

∑
n∈Z
|nµ̂(n)|q(1 + |n|)−βq

2/q∑
n∈Z

(1 + |n|)2(β−1)q/(q−2)

1−2/q

.

En utilisant (2.4.2), l’hypothèse βq ≤ 1 et le fait que 2(β − 1)q/(q − 2) <
−1⇔ 2(βq− 1) < q, on obtient qu’il existe une fonction φ ∈ L2(T) telle que
dµ(x) = φ(x)dx. Donc on peut écrire

L(g) = 1
2π

∫ 2π

0

(
g′(x)φ(x) + g(x)

)
dx, ∀g ∈ C1(T).

Par (2.4.1), on a

0 =
∫ 2π

0

(
(enf)′(x)φ(x) + (enf)(x)

)
dx = 〈φ, (enf)′〉+ 〈1, enf〉, n ∈ Z,

donc 〈φ′− 1, enf〉 = 0 où φ′ est définie au sens des distributions. Par (2.4.2),
φ′−1 ∈ Aq−β(T), donc d’après le lemme 2.2.5, on obtient supp(φ′−1) ⊂ Z(f).

On note φ∗1 = φ et pour m ≥ 2, φ∗m la fonction φ convolée m fois avec
elle-même. En utilisant le fait que S ′ ∗ T = S ∗ T ′ = (S ∗ T )′ et 1 ∗ S ′ = 0
pour toutes distributions S et T , on a pour m ≥ 2,

(φ′ − 1) ∗
((
φ∗(m−1)

)(m−1)
+ (−1)m−1

)
= (φ∗m)(m) + (−1)m.
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Ainsi on peut voir par récurrence sur m ≥ 1 et grâce à la formule
supp(T ∗ S) ⊂ supp(T ) + supp(S) que

supp
(
(φ∗m)(m) + (−1)m

)
⊂ m×Z(f), ∀m ≥ 1. (2.4.3)

Il est à noter que ̂(φ∗k)(k)(n) = iknkφ̂(n)k pour k ≥ 1 et n ∈ Z.

(a) : Supposons que 0 < k ≤ q/2 et Cα(k×Z(f)) = 0 avec α < 2
q
(1−βq)k.

On réécrit (2.4.2) comme
∑
n∈Z

(
|nφ̂(n)|k

) q
k (1 + |n|)−

q
k
βk <∞.

Donc si on pose q′ = q
k
≥ 2 et β′ = βk, on a

(
φ∗k

)(k)
∈ Aq

′

−β′(T) ⊂ A2
(α−1)/2(T)

d’après le lemme 2.2.1. Par (2.4.3) et puisque Cα(k×Z(f)) = 0, on obtient,
d’après le Théorème 1.2.2 de Beurling, que

(
φ∗k

)(k)
= (−1)k−1. Ceci est

absurde car ̂(φ∗k)(k)(0) = 0.

(b) : Maintenant on suppose que k ≥ q/2 et Cα(k × Z(f)) = 0 où α =
1− 2kβ. Puisque q ≤ 2k, on a par (2.4.2),∑

n∈Z
|nφ̂(n)|2k(1 + |n|)−2kβ <∞.

Donc
(
φ∗k

)(k)
∈ A2

−kβ(T) et
(
φ∗k

)(k)
= (−1)k−1. Ceci est également absurde

car ̂(φ∗k)(k)(0) = 0.

Remarque
La condition suffisante pour la bicyclicité dans la proposition précédente
porte sur la capacité de la somme de l’ensemble des zéros. Le calcul de la
capacité d’un tel ensemble peut s’avérer compliqué en général. La section
2.3 nous permet cependant de calculer cette capacité lorsque l’ensemble des
zéros est un certain ensemble de Cantor généralisé.

Le théorème suivant est un des résultats principaux de ce chapitre. Il
permet d’obtenir des résultats de type Beurling, Salem et Newman dans les
espaces Apβ(T).

Théorème 2.4.5. Soit 1 < p < 2 et β > 0 tels que βq ≤ 1.
(1) Si f ∈ A1

β(T) et dim(Z(f)) < 2
q
(1 − βq) alors f est bicyclique dans

Apβ(T).
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(2) Si f ∈ A1
β(T) et C1−βq(Z(f)) > 0 alors f n’est pas bicyclique Apβ(T).

(3) Pour 2
q
(1−βq) < α ≤ 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que

dim(E) = α et tout f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique

dans Apβ(T).
(4) Soit k = [q/2]. Pour tout ε > 0, il existe un ensemble E ⊂ T tel que

dim(E) ≥ max
(

2
q

(1− βq)k − ε, 1− 2(k + 1)β
)

(2.4.4)

et tel que tout f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans Apβ(T).

De plus, si p = 2k
2k−1 pour un k ∈ N∗, E peut être choisi tel que

dim(E) = 1− βq.
Démonstration. (1) : On remarque tout d’abord que, par 1.2.3, dim(Z(f)) <
2
q
(1 − βq) si et seulement s’il existe α < 2

q
(1 − βq) tel que Cα(Z(f)) = 0.

Si Cα(Z(f)) = 0, d’après le Théorème 1.2.2, il n’existe pas de distribution
S ∈ Aq−β(T) \ {0} tel que supp(S) ⊂ Z(f) . Donc, par la proposition 2.2.6
(1), f est bicyclique dans Apβ(T).

(2) : On suppose que C1−βq(Z(f)) > 0. Il existe une mesure de probabilité µ
d’énergie I1−βq(µ) <∞, tel que supp(µ) ⊂ Z(f) . Donc µ ∈ A2

−βq/2(T) \ {0}.
Puisque |µ̂(n)| ≤ 1 pour tout n ∈ Z et q ≥ 2, on a µ ∈ Aq−β(T). D’après le
proposition 2.2.6 (2), f n’est pas bicyclique dans Apβ(T).

(3) : Soit 2
q
(1 − βq) < α ≤ 1. Il existe ε > 0 tel que 2

q
(1 − βq) + ε < α.

Soit q′ tel que 2
q
− 2β + ε = 2

q′
. Puisque β > 1

q
− 1

q′
, d’après le lemme 2.2.1,

Aq
′(T) ⊂ Aq−β(T). Par le théorème 1.3.6, comme q′ vérifie q′ > 2

α
, il existe

un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que dim(E) = α et il existe une mesure
positive non nulle µ ∈ Aq′(T) ⊂ Aq−β(T) telle que supp(µ) ⊂ E. Ainsi (3) se
déduit de la proposition 2.2.6.(2).

(4) : Soit k = [q/2]. On remarque tout d’abord que si βq = 1, il suffit de
prendre E = ∅. On se place alors dans le cadre βq < 1. On suppose dans
un premier temps que 2

q
(1− βq)k > 1− 2(k + 1)β. Soit 0 < ε′ < ε vérifiant

1−2(k+1)β ≤ 2
q
(1−βq)k−ε′. On considère l’ensemble de Cantor généralisé

Sλ construit dans la partie 2.3 où λ vérifie
2
q

(1− βq)k − ε′ < 1− λ
1 + λ

<
2
q

(1− βq)k.

D’après la proposition 2.3.3.(3) on a

dim(Sλ) = 1− λ
1 + λ

> max
(

2
q

(1− βq)k − ε, 1− 2(k + 1)β
)
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et C 1−λ
1+λ

(k × Sλ) = 0. D’après la proposition 2.4.4.(a), toute fonction f ∈
A1
β(T) tel que Z(f) = Sλ est bicyclique dans Apβ(T).
Maintenant on suppose que 2

q
(1− βq)k ≤ 1− 2(k+ 1)β. On considère Sλ

où 1−λ
1+λ = 1− 2(k + 1)β. D’après la proposition 2.3.3.(3) on a

dim(Sλ) = 1− λ
1 + λ

= 1− 2(k + 1)β

et C 1−λ
1+λ

((k + 1)× Sλ) = 0. Donc par la proposition 2.4.4.(b), toute fonction
f ∈ A1

β(T) tel que Z(f) = Sλ est bicyclique dans Apβ(T).

Si maintenant p = 2k
2k−1 pour un k ∈ N∗. Comme avant, on considère Sλ

où 1−λ
1+λ = 1 − 2kβ = 1 − βq. Donc encore par la proposition 2.4.4.(b), toute

fonction f ∈ A1
β(T) tel que Z(f) = Sλ est bicyclique dans Apβ(T).

Remarques
(a) Dans les quatre conditions du théorème, l’hypothèse f ∈ A1

β(T) est im-
portante. Elle vient de la proposition 2.2.6. La relation entre les zéros
d’une fonction f ∈ C(T) et sa bicyclicité dans Apβ(T), pour 1 < p < 2
et 0 ≤ βq ≤ 1, semble compliqué. On rappelle que dans [32, 7.2], les
auteurs posent la question suivante : pour f ∈ C(T)∩Ap(T), 1 < p < 2,
la condition Z(f) = ∅ implique-t-elle que f est bicyclique dans Ap(T) ?

(b) On peut noter que l’ensemble E qui est considéré dans Théorème 2.4.5.(4)
vérifie Cα(E) = 0 avec un α vérifiant

α ≥ max
(

2
q

(1− βq)k − ε, 1− 2(k + 1)β
)

ce qui est plus fort que seulement dim(E) = α.
(c) On peut déduire de (4) que pour tout α vérifiant

0 < α < max
(

2
q

(1− βq)k, 1− 2(k + 1)β
)

on peut trouver une fonction f ∈ A1
β(T) bicyclique dans Apβ(T) vérifiant

dim(Z(f)) = α.

On peut résumer les résultats obtenus dans les espaces à poids et les
comparer aux résultats connus dans les espaces sans poids grâce aux schémas
suivants. On rapelle que dans Ap(T) pour 1 < p < 2 nous avons la situation
suivante :
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dim(Z(f))
0
|

2
q

|
1
|

(BEU) (SAL) et (NEW)

avec

(BEU) : dim(Z(f)) < 2/q =⇒ f bicyclique dans Ap(T)
(SAL) : ∀α > 2/q, ∃f non bicyclique dans Ap(T) tel que dim(Z(f)) = α

(NEW ) : ∃f bicyclique dans Ap(T) tel que dim(Z(f)) = 1

Dans Apβ(T) pour 1 < p < 2, β > 0 et βq ≤ 1, nous avons la situation
suivante

dim(Z(f))
0
|

2
q
(1− βq)
|

1− βq
|

1
|

(1) (3) et (4) (2)

avec (1), (2), (3) et (4) correspondant aux résultats du théorème 2.4.5. Il faut
noter que le point (4) du théorème ne permet pas d’atteindre la borne 1−βq
lorsque p n’est pas de la forme 2k

2k−1 , k ∈ N∗. En effet cette restriction vient
du théorème 2.4.4 et du fait que, pour atteindre la borne 1−βq, on a besoin
de convoler q/2 fois la fonction φ. Or q/2 ∈ N si et seulement si p est de la
forme 2k

2k−1 .

2.4.2 Cas dim(Z(f)) = 2
q (1− βq)

On s’intéresse maintenant à ce qui se passe lorsque dim(Z(f)) = 2
q
(1−βq),

cas qui n’est pas traité par le théorème 2.4.5. On rappelle que Newman s’est
intéressé à cette question dans les espaces Ap(T). Il a démontré le théorème
2.1.4 et a posé la question (?) rappelée page 36. Le but ici est de généraliser
le théorème de Newman dans les espaces Apβ(T).

Tout d’abord nous allons énoncer le théorème suivant qui est dû à Körner
(voir [28, Theorem 1.2]).

Théorème 2.4.6. Soit h : [0,∞)→ [0,∞) une fonction continue et stricte-
ment croissante vérifiant h(0) = 0 et soit φ : [0,∞) → [0,∞) une fonction
strictement décroissante. On suppose que
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(1)
∫ ∞

1
φ(x)2dx =∞ ;

(2) il existe K1, K2 > 1 tel que pour tout 1 ≤ x ≤ y ≤ 2x,

K1φ(2x) ≤ φ(x) ≤ K2φ(y);

(3) il existe γ > 0 tel que

lim
x→∞

x1−γφ(x) =∞;

(4) il existe 0 < K3 < K4 < 1 tel que pour tout t > 0,

K3h(2t) ≤ h(t) ≤ K4h(2t).

Alors il existe une mesure de probabilité µ ayant un support de h-mesure de
Hausdorff nulle tel que

|µ̂(n)| ≤ φ

(
1

h(|n|−1)

)(
log

(
1

h(|n|−1)

))1/2

, ∀n 6= 0.

Le théorème suivant est le second résultat principal de ce chapitre. Rappe-
lons la notion de α-mesure forte. Soit E un ensemble fermé de T et α ∈]0, 1].
On considère la suite ]ak, bk[ des intervalles contigus à E. On pose

rn = 2π −
n∑
k=1

(bk − ak).

On dit que E est de α-mesure forte 0 si

lim
n→∞

n
1
α
−1rn = 0.

Théorème 2.4.7. Soit 1 < p < 2 et β ≥ 0 tel que βq < 1.
(1) Si f ∈ A1

β(T) et Z(f) est de α-mesure forte nulle, où α = 2
q
(1 − βq)

alors f est bicyclique dans Apβ(T).
(2) Pour tout γ > 2

q
, il existe un ensemble fermé E ⊂ T tel que toute

fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique dans Apβ(T)

et tel que Hh(E) = 0 où h(t) = tα

log(e/t)γ avec α = 2
q
(1− βq).

Démonstration. (1) : On note par ]ak, bk[ les intervalles contigus à Z(f) triés
par ordre décroissant de longueur et on pose

rn = 2π −
n∑
k=0

(bk − ak).
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L’ensemble Z(f) est de α-mesure forte nulle où α = 2
q
(1− βq) donc

lim
n→∞

rn n
1
α
−1 = 0.

Soit ε > 0 et n ∈ N tel que rn < εn1− 1
α et εn− 1

α < 1. Soit ψ la fonction
donnée par

ψ(x) = max
(

1− n
1
α

ε
ρ(x), 0

)
, x ∈ T,

où
ρ(x) = dist

(
x,T \

n⋃
k=1

]ak, bk[
)
.

Ainsi

‖ψ‖2
A2 =

∫
T\
⋃n

k=1]ak,bk[
ψ(t)2 dt

2π +
n∑
k=1

∫ bk

ak

ψ(t)2χ
{ρ(x)≤εn−

1
α }

(t) dt2π

≤ rn +
n∑
k=1

2εn− 1
α ≤ 3εn1− 1

α .

De plus

‖ψ′‖2
A2 =

∫
T
ψ′(t)2 dt

2π =
n∑
k=1

∫ bk

ak

ψ′(t)2χ
{ρ(x)≤εn−

1
α }

(t) dt2π

≤
n∑
k=1

n 1
α

ε

2

2εn− 1
α ≤ 2n

1+ 1
α

ε
.

Puisque εn− 1
α < n

1
α

ε
et α = 2

q
(1− βq), d’après le corollaire 2.2.3,

‖ψ‖Ap
β
≤ C

(
3εn1− 1

α

) 3
4−

1
2p−

β
2

5n
1+ 1

α

ε

 1
2p−

1
4 +β

2

≤ C ′ε1− 1
p
−β

où C et C ′ sont des constantes strictement positives dépendant seulement
de β et p. En remarquant que 1 − ψ est une fonction lipschitzienne et que
Z(f) ⊂ Z(1− ψ), on conclut grâce au lemme 2.2.9.

(2) : Soit α = 2
q
(1− βq) et γ > 2

q
. Soit

φ(t) = (t log(et))−1/2, t ≥ 1 et h(t) = tα

log(e/t)γ , 0 ≤ t ≤ 1.
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Il est clair que φ et h vérifient les hypothèses du théorème 2.4.6. Ce dernier
nous donne qu’il existe une mesure de probabilité µ avec pour support un
ensemble de h-mesure nulle et telle que

|µ̂(n)| ≤ φ

(
1

h(|n|−1)

)(
log

(
1

h(|n|−1)

))1/2

≤ (|n|α log(e|n|)γ)−1/2,

pour n 6= 0. Puisque γq/2 > 1,∑
n 6=0
|µ̂(n)|q(1 + |n|)−βq ≤ C

∑
n6=0
|n|−αq/2−βq log(e|n|)−γq/2

≤ C
∑
n6=0

1
|n| log(e|n|)γq/2 <∞

avec C une constante positive. Donc µ ∈ Aq−β(T). On pose alors E = supp(µ)
et le lemme 2.2.6 permet de démontrer le résultat.

2.5 Poids à croissance lente
On dit que ω = (ωn) ∈ RZ est un poids si wn ≥ 1 et ωn+k ≤ Cωnωk pour

tout k, n ∈ Z et avec C > 0 une constante indépendante de k et n. Pour ω
un poids et 1 ≤ p <∞ on pose

Ap(ω,T) =

S ∈ D′(T), ‖S‖pAp(ω,T) =
∑
n∈Z
|Ŝ(n)|pωpn <∞

 .
On remarque que ‖zS‖Ap(ω,T) ≤ C‖z‖A1(ω,T)‖S‖Ap(ω,T) pour S ∈ Ap(ω,T).
Donc on peut caractériser la cyclicité dans Ap(ω,T) avec la norme grâce à
(2.0.1).

Quand ωn = O((1+ |n|)ε) pour tout ε > 0, par exemple ωn = log(e+ |n|)β
où β ≥ 0, on peut montrer les même résultats que dans le lemme 2.2.9. Donc
en notant que pour tout p ≥ 1 et δ > 0,

Apδ(T) ⊂ Ap(ω,T) ⊂ Ap(T)

on obtient des résultat similaire au théorème 2.4.5 avec β = 0.

Théorème 2.5.1. Soit 1 < p < 2 et ω = (ωn)n∈Z un poids vérifiant ωn =
O((1 + |n|)ε) pour tout ε > 0.
(1) Si f ∈ A1(ω,T) et dim(Z(f)) < 2

q
alors f est bicyclique dans Ap(ω,T).
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(2) Pour 2
q
< α ≤ 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que

dim(E) = α et toute fonction f ∈ A1(ω,T) vérifiant Z(f) = E n’est
pas cyclique dans Ap(ω,T).

(3) Pour tout 0 < ε < 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que
dim(E) = 1− ε et toute fonction f ∈ A1(ω,T) vérifiant Z(f) = E est
bicyclique Ap(ω,T).

Démonstration. (1) : Soit f ∈ A1(ω,T) tel que dim(Z(f)) < 2
q
. Il existe

0 < δ < 1/2 tel que dim(Z(f)) < 2
q
(1 − δq). Par le théorème 2.4.5.(1),

toute fonction g ∈ A1
δ(T) vérifiant Z(g) = Z(f) est bicyclique Apδ(T). Ainsi

par le lemme 2.2.9, il existe (fn) une suite de fonctions lipschitziennes qui
s’annulent sur Z(f) et telle que

lim
n→∞

‖fn − 1‖Ap
δ

= 0.

De plus ωn = O((1 + |n|)δ) donc

lim
n→∞

‖fn − 1‖Ap(ω,T) = 0.

Encore par le lemme 2.2.9 dans Ap(ω,T), on obtient que f est bicyclique
dans Ap(ω,T).

(2) : Par le théorème de Salem (voir le théorème 1.3.6), il existe un sous-
ensemble fermé E ⊂ T tel que dim(E) = α et toute fonction f ∈ A1(T)
vérifiant Z(f) = E n’est pas bicyclique dans Ap(T). Soit f ∈ A1(ω,T) tel
que Z(f) = E. Puisque f ∈ A1(T), f n’est pas bicyclique dans Ap(T).
Cependant ‖ · ‖Ap(T) ≤ ‖ · ‖Ap(ω,T) donc f n’est pas bicyclique dans Ap(ω,T).

(3) : Soit 0 < ε < 1 et β > 0 tel que 1− 2([q/2] + 1)β ≥ 1− ε. D’après le
théorème 2.4.5.(4), il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel que

dim(E) ≥ 1− 2([q/2] + 1)β ≥ 1− ε

et tel que toute fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans

Apβ(T). Puisque Apβ(T) ⊂ Ap(ω,T), on obtient par le lemme 2.2.9, que toute
fonction f ∈ A1(ω,T) vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans Ap(ω,T).

Lorsque ωn = log(e + |n|)β où 0 < β < 1, pour tout p > 2
1−β et pour

tout α < 2π, Nikolskii montre dans [38, Corollary 6], qu’il existe E ⊂ T
ayant pour mesure de Lebesgue |E| > α telle que toute fonction f ∈ A1

β(T)
vérifiant Z(f) = E est bicyclique dans Apβ(T).
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Chapitre 3

Cyclicité dans les espaces `p(Z)
à poids

Après avoir étudié, dans le chapitre précédent, la bicyclicité dans les es-
paces Apβ(T), c’est-à-dire l’étude des fonctions f telle que le sous-espace en-
gendré par {znf, n ∈ Z} est dense, on s’intéresse dans ce chapitre à l’étude
des fonctions cycliques c’est-à-dire telles que le sous-espace engendré par
{znf, n ∈ N} est dense. Il est facile de voir que la cyclicité est une notion
plus forte que la bicyclité dans le sens où toute fonction cyclique est bicy-
clique. Nous démontrerons le Théorème 2.1.6 qui étend le résultat de Lev
et Olevskii à la cyclicité dans Ap(T) pour 1 < p < 2. Nous donnerons aussi
des conditions suffisantes pour la cyclicité de fonctions régulières et nous
donnerons des exemples de fonctions cycliques dans les espaces Apβ(T). Fi-
nalement nous montrerons que l’ensemble des fonctions cycliques de Apβ(T),
pour 1 ≤ p ≤ 2 et lorsque Apβ(T) n’est pas une algèbre, est dense dans Apβ(T).

3.1 Définitions et résultats connus
Soit X un espace vectoriel métrique de distributions ou de fonctions com-

plexes définies sur le cercle unité T. On suppose que l’opérateur shift S, défini
par

S(f)(z) = zf(z), z ∈ T
est un isomorphisme topologique de X sur lui même. Pour f ∈ X et Λ ⊂ Z,
on note [f ]XΛ le sous-espace vectoriel fermé engendré par {znf, n ∈ Λ} :

[f ]XΛ = span{znf, n ∈ Λ}X .

On rappelle que f ∈ X est bicyclique dans X si [f ]XZ = X et on dira que f
est cyclique dans X si [f ]XN = X.

67
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On peut noter que f est cyclique dansX si et seulement si f est bicyclique
dans X et [f ]XN = [f ]XZ . On note P(T) l’ensemble des polynômes trigonomé-
triques sur T et on note P+(T) l’ensemble des polynômes analytiques sur T.
Ainsi [f ]XZ est l’adhérence dans X de l’ensemble {Pf, P ∈ P(T)} et [f ]XN est
l’adhérence dans X de l’ensemble {Pf, P ∈ P+(T)}.

Proposition 3.1.1. Pour f ∈ X on a

[f ]XN = [f ]XZ ⇐⇒ f ∈ [f ]XN∗ (3.1.1)

Démonstration. Supposons que [f ]XN = [f ]XZ . On a alors que zf ∈ [f ]XN . Donc
il existe une suite (Pn)n∈N de polynômes analytiques telle que zf = limPnf
et comme la multiplication par z est continue sur X on obtient

f = z limPnf = lim zPnf ∈ [f ]XN∗ . (3.1.2)

Réciproquement si f ∈ [f ]XN∗ alors on a, d’après (3.1.2), zf ∈ [f ]XN . On
suppose pour n ≥ 1 que znf ∈ [f ]XN . Il existe alors une suite (Pm)m∈N de po-
lynômes analytiques telle que znf = limPmf . Ainsi, comme la multiplication
par z est continue sur X,

zn+1f = z limPmf = limPmzf.

Or Pmzf ∈ [f ]XN et [f ]XN est un sous-espace fermé de X cela démontre que
zn+1f ∈ [f ]XN . Ainsi par récurrence on obtient que [f ]XZ = [f ]XN .

On suppose maintenant qu’en plus des propriétés précédentes X est un
espace de Banach dans lequel P(T) est un sous-espace dense. On rappelle,
d’après (2.0.1), qu’une fonction ou une distribution f ∈ X est bicyclique dans
X si et seulement s’il existe une suite (Pn)n∈N de polynômes trigonométriques
vérifiant

lim
n→∞

‖1− Pnf‖X = 0.

Pour la cyclicité on a la caractérisation suivante :

Proposition 3.1.2. Une distribution f est cyclique dans X si et seulement
s’il existe deux suites (Pn)n∈N ∈ P(T)N et (Qn)n∈N ∈ P+(T)N vérifiant

‖1− Pnf‖X −→
n→∞

0 et ‖f − zQnf‖X −→
n→∞

0. (3.1.3)

Présentons maintenant les résultats connus sur la cyclicité dans les espaces
Apβ(T). Dans A2(T) = L2(T) on rappelle qu’on a, par le théorème 2.1.1 de
Wiener, qu’une fonction f est bicyclique dans A2(T) si et seulement son
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ensemble des zéros Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle. Donc par (2.0.1),
une fonction f ∈ A2(T) est cyclique dans A2(T) si et seulement si Z(f) est
de mesure de Lebesgue nulle et

inf{‖f − zQf‖A2 , Q ∈ P+(T)} = 0. (3.1.4)

Or le théorème de Szegö-Kolmogorov (voir [39, Theorem 4.1.1 p. 65]), nous
donne l’égalité

inf{‖f − zQf‖A2 , Q ∈ P+(T)} = exp
(∫

T
log |f |dm

)
,

avec dm la mesure de Lebesgue normalisée sur T. Donc

inf{‖f − zQf‖A2 , Q ∈ P+(T)} = 0⇐⇒
∫
T

log |f | = −∞.

On obtient alors une première caractérisation de la cyclicité dans l’espace
A2(T) :

f ∈ A2(T) est cyclique dans A2(T) si et seulement si
Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle et log |f | 6∈ L1(T).

Si une fonction f est cyclique dans Ap(T) alors f est aussi cyclique dans
Aq(T) pour tout q ≥ p. Cela a pour conséquence directe que si une fonction f
est cyclique dans Ap(T) pour un certain p vérifiant 1 ≤ p ≤ 2 alors Z(f) est
de mesure de Lebesgue nulle et log |f | 6∈ L1(T). En utilisant la caractérisation
de la bicyclicité dans A(T) (Théorème 2.1.1), on obtient alors qu’il n’existe
pas de fonctions cycliques dans A(T) (on peut également voir [2] pour une
preuve différente de ce résultat).

L’existence de vecteurs cycliques dans Ap(T), pour p > 1, a été établie
par Abakumov, Atzmon et Grivaux dans [2, Corollary 1] en 2007. Ils ont
mentionné dans leur papier que ce résultat a été démontré en premier par
Olevskii dans un papier non publié en 1998 (voir [2, Remark 1]). Notons que
ce résultat peut aussi découler du Théorème de Makarov (voir (3.3.2)) et du
Théorème de Beurling (voir Théorème 2.1.2).

Des résultats ont également été obtenus dans l’espace de Dirichlet A2
1/2(T)

par Abakumov, El-Fallah, Kellay et Ransford en 2017 dans [3].

3.2 Théorème de type Lev-Olevskii pour la
cyclicité

On a vu dans la première partie de ce chapitre que l’on peut caractériser la
cyclicité d’une fonction f dans Ap(T) pour p = 1 et p = 2 à l’aide uniquement
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de son ensemble de zéros et de l’intégrale
∫
T log |f |. Lev et Olevskii ont montré

en 2011 que l’on ne peut pas pas caractériser les fonctions f ∈ A(T) bicy-
cliques dans Ap(T), pour 1 < p < 2, uniquement à l’aide de leur ensemble de
zéros. Nous montrons que ceci reste valable pour les vecteurs cycliques dans
Ap(T) pour 1 < p < 2. Plus précisément :

Théorème 3.2.1. Soit 1 < p < 2. Il existe deux fonctions f et g dans A(T)
vérifiant Z(f) = Z(g), log |f | 6∈ L1(T), log |g| 6∈ L1(T) avec f non-cyclique
dans Ap(T) et g cyclique dans Ap(T).

3.2.1 Preuve du Théorème 3.2.1
On commence par s’intéresser à un résultat sur les ensembles de Helson

introduits dans la partie 1.4. Nous avons tout d’abord besoin du lemme sui-
vant dont on peut trouver une démonstration dans [25, Chapitre XI, Lemme
2].

Lemme 3.2.2. Soit X et Y deux espaces de Banach et T : X → Y une
application linéaire continue. On note T ′ l’adjoint de T . S’il existe c > 0 tel
que pour tout y′ ∈ Y ′, ‖T ′y′‖X′ ≥ c‖y′‖Y ′ alors T est surjective. De plus pour
tout y ∈ Y , il existe x ∈ X tel que Tx = y et c‖x‖X ≤ 2‖Tx‖Y .

Dans le lemme suivant nous allons affiner la définition d’ensemble de
Helson en contrôlant les normes ‖ · ‖A1 et ‖ · ‖Ap de g. Ce lemme a été
démontré par Lev et Olevskii dans [32, Lemma 10].

Lemme 3.2.3. Soit K un ensemble de Helson. Pour ε > 0, p > 1 et f ∈
C(K) il existe g ∈ A(T) vérifiant

g|K = f
‖g‖A1 ≤ 2

δ2
‖f‖∞

‖g‖Ap < ε

avec δ2 une constante vérifiant la condition (iii) de la proposition 1.4.2.

Démonstration :
Soit ε > 0, p > 1 et f ∈ C(K). Posons ε′ = δ2ε

4‖f‖∞ . On note B = A(T)
l’espace muni de la norme ‖ ·‖B = ‖ ·‖A1 + 1

ε′
‖ ·‖Ap . L’espace B est un espace

de Banach puisque la norme ‖ · ‖B est équivalente à la norme ‖ · ‖A1 . Soit
l’opérateur

T : B −→ C(K)
g 7−→ g|K

.
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Soit µ ∈M(T) vérifiant supp(µ) ⊂ K. Il existe une sous-suite de (|µ̂(n)|)n∈Z
qui converge vers lim sup

|n|→∞
|µ̂(n)|, c’est-à-dire qu’il existe (nj) ∈ ZN vérifiant

pour tout j ∈ N, |nj| < |nj+1| et il existe (θj) ∈ RN tel que

lim
j→∞
|µ̂(nj)| = lim

j→∞
µ̂(nj)e−iθj = lim sup

|n|→∞
|µ̂(n)|.

On définit alors pour tout N ∈ N∗ la fonction gN définie sur T par

gN(t) = 1
N

N∑
j=1

e−i(njt+θj).

On a gN ∈ B = A(T). De plus ‖gN‖A1 = 1 et ‖gN‖Ap =
(
N
Np

) 1
p = N

1
p
−1 car

les nj sont deux à deux distincts et |e−iθj | = 1. Ainsi

‖gN‖B = 1 + 1
ε′
N

1
p
−1 −→

N→∞
1.

Le lemme de Cesàro nous donne

〈T ′µ, gN〉 = 〈µ, TgN〉 =
∫
K
gN(t) dµ(t)

= 1
N

N∑
j=1

µ̂(nj)e−iθj

−→
N→∞

lim sup
|n|→∞

|µ̂(n)|.

Ainsi pour tout µ ∈M(T) vérifiant supp(µ) ⊂ K on a

‖T ′µ‖B′ ≥ lim
N→∞

|〈T ′µ, gN〉|
‖gN‖B

= lim sup
|n|→∞

|µ̂(n)| ≥ δ2

∫
T
|dµ|

car K est un ensemble de Helson.

En utilisant le lemme 3.2.2 on obtient donc qu’il existe g ∈ B = A(T) tel
que {

Tg = f
‖g‖B ≤ 2

δ2
‖f‖∞

Cela signifie que g|K = f , ‖g‖A1 ≤ ‖g‖B ≤ 2
δ2
‖f‖∞ et que

‖g‖Ap ≤ ε′‖g‖B ≤
δ2ε

4‖f‖∞
2
δ2
‖f‖∞ < ε.
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�
Soit E un sous-ensemble fermé de T. On pose

I(E) = {f ∈ A(T), f |E = 0}

et on note par J (E) la fermeture dans A(T) de l’ensemble des fonctions de
A(T) s’annulant au voisinage de E. On a de manière évidente que J (E) ⊂
I(E). On dira alors que E est un ensemble de synthèse si

J (E) = I(E).

Puisque {1} est un ensemble de synthèse (voir [25, Theorem IV] p. 123 ou
[20, Appendix 3] pp. 416-418), on a I({1}) = J ({1}). Contrairement à A(T),
l’espace I({1}) contient des vecteurs cycliques. On a même, par [2, Proposi-
tion 2], que l’ensemble des vecteurs cycliques de I({1}) est un sous-ensemble
Gδ dense de I({1}).

Lemme 3.2.4. Soit f ∈ I({1}). Si f est cyclique dans I({1}) alors f est
cyclique dans Ap(T) pour tout p > 1.

Démonstration. Soit f ∈ I({1}) cyclique dans I({1}) et ε > 0. On note hk,
pour k ∈ N, la fonction définie sur T par

hk(z) = z − 1
z − 1− 1/k .

On a hk ∈ I({1}). De plus pour z ∈ T,

hk(z) = 1− 1
k + 1

∞∑
n=0

zn

(1 + 1/k)n .

Ainsi pour p > 1, on obtient

‖1− hk‖pAp = 1
(k + 1)p

∞∑
n=0

1
(1 + 1/k)pn

= 1
(k + 1)p

1
1− 1

(1+1/k)p

= 1
(k + 1)p − kp ∼

k→∞

1
pkp−1

Donc pour p > 1 fixé, on choisit k ∈ N tel que ‖1− hk‖Ap < ε. Puisque f est
cyclique dans I({1}), il existe P et Q dans P+(T) tel que

‖hk − Pf‖A1 < ε et ‖f − zQf‖A1 < ε.
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On obtient que ‖f − zQf‖Ap < ε et

‖1− Pf‖Ap ≤ ‖1− hk‖Ap + ‖hk − Pf‖A1 < 2ε.

Cela démontre, d’après (3.1.3), que f est cyclique dans Ap(T) pour tout
p > 1.

Théorème 3.2.5. Soit K un ensemble de Helson sur T. Il existe une fonction
g ∈ A(T) s’annulant sur K telle que g est cyclique dans Ap(T) pour tout
p > 1.

Démonstration. Soit K un ensemble de Helson sur T. On rappelle que

I(K) = {g ∈ A(T), g|K = 0}

qui, muni de la norme ‖ · ‖A1 , est un espace de Banach. On définit

G(K) = {g ∈ I(K), g est cyclique dans Ap(T), ∀p > 1}.

Nous allons montrer que G(K) est un sous-ensemble Gδ-dense de I(K). Pour
ε > 0 et p > 1, on considère l’ensemble

G(ε, p) = {g ∈ I(K), ∃P ∈ P(T), ∃Q ∈ P+(T), ‖1− Pg‖Ap < ε

et ‖g − zQg‖Ap < ε}.

Soit εn = 1
n
et pn = 1 + 1

n
. Pour utiliser le lemme de Baire, nous allons

démontrer

(i)
∞⋂
n=1

G(εn, pn) = G(K)

(ii) Pour tous ε > 0 et p > 1, G(ε, p) est un sous-ensemble ouvert de I(K)
(iii) Pour tous ε > 0 et p > 1, G(ε, p) est un sous-ensemble dense de I(K).

(i) : Soit g ∈ I(K) tel que pour tout n ∈ N il existe Pn ∈ P(T) et Qn ∈ P+(T)
vérifiant ‖1− Png‖Apn < εn et ‖g − zQng‖Apn < εn.
Puisque pour tout p > 1, il existe N tel que pour tout n ≥ N on a p > pn,
on obtient

‖1− Png‖Ap ≤ ‖1− Png‖Apn < εn → 0, n→∞

et
‖g − zQng‖Ap ≤ ‖g − zQng‖Apn < εn → 0, n→∞.

Donc, d’après (3.1.3), g est cyclique dans Ap(T) pour tout p > 1 et ainsi on
a g ∈ G(K). L’autre inclusion est claire.
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(ii) : Soit g0 ∈ G(ε, p). Il existe P ∈ P(T) et Q ∈ P+(T) tels que

‖1− Pg0‖Ap < ε et ‖g0 − zQg0‖Ap < ε.

Soit
η = min

(
ε− ‖1− Pg0‖Ap

‖P‖Ap
,
ε− ‖g0 − zQg0‖Ap

1 + ‖zQ‖Ap

)
.

Donc on a g ∈ G(ε, p) pour tout g ∈ I(K) vérifiant ‖g− g0‖A1 < η. En effet,
on a

‖1− Pg‖Ap < ‖1− Pg0‖Ap + η‖P‖Ap ≤ ε

et

‖g − zQg‖Ap ≤ ‖g − g0‖A1 + ‖g0 − zQg0‖Ap + ‖zQ‖Ap‖g0 − g‖A1 < ε

Ainsi G(ε, p) est un sous-ensemble ouvert de I(K).

(iii) : Soit g0 ∈ I(K). Nous allons montrer que pour tout κ > 0, il existe
g ∈ G(ε, p) tel que ‖g − g0‖A1 < κ. Sans perte de généralité, on suppose que
1 ∈ K. Ainsi nous avons g0 ∈ I({1}). Puisque K est un ensemble de Helson,
on considère δ2 la constante vérifiant la condition (iii) de la proposition 1.4.2.
L’ensemble de vecteurs cycliques de I({1}) étant dense dans I({1}) (voir [2]),
il existe une fonction h cyclique dans I({1}) telle que

‖h− g0‖A1 <
δ2

2 + δ2
κ.

Pour tout t ∈ K,

|h(t)| = |h(t)− g0(t)| ≤ ‖h− g0‖∞ ≤ ‖h− g0‖A1 <
δ2

2 + δ2
κ.

Puisque h est cyclique dans I({1}), on a, d’après le lemme 3.2.4, que h est
aussi cyclique dans Ap(T). Par (3.1.3), il existe P ∈ P(T) et Q ∈ P+(T)
vérifiant ‖1 − Ph‖Ap < ε

2 et ‖h − zQh‖Ap < ε
2 . D’après le lemme 3.2.3, il

existe f ∈ A(T) vérifiant

f |K = h|K
‖f‖A1 ≤ 2‖h|K‖∞

δ2
<

2κ
2 + δ2

‖f‖Ap < min
(

ε

2‖P‖A1
,

ε

2‖1− zQ‖A1

)
Soit g = h − f . On a g ∈ I(K) puisque f |K = h|K . De plus g ∈ G(ε, p)
puisque

‖1− Pg‖Ap ≤ ‖1− Ph‖Ap + ‖P‖A1‖f‖Ap < ε
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et
‖g − zQg‖Ap ≤ ‖h− zQh‖Ap + ‖1− zQ‖A1‖f‖Ap < ε.

Finalement, on a

‖g − g0‖A1 ≤ ‖h− g0‖A1 + ‖f‖A1 <
δ2

2 + δ2
κ+ 2κ

2 + δ2
= κ.

Ainsi G(ε, p) est un sous-ensemble dense de I(K).

Par le lemme de Baire, l’ensemble
∞⋂
n=1

G(εn, pn) est un sous-ensembleGδ-dense
de I(K). En particulier G(K) est non-vide.

Démonstration. (du théorème 3.2.1) On rappelle que 1 < p < 2. Soit K
un ensemble de Helson vérifiant le théorème 1.4.3. D’après le théorème 3.2.5,
il existe g ∈ A(T) tel que g s’annule sur K et tel que g est cyclique dans
Ap(T). Cela implique en particulier que log |g| 6∈ L1(T). De plus il existe
f ∈ C1(T) tel que Z(f) = Z(g) et log |f | 6∈ L1(T) (en prenant par exemple
f(ζ) = e−1/d(ζ,Z(g)) si ζ 6∈ Z(g) et 0 sinon). Par la proposition 2.2.8 et le
théorème 1.4.3, f n’est pas bicyclique dans Ap(T) donc n’est pas cyclique
dans Ap(T).

Remarque
Dans la construction de f et g dans le théorème 3.2.1, l’une des fonctions
est bicyclique et l’autre non. Une question naturelle est : Est-il possible de
construire deux fonctions bicycliques avec les même propriétés que dans le
théorème 3.2.1 ?

3.3 Conditions sur la cyclicité de fonctions
régulières et exemples

Dans toute cette partie on note q = p/(p−1). Nous donnerons des condi-
tions suffisantes et des conditions nécessaires pour qu’une fonction f soit
cyclique dans Apβ(T), lorsque f est régulière, pour 1 < p < 2 et 0 ≤ βq ≤ 1.
En particulier les conditions obtenues dans cette section nous permettent de
construire des exemples de vecteurs cycliques. Notons que, lorsque βq > 1,
il n’existe pas de vecteur cyclique dans Apβ(T). En effet pour 1 ≤ p < ∞ et
β ≥ 0, Apβ(T) est une algèbre de Banach de fonctions continues si et seulement
si βq > 1 (voir [16]). Donc, si f est cyclique dans Apβ(T), quand βq > 1, alors
Z(f) = ∅ et log |f | 6∈ L1(T) ce qui est impossible puisque f est continue.

On note H∞ l’espace des fonctions f ∈ L∞(T) vérifiant f̂(n) = 0 pour
tout n < 0. Il est bien connu que H∞ peut être identifié avec l’espace des
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fonctions holomorphes bornées sur le disque D = {z ∈ C, |z| < 1}. On
rappelle qu’on définit une fonction extérieure comme étant une fonction f de
la forme

f(z) = c exp
∫
T

ζ + z

ζ − z
logϕ(ζ) |dζ|2π , z ∈ D,

où |c| = 1 et où ϕ est une fonction positive vérifiant logϕ ∈ L1(T). La limite
radiale de f , que l’on notera aussi par f , existe presque partout et on a
|f | = ϕ p.p. sur T (voir [10]).

Le résultat suivant permet d’exprimer la norme dans A2
α(T) à l’aide d’une

double intégrale sur T. Il est inspiré des résultats de Douglas dans [9] (voir
aussi [43, section 5.]).
Proposition 3.3.1. Soit f ∈ L2(T) et α > 0 vérifiant α < 1. On a

Dα(f) =
∫∫

T2

|f(ζ)− f(ζ ′)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ‖|dζ

′| �
∑
n∈Z
|f̂(n)|2|n|2α.

En particulier
‖f‖2

A2
α
� |f̂(0)|2 +Dα(f).

Démonstration. En utilisant l’égalité de Parseval, on a
∫∫

T2

|f(ζ)− f(ζ ′)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ‖dζ

′| =
∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣∣∣∑n∈Z f̂(n)einθ (eint − 1)
∣∣∣2

|1− eit|1+2α dθdt

= 2π
∫ 2π

0

∑
n∈Z
|f̂(n)|2 |e

int − 1|2

|1− eit|1+2αdt

De plus, pour n > 0,∫ 2π

0

|eint − 1|2

|1− eit|1+2αdt =
∫ 2π

0

sin(nt/2)2

| sin(t/2)|1+2αdt

=
∫ πn

0

sin(u)2

| sin(u/n)|1+2α
2du
n

= 2
∫ πn/2

0

sin(u)2

| sin(u/n)|1+2α
2du
n
.

Or pour tout u ∈ [0, πn/2], on a 2u
nπ
≤ sin(u/n) ≤ u

n
. Ainsi∫ 2π

0

|eint − 1|2

|1− eit|1+2αdt ≤ 2
(
π

2

)1+2α ∫ πn/2

0

sin(u)2

|u/n|1+2α
2du
n

≤ 4
(
π

2

)1+2α ∫ ∞
0

sin(u)2

u1+2α |n|
2αdu

. |n|2α.
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D’autre part on a

∫ 2π

0

|eint − 1|2

|1− eit|1+2αdt ≥ 2
∫ πn/2

0

sin(u)2

|u/n|1+2α
2du
n

≥ 4
∫ π/2

0

sin(u)2

u1+2α |n|
2αdu

& |n|2α.

Lorsque n < 0, on obtient la même chose car |eint − 1| = |e−int − 1|.

On peut aussi exprimer la norme ‖f‖A2
α
grâce à la formule suivante due

à Aleman (voir [1]). Pour f ∈ A2
α(T) ⊂ L2(T), α > 0, on note également par

f son extension harmonique sur D définie par

f(z) = 1
2π

∫
T

1− |z|2
|ζ − z|2

f(ζ)|dζ|, z ∈ D.

On note dA la mesure de Lebesgue (mesure d’aire) normalisée sur D :

dA(x+ iy) = dxdy/π.

Proposition 3.3.2. Soit f ∈ L2(T) et α > 0 vérifiant α < 1/2. On pose,
pour z ∈ D,

Az(f) =
∫
T

∣∣∣∣∣f(ζ)− f(z)
ζ − z

∣∣∣∣∣
2 |dζ|

2π .

On a ∫
D
(1− |z|)−2αAz(f)dA(z) �

∑
n∈Z
|f̂(n)|2|n|2α.

En particulier

‖f‖2
A2
α
� |f̂(0)|2 +

∫
D
(1− |z|)−2αAz(f)dA(z).

Démonstration. Notons d’abord que l’extension harmonique d’une fonction
f ∈ L2(T) vérifie

f(reiθ) =
∑
n∈Z

f̂(n)r|n|einθ.

Donc par le même calcul que dans le début de la démonstration de la propo-
sition 3.3.1, en utilisant l’égalité de Parseval, on obtient

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣f(eit)− f(reiθ)
eit − reiθ

∣∣∣∣∣
2

dtdθ = 2π
∫ 2π

0

∑
n∈Z
|f̂(n)|2

∣∣∣∣∣1− r|n|e−int1− re−it

∣∣∣∣∣
2

dt.
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D’une part, lorsque n > 0,

1− rne−int
1− re−it =

n−1∑
k=0

rke−ikt

et d’autre part, lorsque n < 0,∣∣∣∣∣1− r|n|e−int1− re−it

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1− r|n|e−i|n|t1− re−it

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
|n|−1∑
k=0

rke−ikt

∣∣∣∣∣∣ .
Donc, en utilisant l’égalité de Parseval, on obtient pour n 6= 0,

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣1− r|n|e−int1− re−it

∣∣∣∣∣
2

dt = 2π
|n|−1∑
k=0

r2k.

On a alors,
∫
D

(1− |z|)−2αAz(f)dA(z) =
∫ 1

0
(1− r)−2α

∫ 2π

0

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣f(eit)− f(reiθ)
eit − reiθ

∣∣∣∣∣
2

dtdθrdr

= 4π2
∫ 1

0
(1− r)−2α ∑

n∈Z∗
|f̂(n)|2

|n|−1∑
k=0

r2krdr

= 4π2 ∑
n∈Z∗

|f̂(n)|2
|n|−1∑
k=0

∫ 1

0
(1− r)−2αr2krdr.

Il est bien connu (voir les propriétés de la fonction bêta d’Euler) que pour
α fixé, ∫ 1

0
(1− r)−2αr2kdr � 1

(2k)1−2α .

Donc il vient ∫
D
(1− |z|)−2αAz(f)dA(z) �

∑
n∈Z
|f̂(n)|2|n|2α.

La proposition suivante s’inspire de la démonstration [43, Proposition
3.4].

Proposition 3.3.3. Soit 1 < p < 2, β ≥ 0 vérifiant βq < 1 et f ∈ A2
α(T)

avec
1/p− 1/2 + β < α < 1/2.

Les assertions suivantes sont équivalentes.
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(1) [f ]A
p
β

(T)
N = [f ]A

p
β

(T)
Z

(2) inf
{
‖Pf‖Ap

β
, P ∈ H∞, Pf ∈ A2

α(T), P (0) = 1
}

= 0

Démonstration. Notons d’abord que, d’après le lemme 2.2.1, α > 1/p−1/2+
β implique que A2

α(T) ⊂ Apβ(T).
Supposons que [f ]A

p
β

(T)
N = [f ]A

p
β

(T)
Z . Par (3.1.3), il existe Pn ∈ P+(T) tel

que ‖f − zPnf‖Ap
β
tend vers zéro lorsque n→∞. Puisque 1− zPn ∈ H∞, on

a
inf

{
‖Pf‖Ap

β
, P ∈ H∞, Pf ∈ A2

α(T), P (0) = 1
}

= 0.

Maintenant supposons (2). Soit Pn ∈ H∞, pour n ∈ N, tel que Pn(0) = 1,
Pnf ∈ A2

α(T) et ‖Pnf‖Ap
β
tend vers zéro lorsque n → ∞. On écrit Pn =

1− zQn avec Qn ∈ H∞. Donc on a,

lim
n→∞

‖Pnf‖Ap
β

= lim
n→∞

‖zQnf − f‖Ap
β

= 0.

On a [f ]A
p
β

(T)
N = [f ]A

p
β

(T)
Z si et seulement si f ∈ [f ]A

p
β

(T)
N∗ . Comme [f ]A

p
β

(T)
N∗ est

un sous-ensemble fermé de Apβ(T), il suffit de montrer que zQnf ∈ [f ]A
p
β

(T)
N∗

pour obtenir (1). Or zQnf ∈ A2
α(T) car Pnf et f sont dans A2

α(T), il suffit
alors de montrer que :

si Q ∈ H∞ vérifie zQf ∈ A2
α(T) alors zQf ∈ [f ]A

p
β

(T)
N∗ .

On note, pour 0 < r < 1, Qr(z) = Q(rz). On a zQrf ∈ [f ]A
p
β

(T)
N∗ car pour

tout ε > 0, il existe Q̃r ∈ P+(T) tel que ‖Qr − Q̃r‖A1
β
< ε et

‖zQrf − zQ̃rf‖Ap
β
≤ ‖Qr − Q̃r‖A1

β
‖zf‖Ap

β
< ε‖zf‖Ap

β
.

De plus, par le théorème de Hahn-Banach, l’ensemble [f ]A
p
β

(T)
N∗ , qui est convexe

et fermé, est faiblement fermé dans Apβ(T). Donc il suffit de montrer que zQrf
converge faiblement vers zQf dans Apβ(T) quand r → 1−. Soit g ∈ Aq−β(T)
un élément du dual de Apβ(T) avec 1/p + 1/q = 1. Il existe une suite de
polynômes (gn) de P(T) telle que ‖g−gn‖Aq−β tend vers zéro lorsque n→∞.
Ainsi on a

|〈zQrf − zQf, g〉| ≤ |〈zQrf − zQf, g − gn〉|+ |〈zQrf − zQf, gn〉|
≤ ‖zQrf − zQf‖Ap

β
‖g − gn‖Aq−β +∣∣∣∣∫

T
(zQrf − zQf)(ζ)gn(ζ)|dζ|

∣∣∣∣ .
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Montrons que les termes de l’inégalité ci-dessus tendent vers zéro lorsque r →
1−. Puisque f ∈ L1(T), on obtient en appliquant le théorème de convergence
dominé,

lim
r→1−

∫
T
|(zQrf − zQf)(ζ)gn(ζ)||dζ| = 0.

De plus, puisque ‖g − gn‖Aq−β → 0, il suffit de montrer que ‖zQrf‖Ap
β
est

borné. Tout d’abord on a ‖zQrf‖Ap
β
≤ ‖zQrf‖A2

α
car α > 1/p − 1/2 + β.

Ensuite la formule de Aleman (voir proposition 3.3.2) nous donne que

‖zQrf‖A2
α
.
∣∣∣∣∫

D
(1− |z|)−2αAz(Qrf)dA(z)

∣∣∣∣+ |ẑQrf(0)|.

Notons d’abord que |ẑQrf(0)| ≤ ‖Q‖∞‖f‖L1(T). De plus on a, pour z ∈ D,

Az(Qrf) =
∫
T

∣∣∣∣∣Qrf(ζ)−Qrf(z)
ζ − z

∣∣∣∣∣
2 |dζ|

2π ≤ 2‖Q‖2
∞Az(f) + 2|f(z)|2Az(Qr).

De plus, par [43, (5.2)], pour tout z ∈ D et 0 < r < 1, Az(Qr) ≤ 4Az(Q).
Donc, comme pour ζ ∈ T,

|f(z)Q(ζ)−f(z)Q(z)|2 ≤ 2|f(ζ)Q(ζ)−f(z)Q(z)|2 +2|f(z)Q(ζ)−f(ζ)Q(ζ)|2,

on obtient

|f(z)|2Az(Qr) ≤ 4|f(z)|2Az(Q) ≤ 8Az(Qf) + 8‖Q‖2
∞Az(f).

Puisque f ∈ A2
α(T) et Qf ∈ A2

α(T), cela démontre que

‖zQrf‖2
A2
α
. ‖Q‖2

∞‖f‖2
A2
α

+ ‖Qf‖2
A2
α

est uniformément borné par rapport à 0 < r < 1.
Ainsi zQrf → zQf faiblement dans Apβ(T) quand r → 1− et zQf ∈

[f ]A
p
β

(T)
N∗ . Cela complète la preuve.

Soit E ⊂ T un ensemble fermé. L’ensemble E est dit de Carleson lorsque∫
T

log
(

1
d(ζ, E)

)
|dζ| <∞.

Si on note In les intervalles contigus à E, c’est-à-dire les intervalles ouverts
disjoints tels que T \ E = ⋃

In, alors E est un ensemble de Carleson si et
seulement si E est de mesure de Lebesgue nulle et si

∑
|In| log

(
1
|In|

)
<∞.
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Ces ensembles ont été introduits par Beurling (voir [8]) et étudiés par Car-
leson. Ici nous allons nous intéresser à des ensembles qui ne sont pas de
Carleson.

Le lemme suivant est issu de la démonstration de [3, Théorème 1.3].

Lemme 3.3.4. Soit E un sous-ensemble fermé de T de mesure de Lebesgue
nulle et tel que log(d(·, E)) 6∈ L1(T). Soit δ′ > 1/2 et γ > 0 tel que 2δ′ − γ −
1 ≥ 0. Soit Fε la fonction extérieure vérifiant

|Fε(ζ)| = (d(ζ, E)γ + ε)1/2 p.p. sur T

et Fε(0) = e−Mε avec

Mε = 1
2

∫
T

log
(

1
d(ζ, E)γ + ε

)
|dζ|
2π .

Pour tout ε > 0 on a∫∫
T2
d(ζ ′, E)2(δ′−γ) |Fε(ζ)− Fε(ζ ′)|2

|ζ − ζ ′|2
|dζ||dζ ′| .Mε.

Le résultat suivant a été démontré dans [3] pour p = 2 et β = 1/2.

Théorème 3.3.5. Soit 1 < p < 2 et β > 0 tel que βq < 1. Soit f ∈ Lipδ(T),
où δ > β+ 1/p−1/2. On suppose que Z(f) est de mesure de Lebesgue nulle.
Si ∫

T
log d(ζ,Z(f))|dζ| = −∞

alors
[f ]A

p
β

(T)
Z = [f ]A

p
β

(T)
N .

Si en plus on a f ∈ A1
β(T) et dim(Z(f)) < 2

q
(1 − βq) alors f est cyclique

dans Apβ(T).

Démonstration. Soit α > 0 tel que β+ 1/p−1/2 < α < min(δ, 1/2). Premiè-
rement on a f ∈ Lipδ(T) ⊂ A2

α(T) ⊂ Apβ(T). En effet d’après la formule de
Douglas, (voir proposition 3.3.1), f ∈ A2

α(T) si et seulement si f ∈ L2(T) et

Dα(f) =
∫∫

T2

|f(ζ)− f(ζ ′)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ‖dζ

′| <∞.

De plus on a
‖f‖2

A2
α
� ‖f‖2

L2(T) +Dα(f). (3.3.1)
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Par conséquent si f ∈ Lipδ(T), c’est-à-dire |f(ζ) − f(ζ ′)| . |ζ − ζ ′|δ pour
ζ, ζ ′ ∈ T, alors

Dα(f) .
∫∫

T2

1
|ζ − ζ ′|1+2α−2δ |dζ‖dζ

′| <∞

et f ∈ A2
α(T). D’autre part, d’après la proposition 2.2.1, on a A2

α(T) ⊂ Apβ(T).
Il suffit maintenant de montrer, par la proposition 3.3.3, que

inf
{
‖Pf‖Ap

β
, P ∈ H∞, Pf ∈ A2

α(T), P (0) = 1
}

= 0.

Soit ε > 0 et γ > 0 tel que γ < δ − α. On note E = Z(f). On définit pε la
fonction extérieure vérifiant

|pε(ζ)| = e−Mε

(d(ζ, E)γ + ε)1/2 p.p.

et pε(0) = 1. En particulier on a

Mε = 1
2

∫
T

log
(

1
d(ζ, E)γ + ε

)
|dζ|
2π .

Puisque log d(·, E) /∈ L1(T), Mε →∞ quand ε→ 0.

Nous allons montrer que

‖pεf‖Ap
β
≤ ‖pεf‖A2

α
−→ 0 quand ε→ 0.

D’après la formule de Douglas, proposition 3.3.1, on a

‖pεf‖2
A2
α
� ‖pεf‖2

L2(T) +Dα(pεf).

D’abord, puisque γ < 2δ,

‖pεf‖2
L2(T) . e−2Mε

∫
T

d(ζ, E)2δ

d(ζ, E)γ |dζ| . e−2Mε → 0.

Ensuite, on a

Dα(pεf) =
∫∫

T2

|pεf(ζ)− pεf(ζ ′)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ ′|.

Remarquons que pour tout (ζ, ζ ′) ∈ T2 on a

|pεf(ζ)− pεf(ζ ′)|2 ≤ 2|pε(ζ)|2|f(ζ)− f(ζ ′)|2 + 2|f(ζ ′)|2|pε(ζ)− pε(ζ ′)|2.
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Donc si on note Γ = {(ζ, ζ ′) ∈ T2, d(ζ ′, E) ≤ d(ζ, E)}, on obtient, en
remarquant que ζ et ζ ′ jouent un rôle symétrique,

Dα(pεf) .
∫∫

Γ
|pε(ζ)|2

|f(ζ)− f(ζ ′)|2

|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ
′|+

∫∫
Γ
|f(ζ ′)|2 |pε(ζ)− pε(ζ

′)|2

|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ ′|

= Aε +Bε.

Soit η tel que γ
2δ ≤ η < 2δ−2α

2δ . En utilisant le fait que pour (ζ, ζ ′) ∈ Γ,
|f(ζ ′)| ≤ d(ζ, E)δ, on obtient

Aε = e−2Mε

∫∫
Γ

(
|f(ζ)− f(ζ ′)|2η
d(ζ, E)γ + ε

)(
|f(ζ)− f(ζ ′)|2−2η

|ζ − ζ ′|1+2α

)
|dζ||dζ ′|

. e−2Mε

∫∫
T

d(ζ, E)2ηδ

d(ζ, E)γ

(
|f(ζ)− f(ζ ′)|2−2η

|ζ − ζ ′|1+2α

)
|dζ||dζ ′|

. e−2Mε

∫∫
T

|ζ − ζ ′|(2−2η)δ

|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ
′|

. e−2Mε → 0.

Pour estimer Bε, on considère la fonction extérieure Fε définie dans le lemme
3.3.4. Puisque que pε et Fε sont extérieures et pour tout ζ ∈ T, |pε(ζ)| =
e−Mε/|Fε(ζ)|, on a pε(ζ) = e−Mε/Fε(ζ). Soit

Γ1 = {(ζ, ζ ′) ∈ Γ, d(ζ ′, E) ≤ |ζ − ζ ′|},

Γ2 = {(ζ, ζ ′) ∈ Γ, d(ζ ′, E) > |ζ − ζ ′|}.

On a

Bε =
∫∫

Γ
|f(ζ ′)|2|pε(ζ)pε(ζ ′)|2

|1/pε(ζ ′)− 1/pε(ζ)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ ′|

. e−2Mε

∫∫
Γ

d(ζ ′, E)2δ

(d(ζ, E)γ + ε)(d(ζ ′, E)γ + ε)
|Fε(ζ)− Fε(ζ ′)|2
|ζ − ζ ′|1+2α |dζ||dζ ′|

. e−2Mε

∫∫
Γ1
|ζ − ζ ′|2δ−2γ−2α−1|Fε(ζ)− Fε(ζ ′)|2|dζ||dζ ′|

+e−2Mε

∫∫
Γ2
d(ζ ′, E)2δ−2γ−2α+1 |Fε(ζ)− Fε(ζ ′)|2

|ζ − ζ ′|2
|dζ||dζ ′|

= B1
ε +B2

ε .

Puisque γ < δ − α et que |Fε| est borné sur T uniformément par rapport à
ε ∈]0, 1], on a B1

ε . e−2Mε → 0 quand ε→ 0.
D’autre part en appliquant le lemme 3.3.4 avec δ′ = δ − α + 1/2, on

obtient B2
ε . Mεe

−2Mε . Ainsi B2
ε → 0 lorsque ε → 0. Par conséquent on a
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lim ‖pεf‖Ap
β

= 0 et, par la proposition 3.3.3, [f ]A
p
β

(T)
Z = [f ]A

p
β

(T)
N . Finalement,

par le Théorème 2.4.5, si dim(Z(f)) < 2
q
(1− βq) alors f est bicyclique dans

Apβ(T), donc f est cyclique dans Apβ(T)

Remarque
Soit 1 < p < 2 et β > 0 tel que βq < 1. En utilisant le fait que A2

1/2(T) ⊂
Apβ(T) et le [3, Théorème 1.2] on obtient, pour f ∈ Apβ(T) tel que |f | ∈ C1(T)
et |f |′ ∈ Lipδ(T) pour δ > 0, le résultat suivant : si dim(Z(f)) < 2

q
(1 − βq)

et log |f | 6∈ L1(T) alors f 2 est cyclique dans Apβ(T).

Quand f ∈ C∞(T), Makarov a montré dans [36], que

[f ]C
∞(T)

N = [f ]C
∞(T)

Z ⇐⇒ log |f | 6∈ L1(T). (3.3.2)

Comme conséquence du théorème de Makarov et du Théorème 2.4.5, on
obtient le résultat suivant :

Théorème 3.3.6. Soit 1 < p < 2, β ≥ 0 tel que βq ≤ 1. Nous avons les
assertions suivantes :
(1) Si f ∈ C∞(T), dim(Z(f)) < 2

q
(1 − βq) et log |f | 6∈ L1(T) alors f est

cyclique dans Apβ(T).
(2) Si f ∈ A1

β(T), dim(Z(f)) > 1 − βq alors f n’est pas cyclique dans
Apβ(T).

(3) Pour 2
q
(1 − βq) ≤ α ≤ 1, il existe un ensemble fermé E ⊂ T tel que

dim(E) = α et toute fonction f ∈ A1
β(T) vérifiant Z(f) ⊂ E n’est pas

cyclique dans Apβ(T).
(4) Si p = 2k

2k−1 pour un k ∈ N alors il existe un sous ensemble fermé
E ⊂ T tel que dim(E) = 1− βq et tout f ∈ C∞(T) vérifiant Z(f) ⊂ E
et log |f | 6∈ L1(T) est cyclique dans Apβ(T).

On remarque que, pour 1 < p < 2 et β ≥ 0 tel que βq ≤ 1, si f est
cyclique dans Apβ(T) alors log |f | 6∈ L1(T).

Démonstration. Pour (2) et (3), on utilise les Théorème 2.4.5 et 2.4.7 puisque
si f n’est pas bicyclique alors f n’est pas cyclique dans Apβ(T).

Pour (1) et (4), on suppose log |f | 6∈ L1(T). Puisque [f ]C
∞(T)

N = [f ]C
∞(T)

Z

et puisque le plongement C∞(T) ⊂ Apβ(T) est continu, on obtient [f ]A
p
β

(T)
N =

[f ]A
p
β

(T)
Z . De plus, par le Théorème 2.4.5, f est bicyclique dans Apβ(T). Ainsi

f est cyclique dans Apβ(T).

Dans la suite on notera, pour E ⊂ T, |E| la mesure de Lebesgue de E
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3.3.1 Exemples
Soit E un sous-ensemble fermé de T et Λ une fonction continue, positive

et décroissante définie sur (0,∞) telle que lim Λ(t) = ∞ quand t → 0+. On
considère la fonction f définie sur T par

f(ζ) = exp (−Λ(d(ζ, E))) (3.3.3)

si ζ 6∈ E et f(ζ) = 0 sinon. Supposons que Λ(t) = 1/tγ pour γ ≥ 1. On a
alors log |f | 6∈ L1(T). Donc, d’après le théorème 3.3.6,
(1) si dim(E) < 2

q
(1− βq) alors f est cyclique dans Apβ(T) ;

(2) si dim(E) > 1− βq alors f n’est pas cyclique dans Apβ(T) ;
(3) pour 2

q
(1 − βq) ≤ α ≤ 1, il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T tel

que dim(E) = α et f n’est pas cyclique dans Apβ(T) ;
(4) si p = 2k

2k−1 pour un k ∈ N alors il existe un sous-ensemble fermé E ⊂ T
tel que dim(E) = 1− βq et f est cyclique dans Apβ(T).

Remarque
On suppose maintenant que la fonction Λ est continue, positive et décrois-
sante sur (0,∞) et vérifie en plus

lim
t→0+

Λ(t) =∞ et lim
t→0+

tΛ(t) = 0.

Par [15, Proposition A.1], on a∫
T

log |f(ζ)||dζ| = −
∫
T

Λ(d(ζ, E))|dζ| = −∞⇔
∫
T
|Et|dΛ(t) = −∞

où Et = {ζ ∈ T, d(ζ, E) ≤ t}. Soit NE(t) le nombre minimum d’arcs de
longueur 2t recouvrant E. On a, par [15, Lemma A.3], que

tNE(t) ≤ |Et| ≤ 4tNE(t).

Ainsi, par [7, théorème 2, p. 30], on a pour 0 < δ < 1,∫
T

1
tδ+1NE(t)dt =∞⇔

∫
T

1
tδ|Et|

dt =∞⇒ dim(E) ≤ δ.

Maintenant on suppose que Λ(t) = 1/tγ pour 0 < γ < 1. La fonction f
définie par (3.3.3) est infiniment dérivable sur T. Soit 1 < p < 2, β ≥ 0 tel
que βq < 1. On peut construire un ensemble de Cantor généralisé E tel que∫

T

|Et|
tγ+1dt =∞ et

∫
T

1
tδ|Et|

dt =∞

pour δ < 2
q
(1 − βq). Par le théorème 3.3.6, la fonction f est cyclique dans

Apβ(T).
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3.4 Densité de l’ensemble des vecteurs cy-
cliques

Quand βq ≤ 1, nous avons vu, dans la précédente section, qu’il existe des
vecteurs cycliques dans Apβ(T). Ici nous allons montrer que l’ensemble des
vecteurs cycliques dans Apβ(T) est un sous-ensemble Gδ-dense de Apβ(T).

Lemme 3.4.1. Soit f ∈ A1
β(T). Si Z(f) est un ensemble fini alors f est

bicyclique dans Apβ(T) pour p > 1 et β ≥ 0 tel que βq ≤ 1.

Démonstration. Soit S ∈ Aq−β(T) tel que 〈S, znf〉 = 0 pour tout n ∈ Z. il
suffit de prouver que S = 0. Tout d’abord on a supp(S) ⊂ Z(f), d’après la
proposition 2.2.5, et puisque Z(f) est fini, on obtient que

S =
N∑
k=1

M∑
n=0

λk,n δ
(n)
zk

où Z(f) = {zk, k ∈ J1, NK} ⊂ T, λk,n ∈ C et où δ(n)
zk

est la dérivée nème
suivant le cercle de la mesure de Dirac concentré au point zk.

On suppose que S 6= 0. Il existe k0 et n0 tels que λk0,n0 6= 0. On définit

T =
N∏
k=1
k 6=k0

(z − zk)M+1 S.

Donc T ∈ Aq−β(T) et T 6= 0. Ainsi il existe (cn) ∈ CM+1 tel que pour toute
fonction test ϕ ∈ D(T),

〈T, ϕ〉 = 〈S,
N∏
k=1
k 6=k0

(z − zk)M+1ϕ〉 =
M∑
n=0

λk0,n cn ϕ
(n)(zk0).

Si on note n1 = max{n, cnλk0,n 6= 0}, alors on a pour tout l ∈ Z

|〈T, zl〉| =
∣∣∣∣∣
N∑
n=0

λk0,n cn (il)nzlk0

∣∣∣∣∣ ∼l→∞ |λk0,n1 | |cn1||l|n1

(ici zl = eilθ). Cela est impossible car T ∈ Aq−β(T) et βq ≤ 1.

Lemme 3.4.2. Soit 1 < p ≤ 2 et β ≥ 0 tels que βq ≤ 1 où 1/p + 1/q = 1.
Si f ∈ Apβ(T) est cyclique dans Apβ(T) et si P ∈ P(T) est non nul alors Pf
est cyclique dans Apβ(T).
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Démonstration. Soit ε > 0. Par le lemme 3.4.1, P est bicyclique dans Apβ(T)
car Z(P ) est fini. Donc il existe P1 ∈ P(T) tel que ‖1−P1P‖Ap

β
< ε. De plus

puisque f est bicyclique, il existe P2 ∈ P(T) tel que

‖1− P2f‖Ap
β
<

ε

‖P1P‖A1
β

.

Donc

‖1− P1P2Pf‖Ap
β
≤ ‖1− P1P‖Ap

β
+ ‖P1P‖A1

β
‖1− P2f‖Ap

β
< 2ε,

et Pf est bicyclique dans Apβ(T).
De plus, puisque f est cyclique dans Apβ(T), il existe Q ∈ P+(T) tel que

‖f − zQf‖Ap
β
< ε
‖P‖

A1
β

. Donc on a

‖Pf − zQPf‖Ap
β
≤ ‖P‖A1

β
‖f − zQf‖Ap

β
< ε.

D’après (3.1.3), Pf est cyclique dans Apβ(T).

Théorème 3.4.3. Soit 1 < p ≤ 2 et β ≥ 0 tels que βq ≤ 1 où 1/p+1/q = 1.
L’ensemble des vecteurs cycliques dans Apβ(T) est un sous-ensemble Gδ-dense
de Apβ(T).

Démonstration. Soit ε > 0. On considère l’ensemble

Gε = {g ∈ Apβ(T), ∃P ∈ P(T), ∃Q ∈ P+(T), ‖1− Pg‖Ap
β
< ε

et ‖g − zQg‖Ap
β
< ε}.

Pour utiliser le lemme de Baire nous allons démontrer que

(i)
∞⋂
n=1

G1/n = {f ∈ Apβ(T) cyclique dans Apβ(T)}
(ii) Pour ε > 0, Gε est un sous-ensemble ouvert de Apβ(T)
(iii) Pour ε > 0, Gε est un sous-ensemble dense de Apβ(T).

(i) : Soit g ∈ Apβ(T) tel que pour tout n ∈ N il existe Pn ∈ P(T) et Qn ∈
P+(T) vérifiant ‖1 − Png‖Ap

β
< 1/n et ‖g − zQng‖Ap

β
< 1/n. Par (3.1.3), g

est cyclique dans Apβ(T). L’autre inclusion est claire.

(ii) vient du fait que, pour f ∈ A1
β(T) et g ∈ Apβ(T), on a

‖fg‖Ap
β
≤ ‖f‖A1

β
‖g‖Ap

β
.
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(iii) : Puisque pour ε > 0, {f ∈ Apβ(T) cyclique dans Apβ(T)} ⊂ Gε, nous
allons montrer que {f ∈ Apβ(T) cyclique dans Apβ(T)} est dense dans Apβ(T).
Soit h ∈ Apβ(T) et η > 0 tel que η < ‖h‖Ap

β
. On considère f ∈ Apβ(T)

cyclique dans Apβ(T). Donc il existe un polynôme non nul P ∈ P+(T) tel que
‖h − Pf‖Ap

β
< η et par le lemme 3.4.2, Pf est cyclique dans Apβ(T). Ainsi

cela prouve que Gε est dense dans Apβ(T).



Chapitre 4

Cyclicité dans les espaces de
Dirichlet

Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité
D. On suppose que l’opérateur shift S, défini par

S(f)(z) = zf(z), z ∈ D,

est borné sur X. Pour f ∈ X, on note [f ]XN le sous-espace vectoriel fermé
engendré par {znf, n ∈ Z}, autrement dit,

[f ]XN = spanX{znf, n ∈ N}.

On dit que f ∈ X est cyclique dans X si [f ]XN = X.

Le problème des vecteurs cycliques pour l’espace de Dirichlet est un pro-
blème qui remonte aux travaux de Beurling et Carleson (voir [4], [7] et [8]).
L’espace de Dirichlet classique est donné par

D(D) =
{
f ∈H (D), ‖f‖2

D = |f(0)|2 +
∫
D
|f ′(z)|2dA(z) <∞

}
.

Notons que si f(z) = ∑
n≥0 anz

n alors∫
D
|f ′(z)|2dA(z) =

∑
n≥1

n|an|2.

Alors que le théorème de Beurling caractérise les vecteurs cycliques dans
l’espace de Hardy H2(D) (ce sont les fonctions extérieures), le problème des
vecteurs cycliques dans l’espace de Dirichlet semble difficile. Il existe des
fonctions extérieures de l’espace de Dirichlet qui ne sont pas cycliques dans

89
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D(D). En fait la cyclicité de telles fonctions dépend notamment de la distri-
bution des zéros de la limite radiale f ∗ de f sur le cercle. Beurling a montré
que toute fonction de l’espace de Dirichlet admet une limite radiale quasi-
partout, c’est-à-dire qui existe sur le cercle sauf sur un ensemble de capacité
logarithmique nulle. Carleson a montré que lorsque E est un ensemble fermé
de T,

DE = {f ∈ D(D), f ∗|E = 0 q.p.}
est un sous-espace (fermé) de D(D) invariant pour le shift. Il a aussi montré
que lorsque E est un ensemble fermé de capacité logarithmique nulle, il existe
une fonction f extérieure dont la limite radiale s’annule sur E et telle que f
est cyclique dans D(D). Brown et Shields ([6]) ont conjecturé que f ∈ D(D)
est cyclique dans D(D) si et seulement si f est extérieure et la capacité
logarithmique de l’ensemble de zéros de f ∗ est nulle. Lorsque l’ensemble des
zéros de f ∗ est réduit à un point, Brown et Shields ont montré que si f est
régulière et extérieure alors f est cyclique. Hedenmalm et Shields ont montré
dans [22] que ceci reste vrai lorsque f ∈ D(D) et est dans l’algèbre du disque.
Finalement Richter et Sundberg ([44] et [45]) ont montré que ceci reste encore
vrai lorsque f est seulement dans l’espace de Dirichlet.

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la cyclicité, dans des espaces de
Dirichlet plus généraux, de fonctions s’annulant en un seul point.

4.1 Espace de Dirichlet et dualité
On note H (D) l’ensemble des fonctions holomorphes sur le disque D =

{z ∈ C, |z| < 1} et on note dA la mesure de Lebesgue (mesure d’aire)
normalisée sur D (dA(x+ iy) = dxdy/π).
On appelle espace de Dirichlet les espaces de la forme Dp

α(D) avec p ≥ 1,
α > −1 définis par

Dp
α(D) =

{
f ∈H (D), ‖f‖pDp

α
= |f(0)|p +

∫
D
|f ′(z)|p(1− |z|2)αdA(z) <∞

}
.

On appelle espace de Bergman les espaces de la forme A p
α (D) avec p ≥ 1,

α > −1 définis par

A p
α (D) =

{
f ∈H (D), ‖f‖pA p

α
=
∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)αdA(z) <∞

}
.

On définit également les espaces de Bergman sur le disque extérieur De =
{z ∈ C, |z| > 1} ∪ {∞} = {1/z, z ∈ D}, notés Bp

α(De) avec p ≥ 1, α > −1
et définis par

Bp
α(De) =

{
g ∈H (De), g(∞) = 0 et ‖g‖p

Bp
α

=
∫
De
|g(z)|p (|z|2 − 1)α

|z|4−p+2α dA(z) <∞
}
.
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On peut observer que les espaces A p
α (D) et Bp

α(De) sont isométriquement
isomorphe via l’isométrie R : f 7→ Rf définie sur A p

α (D) par

Rf(z) = 1
z
f
(1
z

)
, z ∈ De. (4.1.1)

En effet en effectuant le changement de variable z 7→ 1/z on obtient
∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)αdA(z) =

∫
De
|f(1/z)/z|p (|z|2 − 1)α

|z|4−p+2α dA(z)

De plus lorsque f = ∑
n≥0 anz

n ∈ A p
α (D) on obtient en utilisant (4.1.1)

Rf(z) =
∞∑
n=0

an
zn+1 , z ∈ De. (4.1.2)

Dans toute la suite on considère p > 1 et on note q = p
p−1 .

Lemme 4.1.1. Supposons que −1 < α < p − 1. L’application 〈·, ·〉 définie
sur Dp

α(D)×A q
−αq/p(D) par

〈f, g〉 =
∫
D
f ′(z)S∗g(z)dA(z) + f(0)g(0), f ∈ Dp

α(D), g ∈ A q
−αq/p(D)

(4.1.3)
avec

S∗g(z) = g(z)− g(0)
z

est linéaire à gauche, antilinéaire à droite et vérifie

|〈f, g〉| . ‖f‖Dp
α
‖g‖A q

−αq/p
.

Démonstration. L’application est bien définie car α < p−1⇐⇒ −αq/p > −1
et elle est linéaire à gauche et antilinéaire à droite. Il suffit alors de montrer
que |〈f, g〉| . ‖f‖Dp

α
‖g‖A q

−αq/p
. D’abord on peut observer que l’évaluation

g 7→ g(0) est continue sur A q
−αq/p(D) ([21, proposition 1.1]). Montrons que

le « backward shift » S∗ est continue sur A p
α (D) pour p ≥ 1 et α > −1

quelconques. Soit f ∈ A p
α (D), on a, d’après l’inégalité des accroissements

finis et l’inégalité de la sous-harmonicité (voir [21, proposition 1.1]),∣∣∣∣∣f(z)− f(0)
z

∣∣∣∣∣ ≤ sup
|w|≤1/2

|f ′(w)| . ‖f‖A p
α
,
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pour tout |z| < 1/2. Donc

‖S∗f‖pA p
α
≤

∫
|z|≤1/2

‖f‖pA p
α

(1− |z|2)αdA(z)

+2p
∫

1/2<|z|<1
|f(z)− f(0)|p(1− |z|2)αdA(z)

. ‖f‖pA p
α

+ ‖f − f(0)‖pA p
α

. ‖f‖pA p
α

la dernière inégalité résulte du fait que l’évaluation f 7→ f(0) est continue
sur A p

α (D). Ainsi S∗ est continue sur A q
−αq/p(D) et on a, par l’inégalité de

Hölder,

|〈f, g〉| ≤
∫
D
|f ′(z)| (1− |z|

2)α/p

(1− |z|2)α/p
|S∗g(z)|dA(z) + |f(0)g(0)|

≤
(∫

D
|f ′(z)|p(1− |z|2)αdA(z)

)1/p(∫
D
|S∗g(z)|q(1− |z|2)−αq/pdA(z)

)1/q

+|f(0)||g(0)|
≤ ‖f‖Dp

α
‖S∗g‖A q

−αq/p
+ |f(0)||g(0)|

. ‖f‖Dp
α
‖g‖A q

−αq/p
.

Le lemme précédent démontre que 〈·, ·〉 définit un crochet de dualité entre
Dp
α(D) et A q

−αq/p(D). La proposition suivante montre que le dual de Dp
α(D)

s’identifie à A q
−αq/p(D).

Proposition 4.1.2. Soit p > 1 et −1 < α < p− 1. Le dual de Dp
α(D), noté

Dp
α(D)′, est isomorphe à A q

−αq/p(D).

Démonstration. Nous allons démontrer que l’application g 7→ 〈·, g〉 est un
isomorphisme de A q

−αq/p(D) dans Dp
α(D)′ le dual de Dp

α(D). Cette application
est bien définie, antilinéaire et continue. De plus il est facile de voir qu’elle
est injective. Montrons qu’elle est surjective. Soit L ∈ Dp

α(D)′. Pour tout
f ∈ A p

α (D), on considère F l’unique primitive de f sur D vérifiant F (0) = 0. Il
est facile de voir que F ∈ Dp

α(D). On définit alors l’application L0 sur A p
α (D)

par L0(f) = L(F ). Ainsi L0 appartient au dual de A p
α (D) car |L0(f)| =

|L(F )| ≤ ‖L‖‖F‖Dp
α

= ‖L‖‖f‖A p
α
. Par le théorème de Hahn-Banach, L0 se

prolonge sur

Lpα(D) =
{
f : D→ C mesurable,

∫
D
|f(z)|p(1− |z|2)αdA(z) <∞

}
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en une forme linéaire continue L̃0. Il existe, par le théorème de représentation
de Riesz, une fonction ψ0 ∈ Lp−αq/p(D) = Lpα(D)′ telle que pour tout g ∈
Lpα(D),

L̃0(g) =
∫
D
g(z)ψ0(z)dA(z).

On définit alors l’application

P : f 7→
(
Pf : z 7→

∫
D

f(w)
(1− zw)2dA(w)

)
.

D’après [21, Théorème 1.10], l’application P est une projection bornée de
Lsγ(D) dans A s

γ (D) lorsque γ < s − 1 ce qui est le cas pour (s, γ) = (p, α)
et (s, γ) = (q,−αq/p). Posons ψ = P (ψ0) ∈ A q

−αq/p(D). Ainsi pour tout
f ∈ A p

α (D), on a

L0(f) = L̃0(f) =
∫
D
f(z)ψ0(z)dA(z)

=
∫
D

∫
D

f(w)
(1− zw)2ψ0(z)dA(w)dA(z)

=
∫
D
f(w)

∫
D

ψ0(z)
(1− wz)2dA(z)dA(w)

=
∫
D
f(w)ψ(w)dA(w).

On vient donc de démontrer qu’il existe ψ ∈ A q
−αq/p(D) tel que pour tout

F ∈ Dp
α(D) vérifiant F (0) = 0 on ait

L(F ) =
∫
D
F ′(z)ψ(z)dA(z).

Posons ϕ(z) = zψ(z) + L(1) ∈ A q
−αq/p(D). On a S∗ϕ = ψ. Il vient alors que

pour h ∈ Dp
α(D) quelconque,

L(h) = L(h− h(0)) + L(h(0))

=
∫
D
h′(z)ψ(z)dA(z) + h(0)L(1)

=
∫
D
h′(z)S∗ϕ(z)dA(z) + h(0)ϕ(0) = 〈h, ϕ〉.

Cela démontre que l’application g 7→ 〈·, g〉 est surjective et définie bien un
isomorphisme de A q

−αq/p(D) dans Dp
α(D)′.

Remarque
On a donc vu que, lorsque p > 1 et α < p − 1, le dual de Dp

α(D) s’identifie
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à A q
−αq/p(D). Or on a également vu que A q

−αq/p(D) et Bq
−αq/p(De) sont iso-

morphes donc on peut aussi identifier le dual de Dp
α(D) à Bq

−αq/p(De) avec la
dualité suivante

〈f, g〉e = 〈f,R−1g〉, f ∈ Dp
α(D), g ∈ Bq

−αq/p(De)

Dans ce qui suit nous allons introduire les outils permettant d’utiliser le
Théorème de Hedenmalm et Shields [22, Theorem 1]. Pour tout ϕ ∈ Dp

α(D)′
on pose

ϕ̃(λ) = 〈fλ, ϕ〉, λ ∈ De

avec fλ la fonction définie sur D par

fλ(z) = (λ− z)−1.

On définit alors comme dans [22]

Dp
α(D)∗ = {ϕ̃, ϕ ∈ Dp

α(D)′}.

Pour ϕ ∈ Dp
α(D)′, on a

ϕ̃(λ) =
〈 ∞∑
n=0

zn

λn+1 , ϕ

〉
=
∞∑
n=0

〈zn, ϕ〉
λn+1 .

On identifie ϕ comme un élément de A q
−αq/p(D) que l’on écrit

ϕ(z) =
∑
n≥0

anz
n, z ∈ D.

Donc si n = 0 on a 〈zn, ϕ〉 = ϕ(0) = a0 et si n ≥ 1 on obtient

〈zn, ϕ〉 =
∫
D
nzn−1S∗ϕ(z)dA(z)

=
∫
D
nzn−1

∞∑
m=1

am zm−1dA(z)

=
∞∑
m=1

nam

∫ 1

0

∫ 2π

0
rn+m−2eiθ(n−m)dθ/π rdr

= an

∫ 1

0
2nr2n−1dr = an. (4.1.4)

Ainsi on a pour tout λ ∈ De,

ϕ̃(λ) =
∞∑
n=0

an
λn+1 .
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De plus, d’après (4.1.2), on a aussi que

Rϕ(λ) =
∞∑
n=0

an
λn+1 , λ ∈ De.

Donc Dp
α(D)∗ = Bq

−αq/p(De).
Le lemme suivant sera utile pour exprimer la dualité (voir [22, Lemma

3]).

Lemme 4.1.3. Soit p > 1 et −1 < α < p − 1. Soit f ∈ Dp
α(D) et g ∈

Bq
−αq/p(De). Pour 0 ≤ r < 1, on pose

fr(z) = f(rz), z ∈ D

et
g1/r(z) = g(z/r), z ∈ De.

On a alors

〈f, g〉e = lim
r→1−

〈fr, g1/r〉e = lim
r→1−

∞∑
n=0

anbnr
n = lim

r→1−
1

2π

∫ 2π

0
f(reiθ)g(eiθ/r)eiθdθ.

avec
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, g(1/z) =

∞∑
n=0

bnz
n+1, z ∈ D.

4.2 Cyclicité dans Dp
α(D)

On commence dans cette partie par étudier les différentes inclusions des
espaces Dp

α(D) avec les espaces de Hardy Hp(D). Dans toute la suite de cette
section on considère p ≥ 1 et α > −1. Pour f ∈ H (D), 0 ≤ r < 1 et p ≥ 1,
on note

Mp(f, r) =
( 1

2π

∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ

)1/p
.

On rappelle que, pour 1 ≤ p < ∞, les espaces de Hardy Hp(D) sont définis
par

Hp(D) = {f ∈H (D), ‖f‖Hp = sup
r<1

Mp(f, r) <∞}

et pour p =∞,

H∞(D) = {f ∈H (D), ‖f‖H∞ = sup
z∈D
|f(z)| <∞}.
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On rappelle qu’on définit une fonction extérieure comme étant une fonction
f de la forme

f(z) = c exp
∫
T

ζ + z

ζ − z
logϕ(ζ) |dζ|2π , z ∈ D,

où |c| = 1 et où ϕ est une fonction positive vérifiant logϕ ∈ L1(T). Dans les
espaces Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞, on a la caractérisation de la cyclicité suivante :
une fonction f ∈ Hp(D) est cyclique dans Hp(D) si et seulement si f est une
fonction extérieure de Hp(D) [39, 4.8.4]. On étudie alors les différentes inclu-
sions possibles entre les espaces Dp

α(D) et Hp(D) pour obtenir de premières
conditions sur la cyclicité dans les espaces de Dirichlet.
Proposition 4.2.1. Soit p ≥ 1 et α > −1. Si p < α+1 alors l’espace Hp(D)
s’injecte continûment dans Dp

α(D). On a alors que toute fonction extérieure
de Hp(D) est cyclique dans Dp

α(D).
Démonstration. Supposons que p < α + 1. Soit f ∈ Hp(D), z = reit ∈ D et
r < ρ < 1. Par la formule de Cauchy on a

f ′(z) = 1
2π

∫ 2π

0

f(ρeiθ)
(ρeiθ − reit)2ρe

iθdθ

= 1
2π

∫ 2π

0

f(ρei(θ+t))
(ρeiθ − r)2ρe

i(θ−t)dθ.

L’inégalité de Minkowski nous donne

Mp(f ′, r) =
(

1
2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣ 1
2π

∫ 2π

0

f(ρei(θ+t))
(ρeiθ − r)2ρe

i(θ−t)dθ

∣∣∣∣∣
p

dt

)1/p

≤ ρ

2π

∫ 2π

0

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(ρei(θ+t))|p
|ρeiθ − r|2p

dt

)1/p

dθ

≤ 1
2π

∫ 2π

0

ρ

|ρeiθ − r|2
dθ Mp(f, ρ)

= ρ

ρ2 − r2Mp(f, ρ) ≤ 1
ρ− r

Mp(f, ρ)

Par passage à la limite lorsque ρ→ 1,
1

2π

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|pdθ ≤ 1

(1− r)p‖f‖
p
Hp ,

et donc∫
D
|f ′(z)|p(1− |z|2)αdA(z) =

∫ 1

0

∫ 2π

0
|f ′(reiθ)|pdθ(1− r2)αrdr/π

≤ 2α+1
(∫ 1

0

(1− r)α
(1− r)p dr

)
‖f‖pHp .
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Puisque p < α + 1 on a
∫ 1

0
(1−r)α
(1−r)p dr < ∞ et ainsi Hp(D) s’injecte continû-

ment dans Dp
α(D). Or toute fonction extérieure de Hp(D) est cyclique dans

Hp(D) donc toute fonction extérieure deHp(D) est aussi cyclique dans Dp
α(D)

lorsque p < α + 1.

Remarque
En fait lorsque p < α + 1, l’espace de Dirichlet Dp

α(D) s’identifie à l’espace
de Bergman A p

α−p(D) [49]. Alors il existe des fonctions intérieures cycliques
dans Dp

α(D) lorsque p < α + 1 ([42]). Ceci n’est plus vrai quand p > α + 1
par la proposition suivante.

Proposition 4.2.2. Soit p > 1 et p > α+ 1. L’espace Dp
α(D) s’injecte conti-

nûment dans Hp(D). Ainsi toute fonction cyclique dans Dp
α(D) est extérieure.

Démonstration. Soit f ∈ Dp
α(D) et r ∈ [1/2, 1[. Pour tout θ ∈ [0, 2π], on a

f(reiθ) =
∫ r

0
f ′(seiθ)eiθds+ f(0).

De plus, d’après l’inégalité de sous-harmonicité (voir [21, proposition 1.1]),
il existe une constante C > 0 telle que pour tout θ ∈ [0, 2π] et s ∈ [0, 1/2],
|f ′(seiθ)| ≤ C‖f‖Dp

α
et on a également que |f(0)| ≤ ‖f‖Dp

α
. Donc pour tout

θ ∈ [0, 2π], on a

|f(reiθ)| ≤
∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|ds+ (C/2 + 1)‖f‖Dp

α
.

On obtient donc, en utilisant l’inégalité de Hölder,

(∫ 2π

0
|f(reiθ)|pdθ

)1/p

.

(∫ 2π

0

(∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|ds

)p
dθ

)1/p

+ ‖f‖Dp
α

.

∫ 2π

0

(∫ r

1/2
|f ′(seiθ)|p(1− s2)αds

)(∫ r

1/2
(1− s2)−αq/pds

)p/q
dθ

1/p

+ ‖f‖Dp
α

.

(∫ 2π

0

∫ 1

1/2
|f ′(seiθ)|p(1− s2)α2sdsdθ

)1/p(∫ 1

1/2
(1− s2)−αq/pds

)1/q

+ ‖f‖Dp
α

. ‖f‖Dp
α

car αq/p = α/(p− 1) < 1 ce qui entraîne que
∫ 1

1/2(1− s2)−αq/pds <∞. Donc
‖f‖Hp . ‖f‖Dp

α
, ce qui démontre la première partie du résultat. De plus si f

est cyclique dans Dp
α(D) alors f est aussi cyclique dans Hp(D) et donc f est

extérieure.
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Remarque
On a D2

1 (D) = H2(D) et D1
0 (D) ⊂ H1(D) (avec inégalité des normes) donc

lorsque 1 ≤ p ≤ 2 et p = α+1, on obtient, par interpolation (voir [49, (3.8)]),
que Dp

α(D) s’injecte continûment dans Hp(D). De plus lorsque p > α+2 on a
que Dp

α(D) s’injecte continûment dansH∞(D) (voir la preuve de [49, Theorem
4.2]).

On résume ici toutes les inclusions obtenues :

p < α + 1 =⇒ Hp(D) ⊂ Dp
α(D) = A p

α−p(D)
1 ≤ p ≤ 2 et p = α + 1 =⇒ Dp

α(D) ⊂ Hp(D)
p > α + 1 =⇒ Dp

α(D) ⊂ Hp(D)
p > α + 2 =⇒ Dp

α(D) ⊂ H∞(D).

De plus on a D2
1 (D) = H2(D) et D2

0 (D) = D(D).

On suppose dans la suite que p > α + 1. On note A(D) l’algèbre du
disque définie comme étant l’ensemble des fonctions holomorphes sur D et
continues sur D. Nous allons démontrer que toute fonction extérieure de
A(D) ∩ Dp

α(D) dont l’ensemble des zéros est réduit à un point est cyclique
dans Dp

α(D). Pour cela nous allons utiliser un Théorème de Hedenmalm et
Shields [22, Theorem 1]. Avant d’énoncer celui-ci, nous avons tout d’abord
besoin de définir les notions suivantes. Soit X ⊂H (D) un espace de Banach.
On définit le multiplicateur de X, noté M(X), par

M(X) = {ϕ ∈H (D), ϕf ∈ X, ∀f ∈ X}.

Si X ⊂H (De) on définit de manière analogue M(X).
On appelle espace de Smirnov, que l’on note N +(D), l’ensemble des fonc-

tions holomorphes sur D de la forme f/g avec f, g ∈ H∞(D) et g une fonction
extérieure. Enfin pour E ⊂ T un ensemble fermé de mesure de Lebesgue nulle
et X un espace de Banach tel que son dual X ′ s’identifie a un espace X∗ de
fonctions holomorphes sur De, on note

HE(N +, X∗) =
{
ϕ ∈H (C ∪ {∞} \ E), ϕ|D ∈ N +(D), ϕ|De ∈ X∗

}
.

On note H (D), respectivement H (De), l’ensemble des fonctions holo-
morphes dans un voisinage de D, respectivement De.

Théorème 4.2.3 (Hedenmalm-Shields 1988). Soit X ⊂H (D) un espace de
Banach tel que X ∩ A(D) soit une algèbre de Banach (munie de la norme
‖ · ‖X∩A(D) = ‖ · ‖X + ‖ · ‖A(D)). On suppose que l’injection X → H (D) est
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continue et que H (D) est un sous-ensemble dense de X et de X ∩A(D). On
suppose que H (D) ⊂M(X) et que H (De) ⊂M(X∗) = H∞(De).

Si f ∈ X ∩ A(D) est une fonction extérieure et si

HZ(f)(N +, X∗) = {0}

alors f est cyclique dans X.

Hedenmalm et Shields ont montré que si f ∈ A(D)∩D2
0 (D) est extérieure

et si Z(f) est réduit à un point alors HZ(f)(N +,D2
0 (D)∗) = {0} et donc f

est cyclique. Nous allons montrer un résultat analogue dans le cas de Dp
α(D)

pour α + 1 < p ≤ α + 2. Tout d’abord nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.2.4. Soit p > 1 et p > α + 1. Si f ∈ A(D) ∩ Dp
α(D) est une

fonction extérieure et si HZ(f)(N +,Dp
α(D)∗) = {0} alors f est cyclique dans

Dp
α(D).

Pour démontrer ce théorème, nous utilisons le Théorème 4.2.3 appliqué
à l’espace Dp

α(D). Pour cela il nous suffit de démontrer le lemme suivant (la
preuve est issue de [11, lemma 11]).

Lemme 4.2.5. Soit p > 1 et α > −1. L’ensemble des multiplicateurs de
Bp
α(De) est égal à H∞(De).

Démonstration. Soit f ∈ Bp
α(De) et g ∈ H∞(De). On a

∫
De
|f(z)g(z)|p (|z|2 − 1)α

|z|4−p+2α dA(z) ≤ ‖g‖p∞‖f‖
p
Bp
α

et donc fg ∈ Bp
α(De). Ainsi H∞(De) ⊂M(Bp

α(De)).
Réciproquement soit g ∈ M(Bp

α(De)). On considère alors l’application Mg :
Bp
α(De)→ Bp

α(De) définie par Mg(f) = fg. Cette application est alors bor-
née par le théorème du graphe fermé. Pour tout z ∈ De, on note Λz l’éva-
luation en z dans Bp

α(De) qui est une forme linéaire continue non nulle ([21,
proposition 1.1]). On a donc pour tout f ∈ Bp

α(De) et z ∈ De,

|f(z)g(z)| = |Λz(Mgf)| ≤ ‖Λz‖‖Mg‖‖f‖Bp
α
.

En prenant la borne supérieure sur toutes les fonctions f ∈ Bp
α(De) de norme

1, on obtient
‖Λz‖|g(z)| ≤ ‖Λz‖‖Mg‖

ce qui démontre que g est bornée sur De. Donc M(Bp
α(De)) ⊂ H∞(De) ce

qui conclut la preuve.
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Pour X un espace de Banach et E ⊂ X, on note E⊥ l’orthogonal de E
c’est-à-dire l’ensemble {x′ ∈ X ′, 〈x′, x〉 = 0 ∀x ∈ E}. En identifiant le dual
de Dp

α(D) avec Bq
−αq/p(De), on a pour f ∈ Dp

α(D) et ϕ ∈ Bq
−αq/p(De),

ϕ ∈
(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
⇐⇒ 〈znf, ϕ〉e = 0, ∀n ∈ N.

Lemme 4.2.6. Soit p > 1 et p > α + 1. Soit E ⊂ T un ensemble fermé de
mesure de Lebesgue nulle, ϕ ∈HE(N +,Dp

α(D)∗) et f ∈ Dp
α(D). Si la famille

d’applications z ∈ T 7→ f(rz)ϕ(z/r) est uniformément intégrable sur T pour
1/2 < r < 1 alors ϕ ∈

(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
.

Démonstration. Cette preuve s’inspire de celle de [15, Lemma 3.4] pour le
cas du Dirichlet classique. Par hypothèse f ∈ Dp

α(D) et ϕ|De ∈ Dp
α(D)∗ =

Bq
−αq/p(De) donc par la proposition 4.1.3, on a que

〈f, ϕ〉 = lim
r→1−

1
2π

∫ 2π

0
f(reiθ)ϕ(eiθ/r)eiθdθ.

Notons que, d’après la proposition 4.2.2, f ∈ Dp
α(D) ⊂ Hp(D) donc la limite

radiale de f , noté f ∗ existe presque partout sur T. De plus comme ϕ ∈H (C\
E) et E est de mesure de Lebesgue nulle, ϕ(z/r) −→ ϕ(z) pour presque tout
z ∈ T lorsque r → 1−. Donc la famille d’applications z 7→ f(rz)ϕ(z/r)
converge presque partout vers f ∗ϕ lorsque r → 1− et puisque cette famille
est uniformément intégrable sur T, elle converge en norme L1(T). Alors il
vient

〈f, ϕ〉 = 1
2π

∫ 2π

0
f ∗(eiθ)ϕ(eiθ)eiθdθ.

De plus ϕ ∈ N + et f ∈ Hp(D) ⊂ N + donc fϕ ∈ N +. On peut alors
appliquer le principe du maximum généralisé de Smirnov ([10, Theorem 2.11])
qui nous donne fϕ ∈ H1(D) et donc pour n < 0, f̂ ∗ϕ(n) = 0. Par conséquent

〈f, ϕ〉 = 1
2π

∫ 2π

0
f ∗(eiθ)ϕ(eiθ)eiθdθ = 0.

On peut utiliser le même raisonnement en remplaçant f par znf pour tout
n ∈ N et on obtient 〈znf, ϕ〉 = 0 pour tout n ∈ N ce qui démontre le
lemme.

Pour E ⊂ C et z ∈ C, on note d(z, E) = inf{|z − ζ|, ζ ∈ E} la distance
de z à E.
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Lemme 4.2.7. Soit p > 1 et p > α + 1. Soit E ⊂ T un ensemble fermé de
mesure de Lebesgue nulle et ϕ ∈ HE(N +,Dp

α(D)∗). Il existe C > 0 tel que
pour tout z ∈ C vérifiant 1 < |z| < 2,

|ϕ(z)| ≤ C

d(z, E)4 .

Démonstration. Soit ϕ ∈ HE(N +,Dp
α(D)∗). Comme ϕ|D ∈ N +, on peut

décomposer ϕ|D = ϕintϕext avec ϕint une fonction intérieure sur D et ϕext
une fonction extérieure de N (voir [10, p. 25]). De plus, comme E est de
mesure de Lebesgue nulle, ϕ(z) = ϕ∗(z) = limr→1− ϕ(rz) pour presque tout
z ∈ T. Puisque log |ϕ| ∈ L1(T), pour z ∈ D,

|ϕ(z)| ≤ |ϕext(z)| =
∣∣∣∣∣exp

(
1

2π

∫ 2π

0

eit + z

eit − z
log |ϕ(eit)|dt

)∣∣∣∣∣
≤ exp

(
1

2π

∫ 2π

0

1− |z|2
|eit − z|2

log |ϕ(eit)|dt
)

≤ exp
(

1− |z|2
(1− |z|)2

∫ 2π

0

∣∣∣log |ϕ(eit)|
∣∣∣ dt)

≤ exp
(

2
1− |z|‖ log |ϕ|‖L1(T)

)
.

≤ exp
(

C1

1− |z|

)
,

avec C1 > 0 indépendant de z. De plus, ϕ|De ∈ Bq
−αq/p(De) donc en particulier

on a que |ϕ| est sous-harmonique sur De. Soit z ∈ De vérifiant |z| ≤ 2. En
observant que la boule de centre z et de rayon (|z| − 1)/2 vérifie B(z, (|z| −
1)/2) ⊂ De, on obtient en prenant q = p/(p− 1) ≥ 1

(|z| − 1)2

4 |ϕ(z)|q ≤ 1
π

∫
B(z,(|z|−1)/2)

|ϕ(w)|qdA(w)

≤ 1
π

∫
B(z,(|z|−1)/2)

|ϕ(w)|q (|w|2 − 1)−αq/p

|w|4−q−2αq/p
|w|4−q−2αq/p

(|w|2 − 1)−αq/p
dA(w)

≤ max(22αq/p, 24−q)
∫
De
|ϕ(w)|q (|w|2 − 1)−αq/p

|w|4−q−2αq/p dA(w)

≤ max(22αq/p, 24−q)‖ϕ|De‖Bq−αq/p .

Ainsi pour tout z ∈ De vérifiant |z| ≤ 2, on obtient que

|ϕ(z)| ≤ C2

(|z| − 1)2 ,
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avec C2 > 0 indépendant de z. En remarquant que log |ϕ| est une fonction
sous-harmonique, on applique les résultats de Taylor et Williams [47, lemma
5.8 et 5.9] ce qui nous permet de conclure.

Le résultat suivant nous permet de réduire l’étude des vecteurs cycliques
s’annulant sur un ensemble fermé E en l’étude de la cyclicité d’une seule
fonction vérifiant certaines propriétés. Plus précisément nous avons le résultat
suivant (voir aussi le Théorème 4.2.4).

Théorème 4.2.8. Soit p > 1 et p > α + 1. Soit E ⊂ T un ensemble fermé
de mesure de Lebesgue nulle et f ∈ Dp

α(D). S’il existe C1 > 0 tel que,

|f(z)| ≤ C1d(z, E)4, z ∈ D

alors
HE(N +,Dp

α(D)∗) ⊂
(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
.

Cela signifie que pour tout g ∈ HE(N +,Dp
α(D)∗), g|De ∈

(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
c’est-

à-dire
〈znf, g|De〉e = 0, ∀n ∈ N.

Démonstration. Soit ϕ ∈HE(N +,Dp
α(D)∗). D’après le lemme 4.2.7, il existe

C2 > 0 tel que pour tout z ∈ C vérifiant 1 < |z| < 2,

|ϕ(z)| ≤ C2

d(z, E)4 .

Ainsi pour 1/2 < r < 1 et z ∈ T on a

|f(rz)ϕ(z/r)| ≤ C1C2
d(rz, E)4

d(z/r, E)4 ≤ C1C2.

Donc la famille d’applications z 7→ f(rz)ϕ(z/r) est uniformément intégrable
sur T pour 1/2 < r < 1 et on a d’après le lemme 4.2.6 que ϕ ∈

(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
,

ce qui conclut cette preuve.

Corollaire 4.2.9. Soit p > 1 vérifiant α + 1 < p ≤ α + 2. On a

H{1}(N +,Dp
α(D)∗) = {0}.

Démonstration. Posons f(z) = (z−1)4. On a que f ∈ Dp
α(D) vérifie |f(z)| ≤

|z − 1|4 donc par le théorème 4.2.8 on obtient que

H{1}(N +,Dp
α(D)∗) ⊂

(
[f ]D

p
α(D)

N

)⊥
.
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Il suffit alors de montrer que f est cyclique pour démontrer le résultat. Soit
ϕ ∈ A q

−αq/p(D) tel que

〈zn(z − 1), ϕ〉 = 0, ∀n ∈ N.

Donc en notant ϕ(z) = ∑
n≥0 anz

n on obtient, d’après (4.1.4),

an = 〈zn, ϕ〉 = 〈zn+1, ϕ〉 = an+1.

Alors
ϕ(z) =

∞∑
n=0

anz
n = a0

1− z , z ∈ D.

Supposons que ϕ 6= 0. Puisque ϕ ∈ A q
−αq/p(D) on a

∫
D

(1− |z|2)−αq/p
|1− z|q <∞, (4.2.1)

ce qui est équivalent à q+ αq/p < 2 car −αq/p > −1 (voir la démonstration
du [21, Theorem 1.7]). Ceci est absurde car p ≤ α + 2. Ainsi ϕ = 0 et
[z − 1]D

p
α(D)

N = Dp
α(D). En particulier on a z − 1 ∈ [(z − 1)2]D

p
α(D)

N et donc

[(z − 1)2]D
p
α(D)

N = [z − 1]D
p
α(D)

N = Dp
α(D).

Par le même raisonnement on obtient que

[(z − 1)4]D
p
α(D)

N = Dp
α(D),

ce qui démontre que f(z) = (z − 1)4 est cyclique dans Dp
α(D).

Remarque
La preuve du résultat précédent nous donne aussi que lorsque p > α+2 alors
la fonction f(z) = z − 1 n’est pas cyclique dans Dp

α(D). En effet d’après la
caractérisation de (4.2.1) on peut montrer que la fonction ϕ(z) = 1/(1−z) ∈
A q
−αq/p(D) et est orthogonale à znf , n ∈ N. Plus généralement si f ∈ A(D)∩

Dp
α(D) et si f(1) = 0 alors f n’est pas cyclique dans Dp

α(D). En effet lorsque
p > α + 2, on a Dp

α(D) ⊂ H∞(D) avec ‖ · ‖H∞ . ‖ · ‖Dp
α
donc

[f ]D
p
α(D)

N ⊂ {g ∈ A(D), g(1) = 0}.

Théorème 4.2.10. Soit p > 1 vérifiant α + 1 < p ≤ α + 2. Soit f ∈
A(D) ∩ Dp

α(D). Si f est extérieure et Z(f) = {1} alors f est cyclique dans
Dp
α(D).

Démonstration. Ce théorème est la conséquence directe du théorème 4.2.4 et
du corolaire 4.2.9.
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