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Notations

x : le produit cartésien;

a : le produit vectoriel;

|| || : la norme euclidienne;

Mn : espace riemannien de dimension n ;

T(Mn) : fîbré tangent de Mn;

g i j (<1 ) (i, j = i,2,...,n) I composantes covariantes du tenseur métrique

fondamental;

Sÿ : le symbole de Kronecker;

Tijk : les symboles de Christoffel de première espèce;

rVk : les symboles de Christoffel de deuxième espèce;

v‘(i = i,2,...,n) • les composantes contravariantes d’un champ de vecteurs v

sur Mn ;

Vv‘ : les composantes contravariantes de la différentielle covariante de

Sw*

Su
: la dérivée absolue du vecteur w\ w' étant défini le long d’une

courbe paramétrée par n;



Notations 4

Rÿid : les composantes covariantes du tenseur de courbure de Riemann-

Christoffel

cf (i = n) : les coordonnées généralisées d’un point ;

q1 (i = : la vitesse d’un point ;

m : la masse d’un point;

ÿ : les variables de Poisson;

G : la constante de la gravitation universelle

T : l’énergie cinétique ;

V : le potentiel;

XJ : la fonction de force, XJ = -V ;

I : le moment d’inertie par rapport au centre des masses;

H : le hamiltonnien;

h : la constante de l’énergie;

K : le moment cinétique;

c : la constante du moment cinétique.



INTRODUCTION

Pour étudier les systèmes dynamiques non intégrables on a souvent recours soit à

des méthodes d’approximation appliquées aux équations différentielles soit à des méthodes

qualitatives. Dans ce travail nous nous sommes intéressés à la théorie géométrique des

systèmes dynamiques conservatifs et plus particulièrement aux problèmes concernant le

comportement des trajectoires d’un tel système.

Du point de vue mathématique, nous développons une méthode pour rechercher et

étudier la courbure de l’espace des configurations et de l’espace des phases. Une

discussion sur le signe des courbures riemanniennes conduira à des conclusions concernant

la stabilité ou la non-stabilité du système dans le voisinage d’une configuration donnée.

Nous appliquons cette méthode géométrique au problème plan des trois corps dans

divers cas.

§ 1.1 Thème de l’étude, point de départ

En 1774 Maupertuis énonça le principe de moindre action et Jacobi (1843) en

donna un énoncé plus clair. Plus tard, les travaux de Riemann sur la géométrie ont été

utilisés pour prouver un théorème sur les géodésiques d’un espace de Riemann de

dimension finie (Darboux [28]). Ce théorème, connu sous le nom du £CPrincipe de
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Maupertuis”, énoncé dans ce qui suit, sera notre point de départ dans l’étude des

trajectoires d’un système dynamique:

Pour toute valeur fixée, h , de la constante de l’énergie, les trajectoires d’un

système dynamique conservatif sont des géodésiques de l'espace des configurations muni

de la métrique riemannienne de Maupertuis ( voir § 2.3 ou [59]).

Donc les propriétés des trajectoires d’un système dynamique peuvent être obtenues

grâce à l’étude des géodésiques de l’espace des configurations, muni de cette métrique.

Les solutions des équations du mouvement d’un système hamiltonien sont des

courbes de Vespace des phases. Ces courbes sont des géodésiques de l’espace des phases

muni de la métrique de Sasaki [82], métrique déduite de celle de Maupertuis. On sait par

ailleurs qu’un relèvement d’une géodésique de l’espace des configurations est une

géodésique de l’espace des phases. Autrement dit, les trajectoires de l’espace des phases

se projettent sur celles de l’espace des configurations.

Donc, la discussion sur la stabilité du mouvement d’un système dynamique

s’effectue d’une manière très claire si l’on raisonne sur le comportement des géodésiques.

Ce sont les tenseurs de courbure et les courbures riemanniennes qui donnent le plus

d’information dans ce sens:

- une courbure riemannienne positive dans un point de l ’espace est une indication

de stabilité, alors qu ’une courbure riemannienne négative est associée à l ’instabilité du

mouvement (voir § 2.5).

Bien que les informations tirées du tenseur de courbure aient un caractère local,

on peut déduire certains résultats concernant la stabilité si les propriétés locales sont

valables dans un domaine de la variété ou tout le long d’une géodésique.
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Pour pouvoir utiliser ces résultats, nous calculerons et étudierons donc les

courbures riemanniennes de l’espace des configurations et de l’espace des phases dans le

problème plan des trois corps, en discutant suivant les valeurs des masses et de la

constante de l’énergie. Des résultats sur la stabilité des trajectoires seront obtenus pour

des configurations particulières du triangle des trois corps.

$ 1.2 Plan de l’étude

Ce travail comprend quatre chapitres et trois annexes.

Le but du premier chapitre est de situer notre travail dans le cadre des

recherches existantes sur le sujet. Ce chapitre sera ainsi consacré à une revue

bibliographique des travaux déjà publiés.

Dans le deuxième chapitre nous avons mis au point une méthode de calcul des

courbures permettant d’analyser la stabilité des trajectoires d’un système dynamique

conservatif. On y rappelle tout d’abord les notions théoriques utiles dans notre démarche.

On peut distinguer ainsi deux parties.

Une partie est consacrée aux notions géométriques: espace riemannien, fibré

tangent, métrique de Sasaki, géodésiques sur un espace riemannien et sur son fibré

tangent; tenseurs de courbure et les courbures riemanniennes; liaison entre le signe des

courbures riemanniennes et le comportement des géodésiques.

L’autre partie porte sur des aspects dynamiques: espace des configurations muni

de la métrique de Maupertuis, espace des phases muni de la métrique de Sasaki, courbure

de l’espace et stabilité.
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La suite du chapitre concerne un algorithme de calcul basé sur les notions

théoriques introduites et appliqué à des exemples simples.

Le troisième chapitre est consacré au problème plan des trois corps. On

commence avec des rappels sur la topologie du problème en soulignant l’importance du

paramètre hc2 qui intervient dans la détermination des régions possibles du mouvement

et dans les domaines des configurations admissibles.

Suivant l’algorithme établi dans le deuxième chapitre, nous avons déterminé les

formules qui donnent les courbures riemanniennes de l'espace des configurations du

problème plan des trois corps et les composantes de la métrique de l’espace des phases.

Pour la plupart des calculs et des graphiques faits dans ce chapitre et le suivant,

nous avons utilisé les logiciels de calcul formel Mathematica et Macsyma.

Dans le quatrième chapitre nous avons analysé les courbures riemanniennes et

le tenseur de Ricci dans les cas particuliers suivants:

- cas planétaire; c’est le cas d’une masse prépondérante sur les deux

autres;

- cas équilatéral homothétique et cas rectiligne homothétique; dans

ce cas les trois corps décrivent des orbites keplériennes;

- cas d’équilibre relatif de Lagrange et cas d’équilibre relatif

d’Euler.

Dans chacun de ces cas particuliers, nous avons déduit des résultats sur la stabilité des

configurations étudiées.
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Afin de faciliter la lecture, nous avons mis dans la partie intitulée Annexes des

compléments sur des résultats connus, que nous avons présentés de façon originale (voir

Annexe-A) et les expressions encombrantes de certaines courbures.

Ainsi, une partie importante du travail se trouve, pour ainsi dire, “cachée” dans

FAnnexe-B et dans FAnnexe-C.

Dans la Conclusion nous avons fait une synthèse des résultats obtenus dans ce

travail et nous avons présenté les développements des recherches possibles autour du

sujet.



CHAPITRE I

Revue bibliographique

Objectifs

§ 1.1 Outils théoriques

Pour aborder le sujet de cette thèse, il faut tout d’abord préciser les éléments

théoriques qui vont intervenir dans notre étude.

La notion géométrique sur laquelle notre attention est concentrée est la courbure

d’un espace riemannien Mn de dimension n. Tous les traités de géométrie riemannienne

( y compris ceux cités dans les références bibliographiques [19], [56], [69], [90], [106])

contiennent une partie consacrée à cette notion. Les propriétés de l’espace sont plus

faciles à obtenir par l’étude des courbures sectionnelles (riemanniennes) plutôt que par une

étude “directe” du tenseur de Riemann-Christoffel (voir par exemple [20], [55]).

Ricci et Levi-Civita ont donné en 1900 un premier exposé systématique des

éléments de calcul tensoriel. Dans le calcul des tenseurs de courbure et des courbures

riemanniennes, nous avons choisi la méthode du répère mobile de Cartan [23] et les
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formules indiquées dans Lichnerowicz [59], Eisenhart [37], Synge et Schild [93],

Schouten [85].

L’étude systématique de la courbure du fibré tangent, T(Mn), commence dans

les années ’60 avec les travaux de Davies [29], Yano [107] et Sasaki [82], [83]; ces

résultats sont déjà devenus classiques.

En ce qui nous concerne, dans le fibré tangent nous avons utilisé la métrique de

Sasaki. C’est une métrique naturelle, déduite de la métrique de l’espace Mn. Si l’on munit

le fibré tangent de la métrique de Sasaki, le relèvement d'une géodésique de l'espace Mn

est une géodésique du fibré tangent. Sasaki, [82], a montré ce résultat en 1958. Dans le

même article il donne les expressions des symboles de Christofifel, les équations

différentielles des géodésiques de T(Mn), et, pour les espaces à courbure constante, il

déduit des propriétés de ces géodésiques. En 1962 Sasaki [83] continue l’étude des fibrés

tangents avec sa métrique pour les vecteurs unitaires tangents à Mn.

Des travaux ultérieurs ont révélé d’autres propriétés géométriques intéressantes de

cette métrique (voir [13], [21], [84]). On retient les théorèmes de Kazutoshi Aso [13] sur

les courbures sectionnelles du fibré tangent. Il montre que pour la métrique de Sasaki, le

fibré tangent T(Mn) est plat si et seulement si l'espace Mn est plat et il déduit que si la

courbure sectionnelle du fibré tangent est bornée, alors le fibré tangent est plat. Nous

avons vérifié ce résultat sur l’exemple du pendule, dans le deuxième chapitre. Dans son

travail, Satô [84] a étudié les formes des isométries infinitésimales et les transformations

affines de l’espace T(Mn) muni de la métrique de Sasaki.

On retrouve aussi l’utilisation de la métrique de Sasaki en mécanique, dans le

travail de Avez et Buzanca [14]. Ils font l’étude du générateur infinitésimal du flot
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géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une surface, avec une interprétation de ce

générateur en mécanique des fluides parfaits, en étudiant les orbites du flot.

Un autre aspect important pour notre étude concerne la liaison entre les courbures

et le comportement des géodésiques sur un espace riemannien. A cet égard, la conclusion

est claire: une courbure riemannienne positive implique la convergence des géodésiques

alors qu’une courbure riemannienne négative (respectivement nulle) reflète une divergence

exponentielle {respectivement linéaire) des géodésiques. Mais une discussion s’impose,

qui tient compte du caractère local ou global du signe de la courbure. Ainsi, sur des

variétés compactes les démonstrations ont un caractère global (voir [6], [8], [100]) alors

que sur d’autres variétés riemanniennes nous pouvons déduire seulement des propriétés

locales (voir [47], [93], [3]).

C’est dans les espaces à courbure riemannienne constante que l’on obtient les

résultats les plus intéressants. Par exemple, dans un espace à courbure constante positive

deux géodésiques adjacentes qui partent d’un point commun, vont s’intersecter de

TC

nouveau sur la variété considérée à une distance /, égale à 1 = , K étant la

On sait depuis Anosov que le flot géodésique sur une surface compacte à courbure

courbure de l’espace (voir Annexe-A).

Comme exemples d’espaces à courbure négative, on peut citer

-le paraboloïde: z = x2 - y2,

-l’hyperboloïde: x2 + y2-z2=l,

-la pseudo-sphère z - - x2 - y2 + Argch^jx2 + y2, z > 0, (voir [68],

[55]).

constante, négative, est structurellement stable.
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§ 1.2 Courbures riemanniennes et systèmes dynamiques

La géométrie des systèmes dynamiques fait l’objet de nombreux livres et articles

(voir [1], [2], [4], [11], [12], [38], [49], [58], [68], [88], [89]).

Plus proches de notre sujet sont les travaux concernant les courbures de l’espace

des configurations et de l’espace des phases d’un système dynamique conservatif. Le

mouvement d’un tel système peut être répresenté comme un flot géodésique sur une

variété riemannienne ( Goldstein [41], Anosov et Sinai [7]).

On munit l’espace des configurations de la métrique ds<? de Maupertuis,

(1.1) = ICU+h)*2

avec ds1= 2 T

U étant la fonction de force, h la constante de l’énergie, T l’énergie cinétique et î le

temps.

Sur les sous-variétés d’énergie constante, les géodésiques sont les trajectoires du

système considéré. En utilisant cette propriété, Anosov [6] étudie les flots géodésiques sur

des variétés riemanniennes compactes, à courbure négative. Il déduit les conditions dans

lesquelles un système dynamique est structurellement stable dans le sens d’Andronov et

Pontryagin. Cela signifie que sous certaines conditions, pour une petite perturbation, il

existe un homéomorphisme de l’espace des phases, voisin de l’identité, qui transforme les

trajectoires du système non-perturbé en les trajectoires du système perturbé. En 1962

Anosov et Sinai [7] ont traité des systèmes dynamiques sur des variétés fermées, dont les

trajectoires sont exponentiellement instables. Leur étude touche ainsi un sujet classique de



C.l : Revue bibliographique. Objectifs 14

la théorie ergodique. Il s’agit des systèmes d’entropie positive, donc ergodiques. Ils

montrent qu’une instabilité “faible” ne conduit pas à l’ergodicité (!).

A ce propos, après une synthèse des résultats concernant les courbures

riemanniennes, Arnold souligne la “découverte inattendue de l’étonnante stabilité des

systèmes exponentiellement instables par rapport aux perturbations du système”; c’est une

idée avancée par Smale et démontrée par Anosov et Sinai. De même, on trouve dans

Arnold [9] un exemple d’application de l’instabilité exponentielle des trajectoires dans le

problème de Boltzmann (chocs entre billes) et on trouve aussi une suggestion pour étudier

l’instabilité hydrodynamique d’un fluide visqueux décrit par les équation de Navier-Stokes.

En effet, le fait que l’espace des phases de ce problème soit de dimension infinie, n’est pas

la difficulté majeure, puisque Michal [66] a traité de cette manière l’équation de la corde

vibrante où l’espace est de dimension infinie.

Michal, 1964 [66] considère un fil de longueur /, fixé aux deux extrémités. Avec

les hypothèses de simplification habituelles, l’équation des ondes à une dimension s’écrit:

(1.2)
ô2u(x,t) 2 d2u{x,t)

ât1 âx2 ’

.2 F
avec a = —, F étant la tension du fil et p la densité. L’énergie cinétique T et l’énergie

P

potentielle V sont données respectivement par les expressions:

(1.3) T = p r'M
2 " i, ât

dx

V =
_ F r'fâu(x,tj]£ ÔX )

dx(1.4)
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En plus, on a la conservation de l’énergie totale, soit T + V = h. Le résultat essentiel de

son travail se résume dans le théorème suivant:

Les étais vibratoires (trajectoires dynamiques) à niveau d'énergie h d'une corde

élastique à extrémités fixées peuvent être représentés par une géodésique de l’espace

riemœmien de dimension infinie dont l’élément de longueur d’arc est donné par :

(1.5) ds2= 2 h —f
o Je

F f1 dv(x)
d x

dx P £ (5v(xx))2dx,,

où S v(x) et v(x) sont des fonctions arbitraires, deux fois continuement dérivables dans

[0, / ] et nulles pour x- 0 et x = /. Michal montre aussi que les vibrations harmoniques

peuvent être représentées comme des géodésiques:

Si h > 0, alorspour toute valeur entière de n, la vibration harmonique

(1.6) un{x,t) = —^frûnf^fi)ûn(,-f-
nn V F 1 l

est une géodésique de l’espace riemannien de dimension infinie dont l’élément d’arc ds

est donné par (1.5). Z 'énergie totale de chacune de ces vibrations harmoniques est égale

à h.

Les propriétés de la courbure de la variété d’une corde vibrante de niveau

d’énergie totale fixée sont aussi étudiées par l’auteur qui en déduit que la variété

riemannienne de dimension infinie associée aux vibrations transverses d’une corde

élastique à extrémités fixes, de niveau d’énergie constant, n'a pas une courbure

riemannienne constante.
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Cette méthode utilisée par Michal est valable pour des phénomènes gouvernés par

des équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires et par des équations

fonctionnelles.

Dans les travaux énumérés ci-dessus les résultats ont un caractère global et

concernent tout l’espace. Par contre, si le signe de la courbure de l’espace n’est pas

constant, il faut se contenter des propriétés locales. C’est le domaine des travaux qui

touchent notre sujet et que nous allons présenter dans ce qui suit.

En 1978 van Velsen [96] donne les expressions du tenseur de Riemann-Christoffel

pour le mouvement d’un système dynamique conservatif à n degrés de liberté, en utilisant

la métrique de Maupertuis, à partir d’une métrique dont le tenseur fondamental est

constant par rapport aux coordonnées.

Il introduit la matrice symétrique p ayant pour éléments:

(1.7)

OÙ

Pÿ = 3vi Vj + 2 (U + h ) Vÿ

âV d2V
v. = r et V.. = : — ,

1 &qx u dq'dq-'

U étant la fonction de force et ÿ les coordonnées généralisées. Il note Ai les valeurs

propres de la matrice p^ La matrice des pÿ est liée au tenseur de Riemann-Christoffel par

la relation:

(1-8) 4 (U + h )3 7?\i = + 4 -2 v„vj ( Sæ 8j, - 8„ Sjk),
m

où Sÿ est le symbole de Dirac.
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Van Velsen montre ensuite la liaison entre la courbure sectionnelle Kÿ,

(déterminée par les vecteurs tangents dans les directions cf et cf ), les valeurs propres de la

matrice pÿ et le tenseur de Riemann-Christoffel:

(1.9) ^ki^tôikÔji-ônSjk),

où

(MO)
A .+/I v v

t j mm

4( TJ + h)3 ’
1 < j-

L’auteur conclut que, pour une configuration d’équilibre absolu, les courbures K\ j

sont positives. Il souligne aussi que la courbure négative est une condition suffisante pour

l’ergodicité mais pas nécessaire.

La méthode de calcul des courbures proposée par van Velsen est bien adaptée au

calcul numérique, mais nous considérons qu'elle n’est pas très efficace dans l’étude

analytique.

En 1980, van Velsen [97] applique la méthode proposée dans [96] à l’étude-des

courbures d’un système dynamique où le potentiel V est celui de Hénon-Heiles:

(Ml) V(x^) = i(x2+/+2xV-|

L’espace des configurations est borné dans ce cas, et la courbure riemannienne est

positive:

f

R =

(h -vy
2 +

(h-V)

â\

^ dx)
+(1.12) >0.
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L’étude de cette courbure lui permet de discuter les problèmes de stabilité d’un tel

système en comparaison avec des résultats obtenus par d’autres méthodes.

Dans le même travail, des applications numériques sont données pour des

problèmes dont le potentiel est celui de Debye-Hückel:

n e-r,}
V(r„r2,...,r:„)=£ , rÿ = r{ -r- ,

i.j-1 ^*ÿ
»<j

(f,j étant la distance entre les particules), concernant un modèle de plasma, ou celui de

Lennard-Jones:

V(rl,r2,...,rN) = Z
1 1

ij-iVÏ
i<j

12
avec r. r, -r.

concernant l’interaction entre les atomes d’un gaz rare.

L’étude des courbures a été utilisée en mécanique quantique dans les travaux de

ïwai [51] et [52], dans lesquels l’auteur utilise la théorie de jauge et des notions de

probabilité. Mais ces travaux sont très éloignés de notre sujet.

§ 1.3 Courbures et problème des trois corps

Les aspects géométriques du problème des trois corps sont abordés dans de

nombreux travaux. Nous les avons cités dans le quatrième chapitre et dans l’Annexe-B.

Pour plus d’information sur ce problème nous suggérons la monographie de

Marchai [63] et ses 289 références.

Nous allons examiner avec plus de détails les travaux où l’étude de la courbure

intervient dans le problème des trois corps.
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En 1962 Deprit et Délié [31] utilisent dans une étude du problème plan des trois

corps Mi, M2 M3, de masses respectives m\, m2, 7773, (voir Fig. 1.1) la métrique

riemannienne (1.13).

Fig. 1.1

(1.13)

OÙ

avec

où

*2 = Z Zsü dPidPj>
Ki<3

1

Zii =-
g

— + — sin2#,],
Vm0 m, J

1 f sin2 0 sin2 0. cos2 0.
gjk =“ —-~ „ +—T"1

\

g\ 777,, m,0 y

4 JA2
— 4 2 2 2

^0 P1 P 2 P 3

7770 est la “masse réduite”, définie par la relation:

77702( 777) + m2 + 7773) = 777x 7772 7723 ,

p i étant la distance entre les points Mj et Mk ,

À la mesure de Faire du triangle Mi M2 M3,

J le moment d’inertie par rapport au centre des masses et

0\ l’angle déterminé par MiMk et MiMj.
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Avec la métrique (1.13), (voir aussi [73]), ils montrent que, à un facteur

numérique près, la courbure riemannienne scalaire R est inversement proportionnelle au

moment d’inertie J, soit

(1.14) R = ~-
J

Ce résultat implique, en particulier, qu’il n’existe pas de point de l’espace où la métrique

est localement euclidienne.

La métrique (1.13) n’est pas celle de Maupertuis, donc l’étude de Deprit et Délié

ne concerne ni les géodésiques de l’espace, ni les problèmes de stabilité.

Ong (1975, [76]) utilise la métrique de Maupertuis pour l’étude des courbures

d’un système dynamique conservatif de potentiel V(x), à n degrés de libertés. Pour les

courbures, sa méthode de calcul utilise les formules qui donnent les relations entre les

tenseurs de courbure relatifs à deux métriques conformes, soit ds02 et ds1, (1.1). Ces

formules sont données par exemple dans [37].

Dans le cas général il démontre des théorèmes sur le signe des courbures dans un

voisinage de la frontière iq, du domaine où le mouvement est possible:

(1.15) Fh = { xeMn : V(x) = h}

Dans cette direction, pour la courbure sectionnelle (riemannienne) K{jr),

déterminée par un plan /r, l’auteur obtient le résultat suivant:

Lorsque x tend vers un point de Fh , alors

a) K{tt) —» oo si le plan ;r contient un vecteur à l’intérieur du cône (f, d’axe grad V

et d’angle égal à Arccos
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b) K(tt) -» -co ( respectivement K(tt) —> Hess V(Ç,Ç) + Hess V(q, r|)] ) si

n contient un vecteur orthogonal à grad V et si le plan n se trouve à l’extérieur du cône

S, ( respectivement si le plan n est tangent au cône ) .

Ong examine aussi les courbures riemanniennes (par d'autres méthodes que celles

de van Velsen) pour les points critiques p de la fonction V, donc pour les points p tels

que grad\(p) = 0, ce qui correspond à un mouvement stationnaire. Il démontre que

a) si p est un point de minimum local pour V , K(7t) > 0 dans un voisinage de p\

b) si p est un point de maximum local pour V, K(n) < 0 dans un voisinage de p.

On trouve aussi dans son travail une application au problème de Kepler, où la

courbure riemannienne est du signe opposé à celui de l’énergie.

Dans le problème plan des trois corps, il introduit des fonctions auxiliaires pour

préparer le calcul des courbures dans une étude ultérieure qu’il annonce, mais qu’il n’a

jamais faite, à notre connaissance. Dans un théorème sur la courbure scalaire R, pour la

position d’équilibre relatif de Lagrange, avec p\- p2 = P3 = r, il obtient l’expression:

(1.16) R = -

4(h - V)2
+ mpn2 + mpn^ + m2mf\ ml+m2 + 7?T3

< r J r3

Cette expression de 7? est fausse; nous l’avons recalculée dans le paragraphe § 4.2.3.

En 1980 van Velsen [97] applique la méthode décrite par les formules (1.7)-(1.10)

au problème des trois corps. Il fait l’étude des valeurs propres de la matrice pÿ , (1.7),

pour la solution de l’équilibre relatif de Lagrange, dans le cas où les trois corps décrivent
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des cercles autour du centre des masses avec une vitesse angulaire constante, co =

M étant la somme des trois masses et r la longueur constante des côtés du triangle

MiM2M3. Il montre, en étudiant les signes de ces valeurs propres que cette solution n’est

pas stable; en outre, dans le voisinage de la solution de Lagrange, les vecteurs propres

correspondant aux valeurs propres positives, génèrent des familles de solutions quasi-

périodiques. Dans le paragraphe § 4.2.3 nous avons complété le travail de van Velsen avec

les expressions des courbures riemcmniennes principales et avec l'étude du cas

équilatéral homothétique.

Delmas [30] étudie les courbures dans le cas planétaire plan des trois corps,

Mi, M2, M3, en utilisant les coordonnées de Jacobi (ri, (p 1, r2, (pi) -voir Fig. 1.2 et § 3.1.

7

M

Fig. 1.2

La métrique de Maupertuis, dsi , s’écrit:
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(1.17) ds02 =( U + h ) [ dn7+ r,2 dtp ,2 + + r22 dtp 22)],

TT 1 £
OU XJ — h—,

ri r2

m2
et — = k, la masse du corps Mi étant prépondérante (7771 >> m2,

m2

7771» 7773) et prise égale à l’unité (7771 = 1).

Delmas se base dans le calcul des tenseurs de courbure sur les relations entre

tenseurs des deux métriques conformes.

Dans le cas où le triangle des trois corps est isocèle, il montre que l’espace des

configurations muni de la métrique de Maupertuis correspondante à une énergie totale

négative h, donnée, admet un tenseur de Ricci diagonal, négatif ou nul si l’excentricité ne

Jç
dépasse pas —— avecO<Æ<l.. Cependant, nous avons montré (voir § 4.1) que le

A 1

tenseur de Ricci n’est pas diagonal dans le cas planétaire, puisque Ru = R31 * 0. Après

avoir effectué une discussion selon les valeurs de h et de ri nous avons démontré

néanmoins que ce tenseur peut être négatif dans certains cas.

Tous ces travaux, passés en revue dans ce chapitre, montrent que plusieurs auteurs

se sont déjà intéressés à l’étude des courbures dans un système dynamique conservatif.

Néanmoins le problème n’a été traité que partiellement. Il reste encore plusieurs

pistes ouvertes à explorer, parmi lesquelles se trouve l’étude des courbures que nous

allons aborder dans cette thèse.



CHAPITRE II

METHODE PROPOSEE POUR ETUDIER LA STABILITE DES

ORBITES D’UN SYSTEME DYNAMIQUE CONSERVATIF

§ 2.1 Rappels

Nous allons, dans ce qui suit, rappeler les notions géométriques de base qui vont

nous servir tout le long de ce travail.

Soient M une variété différentielle de dimension n et Q un point générique de

M (affine) de coordonnées locales cf ( ; = ). Par la suite, on adoptera, sauf mention

contraire, la convention de sommation d'Einstein.

On prend dans chaque ouvert V de M une forme quadratique définie positive,

donnée par :

(2.1) ds2 = g’ij(O) dcfdcf

M muni de la métrique ds2 est un espace riemannien de dimension n (voir [19]).

Désignons cet espace par Mn.
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Soit T(Mn) le fîbré tangent de Mn. On peut munir T(Mn) d’une métrique

naturelle, dite métrique de Sasaki. On définit cette métrique dans un ouvert If de T(Mn)

à partir de la métrique riemannienne (2.1) de Mn, par :

(2.2) do1= g .(0) dq'dq‘+ glJ(Q)W Vv^

OÙ Vv‘ = Vmv'dqm,

les Vmv‘ étant les composantes de la dérivée covariante de v (voir Annexe-A).

On met la métrique da2 sous la forme:

(2.3) da2 =a,/?= 1, 2, 3,...,2

où = v', i = 1,2, 3,..., , avec

(2.4) Gal Grf = Sf =
1 pour a - P

0 pour a * p

En identifiant (2.2) et (2.3) on obtient les composantes covariantes du tenseur

fondamental de T(Mn) :

(2.5)

Gjk = sjk + *„r/j r/k v" v1-

(n +k) = v j, k = 1,2, 3, ..., n.

^(n +j) (n +k) ~ <§jk
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En utilisant (2.4) et (2.5), les composantes contravariantes du tenseur métrique

fondamental de Sasaki s’écrivent:

(2.6)

G<" *j) <"*k> = g* + g1”' ry, r?, v" v- •

G’(”+k) = -ry, g1' v" j, k = 1,2,3,....

Gik = g^k

L’espace (T(Mn), do2 ) est un espace riemannien (voir [108]).

Le système des équations différentielles des géodésiques sur Mn s’écrit:

(2.7) dlj +T>A-g-=0
ds ds ds

i=l,2, 3,

s étant l’abscisse curviligne .

Les équations des géodésiques de T(Mn) en fonction des coordonnées ( cf ) et des

symboles de Christoffel ( Tj1 k) de Mn sont données par:

(2.8)

do2 j k do do iX>I do S o

où o est l’élément d’arc et où ô est le symbole utilisé pour la dérivée absolue (voir [82]

et Annexe-A).
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Ce qui nous intéresse est la liaison entre les géodésiques de l’espace M° et celles de

l’espace T(Mn). Afin de signaler cette liaison, rappelons la notion de relèvement d'une

courbe.

Soit CMn une courbe donné sur Mn :

(2.9) CM„ : q' = q' (a), [a, i]çR

Par chaque point ( r/(0), v'(0) ) e T(M") passe une courbe Ctm">

(2.10) Cra„: q' = q' (u), v'=v'(u); u

qui vérifie le système des équations différentielles suivantes:

(2.11) ^T + rjikVJï = 0 > = 1,2, 3,....n.

La courbe Ctm“ ci-dessus s'appelle le relèvement de la courbe Cmd.

Nous avons alors le résultat suivant concernant le “passage” d’une géodésique de l’espace

Mn à une géodésique sur T(Mn):

Le relèvement d'une géodésique sur une variété riemannienne Mn est une

géodésique sur lefibré tangent T(Mn).

En effet, on montre que sur le relèvement d'une géodésique de Mn on a:

= 0, (voir Annexe-A).(2.12)
S s
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(2.12) entraîne avec (2.7) les équations (2.8). Ce résultat va nous permettre

d’aborder les géodésiques de T(Mn) en utilisant les calculs faits dans l’espace Mn (voir

aussi [82]).

§ 2.2 Courbures riemanniennes et géodésiques

Soient v\(v\) et v2(v2/) deux vecteurs linéairement indépendants dans TgMn,

l’espace tangent à Mn en O. Les deux vecteurs déterminent un 2-plan ( it\ ) qui passe

par Q. Pour chaque 2-plan de TgMn, la courbure rîemannienne (ou sectionnelle) est

définie par l’invariant K{ni ) ( voir [19] [69], [93] [106] ) :

(2.13) K(^)
RijUVi Vï Vik V2

(su g* - gjt g;i)vj v' v,k v\

On voit que si les deux vecteurs sont orthonormés, la courbure sectionnelle devient :

(2.14) A'(^) = R.jtiv1iv2iv1kv2l

Remarques:

91.1 La courbure riemannienne ne dépend pas du choix des vecteurs vj et

v2 dans le 2-plan (tti), mais elle dépend du point Q et du 2-plan (^i). Par ailleurs il existe

une infinité de 2-plans qui contiennent le point O.

91.2 L’ensemble des géodésiques qui passent par le point O et qui sont

tangentes au 2-plan (/ri) engendre une surface {de dimension 2), tangente à (/ri). K (/ri)

est la courbure de Gauss {courbure totale) de cette surface.
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On dit que la courbure riemannienne est constante {ou garde un signe constant)

en un point O de l’espace riemannien Mn si dans toutes les directions planes autour de

O, les courbures riemanniennes sont constantes {respectivement gardent un signe

constant).

On dit qu'un espace riemannien est un espace à courbure négative {positive ou

mille) si en tout point O de Mn les courbures riemanniennes sont négatives

{respectivementpositives ou milles).

La notion de courbure est une notion intrinsèque, liée à la géométrie de l’espace.

Nous allons présenter dans ce qui suit la liaison entre le signe des courbures riemanniennes

et le comportement (<convergence, divergence) des géodésiques sur un espace riemannien.

Considérons une famille de géodésiques y\ sur Mn, donnée par :

(2-15) jWU *),

s étant l'abscisse curviligne qui varie le long d’une géodésique de la famille et A un

paramètre constant pour une géodésique, mais qui varie quand on passe d’une géodésique

à l’autre.

Soient yx (s, A) et yi(s, A+dA) deux géodésiques distinctes, qui passent par un

point OeMn.

Considérons deux points équidistants du point commun O, soient 0\ e y\ et .

Qi e yi (voir Fig.2.1 ).
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Fig.2.1

On dit que 0\ et Q2 sont des points correspondants. Soit tj la distance O1O2.

En utilisant l’équation de la déviation géodésique ainsi que des résultats sur les courbures

riemanniennes, on démontre que la variation de la distance Q1Q2 en fonction de s

s’exprime par:

(2.16) ?i(s) = e +

6 étant l’angle très petit, déterminé par les deux géodésiques (voir une démonstration de

(2.16) dans l’Annexe-A).

La dernière relation permet d’exprimer le comportement des géodésiques y\ et yi

en fonction du signe de la courbure riemannienne K (711 ), de la manière suivante:

Une courbure riemannienne positive implique la “convergence” de deux

géodésiques proches et une courbure riemannienne négative implique la “divergence”

de ces géodésiques.

Géométriquement, cette conclusion est représentée dans les figures suivantes:
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O-

K> 0

Convergence
des géodésiques

K= 0 K< 0

Divergence linéaire Divergence exponentielle
des géodésiques des géodésiques

Fig.2. 2
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Dans l’application de ce résultat il faut prendre quelques précautions basées sur les

remarques suivantes:

9L3 L’interprétation ci-dessus reste valable même pour deux géodésiques

qui ne passent pas par un point commun mais par deux points distincts, voisins ( [93] ).

9L4 Dans la démonstration de (2.16), la fonction rj(s) est développée

dans un voisinage du point Q .

9L 5 La métrique elle même ne détermine pas toutes les propriétés d’un

espace mais seulement les propriétés géométriques locales, dans un voisinage d’un point

donné.

Nous sommes ainsi conduits à souligner le caractère local du résultat. Néanmoins,

s’il existe des régions de Vespace où la courbure riemannienne est constante ou garde un

signe constant, nous pouvons tirer des conclusions sur le comportement des géodésiques

dans ces régions.

Dans le cas où l’espace riemannien est à courbure constante, on obtient bon

nombre de résultats sur le comportement des géodésiques (voir chapitre I et Annexe-A).

§ 2.3 Géométrie riemannienne d’un système dynamique

Afin de faciliter la lecture, nous allons reprendre dans ce paragraphe les notations

de géométrie riemannienne déjà introduites pour désigner les notions correspondantes de

mécanique.

Soit ( Z) un système dynamique à n degrés de liberté, soumis à des liaisons

holonomes, parfaites et indépendantes du temps. L'ensemble des positions (les

configurations) d'un tel système constitue une variété différentielle Mn, dite Vespace des
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configurations. Ainsi, une position du système sera repérée par le point 0 ( ql, .... cf ) ,

où ^(1=1,...,,,) sont les coordonnées généralisées. Lorsque le système passe d’une

configuration à une autre, O décrit dans Mn une courbe ( enfait, la trajectoire):

(2.17) cf = q\ t), où le paramètre t est 1 ç, temps.

Les composantes contravariantes du vecteur vitesse généralisée sont alors:

(2.18)
* dt

L’énergie cinétique de ( Z) est alors la forme quadratique définie positive

(2.19) T = — gjj cf f , où les g ij sont des fonctions de cf.

Remarque: T est un invariant par changement de coordonnées.

A partir de T, on introduit sur Mn la métrique:

(2.20) üfc2 = 2 T df, ce qui s’accorde avec (2.1).

L’espace des configurations, Mn , pourvu de la métrique df est un espace

riemcmnien (voir [54]).

Rappelons qu’un système dynamique est dit conservatif s’il existe une fonction de

force U(ÿ), indépendante du temps, telle que l’énergie généralisée du système soit

constante:

(2.21) T - U = h



C.U : Méthode proposée pour étudier la stabilité des orbites d'un système dynamique conservatif 34

Dans ces conditions, on peut munir Mn d’une métrique dso, dite métrique de

Maupertuis :

(2.22) ds02 = 2 (U+h) ds2

L’importance de la métrique (2.22) est reflétée dans l’énoncé suivant, qui constitue le

principe de l’action stationnaire, dite aussi le principe de la moindre action de Maupertuis:

Pour toute valeur fixée, h , de la constante de l’énergie, les trajectoires d’un

système dynamique conservatif sont des géodésiques de l’espace des configurations

muni de la métrique riemannienne ds02.

L’espace ( M", ds02) est un espace riemannien. Ainsi, le mouvement d’un système

dynamique classique peut être représenté par le flot géodésique de l’espace ( Mn, dso2).

La loi selon laquelle ces géodésiques sont décrites au cours du temps est fournie

par la relation:

(2.23) -2-= 2 (U + h).

T(Mn ) est l’espace des phases du système dynamique considéré. C’est un espace

de dimension 2n , muni des coordonnées (q1 ,p' ) (j = iv.->n).

Nous avons vu dans le premier paragraphe que le relèvement d’une géodésique de

l’espace Mn est une géodésique de l’espace T(Mn ).

Nous proposons donc de munir l’espace des phases T(Mn ) de la métrique do^2 de

Sasaki, (2.2), déduite de la métrique de Maupertuis ds02. Les géodésiques de l’espace des

phases se projettent alors sur les trajectoires du système dynamique. En conséquence
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l’étude de la courbure de ces géodésiques va donner plus d’informations sur le mouvement

considéré.

Nous avons maintenant la plupart des outils mathématiques nécessaires pour

aborder notre étude. Avec tous ces éléments, nous allons donner, dans ce qui suit, un

algorithme de calcul permettant de traiter certains aspects géométriques des systèmes

dynamiques conservatifs.

§ 2.4 Algorithme de calcul

Nous proposons dans ce qui suit un algorithme de calcul basé sur les notions

introduites dans les paragraphes §2.1 - §2.3.

Après avoir calculé l’énergie cinétique (2.19), nous allons déterminer la métrique

dso2 , (2.23) et la métrique de2. Le calcul des courbures se fait à l’aide des formules

(A.l), (A.2), (A.6), (A.7), (A.8) et (2.13). Nous avons ainsi les tenseurs de courbure de

Riemann, de Ricci, les courbures riemanniennes et la courbure scalaire.

Les différentes étapes de ces calculs sont montrées dans l’organigramme suivant:
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Organigramme des calculs

1. Déterminer le nombre de degrés de liberté du système dynamique

2. Ecrire l’expression de l'énergie cinétique T

ï

3. Ecrire la métrique de Maupertuis dsô2

T

4. Calculer les symboles de Christoffel à partir de la métrique ds02

l

5. Calculer les tenseurs de Riemann, de Ricci et la courbure scalaire

_

6. Calculer les courbures riemanniennes (sectionnelles)

7. Étudier le signe des courbures riemanniennes

ï

8. Reprendre les calculs dans l’espace des phases,
avec la métrique do\2
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On peut observer que le choix des coordonnées généralisées est déterminant pour

la complexité des calculs. C’est pourquoi il faut essayer de trouver un système de

coordonnées qui rend la métrique de Maupertuis diagonale.

Une autre remarque concerne le nombre des courbures riemanniennes (2.13), que

l’on doit calculer pour pouvoir tirer des conclusions sur le comportement des trajectoires.

Dans §2.2, (9L1) nous avons vu qu’il existe une infmilé de 2-plans qui déterminent la

courbure riemannienne dans un point de l’espace, mais si les gÿ de la métrique (2.1)

sont constants, alors pour la métrique de Maupertuis, le tenseur de Riemann-Christoffel

s’exprime uniquement en fonction des courbures sectionnelles principales ( voir

(1.9) et (1.10) ). Ces dernières sont celles obtenues en prenant les 2-plans engendrés par

les vecteurs du plan tangent à Mn au point O (ql, q2,..., cf).

§ 2.5 Courbure et stabilité

Les calculs proposés ci-dessus, concernant les courbures d’un système dynamique

permettent de déduire certaines propriétés qualitatives des trajectoires de ce système. Par

la suite nous allons passer en revue les hypothèses à imposer sur les courbures et les

propriétés qualitatives correspondantes.

Une condition suffisante, mais non nécessaire, pour qu’un système dynamique

borné soit ergodique est que la courbure riemannienne de l’espace Mn (ou T(Mn) ) soit

négative. Donc, la courbure riemannienne négative d’un espace implique l’ergodicité. En



C.I1 : Méthode proposée pour étudier la stabilité des orbites d'un système dynamique conservatif 38

révanche, si Ton a une ou plusieurs courbures sectionnelles positives, cela ne signifie pas

forcément que le système n’est pas ergodique (voir [96]).

Pour les équations différentielles du mouvement d’un système dynamique, les

familles des solutions qui divergent exponentiellement sont liées à une courbure

riemannienne négative. On remarque aussi que la présence d’une courbure riemannienne

négative le long d’une solution stationnaire ou d’un système en équilibre relatif implique

que la solution n’est pas stable (voir [98]).

Un système dynamique défini sur une variété fermée à courbure négative est

ergodique, on a donc un mouvement très erratique. Les orbites sont très instables; deux

orbites correspondant à des conditions initiales voisines, s’écartent l’une de l’autre de

façon exponentielle. Cette propriété entraîne l’indépendance asymptotique du futur et du

passé. Un tel système est dit K-système et ses propriétés sont fortement probabilistes

(voir [6], [8]).

En mécanique céleste on ne rencontre pas de tels systèmes, mais des systèmes dont

la courbure peut être localement négative (positive), par exemple au voisinage d’une

trajectoire connue.

Les familles des solutions quasi-périodiques sont liées à une courbure riemannienne

positive. Une courbure riemannienne positive est aussi une indication de stabilité du

mouvement (voir [98]).

Certains auteurs ont essayé de trouver une relation directe entre la courbure

riemannienne positive et l’intégrabilité d’un système dynamique (voir [99]), mais l’on peut

donner au moins un exemple, celui du problème de Kepler (voir la fin de ce chapitre), où
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le système est intégrable, mais où la courbure ne garde pas de signe constant positif.

Pour un système ayant une solution stationnaire, si toutes les courbures

riemanniennes sont positives en ce point stationnaire de l’espace des configurations,

l’équilibre est stable (voir [48]).

Si la courbure riemannienne ne garde pas un signe constant, une autre méthode

géométrique concernant la stabilité des orbites est basée sur l’étude des valeurs propres de

la matrice du tenseur de Ricci, en appliquant le théorème de Poincaré-Lyapounov. Mais

nous avons trouvé que dans ce cas les calculs analytiques sont assez compliqués.

Parmi les autres courbures, la courbure scalaire a une expression finale beaucoup

plus simple. C’est pourquoi on trouve cette valeur calculée dans plusieurs travaux (voir

[76] ). Mais, du point de vue pratique, la courbure scalaire ne donne pas d’information sur

la stabilité ou l’ergodicité d’un système dynamique.

Une autre quantité, liée à la courbure scalaire et aux propriétés ergodiques a été

proposée par van Velsen [99]. Il s’agit d’une moyennisation de la courbure scalaire sur

l’espace des configurations M (supposé compact) d’un système dynamique conservatif

(avec U+h> 0 ):

(2.24)

J Ryfg dqldq2 • • • dq
M

J fg dq'dq2 dq"
M

g étant le déterminant des g\y
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Une valeur positive de R est associée à Fintégrabilité du système et une valeur

négative de R est liée à l’ergodicité du système dynamique. En fait, van Velsen démontre

que si le système est intégrable, alors R est positif.

Par ailleurs, si l’entropie de Kolmogorov (voir [8]) est positive, le système est

ergodique.

D’après les remarques ci-dessus on voit que l’étude du signe des courbures peut

être appliquée à de plusieurs types de stabilité. Mais notre étude concerne la stabilité ou

la non-stabilité des configurations (trajectoires) d’un système dynamique, que l’on peut

définir de la façon suivante ( voir [57], [80] ):

Soient y o une trajectoire donnée et T = (y i (tj) iei une famille de trajectoires d’un

système dynamique.

On dit que y0(/) est stable relativement à T si toute trajectoire yi(/) g T

suffisamment proche de y0 à un moment donné îq, reste assez proche de yo pour t > t0.

Autrement dit, yo (/) est stable relativement à T si pour Ve > 0 et /o donnés, il existe

un rj(e) > 0 tel que, si yi(t)e T et ||yi(/0) - Yo(fo)|| < T], alors ||yi(0 - Yo(Oll < £ pour

t > to . Si Yi(/) -> y0(/) quand t —> co 9 il s’agit d’une stabilité asymptotique des

trajéctoires.

Cette définition de la stabilité s’applique aussi dans le cas où la trajectoire yo se

réduit à une position d’équilibre du système considéré.

Nous allons conclure ce chapitre avec l’application de la méthode d’étude

proposée sur deux exemples simples.
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1 .Problème du pendule simple

On considère un pendule plan de masse m et de longueur / . Soient g l’accélération

de la pesanteur et <p l’angle formé par le fil / avec la verticale :

y

Fig. 2.3

L’espace des configurations est un espace à 1 dimension. L’énergie cinétique et la

fonction de force s’écrivent respectivement:

(2.25)

(2.26)

(2.27)

T = ~ml2ç2
2

U = m l g cos((p)

La métrique de Maupertuis et le symbole de Christoffel correspondant sont:

dsi = m^2 cos(ff) + h] 2

(2.28)
mglsu\((p)

2[mgl cos(tp) + h]

Toutes les courbures de l’espace des configurations sont milles.
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Dans l’espace des phases, les composantes de la métrique de Sasaki sont les

éléments de la matrice:

ml2 [m2l2g2[p2 sin2 (p ) + 4cos2{(p)] + Ah[2mglcos(ç>) + h]j m2?g p9 sin(p)
%[mgl cos(ç) + h] 4

™2l2gPrsin(p)
4

ml2 [mgl cos(tp ) + h]
2

où pv = ml2(p est la variable de Poisson correspondante à (p.

Les symboles de ChristofFel distincts non-nuls sont:

r \ 7wg/sin(ç9)
11 2\mgl cos{(p ) + h]

(2.30) r2 mSlPvlmSl+hcos(^)]
2[mglœs((p) + h]2

r2 mgl sin(ç?)
12 2[?w<gr/cos(ç9) + h]

Le calcul des courbures montre que l’espace des phases est plat, parce que le

tenseur de Riemann-Christoffel est nul; le tenseur de Ricci et la courbure riemannienne

s’annulent aussi. Ce résultat est possible: l’espace des phases du problème considéré, muni

de la métrique quotient, est un espace plat (voir [8]).
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2.Problème de Kepler:

Pour le problème de Kepler on considère le mouvement dans un champ central de

potentiel V = .

En coordonnées polaires (r, ç), avec les notations habituelles, nous avons:

-la métrique de Maupertuis dans l’espace des configurations:

(2.31) ds02 = ——- dr2 + r(r h +1) dtp1

-les symboles de Christoffel distincts, non-nuls:

(2.32)

r(rh + l)

2rh +1

r(rh + l)

r (2r h +1)

r (r h +1)

-la seule composante non-nulle du tenseur de Riemann-Christoffel:

(2.33) R
1212 ~

_h
(r h +1)

-les composantes non-nulles du tenseur de Ricci:

(2.34) *u=-
r(r h +1):

*22="
rh

(r h +1):
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-la courbure riemannienne:

(2.35) K = -
h

4(rh + l)3

On voit que

• pour h < 0, K est positif, donc pour les orbites elliptiques une petite

variation des conditions initiales sur la constante h va très peu changer l’orbite. Les orbites

elliptiques sont stables dans le sens de Lyapounov.

• K = h = 0 pour les orbites paraboliques.

• K est négatif si h > 0 pour les orbites hyperboliques.

Dans l’espace des phases, on note R et <p les variables de Poisson conjuguées

respectivement des variables r et (p. Les composantes covariantes de la métrique de Sasaki

sont alors:

„ _ Æ2+?-2[(!S2(2 1v + l)2+4(h/- + l)2]
C/n

4 + 1)
„ _ R$(2 hr + 1)
Dl2

2r

Gu R_
2r2

^ _ <p(2hr + \)
VJ 14

2

^ _ (JR2+/'V2)(2hr + l)2+4r2(hr + iy
L722 —

4r( hr + 1)

^ _ + l)
(j.(2.36)

2



C.lî : Méthode proposée pour étudier la stabilité des orbites d'un système dynamique conservatif 45

G24“

_R (2 hr + 1)
G33 -

hr + 1

2r

G34 - 0 G44 -
r (hr + 1)

2

La métrique de Vespace des phases n’est pas diagonale ce qui rend les expressions

des courbures très compliquées. Cela empêche une étude analytique de ces courbures. On

retiendra donc surtout les informations fournies par les courbures dans l’espace des

configurations.

Les exemples ci-dessus viennent de montrer l’intérêt suscité pour l’étude des

courbures, tant sur le plan théorique que sur le plan pratique.



CHAPITRE III

PROBLEME PLAN DES TROIS CORPS

Nous allons dans ce chapitre effectuer tout d’abord une étude générale des

courbures dans le problème plan des trois corps. Cela va nous permettre, ensuite,

d’appliquer cette étude dans des cas particuliers, afin de déduire des propriétés qualitatives

des trajectoires.

§ 3.1 Description du problème

Dans un plan affine d’origine O, muni d’un répère galiléen (Ox, Oy), on considère

trois corps ponctuels Mi, M2, M3 (voir Fig.3.1) de masses respectives 7771, m2,, m3, qui

s'attirent mutuellement selon la loi de Newton.

Soient q les vecteurs deposition,

(3.1) qx = OMi ( j = 1,2,3 ) et

q = (q\ q2, c?) s (R2)3
configuration des trois corps.

un vecteur correspondant à une
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Pour les vitesses nous utilisons les notations:

(3.2) q\ q2, q3

4 = (q\ g1, q3),

où le point représente la dérivation par rapport au temps.

Les variables de Poisson sont:

(3.3) p'= q11m\, i = 1,2, 3, d’où

p=(p'.p2,p3)

On note également les composantes des vecteurs ÿ dans le répère Oxy par

( , y\ ) ( i = 1,2,3 ) et les composantes des vitesses q1 par (xi, ÿ{ ) (i=lj 2,3>.
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Par la suite, sans perdre de généralité ( voir [79] ) et sans perdre le caractère

galiléen du repère utilisé, nous pouvons supposer le centre des masses des trois corps fixe,

et placé en O.

L'espace des configurations est la variété différentielle définie par :

(3.4) M4={q=(?1,92.93)e(R2)3|i:^?i = 0}\{q€(R2)3| /y-0, i*j}
i - 1

où rij=|| <f - <f || (i*j;i,j = i,2,3) est la distance entre Mi etMj.

L'espace des phases du problème est le fibré tangent de M4, donné par :

(3.5) T(MJ) = { (q ,q) G (R2)3 X (R2)31 qsM4, '£miqi = 0}
i- 1

Si l’on tient compte de l’intégrale première du moment cinétique, on obtient la

sous-variété intégrale de TXM4) donnée par:

(3.6) M7(c) = { (q ,q) g T(M4) | K(q ,q) = c }

où c est la constante du moment cinétique, K(q , q ).

Si l’on tient également compte de l’intégrale première de l’énergie (dont la valeur

de la constante est h), on obtient une sous-variété intégrale {de dimension 6 ), définie par:

(3.7) M'Xh, c) = { (q , p)e M7(c) | H(q, p) = h }

La topologie de cette sous-variété dépend des valeurs du paramètre hc2 (voir

Annexe-B). Nous allons voir dans § 3.2 que ce paramètre va jouer un rôle important dans

la détermination des domaines admissibles du mouvement des trois corps.
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Le centre des masses étant fixé à l’origine, dans l’espace des configurations nous

avons:

3

(3.8) 2 rn\cf = Ç), soit
i=l

(3 gl) fm, x, + x3 = 0
\m,y, + m2y2 + m^y,= 0

Après avoir testé plusieurs systèmes de coordonnées pour notre étude, nous avons

opté pour les coordonnées de Jacobi - (rj, ç>j, r2, qh) - définies ci-dessous, (voir

Fig. 3.2), sous la forme indiqué dans [30] et [65]. Ce choix a été fait pour deux raisons:

- la métrique de l’espace des configurations est diagonale dans ce cas, ce qui va

simplifier les calculs (du moins au début);

- ces coordonnées facilitent l’interprétation physique des résultats obtenus.

y

Fig. 3.2
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Soient:

G12 ( *Gj,, yGr ) le centre des masses de Mi et M2,

7*1 la distance M1M2,

(p 1 l'angle que fait la droite MjM2 avec la droite Ox,

r2 la distance G12 M3,

(p2 l'angle que fait Gi2M3 avec la droite Ox.

Soient:

(3.9)
mxxj +m2x2

ml+m2

mxy, +m2y2

m1 +m2

Les coordonnées ( 7*1, r2, (pi, (p2) s’expriment en fonction des (x\, y\ ,x2, y2)

par :

(3-10) ri = ^(x2~^i)2 +{y2-yi)2 ri =^(x3- xcn Y + (y2- yCn Y

(3.11) <PX = Arctg
ry2-y?
\x2-xj

Ç2 - Arctg
' y* - y

\ *3 ~ xg12 J

On peut paramétrer la configuration en tenant compte de (3.8') et de (3.9). On

obtient:

(3.12)
77737*2 (777, + 7772 )C0S(^2 ) + 7*1 7772 (777j + 7772 + 777, ) COS(<^j )

(t77j + 7772 )(T77j + 7772 + 7773 )

Li =-
7773 7*2 ( 777j + 7772 ) S\ïl((p2 ) + 7*., 7772 (t77j + 7772 + 7773 )sin(^j )

(m, +«î2)(/n, + m2 +m3)
(3.13)
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m3r2 (m, +m2)cosfa) - r, m^m, + m2 +m3)cos(y,)

2 O, +m2)(m, +m2 + m3)

m2r2 (777j 4- 7772)sin($92)-7'1 7771(777l + 7772 + 7723)sin(Ç71)

^ (m, +m2)(m, +m2 + m3)

x _ r2 (m, +ct2)cosQ2)
ot, + m2 + m3

.. _ r2 (m,+m2)sin(ç>2)
y3 ~

777j + 7772 + 7773

On remarque que les expressions de x3 et de _y3 ne dépendent pas de l’angle <p 1, ce qui

est normal, car l’origine O se trouve sur Gn M3.

Rappelons maintenant les expressions suivantes écrites en utilisant les coordonnées

de Jacobi.

Le moment d’inertie du système des trois corps est :

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18) 1 (q) = Z ^ Il2 = [/* rl+Mi fl]
i=l

OÙ

(3.19) Mi =
mpn2

tt?, +m2
Mi =

7773(??71 +m2)
ml+m2+ m3

Lafonction deforce s’écrit :

(3.20)

où

U = G

r

m[m2

V r,

777,777. 777,777.
+ —+ ——-

'13 r22 J
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(3.21) T]32 = (e\T\)2 + r2 +2 exrxr2 cos(ç)

(3.22) r-232 = (£ir\)2 + r2 - 2 e2rxr2cos (<p)

(3.23) S.I<s
II

(3.24)
7772

£ 1 £ 2
TWj + W2 7771 + m2

^Remarque : S\ rx = M1G12 et s2 ri = M2Gj2 . Par la suite nous allons prendre la

constante de la gravitation G égale à 1.

L'énergie cinétique est donnée par :

(3-25) T = \ +rl <PÏ) + Vz{fî +r?ç>l)]

Le moment cinétique total par rapport à O s’exprime par :

(3.26) K = 2?‘ a/?* =//,/•,2 (Çy+psl ç>2
i- 1

Les intégrales premières de Vénergie et du moment cinétique sont

respectivement:

(3.27) { [*(* *,, «)]-
^ J V *23 J

= h

MS? Pt+M2rl<P2=z(3.28)
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$ 3.2 Régions possibles du mouvement et domaines des configurations admissibles

dans le problème plan des trois corps

La question à laquelle nous allons répondre dans ce paragraphe est la suivante:

“Quelles sont les conditions imposées aux paramètres (r1} ç>\, r2, ^ si h et c sont fixés? ”

Ces conditions vont déterminer des domaines admissibles pour (t*i, tpi, r2, ç>i) et

cela va nous servir dans l’étude des courbures que nous allons développer dans le chapitre

suivant.

En utilisant les coordonnées de Jacobi nous allons démontrer l’inégalité:

(3.29) 21 (U + h) > c2 + /q /i2 r2r2 <p,2_2 *2

Nous allons montrer aussi que la relation ci-dessus donne en particulier les inégalités qui

déterminent les régions possibles du mouvement et les domaines des configurations

admissibles dans le problème plan des trois corps.

Démonstration de l’inégalité (3.29)

Nous avons:

(3.30)

donc,

(3.31) 2 T > //, <p\+n^ r\

On multiplie par I et on a:

(3.32) 2IT > !(//, r,2 4>\+ Hi r2 <P\)
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Si l’on remplace dans le second membre l’expression ( 3.18) de I, on obtient:

(3.33) 21T > O, r,2 + r2 ) ( fi% r2 <p ]+ /j2 r2 <p\)

ou encore,

(3.34) 2IT > (/r,2’r4 <!>]+Mi2r,2r2

En ajoutant et en retranchant 2/i,/r2 r,2/^2 (p/p2, on a:

(3.35) 2 IT >(/r2 r,4 cp\+r4 pl+2^2 + <K “2?>,P2+ )

De (3.28) on voit que le premier terme du second membre de (3.35) est égal à c :

(3.36) 2IT > c2 r,2r2 ((», -p2)2

Cela s’écrit d’après (3.23):

(3.37) 21 T > c2 + r2r2 ç?2.

D’après (3.27) on a alors:

(3.38) 21 (U + h) > c2 + //ly£/2 r2r2 cp2, c.q.f.d.

Remarque: L’inégalité (3.38) est une relation entre les coordonnées, les masses et

la vitesse cp de déformation du triangle. Les coordonnées cp\ et (pi n’interviennent pas

explicitement dans cette inégalité.

Si l’on fixe l’angle cp, en imposant ç = 0, on obtient en particulier:

(3.39) 2 I (U+h) - c2 > 0,
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ce qui donne, pour h et c fixés, les régions ou le mouvement des trois corps est

possible (voir [38], [61], [63], [110], [111]).

Ensuite, de (3.38) nous allons déduire aussi l’inégalité:

(3.40) IU3 + 2hc2 > 0,

qui donne le domaine des configurations admissibles dans le problème plan des trois

corps.

Démonstration de l’inégalité (3.401

On reprend l’inégalité (3.38):

21 (U + h) > c2 + /i1;a2 r2 r22 (p1

2(U+h) 2(U+h)

On multiplie (3.41) par U2,

d’où

(3.41)

(3.42) c2U2 [ W2 ^2U2
2(U + h) 2(U + h)

et on ajoute 2h c2:

c2U2 + 4hc2(U + h) pxp2 r2r2 (p1 U
(3.43) 2h c2 + IU2 >

2(U + h)
+

2(U + h)

c2(U2 +4Uh+4h2) pxp2 r2r2 ç2\J
2h c2 +IU2 > +(3.44)

2(U + h) 2(U + h)
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On obtient ainsi:

(3.45) 2h c2 +IU2
c2(U + 2h)2

2(U + h)

y2U2

2(XJ + h)

Les deux termes du second membre sont positifs:

(3.46) c2(U + 2h)2 t MiMi Tir2 V2j]2
2(U + h) 2(U + h)

On déduit donc

2h c2 +IU2 >0, c.q.f.d.

§ 3.3 Courbures dans le problème plan des trois corps

1. Métrique de Mauperiuis dans le problème plan des trois corps

Avec les notations du deuxième chapitre, on pose:

(3.47) <71 = n q2=z(p î q3 = <P2 q* = r2

En utilisant l’expression de l’énergie cinétique T, donnée par (3.25), on obtient la

métrique de Maupertuis sous la forme (voir [16], [30] ):

(3.48) ds02 = (U + h) [/ii (dr 2 + r2 d(p2)+ /i2 (dr2 + r2 d(p2 ) ],

avec U + h > 0.

Les composantes covariantes du tenseur métrique fondamental de l’espace des

configurations sont alors:
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(3.49) gu = Mi (U + h) gi2 = Mi r\ (U + h) g33 = /i2 (U + h) g^ = R2r2Çü + h)

1Remarque: On voit qu'en utilisant les coordonnées de Jacobi le tenseur métrique

est diagonal, ce qui n’est pas le cas si l’on utilise des coordonnées cartésiennes.

2. Métrique de Sasaki dam l'espace des phases du problème plan des trois corps

Dans l’espace des phases, les variables de Poisson ( R\, fa9 R2, fa ), conjuguées

des variables de position (ri, r2, fa) s’écrivent:

(3.50) Æ, = P,r, R2 = M2G

(3.51) éi=Mirl<Pi 0 2= M irl <P 2

'Remarque: Dans M6(h, c) les coordonnées: (7*1, ç>\, r2, ç>2, R\, fa, R2, <j> 2) sont

liées, d’après (3.27) et (3.28), par les intégrales premières:

(3.52) Mi
2. fi'

rx J
-U(rur2,<p) = h

(3.53) fa+fa=c

A partir de la métrique (3.48) on peut calculer selon (3.3) la métrique de Sasaki

correspondante:

(3.54) 1, 2, 3, ...8,

où les Gap sont donnés par (3.5), avec <f = R\, q6 = tplt q = R2, qJ = tt>2.
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Soit Gs la matrice des éléments Ga p du tenseur métrique fondamental de l’espace

des phases. Gs est la matrice symétrique de dimension 8x8:

'G,, Gu G13 GX4 G„ G16 G„ G\i

G\2 G22 G23 G24 G25 G26 G27 G2t

GX3 G23 G33 G34 G35 Gu G37 Gn

Cl -
G„ G24 Gu G44 G45 G46 g47 G4%

G\5 G25 G35 G« g35 0 0 0

GX6 G26 Gu G46 0 G66 0 0

G„ G21 G37 G41 0 0 Gn 0

G.n G2% G3& G4% 0 0 0 G%%_

Nous avons calculé les valeurs explicites des éléments Gap dans l’Annexe-B.

3. Symboles de Christoffel de deuxième espèce avec la métrique de Maupertuis

Pour le calcul des symboles de Christoffel de deuxième espèce nous avons

développé les sommes qui interviennent dans les formules (A.2) en utilisant les expressions

des gÿ données par (3.49). Si l’on tient compte du fait que fYj = r/) , les iYj non

nuis sont:

âV

r> _ dj
" 2(U + h)

d_ U
S

2rf (U + h)

Mi

r3 =-
x 11

ô U

ân

2/i2(XJ + h)

ô U
Vx-

2//2r22(U + h)
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(3.56)

r1 =
1 2 1

d U

dtp,

2(U + h)

d U

r =x 2 1
_

+ 2(U + h)

2r1(U + h)

d U */TT
K h 2(TJ + h)

r1 =
x 22

1 */i

2(U + h)
r =X 22

d U

d<Px

2(U + h)

r =
x 22

<9 U

âK

2/i2(U + h)
r4 =
1 22

d U

^^2

2/i2r22(U + h)

r1 =
A -5 1

d U

<9r.
3 1

2(U + h)

<9 U

r =
a î i3 1

in
2(U + h)

â U

w _ âr2
1 32 “

2(U + h)

<9 U

r3 = à <Px
32 2(U + h)

Mi

r1 = -
A 33

â U

2A(U + h)

Mi

r =-X 33

<9 U

â(px

2MiK(V + h)

<9 U

y3 _ ^^2
X 33 ~

2(U + h)
r4 =
1 33

d U

2r2(U + h)

r1 =
X 4 1

ô U

d y2

2(U + h)
r4 =
A 4 14 1

â U

_ àrx

2(U + h)

r =x 42

<9 U

d<Pi

2(U + h)
r4 =
1 42

d U

_

2(U + h)

<9 U

3 = â(p2
43 2(U + h)

r4 =
-*• A *343

<9 U 0/TT ,.
r2—— + 2(U + h)

c r2

2r2(U + h)
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r1 =-
X 44

2 ô U
/i2/2 "T—

2p,(U + h)
r2 =-
A 44

2 â U
t*2r2 T—

#9\

2/qr12(U + h)

T = —x 44

r2— + 2(U + h)
ô n

r4 =
X 44

â U

_âç1_
2(U + h)2(U + h)

Il y a 28 symboles de Christoffel de première espèce non-nuls sur 40. On remarque

que la parenthèse (U + h) qui apparaît aux dénominateurs est positive.

Dans le cas du problème plan des trois corps, avec U donné par (3.20), les

. J â U âV ô U • âV
expressions des , , et sont:

ô rx ô r2 ' d tpx d (p2

âJJ _ TT\m7
7771 7723

2m2r2cos<p ^ 2m\rx 2 7TzjV, 2/71, r2 cosç?

n\ +m2 (ttîj + tt72
//*2 * * ^

(m,+m2)2 ml+m2

2r,
13

2 r.
23

âV

dr,

772,777,
2 m2 r2 costp , 2OT2V, 2m[rx 2 ttz, r2 cos^z?

mx+m2 (m1+m2)2
m2JTl2

fa+m2y 772, + 77?2

(3.57)

2 r3

mxtn2 m^xr2 sin ç? | l)
<?¥>! mx+m2 4J

mlm2m3rxr2 sin ç? fl n

<?p2 772, + 7722 U3 4J

2 r.
23

U étant une fonction homogène de degré -1, on vérifie aisément que:
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4. Le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Les expressions des symboles de ChristofFel permettent ensuite de calculer les

composantes du tenseur de courbure de Riemann, données par (A.6).

Pour ne pas donner toutes les composantes du tenseur de Riemann, nous allons

utiliser les identités usuelles (voir [93]):

Ri j k 1 Rj i k1

(3-59) Rijki = -Rjiik

Ri j k 1 = Rlkij

Ainsi, les composantes covariantes indépendantes, non-nulles du tenseur de

courbure de Riemann-ChristofFel sont:

R

2M2rfâ (U + h) - 2p2r2r2
drx

â2XJ

â2V
2„2

'sv*

\ârj

. 2 , ,.<?U
+ 2/Wz (U + h)—- +

A

+2^ (U + h)—-2^1 —
d(px \d<px.

+

âXJ

d k
+ Wi

âV_
{d<P2

12 12

4 (U + h)

R
12 13

ô U Ô U

d (px ôr2
- 2(U + h)

d2 XJ

ô (pxâ r2
(3.60)

4(U + h)
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^12 14 ~

Mi
3d U ô U

ô (px ô (p2
-2(U + h)

â2V

ô(pxd(p2

4(U + h)

•^1 223 ~

MSi
3^u^u

ôrx ôr2
- 2(U + h)

â2 XJ

drxôr2

4(U + h)

^1224 —

MSx
U Ô U

ârx ô(p2
- 2(U + h)

â2V

orxô(p2

4(U + h)

2(U+ h)
â2V

âr2
ÏMitt

râ\l^2

+ 2Mlr2r22 (U + h)
R

â2V

âr}
"2M^r2

\ârxJ

âX5

+ /V*2
dXJ

+

f s tt'N 2

\drj
+ MSi

dXJ_
\d(p2j

13 13

W,'i! (U + h)

- >,<u + h)+£^L + 2(U + h) * 11
R

ôr2 dtp. ôr2d (p2 d<p,
13 14

4r2(U + h)

Mi 3r,

R

ô U d U

d rx d cpx
2r,(U + h)~ —+ 2(U + h)û U

drxô (px dtp,
1323

4r,(U + h)
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M2

R

\ô U Ô U 0/TT _ â2V
3 2(U + h)-

drx âtp. ôrxd (p2
1334

4(U + h)

R

2Mirlrl (u + 2fitfr.
ô 2U

1414

2 2

+ Wi'V

à*

<?UA

2_2

2

V<?V
+ /Vî

c’UA2

\ScpJ
+

\ârj

_ , <?U
+ 2/VÎ r2 (U + h)—— +

8 h

„ 2 /«T , . <9 U , / âV
+ 2/V. (U + h)— y -2p,r,

8<Pi \8<Pz)

4r‘ (U + h)

MS2

R

„ âVâV /tt us ^2U 0/TT U^U
3/*j 2/*| (XJ + h)——— h 2(U + h)

<?r, â(px ôrxd (px
1424

4rj(U + h)

dcpx

M2r2

R

nâ V â U 0/Tr ^ â2\l
3 2(U + h>

ôrx âr2 drxdr2
1434

4(U + h)

R

/Vï
Urj

d IJ

+ 2/i2rtf (U + h) + 2/i2r22 (U + h)
âr,

â2V

8<p]

-2/Y2r2
<9U

+2urld (u + h)
\à<pj

~ 2/Jtr2r.

ô 2U

âr2

2_2f££')
2 V<?r2,

+ Wi
^u^2

\â<p2J
2323

4r2 (U + h)
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W.

R

, dVâV „ ,It u. <?2U u.(9 U
3/% 2r2(U + h) ——— h 2(U + h)-

<2r2 âr2â (p.x s 9-,
23 24

4r2(U + h)

^2

R

_ <2 U <2 U „/TT <2 2 U
3 2(U + h)

d (p\ d(p! â(pxd(p7
23 34

4(U + h)

R

2 2

/Vi ^2

r <2UV

2424

2W;

\ârj

<2U

- 2 /TT ~ 2 /TT , N^2U
+ 2/W2 (U + h) — + 2//2r2 (U + h)-—r

orx o çx

r d tt 'n 2

\d<pj

+ (U + h)

\drj

_ 2 /TT .n^U
+ 2/i1r, r2 (U + h) —— +

dr^

2 /TT . 0. / ^U
d(p\

-Wi

4(U + h)

R

/V2 3f_ü^_U_2(u + h)_^_ü_
<2r2 <2ç?, ôr2d(px

2434

4(U + h)

R

fâ\5sl

\ârx.
+ /V)

^UN
+ 2fixr2r2(U + h)

â2V

dr}

-W»?
râVV

\âr,J

_ z /TT _<2U
+ 2Wi r2 (U + h)-^—+

2

1 ^TT<22U

3434

+ 2/Vi (U + h)——j--2/i,r,
d<Pi

4//,/-,2(U + h)

dr.

âV^

\drpj)
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Remarques : Il y a 18 composantes non-nulles sur 20. On vérifie aisément

l’identité de Bianchi:

(3.61) Rijki + Rikij+ Riijk = 0

Dans les expressions ci-dessus les dénominateurs sont positifs; en plus nous avons

mis en évidence aux numérateurs l’expression (U+h), qui est positive.

5. Le tenseur de Ricci

Les composantes covariantes non-nulles du tenseur de Ricci sont:

R,.=

(U + h)V-f - 3ftrfr.
or,

â2V fd\P

\ârj
2 /TT+ M2V1 (U + h)—- +

âr,

2 /T, UT^'U 2 ,tt .v^’U 2 2 /TI UT^2U
+/V2 (U + h)-^-r + A<2rî (U + h)~r + /v1 (U + h)-^- +9<p\ ' ,~2'2 v~ ‘ '~rl '2 v~ '

2 /tt ut^U , /TT U,<92U
+ PSiri (U + h)—- + //,r, (U + h)—

o r^ o (p^

2fV?r; (U + h)'

(3.62)

, 9V9V „ /TT T.T <?2U u,<? U
3r, 2rj (XJ + h) ——— h 2(XJ + h)

p . ' 8rx Ô<px drxd (px â(p,

2r,(U + h)'

3£JSL££-2{u+h)^,u
_ ârx ârz
“

ârxâr7

2(U + h)2

3^iL_2(U + h).<?2u
_ dt\
_

drxd cp7

2(U + h)2
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^22 —

Ml (U +h)^--^-+ 3fi2(U + h)-r~ +
<?2U dV

Sri

â2V
+3Miri (U + h)——

3<p\

2

2'2

n 2

\3tpJ

3

+tV*ri (u + h)—r +
dr}

dV <?2U
+ MA r2(U + h)— + ftlrl (U + h)

or2 o (p

2/VS (U + h)'

„<? V â U „,T, ^ â2V
3 2(U + h)

_ dç>, dr2
-^23 ~

d<p,âr2

2(U + h);

Jü^B „,TT ,. <?2U
3 2(U + h)

„ _ 3<p2 dtp
K24

3 <P\3 <Pi

2(U + h)J

R33 =

MSÏd (u + h)-^-f+ /i2r17ï‘ (U + h (U + h);îHr +
orx drx c cpx

d2XJ d\J â2V

+^M\r\r2 (U + ^)—r - 3M^r2
& Yi

âV

+ MA (U + h)

\dr2)

â 2U

2 /TT ut^U
+ MAri (U + h)—+

,

e<p\

I/Vtf (U + h)J

, d U <9 U /tt ^ 32V _.
3T., — 2r2(U + h) ——— f- 2(U 4- h)

R34 =
dr2 dtp2 âr2â (p.t

d U

3(Pi

2r2(U + h):
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R44 —

firfrï (ü + h)^r-y- + AW2 (u + h)^+ //2r22 (u + h)^-T +
or, <?r, <7^

+ V\r\ri (U + h) + 3/f,r,V2 (U + h) —— +
or~

-> 2 „

+ Wi (U + h)——y- - 3/2,7;
8 <Pi

râVV

\â<pj

2Wi (U + h):

Remarque: Nous avons tenu compte du fait que le tenseur de Ricci est symétrique

( Rÿ = Rji ). On voit que, dans le cas général, ce tenseur n’a pas de composante nulle. Il

dépend de l’expression de la fonction de force U.

6. La courbure scalaire

Par la contraction du tenseur de Ricci on obtient la courbure scalaire sous la forme:

(3.63)

R = -

2/i2r1V22(U + h)
â2V

âr2
Mirx

2 2fâV
:r2 \-T~

\orx.

2 ,,i?D
+ 2/2/,/-; (U + h)— +

+2//2r22(U + h)
ô 2U

/222*2

<?U

v<?«v
+ 2/v,V22(U + h)

<?2u

^/22
2 2

Mïï r.
\ârj

+

+ 2/y, r2(U + h)— + 2//1r12 (U + h)
or-,

d2XJ

Ô(p\

<?U

â,ll\fÀ2r\r2 (U + h)3
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7. Courbures riemœmiennes principales

Suivant l’algorithme proposé pour l’étude des trajectoires d’un système dynamique

conservatif (§2.6) nous allons déterminer maintenant les courbures riemanniennes des

trajectoires du problème plan des trois corps afin d’amorcer une étude qualitative sur le

comportement des trajectoires.

Soient v^1), V2(v2‘), et v4(v4) les vecteurs orthonormés qui déterminent

les 2-plansprincipaux de section (voir § 2.4). Les composantes de ces vecteurs s’écrivent:

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

v2' = 0

v,2 = 0 v,3 = 0

v23 = 0

V[4 = 0

v24 = 0

v3' =0 v32 = 0

V41 = 0 v42 = 0 v43 = 0

Soient Km n ( m < „ ( m. n = 1, 2,3, 4 ) les six courbures riemanniennes principales du

problème considéré. Nous avons calculé ces courbures en appliquant (3.14), avec les gÿ

donnés par (3.49), les Rÿki exprimés par (3.60) et les vecteurs vm(m = \x->A) ci dessus.

Ce calcul a été effectué à l’aide du logiciel Macsyma, pas à pas, afin de nous permettre de

vérifier aussi la forme des résultats intermédiaires.
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(3.68)

Nous avons obtenu:

- pour le plan déterminé par les vecteurs v\(v\) et v2(v2l)

Kn = ~

2/v22(U + h)
2 <?2U

+ r.
âV

+

V 1 d r2 1 ô rx dtp] J

2 2
râ\F'1

\d rj
- ^-mA

âV

dtpJ
2 2

fd U''2

U rj
+ MA

VuY

\d<pj

4^2r,V22(U + h)J

- pour le plan déterminé par les vecteurs ViCv^ et \i(vî)

K„=~

2r,V22(U + h) Mi
â2V

r,
+ Mi

â2V^

2/V,V22
fâ\i*

\drj
+ /V*2

âU

âfî)

\2 f* ttV

Kâ <pj
~2fixr2r2

dU

\dr2)
+ /Vi

dU
\2

\d q>2)

4/ii/i2r12r22(U + hy

- pour le plan déterminé par les vecteurs v\(v\) et v4(V4/)

*14 =~

2r12(XJ + h)
d2u

2M2rtf
f

\drj
+ Ml*.2

dlJ

dr2

V

dU
+ /V2-T- + A

d2X^

dr. ôcp\)

\d<pl)
+ Mx^r2

râU^2

\drj
-2Mfi{F)

\d <P2)

4/zlW1V22(U + h)3

- pour le plan déterminé par les vecteurs w2(W) et Vjfvj)

2r,(U + h) MiT\
d U j <?2U

àrt

âV

+ ft7T+ W!TT
d(px dr.

+

f *TtV2 2f<?ü'l j ru
+ Wi'i -r- “2/i2r2 -—

v \d(pj
- 2p,r,2r22

2( âV
~T~ +W h—

V<?r2; \<?Ç2

4/W,V22(U + h)3
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- pour le plan déterminé par les vecteurs v2(v2) et Vjfvj'J

K24 =

+

2(U + h)

f X 2

dV

2dV ïd1\] 2 dV îé?2U'
M1V2 —+ W2 -zrr + MA r2 — + /t,r,

ôrx d <p]

\drj
“2Miri

\d(pj

2 2

+ M/tr2
r dXf'1

\dr7)

du

2M

âcp\)
+

/ d

d <P2J

U + h)J

- pour le plan déterminé par les vecteurs ^(W) et Va(W)

2 +
2â2V

\'2 a\ dr
+ r,

âV

+ M2rfâ
dV

K2i =
\drj

+ MS2
dV

2

V

dr2 d<p\)
4-

\â<pj
"2MStf

âV

\drj
"2M2

r<?uY

\o(p2)

4MiM2rx r2 (U + h)

Dans les expressions des courbures riemanniennes nous avons mis en évidence les

termes positifs, à savoir (U+h) et les carrés parfaits. On voit que les dénominateurs

sont positifs, alors que sur le signe des numérateurs on ne peut pas tirer une conclusion

évidente dans le cas général du problème plan des trois corps. Cela dépend essentiellement

de l’expression de U. Pour avoir une idée sur la complexité des Km n dans le cas général,

nous avons présenté dans l’Annexe-B les numérateurs des courbures, après avoir remplacé

la fonction de force U, par son expression donné dans (3.20).

On remarque que les six courbures riemanniennes principales dépendent de sept

paramètres : 7721, m2 , 7723, r\, 7*2 , cp et h. Nous allons les étudier, en détail, dans des cas

particuliers importants, ce qui fera l’objet du chapitre suivant.



CHAPITRE IV

ANALYSE DES COURBURES DANS DES CAS PARTICULIERS

Nous allons aborder dans ce chapitre l’étude des courbures dans des cas

particuliers, obtenus en discutant selon les valeurs des masses, ou selon la forme du

triangle des trois corps.

Dans les analyses qui vont suivre le but est de détecter des régions de l’espace des

configurations où les courbures riemanniennes, (ou les valeurs propres du tenseur de

Ricci) gardent un signe constant. A part l’aspect géométrique du problème, cela va donner

des indications sur la stabilité de la configuration étudiée.

Remarques:

1) Les dénominateurs des courbures riemanniennes principales (voir § 3.3)

sont positifs. En effet,

(4.1) U +h > 0

Cette condition va intervenir dans toutes les analyses des cas particuliers étudiés.
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2) Le choix d’une configuration particulière va imposer de nouvelles

conditions (et implicitement un certain domaine de variation) aux paramètres qui

apparaissent dans les Kmn, (m < n ; m, n = 1, 2, 3, 4).

3) Etant intéressé par l’étude du signe des courbures et non pas par les

valeurs des courbures riemanniennes elles-mêmes, nous allons considérer par la suite les

expressions SKm qui donnent le signe des Kmn .
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§ 4.1 Cas d’un système planétaire

Dans ce paragraphe nous allons compléter le travail de M. Delmas [30] sur l’étude

des courbures dans le cas du système planétaire.

On considère le cas où la masse du corps Mi prépondérante (mi »m2, m\» m3)

et l’on prend m\ égale à l’unité. Pour les deux autres masses on prend:

,, m1 m, y . m3
(4.2) —- = e — = ks, donc — = k.

rr\ ml

avec 0 < k <1. Avec ce choix, le petit paramètre s se trouve en facteur dans le

hamiltonien H du problème et si l’on considère le cas limite intégrable f->0, on prend

le hamiltonien (voir [30]):

(4.3) h' = — = ^2ÎL = t*-U*
£ £

De même, nous allons considérer la métrique:

(4.4) ds2= 2 T "(dtf

La fonction de force s’écrira:

(4.5) U*=- + — + — = U0 + fU1+O(« 2)
rn rn

On prend par la suite e= 0. On remarque que dans ce cas, les vecteurs MjM2 et G12M3

vont avoir la même origine, à savoir Mi (voir Fig. 4.1), qui est le centre des trois masses.
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Fig. 4.1

La métrique de Maupertuis, ds<f (3.48), s’écrit:

(4.6) dso2 = ( U + h ) [ dri + r? d(dr? + dcp 22)],2 , _ 2 » 2 2 , 2 t 2

donc les composantes non-nulles du tenseur métrique fondamental sont:

kr; +r9 + hr1r,
gn=-—-

rxri
g22

_ r^kr, +r2+hr/2)

(4.7)

_*(&-, +r2 + hr,r2)
#33

_ _ ^(ki+Ti+hr/j)
g-44

De (4.5), on tire:

TT 1 £
u„=-+-

f. r2
(4.8)
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Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théorème 1 Dans le cas planétaire du problème plan des trois corps, les

courbures riemanniennes principales non-nulles, n ’ontpas toutes même signe.

Démonstration

Les calculs du cas général du Chapitre III permettent d’obtenir les tenseurs de

courbure et les courbures riemanniennes principales. Ils sont donnés dans PAnnexe-B.

La condition (4.1) s’écrit:

(4.9) r2+rik+ h r2 n > 0

Le signe des Km „ ( ra < n f m, n = î, 2,3, 4) est donné par le signe des expressions

suivantes:

SK\2 = - 2 h r2 - 2 k r2 - k ri3

SK13 = - 2 h ri r2 - r2 - 2 k r\ r2 - 2 h r\ r2 - 2 n3 r2 - k ri4

SKu = - 4 h ri r2 - 2 r2 - 4 k n r2 + 2 h r\ r2 + 2 ri3 r2 + k r\4

(4.10) SK23 = 2 h n r24 + r24 + 2 kr\r2 - 4 h r* r2 - 4 r^r2 ~2kr\A

SK24 = 2 h ri r2 4 + r2 + 2 k r\ r2 3 + 2 h r^ r2 + 2 ri3 r2 + k r\4

.5X34 = - r2 3 - 2 h r/ - 2 ri3

On voit alors que si ^13 ^ 0 et K24 ^ 0, pour des valeurs quelconques de k, ri, r2

et h on a:

(4.11) sign(Ku) = -sign(K2A\

ce qui achève la démonstration du théorème.
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Nous allons appeler “configuration isocèle” dans le cas planétaire du problème

plan des trois corps la configuration pour laquelle ri = r2.

Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théorème 2 Dans le cas planétaire du problème plan des trois corps les

courbures riemanniennesprincipales s*annulent si et seulement si la configuration des

trois corps est un triangle isocèle, k = 1 et 2 ri h + 3 = 0.

Démonstration

3
De 2 ri h + 3 = 0 on tire h = .

2ri

On vérifie tout d’abord la condition (4.9).

3
Pour r2 = ri, k = 1 et h = on obtient :

2?i

/*

— > 0, donc la condition est vérifiée.
2

La condition du théorème est nécessaire:

Déterminons les conditions dans lesquelles les courbures riemanniennes s’annulent.

Suivant les valeurs de l’énergie, h, nous allons discuter trois sous-cas:

a) Sous-cas: h > 0.

Si h > 0, de (4.10) on tire:

(4.12) Kn < 0, £13 < 0, Kia, < 0 et K2\ > 0, alors que

Ku et X23 sont strictement négatives pour r2 <rx < \[ï r2 .
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b) Sous-cas: h = 0.

Les expressions (4.10) deviennent:

SKn= -2 kr13-kr13

SKu — - t2 - 2 kr\r2* - 2 Tq3 r2 - k 7q 4

(4.13) SKu = - 2 r2 - 4 k r\ r23 + 2 7q3 r2 + kr\4

SK23 = r2 4 + 2 k ri r2 3 - 4 ri3 r2 - 2 k 7q4

££24 = r24 + 2 k r\ r23 + 2 ri3 72 + k r\4

jS^34 = - r2 3 - 2 7*13

On a alors, puisque 7*1, r2 et /: sont positifs,

ifn < 0, ^13 < 0 , K2\ > 0 , £34 < 0;

Ku et K& sont strictement négatives pour r2 < rx < \Ï2 r2 .

c) Sous-cas: h < 0 .

En imposant la condition ^13 = K2t = 0, on a:

(4.14) k = - [ (2 h ri + 1) r2 + (2 h r* + 2 r3) r2 ] / ( 2 ri r2 + ri4 )

En utilisant cette valeur de k dans les expressions (4.10), on obtient:

SKn = r2(r2 + 2 h r* + 2 7q3) / 7q

SKU = 0

(4.15) SKU = 3 rY3 r24 (2 h n + 3 ) / (2 r23 + 7q3)

5^23 = - 3 /*!3 r2 4 (2 h n + 3)/(2r23 + n3)

SKu = 0

5^34 = “ 7*2 3 - 2 h 7*14 - 2 7*1 3
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On remarque alors que si Ton cherche à avoir les deux courbures Kn et K2a égales

à zéro cela implique Ku = - K23 . Ainsi, si Ton impose la condition KX4 = - K23 - 0, on

obtient

2 h ri + 3 = 0, d’où

(4.16) h = ——
2r.

Mais, pour cette valeur de h, on a :

(4.17) Ku = Ku = K23 — K24 = 0,

SKn = r2 (r2-rx)(r22 + rx r2 + rx)/rx,

SK34 = - (r2 - rx) ( r22 + rx r2 + rx2 ) / rx et de (4.14) on déduit k=\.

On remarque alors que la condition supplémentaire K\2 = Ku, - 0, donne r2 = rx;

c’est le cas où la configuration est un triangle isocèle.

Pour résumer, si les courbures s’annulent, cela implique

r2 = 7*1, k= 1 et 2 h rx + 3 = 0.

La condition du théorème est suffisante:

En effet, en supposant rx = r2 on obtient:

SK\2 = - rx3( 2 h rx + 3 k)

SKu = - rx4 (4 h rx + 3 k+3)

(4.18) SKu - - rx4( 2 h rx + 3 /:)

5^ = - rx4( 2 h rx + 3)

SK24 = rx4 (4 h rx + 3 A:+3)

SK34 = - rx3( 2 h rx + 3)

c.q.f.d.

Alors, pour k = 1 et 2 h rx + 3 = 0, toutes les courbures s’annulent.
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Etude des valeurs propres du tenseur de Ricci dans la configuration du triangle isocèle

Pour r2 = r\ les composantes du tenseur de Ricci (données dans l’Annexe-C)

deviennent:

(4.19)

3(2k + 1 + 2 hrt)

2r12(£ + l + hr1)2
0

3k

2r2(k + \ + hrl)2
0

2r2(k + l + hq)2
0 0 0

Q 3k(k + 2 + 2 h g)
2r2(k + \ + hrl)2

0 0 0

La condition (4.1) s’écrit dans ce cas:

(4.20) k + 1 + h ri > 0.

Les valeurs propres de la matrice ci-dessus sont:

3(V4hV,2 (k -1)2 + 4rx{k -\f(k +1) + (k1 +l)2 + 2hr,{k + 1) + Æ2 + 4£+lj
4r,2(hr, + * + l)2

3^4h2r2(* -1)2 + 4r} {k -1)2 (i + l) + (A2 +1)2 - 2hr, (A +1) - £2 - 4* -1
2 4r,2(h^ + A + 1)2

^3 = 0

A, = 0

Nous avons deux valeurs propres nulles, donc la matrice (4.19) n’est pas positive

(ou négative) définie. Etudions le signe des deux valeurs propres qui ne sont pas nulles.
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Le produit Ai A2 est:

(4.22)
- - _ 9k(k + l + 2 h rt)

1 2“ 2rx(k + \ + hq)3 *

La condition pour que A\ et À2 gardent un signe constant est donc

k + 1+2 h ri > 0, soit

(4.23) h>-~
2;-,

La somme des deux valeurs propres non-nulles est:

(4.24) A 1 + À 2 —
3(2 h k rx +2 hrt + k2 + 4k +1)

2r12(£ + l + hr1)2

La somme A\ + A2 s’annule pour

(4.25)
k1 + 4k + \

2rx (k +1) ’

et l’on vérifie aisément que

(4.26)
k +1 k2 + 4k + 1 k +1

> >

2r, 2rx (k +1) rx

Discutons le signe des valeurs propres non-nulles.

D’après (4.22), (4.24) et (4.26) on obtient:

- pour h > -
k +1

2 rx
les deux valeurs propres sont négatives ;
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, k +1
- pour h =

2r,
une valeur propre est négative est l’autre s’annule;

- pour
k 4-1

~^T
> h > -

k +1

ri
les deux valeurs propres sont de signes

opposés.

Finalement, on peut résumer la discussion sur le signe des valeurs propres du

tenseur de Ricci dans le tableau suivant:

k +1
h >

2r,

2 valeurs propres négatives et

2 valeurs propres nulles.

k +1
n =

1 valeur propre négative et

3 valeurs propres nulles

k +1 k +1
> h >

2n i

2 valeurs propres de signes opposés et

2 valeurs propres nulles

La courbure scalaire dans le cas planétaire est:

(4.27) ^ _ 3[r2 (2krx + r2 + 2hr1r2 ) + r,3 {krx + 2r2 + l\\rxr2 )]
2r,r2(Ar1 +r2 +hr,r2)3

ce qui donne dans le cas isocèle:
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(4.28)
3(4hr] +3Æ + 3)

2/*j (h^ + k +1)3

On remarque que dans les conditions du Théorème 2, la courbure scalaire s ’annule

aussi.

Cas planétaire et métrique de Sasaki

Dans l’espace des phases, les calculs faits avec la métrique de Sasaki (voir

l’Annexe-C ) dans le cas planétaire conduisent à des expressions qui ne permettent pas

une étude analytique. Le fichier Macsyma contenant les expressions qui déterminent les

courbures a une taille de 20 Méga-octets. Par contre, en calculant numériquement les 28

courbures riemanniennes principales pour r\ = r2 = 1, k - 1, Ri — R-2 — 0, (j) j -
1

VT

<t>i=
î

Jï
et h on obtient:

0II
(NCO 0II

CO£co 0II£CO

££15 = -2.3 10^-0 ££16 — 0 ££n — 0

££18 = 0 ££23 = 0 ££24= 0

££25 = -1.7 10^-0 ££26 == 0 ££27 = 0

££28 = 0 ££34 = 0 N LA
II O

££36 = 0 ££37 = 0 OII

00CO

££45 = -3.1 10*5-0 ££46 = 0 ££47 — 0
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SKt> = 0 SK56 = -5.8 10‘5 = 0 SK:57 = 0

^ = -1.210'7 = 0 SK67=0 8 = 0

<5X78 = 0

Ce calcul a été fait avec 10 chiffres exacts après la virgule. Tout laisse supposer

que les SKmn ci-dessus qui ne sont pas différents de zéro, sont en réalité nuis, car des

erreurs de calculs ont dû s’accumuler à cause du nombre important d’opérations

élémentaires effectuées par la machine.
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§ 4.2 Cas des configurations centrales

Une configuration centrale est une configuration des trois corps dans laquelle le

rapport des distances entre les corps reste constant. Par contre, la dimension du triangle

peut varier et le triangle tourner autour du centre des masses. On sait que, dans ce cas, il

existe deux solutions analytiques (voir Marchai, [63]):

1. Mouvements de Lagrange

Les trois corps se trouvent aux sommets d’un triangle équilatéral, et l’on a:

(n)» (^13 ) 0 (^23)0
= /(0.

où (ri j)o dénote la valeur du ^ j au moment t= 0 (le moment où la configuration est déjà

un triangle équilatéral); les trois corps décrivent des orbites képleriennes.

2. Mouvements d’Euler

C’est le cas rectiligne. Si les corps se trouvent sur la droite dans l’ordre Mi, M2,

j"

M3, alors le rapport X =— entre les distances est donné par l’équation :

(4.29) (/77i+/W2)X5+(3/77i+277?2)X4 +(3t77i+/722)X3 -(m2+3m3)X2 -(2m2+3m3)X-(m2+ni2) = 0

Deux autres équations similaires s’obtiennent si les corps sont dans un ordre

différent sur la droite. Les trois corps décrivent 3 orbites képleriennes homothétiques avec

le même foyer.
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Dans les deux cas ci-dessus si les distances entre les corps sont constantes, alors

les solutions sont dites stationnaires. Ce sont les solutions de l’équilibre relatif. Le

mouvement des trois corps est alors un mouvement circulaire uniforme.

$ 4.2.1 Cas du triangle équilatéral avec les trois masses égales

Hypothèses:

On prend:

a) m\ = 7^2 = mi = m

b) J il

CO
II 't11 /"N w

c)
n V3

<p = — , r2 = rx —
2 2

On impose dès le début la condition ( 4.1), soit T = IJ+h > 0 , qui s’écrit:

(4.31) h ri + 3m2 > 0

Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théorème 3 Dans le cas équilatéral du problème plan des trois corps avec les

masses égales, les courbures riemanniennes principales sont toutes négatives pour :

(4.32) -9 m2<5 hri<0.
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Démonstration

En utilisant les formules (3.72) et les hypothèses (4.30) on obtient les expressions

suivantes, qui donnent les signes des courbures riemanniennes principales:

SK\2 = - (4 h ri + 9 /T?2 )

SKn = - (5 h n + 9 m2 )

(4.33) SKu = - (4 h n + 9 m2 )

SK23 = - (4 h n + 9 m2 )

SK-24, = h

SK34 = - (4 h ri + 9 m2 )

Cherchons les conditions pour lesquelles les courbures ont un même signe. Suivant

les valeurs de h nous avons les sous-cas suivants:

a) Pour h > 0,

(4.34) K24 > 0, K\2 < 0, K\3 < 0, K\4 < 0, K22 < 0, X34 < 0.

Donc, on n’obtient pas le même signe pour toutes les courbures.

b) Pour h = 0,

K-24 - 0 et toutes les autres courbures sont négatives.

c) Pour h < 0 ,

K24 < 0 et les cinq autres courbures sont négatives si

(4.35) 4 h ri + 9 m2 > 0 et 5 h ri + 9 m2 > 0 .
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On remarque que 5 h ri + 9 m2 >0 implique 4 h r\ + 9 m2 > 0. On vérifie

aussi que la condition (4.31) est satisfaite pour 5 h ri + 9 m2 >0.

Les courbures sont ainsi négatives pour -9 m2 < 5 h ri < 0. c.q.f.d.

Remarque sur l'inégalité (A3T)

Sans perdre de généralité, on prend les trois masses égales à l’unité et on regarde

le domaine plan imposé par l’inégalité (4.32). Pour cela on introduit la fonction:

(4.36) f:R\ xR\-+R, /( h, n) = 5 h n + 9

Cherchons les valeurs de ( h , ri) telles que la fonction / soit positive. Pour h < 0

et r\ > 0, la courbe implicite déterminée par la fonction / est donnée par le graphique

suivant:

J—,

-oo < h < 0

0 < Tj < +00

Fig. 4.2
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La fonction / est positive dans le domaine situé sous la courbe représenté dans la

Fig. 4.2. C’est le domaine où toutes les courbures principales sont négatives.

Remarque sur le cas stationnaire

Jusqu’ici r\ était variable. En particulier, si l’on considère que le côté ri du

triangle est constant, nous sommes amené au cas stationnaire. On prend ri = 1 . Le

mouvement des trois corps est alors un mouvement circulaire uniforme, de vitesse

angulaire co - 43m . Dans ce cas, la constante h de l’énergie est égale à —— .Les

courbures riemanniennes principales deviennent ainsi négatives. Ce dernier résultat vient

de confirmer la conclusion de Van Velsen [98], où la méthode d’étude était basée sur

l’étude des valeurs propres d’une matrice associée au tenseur de Riemann-Christoffel.

Etude du tenseur de Ricci

La matrice des composantes covariantes du tenseur de Ricci s’écrit dans ce cas:

(4.37)

27/»2(hr1+2/772)

Sr^hr, +3t?72)2

0

3V3 h/772

4^(1^, +3m1)1

0

0

9m2

8(hrj + 3m2 )

0

9m2

3-s/3 h m2

4r,(hr, + 3m2)2

0

9m2 ( h r, + 2mi1 )
2 \2

2r‘(hr1 +3m2)

0

9m2

8(hrj + 3m1 )

0

9m2

8(hr,+3m2)8(hrj + 3/722 )
0
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Les valeurs propres de cette matrice sont:

3mJ(^19hV,2 +12h mV, +12 +21hr, + 42m2]
2 1 ~~ 16/i2(h7i+3m2)2

3m^-j3yjÏ9Ï^r\2 +12hmV, +12/n4 -21h/-, -42m2)
2 16r,2(h/-,+3m2)2

lô/fO, + 3m2)

A 4 = 0

On remarque que la troisième valeur propre est négative et que la quatrième est

nulle. Par conséquent, la matrice (4.37) n’est pas négative définie. Etudions le signe des

deux premières valeurs propres.

Le produit X\ X2 est:

(4.38) X j X 2 —
27m4 ( 2h rx +3m2)

4r,2(hr, +3m2)3

et la somme X\ + X2 est:

(4.39) X j + X 2— —
63m1 ( h r, + 2m2)

8r2 (hrj + 3m2)2

En tenant compte de la condition (4.31), soit h > - l’étude du signe des

valeurs propres donne:
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h >-w
2rl

3 valeurs propres négatives et

1 valeur propre nulle.

3m1
h =

2ri

2 valeurs propres négatives et

2 valeurs propres nulles

W <h< 3m2
ri 2r,

1 valeur propre positive,

2 valeurs propres négatives et

1 valeur propre nulle

Le tenseur de Ricci est négatif pour h > .
2f\

On remarque dans ce cas que si les valeurs propres du tenseur de Ricci sont

négatives, alors les courbures riemanniennes sont négatives, car l’inégalité ci-dessus

implique (4.32).

La courbure scalaire est dans ce cas:

(4.40) ^ _ 9m (4 h + 9m2)
2rj(hr, + 3tw2)3

R>0 pour h> - et R<0 pour h <-
4/i 4K

On voit que dans les conditions du Théorème 3, la courbure scalaire est négative.

3m^
Remarque Dans la position d’équilibre relatif, donc pour h = ——, on obtient

4
R = r, la courbure scalaire étant négative.

m



C.IV : Analyse des courbures dans des cas particuliers 91

4.2.2 Cas rectiligne avec les trois masses égales

Nous allons étudier maintenant le cas d’équilibre relatif rectiligne avec les trois

masses égales.

Hypothèses:

a) m\ = m2 = mi = m

(4.41) b) >23 = rn + n

c) <p - 0 (voir Fig.4.3).

Comme nous sommes dans le cas d’équilibre relatif, la solution réelle de l’équation (4.29)

est X= 1. Cela implique aussi:

Mi G12 M2 M3

• • • •

Fig. 4.3

La condition (4.1) s’écrit dans ce cas:

(4.42) 2 h ri + 0

Dans les conditions ci-dessus, le signe des courbures riemanniennes principales est

donné par:

(4.43)

SKn = - ( 164 h ri + 435 m2)

SKn = - ( 68 h ri + 145 m1)

SK\t = -(44hri + 115m2)
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SK73 = - ( 52 h rr + 5 m1)

SK2i = 68 h r, + 145

SKu = -(108 h r, + 145 m2)

L’analyse des expressions (4.43) montre que:

a) Pour h > 0 ,

SK.24 = - SKn > 0 ( inégalité stricte!).

Donc on n’obtient pas un signe constant pour toutes les courbures, mais cinq

courbures sont négatives.

b) Pour h < 0 nous avons toujours SK2a = - SKn- Imposons:

(4.44) SK24 = - SKn = 0.

De (4.44) on tire:

(4.45) h = -
145îrf

68 r,

Cette valeur de h vérifie la condition (4.42). Pour le signe des autres courbures,

SK\2 < 0 SK\4 < 0

SKt,4 ^ 0 SK-?-* > 0.

on a:

Etude des valeurs propres du tenseur de Ricci

Dans ce cas, la matrice des composantes du tenseur de Ricci est:
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m2(464hr1 + 1085m2)
322/-,2(2hr, +5m2)2

0

m2(56hr, +215m2)

16r12(2h/'1 +5m2)2

0

m2(56hr, +215m2)

16r,2(2hr1 +5m2)2

16(2hr, +5m2)
m2(352hr, +655m2)

24/'2(2hr1 + 5m2)2

- 21*’ ,
16(2hr, +5m2)

0

21m2

16(2117-, + 5m2)

0

21m2

16(2hr, +5m2)

Les quatre valeurs propres de cette matrice sont, à un facteur positif près:

=m2r12[-84hr,(r/Ï3 + l)-210m2(VÎ3 + l)]

X 2 =mV,2[84hrJ(VÎ3-l) + 210m2(VÎ3-l)]

-y5m2[-j90368hV2 + 689440h m2r, +1411925m4 + 2800hr, + 5875m2]
A 3 — :

2

, _ V5m2[790368hV,2 +689440h m\ +1411925m4 -2800hr, -5875m2]
A 4 —

2

On voit que les X3 et X4 sont réels, puisque

90368hVj2 +689440h m\ +1411925m4 > 0 .

Etudions le signe des ( i = 1,2,3,4).

Le produit des deux premières valeurs propres est

(4.46) X2 = -21168 m4 rf (2 h n + 5 m2 f

et le produit des deux dernières est

(4.47) X3 X4 = 24960 m4 (2 h n + 5 m2 ) (37 h ri + 55 m2 ).
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La somme des deux premières valeurs propres est

(4.48) X.i + X2 = - 84 m2 r\ (2 h ri + 5 /n2 )

et la somme des deux autres:

(4.49) X,+ X4 = -25 h n + 235 )

Le produit Xi À.2 est négatifpour toutes les valeurs de h, ri et m, donc et X2

sont de signes opposés.

Le produit X4 est positif pour

(4.50) h >-
55 m*

37ri

Cette inégalité implique (4.42).

Si l’on impose (4.50), la somme X3 + X\ devient négative. On arrive ainsi aux

conclusions suivantes:

h >-5w
37r,

3 valeurs propres négatives et

1 valeur propre positive.

55m2
h =

37rx

1 valeur propre positive,

2 valeurs propres négatives et

1 valeur propre nulle

5m2 55m2
< n <

2rx 37r,

2 valeurs propres positives et

2 valeurs propres négatives

Cela montre que le tenseur de Ricci n’est ni défini positif ni défini négatif.
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(4.51)

La courbure scalaire s’écrit dans ce cas:

3m(68hr,+145m2)
2r,(2hr1 + 5m2)3

On voit que la courbure scalaire change de signe:

5 m2 145 m2 „
• pour < h < elle est positive,

2Tj 68 Tj

, 145 m2 „ „
• pour h = , R = 0

68 /*j

, 145m2 _ . .
• pour h > , R est négative.

68 rj

On remarque que la valeur de h ci-dessus, qui annule la courbure scalaire est la

même que celle qui annule K2a et Ku .
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$ 4.2.3. Cas du triangle équilatéral avec les masses inégales:

Hypothèses:

(4.52)

a) mi> m2> m3

b) rl3 = 723 = n = ri(0

c) (p = arctan

La condition (4.1) s’écrit:

4^{jnx-\-m2) 'Jmî
m1 -m2

> ri =
2 + mxm2 +m2

mx +m2

(4.53) m\ m2 + m\ m3 + m2 m3 + h ri > 0

En utilisant (4.52) on constate que les expressions des SKma dépendent

linéairement de ( h t*i). Pour des raisons de commodité, nous nottons:

Si
II

Ui
II % SKu = SK3,

IICO sk2A=sk5, sk34=sk6

et h ri = £

Avec ces notations, on peut écrire les expressions qui donnent le signe des

courbures riemanniennes sous la forme:

(4.54) SK-, = - [ Ç (wi, m2., m3) + g\ (/wi, m2, m3)\ i = 1, 2, ...,6,

f et gi étant des fonctions des masses, que nous précisons plus loin.

Notons £ la solution de l’équation SK i = 0 :

(4.55)
_ g;(m

i r f \ •> 1 i3

et £c = - (Wi 7772 + 777i 7773 + 7772 7773).
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Ainsi, la condition (4.53) s’écrit:

4 >£•

Etudions le signe des SKi ( i = i, 2, ...,6>-

Le signe de SK1

On a:

SKi = - [£ fi (mu m2, m3) + gi (mu m2, m3)],

où fi (mu m2, m3) = 2(ml + m1)

et g\ (mh m2, m3) = 3 m3 (m? + m\m2 + m2 )

On voit que, f\ et g\ sont positifs, donc, on peut écrire:

(4.56) £< £ => SKi > 0 et £> £ => «SKTi < 0.

On remarque que £1 < 0.

Le signe de SKi

On a:

SKi = ~[Ç f2 (mu m2, m3) + g2 (imh m2, m3)],

avec f2(mu m2, m3) = 7 m2 m3 + m\m3 (7 m\- 2m2)+ 16 m2 +

+ 23/Wi m2 + 23 m\ m2 + 16 m\

g2 (m\, m2, m3) = 3 (m2 m3 + m\ m3 + m\ m2 )[ m2 m3 +

+ m\ m2 ( 5 m\ - 2 m3) + m\ m3 + 4 m2 + 5 m\ m2 + 4 m\ ]
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Pour 7771 > m2 > tt73 > 0, f2 et g2 sont positifs. On en déduit:

(4.57) Ç<Ç2=>SK2>0 et Ç >Ç2 => SK2<0

On remarque aussi que t;2 < 0.

Le signe de SKs

On a:

SK3 = -[Ç fs (/wi, m2> m3) + gs (mu m2,7773)],

où f (777i, 7772, W3) = (777i+ 7772) [tT722 (17777i - 5 7773)+ 4 7771 7772 7773 +

+ 77712 (17 m2 - 5 7773)+ 4 7772^ + 4 777i3]

g3 (777i, 7772, 7773) = 3 [ 77724 7773 (2 7772 - ?773) + 2 7771 77723 7773 ( 8 777i - 7773) +

+ 2 77713 7772 7773 (8 7772 - 7773) + 777^7773 (6 7772 - 7773) + 6 777i777377724+

+ 2 777i57773 + 3 77712 77724+ 6 777J3 77723 + 3 77714 77722]

Dans les hypothèses (4.52), /3 et g3 sont positifs. Donc,

(4.58) f < £ => SK3 > 0 et £> £ => SK3 < 0

On a aussi £3 < 0.

Le sisine de SK*

On a:

S&4 = ' /4 (™1> 7772, /W3) + £4 (™1, ™2, /W3)],

OÙ /4 (7771, 7772, 7773) = (777i+ 7772) [13 77722 7773 + 4 7771 7772 7773 + 13 777^ 7773 +

+ 4 T7l2 + 7771 (2 77712 - 77722 ) + 77712 (2 7771 - 7772 )]
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et g4 (mly m2, m3) = 3(3 m2 m2 + 8 /Mi m23 m32 + 8 m2 m2 m2 +

+ 8 îïi\ m2 m2+ 3 rri\ m2 +4 m\ m2 m3 +

+ 2 m2 m2 7723 + 2 m\ m2 m3 + 4 772i47722 tt23 +

+2/72\tn2Jr3 m2m2+2 m\ m2+3 m\m2+2m\ m2)

On voit que pour m\> m2> m3 y les fonctions f4 et g4 sont positives. On a:

(4.59) £<£ => SKa > 0 et £>£ =>SK4<0.

On remarque que £4 < 0.

Le signe de SK<,

On a:

SK5 = - [£ f5 (772i, 7722, W3) + gs (™1, ™2, W3)],

avec /5 (7721, tt22, tt23) = - [ m2 (8 m2 - m3) + m2 (8 m\~ m3 )+

+7721 m2 (7 7722 - 5 7723) + 77?i 7722 ( 7 772! - 5 7723)]

gS (Wi, 7722, 7773) = 3( 7722 7723 + 772i 7723 + 7721 7722 )( 77222 7723 + 4 772i 7722 7723+

+ 77212 7723 - 2 77223 - 772! 77222 - 772^ 7722 - 2 77213 )

On remarque que /5 < 0.

La discussion sur le signe de g5 est plus compliquée. Regardons-la de plus près:

7 772, _ 772, _ .
Notons k2 = et kz - —-. Puisque m\> m2> m3y on a :

77?! 772j

(4.61). \ > k2 > k3 > 0.
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On reprend l’expression de g$. Avec les nouvelles notations on peut écrire:

mi g5 (k2-> h) = ( k2 h + 4 k2 k3+ h-2 k2 -k2 -k2-2)

On définit la fonction y5 : [0,1] x [0,1] —> R,

(4.62) y5 (k2, k3) = k2 k3 + 4k2 k3+ k3~ 2 k2 - k2 - k2 - 2

Le signe de g5 est donné par le signe de y5. Le graphe de la fonction y5 est (voir

Fig. 4.4):

7

1.00

Figure 4.4

Dans un même système d’axes, nous avons représenté l’intersection de la surface

ci-dessus avec le plan y= 0 et la première bissectrice, k2 = k3 (voir Fig. 4.5) :
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^3

Figure 4.5

Si l’on examine les deux graphiques, on voit que la fonction y5 est:

-négative pour (k2, h) e Dn,

2k3 + k2 + k + ?
dessous de la courbe k, = ——

kl+4k2+\

( les valeurs (k2, k3) qui

, figuré sur la Fig. 4.5)\

se trouvent en

-positive pour (&2, h) GDpf les valeurs (k2j k3) qui se trouvent au dessus

de la courbefigurée sur la Fig. 4.5 ).

Etant donné que k2 > k3 ( soit les valeurs (k2, k3) situées sous la première

bissectrice ), on peut conclure aussi sur le signe de g5 et de SK$:
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g5 < 0, donc

(4.63) £ < £ SK5 < 0 et £ > £ => SK5 > 0.

On remarque aussi que

(4.63) £<0.

Le signe de SK&

On a:

SK6 = - [Ç f6 (mu m2, m3) + g6 (mh m2, m3)\,

où f6 (777i, m2, m3) = 2(mi + m2)

et g6(m\ym2,m3) = 3 mi77i2(m3+m2 + mù

Les fonctions fe et ge sont positives. On déduit que:

(4.64) £< & => SKe > 0 et £> & => SK6< 0.

On a § < 0.

Conclusions concernant le signe des courbures riemanniennes dans le cas du triangle

équilatéral avec les masses inégales

1. £i, & & et £ sont négatives.

2. On vérifie aisément que £i > £c , £2 > <JC , £3 > & et £5 > £c. Par contre, la

condition m\>m2>m3 n’est pas suffisante pour que l’on ait aussi et f6> £c.
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3. On vérifie aussi £5 > £2, ce qui exclut la possibilité d’avoir un signe positif pour

toutes les courbures.

4. On note: = max{ £, f2, 6, 5», 5s }• Si £> > 5m« , les courbures

riemanniennes principales sont négatives pour 5 e [5maI, 5s] ^ [5c , +°°]

La courbure scalaire

Dans ce cas, la courbure scalaire R s’écrit:

(4.65) R--
Wh • ///-, i

2rx ( h/^ + mjn2 + mpn^ + )

On note :

c _ 3(772j/722 + mxm2 +m2m3)
*R ~ 4

On voit que > £c • On peut ainsi conclure que

R est positive pour £c < <J< £r et

R est négative pour £>£*.

Afin de corriger un théorème de Ong [76] concernant la courbure scalaire dans le

cas d’équilibre relatif de Lagrange, nous allons considérer le cas particulier où ri est

constant. Dans ce cas, on a h = -Tn-X—1 171
2/i

On remplace cette valeur de h dans (4.65) et l’on obtient:
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k

(4.66) R =
\2(m^+m2+m3)

(mxm2 + TttjTi^ + m2m3)2

On voit que dans le cas d’équilibre relatif de Lagrange la courbure scalaire est

négative.

Interprétation du paramètre â en éléments orbitaux dans le cas du triangle

équilatéral avec les masses inégales

Le paramètre £ = h r\ intervient dans toutes les inégalités montrées dans ce

paragraphe.

Exprimons £ (donc h et t*i) en éléments orbitaux.

Pour des raisons de commodité, nottons par la suite r le côté du triangle équilatéral

(voir Fig.4.6).

Fig. 4.6
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Soient

0 - le centre des masses des trois corps, fixé à l’origine;

OMx, 0M1, OM3 les vecteurs de position des trois corps.

Dans le cas équilatéral, chacun des trois corps décrit une orbite keplérienne de

foyer O.

Etudions le cas elliptique. Les trois orbites ont la même période de révolution, T’

la même excentricité, e, et les trois corps passent au péricentre et au apocentre en même

temps (voir [63]).

La période de révolution étant la même, on a:

(4.67)

OU

3

a?
r=-V

a

3 3

2 a2
2_ 3
1 1

Mi Mi Mi

ah a2 et a3 sont les demi-grandes axes des ellipses,

Mi =
G(?nl+m23+m2m2y

M2

(4.68)
, G [m] + m\ + 1
M

M7

G[m2 +ml +n\m2)
^

G est la constante de la gravitation universelle et

Mest la somme des trois masses, soit M— m\ + m2 + .
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Interprétation de h en éléments orbitaux

En éléments orbitaux, la constante de l’énergie , h, est donnée par:

(4.69) h = -2>i

Démonstration:

Les intégrales de l’énergie pour chacun des trois corps s’écrivent:

(4.70)
2^i

\OM.t
+ h; . i= 1,2,3.

où Vi est la vitesse du corps M\ et hi, I12 et h3 sont les constantes de l’énergie

correspondantes aux trois problèmes keplériens.

L’intégrale de l’énergie pour le problème plan des trois corps s’écrit:

3

(4.71) 2>.v.2 =2U+h,
i- 1

où h est la constante de l’énergie du problème des trois corps et U est la fonction de

force, donné par:

(4.72) U = — {p\m1 + mlm3 + m2m^)

Si l’on remplace les expressions des v;2, (4.70), (4.68) et U, (4.72) dans (4.71),

on obtient:

On a aussi:

(4.73) m\ hi + m2 h2 + m3 h3 = h
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(4.74) a. = -
El

h;
i = 1, 2, 3

De (4.74) et (4.73) on déduit:

(4.75) h = -2>i
i” 1

Mi

a-

c.q.f.d.

Interprétation de r en éléments orbitaux

' Nous allons tout d’abord déduire la liaison entre les . 12 3^t r (voir (4.88)).

Le centre des masses étant fixé à l’origine, on a:

(4.76) mx OMx + m2 OM2 + m3OM3 = 0

Soient:

rn = OM2 - OMx, rn = OM3 - OMx et r23 = OM3 - OM2.

On a évidemment: •

(4.77) ^+^+^, = 0

De (4.76) on tire:

(4.78) OÏÏf3=-
mx OMx + m2 OM2

On remplace l’expression (4.78) de OM3 dans r23 - OM3 - OM2, d’où:

(4.79) r23=-
”h ”h

On élimine OM2 entre (4.79) et rX2 = OM2 ~OMx. On obtient ainsi:
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(4.80) =—^{(.mi+m))i:l2+m3ra]

De (4.77) on a r23 = -rn - r31. On remplace cette expression de dans (4.80). On

obtient:

(4.81) OM, =--^r[OT2rn+m3r13]
De la même façon on obtient:

(4.82) OA/2 =-—[«%/•„+ot,?21]

(4 83) Ô^3 = -—[m,rn+m2rn]

Etant dans le cas équilatéral,

(4-84) l'wbfubHib7'-

De |<3Â?,| = OK2l et (4.84), on déduit:

(4.85)

2 r2
\OM\ - 2 (ml + ml+m2m3), soit

|qâ?,|=+ml +m2m3

De la même façon s’obtiennent:

(4.86) \OM2\ = j-jJrf+ml +mlm3

(4.87) \OM3 = — +m\+ mjn2

De (4.85)-(4.87) et (4.68) on déduit:
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(4.88)

{gmpi

i = l,2,3.

La valeur minimale de r s’obtient quand le corps M-x se trouve au péricentre,

ce qui correspond à OM{ - ûTj(1 - é) \ = i, 2,3 et la valeur maximale r^ de r s’obtient

pour OM{ =ûrj(l + <?) i = 1,2,3.

On en déduit pour chacune des trois ellipses:

tfi(l-É?)

(4.89)

r . =
mm

^min =

a,

a2 (1 “ e)

a.

Oj(l-c)

a

r =
mix

^nux =

a,(l + e)

a

a2(l + e)

a.

a3(l + e)

a

oùai=(GMfiiy,\=\,2>3.

On peut aussi exprimer rmü et en fonction des éléments des trois des

ellipses. On a:

(4.90)

M(i-O'Z7”iai
i - 1

mlm2+mlm3+ m2 m3

(4.91) r2 =
max

M (\ + e)1Ÿjmiai
ijM

mx m2 +mlm3+ m2m3

Démonstration des relations (4.90) et (4.91):

Soit I le moment d’inertie des trois corps par rapport à O:
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3 ^ 2
(4.92)

i=l

La relation barycentrique de Leibniz s’écrit:

3

(4.93) Z m\r\ = I Z
l£i<j£3 i=l

Mais, rÿ2 = r2, donc:

2 I ^ 2
M

(4.94) r2 = — ,
m[m1+7nlm3+m1m3i

d’où (4.90) et (4.91) s’obtiennent pour les valeurs minimales (resp. maximales) des

IÔA?il i= 1,2,3- c.q.f.d.

Les expressions de h (4.75) et de r^ (4.90) (resp. de (4.91)) permettent ainsi

d’exprimer £ en éléments orbitaux:

I 3 1 2

c G(l + e\axmx + a2m2 + a3/n3)2 [77z,a2a3(m2 +m,m3 +m] )2 +m2a1a3(m12 -f^mj + /n^)2 + m2axa2(mx + 7n,/n2 -f m2)2 ]
7 mm 3 J

flj ûr2 cr3 A/2 (mlm2 + OTjOT3 + m2mi )2

(4.95)

I i 1 2

c G(l-eXaimi +aîmJ +a377i3)2 [m,ar2a3(7n2 +m2mi + m2)2 +m2a,ûr3(/nI2 +m,m3 +m2)2 +m2axa2(m] +m,m2 + m2 )2 ]
7BUX 3 J

axa2a2 M2 (mxm2 + mxm2 +m2m3 )2
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§ 4.2.4 Cas rectiligne avec deux masses extrêmes égales

Dans le cas rectiligne, si Ton suppose que les masses sont distinctes, les

expressions des sont très encombrantes et ne permettent pas un traitement analytique.

Mais le traitement numérique conduit à des conclusions semblables à celles que Ton va

rencontrer dans le cas particulier suivant:

Hypothèses

(a) Les trois corps se trouvent sur la droite dans l’ordre M3, Mi, M2 (Fig. 4.7),

y

dans le cas d’équilibre relatif d’Euler. Alors, le rapport X = — entre les distances

vérifie l’équation du cinquième degré (voir (4.29)):

(4.96) (/77i+7n3)X5+(37773+2wi)X4+(3/W3+mi)X3-(7Wi+3/772)X2-(2/77i+ 3m2)X~(mi+m2) = 0

M3 Mi M2

• •—

(4.97)

Fig. 4.7

(b) On prend m2 - m3 = m. Alors, de (4.96) on obtient X = 1.

(c) On va garder toujours la condition (4.1), soit U + h > 0, où

_ mim + Am^)

2rx

(d) On reprend la notation:

£ = h rL
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En utilisant les conditions ci-dessus, on obtient les expressions qui donnent les

signes des courbures riemanniennes principales:

Le signe de SK1

On a:

SKi = - [£ fi (mu m) + gl (mh m)],

f\(t?7i, m) = 8/7212+ 17 772 772i + 16 7722

gl (7721, 7722, 7723) = 772( 772i + 2772)(4 772i+ 772 ) ( 12/72i + 17 772 )

On voit que f\ et g\ sont positifs, donc on peut écrire:

(4.98) £< &=> SKi> 0 et £> £ => «SXi < 0.

On remarque que £1 < 0.

Z,g signe de SKi

On a:

SK2 = -[Çfi (mh 772) + g2 (mh 772)],

fl (7721, 772) = ( 8 772!+ 9 772)

g2 (777i, 772) = 772 ( 4 772i + 772 ) ( 12 7721+ 17 772 )

fi et g2 sont positifs, donc,

(4.99) £<&=> SK2>0 et £>£ => SK2< 0.

On a aussi £2 < 0.
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Le signe de SK3

SK3 = - [Ç fl (7771, 777) + g3 (777!, 777)],

/3 (t77i, m) = 8wi2+ 17 m m\ + 30 m2

#3(7771, m) = 777 ( 4 777i +777 ) ( 12 tt7i2+ 41 m m\ + 62 tt?2)

On voit que, /3 et g3 sont positifs. Le signe de SK3 est :

(4.100) £<&=> SK*>0 et £> § => % < 0.

On remarque que £3 < 0.

Le sig/ig 6X4

On a:

= - [£ /4 (tt/1, m) + £4 (7771, m)],

/4(Wi, 777) = 877712+ 17 777 777i - 12 7772

I

£4 (7771, TT?) — 777 ( 4 7771 + 777 ) ( 12 77712+ 17 777 7771 -28 7772)

Pour 777i> 0.55 777, /4>0 et pour 777i< 0.55 777, /4 < 0.

Pour 777i> 0.95 777, g4>0 et pour 7771 < 0.95 777, £4<0.

Sur le signe de SK4 on peut dire que:

Si 7771 > 0.55 777 et £ < £4 => 1SX4 > 0
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Si 777x > 0.55 Tti et £>£4 => SK4 < 0.

(4.101) Pour 7771 < 0.55 777 et £ < £4 => SK4 < 0,

Pour 777i < 0.55 777 et £>f4=> *SX4>0.

Z,g signe de SK<,

On a:

SK5 = -[Ç fs (7771, 77?) + g5 (777!, 7?/)],

/5(777i, 777) = - ( 8 777!+ 9 777) = -/2 (777i, 777)

#5 (777!, 777) == - 777 ( 4 7771 + 777 ) ( 12 7771+ 17 777 ) = -^K

/5 et g5 sont négatifs.

O/i remarque que: SK5 = - <SX2

Le signe de SK5 est alors:

(4.102) Ç < § => SK5 < 0 et £ > £ => £& > 0.

On a £5 < 0.

Lg signe de SKa

On a:

SK6 = -[Ç fe (mu m) + g6 (mh 777)],

fe (7771,777) = 4 ( 7771+ 2 777) ( 8 7771+ 777)
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g6 (rni, m) = m m\ ( 4 m\ + m ) ( 12 mi+ 17 m)

On voit que fs et gs sont positifs. Le signe de SK6 est :

(4.103) £<£«=> SK6>0 et £> => SKi < 0.

On remarque que < 0.

Puisque SK$ = - SK2, on constate que dans ce cas, on ne peut pas avoir un même

signe pour toutes les courbures riemanniennes principales.

Remarques sur la stabilité des configurations étudiées

Dans la plupart des configurations étudiées, nous avons détecté la présence de

courbures riemanniennes de signes opposés. Cela ne permet de conclure ni à la stabilité, ni

à l’instabilité des trajectoires dans l’espace des configurations. Pourtant, sous certaines

conditions (espace de configurations borné), on peut raffiner cette conclusion: on montre

qu’il n’y a pas de condition qui assure la stabilité d’une telle configuration et même que

l’instabilité des trajectoires du système prédomine dans l’espace des configurations (voir

[97]). D’où le problème suivant reste ouvert:

Existe-t-il dans ce cas d’autres critères concernant la courbure, pour décider du

degré d’instabilité?

Le même problème se pose en réalité en utilisant les méthodes analytiques

classiques: il y a beaucoup de cas où l’on ne peut décider si la stabilité a lieu ou si elle n’a

pas lieu. C’est le cas, par exemple, de la position d’équilibre relatif de Larange (voir [86]).
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Dans le cas du triangle équilatéral avec les trois masses égales, nous avons trouvé

une inégalité qui assure le signe négatif pour toutes les courbures riemanniennes

principales, ce qui indique l’instabilité de cette configuration. Et nous avons montré que

sous certaines conditions (voir § 4.2.3, page 102), les courbures riemanniennes gardent un

signe négatif même si les masses sont différentes. Cette dernière conclusion est en accord

avec les résultats présentés dans [98].
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ANNEXE-A

Compléments de géométrie riemannienne

$ A.l Courbures dans un espace riemannien

Dans cette annexe nous allons donner explicitement les définitions et les

démonstrations des résultats utilisés dans le troisième chapitre.

Les symboles de Christoffel depremière espèce Fi i j - notés aussi [ ij, 1] - sont:

(Al) r . = r =
x i 1 j Ajli

1 ( Sjt gtj
+

\ôq* à qJ ô ql )

Les symboles de Christoffel de deuxième espèce IŸj (ou {^ J ) s’expriment par:

(A-2) rk. = r.k. = p-kl r =-
1 » j 1 j i ô 1 ilj 2 *

f àgn . àgn âgu'
+

V âq' âqJ ô ql ,

Soient V ( ; = lf 2,.., „ ) les composantes contravariantes d’un champ de vecteurs v,

donné sur Mn.
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La différentielle absolue de V a pour composantes contravariantes

(A3) Vv^Éfv'+T,^

La dérivée covariante de V est :

(A.4)
dv . ,

Vmv‘ = ——+r,‘m v1
m o m 1 m

âq

Les composantes mixtes du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel sont:

(A.5)
. â r* âr.\

et les composantes covariantes du même tenseur s’expriment par:

R _ ^^ijl & ^ijk -pr r r r r
ijU âq'

(A-6) ,2
^ gst k & g»

+

\dq3d(f dq'dcf âq1 âq1 dq'dcf S (^irk Tj, i TirI rjsk^

Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique, covariant d'ordre 2, obtenu par la

contraction du tenseur de Riemann-Christoffel :

Rik = Rki>=^jlRijki soit,

(A.7)
o p j rj

r = i_k il + r1 rJ —F1 r j
,l âq• ik jl iilkl

La courbure scalaire est l’invariant obtenu par la contraction du tenseur de Ricci:

(A.8)
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$ A.2 Courbures riemanniennes et géodésiques

Soit un champ de vecteurs contravariant w, défini le long d’une courbe

d’équations:

(A9) ql = q1 (w) u e [a,b] çR

La dérivée absolue d’un vecteur W le long de la courbe (A.9) est définie par:

(A 10)
Sw' dw1 j j dqv
— =—+r, v wj ~~—
Su du J du

Sur une géodésique, si l’on prend ( s étant l'abscisse curviligne), nous

avons:

(Ail) Sv' _ S f dq
5s Ss\ds>

= 0 ( voir [93] )

On reprend maintenant les deux géodésiques s, X ) et yz{ s, X+dX ), introduites

au deuxième chapitre (§ 2.2), pour démontrer la relation (3.16).

Soit rj le vecteur infinitésimal Q1Q2 , de composantes:

(A 12)
d±
ÔX

Comment varie T| en fonction de s ? La réponse à cette question est donnée par
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réquation de la déviation géodésique:

(A. 13) Épù + tf yyv' = o
OS

où v1 = / âs est le vecteur unitaire tangent à la géodésique y1 au point

d’application de if;

S est le symbole utilisé pour la dérivée absolue, (A. 10).

L’équation (A. 13) fournit rf= if (s) pour des valeurs initiales rfo et (ôrj /Ôs)0 données.

En utilisant l’équation de la déviation géodésique nous allons exprimer la variation

de la distance 77 en fonction de s.

Soit

(A14) rf = 77 e1

où el est le vecteur unitaire dans la direction de rf et 77 est la longueur du vecteur rf.

La définition de el conduit à:

(A. 15) g ijeV = l

et on déduit:

(A-16)

elei = 1

Se1
e. = 0

1 ôs

Se. Se1 S2 el
h e —

ôs Ss S s2
= 0
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On développe r\ en série par rapport à 5 au voisinage de s = 0 et on obtient:

(A. 17) 7 0) = Z
171 = 0

dm7i (0)

dsm m\

(A. 18) 7(s)=(7)TO + (— 5 +

(0)

+

(0)
< y

+

(0)

Nous allons calculer la limite des coefficients du développement - (A. 17) lorsque

s tend vers 0. Par la définition de rj, nous avons:

(A. 19) s -» 0 tj -» 0

De même on remarque que

(A20)
drj

\ds)
*0.

(0)

car sinon les deux géodésiques coïncident. On note

(A.21) -'5
(0)

6 étant P angle déterminé par les deux géodésiques.

Si l’on remplace l’expression (A. 14) de rf dans l’équation de la déviation

géodésique (A 13), on obtient ( voir par exemple [93] ):

(A.22)
d s2 ds Ô s

+ TJ
S2e{

S s2
vW = 0

On multiplie (A.22) par e, et on tient compte de (A 16). On a alors:
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(A.23)
d2r] S2e1

i+rlei~T~TJrrlK(7r\) = 0

où K{n\) est la courbure riemannienne (sectionnelle) du 2-plan {n i), déterminé par les

vecteurs rf et v\

De (A. 19) et (A.23) on peut tirer maintenant:

(A.24) s —> 0
d2tj
17

—'r 0

On fait MO dans l’équation (A.22) et on utilise (A.24). On obtient:

(A.25) 0 => — -j.0
S s

Donc, par (A.16),

(A.26) s—>0 e:

ô2e{

S s2
>0

Finalement, si on divise (A.23) par rj et on fait s —» 0, en utilisant (2.13) on a:

(A.27) s -> 0
1 d2Tj

r\ ds2

En remplaçant maintenant les coefficients du développement (A. 18) par leurs

valeurs obtenues d’après (A. 19), (A.24) et (A.27), on obtient:

Tj (S) =
'dr

^ds J
5 +

(0)

\ a rj

kt] ds2

rdrj^\ s3

<o^*'<o) 6
—+••'(A. 28)
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soit,

(A.29) s-K(^)Ç
O

+ '

ce qui est la relation (3.16). En utilisant (A.21) on peut mettre (A.29) sous la forme

(A.30) 77 (s) -6 s-K^y-
o

+ • • • c.q.f.d.

§ A.3 Espaces riemanniens à courbure constante

Dans la suite nous allons présenter quelques résultats sur les espaces à courbure

constante ( voir [19], [23], [37], [47],[55], [56], [93], [100]).

On appelle point isotropique dans un espace riemannien un point où la courbure

riemannienne est la même pour tous les 2-plans qui passent par ce point.

En un point isotropique, la courbure riemannienne (3.13) satisfait:

(A.31) K (gji g* -gjkgu ) = Rijki

Théorème de Schur La courbure riemannienne est constante dans un ouvert

connexe d'un espace riemannien si tous les points de cet ouvert sont des points

isotropiques, ( voir par exemple [37]).

On dit qu’un espace est un espace à courbure constante si K (/ri) = K = const.

pour tout OeM° et pour tous les 2-plans de TqM" ( voir [55] ).
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L’équation de la déviation géodésique (A. 13) s’écrit dans ce cas:

(A.3 2) + Krjl = 0

Dans un espace à courbure constante positive, ( K > 0 ) deux géodésiques qui

partent d’un point commun, vont s’intersecter de nouveau à une distance l du point

initial, égale à:

(A.33)
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ANNEXE-B

Compléments sur le problème plan des trois corps

$ B.l Sur la topoloeie du problème plan des trois corps

Les notations introduites dans le troisième chapitre restent ici valables. Dans ce

paragraphe ST désigne la sphère unité de dimension n.

Sur la topologie du problème plan des trois corps nous avons les résultats suivants

(voir [38] ):

La sous-variété M7(c) (de moment cinétique constant) est difféomorphe à S3 xR4:

(B.l) M7(c) = S3 x R4

Soit l’application :

«

(B.2) m : M7(c) S5

rci(q,p) = q/I(q)

L’image de tüi à M'Xh, c) est M3(h, c), qu’on appelle le sous-espace des positions

normalisées :

(B.3) M3(hJc) = 7t1(Ms(c))
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^Remarque. Tout point de M3(h, c) donne une position des trois corps telle que le

moment d’inertie I, par rapport au centre des masses est égal à 1.

Notons O3 = tti(M7(c)) et u = q / I(q) g (f. La relation barycentrique de

Leibniz :

(B.4) Yj m' mi (<0 = ï(q) Z '=2,3.
i < j i ” 1

permet ensuite de définir une application n2 sur O3 par:

(B.5) %2{u) = s = (si, s2, s3) où

Si = r23(q)/I s2 = ri3(q)/I s3=ri2(q)/I

On utilise l’application tz2 pour obtenir

(B.6) M2(h,c) = 7C2(M3(h,c)),

qui est le sous-espace des configurations normalisées d’énergie h et de moment

cinétique c, fixés.

La structure topologique de M^h, c) et de M2(h, c) dépend des valeurs des

masses et des constantes h et c . On démontre que l’espace des configurations normalisées

est inclus dans un triangle sur un ellipsoïde; M2(h, c) étant un sous-espace de l’espace des

configurations normalisées, sa topologie est facile à interpréter ( Elmabsout [38] ) et

conduit à de beaux résultats.
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Par la suite nous allons nous placer dans le cas général, mi > m2 > m3 > 0. Les

résultats sur la topologie de M^h, c) selon différentes valeurs de h et de c (h eR et ceR+)

sont réunis dans le tableau suivant :

h et c M*(h, c) s

l.h^O c = 0 s'xi:2xRxs2

2. h £ 0 c * 0 S‘xZ2xR3

3. h < 0 c = 0 S1xE2xR3

4. h < 0 c =£ 0 ; 0 < -hc2 < di S‘xE2xS3

5. h < 0 c * 0 ; di < -2hc2 < d2 S‘x((S5xS4) \ (S3 u S3 u S3))

6. h < 0 c^0;d2< -2hc2 <d3 S*x(S5 \ (S3 u S3u S3 ))

7. h < 0 c * 0 ; d3 < -2hc2 < d4 S'x((S5 \ (S3 u S3 )) u (S5 \ S3 ))

8. h < 0 c ^ 0 ; d4 < -2hc2 < oo S'x((S5 \ S3 )u(S5 \ S3 )^(S5 \ S3))

où

- Z" est la sphère S2 privée de trois points distincts ;

- toutes les réunions qui apparaissent dans le tableau sont disjointes ;

- di, d2, d3, d4 (0 <di< d2< d3< d4) sont les valeurs critiques de la fonction U. Les

points di, d2 et d3 correspondent aux points d’équilibre relatif d’Euler, où les trois corps

sont alignés, alors que d4 correspond à la position d’équilibre relatif de Lagrange, où les

trois corps forment un triangle équilatéral. C’est surtout autour de ces points que nous
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avons étudié les courbures. Pour la démonstration des isomorphismes, ( 2cmc colonne) se

rapporter aux références [1], [38], [49],[88], [89].

$ B.2 Sur le paramètre hc2

Nous avons déjà rencontré le paramètre hc2, qui intervient dans la discussion sur la

topologie de M^h, c), dans l’inégalité

(B.7) 2h c2 + IU2>0,

qui donne le domaine des configurations admissibles (§ 3.2). Donnons une démonstration

directe de cette inégalité, en utilisant les coordonnées de Jacobi.

On utilise dans

(B.8) T - U = h

l’expression de l’énérgie cinétique (3.25) et l’expression du moment cinétique (3.26):

(B.9) Mi if + Miri2 Ç>]+r (.Mi Ti <Pi+ Mi rl <Pi) = 2 h

En regroupant les termes de façon convenable on obtient:

(B. 10)

U U2
MiK + Miil +(Mi ri Ç2,-2— Ml r,2 <i>i+Mi r2—) +

C c

, 2 .2 U 2 . 2U2
^(Ml *2 2~ ^ Ml r2 *P 2^ Ml *2 2 )

C c

U:
(Mi r2 + Miri) = 2 1>

ou encore,
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(B 11) M l'i r,20, )2 + Mid(Ç>2“— f= 2 )
c c c

L’expression qui apparaît entre parenthèses dans le second membre est le moment

d’inertie I, donc :

(B-12) ftff + ftij + ft r,2 + fii r2 (^2-“)2 =2h + 7T 1

Le premier membre de l’égalité ci-dessus étant une somme de carrés, il est donc

positif. On en déduit:

IU2
(B.13) 2h +—y - 0

c

soit

2h c2 +IU2 > 0 c.q.f.d.

Sur l’importance du paramètre hc2 dans le problème des trois corps, on peut

citer les travaux suivants: [4], [61], [63], [71], [86], [104],[110], [111], [112].

$ B.3 Métrique de Sasaki dans l’espace des phases du problème plan des trois corps

Nous allons donner dans ce paragraphe les expressions explicites des éléments du

tenseur métrique de l’espace des phases du problème plan des trois corps, avec la métrique

de Sasaki.

On reprend la matrice Gs (3.55) et on la met sous la forme:
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(B. 14)

A B

B' G

A, B et G sont des matrices 4x4. A est une matrice symétrique et G est la matrice

des g\] (3.49), les composantes du tenseur métrique de l’espace des configurations. B' est

la matrice transposée de B.

Soient

(B.15)

(B-16)

(B-17)

A =

B =

G =

G„ g12 gï3 Gu

g,2 G22 G23 g24

G,, g23 G33 G34

_G„ g24 g34 G44

G„ G,( G„ G„

Gis G2S g27 G2t

G» G„ g37 G*

G„ G* g47 G«

Su 0 0 0

0 S22 0 0

0 0 #33 0

0 0 0 S44

Les composantes covariantes du tenseur métrique fondamental dao2 , de l’espace

des phases du problème plan des trois corps, avec les ïVj de (3.56), sont:
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Gn=gn+Ri2[gu( rA)2+^33 ( rA)2+£22 ( rA)2+gn( rA)2 ] +

+ 2 R, </>2 ( gu rA Fi4! + £n FA FA ) + (j> 22 [ £44 ( TA)2 + £n ( rA)2] +

+ 2 R\R 2 ( £33 rA rA+gn rA rA )+R2 [ £33 ( rA)2+gu ( rA)2] +

+ <i>2 [ £22 ( rA)2+£n ( rA)2] + 2 R\ </> 1 ( £22 ri2i rA+£n rA rA ) +

+ 2 R2 <t>2gu rA rA + 2 (j) 1 ^2 £n rA rA + 2 <f> 1 r 2 £n rA FA

Gn~ R\ <t> 1 (£44 rA r242 +£33 rA r232 +£22 rA rA+gu rA ^2) +

+ \i>\ $2 (g44 Ti1! T242 + gn TA ^2 ) + Ri (f>2 (gu FA rA + g22 FA rA ) +

+ (j>i gu rA rA + $ 1R 2 ( g33 rA r232 +gn rA ^2 ) +

+RiR 2 ( g33 rA rA+g22rA rA)+Æ 22 g33 rA rA +

+Riÿ 1 [g22 ( rA)2+gn ( rA)2] + ÿ 2 ( g22 rA rA+gn rA ^2 )+

+R 2 (g22 Ti2i rA+gn ri1! rA)+^i ^£22 rA rA + ^ 1 i?2 g22 rA rA +

+R\ (}> 2 gn rA rA+-R 2 gu rA rA

Gn=Rl </>2( gu r!4, r344 + g22 Ty\ Ti\ ) + R1 R2 ( g44 Ti\ T3\ + £33 TA ^3 +

+£22 Ti2i r332 +£n rA ^3)+R2 $ 2 ( £44 rA r343 +£u rA ^3 ) +

+ $ 2 gu ri1! r344 +r2 (£33 rA rA +gn rA ^3 )+Ri <j>\ (g33 rA rA +

+ £22 rA rA )+^2 ( £33 rA rA+£n rA rA )+[ £33 ( rA)2 +

+£n ( rA)2]+R2 (j>2 £33 rA rA + ÿ 1 ^2 £33 rA rA + ^ 1 ^2 (£22 rA r323 +

+ £n rA r313 ) 12 £22 rA rA+Ri</>2gu rA rA+*1 r 2 £n rA rA
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Gu=RiR2( gu rA r344 +g33 rA r1\)+Rl<f>2(gu rA rA+^33 rA rA +

+gu rA rA+gu rA rA) + <t>i ( gu rA rA+gu rA rA ) +

+Ri</>i(gu rA rA+g*. rA rA ) +R? ( g44 rA rA+gu rA rA ) +

+ ^1^2 [gu (rA)2+gn ( rA)2]+R2 $2 gu rA rA + $ 1 ^2g44 rA rA +

+ r2 <j>2 (g33 rA T434 +gn rA r4^ ) + <t> \ g22 rA rA+rx R2gn rA rA +

+Ri </> i gn rA rA

g22=g22 + (j> i2 [ g44 ( r242)2 +g33 ( r232)2 +g22 ( rA)2+gn ( rA)2 ] +

+ 2 <!> ! <j) 2 ( g44 rA r242 +g22 rA rA ) +<t> 2 [ gu ( rA)2+g22 ( rA)2] +

+ 2 <m2 ( g33 r!1, r232 +g22 rA A1, )+r22 [ g33 ( rA)2+g22 ( rA)2] +

+A2 [ g22 ( rA)2+gn ( rA)2] + 2Rl<f>l(g22 rA rA+gn rA rA ) +

+ 2 r2 <f)2 gji rA rA + 2 Ri $ 2 g22 rA rA + 2 R\ r2 g22 rA rA

G73 - <t> 1 ^ 2 ( gu r242 r344 +g33 rA r232 ) + ^ 1 æ2 ( g44 r242 r343 +g33 rA r232 +

+g22 rA rA+gn rA rA)+r2 <p2 (gu rA r343 +g22 rA r323 ) +

+ (j>2 gu rA rA + ^ 12 (g33 rA r232 + g22 rA rA ) +

ÿ 1 (g33 A1! rA+gu rA rA )+r22 (g33 rA rA+g22 rA rA ) +

+ 0lR2[ g33 ( ri'2)2 + g22 ( T!1,)2] +R2(f>2 g33 TA TA + Rl R2 g33 TA TA +

+R\ r2 (g22 rA rA+gn rA rA ) + ^ 1 (j>2 g22 rA rA+R\ <j>1 g22 rA rA +

+ ^i2gnrArA
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G24 = <j> 1 Rl ( gA4 T242 T344 + ^33 r^4 T232 ) + ^ 1 <j> 2 ( gu Ti*4 ^2 + g33 ^2 T4% +

+ S22IV2 T424 +gll r2!2 T4!4) + (j) \ (^44 IV2 T22 + gll T1*2 Tj^) +

+ ^1 $ 1 (#44 lVi T242 + ^11 ^2 ) + $2 ( gAA IV2 +^22 r/4 F424 ) +

+ ^i^2[g44(ri!2)2+g22(ri^)2] + R2 <t>igiArA F344 +R\ $2guri\r1*2 +

+ R2 <t> 2 ( g33 T434 + g22 T1*3 T424 ) + R} g33 Fl^ Fi*4 + Ri (j) 2 ( ^22 T,\2 FAA +

+gn ri12r414) + ^1R2 gii riS r^4+R\ <j>\ g-n ri22 r^4+r^ gn r112 r1*4

G33 = g33 + t 2 [ gAA ( r344)2 + g33 ( Fj^)2] + 2 R2 </> 2 ( gAA T3\ F344 + g33 ^3 T1\) +

+r22 [ gAA ( r343)2 +g33 ( r^)2+g22 ( r323)2 +gn ( r313)2 ] +

+ 2 (j) \R2 (g33 Fi!2 + g22 r323 ) + 2 R\ R2 (g33 TiS + gil TiS r313 ) +

+ ^ l2 [ ^33 ( r^)2 + g22 ( TxS)2] + Rl2 [ g33 ( T!1!)2 + gu ( T^f] +

+ 2 (j) 1 (j>2g33 Ti^ Fi\i + 2 R\ (f>2g33 Tl1! Ti^ + 2 R\ (f) 2 g33 Tl1!

G34 = *2 0 2 [ £44 ( F344)2 + g33 ( F^)2] + ( g44 ^3 F344 + g33 TX\ TX\ ) +

+ <f>22( gAA TX\ r344 + g33 T,1a F434 ) + R2 f 2 ( g4A TX\ T343 + g33 W, T?a +

+ g22 T323 T424 + gll r313 F4^) + (j) 1^2 (#44 + g22 ) +

+ R\ R2 (gAA H1! F343 +gll F1^4 T3\ ) + (/) l (j>lgAA Tl^ T344 + R\ <f> 2 gAA TA +

+ ^1 ^2 (#33 F434 +^22 TiS T424 ) + R\ (j) 2 ( g33 Ti\ T434 +gll T^3 F4^ ) +

+ 4> 1 *2 £33 Tx\Vît + R, R2 g33 Ti1, Wa +<f> 2 g22 Tl1, Wa + R2 gn Ti1, Til<
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G44 — gu + R2 [ gu ( A^)2 + g33 ( TA)2] + 2 R2 (j> 2 ( gu T'A ^4 + £33 TA ^4 ) +

+ ^ 22 [ gu ( rv4)2+g33 ( rA)2 +g22 ( r424)2 +gn ( r414)2 ] +

+ 2 (j)\(j>2{gurArA+gnrA rA ) + 2R\ $2{gurA rA+gn rA rA) +

+ 0 12 [ g44 ( rA)2+g22 {rA)2] + R? [ g44 ( rA)2+gn {rA)2] +

+ 2 (f) 1 r2 gu rA r344 + 2 Ri r2 gu rA r44 + 2 R\ $ 1 ^44 rA rA

G15= gn{(j> 2 rA+^2 rA +<j> 1 rA+Ri rA)

Gi6=gn{$ 1 rA+R\ rA)

g17=£33(^2 rA+ ^1 ri3i)

G18=g44(^2rA+^i rA)

G25=gu{<t> 1 t22+Ri rA)

G26=g22{<f> 2 rA+^2 rA +</> 1 rA+R\ rA)

G27=^33(^2 rA + <j>\ rA)

G28=gu{</> 2 rA+ <t>i rA)

G35 - gn{R2 r*3+ Ri rA)

G36 = g2l{R2 ^3 + (j) 1 Ti^)

G37=g^{(f> 2 rA+r2 rA 1 rA+^1 rA)

G38=gu{<f> 2 r44+ R2 r343)

G45=gn(^ 2 rA+ Ri rA)

G46=gi2{(f> 2 rA + (j> 1 rA)

Gai = £33(^2 rA + R2 rA)
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G48 =£44(^2 IV4 + ^2^4+^! IV2 + Æ1 lVi)

G55 =^il

G66 = gl2

Gji = ^33

Gs8 = ,§44
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§ B.4 Numérateurs des courbures riemanniennes principales

Dans ce paragraphe nous allons donner le programme de calcul MACSYMA et les

expressions des numérateurs des courbures riemanniennes (3.72), après avoir remplacé la

fonction de force U par (3.20).

Notations

Etant donné que les expressions suivantes sont calculées avec le logiciel

MACSYMA, il faut expliquer les notations utilisées dans ces formules:

f est l’angle^, [voir (3.23)];

ri correspond à ri, (3.9) ;

r2 correspond à r2, (3.9) ;

rl3 —»r13, (3.21) ;

r23 —> r23, (3.22) ;

ml2 -» mim2 (produit des masses) ;

ml3 —> mprii ;

m23—» m2mi ;

ul ->/ii, (3.19);

u2 -» /i2 ,(3.19);

P > (3.24) ;

q —(3.24)

h—»h (constante de l’énergie).
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EXEMPLE DE PROGRAMME DE CALCUL MACSYMA POUR LE

NUMERATEUR sk19 DELA COURBURERffiMANNIENNEKn (3.68)

clear_ctensor( );

tensorkilktrue;

*Charger le programme de calcul lensoriel : *

csetup( );

Enter the dimension of the coordinate System:

4;

Do you wish to change the coordinate names?

y;

Enter a list containing the names of the coordinates in order:

[r1lf1ir2lf2];

Do you want to

1. Enter a new metric?

2. Enter a metric from a file?

3. Approximate a metric with a Taylor sériés?

1;

What kind of matrix?

1. Diagonal 3. Antisymmetric

2. Symétrie 4. General

Sélection:

1;

Row 1 Columnl:

u1*(U+h);

Row 2 Column 2:

u1*r1A2*(U+h);

Row 3 Column 3:

u2*(U+h);
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Row4 Column4:

u2*r2A2*(U+h);

Matrix entered.

Enter functional dependencies with DEPENDS function or ’N’ if none:

DEPENDS(UI[r1lf1Ir2lf2]);

Do you wish to see the metric?

n;

*Calcul du tenseur de Riemann-Christoffel

d'ordre 4, sans l'afficher : *

lriemann(false)$

* vl et v2 sont les vecteurs qui déterminnent le

plan de section : *

array:v1 [i]$

array:v2[i]$

v1[1]:1/(sqrt(u1))$

v1[2]:0$

v1 [3]:0$

v1[4]:0$

v2[1]:0$

v2[2]:1/(r1 *sqrt(u1 ))$

v2[3]:0$

v2[4]:0$

*Calcul de la courbure sectionnelle K12 (3.68), sans

avoir remplacé lafonction deforce, U :*

NK12:0$

for i:1 thru 4 do

for j:1 thru 4 do

for k: 1 thru 4 do

for 1:1 thru 4 do
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N K12: N K12+I riem[i,j, k, I]*v1 [i]*v2[j]*v1 [k]*v2[l]$

DK12:0$

for i:1 thru 4 do

for j:1 thru 4 do

for k: 1 thru 4 do

for 1:1 thru 4 do

DK12:DK12 - (igD.krig[i,l]-lgD.i]*lg[i.k])

*v1 [i]*v2[j]*v1 [k]*v2[l]$

K12:NK12/DK12$ •

K12:factor(%);

*Calcul du numérateur ski 2 de K12, après

avoir remplacé lafonction deforce, U : *

num(%)$

ev(%,u:m12/r1 +m13/sqrt((p*r1 )A2+r2A2+2*p*r1 *r2*cos(f2-f1 ))

+m23/sqrt((q*r1 )A2+r2A2-2*q*r1 *r2*cos(f2-f1 )),diff)$

subst(r13A2, r2A2+2*cos(f2-f1 )*p*r1 *r2+pA2*r1 A2, %)$

subst(r23A2, r2A2-2*cos(f2-f1 )*q*r1 *r2+qA2*r1 A2, %)$

ev(%, f2:f1+f)$

subst(abs(r13)=r13,%)$

subst(abs(r23)=r23,%)$

factor(%)$

sk12:%$
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Numérateur de Kn:

(c3) sk!2:

r2

, . 2 „ . 2Î 2 6 2 23 26 . 2 _ 22
6sm(f)hml3p rl rl3r2 r23 u2+6cos (f)hml3p rl rl3r2 r23 u2+6sin (f)ml2ml3p rl

*rl3r2 r23 u2+6cos (f)ml2ml3p rl rl3r2 r23 u2+4sin (f)ml3 p rl r2 r23 u2+4cos (f)

*ml3 p rd r2 r23 u2-4 cos(f) ml2ml3 p rl rl3 r2r23 u2+12cos(f) h ml3 p rl rl3r2r23 u2

+ 12cos(f)ml2ml3p rl rl3r2r23 u2+8 cos(f) ml3 p rl r2r23 u2+2hml2rl3 r23 u2+2

* ml2ml3 rl35 r23* u2- 4 h ml3 p2 rl* rl33 r23* u2- 8 ml2ml3 p2 rd rl33 r23‘ u2- 4 ml32 p2 rl3 rl3
* r23 u2+6hml3p rl rl3r23 u2+6 ml2ml3p rl rl3r23 u2+4ml3 p rl r23 u2+6sin(f)

2325 2 2325 3 4

ml3m23p rl rl3r2 r23 u2+6cos (f)ml3m23p rl rl3r2 r23 u2+12cos(f) ml3 m23 p rl

* rl3r2r23J u2+ 2 ml2m23 rU t22 u2- 4 ml3m23 p2 rl3 rl33 r235 u2+ 6 ml3 m23p* rd rl3 r235 u2
+ 4 sin (f) ml3 m23 p q rl rl3 r2 r23 u2+4cos (f) m!3 m23 p g rl rl3 r2 r23 u2+4 cos(f) ml2

*m23qrlrl3 r2r23 u2—4 cos(f) ml3m23 p q rl rl3 r2r23 u2+4cos(f)ml3m23p qrl rl3 r2

* r233 u2—4hm23 q2 rl3 rl36 r233 n2- 8 ml2m23 q2 rl2 rl3* r233 n2- 4 ml3 m23 q2 rd rl35 r233 u2- 4
*ml3m23p q rl rl3 r23 u2—4m23 q rl rl3 r23 u2+6sin (f)hm23q rl rl3 r2 r23u2+6

2 2362 2 2262 2 2

* cos (f)hm23q rl rl3 r2 r23u2+6sin (f)ml2m23q rl rl3 r2 r23u2+6cos (f)ml2m23q

* rl rl3 r2 r23 u2+ 6 sin (f) m!3 m23 q rl rl3 r2 r23u2+6cos (f)ml3m23q rl rl3 r2 r23u2

- 12 cos(f) h m23 q rl rl3 r2r23 u2-12cos(f) ml2m23 q rl rl3 r2r23u2-12cos(f)ml3m23q

* rd rl3* r2r23 u2+ 6hm23 q rd rB* r23u2+ 6 ml2m23 q^ rd rU r23u2+6ml3m23qX rd rl35 r23
2 22362 2 22362 2346

u2+ 4 sin (f) m23 q rl rl3 r2 u2+4cos (f)m23 q rl rl3 r2 u2-8 cos(f) m23 q rl rl3 r2
2 4 J 6 2326 _ 24 6 .2 225

*u2+4m23 q rl rl3 u2+ml3 rl r2 r23 ul + 2cos(f) ml3 prl r2r23 ul + sin (f)ml3 p rl

* r23 ul + cos (f)m!3 p rl r23 ul + 2ml3m23rl rl3 r2 r23 ul-2cos(f)ml3m23qrl rl33 r2
*r23 ul + 2cos(f)ml3m23prl rl3 r2r23 ul — 2 sin (f) ml3 m23 p q rl rl3 r23 ul — 2cos (f)

*ml3m23pqrl rl3 r23 ul + m23 rl rl3 r2 ul - 2 cos(f) m23 qrl rl3S r2 ul + sin2(f)m232 q2
5 6 2 2 2 5 6

* rl rl3 ul + cos (f)m23 q rl rl3 ul

i\

J
(d3) -

6 6

rl rl3 r23
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Numérateur de K^.

(c5) sk!3:%;

r2

6 cos2 (f) h ml3 pJ ri* rl3 r22 r23* u2 + 6 cos (f) ml2 ml3 p2 ri* rl3 r22 r23* u2 + sin2 (f) ml32 p2 rl* r22
* r23* u2 + 4 cos2 (f) ml32 p2 rl* r22 r23* u2- 4 cos(f) ml2ml3prl2 rl33 r2r23* u2+12cos(f) hml3p
* rl* rl3 r2 r23* u2 + 12 cos(f) ml2ml3p3 rl rl3r2r23 u2+8 cos(f) ml3 p rl r2r23 u2 + 4hml2rl
•rl3* r23* u2 + 2ml22 rl3* r23* u2 + 4ml2ml3rl rl35 r23* u2-2hral3p2 rl4 rl33 r23* u2-6ml2ml3
* p2 rl3 rl33 r23* u2 - 2 ml32 p2 rl4 rl32 r23* u2 + 6 h ml3 p4 rl* rl3 r23 u2 + 6 ml2ml3 p4 rl5 rl3 r23
* u2 + 4 ml32 p4 rl* r23* u2 + 6 cos (f) ml3m23 p2 rl4 rl3 r22 r235 u2 + 12 cos(f) ml3m23 p3 rl5 rl3 r2
*r235 u2 + 4ml2m23rl rl3* r235 u2-2ml3ra23p2 rl4 rl33 r23S u2 + 6ml3m23p4 rl* rl3r235 u2-2

* sm (f) ml3 m23 p q rl* rl33 r22 r233 u2 + 4 cos2 (f) ml3 m23 p qrl* rl33 r22 r233 u2 + 4 cos(f) ml2m23
* q rl2 rl3* r2 r233 u2 - 4 cos(f) ml3 m23 p q2 rd rl33 r2 r233 u2 + 4 cos(f) ml3 m23 p2 q rl3 rl33 r2 r233
*u2-2hm23q2 rl* rl3* r23? u2-6ml2m23q2 rl3 rl3* r233 u2-2ral3m23q2 rl* rl35 r233 u2-4ml3
* m23 p2 q2 rl* rl33 r233 u2 — 2 m23 q rl rl3 r23 u2 + 6 cos (f) h m23 q rl rl3 r2 r23u2 + 6cos (f)
* ml2 m23 q2 rl3 rl3* r22 r23 u2 + 6 cos2 (f) ml3 m23 q2 rl* rl35 r22 r23 u2- 12 cos(f) h m23 q3 rl3 rl3* r2
* r23 u2- 12 cos(f) ml2 m23 q3 rl* rl3* f2 r23 u2- 12 cos(f) ml3 m23 q3 rl3 rl35 r2 r23 u2 + 6 h m23 q*
•rl*rl3* r23u2 + 6ml2m23q4 rl* rl3* i23u2 + 6ml3m23q rl rl3 r23 u2 + sin2 (f) m23 q rl rl3
* r22 u2 + 4 cos (f) m232 q2 rl* rl3* r22 u2 - 8 cos(f) m232 q3 rl3 rl3* r2 u2 + 4 m232 q4 rl* rl3* u2 + 6 h
* ml3rl* rl3r22 r23 ul +6ml2ml3rl rl3r2 r23 ul + 4ml3 rl r2 r23 ul +12cos(f)hml3prl

•rl3r2r23* ul + 12cos(f) ml2ml3prl4 rl3r2r23* ul + 8 cos(f) ml32 prl3r2r23* ul-2hml3rl rl33
* r23* ul-2ml2ml3rl3 rl33 r23* ul-2ml32 rl* rl32 r23* ul + 6 cos2 (f) h ml3 p2 rl* rl3 r23* ul + 6

* cos2(f) ml2ml3p2 rl3 rl3 r23 ul + sin(f)ml3 p rl r23 ul + 4cos (f) ml3 p rl r23 ul + 6ml3
* m23rl* rl3 r22 r233 ul + 12cos(f) ml3m23p rl rl3r2r23 ul — 2ml3m23rl rl3 r23 ul + 6cos (f)
*ml3m23p2rl*rl3r235 ul-4ml3m23rl4rl33r22 r233 ul + 4cos(f)ml3m23qrl5 rl33 r2r233 ul-4
* cos(f) ml3m23prl3 rl33 r2r23 ul—2hm23rl rl3 r23 ul - 2 ml2m23 rl rl3 r23 ul-2ml3m23

* rl* rl33 r233 ul - 2 sm (f) ml3 m23 p q rl* rl33 r233 ul + 4 cos2 (f) ml3 m23 p q rl* rl33 r233 ul - 2
*m232 rl* rl3* r232 ul + 6hm23rl* r!3* r22 r23ul +6ml2m23rl3 rl3* i22 r23ul+6ml3m23rl4 rl33

*r22 r23ul-12cos(f)hm23qrl3 rl3* f2r23 ul - 12cos(f) ml2m23 qrl rl3* r2r23 ul - 12cos(f) ml3
* m23 q rl3 rl33 r2 r23 ul + 6 cos2 (f) h m23 q2 rl* rl3* r23 ul + 6 cos2 (f) m!2m23 q2 rl3 rl3* r23 ul + 6
* cos2(f) ml3m23 q2 rl* rl3? r23 ul + 4m232 rl* rl3* r22 ul - 8 cos(f) m23 qrl3 rl3 r2 ul +sin (f)

* m232 q2 rl* rl3* ul + 4 cos2(f) m232 q2 rl* rl3* ul
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Numérateur de Ku.

(c7) skl4: % ;

r2

6 cos (f)hml3p rl rl3r2 r23 u2+6cos (f)ml2ml3p ri rl3r2 r23 u2 + sin2 (f) ml32 p2 ri i2 ~
* r23 u2 + 4cos (f)ml3 p rl r2 r23 u2 — 4cos(f)ml2ra!3prl rl3 r2r23 u2+ 12cos(f)hml3p

*rl rl3r2r23 u2+ 12cos(f) ml2ml3p rl rl3r2r23 u2+ 8 cos(f) ml3' p3 rl5 r2 r23* u2+ 4h ml2rl
* rl3* r23* u2+2ml22 rl3* r23* u2+ 4ml2ml3rl rl35 r23‘ u2-2hml3p2 rl4 rl33 r23* u2-6ml2ml3
* p2 rl’ rl33 r23* u2- 2 ml32 p2 rl^ rl32 r23* u2 + 6 h ml3 p4 rl* rl3 r23* u2 + 6 ml2 ml3 p* rl3 rl3 r23*
*u2+4ml3 p rl r23 u2+6cos (f)ml3m23p rl rl3r2 r23 u2 + 12cos(f)ml3m23p rl rl3r2

*r235 u2+4ral2m23rl rl3* r235 u2-2ml3m23 p2 rl^ rl33 r233 u2+ 6 ml3m23 p4 rl* rl3r235 u2-2
* sin (f) ml3 m23p qrl rl3 r2 r23 u2 + 4 cos (f) ml3m23p qrl rl3 r2 r23 u2+ 4cos(f) ml2m23

•qrl rl3 r2r23 u2-4cos(f)ml3m23pq rl rl3 r2r23 u2+ 4cos(f) ml3m23p2 qrl* rl33 t2t23
*u2—2hm23q rl rl3 r23 u2— 6ml2tn23q rl rl3 r23 u2— 2ml3m23q rl rl35 r23 u2— 4ml3

* m23 p q rl rl3 r23 u2 —2m23 q rl rl3 r23 u2+6cos (f)hm23q rl r!3 r2 r23u2+6

• cos (f) ml2m23 q rl rl3 r2 r23 n2 + 6 cos2(f) ml3 m23 q2 rl4 rl35 r22 r23 u2- 12 cos(f) h m23 q3
* rl rl3 r2r23 u2— 12cos(f) m!2m23 q rl rl3 r2r23 u2—12cos(f) ml3m23 q3 rl3 rl3? r2r23 u2+6
*hm23q rl rl3 r23 u2 + 6 ml2m23 q rl rl3 r23 u2+6 ml3 m23 q rl rl3 r23 u2 + sin2 (f) m23 q2
* rl rl3 r2 u2 + 4 cos (f) m23 q2 rl rl3* r22 u2 - 8 cos(f) m232 q3 rl3 rl3* r2 u2 + 4 m232 q* rl* rl3*

• u2 + ml32 rl4 r22 r23* ul + 2 cos(f) ml32 p rl’ r2 r23* ul - 2 h ra!3 rl4 rl33 r23* ul - 2 m!2 ml3 rl3 rl33
• r23 ul — 2ml3 rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) h ml3p rl rl3r23 ul + 6 sin (f) ml2ral3 p rl rl3r23

• ul + 4 sin (f) ml3 p rl r23 ul + cos(f)ml3 p rl r23 ul —2ml3m23rl rl3 r233 ul + 6 £n (T)
•ml3m23p rl rl3r23 ul + 2ml3m23rl rl3 r2 r23 ul —2cos(f)ml3m23qrl rl33 r2r233 ul + 2
• cos(f) ml3 m23 p rl’ rl33 r2 r233 ul - 2 h m23 rl4 rl3* r233 ul - 2 ml2m23 rl3 rl3* r233 ul - 2 ml3 m23

* rl rl3 r23 ul + 4sin (f) ral3m23 p qrl* rl33 r233 ul-2cos2(f) ml3m23p qrl* rl33 r233 ni-2
*m23 rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) h m23 q rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) ml2m23 q2 rl3 rl3* r23 ul + 6
* sin (f) ml3 m23 q rl rl3 r23ul + m232 rl rl3 r2 ul-2cos(f) m232 q rl3 rl3* r2ul + 4 sin2(f)

2 2 6 6 2 2 2 6 6

* m23 q rl rl3 ul + cos (f)m23 q rl rl3 ul
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Numérateur de K23:

(c9) sk23 : % ;

r2

6sin(f)hml3p rl rl3r2 r23 u2+6 sin (f) ml2ml3 p rl rl3r2 r23* u2 +4 sin2(f) ml32 p2 rl
* r2 r23 u2+coî (f)ml3 p rl r2 r23 u2+2 cos(f) ml2ml3 p rl rl33r2r23 u2+2 cos(f) ml3
« p3 rlJ r2r234 u2- 2h ml2rl rl3* r23* u2- ml22 rl36 r23‘ u2- 2 ml2ml3 rl rl35 r23* u2- 2h ml3
_ 2 4 3 6 22426 2466 2 24
*p rl rl3 r23 u2—2ml3 p rl rl3 r23 u2+ml3 p rl r23 u2 + 6sin (f)ml3m23p rl rl3

* r2 r23 u2—2ml2m23rl rl3 r23 u2—2ml3m23p rl rl3 r23 u2+4 sin (f)ml3m23p qrl

* rl3 r2 r23 u2— 2 cos (f) ml3 m23 p qrl rl3 r2 r23 u2— 2 cos(f) ml2m23 q rl rl3 r2r233 u2
+ 2cos(f)ml3m23p q rl rl3 r2r23 u2 — 2cos(f) ml3m23p qrl rl3 r2r233 u2 — 2hm23 q2
*rl rl3 r23 u2-2ml3m23q rl rl3 r23 u2+2ml3m23p q rl rl33 r233 u2-2m232 q2 rl
* rl3 r23 u2+ 6 sin (f)hm23q rl rl3 r2 r23 u2+6 sin (f) ml2m23 q2 rl3 rl3* r22 r23 u2+6

* sin (f) ml3 m23 q rl rl3 r2 r23u2+4sin (f)m23 q rl rl3 r2 u2+cos2(f) m232 q2 rl4 T13*
* r2 u2 —2cos(f)m23 q rl rl3 r2u2+m23 q rl rl3 u2+6hml3rl rl3r22 r23* ul + 6 xnl2

*ml3rl rl3r2 r23 ul + 4ml3 rl r2 r23 ul + 12cos(f)h ml3 p rl rl3r2r23 ul + 12 cos(f) ml2

*ml3prl rl3r2r23 ul + 8cos(f)ml3 prl r2r23 ul-2hml3rl rl3 r23 ul-2ml2ml3rl3
* rl3 r23 ul —2ml3 rl rl3 r23 ul + 6cos (f)hml3p rl rl3r23 ul + 6 cos2(f) ml2ml3p2 rl5
*rl3r23 ul + sin(f)ml3 p rl r23 ul + 4cos (f)ml3 p rl r23 ul + 6 ml3 m23 rl4 rl3r2* r235
* ul + 12cos(f) ml3 m23 p rl rl3r2r23 ul-2ml3m23rl rl3 r23 ul + 6 cc*2(f) ml3m23 p2 rl*
*rl3r23 ul —4ml3m23rl rl3 r2 r23 ul + 4cos(f)ml3m23qrl rl3 r2r233 ul —4 cos(f) ml3

* m23 p rl5 rl33 r2 r233 ul - 2 h m23 rl4 rl3* r233 ul - 2 ml2 m23 rl3 rl3* r233 ul - 2 ml3 m23 rl4 rl33
* r23 ul-2sin (f)ml3m23pqrl rl3 r23 ul + 4 cos (f) ml3 m23p qrl* rl33 r233 ul - 2 m232 rl4
* rl3 r23 ul + 6hm23rl rl3 r2 r23ul + 6 ml2m23 rl rl3 r2 r23ul + 6 ml3m23rl rl35r22r23

* ul - 12cos(f) hm23 qrl rl3 r2r23 ul — 12cos(f) ml2m23 qrl rl3* r2r23 ul - 12cos(f) ml3
*m23qrl rl3 r2r23ul + 6cos (f)hm23q rl rl3 r23ul + 6cos (f)ml2m23q rl* rl3 r23ul

+ 6cos (f)ml3m23q rl rl3 r23ul + 4m23 rl rl3 r2 ul - 8 cos(f)m232 qrl5 rl3* r2ul
. 2 2266 2 2266

+ sm(f)m23 q rl rl3 ul + 4cos (f) m23 q rl rl3 ul
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(Cil)

(dll)

Numérateur de K2C

sk24:%;

(

r2

2 2426 2 2326 2 224

6sin (f)hml3p rl rl3r2 r23 u2 + 6sin (f)ml2ml3p rl rl3r2 r23 u2 + 4sin (f)ml3 p rl '

* r22 r23* u2+ cos2(f) ml32 p2 rl r2? r23* u2 + 2 cos(f) ml2ml3p rl2 rl3* r2 r23* u2 + 2 cos(f) ml3
* p3 rl5 i2 r236 u2- 2 h ml2 rl rl36 r236 u2- ml22 rl36123* u2 - 2 ml2ml3 rl rl33 r23* u2- 2 h ml3

2 4 î « 2 2 4 2 6 2466 2 24

*p rl rl3 r23 u2-2ml3 p rl rl3 i23 u2 + ml3 p rl r23 u2 + 6 sin (f) ml3m23p rl rl3

* r2 r23 u2 —2ml2m23rl rl3 r23 u2 —2ml3m23p2 rl rl33 r233 u2+4 sin2(f) ml3m23p qrl
* rl33 i22 r233 u2-2 cos2(f) ml3m23p qrl4 rl33 r22 r233 u2-2 cos(f) ml2m23qrl2 rl3* r2 r233 u2

+ 2 cos(f) ml3m23p q rl5 rl33 r2 r233 u2-2 cos(f) ml3ra23p2 qrl3 rl33 r2 r233 u2-2h m23q2
* rl rl3 r233 u2-2 ml3m23q2 rl4 rl35 r233 u2+ 2 ml3m23p2 q2 rl* rl33 r233 u2-2m232 q2 rl4
* rl3* r232 u2 + 6 sin2 (f) h m23 q2 rl4 rl3* r22 r23 u2 + 6 sin2(f) ml2 m23 q2 rl3 rl3* r22 r23 u2 + 6

* sin (f)ml3m23q rl rl3 r2 r23 u2 + 4 sm (f) m232 q2 rl rl3* r22 u2 + ox (J) uü'i q2 rl* rl3*
* r22 u2-2 cos(f) m232 q3 rl3 rl3* x2 u2 + m232 q* rl* rl3* u2 + ml32 rl4 r22 r23* ul + 2 cos(f) ml32
* p rl3 r2 r236 ul - 2 h ml3 rl4 rl33123* ul - 2 ml2 ml3 rl3 rl33 123* ul - 2 ml32 rl4 rl32 r236 ul + 6
* sin2(f) hml3p2 rl rl3r23 ul + 6 sin2(f) ml2ml3p2 rl3 rl3 ïïi ul + 4 sin2(f) ml32 p2 rl* r23* ul
+ cos2(f) ml32 p2 rl r23 ul -2 ml3m23rl4 rl33 r235 ul + 6 sm2(f) ml3m23p2 rl* rl3r235 ul + 2
*ml3m23rl rl3 r2 r23 ul — 2cos(f)ml3m23qrl3 rl33 r2r23 ul + 2 cos(f) ml3m23p rl3 rl33
* r2 r233 ul - 2 h m23 rl4 T13* r233 ul - 2 ml2 m23 rd iU i233 ul - 2 ml3 m23 rl4 rl33 r233 ul + 4

* sin2(f) ml3m23p qrl* rl33 r23? ul-2 cos2(f} ml3m23p qrl* rl33 r233 ul -2 m232 rl4 rl36 r232
* ul + 6 sin (f) h m23 q rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) ml2m23q rl rl3 r23 ul +6 sin2(f) ml3m23 q2
* rl rl3 r23ul + m23 rl rl3 r2 ul-2 cos(f) m23 qrl rl3 r2ul + 4sin2(f)m232 q2 rl6rl36ul

2 2 2 6 6

+ cos (f) m23 q rl rl3 ul
)

2 6 6

rl rl3 i23
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( cl 3 )

(dl3)

Numérateur de K*4:

sk34:%;

r2

sin (f)ml3 p ri r2 r23 u2+cos (f)m!3 p rl r2 r23 u2+2 cos(f) ml2ml3 p rl rl3 r2r23

* u2+2 cos(f) m!3 p rl r2r23 u2 + ml2 rl3 r23 u2+2ml2ml3p2 rl3 rl33 r23* u2-rml32 p* rl
* r23 u2—2 sin (f) ml3 m23 p qrl rl3 r2 r23 u2— 2 cos (f) ml3 m23 pq rl rl33 r22 r233 u2—2
* cos(f) ml2 m23 q rl rl3 r2r23 u2+2 cos(f) ml3 m23 p q rl rl3 r2r23 u2—2 cos(f) ml3 m23

*p qrl rl3 r2r23 u2+2ml2m23 q rl3 rl3 r23? u2+2 m!3 m23 p2 q2 rl* rl33 r233 u2+sin2(f)
* m23 q rl rl3 r2 u2+cos (f) m23 q rl rl3 r2 u2—2 cos(f) m23 q3 rl* rl3* r2u2-i- m232 q
* rl rl3 u2+6hml3rl rl3r2 r23 ul + 6 ml2ml3rl rl3r2 r23 ul + 4 ml32 rl* r22 r23* ul + 12

* cos(f) h ml3 p rl rl3r2r23 ul + 12cos(f) ml2ml3 prl rl3r2r23 ul + 8 cos(f) ml3 prl*r2
* r23S ul - 4 h ml3 rl* rl33 *22 ul - 4 ml2 ml3 rl rl33 r23* ul - 4 ml32 rl* rl32 r236 ul -r 6 sm(f) h
*ml3p rl rl3r23 ul + 6cos (f)hml3p rl rl3r23 ul + 6 sin (f) ml2ml3 p2 rl* rl3 r236 ul + 6
* cos (f)ml2ml3p rl rl3 r23 ul + 4 sin (f) ml3 p2 rl* r23 ul + 4 cos2(f) ml32 p2 rl* r23* ul + 6
*ml3m23rl rl3r2 r23 ul + 12cos(f) ml3 m23 prl rl3 r2 r23* ul — 4 ml3 m23 rl* rl33 r23J ul + 6

* sin2(f) ml3 m23 p2 rl* rl3 r235 ul + 6 cos2(f) ml3 m23 p2 rl* rl3 r235 ul - 4 ml3 m23 rl* rl33 r22
* r23 ul + 4 cos(f) ml3 m23 q rl rl3 r2r23 ul — 4 cos(f) ml3 m23 p rl rl33 r2 r233 ul — 4 h m23

* rl rl3 r23 ul — 4ml2m23rl rl3 r23 ul — 4ml3m23rl rl3 r23 ul + 4 sin2(f) ml3 m23 p qrl*
* rl3 r23 ul + 4cos (f) ml3 m23 p q rl rl3 r233 ul — 4 m232 rl* rl3* r232 ul + 6 h m23 rl* rl3* r22
* r23ul + 6ml2m23 rl rl3 r2 r23ul + 6 ml3m23 rl rl3 r2 r23ul—12cos(f) hm23 qrd rl3 r2
* r23 ul — 12cos(f) ml2m23 q rl rl3 r2 r23 ul — 12 cos(f) ml3 m23 qrl rl3 r2r23 ul + 6 sin (f) h

*m23q rl rl3 r23 ul + 6 cos (f) h m23 q rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) ml2m23 q2 rl* rl3 r23ul + 6
* cos (f) ml2m23 q rl rl3 r23 ul + 6 sin (f) ml3 m23 q rl rl3 r23 ul + 6 co*2(f) ml3 m23 q2 rl
* rl3 r23ul + 4m23 rl rl3 r2 ul — 8 cos(f) m23 qrl rl3 r2ul + 4sin (f) m23 q rl rl3 ul

2 2 2 6 6

+ 4 cos (f) m23 q rl rl3 ul

b

J
2 6 6

rl rl3 r23

Les expressions ci-dessus sont celles utilisées dans les analyses des courbures dans

des cas particuliers, développées dans le quatrième chapitre.
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ANNEXEC

Courbures dans le cas planétaire

§ C.l. Symboles de Christoffel dans le cas planétaire:

r1 =-.
*1111

2rl(*r1+r2 + hr1r2)
r =A11

2r2(h\ +r2 + hr^)

P 2 _ 2krx + r2 + 2hr1r2
2rx{krx+r2+hrxr2)

r1 =- krx
1 3

2r2(/T1+r2+hr1r2)

r = -1 13
2rx(krx +r2 + hr^)

r4 = -
A 14

2rx{krx +r2+ hr^)

(C.l) pi _ r,(2fo-,+r2+2hr,/-2)
2(kr, +r2 + hr,r2)

r =1 22
lr2{krx +r2+ hrxr2)

r2 = -
1 23

kr,;

2r2(/r1+r2+hr1r2)
r1 = -
a33

2rt (/Tj + r2 + hrxr2 )

r =-
A 33

krx

2r2(krx +r2 + hrxr2)
p 4 _ + 2r2 + 2hr,r2

3 4 2r2 (krx + r2 + hr^ )

r1 =
x 44

*rï

2rx(krx +r2 + hr^)
r 3 r;(A7i+2r2+2h?jr2)

2(Ar,+r2+hr,r2)
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§ C.2. Tenseurs de courbure dans le cas planétaire:

Tenseur de Riematm-Christoffel

-^1 2 12 “
2hr2 + 2kr2 + krx

4r2(£r,+r2+hr1r2)

ü _

iVl 223 “
3krx

4r2(krx+r2+hrxr2)

^1313 =
k[r2 (2krx + r2 + 2hr,r2 ) + rx (krx + 2r2 + lhrxr2 )]

2rxr2 (krx + r2+hrxr2)

^1414 =
k[2r2 (2krx + r2 + 2hr,r2 ) - r,3 (krx + 2r2 + 211^ )]

4r,V2(*r, +r2 +hr1r2)

(C.2) R1434 =
3*V2

4/-j (ÀTj + r2 + hrxr2 )

^2 3 2 3 =
_ k[2r2(2krx +r2 + 2hrxr2)-2rx (krx +2r2 + 2hr1r2)]

4rxr2 (krx +r2 +hrxr2)

^“2 4 2 4 =
_ k[r2 (2krx +r2+ 2hrxr2 ) + rx (krx + 2r2 + 2hrxr2 )]

4r/2(Ar, + r2 +h/y2)

R-3434 :
k2(rf +2hr,4 +2r/)

4rjV2 (ÂTj + r2 + hr/j )
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Tenseur de Ricci dans le cas planétaire

r2 {Skrx + 2rz + 5hr,r2 ) + rx (krx +r2+ +hr,r2 )

2rxr2 (krx +r2 +hr,r2)2

R
1 3 “

3k
2 (krx + r2 + hr^)2

(C.3) R22 —
r,3-r,3

2r2 (krx + r2 + hrjr2)

k[r2 (krx + r2 + hr^ ) + rx (2krx + Sr2 4- 5hrjr2 )]

2rxr2(krx +r2 + hrxr2)2

R
A A

k{f2 - rx)

2rx (krx + r2 + hrxr2)

§ C.3. Courbure scalaire et courbures riemanniennes dans le cas planétaire

Courbure scalaire:

(C.4)
3[r23 (2krx +r2+ 2hrxr2 ) + rx (krx + 2r2 + 2hrxr2 )]

2rxr2 (krx +r2+ hr^)3

Courbures riemanniennes dans le cas planétaire

2hr2 +2kr2 + krx

Ar2(krt + r2 + hr1r2)3
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r2 (2krx + r2 + 2hrxr2 ) + rx (krx + 2r2 + 2hrxr2 )

2rlr2(krl+r2+hrlr2y

24 (2krt +r2+ 2hr,r2 ) - r,3 (fo-, + 2r2 + 2hr,r2 )

‘tVifir, + r2 +hV2)3

(C.5)
r2 (2krx +r2+ 2hrxr2 ) - 2rx (krx + 2r2 + 2\vrxr2 )

4V2Oi + h +h/-,r2)3

r2 (2krx +r2+ 2hrxr2 ) + r,3 (krx + 2r2 4- 2hrxr2 )

4r,r2(fo-1 + r2 +hr,r2)5

2hr,4 +r23 + 2r,3

4r,(/rr, +r2 +hr1r2)3

§ C.4. Métrique de Sasaki dans le cas planétaire

Gu=gu +</> 2 ri'i)2+r12 [ g33 ( rA)2 + ( r,1,)2 ] + ir1r1( g* rA rA +

+gu r,1, rA )+i?22 [ g33 ( r,1,)2+( rA)2] + $> i2 g** ( rA)2

Gn = Ri <t>!(g33r,3,r232 +gu rùrA) + </>lR2(gvrAr232+gurArA) +

+ <t>\R2 g71 r122 g22 ( r122)2

g,3 = 22 g« rA r344 + Ri Rir,3! rA+su rA r3'3)+R22 ( g33 rA rA +

+gu r,1, r3'3 )+Ri2( g33 r,1! rA+rA rA )+Rfo [ g33 ( rA)2 +

+gu ( rA)2] + +<t> 12 g22 rA rA
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gu=Ri<t>ïg» rA r3\+R1‘f>2gu{r,\f+R1 <j>2 (g33 rA r434 +gu rA rA) +

^ Ri fpii g33 rA r434 +g'n rA rA )

g22=^ ^ 12 [ ?33 ( rA)2 +gu( rA)2 ] + g22 ( rA)2 + 2 ga rA rA +

+i?12g22(r122)2

g23 — <t>\Ri fe3 rA r232 +gu rA r3'3)+Ri <f> 1 (g33 rA r232 +gu rA rA ) +

+ tj> \R'2 rA)2 + Ri <j>1 g22 ri22 rA

g24 = <j>1 a ( g33 r232 r434 +gn rA r4'4)

g33=g33 + ^ 22 ( r344)2 +r22 [ g33 ( r!1,)2+g„ ( iy3)2 ] + 2 r1 r2 ( g33 r,1, rA +

+gu rA ry3 )+i?i2[ g33 ( rA)2+gn ( r,1,)2] + ,2 g^ ( rA)2

g34 - 4 2 gu ( r344)2 +i?i ^2 g« rA r344 +Æ2çS2 (g33 rA r434 +gu rA rA) +

+Ri<f’i(g33 rArA+g„rArA)

g«=g«+æ22 g„ ( r3\)2 + 2 Ri rA r344 +r,2 g« ( rA)2 +

+ ^ 22 [ g33 ( r434)2+g„ ( rA)2 ]

G,5=g„(^rA+^i rA)

G\6 = #22 <f> lT\22

Gn - £33(^2 Ti\+ Ri Ti3i)
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Gl8 ~ gA4 $2 Fl1!

Glî ~ g\\ (j> 1 T2!2

Gjs = g2i(Ri Fi^ + R\Ti22)

G27 =g33 (j> \ ^2 2

G22 = 0

G35=gii(^2r313+^i n'j)

g36 — g2i (j> 1 ri!3

G37 = gn^Ri FiS + R\ r/i)

G38 - gu <f>2 r344

G45 = gll $2 F4^4

G46 = 0

G47 = g33 ^ 2 T4^4

G48=<gr44(i?2r344 + JR1 TX\)

G55 -gll

G66 = gl2

Gll = g33

G82 = g44



Conclusion

Le sujet de cette thèse concerne l’étude des systèmes dynamiques conservatifs en

général et du problème plan des trois corps en particulier, par des méthodes spécifiques de

la géométrie riemannienne.

Avec une métrique adéquate dans l'espace de configuration (métrique de

Maupertuis) et une autre dans l'espace des phases (métrique de Sasaki), nous avons

proposé une méthode de calcul des tenseurs de courbure et des courbures riemanniennes.

Nous avons utilisé le logiciel de calcul formel Macsyma, ce qui nous a permis d’effectuer

des calculs mathématiques très compliqués qui ne sont pas faisables à la main. C’est la

puissance des micro-ordinateurs qui s’est accrue énormément depuis quelques années, qui

a permis de mener à bien ces calculs.

Cette méthode de calcul est efficace puisqu’elle permet d’obtenir les expressions

analytiques ( parfois trop encombrantes!) des courbures.

Nous avons appliqué cette méthode dans le problème plan des trois corps, où

nous avons calculé dans l’espace de configuration, muni de la métrique de Maupertuis, les

symboles de Christoffel, les tenseurs de courbure et les courbures riemcmniennes

principales, pour une fonction de force quelconque.

Nous avons calculé aussi, dans l’espace des phases du problème plan des trois

corps, muni de la métrique de Sasaki, les expressions analytiques du tenseur métrique et
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les courbures riemanniennes. Mais les expressions que nous avons obtenues pour ces

courbures sont trop encombrantes et inexploitables analytiquement. Nous ne les avons

donc pas inclues dans ce travail. Elles peuvent servir pour une exploitation numérique.

Nous avons donné un exemple d’un tel calcul numérique en un point particulier de

l’espace des phases.

C’est pourquoi nous avons concentré nos efforts sur l’analyse des courbures dans

l’espace des configurations, muni de la métrique de Maupertuis.

Nous avons fait ainsi une analyse des courbures dans des cas particuliers

remarquables du problème plan des trois corps. Cette analyse nous a permis de tirer des

conclusions sur les signes des courbures et sur la stabilité des configurations étudiées.

Voilà quelques résultats obtenus:

1. Dans le cas planétaire isocèle, nous avons trouvé des conditions dans lesquelles

les courbures riemanniennes principales s’annulent. Nous avons montré aussi que dans les

mêmes conditions, la courbure scalaire s’annule. L’étude du tenseur de Ricci montre

qu’il n’est pas diagonal et qu’il n’existe pas de liaison directe entre ce tenseur et les

courbures principales. Pourtant nous avons étudié les conditions dans lesquelles il est

négatif.

2. Dans le cas du triangle équilatéral avec les trois masses égales, nous avons

trouvé une inégalité qui assure le signe négatif pour toutes les courbures riemanniennes

principales. Cela entraîne l’instabilité de cette configuration. Nous avons prouvé, par

ailleurs, que si les valeurs propres du tenseur de Ricci sont négatives, alors les courbures

riemanniennes sont négatives. La courbure scalaire est aussi négative.



Conclusion 154

Sous certaines conditions, les courbures riemanniennes gardent un signe négatif

même si les masses sont différentes.

3. La présence de courbures de signes opposés dans le cas rectiligne, montre qu’on

ne peut pas obtenir des conditions qui assurent la stabilité d’une telle configuration.

On remarque que dans tous les cas considérés ci-dessus, nous n 'avons pas obtenu

de conditions qui assurent la stabilité. L'impression qui se dégage est donc que

l'instabilité prédomine dans le problème plan des trois corps.

La mise en oeuvre de cette méthode géométrique et l’étude des courbures et de la

stabilité dans les cas particuliers ci-dessus nous ont demandé beaucoup de travail, mais le

sujet n’est pas épuisé. H peut être prolongé dans les directions suivantes:

- Etudier le problème ouvert, signalé à la fin du Chapitre IV, à savoir: peut-on

raffiner les critères concernant la courbure, dans le cas où le signe de cette courbure n’est

pas constant le long d’une trajectoire, pour décider du degré d’instabilité?

- Etudier des courbures et de la stabilité d’autres configurations particulières du

problème plan des trois corps.

- Exploiter numériquement les expressions analytiques des courbures que nous

avons obtenues avec la métrique de Maupertuis par Macsyma, afin de détecter les régions

de l’espace des configurations où les courbures gardent un signe constant ( là où l’étude

ne peut pas être faite analytiquement).



Conclusion 155

- Envisager un traitement numérique des expressions des courbures de l’espace des

phases muni de la métrique de Sasaki. Mais ce travail ne peut se faire de façon efficace que

sur un ordinateur puissant avec une grande mémoire.

- Etudier dans un espace riemannien les conditions qui permettent de déduire le

signe de la courbure de l’espace à partir des signes des courbures riemanniennes

principales.

- Etudier par cette méthode la stabilité des trajectoires d’autres systèmes

dynamiques conservatifs.
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