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Notations

X :le produit cartésien;

A : le produit vectoriel;
|l I: 1a norme euclidienne;
M" : espace riemannien de dimension 7 ;
T(M") : fibré tangent de M"; .

£i;(q) ¢j=12..» : composantes covariantes du tenseur métrique

fondamental,
O; :le symbéle de Kronecker;
Tijx : les symboles de Christoffel de premiere espéce;
Iy : les symboles de Christoffel de deuxiéme espécé;

V'(i=1,2,..n) : les composantes contravariantes d’un champ de vecteurs v,

sur M";

i

Vy' :les composantes contravariantes de la différentielle covariante de v

Sw'

u

- la dérivée absolue du vecteur w', w' étant défini le long d’une

courbe paramétrée par u;



Notations

Rjju : les composantes covariantes du tenseur de courbure de Riemann-

Christoffel
g (i-1.,n :les coordonnées généralisées d’un point ;
¢’ (i =1,.,n) : lavitesse d’un point ;
m : la masse d’un point;
P : les variables de Poisson;
G : la constante de la gravitatipn universelle
T : I’énergie cinétique ;
V : le potentiel;

U : 1a fonction de force, U=-V ;

Ju

: le moment d’inertie par rapport au centre des masses;

H : le hamiltonnien;

h : la constante de I’énergie;

K : le moment cinétique;

¢ : la constante du moment cinétique.



INTRODUCTION

Pour étudier les systémes dynamiques non intégrables on a souvent recours soit a
des méthodes d’approximation appliquées aux équations différentielles soit a des méthodes
qualitatives. Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la théorie géométriqgue des
systémes dynamiques conservatifs et plus particuliérement aux problémes concernant le
comportement des trajectoires d’un tel systéme.

Du point de vue mathématique; nous développons une méthode pour rechercher et
étudier la courbure de ’espace des configurations et de I’espace des phases. Une
discussion sur le signe des courbures riemanniennes conduira 4 des conclusions concernant
la stabilité ou la non-stabilité du systéme dans le voisinage d’une configuration donnée.

Nous appliquons cette méthode géornétriciue au probléme plan des trois corps dans

divers cas.

§ 1.1 Théme de I’étude, point de départ

En 1774 Maupertuis énonga le principe de moindre action et Jacobi (1843) en
donna un énoncé plus clair. Plus tard, les travaux de Riemann sur la géométrie ont été
utilisés pour prouver un théoréme sur les géodésiques d’un espace de Riemann de

dimension finie (Darboux [28]). Ce théoréme, connu sous le nom du ‘“Principe de
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Maupertuis”, énoncé dans ce qui suit, sera notre point de départ dans I’étude des
trajectoires d’un systéme dynamique:

Pour toute valeur fixée, h , de la constante de I'énergie, les trajectoires d'un
systéme dynamique conservatif sont des géodésiques de I'espace des configurations muni
de la métrique riemannienne de Maupertuis ( voir § 2.3 ou [59]).

Donc les propriétés des trajectoires d’un systéme dynamique peuvent étre obtenues

grice 4 I’étude des géodésiques de I’espace des configurations, muni de cette métrique.

Les solutions des équations du mouvement d’un systéme hamiltonien sont des
courbes de I’espace des phases. Ces courbes sont des géodésiques de I’espace des phases
muni de la métrique de Saséki [82], métrique déduite de celle de Maupertuis. On sait par
ailleurs qu’un relévement d’une géodésique de I’espace des configurations est une
géodésique de I’espace des phases. Autrement dit, les trajectoires de ’espace des phases

se projettent sur celles de I’espace des configurations.

Donc, la discussion sur la stabilité du mouvement d’un systéme dynamique
s’effectue d’une maniére trés claire si ’on raisonne sur le comportement des géodésiques.
Ce sont les tenseurs de courbure et les courbures riemanniennes qui donnent le plus
d’information dans ce sens:

- une courbure riemannienne positive dans un point de I’espace est une indication

de stabilité, alors qu'une courbure riemannienne négative est associée a l'instabilité du

mouvement (voir § 2.5).

Bien que les informations tirées du tenseur de courbure aient un caractére local,
on peut déduire certains résultats concernant la stabilité si les propriétés locales sont

valables dans un domaine de la variété ou tout le long d’une géodésique.
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Pour pouvoir utiliser ces résultats, nous calculerons et étudierons donc les
courbures riemanniennes de ’espace des configurations et de I’espace des phases dans le
probléme plan des trois corps, en discutant suivant leé valeurs des masses et de la
constante de I’énergie. Des résultats sur la stabilité des trajectoires seront obtenus pour

des configurations particuliéres du triangle des trois corps.

§ 1.2 Plan de I’étude

Ce travail comprend quatre chapitres et trois annexes.

Le but du premier chapitre est de situer notre travail dans le cadre des
recherches existantes sur le sujet. Ce chapitre sera ainsi consacré a une revue

bibliographique des travaux déja publiés.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons mis au point une méthode de calcul des
courbures permettant d’analyser la stabilité des trajectoires d’un systéme dynamique
conservatif. On y rappelle tout d’abord les notions théoriques utiles dans notre démarche.
On peut distinguer ainsi deux parties.

Une partie est consacrée aux notions géométriques: espace riemannien, fibré
tangent, métrique de Sasaki, géodésiques sur un espace riemannien et sur son fibré
tangent; tenseurs de courbure et les courbures riemanniennes; liaison entre le signe des
courbures riemanniennes et le comportement des géodésiques.

L’autre partie porte sur des aspects dynamiques: espace des configurations muni

de la métrique de Maupertuis, espace des phases muni de la métrique de Sasaki, courbure

de I’espace et stabilité.



]niroducn‘on 8

La suite du chapitre concerne un algorithme de calcul basé sur les notions

théoriques introduites et appliqué a des exemples simples.

Le troisitme chapitre est consacré au probléme plan des trois corps. On
commence avec des rappels sur la topologie du probléme en soulignant I’importance du
paramétre hc® qui intervient dans la détermination des régions possibles du mouvement
et dans les domaines des configurations admissibles.

Suivant 1’algorithme établi dans le deuxiéme chapitre, nous avons déterminé les
formules qui donnent les courbures riemanniennes de l'espace des configurations du
probléme plan des trois corps et les composantes de la métrique de ’espace des phases.

Pour la plupart des calculs et des graphiques faits dans ce chapitre et le suivant,

nous avons utilisé les logiciels de calcul formel Mathematica et Macsyma.

Dans le quatriéme chapitre nous avons analysé les courbures riemanniennes et

le tenseur de Ricci dans les cas particuliers suivants:

- cas planétaire; ¢’est le cas d’une masse prépondérante sur les deux
autres;

- cas équilatéral homothétique et cas rectiligne homothétique; dans
ce cas les trois corps décrivent des orbites keplériennes;

- cas d’équilibre relatif de Lagrange et cas d’équilibre relatif

d’Euler.

Dans chacun de ces cas particuliers, nous avons déduit des résultats sur la stabilité des

configurations étudiées.
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Afin de faciliter la lecture, nous avons mis dans la partie intitulée Annexes des
compléments sur des résultats connus, que nous avons présentés de fagon originale (voir
-Annexe-A) et les expressions encombrantes de certaines courbures.

Ainsi, une partie importante du travail se trouve, pour ainsi dire, “cachée” dans

I’ Annexe-B et dans I’ Annexe-C.

Dans la Conclusion nous avons fait une synthése des résultats obtenus dans ce

travail et nous avons présenté les développements des recherches possibles autour du

sujet.



CHAPITRE I

Revue bibliographique

Objectifs

§ 1.1 Outils théoriques

Pour aborder le sujet de cette thése, il faut tout d’abord préciser les éléments
théoriques qui vont intervenir dans notre étude.

La notion géométrique sur laquelle notre attention est concentrée est la courbure
d’un espace riemannien M" de dimension n. Tous les traités de géométrie riemannienne
( 'y compris ceux cités dans les références bibliographiques [19], [56], [69], [90], [106])
contiennent une partie consacrée a cette notion. Les propriétés de I’espace sont plus
faciles a obtenir par I’étude des courbures sectionnelles (riemanniennes) plutdt que par une

étude “directe” du tenseur de Riemann-Christoffel (voir par exemple [20], [55]).

Ricci et Levi-Civita ont donné en 1900 un premier exposé systématique des
éléments de calcul tensoriel. Dans le calcul des tenseurs de courbure et des courbures

riemanniennes, nous avons choisi la méthode du répére mobile de Cartan [23] et les
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formules indiquées dans Lichnerowicz [59], Eisenhart [37], Synge et Schild [93],

Schouten [85].

L’étude systématique de la courbure du fibré tangent , T(M"), commence dans
les années ’60 avec les travaux de Davies [29], Yaﬁo [107] et Sasaki [82], [83]; ces
résultats sont déja devenus classiques.

En ce qui nous concerne, dans le fibré tangent nous avons utilisé la métrique de
Sasaki. C’est une 1:nétrique naturelle, déduite de la métrique de I’espace M". Si I’on munit
le fibré tangent de la métrique de Sasaki, le relévement d’une géodésique de 1’espace M"
est une géodésique du fibré tangent. Sasaki, [82], a montré ce résultat en 1958. Dans le
méme article il donne les expressions des symboles de Christoffel, les équations
différentielles des géodésiques de T(M"), et, pour les espaces a courbure constante, il
déduit des propriétés de ces géodésiques. En 1962 Sasaki [83] continue 1’étude des fibrés

tangents avec sa métrique pour les vecteurs unitaires tangents a M".

- Des travaux ultérieurs ont révélé d’autres propriétés géométriques intéressantes de
cette métrique (voir [13], [21], [84]). On retient les théorémes de Kazutoshi Aso [13] sur
les courbures sectionnelles du fibré tangent. Il montre que pour la métrique de Sasaki, le
Jfibré tangent T(M") est plat si et seulement si I'espace M" est plat et il déduit que si la
courbure sectionnelle du fibré tangent est bornée, alors le fibré tangent est plat. Nous
avons vérifié ce résultat sur ’exemple du pendule, dans le deuxiéme chapitre. Dans son
travail, Sato [84] a étudié les formes des isométries infinitésimales et les transformations
affines de ’espace T(M") muni de la métrique de Sasaki.

On retrouve aussi I’utilisation de la métrique de Sasaki en mécanique, dans le

travail de Avez et Buzanca [14]. Ils font I’étude du générateur infinitésimal du flot
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géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une surface, avec une interprétation de ce
générateur en mécanique des fluides parfaits, en étudiant les orbites du flot.

Un autre aspect important pour notre étude concerne la liaison entre les courbures
et le comportement des géodésiques sur un espace riemannien. A cet égard, la conclusion
est claire: une courbure riemannienne positive implique la convergence des géodésiques
alors qu’une courbure riemannienne négative (respectivement nulle) refléte une divergence
exponentielle (respectivement linéaire) des géodésiques. Mais une discussion s’impose,
qui tient compte du caractére local ou global du signe de la courbure. Ainsi, sur des
variétés compactes les démonstrations ont un caractére global (voir [6], [8], [100]) alors
que sur d’autres variétés riemanniennes nous pouvons déduire seulement des propriétés
locales (voir [47], [93], [3]).

C’est dans les espaces a courbure riemannienne constante que I’on obtient les
résultats les plus intéressants. Par exemple, dans un espace a courbure constante positive

deux géodésiques adjacentes qui partent d’un point commun, vont s’intersecter de

® 9 r . ’ ’ b . ’ bl 7Z' ¥
nouveau sur la variété considérée a une distance [/, égale a / =—-\/—_}<-—, K étant la

courbure de I’espace (voir Annexe-A).
Comme exemples d’espaces a courbure négative, on peut citer
-le paraboloide: z=x"-y*,

-I’hyperboloide: x*+y*-z* =1,

-la pseudo-sphére z = —J1—x? — y? + Argehyx* + y*, z>0, (voir [68],

[55D).

On sait depuis Anosov que le flot géodésique sur une surface compacte a courbure

constante, négative, est structurellement stable.
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§ 1.2 Courbures riemanniennes et systémes dynamiques

La géométrie des systémes dYnamiques fait I’objet de nombreux livres et articles
(voir [1], [2], [4], [11], [12], [38], [49], [58], [68], [88], [89)).

Plus proches de notre sujet sont les travaux concernant les courbures de I’espace
des configurations et de 1’espace des phases d’un systéme dynamique conservatif. Le
mouvement d’un tel systéme peut étre répresenté comme un flot géodésique sur une
variété riemannienne ( Goldstein [41], Anosov et Sinai [7]).

On munit I’espace des configurations de la métrique ds,” de Maupertuis,
(1.1) dse> = 2 (U+h) ds*
avec ds* =2 Td?P,

U étant la fonction de force, h la constante de I’énergie, T 1’énergie cinétique et ¢ le
temps.

Sur les sous-variétés d’énergie constante, les géodésiques sont les trajectoires du
systéme considéré. En utilisant cette propriété, Anosov [6] étudie les flots géodésiques sur
des variétés riemanniennes compactes, & courbure négative. Il déduit les conditions dans
lesquelles un systéme dynamique est structurellement stable dans le sens d’Andronov et
Pontryagin. Cela signifie que sous certaines conditions, pour une petite perturbation, il
existe un homéomorphisme de I’espace des phases, voisin de I’identité, qui transforme les
trajectoires du systéme non-perturbé en les trajectoires du systéme perturbé. En 1962
Anosov et Sinai [7] ont traité des systémes dynamiques sur des variétés fermées, dont les

trajectoires sont exponentiellement instables. Leur étude touche ainsi un sujet classique de
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la théorie ergodique. Il s’agit des systémes d’entropie positive, donc ergodiques. Ils
montrent qu’une instabilité “faible” ne conduit pas a ’ergodicité (!).

A ce propos, aprés une synthése des résultats concernant les courbures
riemanniennes, Amold souligne la “découverte inattendue de I’étonnante stabilité des
systémes exponentiellement instables par rapport aux perturbations du systéme”; c’est une
idée avancée par Smale et démontrée par Anosov et Sinai. De méme, on trouve dans
Arnold [9] un exemple d’application de I’instabilité exponentielle des trajectoires dan;c, le
probléme de Boltzmann (chocs entre billes) et on trouve aussi une suggestion pour étudier
I’instabilité hydrodynamique d’un fluide visqueux décrit par les équation de Navier-Stokes.
En effet, le fait que I’espace des phases de ce probléme soit de dimension infinie, n’est pas
la difficulté¢ majeure, puisque Michal [66] a traité de( cette maniére 1’équation de; la corde

vibrante ou I’espace est de dimension infinie.

Michal, 1964 [66] considére un fil de longueur /, fixé aux deux extrémités. Avec

les hypothéses de simplification habituelles, I’équation des ondes & une dimension s’écrit:

Au(x,t) ,3%u(x,1)
1.2 il i 2 O il o7 L
(1.2 ot “ ox* ’

avec a’ = —, F étant la tension du fil et p la densité. L’énergie cinétique T et I’énergie
P

potentielle V sont données respectivement par les expressions:

_ P | Pu(x,1) ’

(1.3) T 210(——& de
_F ¢ (du(x,1)

(1.4) \Y zL( e )dx
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En plus, on a la conservation de I’énergie totale, soit T + V = h. Le résultat essentiel de

son travail se résume dans le théoréme suivant:

Les états vibratoires (trajectoires dynamiques) a niveau d’énergie h d’une corde
élastique a extrémités fixées peuvent étre représentés par une géodésique de I’espace

riemannien de dimension infinie dont I’élément de longueur d’arc est donné par :
2 _ Fopfdv(x) ' 2
(1.5) ds —2[11 -—z-jo — | p | (8v(x ) dx,

ou dv(x) et v(x) sont des fonctions arbitraires, deux fois continuement dérivables dans

[0, /] et nulles pour x= 0 et x = /. Michal montre aussi que les vibrations harmoniques

peuvent €tre représentées comme des géodésiques:

Sih > 0, alors pour toute valeur entiére de n, la vibration harmonique

(1.6) u,.(x,t)=i,/’—“sin("”")sin(y‘\[E ‘.
nt \ F ! I \p

est une géodésique de 1’espace riemannien de dimension infinie dont 1’élément d’arc ds

est donné par (1.5). L énergie totale de chacune de ces vibrations harmoniques est égale

a h.

Les propriétés de la courbure de la variété d’une corde vibrante de niveau
d’énergie totale fixée sont aussi étudiées par ’auteur qui en déduit que la variété
riemannienne de dimension infinie associée aux vibrations transverses d’une corde

€lastique a extrémités fixes, de niveau d’énergie constant, n'a pas une courbure

riemannienne constante.



C.I: Revue bibliographique. Objectifs 16

Cette méthode utilisée par Michal est valable pour des phénoménes gouvernés par
des équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires et par des équations
fonctionnelles.

Dans les travaux énumérés ci-dessus les résultats ont un caractére global et
concernent tout ’espace. Par contre, si le signe de la courbure de I’espace n’est pas
constant, il faut se contenter des propriétés locales. C’est le domaine des travaux qui

touchent notre sujet et que nous allons présenter dans ce qui suit.

En 1978 van Velsen [96] donne les expressions du tenseur de Riemann-Christoffel
pour le mouvement d’un systéme dynamique conservatif a n degrés de liberté, en utilisant
la métrique de Maupertuis, & partir d’une métrique dont le tenseur fondamental est

constant par rapport aux coordonnées.

1l introduit la matrice symétrique p ayant pour éléments:

(1.7) B =3viy+2(U+h) vy

. 20U 42U

ol Vi=-—F et vy=-————,
aq Y 2qag

U étant la fonction de force et ¢ les coordonnées généralisées. Il note 4 les valeurs

propres de la matrice ;. La matrice des p; est liée au tenseur de Riemann-Christoffel par

la relation:

(18) 4 (U+ h )3 Rijkl= (/11 +],j -vavm) ( 81}; Sj] - 5;1 6jk);

ot §; est le symbole de Dirac.
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Van Velsen montre ensuite la liaison entre la courbure sectionnelle Kj;,
(déterminée par les vecteurs tangents dans les directions ¢' et ¢ ), les valeurs propres de la

matrice i et le tenseur de Riemann-Christoffel:

(1.9) Rijkl =Kij ( Six 8j1 -3y Sjk),
ou

Ai+divove .
-— , 1<
Y 4(U +h)’

(1.10)

L’auteur conclut que, pour une configuration d’équilibre absolu, les courbures KXij;
sont positives. Il souligne aussi que la courbure négative est une condition suffisante pour
I’ergodicité mais pas nécessaire.

La me'tho:fe de calcul des courbures proposée par van Velsen est bien adaptée au

calcul numérique, mais nous considérons qu'elle n’est pas trés efficace dans I'étude

analytique.

En 1980, van Velsen [97] applique la méthode proposée dans [96] a I’étude-des

courbures d’un systéme dynamique ou le potentiel V est celui de Hénon-Heiles:
1 2 2 2 2 3
(1.11) V(x,y)=5(x +y° +2x y——3—y)

L’espace des configurations est borné dans ce cas, et la courbure riemannienne est

positive:

(1.12) R= 12{2+ : M‘?V) +(5—V)} >0.
(h-V) (h-V)| \Zdx 2y
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L’étude de cette courbure lui permet de discuter les problémes de stabilité d’un tel
systéme en comparaison avec des résultats obtenus par d’autres méthodes.
Dans le méme travail, des applications numériques sont données pour des

problémes dont le potentiel est celui de Debye-Hiickel:

V(n,rn,...rn)= z |7‘;—7‘,-|,

Lj=1 i'
1<j

(r;; étant la distance entre les particules), concernant un modéle de plasma, ou celui de

Lennard-Jones:

Tl B = Z( ]avec T Iri—rjl,

Lj=l
1<j

concernant I’interaction entre les atomes d’un gaz rare.

L’étude des courbures a été utilisée en mécanique quantique dans les travaux de
Iwai [51] et [52], dans lesquels ’auteur utilise la théorie de jauge et des notions de

probabilité. Mais ces travaux sont tres €loignés de notre sujet.

§ 1.3 Courbures et probléme des trois corps

Les aspects géométriques du probléme des trois corps sont abordés dans de
nombreux travaux. Nous les avons cités dans le quatriéme chapitre et dans I’ Annexe-B.
Pour plus d’information sur ce probléme nous suggérons la monographie de

Marchal [63] et ses 289 références.

Nous allons examiner avec plus de détails les travaux ou I’étude de la courbure

intervient dans le probléme des trois corps.
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En 1962 Deprit et Delie [31] utilisent dans une étude du probléeme plan des trois

corps M;, M, M;, de masses respectives my, mp, ms, (voir Fig.1.1) la métrique

riemannienne (1.13).

P1

Mz (m2)

(1.13) ds'=%" >g,dpdp;,
ki3 155<3

ol gn=l(—l7+i2 sinzé?i),
g\m, i

1(sin”6; sin®@, cos®6,
g = — ++ >

m; m, m,

avec = ———4JA2
T4 2 2 2

mypPrP2P3
ou mo estla “masse réduite”, définie par la relation:

mo*(my + my + ms) =m; myms,
pi €tant la distance entre les points Mj et M,
A la mesure de I’aire du triangle M; M; M3,

J le moment d’inertie par rapport au centre des masses et

6: I'angle déterminé par M{My et MMj; .
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Avec la métrique (1.13), (voir aussi [73]), ils montrent que, & un facteur
numérique pres, la courbure riemannienne scalaire R est inversement proportionnelle au

moment d’inertie J, soit
(1.14) R=——

Ce résultat implique, en particulier, qu’il n’existe pas de point de I’espace ou la métrique
est localement euclidienne.

La métrique (1.13) n’est pas celle de Maupertuis, donc 1’étude de Deprit et Delie
ne concerne ni les géodésiques de I’espace, ni les problémes de stabilité.

Ong (1975, [76]) utilise la métrique de Maupertuis pour 1’étude des courbures
d’un systéme dynamique conservatif de potentiel V(x), 2 » degrés de libertés. Pour les
courbures, sa méthode de calcul utilise les formules qui donnent les relations entre les
tenseurs de courbure relatifs & deux métriques conformes, soit dsy> et ds’, (1.1). Ces
formules sont données par exemple dans [37].

Dans le C;':IS général il démontre des théorémes sur le signe des courbures dans un

voisinage de la frontiére F}, du domaine ol le mouvement est possible:
(1.15) Fy ={xeM": V(x) =h}

Dans cette direction, pour la courbure sectionnelle (riemannienne) K(7),
déterminée par un plan =, I’auteur obtient le résultat suivant:

Lorsque x tend vers un point de F, , alors

a) K(x) — oo si le plan 7 contient un vecteur a I’intérieur du cdne ¢, d’axe grad V

|
et d’angle égal a Arccos(——) .
Ble ¢ 5
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b) K(7) — -0 ( respectivement K(x) — 00-sgn[ Hess V(E.£) + Hess V(1, n)] ) si

7 contient un vecteur orthogonal @ grad 'V et si le plan 7 se trouve a ’extérieur du cone
, (respectivement si le plan & est tangent au céne € ) .

Ong examine aussi les courbures riemanniennes (par d’autres méthodes que celles
de van Velsen) pour les points critiques p de la fonction V, donc pour les points p tels

que grad V(p) =0, ce qui correspond a un mouvement stationnaire. Il démontre que

a) sl p estun point de minimum local pour V , K(#)> 0 dans un voisinage de p;

b) si p est un point de maximum local pour V, K(7) < 0 dans un voisinage de p.

On trouve aussi dans son travail une application au probléme de Kepler, ou la
courbure riemannienne est du signe opposé a celui de I’énergie.

Dans le probléme plan des trois corps, il introduit des fonctions auxiliaires pour
préparer le calcul des courbures dans une étude ultérieure qu’il annonce, mais qu’il n’a
jamais faite, & notre connaissance. Dans un théoréme sur la courbure scalaire R, pour la

position d’équilibre relatif de Lagrange, avec p; = p, = p3 =r, il obtient I’expression:

(1.16) R= _3*(2h+mlmz+m,m3 +m2m3) m, +m, +m,

T 4(h-V) r =

Cette expression de R est fausse; nous ’avons recalculée dans le paragraphe § 4.2.3.

En 1980 van Velsen [97] applique la méthode décrite par les formules (1.7)-(1.10)
au probléme des trois corps. Il fait I’étude des valeurs propres de la matrice p; , (1.7),

pour la solution de I’équilibre relatif de Lagrange, dans le cas ou les trois corps décrivent
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. . ’M
des cercles autour du centre des masses avec une vitesse angulaire constante, ® =,|—-,

M étant la somme des trois masses et » la longueur constante des cotés du triangle
M;M,M;. Il montre, en étudiant les signes de ces valeurs propres que cette solution n’est
pas stable; en outre, dans le voisinage de la solution de Lagrange, les vecteurs propres
correspondant aux valeurs propres positives, générent des familles de solutions quasi-
périodiques. Dans le paragraphe § 4.2.3 nous avons complété le travail de van Velsen avec

les expressions des courbures riemanniennes principales et avec [’étude du cas
)% D

équilatéral homothétique.

Delmas [30] étudie les courbures dans le cas planétaire plan des trois corps,

M,, M,, M;, en utilisant les coordonnées de Jacobi (r1, @1, 72, ¢2) -voir Fig.1.2 et § 3.1.

M;

N

M,

M,

Fig. 1.2

La métrique de Maupertuis, ds,” , s’ écrit:
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(1.17) dse’=(U+h)[dr’+r’de? +k(dr’+rtdp;?)],
1
ou =—4—,
rl r2
- m
et ;3—2 k, la masse du corps M, étant prépondérante (m, >> my,
2

my>> ms) et prise égale 4 I'unité (m, = 1).
Delmas se base dans le calcul des tenseurs de courbure sur les relations entre

tenseurs des deux métriques conformes.

Dans le cas ou le triangle des trois corps est isocéle, il montre que I’espace des
configurations muni de la métrique de Maupertuis correspondante a une énergie totale

négative h, donnée, admet un tenseur de Ricci diagonal, négatif ou nul si I’excentricité ne

dépasse pas

avec 0< k < 1. Cependant, nous avons montré (voir § 4.1) que le

tenseur de Ricci n’est pas diagonal dans le cas planétaire, puisque Ry3 = Rs; # 0. Aprés
avoir effectué une discussion selon les valeurs de h et de r; nous avons démontré

néanmoins que ce tenseur peut étre négatif dans certains cas.

Tous ces travaux, passés en revue dans ce chapitre, montrent que plusieurs auteurs

se sont déja intéressés a I’étude des courbures dans un systéme dynamique conservatif.

Néanmoins le probléme n’a été traité que partiellement. Il reste encore plusieurs

pistes ouvertes a explorer, parmi lesquelles se trouve I’étude des courbures que nous

allons aborder dans cette thése.



CHAPITRE II

METHODE PROPOSEE POUR ETUDIER LA STABILITE DES

ORBITES D’UN SYSTEME DYNAMIQUE CONSERVATIF

2.1 Rappels

Nous allons, dans ce qui suit, rappeler les notions géométriques de base qui vont

nous servir tout le long de ce travail.

Soient M une variété différentielle de dimension n et Q un point générique de

.....

contraire, la convention de sommation d'Einstein.

On prend dans chaque ouvert ¥ de M une forme quadratique définie positive,

donnée par :
(2.1) ds’ = gij(Q) dqidqj

M muni de la métrique ds” est un espace riemannien de dimension 7 (voir [19]).

Désignons cet espace par M".
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Soit T(M") le fibré tangent de M". On peut munir T(M") d’une métrique
naturelle, dite métrique de Sasaki. On définit cette métrique dans un ouvert # de T(M")

a partir de la métrique riemannienne (2.1) de M", par :
(22) do* = g(0) dg'dg’ + g(Q) V' V!
ou W' =V_vidg®,

les V_v' étant les composantes de la dérivée covariante de v (voir Annexe-A).

On met la métrique do? sous la forme:

(2.3) do’ =G,,dqdq’ (a, f=1,2,3,..2n)
ou _ =V, i=12,3,..,n,avec
‘ 1 =
(2.4) Gar G = 55 ={ pour =/ .
0 pour a=pf

En identifiant (2.2) et (2.3) on obtient les composantes covariantes du tenseur

fondamental de T(M") :

Gy =8 +85, T T v v
(25) Gj (n+k) — r).kj v j> k=123, .nlt

G(n +3) (a+x) — ik
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En utilisant (2.4) et (2.5), les composantes contravariantes du tenseur métrique

fondamental de Sasaki s’écrivent:

G +d (xb gl g ofr rﬂjﬂ I-ykr vEpY
(2.6) G "0 =_Tf g v¥ j, k=123, ..,n

Gi* = gik

L’espace (T(M"), dc’ ) est un espace riemannien (voir [108]).
Le systéme des équations différentielles des géodésiques sur M" s’écrit:

qux
dS,Z

dq’ dg*

@.7) o

I”J'k =0 i=12,3,..,n,

s étant I’abscisse curviligne .

Les équations des géodésiques de T(IM") en fonction des coordonnées ( q) et des

symboles de Christoffel ( T;'y) de M" sont données par:

[ d%q dq’ dg* g’ " v
T, =R
do? iY do dd Ak da 5q
(2.8) {
2 i
o v2 -0
L So

ou o est I’élément d’arc et ou § est le symbole utilisé pour la dérivée absolue (voir [82]

et Annexe-A).
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Ce qui nous intéresse est la liaison entre les géodésiques de I’espace M" et celles de

’espace T(M"). Afin de signaler cette liaison, rappelons la notion de relévement d’une

courbe.

Soit Cy" une courbe donné sur M":
2.9 Cp: g =q' ), uelablcR
Par chaque point ( ¢'(0), v/(0) ) € T(M") passe une courbe Craf
(2.10) C

el 4 =4 @, vVi=vi@; uelab],

qui vérifie le systéme des équations différentielles suivantes:

(2.11) — 4T}V =0 i=1.2,3,..,n

La courbe Crv" ci-dessus s’appelle le relévement de la courbe Cyy".

Nous avons alors le résultat suivant concernant le “passage” d’une géodésique de I’espace

M"® 3 une géodésique sur T(M™):

Le relévement d’une géodésique sur une variété riemannienne M" est une

géodésique sur le fibré tangent T(M").
En effet, on montre que sur le relévement d’une géodésique de M" on a:

(2.12) —%X— =0, (voir Annexe-A).
s
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(2.12) entraine avec (2.7) les équations (2.8). Ce résultat va nous permettre

d’aborder les géodésiques de T(M") en utilisant les calculs faits dans I’espace M" (voir

aussi [82]).

§ 2.2 Courbures riemanniennes et géodésiques

Soient vl(vli) et vz(vzi) deux vecteurs linéairement indépendants dans ToM®,
’espace tangent & M" en Q. Les deux vecteurs déterminent un 2-plan ( 7; ) qui passe
par Q. Pour chaque 2-plan de ToM", la courbure riemannienne (ou sectionnelle) est

définie par ’invariant K( 7; ) (voir [19] [69], [93] [106]):

i okl
Rijklvl “h

2.13 : K(m, )= —
( ) (52 (gjl 8ix — 8k gn)V; v; ka V;

On voit que si les deux vecteurs sont orthonormés, la courbure sectionnelle devient :

(2.14) K (m) =Riju1vi' vi vi¥ vy

Hemarques:

R.1 La courbure riemannienne ne dépend pas du choix des vecteurs v et
vy dans le 2-plan (), mais elle dépend du point Q et du 2-plan (7). Par ailleurs il existe
une infinité de 2-plans qui contiennent le point Q.

R.2 L’ensemble des géodésiques qui passent par le point Q et qui sont

tangentes au 2-plan () engendre une surface (de dimension 2), tangente a (m). K (m)

est la courbure de Gauss (courbure fotale) de cette surface.
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On dit que la courbure riemannienne est constante (ou garde un signe constant)
en un point O de I’espace riemannien M" si dans foutes les directions planes autour de
O, les courbures riemanniennes sont constantes (respectivement gardent un signe
constant).

On dit qu’un espace riemannien est un espace & courbure négative ( positive ou

mulle) si en tout point Q de M" les courbures riemanniennes sont négatives

(respectivement positives ou nulles).

La notion de courbure est une notion intrinséque, liée a la géométrie de I’espace.
Nous allons présenter dans ce qui suit la liaison entre le signe des courbures riemanniennes

et le comportement (convergence, divergence) des géodésiques sur un espace riemannien.
Considérons une famille de géodésiques y; sur M", donnée par :
(2.15) 7i=q(s 4),

s étant ['abscisse curviligne qui varie le long d’une géodésique de la famille et A un

parameétre constant pour une géodésique, mais qui varie quand on passe d’une géodésique

a Iautre.

Soient n('s, 1) et 3 (s, A+dl) deux géodésiques distinctes, qui passent par un

point QeM".

Considérons deux points équidistants du point commun Q

=02

soient O; € 5 et.

02 € % (voir Fig.2.1).
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02 72
0 <¢ n
Ql nNn
Fig.2.1

On dit que O, et O, sont des points correspondants. Soit 7 la distance 010.
En utilisant I’équation de la déviation géodésique ainsi que des résultats sur les courbures

riemanniennes, on démontre que la variation de la distance 0,0, en fonction de s

s’exprime par:
SS
(2.16) n©=0 |s—K(m)— |+

6 étant I’angle trés petit, déterminé par les deux géodésiques (voir une démonstration de
(2.16) dans I’ Annexe-A).
La derniére relation permet d’exprimer le comportement des géodésiques 7 et »

en fonction du signe de la courbure riemannienne K (7; ), de la maniére suivante:

Une courbure riemannienne positive implique la “convergence” de deux

géodésiques proches et une courbure riemannienne négative implique la “divergence”

de ces géodésiques.

Géométriquement, cette conclusion est représentée dans les figures suivantes:
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72 n
0 O
0.
K>0
Convergence
des géodésiques

72 n n
Q2 Ql
0
K=0 K<0
Divergence linéaire Divergence exponentielle
des géodésiques des géodésiques

Fig.2. 2
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Dans I’application de ce résultat il faut prendre quelques précautions basées sur les
remarques suivantes:
R.3 L’interprétation ci-dessus reste valable méme pour deux géodésiques
qui ne passent pas par un point commun mais par deux points distincts, voisins ( [93] ).
R.4 Dans la démonstration de (2.16), la fonction 7(s) est développée
dans un voisinage du point Q .
R. 5 La métrique elle méme ne détermine pas toutes les propriétés d’un

espace mais seulement les propriétés géométriques Jocales, dans un voisinage d’un point

donné.

Nous sommes ainsi conduits a souligner le caractére local du résultat. Néanmoins,
s’1l existe des régions de I’espace ou la courbure riemannienne est constante ou garde un
signe constant, nous pouvons tirer des conclusions sur le comportement des géodésiques
dans ces régions.

Dans le cas ou I’espace riemannien est & courbure constante, on obtient bon

nombre de résultats sur le comportement des géodésiques (voir chapitre I et Annexe-A).

§ 2.3 Géométrie riemannienne d’un systéme dynamique

Afin de faciliter la lecture, nous allons reprendre dans ce paragraphe les notations

de géométrie riemannienne déja introduites pour désigner les notions correspondantes de

mécanique.

Soit (2') un systéme dynamique & » degrés de liberté, soumis & des liaisons
holonomes, parfaites et indépendantes du temps. L'ensemble des positions (les

configurations) d'un tel systéme constitue une variété différentielle M", dite I'espace des
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. o . o “ . . 1
configurations. Ainsi, une position du systéme sera repérée par le point 0 (¢, ..., 7" ),
o0 -1, sont les coordonnées généralisées. Lorsque le systéme passe d’une

configuration a une autre, Q décrit dans M" une courbe ( en fait, la trajectoire):
(2.17) g =¢'(t), ouleparamétre ¢ est le temps.

Les composantes contravariantes du vecteur vitesse généralisée sont alors:

. dqi
2.18 gl
(2.18) 9=

L’énergie cinétique de (J') est alors la forme quadratique définie positive :
1 _ .
(2.19) T = = 8;4 ¢ ,oules g;jsont des fonctions de 4.
Remarque: T est un invariant par changement de coordonnées.
A partir de T, on introduit sur M" la métrique:
(2.20) ds* =2 T d?, ce qui s’accorde avec (2.1).

L’espace des configurations, M" , pourvu de la métrique ds° est un espace

riemannien (voir [54]).

Rappelons qu’un systéme dynamique est dit conservatif s’il existe une fonction de

force U(q), indépendante du temps, telle que 1’énergie généralisée du systéme soit

constante:

(2.21) T-U=h
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Dans ces conditions, on peut munir M" d’une métrique dso’, dite métrique de

Maupertuis :
(2.22) ds,> = 2 (U+h) ds*

L’importance de la métrique (2.22) est reflétée dans 1’énoncé suivant, qui constitue le

principe de I’action stationnaire, dite aussi le principe de la moindre action de Maupertuis:

Pour toute valeur fixée, h , de la constante de l'énergie, les trajectoires d'un

systéme dynamique conservatif sont des géodésiques de Il'espace des configurations

muni de la métrique riemannienne dsy’.

L’espace ( M, ds,’) est un espace riemannien. Ainsi, le mouvement d’un systéme
dynamique classique peut étre représenté par le flot géodésique de I’espace (M”, dse’).
La loi selon laquelle ces géodésiques sont décrites au cours du temps est fournie

par la relation:

ds,
(2.23) i 2(U+h).

T(M" ) est ’espace des phases du systéme dynamique considéré. C’est un espace

de dimension 27, muni des coordonnées (qi s pi Vgl

Nous avons vu dans le premier paragraphe que le relévement d’une géodésique de
I’espace M" est une géodésique de 1’espace T(M" ).

Nous proposons donc de munir I’espace des phases T(M™ ) de la métrique doy” de
Sasaki, (2.2), déduite de la métrique de Maupertuis ds,” . Les géodésiques de ’espace des

phases se projettent alors sur les trajectoires du systéme dynamique. En conséquence
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I’étude de la courbure de ces géodésiques va donner plus d’informations sur le mouvement
considéré.

Nous avons maintenant la plupart des outils mathématiques nécessaires pour
aborder notre étude. Avec tous ces éléments, nous allons donner, dans ce qui suit, un

algorithme de calcul permettant de traiter certains aspects géométriques des systémes

dynamiques conservatifs.

§ 2.4 Algorithme de calcul

Nous proposons dans ce qui suit un algorithme de calcul basé sur les notions

introduites dans les paragraphes §2.1 - §2.3.

Aprés avoir calculé I’énergie cinétique (2.19), nous allons déterminer la métrique
dse’ , (2.23) et la métrique doy’. Le calcul des courbures se fait a ’aide des formules

(A.1), (A.2), (A.6), (A.7), (A.8) et (2.13). Nous avons ainsi les tenseurs de courbure de

Riemann, de Ricci, les courbures riemanniennes et la courbure scalaire.

Les différentes étapes de ces calculs sont montrées dans 1’organigramme suivant:
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Organigramme des calculs

1. Déterminer le nombre de degrés de liberté du systéme dynamique

2

2. Ecrire I’expression de I'énergie cinétique T

\s

3. Ecrire la métrique de Maupertuis ds,’

J

4. Calculer les symboles de Christoffel 4 partir de la métrique dso”

s

5. Calculer les tenseurs de Riemann, de Ricci et la courbure scalaire

\:

6. Calculer les courbures riemanniennes (sectionnelles)

\2

7. Etudier le signe des courbures riemanniennes

s

8. Reprendre les calculs dans I’espace des phases,
avec la métrique doy’
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On peut observer que le choix des coordonnées généralisées est déterminant pour
la complexité des calculs. C’est pourquoi il faut essayer de trouver un systéme de

coordonnées qui rend la métrique de Maupertuis diagonale.

Une autre remarque concerne le nombre des courbures riemanniennes (2.13), que
I’on doit calculer pour pouvoir tirer des conclusions sur le comportement des trajectoires.
Dans §2.2, (R.1) nous avons vu qu’il existe une infinité de 2-plans qui déterminent la
courbure riemannienne dans un point de I’espace, mais si les g; de la métrique (2.1)

sont constants, alors pour la métrique de Maupertuis, le tenseur de Riemann-Christoffel
N . . n(n-1) . .. .
s’exprime uniquement en fonction des == courbures sectionnelles principales ( voir

(1.9) et (1.10) ). Ces derniéres sont celles obtenues en prenant les 2-plans engendrés par

les vecteurs (0”_5—'_) du plan tangent & M" au point Q (¢, 7., 7)-
9 (i=1,2,3, _n)

§ 2.5 Courbure et stabilité

Les calculs proposés ci-dessus, concernant les courbures d’un systéme dynamique
permettent de déduire certaines propriétés qualitatives des trajectoires de ce systéme. Par

la suite nous allons passer en revue les hypothéses a imposer sur les courbures et les

propriétés qualitatives correspondantes.

Une condition suffisante, mais non nécessaire, pour qu’un systéme dynamique
borné soit ergodique est que la courbure riemannienne de ’espace M" (ou T(M") ) soit

négative. Donc, la courbure riemannienne négative d’un espace implique I’ergodicité. En
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révanche, si ’on a une ou plusieurs courbures sectionnelles positives, cela ne signifie pas

forcément que le systéme n’est pas ergodique (voir [96]).

Pour les équations différentielles du mouvement d’un systéme dynamique, les
familles des solutions qui divergent exponentiellement sont liées & une courbure
riemannienne négative. On remarque aussi que la présence d’une courbure riemannienne
négative le long d’une solution stationnaire ou d’un systéme en équilibre relatif implique

que la solution n’est pas stable (voir [98]).

Un systéme dynamique défini sur une variété fermée a courbure négative est
ergodique, on a donc un mouvement trés erratique. Les orbites sont trés instables; deux
orbites correspondant a des conditions initiales voisines, s’écartent 1’une de I’autre de
fagon exponent_ie]]e. Cette propriété entraine 1’indépendance asymptotique du futur et du
passé. Un tel systéme est dit K-systéme et ses propriétés sont fortement probabilistes
(voir [6], [8]).

En mécanique céleste on ne rencontre pas de tels systémes, mais des systémes dont

la courbure peut étre localement négative (positive), par exemple au voisinage d’une

trajectoire connue.

Les familles des solutions quasi-périodiques sont liées & une courbure riemannienne

positive. Une courbure riemannienne positive est aussi une indication de stabilité du

mouvement (voir [98]).

Certains auteurs ont essayé de trouver une relation directe entre la courbure
riemannienne positive et I’intégrabilité d’un systéme dynamique (voir [99]), mais ’on peut

donner au moins un exemple, celui du probléme de Kepler (voir la fin de ce chapitre), ou
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le systéme est intégrable, mais ol la courbure ne garde pas de signe constant positif.

Pour un systéme ayant une solution stationnaire, si foutes les courbures

riemanniennes sont positives en ce point stationnaire de I’espace des configurations,

I’équilibre est stable (voir [48]).

Si la courbure riemannienne ne garde pas un signe constant, une autre méthode
géométrique concernant la stabilité des orbites est basée sur I’étude des valeurs propres de
la matrice du tenseur de Ricci, en appliquant le théoréme de Poincaré-Lyapounov. Mais

nous avons trouvé que dans ce cas les calculs analytiques sont assez compliqués.

Parmi les autres courbures, la courbure scalaire a une expression finale beaucoup
plus simple. C’est pourquoi on trouve cette valeur calculée dans plusieurs travaux (voir
[76] ). Mais, du point de vue pratique, la courbure scalaire ne donne pas d’information sur
la stabilité ou ’ergodicité d’un systéme dynamique.

Une autre quantité, lie a lavcourbure scalaire et aux propriétés ergodiques a été
proposée par van Velsen [99]. 1l s’agit d’une- moyennisation de la courbure scalaire sur

I’espace des configurations M (supposé compact) -d’un systéme dynamique conservatif

(avec U+h>0):

I R.g dg'dq’---dq"

(2.24) R=X
J'\/E dg'dg* ---dq"
M

g étant le déterminant des gj.
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Une valeur positive de R est associée & I'intégrabilité du systéme et une valeur
négative de R est liée a ’ergodicité du systéme dynamique. En fait, van Velsen démontre
que si le systéme est intégrable, alors R est positif.

Par ailleurs, si ’entropie de Kolmogorov (voir [8]) est positive, le systéme est

ergodique.

D’aprés les remarques ci-dessus on voit que 1’étude du signe des courbures peut
étre appliquée & de plusieurs types de stabilité. Mais notre étude concerne la stabilité ou
la non-stabilité des configurations (trajectoires) d’un systéme dynamique, que ’on peut
définir de la fagon suivante ( voir [57], [80] )

Soient‘ Y o une trajectoire donnée et I = (y ; (¥)) ie1 une famille de trajectoires d’un
systeme dynamique.

On dit que yo(f) est stable relativement & I' si toute trajectoire vi(f) € I’
suffisamment proche de y, & un moment donné f,, reste assez proche de yo pour 7 > f.
Autrement dit, yo (f) est stable relativement & I" si pour Ve >0 et 7, donnés, il existe
un M(e) >0 telque,si ni()el et [[vi(to) - volto)]| <m, alors |[vi() - yo(A)] < pour
t>1 .Si yi(f) > yo(f) quand ¢ — oo, il s’agit d’une stabilité asymptotique des
trajéctoires.

Cette définition de la stabilité s’applique aussi dans le cas ou la trajectoire o se

réduit a une position d’équilibre du systéme considéré.

Nous allons conclure ce chapitre avec I’application de la méthode d’étude

proposée sur deux exemples simples.
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1.Probléme du pendule simple

On considére un pendule plan de masse m et de longueur / . Soient g I’accélération

de la pesanteur et @ 1’angle formé parle fil / avec la verticale :

Fig. 2.3

L’espace des configurations est un espace a 1 dimension. L’énergie cinétique et la

fonction de force s’écrivent respectivement:

(2.25) T= %mlqu2
(2.26) U=mlgcos(p)

La métrique de Maupertuis et le symbole de Christoffel correspondant sont:

2
227) ds§ _ ml*[mgl c;s(gp) +h] d¢2
mglsin
(228) I").ll = g (¢)
2[mgl cos(¢) + h]

Toutes les courbures de I’espace des configurations sont nulles.
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Dans P’espace des phases, les composantes de la métrique de Sasaki sont les

éléments de la matrice:

[ mi? {mzlzgz[p:, sin?(@) + 4 cos’ (¢ )]+ 4h[2mgl cos(p ) + h]} _ m’I’g p, sin() |
8[mgl cos(¢) + h] 4
~ m’I’g p, sin(p) ml*[mgl cos(p) + h.]

L 4 2 |

ou p, = ml*p est la variable de Poisson correspondante 2 ¢ .

Les symboles de Christoffel distincts non-nuls sont:

1 mglsin(g)
" 2(mglcos(@ )+ h]
] /+h
(230) 2 mglp, [mg! + cos(qz))]
2[mgl cos(¢@) + h]
2 ___ mglsin(p)
' 2[mgl cos(¢)+h]

Le calcul des courbures montre que 1’espace des phases est plat, parce que le
tenseur de Riemann-Christoffel est nul; le tenseur de Ricci et la courbure riemannienne
s’annulent aussi. Ce résultat est possible: I’espace des phases du probléme considéré, muni

de la métrique quotient, est un espace plat (voir [8]).
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2 Probléme de Kepler:

Pour le probléme de Kepler on considére le mouvement dans un champ central de

potentiel V = 1 :
r

En coordonnées polaires (r, ¢), avec les notations habituelles, nous avons:

-la métrique de Maupertuis dans I’espace des configurations:

_ rh+1

(2.31) ds,’ &+ r(rh+1)do’

-les symboles de Christoffel distincts, non-nuls:

1 - _ 1
H r(rh+1)
+
(2.32) r122=_2fl‘_1_
r(rh+1)
y __r@rh+])
22 p(rh+))

-la seule composante non-nulle du tenseur de Riemann-Christoffel:

~h
2.33 =
( ) 1212 (r h + 1)
-les composantes non-nulles du tenseur de Ricci:
h rh
2.34 R =———7— =
(239) " r(@h+1)? R (rh+1)°
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-la courbure riemannienne:

h

(235) K= _m

On voit que

e pour h < 0, X est positif, donc pour les orbites elliptiques une petite
variation des conditions initiales sur la constante h va trés peu changer I’orbite. Les orbites

elliptiques sont stables dans le sens de Lyapounov.
e K=h=0 pour les orbites paraboliques.

e K est négatif si h >0 pour les orbites hyperboliques.

Dans I’espace des phases, on note R et ¢ les variables de Poisson conjuguées

respectivement des variables 7 et ¢. Les composantes covariantes de la métrique de Sasaki

sont alors:
o R* +7%[¢ *(2 hr +1)* +4( hr +1)*] G R (2hr+1)
! 473 (hr +1) 2 2r
R : 2 hr+1
Gum -2 Guu= 2EIT4D
(R*+r*¢ »)(2 hr +1)* +4r*( hr +1)? ¢ (2 hr+1)
(2.36) Gn= Gp=—t—-r———=

4r( hr+1) 2
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R 2hr+l hr+1
Gz4=—(——)- Gs3 =
2 2r
: hr +1
G34=0 G44=r( 2r )

La métrique de I’espace des phases n’est pas diagonale ce qui rend les expressions
des courbures trés compliquées. Cela empéche une étude analytique de ces courbures. On

retiendra donc surtout les informations fournies par les courbures dans I’espace des

configurations.

Les exemples ci-dessus viennent de montrer I’intérét suscité pour ’étude des

courbures, tant sur le plan théorique que sur le plan pratique.



CHAPITRE III

PROBLEME PLAN DES TROIS CORPS

Nous allons dans ce chapitre effectuer tout d’abord une étude générale des
courbures dans le probléme plan des trois corps. Cela va nous permettre, ensuite,

d’appliquer cette étude dans des cas particuliers, afin de déduire des propriétés qualitatives

des trajectoires.

§ 3.1 Description du probléme

Dans un plan affine d’origine O, muni d’un répére galiléen (Ox, Oy), on considére
trois corps ponctuels M, M, M; (voir Fig.3.1) de masses respectives my, ms, ms, qui

s'attirent mutuellement selon la loi de Newton.
Soient g' les vecteurs de position,
(31) qi=OMi(i=1,2,3) et

q=1(" & ¢) € (R)’ un vecteur correspondant & une
configuration des trois corps.
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M; (563 V3 )

Y
®

'L 0 M, (x2 y2)

M, (xl N )

Fig. 3.1

Pour les vitesses nous utilisons les notations:
(3.2) 9,4, ¢
| G¢=(4,4,4),
ou le point représente la dérivation par rapport au temps.

Les variables de Poisson sont:

(3.3) p=4q¢'/m, i=1,23,do
p=(p',P".pP)
On note également les composantes des vecteurs ¢’ dans le répére Oxy par

(xi, ¥i) (i=123) et les composantes des vitesses ¢* par (¥;, 3,) g-1,2,3)
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Par la suite, sans perdre de généralité ( voir [79] ) et sans perdre le caractére

galiléen du repére utilisé, nous pouvons supposer le centre des masses des trois corps fixe,

et placé en O.

L’espace des configurations est la variété différentielle définie par :

6H  M=la=(g', ¢ e @ | Ymg' =0\ (q e @ | n=0, i)
ot 7;;=] ¢'- ¢ || (iwj:ij-1,23) estla distance entre M; et M ;.

L’espace des phases du probléme est le fibré tangent de M*, donné par :

. . ,

(3.5) TMY) = {(q,9) € ®R)’ x (R}’ | geM’, ;milf =0}

Si I’on tient compte de I’intégrale premiére du moment cinétique, on obtient la
sous-variété intégrale de T(M*) donnée par:
(3.6) M'(0)={(q,4) € TM") | K(q,q)=c}
ou c estlaconstante du moment cinétique, K(q , q).

SiI’on tient également compte de 1’intégrale premiére de 1’énergie (dont la valeur

de la constante est h), on obtient une sous-variété intégrale (de dimension 6 ), définie par:
(3.7 M(h, ©) = {(q, P)e M'(¢) | H(q, p) = h }

La topologie de cette sous-variété dépend des valeurs du paramétre he? (voir
Annexe-B). Nous allons voir dans § 3.2 que ce paramétre va jouer un role important dans

la détermination des domaines admissibles du mouvement des trois corps.
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Le centre des masses étant fixé & I’origine, dans ’espace des configurations nous

avons:
3 -

(3.8) >, miqg =0, soit
£1

(381) {’nlxl+n72x2+’n3x3=o
my, tmy, tmy, =0

Aprés avoir testé plusieurs systémes de coordonnées pour notre étude, nous avons
opté pour les coordonnées de Jacobi - (ri, ¢i, ra @) - définies ci-dessous, (voir
Fig. 3.2), sous la forme indiqué dans [30] et [65]. Ce choix a été fait pour deux raisons:

- la métrique de I’espace des configurations est diagonale dans ce cas, ce qui va

simplifier les calculs (du moins au début);

- ces coordonnées facilitent I’interprétation physique des résultats obtenus.

M, G2 r

Fig.3.2
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Soient:
G2 (xg,,¥s,) le centre des masses de M, et M3,
r1 la distance MiM,,
@) l'angle que fait la droite MM, avec la droite Ox,
r» la distance G, M,
@, l'angle que fait G;;M; avec la droite Ox.

Soient:
(3.9) o, - Yo, = ATk
m +m, " m, +m,

Les coordonnées (r1, 72, @1, ¢2) s’expriment en fonction des (xy, y1, X2, Y2 )

par:

3.10)  r=y0-x) +0,-0) ry =06 =%, )* + (s~ ¥g,)

(3.11) o, = Arctg(wl_) 0, = Arctg(M]

X5 =~ X X3 = Xg,

On peut parametrer la configuration en tenant compte de (3.8') et de (3.9). On

obtient:

(3.12) PR (m, +m,)cos(p,) + 1, my(m, +m, +m;)cos(@,)
. l (m, + my)(m, +m, +m,)

(3.13) __myn, (my +m,)sin(@, ) +r, m, (my +m, +my)sin(, )

1
(m; +m,)(m, +m, + m)
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(3.14) y. = Ity (m +m, )cos(@, ) = r, m (my +m, + m;)cos(@,)
. ’ (m, + m,)(m, + m, +m,)

(3.15) y L (m, + m,)sin(p, ) — r, m,(m, + m, + m;)sin(p, )
. ’ (m, + m,)(m, + m, +my,)

(3.16) x, = r, (my +m,)cos(p,)
ml +m2 +m3

" r, (m, +m,)sin(@,)
1) == m]+m2+m 2
1 2 3

On remarque que les expressions de x; et de y; ne dépendent pas de I’angle ¢, ce qui
est normal, car I’origine O se trouve sur Gj; M.

Rappelons maintenant les expressions suivantes écrites en utilisant les coordonnées

de Jacobi. (

Le moment d’inertie du systéme des trois corps est :

3 .
(3.18) I(q)= Z m; " q “2 =[.u1 r12 + M1, rzz]
i=1
ou
mym, mB(ml +mz)
m, +m, m, +m, +m,

(3.20) V=G (mlmz P i T m2m3)

ou
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(3.21) Py = (€1 r;)2 +1r2+2¢&,mrc08 (p)
(322) r232=(£2r1)2+r22-2szrlrzcos(go)
(323 P=@2-91
m2 ml
(324) &= €,=
m, +m, m +m,

Hemarque: £ r=M;G, et &r =M,;Gy,. Par la suite nous allons prendre la

constante de la gravitation G égale a 1.

L'énergie cinétique est donnée par :

(3.23) T= %.Zs:(pi_)z = [.Ux(flz i, ¢3)+#2(f22 1y ¢§)]

Le moment cinétique total par rapport 8 O s’exprime par :

3
(3.26) Kzqu AD = @yt @,

i={

Les intégrales premiéres de [I’énergie et du moment cinétigue sont

respectivement:

(3.27) %[#1(’]2 +1} 4012) +#2(r.22 +72 ¢§)]_ (mxr:nz 4 m;:z3 - mrzjlsj -h

&)

(3.28) IR @t 1y @=c
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§ 3.2 Régions possibles du mouvement et domaines des configurations admissibles

dans le probléme plan des trois corps

La question & laquelle nous allons répondre dans ce paragraphe est la suivante:

“Quelles sont les conditions imposées aux paramétres (71, @1, 72, @) si h et ¢ sont fixés? ”
Ces conditions vont déterminer des domaines admissibles pour (r1, @1, 72, @2) et

cela va nous servir dans I’étude des courbures que nous allons développer dans le chapitre

suivant.
En utilisant les coordonnées de Jacobi nous allons démontrer I’inégalité:
(3.29) 21(U+h) > I+ pp, rls ¢°

Nous allons montrer aussi que la relation ci-dessus donne en particulier les inégalités qui
déterminent les régions possibles du mouvement et les domaines des configurations

admissibles dans le probléme plan des trois corps.

Démonstration de I’inégalité (3.29)

Nous avons:

(3.30) 2T =, 1P+ 1} Qi+ Fy + 0, 17 932 iy R Qi Ty 93
donc,

(3:31) 2T 2 pn pi+u,r; ¢,

On multiplie par I et on a:

(332) 21T 2 X(py 1 @1+ 11, 17 93)
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Si I’on remplace dans le second membre I’expression ( 3.18) de I, on obtient:

(3.33) 21T 2 (y r12 + U4, 1_22) ( rlz §Df+ H, r22 ¢§)
Ou encore,
(3.34) 2IT 2 (/‘12' r14 ¢’f+ .uz2 r; ¢§) + 4K, 1—12r22 (¢f+ ¢7§)

En ajoutant et en retranchant 24,1, 1’1} ¢,$,, on a:

(335) 2X T2 (! 5t @+ 3 13 @3+ 200, 017 0,90,)+ ity TT; (97 —20,05F 93)
De (3.28) on voit que le premier terme du second membre de (3.35) est égal a :

(3.36) 2IT >+ pyp, i1 (9, —0,)°

Cela s’écrit d’apres (3.23):

(3.37) 21T > &+ pp, 1irl @2,

D’aprés (3.27) on a alors:

(3.38) 2I1(U+h) > & +pp, 1'rf 9°, cgfd.

HRemarque: 1’inégalité (3.38) est une relation entre les coordonnées, les masses et
la vitesse ¢ de déformation du triangle. Les coordonnées ¢, et ¢, n’interviennent pas
explicitement dans cette inégalité.

SiI’on fixe ’angle ¢, en imposant ¢ = 0, on obtient en particulier:

(3.39) 21 (U+h)-c*>0,
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ce qui donne, pour h et c¢ fixés, les régions ou le mouvement des trois corps est
possible (voir [38], [61], [63], [110], [111]).

Ensuite, de (3.38) nous allons déduire aussi I’inégalité:
(3.40) IU* + 2hc* >0,

qui donne le domaine des configurations admissibles dans le probléme plan des trois

corps.

Démonstration de ’inégalité (3.40)

On reprend I’inégalité (3.38):

21U +h) > &+ p, 171y @

d’ou
(3.41) SR V. 1 i
T 2(U+h)  2(U+h)
On multiplie (3.41) par U?,
(3.42) 1ur s S0 M U
2(U +h) 2(U +h)

et on ajoute 2h ¢*

21j% 2 2.2 - 2772
(3.43) ohel+quts LU AUy, nn ¢7U

2(U +h) 2(U +h)

¢’(U* +4Uh +4h%) L Hathy i’} $'U°
2(U+h) 2(U+h)

(3.44) 2he? +1U% >
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On obtient ainsi:

¢*(U+2h)* + JadVad) 2 @0’

3.45 2hc? +1U% >
S ¢ 2(U +h) 2(U +h)

Les deux termes du second membre sont positifs:

(U+2h)*  pp, o 9°U°

(3.46)
2(U +h) 2(U +h)

On déduit donc

2hc? +I0% 20, c.q.f.d.

§ 3.3 Courbures dans le probléme plan des trois corps

1. Métrique de Maupertuis dans le probléme plan des trois corps

Avec les notations du deuxiéme chapitre, on pose:

(3.47) ¢d=n d=¢1 g=¢2 q=n

En utilisant ’expression de ’énergie cinétique T, donnée par (3.25), on obtient la

métrique de Maupertuis sous la forme (voir [16], [30] ):
(3.48) dse>=U+h) [ g1 (dri®+r?de?)+ pa (@ +rifdelt) ],
avec U+h>0.

Les composantes covariantes du tenseur métrique fondamental de ’espace des

configurations sont alors:
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(349 gu=p1 (U+h) gn=ur’(U+h) gun=p(U+h) gu=ur’(U+h)

Remarque: On voit qu'en utilisant les coordonnées de Jacobi le fenseur métrique

est diagonal, ce qui n’est pas le cas si ’on utilise des coordonnées cartésiennes.

2. Métrique de Sasaki dans I’espace des phases du probléeme plan des trois corps

Dans I’espace des phases, les variables de Poisson ( Ry, ¢, Ra, ¢ ), conjuguées

des variables de position (71, @1, r2, ¢2) s’écrivent:
(3.50) R = pu, 7 R, =pu,7,
(3.51) b=p P b= TP,

Remarque: Dans M°(h, c) les coordonnées: (1, @, 72, @2, Ri, ¢, R, ¢ 2) sont

lices, d’apres (3.27) et (3.28), par les intégrales premiéres:

(3.52) %{;{R,’ ;Lﬂ) + yz(Rj +£—§—H—U(r,,rz,¢) =h
r.

r12 2
(353 b+, =c

A partir de la métrique (3.48) on peut calculer selon (3.3) la métrique de Sasaki

correspondante:
(3.54) doy=G,,dq"dq’ «a, B =1,2,3,..38,

ot les G, sont donnés par (3.5),avec ¢°=R,, ¢°=¢, ¢ = Ra, ¢ = ¢2.
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Soit Gs la matrice des éléments G, p du tenseur métrique fondamental de I’espace

des phases. Gs est la matrice symétrique de dimension 8x8:

Gll GIZ GIB GM G15 G16 G17 Glx_‘
G12 G22 G23 G24 GZS GZG G27 G28
G13 GZ3 G33 G34 G35 G36 G37 G38
(3 ) 5 5) GS = G14 G24 G34 G44 G45 G46 G47 G4!
GIS GZS G35 G45 G55 0 0 0
G16 G26 G36 G46 0 G66 0 0
Gl? G27 G37 G47 0 0 G77 0
_GIS GZS G38 G48 0 0 0 GS!

Nous avons calculé les valeurs explicites des éléments G, dans I’ Annexe-B.

3. Symboles de Christoffel de deuxiéme espéce avec la métrique de Maupertuis

Pour le calcul des symboles de Christoffel de deuxiéme espéce nous avons
développé les sommes qui interviennent dans les formules (A.2) en utilisant les expressions
des g; données par (3.49). Si’on tient compte du fait que I“ikj_ = TI}5, les T non

nuls sont:

2v A
1 an 2 2 9,
13 = Bt oy ==
2(U +h) | 2r,°(U +h)
" 78\ » U
3 = 15)‘2 r ‘o9,

N 2,(U+ ) "2, (U h)
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3%

74
== A
2(U +h)

r{rl ﬁ—U+2(U + h)]
I an
I,=-

2(U +h)

' rZﬁU
- /Ulla,,rz

" 2,(U+h)

AU
1 ar,
1 2(U+h)
3 U
2 __ 01
32 2(U+h)
;laU
1 _ zar]

7 2u (U +h)

7\
I, = or,
2(U+h)
U
i = 29
2(U +h)
21U
I, = 20,
2(U+h)
U
3 _ 29,
* 2(U+h)

rlaIJ+2(U+h)
7 =—">
2 2r,(U +h)
78\
: __ 2o
22 2(U +h)
,0 U
lulrl )
4+ ¢ P,
P 2, (U+h)
78
o an
31 2(U + h)
U
3 _ 2 ¢,
32 2(U +h)
U
r2 —— za¢l
¥ 2pn}(U+h)
U
4 9,

210
4 _ an
1 2(U+h)

21U
4 _ I ¢,
27 (U +h)

1y < U+2(U+h)

r:3= £

2r,(U +h)
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2 78\ ,r? Ju
e . ___ oo
7 24 (U+h) 7 24 r(U+h)

) rzﬂ]—+2(U+h) al
3 arZ 4 ﬁ¢2

.=~ Yoy Se==r—s
2(U +h) 2(U+h)

Iy a 28 symboles de Christoffel de premiére espéce non-nuls sur 40. On remarque
que la parenthése (U + h) qui apparait aux dénominateurs est positive.

Dans le cas du probléme plan des trois corps, avec U donné par (3.20), les

U0 U0 U0 24U
et sont:

expressions des , ’
' on- dn " d¢ 20,

2 2
e 2m,r, cosQ . 2myn | mm, 2mn i _2mrcos@
ou _ mm, m, +m, (ml+m2) (1711‘*'7712) m, +m,
on r = 27, 2z

2 2
mm, 2m,r, cosg 2myr, | mym, 2mrn, i _2mrycos@
v _ my+my  (my +my) (m +m)  m+m

ar, 2r, 2r
(3.57) U _ mm,mnr, sin @ (’1T B izj
29, m, +m, LTI ST

U _ mm,mynr, sin¢(_l__ 1 j
29, m +m,

3 3
Ny Ty

U étant une fonction homogéne de degré -1, on vérifie aisément que:

(3.58) 2U 38U
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4. Le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Les expressions des symboles de Christoffel permettent ensuite de calculer les
composantes du tenseur de courbure de Riemann, données par (A.6).

Pour ne pas donner toutes les composantes du tenseur de Riemann, nous allons

utiliser les identités usuelles (voir [93]):

Rijx1=-Rjix1
(8:39) Rijr1=-Rjiix
Rijr1=Ruxij

Ainsi, les composantes covariantes indépendantes, non-nulles du tenseur de

courbure de Riemann-Christoffel sont:

A (] 3
é’rl2

2

2p,m'ry (U+h)

2pu

2°1

30

2
1

+2u,17 (U+h)

Ry =-

nr

2 2
au
+1u1r12r22(0,,_r) + /ulrlz(aq) J
2 2

2
2

v\
(—) +2u,nr} (U+h)
an

2
_2/U rz[a_U) +
7@,

272

ou
—+

h

4/127'22

dUdU
Jo, Oy

ﬂ1[3 -2(U

(3-60) R1213 =

(U +h)

3*U

+h)
adedr,

|

4(U+h

)



C. III : Probléme plan des trois corps 62

2
p,[3—ZU5U-2(U+h)———5 v ]

R = 90, 099,
1214 — 4(U+h)
2
m’[35 UOU oy U }
R __ n or 0"r10”r27
1223 4(U+h)
2
1rf[3ﬁ UZU_,genyd U ]
R = hop, Gn0 ¢,
12z 4(U +h)
[ PR (50Y su) |
2/12"12"22 (U+h) 5)‘,2 ~2.uzr12r22(_0,,71) +ﬂzrzz(_a—'l') +
U ovuY’ U\’
””2.‘127'12"22Z (U+h)w—2p,r,2r;(ar) +ﬂ1712(5,¢)
R = _ L 2 2 2
e 4pmir; (U +h)
2
1[3553‘“]—25(1”11) 2 U +2(U+h)aU}
R _ 2 2 he®s )
e 4r,(U +h)
0’) 2
M, 3r,—U——a U—?_r(U+h) o' U +2(U+h)——ﬁ L
or, 8 .
Ry, = 1 1 and g, z2

4r,(U +h)
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R1334=_

Rigs=

Rigs=

R1434 =

—

on do, ond ¢,
4(U +h)

2
pz[B—a——aU—Z(U-!—h) g U]

. 2
2u S
g (5—"1) +2u,n7} (U+h) >

[ PE sUY U\ |
2!12"12"22 (U+h)_0,,717_2/12r12r22('3;_1—) +/12r22('2,_¢_l') +
2
+ 1”1"12"22(29‘) + 2/‘1"12"2 (U+h) A +
ar, ar,
2 2
+2u1} W +n)2 U -Z#Irf(a—U]
i o, o, i
4r> (U+h)
2
pzrzz[Br,z—U—-ﬁ—U—2q(U+h) 2 +2(U+h)2—U—:|
on de, 10 ¢, ¢,
4r,(U +h)
2
23282 ogiry P Y
ar, érn anar,
4(U+h)
2Uu 82U

+2u,r7 (U+h)—s -
1 1
V74 ]

or}

2
—2u,r} (%) +2ur2r} (U+h)

1

2 2
ou ou
"2/11"12"22(5") +‘u]r12(5¢ )
7 2

R,3,=—=

4r} (U+h)
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200U 8*U 7
,u,r,z[Brz e 2r,(U +h) +2(U +h) = ¢2]

2 0@, no o,

4r,(U +h)

R2324 =

¢, 8¢, 8¢,0¢,
4(U +h)

2
#2[30”U0”U _uamy 2T ]

R2334 ==

2 2
.Uzrlzrzz('a—p—] + 2/‘2’1’22 (U +h) U it 2.“2"22 (U +h) 7 I’J -
an ' ¢

1

2 2
= 2/127'22 (—Z—IL) + /11"12’22(& U) il 2/117',27‘2 (U +h) EE +
?, or, 17

r2
U ouY
+ 2> (U ' h)y~———2 rz( )
'lLlll( )a¢§ #]] a¢2

Ry424=-

4(U +h)

¥ ——=2(U+h
227 fr, do, ( )a”rzé’qo,

4(U+h)

2[33U5U aZU]

R2434 =

_ : , _
74 | 2U AU
#zrlzrzz(a.,rlj +/‘2r22(a¢1) +2/‘1r12722 (U+h) o,,rzz =

2!
) +2u,1’r, (U+h) ZU

-

U
- 2/11r12r22(ﬁr

2 n

R ouY
+2u7 (U + h)—é? -2u1; (a—q)")

L 2 2

4t (U+h)

Rygza=-
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Hemarques : 11 y a 18 composantes non-nulles sur 20. On vérifie aisément

I’identité de Bianchi:

(3.61) Rijx1 T Rix1;+ Rijjx=0
Dans les expressions ci-dessus les dénominateurs sont positifs; en plus nous avons

mis en évidence aux numérateurs 1’expression (U+h) , qui est positive.

5. Le tenseur de Ricci

Les composantes covariantes non-nulles du tenseur de Ricci sont:

U ovuY 50 |
3y (U+0) T =3unlrd| Z—| + gy (U+h)——+
J°u ZRa ) ’U
fMQ(U+h) —+ [y ULHQ +an(U+h) ;
q’l ¢1 r2
2
+ T, (U+h) +,Ulr (U+h)a L
2
R = -
11 2}12"12’,22 (U+h)2
2
3, 2990 o winy 2 Y sauimlE
__0n 9o no @, 29,
(3.62) R,,= _ Z
2r,(U +h)
2
39090 sy 2V
R..= arl arz ﬁr, r,
" 2(U + h)?
2
39000 husn-2Y
5"1 5¢2 0’)7',5@2
Ry =

2(U +h)?
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2
+3/12r (U+ h) == 31,7, (%) +;1]r r2 (U+ h) rz
1

PRy Al 1
uyrirl (U+h) 552 +3p,nr} (U+h)—a——+

1 n

U [ 8T 2U

1 2

2U

+ T, (U+h)g gr (U+h)

2

R, =

R24 =

porry (U+ h)

2
2%U AU

'}'31“1"12’22 (U +h)— 2 —3/11"12"22( ) +ﬂ1r12r2 (U+h)
ar, or, V74

2p,7; (U+h)?

U2 U
o9, or,

U
29,9,

3

+h)

2(U +h)’

003U 29U

J¢, 2o, 39,29,
2(U +h)?

2 a2
gr —+ [,1Ty (U+h) +,uzr22 (U +h)Z

1 1 P,

oUu
+

2
2%
+un’ (U+ h)g—z‘

2

2priry (U+h)

U020
zarz 29,

2
2| +2(U+h)g L

noo, ?,

2r,(U + h)’

-2r,(U+h)
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2 2
wrir; (U+h)—s- 2 rU +purry (U+ h)—— +ur) (U+ h)

1 on

PE
+/11r12rz (U+h) U+31U1r1r2 (U'*'h)aU
r

2 n

2

+3p7 (U+h)a Y 3 (BU)
i 39, 29,

R44=

277 (U +h)’

Remarque: Nous avons tenu compte du fait que le tenseur de Ricci est symétrique

(Rz =R;i ). On voit que, dans le cas général, ce tenseur n’a pas de composante nulle. Il

dépend de I’expression de la fonction de force U.

6. La courbure scalaire

Par la contraction du tenseur de Ricci on obtient la courbure scalaire sous la forme:

(3.63)
S ; ' , _
2u,rlr} (U + h)a—lzJ - yzrfrzz(a—U) + 2;12rr (U + h)a—U +
ar on an
57U ouY 5U
3 +2;12r2 (U + h) — K0 ( ) +2,u2r1 (U i h) — K 12 22( +
¢71 ¢, rz
2 2
+2;1]rr(U+h)—U+2 ’A (U+h)5 L - mn (é’U)
R = i on ¢2 29, )

41”1!‘2"1 rz (U + h)
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7. Courbures riemanniennes principales

Suivant ’algorithme proposé pour I’étude des trajectoires d’un systéme dynamique
conservatif (§2.6) nous allons déterminer maintenant les courbures riemanniennes des
trajectoires du probléme plan des trois corps afin d’amorcer une étude qualitative sur le
comportement des trajectoires.

Soient vi(vy), va(va), va(vs') et va(vs) les vecteurs orthonormés qui déterminent

les 2-plans principaux de section (voir § 2.4). Les composantes de ces vecteurs s’ écrivent:

(3.64) v = 1 v =0 ¥ =0 v*=0
' Ny
(3.65) ' w=0 W= L v =0 v'=0
’i\/.“l
(366) V:,1 = V32 =0 V33 = ! V34 =0
\/;uz
(3.67) Ve =0 =10 =0 vt = :

rzx/Z-

Soient Kmn(m<n, mn=1,23 4) les six courbures riemanniennes principales du
probléme considéré. Nous avons calculé ces courbures en appliquant (3.14), avec les gj
donnés par (3.49), les Ry exprimés par (3.60) et les vecteurs Vi (m=1234) Cl dessus.
Ce calcul a été effectué a I’aide du logiciel Macsyma, pas a pas, afin de nous permettre de

vérifier aussi la forme des résultats intermédiaires.
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Nous avons obtenu:

- pour le plan déterminé par les vecteurs vi(v) et Va(v2)

2 2
2,uzr22(U+h)(r,2 4 12J+r]é’U+ﬁ ?)— W
arn orn O

2 e\ 2 2 2
ou oUu ou cu
Hah 1 ar Hala 50, hhh ar, A 20,) |

4y1y2r,2r22 (W h)3

S
Klz"_

- pour le plan déterminé par les vecteurs vi(vy) et Va(v3)

0 2
2]‘12T22(U+h)(/12 a)‘lz + 1 arzz)_ W

, (_@) (a_sz (éﬂ] (ﬂ)
L Hh 1 51‘1 HoT af,qol Lpnn ﬁrz Hin 0,,¢2 |

3.68) K,=-
G689 K St (U4

- pour le plan déterminé par les vecteurs vi(v}) et va(vs)

| U oU 9 ]
2r2(U+h ( P —+ = )—
1 ( )| a7 0,,’.12 Hin or, y 5,¢§
2 2 2 2
20 oUu au cu
—zﬂzrxzrzz(ﬁ"rl) +ﬂ2r22("é,"¢' 1) +/‘1"12r22('0,,r2) _zﬂxrxz(aq)z) |

Ky, =-= -
4, p,mlr; (U + h)’

- pour le plan déterminé par les vecteurs va(v2) et vi(vs)

AU 80 a’U)
2r2U+h( AR iy
5% ) Hh é,rl Ha 5%2 Hh &,rzz

2 2 2 2
ou 2Uu 2u ou
P 2(_) 9 2( j _ 2 2( 2(
f S RE o, Haly 50, 2mn'n, or, TN 20,

4,’-‘1/“2_"12r22(U +h)’
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- pour le plan déterminé par les vecteurs va(v2) et v4(v4i)

2u 83U ou 89U

2(U+h i —t rz——-T)+
( )(/‘2"1"2 or, HaT, a%z Hh zarz Hh o0
au\ ouY ouY ouY

+p2r12r22(-—) "2/“2"22(—) +y1r12r22(——) —2}‘17'12( )
on a9, an, J ¢,

Ky =—*+
# 4/‘1#2"1252 (U+ h)3

- pour le plan déterminé par les vecteurs va(vs) et Va(vs)

A ] U0 4%

2ur(U+h)| r} +r =
mn( )(2 Of,rzz 2ﬁr2 a¢§

Ky=-

]+
2 2 2
20 20U 2u
+ zrz(————) + 2(—) =2 r’rz( J — Dy
i Hh T, or Kol 50, o or, H

2
1

~

¢u

5

2

.

4p p,r’r} (U +h)

Dans les expressions des courbures riemanniennes nous avons mis en évidence les

termes positifs, & savoir (U+h) et les carrés parj’aits. On voit que les dénominateurs

sont positifs, alors que sur le signe des numérateurs on ne peut pas tirer une conclusion

évidente dans le cas général du probléme plan des trois corps. Cela dépend essentiellement

de I’expression de U. Pour avoir une idée sur la complexité des K, , dans le cas général,

nous avons presenté dans 1’ Annexe-B les numérateurs des courbures, aprés avoir remplacé

la fonction de force U, par son expression donné dans (3.20).

On remarque que les six courbures riemanniennes principales dépendent de sept

paramétres : my,my,ms, 71,12, @ et h. Nous allons les étudier, en détail, dans des cas

particuliers importants, ce qui fera I’objet du chapitre suivant.



CHAPITRE IV

ANALYSE DES COURBURES DANS DES CAS PARTICULIERS

Nous allons aborder dans cev chapitre I’étude des courbures dans des cas
particuliers, obtenus en discutant selon lc;s valeurs des masses, ou selon la forme du
triangle des trois corps.

Dans les analyses qui vont suivr'e le but est de détecter des régions de ’espace des
configurations ou les courbures riemanniennes, (ou les valeurs propres du tenseur de

Ricci) gardent un signe constant. A part 1’aspect géométrique du probléme, cela va donner

des indications sur la stabilité de la configuration étudiée.

Remarques:

1) Les dénominateurs des courbures riemanniennes principales (voir § 3.3)

sont positifs. En effet,
4.1 U+h>0

Cette condition va intervenir dans toutes les analyses des cas particuliers étudiés.
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2) Le choix d’une configuration particuliére va imposer de nouvelles
conditions (et implicitement un certain domaine de variation) aux paramétres qui

apparaissent dans les Ky, (m<n;m,n=1,2, 3, 4).

3) Etant intéressé par 1’étude du signe des courbures et non pas par les
valeurs des courbures riemanniennes elles-mémes, nous allons considérer par la suite les

expressions SKn, qui donnent le signe des Kny, -
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§ 4.1 Cas d’un systéme planétaire

Dans ce paragraphe nous allons compléter le travail de M. Delmas [30] sur I’étude
des courbures dans le cas du systéme planétaire.
On considére le cas ot la masse du corps M; prépondérante (m, >>ma, my >> ms)

et ’on prend m, égale a I’unité. Pour les deux autres masses on prend:

m m m,
—2=¢ —=kg, donc —=k.

it 1,

(4.2)

-

avec 0 < k < 1. Avec ce choix, le petit paramétre £ se trouve en facteur dans le

hamiltonien H du probléme et si I’on considére le cas limite intégrable &— 0, on prend

le hamiltonien (voir [30]):

(4.3) H=—= =T -U
& £

De méme, nous allons considérer la métrique:
(4.4) ds* =2 T (dt)*
La fonction de force s’écrira:

4.5) U'=l+i+E=Uo+aU,+O(e 9

n nz I

On prend par la suite £= 0. On remarque que dans ce cas, les vecteurs M,M, et G,,M,

vont avoir la méme origine, a savoir M; (voir Fig. 4.1), qui est le centre des trois masses.
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M;
! )
> X
M, n M,
Fig. 4.1
La métrique de Maupertuis, dsy’ (3.48), s’écrit:
(4.6) dsi’ =(U+h)[dr?+rlde+k(d?+rltde?)],

donc les composantes non-nulles du tenseur métrique fondamental sont:

kr, +r, +hnr, r,(kr, +r, + hrr,)
D e 22:=
nr, r
4.7
k(kr, +r, +hrr,) kr,(kr, +r, +hrr,)
833 = 844 =
nr, . n
De (4.5), on tire:
(4.3) U, = l +£
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Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théoréme 1  Dans le cas planétaire du probléme plan des trois corps, les

courbures riemanniennes principales non-nulles, n’ont pas toutes méme signe.
3

Démonstration

Les calculs du cas général du Chapitre III permettent d’obtenir les tenseurs de

courbure et les courbures riemanniennes principales. Ils sont donnés dans I’ Annexe-B.
La condition (4.1) s’écrit:
(49) -r2+r1k+ hr2r1>0

Le signe des Knmn(m<n, mn-=1,2 3, 4 est donné par le signe des expressions

suivantes:
SK12=-2hr24 -2k7‘23-k7‘13
SK}3=-2h r1r24 -r24-2kr1r23—2h r14r2'-2r13r2-kr1f
SK14=-4h r1r24 —2r24-4kr1r23+2h r14r2 +2r13r2+kr14
(4.10) SKys=2h rin*+n*+2krnn3-4h e -4rdr-2knt

SK24= 2h /"17‘24 +r24+2kr1r23+2h r14r2 +2r13r2+kr14

SK34=-T'23 -2h r14"2rl3

On voit alors que si K3 # 0 et K54 # 0, pour des valeurs quelconques de %, ry, r2

et hona:

(4 1 1) Sig?l( K13 ) = sign (K24 ),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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Nous allons appeler “configuration isocéle” dans le cas planétaire du probléme
plan des trois corps la configuration pour laquelle ; = r».

Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théoréme 2  Dans le cas planétaire du probléme plan des trois corps les
courbures riemanniennes principales s’annulent si et seulement si la configuration des

trois corps est un triangle isocéle, k=1 et 2r h+3=0.

Démonstration

" De 2rih+3=0 ontire h=——3—.

2r,

On vérifie tout d’abord la condition (4.9).

- 3 .
Pour r,=r, k=1let h=-— onobtient:

2r,

r, e \ er
El > 0, donc la condition est vérifiée.

La condition du théoréme est nécessaire:

Déterminons les conditions dans lesquelles les courbures riemanniennes s’annulent.

Suivant les valeurs de I’énergie, h, nous allons discuter trois sous-cas:
a) Sous-cas: h>0.

Si h>0, de (4.10) on tire:

(412) K]z < 0, K13 < 0, K34 <0 et K24 > O, alors que

K4 et Ky sont strictement négatives pour r, <r, < 2 Ty .
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b) Sous-cas: h=0.

Les expressions (4.10) deviennent:

SKi2= -2kr23-‘kr13

SKs= -r'-2knr’-2n’r-kn*
(4.13) SKu=-2r'-4knr’+2rn’n+kn’

SKps=nrt+2krnr’-4rn-2knt

SKoy=rt+2knr’+2r’n+kn’

SK34= -r23 -27‘13
On a alors, puisque 4, 72 et k sont positifs,

K12<0,K13<0,K24>0,K34<0;

Ky4 et Ky sont strictement négatives pour r, <r, <327, .

¢) Sous-cas: h<0.

En imposant la condition Kj3 = K34 =0, on a:
(4.14) =-[Qhn+)r'+Qhr*+2rd)n 1/(2nr’+n')
En utilisant cette valeur de k¥ dans les expressions (4.10), on obtient:

SKn=r(r’ +2h n*+2r®/n
SKi3=0

(4.15) SKu=3rn’n*QCh n+3)/Qr’+r
SKn=-3r’rn*QCh rn+3)/Qr’+rd)
SK2%=0

SK34=-I'23 -2h r;"-2r13

77
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On remarque alors que si 1’on cherche & avoir les deux courbures K;; et Ky, égales

a zéro cela implique K4 = - K3 . Ainsi, si I’on impose la condition Kj4 = - K53 = 0, on

obtient
2h I‘1+3=0, d’ou
3
4.16 h=-—
(4.16) 2

Mais, pour cette valeur de h, ona:

4.17) K3 ¥K14 =Ky =K =0,
SKu=r, (m-n)(rR*+ nrn+r’)in,
SKsu=-(r2-r) (r2+ nr+r’ )/ ry etde(4.14) on déduit £=1.
On remarque alor; que la condition supplémentaire K, = K34 = 0, donne r, = ry;
c’est le cas ou la configuration est un triangle isocéle.
Pour rééumer, si les courbures s’annulent, cela implique

12 =TI, k=1et 2h r1+3=0.

La condition du théoréme est suffisante:
En effet, en supposant r; =r, on obtient:
SKia=-r’(2hr +3k)
SKi3=-r'*(@hr +3k+3)
(4.18) SKiu=-r*(2hr+3%k
SKn=-rn*(2hr+3)
SKz= r* (4hr +3k+3)
SKss=-r(2hr +3)
Alors, pour k=1 et 2h r;+3 =0, toutes les courbures s’annulent.

c.q.f.d.
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Etude des valeurs propres du tenseur de Ricci dans la configuration du triangle isocéle

Pour r, = r; les composantes du tenseur de Ricci (données dans I’Annexe-C)

deviennent:
[ 3(2k+1+2hr) > 3k i
2r(k+1+hn)*  — 2r’(k+1+hr)’
0 0 0 0
(4.19) 3k 3k(k+2+2hr)
2r*(k+1+hr,)’? 2r2(k+1+hr,)?
i 0 0 0 0

La condition (4.1) s’écrit dans ce cas:
(4200  k+1+hn>0.

Les valeurs propres de la matrice ci-dessus sont:

3(\/411242(1:—1)2 Far(k—17(k+1)+ (k2 +1) +2hr(k +1)+ k* + 4k +1)

P
! 4r (hr, + k +1)°
3(J4hzqz(k—l)2 +an(k—1)2(k +1)+ (K2 +1)? — 2hr,(k +1) - k* — 4k - 1)
421) 4,= i i
4r"(hr, + k+1)
A=0
A4=0

Nous avons deux valeurs propres nulles, donc la matrice (4.19) n’est pas positive

(ou négative) définie. Etudions le signe des deux valeurs propres qui ne sont pas nulles.



C.IV : Analyse des courbures dans des cas particuliers

Le produit A; A, est:

_9k(k+1+2hr)
2rt(k+1+hr)*

(4.22) A, A

2

La condition pour que 4, et A, gardent un signe constant est donc

k+1+2hr; > 0, soit

_k+1

4.23 h>
(4.23) 2

La somme des deux valeurs propres non-nulles est:

_3Qhkn+2hn+k +4k+1)

4.24 A+, =
(824) === 2r2(k +1+ hr,)

La somme A4, + 4, s’annule pour

k* +4k+1

. (425) h= "'m,

et I’on vérifie aisément que

k+1 k> +4k+1 k+1
— > >

(4.26) > - >
2F; 2r(k+1) r

Discutons le signe des valeurs propres non-nulles.

D’apres (4.22), (4.24) et (4.26) on obtient:

k+1 g
- pour h>-—— les deux valeurs propres sont négatives ;

2n

80
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-pour h=- 5 une valeur propre est négative est I’autre s’annule;
rl
+1 k+1 ;
- pour — ; 2h>- les deux valeurs propres sont de signes
h h

Opposés.

Finalement, on peut résumer la discussion sur le signe des valeurs propres du

tenseur de Ricci dans le tableau suivant:

hs k+1 2 valeurs propres négatives et

2r,
2 valeurs propres nulles.

b= k+1 1 valeur propre négative et
Zr
3 valeurs propres nulles
_k+1 o k+1 2 valeurs propres de signes opposés et
2, n

2 valeurs propres nulles

La courbure scalaire dans le cas planétaire est:

_3[r; kr, +1, +2hrr,) + 1 (kr, +2r, + 2hr,r,)]

4.27) R= :
2nr, (kr, +r, +hnr,)

b

ce qui donne dans le cas isocéle:
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_3(4hr, +3k+3)
2r,(hr, + k +1)°

(4.28) R=

On remarque que dans les conditions du 7héoréme 2, la courbure scalaire s ‘annule

aussi.

Cas planétaire et métrique de Sasaki

Dans I’espace des phases, les calculs faits avec la métrique de Sasaki (voir
I’Annexe-C ) dans le cas planétaire conduisent a des expressions qui ne permettent pas
une €tude analytique. Le fichier Macsyma contenant les expressions qui déterminent les

courbures a une taille de 20 Méga-octets. Par contre, en calculant numériquement les 28

Ll

5

courbures riemanniennes principales pour 7y =r,=1, k=1, R =R,=0, ¢ L=

1 3 )
¢z=-J—E et h =—-2—, on obtient:

SK12=0 SK13=0 SK14=0
SKis=-2310%=0 SK1s=0 SK17=0
SK1z=0 SKa3 =0 SK2=0
SKps=-1.710%= 0 SK2=0 SK27=0
SKx=0 SK34=0 SK3s=0
SK36=0 SK37=0 SK33=0

SKe=<3.1 16° =0 SKis=0 ’ SK47=0
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SK48 =0 SK55 =.58 10_5 =0 SK57 =0
SKp==12 107 =0 SKs71=0 SKee=0
SK73 =0

Ce calcul a été fait avec 10 chiffres exacts aprés la virgule. Tout laisse supposer
que les SK., ci-dessus qui ne sont pas différents de zéro, sont en réalité nuls, car des
erreurs de calculs ont di s’accumuler & cause du nombre important d’opérations

élémentaires effectuées par la machine.
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§ 4.2 Cas des configurations centrales

Une configuration centrale est une configuration des trois corps dans laquelle /e
rapport des distances entre les corps reste constant. Par contre, la dimension du triangle
peut varier et le triangle tourner autour du centre des masses. On sait que, dans ce cas, il

existe deux solutions analytiques (voir Marchal, [63]):

1. Mouvements de Lagrange -

Les trois corps se trouvent aux sommets d’un triangle équilatéral, et I’on a:

b o Ts o gy,

(n)o ) (13 )o B ("3)o

ou (7:; iJo dénote la valeur du 7;; au moment =0 (le moment ol la configuration est déja

un triangle équilatéral); les trois corps décrivent des orbites képleriennes.

2. Mouvements d’Euler

C’est le cas rectiligne. Si les corps se trouvent sur la droite dans ordre M,;, M,,

T . . o
Ms, alors le rapport X =-2 entre les distances est donné par 1’équation :

rlz
(4.29) (my+m)X> +(B3my+2m)X* +(3my+my) X3 ~(my+3ms) X2 -(2ma+3m3)X-(my+ms) = 0

Deux autres équations similaires s’obtiennent si les corps sont dans un ordre

différent sur la droite. Les trois corps décrivent 3 orbites képleriennes homothétiques avec

le méme foyer.
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Dans les deux cas ci-dessus si les distances entre les corps sont constantes, alors
les solutions sont dites stationnaires. Ce sont les solutions de I’équilibre relatif. Le

mouvement des trois corps est alors un mouvement circulaire uniforme.

§ 4.2.1 Cas du triangle équilatéral avec les trois masses égales

Hypothéses:
On prend:
a) m=m=mz =m
(430) b) I3 =ri3=r= I'](t)

7 3
c) qozz, r2=rl——2—.

On impose dés le début la condition ( 4.1), soit T =U+h >0, qui s’écrit:

(4.31) hr+3m?> 0

Nous avons obtenu le résultat suivant:

Théoréme 3 Dans le cas équilatéral du probléme plan des trois corps avec les

masses égales, les courbures riemanniennes principales sont toutes négatives pour :

(4.32) 9m*<5hr <0.
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Démonstration

En utilisant les formules (3.72) et les hypothéses (4.30) on obtient les expressions

suivantes, qui donnent les signes des courbures riemanniennes principales:

SK12=-(4hr1'+9m2)
SKiz=-(5hr +9m*)

(4.33) SKiu=-(4hr +9m*)
SKy=-(4hr +9m*)
SKz=h

SKss=-(4hr +9m)

Cherchons les conditions pour lesquelles les courbures ont un méme signe. Suivant

les valeurs de h nous avons les sous-cas suivants:
a) Pour h >0,
(4.34) | K54>0, K12<0, K13<0, K14<0, K53<0, K3, <0.
Donc, on n’obtient pas le méme signe pour toutes les courbures.
b) Pourh=0,
K3 =0 et toutes les autres courbures sont négatives.
¢) Pourh<0,

K> <0 et les cing autres courbures sont négatives si

(4.35). 4hr+9m* >0 et 5hr+9m* >0.
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On remarque que Shr; +9m* >0 implique 4 hr +9m* > 0. On vérifie
aussi que la condition (4.31) est satisfaite pour 5 h r, + 9 m* > 0.

Les courbures sont ainsi négatives pour -9 m*<5hr, <0. c.q.fd.

Remarque sur l'inégalité (4.32)

Sans perdre de généralité, on prend les trois masses égales a I’unité et on regarde

le domaine plan imposé par I’inégalité (4.32). Pour cela on introduit la fonction:
(4.36) f:R xR s>R, f(hr)=5hr+9

Cherchons les valeurs de ( h, ry) telles que la fonction f soit positive. Pour h <0
et r1 > 0, la courbe implicite déterminée par la fonction f est donnée par le graphique

suivant:

n

e,

+
3.00
w<h<0
0 <r1 < 40 -0 -3,00 ‘100 0

Fig. 4.2
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La fonction f est positive dans le domaine situé sous la courbe représenté dans la

Fig. 4.2. C’est le domaine ou foutes les courbures principales sont négatives.

Remarque sur le cas stationnaire

Jusqu’ici 7, était variable. En particulier, si ’on considére que le c6té r; du
triangle est constant, nous sommes amené au cas sfafionnaire. On prend r; =1 . Le

mouvement des trois corps est alors un mouvement circulaire uniforme, de vitesse

2

. . : . 3
angulaire @ =+/3m. Dans ce cas, la constante h de I’énergie est égalea — " Les

courbures riemanniennes principales deviennent ainsi négatives. Ce dernier résultat vient
de confirmer la conclusion de Van Velsen [98], ou la méthode d’étude était basée sur

I’étude des valeurs propres d’une matrice associée au tenseur de Riemann-Christoffel.

Etude du tenseur de Ricci

La matrice des composantes covariantes du tenseur de Ricci s’écrit dans ce cas:

[ 27m’ (hr, +2m?) o 343 h m? . [
8r (hr, +3m*)* 4r, (hr, +3m*)?
2 2
0 —i—z— 0 __9771—2
8(hr, +3m”) : 8(hr, +3m”)
(4.37) . . N :
__33hm 5 _9m* (hr, +2m*) 5
4r,(hr, +3m*)* 2r?(hr, +3m*)?
2 . 2
0 Sm i 0 B Om 2
. 8(hr, +3m”) 8Chr, +3m”) |
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Les valeurs propres de cette matrice sont:

3m2(ﬁJ19hzqz +12h m’r, +12m* +21hr, +42m2)

A,=-

: 1672 (hr, +3m*)?

3 (V3190 + 120 iy, + 12" ~ 210, - 42nr’)

A=

z 16r2(hr, +3m*)?

_ om®

P 168 (hr, +3m?)

/14 =0

On remarque que la troisiéme valeur propre est négative et que la quatriéme est

nulle. Par conséquent, la matrice (4.37) n’est pas négative définie. Etudions le signe des

deux premieéres valeurs propres.

Le produit A; A, est:

1.2 _27m* ( 2hr, +3m?)
1 4r? (br, +3m*)?

et la somme A;+ A, est:

63m* (hr, +2m?)
87, (hr, +3m*)?

A+A,=-

" : 3m’
En tenant compte de la condition (4.31), soit h > — i

, ’étude du signe des

valeurs propres donne:
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- 3Im? 3 valeurs propres négatives et
2n
1 valeur propre nulle.
, 3m? 2 valeurs propres négatives et
2n |
! 2 valeurs propres nulles
1 valeur propre positive,
2 ? 2 vale es négati t
_3m® — 32,,, valeurs propres négatives e
K r,
! ' 1 valeur propre nulle

3m?

Le tenseur de Ricci est négatif pour h >-— >
' f

On remarque dans ce cas que si les valeurs propres du tenseur de Ricci sont

négatives, alors les courbures riemanniennes sont négatives, car I’inégalité ci-dessus

implique (4.32).

La courbure scalaire est dans ce cas:

2
(4.40) R____9m(4hr1+92m3)
2n(hr, +3m®)
2 2
R>0 pour h2—9m et R<0 pour h<-— L
n an

On voit que dans les conditions du Théoréme 3, la courbure scalaire est négative.

2

Remarque Dans la position d’équilibre relatif, donc pour h = — 3m , on obtient

4 o 3 g
R =-—, la courbure scalaire étant négative.
m
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4.2.2 Cas rectiligne avec les trois masses égales

Nous allons étudier maintenant le cas d’équilibre relatif rectiligne avec les trois

masses égales.

Hypothéses:

a) m=my=m; =m
(4.41) b) rs=rz+n
c) ¢ =0 (voir Fig.4.3).

Comme nous sommes dans le cas d’équilibre relatif, la solution réelle de I’équation (4.29)

est X=1. Cela implique aussi:

M G M M;

® o
A4 ®- @

Fig. 4.3
La condition (4.1) s’écrit dans ce cas:

(4.42) 2hr +5m* > 0

Dans les conditions ci-dessus, le signe des courbures riemanniennes principales est
donné par:
SK12=- (164 hry + 435 m*)
SKi3=- (68 hry+145 m*)

(4.43) SKiu=-(44hr + 115 m?)
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SKy=-(52hr +5m")
SKy4 = 68 h 7y + 145 m?

SK3s=- (108 hry + 145 m*)

L’analyse des expressions (4.43) montre que:

a)Pourh>0,
SK>s =-SK33 >0 ( mégahté stricte!).

Donc on n’obtient pas un signe constant pour foutes les courbures, mais cing

courbures sont négatives.

b) Pour h < 0 nous avons toujours SK4 = - SKj3. Imposons:

(444) SK24 = SK13 =0.
De (4.44) on tire:
2
(4.45) O
68r,

Cette valeur de h vérifie la condition (4.42). Pour le signe des autres courbures, on a:
SK12 <0 SKM <0

SK34 >0 SK23 >0.

Etude des valeurs propres du tenseur de Ricci

Dans ce cas, la matrice des composantes du tenseur de Ricci est:
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_ m"(464hr, +1085m”) 0 m”(56hr, +215m”) 0
3221 (2hr, +5m*)? 161 (2hr, + 5m*)?
o Tm? 5 ~ 21m?
16(2hr, + 5m*) 16(2hr, + 5m®)
m” (56hr, +215m*) 5 _ m’(352hr, +655m") o
1612 (2hr, + Sm*)? 24r2 (2hr, +5m*)?
0 2 0 o 2m?
i , 16(2hr, +5m*) 16(2hr, +5m*)

Les quatre valeurs propres de cette matrice sont, a un facteur positif pres:

L= m*r[-84hr, (V13 +1) - 210m* (V13 +1)]

A , = m*r}[84hr, (V13 - 1)+210m (13 -1)]

J5m*[,/90368h%r + 689440h m*r, +1411925m* +2800hs, +5875m?]
2

A

Il

3

4 - V5m*[}90368h%2 + 689440h m’r, +1411925m* — 2800hr, — 5875m*]
.=
2

On voit que les A3 et A4 sont réels, puisque

90368h’r +689440h m’r, +1411925m"* > 0 .

Etudions le signe des  Aj(i=1,2,3,4.

Le produit des deux premiéres valeurs propres est
(4.46) MA=-21168m* r* Qhry +5m*)?

et le produit des deux derniéres est

(4.47) A3Ae=24960m* Qhr +5m*)(37Thr +55m*).
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La somme des deux premiéres valeurs propres est

(4.48) Mt+A=-84m*rn*Qhn+5m")

et la somme des deux autres:

(4.49) As+As=-25m> (112 hry + 235 m?)

Le produit A; A, est négatif pour toutes les valeurs de h, r; et m, donc A, et A,

sont de signes opposés.

Le produit 7\.3 A4 est positif pour

(4.50) h >-

55m*
37r,

Cette inégalité implique (4.42).

Si ’on impose (4.50), la somme A3 + A4 devient négative. On arrive ainsi aux

conclusions suivantes:

3 valeurs propres négatives et

1 valeur propre positive.

1 valeur propre positive,
2 valeurs propres négatives et

1 valeur propre nulle

2
h >_55m
37n,
_  55m*
37,
2 2
B Sm <h<— 55m
2n 3,

2 valeurs propres positives et

2 valeurs propres négatives

Cela montre que le tenseur de Ricci n’est ni défini positif ni défini négatif.
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La courbure scalaire s’écrit dans ce cas:

__3m(68hr +145m")

4.51
(4:31) 2r,(2hr, +5m*)’

On voit que la courbure scalaire change de signe:

: 145m’ ”
e pour — <h <- elle est positive ,
n 8n
2
e pour h=—145m , R=0
68r,
2
e pour h >- 142”1 , R estnégative.
h

On remarque que la valeur de h ci-dessus, qui annule la courbure scalaire est la

méme que celle qui annule K54 et K3 .
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§4.2.3. Cas du triangle équilatéral avec les masses inégales:

Hypothéses:

a) my>my > M3

(4.52) b) riz=1m=r1=ri{})
2 2
m; +mm, +m
C) ¢=a_rctan£_(w’r2=\[1 } 2 Zr‘_
m, —m, m, +m,
La condition ( 4.1) s’écrit:
(453) m1m2+m1m3+m2m3+hr1>0

En utilisant (4.52) on constate que les expressions des SK., dépendent

linéairement de ( h ;). Pour des raisons de commodité, nous nottons:

SKlz = SKL SK13 = SKz, SK14 = SK3,
SK23 = SK4, SK24 = SK5, SK34 = SKG
et hri=¢&

Avec ces notations, on peut écrire les expressions qui donnent le signe des

courbures riemanniennes sous la forme:

(4.54) SKi=-[¢& film, my, m3) + gi(m1, my, m3)], i=1,2,...6,

Ji et g; étant des fonctions des masses, que nous précisons plus loin.

Notons & la solution de I’équation SK; =0 :

(4.55) £ = 8ilm.m,m)

, i=1,2,...,6
.fi(”zhmbm3)

et . ‘§c=‘ (m1 my +myms+m; M3).
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Ainsi, la condition (4.53) s’écrit:

g > e

Etudions le signe des SK; (i=1,2,...6)-

Le signe de SK;

Ona:
SKy = - [& f1(my, ma, m3) + g1 (my, ma, m3)],
ou S1(my, my, m3) =2 (my +my)
et g1 (my, ma, m3) =3 ms (my® +mymy+my*)

On voit que, f; et g sont positifs, donc, on peut écrire:

(456) §< gl = SKl >0 et 62 51 = SK1 <0.

-On remarque que &; <0.

Le signe de SK,

On a:

8Kz =-[& fa(tm, ma, m3) + g2 (my, ma, m3)],

avec So(my, my, m3)=17 my? ms + myms (7my-2my )+ 16 my+
+23m; m + 23 mmy+ 16 m
&2 (my, Mo, mz) =3 (my mz + my mz+ my my ) my” my +

+mymy(Smy-2ms) +mPms+4dm’+5mm’+4m’]
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Pour my>my>m3>0, f, et g; sont positifs. On en déduit:

(457) §< 52 = SK;>0 et 5 > 52 = SK,;<0.

On remarque aussi que & <0.

Le signe de SK;

On a;

SK3 = - [£ f3(m1, ma, m3) + g3 (my, ma, m3)],
ou Js (my, ma, ms) = (myt my) [m> (1Tmy - 5 ms)+ 4 my my ms +
+m? (17 my - 5 ms)+ 4 my® + 4 my’]
g3 (my, my, m3) =3 [ my' mz (2 my - m3) + 2 my my® my (8 my - m3) +
+2 my> my my (8 my - m3) + my*ms (6 my - ms) + 6 mymsmy*+

+2m’ms + 3 m m+ 6 m® ma® + 3 my* my?
Dans les hypothéses (4.52), f; et g; sont positifs. Donc,

(4.58) §< 53 = SK3>0 et 52 63 = SK5<0.

On a aussi & <0.

Le signe de SK,

On a:

SK4 = [5 ﬁ (ml; ma, m3) + 8a (ml, ma, m3)]:

ou ﬂ(ml, may, Iﬂ3) = (m1+ m2) [13 m22 ms +4 Ihl my ms +13 m12 ms +

+4m23+m1(2m12-m22)+m12(2m1-m2)]
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4 2 3 2 2 2 2
et ' ga(my, my, m3)=3 (3 my ms"+8mymy” ms® +8my" my" ms” +
4
+8m13 m2m32+3m14 m32 +4 mymy ms;+
2 3 3 2 4
+2m1 my ms+2m° my m3+4m1 myms +

+2m 1m25+3 m 1ZM24+2 m13 m23+3 m ;4m22+2m15 m2)
On voit que pour m; >m,>m;3 , les fonctions f; et g4 sont positives. On a:

(4.59) E<E&E = SKy>0 et &2 & = SKyx0.

On remarque que & <0.

Le signe de SKs

On a:

SKs =~ £ £, 1 ) + g om, s, ),

avec fs (my, ma, m3) = - [ m3% (8 ma - m3) + my> (8 my- m3 )+

+mymy (Tmy-5ms)+ mymy (7 m -5 ms)]

gs (my, ma, m3) = 3(my ms + my msz+ my my )(my’ my+ 4 my my my+

+m12m3-2m23- m;mzz- m12m2-2m13)
On remarque que f5<0.

La discussion sur le signe de gs est plus compliquée. Regardons-la de plus prés:

m m )
Notons k, =—2% et k, =—2. Puisque m;>m;>m;, ona:
m, m

(4.61) 1>k >k > 0.
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On reprend P’expression de gs . Avec les nouvelles notations on peut écrire:
m13g5(k2,k3)=(k22k3+4k2k3+k3 ~2k23-—k22-k2-2)
On définit la fonction ¥s: [0,1] x [0,1] &> R,

(4.62) Vst b)) =kl s+ 4k kst ks -2k -k - ko - 2
Le signe de gs est donné par le signe de ys. Le graphe de la fonction vys est (voir

Fig. 4.4):

0.00 <k, <1.00
0.00< ky <1.00
-6.00<y <041

Figure 4.4

Dans un méme systéme d’axes, nous avons représenté ’intersection de la surface

ci-dessus avec le plan y =0 et la premiére bissectrice, k, =k; (voir Fig. 4.5) :
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1.00 : — )
] I TP ]
] i
i
D,
0.50
i
!
0.00
0.00<k <1.00 0.00 050 1.00
Figure 4.5

Si I’on examine les deux graphiques, on voit que la fonction ys est:

-négative pour (ky, k3) € D,, ( les valeurs (ky, ks) qui se trouvent en

2k; +k2 +k, +2
dessous de la courbe k, = —:-—2 2 , figuré sur la Fig. 4.5 ),
R +4k,+1

-positive pour (k2, k3) € D, (les valeurs (k2, k3) qui se trouvent au dessus

de la courbe figurée sur la Fig. 4.5 ).

Etant donné que k, > k3 ( soit les valeurs (ks k3) situées sous la premiére

bissectrice ), on peut conclure aussi sur le signe de gs et de SKG:
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gs < 0, donc

(4.63) E<& = SKs<0 et & >2& = SKs>0.
On remarque aussi que

(4.63) & <0.

Le signe de SK;

On a:

SKs=-[£ fs(m, ma, ms) + gs (my, ma, m3)],

ol Js(my, my, m3)=2 (my +my)

et 8s (my, my, m3) =3 mymy (m3 + my + my)
Les fonctions fs et gs sont positives. On déduit que:

(464) <& => SKs>0 et 28 = SKs<0.

Ona & <0.

Conclusions concernant le signe des courbures riemanniennes dans le cas du trianele

équilatéral avec les masses inégales

1. &, &, &, &, &, & et & sont négatives.

2. On vérifie aisément que & > &, &> &, &> & et & > £ Par contre, la

condition m;>m;>ms n’est pas suffisante pour que ’on ait aussi & > & et &> &.
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3. On vérifie aussi & > &, ce qui exclut la possibilité d’avoir un signe positif pour

toutes les courbures.

4. On note: &nax = max{ &, &, &, &, & }. Si & > &nax , les courbures

riemanniennes principales sont négatives pour & € [&max , &] N [, +00] .

La courbure scalaire

Dans ce cas, la courbure scalaire R s’écrit:

(4.65) R 30 +my 4+ my)(4 b7, + 3mym, + 3mym + 3m,m,)
x 27‘l(hrl +mlm2+m1n23 +m2”13)3 .

On note :

__ 3(mm, + mm, + m,m,)
Ep= 4

On voit que &> & . On peut ainsi conclure que
R est positive pour & < £< & et
R est négative pour &> &.

Afin de corriger un théoréme de Ong [76] concernant la courbure scalaire dans le

cas d’équilibre relatif de Lagrange, nous allons considérer le cas particulier ou ry est

m, + +m
constant. Dans ce cas, ona h=— U m2,m3 2
h

On remplace cette valeur de h dans (4.65) et 1’on obtient:
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12(m, +m, + m,)

(4.66) B=-
1, (mmy + mymy + mym,)*

On voit que dans le cas d’équilibre relatif de Lagrange la courbure scalaire est

négative .

Interprétation du paramétre £ en éléments orbitaux dans le cas du triangle

équilatéral avec les masses inégales

Le paramétre £ = h r; intervient dans toutes les inégalités montrées dans ce
paragraphe.
Exprimons & (donc h etr;) en éléments orbitaux.

Pour des raisons de commodité, nottons par la suite 7 le c6té du triangle équilatéral

(voir Fig.4.6).

Fig. 4.6
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Soient
O - le centre des masses des trois corps, fixé a I’origine;
OM,, OM,, OM, les vecteurs de position des trois corps.

Dans le cas équilatéral, chacun des trois corps décrit une orbite keplérienne de

foyer O.

Etudions le cas elliptique. Les trois orbites ont la méme période de révolution, 7,
la méme excentricité, e, et les trois corps passent au péricentre et au apocentre en méme
temps (voir [63]).

La période de révolution étant la méme, on a:

3 3 3
ar a! a?
(4.67) | T=—‘l—=—zl=—3l
utoopdoopg
ou
a,, a et as sont les demi-grandes axes des ellipses,
3
G(m§ +m} +m2m3)2
By = M ’
( )
) . G(m! +m} +mm,)?
(468) /12 = MZ L
3
G (m +m} +mym,)?
#3 = MZ ?

G est la constante de la gravitation universelle et

M est la somme des trois masses, soit M =m; +my+m; .
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Interprétation de h en éléments orbitaux

En éléments orbitaux, la constante de 1’énergie , h, est donnée par:
3 ,U }
(4.69) h = —Zmi——’

Démonstration:

Les intégrales de I’énergie pour chacun des trois corps s’écrivent:

(4.70) A= Pl | i=1,2,3.

ou v; est la vitesse du corps M; et h;, h, et h; sont les constantes de I’énergie

correspondantes aux trois problémes keplériens.

L’intégrale de I’énergie pour le probléme plan des trois corps s’€crit:

=1

3
(4.71) > myv=2U+h,

ou h est la constante de 1’énergie du probléme des trois corps et U est la fonction de
force, donné par:

G
(4.72) U= - (m,m2 +mm, + m2m3)

Si I’on remplace les expressions des v, (4.70), u;, (4.68) et U, (4.72) dans (4.71),

on obtient:

(473) n h| +mz h2 + ms3 h3 = h

On a aussi:
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(4.74) a=-£i i=1,2,3.

3 /l. :
(4.75) h=->m— c.q.fd.

Interprétation de r en éléments orbitaux

“ Nous allons tout d’abord déduire la liaison entre les IO_AZ"I 1.8 (voir (4.88)).

Le centre des masses étant fixé a I’origine, on a:

(4.76) m, OM, +m, OM, +m,OM, =0
Soient:

7,=0M,-0M,, 7,=0M,-0M, et 7, =0M,-O0OM,.
On a évidemment: -
(4.77) T+ +75 =0

De (4.76) on tire:

_m OM, +m, OM,

m,

(4.78) OM, =

On remplace I’expression (4.78) de OM, dans 7, = OM, — O_A;IZ, d’ou:

(4.79) 7o=—T2"s oy T GRg.
m, . om

- On élimine OM, entre (4.79) et 7,, = OM, — OM,. On obtient ainsi:
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(4.80) OM, = —XIJ—[(rn2 +my)Fy +m, 7y
De (4.77) on a F,, = -7, — i;,. On remplace cette expression de 723 dans (4.80). On
obtient:
~ (4.81) OM, =—Xl4—[m2 7y +my 7,

De la méme fagon on obtient:

Y 1

(4.82) OM, =—H[m3 Ty +my 7y |

—

1 ~ _
(4.83) OM, = —ﬁ[m1 7y +m, r32]

Etant dans le cas équilatéral,

(4.84) AR AR

De VIOTZ,lz =OM,-OM, et (4.84), on déduit:

2

|(_)K"/I,|2 = #(mg +m? +myms), soit
(4.85) Imll = —;j[-\/mzz +m} +m,m,
De la méme fagon s’obtiennent:
(4.86) Imzlzﬁ\/mf +m? +mm,
4.87) |OM, | = —r]g\/m,z +mt +mm,

De (4.85)-(4.87) et (4.68) on déduit:
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o]

(4.88) = 5
GMu )

i=1,2,3.

La valeur minimale 7, de 7 s’obtient quand le corps M; se trouve au péricentre,
ce qui correspond 3 OM, =a,(1—€) i-1,2,3 et la valeur maximale 7,x de r s’obtient
pour OIT/Ii =a,(1+e) i=1,23.

On en déduit pour chacune des trois ellipses:

a,(1-e) a,(1+e)

- —— T T T e— r ] T RS ———————

a,(l-e a,(l1+e

— _a(-9 G
a, Q,

_a;(1-¢) _as(1+e)
min a, T = a,

2
oua;=(GMy;)*,1=1,2,3.

On peut aussi exprimer rmn €t Ima en fonction des éléments des trois des

ellipses. On a:

M (1-e) imi a,
(4.90) 7 = —

" mymy, +m my +m, m,

3
M (1+e)' ) ma,

(4.91) = int
m, my +m, my + m, m,

Démonstration des relations (4.90) et (4.91):

Soit I le moment d’inertie des trois corps par rapport a O:
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2
(4.92) 1=i m, |OM;|
=1

La relation barycentrique de Leibniz s’écrit:

3

(4.93) Z mmr; =1 >, m;

1<i< j<3 =1
H 2
Mais, r;” =7, donc:
3 —_— |2
My m,|OM|
i=1

(4.94) r?= i
' - mymy, +mymy +m, my

d’ot1 (4.90) et (4.91) s’obtiennent pour les valeurs minimales (resp. maximales) des
l m' i=1,2,3- c.q.f.d.
Les expressions de h (4.75) et de 7min (4.90) (Tesp. 7ma de (4.91)) permettent ainsi

d’exprimer £ en éléments orbitaux:

1 3 3 3
£, = G(1+eXaym, +a,m, +a,m,)? [ma,a,(m} +m,m, +m;)? +mya,a,(m} +mm, +m;)? +mya,a,(m} +mm, +m’)?]
min = 3 1
a,a, a, M? (mm, +mm; +mym,)?

(4.95)

1 3 3 3
o= G(1-eXam, +a,m, +a,m,)? [m,a,a,(m§ + m,m, +m: )? +mza,a,(m12 +mym, +m,2 )? +m,ala2(ml2 +mm, +m§ )?1]
mx ~ 3 1
a,a,a, M?* (mm, +mmy +m,m,)?
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§ 4.2.4 Cas rectiligne avec deux masses extrémes égales

Dans le cas rectiligne, si ’on suppose que les masses sont distinctes, les
expressions des K, sont trés encombrantes et ne permettent pas un traitement analytique.
Mais le traitement numérique conduit a des conclusions semblables a celles que I’on va

rencontrer dans le cas particulier suivant:
Hypothéses

(a) Les trois corps se trouvent sur la droite dans I’ordre Ms, M;, M, (Fig. 4.7),

dans le cas d’équilibre relatif d’Euler. Alors, le rapport X =12 entre les distances

13

vérifie I’équation du cinquiéme degré (voir (4.29)):

(496) (ml+m3)X5+(3m3+2m1)X4+(3m3+m1)X3-(m1+3m2)X2-(2m1+ 3)772)X-(ﬂl1+7712) =0

M3 . Ml M2

o
@

[ ]

Fig. 4.7
(b) On prend m,=m3;=m. Alors, de (4.96) on obtient X = 1.
(c) On va garder toujours la condition (4.1), soit U+h>0, ou

(4.97) U = M.A'_”ﬁ_)
2n

(d) On reprend la notation:

(5 =hr1,
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En utilisant les conditions ci-dessus, on obtient les expressions qui donnent les

signes des courbures riemanniennes principales:

Le signe de SK;

On a:

SKy=-[& fi(my, m)+ gy (my, m)],
fi(my, m)=8m*+ 17 m my + 16 m’

gi(my,mym)=m(m+2m)(4m+ m)(12m+17m)
On voit que f et g sont positifs, donc on peut écrire:
(498) §< él = SK] >0 et 4:2 51 = SK1 <0.

On remarque que & <0.

Le signe de SK;

Ona:

SKz=-[& fa(my, m) + g2 (rm, m)],
fa(my, m)y=(8 m+9m)
gm,my=m(4dm+m)(12m+17m)
J> et g sont positifs, donc,
(4.99) E<&H= SK>0 0 et Eeb = SK;SO.

" Onaaussi &<0.
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Le signe de SK;

SKs =-[£ fs(m, m) + g3 (my, m)],
fs(my, m)= 8m*+ 17 mm +30m”
gs(my, m)=m (4 m +m) (12 m’+41 m my + 62 m®)
On voit que, f; et gs sont positifs. Le signe de SK; est :
(4.100) (<& SK3>0 et > & = SK3<0.

On remarque que & < 0.

Le signe de SK,

On a:

SK4==-[& fa(rmr, m) + g4 (1m1, m)],

fa(my, m)= 8m*+ 17T mm, - 12 n_z.2

ga(mymy=m (4m+m) (12 m>+ 17 mm, -28 m>)
Pour m;>0.55m, j;_> 0 et pour my < 0.55m, f4<0.
Pour m>095m, g4>0 et pour m;<0.95m, g4<0.
Sur le signe de SK,; on peut dire que:

Si m>055m et g <§4:> SK4>0
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Si ml>0.55m et 5264 = SK4S0.
(4.101) Pour m;<0.55m et & <& = SK4<0,

Pour m<0.55m et £>& = SK4>0.

Le signe de SKs

On a:

SKs =-[& fs(m1, m) + gs(my, m)],
fs(my, m)=-(8m+ 9#) = - fo(my, m)
gsm,m)=-m(4m+m)(12m+ 17 m)=- gy (my, m)
fs et gs sont négatifs.
On remarque que. SKs=- SK;
Le signe de SK; est alors:
(4.102) E<&=> SKs<0 et E2&=> SKs=0.
Ona & <0.

Le signe de SK;

On a:

SKs=-[& fs(my, m) + g (my, m)],

Jo(m;, }n)=4 (my+2m) (8 m+ m)
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gs(my,m)y=mm, (4m +'m)( 12m+17m)
On voit que fs et ge sont positifs. Le signe de SK; est :
(4.103) E<&=> SKe>0 et 2 & = SKe<0,
On remarque que & <0.

Puisque SKs = - SK,, on constate que dans ce cas, on ne peut pas avoir un méme

signe pour toutes les courbures riemanniennes principales.

Remarques sur la stabilité des configurations étudiées

Dans la plupart des configurations étudiées, nous avons détecté la présence de
courbures riemanniennes de signes opposés. Cela ne permet de conclure ni 4 la stabilité, ni
a l’instébﬂjté des trajectoires dans I’espace des configurations. Pourtant, sous certaines
conditions (espace de configurations borné), on peut raffiner cette conclusion: on montre
qu’il n’y a pas de condition qui assure la stabilité d’une telle configuration et méme que
I'instabilité des trajectoires du systéme prédomine dans I’espace des configurations (voir

[97]). D’ou le probléme suivant reste ouvert:

Existe-t-il dans ce cas d’autres critéres concernant la courbure, pour décider du

degré d’instabilité?

Le méme probléme se pose en réalité en utilisant les méthodes analytiques
classiques: il y a beaucoup de cas ot I’on ne peut décider si la stabilité a lieu ou si elle n’a

pas lieu. C’est le cas, par exemple, de la position d’équilibre relatif de Larange (voir [86]).
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Dans le cas du triangle équilatéral avec les trois maéses égales, nous avons trouvé
une inégalité qui assure le signe négatif pour toutes les courbures riemanniennes
principales, ce qui indique I’instabilité de cette configuration. Et nous avons montré que -
sous certaines conditions (voir § 4.2.3, page 102), les courbures riemanniennes gardent un

signe négatif, méme si les masses sont différentes. Cette derniére conclusion est en accord

avec les résultats présentés dans [98].
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ANNEXE-A

Compléments de géométrie riemannienne

§ A.1 Courbures dans un espace riemannien

Dans cette annexe nous allons donner explicitement les définitions et les
démonstrations des résultats utilisés dans le troisiéme chapitre.

Les symboles de Christoffel de premiére espéce T3j; - notés aussi [ ij, 1] - sont:

108y 98 0&;
(A1) rilj=rjli=5(aqi +aqj - 5q1

Les symboles de Christoffel de deuxiéme espéce T3 (ou {:} ) s’expriment par:

og, 0g, &g
(4.2) L5=T5=¢"T;= 2 gu( gjil + gl,’ - gx’j)
' 2 gq dq aq

Soient V' (i=1,2,., ) les composantes contravariantes d’un champ de vecteurs v,

donné sur M".
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La différentielle absolue de V a pour composantes contravariantes :
(A3) W =av' +T}' v'dg™
La dérivée covariante de V' est:

(A.4) V_vi =5—vm+r,im V!
aq

Les composantes mixtes du tenseur de courbure de Riemann-Christoffel sont:

i a rjil arjik r i r i
(AL5) R = ﬁqk - 5q| +I“j,I‘,k—I“,.kI‘,,

et les composantes covariantes du méme tenseur s’expriment par:

R _ﬁrijl_é’rijk
ikl T oy 2d"
q q

(A.6)

=~1_ azg“ 3 azgjk B 52gik _ 52gj1
2\04'0q* o409 o4dq Iqq"

? 4 r —
+rj 1 rirk "rk jrirl -

- g“(rirk rj; | rjsk)

Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique, covariant d'ordre 2, obtenu par la

contraction du tenseur de Riemann-Christoffel :

Rix=Rei=g"' Riji1 soit,

:arij.k _arijj

A7 R,
. ( ) ik aq, aqk

1 j 1 j
+ri x rjjl—rijrfll

La courbure scalaire est I’invariant obtenu par la contraction du tenseur de Ricci:

(A3) . R=g'Rg
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§ A.2 Courbures riemanniennes et géodésiques

Soit un champ de vecteurs contravariant w, défini le long d'une courbe

d’équations:
(A.9) q=q() ucla,b]cR

La dérivée absolue d’un vecteur w' le long de la courbe (A.9) est définie par:

' Sw' dw' _; .dq*
A10 —= +I W ——
(A.10) Su du % bt du
Sur une géodésique, si I'on prend V' = —‘-Z]T ( s étant I'abscisse curviligne), nous
avons:
(A.11) | %:%(%) =0 (voir[93])

On reprend maintenant les deux géodésiques (s, 1) et (s, A+dA), introduites

au deuxiéme chapitre (§ 2.2), pour démontrer la relation (3.16).

Soit M le vecteur infinitésimal 0,0, , de composantes:

. ﬁq'
A 12 '=——dA
(A-12) =27

Comment varie 1 en fonction de s? La réponse & cette question est donnée par
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I’équation de la déviation géodésique:

20N
(A.13) 55; +Rijklv57f‘vl =0
ou Y = é’qi / Js est le vecteur unitaire tangent & la géodésique y* au point

d’application de 77;

6 est le symbole utilisé pour la dérivée absolue, (A.10).
L’équation (A.13) fournit 7' = 77 (s) pour des valeurs initiales 7o et (57 /55)o données.

En utilisant I’équation de la déviation géodésique nous allons exprimer la variation
de la distance 77 en fonctionde s.

Soit

(A.14) 7=né

ou €' est le vecteur unitaire dans la direction de 777 et 7 est la longueur du vecteur 7.
La définition de ¢' conduit &
(A.15) gijee=1

et on déduit:

ele, =
(A.16) 1 ei‘;—es=o
Se, 5 S'e
+e, =0
6s &s ' s
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On développe 77 en série par rapport & s au voisinage de s=0 et on obtient:

(A.18) 7 (8)=(1)y + (‘Zg’) s+(‘;’jj S—+[‘;—?) =3
(0)

(0) (0)

a1 1(9=3 L

~ Nous allons calculer la limite des coefficients du développement- (A.17) lorsque

s tend vers 0. Par la définition de 7, nous avons:
(A19) 550 = 7-0

De méme on remarque que

(A-20) (d—") #0,

(0)

car sinon les deux géodésiques coincident. On note

A21) 9_(‘1”) ,

ds (0)

6 étant I’angle déterminé par les deux géodésiques.

Si I’on remplace ’expression (A.14) de 7 dans I’équation de la déviation

géodésique (A.13), on obtient ( voir par exemple [93] ):

2 i
dn ,+2d776e " o°e

A22
( ) ds® ds &s 7755

+ nR‘Jk, vie*v! =0

_ On multiplie (A.22) par e; et on tient compte de (A.16). On a alors:
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d’n 5%
(A.23) p +77e, 55

+nK(m,)=0

ot K(m) estla courbure riemannienne (sectionnelle) du 2-plan (7 ), déterminé par les
vecteurs 77 et V.

De (A.19) et (A.23) on peut tirer maintenant:

2

(A24) 50 = ds'z’—m

Onfait s— 0 dans’équation (A.22) et on utilise (A.24). On obtient:

(A25) s—>0 = ‘;—e—m
S
Donc, par (A.16),
2.1
(A.26) s>0 > e,.%‘f;—»o

Finalement, si on divise (A.23) par 7 et onfait s— 0, en utilisant (2.13) on a:

2
(A.27) s—>0 = ld?
: n ds

=> —K(7;)

En remplagant maintenant les coefficients du développement (A.18) par leurs

valeurs obtenues d’aprés (A.19), (A.24) et (A.27), on obtient:

dn 1d°n dn) s°
(A.28) n(s)= (—) s+(— ) (— —+---
ds)g, \n ds’ 0o B0 6
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soit,

(A29) n(s) = (%’) [S—K(n,)‘—gé—}+---,
(0)

ce qui est la relation (3.16). En utilisant (A.21) on peut mettre (A.29) sous la forme

3

(A.30) n(s)=6 [s—-K(:rl)%:I+--- c.q.f.d.

§ A.3 Espaces riemanniens a courbure constante

Dans la suite nous allons présenter quelques résultats sur les espaces & courbure
constante (voir [19], [23], [37], [47],[55], [56], [93], [100]).
On appelle point isotropique dans un espace riemannien un point ou la courbure

riemannienne est la méme pour tous les 2-plans qui passent par ce point.
En un point isotropique, la courbure riemannienne (3.13) satisfait:
(A31) K (g gx-gxgi)=Rijui

Théoréme de Schur La courbure riemannienne est constante dans un ouvert

connexe d’un espace riemannien si tous les points de cet ouvert sont des points

isotropiques. ( voir par exemple [37]).

On dit qu’un espace est un espace a courbure constante si K (m) = K = const.

pour tout JeM" et pour tous les 2-plans de ToM" (voir [55] ).
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L’équation de la déviation géodésique (A.13) s’écrit dans ce cas:

2 i
(A32) ‘; S’Z +Kni=0

Dans un espace a courbure constante positive, ( K > 0 ) deux géodésiques qui
partent d’un point commun, vont s’intersecter de nouveau a une distance | du point

initial, égale a:

(A33)

~
Il

Bl
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ANNEXE-B

Compléments sur le probléme plan des trois corps

§ B.1 Sur la topologie du probléme plan des trois corps

Les notations introduites dans le troisiéme chapitre restent ici valables. Dans ce
paragraphe §” désigne la sphére unité de dimension ».
Sur la topologie du probléme plan des trois corps nous avons les résultats suivants

(voir [38]):

La sous-variété M'(c) (de moment cinétique constant) est difféomorphe a S° xR*:

®.1) M'(c)= S’ xR*
Soit I’application :
B.2) T : M (c) > S°

m(q,p) =q/X(q)

L’image de m; & M%h, ¢) est M°(h, c), quon appelle le sous-espace des positions

normalisées -

(B.3) M?(h, ¢) = m(M%(c))
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Remarque. Tout point de M’(h, ¢) donne une position des trois corps telle que le

moment d’inertie I, par rapport au centre des masses est égal a 1.

Notons O° = m(M'(c)) et u=q/Iq) e 0. La relation barycentrique de

Leibniz :

3

(B.4) Z m;mjrzi,-(q)=l(q)z mi,1,j=1,2,3.

i<j =il
permet ensuite de définir une application 7, sur O” par:

(B.5) = T2(u) =s = (s, S2, §3) oOu

s1=123(Q) /I s2=ri3(q) /I ss=r2(q)7/ 1
On utilise I’application 7, pour obtenir
: (B6) Mz(h> C) = 7t2(M3(h’ C)),

qui est le sous-espace des configurations normalisées d’énergie h et de moment

cinétique c, fixés.

La structure topologique de M°(h, c) et de M>(h, ¢) dépend des valeurs des

masses et des constantes h et ¢ . On démontre que I’espace des configurations normalisées
est inclus dans un triangle sur un ellipsoide; M?(h, c) étant un sous-espace de I’espace des

configurations normalisées, sa topologie est facile a interpréter ( Elmabsout [38] ) et

conduit a de beaux résultats.
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Par la suite nous allons nous placer dans le cas général, m; > m, > ms > 0. Les

résultats sur la topologie de M®(h, c) selon différentes valeurs de h et de ¢ (heRet ceRy)

sont réunis dans le tableau suivant :

h et ¢ MS(h, ¢) =
1.h>0 ¢c=0 S'xT 2R xS?
2.h>0 c20 S!xT2xR3
3.h<0 c=0 S'x¥2xR?

4 h<0 ¢c#0;0<-hc’<d, SIx>2xS3

5h<0 c¢#0;d;<-2hc*<d; |S'%((S’xSH\ (S U SP U S?)

6.h<0 c¢#0;d,<-2hc*<d; [S'X(S*\(S* U S*U §*))

7.h<0 c#0;d;<-2hc’<ds |S*X((S’\(SPUS)U(S*\S*))

8.h<0 c¢#0;ds<-2hc’ <o |S'%((S’\ $*)U(S*\ $*)U(S*\ S%)

ou

- %2 est la sphére S privée de trois points distincts ;

- toutes les réunions qui apparaissent dans le tableau sont disjointes ;

- dy, dz, d3, ds (0 <d;< d>< d3< d4) sont les valeurs critiques de la fonction U. Les
points d;, d; et d; correspondent aux points d’équilibre relatif d’Euler, ou leg trois corps
sont alignés, alors que d4 correspond 2 la position d’équilibre relatif de Lagrange, ou les

trois corps forment un triangle équilatéral. C’est surtout autour de ces points que nous
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avons étudié les courbures. Pour la démonstration des isomorphismes, ( 2°™ colonne) se

rapporter aux références [1], [38], [49],[88], [89].

§ B.2 Sur le paramétre hc?

Nous avons déja rencontré le paramétre hc?, qui intervient dans la discussion sur la

topologie de M(h, c), dans I’inégalité
B.7) 2hc? +10%>0,

qui donne le domaine des configurations admissibles (§ 3.2). Donnons une démonstration

directe de cette inégalité, en utilisant les coordonnées de Jacobi.

On utilise dans
(B.8) T-U=h

’expression de I’énérgie cinétique (3.25) et I’expression du moment cinétique (3.26):

) ) ) ) U ) )
®B.9) J708 SR TR ol R TR TR ¢§—2—c (¢ +pr; ¢,)=2h

En regroupant les termes de fagon convenable on obtient:

) ) . U ) 2
ﬂxrlz + 4, r22+(.ul 1'12 503_2': Hy rlz ¢t 4 rsz)'*'

2

., .U _ U
(B.10) +(py 1, ¢§—2—c—#2 I; @t iy T )=
2

U
'"c_z(.ul rlz'*'/‘z r22)=2h

ou encore,
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. . . U . U U’
B B4+ 5 (fy =)+ ar (92 =) = 2Rt () +141)
L’expression qui apparait entre parenthéses dans le second membre est le moment
d’inertie I donc:

2

' . . U . U U
B.12) Aulrlz oty (9, _—E)z T, r, (4’2"'?)2 =2 h+c—z I
Le premier membre de 1’égalité ci-dessus étant une somme de carrés, il est donc
positif. On en déduit:

2

10
(B.13) 2h + e >0

soit

2hce® +I0%20  c.q.fd.

- Sur I’importance du paramétre hc®> dans le probléme des trois corps, on peut

citer les travaux suivants: [4], [61], [63], [71], [86], [104],[110], [111], [112].

§ B.3 Métrique de Sasaki dans I’espace des phases du probléme plan des trois corps

Nous allons donner dans ce paragraphe les expressions explicites des éléments du

tenseur métrique de I’espace des phases du probléme plan des trois corps, avec la métrique

de Sasaki.

On reprend la matrice Gs (3.55) et on la met sous la forme:
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(B.14) G

B' G

A, B et G sont des matrices 4x4. A est une matrice symétrique et G est la matrice

des g; (3.49), les composantes du tenseur métrique de I’espace des configurations. B’ est

la matrice transposée de B.

Soient
Gn G, G G
(B.15) A= G12 Gzz Gza G24
' G13 st Gas G34
G14 G24 G34 G44
Gu Gw Gn Gy
(B.16) - B= Gy Gy Gy Gy
Gss Gas G;; Gy
Gy Gy G47 G
g, O 0 0
0 0 0
(B.17) G=| & %=
0 0 g5 . 0

0 0 0 g,

Les composantes covariantes du tenseur métrique fondamental doy® , de I’espace

des phases du probléme plan des trois corps, avec les T de (3.56), sont:
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Gu=gn+ R [ gu (T1')* + g5 (1) + g2 (T1"1)* + gu (1) 1+
+2R 2 (guTi'i T+ gn T Tla ) + 57 [ g ( 1."111)2 +gu (Th'e)’]+
+2RiR2 (g T I+ gu T Ti's ) + Ro? [ gss (T1'h) + gu (Th's)] +
+ 612 [g2 (T +gu (T 1+ 2R ¢1 (gn T T2+ gn T T2 +

+2Ry dagn b +2 $14281 Ml +2 $p1R28n | PRY E

Gu=Ri ¢1(guTi'1 o2+ g T 1N+ gn T T+ gu T Ta) +
+ P192(8u I Y +gn I T212)+R1 $2(8u I Tllz""gn I 1"114)+
2 1 il 1 3 | .
+ @ guli Tt 91 R2(gs i It gnlsly,)+
+Ri R, (g P+ & | PR A )+R 2 833 YO+
+Rid1[gn( rlzz)z +gu ( r112)2] + ¢ 2 (g2 Tk +gn I LY )+
+R (g2 IV e +gn Ihnhh )to1d28n A+ $1 R gn AT+

+Ri $28u T +RiR, gn LTk

G=Ri¢2(guTi'1 T3+ gn T i T )+ Ri Ry (g T s + g T s +
+gn T T2 +gu T Ts's) + Ry g2 (gas T T+ gu Tla Ta's ) + |
¥ ¢22 84 [T+ R (g3 h +gn I35 )+ R ¢, (833 o+
+ gnTih rllg )+ R (g1 T+ gu T Ti's ) + RiRy [ gas (T +
+gu (M) 1+ R gagn T Ts+ g1 Ragn T Ta+ 1 Re (g T2 T +

+gn I Thh )+¢ . &n % +R, $28n I +R R, gu Y
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Gua=R1 Ry (gaa Ti*1 5% + g33 NP S YtR 2(gu LT+ 33 P T+
+ gn T4 T+ gn I I"414) + ¢22 (8us Iy +gn | SN A )+
+R $1(guTi Tia+ g T T ) + R (gu T T + gu I Tl )+
+ Riga[gu (T1')" +gu (T’ + Re $2 80 T T's + §1 g gua T Tl +
+ Ry da(gss I Té +gn I3 Ty )+ ¢ P p7) %%+ R R, gu ST+

+Ridi1gu 2Tl

Gn=gn+¢1" [ gu (T2)’ + g3 (1272 + g (T1'2) +gu (I2'2)* 1+
241 ¢2(guT 2D+ gn T2 Ti'e) + 627 [ gus (1) + g (1191 +
+2 ¢ 1R (g T2 T2+ g Thh Ti's ) + Ry [ g (i) + g (T5)71 +
+ R [ gn (T%) +gu ( rllz)z] +2R1 1 (gD +gu L b)) +

+2R $rgnis s +2 Ry $28nT1 T+ 2R R, gnTia Tl

Gu=¢102(gul2 T+ g T %) + ¢1 Ry (gu T Ta's + g1 T+
+ gn L%+ gn LT +R, $2(gu 2 5 + gnTis T )+
+ 42’ gul2T5Y + $1° (g2l +gn i) +
+Ri 1 (g1 Tt guTis 1) + R (g Tl s+ gn T Tl ) +
+ ¢ 1R [ g5 (T2 +gn (T1'5) ]+ Ry gagn [ Tls + R Ry galih T2+
+Ri Ry (gn T T + gu Tl Y+ d1 42801+ R, 182 %+

+ R} gu Iy |
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Gu=¢ 1R (guT 2 Ts + g Ti 1) + 61 2 (g Tha To'a + gos T Tde +
+enTh T+ gu 2 T + 417 (gu T Ty + gn T Tik ) +
+R 1 (guTih DY+ gn Ty ) + ¢22 (guTia T+ gn T T2 ) +
+ @142 [gu (T + gzz.( T’ 1+ Ry o g Tha Ts's + Ry o gu T Tz +
+Ry $2(gs 12T+ gnTis Tk ) + R gos Ty Ty + Ry 62 (g T Tée +

+gn I T )t d1Ragn Y+ R 18 % T+ R2 &n STy

Gy =g+ 7" [gu (T5'f + g3 (I 1+ 2Ry ¢ (gu L5 Ty + g T Ty ) +
R (T s (T +ga (DA +an (DO 1+
+ 28R (g Do D5+ gn s T ) +2 Ri R (g T Ms + gu T T ) +
+ 4y [85( 1)+ gn (T1)] + R [ g (T1')* + gu (T +

+2 414283 T+ 2R, $rg3i i T4 +2 R, $2ga 1 Ty

Gs =Ry $2[ gas (T5%) + g3 (T1' )1 + R (gue T35 Ty + g Ty Ty ) +
= ¢22 (gauTh's T3 +gun 1Ty Y+Ry 2 (gus Thla T + 33 I T+
2 =2 1 1 i i 1 2
T 8l Tatgnlsals )+ R (gul1 23+ gnl s %) +
+Ri R (g T T3 + g T T3 Y+ 61 gu T2+ R gagu T Tih +
+@142(gT12Téa+gnTis Tk ) + Ry f2 (g3 Tty T +guTisTdle) +

+¢1R g3 LT+ R Ry g53 NLhY b+ ¢ P2 &n ST+ R gn P
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Gu=gu+R [ gu(Ts* ) + g (I 1+ 2Ry ¢ (gua Tl a Tt + g [y T ) +
+ 85" [gaa (T1'a) + 833 (T4a) + g2 (T4%4) + gu (T4'a)* 1+
+2 416> (guTi it gn s Ti' ) + 2 R g2 (g T Th's + gu Ti'a Tl ) +
+ 627 [gu (T + g (T + Ri? [gas (1) + gu (T +

+2 1R gu a3+ 2RI R gu T T3 + 2R 4 g T T2

Gis=gu(d2 s+ Ry +¢, I +R rlll)
Gis=gn(d:1 I'%+ R rlzl)

G171 =gnR: '+ R T131)

Gis=gu(d T+ RiTHh)

Gas=gu(é I+ Ry r112) |
Gu=gn(p2T1'4+ R T 91 T + R Th%)
G2 =gs3(R2 I+ $1 r232)

G =gu(d> Iyt P T242)

Gss=gu(R2 I35+ R, rxla)

Gss = gn(R2 I35+ P r113)

Gs7=g33(¢2 [+ R T +4, INh+R rlll)
Gis = gu(P2 4%+ R, F343)

Gis=gu($2Ta's+ RiT1')

G =g2(9> T+ B r114)

Ga=g33(¢2 T3+ R; F431)
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Gi=gu($2 11+ RyT5Y + 1 T + Ry Tv')

Gss = g 11
Ges = g
G = £33

Gsgs = 844
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§ B.4 Numérateurs des courbures riemanniennes principales

Dans ce paragraphe nous allons donner le programme de calcul MACSYMA et les
expressions des numérateurs des courbures riemanniennes (3.72), aprés avoir remplacé la

fonction de force U par (3.20).

Notations

Etant donné que les expressions suivantes sont calculées avec le logiciel

MACSYMA, il faut expliquer les notations utilisées dans ces formules:

f est I’angle @, [voir (3.23)];
rl correspond ar; , (3.9) ;

12 correspond ar2, (3.9) ;

113 —>ri3,(321) ;

123 ~>Fx, (3.22);

ml2 — mym, (produit des masses) ;
ml3 = mm;;

m23— myms

ul = 1, (3.19);

u2 - 15 ,(3.19);

p—é&, (3.24);

q—&(3.24)

h—h (constante de I’énergie).
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EXEMPLE DE PROGRAMME DE CALCUL MACSYMA POUR LE

NUMERATEUR sk;; DE LA COURBURE RIEMANNIENNE K, (3.68)

clear_ctensor( );
tensorkill:true;
*Charger le programme de calcul tensoriel :*
csetup(); |
Enter the dimension of the coordinate system:
4,
Do you wish to change the coordinate names?
Y:
Enter a list containing the names of the coordinates in order:
[r1,f1,r2,£2];
Do you want to
1. Enter a new metric?
2. Enter a metric from a file?

3. Approximate a metric with a Taylor series?

1;

What kind of matrix?

1. Diagonal . 3. Antisymmetric
2. Symetric 4. General
Selection:

il
Row 1 Column 1:
u1*(U+h);

Row 2 Column 2:
ut*r142*(U+h);

Row 3 Column 3:
u2*(U+h);
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Row 4 Column 4:
W2 252%(Ush);

Matrix entered.

Enter functional dependencies with DEPENDS function or 'N’ if none:
DEPENDS(U,[r1,f1,r2,72]);

Do you wish to see the metric?
n;

*Calcul du tenseur de Riemann-Christoffel
d‘ordre 4, sans l'afficher : *
Iriemann(false)$

* v1 et v2 sont les vecteurs qui déterminnent le
plan de section :*

array:v1[i]$ |
array:v2[i]$
vi[1]:1/(sqrt(u1))$
v1[2]:.0$
~ v1[3]:08

v1[4]:0%
v2[1]:0%

v2[2]:1/(r1*sqrt(u1))$

v2[3].0$

v2[4]:0$

' *Calcul de la courbure sectionnelle K12 (3.68), sans

avoir remplacé la fonction de force, U :*
NK12:0%

fori:1 thru 4 do
for j:1 thru 4 do
for k:1 thru 4 do
for I:1 thru 4 do
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NK12:NK12+Iriem[i,j k 1T*v1[iT*v2[j]*v1[K]*v2[I]$
DK12:0%
for i:1 thru 4 do
for j:1 thru 4 do
for k:1 thru 4 do
for I:1 thru 4 do
DK12:DK12 - (Ig[j,kI*Ig[i,11-g[j, 11*1g[i,K])
*VA[I*V2[]*v1[K]*v2[I]$

K12:NK12/DK12$ -
K12:factor(%);
*Calcul du numérateur sk12 de K12, aprés
avoir remplacé la fonction de force, U :*
num(%)$

ev(%,u:m12/r1+m13/sqri((p*r1)*2+r2°2+2*p*r1*r2*cos(f2-f1))
+m23/sqri((q*r1)r2+r272-2*q*r1*r2*cos(f2-f1)),diff)$ |

subst(r132,r242+2*cos(f2-f1)*p*r1*r2+p*2*r112,%)$

subst(r2342,r242-2*cos(f2-f1)*q*r1*r2+q*2*r142,%)$

ev(%, f2:f1+)$

subst(abs(r13)=r13,%)$

subst(abs(r23)=r23,%)$

factor(%)$

sk12:%$



Annexe B : Compléments sur le probléme plan de trois corps 140

Numérateur de K3:

(c3) skl2:%;

6sin (hmI3p rl 1312 123 u2+6cos () hml3p rl’ rl13r2 123 u2+6sin (Hml2ml3p 1l
*11312° 123° u2+ 6 cos () m12mI3p 1l 11312 £23° w2+ dsin (mi13 p 11’ 12’ 123° u2+ 4 cos (f)
= xnl32 p2 x'l3 r2‘z r236 u2-4cos(f)mi2ml3prl rl33 rZrBG u2+12cos(f) hmi3 p3 rl‘ rl3r2 r23‘ u2
+12cos(f) m12m13p 1l 11312123 w2+ 8cos(f)ml3 p rl' 12123° w2+ 2h m12r13° 123° w2+2
*ml2ml3 r135 r?js u2—-4hml3 p‘z rl3 1'133 1'7_1!6 u2—-8ml2ml3 p2 rl2 r133 r?_’i‘ u2-4 ml32 p2 rl3 1'132
#2302+ 6hml3p 1’ 113123 U2+ 6ml12mi3p rl' r13r23° u2+4ml3 p 11’ 123" u2+ 6sin ()
*ml3m23p rl 11312 123° u2+ 6cos (f) m13m23 p. 11’ 11312 123 u2+12cos(Hm13m23p rl'
*£1312123° 12+ 2m12m23113° 123 W2-4m13m23p 11 113 123 W2+ 6ml3m23p 1l 13123 u2
+asin (HmI3mBpqrl 113 12 123 u2+4 cos () m13m23pqrl 113’ 12° 123 12+ 4 cos(f) ml12
*m23qri 13’ 12123’ u2—4cos(f) m13m23pq 1l 113 12123’ u2+ 4 cos(f m13mBp. qrl' 113 12
2 s 1'233 u2-4hm23 q2 r13 r136 r233 u2-38ml2m23 qz 1'12 r13‘ rBJ u2-4ml3m23 q2 r13 r13’ 1'B3 u2—-4

B *ml3m23 p2 q2 rls r133 rBl w2-4m23 q2 3 r232 u2+6 sinz(f) hm23 t:l2 13 2 12302+ 6
*cos’ () hm23q 11 r13° 12’ r23u2+ 6 sin () m12m23q 1l 113° 12’ 123 u2+ 6 cos () mI2m23 g
*11” 113° 12’ 12302+ 6sin” () mI3m23 ¢’ 11’ 113’ 12" 12302+ 6 cos (m13m23q 1l 113 12 123 u2
~12cos(f)hm23q 11" r13° 12123 w2 - 12 cos(f) m12m23q 11’ £13° 2123 u2 - 12 c0s(f) mI3m23
*11' 113’ 121232+ 6 hm23 ¢ 11’ 113° 12302+ 6 m12m23q £l £13° 123 w2+ 6mI3m23q 11 £13° 123
*u2+4sin () m2 q 1l 113 12 u2+ dcos ()m23 q 11" 113 12 u2~8eos(F)m23 q 1 113" 12
*u2+4m23 q rl 113’ w2+ mid 1 12 123° ul + 2008 m13 pri’ 12023 ul +sin (Hm13 p 11’
*23° ul+cos (mlF p 11’ 123 ul+2m13m23 11’ £13° 12 123" ul—2eos(f) mI3m23qrl’ 113 12
*23 ul+2 cos(f) m13m23p ' n3’ 2 ;233 ul-2 sinz(f) ml3m23p qx'lS 3’ 23 ul-2 cosz(f)
*ml3m23p qus 1'1.33 r23J ul+ 171232 rl’ r13‘ r22 ul -2 cos(f) mZ’."2 qu‘ rl3‘ r2ul+ sin:(f) mBz q2
11’ £13° ul + cos (m23 ¢ 11 113" 1

@) -

rl r13‘ r?36
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Numérateur de Ki3:

(c5) sk13:%;
Scos (t)hmﬂp rl r13r2 r23 u2+6cos (f) m12m13p rl r13r2 r23 u..+sm (f)m13 p rl r2
-m W+ 4 cos 'Hm3p ' 2 o3 w2- 4cos(f)m12m13pr1’ n3? rZrB +12cos(f)hm13p
‘rl r13r2(23 u2+12cos(f) m12m13p rl r13r2r23 u.2+8cos(f)ml3 p rl rlm u2+4hml2rl
'r13 r23 u..+2m12 s r?.3 w2+ 4mi2mi3sl 3’ m‘uz 2hmlspz ' n? m‘uz §mizni3
p rl r13 r_3 u2 2m13 p rl r13 (23 u.2+6hml3p rl r13x’23 u2+6m12m13p rl rl3r23
‘u2+4m13 p rl r23 u2+6cos (f)m13m23p rl r13r2 rB u2+1200s(t)m13m23p rl 113r2
'123 u2+4m12m?3r1 1'13‘ r23 u2 2ml3m_3p rl rl3 r23 u2+6ml3m.3p rl rl3r._3 uw-2
'sm (f)m13mz3pqr1 rl3 r" r73 u2+4cos (f)ml3meqr1 rl3 r2 r73 u2+4cos(t)m12ml‘i
‘qu r13 r2r73 u2 4cos(f)ml3m73pq rl r13 r2r7_3 u2+4cos(f)m13ml3p qu rl3 r2r23
*u2- thBq rl r13 r23 n2- 6m12m?3q rl r13 (1_3 u2 2m13m73q rl rl3 rB u- 4m13
‘m23p q rl rl3 1-73 u2 2m23 q rl r13 rl‘i u2+6¢os (i)hmBq rl rl3 {2 rBu2+6cos (t)
‘m12mZ3q Y r13 2 r23u2+6cos (t)m13m?3q ' rl3 2 r23u2 llcos(f)hmZBq o’ r13 r2
‘03112 lZcos(f)ml2m23q rl rl3 R2r23u2- 12cos(f)m13m_3q o’ 1y r2r73u.2+6hm23q
‘rl r13 r23u2+6m12m73q rl rl3 r23u2+6m13m73q rl r13 123u2+sm(i)m..3 q rl r13
‘r2 u2+4cos (f)m23 q rl 1'13 r2 u2 Scos(f)ml‘i q rl r13 x‘2u2+4m?3 q rl r13 u2+6h
sm13n1’ r13r2 3 ul+6m12m13r] 1’131'2 r?3 ul+4m13 ' r2 r23 ul+12cos(f)hm13prl
‘rl3r2r?3 ul+12cos(f) m12m13prl r13r2r23 ul+8cos(f)m13 pxl 3 ul 2hml3r1 n3
‘r?.‘l ul - 2m12ml3r1 3 r23 ul- 2ml3 rl r13 r23 u1+6¢os (f)hml3p rl r13123 ul+6
*cos’ (t)leme o’ 113123 ul+m(f)m13 p n1° 25 ul+ 4 cos’ (f)m13 p '’ {23 n1+6m13
*m23r1 r13r2 n3 u1+12cos(f)m13m23prl r13r2r23,u1 2m13m2311' 13’ r23 ul+6ws ®
'mlSme rl r13r23 u1—4m13m23r1 r13 rl r?.‘i u1+4cos(f)m13m?3qu r13 r2r73 ul-4
* cos(f) m3m23prl’ 113’ 2123 w1 -2hm23 11’ 113 123’ w1 - 2m12m23 ey’ 113 03 w1 -2mI3m23
on1' 117’ 23 u1-2sin () m13m23p qr1’ 113 123’ ul + 4 cos’ () m3m23pqrl’ 113’ 23 w1-2
sm23 11 1% 23 w1+ 6hm23n’ 13 2 231+ 6m2m23nt’ 113’ 2 2301 +6m3mA ' 13
*12' 23 ul-12cos(f) hm23 q 1’ £13° 12123 ul - 12 cos(f) m12m23 q 1" r13’ 2123 ul - 12 cos(f) m13
sm23qrt’ 13’ 2123 ul + 6 cos’ () hm23 ¢ 11° 113’ 23ul + 6cos’ () mI2m23q 11’ £13° 23ul+6
s cos’ () mI3m23¢ 11 113’ r3ul + 4m23 11’ 13’ 12’ w1 -8 cos()) m23’ g1’ 113’ 2wl +sin (£)
em23 g 11 113’ ul+4cos’ () m23 ¢ 11 r13° w1

1'2z

@) -

rlz rl3‘ t"B‘



Annexe B : Compléments sur le probléme plan de trois corps 142

Numérateur de K4:

(c7) skld:%; '

6 cos’ (f) hm13 p’ ' 13 rb‘ 2+6 cos’ (f) m12m13p 11 r13 r21 r23‘ w2+ sn(@mi3 p ' 2
rZa u2+4cos (f)mi13 pz ' 2 23 u.2 4cos(f)m12ml3pr1 n3 r2r73 u2+ 12cos(f)hml3p
Y r13r2r23 u2+l2cos(f) m12m13p rl rl3r2r?3 u2+8cos(f)ml3 p i’ r2r23 u2+4hml2rl
rl3 1‘23 u2+ 2m12 r13 r?3 u2+ 4ml2ml3r1 r13 r23 u2 2hml3p rl rl3 r23 u2 6m12m13
p rl r13 r23 u2 2m13 p rl r13 r23 u2+6hmlap rl r13r23 u2+6m12m13p rl r13r2.3
‘n2+4m13 p rl r23 u2+6cos (f)mleBp rl 312’ 123 u2+12cos(f)m]am23p rl rl3r2
r23 u2+4m12m73rlrl3 r23 u.2 2ml3me rl r13,r23 u2+6m13m.73p rl rl3r23 w-2

‘sm(i)ml3m23pqu n3 2 3 u2+4cos (i)ml3m23pqr1 13 2’ 3 u2+4cos(t)m12mB
qtl 3’ r2r23 u.2 4cos(0ml3m?3pq rl r13 r2r23 u2+4cos(f)m13me qu r13 2123

*u2- 2hm?3q rl r13 r23 u2- 6ml2m23q rl r13 r23 u2- 2ml3m73q rl rl3 1'23 u2-4ml3
‘me q ' r13 r’B u2 2m.23 q ) rl3 3 u2+6¢os (f)hmBq ' r13 2 2302+6

. *cos (f)lemBq 1L’ 113° 12 2302+ 6 cos’ (f)ml3m23q ' nd o 123 u2- 12cos(f)hm.'23q

2 * 11’ 113 212302 12c05(f) m12m23 q’ n‘ r13‘ 202312~ 12¢0s(f) m13m23q’ i’ 3’ 223u2+6
‘hm23q rl r13 r23u2+6m12m23q rl r13 r23u2+6m13mBq rl r13 rBu2+sm(f)m23
NIt r2 u2+4cos (i)m?j q ' 1'13 r2 u2-— 8cos(t)m23 q rl r13 r2u2+4m.23 q n' rl3

*w2+ml13 ' 2’ 123 u1+2cos(f)m13 prl 2123 ul-2hm1351' 113’ 23° ul-2m2m3r?’ 13
123 ul-2m13° r1' 13 123° w1 + 6 sin’ () hm13 p‘ rl‘ w13 123 ul+ 6 sin () mi2ni3 p’ 11’ 113 r23‘
'u1+4sin’(f)m13’ p s ux+cos’(f)m13 n m wl-2m13m2311’ 113’ 23’ u!+6sm(f)
‘m13m23p rl rlSr?.'i’ul+2ml3m23rl r13 r2 r?3 ul 2cos(f)m13m.73qu r13 r2r23 ul +2
‘eos(f)ml3m?3pr1 13 2123 ul-2hm23 11’ 113 23’ ul-2m12m23 1’ 113° 123 ul-2m13 m23

*11' 113’ 23’ w1+ 4sin’ () m13m23 p q1° 113’ 23 w1 -2 o8’ (N m13m23p qr1° 113’ 25" w1 -2

*023' 1l 3 r23’ ul+6sin () hm23q r1° r13° 123 ul + 6 sin (f) m12m23 q’ r1’ 113’ 2301+ 6

*sin (mI3m23q rl ns’rzsu1+m73 rl tl3‘r22nl 2cos(f)m93 qrl 113 2ul + 4sin (f)
em23 q n’ r13° ul + cos’ (f)m23 q n’ 13’ ul

@n -

o1’ r13° 23
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Numeérateur de Kss:

(c9) sk23:%;

6sm (f)hm13p rl rl3r2 r?3 u2+65m (Om12m13p rl rl3r2 r2.3 u2+4sm (f)m13 p rl
r2 r23 u2+cos (f)ml3zp ' r2 rB u2+2cos(f) m12m13prl rl3 r2r23 u2+2cos(f)m13
p rl r2r?3 u2 2hm12r1 r13 rB u2 m12 r13 r23 u2 2m12m13r] rl3 r23 u2- 2hm13
p rl r13 rB u2-— 2m13 p rl rl3 r?J u2+m13 p rl r23 u2+6sm (f)ml3m23p rl r13
r2 r23 u2 2m12m73r1rl3 1'23 u2- 2ml3m?3p rl rl3 r23 u2+4sm (f)ml3mequ
r13 12 23’ u2- 2cos” (f)mlequrl 113 2 123 u2- 2cos(f)m12m23qu r13 2123 u2
+2cos(f)ml3m23pq rl rl3 rZrB u2 Zoos(f)m13m23p qu r13 r2r?_‘§ u2- 2hm23q
rl r13 r23 u2- 2m13m23q rl rl3 r73 u2+2ml3m?_3p q rl rl3 r23 u2 ZmB q rl
r13 3 u2+6sm (f)hm23q ' 3 o’ r23u2+6nn (f)lem?_":q rl 3’ 12’ r23u2+6
'sm(f)ml3m.?3q rl r13 2 123 u2+ 4 sin” (f)m?3 q ' rl3 2 u2+cos (f)m73 q ' n3’
s’ 12-2c08(0) m23 g o1’ r13‘ 22+ mBz q ' r13 u2+6 hm13 ' 113 r22 123 ul+6ml2
2 *ml3rl r13r2 el u1+4m13 o' 2 rB u1+1200s(f)hml3prl r1312123° ul+12cos(f)m12
£ 'm13prl r13r2r23 u1+8cos(f)m13 prl rZr?J ul - 2hml3rl r133r23‘ ul 2m12m13r1
13’ 23° wl-2ml3 1l 113’ 23° ul+6cos” (f)hml3p 1’ r13123° ul+6cos’ (f)m12m13p i’
*£13123° ul + sin () m13 p’ r1° 123° ul + 4 cos” () m13’ p’ n rB‘ B+ 6m3 mz:srx‘ 312 rz:s’
ul+121;os(f)ml3m23prl r13r2r735u1 2m13m2311' 13’ r23 ul+6<:os (f)m13m23p n
r13r23 ul 4m13m?3r1 3’ 2 r23 ul+4cos(f')m13m?3qu r13 r21'73 ul- 4cos(f)m13
‘m73prl r13 r2r23 u1—2hm23rl rl3 r23 ul— 2m12m?3r1 r13 r23 ul-2m13m23rl r13
r23 ul—2sm (f)m]_3m?3pqr1 r13 rB u1+4cos (f)ml3m23pqu r13 r23 u1—2m23 rl
*r13° 29 w1+ 6 hm23 r1* r13‘ rz’ 23 ul+ 6 ml2m23 el 113" n’muusmlsnmrl‘ n3’ 2’ 123
*ul- 12cos(f)hm73qu 3’ r2rl3ul—12cos(f)m12m23qu r13 2r23ul - lZoos(f)mlB
‘m23qr1 r13 r2r23u1+6cos (f)hm23q rl r13 rBu1+6t:os (f)lemBq rl r13 r23ul
+6c0s (mI3m23q 1 113’ r23ul +4m23 11 £13° 12 ul - 8 cos () m23” qr1’ 13 r2u1
+ sinz(f) mBz q2 rl‘ r13‘ ul+4 cosz(f) mBz q2 rl‘ r13‘ ul

@) -

o 13’ 23



Annexe B : Compléments sur le probléme plan de trois corps

144

Numeérateur de Ko4:

(cll) sk24:%;
6sin (Dhml3p’ rl' r1312° 123° w2+ 6 sin (f) m12m13p 11 11312’ 23 w2+ 4sin’ (Hml3 p 11’
* 12 023° w2+ cos (D) m13 p 1’ 12 123° w2+ 2 cos(f) m12m13p 11’ 113’ 2123° w2+ 2 cos(f) m13
+p 11’ 2123° w2-2hm12r1 113° 23° w2 -m17 113° 23° W - 2m12mi13r1 113 23 v2—2h m13
epi ' 13 ' w-2m13 P ' i3 3’ v m1d ' 23 w2+ 6sin’ () m13m23p’ £ 113
*12' 23’ w2-2m12m23r1 113 123’ w2-2m13m23p” 11 113’ 123’ w2+ 4sin’ (F) m13m23p q 11’
* 113’ 2’ 123’ u2-2.cos’ () m13m23p qr1’ 113’ 12° 123’ W2~ 2 cos(f) mI2m23 g1’ 113° 2123’ w2
+2cos(f) m13m23p q 11 113 12123’ w22 cos(f) mI3m23p’ qrl 113’ 2123 w2-2hm23q’
o' 113 23 w-2m13m23 ¢ 11 13’ 23 W+ 2mB3m3p ¢ 11 13’ 03 w-2mF ¢ '
*113° 23 w2+ 6sin’ () hm23q’ r1' r13° 12” 232+ 6 sin (f) m12m23 ¢« 113° 2 3u2+6
3 *sin’ () m13m23q 11 113’ 2’ 232+ 4sin () m23 ¢ 11 113" 12 w2+ cos () m23 q 11 113°
* w-2cos()m23 q 1 113 2u2+m23 g 11 113° w2+ m13 11 12’ 123 w1+ 2 cos () m13’
eprl’ 223 ul-2hm13r1 113 23° vl —2m12m13 e 113’ 23 w1—2m1F r1* 113 2 w1+ 6
*sin’ (f) hm13p’ 11’ 113123 ul+ 6 sin’ () m12m13p’ 11’ r13123° ul+ 4 sin () m13 p’ 1’ 23° ul
+cos () ml32 p2 rl‘ ¥ u1-2m13m3 ' 13’ m’ ul+6 sinz(t) m13m23p’ 11’ 113123 ui+2
* m13m23r1 RERZE ﬁ3 ul 2 oos(t) ml3 m23qr1 113 2123 ul+2 cos(f) m13m.‘23p r1 ns
*n rza ul-2h m23rl r13 m ul— 2m12mz3r1 r3° 3’ vl 2m]3mz3r14 m’ m u1+ 4
* sin'(f) m13m23p qr1° 113 123’ ul =2 cos (f) m13m23p qrl° 113’ 123’ ul—2m23 11’ 113 23"
*ul+6sin’ () hm23q r1° r13° 3 ul +6sin’ (f) m12m23q’ 11’ 113° 23 ul + 6 sin’(f) mI3m23 ¢
*r1° 113 23ul+m23 11 113° 12’ ul-2 cos(f) m23" qr1” 113° 2wl + 4 sin’ () m23 ¢ 11 113° w1
+cos () m23 q r1° r13° ul

(d11) -

1’ r13° 23
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Numérateur de Kz,:

(c13) sk34:%;
sinz(f) m13’ pz ' 12" 123° w2+ cosz(f) m13’ p2 ' 2’ 123° w2+ 2 cos(f) m12ml3p '’ 13’ 223
*u2+2cos(f) ml3 p rl’ 12123 w2+ m12 r13° 123° w2+ 2m12m13p o1’ 113’ 123° w2+ m13 p' p1®
*123° w2—2sin () m13m23 p qrl’ r13° 12 123’ w2~ 2 cos (N mI3m23 pqrl’ 113 12 123’ w22
* cos(f) m2m23qrl’ r13° r2123° w2+ 2 cos(f) m13m23p g r1° r13° 2123’ w2~ 2 cos (f) m13 m23
*p g1’ 13 12123 w2+ 2m12m23 ¢ 11’ N3 123’ w2+ 2m13 M2 ¢ r1° 113° 123° w2+ sin’ ()
*m23’ ¢ 11 113’ 12’ w2+ cos (f) m23" q 11 113° 12 W2- 2 cos{f) m23 ¢ 11’ F13° 22+ w23’ g
«n1°13° w2+ 6hm13 1’ 11312’ 123° w1+ 6 m1zm13 s’ 113620 123 w1+ am1 1t 12 25t w1+ 12
*cos(f)hml3p n’ r13r2:23° ul + 12 cos(f) m12m13 prl‘ r13r2 r236 ul + 8 cos(f) m13’ P rls 2
+128 ul-4hmi3rl’ 113’ 123 wi- 4mi2m13 e’ 113 123° w1 - 4 m1d 1 13" 2% w1+ 6 s’ ()
*m13p’ 1 113123° ul + 6 cos’ () hml3 p’ 11° r13:23° ul + 6 sin’ (N mI2m13p 11’ £13125° ul+6
* cos” () mI2m13p’ 11 r13123° ul + 4 sin’ () m13” p r1° 123° ul + dcos’ (m13 p r1* 23" w1 +6
*m13m23r1 11312' 123 ul + 12cos () m13m23 prl’ r131223° ul -4 m13m23cl’ 113 123 ul + 6
*sin’ () m13m23p’ r1° 113123° ul + 6 cos () mI13m23p’ 11° r13123° ul - 4m13m23n1* 113’ 2
* 123 ul+ 4 cos(f) mI3m2 qr1’ 113’ 12123° ul - 4 cos(f) mI3mPB prl’ 113 12123 ul— 4h m23
001 13’ 23 wl-4m12m23 1’ 13° 123’ w1 - 4 m13mB 11 13 1230 w1+ 4 s} () mI3m23pqrt®
+ 13’ 23 ul + 4 cos () m13m23 pqr1® 13 123 wl - 4 m23" 11* 113° 123" w1 + 6 hm23 1’ 113 12
*23ul+6m12m23 11 r13° 2’ ©23ul + 6 m13m23 11° 113’ 12° 123 ul = 12c0s(F) hm23 g1’ r13° 12
* :23ul - 12c0s(f) m12m23 g1’ r13° 12123 ul — 12 cos(f) m13m23 qr1’ r13° 2123 0l + 6 sin’ () b
*m23q 11’ 113° 23 ul + 6 cos” () hm23 ¢* 11° r13° 123 ul + 6 sin () m12m23 ¢’ 11’ 113 23 ul +6
* cos” (fmizm23q 11’ 113’ r23ul+ 6 sin’ () m13m23 ¢’ r1° r13° r23ul + 6 cos’ (F) mI3m23 ' r1°
* r13’ r23ul +4 m?.’«l2 rl r13 12 ul -8 cos(f) m?_"s2 qus r13‘ 2ul +4 sinz(f) mBz qz rl‘ r13‘ ul
+4 cosz(f) m‘1’3z qz rl‘ r136 ul

2
12

@13) -

3 23

Les expressions ci-dessus sont celles utilisées dans les analyses des courbures dans

des cas particuliers, développées dans le quatriéme chapitre.
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ANNEXE C

Courbures dans le cas planétaire

‘ § C.1. Symboles de Christoffel dans le cas planétaire:

I"l — r2
11~ 2
n(kn +1, + b))

2 _ 2kr, +r, +2hrr,
i 2n(kn, + 1, + hryr,)

rl 1

r3 . r2
13
2r(kr, +r, + )
r(2kr, +r, + 2hrr
(C.l) rzlz‘_‘_ 1( 1 2 12)
2(kr, +r, + hrry)
I2=- b,
23
2r,(kn, +r, + hryry)
3 _ kr,

S 2r,(kr, +r, + hrr,)

ok
44 2r,(kr, +r, + hnr,)

3 _ n
2r,(kr, +r, + hnr,)

1 _ kr,
2r,(kr, +r, + hrr,)

137

4 _ r
2r,(kry +r, + hnr,)

14 —

3
3 h

22 2r,(kr, +r, + hnr,)

1 _ krz
2r,(kr, +r, + hnry)

33

s _ kny+2r, +2hrnr,
A +r, +hnrn)

s - _n(kn +2n, +2hnn)

44 —

2(kn +1, +hrr,)
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§ C.2. Tenseurs de courbure dans le cas planétaire:

Tenseur de Riemann-Christoffel

(C.2)

_ 2br) 42k + k]
I 48 (ke 41, +hrny)
. 3k,
e 4r, (kry +r, +hnr,)
N _ K[r,) 2kr, + 1, + 2br,r,) + 1} (kr, +2r, +2hr,r,)]
B 2"13r23(k71+rz+h"1r2) ‘
- _ k[2r) (2kr, +1, + 2hrn) — 1} (kr, + 27, + 2hrr,)]
1414 —

ar’r,(kr, +r, +hrr,)

3k%r

2

L4 T g (k1 + by )

_ k[2r) 2k, +r, + 2hrr,) — 21 (kr, +2r, +2hrr,)]

R =
ZARE 4r,r; (kr, +1, +hrr,)
o _ K[, 2kr, +1, + 2br,) + 12 (ke + 2, + 2hrr,)]
s ar,r,(kr, +r, + hrr,)
k*(r} +2hrt +217)
3434 —

4r13r2 (kr, +1r, +hrr,)
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Tenseur de Ricci dans le cas planétaire

(C.3)

_ 1y (Skry +2r, +5hrr,) + 7 (kry +1, + +hrr,)

R..=
o 2r’r} (kr, +r, +hrr,)?
) 3k
13 2(kr, + 1, +hr1r2)2
O O
R,, = 272 (k
ry (kry,+r, +hnr,)
R. - k[r,) (kr, + 1, + hryr,) + 1} (2kr, + 51, + Shrr,)]
3 2rlr} (kry +r, +hrr,)?
k(r} -r})
R4 4= 2 .

D2 (kn tr + hrr,)

§ C.3. Courbure scalaire et courbures riemanniennes dans le cas planétaire

Courbure scalaire:

(C.4)

e 3[r, (2kr, +r, + 2hnr,) + 1, (kr, +2r, + 2hr,r,)]
2r,r, (kr, +r, +hrr,)?

Courbures riemanniennes dans le cas planétaire

2hr} + 2k} + R}
4r, (kr, +r, + hrr, )3

12—




Annexe C : Courbures dans le cas planétaire 149

r, (2kr, +r, +2hrr,) + 1} (kr, +2r, + 2hr,r,)

K. =
’ 2r,r, (kr, +r, +hr,r,)’

X - 2r} (2kr, +1, +2hrr,) — 2 (kr, +2r, + 2hr,r,)
N anr,(kr, +r, +hnr,)’

(C.5) K. = ry (2kry +1, +2hnr) = 212 (kr, +2r, + 2hnr,)

» ar,r,(kr, +r, +hrr,)?

X - r, (2kr, +r, + 2hrr,) + 1} (kr, +2r, + 2hrr,)
* ar,r,(kr, +r, +hrr,)?

2hrt +r) +2r}

34 —

- 4r,(kry+r, + hr1r2)3

§ C.4. Métrique de Sasaki dans le cas planétaire

Gu=gn+¢ 2 8 ( rllx)z +R [ (TFH) + gu( ')’ 1+2RiR, (g L0+

+gn ks ) +R}? [gs( rlll)z +gu (r113)2] + ¢ P g ( 1“122)2

Gi=Ri ¢1(gnT1 T +gnTih Iy + 61 R, (g3 Kils 055 +gn L)+

+ @1 R gnaTs+ R, gn (T%)

Giz= ¢22 844 LY+ R R, (g PN +gu I rals) + Ry’ (g s+
3w 2 1 e 3 1, o1 152
+eulalEs) R (g Ivi+guli ) YRR [ g (T )" +

+gu (D)) ++4 2 gn T Tils
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Gu=Ry ¢28u Tt Ty + Rido g (T1h)2 + Ry 62 (g3 T1 s +gn Ty +

+Ry ¢2 (g1 Tds+ guTn's Tls)

Gu=gnt¢ 2 [g:( I‘zsz)2 + g1 ( 1“212)2 1+ Ry’ 2 ( 1_'113)2 +2R Ry g» a0+

+R? g ( rlzz)z

Gu=¢1R (g5 I+ gu Iy rals) +Ri ¢1(gs3 YT +gu | S P j*

+ 1R g (T1's)’ + R 180T s
Gu= ¢1¢2(gsT2Ts+gn 22 T4)

Giz=gt ¢22 gu ( I"344)2 +R)? [gss( rlls)z + g1 ( ]:‘313)2 1+2R 1R (g3 0L+

+gn s ) +R/? [ ( rlll)z +gu ( r113)2] + ¢ 2 x/( r113)2

G3s=Ry p2gu( Iﬁ344)2 + R @284 LY+ R, $2(gn s T, + 21 I3 T’414) +

+ R ¢2(gss Mo+ g Tyl Tals )

Gu=gu+R gu (T34 +2R R, guT 1 DYy + R g (T +

+ ¢22 [g53 (T +gn (Tale)? ]

Gis=gu( R I+R rlll)
Gis= 822 ¢ 1 r122

G =gnRIi'rt RiTr)
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Gis=gu $2T1"1

Grs=gu $1 124

G =gn(Ra T1's + Ri T%)
Gr=gn $112%

Gys=0

Gss = gu(Ra T3's+ Ry Tt's)
Gs=gn #1115
Gyr=gn(R. s+ R T1Y)
G =gu $2 T3

Gis=gn ¢2 T4

Gs=0

Ga=gs $2T4s

Gis=gu (R, Y+ R rlll)

Gss = gn
Ges = 82
Gn= 833

Gss = 844



Conclusion

Le sujet de cette thése concerne I’étude des systémes dynamiques conservatifs en

général et du probléme plan des trois corps en particulier, par des méthodes spécifiques de

la géométrie riemannienne.

Avec une métrique adéquate dans l'espace de configuration (métrique de
Maupertuis) et une autre dans l'espace des phases (métrique de Sasaki), nous avons
proposé une méthode de calcul des tenseurs de courbure et des courbures riemanniennes.
Nous avons utilisé le logiciel de calcul formel Macsyma, ce qui nous a permis d’effectuer
des calculs mathématiques trés compliqués qui ne sont pas faisables a la main. C’est la
puissance des micro-ordinateurs qui s’est accrue énormément depuis quelques années, qui
a perrnisv de mener a bien ces calculs.

Cette méthode de calcul est efficace puisqu’elle permet d’obtenir les expressions

analytiques ( parfois trop encombrantes!) des courbures.

Nous avons appliqué cette méthode dans le probléme plan des trois corps, ou
nous avons calculé dans I’espace de configuration, muni de la métrique de Maupertuis, /es
symboles de Christoffel, les teﬁseurs de courbure et les courbures riemanniennes
principales, pour une fonction de force quelconque.

Nous avons calculé aussi, dans I’espace des phases du probléme plan des trois

corps, muni de la métrique de Sasaki, les expressions analytiques du tenseur métrique et
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les courbures riemanniennes. Mais les expressions que nous avons obtenues pour ces
courbures sont trop encombrantes et inexploitaBles analytiquement. Nous ne les avons
donc pas inclues dans ce travail. Elles peuvent servir pour une exploitation nur.nérique.
Nous avon§ donné un exemple d’un tel calcul numérique en un point particulier de
’espace des phases.

C’est pourquoi nous avons concentré nos efforts sur 1’analyse des courbures dans

I’espace des configurations, muni de la métrique de Maupertuis.

Nous avons fait ainsi une analyse des courbures dans des cas particuliers
remarquables du probléme plan des trois corps. Cette analyse nous a permis de tirer des

conclusions sur les signes des courbures et sur la stabilité des configurations étudiées.

Voila quelques résultats obtenus:

1. Dans le cas planétaire isocéle, nous avons trouvé des conditions dans lesquelleé
les courbures riemanniennes principales s’annulent. Nous avons montré aussi que dans les
mémes conditions, la courbure scalaire s’annule. L’étude du tenseur de Ricci montre
qu’il n’est pas diagonal et qu’il n’existe pas de liaison directe entre ce tenseur et les

courbures principales. Pourtant nous avons étudié les conditions dans lesquelles il est

négatif.

2. Dans le cas du friangle équilatéral avec les trois masses égales, nous avons
trouvé une inégalité qui assure le signe négatif pour toutes les courbures riemanniennes
principales. Cela entraine I’instabilité de cette configuration. Nous avons prouvé, par
ailleurs, que si les valeurs propres du tenseur de Ricci sont négatives, alors les courbures

riemanniennes sont négatives. La courbure scalaire est aussi négative.
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Sous certaines conditions, les courbures riemanniennes gardent un signe négatif,

méme si les masses sont différentes.

3. La présence de courbures de signes opposés dans le cas rectiligne, montre qu’on

ne peut pas obtenir des conditions qui assurent la stabilité d’une telle configuration.

On remarque que dans tous les cas considerés ci-dessus, nous n’avons pas obtenu
de conditions qui assurent la stabilité. L’impression qui se dégage est donc que

linstabilité prédomine dans le probléme plan des trois corps.

La mise en oeuvre de cette méthode géométrique et I’étude des courbures et de la
* stabilité dans les cas particuliers ci-dessus nous ont demandé beaucoup de travail, mais le

sujet n’est pas épuisé. Il peut étre prolongé dans les directions suivantes:

- Etudier le probléme ouvert, signalé a la fin du Chapitre IV, & savoir: peut-on
raffiner les critéres concernant la courbure, dans le cas ou le signe de cette courbure n’est

pas constant le long d’une trajectoire, pour décider du degré d’instabilité?

- Etudier des courbures et de la stabilité d’autres configurations particuliéres du

probléme plan des trois corps.

- Exploiter numériquement les expressions analytiques des courbures que nous
avons obtenues avec la métrique de Maupertuis par Macsyma, afin de détecter les régions

de I’espace des configurations ou les courbures gardent un signe constant ( 12 ou I’étude

ne peut pas étre faite analytiquement).
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- Envisager un traitement numérique des expressions des courbures de ’espace des
phases muni de la métrique de Sasaki. Mais ce travail ne peut se faire de fagon efficace que
sur un ordinateur puissant avec une grande mémoire.

- Etudier dans un espace riemannien les conditions qui permettent de déduire le

signe de la courbure de I’espace & partir des signes des courbures riemanniennes

principales.

- Etudier par cette méthode la stabilité des trajectoires d’autres systémes

dynamiques conservatifs.
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