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������ �� � ��������� ��� ���������� ���������������� ����� ����� ����� �����������
����� ���� ����� �������� �� ������ �� ���������� ������ ��� ���� ���������� ���������
�� ���� ��� ���������� �������� � ��� ��������������� �� ������ �������� ��� ���������
��� ���������� ��������� ������� �� ������ � ��� ���������� �� ���� ���� ������� ��
��� ��������� ����� ���������� �� ������������ �� ������ �������� �� ������ � ��
������������� �� ������� ��� ����������� ��������� ���� ���� �� �������

����

���� ���������� ���� ������� ��� �� ������ �������� ��� ���� ���������� ��
����� ����� � ����� ���� �� ��� �������� ���� ������ ��� ��������� � �� � ���� ���������
� �������� ��������� �� ��� ���� �������� ������������ ���� ���� ���������� ���� �����
����� ��� ������ ��� �� �������� ���������� ��������� �� �� ���� ��������� �� ������
�� ���������� ��������� ��� ������� ������������ �� �������� ���� �� �������� ����
����� ��� ������ ��������� �� �� ������ �� ���� ���� �� ��� ���������� �� �������
������������� �� ������ ��� ������ ���������� ��� ����� �����������

�������� �

�� �������� ��� ����� � ������� �� ������������ �� � ������� �������� ���� �� ���
������������ ����� ��� �� ��� ����������� ���� �������� ��� ���������� ���������� ��
��� ���������� ��� �� ����� �� ��������� �� ����������� ��� ��� ������� ��� �� ����������
���� ����� �� ����� ������ ������������ ��������� �� ���� �� ���� �� ��������� �����
��� ���� ��� ����� ���� �� ������

�������� �

���� �� �������� ���� ������� �� ������ ��� �������� �� ����� ����� �������������
���� �� ����� ���� ��� ������� �� ��������������� ���� �������� �� ������� �� ��
������� ������������� ����� ������� ������� ��� ��������� ���������� ���� ��������� ����
��������� �������� ��������� ��������� ��������� ��� ���������� �� ����������� �

�������� �

���� ���� �������� �� ����� ����� �� �� ���� �� ������ ��������� �� ������������
�� �� ��� �������� �� ������������� � ������� �� ������ �� ���������� ������������
���������� ���� �� ������ ����� ���������� ��� ������������ ��� �������� � �� ��������
�� ������ �� ���� �� ������������ �� ����� ������������ �� X 2 + cos(X 2) ���� ��
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��������� �� ������� ���� ����� �� ������ ���������� �� ������ ��� ��������� ������
��� ����� �������� ����������� �� ����� ����� ���������� �� �� ��������

�������� �

���� �� �������� ���� ������� �� ������ ��������� �� ����������� ��� ��������
��� �� ����� �� ������� �� ������ ������� ��������� � 1� ���� ���������� ��� ��
������ ��� ��������� �������� �������� ���� �� ��������������� ��� ��������� �� �������
�� �� ������� �������������� ���� ������� ��� ���������� ���������� �� ����� ������
�� ���� ������� ���� �� ��������� �� ������ ������
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���� ���������� �� ������ �� ���������� ������������ �������������� �������� ���
�� ������ �� �� ���� ��� ��������� �� ���������� ���� ������ �� ��� �� ����� ��
����������� ����� ������������ �� �������� �� �� �������� ��� ���� ��� ����� ��������
������� �� �������� ��
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��������� �
Xr :m := (Xr ,Xr+1,Xr+2, . . . ,Xm) ������� �� ��������� ���������� �
X � ������ ������� �
Y � ������ ��� ������������ �
Fb(X ) � �������� ��� ��������� ���������� �� ������� ��� X �
Cb(X ) � �������� ��� ��������� ��������� �� ������� ��� X �

���������� �� �
θ : ������� �� ���������� �
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Θ : ������ ��� ���������� �
Q(θ, θ�) � �������� ������������� �� ���� �
L(θ) : ������������� ��� ������� ����������� ���� �� ��������� θ �
gc(x , y , θ) : ������������� ��� ������� ��������� �
∇θ : ��������� �������� �� ����� θ �

���������� �
πm:n|n : ������������ �������������� �� Xm:n ������� Y0:n �
πk : ������������ �� ������� � ��������� k �
πk|k−1 : ������������ ���������� � ��������� k �
π̂k : ������������� ������������ �� πk �
K : ����� �� ���������� �
Q : ����� ������������ ���� ����������������� ������������ �
q(·|·) : ������� ������������ ���� ����������������� ������������ �

������ ��������� �
a ∝ b ⇔ a = b � ��� ��������� �� ������������� ���� �
� · � � ����� ����������� �
u.v : ������� �������� �� u ��� v �
� · �q � ����� Lq �
p.s−→: ����������� ������� ���� �
D−→: ����������� �� ��� �
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��� ������������

���� ��� ������� �� �������� �� ��� ������� ������������ ����������������������
���� ��� ��� ������� ��������� �������������� ���������� �� ������� �� ������� ��
������������� �� �� ������� � ���������� ���� ��� ������� ������������� �� ������������
������� ���������� ��� ������� ����������� �������� �� ������������� ���������� ��
���������� �� �� ���������� �� ������������ �� ��� ��� �� �� ����������� � �������
�������� �������������� ����������� ����������� �� �� ������������� �� ������ �� �����
��� ������� ����� ���������� � ������ �� ����� ��� ��� ������ ��������� �� �������������
������������ ���� ��� ������� ���� �� �������� �������� ������ �� ������ ���� ���
���������� ��������� �� ���������� �� ������� ��������������� ������������ ����

������ ������������ ����� �� ��������� �� ��������� ��������� �� �� �������� ��������
�� ������������ �������� ��� ��������� �������������� �� ������� ������ �� ��������
�������� ��� ������������ ��� ��� �������� ��������� ��� ����� ������� ���������� ����
�� ������� ��� ����������� �� ���� �� ����� ��� ��� ��� ������� ������������ ����������
�� ��������� ���� ������ ������������� �� �������� ������ ���� � ���� ���������� ����
�������� �� ������� ����������� ����� �������� �������� ������� �������� �������������
�� ����� �� ��������� ���� � ���� ������������� �������� �� �� ������������ �� �����
��������� ���� ������� �� ������� ��� �� ���������� � �������� ���� ���� ������ �����
�� �� ����� �� �� ������ ���� ������ ����� ��������� ������ �� ������������ ��� ��
�������� �� ������������� ��� ��������� ���� �� ���� ��� ��������� �������� ���� �� ��� ��
���������� �������� ��� ���������� �� ����� � ����� �������� � ����������� �������������
������ ��� ���� ������ � �� � ���� ��������� ������� �� ��� ���� ��� ���� �� �� ���������
�� ��� �� ���������� ������� ������� �� �������� ���������

���� �� ��������� ���� �� �������� ����� ���� ��������� ���� �� ���������� �� �������
������ ��� ���������� ���� ������ ������ �� ������ �������� ���������� ������������
��� ���������� ������������� ��� ���������� ����� ��� �������� ���� �� ��� ����������
���������� ���������� ���� ������� �������� ��� ��� ����� ���� �� ��� ��� ������� ��
������ ������� ����� ����� ���� �� ������ ������ ���� ����� ������ �� ���� �������
���� �� �������� � �� �������� ������� ��� ������ �� ���������� �� ������������ ���
�� �������� ������� ��� �������� ��� ��� ���������� �� ������������ �� ��������� �����
��� �� ��� �� �� ������� ������������� ������� ���� ��������� ��� ������ ��� ��������
�������� ������������� �� ��������� ��� ��� ���������� �� ������������ ���

�



1.2. FORMULATION ET PROPRIÉTÉ ���� ������

��� ����������� �� ���������

����� ���������� ����������

������ (Ω,A,P) �� ������ ������������ µ ��� ������ σ−���� ��� (Yn,B(Yn)) ������
���������� �� �� ����� �� ������ ������������ (Yn,B(Yn),Pθ, θ ∈ Θ) �� Θ ⊂ R

d ���
�������� ��� ����������� �� ������� ��� �� ������ ��� �������� �������� f (·, θ) ��������

dPθ

dµ
(y) := f (y , θ) �����

������� ������� �� �������������� �� �� ������ Pθ ��� ������� � �� ������ σ−����
µ� ���� �������� ��� (Y1,Y2, . . . ,Yn) �� n−����������� ������������ �� n������ ����� ��
������� Yi ∼ f (yi , θ), i = 1, 2, . . . , n ����� ���������� L(yi ; θ)� �� ������� ������ ����
n−����������� (Y1,Y2, . . . ,Yn) ������� ������������� �� ������������� ���� ��� �����
��� �

L(y1, y2, . . . , yn; θ) =
n�

i=1

L(yi ; θ). �����

��������� ������ �� ������� ���������� �� ������� �� ������������� ����� ����
θ̂MV �� ������ �� ��������� θ ������� �������� �� �������������� ������������ �

θ̂MV := argmax
θ∈Θ

L(y1, y2, . . . , yn; θ) �����

���� ��� ������� �� ����������� �� ������� ��������� �� ����������������� �����
���������� l(θ) := log L(y1, y2, . . . , yn; θ) �� ���� �� �� �������������� ����� ����� �
���� L(θ)� �� ������ ���� ������� ��� ���� ��� ������ ������� �� ������ ������� �������
�� ��������� ������������� ��������� �� ������������� ������� ������� ����� ����������
�� ������������ �� l(θ)� ���� ���� ������� ���� �� ����� �� ������ ��� X �� �����
������ ��� ��������� �������������� ���� ����� �� ������ ���� ��������� ��� L(θ) > 0
�� ��� ������ ��� ��������� ��� ������������� ���� ���������� ���� ����������� ���� ��
������ �� �������� ��� R

p, p ∈ N
∗ ����� ������ �� ���������� �� ��� ��� ���������

��������� ����� ������ �� ������� ��� ������ �� �������� ����� ������ �� ����������

����� ����������

�� �� ����� �� ������ ����������������� Z ��� ������ ��� ������� ��������� ���
������ ������ ��� ������������ ����� ��� ���������� ���������� �� ��� ����������
������������� �� ���� ��� Y �� ����������� �� ��������� ����������� ��� ������ ���
������� ����������� �� ������� ����� ������ ��� ���������� s : Z → Y �� ���� ���� ���

X (y) := {z ∈ Z : s(z) = y , y ∈ Y}

�
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�� ����������� �� Z ������������� ���� Y � ��� ���� �� ��������� �� ������� X � �� ����
���� ������� ����� ����������� �� �� ����������� ��� ��������� �������������� �� �������
��� Y = (Y1,Y2, . . . ,Yn) �� n−����������� ������ ��� �� ������ ����������� �� �����
���� �� ������������� g(Y , θ) �� ��������� �� ��������� ������������� ������ �����
X = (X1,X2, . . . ,Xq)� ����������� �� ������������� ��� ������� ��������� (X ,Y ) ���
��� gc(X ,Y ; θ)� ���� �� ������� �� ��������� �� �������� �� �������������

L(θ) =

�

X

gc(X ,Y ; θ)dX �����

���� ����������� ��� ��� ��������� ������������������� ������� ����� ���������� � ����
���� ��������������� ����� �� ������� �� ��������� X ��� �������� �� �������� ��
������� �� ���������� � �� �������� �������� �������� log gc(X ,Y ; ·) ��� ��� ����������
������������ �� X � �� ������� ��� ������������ Y � �� ���� ������� ����� �����������
������������ �� ����� �������� �� ���� �� �������� �� ��������� ���� �� ��������
������ ������ ��������� �� ������� �� ��������� ����������� {Q(·, θ�), θ� ∈ Θ} � ����� �����
�� ������������ ���

��������� ������ �� ������� �������� ������������� �� Q��������� �� ������������ ��
�� �������� ������ ��� �

Q(θ, θ�) := E
�
log gc(X ,Y ; θ)

�
�Y ; θ�� �����

�� ����������� ��� ������� ���� �� ������� �������������� �� X ������� Y � � θ� ����

����������������� ���� �� ��������� �� ���� ������ �

�� ����������� �������� Q(θ, θ(k)) = E
�
log gc(X ,Y ; θ)

�
�Y ; θ(k)

�

�� ������������ θ(k+1) = argmaxθ∈Θ Q(θ, θ(k))

������ �� ��������� �� ����� {θ(k)}k≥1 ���� �� ������ θ(0) ����� �� ������������� ������
����� ��� ��������� � ������ ����������

����������� ������ ��������� �� ���� ��������� �� ��� �������
���� ���� (θ(k+1), θ(k)) ∈ Θ×Θ,

Q(θ(k+1), θ(k)) ≥ Q(θ(k), θ(k)) ⇒ L(θ(k+1)) ≥ L(θ(k)). �����

����� ��������� �� ��������� ������ � ���� ����� �� ������� ������� ��� ���� ����
����� ����� ��������� ��� ������������ ���������������� ��� ��� ����� �������������
�� ���������� �� ������ ������� ������� �� ������������� �� �� ������� ������� ���
��������� ������ � �������

��
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�������������� ������ ��� p(x |y , θ) �� ������� �������������� �� X |Y , θ. �� ����� ��
�� ����� ������� ��������� �������� �

p(x |y , θ) =
gc(x , y , θ)

g(y , θ)
. �����

���� �

l(θ) = log L(θ)

= log g(y , θ)

= log gc(x , y , θ)− log p(x |y , θ).

�����

�� ������� ����������� �������������� �� ���� �� ������� �� �� ������� ����� ��� �������
� �� ������������ �������������� �� X |Y , θ(k) �� ������� �

l(θ) = E

�

log gc(X ,Y , θ)
�
�
�Y , θ(k)

�

− E

�

log p(X |Y , θ)
�
�
�Y , θ(k)

�

= Q(θ, θ(k))−H(θ, θ(k))
�����

�� H(θ, θ(k)) := E

�

log p(X |Y , θ)
�
�
�Y , θ(k)

�

� �� ����� � ������ �� ��������� ������ �� ���

����� �

l(θ(k+1))− l(θ(k)) = Q(θ(k+1), θ(k))− Q(θ(k), θ(k))

− {H(θ(k+1), θ(k))−H(θ(k), θ(k))}
������

�� ���� ����� �� ������� ��� H(θ(k+1), θ(k)) − H(θ(k), θ(k)) ≤ 0 ���� ������� � ��
��������� ������� ������ ���� ���� θ ∈ Θ,

H(θ, θ(k))−H(θ(k), θ(k)) = E

�

log
p(X |Y , θ)

p(X |Y , θ(k))

�
�
�Y , θ(k)

�

≤ logE

�
p(X |Y , θ)

p(X |Y , θ(k))

�
�
�Y , θ(k)

�

���������� �� �������

= log

�

p(x |y , θ)dx

= 0.

������

�� ��� ����� �� ���������

�� ������� ������ �� ���� ��� ����� �� ������� ��������
��� ����� �� ����������� ���� ������� �������� ���������� ���� ������� ��� ����������
�� �� ��� ������� ����� ��� ���� ������ �� ����� �� ���������

��
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���������� � ���������� ����������������������

�� ������� �� ��������� ������� θ(0)

�� ���� k = 0, 1, 2, . . . �����
� ����� � � ������� Q(θ, θ(k)) = E

�
log gc(X ,Y ; θ)

�
�Y ; θ(k)

�

� ����� � � ������� θ(k+1) = argmaxθ∈Θ Q(θ, θ(k))
�� ��������

���������� ������

�� �������� ��� ���������� Θ ��� �� ������ �� R
d ���� d ∈ N

∗ �

�� ���� ���� θ ∈ Θ� 0 < L(θ) < +∞ �

�� θ �→ L(θ) ��� ����������� ������������� ��� Θ �

�� ���� ���� (θ, θ�) ∈ Θ×Θ�

�

X

�
�
�∇θ log p(x |y , θ)

�
�
�p(x |y , θ�)dx < +∞ ������

���� ∇θ ��� ����������� �������� �������� �� ����� θ = θ�

�� ���� ���� θ� ∈ Θ� θ �→ H(θ, θ�) ��� ����������� ������������� ��� Θ.

�� �������� ������� ������� ��� ���� ��� ��� �� ������� ������ �� �������� ����������
���� �� �������� �� �� ����������������� �� ���� ����� θ ∈ Θ.

����������� ������ ���� ���� θ ∈ Θ, θ �→ Q(θ, θ(k)) ��� ����������� �������������
�� �� � �

∇θQ(θ, θ(k))
�
�
θ=θ(k)

= ∇θl(θ)|θ=θ(k) , ������

���� θ(k) ����

�������������� �� ��������� ��������� ����� �� �� ��������� ��� ���������� �� �� �� ��
�������� θ �→ Q(θ, θ(k)) ��� ������������� ����� ��������� �� � ��������� ��������������
�� �� � �

∇θl(θ)|θ=θ(k) = ∇θQ(θ, θ(k))
�
�
θ=θ(k)

− ∇θH(θ, θ(k))
�
�
θ=θ(k)

. ������

�� ���� ����� ��� �� ������ ������ �� ������ �� ��������� ������ ���� ��� ���� �������
��������� ������� �� ��������� ������� �� �������� θ �→ H(θ, θ(k)) ��� �������� �� θ = θ(k)�
����

∇θH(θ, θ(k))
�
�
θ=θ(k)

= 0.

��
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����� �������� ��������� ����������� ��� ������ �� ��������� �� ������������ ��
����� ����� ��� ������ �������������� ������������ ��� ������ θ(∗) ���� ���

∇θl(θ)|θ=θ(∗) = 0.

������ ��� ��������� ��������� ��������������� ������� ��������� ���� �� ����� �
����� ���� �� ����� �� ��� ��������� ���������� � �� ����� � ���� ��� ������� ��
������ ������� ������ �������� ���� �� �������� �������� �� ������ �� �� ����� ��
�� ���� �������� ������� �� ������� �� ��������� θ(k+1) ��� ������� �� ������� �� ��
�������� �������� Q(θ, θ(k))� ����� �� ������ ���� �������� �� ������ � ������� �� �������
θ(k+1) �� ����� ��� �� �������� �������� ���� ���������� �

Q(θ(k+1), θ(k)) ≥ Q(θ(k), θ(k)). ������

�� ��� ����� ���� � ������������ �� ���������� ���� �� ��������� �� ����� ������ ���
��� ��������� �������� ���� ���������� � �� ��������� �� ���� ������������ �������
�� ������� ������ �� ������������� �� ������� ��� ����� ��� ��������� �� ���� �����
������� ������ �� ���� �� ����� ���� ������� ����� �� ������� �� ������� ����������
�� ������� ���������� �� �������� ��������� �� ������ �� ��� ���������� ��� ����� ��
������� �������� �� ����� ��������������� ���� ������� �� ������� �������� �� �������

���������� � ���������� ���������������������� ����������

�� ������� �� ��������� ������� θ(0)

�� ���� k = 0, 1, 2, . . . �����
� ����� � � ������� Q(θ, θ(k)) = E

�
log gc(X ,Y ; θ)

�
�Y ; θ(k)

�

� ����� � � ������� θ(k+1) ��� ��� Q(θ(k+1), θ(k)) ≥ Q(θ(k), θ(k))
�� ��������

�� ������������� ��� ��� �������� �� ��������������

������� ������ ������� ��������
�� �� ����� �� N−����������� Y = (Y1,Y2, . . . ,YN) ��� ��� �� ������� �� �������������
Yi ��� ������ ��� �� ����������� �������

fYi
(yi , θ) =

K�

r=1

λr fr (yi , θr ) ������

����
�K

r=1 λr = 1 �� λr ≥ 0 ���� ���� (i , r) ∈ {1, 2, . . . ,N} × {1, 2, . . . ,K} . �������
fr (·, θr ) = N (·|µr ,Σr )� �� ������� �� ������� �� K ���� ������������ �� ����� �� ��� ��
�� �������������� ����� ������� ���� ���� �������� �� ��������� ����������� �� K �������
�� ������� ��������� ��������� r = 1, 2, . . . ,K �� ���� ������ ��� ����������� ��� ��
������� ��������� fr (·, θr )� �� ���� ��� Xi �� �������� ��������� ����� � r �� Yi ��� �����

��
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�� r ���� ������ ���� ���� (i , r) ∈ {1, 2, . . . ,N} × {1, 2, . . . ,K} . ������������� Yi ����
����� ���������� � �� ������� �� ����� ������������ ��� �� ������� ��������������

fYi |Xi
(yi , θ) =

K�

r=1

fr (yi , θr )1{Xi=r}. ������

�� ������� ������ �� ����������� �� �� �������� Yi ��� ������������ ��� ����� �� Xi � �����
� ���� ��� ���� �������� ��� ������� ��� ����������� r ∈ {1, 2, . . . ,K} �� Xi � ����
P(Xi = r) = λr � ���� Yi ��� ����� ������� N (·|µr ,Σr ) ������������������ � Xi � ��
����������� �� �� ����� �� ������ �� ������� ������ �� ������ (Xi ,Yi) ��� ����� ������
��� �

f(Xi ,Yi )(xi , yi ; θ) = fYi |Xi ,θ(yi , θ)fXi ,θ(xi , θ)

=
K�

r=1

fr (yi , θr )1{Xi=r}

K�

s=1

λs1{Xi=s}

=
K�

r=1

λr fr (yi , θr )1{Xi=r}

������

�� ��� ����� ������ �������� �� ������������� ��� ������� ��������� �� ������ ������ ��
������� ��� ��������� ������������� X = (X1,X2, . . . ,XN) �

gc(X ,Y ; θ) =

N�

i=1

�
K�

r=1

1{X=r} P(Xi = r)
1√

2π det(Σr )1/2
exp−1

2
(yr − µr )

TΣ−1
r (yr − µr )

�

������

�� �� ����� �� log−������������� �������� �

log gc(X ,Y ; θ) =

N�

i=1

log

�
K�

r=1

1{X=r} P(Xi = r)
1√

2π det(Σr )1/2
exp−1

2
(yr − µr )

TΣ−1
r (yr − µr )

�

������

� ����� ������������ ������� n = 1000 K = 2� λ ∼ B er(2/5)� σ1 = 8� σ2 = 7� µ1 = 124

�� µ2 = 157� ��� ������� ���������������� ���� µ(0)
1 = 110� σ(0)

1 = 5� µ(0)
2 = 170� σ(0)

2 = 5�
λ
(0.2)
1 �� λ

(0.2)
2 = 0.8� � ������ �� �� ���������� �� ����� ��� ���������� ������� ����

��������� ���� ��� ���������� ��������� ���� �������� �� ����������� �������� �� ����
���� ��� ������� ���������� �� ������� ��������������

��
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������ ��� � ������� �������� �� ���������� �� �����

��� ������������ � �� ������� �������������

�� ������ �������� ������������� �� ���� �� ��������� ��������� �� ������� ��
������� �� ������� ��� ������� �� ����� �� ������ �� �������� ����� ����� ���� ��
������� ����������� ���� �� ��� �� ����� ��� ������� �� ������������ ��� ����������������
��������� �� ������ �� �� ������� ��������������

��������� ������ ���� Θ �������� ��� ����������� �� �� ����� µ ��� ������ σ−����
��� Y� a �� b ��� ��������� ������� �������������� ��� Y �� Θ � ������� ���� R

+�
c �� d ��� ��������� ������� �������������� ��� Y �� Θ � ������� ���� R

n� �� ���
������ ������������ ���������� � �� ������� ������������� �� ��������� n �� �� ��������
�� ������� ��� ������� � µ ������� �

g(y , θ) = c(y)d(θ) exp(b(θ) · a(y)). ������

��������� � ��� ���������� Y ,Θ ⊂ R
n ����� ������� ������� �

g(y , θ) = c(y)d(θ) exp(θ · y). ������

��
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�� �������� ����� �� �� �������� �� ������� ������������

������ ��� �� ������� ������������� ������ ����� ������ ��� ������������� �����������
������������� �� �������� ���� ���� �� ��� �� ������ �� ��������� ��� ��� �������
��������� ������ z = (x , y) ���� ������ �� ����� �������� �� �������� ������������� �������
���������� �

Q(θ, θk) = E
�
log gc(Z ; θ)|Y , θ(k)

�

= E
�
log c(Y )|Y , θ(k)

�
+ b(θ) · a(k) + log d(θ)

���� a(k) := E
�
a(Z )|Y , θ(k)

�
�� ���������� �� �� ����������� ����������� ����� ��������

�� ������ � �� ����� ����� ����� ��� ��� ������ a(k) �� E
�
log c(Y )|Y , θ(k)

�
���� �����

�������� �� θ� �� ������������ �� ������ � ������� θ(k+1) ∈ Θ ��� ��� �

θ(k+1) = max
θ∈Θ

�
b(θ) · a(k) + log d(θ)

�
.

�� ��� �� ������ � ������ ��� k ��� ���� ������ ��������� ������� �� ������� ��������
����� � � �������� a(k) := E

�
a(Z )|Y , θ(k)

�

����� � � ������� θ(k+1) ��� ���

θ(k+1) = max
θ∈Θ

�
b(θ) · a(k) + log d(θ)

�
.

����� ������������ ������������

����� �������� ������������ �� �� ������� ������������� � ��� ������ ����������� ����
������ �� ��������������� �� ������

������� ������ ������� ��� ��������� �������
��� ������� ������ ���� ��������� ������� � ����� ��� ������� ���������� �����������
� �� ��������� �� �������� ������ �� ���������� ������� �� �������� ������ ���� ������
����� ������ ���� ������ ��� ��������� ������� �������� �� ��� ������� �� ��������
�� ���� �� ��� ������� ����� ����� �� ������� �������������� Y = (Y1,Y2,Y3,Y4)

T

���� �� �� ������������ ������������

Multi

�

n;
1

2
+

1

4
ψ,

1

4
(1−ψ),

1

4
(1−ψ),

1

4
ψ

�

������

���� 0 ≤ ψ ≤ 1 ������� �� ���������� �� ����������� �� n = 197 ������� ���� � �����
������� ���������� ��� ����� ��������� ψ � ������ �� Y . ��� �������� �������� �������� �
�������� ������������ �� ������� �� ������������� ψ̂MV �� ������� �� ������������� �

L(ψ) =
n!

y1!y2!y3!y4!

�
1

2
+

1

4
ψ

�y1
�
1

4
(1−ψ)

�y2
�
1

4
(1−ψ)

�y3
�
1

4
ψ

�y4

������

��
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���� ���� ���� �� ����������������� �

l(ψ) = C + y1 log(2 +ψ) + (y2 + y3) log(1−ψ) + y4 log(ψ) ������

���� C ��������� ������������ �� ψ� �� �������� l ��� ������� � ψ �� � �

∂l(ψ)

∂ψ
= 0 ⇔ y1

2 +ψ
− y2 + y3

1−ψ
+

y4

ψ
= 0. ������

���� �� ������ �� (y1, y2, y3, y4) = (125, 18, 20, 34) �� � ��� ���������� �� ψ �

ψ̂MV =
1 +

√
53809

34
≈ 0.626821.

��������� ���������� ��� �� �������� ��������� ���� �������� �� � ��������������� ���
���� y11 �� y12 ���� ��� ������������ ����������� 1

2
�� 1

4
ψ� ���� ����� �������� ������������

����� �� ����� y1 = y11 + y12 ��� ����������� y11������ y12� ��������� ��������� ���
���������� ����� �������� ������ �� ��������� ��� ������� ��������� ����������� ��� ��
������� x := (y11, y12, y2, y3, y4) ���� (y11, y12) �� ������ ���������� �� x � ������� �� ��
������������� �������� ������ ��� �

gc(x ,ψ) =
n!

y11!y12!y2!y3!y4!

�
1

2

�y11
�
1

4
ψ

�y12
�
1

4
(1−ψ)

�y2+y3
�
1

4
ψ

�y4

������

�� ������ �� ����������������� �������� �

log gc(x ,ψ) = C � + (y12 + y4) log(ψ) + (y2 + y3) log(1−ψ) ������

���� ���� ���� �� �������� ������������� �

Q(ψ,ψ�) = E [log gc(X ,ψ)|Y ,ψ�]

= C � + (y4 + E [Y12|Y ,ψ�]) log(ψ) + (y2 + y3) log(1−ψ)
������

���� C � ��������� ������������ �� ψ. ����� Y12|Y1,ψ
� ���� ��� ��� ���������

Bin(y1,
1/4ψ�

1/2+1/4ψ� ), �� ���� ���� ��� �� ����� � �� ���� ��� ���������� �������������� �
����������� (k + 1)� �� �������� ������������� ������� ����� �

Q(ψ,ψ(k)) = C (k) +
�
y4 + E

�
Y12|Y11,ψ

(k)
��

log(ψ) + (y2 + y3) log(1−ψ)

= C (k) +

�

y4 + y1 ×
ψ(k)

2 +ψ(k)

�

log(ψ) + (y2 + y3) log(1−ψ)
������

�� C (k) ��� ��� ��������� ������������ �� ψ.

�� ����� � ������� �� �������� ������ ��� ������� � ψ� ���� ���������� �� ���� �
���� �� ��������� ������ ��� �

ψ(k+1) =
y4 + y1 ×

ψ(k)

2+ψ(k)

y2 + y3 + y4 + y1 ×
ψ(k)

2+ψ(k)

. ������

��
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����� ������������ �������������

��������� ������� ��� ������� ����������� ���� �� ��������� ��� �� ������� ������
������� � ����� �� � ����� ��� ������� �� ������ ��������� ���� ����� �������� ��
������ Ξ(X ) := P(X > x). �� ��� ������� � ������������ � �� ����� �� ������������ ��
X . ���� �� ��� ����� ����� �������� �������� �� ���� ����� �������� ������� �� ���� ��
��������� x �

������� ������ �� �� ����� �� ����������� Y = (Y1,Y2, . . . ,Yn1) �������������� ����
���������� �� X = (X1,X2, . . . ,Xn2) �� ����������� �������������� ��������� � �� ���� T .
��������� �� ������ ��� ���� ������ ��� T � �� ������� ��� �� ������� ��� ������������
��������� ��� ������ ���

g(yi , θ) = θ−1 exp(−yi/θ) i = 1, 2, . . . , n1 ������

���� θ �� ������� �� ����� �� ������� ��� �� �������� �� �������� ������������� ��
������� ��������� ��� ��� ������� ���������� ���������� �� ���� ���� ����� �� ����
�������� �� �� ������ �� ������� ��� ������� ���������� �

gc(x , y ; θ) =
1

θn2
exp

�

−
n2�

i=1

xi/θ

�

1

θn1
exp

�

−
n1�

i=1

yi/θ

�

.

������ � ������� (k + 1) �� �������� ������������� ��� ������ ��� �

Q(θ, θ(k)) = E
�
log gc(X ,Y ; θ)|Y , θ(k)

�

= E

�

−n2 log θ−
n2�

i=1

Xi − n1 log θ−
n1�

i=1

Yi

�
�
�Y , θ(k)

�

= −(n1 + n2) log θ− 1

θ

n2�

i=1

E
�
Xi |θ

(k)
�
− 1

θ

n1�

i=1

Yi

= −(n1 + n2) log θ− n2(T + θ(k))

θ
− 1

θ

n1�

i=1

Yi .

������

�� �������� ������� ����� �� ���� ��� E
�
Xi |θ

(k)
�
= T +θ(k). �� ����� �� ��� ������ �� ����

��� �� ������� ����� ������ �������� ��� ������ ��� �

g(xi , θ) = θ−1 exp((T − xi)/θ) , xi ≥ T , ������

���� ���� ����

E
�
Xi |θ

(k)
�
=

� ∞

T

xi
1

θ(k)
exp((T − xi)/θ

(k))dxi

=
1

θ(k)
exp(T/θ(k))

� ∞

T

xi exp(−xi/θ
(k))dxi

= T + θ(k).

��
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�� �������� Q(θ, θ(k)) ��� ������� � θ� �� ������� ���������� �������� �

∂Q(θ, θ(k))

∂θ(k)
=

−(n1 + n2)

θ
+

n2(T + θ(k))

θ2
+

1

θ2

n1�

i=1

Yi = 0, ������

���� �� ���������� ����� �����

θ(k+1) =
n1

n1 + n2
ȳ +

n2T

n1 + n2
+

n2

n1 + n2
θ(k).

�� ��� ������ ������� �� ������ �� ������� ����� ������ ������ ������ ��������� ��
������� �� �������������

θ̂ML = ȳ +
n2

n1
T

��� ��� ��������� �� ������ �� �� ����� �����������

��� �������� �� �����������

���� ����� �������� ���� �������� �������� �������� ���������� �� ������ �� �������
����� �� �� ��� ����������� �� ������������ �� �� �� ��������������� ������ ���
���� ���� � �� ���� ������������ � �� ����������� �������� �� �� ����� ��� ����������
�
θ(k), k ≥ 0

�
����� ��� ��

�
L(θ(k)), k ≥ 0

�
���� ��� ������ ������������� θ∗ �� L(θ∗) ����

������������ �� ���� ����� ��� �� ����������� �� �� ����� �� �������������
�
L(θ(k)), k ≥ 0

�

����� ���� ������������ �������� � ����� ���
�
θ(k), k ≥ 0

�
� ������ �� ����� �� ����� ��

����������� �� ����� ���������� ��� ��������� ����� �������� �� ���� ��������� ���������
��� ���� �� ���� �������� �� ����������� �������� ���� �� ������� ������ �� �� �����
���� �������� L(·)� ��� ���� ������������� ��������� ��������� ��� �� ������ ���������
��������������� � ���� ��������� �

�� � �������� ���
�
L(θ(k)), k ≥ 0

�
�������� ���� �� ����� L∗� ������ ��� �� �������

��� �� ������� ������� ������ �� ����� �� ������ �� ���� ����� ����� �� ����
������� ���������� �

�� ���� ������� ������� ��� ������
�
θ(k), k ≥ 0

�
�� ������������ �������������� ����

�� ����� θ∗ �

����� ����������� �� �� �����
�
L(θ(k)), k ≥ 0

�

����� ���� ������������� �� ����������� �� �� ����� ��� ��������������
�
L(θ(k))

�

����� ��� ���������� �������� ������� ����� ������ ���� ������� �� ����������� �� ���
�� ����� ������ �������� ��� ������� �� ������������� ��� ������ �������������� ��

��
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���� ������� ��� �� �����
�
L(θ(k)), k ≥ 0

�
�������� ���� �� ����� ������������ L∗� ������

������ ����� ������ �� ����� θ∗ ∈ Θ �������� �

L∗ := L(θ∗) = lim
k→∞

L(θ(k)) ������

��
∂L(θ)

∂θ

�
�
�
�
θ=θ∗

=
∂ log L(θ)

∂θ

�
�
�
�
θ=θ∗

= 0. ������

�� �������� L∗ ��� ���� �� ������� ����� ����� ������ ������� L ��� ��������� ���� ��
�������� ���� �� ����� �� ������� �� ������ �� ����� L∗ ��� ���� ���������� �� �� �����
�� �� �������� �� ������������� L(·)� �� ����� �� ���������������� �� ����� ����� ���
������� �� ��� ������� L∗ ��� �� ����� �� ������� �� ���� ����� �� ������� ����������������
�� L(θ(0)) �� L(θ�(0)) ���� ���� ���� �������� �� L∗� �� ������� ������ ��� ������
������������ ��������� �� L(θ(0)) ���� ���� �� �������� �� ������������ ������� ���
L∗� �� ����� ������� ���� ���� ���� ������� L(·) ������� ��������� ������ ��������������
���� �� ��� �� ������ �� ����������� ���� ���� �� ������� ��� ������ L∗ ������ ���������
�� ���������������� L(θ(0))� �� ���� ��� �� �� ����������� ��� ������������ �� �������� ���
������� ������� L(·) ��� ��������� ����Ω ��������� ��� ��������� �� ����������������
�� L(·)�

������� ��������� �� ����������

���������� ��� ������ ���������� ��� ������� ���������� �� �������� �������������
����� ��� �

M
�
θ(k)
�
:=
�
θ ∈ Θ : Q(θ, θ(k)) ≥ Q(θ�, θ(k)), ∀θ� ∈ Θ

�
������

���� �� ���� �� ���� ����� ����� ������� ���������� M �� ������ � �� ���������� ���
�������� ����� ��������� �������� ������������� �� �������� �� ��������� ������ ����
�� �������� ���������

��������� ������ ���� T ��� ����������� �� Θ � ������� ���� ��� �������������� ��
Θ� �� ��� ��� T ��� ������ ��� S ⊆ Θ �� ���� ������ ������ ������������

�
θ(i)
�

i≥0
��

�
θ(i)�
�

i≥0
������ ��� �

�� θ(i) → θ ∈ S �
�� θ(i)� → θ�� ���� θ(i)� ∈ T (θ(i)) ���� ���� i �

�� � � θ
� ∈ T (θ).

����� �� ���� ���� ������� ��� ��������� �� ����������� �� ���� ��������� ����������
������ ��� ��������� ���������� ���� ���������� ��� ������ �� ������� �������� ��
�������� ������ ��� ��� ������������ ������������� ��������� ����� ���� ������ ���������
���� �� �� ������ � ������������ ��� ������ ��� �������� ��� ��� ����������� ���������
���������� ��� ���� ���� �������� ������������� ��� ������� � ���������� ��� �� ������

�� ������ ���������� �� �������

��
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�� θ(0) ∈ Θ �� θ(k+1) ∈ T (θ(k)) �� T : Θ → 2Θ ��� ��� ����������� �������

�������� ������ ��������� �������
����������� ������������ �������� ������� �

�
θ(0) ∈ Θ,
θ(k+1) ∈ T (θ(k)), k ∈ N

������

���� ��� ���������� �

�� ���� ���� k ∈ N, θ(k) ∈ Δ ������� �

�� T ��� ������ ��� Θ \ Δ� �������������� �� Δ ���� Θ �

�� �� ������ ��� �������� ������ α ������ ��� Θ �� �������� ����� ���
� θ /∈ Δ ⇒ α(θ) < α(η)� ∀η ∈ M(θ)
� θ ∈ Δ ⇒ α(θ) ≤ α(η)� ∀η ∈ M(θ)� ���� Δ ���� �������� �� Θ;

������ ������ ��� ������� ��
�
θ(k)
�

���� ���� Δ �� α(θ(k)) �������� �� ������� ��������
���� α(θ)� θ ∈ Δ�

�������������� ���� θ ��� ������ ��
�
θ(k)
�
���

θ(k) → θ. ������

����� �� ������ ��� ���������� �����
�
η(k)
�
��
�
θ(k)
�
������ ��� �

η(k) := θ(a(k)+1) ∈ T (θ(a(k))) ������

����� ��� �
η(k) → θ,

���� a : N → N
∗ ����������� ����������� �� ����� ����������� �� ���� �������� ���

����������
�
β(k)

�
������ ��� �

β(k) := η(b(k)+1) ∈ T (η(b(k))) ⊂ T (η(k)) ������

b : N → N
∗ ����������� ���������� ����� ��� �

β(k) → β. ������

������
�

η(k) → η,
β(k) → β, β(k) ∈ T (η(k)).

������

��������� ��� θ /∈ Δ� ����� ������ ��� T ��� ������ �� θ ����� η ∈ T (θ). ����

α(η) > α(θ).

��
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�� �����
α(β(k)) ≤ α(η(k)) ≤ α(β(k+1)). ������

��� ������� � �� ������ �
α(η(k)) → α(θ). ������

������
α(θ) = α(η) ���������� ������

��� ������ θ ∈ Δ.

�� ����������� �� �������� �� ��������� �� ������� ������������ �������� � �������
������ �� �����������

�������� ������ ��� �������
����������� �� ��� ������ ��� �� ������ ��

�
θ(k)
�

k≥0
���� θ(k) ∈ M(θ(k+1))� ����

������ ��� �

�� M(θ(k+1)) ��� ������ ��� �� �������������� �� S �������� ��� ������ ��������
������ �� L(·) ���� ����������� �� Θ �

�� L(θ(k+1)) > L(θ(k)) ���� ���� L(θ(k)) /∈ S �

����� ������ ��� ������� ��
�
θ(k)
�

k≥0
���� ��� ������ ������ ������������� ��

�
L(θ(k))

�

k≥0

�������� �� ������� �������� ���� L∗ = L(θ∗)� θ∗ ∈ S �����������

������ ����� �������������� �� �� ��������� �� ��������� �� �������� ����� ����
���� ������� ���� ������������ ��� �� ����� ��� ��������� �������� ���� ���������� ��
��������� �� ���������� M(·) ��� �� ���������� ��� ������ θ �� θ� �� Q(θ, θ�). ���� ��
������ �������� �� �� ��������� ���� ��� ����� ������� �� ������������� ���� �� �������
��������������

�������� ������ ��� �������
��������� ��� Q(θ, θ�) ���� ������� �� (θ, θ�)� ����� ������ ��� ������� �� �� �����
�
θ(k)
�

k≥0
������ ��� ���� ���� ��� ������ ������������� �� L(·) ��

�
L(θ(k))

�

k≥0
��������

�� ������� �������� ���� L∗ = L(θ(∗))� ���� θ(∗) ����� ������������ �����������

�� �������� ������� ����� ����������� ������� �� ��������� ���������

����� ����������� �� �� �����
�
θ(k), k ≥ 0

�

���� �� ���� ������� �� ��� �������� ��������� �� ����������� ��� ������
�
θ(k), k ≥ 0

�
��

���� ���� ��� ���������� �� ��� ���� ���������� ���������� S(θ∗) := {θ ∈ Θ, L(θ) = θ∗}
����� ���������� ��� ������ ������������� �� L(·) � ����������� �� Θ ���� ��� L(θ) = θ∗�

��
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�������� ������
���� ������ �� ���� ����� ������������ ���� L(·) ��� S(θ∗) = {θ∗}� �����

θ(k) → θ∗.

�������������� �� ���� ����������� �������� ����� ���� S(θ∗) = {θ∗}�

����� ����� �� ��������� ������������ �� ����������� ����������� �� ������ ��������
������ ��������� ���������� �� ����� ����������� ��� ������ ���

� θ(k+1) − θ(k) �→ 0, � ������ ��� k → ∞.

�� ��� ����� ������������ ��������

�������� ������ ����
�
θ(k)
�

��� �������� �� ��� ����� ��� �

� θ(k+1) − θ(k) �→ 0, k → ∞

������ ������ ��� ������� �� ����� ����� ���� ���� �� ������������� ������� �� �������
�� S(L∗). �� ������������ �� S(L∗) ��� ������� ����� θ(k) → θ∗ ∈ S(L∗).

����� ������� �� �����������

��� �� �������� �� �� ������� �� ����������� �� ���� �� �������� ������������ ��
������ �� ���� �� ����������� �� ����� �������������� �� ���� ������ �� �����������
�� ���� �� ������ ����� �� ��������� �������� ������ ����� r �������� �

r := lim
k→+∞

� θ(k+1) − θ∗ �
� θ(k) − θ∗ � . ������

����� ����� ��� θ∗ ��� ������� ���� ��� ������� �������� �� �������� �� �������� ��
��������� ����� ������ ��� �� ��������� ��������

r � := lim
k→+∞

� θ(k+1) − θ(k) �
� θ(k) − θ(k−1) � ������

��� ���� ��� ���������� � ������ �� �� ������� ��������� �� ����� ����� ������ ��� �������
������� ���� �� ����������� ��������� �� ������ ��������� ��������� ��� ��������
������ ���� ���������� �� ��������������

��
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����� �������� �������

�� �������� ��� �� ������ ���������� ������� ���� �� ���� ���������� �� ������ ��
������� ������ �� �������� ������������ �������� ��� �� ������ �� ����� ��� ����������
�� ���� �� ������� ������� ���� ���� ������ �� ����������� ��� ��������� �������� ���
����������� ����� ������ �� k ������ ��������� �� ���� ��

� θ(k) − θ(k−1) �
� θ(k) � +δ

< � ������

���� δ �� � �������������� ������� ����� �� ���� ���������� ����� ������� ���� θ(k+k0)

�� ��� ���� k0 ���������� ��������������� �� �� ����� ������� ������� ��� �� ��������� ��
�������������� ����� ���� ���� ��� �������� �������

l(θ(k))− l(θ(k−1)) ������

�� ����� ��������� ��� ����� ���������������� ���� ������� �� ��� �� ������ ����� ���� ��
����������� �� ���������

Q(θ(k), θ(k−1))− Q(θ(k−1), θ(k−1)) ������

� �������� � �� ����� ���� ��� ��������� �� �������� �� ��������� ����� ��� ���� ����
�� ���� �� ������ � ������ ������������ ���� ���������� �� �� ����� ����� ���� ����
����������� �� ��������� ����� �� ����� �� ������ �� �� ��������� ��� ��������

��� �������� ����������

���� ����� ���� �������� ���� ������������ �������� ��������� �� ���������� ����
������ �� ������������ ��� ���� ����� ���� ��������� �� ��� ��� ������ ����� �����
�� ���������� ��� ��������� ���������� �� �������� ��������������� ��������� �� ���
���������� ������������� ���� �� ����� � ��� ������� �� ������ � ���������� ��� �����
������ ��������������� ����������� ���� ����� ������ �������� ������� ����� � ���������
�� ������ �� ������ ��� ��� ������� ������ ���� �� ����� ��

����� ����� ����� ��

�� ������ ���� ������� ��� �� ����� � ������� �������� �� ��������� �� ����� �
�� ����� �� �� �������������� ��� ����� ������ �� ���������� �� �������� ��������
� ��������� ����������� ��������� ��� �� ������������� ���������� � ��������� k � ����
������ �������� ���� N−����������� (X1,X2, . . . ,XN) ���� �� �� ������� ��� �������

�� ��� k0 ���������� �� ���� �������� ����� ������ ��� �� ������� ��� ���������� ������� ���� ��� ����
�� ���� �� ��� ������� �� ����� �����

��
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���������� p(·|Y , θ(k−1))� ��� ��� ������ ������ ��������� �� ��������� ������������
�� Q(θ, θ(k−1)) ��� ��� ������������� �� ����� ����� �

Q̂N(θ, θ
(k−1)) =

1

N

N�

i=1

log gc(Xi ,Y , θ) ������

���� �� �� ��������� ���� �� ������ �� ����� ������������� ����� �� ���������� ��
����������� ��������� ���� ��������� ���������� ���� ����� ��� ���� {Xi} ����� ���
������ �� ������ �� ��� ���������� �� ������������ �������������� �� X ������� Y = y

Q̂N(θ, θ
(k−1)) → Q(θ, θ(k−1)) ������

������� ��������� � ������ ��� N → +∞. ��������� �� ��� ����������� �� N = 1
������ ��� ����������� �� �� �� ������� ������ ���� �� ���� �� ��������� �� ������
�� ������ ��� ��� ������� ������ ���� ��� ����� �������������� � ������������ ����
���� ������� ����� ������ ��� ������� ������ ���� ��� ������������ ����������� ���
��������� ������ ����� ������ ��������� ������ �� ������� ������������� (X1,X2, . . . ,XN)�
��������� ����������������� �� ����� ����� ���� ��� �������� ������� �� ��� �������
������������ ��� �������� �� ����� ����� ���������� �� �� ���������� �������������

����� α���

��α− �� ��� ��� �������������� �� ���� �� ���� ���������� ��� ��� ����������������
�� ���������� �� �� ������������� �������� ���� �� ������ ����������� ���������������
�� ����� �� ��� ������ �� ���� ��� �� Q−�������� �� ���� ���� ���� ��� ����� ���
���������� �� ���������������� ��� ����������� �� �� α−���������� �� ���������� �������
α ��� ���� � ��� ���� ��� ����� �� ��� ����������� �� �� f− ���������� ����� ���� �������
�� ����������� ���� ����� ���� �� ������ �� ������� � ����� ������ � ����� ������� ������
��� ������ ������� ������� ������ �� � ������� ������ ���� ��� ������ ���� ����� ��
������ ����������� ��������� ���� ������� �������� �������� ���� ���������� ��α−
��� �

�� ��������� ������ ���������� D ��� ��� �������� ������ ��� �� ������ E �������� �
� ∀s, t ∈ E ,D(s||t) ≥ 0;
� D(s||t) = 0 �� �� ��������� �� s = t �
� ���� ��� ������ ��������� ds� �� ������������� �� ������ �� D ������ �

D(s + ds||s) ≈ 1

2

�

i ,j∈E

gi ,jdsidsj

(gi ,j(s))i ,j∈E ��� ������� ������ ���������

��



Thèse de Doctorat 1.5. QUELQUES EXTENSIONS

������� ������ �� ��������� � ������� ��������� p = {pj}j∈J �� q = {pj}j∈J ��� E

������ ��� ������� ��������� ���� J ⊂ N . �� ������ �� f−���������� �� ������� �����
p �� q ��� �

Df (p||q) :=
�

j∈J
pj f

�
qj

pj

�

������

�� f ��� ��� �������� ������� � ���� �������������� ����� ��� f (1) = f �(1) = 0 ��
f ��(1) = 1 �� ������� ��� ��������������� ������������ �� f ������ ��� �

fα(x) =







x log x − (x − 1) �� α = +1
− log x + (x − 1) �� α = −1

4
1−α2 (1− x (1+α)/2)− 2

1−α
(x − 1) �� α �= ±1

������

�� ������� �� α−���������� D(α) �������� �

D(α)(p||q) =







K (p||q) �� α = +1
K (q||p) �� α = −1

4
1−α2 (1− x (1+α)/2)− 2

1−α
(x − 1) �� α �= ±1

������

�� K (·||·) ��� �� ���������� �� ��������������� ������ ��� �

K (p||q) :=
�

j∈J
pj log

pj

qj
.

������ ��� ���� ��� ������� ���������� �� ������� ��� ��������� �������� �� �������
���� ��� ������ ��������� ��� ��� ����������� �� ������ ��������� ���� ������� �� ����
��������������� �� ���������� �������

�� �������� ������������� ������� �

Q(α)(θ, θ) =
2

1 + α

�
S (α)(θ, θ)− 1

�
������

����

S (α)(θ, θ) =

�

X (Y)

p(x |y , θ�)

�
p(y |x , θ)

p(y |x , θ�)

� 1+α

2

dx

= E

��
p(Y |X , θ)

p(Y |X , θ�)

� 1+α

2 �
�
�Y , θ�

�

.

������

��α−�� �������� ���� � �������� �� �������� �� S (α) �� ����� ��� �� ��� �������������
�� ���� ����� ������ ����� ������� α = −1 �� ������� ��� ���� ��������� ����� ����
������ ��������

��
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��� ����������

���� �� ��������� ���� ����� ������� �������� ������� ������ �� ������������ ���
���� ����� ������ �� ��������� �� ��������� ����� ������� ���� ��� ���� �����
������ ���� ������� �������� �� ������� ������������������ ���� ����� ��������� ���
���� �������� ���� ��� ���������� �� ����� �������������� �� ������� �� ����� �����
���� ���� ������ � �������� ���� �� ������ ���� ����� ����� ������� ����� �����������
��� �������� ��������� �� ����������� �� ���� ������� �� ���������� �� ���� ���������
����� ��� ����� ������������ ��� ���� ������ ����������� ���� ������� ��� ����� �����
������ �� ���� ��������� ���� ������������� �� ������������ �� ����� ��� �����
������� �� �� ���� ������������ ��� ���� ���� ��� ��������� �� ���� �������� ���������
�� ������� ���� ��� ����������� �� ����� ��������� ����������� ���������� ��� ���������
���������� ���������� ���� ��� ��������� �� �� ��� �� ��� ������������� �� ����� ����
����� ����� ��������� �� ��� �������� ��� ����������� �� ���� ��� �� ����� �� ��� ������
�������� ������� �������� ��� ����������� ���� ��������� � ��������� ��� ��������
������ ���� �� ������ �� ��������� �� ����� �� �������� ���� �� ��� ���������� ���������
����� ��� ��� ������ ��� ������� ���� �� �������

��





�������� �
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��������
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��� ��������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������������� ������������ �������������� � � � � � � � � � � ��

����� ��������������� ������������ ���� ����������������� � � � � � � ��

��� ��� � �������������� ������������� � � � � � � � � � � � � ��

����� �������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ��������������� ������������ ���������� � � � � � � � ��

������� ������ �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������� ���������������� � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� �������� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� �� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ ����������� ������� � � � � � � � � � � � � � ��

������� ����������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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������� ���������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ������ Lq � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������������

��� �������� �� ����� ����� ������������� ����� ����������� �� �������� �����
���� ���� �������� �������� � �� ���������� �� �������������� ����������� ���������� ���
������� ������������� �� ������������� �� �� �� ����� �� ������������ ��� ��������
������� ���� ����������� ����� �� ������� ������������ ��� �������� �� ����� ����
��� ������� �� ������ ��� ������ ������ �� �� �������� ������ �������� ���� ��� ����
���� �� ��� ������� �� ����� ���� ���������� ��� ���������� �� ���� � ������ ��
���� ���� ���������� ��� ���� ������� ��� �������� ��� ����� � ������ ���� ����
�������� �� ������ �� �� �� ��� ������ �� ���� ��� ������� �� ��������� ��� �����
������ �� ��������� ������� ��� �������� ��� ������ ������������� ������ ��� ������
������ ��������� ����� � ������� ��� ������ ������������� ��� ������ �� ������� ������
� ��������� �� ��������� ���� ����� ������� ���������� ����� �� ������ �� ��� �������

�� ������� ������������ ��������� �������� ���� ������� �� ��������� ���� ��
����� � ������� ������ ����� ���������� �� ������� ��� ������� ��� ����������� ������
������ � ������ ����� �� ������� ���� �� ������ ��� ������ ��� ����������� �������
������������ �������� ���� ������� �� ����� ���� ��������� ���������� ������� ����
����������� � �� ���������� ����� ������ �� ���� ���� �� ������ �� ������� ��� ���������
���������� ��������� � � � � ��������� ������ �� �� ������������ �� �� ��������� ���� ������ �

���� ��� ����� �� �������� ��� ��� �������� ������������� ��������� �������� ��
������ � ��������� ���������� ������� �� ������� ���������� �� ������ ���������������
������� ���������� �� ������� ��������� ���������� ��������������� ����� ���������
���������� �� ����� �� ���������� ���� �� ������ ����� ���������� �� ������ � ������
�� ����������� �� ������ ������ �� ������� ��� ������� ����������� ��� �� ������ ��
������� ���� �� ����� ������������ ��� �������� ��� ������� ���� ��������� ����������
����� � ������� ������ �� ������� � ������ ������� �� �� ��� ������������ �����������
�� ����� ����� �� �������� �� ����� �� ���� � �� ������� ��� ������������ ����������� ���
����� �� ������ ������ �� ������� ������ ������� ������ �� ������� ���� �� ������ ��������
�� ����� ����� �� ������� ������ �� ������������ ��� ��������� �� ������� ������� ��� ���
�������� ��� ������� ����� ���� ���� ������������ �� ����� ����� ���� ����� �� ���
����� ������������� �� ������������ �� �� ��� ��������� ����������� ���� �������� �����
����������� � ������ �� ������

�� �� ����� �� ������ ��������� �� �������� ���� ����� ������

��
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����� ������ ��������� �� �������� ���� ���� ������������ ��������� ��� ���������
����������� � �� ������������� ��� �������� ���� �� ����� ������������ �� ��������
���� �� ����� ����������� ������ ���� ����� ���� ���� �� ���� ������� � ���� �������
���� ���� ������� ���� �� ����� ���� ������ �� ������ ����� ������ ���� �� ��
���� ����� ��� ��� ���� ��������� ���� ���� � �������� �������� ���������� �� �������
�� �� ������� ��� ��������� ���� ��� �������� ����� ���� ������� �������� ��������
��������� ��������� ��� ������� ��� ���������

��� ��������������� ������������

��� ����� �� ����������� ���� �� ����������� ��� ��� �������� �� ������������� ����
���������� ��� ������� �������� ���������� ��������������� ����������� ��� ��� �����
������� �� ��������� ����������� ���� ������� �������� ��� ����������������� ������������
�� ����������������� ������������ ���������� ������� �� ������������� ������������� ����
�� ������ ��� ���������� �� ���������� �� ��������� ���������� �� ������ �� ��������
���� ������� ����� � ������� ������� ������ ������� ������ ��� �������� ������ �� ������
�������

����� ��������������� ������������

����������������� ������������ ���� �� ��������������� ������������ ���� ��� ���
������� �� ���������� ����� ��� ��� ��������� ����� ������������ �� ����� �������������
��� ������� ��� ������� � ����� ��������� ���� ������ ����� ������ �� �������� ���������
���� ��� ������� �� �������� ������� ���� ������ �� ���� ��� ������ ������� ���� ��
����������� ����������� ������������ �� ����������� �������� �

I (f ) =

�

X

f (x)p(x)dx , �����

��� ���� ������� ���������� � �������� �������������� �� ������������� ���� f �����
���� ���� ����������� ��������� �� ���� ��� p(·) ���� ��� �������� ��� ��������������
������������ �� ����� ������ ����� �� ���� ��� �

I (f ) =

�

X

f (x)p(x)dx

= Ep[f (X )]

=

�

X

f (x)
p(x)

p̃(x)
p̃(x)dx

=

�

X

f (x)ω(x)p̃(x)dx

= Ep̃[f (X )ω(X )]

�����

��
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�� ω(x) = p(x)
p̃(x)

��� �� �������� ������������ �� Ep(·) ������ Ep̃� ��� �����������
������������ ������� ���� �� ������� p(·) ������ p̃(·)�� ������ �� ���� �� ����� �����
��������� ���� �� ������� ��������� �� ������� ����� p(·)� ���� ������ ��������� �����
���� ��� ������� ������������� p̃(·)�

��������� ������ �� ������� ������� ���� ����� ��������� ����� ��� �� ����������
���� N−����������� (ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(N)) ���� ����� ������� ������������� p̃(·) �� ����
������� ������������ ����� ��� �

Î (f ) =
1

N

N�

i=1

f (ξ(i))ω(ξ(i)). �����

�� ������� ��� ������ ���� �� ������� �������� �� ��� �� ��� ������� �� �������� ��

���������� � ��������������� ������������
�� ������� p̃ ����� ��� supp(p̃) ⊃ supp(f .p)
�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����

� ������� ξ(i) ∼ p̃(·)

� ����� ω(ξ(i)) = p(ξ(i))

p̃(ξ(i))

�� �������
�� ��������� Î (f ) = 1

N

�N

i=1 f (ξ
(i))ω(ξ(i))

�� ��������� ����������� �� �� �������� ������������ ������� ���� ����� �����������
������ ��������������� ����� ����� ������ ���� ��� �� ������� �� �� ������� �������������
�������� ����� �� �� ������� ����� ��� supp(p̃) ⊃ supp(f .p)� �� ��� ��� ��� ���������
����������

���������� ������ �� ����� �� �� �������� �� ����� ���� ������ ��� �

b(̂I (f )) = Ep̃ [̂I (f )− I (f )] = 0 �����

��

Varp̃ [̂I (f )] =
Varp̃[f (X )ω(X )]

N
�����

���� ����� ��������� �� ������� �� ��������������� �� Ep̃ |f (X )ω(X )| < +∞� �� � ��
����������� �� �� ��������� �������������

�������� ������ ���� ����� �������� ���� f �

Î (f )
p.s−→ I (f ), � ������ ��� N ���� ���� +∞. �����

��
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�� ����� ��

Ep̃

�
f 2(X )ω2(X )

�
=

�

X

f 2(x)
p2(x)

p̃(x)
dx < +∞, �����

����� � √
N
�

Î (f )− I (f )
�

σ−1
f

D−→ N (0, 1) �����

�� σf =
�

Varp̃[f (X )ω(X )]�

�������������� ����� ��� ����������� ������� �� �� ���� �� �� ����

������ ��� �� ��������� ����� �������� �� ������� �� �� �������� �� ������������ ������
�� ����� �� ���� ������� �� �������� ��� ��� ���������� ��� �� ������� ���� �����
��� ������� �������� ����� ����� ���� ��� ������� ������� k �� ���� ��� ������ ��
�������������� �� �������� ������� ������� ����� ������ ��� ���������� �� ���������� ����
�������� �� �������� �� ���� ��� ����� ��� ��� ����� �� ��������� ������ ���� ������� ��
������ �������� �� ��� ��� ��������� ����� ������ �������� ��� ��������� ��� ��� ������
�� ��������� ���������� ����� �� ���� �� ������� � ������ ��������

�������� ������ ����� ��� ������ f �������� ����� k ≥ 2 �� N ≥ 1 ����� ������ �

Ep̃

�
�
�̂I (f )− I (f )

�
�
�

k

≤ C (k)N−k/2
Ep̃ |f (ξ)ω(ξ)− I (f )|k �����

�� ����� ���� ���� t ≥ 0�

P

��
�
�̂I (f )− I (f )

�
�
� ≥ t

�

≤ 2 exp
�
−2Nt2/osc(fω)

�
������

�� C (k) ��� ��� ��������� ��������� ���������� �� k ��

osc(f ) := sup
(x ,x �)∈X ×X

|f (x)− f (x �)| = 2 inf
c∈R

�f − c�∞ ������

�������������� ����� ��� ����������� ������� ��� �������� ����� �� �������� �����
�� �������� ��

�������� ������ �� �� �������� ������������ ω ����� ��� ������� ��� ����� ω(ξi), i =
1, 2, · · · ,N ������ ���� ��������������� �������� �� ���� ��� �� ������ ���� ����� ���
��������� ξi � �� ����� ��� ��� �� ������ ��� ������� ������������ �� ���� ��� ����� ����
�� ���� ��� ���������� ����� ���������� ��� ����������� �������������

��� ��������� �� ���� ��������� �������� �� ����� ������� �� �� ������� ����������
���� �� ����� �� �������� �������� ���� ��� �����������

��
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�������� ������ �� ������� ������������� ��� �������� �� �������� �� ������������
����� ��� ������ ��� �

p̃�����(x) =
|f (x)|p(x)

�

X
|f (z)|p(z)dz

. ������

�������������� �� ���� �� ������� ��� ����� ���������� � �� �������� �� f (X )ω(X ) ��
�� ������� ��� ���� �� ����� �� �� ������� ������������� �������� ����� ����� ����������
��� ��������� �� ����� ���� ����� ������� ������������� p̃(·) �� � �

Varp̃[f (X )ω(X )] = Ep̃[f
2(X )ω(X )2]− Ep̃[f (X )ω(X )]2 ������

�� ������� ����������� �� ������ �� ����� ��� �

Ep̃[f
2(X )ω(X )2] ≥ Ep̃[f (X )ω(X )]2

=

��

X

|f (x)|p(x)dx

�2

.
������

�� ��� ����� �������� �� ���� ��� ����� ����� ���������� ��� �������� ��� �� ����� ��
p̃ = p̃�����.

�� ��������� �� ����� ������� ����� ����� ���� ����� ������� ������� �� �������
������ �� �� ��������� �� �������������

�

X
|f (z)|p(z)dz ��� �� ������ ���� � �� �����

���� ����������� ���� �� ������� � �������� ���������� �� ���� �� ����� ����� �� ������
��� �������� ������������ ���������������

����� ��������������� ������������ ��������������

�� �������� �� �� ��������� �� ������������� ���� ������ ���� ���� ���������� ����
����� ��������� ��� ����������� �� ���� ���� ��� �

I (f ) =

�

X
f (z)ω(z)p̃(z)dz
�

X
ω(z)p̃(z)dz

=
Ep̃[f (X )ω(X )]

Ep̃[ω(X )]
.

������

�� ������� �� ������ ������ ���������� �� ������� �� ������ ���������� �� ���� ���
�������������� ����� ��� �

ˆ̂
I (f ) =

1
N

�N

i=1 f (ξ
(i))ω(ξ(i))

1
N

�N

i=1 ω(ξ(i))

=
N�

i=1

f (ξ(i))ω̃(ξ(i)),

������

��
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��

ω̃(ξ(i)) =
ω(ξ(i))

�N

j=1 ω(ξ(j))
, i = 1, 2, · · · ,N

���� ��� ����� ������������ ���������������� p �� p̃ ������� ���� ������� � ��� ����������
��������������� ����� �� ������ �� ����� ��������� ��� ����� �� ������� �����������
����� ����� ��� ������ ��� �� ������� �������������� �� �� ������ ����� � �� ����� ����

���������� � ��������������� ������������ ��������������
�� ������� p̃ ����� ��� supp(p̃) ⊃ supp(f · p)
�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����

� ������� ξ(i) ∼ p̃(·)

� ����� ω(ξ(i)) = p(ξ(i))

p̃(ξ(i))

�� �������
�� ��������� ˆ̂I (f ) =

�N
i=1 f (ξ

(i))ω(ξ(i))
�N

i=1 ω(ξ(i))

�� ������� ��������� ���������������� ����� �� ������ �� �������� ��������

���������� ������ �� ����� �� �� �������� �� ������ ���� ������ �������������� ��� �

b(ˆ̂I (f )) = Ep̃

�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�

=
I (f )Varp̃[ω(X )]− Covp̃[ω(X ), f (X )ω(X )]

N
+ O(N−2)

������

��

Varp̃[
ˆ̂
I (f )] =

Varp̃[f (X )ω(X )]− 2I (f )Covp̃[ω(X ), f (X )ω(X )]

N

+
I (f )2Varp̃[ω(X )]

N
+ O(N−2).

������

�������������� �� ������ ��� ����� ��� ��� ����������� ������� �� �� �������������
����� ��� ������� ���� ����

������ ��� ������������ ������ ��� �� �������� ����� ����� ���� ��������� �����
������ ���� ��������� ������������� ����� ��� ���� ��� ������ ������� ������� ���
������ ������� ��� ���������� �� ������� ������������� ���� �������� �����������
�������� ��� ��������� �� � ��������� ��� ��������� �� ����������� �� �� ���������
������������ ��������� � ���� �� ������������ �� �����

�������� ������ ���� ����� �������� ���� f �

ˆ̂
I (f )

p.s−→ I (f ), � ������ ��� N ���� ���� +∞. ������

��
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�� ����� ��

Ep̃

�
(1 + f 2(X ))ω2(X )

�
=

�

X

(1 + f 2(x))
p2(x)

p̃(x)
dx < +∞, ������

����� � √
N
�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�

σ�−1
f

D−→ N (0, 1), ������

���� σ�2
f = Ep̃ [(f (X )− I (f ))2ω2(X )]�

�������������� �� ���� �� ���� ��� �

√
N
�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�

=
N−1/2

�N

i=1 Gf (ξ
(i))

N−1
�N

i=1 ω(ξ(i))
������

�� Gf (ξ
(i)) :=

�
f (ξ(i))− I (f )

�
ω(ξ(i)) ��� ����� �� ��������� ���������� �������� ����� �� ��

�������� σ�2
f � ����� ������ ��� �� ���������� �������� �� ������������ ���� N (0,σ�2

f )
��� �� ��� �� �� ������������ �������� ������� �������� ���� � ��� �� ����� ��
���� ���� ������� �� ����� �� ������� ��� �� ������� �������� �� ������������ ����
N (0,σ�2

f ).

����� ���� ������ �� ���� ������� ��� ����� ���� �� ������ ������� k ���� k ≥ 2
�� ������������ �� ���� �������������� ������ �� ����� ��� ��������� �� ��������� ��
���� ���������

�������� ������ ��������� ��� Ep̃

�
ωk(X )

�
< +∞. �� ������ ��� ��������� C < +∞

����� ���� ����� �������� ���� f �� N ≥ 1 ������ ������ �

Ep̃

�
�
�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�
�
�

k

≤ CN−k/2osck(f ) ������

�� ����� ���� ���� t ≥ 0,

P

��
�
�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�
�
� ≥ t

�

≤ 4 exp{−8Nt2/9�ω�2∞osc2(f )}. ������

�������������� ���� ����� �� ��� ������ ���� ��������

���������� ����� �� �������������� ��� ����� ���� ����� ���� ���� �� ����� ���
���������� ��� ��������������� ����� ������� ������� ���� ������� � ��� ����������
�� ���� �������� �� �� ������ �� ����� �� ��� ������ �� ���������� �������� � ������ ���
��������� �� �� �������� ����������� ������������� ����������� ���� ����� ��� �����
������������ �� ��������� �������������� �

�� �� ������� �������� ���� ���� � �� ������� �������� ������������

��
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������� ������� ���������� �� ������ �� �������������
���� ���� ���������� ���� �������� � ��������������� ��� ������ �� ������������� �����
������ ���������� ��������� ��� ���� ����������� � ������������ �� �� ����� �� ���������
���� �� X �

θ := P(X > s) = 1− F (s) ���� X ∼ F (·) �� s �� ����� ������

�� �� ������� ���� ��� ���������� ����������� �� ���� ���� F (·) �������� �� ������������
����� �� F̃ (·) �������� �� ������������ ������������� �������� ���������� �������� ���
� F (·)� ����� ������������ �� θ ��� �� ��� ����� ��� �

θ̂EP =
1

n

N�

i=1

1{Zi>s}ω(Zi), �� ω(Zi) :=
dF

dF̃
(Zi)

���� Zi ����� �� �������� �� ������������ F̃ (·)� ���� �� ���� ������� �� ���� ������������
� ������������ ���� α−�������� ����� ��� �

yα = inf {y : F (y) > α} .

���������� ��������� �������� � �������� ������������ ��������� �� �� �������� �� �������
������ ���� F̂n ���� �� ������� ����� �� Yα�

ŷα = inf
�

y : F̂n(y) > α
�

.

���������� ��� �� ������� �� �� ���� ���� ���� ����� ���� �� ����� �� ������������
��������� �� �� �������� �� ������������ F � ������������ ��� �� ��� ��� ���������� ��
����� ����� ������ ��� �������� �� ������������ ������������� F̃ ���������� ��������
��� ������� � F � �� ������ ω(y) := dF

dF̃
(y) �� ������� �� ������������� �� ������� ���

���������� ��� �� �� �� �������� �� ������������ F ������ ��� �

F̂n(y) =
1

n

N�

i=1

1{Zi≤y}ω(Zi).

�� ���������� �� �������� ������� α ��� ����� ����� ��� �

ŷα = inf
�

y : F̂n(y) > α
�

�� ��� ���������� ����� �������� �� �������� ���������� �� ����� ��������������� �� ���
����������� ���� ������ ��� ��� �� ������������ �� ������ ��������� ��������� �� ���
������ ���� �������� ��������� �� ����������� �� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������
�� �� ��������

��
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����� ��������������� ������������ ���� �����������������

��� ��� ����������� �� ���� ��� ��� ��������� ��������� ���������� ��� �� ����� �����
�������� ��������� ����� ��� �� ���� �������� ����������� ������ ������������ ���� ���
����������� ������������� ��� ����� ����� ������ ��� �������� ��� �� ������������ ���
��������� ��� ���� �������������� ��� �� ������� �� ������ �� ���������� ��������������
���� ������������ ���� ����������������� ����� �� ��������������� ������������ ����
����������������� ����� ������� �� ����� ����� ��������� ��� ����� ������ ������ �����
��� ��� ������� �� ���� ������ ��� ������ �� ������� �� ����������� (ξ1, ξ2, . . . , ξN)
���������������� ����� ����� ������� ����� p(·)� ���� ����� ����� ����� ������� ���
������� ������������� p̃ ���� �������� �� ������� ����������� ����� (ξ̃(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M))
�� ������ M ≥ N ���� ��� ����� ������������ ��������������� ������ ��� �

ω̃(1) :=
ω(ξ̃(1))

�M

r=1 ω(ξ̃(r))
, ω̃(2) :=

ω(ξ̃(2))
�M

r=1 ω(ξ̃(r))
, . . . , ω̃(M) :=

ω(ξ̃(M))
�M

r=1 ω(ξ̃(r))
������

���� �� ������ ������ �� �� ���������� ���������� ��� ��� ��������� ����� ��������
����� ����������������� ��� ���� ��������� �� ���� ����� � ����� �� �������� �����
����� � ����� �������� �� �� ����� �� ������ �������� �� �� ������������ ������������
�� ������ �������� � ������� �� ����� ������������ ��� ��� ��� ��������� �� ������ ����
������ ����� �� ������� �� ������ ����� ������������� ��� ������� ������ �� �� �����
��� ���������� ��� ������� ���� ������ ��� ��������� ξ̃(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M) ����������������
���� ��� ����� ������������ ω̃(1), ω̃(2), . . . , ˜ω(M) ��� ��������� �� ������ �����������
(ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(N))� ������������� ������ �������� ξ̃(j) ��� ����� N j ���� ����� �� ���
��������� B(N , ω̃(j))� �� ���� ��� �� ������� (N1,N2, . . . ,NM) ������������ �� ������
�� ���� �� ������� ��� ��������� ξ̃(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M) ��� ����� ���� ��� ��� ������������
M(N , ω̃(1), ω̃(2), . . . , ω̃(M)) �� ������������ �� ������ (ω̃(1), ω̃(2), . . . , ω̃(M))� ������ ���
���� ��� ������ ������� I 1, I 2, . . . , IN ���� ������� �������������� ���� ��� ������������ �

P(I i = j |ξ̃(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M)) = ω̃(j), j = 1, 2, . . . ,M ������

�� ���� ����� ξ(i) = ξ̃(I i )� ���� ���� i = 1, 2, . . . ,N � ���� ���� ������ �� ������ �������
���� �� ���� �� ����� ���� ����������������� ����� ��� �

ˆ̂
Î (f ) =

1

N

N�

i=1

f (ξ(i)) =
1

N

M�

i=1

N i f (ξ̃(i)). ������

������ ����� ��������� ���������� ��� ��������� ��� ���� �������������� �� ����� �� �����
������������� �� ������ ����� ��� �� ������ �� ������������� �������� M ���� ���� ������
������ ����� �� ������������� ��������� N ��� ������� ��� ����� ������� �� ����� ���� ��
�� ���������� �� ������� ������ ��� ��������� �� ����� ����� ���� ���������� �� ���������
��� ��������� �� ����� ������ ��� ����� ���� ���������������� ���������� �� ������ ��

��
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�� ��������� ��� ������������ ������� �� ������� �����������

���������� � ��������������� ������������ ���� �����������������

���������������

�� ������� p̃ ����� ��� supp(p̃) ⊃ supp(f · p)

�� ���� j = 1, 2, . . . ,M �����

� ������� ξ̃(j) i.i.d∼ p̃(·)

� ����� ω̃(j) = p(ξ̃(j))

p̃(ξ̃(j))
/
�M

r=1
p(ξ̃(r))

p̃(ξ̃(r))

�� �������

����������������

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����
� ����� ��� ������� I i �������������� ���� ��� ������������

P(I i = j |ξ̃(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M)) = ω̃(j), j = 1, 2, . . . ,M ������

� ����� ξ(i) = ξ̃(I i )

�� �������

������ ��� ������������ ������ ����� ��������� ��� ���� ������ �� �����

Ep̃

�
ˆ̂
Î (f )

�

= Ep̃

�

Ep̃

�
ˆ̂
Î (f )

�
�
�ξ̃

(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M)

��

= Ep̃

�

1

N

M�

i=1

f (ξ̃(i))Ep̃

�

N i
�
�
�ξ̃

(1), ξ̃(2), . . . , ξ̃(M)
�
�

= Ep̃

�

1

N

M�

i=1

f (ξ̃(i))Nω̃(i)

�

= Ep̃

�
M�

i=1

f (ξ̃(i))ω̃(i)

�

= Ep̃

�
ˆ̂
I (f )

�

.

������

���������� �������� ����������� ������� �� ������ ��� �������� ���������� � ����� ��
������ �� ����� � �� ������������� �� �������� ������������

ˆ̂
Î (f )− I (f ) =

�
ˆ̂
Î (f )− ˆ̂

I (f )

�

+
�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�

������

������� ����� �� �� �������� �

Ep̃

�
ˆ̂
Î (f )− I (f )

�2

= Ep̃

�
ˆ̂
Î (f )− ˆ̂

I (f )

�2

+ Ep̃

�
ˆ̂
I (f )− I (f )

�2

������

��
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�� ���� �������� �������� �������� �������� � ���� ����� �� ������ ����� �� ������
�� ������ �� ����� ������� �� �� ������� ����� ��� �������� �� ���� ��������� �� �� ������
��������� �� ���� �� ���� ��� ��������� �� ����������������� ���� ������� �����������
����� �������� ��������� ��� ��������� �� ������������ ������������ ��� ������������
��� �������� ���� �������� ��� ������� ���� ������� ������� �� �������� ��� ���������
��� �� ����������� �� �� ��������� ������������ ���� ���� ��� �������� �������

���������� ��� ��������� ����� ������ �������� ������ �� ������������������ ���� ��
�������� �������� ��� �� ������ ���� ����� ��������� �� �� �� ������������ �����
� ����� ����� ��� ������� ���� ��� ����������� �� ���� ��������� ����� ���� ��� ����
���� ������������ ��� ��� �������� ���� �� ��� �� ������ ���������� ���� ��� ������� ��
������ ������ ����� �� ��������� �������������� ��������� ���� ����� � ��� ���������
����������� ���� ������ ���������� ��� ��� � �� ������� �������� �� ������� ���� ���
������� ��� �� ����������� �� �� ������� ������������ �� ����� �� ������������ ��������
�������������

��� ��� � �������������� �������������

�� ����� ��������� �� ������ �� ������ ����� ���� �� ������� ��� �� ������
����������� ���� ������ �� �������� �� �� ������� ����� ������ ����� ��� ���������
����������� � ������� ��� ����� ���� ������ �� ���� ��� ��� �������� �� ���� ��� ������
������ ������������ ����� ���� �� ������� ���� ����� ��������� �� ������ ��� ����
�������� � ��������� ��� ������������ ���� ��� ��������� �� ������� ��������� �� ���
��� �� ������ ���� ��������� ������� (Xt ,Yt)t≥0 ������� � ������� ���� �� ������ �������
X ×Y ���� ������ X ������ Y� ���� ���� ���� ������� � �� ��� ��� �

� (Xt)t≥0 ��� ��� ������ �� ������ �� ������������ �������� ν �� �� ����� �� �����
������ Kt � �� ��������� �������� ���������� � ��� ��������� ����� ������ �

� (Yt)t≥0 ��� �� ��������� �� ������ �� ������������� ������� � ��������� ��� ����
��������� �� ��������� (Xt)t≥0 �� �������� �� ����������� ����� ���� �� ����� �����
���������� ���� ��������

����������� ������ ��� ������������ {Yt , t ≥ 0} ���� ������������ �������������
������������������ ��� ����� {Xt , t ≥ 0} �� �� ������������ Yk ������������������ ���
��������� {Xt , t ≥ 0} �� ������ ��� Xt�

������������ �� � �� ������ �� ���������� ����� �����������

��
Xt

��

��

Xt+1

��

��

Yt Yt+1

�� ������������ �������� ����� �������

��
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�� ���� ��������� ��������� ��� ���� ���� ���������� ����������� ����� ��������� ��
���������� �� �������� �� �� ���������� �� ������� ������� ������ ��� �� �����������
�� ���� �������� ���� ��� ��� ����� ������ ��� �� �������������� � ������ ������� �

�
Xt+1 = ft+1(Xt ,Wt+1)
Yt = ht(Xt ,Vt)

������

�� �� ����� {Vt , t ≥ 0} ������ {Wt , t ≥ 0}� ��� �� ����� ������ ������ ��������������
����� �� ������������ �� X0 �� {ft , t ≥ 0} ������ {ht , t ≥ 0}� ��� ��� ����� �� ���������
����������� ���� �� ����������� ����� �� �������� �������� ���������� ���������� ��
���������� �� ������� �� �� �������� ��� ���������� �������������� �� �� ������� ���
����� ����������� ��������� � ����� ��� ���� ������� ��� �� ������ �� �� ��� �������� �� ��
������ ν(·)� �� ����� �� ���������� Kt(·, ·) ����� ��� �� ��� ���������� ψ(·, ·)� �� ������
�� ����� �������� ����������� ��� ����� ��� �







X0 ∼ ν(·)
Kt(Xt−1,Xt) := P(Xt |Xt−1), t ≥ 1
ψ(Xt ,Yt) := P(Yt |Xt)

������

������ �� ��� ��� ������������ ����������� ��� �� ������ �� ������ (ν,Kt ,ψ)� ��
����� ������� �������� ������ X ������ ������������� Y� ��� �� ��������� ���� ����� Kt

������ ψ� ��� ��� ������� ������������� ��� ��������� ����� �� ������ �� ����� �� ����
����� ��� �������������� ��������� �

� ��� �������� ������� �� ����� Kt ��� ����������� �� ����� �
� ��� ������������� ������ ������� Kt ����� ��� ������� �� ����������� �
� ��� ���������� ������ ������� Kt �� ψ ��������� ������� ��� ������� ��
����������� �

�� ������ �� ��������� ����� �� ������ �� �������� ���� �� ��� ��������� ���� ���
������������ ��� ���� ��������� ���� ������� ���� �� ������� ��� �� ����� �� ���
�������� �� ���������� �� �� ������ ���� ������������ ����������

������� ������ ������� �� �����������
����������� �� �������������� � ������ ������� �� ��� ������� �

�

Xt =
Xt−1

2
+ 25 Xt−1

1−X 2
t−1

+ 8 cos(1.2t) + Vt

Yt =
X 2
t

20
+Wt

������

�� X0 ∼ N (0, 15)�

�
Vt

Wt

�

∼ N

��
0
0

�

,

�
σ2
Vt

0
0 σ2

Wt

��

���� �� ������ ��� ���������

σ2
V = 10 �� σ2

W = 1. �� ������ ����� ��� �������� ��� X ������ ��� �� ��������� ���
������������ ��� �������� ��� Y � �� ���� ���������� ���� ��� ��� ������ �� �������
���� �� ���������� ��������� ��� �������� ������������ ��� ����������� �� ������ ����
����������������� ��� ������ � �� ������ ���� �� ���� ���� ����� �� ����� �������������
�� �� ������� ��� ������� �� � �������� ���� ������� ��������� ���� ��� ����������
�������� �� ��� ����������

��
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������ ��� � ����������� �� ������ �� ���������� ��� �� ������� �� T = 500 ��������
������

������������� ��� ���

��� ��������� �� ���� ��� ��������� ��� ��� ������� X ��� �� ���� �����������
������� ���� ������� �� ����� ���������� �

�� ���� �� ��� �� ��������� (ν,Kt ,ψ) ������ ������� �� ������������� �����
�������� �������������� Y0:k �

�� ����������� �� ��� �� ��������� (ν,Kt ,ψ) �� Y0:k ��� ����� ���������������
������ �� �������� ������� X0:k �� ���� �������� ���������� �� ������� ��� ������
������� Y0:k �

�� ���� ��� �������� �������������� Y0:k � ������� �� ��� �� ��������� (ν,Kt ,ψ)
�� ���� ����������������� � ��������� �� ��������� ����� � ���� ��� ������ �� �����
Y0:k �

���������

��� ��������� � ��� ��������� ���������� ���� ������� ����� ����� ��� �����������
�������� ���������������� �� ����� �� ��� ����������� �� ������� ������������� ��

��
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����� �� ���� ����� ������ ��������� �� �������� �� ������� ������ �� �� ����� �������
��� ����� ������ ���� ������ �������� �� �� ����� �� �������� ������ ���� �� ������
������ �� ��� ���������� ������ ����������� ��� ��� ��������� ��������� �� ������
������� �� �� ����� �� ����� �� ����� ��� �������������� ��������������� �����������
���� ����� ������������� ���� �� ������� �������� ���� ���������� ����� ��������� ���
�� ����������� ��� �������� ��� ����� ��������� �������� ��� ��������� �� ��������
������� �� ������������ ���� ��� ��� ��� ��������� ����� ��� ��������� �� ����� ����
���� �� ��� ������� �� ����������

����� �������� ������������

�� ������� ������������ ��� ��� ������� �� ���������� ������������ ������� �� ����
�������� ��� ��������� ���������� �������� ���������� ��� ��������� �� ������� ��������
������ �������� ������� ���� �� ������������� ����� ����� ��� �� ����� ���� ��������� ��
���������� �� ������� ������������ ���� ������ �� �� ������ ��� ���� �������� ���������
��� �������� �� ����� ����� ��� ������� �� ������� ������������� ����� ����� ��
��� �

Xt = Ft(Xt−1,Ωt)
Yt = Ht(Xt ,Vt)

������

�� Ωt ,Vt ���� ��� ������ ������ ������������ ������������ �� ������������ �� X0 ��
��� �������� ν(·)� ������� �� ������� ��� ����� �� �������� ��� ������������� � ����������
P(X0:t |Y1:t) �� �� ����������� ��� ������������� ���������� P(Xt |Y1:t−1) �� P(Xt |Y1:t) ��
���� t ≥ 0� ���� ����� �� ������ �� ����� ��� ��� ������������� �������� ���������
��� �������� ��� ������� ��� ������ �� ���������� ������������ �� ������� ������������
������ �� ����������� ��� ��������� ������� ���������� ��� �������������� �� �� �������
� ���������� p(x0:t |y1:t) �� �� ����������� �� ������� ��������� p(xt |y1:t) �� ����� �����
���� �� ������ �� �������� �� ����� ������� �� ������� ��������� �������� �

p (x0:t |y1:t) =
p (y1:t |x0:t) p(x0:t)

�

X t+1 p (y1:t |x0:t) p(x0:t)dx0:t
������

= p (x0:t−1|y1:t−1)
p (yt |xt) p (xt |xt−1)

p (yt |y1:t−1)
������

∝ p (x0:t−1|y1:t−1) p (yt |xt) p (xt |xt−1) ������

�� ��� �������� ���������� ��������� �

p (xt |y1:t−1) =

�

X

p (xt |xt−1) p(xt−1|y1:t−1)dxt−1 ������

p (xt |y1:t) =
p (yt |xt) p (xt |y1:t−1)

�

X
p (yt |xt) p (xt |y1:t−1) dxt

������

��
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���� ����������� �� ����� ���� ������� ������ ���������� ������ ��� ������� ��������
�� ���������� ������ ��� ������ ��� ���������� �� ����������� ��� ��������� ������� ������
�� ������ ��������� �������� ��� ��������� ����������� ���� ���� �� ����� ��� ��������
��� ��� ��������� �� ���������� ���� �� ���� ��� ��������� ���� ������� ��� �� �����
�� ������ � �� ����� �� ������ ������� ������ ��� ���� ������� ���������� ���
�������� ���� ���������� ��� ���������� ��������� �� ������ ��������� � �����������
� ������� ��������������� ����� �� ������ ���� �������� �� �������� �� ��� ����������
���� ����� �������� �� ������� ������������ ������ ���������� ��� �������� ������������
�������������� �� �� ��������� ��� �����������

������� ��������������� ������������ ����������

���������� ��� ���������� ��� �������������� ������������� ����������� ���� ��� �����
����� ������� ������ �� ������ ����� �� ������ ��� ���������� ������������ �� ���� ����
��� ����������� ����������� ��� �������� ft : X t+1 → R

nft ���������� ��� ������� �
p(x0:t |y1:t)� ���� ����� � ������� ����������� �

I (ft) =

�

X t+1

ft(x0:t)p(x0:t |y1:t)dx0:t . ������

�� �������� �� �� ������� ���������� ������ ��� ���� �� ����� ��� ������� ����������
���� ����� q(x0:t |y1:t) ���� �� ������� �������� ����� �� �� ������� ����� p(x0:t |y1:t) ����
�� ������ �� ����� ������������ ��� ���������

ωt(x0:t) :=
p(x0:t |y1:t)

q(x0:t |y1:t)
. ������

�� �� ������ ��� ���������� �� ����������� ������ ������ ��� �

I (ft) =

�

X t+1 ft(x0:t)ωt(x0:t)q(x0:t |y1:t)dx0:t
�

X t+1 ωt(x0:t)q(x0:t |y1:t)dx0:t
. ������

�� �� ������� ��� �������� �� N ���������� {ξ(i)
0:t}

N
i=1 ����� �� �� ������������ q(·|y1:t)�

�� ���� ��� ���������� �� ������ ��� �� �

ÎN(ft) =
1
N

�N

i=1 ft(ξ
(i)
0:t)ωt(ξ

(i)
0:t)

1
N

�N

i=1 ωt(ξ
(i)
0:t)

=
N�

i=1

ft(ξ
(i)
0:t)ω̃

(i)
t ������

����

ω̃
(i)
t :=

ωt(ξ
(i)
0:t)

�N

j=1 ωt(ξ
(j)
0:t)

, i = 1, 2, . . . ,N

�� ��� ������� �� ��������� �� ������������� p(y1:t) =
�
p (y1:t |x0:t) p(x0:t)dx0:t � �� ������������

��������� p(xt |yt) � ����� ��������� �� �� �����
�
ft (x0:t) p(x0:t |y1:t)dx0:t

��
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��� ����� ������������ ���������������� ��� ����������� ������ ��� ���������� ����� ���
�������� ����� ��� ������� ��������� ������ �� ��������� ���� ���� t� ��� ����� �� ��������
�� ������ ����� ���������� ������������ �� t� ���� ����� ����������� �������� ��� ���������

���������� ������ �� ������� ������������� ����� �� ������������� �������� �

q(x0:t |y1:t) = q(x0:t−1|y1:t−1)q(xt |x0:t−1, y1:t). ������

����� ��������� ������� ���� ���������� ��� �� ������� ������������� ������� ���
������� ��������� � ��������� t−1� �� ������� ����� ���������� ��� t �� ������� ���������
�������� �

q(x0:t |y1:t) = q(x0)
t�

k=1

q(xk |x0:k−1, y1:k). ������

������ ��� ����� ��� �������� �������������� ��� ��������� ����� ��������� �� ������
�� � ������ �� ���������� �� �� ������ �� ������� �� ��������� ������ �� ������ �� �����
������������ ��� ��������� ����� �� �������� �� ���������� �������� �

ωt(x0:t) =
p(x0:t |y1:t)

q(x0:t |y1:t)

∝ p (x0:t−1|y1:t−1) p (yt |xt) p (xt |xt−1)

q(x0:t−1|y1:t−1)q(xt |x0:t−1, y1:t)

∝ ωt−1(x0:t−1)
p (yt |xt) p (xt |xt−1)

q(xt |x0:t−1, y1:t)

������

���� ��� ������� �������������� ������������ �� ����� ���������� ������ ��� �

∀(i , t) ∈ {1, 2, . . . ,N} × {1, 2, . . . ,T}

ω
(i)
t ∝ ω

(i)
t−1

p(yt |ξ
(i)
t )p(ξ

(i)
t |ξ(i)

t−1)

q(ξ
(i)
t |ξ(i)

0:t−1; y1:t)

������

�� ������� ����� ��� ������������� ������������ �� t �� �� ������� ����� p(x0:t |y1:t) ��
����� �� ����� ������� {ω̃(i)

t , ξ
(i)
0:t}

N
i=1 �� ���� ������ ���������� ������������ �� ������

��� ��� ��� ������ ��� �

ˆ̂
IN(ft) =

N�

i=1

ω̃
(i)
t ft(ξ

(i)
0:t) ������

��

ω̃
(i)
t :=

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

, i = 1, 2, · · · ,N

���� ��� ����� ����������������

��
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�������� ������ �� ��������� ����� ������ �� ������ ������ ����� ���� ���� �� ���
����������� �� ������������ ��� ����� ������������ ����� ��� ���� �� ��������� ��� ����
������� ���� ������� ���� ������ ������������� ������� ������������ ��� ���� ���� ����
���� ������������� � �� ��� ��� ���� ���� �������

�� ������ �� ����� �������� ��� ����� �����������

���������� � ��������������� ������������ ����������
��������������
t = 0
���� i = 1, 2, . . . ,N �����

� ����� ξ(i)
0 ∼ ν(·)

� ����� ω̃(i)
0 = 1

N

�������
t = t + 1
��������������� ������������

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����
� ����� ξ

(i)
t ∼ q(·|ξ(i)

0:t−1, y1:t)
� ������� ��� ����� ������������

ω
(i)
t ∝ ω

(i)
t−1

p(yt |ξ
(i)
t )p(ξ

(i)
t |ξ(i)

t−1)

q(ξ
(i)
t |ξ(i)

0:t−1, y1:t)

�� �������

���������� ��� �����

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����

ω̃
(i)
t =

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

�� �������

�� ����� t = t + 1 �� ����� � ������� ��������������� �������������

������ ��� ����� �� ������ ��� ��� ���� �������������� ������������ �� ����� �����������
������� ��� �������� �������� ��� ����� ������������ ����������������

����������� ������ ������������������ � ξ
(i)
0:t−1 �� y1:t� �� ������� ������������� ���

�������� �� �������� �� ����� ������������ �������������� ω̃
(i)
t ��� ������ ��� �

q(xt |ξ
(i)
0:t−1, y1:t) = p(xt |ξ

(i)
t−1, yt). ������

��
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�������������� �� ���� �� ���� ��� �� �������� �� ω̃(i)
t ��� ������ ���

V
q(xt |ξ

(i)
0:t−1,y1:t)

(ω̃
(i)
t ) = (ω̃

(i)
t−1)

2






�

X

�

p(yt |xt)p(xt |ξ
(i)
t−1)

�2

q(xt |ξ
(i)
0:t−1, y1:t)

dxt −
�

p(yt |ξ
(i)
t−1)

�2




 ������

��� �������� ���� �� ����� �� q(xt |ξ
(i)
0:t−1, y1:t) = p(xt |ξ

(i)
t−1, yt).

���������� ����� �������� ����� ������� �������� ��� ������� ����� ���������� �
�������� �� ����� ���� ���� ������� ��� �� �������� ��� ����� �������� �� �������� ��
���������� �� �������� �� �������������� ��������

�������� ������ �� ��� ����� ��� ���� ����� ��� ������� ���� ��� ������� �� �������
����������� �� ����� �� ������������ ��� ����� ������� �� ���� �� ���� ����������� ���
�������� ����� ����� ������ �� ���� ����� ���� �� �������� ���������� ������ ��� ����������
��� ��� ����� ������������ ���� ���� ��� ���� �� ����� ������ �� ��� ����� ����� �����
��������� �� ��������� �� �������������� ������ ���� �� ���� ��� �� �������� ��� �����
������������ �������� ���� �� ������ ��� �� �������� ����� ������������� �� ������
���� ��� ����� �� ��������� ������ ����� ������������������ ���� �������� � ������������
����� ��� ���������� ��������� ��� �� ������ �� �� ������������ ������ ��� ���� ��������
� �� ��������� ���������� �� ������ ��� ������ ���������� ���������� ��� ���������� ��
����� ������������ ����� ���� ���������� �� ��������� �� ������ �� ����� ������� ����� ��
��������� �� �������������� ��� ������ ���� �� �������� �������� ��� �� ������� ����

������� ������ �� ���������

���� �� ����� �� �� ������� �������������� ������� ������� ��� �� �������� � ��� ������
�� ���������� �� �� ������ �� ������ ����� ������� �������������

q(xt |ξ
(i)
0:t−1, y1:t) = p(xt |ξ

(i)
t−1). ������

�� ����� ����� ���� �� ����� �� ��������� ����� ����� ���� �� ��� �� ������� ��
������������� �� ��� �� ���� �� ���� ������� ���������� ��������� �� �� ������� �����
�� ������������� ��������� �� ����� �������� ����������� ��� ��� ������ �� ������� ��
���� ��� ������ ������������� ����� ���������� ��� �� ���������� ���� �� ������� ��
������ ��������� ������ ��� �������� ��������������� ��������� ���������� ���� �� �����
���� �� ��� ���������� ���� �� ������ ��������� ���� ������� ���� ��� �������� ������
���� ��� �������������� ������ ����� �����������

��
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���������� � ������ �� ���������
��������������
t = 0
���� i = 1, 2, . . . ,N �����

� ����� ξ(i)
0 ∼ ν(·)

� ����� ω̃(i)
0 = 1

N

�������
t = t + 1
��������������� ������������

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����
� ����� ξ

(i)
t ∼ q(·|ξ(i)

0:t−1, y1:t) �� ����� ξ̃
(i)
0:t = (ξ̃

(i)
0:t−1, ξ

(i)
t )

� ������� ��� ����� ������������

ω
(i)
t ∝ p(yt |ξ

(i)
t ) ������

�� �������

���������� ��� �����

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �����

ω̃
(i)
t =

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

�� �������

����������������

�� ��������� �� ���������� �� ����������������� ������� ��� �� ����������� ����

���������
�

ξ
(i)
0:t , ω̃

(i)
t

�N

i=1
��
�

ξ̃
(i)
0:t , 1/N

�N

i=1

�� ����� t = t + 1 �� ����� � ������� ��������������� �������������

�� ���� ��������� ��� ��� ���������� ξ̃
(i)
0:t �������� ����� ����������������� ����

�������������� �� ��� �������� ���������� ���������� �� ����� ������������ ���������
�� �������

����� ������� ������������

�� ������� �� ����� �������� �������� � ��������� �� ���� �� ��� �������� �������
���� ������� ����� � �� ������� ��������������� ��������� ������� ���� ����������� ��
����� �� ����������� �� ��������� ������������� �� ��� ������ �� ��������� ���� �����
�� ������� ������������� �� ������� ������������ ��� ������ ��� ��������� �� ��������� ����

��
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�������� �� �������������� ��������������� ��� ������������� ���� ��� ������������ ��
����� ������� ����� ��� ��� ��� ��������� ����� ��� ���������� �������� ������� �����
���� ��� �� ���� �� ������ X ����� ����������� ��������� ������� ����� ��� ������ ��
���� �

����������� ������ ������������������ � Y1:n� {Xn−k , k ≥ 0} ��� ��� ������ �� ����
��� �� �������� �� ���������� �� ������� ��� �

p(xk |xk+1:n, y1:n) = p(xk |xk+1, y1:k). ������

�������������� ����� ����� �� ��� ������� �����

������� ������� ����������������

�� ������� �������� � ���� ����� ����������� �� ������������ �������������� �� Xk

����������� ������ ��� ������������ ������� ��������� �� �� Y1:n ���� ���� k < n �� ��
� �������� �� ����� �������� �� ���� ���� ���������� �� ������� �� ������� p(xk |y:n) ��
��������� ��� ������������� �� ������� ��������� ���������� p(xk+1|y:n)� ���� �� ������
�� �������� �������� ������ ��������� ��� ����� �����������

����� ������ ���� ���� k < n�

p(xk |y1:n) =

�

X

p(xk+1|y1:n)p(xk+1|xk)
�

X
p(xk+1|xk)p(xk |y1:k)dxk

dxk+1. ������

��������� ����� ���� �������� ��� �������������� ������������� �� �� ����� �������
��� �������� �� ������� p(xk |y1:k) �

p̂(xk |y1:k) =
N�

i=1

ω̃
(i)
k δ

ξ
(i)
k

(xk), k = 1, 2, . . . , n ������

���� ω̃(i)
k �� ����� ������������ �������������� ������� � �� ��������� ξ(i)

k . ������� �����
��������� ��������� �������� �� ��������������� �������� �� �� ������� �� �������
p(xk+1|y1:n) ������ ���

p̂(xk+1|y1:n =
N�

j=1

ω̃
(j)
k+1δξ(j)

k+1
(xk+1). ������

�� ��������� ������ �� ������� ��� ������������� ������������ �� �� ������� ���������
��� ������ ��� �

p̂(xk |y1:n) =
N�

i=1

ω̃
(i)
k|nδξ(i)

k

(xk) ������

��
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��

ω̃
(i)
k|n = ω̃

(i)
k





N�

j=1

ω̃
(j)
k+1|n

p
�

ξ
(j)
k+1|ξ

(i)
k

�

�N

r=1 ω̃
(r)
k p

�

ξ
(j)
k+1|ξ

(r)
k

�





���� �� ���������� ω̃
(i)
n|n = ω̃

(i)
n . �� ������ �� ����� �������� ��� ������ �� �������

��������

���������� � ������� �������� ����������������
�� ����� ������� � ���� k = 1, . . . , n

� �������� �� ���������� �� ������� ������������ ���� ������� ��� ����������

���������
�

ξ
(i)
k ,ω

(i)
k

�N

i=1
�

�� ����� �������� �
� ���� i = 1, . . . ,N ����� ω̃

(i)
n|n = ω̃

(i)
n

� ���� k = n − 1, n − 2, . . . , 0 �� i = 1, . . . ,N �����

ω̃
(i)
k|n = ω̃

(i)
k





N�

j=1

ω̃
(j)
k+1|n

p
�

ξ
(j)
k+1|ξ

(i)
k

�

�N

r=1 ω̃
(r)
k p

�

ξ
(j)
k+1|ξ

(r)
k

�





�������� ������ �� ���������� �� ��� ���������� ��� �� O(N2) ���� ������ ��� ��
������ �� ��� ���� ��� ����� ������� ������� �� ������ �� ���������� N ���������
�� ����� ��� �������� ��� ���������� � ����� �� �� ����� ������� �� ���������� ���
����������� �� ����� ��� ��������� �� ��������� ��������� ���������� ����� �����������
�� �� ����� ��������� ������� ������ ��� ����� ������������ ���� ��� � ���� ���� �����
������ ��� ����������� �� ��� ������������� �� �� ����� ������� ��������� ��� ����
�� ������ �������� ��� ����������� ��������� ��� �������������� �� �� ������� �� ������� ��
������ ����� ���� ������� �� ��� ��� �� ������� ��� ��� ����������� ��������� ��� ���������
���������

������� ������� ��������

���� �� ����� �� ������� ��������� ��� ����� �������� ��� ������������ ��� ��
������� �� ���������� �� ����������� �� �� ������� ���� �� ����� ����� �������� ��

��
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����� ������� �� �� ������������� �� �� ������� ��������� p(xk |y1:n) �������� �

p(xk |y1:n) = p(xk |y1:k−1, yk:n)

=
p(xk |y1:k−1)p(yk:n|y1:k−1, xk)

p(yk:n|y1:k−1)

∝ p(xk |y1:k−1)p(yk:n|xk)

∝ p(xk |y1:k)
� �� �

fi ltre1

fi ltre2
� �� �

p(yk:n|xk)

������

������ ������� � �� ����� �� ������ ��� ������� ������ ��� ����� �������� ��� �������
��������� ���������� ����� ���� ��� ����������� �� ����� ������� ��������� ������ �� ��
���� ������ ����� ������ �� ����� ������������� ������� ��������� ����������� ����� ��
�������� ���� ����� ������� ��� ��������� ������������� �� ����� �� �� �������� ��������
��� �������� �

p(yk:n|xk) =

�

X

p(yk+1:n|xk+1)p(xk+1|xk)p(yk |xk)dxk+1 ������

���������� p(yk:n|xk) ����� ��� ��� ������� �� xk � �� ���� ��� ��� ��������� ��� X �
����� ��� ��������� ������ �� ������ ��� ��������������� �������� ���� ������ �� ���
������ ������ �� ����� ����� ������������ ������ ������������ ��� ������������ ��� �������
����������� γk(xk) ����� ��� �

p(yk:n|xk) ∝
p̃(xk |yk:n)

γk(xk)
������

p̃(xk |yk:n) =

�

X n−k

p̃(xk:n|yk:n)dxk+1:n ������

�� ������������

p̃(xk:n|yk:n) ∝ γk(xk)
n�

r=k

p(xr+1|xr )
n�

r=k+1

p(yr |xr ) ������

������� �� �������� ��������� p(yk:n|xk) ������������� �� �������� ������ ������� ����� �

p(yk:n|xk) =

�

X

p(yk+1:n|xk+1)p(xk+1|xk)p(yk |xk)dxk+1

∝
�

X

p̃(xk+1|yk+1:n)

γk+1(xk+1)
p(xk+1|xk)p(yk |xk)dxk+1

=
p(yk |xk)

γk(xk)

�

X

p̃(xk+1|yk+1:n)
p(xk+1|xk)γk(xk)

γk+1(xk+1)
dxk+1

������

�� ��������� ���������� ���� �������� ������ ���� ������������� ����������� �� �� ��������� ��
p(yk:n|xk).

��
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�������� ������� �� ����� �� γk ��� ������ ���������� ���� �� ��� ��� ��� �� �������
������ ��� �� ����� �� ����� ������� ��� �� � ������ γk(xk) = p(xk) �� �� ��� ��������
������� ���������� �� ������� ������� � �� ���� ���������� �� O(nN2) ��� �� �������
�������� �����������������

������� ������� �����

��������� �� ������� ������������� ��� �� ������� ��������� p(xk |y1:n) ���� ���� �����
��� ��� ��������������� �� �� ������� ������ p(xk:n|y1:n)� �� ���� ������� ��� �����������
���� �� ������� �������� �� ��� �� ������� ������ �� ����� ����� ������������� �� ����
������� ��� �������� �� ���������� ����� ��� �������� ������� p(xk:n|y1:n) �� p(xk+1:n|y1:n)
�� �� ������� ���������

����� ������� ���� ���� k < n� �� ������� �� ������� ����� p(xk:n|y1:n) �� ���������
����� ���� �

p(xk:n|y1:n) = p(xk |xk+1:n, y1:n)p(xk+1:n|y1:n)

= p(xk |xk+1, y1:k)p(xk+1:n|y1:n).
������

�� ����� �� ������� ����� �������� �� ������� �

p(xk:n|y1:n) = p(xn|y1:n)
n−1�

r=k

p(xr |xr+1, y1:r ). ������

�������������� �� ���� ����������� �� ����� �� ����� ���� �� ����� ������

�� ����� ��������� �� ���� ���� ������ ������������� �� �� ������� ��������� p(xk:n|y1:n)
�������� ����� �� p(xr |xr+1, y1:r ) ���� ���� k ≤ r ≤ n−1. ���� �� ������ �� ����� �� �����
������� �� �������� �

p(xr |xr+1, y1:r ) ∝ p(xr |y1:r )p(xr+1|xr ) ������

���� ���� ���� ��� ������������� ������������ �� ����� ������� �

p̂(xr |xr+1, y1:r ) =
N�

ir=1

κ(ir )
r δ

ξ
(ir )
r
(xr ) ������

����

κ(ir )
r =

ω̃
(ir )
r p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(ir )

r )
�N

m=1 ω̃
(m)
r p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(m)

r )
, r = k , k + 1, . . . , n − 1. ������

������� �� ������� �� ���� ������� ��� ������������� ������������ �� p(xk:n|y1:n) ������
��� �

p̂(xk:n|y1:n) =
N�

ik=1

N�

ik+1=1

. . .
N�

in=1

ω̃in
n

n−1�

r=k

ω̃r
(ir )p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(ir )

r )
�N

m=1 ω̃
(m)
r p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(m)

r )

× δ
ξ
(ik )

k
,ξ

(ik+1)

k+1 ,...,ξ
(in)
n

(xk:n),

������

��



2.4. QUELQUES RÉSULTATS THÉORIQUES ���� ������

����
�

ξ
(ir )
r , ω̃

(ir )
r

�N

ir=1
��� ������ �� ���������� ����������� ��� �������� �� ������� p(xr |y1:r )

��� �������� r = k , . . . , n − 1.

�������� ������� �� ������� �������� ����� �� ������� ����� ��� ����� ������� ����
������ ��� �� ����� �� �������� ��� �������� ��� �������� �� ������� �� ���� p(xr , xm|y1:n)
���� r ≤ r ,m ≤ n ���� ����� ��� ���������� �� �� ������� ������ �� �������� �� ��������
�������� ��� ������ ������� ���������� ������� ��� �������� ��� �������� �� ������� �����
�������� �� ��� ����������� ���������� ���� ����� �� ������� ��������� �� ����� ������
�� ������� ����� ������ ���� �� ���������� ������������� ��� ������� ���� ���� ���������
�� �� ��� Nn−k+1 ������������ �� �����������

��� �������� ��������� ����������

���� ����� �������� ���� ������� �� ������� �������� ��������� �� ����������� ����
��� ������� �� ������� �� �� ������� ����� ������� ���� ����� ���� ����� ���� ����������
��� ���������� ��� �������������� �� ������� ����� ��� �� ������� ���� �� ����� �����
��� �� ������������� ���������������� ����� ���� �������� �������� �������� �� �������
������������ ��������� ��� �������������� �������������� ����� ������������ �� ����
����� ������ ��� ��� �������� ������ ��� ������ ������� ������ ��� ������ ������ ������
�������

����� �� �����

��� �� ���������� �� ������������� �� ������� �� ����� �� ������������� � ����
�������� �� ��������� �������� ���������� ����� ������ µ ��� ������� f ��� ��������
������ K �� ����� �� ���������� �� A ∈ B(X ) �� ������ ��� ���������� ��������� �

(µ, f ) =

�

f dµ

µK (A) =

�

µ(dx)K (x ,A)

µf (x) =

�

K (x , dz)f (z)

�� �� ����� �� ������ ����������� (Ω,A,P) ��� ������ �� ��������� �� ������ � ������
������� ������� ����� ��� �� ������ ���� ��������� ������� ������� {(X ,Y )} � �������
���� X ×Y � {Xk , k ∈ N} �������� ������ ����� ���� ������� ������ �� {Yk , k ∈ N

∗} ���
������������ ���������� �� ����� ��� ������� ������� X �� �������������� Y �� �����
������ ����������� ����������� B(X ) �� B(Y)� �� ���� ��� MF (X )������ P(X )� �����
������ ��� ������� ������� ����� ������ �� ������������ ��� B(X )� �� ����� MF (X )

��
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�P(X )� �� �� ��������� ������� ��� �� ���� ������ ��������� ������� ��� ������������
µ ∈ MF (X ) �→ µ(f ) ��������� ���� ����� �������� f ∈ Cb(X )�

����� ������� �� �������

�� ������� ��� �� ������� ����� ��� ��� ������ �� ������ ����� ��� ��� ������������
π0(dx0) ��� ������ ������� X0 �� ��� ���������� ����� ����� �������� ����� �� ���������� �

P(Xk ∈ Ak |X0:k−1 = x0:k−1,Y0:k−1 = y0:k−1) =

�

Ak

Mk(y0:k−1, x0:k−1, dxk), ∀Ak ∈ B(X )

���� Mk(y0:k−1, ·, ·) �� ����� �� ���������� ��� ��� �

(Mkµ)(dx0:k) = Mk(y0:k−1, x0:k−1, dxk)µ(dx0:k−1)

���� ���� µ ∈ P(X ). ������������������ � {Xk , k ∈ N}� ��� ������������ ���� ��������
������ �� �������� ����� �� ���������

P(Yk ∈ Bk |Y0:k−1 = y0:k−1,X0:k = x0:k) =

�

Bk

gk(y0:k , x0:k)dyk , Bk ∈ B(Y)

���� gk(·, ·) �������� ������� �� ������ ��� ������� �� ������������ ��������� (πk)k∈N ��
(ρk)k∈N ��� �

ρk(A0:k) =

�
P(X0:k ∈ A0:k) �� k = 0
P(X0:k ∈ A0:k |Y1:k−1 = y1:k−1) �� k > 0

��

πk(A0:k) =

�
P(X0:k ∈ A0:k) �� k = 0
P(X0:k ∈ A0:k |Y1:k = y1:k) �� k > 0

���� Ai ∈ B(X ), i = 1, 2, · · · , k .

����������� ������ ���� ���� k ≥ 1� ��� ������������� �� ���������� �� �� ����������
��������� �������������� �

ρk(A0:k) =

�

A0:k−1

M(y1:k , xk−1, dxk)πk−1(dx0:k−1), ������

��

πk(A0:k) =
gk(y1:k , x0:k)ρk(dx0:k)

Ck

������

���� Ck =
�

X k+1 gk(y1:k , x0:k)ρk(dx0:k).

��
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������ �� ������ ���������� ��� ������ �� ���������� �� �� ���� � ���� �� �� ������������
������� ���� ��� ��������� ����������� ���� ���� �� ������ ��� ���������� �� ����� ��
���� �������� �

���������� ������ ���� ���� k ≥ 1� ϕk ∈ Bb(X
k+1) �� � �

(ρk ,ϕk) = (πk−1,Mkϕk) ������

��

(πk ,ϕk) =
(ρk ,ϕkgk)

(ρk , gk)
. ������

��� �� ������ �� ������ ������ ����� �� ��������� �� ������������ ������������

ρ̃k = πk−1Ξk

�� Ξk ��� �� ����� �� ���������� ��� ��� ρk ��� ���������� �������� ��� ������� � ρ̃k

�� ���� ����

τk :=
dρk

d ρ̃k

�� ������� �� ������������� ���� τk(·) = τ(y1:k ,πk−1, ·)� �� ����� � ������ �� ����������
����� �� � ���������

dπk

d ρ̃k

∝ gkτk .

���� ��� ��������������� �� ���� ������ ������������ ��������

��
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���������� � �������� ������������
��������������
k = 0
���� i = 1, 2, . . . ,N

� ����� ξ(i)
0 ∼ π0(dx0)

� ����� k = k + 1
�������
��������������� ������������

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N
� ����� ξ̃

(i)
0:k ∼ Ξk(y1:k , ξ

(i)
0:k−1, π̂k−1, dx̃0:k)

� ������� �� ���������� ��� ����� ������������

ω̃
(i)
k ∝ gk(y1:k , ξ̃

(i)
0:k)τ(y1:k , π̂k−1, ξ̃

(i)
0:k)

� ���������� ��� ������� ����������

ˆ̃ρk(dx0:k) =
1

N

N�

i=1

δ
ξ̃
(i)
0:k
(dx0:k)

ˆ̃πk(dx0:k) =
1

N

N�

i=1

ω̃
(i)
k δ

ξ̃
(i)
0:k
(dx0:k)

�� �������

����������������

�� ���� i = 1, 2, . . . ,N �������� �� ��������� �� ��������� ���� �����������
�

ξ̃
(i)
0:k , ω̃

(i)
k

�N

i=1
��
�

ξ̃
(i)
0:k , 1/N

�N

i=1
�� ����� ���

π̂k(dx0:k) =
1

N

N�

i=1

δ
ξ̃
(i)
0:k
(dx0:k)

�� �������

����� k = k + 1 �� ����� � ������� ��������������� �������������

�������� ������ �� ���� ����� ��� �� ����� Ξk ��� ����� ������� ���� �������� ��
��� ������ �� ������ ������������� �������� �� �������� � ��� �������� �� �������

Ξk(y1:k , ξ̃
(i)
0:k−1, π̂k−1, dx̃0:k) = δ

ξ
(i)
0:k−1

(dx̃0:k−1)Mk(y1:k−1, ξ
(i)
0:k−1, dx̃k)

�� ������� �� ����� �� ���������� ��� ω̃
(i)
k ∝ gk(y1:k , ξ

(i)
0:k−1).

��
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������� ������ ����������� �������

���� ����� �������� �� ����������� � ������ ������ ������ ��� ��� ���������� ���
������� ����������� ���� ������� ����� �������� �� ���� ��� ���� ��������������� ��
�������� �� ���������� ������� ���� ��������� �� ��������� ����� ������ ���� �������
��� ����� �� � ������ ��� ���������� ��������� �� ��������� �� ��� ck ��� ���������
��������� �� ������

����� ������ ���� ϕk−1 ∈ Fb(X
k) ����� ���

E

�

((π̂k−1,ϕk−1)− (π̂k−1,ϕk−1))
2
�

≤ ck−1
||φk−1||

2

N
. ������

����� �� ������ ��� ��������� c̃k ����� ��� ���� ���� ϕk ∈ Fb(X
k+1),

E

��

(ˆ̃ρk ,ϕk)− (ρ̃k ,ϕk)
�2
�

≤ c̃k
||φk−1||

2

N
. ������

����� ������ ������ ϕk−1 ∈ Fb(X
k) �� ϕk ∈ Fb(X

k+1) ������ ���

E

�

((π̂k−1,ϕk−1)− (π̂k−1,ϕk−1))
2
�

≤ ck−1
||φk−1||

2

N
. ������

��

E

��

(ˆ̃ρk ,ϕk)− (ρ̃k ,ϕk)
�2
�

≤ c̃k
||φk ||

2

N
. ������

����� �� ������ ��� ��������� c̄k ����� ��� ���� ���� ϕk ∈ Fb(X
k+1),

E

��

(ˆ̃πk ,ϕk)− (π̃k ,ϕk)
�2
�

≤ c̄k
||φk ||

2

N
. ������

����� ������ ���� ϕk ∈ Fb(X
k+1) ����� ���

E

��

(ˆ̃πk ,ϕk)− (π̃k ,ϕk)
�2
�

≤ c̄k
||φk ||

2

N
. ������

����� �� ������ ��� ��������� ck ����� ��� ���� ���� ϕk ∈ Fb(X
k+1),

E

�

((π̂k ,ϕk)− (πk ,ϕk))
2
�

≤ ck
||φk ||

2

N
. ������

�� ���� ����� ������� �� ���������

�������� ������ ���� ���� k ≥ 0� �� ������ ��� ��������� ck ����� ��� ���� ����
ϕk ∈ Fb(X

k+1),

E

�

((π̂k ,ϕk)− (πk ,ϕk))
2
�

≤ ck
||φk ||

2

N
. ������

��
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�������������� ���� k = 0 , π̂0 ��� ���������� ���� ����������� ��� ���� �� π0. ����

E

�

((π̂0,ϕ0)− (π0,ϕ0))
2
�

≤ c0
||φ0||

2

N
.

���� k ≥ 0� �� ������� ��� ������ ������ ����� �� ������

�������� ������ ���� �� ��� �� ������� ��������� �� ���� ������� ��� ����� ����������
c� ������������ �� ����� k� �� ���� ��������� ��� ����� ��� �������� ������ ����
���� �� ��������

������� ����������� ������������

��� ��������� ��������� �� ��� �� ��� ����������� �� �������� �� �������� �� ������ ��
�� ����������� � �������� �� ���� �����������

��������� ������ ���� (µn)n≥1 ��� ����� �� ������� ���������� �� ����������� ����
MF (X ) �� µ ∈ MF (X ) ��� ������ ������������� �� ��� ��� (µn)n≥1 �������� �������
���� ���� µ �� �� ����

lim
n→∞

µn = µ ������

��
lim
n→∞

(µn, f ) = (µ, f ) ������

���� ����� �������� f ∈ Cb(X ).

���� ������ ����� �� ������ �� ������� ���� ��� ������ �� ����������� ��� ������
���� �� ���� ������� �� ���������� ��� ��������� ������ ��� ���� P−p.s. ���� ��������� �� ��
����������� ������� ����� �� ���� ����� �������� ���������� �������������� ���� ������
������� ����� ������������� ���� �� ���������� ��� ��� ����������� ��������� �� ����
������� �������� ���� ��������� ����� ���� ��� ����� ������������ ��� �� ��������� ������
���� ������ ��������������� �� ������� ���� ��� �� �������������� ������� ����������
��� ���� ���������� ����� ������������ ����� �� �������������� ���� ��� ���������� ����
��� �� ��� �� ������ ��� ������ ������ �� � �� �������� ��������

�������� ������� ���� ���� k ≥ 0,

lim
N→+∞

π̂k = πk P p.s. ������

���� ������� ����� ������������ �� ���� ������� �� ���� ��������� ���������������

����� ������� ���� ���� k ≥ 0� ��������� ���

lim
N→+∞

π̂k−1 = πk−1 P p.s. ������

������
lim

N→+∞
ρ̂k = ρk P p.s. ������

��
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����� ������� ���� ���� k ≥ 0� ��������� ���

lim
N→+∞

π̂k−1 = πk−1 P p.s. ������

��
lim

N→+∞
ρ̂k = ρk P p.s. ������

������
lim

N→+∞
π̂k = πk P p.s. ������

�� ������ �� �������� ������ ��� ����� ������ � ������� ��������� ��� ���� ������
�����

�������������� �� ������� ��� ��������� ��� k .

������� ���

���������� ��� ��������� ��� ������������ ������� ���� ���������� ���� ���� k ≥ 0
�� ϕk ∈ Cb(X )�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ̃
(i)
0:k)

ps−→ (ρ̃k ,ϕk)

1

N

N�

i=1

ω̃
(i)
k ϕk(ξ̃

(i)
0:k)

ps−→ (πk ,ϕk)

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ
(i)
0:k)

ps−→ (πk ,ϕk)

������

� ������ ��� ��� N → ∞. ���������� ��� ��������� ������������� �� ������� ��
��������� ���������� ��������� �

Ṽk(ϕk) = V̂k(Ξk−1ϕk) + (φk−1,VarΞk
(ϕk))

Vk(ϕk) = Ṽk(C
−1
k gkτk [ϕk − (πk ,ϕk)])

V̂k(ϕk) = Vk(ϕk) + Varπk
(ϕk).

���� ����� ��� ��������� ������������ �� �������� ��� ������� �������� ������ ���
���������� �� ������ �� ���������

����� ������� ���� ϕk−1 ∈ Cb(X
k) ����� ��� �

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk−1(ξ
(i)
0:k−1)− (πk−1,ϕk−1)

�

D−→ N (0, V̂k−1(ϕk−1)). ������

��
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����� ���� ���� ϕk ∈ Cb(X
k+1),

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ̃
(i)
0:k)− (ρ̃k ,ϕk)

�

D−→ N (0, Ṽk(ϕk)). ������

����� ������� ���� ϕk ∈ Cb(X
k+1) ����� ��� �

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ̃
(i)
0:k)− (ρ̃k ,ϕk)

�

D−→ N (0, Ṽk(ϕk)). ������

����� ���� ���� ϕk ∈ Cb(X
k+1),

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ω̃
(i)
k ϕk(ξ̃

(i)
0:k)− (φk ,ϕk)

�

D−→ N (0,Vk(ϕk)). ������

����� ������� ��������� ��� V̂k(ϕk) = Vk(ϕk) + Varπk
(ϕk) �� ��� ���� ���� ϕk ∈

Cb(X
k+1)

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ω̃
(i)
k ϕk(ξ̃

(i)
0:k)− (φk ,ϕk)

�

D−→ N (0,Vk(ϕk)). ������

����� ���� ��� �������������� ������������ �� � �

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ
(i)
0:k)− (φk ,ϕk)

�

D−→ N (0, V̂k(ϕk)). ������

�� ���� ����� ������ �� ���������

�������� ������� ��������� gkτk �������� �� ������ �� ��� �� �������������� ������
������� ��� ��������� ����� ���� ���� ϕk ∈ Cb(X

k+1), (πk ,ϕk) �� V̂k(ϕk) ���� ���� ��
����

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ
(i)
0:k)− (φk ,ϕk)

�

D−→ N (0, V̂k(ϕk)). ������

�������������� k = 0�
�

ξ
(i)
0 )
�N

i=1
��� �� ����� ��� �� ��� π0. ���� �� ������ �� ϕ0 ∈

Cb(X ) �� �

N1/2

�

1

N

N�

i=1

ϕk(ξ
(i)
0 )− (φ0,ϕ0)

�

D−→ N (0, V̂k(ϕ0)).

���� k ≥ 0� �� ������� ��� ��������� ��������� ��� ������ ������� ������ �� �������

��
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����� ������� �� �������

����� ������� ��� ����� ����� ������ ��� ���� �� ��� ������� ���� ���������� ���
���������� �� ������� �� ����� �� ������������ �������������� ���� �� ������� ��������
�������� �� ����������� ��� �������������� �����������

������� �����������

���� µ ��� ������ �� ����������� ��� (X ,B(X ))� �� ���� ��� Bµ �� ����� �� �������
�������� ����� ��� X ×B(X ) ���

Bµ(x , h) :=

�

X
µ(dx �)M(x �, x)h(x)
�

X
µ(dx �)M(x �, x)

���� ���� x , x � ∈ X � h ��� �������� ��������� ������ �� M �� ����� �� ���������� ��
���������� �� (X ,B(X )) ���� (X ,B(X ))� �� ���������� �� �� ����� ����� �� ���� ���
��������� �������� ����� �� ������ {Xk , k ∈ N} ����� ����������

����������� ������� {Xn−k , k ∈ N} ��� ��� ������ �� ������ ��� �������� �� �����
�� ���������� Bµ �� (X ,B(X )) ���� (X ,B(X )) ������������ ���� ���� f ∈ Fb(X )�

Bµ(Xk+1, f ) := Eµ [f (Xk)|Xk+1:n,Y0:n] = Eµ [f (Xk)|Xk+1:n,Y0:n] ������

���� Eµ ������� �� ������� µ ����� ��� ���������

�������������� ����� ����� �� ��� �������

�� ��������� �� ������������ �� ������� �����

πk:n|n(dxk:n) := P(Xk:n ∈ dxk:n|Y1:n = y1:n), k < n.

�� ����� ��������� �� ��� �� ����� �� ����� �� ������ �� �������� �� ���������� ���������

����������� ������� ���� ����� �������� h ∈ Fb(X
n−k+1)�

πk:n|n(h) =

�

X n−k+1

Bπk
(xk+1, dxk)πk+1:n|n(dxk+1:n)h(xk:n) �������

�� ��� ��������� ��� k� �� ������� �� �������������

πk:n|n(h) =

�

X n−k+1

h(xk:n)πn(dxn)
n−1�

r=k

Bπr
(xr+1, dxr ) �������

�� ������ �������� ��� �������� �������� ���� �� ������������ ��������� �� ��������

��
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���������� ������� ���� ����� �������� h ∈ Fb(X )�

πk|n(h) =

�

X 2

Bπk
(xk+1, dxk)πk+1|n(dxk+1)h(xk). �������

��� ������������ ��� ������������� �� ������� �� �� ����� ����� ���� ��� ������ ��

������
�

ξ
(ir )
r ω̃

(ir )
r

�N

ir=1
����������� πr ���� �� ����� ������� ��� �

π̃r (dxr ) =
N�

ir=1

ω̃(ir )
r δ

ξ
(ir )
r
(dxr )

���� r = 1, 2, . . . , n�

������� ���������� �� ���������

�� ���� ������� ��� ���������� �� ���������� �������������� ��� �� ������� ��������
n ��� �� ���� �� �� ����� ���� �� ��� n < ∞ �� �� ������� ��� ���������� ��� ��������
����� �

�������� ������� ���� ���� h ∈ Fb(X
n+1)� �� ������ ��� ���������� 0 < bn, cn < ∞

������ ��� ���� ���� �,N > 0�

P
�
|π̂0:n|n(h)− π0:n|n(h)| ≥ �

�
≤ bn exp

�

− cnN�2

osc2(h)

�

. �������

����� �� ������ ��� ������� ������ �� ����� ������ � ���� ���������� ��� ����������
�������� ������ ���������� ��� ���������� �� ����� �� ������ ������������� ������ ��
�������� ������������� ���� k ≥ 0� ���������� �� ����� Lk,n : X

k+1×B(X )⊗(n+1) → [0, 1]
��� ��� �

Lk,n(x0:k , h) :=

�

X n−k

n�

u=k+1

M(xu−1, dxu)gu(xu)h(x0:n). �������

���� Ln,n(x0:n, h) := h(x0:n)� �� h ∈ Fb(X
n+1). �� ��������� �������� ���� ���� 0 ≤ k ≤ n

π̂0:k|k [Lk,n(x0:k , h)] =

�

X k+1

π̂0:k|k(dx0:k)Lk,n(x0:k , h)

=

�

X k+1

π̂k(dxk)

×
k−1�

r=0

B̂r (xr+1, dxr )Lk,n(x0:k , h)

=

�

X l

π̂k(dxk)L̂k,n(xk , h)

�������

�� �� ������ �� ������� � ���� �� ��� ������ ���� ������ �������� �� �� ��������

��
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�� ���� ������ ��� ������ L̂k,n �� Lk,n ��� X × B(X )⊗(n+1) �������������� ��� �

L̂k,n(xk , h) :=

�

X k+1

k−1�

r=0

B̂r (xr+1, dxr )Lk,n(x0:k , h) �������

��

Lk,n(xk , h) :=

�

X k+1

k−1�

r=0

Br (xr+1, dxr )Lk,n(x0:k , h) �������

���� ���� xk ∈ X . ��� ����������� �� �� ����� �� ����� �� � �

π0:n|n(h) =

�

X n+1 ν(dx0)
�n

u=0 M(xu−1, dxu)gu(xu)h(x0:n)dx0:n
�

X n+1 ν(dx0)
�n

u=0 M(xu−1, dxu)gu(xu)dx0:n
�������

�� ���� ���

π0:n|n(h) =
π0:k|k [Lk,n(., h)]

π0:k|k [Lk,n(., 1)]
, ∀k ≥ 0.. �������

�� ��� ���� ������������ Ĝk,n �� ����� ��� X × B(X )⊗(n+1) ����� ���

Ĝk,n(x , h) := L̂k,n(x , h)−
φ̂k−1

�

L̂k−1,n(·, h)
�

π̂k−1

�

L̂k−1,n(·, 1)
� L̂k,n(x , 1) �������

��� ���� x ∈ X � h ∈ Fb(X
n+1)�

�������������� �� ������ ��� ����� ����� ��� ��������� ��� n ≥ 0 �� ��������� �� ���
����������� ���������� �� �������� �� ������� �������� �

ΔN
n (h) = π̂0:n|n(h)− π0:n|n(h)

=
n�

k=0

�
π̂0:k|k [Lk,n(·, h)]

π̂0:k|k [Lk,n(·, 1)]
− π̂0:k−1|k−1 [Lk−1,n(·, h)]

π̂0:k−1|k−1 [Lk−1,n(·, 1)]

�

=
n�

k=0







π̂0:k|k

�

L̂k,n(·, h)
�

π̂0:k|k

�

L̂k,n(·, 1)
� −

π̂0:k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, h)
�

π̂0:k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, 1)
�







=
n�

k=0

N−1
�N

i=1 ω
(i)
k Ĝk,n(ξ

(i)
k , h)

N−1
�N

i=1 ω
(i)
k Lk,n(ξ

(i)
k , 1)

�������

���� ��� �����������

π̂0:−1|−1 [L−1,n(., h)]

π̂0:−1|−1 [L−1,n(., 1)]
=

π0 [L0,n(., h)]

π0 [L0,n(., 1)]
= π0:n|n(h)

��
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�� {ω(i)
k , ξ

(i)
k }Ni=1 �� ����� �� ���������� ������� ����������� πk . �� ����� �� �� ������

�������� ����� � ������� ��� � ������ �� ���������� �� �������� ���������� � �����
������������� �� �� � ������ ����� �� �� ���������� ���� ���������

������� ��������� �������� n ����� ��� ������ �� ���� ������� ��� ��������� �����
��������� �������� �������� ������ ���� ��� ����� ������������ �� n�

������� ������ Lq

�� ����� �� ��������� ������� ������������ ���������� ��������� ��� �����������
���� �������� Lq, q ≥ 2. ���� ��� �������� ��������� X � �� ������ ��� � X �q �� �����
Lq �� X �

�������� ������� �� ������ ��� ��������� C (n,N) ����� ��� �������� Lq �� ������������
�� ������� ���������

� π̂0:n|n(h)− π0:n|n(h) �q≤ C (n,N)× osc(h) �������

���� ���� h ∈ Fb(X
n+1).

������ ��� �� �������� ��� ��� ������������� �� ���� ���� ������� ��� �� ����
������ ���� ��� �������� h ∈ Fb(X

n+1) ���������� �� ���� ����� ����� �������� ����
h� ���� ������ ���� ��������� ����������� � �������� ������� ���� ��� �� ���������
C (n,N)�

������� ���

�� ���� ��������� ������� ��� ����������� �� ��� �� ������������ �� �� ������������
������ �� ������� ��� �� �������� ������������ �� �������� ���� �� �������� �� �����

�������� ������� ���� ���� h ∈ Fb(X
n+1)�

√
N
�
π̂0:n|n(h)− π0:n|n(h)

� D−→ N (0, Γ0:n|n(h)) �������

� ������ ��� N ���� ���� �������� ���� Γ0:n|n �� �������� ������������ ������ ��� ���
�������� ��� n�

�� ������ �� �� �������� ������� ��������������� �� ����� �� ������� �� �� ������
��� ��� ������������� �� �������� �� �������� �� ������ ��������� ���� �� ��� �������
��� � ���� ��� ������� �� �� �������

��



2.5. CONCLUSION ���� ������

��� ����������

���� �� ��������� ���� ����� �������� �������� ���� ��� �������� �� ����� �����
������������� ���������� � ��� ��������� �������� �� ��������� ��� ������� �� ������
�������� ���� ���� ����� ��������� �� ������� �� ������� ������������� ������� ��� ���
�������� �� ��������� �� �� ����������� ���� ������ �� ���������� ���� �� ��������������
� ������ ������� �� ��� �������� ���� ����� ������� ����� ������������ �� ��������
��������� ���������� ��� ������������ ��� ��������� ���������� �� ����� ��� ����� ����
��������� ��� ���� ������ ��������� ��� �������� ���� ������� ��� ������ ���� �� �����
�� ������� ������������ �� ����� ���������� �� ���� ��� �������� ������ ��� ���� ����
�� ����� ��� �������������� �� ����� �� ���������� ���� �� ����� �� �������� ����
������� ������ ����� ���� �� ������� � �� ������� � ����� ���� ��� ��������� ���� �������
����� �� ����� ����������� �� ���� ��������� ���� ��� ��� �� ������� ����� ��� ����������
���� ��������� � ������ �� ������� �� �� �������� �� ��� ���������� �������� ����������
���������� ��� ������ ��� �������������� ������� ��� ��� ������������ ��� ��������� ��
����������� ���� �� ����� �� ������� �������� �� ���� �������� ���� ��� ������ �� ��
�������������� ��� ������� ����� �� ��� ����� ��������

��





�������� �

����������� ���� ������ �� ���������� ���������

��������
��� ������ �� ������ �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� ������ ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ���� �� ������ �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ��� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ���� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ������ ������ ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� ������� ��� ����������� � �� ����������� ���� ������ �� ���������� ������������
������� ��� ������� �� ���� �� ������ ����� ��� ��� ������� ���������� ���� ����
������ ���������� ��� ���� �������� ������� �� ��������� ����� ���� �����
������ ����� ����� ��� ������� ��� ���� ��� ����� �� ������ ���� ���� �� ������
���� ����� ������ �� ���� �������� ���� �� ������� ����� ���� ���������� ���
�������� ��� ������� �������� ��� �� ������ �� ������� ������������� ���������� ����
�� ��� �� ����� ��� �� ������� ��������� ��� ���������� ��������� � ������ �� �� ���������
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������������� ���� �� �������� ������ ���� ����������� �� ����������� �� �� ������ ���
��� ���� �� ������� ������� �� �������������� ����� ��� ����������� ���� ��� �����������
�������� �� �������� ��������

��� ������ �� ������ �� ����������

�� ��������� �� ������ ����������� ������ ��� �� ������� �� �� ����� �� ����� �����
���� ������ ���� �� ��������� �� ���� ���� �� �������� ����������� �������� �

dSt

St

= µdt + σdWt �����

µ ����� �� ����� �� �� �������� σ ��� �� ���������� ��� ��� ��������� (Wt)t≥0 ��� ��
��������� �������� ��������� ��� ����������� �� �������� ����� ������� �� ��������
�� ����� �������� ������������� ������������ ������ ��� �

St = S0e
(µ− 1

2
σ2)t+σWt . �����

�� ������ � ������ ������ ��� ����������� ����� ������ ���� �� ������� ��� ����� ����
��������� ���������� �� ��� ��������� �� �� ���������� ��� �� ����� ������� ���� �� ���
���������� ���������� ����� ��� �������� ���������� �� ����� ������ ��� ��������� ���
��������� ������ � �� ���������� ������� ����� ������ ������ ������ �����������
����� �� ����� �� ��� ������� ��� ����� ��� ������� � �� ���������� ��� ��������� ��
��������� ������ ���� ������������ �� ������������� ����������� �� ���� ���� �� ���� ���
�������� �� ��������� ������������� ������� � ��������� ��� ������������� �� ��������
�� ��������� ����������� ����������������� ���� �� ����������� �� ������ ��������� ��
������� � 





dSt
St

= µdt + σtdBt

log σ2
t = Ut

dUt = γ(δ− Ut)dt + ζdB∗
t

�����

���� (B∗
t )t≥0 �� ��������� �������� ������� ���� ������� ���� (Bt)t≥0� δ �� ������� �

���� ������ γ �� ������� �� ������ � �� ������� �������� ��������� �� ������������� �� U
������� |γ| < 1 �� ζ(> 0) �� ����� �� �������� ������ ����� ���������� �� �� ����������� ���
����� �� ����������� �� ������ ��� ����������� ����� ����� ��� ���� ���������� ��� ��
������� �������� �� ������ ������� ����� ��� ������� �������� �� ������� �� ��������������
������� ��������� ������ Δ := tk+1 − tk > 0 �� ��� �� �������������� ���� ���� ��������
����������� �������� ������� ��� k ∈ N� ����� ������� ����� �







Stk+1
−Stk

Stk
= µΔ+ σtk

√
ΔVtk

log σ2
tk
= Utk

Utk+1
− Utk = α(δ− Utk )Δ+

√
ΔζWtk

�����

��
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�� ��� ��� ���������� � �







1√
Δ
(
Stk+1

−Stk
Stk

− µΔ) = σtkVtk

| σtk |= eUtk
/2

Utk+1
− δ = (1− γΔ)(Utk − δ) +

√
ΔζWtk .

�����

���������� ��� ��������� ��������
�

Ytk :=
1√
Δ

�
Stk+1

−Stk
Stk

− µΔ
�

, k ∈ N

�

��

{Xtk := (Utk − δ) , k ∈ N}� �� ������ β := eδ/2� σ :=
√
Δζ �� α := (1 − γ

√
Δ) ���� ��

���������� σtk ≥ 0 ���� ���� k � �� �������

�
Xtk = αXtk−1

+ σWtk

Ytk = βeXtk
/2Vtk

�����

�� ������� �� ��� Δ = 1� �� ������� �� ������ ������� �������

�
Xk = αXk−1 + σWk

Yk = βeXk/2Vk , k ≥ 1
�����

���� (Vk) �� (Wk) ��� ������ ������������ ��������� �� ������������ �� X0 ∼ N (0,σ2
0)�

|α| < 1� �� ������� �� ���������� ����� θ = (α,β,σ)� ������ ��� ���� ����� �������
����������� �� ������ {Yk} ��� �� ��������� ��� ���������� ����� ��� ���������� �� ����
�� ����������� ���� ���������� �� {Xk} ��� �� ��������� �� �������������� ������ �� ���
������� ���������� ���������� ����� ����� ��� ������� �� ���������� ����� ��� ���������
�� ������ � ������ ������ �������� �� �������������� ������� �

�
Xk = αXk−1 + σWk

logY 2
k = logβ2 +m + Xk + logV 2

k −m
�����

�� m := E(logV 2
k ) = −1.27049 �� logV 2

k ���� ��� ��� logχ2. � ���� �� ������ ����������
�� �������� ������������� ������ � ��� ��������� ���� ������������ �� k ������� �

Q(θ(k), θ(k−1)) := Eθ(k) [log pθ(k−1)(X0:n,Y1:n) | Y1:n] ≈ −n

2
log[σ(k)]2

− 1

2

��n

r=1 Eθ(k)

�
(Xr − α(k)Xr−1)

2|Y1:n

�

[σ(k)]2

�

− 1

2

�
n�

r=1

Eθ(k)

�
exp(Xr − Yr − log[β(k)]2 +m)− (Xr − Yr − log[β(k)]2 +m)|Y1:n

�

�

�� ����� ��� ��� ���� ���������� ��� ����� ���� ������� �� � ���� ����������� ����� ��� �� ���
��������

��



Thèse de Doctorat 3.2. DONNÉES SYNTHÉTIQUES

��� ���������� �� �� �������� ������������� ��� ������� ��� ��������� ����������� ��
��������� �� ����������� ��� ���������� ����� ����� �� ������ �� ���������� ������� �







α(k+1) =
�n

r=1 Eθ
(k) [Xr−1Xr |Y1:n]

�n
r=1 Eθ

(k)[X 2
r−1|Y1:n]

log[β(k+1)]2 +m = log
�
1
n

�n

r=1 Eθ(k)[exp(yr − Xr +m)|Y1:n]
�

σ(k+1) =
�

1
n

�n

r=1 (Eθ(k) [Xr |Y1:n]− α(k+1) Eθ(k) [Xr−1|Y1:n])
2

�����

���� ������� � ������� �������� ������������� ���������� �� ������� �� ������ ��
������� �������� ���� �� ������� ������ ���� ������� ���� �� �������

��� ������� ������������

����� ��� �� ������� �

�� ������� ��� �������� ����������� ������ �� ������ ����� �� T = 500 �������������
��� ������� ��� ��� �������� ���� �� ������� �� ���������� θ∗ = (0.9,

√
0.1,−0.8612)

���� α∗ = 0.9� σ∗ =
√
0.1 �� log(β∗)2 = −0.8612� �� ��������� �� ���� ��� ����� ����

��� ���������� ���������������� (α(0), log(β(0))2,σ(0)) = (0.6,−0.3, 0.3)� � ������� �� ��
��������� �� ����� ���� ��������� �� ����������� ��� ��������� ���������� �� �������
��� ����������� �� ����� ����� �� �� ����������� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� ����������
�� ���� ��� ������ � �� ������ ���� �� ���� ����� ������������ �� ������ �����������
������� ���� ��� ����� ���������� ������� � ������� ��� ���������� �� ����� �� �������
������� ��� �� ������ �� ����� ���������

����������� α̂ log[β̂]2 [σ̂]2

���� 0.0251 0.0655 0.0489

����� ��� � ������ ������ �� �������� ����������� ������� ��� ��� ��� ����������

��
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������ ��� � ����������� �� ����� ��� �� ������� �� T = 500 ������������ � ����������
�� ���� ���� N = 200 �����������

����� ��� �� ������� �

���� ������� �� �������� ���� �� ������� ���� ���� ����� ���� �� ������� ��������
���� ���� T = 4000 ���� ����� ���������� θ∗ = (0.92,

√
0.4,−0.7) �� α∗ = 0.92�

σ∗ =
√
0.4 �� log(β∗)2 = −0.7� �� ������ �� ���������� ����� �������� �N = 200�� ���

���������� �������� � ����� ������� ���� ���� ���� ���� �������� � �� ������ ���� ����
����� �� ����� �������� �� �� ����������� ��� ������ ����� ��� ��� ���������� �� �����

��
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������ ��� � ����������� �� ����� ��� �� ������� �� T = 4000 ������������ � ����������
�� ���� ���� N = 200 �����������

�� ���� ��������� ������� �� ������� �� ���� ������������ ��� ��������

����������� α̂ log[β̂]2 [σ̂]2

���� 0.0139 0.0050 0.0519

����� ��� � ������ ������ �� �������� ����������� ������� ��� ��� ��� ����������

�������� ������ ����� �� ���� �� ��������� ��� ������ ��� �� ������ ���� ��� ����
������� ������� ���� �������� ���� ��� ����� ������ �� ��������� ������������ �������
�� ����� �� �������� �� ��������� �� ������� ����������� ������� ����� ��� ���������
�������� ��� ���������� �������� �� ���� ���������� �� ����� ������� �� ������� ��
������������� ����� ���� ���� ��� �������� ������ �� ��� ��� ������ ������� ���
��������� ���� �� ����� ���������� �� �� ��������� �� ������ ������������ �� ���� �
��� �������������� ��� � ��� ����� ���� ���� ��� ������� ������� ��� �������������

��
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��� ������� �������

����� ���� �� ������ �������

���� ��������� �� ������������ �� ���� �� ������ ���������� ������� ����������
������������ ��� �� ���� �� �� ������� ������� ������� ���� ����� ������ �� ������� �� �
������� ���� �� �� ���� ����� �� ����� ����� ����� � ����� ������ ��� ������� ���� ������
�� ��� ������� ������ ��� ������� ������� ������ ��� ����� ������� � �� ������ ����
���� ����� ���������� �� ���� �� ������ ������� ����� ��� ��� ���������� �������
��� ����������� �� ������ ������ �� ��� � ��� �� � �������������� �� ���� �� ������
���������� ���� pk � �� ���������� �� ����� �� ��� ��������� ������� � �� �� �������
���� yk �� ������������� �� �� ��������

������ ��� � ������� �� ���� �� ������ ��������

�� ����� ������� ���� ������ �� ��� ������

��
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����� ���� �� ������ �������

���� ����� ��������� ��������� �� ���� �� ������ ���������� ������� ���� ��
������� ������ �� �� ��� ���� �� � ���� ����� � �� ������ ���� ���� ����� ������ �������
��������������� �� �� �������� �� ����� ���� ���� ����� ���� ��� pt �� ���� ����������� ���
��� ����� �� ���������� �� ����� ��� ���������� ������� �� ���� ������� �� ���� yt ��
�� ��� ������������� �� �� �������� ��� ������ ���� ��� �� ��� ������������ ��� ������������
��� ���������� ������� � ������ �� ��� ���������� �� ����� ���� ������ ���������� ���
���������� �� ��� ���������� ��� ���������� ��� ��� ���������� � θ(0) = (0.2, 0.1,−0.01)
���� α(0) = 0.2� σ(0) =

√
0.1 �� 2× log(β(0)) = −0.01�

������ ��� � ������� �� ���� �� ������ ��������

����� ���� �� ������ ��������

�� �������� ����� �� ���� �� ������ �������� ��������� �������� �������� �� ����
������������ �������� �� ������� ������ �� �� ������� ���� �� �� ���� ����� ���� �����

��
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������� ��� ������� �������� �� ���� ������� ���� �� ������ ��� �������� � ��
������ ����

������ ��� � ������� �� ���� �� ������ ���������

����� ������ ��� ���

���� ��������� ��� ������� ������������ �� �������� ��� ��� ���� �� ������� ������
�� �� ��� ���� �� �� ��� ����� �� ��������� ���������� ��� ����� ��� ��� ��������� �
����������� �� � �� ���������� ��� ����������� �� ������ �� ���������� ������� ��� �����
��������� �� ����� �� ����� �������� ��� ����� � �� ������ ����

��
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������ ��� � ������� �� �������� ��� ����

����� ������ ��� �����

���� ��������� ��� ��������� ������������ �� �� ���������� �� �������� ��� �����
���� �� ������� ������ �� �� ������� ���� �� �� ��������� ����� ��� ������� ��������
�� ��������� ������ ��� ��������

��
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������ ��� � ������� �� �������� ��� ������

����� ������ ���� ���

���� ��������� ��������� �������� ���� ��� ���� �� ������� �� �� ������� ����
�� �� ��������� ����� ��� ��������� ���� ��������� � �� ������ ����

��



Thèse de Doctorat 3.3. DONNÉES RÉELLES

������ ��� � ������� �� �������� ���� ����

����� ������ ������ ���

��� �������� ����������� ��� �������� ��� �������� ������ ���� �� ���� �������
������� ���� �������� ���� ��� ��� ��������� ����������� ��� ������� ��������� ���
����� ������

��
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������ ��� � ������� �� �������� ������ ����

����������� ��� ������� ���������

���� ��������� ��� ��������� ������������ ��� ����� ���������� ��� ��� ������� ���
������ ���� �� ������ ��� ���� �������� ��� ������� ����� ������ ��� ��� ��������
����� ��� �������� � ���������� �� ��� ���������� ���� �������� �� ������� ������� �

��
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�����������

�������
������ ��� ��� ����� ���� ���

α̂ 0.944 0.961 0.974
σ̂ 0.178 0.165 0.157

exp(µ̂) 1.387 1.154 1.182

����� ��� � ����������� ��� ����

� �� ���� ����������� �������� �� �������� ��������� �� ���� ���� ��� ��������
�������� ��� ����� ���������� ���� ����� ������� ��� �� ��������� ���������� ��
���� ��� �� ��� �������� ��� �������� � ���������� �� ��� ���������� ������� ���
���� ���� �������� ��� ������� ����� ������� �� ������ ��� �������� ���� �� �������
������� �

�����������

�������
������ ��� ��� ����� ���� ���

α̂ 0.9447 0.9609 0.9692
σ̂ 0.1744 0.1628 0.1631

exp(µ̂) 1.4770 1.2196 1.1884

����� ��� � �������� ��� �� ��������� ���������� �� ����

�� �������� ��� ��� ��������� ��� ���� �������� ���� ������������ ��������

�������� ������ ���� ��� ���������� ������������ ��� ������� �� ���� �� ������
�� ��������� ��������� �� ������� ��� �� ��������� α ��� ���� ������ �� 1� �� ��� ����
� �������� ��� ��������� �� ����������� �� �� ���������� ����� ��� �� ��� ������ � ��
������� �� ���� ������ ��� ������� �������� �� σ ���� ��������������� ������� ������
������� � 20%�� �� ��� ������ �� �������� ��� �������� ��������� �� �� ����������� �� ��
����������� �� ��� �� ��������� exp(µ) = β−2 ���� ��� ������� �������� ���� ������������
������� ������� �� �������������� �� �������� �� ��������� ������������ ��� �� �����������

��� ���������� �� ������ �� ���������� ������� ����� ��� �� ������������� ��������
���� ���������� ��� ������������� ���� ����� ������ �� ������ ��� ��������� ������ ����
����� ������� �� ����� ������� �� X 2 + cos(X 2) ��������� ������������� ����������
�� ���� �� ���������� �� ������� �� ���� ��� ����������� ��� ������������ ��� ����� ��� �

Yk = β exp

�
X 2
k + Xk + cos(X 2

k )

2

�

Vk ������

�� �� ��������� ���� exp(µ) ���� �������� ��� ������� ����� ������ ��� ��� � ����� ��������� β

��� �� �������� β = exp(−µ/2).

��
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���� ����� ��������� �������� �� ������ ���������� �
�

Xk = αXk−1 + σWk

Yk = β exp
�

X 2
k
+Xk+cos(X 2

k
)

2

�

Vk .
������

���� ����� �������� ������������� ���� ����� �������� ��� ����������� �� ����� �����
���������� � ������� �� ������ ������ ��� ���� ���� ��� ���������� ����������������
����������� ���� ������ ����������� ���� ����� ����� 500 ���� �� ��������� ���� ����
���� �� ������� ����� N = 200 ����������� θ(0) = (α(0),σ(0),β(0)) ���� α(0),β(0) ∼
U([0, 1]) �� σ(0) ∼ U([0.01, 1.01])� ��������� ��� �� ��������� �� ���� ����� ��
������ �� ���������� ��������� ����� ������ �� (k + 1)��� ��������� �� ��������� ��
���� � ���� ���������� ��� ���������� ���� ����� �� ���������� �������� �







α(k+1) =
�n

r=2 Eθ
(k) [Xr−1Xr |Y1:n]

�n
r=2 Eθ

(k)[X 2
r−1|Y1:n]

σ(k+1) =
�

1
n

�n

r=2 Eθ(k) [(Xr − α(k+1)Xr−1)2|Y1:n]

β(k+1) =
�
�n

r=1 y
2
i Eθ(k)

�
e−(X 2

r +cos(X 2
r )+Xr )|Y1:n

�
.

������

��� ���������� �� ������ ����������� ������� ����� θ∗ = (0.7, 0.2, 5) ���� α∗ = 0.7�
σ∗ = 0.2 �� β∗ = 5 ���� ��� ����������� ��� ������ � �� ������ �����
� �� �� �� ������ ���������� �� ����� ����� �500 ��� ��������� �� ������ ����

������ ���� � ����������� �� ������ ������ ��� �� ������� �� T = 500 �������������

��������� ��� 50 ��������� ���������� �� ���� ���� ������ ��� 3 ���������� �����
���� �� ������� ������ ��� ����������� �� ����� ����� ��� ����� �� ������� �������

��
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���� �� ������� ���� ���� ����� ��� �������������� ��� �������� ������ ���������� ��

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.7344 0.2351 0.5215
����� 0.0344 0.0351 0.0215

���������� 0.0754 0.0674 0.1167
���� 0.0830 0.0761 0.1187

����� ��� � ������ ��� 150 ������������ �� ����� �����

�� ������ �� �������� ����������� ������� ������� � ������ ��� ����������� �� �����
����� ���� ������ ��� 3 ����������� �� ���������� ��������� ��� ������� ������� ����
� ��� ����� ��� ��� ������������ ��� � ���������� ��� ��� 150 ����������� �� �����
������
���� ����� �������� �� ���� �� ���������� ������ ��� � ���������� �� 6% �������

������ ���� � ������������ ��� ���������� ��� 150 ����������� �� ����� ������

�������� ����� ������ ��� ��������� ����������������� �� ��������� �� �� ��������������
���� �� ��� �� ������� ��� ����������� �� ������� ��������������� � ���� ������� ��������
���� ��� ������������� �� ������ ��������� �� ������ ����������� ����� ����� �������
���� �� ����������� �������� �� ��������� ��������� �� �������� ��� ����������� �����
����� ��� ���������� �������� �� ������ �� ������ �� �� �� ������� ��������������

��
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��� ���������� ������ ���� �� ������ ���������� ���� ����� ������� � ������ ������
������������� �� ����� ������ ���� �� �������� ����� �� 150 ������������� ���� �������
������ �� ������ �� ���������� ������� �� 250 � 2000� �� �������� �� ����������� ���
������� ����� ���� � T = 500� ����� ����� �� ��� �� ���������� ������� ���� �� ����������
��� ������� ��� θ∗ = (0.9, 0.2, 0.6)� �� ������� ������ ��� �������� � �� ������ �����

������ ���� � 150 ����������� �� ����� ����� � ��������� �� ���� �� �������� ��
������ �� ���������� ���� T = 500 ����

�������� ������ �� ������� ��� ���� ���� ����� ��� ���� ������ ��� �� ������ ��
���������� ������ �� ������� ��� ���� ������ ��������� �� ������ ��� ���������� �������
� T ���� �� ��� �������� ������ �� �� ����������� �������� ��� ������������ ������������
�������� ��� ������������� ��������������� ����������� ��� ��� �������� �� �����������
���������� ���� �������� �� ���� �� �� ����������� �������� ��� ���������� ������� ����
�� ������� �� ���������� θ∗ �� �� ��� ������ �������� �� �������� � ��� �� �����������
�� ���� �� ��������

��� ������ �� ���������� ���� ����� ����� ������ ��� �� ��������� ���������� �� ����
�� ��� ���������� ��� ��������� ����������� ��� ��� ���������� ������� ��� ���������
� �� ������ �����

��
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������ ���� � �� ���� �� ��� 150 ����������� �� ����� ����� � ��������� ��� 50
��������� ���������� �� ���� �� �������� �� ������ �� ���������� ���� T = 500 ���
���� ��� ������������ ���������������

�������� ������ �� ����� �������� �������� ���� �� ������� ���� �� ������� ��������
���������� ���� ���� ��������� ��� ���� ��� ���������� θi �� ������� �� ����������
�� ������ ��� ��������� ki ���������� �� ������� ����� ��������� �� ������ �� ��������
�� ���� ����� �� �������� ���� ������ �� k��� ��������� �������� �� ����� �� ������ ���
����������� �� ������� �� �����������

������������� ��� ������� ������������� ���� ����� ������� �������� ���������
���������� ���� ��� ��������� ������������ ��� ������������ ��� �������� ��������
���������� �� ������ ������ ��� 150 ������������ �� ����� ����� � ������� ��� ���������
������ ������� ������������ �������� �� ������������ ���������� � ������ ��� 50 ���������
���������� �� �����

��
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���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8835 0.2452 0.6008
����� −0.0164 0.0452 0.0088

���������� 0.0754 0.0674 0.1167
���� 0.0198 0.0457 0.0082

����� ��� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 �� T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8876 0.2421 0.6028
����� −0.0123 0.0421 0.0028

���������� 0.0095 0.0057 0.0067
���� 0.0159 0.0426 0.0082

����� ��� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 300 �� T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8937 0.2367 0.6056
����� −0.0062 0.0367 0.0056

���������� 0.0084 0.0059 0.0060
���� 0.0112 0.0372 0.0088

����� ��� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 500 �� T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9008 0.2299 0.6103
����� 0.0008 0.0299 0.0103

���������� 0.0071 0.0060 0.0052
���� 0.0082 0.0306 0.0117

����� ��� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 750 �� T = 500.

�� ������� ����� �� 150 ������������ �� ����� ����� �������� � �������� �� ����
��������� ��� ���������� ������� ��� ��� �������� �� ����������� �������� �� �����
������� �� ������ �� ���������� ��������� �� ������ ��� ���������� ����������� ���
����� � �� ����� ������ �����

��
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���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9046 0.2265 0.6131
����� 0.0046 0.0265 0.0131

���������� 0.0063 0.0057 0.0046
���� 0.0087 0.0272 0.0140

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 1000 ��
T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9086 0.2228 0.6159
����� 0.0086 0.0228 0.0159

���������� 0.0052 0.0054 0.0040
���� 0.0103 0.0235 0.0164

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 1500 ��
T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9103 0.2211 0.6172
����� 0.0103 0.0211 0.0172

���������� 0.0046 0.0054 0.0035
���� 0.0113 0.0218 0.0176

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 2000 ��
T = 500.

����� ������������� ���� ������ ����������� ���� ���� ������ ��������� ��� 50
��������� ���������� �� ����� ��� ��� �� ��������� ��� ������ � �� ������ �����

�������� ������ �� ������� ������� ��� ���� ���� ����� ��� ��� ���� ��� �� ������
��������� ������������ ��� ���������� � ������ ��� ���� �������� �� �������� �� ��
����������� ������ ��� ���� ��� ���� �� ������ �� ���������� � N = 250. �� ���� ��������
����� �������� ��� ������ ������� �������������� ������ ���� ������ ��� ������������ ��
�����

��
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�������� ��
�� ����������� T

������ ��
���������� N

250 300 500 750 1000 1500 2000

500 0.0198 0.0159 0.0112 0.0082 0.0087 0.0103 0.0113

����� ���� � ������������� ��� ���� �� α̂ �� �������� �� N ���� T = 500 ������������

�������� ��
�� ����������� T

������ ��
���������� N

500 300 500 750 1000 1500 2000

500 0.0457 0.0426 0.0372 0.0306 0.0272 0.0235 0.0218

����� ���� � ������������� ��� ���� �� σ̂ �� �������� �� N ���� T = 500 ������������

�������� ��
�� ����������� T

������ ��
���������� N

250 300 500 750 1000 1500 2000

250 0.0082 0.0082 0.0088 0.0117 0.0140 0.0164 0.0176

����� ���� � ������������� ��� ���� �� β̂ �� �������� �� N ���� T = 500 ������������

��
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������ ���� � 150 ����������� �� ����� ����� � ��������� �� ���� �� �������� ��
�� �������� �� �� ����������� ���� N = 250 ����

�� ������� �������� ��� ������������ ������������ �� ����� �� ��� ��������� ��� 50
��������� ���������� �� ���� ���� ���� ���������� ��� �������� ������� �� �����������
�� ������ �������

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9205 0.2017 0.5705
����� 0.0205 0.0017 −0.0294

���������� 0.0111 0.0048 0.0088
���� 0.0235 0.0067 0.0308

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 250.

��� ����������

���� ����� �������� ���� �������� ���������� ��� �������� �������� �� ����������
��������� �� �������� � ��� ����� ���� �������� ��������� �� �������� �� �� �������
�� ���������� ����� �� ������� ������� ���� �� ����� �� ��������������� �������������

��
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���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8947 0.2497 0.5825
����� −0.0052 0.0497 −0.0174

���������� 0.0118 0.00659 0.0083
���� 0.0146 0.0501 0.0195

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 300.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8835 0.2452 0.6008
����� −0.0164 0.0452 0.0088

���������� 0.0754 0.0674 0.1167
���� 0.0198 0.0457 0.0082

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9013 0.2316 0.6115
����� 0.0013 0.0316 0.0115

���������� 0.0104 0.01092 0.0081
���� 0.0122 0.03365 0.0146

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 750.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.8896 0.2212 0.6038
����� −0.0103 0.0212 0.0038

���������� 0.0091 0.0081 0.0058
���� 0.0142 0.0229 0.0074

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 1000.

��
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���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9042 0.2012 0.6385
����� 0.0042 0.0012 0.0385

���������� 0.0069 0.0066 0.0115
���� 0.0085 0.0075 0.0402

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 1500.

���������� ������� α̂ σ̂ β̂

������� 0.9080 0.1826 0.6408
����� 0.0080 −0.0173 0.0408

���������� 0.0067 0.0066 0.0094
���� 0.0104 0.0187 0.0419

����� ���� � ���������� ��� 150 ������������ �� ����� ����� ���� N = 250 ��
T = 2000.

������
�� ���������� N

�������� �� ����
��������

T
250 300 500 750 1000 1500 2000

250 0.0235 0.0146 0.0198 0.0122 0.0142 0.0085 0.0104

����� ���� � ������������� ��� ���� �� α̂ �� �������� �� T ���� N = 250 ����������

������
�� ���������� N

�������� �� ����
��������

T
250 300 500 750 1000 1500 2000

250 0.0067 0.0501 0.0457 0.03365 0.0229 0.0075 0.0187

����� ���� � ������������� ��� ���� �� σ̂ �� �������� �� T ���� N = 250 ����������

������
�� ���������� N

�������� �� ����
��������

T
250 300 500 750 1000 1500 2000

250 0.0308 0.0195 0.0082 0.0146 0.0074 0.0402 0.0419

����� ���� � ������������� ��� ���� �� β̂ �� �������� �� T ���� N = 250 ����������

��
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������ ���� � �� ���� �� ��� 150 ����������� �� ����� ����� � ��������� ��� 50
��������� ���������� �� ���� �� �������� �� �� �������� �� �� ����������� ���� ��
������ �� ���������� ��� � N = 250 ����� ��� ��� ������������ ���������������

�������� ������ �� ���� ��������� ���� ��� ����������� ����������� ��������� ���������
��� ���������� �� ���� ���� ���� �� ������� ��� ������� �� ������� �� ��������������
����������� ����� �� ���������� ����������� ����� ������� �������� �� �� ��� �����
�� ����� �� ��������� ���� ��� ����� ��� ������� ������ �� �� ��� ���������� �� �����
���������� �� ����� �� ����� ������ ���������� �� ���� ������ ���������� �� ���� ��
����� ���� ������ ���� ������ ���������� ���������� ���� ������� �������������� ����
���� �������� ������ ��� �� ���������� ���� ������ ������� ���� ���� ������ �������� ��
��������� �� ���� ������� �� ���������� ����� θ∗.

��� ����������

���� �� ��������� � ������� �� ������ �� ���������� ������������ ��������� ����
����� ��� �� ������ ������� ������ �� ������������ �� �� ��� �������� �� ���� ����
���� ������ ���������� � �� ����������� ��� ������� ���������� ��������� ��� �������
��������� �� ��� ���� �� ������� ���� ���� ������ ��������� ������� ��� ����
�������� ��� ����� �������� �� ��� ���� ����� ��������� ������� �� ������ �� ����
�� ���������� ��� ���������� ��������� ������������� ����� ����� ��� �� �� ��������
�� ������ �� ���� �� ������� ���� �� ������ �� �� ���������� �� ���� ���� ��� ���
�������� �������� �� ������� ��� ���� ������ �������� �� ������� ������ ��������� ������

��
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��� ����������� ���� ������������ �� ����� ��� ������ ��� ���� ��� ������ ���������� ���
�� ��������� �� ���� �� ������� ��� �������� ��� ���� ��� �� ��������� �� ���� �� ������
�� ���� ������ �� ������ ��������� �� ������ �� ���������� ��������� ������� � ���
�������� �� ������� ���� ������� ������� ������������ ��� ��������� ����� ������� ���
��������� ����������� �� ������� �� ���������� ���������� ���� ���� ��� ��������� ��
��� ���� �� �������� ��� �� ���� ����������� �� ����� �� �������

��



�������� �

�� ���� ���������� �� ��� ��� ������� �� ������������ ���

��������
��� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� ��� ������� �� ��������� ��� � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ��������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

������� �������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
������� ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��� ������� �� ������������ ��� � � � � � � � � � � � � ���

����� l−����� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� l������ ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������� ����� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
������� �������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ����������� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� Lq ���� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
��� ����� �� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ������� ���� ���������� �� ��� ���������� ����� ����� ����� ������� ��
��� ������� �� ��������� ����� ����� ������� ������� �� ����� ��� ��� ������� ��
������ ������������ ��� ������� ��� ����� ���������� �� ��������� �������������� ��
�������� �� ��������� ��� ��������� ���������� ���� �� ��� ���������� ���� ��� ���
������ ����� �� ��� ���������� �� ��� ����� ������������� ���� ������� �� ������ ����
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��������� ���������� �� ��� ���������������� ��������� ��� ��� �������� ��������
�� ���� ���� ��� �������� ��������� ������������� �� ������������ ���� �� � ���� �
��� ������� �� �� ����������� �� ����� ����������� �������� �� ���� �������� �������� ���
����������� ����� �� ��������� ���������� ������������ ����� �������� �� ��� �������
��� �������� ������ ���� ������� ���� ������������ ����

��� ������������

��� ���������� �� ��� ������� �� ������ ��� ��� �� ����� ���� ��� ����� ��
������ �� ��� ������� ��������� ������� �������� ��� �������� ��������� ��� ���� ��
��������� ������� ��������� ��� ����� ������ ����� ������ ��� ���� �������� ��
��� ����� ������ ��� ��� ���������� �� ��������� ������ ����� ����� ������� ������
���� ���� ���� ���� �� ������ ��� �� �������� �� ��� ���� ��� ����������� �� ���
�������� ��� ��� �������� ������ �������� ���� �� ����� �� ��� ������� ������ �� ���
������ �� ����� �� ����� �� ��� ������� ��� ����� ������ �� ������ �� ��� ������ �����
������� ������� ����������� ������� ��� � ����� �� ���� ��� ������ ������������ �� ����
������

�� ���� ��� ��� ������� ����� �� ������ ������ ������ �� ����� �� �������� ����
��� ��������� ���� ������������ � X × Y−������ ��������� ������� {(Xk ,Yk)}� �����
{Xk} �� �� ������������ ������� ������ ����� �� ����� �� {Yk} ���������� ��� ���
��������� ������� ���� ���������� �� �������� ��� ������������ �� ��� ������� {Xk} ���
���������� ��� ������� ������� ������ ����������� �������� �� ��� ������ ���� ���
������ ������� {Xk} ������� �� ���� ���� ��� �� ��� ���� ���� ��� ��� ������ �������
�� ��� ������ �� ���� ����������� ����� � ������ ����������� �� ��� ������� ����� � ������
������� �� �������� ���� ��������� ��� ��� �� ���� ����� ���� � ������� ��������� �� ���
������� {Xk} ��������� �� ��� ���� �� ������ ��� ��� ���� �� ���� �� ��� ����� ���� ��
������ ����� �� ����� �� �������� ���� ����������� �� ��� ������� ������� ����������
��������� �� ����� ��� ��� ���� ����� ����� ��� ���������� ������� �� ��� ����� �����
��������� ���� ���� ����� ��������������� � ��� �������� �� ������� �� ���� ��������
����� �� ������ � ��� �������� ���� ����� �������� ������������ ��� ������� ���
����������� �� ��� ������ ���� � �� ������� ��� �� ���� ����� ��� �������� ������ �� ���
������������� �� ��� �������� ��� ��������� ��������� �� ���������� ��� ������������
����� ����� ������� ����������� �� ����� ��� ���������� ��� ��� ���������� ����� �� ���
����� ������������ �� ��������� ��� ��� ����� �� �� ��� �� ����� �������� �������
���� ���� ���� ����� �� ������ ��������� ���������� �� ����� �� ��� ����������������
�������� ��� ��� �������� �������� �� ������� �� ��� ������� �� ��� ������� �� ���� �
��� �� ��� ��� ������� ��������� �� �� ������� � ���������� ���������� ���� �� l ���
���� ������ �� � ���� ������ �� ��� �� ���� ���� ����������� ������ �� ��� ���������
���������������

��
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��� ��� ������� �� ��������� ���

�������� ����� ��� �������� ������ �� ��� ������� ���� ��� �� ���������� �������
������������ ���� ������ ��� ���������� ����� ��������� ����� ��� ����� ���� ��� �� �
���� �� ��� ��� ���� ���� ����� ���� ��� ����� ������� �� � ���������� ����� ���
�� ������������ �� � ��� �� ��������� ��������� �������� ����� ���� �� ���������
����������� �� ����� ��� ����������� ������������ �� ��� ������� ����� ����� ��� �����
���� �� �� ������� ���� k � ���� �� ��� �������� ������������� ��������� �� ���� �����
����� �������� ���� ����� ��� �� ������� ���� ��� ����� ��������� ������������� ����
��������� ���������� ���� ������� �� ���� �� ���������� ��������� �� ��� � ���������� ��
��� �������� �������� ��� ��� ������� ��� ���� �� � ������� ��� �� ��� ��� �� ����
�� ����� ������������ �� ���� �� ���� ������� ������������ ��� ���� ��� ��� �������
��� ��� �� �������� ����� ���� ����������� ��� �������� �� ��� ����� ��������� ���� ���
� ����� �� ��������� ��������� � ����� ��� ���� �� �� � ����� ����� �� ����� ��� �������
���� �� �������� ����� ��� ��������� �������� ��� ��������� ��������� ��� �

�
Xk = ak(Xk−1,Vk)
Yk = bk(Xk ,Wk)

�����

����� ak(·) ��� bk(·) ��� �������� ���������� ���������� {Xk} �� � 1−����� ������
����� ���� ������� ����� X0 ����������� ��������� �� � ������ ����� ������������ ν(·) ���
���������� ������ M ���� (X ,B(X )) �� (X ,B(X ))� �� ������ ���� M ������ � �������
�������� m ����� � ���������� ������� λ� (Vk)k≥1 ��� (Wk)k≥1 ��� ����� �����������
������ ����������� �� X0� ������������ ��� ����� ����� ��� ��� ����������� ������
�� ���� ������ ���� ��� ����������� ������� {Yk}� ����������� �� ��� ����������
����� (Y ,B(Y)) �� ������������� ����������� ����� {Xk} ���� � �������� ������������
��������� � ������� �������� g ���� ����

∀A ∈ B(Y), P(Yk ∈ A|Xk) =

�

A

g(Xk , y)µ(dy),

����� µ �� � σ−����� ������� �� (Y ,B(Y))� �� ��� ��� ��� ����� �� ����� ��






X0 ∼ ν(·)
Xk |Xk−1 = xk−1 ∼ m(·|xk−1) k ≥ 1
Yk |Xk = xk ∼ g(·, xk)

�����

��� ��� ���� �� ���������� ��� ���� ��� ���� ���� ��� Yk = yk ��� ��� ���� �������� ���
�������� ������� �� ���� �� � ��������� ������� �� ����� �� ������� ��� ����������
�� ���� ���� ��� ���������� �� ��� �� ������ �������� ���������� �������� g(·) �� ���
���� �� ����� ��� ��������� �������� gk(xk) := g(xk , yk) ��� p(·) ������� � �������

�� ��� �� ��� ����� ������ ��� ������ �� ���� ��������������

��
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������ ��� ���������� ��� ��������� ��������� ���� �� ���� �� ��������� ��� ����������
�� ��������� ��� Fb(X

k+1) �� ��� ��� �� ������� ��� ���������� ��������� �� X k+1.
����� �� ��� ���� ������� ����� X0 ����������� ��������� �� ν(·)� �����

φν,0:k|k(f ) := Eν [f (X0:k)|Y1:k ] , k ≥ 0, f ∈ Fb(X
k+1) �����

�� ��� ����������� ������������ �� f (X0:k) ����� Y1:k ���� X0 ∼ ν(·).�������� f �������
���� �� Xk � �� �� ����� �� �������� ��� �������� �� �

φν,k(f ) := Eν [f (Xk)|Y1:k ] , k ≥ 0, f ∈ Fb(X ) �����

��� �� ����� �� ���� �� ��� ����� ������������ ���� ��� ��� ����������� ������������ ��
f (Xk) ����� Y1:k � �� ���� ��������� ��� 1−���� ���������� ������������

φν,k|k−1(f ) := Eν [f (Xk)|Y1:k−1] , k ≥ 0, f ∈ Fb(X ) �����

���� ��� ���������� φν,0|−1 := ν� ����� Eν �� ��� ����������� ����� ���� ��� ����������
��� ��� ����������� ν �� ��� ������� ������������ �� X0� �� ���� ������ ��������� ��� ����
���������� ����������� ��������� �� ��� ����� ������������� �� � ������ ����� �� ���������
����� ��������� ���� ������������ ������� ����� ���������� ��� �������� φν,k(xk) ��
���� �� ������ ��� �������� ������� ����� φν,k|k−1(xk) �� ��� 1−���� ���������� ��������

����� ��������� ���������

�������� �������� ���� �� �� ������� ����������� �� ���� ��� ����� ��������� ���������
���� ����� �� ���� �� ��� �������� ���� �� ����� ����� ��� �������� ������������� �� �����
�� ��������� ����� ������ ��� ������� ��������� �������

φν,0:k|k(f ) =
φν,0:k−1|k−1(f gkM)

φν,0:k−1|k−1(gkM)
, ∀f ∈ Fb(X

k+1) �����

��� ����� �������� ��� ��������� �������� �

φν,k|k−1 = φν,k−1M �����

���

φν,k(f ) =
φν,k|k−1(f gk)

φν,k|k−1(gk)
, ∀f ∈ Fb(X ). �����

���� ���� ����� ��� ����� ��� �������� ��� ����� ���� ��� ����� �� � ������ �����������
�� ���������� ��������� � ���� ��������� �������������� �� ����� ��������� ��� �� �����
�� ����� �� ��� ������������� ����������� ��������� ����� �� �

φν,0:k|k(x0:k) =
φν,0:k−1|k−1(x0:k−1)m(xk−1, xk)gk(xk)

�

X k+1 φν,0:k−1|k−1(x0:k−1)m(xk−1, xk)gk(xk)dx0:k
�����

��
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��� ��� ����� ��� ����� ��������� ������� ���

φν,k|k−1(xk) =

�

X

m(xk−1, xk)φν,k−1|k−1(xk−1)dxk−1 ������

φν,k(xk) =
gk(xk)φν,k−1|k−1(xk−1)

�

X
gk(xk)φν,k−1|k−1(xk−1)dxk

������

��� ��� ���������� ��� ��� �������� ������� ������������� ��� �������� ����� �� � ����
���� ��������� ���� ���� ����� �� � ���������� ���� ��� ��� ���� ����� ��� ������ ��
�� ������ ���� ��������� �� ��� ��� ������������ ������ � ���������� ����������
�������� ���������� ��� ��� ��� � �� �������� �� ����� �

φ̂ν,0:k|k(dx0:k) = Ω−1
k

N�

i=1

ω
(i)
k δ

ξ
(i)
0:k
(dx0:k) ������

��� ������ �� �������� �� ������ �� �������� ������������ �� ��� ������ �

φ̂ν,k(dxk) = Ω−1
k

N�

i=1

ω
(i)
k δ

ξ
(i)
k

(dxk) ������

����� Ωk :=
�N

i=1 ω
(i)
k � δx(·) �� ��� ����������� ���� ������� �� x ��� ω

(i)
k �� ���

���������� ������ ���������� �� ��� ��������� �������� ξ
(i)
0:k � ��� ������ ���������� ��

����� ������� ��� �� ����� �� ������ �� ��� ������� ������ ��� �������� ������� �
������� �� �������� ����� �� ����� ������� q(·) �� � ������� �������� ��� ������������
��������� �� ��� ���������� �������� ���������� ���� ���� ��� ���������� ���� �� ����
���� �� ��� ���������� ������� �������� ��� ������� ���� ����� ��� �������� ������
���� ������������� �� � ��������� �� ���� ���������� ������ ������ �������� ���� ����
��� ��� ���� �� ������������� �� ��� ����� ��������� ������������ p(dx0:n|y1:n) ���� ��
������� ��� ������� �� ���� ���� ���� �� ��� ������� �������� ������

����� ��������� ����������

��� ������� ���� ������ �� ���� �� ��������� ���������� �� ��� ������ �� ��� ������
��� ���� �� ��� ������� ����� {Xk}� �� ����� {Xk} ����� � ������ ������ �������� ��
����� ��� ��������� ������ ���� ����� ���� ����������

����������� ������ ����� ��� ����� {Xk} �� � ������ ����� �������� �� ���� ����
���������� �������� ������� ���� (X ,B(X )) �� (X ,B(X )) ������ �� �

Bk,ν(Xk+1, f ) : = E [f (Xk)|Xk+1:n,Y0:n]

= E [f (Xk)|Xk+1,Y0:k ]
������

��� ��� f ∈ Fb(X ).

��



Thèse de Doctorat 4.2. SMC METHODS IN ONE-ORDER HMM

���������� �� ������� �������� �����

�� �������������� � ��� i = 1, 2, . . . ,N ���� ξ
(i)
0 ∼ q(·) ��� ��� ω(i)

0 = 1/N �
�� ��� k ← 1
�� ���������� �������� ���� � ��� i = 1, 2, . . . ,N

� ���� ξ̄
(i)
k ∼ q

�

·|ξ(i)
0:k−1, y1:k

�

� �������� ��� ��������� ��� ���������� ������� �

ω
(i)
k ∝ ω

(i)
k−1

m
�

ξ
(i)
k−1, ξ

(i)
k

�

gk

�

ξ
(i)
k

�

q
�

ξ
(i)
k |ξ(i)

0:k−1, y1:k

�

�� ���������� ���� � ��� ����������

� ���������������� ξ̄
(i)
k ����� ω(i)

k �� ��� ξ(i)
k ������������� ����������� ������

���� �� φν,k

� ��� i = 1, 2, . . . ,N ��� ω(i)
k = 1/N

�� ��� k ← k + 1 ��� �� �� ��� ���������� �������� ����

�������������� ��� ����� �� ��� ������� �����

����� ���� �������� �������� ��� ��� ���� ��� �� ��������� �����������

������� �������� ���������

��� ������� �� ������� �� �� ������� �������� ��� ����������� �� ���� ��� �����
���� ������������

φν,k|n(f ) := E [f (Xk)|Y1:n] , k < n ������

��� ��� f ∈ Fb(X ).

����� ������ ��� ��� 1 ≤ k < n� ��� �������� ������������ ���������� �� �

φν,k|n(f ) =

�

X

f (xk)

��

X

φν,k(xk)m(xk , xk+1)
�

X
φν,k(xk)m(xk , xk+1)dxk

φν,k+1|n(dxk+1)

�

dxk

=

�

X 2

f (xk)Bν,k(xk+1, dxk)φν,k+1|n(dxk+1)

������

����� Bk,ν(Xk+1, .) �� ��� �������� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(X ).

�������� ��� ������� �������� ����� ��������� ��� �������� �������
�

ξ
(i)
k ,ω

(i)
k

�N

i=1
���� ������ ��� �������� ������������� p(dxk |y1:k) �� ��� ����� �� ������� �� ���� k

��
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���� k = 1, 2, . . . , n� �� ��������� ������ �� ���� k + 1 ��� ��� �������� ������
�

ξ
(i)
k+1,ω

(i)
k+1|n

�N

i=1
��������� ��� ������������ φk+1|n �� ��� ����� �

φ̂ν,k+1|n(dxk+1) =
N�

j=1

ω
(j)
k+1|nδξ(j)

k+1
(dxk+1). ������

��������� ��� ������ ��� ������ �������� ��� ��� ������� � �������� �������� �� ���
�������� ������������ ����� �� �

φ̂ν,k|n(f ) =
N�

i=1

ω
(i)
k|nf (ξ

(i)
k ), ��� k < n ������

����� ��� �������� ���������� ������� ��� ����� �� �

ω
(i)
k|n = ω

(i)
k





N�

j=1

ω
(j)
k+1|n

m
�

ξ
(i)
k , ξ

(j)
k+1

�

�N

r=1 ω
(r)
k m

�

ξ
(r)
k , ξ

(j)
k+1

�



 ������

��� ������ �� ��� ��������� �� ����� ������ �

���������� �� ���������������� ���������
�� ������� �������� ���� � ��� k = 0, . . . , n

� ��� ��� ��������� �������� ��������� �� ��� ��� �������� ���������
�

ξ
(i)
k ,ω

(i)
k

�N

i=1
�

�� �������� ��������� ����

� ��� i = 1, . . . ,N ��� ω(i)
n|n = ω

(i)
n

� ��� k = n − 1 ���� �� 0 ��� i = 1, . . . ,N ���

ω
(i)
k|n = ω

(i)
k





N�

j=1

ω
(j)
k+1|n

m
�

ξ
(i)
k , ξ

(j)
k+1

�

�N

r=1 ω
(r)
k m

�

ξ
(r)
k , ξ

(j)
k+1

�





�������� ������ �� ��� ��� ������� ��� ��� ��������� �� ������� ��� � ����� ������
����� �������� ��������� ��������� �� ��� ������� ���� ��� ����� ��������� �� �� �� �(N2)
��������� ��������� �� ���� ���� �����

��
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������� ����� ���������

�� ��������� �� ��� ��� ��������� �� ��������� ��� ��� ����� ��������� �������
p(xk:n|y1:n)� ����� ������� �������� �� �� ��� �������� ��������� ��� ��� ������ ���
��������� ���������� �

����� ������ ����� ������� ��� ��� k < n ��� ����� �������� ������� p(xk:n|y1:n)
���������� �������� �� ���� �� �

p(xk:n|y1:n) = p(xk |xk+1, y1:k)p(xk+1:n|y1:n) ������

����� �������� �� �

p(xk:n|y1:n) = p(xn|y1:n)
n−1�

r=k

p(xr |xr+1, y1:r ). ������

���� ���� ������� ��� �� ���� �� ������� ��� ����������� �����������

φk:n|n(f ) := E [f (Xk:n)|Y1:n]

=

�

X n−k+1

f (xk:n)p(xn|y1:n)
n−1�

r=k

p(xr |xr+1, y1:r )dxk:n
������

��� ��� f ∈ Fb(X
n−k+1)� ���� �� ���� ���� �

p(xr |xr+1, y1:r ) ∝ p(xr |y1:r )p(xr+1|xr ) ������

���� � �������� �������� �� ��� ������� p(xr |xr+1, y1:r ) �

p̂(xr |xr+1, y1:r ) =
N�

ir=1

κ(ir )
r δ

ξ
(ir )
r
(xr ) ������

�����

κ(ir )
r =

ω
(ir )
r p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(ir )

r )
�N

l=1 ω
(l)
r p(ξir+1

r+1|ξ
(l)
r )

, r = k , k + 1, . . . , n − 1 ������

��� ��� ������� � �������� �������� �� ������ �

φ̂ν,k:n|n(f ) =
N�

ik=1

N�

ik+1=1

. . .
N�

in=1

ωin
n

n−1�

r=k

ω
(ir )
r p(ξ

(ir+1)
r+1 |ξ(ir )

r )
�N

l=1 ω
(l)
r p(ξir+1

r+1|ξ
(l)
r )

× f (ξ
(ik )
k , ξ

(ik+1)
k+1 , . . . , ξ(in)

n ),

������

�����
�

ξ
(ir )
r ,ω

(ir )
r

�N

ir=1
, r = k , . . . , n − 1 ��� ���� �� �������� ��������� ��������� ���

�������� ������������ φν,r � ���� ���� ������ ��� ��� � ��������� �������� ����� ���� ����
������� �� ������������ ������������� �� �� �� ����� �������� �� � ����������� ������������
�� ����� ��� �������� �������� �������� ��������� ������� ��� ����������� ���������� ��
��� �������

���
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������� �������� ��������

��� �� ��� ����������� �� ��� ��� ��������� �� ��� ������������� ����� �� �����
�� �������� ��N2� ���������� �� ���� ���� ���� �� ������� ��� �������� ��������
��������� ������� �� ��� ������ �� �� ���� �� ��� �������� ������������ �������� ���� �
������ ������������� ����� �� ���� ���� ���� ����� ������� ��������� ����� ����� ��
����� ���� ������� ��� ��� �

����� ������ ��� ����� ��������� ������� ���������� �� �

p(x0:n|y1:n) = p(xn|y1:n)
n−1�

k=0

p(xk |xk+1, y1:k). ������

�������� � �������� �������� �� ��� ������������ p(dxk |xk+1, y1:k) �

p̂(dxk |xk+1, y1:n) =
N�

i=1

κ
(i)
k δ

ξ
(i)
k

(dxk) ������

�����

κ
(i)
k =

ω
(i)
k p(xk+1|ξ

(i)
k )

�N

j=1 ω
(j)
k p(xk+1|ξ

(j)
k )

������

����� ��� �������� ��������� ��� ��� ���� ����������� ������ �������� �� ���� �� ��������
������ ξ̃k+1:n �� �� � ������ ������ ����� ���� p(xk+1:n|y1:n)� ���� ���� �� ����
��� ���� ξ̃k ���� p(xk |ξ̃k+1:n, y1:n)� ��� ������ (ξ̃k , ξ̃k+1:n) �� �� ����������� ������
����������� ���� p(xk:n|y1:n)� ��������� ��� ��������� ���� �� k = 0� ��� ��� � ������
������ ���� ��� ����� ��������� �������� ��� ������� ��������� �� ����� ������� ����

���������� �� ��������� ���������

�� ��� i = 1, 2, . . . ,N ������ ξ̃n = ξ
(i)
n ���� ����������� ω

(i)
n

�� ��� k = n − 1 ���� �� 0 ��� i = 1, 2, . . . ,N
� �������� κ(i)

k ∝ ω
(i)
k p(ξ̃k+1|ξ

(i)
k ) �

� ������ ξ̃k = ξ
(i)
k ���� ����������� κ

(i)
k �

�� ξ̃0:n �� �� ����������� ������ ����������� ���� p(x0:n|y0:n).

��������� �� �� �(N) ��������� �� ���� ���� �����

��� ��� ������� �� ������������ ���

�������� ��� ��������� ����� ����� �����
�

Xk = ak(Xk−l :k−1,Vk)
Yk = bk(Xk−l :k ,Wk)

������

���



Thèse de Doctorat 4.3. SMC METHODS IN HIGHER-ORDER HMM

����� ak(·) ��� bk(·) ��� �������� ��������� ���������� {Xk} �� �� l−����� ������
����� ���� ������� ����� ��������� X−l :−1 ����������� ��������� �� � ������ ����� �������
������ ν(·) ��� ���������� ������ M ���� (X l ,B(X )⊗l) �� (X ,B(X ))� �� ������ ����
M ������ � ������� �������� m ����� � ���������� ������� λ� (Vk)k≥0 ��� (Wk)k≥0

��� ����� ����������� ������ �������� ���������� ���� corr(Vi ,Wj) = ρ1i=j ��� �����
������� �� X−l :−1� �� ���� ������ ���� ��� ����������� ������� {Yk}� ����������� ��
��� ���������� ����� (Y ,B(Y)) �� ������������� ����������� ����� {Xk} ���� � ����
����� ������������ ��������� � ������� �������� g ���� ����

∀A ∈ B(Y), P(Yk ∈ A|Xk−l :k−1,Xk) =

�

A

g(Xk−l :k−1,Xk , y)µ(dy),

����� µ �� � σ−����� ������� �� (Y ,B(Y))� ��� ��� ���� �� ����������� ��� ���� ���
���� ���� �� Yk = yk ��� ��� ���� �������� �� ���� ���� ��� ���������� �� ����������
�������� g �� ��� ���� �� ����� ��� ����� ���� �������� gk(xk−1, xk) := g(xk−l :k−1, xk , ·)�
���� xk−1 := xk−l :k−1� �� ��� ��







X−l :−1 ∼ ν(·)
Xk |X k−1 ∼ m(xk−1, ·) k ≥ 0
Yk |X k−1,Xk ∼ gk(xk−1, xk)

������

����� l−����� ��������� ����������

�������� ��� ������� �� ��������� ����������� �� ���� ��� ��������� �������� �

φν,k:k+l−1|k+l−1(f ) := Eν [f (Xk:k+l−1)|Y0:k+l−1] ������

����� −l + 1 ≤ k ≤ n − l � ��� ��� f ∈ Fb(X
l)� ������ ���� �� ������ l = 1 ��� ρ = 0�

�� ���� �� ��� ��������� ��������� �������� ������� �� 1−����� ���� ����� �� ���� ����
����� ���������� �� ����� ���� �� �� ��� ������ �� l ��������� ������� ��� ��� ���������
�������� �������� �� �� l− �������� ����� �� ��������� ��� ����������� l− ���� �������
�� �������� � ������ ��� �� ����������� ���� � ������������ �� �� ��� � ����� ��

�������� ���������
�

ξ
(i)
k:k+l−1,ω

(i)
k+l−1

�N

i=1
������� ��� �������� �

φ̂ν,k:k+l−1|k+l−1(dz1:l) = Ω−1
k+l−1

N�

i=1

ω
(i)
k+l−1δξ(i)

k:k+l−1
(dz1:l) ������

����� Ωk+l−1 =
�N

i=1 ω
(i)
k+l−1 ��� ω

(i)
k+l−1 �� �������� ������ �� ���������� ��������

���������� ��� ��������� ������ ���� � ��� �� ����� ��� l ��������� ������� �����������
�� �����

���
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����������� ������ ��� ��� ����� −l ≤ k ≤ n − l ��� f ∈ Fb(X
l)� ��� ������������

φν,k:k+l−1|k+l−1 �������� ��� ��������� �������� �

φν,k:k+l−1|k+l−1(f ) ∝
�

X l+1

f (xk:k+l−1)φν,k−1:k+l−2|k+l−2(xk+l−2)

×m(xk+l−2, xk+l−1)gk+l−1(xk+l−2, xk+l−1)dxk−1:k+l−1

������

���� ��� ���������� φν,−l :−1|−1 := ν�

�������������� �� ������ �� ��� ���� �

p(xk:k+l−1|y0:k+l−1)

=

�

X

p(xk−1:k+l−1|y0:k+l−1)dxk−1 ∝
�

X

p(xk−1:k+l−1, y0:k+l−1)dxk−1

∝
�

X

p(xk−1:k+l−2|y0:k+l−2)m(xk+l−2; xk+l−1)gk+l−1(xk+l−2, xk+l−1)dxk−1

�� �����

φν,k:k+l−1|k+l−1(f )

∝
�

X l

f (xk:k+l−1)

��

X

p(xk−1:k+l−1, y0:k+l−1)dxk−1

�

dxk:k+l−1

∝
�

X l+1

f (xk:k+l−1)φν,k−1:k+l−1|k+l−2(xk−1:k+l−2)

×m(xk+l−2; xk+l−1)gk+l−1(xk+l−2, xk+l−1)dxk−1:k+l−1.

������

����� ����� �� ��� �������

�� ����� �� ��������� ��� �������� ��������� ��������� ������ ��� ��������� ������
��� ����������� �� ����� �

φν,k:k+l−1|k+l−2 = φν,k−1:k+l−2|k+l−2M ������

�� ��� ���������� ���� ���

φν,k:k+l−1|k+l−1(f ) =
φν,k:k+l−1|k+l−2(f gk+l−1)

φν,k:k+l−1|k+l−2(gk+l−1)
������

�� ��� ���������� ����� ��� ��� f ∈ Fb(X
l) ��� −l +1 ≤ k ≤ n− l . �� ���� (k + l − 2)�

������ ��� ��� � ����� �� �������� ������
�

ξ
(i)
k−1:k+l−2,ω

(i)
k+l−2

�N

i=1
������������� ���

l ������ ������������ φν,k−1:k+l−2|k+l−2 �� ��� �����

φ̂ν,k−1:k+l−2|k+l−2(dxk−1:k+l−2) = Ω−1
k+l−2

N�

i=1

ω
(i)
k+l−2δξ(i)

k−1:k+l−2
(dxk−1:k+l−2) ������

���
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����� Ωk+l−2 =
�N

i=1 ω
(i)
k+l−2. � �������� �������� �� ��� ���� ���� ���� k + l − 1 ��

��� l ������ ������������ �� �������� �� �

φ̂ν,k:k+l−1|k+l−1(f )

∝
�

X

Ω−1
k+l−2

N�

i=1

f (ξ
(i)
k:k+l−2, xk+l−1)ω

(i)
k+l−2m(ξ

(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)

× gk+l−1(ξ
(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)dxk+l−1

= Ω−1
k+l−2

N�

i=1

ω
(i)
k+l−2

�

X

f (ξ
(i)
k:k+l−2, xk+l−1)m(ξ

(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)

× gk+l−1(ξ
(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)dxk+l−1.

������

����� ��� ���� �������� �� ������ ��� �� ������� �� ����������� ����� ������ ��� �����
������ ������� �������� �� ��� ���������� ������� ��������� ���� ���� ���� � �������
�������� ��� �� ���������� �� �������� ��� ������ ���� ����� ��������� ������� ��� ���
������ ������ � ��������� ��������� ����� ������ �� ��� ������ �� ��� ������� ���������
�� ��� ��������� �������� ����� ���� ��� �������� ������� ��������� ���� �� ��� �������

��� ��������� ����� �������� �� �������� ���
�

ξ
(i)
−l :−1

�N

i=1
�� ����� ������ ��������� �������

����� ��������� �� �� ������������ ������������ χ� ����� ��� ���������� ������������

���������� ������� ω
(i)
−1 := dν

dχ
(ξ

(i)
−l :−1)� ���� ��� �������� ������

�

ξ
(i)
−l :−1,ω

(i)
−1

�N

i=1
��� ��� ����������� φν,−l :−1|−1 �� �

φ̂ν,−l :−1|−1(f ) =

�N

i=1 ω
(i)
−1f (ξ

(i)
−l :−1)

�N

i=1 ω
(i)
−1

������

��� ��� f ∈ Fb(X
l)� ������ ��� ��� � �������� ������

�

ξ
(i)
k−1:k+l−2,ω

(i)
k+l−2

�N

i=1
������

���� φν,k−1:k+l−2|k+l−2 �� ��� ���� ��� ��� �������� ��� ��������� ������ ������������

φ̂a
ν,k:k+l−1|k+l−1(i , f ) :=

ω
(i)
k+k−2M(ξ

(i)
k−1:k+l−2gk+l−1f )

�N

i=1 ω
(i)
k+k−2M(ξ

(i)
k−1:k+l−2gk+l−1f )

������

�� ��� ����� {1, 2, · · · ,N} × X l � ��� ��� f ∈ Fb(X
l). ��� ��� ������ ���� ��� ������

������������ ������ �� � �������� �� ������ �� ����������� ��� ��� �������� ����� ��
������� ������� ���� ��� ������ ������������ ��� ��� �� � ���� ����� �� �������� ������
������� ��������� �� ������ ��� ���� ������ ��� �������� �������� �������� ��� ������

������
�

I
(i)
k+l−1, ξ

(i)
k:k+l−1

�N

i=1
��������� ���� ��� ������������ ������������

πk:k+l−1|k+l−1(i , f ) ∝ ω
(i)
k+l−2ϑk+l−1(ξ

(i)
k−1:k+l−2)Qk+l−1(ξ

(i)
k−1:k+l−2, f ) ������

���
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�� ��� ����� {1, 2, · · · ,N}×X l �����
�

ϑk+l−1(ξ
(i)
k−1:k+l−2)

�N

i=1
�� ��� ���������� ������

����� ������� ��� Qk+l−1 �� �� l−����� ������ ���������� ������ ����� �� �������� ����
���������� ������ ������� ����� �� λ ������� �� qk+l−1(x , ·)� �� ���� �������� ��������
ξ
(i)
k:k+l−1 �� ����� ��� ������������� ���������� ������ ��

ω
(i)
k+l−1 :=

m(ξ
(I

(i)
k+l−1)

k−1:k+l−2, ξ
(i)
k+l−1)gk+l−1(ξ

(i)
k+l−1)

ϑk+l−1(ξ
(I

(i)
k+l−1)

k−1:k+l−2)qk+l−1(ξ
(I

(i)
k+l−1)

k−1:k+l−2, ξ
(i)
k+l−1)

������

���� ����

ω
(i)
k+l−1 ∝

dφ̂a
ν,k:k+l−1|k+l−1

dπk:k+l−1|k+l−1

(I
(i)
k+l−1, ξ

(i)
k:k+l−1) ������

�������� ��� ����� ��� ��������� ���
�

ξ
(i)
k:k+l−1,ω

(i)
k+l−1

�N

i=1
�� � �������� ������ ����

������� φν,k:k+l−1|k+l−1� ��� ������������ �� ��������� �������� �� ������� ϑk+l−1(x) ≡ 1
��� qk+l−1(x , ·) ≡ m(x , ·) ��� ��� x ∈ X l �� ��� ��� ��������� ��������� ����� �� l− �����
���� �� ���� ����� FN

k �� ��� σ−���� ���������� ��������� �� ��� ���� ��� ���
��������� �� ���� k ≥ 0 ��

FN
k := σ

�

Y0:n,
�

ξ
(i)
s−l+1:s ,ω

(i)
s

�N

i=1
, 0 ≤ s ≤ k

�

∨ σ

��

ξ
(i)
−l :−1,ω

(i)
−1

�N

i=1

�

������

����� l������ ��������� ����������

������ ������� l ������ ���������� �� ������� ���� ��������� ���������� ���� ���
�� ������ ������� �

φν,k|n(f ) := Eν

�

f (Xk)
�
�
�Y0:n

�

, k < n, ������

φν,m,p|n(g) := Eν

�

g(Xp,Xm)
�
�
�Y0:n

�

, | p −m |≤ l + 1, ������

φν,−l :n|n(h) := Eν

�

h(X−l :n)
�
�
�Y0:n

�

, ������

��� ��� f ∈ Fb(X )� g ∈ Fb(X
2) ��� h ∈ Fb(X

n+l+1). ����� ������ ��� ������ ���
���������� ����� �� ������ �� �� ��� ������� ���� ����� �� ����� �� ������ �������
���������� �� �� 1−����� ���� ��� ����� �� ���� ��� �������� ���� ������� �� ���
������ ����� ������� �������� ���������� �������� ��� ��������� ������ ����� ���� ���
������ ������� ����� ��������� �������� �� ���� ����� ��� �����

����������� ������ ��� ν �� �� ������� ������������ �� X−l :−1� f ∈ Fb(X )� n > 0 ���
−l+1 ≤ p ≤ n− l . ���� {Xn−k}k≥0 �� � ������ ����� ���� �������� ���������� �������

���
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������ �� �

Bν,p+l−1(Xp+1:p+l , f ) := Eν

�

f (Xp)
�
�
�Xp+1:n,Y0:n

�

= Eν

�

f (Xp)
�
�
�Xp+1:p+l ,Y0:p+l−1

� ������

�������������� ��� ������� ���

������� ����� ���������

�� ���� ���� ������ ��� ����� ��� ��������� ��������������

����� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(X
n+l+1)� ��� ����� ��������� ������������

�������� ��� �������� ������� ������������� �

φν,−l :n|n(f ) =

�

X n+l+1

f (x−l :n)Bν,−1(x−l+1:0, dx−l)φν,−l+1:n|n(dx−l+1:n)

=

�

X n+l+1

f (x−l :n)φν,n−l+1:n|n(dxn−l+1:n)

×
n−l�

p=−l

Bν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp).

������

�� ��� � �������� �������� �� ������� ��� ����� �� ��� ��� ��������� ��� ������ ��
��� ���� ����� ��� l−����� ������������� ��� ������������ ��

φ̂ν,p:p+l−1|p+l−1(dxp:p+l−1) = Ω−1
p+l−1

N�

ip=1

ω
(ip)
p+l−1δξ(ip )

p:p+l−1

(dxp:p+l−1), ������

����
�

ω
(ip)
p+l−1, ξ

(ip)
p:p+l−1

�N

ip=1
����� ��� ��������� �������� ������� �� ��� l−����� ����

���������� φν,p:p+l−1|p+l−1(dz1:l)� p = −l ,−l + l , . . . , n − l � ��� ������ ���� �������� ��
������������� ��� �������� ������� Bν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp) �� �

B̂ν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp) =
N�

ip=1

ω
(ip)
p+l−1m(ξ

(ip)
p:p+l−1, xp+l)

�N

r=1 ω
(r)
p+l−1m(ξ

(r)
p:p+l−1, xp+l)

δ
ξ
(ip )
p
(dxp) ������

p = −l ,−l + l , . . . , n − l � �������� ������ ��� ������ ���� ������� � �������� �������� ��
������ �� ����� �� �

φ̂ν,−l :n|n(f ) = Ω−1
n

�

in=1





N�

i−l=1

. . .
N�

in−l=1

f (ξ
(i−l )
−l , . . . , ξ

(in−l )
n−l , ξ

(in)
n−l+1:n)

×
n−l�

p=−l

ω
(ip)
p+l−1m(ξ

(ip)
p:p+l−1, ξ

(ip+l )

p+l )
�N

r=1 ω
(r)
p+l−1m(ξ

(r)
p:p+l−1, ξ

(ip+l )

p+l )

�

ω(in)
n ,

������

���
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��� f ∈ Fb

�
X n+l+1

�
. ������ ������ ������� ��� ����������� ���������� �� ���� ����������

�� ���� � ������� ����������� �� ��� ������ ���������� ���� ��� ��� ������ ����������

���������� �� ��������� �� l−����� ���
�� ������� ���� � ��� p = −l ,−l + 1, . . . , n − l + 1 ����������� φν,p:p+l−1|p+l−1 ��

φ̂ν,p:p+l−1|p+l−1(dxp:p+l−1) = Ω−1
p+l−1

N�

i=1

ω
(i)
p+l−1δξ(i)

p:p+l−1
(dxp:p+l−1)

�� �������� ���� � ��� p = n − l ���� �� −l ����������� Bν,p+l−1 �� �

B̂ν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp) =
N�

ip=1

ω
(ip)
p+l−1m(ξ

(ip)
p:p+l−1, xp+l)

�N

r=1 ω
(r)
p+l−1m(ξ

(r)
p:p+l−1, xp+l)

δ
ξ
(ip )
p
(dxp)

��� ��� ����������� ������ ����� ������ ��� ������ ������������� ��� ������ ��� ������
�� �������� �� ��� �������

������� �������� ��������

��� ��� ���� ������� ������� �������� �������� �� ����� �� ������� �� ��� ������
����� ��� ��������� ���������

����� ������ ����� ����������� ��� ����� ��������� ������� ���������� ��

p(x−l :n|y0:n) = p(xn−l+1:n|y0:n)
n−l�

k=−l

p(xk |xk+1:n; y0:n) ������

�����

p(xk |xk+1:n, y0:n) = p(xk |xk+1:k+l , y0:k+l−1)

∝ p(xk+l |xk:k+l−1)p(xk:k+l−1|y0:k+l−1).

������ ��� ��� ��� ��� l−����� ����� ��������� ���������� �� ��� ��� ��������
���������

�

ω
(i)
k+l−1, ξ

(i)
k:k+l−1

�N

i=1
, − l + 1 ≤ k ≤ n − l

������������� ��� l−����� ��������� p(xk:k+l−1|y0:k+l−1)� ����� ��� �������� ��������
������ ��� ����� ��� � �������� �������� �� p(xk |xk+1:k+l , y0:k+l−1) �

p(dxk |xk+1:k+l , y0:k+l−1) ≈
N�

i=1

κ
(i)
k δ

ξ
(i)
k

(dxk) ������

���
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����� ��� ������� ������� ��� ����� ��

κ
(i)
k =

ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, xk+l)

�N

j=1 ω
(j)
k+l−1m(ξ

(j)
k:k+l−1, xk+l)

������

���� ����� ������� �������� ��� ��� �������� ����������� ������ �� ��� ������������ ��
�������� ��� x̃k+1:n �� � ������ ������ ����� ���� p(xk+1:n|y0:n)� ���� ���� �� ���� ���

���������� �� �������� �������� �� l−����� ���
�� ������ ξ̃n−l+1:n = ξ

(i)
n−l+1:n ���� ����������� ω

(i)
n

�� ��� k = n − l ���� �� −l ��
� �������� κ(i)

k ∝ ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, ξ̃k+l)� ��� i = 1, . . . ,N �

� ������ ξ̃k = ξ
(i)
k ���� ����������� κ

(i)
k

�� ������
�� ξ̃−l :n = (ξ̃−l , ξ̃−l+1, . . . , ξ̃n) �� �� ����������� ������ ����������� ���� p(x−l :n|y0:n).

���� x̃k ���� p(xk |x̃k+1:n, y0:n)� ��� ���� (x̃k , x̃k+1:n) �� �� ����������� ������ ��������
���� �� p(xk:n|y0:n)� ��������� ���� ��������� �������� �� ���� ��� ���� ��� ���������
��������� �������� ��� ������������� ���������� �� O(N) �� ���� ���� ���� �����
�������� ��������� �� ��� O(N2) �� ��� �������� ����������

��� ��������� ����������

���� �� � ����������� �� ��� ��� ���� ��� �� � ���� ���� ��� �� ���� ��
�������� ��� ���� ������� ���� ������ �������� �� �� ��� ����� ������ ��� ���
��������� ����� �� �� ���� ���������� ���� �������� �� ��� ������ �� ��������� ���
�������� ������ ��� � �������� �������� ��� ���� ���� �� �������� ������ �

���������� �� ����������� �� ���������

�� ������ �� ������� ����� θ(0)

�� ��� m = 1, 2, . . . ��

�� ������ � ������� Q(θ, θ(m−1))

�� ������ � ���� θ(m) ��� Q(θ(m), θ(m−1)) ≥ Q(θ(m−1), θ(m−1))

�� �������

��� ������ �������� �� ��������� ��� ������������ ��������� ���� �� ��� �����������
����������� �� ��� ��������� �� ��� �������� ���� ���������� ����� ��� ���� ��� ���
������� ����� �� ��� ��������� ������ θ(m−1) �

Q(θ(m), θ(m−1)) = Eθ(m−1) [log pθ(m) (X−2:n,Y0:n) |Y0:n] ������

���
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����� (n + 1) �� ��� ������ ���� �� ��� ���� ������� ���� 0 �� n� pθ(m) � �������
�������� ��� ��������� ��������� �� ��������� θ(m) ��� X �� � ������ ������ �����������
�� � ������ ����� ������������ ν �� X−2:−1 ��� Y ��� ����������� �������� �� � ����
������������� �������� ��� ��������� ��� �������







Xk = π1Xk−1 + π2Xk−2 + σWWk

Yk = Xk + σVVk ,
������

�� ������ ���� (Vk ,Wk)k≥0 ��� ����� ��� ����������� �� X−2:−1 ���� (Vk ,Wk) ∼

N

��
0
0

�

,

�
1 0
0 1

��

� ����� |π1 ± π2| < 1 ��� |π2| < 1 �������� ��� ������������ ��

X � �� ��������� m �� ��� ���� ��� ���������� ��� ������� ������� ��� ���������
������







π
(m)
1 =

�n
k=2 Eθ

(m−1)

�

�

Xk−1Xk−π
(m)
2 Xk−1Xk−2

�

�
�
�Y �

0:n

�

�n
k=1 Eθ

(m−1)[X 2
k−1|Y

�
0:n]

π
(m)
2 =

�n
k=2 Eθ

(m−1)

�

�

Xk−2Xk−π
(m)
1 Xk−1Xk−2

�

�
�
�Y �

0:n

�

�n
k=2 Eθ(m−1)[X 2

k−2|Y
�
0:n]

�

σ
(m)
V

�2

= 1
n

�n

k=2 Eθ(m−1)

�

(Yk − Xk)
2
�
�
�Y0:n

�

�

σ
(m)
W

�2

= 1
n

�n

k=2 Eθ(m−1)

��

Xk − π
(m)
1 Xk−1 − π

(m)
2 Xk−2

�2 �
�
�Y0:n

�

�� � ������ ������������� �������� ��� ��������� �������� ���������� ���������� �����






Xk = π1Xk−1 + π2Xk−2 + σWk

Yk = β exp (Xk/2)Vk ,
������

����� ��� ���� ����������� �� �� ��� ������ ������ ����� (Vk) ��� (Wk) ��� �����
������� ��� �������� ���� ������ �� ��� � ���������� ������� �� ������ ����� �� �







Xk+1 = π1Xk + π2Xk−1 + σWk+1

Y �
k+1 = α+ Xk+1 + ηk+1 − ζ

������

����� Y �
k+1 := logY 2

k+1� ηk := logV 2
k ��� ����� ������ ����������� �� (Wk) ���� �

log χ2(1) ������������� ζ := E(logV 2
k ) = −1.27049� α := logβ2+ζ ��� θ := (π1,π2,σ,α)

���
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������ ��� � ���� ���������� ��� ������ ��������� ���� θ∗ = (0.7,−0.15, 0.2, 0.3)

�� ��� ��������� ������� �� ������ ��� ����������� �� Q(θ(m), θ(m−1)) ���� ������� ��
���� ��������� �� ���� ��� ��������� ��������� ��������� ������ �







α(m) = log
�
1
n

�n

k=0 Eθ(m−1)[exp(Yk − Xk + ζ)|Y �
0:n]
�

π
(m)
1 =

�n
k=2 Eθ(m−1)

�

�

Xk−1Xk−π
(m)
2 Xk−1Xk−2

�

�
�
�Y �

0:n

�

�n
k=1 Eθ

(m−1)[X 2
k−1|Y

�
0:n]

π
(m)
2 =

�n
k=2 Eθ(m−1)

�

�

Xk−2Xk−π
(m)
1 Xk−1Xk−2

�

�
�
�Y �

0:n

�

�n
k=2 Eθ

(m−1)[X 2
k−2|Y

�
0:n]

σ(m) =

�

1
n

�n

k=2 Eθ(m−1)

��

Xk − π
(m)
1 Xk−1 − π

(m)
2 Xk−2

�2 �
�
�Y �

0:n

�

������

�� � ��������� �������� ����� ����� �� ��������� ����� ��� ���� ��������� ������
(π∗

1 = 0.8,π∗
2 = 0.1,σ∗ =

√
0.3, log[β∗]2 = −0.8612).

���
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������ ��� � ���� ���������� ��� ���� ���� θ∗ = (0.8, 0.1,
√
0.3,−0.8612)

�� ����� ������������� ��� ���������� �� ��� ��������� ������� �� ��������� �������
��� ��� ������ ���� ��� ��������� ��� ��� �������� ������������ ��� ���� ��������� ��
���� �������� ���� ��������� �� ������ �� ������� ���� ������������

��� ����������� ������

�� ���� �������� �� ��� ��������� ���� ��� �������� ����������� �� ������ ��� �������
�� ����� �� ���� ���� ����� ��������� �� ����� ���� ������� �� ���� �� ��� ������ ���
������� ��� �� ���� ������ �� ��� ������� �� ������������ ����

����� Lq ���� �����

����� �������� ��� ��������� ����� ������� ��� � ���������� ��������� ����� ������
�������� ���� ���� �� ���� ����� ������� ��� k ≥ 0� ����� ��� ������ Lk,n : X k+l+1 ×
B(X )⊗(n+l+1) → [0, 1] ���� ���� �

Lk,n(x−l :k , h) :=

�

X n−k

n�

u=k+1

M(xu−1, dxu)gu(xu−1, xu)h(x−l :n). ������

���
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���� Ln,n(x−l :n, h) := h(x−l :n)� ����� h ∈ Fb(X
n+l+1). ������ ������� ��� ��� 0 ≤ k ≤ n

φ̂ν,−l :k|k [Lk,n(x−l :k , h)] =

�

X k+l+1

φ̂ν,−l :k|k(dx−l :k)Lk,n(x−l :k , h)

=

�

X k+l+1

φ̂ν,k−l+1:k|k(dxk−l+1:k)

×
k−l�

r=−l

B̂r+l−1(xr+1:r+l , dxr )Lk,n(x−l :k , h)

=

�

X l

φ̂ν,k−l+1:k|k(dxk−l+1:k)L̂k,n(xk−l+1:k , h)

������

����� �� ����� ��� ������� L̂k,n ��� Lk,n �� X l × B(X )⊗(n+l+1) ������������ �� �

L̂k,n(xk−l+1:k , h) :=

�

X k+1

k−l�

r=−l

B̂r+l−1(xr+1:r+l , dxr )Lk,n(x−l :k , h) ������

���

Lk,n(xk−l+1:k , h) :=

�

X k+1

k−l�

r=−l

Br+l−1(xr+1:r+l , dxr )Lk,n(x−l :k , h) ������

��� ��� xk−l+1:k ∈ X l . �������� ����� ���� ��� ����� ������ ���� �

φν,−l :n|n(h) =

�

X n+l+1 ν(dx−l :−1)
�n

u=0 M(xu−1, dxu)gu(xu−1, xu)h(x−l :n)dx−l :n
�

X n+l+1 ν(dx−l :−1)
�n

u=0 M(xu−1, dxu)gu(xu−1, xu)dx−l :n

������

�� �����

φν,−l :n|n(h) =
φν,−l :k|k [Lk,n(., h)]

φν,−l :k|k [Lk,n(., 1)]
, ∀k ≥ 0. ������

�������� ��� ��������� �����

ΔN
n (h) := φ̂ν,−l :n|n(h)− φν,−l :n|n(h), h ∈ Fb(X

n+l+1),

���� ��� ����������

φ̂ν,−l :−1|−1 [L−1,n(., h)]

φ̂ν,−l :−1|−1 [L−1,n(., 1)]
=

φν,−l :0|0 [L0,n(., h)]

φν,−l :0|0 [L0,n(., 1)]
.

��� ��������� ������������� ����� � ��� ���� �� ��� �������

���
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����� ������ ��� ��� h ∈ Fb(X
n+l+1)� ��� ��������� ����� ������� ��

ΔN
n (h) =

n�

k=0

�

φ̂ν,−l :k|k [Lk,n(·, h)]

φ̂ν,−l :k|k [Lk,n(·, 1)]
− φ̂ν,−l :k−1|k−1 [Lk−1,n(·, h)]

φ̂ν,−l :k−1|k−1 [Lk−1,n(·, 1)]

�

=
n�

k=0







φ̂ν,k−l+1:k|k

�

L̂k,n(·, h)
�

φ̂ν,k−l+1:k|k

�

L̂k,n(·, 1)
� −

φ̂ν,k−l :k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, h)
�

φ̂ν,k−l :k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, 1)
�







=
n�

k=0

N−1
�N

i=1 ω
(i)
k Ĝk,n(ξ

(i)
k−l+1:k , h)

N−1
�N

i=1 ω
(i)
k Lk,n(ξ

(i)
k−l+1:k , 1)

������

����� Ĝk,n �� � ������ �� X l × B(X )⊗(n+l+1) ������ ��

Ĝk,n(x , h) := L̂k,n(x , h)−
φ̂ν,k−l :k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, h)
�

φ̂ν,k−l :k−1|k−1

�

L̂k−1,n(·, 1)
� L̂k,n(x , 1) ������

��� ��� x ∈ X l � h ∈ Fb(X
n+l+1) ��� {ω(i)

k , ξ
(i)
k−l+1:k}

N
i=1 � �������� ������ ���������

φν,k−l+1:k|k .

�������������� ��� ��� �� ��� ���� �������� �� ������ �� � ����������� ��� �����
������� ��

φ̂ν,−l :n|n [Ln,n(., h)]

φ̂ν,−l :n|n [Ln,n(., 1)]
− φ̂ν,−l :−1|−1 [L−1,n(., h)]

φ̂ν,−l :−1|−1 [L−1,n(., 1)]
. ������

��� ������ �������� �� �������� ��� ����� ����� ����� �

φν,−l :k|k(f ) =

�

X k+l+1

f (x−l :k)φν,k−l+1:k|k(dxk−l+1:k)

×
k−l�

r=−l

Bν,r+l−1(xr+1:r+l , dxr )

������

��� ��� k ≥ 0 ��� f ∈ Fb(X
k+l+1).

��� ���� ���� �� �� ������� ����� ����� ��� ��� Lq ���� ����� ��������������

��� ����� �� ����������

��� ��� ��� ��� ��������� ������������ �������

���
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����� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(X
l) ��� ����� k ≥ 1− l �

φν,k:k+l−1|k+l−1(f )Lk+l−1 =
�

X k+2l

f (xk:k+l−1)ν(x−l :−1)
k+l−1�

i=0

m(x i−1; xi)gi(x i−1, xi)dx−l :k+l−1

������

����� Lk+l−1 ������� ��� ���������� ������� �� y0:k+l−1�

�������������� �� ������ �� ��� ���� �

p(xk:k+l−1|y0:k+l−1) =

�

X k+l

p(x−l :k+l−1|y0:k+l−1)dx−l :k−1

=

�

X k+l

p(x−l :k+l−1, y0:k+l−1)

p(y0:k+l−1)
dx−l :k−1

= L−1
k+l−1

�

X k+l

p(x−l :k+l−1, y0:k+l−1)dx−l :k−1 ������

����� ������� ��� ����������� �� f (Xk:k+l−1) ����������� �� Y0:k+l−1 �� ����� �� �

φν,k:k+l−1|k+l−1(f )

=

�

X l

f (xk:k+l−1)

�

L−1
k+l−1

�

X k+l

p(x−l :k+l−1, y0:k+l−1)dx−l :k−1

�

dxk:k+l−1

= L−1
k+l−1

�

X k+2l

f (xk:k+l−1)p(x−l :k+l−1, y0:k+l−1)dx−l :k+l−1

= L−1
k+l−1

�

X k+2l

f (xk:k+l−1)ν(x−l :−1)
k+l−1�

i=0

m(x i−1, xi)gi(x i−1, xi)dx−l :k+l−1

������

����� ����� �� ��� ���������

���� ���� ���� �������� �� ���������� �� �� ��� ���� ���� ����� n �

φν,k:n|n(f )Ln =

�

X n+l+1

f (xk:n)ν(x−l :−1)
n�

i=0

m(x i−1; xi)gi(x i−1, xi)dx−l :n ������

��� ��� �������� f ∈ Fb(X
n−k+1)�

�������������� ���� �������� ������ ��� ��� ��������� e ∈ Fb(X
l−1)� f ∈ Fb(X ) ���

���
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h ∈ Fb(X
n−k−l+1)�

E

�

f (Xk)e(Xk+1:k+l−1)h(Xk+l :n)
�
�
�Y0:n

�

=

�

X n−k+1

f (xk)e(xk+1:k+l−1)h(xk+l :n)φν,k:n|n(dxk:n)

= L−1
n

�

X k+2l+1

f (xk)e(xk+1:k+l−1)ν(x−l :−1)
k+l−1�

i=0

m(x i−1, xi)gi(x i−1, xi)

×m(xk+l−1, xk+l)gk+l(xk+l−1, xk+l)

×

�
�

X n−k−l

h(xk+l :n)
n�

i=k+l+1

m(x i−1, xi)gi(x i−1, xi)dxk+l+1:n

�

dx−l :k+l

=
Lk−l+1

Ln

�

X l+1

f (xk)e(xk+1:k+l−1)φν,k:k+l−1|k+l−1(dxk:k+l−1)m(xk+l−1; xk+l)

× gk+l(xk+l−1, xk+l)

�
�

X n−k−l

h(xk+l :n)
n�

i=k+l+1

m(x i−1; xi)gi(x i−1, xi)dxk+l+1:n

�

dxk+l

����� ��� �������� ��������� �� ��� �������� ������ ������ ������� �� ��� ��������

r(xk:k+l−1, xk+l) = f (xk)e(xk+1:k+l−1)gk+l(xk+l−1, xk+l)

×

�
�

X n−k−l

h(xk+l :n)
n�

i=k+l+1

m(x i−1; xi)gi(x i−1, xi)dxk+l+1:n

�

dxk+l

������

��� ����� ���

E

�

f (Xk)e(Xk+1:k+l−1)h(Xk+l :n)
�
�
�Y0:n

�

=
Lk−l+1

Ln

�

X l+1

Bν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk)f (xk)e(xk+1:k+l−1)

× φν,k+1:k+l |k+l−1(dxk+1:k+l)gk+l(xk+l−1, xk+l)

×

�
�

X n−k−l

h(xk+l :n)
n�

i=k+l+1

m(x i−1; xi)gi(x i−1, xi)dxk+l+1:n

�

������

������ f ≡ 1� ��� ��� ��������� h� ∈ Fb(X
n−k−l+1) ��� e � ∈ Fb(X

l−1)

E

�

e �(Xk+1:k+l−1)h
�(Xk+l :n)

�
�
�Y0:n

�

=
Lk−l+1

Ln

�

X l

e �(xk+1:k+l−1)φν,k+1:k+l |k+l−1(dxk+1:k+l)gk+l(xk+l−1, xk+l)

×

�
�

X n−k−l

h�(xk+l :n)
n�

i=k+l+1

m(x i−1, xi)gi(x i−1, xi)dxk+l+1:n

�
������

���
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����������� e �h� ���� e(xk+1:k+l−1)h(xk+l :n)
�

X
Bν,k+l−1(xk+1:k+l , x)f (x)dx � ������ ��� ��

��������� ��

E

�

f (Xk)e(Xk+1:k+l−1)h(Xk+l :n)
�
�
�Y0:n

�

= E

�

e(Xk+1:k+l−1)h(Xk+l :n)

�

X

Bν,k+l−1(xk+1:k+l , x)f (x)dx
�
�
�Y0:n

� ������

����� ����� �� ��� �������

���
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���������� ���������� ����� ������� ��� ��������� ��� ���

��������

��������
��� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� �� ��������� ����� ������ ���� ����� � � � � � � � � � � � ���

����� ����� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ����������� �� ��������� ��� ��������� ���������� � � � � � ���

������� ��� ����������� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������� ��� ������������ ���� � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ���������� ����� ����� �������������� � � � � � � � � � � � ���

����� ������� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ���������������� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������� ��� ����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

������� ������ ����� ��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

�� ���� ���� ����������� �� ��� ���������� ����� ����� ����� ������� �� ���
������� �� ��������� ����� ����� ������� ��� ����� �� ���� �������� �� �� �����������
�������������� ��� ���������� ����� ����� �������������� �� � ����������� �����������
���������� ���������� ������ ��� �� ��� ������ ��������� �� ��� ��� �������� ������ ��
��� ��� ����������� ������������������������ ��������� ����� �� �������� �������
����������� ����� �� ��� �� ���� �������� ���������� �� ���� ���������� ���� ��� ���
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�� �������� ������������� �� ������ �� ��� ������� ���� ���� ����������� ����� ��
�������� ���� ������� �� ����������� �� ��������� ���� ��� ������� ����������� �������

��� ���������

�� �������� ��� ������� �� �� ����� ����� (St)t≥0 �� � ������� ����������� �����
(Ω,F,F ,P) ������� ������� �� ��� ���������� ����������� ��������

dSt

St

= µdt + σtdW
(0)
t �����

����� (W (0)
t )t≥0 �� ��� �������� �������� ������ ����� �� ��� ���� ����������� ������

F = (Ft)t≥0 ��� ������� ��������� ��������� �� ��� �������� ������� µ � �����
�������� ���� �� ������ ��� σt ��� ���������� �� ��� ������ �� ��� �������� ���� �����
������ �� ������ �� p ���� ��������� �� �������������������� ��������� ����� � ������
�������� ������ (W

(∗)
t )t≥0 �

�
ln(σ2

t ) =
�p

i=1 Ut,i

dUt,i = αi(µi − Ut,i)dt + βidW
(∗)
t , i = 1, . . . , p

�����

����� W
(0)
t ,W

(∗)
t ��� �������� ���������� �������� ������� ��� ��� ���� �� �������

Ut,i � αi �� ��� ���� �� ���� ���� ���������� µi ��� �������� ���� ��� βi ��� ���������� ��
��� ����������� �� ����� �� ������� ������� ����������� �� ���� ���� ��� ���������� �����
������� ��� ����� �� ��� � ����������� ������� �� ��� ���������� ���� ������ ��������
��� ��������� �������������� �������������� �� ��� ���������� ���������� ����� �����
��

�
X k+1 = αX k + σWk+1

Yk = βe1
T
p X k/2Vk

�����

����� α := ���� (α1, . . . ,αp)� σ := (σ1, . . . ,σp)
T � |αi | < 1 ��� ≤ i ≤ p� Wk+1 ��

����������� �� (X i ,Yi) ��� 0 ≤ i ≤ k � Vk �� ����������� �� (X i ,Yi) ��� 0 ≤ i ≤ k − 1�
����(Wi ,Vj) = ρ1{i=j}. �� ����� �� ���� ���������� ��� ����� ����������� ����� �����
�� ��������� �� �� ����������� ���������� ������ ���� ���� �� �������� ������ ����� ����
��������� ������� X (m) ������� �� ����� ����� ����� ��

(1− αmB)X k+1(m) = σmWk+1, m = 1, 2, . . . , p

����� B �� ��� ��������� ��������� ��� ������ X � ���� Xk := 1Tp X k ��� �� ���� ��
��� ������ ���� ������� ��� ������ W ������� � ������ ����� ���� ��� ������� ��������
�������� ����� ��

T (z) :=

p
�

m=1

σm

1− αmz
=

ψ0 +ψ1z +ψ1z
2 + . . .+ψqz

q

1−ϕ1z −ϕ2z2 − . . .−ϕpzp
, z ∈ C �����

���
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����� p = q + 1, ��� ���������� ϕi := ϕi(θ)� 1 ≤ i ≤ p ��� ψj := ψj(θ), 0 ≤ j ≤ q

��� ����� ����� ��
ϕi(θ) = (−1)i+1

�

J⊆{1,...,p}

�

j∈J
αj �����

ψj(θ) = (−1)j
p
�

m=1

σm

�

K⊆{1,...,p}\{m}
#K=j

�

j∈K
αk . �����

��� ��� ������ ������ ��� �����p, q� ������� ���������� �� T (·) ��

ϕ(B)Xk+1 = Ψ(B)Wk+1

����� ϕ(·) ������ Ψ(·)� �� ��� ������������� p�� ������ q��� ����� ����������� �� ���
�� ������ ��� ����� ��� ���� �� ����������� �� ���� ��� ��� ���∞� �������������� ��
X �

����� ������ ������ ���� ϕ(·) ��� Ψ(·) ���� �� ������ ����� ��� Ψ(z) �= 0 ���
|z | ≤ 1� ���� ��� �����p, q� ������� X �������� �� ���∞� �������������� ����� ��

Xk+1 =
∞�

j=1

π̃jXk+1−j + σWk+1 �����

����
�∞

j=0 |π̃j | < ∞� ����� ��� �������� {π̃j}� π̃j :=
πj (θ)

π0(θ)
��� ���������� �� ��� �����

�����

πj(θ) =
ϕj(θ)

ψ0(θ)
−

min(q,j−1)
�

k=1

ψk(θ)

ψ0(θ)
πj−k(θ) + π0(θ)

ψj(θ)

ψ0(θ)
, j = 1, 2, . . . �����

����� π0(θ) = ψ0(θ)
−1� σ := ψ0(θ) =

�p

m=1 σm� ϕj(θ) = 0 ��� j > p� ��� ���� ���
���������� ����

�r

m = 0 �� m > r �

�������������� ��� ��������� ��� ����� �������

��� ����� �� ��������� �� �������� �� ������� � �� �������� �� ����������� �������
��� ����� ����� ������ �� ���������� ������� � �� ��������� �� ��� ������� ����
������ �������� ���������� ������������� �� ��� ���������� ����� �� ��� �� ������������
���� � ���������� ����� ��� ������� ���� ����������� ������ �� ������� ��

��� �� ��������� ����� ������ ���� �����

�� ��� ������� �� ��� ��� ��� ���� ���� ������� ��� ��� ������� ���� �� ��� ���∞�
�������� �� ������ � �������� ���������� ������ ��� l �� ��������� X �

���
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����� ����� ������������

������ ��� ��� ����������� ��� ������� X ��� �������� ���� ������� ���� k = −l ��
�� k = −1 ��������� �� � ������ ����� ������� νθ �� X l � ��� l− ��������� ������� ��
��� ����� ����� X � �������� ��� ��������� ����������� ����� �







Xk = πTX k−1 + σWk

Yk = β exp (Xk/2)Vk , k ≥ 0
�����

����� (Vk ,Wk)k≥0 ��� ����� ��� ����������� �� X−l :−1 ���� (Vk ,Wk) ∼ N

��
0
0

�

,

�
1 ρ

ρ 1

��

�

θ := (πT ,σ,β, ρ) �� ��� ��������� ������ ���� ���� ��� ����� �� ��� ���������� ���
���������� ��� ������� ��� ���� ������ ���� ��� ���������� σ > 0,β > 0� |ρ| < 1�
πT := (π1,π2, . . .πl) ��� X k := (Xk ,Xk−1, . . . ,Xk−l+1)

T � �� ����� �������� ��� ������
����

�
FX ,Y

k

�

k≥0
��������� �� ��� ����� ������ ���� �� ��� ������� (Xk ,Yk)k≥0 ���� ��

FX ,Y
k = σ ((Xs ,Ys) : 0 ≤ s ≤ k) ∨ σ (X−l :−1)� ����� ���� Y �� ��� ������������� �����

��� Fb(X ) ��� ��� �� ������� ���������� ��������� �� X �

����� ������ (Xk , k ≥ 0) �� �� l−����� ������ ����� ������ ��� ���������
�
FX ,Y

k

�

k≥0
�

���� ������� ������������ νθ �� ��� �������� X−l :−1 ��� ���������� ������ �������

mθ(x , z) =
1√
2πσ

exp

�

−(z − πTx)2

2σ2

�

������

������ ��� �������� ������� �� R� ����� x ∈ R
l ��� z ∈ R.

�������������� X k−1 �� FX ,Y
k−1−���������� ��� Wk �� ����������� �� F

X ,Y
k−1 ���� ��

X k−1� ���� ������ Xk = h(X k−1,Wk) � ��� ��� ��� f ∈ Fb(X ) �

E[f (Xk)|F
X ,Y
k−1 ] = E[f ◦ h(X k−1,Wk)|F

X ,Y
k−1 ] = ϕ(X k−1)

����� ϕ(xk−1) = E[f ◦ h(xk−1,Wk)]�

����� ������ ����� ����� ������ ��� ��� f ∈ Fb(Y),

E

�

f (Yk)
�
�
�FX ,Y

k−1 ,Xk

�

=

�

Y

f (y)gθ(y ,X k−1,Xk)dy ������

�����

gθ(y , xk−1, xk) =
1

�

2πβ2(1− ρ2)exk
exp

�

−
�
y − σ−1βρexk/2(xk − πTxk−1)

�2

2β2(1− ρ2)exk

�

.

������

���
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�������������� ���� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(Y),

E

�

f (Yk)
�
�
�FX ,Y

k−1 ,Xk

�

= E

�

f (β exp(Xk/2)Vk)
�
�
�FX ,Y

k−1 ,Xk

�

. ������

����� Vk ,Wk ��� ����������� ���� ������ ��� ��������� �������� �

Vk = ρWk +
�

1− ρ2ζk ������

����� (ζj)j≥0 ��� �������� �������� ����� ������ ��������� ����������� �� (Wj)j≥0 ���
X−l :−1.��������� X−l :k ��� Y 0:k−1 ��� ���������� ����� σ (X−l :−1)∨σ (Wj , 0 ≤ j ≤ k)∨
σ (Vj , 0 ≤ j ≤ k − 1)� �������� ���� ζk �� ����������� �� Xk ∨ FX ,Y

k−1 � ��

E

�

f (β exp(Xk/2)Vk)
�
�
�FX ,Y

k−1 ,Xk

�

=E

�

f
�

β exp (Xk/2)
�

ρσ−1(Xk − πTX k−1) +
�

1− ρ2ζk

�� �
�
�FX ,Y

k−1 ,Xk

�

=E



f
�

β exp (Xk/2) (ρσ
−1(Xk − πTX k−1) +

�

1− ρ2ζk)
�
�
�
�Xk=xk ,X k−1=xk−1





����� ��� ���� �������� ��� ��� ����������� �� ζk � ��� ������ ������� ���������� ������
�� ���� ������ ��������

����� ��� ���� ��� ���� {Yk = yk , k ≥ 0}� ��� ������ ������ ������� ��� �� ������
��������� �� gθ

k (xk−1, xk) ������� �� gθ(yk , xk−1, xk) �������� ��� ���������� �� ���
����� ���� �������� �������������� ����� ����� ��� �� ���� �� �� ��� ����







νθ (x−l :−1) ��� ����� ������� �� ��� ������� ������� ����������
mθ

�
xk−1; xk

�
��� ���������� ������ ��������

gθ
k

�
xk−1, xk

�
��� ����������� �������� ��� k ≥ 0.

�� ��� ��� ���� ��� ��������� ���������� �� ����� ������

����� ����������� �� ��������� ��� ��������� ����������

����� �� ��� ������� ���� ��������� ���������� ���� ��� �� ��� ������ ������� X � � ���
����� ��������� ��� ���������� ���������� �� ��� ���� ����� ������������������������
���� ��������� ���������� �� �������� �� ��� ������� ������ ���� ��� �� ���������
�� �� ��������� ��������� �������� ��� ��������� ��� ��� �� ��� �������� �� �������
���� �� ���� ���������� �� ���������� ���� ���� ����� ��� ��������� ������������ ��
��� ���������� ����� ������� �� ��� ���������� ��������� �� ��� ����� �������� ����
��������������� ��� �� ��������� �������� �� ��� ����� � ��� ����������� ���� ���
��� ������������ ����� ���� ��� ����� ��� �������� ���� � ����� ����������� ���������
������� ��� ������� ������ ���� �� ��� ����������� �� ��������� �� ����� ������

���



Thèse de Doctorat 5.2. EM ALGORITHM UNDER LATENT DATA MODEL

���������� �� ����������� �� ���������

�� ������ �� ������� ����� θ(0)

�� ��� k = 0, 1, 2, . . . ��

�� ������ � ������� Q(θ(k+1), θ(k))

�� ������ � ���� θ(k+1) ���� ���� Q(θ(k+1), θ(k)) ≥ Q(θ(k), θ(k))

�� �������

������� ��� ����������� ����

��� ������ �������� �� ��������� ��� ����������� ����������� �� ��� ��������� ��
��� �������� ���� ���������� �� ��� ����� �� ��� ���� ����� ��� ������������ ��������
��� ��� ������� ����� �� ��� ��������� ������ θ����� ������������ �������� �� ���� �����
�� �

Q(θ, θ�) = Eθ� [log pθ (X−l :n,Y 0:n) |Y 0:n] ������

����� (n + 1) �� ��� ������ ���� �� ��� ���� ������� ���� 0 �� n ��� pθ �� � �������
�������� ��� ��������� ��������� �� ��������� θ�

����� ������ ����� ������� ����������� ������ ��� ��������� �� ��� �������� ����
���������� �� ����� ��

log pθ (x−l :n, y 0:n) = log νθ (x−l :−1)− (n + 1) log
�
2πβ(1− ρ2)1/2

�
− (n + 1) logσ

− 1

2

n�

k=0

�

xk +
1

(1− ρ2)

�

e−xky 2
k

β2
+

�
xk − πTxk−1

�2

σ2
− 2ρ

σβ
e−xk/2yk

�
xk − πTxk−1

�

��

.

�������������� ����� ��� �������� ���� ���������� �������� �� ������� �

pθ (x−l :n, y 0:n) = pθ
�
yn|y 0:n−1, x0:n

�
pθ
�
xn|x0:n−1, y 0:n−1

�
pθ
�
x−l :n−1, y 0:n−1

�

= pθ (yn|xn−l :n) pθ (xn|xn−l :n−1) pθ
�
x−l :n−1, y 0:n−1

�

= gθ
n

�
xn−1, xn

�
mθ

�
xn−1; xn

�
pθ
�
x−l :n−1, y 0:n−1

�
, ������

��� ����� ������ ��� ������������� ����� �

pθ (x−l :n, y 0:n) = νθ (x−l :−1)
n�

k=0

mθ

�
xk−1; xk

�
gθ
k

�
xk−1, xk

�
, ������

����� mθ ������ gθ
k � ��� ����� �� ������ ������ �������� ������ ��� ��������� ����� ��

log pθ (x−l :n, y 0:n) = log νθ (x−l :−1) +
n�

k=0

logmθ

�
xk−1; xk

�

+
n�

k=0

log gθ
k

�
xk−1, xk

�
.

������

���
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����� ��������� ���� ���������� ��������� ��� ����������� �������� �

X̃k :=
�
Xk ,X k−1

�T ∈ R
l+1;

����� ���� ��� �������� ���������� �� �

S1 :=
1

n + 1

n�

k=0

Y 2
k Eθ�

�

exp (−Xk)
�
�
�Y0:n

�

, S2 :=
1

n + 1

n�

k=0

Eθ�

�

X̃kX̃
T
k |Y0:n

�

,

S3 :=
1

n + 1

n�

k=0

YkEθ�

�

exp (−Xk/2)� X̃k |Y0:n

�

,

����� � ������� ��� �������������� ��� ���� ���� ���� �� ���� ��������� �� ��� �����
���� ����� ���� ����� ��������� ��� �� �� �������� �������� ����������� �� θ� ���
������������ �������� �� ����� �� �

Q(θ, θ�) = −(n + 1)
�
log
�
β(1− ρ2)1/2

�
+ log σ

�

− (n + 1)

2(1− ρ2)

�
1

β2
S1 +

1

σ2

�
1;−πT

�
S2

�
1
−π

�

− 2ρ

σβ

�
1;−πT

�
S3

�

.

������� ��� ������������ ����

�� ��� ���� ��� ���������� �� ��� � ���� �� ��� ��� ���������� �� ���� ������
������ ��� ����� �������� �� ��� � ����� ���� �� ��� ����� ���� �������� ��������� ���
������������ �������� Q(θ, θ�) �� ����� ������ �� ���� �� ���� ��� �� ������ ��� ����
���� ��� ������� �� ��������� ��� θk+1 ���� �������� ��� ������ �������� �� ������ θk+1

���� ����
Q(θk+1, θk) ≥ Q(θk , θk). ������

������ �� � �������� ��������� �������� �� �������� �� ��� ���������� �������� ���� �����
����� ��� �������� ������� ������� ���� ����� ��� ��������� �� ��� � ����� �� ��� ����
����� �� θk+1� ��� ��� ������ �� ��� ����������� ������������ ���� ��������� � ����
������ ��� �������� ������� ��� ������ ��� �������� ������� ��� ���� ��������� ��
��� �������� ��� ��������� ������ �� θ := (ρ,β,σ,π1,π2, . . . ,πl)� θ �� ����������� ����
���� ������� ��� ������� ���������� ��� ������� ��� �� ��������� ��� ������� �� ���
������� �����

��� ��� ��� ���� ��� �� ��� �� �� �������������� ��� ������������ �������� ������
��� ���������� �� ��� �� ���� ��� ������� ���������� ������ �� �� ������ �����������
�� ��� ��������� ������ �� ���� ����������

�� ��� ����� ���� ��� ��� ���� �� �������������� ��������� �� ��������

���



Thèse de Doctorat 5.2. EM ALGORITHM UNDER LATENT DATA MODEL

������� ���� ������� �� ρ

��������� ��� ���������� �� Q(θ, θ�) ������ ρ ����� ��

∂Q(θ, θ�)

∂ρ
= 0 ⇔ −ρ3 + a2ρ

2 + a1ρ+ a0 = 0 ������

���� a2 = 1
σβ

�
1; −πT

�
S3, a1 = 1− S1

β2− 1
σ2

�
1; −πT

�
S2

�
1
−π

�

��� a0 = 1
σβ

�
1; −πT

�
S3 �

����� �� � ����� ����� ����������� ��� ��� �� ����� ��� ���� ρ∗ ����� �� �� ��������
����� ������� ���� ����

������� ���� ������� �� β

��������� ��� ���������� ������ β ����� ��

∂Q(θ, θ�)

∂β
= 0 ⇔ b2β

2 + b1β+ b0 = 0 ������

����� b2 = −(1−ρ2), b1 = − ρ

σ

�
1; −πT

�
S3, b0 = S1� ����� ��� ������������ �� ����

��������� ���������� �� ������������� ����� ��� ��� ���� ����� ���� �������� ����� ����
�� β1 × β2 =

b0
b2

< 0.

������� ���� ������� �� σ

��������� ��� ���������� ����� σ ����� ��

∂Q(θ, θ�)

∂σ
= 0 ⇔ c2σ

2 + c1σ+ c0 = 0 ������

���� c2 = −(1− ρ2), c1 = − ρ

β

�
1; −πT

�
S3(θ), c0 =

�
1; −πT

�
S2

�
1
−π

�

� ���� ������

��� ������������ �� �������� ��� ����� ��� ��� ���� ����� ���� �������� ����� ����� ��
σ1 × σ2 =

c0
c2
< 0� ��� ��� �������� ���� �� ������ �� ���������� ���� �� ��� �������

������� ���� ������� �� π

��������� ��� ���������� ���� ������� �� πi ����� ��

∂Q(θ, θ�)

∂πi

= 0 ⇔ S
(i)
7 πi − S

(i)
4 (θ) +

�

j �=i

πjS
(i ,j)
5 − ρσ

β
S
(i)
6 = 0

⇒ πi =
S
(i)
4 −

�

j �=i πjS
(i ,j)
5 − ρσ

β
S
(i)
6

S
(i)
7

, ������

���
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����� ��� ��� i = 1, 2, · · · , l

S
(i)
4 :=

1

n + 1

n�

k=0

Eθ� [XkXk−i |Y0:n] , S
(i ,j)
5 :=

1

n + 1

n�

k=0

Eθ� [Xk−iXk−j |Y0:n]

S
(i)
6 :=

1

n + 1

n�

k=0

YkEθ� [exp (−Xk/2)Xk−i |Y0:n] , S
(i)
7 :=

1

n + 1

n�

k=0

Eθ�

�
X 2
k−i |Y0:n

�
.

���� ���� ����� ��� ���������� �� ��� ������� �� �� �������� ����� ���� ��� �� ��������
���� ��� �������� ��� ������� ������ ���� �� ��� ����������� �� ��������� �� ����
������� �� ���������� ������

���������� �� ����������� �� ���������

�� ������ �� ������� ����� θ(0) = (ρ(0),β(0), σ(0), πT (0)
)

�� ��� m = 0, 1, 2, . . . ��

�� ������ � ����� θ(m)

� ������� S1, S2 ��� S3

� ������ S (i)
4 , S

(i ,j)
5 , S6 ��� S

(i)
7 ��� i , j = 1, 2, · · · , l

�� ������ � ���� θ(m+1) ���� ���� Q(θ(m+1), θ(m)) ≥ Q(θ(m), θ(m))

�� �������

��� ���������� ����� ����� ��������������

��� ��������� ������� �� ��� ��� ��������� �������� ������������� �� ��� ����
����� ���������� ��������� �� ������� ������� ������ ��� ������ ���� ��� ��� ���������� ��
��������� ������������� �� ��� ����

φν,s,t|n(f ) := E[f (Xs ,Xt)|Y 0:n], ������

����� 0 ≤ |s − t| ≤ l +1 ���� −l ≤ s, t ≤ n ��� f ∈ Fb(X
2)� � ������ ������� �� �����

������������� ����� ���� ���� ����� ����� ��������� ������ �� ��� �������� ������� ���
��� ��� ������ ������ ���� ���� ��� ����� ��������� ������� pθ(x−l :n|y 0:n) �� ��������
��������� �� ��� ��������� ���

E[f (Xs ,Xt)|Y 0:n] =

�

X 2

f (xs , xt)pθ(xs , xt |y 0:n)dxsdxt

=

�

X n+l+1

f (xs , xt)pθ(x−l :n|y 0:n)dx−l :n. ������

����� ����������� ��� �� �������� ��� ������� ���������� �� ����� ��������� ���������
����� ������ ������� ���������������� ��������� ���������� � ������ ������������ ���

���
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����� �� ���� ������� �� ������� �� ��� ��� ������� ���� ���� �� ����������� ����� ��
����� �� �������� ��� ������������� ��� �������� ���������� �� ���������� �� �������
��� ��� ���������� �� ���� ��� ��� ��������� Lk ��� ��� ���������� ���������� ������� ��
y 0:k � φν,k := φν,k|k �� ��� �������� ������������ ��� ��� �������� ������� �� ���� k � ��
�� ����� �� ���������

����� ������� ��������

� ���� ��������� ������������� �� �������� ���� �������� ����� ������������� ��
��������� �� ��� ����� ��������� ������������� ��� ��� ���� ����� �� ����������� ���
������ �� � ������� ����� ���� ����� �� ���������� ���������� �������� ���� ������
����� ������ ���������� �� �� ��� �������� � �������� ������������ ������������ �������
qn (x−l :n) ����� ��� ������ �� ��� ������������ y 0:n� ��������� ��� ����� ���������
������� p (x−l :n|y 0:n)� ����� ��� ������������ ���������� �������

ωn (x−l :n) :=
p (x−l :n, y 0:n)

qn (x−l :n)
. ������

��� ��� �������� h ∈ Fb(X
n+l+1)� ��� ��������� �������� ����� �

E (h(X−l :n)|Y0:n) =
Eqn [h(X−l :n)ωn (X−l :n)]

Eqn [ωn (X−l :n)]
������

����� ��� ����������� Eqn �� ����� ���� ������� �� ��� ������������ ������� qn (x−l :n) .
��������� ���� ��������� ������������� ��� ��� ��� �� �������� �� �������

������������� �� ������

���
�

ξ
(i)
−l :n, 1 ≤ i ≤ N

�

�� ������ ������ �� ���� N ����� ���� ��� ������������ �������

qn(·)� ���� �

E (h(X−l :n)|Y0:n) ≈
1
N

�N

i=1 ωn

�

ξ
(i)
−l :n

�

h(ξ
(i)
−l :n)

1
N

�N

j=1 ωn

�

ξ
(j)
−l :n

�

=
N�

i=1

ωn

�

ξ
(i)
−l :n

�

h(ξ
(i)
−l :n) ������

�����

ωn

�

ξ
(i)
−l :n

�

=
ωn

�

ξ
(i)
−l :n

�

�N

j=1 ωn

�

ξ
(j)
−l :n

� , i = 1, 2, . . . ,N

���
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��� ��� ���������� ���������� �������� ��� ���� �������� ����� �� � ����� ���� �� ���
����� ����� ��� ����� �� ��������� ����� ������� �� ��� ����� ���� ��� �� ���� �� �
��� ����������� ������� ���������� ����� �� ��� �������� ��� ��������� ��������� �����
��� ������������� ����� �� ���������� ���� �����

��������� �������

�� ����� �� ����� ������� �������� ������������ ��� ��� ������ ��� �������� �������
���� ���������� �� ����� �� ������� ����� �� ����� ������ q̃n ���� ���� ��� �������� �������
������� �� ������� �

qn (x−l :n) = qn−1 (x−l :n−1) q̃n (xn|x−l :n−1) ������

��� ����� ��� � ��������� ������ ��� ��� ������������ ���������� ������� �

ωn (x−l :n) =
p (x−l :n; y 0:n)

qn (x−l :n)

=
p
�
x−l :n−1; y 0:n−1

�
p (yn|x−l :n) p (xn|x−l :n−1)

qn−1 (x−l :n−1) q̃n (xn|x−l :n−1)

= ωn−1 (x−l :n−1)
p (yn|xn−l :n) p (xn|xn−l :n−1)

q̃n (xn|x−l :n−1)

= ωn−1 (x−l :n−1)
gn
�
xn−1, xn

�
m
�
xn−1; xn

�

q̃n (xn|x−l :n−1)
� �� �

��� ����������� �����

������

����� �� ��� ������ �� ��� ������ ��������� ��� ������ ������ �� � �������� �������
���� ����� ��� ����������� ������ �� ��� ������ ���������� ������� �� ��� ����� ����
�� �� ������ q̃n �� �� ��� ���������� ������� �� ��� ������ ������ ����� �� ������������
qn(x−l :n) = p(x−l :n) ����� p(x−l :n) �� ��� ����� ������� �� ��� ������ x−l :n� ��� �������
������� ��������� �� ��� ���������� ���������� �������� ����� ���������� ��������
��� ��� ��������� �� ��� �������� �� ���� ����������� ������ ����� ��� ������������ ��
��� ���������� ������� ������� ���� ��� ���� ������� �� ������� ���� ����������
�������� � ���������� ���� �� ���������� ����� �������� �� ���������� ��������� ���� ���
������� ��� ����������� ��� ���� ���� ���� �������� ���� ���������� ���� �� ���� ����
�� ��� �������� ������ ���� ����� ����� ����� � ����� ���������� ������ ���� ��� ��
����� ��

���k =

�
N�

i=1

�

ω
(i)
k

�2
�−1

.

��� ��������� ��������� �� ����� �� ��� ���������� ���������� �������� ����������
������ ����� ������ ���� ��� ��� ��������� ���� ��� ��� ���������� ����� �� ���� �
������ �� ��� ��������� ������� ��� ���������� ���� �������� �� ���� � ��� �� ����� �����
��� ��� ��� ���� �� ��� ���� ����������

���
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���������� �� ���������� ���������� �������� ���������� ���������
�� ��� i = 1, 2, . . . ,N

� ������ ξ
(i)
−l :−1 ∼ ν(·), ��� ���� ξ

(i)
0 ∼ m

�

ξ
(i)
−l :−1; ·

�

�� ������
�� ��� k ← 1
�� ��� i = 1, 2, . . . ,N

� ���� ξ̄
(i)
k ∼ q̃k

�

·|ξ(i)
−l :k−1

�

��� ��� ξ̄
(i)

0:k ←
�

ξ
(i)
−l :k−1; ξ̄

(i)
k

�

� �������� ��� ��������� ��� ���������� ������� �

ω
(i)
k ∝ ω

(i)
k−1

gk

�

ξ̄
(i)

k−l :k−1, ξ̄
(i)
k

�

m
�

ξ̄
(i)

k−l :k−1; ξ̄
(i)
k

�

q̃k

�

ξ̄
(i)
k |ξ̄

(i)

−l :k−1

�

� �� �

��� ����������� �����

������

�� ������
�� �� N�� < ���������

� ���������������� ���������
�

ξ̄
(i)

−l :k

�N

i=1
���� ������� �� ����� ����������

������� �� ��� N ���������
�

ξ
(i)
−l :k

�N

i=1
������������� ����������� ���������

�� pθ

�

ξ
(i)
−l :k |y 0:k

�

� ��� ω(i)
k = N−1 ��� i = 1, . . . ,N

�� �����
�� ��� k ← k + 1

����� ���������������� ���������

������� ��� �� ��������� �������� ���������� ����������� �� �� �������� ��� ���
����������� �� ��� ����� ��������� ������������ �� � ������� ��� �������� ������
����� �� ��� ������� ��� �������� ��������� ��� �������� ����� � ��������� ����� �����
������ �� ��� ������� ���������� ������� ��� ������� ��������� �� � ��������� ��������
�������� �� ����� �� ����� �������� ����������� ��� ����� � �������������� �� ��� ����
��� ����� �� ��� ������� ���� ���������� ���� ���������� ��� ������ ������ ������� �����
��� ����������� ������ Xk+1,Xk ���� �� ��� ����������� ��� �� Xk ����� X k+1:n ��� Y 0:n�
���� ����������� ��� ��� �� ������� ������� ��� ����������� ��� �� Xk ,Xk+1|Y 0:n ��
� one−����� ��� ��� X k:k+l |Y 0:n ��� ��� l−����� ���� l > 1� �� � ���� ������ ��
����� ��� ��� ��������� ��� ��������� ���� �� � ������ ������ �� ��� ��� �� ����� ��
��� ������ ����� ����

���
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������� ��� ����� ���

�� �������� � ����� ��������� ��������� ��� ���� �� ������� ������������ ν ��
X0� � ���������� ������ M ��������� � ������� ���� ������� �� ��� �������� �������
m(xk−1, xk) := p(xk |xk−1) ��� �������� ������� gk(xk) := p(yk |xk) ��� k ≥ 0� �� ����
������ ���� {Yk , k ≥ 0} ��� ������������� ����������� ����� {Xk , k ≥ 0} ��� Yk

������� ���� �� Xk � ����� ����� ������������ �� ���� ��������� ������ �� ����� ��
��� ��� ����

����� ������ (Xk , k ≥ 0) �� � one−����� ������ ����� ���� ������� �� ��� ���������
�
FX ,Y

k

�

k≥0
���� ������� ������������ ν �� ��� ����� X0 ��� ���������� ������ �������

m(xk−1, xk) ������

���� ������� �� ��� �������� ������� �� R.

����� ������ ����� �������� ����� ������������ ��� ��� f ∈ Fb(Y),

E

�

f (Yk)
�
�
�FX ,Y

k

�

=

�

Y

f (y)gk(Xk)dy . ������

��� ������� �� �� ������� ��� ����� ��������� ������������ �� ���� �� ���� ��������
�� ��� �������� ��������� ������������ �������� �� ����� �� �� ��� ��� ��� ����
�� ���� �������� ��������� �� ��� �������� ������ �� ��� ������� ������ ����� ���
����������� ������ Xk+1,Xk � ��� ��� �������� f ∈ Fb(X

2)� ��� ������������ �� (Xk ,Xk+1)
����� ��� ����������� Y0:k � ����� ��� ������� ������������ ν �� X0 �� ����� ��

E [f (Xk ,Xk+1)|Y0:k ] =

�

X 2

f (xk , xk+1)φν,k(dxk)m(xk , xk+1)dxk+1 ������

����� φν,k �� ��� �������� ������������ �� ���� k � �� ��� ��� ������ � ������� ������ Bν,k

���� (X ,B(X )) �� (X ,B(X )) ���� ���� �

E [f (Xk ,Xk+1)|Y0:k ] =

�

X 2

f (xk , xk+1)φν,k+1|k(dxk+1)Bν,k(xk+1, dxk) ������

����� φν,k+1|k := φν,kM �� ��� ��� ���� ���������� ������������� ���� ��� ���������
������ ������

����� ������ ����� �� ������� ������������ ν� � �������� �������� ����� n ��� �����
k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

E [f (Xk)|X k+1:n,Y0:n] = E [f (Xk)|Xk+1,Y0:k ] = Bν,k(Xk+1, f ) ������

����� Bk,ν(Xk+1, .) �� ��� �������� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(X ).

���
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�������������� ��� ������ �� ��� ������� ���� ����

����� ������ ����� �� ������� ������������ ν� n > 0 ��� k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}

φν,k|n(f ) := E

�

f (Xk)
�
�
�Y0:n

�

=

�

X 2

f (xk)Bν,k(xk+1, dxk)φν,k+1|n(dxk+1), ������

��� ��� �������� f ∈ F(X 2).

�������������� �� ������ �� ��������� � ��������� ������� ������� φν,k|n ��� φν,k+1|n �

p(xk |y 0:n) =

�

X

p(xk , xk+1|y 0:n)dxk+1

=

�

X

p(xk |xk+1, y 0:n)p(xk+1|y 0:n)dxk+1

=

�

X

Bν,k(xk+1, xk)p(xk+1|y 0:n)dxk+1 ������

����� ������� ��� ����������� ����������� �� f (Xk) ����� Y 0:n �� ����� �� �

φν,k|n(f ) =

�

X 2

f (xk)Bν,k(xk+1, dxk)φν,k+1|n(dxk+1) ������

����� ����� �� ��� �������

��������� � �������� �������� ����� ������������� {ξ(i)
k ,ω

(i)
k }Ni=1 �� ������� ����

����� k ��� ��������� �������� {ξ(j)
k+1,ω

(j)
k+1|n}

N
j=1 �� ���� k+1� ��� ����� ��� �� ��������

�� ��� �������� ��������� ������������ �� �

φ̂ν,k|n(f ) =
N�

i=1

f (ξ
(i)
k )ω

(i)
k|n, ��� k < n ������

�����

ω
(i)
k|n :=

N�

j=1

m(ξ
(i)
k , ξ

(j)
k+1)ω

(i)
k

�N

l=1 m(ξ
(l)
k , ξ

(j)
k+1)ω

(l)
k

ω
(j)
k+1|n. ������

���� ���� ��� ���������� �� ������ �� �������� ���� ��� ��������� �������� �

φν,k|n(f ) =

�

X

f (xk)

��

X

φν,k(xk)m(xk , xk+1)
�

X
φν,k(xk)m(xk , xk+1)dxk

φν,k+1|n(dxk+1)

�

dxk ������

��� ������� ��������� �� ���������� ������ ���� ���� ��� ���������� �� ������ �� ���

���
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���������� �� �� ��������� ��� �������� ��������� ������������
�� ������� ��������
�� ��� k = 0, . . . , n

� ��� ��� ��������� �������� ��������� �� ��� ��� �������� ���������
�

ξ
(i)
k ,ω

(i)
k

�N

i=1
�

�� ������
�� �������� ���������

� ��� ω(i)
n|n = ω

(i)
n ��� i = 1, . . . ,N

� ��� k = n − 1 ���� �� 0 ��� i = 1 �� �� N

ω
(i)
k|n = ω

(i)
k





N�

j=1

ω
(j)
k+1|n

m
�

ξ
(i)
k , ξ

(j)
k+1

�

�N

l=1 ω
(l)
k m

�

ξ
(l)
k , ξ

(j)
k+1

�



 ������

� ������

������� ����� �� �������� O(N2) ���������� �� ���� ���� ���� �� ��������� ���� ���
����������� �� ������ ��� �� ��������� �������������� ��� ��� ��������� ��������� ���
�� �������� �� � ���������� ����� ���� ���� ��� ������ �� ��������� ��� ���������
�� ������ �� ����� ���� ��� �������� ��������� ��������� ��� ��� ��� ���� ��������
�������� �� ��� �� ���������� ��� ����� ��������� ������������� φν,k:n|n �� φν,k,k+1|n

��� �� ����� �������� ����������� ��� �������

����� ��������� �������������

��� ����� ��������� ������������ ��� �� �������� �������� �� ���� �����

φν,k:n|n(f ) := E

�

f (X k:n)
�
�
�Y 0:n

�

=

�

X n−k+1

f (xk:n)Bν,k(xk+1, dxk)φν,k+1:n|n(dxk+1:n), f ∈ Fb

�
X n−k+1

� ������

����� �������� �� �

φν,k:n|n(f ) =

�

X n−k+1

f (xk:n)φν,n(dxn)Bν,n−1(xn, dxn−1)× . . .× Bν,k(xk+1, dxk)

=

�

X n−k+1

f (xk:n)φν,n(dxn)
n−1�

r=k

Bν,r (xr+1, dxr )

���
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�� � ������� ���� ��� ����� ��������� ������������ φν,k,k+1|n �������� �� �

φν,k,k+1|n(f ) := E

�

f (Xk ,Xk+1)
�
�
�Y 0:n

�

=

�

X 2

f (xk , xk+1)Bν,k(xk+1, dxk)φν,k+1|n(dxk+1), f ∈ Fb

�
X 2
�
.������

�������� ��� ���� �� �������� ���������
�

ξ
(ir )
r ,ω

(ir )
r

�N

ir=1
, r = k , . . . , n ���� �� ����

������������� ��� �������� ������������ φν,k � ����� ��� �������� ������ �������� B̂ν,r

�� Bν,r ����� ��

B̂ν,r (xr+1, dxr ) =
N�

ir=1

ω
(ir )
r m(ξ

(ir )
r , xr+1)

�N

l=1 ω
(l)
r m(ξ

(l)
r , xr+1)

δ
ξ
(ir )
r
(dxr ). ������

��� ��� ������ ��� � �������� �������� �� ������ �

φ̂ν,k:n|n(f ) =
N�

ik=1

. . .
N�

in=1

f (ξ
(ik )
k , . . . , ξ(in)

n )

×
ωin

n

Ωn

n−1�

r=k

ω
(ir )
r m(ξ

(ir )
r , ξ

(ir+1)
r+1 )

�N

l=1 ω
(l)
r m(ξ

(l)
r , ξ

(ir+1)
r+1 )

,

������

����� Ωr =
�N

r=1 ω
(r)
r � f ∈ Fb

�
X n−k+1

�
. ������ ��� ��� � ��� �� �������� ��������

�

ξ
(j)
k+1,ω

(j)
k+1|n

�N

j=1
��������� ��� ��������� ������������ φν,k+1|n� � �������� �������� ��

������ �� ���� ����� �� �

φ̂ν,k,k+1|n(f ) =
N�

i=1

N�

j=1

f (ξ
(i)
k , ξ

(j)
k+1)

ω
(i)
k m(ξ

(i)
k , ξ

(j)
k+1)

�N

l=1 ω
(l)
k m(ξ

(l)
k , ξ

(j)
k+1)

ω
(j)
k+1|n ������

����� f ∈ Fb (X
2) . �� ��� ��� ��� ��� ������ ������� ������ ����������� ����� ����

������������� ���� �� ����������� �� ��� ������ �� ���������� ���� ���� �� ��� ������ ���
���� ������� ��� ������������ ����������� ����� ����� ��������� ��� ���� �� ��������
���� ���� ������������� ����� ��� ��� �������� ������� �� ��� ������� ����� �� ��� ������
����� ������� ������ ���� �������� ��� O(N2) ������������� ���� �� ���� ���� �����

������� ������ ����� ���

�� ��� ���� ���� �� ��� ���������� �� ��� �� ��������� �� ����������������� ��
��� ��������� �� ���� ���� ���������� ���� �������� ������ ������� ��� ����������� ��
��������� ��� ������ ����� ����

���



5.3. SEQUENTIAL MONTE CARLO APPROXIMATIONS ���� ������

����� ������ ��� ����� ��������� ������� p(x−l :n|y 0:n) ��� �� ���������� ��

p(x−l :n|y 0:n) = p(xn−l+1:n|y 0:n)
n−l�

k=−l

p(xk |xk+1:n; y 0:n) ������

�������������� ���� ������������� �� ������ �������� ��� ����� ���� ��� ������� ����
��������

�� ����� ��� ��������� �������� ���� ���� ��� ��� �������� f ∈ Fb(X
l+1)

E [f (X k:k+l−1;Xk+l)|Y0:k+l−1] =
�

X l+1

f (xk:k+l−1; xk+l)m(xk+l−1; xk+l)φν,k:k+l−1|k+l−1(dxk:k+l−1)dxl+1

������

����� φν,k:k+l−1|k+l−1 �� ��� ����������� ������������ �� X k:k+l−1 ����� Y 0:k+l−1� ����
������� �� ��� ��� ������ � ������� ������ Bν,k+l−1 ���� (X l ,B(X l)) �� (X ,B(X )) ����
���� �

E

�

f (X k:k+l−1;Xk+l)
�
�
�Y0:k+l−1

�

=

�

X l+1

f (xk:k+l−1; xk+l)

× φν,k+1:k+l |k+l−1(dxk+1:k+l)Bν,k+l−1(xk+1:k+l ; dxk)

������

����� φν,k+1:k+l |k+l−1 = φν,k:k+l−1|k+l−1M �� ��� �������� ���������� ������������ ��
φν,k:k+l−1|k+l−1� ���� ��� ��������� ������ ������

����������� ������ ����� �� ������� ������������ ν �� ��� ����� ��������� X−l :−1� �
�������� �������� ����� n ��� ����� k ∈ {−l + 1,−l + 2, . . . , n − l},

E

�

f (Xk)
�
�
�X k+1:n,Y0:n

�

= Bν,k+l−1(X k+1:k+l , f ) ������

����� Bν,k+l−1 �� ��� �������� ������ ������ �� ������ ��� ��� f ∈ Fb(X )�

�������������� ��� �������� �� ����� ������

����� ����� ����� ���� ������������� �� ��� ����� ����������� Y0:n ��� �������
(Xn−k)k≥0 �� � ������ ����� �������� �� ���� ���� ���������� ��������� ����� ��

Bν,k+l−1(xk+1:k+l , xk) = p(xk |xk+1:k+l , y 0:k+l−1)

∝ p(xk+l |xk:k+l−1)p(xk:k+l−1|y 0:k+l−1).
������

�� � ����������� �� ����� ������ ��� ����� ��������� ������������ φ−l :n|n ��� ��
������ �� ����� �� �������� ��������

���
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��������� ������ ��� ��� ������� ������������ ν �� ��� ����� ��������� X−l :−1� n > 0
��� f ∈ Fb(X

n+l+1)�

E

�

f (X−l :n)
�
�
�Y0:n

�

=

�

X l

�
�

X n+1

f (x−l :n)
n−l�

k=−l

Bν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk)

�

× φν,n−l+1:n|n(dxn−l+1:n).

������

������ ������ ���� �������� �������� �� �� ����� ���� ������������� ��������� �����
������ �������� �� ���� �� ��� ������� �� ������������ ��� �������� ��� ���������� ����
���� �� ���� �� ����������� ������������� �� ���� l ���� �� φν,k:k+l−1|k+l−1 � �� �������
���� ���� �� ���� �� ����� �� ������ ��� ������� �

�� � ������� �������� ��� �� �������� �������� ���� ��� ���� ��������� �� �� ������ �

�� ������� �������� �� �������� ���� ��������� ��� ���������� ���� �� �� ��� �����
������ �� ��� �������� ������������ �������������� ����������� ��� ������ ������
�� �� ���� �� ����������� ��� �������������

φν,k:k+l−1|k+l−1, ∀ − l + 1 ≤ k ≤ n − l + 1;

�� ��� ���������� �� ����������� ��� ����������� �� ����� ��� ��������

������� �������� �

������ ��� ��� ��� ��� ���� ��������� �� ��� ����� ���� ��� ������� �� ����� ��

��� � ����� �� �������� ���������
�

ω
(i)
n , ξ

(i)
−l :n

�N

i=1
��������� ��� ����� ��������� φν,−l :n|n�

��������� ����� ���� ��� ������ ���� ��� ����� ��� � �������� �������� �� ��� ���������
������������� �� �������� φν,k:k+l−1|k+l−1 �

∀− l +1 ≤ k ≤ n− l +1, φ̂ν,k:k+l−1|k+l−1(dz1:l) = Ω−1
n

N�

i=1

ω(i)
n δ

ξ
(i)
k:k+l−1

(dz1:l), ������

����� Ωn =
�N

i=1 ω
(i)
n � ���� �� ���� ���������� ��� �������� ������������� ���� ���

�������� ���� ���������
�

ξ
(i)
k:k+l−1

�N

i=1
���� ��� ���� �������

�

ω
(i)
n

�N

i=1
� ���� ��������

������ �������� ����� ������ ���������� ������ ������������� ����� ��� ���������
������� ��������� ������� �� ��� ���������� ����� �� ��� ���� ����������

������� �������� �

�� ����� �� ������ ������� ���������� �� �� ��� �������� ������������ ����������
������ ��� ��� ���� �� ��������� � ��������� ������������ ������� φν,k:k+l−1|k+l−1 ���
φν,k−1:k+l−2|k+l−2 �������� ���� ��� ���� ������ ��� �������� �������� ��� ���������
��������� ����� �

���
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����� ������ ��� ��� �������� f ∈ Fb(X
l)�

φν,k:k+l−l |k+l−1(f ) ∝
�

X l+1

f (xk:k+l−l)φν,k−1:k+l−2|k+l−2(xk−1:k+l−2)

×m(xk+l−2; xk+l−1)gk+l−1(xk+l−2, xk+l−1)dxk−1:k+l−1.

������

�������������� ��� �������� �� �����������

������ ��� ��� � ����� �� �������� ���������
�

ω
(i)
k+l−2, ξ

(i)
k−1:k+l−2

�N

i=1
���������

φν,k−1:k+l−2|k+l−2 �� ��� ����� ���� �

φ̂ν,k:k+l−2|k+l−2(dz1:l) = Ω−1
k+l−2

N�

i=1

ω
(i)
k+l−2δξ(i)

k−1:k+l−2
(dz1:l), ������

����� Ωk+l−2 =
�N

i=1 ω
(i)
k+l−2� ������������ ��� ������ ������������� �� ������ ���

����� ��� � ���� �������� �������� �� ��� ������������ �� �������� �

φ̂ν,k:k+l−1|k+l−1(f )

∝
�

X

Ω−1
k+l−2

N�

i=1

f (ξ
(i)
k:k+l−2, xk+l−1)ω

(i)
k+l−2m(ξ

(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)

× gk+l−1(ξ
(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)dxk+l−1

= Ω−1
k+l−2

N�

i=1

ω
(i)
k+l−2

�

X

f (ξ
(i)
k:k+l−2, xk+l−1)m(ξ

(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)

× gk+l−1(ξ
(i)
k−1:k+l−2, xk+l−1)dxk+l−1.

������

���� ���� ��� ��������� �������� �� ������ ��� �� ������ ��������� �� �����������
��� ������ ������ �� ����������� ����� ��� ������� gk+l−1(ξ

(i)
k−1:k+l−2, ·) �� ��� �������

m(ξ
(i)
k−1:k+l−2, ·) ����� ��� ���� ���������
��� �������� ����� ��� ��� ��� ���������� ��� ���������� �� ��� ��������� �������

����������� ������� ������������ ���������������� ���������
������� ��������� � �������� ������� �� ���� ��� ����� ��������� �������������
φν,−l+1:0|0,φν,1−l+1:1|1, φν,2−l+1:2|2, . . . ,φν,n−l+1:n|n ����� ������ �� �������
�������� ��������� � ��� k = n − l ���� �� −l + 1� ����� ������� �������

φν,k:k+l |k+l−1 = φν,k+1:k+l |k+l−1Bν,k+l−1

����� φν,k+1:k+l |k+l−1 = φν,k:k+l−1|k+l−1M .

���� ��� �������� ������ ������� ��� ��� ���� ��� ���������� �� ��� ���������
������������� �� ������ ����� ������ ����� ������������ ����� ������ �� ��� �� �����
������
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�������� ���������

�� ����� �� ���� �������� �������� �� ��� ��������� ������������� ��� ��� ��� ���
��������� ���� ������� φν,k|n ��� φν,k+1:k+l |n�

����� ������� ��� n, l , k �� ������� ���� ���� n > 0� l ≥ 1 ��� −l ≤ k ≤ n − l � ���
��� �������� f ∈ Fb(X )�

φν,k|n(f ) =

�

X l+1

f (xk)Bν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk)

× φν,k+1:k+l |n(dxk+1:k+l)

=

�

X l

��

X

f (xk)Bν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk)

�

φν,k+1:k+l |n(dxk+1:k+l).

������

�������������� ���� ��������� �� ��������������� ��������� ���� �

p(xk |y 0:n) =

�

X l

p(xk:k+l |y 0:n)dxk+1:k+l

=

�

X l

p(xk |xk+1:k+l , y 0:k+l−1)p(xk+1:k+l |y 0:n)dxk+1:k+l

=

�

X l

Bν,k+l−1(xk+1:k+l , xk)φν,k+1:k+l |n(dxk+1:k+l)

������

����� ������� ��� ����������� ����������� �� f (Xk) ����� Y 0:n ��������

������ ��� ��� �� ������������� B̂ν,k+l−1 �� ��� �������� ������ Bν,k+l−1 ����� ��

B̂ν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk) =
N�

i=1

ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, xk+l)

�N

l=1 ω
(l)
k+l−1m(ξ

(l)
k:k+l−1, xk+l)

δ
ξ
(i)
k

(dxk) ������

�����
�

ω
(i)
k+l−1, ξ

(i)
k:k+l−1

�N

i=1
�� � ����� �� �������� ��������� ��������� ��� ������������

φν,k:k+l−1|k+l−1 �� ��� ����� ���� �

φ̂ν,k:k+l−1|k+l−1(dz1:l) = Ω−1
k+l−1

N�

i=1

ω
(i)
k+l−1δξ(i)

k:k+l−1
(dz1:l), ������

����� Ωk+l−1 =
�N

i=1 ω
(i)
k+l−1� ��������� ��� ����� �������� ���� � �������� ���������

�

ω
(j)
k+1:k+l |n, ξ

(j)
k+1:k+l

�N

j=1
��������� ��� ������������ φν,k+1:k+l |n� ��� ��� ������ ������ �

�������� �������� �� ��� �������� ��������� ������������ ����� �� �

φ̂ν,k|n(f ) =
N�

j=1

N�

i=1

f (ξ
(i)
k )

ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, ξ

(j)
k+l)

�N

l=1 ω
(l)
k+l−1m(ξ

(l)
k:k+l−1, ξ

(j)
k+l)

ω
(j)
k+1:k+l |n ������

�� �� �������� ��� ������������� ���� �� ���� �������� �� �� ��� ���� ��������� �� ��
� 1− order− ��� ����� �� �������� O(N2) ���������� �� ���� ���� �����

���
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����� ���������

��� ���� ����� ��������� ������������ �� ��� ��� ���������� �������� �� ��� ��
���������� �� �������� �������� �� ���� �� ��������

����� ������� ��� −l ≤ p,m ≤ n ���� |p − m| ≤ l + 1� p ≤ m ��� n > 0� ��� ���
�������� f ∈ Fb(X

2)�

φν,p,m|n(f ) =

�

X l+1

f (xp, xm)Bν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp)φν,p+1:p+l |n(dxp+1:p+l) ������

�������������� �� �� ������� ��������� �� ��� �������� �� ��� �������� ������

�� �� ��� �������� ����� ����� ���� �� ������������� B̂ν,p+l−1 �� ��� ��������
������ Bν,p+l−1 �

B̂ν,p+l−1(xp+1:p+l , dxp) =
N�

i=1

ω
(i)
p+l−1m(ξ

(i)
p:p+l−1, xp+l)

�N

l=1 ω
(l)
p+l−1m(ξ

(l)
p:p+l−1, xp+l)

δ
ξ
(i)
p
(dxp) ������

�����
�

ω
(i)
p+l−1, ξ

(i)
p:p+l−1

�N

i=1
���

�

ω
(j)
p+1:p+l |n, ξ

(j)
p:p+l

�N

j=1
��� ���� �� �������� ���������

��������� ������������ ��� ������������ φν,p:p+l−1|p+l−1 ��� φν,p+1:p+l |n� ����� � ��������
�������� �� ��� ����� ��������� ������������ �� ������ ������� �� �

φ̂ν,p,m|n(f ) =
N�

j=1

N�

i=1

f (ξ(i)
p , ξ(j)

m )
ω

(i)
p+l−1m(ξ

(i)
p:p+l−1, ξ

(j)
p+l)

�N

l=1 ω
(l)
p+l−1m(ξ

(l)
p:p+l−1, ξ

(j)
p+l)

ω
(j)
p+1:p+l |n. ������

���� ���� ������ � �������� �������� �� ��� ����� ��������� ������������ ������ ���
�� ��������� �� ����� �������� �� ���� �������� �������������� �� ��� �������� �������
Bν,k+l−1� k = −l ,−l + 1, . . . , n − l ����� ��

B̂ν,k+l−1(xk+1:k+l , dxk) =
N�

ik=1

ω
(ik )
k+l−1m(ξ

(ik )
k:k+l−1, xk+l)

�N

r=1 ω
(r)
k+l−1m(ξ

(r)
k:k+l−1, xk+l)

δ
ξ
(ik )

k

(dxk). ������

�����
�

ξ
(ik )
k:k+l−1,ω

(ik )
k+l−1

�N

ik=1
��� ���� �� �������� ��������� ��������� ��� ���������

������������ φν,k:k+l−1|k+l−1� �������� ���� � �������� ������������� �� ��� ���������
������������ φν,n−l+1:n|n ����� ��

φ̂ν,n−l+1:n|n(dz1:l) = Ω−1
n

N�

in=1

ω(in)
n δ

ξ
(in)
n−l+1:n

(dz1:l). ������
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��������� ��� ������ ��������� ������ ��� ������� � �������� �������� �� ������ �� ����
������ ������� ��

φ̂ν,−l :n|n(f ) = Ω−1
n

�

in=1





N�

i−l=1

. . .

N�

in−l=1

f (ξ
(i−l )
−l , . . . , ξ

(in−l )
n−l , ξ

(in)
n−l+1:n)

×
n−l�

k=−l

ω
(ik )
k+l−1m(ξ

(ik )
k:k+l−1, ξ

(ik+l )
k+l )

�N

r=1 ω
(r)
k+l−1m(ξ

(r)
k:k+l−1, ξ

(ik+l )
k+l )

�

ω(in)
n

������

����� Ωr =
�N

r=1 ω
(r)
r � f ∈ Fb

�
X n+l+1

�
. �� �� ��� ������ ��� ���������� �� ��� �����

��������� ������������ �������� �� ���� �� ���������� �� ���� �������� �������������
���� ��� ��� ��� ������� ���������� �� �� ������� �� ��� �������

����������� ����� ���������

������ ��� ��� ��� ��� �� ��� ��� ������� ��������� ����� �� ��� ��� ��������
���������

�

ω
(i)
k+l−1, ξ

(i)
k:k+l−1

�N

i=1
, − l + 1 ≤ k ≤ n − l

������������� ��� ��������� ��������� p(xk:k+l−1|y 0:k+l−1)� ���� ����� ����� ���
������ ��� ����� ��������� ������� �� ����� ��

p(x−l :n|y 0:n) = p(xn−l+1:n|y 0:n)
n−l�

k=−l

p(xk |xk+1:n; y 0:n) ������

�����

p(xk |xk+1:n, y 0:n) = p(xk |xk+1:k+l , y 0:k+l−1) ∝ p(xk+l |xk:k+l−1)p(xk:k+l−1|y 0:k+l−1).

����� ��� �������� �������� ������ ��� ����� ��� � �������� �������� �� p(xk |xk+1:k+l , y 0:k+l−1) �

p(dxk |xk+1:k+l , y 0:k+l−1) ≈
N�

i=1

κ
(i)
k δ

ξ
(i)
k

(dxk) ������

����� ��� ������� ������� ��� ����� ��

κ
(i)
k =

ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, xk+l)

�N

j=1 ω
(j)
k+l−1m(ξ

(j)
k:k+l−1, xk+l)

������

���� ����� ������� �������� ��� ��� �������� ����������� ������ �� ��� ������������
�� ������� � ��� x̃k+1:n �� � ������ ������ ����� ���� p(xk+1:n|y 0:n)� ���� ���� �� ����

���
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���������� �� ����������� ��������� ���������

�� ������ ξ̃n−l+1:n = ξ
(i)
n−l+1:n ���� ����������� ω

(i)
n

�� ��� k = n − l ���� �� −l ��
� �������� κ(i)

k ∝ ω
(i)
k+l−1m(ξ

(i)
k:k+l−1, ξ̃k+l)� ��� i = 1, . . . ,N �

� ������ ξ̃k = ξ
(i)
k ���� ����������� κ

(i)
k

�� ������
�� ξ̃−l :n = (ξ̃−l , ξ̃−l+1, . . . , ξ̃n) �� �� ����������� ������ ����������� ���� p(x−l :n|y 0:n).

��� ���� x̃k ���� p(xk |x̃k+1:n, y 0:n)� ��� ���� (x̃k , x̃k+1:n) �� �� ����������� ������
����������� �� p(xk:n|y 0:n)� ��������� ���� ��������� �������� �� ���� ��� ���� ���
��������� ��������� ��������� �

��� ������������� ���������� �� O(N) �� ���� ���� ���� ����� �������� ���������
�� ��� O(N2) �� ��� �������� ����������

����� �����������

�� ���� ������� �� ��� ���� �� ��� ������ ����������� �� ���� ����� �� ��������� �����
�� ������ L = 3� ��� ��� ��������� ������ �� ����� �� θ(∗) = (π

(∗)
1 ,π

(∗)
2 ,π

(∗)
3 ,σ(∗),β(∗), ρ(∗))

���� π
(∗)
1 = 0.5� π(∗)

2 = 0.29� π(∗)
3 = −0.1� σ(∗) = 0.2� β(∗) = 0.5 ��� ρ(∗) = −0.4. �

������ ���� �� ��� ��������� ����� �� ����� ������� ��� ���� ��� ����������� ����
θ(0) = (0.1, 0.1, 0.1, 0.01, 0.2,−0.7)�

��� ����� ������ ���� ��� ���� � ���������� ��� ���� ��������� �� �������� �� ���
�� ����������� �� ����� ���� ��� ��������� ������� ���� �� �� ����������� ���� �����
���� �� ������������ ��������

����� ��� �����������

�� ����� �� ������ �� ������� Q(θk+1, θk) ������� �� k ���� �� �������� ���� ��
�� ���� ��� ����� θk+1 �� �� ��� ������� ������������ ��������� ������ θ∗ ���� ���
��� ���� ���� ���� �� ����������� �� ��� �������� (L(θk))k≥0 ������� L∗ ���� ��������
L∗ = L(θ∗)� �� � ��������� ����� ����� ��� ���������� ���������� ���� �� ��� ��������� ���
��� ��� ��������� �������� �� ���������� � ������ ��� �� �� �� ��������� ��� ������ ��
���������� �� ��� ����� ������� ���� �� �� ��� ��� �������� ���������� �� ����� �� ���
��� ������ ������ ���������� ���� ���� ��� �������� ������� ���� �� ��� ����� ����
���� �� ����������� ������� �� ��� �������������� ���� �� ��� ������� ��� ������������
�������� �� ��� ���������� ���������� �� ��� �������� ��� Ln(θk) ������ Ln(θk+1)� �� ���
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���������� ���������� ���� �� ��������� k ������ k + 1� �� ��� ���� y 0:n ����������� ���
���������� �� ��� ������� ���������� ��� �������� ���������� R(θk , θk+1) �� ������ ��

R(θk , θk+1) :=
Ln(θk+1)

Ln(θk)
������

����� ����� �� ���� ��� ���������� ��� ��� ����������� ��������� ���� �

R(θk , θk+1) =
pθk+1

(x−l :n, y 0:n)

pθk+1
(x−l :n|y 0:n)

×
pθk (x−l :n|y 0:n)

pθk (x−l :n, y 0:n)

=

�

X n+l+1

�
pθk+1

(x−l :n, y 0:n)

pθk+1
(x−l :n|y 0:n)

×
pθk (x−l :n|y 0:n)

pθk (x−l :n, y 0:n)

�

pθk+1
(x−l :n|y 0:n)dx−l :n

=

�

X n+l+1

�
pθk+1

(x−l :n, y 0:n)

pθk (x−l :n, y 0:n)

�

pθk (x−l :n|y 0:n)dx−l :n

= E

�
pθk+1

(X−l :n,Y 0:n)

pθk (X−l :n,Y 0:n)

�
�
�Y 0:n; θk

�

.

������

������ ��� �������������� �� ��� ����� ����� ��

Δl(θk , θk+1) := logR(θk , θk+1)

= log Ln(θk+1)− log Ln(θk) = logE

�
pθk+1

(X−l :n,Y 0:n)

pθk (X−l :n,Y 0:n)

�
�
�Y 0:n; θk

�

.
������

������ ��� ��� � �������� ��������
�

ω
(i)
n , ξ

(i)
−l :n

�N

i=1
��������� ��� ��������� �������

pθk (X−l :n|Y 0:n)� ��� ����� ��� �� �������� Δ̂l(θk , θk+1) �� Δl(θk , θk+1) ����� �� �

Δ̂l(θk , θk+1) = log

�
N�

i=1

ω(i)
n

pθk+1
(ξ

(i)
−l :n, y 0:n)

pθk (ξ
(i)
−l :n, y 0:n)

�

. ������

���





������ �

������ �

��������
��� ��������� ���������� �� ������� �� ������ � � � � � � � � � � ���

����� ������ �� ��������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������� �� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������ �� �������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��������� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� ������ �� ���������� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ������� �� ����������������� � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� �������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������������� ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���
����� �������������� ������������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� ��������� ���������� �� ������� �� ������

���� ������� �������� ��������� �������� ���� �� �������� � �� ����� ����� ������ ���
������ ������� ����� �� ��� �������

����� ������ �� ��������� ����������

�� ��������� �� ������ ����������� (Ω,A,P)� ������ X1,X2, . . . ,XN ��� ����� ��
��������� ���������� ����������� ������� ��� �� �������� �� ���� ��� SN :=

�N

i=1 Xi .

���
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�������� ������

E |SN |
k ≤

N�

i=1

E |Xi |
k �� 0 < k ≤ 1 �����

��

E |SN |
k ≤ Nk−1

N�

i=1

E |Xi |
k �� k > 1 �����

�������������� �� ���� ����������� ��� ���������� ������������ �������� �

�
�
�
�
�

N�

i=1

ai

�
�
�
�
�

k

≤
N�

i=1

|ai |
k ���� 0 < k ≤ 1 �����

���
�
�
�
�
�

N�

i=1

ai

�
�
�
�
�

k

≤ Nk−1

N�

i=1

|ai |
k ���� k > 1 �����

�� ai , i = 1, 2, . . . ,N ���� ��� ����� ������������

���� �� ����� ��� ��������� X1,X2, . . . ,XN ���� ������

�������� ������ ��������� ��� EXi = 0 ���� ���� i � ���� k ≥ 2� �� ���� Mk,N :=
�N

i=1 |Xi |
k �� BN :=

�N

i=1 EX 2
i � �����

E |SN |
k ≤ C (k)

�

Mk,N + B
k/2
N

�

��������� �� ��������� �����

�� C (k) ��� ��� ��������� ��������� ���������� �� k�

�������������� ���� ������ ������� ���� ���

��� ���� ��������� �������� ���� ���� �������� �� �������� � ���� ������� �� ������
������� k ����� ����������� �� �������� ���� ��� ����������� �� ���� �� ���� �����
����������

�������� ������ ������ X1,X2, . . . ,XN ��� ����� �� ��������� ���������� �������� ��
������������� �� k ≥ 2. ������

E |SN |
k ≤ C (k)Nk/2−1

N�

i=1

E |Xi |
k �����

�� C (k) ��� ��� ��������� ��������� ���������� �� k�

���



A.1. VARIABLES ALÉATOIRES ET CHAÎNES DE MARKOV ���� ������

�������������� ������� ����������� �� ��������� ���� ����� �������� ��������� Y

[E |Y |r ]1/r ≤ [E |Y |s ]1/s ���� 0 < r < s. �����

������ Y := 1
N

�N

i=1 Xi �� ������ ��� V (xi) �� ������� �� �� �������� Xi , i = 1, 2, . . . ,N .
������ ����

(BN/N)1/2 ≤ (Mk,N/N)1/k ���� ���� k ≥ 2 �����

����
(BN)

k/2 ≤ Nk/2−1 (Mk,N) �����

���� �� ��������� ���� ����������� �� ��������� ����� �� ������� �� ���������

�������� ������ ������ X1,X2, . . . ,XN ��� ����� �� ��������� ���������� ��������
������ ������ ������ �������� a1, b1, a2, b2, . . . , aN , bN ∈ R �������� P(ai ≤ Xi ≤ bi) = 1
���� i = 1, 2, . . . ,N� ����� ���� ���� t ≥ 0�

P(SN − E SN ≥ t) ≤ exp

�

−2t2/
N�

i=1

(bi − ai)
2

�

������

��

P(SN − E SN ≤ −t) ≤ exp

�

−2t2/
N�

i=1

(bi − ai)
2

�

. ������

�������������� �� ���� �� �������� � �������� �������

���� ������� �� ������� ����� �� �������� ���������� ������� ���� ������� ���
��������� �� ��������� ���� �������� �� �������

����� ������ ������ aN � bN �� b ��� ��������� ���������� ������� ��� �� ���� ������
����������� ������ ����� ������ ��� ���������� ��������� β,B ,C �� M ������������ �

(I ) |aN/bN | ≤ M P p.s �� b ≥ β P p.s

(I I ) ���� ���� � > 0,N ≥ 1, P (|aN − bN | > �) ≤ Be−CN�2

(I I I ) ���� ���� � > 0,N ≥ 1, P (|aN | > �) ≤ Be−CN(�/M)2

������
P (|aN/bN | > �) ≤ Be−CN(�/2M)2 .

�������������� ���� ���� �� ��� ������� ����� ��

���
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����� ������� �� ������

������ (X ,B(X )) �� (Y ,B(Y)) ���� ������� �����������

��������� ������ �� ������� ����� �� ���������� ��� ��������� �� (X ,B(X )) ����
(Y ,B(Y)) ��� �������� K : X ×B(Y) → [0,∞] �������� �

� ∀x ∈ X , K (x , ·) ��� ��� ������ �������� ��� Y �
� ∀A ∈ B(Y), �� �������� x �→ K (x ,A) ��� ����������

��������� ������ �� ����� �� ���������� ��� ��������� ��� ��� �������� ��� �������
��� ������� � ��� ������ �������� µ ��� Y� ���� ������ ��� �������� �������� k : X ×Y →
[0,∞] ��������� ��� ������� � �� ����� ������� B(X )⊗ B(Y) �������� �

K (x ,A) =

�

A

k(x , y)µ(dy), A ∈ B(Y). ������

�������� ������ ������� K (x ,Y) = 1� K ��� ������ ����� �� ����������� �� �� ����
�� � X = Y� �� �������� ��������� K ����� �� ���������� �� �������

�������� ������ ������� X �� Y ���� ������������ �� �� ��������� ����� K ���
������ ������� �� ���������� ��� ����������� �� ��������������

���� ������ ������ �������� ���������� ��������� ��� ���������� ��� ��� �������

���������� ������� ���� K ������ Q� �� ����� �� ���������� ������������� �� (X ,B(X ))
���� (Y ,B(Y)) ������ (Y ,B(Y)) ���� (Z,B(Z))��

�� �� ������� KQ ������ ��� �

KQ(x ,A) :=

�

K (x , dy)Q(x ,A), x ∈ X ,A ∈ B(Y) ������

��� �� ����� �� ���������� ������������� �� (X ,B(X )) ���� (Z,B(Z))�

�� �� K ��� �� ����� �� ���������� ��� ������ ������� ��� �� ��������
�

K n = KK n−1, ���� n ≥ 1
K 0(x , .) = δx(.), x ∈ X

������

��������� ���������� �� ������������������ �

K n+m = K nKm, m, n ≥ 0 ������

�� ���� ���� x ∈ X �� A ∈ B(X )�

K n+m(x ,A) =

�

K n(x , dy)Km(y ,A) ������

���� δx ��� ������ �� ����� �������� �� x �

���



A.2. MESURE DE DÉGÉNÉRESCENCE ���� ������

��������� ������� �� ��� ��� �� ����� Kt ��������� � �� ��������� �� ������ �� ����
���� t > 0 �� �������� Ktf ������ ��� �

Ktf (x) :=

�

f (y)Kt(x , dy) ������

��� �������� ���� ����� �������� �������� ������ f �

��� ������ �� ��������������

�� ������ ��������� ������� ������������ ���������� �� ������ �� ��������� �� ���
����������� ��� ����������� �� ���� ����� ����� ������ �� ��������� �� ��������� �����
���� �� ��� �������� �� ������ �� ���������� ������� ������ ��� �������� ������ ����
�� ������� ����� ��� ��� ���� ������ �� ��� ������� �� ���������� �� ������� �����
������� ��������

����� ��������� �� ���������

�� ��� ����� ��� �� ������� ��������

CVN(t) :=
1

N





N�

i=1

�

N
ω

(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

− 1

�2




1/2

������

����� ������ ��� �������� ������� �

∃i0 ∈ {1, 2, . . . ,N} ��� ��� ω
(i0)
t = 1etω

(i)
t = 0∀i �= i0 ������

�� ���� ��� CVN(t) =
√
N − 1� ����� ��������� ���������� � ������ �� ��������������

�������� �� ��� ����� ��������� � �� ����� ������ � �� ������ ��� ������ ���������� ���
��� ����� ����� ������������ CVN ��� �������� �������

∀i ∈∈ {1, 2, . . . ,N},ω(i)
t =

1

N
. ������

��� ����������� CVN(t) = 0� ���� �� ��� �� ����� ��� ����� ���� �������������� ������
���� CVN ��� ������ �� 0� ����� �� ����������� ��� ����� ��� ����������

����� ������ �� ���������� �������

�� ��� ������ ���

���(t) : =





N�

i=1

�

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

�2




−1

=
N

1 + CV 2
N(t)

������

���
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����� ������ ����� ��� ������� ����� 1 �� N � ������������� � CVN � ���� ��� ��� �����
������� �� N� ����� ��� ����� ���� �����������

����� �������� �� �������

���� ��� ������ ��� �

���(t) := −
N�

i=1

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

log2

�

ω
(i)
t

�N

j=1 ω
(j)
t

�

������

�� log2 ��� �� ���������� � ���� �� ��� ������� ������� ����� � ��������������� �������
�� log2(N) ����������������� ��� �������

�������� ������ �� ��������� ��� ��� ������� ��� ������ �� ����� ������� � ��������
�� ��� �� ���� ���� ��������������� � ���� �������� �� ��� � ���� �������� ����������
����� �������������� �� ������ ��������� ����� �������� ������ �� ������� �������� �
������� �� ��������� ��� ���������� ���� ��������� ��� ��������� ��������� ������ �� ����
���� �� ��� �� ����� ���������� ��� ����������� �� ������ �� ����������� �� � ��� ��
N� �� ���� ������ �� ������� ����� ��� �������������� �� ���� ���� �� ������� ��
������������������ �� ��������� � ���� ���� �� ��������� �� ��������� ��� ���������� ��
�������� �� ������ �������� � �� ��������� �� ������������������

��� ������� �� �����������������

���� ��� �������� ������ ���� �������� �������� ������� �� ����������������� ����
����� �� ���� �������������� ���� ��� ���������� �� ������ �� ���������� ��������
���������� ���� �� ���� ��� N (i) �� ������ �� ����������� �� �� ��������� ξ(i)

0:k �� �����
���

�N

i=1 N
(i) = N . ��������� ��� ���������� �� ����������������� ��� ���������� ��

�������� �� � �� �������������� ��� ����������� �� ����� ����� ���� ����� �� ������
��� ��������� ��� �������� ���� �� ���� �� E(N (i)) = Nω̃

(i)
k � ������ ��� ��������� �����

���� ��� ���������� ������������� �������� �� �� ������ �� ����������� �� ������� �����
������ ��� ���������� ������� �� �������� ������� V(N (i))� ��������� ��������� ��� �� ���
��������������� ������������ ���� ������� �� ��������������� �� ������������� �� �����
�������� �� ������� �� ������� ���������� �� ������ �� ������ ���������� �������

Neff (t) :=
N

1 + CVN(t)2

�� ��������� ��� �

N̂eff (t) :=
1

�N

i=1(ω
(i)
t )2

.

���
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����� �������������� ������������

������ �� ����������������� ����������� ��� �� ����� � ��������� k ������ N ����������

�����
�

ξ
(1)
0:k , ξ

(2)
0:k , . . . , ξ

(N)
0:k

�

���� ��� ������������
�

ω̃
(1)
k , ω̃

(2)
k , . . . , ω̃

(N)
k

�

� �� ��������

�� ������ ����� �� ����� ��� ������� ��� ����������� �� ��� ���� ���� ���� ��� �� �������
������������ ��� ���������� ����������� ���� ����� �������������� �� ����� 1

N
� �� ������

�� ����� ��������� ��� ����� ����������� �� ���� �� �� ������� �� ����� ���������� ���

���������� �� �������������� ������������

�� ������ � ω̃(1:N)
k , ξ

(1:N)
k

�� ���� i = 1, 2, 3, . . .N �����
� ������� u ∼ U([0, 1])
� j ← 1
� ���� ��� ω̃(1)

k + ω̃
(2)
k + · · ·+ ω̃

(j)
k < u �����

� j ← j + 1
� ������� ���
� ξ̃

(i)
0:k = ξ

(j)
0:k

�� �������
�� ������ � ξ̃(1:N)

0:k

�������� ������������ ���� ���� ������� �� ������ �� ��������� ��� ����� �������������
��������� �� ���������� ��� ����� �� �(N log(N)) ������� ���������� �� ���� ���
������� �� ������ �� ������ �� ����� ������� ��� �������� ��� �������� ������������
��� ������� �� ����� ������� ��� ������������ ������� �� ��������� �� ��������� ��������

����������� ������ ���������� �������
������ U1,U2, . . . ,UN ��� ����� �� ��������� ���������� ����� �� ������������ U([0, 1]) ��
U(1) ≤ U(2) ≤ . . . ≤ U(N) ��� ������������ ������� ���������� �����

U
1/N
N ,U

1/N
N U

1/(N−1)
N−1 , . . . ,U

1/N
N U

1/(N−1)
N−1 . . .U

1/1
1

� ���� ������������ ��� U(N),U(N−1), . . . ,U(1).

���� �� ���������� �� ��� ����� ���� �� ������� ��� ������������ �������� ��� ���������
�� ����� ��� ����� ��������� ��� ��� ������� �� ����� � �� ��������� ���������� �� ��
�������� ��� ������ ��� V(N (i)) = Nω̃

(i)
k (1−ω̃

(i)
k )� �� ����� �� ���������� �������������

��� �� �(N).

����� �������������� ����������

�� ��������� ���������� ���� �������� �������� �� ���������� ����������������� ���
����� �� ������� ��� ������ ��� ���������� �� �������������� ����������� ������ ��� ���� ���

���
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�������� ����� ������� �� ����� ������������ ��� ������ ��� ����������� ���� ���� ��
�������� ����� �������� �� �������������� ������������ ���� ������������ ��� ����������
������������ ���� ������� ���� ���� �� ������� ����� �� �������� �� ������ Ñ (i) ��
����������� � �� ��������� ξ(i)

0:k ������������ � ��� ����� ������������ ω̃
(i)
k ���� Ñ (i) :=

[Nω̃
(i)
k ]. ����� ��� �������������� ������������ ��� ����� ��� ��� ����� ω(i)

k =
(Nω̃

(i)
k
−Ñ(i))

Nk

��� �� ������� ��� Nk := N −
�N

i=1 Ñ
(i). �� �������� �� ����� ��������� ��� ������ ���

V(N (i)) = Nkω
(i)
k (1 − ω

(i)
k ) ���� ���������� � ����� �� �� ������������� �� ��� ������

��� ����� �������� ������ ��� ���������� ������� �� ������ �� ���������� �������� ���
������� �� ���� ���� �� ���� ����� ������� �� ����� �� �������

����� �������������� ������������

�� �������������� ������������ ������ ����� ���� �� ��� �� �������������� �� ��������
�������� ��� �� ���� ���������� ����� �� ������ ��� ���������� �� ����������������� ���
��������� �� ������ N ������ �������� �������� �

ũ

N
,
ũ + 1

N
,
ũ + 2

N
, . . . ,

ũ + N − 1

N

���� ũ ∼ U([0, 1])� ��� ���������� ���� ����� ����������������� �� ����� �� �� ���������
������ ������������ ���������� ���� ��� N ������ �������� ����� ������ ����������
��������� ��� ������� ����� ����� ��������� ���������� �� ���� ����� ��� ��� ���������
�� ����������� �� ������� �� ���������� ��� ��� ��������������� ������������ �� �����
������� ��� ��������� �� ������ ����� ��� �� �������� �� ����� ��������� ��� ������ ���
V(N (i)) = Nkω

(i)
k (1−Nkω

(i)
k ) �� ��� �� ���������� ��� �� �(N). �� ��� ���������� ������

�������� �������� ������� �� ����������������� ���� ��� �� �������������� ���������� ��
�������������� �� ������ ����

���



�������������

�� ����������� ���������� �������� ��� ����������� ���� ������������� ��������� ���
����������� ������ ����������� ����� ��������� �����

�� �� ������ ��� �� �� ��������� ���� ����� �� ����������� ������������� �������
����� �� �������� �������� ������ ���� ���������

�� �� ������ ��� �� �� ��������� ����������� �� ����������� ������������� �������
�������� � ��������� ������������� ������ ������

�� �� ������� �� ��� ����������� �� �� ��������� ������� �� ��� ����� �����������
�������� ������ �� �� ������� �����

�� ������� �� ������� ��� �� �������� ��������� ���������� ��� ����������� �������
��������� ������� �����

�� �� ��������� ��� �� �� ������ ���� ������ � ������ ��� �������� �������� ������
�� ����������� �����

�� ��������� �������� ������������ �� ������� �� ������ ������� ����� ��� ����

�������������������������������������������������������������������

�� ���������� �� �������� ��� �� ������ ���������� ������������� ��� �������� �������
����� ���� ����� ����� � ����������� �����

�� ������ �� ��������� ��� �� ������ ��������� �� ������ ������ ������� ���������
�����

�� ������ �� �� �������� ��� �� ��������� �� �������� �� �������� ������� ��� ������
�������� �� ���������� ����� ������ ����������� �� ��� ����� ����� ��������� �����

���
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�� ������� ��� �� �� ������� ��������������� ������������� ������� � ��������� ���
���������� �� ������ ������ ��������� ���� ��������� �����

�� ������ ��� �� �������� � ���������� ������������� ���� �� ��������� ��� ���
������� �������� ����������� ��� ����������� �������� ������� ��������� �����

�� �� ���� ��� �� ��������� ����� ����� �� ���������� ��� ����� ������ ������
��������� ������� ������� �� �������� ����������� ������������ ������� ���������
�����

�� ������� ������� ����� ������� ��� ���������� ����� ����� ������� ��� ��� ������
������ �� �������� ���������� ��� ������ �� ����������� ����� ����������� �����

�� ������ ��� �� ������� ����������� �� ���������� ����� ����� �������� ���������
������� �����

�� ������ ��� �� ������� � ������ �� ����������� ������� �� �������� ���������
������� ��� �������������� ���� ������������ �� ������ ����������� ������ �����
�����

�� �������� ���������������� �������� �� ��������� �� ����������� ������������� ���
�������� ������������� ������ ����������� �������������� ���������� � ���������
�����

�� �������� � ����� �� ������� �� ������������� �� ����������� ��������� ���������
����������� ���������� ������ ��������� �����

�� ������ ��������� �������� �� ������� ������������������������ �� �������� �� ���
�������� ���������� ��� ������� �������������� ��� ������� ��������� ����������
������ �������� �������� ��� �����

�� ��� ������ ����������� ��������� ������������ ��� ����������� �������� �������
���� ������������� ��������� �����

�� ��� ����� ��� �� ��������� �� ��� ��������� �� ������� ������ ���������� ��������
����� �� ��������� �������� ��� ����������� �������� �������� ����������� �� �����������
�� ����������� �� ������������ ����� ���������� ���� ��������� ��������� �����

�� �� ��������� �� �� ������ ��� �� �� ������ ������� ���������� ���� ����������
���� ��� ��� �� ���������� ������� �� ��� ����� ����������� �������� ������ �� �����

�� �������� ����������� ������ ������� ����������� ���������������� ���������
�����

���
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�� ���� ��� �� ��������� ����� �������� ��� �������� ������� ���� ������������ ��
���������� ����� ����� �������� ���� ��������� ����� ����������� �����

�� ����� �� ��������� �� ��������� ��� �� ������� ���������� ����� ����� ���������
��� ������� ����� ����� ������ ������ ������� ���� ����� ������� ����� �����������
�����

�� ������ ��� �� �� ��������� � �������� �� �������� �������� ��� ��������� � �������
����� ������ �� �� ������ ��� �� ��������� �������� ��� ������ �������� �� ���������
���������� ������ ���������� ������ �����

�� ������ ��� �� �� ������ ��������� ���������� �� ������� ����������� ������ �����
�������� �������� ������ �� ��������� �� ����������� ������������ ����� ���������
�����

�� ������� �� �� �������� ��� �� �������� �� ���������� ����� ����� �������� �������
��� �������� ��������� ���������� ��� ���������� ����� ��������� �����

�� ������� �� �� �������� ��� �� �� ������� ���������� ����� ����� ������� ��
�������� � ���������� ��� ����������� ��� ����������� �������� ���������������� ���
����� �����

�� ������� ��� �� �� ����� �������������� ��������� ������������ ��� �������� ���
������ ����������� �� ���������� ����������� ������ ���� ������������ �� ���������
����������� ���������� �����

�� ������ ��� �� �� �������� ���� ������ �������� �� ������������ ������������ �����
�� ����� ����� ������ ���� ���� ��������� ��� �������� ������������� ������� �� ���
����� ����������� �������� ������ �� ����� ������ �����

�� �������� ���������� ���������� �� ��� ����� ��� ������ ��� ������ ������ �������
��� ������� ���������� �� ��������� �����

�� �� ������ ��� � ���������� ��� ���������� ������� ���� ��� �������� �� ������
�������������� ������� �� ��������� �� ������� �����

�� ������ ��� �� �������� ��� ������� ������ �������� �� � ����������� �� ���
������� ������ ������� ���� ������������ �� ��������� �������� � ��������� �����

�� �� �������� �� ������� ��� �� ����� ����� ����� ��������� ��� ��������� ����
������� ������� �� ��� �������� ����������� ������������ ������� ��������� �����

�� ��������� ����� �������� ��� ���������� �������� �� ���������� �������� �� ����
����� �������� ��������� ������ ���� ��� ����� �������� ����������� ��� �����

���
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�� �� ������� �� �� �������� ��� �� �� �� ������ ����� �������� �� ��������������
�������� �������� ����� ����������� ��� ������������ ���� �� ������ ��������� �����

�� ���������� ����� ����� ���������� ��� ���������� ��� �������� �� ���������� ����
������� ���������� ����������� � ��������� �����

�� ��������� ��� �� ������ ����� ����� ���������� �� �������� ��� ������������
����������� �� ����������� ���������� ��������� ���� �� �������� � ��������� �����

�� ������� �� ����� ��� �� ��������� ������������ ���������� �������� ������ � ���
������ �� �������� �������� ����� ��������� �����

���� ������ ��� �� ������� ������������ ������� �� ������������� ��������� � �������
�� ���������� α �������� ������������ ���� ������� �����

�� ��������� ����������� ������������ ��� ���� �� ������� ������ ���������� �� �����
�������� ������� ������� ������� �����

�� �� ��� �� �� ������ � ������� ����������� ������ ��� �������� ���������� ����
������������ �� ������ ����������� �����

�� ����� ������������ �� ��� ����� ����� ������� ��������� ������� ���� ��������
����� ��� �����

�� ���� ��� �� �� ������� ���������� �� �������� ������������ �� ������ ���������
�� ����� ����� ������� ������� ����������� ������� �����

�� �� ������� � ��� �������� �� ������ ��������� ��� ���������� ��������� �����
�������� �� ��� ������������ �� ����� ������������ �� ������� �����

�� �� ������ ��� �� �� ����� ��� ������� �� ������ ��������� ��� ���������� �������
������������ �� ��� ������������ �� ����� ������������ �� �������� �����

�� ��� ��� �� �� ������� ������� ���������� ���������� ������ �� ��� �������� ��
��������� �������� ��� �������� ������� ��� ��� �� ���������� ������� �� ����
������ ��������� ����� ��������� �����

�� ���� �� ��������� ��� �� ����� ���������� ���������� � ���������� ��������� ���
���������� ���� ���� ������ � ��� ������ �� �������� �������� ����� ���������
��� �����

�� ��������� ����� ����� ����� ��� �������� ��� ������������ ��������� ����� �����
������� ������� �� ������������� ��� ��������� ����������� ���� ������ �����

���
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�� ����� �� �� ���� ��� �� �� ����� ���������� ���������� ��� �������� �������
���� ��������� ������ �� ��� �������� ����������� ������������ ������� ���������
�����

�� �������� ��� ��� ������� ����� �������� ���������� ���������� ���� �����������
�� ���� �������� ������ ��������� �� ��� ������� ������ ������������� ��������
����� �����

�� �� ���� ������������ ����������� �������� ���� ����������� �� ��������� ��������
��� ���������� ��������� ���������� ��� ���������� ���� ��������� �����

�� �� ���� ����� ����� ���������� �� ��������� ���������� �������� � ��� ����� �����

�� �� ��� ��� �� ����� ����� ������������� ��� ���������� ������������ ������� ��
��� �������� ����������� ������������ ������� ��������� �����

�� ���������� �� � �������� �� ����� ���������� ���� � ����������� ������������ � �����
����� �� ��������� �����

�� ���������� ��� α��� ��������� � ��������� ���������� ������������ ����� α�
����������� ����������� ��������� ���� ������������ �� ����������� ������� ��
��� ��������� �����

�� �� ������ � �������� �� ��� ��������� ������� ��� ������ ������� �������� �����
������� � ������� �����

�� �� ��������� ��� �� ��������� ��� �� ��������� ��� ����������� ����� ������
�� ����������� ��� ����������� �����

����� ���� ��� �� �� ������ ����� �� �� ������ ���������� �������������������
�������� � ��� ��� ���������� ������� �� �������� ����������� ������������ ������� �
�������� ���� �����

�� ���������� ��� �� ����� ��� ����� ����� ������� ������� �� ��� ��������
����������� ������������ ������� ��������� �����

�� ������� �������� �� ����� ������ ���������� ����� �� ����� �� ����� ��� �����

�������������������������������������������������������

�� �� ������� ����� �������� �� ����������� ������ � �������� �� ����������� ������
���������� ������ �� ������ ������� �� ����������� ������� �����

�� �� ���� ��� �� ��������� ��������� ��� ���������� � ��������� �������� ��������
������� �� ��� �������� ����������� ������������ ������� ��������� �����
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� �� �������� � �������� �� ������ ������ ������ ��� �������� ������������ �� ������
������������ ����������� �� ��� ����� ����� ��������� �����

�� �� ������� ��� ����� ������ ������������ �� ������ ������������ ��������������
��������� ������ �������� �����

�� ������ �� �������� �� ������� ��� ����������� � ����� 4th ������� ��������� ��
����� ����� ��� ������ �� ��������� �����

�� �� ������� ���������� ����������� ����� ������ �� ����������� ��� ����������� �����

�� �� ������ ��� �� ��������� ����� ����� ��������� �������� ��������� �����

�� �� ������ ��� ����������� �� ��������� ������������� �� ���� ������������ �
������� � � ������������ ������������������� ���������� ����������� �� ��� ����
������������ ��������� ��� �������� � ��� ����������� ���� ��� �������� �� �������
����������� �� ������ � ��� ��� ��������� ����������� �� ������ ��� ������ �� ���
�������� ������� ������� ��������� ���� �����

�� �� ������ ����� ��� ��� ��������� �� �������� ��������� ������������� �� ��������
���������� �� ��������� ����� �������� �� ��� �������� �� �� ��� ������ �� �� ��
������ �����

�� �� �������� � ������������ ������ �� �������������� ���� ������ ���������
�������� �� �������� ��� �������� �����

���� ��� ���� ��� �� ������� ����������� ���� ���� ������������ ��� ������ ������
������ �� �������� ���������� �� ��������� ����� �������� �� ��� �������� �� �� ���
������ �� �� �� ������ �����

�� ��� ������� �� ��� ������� ������� ��� ������ ����� ����������� �����������
������ ��� ������� ������� �������� ��������� ������ �����

�� �� �� ��� ��� �� �� ������� � ����� ����� �������������� �� ��� �� ���������
��� ��� ���� ����� ���� ������������ ����������� ������� �� ��� �������� ����
�������� ������������ ������� ��������� ���� �����

�� �� �� ��� �� ��� ����������� ���������� �� ��� �� ���������� ��� ������ ��
����������� ����� �������� �����

�� �� ��������� ��������� ����������� � � ������ ��������� ������������� ��������
������ ������ �� ����������� ��������� ����� � ���� �������������� �����
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