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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, je prØsenterai au lecteur les di�Ørentes notions que je serai
amenØ à utiliser dans ce manuscrit.

Ce manuscrit retrace les di�Ørentes Øtapes de ma thŁse. J’ai eu la chance de
travailler sur plusieurs sujets trŁs intØressants grâce à des opportunitØs qui se sont
prØsentØes au cours de ma thŁse. Tous les travaux prØsentØs ici orbitent autour de
la thØorie des graphes. Je me suis intØressØ à des notions d’identi�cation, avec les
colorations identi�antes et les codes identi�ants, puis j’ai pu mŒler la thØorie
des jeux combinatoires à la thØorie des graphes grâce au projet ANR GAG. Grâce à
ce projet, nous avons pu crØer une extension des jeux octaux sur les graphes, dont
nous avons pu donner quelques rØsultats. Finalement, j’ai eu la chance de pouvoir
travailler avec des collŁgues australiens, à Melbourne, sur un problŁme qui peut Œtre
vu comme un jeu à un joueur : le problŁme du pompier.

1.1 Graphes
Dans tous les chapitres qui suivent, nous serons amenØs à travailler avec des

graphes.
Moralement, un graphe est un ensemble de points, reliØs entre eux par des liens.

Imaginons par exemple que l’on regarde une carte ferroviaire de la France. On peut la
modØliser en mettant un point sur chaque gare, puis en dessinant un trait entre deux
points quand les deux gares sont directement reliØes par la voie ferrØe. La Figure 1.1
montre ce que l’on pourrait obtenir avec ce genre de dessin.

Dans le vocabulaire de la thØorie des graphes, un point est appelØ un sommet, et
un lien est appelØ une arŒte. Comme une arŒte est un lien entre deux sommets, une
façon de l’Øcrire est comme une paire de sommets. Par exemple, si x et y sont deux

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Paris

Lmg

Tls

Bdx

Tours

Lyon

Sbg

Figure 1.1 � Carte ferroviaire (trŁs simpli�Øe) de la France.

sommets d’un graphe, une arŒte entre ces deux sommets sera notØe fx; yg, ou parfois
(x; y). Lorsqu’une telle arŒte existe, on dit que y est un voisin de x. Le nombre de
voisins que possŁde un sommet x est appelØ le degrØ de x, et est notØ d(x).

Un graphe est donc dØ�ni de la façon suivante :

DØ�nition 1. Un graphe G est composØ d’un ensemble de sommets V et d’un en-
semble d’arŒtes E. On note G = (V;E).

Remarque 1. Les notations V et E viennent de l’anglais, oø sommet se dit vertex,
et arŒte se dit edge.

Le graphe de la Figure 1.1 est donc caractØrisØ par :
� son ensemble de sommets :

V = fT ls; Paris; Lyon; Lmg; Tours;Bdx; Sbgg
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� et son ensemble d’arŒtes :

E = ffT ls; Lmgg; fLmg;Bdxg; fBdx; T lsg; fLyon; Lmgg; fLyon; Parisg;

fParis; Sbgg; fSbg; Lyong; fParis; Toursg; fTours;Bdxg; fTours; Lmggg

Lorsque l’on veut parler de l’ensemble des sommets d’un graphe G, on note sou-
vent V (G). LittØralement : l’ensemble des sommets (vertices au pluriel) de G. On
note aussi E(G) pour dØsigner l’ensemble des arŒtes de G.

Lorsqu’une arŒte fu; vg existe, on dit que v est un voisin de u.

La dØ�nition des graphes est trŁs simple, mais l’outil n’en est pas moins trŁs
puissant. Il est possible de modØliser beaucoup de choses avec des graphes.

Il est notamment trŁs courant de rendre un graphe plus complet en ajoutant des
informations dessus. Par exemple, on pourrait pour chaque arŒte de la Figure 1.1
prØciser le nombre de kilomŁtres que fait cette portion de voie ferrØe. On pourrait
aussi choisir des colorier les arŒtes de plusieurs couleur pour indiquer la nature du
train qui passe sur cette voie (TGV, TER, etc). On pourrait aussi donner des couleurs
aux sommets pour indiquer si la gare est un terminus, ou s’il y a des correspondances.

Remarque 2. La façon dont on dessine le graphe n’est pas nØcessairement impor-
tante. On peut ne s’intØresser qu’à sa structure (comment les sommets sont reliØs
entre eux), et oublier oø sont dessinØs les points.

On parle de sous-graphe induit d’un graphe lorsque l’on ne garde qu’une partie
de ses sommets. Tous les autres sommets disparaissent, ainsi que les arŒtes auxquelles
ils Øtaient rattachØs.

1.1.1 Familles de graphes et propriØtØs
Parmi l’ensemble de tous les graphes possibles, certains se ressemblent, ont une

forme similaire. Il est courant de donner des noms à ces graphes qui se ressemblent.
On dit qu’on les classe dans des familles.

Dans cette section, nous allons prØsenter quelques une de ces familles de graphes.
La liste n’est Øvidemment pas exhaustive. Nous ne prØsenterons que certaines familles
que nous serons amenØs à utiliser dans ce manuscrit.

Chemins et cycles

Un chemin est un graphe composØ de n sommets placØs les uns aprŁs les autres,
et d’arŒtes qui relient les sommets successifs. Plus formellement, un chemin peut
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s’Øcrire comme un ensemble de sommets u1; u2; : : : ; un et des arŒtes fui; ui+1g pour
i 2 J1; n � 1K. Les sommets au bout du chemin sont appelØs les extrØmitØs de ce
chemin. La taille d’un chemin peut Œtre, suivant les dØ�nitions, le nombre de sommets
ou le nombre d’arcs du graphe.

La Figure 1.2 montre à quoi ressemble un chemin de 4 sommets.

Figure 1.2 � Chemin de 4 sommets.

Un cycle est un chemin dans lequel on a rajoutØ une arŒte qui relie les deux
extrØmitØs du chemin.

La Figure 1.3 montre à quoi ressemble un cycle de 4 sommets.

Figure 1.3 � Cycle de 4 sommets.

On parle aussi naturellement de chemin ou de cycle dans un graphe. Il s’agit
alors d’une suite de sommets du graphe tels que 2 sommets consØcutifs sont reliØs
par une arŒte. Dans un cadre gØnØral, ce chemin peut passer plusieurs fois par le
mŒme sommet. Si ce n’est pas le cas, on appelle ce chemin un chemin ØlØmentaire.
Un exemple de chemin dans la Figure 1.1 est :

T ls; Lmg; Lyon; Paris; Lmg:

C’est un chemin qui va de Toulouse à Limoges, en passant par 5 villes au total dont
deux fois Limoges : il n’est donc pas ØlØmentaire. Les cycles qui ne passent jamais
deux fois par le mŒme sommet sont appelØs cycles ØlØmentaires.

Lorsqu’un graphe ne possŁde aucun cycle ØlØmentaire d’au moins 3 sommets, on
dit que ce graphe est acyclique.
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Arbres

Les arbres sont des graphes acycliques particuliers : ils sont aussi connexes.
On dit qu’un graphe est connexe quand les sommets sont tous reliØs entre eux,

directement ou non. Autrement dit pour tout sommet de dØpart et pour tout sommet
d’arrivØe, il existe un chemin qui relie ces deux sommets.

Par exemple, une carte ferroviaire de la France plus complŁte que celle prØsentØe
en Figure 1.1 ne serait pas connexe : les voies ferrØes en Corse sont sØparØes des voies
mØtropolitaines.

Un arbre est un graphe connexe sans cycle.
Parfois, un des sommets de l’arbre peut jouer un rôle particulier : la racine de

l’arbre. Tous les sommets peuvent potentiellement Œtre racine de l’arbre. Ce choix
est arbitraire, et dØpendra de l’utilisation qu’on en fait.

La Figure 1.4 illustre ce qu’est un arbre.

Remarque 3. En informatique, les arbres sont gØnØralement dessinØs avec la racine
en haut et les feuilles en bas.

Figure 1.4 � Arbre à 9 sommets.

Le nombre d’arŒtes d’un arbre est connu : c’est exactement le nombre de sommets
moins un.

Graphes complets

Au contraire, un graphe qui possŁde toutes les arŒtes possibles, est appelØ graphe
complet.

La Figure 1.5 montre un graphe complet à 6 sommets.
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Figure 1.5 � Graphe complet à 6 sommets.

Tournois

On peut aussi ajouter des �Łches sur les arŒtes pour indiquer un sens sur celle-
ci. On parle alors de graphe orientØ. Cette modi�cation permet de modØliser plus
�nement des relations entre les sommets, quand ces relations ne sont pas rØciproques.

Les arŒtes sont alors appelØs arcs, et sont notØs (u; v). Pour indiquer que l’arc va
de u vers v, on dit que v est un successeur de u, ou que u est un prØdØcesseur de v.

Les successeurs d’un sommet sont nommØs les voisins sortants de ce sommet.
Évidemment, les voisins entrants d’un sommet sont ses prØdØcesseurs.

Les arcs (u; v) et (v; u) sont di�Ørents ; ils reprØsentent tous les deux un lien entre
les deux sommets u et v, mais dans des sens di�Ørents !

Les tournois font partie des graphes orientØs.

DØ�nition 2. Un tournoi T = (V;E) est un graphe orientØ tel que pour toute paire
u; v 2 V de sommets distincts, soit (u; v) est un arc de T , soit (v; u) l’est, mais pas
les deux.

Remarque 4. Une façon de voir un tournoi est de considØrer qu’il s’agit d’une
orientation d’un graphe complet : on a donnØ un sens à chacune des arŒtes du graphe
complet.

DØ�nition 3. Un tournoi T = (V;E) de n sommets est transitif si pour tout sommets
a; b; c 2 V , (a; b) 2 E et (b; c) 2 E implique (a; c) 2 E.

Remarque 5. Soit T un tournoi transitif de n sommets. Alors ses sommets ont
des degrØs entrants qui couvrent J0; n � 1K. En notant ui l’unique sommet de degrØ
entrant i, pour i 2 J0; n � 1K, on a alors la propriØtØ suivante : 8i; j 2 J0; n � 1K,
l’arc (ui; uj) existe dans le graphe ssi i < j.
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DØ�nition 4. Un tournoi localement transitif T est un tournoi tel que pour chaque
sommet u 2 V , les deux sous-graphes induits par les voisins sortants de u d’une part,
les voisins entrant de u d’autre part, sont tous les deux transitifs.

Le tournoi à 6 sommets suivant est localement transitif :

u1

u2 u3

u4

u5u6

On peut le vØri�er en regardant par exemple le sous graphe induit par les prØdØces-
seurs du sommet u1.

u1

u2 u3

u4

u5u6

DØ�nition 5. Un tournoi rØgulier T est un tournoi tel que pour chaque sommet
u 2 V , d+(v) = d� (v).

Le graphe suivant est un tournoi rØgulier avec 5 sommets. Chacun d’entre eux a
2 prØdØcesseurs et 2 successeurs.
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u1

u2

u3

u4

u5

Remarque 6. Un tournoi rØgulier non vide a un nombre de sommet impair.

DØ�nition 6. Un tournoi T de n sommets, avec n pair, est semi-rØgulier s’il vØri�e
d+(u)� d� (u) = �1 pour chaque sommet u 2 V .

Le graphe suivant est semi-rØgulier : chacun de ses sommets a 2 successeurs et 3
prØdØcesseurs, ou 3 successeurs et 2 prØdØcesseurs.

u1

u2 u3

u4

u5u6

1.2 Identi�cation
Un des thŁmes abordØs dans ce manuscrit est le thŁme de l’identi�cation. Dans

un graphe, on cherche à identi�er les sommets, c’est-à-dire à Œtre capable de les
distinguer les uns des autres.

Les codes identi�ants sont apparus dans la littØrature en 1998 quand M. Kar-
povsky, K. Chakrabarty et L. Levitin [37] les ont crØØs pour modØliser un problŁme
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de dØtection et de localisation de processeurs dØfectueux dans un rØseau multipro-
cesseurs. Dans ce contexte, il existe une procØdure qui permet à un processeur de
dØtecter les dØfaillances des processeurs "proches" de lui (y compris lui-mŒme). L’utili-
sateur doit au prØalable choisir un sous-ensemble de processeurs qui pourront utiliser
cette procØdure. Il veut les choisir de maniŁre à Œtre sßr de deux choses, lorsqu’un
des processeurs est dØfaillant :

1. S’en apercevoir ;

2. Le localiser.

Nous verrons comment les codes identi�ants sont tout à fait adaptØs à cette
problØmatique.

1.2.1 DØ�nition des codes identi�ants

Avant de pouvoir dØ�nir proprement les codes identi�ants, nous allons dØ�nir
plusieurs notions intermØdiaires.

Dans toute cette partie, G = (V;E) est un graphe.
Étant donnØ un sommet v 2 V du graphe, on note �(v) le voisinage ouvert de

ce sommet : �(v) = fx 2 V n fvg : (x; v) 2 Eg. Par extension, on rajoute le sommet
v lui-mŒme à cet ensemble pour obtenir le voisinage fermØ de v, que l’on note �[v].
Les notations N(v) et N [v] sont aussi trŁs courantes.

Un code C du graphe est tout simplement un sous-ensemble de ses sommets :
C � V .

Un code C est dit couvrant si tous les sommets du graphe ont un voisin (ou
eux-mŒme) dans le code : 8x 2 V;�[x]\C 6= ;. On dit naturellement qu’un sommet
c du code couvre un sommet du graphe s’il est dans son voisinage fermØ.

Figure 1.6 � Les sommets noirs forment un code couvrant du graphe. Tous les
sommets blancs sont voisins d’au moins un sommet noir.

Les codes couvrants sont souvent aussi appelØs dominants.
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Dans le contexte des rØseaux multiprocesseurs prØsentØ plus tôt, la notion de
couverture permet de vØri�er la premiŁre condition. Pour la seconde, on va introduire
la notion d’identi�cation.

L’intersection du code C et du voisinage fermØ d’un sommet x du graphe est
ce qui l’identi�e. On note I(v; C) = �[v] \ C cet ensemble (et lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïtØ sur le code, on le notera abusivement I(v)).

Un code est dit sØparateur si pour chaque sommet, son identi�ant relatif au
code est unique. Autrement dit :

8x; y 2 V; x 6= y ) I(x;C) 6= I(y; C):

Étant donnØs un code C et deux sommet x; y 2 V , on dit que le sommet u 2 V
les sØpare s’il est dans l’identi�ant de l’un, mais pas de l’autre. On dit alors aussi
que le code C sØpare les sommets x et y.

Autrement dit, le sommet u du code C sØpare les sommets x et y s’il est dans la
di�Ørence symØtrique de leurs identi�ants :

u 2 I(u;C)�I(v; C);

oø la di�Ørence symØtrique de deux ensembles A et B est dØ�nie par :

A�B = (A nB) [ (B n A):

Un code C est dit sØparateur s’il sØpare toute paire de sommets distincts du
graphe.

1 2 3

4
5

6

7 8 9
x I(x)
1 4,5
2 5
3 6
4 4,5,7
5 4,5,6

x I(x)
6 5,6
7 4,7
8 5,7,9
9 9

Figure 1.7 � Les sommets noirs forment un code sØparateur du graphe. Tous les
sommets blancs sont voisins d’au moins un sommet noir.

Finalement, un code identi�ant est un code qui est couvrant et sØparateur.
Comme le code sØparateur de la �gure 1.7 est aussi couvrant, c’est donc un code

identi�ant.
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DØ�nition 7. Soit G = (V;E) un graphe, et C � V un sous-ensemble de ses
sommets. C est un code identi�ant de G s’il vØri�e les deux propriØtØs suivantes :

8v 2 V;�[v] \ C 6= ; (Couverture)

8u; v 2 V; u 6= v ) �[u] \ C 6= �[v] \ C (SØparation)

1.2.2 Colorations identi�antes
Une des variantes des codes identi�ants consiste à colorier les sommets du graphe.

DØ�nition 8 (Coloration). Une coloration c d’un graphe G = (V;E) est une fonc-
tion dØ�nie sur l’ensemble V des sommets à image dans un ensemble de couleurs,
reprØsentØs par des entiers. Étant donnØ un sous-ensemble de sommets S � V ,
c(S) = fc(x) : x 2 Sg est l’ensemble des couleurs des sommets de S.

Il existe aussi d’autres sortes de colorations ; on peut par exemple donner une
couleur aux arŒtes d’un graphe. Cependant, dans le cadre de cette thŁse, nous n’uti-
liserons que des colorations de sommets, que nous nommerons donc simplement co-
loration.

La variante des codes identi�ants dont nous parlerons dans ce manuscrit est une
coloration ; cette variante se dØcline sous deux formes : les colorations globalement
identi�antes et les colorations localement identi�antes.

DØ�nition 9 (Coloration globalement identi�ante). Une coloration globalement iden-
ti�ante d’un graphe G = (V;E) est une coloration c de ce graphe telle que :

8x; y 2 V; x 6= y; c(N [x]) 6= c(N [y])

Notons que cette coloration n’est pas nØcessairement une coloration dite propre :
deux sommets voisins peuvent avoir la mŒme couleur.

DØ�nition 10. Le nombre minimum de couleurs d’une coloration globalement iden-
ti�ante d’un graphe G est notØ �id(G).

Il existe aussi une variante locale de ces colorations identi�antes.

DØ�nition 11 (Coloration localement identi�ante). Une coloration localement iden-
ti�ante d’un graphe G = (V;E) est une coloration c de ce graphe telle que :

8(x; y) 2 E; c(N [x]) 6= c(N [y])

La di�Ørence par rapport aux colorations globalement identi�antes est que l’on a
besoin de ne sØparer que les sommets voisins.
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1.3 Jeux

1.3.1 Cadre

Lorsque l’on parle de thØorie des jeux, on peut en rØalitØ penser à deux thØories
di�Ørentes : la thØorie des jeux Øconomiques, et la thØorie des jeux combinatoires.
Dans ce manuscrit, c’est cette derniŁre qui nous intØressera. DŁs que nous parlerons
d’un jeu, il s’agira en rØalitØ d’un jeu combinatoire.

Un jeu est une situation, appelØe position, dans laquelle un ou plusieurs joueurs
font des actions, appelØes coups, qui font Øvoluer la situation. Ces actions rØsultent
en de nouvelles situations, appelØes options. Par abus de langage, on peut confondre
ces deux notions : lorsque l’on parlera d’un coup d’un joueur, on fera rØfØrence à la
situation dans laquelle se trouve le jeu aprŁs qu’il a jouØ.

Les joueurs sont souvent appelØs Left et Right. Dans chaque situation, un en-
semble de rŁgles dØ�nit quelles sont les options de chaque joueur.

Une stratØgie est une procØdure qui indique, Øtant donnØe une situation, quelle
option choisir. Une stratØgie gagnante est une stratØgie qui permet au joueur
qui l’applique de gagner, quels que soient les coups de son adversaire. De maniŁre
gØnØrale, on suppose que les deux joueurs jouent parfaitement ; cela veut dire que s’il
existe une stratØgie gagnante pour eux, ils gagneront.

Pour qu’un jeu soit quali�Ø de combinatoire, il faut qu’il respecte certaines pro-
priØtØs.

DØ�nition 12 ([8]). Un jeu combinatoire est un jeu à 2 joueurs tel que :

1. les deux joueurs jouent chacun leur tour ;

2. il n’y a pas de hasard dans le jeu ;

3. le jeu est �ni (il y a un nombre �ni de situations et chaque situation ne peut
intervenir qu’une seule fois pendant une partie) ;

4. l’information est parfaite (chaque joueur connaît toutes les informations qui
caractØrisent la situation actuelle) ;

5. la derniŁre action dØtermine le gagnant.

En convention normale (qui sera la seule ØtudiØe dans ce manuscrit), le joueur
qui a jouØ en dernier sera dØsignØ comme gagnant. En convention misŁre c’est le
contraire : le joueur qui n’a plus d’option disponible gagne la partie.

Un exemple de jeu combinatoire est Domineering. Le jeu se joue sur une grille
carrØe (un Øchiquier), avec des dominos (il n’y a pas de valeurs inscrites sur ces
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dominos). Le joueur Left joue en posant des dominos horizontalement, et le joueur
Right les pose verticalement.

Pour qu’un joueur puisse poser un domino, il faut que les deux cases oø il veut
jouer soient vides ; il ne faut pas superposer les dominos.

Par exemple, la Figure 1.8 reprØsente une situation en cours de partie en Left et
Right.

Figure 1.8 � Une partie en cours de Domineering. Le joueur Left joue les hori-
zontaux, et Right les verticaux.

1.3.2 Jeux impartiaux

Parmi l’ensemble des jeux combinatoires, une famille se distingue : les jeux im-
partiaux.

Les jeux impartiaux sont des jeux combinatoires dans lesquels les deux joueurs
ont tout le temps les mŒmes options. Autrement dit, les rŁgles ne di�Łrent pas entre
les joueurs.

Par exemple, le jeu Domineering n’est pas impartial, car l’un des joueurs joue
horizontalement et l’autre, verticalement.

En retirant cette contrainte (les deux joueurs peuvent jouer verticalement ou
horizontalement, au choix), on obtient un nouveau jeu, appelØ Cram. Ce jeu est un
jeu impartial.

Un exemple de jeu impartial connu du grand public est le jeu que l’on appellera
Allumettes, que l’on peut trouver dans l’Ømission tØlØvisØe Fort Boyard. Une si-
tuation de ce jeu est seulement caractØrisØe par un nombre d’allumettes, et les rŁgles
imposent aux joueurs de retirer de 1 à 3 allumettes à leur tour.

Puisque dans une mŒme situation d’un jeu impartial les deux joueurs ont tout le
temps les mŒmes options, les joueurs seront distinguØs par qui joue en premier. À
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partir d’une certaine position d’un jeu impartial, il n’y a donc que 2 issues possibles :
soit le premier joueur a une stratØgie gagnante, soit le second joueur en a une.

Si le premier joueur a une stratØgie gagnante, on dira que la situation est une
N -position (pour Next ; le prochain joueur à jouer gagne). Dans le cas contraire, la
situation sera une P-position (pour Previous).

Dans l’exemple du jeu Allumettes, en jouant en convention normale, on peut
voir que c’est le second joueur qui a une stratØgie gagnante dans la situation oø il
reste 4 allumettes. La Figure 1.9 montre comment le second joueur peut rØpliquer
dans tous les cas, en fonction du coup du premier joueur.

Figure 1.9 � StratØgie du second joueur. En partant de 4 allumettes, quel que soit
le coup du premier joueur, le second joueur a une rØponse qui lui permet de gagner.

L’ensemble des options d’une situation S d’un jeu impartial (qui ne dØpend donc
pas du joueur) est notØ opt(S).

En connaissant les issues des options d’une situation S, on peut calculer simple-
ment l’issue de S.

Proposition 1. Soit S une situation d’un jeu impartial en convention normale.
� Si opt(S) = ;, alors S est une P-position ;
� S’il existe une P-position dans opt(S), alors S est une N -position ;
� Si toutes les situations de opt(S) sont des N -positions, alors S est une
P-position.



1.3. JEUX 21

En utilisant cette proposition, on peut par exemple dØduire que la situation du
jeu Allumettes avec 5 allumettes est une N -position. En e�et, le premier joueur
peut retirer une allumette, ce qui laisse à son adversaire 4 allumettes, situations que
l’on sait perdante, d’aprŁs la Figure 1.9.

Un autre jeu, qui ressemble à Allumettes, est le jeu Nim. Les situations sont
les mŒmes (un tas d’un certain nombre d’allumettes), mais les rŁgles di�Łrent. Les
joueurs ne sont plus limitØs à maximum 3 allumettes, mais peuvent en retirer le
nombre qu’ils veulent. La situation du jeu Nim avec n allumettes est notØe �n.

Bien que ce jeu soit d’apparence trŁs simple (il su�t de retirer toutes les allu-
mettes dŁs le premier tour pour gagner !), il est la pierre angulaire des jeux combina-
toires impartiaux. Pour pouvoir parler du thØorŁme qui est trŁs certainement le plus
important dans toute l’Øtude des jeux combinatoires impartiaux et qui relie Nim à
tous les autres jeux, il faut commencer par parler de somme de jeu.

Pour cela, il su�t d’imaginer plusieurs situations (pas forcØment du mŒme jeu)
en parallŁle. À chaque tour, le joueur peut jouer sur une seule des situations. S’il ne
peut jouer sur aucune des situations, il a alors perdu (en convention normale).

Par exemple, on peut imaginer de jouer au jeu Allumettes avec 2 allumettes
d’un côtØ, et 1 allumette de l’autre.

La somme de 2 situations de jeux S1 et S2 est notØe S1 + S2. Les jeux qui sont
des P-positions ont un rôle particulier dans une somme de jeux.

En e�et, si S1 est une P-position, alors quel que soit le jeu S2, S1 +S2 a la mŒme
issue que S2. Le joueur qui a une stratØgie gagnante dans S2 l’applique, et lorsque
l’autre joueur joue dans S1, il su�t de jouer la stratØgie gagnante de S1.

Dans le cas oø au moins une des deux situations est perdante, on est donc capable
d’en dØduire l’issue de la somme. Mais ce n’est pas le cas si les deux situations sont
gagnantes. Pour que ce soit possible, il faut d’abord ra�ner la notion d’issue.

Pour cela, nous allons commencer par dØ�nir une relation d’Øquivalence entre les
situations. Nous dirons que deux situations S1 et S2 sont Øquivalentes, et on notera
S1 � S2 si la somme S1 + S2 est une P-position.

Pour chacune des classes d’Øquivalence dØ�nies par la relation �, on attribue une
valeur, appelØe valeur de Grundy. La valeur de Grundy d’une situation S d’un jeu
J , notØe GJ(S) (ou G(S) s’il n’y a pas d’ambiguïtØ), est calculØe à partir des valeurs
de Grundy des options de S de la façon suivante :

GJ(S) = mex(GJ(P ) : P 2 opt(S));

oø mex(E) (pour Minimum EXclusion) est le plus petit entier positif ou nul qui n’est
pas dans E.
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En dØ�nissant les valeurs de Grundy, on peut montrer [8] que la situation de jeu
�n a une valeur de Grundy Øgale à n, pour tout n entier.

Autrement dit, toute situation S d’un jeu combinatoire impartial est Øquivalente
à une situation du jeu de Nim trivial, �G(S).

Bien que cette propriØtØ semble dØjà extraordinaire, il existe par-dessus un thØo-
rŁme qui permet de calculer la valeur de Grundy d’une somme de jeu en fonction des
valeurs de Grundy de ses composantes :

ThØorŁme 1 (ThØorŁme de Sprague-Grundy [47]). Soit S1 et S2 deux situations de
jeu. Alors G(S1 + S2) = G(S1)�G(S2), oø � est appelØe la nim-somme et consiste
à faire le OU logique bit à bit entre les deux nombres Øcrits en binaire.

1.3.3 Jeux octaux
Une famille de jeux trŁs ØtudiØe est la famille des jeux octaux. Le tronc commun

de ces jeux est que l’on joue sur un tas d’allumettes, à l’image des jeux Allumettes
et Nim. En fait, ces deux jeux font partie des jeux octaux. Entre deux jeux octaux
di�Ørents, ce sont les rŁgles, qui permettent d’enlever un certain nombre d’allumettes
suivant les cas, qui di�Łrent.

Ils sont dØ�nis de la maniŁre suivante :

DØ�nition 13 ([8]). Soit u1; : : : ; un; : : : une suite d’entiers positifs, tels que pour
tout i, ui � 7. On dØcompose chaque ui comme ui = bi1 + 2bi2 + 4bi3 avec bi1; bi2; bi3 des
variables binaires. Les rŁgles du jeu octal 0.u1 : : :un : : : sont les suivantes : le joueur
a le droit de retirer i allumettes dans un tas si :
� bi1 = 1 et qu’il vide le tas ;
� ou que bi2 = 1 et qu’il ne vide pas le tas ;
� ou que bi3 = 1 et qu’il coupe le tas en deux tas restants non vides.

Un jeu octal est dit �ni s’il possŁde un nombre �ni de ui non nuls. On arrŒtera
alors son Øcriture à la derniŁre valeur non nulle.

Par exemple, le jeu Allumettes dØ�ni prØcØdemment correspond en fait au jeu
0.333. Le i-Łme 3 signi�e que le joueur a le droit de retirer i allumettes s’il y a au
moins i allumettes (il peut soit vider le tas, soit laisser un tas non vide).

Le jeu de Nim correspond au jeu 0.33333: : :. Le joueur peut retirer le nombre
d’allumettes qu’il veut, et laisser un tas (vide ou non). Il ne peut pas couper le tas
en deux.

MŒme si le jeu se joue sur un nombre quelconque de tas, grâce au ThØorŁme 1,
il su�t de connaître les valeurs de Grundy des tas de toutes tailles. C’est pour cela
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qu’on s’intØresse, lorsque l’on Øtudie un jeu octal, à la suite de Grundy de ce jeu.
La i-Łme valeur de cette suite est tout simplement la valeur de Grundy de la situation
avec un tas de i allumettes.

À l’heure actuelle, tous les jeux octaux dont on a su calculer la suite de Grundy ont
la propriØtØ que celle-ci est ultimement pØriodique (c’est-à-dire pØriodique à partir
d’un certain terme). D’oø la conjecture suivante :

Conjecture 1 (Conjecture de Guy [8]). La suite de Grundy d’un jeu octal �ni est
ultimement pØriodique.
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Chapitre 2

Colorations identi�antes et cycles
universels

Dans ce chapitre, nous allons travailler sur des colorations identi�antes, qui sont
un mØlange des colorations et des codes identi�ants dont nous avons pu parler dans
le chapitre 1. Nous chercherons à construire des colorations globalement identi�antes
sur des cycles, en Øtendant la notion de cycle universel introduite par Jackson. Ces
rØsultats ont ØtØ publiØs rØcemment [17].

2.1 Introduction
Nous allons construire une coloration identi�ante d’un cycle. Cette coloration est

une variante des codes identi�ants, dont la dØ�nition est rappelØe ici :

DØ�nition 14 (Code identi�ant). Un code identi�ant C d’un graphe G = (V;E) est
un sous-ensemble de V tel que :
(1) 8x 2 V;C \N [x] 6= ;
(2) 8x; y 2 V; x 6= y; C \N [x] 6= C \N [y]

oø N [x] est le voisinage fermØ du sommet x, c’est-à-dire l’ensemble de ses voisins
ainsi que lui-mŒme.

DØ�nition 15. La cardinalitØ minimum d’un code identi�ant d’un graphe G est
notØe 
id(G).

Dans un premier temps, nous allons nous intØresser à une variante colorØe des
codes identi�ants. Rappelons aussi ce qu’est une coloration d’un graphe :

25
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DØ�nition 16 (Coloration). Une coloration c d’un graphe G = (V;E) est une fonc-
tion dØ�nie sur l’ensemble V des sommets à image dans un ensemble de couleurs,
reprØsentØs par des entiers. Étant donnØ un sous-ensemble de sommets S � V ,
c(S) = fc(x) : x 2 Sg est l’ensemble des couleurs des sommets de S.

Il existe aussi d’autres sortes de colorations ; on peut par exemple donner une
couleur aux arŒtes d’un graphe, par exemple. Cependant, dans le cadre de cette
thŁse, nous n’utiliserons que des colorations de sommets, que nous nommerons donc
simplement coloration.

Dans ce chapitre, nous utilisons une sorte de variante des codes identi�ants, qui
utilise une coloration ; cette variante se dØcline sous deux formes : les colorations
globalement identi�antes et les colorations localement identi�antes.

DØ�nition 17 (Coloration globalement identi�ante). Une coloration globalement
identi�ante d’un graphe G = (V;E) est une coloration c de ce graphe telle que :

8x; y 2 V; x 6= y; c(N [x]) 6= c(N [y])

Notons que cette coloration n’est pas nØcessairement une coloration propre : deux
sommets voisins peuvent avoir la mŒme couleur.

DØ�nition 18. Le nombre minimum de couleurs d’une coloration globalement iden-
ti�ante d’un graphe G est notØ �id(G).

Il existe des liens entre les codes identi�ants et les colorations globalement iden-
ti�antes.

ThØorŁme 2. Étant donnØ un graphe G, �id(G) � 
id(G) + 1.

DØmonstration. Soit C un code identi�ant de G. On peut construire une coloration
globalement identi�ante de G en donnant une couleur unique à chaque sommet de
C, et une autre couleur, commune, à tous les autres sommets. De cette maniŁre, la
coloration est composØe de jCj+1 couleurs et est en e�et une coloration globalement
identi�ante : si l’on prend x et y deux sommets distincts du graphe, il existe un
sommet z dans la di�Ørence symØtrique de C \ N [x] et C \ N [y] ; la couleur de z,
qui est unique, permet de sØparer les sommets x et y dans la coloration.

Cette borne est serrØe pour certains graphes. Par exemple, 
id(P3) = 2 et �id(P3) = 3,
comme l’on peut le voir dans la Figure 2.1.

Il existe aussi une variante locale de ces colorations identi�antes.
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1 0 2

Figure 2.1 � Un code identi�ant et une coloration globalement identi�ante de P3.

DØ�nition 19 (Coloration localement identi�ante). Une coloration localement iden-
ti�ante d’un graphe G = (V;E) sans jumeaux est une coloration c de ce graphe telle
que :

c est une coloration propre : 8(x; y) 2 E; c(x) 6= c(y)

8(x; y) 2 E; c(N [x]) 6= c(N [y])

Deux sommets d’un graphe sont dits jumeaux s’ils possŁdent le mŒme voisinage
fermØ. Il est alors impossible de sØparer ces deux sommets, et le graphe dans lequel
ils se trouvent n’admet donc pas de coloration identi�ante. Pour cette raison, on peut
choisir de n’Øtudier que des graphes qui ne contiennent pas de jumeaux.

La di�Ørence par rapport aux colorations globalement identi�antes est que l’on a
besoin de ne sØparer que les sommets voisins.

DØ�nition 20. Le nombre minimum de couleurs nØcessaires pour une coloration
localement identi�ante d’un graphe G est notØ �lid(G).

ThØorŁme 3 ([27]). Soit n � 4 un entier, et Cn le cycle de longueur n. Alors :
� �lid(Cn) = 3 si n � 0 mod 4
� �lid(Cn) = 5 si n = 5 ou si n = 7
� �lid(Cn) = 4 sinon.

La Figure 2.2 montre des exemples de colorations localement identi�antes de
plusieurs cycles, de tailles di�Ørentes.

n = 5; 7 n � 0 mod 4 n � 1 mod 4 n � 2 mod 4 n � 3 mod 4
01234 0121 013230121 310121 01323012142
0123402 01210121 0132301210121 3101210121 013230121420121

Figure 2.2 � Exemples de colorations localement identi�antes de cycles

Le TheorŁme 3 donne le nombre exact de couleurs nØcessaires pour construire
une coloration localement identi�ante d’un cycle, en fonction de sa longueur, mais il
n’existe pas d’Øquivalent dans le cas des colorations globalement identi�antes.
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DØ�nition 21 (Cycle identi�Ø). Un cycle identi�Ø est un cycle C et une coloration
globalement identi�ante c de C.

Dans un premier temps, nous allons chercher à construire des cycles identi�Øs
avec plus de 6 couleurs. Nous verrons par la suite ce qui se passe avec moins de
couleurs. Le but est de construire un cycle identi�Ø aussi grand que possible, avec au
plus L couleurs. Dans sa thŁse, Parreau [42] a remarquØ que les cycles universels sont
des cycles identi�Øs. La preuve d’existence des cycles universels que donne Jackson
[36] a le mØrite d’Œtre constructive. Nous allons donc nous baser sur cette preuve
pour construire de grands cycles identi�Øs.

DØ�nition 22 ([36]). Un cycle k-universel de
�
L
k

�
est un cycle de

�
L
k

�
sommets oø

ceux-ci sont ØtiquetØs par des entiers de 0 à L� 1 et tel que chaque combinaison de
k nombres apparait une unique fois en tant que suite de k sommets consØcutifs.

Un cycle 3-universel de
�
L
3

�
peut Œtre vu comme un cycle identi�Ø, car le voisinage

fermØ d’un sommet est une suite de 3 sommets consØcutifs.

ThØorŁme 4 ([36]). Si pgcd(L; 3) = 1 et L � 8, alors il existe un cycle universel de�
L
3

�
.

Les rØsultats prØsentØs dans ce chapitre ont ØtØ obtenus en partant de la preuve
de ce thØorŁme, puis en la modi�ant pour correspondre au cadre des colorations
globalement identi�antes.

Corollaire 1 ([42]). Si pgcd(L; 3) = 1 et L � 8, la longueur maximum d’un cycle
identi�Ø avec L couleurs est au moins

�
L
3

�
.

DØmonstration. Soit C un cycle universel de
�
L
3

�
. On construit une coloration en

considØrant que la couleur d’un sommet est son Øtiquette. Comme chaque suite
d’Øtiquettes de 3 sommets successifs est unique, la coloration est bien globalement
identi�ante.

Ces cycles 3-universels ne considŁrent pas les rØpØtitions d’Øtiquettes dans les
suites d’Øtiquettes de 3 sommets successifs (par dØ�nition, elles sont toutes di�Ø-
rentes). Par consØquent, le rØsultat prØcØdent n’est pas nØcessairement parfait dans le
cas des colorations globalement identi�antes, puisqu’il est autorisØ dans ce contexte
d’avoir plusieurs fois la mŒme couleur dans une suite de 3 sommets consØcutifs.
L’exemple de la Figure 2.3 montre ceci. Nous pouvons vØri�er que les sommets sont
bien identi�Øs par les couleurs de leur voisinage. Le sommet du haut, par exemple,
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1

00
0

2
3 2

Figure 2.3 � Exemple d’une coloration globalement identi�ante d’un cycle de taille
7, avec 4 couleurs.

possŁde seulement la couleur 0 dans son voisinage, et c’est le seul sommet qui vØri�e
cela.

Jackson a aussi ØtudiØ le cas des cycles k-universels avec rØpØtition, oø les Øti-
quettes d’une suite de k sommets successifs ne sont pas nØcessairement distinctes.
Cependant, pour k = 3, ces cycles ne peuvent pas Œtre vus en tant que cycles identi-
�Øs, car il y aurait des collisions. Par exemple, (0; 0; 1) et (0; 1; 1) sont deux combi-
naisons di�Ørentes pour Jackson, mais du point de vue des colorations globalement
identi�antes, ces deux suites de 3 sommets donnent un unique ensemble de couleurs :
f0; 1g.

Lemme 1 ([42]). Une borne supØrieure de la taille d’un cycle identi�Ø avec au plus
L couleurs est L3+5L

6 .

DØmonstration. Chaque sommet x du cycle a exactement 2 voisins, donc N [x] est
de cardinalitØ 3. Le sommet x a donc de 1 à 3 couleurs di�Ørentes dans son voisi-
nage. Chacune de ces couleurs peut prendre L valeurs di�Ørentes, donc le nombre de
possibilitØs pour c(N [x]) est

 
L
3

!

+
 
L
2

!

+
 
L
1

!

=
L3 + 5L

6

2.2 Types et graphe des transitions
Dans l’optique de construire des cycles identi�Øs plus grands que ceux obtenus

dans le Corollaire 1, nous avons besoin d’Øtendre la mØthode que Jackson utilise
dans sa preuve, en incluant les rØpØtitions de couleurs. La principale idØe est que
pour un sommet donnØ, le plus important est son voisinage fermØ, qui forme une
suite de 3 couleurs. Nous allons rØpartir ces suites dans des classes d’Øquivalence.
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Deux suites seront de la mŒme classe si l’on obtient la deuxiŁme en ajoutant une
constante à toutes les couleurs de la premiŁre. Ensuite, nous allons construire des
chemins qui ne contiennent pas plusieurs suites de 3 sommets consØcutifs d’une mŒme
classe d’Øquivalence. Finalement, nous allons fusionner ces chemins pour obtenir un
cycle (en rØsolvant les di�Ørents problŁmes qui peuvent apparaître). Une suite de 3
couleurs de sommets successifs sera notØe (a; b; c). Du point de vue des colorations
globalement identi�antes, on ne s’intØresse qu’à l’ensemble fa; b; cg, sans s’occuper de
l’ordre et des rØpØtitions ((0; 0; 1), (0; 1; 0), (0; 0; 1) et (1; 0; 1) sont 4 suites di�Ørentes,
mais qui donnent le mŒme ensemble de couleurs f0; 1g dans le voisinage du sommet
central). Tout comme Jackson l’a fait dans sa preuve, nous allons donner un type
à chaque suite de 3 couleurs, en utilisant les di�Ørences entre les couleurs de cette
suite. Le type d’une suite sera sa classe d’Øquivalence.

DØ�nition 23. Étant donnØ une suite de 3 couleurs (a; b; c), on considŁre les trois
di�Ørences d1 = b � a, d2 = c � b, et d3 = a � c modulo L. Le type de la suite de
couleurs, notØ ht; ui, sera dØ�ni en utilisant deux de ces trois di�Ørences, en suivant
les rŁgles suivantes :

� Si les trois sont di�Ørentes, on garde les deux plus petites, en commençant par
celle dont l’indice suit celui de la plus grande. Si la plus grande est d2, nous
garderons donc d3 et d1. Le type sera alors hd3; d1i.

� Sinon il y a au moins deux di�Ørences Øgales à une certaine valeur d (et cette
valeur est unique). Dans ce cas, le type sera deux fois cette valeur, c’est-à-dire
hd; di.

Ces deux di�Ørences sont le type de (a; b; c), notØ ht; ui.

Remarquons qu’à partir du type d’une suite de 3 couleurs, nous pouvons retrouver
les trois di�Ørences (non ordonnØes), car la somme des 3 est Øgale à 0 modulo L.
Nous ne considØrons arbitrairement que les suites de 3 couleurs telles que leurs deux
premiŁres di�Ørences forment leur type. Nous ignorons toutes les autres permutations
de cet ensemble de 3 couleurs. Par exemple, le type h1; 2i et la couleur initiale 0 donne
la suite (0; 1; 3), puisque 0 + 1 = 1 et 1 + 2 = 3. Toutes les autres permutations de
(0; 1; 3), telles que (1; 0; 3) ou (3; 0; 1) n’apparaîtront pas dans la construction qui
suit.

Chaque suite de 3 couleurs que nous considØrons est par consØquent reprØsentØe
par son type (sa classe d’Øquivalence) et la couleur initiale, du premier des trois
sommets (qui permet de di�Ørencier les suites d’une mŒme classe). C’est pour pouvoir
avoir cette caractØrisation que nous avons choisi de faire le choix arbitraire d’une seule
suite parmi toutes les permutations.
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h0; 0i h0; 1i h0; 2i
h0; 3i h1; 0i h1; 1i
h1; 2i h1; 3i h2; 0i
h2; 1i h2; 2i h3; 0i
h3; 1i h3; 3i h4; 4i

Figure 2.4 � Liste des types existants pour L = 8.

Comme prØcisØ prØcØdemment, deux suites de 3 couleurs di�Ørentes peuvent avoir
le mŒme ensemble de couleurs (par exemple, (0; 0; 1) et (0; 1; 1) ont l’ensemble de
couleurs f0; 1g).

DØ�nition 24. Étant donnØ un nombre de couleurs L, on dit que le type hu; vi
existe s’il existe 3 couleurs a, b et c telles que la suite (a; b; c) est du type hu; vi.

Lemme 2. Le type hj; ki existe si et seulement si l’une des deux a�rmations sui-
vantes est vraie :

1. j = k et j � L
2

2. 2j < L� k et 2k < L� j

DØmonstration. Supposons que le type hj; ki existe. Alors il existe une suite de 3
couleurs (i; i + j; i + j + k) qui est de type hj; ki. Les di�Ørences entre les couleurs
sont j, k et L� j�k. Ces di�Ørences donnent e�ectivement un type hj; ki seulement
dans le cas oø une des a�rmations est vraie. RØciproquement, si j = k et j < L

2 ,
f0; j; 2jg est en e�et de type hj; ki. Finalement, si 2j < L � k et 2k < L � j alors
f0; j; j+ kg est de type hj; ki car la troisiŁme di�Ørence, L� j� k, est la plus grande
des trois.

Remarquons que si le type hj; ki existe (notamment via la suite de couleurs
(0; j; j + k)), alors le type hk; ji existe aussi (via la suite (0; k; k + j)).

Étant donnØ L et un type, il est possible d’ØnumØrer les di�Ørents ensembles de
couleurs qui donnent une suite de ce type.

Lemme 3. Soit L 2 N et un type existant hj; ki.

1. Si L est pair, alors le type
D
L
2 ;

L
2

E
reprØsente L

2 ensembles de couleurs di�Ørents ;

2. Si L est un multiple de 3, alors le type
D
L
3 ;

L
3

E
reprØsente L

3 ensembles de cou-
leurs di�Ørents ;

3. Les types h0; ji et hj; 0i reprØsentent les mŒmes L ensembles de couleurs.
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4. Dans tous les autres cas, le type hj; ki reprØsente L ensembles de couleurs dif-
fØrents, et ces ensembles ne peuvent pas Œtre obtenus depuis un autre type.

Lorsqu’un type reprØsente moins de L ensembles de couleurs di�Ørents, nous di-
rons que ce type est incomplet .

DØmonstration. 1. Les ensembles reprØsentØs par ce type n’ont que deux couleurs
di�Ørentes, i et i + L

2 . Parmi toutes les valeurs initiales i, seulement la moitiØ
va donner des ensembles de couleurs di�Ørents, car pour i in

h
L
2 ; : : : ; L� 1

i
,

nous obtenons l’ensemble
n
i; i+ L

2

o
, qui est Øgal à l’ensemble obtenu depuis la

couleur initiale i� L
2 .

2. Pour i dans [0; : : : ; L3 �1], le choix de la couleur initiale i, i+ L
3 ou i+2L3 donne

le mŒme ensemble de couleurs
n
i; i+ L

3 ; i+ 2L3
o
.

3. Les suites qui donnent un type h0; ji (respectivement hj; 0i) sont de la forme
fi; i; i+ jg (resp. fi; i+ j; i+ jg). Dans les deux cas, ils forment l’ensemble de
deux couleurs fi; i+ jg.

4. La suite commençant par la couleur i est (i; i + j; i + j + k). Les di�Ørences j
et k sont non nulles, donc i 6= i + j et i + j 6= i + j + k. La seule possibilitØ
pour avoir i = i + j + k serait d’avoir j + k = L, mais dans ce cas, j = k = L

2
(sinon, ce ne serait pas un type hj; ki), qui est un cas prØcØdent de ce lemme.

La Figure 2.5 montre quelques-uns des types existants pour L = 8 avec pour
chacun, la seule suite de ce type ayant 0 comme couleur initiale, ainsi que son en-
semble de couleurs associØ. Comme nous l’avons vu dans le Lemme 3, les types h0; 2i
et h2; 0i ont des suites di�Ørentes qui sont associØes au mŒme ensemble de couleurs
(il y a une collision entre ces types).

Type Suite de couleurs commençant par 0 Ensemble de couleurs
h4; 4i (0; 4; 0) f0; 4g
h0; 2i (0; 0; 2) f0; 2g
h2; 0i (0; 2; 2) f0; 2g
h1; 2i (0; 1; 3) f0; 1; 3g
h2; 1i (0; 2; 3) f0; 2; 3g

Figure 2.5 � Quelques types pour L = 8 avec la suite de couleurs commençant par
0 ainsi que l’ensemble de couleurs associØ.
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34

L = 8

Figure 2.6 � Graphe des transitions
de tous les types existants pour L = 8.

0

1

3

L = 8

Figure 2.7 � Graphe des transitions
de E1

L pour L = 8.

Nous utilisons les types prØcØdemment dØ�nis pour construire un graphe orientØ,
de la maniŁre suivante.

DØ�nition 25 (Graphe des transitions). Étant donnØ un ensemble de types T , le
graphe des transitions G = (V;E) de ces types vØri�e :
� V est l’ensemble des entiers qui apparaissent dans au moins un type ;
� E = f(j; k) : hj; ki est un ØlØment de Tg.

La Figure 2.6 montre le graphe des transitions obtenu à partir des types de la
Figure 2.4.

Un chemin du graphe des transitions reprØsente une suite de types, à partir de
laquelle on peut construire une suite de couleurs, à partir d’une couleur initiale arbi-
traire pour le premier type. Pour les types suivants, la couleur initiale sera dØterminØe
par les types prØcØdents. Par exemple, le chemin commençant avec le sommet 0, suivi
des sommets 1, 2 et 1 nous donne les types h0; 1i, h1; 2i et h2; 1i. En partant de la
couleur initiale 0, choisie arbitrairement, cela donne la suite de couleurs 00134. Les 3
premiŁres couleurs (0; 0; 1) sont bien de type h0; 1i, (0; 1; 3) de type h1; 2i et (1; 3; 4)
de type h2; 1i.

La dØmarche pour obtenir un cycle identi�Ø est de choisir un circuit eulØrien
d’un graphe des transitions. Puisque chaque type correspond à un arc de ce graphe,
chaque type va apparaitre une unique fois dans ce circuit. En partant d’une couleur
initiale arbitraire i0, nous obtenons alors une suite de couleurs commençant avec la
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couleur i0 et �nissant avec la couleur i1. Ensuite, nous allons rØpØter ce processus, en
partant de la couleur obtenue en �n de l’itØration prØcØdente, en recommençant tant
que l’on ne retombe pas sur i0. Ce faisant, nous obtenons une suite de couleurs se
commençant et se terminant par i0. Pour obtenir le cycle, il su�t alors de fusionner
les deux extrØmitØs du chemin. Ce processus va Œtre dØtaillØ dans la sous-section
2.3.2, et les Figures 2.10 et 2.11 montrent les rØsultats pour L = 9.

Cependant, lors de cette construction, plusieurs problŁmes peuvent se prØsenter.
Le graphe des transitions de tous les types existants peut ne pas Œtre eulØrien, et
il peut y avoir des types redondants (les types h0; ji et hj; 0i qui reprØsentent les
mŒmes ensembles de couleurs) ou incomplets. Le graphe de la Figure 2.6 n’est pas
eulØrien (car non connexe). Pour le rendre eulØrien, nous allons le construire à partir
d’un sous-ensemble des types existants. Nous allons aussi choisir de ne pas prendre
les types incomplets ou redondants.

Initialement, nous choisissons les types suivants, pour un nombre de couleurs L
donnØ :

h0; ki, hk;mki, et hmk; 0i, avec

mk =
�� L

2

�

� k
�

, 8k 2 N oø 0 < 2k <
� L

2

�

: (2.1)

Cette liste de types sera notØe E1
L. Remarquons qu’il y a respectivement L

4 � 1,
L� 1

4 � 1, L� 2
4 et L� 3

4 valeurs de k possibles dans l’Øquation 2.1 pour L � 0; 1; 2; 3
mod 4. Tous ces types existent, d’aprŁs le Lemme 2.

Lemme 4. Le graphe des transitions obtenu depuis la liste E1
L est eulØrien.

DØmonstration. Un circuit eulØrien de ce graphe est 0; 1;m1; 0; 2;m2; 0; : : : ; 0. En
e�et, les arcs de ce circuits sont (0; 1), (1;m1), (m1; 0), : : :, (0; i), (i;mi), (mi; 0). Ce
sont exactement les arcs qui reprØsentent les types de E1

L.

La Figure 2.7 montre un exemple de ce graphe pour L = 8.
Ensuite, nous ajoutons à E1

L toutes les paires de types hj; ki et hk; ji pour j 6= 0,
k 6= 0 et j 6= k qui n’apparaissent pas dØjà dans E1

L. Nous appelons E2
L cette nouvelle

liste de types.

Lemme 5. Le graphe des transitions obtenu depuis E2
L est eulØrien.

DØmonstration. Ce graphe peut Œtre vu comme le graphe obtenu depuis E1
L auquel

nous rajoutons des paires d’arcs symØtriques (et les sommets, si besoin). Par consØ-
quent, le graphe est ØquilibrØ : chaque sommet a autant de voisins entrants que de
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L = 8

Figure 2.8 � Graphe des transitions de E3
L pour L = 8.

voisins sortants. Montrons maintenant qu’il est fortement connexe. Soit hj; ki et hk; ji
deux types ajoutØs. Supposons que j < k. Il y a 3 cas possibles :
� Si 2j <

j
L
2

k
, alors le sommet j existait dØjà dans le graphe, via le type hj;mji.

� Si 2j =
j
L
2

k
, alors 2k >

j
L
2

k
. Soit k0 =

j
L
2

k
� k. 2k0 < 2

j
L
2

k
�

j
L
2

k
, c’est-à-dire

2k0 <
j
L
2

k
. De plus, mk0 = k, donc le sommet k existait dØjà, grâce au type

hk0; ki.

� Si 2j >
j
L
2

k
, alors posons j0 =

j
L
2

k
� j. Comme dans le cas prØcØdent, nous

pouvons montrer que m0

j = j et que le sommet j existait dØjà dans le graphe.
Dans tous les cas, au moins l’un des sommets j ou k Øtait dØjà prØsent dans le graphe
obtenu depuis E1

L. Le nouveau graphe est donc aussi fortement connexe.

Ensuite, nous pouvons ajouter à E2
L tous les types hj; ji pour 0 � j

j
L
2

k
et j 6= L

3 .
Nous appelons E3

L cette nouvelle liste. Le Figure 2.8 montre le graphe des transitions
obtenu depuis E3

L pour L = 8.

Lemme 6. Le graphe des transitions obtenu depuis E3
L est eulØrien.

DØmonstration. Ce graphe peut Œtre vu comme le graphe obtenu depuis E2
L auquel

nous avons ajoutØ des boucles, donc le graphe est ØquilibrØ. Si j � 1, nous savons
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L Circuit du graphe des transitions obtenu depuis E3
L

8 0 0 1 1 2 2 1 3 3
9 0 0 1 1 2 2 1 3 2 3
10 0 0 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4 0 2 3
11 0 0 1 1 2 2 1 3 3 1 4 4 0 2 4 2 3

Figure 2.9 � Exemples de circuits eulØriens des graphes des transitions obtenus
depuis E3

L pour plusieurs valeurs de L.

que le sommet j existe dØjà. Si 2 � j < L
2 , alors les types h1; ji et hj; 1i existent,

d’aprŁs le Lemme 2, donc le type h1; ji est dans E1
L si j = m1 ou E2

L sinon, donc le
sommet j existe dØjà aussi.

2.3 Construction du cycle identi�Ø

2.3.1 Construction du cycle identi�Ø par la fusion de chemin

Comme le graphe des transitions obtenu avec les types de E3
L est eulØrien, il

existe un circuit eulØrien sur ce graphe. Nous pouvons en exhiber un comme suit.
Nous partons du circuit vu dans la preuve du Lemme 4. Pour chaque arc ajoutØ
dans E2

L, nous ajoutons une paire d’arcs (j; k) et (k; j) avec j < k et j 6=
j
L
2

k
la

premiŁre fois que nous passons par le sommet j (pour L = 8, l’ajout des arcs (1; 2)
et (2; 1) dans le circuit 013 donne le circuit 01213), et les arcs (k; j) et (j; k) avec
j < k et j =

j
L
2

k
la premiŁre fois que nous passons par le sommet k. Finalement,

nous ajoutons les boucles (j; j) la premiŁre fois que nous passons par le sommet j.
Des exemples de circuits obtenus par cette mØthode, pour di�Ørentes valeurs de

L, sont montrØs dans la Figure 2.9.
Comme nous l’avons dØjà annoncØ, nous allons utiliser ce circuit eulØrien pour

construire une suite de types. Nous choisissons arbitrairement de commencer le circuit
juste avant la boucle (1; 1). À partir d’une couleur initiale et de ce circuit, nous
pouvons construire un chemin (une suite) de couleurs qui suit les types du circuit
(tant que ce chemin ne se referme pas en un cycle, nous ignorerons les e�ets de bords
des deux sommets aux extrØmitØs, à qui il manque un voisin à chacun). Par exemple
pour L = 8 et le circuit de la Figure 2.9 (112213300), avec une couleur initiale 0,
nous obtenons le chemin 0124672555. Nous pouvons vØri�er que la premiŁre suite de
3 couleurs 012 est bien de type h1; 1i, la deuxiŁme 124 est bien de type h1; 2i, etc. Le
seul type manquant h0; 1i � le dernier � va apparaître par la suite. Nous appelons n
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la di�Ørence entre la premiŁre et la derniŁre couleur de ce chemin (modulo L). Dans
cet exemple, n = 5� 0 = 5.

Maintenant, nous prenons la couleur obtenue à la �n en tant que nouvelle couleur
initiale pour construire un nouveau chemin, qui peut Œtre fusionnØ au prØcØdent. Ces
deux chemins contiennent les mŒmes types, dans le mŒme ordre, mais avec di�Ørentes
couleurs initiales. L’opØration de fusion consiste à concatØner les deux chemins en
ayant au prØalable enlevØ le premier sommet du deuxiŁme chemin. Comme le cir-
cuit que nous avons choisi sur le graphe des transitions est eulØrien, cette opØration
est possible. Dans l’exemple prØcØdent, la fusion des deux chemins 0124672555 et
5671347222 donne 0124672555671347222. Cette fusion ajoute le dernier type du cir-
cuit (h0; 1i) au premier chemin, qui Øtait manquant.

Nous pouvons rØpØter ce processus tant que la couleur qu’on obtient à la �n est
une nouvelle couleur. Lorsque nous obtenons à nouveau la premiŁre couleur initiale
(celle du tout premier sommet), nous pouvons alors fermer le chemin pour obtenir
un cycle. Deux cas sont alors possibles. Si pgcd(n; L) = 1, alors toutes les valeurs de
J0; L� 1K ont ØtØ choisies en tant que couleur initiale, avant de retomber sur 0. Dans
ce cas, toutes les suites de 3 couleurs reprØsentØes par un type de E3

L sont prØsentes
exactement une fois dans le cycle. Sinon, si pgcd(n; L) = k(6= 1), nous n’avons obtenu
que L

k couleurs initiales, à savoir les multiples de n modulo L.
Le second cas intervient pour L = 9. Par construction, nous obtenons n = 6,

donc pgcd(n; L) = 3, et les couleurs initiales successivement choisies sont 0, 6 et 3.
Cependant, il existe une solution qui permet de rajouter tous les autres chemins des
autres couleurs initiales dans le cycle, en dØplaçant quelques types h1; 1i comme suit.

2.3.2 Uni�cation des cycles quand pgcd(n; L) 6= 1

Appelons Pi le chemin obtenu en commençant par la couleur i et en itØrant l’algo-
rithme prØcØdent jusqu’à ce qu’on retombe sur la couleur i. Nous considØrons k tels
chemins indØpendants (sans suites de 3 couleurs identiques) parmi les L possibilitØs ;
plus prØcisØment, nous considØrons P0, P1, : : :, PL� k+1. Notons P

0

i le chemin obtenu
depuis Pi, en enlevant le premier sommet. Ce chemin contient les mŒmes suites de
3 sommets que Pi, mis à part la premiŁre (i; i + 1; i + 2), du type h1; 1i. Ce chemin
commence avec la couleur i+ 1 et �nit avec la couleur i. Par consØquent, nous pou-
vons fusionner les chemins Pi et P

0

i� 1, comme le montre la Figure 2.11. Nous pouvons
utiliser ceci pour fusionner les chemins P0, P

0

L� 1, P
0

L� 2, : : :, P
0

L� k+1 dans cet ordre.
Ce nouveau chemin commence avec la couleur 0 et �nit avec la couleur L � k + 1.
Nous pouvons ensuite ajouter au bout de ce chemin toutes les couleurs L � k + 2,
: : :, L � 1, 0, dans cet ordre. Ce faisant, nous ajoutons les suites de 3 couleurs de
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Di�Ørences +1 +1 +2 +2 +1 +3 +2 +3 +0 +0

Chemins

i0 = 0 1 2 4 6 7 1 3 6 6 (6)
i1 = 6 7 8 1 3 4 7 0 3 3 (3)
i2 = 3 4 5 7 0 1 4 6 0 0 (0)
i0

0 = 8 0 1 3 5 6 0 2 5 5 (5)
i0

1 = 5 6 7 0 2 3 6 8 2 2 (2)
i0

2 = 2 3 4 6 8 0 3 5 8 8 (8)
i00

0 = 7 8 0 2 4 5 8 1 4 4 (4)
i00

1 = 4 5 6 8 1 2 5 7 1 1 (1)
i00

2 = 1 2 3 5 7 8 2 4 7 7 (7)

Figure 2.10 � Chemins obtenus depuis le circuit eulØrien pour L = 9.
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Figure 2.11 � Cycles obtenus en fusionnant les chemins de la Figure 2.10 pour
L = 9.

type h1; 1i que nous avons prØcØdemment enlevØs. La Figure 2.12 montre le rØsultat
de cet ajout pour L = 9. Nous pouvons vØri�er que les couleurs dans les voisinages
des sommets ne changent pas par rapport aux chemins pris sØparØment, ce qui nous
assure qu’il n’y a pas deux suites de 3 couleurs identiques.

Dans tous les cas, nous obtenons un cycle qui contient toutes les suites de 3
couleurs reprØsentØes par un type de E3

L. La Figure 2.13 montre le cycle obtenu pour
L = 9.

2.3.3 Nombre impair de couleurs

Lorsque L est impair, nous pouvons augmenter le nombre de sommets dans le
cycle, en utilisant les types redondants

D
0; L� 1

2

E
,

D
L� 1

2 ; 0
E
et

D
L� 1

2 ; L� 1
2

E
. Nous pouvons

insØrer une suite de 3 couleurs de chacun des deux premiers types, et L � 1 du
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3 cycles indØpendants, comme
montrØs dans la Figure 2.11.
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DØplacement d’un sommet par cycle.

Figure 2.12 � Fusion des cycles obtenus dans la sous-section 2.3.2 pour L = 9.

0 1 2 4 6 7 1 3 6 6 6 7 8 1 3 4 7 0 3 3 3 4
8 5
7 7 7 4 2 8 7 5 3 2 3 1 0 0 0 6 4 1 0 7

1 5
4 5 6 8 1 2 5 7 1 1 6 0 2 5 5 5 6 7 0 2
4 3
4 1 8 5 4 2 0 8 8 8 5 3 0 8 6 4 3 2 2 2 8 6

Les sommets soulignØs sont les premiers sommets de P8 et P7, supprimØs dans P 0

8 et
P 0

7. Les sommets en gras montrent les passages dans des "nouveaux" cycles (dans le
sens de la Figure 2.11).

Figure 2.13 � Cycle obtenu dans la sous-section 2.3.2 pour L = 9.
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troisiŁme type. Commençons par construire le chemin qui contient ces types, de la
maniŁre suivante :
� Le premier sommet est 0, et le premier type est

D
0; L� 1

2

E
(les trois premiers

sommets sont donc 0, 0 and L� 1
2 ).

� Nous ajoutons L� 1 sommets pour former des suites de 3 couleurs, toutes de
type

D
L� 1

2 ; L� 1
2

E
.

� Nous ajoutons le sommet 0 au bout du chemin, pour former le type
D
L� 1

2 ; 0
E
.

Avec cette construction, nous avons L�1 suites de 3 couleurs de type
D
L� 1

2 ; L� 1
2

E
,

avec les multiples de L� 1
2 comme couleurs initiales. Comme pgcd(L; L� 1

2 ) = 1, toutes
ces suites sont di�Ørentes. La troisiŁme couleur de la derniŁre suite de 3 couleurs est 0,
car la couleur du dØbut de chemin est 0 et nous ajoutons L fois L� 1

2 . Par consØquent,
en rajoutant la couleur 0 à la �n du chemin, la derniŁre suite de 3 couleurs est bien
de type

D
L� 1

2 ; 0
E
. Nous pouvons vØri�er que les deux suites de 3 couleurs de type

D
0; L� 1

2

E
et

D
L� 1

2 ; 0
E
ne reprØsentent pas les mŒmes ensembles de couleurs : le premier

est f0; L� 1
2 g, et le second est f0; L+1

2 g.
Ce chemin ainsi construit commence et �nit par deux 0. Nous pouvons donc

insØrer ce chemin dans le cycle, à la place des deux derniŁres couleurs de la suite
(0; 0; 0) (qui est bien prØsente dans le cycle d’aprŁs la sous-section 2.3.2, à la �n du
premier cycle de la sous-section 2.3.1).

Par exemple, pour L = 9, le chemin est 004837261500. Nous remplaçons 0001
dans le cycle de la Figure 2.13 par 00048372615001.

2.4 RØsultats

2.4.1 Cas L � 6
ThØorŁme 5. La mØthode expliquØe dans les sous-sections 2.3.1, 2.3.2 et 2.3.3, avec
L couleurs, construit un cycle identi�Ø de longueur :

L3 + 5L
6

�

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

L+ 2
4

L si L � 0 mod 4

L+ 3
4

L� 1 si L � 1 mod 4

L2

4
si L � 2 mod 4

L+ 1
4

L� 1 si L � 3 mod 4

9
>>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>>;

�

8
><

>:

L
3

si L � 0 mod 3

0 sinon

9
>=

>;
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DØmonstration. Le nombre total d’ensembles de couleurs est
�
L
1

�
+

�
L
2

�
+

�
L
3

�
= L3+5L

6 .
Nous comptons les ensembles manquants dans le cycle de la sous-section 2.3.3.

1. Le type hj; ki pour j; k 6= 0 et j 6= k n’apparait pas dans E3
L si et seulement

si hk; ji Øtait dØjà dans E1
L (sinon, nous aurions ajoutØ les types hj; ki et hk; ji

dans E3
L). Il y a respectivement L

4 � 1, L� 1
4 � 1, L� 2

4 et L� 3
4 tels types pour

L � 0; 1; 2; 3 mod 4, d’aprŁs la construction de E1
L. Chacun de ces types re-

prØsente L ensembles de couleurs. Puisque tous les types sont di�Ørents, tous
les ensembles de couleurs sont di�Ørents.

2. Si L est pair, alors le type
D
L
2 ;

L
2

E
est manquant. Ce type reprØsente L

2 ensembles
de couleurs.

3. Si L � 0 mod 3, alors le type
D
L
3 ;

L
3

E
est manquant. Il reprØsente L

3 ensembles
de couleurs.

4. D’aprŁs le Lemme 2, il y a L
2 types di�Ørents de la forme h0; ki lorsque L est

pair, L� 1
2 lorsque L est impair. Il y a respectivement L

2 � 2, L� 1
2 � 2, L� 2

2 et
L� 3

2 types de la forme h0; ki ou hj; 0i (j; k 6= 0) pour L � 0; 1; 2; 3 mod 4, par
construction de E1

L. Dans E3
L, le type h0; 0i est toujours ajoutØ. Par consØquent

le nombre de valeurs de i tels que les types h0; ii et hi; 0i sont tous les deux
absents est 1 quand L � 0; 1 mod 4 et 0 quand L � 2; 3 mod 4 (par exemple,
quand L � 0 mod 4, il y a (L2 � 2) + 1 types sur L

2 au total). Chacun de ces
types reprØsente L ensembles de couleurs (Lemme 3). Le nombre d’ensembles
de couleurs manquants de type h0; ki ou hj; 0i est donc L si L � 0; 1 mod 4, 0
sinon.

5. Lorsque L est impair, nous avons ajoutØ L+ 1 ensembles de couleurs lors de la
derniŁre Øtape, dans la sous-section 2.3.3.

Les types considØrØs dans les points 1 à 4 sont de toute Øvidence di�Ørents, et sont
tous des types de E3

L. Ce n’est pas le cas des types du point 5 ; tous les types des points
1 à 5 sont donc di�Ørents, tout comme les ensembles de couleurs qu’ils reprØsentent.

Par exemple, pour L � 0 mod 4, nous savons qu’il y a L� 4
4 L ensembles de cou-

leurs manquants d’aprŁs le point 1, L
2 d’aprŁs le point 2, et L d’aprŁs le point 4.

Au total, on compte donc L+2
4 ensembles de couleurs manquants. Si de plus, L � 0

mod 3, il y a L
3 ensembles supplØmentaires absents, d’aprŁs le point 3.

2.4.2 Petites valeurs de L
Les longueurs optimales d’un cycle identi�Ø pour un nombre de couleurs L < 6

sont connues.
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Pour L = 1, le seul cycle possible est un sommet seul. Il n’existe pas de cycle
identi�Ø avec L = 2 couleurs : si un tel cycle existait, il aurait au moins deux
sommets voisins de couleurs di�Ørentes (pour avoir les deux couleurs) ; ces deux
sommets auraient alors le mŒme ensemble de couleur dans leur voisinage. Dans les
cas L = 3 et L = 4, les preuves sont moins triviales.

Proposition 2. Il n’existe pas de cycle identi�Ø avec L = 3 couleurs.

DØmonstration. Il y a 7(= 33+5� 3
2 ) ensembles de couleurs avec au plus 3 couleurs : f0g,

f1g, f2g, f0; 1g, f0; 2g, f1; 2g et f0; 1; 2g. Les singletons ne peuvent Œtre prØsents que
s’il y a trois sommets consØcutifs de la mŒme couleur. Deux telles suites de 3 couleurs
identiques ne peuvent pas se succØder (si nous avions six sommets consØcutifs de x1
à x6 avec x1, x2 et x3 d’une couleur, x4, x5 et x6 d’une autre couleur, alors x3 et
x4 ont les mŒmes couleurs dans leur voisinage). Il y a donc au moins un sommet
intermØdiaire entre deux suites de 3 sommets consØcutifs de mŒme couleur. Étant
donnØ que le cycle est de taille au plus 7, il ne peut y avoir qu’une seule suite de
3 sommets consØcutifs de mŒme couleur. Sur les 7 ensembles di�Ørents, au plus 5
sont donc prØsents dans un cycle identi�Ø. Supposons que le singleton restant (par
exemple f0g) est reprØsentØ. Les deux sommets du cycle qui ne forment pas ce type
sont alors de couleur 1 et 2 (pour avoir les 3 couleurs dans le cycle). Cependant,
ceci ne permet pas d’obtenir un cycle identi�Ø. Le cycle ne peut donc pas avoir
plus de 4 sommets. Dans ce cas, deux sommets sont de la mŒme couleur. Si c(xi) =
c(xi+1), alors c(N [xi+2]) = c(N [xi+3]), et si c(xi) = c(xi+2), alors c(N [xi]) = c(N [xi]).
Finalement, comme il ne peut pas y avoir de cycle identi�Ø de taille 3 avec 3 couleurs,
cela conclut la preuve.

Proposition 3. La taille maximale d’un cycle identi�Ø avec L = 4 couleurs est 10.

Ce rØsultat a ØtØ obtenu par ØnumØration exhaustive de tous les cycles avec 4
couleurs et au plus 14 sommets. Cette ØnumØration a ØtØ faite par un ordinateur.
Nous aurions aussi pu employer des arguments similaires à ceux de la preuve de la
Proposition 2. Un exemple de tel cycle est 0121333200.

Le dernier cas, L = 5 couleurs, montre que la borne L3+5L
6 peut Œtre atteinte.

Proposition 4. Il existe un cycle identi�Ø de taille 25 pour L = 5 couleurs. Tous
les ensembles d’au plus 3 couleurs parmi 5 sont reprØsentØs dans ce cycle.

DØmonstration. Un exemple d’un tel cycle est 0124440133340222341112300. Ce cycle
a ØtØ obtenu avec la mØthode employØe prØcØdemment, avec une lØgŁre modi�cation
dans la dØ�nition des types. D’aprŁs la DØ�nition 23, les types sont h0; 0i, h1; 1i,
h2; 2i, h0; 1i (ou h1; 0i) et h0; 2i (ou h2; 0i). Ici, nous choisissons de remplacer le type
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h2; 2i par le type h1; 2i. Ce choix change seulement l’ordre des suites de 3 couleurs de
ce type. Par exemple, à la place de la suite (0; 2; 4) (obtenue avec la couleur initiale
0 et le type h2; 2i), nous avons la suite (4; 0; 2) (avec la couleur initiale 4 et le type
h1; 2i). Avec cette dØ�nition, le graphe des transitions obtenu depuis E3

L est eulØrien.
Cela signi�e qu’il est possible de trouver un circuit de ce graphe qui passe par toutes
les arŒtes exactement une fois. À partir de ce circuit, on peut trouver le cycle donnØ
en exemple prØcØdemment. Ce cycle est e�ectivement optimal, car 25 = 53+5� 5

6 .

Cette preuve ouvre des pistes vers une amØlioration du rØsultat du ThØorŁme 5.

2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous nous sommes intØressØs aux colorations globalement iden-

ti�antes de cycles. Plus prØcisØment, nous avons cherchØ à construire des cycles les
plus grands possibles admettant une coloration globalement identi�ante, Øtant donnØ
un nombre de couleurs �xe.

Le ThØorŁme 5 donne un rØsultat d’existence de cycles d’une certaine longueur en
fonction du nombre de couleurs �xØ. Mais bien plus que le rØsultat numØrique, c’est
la preuve de ce thØorŁme � qui a le mØrite d’Œtre constructive � qui est intØressante.

Cependant, le thØorŁme ne garantit pas l’optimalitØ des solutions exposØes. En
e�et, la Proposition 4 montre une idØe d’amØlioration possible de ce thØorŁme. Pour
l’instant, il n’a pas ØtØ possible de gØnØraliser ce procØdØ au cas gØnØral.
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Chapitre 3

Codes identi�ants dans les
tournois

Dans ce chapitre, nous Øtudierons les codes identi�ants dans une classe de graphes
particuliŁre, les tournois. Des variantes et gØnØralisations des codes identi�ants se-
ront aussi prØsentØes. Nous donnerons quelques rØsultats de la littØrature, avant de
prØsenter le rØsultats des travaux e�ectuØs en collaboration avec Touati Hillal � lors
de ses deux sØjours en France � et Julien Moncel.

3.1 Codes identi�ants

3.1.1 Rappels
On rappelle ici rapidement ce qu’est un code identi�ant. Pour plus de dØtail, le

lecteur est invitØ à se rendre au chapitre 1.

DØ�nition 26. Soit G = (V;E) un graphe. Un code C de ce graphe est un sous-
ensemble de ses sommets : C � V .

DØ�nition 27. Soit G = (V;E) un graphe. Un code C de ce graphe est dit couvrant
si tous les sommets du graphe ont dans leur voisinage fermØ un sommet du code C :

8v 2 V;�[v] \ C 6= ;

DØ�nition 28. Soit G = (V;E) un graphe. Un code C de ce graphe est dit sØparateur
si toute paire de sommets est sØparØe, c’est-à-dire si deux sommets distincts n’ont pas
les mŒmes sommets du code dans leur voisinages fermØs respectif :

8u; v 2 V; u 6= v;�[u] \ C 6= �[v] \ C

45
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DØ�nition 29. Un code identi�ant d’un graphe G est un code qui est à la fois
couvrant et sØparateur.

3.1.2 Variante et extension
Commençons tout d’abord par la remarque suivante :

Remarque 7. Un graphe n’admet pas nØcessairement de code identi�ant. En e�et,
si deux sommets sont jumeaux, c’est-à-dire s’ils ont le mŒme voisinage, il sera alors
impossible de les sØparer.

En revanche, si un graphe ne possŁde pas de jumeaux, il admet alors un code
identi�ant (on peut vØri�er facilement que l’ensemble de tous les sommets en est
un). Pour cette raison, nous ne travaillons qu’avec des graphes sans jumeaux.

La notion de code identi�ant a ØtØ Øtendue, entre autre, en jouant sur la distance
considØrØe dans le voisinage. Le voisinage fermØ d’un sommet v peut Œtre vu comme
l’ensemble des sommets à distance au plus 1 de v. C’est pourquoi on note aussi
�[v] = �1[v]. De maniŁre plus gØnØrale, on note �r[v] l’ensemble des sommets à
distance au plus r de v, c’est-à-dire : �r[v] = fx 2 V; d(x; v) � rg. Il est ensuite
naturel de considØrer Ir(v) = �r[v] \ C l’identi�ant du sommet v, par rapport à un
code C.

DØ�nition 30. On appelle C un code r-identi�ant de G = (V;E) un sous-ensemble
de V qui vØri�e :

8v 2 V;�r[v] \ C 6= ;

8u; v 2 V; u 6= v ) �r[u] \ C 6= �r[v] \ C

Dans le cas des graphes orientØs, il est important de distinguer deux types de
voisinages : entrant et sortant. Le voisinage entrant (respectivement sortant) d’un
sommet v est l’ensemble des prØdØcesseurs (resp. successeurs) de v, et est notØ �� (v)
(resp. �+(v)). Ces ensembles vØri�ent donc par dØ�nition : �� (v) = fx 2 V; (x; v) 2
Ag et �+(v) = fx 2 V; (v; x) 2 Ag. On appelle degrØ entrant (respectivement sortant)
de v le nombre d’ØlØments de �� (v) (resp. �+(v)). On dØ�nit de maniŁre analogue
les voisinages fermØs �� [v] et �+[v] en ajoutant le sommet v, et ��

r [v] et �+
r [v] les

voisinages à distance au plus r.
Une fois ces dØ�nitions faites, la notion de code identi�ant dans un graphe orientØ

reste similaire au cas non orientØ. Les sommets sont couverts et sØparØs entre eux
par leur voisinage fermØ entrant.
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DØ�nition 31. Un code r-identi�ant dans un graphe orientØ G = (V;A) est un
sous-ensemble C de V qui vØri�e :

8v 2 V;��
r [v] \ C 6= ;

8u; v 2 V; u 6= v ) ��
r [u] \ C 6= ��

r [v] \ C

S’il est trŁs facile de trouver un code identi�ant dans un graphe, quand il existe, il
est en revanche plus di�cile d’en trouver un avec le moins de sommets possible. Plus
formellement, on note 
ID(G) le nombre minimal de sommets d’un code identi�ant
de G, et trouver la valeur de 
ID(G) est un problŁme NP-di�cile [15].

Dans le cas des chemins et circuits orientØs, on sait trouver des codes identi�ants
optimaux [46]. Les rØsultats prØsentØs dans la suite concernent les codes identi�ants
sur une classe particuliŁre de graphes orientØs : les tournois. Les tournois se dØclinent
sous de multiples formes, comme nous l’avons vu dans le Chapitre 1. Le but de
notre Øtude est de donner des rØsultats concernant les codes identi�ants dans cette
classe de graphes, pour ainsi Øtendre les connaissances que l’on a à propos des codes
identi�ants.

Un tournoi est une orientation d’un graphe complet. Il existe un arc unique entre
toute paire de sommets ; il n’y a donc pas d’arcs symØtriques.

DØ�nition 32. Un tournoi de taille n est un graphe orientØ T = (V;E) tel que pour
tout sommets distincts u et v, soit (u; v) 2 E est un arc, soit (v; u) 2 E est un arc
(mais pas les deux à la fois).

Le graphe suivant est un exemple de tournoi à 7 sommets.

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7
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Ces graphes sont appelØs tournois car ils peuvent Œtre interprØtØs comme le rØsultat
d’une compØtition entre plusieurs joueurs, oø chacun a�ronte tous les autres. Un
arc (u; v) dans ce tournoi indique que le joueur reprØsentØ par u a gagnØ contre son
adversaire reprØsentØ par v.

On retrouve aussi les tournois dans des modŁles de thØorie du vote et de thØorie
du choix social [45, 34], dans lesquels le tournoi modØlise une structure de prØfØrences.

De nombreuses propriØtØs ont ØtØ ØtudiØes sur ces graphes. Par exemple, le nombre
de tournois non isomorphes de taille n donnØe, l’existence d’un chemin hamiltonien,
etc [41].

3.1.3 RØsultats gØnØraux
Le problŁme de trouver un code identi�ant dans un graphe a ØtØ ØtudiØ dans

plusieurs classes de graphes, des cycles [9] aux produits de graphes [49], en passant
par les graphes d’intervalles [10]. Il existe aussi des rØsultats sur l’approximabilitØ [26]
de ce problŁme dans certaines classes, ainsi que des Øtudes de complexitØ [4].

Il existe en revanche moins de rØsultats sur les graphes orientØs. On peut nØan-
moins citer un article [28] qui caractØrise les graphes orientØs qui admettent comme
seul code identi�ant l’ensemble de tous leurs sommets, un autre [13] qui fournit un
algorithme linØaire pour trouver un code identi�ant optimal dans un arbre orientØ,
ou un autre [11] qui donne les conditions pour qu’un graphe de De Bruijn soit r-
identi�able.

Proposition 5. Un graphe orientØ admet un code identi�ant si et seulement s’il ne
possŁde pas de jumeaux, c’est-à-dire de sommets ayant le mŒme voisinage entrant
fermØ.

On en dØduit alors facilement :

Corollaire 2. Tous les tournois admettent un code identi�ant.

DØmonstration. Soit T un tournoi. Pour toute paire de sommets distincts, il existe un
unique arc entre ces sommets ; notons (u; v) cet arc. Le sommet v est alors sØparateur
de u et v. Il n’existe donc pas de sommets jumeaux.

3.2 Codes identi�ants dans les graphes orientØs
Nous allons maintenant Ølargir le champ d’Øtude aux graphes orientØs qui sont,

à l’heure actuelle, moins ØtudiØs. Le cas non orientØ est inclus dans le cas orientØ,
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puisqu’il su�t de remplacer chaque arŒte par deux arcs symØtriques pour obtenir le
mŒme modŁle de graphe. L’identi�cation dans le cas des graphes orientØs est un peu
di�Ørente, puisqu’un sommet est couvert et reprØsentØ par ses prØdØcesseurs.

Nous allons commencer par voir que la notion de graphe transitif joue un rôle
important dans les codes identi�ants, car elle est liØe aux codes de cardinalitØ Øgale
au nombre de sommets du graphe.

ThØorŁme 6 ([28]). Un graphe orientØ G = (V;E) vØri�e 
ID(G) = jV j si et seule-
ment si G est la fermeture transitive d’une union disjointe d’arbres orientØs enraci-
nØs.

Corollaire 3. Si le graphe G possŁde un arc symØtrique (c’est-à-dire deux arcs entre
les mŒmes sommets mais de sens opposØs) mais ne possŁde pas de jumeaux, alors

ID(G) < jV j.

Dans le cas particulier oø G est un tournoi, on en dØduit le rØsultat suivant :

Corollaire 4. Un tournoi T avec n sommets est transitif si et seulement si 
ID(T ) =
n.

Le tournoi suivant est un tournoi transitif à 5 sommets.

u1

u2

u3

u4

u5

3.2.1 Existence de codes identi�ants dans les tournois

On peut montrer qu’un tournoi n’admet un code r-identi�ant, pour r � 2, que
s’il est transitif. Nous allons pour cela utiliser le lemme suivant :
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Lemme 7. Soit T = (V;E) un tournoi, r � 2 un entier, u 2 V un sommet de degrØ
sortant minimal et (u; v) 2 E un arc de T . Alors si un sommet x 2 V r-sØpare les
sommets u et v, il vØri�e d(x; u) = r et d(x; v) = r + 1, oø d reprØsente la distance
entre deux sommets, au sens orientØ.

DØmonstration. Soit x un sommet qui r-sØpare les sommets u et v : x 2 ��
r [u]���

r [v].
Comme d(u; v) = 1, d(x; v) � 1 + d(x; u), et deux cas sont alors possibles a priori :
� d(x; u) = r et d(x; v) = r + 1
� ou d(x; u) � r + 1 et d(x; v) � r

Montrons maintenant par l’absurde que le second cas n’est pas possible. ConsidØrons
y un voisin sortant de x. Puisque d(x; u) � r + 1 � 3, le sommet y est aussi un
voisin sortant de u. Finalement, comme x est un voisin sortant de u, cela veut dire
que u a un voisin sortant de plus que x, ce qui est absurde, car u a un degrØ sortant
minimal.

ThØorŁme 7. Soit r � 2 un entier et T un tournoi admettant un code r-identi�ant.
Alors T est transitif.

DØmonstration. Montrons ce rØsultat par induction ; prenons un tournoi T admettant
un code r-identi�ant C.
� Si T est un tournoi avec 1 sommet, alors il est transitif.
� Supposons que le rØsultat est vrai pour tout tournoi de n sommets, pour n �xØ,

et considØrons un tournoi T = (V;E) de n + 1 sommets qui admet un code
r-identi�ant. ConsidØrons le minimum des degrØs sortants parmi les sommets
de T .
� Si ce minimum est 0, prenons x un sommet de degrØ sortant nul. ConsidØ-

rons alors le tournoi T 0 obtenu en enlevant le sommet x de T . Comme le
sommet x n’est dans aucun voisinage entrant autre que le sien, la restric-
tion de C à V n fxg est un code r-identi�ant de T 0. Par induction, T 0 est
donc transitif. Comme T est obtenu à partir de T 0 en ajoutant un sommet
successeur de tous les autres, T est lui aussi transitif.

� Dans le cas oø tous les sommets possŁdent au moins un voisin sortant, don-
nons une Øtiquette à tous les arcs, en concatØnant les degrØs entrants des
deux extrØmitØs de l’arc. Ainsi, l’arc (u; v) sera ØtiquetØ par (d� (u); d� (v)).
On peut de cette maniŁre dØ�nir un ordre sur les Øtiquettes, en dØ�nis-
sant naturellement (d1; d2) > (d3; d4) ssi d1 > d3 ou (d1 = d3 et d2 > d4).
ConsidØrons alors un arc (u; v) ayant une Øtiquette maximale, ainsi que x
un sommet qui r-sØpare u et v. Puisque l’Øtiquette est maximale, u est de
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degrØ entrant maximal, c’est-à-dire de degrØ sortant minimal. Le Lemme
7 s’applique donc et d(x; u) = r et d(x; v) = r+1. On peut en dØduire que
chaque prØdØcesseur de v est aussi un prØdØcesseur de x (sinon, v serait à
distance au plus 2 de x). De plus, v est un prØdØcesseur de x. Finalement,
le degrØ entrant de x est supØrieur à celui de v. Comme (u; x) est un arc
de T (car u est à distance r � 2 de x), cela contredit le fait que (u; v) ait
une Øtiquette maximale.

Les tournois transitifs sont donc les seuls qui possŁdent des codes r-identi�ants.

3.3 Codes identi�ants dans les tournois
Nous avons ØtudiØ en particulier les codes identi�ants dans les tournois.

3.3.1 Rappels

Commençons par rappeler briŁvement les dØ�nitions vues dans le Chapitre 1
concernant di�Ørentes propriØtØs sur les tournois.

DØ�nition 33. Un tournoi localement transitif T est un tournoi tel que pour chaque
sommet u 2 V , les deux sous-graphes induits par les voisins sortants de u d’une part,
les voisins entrant de u d’autre part, sont tous les deux transitifs.

DØ�nition 34. Un tournoi rØgulier T est un tournoi tel que pour chaque sommet
u 2 V , d+(v) = d� (v).

DØ�nition 35. Un tournoi T de n sommets, avec n pair, est semi-rØgulier s’il vØri�e
d+(u)� d� (u) = �1 pour chaque sommet u 2 V .

3.3.2 RØsultats

Nous pouvons montrer que la borne infØrieure valable dans le cas gØnØral reste
serrØe dans le cas particulier des tournois.

Proposition 6. La borne infØrieure 
ID(T ) = dlog2(n + 1)e reste serrØe dans la
classe des tournois.
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DØmonstration. Soit k > 0 un entier. Nous allons construire un tournoi de n = 2k�1
sommets qui admet un code identi�ant de taille k = log2(n + 1). Commençons par
prendre un tournoi T = (V;E) de k sommets. L’ensemble de ses sommets est un code.
Nous allons crØer un tournoi T 0 en rajoutant des sommets à ce graphe, en gardant
le mŒme code. Initialement, T 0 = (V 0; E0) est donc Øgal à T = (V;E). Ensuite,
on regarde l’ensemble des parties de V , que l’on note P(V ). Pour chaque ØlØment
P 6= ; de P(E), on regarde si un des sommets u de T 0 est identi�Ø par P , c’est-à-dire
�[u]\V = P . Si aucun des sommets ne vØri�e cette propriØtØ, on va crØer un nouveau
sommet p associØ à P . Il su�t d’ajouter tous les arcs (v; p), v 2 P , ainsi que tous les
arcs (p; w), w 2 V n P . Le sommet p est alors bien identi�Ø par P . Ensuite, il su�t
d’ajouter tous les arcs entre p et les sommets de V 0n V dans un sens arbitraire, qui
n’auront pas d’importance dans l’identi�cation.

Une fois que tous les ØlØments de P(V ) (non vides) sont bien reprØsentØs, jV 0j =
2k � 1. Le tournoi T 0 est donc un tournoi de taille n qui admet un code V de taille
log2(n+ 1).

Nous avons vu dans le Corollaire 4 que les tournois transitifs sont exactement
ceux qui vØri�ent 
ID(T ) = n. Ce corollaire dØcoule du ThØorŁme 6 qui utilise un
thØorŁme beaucoup plus gØnØral. Nous proposons ici une preuve plus directe de ce
rØsultat.

Proposition 7. Soit T un tournoi transitif de n sommets. Alors 
ID(T ) = n.

DØmonstration. Notons ui les sommets de T de telle sorte que 8i 2 J0; n� 1K, d� (ui) =
i. Comme u0 n’a aucun prØdØcesseur, il est nØcessairement dans tout code identi�ant
de T , pour respecter la condition de couverture. De plus, on peut dØduire d’aprŁs la
remarque 5, que pour i 2 J1; n�1K, le sommet ui est l’unique sommet qui sØpare ui� 1
et ui. Tous les sommets sont donc indispensables dans le code identi�ant, et celui-ci
est donc composØ de tous les sommets de T .

La rØciproque peut se montrer de la maniŁre suivante :

ThØorŁme 8. Soit T un tournoi de n sommets tel que 
ID(T ) = n. Alors T est
transitif.

DØmonstration. Montrons par rØcurrence sur n que le thØorŁme est vrai.
� Si T a un seul sommet, alors il est Øvidemment transitif.
� Supposons que le rØsultat est vrai pour un certain n �xØ. ConsidØrons un tour-

noi T de n+ 1 sommets tel que 
ID(T ) = n+ 1. Prenons un sommet x 2 V de
degrØ sortant maximal.
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� Premier cas : d+(x) = n ; le sommet x est alors prØdØcesseur de tous les
autres sommets et ne sert donc pas à les sØparer entre eux. Notons T 0

le tournoi obtenu depuis T en enlevant le sommet x, et prenons C0 un
code identi�ant de T 0. Le code C = C0[ fxg est alors un code identi�ant
de T car x est le seul sommet qui n’est identi�Ø que par x lui-mŒme
(sinon le sommet ne serait pas couvert dans T 0). Comme 
ID(T ) = n+ 1,

ID(T 0) = n et par hypothŁse de rØcurrence, T 0 est transitif. En ajoutant
le sommet x à T 0 pour obtenir T , on conserve le caractŁre transitif, car x
est prØdØcesseur de tous les autres sommets.

T
0

x

� Second cas : d+(x) < n ; montrons par l’absurde que ce cas n’est pas
possible. Remarquons que V n fxg n’est pas un code. Le sommet x a au
moins un prØdØcesseur, qui le couvre donc. Tous les autres sommets se
couvrent eux-mŒme. Donc x est le seul à sØparer deux sommets u et v.
Quitte à les renommer, supposons que l’arc entre ces deux sommets est
dans le sens (u; v). Le sommet v sØpare alors u de lui-mŒme ; d’oø v = x.
Le seul sommet qui sØpare u et x est x, donc �� [x] = �� [u] [ fxg. On en
dØduit alors que d� (x) = d� (u) + 1 et donc que d+(x) = d+(u)� 1. Cela
contredit le fait que x est de degrØ sortant maximal, et ce cas là n’est donc
pas possible.

x = vu
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Nous nous intØressons maintenant à la taille minimale d’un code identi�ant dans
des tournois qui prØsentent certaines propriØtØs.

La Proposition suivante peut se dØduire du ThØorŁme 7. Nous donnons ici une
autre preuve, qui utilise une mØcanique un peu di�Ørente.

Proposition 8. Soit T un tournoi rØgulier et r � 2 un entier. Il n’existe pas de code
r-identi�ant de T .

DØmonstration. Soit T = (V;E) un tournoi rØgulier, et u; v 2 V deux sommets de
T . Montrons qu’il existe deux chemins de longueur au plus 2, l’un allant de u à
v et l’autre de v à u. L’un de ces deux chemins est dØjà donnØ par l’arc entre u
et v. Supposons par exemple que l’arc entre ces deux sommets est orientØ dans le
sens (u; v), et cherchons un chemin de v à u. Les sommets v possŁdent chacun n� 1

2
successeurs. Comme v est un successeur de u, il existe (au moins) un sommet w qui
est successeur de v et pas de u. Ce sommet nous donne donc le chemin (u;w; v) de
u à v, de taille 2. Ainsi, tous les sommets de T sont couverts à distance 2 par tous
les sommets. Il n’existe donc pas de code r-identi�ant de T .

Proposition 9. Soit T un tournoi rØgulier localement transitif, de n sommets. Alors

ID(T ) = n+1

2 .

DØmonstration. Commençons par montrer qu’à isomorphisme prŁs, il n’existe qu’un
seul tournoi rØgulier localement transitif de taille n.

Soit T un tel tournoi. Montrons tout d’abord qu’il existe un ordre cyclique des
sommets (c’est-à-dire un cycle qui contient tous les n sommets de T ). De plus, dans
l’ordre de ce cycle, en partant d’un sommet x, on trouve d’abord tous ses successeurs,
puis tous ses prØdØcesseurs.

Notons k = n� 1
2 . Soit x un sommet de T . Comme T est rØgulier, j�� (x)j =

j�+(x)j = k. De plus, comme T est localement transitif, le sous-tournoi T � induit
par �� (x) est transitif. Pour i 2 J1; kK, on note vi le sommet de T � qui possŁde i� 1
prØdØcesseurs dans T � . De la mŒme maniŁre, on note T+ le sous-tournoi induit par
�+(x), et wi le sommet de T+ qui possŁde i� 1 prØdØcesseurs dans T+.
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x
w1

w2

wk � 1

wkv1

v2

vk � 1

vk
T+T �

Montrons maintenant par rØcurrence sur i que pour i 2 J1; kK :
1. �+(vi) = fxg [ fvj : j > ig [ fwj : j < ig
2. �� (wk+1� i) = fxg [ fwj : j < k + 1� ig [ fvj : j > k + 1� ig
Cette propriØtØ est e�ectivement vraie pour i = 1. ConsidØrons maintenant i > 1

et supposons qu’elle est vraie pour toute valeur infØrieure à i. On sait dØjà que vi
possŁde (i � 1) prØdØcesseurs que sont les fvj; j < ig. De plus par hypothŁse de
rØcurrence, on sait que vi n’est pas un prØdØcesseur de wj si j � k+ 1� i ; il possŁde
donc k + 1 � i prØdØcesseurs fwj : j � k + 1 � 1g. Le sommet vi possŁde donc
(i � 1) + (k + 1 � i) = k prØdØcesseurs, et tous les autres sommets sont donc ses
successeurs. Le deuxiŁme point se montre de maniŁre identique, en considØrant les
successeurs du sommet wk+1� i.

Maintenant, renommons les sommets de ce cycle x1; x2; : : : ; xn en suivant l’ordre
du circuit.

ConsidØrons deux sommets consØcutifs du circuit, xi et xi+1. D’aprŁs la propriØtØ
que l’on vient de montrer, on sait que �� [xi]��� [xi+1] = fxi+1; xi� kg. Donc dans
tout code identi�ant de T , il y a au moins un de ces deux sommets.

ConsidØrons maintenant un graphe composØ des sommets de T , mais dont les
arcs sont tous les couples fxi+1; xi� kg, pour i 2 J1; nK. Un code identi�ant est alors
nØcessairement un transversal de ce graphe. Or ce graphe est un cycle : pour le voir, il
su�t de prendre les sommets dans l’ordre x1; x1+(k+1); x1+2(k+1); : : : ; x1+n(k+1) = x1.
Comme n est impair, la taille minimale d’un transversal de ce graphe est donc n+1

2 . On
peut par exemple prendre un sommet sur deux, en partant de x1 : x1; x1+2(k+1); : : :.
Cela revient à prendre tous les xi pour i impair. Finalement, on peut vØri�er en
utilisant la propriØtØ montrØe en dØbut de preuve que cet ensemble est bien un code
de T .



56 CHAPITRE 3. CODES IDENTIFIANTS DANS LES TOURNOIS

Proposition 10. Soit T un tournoi transitif de n sommets et T 0 un tournoi obtenu
en ajoutant un sommet à T . Alors 
ID(T 0) � bn2 c+ 1 et la borne est serrØe.

DØmonstration. Notons ui les sommets de T de telle sorte que 8i 2 J0; n�1K; d� (ui) =
i, et v le sommet ajoutØ à T 0. Prenons C0 un code identi�ant de T 0. Montrons dans
un second temps par l’absurde que 8i 2 J0; n�2K, C contient au moins l’un des deux
sommets vi et vi+1. Supposons que ce n’est pas le cas, pour un certain i. Les deux
seuls sommets qui peuvent sØparer vi et vi+1 sont les sommets vi+1 et x. Comme vi+1
n’est pas dans C, x l’est nØcessairement. Puisqu’il sØpare vi et vi+1, il est prØdØcesseur
de l’un des deux sommets vi et vi+1, et successeur de l’autre. Ces deux sommets Øtant
couverts, on en dØduit que i > 0. Maintenant, considØrons les trois sommets vi� 1, vi
et vi+1, et C la restriction de C0 au tournoi T (sans le sommet x). Ces trois sommets
sont identi�Øs par les mŒmes sommets de T : �� [vi� 1]\C = �� [vi]\C = �� [vi+1]\C.
MŒme en rajoutant le sommet x, il n’est donc pas possible de sØparer ces trois som-
mets dans T 0, d’oø la contradiction. Dans un second temps, on peut remarquer que
s’il existe un i 2 J0; n � 1K tel que vi n’est pas dans le code C0, alors x est dans le
code, pour sØparer vi de vi� 1 s’il existe, et pour couvrir vi sinon. La taille du code
identi�ant C0 est donc au moins Øgale à bn2 c+ 1.

Pour montrer que cette borne est serrØe, on exhibe le tournoi T 0 suivant : si
i 2 J0; n� 1K est impair, on oriente l’arc dans le sens (vi; x) ; sinon, on l’oriente dans
le sens (x; vi). On peut alors vØri�er qu’en prenant le sommet x avec tous les sommets
vi pour i 2 J0; n� 1K impair, on obtient un code identi�ant.

Nous nous intØressons �nalement au cas d’un tournoi semi-rØgulier et localement
transitif. Un graphe avec de telles propriØtØs ressemble fortement à celui de la Pro-
position 9. Cependant, une partie de la structure est un peu di�Ørente, suite au
changement de paritØ du nombre de sommets. Une partie de la structure d’un tel
graphe est libre, et il existe donc plusieurs graphes di�Ørents ayant ces propriØtØs.

Proposition 11. Soit T un tournoi semi-rØgulier, localement transitif de n sommets.
Alors 
ID(T ) � n

2 , et la borne est serrØe.

DØmonstration. Notons k = n
2 . Dans un premier temps, on cherche à exhiber un

circuit de T de telle sorte qu’en prenant k � 1 sommets consØcutifs de ce cycle, le
tournoi induit par ceux-ci soit toujours transitif. ConsidØrons u1 un sommet arbitraire
du tournoi T . Comme T est localement transitif, les sous-tournois induits par �� (u1)
et �+(u1) sont transitifs. Notons T+ (respectivement T � ) le tournoi transitif induit
par �� (u1) (resp. �+(u1)). On peut donc trier les sommets de T+ par degrØ entrant
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croissant (dans T+), et les nommer u2, u3, : : : jusqu’au dernier sommet de T+. Le
tournoi T Øtant semi-rØgulier, T+ contient k ou k�1 sommets. Le dernier sommet de
T+ sera donc nommØ uk ou uk+1. De maniŁre similaire, on peut trier les sommets de
T � par degrØ entrant croissant, et les renommer. Cette fois-ci, on commence à partir
du dernier, que l’on nomme u2k, puis on nomme l’avant-dernier u2k� 1, : : :, jusqu’au
premier, qui sera donc appelØ uk+1 ou uk+2, en fonction de la taille de T � . Montrons
maintenant que (u1,: : :,uk� 1,uk,uk+1,: : :,u2k) est bien un circuit.

Il y a 2 cas possibles :

� uk+1 2 T+

u1

u2

u3

uk

uk+1uk+2

uk+3

u2k � 1

u2k
T+T �

Dans ce cas, le sommet uk+1 possŁde k prØdØcesseurs : tous les sommets ui pour
i 2 J1; kK. Tous les sommets de T � sont donc des successeurs de uk+1.

� uk+1 2 T �
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u1

u2

u3

uk � 1

ukuk+1

uk+2

u2k � 1

u2k
T+T �

De maniŁre similaire au cas prØcØdent, on connaît dØjà k successeurs de uk + 1.
Tous les sommets de T+ sont donc prØdØcesseurs de uk+1.

Dans les 2 cas, en faisant abstraction de l’arc entre les sommets u1 et uk+1, on obtient
donc des structures identiques :

1. Deux sommets u1 et uk+1 opposØs dans le circuit.

2. Un sous-tournoi transitif composØ des sommets k�1 sommets entre u1 et uk+1
dans l’ordre du circuit.

3. Un sous-tournoi transitif composØ des sommets k�1 sommets entre uk+1 et u1
dans l’ordre du circuit.

4. Le sommet u1 prØdØcesseur (respectivement successeur) des k � 1 sommets
suivants (resp. prØcØdents) dans le circuit.

5. Le sommet uk+1 prØdØcesseur (respectivement successeur) des k � 1 sommets
suivants (resp. prØcØdents) dans le circuit.
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u1

u2

u3

uk � 1

uk

uk+1

uk+2

uk+3

u2k � 1

u2k
T+T �

Maintenant, montrons par rØcurrence qu’on retrouve cette structure en isolant
n’importe quelle paire de points opposØs dans le circuit, ui et uk+i, pour i 2 J1; kK.

Supposons que l’on ait cette structure pour un certain i 2 J1; k � 1K.

Par hypothŁse de rØcurrence, on sait dØjà que les k � 1 sommets
ui+2; ui+3; : : : ; uk+i forment un tournoi transitif ; de mŒme pour les sommets uk+i+1,uk+i+2,: : :,ui� 1.
Il reste à montrer les points 4 et 5 pour les sommets ui+1 et uk+i+1. En particulier,
il faut montrer que ui+1 et uk+i+1 sont chacun successeur des k � 1 sommets qui les
prØcŁdent. Supposons par l’absurde qu’il existe un sommet x 2 V entre uk+i+1 et
ui+1 (dans l’ordre du circuit) tel que l’arc entre ce sommet et ui+1 est dans le sens
(ui+1; x). Les trois sommets ui+1, uk+i et uk+i+1 sont alors prØdØcesseurs de x. Par
transitivitØ, connaissant les arcs (ui+1; uk+i) et (uk+i; uk+i+1), on en dØduit que l’arc
(ui+1; uk+i+1) existe dans ce sens. Mais alors, le sommet ui+1 possŁde au moins k+ 1
successeurs (les k suivants dans le circuit, et x) ; ce qui est absurde car le tournoi est
semi-rØgulier.
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ui

ui +1

ui +2

uk+ i � 2

uk+ i � 1

uk+ i

uk+ i +1

x

ui � 1
T+T �

La propriØtØ est donc bien vØri�Øe.
ConsidØrons C un code identi�ant du tournoi. Montrons que :

8i 2 J1; kK; fui; uk+ig \ C 6= ;

Soit i 2 J1; kK. Par symØtrie, on peut supposer que l’arc entre les sommets ui et
uk+i est dans le sens (ui; uk + i). Le sommet ui a donc k � 1 prØdØcesseurs qui sont
les k� 1 qui le prØcŁdent dans le cycle. ConsidØrons l’arc entre les deux sommets de
la paire prØcØdente dans l’ordre du circuit. Deux cas sont possibles :

� L’arc est dans le sens (ui� 1; uk+i� 1). Alors les seuls sommets capables de sØparer
ui et ui� 1 sont ui et uk+i.

� L’arc est dans le sens (uk+i� 1; ui� 1). Alors le seul sommet capable de sØparer
uk+i� 1 et uk+i est uk+i.

Dans les deux cas, au moins un des deux sommets est dans le code C. Comme
cette propriØtØ est vrai pour les k arcs entre les sommets opposØs deux à deux, on
en dØduit :

jCj � k �
n
2

Finalement, on montre que la borne est serrØe en exhibant le tournoi suivant :
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u1

u3

u5

u2

u4

u6

Un code identi�ant de ce tournoi semi-rØgulier localement transitif est fu2; u4; u6g,
qui est bien de taille 6

2 = 3.

3.4 Conclusion
Dans cette partie, nous avons ØtudiØ l’existence et la taille de codes identi�ants

optimaux dans plusieurs tournois particuliers. Les preuves donnØes peuvent aussi
Œtre intØressantes d’un point de vue structurelle car elle montrent des structures
particuliŁres de certains tournois. Notamment :

Proposition 12. Soit T un tournoi rØgulier transitif, ou semi-rØgulier transitif. Il
est possible d’ordonner les sommets de T en un circuit tel que :

1. Tous les successeurs d’un sommet sont juste aprŁs lui dans l’ordre du circuit ;
2. Tous les prØdØcesseurs d’un sommet sont juste avant lui dans l’ordre du circuit.

Remarque 8. L’ordre considØrØ n’est pas un ordre au sens mathØmatique de la
relation d’ordre.

Ce rØsultat structurel qui dØcoule de propriØtØs de tournois semblait dØjà connu
[43], mais nous n’avons pas trouvØ de rØfØrence claire vers une preuve concrŁte. De
plus, redØmontrer ce rØsultat permet de mieux comprendre la structure en question,
pour pouvoir l’utiliser dans le contexte des codes identi�ants.

Ces travaux peuvent Œtre complØtØs notamment en Øtudiant des variantes de codes
identi�ants dans les tournois. On peut par exemple citer l’identi�cation d’ensembles
de sommets [38, 29, 33], ou le cas oø les sommets du code n’ont pas besoin d’Œtre
sØparØs des autres [9, 14].
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Chapitre 4

Le problŁme des pompiers

Dans ce chapitre, nous Øtudierons le problŁme des pompiers (Firefighter), par-
ticuliŁrement dans le cas des arbres. Nous introduirons la version online du problŁme
et donnerons quelques rØsultats sur cette version. Ces travaux ont ØtØ e�ectuØs lors
de mes deux sØjours en Australie, à Melbourne, avec Marc Demange, David Ellison
et Bertrand Jouve. Ces travaux rentrent dans le cadre du projet GEO-SAFE 1.

4.1 Introduction et dØ�nitions

4.1.1 Contexte

Depuis qu’il a ØtØ formellement introduit par B. Hartnell en 1995 ([32], citØ
dans [23]), le problŁme des pompiers � Firefighter � a suscitØ l’intØrŒt de nombreux
chercheurs. Bien que ce jeu avait initialement pour vocation d’Œtre une modØlisation
trŁs simple des problŁmes de propagation et de con�nement du feu, il peut aussi re-
prØsenter tout type de menace capable de se propager à travers un rØseau (maladies,
virus, rumeurs, inondation, . . . ).

C’est un jeu à un joueur, dØterministe, à temps discret, jouØ sur un graphe. Au
dØbut, un feu dØmarre sur un des sommets du graphe, puis se propage à chaque tour
à tous les sommets voisins, à moins d’Œtre bloquØ. Pour contenir le feu, le joueur
reçoit à chaque tour i un nombre fi de pompiers, qu’il peut utiliser pour protØger
des sommets (qui ne sont encore ni brßlØs ni protØgØs). Ces sommets sont alors
dØ�nitivement protØgØs. Le jeu se termine lorsque le feu ne peut plus se propager.
Dans le cas oø le graphe est �ni, le but du joueur est de sauver autant de sommets

1. Travaux soutenus par le projet GEO-SAFE, H2020-MSCA-RISE-2015 project # 691161.
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que possible, alors que dans le cas in�ni, on considŁre que le joueur gagne si le jeu
se termine (c’est-à-dire si le feu est contenu).

On trouve beaucoup de littØrature sur ce problŁme et ses variantes ; citons [23] qui
fournit une vaste prØsentation des principales recherches sur ce sujet. On trouve une
grande partie d’Øtudes de complexitØ et de recherches d’approximation dans plusieurs
classes de graphes [7, 12, 22, 25] ainsi que l’Øtude de la complexitØ paramØtrØe ([6,
12]). En particulier, lorsque le joueur dispose d’un pompier à chaque tour, on sait
rØsoudre polynomialement le problŁme dans certaines classes de graphes, comme par
exemple : les graphes de degrØ maximum 3 oø le feu commence sur un sommet
de degrØ 2 [22], les graphes d’intervalles, les graphes de permutations et les split
graphs [25].

Cependant, on sait que ce problŁme est trŁs compliquØ, mŒme dans certains cas
particuliers. Par exemple, le jeu sur la classe des arbres est trŁs riche et beaucoup
l’Øtudient. Dans le cas oø le joueur a un nombre constant de pompiers à chaque
tour, le problŁme est NP-complet sur la classe des arbres de degrØ maximum 3 [22],
ainsi que dans d’autres cas encore plus restrictifs [7] ; on peut trouver dans [16] des
rØsultats supplØmentaires de complexitØ.

À propos de rØsultats d’approximation sur les arbres, il a ØtØ montrØ que le pro-
blŁme est 1

2 -approximable avec une approche gloutonne [31] avec un nombre constant
de pompiers par tour. Lorsque ce nombre de pompier par tour est 1, il a ØtØ montrØ
que le problŁme est (1� 1

e)-approximable [12] ; ce ratio a ØtØ amØliorØ dans [35] pour
le cas des arbres ternaires et trŁs rØcemment, une approche en temps polynomial a
ØtØ obtenue (toujours pour le cas des arbres) [2], ce qui clôt la question de l’approxi-
mation dans les arbres avec un pompier par tour, et ouvre vers des gØnØralisations. Le
problŁme avec un pompier par tour est di�cile à approximer en n1� " sur les graphes
en gØnØral [3].

La plupart des papiers sur ce problŁme considŁrent une suite constante de pom-
piers (c’est d’ailleurs comme ça que le problŁme a ØtØ dØ�ni, historiquement). Le
cas de la grille carrØe in�nie est trŁs intØressant et a poussØ le modŁle a Œtre Øtendu
en changeant le nombre de pompiers disponibles à chaque tour. Cette motivation
vient du fait que dans la grille carrØe in�nie, il est possible de contenir un feu de
n’importe quelle taille avec deux pompiers par tour, mais que ce n’est pas possible
avec un seul [24, 48]. En cherchant à a�ner ce rØsultat, M-E Messinger a commencØ
à considØrer des suites de pompiers pØriodiques [40], et d’autres suites plus gØnØrales
sont ØtudiØes dans [21].

D’autres Øtudient aussi ce problŁme en utilisant des modŁles de programmation
linØaire en nombre entiers, particuliŁrement sur les arbres [2, 30, 39]. Cette approche
suggŁre trŁs naturellement une variante continue du problŁme (la version relaxØe du
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programme linØaire), oø le nombre de pompiers par tour peut Œtre n’importe quel
rØel positif et oø le joueur peut partiellement protØger les sommets. La partie non
protØgØe d’un sommet peut alors brßler, et transmettre une fraction du feu à ses
voisins. Cette variante dØ�nit le jeu appelØ Fractional Firefighter qui a ØtØ
introduit dans [24].

4.1.2 Quelques notations

Étant donnØ un arbre T enracinØ en r, et deux sommets v et v0, on note v � v0 le
fait que v est un ancŒtre de v0 (ou que v0 est un descendant de v), et v � v0 lorsque
v = v0 ou v � v0. Pour tout sommet v, notons T [v] le sous-arbre induit par v et ses
descendants. Notons Ti le i-Łme niveau de T , oø T0 = frg. Si l’arbre T est �ni, la
hauteur h(T ) est la distance maximale de r à une feuille de T . Lorsque i > h(T ), on
a Ti = ;. Le poids w(v) d’un sommet v est le nombre de sommets de T [v]. S’il n’y a
pas d’ambiguïtØ, on Øcrira w(v) = wv.

Nous appelons B(T ) l’arbre obtenu depuis T en fusionnant tous les sommets aux
niveaux 0 et 1 en une seule nouvelle racine rB : chaque arŒte u1u2 2 E(T ) avec
u1 2 T1 et u2 2 T2 donne naissance à une arŒte rBu2 2 E(B(T )). Pour k � h(T ),
Bk(T ) sera l’arbre obtenu en appliquant k fois ce procØdØ à T : tous les sommets
des niveaux 0 à k sont fusionnØs en un seul sommet notØ rBk qui devient la nouvelle
racine de l’arbre.

Finalement, Øtant donnØ un prØdicat P , on note 1P la fonction caractØristique de
P , telle que 1P (x) = 1 si P (x) est vrai, 0 sinon.

4.2 ProblŁmes et rØsultats prØliminaires

4.2.1 Firefighter et Fractional Firefighter

Une instance de Fractional Firefighter est dØ�nie par un triplet (G; r; (fi)),
oø G = (V (G); E(G)) est un graphe �ni, r 2 V (G) est le sommet du graphe oø le
feu se dØclenche, et (fi)i� 1 la suite de pompiers disponibles à chaque tour (qui est
positive). Notons Si la somme cumulØe de tous les pompiers reçus depuis le dØbut
de la partie : Si =

P i
j=1 fj.

Le tour i = 0 correspond à l’Øtat initial du jeu, oø r est le seul sommet qui
brßle, et aucun des sommets n’est protØgØ. Les tours i � 1 correspondent aux tours
durant lesquels le joueur intervient. À chaque tour i � 1 et pour chaque sommet v,
le joueur dØcide quelle quantitØ de protection pi(v) il ajoute à v. Pendant la partie,
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pour chaque sommet v, la partie de v qui brßle est notØe bi(v) 2 [0; 1] ; on a donc
b0(r) = 1 et b0(v) = 0 pour tout sommet v 6= r.

De maniŁre identique, la protection cumulØe reçue par le sommet v au tour i
est notØe pci(v) avec pc0(v) = 0 pour tout sommet v. Les deux suites (bi(v))i� 0 et
(pci(v))i� 0 sont croissantes, et bi(v) + pci(v) � 1 pour tout i et v. À chaque tour i, et
pour tout sommet v, le joueur choisit de jouer pi(v) en respectant les contraintes

pi(v) � 0;

bi� 1(v) + pci� 1(v) + pi(v) � 1;

et
X

v2V (G)
pi(v) � fi:

La nouvelle protection du sommet v est pci(v) = pci� 1(v) + pi(v). Le feu se propage
ensuite en suivant la rŁgle

bi(v) = maxf max
v02N(v)

bi� 1(v0)� pci(v); bi� 1(v)g (4.1)

oø N(v) est le voisinage ouvert de v. La partie se termine lorsque le feu ne se propage
plus, c’est-à-dire bi(v) = bi� 1(v) pour tout v.

Le problŁme Firefighter standard est similaire au problŁme Fractional Fi-
refighter, mais avec la contrainte que les pi(v) sont des variables binaires. Il s’en
suit que pci(v) et bi(v) sont aussi binaires. Dans ce cas, la suite des pompiers doit Œtre
entiŁre.

Remarque 9. Dans le problŁme Firefighter, puisque les sommets n’ont que deux
Øtats (brßlØ ou non brßlØ), il est naturel d’employer un max dans l’Øquation (4.1).

Dans un premier temps, nous pouvons regarder une partie sur une grille carrØe.

ThØorŁme 9 ([48]). Dans une partie de Firefighter ou Fractional Firefigh-
ter sur une grille carrØe in�nie, 2 pompiers par tour sont su�sants pour arrŒter un
feu qui se dØclenche en une case. De plus, il faut au minimum 8 tours pour pouvoir
arrŒter le feu.

DØmonstration partielle : la Figure 4.1 montre qu’il est possible d’arrŒter le feu en
8 tours, avec 2 pompiers par tour.
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Les symboles #i dØnotent un pompier jouØ au tour i. Le point rouge est le point de
dØpart du feu. Les croix rouges sont les sommets brßlØs en �n de partie.

Figure 4.1 � StratØgie optimale pour arrŒter un feu sur une grille in�nie.

L’optimalitØ de la stratØgie de la Figure 4.1 a ØtØ donnØe par Develin et Hartke
[18], qui ont utilisØ le programme linØaire en nombre entiers de la Figure 4.3 pour
modØliser le problŁme des pompiers sur la grille in�nie. La solution obtenue en Figure
4.1 laisse brßler 18 sommets, et ne dure que 8 tours.

Fogarty [24] donne dans sa thŁse un algorithme qui permet d’encercler le feu sur
une grille in�nie, en utilisant 2 pompiers par tour. Cet algorithme permet au joueur
d’encercler le feu, mŒme aprŁs l’avoir laissØ s’Øtendre un nombre quelconque de tours
en dØbut de partie.

ThØorŁme 10 ([24]). AprŁs avoir laissØ le feu s’Øtendre pendant k > 0 tours sur
une grille in�nie, il est ensuite possible de l’encercler avec deux pompiers par tour,
en 32k + 1 tours, et en ayant 318k2 + 14k + 1 sommets brßlØs.

La Figure 4.2 montre le rØsultat de l’application de l’algorithme en ayant laissØ
le feu s’Øtendre 1 tour avant de commencer à placer les pompiers.

Nous montrons maintenant que ce jeu se termine toujours sur un graphe �ni G.
Notons Lr(G) la longueur maximum d’un chemin induit sans corde de G, avec r
comme extrØmitØ. Nous avons :
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Figure 4.2 � RØsultat de l’algorithme de Fogarty pour arrŒter un feu s’Øtant Øtendu
sans protection pendant 1 tour.
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Min
P
x2V bx;T

s.t.

bx;t � bx;t� 1

dx;t � dx;t� 1

bx;t + dx;t � by;t� 1; y 2 N(x)
bx;t + dx;t � 1

X

y2N(x)
by;t� 1 � bx;t

X

x2V
(dx;t � dx;t� 1) � d

dx;0 = 0
br;0 = 1
bx;0 = 0
bx;t; dx;t 2 f0; 1g

En connaissant a priori une solution du problŁme, on peut borner la taille de la
grille et le nombre de tours maximal T sans crØer d’e�et de bord. V est l’ensemble
des sommets de la grille (�nie). La valeur bx;t (respectivement dx;t) indique si le
sommet x est brßlØ (resp. dØfendu) au tour t, et d est le nombre de pompiers

disponibles à chaque tour. En essayant plusieurs objectifs di�Ørents, on s’aperçoit
que la solution qui minimise le nombre de sommets brßlØs est aussi celle qui

minimise le nombre de tours.

Figure 4.3 � Programme linØaire en nombres entiers modØlisant le jeu des pompiers
sur une grille carrØe in�nie.
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Proposition 13. Le nombre de tours d’une partie de Firefighter ou Fractional
Firefighter sur un graphe G et dont le feu est initialement sur le sommet r est
infØrieur à Lr(G), et cette borne est serrØe.

DØmonstration. D’abord, montrons par rØcurrence que pour tout sommet v 2 V (G) :
Pour tout i � 1, si bi(v) > bi� 1(v), alors il existe un chemin induit
Pi;v = (u0 = r; u1; : : : ; ui = v) sur i + 1 sommets tel que bj(uj) est
dØcroissante sur ce chemin.

Pour i = 1, si b1(v) > b0(v), alors v est un voisin de r et b0(r) = 1 � b1(v). Ce
chemin P1;v = (r; v) est de longueur 2.

Supposons que la propriØtØ est vraie au tour i et que bi+1(v) > bi(v). Alors v
reçoit sa partie supplØmentaire de feu depuis un de ses voisins w :

bi+1(v) = bi(w)� pci+1(v) > bi(v)

De plus, on a nØcessairement bi(w) > bi� 1(w) car sinon, on aurait la contradiction
suivante :

bi(v) � bi� 1(w)� pci(v) � bi(w)� pci(v) � bi(w)� pci+1(v) > bi(v)

En appliquant l’hypothŁse de rØcurrence à w, on sait qu’il existe un chemin induit
Pi;w = (u0 = r; u1; : : : ; ui = w) tel que (bj(uj)) est dØcroissante. Comme bi+1(v) =
bi(w)� pci+1(v), on a bi+1(v) � bi(w).

De plus, pour tout j < i, uj et v ne sont pas adjacents car sinon, on aurait la
contradiction suivante :

bi(v) � bj+1(v) � bj(uj)� pcj+1(v) � bi(w)� pci+1(v) > bi(v)

Le chemin Pi+1;v obtenu en ajoutant l’arŒte (w; v) à Pi;w est donc bien un chemin
induit sans corde qui satisfait la propriØtØ. Par consØquent, si bi+1(v) > bi(v) pour
un certain v, alors on a i+ 1 � Lr(G). Le feu ne peut donc plus se propager aprŁs le
tour Lr(G) + 1.

RØciproquement, considØrons P un chemin induit ayant r pour extrØmitØ et de
longueur Lr(G) + 1. Si (fi) = (jGj � Lr(G) � 1; 0; 0; 0 � � � ) et si le complØmentaire
de P est protØgØ au premier tour, alors le jeu se terminera en exactement Lr(G)
tours.

Exemple 1. Sur un arbre binaire parfait (Bn; r) de hauteur n, avec un pompier
par tour, la durØe de (Fractional) Firefighter est exactement n = Lr(Bn; r),
quelle que soit la stratØgie du joueur (ce sera une consØquence immØdiate de la Pro-
position 16).
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4.2.2 Simpli�cation pour les arbres
Étant donnØe une instance (T; r; (fi)), oø T est un arbre et r un sommet de T ,

on considŁrera qu’il est enracinØ en r, le sommet initialement en feu. Si T est �ni,
la Proposition 13 implique que le jeu durera au plus h(T ) tours. Nous considØrons
qu’il a exactement h(T ) tours, avec des tours Øventuellement vides en �n de partie
lorsque le feu ne peut plus se propager, oø le joueur ne reçoit plus de pompiers.

La structure des stratØgies sur un arbre est trŁs particuliŁre. En e�et, d’aprŁs
l’Équation (4.1), à chaque tour i, la quantitØ de feu bi(v) est dØcroissante en suivant
n’importe quel chemin depuis la racine, ce qui signi�e que le feu ne se propage que
dans un sens : depuis la racine vers les feuilles. De plus, pour chaque sommet v de
Tj pour un certain j, la quantitØ de feu bj(v) ne peut plus augmenter aprŁs le tour j.
Par consØquent, il n’y a aucun intØrŒt à protØger un sommet de Tj à un tour i > j.
Remarquons aussi que pour chaque stratØgie qui alloue une quantitØ de protection à
un sommet v 2 Tk au tour i < k, on peut crØer une stratØgie strictement meilleure
en dØplaçant cette protection sur le parent de v. Pour ces raisons, on ne considŁre
donc que les stratØgies qui jouent sur Ti au tour i. Dans le cas de stratØgie optimale
o�ine, cette propriØtØ a ØtØ mise en avant dans [31].

Cette propriØtØ est vraie pour Firefighter et Fractional Firefighter sur
les arbres. Avec une telle stratØgie, on notera donc pci(v) = pi(v), et les valeurs de
pi(v) et bi(v) ne peuvent changer qu’au tour i. On s’autorise donc à Øcrire p(v) = pi(v)
et b(v) = bi(v) pour v 2 Ti. De plus, comme il est inutile de protØger un sommet plus
que nØcessaire, on supposera que p(v) � b(w), pour v un sommet de l’arbre et w son
pŁre. La quantitØ de protection que reçoit un sommet est alors au plus la quantitØ de
feu de son pŁre. Une stratØgie p est alors caractØrisØe par les valeurs p(v); v 2 V (T ).
Étant donnØe une stratØgie p, p(v) est la quantitØ de protection reçue directement par
le sommet v, mais ce dernier reçoit aussi une protection indirecte de ses ancŒtres, que
l’on note Pp(v) =

P
v0� v p(v0) (qui sera utilisØe dans la Section 4.3.1). Pour chaque

sommet v 2 Ti, on a bi� 1(v) = 0, et en sommant l’Équation (4.1) de 1 à i, on en
dØduit que p(v) + Pp(v) + b(v) = 1.

Une stratØgie pour Firefighter ou Fractional Firefighter doit satisfaire
les contraintes :

[C]
( P

v2Ti
p(v) � fi (i)

8v; p(v) + Pp(v) � 1 (ii)

Rappelons que dans [39], Firefighter sur les arbres a ØtØ modØlisØ par un
programme linØaire en nombres entiers, en utilisant ces contraintes. La rØsolution de
Fractional Firefighter correspond alors à la version relaxØe de ce programme
linØaire en nombre entiers.
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4.2.3 Version online sur les arbres
L’optimisation online [5] est une version dans laquelle les informations sont rØ-

vØlØes au cours du jeu. On dØ�nit maintenant les versions online de Firefighter
and Fractional Firefighter sur les arbres. Le graphe et le sommet initialement
en�ammØ sont connus dŁs le dØbut, mais la suite de pompiers (fi)i� 1 est donnØe
en cours de partie, par un second joueur, qu’on appelle naturellement adversaire. À
chaque tour i, l’adversaire donne fi au joueur, qui choisit alors comment distribuer
la protection disponible.

La version dont on a prØcØdemment parlØe est appelØe version o�ine.
ConsidØrons un algorithme online OA pour un des deux problŁmes et jouons sur

un arbre �ni T jusqu’à ce que la partie se termine. La valeur �OA obtenue par l’algo-
rithme, dØ�ni par la proportion de sommets sauvØs, est comparØe à celle qu’obtien-
drait un algorithme o�ine optimal, avec la mŒme suite de pompiers. Cette derniŁre
valeur est notØe �I si on joue à Firefighter (oø "I" signi�e "Integral") et �F si l’on
joue à Fractional Firefighter. On appellera Bob l’algorithme o�ine optimal,
qui garantit donc d’obtenir les valeurs �I et �F .

L’algorithme OA est dit 
-compØtitif, pour 
 2]0; 1], pour Firefighter (resp.
Fractional Firefighter) online si pour chaque instance on a �OA

�I
� 
 (resp.

�OA
�F
� 
) ; 
 est appelØ le ratio de compØtitivitØ garantit par OA. Un algorithme

online sera dit optimal s’il garantit le meilleur ratio possible (si celui-ci existe).
Commençons par une rØduction :

Proposition 14. On peut rØduire l’Øtude de (Fractional) Firefighter online
sur les arbres aux instances oø f1 > 0.

DØmonstration. Si fi = 0 pour tout i 2 J1; kK, alors l’instance (T; r; (fi)) est Øquiva-
lente à l’instance (Bk(T ); rBk ; (fi+k)).

Dans le cas in�ni, on ne dØ�nit pas la compØtitivitØ. On cherche seulement à
savoir si le feu peut Œtre contenu par un algorithme online. Les Sections 4.3.1 et 4.3.2
traitent le cas �ni, alors que la Section 4.5.2 traite les arbres in�nis.

4.3 Le jeu des pompiers online sur les arbres �nis

4.3.1 Analyse de la compØtitivitØ d’un algorithme glouton
Les algorithmes gloutons sont gØnØralement de bons candidats pour les algo-

rithmes online, et mŒme parfois la seule approche connue. Deux types d’algorithmes
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gloutons ont ØtØ principalement ØtudiØs dans la littØrature pour Firefighter sur
les arbres [23] et les deux sont des stratØgies online de notre problŁme. Le glouton
sur les degrØs essaye de sauver à chaque tour les sommets de grand degrØ ; il a ØtØ
montrØ dans [7] qu’il ne peut garantir aucun ratio de compØtitivitØ sur les arbres,
mŒme pour une suite de pompiers constante.

Le second algorithme glouton, introduit dans [31] pour une suite de pompiers
(fi) entiŁre, maximise à chaque tour le poids total de tous les sommets protØgØs
(c’est-à-dire le nombre de sommets des sous-arbres protØgØs). On peut le gØnØraliser
pour une suite non entiŁre, pour les deux problŁmes Firefighter et Fractional
Firefighter.

Notons Gr (pour greedy) l’algorithme glouton qui choisit à chaque tour i une
solution optimale du programme linØaire Pi ayant pour variables x(v); v 2 Ti et
comme contraintes :

Pi :

8
><

>:

max
P
v2Ti

x(v)w(v)
P
v2Ti

x(v) � fi (i)
8v 2 Ti; x(v) + Px(v) � 1 (ii)

Une solution optimale de Pi est obtenue en ordonnant les sommets fv1; : : : ; vjTi jg
de niveau i par ordre de poids dØcroissant, en les prenant un par un en suivant cet
ordre et en leur donnant de façon gloutonne la valeur x(vj) = min(fi�

P
k<j x(vk); 1�

Px(vj)). On peut se convaincre de ce rØsultat par analogie avec le problŁme du sac à
dos fractionnaire.

Remarquons que Gr est utilisable à la fois pour Firefighter et pour Fractio-
nal Firefighter.

Il a ØtØ montrØ dans [31] que Gr sur les arbres avec un pompier par tour est une
1
2 -approximation (c’est-à-dire qu’un algorithme optimal ne pourra pas sauver plus
de 2 fois le nombre de sommets sauvØs par cet algorithme). Ils a�rment que ce ratio
d’approximation reste correct pour un nombre constant entier de pompiers par tour.
Nous avons Øtendu ce rØsultat pour une suite quelconque (fi)i� 1 (entiŁre ou non).
Puisque Gr est aussi un algorithme online, ce ratio peut aussi Œtre vu comme un
ratio de compØtitivitØ pour la version online.

ThØorŁme 11. L’algorithme glouton Gr est 1
2-compØtitif pour les versions online de

Firefighter et Fractional Firefighter sur les arbres �nis.

DØmonstration. Commençons par regarder le cas fractionnaire avec une instance
online (T; r; (fi)) de Fractional Firefighter sur un arbre.

Soit x(v) et y(v) les quantitØs de protection placØes sur le sommet v par Gr et
Bob respectivement. On a �Gr =

P
v x(v)w(v) et �F =

P
v y(v)w(v). On rappelle que

Px(v) =
P
v0� v x(v0) et Py(v) =

P
v0� v y(v0).
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On sØpare y(v) en deux nombres positifs, y(v) = g(v) + h(v), avec :
g(v) = minfy(v);maxf0; Px(v) � Py(v)gg et h(v) = maxf0; y(v) + minf0; Py(v) �
Px(v)gg:

Montrons maintenant par induction que 8v0 2 T ,
P
v� v0 g(v) � Px(v0). Comme

g(r) = 0, la propriØtØ est vraie pour la racine r. En supposant que la propriØtØ est
vraie pour un certain sommet v0, prenons v00un �ls de v0. Si Px(v00) � Py(v00) � 0,
alors on a directement :

X

v� v00

g(v) =
X

v� v00

g(v) + g(v00) �
X

v� v00

y(v) + (Px(v00)� Py(v00)) = Px(v00)

Sinon, g(v00) = 0 et en remarquant que
P
v� v0 g(v) � Px(v0) et Px(v00) � Px(v0),

la propriØtØ est vraie pour v00; ce qui termine la preuve de la propriØtØ.
On en dØduit que :

X

v0

X

v� v0

g(v) �
X

v0

Px(v0) =
X

v0

X

v� v0

x(v) �
X

v0

X

v� v0

x(v)

Comme w(v) =
P
v� v0 1, en inversant les sommes des deux côtØs, on obtient :

X

v
g(v)w(v) �

X

v
x(v)w(v) = �Gr (4.2)

Regardons maintenant les coe�cients h(v). On a�rme que les coe�cients h(v)
pour v 2 Ti satisfont les contraintes (i) et (ii) de Pi ; en e�et pour (i), on a
h(v) � y(v) et y satisfait la contrainte. Pour (ii), remarquons que h(v) + Px(v) =
maxfPx(v); y(v) + minfPx(v); Py(v)gg � maxfPx(v); y(v) + Py(v)g � 1.

Par consØquent, 8i;
P
v2Ti

h(v)w(v) �
P
v2Ti

x(v)w(v), et donc :

X

v2T
h(v)w(v) �

X

v2T
x(v)w(v) = �Gr (4.3)

Finalement, puisque g(v) + h(v) = y(v), on en conclut grâce aux Øquations (4.2)
et (4.3) que �F � 2�Gr.
L’algorithme gloutonGr est donc 1

2 -compØtitif pour la version online de Fractional
Firefighter. De plus, comme il ne joue que des quantitØs entiŁres de protection
quand la suite de pompiers est entiŁre, il est aussi 1

2 -competitif pour Firefighter
online.
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La Conjecture 2.3 dans [30] (qui est aussi la Conjecture 3.5 de [23]) a�rme qu’il
existe une constante � telle que la valeur optimale de Fractional Firefighter est
au plus � fois celle de Firefighter. Cette conjecture est appuyØe par de nombreux
tests [30], mais dØterminer cette constante est l’un des problŁmes ouverts proposØs
dans [23] (Problem 7). Le ThØorŁme 11 peut se voir di�Øremment, sous le point de
vue �Gr � �I � �F � 2�Gr, ce qui montre que � = 2 est une telle constante dans le
cas des arbres �nis.

Corollaire 5. Dans Fractional Firefighter, la quantitØ de sommets sauvØs est
au plus deux fois celle dans Firefighter.

4.3.2 Algorithme compØtitif amØliorØ pour Firefighter
Dans cette section, on recherche des amØliorations possibles de stratØgies online

pour Firefighter sur les arbres �nis. Notons ’ = 1+
p

5
2 le nombre d’or, solution de

l’Øquation : ’2 = ’+ 1.
Seulement dans cette section, pour chaque sommet v 2 Ti et chaque i � j �

i+ h(T [v]), on appelle vj un sommet de poids maximum wvj dans Tj \ V (T [v]). On
dØ�nit �wvj pour tout j par :

�wvj = wvj si j 2 [i; i+ h(T [v])] et 0 sinon:

Pour tout entier k � 2, on note par �I;k le meilleur ratio de compØtitivitØ pour
Firefighter online sur les arbres �nis avec au plus k pompiers disponibles (sur
l’ensemble de toute la partie). On a donc :

�I;k = inf
T2T

max
OA2A L

min
(fi )2 NN� ;

P
i
fi � k

�OA
�I

oø T est l’ensemble des arbres enracinØs et AL l’ensemble des algorithmes online
pour Firefighter sur les arbres �nis.

Remarquons que la suite (�I;k) est dØcroissante. Notons �I = inf
k� 2

�I;k le meilleur
ratio de compØtitivitØ pour Firefighter online sur les arbres �nis.

Dans cette section, on donne un algorithme online optimal pour Firefighter
sur les arbres �nis dans le cas oø il y a au plus 2 pompiers. D’aprŁs la Proposition 14,
on peut supposer que f1 = 1 et une telle instance est alors caractØrisØe par le tour
oø le joueur reçoit le second pompier.

Lemme 8. Soit a et b deux sommets distincts de T1 qui maximisent le poids de toute
paire de sommets distincts de T1. Si

P
i fi � 2, il y a un algorithme online optimal

pour Firefighter qui joue le premier pompier en a ou en b.
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DØmonstration. Si le premier pompier est placØ sur v 2 T1 nfa; bg par un algorithme
o�ine optimal, comme il y a au plus 2 pompiers en tout, il existe u 2 fa; bg, tel que
T [u] brßle complŁtement. On en dØduit que w(u) = w(v). Par consØquent, en jouant
la protection de v sur u, on obtient alors une autre solution optimale.

On suppose que Bob a cette propriØtØ, mais remarquons que mŒme si wa > wb, il
ne va pas nØcessairement jouer sur a, comme montrØ dans la Figure 4.4 sur le graphe
W1;10;20 : si la suite de pompier est (1; 0; 1; 0; 0; 0 : : :), alors le premier coup de Bob
doit nØcessairement Œtre en x.

Remarquons aussi que, lorsque la racine est de degrØ au moins 3, le second pom-
pier n’est pas nØcessairement dans V (T [a]) [ V (T [b]).

Nous considØrons maintenant l’Algorithme 1 et supposons que l’adversaire va
donner au plus 2 pompiers au cours de la partie.

Le cas oø f1 = 2 est trivial car un algorithme online peut prendre la mŒme
dØcision que Bob en assignant les deux pompiers aux deux sommets de plus grand
poids. Nous supposons donc que les pompiers n’arrivent pas tous les deux au mŒme
tour.

L’algorithme travaille avec une version mise à jour eT de l’arbre T : lorsqu’un
sommet est protØgØ, le sous-arbre correspondant est retirØ, et tous les sommets brßlØs
sont fusionnØs en un seul sommet. L’algorithme ne joue donc que sur les sommets au
niveau 1 de eT .

Avant de commencer la partie online du jeu, l’algorithme calcule les poids de tous
les sommets. Les poids des sommets non brßlØs ne changeront pas lors de la mise à
jour de eT . La valeur de h( eT ), nØcessaire à la ligne 6 peut Œtre calculØe initialement,
pendant le calcul des poids, puis mise à jour simplement lors de la mise à jour de
eT . Par soucis de clartØ, on ne dØtaille pas ces mises à jour dans l’algorithme. La
notation �wvj utilisØe à la ligne 6 est dØ�nie dans la Section 4.3.2.

ThØorŁme 12. L’Algorithme 1 est un algorithme online 1
’-compØtitif pour Fire-

fighter avec au plus 2 pompiers. Il est optimal dans ce cas.

DØmonstration. Si l’adversaire ne donne pas de pompier avant le tour h(T ), l’Algo-
rithme 1 et Bob ne peuvent sauver aucun sommet, et par convention, on dit que le
ratio de compØtitivitØ est alors 1.

Supposons que le premier pompier est donnØ à un certain tour k � h(T ) ; l’arbre
possŁde encore au moins un sommet non brßlØ. Pendant les (k � 1) premiers tours,
l’instance est mise à jour en (Bk(T ); rBk ; (fi+k)) avec un pompier donnØ au (nouveau)
premier tour. La nouvelle racine a au moins un sommet. La Proposition 14 assure
que cette instance est Øquivalente à la premiŁre.
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Algorithme 1
EntrØe : Un arbre �ni T enracinØ en r - Un adversaire online.

1: ( eT ; ~r) (T; r) ; Calcul de wv, 8v 2 V ( eT )
2: {DØbut de la partie online}
3: À chaque tour, aprŁs que le feu s’est Øtendu, eT est mis à jour - les sommets brßlØs

sont fusionnØs avec ~r ;
4: si on reçoit le Premier Pompier et ~r a au moins un �ls alors
5: On note a et b deux enfants de ~r de plus grands poids wa; wb, wa � wb (a = b

si ~r a seulement un �ls) ;
6: si min

2� i� 1+h(eT )

wa + �wbi
wb+ �wa i

� 1
’ alors

7: Placer le premier pompier sur a ;
8: sinon
9: Placer le premier pompier sur b ;

10: si on reçoit le Second Pompier et ~r a au moins un �ls alors
11: Placer le pompier sur le �ls de ~r de poids maximum

Si la racine a seulement un �ls, alors a = b à la ligne 5 et l’Algorithme 1 choisit a
et sauve tous les sommets non brßlØs, ce qui amŁne à un ratio de compØtitivitØ Øgal
à 1.

Sinon, a 6= b avec wa � wb (ligne 5). Supposons dans un premier temps que
l’adversaire donne un seul pompier au cours de la partie ; alors l’Algorithme 1 le
place sur a ou b alors que Bob le place en a. Si wa � ’wb, alors on a :

8i; 2 � i � 1 + h(T );
wa + �wbi

wb + �wai

�
wa

wb + wa
�

’wb
wb + ’wb

=
1
’

(4.4)

Par consØquent, (voir ligne 6) l’unique pompier est placØ en a par l’algorithme,
ce qui garantit un ratio de compØtitivitØ de 1. Sinon, on a wb > 1

’wa et mŒme en
plaçant un pompier en b, on garantit un ratio de compØtitivitØ au moins Øgal à 1

’ .
Supposons dans un second temps que l’adversaire nous donne 2 pompiers au cours

de la partie.
ConsidØrons deux cas :

Cas (i) : Si l’Algorithme 1 joue le premier pompier en a à la ligne 7, et si l’adversaire
donne le second pompier au tour i, alors l’algorithme va sauver wa + �wxi sommets,
pour un certain x 2 T1nfag tel que �wxi = maxu2T1nf ag �wui : Avec les mŒmes pompiers,
Bob va sauver wv + �wyi pour des certains v 2 fa; bg et y 2 T1 n fvg. Si les deux
stratØgies n’ont pas la mŒme valeur (l’optimal a un ratio strictement plus grand),
alors nØcessairement v = b et y = a. Dans ce cas, le critŁre de la ligne 6 assure que
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le ratio de compØtitivitØ est au moins 1
’ .

Cas (ii) : Si l’Algorithme 1 joue le premier pompier en b à la ligne 9. Appelons j le
tour oø l’adversaire donne le second pompier. La ligne 5 assure que :

9i; 2 � i � 1 + h(T );
wa + �wbi

wb + �wai

<
1
’

(4.5)

Cela implique en particulier que wa < ’wb puisque dans le cas contraire l’Équa-
tion (4.4) serait correcte. Dans le cas (ii), l’Algorithme 1 sauve wb + �wxj sommets
avec x 2 T1 n fbg tel que :
�wxj = maxu2T1nf bg �wuj .

De son côtØ, Bob choisit v 2 fa; bg et, s’il existe, yj pour un certain y 2 T1 n fvg,
ce qui lui permet de sauver un total de wv + �wyj sommets.

Si y 6= b, alors �wyj � �wxj , par dØ�nition de x, et alors :

wb + �wxj

wa + �wyj

�
wb + �wxj

wa + �wxj

�
wb
wa

>
1
’

(4.6)

Finalement, si y = b, alors v = a et le ratio de compØtitivitØ à Øvaluer est wb+ �wx j

wa + �wbj
.

On a�rme l’inØgalitØ suivante :

wa + �wbi

wb + �wai

�
wb + �wxj

wa + �wbj

�
1
’2 (4.7)

Si i � j, on a �wai � �waj et comme a 6= b, �waj � �wxj . Par consØquent :
wb+ �wx j

wb+ �wa i
�

wb+ �wx j

wb+ �wa j
� 1 et alors :

wa + �wbi

wb + �wai

�
wb + �wxj

wa + �wbj

�
wa + �wbi

wa + �wbj

�
wa

wa + wb
:

Maintenant, si i < j, on obtient : wa + �wbi
wa + �wbj

� 1 et alors :

wa + �wbi

wb + �wai

�
wb + �wxj

wa + �wbj

�
wb + �wxj

wb + �wai

�
wb

wa + wb
:

Dans les deux cas, puisque wa
wa +wb

� wb
wa +wb

� 1
1+’ = 1

’2 , on en dØduit l’Équa-
tion (4.7).

Maintenant, les Équations (4.5) et (4.7) impliquent que dans le cas (ii), loque
y = b, on a aussi wb+ �wx j

wa + �wbj
� 1

’ :
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En ajoutant l’Équation (4.6), cela clôt le cas (ii) et montre que l’Algorithme 1
est 1

’ -compØtitif.

MŒme si les analyses de complexitØ ne sont gØnØralement pas faites pour les
algorithmes online, on peut remarquer que la ligne 6 requiert seulement de connaître
les poids des sommets dans V (T [a])[ V (T [b]) et le poids maximum par niveau dans
T [a] et T [b], et par consØquent, l’Algorithme 1 requiert O(jV (T [a])j+ jV (T [b])j) pour
choisir la position du premier pompier, et donc O(jV (T )j) en tout.

On �nit cette section avec un rØsultat sur l’optimalitØ de l’algorithme glouton
Gr, et de l’Algorithme 1 dans le cas oø il n’y a que deux pompiers maximum. Ces
rØsultats sont obtenus à partir des graphes Wk;l;m (Figure 4.4).

rx y

...

l sommets

. . .

. . .

. . .

...

..

.

m sommets

k chaines

Figure 4.4 � Graphe Wk;l;m

Proposition 15. Pour tout k � 2; 1
2 � �I;k � 1

’ , et plus prØcisØment :
(i) �I = 1

2 : l’algorithme glouton Gr est optimal pour Firefighter dans les arbres
�nis ;
(ii) �I;2 = 1

’ : l’Algorithme 1 est optimal si au plus deux pompiers sont disponibles ;
(iii) �I;4 < 1

’ .

DØmonstration. Le ThØorŁme 11 montre que �I � 1
2 . Étant donnØs des entiers l;m; k

tels que k divise m�1, on dØ�nit le graphe Wk;l;m comme montrØ dans la Figure 4.4.
On suppose que m > k2.

(i) ConsidØrons un algorithme online pour Wk;l;m. Si f1 = 1, l’algorithme va
protØger soit x soit y. S’il choisit x et que la suite de pompiers est (1; 1; 0; 0; 0; : : :),
l’algorithme protŁge alors la branche de x et une des k chaînes, alors que l’optimal
aurait protØgØ y puis l’Øtoile à gauche de x. Le ratio est donc l+ m � 1

k
l+m� 1 . S’il choisit y et

que la suite de pompiers est (1; 0; 1; 1; 1; : : :), alors l’algorithme protŁge la branche
de y et un des sommets de l’Øtoile, pendant que l’optimal protŁge la branche de x
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et les k chaines moins k(k+1)
2 sommets. Si l = m, pour de grandes valeurs de m, le

ratio entre les deux algorithmes tend vers 1+ 1
k

2 . En considØrant par exemple Wk;k3 ;k3

quand k ! +1, on a �I = 1
2 .

(ii) ConsidØrons les graphes W1;l;b’lc. Si l’algorithme online protŁge x, alors l’ad-
versaire choisit la suite de pompiers (1; 0; 0; 0; : : :), et s’il choisit y, l’adversaire donne
alors (1; 0; 1; 0; 0; 0; : : :). Dans les deux cas, le ratio tend vers 1

’ quand l! +1.
(iii) Si au plus 4 pompiers sont disponibles, alors le graphe W4;901;1001 est un

exemple oø 1
’ ne peut pas Œtre atteint. En e�et, si f1 = 1 et que l’algorithme online

choisit x, l’adversaire va choisir la suite (1; 1; 0; 0; 0; : : :), comme dans la preuve du
cas (i), pour un ratio de 1151

1901 . Si l’algorithme online choisit y, comme les pompiers
sont limitØs à 4, l’adversaire va choisir (1; 0; 1; 1; 1; 0; 0; 0; : : :), pour un ratio de 1002

1645 .
Ce second choix est lØgŁrement meilleur, mais ne permet pas d’atteindre 1

’ .

On peut aussi prouver aussi que le ThØorŁme 12 reste correct si trois pompiers
sont disponibles (i.e., �I;3 = 1

’). Cependant, cette preuve implique une analyse au
cas par cas beaucoup plus technique, et ne sera pas prØsentØe ici.

4.4 SØparation des suites de pompiers

4.4.1 DØ�nitions
On considŁre maintenant le problŁme Fractional Firefighter sur les graphes

in�nis. On dit qu’une suite de pompiers (fi) est plus faible que (f0
i) si 8k; Sk � S0

k =
kP

i=1
f0
i , et on note (fi) � (f0

i). Si de plus 9k : Sk < S0
k, (fi) est dite strictement plus

faible que (f0
i) et on note (fi) � (f0

i).

Lemme 9. Si le feu peut Œtre contenu dans l’instance (G; r; (fi)) et si (fi) � (f0
i),

alors le feu peut aussi Œtre contenu dans l’instance (G; r; (f0
i)).

DØmonstration. Étant donnØe une stratØgie gagnante pour (G; r; (fi)), si (f0
i) pom-

piers sont disponibles, alors on contient le feu de la mŒme façon, Øventuellement en
les jouant plus tôt.

Cependant, si (fi) � (f0
i), il n’existe pas toujours de graphe in�ni G tel que le feu

peut Œtre contenu dans (G; r; (f0
i)) mais pas dans (G; r; (fi)) (voir Exemple 2). On

appelle un tel graphe G un graphe sØparateur de (fi) et (f0
i). Dans cette section, on

donne des conditions su�santes pour l’existence d’un tel graphe.
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Exemple 2. Soit f1 = 1, f0
1 = 1:5 et 8i � 2, fi = f0

i = 0. Bien que (fi) � (f0
i),

aucun graphe ne sØpare les deux suites, Øtant donnØ un feu initial de 1. En e�et, la
demi-protection supplØmentaire apportØe par f0ne peut pas servir à arrŒter le feu sur
une autre branche.

4.4.2 Arbres niveaux-rØguliers

Étant donnØe une suite (ai) 2 (N� )N� , appelons T ((ai)) l’arbre enracinØ en r oø
chaque sommet de niveau i� 1 a ai enfants. On dit qu’un arbre est niveaux-rØguliers
s’il est de cette forme. Remarquons que dans ce cas, on a jTij =

Q i
j=1 aj.

Proposition 16. Dans l’instance (T ((ai)); r; (fi)), la quantitØ totale de feu qui se
propage au niveau i est maxf0; Fig, oø F0 = 1 et Fi = aiFi� 1 � fi pour tout i.

DØmonstration. Au tour i, le joueur protŁge seulement les sommets au niveau i. Si
aucune protection n’est placØe, la quantitØ totale de feu est multipliØe par ai. Par
consØquent, si fi � aiFi� 1, le feu est alors contenu ; sinon, la quantitØ totale de feu
qui se propage au niveau i est aiFi� 1 � fi, peu importe la maniŁre dont sont placØs
les pompiers au niveau i.

Étant donnØes deux suites de pompiers (fi) � (f0
i), posons k = minfi 2 N� jfi 6=

f0
ig et � = f0

k�fk. On dØ�nit maintenant la suite de pompiers (f "
i ) par 8i � k; f "

i = f0
i ,

f "
k+1 = fk+1 � � et 8i � k + 2; f "

i = fi. Remarquons que (f "
i ) � (f0

i), car (f "
i ) est la

plus faible des suites plus fortes que (fi) avec les paramŁtres k et �. Par consØquent,
un arbre sØparant (fi) et (f "

i ) sØpare aussi (fi) et (f0
i).

Proposition 17. L’arbre niveaux-rØguliers T = T ((ai)) sØpare (fi) et (f "
i ) si et

seulement s’il y a un rang N tel que : A �
P N
i=k+2

fi
Q i
j=k+2 aj

< B,

oø A = jTk+1j(1�
P k+1
i=1

f "
i

jTi j
) et B = jTk+1j(1�

P k+1
i=1

fi
jTi j

).

DØmonstration. On dØduit de la Proposition 16 que Fn =
Q n
j=1 aj�

P n
i=1 fi

Q n
j=i+1 aj.

Donc, Fn = jTnj(1 �
P n
i=1

fi
jTi j

). On peut dØ�nir F "
n similairement pour (f "

i ). La
condition de sØparation peut s’exprimer comme suit : il y a un rang N tel que
F "
N � 0 < FN . Par consØquent, il y a un rang N tel que

jTN j(1�
NX

i=1

f "
i

jTij
) � 0 < jTN j(1�

NX

i=1

fi
jTij

):
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Alors

1�
k+1X

i=1

f "
i

jTij
�

NX

i=k+2

fi
jTij

< 1�
k+1X

i=1

fi
jTij

;

et �nalement,

A �
NX

i=k+2

fi
Q i
j=k+2 aj

< B:

Remarque 10. Dans la Proposition 17, A = F "
k+1 et B = Fk+1.

4.4.3 Targeting Game
En utilisant les notations de la Proposition 17, on peut voir ce cas particulier

comme un nouveau problŁme, purement numØrique, que l’on appelle Targeting Pro-
blem. Une instance de ce problŁme est donnØe par deux rØels positifs, A < B, et une
suite de rØels positifs, (fi)i2 N, qui reprØsente des mouvements vers la cible [A;B[.
Le joueur commence à la position u0 = 0 avec une taille initiale de pas Øgale à 1.
On note �i la taille du pas au tour i, donc �0 = 1. À chaque tour i > 0, le joueur
choisit un entier positif ai par lequel il va diviser la taille du pas du tour prØcØdent ;

c’est-à-dire �i =
�i� 1

ai
=

Q i
j=1 a

� 1
j . Ensuite, la position du joueur est mise à jour en

utilisant la rŁgle : ui = ui� 1 + fi�i. S’il existe un entier N tel que uN 2 [A;B[, alors
le joueur a gagnØ avec la stratØgie (ai).

Le Targeting Problem peut Œtre rØsumØ de la façon suivante :
Étant donnØs 0 < A < B et une suite (fi), existe-t-il un entier N et une suite (ai)

tels que A �
P N
i=1

fi
Q i
j=1 aj

< B ?

On donne deux conditions su�santes sur les donnØes de ce problŁme qui assurent
l’existence d’une stratØgie gagnante.

ThØorŁme 13. S’il existe un entier N tel que
P N
i=1 fi � A

� A
B � A

�

, alors il existe
une suite (ai) avec ai = 1;8i � 2 telle que le joueur gagne avec la stratØgie (ai).

DØmonstration. Remarquons tout d’abord que sim �
A

B � A
, alors (m+1)A � mB.

Il s’ensuit que �

A
� A
B � A

�

;+1
�

�
[

k2 N�

[kA; kB[:
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Par consØquent, il existe un entier k tel que kA �
P N
i=1 fi < kB. Donc A �

P N
i=1

fi
k
<

B. Finalement, si le joueur choisit a1 = k et ai = 1 pour tout i � 2, il gagnera la
partie au tour N .

ThØorŁme 14. Si jfi : fi � Bgj � log2

� B
B � A

�

, alors le joueur gagne la partie en
choisissant à chaque tour i le plus petit ai tel que ui < B.

DØmonstration. ConsidØrons un tour i tel que ai > 1. Comme le joueur choisit la

plus petite valeur de ai qui ne dØpasse pas B, on en dØduit que B � ui� 1 +
�i� 1

ai � 1
fi.

Par dØ�nition de ui, �i� 1fi = ai(ui� ui� 1), donc B � ui� 1 +
ai

ai � 1
(ui� ui� 1). Alors

B(ai � 1) � ui� 1(ai � 1) + ai(ui � ui� 1) et

ai(B � ui) � B � ui� 1 (4.8)

ConsidØrons maintenant la suite xi =
B � ui
�i

. En divisant l’Équation (4.8) par

�i� 1, on voit que xi < xi� 1 quand ai > 1. Lorsque ai = 1, cette propriØtØ reste vraie.
La suite (xi) est donc dØcroissante, et 8i; xi � x0 = B.

À chaque tour i oø fi � B, on a �i� 1fi � �i� 1xi� 1 = B � ui� 1 > ui � ui� 1 = �ifi.
Donc �i� 1 > �i, et ai > 1.

Il dØcoule ensuite de l’Équation (4.8) que B � ui �
B � ui� 1

2
.

Finalement, en choisissant N tel que jfi � N : fi � Bgj � log2

� B
B � A

�

, on a
A � xN < B.

Proposition 18. Étant donnØes (fi) � (f0
i), notons k le plus petit entier tel que

fk 6= f0
k et � = f0

k � fk. S’il existe un entier N tel que
P N
k+2 fi � 2

� 2
�

�

ou jfk + 2 �
i � N ; fi � 2gj > 1� log2�, alors il existe un arbre niveaux-rØguliers qui sØpare (fi)
et (f0

i) en N tours.

DØmonstration. Pour i � k, on choisit le plus petit ai tel que Fi > 0 ; i.e. ai =j
fi
Fi � 1

k
+ 1. On choisit ensuite ak+1 = maxf2;

j
fk +1
Fk

k
+ 1g.

En utilisant la Proposition 17, il est su�sant d’avoir un rang N tel que :

A �
NX

i=k+2

fi
Q i
j=k+2 aj

< B;
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oø A = jTk+1j(1�
P k
i=1

f "
i

jTi j
) et B = jTk+1j(1�

P k
i=1

fi
jTi j

).

Avec ce choix de ai, on en dØduit que pour i � k, (ai � 1)Fi� 1 � fi � 0. Par
consØquent aiFi� 1 � fi � Fi� 1, et Fi � Fi� 1. Si ak+1 =

j
fk +1
Fk

k
+ 1, alors Fk+1 � Fk.

Sinon, si ak+1 = 2, Fk+1 � 2Fk. Finalement, on a B = Fk+1 � 2F0 = 2.
Remarquons aussi que B�A =

P k+1
i=1 (f "

i �fi)
Q k+1
j=i+1 aj = (f "

k �fk)ak+1 +(f "
k+1�

fk+1) = (ak+1 � 1)�. En ayant choisi ak+1 � 2, on a B � A � �.

Par consØquent, on a un entier N tel que
P N
k+2 fi � 2

� 2
�

�

� A
� A
B � A

�

ou

jfk + 2 � i � N jfi � 2gj > 1 � log2� � log2

� B
B � A

�

. Il su�t ensuite d’utiliser le
ThØorŁme 13 ou le ThØorŁme 14.

Remarque 11. Dans le cas oø jfk+2 � i � N ; fi � 2gj > 1� log2�, la suite (ai) est
crØØe de façon gloutonne, en sØlectionnant la meilleure valeur de ai telle que Fi > 0
(et ak+1 � 2). La valeur de ai dØpend donc seulement de Fi� 1 et fi.

4.5 Suites de pompiers vs. croissance par niveau

4.5.1 Instances o�ine in�nies
Sur les arbres in�nis, l’objectif est de contenir le feu. Par consØquent, les branches

�nies d’un arbre in�ni ne nous intØressent pas. Jouer sur un arbre in�ni est Øquivalent
à jouer sur son sous-arbre sans feuille maximal. Sans perte de gØnØralitØ, on peut
donc restreindre l’Øtude au cas des arbres in�nis sans feuille. Remarquons que si T
est sans feuille, alors (jTij) est croissante.

Intuitivement, on devine que si le feu ne peut pas Œtre contenu sur un arbre in�ni,
cela veut dire que le nombre de sommets par niveau croît plus vite, dans un certain
sens, que la suite de pompiers. En suivant cette intuition, le ThØorŁme 15 donne un
critŁre pour qu’une instance soit gagnante, basØ sur le comportement asymptotique
des deux suites.

ThØorŁme 15. Soit (T; r; (fi)) une instance de Firefighter or Fractional Fi-
refighter oø T est un arbre in�ni sans feuille. Si Si ! +1 et Si

jTi j
9 0, alors

l’instance (T; r; (fi)) est gagnante.

La preuve du ThØorŁme 15 va demander d’avoir au prØalable le lemme suivant,
probablement bien connu :
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Lemme 10. Si (un) est une suite positive qui croît vers +1, alors
P un � un � 1

un
diverge.

DØmonstration. Soit vn = un � un � 1
un

. Si vn 9 0, alors
P
vn diverge. Supposons que

vn ! 0. Comme un � 1
un

= 1 � vn, on a ln u0
un

= ln
Q n
i=1 1 � vi =

P n
i=1 ln(1 � vi).

Comme un ! +1, ln( u0
un

) ! �1, donc
P
ln(1 � vi) ! �1, et comme vn ! 0,

P n
i=1 vi ! +1.

On peut maintenant prouver le ThØorŁme 15.

DØmonstration. Comme T est un arbre sans feuille, (jTij) est croissante et comme
Si

jTi j
9 0, il existe une constante C positive et une injection croissante � : N ! N

telle que
8i; jT�(i)j � CS�(i) <1

Soit a : V (T ) ! [0; 1] la quantitØ de protection que l’on va placer sur chaque
sommet. Pour dØcrire la quantitØ de chaque sommet qui reste non protØgØe à la �n
de chaque tour, on utilise une suite d’Øtiquettes li : V (T )! [0; 1]. Initialement, tous
les sommets sont non protØgØs, donc l0 = 1. Au tour i, la protection est placØe sur
les sommets de Ti, donc 8v 2 V (T ); li(v) = li� 1(v)�

P
v02Ti

a(v0)1v0� v. Pour chaque
W � V (T ) et chaque Øtiquetage l, on dØ�nit l(W ) =

P
v2W l(v).

Pour tout i et h 2 N� avec h > i, pour tout v 2 Ti, posons wh(v) = jfv0 2
Th; v � v0gj. On a alors

P
v2Ti

wh(v) = jThj et pour tout j < i,
X

v2Ti

wh(v)lj(v) = lj(Th) (4.9)

En utilisant le Lemme 10, on voit que
P S� ( i ) � S� ( i � 1)

S� ( i )
diverge. Par consØquent

Q
(1+ S� ( i ) � S� ( i � 1)

CS� ( i )
) diverge Øgalement. Soit N un entier tel que

QN
i=1(1+ S� ( i ) � S� ( i � 1)

CS� ( i )
) >

2C, et h tel que S�(h) > 2S�(N).
On considŁre la stratØgie suivante : à chaque tour i, on protŁge les sommets qui

ont le plus de descendants au niveau �(h), i.e. a(v) est une solution optimale du
programme linØaire suivant :

8
><

>:

max
P
v2Ti

a(v)w�(h)(v)
a(v) � li� 1(v) ; v 2 TiP
v2Ti

a(v) � fi

Si fi � li� 1(Ti) alors on peut protØger tout le niveau i de l’arbre, et donc T�(h),
et le feu est alors contenu. On suppose donc que fi < li� 1(Ti) pour tout i < �(h).
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En dØ�nissant pour v 2 Ti, a0(v) = fi li � 1(v)
li � 1(Ti )

, on a a0(v) � li� 1(v) car fi < li� 1(Ti) et
P
v2Ti

a0(v) = fi.
On en dØduit, par caractØrisation de l’optimal et en utilisant l’Øquation (4.9) que :

X

v2Ti

a(v)w�(h)(v) �
X

v2Ti

a0(v)w�(h)(v) =
fili� 1(T�(h))
li� 1(Ti)

Remarquons que pour j � i, lj� 1(Tj) � jTjj � jT�(i)j. Par consØquent,

l�(i� 1)(T�(h))� l�(i)(T�(h)) =
�(i)X

j=�(i� 1)+1

X

v2Tj

a(v)w�(h)(v)

�
�(i)X

j=�(i� 1)+1

fjlj� 1(T�(h))
lj� 1(Tj)

�
�(i)X

j=�(i� 1)+1

fjl�(i)(T�(h))
jT�(i)j

�
S�(i) � S�(i� 1)

CS�(i)
l�(i)(T�(h)) (since jT�(i)j � CS�(i))

Donc
l�(i� 1)(T�(h)) � (1 +

S�(i) � S�(i� 1)

CS�(i)
)l�(i)(T�(h))

De plus,

jT�(h)j � l�(0)(T�(h)) �
NY

i=1
(1 +

S�(i) � S�(i� 1)

CS�(i)
)l�(N)(T�(h)) > 2Cl�(N)(T�(h))

Et �nalement,

l�(N)(T�(h)) �
jT�(h)j

2C
�

1
2
S�(h) � S�(h) � S�(N)

Cela signi�e que les pompiers disponibles entre les tours �(N) et �(h) sont plus
nombreux que les sommets non protØgØs du niveau �(h). Par consØquent, la stratØgie
permet de gagner en au plus �(h) tours.

RØciproquement, le comportement asymptotique ne permet pas de garantir qu’une
instance sera perdante. En e�et, si f1 � jT1j, l’instance est gagnante, quel que soit le
comportement asymptotique de la suite de pompiers. Cependant, en choisissant des
comportements asymptotiques pour lesquels les niveaux de l’arbre grandissent plus
rapidement que la suite de pompiers, le ThØorŁme 16 garantit que certaines instances
avec ce comportement sont perdantes.
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ThØorŁme 16. Soit (ti) 2 N� N�
et (fi) 2 R+N�

telles que (ti) est croissante et tend
vers +1. Alors, il existe un arbre niveaux-rØguliers T enracinØ en r tel que :
� 9N : 8i � N; ti2 � jTij � ti
� l’instance (T; r; (fi)) est perdante pour (Fractional) Firefighter.

si et seulement si
P fi

ti
converge.

DØmonstration. 1) Supposons que
P fi

ti
converge. Posons M tel que

P +1
M+1

fi
ti
< 1

4
et N > M tel que tN > 4SM . On choisit a1 = tN , ai = 1 pour 2 � i � N , et

ai =
$

tiQ i � 1
j =1

aj

%

pour i > N . Nous allons montrer que T = T ((ai)) est une solution.

Montrons par rØcurrence que 8i � N; ti2 � jTij � ti. Remarquons que

jTN j =
NY

j=1
aj = tN

Supposons que le rØsultat est vrai pour i� 1, oø i > N :

ti� 1

2
�

i� 1Y

j=1
aj � ti� 1

Comme ti � ti� 1, on a ai � 1. Par consØquent,

ai �
ti

Q i� 1
j=1 aj

� ai + 1 � 2ai

Donc, ti2 � jTij � ti, et le rØsultat est toujours correct pour tout i � N .

Comme T est niveaux-rØgulier, la quantitØ de feu qui se propage au niveau n est
max(0; Fn), oø Fn = jTnj(1�

P n
i=1

fi
jTi j

). Pour n > N , on a :
nX

i=1

fi
jTij

=
SN
tN

+
nX

i=N+1

fi
jTij

�
SM
tN

+
1
tN

NX

i=M+1
fi + 2

nX

i=N+1

fi
ti

<
1
4

+
1

4tN
+

2
4
� 1

Par consØquent, Fn > 0 pour tout n, et donc le feu ne peut pas Œtre contenu.

2) RØciproquement, si
P fi

ti
diverge et T = T ((ai)) est tel que 9N : 8i � N;

ti
2 � jTij � ti, alors

P fi
jTi j

diverge aussi. On en dØduit que Fn = jTnj(1 �
P n
i=1

fi
jTi j

)
est nØgatif à partir d’un certain rang. Par consØquent, le feu est contenu.
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Remarque 12. Avec les hypothŁses du ThØorŁme 16, si
P fi

ti
converge, on peut crØer

une instance perdante (T 0; r0; (fi)) avec 8i; jTij = ti en ajoutant ti � jTij feuilles au
niveau i pour tout i. On aura jTnj = tn sans ajouter de feuilles si et seulement s’il
existe un arbre niveaux-rØgulier avec ti sommets au niveau i pour tout i.

Remarque 13. La remarque 1.12 dans [20] donne une condition su�sante pour
qu’une instance soit perdante pour Firefighter dans un graphe gØnØral qui satisfait
des conditions de croissance, en utilisant un critŁre similaire de convergence de

P fi
ti
.

Dans le cas gØnØral, les deux rØsultats ne peuvent pas Œtre comparØs. Dans notre cas,
leur rØsultat peut cependant Œtre vu comme un cas particulier de Firefighter oø
(ti) = (�i) pour un certain �.

4.5.2 Version online du problŁme des pompiers sur les arbres
à croissance linØaire

Dans la section prØcØdente, le ThØorŁme 15 se limite au cas o�ine, car la stratØgie
implique pour le joueur d’Œtre capable de calculer �(h) dŁs le dØbut. Dans cette
section, on donne un rØsultat qui fonctionne aussi dans le cas online, en se limitant
aux arbres à croissance linØaire. On dit qu’un arbre enracinØ (T; r) est à croissance
linØaire si le nombre de sommets par niveau augmente de façon linØaire, i.e. jTij =
O(i).

Remarque 14. Cette propriØtØ de croissance linØaire de T est toujours correcte si
on choisit un autre sommet r0 comme racine. En e�et, si d est la distance entre r
et r0, l’ensemble des sommets i de r0 est inclus dans

S i+d
j=i� d Tj, dont le cardinal est

O(i).

ThØorŁme 17. Il existe un algorithme online pour les instances (T; r; (fi)) de Frac-
tional Firefighter oø T est à croissance linØaire, tel que si une fonction pØrio-
dique non nulle est plus faible que fi), le feu va Œtre contenu.

La preuve du ThØorŁme 17 va utiliser le lemme suivant :

Lemme 11. Pour n’importe quel rØel a > 0, limn! +1
Q n
j=1

ja� 1
ja = 0 .

DØmonstration. On a ln
Q n
j=1

ja� 1
ja =

P n
j=1 ln(1 � 1

ja) et comme
P n
j=1

1
ja ! +1, on

a
P n
j=1 ln(1� 1

ja)! �1. Par consØquent,
Q n
j=1

ja� 1
ja ! 0.

On peut maintenant prouver le ThØorŁme 17 :
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DØmonstration. Puisque T est à croissance linØaire, soit C tel que 8i; jTij � Ci.
Le fait qu’il existe une suite pØriodique non nulle plus faible que (fi) signi�e que
(1nji) � (fi) pour tout n plus grand qu’un certain m. Tout d’abord, nous allons
donner une stratØgie o�ine pour contenir le feu avec un pompier tous les n tours.
Ensuite nous montrerons que l’instance online avec (1nji) � (fi) pour un n connu du
joueur est gagnante. Finalement, nous dØcrirons une stratØgie online gagnante mŒme
quand n n’est pas connu.

Étant donnØ un entier n, considØrons l’instance (T; r; (1nji)). On voit d’aprŁs le
Lemme 11 qu’il existe un entier N tel que

QN
j=1

Cnj� 1
Cnj < 1

2Cn . Posons h(n) = 2nN .
Une stratØgie gagnante pour cette instance o�ine est obtenue en protØgeant au tour
nj le sommet non protØgØ de Tnj avec le plus grand nombre de descendants au niveau
h(n). Puisque jTnjj � Cnj, le nombre restant de sommets non protØgØs dans Th(n)
est rØduit par au moins 1

Cnj de sa prØcØdente valeur. Donc le nombre de sommets
non protØgØs de Th(n) restants aprŁs nN tours est plus petit que jTh(n)j

QN
i=1

Cnj� 1
Cnj �

jTh ( n ) j
2Cn � N . Comme N pompiers vont encore Œtre placØs entre les tours N et h(n), la
stratØgie est gagnante en au plus h(n) tours.

Si le joueur sait à l’avance que (1nji) � (fi) pour un certain n, la stratØgie dØcrite
ci-dessus peut Œtre adaptØe en utilisant le Lemme 9.

Dans le cas gØnØral, on suppose que (1nji) � (fi) pour un certain n, mais le joueur
ne connaît pas ce n.

La stratØgie online est la suivante : on joue initialement en supposant que (1n0 ji) �
(fi) avec n0 = 100. Si le feu n’est pas contenu au tour h(n0), ou plus tard au
tour h(nk), on choisit alors nk+1 = h(nk)

�l
Sh(nk )

m
+ 1

�
. On suppose ensuite que

(1h(nk )ji) � (fi). On en dØduit, en annulant les h(nk) premiers termes de (fi), que
la suite rØsultante est plus forte que (1nk +1 ji). Donc nous pouvons considØrer que les
h(nk) premiers tours ont ØtØ perdus, et on suit la stratØgie avec nk+1, jusqu’au tour
h(nk+1). Cette stratØgie �nira par gagner lorsque nk sera su�samment grand.

4.6 Conclusion
Nous nous sommes principalement intØressØs dans nos travaux au cas oø la suite

de pompiers donnØe dans une instance de (Fractional) Firefighter n’est pas
constante. Nous avons obtenus des rØsultats sur plusieurs questions dans le cas par-
ticulier des arbres.

Nous avons introduit la version online de (Fractional) Firefighter sur les
arbres et avons donnØ des premiers rØsultats dans le cas �ni. À l’heure actuelle, nos
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rØsultats suggŁrent qu’il reste de nombreux problŁmes ouverts dans cette version
online. À notre connaissance, le ThØorŁme 11 est la premiŁre preuve non triviale de
compØtitivitØ d’un algorithme pour le problŁme Fractional Firefighter. Il serait
intØressant de savoir s’il est possible d’obtenir un meilleur ratio dans le cas des arbres
�nis. Bien que ce le cas des arbres soit dØjà compliquØ, la principale question reste de
dØterminer les meilleurs ratios pour les versions online des problŁmes (Fractional)
Firefighter dans d’autres classes de graphes.

La recherche d’un arbre sØparant deux suites de pompiers est aussi un problŁme
di�cile, encore ouvert. Nous avons ØtudiØ les arbres niveaux-rØguliers, qui assurent
que toutes les stratØgies du joueur � du moment que celui-ci place ses pompiers juste
à côtØ du feu � sont optimales. Cela nous a permis de n’avoir à choisir que la forme
de l’arbre, et d’oublier la stratØgie du joueur. Une question intØressante dans ce sens
serait de savoir si l’existence d’un arbre qui sØpare deux suites de pompiers implique
l’existence d’un arbre niveaux-rØguliers qui sØpare aussi ces deux suites. De plus, nous
avons seulement ØtudiØ le cas oø l’une des deux suites est plus faible que l’autre. Le
cas gØnØral est encore ouvert.

Nous avons montrØ que certaines conditions du comportement asymptotique de
la suite de pompiers par rapport à celle de la croissance d’un arbre permettait d’af-
�rmer que l’instance Øtait gagnante. Cependant, d’autres conditions garantissent que
l’instance est perdante. Nous conjecturons que si

P fi
jTi j

diverge, alors l’instance est
gagnante.

Finalement, remarquons que la question de l’approximation de (Fractionnal)
Firefighter dans le cas des arbres �nis pour une suite quelconque de pompiers est,
à notre connaissance, non rØsolue.



Chapitre 5

Jeux de soustraction dans les
graphes

Dans ce chapitre, nous nous intØresserons à une extension des jeux octaux qui se
jouent sur des graphes. Nous regarderons plus particuliŁrement le jeu 0.33, dans lequel
chaque joueur peut retirer un sommet ou deux sommets voisins sans dØconnecter le
graphe. Nous Øtudierons ce jeu dans la classe des arbres, et donnerons une rØsolution
complŁte dans les cas particuliers des Øtoiles et bi-Øtoiles subdivisØes.

L’ensemble des rØsultats prØsentØs dans ce chapitre dØcoulent du projet ANR
GAG 1 (Games and Graphs).

5.1 Jeux octaux dans les graphes

DØ�nition 36. Soient u1; : : : ; un; : : : des entiers positifs infØrieurs ou Øgaux à 7, Et
G un graphe. Notons ui = bi1 + 2 � bi2 + 4 � bi3 oø tous les bij sont Øgaux à 0 ou 1, pour
tout i et j.
Dans le jeu 0:u1 : : : un : : : jouØ sur le graphe G, un joueur peut retirer un ensemble
Xi de i sommets qui forment un sous-graphe induit connexe d’une mŒme composante
connexe H de G si et seulement si :

1. bi1 = 1 et Xi = H ;

2. ou bi2 = 1 et H nXi est connexe et non vide ;

3. ou bi3 = 1 et H nXi n’est pas connexe.

1. Supported by the ANR-14-CE25-0006 project of the French National Research Agency.
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Dans le cas oø G est un chemin, le jeu est alors Øquivalent à la version standard
du mŒme jeu jouØ sur un tas. Regardons quelques exemples de jeux octaux sur les
graphes :
� Le jeu 0.33 sur un graphe connexe correspond au cas oø les joueurs peuvent

retirer un sommet ou deux sommets adjacents, sans dØconnecter le graphe.
C’est ce jeu que nous allons Øtudier dans la suite.

� Le jeu 0.07 correspond au cas oø les joueurs peuvent retirer n’importe quelle
paire de sommets adjacents. Ce jeu est exactement le jeu bien connu Arc
Kayles [44].

� Le jeu 0.6, dans lequel les joueurs peuvent retirer n’importe quel sommet non
isolØ, correspond au jeu Grim. Adams et al [1] ont rØcemment ØtudiØ ce jeu, et
une version du mŒme jeu avec scores est aussi ØtudiØe [19].

� Le jeu 0.137 jouØ sur un chemin correspond au jeu Node Kayles. Il est
possible de retirer soit un unique sommet s’il est isolØ, soit 2 sommets à une
extrØmitØ de chemin, soit trois sommets consØcutifs, n’importe oø sur un che-
min.

Remarque 15. Dans la dØ�nition des jeux octaux, si bi3 = 1, les joueurs peuvent
alors sØparer un tas en exactement deux tas non vides. On peut dØ�nir une gØnØra-
lisation en autorisant de sØparer en k tas, pour k > 2. Cette distinction n’est pas
considØrØe ici, puisque d’aprŁs la dØ�nition 36, quand bi3 = 1 pour un certain i,
les joueurs peuvent dØconnecter le graphe sans limite sur le nombre de composantes
connexes qu’ils crØent.

Dans le cas oø le support du jeu est un chemin, on retombe bien sur la dØ�nition
des jeux octaux sur les tas, car il n’est pas possible de crØer plus de 2 composantes
connexes.

5.2 Le jeu 0.33 dans les Øtoiles subdivisØes
Rappelons que pour n entier, nous appelons Pn le chemin de n sommets et n� 1

arŒtes.
Rappelons Øgalement qu’une Øtoile subdivisØe est un arbre obtenu en subdivisant

une Øtoile. Notons Sl1 ;:::;lk l’Øtoile subdivisØe oø li > 0 est le nombre de sommets du
i-Łme chemin. Un exemple d’une telle Øtoile subdivisØe est donnØ dans la �gure 5.1.
Habituellement, on demande que k soit au moins Øgal à 3, pour exclure les chemins.
Cependant, dans notre cas, nous considØrons que les chemins sont des Øtoiles subdi-
visØes. Par exemple le chemin P4 peut donc aussi Œtre vu comme l’Øtoile subdivisØe
S3.
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Figure 5.1 � L’Øtoile subdivisØe S1;1;3;4.

Dans le jeu 0.33 sur un graphe, les joueurs peuvent retirer un ou deux sommets
adjacents, tant qu’ils ne dØconnectent pas le graphe. Les options possibles du premier
joueur sur l’Øtoile subdivisØe S1;1;3;4 sont donnØes dans la section 5.2.

Notre but est d’Œtre capable de donner la valeur de Grundy d’une Øtoile subdivi-
sØe, sans la calculer entiŁrement.

On peut remarquer que jouer à 0.33 sur un chemin ou sur un cycle de mŒme
taille est Øquivalent : en e�et, dŁs le deuxiŁme tour, on se retrouve avec un chemin
dans les 2 cas, car il n’est pas autorisØ de couper le chemin en deux composantes
connexes di�Ørentes. Les valeurs de Grundy des chemins et cycles de mŒme taille
sont donc les mŒmes, et sont aussi Øgales aux valeurs de Grundy du mŒme jeu sur
un tas de mŒme taille.

Proposition 19. Soient n � 0.

G(Pn) = G(Cn) = n mod 3

Nous avons remarquØ que l’on a un rØsultat similaire dans le cas des Øtoiles
subdivisØes. On peut en e�et rØduire les tailles des branches modulo 3 sans changer
la valeur de Grundy de l’Øtoile subdivisØe.

ThØorŁme 18. Soient l1; : : : ; lk � 0 des entiers.

G(Sl1 ;:::;lk ) = G(Sl1 mod 3;:::;lk mod 3)

Nous prouverons ce thØorŁme en montrant qu’en attachant un chemin P3 au
sommet central ou sur une des feuilles, on ne change pas la valeur de Grundy de
l’arbre. Mais nous avons d’abord besoin de lemmes intermØdiaires.

Tout d’abord, faisons l’observation suivante, qui sera utile dans plusieurs preuves :

Observation 1. Soit n � 4, Pn un chemin de taille n et x un sommet de Pn. Si
un coup jouØ dans Pn retire le sommet x, alors il existe un coup Øquivalent qui ne le
retire pas : il su�t de jouer sur le coup symØtrique.
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S1;1;3;4

S1;1;2;4

S1;1;1;4

S1;1;3;3

S1;1;2;3

S1;3;4

Figure 5.2 � Liste des options possibles pour le premier joueur dans le jeu 0.33 à
partir de S1;1;3;4.

Cette observation sera notamment utile lorsque nous considŁrerons des �ns de
parties, au cours desquelles il ne reste plus qu’un chemin.

Lemme 12. Soit l � 0. Notons S = S1;1;l.

G(S) = jV (S)j mod 3 = l mod 3

DØmonstration. Montrons ce lemme par induction. Les cas de base sont les valeurs
de l � 1 :

� Si l = 0, alors S = P3, dont on connaît la valeur de Grundy :
G(S) = 0 = jV (S)j mod 3.

� Si l = 1, alors le seul coup possible pour le premier joueur est de retirer une
feuille, laissant ainsi S1;1 à son adversaire.
Ainsi, G(S) = mex(0) = 1 = jV (S)j mod 3.
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Maintenant, supposons que le rØsultat est vrai pour jusqu’à une certaine valeur
l � 1 et considØrons S = S1;1;l, pour l > 1. Le premier joueur dispose de 3 coups
possibles :
� Il peut jouer sur une des deux branches de taille 1. En faisant cela, il laisse à

son adversaire S1;l = Pl+2, de valeur de Grundy l + 2.
� Il peut retirer un sommet de la plus grande des trois branches, et laisser à son

adversaire S1;1;l� 1 qui a une valeur de Grundy Øgale à l+2 mod 3 par hypothŁse
d’induction.

� Il peut retirer deux sommets de la plus grande des trois branches, et laisser à son
adversaire S1;1;l� 2, de valeur de Grundy l+1 mod 3 par hypothŁse d’induction.

On peut donc calculer la valeur de Grundy de S :

G(S) = mex(l + 1 mod 3; l + 2 mod 3) = l mod 3 = jV (S)j mod 3:

Lemme 13. On peut attacher un chemin P3 à n’importe quelle feuille de l’Øtoile
subdivisØe, ou à son sommet central, sans changer sa valeur de Grundy.

DØmonstration. Soit S une Øtoile subdivisØe et S0une autre Øtoile subdivisØe obtenue
en ajoutant un P3 au sommet central de S. Nous montrons par induction sur la taille
de S que S + S0 est une P-position. Les cas de base correspondent aux cas oø le
premier joueur peut retirer le sommet central de S (ou si S est dØjà vide) dans le jeu
S + S0.
� Si S = ;, alors S + S0 = P3, de valeur de Grundy 0.
� Si S est un chemin et que son centre est une des extrØmitØs, alors G(S) = G(S0)

car S0 est un chemin de longueur jSj+ 3.
� Si S = S1;1, alors S0 = S1;1;3. D’aprŁs le Lemme 12, S et S0 ont la mŒme valeur

de Grundy.
� Si S = S1;l avec l > 1, alors l’Observation 1 nous permet de supposer que

le coup du premier joueur dans S ne retire pas le sommet central. Le second
joueur peut alors copier ce coup dans S0. Par hypothŁse d’induction, S+S0 est
donc une P-position.

Dans le cas gØnØral, le premier joueur ne retire pas le sommet central de S. Il y a
maintenant 3 situations possibles :
� Si le premier joueur retire 1 ou 2 sommets du P3 ajoutØ à S dans S0. Le second

joueur peut alors retirer le reste du P3, et laisser le jeu S+S au premier joueur.
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� Si le premier joueur joue autre part dans S0 (respectivement dans S), le second
joueur peut copier ce coup dans S (resp. S0) ; le P3 ajoutØ n’empŒche aucune
de ces actions. Par hypothŁse d’induction, le jeu restant est alors perdant.

Le ThØorŁme 18 dØcoule directement du Lemme 13.
On peut maintenant utiliser le ThØorŁme 18 pour rØduire l’Øtude aux Øtoiles

subdivisØes dont les branches sont de taille 1 ou 2. Pour retrouver la valeur de Grundy
de n’importe quelle Øtoile subdivisØe, on pourra alors regarder celle qui lui correspond
lorsque l’on rØduit ses branches modulo 3.

Il est possible d’ØnumØrer simplement toutes ces Øtoiles subdivisØes rØduites en
les plaçant dans un tableau : l’Øtoile subdivisØe de la ligne i et de la colonne j, pour
j � i, possŁde i branches attachØes à son sommet central, et j d’entre elles sont de
longueur 2 (les i� j restantes sont donc de longueur 1). On insŁre ensuite une ligne
en premiŁre position, dans laquelle on placera le graphe vide. La Figure 5.3 montre
les premiŁres lignes de ce tableau. On peut aussi voir sur cette �gure les options
disponibles pour chacune des Øtoiles subdivisØes.

En partant du graphe vide, on peut donc calculer les valeurs de Grundy des Øtoiles
subdivisØes en utilisant ce tableau.

ThØorŁme 19. La Figure 5.4 donne les valeurs de Grundy des Øtoiles subdivisØes,
aprŁs rØduction des tailles des branches modulo 3.

À partir de la cinquiŁme ligne, on voit des motifs apparaître. Les lignes impaires
sont de la forme 1203(12)� , et les lignes paires sont de la forme 03120(30)� . De plus,
si on exclue les quatre premiŁres colonnes, celles qui correspondent à un nombre pair
de branches de taille 2 sont de la forme (01)� et les autres sont de la forme (23)� .

5.3 Le jeu 0.33 dans les bi-Øtoiles subdivisØes
Rappelons tout d’abord ce qu’est une bi-Øtoile subdivisØe.
Soit S et S0 deux Øtoiles subdivisØes. La bi-Øtoile subdivisØe S m S0 est le graphe

obtenu en rajoutant un chemin de m arŒtes qui connectent les deux sommets cen-
traux de S et S0. Si m = 0, on retombe alors dans le cas d’une Øtoile subdivisØe.
Similairement, si S = Sl1 ;:::;lk et S0 = ; (respectivement S0 = Sp), alors la bi-Øtoile
subdivisØe S m S0 est en rØalitØ l’Øtoile subdivisØe Sl1 ;:::;lk ;m� 1 (resp. Sl1 ;:::;lk ;m+p). Par
soucis de clartØ, lorsque m = 1, on notera seulement S S0.

La Figure 5.5 donne un exemple de bi-Øtoile subdivisØe.



5.3. LE JEU 0.33 DANS LES BI-ÉTOILES SUBDIVISÉES 97

Nombre de chemins de longueur 2 dans l'�etoile subdivis�ee

N
om

br
e

de
ch

em
in

s
da

ns
l'�e

to
ile

su
b

di
vi

s�e
e

;

0

1
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4

5

0 1 2 3 4 5

P1

P2 P3

P3 P4 P5

S1;1;1 S1;1;2 S1;2;2 S2;2;2

S1;1;1;1 S1;1;1;2 S1;1;2;2 S1;2;2;2 S2;2;2;2

S1;1;1;1;1 S1;1;1;1;2 S1;1;1;2;2 S1;1;2;2;2 S1;2;2;2;2 S2;2;2;2;2

Figure 5.3 � Les six premiŁres lignes du tableau des Øtoiles subdivisØes avec les
options de chacune d’entre elles.

Lorsque l’on joue à 0.33 sur une Øtoile-subdivisØe, le dØbut de partie ressemble à
une partie sur deux Øtoiles subdivisØes (comme s’il n’y avait pas de chemin entre les
deux sommets centraux), car tant qu’une des deux Øtoiles n’est pas vide, on ne peut
pas retirer les sommets de ce chemin. Pour cette raison, nous avons essayØ de voir s’il
Øtait possible d’ajuster les rØsultats du jeu sur deux Øtoiles subdivisØes, en fonction
de la longueur du chemin qui relie les deux Øtoiles, pour obtenir des rØsultats sur les
bi-Øtoiles subdivisØes.

Dans un premier temps, nous montrons que l’on peut Øtendre le ThØorŁme 18
dans le cas des bi-Øtoiles subdivisØes.

ThØorŁme 20. Pour tout l1; : : : ; lk; l01; : : : ; l0k0;m entiers positifs, nous avons :

G(Sl1 ;:::;lk
m Sl01 ;:::;l0k 0

) = G(Sl1 mod 3;:::;lk mod 3
m mod 3Sl01 mod 3;:::;l0

k 0 mod 3)

Ensuite nous donnerons les valeurs de Grundy d’une bi-Øtoile subdivisØe, en fonc-
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Nombre de chemins de longueur 2 dans l'�etoile subdivis�ee
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1

2 0

0 1 2

1 2 0 1

0 3 1 2 0

1 2 0 3 1 2

0 3 1 2 0 3 : : : 0

1 2 0 3 1 2 : : : 1 2

Figure 5.4 � Les six premiŁres lignes et le cas gØnØral des valeurs de Grundy des
Øtoiles subdivisØes.

tion des valeurs de Grundy de ses deux Øtoiles qui la composent ainsi que de la
longueur du chemin qui relie les deux centres.

5.3.1 RØduction des bi-Øtoiles subdivisØes

Le but de cette sous-section est de prouver le ThØorŁme 20. D’abord, nous mon-
trons que l’on peut rØduire le chemin qui relient les deux centres des Øtoiles.
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Figure 5.5 � La bi-Øtoile subdivisØe S1;2;3
2 S1;3;4.

Lemme 14. Pour tout l1; : : : ; lk; l01; : : : ; l0k0;m entiers positifs, nous avons :

G(Sl1 ;:::;lk
m Sl01 ;:::;l0k 0

) = G(Sl1 ;:::;lk
m mod 3Sl01 ;:::;l0k 0

)

DØmonstration. Soit S et S0 deux Øtoiles subdivisØes, m un entier positif. Notons
B = S m S0 et B0 = S m+ 3S0.

Nous allons montrer que les valeurs de Grundy de B et de B0 sont Øgales par
induction sur la taille de B.

Il y a deux cas possibles pour le premier joueur. Soit il peut retirer un des sommets
du chemin central, soit il ne peut pas. Dans le premier cas, on en dØduit qu’au moins
l’une des Øtoiles possŁde au plus un sommet. Dans ce cas, la bi-Øtoile subdivisØe peut
Œtre vue comme une Øtoile subdivisØe, et le chemin central est l’une de ses branches.
On sait alors, d’aprŁs le ThØorŁme 18, que B et B0 sont Øquivalentes.

Dans le second cas, il est rapide de voir que B+B0 est une P-position. En e�et, si
le premier joueur joue un coup sur une des deux bi-Øtoiles subdivisØes, alors le second
joueur peut rØpliquer en jouant le mŒme coup sur la seconde bi- Øtoile subdivisØe (car
la seule di�Ørence entre B et B0 se situe au niveau du chemin central). Par hypothŁse
d’induction, on en dØduit aussitôt que B + B0 est une P-position, et donc que B et
B sont Øquivalentes.

Remarque 16. Rappelons que m peut Œtre Øgal à 0, auquel cas la bi-Øtoile subdivi-
sØe n’est alors en rØalitØ qu’une Øtoile subdivisØe. Par consØquent, si la longueur du
chemin reliant les deux centre d’une bi-Øtoile subdivisØe possŁde un nombre d’arŒte
multiple de 3, on peut alors calculer la valeur de Grundy de cette bi-Øtoile subdivisØe
en utilisant le ThØorŁme 19.

Maintenant, avant de prouver que l’on peut aussi rØduire modulo 3 les branches
d’une bi-Øtoile subdivisØe, nous allons montrer deux lemmes techniques.

Lemme 15. Soit S une Øtoile subdivisØe, et B = S S1;1. Alors G(S) = G(B).
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DØmonstration. Nous montrons par induction sur la taille de S que S + B est une
P-position en montrant que quel que soit le coup du premier joueur, le second joueur
a toujours un coup à rØpondre qui amŁne dans une P-position.

Les cas de base correspondent soit au cas oø S est vide, soit aux cas oø le premier
joueur retire le sommet central de S :
� Si S est vide, alors B = P3, et est donc une P-position.
� Si S a seulement un sommet central, alors B = S1;1;1, et G(S) = G(B) = 1.
� Si S = P2, alors B = S2;1;1. D’aprŁs la Figure 5.4, on en dØduit que G(S) =
G(B) = 2.

� Si S = S2, alors B = S1;1;3, et d’aprŁs le Lemme 13, G(S) = G(B) = 0.
� Si S = S1;1, alors B = S1;1 S1;1. Le premier joueur ne peut retirer qu’un

seul sommet d’un côtØ, et le second joueur peut alors enlever les deux autres
sommets de ce mŒme côtØ. Il reste alors P3 au premier joueur. On en dØduit
que G(B) = 0 = G(S).

� Si S = Sl ou S = S1;l� 1 pour l � 2, alors d’aprŁs l’Observation 1, le second
joueur peut recopier le coup du premier joueur dans B. Par hypothŁse d’induc-
tion, cette nouvelle position est perdante.

Dans le cas gØnØral, lorsque le premier joueur ne retire pas le sommet central de
S, il reste trois coups à considØrer, qui sont exposØs dans la Figure 5.6.

S + S S0 + S

S + S0

S + S

S0 + S0

S + S

P par induction

P

Figure 5.6 � Induction de la preuve du Lemme 15.

Soit S une Øtoile subdivisØe. On note S = S 2 ;. On a alors le lemme suivant :
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Lemme 16. Soit S une Øtoile subdivisØe. On a G(S ) = G(S 2 S1;1).

DØmonstration. Notons B = S 2 S1;1. On montre par induction sur la taille de S que
S +B est une P-position en exhibant quel que soit le coup du premier joueur, une
rØponse du second joueur qui amŁne dans une P-position. Les cas de base corres-
pondent soit au cas oø S est vide, soit aux cas oø le premier joueur retire le sommet
central de S (avec Øventuellement le sommet du chemin central) :
� Si S est vide, alors B = S1;1;1. D’aprŁs le Lemme 12, on en dØduit que G(B) =

1 = G(S ), donc que S +B est une P-position.
� Si S est composØe d’un seul sommet, alors B = S2;1;1 et d’aprŁs la Figure 5.4,
G(B) = 2 = G(S ) donc S +B est une P-position.

� Si S = P2, alors B = S1;1;3, donc d’aprŁs le Lemme 13, G(B) = G(S1;1) = 0.
Donc G(B) = G(S ) et S +B est une P-position.

� Si S = S1;1 alors B = S1;1
2 S1;1. On peut rapidement voir que G(B) = 1. En

e�et, le seul coup possible du premier joueur (qui consiste à enlever une des
feuilles) laisse S1;1;3 au second joueur, dont on sait que G(S1;1;3) = G(S1;1) = 0.
Comme S1;1;1 = 1, on en dØduit que S +B est une P-position.

� Si S = Sl ou S = S1;l� 1 avec l � 2, alors d’aprŁs l’Observation 1, le second
joueur pourra rØpliquer le coup du premier joueur dans B. La position obtenue
est alors une P-position, par hypothŁse d’induction.

La Figure 5.7 montre le cas gØnØral, oø le premier joueur joue sans retirer le
sommet central de S.

À l’aide de ces lemmes, nous pouvons maintenant montrer le rØsultat plus large
suivant :

Lemme 17. Pour tout l1; : : : ; lk; l01; : : : ; l0k0;m, on a :

G(Sl1 ;:::;lk
m Sl01 ;:::;l0k 0

) = G(Sl1 mod 3;:::;lk mod 3
m Sl01 mod 3;:::;l0

k 0 mod 3)

DØmonstration. D’aprŁs le Lemme 14, il ne reste qu’à montrer le rØsultat pour les
bi-Øtoiles subdivisØes avec un chemin central de taille 1 ou 2. Soient S et S0 deux
Øtoiles subdivisØes, B = S i S0, avec i = 1 ou i = 2, et B0 la bi-Øtoile subdivisØe
obtenue en attachant un P3 à l’une des feuilles de B ou au sommet central de l’une
des deux Øtoiles � sans perte de gØnØralitØs, choisissons S0.

On montre par induction sur la taille de B que G(B) = G(B0).
Les cas de base correspondent soit au cas oø S0est vide, soit aux cas oø le premier

joueur retire le sommet central de S0 :
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S + S S0 + S

S + S0

S + S

S + S

S0 + S0

S + S

P par induction

P

Figure 5.7 � Induction de la preuve du Lemme 16.

� Si S0 est vide, alors B est une Øtoile subdivisØe, et le rØsultat est dØjà connu,
d’aprŁs le Lemme 13.

� Si S0 = P2 et que le premier joueur retire les deux sommets de de S0, le second
joueur peut alors retirer deux des sommets du P3 dans B0. D’aprŁs les Lemme 15
et Lemme 16, on en dØduit alors que G(B) = G(B0).

Maintenant, nous regardons les cas oø le premier joueur ne peut pas retirer le sommet
central de S0 :
� Si S0est un chemin d’au moins 2 sommets et que le P3 est attachØ à son sommet

central dans B0alors le second joueur pourra toujours copier le coup du premier
joueur, ce qui amŁnera dans une P-position par hypothŁse d’induction.

� Si le premier joueur prend un ou deux sommets du P3 rajoutØ dans B0, alors le
second joueur peut retirer ce qu’il reste de ce P3, et donc laisser B +B, ce qui
est une P-position.

� Sinon, le premier joueur joue soit dans S soit dans S0 dans l’une des deux
bi-Øtoiles subdivisØes, et le second joueur peut alors copier le mŒme coup dans
l’autre bi-Øtoile subdivisØe. Par hypothŁse d’induction, la position obtenue est
alors perdante.
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Le ThØorŁme 20 dØcoule alors des Lemmes 14 et 17. Comme pour le cas des Øtoiles
subdivisØes, il ne reste alors plus qu’une petite partie des bi-Øtoiles subdivisØes à
Øtudier. La sous-section suivante donne la valeur de Grundy d’une bi-Øtoile subdivisØe
en fonction des valeurs de Grundy de ses deux composantes et de la taille du chemin
central.

5.3.2 Calcul des valeurs de Grundy des bi-Øtoiles subdivisØes

Nous avons vu dans le Lemme 17 qu’il su�t de considØrer des bi-Øtoiles subdivi-
sØes ayant un chemin central de taille 1 ou 2. Ces deux cas sont ØtudiØs sØparØment.

Chemin central de taille 1

La plupart du temps, jouer sur une bi-Øtoile subdivisØe avec un chemin central
de taille 1 revient à jouer sur la somme des deux Øtoiles subdivisØes (sans le chemin
central). Dans ce cas ci, la valeur de Grundy de la bi-Øtoile subdivisØe est donc la
nim-somme des valeurs de Grundy des deux Øtoiles subdivisØes.

On Øtend la dØ�nition de la relation d’Øquivalence � aux bi-Øtoiles subdivisØes
de la façon suivante : Soit S et S0 deux Øtoiles subdivisØes. On dit que S et S0 sont
�1-Øquivalentes et l’on note S �1 S0 si et seulement si pour toute Øtoile subdivisØe
Ŝ, S Ŝ � S0 Ŝ. Remarquons que la valeur de Grundy de la bi-Øtoile subdivisØe
S S0 ne dØpend que des classes d’Øquivalence de S et de S0 pour la relation �1.
De plus, cette relation d’Øquivalence est une gØnØralisation de la relation �, que l’on
retrouve en prenant Ŝ = ;.

D’aprŁs le Lemme 15, on sait dØjà que P3 �1 ; et donc que S2 �1 ; et S1;1 �1 ;.
Nous allons montrer qu’il n’existe en rØalitØ que 8 classes d’Øquivalence di�Ørentes

pour la relation �1. Ces classes sont les suivantes :

� C �
1 = fP1; S2;1; S2;2;2g qui ont toute une valeur de Grundy de 1.

� C �
2 = fP2; S2;2g qui ont toute une valeur de Grundy de 2.

� C2
2 : les Øtoiles subdivisØes qui contiennent un ou trois chemins de longueur 2,

et ont une valeur de Grundy de 2.

� C2
3 : les Øtoiles subdivisØes qui contiennent un ou trois chemins de longueur 2,

et ont une valeur de Grundy de 3.

� Pour i 2 f0; 1; 2; 3g, Ci : les Øtoiles subdivisØes ayant une valeur de Grundy de
i et qui ne sont pas dØjà dans une des classes prØcØdentes.

La Figure 5.8 montre les classes d’Øquivalence des Øtoiles subdivisØes.



104 CHAPITRE 5. JEUX DE SOUSTRACTION DANS LES GRAPHES

Nombre de chemins de longueur 2 dans l'�etoile subdivis�ee
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1�

2� 0

0 1� 2�

1 2� 0 1�

0 3� 1 2� 0

1 2� 0 3� 1 2

0 3� 1 2� 0 3 : : : 0

1 2� 0 3� 1 2 : : : 1 2

Figure 5.8 � Tableau des classes d’Øquivalence pour �1 des Øtoiles subdivisØes. Les
classes C �

i , C2
i et Ci sont respectivement notØes i� , i2 et i.

ThØorŁme 21. Les classes d’Øquivalence associØes à la relation �1 sont exactement
C �

1 , C �
2 , C2

2 , C2
3 , C0, C1, C2 et C3. De plus, la Figure 5.9 donne la valeur de Grundy de

S S0 en fonction des classes de S et de S0.

Nous avons besoin de lemmes techniques pour prouver ce rØsultat.

Lemme 18. On a :
1. P1 �1 S2;1

2. P2 �1 S2;2

3. S1;1 �1 S2;2;1

4. S2;1 �1 S2;2;2
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C0 C1 C�
1 C2 C�

2 C�
2 C3 C�

3
C0 � � � � � � � �
C1 � � � � � � � �
C�

1 � � 2 � 0 � � �
C2 � � � � � � � �
C�

2 � � 0 � 1 1 � 0
C�

2 � � � � 1 � � �
C3 � � � � � � � �
C�

3 � � � � 0 � � �

Figure 5.9 � Tableau des valeurs de Grundy de S S0 en fonction des classes de S
et S0.

De plus, deux ØlØments de C �
1 (respectivement C �

2) sont �1-Øquivalent.

DØmonstration. Ces Øquivalences seront toutes montrØes de la mŒme façon. Pour
prouver que S �1 S0, nous montrons que pour toute Øtoile subdivisØe Ŝ,
G(Ŝ S) = G(Ŝ S0), en raisonnant par induction sur la taille de Ŝ. Les cas de base
seront ceux oø jŜj 2 f0; 1; 2g, c’est-à-dire quand le premier joueur peut retirer le
sommet central de Ŝ. Chacun de ces cas correspond à une Øtoile subdivisØe, dont
la valeur de Grundy est connue et donnØe dans la Figure 5.4. Pour l’induction, on
doit montrer que pour chaque coup du premier joueur dans Ŝ S + Ŝ S0, le second
joueur a une rØponse qui amŁne dans une P-position. DŁs que le premier joueur joue
dans Ŝ, le second joueur peut alors copier le coup dans la seconde bi-Øtoile subdivisØe.
Nous ne regarderons donc que les cas oø le premier joueur joue dans S ou dans S0.

Cas 1 : P1 �1 S2;1. La Figure 5.10 montre les coups possibles sur P1 ou S2;1 et
la rØponse du deuxiŁme joueur menant à une P-position (par soucis de clartØ dans
la �gure, Ŝ est notØe S).

Cas 2 : P2 �1 S2;2. Similairement, voir la Figure 5.11.
Cas 3 : S1;1 �1 S2;2;1. Similairement, voir la Figure 5.12.
Cas 4 : S2;1 �1 S2;2;2. Similairement, voir la Figure 5.13.

Lemme 19. Soit S une Øtoile subdivisØe qui n’appartient pas à C �
1 [ C �

2 .
Alors S1;1;1 S � P1 S.

DØmonstration. On montre ce rØsultat par induction sur la taille de S. Les cas de
base sont des Øtoiles subdivisØes ayant une option dans C �

1 [ C �
2 :

1. S = ; ; dans ce cas, G(S1;1;1 S) = G(S1;1;1) = 1 = G(P1) = G(P1 S).
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S + S S + S

S + S

S + S

S + S

Pm � 1 + S

S + S

S + S

S + S

Pm � 1 + Pm +2

P car ; � 1 P3

P

P car ; � 1 S1;1

P

Figure 5.10 � Induction du cas 1 de la preuve du Lemme 18.

2. S = S1;1 ; dans ce cas, d’aprŁs le Lemme 18, G(S1;1;1 S) = G(S1;1;1), et donc
aussi Øgal à G(P1 S).

3. S = S2;1;1 ; dans ce cas, G(S1;1;1 S) = 3 = G(S2;1;1;1) = G(P1 S).
4. S = S2;2;1 ; dans ce cas, d’aprŁs le Lemme 18, G(S1;1;1 S) = G(S1;1;1 S1;1) =

1 = G(S2;2;1;1) = G(P1 S).
5. S = S2;2;2;1 ; dans ce cas, G(S1;1;1 S) = 3 = G(S2;2;2;1;1) = G(P1 S).
6. S = S2;2;2;2 ; dans ce cas, G(S1;1;1 S) = 1 = G(S2;2;2;2;1) = G(P1 S).
Toutes ces valeurs peuvent Œtre calculØes en considØrant les valeurs de Grundy

de toutes les options de S1;1;1 S et P1 S. Nous prouvons maintenant que si S est
une Øtoile subdivisØe qui n’appartient pas à C �

1 [ C �
2 et qui n’a pas d’option dans

C �
1 [ C �

2 , alors S1;1;1 S � P1 S. Remarquons que dans ce cas, le premier joueur ne
peut pas retirer le sommet central de S. Nous montrons que quel que soit le coup
du premier joueur dans S1;1;1 S + P1 S, le second joueur a toujours un coup qui
permet d’amener dans une P-position. Si le premier joueur joue dans S, le second
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S + S S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

P car ; � 1 P3

P

P d'apr�es
le cas 1

Figure 5.11 � Induction du cas 2 de la preuve du Lemme 18.

S + S S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

P car S1;1 � 1 S2

P

P d'apr�es
le cas 2

Figure 5.12 � Induction du cas 3 de la preuve du Lemme 18.
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S + S S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

S + S

P d'apr�es
le cas 2

P d'apr�es
le cas 3

P d'apr�es
le cas 2

P d'apr�es
le cas 3 car
S1;1 � 1 S2

Figure 5.13 � Induction du cas 4 de la preuve du Lemme 18.

joueur peut copier son coup, et il su�t d’alors d’utiliser l’hypothŁse d’induction. La
Figure 5.14 montre les cas oø le premier joueur ne joue pas dans S, complØtant ainsi
la preuve.

S + S S + S

S + S

S + S P car ; � 1 S1;1

Figure 5.14 � Induction du cas gØnØral de la preuve du Lemme 19.
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Nous pouvons maintenant prouver le ThØorŁme 21.

DØmonstration. On montre par induction sur le nombre total de sommet de S et S0

que si S et S0 sont dans le mŒme ensemble C �
1 , C �

2 , C2
2 , C2

3 , C0, C1, C2 ou C3, alors elles
sont �1-Øquivalentes.

D’aprŁs le Lemme 18, c’est vrai si S et S0 sont dans C �
1 ou C �

2 . C’est aussi vrai si
fS; S0g = f;; S1;1g d’aprŁs le Lemme 15 ou si fS; S0g = f;; P3g puisque cela revient
à attacher un P3 au sommet central d’une Øtoile subdivisØe.

De plus, on peut facilement vØri�er que les lignes correspondantes à C �
1 et C �

2
dans la Figure 5.9 sont correctes. Il su�t pour cela de considØrer un reprØsentant
de la classe, P1 pour C �

1 (respectivement P2 pour C �
2) ; attacher P1 (resp. P2) à une

Øtoile subdivisØe revient à se dØplacer d’une ligne vers le bas (resp. une ligne vers
le bas et une colonne à droite) dans la Figure 5.8. Par exemple, si on attache P1
(respectivement P2) à l’Øtoile subdivisØe S1;1;2;2, on obtient l’Øtoile subdivisØe S1;1;1;2;2
(resp. S1;1;2;2;2).

Supposons maintenant que S et S0 appartiennent toutes les deux à une classe C,
avec C 6= C �

1 et C 6= C �
2 . Alors S et S0 sont toutes les deux soit vide soit di�Ørente

d’un chemin. On prouve par induction sur la taille de Ŝ que S Ŝ � S0 Ŝ, pour
tout Øtoile subdivisØe Ŝ. Ce rØsultat est vrai si Ŝ = ; (car G(S) = G(S0)) ou si
Ŝ 2 C �

1 [ C �
2 (comme on vient de le voir). Nous pouvons donc supposer dans cette

partie de la preuve que Ŝ 62 C �
1 [ C �

2 et que Ŝ n’est pas un chemin. Montrons que
S Ŝ+S0 Ŝ est une P-position. Le premier joueur ne peut pas jouer à la fois dans S
et Ŝ, ou dans S0 et Ŝ. Si le premier joueur joue dans Ŝ, le second joueur peut copier
son coup dans la seconde bi-Øtoile subdivisØe, ce qui amŁne dans une P-position
par hypothŁse d’induction. Dans le cas oø le premier joueur joue dans S (le cas S0

Øtant symØtrique), nous devons trouver une rØponse pour le second joueur. Notons
T Ŝ + S0 Ŝ la bi-Øtoile subdivisØe obtenue aprŁs le coup du premier joueur.

1. S’il existe T 0une option de T qui est dans la mŒme classe que S, alors le second
joueur peut jouer cette option. Par induction, il laisse alors une P-position au
premier joueur.

2. S’il existe T 0 une option de S0 qui est dans la mŒme classe que T , alors simi-
lairement, le rØsultat est correct.

Supposons �nalement qu’aucun de ces deux cas ne se prØsente. Si G(S) = 3, on
retombe dans le cas 2, et si G(S) = 0, alors on est dans le cas 1. Donc G(S) 2 f1; 2g.

Si G(S) = 1, alors S; S02 C1. Si G(T ) = 0 alors on retombe dans le cas 2. Sinon,
G(T ) > 1 et on sait qu’il existe un coup de T à T 02 C1, et on retombe dans le cas 2.

Donc G(S) = 2.



110 CHAPITRE 5. JEUX DE SOUSTRACTION DANS LES GRAPHES

Si G(T ) = 0 ou si T 2 C1, alors on retombe dans le cas 2. Si G(T ) = 3, on retrouve
le cas 1. Le seul cas restant est donc T 2 C �

1 . Il existe alors un coup de S0 vers T 0

avec T 02 C1. Par induction, T 0 Ŝ � S1;1;1 Ŝ (en e�et, le nombre de sommets dans
S et S0 est strictement plus grand que le nombre de sommets dans T 0 et S1;1;1 car S
possŁde au moins 5 sommets). D’aprŁs le Lemme 19, S1;1;1 Ŝ � P1 Ŝ � T Ŝ (car
Ŝ 62 C �

1 [ C �
2). Par consØquent, T Ŝ � T 0 Ŝ et T Ŝ + T 0 Ŝ est une P-position.

Pour calculer les valeurs de la Figure 5.9, il su�t de considØrer un reprØsentant
de chaque classe ; par exemple, ;, P1, P2, S1;1;1, S2;1;1, S2;1;1;1, S2;2;2;2;2, S2;2;2;2;2;1, et
de calculer les valeurs de Grundy.

Chemin central de taille 2

Le cas avec un chemin central de taille 2 est plus compliquØ que le cas prØcØdent.
On dØ�nit une nouvelle relation d’Øquivalence �2. Soit S et S0 deux Øtoiles subdivi-
sØes. On dit que S et S0 sont �2-Øquivalentes et l’on note S �2 S0 si et seulement si
pour tout Øtoile subdivisØe Ŝ, on a S 2 Ŝ � S0 2 Ŝ.

D’aprŁs le Lemme 16, on sait dØjà que P3 �2 ; et donc que S2 �2 ; et S1;1 �2 ;.
Nous allons montrer qu’il existe 10 classes d’Øquivalence pour la relation �2 :
� D�

0 : l’ensemble des Øtoiles subdivisØes de valeur de Grundy 0 et qui possŁdent
0 ou 2 chemins de longueur 2.

� D�
1 = fP1; S2;1; S2;2;2g ; toutes ces Øtoiles subdivisØes ont une valeur de Grundy

de 1.
� D2

1 : l’ensemble des Øtoiles subdivisØes de valeur de Grundy 1 qui contiennent
0 ou 2 chemins de longueur 2 (à l’exception de P1).

� D�
2 = fP2; S2;2g ; ces deux Øtoiles subdivisØes ont une valeur de Grundy de 2.

� D2
2 : l’ensemble des Øtoiles subdivisØes de valeur de Grundy 2 qui contiennent

0 ou 3 chemins de longueur 2.
� D2

3 : l’ensemble des Øtoiles subdivisØes de valeur de Grundy 3 qui contiennent
0 ou 3 chemins de longueur 2.

� Pour i 2 f0; 1; 2; 3g, Di : l’ensemble des Øtoiles subdivisØes de valeur de Grundy
i qui ne sont pas dØjà dans une des classes prØcØdentes.

La Figure 5.15 montre les classes d’Øquivalence des Øtoiles subdivisØes.

ThØorŁme 22. Les classes d’Øquivalence pour la relation �2 sont exactement les
ensembles D0, D�

0, D1, D�
1, D2

1 , D2, D�
2, D2

2 , D3, et D2
3 . De plus la Figure 5.16

dØcrit comment la valeur de Grundy de S 2 S0 peut Œtre calculØe en fonction des
classes d’Øquivalence de S et de S0.
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Nombre de chemins de longueur 2 dans l'�etoile subdivis�ee

N
om

br
e

de
ch

em
in

s
da

ns
l'�e

to
ile

su
b

di
vi

s�e
e

0�

0

1

2

3

4

5

: : :

2p

2p+1

0 1 2 3 4 5 : : : 2p 2p+1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

1�

2� 0�

0� 1� 2�

1� 2� 0� 1�

0� 3� 1� 2� 0

1� 2� 0� 3� 1 2

0� 3� 1� 2� 0 3 : : : 0

1� 2� 0� 3� 1 2 : : : 1 2

Figure 5.15 � Tableau des classes d’Øquivalence pour �2 des Øtoiles subdivisØes. Les
classes D�

i , D2
i et Di sont respectivement notØes i� , i2 et i.

Remarquons que quand les deux Øtoiles subdivisØes sont assez grandes, elles sont
dans les classes D0, D1, D2 ou D3 et que la valeur de Grundy de S 2 S0 est alors
calculØe par la nim-somme des valeurs des deux Øtoiles subdivisØes. Pour la plupart
des plus petites bi-Øtoiles subdivisØes, G(S 2 S0) = G(S)� G(S0)� 1.

Le lemme suivant prouve l’Øquivalence au sein de D�
1 et D�

2. La preuve est similaire
à celle du Lemme 18, et n’est pas donnØe ici.

Lemme 20. On a :
1. P1 �2 S2;1

2. P2 �2 S2;2

3. S1;1 �2 S2;2;1
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D0 D �
0 D1 D �

1 D �
1 D2 D �

2 D �
2 D3 D �

3
D0 � � 1 � 2 � 1 � 0 � 1 � � 1

D �
0 � 1 � 1 � 1 2 � 1 � 1 0 � 1 � 1 � 1

D1 � � 1 � 3 � 1 � 1 � 1 � � 1

D �
1 2 2 3 0 3 0 1 1 1 0

D �
1 � 1 � 1 � 1 3 � 1 � 1 1 � 1 � 1 � 1

D2 � � 1 � 0 � 1 � 2 � 1 � � 1

D �
2 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3

D �
2 � 1 � 1 � 1 1 � 1 � 1 2 0 � 1 1

D3 � � 1 � 1 � 1 � 3 � 1 � � 1

D �
3 � 1 � 1 � 1 0 � 1 � 1 3 1 � 1 0

Figure 5.16 � Tableau des valeurs de Grundy de S 2 S0 en fonction des classes de
S et S0. Le symbole �1 est dØ�ni par : x�1 y = x� y � 1.

4. S2;1 �2 S2;2;2

En particulier, tous les ØlØments de D�
1 (respectivement D�

2) sont �2-Øquivalents.

Nous pouvons maintenant donner la preuve du ThØorŁme 22.

DØmonstration. Pour montrer ce thØorŁme, nous montrons que la Figure 5.16 qui
donne les valeurs de Grundy de S 2 S0 est correcte. On peut commencer par vØri�er
que les lignes des classes D�

1 et D�
2 sont correctes, en utilisant un reprØsentant, P1 et

P2 (on sait dØjà que ce sont e�ectivement des reprØsentants, d’aprŁs le Lemme 20).
Pour toute Øtoile subdivisØe Ŝ, Ŝ 2 P1 est Ŝ avec un chemin de 2 sommets attachØ à
son sommet central. Il su�t alors de regarder dans la Figure 5.4 les valeurs en bas à
droite de chacune des classes.

Si G(Ŝ) = 0 alors G(Ŝ 2 P1) = 2, si Ŝ 2 D�
1;D2;D2

3 alors G(Ŝ 2 P1) = 0, si
Ŝ 2 D1;D2

1 alors G(Ŝ 2 P1) = 3, et sinon G(Ŝ 2 P1) = 1.
Plus simplement, Ŝ 2 P2 est un chemin de 3 sommets attachØ au sommet central

de Ŝ, donc G(Ŝ 2 P1) = G(Ŝ).
Maintenant, nous Øtudions la valeur de Grundy de S 2 S0 en fonction des classes

de S et de S0. D’aprŁs ce qu’on vient de voir, on peut supposer que S; S0 62 D�
1;D�

2,
et que ni S ni S0 ne sont S1;1 ou P3. Aucun coup de S 2 S0 ne peut donc retirer un
des sommets centraux de S ou de S0. Il est alors possible de calculer les valeurs de
Grundy de S 2 S0 en utilisant la Figure 5.16 et le fait que

G(S 2 S0) = mex
�
G(T 2 S0);G(S 2 T 0) : T option de S; T 0 option de S0

�
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5.4 Conclusion
Le but de cette partie Øtait de gØnØraliser la notion de jeu octal sur les graphes, et

d’Øtudier un jeu particulier, appelØ 0.33. Nous avons vu comment calculer les valeurs
de Grundy des Øtoiles subdivisØes ainsi que celles des bi-Øtoiles subdivisØes, à l’aide
d’un rØsultat trŁs utile qui nous permet de rØduire les tailles des chemins modulo 3.

Cependant, il existe une frontiŁre entre les arbres et les bi-Øtoiles subdivisØes au
delà de laquelle on ne peut plus faire cette rØduction. En e�et :

Observation 2. On peut changer la valeur de Grundy d’un arbre en attachant un
P3 à l’un de ses sommets. Par exemple, la bi-Øtoile subdivisØe de la Figure 5.17 est
une position gagnante ayant une valeur de Grundy de 2, mais en attachant un P3 au
sommet u, elle devient une position perdante (et donc avec une valeur de Grundy de
0).

u u

Figure 5.17 � Un contre-exemple à la gØnØralisation du ThØorŁme 20.

Nous avons mŒme posØ les deux conjectures suivantes (la deuxiŁme Øtant plus
forte que la premiŁre), qui nous sont apparues lors de nos recherches.

Conjecture 2. Pour tout n � 4, il existe un arbre T tel que G0:33(T ) = n.

Conjecture 3. Pour tout n � 4, il existe une chenille T tel que G0:33(T ) = n.

Par exemple, la valeur de Grundy � calculØe par ordinateur � de la chenille de la
Figure 5.18 est 11.

Figure 5.18 � Une chenille avec une valeur de Grundy de 10 pour le jeu 0.33.

MŒme si ces rØsultats se gØnØralisent mal aux arbres, on peut cependant les gØ-
nØraliser dans d’autres jeux octaux. Finalement, prØcisons qu’une piste intØressante
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pour continuer ces travaux est de considØrer les versions misŁre des jeux octaux sur
les graphes.
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