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Titre
Approche parcimonieuse pour l’imagerie 3D haute résolution de surface équivalente radar.

Résumé

La SER (Surface Équivalente Radar) est une grandeur caractérisant le pouvoir rétro-
diffuseur d’une cible soumise à un champ électromagnétique. Dans de nombreuses appli-
cations, il est capital d’analyser et de contrôler la SER. L’imagerie 3D est l’outil adapté pour
localiser et caractériser en trois dimensions les principaux contributeurs à la SER. Cepen-
dant, ce traitement est un problème de synthèse de Fourier qui n’est pas inversible car il y a
plus d’inconnues que de données. Les méthodes conventionnelles telles que le Polar Format
Algorithm, consistant en un reformatage des données avec complétion de zéro suivi d’une
transformée de Fourier inverse rapide, fournissent des résultats de qualité limitée.

Dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode haute résolution. Elle est dénom-
mée SPRITE (pour SParse Radar Imaging TEchnique) et permet d’accroître considérable-
ment la qualité des cartes de rétro-diffusion estimées. Elle repose sur une régularisation du
problème consistant en la prise en compte d’informations a priori de parcimonie et d’une
information de support. La solution est alors définie comme le minimiseur d’un critère péna-
lisé et contraint. L’optimisation est assurée par l’algorithme primal-dual ADMM (Alternating
Direction Method of Multiplier) dont une adaptation aux spécificités du problème mène à des
calculs efficaces à l’aide de transformées de Fourier rapides.

Finalement, la méthode est évaluée sur des données synthétiques et réelles. Comparati-
vement à la méthode conventionnelle, la résolution est drastiquement accrue. Les images 3D
produites sont alors un outil particulièrement adapté à l’analyse et au contrôle de SER.

Mots clés

SPRITE, Imagerie 3D HR, SER, Problème Inverse, Régularisation Parcimonieuse, ADMM



Title
Sparse approach for high resolution 3D radar cross section imaging.

Abstract

The RCS (Radar Cross Section) is a quantity which characterizes the scattering power of
a target exposed to an electromagnetic field. Its analysis and control are important in many
applications. 3D imaging is a suitable tool to accurately locate and characterize in 3D the
main contributors to the RCS. However, this is a non-invertible Fourier synthesis problem
because the number of unknowns is larger than the number of data. Conventional methods
such as the Polar Format Algorithm, which consists of data reformatting including zero-
padding followed by a fast inverse Fourier transform, provide results of limited quality.

In this work, we propose a new high resolution method, named SPRITE (for SParse Radar
Imaging TEchnique), which considerably increases the quality of the estimated RCS maps. It
is based on a regularization scheme that accounts for information of sparsity and support. The
solution is then defined as the minimizer of a penalized and constrained criterion. Optimiza-
tion is ensured by an appropriate adaptation of the ADMM (Alternating Direction Method
of Multiplier) algorithm that is able to quickly perform calculations using fast Fourier trans-
forms.

Finally, the method is evaluated on both simulated and real data. Compared to the conven-
tional method, the resolution is significantly increased and the images can support a better
RCS analysis and control.

Keywords
SPRITE, HR 3D Imaging, RCS, Inverse Problem, Sparse Regularization, ADMM
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INTRODUCTION

Contexte

Une cible illuminée par un radar est soumise à un champ EM (Électromagnétique). Elle
ré-émet une partie du rayonnement intercepté dans toutes les directions. Le pouvoir rétro-
diffuseur de la cible est caractérisé par une grandeur scalaire appelée SER (Surface Équiva-
lente Radar). Son analyse et son contrôle sont primordiaux dans de nombreux domaines tels
que la caractérisation, la détection ou encore l’identification d’objets.

L’imagerie 3D de SER est un outil particulièrement adapté pour l’analyse et le contrôle de
SER. Il s’agit d’estimer des cartes 3D de rétro-diffusion dans le but d’identifier les zones qui
contribuent à la réflectivité globale d’une cible d’intérêt. Pour cela, le CEA-CESTA a déve-
loppé un instrument de mesure appelé Arche 3D, capable d’acquérir rapidement des données
sous différents angles et fréquences. L’Arche 3D mesure des coefficients de rétro-diffusion
sur une grille irrégulière et incomplète du k-space (i.e. le domaine des fréquences spatiales)
de l’objet d’intérêt. Ces informations sont toutefois entachées d’un bruit de mesure. L’ima-
gerie de SER consiste donc en un problème de synthèse de Fourier qui entre dans la classe
des problèmes inverses [Idier, 2001; Tarantola, 2005]. Néanmoins, il présente la particula-
rité d’être non inversible car les données dans le k-space sont incomplètes. Le problème est
sous-déterminé : le nombre de voxels de la carte à estimer (i.e. le nombre d’inconnues) est
supérieur au nombre de données.

Les méthodes conventionnelles d’imagerie radar telles que le Polar Format Algorithm 3D
ou la rétro-projection filtrée 3D permettent de former des cartes 3D. Elles reposent sur un
reformatage des données avec bourrage de zéro pour les fréquences spatiales non observées,
suivi d’une TFRI (Transformée de Fourier Rapide Inverse) 3D. Elles produisent néanmoins
des images dont la résolution est limitée.

Afin d’améliorer la qualité des cartes, il est possible d’envisager l’imagerie sous l’appro-
che problème inverse. A ce titre, une large partie du travail présenté dans ce document
concerne l’étude de méthodes HR (Haute Résolution). Elles reposent sur une régularisation,
c’est-à-dire la prise en compte d’informations a priori. Cette régularisation peut s’exprimer
à travers l’expression d’un critère. L’optimisation est ensuite assurée par des algorithmes de
minimisation.

Dans cet esprit, des méthodes HR reposant sur une régularisation avec un a priori favo-
risant la parcimonie ont été proposées ces dernières années pour l’imagerie radar 2D [Cetin,
2001; Zhu, 2013] et 3D [Austin et al., 2011; Xiao-Chun, 2010]. Elles permettent d’améliorer
sensiblement la résolution des cartes de rétro-diffusion. Cependant, les images produites sont
constituées d’un faible nombre de points brillants. Ceci n’est pas complètement cohérent des
interactions onde-cible.
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Introduction

Contributions

La contribution majeure de cette thèse concerne le développement d’une nouvelle mé-
thode HR pour l’imagerie 3D de SER. Dénommée SPRITE (SParse Radar Imaging TEch-
nique), elle permet d’accroitre considérablement la qualité des cartes 3D de rétro-diffusion
estimées.

L’approche repose sur une régularisation du problème de synthèse de Fourier consistant
en la prise en compte de plusieurs informations a priori cohérentes des interactions onde-
cible :

• la projection de la carte sur la direction du vecteur d’onde est parcimonieuse.

• la carte peut être décomposée en un faible nombre de facettes brillantes connexes.

• le coefficient de rétro-diffusion complexe est constant sur chaque facette.

• l’énergie de la carte est relativement faible.

• l’extension spatiale de la carte est limitée.

Ces a priori sont intrinsèquement liés à la notion de parcimonie et d’une information sur
l’extension EM de la cible. La solution est alors définie comme le minimiseur d’un critère
composite contraint. Ce critère est composé d’un terme d’attache aux données et de plusieurs
pénalités à norme `1 et `2 qui sont cohérentes des a priori considérés. L’optimisation est
assurée par une adaptation appropriée de l’algorithme primal-dual ADMM (Alternating Di-
rection Method of Mutipliers) pour mener efficacement les calculs à l’aide de transformées
de Fourier rapides.

Une autre contribution consiste en l’évaluation de cette méthode sur des données syn-
thétiques et réelles. Comparativement à la méthode conventionnelle, nous montrons que la
résolution est drastiquement accrue. Ceci produit une amélioration notable de l’analyse et du
contrôle de SER.

Organisation du document

Le premier chapitre est consacré à la définition des notions d’analyse et de contrôle de
SER. Le problème d’imagerie de SER et les méthodes conventionnelles de formation de
cartes 3D sont exposés. La notion d’approche problème inverse est introduite et quelques
méthodes HR reposant sur des a priori parcimonieux sont présentées.

Le second chapitre porte sur la notion de régularisation parcimonieuse non différentiable.
Différents algorithmes d’optimisation de critères non différentiables sont recensés.

Le troisième chapitre détaille la contribution majeure de cette thèse : le développement
d’une nouvelle méthode HR pour l’imagerie 3D de SER appelée SPRITE.

Le quatrième chapitre concerne l’évaluation de la méthode SPRITE sur des données syn-
thétiques et réelles.
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CHAPITRE 1

L’IMAGERIE RADAR POUR L’ANALYSE ET LE
CONTRÔLE DE SER

Dans la première section, nous présentons la notion de SER. Nous montrons à travers
divers exemples pourquoi il est important d’analyser et de contrôler la SER. Dans la seconde
section, nous détaillons le processus de mesure de l’hologramme de SER, nous introduisons
la notion d’objet et de carte de rétro-diffusion et nous formulons le modèle d’observation
liant les données à l’objet d’intérêt. Nous présentons également le problème d’imagerie de
SER. Enfin, nous présentons les méthodes conventionnelles et nous soulignons leurs limites
en terme de résolution. Nous expliquons alors que l’approche problème inverse fournit un
cadre rigoureux pour développer des méthodes HR. Nous listons enfin quelques méthodes
reposant sur la notion de parcimonie, qui permettent d’accroître la résolution des cartes es-
timées.
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Chapitre 1. L’imagerie radar pour l’analyse et le contrôle de SER

1.1 Le besoin de caractériser la SER

1.1.1 La notion de SER

Une cible éclairée par un radar est soumise à un champ EM. Elle ré-émet une partie du
rayonnement intercepté dans toutes les directions de l’espace. La SER, désignée par la lettre s,
est une grandeur scalaire homogène à une surface, qui caractérise le pouvoir rétro-diffuseur de
la cible. Elle correspond à la surface qu’aurait la cible si elle rétro-diffusait de façon isotrope
les ondes EM pour renvoyer un écho de même puissance que celui effectivement reçu par le
récepteur.

Le dictionnaire IEEE [Barton et al., 1998] définit formellement la SER comme 4π fois
le rapport entre la puissance rétro-diffusée par unité d’angle solide et la densité de puissance
incidente. En exprimant la puissance et la densité de puissance en fonction du champ élec-
trique, [Knott et al., 2004] montre qu’en champ lointain, la SER peut s’exprimer comme
suit :

s = 4πR2 |Er|2

|Ei|2
(1.1)

où Ei est l’amplitude du champ électrique incident au niveau de la cible, Er l’amplitude du
champ rétro-diffusé mesuré au niveau de l’antenne de réception et R la distance entre la cible
et le radar.

L’unité de mesure de la SER est le mètre carré (m2) mais, compte tenu de sa grande
dynamique, les radaristes l’expriment généralement en décibel (dB) :

sdBm2 = 10 log10 (s) (1.2)

La SER d’une cible passive dépend de nombreux paramètres :

• la configuration du radar (monostatique ou bistatique) et la position de l’émetteur et du
récepteur relativement à la cible,

• les paramètres de fonctionnement du radar : la fréquence de l’onde émise (plus préci-
sément le rapport entre la taille de la cible et la longueur d’onde), la polarisation de
l’émetteur et du récepteur,

• les paramètres de la cible : volume, géométrie, matériaux constitutifs,

• l’orientation angulaire de la cible (gisement, site, roulis) par rapport à l’émetteur et au
récepteur, aussi appelée attitude.

Influence de la fréquence

La SER dépend de la fréquence de l’onde incidente. Son évolution peut-être séparée en
trois domaines principaux. Ces derniers sont définis par le rapport entre la dimension princi-
pale D de la cible et la longueur d’onde λ de l’onde incidente.

• La région de Rayleigh ( D � λ) : dans cette région la SER varie comme 1/λ4 et la
cible est dite électriquement petite.
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• La région de résonance ou région de Mie (D ≈ λ) : dans cette région la SER oscille
selon la longueur d’onde.

• La région optique ou région des hautes fréquences (D � λ) : dans cette région la SER
dépend peu de λ et la cible est dite électriquement grande.

La Figure 1.1 présente la SER d’une sphère de rayon r et illustre ces trois domaines fréquen-
tiels.

FIGURE 1.1 – Évolution de la SER d’une sphère de rayon r [Knott et al., 2004].

Zones de rayonnement

L’expression (1.1) est valide pour des ondes planes en champ lointain. Nous précisons
ici ce que cela signifie. Les surfaces équiphases (aussi appelées front d’onde) d’une onde
se propageant dans un milieu isotrope et homogène sont des sphères. On parle alors d’onde
sphérique. En champ lointain, lorsque la distance entre la source et la cible est suffisamment
grande, le front d’onde peut-être considéré comme localement plan et l’onde est assimilée
à une onde plane. Dans ce cas, les champs électrique E et magnétique H sont en phase,
orthogonaux entre eux et à la direction de propagation.

[Balanis, 2016] montre que les champs entourant une cible rayonnante peuvent être par-
titionnés en trois zones distinctes, illustrées par la Figure 1.2.

• La zone de champ proche réactif ou zone d’induction (R < R1) est l’espace entourant
immédiatement la cible. Dans cette région, les composantes non rayonnantes d’induc-
tion prédominent.

• La zone de champ proche radiatif ou zone de Fresnel (R1 < R < R2)

• La zone de champ lointain ou zone de Fraunhofer (R2 < R) est une zone suffisamment
éloignée de la cible pour que les ondes soient considérées planes.
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FIGURE 1.2 – Zones de rayonnement.

Influence de polarisation

Une onde EM plane est également caractérisée par sa polarisation. Cette dernière définit
l’évolution de la direction des champs électrique et magnétique au cours d’une période de
l’onde. En particulier, une onde est dite à polarisation rectiligne si ses champs restent pa-
rallèles à deux directions fixes perpendiculaires. Toute onde EM peut se décomposer comme
la somme de deux ondes à polarisation rectiligne. La plupart des radars sont conçus de fa-
çon à transmettre des hyperfréquences avec une polarisation horizontale (H) ou verticale (V)
comme illustré Figure 1.3. De même, le récepteur reçoit l’onde rétro-diffusée avec une pola-
risation H ou V. Cependant, certains radars peuvent recevoir les deux. Quatre combinaisons
de polarisations en transmission et en réception sont alors possibles :

• HH : polarisation horizontale en transmission et en réception,

• VV : polarisation verticale en transmission et en réception,

• HV : polarisation horizontale en transmission et verticale en réception,

• VH : polarisation verticale en transmission et horizontale en réception.

Les combinaisons HH et VV sont appelées polarisations parallèles et les combinaisons
HV et VH polarisations croisées.

Une description plus complète de l’interaction entre une onde incidente et la cible est
donnée par la matrice complexe S, appelée matrice de Sinclair en radar ou matrice de Jones
en optique :

Er = SEi (1.3)

Comme le champE n’a pas de composante selon le vecteur de propagation de l’onde k, il se
décompose en deux directions indépendantes, ou polarisations :[

EH
r

EV
r

]
=

[
σHH σHV

σV H σV V

] [
EH
i

EV
i

]
(1.4)
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où chaque σ est le coefficient de rétro-diffusion complexe ou SER complexe (avec une in-
formation d’amplitude et de phase) [Fuhs, 1983; Knott et al., 2004] qui s’écrit, pour une
polarisation en émission et en réception donnée :

σ = 2
√
πR

Er
Ei

(1.5)

Notons que la SER définie par l’expression (1.1) est le module carré de σ :

s = |σ|2 (1.6)

Dans la suite du document, σ sera appelé SER quand il n’y a pas d’ambiguïté avec s.

REMARQUE

Dans une configuration monostatique, σHV = σV H .

FIGURE 1.3 – Illustration polarisation H et V pour le champ électrique incident

1.1.2 La phénoménologie des interactions onde-objet

Dans cette section, nous répertorions, dans un contexte hautes fréquences, les différents
mécanismes de rétro-diffusion qui peuvent intervenir lorsqu’une cible est éclairée par une
onde EM. Ces derniers sont classés dans l’ordre décroissant de leur contribution à la SER.
Cette section s’inspire de l’ouvrage de [Knott et al., 2004, chapitres 6 et 14].

Les spéculaires

Une rétro-diffusion spéculaire est analogue à une réflexion sur un miroir ou sur une sur-
face polie en optique. Dans un contexte monostatique et en champ lointain, la direction spé-
culaire est opposée au vecteur d’onde [Knott et al., 2004] et s’écrit :

d̂ = −k̂ (1.7)

où k est le vecteur d’onde de module (appelé nombre d’onde) ‖k‖ = 2πf/c 1 et k̂ = k/ ‖k‖
indique la direction de propagation de l’onde incidente. Les facettes spéculaires sont alors

1. c étant la vitesse de la lumière dans le vide
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définies comme les surfaces de la cible dont la normale extérieure n̂ est colinéaire au vecteur
d’onde [Nouvel et al., 2004].

Ces facettes spéculaires incluent des surfaces planes orthogonales au vecteur d’onde ainsi
que des surfaces simplement ou doublement courbées au sens de la courbure de Gauss. Ainsi,
comme illustré sur la Figure 1.4, si la surface est doublement courbée, la facette spéculaire
peut s’appréhender comme un point brillant. De plus, l’amplitude de l’onde rétro-diffusée et
sa persistance selon l’angle de vue dépendent également de la courbure de Gauss de la sur-
face [Mendenhall, 1992]. La Figure 1.5 illustre cela pour une cible (une maquette de bateau
métallique) constituée de surfaces planes et de surfaces courbées. L’énergie rétro-diffusée
par les surfaces planes 1 dépend de l’angle de vue : elle est maximale, et donc les surfaces
planes contribuent fortement à la SER, quand la direction spéculaire est confondue avec la
normale à la surface. Cependant, l’écho s’atténue rapidement quand l’angle d’observation
s’en écarte. La facette spéculaire apparait alors comme une facette brillante 1 . Pour les
surfaces simplement courbées, la facette spéculaire se résume à un segment brillant le long
de la génératrice de la surface comme l’illustre la cheminée cylindrique du bateau 2 . En-
fin, la facette spéculaire se réduit à un point brillant pour une surface doublement courbée
comme illustré par le radôme sphérique du bateau 3 . Dans une configuration monostatique,
l’énergie rétro-diffusée varie très peu selon l’angle de vue pour des sphéroïdes. D’une ma-
nière générale et sous incidence normale, une facette spéculaire participe plus à la SER de la
cible qu’un segment ou un point brillant.

Les contributeurs spéculaires sont ceux qui participent le plus à la SER d’une cible. Ce-
pendant, de nombreux autres mécanismes d’interactions entre l’onde et l’objet peuvent inter-
venir. Certains, parmi les plus importants, sont évoqués ci-après et illustrés sur la Figure 1.6.

FIGURE 1.4 – Illustration d’un point spéculaire
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FIGURE 1.5 – Exemple de spéculaires pour une cible présentant des surfaces planes et courbées

FIGURE 1.6 – Bateau (vue de dessus) : illustration de différents mécanismes de rétro-diffusion
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Les ondes propagées

Une onde EM incidente peut engendrer des ondes de courant ou ondes propagées, qui
vont se propager à la surface d’une cible CEP (Conducteur Électrique Parfait) le long d’un
chemin géodésique, jusqu’à atteindre une discontinuité, comme une arête ou un sommet.
L’énergie est alors rayonnée dans toutes les directions de l’espace dont une partie potentiel-
lement non négligeable vers le radar. Une onde propagée en sens inverse peut également
apparaitre. A l’origine, ces ondes étaient supposées être caractéristiques de longues surfaces
planes éclairées à de faibles angles d’incidence mais des études [Knott et al., 2004] ont mon-
tré que le phénomène existe également pour des objets considérablement plus courts et pour
des angles d’incidence importants (jusqu’à 25˚). Les ondes propagées ne sont néanmoins
significatives que lorsqu’une composante de Ei est parallèle à la surface.

Les ondes rampantes

Une onde rampante est une onde propagée évoluant dans les zones d’ombre (i.e. les par-
ties de la cible non éclairées par l’onde incidente) des cibles simplement ou doublement
courbées. Tout comme l’onde propagée, l’onde rampante suit les géodésiques de surfaces
et peut être rétro-diffusée par des discontinuités, même si ces dernières se situent dans une
zone d’ombre. Si elle ne rencontre aucune discontinuité le long du chemin géodésique, l’onde
rampante « tourne » autour de l’objet et finit par émerger de la zone d’ombre. Une partie de
l’énergie est alors rétro-diffusée vers le radar. Néanmoins, à l’inverse de l’onde propagée, dont
l’amplitude augmente généralement avec la distance parcourue, l’intensité de l’onde ram-
pante décroît quand la distance parcourue augmente. Ceci s’explique par le fait que l’onde
propagée évolue en zone éclairée et est « alimentée » par l’énergie fournie par l’onde in-
cidente, alors que l’onde rampante évolue en zone d’ombre et rétro-diffuse de l’énergie à
chaque fois qu’elle traverse une transition entre la zone d’ombre et la zone éclairée [Fuhs,
1983].

Les effets des discontinuités de surface ou de propriétés matériaux

Comme mentionné pour les ondes propagées, toute discontinuité (cavités, nervures, join-
tures...) sur une surface lisse et continue constitue une source d’écho. Il en est de même pour
les discontinuités de courbure de surface, et cela même si la jonction entre les surfaces est
lisse. Cependant, ces dernières ne sont généralement pas traitées car les autres mécanismes
d’interaction sus-cités lui sont d’un ordre supérieur.

De la même manière, une anisotropie, une inhomogénéité ou une rupture des proprié-
tés EM d’un matériau sont autant d’éléments qui constituent des sources d’écho. Ainsi, si
une cible hétérogène est constituée de matériaux dont les milieux ont des indices de réfrac-
tions 2 différents (et en particulier quand cette différence est importante), les interfaces entre
ces matériaux sont similaires à des discontinuités [Knott et al., 2004]. La Figure 1.7 illustre
ce phénomène pour un matériau inhomogène composé de plexiglas entourant un métal. Des
spéculaires peuvent alors se produire à l’interface entre l’air et le plexiglas mais aussi à l’in-
terface entre le plexiglas et le métal.

2. n =
√
εrµr où εr et µr sont respectivement la permittivité relative et la perméabilité relative du milieu.

Dans le cas d’un milieu non magnétique n =
√
εr.
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FIGURE 1.7 – Illustration d’une rétro-diffusion induite par une discontinuité de propriétés matériaux
dans le cas d’une cible inhomogène

Les interactions multiples

Différente parties d’une cible peuvent potentiellement interagir entres elles. Générale-
ment, ces interactions ne sont significatives que lorsque les parties se trouvent à quelques
longueurs d’onde les unes des autres ou lorsqu’il y a une concentration de l’énergie sur une
partie de la cible [Knott et al., 2004]. Les interactions peuvent aussi être multiples en présence
de cavités ou de guides d’onde.

Les diffractions

Les bords, les arêtes, les pointes, les coins et les sommets sont autant de discontinuités
qui rétro-diffusent l’onde incidente dans toutes les directions de l’espace. La distribution
angulaire de l’énergie diffusée dépend alors de l’angle d’arrivée de l’onde incidente et de
l’angle d’observation ainsi que de la nature de la discontinuité. Ceci reste vrai que l’onde
incidente provienne directement du radar ou d’une onde propagée ou rampante. Cependant,
la signature radar de ces contributeurs reste faible car l’énergie est diffusée dans toutes les
directions et seule une faible partie est interceptée par le radar.

1.1.3 L’analyse et le contrôle de SER

Dans la première section, nous avons expliqué que la SER est une grandeur scalaire ca-
ractérisant globalement le pouvoir de rétro-diffusion d’une cible. Si elle renseigne sur les
capacités que doit avoir un radar pour détecter une cible, cette grandeur seule ne suffit pas à
décrire et à caractériser en détail les interactions entre l’onde et l’objet. Dans la seconde sec-
tion nous avons montré sommairement qu’il est possible de séparer les interactions onde-cible
selon plusieurs phénomènes. Ceci nous permet seulement d’expliquer macroscopiquement
certains mécanismes de rétro-diffusion. Néanmoins, lorsqu’une cible complexe est soumise
à un champ EM, ces mécanismes sont souvent nombreux et variés. Pour mieux les appré-
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hender, le radariste décompose généralement les cibles en un ensemble d’éléments simples
dont l’étude est plus aisée. Si une telle décomposition est un procédé courant et raisonnable
en hautes fréquences [Knott et al., 2004], elle ne permet pas de comprendre et de maîtriser
totalement toutes les interactions.

Dans cette section, nous définissons les notions d’analyse et de contrôle de SER et nous
soulignons leur importance à travers divers exemples.

DÉFINITION : Analyse de SER

L’analyse de SER est une démarche visant à expliquer et décrire plus finement les mé-
canismes de rétro-diffusion qui interviennent lorsqu’une cible est soumise à un champ
EM. Elle consiste essentiellement à identifier, localiser et caractériser de manière pré-
cise les principaux contributeurs qui concourent à la SER totale de la cible. Elle repose
généralement sur des méthodes d’imagerie radar comme nous l’expliquons dans la
section suivante. In fine, l’analyse de SER conduit à une meilleure compréhension des
phénomènes de rétro-diffusion complexes.

DÉFINITION : Contrôle de SER

Le contrôle de SER est une démarche connexe, qui s’appuie souvent sur l’analyse de
SER. Il s’agit de vérifier ou certifier que la SER d’un objet est conforme à un certain
niveau de spécification en la comparant par exemple à celle d’objets nominaux ou à
des standards.

Nous faisons maintenant une liste illustrée et non exhaustive de quelques domaines où
l’analyse et le contrôle de SER sont primordiaux.

Caractérisation de cibles ou de scènes complexes

La caractérisation précise de cibles ou de scènes complexes est d’une importance capi-
tale dans de nombreuses applications. C’est par exemple le cas en imagerie SAR (Synthetic
Aperture Radar ou Radar à Synthèse d’Ouverture) dont le champ d’utilisation très vaste inclut
entre autres : les sciences de la Terre (géographie, hydrologie, océanographie, géologie, éco-
logie, surveillance des forêts...), ou encore les applications militaires (surveillance de scènes
urbaines, détection de véhicules, navires ou avions...). Les scènes imagées peuvent alors être
particulièrement compliquées à analyser.

Par exemple, les mesures SAR de canopée en conditions naturelles sont complexes à ana-
lyser car elles dépendent de nombreux paramètres tels que : les conditions météorologiques,
les interactions sol-arbres, la présence de signaux parasites, l’effet d’ombrage provoqué par
les autres arbres ou le relief... Les données acquises dans ces conditions sont donc difficile-
ment analysables en l’état. Dans ce domaine, [Fortuny, 2001] s’intéresse à l’analyse 3D et à
la caractérisation de la SER d’arbres afin de mieux comprendre les images de canopée four-
nies par les SAR. Afin de calibrer et de contrôler pleinement les paramètres de mesure, ses
expériences sont réalisées en laboratoire, dans une chambre anéchoïque Figure 1.8a.

L’analyse de la SER d’un arbre isolé n’exprime pas à elle seule toute la complexité de
la scène imagée par un SAR. Néanmoins, [Fortuny, 2001] montre qu’elle permet d’expli-
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(a)
(b)

FIGURE 1.8 – (a) Photographie et schéma du dispositif de mesure [Fortuny et Sieber, 1999]
(b) Carte 3D de rétro-diffusion d’un sapin en polarisation HH [Fortuny et Sieber, 1999]

quer une partie des interactions locales. Ainsi, les cartes 3D de rétro-diffusion produites Fi-
gure 1.8b, permettent, pour chaque polarisation, de préciser les interactions EM et les prin-
cipaux contributeurs à la SER de l’arbre. Par ailleurs, une analyse plus fine met en évidence
une forte dépendance de la SER à la structure de l’arbre (taille, forme, orientation du tronc,
branchage et feuillage...) ainsi qu’à la polarisation choisie (essentiellement expliquée par le
caractère fortement anisotrope des arbres).

Toujours en imagerie SAR mais dans un tout autre registre, [Tupin et al., 2002] et [Soer-
gel, 2010] s’intéressent à l’étude de la signature des scènes urbaines. Dans cet esprit, [Kempf
et al., 2007] et [Peichl et al., 2008] ont mené des études visant à caractériser la SER de diffé-
rentes structures présentes dans les villes, telles que des murs constitués de différents maté-
riaux. Les résultats obtenus participent ensuite à la création de bases de données regroupant la
SER de différentes cibles en zone urbaine. Ils permettent finalement d’enrichir les méthodes
de détection et de reconnaissance non supervisées qui s’affranchissent de l’intervention d’un
opérateur humain [Bhattacharyya et Sengupta, 1991].

Détection et identification de cibles

Pour détecter et identifier convenablement une cible à l’aide de dispositifs radar, il peut
être nécessaire d’analyser précisément sa SER.

Par exemple, dans le domaine automobile, avec l’essor des véhicules autonomes, il est
impératif de détecter et identifier des piétons afin d’éviter les collisions. Dans ce but, comme
illustré Figure 1.9, [Chen et Chen, 2014] étudie la SER d’humains pour des fréquences variant
entre 76 et 77 GHz. Cette recherche a pour objectif d’augmenter le taux de détection des
radars anti-collision de piétons, embarqués dans la plupart des nouvelles automobiles. La
détermination de la SER d’un individu est particulièrement difficile à mener car elle dépend
de sa morphologie, de sa posture ou encore de ses vêtements. Dans l’article, les auteurs
présentent également une analyse détaillée de la contribution des différentes parties du corps
à la SER globale.
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FIGURE 1.9 – Comparaison de la SER de 9 individus adultes [Chen et Chen, 2014]

Face à la multiplication des drones et à la menace potentielle qu’ils peuvent représenter,
de nombreuses études ont été menées pour améliorer leur détection, leur identification et leur
classification. Nous pouvons, par exemple, citer les articles de [Birch et al., 2015; Herschfelt
et al., 2017]. L’analyse de la SER est rendue difficile par les faibles niveaux de SER de
ces cibles. Un examen approfondi est donc nécessaire. Par exemple, [Ritchie et al., 2015] ont
étudié plus spécifiquement l’influence sur la SER des pales des drones alors que [Guay, 2016]
et [Li et Ling, 2017] étudient l’influence de la fréquence d’analyse ainsi que de la forme des
drones, comme illustré sur la Figure 1.10.

FIGURE 1.10 – Influence de la forme du drone et de la fréquence d’analyse
sur la carte 2D de rétro-diffusion [Li et Ling, 2017]
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Augmentation ou réduction de la SER

La maîtrise du niveau de SER est certainement l’aspect le plus critique dans le dévelop-
pement d’objets rétro-diffusants. Selon les applications, l’objectif peut être de minimiser la
SER afin que les cibles ne soient pas détectables par les radar ou au contraire de maximiser
leur signature radar.

Dans un contexte de réduction de SER, [Ton, 2013], [Li et al., 2015a] ou [Vega et al.,
2016] s’intéressent à l’étude de la SER des éoliennes. Ces dernières peuvent être installées
à proximité de systèmes d’émission et de réception micro-ondes (radio, télévision, système
GPS, système de communication, radar de contrôle aérien, radar météorologique ou mili-
taire...) qui requièrent souvent la détection et le traitement de signaux très faibles. La forte
SER induite par les mâts et les pales, peut masquer ou altérer les signaux utiles, voire saturer
les récepteurs. Pour assurer un bon fonctionnement des systèmes radar situés à proximité des
parcs éoliens, il est donc capital, dans un premier temps, d’analyser la SER des éoliennes
pour comprendre les processus de rétro-diffusion, puis, dans un second temps, de contrôler
et réduire leur SER afin de limiter l’incidence sur les systèmes environnants. Par exemple,
[Rashid et Brown, 2011] propose d’appliquer des matériaux absorbant les ondes EM (RAM)
sur les pales. Après avoir divisé la pale en quatre sections, comme illustré Figure 1.11, ils
appliquent alternativement des RAM sur chaque partie et mènent une série de mesures pour
chaque configuration. Ceci permet de mieux appréhender la contribution de chaque section à
la SER global de la pale. Finalement, la Figure 1.12 compare les SER d’une pale non traitée
à celle d’une pale dont les quatre sections ont été recouvertes par des RAM.
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FIGURE 1.11 – Pale d’éolienne divisée en 4
sections [Rashid et Brown, 2011]
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FIGURE 1.12 – Comparaison SER pale traitée et
non traitée avec RAM [Rashid et Brown, 2011]

Dans un contexte militaire, les cibles (avions, chars, bateaux, missiles...) doivent géné-
ralement respecter certaines spécifications. Dans cet objectif, il est nécessaire d’identifier
précisément les principaux contributeurs à la SER. Dès l’avènement des premiers systèmes
radar dans la première moitié du XXe siècle, de très nombreuses recherches, [Crispin, 1968;
Fritsch, 1965; Knott et al., 2004; Ruck et al., 1970; Skolnik, 1990; Stone, 1989; White, 1998]
sont ainsi consacrées à l’étude de la minimisation de la signature radar des cibles militaires.
La Figure 1.13 illustre la démarche de [Fuhs, 1983] et [Bhattacharyya et Sengupta, 1991]
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pour étudier la SER du MIG-31 (un intercepteur soviétique). Elle consiste à identifier les
principaux contributeurs, à définir leur importance dans la SER totale de l’avion et finale-
ment à proposer des solutions permettant de la réduire, notamment par des modifications de
design, tout en maintenant des performances aérodynamiques acceptables.

FIGURE 1.13 – Analyse approfondie de la SER du MIG-31
[Fuhs, 1983] et [Bhattacharyya et Sengupta, 1991]

A contrario, dans certaines applications, il peut être nécessaire d’augmenter la SER des
cibles. C’est par exemple le cas dans le domaine des transports (aviation civile, transport
maritime,...) où il s’agit de détecter et de suivre les véhicules. Dans cet objectif, [Shang
et Shen, 2017; Shang et al., 2015; Wood, 1998] ont par exemple proposé des techniques
consistant en des cavités, des dièdres ou d’autres structures de fortes SER.

Contrôle non destructif

Le contrôle non destructif consiste en un ensemble de méthodes permettant de carac-
tériser l’état de structures ou de matériaux, sans les détruire. Dans un contexte radar nous
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pouvons citer les radar à pénétration de sol (ou Ground Penetrating Radar en anglais) qui
permettent d’étudier et de caractériser la composition et la structure des sols [Langley et al.,
2007] ou de mettre en évidence la présence d’objets enfouis [Griffiths et Baker, 2007]. Ici
encore, l’analyse précise de la SER est indispensable pour cartographier la scène et en tirer
des informations.

Évaluation et validation de codes de calcul de SER

Les outils numériques de calcul de SER sont des moyens puissants quand il s’agit de
prédire la SER d’une cible. Néanmoins, ils doivent être confrontés aux mesures de SER afin
de mettre en évidence leurs éventuelles limites et de proposer des améliorations. L’étude
de la diffraction sur la base d’un cône illustre parfaitement cela car elle reste partiellement
décrite par les différentes méthodes de calcul. En effet, même si des avancées successives avec
[Keller, 1961] puis [Bechtel, 1969] et enfin [Burnside et Peters, 1972] ont permis de mieux
appréhender et prédire les mécanismes de diffraction à la base d’un cône (notamment pour
une incidence axiale) ; [Knott et Senior, 1973] ont montré, à l’aide d’une série de mesures,
qu’il est nécessaire de considérer des termes d’ordres supérieurs dans les méthodes de calcul
pour bien rendre compte du phénomène.

1.2 L’outil principal : l’imagerie radar

Dans les sections précédentes, nous avons défini la notion de SER, répertorié les princi-
paux mécanismes de rétro-diffusion qui interviennent dans un contexte hautes fréquences et
souligné l’importance de l’analyse et du contrôle de SER à travers divers exemples.

Dans les sections qui suivent nous détaillons le processus de mesure de la SER et nous
introduisons la notion d’objet de rétro-diffusion. Nous explicitons alors le modèle d’observa-
tion liant les données à l’objet à estimer. Nous présentons ensuite le problème d’imagerie de
SER. Enfin, nous présentons quelques solutions classiques à ce problème.

1.2.1 La mesure de l’hologramme de SER

1.2.1.1 La notion d’hologramme

En optique, on appelle holographie le procédé consistant à enregistrer la phase et l’am-
plitude de l’onde diffractée par un objet. L’hologramme est alors le produit de l’holographie.
Un exemple d’hologramme est donné Figure 1.14.

DÉFINITION : Hologramme de SER

En radar, par analogie avec l’optique et par abus de langage, nous désignons par ho-
logramme de SER l’ensemble des mesures de la SER complexe σ d’une cible pour
différentes fréquences f et différents angles d’observation a θ et ϕ [Lonnqvist et al.,
2006].

a. Ces angles sont précisés ensuite sur la Figure 1.16.
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FIGURE 1.14 – Amplitude de l’hologramme (en dBm2) d’un cône avec pastille
(cf. Section 4.2.2.1 p. 130) pour ϕ = 0˚

1.2.1.2 La mesure de SER
Principe général

L’objectif d’une instrumentation de mesure de SER est d’obtenir un hologramme pour
une gamme de fréquences et des secteurs angulaires d’intérêt. Il s’agit pour cela d’acquérir, à
polarisation donnée et avec une très grande précision, une séquence de M SER complexes :

σ[m] = σ(fm, θm, ϕm), m = 0, · · · ,M − 1 (1.8)

Nous rappelons que σ dépend en effet de l’attitude de la cible (i.e. son orientation angulaire
par rapport au radar) et des paramètres propres au radar (fréquence et polarisation).

Finalement, l’hologramme mesuré est constitué d’un ensemble de M échantillons que
nous pouvons écrire dans un vecteur :

σ =
[
σ[0], σ[1], · · · , σ[M−1]

]t (1.9)

La mesure de la SER consiste à illuminer une cible immobile avec une onde EM mo-
nochromatique plane, dont la fréquence varie sur un domaine d’intérêt. La cible est géné-
ralement placée sur un positionneur qui permet de faire varier l’angle de présentation. À la
réception, l’ARV (Analyseur de Réseau Vectoriel) mesure l’amplitude et la phase du champ
EM rétro-diffusé. La SER complexe (1.5) est alors proportionnelle au ratio entre l’amplitude
complexe du champ mesuré et celle du champ émis.

Une cible illuminée par une onde EM rétro-diffuse l’énergie dans toutes les directions
spatiales. Seule une partie de cette énergie, proportionnelle à la SER, est captée par le radar.
Cependant, dans un cadre expérimental en laboratoire, des réflexions sur les parois du local
peuvent perturber la mesure. En général, la mesure de SER s’effectue donc dans une chambre
anéchoïque où les parois sont tapissées de RAM – usuellement des pyramides de mousse de
polyuréthane contenant des particules de carbone – afin de réduire les échos. Le lecteur est
invité à se référer à [Knott et al., 2004, chapitres 8, 9 et 11] pour de plus amples informations
sur la mesure de SER et les RAM. De la même manière, le système de positionnement,
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permettant d’obtenir avec précision les attitudes d’intérêt de la cible, doit être le plus discret
possible afin de ne pas parasiter la mesure.

En pratique, et malgré ces précautions, l’information utile provenant de la cible est presque
toujours masquée par la signature de l’environnement. Ceci est d’autant plus vrai si le niveau
de SER de la cible est faible. En effet, les murs du local, bien que recouverts de RAM, n’ab-
sorbent pas la totalité des ondes EM. L’ARV mesure donc également la signature propre de
la chambre en plus de celle de la cible. Par ailleurs, dans le cas d’un radar monostatique,
la désadaptation de l’antenne entraîne une réflexion au niveau de l’élément rayonnant. Ce
phénomène d’ondes stationnaires, caractérisé par un TOS (Taux d’Ondes Stationnaires) de
l’antenne, engendre une propagation de la puissance réfléchie dans le dispositif de détection,
ce qui masque l’information utile.

Un processus de calibration est donc préalable à toute mesure de SER. Il consiste géné-
ralement en une soustraction vectorielle et un étalonnage. Nous le décrivons de manière plus
détaillée dans l’Annexe A.

L’Arche 3D : le dispositif de mesure de SER du CEA

Le CEA-CESTA a développé un moyen de mesure 3D de SER, dénommé « Arche 3D »
[Massaloux et al., 2014]. Représenté sur la Figure 1.15, il consiste en une antenne positionnée
au dessus de la cible d’intérêt. La rotation de l’arche motorisée peut être commandée, afin
d’obtenir un angle de gisement θ. Par ailleurs, la cible est positionnée sur un mât de support
lui-même posé sur un plateau rotatif afin de faire varier l’angle de roulis ϕ autour de l’axe
vertical. Afin de limiter sa signature, le mât de support doit être relativement « transparent »
aux ondes EM mais aussi très rigide pour positionner parfaitement l’objet sous test. Pour
cela il est généralement choisi en plexiglas ou en polystyrène expansé dont la permittivité est
proche de celle de l’air.

ARV

Antenne

Cible

   Mât
    de 
support

Roulis (ϕ )

Gisement
(θ )

�

x̂

ŷ

ẑ

ŷ

x̂

ẑ

� ∈ -40°	40° 

� ∈ 0°	360°

�

Schéma de côté

Schéma de dessusRAM

FIGURE 1.15 – Photographie et schéma de l’Arche 3D
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L’Arche 3D permet des acquisitions rapides et précises de la SER pour différents angles
d’aspect de la cible et différentes fréquences. L’acquisition est schématiquement représentée
sur la Figure 1.16. Les directions successives d’illumination résultent de la conjugaison de
la rotation de l’arche avec un gisement θ et de la rotation de la cible avec un roulis ϕ. Le
référentiel de la cible est défini par (O, x̂, ŷ, ẑ) où O est l’origine du repère correspondant au
centroïde de la cible.

Selon la polarisation linéaire de l’antenne, les trois modes d’acquisitions sont possibles.
• HH : émission horizontale (champ Ei selon x̂ à θ = 0˚) – réception horizontale.
• VV : émission verticale (champ Ei selon ŷ à θ = 0˚) – réception verticale.
• HV : émission horizontale – réception verticale.

Ces derniers peuvent également être menés conjointement au cours de l’acquisition via une
antenne bipolarisation.

FIGURE 1.16 – Schéma des acquisitions

Dans le référentiel de la cible, le vecteur d’onde s’écrit :

k = ‖k‖

 − sin(θ) cos(ϕ)
− sin(θ) sin(ϕ)
− cos(θ)

 =

 −kx−ky
−kz

 (1.10)

où nous rappelons que ‖k‖ = 2πf/c est le nombre d’onde.
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DÉFINITION : Espace des vecteurs d’onde ou k-space

L’espace des vecteurs d’onde ou k-space est l’espace des fréquences spatiales
[kx, ky, kz]

t dans lequel s’exprime le vecteur d’onde k.

Pour des questions de praticité et de compacité des notations lors de l’écriture du modèle
direct, le k-space est généralement préféré au domaine (f, θ, ϕ). La SER σ(f, θ, ϕ) s’exprime
alors en fonction de k et est notée σ(k). Le vecteur σ (1.9) est donc constitué d’un ensemble
de SER mesurées pour une succession de M vecteurs d’onde k. La Figure 1.17 illustre la
position des mesures dans le domaine (f, θ, ϕ) et dans le k-space.

FIGURE 1.17 – Positions des données dans le domaine (f, θ, ϕ) et dans le k-space

Finalement, pour résumer, l’instrument mesure des coefficients de l’objet d’intérêt sur
une grille irrégulière et incomplète du k-space.

REMARQUE

Parmi les dispositifs de mesures développés dans d’autres laboratoires nous pouvons
par exemple citer [Fortuny, 2001] et [Eyraud et al., 2008] qui sont entourés de RAM
et permettent des acquisitions bi-statiques.

1.2.2 L’objet de rétro-diffusion

Maintenant que le processus de mesure a été décrit, nous définissons les notions d’objet
de rétro-diffusion et de carte de rétro-diffusion.
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DÉFINITION : Objet et carte de rétro-diffusion

Nous appelons objet de rétro-diffusion (ou simplement objet) la densité spatiale de
réflectivité EM. La carte de rétro-diffusion (ou simplement carte) est la discrétisation
de l’objet de rétro-diffusion sur une grille cartésienne régulière.

Nous notons a(r,k) l’objet de rétro-diffusion, où r = [x, y, z]t est le vecteur position
dans le repère cartésien (O, x̂, ŷ, ẑ) illustré sur la Figure 1.16. L’objet a(r,k) est anisotrope
(i.e. il dépend des angles de vue) et coloré (i.e il dépend de la fréquence), il dépend donc du
vecteur d’onde d’observation k.

Considérons le contexte SASB (Small Angle Small Bandwidth) suivant :

Contexte SASB

Les excursions fréquentielles et angulaires des vecteurs d’onde k sont relativement
limitées autour d’un vecteur d’onde d’intérêt kc.

Dans le contexte particulier SASB, nous pouvons supposer que a(r,k) ne dépend plus de
k [Minvielle et al., 2017; Özdemir, 2012]. Ainsi a(r,k) ≈ a(r,kc) pour des k qui varient
peu autour du vecteur d’onde d’intérêt kc. Par usage, le vecteur d’onde d’intérêt kc est appelé
vecteur d’onde central. Afin de simplifier les notations qui suivent, nous notons dans la suite
a(r) , a(r,kc).

Dans la suite du document nous nous intéressons donc aux méthodes d’estimation de
l’objet a(r) à partir des mesures σ. Pour cela, nous explicitons d’abord le modèle direct liant
chaque σ mesuré à l’objet a.

1.2.3 Le modèle direct

Dans cette section, nous présentons le modèle direct c’est-à-dire le modèle liant la SER
complexe σ à l’objet a(r,k). Le développement des équations menant à ce modèle ne fait
pas partie du champ de ce travail et n’est donc pas détaillé.

Dans un premier temps, nous explicitons le contexte dans lequel le modèle est valide.

Contexte du modèle

• Configuration et paramètres de fonctionnement du radar :
I configuration monostatique
I illumination en champ lointain avec des ondes électromagnétiques suppo-

sées quasi-planes sur la cible,
I contexte hautes fréquences où l’optique physique s’applique,

• Nature des cibles :
I relativement convexes avec une surface fermée,
I surface lisse relativement aux longueurs d’ondes considérées.
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En plus de ce contexte, nous faisons un choix sur l’orientation du repère spatial qui sim-
plifie les expressions : la direction longitudinale ẑ est choisie colinéaire au vecteur d’onde
central k̂c.

1.2.3.1 Formulation continue

Dans le contexte présenté ci-dessus, [Borden, 1999] (par exemple) montre en s’appuyant
sur les équations de Maxwell qu’une onde incidente engendre des courants électriques à la
surface de la cible. Ces courants surfaciques produisent alors une onde rétro-diffusée dont
l’amplitude et la phase dépendent entre autres de la surface de la cible, de son attitude et
du vecteur d’onde k. Des considérations d’optique physique en hautes fréquences pour des
cibles lisses mènent alors au modèle direct continu (1.11) dans un contexte tri-dimensionnel
général.

σ(k) =

∫∫∫
D

a(r,k) exp {2πk · r} dr (1.11)

oùD est le support spatial de a(r,k), aussi appelé champ de vue et k ·r est le produit scalaire
entre le vecteur d’onde et le vecteur position. Notons que si le champ de vue est l’ensemble
de l’espace (i.e.D = R3), la SER correspond à la transformée de Fourier inverse de l’objet de
rétro-diffusion. A ce titre, en tant que domaine dual du domaine spatial, le k-space est aussi
appelé domaine de Fourier.

REMARQUE

L’expression (1.11) peut aussi dériver de l’approximation de Born qui est plus adaptée
pour des problèmes volumiques impliquant des cibles semi-transparentes et de grandes
longueurs d’onde [Hodge et Schultz, 1965; Uberall, 1964].

Comme expliqué dans la Section 1.2.4, dans le contexte SASB, l’objet a(r,k) ne dépend
plus de k. Pour des faibles excursions angulaires et fréquentielles, (1.11) s’écrit :

σ(k) =

∫∫∫
D

a(r) exp {2πk · r} dr

=

∫∫∫
D

a(x, y, z) exp {−4πf [kxx+ kyy + kzz]/c} dxdydz

(1.12)

Par ailleurs, dans le contexte des mesures de l’Arche 3D présenté dans la Section 1.2.1.2,
(1.12) s’écrit plus précisément :

σ(k) =

∫∫∫
D

a(x, y, z) exp {−4πf (x sin θ cosϕ+ y sin θ sinϕ+ z cos θ) /c} dxdydz

(1.13)
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Dans un contexte mono-dimensionnel, si k̂ est colinéaire à ẑ, i.e. pour θ = 0˚, (1.12) s’écrit :

σ(k) =

∫
Dz

a(z) exp {−4πfz/c} dz (1.14)

REMARQUE

Dans un contexte radar, [Borden, 1999; Chassay, 1983; Cheney et Borden, 2009;
Le Chevalier et Fugier-Garrel, 1979; Le Chevalier et Pouit, 1983] ont montré que
l’optique physique et l’approximation de la phase stationnaire mènent à très hautes
fréquences à l’optique géométrique. Ils ont alors proposé un modèle communément
appelé modèle de points brillants qui dérive du modèle (1.11). Dans ce dernier, la cible
est modélisée comme une collection d’un faible nombre M de contributeurs isotropes.
Chaque contributeur individuel est alors défini par sa position rm = [xm, ym, zm]t et
par un coefficient de rétro-diffusion complexe am. Finalement, le modèle point brillants
indique que l’énergie rétro-diffusée vers le radar résulte de la superposition cohérente
des échos provenant de chaque contributeur et il s’écrit :

σ(k) =
M−1∑
m=0

am exp {2k · rm} (1.15)

Les modèles (1.11), et a fortiori (1.12) et (1.15), présentent l’avantage d’être linéaires
ce qui permet de simplifier le problème inverse d’imagerie que nous présentons ensuite. Il
s’agit cependant d’une approximation qui ne prend pas en compte de nombreux phénomènes
physiques tels que les interactions multiples ou les ondes rampantes. Lors du processus d’in-
version, ces derniers apparaissent donc comme des artefacts d’imagerie que les radaristes
savent analyser [Borden, 2002; Cheney et Borden, 2009]. Notons que des modèles plus com-
plexes ont également été proposés pour considérer, par exemple, les interactions multiples
[Chassay, 1982] et pallier ainsi certains des artefacts.

1.2.3.2 Formulation discrète

L’objet a(r) n’est généralement pas envisagé comme une fonction de la variable spatiale
continue. En effet, des considérations pratiques telles que l’utilisation de dispositifs de visua-
lisation ou encore de méthodes rapides de traitement d’image, incitent à diviser le champ de
vue en un certain nombre de voxels. Dans la suite, nous considérerons que le domaine spatial
est discrétisé en une grille cartésienne régulière centrée sur l’origine du repère (O, x̂, ŷ, ẑ),
avecNx (resp.Ny etNz) points selon l’axe x̂ (resp. ŷ et ẑ), comme illustré sur la Figure 1.18.
Notons qu’il s’agit d’un choix simple et direct de discrétisation communément adopté en ima-
gerie radar. En effet, ce choix reste cohérent de la notion d’image que nous décrivons par la
suite. Il permet en outre de « matricialiser » le modèle direct comme nous le montrons ci-
après.
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FIGURE 1.18 – Discrétisation du domaine spatial

REMARQUE

Un autre choix aurait pu être de décomposer a(r) sur une famille de fonctions ou
dictionnaire. Par exemple, dans un contexte d’imagerie SAR, [Tria, 2005] effectue
une décomposition en ondelettes. Néanmoins, il indique que les temps de calcul pour
appliquer l’analyse en ondelettes peuvent être longs.

Nous notons a(nx, ny, nz) les éléments de l’objet a(r) évaluées aux points
[
x[nx], y[ny ], z[nz ]

]
.

Les indices nx, ny et nz prennent les valeurs suivantes :


nx = 0, · · · , Nx − 1
ny = 0, · · · , Ny − 1
nz = 0, · · · , Nz − 1

.

L’expression des points x[nx], y[ny ] et z[nz ] est donnée par :


x[nx] = x[0] + nxδx
y[ny ] = y[0] + nyδy
z[nz ] = z[0] + nzδz

.
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où les pas d’échantillonnage spatiaux δx, δy et δz s’écrivent :
δx = ∆x/ (Nx − 1)
δy = ∆y/ (Ny − 1)
δz = ∆z/ (Nz − 1)

et ∆x, ∆y et ∆z sont les extensions du champ de vue selon les directions spatiales.

Le vecteur position associé au point
[
x[nx], y[ny ], z[nz ]

]
dans le repère (O, x̂, ŷ, ẑ) est noté :

rnxnynz = x[nx]x̂+ y[ny ]ŷ + z[nz ]ẑ.

Le modèle direct discret résulte alors de la discrétisation de l’équation (1.12) :

σ[m] =
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

a(nx, ny, nz) exp
{
−2πk[m] · rnxnynz

}
(1.16)

Par ailleurs chaque mesure est entachée d’un bruit. Nous pouvons alors considérer un
vecteur de bruit défini par :

b =
[
b[0], b[1], · · · , b[M−1]

]t
. (1.17)

En plus du bruit de mesure, nous supposons que le vecteur b exprime également les erreurs
de modélisation. Nous supposons également que ces erreurs sont additives.

Le modèle d’observation, dont un schéma est donné par la Figure 1.19, s’écrit alors :

σ[m] =
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

a(nx, ny, nz) exp
{
−2πk[m] · rnxnynz

}
+ b[m] (1.18)

Le modèle d’observation (1.18) peut également s’exprimer sous la forme matricielle sui-
vante :

σ = Ha+ b (1.19)

où a est un vecteur colonne regroupant les éléments de a(nx, ny, nz) et H la matrice qui
modélise le système, de terme générique exp

{
−2πk[m] · rnxnynz

}
où m = 0, · · · ,M − 1.

Chaque ligne de la matriceH correspond à une observation dans le k-space et chaque colonne
est associée à un point du domaine spatial.

H =



e−2πk[0]·r000 e−2πk[0]·r100 · · · e−2πk[0]·r(Nx−1)(Ny−1)(Nz−1)

e−2πk[1]·r000 e−2πk[1]·r100 · · · e−2πk[1]·r(Nx−1)(Ny−1)(Nz−1)

...
...

...
e−2πk[m]·r000 e−2πk[m]·r100 · · · e−2πk[m]·r(Nx−1)(Ny−1)(Nz−1)

...
...

...
e−2πk[M−1]·r000 e−2πk[M−1]·r100 · · · e−2πk[M−1]·r(Nx−1)(Ny−1)(Nz−1)


(1.20)
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FIGURE 1.19 – Schéma du modèle d’observation

1.2.3.3 Reformatage des données

Comme les données ne sont pas sur une grille cartésienne régulière dans le k-space, la
matrice dense H (1.20) n’a pas de structure de Tœplitz ou circulante. En grande dimension,
ceci peut être un frein pour mener rapidement les calculs des méthodes d’inversion présentées
par la suite. Une technique largement utilisée en traitement du signal, et en particulier en
traitement des données radar, consiste à « reformater » les données dans le k-space sur une
grille cartésienne régulière, en effectuant une transformation sphérique / rectangulaire. Cette
démarche, dont un schéma de principe est illustré sur la Figure 1.20, est aussi connue sous le
nom de regridding, resampling ou encore mapping en anglais [Doerry, 2012].

FIGURE 1.20 – Schéma de principe du reformatage des données.
Notations : σ données non regriddées et σ̆ données regriddées sur une grille cartésienne du k-space.

Pour mettre en œuvre le reformatage des données, plusieurs options sont possibles et
différentes méthodes de regridding 3D ont été étudiées dans la littérature. L’objet de ce do-
cument n’est pas de les explorer ou de les comparer en détail. Aussi, le lecteur est invité à
se référer à [Özdemir, 2012] qui présente plus spécifiquement deux méthodes usuellement
employées en imagerie radar : l’interpolation trilinéaire et l’interpolation plus proche voisin.

Ces dernières consistent à parcourir l’ensemble des points de la grille cartésienne régu-
lière du k-space et à leur affecter une valeur résultant de l’interpolation des mesures voisines.
L’inconvénient de ces deux méthodes est qu’elles complètent toute la grille du k-space y
compris les fréquences spatiales non observées éloignés de la zone effectivement mesurée.
Des données « artificielles » sont donc ajoutées au k-space.

Dans notre cas, pour éviter d’ajouter des données « factices » et mieux respecter les don-
nées réellement mesurées, nous utilisons une autre méthode que nous appelons : plus proche
voisin lacunaire. Contrairement à l’interpolation plus proche voisin présentée dans [Özdemir,
2012], notre approche consiste à parcourir l’ensemble des acquisitions (et non plus les points
de la grille régulière) et à « déplacer » chaque mesure pour l’affecter uniquement au point le
plus proche de la grille cartésienne régulière du k-space. Cette approche possède plusieurs
caractéristiques :

• elle laisse des « trous » dans le k-space pour les points de la grille éloignés des mesures,

• plusieurs mesures peuvent être attribuées à un même point de la grille. Si tel est le cas,
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ces dernières peuvent être moyennées 3,

• elle conserve le nombre de données et au maximum M points sont affectés sur la grille
après l’étape de regridding.

[Sitko, 2013] compare les méthodes illustrées sur la Figure 1.21. Il montre que l’image
formée à partir des données reformatées par la méthode plus proche voisin lacunaire est de
meilleure qualité que celle résultant des deux autres méthodes. Ceci s’explique par le fait que
les données ne sont que peu déplacées et le domaine de Fourier est donc moins « déformé ». Il
montre également que le regridding plus proche voisin lacunaire est plus rapide que les deux
autres et ne nuit donc pas aux temps de calcul. En effet, à l’inverse des méthodes classiques
de regridding qui nécessitent de balayer tous les points de la grille du k-space, ici seules les
acquisitions sont parcourues. Une implémentation matricielle sous Matlab (plutôt que l’usage
de boucles) permet notamment d’améliorer considérablement les temps de calcul.

REMARQUE

Quelque soit la méthode choisie, une approximation est introduite car les données ne
sont pas considérées à leur position initiale dans le k-space. Cependant, cette erreur
diminue quand la grille régulière est raffinée.

Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait qu’une large partie de ce qui suit est valide
que les mesures soient positionnées ou non sur une grille régulière. Cependant, lorsqu’elles le
sont, la matriceH a une structure particulière comme détaillée dans la Section 1.2.3.4. Ceci
permet de mener les calculs numériques à l’aide de TFR (Transformée de Fourier Rapide) et
donc de réduire drastiquement le coût calculatoire des méthodes que nous présentons ensuite.

FIGURE 1.21 – Présentation des différentes méthodes de regridding

La Figure 1.22 illustre la position des données regriddées après une interpolation trili-
néaire qui remplit la grille régulière du k-space et après un regridding plus proche voisin
lacunaire qui laisse des « trous » dans la grille.

3. Nous justifions ce moyennage des données dans l’Annexe D (p. 162). Nous ajoutons qu’il s’agit d’une
approximation permettant de mener les calculs par TFD. En effet, rigoureusement, il faudrait pondérer par le
nombre de points affectés pour tenir compte de la variance du bruit plus faible pour les données reformatées.
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FIGURE 1.22 – Comparaison de la position des données regriddées après : a) interpolation trilinéaire
et b) regridding plus proche voisin lacunaire.

1.2.3.4 Réécriture de la matriceH

A l’issue de l’étape de regridding, les acquisitions sont sur une grille cartésienne régulière
dans le k-space avec Mx points (resp. My et Mz) selon l’axe k̂x (resp. k̂y et k̂z). Un point de
la grille du k-space est défini par

[
k

[mx]
x , k

[my ]
y , k

[mz ]
z

]
.

Les indices mx, my et mz prennent les valeurs suivantes :
mx = 0, · · · ,Mx − 1
my = 0, · · · ,My − 1
mz = 0, · · · ,Mz − 1

.

L’expression des points k[mx]
x , k[my ]

y et k[mz ]
z est donnée par :

k
[mx]
x = k

[0]
x +mxδkx

k
[my ]
y = k

[0]
y +myδky

k
[mz ]
z = k

[0]
z +mzδkz

où les pas d’échantillonnage du k-space δkx, δky et δkz s’écrivent :
δkx = ∆kx/Mx − 1
δky = ∆ky/My − 1
δkz = ∆kz/Mz − 1
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et ∆kx, ∆ky et ∆kz sont les extensions de la grille du k-space selon les directions des fré-
quences spatiales.

Dans la suite, nous choisissons (cf. p.160) :
δkxδx = 1/Nx

δkyδy = 1/Ny

δkzδz = 1/Nz

(1.21)

Dans ce cas, la matriceH s’écrit 4 :

H = α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ (1.22)

• α = exp
{
−2π(k

[0]
x x[0] + k

[0]
y y[0] + k

[0]
z z[0])

}
est un coefficient complexe exprimant le

déphasage à l’origine des grilles du k-space et spatiale.

• N = NxNyNz est le nombre d’éléments du vecteur a c’est-à-dire le nombre de voxels
de la carte.

• S est une matrice de sélection binaire qui prélève uniquement les coefficients associés
aux points de la grille du k-space affectés lors de l’étape de regridding.

• F3D = FNx ⊗ FNy ⊗ FNz est la matrice de TFD 3D 5 où

Fℵ =
1√
ℵ


1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωℵ−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(ℵ−1)

...
...

... . . . ...
1 ωℵ−1 ω2(ℵ−1) · · · ω(ℵ−1)(ℵ−1)


est la matrice de TFD (Transformée de Fourier Discrète) normalisée et ω = e−2π/ℵ est
la racine ℵ − ième de l’unité.

• ∆Ψ est une matrice diagonale de déphasage dans le k-space. Le (mxmymz) − ième
élément de sa diagonale est Ψ = exp

{
−2π(x[0]δkxmx + y[0]δkymy + z[0]δkzmz)

}
.

• ∆Φ = ∆Φy ⊗ ∆Φx ⊗ ∆Φz est une matrice diagonale de déphasage dans le domaine
spatial où :

◦ ∆Φx = diag
{

exp
{
−2πk

[0]
x δxnx

}
, nx = 0, · · · , Nx − 1

}
◦ ∆Φy = diag

{
exp

{
−2πk

[0]
y δyny

}
, ny = 0, · · · , Ny − 1

}
◦ ∆Φz = diag

{
exp

{
−2πk

[0]
z δznz

}
, nz = 0, · · · , Nz − 1

}
Comme nous le montrerons dans la suite du document, la présence de la matrice de TFD

F3D dans l’expression deH nous permet d’utiliser des TFR.

4. Les calculs menant à cette expression sont donnés dans l’Annexe D (p. 159).
5. ⊗ est le produit de Kronecker
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1.2.3.5 Fonction d’étalement du point

La FEP (Fonction d’Étalement du Point) , aussi appelée réponse impulsionnelle spatiale,
est la réponse de l’instrument à une source ponctuelle.

Comme nous l’avons montré précédemment, si l’ensemble du k-space était observé, la
SER serait la TFD de la carte de rétro-diffusion. Cependant, seule une partie du domaine de
Fourier est observée. En effet, avant regridding, les données sont sur une portion de boule
du k-space comme illustré sur la Figure 1.17. Après reformatage sur une grille régulière
cartésienne, elles occupent une certaine portion du k-space comme illustré sur la Figure 1.22.
Comme expliqué ensuite, le fait que le k-space ne soit pas totalement observé induit une
convolution dans le domaine spatial entre chaque élément de la carte « parfaite » 6 et un
certain noyau de convolution.

Pour illustrer cela nous pouvons réécrire (1.19) sous une forme spatial-spatial. Après
reformatage des données, en multipliant (1.19) à gauche par H† = α∗

√
N∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ,
nous avons :

H†σ̆ = H†Ha+H†b . (1.23)

• Nous posons x̄ = H†σ̆ = α∗
√
N∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψσ̆. On l’obtient à partir des données
regriddées, en les déphasant dans le domaine fréquentiel, en les complétant par des zé-
ros, en prenant leur TFDI (Transformée de Fourier Discrète Inverse) puis en déphasant
dans le domaine spatial.

• Nous posons également A = H†H . Nous montrons dans l’Annexe D (p. 173) que A
est une matrice de convolution circulante. Elle s’obtient en constituant un domaine de
Fourier à partir des seules données observées, comme si tous les coefficients de Fourier
observés étaient unitaires, puis en complétant par des zéros et en prenant une TFDI.
Par exemple, si les données sont sur un parallélépipède rectangle du k-space – comme
c’est le cas après une interpolation sur une grille cartésienne régulière du k-space Fi-
gure 1.22 a) – la FEP est un noyau de Dirichlet 3D 7 en trois dimensions comme illustré
sur la Figure 1.23 a). [Özdemir, 2012], par exemple, montre que la largeur de la FEP
est égale à π/∆kx selon la direction k̂x (resp. π/∆ky et π/∆kz selon les directions k̂y
et k̂z). Le premier lobe secondaire est environ −13 dB en dessous du lobe principal.
Ceci est illustré en 1D sur la Figure 1.24.
Si les données ne sont pas sur un parallélépipède rectangle – comme c’est le cas après
le regridding plus proche voisin lacunaire présenté sur la Figure 1.22 b) – la FEP n’est
plus un noyau de Dirichlet 3D mais présente toujours un large lobe principal et de
nombreux lobes secondaires élevés comme illustré sur la Figure 1.23 b).

REMARQUE

Si tout le domaine de Fourier est observé, la FEP est une impulsion de Kronecker
et le système est « parfait ».

6. i.e. correspondant à une observation de tout le domaine de Fourier
7. L’équivalent d’un sinus cardinal 3D discret.
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• Pour terminer, nous posons b̄ = H†b. Notons que si b est gaussien et centré alors b̄
l’est aussi. En revanche, la structure de corrélation est modifiée : par exemple, si b est
blanc, b̄ ne l’est plus et sa structure de corrélation est même non-inversible (car il y a
des relations déterministes entre ses composantes).

Finalement, la relation (1.19) prend alors la forme :

x̄ = Aa+ b̄ , (1.24)

ce qui constitue bien une forme spatial-spatial. Ce modèle est donc convolutif et son inversion
pose un problème de déconvolution. Cet aspect convolutif est illustré en 1D sur la Figure 1.24.
Dans le domaine de l’astro-interférométrie, x̄ est appelé la « carte sale » ou « dirty map » et
A est appelé le « lobe sale » ou « dirty beam ».

FIGURE 1.23 – Comparaison des fonctions d’étalement du point 3D ( iso-surfaces en dB).
a) Noyau de Dirichlet 3D. b) Exemple de FEP après regridding plus proche voisin lacunaire.
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FIGURE 1.24 – Illustration 1D de la convolution spatiale avec un noyau de Dirichlet.
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1.2.4 L’imagerie de SER

Après avoir présenté le processus de mesure de SER, la notion d’objet et de carte de rétro-
diffusion puis le modèle direct liant les mesures à l’objet, nous formulons dans cette section
le problème d’imagerie de SER.

Le dictionnaire IEEE [Jay, 1984] définit une image comme « la distribution spatiale d’une
propriété physique telle qu’un rayonnement, une charge électrique, une conductivité ou en-
core une réflectivité, cartographiée à partir de la distribution de cette même propriété ou d’une
autre propriété physique ». Communément, on appelle image radar la distribution spatiale de
la réflectivité EM d’une cible [Mensa, 1981; Sidiropoulos et al., 2014]. Il s’agit donc d’un ou-
til essentiel pour la compréhension et la description précise des mécanismes de rétro-diffusion
et finalement pour l’analyse et le contrôle de la SER.

REMARQUE

L’imagerie radar ne se résume pas à la seule imagerie de SER. Ainsi, dans un contexte
d’étude de propriétés des matériaux, l’objectif est par exemple d’estimer des cartes de
permittivité ou de la conductivité de la cible [Eyraud et al., 2015; Geffrin et al., 2015;
Pastorino, 2015; Yu et al., 2009].

Dans ce travail, nous nous intéressons exclusivement à l’imagerie de SER dans un contexte
monostatique. Il s’agit d’estimer une carte de rétro-diffusion dans le domaine spatial à partir
de la mesure de l’hologramme de SER d’une cible c’est-à-dire de quelques coefficients de
Fourier de l’objet. En cela, l’imagerie de SER constitue un problème de synthèse de Fourier
qui rentre dans la classe des problèmes inverses.

Il est intéressant de noter que d’autres domaines éloignés de l’imagerie radar et reposant
sur des principes physiques différents, posent le même type de problème.
• En astro-interférométrie, l’exploitation d’un réseau d’antennes ou de télescopes permet

de simuler numériquement un système de plus grande taille (synthèse d’ouverture) afin
de gagner en résolution. Par un principe de type « goniométrie », l’interaction entre
deux de ces capteurs fournit un coefficient de Fourier de l’objet d’intérêt. L’exploitation
de tous les couples de capteurs et éventuellement de la rotation de la terre permet de
remplir en partie le plan de Fourier.
• En Imagerie par Résonance Magnétique (IRM), un champ magnétique intense génère

un phénomène oscillatoire dont la fréquence est fonction de l’intensité du champ. Un
gradient de ce champ (légères variations avec l’espace) est alors produit ce qui génère
des oscillations dont la fréquence varie spatialement. Les signaux mesurés regroupent
naturellement toutes les fréquences et leur analyse par transformée de Fourier restitue
la répartition spatiale.
• Dans le domaine médical, la plupart des systèmes de scanner reposent sur une phy-

sique de projection de Radon et sur l’emploi du théorème coupe centrale. Les données
peuvent alors être reliées à l’objet par une transformée de Fourier.
• L’analyse spectrale recouvre plusieurs techniques de description des signaux dans le

domaine fréquentiel et permet en particulier d’obtenir les caractéristiques de la réponse
d’un système linéaire à partir d’une fonction de transfert.
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Ainsi donc, dans ces exemples, les données acquises sont des échantillons de la transfor-
mée de Fourier de l’objet d’intérêt et la reconstruction des cartes pose également un problème
de synthèse de Fourier.

Dans la suite, et en cohérence avec les méthodes inverses que nous détaillons après, nous
appelons indifféremment observations ou données les SER complexes σ(k) mesurées. Afin
de reconstruire une carte 3D il faut disposer de plusieurs observations σ(k) correspondant à
différents vecteurs d’onde, c’est-à-dire à différentes fréquences f et à différents angles de vue
θ et ϕ. Ceci permet de lever les ambiguïtés longitudinales et transverses [Chen et Martorella,
2014; Garat et al., 1993; Knott et al., 2004]. Cependant, pour que l’objet a(r,k) ne dépende
plus de k, nous nous plaçons dans le contexte SASB (p. 36) où les vecteurs d’onde k varient
peu autour d’un vecteur d’onde central kc donné. La carte a à estimer est alors associée à kc.

REMARQUE

Si les mesures s’effectuent en large bande fréquentielle, nous sortons du contexte
SASB et l’objet de rétro-diffusion est dit non stationnaire (i.e. il dépend de k). Il faut
alors tenir compte de sa dépendance à la fréquence. Sans rentrer dans les détails qui
sont en dehors du champ de ce travail, [Ros, 1994] et [Vignaud, 1996], par exemple,
ont montré que le problème d’imagerie se ramène alors à une analyse temps-fréquence.

En résumé, l’imagerie de SER consiste à estimer a(r) à partir des observations σ(k) pour
des excursions fréquentielles et angulaires restreintes de k autour de kc et de la connaissance
du systèmeH . Il s’agit d’un problème inverse qui présente plusieurs difficultés :

1. les données dans l’espace de Fourier sont incomplètes et bruitées,

2. le problème est posé en 3D et en grande dimension.

Le système d’observation se modélise néanmoins par un système linéaire (1.19). Après
regridding des données, il repose sur des transformations simples (1.22) : déphasages, trans-
formation de Fourier et troncature.

Cependant ce problème est sous-déterminé et il est impossible d’inverser directement le
modèle pour trouver une solution. En effet, le nombre d’inconnues i.e. de voxels des cartes
à estimer, est supérieur au nombre de données. Ainsi, la matrice H , définie par (1.20), n’est
pas carrée et elle est donc non inversible.

A titre d’exemple, le Tableau 1.1 présente le nombre d’inconnues pour quelques dimen-
sions typiques de cartes HR. En pratique, dans notre cas, le nombre de données M est quant
à lui de l’ordre de 100 000. Ainsi, le nombre d’inconnues peut être de 10 à plus de 10000 fois
supérieur au nombre de données.

Nx ×Ny ×Nz 128× 128× 128 256× 256× 256 512× 512× 512 1024× 1024× 1024
Nombre d’inconnues > 2 millions > 16 millions > 130 millions > 1 milliard

Taille mémoire > 30 Mo > 270 Mo > 2 Go > 17 Go

TABLEAU 1.1 – Exemples du nombre d’inconnues et de la taille mémoire occupée
pour quelques tailles typiques de cartes HR
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1.3 Des solutions au problème d’imagerie

Dans cette partie nous présentons l’état de l’art sur les solutions apportées au problème
d’imagerie. Nous commençons par les méthodes conventionnelles de résolution limitée puis
nous listons quelques méthodes HR.

1.3.1 Les méthodes classiques et leur limites

Depuis l’avènement du radar au début du XXe siècle la plupart des travaux ont essentiel-
lement concerné le dispositif de mesure. Portée par de nombreuses recherches en physique,
électronique, électromagnétisme ou encore dans le domaine de l’ingénierie radar, la partie
matériel ou « hardware » a ainsi connu de nombreuses avancées.

A contrario, la partie « traitement des données » a réellement connu un regain d’intérêt
dans les années 1960 avec l’essor de l’informatique plus performante et la formulation de l’al-
gorithme de TFR [Cooley et Tukey, 1965]. Par ailleurs, c’est seulement dans les années 1980
que le traitement des données radar a réellement été appréhendé sous l’angle du traitement
du signal [Munson et al., 1983; Munson et Visentin, 1989].

Nous présentons ci-après quelques méthodes d’imagerie classiquement utilisées dans le
domaine du radar pour apporter une solution au problème d’imagerie de SER.

1.3.1.1 Méthodes d’imagerie conventionnelles

Les méthodes d’imagerie conventionnelles reposent sur une TFRI des données. Parmi
elles, deux sont usuellement employées :
• le PFA (Polar Format Algorithm),
• la RPF (Rétro-Projection Filtrée) ou FBP (Filtered Backprojection) en anglais.

1.3.1.1.1 Le Polar Format Algorithm

Le Polar Format Algorithm (PFA) [Mensa, 1981; Özdemir, 2012] fonctionne de la ma-
nière suivante :
• les données σ sont dans un premier temps reformatées sur une grille cartésienne du

k-space avec l’une des méthodes présentées dans la Section 1.2.3.3. Ceci permet de
former le vecteur σ̆ des données reformatées.
• les fréquences spatiales non observées sont mises à 0 (on parle de bourrage de zéro).
• une TFRI 3D des données reformatées σ̆ est ensuite réalisée pour estimer a.

1.3.1.1.2 Rétro-projection filtrée

La rétro-projection est une méthode initialement développée en tomographie médicale
et géophysique. Elle permet de reconstruire une structure à partir des projections spatiales
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autour de l’objet. Dans un contexte radar, elle repose généralement sur une formulation to-
mographique du problème d’imagerie [Cetin et Karl, 1997; Munson et al., 1983]. Le principe
de la rétro-projection est d’épandre (i.e. de rétro-projeter) les projections en exploitant le
théorème de la coupe centrale [Kak et Slaney, 2001]. Ce dernier indique que la transformée
de Fourier d’une projection est une ligne passant par l’origine dans le domaine des fréquences
spatiales. Le k-space peut donc se construire à partir de l’ensemble des projections autour de
l’objet.

Tout comme le PFA, cette méthode permet de reconstruire l’objet. Pour cela, la transfor-
mée de Fourier de chaque projection spatiale est calculée puis le k-space est complété. Les
données peuvent alors également être reformatées sur une grille cartésienne régulière pour
tirer profit des TFR. Le nombre de projections étant limité en pratique, le remplissage du do-
maine fréquentiel n’est pas complet, notamment pour les hautes fréquences. Les zones vides
du k-space sont alors complétées par interpolation à partir des points les plus proches ou par
bourrage de 0. Si les données sont sur une grille cartésienne régulière du k-space, une TFRI
3D est réalisée pour estimer la carte a. Notons que pour pouvoir effectuer une reconstruction
correcte, les projections doivent balayer au moins 180˚[Dubois, 1998]. Plus le nombre de
projections est grand, plus le k-space est complété et plus la reconstruction est précise.

La RPF est une méthode qui dérive de la rétro-projection. Elle consiste à réduire les basses
fréquences et à augmenter les hautes fréquences en filtrant les projections. En pratique, ce
filtrage est réalisé dans le domaine fréquentiel.

1.3.1.1.3 Comparaison entre le PFA et la RPF

Le PFA est généralement employé quand les mesures sont effectuées pour des bandes
fréquentielles et angulaires limitées. La RPF, en raison de son pré-traitement des données, est
quant à elle couramment utilisée quand le dispositif de mesure tourne tout autour de l’objet.
Avant reformatage, les portions de k-space mesurées sont donc généralement différentes.
Pour la RPF, il s’agit d’une boule complète en raison de la rotation de l’instrument autour de
la cible. Pour le PFA, et comme illustré sur la Figure 1.17, il s’agit d’une portion de boule
déterminée par les excursions angulaires et fréquentielles des acquisitions. A ce titre, le PFA
peut s’inscrire dans un contexte SASB si les bandes fréquentielles et angulaires sont petites.

En résumé, bien que des différences existent entre le PFA et la RPF, essentiellement en
raison de leurs domaines d’application, ces méthodes reposent toutes deux sur un reformatage
des données dans le k-space avec bourrage de 0 pour les fréquences spatiales non observées
puis une TFRI 3D. Les cartes produites par ces deux méthodes sont d’ailleurs similaires
[Cetin, 2001]. Dans la suite, nous appelons méthode conventionnelle le PFA.

1.3.1.1.4 Limites des méthodes conventionnelles

Comme expliqué dans la Section 1.2.3.5, le fait que seule une portion du k-space soit
observée conduit à une convolution spatiale de la carte avec un noyau de convolution. La
largeur du lobe principal de cette FEP dépend des bandes fréquentielles et angulaires des me-
sures ainsi que du type de reformatage employé [Özdemir, 2012]. Deux contributeurs proches
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peuvent donc ne pas être séparés comme illustré en 1D sur la Figure 1.24. Par ailleurs, le ni-
veau des lobes secondaires est élevé. La résolution des images produites avec ces méthodes
est donc limitée. Ceci est illustré sur la Figure 1.25 qui présente la carte de rétro-diffusion
d’un cône avec pastille (cf. cf. Section 4.2.2.1 p. 130) obtenue avec la méthode PFA. Les
interactions avec les principaux contributeurs (pointe tronquée, pastilles, base du cône) ont
une résolution limitée à cause de la FEP.

REMARQUE

Avant de réaliser la TFRI 3D, une pondération spectrale appelée apodisation peut être
effectuée. Ce fenêtrage des données permet de réduire le niveau des lobes secondaires.
Généralement, en radar, on choisit une fenêtre de Hanning, de Hamming, de Black-
man ou de Kaiser [Kolawole, 2002; Özdemir, 2012]. Des apodisations non linéaires
ont également été étudiées [Stankwitz et al., 1995]. Cependant, comme illustré sur la
Figure 1.26 pour un fenêtrage de Blackman, la largeur des lobes principaux est aug-
mentée dans le même temps, ce qui dégrade la résolution et ne permet pas de séparer
des contributeurs proches.

FIGURE 1.25 – Carte de rétro-diffusion d’un cône avec pastilles estimée avec la méthode PFA
f =[8 GHz : 3,9 MHz : 12 GHz], ϕ = [-20 ˚ : 1˚ : 20 ˚], θ = [-20 ˚ : 4˚ : 20 ˚], polarisation HH

sans fenêtrage
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FIGURE 1.26 – Carte de rétro-diffusion d’un cône avec pastilles estimée avec la méthode PFA
f =[8 GHz : 3,9 MHz : 12 GHz], ϕ = [-20 ˚ : 1˚ : 20 ˚], θ = [-20 ˚ : 4˚ : 20 ˚], polarisation HH

fenêtrage de Blackman

1.3.2 L’approche problème inverse

Dans cette section, nous montrons que l’approche problème inverse fournit un cadre ri-
goureux pour définir des solutions au problème d’imagerie de SER. Dans ce formalisme il
est possible de développer des méthodes permettant d’estimer les cartes avec une plus grande
résolution.

1.3.2.1 Généralités sur l’inversion

Le modèle d’observation s’exprime sous la forme :

σ = Ha+ b (1.25)

où la matrice H est appelée matrice d’observation et modélise le lien physique entre l’in-
connue a et les données σ. Cette formulation est commune à de nombreux domaines. [Gio-
vannelli et Idier, 2013] présentent ainsi des exemples en imagerie médicale, en astrophysique
ou encore en imagerie radar. H peut être par exemple une matrice de convolution (c’est par
exemple le cas dans la relation spatial-spatial (1.23)). Connaissant le modèle direct (1.25),
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l’objectif est alors de déterminer une estimée â de l’objet d’intérêt a à partir des observations
σ : il s’agit dès lors d’un problème inverse.

REMARQUE

Le modèle d’observation que nous avons présenté dans la Section 1.2.3 rentre dans ce
cadre. Dans ce modèle,σ est le vecteur des SER complexes, a l’objet de rétro-diffusion
que l’on cherche à estimer etH la matrice d’observation définie par (1.20).

Si la matrice H est carrée et inversible et que le bruit est négligeable, une solution â
existe et est unique :

â = H−1σ (1.26)

Cependant, en pratique, dans notre cas, le problème est bruité et sous-déterminé : le
nombre d’inconnues est supérieur au nombre de données. Dans ce cas, la matrice H n’est
pas inversible et la solution (1.26) n’existe pas.

Solution des moindres carrés

Une première approche repose sur la minimisation de l’écart entre les mesures σ et la
sortie du modèle Ha. La métrique communément employée pour quantifier cet écart est la
norme `2 et elle conduit au critère des moindres carrés :

JMC(a) = ‖σ −Ha‖2
2 (1.27)

Une solution qui minimise le critère JMC, i.e. qui correspond le mieux aux données,
s’écrit :

â = argmin
a
JMC(a) (1.28)

Le minimiseur â peut être calculée en annulant le gradient de JMC(a). Il faut alors ré-
soudre le système linéaire suivant :

H†σ = H†Hâ (1.29)

Néanmoins, dans notre cas, ce système ne peut pas être résolu carH†H est de rang déficient :
le nombre d’inconnues est plus grand que le nombre de données. En conséquence, une infinité
de cartes âminimisent et annulent le critère des moindres carrés JMC(a). En d’autres termes,
une infinité de cartes est cohérente des données.

Pseudo-inverse

Dans des cas sous-déterminés comme le notre, parmi l’infinité de solutions minimisant le
critère des moindres carrés, une approche consiste à chercher celle qui est de norme minimale
qui s’écrit sous la forme :

â = argmin
a

{
‖a‖2

2

s.c. σ −Ha = 0
(1.30)
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REMARQUE

Cette solution est appelée solution des moindres carrés à norme minimale car si la
contrainte σ −Ha = 0 est respectée le critère des moindres carrés est nul.

On peut montrer (par exemple avec une approche reposant sur les multiplicateurs de La-
grange [Llibre, 2008; Minvielle et al., 2017]) que l’estimée â s’écrit :

â = H+σ (1.31)

où H+ = H†(HH†)−1 est connue sous le nom d’inverse généralisée ou encore pseudo-
inverse de Moore-Penrose [Penrose et Todd, 1955]. Cette solution peut être considérée comme
la « solution la moins énergique cohérente des données ».

Dans le cas de l’imagerie de SER, nous montrons dans l’Annexe D (p. 163) qu’après
reformatage des données dans le k-space, en exploitant la structure (1.22) de la matrice H ,
la solution des moindres carrés à norme minimale s’écrit :

â = α∗
1√
N

∆∗ΦF
†
3DS

t∆∗Ψσ̆ (1.32)

La solution â consiste donc en un déphasage dans le domaine spatial (∆∗Φ) de la TFRI 3D
(F †3D) des données complétées avec des zéros (St) et déphasées dans le k-space (∆∗Ψ). Fina-
lement, si les données sont sur une grille cartésienne régulière du k-space (après une étape
de regridding par exemple), la solution au sens des moindres carrés à norme minimale est la
solution obtenue avec le PFA. D’une certaine manière, c’est la solution la plus « compromet-
tante » puisqu’elle met à zéro les coefficients de la solution associée aux vecteurs propres de
l’opérateur d’observation qui sont liés à des directions non observées. Elle est robuste dans
le sens où elle réduit l’impact possible du bruit en empêchant sa propagation à travers des
composantes non observés.

Comme expliqué dans la Section 1.3.1.1.4, cette méthode présente l’avantage de fournir
rapidement une solution grâce à l’emploi de la TFRI 3D. Cependant, la complétion de la grille
du k-space par des zéros (les fréquences spatiales non observées sont mises à zéro), limite
la résolution des cartes estimées. Ces dernières présentent de larges lobes principaux et des
lobes secondaires élevés qui nuisent à l’interprétation fine des mécanismes de rétro-diffusion.

1.3.2.2 Régularisation

Pour trouver une meilleure solution il est possible de régulariser le problème, c’est-à-
dire de prendre en compte des informations a priori sur l’objet inconnu. Cette information
permettra de compenser, en partie, les informations manquantes dans les données. La suite
des travaux est consacrée aux approches régularisées par pénalisation et/ou contrainte.

Une méthode de régularisation communément employée consiste à considérer un terme
d’attache aux données auquel est ajouté une pénalité dont la réduction favorise l’informa-
tion a priori que nous avons sur la solution recherchée. La solution régularisée s’obtient par
minimisation d’un critère composite :

â = argmin
a

Υ(σ −Ha) + µR(a) (1.33)
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Nous détaillons ci-après les éléments intervenant dans ce critère :

• Υ(σ −Ha) est le terme d’attache aux données. Le choix de la fonction Υ dépend de
la statistique du bruit additif b. [Carlavan et al., 2010] donnent quelques exemples de
fonctions généralement utilisées :

◦ Υ(·) = ‖·‖2
2 pour un bruit blanc gaussien [Tikhonov et Arsenin, 1977]

◦ Υ(·) = ‖·‖1 pour un bruit blanc laplacien [Ben Hamza et Krim, 2001] ou pour un
bruit impulsionnel [Nikolova, 2004]

◦ Υ(·) = ‖·‖∞ pour un bruit uniforme ou de quantification [Weiss et al., 2006]

• R(a) est la pénalité. Sa réduction favorise l’information a priori ajoutée sur la solu-
tion recherchée. Une large partie du travail qui suit concerne le choix et l’étude des
pénalités.

• µ > 0 est un hyperparamètre, appelé paramètre de régularisation. Il permet de contrô-
ler le compromis entre le terme d’attache aux données et la pénalité. Plus µ est petit et
plus la solution obtenue satisfait les données ; plus µ est grand et plus la solution est
régularisée et tient compte de l’a priori.

REMARQUE

Une approche bayésienne équivalente existe le plus souvent pour la solution (1.33). En
effet, comme expliqué dans l’Annexe B, â peut s’interpréter comme l’estimateur du
Maximum A Posteriori (MAP) où Υ(σ −Ha) correspond à l’anti-log-vraisemblance
et traduit l’adéquation aux données etR(a) est l’anti-logarithme de la densité a priori.
L’approche bayésienne offre notamment des perspectives pour régler l’hyperparamètre
µ [Idier, 2001].

Dans la suite nous nous intéressons plus particulièrement au cas déterministe des moindres
carrés pénalisés. Les critères s’écrivent :

J (a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µR(a) (1.34)

Régularisation de Tikhonov

La régularisation de Tikhonov, étudiée par [Tikhonov et Arsenin, 1977] dans un contexte
continu et par [Hunt, 1975] dans un contexte discret, est certainement la méthode de régula-
risation la plus employée pour la résolution des problèmes inverses. Le critère de Tikhonov
s’écrit :

J (a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µ ‖Ma‖2

2 (1.35)

où la matrice M est choisie en fonction de l’information a priori considérée. La solution de
Tikhonov s’obtient en annulant le gradient du critère et s’écrit :

â = argmin
a
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖Ma‖2
2

=
(
H†H + µM †M

)−1
H†σ

(1.36)

L’effet de la régularisation dépend du choix de la matriceM .
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• Lorsque µ = 0 ou M = 0, nous retrouvons la solution non régularisée des moindres
carrés (1.29), pourvu que

(
H†H

)−1 soit inversible (ce qui n’est pas le cas si le système
est sous déterminé comme expliqué avant).

• LorsqueM est la matrice identité I , les solutions de faible norme sont favorisées.

• Lorsque la matrice M est un opérateur de différences finies (typiquement un gradient
discret), des solutions « lisses » sont favorisées.

REMARQUE

L’expression (1.36) peut être calculée par TFD. Nous parlons alors également de fil-
trage de Wiener comme expliqué par exemple par [?].

La régularisation de Tikhonov n’est pas particulièrement adaptée au problème d’imagerie
de SER. En effet, comme expliqué dans la Section 1.1.2, l’objet d’intérêt est généralement
constitué d’un nombre relativement limité de spéculaires. Les méthodes favorisant un faible
nombre de contributeurs à la SER sont donc privilégiées. Ces méthodes conduisent à des solu-
tions parcimonieuses, i.e. les cartes estimées sont constituées d’un faible nombre d’éléments
non nuls. Ceci permet généralement d’accroître la résolution des cartes de rétro-diffusion.

REMARQUE

Nous précisons dans le Chapitre 2 la notion de parcimonie et les méthodes de régula-
risation pour la favoriser (notamment l’emploi de la norme `1).

1.3.3 La parcimonie en imagerie radar

Dans cette section nous présentons quelques méthodes utilisées dans le domaine du radar
et reposant sur l’idée de parcimonie.

L’idée de parcimonie dans le domaine du radar n’est pas nouvelle. Par exemple, [Tsao
et Steinberg, 1988] en 1D puis par la suite [Stuff et al., 2004] en 3D, ont proposé l’usage
d’algorithmes gloutons tels que CLEAN [Högbom, 1974] pour estimer un faible nombre de
contributeurs à la SER. Cet algorithme – ainsi que ses nombreuses variantes (HOGBOM,
CLARK, MX, SDI, MRC, MULTI) – suppose que l’objet d’intérêt est constitué d’un certain
nombre d’éléments ponctuels. L’algorithme permet alors d’estimer la position et l’amplitude
des principaux contributeurs, selon un processus itératif décrit par exemple dans [Chen et
Martorella, 2014][chapitre 6].

Dès la fin du XVIIIe siècle, en ingénierie hydraulique, [De Prony, 1795] a proposé d’uti-
liser des techniques de régression linéaire, considérées comme les premières approches HR
[Sahnoun, 2012], pour estimer les fréquences d’une somme d’exponentielles. De nombreuses
améliorations ont été apportées par la suite [Kumaresan et Tufts, 1982; Pisarenko, 1973; Rah-
man et Kai-Bor Yu, 1987]. Dans cette veine, des méthodes HR reposant sur la décomposition
de l’espace de données en un sous-espace signal et un sous-espace bruit ont été développées à
la fin du XXe siècle. Parmi elles, les plus connues sont : les algorithmes MUSIC (Multiple Si-
gnal Classifier) [Schmidt, 1986] et ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via Rotational

57



Chapitre 1. L’imagerie radar pour l’analyse et le contrôle de SER

Invariance Technique) [Roy et al., 1986] et leurs variantes respectives (root-MUSIC [Bara-
bell, 1983] et TLS-ESPRIT [Roy et al., 1989]). L’étude de ces méthodes est hors du champ
de ce travail, le lecteur est invité à se reporter aux articles mentionnés et à [Sahnoun, 2012]
pour obtenir de plus amples détails.

[Berthoumieu, 1996; Burrows, 2004; Poulalion, 1997] se sont intéressés aux méthodes
d’estimation spectrale HR MUSIC et ESPRIT dans un contexte radar 2D. Dans cette voie,
[Moch et al., 2017] ont récemment proposé une nouvelle méthode d’imagerie radar 3D :
une carte est obtenue par la méthode PFA avec une fenêtre d’apodisation de Bartlett puis les
contributeurs principaux sont extraits en appliquant un masque déterminé par une extension
3D de MUSIC.

REMARQUE

Les techniques sus-mentionnées ne sont pas à proprement parler des méthodes d’ima-
gerie dans le sens où il ne s’agit pas de déterminer une carte mais la position et l’am-
plitude d’un ensemble de contributeurs ponctuels comme illustré sur la Figure 1.27.

FIGURE 1.27 – Principaux contributeurs à la rétro-diffusion d’un cône avec rainures
estimés par la méthode ESPRIT et zooms au niveau des rainures [Burrows, 2004].

L’idée d’aborder l’imagerie radar sous l’approche problème inverse en y intégrant des
a priori favorisant la parcimonie est quant à elle apparue plus tardivement. Les articles de
[Austin et Moses, 2008], [Herman et Strohmer, 2009], [Potter et al., 2010] puis [Austin et al.,
2011; Xiao-Chun, 2010] en 3D, sont, à notre connaissance, les premiers à avoir véritablement
présenté le problème de l’imagerie radar sous cet angle. Ils proposent une méthode reposant
sur la construction puis l’optimisation d’un critère avec pénalité `1 non contraint. La solution
recherchée est définie par :

â = argmin
a
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖a‖1 (1.37)
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La Figure 1.28 illustre une solution obtenue avec cette méthode. La carte est constituée
d’un ensemble de points brillants similairement aux résultats obtenus avec les méthodes d’es-
timation spectrale.

FIGURE 1.28 – Carte de rétro-diffusion d’un cône avec pastilles estimée avec la méthode `1
f =[8 GHz : 3,9 MHz : 12 GHz], ϕ = [-20 ˚ : 1˚ : 20 ˚], θ = [-20 ˚ : 4˚ : 20 ˚], polarisation HH,

µ =0,01

Récemment, [Lasserre et al., 2016] ont proposé une approche semblable, pour l’image-
rie radar doppler 2D, en adoptant une stratégie bayésienne avec un a priori laplacien. Ce
formalisme offre des perspectives quant au réglage des hyperparamètres.

REMARQUE

A notre sens, l’emploi des méthodes spectrales et des méthodes de régularisation
parcimonieuse sus-citées se justifie en 1D pour estimer les contributeurs du modèle
points brillants (1.15). Néanmoins, cela est moins évident dans un contexte multi-
dimensionnel. En effet, comme expliqué dans la Section 1.1.2, la notion de spéculaires
est plutôt naturellement liée à celle de facettes brillantes et non pas seulement à celle
de points brillants.

Dans le sens de cette remarque, [Ciuciu, 2000] (dans le contexte de l’imagerie radar dop-
pler 2D) et [Cetin, 2001; Ren et al., 2016] (dans un contexte d’imagerie SAR 2D), ont proposé
des approches bi-modèles parcimonieuses permettant de reconstruire des zones homogènes
et des points brillants. Pour contourner les difficultés d’optimisation liées à la non différentia-
bilité de la norme `1, ils ont considéré une approximation lisse des termes non différentiables.
Le critère est alors minimisé à l’aide de méthodes semi-quadratiques (comme expliqué Sec-
tion 2.2.1). [Zhu, 2013] a proposé une approche similaire dans un formalisme bayésien.
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Conclusion du Chapitre 1

Dans un premier temps, nous avons présenté la notion de SER. Il s’agit d’une grandeur qui
permet de caractériser le pouvoir rétro-diffuseur d’une cible soumise à un champ EM. Nous
avons répertorié les différents mécanismes de rétro-diffusion et les interactions onde-objet
qui interviennent en hautes fréquences. Enfin nous avons montré à travers divers exemples
qu’il est important d’analyser et de contrôler la SER dans de nombreuses applications.

Dans un second temps, nous avons détaillé le processus de mesure de l’hologramme de
SER, introduit la notion d’objet et de carte de rétro-diffusion et formulé le modèle d’ob-
servation liant les données à l’objet d’intérêt. Nous avons également présenté le problème
d’imagerie de SER en expliquant qu’il s’agit d’un problème de synthèse de Fourier non in-
versible.

Finalement, nous avons présenté quelques méthodes de l’état de l’art. Tout d’abord les
méthodes conventionnelles reposant sur un regridding avec bourrage de zéros et TFRI 3D;
nous avons souligné leurs limites en terme de résolution. Nous avons ensuite expliqué que
l’approche problème inverse fournit un cadre rigoureux pour développer des méthodes HR.
Enfin, nous avons listé quelques méthodes reposant sur la notion de parcimonie et qui per-
mettent d’obtenir des cartes de rétro-diffusion plus résolues. Ces méthodes reposent sur l’idée
de points brillants et ne sont pas totalement cohérentes des interactions onde/cible. En effet,
les spéculaires s’expriment également comme des facettes brillantes.

Dans le Chapitre 3 nous proposons une méthode permettant d’estimer des cartes plus
résolues que celles produites avec les méthodes actuelles et permettant d’améliorer leur adé-
quation à l’objet à estimer i.e. respectant plus la physique des interactions onde-cible. Cette
méthode repose également sur une régularisation parcimonieuse. Ainsi, dans le Chapitre 2,
nous nous intéressons plus spécifiquement aux méthodes de régularisations parcimonieuses
et nous présentons quelques algorithmes d’optimisation.
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CHAPITRE 2

LES APPROCHES PARCIMONIEUSES EN INVERSION

Dans la première section, nous faisons un bref historique sur la notion de parcimonie.
Nous présentons ensuite les pénalités, telle que la norme `1, qui permettent de favoriser la
parcimonie dans les approches d’inversions pénalisées mais conduisent à des critères non dif-
férentiables. Dans la seconde section, nous répertorions quelques algorithmes et méthodes
d’optimisation des critères non différentiables et contraints. Ces derniers sont classés selon
quatre grandes familles : les méthodes de lissage des non différentiabilités, les méthodes
de sous-gradients et de sous-gradients projetés, les méthodes proximales et les méthodes
primales-duales. Une attention particulière est portée à l’algorithme ADMM (Alternating
Direction Method of Multipliers).

Sommaire
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2.2.3 Méthodes de gradient proximal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
2.2.4 Méthodes primales-duales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

REMARQUE

Dans ce chapitre, les définitions et les algorithmes sont présentés dans le cas de va-
riables réelles afin de simplifier les écritures. La plupart des notions introduites ont
une extension quasi immédiate dans le cas de variables complexes, l’important étant
que le critère soit à valeurs réelles pour conserver notamment les relations d’ordre.
Notons qu’il est également possible de se ramener au cas réel en exprimant a ∈ CN
comme (atre,a

t
im)t ∈ R2N c’est à dire en formant un vecteur deux fois plus grand où

sont concaténées les parties réelles et imaginaires de a.
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2.1 La notion de parcimonie

2.1.1 Un bref historique

En traitement du signal et de l’image, la parcimonie traduit le fait qu’un objet est constitué
d’un faible nombre d’éléments. On dit qu’un signal est parcimonieux au sens strict si la
plupart de ses coefficients sont nuls et qu’il est parcimonieux au sens large si la plupart de
ses coefficients a une valeur faible [Sbai, 2013] .

Dès les années 1970, dans le domaine des géosciences, [Claerbout et Muir, 1973] ont pro-
posé une méthode de reconstruction parcimonieuse appliquée à la sismographie. Elle repose
sur une déconvolution avec une pénalité à norme `1 (nous détaillons ensuite l’intérêt de cette
norme pour favoriser une parcimonie au sens large). Des améliorations ont été proposées en-
suite pour mieux gérer le bruit d’observation [Oldenburg et al., 1983; Taylor et al., 1979], et
il a été confirmé empiriquement que la norme `1 permet de favoriser la parcimonie.

Des résultats plus rigoureux ont été apportés dans la fin des années 1980 avec [Donoho et
Logan, 1992; Donoho et Stark, 1989]

Au milieu des années 1990, la recherche de solutions parcimonieuses via la minimisation
de critère à pénalité `1, s’est élargie à de nombreux domaines. De nombreuses méthodes ont
été développées dans ce sens dont : le LASSO [Tibshirani, 1996], le Basis Pursuit [Chen et al.,
1998] et la variation totale [Rudin et al., 1992].

Depuis les années 2000, les applications et les recherches au sujet de la minimisation de
critères favorisant la parcimonie se sont poursuivies. [Donoho et Huo, 2001; Elad et Bruck-
stein, 2002; Gribonval et Nielsen, 2003] ont par exemple fourni une analyse plus rigoureuse
du Basis Pursuit.

Plus récemment, de nombreuses études en compression de données [Candes et al., 2006;
Tsaig et Donoho, 2006], en imagerie médicale [Graff et Sidky, 2015; Lustig et al., 2007]
ou encore en radar [Ender, 2010] se sont portées sur le domaine émergent de l’acquisition
comprimée (ou compressive sensing en anglais) [Donoho, 2006]. Il s’agit d’estimer un signal
à partir d’un faible nombre d’acquisitions.

Si elle n’est donc pas nouvelle, la notion de parcimonie a connu ces dernières décennies
un véritable regain d’intérêt dans la communauté du traitement du signal et de l’image.

Nous présentons maintenant plus en détail, et en particulier dans un formalisme détermi-
niste, comment il est possible de favoriser la parcimonie.

2.1.2 Pénalités favorisant la parcimonie

Une norme ‖·‖p , 0 6 p 6 1, permet naturellement de favoriser la parcimonie. Nous
illustrons cela dans un contexte bi-dimensionnel sur la Figure 2.1. Sur la figure, le point
bleu représente la solution des moindres carrés. Elle n’est pas parcimonieuse car le vecteur
a a deux composantes a1 et a2 non nulles. Les traits en pointillés représentent quant à eux
les iso-contours de ‖a‖p pour p = 2, p = 1 et 0 < p < 1. Le point rouge représente le
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minimiseur de la norme ‖a‖p sous contrainte que l’attache aux données soit inférieure à un
certain seuil ε :

â = argmin
‖σ−Ha‖22<ε

‖a‖p (2.1)

Nous constatons que si 0 6 p 6 1, le vecteur a a une seule composante non nulle, il est
donc plus parcimonieux que lorsque p = 2. Comme nous le montrons ensuite, le problème
contraint (2.1) peut également s’exprimer sous une forme pénalisée, dont la pénalité est ‖a‖p,
en introduisant un hyperparamètre µ qui a un rôle analogue à celui du seuil ε.

FIGURE 2.1 – Interprétation géométrique de la promotion de la parcimonie pour 0 6 p 6 1

La pseudo-norme `0 est définie par :

‖a‖0 = Card{i | ai 6= 0} (2.2)

où Card est le cardinal de l’ensemble. Elle « compte » le nombre d’éléments non nuls de a.

La minimisation du critère (2.3) suivant permet de trouver une solution parcimonieuse.

J0(a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µ ‖a‖0 (2.3)

où µ > 0 est l’hyperparamètre contrôlant le compromis entre le terme d’attache aux données
et la pénalité favorisant la parcimonie. Cependant, la pseudo-norme `0 n’est pas convexe et
le critère peut être multi-modal. Par ailleurs, la minimisation de (2.3) constitue un problème
combinatoire NP-complet [Natarajan, 1995]. De nombreux algorithmes gloutons, que nous ne
détaillons pas ici, tels que l’Orthogonal Least Squares (OLS) [Chen et al., 1989], le Matching
Pursuit (MP) [Mallat et Zhifeng Zhang, 1993], l’Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [Davis
et al., 1994] ou encore le Single Best Replacement (SBR) [Soussen et al., 2011], permettent
de minimiser ce critère de manière approchée. Cependant, et malgré des avancées récentes
telles que [Bourguignon et al., 2016] ou [Soubies et al., 2017], la minimisation exacte et
rapide du critère (2.3) en grande dimension demeure une question ouverte.

63



Chapitre 2. Les approches parcimonieuses en inversion

Pour cela, en pratique, quand il s’agit de traiter des problèmes en grande dimension, la
pseudo-norme `0 est souvent relaxée par la norme `1 [Candes et al., 2006; Fuchs, 2004] et le
critère (2.3) s’écrit :

J1(a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µ ‖a‖1 . (2.4)

Le problème de minimisation s’écrit alors :

min
a
J1(a). (P1)

et une solution du problème (P1) s’écrit :
â = argmin

a
J1(a) (2.5)

Dans la littérature, le problème d’optimisation (P1) est connu sous le nom de Basis Pursuit
Denoising (BPDN) [Chen et al., 1998] ou Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
(LASSO) en statistiques [Hastie et al., 2015; Tibshirani, 2011].

Par ailleurs, dans certains cas, l’objet d’intérêt a n’est pas directement parcimonieux mais
il existe un opérateur M tel que Ma est parcimonieux. Dans ce cas, a peut-être estimé en
minimisant le critère :

J1(a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µ ‖Ma‖1 . (2.6)

La matrice M est choisie en fonction de l’information a priori considérée. Par exemple,
une méthode de régularisation connue sous le nom de variation totale [Rudin et al., 1992],
consiste à choisir une matriceM égale à un opérateur de différences finies tel qu’un gradient
discret. Ceci permet de privilégier des solutions « constantes par morceaux » donnant un
aspect « cartoon » aux images estimées en faisant ressortir les contours [Hawe et al., 2012].
En statistiques, cette méthode est aussi connue sous le nom de fused lasso [Tibshirani et al.,
2005].

REMARQUE

SiM = I (la matrice identité), le critère (2.6) est exactement le critère (2.4).

REMARQUE

Comme indiqué dans l’Annexe B, l’idée générale présentée ci-avant, de régulariser
un problème en minimisant un critère composite peut également s’interpréter dans le
cadre de l’inférence bayésienne. Dans ce contexte, la norme `1 peut être associée à
un a priori laplacien [Donoho et Tsaig, 2008]. D’autres lois à queues lourdes telles
que certaines lois alpha stables, la loi gaussienne généralisée avec un facteur de forme
inférieur à 1 ou la loi de Student, permettent également de favoriser la parcimonie en
se rapprochant plus du comportement de la pseudo-norme `0.
De la même manière, en parallèle du développement des méthodes déterministes men-
tionnées ci-dessus, des techniques équivalentes ont été proposées dans un formalisme
bayésien. Par exemple, en restauration d’images de contours nous pouvons citer les
travaux de [Geman et Geman, 1984; Urago et al., 1992] et les études sur les a priori
Bernoulli-gaussien [Condat, 2013; Kormylo et Mendel, 1983] et Bernoulli-laplacien
[Chaari et al., 2013; Costa et al., 2015].
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Enfin, si la physique du problème étudié le justifie, il peut être intéressant de contraindre la
solution recherchée à appartenir à un certain ensemble. Cette démarche permet généralement
d’accroitre sensiblement la résolution. Par exemple, [Henrot, 2013] en imagerie médicale ou
[Giovannelli et Coulais, 2005] en astronomie, ont considéré l’usage de contrainte de positivité
et de support. Le problème de minimisation général du critère pénalisé et contraint s’écrit
alors :

min
a

{
J1(a)

s.c. a ∈ C
(Pc1)

où C est l’ensemble décrivant les contraintes et une solution du problème (Pc1) s’écrit :

â = argmin
a∈C

J1(a) (2.7)

Généralement, la minimisation du critère (2.6) (et a fortiori sa version contrainte) présente
plusieurs difficultés.

• Ces critères sont non-différentiables à cause des pénalités à norme `1. Ceci empêche
l’utilisation immédiate de méthodes reposant sur un calcul du gradient du critère.

• La minimisation du critère contraint implique que la solution recherchée appartient à
un certain ensemble. La détermination de la solution (2.7) peut donc être plus complexe
que celle de la solution (2.5).

De plus, une autre difficulté liée plus généralement aux approches d’inversions pénali-
sées est que le problème de minimisation est souvent posé en grande dimension. Ceci est
particulièrement vrai pour des applications réalistes en imagerie 3D comme expliqué dans la
Section 1.2.4 (p. 48).

2.2 Des algorithmes de minimisation de critères non diffé-
rentiables contraints

Dans la section précédente, nous avons présenté une façon de promouvoir la parcimonie
dans un cadre déterministe. Celle-ci repose sur la minimisation d’un critère composite (2.6)
éventuellement contraint. Il consiste en un terme d’attache aux données et une pénalité de
norme `1 favorisant la parcimonie. Comme expliqué dans le chapitre suivant, cette idée gé-
nérale sera exploitée pour construire un critère dont la minimisation permet de résoudre le
problème d’imagerie 3D HR de SER.

Dans cette section, nous listons quelques algorithmes, bien connus dans la littérature af-
férente, qui permettent de calculer les solutions (2.5) et (2.7).

Parmi la grande variété d’algorithmes existants, nous nous focalisons sur les méthodes
de premier ordre reposant sur des calculs itératifs de gradients ou de sous-gradients. Ces
dernières ont généralement un coût calculatoire par itération raisonnable qui permet de traiter
des problèmes en grande dimension. Les techniques d’ordre supérieur telles que le Second
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Order Cone Programming [Boyd et Vandenberghe, 2004], qui dérivent généralement de la
méthode de Newton et reposent sur le calcul de l’inverse du Hessien, ne sont pas présentées
dans ce document.

Dans un premier temps, nous présentons une méthode consistant à lisser la norme `1

du critère (2.6) afin de le rendre différentiable. Nous présentons ensuite des méthodes de
sous-gradient puis de gradient proximal. Enfin, afin de tenir compte des contraintes dans le
problème (Pc1), nous détaillons une classe de méthodes appelées primales-duales.

Cette étude ne se veut pas exhaustive et seules les principales caractéristiques des mé-
thodes sont soulignées. Nous incitons donc le lecteur à se référer aux articles cités afin d’ob-
tenir de plus amples précisions, notamment sur les preuves de convergence. A noter que
l’ouvrage très récent de [Beck, 2017] détaille plusieurs des méthodes décrites ci-après.

2.2.1 Méthode de lissage de la norme `1

Nous rappelons que l’objectif est de résoudre le problème (P1) et sa version contrainte
(Pc1). Nous cherchons donc à minimiser le critère (2.6) rappelé ci-dessous :

J1(a) = ‖σ −Ha‖2
2 + µ ‖Ma‖1 .

Comme expliqué précédemment, une des principales difficultés est la non-différentiabilité
de ce critère.

Une première approche, proposée notamment par [Bertsekas, 1975], consiste à modifier
le critère non lisse initial J1 en lissant ses parties non-différentiables. Nous nous intéressons
alors à un nouveau critère Jε qui doit être construit de façon à ce que pour tout a :{

lim
ε→0
Jε(a) = J1(a)

et lim
ε→0
Jε(âε) > J1(â)

(2.8)

avec â = argmin
a∈C

J1(a), âε = argmin
a∈C

Jε(a) et ε > 0. En effet, [Glowinski et al., 1976] ont

montré qu’alors :
lim
ε→0

âε = â. (2.9)

La valeur absolue dans le critèreJ1 est généralement approchée par une fonction différen-
tiable convexe qui vérifie (2.8). Classiquement, on choisit une des deux fonctions suivantes :

• la fonction hyperbolique (utilisée par exemple par [Ciuciu, 2000]) :

ϕhypε(a) =
√
|a|2 + ε2.

• le potentiel de Huber [Huber, 1996] (utilisé par exemple par [Henrot, 2013]). Il est
défini par morceaux :

ϕhubε(a) =

{
a2 si |a| 6 ε
2|a|ε− ε2 sinon
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FIGURE 2.2 – Évolution de ϕhypε(a) et ϕhubε(a) pour ε = 0,5

Notons que ces deux fonctions ont un comportement quadratique autour de l’origine et
linéaire quand |a| est grand devant ε, comme illustré sur la Figure 2.2.

La minimisation du critère Jε peut alors être menée par des techniques rapides déve-
loppées pour des fonctions lisses : généralement une descente de gradient. Néanmoins, des
études menées notamment par [Vogel et Oman, 1996], ont montré que cette méthode n’est
pas très performante quand il s’agit de minimiser des critères non-quadratiques tel que Jε.
Il est alors plus efficace de construire un critère augmenté Kε(a,β) en introduisant des va-
riables auxiliaires β. La construction de tels critères doit cependant respecter les conditions
suivantes :

• la minimisation de Kε par rapport à a et β doit être équivalente à celle de Jε, i.e. le
minimiseur ã de Kε doit être le même que celui qui minimise Jε,
• la minimisation de Kε par rapport à a doit être plus rapide que celle de Jε,
• la minimisation de Kε par rapport à β doit être simple et rapide à calculer.

De nombreuses publications telles que [Blake et Zisserman, 1987], [Geman et Reynolds,
1992], [Geman et Yang, 1995] ou encore [Idier, 2001] ont montré que des critères semi-
quadratiques (i.e. qui sont quadratiques vis-à-vis de a et dont la minimisation est séparable
vis-à-vis de β), répondent aux conditions énoncées ci-dessus. Le lecteur est invité à consulter
ces articles pour obtenir de plus amples informations.

Enfin, dans le même esprit, [Nesterov, 2005] puis [Weiss et al., 2009] ont proposé plus ré-
cemment d’autres approximations lisses du critère non différentiable initial. La minimisation
est ensuite assurée par une méthode de gradient projeté accélérée.

Pour conclure, cette approche consistant à lisser les parties non-différentiables du critère
initial présente l’avantage de se ramener à des fonctions lisses pour lesquelles la littérature
fournit de très nombreux algorithmes de minimisation. La faiblesse principale de cette dé-
marche est que le nouveau critère à minimiser est une approximation du critère (2.6) initial.
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Cette approximation dépend d’un paramètre ε qui peut être difficile à régler. Ce dernier doit
toutefois être suffisament petit pour continuer à favoriser des solutions parcimonieuses. Or,
quand ε tend vers 0, les algorithmes itératifs de minimisation du critère lisse Jε ou du critère
augmenté Kε peuvent converger lentement vers une solution.

2.2.2 Méthode de sous-gradient et de sous-gradient projeté

Les méthodes de sous-gradient et de sous-gradient projeté [Poliyak, 1987] permettent
de résoudre des problèmes d’optimisation convexe non différentiable sans approximation du
critère initial. Elles s’inspirent des méthodes de descente de gradient et de gradient projeté
développées pour des critères différentiables.

Sous-gradient

De manière générale, la méthode de sous-gradient permet de chercher une solution de la
forme :

â = argmin
a
J (a) (2.10)

où J est une fonction L-lipschitzienne, convexe et fermée 1qui admet un ensemble de mi-
nimiseurs Ã 6= ∅. Nous supposons pour l’instant que le critère (2.6) est une telle fonction.
L’algorithme de sous-gradient est donné par l’Algorithme 1.

Algorithme 1 : Algorithme de sous-gradient

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) ∈ A : le point de départ

Sorties : â : un élément de Ã

Répéter jusqu’à convergence
Calculer s(k) ∈ ∂J (a(k))

Chercher un pas τ (k) > 0 tel que J
(
a(k) − τ (k) s(k)

‖s(k)‖2

)
< J (a(k))

a(k+1) = a(k) − τ (k) s(k)

‖s(k)‖2
k = k + 1

Contrairement à une descente de gradient classique, le sous-gradient est ici normalisé.
En effet, dans le cas différentiable, le gradient tend vers 0 lorsque nous nous rapprochons du
minimiseur alors que ce n’est plus le cas pour une fonction non différentiable. De plus, dans
le cas non-différentiable, une direction opposée à un sous-gradient n’est pas forcément une
direction de descente. Même si l’Algorithme 1 n’est pas un algorithme de descente, un choix
adéquat des τ (k) permet de rendre la méthode convergente. Ainsi, si la suite des τ (k) vérifie :

1. Les définitions de ces propriétés, du sous-gradient et du sous-différentiel ∂J sont rappelées dans
l’Annexe E (p. 183).
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+∞∑
k=0

τ (k) = +∞ et
+∞∑
k=0

(
τ (k)
)2
< +∞

alors la suite des a(k) converge vers un minimiseur de J [Weiss, 2008]. Un choix simple qui
satisfait les deux conditions est τ (k) = 1/

√
k mais la convergence peut-être lente car le pas

tend vers 0.

Sous-gradient projeté

De manière générale, la méthode de sous-gradient projeté permet de gérer les contraintes
et de chercher une solution de la forme :

â = argmin
a∈C

J (a) (2.11)

où C est un ensemble convexe décrivant les contraintes (aussi appelé domaine admissible)
et J est toujours une fonction L-lipschitzienne, convexe et fermée. L’algorithme de sous-
gradient projeté est donné par l’Algorithme 2.

Algorithme 2 : Algorithme de sous-gradient projeté

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) ∈ A : le point de départ

Sorties : â : un élément de Ã

Répéter jusqu’à convergence
Calculer s(k) ∈ ∂J (a(k))

Chercher un pas τ (k) > 0 tel que J
(
a(k) − τ (k) s(k)

‖s(k)‖2

)
< J (a(k))

a(k+1) = PC
(
a(k) − τ (k) s(k)

‖s(k)‖2

)
k = k + 1

PC est l’opérateur de projection euclidienne sur le domaine admissible C. Cette projection est
facile à calculer dans le cas de contraintes simples telles qu’une contrainte de support de type
« boîte » 2, mais elle peut être plus difficile à calculer dans d’autres cas. L’application de cet
algorithme à des contraintes plus générales ainsi qu’une étude sur le pas a été réalisée par
[Weiss, 2008].

Pour conclure, [Carlavan et al., 2010] indique que les méthodes de sous-gradient sont
essentiellement intéressantes pour des applications où le temps de calcul est déterminant
car une dizaine d’itérations avec des pas pré-calculés permet généralement d’obtenir une
approximation grossière de la solution. Cependant, les auteurs précisent que ces méthodes
sont à éviter pour des applications où la précision est primordiale.

2. définie par (E.2) (p. 186).
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2.2.3 Méthodes de gradient proximal

Les méthodes de gradient proximal, étudiées notamment par [Lions et Mercier, 1979],
permettent de déterminer une solution de la forme :

â = argmin
a
J (a) (2.12)

où J peut être décomposé de la manière suivante : J (a) = f(a) + g(a) avec :
• f est convexe, fermée, différentiable et de gradient∇f L-Lipschitz,
• g est convexe, fermée, possiblement non différentiable, telle que dom(g) 6= ∅ 3.

Nous notons Ã l’ensemble des minimiseurs de J , que nous supposons non vide, et ã un
élément de cet ensemble. Nous pouvons nous ramener au critère (2.6) en posant :

f(a) = ‖σ −Ha‖2
2 et g(a) = µ ‖Ma‖1.

Forward-Backward splitting

[Combettes et Wajs, 2005] ont montré que pour tout pas τ positif non nul, les conditions
d’optimalité de J s’écrivent :

0 ∈ ∂g(ã) +∇f(ã)⇔ −∇f(ã) ∈ ∂g(ã)

⇔ ã− τ∇f(ã)− ã ∈ τ∂g(ã)

⇔ ã = proxτg
(
ã− τ∇f(ã)

)
Le passage de l’avant dernière ligne à la dernière s’explique par la définition de l’opérateur
proximal prox qui est rappelée dans l’Annexe E (p. 183). L’algorithme FBS (Forward Back-
ward Splitting) est alors donné par l’Algorithme 3.

Algorithme 3 : Algorithme FBS

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) ∈ dom(g) : le point de départ

Sorties : â : un élément de Ã

Répéter jusqu’à convergence
a(k+1) = proxτg︸ ︷︷ ︸

étape backward

(
a(k) − τ∇f(a(k))︸ ︷︷ ︸

étape forward

)
k = k + 1

L’algorithme itère deux étapes :
• l’étape explicite forward consiste en une simple descente de gradient,
• l’étape implicite backward est une étape proximale.

3. La définition du domaine effectif dom est rappelée dans l’Annexe E (p. 183).
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REMARQUE

• Si g est la fonction nulle, l’Algorithme 3 se résume à un algorithme de descente
de gradient.

• Si g est une norme `1, l’unique étape de l’Algorithme 3 se réduit à une descente
de gradient à pas fixe suivie d’un seuillage doux a. Dans ce cas, l’algorithme FBS
est appelé ISTA (Iterative Soft Thresholding Algorithm).

• Si f est la fonction nulle, l’Algorithme 3 se résume à un algorithme de point
proximal.

a. Le seuillage doux est défini dans l’Annexe E (p. 183)

Si cette méthode présente l’avantage d’avoir un faible coût calculatoire par itération elle
présente également plusieurs faiblesses. Premièrement, elle ne s’applique qu’à une classe res-
treinte de problème car il faut que f soit différentiable et il faut être en mesure de calculer
facilement proxτg. Enfin, [Beck et Teboulle, 2009b] ont montré que pour tout pas τ stric-
tement positif et inférieur à 2/L (où L est la constante de Lipschitz de ∇f ), l’algorithme
converge faiblement vers un minimiseur ã avec une vitesse de convergence sous-linéaire en
O
(
1/k
)
. Ceci peut être un frein à de nombreuses applications concrètes en grande dimension.

Fast Iterative Soft Thresholding Algorithm

La méthode FISTA (Fast Iterative Soft Thresholding Algorithm) proposée par [Beck et
Teboulle, 2009b] est une version inertielle du FBS qui repose sur les travaux menés par
[Nesterov, 1983] pour des fonctions lisses. Par souci de simplicité, nous utilisons la même
notation que [Beck et Teboulle, 2009b] :

pL(y) , prox(1/L)g

(
y − 1

L
∇f(y)

)
= argmin

a

(
g(a) +

L

2

∥∥a− (y − 1

L
∇f(y)

)∥∥2

2

)
L’algorithme FISTA est donné par l’Algorithme 4. Contrairement à FBS où l’opérateur

proximal est appliqué à a(k), dans FISTA, l’opérateur proximal est appliqué à y(k) qui résulte
d’une combinaison linéaire des deux itérations précédentes a(k) et a(k−1).

[Beck et Teboulle, 2009b, Lemme 4.1] ont montré que FISTA peut atteindre une vitesse
de convergence en O

(
1/k2

)
4 pour toutes les sur-relaxations du FBS telles que la suite des

τ (k) satisfait :
τ (1) = 1 et

(
τ (k+1)

)2 − τ (k+1) 6
(
τ (k)
)2 pour k > 1. (2.13)

Notons que le choix de [Beck et Teboulle, 2009b] pour l’Algorithme 4 consiste à prendre un
t(k+1) vérifiant l’égalité dans l’inégalité large (2.13).

Plus récemment, [Chambolle et Dossal, 2015, Théorème 3] ont apporté la preuve que la
suite des a(k) donnée par FISTA converge faiblement vers un minimiseur ã de J si pour tout
ϑ > 2 :

τ (k) = (k + ϑ− 1) /ϑ. (2.14)

4. Ce qui est optimal pour une méthode d’ordre 1 d’après [Nesterov, 1983].
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Algorithme 4 : Algorithme FISTA

Entrées : L : un majorant de la constante de Lipschitz de∇f ;
k = 0 : initialisation du compteur ;
y(1) = a(0) ∈ dom(g) : les points de départ ;
τ (1) = 1 : le pas initial

Sorties : â : un élément de Ã

Répéter jusqu’à convergence
a(k) = pL(y(k))

τ (k+1) =
(

1 +
√

1 + 4
(
τ (k)
)2
)
/2

y(k+1) = a(k) +
τ (k) − 1

τ (k+1)

(
a(k) − a(k−1)

)
k = k + 1

REMARQUE

Si g = IC(a), l’étape a(k) = pL(y(k)) dans l’Algorithme 4 s’écrit désormais

a(k) = PC
(
y(k) − 1

L
∇f(y(k))

)
a. L’algorithme FISTA correspond alors exactement à

la méthode FGP (Fast Gradient Projection) développée par [Nesterov, 1983] pour
des problèmes de minimisation sous contrainte impliquant des critères J lisses et
convexes.

a. IC est la fonction indicatrice de l’ensemble convexe C et PC l’opérateur de projection sur C qui
sont définis par (E.1) (p. 185).

Tout comme l’algorithme FBS dont il dérive, l’algorithme FISTA présente quelques fai-
blesses. Premièrement, il ne s’applique qu’à des problèmes où au moins une partie du critère
est différentiable. Cette hypothèse est restrictive dans le cas où l’on souhaite résoudre, par
exemple, un problème où le terme d’attache aux données et la pénalité sont tous les deux non
différentiables (typiquement une norme `1).

De plus, si g est une fonction non lisse, nous constatons que les étapes de l’Algorithme 4
ne permettent pas de prendre en compte des contraintes. Ainsi, l’algorithme FISTA ne peut
pas naturellement résoudre des problèmes contraints [Beck et Teboulle, 2009a]. Pour ré-
soudre ce genre de problèmes, [Beck et Teboulle, 2009a] ont proposé une méthode qui
repose sur une approche duale lagrangienne, initialement étudiée par [Chambolle, 2004].
Cette méthode consiste à construire le dual du problème contraint initial afin de se ramener à
un problème d’optimisation convexe quadratique (maximisation d’une fonction quadratique
concave sous contraintes linéaires) qui peut être résolu rapidement à l’aide de l’algorithme
FGP.

Pour conclure, nous pouvons noter que d’autres versions plus sophistiquées de FISTA ont
été développées par la suite pour pallier certains problèmes. Parmi les plus utilisées dans la
littérature nous pouvons citer les suivantes.
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• MFISTA (Monotone Fast Iterative Soft Thresholding Algorithm) [Beck et Teboulle,
2009a] qui est une version monotone de FISTA où une étape d’évaluation du critère J
est ajoutée. En effet, FISTA n’est pas un algorithme de descente contrairement à FBS,
et en pratique la suite des J (a(k)) est rarement décroissante.

• FISTA avec retour sur trace (ou backtracking en anglais) [Beck et Teboulle, 2009b],
quand la constante de Lipschitz L n’est pas connue ou difficilement calculable ce qui
est notamment le cas des problèmes en grande dimension impliquant la norme `1.

2.2.4 Méthodes primales-duales

Dans les sections précédentes nous avons présenté quelques méthodes permettant de mi-
nimiser des critères non différentiables. Ces dernières ne sont pas totalement adaptées au
problème contraint (Pc1) posé en grande dimension et donc à la minimisation du critère que
nous proposons dans le prochain chapitre pour résoudre le problème d’imagerie 3D HR de
SER.

En effet, la première méthode présentée consiste en une approximation du critère initial
par lissage de la norme `1. Cependant, nous souhaitons justement conserver ces singularités
afin de continuer à favoriser des solutions parcimonieuses.

La méthode de sous-gradient projeté est, quant à elle, à privilégier si l’objectif est l’obten-
tion d’une approximation grossière de la solution. Cependant, en grande dimension, elle ne
permet généralement pas d’atteindre une précision satisfaisante dans un temps raisonnable.

Les méthodes proximales telles que l’algorithme FISTA nécessitent l’évaluation d’un gra-
dient à chaque itération. La version initiale de FISTA ne permet pas de traiter les problèmes
contraints (Pc1). Pour cela, et comme expliqué avant, la littérature préconise de « mixer »
FISTA avec des méthodes duales.

Dans cette partie, nous présentons une autre classe de méthodes appelées méthodes prima-
les-duales. Dans un premier temps, nous introduisons quelques résultats généraux mais fon-
damentaux afin de préciser le fonctionnement de ces méthodes.

Dans un second temps, nous nous focalisons sur l’ADMM qui est un algorithme appar-
tenant à cette classe de méthodes. Nous montrons qu’il est particulièrement adapté à la réso-
lution du problème contraint (Pc1) et donc à la minimisation du critère que nous proposons
dans le chapitre suivant.

Dans la suite, et par souci de simplicité pour ne pas alourdir les notations, nous pré-
sentons les résultats dans un contexte de variables réelles. Ils ont bien entendu été étendus
aux variables complexes (en particulier, les transposées qui apparaissent avec la norme eu-
clidienne deviennent des transposées conjuguées pour une norme hermitienne). Des preuves
rigoureuses de validité de ces algorithmes pour des variables complexes peuvent être trouvées
par exemple dans [Li et al., 2015b].

Pour rédiger cette partie nous nous sommes appuyés, entre autres, sur [Boyd et Vanden-
berghe, 2004] qui est un ouvrage de référence sur l’ADMM.
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2.2.4.1 Notions de dualité et notations
Problème primal

Nous considérons le problème général de minimisation sous contrainte d’égalité suivant :

min
a

{
J (a)
s.c.Aa = c

(Pp)

où A est une matrice et c le vecteur des contraintes d’égalité. Le critère J est convexe. (Pp)
est appelé problème primal car c’est celui que nous souhaitons résoudre initialement.

Lagrangien et fonction duale

Le lagrangien L pour le problème (Pp) est la fonction définie par :

L(a,γ) , J (a) + γt(Aa− c) (2.15)

où γ est la variable duale appelée multiplicateur de Lagrange. Notons que pour tout a, L est
une fonction affine de γ.

La fonction duale Θ, définie sur Γ = {γ| inf
a
L(a,γ) > −∞}, s’écrit :

Θ(γ) , inf
a
L(a,γ)

= −J ∗(−Atγ)− ctγ
(2.16)

où J ∗ est la conjuguée convexe de J rappelée dans l’Annexe E (p. 185). Par ailleurs, en tant
qu’enveloppe inférieure d’une famille de fonctions affines, Θ(γ) est concave sur l’ensemble
Γ. Une preuve de l’égalité dans (2.16) et de la concavité de la fonction duale est donnée dans
l’Annexe D (p. 165).

Optimum primal et dual

Nous notons p̃ la valeur du primal optimal (i.e. la valeur que prend J (a) quand le pro-
blème primal est résolu) :

p̃ , inf
a

sup
γ<0
L(a,γ)

= inf
a
{J (a)|Aa 4 c}

(2.17)

Et nous notons d̃ la valeur du dual optimal (i.e. le maximum de la fonction Θ) :

d̃ , sup
γ

inf
a
L(a,γ)

= sup
γ

Θ(γ)
(2.18)

Dualité

Les résultats présentés sur la dualité reposent essentiellement sur la notion de point selle
et sur le théorème Min-Max Inégalité qui sont présentés dans l’Annexe E (p. 183). En partant
de l’expression (2.16), nous pouvons écrire pour tout γ dans l’ensemble Γ et pour tout a :
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Θ(γ) 6 J (a) + γt(Aa− c)

et a fortiori, quand la contrainte est respectée (i.e.Aa = c), nous avons :

Θ(γ) 6 J (a) (2.19)

Nous déduisons alors de l’inégalité (2.19) que :

sup
γ

Θ(γ) 6 inf
a
{J (a) |Aa = c} (2.20)

Par ailleurs, en exploitant (2.15) nous avons :

sup
γ<0
L(a,γ) = sup

γ<0
{J (a) + γt(Aa− c)} =

{
J (a) si (Aa− c) 4 0 ou si γ = 0

+∞ sinon
(2.21)

Finalement, nous déduisons des expressions (2.16) – (2.21) que :

sup
γ

inf
a
L(a,γ) 6 inf

a
sup
γ<0
L(a,γ)

d̃ 6 p̃
(2.22)

Cette inégalité large est toujours vérifiée. Elle est connue sous le nom de dualité faible.
La différence d̃ − p̃ est appelée saut de dualité. Si le saut de dualité est nul (i.e. d̃ = p̃) on
dit que la dualité est forte et il existe un couple (ã, γ̃) qui est un point selle de L(a,γ). La
Figure 2.3 est une illustration de l’existence d’un point selle dans le cas d’une dualité forte.

FIGURE 2.3 – Illustration point selle

En optimisation, la qualification de contraintes est l’étude des conditions d’optimalité.
Sans rentrer dans les détails, nous indiquons au lecteur intéressé que les conditions de Karush,
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Kuhn et Tucker (KKT) [Kuhn et Tucker, 1951] ainsi que le théorème de Slater [Slater, 1950]
fournissent des conditions nécessaires et suffisantes sur J et sur les contraintes pour que
la dualité soit forte. L’exemple classique dans lequel le théorème de Slater est vérifié et les
conditions KKT sont respectées, ce qui assure une dualité forte, est le cas où le critère J est
convexe et les contraintes d’égalité sont affines.

Problème dual

Le problème dual s’écrit :
γ̂ = argmax

γ
Θ(γ) (Pd)

• Si la dualité est forte : comme Θ(γ) est concave, résoudre (Pd) (ce qui signifie cher-
cher d̃ = sup

γ
Θ(γ)) permet également de chercher p̃ = inf

a
{J (a)|Aa = c} et donc de

résoudre le problème primal (Pp).

• Si la dualité est faible : chercher d̃ permet de trouver la meilleure (plus grande) borne
inférieure de p̃ et donc d’approcher la résolution de (Pp).

Par ailleurs, nous pouvons noter que si :

• d̃ = +∞, alors (Pp) n’admet pas de solution.

• p̃ = −∞, alors (Pd) n’admet pas de solution.

2.2.4.2 Algorithme d’ascension duale lagrangienne

L’algorithme ADL (Ascension Duale Lagrangienne) permet de résoudre le problème (Pp)
sous la condition que J soit strictement convexe. Il est présenté ci-après, Algorithme 5.

Algorithme 5 : Algorithme Ascension duale lagrangienne

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) et γ(0) : les points de départ ;
α(0) > 0 : un pas initial ;

Sorties : â : une approximation de ã
γ̂ : une approximation de γ̃

Répéter jusqu’à convergence
a(k+1) = argmin

a
L(a,γ(k))

γ(k+1) = γ(k) + α(k)(Aa(k+1) − c)
k = k + 1

À chaque itération, la mise à jour de a consiste à trouver le minimiseur du lagrangien et
la mise à jour de γ repose sur un algorithme de montée dans la direction du gradient de la
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fonction duale Θ(γ) où α(k) > 0 est le pas à l’itération k. Ce gradient, appelé résidu pour la
contrainte d’égalité dans le cas d’une contrainte d’égalité, vaut :

∇Θ(γ(k)) = Aa(k+1) − c (2.23)

Une preuve est donnée dans l’Annexe D (p. 166). Ceci présuppose évidemment que Θ
est différentiable. Cette assertion est vérifiée si J est strictement convexe, [Rockafellar,
1970][Théorèmes 26.1 et 26.3]. La méthode d’ascension duale lagrangienne peut toutefois
être utilisée, sous certaines conditions, même si Θ n’est pas différentiable. Dans ce cas, le
résidu Aa(k+1) − c n’est pas le gradient mais un sous-gradient de Θ. Nous parlons alors de
méthode duale de sous-gradient et la convergence n’est plus monotone.

L’inconvénient de l’Algorithme 5 est qu’il n’est assuré de converger que si J est une
fonction fermée strictement convexe. Cette hypothèse peut être trop restrictive pour des ap-
plications où le critère est convexe au sens large.

Malgré ses faiblesses, il n’en demeure pas moins que cette approche est la pierre angulaire
des méthodes duales plus sophistiquées que nous détaillons ensuite. Il nous paraît judicieux
d’illustrer la notion de dualité et le principe de fonctionnement de cet algorithme dans un cas
simple où J est une fonction quadratique strictement convexe.

Cas d’un objectif quadratique strictement convexe

Pour illustrer le propos, nous considérons le problème de minimisation sous contrainte
d’égalité avec un objectif J quadratique et strictement convexe :

min
a

{
J (a) = atPa+ qta+ r
s.c.Aa = c

(2.24)

avecP une matrice réelle, symétrique, définie positive ; q un vecteur réel et r un scalaire réel.

L’étape de mise à jour de a dans l’Algorithme 5 s’écrit :

a(k+1) , argmin
a
L(a,γ(k)) = −1

2
P−1(q +Atγ(k)) (2.25)

La preuve est donnée dans l’Annexe D (p. 167).

Ce problème quadratique étant simple, nous pouvons calculer explicitement les minimi-
seurs théoriques respectivement du problème primal et du problème dual :

ã =
1

2
P−1

[
−q + 2At

(
(AP−1At)−1(

1

2
AP−1q + c)

)]
et γ̃ = −2

(
AP−1At

)−1(
1

2
AP−1q + c

) (2.26)

La preuve est également donnée dans l’Annexe D (p. 168).

A titre d’exemple, nous prenons les valeurs numériques suivantes dans le problème (2.24),

P =

(
5 0.2

0.2 5

)
; q =

(
1
−5

)
; r = 5;A =

(
−5 −1

)
; c = 10
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et les entrées de l’Algorithme 5 suivantes :

a(0) =

(
−4.5

5

)
; γ(0) = −9; α = 0.01 (un pas fixe).

A convergence nous obtenons les résultats suivants :

â ≈
(
−2.04
0.195

)
et γ̂ ≈ −3.86.

La Figure 2.4 représente les iso-contours de J (a) et l’évolution de la suite des a(k) (◦)
qui convergent vers â (?). La Figure 2.5 illustre la résolution du problème dual et plus spé-
cifiquement l’évolution de Θ(γ) en fonction de γ et l’évolution de la suite des γ(k) (◦) qui
convergent vers γ̂ (?). Sur ces deux figures, nous pouvons vérifier que les valeurs estimées
(â, γ̂) correspondent aux valeurs théoriques (ã, γ̃) (•) calculées avec (2.26).

ã =

(
−2.04
0.195

)
et γ̃ = −3.86.

La Figure 2.6 représente :

• L’évolution de la suite des Θ(γ(k)) (—) qui converge vers un maximum Θ(γ̂) = d̂, à
mesure que le problème dual est résolu.

• L’évolution de la suite des J (a(k)) (—) qui converge vers J (â) = p̂, à mesure que le
problème primal est résolu.

• L’évolution du terme γ(k)t
(Aa(k) − c) (—) lié à la contrainte d’égalité dans le lagran-

gien, qui converge vers 0 à mesure que la contrainte est respectée.

REMARQUE

Nous constatons que Θ(γ(k)) et f(γ(k)) convergent vers la même valeur :

p̃ = J (ã) = Θ(γ̃) = d̃.

En cohérence avec le théorème de Slater et les conditions KKT dans le cas de
contraintes d’égalité affines et d’une fonction objectif strictement convexe, nous re-
marquons qu’il n’y a pas de saut de dualité et que la dualité est forte pour ce problème.

La Figure 2.7 représente quant à elle l’évolution du résidu pour la contrainte d’égalité
∇Θ(γ) = Aa(k+1) − c qui converge vers 0 à mesure que le problème dual est résolu.
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FIGURE 2.4 – Résolution du problème primal : illustration 2D

FIGURE 2.5 – Résolution du problème dual par la méthode ADL
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FIGURE 2.6 – Évolution de J (a(k)), Θ(γ(k)) et γ(k)t
(Aa(k) − c)

FIGURE 2.7 – Évolution de∇Θ
(
γ(k)

)
Décomposition duale

Outre son apparente simplicité, l’ADL présente un autre avantage : il est possible d’ef-
fectuer une décomposition duale sous certaines conditions. Pour cela il faut que :

• J soit séparable et puisse s’écrire :

J (a) =
P∑
p=1

Jp(ap)
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où a = (a1, · · · ,aP )t et où chaque ap est un sous-vecteur de a.

• la matriceA puisse être partitionnée en P blocs de sorte que :

A = [A1, · · · ,AP ]⇒ Aa =
P∑
p=1

Apap.

Le lagrangien L est alors lui aussi séparable en a et il s’écrit :

L(a,γ) , J (a) + γtAa− γtc

=
P∑
p=1

Lp(ap,γ) =
P∑
p=1

(
Jp(ap) + γtApap −

1

P
γtc

)
(2.27)

La mise à jour de a conduit alors à P problèmes séparés qui peuvent être traités en paral-
lèle. A chaque itération, il suffit donc d’effectuer une partition deA et a pour calculer les P
étapes de mise à jour des ap(k+1) (en parallèle) ; puis une fusion des contributions résiduelles
Apap

(k+1) afin de calculer le résidu global Aa(k+1), puis enfin, le multiplicateur lagrangien
global γ(k+1). Plus précisément, pour une fonction objectif séparable, l’Algorithme 5 prend
la forme de l’Algorithme 6 suivant.

Algorithme 6 : ADL pour une fonction objectif séparable

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) et γ(0) : les points de départ ;
α(0) > 0 : un pas initial ;

Sorties : â : une approximation de ã
γ̂ : une approximation de γ̃

Répéter jusqu’à convergence
pour p allant de 0 à P faire

Partitionner a en P sous-vecteurs ap etA en P blocsAp

ap
(k+1) = argmin

ap

L(ap,γ
(k))

Fusionner lesApap
(k+1)

γ(k+1) = γ(k) + α(k)(Aa(k+1) − c)
k = k + 1

2.2.4.3 Lagrangien augmenté & méthode des multiplicateurs de Lagrange
Lagrangien augmenté

Les méthodes reposant sur un lagrangien augmenté ont été introduites afin de remédier
aux faiblesses de la méthode ADL qui impose que le critère J soit strictement convexe.
Ainsi, la convergence est désormais vérifiée même si J est convexe au sens large.
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L’idée de considérer un lagrangien augmenté repose sur un constat simple, le problème
primal (Pp) :

min
a

{
J (a)
s.c.Aa = c

(Pp)

peut se réécrire sous la forme équivalente :

min
a

{
J (a) +

ρ

2
‖Aa− c‖2

2

s.c.Aa = c
(2.28)

qui fait intervenir un terme quadratique additif ρ ‖Aa− c‖2
2 /2.

Les deux problèmes sont strictement équivalents car pour chaquea respectant la contrainte
(i.e.Aa− c = 0 ), le terme quadratique ajouté s’annule.

Le lagrangien augmenté associé au problème (2.28) est alors défini par :

Lρ(a,γ) , J (a) + γt(Aa− c) +
ρ

2
‖Aa− c‖2 (2.29)

où ρ > 0 est appelé paramètre de pénalité.

La fonction duale fait intervenir le lagrangien augmenté (2.29) :

Θρ(γ) , inf
a
Lρ(a,γ) (2.30)

REMARQUE

Si ρ = 0, L0 est le lagrangien classique non augmenté L défini par (2.15) et Θ0 la
fonction duale classique définie par (2.16).

Méthode des multiplicateurs de Lagrange

La méthode des ML (Multiplicateurs de Lagrange) correspond à l’extension de l’ADL
pour un lagrangien augmenté. Cependant, contrairement à cette dernière, la méthode des ML
requiert des hypothèses plus souples sur le critère J pour garantir la convergence. Ainsi,
l’Algorithme 7 suivant est garanti de converger si J est convexe (au sens large), fermée et
propre. Notons également que désormais le choix d’un pas fixe ρ > 0 assure la convergence
de l’Algorithme 7 ce qui n’était pas forcément le cas avec l’ADL. Une preuve de convergence
de la méthode des ML est donnée dans l’Annexe D (p. 169).

L’inconvénient principal de la méthode des ML est que, même si A peut-être conve-
nablement partitionnée et que J est séparable, Lρ ne l’est pas. En effet, l’ajout du terme
‖Aa− c‖2

2 fait apparaître des termes croisés (−2ctAa) dans Lρ. L’étape de mise à jour de
a ne peut donc pas être menée en parallèle comme c’est le cas pour l’ADL.
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Algorithme 7 : Méthode des multiplicateurs de Lagrange

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0) et γ(0) : les points de départ ;
ρ > 0 : un pas fixe ;

Sorties : â : une approximation de ã
γ̂ : une approximation de γ̃

Répéter jusqu’à convergence
a(k+1) = argmin

a
Lρ(a,γ(k))

γ(k+1) = γ(k) + ρ(Aa(k+1) − c)
k = k + 1

2.2.4.4 Alternating Direction Method of Multipliers

L’ADMM n’est pas un algorithme récent dans le sens où ses prémices remontent aux an-
nées 1970 avec [Glowinski et Marroco, 1975] et [Gabay et Mercier, 1976]. Des études ont
ensuite montré qu’il était équivalent ou tout du moins très proche de nombreuses autres mé-
thodes, dont certaines plus anciennes, telles que le Douglas-Rachford splitting [Douglas et
Rachford, 1956], la méthode des projections alternées de Dykstra [Boyle et Dykstra, 1986],
l’algorithme itératif de Bregman pour des problèmes `1 [Yin et al., 2008], les méthodes proxi-
males et bien d’autres méthodes encore.

L’ADMM repose sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange tout en continuant à
tirer profit de la décomposition duale. Il vise à résoudre des problèmes de la forme :

min
a

{
f(a) + g(v)

s.c.Aa+Bv = c
(PADMM)

oùA etB sont deux matrices, c un vecteur et f et g deux fonctions convexes.

REMARQUE

Ce problème se ramène au problème non contraint (P1) en posant :

f(a) = ‖σ −Ha‖2
2, g(v) = µ ‖v‖1, A = M ,B = I et c = 0.

Le lagrangien augmenté Lρ pour le problème (PADMM) s’écrit classiquement :

Lρ(a,v,γ) , f(a) + g(v) + γt(Aa+Bv − c) +
ρ

2
‖Aa+Bv − c‖2

2 (2.31)

Comme le préconise [Boyd, 2010] et afin de simplifier l’écriture et l’implémentation en-
suite, nous pouvons réécrire Lρ sous une forme « normalisée » plus compacte complètement
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équivalente. Plus précisément, nous notons r , Aa +Bv − c le résidu pour la contrainte
d’égalité, puis, par simple complétion du carré, en combinant les termes linéaires et quadra-
tiques de (2.31) il vient :

Lρ(a,v,γ) , f(a) + g(v) + γtr +
ρ

2
‖r‖2

2

= f(a) + g(v) +
ρ

2
‖r +

1

ρ
γ‖2

2 −
1

2ρ
‖γ‖2

2

(2.32)

En notant u = (1/ρ)γ la variable duale normalisée et en remplaçant dans (2.32) nous
obtenons :

Lρ(a,v,u) = f(a) + g(v) +
ρ

2
‖r + u‖2

2 −
ρ

2
‖u‖2

2

= f(a) + g(v) +
ρ

2
‖Aa+Bv − c+ u‖2

2 −
ρ

2
‖u‖2

2

(2.33)

Cette forme normalisée permet de simplifier les écritures qui suivent. La fonction duale s’écrit
quant à elle toujours :

Θρ(u) , inf
a
Lρ(a,v,u) (2.34)

L’algorithme ADMM s’écrit alors comme suit.

Algorithme 8 : ADMM

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
a(0), v(0) et u(0) : les points de départ ;
ρ > 0 : le pas fixe ;

Sorties : â : une approximation de ã ;
û : une approximation de ũ

Répéter jusqu’à convergence

a(k+1) = argmin
a
Lρ(a,v(k),u(k)) = argmin

a

(
f(a) +

ρ

2
‖Aa+Bv(k) − c+ u(k)‖2

2

)

v(k+1) = argmin
v
Lρ(a(k+1),v,u(k)) = argmin

v

(
g(v) +

ρ

2
‖Aa(k+1) +Bv − c+ u(k)‖2

2

)
u(k+1) = u(k) + ρ(Aa(k+1) +Bv(k+1) − c)
k = k + 1

Cet algorithme tire son nom du fait que a et v sont mis à jour de façon alternée. A chaque
itération, l’étape de mise-à-jour de a et v est similaire à un passage de Gauss-Seidel et s’écrit :

(a(k+1),v(k+1)) = argmin
a,v

Lρ(a,v,u(k)).
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La mise a jour de u repose quant à elle, encore une fois, sur une méthode de montée dans
la direction du gradient de Θρ(u).

De nombreuses preuves de convergence de l’ADMM ont été données dans la littérature.
Celle présentée par [Boyd, 2010][pp 16-17 et Annexe A] (qui repose sur la preuve de conver-
gence de la méthode des ML), présente l’avantage d’être relativement concise et générale.
Les conditions générales de convergence, qui s’appliquent à de très nombreux problèmes,
posées par [Boyd, 2010] sont les suivantes.

Condition 1 f et g sont convexes, fermées et propres.
Condition 2 le lagrangien non augmenté L0 associé au problème, admet au moins un

point selle (i.e. la dualité est forte). Autrement dit, il existe au moins un
couple (ã, ṽ) tel queAã+Bṽ = c et f(ã) <∞, g(ṽ) <∞.

Si ces deux conditions sont respectées, alors les itérées de l’ADMM satisfont les affirma-
tions suivantes.

• Convergence du résidu pour la contrainte d’égalité : r(k) → 0, pour k → ∞, où
r(k) = Aa(k) +Bv(k) − c est le résidu primal pour la contrainte d’égalité à l’itération
k. Ceci signifie que la contrainte est asymptotiquement respectée.

• Convergence du primal : f(a(k)) + g(v(k))→ p̃, pour k →∞,
où p̃ = inf

a,v
{f(a) + g(v)|Aa+Bv = c} est la valeur optimale du primal pour le

problème (PADMM). Ceci signifie que la fonction objectif des itérées tend asymptoti-
quement vers le primal optimal (i.e. le problème primal est résolu).

• Convergence du dual : u(k) → ũ, pour k →∞,
où ũ est la valeur optimale du dual. Ceci signifie que le problème dual est asymptoti-
quement résolu.

Entre autres, un des points forts de l’ADMM est que, sous certaines conditions de sous-
optimalité détaillées dans [Eckstein et Bertsekas, 1992], l’algorithme converge même si la
minimisation de a et v est inexacte. Ceci est particulièrement intéressant si la mise-à-jour
de a et/ou v est obtenue par une méthode itérative car seules quelques sous-itérations pour
minimiser ces variables sont nécessaires à chaque itération de l’ADMM.

REMARQUE

Sur le même principe et sous les mêmes hypothèses, [Li et al., 2015b], par exemple, a
étendu la validité de l’ADMM et la preuve de convergence de [Boyd, 2010] à des fonc-
tions réelles à variables complexes en partant de la forme normalisée du Lagrangien
augmenté.

Sans rentrer dans les détails qui sont expliqués rigoureusement dans [Boyd, 2010][p.
19], nous signalons que l’étude des conditions d’optimalité de l’ADMM pour le problème
(PADMM) permet de considérer le critère d’arrêt raisonnable suivant :∥∥r(k)

∥∥
2
6 εpri et

∥∥s(k)
∥∥

2
6 εdual (2.35)

où s(k) = ρAtB(v(k) − v(k−1)) est le résidu dual à l’itération k et εpri > 0 et εdual > 0 sont
des tolérances sur le primal et le dual.
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REMARQUE

De nombreuses méthodes dérivées de l’ADMM, ont été développées récemment, sou-
vent pour résoudre un problème spécifique. Certaines, comme par exemple C-SALSA
[Afonso et al., 2011] ont des vitesses de convergence supérieures. Dans la même idée,
et toujours pour accélérer la convergence de l’ADMM, il est possible d’envisager des
variantes où le paramètre de pénalité ρ varie au cours des itérations [Xu et al., 2017]
(mais la convergence n’est plus garantie) ainsi que des méthodes pour déterminer un ρ
optimal [Lin et al., 2017].

Conclusion du Chapitre 2

Dans ce chapitre, nous avons brièvement présenté un historique de la notion de parcimonie.
Nous avons montré que la minimisation de critères pénalisés avec une norme `1 permet de
favoriser la parcimonie. Enfin, nous avons comparé quelques algorithmes de minimisation
de critères non différentiables et contraints. Nous nous sommes en particulier focalisés sur
l’algorithme primal-dual ADMM.

Pour conclure cette revue des différents algorithmes permettant de minimiser des critères
non différentiables et possiblement contraints, nous insistons sur le fait que l’ADMM est
un algorithme simple à implémenter et qui est plus général que d’autres méthodes (telle que
FISTA par exemple) car les hypothèses de convergence sont plus souples. A l’inverse d’autres
méthodes, il permet également de minimiser des critères non différentiables et contraints.

Enfin, de nombreuses études, dont notamment [Nithya et Leela Lakshmi, 2014; Tao et al.,
2015], ont été menées pour comparer la vitesse de convergence de l’ADMM à celle d’autres
algorithmes. Il a été montré empiriquement que si la mise à jour de l’objet d’intérêt peut-
être menée rapidement – et nous montrerons dans le prochain chapitre que c’est le cas pour
notre problème d’imagerie de SER – alors l’ADMM converge aussi sinon plus rapidement
que d’autres méthodes concurrentes.

Dans le prochain chapitre, nous présentons la contribution majeure de cette thèse : le
développement d’une nouvelle méthode d’imagerie 3D HR de SER. Elle s’appuie sur la
construction d’un critère avec pénalité `1 et contraint favorisant la parcimonie qui est mi-
nimisé à l’aide d’une adaptation de l’ADMM.
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CHAPITRE 3

SPRITE : UNE MÉTHODE HAUTE RÉSOLUTION POUR
L’IMAGERIE RADAR 3D

Ce chapitre s’articule autour de la contribution centrale de cette thèse : le développement d’une
nouvelle méthode HR appelée SPRITE (Sparse Radar Imaging TEchnique) pour l’imagerie 3D de
SER. Elle repose sur une régularisation du problème consistant en la prise en compte d’informa-
tions a priori de parcimonie et d’une information de support. La solution est alors définie comme
le minimiseur d’un critère pénalisé et contraint. L’optimisation est assurée par l’algorithme ADMM
dont une adaptation aux spécificités du problème permet de mener efficacement les calculs à l’aide
de transformées de Fourier rapides.

Dans la première section nous détaillons les informations a priori dont nous disposons sur
l’objet de rétro-diffusion ; elles expriment la réalité physique des interactions onde-cible. Dans la se-
conde section nous définissons la solution comme le minimiseur d’un critère pénalisé et contraint qui
intègre les a priori énoncés. La troisième section concerne la minimisation du critère avec l’ADMM
et la prise en compte des spécificités du problème pour amener efficacement les calculs. Enfin, la
dernière section présente des compléments sur la méthode SPRITE .
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Chapitre 3. SPRITE : une méthode haute résolution pour l’imagerie radar 3D

3.1 Les connaissances a priori sur l’objet de rétro-diffusion

Nous rappelons que, dans le contexte SASB explicité Section 1.2.2 (p. 36), l’objet de
rétro-diffusion a(r,k) varie peu avec le vecteur d’onde k. Dans la suite, nous nous intéres-
sons à a(r,kc) l’objet de rétro-diffusion correspondant au vecteur d’onde central kc, pour
lequel nous souhaitons former l’image. Pour simplifier les notations, nous posons :

a(r) , a(r,kc). (3.1)

Dans les sections qui suivent, nous expliquons comment la phénoménologie des interac-
tions onde-cible, présentée dans la Section 1.1.2 (p. 21), renseigne sur les différents méca-
nismes de rétro-diffusion qui interviennent et comment ces derniers peuvent se traduire sous
forme de connaissances a priori sur l’objet de rétro-diffusion a(r).

Les arguments énoncés dans les sections suivantes sont valides dans le contexte du modèle
que nous avons explicité dans la Section 1.2.3 (p. 36) et que nous rappelons ci-dessous.

Contexte du modèle

• Configuration et paramètres de fonctionnement du radar :

I configuration monostatique,

I illumination en champ lointain avec des ondes électromagnétiques suppo-
sées quasi-planes sur la cible,

I contexte hautes fréquences où l’optique physique s’applique.

• Nature des cibles :

I relativement convexes avec une surface fermée,

I surface lisse relativement aux longueurs d’ondes considérées.

En plus de ce contexte, nous faisons un choix sur l’orientation du repère spatial : la direc-
tion longitudinale ẑ est choisie colinéaire au vecteur d’onde central k̂c.

Nous formulons maintenant les différentes informations a priori sur a(r) que nous in-
tègrerons à la méthode d’inversion dans le but d’augmenter la fidélité des cartes à la réalité
physique et d’accroître ainsi leur résolution.

3.1.1 Un nombre réduit de plans spéculaires

Comme illustré sur la Figure 3.1, pour une direction de vecteur d’onde k̂c donnée, il y a
un nombre fini et faible de plans P tangents à la surface de la cible et de normale extérieure n̂
colinéaire à k̂c. Dans le [Contexte du modèle], nous avons expliqué Section 1.1.2 que seuls
ces plans sont susceptibles de contenir des facettes spéculaires.
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FIGURE 3.1 – Plans tangents à la surface et de normale extérieure colinéaire à k̂c

Nous notons Pz la fonction de z ∈ R suivante qui correspond à une projection de a(r)
sur l’axe ẑ :

Pz(z) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

a(x, y, z)dxdy. (3.2)

Comme nous l’avons expliqué ci-dessus, le nombre de plans susceptibles de contenir des
facettes spéculaires est fini et faible. Or, par choix, ẑ est colinéaire à k̂c. Nous en déduisons
que le nombre de points n’annulant pas Pz est réduit. Nous formulons alors l’a priori (AP1)
suivant.

(AP1)

La projection de a(r) sur l’axe ẑ est nulle sauf pour un nombre limité de points.

Cet a priori est illustré sur la Figure 3.2 où peu de plans orthogonaux à ẑ (colinéaire à
k̂c) contiennent des facettes spéculaires. Comme expliqué dans l’étude phénoménologique
Section 1.1.2, nous rappelons que ces facettes spéculaires se réduisent à des segments et des
points brillants selon la courbure de la surface de la cible.

REMARQUE

L’a priori (AP1) est cohérent du modèle point brillant mono-dimensionnel (1.15) qui
stipule qu’une cible est constituée d’un faible nombre de réflecteurs selon la direction
longitudinale. Ceci est illustré sur la Figure 3.3 : les points brillants se situent aux
coordonnées longitudinales des plans contenant des facettes spéculaires c’est-à-dire
pour les points z qui n’annulent pas Pz.
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FIGURE 3.2 – Peu de plans orthogonaux à ẑ contiennent des facettes spéculaires.

FIGURE 3.3 – Projection sur l’axe ẑ en cohérence avec le modèle point brillant 1D.
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3.1.2 Un nombre réduit de facettes spéculaires connexes

Nous rappelons que les facettes spéculaires se situent à la surface d’une cible homogène
CEP ainsi qu’aux interfaces de propriétés matériaux pour des cibles non homogènes.

D’après le [Contexte du modèle], la surface de la cible est lisse relativement aux lon-
gueurs d’onde, nous en déduisons que sur chaque plan spéculaire, les facettes spéculaires
sont connexes. Ceci signifie qu’une facette spéculaire est d’un « seul tenant » comme illustré
Figure 3.4.

FIGURE 3.4 – La facette verte A est connexe contrairement à la facette rouge B

Nous formulons alors l’a priori (AP2) suivant.

(AP2)

L’objet a(r) peut-être décomposé en un nombre restreint de facettes spéculaires
connexes.

3.1.3 Le coefficient de rétro-diffusion constant sur chaque facette

Par définition, tout élément d’une facette spéculaire est à la même distance selon ẑ du ra-
dar. En champ lointain, dans le cas d’ondes planes, ceci a pour conséquence que la différence
de phase induite par la distance longitudinale est la même sur toute la facette spéculaire.

Par ailleurs, une facette spéculaire est associée à une partie homogène de la surface lisse
de la cible ou de l’interface de propriétés matériaux. Sur cette portion de surface les propriétés
matériaux sont donc invariantes. Il en résulte que l’amplitude propre et la phase propre (i.e.
l’atténuation d’amplitude et le déphasage induits par le matériau) ne varient pas sur la facette
spéculaire [Knott et al., 2004]. Ceci signifie que le coefficient de rétro-diffusion est constant
sur chaque facette.

Nous formulons l’a priori (AP3) qui se déduit des deux arguments précédents.
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(AP3)

a(r) est constant sur chaque facette spéculaire.

REMARQUE

Nous signalons que cet a priori n’est pas nécessairement valide si la surface de l’objet
n’est pas lisse relativement aux longueurs d’onde. En effet, dans des contextes SAR aé-
roporté ou satellitaire – qui diffèrent de nos objectifs d’analyse et de contrôle de SER –
les scènes complexes imagées peuvent être considérées comme rugueuses relativement
aux longueurs d’onde [Bryant et al., 2007]. De nombreux contributeurs différents sont
alors potentiellement présents au sein d’une même cellule de résolution. La sommation
cohérente de leurs phases propres produit alors des interférences constructives ou des-
tructives, provoquant ainsi une forte fluctuation d’une cellule de résolution à l’autre.
Ce phénomène est connu sous le nom de bruit de chatoiement (ou speckle en anglais)
[Moreira et al., 2013].

Enfin, nous insistons sur le fait que l’a priori (AP3) stipule que le coefficient de rétro-
diffusion est constant sur chaque facette spéculaire et non pas forcément sur chaque plan
spéculaire Pspec. Ainsi, et comme illustré Figure 3.5, dans le cas d’un objet non homogène, si
deux facettes spéculaires provenant de deux matériaux différents sont sur un même planPspec,
alors le coefficient de rétro-diffusion est constant sur chaque facette mais n’est pas forcément
égal d’une facette à l’autre car il dépend des propriétés du matériau.

FIGURE 3.5 – Coefficient de rétro-diffusion constant sur chaque facette spéculaire

3.1.4 L’énergie globale relativement faible

L’énergie de l’objet de rétro-diffusion est définie par :

E =

+∞∫∫∫
−∞

|a(r)|2dr (3.3)
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Dans notre contexte d’analyse et de contrôle de SER, nous pouvons formuler l’a priori
(AP4) suivant.

(AP4)

L’énergie de l’objet de rétro-diffusion a(r) est relativement faible.

3.1.5 L’extension spatiale limitée

Le principe d’incertitude d’Heisenberg-Gabor [Gabor, 1946] stipule qu’un signal ne peut
être à la fois limité spatialement et limité dans le k-space (domaine des fréquences spatiales).
En effet, un signal spatialement limité a une bande fréquentielle infinie dans le domaine dual
et vice-versa.

Le nombre d’observations M étant fini, la bande des fréquences spatiales des mesures
σ(k) est nécessairement limitée dans le k-space. Par suite, et d’après le principe d’incertitude
d’Heisenberg-Gabor sus-cité, l’extension de l’objet a(r) que l’on cherche à reconstruire à
partir de ces mesures est théoriquement illimitée dans le domaine spatial.

Cependant, les radaristes supposent généralement que l’objet de rétro-diffusion a(r) est
limité simultanément dans le domaine spatial et dans le domaine des fréquences spatiales.
[Mahafza, 2013] définit plus rigoureusement le cadre dans lequel cette approximation est
valide en introduisant la notion d’objet de rétro-diffusion essentiellement limité. Ainsi, a(r)
est dit essentiellement limité dans le domaine spatial relativement à un certain niveau ε faible,
si son énergie est suffisamment faible en dehors d’une certaine extension spatiale ∆s. Plus
précisément, nous avons la relation suivante :

∫∫∫
∆s

|a(r)|2dr > (1− ε)
+∞∫∫∫
−∞

|a(r)|2dr (3.4)

Il est alors possible de considérer une certaine extension spatiale ∆s en dehors de laquelle
a(r) est quasiment nul :

a(r) ≈ 0 si r /∈∆s (3.5)

Nous formulons alors l’a priori (AP5) suivant.

(AP5)

L’extension spatiale de l’objet de rétro-diffusion a(r) que l’on cherche à reconstruire
est limitée.
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REMARQUE

Le support spatial ne se limite pas forcément à la seule géométrie de la cible imagée.
En effet, comme expliqué dans la Section 1.2.3, de nombreux mécanismes de rétro-
diffusion tels que les rampants ou les interactions multiples, peuvent apparaitre sous
forme d’« artefacts » en dehors des limites de l’objet physique. Or, bien que de niveaux
généralement inférieurs aux spéculaires, ces derniers contribuent également à la SER
globale de la cible.
Cela est illustré sur la Figure 3.6 qui présente l’imagerie 1D (obtenue par TFRI) de
la SER d’une sphère CEP de diamètre 1 m, pour une excursion fréquentielle de 200
à 1800 MHz, par pas de 10 MHz. Nous constatons que le support spatial hachuré en
rouge et restreint aux limites de la sphère ne prend pas en compte le rampant contrai-
rement au support hachuré en vert. Or, nous pouvons observer que la contribution du
rampant à la SER globale est non négligeable.
En conclusion, l’analyse d’un expert en SER est indispensable pour déterminer correc-
tement l’extension spatiale de l’objet de rétro-diffusion a(r).

FIGURE 3.6 – Imagerie 1D avec la méthode PFA d’une sphère.

3.1.6 La transposition des a priori à la carte discrète

Les a priori mentionnés ci-avant ont été formulés pour un objet à variable continu a(r).
Or, comme expliqué dans la Section 1.2.3.2 (p. 38), a(r) est discrétisé sur une grille carté-
sienne régulière du domaine spatial.

Tous les a priori formulés dans un contexte continu peuvent être transposés au cas discret
pour s’appliquer à la carte de rétro-diffusion a3D de dimension Nx ×Ny ×Nz.
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Plus spécifiquement, la projection de a(r) sur l’axe ẑ définie dans un contexte continu
par (3.2) s’écrit de la façon suivante pour la carte de rétro-diffusion a3D discrète :

Pz(nz) =
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

a3D(nx, ny, nz), pour nz ∈ J0, Nz − 1K (3.6)

et d’après (AP1), Pz(nz) 6= 0 pour un nombre limité d’indices nz.

Dans le cas discret, (AP1) s’écrit alors :

(AP1 discret)

La projection de la carte a3D sur l’axe ẑ est nulle sauf pour un nombre relativement
limité d’indices nz.

De la même manière, les a priori (AP2) et (AP3) s’appliquent à la carte a3D et s’écrivent :

(AP2 discret)

La carte a3D peut-être décomposée en un nombre relativement restreint de facettes spé-
culaires connexes.

Notons qu’en « discret » la notion de connexité est implicitement liée à celle de voisinage.

(AP3 discret)

La carte de rétro-diffusion est constante par morceaux.

Les « morceaux » correspondent aux facettes spéculaires.

L’énergie de la carte de rétro-diffusion a3D est définie par :

E =
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

|a3D(nx, ny, nz)|2 (3.7)

et dans le cas discret, (AP4) s’écrit :

(AP4 discret)

L’énergie de la carte a3D est relativement faible.

Enfin, l’expression de (AP5) dans le cas discret est analogue au cas continu :

(AP5 discret)

L’extension spatiale de la carte a3D est limitée.

95



Chapitre 3. SPRITE : une méthode haute résolution pour l’imagerie radar 3D

3.2 La construction d’un critère pénalisé et contraint

3.2.1 Les pénalités et la contrainte de support

L’objectif est de construire une carte de rétro-diffusion à partir des données σ. De plus,
il s’agit de tenir compte des a priori mentionnés ci-avant afin d’améliorer la résolution de
la carte comparativement à celle obtenue avec la méthode conventionnelle. Pour cela nous
proposons une approche consistant à minimiser un critère pénalisé et contraint. Dans la suite
nous détaillons les différents termes qui interviennent dans ce critère.

Par souci de simplicité, dans la suite nous notons a le vecteur colonne de dimensionN×1
(où N = NxNyNz est le nombre de voxels) obtenu par vectorisation de la carte a3D :

a = vec(a3D). (3.8)

Terme d’attache aux données ‖σ −Ha‖2
2

L’attache aux données ‖σ −Ha‖2
2 quantifie l’écart entre les données σ et la sortie mo-

dèle Ha. Dans un sens, la réduction de ce terme permet de s’assurer que la solution â est
bien cohérente des données σ. Notons que nous considérons une norme `2, qui est cohérente
d’un bruit additif gaussien, car c’est le choix communément adopté pour décrire le bruit de
mesure radar [Borden, 1992; Mensa, 1981].

Pénalité ‖Pa‖1

Nous définissons P comme la matrice de projection sur l’axe ẑ colinéaire au vecteur
d’onde central k̂c. P est de dimension Nz ×N et s’écrit :

P =


1 ——— 1 0 ——— 0 0 ——— 0 0 ——— 0
0 ——— 0 1 ——— 1 0 ——— 0 0 ——— 0

...
... · · · ...

...
0 ——— 0 0 ——— 0 1 ——— 1 0 ——— 0
0 ——— 0 0 ——— 0 0 ——— 0 1 ——— 1

 Nz

NxNy

La pénalité ‖Pa‖1 permet de favoriser des cartes dont la projection sur ẑ est parcimo-
nieuse, en cohérence avec l’a priori (AP1 discret).
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Pénalités ‖Dxa‖1 et ‖Dya‖1

Nous définissons Dx comme la matrice multi-niveaux par blocs permettant de réaliser
des différences entre pixels voisins selon l’axe x̂ (différence en ligne) pour tous les plans
nz ∈ J0, Nz − 1K. Pour construire Dx nous définissons d’abord le bloc élémentaire D[0]

x

suivant, de dimension Nx ×Nx.

−1 1

. . . . . .

. . . 1

1 −1



D
[0]
x =

REMARQUE

L’ajout de la dernière ligne permet de rendre D[0]
x circulante afin de simplifier les cal-

culs numériques ensuite. Cette approximation circulante est licite si le champ de vue
est choisi suffisamment grand et que l’objet d’intérêt est au centre de la grille spatiale.
En effet, dans ce cas, le coefficient de rétro-diffusion est supposé nul sur les bords.

Nous définissons ensuite le bloc intermédiaireD[1]
x suivant de dimension NxNy ×NxNy.

D
[0]
x Ny · · · Ny

Ny D
[0]
x

. . . ...

... . . . . . . Ny

Ny · · · Ny D
[0]
x




D

[1]
x = D

[0]
x ⊗ INy =

Ce bloc intermédiaire permet de réaliser des différences entre pixels voisins selon l’axe x̂
(différence en ligne), pour un plan nz donné.

La matriceDx, de dimension N ×N , est alors définie comme suit.
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D
[0]
x Ny · · · Ny

Ny D
[0]
x

. . . ...

... . . . . . . Ny

Ny · · · Ny D
[0]
x

. . .

D
[0]
x Ny · · · Ny

Ny D
[0]
x

. . . ...

... . . . . . . Ny

Ny · · · Ny D
[0]
x





Dx = D
[1]
x ⊗ INz = D

[0]
x ⊗ INyNz =

NxNy

NxNy

REMARQUE

La matriceDx est 3-niveaux circulante (car elle est bloc-diagonale et chaque sous-bloc
encadré est circulant).

Nous construisons de manière similaire la matrice Dy qui est également multi-niveaux
par blocs et réalise des différences entre pixels voisins selon l’axe ŷ (différence en colonne)
pour tous les plans nz.

Dans un premier temps, nous définissons le bloc élémentaireD[0]
y , de dimension Ny×Ny

suivant.

−1 1

1
. . .

. . . . . .

1 −1



D
[0]
y =

Encore une fois, l’ajout de la dernière colonne permet de rendre D[0]
y circulant. Cette

approximation circulante reste valide pour les mêmes raisons que précédemment.

Nous définissons ensuite le bloc intermédiaireD[1]
y de dimension NxNy ×NxNy comme

suit.
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−INx INx

INx

. . .

. . . . . .

INx −INx



D
[1]
y = INx ⊗D

[0]
y =

Ce dernier permet de réaliser des différences entre pixels voisins selon l’axe ŷ (différence en
colonne), pour un plan nz donné.

La matriceDy, de dimension N ×N , est alors définie par :

−INx INx

INx

. . .

. . . . . .
INx −INx

. . .
−INx INx

INx

. . .

. . . . . .
INx −INx





Dy = D
[1]
y ⊗ INz =

NxNy

NxNy

La matriceDy est elle aussi 3-niveaux circulante (car elle est bloc-diagonale et chaque sous-
bloc encadré est circulant).

La réduction conjointe des termes ‖Dxa‖1 et ‖Dya‖1 permet de favoriser, sur chaque
plan nz contenant des facettes spéculaires, des facettes connexes sur lesquelles l’objet de
rétro-diffusion est constant, en cohérence avec les a priori (AP2 discret) et (AP3 discret).

Pénalité ‖a‖2
2

La pénalité ‖a‖2
2 quantifie l’énergie de a. Sa réduction favorise des solutions de faible

norme, c’est pourquoi cette pénalité est souvent appelée terme de rappel à zéro. Cette pénalité
est en cohérence avec l’a priori (AP4 discret).

Remarque sur les pénalités ‖Pa‖1, ‖Dxa‖1 et ‖Dya‖1

Nous insistons sur les deux points suivants.

1. Les opérateurs P , Dx et Dy s’appliquent au vecteur complexe a et non pas à son
module |a|. Comme expliqué en fin de Section 3.1.3 (p. 91), cela diffère de certains
domaines comme par exemple l’imagerie SAR aéroportée ou satellitaire où la scène
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imagée est considérée comme « rugueuse » et où une cellule de résolution peut conte-
nir de nombreux contributeurs provenant de sources différentes. Ceci conduit à une
différence de phase d’une cellule de résolution à l’autre et donc à une inconstance du
coefficient de rétro-diffusion complexe qui encode à la fois l’information de phase et
d’amplitude. Il s’ensuit que dans ces applications, il est préférable de pénaliser le mo-
dule |a| (car l’amplitude reste quant à elle assez constante d’un élément à l’autre [Cetin,
2001]), plutôt que le complexe a. Bien évidemment, la pénalisation du module |a| est
plus compliquée que celle du complexe a car les pénalités ne sont dès lors plus des
normes d’une transformée linéaire de a. Nous indiquons au lecteur intéressé – et sans
rentrer dans plus de détails car nous n’y sommes pas confrontés ensuite – que [Onhon
et Cetin, 2012] et [Sanders et al., 2017] proposent une méthode appelée correction de
phase pour contourner cette difficulté.

Dans un contexte d’analyse et de contrôle de SER, aux longueurs d’onde où les radars
opèrent, nous pouvons considérer que la surface de la cible est « lisse ». De plus, et
contrairement à l’imagerie SAR précédemment décrite, les contributeurs présents dans
une cellule de résolution proviennent d’une même zone homogène de la cible et ont
donc la même phase propre. Il en résulte qu’il est préférable de pénaliser directement
le complexe a et de favoriser ainsi des facettes spéculaires sur lesquelles le coefficient
de rétro-diffusion complexe est constant (i.e. la phase et l’amplitude sont constants).

2. Les opérateurs P , Dx et Dy s’appliquent au vecteur a et non pas à la carte a3D. Le
vecteur estimé â est ensuite ré-écrit sous forme d’une carte 3D par opération inverse
de l’opérateur vec :

â3D = vec−1(â) (3.9)

Contrainte de support

L’ensemble C décrivant les contraintes de support est cohérent de l’a priori (AP5 discret).
Le choix du support spatial repose sur la connaissance a priori de l’extension EM de l’objet
d’intérêt.

Comme expliqué en fin de Section 3.1.5, la définition du support spatial, et donc de l’en-
semble C, peut bien entendu s’appuyer sur la connaissance de la géométrie de la cible imagée
et sur l’expertise d’un analyste de SER. Cependant, il doit être judicieusement choisi afin
de ne pas favoriser une solution erronée qui ne tiendrait pas compte de certains phénomènes
comme les rampants ou les interactions multiples qui apparaissent comme des artefacts en
dehors des limites de l’objet physique et qui participent également à la SER globale. On ne
choisira donc pas de contraintes trop restrictives si nous disposons de peu d’information sur
l’extension EM de l’objet. A cet égard, nous signalons qu’un choix de support coïncidant
avec l’ensemble du domaine imagé revient de fait à ne pas contraindre le problème.

A contrario, nous montrons dans la Section 4.2.2.2 que des connaissances a priori sur
l’extension spatiale de l’objet de rétro-diffusion, menant à un choix justifié de contraintes de
support spatial, permettent d’accroitre sensiblement la résolution, notamment transverse, de
la carte de rétro-diffusion estimée.
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3.2.2 L’écriture du critère et de la solution

Après avoir détaillé les différents termes permettant de construire une carte tenant compte
des différents a priori, nous proposons le critère pénalisé suivant. En plus de la formulation
des différents a priori, il s’agit de la contribution centrale de cette thèse.

J (a) =
1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖Pa‖1 + λ ‖Dxa‖1 + λ ‖Dya‖1 +
ν

2
‖a‖2

2 (3.10)

Il inclut un terme d’attache aux données ainsi que plusieurs pénalités. La minimisation de ce
critère permet de trouver une solution qui est à la fois fidèle aux données et qui satisfait les a
priori. Les paramètres de pénalité λ, µ et ν sont positifs et permettent d’assurer un compromis
entre l’attache aux données et les pénalités. La solution est alors définie comme :

â = argmin
a∈CN


1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖Pa‖1 + λ ‖Dxa‖1 + λ ‖Dya‖1 +
ν

2
‖a‖2

2

s.c. a ∈ C
(3.11)

où C est un ensemble fermé et convexe décrivant les contraintes de support.

Outre le fait que le problème est posé en grande dimension, une des difficultés de la
minimisation est la non-différentiabilité du critère (3.10).

3.3 La minimisation du critère à l’aide de l’ADMM

L’étude et la revue des différents algorithmes permettant de minimiser un critère non diffé-
rentiable et contraint, menées dans le chapitre précédent, nous encourage à utiliser l’ADMM
pour les raisons décrites dans la section Section 2.2.4.4 (p. 86). En effet, et comme nous al-
lons le montrer ensuite, il s’avère que l’ADMM est particulièrement efficace pour minimiser
le critère (3.11) car l’étape de mise à jour de la variable a est explicite et peut se calculer
rapidement en tirant profit des spécificités de notre problème.

3.3.1 La réécriture de la solution sous forme ADMM équivalente

Dans un premier temps, pour gérer plus aisément les différentes pénalités et la contrainte,
nous ré-écrivons la solution (3.11) sous une forme ADMM équivalente en introduisant les
variables auxiliaires vP ∈ CNz , vx ∈ CN , vy ∈ CN et vC ∈ CN .

â = argmin
a



1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖vP‖1 + λ ‖vx‖1 + λ ‖vy‖1 +
ν

2
‖a‖2

2 + IC(vC)

s.c.


vP = Pa
vx = Dxa
vy = Dya
vC = a

(3.12)

où IC est la fonction indicatrice de l’ensemble C qui s’écrit IC(vC) =

{
0 si vC ∈ C
+∞ sinon .
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Le lagrangien augmenté (sous sa forme normalisée) associé au problème (3.12) s’écrit
comme suit.
Lρ(a,v,u) =

1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖vP‖1 + λ ‖vx‖1 + λ ‖vy‖1 +
ν

2
‖a‖2

2 + IC(vC)

+
ρP
2
‖Pa− vP + uP‖2

2 −
ρP
2
‖uP‖2

2 +
ρD
2
‖Dxa− vx + ux‖2

2 −
ρD
2
‖ux‖2

2

+
ρD
2
‖Dya− vy + uy‖2

2 −
ρD
2
‖uy‖2

2 +
ρC
2
‖a− vC + uC‖2

2 −
ρC
2
‖uC‖2

2

(3.13)

• ρ = [ρP , ρD, ρC] est le vecteur des paramètres de pénalité strictement positifs.

• v = [vP ,vx,vy,vC] est le vecteur des variables auxiliaires.

• u = [uP ,ux,uy,uC] est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

3.3.2 L’écriture de l’algorithme et mise à jour des variables

L’algorithme ADMM permettant de résoudre le problème (3.12) s’écrit comme suit.

Algorithme 9 : Algorithme ADMM pour le problème (3.4)

Entrées : k = 0 : initialisation du compteur ;
v

(0)
P ,vx

(0),vy
(0),v

(0)
C : les variables auxiliaires initiales ;

u
(0)
P ,ux

(0),uy
(0),u

(0)
C : les multiplicateurs de Lagrange initiaux ;

(ρP , ρD, ρC) > 0 : les paramètres de pénalité fixes ;
(µ, λ, ν) > 0 : les hyperparamètres ;

Sorties : â : la carte estimée.

Répéter jusqu’à convergence
a(k+1) = argmin

a
Lρ(a,v(k),u(k))

v
(k+1)
P = argmin

vP

Lρ(a(k+1),vP ,v
(k)
x ,v(k)

y ,v
(k)
C ,u(k))

v
(k+1)
x = argmin

vx

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,vx,v

(k)
y ,v

(k)
C ,u(k))

v
(k+1)
y = argmin

vy

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,v(k+1)

x ,vy,v
(k)
C ,u(k))

v
(k+1)
C = argmin

vC

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,v(k+1)

x ,v(k+1)
y ,vC,u

(k))

u
(k+1)
P = u

(k)
P + Pa(k+1) − v(k+1)

P

u
(k+1)
x = u

(k)
x +Dxa

(k+1) − v(k+1)
x

u
(k+1)
y = u

(k)
y +Dya

(k+1) − v(k+1)
y

u
(k+1)
C = u

(k)
C + a(k+1) − v(k+1)

C
k = k + 1

Nous détaillons maintenant la mise à jour de chaque variable. Les preuves sont données
dans l’Annexe D (p. 171).
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Mise à jour de vP ,vx,vy et vC

v
(k+1)
P = argmin

vP

Lρ(a(k+1),vP ,v
(k)
x ,v(k)

y ,v
(k)
C ,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= Sµ/ρP
(
Pa(k+1) + u

(k)
P

) (3.14)

v(k+1)
x = argmin

vx

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,vx,v

(k)
y ,v

(k)
C ,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= Sλ/ρD
(
Dxa

(k+1) + u(k)
x

) (3.15)

v(k+1)
y = argmin

vy

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,v(k+1)

x ,vy,v
(k)
C ,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= Sλ/ρD
(
Dya

(k+1) + u(k)
y

) (3.16)

v
(k+1)
C = argmin

vC

Lρ(a(k+1),v
(k+1)
P ,v(k+1)

x ,v(k+1)
y ,vC,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= PC(a(k+1) + u
(k)
C )

(3.17)

où PC est l’opérateur de projection euclidienne sur l’ensemble C et S est l’opérateur de
seuillage doux pour une variable complexe qui sont définis dans l’Annexe E (p. 185).

Les mises-à-jour des variables auxiliaires vP ,vx,vy et vC sont très simples. Elles sont
séparables et directes et peuvent être menées en parallèle.

• Les mises à jour de vP ,vx,vy consistent simplement à appliquer un seuillage doux
Sµ/ρP ou Sλ/ρD élément par élément, c’est-à-dire à mettre à zéro les composantes dont
le module est inférieur au seuil et à pondérer les autres comme illustré sur la Figure 3.7.

• La mise à jour de vC est également très simple. Elle consiste à mettre à zéro les com-
posantes en dehors du support spatial et à conserver les autres.

Mise à jour de uP ,ux,uy et uC

u
(k+1)
P = u

(k)
P + Pa(k+1) − v(k+1)

P

u(k+1)
x = u(k)

x +Dxa
(k+1) − v(k+1)

x

u(k+1)
y = u(k)

y +Dya
(k+1) − v(k+1)

y

u
(k+1)
C = u

(k)
C + a(k+1) − v(k+1)

C

(3.18)

Les mises à jours des multiplicateurs de Lagrange uP ,ux,uy et uC correspondent à des
montées dans la direction du gradient des fonctions duales respectives (c.f. Section 2.2.4.4
(p. 83)). Elles sont également séparables et directes et peuvent être menées en parallèle. Ces
mises à jours sont très simples car elles correspondent à des manipulations linéaires des va-
riables auxiliaires vP ,vx,vy et vC calculées avant.
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FIGURE 3.7 – Seuillage doux complexe pour un seuil λ = 2,5.

Mise à jour de a

a(k+1) = argmin
a
Lρ(a,v(k),u(k)) = G−1d(k)

(3.19)

Nous montrons dans l’Annexe D (p. 172) que le lagrangien est quadratique et strictement
convexe selon a et que nous avons :

G = H†H + ρPP
†P + ρD(D†xDx +D†yDy) + (ν + ρC)IN

d(k) = H†σ + t(k)

t(k) = ρPP
†(v

(k)
P − u

(k)
P ) + ρD

[
D†x(v

(k)
x − u(k)

x ) +D†y(v
(k)
y − u(k)

y )
]

+ ρC(v
(k)
C − u

(k)
C )

(3.20)

REMARQUE

1. La matriceG est inversible. En effet, les matricesH†H ,P †P ,D†xDx etD†yDy

sont semi-définies positives. Par somme, et comme (ν + ρC) > 0, la matrice G
est définie positive. La preuve est donnée dans l’Annexe D (p. 172).

2. d est un vecteur colonne de taille N × 1 (i.e. de la même taille que la carte
vectorisée).

À hyperparamètre ν et à paramètres de pénalités ρP , ρD et ρC donnés, la matrice G−1 ne
varie pas au cours des itérations. Il en est de même pour H†σ, aussi connu sous le nom de
carte sale (ou dirty map en anglais). Néanmoins, en grande dimension, la taille des matrices
impliquées dans (3.19) est telle qu’il est impossible de les former, de les mémoriser et encore
moins de les inverser.

Le principal coût calculatoire repose donc sur la mise à jour de l’objet d’intérêt a. Nous
expliquons ensuite les stratégies envisageables pour mettre à jour rapidement a à chaque
itération.
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3.3.3 La gestion de la mise à jour de la variable a

Calculs rapides dans le domaine fréquentiel

Cette partie s’inspire du travail de [Hunt, 1973] qui a proposé de circulariser les matrices
Tœplitz par bloc Tœplitz (dans un contexte bi-dimensionnel) pour les diagonaliser dans le
domaine de Fourier et mener ainsi rapidement les calculs à l’aide de TFR.

Nous avons montré Section 1.2.3.4 (p. 43) que si les données sont sur une grille carté-
sienne régulière du k-space (après un reformatage par exemple) et si δkxδx = 1/Nx (idem
pour y et z), alors la matriceH s’écrit :

H = α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ

Nous montrons alors dans l’Annexe D (p. 173) que H†H est une matrice 3-niveaux circu-
lante qui peut donc être diagonalisée dans le domaine de Fourier et nous avons :

H†H = F †3DΛH†HF3D (3.21)

où ΛH†H est une matrice diagonale qui s’écrit comme suit.

ΛH†H = F3DH
†HF †3D = (NxNyNz)Π3DS

tSΠ†3D (3.22)

avec Π3D = F3D∆∗ΦF
†
3D une matrice de décalage circulaire si et seulement si P = k[0]/δk ∈ Z

(cf. preuve p. 178). En effet, sous cette hypothèse, les éléments de la matrice diagonale StS
sont décalés circulairement, sinon le décalage n’est pas entier.

De la même manière nous montrons dans l’Annexe D (p. 173) queP †P ,D†xDx etD†yDy

sont 3-niveaux circulantes et donc diagonalisables dans le domaine de Fourier de sorte que :

D†xDx = F †3DΛDx
†Dx
F3D

D†yDy = F †3DΛDy
†Dy
F3D

P †P = F †3DΛP †PF3D

(3.23)

où ΛDx
†Dx

, ΛDy
†Dy

et ΛP †P sont des matrices diagonales.

En tant que somme de matrices 3-niveaux circulantes (dont la taille des sous-blocs est
similaire d’une matrice à l’autre), G est également une matrice 3-niveaux circulante. Par
suite, nous montrons dans l’Annexe D (p. 173) que G est diagonalisable dans le domaine
fréquentiel et peut s’écrire :

G = F †3DΛGF3D (3.24)

où, ΛG = ΛH†H+ρPΛP †P +ρD(ΛDx
†Dx

+ΛDy
†Dy

)+(ν+ρC)IN est une matrice diagonale.

Finalement, en exploitant le résultat (3.24), la mise à jour (3.19) de a peut être effectuée
dans le domaine fréquentiel (une preuve est donnée dans l’Annexe D (p. 181)) :

F3Da
(k+1) = αNΛ−1

G

(
Π3DS

t∆∗Ψσ̆ + l
)

(3.25)

où le vecteur l s’écrit :

l = F3D

[
ρPP

†(v
(k)
P −u

(k)
P )+ρD

(
D†x(v

(k)
x −u(k)

x )+D†y(v
(k)
y −u(k)

y )
)

+ρC(v
(k)
C −u

(k)
C )
]
.

La mise à jour (3.25) de a dans le domaine fréquentiel est rapide car :
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• ΛG est une matrice diagonale dont l’inversion est directe et qui peut être calculée une
seule fois en amont.

• Π3DS
t∆∗Ψσ̆ est l’expression de la carte sale dans le domaine fréquentiel. Ce terme

peut également être calculé une seule fois en amont rapidement et consiste simplement
à déphaser les données σ, à les compléter avec des 0 puis à les permuter. Notons que
la carte sale est la carte obtenue avec la méthode PFA (1.32) (p. 55).

• Les produits matrice-vecteur P †(v(k)
P − u

(k)
P ), D†x(v

(k)
x − u(k)

x ) et D†y(v
(k)
y − u(k)

y )
impliquent des matrices creuses et sont rapidement calculables.

• l est calculé avec une TFR 3D en pratique.

Enfin, en multipliant (3.25) à gauche par F−1
3D , ce qui est réalisé en pratique par une TFRI

3D, nous retrouvons la mise à jour de a dans le domaine spatial :

a(k+1) = αNF−1
3DΛ−1

G

(
Π3DS

t∆∗Ψσ̆ + l
)

(3.26)

Pour conclure, si le reformatage des données sur une grille cartésienne régulière du k-
space n’est pas indispensable, il permet néanmoins de mener rapidement les calculs de mise
à jour de a à chaque itération de l’Algorithme 9. Dans la section suivante, nous expliquons
succinctement qu’il est possible, au prix d’un coût calculatoire plus élevé, d’utiliser d’autres
méthodes qui ne nécessitent pas de reformatage des données.

Minimisation d’une fonction quadratique et résolution d’un système de Tœplitz

Nous rappelons que le lagrangien augmenté (3.13) est une fonction quadratique stricte-
ment convexe de a comme démontré dans l’Annexe D (p. 171). La littérature au sujet de la
minimisation de fonctions quadratiques convexes est vaste et de nombreux algorithmes itéra-
tifs existent. Parmi les plus connues nous pouvons citer les méthodes de descente : algorithme
de descente du gradient, algorithme du gradient conjugué, méthode de Newton, méthode de
quasi-Newton, méthode de Gauss-Newton ou encore la descente par bloc de coordonnées.
Ces dernières reposent sur l’évaluation de la fonction et de son gradient (voire de son Hes-
sien).

De prime abord, ces derniers pourraient s’avérer intéressants pour la mise à jour de a car
la convergence lors d’une itération de l’ADMM n’est pas nécessaire comme expliqué dans
la Section 2.2.4.4 (p. 85). Nous montrons l’Annexe D (p. 171) que le gradient du lagrangien
augmenté par rapport à a est donné par :

∇aLρ = Ga− d (3.27)

A chaque itération, a(k+1) annule le gradient (3.27) et nous devons dès lors résoudre le
système linéaire suivant :

Ga(k+1) − d(k) = 0 (3.28)

Comme expliqué précédemment, en grande dimension, il n’est généralement pas intéres-
sant (voire impossible) de former les matrices pour effectuer les calculs matrices vecteurs.
Si les données ne sont pas sur une grille régulière du k-space, la matrice H†H générale est
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3-niveaux Tœplitz (i.e. Tœplitz par bloc Tœplitz par bloc Tœplitz). De la même manière, les
matrices P †P ,D†xDx,D†yDy (et bien entendu IN ) sont 3-niveaux circulantes (i.e. circulante
par bloc circulante par bloc circulante) comme démontré dans l’Annexe D (p. 173). Elles sont
donc a fortiori 3-niveaux Tœplitz. En tant que somme de matrices 3-niveaux Tœplitz (avec
des sous-blocs de même dimension d’une matrice à l’autre) la matrice G est également 3-
niveaux Tœplitz. (3.28) est donc un système linéaire de Tœplitz.

Pour ce genre de systèmes, il existe des méthodes plus performantes que l’élimination
de Gauss-Jordan dont la complexité est en O

(
N3
)
. Sans la détailler, nous pouvons citer

la méthode de Levinson-Durbin – et dans le cas d’espèce son extension par bloc pour des
matrices de Tœplitz multi-niveaux [Musicus, 1988] – dont la complexité est en O

(
N2
)
.

Par ailleurs, notons que dans (3.28), le produit Ga(k+1) correspond à une convolution
discrète tri-dimensionnelle car G est 3-niveaux Tœplitz. Il est donc possible de le calculer
par TFR et de réduire la complexité de ce calcul à O

(
N lnN

)
.

En grande dimension, l’évaluation de d(k) à chaque itération est un autre point de diffi-
culté. En particulier, et même s’il doit être réalisé une seule fois en amont, le calcul de la
carte sale H†σ n’est pas direct car la matrice H (1.20) est pleine et n’a pas de structure de
Tœplitz ou circulante.

3.4 Des compléments sur la méthode SPRITE

Dans cette partie nous apportons certains compléments sur la méthode SPRITE. En parti-
culier nous présentons sa version mono-dimensionnelle, nous expliquons comment sont ini-
tialisées les variables, comment nous choisissons les paramètres et nous explicitons le critère
d’arrêt de l’algorithme.

3.4.1 La version mono-dimensionnelle

Afin d’améliorer la résolution des cartes 1D (i.e. la SER selon la distance longitudinale),
nous avons proposé dans [Benoudiba-Campanini et al., 2017a] et [Benoudiba-Campanini
et al., 2017b] une méthode haute-résolution reposant sur la minimisation d’un critère pénalisé
et contraint :

â = argmin
a∈CNz


1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖a‖1 +
ν

2
‖a‖2

2

s.c. a ∈ C
(3.29)

Nous pouvons constater que le problème (3.29) est une version « dégénérée » du problème
(3.11) tri-dimensionnel où :

• Nx = Ny = 1 car le problème est mono-dimensionnel.

• P = INz par définition de la matrice P dans le cas où Nx = Ny = 1. Ceci peut aussi
se comprendre par le fait que a n’a que des composantes selon l’axe longitudinal ẑ,
ainsi Pa = a.
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• Dx = Dy = 0Nz×Nz car la notion de différence en ligne et en colonne n’existe pas en
1D où a n’a que des composantes selon ẑ.

Considérations faites des éléments mentionnés ci-dessus, le problème (3.29) se résout
d’une manière analogue à celle décrite par l’Algorithme 9.

Dans la suite nous appelons donc SPRITE 1D la méthode permettant d’estimer des cartes
mono-dimensionnelles.

3.4.2 L’initialisation des variables

La première étape de l’Algorithme 9 consiste en la mise à jour de a(1) et ne nécessite
pas d’initialiser a(0). Les variables auxiliaires initiales v(0) ainsi que les multiplicateurs de
Lagrange initiaux u(0) sont initialisés à 0.

Une alternative est de calculer préalablement âPFA avec la méthode PFA puis d’initiali-
ser les variables auxiliaires avec (3.14) – (3.17) et les multiplicateurs de Lagrange comme
dans l’Algorithme 9. Cependant, en pratique, il s’avère que cette démarche n’est pas plus
avantageuse que la précédente.

3.4.3 Le choix des paramètres

Paramètres de pénalité

Comme expliqué Section 2.2.4.4 (p. 83), les paramètres de pénalité ρP , ρD et ρC stricte-
ment positifs, permettent de contrôler le compromis entre la résolution du problème primal
et du problème dual aux cours des itérations. Ce sont donc des paramètres algorithmiques
importants mais qui n’influent que sur la vitesse de convergence.

Récemment, et comme mentionné Section 2.2.4.4, des stratégies adaptatives ont été dé-
veloppées où ces paramètres varient au cours des itérations. Cependant comme le précise
[Boyd, 2010], la convergence n’est alors plus garantie. Par ailleurs, si ρP , ρD et ρC ne sont
pas fixes, il faut recalculer la matrice ΛG apparaissant dans (3.24) à chaque itération.

Pour ces raisons, nous optons pour des paramètres de pénalités fixes qui sont choisis
de façon à ce que la norme du résidu primal et la norme du résidu dual soient dans le même
ordre de grandeur [Boyd, 2010]. Empiriquement, nous constatons que les choix de paramètres
suivants sont satisfaisants.

ρP = Nz/2 et ρD = ρC = N/2

Ceci s’explique par le fait qu’ils permettent d’établir un compromis entre la valeur propre
moyenne des matrices P †P ,D†xDx etD†yDy et IN et la valeur propre moyenne deH†H .

Enfin, notons que ρD est le même pour les contraintes d’égalité impliquant Dx et Dy

dans l’expression (3.13). Ce choix permet de ne pas favoriser une direction particulière entre
x̂ et ŷ lorsque nous effectuons les différences entre pixels voisins.
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Hyperparamètres

Le choix des hyperparamètres λ, µ et ν est crucial car il détermine la solution â. Cepen-
dant le réglage est beaucoup plus complexe que celui des paramètres de pénalité ρ. En effet, à
notre connaissance, pour des problèmes impliquant des normes `1 tels que (3.11), la question
de la détermination de ces hyperparamètres est un problème encore ouvert. Il n’existe pas à
ce jour de consensus sur une méthode formelle permettant de les déterminer en même temps
que â.

Dans notre cas, les hyperparamètres sont réglés par calibration comme expliqué dans la
Section 4.1.3.3.

Nous signalons également, et ceci sera étayé dans les perspectives de ce travail de thèse,
que des stratégies d’inférence bayésienne ont été formulées pour ce genre de problèmes. Elles
fournissent un cadre plus approprié à l’estimation conjointe des hyperparamètres.

3.4.4 Le critère d’arrêt

A chaque itération, les résidus primaux pour chaque contrainte d’égalité dans (3.12)
s’écrivent comme suit.

r
(k)
P = Pa(k) − v(k)

P

r(k)
x = Dxa

(k) − v(k)
x

r(k)
y = Dya

(k) − v(k)
y

r
(k)
C = a(k) − v(k)

C

(3.30)

De la même manière, à chaque itération, les résidus duaux s’écrivent :

s
(k)
P = ρPP

†(v
(k)
P − v

(k−1)
P )

s(k)
x = ρDD

†
x(v

(k)
x − vx(k−1))

s(k)
y = ρDD

†
y(v

(k)
y − vy(k−1))

s
(k)
C = ρC(v

(k)
C − v

(k−1)
C )

(3.31)

Comme expliqué Section 2.2.4.4 (p. 83), chacun des résidus primaux et duaux de (3.30)
et (3.31) tend vers 0 quand k tend vers∞.

En pratique, et comme l’indique [Bristow et Lucey, 2014], si la dualité est forte – ce qui
est le cas ici car le critère et l’ensemble des contraintes C sont convexes – l’étude de la conver-
gence des résidus primaux est suffisante. Ceci est particulièrement vrai si les paramètres de
pénalités sont tels que la norme de chaque résidu primal et la norme du résidu dual associé
sont proches. Nous posons alors le résidu primal global suivant :

r(k) = r
(k)
P + r(k)

x + r(k)
y + r

(k)
C (3.32)

et nous avons r(k) → 0 quand k →∞.
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Comme le préconise [Boyd, 2010], nous choisissons la condition d’arrêt suivante pour
l’Algorithme 9 : ∥∥r(k)

∥∥
2
6 ε (3.33)

où ε > 0 est une tolérance choisie suffisamment petite.

Un autre choix envisageable, pourrait être de contrôler la norme euclidienne de chaque
résidu indépendamment.

Enfin, nous signalons qu’en pratique, nous fixons également un nombre maximum d’ité-
ration (typiquement une centaine d’itérations) en plus de de la condition d’arrêt (3.32).

Conclusion du Chapitre 3

Dans ce chapitre, nous avons présenté la contribution centrale de cette thèse. Nous avons
premièrement explicité les a priori sur l’objet de rétro-diffusion. Nous avons ensuite déve-
loppé d’une nouvelle méthode d’imagerie 3D HR de SER dénommée SPRITE. Elle s’appuie
sur la construction d’un critère avec plusieurs pénalités `1 et contraint qui permet de tenir
compte d’informations a priori sur la solution recherchée. Le critère est ensuite minimisé à
l’aide d’une adaptation de l’ADMM au problème et qui permet de mener efficacement les
calculs à l’aide de TFR. Enfin, des compléments ont été apportés sur la méthode SPRITE
quant au choix des paramètres ou au critère d’arrêt de l’algorithme de minimisation.

Dans le chapitre suivant, nous évaluons la méthode SPRITE sur des données synthétiques
et réelles et nous montrons son apport en terme d’analyse et de contrôle de SER.
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CHAPITRE 4

L’ÉVALUATION DE LA MÉTHODE SPRITE

Dans la première section, la méthode SPRITE est étudiée et validée pour des données
issues d’un objet de rétro-diffusion synthétique. Les résultats obtenus sont comparés à ceux de
la méthode conventionnelle PFA. L’influence des hyperparamètres et la façon de les calibrer
sont ensuite analysés. Dans la seconde section, nous montrons que cette méthode peut être
employée pour analyser plus précisément la SER des cibles. Nous illustrons cela pour des
résultats issus de données simulées par un code de calcul EM 3D et de données réelles
mesurées avec l’Arche 3D. Enfin, dans la dernière section, nous montrons que la méthode
SPRITE est un outil efficace pour contrôler la SER d’une cible présentant des défauts.
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4.1 Une étude préliminaire de la méthode SPRITE

4.1.1 Une validation élémentaire
Dans un premier temps, nous illustrons l’apport de la méthode proposée dans un contexte

d’imagerie radar 1D. Pour cela, nous présentons des résultats obtenus avec la méthode SPRITE
1D sur des données simulées pour un objet de rétro-diffusion synthétique 1D. Dans un second
temps, la méthode SPRITE est validée dans un contexte d’imagerie radar 3D.

Objet synthétique 1D

Nous considérons trois contributeurs ponctuels, dont l’amplitude, la phase propre et la
position sont détaillées dans le Tableau 4.1 suivant :

Contributeurs 1 2 3
Position longitudinale (m) 0 0, 20 0, 21
Amplitude propre (dBm2) −30 −20 −20
Phase propre (rad) π/4 π/5 π/5

TABLEAU 4.1 – Description des contributeurs ponctuels

Les contributeurs 2 et 3 sont volontairement choisis proches du point de vue de la
distance longitudinale et de l’amplitude complexe (amplitude et phase) afin de comparer le
pouvoir de résolution de la méthode SPRITE 1D et de la méthode conventionnelle.

Données simulées
Les données sont simulées avec le modèle points brillants mono-dimensionnel (1.15) (p.

38), pour une bande fréquentielle de 1 GHz à 6 GHz, par pas de 5 MHz. Ceci représente 1000
données. Un bruit blanc gaussien centré additif est ajouté aux données simulées. Le RSB
(Rapport Signal sur Bruit) vrai en entrée est de 11,7 dB.

Paramètres de la méthode conventionnelle et de SPRITE 1D
Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.2 et l’origine du

repère est au milieu de la carte.

Nz ∆z

16384 0, 4 m

TABLEAU 4.2 – Grille spatiale pour l’imagerie 1D

Le Tableau 4.3 détaille les paramètres de la méthode SPRITE 1D. Le support spatial est
choisi égal à l’ensemble du domaine imagé ∆z (le problème est donc non contraint).

µ ρP ε
10 8192 10−5

TABLEAU 4.3 – Paramètres de la méthode SPRITE 1D pour l’objet synthétique 1D
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Résultats

La Figure 4.1 présente la SER estimée selon la distance longitudinale, par la méthode PFA
et par la méthode SPRITE 1D que nous proposons. Notons qu’en 1D, la méthode conven-
tionnelle consiste en un déphasage des données dans le k-space, suivi d’une TFRI 1D sur Nz

points avec bourrage de 0 et d’un déphasage dans le domaine spatial.

FIGURE 4.1 – Profil des SER estimées par TFRI et SPRITE 1D

Sur la Figure 4.1, nous constatons que la méthode SPRITE 1D (–) permet d’accroitre
considérablement la résolution comparativement à la méthode conventionnelle (--). En effet,
la largeur des lobes principaux et le niveau des lobes secondaires sont conjointement réduits.
SPRITE 1D permet ainsi d’estimer beaucoup plus précisément la SER et la localisation des
contributeurs synthétiques 1 , 2 et 3 (•).

Par ailleurs, nous remarquons qu’à l’inverse de la méthode conventionnelle, SPRITE
1D permet de distinguer les contributeurs 2 et 3 . Le niveau des contributeurs est éga-
lement bien estimé pour les deux contributeurs avec SPRITE 1D. A l’inverse, avec la mé-
thode conventionnelle, le lobe principal a un niveau surestimé car il résulte de la somme
des lobes principaux et secondaires des deux contributeurs qui se superposent. Ces résultats
illustrent donc l’intérêt de l’usage de méthodes parcimonieuses en imagerie radar et dans le
cas d’espèce l’apport de la méthode SPRITE 1D dans un contexte mono-dimensionnel. Nous
constatons cependant un doublement des pics quand le contributeur n’est pas localisé sur la
grille comme c’est le cas pour le contributeur 3 sur la Figure 4.1.

Le temps de calcul pour produire la carte de SER estimée avec la méthode SPRITE 1D
présentée sur la Figure 4.1 est de 5,1 secondes 1. L’essentiel de la charge calculatoire repose
sur le calcul des TFRI.

1. MATLAB © 2013b, Processeur Intel® Xeon® E5-2620 v3 2.4 GHz et 32 Go de mémoire RAM
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Carte synthétique 3D

Nous validons maintenant la méthode SPRITE dans un contexte d’imagerie radar 3D.
Pour cela, nous considérons une carte synthétique 3D composée de trois facettes spéculaires
dont la normale est colinéaire à la direction du vecteur d’onde central k̂c. Ces dernières sont
sur les plans nz = 30, nz = 50 et nz = 70 localisés à trois positions longitudinales (selon ẑ
colinéaire à k̂c) différentes et forment les lettres « C », « E » et « A ». Un coefficient de rétro-
diffusion complexe, constant sur toute la surface, est associé à chaque facette spéculaire.
Chacune a donc une amplitude et une phase propre comme indiqué dans le Tableau 4.4.

Facette C E A
Indice du plan nz 30 50 70
Position longitudinale (m) -0,21 0 0,20
Amplitude propre (dB) -40 -45 -50
Phase propre (rad) π/4 π/2 π/3

TABLEAU 4.4 – Description de la carte synthétique « CEA »

Une représentation par iso-surfaces de 20 log10|av| (la SER exprimée de dBm2 de la carte
synthétique « CEA ») est donnée Figure 4.2 ainsi qu’une coupe longitudinale selon (x̂ẑ).
Nous insistons sur le fait que l’objet « CEA » est une carte de rétro-diffusion synthétique qui
contient seulement trois facettes spéculaires. Ainsi, il ne s’agit pas d’une cible physique pour
laquelle des rebonds multiples entre les facettes apparaitraient.

FIGURE 4.2 – 20 log10|av| (a) Iso-surfaces. (b) Coupe longitudinale.
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Données simulées

Les données sont simulées avec le modèle d’observation (1.18) (p. 40) pour la bande
fréquentielle et les bandes angulaires d’observation indiquées dans le Tableau 4.5. Ceci re-
présente environ 7, 7 · 105 données.

f θ ϕ
8 GHz : 5 MHz : 12 GHz -15 ˚ : 1˚ : 15 ˚ -15 ˚ : 1˚ : 15 ˚

TABLEAU 4.5 – Bandes fréquentielle et angulaires pour la simulation des données de la carte
synthétique « CEA »

Un bruit blanc gaussien centré additif est ajouté aux données simulées. Le RSB vrai en
entrée est de −7.7 dB. Ce RSB est choisi volontairement inférieur à celui constaté lors de
mesures en chambre anéchoïque (≈ 20 dB) afin d’éprouver la robustesse de la méthode au
bruit.

Paramètres des méthodes PFA et SPRITE

Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.6 et l’origine du
repère est au milieu de la carte. Ceci représente 106 inconnues.

Nx ×Ny ×Nz ∆x ∆y ∆z

100× 100× 100 1 m 1 m 1,1 m

TABLEAU 4.6 – Grille spatiale pour l’estimation de la carte synthétique « CEA »

Le Tableau 4.7 détaille les paramètres de la méthode SPRITE. Le support spatial est choisi
égal à l’ensemble du domaine imagé (le problème est non contraint).

µ λ β ρP ρD ρC ε
10 100 150 50 5 · 105 5 · 105 10−4

TABLEAU 4.7 – Paramètres de la méthode SPRITE pour la carte synthétique « CEA »

Résultats

La Figure 4.3 présente les cartes construites avec :

(a) la méthode PFA.

(b) La méthode parcimonieuse `1 proposée par [Austin et al., 2011]. Le critère consiste
en un terme d’attache aux données ‖σ −Ha‖2

2, une pénalité ‖a‖1 (cf. p.58) et un
hyperparamètre µ contrôlant le compromis. Ici µ = 0, 01 et l’optimisation est assurée
avec l’ADMM.

(c) La méthode SPRITE.

Sur la figure Figure 4.4, nous comparons la SER (exprimée en dBm2) des coupes trans-
verses de av, âPFA et âSPRITE, pour les plans nz voisins de nz = 30 (contenant la facette
« C »), nz = 50 (« E ») et nz = 70 (« A »).
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FIGURE 4.3 – (a) PFA. (b) Méthode parcimonieuse `1. (c) SPRITE.
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FIGURE 4.4 – Coupes transverses de av, âPFA et âSPRITE pour les plans
nz = {J28, 32K, J48, 52K, J68, 72K}
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La résolution est considérablement accrue avec la méthode SPRITE comparativement
à la méthode conventionnelle PFA, qui présente de nombreux lobes secondaires de niveau
élevé et de larges lobes principaux. La méthode parcimonieuse fait quant à elle apparaitre de
nombreux points brillants en lieu et place des facettes brillantes et l’estimation des niveaux est
médiocre. Ainsi, les facettes spéculaires « C », « E » et « A » sont plus précisément localisées
et leur niveau est mieux estimé avec SPRITE.

La différence de niveau observé sur la carte PFA (près de 10 dBm2 en dessous des valeurs
de av) s’explique par le fait que la distribution spatiale des contributeurs est plus diffuse que
celle de la méthode SPRITE.

Le temps de calcul pour produire la carte de SER estimée avec la méthode SPRITE est de
3 minutes et 49 secondes.

Analyse fréquentielle

Dans cette section, sur la Figure 4.5, nous comparons le contenu fréquentiel de la carte
synthétique à celui de la carte estimée avec la méthode PFA, la méthode parcimonieuse `1

proposée par [Austin et al., 2011] et enfin à celui de la carte estimée avec la méthode SPRITE.
L’axe des abscisses correspond à

√
k2
x + k2

y + k2
z c’est-à-dire la distance d’un point du k-

space à l’origine et l’axe des ordonnées est la SER associée à ce point.

Comparativement à la méthode PFA, nous constatons que le contenu fréquentiel de la
carte estimée avec la méthode SPRITE est le plus fidèle à celui de la carte synthétique. En
particulier, le k-space est mieux complété et les fréquences non observées sont mieux resti-
tuées, notamment les hautes et basses fréquences spatiales (en dehors de la portion de k-space
observée).

La méthode parcimonieuse `1 proposée par [Austin et al., 2011] complète également le
k-space. Cependant, la SER est sur-estimée dans les hautes et basses fréquences spatiales
et elle ne correspond pas à celle de la carte synthétique. Ceci s’explique par le fait que la
carte estimée est constituée d’un ensemble de points brillants, or un signal correspondant à
une distribution de Dirac a un contenu fréquentiel blanc, i.e. chaque fréquence spatiale est
présente avec une intensité identique.

Enfin, notons que dans la portion de k-space observée, le contenu fréquentiel de la carte
estimée avec la méthode PFA est le plus proche de celui de la carte synthétique. Ceci s’ex-
plique par le fait que le PFA correspond à une régularisation au sens des moindres carrés à
norme minimale (comme nous l’avons montré dans la Section 1.3.2.1, p. 54). Des trois mé-
thodes c’est donc celle qui minimise le plus l’écart entre la sortie du modèle et les données
observées.
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FIGURE 4.5 – Analyse fréquentielle des cartes estimées avec les méthodes
(a) PFA, (b) parcimonieuse `1, (c) SPRITE
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Fonctionnement de SPRITE au cours des itérations

La Figure 4.6 présente l’évolution du critère pénalisé J (a(k)) (3.10) et du lagrangien
augmenté LρP ,ρD,ρC(a(k),v

(k)
P ,vD

(k)
x ,vD

(k)
y ,v

(k)
C ,u

(k)
P ,uD

(k)
x ,uD

(k)
y ,u

(k)
C ) (3.13) au cours des

itérations k.

FIGURE 4.6 – Évolution de J et L au cours des itérations

Premièrement, nous constatons que l’algorithme converge en une centaine d’itérations.
Deuxièmement, et conformément à l’étude théorique sur le fonctionnement de l’ADMM
menée Section 2.2.4.4 (p. 83), nous remarquons sur la Figure 4.6 que l’évolution de J
n’est pas monotone. Ceci s’explique par le fait que l’ADMM n’est pas un algorithme de
descente du critère. Cependant, le critère converge bien asymptotiquement vers son mini-
mum. De la même manière, l’évolution du lagrangien augmenté n’est pas monotone. En
effet, l’ADMM n’est pas un algorithme de descente du lagrangien. Cependant le lagrangien
augmenté converge bien vers la valeur qu’il atteint à son point selle et qui est la valeur du
primal et du dual optimal car la dualité est forte. Les résidus primaux et duaux tendent bien
tous deux asymptotiquement vers 0.

4.1.2 Robustesse au bruit
Pour apprécier et comparer la robustesse des méthodes au bruit nous évaluons la qualité

des cartes reconstruites à partir de données entachées d’un bruit blanc gaussien centré additif.
Il s’agit d’une hypothèse communément faite en radar [Borden, 1992; Mensa, 1981].

Dans le cas d’une carte de rétro-diffusion synthétique telle que la carte « CEA » présentée
avant, av est connue. Pour quantifier l’erreur d’estimation des méthodes comparées, nous
choisissons la REQM (Racine carrée de l’Erreur Quadratique Moyenne) qui est définie par :

REQM =

√
‖âM − av‖2

2

N
(4.1)

où âM est la carte estimée selon la méthodeM∈ {PFA, SPRITE}.

La Figure 4.8 présente l’évolution de la REQM des cartes âPFA et âSPRITE avec les para-
mètres donnés par le Tableau 4.7, pour différentes variances de bruit et donc différents RSB.
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Sur la Figure 4.8, nous constatons que la REQM des cartes estimées avec la méthode PFA
est plate de l’ordre de 1, 9 · 10−4 jusqu’à un RSB de 0 dB. Elle augmente ensuite rapidement
pour des RSB inférieurs. La REQM des cartes estimées avec la méthode SPRITE est quant à
elle plus petite, de l’ordre de 1, 3 · 10−4. Elle reste plate jusqu’à un RSB plus faible de l’ordre
-10 dB. Nous pouvons en conclure que la méthode SPRITE est plus robuste au bruit que le
PFA : elle permet d’estimer des cartes à partir de données bruitées (sous l’hypothèse d’un
bruit blanc gaussien centré additif) tout en conservant une qualité d’estimation raisonnable.

4.1.3 Influence des hyperparamètres et calibration
4.1.3.1 Influence de l’hyperparamètre µ

Nous rappelons que l’hyperparamètre µ permet de contrôler le compromis entre le terme
d’attache aux données ‖σ −Ha‖2

2 et la pénalité ‖Pa‖1 qui favorise une projection de la
carte sur l’axe ẑ essentiellement nulle sauf pour un nombre limité de plans nz. Sur la Fi-
gure 4.7 nous affichons :
• en ordonnée, 20 log10|Pa|, le logarithme du module de la projection sur l’axe ẑ des

cartes : av (F) et âSPRITE estimées par la méthode SPRITE avec µ = 0 (–), µ = 10 (–)
et µ = 100 (–), les autres paramètres étant fixés comme indiqué dans le Tableau 4.7,
• en abscisse, le numéro des plans nz = 0, · · · , Nz − 1 de discrétisation de l’axe ẑ.

FIGURE 4.7 – Influence du paramètre µ (pour λ = 100, β = 150 fixés)

Comme attendu, nous constatons que plus µ est grand, plus la projection de âSPRITE sur
l’axe ẑ est parcimonieuse. Plus explicitement, nous notons que pour :
• µ = 0, la projection présente de larges lobes principaux et de nombreux lobes secon-

daires avec des niveaux élevés,
• µ = 100, 20 log10|P â| 6 −300 dBm2 pour chaque plan nz. Ceci signifie que la pro-

jection est quasiment nulle et donc qu’elle est trop parcimonieuse.
• µ = 10, qui est la valeur adéquate ici, la projection de âSPRITE est très proche de celle

de la carte vraie av.
Nous en concluons que µ permet bien de contrôler la parcimonie de la projection de la

carte sur l’axe ẑ.
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4.1.3.2 Influence de l’hyperparamètre λ

Nous rappelons que l’hyperparamètre λ permet de contrôler le compromis entre le terme
d’attache aux données ‖σ −Ha‖2

2 et les pénalités ‖Dxa‖1 et ‖Dya‖1 qui favorisent une
carte constante par morceaux, chaque morceau correspondant à une facette spéculaire. Sur
le Tableau 4.8 nous affichons la SER (exprimée en dBm2) du plan nz = 30 (qui contient la
lettre « C ») des cartes av et âSPRITE estimées avec λ = {0, 10, 100}. Les autres paramètres
de la méthode SPRITE sont fixés comme indiqué dans le Tableau 4.7.

Comme escompté, nous remarquons que plus λ augmente, plus les facettes spéculaires
connexes sur lesquelles le coefficient de rétro-diffusion est constant apparaissent. Plus spéci-
fiquement, nous notons que pour :

• λ = 0 la SER estimée présente de nombreuses zones hétérogènes avec des niveaux
sensiblement différents de ceux de av.

• λ = 10, le nombre de facettes spéculaires connexes est réduit comparativement à l’esti-
mation pour λ = 0. Il est cependant toujours trop important comme nous le constatons
dans les zones normalement nulles en dehors de la facette « C ».

• λ = 100, qui est la valeur adéquate ici, le niveau de SER estimé pour la facette spécu-
laire « C » est très proche de celui de la carte « vraie ».

Nous en concluons que λ permet bien de contrôler, sur chaque plan nz, le nombre de
facettes spéculaires connexes où le coefficient de rétro-diffusion est constant. En pratique
nous constatons que les cartes évoluent de manière significative quand les paramètres λ et/ou
µ varient d’un facteur 10.

av âSPRITE, λ = 0
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âSPRITE, λ = 10 âSPRITE, λ = 100

TABLEAU 4.8 – Influence du paramètre λ (pour µ = 10, β = 150 fixés)
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4.1.3.3 Calibration des hyperparamètres

Comme expliqué Section 3.4.3 (p. 108) et comme souligné juste avant, le choix des hyper-
paramètres est crucial car il détermine la carte âSPRITE estimée. Cependant, à ce jour et à notre
connaissance, il n’existe pas de consensus sur une méthode permettant d’estimer conjointe-
ment les hyperparamètres et la carte de rétro-diffusion pour des problèmes similaires à celui
que nous étudions.

Pour faciliter le choix des hyperparamètres et éviter de procéder par tâtonnement, nous
proposons une méthode de calibration. Dans un premier temps, nous simulons des données
pour un objet synthétique caractéristique d’une famille d’objets réels (notamment en terme de
niveau de SER). Ces données sont ensuite bruitées de façon à ce que le RSB soit représentatif
des mesures réelles. Les cartes âSPRITE sont alors calculées pour différentes combinaisons de
valeurs d’hyperparamètres qui varient sur une grille. La combinaison retenue est alors celle
qui minimise la REQM, c’est à dire celle pour laquelle la carte estimée est la plus proche de
l’objet synthétique connu.

Par souci de simplicité, nous illustrons cette démarche dans un contexte 1D sur la Fi-
gure 4.9. Dans cet exemple, la carte estimée la plus proche de l’objet synthétique (F) est
celle correspondant à µ = 3, 2 · 10−1 (–). Ce sera donc la valeur retenue quand il s’agira de
traiter des objets réels similaires à cet objet synthétique.

FIGURE 4.9 – Exemple de calibration de l’hyperparamètre en 1D

Dans un second temps, cette démarche est répétée pour d’autres familles d’objets dans le
but de construire un « abaque » applicable à de nombreux cas réels.

Nous évoquons également dans les perspectives des méthodes récentes qui reposent sur
des stratégies d’inférence bayésienne et qui fournissent un cadre plus approprié à l’estimation
conjointe des hyperparamètres.
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4.2 L’analyse de SER

Dans la section précédente, la méthode SPRITE a été validée dans un contexte d’imagerie
radar mono et tri-dimensionnelle pour des cartes de rétro-diffusion synthétiques. Dans cette
section, nous montrons l’apport de la méthode SPRITE 1D pour l’analyse de SER des cibles
imagées.

REMARQUE

Nous avons sélectionné les figures jugées pertinentes pour illustrer nos propos.
D’autres figures, notamment des visualisations additionnelles pour les objets 3D, sont
données dans l’Annexe C.

4.2.1 Imagerie d’un drone

Nous nous intéressons à l’estimation de la carte de rétro-diffusion et à l’analyse de SER
3D d’une maquette numérique d’un drone développé par l’ONERA à l’occasion des ateliers
de travail électromagnétique 2014 et 2016 de l’ISAE [Simon et Soudais, 2014].

Le drone mesure 3,077 m de long et 2,873 m d’envergure. Il est décliné en deux versions.
La version 2014 où le drone est entièrement CEP et la version 2016, représentée Figure 4.10
où le nez ainsi que les raccords avec la trappe de fuselage ont été recouverts de RAM de
permittivité relative εr = 1, 5− 0, 1 et de perméabilité relative µr = 2, 5− 1, 8.

La particularité de cette application est que les données sont simulées avec un code de
calcul EM 3D développé au CEA-CESTA.

FIGURE 4.10 – Modèle CAO du drone version 2016
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Données simulées

Les données sont calculées en bande S à partir de modèles CAO du drone, avec un code de
calcul EM 3D développé au CEA [Augonnet et al., 2015]. Ce dernier repose sur une méthode
d’équations intégrales surfaciques dans le domaine fréquentiel. Il permet de traiter des objets
constitués de parties diélectriques et conductrices. Il est par ailleurs massivement parallèle et
exploite les accélérateurs de calcul tels que les cartes graphiques (GPU).

La bande fréquentielle et des bandes angulaires de calcul en polarisation HH sont indi-
quées dans le Tableau 4.9. Ceci représente environ 8, 6 · 104 données.

f θ ϕ
2,5 GHz : 30 MHz : 4 GHz -20 ˚ : 1˚ : 20 ˚ -20 ˚ : 1˚ : 20 ˚

TABLEAU 4.9 – Bandes fréquentielle et angulaires pour le drone

Un bruit blanc gaussien centré additif est ajouté aux données calculées. Le RSB vrai en
entrée est de 15 dB, ce qui est de l’ordre de grandeur de données réelles mesurées.

Paramètres des méthodes PFA et SPRITE

Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.10 et l’origine
du repère est au milieu de la carte. Ceci représente environ 6, 3 · 107 inconnues.

Nx ×Ny ×Nz ∆x ∆y ∆z

350× 350× 512 3 m 3 m 4,5 m

TABLEAU 4.10 – Grille spatiale pour le drone

Enfin, le Tableau 4.11 détaille les paramètres de la méthode SPRITE déterminés d’après
le processus de calibration expliqué en Section 4.1.3.3.

µ λ β ρP ρD ρC ε
10 120 100 256 3, 1 · 107 3, 1 · 107 10−4

TABLEAU 4.11 – Paramètres de la méthode SPRITE pour le drone

Sans connaissances a priori sur l’extension spatiale des objets de rétro-diffusion, le sup-
port spatial est choisi égal à l’ensemble du domaine et le problème n’est donc pas contraint.

Résultats

La Figure 4.11 présente les cartes du drone version 2016 (exprimées par iso-surfaces en
dBm2), estimées par les méthodes PFA et SPRITE.

Nous remarquons que la carte obtenue avec la méthode SPRITE est plus résolue et nous
permet de mieux localiser et de mettre en évidence certains mécanismes de rétro-diffusion
qui n’apparaissent pas clairement avec la méthode conventionnelle. Nous pouvons ainsi dis-
tinguer les interactions suivantes (certaines sont visibles sur la Figure C.1 et la Figure C.2 (p.
154)).
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• L’interaction avec les réacteurs est celle qui concourt le plus à la SER globale de la
cible. En effet, l’étage de compression des réacteurs est une turbine constituée de nom-
breuses aubes. Quand le drone est illuminé dans l’axe (ce qui est le cas du vecteur
d’onde central ici), ces dernières rétro-diffusent l’onde vers le radar à la manière d’une
facette spéculaire [Knott et al., 2004].

• La diffraction sur le bord de fuite des ailes et l’empennage.

• Le spéculaire sur le nez du drone.

• La diffraction sur les raccords de la trappe de fuselage.

• La diffraction sur les différentes antennes que nous détaillons ensuite.

FIGURE 4.11 – Cartes de rétro-diffusion du drone version 2016.

Sur la Figure 4.12, nous nous focalisons sur les mécanismes de rétro-diffusion intervenant
au niveau des antennes du drone version 2016 (sachant que ces mécanismes sont similaires
pour la version 2014). Nous remarquons encore une fois que les interactions avec les antennes
sont plus précisément localisées avec la méthode que nous proposons. Nous constatons éga-
lement que la méthode SPRITE permet de séparer les deux sondes sur le bord d’attaque de
l’aile alors qu’elles sont difficilement distinguables avec la méthode PFA.

La Figure 4.13 permet de comparer l’interaction avec la trappe de fuselage, pour les cartes
des versions 2014 et 2016 produites avec la méthode SPRITE. Nous constatons l’influence
du RAM appliqué sur le nez et les raccords de la trappe. En effet, le spéculaire sur le nez

N14 et la diffraction sur les raccords de la trappe T14 du drone CEP version 2014 ont des
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niveaux de 10 à 20 dBm2 supérieurs à ceux du nez N16 et de la trappe T16 de la version

2016 avec RAM. Par ailleurs, contrairement à la méthode conventionnelle PFA, la méthode

SPRITE permet de mettre en évidence les discontinuités de matériaux D16 sur le nez de la

version 2016 du drone.

FIGURE 4.12 – Détails des interactions avec les antennes.
Comparaison entre la méthode PFA et SPRITE.

FIGURE 4.13 – Détails de l’interaction avec la trappe sur le fuselage.
Comparaison entre la version 2014 et 2016 (méthode SPRITE).

Le temps de calcul pour produire les cartes de SER estimées avec la méthode SPRITE
pour les versions 2014 et 2016 est en moyenne de 8 minutes.
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4.2.2 Imagerie d’un cône avec pastilles

Nous montrons tout d’abord l’apport de la méthode SPRITE pour l’analyse de la SER
mono-dimensionnelle d’un cône avec pastilles mesuré avec l’Arche 3D, à angles de gisement
et de roulis fixés à 0˚(i.e. l’antenne est à la verticale) et pour une excursion fréquentielle.

La SER du cône avec pastilles est ensuite analysée en 3D à l’aide des cartes de rétro-
diffusion estimées par la méthode SPRITE . En particulier, nous montrons que la considé-
ration de contraintes de support permet d’accroitre sensiblement la résolution transverse et
améliore finalement l’analyse de SER 3D de la cible.

4.2.2.1 Analyse 1D de SER

La cible mesurée est un cône tronqué métallique CEP sur lequel trois pastilles métalliques
sont collées.

Les caractéristiques du cône sont indiquées dans le Tableau 4.12.

Hauteur Diamètre de la base Ouverture
550 mm 150 mm 14,2 ˚

TABLEAU 4.12 – Caractéristiques du cône tronqué

Les positions des pastilles sur le cône sont quant à elles détaillées dans le Tableau 4.13.

Pastilles 2 3 4
Distance à la base du cône 400 mm 250 mm 115 mm
Angle de roulis 135 ˚ -45 ˚ 0 ˚

TABLEAU 4.13 – Positions des pastilles sur le cône

Pour la mesure, la cible est placée sur un mât de support cylindrique en plexiglas dont les
caractéristiques sont indiquées dans le Tableau 4.14.

Hauteur Diamètre Constante diélectrique εr
992 mm 40 mm 2,65

TABLEAU 4.14 – Caractéristiques du mât de support

La Figure 4.14 présente une photographie de la cible ainsi qu’un schéma du dispositif de
mesure.
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FIGURE 4.14 – Photographie de la cible et schéma du dispositif de mesure.

Données mesurées

Nous nous intéressons à l’analyse en bande X de la SER mono-dimensionnelle du cône
avec pastilles. Les données sont mesurées avec l’Arche 3D pour une bande fréquentielle de
8 GHz à 12 GHz, par pas de 3,91 MHz. Ceci représente 1024 données. Les données sont
mesurées en polarisation HH et VV.

Le processus de mesure consiste en différentes étapes successives qui sont explicitées
dans l’Annexe A et rappelées ci-après.

• Une soustraction de chambre à vide est opérée afin de limiter les échos parasites.

• Un étalonnage par substitution avec une sphère métallique CEP de 300 mm de dia-
mètre, dont la SER théorique est calculée par séries de Mie [Knott et al., 2004].

• Un filtrage adaptatif entre -0,5 m et 0,4 m est appliqué afin de supprimer le TOS ainsi
que les échos résiduels provenant par exemple d’interactions avec les murs ou le sol,
qui pourraient affecter le signal utile.

Paramètres de la méthode conventionnelle et de SPRITE 1D

Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.15 et l’origine
du repère est au milieu de la carte.

Nz ∆z

4096 1,25 m

TABLEAU 4.15 – Grille spatiale 1D pour le cône avec pastilles
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Enfin, le Tableau 4.16 détaille les paramètres de la méthode SPRITE 1D. L’hyperpara-
mètre µ est choisi d’après le processus de calibration expliqué en Section 4.1.3.3. Le support
spatial est choisi égal à l’ensemble du domaine imagé ∆z.

µ ρP ε
3 2048 10−5

TABLEAU 4.16 – Paramètres de la méthode SPRITE 1D pour le cône avec pastilles

Résultats

La Figure 4.15 présente la SER estimée selon la distance longitudinale, par la méthode
conventionnelle et par la méthode SPRITE 1D que nous proposons, pour les polarisations HH
et VV. Notons que la forme de la cible est superposée pour une meilleure analyse de la SER
mais qu’elle ne participe en aucun cas au processus d’inversion.

Avec la méthode SPRITE 1D, les principaux contributeurs sont mieux localisés : la pointe
tronquée du cône 1 , la diffraction sur les pastilles métalliques 2 , 3 , 4 et la base du
cône 5 . Derrière la cible, notre méthode permet de mettre en évidence les pics 6 , 7 et 8
qui ne sont pas distinguables avec l’approche conventionnelle par TFRI. Après investigations
reposant sur des calculs de SER avec un solveur Maxwell harmonique [Stupfel et al., 1991],
il s’avère que ces pics résultent d’interactions entre l’onde rampante et le mât de support.
Plus précisément, et comme indiqué par les flèches rouges sur la Figure 4.14 :

• le pic 6 , situé à 55 mm de la base du cône, correspond à la réflexion directe de l’onde
rampante du cône sur le mât,
• le pic 7 , positionné à 87,6 mm de la base du cône, correspond au parcours de l’onde

rampante à travers le mât. En effet, sa position est cohérente du retard de propagation
de l’onde dans le plexiglas dont l’index de réfraction est n =

√
εr = 1.63.

• le pic 8 , positionné à 120 mm de la base du cône, correspond à une double réflexion
de l’onde rampante à l’intérieur du mât.

Notons que les calculs de SER mettent également en évidence des contributeurs d’amplitudes
plus faibles derrière le dernier pic 8 . Ils n’apparaissent pas sur la Figure 4.15 car ils ont été
filtrés lors du processus de mesure.

Nous constatons également que, dans la partie centrale, la SER associée aux pastilles 2 ,
3 et 4 dépend de la polarisation de l’onde. Á roulis 0 ˚, cela s’explique par leurs positions

angulaires respectives, indiquées dans le Tableau 4.13. En effet, la pastille 4 est espacée
de 135˚de la pastille 2 et de 45˚de la pastille 3 alors que les pastilles 2 et 3 sont
séparées de 180˚. Ainsi, la pastille 4 ne signe pas en polarisation VV. Les pastilles 2 et
3 signent toujours de la même manière, quelle que soit la polarisation de l’onde, car elles

sont diamétralement opposées. A l’inverse, les pics 1 , 5 , 6 , 7 et 8 ne varient pas
avec la polarisation parce que le cône et la mât de support sont axisymétriques et qu’il n’y a
pas d’interactions importantes entre les pastilles.

Finalement, ces résultats montrent que la méthode SPRITE 1D permet de produire des
cartes avec une résolution accrue qui facilite grandement l’analyse des mécanismes de rétro-
diffusion.
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FIGURE 4.15 – SER estimées par TFRI et SPRITE 1D selon la distance longitudinale
a Polarisation HH. b Polarisation VV.

Le temps de calcul pour produire les cartes estimées par la méthode SPRITE 1D et pré-
sentées Figure 4.15 est en moyenne de 1 seconde.
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4.2.2.2 Analyse 3D de SER

Données mesurées

Les données sont mesurées en bande X avec l’Arche 3D pour une polarisation HH. Le
dispositif de mesure, illustré Figure 4.14, et les étapes de calibration du processus de me-
sure ont été décrits précédemment en Section 4.2.2.1. La bande fréquentielle et les bandes
angulaires de mesures sont indiquées dans le Tableau 4.17. Ceci représente environ 4, 6 · 105

données.

f θ ϕ
8 GHz : 3,9 MHz : 12 GHz -20 ˚ : 1˚ : 20 ˚ -20 ˚ : 4˚ : 20 ˚

TABLEAU 4.17 – Bandes fréquentielle et angulaires pour le cône avec pastilles

Paramètres des méthodes PFA et SPRITE

Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.18 et l’origine
du repère est au milieu de la carte. Ceci représente environ 1, 7 · 107 inconnues.

Nx ×Ny ×Nz ∆x ∆y ∆z

256× 256× 256 0,3 m 0,3 m 1 m

TABLEAU 4.18 – Grille spatiale pour le cone

Le Tableau 4.19 détaille les paramètres de la méthode SPRITE déterminés d’après le
processus de calibration expliqué dans la Section 4.1.3.3.

µ λ β ρP ρD ρC ε
5 10 100 128 8, 4 · 106 8, 4 · 106 10−4

TABLEAU 4.19 – Paramètres de la méthode SPRITE pour le cone

Pour souligner l’intérêt de l’intégration d’une contrainte de support justifiée, nous com-
parons les cartes estimées par la méthode SPRITE pour deux choix de support spatial :

• le support spatial est choisi égal à l’ensemble du domaine, ce qui ne contraint pas le
problème.

• le support spatial, en dehors duquel la solution est contrainte à 0, est défini relativement
aux contours de la cible physique tout en tenant compte de l’épaisseur des pastilles et
d’éventuels rampants à l’arrière de cette dernière. Notons que l’axisymétrie du cône est
exploitée pour définir ce support spatial, que nous appelons « pelure de cône », comme
illustré sur la Figure 4.16.
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FIGURE 4.16 – a Définition du support spatial à partir du profil de la cible.
b Représentation spatiale du support « pelure de cône ».

Résultats

La Figure 4.17 présente les cartes (exprimées par iso-surfaces en dBm2) estimées par les
méthodes PFA et SPRITE avec et sans contrainte de support. D’autres vues sont données sur
la Figure C.3 dans l’Annexe C (p. 156).
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FIGURE 4.17 – Cartes de rétro-diffusion du cône avec pastilles.
a PFA. b SPRITE non contraint. c SPRITE contraint.

L’amélioration de la résolution facilite l’analyse de SER 3D et nous permet de mettre
en évidence les principaux contributeurs et mécanismes de rétro-diffusion. Les résultats sont
en cohérence avec l’analyse 1D réalisée dans la précédente section. En effet, nous pouvons
visualiser très précisément :
• L’interaction avec la pointe tronquée du cône 1 .

• Les interactions avec les pastilles 2 , 3 et 4 . La vue développée des cartes esti-
mées, illustrée sur la Figure C.4 dans l’Annexe C (p. 157) , nous permet de constater
que ces dernières sont nettement mieux localisées avec la méthode SPRITE qu’avec la
méthode PFA. Nous remarquons également qu’en polarisation HH, la pastille 4 signe
plus que les deux autres. Ceci est en cohérence avec l’analyse 1D réalisée avant.
• L’interaction avec la base du cône 5 .

• L’interaction entre l’onde rampante et le mât de support en plexiglas 7 . Cette dernière
apparaît derrière la cible à 87.6 mm de la base du cône pour les raisons mentionnées
dans l’analyse 1D. Notons que les autres interactions du rampant avec le mât 6 et
8 n’apparaissent pas sur la Figure 4.17 car leur niveau est inférieur aux iso-surfaces

représentées.
Par ailleurs, nous constatons que la considération de contraintes de support spatial dans

la méthode SPRITE permet d’accroitre la résolution, notamment transverse. Ceci est parti-
culièrement visible sur la Figure 4.17 au niveau de l’interaction avec la pointe tronquée du
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cône qui est plus précisément localisée. Il est donc intéressant de considérer des contraintes
de support quand l’extension spatiale de l’objet de rétro-diffusion peut être définie.

Le temps de calcul pour produire les cartes de SER estimées avec la méthode SPRITE est
de 5 minutes et 48 secondes pour le cas non contraint et de 6 minutes et 16 secondes pour le
cas contraint.

4.3 Le contrôle 3D de SER

Nous montrons maintenant l’intérêt de la SPRITE pour le contrôle 3D de SER. La SER
d’une maquette de lanceur multi-étages, appelée « lanceur MX-14 » et développée au CEA,
est étudiée. Il s’agit en particulier de contrôler les différences entre les cartes de rétro-diffusion
de trois configurations de cette cible. Ces dernières sont présentées Figure 4.18 et détaillées
ci-dessous :

#1 l’objet nominal CEP d’une hauteur de 1,3 m.

#2 l’objet nominal avec une rainure R , située à 67 cm de la pointe du lanceur P , dans
la partie basse au dessus des ailerons.

#3 l’objet nominal avec la même rainure que la configuration #2 et un méplat, sur la partie
haute du lanceur, de 2 cm de diamètre et dont le centre est situé à 14 cm de la pointe.

Dans la suite nous appelons « écarts à la configuration nominale » la rainure et le méplat.

FIGURE 4.18 – Configurations #1, #2 et #3 du lanceur MX-14

Données mesurées

Comme illustré sur la photographie du dispositif de mesure Figure 4.19, le lanceur MX-14
est placé sur un mât de support en polystyrène cylindrique de constante diélectrique εr ≈ 1, 2.
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Les données sont mesurées en bande X avec l’Arche 3D, pour une polarisation VV. Les
étapes de calibration du processus de mesure sont similaires à celles opérées pour la mesure
du cône avec pastilles et sont présentées dans la section Section 4.2.2.1. Un filtrage distance
adaptatif est réalisé entre -0,55 m et 1 m pour éliminer le TOS et les échos parasites.

FIGURE 4.19 – Dispositif de mesure de l’Arche 3D pour le lanceur MX-14

La bande fréquentielle et les bandes angulaires de mesures sont indiquées dans le Ta-
bleau 4.20. Ceci représente environ 4, 6 · 105 données.

f θ ϕ
8 GHz : 3,9 MHz : 12 GHz -20 ˚ : 1˚ : 20 ˚ -20 ˚ : 4˚ : 20 ˚

TABLEAU 4.20 – Bandes fréquentielle et angulaires pour le lanceur MX-14

Paramètres des méthodes PFA et SPRITE

Les caractéristiques de la grille spatiale sont indiquées dans le Tableau 4.21 et l’origine
du repère est au milieu de la carte. Ceci représente environ 6, 7 · 107 inconnues.

Nx ×Ny ×Nz ∆x ∆y ∆z

256× 256× 512 0,5 m 0,5 m 2 m

TABLEAU 4.21 – Grille spatiale pour le lanceur MX-14

Enfin, le Tableau 4.22 détaille les paramètres de la méthode SPRITE déterminés d’après
le processus de calibration (cf. Section 4.1.3.3).
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µ λ β ρP ρD ρC ε
5 15 50 256 3, 4 · 107 3, 4 · 107 10−5

TABLEAU 4.22 – Paramètres de la méthode SPRITE pour le lanceur MX-14

En l’absence de connaissances a priori sur l’extension spatial des objets de rétro-diffusion,
nous choisissons un support spatial égal au domaine imagé (le problème n’est pas contraint).

Résultats

La Figure 4.20 présente, pour les trois configurations et selon deux angles de vue, les
cartes de rétro-diffusion estimées par la méthode SPRITE. Une comparaison avec les cartes
estimées par la méthode PFA est données sur la Figure C.5 dans l’Annexe C (p. 153).

FIGURE 4.20 – Contrôle des cartes de rétro-diffusion des trois configurations du lanceur MX-14

La méthode SPRITE permet de discerner très distinctement la rainure et le méplat sur les
configurations #2 et #3. Il est alors possible d’envisager des méthodes de traitement pour lo-
caliser les écarts à la configuration nominale (ces dernières n’ont pas été développées dans ce
travail). Par ailleurs, comme illustré sur la Figure 4.21, la méthode SPRITE permet aussi de
caractériser précisément ces écarts à la configuration nominale. Par exemple, nous pouvons
distinguer les interactions sur les bords supérieur et inférieur du méplat (notés respective-

ment M1 et M2 sur la Figure 4.21) alors qu’elles ne sont pas séparables avec l’approche

conventionnelle. Nous remarquons que le bord inférieur du méplat M2 signe plus que le

bord supérieur M1 . Ceci s’explique par le fait que dans ce dispositif de mesure (faible ex-

cursion angulaire autour de θ = 0˚), le bord inférieur apparait comme une petite facette
spéculaire qui rétro-diffuse l’onde alors que le bord supérieur apparait comme une arrête sur
laquelle l’onde est diffractée.
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FIGURE 4.21 – Vue détaillée de la carte 3D de la configuration #3 du lanceur MX-14.

Le Tableau 4.23 compare les positions de la rainure et du méplat relevées sur la carte 3D
à leur position réelle sur la cible. Relativement aux dimensions du lanceur (1,3 m de hauteur),
les écarts entre les positions réelles et les positions estimées sont très faibles (< 0, 01%).

Cible Carte 3D Ecart

Distance entre M1 et P 13 cm 12,6 cm 4 mm

Distance entre M2 et P 15 cm 14,4 cm 6 mm

Diamètre du méplat 2 cm 1,8 cm 2 mm
Distance entre R et P 67 cm 66,1 cm 9 mm

TABLEAU 4.23 – Comparaison des positions du méplat et de la rainure sur la cible et sur la carte 3D
SPRITE

REMARQUE

Le lanceur est enfoncé dans le support en polystyrène (comme illustré sur la Fi-
gure 4.19). Le filtrage distance réalisé lors processus de calibration ne permet pas de
supprimer l’interaction entre l’onde et le support. La section plane du mât de support
apparait donc comme une facette spéculaire S , comme illustré sur la Figure 4.21).
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Conclusion du Chapitre 4

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord validé la méthode SPRITE sur des données
synthétiques. Nous avons montré qu’elle permet d’accroitre drastiquement la résolution des
cartes estimées comparativement à la méthode conventionnelle PFA. Ces résultats confirment
l’étude menée dans le chapitre précédent. Nous avons également étudié empiriquement l’in-
fluence des hyperparamètres et nous avons proposé une méthode de calibration.

Dans un second temps, nous avons évalué la méthode SPRITE sur des données réelles.
A travers divers exemples, nous avons montré qu’elle permet d’analyser plus finement les
mécanismes de rétro-diffusion et de contrôler précisément la SER de cibles qui diffèrent
d’une configuration nominale.

140



CONCLUSIONS GÉNÉRALES ET PERSPECTIVES

Conclusions

Dans le cadre de ce travail de thèse, nous nous sommes intéressés à la thématique de
l’imagerie 3D HR de SER. La contribution centrale de cette thèse consiste en la proposition
et l’évaluation d’une nouvelle méthode HR pour l’imagerie 3D de SER, dénommée SPRITE.
Cette méthode vient en rupture avec les méthodes classiques reposant sur un regridding des
données dans le k-space et une TFRI 3D qui conduisent à des résultats de résolution limitée.
Elle est de plus en rupture avec les dernières méthodes de l’état de l’art qui favorisent des
cartes avec un faible nombre de points brillants, ce qui ne correspond pas à la réalité des
interactions onde-cible. Nous rappelons brièvement les différentes parties que nous avons
développées dans ce document ainsi que le cheminement qui nous a conduit à la méthode
SPRITE.

Dans la première partie du document, nous avons rappelé la notion de SER. Nous avons
présenté les principaux mécanismes de rétro-diffusion et d’interactions onde-cible qui concou-
rent à la SER en hautes fréquences. Il s’agit des spéculaires qui s’expriment comme des fa-
cettes brillantes, des ondes propagées et rampantes, des interactions multiples ou encore des
phénomènes de diffraction. Nous avons introduit la notion d’analyse de SER qui consiste à
localiser et à caractériser précisément les principaux contributeurs à la SER d’une cible ainsi
que la notion de contrôle de SER qui consiste à s’assurer que la SER est conforme à un cer-
tain niveau de spécifications. À travers une série d’exemples nous avons montré que ces deux
notions sont des éléments clés pour de nombreuses applications radar. Nous avons ensuite
présenté le processus de mesure de l’hologramme de SER ainsi que le modèle d’observa-
tion liant la SER mesurée à l’objet de rétro-diffusion à estimer. Nous avons alors expliqué
que l’imagerie 3D de SER est un outil adapté pour analyser et contrôler la SER. Nous avons
montré qu’il s’agit d’un problème de synthèse de Fourier non inversible et qui plus est posé
en grande dimension. Nous avons alors présenté les méthodes conventionnelles d’imagerie
PFA et RPF, qui consistent en une TFRI après reformatage des données avec bourrage de
zéro ; nous avons souligné leurs limites en terme de résolution. Afin d’améliorer la résolu-
tion des cartes de rétro-diffusion estimées nous avons été amenés à étudier de près la notion
d’approche problème inverse avec une attention particulière sur la régularisation parcimo-
nieuse et contrainte. Celle-ci fournit un cadre rigoureux pour développer des méthodes HR.
Dans ce formalisme, nous avons présenté quelques méthodes HR qui favorisent la formation
de cartes contenant un faible nombre de points brillants.

Dans la deuxième partie du document, nous nous sommes plus spécifiquement intéres-
sés aux méthodes de régularisation parcimonieuse qui permettent de promouvoir des cartes
avec un faible nombre d’éléments. Nous avons premièrement rappelé que la minimisation
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de critères composites avec un terme d’attache aux données et des pénalités à norme `1 fa-
vorise la parcimonie tout en respectant les données mesurées. Nous avons alors présenté
quelques algorithmes d’optimisation de critères non différentiables et contraints que nous
avons classé en quatre grandes familles : les méthodes de lissage des non différentiabili-
tés, les méthodes de sous-gradients et de sous-gradients projetés, les méthodes proximales
et les méthodes primales-duales. Nous nous sommes en particulier focalisés sur l’algorithme
primal-dual ADMM.

Dans la troisième partie du document, nous avons présenté la contribution centrale de
cette thèse : le développement de la méthode SPRITE. Elle s’appuie sur la construction d’un
critère pénalisé et contraint afin de prendre en compte les connaissances a priori sur la solu-
tion recherchée. La minimisation de ce critère composite permet de favoriser la parcimonie
de la projection de l’objet sur l’axe longitudinal colinéaire au vecteur d’onde ainsi que des
facettes connexes sur lesquelles le coefficient de rétro-diffusion est constant. L’optimisation
en grande dimension est assurée par une adaptation de l’ADMM au problème d’imagerie qui
mène à des calculs efficaces et particulièrement simples à l’aide de TFR.

Enfin, dans la dernière partie du document, nous avons tout d’abord validé la méthode
SPRITE sur des données synthétiques. Nous avons montré qu’il s’agit d’une méthode per-
formante qui permet d’accroitre drastiquement la résolution des cartes estimées comparative-
ment à la méthode conventionnelle PFA tout en conservant des temps de calcul limités. Nous
avons également étudié empiriquement l’influence des hyperparamètres et nous avons égale-
ment proposé une méthode de calibration des hyperparamètres. Dans un second temps, nous
avons évalué la méthode SPRITE sur des données réelles et nous avons montré qu’elle per-
met d’analyser plus finement les mécanismes de rétro-diffusion et de contrôler précisément
la SER de cibles qui diffèrent d’une configuration nominale.

Perspectives

Nous listons maintenant quelques perspectives qui nous semblent intéressantes à court et
moyen terme.

Acquisitions comprimées

La notion d’acquisitions comprimées (ou compressive sensing en anglais) [Donoho, 2006]
consiste à estimer un signal à partir d’un faible nombre d’acquisitions. Des premiers résultats
empiriques montrent que contrairement au PFA, la méthode SPRITE donne la possibilité de
diminuer considérablement le nombre d’acquisitions nécessaires pour produire des cartes de
qualité donnée. Cet aspect est particulièrement intéressant en ce qui concerne la diminution
des durées d’acquisition de l’hologramme de SER.
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Quantification d’incertitude

Nous avons indiqué dans la Section 1.2.3 (p. 36) qu’une erreur de mesure et de modélisa-
tion est prise en compte dans le modèle d’observation (1.18). Il pourrait alors être intéressant
de quantifier l’incertitude associée aux mesures et au choix du modèle et d’étudier la propa-
gation de ces incertitudes sur les cartes estimées. Ceci permettrait notamment d’associer des
intervalles d’incertitude aux cartes produites.

Méthode non supervisée

Comme expliqué dans la section Section 3.4.3 (p. 108), le choix des hyperparamètres µ, λ
et ν de la méthode SPRITE est crucial car il détermine le compromis entre le terme d’attache
aux données et chaque pénalité. Il détermine donc la solution estimée. Cependant ce réglage
est complexe pour des critères impliquant des normes `1 et la question de la détermination de
ces hyperparamètres est un problème encore ouvert.

Dans notre dans notre cas, ces hyperparamètres sont réglés par calibration comme expli-
qué dans la section Section 4.1.3.3 (p. 124).

Une perspective intéressante serait d’estimer ces hyperparamètres en même temps que la
carte â ce qui permettrait d’aboutir à une méthode non-supervisée. Dans cette esprit, nous
évoquons ci-après quelques pistes, qui n’ont pas été étudiées dans ce travail de thèse, mais
qui pourraient s’avérer pertinentes.

De nombreuses méthodes ont été proposées pour des régularisations de Tikhonov (i.e.
avec des pénalités `2). Parmi les plus connues nous pouvons citer la L-curve [Hansen, 2000]
ou la validation croisée généralisée [Golub et al., 1979]. Le formalisme bayésien présenté
dans l’Annexe B offre plus de souplesse quand à l’estimation conjointe des hyperparamètres
et de l’objet d’intérêt [Idier, 2001, Chapitre 8]. Dans le cas d’une régularisation de Tikhonov,
les stratégies reposent généralement sur des a priori gaussien. Dans cet esprit nous pouvons
citer les algorithmes d’échantillonnage de Markov Chain Monte Carlo (MCMC), voir par
exemple [Orieux et al., 2013], ou les approches Variational Bayes Approach (VBA), voir
par exemple [Ormerod et al., 2017]. Cependant il ne semble pas y avoir de consensus sur la
méthode à utiliser.

En ce qui concerne les régularisations avec pénalités `1, le nombre de méthodes étudiées
dans la littérature est plus restreint. A titre d’exemple, nous pouvons citer la méthode déter-
ministe SURE (Stein’s Unbiased Risk Estimate) (voir par exemple [Weller et al., 2014]) ou
encore une fois des techniques reposant sur des stratégies bayésiennes (avec a priori lapla-
cien) (par exemple [Frecon et al., 2017; O’Hara et Sillanpää, 2009]).

Pénalité avec pseudo-norme `0

Comme expliqué dans la Section 2.1.2 (p. 62), la minimisation de critère avec des pé-
nalités `0 est un problème combinatoire complexe. C’est pourquoi la pseudo-norme `0 est
généralement relaxée par une norme `1.

Néanmoins, il pourrait être intéressant de construire et minimiser des critères avec des
pénalités `0 pour renforcer la promotion de la parcimonie. Dans cet esprit, [Storath et al.,
2014] ont par exemple proposé une méthode pour résoudre un problème de minimisation
appelé iPotts (pour Inverse Potts Problem). Le critère à minimiser est similaire à celui de la
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variation totale présenté dans la Section 2.1.2 à ceci près que la pénalité en norme `1 est
remplacée par une pseudo-norme `0. L’optimisation est assurée par l’ADMM et l’étape de
mise-à-jour de l’objet (qui fait apparaitre la minimisation d’une fonctionnelle non convexe)
est assurée par une méthode de graph-cuts. Dans cet esprit nous pouvons citer les travaux de
[Giovannelli et Vacar, 2017; Mohammad-Djafari, 2008; Tupin, 2007].
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ANNEXE A

PROCESSUS DE CALIBRATION DES MESURES DE SER

La Figure A.1, illustre les différents signaux parasites intervenant dans le modèle du si-
gnal complexe mesuré par l’ARV :

SMes. = G
(
SCible + SEnvir. + SCoupl.

)
+ B (A.1)

• SMes. est le signal mesuré à la sortie du récepteur,

• G est le gain complexe de la chaîne radar,

• SCible est le signal rétro-diffusé par la cible (homogène à la racine de la SER),

• SEnvir. représente les échos parasites dus à l’environnement (chambre, positionneur) ap-
pelés fouillis ainsi que la signature propre du TOS de l’antenne,

• SCoupl. est le couplage entre l’objet et l’environnement. Il s’agit du terme le plus difficile
à identifier et à éliminer,

• B est le bruit thermique de l’instrumentation. Il est négligeable devant les autres si-
gnaux compte tenu de la bande passante du filtre de réception de l’ARV qui varie entre
quelques dizaines de Hz et quelques centaines de kHz autour de la porteuse [Garat et
Morvan, 1993].

Notons que ces signaux dépendent du vecteur d’onde k (i.e. de la fréquence d’analyse f et
des angles d’incidence θ et ϕ).

Nous détaillons ci-après les étapes de soustraction vectorielle et d’étalonnage [Garat
et al., 1993].

La soustraction vectorielle

Pour éliminer le terme SEnvir. nous effectuons une soustraction vectorielle dont un schéma
de principe est présenté en Figure A.2. Cette opération consiste à effectuer préalablement
une mesure de la chambre à vide sans la cible SCh. Vide Cible (dans la même configuration que
la mesure de la cible), puis à la soustraire à la mesure du signal SMes..

SCible ≈ SMes. − SCh. Vide Cible (A.2)

La différence entre ces deux signaux complexes permet d’obtenir (aux couplages entre l’objet
et l’environnement près) le signal Scible (homogène à la SER de la cible) en s’affranchissant de
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FIGURE A.1 – Mesure de SER : signaux utile et parasites

la contribution de l’enceinte de mesure. Une telle opération est d’autant plus efficace que les
conditions dans lesquelles les deux mesures sont effectuées sont proches. Ceci exige une très
bonne stabilité thermique et mécanique du système de mesure. Néanmoins, cette méthode
ne permet pas d’éliminer les couplages parasites entre la chambre et l’objet SCoupl. car ces
derniers sont absents lors de la mesure de la chambre à vide.

L’étalonnage

Dans l’équation (A.1) nous constatons que le signal mesuré par l’instrumentation SMes. est
proportionnel à SCible (et donc à la SER de la cible), à un coefficient près G : le gain complexe
de la chaîne de mesure. Ce coefficient prend en compte les gains des voies d’émission et de
réception, le gain de l’antenne ainsi que l’atténuation due à la propagation en espace libre
entre l’antenne et la zone de mesure. Notons que la modélisation employée ici néglige les
couplages et présuppose un coefficient multiplicatif indépendant de la cible sous test. Dans
ce cas, pour étalonner les mesures de SER, il suffit de mesurer un objet dont la SER est
théoriquement connue et d’appliquer la formule suivante :

SCible Etalonné =
STotal Mes. − SCh. Vide Cible

SEtalon Mes − SCh. Vide Etalon
× SEtalon Théo. (A.3)

où :
• SCible Etalonné est le signal étalonné de la cible sous test,
• SCible est le signal mesuré à la sortie du récepteur pour un étalon de référence,
• SCh. Vide Cible Etalon est le signal mesuré pour la chambre vide dans la même configuration

que la mesure de l’étalon,
• SEtalon Théo. est la SER théorique de l’étalon.
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FIGURE A.2 – Schéma de principe de la soustraction vectorielle

En général, l’étalon choisi est une sphère métallique parfaitement conductrice, de dia-
mètre connu, et dont la SER théorique est calculée analytiquement par série de Mie [Knott
et al., 2004].

L’opération de calibration permet également de ramener la référence de phase des me-
sures au centre de l’étalon. Ainsi toutes les mesures ont une référence de phase commune.
Par ailleurs, afin d’éliminer les échos parasites en dehors de la zone d’intérêt et le TOS de
l’antenne, il est possible d’appliquer des techniques de filtrage spatial [Stutzman et Thiele,
2013].

Enfin, si le contexte champ lointain du modèle d’observation, présenté dans la section
Section 1.2.3, n’est pas respecté (i.e. les fronts d’onde ne sont pas plans mais sphériques), il
est possible d’appliquer des corrections champ proche-champ lointain appelées correction de
sphéricité. Ces dernières reposent généralement sur la méthode de la lentille qui dérive elle-
même du principe d’Huygens-Fresnel [Guillemot et al., 1997; Odendaal et Joubert, 1996].
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ANNEXE B

INFÉRENCE BAYÉSIENNE

Lien entre la régularisation déterministe et l’approche bayésienne

La régularisation d’un problème consiste à prendre en compte des informations a priori
sur la solution recherchée. Dans un cadre déterministe, cela peut se traduire par la construc-
tion d’un critère composite composé d’un terme d’attache aux données et d’une ou plusieurs
pénalités qui favorisent l’information a priori. Ce critère est ensuite minimiser pour trouver
une solution au problème. Cette idée générale peut s’interpréter dans le cadre de l’inférence
bayésienne. Pour cela, il faut disposer des éléments suivants.
• p(a) : la densité de probabilité a priori sur l’objet recherché,
• p(σ|a) : le modèle d’observation appelé appelé vraisemblance.
L’estimateur du Maximum A Posteriori (MAP) est défini par :

âMAP = argmax
a

p(a|σ) (B.1)

où p(a|σ) est appelé densité a posteriori.

D’après la règle de Bayes nous avons :

âMAP = argmax
a

p(σ|a)p(a)

p(σ)
(B.2)

REMARQUE

1. Le terme p(σ) peut quant à lui être occulté car il ne joue qu’un rôle de normali-
sation.

2. La maximisation de la densité a posteriori et équivalente à la maximisation de
son logarithme (du fait de la monotonie du logarithme).

Nous pouvons donc écrire la relation suivante :

âMAP = argmax
a

{
p(σ|a)p(a)

}
= argmax

a

{
ln p(σ|a) + ln p(a)

} (B.3)
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Et finalement, nous avons :

âMAP = argmin
a

{
− ln p(σ|a)− ln p(a)

}
(B.4)

Le terme − ln p(σ|a) est l’anti-log-vraisemblance et traduit l’adéquation aux données.
Le terme ln p(a) traduit quant à lui les connaissances a priori introduites sur la solution re-
cherchée. Il est donc possible d’envisager l’estimateur MAP comme une régularisation de
l’estimateur du maximum de vraisemblance (avec égalité si la densité a priori p(a) est uni-
forme).

Application pour la méthode SPRITE

Pour trouver une expression pour la vraisemblance nous considérons le modèle d’obser-
vation (1.18) et nous supposons que le bruit b est un bruit blanc centré gaussien complexe,
dont les composantes sont indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), et dont la den-
sité s’écrit :

p(b) ∝ exp−‖b‖
2
2

2%2
(B.5)

où la variance %2 est proportionnelle à la puissance du bruit. Ce choix de modèle de bruit
est couramment utilisé pour représenter les mesures radar [Borden, 1992; Mensa, 1981]. La
vraisemblance s’écrit donc :

p(σ|a) ∝ exp− 1

2%2
‖σ −Ha‖2

2 (B.6)

Nous choisissons la densité a priori suivante :

p(a) ∝ exp−ηΨ(a) (B.7)

où

Ψ(a) = µ ‖Pa‖1 + λ ‖Dxa‖1 + λ ‖Dya‖1 +
ν

2
‖a‖2

2

est la somme des pénalités qui apparaissent dans le critère (3.10) de la méthode SPRITE .
Notons que la densité a priori p(a) (B.7) est proportionnelle à un produit de densités relevant
de lois de Laplace (pour les termes avec une norme `1) et d’une densité relevant d’une loi
normale (pour les termes en norme `2).

Finalement, en exploitant (B.4) nous avons :

âMAP = argmin
a

{ 1

2%2
‖σ −Ha‖2

2 + ηΨ(a)
}

(B.8)

En posant η = 1/(%2) et en substituant dans (B.8) nous avons :

âMAP = argmin
a

{1

2
‖σ −Ha‖2

2 + µ ‖Pa‖1 + λ ‖Dxa‖1 + λ ‖Dya‖1 +
ν

2
‖a‖2

2

}
(B.9)
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REMARQUE

L’estimation du MAP âMAP (B.9) est le minimiseur du critère non contraint de la mé-
thode SPRITE (3.11).
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ANNEXE C

FIGURES ADDITIONNELLES
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FIGURE C.1 – Carte de rétro-diffusion du drone version 2014

154



FIGURE C.2 – Carte de rétro-diffusion du drone version 2016
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FIGURE C.3 – Comparaisons des cartes estimées (polarisation HH).
a PFA. b SPRITE non contraint. c SPRITE contraint.
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FIGURE C.4 – Vue développée des cartes de rétro-diffusion estimées avec les méthodes :
a) PFA. b) SPRITE contraint.
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FIGURE C.5 – Contrôle des cartes de rétro-diffusion des trois configurations du lanceur MX-14
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ANNEXE D

DÉMONSTRATIONS DES FORMULES PROPOSÉES DANS
LE DOCUMENT

D.1 Preuves Chapitre 1

I Preuve réécriture deH (1.22)

Expression de σ(kmxmymz)

Nous notons kmxmymz = k
[mx]
x x̂ + k

[my ]
y ŷ + k

[mz ]
z ẑ le vecteur d’onde associé au point[

k
[mx]
x , k

[my ]
y , k

[mz ]
z

]
.

La SER complexe σ(kmxmymz) associée au point
[
k

[mx]
x , k

[my ]
y , k

[mz ]
z

]
de la grille du k-

space est alors donnée par :

σ(kmxmymz) =
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

a(nx, ny, nz) exp
{
−2πkmxmymz · rnxnynz

}
= αΨ

Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

[
a(nx, ny, nz)Φ e−2π(δkxδxmxnx+δkyδymyny+δkzδzmznz)

]
(D.1)

avec :
• α = exp

{
−2π(k

[0]
x x[0] + k

[0]
y y[0] + k

[0]
z z[0])

}
• Ψ = exp

{
−2π(x[0]δkxmx + y[0]δkymy + z[0]δkzmz)

}
• Φ = exp

{
−2π(k

[0]
x δxnx + πk

[0]
y δyny + k

[0]
z δznz)

}
Conditions de non repliement

Par définition, la TFDI de l’objet d’intérêt a est périodique dans le domaine spatiale (selon les
trois directions spatiales). Par ailleurs, l’échantillonnage du k-space conditionne la dimension
du champ de vu dans le domaine spatial comme illustré Figure D.1. Ainsi, si le champ de
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vue ne contient pas l’objet d’intérêt dans sa totalité, il y a recouvrement spatial (ou aliasing
en anglais) [Nyquist, 1928; Shannon, 1949]. En lien avec le théorème de Nyquist-Shannon,
[Mezrich, 1995] et [Mahafza et Elsherbeni, 2004] définissent les conditions limites (D.2)
pour qu’il n’y ait pas de recouvrement spatial.


δkxδx 6 1/ (Nx − 1)
δkyδy 6 1/ (Ny − 1)
δkzδz 6 1/ (Nz − 1)

(D.2)

A pas d’échantillonnage du k-space donnés, afin de bénéficier des plus grandes extensions
spatiales possibles (selon les trois directions) et pour faire apparaitre une TFD 3D dans (D.1)
nous posons : 

δkxδx = 1/Nx

δkyδy = 1/Ny

δkzδz = 1/Nz

(D.3)

qui respecte bien les conditions définies dans (D.2).

FIGURE D.1 – Exemple 2D de la périodisation de l’objet de rétro-diffusion dans le domaine spatial
induite par l’échantillonnage du k-space.

Dès lors, (D.1) devient :

σ(kmxmymz) = αΨ
Nx−1∑
nx=0

Ny−1∑
ny=0

Nz−1∑
nz=0

[
a(nx, ny, nz)Φ exp

{
−2π

(mxnx
Nx

+
myny
Ny

+
mznz
Nz

)}]
(D.4)

où nous reconnaissons une TFD 3D de l’objet de rétro-diffusion a.
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Mise en forme matricielle

Nous pouvons alors réécrire la relation linéaire (D.4) sous la forme matricielle suivante :

H = α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ (D.5)

avec

• α = exp
{
−2π(k

[0]
x x[0] + k

[0]
y y[0] + k

[0]
z z[0])

}
est un coefficient complexe exprimant le

déphasage à l’origine des grilles du k-space et spatiale.

• N = NxNyNz est le nombre d’éléments du vecteur a c’est-à-dire le nombre de voxels
de la carte.

• S est une matrice de sélection binaire qui permet de sélectionner uniquement les co-
efficients de rétro-diffusion associés aux points de la grille du k-space affectés lors de
l’étape de regridding.

• F3D = FNx ⊗ FNy ⊗ FNz est la matrice de TFD 3D 1 où

Fℵ =
1√
ℵ


1 1 1 · · · 1
1 ω ω2 · · · ωℵ−1

1 ω2 ω4 · · · ω2(ℵ−1)

...
...

... . . . ...
1 ωℵ−1 ω2(ℵ−1) · · · ω(ℵ−1)(ℵ−1)


est la matrice de TFD normalisée et

ω = e−2π/ℵ

la racine ℵième de l’unité.

• ∆Ψ est une matrice diagonale de déphasage dans le k-space. Le (mxmymz)
ième élément

de sa diagonale est Ψ = exp
{
−2π(x[0]δkxmx + y[0]δkymy + z[0]δkzmz)

}
.

• ∆Φ = ∆Φy ⊗ ∆Φx ⊗ ∆Φz est une matrice diagonale de déphasage dans le domaine
spatial où :

◦ ∆Φx = diag
{

exp
{
−2πk

[0]
x δxnx

}
, nx = 0 · · ·Nx − 1

}
◦ ∆Φy = diag

{
exp

{
−2πk

[0]
y δyny

}
, ny = 0 · · ·Ny − 1

}
◦ ∆Φz = diag

{
exp

{
−2πk

[0]
z δznz

}
, nz = 0 · · ·Nz − 1

}

1. ⊗ est le produit de Kronecker
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I Preuve reformatage données

Nous supposons que les données sont reformatées avec le regridding plus proche voisin
lacunaire et que plusieurs données ont été affectées à un même point de la grille régulière du
k-space. Nous montrons que ce point prend la moyenne des données affectées. Nous ajoutons
qu’il s’agit d’une approximation permettant de mener les calculs par TFD. En effet, rigoureu-
sement, il faudrait pondérer par le nombre de points affectés pour tenir compte de la variance
du bruit plus faible pour les données reformatées.

Nous pouvons noter :

‖σ −Ha‖2
2 =

Nobs∑
l=1
l/{pj}

(σl − hla)†(σl − hla) +
Na∑
j=1

(σpj − hpja)†(σpj − hpja) (D.6)

où hl sont les lignes de la matrice H , Na le nombre de données affectées à un même
point de la grille régulière du k-space. Les lignes hpj sont donc des lignes semblables dans la
matriceH . Pour tout j, nous notons hpj = h.

L’expression (D.6) s’écrit donc :

‖σ −Ha‖2
2 =

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+

Na∑
j=1

[
(σpj − ha)†(σpj − ha)

]

=

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+

Na∑
j=1

[
σ†pjσpj − 2 Re

{
σ†pjha

}
+ a†h†ha

]

=

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+

Na∑
j=1

[
σ†pjσpj

]
− 2 Re

Na∑
j=1

{
σ†pjha

}
+Naa

†h†ha

(D.7)

Nous notons σ̄ la moyenne des σpj qui s’écrit :

σ̄ =
1

Na

Na∑
j=1

σpj (D.8)

Et il vient donc :

σ̄†σ̄ =
1

N2
a

Na∑
j=1

σ†pjσpj + β (D.9)

où β = 2 Re
{
σ†p1

(σp2 + · · ·+ σpNa
) + σ†p2

(σp3 + · · ·+ σpNa
) + · · ·+ σ†pNa−1

σpNa

}
Par ailleurs, nous pouvons ré-écrire (D.7) en y introduisant (D.8) :

‖σ −Ha‖2
2 =

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+

Na∑
j=1

[
σ†pjσpj

]
− 2Na Re

{
σ̄†pjha

}
+Naa

†h†ha

(D.10)
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Par ailleurs, nous avons :

‖σ −Ha‖2
2 =

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+N2

a (σ̄†σ̄ − β)− 2Na Re
{
σ̄†pjha

}
+Naa

†h†ha

=

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+Na

[
σ̄†σ̄ − 2 Re

{
σ̄†pjha

}
+ a†h†ha+ σ̄†σ̄(Na − 1)

]
−Naβ

(D.11)

En réarrangeant et en compactant (D.11) nous obtenons finalement :

‖σ −Ha‖2
2 =

Nobs∑
l=1
l/{pj}

[
(σl − hla)†(σl − hla)

]
+Na

[
(σ̄ − ha)†(σ̄ − ha)

]
+ β′ (D.12)

où β′ = Na(Na − 1)σ̄†σ̄ −Naβ

REMARQUE

Lors de la minimisation du terme ‖σ −Ha‖2
2 par rapport à a, la constante β′ n’inter-

vient pas.

Nous avons donc montré que si plusieurs données sont affectées à un même point de la
grille régulière du k-space, ce dernier a pour valeur la moyenne des données affectées. Rigou-
reusement, il faudrait également pondérer d’un facteur Na puisque si le bruit est indépendant
et identiquement distribué la variance sur σ̄ est Na fois plus faible que la variance sur σ.
Néanmoins, pour pouvoir mener les calculs par TFD nous omettons cette pondération. Cette
hypothèse se justifie en pratique car si la grille est suffisamment discrétisée le nombre de
points affectés Na tend vers 1.

REMARQUE

Une preuve par récurrence moins lourde est également envisageable.

I Preuve solution des moindres carrés à norme minimale (PFA) (1.32)

Nous rappelons que la solution au sens des moindres carrés à norme minimale s’écrit :

â = H†(HH†)−1σ (D.13)

et qu’après reformatage, la matrice d’observationH s’écrit :

H = α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ (D.14)
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Ainsi, en remplaçant (D.14) dans (D.13) il vient :

â = α∗
√
N ∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ

[(
α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ

)(
α∗
√
N ∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ
)]−1

σ̆

= α∗
√
N ∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ

[
αα∗N∆ΨSF3D∆Φ∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ

]−1

σ̆

= α∗
√
N ∆∗ΦF

†
3DS

t∆∗Ψ

[
NINobs

]−1

σ̆

(D.15)

car :

• αα∗ = |α|2 = 1

• ∆Φ∆∗Φ = IN

• F3DF
†
3D = IN

• SSt = INobs

• ∆Ψ∆∗Ψ = INobs

et finalement il vient :

â = α∗
1√
N

∆∗ΦF
†
3DS

t∆∗Ψσ̆ (D.16)
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D.2 Preuves Chapitre 2

I Preuve fonction duale (2.16)

En partant de la définition de la fonction duale et en se servant de la définition de la
conjuguée convexe Annexe E nous avons :

Θ(γ) , inf
a
L(a,γ)

= inf
a

(
f(a) + γt(Aa− c)

)
= − sup

a

(
−f(a)− γtAa+ γtc

)
= − sup

a

(
−(Atγ)

t
a− f(a)

)
− γtc

= −f ?(−Atγ)− ctγ

I Preuve concavité de la fonction duale (2.16)

Nous voulons montrer que Θ(γ) = inf
a

(
f(a) + γt(Aa− c)

)
est concave sur U .

Soit θ ∈ [0, 1], ∀(γ1,γ2) ∈ (U × U) :

Θ
(
θγ1 + (1− θ)γ2

)
= inf

a

(
f(a) + (θγ1 + (1− θ)γ2)t(Aa− c)

)
= inf

a

(
θ
[
f(a) + γ1

t(Aa− c)
]
+(1− θ)

[
f(a) + γ2

t(Aa− c)
])

⇒ Θ
(
θγ1 + (1− θ)γ2

)
> inf

a

(
θ
[
f(a) + γ1

t(Aa− c)
])

+ inf
a

(
(1− θ)

[
f(a) + γ2

t(Aa− c)
])

> θ inf
a

(
f(a) + γ1

t(Aa− c)
)
+(1− θ) inf

a

(
f(a) + γ2

t(Aa− c)
)

> θΘ(γ1) + (1− θ)Θ(γ2)

Θ est donc concave sur U .

I Preuve Min-Max inégalité (E.3)

Soient W ⊆ Rn et Z ⊆ Rm deux sous-ensembles et soient g : Z→ R et f : W× Z→ R

deux fonctions telles que :
g(z) , inf

w∈W
f(w, z)
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Nous avons alors, ∀(w, z) ∈W× Z :

g(z) 6 f(w, z)

⇒ sup
z∈Z

g(z) 6 sup
z∈Z

f(w, z)

⇒ sup
z∈Z

inf
w∈W

f(w, z) 6 sup
z∈Z

f(w, z)

Et finalement il vient bien :

sup
z∈Z

inf
w∈W

f(w, z) 6 inf
w∈W

sup
z∈Z

f(w, z)

I Preuve résidu contrainte égalité (2.23)

Cette preuve repose sur l’utilisation de f ? la conjuguée convexe de f rappelée Annexe E.

Soit f une fonction strictement convexe et dérivable. Nous avons :

ãγ = argmin
a

(γta− f(a))

⇔ ∇
a

(
γtãγ

)
−∇

a
f(ãγ) = 0

⇔ γ = ∇
a
f(ãγ)

Tout d’abord, montrons que :

f strictement convexe et dérivable⇒ ∇
γ
f ?(γ) = argmax

a

(
γta− f(a)

)
= ãγ

Autrement dit, il faut prouver que :

f ?(γ + ∆γ)− f ?(γ) = ∆γtãγ + O‖∆γ‖
‖∆γ‖→0

f ?(γ + ∆γ)− f ?(γ) = sup
a

(
(γ + ∆γ)ta− f(a)

)
− sup

a

(
γta− f(a)

)
= (γ + ∆γ)tãγ+∆γ − f(ãγ+∆γ)− γtãγ + f(ãγ)

= γt(ãγ+∆γ + ãγ) + ∆γtãγ+∆γ +
(
f(ãγ)− f(ãγ+∆γ)

)
Or

f(ãγ)− f(ãγ+∆γ) =
(
∇
a
f ?(ãγ+∆γ)

)t

(ãγ − ãγ+∆γ) + O‖ãγ − ãγ+∆γ‖
‖ãγ−ãγ+∆γ‖→0

= (γ + ∆γ)t(ãγ − ãγ+∆γ) + O‖ãγ − ãγ+∆γ‖
‖ãγ−ãγ+∆γ‖→0

Et en développant dans l’expression précédente il vient bien :

166



Annexe D. Démonstrations des formules proposées dans le document

f ?(γ + ∆γ)− f ?(γ) = ∆γtãγ + O‖∆γ‖
‖∆γ‖→0

Désormais, montrons que l’expression du résidu pour la contrainte d’égalité s’écrit :

∇
γ

Θ(γ) = Aa+ − c

Soit :
h(γ) = −Atγ ⇒ ∇

γ
h(γ) = −A

Alors :

∇
γ

Θ(γ) = ∇
γ

inf
a
L(a,γ)

= ∇
γ

(
− f ?(−Atγ)− ctγ

)
= ∇

γ

(
− f ? ◦ h(γ)

)
− c

= −∇
γ
h(γ) ∇

h(γ)
f ?(h(γ))− c

= A argmax
a

(−γtAa− f(a)
)
− c

= A argmin
a

(
f(a) + γtAa

)
− c

= A argmin
a

(
f(a) + γt(Aa− c)

)
− c

= A argmin
a
L(a,γ)− c

et en posant a+ = argmin
a
L(a,γ) la preuve est achevée.

IMise à jour de a dans l’algorithme ADL dans le cas d’une fonction objectif f quadra-
tique strictement convexe (2.25)

Nous écrivons le lagrangien :

L(a,γ) = f(a) + γt(Aa− c)
= atPa+ qta+ r + γtAa− γtc

= atPa+ (qt + γtA)a+ r − γtc︸ ︷︷ ︸
=cstea

L(a,γ) est donc une fonction quadratique en a, strictement convexe (car P est définie posi-
tive). Nous annulons donc le gradient pour trouver le minimiseur ã :

∇
a
L(a,γ) = 0

⇒ 2P ã+ (qt + γtA)t = 0

⇒ ã =
1

2
P−1(−q −Atγ)
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la mise à jour de a dans l’Algorithme 5 s’écrit donc :

a(k+1) = argmin
a
L(a,γ(k)) =

1

2
P−1(−q −Atγ(k))

I Minimiseurs du problème primal et dual théoriques pour un objectif quadratique
(2.26)

La fonction objectif f est strictement convexe et il s’agit d’une contrainte d’égalité affine
donc d’après les conditions KKT et le théorème de Slater la dualité est forte et il existe un
couple (ã, γ̃) qui est point selle du lagrangien.

Nous avons :

ã =
1

2
P−1(−q −Atγ̃)

et Θ(γ̃) = f(ã) + γ̃t(Aã− c)

Dans un premier temps nous calculons f(ã) :

f(ã) =
1

4

[(
P−1(−q −Atγ̃)

)t

P

(
P−1(−q −Atγ̃)

)]
+

1

2
qtP−1(−q −Atγ) + r

=
1

4
γ̃tAP−1Atγ − 1

4
qtP−1q

Nous calculons alors le gradient de f par rapport à la variable γ :

∇
γ
f(ã) =

1

2
AP−1Atγ̃

Nous calculons dans un second temps :

γ̃t(Aã− c) = γ̃t(
1

2
AP−1(−q −Atγ̃)− c)

= −1

2
γ̃tAP−1Atγ̃ − 1

2
γ̃tAP−1q − γ̃tc

En calculant cette fois le gradient de
(
γ̃t(Aã− c)

)
par rapport à γ il vient :

∇
γ

(
γ̃t(Aã− c)

)
= −AP−1Atγ̃ − 1

2
AP−1q − c

Ainsi, en reportant dans l’expression du gradient de Θ par rapport à γ, nous avons :

∇
γ

Θ(γ̃) =
1

2
AP−1Atγ̃ −AP−1Atγ̃ − 1

2
AP−1q − c

= −1

2
AP−1Atγ̃ − 1

2
AP−1q − c
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Or, comme Θ est strictement concave (car f est strictement convexe), γ̃ annule son gradient :

∇
γ

Θ(γ̃) = 0 =⇒ γ̃ = −2

(
AP−1At

)−1(
1

2
AP−1q + c

)
Et finalement, en reportant dans l’expression de ã nous avons :

ã =
1

2
P−1

[
−q + 2At

(
(AP−1At)−1(

1

2
AP−1q + c)

)]

Ce qui conclut la preuve.

I Convergence de la méthode des multiplicateurs de Lagrange Algorithme 7

Nous montrons tout d’abord que :

p̃− p(k+1) 6 γ̃t(Aa(k+1) − c) (D.17)

Par hypothèse f est convexe, fermée et propre et nous considérons des contraintes d’éga-
lité affines. D’après le théorème de Slater et les conditions KKT, la dualité est forte et il existe
un couple (ã, γ̃) point selle de L0. Par définition du point selle Figure E, nous avons :

L0(ã, γ̃) 6 L0(a(k+1), γ̃)

⇒ f(ã)︸︷︷︸
p̃

+ γ̃t(Aã− c)︸ ︷︷ ︸
0

6 f(a(k+1))︸ ︷︷ ︸
p(k+1)

+ γ̃t(Aa(k+1) − c)

⇒ p̃− p(k+1) 6 γ̃t(Aa(k+1) − c)

Nous montrons ensuite que :

p(k+1) − p̃ 6 −(γ(k+1))
t
(Aa(k+1) − c)

Soit f ∈ Conv(dom f ). Par définition a(k+1) minimise Lρ(a,γ(k)). Nous obtenons alors
la condition KKT de stationnarité (ie. condition d’optimalité au premier ordre) :

0 ∈ ∂
a
Lρ(a(k+1),γ(k))

0 ∈ ∂
a
f(a(k+1)) +Atγ(k) + ρAt(Aa(k+1) − c)

or γ(k+1) = γ(k) + ρ(Aa(k+1) − c), donc
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0 ∈ ∂
a
Lρ(a(k+1),γ(k))⇒ 0 ∈ f(a(k+1)) +Atγ(k+1)

donc ∀a,a(k+1) minimise f(a) + (γ(k+1))
t
Aa et donc aussi f(a) + (γ(k+1))

t
(Aa− c).

Ainsi :

f(a(k+1))︸ ︷︷ ︸
p(k+1)

+ (γ(k+1))
t
(Aa(k+1) − c) 6 f(ã)︸︷︷︸

p̃

+ (γ(k+1))
t
(Aã− c)︸ ︷︷ ︸

0

⇒ p(k+1) − p̃ 6 −(γ(k+1))
t
(Aa(k+1) − c)

Lorsque k →∞, la contrainte est respectée et donc le résidu pour la contrainte d’égalité
r(k+1) = (Aa(k+1) − c)→ 0. Ainsi, d’après les deux inégalités il vient :
p̃− p(k+1) 6 0 et p(k+1) − p̃ 6 0⇒ p(k+1) = p̃, ce qui prouve la convergence.
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D.3 Preuves Chapitre 3

IMises-à-jour de a,vP ,vx,vyet vC Section 3.3.2

Dans la suite, pour travailler avec des variables complexes nous utilisons la définition du
gradient d’une fonction à variables complexes et à valeur réelle donnée par [Haykin, 1996,
eq. (8.8)] et [Petersen et Pedersen, 2012, eq. (232)] :

∇xf(x) =
∂f(x)

∂Re {x}
+ 

∂f(x)

∂Im {x}
(D.18)

♦Mise-à-jour de a

Le lagrangien augmenté LρP ,ρD,ρC (3.13) est une fonction quadratique de a. Nous calcu-
lons son gradient par rapport à a (dans chaque étape nous éliminons les termes ne dépendant
pas de a car leur gradient est nul) :

∇aLρP ,ρD,ρC = ∇a
[

1

2
‖σ −Ha‖2

2 +
ν

2
‖a‖2

2

+
ρP
2
‖Pa− vP + uP‖2

2 +
ρD
2
‖Dxa− vx + ux‖2

2

+
ρD
2
‖Dya− vy + uy‖2

2 +
ρC
2
‖a− vC + uC‖2

2

]

= ∇a
[

1

2

(
a†H†Ha− 2Re

{
σ†Ha

})
+
ν

2

(
a†a

)
+
ρP
2

(
a†P †Pa− 2Re

{
v†PPa

}
+ 2Re

{
u†PPa

})
+
ρD
2

(
a†D†xDxa− 2Re

{
vx
†Dxa

}
+ 2Re

{
ux
†Dxa

})
+
ρD
2

(
a†D†yDya− 2Re

{
vy
†Dya

}
+ 2Re

{
uy
†Dya

})
+
ρC
2

(
a†a− 2Re

{
vC
†a
}

+ 2Re
{
u†Ca

})
= Ga− d

(D.19)

avec :
G = H†H + ρPP

†P + ρD(D†xDx +D†yDy) + (ν + ρC)IN
d = H†σ + ρPP

†(vP − uP ) + ρD
(
D†x(vx − ux) +D†y(vy − uy)

)
+ ρC(vC − uC)

Le gradient est donc une fonction affine de a.

Nous calculons alors le Hessien de LρP ,ρD,ρC :

∇2
aLρP ,ρD,ρC = G = H†H + ρPP

†P + ρD(D†xDx +D†yDy) + (ν + ρC)IN (D.20)
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Le Hessien est donc constant.

La matrice hermitienneH†H est semi-définie positive car pour tout a nous avons :

a†H†Ha = (Ha)†Ha = ‖Ha‖2
2 > 0 (D.21)

Avec le même raisonnement, nous montrons que les matrices P †P , D†xDx, D†yDy (et a
fortiori IN ) sont semi-définies positives.

En tant que somme de matrices semi-définies positives, la matrice ∇2
aLρP ,ρD,ρC l’est éga-

lement. Par ailleurs, (ν+ρC) > 0 (car par définition ν est positif et ρC est strictement positif).
Le Hessien est donc une matrice définie positive.

Nous en déduisons que :

le lagrangien augmenté LρP ,ρD,ρC est une fonction quadratique strictement convexe de a.

Nous pouvons en conclure qu’un minimiseur de LρP ,ρD,ρC annule son gradient. A chaque
mise-à-jour de a dans Algorithme 9 nous avons donc :

a(k+1) = argmin
a
LρP ,ρD,ρC(a,v

(k)
P ,v(k)

x ,v(k)
y ,v

(k)
C ,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

⇔ Ga(k+1) − d(k) = 0
(D.22)

où :
d(k) =

[
H†σ + ρPP

†(v
(k)
P − u

(k)
P ) + ρD

(
D†x(v

(k)
x − u(k)

x ) +D†y(v
(k)
y − u(k)

y )
)

+ ρC(v
(k)
C − u

(k)
C )
]

Et finalement, commeG est inversible, nous déduisons de (D.19) et (D.22) :

a(k+1) = G−1d(k) (D.23)

Ce qui termine la preuve de la mise-à-jour de a.

♦Mise-à-jour de vP ,vx, et vy

Dans Algorithme 9, la mise-à-jour de vP s’écrit :

v
(k+1)
P = argmin

vP

LρP ,ρD,ρC(a(k+1),vP ,v
(k)
x ,v(k)

y ,v
(k)
C ,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= argmin
vP

{
µ ‖vP‖1 +

ρP
2

∥∥Pa(k+1) − vP + uP
(k)
∥∥2

2

}
= proxµ‖vP ‖1

(
Pa(k+1) + u

(k)
P

)
= Sµ/ρP

(
Pa(k+1) + u

(k)
P

)
(D.24)
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où proxµ‖vP ‖1 est l’opérateur proximal de la norme `1 et Sµ/ρP est l’opérateur de seuillage
doux de seuil µ/ρP qui sont définis dans l’Annexe E. Le seuillage doux consiste à mettre à 0
les composantes dont le module est inférieur au seuil et à pondérer les autres. Cette opération
s’effectue composante par composante.

Les preuves de mise-à-jour des variables vx, et vy étant similaires à celle de la variable
vP , nous ne les détaillons pas.

♦Mise-à-jour de vC

Dans Algorithme 9, la mise-à-jour de vC s’écrit :

v
(k+1)
C = argmin

vC

LρP ,ρD,ρC(a(k+1),v
(k+1)
P ,v(k+1)

x ,v(k+1)
y ,vC,u

(k)
P ,u(k)

x ,u(k)
y ,u

(k)
C )

= argmin
vC

{
IC(vC) +

ρC
2

∥∥∥a(k+1) − vC + u
(k)
C

∥∥∥2

2

}
= proxIC(vC)

(
a(k+1) + u

(k)
C
)

= PC(a(k+1) + u
(k)
C )

(D.25)

où proxIC(vC) est l’opérateur proximal de la fonction indicatrice IC et PC est l’opérateur de
projection euclidienne sur l’ensemble C qui sont définis Annexe E. Dans notre cas, la pro-
jection consiste simplement à mettre à 0 les composantes en dehors du support spatial et à
conserver les autres. Cette opération s’effectue composante par composante.

I Diagonalisation des matricesH†H , P †P ,D†xDx,D†yDy etG Section 3.3.3

♦ Diagonalisation deH†H

Nous rappelons que si les données sont sur une grille cartésienne régulière du k-space
alors la matriceH s’écrit :

H = α
√
N ∆ΨSF3D∆Φ (D.26)

Les termes intervenant dans l’expression deH sont explicités dans la Section 1.2.3.4 (p. 43).

Nous déduisons de (D.26) que :

H†H = |α|2N∆∗ΦF
†
3DS

t∆∗Ψ∆ΨSF3D∆Φ

= N∆∗ΦF
†
3DS

tSF3D∆Φ

(D.27)

car |α|2 = 1 et ∆∗Ψ∆Ψ = INobs.
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Nous nous intéressons maintenant au terme :

F3DH
†HF †3D = NF3D∆∗ΦF

†
3DS

tSF3D∆ΦF
†
3D (D.28)

Pour cela, nous étudions un premier temps F3D∆∗ΦF
†
3D :

F3D∆∗ΦF
†
3D =

(
FNx ⊗ FNy ⊗ FNz

)(
∆∗Φx

⊗ ∆∗Φy
⊗ ∆∗Φz

)(
F †Nx

⊗ F †Ny
⊗ F †Nz

)
=
(
FNx∆

∗
Φx
F †Nx

)
⊗
(
FNy∆

∗
Φy
F †Ny

)
⊗
(
FNz∆

∗
Φz
F †Nz

)
= Πx ⊗ Πy ⊗ Πz

= Π3D

(D.29)

Notons que les matrices Πx = FNx∆
∗
Φx
F †Nx

, Πy = FNy∆
∗
Φy
F †Ny

et Πz = FNz∆
∗
Φz
F †Nz

sont circulantes car elles sont diagonales dans l’espace de Fourier. De plus, et comme prouvé
dans la Section D.3 (p. 178), si la condition k[0]

x /δkx = Px ∈ Z (resp. k[0]
y /δky = Py ∈ Z,

k
[0]
z /δkz = Pz ∈ Z) est vérifiée alors Πx (resp. Πy, Πz) est une matrice binaire de décalage

circulaire.

Nous reportons (D.29) dans (D.28) et il vient :

F3DH
†HF †3D = NΠ3DS

tSΠ†3D (D.30)

Et nous notons :
ΛH†H = NΠ3DS

tSΠ†3D (D.31)

StS est une matrice de projection canonique : elle est diagonale de 0 et de 1 et son applica-
tion annule les composantes aux fréquences spatiales non observées.

Nous en déduisons que si Πx,Πy et Πz sont des matrices binaires de décalage circulaire
(i.e. si (Px, Py, Pz) ∈ Z3), alors ΛH†H est une matrice diagonale dont les éléments diago-
naux correspondent à un décalage circulaire des éléments diagonaux de StS. Finalement, en
multipliant (D.30) à gauche par F †3D et à droite par F3D il vient :

H†H = F †3DΛH†HF3D (D.32)

Nous avons donc montré que :

H†H est diagonalisable dans le domaine de Fourier

Ce qui signifie également que :

H†H est une matrice 3-niveaux circulante
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♦ Diagonalisation de P †P

Nous rappelons ci-dessous l’expression de la matrice P définie Section 3.2.1 :

P =


1 ——— 1 0 ——— 0 0 ——— 0 0 ——— 0
0 ——— 0 1 ——— 1 0 ——— 0 0 ——— 0

...
... · · · ...

...
0 ——— 0 0 ——— 0 1 ——— 1 0 ——— 0
0 ——— 0 0 ——— 0 0 ——— 0 1 ——— 1

 Nz

NxNy

Nous avons donc :

1NxNy NxNy · · · NxNy

NxNy 1NxNy

. . . ...

... . . . . . . NxNy

NxNy · · · NxNy 1NxNy




P †P = 1NxNy ⊗ INz = 1Nx ⊗ 1Ny ⊗ INz =

(D.33)
où 1N est une matrice de taille N ×N remplie de 1.

Nous nous intéressons désormais au terme F3DP
†PF †3D :

F3DP
†PF †3D =

(
FNx ⊗ FNy ⊗ FNz

) (
1Nx ⊗ 1Ny ⊗ INz

) (
F †Nx
⊗ F †Ny

⊗ F †Nz

)
=
(
FNx1NxF

†
Nx

)
⊗
(
FNy1NyF

†
Ny

)
⊗
(
FNzF

†
Nz

)
=
(
FNx1NxF

†
Nx

)
⊗
(
FNy1NyF

†
Ny

)
⊗ INz

(D.34)

Nous notons :

ΛP †P =
(
FNx1NxF

†
Nx

)
⊗
(
FNy1NyF

†
Ny

)
⊗ INz (D.35)

Dans (D.35), les matrices FNx1NxF
†
Nx

et FNy1NyF
†
Ny

sont diagonales car :

FN1NF
†
N =


N 0 · · · 0

0 0
...

... . . . ...
0 · · · · · · 0

 (D.36)

En tant que produit de Kronecker de matrices diagonales nous en déduisons que ΛP †P est
diagonale. Finalement, en reportant (D.35) dans (D.34) et en multipliant (D.34) à gauche par
F †3D et à droite par F3D il vient :

P †P = F †3DΛP †PF3D (D.37)
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Nous avons donc montré que :

P †P est diagonalisable dans le domaine de Fourier

Ce qui signifie également que :

P †P est une matrice 3-niveaux circulante

♦ Diagonalisation deD†xDx etD†yDy

Nous rappelons ci-dessous l’expression de la matriceDx définie Section 3.2.1 :

Dx = D[1]
x ⊗ INz (D.38)

où le bloc intermédiaire (bloc-circulant)D[1]
x est donné par :

D
[0]
x Ny · · · Ny

Ny D
[0]
x

. . . ...

... . . . . . . Ny

Ny · · · Ny D
[0]
x




D

[1]
x = D

[0]
x ⊗ INy =

(D.39)

et où le bloc élémentaire (circulant)D[0]
x est donné par :

−1 1

. . . . . .

. . . 1

1 −1



D
[0]
x =

(D.40)

Tout d’abord nous remarquons que la matrice
(
D

[0]
x

)†
D

[0]
x est circulante. En effet, D[0]

x

est circulante par définition (et doncD[0]
x

†
l’est également) et nous pouvons donc diagonaliser

ces deux matrices dans le domaine fréquentiel de sorte que :(
D[0]

x

)†
D[0]

x = F †Nx
Λ
D

[0]
x

†FNxF
†
Nx

Λ
D

[0]
x
FNx

= F †Nx
Λ
D

[0]
x

†Λ
D

[0]
x
FNx

(D.41)
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où Λ
D

[0]
x

et Λ
D

[0]
x

† sont des matrices diagonales. Nous notons :

Λ
D

[0]
x

†
D

[0]
x

= Λ
D

[0]
x

†Λ
D

[0]
x

(D.42)

En reportant (D.42) dans (D.41) il vient :(
D[0]

x

)†
D[0]

x = F †Nx
Λ
D

[0]
x

†
D

[0]
x

FNx (D.43)

Comme Λ
D

[0]
x

†
D

[0]
x

est une matrice diagonale (en tant que produit de deux matrices diago-

nales), nous avons montré que
(
D

[0]
x

)†
D

[0]
x est diagonalisable dans le domaine fréquentiel et

donc que c’est une matrice circulante.

Nous nous intéressons désormais au terme F3DD
†
xDxF

†
3D. En exploitant (D.38), (D.39)

et (D.43) il vient :

F3DD
†
xDxF

†
3D = F3D

((
D[1]

x

)† ⊗ INz

)(
D[1]

x ⊗ INz

)
F †3D

= F3D

(
D[0]

x

† ⊗ INy ⊗ INz

) (
D[0]

x ⊗ INy ⊗ INz

)
F †3D

= F3D

(
D[0]

x

†
D[0]

x ⊗ INy ⊗ INz

)
F †3D

= F3D

(
F †Nx

Λ
D

[0]
x

†
D

[0]
x

FNx ⊗ F
†
Ny
FNy ⊗ F

†
Nz
FNz

)
F †3D

= F3DF
†
3D

(
Λ
D

[0]
x

†
D

[0]
x

⊗ INy ⊗ INz

)
F3DF

†
3D

(D.44)

Nous notons :
ΛDx

†Dx
= Λ

D
[0]
x

†
D

[0]
x

⊗ INy ⊗ INz (D.45)

Et finalement en reportant (D.45) dans (D.44) et en multipliant (D.44) à gauche par F †3D
et à droite par F3D il vient :

D†xDx = F †3DΛDx
†Dx
F3D (D.46)

Nous avons donc montré que :

D†xDx est diagonalisable dans le domaine de Fourier

Ce qui signifie également que :

D†xDx est une matrice 3-niveaux circulante

Le raisonnement pour montrer que D†yDy est diagonalisable dans le domaine fréquentiel et
donc 3-niveaux circulante est analogue et nous avons :

D†yDy = F †3DΛDy
†Dy
F3D (D.47)
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REMARQUE

Ce résultat est évident en utilisant les propriétés de le TFD. En effet, les opérations
de différence en ligne et en colonne correspondent à des filtrages périodiques dans
le domaine spatial, c’est à dire des produits de convolution circulaire qui sont donc
diagonalisables dans le domaine de Fourier.

♦ Diagonalisation deG

Nous rappelons ci-dessous l’expression de la matriceG définie Section 3.3.2 :

G =
[
H†H + ρPP

†P + ρD(D†xDx +D†yDy) + (ν + ρC)INxNyNz

]
(D.48)

En exploitant les résultats (D.32), (D.37), (D.46) et (D.47) nous avons :

G = F †3D
[
ΛH†H + ρPΛP †P + ρD(ΛDx

†Dx
+ ΛDy

†Dy
) + (ν + ρC)INxNyNz

]
F3D (D.49)

Nous notons :

ΛG =
[
ΛH†H + ρPΛP †P + ρD(ΛDx

†Dx
+ ΛDy

†Dy
) + (ν + ρC)INxNyNz

]
(D.50)

En tant que somme de matrices diagonales, ΛG est une matrice diagonale. Et finalement
en reportant (D.50) dans (D.49) il vient :

G = F †3DΛGF3D (D.51)

Nous avons donc montré que :

G est diagonalisable dans le domaine de Fourier

Ce qui signifie également que :

G est une matrice 3-niveaux circulante

I Preuve Π

Notation

Soit N 6= 0. Nous notons :

Π = FN∆∗ΦF
−1
N = (F−1

N ∆ΦFN)† (D.52)

Il vient alors :
Π = WN,N∆∗ΦW

−1
N,N (D.53)

car, par définition,WN,N =
√
NFN etW−1

N,N =
1√
N
F−1
N .
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Expression de [Π]l,c

Soient (l, c) ∈ J1, NK2. Nous cherchons premièrement à exprimer [Π]l,c qui est l’élément
de la l-ième ligne et de la c-ième colonne de la matrice Π.

Pour cela, nous calculons dans un premier temps :

[WN,N∆∗Φ]l,c =
N∑
n=1

[WN,N ]l,n [∆∗Φ]n,c (D.54)

Or, en notant ω = exp {−2π/N}, nous avons :

[WN,N ]l,n = exp {−2π(l − 1)(n− 1)/N} = ω(l−1)(n−1).

De plus, ∆∗Φ est diagonale et en notant P = k[0]/δk nous avons :

[∆∗Φ]n,c =

{
0 si n 6= c

exp {2πΦn−1} = exp {2πP (n− 1)/N} sinon .

(D.54) s’écrit donc :
[WN,N∆∗Φ]l,c = ω(c−1)(l−1−P ) (D.55)

Nous calculons désormais :

[Π]l,c =
N∑
n=1

[WN,N∆∗Φ]l,n
[
W−1

N,N

]
n,c

(D.56)

Tout d’abord, nous rappelons queW †
N,N =

√
NF †N =

√
NFN = NW−1

N,N

et
[
W †

N,N

]
n,c

= ω−(n−1)(c−1). Donc nous avons
[
W−1

N,N

]
n,c

= 1
N
ω−(n−1)(c−1)

Finalement il vient :

[Π]l,c =
1

N

N−1∑
n=0

(
ωl−P−c

)n
(D.57)

Preuve que Π est de structure de Tœplitz

En partant de (D.57) et par un calcul direct, nous avons :

[Π]l+1,c+1 =
1

N

N−1∑
n=0

(
ωl−P−c

)n
= [Π]l,c (D.58)

Π est donc une matrice à diagonales constantes, autrement dit :

Π est de structure de Tœplitz
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Preuve que Π est circulante

Nous avons :

[Π]l,N =
1

N

N−1∑
n=0

(
ωl−P−N

)n
=

1

N

N−1∑
n=0

(
ωn(l−P )ω−nN

)
=

1

N

N−1∑
n=0

ωn(l−P ) (car n ∈ N)

= [Π]l+1,1

(D.59)

Ceci signifie que l’élément de la l-ième ligne de la N -ième colonne (dernière colonne) de Π
est le même que l’élément de la première colonne de la (l + 1)-ième ligne (ligne suivante).
Or comme Π est de structure de Tœplitz nous en déduisons que :

Π est circulante

Π est donc entièrement définie par sa première ligne l = 1 (ou sa première colonne c = 1).

Preuve que Π est de décalage circulaire

Nous allons désormais montrer que, si P ∈ Z, alors Π est une matrice de décalage circu-
laire (i.e. une matrice de décalage binaire circulante qui contient un seul et unique « 1 » par
ligne ou par colonne).

Nous notons la condition suivante :

(l − P − c) /N ∈ Z (Cond)

Par l’absurde, nous montrons que P /∈ Z ⇒ (l − P − c) /∈ Z ⇒ (l − P − c) /N /∈ Z
car (l, c, N) ∈ N3. Donc une condition nécessaire (mais non suffisante) pour que (Cond) soit
vérifiée est que P ∈ Z.

Nous étudions les deux cas qui peuvent se présenter :

• (Cond) est vérifiée et donc P ∈ Z, nous avons alors :

(l − P − c) /N ∈ Z ⇔ (l − P − c) mod N = 0

et il vient :
exp {−2π (l − P − c) /N} = 1⇔ ωl−P−c = 1
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et donc

[Π]l,c =
1

N

N−1∑
n=0

(
ωl−P−c

)n
= 1

• (Cond) n’est pas vérifiée, nous avons alors :

(l − P − c) /N /∈ Z

et il vient :
exp {−2π (l − P − c) /N} 6= 1⇔ ωl−P−c 6= 1

En tant que somme d’une suite géométrique de raison ωl−P−c 6= 1, pour tout P nous
avons :

[Π]l,c =
1

N

1−
(
ωl−P−c

)N
1− ωl−P−c

=
ω

1
2

(l−P−c)(N−1)

N

sin
(
(l − P − c)π

)
sin
(
(l − P − c)π/N

)
Si en plus P ∈ Z (avec toujours (Cond) non vérifiée) alors (l − P − c) ∈ Z
(car (l, p) ∈ N2) et sin

(
(l−P − c)π

)
= 0. Ainsi, si (Cond) n’est pas vérifiée mais que

P ∈ Z, [Π]l,c = 0.

En résumé, Π est toujours circulante et si :

• P /∈ Z alors [Π]l,c =
ω

1
2

(l−P−c)(N−1)

N

sin
(
(l − P − c)π

)
sin
(
(l − P − c)π/N

)
• P ∈ Z alors [Π]l,c =

{
1 si (l − P − c) mod N = 0
0 sinon

Ceci démontre que Π est une matrice de décalage circulaire pour P = k[0]/δk ∈ Z.

REMARQUE

Ce résultat est également évident en utilisant les propriétés de le TFD. En effet, ∆∗Φ
est une matrice de rampe de phase. La transformée de Fourier de ∆∗ΦF

−1
N v (ou v est

un vecteur) est un P− décalage circulaire des éléments de v.

I Preuve mise-à-jour de a dans le domaine fréquentiel (3.25)

Nous rappelons qu’à chaque itération de l’Algorithme 9, la mise-à-jour de a s’écrit :

a(k+1) = G−1d(k) (D.60)

et nous avons montré Section D.3 que :

G = F †3DΛGF3D (D.61)

où ΛG est une matrice diagonale.
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En reportant (D.61) dans (D.60) il vient :

a(k+1) =
(
F †3DΛGF3D

)−1
d(k)

= F−1
3DΛ−1

G F3Dd
(k)

(D.62)

car
(
F †3D

)−1
=
(
F−1

3D

)−1
= F3D. Pour finir la démonstration nous multiplions (D.62) à

gauche par F3D et nous avons :

F3Da
(k+1) = Λ−1

G F3Dd
(k) (D.63)

Nous étudions désormais le terme F3Dd
(k) :

F3Dd
(k) = F3DH

†σ + l

= αNF3D∆∗ΦF
†
3DS

t∆∗Ψσ + l

= αNΠ3DS
t∆∗Ψσ + l

(D.64)

où le vecteur l s’écrit :
l = F3D

[
ρPP

†(v
(k)
P − u

(k)
P ) + ρD

(
D†x(v

(k)
x − u(k)

x ) +D†y(v
(k)
y − u(k)

y )
)

+ ρC(v
(k)
C − u

(k)
C )
]

Finalement en reportant (D.64) dans (D.63) il vient :

F3Da
(k+1) = αNΛ−1

G

(
Π3DS

t∆∗Ψσ + l
)

(D.65)
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ANNEXE E

QUELQUES DÉFINITIONS & THÉORÈMES D’ANALYSE
CONVEXE

Nous rappelons ici des résultats bien connus d’analyse convexe qui sont nécessaires à la
compréhension des algorithmes présentés dans la Section 2.2. Ces définitions sont notam-
ment tirées de [Rockafellar, 1970], [Hiriart-Urruty et Lemaréchal, 2001], [Moreau, 1965] et
[Combettes et Pesquet, 2011]. Le lecteur intéressé par les preuves des différentes propositions
pourra s’y référer.

Avant tout, nous signalons que dans certaines applications, comme la nôtre, l’objet d’in-
térêt et les données vivent dans l’espace des complexes. De nombreux travaux d’analyse
complexe ont permis de généraliser la plupart des résultats et des propriétés des espaces
euclidiens aux espaces hermitiens. Ainsi, et sauf mention contraire, les résultats présentés
après sont analogues pour des fonctions à variables réelles ou complexes, l’important étant
qu’elles soient à valeurs réelles. Par soucis de simplicité, et sans perte de généralité, les dé-
finitions présentées ensuite s’appliquent pour un espace vectoriel E quelconque (aussi bien
sur le corps des réels que des complexes) muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 et d’une norme
‖·‖. Notons qu’il est aussi possible de se ramener au cas réel en exprimant x ∈ CN comme
(xtre,x

t
im)t ∈ R2N . Cette démarche consiste simplement à former un vecteur composite en

empilant xre (les parties réelles de x) au dessus de xim (les parties imaginaires de de x) et à
travailler sur un espace plus grand.

Définitions

DÉFINITION : Domaine effectif

Le domaine effectif d’une fonction f : E→ R est défini par :

dom f , {x ∈ E : f(x) < +∞}

DÉFINITION : Fonction convexe

f : E→ R est une fonction convexe au sens large si ∀(x, y) ∈ dom f et ∀θ ∈ [0, 1] :

f
(
θx+ (1− θ)y

)
6 θf(x) + (1− θ)f(y)

La fonction est strictement convexe si l’inégalité est stricte.
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DÉFINITION : Fonction propre

f : E→ R est une fonction propre si :

dom f 6= ∅ et f(x) > −∞, ∀x ∈ E

Nous notons Conv(E) l’ensemble des fonctions définies surE à valeurs dansR∪{−∞,+∞}
qui sont convexes et propres.

DÉFINITION : Fonction fermée

f : E→ R est une fonction fermée si :

les sous-ensembles {x ∈ dom f | f(x) 6 α} sont fermés ∀α ∈ R

Nous notons Conv(E) la partie de Conv(E) formée des fonctions qui sont également
fermées.

DÉFINITION : Sous-gradient

Soit f : E→ R ∪ {+∞}, une fonction convexe et propre. s ∈ E est un sous-gradient
de f en x ∈ dom f si :

∀ y ∈ E, f(y) > f(x) + 〈s, y − x〉

Nous posons 〈s,y − x〉 = st(y − x), le produit scalaire sur RN qui est une forme
bilinéaire symétrique définie positive.
De la même manière, nous posons 〈s,y − x〉 = s†(y − x) le produit scalaire sur CN

qui est une forme hermitienne définie positive.

DÉFINITION : Sous-différentiel

L’ensemble des sous-gradients de f en x est appelé sous-différentiel de f en x et
est noté : ∂f(x). f est dite sous-différentiable en x si ∂f(x) 6= ∅. Par convention,
∂f(x) = ∅ si x /∈ dom f . Si f est différentiable en x alors ∂f(x) = {∇f} (son gra-
dient est son unique sous-différentiel). x̃ est un minimiseur de f (pas nécessairement
convexe) si et seulement si f est sous-différentiable en x̃ et 0 ∈ ∂f(x̃).

DÉFINITION : Fonction lipschitzienne

Soient (A, dA) et (B, dB) des espaces métriques a, f : A → B une fonction et M ∈
R+. f est dite L-lipschitzienne :

∀(x, y) ∈ A2, dB (f(x), f(y)) ≤ L dA(x, y)

a. i.e. des ensembles munis d’une distance d, caractérisé, par exemple, par la norme euclidienne
‖·‖2 =

√
〈·, ·〉
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DÉFINITION : Fonction conjuguée ou transformée de Legendre-Fenchel

Soit f : RN → R ∪ {−∞,+∞} une fonction (pas nécessairement convexe).
Sa fonction conjuguée convexe est la fonction f ? : RN → R ∪ {−∞,+∞} définie en
s ∈ RN par :

f ?(s) , sup
x∈RN

(
〈s,x〉 − f(x)

)

DÉFINITION : Fonction biconjuguée

La fonction biconjuguée notée f ?? : RN → R ∪ {−∞,+∞} est définie par :

f ??(x) , sup
s∈RN

(
〈s,x〉 − f ?(s)

)
Pour toute fonction f : RN → R ∪ {−∞,+∞}, f ?? ∈ Conv(RN)

DÉFINITION : Opérateur proximal

Soit f ∈ Conv(E), l’opérateur proximal proxf : E→ E est défini par :

proxf (v) , argmin
x∈E

(
f(x) +

1

2
‖x− v‖2

2

)
Notons que : x = proxf (v)⇔ v−x ∈ ∂f(x). D’après la définition du sous-gradient,
nous en déduisons que x̃ est un minimiseur de f si et seulement si x̃ est un point fixe,
i.e. x̃ = proxf (x̃).

Nous rappelons également deux résultats concernant l’opérateur proximal qui seront uti-
lisés ensuite.

Opérateur proximal de la fonction indicatrice

Soit C ⊆ E un sous-ensemble non vide, convexe et fermé de E. Nous appelons fonction
indicatrice de C la fonction définie par :

IC(x) =

{
0 si x ∈ C
+∞ sinon (E.1)

L’opérateur proximal de IC s’écrit alors :

proxIC(v) = argmin
x∈C

1

2
‖x− v‖2

2 = PC(v)

où PC est la projecteur euclidien sur C. L’opérateur proximal de la fonction indicatrice est
donc une généralisation de la projection.
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Par exemple, si C = {x | l 4 x 4 u} défini un support de type « boîte », nous avons :

(
PC(x)

)
i

=


li si xi 6 li
xi si li 6 xi 6 ui
ui si xi > ui

pour i = 1, · · · , N (E.2)

où N est la taille du vecteur x.

Opérateur proximal de la norme `1

Soit f(x) = λ ‖x‖1, nous avons :

• proxλ‖x‖1(v) = Sλ(v) = signe(v) max {|v| − λ, 0} sur l’ensemble des réels

• proxλ‖x‖1(v) = Sλ(v) =
max{|v| − λ, 0} v

max{|v| − λ, 0}+ λ
est une extension à l’ensemble des

complexes donnée par [Wright et al., 2009] et [Li et al., 2015b].

L’opérateur Sλ est appelé seuillage doux (ou soft thresholding en anglais). Par ailleurs, proxλ‖x‖1(v)
est séparable en v, les calculs sont donc menés éléments par éléments. La Figure E.1, illustre
le seuillage doux dans le cas d’une variable réelle v ∈ R et la Figure E.2 dans le cas d’une
variable complexe x ∈ C.

Sλ(v)

vλ

-λ

FIGURE E.1 – Seuillage doux pour une variable réelle

FIGURE E.2 – Seuillage doux pour une variable complexe
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DÉFINITION : Point selle

On dit que le couple (w̃, z̃) est un point selle de la fonction f : W × Z → R si et
seulement si :

∀(w, z), f(w̃, z) 6 f(w̃, z̃) 6 f(w, z̃)

Cela signifie que w̃ minimise f(w, z̃) sur W et que z̃ maximise f(w̃, z) sur Z : f(w̃, z̃) = inf
w∈W

f(w, z̃)

f(w̃, z̃) = sup
z∈Z

f(w̃, z)

Nous avons donc :

inf
w∈W

f(w, z̃) = sup
z∈Z

f(w̃, z) soit inf
w∈W

sup
z∈Z

f(w, z) = sup
z∈Z

inf
w∈W

f(w, z)

Et nous en déduisons que si f satisfait la propriété forte du Min-Max définie par (E.3),
alors f admet au moins un point selle.

Théorèmes

THÉORÈME : Min-Max Inégalité

Soient f : Rn × Rm → R une fonction et W ⊆ Rn et Z ⊆ Rm deux sous-ensembles.

sup
z∈Z

inf
w∈W

f(w, z) 6 inf
w∈W

sup
z∈Z

f(w, z)

On dit que f satisfait la propriété forte du Min-Max si l’égalité suivante est vérifiée :

sup
z∈Z

inf
w∈W

f(w, z) = inf
w∈W

sup
z∈Z

f(w, z) (E.3)

Une preuve de ce théorème est donnée dans l’Annexe D (Section D.2).
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