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CONTRIBUTIONS AU CO-DESIGN DE NOYAUX IRREGULIERS SUR ARCHITECTURES MANYCORE.
CAS DU REMAILLAGE ANISOTROPE MULTI-ECHELLE EN MECANIQUE DES FLUIDES NUMERIQUE.

Résumé : La simulation numérique d’écoulements complexes telles que les turbulences ou la propagation
d’ondes de choc implique un temps de calcul conséquent pour une précision industrielle acceptable. Pour
accélérer ces simulations, deux recours peuvent étre combinés : 'adaptation de maillages afin de réduire le
nombre de points d’une part, et le parallélisme pour absorber la charge de calcul d’autre part. Néanmoins
réaliser un portage efficient des noyaux adaptatifs sur des architectures massivement paralleles n’est pas
triviale. Non seulement chaque tache relative & un voisinage local du domaine doit étre propagée, mais le
fait de traiter une tache peut générer d’autres taches potentiellement conflictuelles. De plus, les taches en
question sont caractérisées par une faible intensité arithmétique ainsi qu’une faible réutilisation de données
déja accédées. Par ailleurs, ’avénement de nouveaux types de processeurs dans le paysage du calcul haute
performance implique un certain nombre de contraintes algorithmiques. Dans un contexte de réduction de
la consommation électrique, ils sont caractérisés par de multiples cores faiblement cadencés et une hiérarchie
mémoire profonde impliquant un cotit élevé et asymétrique des accés-mémoire. Ainsi maintenir un rendement
optimal des cores implique d’exposer un parallélisme trés fin et élevé d’une part, ainsi qu’'un fort taux de
réutilisation de données en cache d’autre part. Ainsi la vraie question est de savoir comment structurer ces
noyaux data-driven et data-intensive de maniere a respecter ces contraintes 7

Dans ce travail, nous proposons une approche qui concilie les contraintes de localité et de convergence
en termes d’erreur et qualité de mailles. Plus qu’une parallélisation, elle s’appuie une re-conception des
noyaux guidée par les contraintes hardware en préservant leur précision. Plus précisément, nous proposons
des noyaux locality-aware pour l'adaptation anisotrope de variétés différentielles triangulées, ainsi qu’une
parallélisation lock-free et massivement multithread de noyaux irréguliers. Bien que complémentaires, ces
deux axes proviennent de themes de recherche distinctes mélant informatique et mathématiques appliquées.
Ici, nous visons a montrer que nos stratégies proposées sont au niveau de 1’état de ’art pour ces deux axes.

Mots-clés : noyaux irréguliers, adaptation anisotrope de maillages, calcul parallele, machines manycore.

A CODESIGN APPROACH OF IRREGULAR KERNELS ON MANYCORE ARCHITECTURES.
CASE OF MULTI-SCALE ANISOTROPIC REMESHING IN COMPUTATIONAL FLUID DYNAMICS.

Abstract : Numerical simulations of complex flows such as turbulence or shockwave propagation often
require a huge computational time to achieve an industrial accuracy level. To speedup these simulations,
two alternatives may be combined : mesh adaptation to reduce the number of required points on one hand,
and parallel processing to absorb the computation workload on the other hand. However efficiently port-
ing adaptive kernels on massively parallel architectures is far from being trivial. Indeed each task related
to a local vicintiy need to be propagated, and it may induce new conflictual tasks though. Furthermore,
these tasks are characterized by a low arithmetic intensity and a low reuse rate of already cached data.
Besides, new kind of accelerators have arised in high performance computing landscape, involving a number
of algorithmic constraints. In a context of electrical power consumption reduction, they are characterized
by numerous underclocked cores and a deep hierarchy memory involving asymmetric expensive memory
accesses. Therefore, kernels must expose a high degree of concurrency and high cached-data reuse rate to
maintain an optimal core efficiency. The real issue is how to structure these data-driven and data-intensive
kernels to match these constraints ?

In this work, we provide an approach which conciliates both locality constraints and convergence in terms
of mesh error and quality. More than a parallelization, it relies on redesign of kernels guided by hardware
constraints while preserving accuracy. In fact, we devise a set of locality-aware kernels for anisotropic adap-
tation of triangulated differential manifold, as well as a lock-free and massively multithread parallelization
of irregular kernels. Although being complementary, those axes come from distinct research themes mixing
informatics and applied mathematics. Here, we aim to show that our devised schemes are as efficient as the
state-of-the-art for both axes.

Keywords : irregular kernels, anisotropic mesh adaptation, parallel processing, manycore machines.

Université Paris-Saclay
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INTRODUCTION

Le but de cette these est de présenter une maniere de concevoir des algorithmes numériques
irréguliers qui soit spécifiquement adaptée aux accélérateurs ou processeurs manycore sur umn cas
concret. La particularité de cette approche, c’est qu’elle ne repose pas que sur une parallélisation : le
choix et la construction méme des noyaux numériques est guidé par les contraintes hardware. D’ou
le terme ”co-design” dans l'intitulé. A cette fin, nous prenons les noyaux d’adaptation anisotrope de
maillages impliqués dans les simulations numériques en mécanique des fluides comme cas d’étude.

Contexte et problématique
Simulation numérique

CONCEPT. Notre cas d’étude s’inscrit dans le contexte des simulations numériques en mécanique des
fluides tels que les écoulements ou la propagation d’ondes de choc sur un domaine 3D. La simulation
vise a prédire ou reproduire ces phénomenes par le calcul. C’est une alternative viable aux tests réels
quand ces derniers sont financiérement cotiteux (comme la fabrication et les tests de coques d’avions
par exemple, voir figure 1), ou juste impossible & réaliser (mesures de l'intensité d’une déflagration
nucléaire par exemple). En fait, elle est intensivement utilisée aussi bien dans la recherche scientifique
que dans l'industrie. En effet,

e clle permet d’analyser et de voir des phénomeénes inobservables (comme la formation de trous
noirs) ou a des échelles qui sont hors de notre portée (distance en années-lumiere, pas de temps
en millions d’années, densité en milliards de tonnes par mm3) grace au calcul haute performance.

e elle permet de prototyper et de tester rapidement des produits (typiquement l'usure et les
contraintes appliquées sur les pieces en industrie aéronautique par exemple). Ainsi elle permet
d’accélérer la chaine de production depuis le design jusqu’a la validation du produit, en passant
par les itérés de tests et de modification.

Figure 1: Calcul d'écoulements d’air sur un avion pour les tests d'aérodynamisme [ANSYS].

PRINCIPE. De maniére concréte, le phénomene étudié est décrit par des équations différentielles' en

vue d’une résolution par le biais de ce qu’on appelle un schéma numérique®. Ce dernier permet de

résoudre de maniere discrete et approchée une équation définie sur un domaine continu. Le schéma
numérique est ensuite traduit en algorithme afin d’étre exécuté sur un ordinateur. Pour comprendre
la procédure, considérons l’exemple donné a la figure 2. Supposons que l'on dispose d’une piece
mécanique et que I'on veuille faire un calcul de contraintes dessus. Pour cela, la premieére étape serait
de modéliser géométriquement la piece en question & 'aide d’un logiciel de CAO?). Ensuite, la piece
est discrétisée en éléments géométriques simples appelées mailles, dont le tout forme ce qu’on appelle
un maillage. Ensuite, on fixe les conditions initiales du probléme (conditions aux bords par exemple)
sur le maillage. Ici, on précise par exemple qu’'un bord de la piéce est fixé sur un mur et que I’on exerce
une traction sur 'extrémité de la piece. Ensuite, ’équation est résolue sur le maillage par un solveur

IPar des équations aux dérivées partielles précisément, comme celles d’Euler ou de Navier-Stokes pour la simulation
d’écoulements en mécanique des fluides.

2Par la méthode des différences finies, des éléments finis ou des volumes finis typiquement.

3CAO pour conception assistée par ordinateur dont le marché de solutions logicielles est disputé par de grands
groupes telles qu’Autodesk, Ansys, Dassault systéemes, Siemens PLM software.
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définition du domaine :  discrétisation du définition des variables résolution par un dépouillement et
modélisation de I'objet domaine : maillage et conditions intiales solveur numérique visualisation

Figure 2: Exemple de workflow en simulation numérique.

numérique. Les résultats peuvent ensuite étre dépouillées et visualisées. Pour cela, les grandeurs
physiques calculées sont souvent représentées par des gradients de couleurs. Enfin, il est important de
noter que la complexité algorithmique® et donc le temps de restitution de la simulation est directement
liée au nombre de points (ou résolution) du maillage : plus on a de points, plus le temps de calcul sera
important. Elle dépend aussi du type et de la précision du schéma numérique utilisé : plus celui-ci est
précis (dit d’ordre élevé), plus les calculs sur et au voisinage des points (stencils) seront importants °.

Probleme de passage a I’échelle

CAS CONCRET. En fait, on va s’intéresser particulierement aux simulations 3D en mécanique des
fluides numérique, tel que le calcul d’écoulements illustré a la figure 1. En effet, ce sont les types de
simulations que I’on retrouve dans 'industrie de pointe tels que les secteurs de ’énergie, ’aéronautique
ou encore le spatial. Le probleme vient du fait qu’elles impliquent un temps de restitution conséquent
pour une précision acceptable en contexte industriel : c’est typiquement le cas pour les écoulements
complexes telles que les turbulences ou la propagation d’ondes de choc a échelle réelle par exemple.
Pour se fixer les idées, on va considérer 'exemple de la prédiction du bang sonique en aéronautique
décrite dans [59]. 1l s’agit de 'onde de choc qui est générée quand un avion supersonique franchit le
mur du son comme illustré a la figure 3. Ainsi, le but de la simulation sera de prédire la propagation de
cette onde de choc. Sur cet exemple, une onde de choc est créée a 10km d’altitude par les irrégularités
géométriques d’un avion (avec une taille caractéristique de l'ordre de 40m), et c’est son intensité au
sol, a 10km plus bas, qui doit étre minimisée comme illustré sur la figure 3.

Classical CFD | Adaptive CFD

NEAR-FIELD REGION

petites échelles

MID-FIELD REGION

FAR-FIELD REGION

GROUND

/777

Figure 3: Exemple de la prédiction du bang sonique en aéronautique [59].

411 s’agit du cofit théorique de 1’algorithme c’est-a-dire le nombre d’instructions traitées en fonction de la taille n de
I'instance du probléeme.

5Pour un schéma numérique implicite, on a une matrice carrée de taille n & inverser tandis que pour un schéma
explicite, le pas de temps dépend du pas d’espace qui définit la finesse du maillage : ainsi le nombre d’itérés dépend
indirectement de n, ol n désigne le nombre total de degré de libertés du probleme.
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Le probleme avec ce genre de simulations est qu’elle fait intervenir plusieurs échelles. Ici, on a typique-
ment des échelles de 'ordre (1) du metre pres de 'avion, (2) du centaine de metres plus loin, et enfin
(3) de Tordre du kilometre pres du sol. Ainsi il faudrait avoir une résolution tres fine de maillage et
donc un nombre important de points pour pouvoir capturer correctement les phénomenes a toutes les
échelles (front de choc ainsi que les oscillations). Par conséquent, cela implique un nombre important
de points et donc un temps de calcul conséquent comme illustré sur la table 1.

Table 1: Statistiques sur I'exemple de la figure 3.

itér. points  tétraedres durée®

5 432454 2254826  1h10'
10 608369 3294197  2h54’
15 1104910 6243462  6h09’
20 1757865 10125724 11h15’
25 2572814 14967820 18h4T7’
30 3299367 19264402 28h35'

“mesures sur une machine 8-core classique.

CONTRAINTES. En fait, on est confronté & un défi majeur en mécanique des fluides numérique : avoir

des simulations plus réalistes avec un temps de restitution raisonnable. Pour étre moins dépendant des
hypotheses physiques simplificatrices, le focus est mis sur les schémas numériques. Ainsi, ces derniéres
deviennent de plus en plus précis mais complexes®, ce qui a pour effet d’augmenter considérablement
le temps de calcul. A titre d’exemple concret, I'évolution des types de simulations effectuées chez
AIRBUS est donnée a la figure 4. Ici, la charge de calcul induite par les tests est donnée sur I'axe de
gauche, tandis que la puissance de calcul requise est décrite par ’axe de droite. Au début des années
90, ils se reposent entierement sur des modeles de turbulences visant a simplifier les équations de
NAVIER-STOKES pour simuler les tourbillons présents dans la trainée des avions (RANS). A I'horizon
2020 a 2030, I'objectif sera de ne recourir a ces modeles simplificateurs que pour les tourbillons de
petites tailles, ceux de grande de tailles seront directement calculés tels quels (LES), voire ne recourir
a aucun modele de turbulence du tout (DNS). Le probléme est que la puissance de calcul disponible
ne suit pas. En fait, il faudrait disposer de calculateurs exaflopiques, c’est-a-dire capables d’effectuer
108 opérations en virgule flottante par seconde, pour pouvoir réaliser de telles simulations. Or on
ne dispose actuellement que de machines petaflopiques (10%° flops) dans les centres de calcul haute
performance.

el AIRBUS LES-DNS
$ g ired flop/
4 batch loads/night ’ required flop/s
3 L'ws' W /nig Unsteady d
» 'Y RANS 5 Y
a g m———— —_———— - - - - Exa 108 : 1Zeta
by g LES
HE Hybrid RANS/LES 101 RANSLow % 1Exa
3| | : (03, a5, ) Peta el
3| 5| i - - A——— - -
HEIR Unsteady RANS T RansHigh | | 1Peta
E| S - i N Speed
HHE - ) |
o RANS: Reynolds-Average Navier-Stokes, 1021 1 Giga
e LES: Large Eddy Simulation,
e DNS: Direct Numerical Simulation. 1980 1900 2000 2010 2020 2030

Figure 4: Evolution des simulations en aéronautique et puissance de calcul requise [67, 162].

611 s’agit de schémas d’ordre élevé faisant intervenir des termes et dérivées d’ordre supérieur dans les approximations
des fonctions. Cela complexifie la résolution numérique des équations et implique un temps de calcul plus important.
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Boucle numérique adaptative

ALTERNATIVES. In fine, le temps de calcul prohibitif s’explique principalement du fait que les schémas
numériques ont besoin d’un nombre important de points afin de capturer finement toutes les échelles de
la solution physique calculée sur le domaine. Avec la montée en ordre en plus, ces schémas deviennent
de plus en plus complexes et cotteux ce qui rallonge encore plus le temps de calcul. Pour réduire ce
temps, plusieurs recours existent dont :

e l'adaptation de maillages : elle vise a réduire le nombre de points requis et donc le temps de
resitution en adaptant la finesse du maillage et I'orientation des mailles a l'erreur de la solution
calculée sur ce domaine. Elle fait intervenir un solveur numérique ainsi qu'un remailleur 3D.

e le calcul parallele avec décomposition de domaines : elle vise a absorber la charge de calcul
en découpant les taches de maniere a pouvoir étre traitées en parallele sur une machine multi-
processeurs a mémoire distribuée ou partagée.

En fait, ces deux techniques sont souvent combinées en pratique afin de tirer profit de leurs avantages
respectifs. Dans le cadre d’une simulation numérique adaptative, la boucle de calcul entrelace les
phases de résolution et de re-discrétisation comme illustré sur la figure 5. En modifiant graduellement
la discrétisation du domaine & chaque pas de temps, cela permet d’équi-répartir ’erreur de la solution
numérique calculée sur ce domaine tout en réduisant le nombre de points et donc le temps de restitution
de la simulation. Pour cela, la solution est d’abord calculée sur le maillage initial. Ensuite, son erreur
d’interpolation est estimée sur le maillage courant et on fait un test de convergence : si celle-ci cesse
de décroitre ou si on atteint un seuil d’erreur prescrit alors on arréte la simulation. Sinon une carte
de densité de points est extraite a partir de I’estimation de l'erreur, et on procede a ’adaptation du
maillage courant. Enfin, la solution calculée est transférée de I’ancien maillage vers le maillage adapté.

A chaque pas de temps :
——SOLVEUR—— ——REMAILLEUR——

transfert | adaptation

non

Figure 5: Principe de I'adaptation de maillage en simulation numérique.

POINT CRITIQUE. Notons que chaque phase de la boucle adaptative doit étre parallélisée de maniere

efficiente pour obtenir une accélération substantielle, conformément & la loi d’AMDAHL [166]. La par-
allélisation efficiente de solveurs numériques est un probléme bien étudié, notamment ceux impliquant
la résolution de grands systeémes linéaires faisant intervenir des matrices creuses [163]. Il en est de
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meéme pour le test de convergence et pour la phase de transfert de la solution. Par contre, ’adaptation
efficiente de maillages sur architectures paralleles reste un probleme non trivial. En fait, il s’agit d’un
probleme dit irrégulier, c’est-a-dire :

e data-driven dans le sens o les taches ainsi que leurs dépendances varient dynamiquement et ne
peuvent pas étre inférées avant exécution. Ainsi le nombre de taches ordonnangables & 'instant
t ne peut étre prédit statiquement. De plus, le fait de traiter une tache peut invalider d’autres
taches déja prévues;

e data-intensive dans le sens ou la plupart des instructions sont dominées par des acces-mémoire, et
souvent sur des données différentes. Ainsi, on a une faible réutilisation de données déja accédées.
De plus, il est difficile de maintenir un placement de données cache-aware, en raison des motifs
d’insertion et de suppression de données qui sont non prédictibles.

Ainsi pour maintenir une accélération substantielle de la boucle de calcul, la phase d’adaptation doit
aussi étre gérée efficacement : c’est le point sur lequel on va se focaliser dans cette these.

Emergence des machines manycore

CONTEXTE. Nous avons vu & la figure 4 qu'’il faudrait disposer de machines exaflopiques (108 flops)
pour réaliser des simulations de fluides & grande échelle (LES ou DNS), méme en recourant a I’adaptation
de maillages. En vue de répondre a ces besoins grandissants en puissance de calcul, les constructeurs
de calculateurs a I'instar de Cray, Atos, IBM, Fujitsu, NEC se sont lancés dans une compétition mondiale
pour franchir le cap de I'exaflop d’ici 2020. Pour se donner une idée concrete, cela revient a multi-
plier par 30 la capacité de calcul des machines les plus performantes, a 'instar de Tianhe-2 avec 33.9
pétaflops, ayant occupé la premiere place du Top500 de 2013 & 20167. C’est un tournant et un défi ma-
jeur dans le paysage du calcul haute performance. En effet, il implique des investissements se chiffrant
en millions de dollars® , mais également des contraintes technologiques relatives a la réduction de la
consommation électrique induite par la multiplication des unités de calcul, typiquement de 'ordre
du mégawatt. Un exemple de machine de classe exaflopique est donné a la figure 6. En cours de
déploiement, le calculateur Tera-1000 est un cluster constitué de processeurs rapide Intel Xeon & 2.5
Ghz combinés avec des processeurs manycore Intel Knights Landing (72 cores a 1.4 Ghz) reliés par un
réseau d’interconnexion a tres faible latence BXI d’Atos.

Xeon/Opteron
Fast single threads
(serial wark)

Extreme power-efficiency
(throughput work)

(1) Tera-1000 du CEA (phase 1 sur 3) (2) neeud de calcul hybride

Figure 6: Exemples de machine de classe exaflopique et type de nceud associé.

En fait, 'un des plus grands défis des constructeurs de calculateurs est de réduire la consommation
électrique’ (en watts) tout en maintenant une capacité de calcul élevée (en flops). Pour cela, il

7 La liste des supercalculateurs les plus performants est répertoriée par le Top500, voir http://www.top500.org. Cette
liste est mise a jour tous les 6 mois.

8Le département américain de I’énergie estime le budget minimum & 3 milliards de dollars pour y parvenir. Plus de
100 millions d’euros ont été investis par Atos en R&D & cette fin [source BFM Business].

9La puissance consommeée par le processeur est P = Py + V X Iy, o Py =Ce xfx V2 avec Iy le courant de fuite,
Ce la capacité, V la tension et f la fréquence.
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faudrait réduire la fréquence des processeurs, et donc augmenter le nombre de cores par noeud de
calcul pour compenser. C’est ainsi qu’on assiste a 1’émergence des accélérateurs matériels et des
processeurs manycore. Ils sont caractérisés par un nombre conséquent de cores par nceud de calcul,
mais une fréquence (1.5 GHz) et mémoire par core trés limité comparé a des cores classiques de
type XEON. Les calculateurs récents (notamment les tétes de liste du Top500) ont majoritairement
adopté une architecture hybride avec des neeuds de calcul constitués de processeurs rapides (XEON ou
OPTERON) couplés par des accélérateurs ou puces manycore (MIC, tilera, MPPA, ou GPU). L’évolution
des architectures de processeurs dédiés au calcul haute performance et au deep learning est résumée
a la table 2. En fait, I’application doit exposer un parallélisme explicite tres élevé et tres fin pour
tirer profit de ces accélérateurs. D’un point de vue applicatif, c’est une énorme contrainte. En effet,
elle implique de restructurer les algorithmes en une multitude de noyaux de calcul tres simples et tres
locales pour maintenir une accélération substantielle sur ces cores faiblement cadencés.

Table 2: Evolution des processeurs en HPC.

sortie  architecture cores® GHz’ instr.®
2011  Tilera Tile-Gx 100 1.2 RISC
2012  Intel MIC Knights Corner 60 1.2 RISC
2016  Nvidia Tesla Kepler 2280 1 RISC
2014 Kalray MPPA Bostan 256 0.4 RISC
2015  Kalray MPPA Coolidge 1024 1 RISC
2015 Nvidia Tesla Maxwell 3272 1.2 RISC
2015 Adapteva Epiphany-V 1024 1 RISC
2016  Intel MIC Knights Landing 72 1.5 CISC
2016  Nvidia Tesla Pascal 3840 1.4 RISC
2017  Intel MIC Knights Mill 72 1.5 CIsC
2018 Nuvidia Tesla Volta 6048 1.4 RISC

%Les données sont celles d’un seul socket ou d’une seule carte accélératrice.
b1l s’agit de la fréquence maximale d’un seul core.

“Les jeux d’instructions du cpU peuvent étre riches (CISC) ou réduits (RISC).
d]]s regroupent 5376 cores génériques et 672 cores dédiés au calcul tensoriel.

POINT CRITIQUE. En fait ce sont les accés de données qui limitent réellement le scaling sur ces
architectures. En effet les applications sont de plus en plus gourmandes en données (data-intensive), or
déplacer une donnée cotite plus cher en cycles qu’effectuer un calcul comme montré sur la figure 7. Cet
aspect est encore plus critique lors des transferts de données du processeur vers la carte accélératrice
(GPU ou MIC) qui passent par un bus lent de type PCl-express. Prés de 43 % des instructions des codes
de calcul sont des acces-mémoire, or ’amélioration des performances des RAM, en termes de bande-
passante et latence, ne suit pas celle des processeurs (problématique du memory-wall). Pour pallier
ce probleme, les architectures récentes intégrent plusieurs niveaux de cache'” dont la latence croit en
fonction de la profondeur dans la hiérarchie mémoire. Le recours aux caches permet d’atténuer la
latence en préchargeant les données a utiliser aux prochaines instructions : accéder a une donnée en
cache L1 nécessite 1 a 4 cycles tandis qu’accéder a la mémoire peut nécessiter 140 a 400 cycles. Le
probléeme induit par la multiplication des cores est que le bus mémoire devient rapidement saturé par
les acces concurrents qui croissent de maniere exponentielle : c’est une des limitations majeures des
architectures multiprocesseurs symétriques (SMP). Pour remédier & cela, les constructeurs décident de
séparer la mémoire a différents endroits et de la reliée & différents bus, ce qui a amené a I'aveénement
des machines dites NUMA!!. 11 s’agit d’une architecture dans laquelle la mémoire est physiquement
scindée et reliée par un bus rapide (QuickPath Interconnect sur Intel et HyperTransport sur AMD) mais

107] s’agit d’une mémoire treés rapide mais de trés faible capacité (de Iordre de 32 Ko & 33 Mo maximum). De maniére
générale, les processeurs disposent de deux caches L1 par core dédiés aux données et instructions, suivi d’un cache L2
par paire de cores puis d’un dernier cache L3 par groupe de cores.

HNUMA pour Non-Uniform Memory Access : la latence des accés-mémoire varie selon qu’ils soient locaux ou distants.
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est pergue comme une seule mémoire partagée par le biais d’un espace d’adressage unique. Dans ce
cadre, la latence relative aux acces-mémoire devient inégale puisqu’elle varie selon qu’on accede a une
région mémoire locale ou distante. En fait, bien que la mémoire soit virtuellement partagée, le cout
d’un acces-mémoire varie selon qu’il soit local ou distant. L’architecture d’'une machine NUMA ainsi
que la latence relative a chaque instruction du processeur sont données a la figure 7. Notons le gap
entre la latence (en cycles) d’une instruction de calcul comparé & un acces de données & chaque niveau
de la hiérarchie.

latency

512
256
128
64
32

cycles

N A 0 O

ALU FP FP L1 FP L2 L3 RAM
inst cmp mul acc div acc acc acc

instructions

Figure 7: Architecture d'une machine NUMA et latence des instructions du processeur.

CONSEQUENCES. D’un point de vue applicatif, il faudrait donc réutiliser au maximum les données
déja accédées (et donc en cache) et limiter les acces distants pour maintenir un bon scaling & nombre
élevé de cores. A noter que les caches obéissent au principe dit de localité : ils gardent en priorité les
données qui ont été récemment utilisées ou les données ayant des références mémoire proches de celles
qui sont actuellement utilisées. Pour tirer profit, il est donc nécessaire de restructurer les algorithmes
de maniere a maximiser la réutilisation des données d’une part, mais aussi de rendre les acces-mémoire
les plus locaux possibles d’autre part, particulierement en contexte NUMA. Cela peut se faire par le
biais de techniques de cache tiling ou de prefetching. Enfin, les acces-mémoire doivent étre coalescents
afin de minimiser la forte latence lors des transferts de données vers la carte accélératrice.

Problématique

CONTRAINTES. Notre but est de réduire le temps de restitution de simulations de fluides a grande
échelle par une boucle numérique adaptative (figure 5) sur ces architectures massivement multithread.
A cette fin, nous allons nous focaliser sur la phase d’adaptation qui en est le point critique.

e Le probléme est qu’il s’agit d’application dite IRREGULIERE : le nombre de taches ordonnancables
varie au cours de I'exécution, et le fait de traiter une tache peut invalider d’autres déja prévues.
En raison de ces dépendances de taches dynamiques et non prédictibles, il n’est pas trivial
d’exposer un parallélisme constant et maximal & tout instant. De plus, ses instructions sont
dominées par des acces de données avec un faible taux de réutilisation de données.

e Par ailleurs, nous avons vu que maintenir un bon scaling sur ces machines n’est pas trivial.
D’une part, cela implique d’exposer un parallélisme tres fin et élevé pour tirer profit du nombre
conséquent de cores faiblement cadencés. D’autre part, il faudrait exposer une forte localité et un
fort taux de réutilisation de données pour maximiser le rendement de caches. Cela est nécessaire
pour atténuer la forte latence lors d’un acces-mémoire ou lors des transferts de données depuis
une mémoire distante (NUMA) ou vers la carte accélératrice (MIC, GPU).

Ainsi le réel probleme consiste a concilier les deux contraintes : compte-tenu de leur irrégularité
intrinseque, comment exposer des noyaux adaptatifs sensibles a la localité-mémoire tout en restant
aussi efficients que les noyaux de référence ?
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Solution proposée

PRINCIPE. Afin de concilier ces deux contraintes, nous abordons le probléeme par une approche dite

de co-conception décrite a la figure 8. Son essence réside dans le choix et la construction méme des
noyaux séquentiels qui est pensé de manieére a exposer une tres forte localité malgré leur irrégularité.
Ici au lieu de paralléliser le meilleur noyau séquentiel, nous préférons une heuristique ou un algorithme
d’approximation qui fournit un résultat de qualité similaire mais qui respecte les contraintes induites
par le hardware.

numérique algorithme parallele architecture

(a) nouvelle application sur machine existante [notre cas]
(b) application existante sur nouvelle machine

Figure 8: Principe du co-design. Dans le premier cas (a), on va construire des noyaux numériques

adaptés aux contraintes induites par le hardware. Dans le second cas (b), on va construire
une machine adaptée au profil de performance de I’application.

Difficultés et contributions

DIFFICULTES. La contrainte de localité est loin d’étre triviale car elle nous oblige & ne recourir qu’a

des noyaux basiques n’impliquant qu’un voisinage restreint et statique'?. Ainsi la premiere difficulté
réside dans la maniere de construire des noyaux trés locaux tout en restant aussi efficace’® que les
noyaux de référence de 1’état de l'art. La seconde difficulté est de maintenir un parallélisme quasi-
constant et élevé, ainsi que de limiter les pénalités dues aux acceés-mémoire fréquents et irréguliers.

Dans cette these, nous traitons ces deux aspects de maniere indépendante. En premier lieu, nous
construisons les noyaux pour l'adaptation de surfaces triangulées qui concilient les contraintes de
localité (voisinage statique et restreint) et d’efficacité (permet de converger rapidement). Ensuite
nous proposons une maniere de paralléliser ces noyaux irréguliers qui soit adapté a ces architectures
massivement multithreadés. Notons que bien qu’ils soient complémentaires, ces deux axes proviennent
de themes de recherche distincts entrelagant informatique et mathématiques. En fait, la co-conception
nécessite une expertise a la fois en maillages et en calcul haute performance. Ici, nous montrons que
les solutions proposées sont au niveau de I’état de I’art pour chaque axe.

CONTRIBUTIONS. Pour rester le plus local possible, nous n’utilisons que des noyaux statiques (voisi-

nage fixe et restreint, pas de séquence dynamique d’opérations, pas de plongement local'?). Pour
converger rapidement, nos noyaux se basent sur des briques géométriques avancées, a savoir :

e une nouvelle méthode de projection de points basée sur un opérateur continu en géométrie
différentielle. Nous montrons son impact dans le cas d’une simplification et lissage de maillages
par comparaison avec des noyaux de [115-117] en termes de déformation de la surface.

e un nouveau noyau de lissage de points mixte diffusion-optimisation. Nous montrons qu’il per-
met d’améliorer la qualité des mailles tout en réduisant la déformation de la surface par une
comparaison expérimentale avec [116, 117] sur une variété lisse non triviale.

2Dans le sens ol si on applique une opération foo sur un point et qu’elle implique le voisinage direct de ce point,
alors foo devra toujours impliquer le voisinage direct qu’importe le point sur lequel on 'applique. En d’autres termes,
le voisinage impacté par foo ne doit pas dépendre des données courantes (pas data-driven).
13Dans notre cas, un noyau d’adaptation est efficace s’il contribue & accélérer la convergence en maillage en termes
d’erreur d’interpolation de la solution calculée ou bien de qualité de mailles.
14Une maniére d’adapter la surface triangulée est de le plonger localement dans le plan par le biais de cartes locales
u ”atlas”, puis de remailler la région par des noyaux 2D.
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e une approche formellement prouvée pour le transport optimal de tenseurs métriques sur une
surface. Elle permet de limiter la perte d’anisotropie induite par les interpolations répétées des
tenseurs métriques associés a chaque point lors des créations ou déplacements de points.

Pour réaliser un portage efficient sur nos architectures cibles, nous proposons :

e une extraction explicite des taches de chaque noyau par une formulation en graphe de leurs
dépendances. A cette fin, nous proposons deux nouveaux algorithmes lock-free pour le calcul de
stables et le couplage de graphes non-bipartis , a I'issue d’une étude expérimentale et comparative
de [204—206] sur des instances de graphes irréguliers [207]. Nous montrons qu’ils sont réellement
adaptés a nos noyaux en termes de nombre de taches extraites et cott induit.

e une maniere de structurer les noyaux qui permet l'insertion coalescente des données et d’atténuer
I'impact de la latence sur les acceés-mémoire non prédictibles.

e une synchronisation lock-free pour les mises a jour des données topologiques en contexte mas-
sivement multithread. Nous montrons qu’il minimise les transferts de données et donc le surcotit
induit comparé & celle dans [199, 167].

Publications

Les résultats présentés dans cette these ont fait 'objet de trois articles dans des actes de conférences
avec comité de lecture [RLP16, RLP+17, RL18], et d'une communication orale au sein d’un congres [LR18].

Table 3: Publications.

e [RLP16]. Fine-grained locality-aware parallel scheme for anisotropic mesh adaptation.
Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux and Franck Pommereau.
25th |nternational Meshing Roundtable, 2016, Washington DC, USA.

e [RLP+17]. Scalable fine-grained metric-based remeshing algorithm for manycore-NUMA
architectures. Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux, Franck Pommereau and Nicolas Le-
Goff. Euro-Par: 23 International Conference on Parallel and Distributed Computing,
2017, Santiago de Compostella, Spain. [30% of acceptation]

e [RL18] Accurate manycore-accelerated manifold surface remesh kernels.
Hoby Rakotoarivelo and Franck Ledoux.
27th International Meshing Roundtable, 2018, Albuquerque NM, USA.

e [LR18] Parallel surface mesh adaptation for manycore architectures.
Franck Ledoux and Hoby Rakotoarivelo. Communication orale a MeshTrends
13t World Congress in Computational Mechanics, 2018, New-York NY, USA.

Structure du manuscrit

Dans les deux premiers chapitres, nous introduisons les notions minimales de topologie et de
parallélisme requises pour la compréhension de la theése. Une synthese des algorithmes utilisés en
adaptation de surfaces triangulées est ensuite donnée pour introduire certaines notions spécifiques
ainsi que pour illustrer les aspects importants au design des noyaux.

Dans le chapitre 3, nous présentons la démarche initiée dans le design des noyaux surfaciques
sensibles a la localité mémoire. Apres, une breve présentation de la problématique abordée et des
contributions, nous présentons la structure et les briques constitutives des noyaux d’adaptations de
surfaces aussi bien a I’erreur d’une solution numérique qu’a 'erreur de la surface elle-méme. Pour cela,
nous montrons la maniere dont nous gérons ’extraction des données topologiques, la reconstruction de
la surface, le choix et contréle des noyaux de recherche locale. Ensuite nous avons étendu ’approche
au cas anisotrope ou l'adaptation est guidée par la solution numérique calculée. Nous montrons
en particulier comment transporter les métriques ou graduer la densité des points en préservant
I’anisotropie.
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Dans le chapitre 4, nous présentons ’approche initiée pour le portage des noyaux sur les architec-
tures manycore. Apres avoir mis en évidence l'irrégularité des noyaux, nous présentons les solutions
noyaux-spécifiques basées sur une formulation en graphes des dépendances de données. Ensuite une
étude approfondie des heuristiques pour ’extraction des taches en contexte massivement multithread
a été menée en vue d’en inférer nos propres algorithmes. Enfin nous montrons la restructuration des
noyaux en vue d’obtenir des patterns d’acces-mémoires coalescents, et d’inférer un schéma de syn-
chronisation efficient, en termes de transferts de données, pour les mises a jour du graphe d’incidence.

Nous concluons enfin par une synthese de 'approche et des contributions, ainsi que les limitations
et les perspectives de ce travail.

/\ REMARQUE

Etant donnée la variété des theémes abordés, nous avons congu chaque chapitre comme une
entité indépendante traitant sa propre problématique. Ainsi chaque chapitre inclut une
introduction, un état de I'art disséminé au fur et & mesure®, sa propre section résultats et
une conclusion. Bien qu’ils forment un tout, les themes étudiés dans chaque chapitre sont
suffisamment vastes et disjoints pour justifier ce partitionnement.

%ce qui permet de se comparer aux travaux existants pour un point particulier

X Xk X%
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CHAPITRE

Notions préliminaires.

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions de topologie impliqué dans les noyaux d’adaptation
de maillages d’une part, et les notions de parallélisme impliqué dans le portage des noyaux sur les
architectures cibles d’autre part.

1.1 Notions de topologie . . . . . . . . . . . L 19
1.1.1 Maillages et triangulations . . . . . . . . .. ... oL Lo 20
1.1.2  Variétés, atlas et orientabilité. . . . . . . . . . . ... oL 0 21
1.1.3 Représentation et stockage . . . . . . .. ... Lo o 25

1.2 Notions de parallélisme . . . . . . . .. . L e 28
1.2.1  Architecturesde calcul . . . . . . . . ... 28
1.2.2  Modeles de parallélisme . . . . . . . . ... 31
1.2.3  Evaluation pratique . . . ... L 33

1.1 NOTIONS DE TOPOLOGIE

Ici, nous définissons les notions de maillages et triangulations. Ensuite, nous présentons les types de
surfaces que nous prenons en charge dans nos algorithmes. Nous montrons également celles que nous
ne prenons pas en charge en expliquant pourquoi. Enfin, nous montrons comment nous représentons
et stockons la surface triangulée et sa topologie.

VOISINAGE. On commence par rappeler la notion de voisinage qui est utile pour d’autres définitions.
Intuitivement, le voisinage d’un point regroupe tous les points qui sont & une certaine distance de lui.
Formellement, le voisinage (ouvert ou fermé) d’un point est défini par la notion de boule (ouverte ou
fermée). En notant ||-|| une norme quelconque sur 2, on a :

e la boule fermée d’ordre k£ d’un point x d’'un domaine 2 C R™ est définie par :

Bi(x) = {y € O |ly — x|l < k}, (1.1)
e la boule ouverte d’ordre k correspond a l'intérieur de B}, et est définie par :

By(x) = {y € |y —x|| < k}. (1.2)
e le bord de B}, notée 0B} est la sphere Sz_l de dimension n — 1 définie par :

Sp7 00 = {y € @ lly — x| = k}. (13)

[e] —
De maniere générale, on note () l'intérieur de tout Q2 C R™, 0€) son bord, et () sa fermeture.
Le voisinage continu d’un point, défini par sa boule, permet a son tour de définir la notion de topologie
sur un domaine (voir définition 1).

Définition 1 (TOPOLOGIE). Soit Q C R™ un ensemble, et 1 : @ — P () la fonction qui associe
a p € Q son voisinage N(p). On dit que N est une topologie sur Q), si elle vérifie que :

e chaque p € ) appartient a chacun de ses voisinages;

e [a réunion et l'intersection de deuz voisinages de p € Q) est aussi un voisinage de p;

o tout voisinage N € N(p) inclut un M € N(p) tel que N est un voisinage de tout u € M.

Le couple (Q,N) forme un espace topologique, et les éléments de N sont appelés les ouverts de Q.
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1.1.1 Maillages et triangulations

En simulation numérique, un maillage fournit une représentation discrete d’'un domaine comme
sur I’exemple de la figure 1.1. Ce support discret permet de visualiser ou résoudre numériquement
des équations aux dérivées partielles, modélisant des phénomenes physiques continus.

Définition 2 (MAILLAGE). Soit Q un domaine continu et borné de RY, d € N.
Un maillage Ty, est une discrétisation de Q) par des éléments géométriques finis appelés mailles,
telle que l’ensemble des mailles forme une partition de €.

TOPOLOGIE. Par ailleurs, un maillage d’'un domaine peut étre vu comme son recouvrement par une
collection de ”cellules” de dimension différentes et interconnectées. Une cellule de dimension k est un
neeud si k = 0, une aréte si k = 1, une face si k = 2 = d — 1 et une maille sinon (voir figure 1.2).
Intuitivement, la topologie d’un maillage 7, désigne la connectivité des cellules qui la constituent.
Conformément & la définition 1, le couple (75, 11) est un espace topologique discret, ot 11 correspond
a la relation de voisinage de chaque cellule de 7. On vérifie aisément que l'intersection ou la réunion
de deux cellules est soit vide soit un ensemble de cellules appartenant & 7. Selon la régularité de sa
topologie, un maillage peut étre structuré ou non, au sens de la définition 3.

bt
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(1) structuré (2) non structuré

Figure 1.1: Classes usuelles de maillages®
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Figure 1.2: Décomposition d'une maille hexaédrique

Définition 3 (MAILLAGE STRUCTURE). Un maillage est dit structuré si sa connectivité est
réguliere, autrement dit si le degré de chaque point est fixe. Les éléments d’un tel maillage
sont généralement des quadrangles ou des hexaédres.

Deux classes usuelles de maillages utilisées en simulation numérique sont représentées a la figure 1.1.
Le premier représente un maillage structuré. Il permet de retrouver directement le voisinage de chaque
point par adressage implicite, mais également d’obtenir une discrétisation a faible budget de points
comparé a un maillage non structuré. Toutefois il est limité par la régularité du domaine, et nécessite
souvent une décomposition préalable en blocs. Le second représente un maillage non structuré auquel

Lsource : https://fr.wikipedia.org /wiki/Maillage


https://fr.wikipedia.org/wiki/Maillage

(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

CHAPITRE 1. NOTIONS DE TOPOLOGIE ET PARALLELISME. 21

cas la connectivité des points est irréguliere. Un tel maillage permet de discrétiser des domaines
quelconques ou de capturer finement des écoulements sans directions privilégiés, mais requiert un
stockage explicite de la topologie en mémoire. Il est généralement constitué de simplexes (triangles ou
tétraedres), mais peut contenir des éléments géométriques différents (prismes, pyramides etc.).

Définition 4 (TRIANGULATION). Un triangulation Tj, d’un domaine Q C R?® (ou de 05)) est un
maillage triangulaire de Q (ou de 092). Elle est dite conforme si l'intersection de deux mailles
adjacentes se réduit ¢ une aréte.

Trois exemples de triangulations invalides et non conformes sont illustrés a la figure 1.3 dans le
cas planaire. La premiere est invalide car une partie de {2 n’est pas recouverte, tandis que la seconde
l’est en raison d’un chevauchement de mailles. La derniére est non conforme en raison de deux mailles
K1, Ko incidentes & une maille K3. Dans le cadre de notre étude, on se restreint aux triangulations
conformes selon la définition 4. De plus, il s’agit de la discrétisation la plus courante de modeles
géométriques issus de scanners tomographiques (en imagerie médicale) ou d’une conception assistée
par ordinateur.

Définition 5 (MAILLAGE INTERPOLANT). Une triangulation d’une surface est dite interpolante

st ses points sont exactement sur cette surface.

(1) trou (2) chevauchement (3) T-jonction

Figure 1.3: Exemple de triangulations invalides et non conformes.

1.1.2 Variétés, atlas et orientabilité.

Rappelons que notre but sera d’adapter des surfaces triangulées. Il y a plusieurs types de surfaces
dont certaines ne sont pas trivialement discrétisables. Dans notre cas, nous nous limitons a des
surfaces qui sont des variétés au sens de la définition. Elles couvrent néanmoins les surfaces que I'on
peut retrouver dans l’espace usuel R3.

Définition 6 (VARIETE). Une variété T' de dimension n, ou n-variété, est un espace topologique
E = (T, N) connexe localement homéomorphe a un disque de R™. Une variété de dimension 1 est
une courbe, et une variété de dimension 2 est une surface. Intuitivement, I' est une variété si le
voisinage de tout point de I' est localement euclidien mais ne l’est pas nécessairement globalement.
Sauf précision particuliére, on va uniquement considérer des 2-variétés, c’est-a-dire des surfaces.

Dans le cas discret, une surface triangulée 7}, est une variété discréte si pour tout point p :

e chaque aréte incidente a p est incidente a exactement une ou deux faces.
e le graphe d’adjacence des mailles incidentes a p est un cycle si p € I' et un chemin si p € oT".

Des exemples de triangulations ne correspondant pas a des variétés discretes sont données a la
figure 1.4. Dans le premier cas, une aréte est commune & trois faces. Dans le second cas, le voisinage
d’un point & 2 est incomplet dans le sens ou ’ensemble des mailles incidentes a ce point ne constitue
pas une boule fermée de R?. Autrement dit le graphe d’adjacence des mailles incidentes au point
n’est pas un chemin. Dans le dernier cas, le voisinage d’un point interne n’est pas homéomorphe a un
unique disque de R? puisqu’on peut obtenir deux boules fermées distinctes par ”aplatissement”.
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(1) auto-intersection (2) singularité (2D) (3) singularité

Figure 1.4: Exemples de triangulations qui ne sont pas des variétés discretes [1].

EXEMPLE. Le globe terrestre est un exemple concret de variété tel qu’illustré a la figure 1.5. En effet,
le voisinage de chaque point x de la surface S du globe est localement homéomorphe a une disque de
R? (c’est-a-dire quelque chose de plat). Ce disque représente la carte locale de S en . Si I’ensemble
des cartes recouvre S, alors il constitue un atlas dont I’étude permet de rendre compte des propriétés
d’une variété. D’un point de vue local, le plus court chemin entre deux villes est une ligne droite, mais
globalement il s’agit de la géodésique (courbe) passant par ces deux villes. Sur la figure 1.5, les U;
correspondent aux ouverts de la variété, tandis que les €2; sont les ouverts de R?. Les ¢; : U; — €, sont
les homéomorphismes permettant d’associer chaque U; a €;, et correspondent a la paramétrisation
locale de la variété. Enfin les ¢;; sont des fonctions de transition permettant de "recoller” les cartes,
également appelées applications de changement de cartes.

o @
© 6

(1) une tasse est homéomorphe & un tore” (2) ouverts d’une variété et cartes locales [104]

|

AN

!

Figure 1.5: Exemples concrets d’homéomorphisme et variété de dimension deux.

Définition 7 (ATLAS COMPATIBLES). Un atlas est dit différentiable si les changements de cartes
de toutes les intersections d’ouverts non vides le sont. Plus formellement, un atlas (U, 0r)zca
est dit de classe C*,k € [1,00] si pour toute paire d’indices i et j telle que U;NU; = 0, Uapplication
de changement de cartes définie par p; o goj_l 2o (U;NU;) = @i (U;NU;) est un difféomorphisme
de classe C*. Deuz atlas de classe C* sont dits compatibles si leur réunion est aussi de classe C*.

DERIVABILITE. La classe de variétés qui nous intéresse est celles des variétés différentielles au sens

de la définition 8. Intuitivement, il s’agit de surfaces de R? qui sont dérivables. Formellement, ce sont
de variétés que ’on peut munir d’un atlas différentiable dont les changements de cartes sont toutes de
classe C*. En remaillage surfacique, elle permet de plonger localement la variété dans le plan grace
aux cartes locales, puis de remailler la région a ’aide de noyaux 2D. Elle permet également de calculer
I’orientation ou les courbures locales de la surface, ce qui est utile pour son remaillage direct.

2source: https://fr.wikipedia.org/wiki/Homeomorphisme.
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Définition 8 (VARIETE DIFFERENTIELLE). Une variété différentielle de classe C* est une variété
munie d’une famille d’atlas de classe C* mutuellement compatibles.
Une variété est dite lisse si elle est de classe C*°.

Si on considére une variété ' comme un sous-espace de R™ (on dit qu’elle est plongée dans R™),
alors elle peut posséder des points frontieres qui vont constituer son bord dI'. Dans ce cas, on dit
que I" est une variété a bord au sens de la définition 9), et le voisinage de tout point p € dI' déborde
dans R™. Dans notre cas, nous ne gérons que des variétés sans bord (ou fermées). En effet, leur
traitement complexifie les noyaux d’adaptation de maillages (un cas particulier de plus & gérer) sans
apporter quelque innovation algorithmique.

Définition 9 (VARIETE A BORDS). Une variété d bord T' de dimension n est un sous-espace
topologique de R™ dont les points admettent un voisinage homéomorphe a R™ (point intérieur),
ou bien a un ouvert de R™ x RT (point bordants). L’ensemble des points n’admettant que ce
dernier type de voisinage constitue le bord de T'.

ORIENTABILITE. Afin de pouvoir représenter et stocker la surface triangulée, celle-ci doit étre munie

d’une orientation permettant de distinguer son intérieur de son extérieur. Comme illustré a la fig-
ure 1.6, toutes les variétés ne sont pas orientables. Dans notre cas, nous avons besoin d’une orientation
consistante des mailles pour pouvoir calculer des quantités différentielles impliquées dans la création
d’une carte de tailles d’arétes, ou bien dans les noyaux (projection de points aprés un raffinement par
exemple). L’orientation d’'une variété dépend de la notion de lacet au sens de la définition 10.

Définition 10 (LACET). Un lacet v d’une surface T' est une courbe paramétrée v : [0,1] — T telle
que v(0) = v(1). Ainsi, si on parcourt v, le point de départ coincide avec le point d’arrivée.

Comme tout point d’une 2-variété T possede un voisinage homéomorphe & un disque de R2, choisir
une orientation locale de I" revient a choisir une orientation de ce disque, par exemple un repere local
ou un sens de rotation. Intuitivement, une surface est orientable si lorsqu’on choisit une orientation en
un point p, et que 'on déplace le long d’un lacet (au sens de la définition 10) en gardant le méme choix
d’orientation ?, on retrouve la méme orientation & l’arrivée qu’au départ. L’orientabilité d’une surface
se définit ensuite & partir de la propriété de ses lacets & changer I’orientation ou non (définition 11).
En effet, un lacet préserve l'orientation si 'orientation au départ et a ’arrivée sont identiques.

(1) ruban de Mobius’ (2) bouteille de Klein® (3) surface de Boy®

Figure 1.6: Exemples de variétés non orientables de R3.

Définition 11 (VARIETE ORIENTABLE). Une variété est orientable si tous ses lacets préservent
lorientation, sinon elle est juste dite non orientable.

3grace & la notion de transport paralléle que ’on définira plus tard.

4source : https://da.wikipedia.org /wiki/Mobiusband.

S5source : http://jeanne.allenfive.com /on-the-topic-of-topology-and-the-construction-of-the-klein-bottle/
Ssource : http://www.apprendre-en-ligne.net/blog /index.php/2009/01 /27 /1206-la-surface-de-boy
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IN FINE. Dans notre cas, on se restreint aux surfaces triangulées de classe au moins C? par morceaux,

orientables et sans bord. La raison de cette contrainte d’orientabilité est double. En effet, une
orientation consistante des mailles permet de définir un champ non ambigu de vecteurs normaux a
la surface. Ce champ est utile pour la reconstruction discréte des quantités différentielles comme les
courbures et directions principales, en tout point de I'. Il permet également d’approcher localement I'
au voisinage d’un point ou sur une maille & I’aide d’une paramétrisation locale’. Par ailleurs, cette
orientation nous permet de recourir a des structures de données basée sur un parcours ordonné de
demi-arétes (carte combinatoire par exemple, section 1.1.3), ou fournir des primitives topologiques
basées sur un parcours barycentrique de mailles (localisation de points pour la projection de quantités
ponctuelles par exemple).

DENSITE. Pour adapter la triangulation, nous avons besoin de savoir comment répartir les points

sur la surface I' et donc une densité sur les points de I (définition 12). Elle va redéfinir le voisinage
continu de chaque point p du 7y, et donc la taille souhaitée des arétes incidentes a p.

Définition 12 (DENSITE). Intuitivement, une densité encode la répartition souhaitée des points
sur la surface T'. Formellement, c’est Uapplication p : T — R qui spécifie la taille du voisinage
continu de tout point de T'. Elle redéfinit la boule {q € T, p(p)|lq — p||* < 1} de tout point p € T.
Ainsi, la taille d’une aréte [pq] est la longueur d’un segment géodésique sous-tendue par p et q
conformément a p :

tala) = nf [ plsl |92l s (1.4

En fait, quand on munit une variété I' d’une carte densité p qui redéfinit le voisinage de chaque
point de T, alors on est en train de construire une variété riemannienne au sens de la définition 13.
En effet, on est en train de définir un espace métrique qui définit les distances localement sur chaque
point conformément a p.

(1) une carte de la France selon le temps de (2) Pespace-temps est une variété
trajet en TGV. La déformation résultante pseudo-riemannienne: la terre se déplace en
forme une variété riemannienne.® direction du soleil mais sa trajectoire est déviée.’

Figure 1.7: Exemples de variétés (pseudo)-riemanniennes.

Définition 13 (VARIETE RIEMANNIENNE). Une variété riemannienne (T, g,) est une variété T' C
R3 maunie d’un produit scalaire gp : Tl x T,I' — R sur le plan tangent T,T" de tout point p € T.
Ainsi TpI" définit un espace métrique ot la norme d’un vecteur v est : ||v| = \/gp(V, V).

Ainsi la surface I' munie d’une carte de densité p peut étre vue comme une variété riemannienne
(T, gp), ol g, est le produit scalaire local au point p défini par :

gp(u,v) = p(p)(u,v), Yu,v € T,T. (1.5)

"Dans notre cas, la variété n’est connue qu’aux points de la triangulation. Ainsi elle peut é&tre localement approchée
par une surface quadrique, des splines, des patchs de BEZIERS, ou encore des NURBS

8source: http://neomansland.over-blog.org /article-20926040.html.

9source: http://www.uh.edu/~jclarage/astr3131 /lectures /4 /einstein /Einstein_stanford_Page7.html.
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De maniere générale, toute variété munie d’un produit scalaire local g, est une variété riemannienne.
Des exemples concrets de variétés (pseudo)-riemanniennes'” sont donnés & la figure 1.7.

Cette notion de variété riemannienne est importante car elle va nous permettre de définir des
noyaux uniques pour ’adaptation de triangulations a ’erreur d’une solution numérique ou a ’erreur
de la surface elle méme, en changeant juste la métrique g, associée aux points p de la surface.

1.1.3 Représentation et stockage

Stocker le maillage implique de représenter et stocker sa topologie. En plus d’un stockage compact
des points, arétes ou mailles, la structure de données doit fournir les primitives d’acces et de modifi-
cation des relations d’incidences en O(1). Dans notre cas, c’est un aspect important car le stockage
du maillage, ainsi que les motifs d’insertion et de mise a jour des données topologiques doivent tenir
compte des contraintes hardware (préserver le placement mémoire, minimiser les indirections lors des
requétes de voisinage etc.). En réalité le choix d’une représentation repose sur quatre criteres :

le domaine représenté : avec ou sans bord, données associées ou non;

le type de requétes : acces en écriture ou non, type et degré de voisinage;

le stockage et accés aux données : empreinte mémoire, mémoire partagée ou distribuée;
la généricité.

La représentation choisie devrait idéalement permettre de vérifier les invariants topologiques avant
validation des opérations effectuées. De nombreuses structures de données de maillages existent dans
la littérature répondant plus ou moins a l’ensemble de ces criteres. Cette section n’a pas pour but de
les lister et de les comparer, mais plutét de donner une synthese des modeles de représentations et les
structures de données qui en découlent. Elle s’appuie essentiellement sur les travaux décrits dans [2].

MODELES EXPLICITES. Ici, la topologie est vue comme une connexion de cellules différentes (points,

arétes ou mailles). Elle dépend de la dimension du maillage et est représentée par un graphe d’incidence
au sens de la définition 14.

Définition 14 (GRAPHE D’'INCIDENCE). Soit T, un maillage de dimension d.
Le graphe d’incidence associé a Ty, décrit les connectivités des cellules de Tp,.
1l s’agit d’un graphe orienté G = (V,A) tel que:

o V= (V- ,V,),n <d, ot Vi désigne l’ensemble des k-cellules de M.
e A= (A1,---,A,), ot A désigne les relations d’incidence entre paires de cellules de V; x V.

Un exemple de graphe d’incidence d’un maillage non structuré est donné a la figure 1.8. Une
notion qui en est tres proche est celle des diagrammes de HASSE qui servent a représenter les relations
entre éléments d’ensembles partiellement ordonnés.
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| WK L

g9 ny m2 N3 Ng N5 Ng Ny

€2

n50 €3 9L4

(a) cellules (b) relations d’incidence

Figure 1.8: Exemple de topologie d'un maillage non-structuré [2].

10A proprement parler, la métrique gp est une forme bilinéaire symétrique. La différence entre variété riemannienne
et pseudo-riemannienne (T, gp)per est qu’une métrique pseudo-riemannienne g, n’est pas forcément définie positive.
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En fait, on peut distinguer plusieurs modeles de représentation, selon le type et la richesse des
connectivités que I'on veut disposer. L’idée est de ne pas stocker toutes les cellules et leurs relations
mais seulement celles nécessaires a l'algorithme. En supposant qu’on stocke les points et les mailles
et que chaque maille est définie par par un triplet de points, les modeles les plus basiques sont :

e 0 — 0 : chaque point connait ses points voisins. Sans donnée supplémentaire, il ne permet pas
de retrouver directement le voisinage d’une maille.

e 0 — 3 : chaque point connait ses mailles incidentes. Le voisinage d’une maille K s’obtient en
intersectant les mailles incidentes a chaque sommet pg, p1, p2 de K;

e 3 — 3 : chaque maille connait ses mailles voisines. Le voisinage d’'un point p s’obtient en
énumérant les voisins K; € 1[K;] tel que p € K; N K;.

Un exemple est donné a la figure 1.9.

listes d'indicences
points voisins  mailles incidentes  mailles voisines

.

1 [23487.6] [1,4,5,6,7,2] [2,3,4]
2 [1,35,12136] [1,3,11,12,134] [1,7,8]

. 3 [1,251094] [1,2,8,9,103] [1,11,10]
4 [1,3,9,14,8] [7,2,8,16,17] [1,5,13]
5 [23,10,1512]  [11,3,10,18,19] [4,6,15]
6

[1,2,13,11,7] [5,4,13,14,15] [5.7,]

Figure 1.9: Représentation d'une surface triangulée par un graphe d'incidence.

MODELES IMPLICITES. Ici, la topologie est portée par un seul type d’élément sur lesquels les re-

lations d’adjacence et d’incidence des cellules seront ensuite construites. L’avantage est que toutes
les cellules de type et dimension différentes sont représentées implicitement et identiqguement. Parmi
les représentations les plus répandues, I’élément abstrait de base est laréte (ou partie d’aréte). Les
modeles implicites usuels sont donnés a la figure 1.10 pour le cas des maillages surfaciques :

° S 5 fl .S 2 fsuiv o — o
\T/& ® T N/ \ Csuiv "\ / \ next|(q1 \
e ¢
. - e org(ay
fi . f . . s
e
o — €4 /M ° ° / ° —Lle rev \.SP'QV/ o — C'J
arétes ailées demi-arétes arétes orientées quad-edge

Figure 1.10: Représentation implicite de maillages surfaciques a base d'arétes [2]. Ici, les points et les
mailles sont présentes mais leurs connectivités sont portées exclusivement par les arétes.

e arétes ailées : ici chaque aréte référence les noeuds et faces incidents, ainsi que les quatre arétes
partageant une face et un point avec elle.

e demi-arétes : cette fois, une aréte est dupliquée pour chaque face incidente. Chaque demi-aréte
référence la face qui la contient, le point vers lequel elle pointe, la demi-aréte opposée et la
demi-aréte suivante dans la méme face.

e arétes orientées : dérivé de (b), chaque aréte est également dupliquée. Une aréte orientée appar-
tient & une face, et référence uniquement les arétes précédente et suivante, ainsi que les points
précédents et suivants.

e quad-edge : plus général que les trois autres, il permet de représenter des variétés orientables ou
non. En fait il permet de représenter le maillage primal et dual M!, M? d’une surface. Ici une
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aréte est décomposée en quatre brins, chacun pointant sur une face et un sommet incident au
brin. Si un brin e pointe sur respectivement une face et un point dans M!, alors M? se construit
en faisant pointer e sur respectivement un point et une face.

MODELES ORDONNES. L’inconvénient de ces représentations & base d’arétes est qu’elles sont difficiles
a généraliser. Cela est dil au fait que I’élément de base (aréte) est dépendant de la dimension. Les
modeles ordonnés comme les cartes combinatoires de dimension n au sens de la définition 15, et les
cartes généralisées fournissent le degré d’abstraction nécessaire permettant de représenter des variétés
orientables constituées de cellules quelconques en dimension quelconque.

Définition 15 (CARTE COMBINATOIRE). Une d-carte, ou carte combinatoire de dimension d > 0,
est une algébre C = (B, By, , Ba) telle que :

e B est un ensemble fini d’éléments appelés brins;

e (31 est une permutation sur B;

e [(3; est une involution sur B avec 2 <1 < d;

o 3; 0 B; sont des involutions sur B, avec 1 <i <i+2 < j <d.

Dans une d-carte,

e 31 permet de parcourir les brins qui composent une face commune ; elle relie les demi-arétes
d’une face entre elles.

e 35 permet de passer d’un brin d’une face au brin d’une autre face ; elle relie les faces d’un plan
ou d’une surface entre elles.

e (3 permet de passer d’un brin appartenant & une maille volumique (hexaedre, prisme, tétraedre,
pyramide etc.) au brin appartenant & une maille voisine. (voir figure 1.11)

Ba

B2 B3 (en bleu)

Figure 1.11: Relations d’incidence dans une carte combinatoire [2].
face = (1) [b] aréte = (B2)[b neeud = (B2 0 B 1) [b]

]
Bj B s
b b
b
-

Figure 1.12: Reconstitution des cellules a partir d'un brin dans une 2-carte [2].

EN PRATIQUE. Ici, la topologie est entierement portée par les brins. En calcul numérique, il est
néanmoins utile d’accéder aux relations d’incidence des autres cellules (reconstruction de valeurs sur
un point, transfert de flux a travers une aréte etc.). Ainsi, la d-carte est souvent enrichie des autres
cellules (points, faces et mailles). Ces derniéres ainsi que leurs voisinages sont définies par composition
judicieuse des (; donnée a la définition 16. Leur reconstitution au sein d’une 2-carte est illustrée a la
figure 1.12.
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Définition 16 (k-CELLULE). Soit C = (B, 81, -, 84) une d-carte.
La cellule de dimension k incidente a un brin b € B, notée gl')‘, est définie par :

gk:{<ﬁaoﬁ;17---,ﬁdo5;1>[b] sik=0
(Bi,--+, Bit1,Bn)[b]  sinon

EFFICACITE. En pratique, un modele topologique est implanté par le biais d’une structure de données
abstraite. Il s’agit d’une représentation du maillage muni de primitives de consultation et de modifica-
tion des relations d’incidence entre chaque cellule. En notant n le nombre de points du maillage Tp,
on distingue usuellement trois ordres de grandeur pour le cotit d’acces aux relations de voisinage :

e O(1) si la relation d’incidence est directement stockée;
e O(c) si elle peut-étre retrouvée en c étapes, ¢ < n étant la taille d’un voisinage local;
e O(n) si elle nécessite potentiellement de parcourir tout le domaine pour la reconstituer.

Les modeles ordonnés tel que les d-cartes fournissent un acces a toutes les relations d’incidence en
O(c). Pour les graphes d’incidences, cela dépend des relations réellement stockées.

1.2 NOTIONS DE PARALLELISME

Dans la section précédente, nous avons présenté les types de surfaces gérées, ainsi que la représentation
et le stockage des surfaces triangulées. Notons juste que ce dernier point est important pour les noy-
aux de remaillage en contexte massivement multithread. En effet la maniere dont on représente la
topologie impacte a la fois synchronisation des threads pour la consistance des données du maillage,
mais aussi la localité des noyaux. Mais avant d’aborder ces aspects, nous décrivons les notions requises
pour la mise en ceuvre et I’évaluation d’un algorithme parallele.

RAPPEL. Le calcul parallele vise a accélérer le temps d’exécution d’un algorithme sur une instance
de probleme de taille fixe, ou a résoudre des instances de trés grande taille sur une durée fixe.

1.2.1 Architectures de calcul

CLASSIFICATION. Bien qu'’ils soient relativement génériques, les modeles de programmation parallele
sont liés aux architectures de calcul. En effet, la maniére dont on parallélise un algorithme dépendra
du type de parallélisme supporté par le hardware. Ainsi il est nécessaire de connaitre sa topologie
avant de réaliser le portage de I'algorithme. Dans ce cadre, la classification de Flynn, décrite a la
table 1.1, permet de caractériser les architectures en fonction des flots de données et de controle.

Table 1.1: Classification de Flynn.

instructions
single  multi

single SISD  MISD
multi  SIMD  MIMD

T
=
T
©

Dans cette taxonomie, SISD correspond aux machines séquentiels : une seule instruction est exécutée
sur une seule donnée, & tout instant. D’un autre coté, une machine MISD (trés rare) permet 'exécution
de plusieurs instructions sur une méme donnée, et est utilisé dans certains équipements critiques. Par
ailleurs, une machine SIMD permet ’exécution d’une méme instruction sur plusieurs données simul-
tanément (par pipelining ou vectorisation). Enfin, MIMD correspond aux machines multi-processeurs :
chaque processeur peut exécuter des instructions différentes sur des données différentes. Ces machines
peuvent étre classées selon leur topologie mémoire ainsi que leur espace d’adressage qui peuvent étre
(virtuellement) partagés ou distribués.
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MEMOIRE. Dans notre cas, nos architectures cibles correspondent aux machines MIMD & plusieurs
cores et & mémoire partagée (multicore, manycore ou GPU). Ainsi l'espace d’adressage virtuel est
commun & tous les cores, ce qui est adapté pour du multithreading. Selon le mode d’acces-mémoire
supporté par ces machines, on distingue trois classes d’architectures : COMA (mémoire locale se
comportant comme un cache, pas de replication de données en cas d’acces distants), UMA (uniforme),
cc-NUMA (non uniforme avec protocole de cohérence de caches). Ici, la RAM peut étre physiquement
ou virtuellement partagée par le biais d’'un DSM'!. Les threads communiquent par le biais de variables
globales ou segments de mémoire partagée, tandis que les processus peuvent communiquer directement
via un protocole RDMA'?. Dans les deux cas, la consistance des données doit étre gérée explicitement.
Ici, le cott des acces de données sont relatives a la latence mémoire qui peut étre uniforme dans le
cas des machines UMA, ou inégale dans le cas des machines NUMA.

CACHES. Afin de réduire le cott des acces-mémoire, les machines multicore ou manycore récents
integrent plusieurs niveaux de caches (deux ou trois en général). Ce sont des mémoires intermédiaires
entre le CPU et la RAM, avec une capacité et une latence nettement réduites comparées a la RAM. A
cette fin, un cache fournit de maniére transparente les données qui ont été chargées dans un passé
proche. Notons toutefois que les politiques de chargement et remplacement de blocs de données au
sein d’un cache obéissent a un principe dit de localité au sens de la définition 17.

Définition 17 (LOCALITE). Le principe de localité stipule que les données d’un programme ne
sont pas accédées de maniére statistiquement uniforme. Il y a plusieurs types de localités dont :

e temporelle : les données récemment accédées seront trés probablement bientot réutilisées;
e spatiale : les données voisines seront trés probablement bientot accédées.

Afin de réduire le cotit des acces-mémoire et obtenir un bon rendement d’utilisation des caches, il est
donc nécessaire de structurer les instructions de l'algorithme de maniere a maximiser la réutilisation
de données et le référencement de données voisines. Cela peut étre fait par la renumérotation de
maillages ou de matrices creuses en calcul numérique, des techniques de cache blocking, ou encore le
prefetching. Notons toutefois que n’est pas toujours possible si les accés-mémoire sont non prédictibles.

Listing (1.1) sans blockin, Afi, |) access pallern
g ( ) g A (i, ) access paltern_ atter blocking

for(i=0; i < N; i++)
for(j=0; j < N; j++)
for(k=0; k < N; k++)
Cli,jl1 = ALi,kI*BLk,jl

Blocking

A W N

TYYYYYYYYYYYY

Listing (1.2) avec blocking '
for(ii=0; ii < N; i+=R)
for(jj=0; jj < N; j+=R)
for(k=0; k < N; k++)
for(i=ii; i < minGi+R,N); i++) —
for(j=jj; J < mln(JJ+R,N), j++) after blocking
Cli,jl = ATli,kl*B[k,j]

T i
/| |
FAHA

i ]

SO W N

Figure 1.13: Multiplication matricielle efficace en cache [Intel].

EXEMPLE. Un cas concret de restructuration d’instructions par cache-blocking est donné a la figure
1.13 pour la multiplication de matrices denses (de taille N). Il consiste & découper les deux matrices
carrées en m blocs de taille R, avec R la taille d’une ligne de cache de la machine cible. Pour chaque

HDSM pour Distributed-Shared Memory : couche logicielle permettant d’émuler un espace d’adressage global sur un
machine & mémoire distribuée.

12RDMA pour Remote Direct Memory Access : protocole réseau permettant un acces direct des processus & une
mémoire distante (zéro copie), sans intervention du CPU ou du noyau.
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ligne d’une matrice, le fait d’itérer sur les N colonnes va induire un nombre important de défaut de
cache. FEn effet celui-ci va systématiquement étre purgé dans ce cas. Par contre, on va mieux réutiliser
les coefficients de chaque matrice en organisant le calcul par bloc. Notons que cela est possible car
on sait exactement quelle donnée on va accéder a un instant ¢ de l’exécution : ici les motifs d’acces-
mémoire sont prévisibles. Ce n’est malheureusement pas le cas pour nos noyaux de remaillage.

MULTITHREADING. Nos architectures cibles integrent une forme de parallélisme trés fin au niveau
des instructions d’un core du processeur. Rappelons qu’une instruction est traitée en plusieurs phases
(fetch, decode, memaccess, execute, write etc.) par le CPU. Au sein d’un core d’'un CPU superscalaire!,
on dispose d’un pipeline d’instructions qui permet de traiter chaque phase sur plusieurs instructions
en méme temps'*. Dans ce type de core, un cycle!® peut comporter des périodes d’inactivités (ou
bulles) dans le pipeline, dies & des facteurs divers comme les dépendances d’instructions, une mau-
vaise prédiction de branchements, ou encore la latence due a un acces-mémoire. Une maniere d’y
remédier consiste a permettre plusieurs threads d’utiliser ces slots inoccupés. Notons néanmoins que
remplir efficacement le pipeline est un probléme réellement complexe car on doit gérer les dépendances
d’instructions de plusieurs threads cette fois.

Selon la maniere dont on remplit ces bulles, on dispose de plusieurs niveaux de parallélisme décrits
ala figure 1.14. En (1) les unités fonctionnelles (ALU, FPU, etc.) sont réservées & un seul thread, tandis
qu’en (2) elles sont disponibles a plusieurs threads mais sur des blocs de cycles cPU distincts. En (3),
ces unités sont disponibles a plusieurs threads sur des cycles cpu différents (pas forcément des blocs),
tandis qu’en (4) elles peuvent carrément étre allouées a plusieurs threads sur le méme cycle CpU.
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Figure 1.14: Pipeline d'instructions d'un core d'un processeur superscalaire et multithreading.

Définition 18 (SIMULTANEOUS MULTITHREADING). Il s’agit d’une forme de parallélisme au
niveau des instructions d’un core d’un processeur superscalaire. Il désigne le fait de partager les
ressources du core (unités de calcul et caches) entre plusieurs threads sur un méme cycle CPU.
Ainsi, il permet de réduire les bulles horizontales® et verticales® au sein du pipeline d’instructions.

%On a une bulle horizontale quand un slot dédié a une phase n’est pas occupé pour un cycle CPU donné.
bOn a une bulle verticale dans le pipeline quand le CPU ne peut traiter aucune instruction dans un cycle entier

Le recours au SIMULTANEOUS MULTITHREADING (ou hyperthreading sur les puces Intel, cf. définition 18)
permet de remplir les slots inoccupés du pipeline (dues & un accés-mémoire ou l'attente d’un résultat

137] s’agit d’un core de processeur permettant 1’exécution de plusieurs instructions simultanément grace & un pipeline,
et capable de détecter les dépendances d’instructions.

14Pour faire simple, on peut faire un fetch sur plusieurs instructions sur un méme cycle cpu. Néanmoins, on ne peut
pas faire un fetch et un decode simultanément sur une méme instruction

15Un cycle correspond & la terminaison de toutes les phases de traitement d’une instruction par le CPU : fetch, decode,
memaccess, execute, write etc.
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d’une instruction précédente par exemple) en permettant & d’autres threads d’exploiter les unités
fonctionnelles du core (ALU, FPU etc.). Ainsi il permet de masquer les pénalités liés a la latence,
ce qui est tres intéressant pour les processeurs manycore a large bande-passante mais a forte latence
mémoire. Notons néanmoins que le gain de performances qu’il procure n’est pas toujours garanti. En
effet, comme chaque thread doit charger ses propres données, cela peut entrainer une perte de localité
en cache (voir définition 17), ainsi qu'une forte contention et/ou une saturation du cache partagé. Par
conséquent, cela peut engendrer un nombre plus important de défauts de cache qu’en séquentiel.

1.2.2 Modeles de parallélisme

Nous avons vu le parallélisme d’instructions supportées par nos architectures cibles au paragraphe
précédent. Cette fois, nous allons voir les deux formes de parallélisme plus haut niveau fréquemment
utilisées en calcul haute performance.

DATA-PARALLEL. Ici, le parallélisme provient de la distribution de données entre les cores du CpPU.

En calcul numérique, il correspond au partitionnement du maillage en un ensemble de parties de tailles
homogenes ou non, qui seront ensuite affectées aux processus ou threads comme illustré a la figure 1.15.
Il correspond & un modele d’exécution SPMD ou chaque core exécute le méme programme mais sur
des données différentes. Sur 'exemple a la figure 1.15, les mailles grisées correspondent aux parties
du domaine répliquées sur chaque core. Dans ce cas, chaque partie est traitée indépendamment, mais
les processus doivent se synchroniser pour maintenir la consistance des données aux interfaces. Cette
forme de parallélisme se retrouve dans les algorithmes de calcul et visualisation haute performance.
En mémoire partagée, elle peut-étre implémentée a 1’aide de directives de compilation tel qu’OpenMP
ou de bibliotheques paralleles tel que Kokkos.

Figure 1.15: Partitionnement du maillage de calcul sur 3 cores. Ici les parties grisées correspondent
aux mailles fantomes, c’est-a-dire des parties répliquées des interfaces du domaine.

TASK-PARALLEL. Cette fois, le parallélisme provient de la distribution du calcul entre les cores. Dans
ce cas, l'algorithme est décomposé en taches qui peuvent étre scindées en sous-taches, et qui vont étre
ordonnancées sur les cores. Ce genre d’algorithme se modélise naturellement a 1’aide d’un graphe de
calcul décrit a la définition 19. En raison des dépendances de taches, des points de synchronisation ou
d’échanges de données sont souvent nécessaires entre les sous-taches. La parallélisation par taches est
usuellement utilisée pour les probléemes irréguliers incluant des boucles non statiquement bornées, les
algorithmes récursifs et les schémas producteurs-consommateurs. En effet, elle permet naturellement
de rééquilibrer la charge entre les cores au cours de l'exécution. Elle peut-étre implémentée a l'aide
de directives OpenMP (version 4), ou de bibliothéques paralléles tels que Cilk et TBB.

Définition 19 (CRAPHE DE CALCUL). C’est une décomposition d’un algorithme en tiches en vue
de leur ordonnancement. Il s’agit d’un graphe acyclique orienté et pondéré G = (V,A,w) ot :

e V représente l’ensemble des taches a ordonnancer,

o un arc e : (ti,tj)) € A représente une dépendance entre la tiche t; et tj,

o ctw:V — N correspond a l'affectation des cotts ou durées des taches.

Notons que s’il existe un ordre partiel dans G, alors lalgorithme est parallélisable.

Soit G = (V,A,w) lexemple de graphe de calcul représenté a la figure 1.16. A nombre fixe p de
cores, 'ordonnancement des taches de G doit respecter les contraintes de précédence décrites a la
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figure 1.162. Ici, le temps de calcul T}, correspond au temps d’exécution de la tache se terminant en
dernier. La longueur du chemin critique'® £, = (¢;)*_; du graphe donne une borne minimale sur 7}, :

K
VpeN, [lx| = Zw[ci] <T,. (1.6)

i=1

core makespan
Ty = 36

4

3

2

1

time
(1) dépendances de taches et chemin critique £ (2) ordonnancement possible sur 4 cores
Figure 1.16: Exemple de graphe de calcul et ordonnancement possible sur 4 cores.
Dans ce cas, accélération théorique (voir définition 23) de l'algorithme est bornée par :

ev W[t
lim S, = M (1.7)
p—00 [€s ]

Ainsi, le gain par rapport a une exécution séquentielle n’excedera pas cette borne qu’importe le nombre
de cores utilisées.

GRANULARITE. En fait pour un algorithme et un modele de parallélisme donné, on peut extraire
plusieurs niveaux de parallélisme selon la granularité désirée, au sens de la définition 20.

Définition 20 (GRANULARITE). Elle représente la quantité de calcul utile local entre deuz points
de synchronisation d’un algorithme paralléle donné.
Elle désigne également la finesse de décomposition en taches de cet algorithme.

Ainsi la granularité détermine le nombre de taches ainsi que le nombre d’instructions par tache que
I’on attribue a chaque core pour un algorithme donné :

e si elle est fine alors les périodes de calcul sont relativement courtes par rapport a celles des
communications. Ainsi, on a une meilleure répartition de charges des cores, mais on peut avoir
un surcolt important due a la synchronisation.

e si elle est grossiére alors on a un faible ratio de temps de communications sur temps de calcul.
Ainsi on passe plus de temps a faire du calcul, néanmoins on peut étre confronté a un déséquilibre
de charges important.

In fine, le choix de la granularité dépend de la structure de l’algorithme (nombre d’instructions par

tache, patterns de communication des processus), mais également de la machine cible (nombre de
cores, fréquence et mémoire par core, latence et bande-passante mémoire).

16Le chemin critique d’un graphe de calcul est le plus long chemin du sommet source vers un sommet puits. Sa
longueur correspond au temps de restitution minimal de I’algorithme méme quand il s’exécute sur une infinité de cores.
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IRREGULARITE. Nous avons vu dans I'introduction que nos noyaux de remaillage étaient des algo-
rithmes irréguliers : les dépendances de taches évoluent dynamiquement et de maniére non prévisible
d’une part, et les instructions sont dominées par des acces-mémoire avec une faible localité.

Définition 21 (PARALLELISME AMORPHE). Il s’agit de la forme de parallélisme inhérent auz al-
gorithmes irréguliers [164]. En raison des dépendances de données non prévisibles, il implique :
e des taches indépendantes qui peuvent devenir conflictuelles,
e des taches générées de maniére non déterministe au cours de ’exécution;
e des motifs irréguliers d’insertion ou de suppression de données.

Ainsi si on construit le graphe de calcul d’un noyau donné, alors ce graphe changerait tout le temps
car les dépendances évoluent en fonction des données. Ainsi le parallélisme inhérent a ce type de
probleme n’a pas de structure claire, il est qualifié d’amorphe au sens de la définition 21.

ASYNCHRONISME. Le probleme majeur induit par le parallélisme amorphe est qu’il peut induire un
important déséquilibre de charges. En effet méme si on attribue initialement le méme nombre de taches
aux cores, ils ne mettront pas nécessairement le méme temps pour traiter ces taches puisqu’elles vont
chacune engendrer d’autres taches de maniere non prévisible. Une maniere d’y remédier consiste a
recourir a une exécution asynchrone au sens de la définition 22.

Définition 22 (ASYNCHRONISME). Soit G = (V, E,w) un graphe de calcul. Notons [d;, f;] les dates
de début et de fin de chaque tache t; € V et < une relation de précédence causale des tiches. On
dit qu’une séquence de tdiches (tg,- - ,tn) admet une exécution asynchrone si :

Vi,jE[O,n]:i<j:>di-<dj/\fi%dj, (].8)

Autrement dit, l’asynchronisme désigne le fait que t; peut débuter avant la fin de t;_1 pour une
séquence de taches (tg, - ,t,). Ainsi un algorithme est dit asynchrone si les communications
sont non bloquantes et recouvertes par du calcul local dans un paradigme a passage de messages.

Ainsi 'asynchronisme permet de réduire le surcott lié aux synchronisations au sein d’un algorithme
parallele par recouvrement des communications. En particulier, il permet de masquer les pénalités liées
a la latence lors d’un acceés-mémoire distant ou d’un échange de messages. Néanmoins, il est complexe
a exhiber en raison de la consistance des données et la convergence qui ne sont plus garanties.

1.2.3 Evaluation pratique

Pour évaluer les performances d’un algorithme parallele, il faut identifier les sources d’inefficacité.
Pour cela, on distingue trois états possibles des cores, et on mesure les temps passés dans chacun de
ces états, c’est-a-dire le temps de :

e calcul (tcac) : nombre de cycles passés a faire du calcul utile.

e communication (teomm) : nombre de cycles passés a réaliser les communications ou synchronisa-

tions entre les cores. Il dépend du volume de données, du débit et latence du médium'”.

e attente (fwait) : nombre de cycles perdus a attendre un événement ou une synchronisation. Il

s’agit le temps d’inactivité du core. Il est caractéristique d’un déséquilibre de charges entre les
cores, ou d’un mauvais entrelacement des calculs et communications.

Ainsi le temps de restitution de l’algorithme sur p cores est donné par :

T, = mlax [+t + 2] (1.9)

calc wait

SCALING. En fait, évaluer 'algorithme implique de mesurer le gain obtenu par rapport & sa version
séquentielle, ou bien le rendement d’utilisation des cores. De maniere concrete, cela s’exprime par
I’accélération et 'efficacité, au sens des définitions 23 et 24.

17Les communications peuvent se faire par accés-mémoire distant direct (RDMA) ou par passage de messages
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Définition 23 (ACCELERATION). Elle mesure le gain sur le temps de restitution d’un algorithme

parallele A par rapport au meilleur algorithme séquentiel A*, ou o défaut a la version séquentielle
de A. En notant T, le temps de restitution sur p cores, elle est donnée par : S, = %
p

Définition 24 (EFFICACITE). Elle mesure le rendement par core, et est donnée par : E, = pi%

P
In fine, ce qui est réellement intéressant c’est de voir comment ce gain évolue quand on fait varier le
nombre de cores actifs, ou bien de la taille de 'instance du probleme. Autrement dit, cela consiste a
évaluer sa scalabilité (ou passage a I’échelle) au sens de la définition 25.

Définition 25 (SCALABILITE). Elle mesure la capacité de lalgorithme a maintenir Uefficacité en
cas de montée en charge, soit en termes de données, soit en unités de calcul.
Soit p le nombre d’unités de calcul, et n la taille du probléme considéré. Dans ce cas,

o la scalabilité forte mesure [’évolution de E, en fonction de p pour n fize,
o la scalabilité faible mesure I’évolution de E, quand p et n évoluent linéairement.

En fait, 'accélération n’est pas nécessairement proportionnelle au nombre de cores utilisés, con-
trairement a l'intuition. En effet, elle est déja limitée par le surcotut induit par la parallélisation. Mais
de plus, elle est sévérement limitée par la partie séquentielle, aussi infime soit elle (voir théoreme 1).

Théoréme 1 (LOI D’AMDAHL). Elle donne une borne sur la scalabilité forte d’un algorithme.
Soient

e p le nombre de cores utilisés,

o (1 et l, les durées des parties séquentielle et paralléle,

o U =Ll1+ Ly le temps de restitution théorique,

e ¢t enfin a = e%, le ratio de durée de la partie séquentielle sur le temps total théorique.
Alors le temps de restitution réel est : T, = oI + (1 — a)%.
Dans ce cas, la scalabilité forte vaut :

T 1 1
lim S, = lim —* = lim ———— = —. (1.10)
p—oo p— 00 Tp p—oo o + Ta o

Ainsi d’apres la loi d’Amdahl, si la partie intrinsequement séquentielle vaut e = 10% alors I’accélération
Sp ne peut excéder 10 qu’importe le nombre de cores utilisés. Par conséquent, I’algorithme doit étre
intégralement parallélisée pour espérer maintenir une accélération substantielle a nombre de cores
élevé. Notons que ce n’est pas toujours évident en pratique.

X X X
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CHAPITRE

Adaptation de surfaces triangulées.

Dans ce chapitre, nous donnons une breve synthese des algorithmes impliqués dans le remaillage de
surface. En premier lieu, nous montrons comment le maillage initial est générée selon la représentation
fournie en entrée (nuage de points ou fonction de distance signée). Ensuite nous montrons en quoi le
maillage obtenu la qualité du maillage impacte ’efficacité des solveurs en calcul numérique. Ces deux
aspects nous permettra de mieux comprendre la nécessité et I'intérét d’adapter le maillage. Enfin, nous
donnons un panorama des techniques d’adaptation de maillages de surface utilisées dans la littérature.

HYPOTHESES. Dans notre cas, nous supposons que la surface fournie en entrée est une variété lisse
par morceaux, orientable et sans bord pour les raisons que nous avons évoqués au chapitre précédent.
Par ailleurs, nous supposons aussi qu’un maillage de surface est interpolant, au sens de la définition 5.
Ainsi, on peut retrouver localement la surface au voisinage d’un point ou d’une maille par interpolation.
Dans ce cadre, remailler une surface consiste a reconstruire une maillage interpolant de cette surface,
afin de réduire l'erreur d’une solution numérique ou bien l'erreur de la surface elle méme, tout en
améliorant la qualité des mailles.

2.1 Extraction de la surface. . . . . . . . . .. 35
2.1.1 Cas d’'un volume discret . . . . . . . . ... Lo 36
2.1.1.1 Discrétisation du volume . . . . . . ... .. ... ... 37

2.1.1.2 Extraction de la surface . . . . . . .. .. .. oo 38

2.1.2 Cas d’'un volume implicite . . . . . . .. ... Lo L 39
2.1.2.1 Extraction de lasurface . . . . . . . ... ..o oL 39

2.1.2.2 Résolution des ambiguités . . . . . . . .. ... oL 40

2.1.2.3  Stratégies accélératrices . . . . . . ..o 40

2.2 Adaptation de la surface . . . . . . . . . ... 42
2.2.1 Anisotropie et qualité d’un maillage . . . . . . . ... ... ... ... 42
2.2.1.1 Impact sur les solveurs numériques . . . . . . . . . . ... ... 42

2.2.1.2 Forme et alignement optimal . . . . . .. ... ... 43

2.2.2  Approches basées sur une paramétrisation . . . . . ... ... 45
2.2.3 Approches variationnelles . . . . . .. ... L Lo 45
2.2.3.1 Répartitiondes points . . . . . . . .. ..o 46

2.2.3.2 Noyaux globaux . . . . . .. .. ... 47

2.2.4 Approches locales . . . . . ... 48
2.24.1 Noyaux locaux . . . . . . .. .. ... o 48

2.2.4.2 Reconstruction de la surface . . . . . ... ... 0oL 49

2.24.3 Cartesdetailles . . . . ... ..o 50

2.3 Synthese . . . . . L e 51

2.1 EXTRACTION DE LA SURFACE.

En fait pour un domaine fermé de R3, les maillages surfaciques et volumiques correspondants
sont souvent intimement liées comme illustré sur la figure 2.1. En effet si le bord du domaine est
décrit par un nuage de points, alors le maillage surfacique peut s’obtenir par extrudant le maillage
volumique. Inversement, si 'on dispose déja d’un maillage surfacique, alors le maillage volumique
s’obtient en triangulant les points de cette surface, puis en raffinant le maillage obtenu. Par contre,
le maillage a adapter differe sensiblement selon la maniere dont il a été généré, et plus précisément
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de la représentation de la frontiére du domaine considéré. En effet cette frontiere peut étre décrite
explicitement par un nuage de points (ou encore une B-Rep), ou implicitement par le biais d’une
fonction de distance signée décrivant U'intérieur et ’extérieur du domaine.

Figure 2.1: Reconstruction du maillage surfacique a partir du volumique [118].

Ainsi nous rappelons deux principales méthodes de triangulation volumique impliqués dans la
génération du maillage initial pour ces deux types de représentations a la section 2.1.

2.1.1 Cas d’un domaine discret : méthodes de Delaunay

Elle regroupe les algorithmes de triangulation d’un nuage de points d’'un domaine € basés sur
un critere dit de DELAUNAY décrit a la définition 26. En raison de sa robustesse et de ses propriétés
particulieres, il s’agit de 'approche de triangulation la plus répandue dans les applications numériques.
Partant d’un nuage de points décrivant la frontiere d’un domaine!, elle vise & discrétiser a la fois
Iintérieur et la frontiere de ce domaine par insertion successive de points, de sorte que la triangulation
finale respecte ce critére de DELAUNAY.

Définition 26 (CRITERE DE DELAUNAY). Soit S un ensemble fini de points de R3.

Une triangulation T, de S correspond au recouvrement de l’enveloppe convexe de S par des sim-
plexes®. On dit que Ty, respecte le critére de Delaunay si lintérieur de la boule circonscrite de
tout simplexe de Ty, me contient aucun autre point de S.

Dans ce cas, on dit simplement que c’est une triangulation de Delaunay.

%Un simplexe est un triangle ou un tétraedre.

OPTIMALITE. Tout nuage de points S admet au moins une triangulation de DELAUNAY. De plus celle-
ci est unique dans la plupart des configurations®. En fait, elle est considérée comme la ”meilleure”
triangulation possible de S pour de nombreuses applications numériques en raison des propriétés
décrites a la proposition 1.

Propriété 1 (OPTIMALITE D’UNE TRIANGULATION DE DELAUNAY). Soit S un nuage de points
d’un domaine planaire ou volumique Q, et Ty, une triangulation de Delaunay de S.
Parmi toutes les triangulations possibles de S,
o Tn, mazimise ’angle minimum Oyin de chaque maille [4].
o Tp est idéale pour linterpolation de fonctions harmoniques u telle que Au =0 [14, 15, 5].
o T, minimise Uerreur d’interpolation en norme LP d’une forme quadratique w sur € [16].

y

En fait, les deux premieres propriétés sont les plus pertinentes. Dans le cas planaire, la premiere
garantit un ratio d’aspect maximal des mailles sans relocalisation de points. La seconde garantit que 7T,

1On peut éventuellement I’obtenir & partir d’un échantillonnage d’une B-Rep
2Sauf dans le cas ot il y a k > d + 2 points co-sphériques de T, et le cas échéant il est toujours possible de se
ramener d’une instance de Delaunay & une autre par le biais de transformations simples [3]
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fournit la discrétisation la plus lisse possible d’'un domaine 2 pour 'interpolation d’un champ scalaire
sur 2. Notons toutefois que ces propriétés ne sont plus forcément vérifiées dans le cas volumique, du
fait que le critere de Delaunay ne garantit pas 'absence de tétraedres aplaties appelées slivers.

2.1.1.1 Discrétisation du volume

Partant d’un nuage de points S décrivant la frontiere du domaine €, la premiere étape dans la
construction d’une triangulation de Delaunay de €2 consiste a insérer itérativement les points par le
biais du noyau de Delaunay. Il est décrit par :

77”' - 7;”‘_1 - C1 + Bi (21)

ou C; correspond a la cavité du point p; constitué des mailles de 7p;_; dont la sphére circonscrite
contient p;, et B; correspond au voisinage de p; apres ré-étoilement. Il s’implémente naturellement
par l'algorithme de Bowyer-Watson [17, 18]. En pratique, le nuage de points est enrichi des sommets
d’une boite englobante de € avant d’étre triangulé comme illustré sur la figure 2.1. Ainsi cela assure
qu’il existe toujours une maille de la triangulation courante contenant le point a insérer.

BOWYER-WATSON. A l'itération 7, on commence par localiser la maille qui contient le point p; par le
biais d’un parcours barycentrique. Partant d’une maille source, on parcourt 7; en évaluant le signe
des coordonnées barycentriques de p; dans K € Tj,. 11 y a alors trois cas de figures :

e soit ils sont tous positifs alors K contient p;,

e soit 'un d’eux est négatif alors il indique la maille voisine K; a évaluer,

e soit deux d’entre eux sont négatifs alors il y a deux directions possibles qu’il faudra discriminer

arbitrairement ou géométriquement (voir figure 2.2).

Il faut toutefois choisir la source de maniere judicieuse dans le cas ou le domaine comporte des
trous ou une frontiere concave comme sur la figure 2.2. Une fois la maille K identifiée, on procede a
I’expansion de la cavité de p;. Pour cela, on identifie les mailles de 7T,,_; dont les spheéres circonscrites
contiennent p;, grace a un parcours en largeur de Tj;_; a partir de K. La derniére étape consiste
ensuite a supprimer chaque K € C; de 7Tp;_1, et a former les mailles K; € B; en reliant les faces
opposées de chaque K € C; a p;.

ep
N Y
~ 7
A
I"“// 1SN Ko
/
(1) sélection de la direction en fonction du signe de chaque coordonnée (2) probleme des frontiéres
barycentrique de p dans K concaves

Figure 2.2: Localisation de maille par parcours barycentrique [60].

A noter qu’en pratique la construction de la cavité de chaque point souléve des problémes numériques.
Bien qu’il est théoriquement garanti que la cavité d’un point soit ré-étoilable, en pratique cela n’est pas
forcément le cas en raison des erreurs d’arrondis en arithmétique flottante. Pour palier ce probléeme,
on peut recourir & une procédure de correction de cavité comme dans [61] et/ou utiliser des prédicats
géométriques basée sur une arithmétique flottante a précision adaptative tels que décrits dans [19].

ALTERNATIVES. Pour finir, il existe deux autres méthodes de triangulation de Delaunay : celles
de Lawson [6] et la projection paraboloidale [20, 21]. La premiére est restreinte au cas planaire et
est basée sur le fait qu'’il est possible de rendre Delaunay toute triangulation planaire en utilisant
uniquement aux bascules d’arétes. La seconde exploite le fait qu'une triangulation de Delaunay d’un
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ensemble de points S peut étre vu comme une projection sur R% des enveloppes convexes inférieures
des projetés de chaque p € S sur une paraboloide comme illustré sur la figure 2.3. Néanmoins ce lien
entre triangulation de Delaunay et enveloppe convexe de points d’un paraboloide n’est réalité utilisée
que pour des preuves théoriques, et peu d’algorithmes exploitent cette propriété, car elle est cotiteuse
en pratique (voir [22] pour un exemple).

(1) projection sur paraboloide (2) calcul enveloppe convexe (3) projection vers
L (z,y) = (2,9, 2% +9°))

Figure 2.3: Extraction d'une triangulation de Delaunay par projection de points [7].

Le principe précédent est illustré a la figure 2.3 dans le cas planaire. En premier lieu, le nuage de
points est projeté sur un paraboloide formant un ensemble de points P . Ensuite on calcule ’enveloppe
convexe C(P) de P. Enfin on projette les éléments de C(P) sur le domaine-plan. Ici, le gros du calcul
porte sur Uextraction de C(P). Néanmoins une vaste littérature est dédiée a ce sujet (cf. [23]).

2.1.1.2 Extraction de la surface

A Tissue de D'étape précédente, nous avons un maillage de la boite englobante du domaine a
discrétiser, tel que ses points internes soient sur la frontiere de ce domaine (qui est la surface que nous
voulons extraire). Ainsi nous avons déja les points de la surface. Néanmoins il n’est pas garanti que
les autres entités (arétes ou faces) de la surface soient dans ce maillage, & moins que le domaine ne soit
convexe. En fait, pour obtenir un maillage de surface, il faudrait appliquer un traitement spécifique
sur le maillage précédent de maniere a forcer la présence de ces entités.

RENFORCEMENT. Il y a plusieurs stratégies pour forcer la présence des entités de la frontiere. Elles

sont toutes basées sur le fait de rajouter des points additionnels (ou points de STEINER) pour renforcer
le critere de Delaunay pres de la frontiere. On distingue deux écoles a ce sujet :

e DELAUNAY-CONFORME : ici, les entités de la frontiere sont intégrés au maillage en enrichissant
le nuage de points initial P par un ensemble fini de points de STEINER S, de maniére & obtenir
une triangulation de Delaunay de P US. Ici, S peut étre déterminé a priori [24], néanmoins il
en faut souvent beaucoup pour satisfaire cette contrainte de conformité. En fait, cela a pour
effet de sur-discrétiser le bord de €2, ce qui dégrade potentiellement la qualité des mailles. Bien
que des approches plus pratiques existent [24, 25], la conformité est une contrainte trop forte
en raison du nombre excessif de points de STEINER induit. Cela a motivé le développement des
approches DELAUNAY-CONTRAINTE telles que [224, 26].

e DELAUNAY-CONTRAINTE : ici, les entités de la frontiere sont insérées dans la triangulation de
maniere a ce que le critere de Delaunay soit respecté sur €2, sauf sur les entités contraintes.
Dans ce cas, on a une triangulation de Delaunay dite contrainte. Il s’agit d’une triangulation
Tr, dans laquelle la sphere circonscrite de chaque simplexe K € 7}, ne contient aucun autre point
de 75, qui soit 7visible” de l'intérieur de K. Initialement développée dans [27, 8], cette notion
de "visibilité” peut étre vue comme une relaxation de la contrainte de conformité. En pratique,
cela implique un nombre beaucoup moins important de points de Steiner [4].
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(1) 20 points, 12 faces (2) 51 points, 103 tétras  (3) 20 points, 29 tétras

Figure 2.4: Renforcement conforme et contraint de la frontiere d'un domaine [28].

Un comparatif des triangulations possibles d’'un domaine polyédrique selon la stratégie appliquée
pour le renforcement des entités de sa frontiere est donnée a la figure 2.4 et repris de [28]. La
représentation de la frontiere par une B-Rep est donnée en (1). Les triangulations DELAUNAY-conforme
et contrainte sont respectivement données en (2) et (3). Ici on voit que la stratégie contrainte minimise
clairement le nombre de points de STEINER (aucun en l'occurence), par contre on a des mailles trés
étirées sur la surface. En pratique, des versions robustes de ces algorithmes sont implémentés dans
plusieurs logiciels open-source, notamment triangle [29], tetgen [30], netgen ou encore CGAL [9].

2.1.2 Cas d’un domaine implicite : marching cubes

Dans certaines applications, le domaine n’est ni paramétré ni spécifié explicitement par sa frontiere.
En visualisation médicale par exemple, ils sont souvent caractérisés comme des régions ot les grandeurs
mesurables sont définis par un seuil physiologique connu. Par exemple, les techniques de tomoden-
sitométrie mesurent un nombre de relaxation de l'intensité des rayons X répandus dans le corps
humain; Puisque lair, ’os, I’eau ont des comportements différents par rapport a ce nombre, ces en-
tités peuvent étre observées séparément en regardant les ensembles de niveaux de la relaxation. En
simulation numérique, les problémes d’interfaces physiques libres et mobiles sont souvent traités par
la méthode des ensembles de niveaux, ce qui inclut le maillage de géométries implicites [31].

PRINCIPE. Ici la surface est définie par les points correspondant aux zéros d’une équation implicite ¢.
Ainsi elle représente la frontiere d’'un domaine défini par ¢(x) > 0 : ici retrouver la surface revient a
extraire les isosurfaces de ¢. De maniere synthétique, elle repose sur deux étapes : 1’échantillonnage de ¢
en vue de créer un nuage de points, et la triangulation explicite de ces points [41]. Pour ’échantillonnage,
une décomposition du domaine est faite par le biais d’une grille ou d’un octree, et la surface idéale est
approchée localement par une surface plane par morceaux. Dans ce cadre, I’approche la plus intuitive
et la plus utilisée est celle des marching cubes, a partir de laquelle de nombreuses extensions ont été
développées. Une étude comparative de ces variantes est décrite dans [42].

2.1.2.1 Extraction de la surface

,
&
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Figure 2.5: Intersections possibles de la surface avec chaque voxel selon le signe de ¢ a ses sommets [43].

IDEE. Initialement introduite dans [44], I'idée derriere les marching cubes est intuitivement simple.
La surface est reconstruite par intersection des arétes d’une grille de voxels avec le contour du domaine,
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ce qui engendre la création de points. Elle s’obtient en utilisant différents motifs de polygonisation
selon la maniere dont chaque aréte est intersectée au sein d’un voxel, comme sur la figure 2.5.

Plus précisément, la premieére étape consiste a construire une boite englobante B du domaine a
reconstruire. Ensuite, cette boite B est discrétisée uniformément par une grille de n,nyn, voxels?, et le
calcul d’intersections se fait de maniere itérative sur les voxels. Pour chaque voxel v;;;, € B, on compte
le nombre Nk de sommets tel que ¢(x) < 0. Ensuite on choisit une configuration dans une table de
ik
a 28 configurations possibles au sein de chaque voxel. Néanmoins, un recours astucieux de symétries
et de rotations permet de réduire ce nombre a 14 comme sur la figure 2.5. Sur cette figure, chaque
point correspond aux sommets du voxel pour lesquels ¢ est négatif. Enfin, un parcours géométrique
des voxels permet la réutilisation les données interpolées sur les arétes communes a plusieurs voxels.

patterns qui recense les topologies possibles de triangles selon la valeur de n Notons juste qu’il y

2.1.2.2 Résolution des ambiguités

L’étape précédente ne garantit pas d’obtenir directement une reconstruction valide de la surface T'.
En effet il existe des configurations ou la portion de surface n’est pas déterminée de maniére unique
par Uintersection de I' avec les arétes d’un voxel tel qu’illustré a la figure 2.6.

Figure 2.6: Configuration ambigué induite par les marching cubes.

Une liste exhaustive de ces configurations ambigués est donnée dans [45]. En fait, sans traitement
particulier, le maillage résultant pourra contenir des trous ou autres inconsistances topologiques.
Heureusement, il y a plusieurs stratégies pour résoudre ces ambigiiités :

e contours: pour chaque voxel, une solution possible consiste & approcher localement la surface
par un patch (selon les valeurs ponctuelles de ¢) puis d’inférer le bon motif de discrétisation
selon la configuration de ce patch [45].

e ordre total : les configurations ambigués peuvent étre discriminées par un ordre total imposé
sur les points d’intersection de Iisosurface avec les arétes du voxel comme dans [46]. Ainsi, la
reconstruction discrete de la surface s’obtient par le graphe formé par ces points.

e marching tetrahedra: ici, la surface est capturée par découpage de voxel [47, 10, 48]. Le voxel
peut étre scindé en 6, 8 ou 12 tétraddres?, et la surface est interpolée sur chaque tétraddre.
Notons qu’ici on a directement une reconstruction non ambigiie de la surface sur chaque voxel,
ainsi que la possibilité d’adapter la discrétisation [49], contrairement & la version de base.

2.1.2.3 Stratégies accélératrices

EXTENSIONS. En raison de leur compacité, les marching cubes sont intensivement utilisées pour le
rendu temps réel et interactive de données volumétriques. Néanmoins cette contrainte temps-réel
souleve une problématique relative a l'accélération de 'extraction des isosurfaces. A ce titre, bon
nombre d’extensions ont été développées afin d’éviter les traitements sur les voxels inactifs ou vides,
car pres de 30 & 70% du temps de calcul impliquent ces voxels [50, 51] (voir [52-54] pour plus de
détails sur ces variantes).

3Chaque voxel est identifié de maniére unique par {ijk}iclt,ng),iell,ny ] keln2]

4Pour n = 8, il est scindé en quatre pyramides dont les bases correspoﬂdent aux faces du voxel, et chaque pyramide
est ensuite scindé en deux tétraedres. Pour n = 6 ou 12, un point de controdle fictif est créé au centre du voxel, et ¢ est
ensuite interpolée sur ce point.
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Par ailleurs, ils présentent un fort potentiel de parallélisation, de récentes extensions portent sur
leur implémentation efficace sur GPU. Une extension particulierement efficiente basée sur un schéma de
réduction-expansion de données est proposée dans [55]. Elle s’appuie sur une structure de données dite
HistoPyramids pour un stockage compact de données et un requétage efficient en cache. En pratique,
les marching cubes et ses variantes sont implémentées au sein de shaders basées sur DIRECT-X ou

OPENGL (ICARE-3D [35], FAST [56] ou HPMC [36] par exemple), ou de bibliothéques tels que VTK [37],
ou CUDA toolkit [38].

X % X%

(1) maillage résultant sans et avec post-traitement

Figure 2.7: Artéfacts de voxelisation sur le maillage [39].

REMARQUE. A linstar des méthodes de décomposition par grille, les marching cubes induisent

des artefacts de discrétisation, dans le sens ou des traces de découpage en voxel restent visibles
(voir figure 2.71). Cela engendre des mailles & faible ratio d’aspect voire dégénérées. Bien que ga reste
utilisable en visualisation, le maillage obtenu n’est pas directement utilisable en calcul numérique, et
nécessite une étape de remaillage. C’est ce que nous allons justement voir dans la section suivante.
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2.2 ADAPTATION DE LA SURFACE

Nous avons vu comment extraire une surface triangulée a partir d’'un domaine définie explictement
ou implicitement. Bien qu’elle soit une bonne approximation de la surface idéale, les mailles résultantes
sont trop étirées, ou présentent des effets de grille. En fait, ils ne sont pas directement utilisables en
calcul numérique sans post-traitement. Le probléeme est que les schémas numériques nécessitent une
discrétisation assez réguliere pour converger correctement. Ici, nous montrons justement comment
la qualité du maillage impacte la performance des solveurs numériques. Ensuite nous donnons une
synthese des techniques pour ’adaptation de surfaces triangulées.

BUT. En fait, le maillage issu d’un noyau de triangulation (DELAUNAY ou MARCHING CUBES par ex-
emple) peut étre auto-intersectée ou contenir des trous®, et peut nécessiter une réparation (ce qui est
hors de notre cadre). De plus, il est souvent mal échantillonné, avec des mailles plates ou étirées, voire
dégénérées. Ici, le but est d’adapter la surface triangulée de maniére a réduire ’erreur d’une solution
numérique ou bien ’erreur de la surface elle méme, tout en garantissant une bonne qualité des mailles.

2.2.1 Anisotropie et qualité d’'un maillage

En calcul numérique, la notion de qualité d’un maillage est relative car elle dépend de 1’équation
a résoudre (diffusion, écoulements, choc etc.). Elle est souvent définie par une norme sur la qualité
individuelle des mailles.

2.2.1.1 Impact sur les solveurs numériques

En fait, la qualité du maillage influe sur la précision et la vitesse de convergence des solveurs
numériques, outre le fait qu’il doit étre une bonne approximation du domaine.

(1) droits (2) plats (3) étirés

Figure 2.8: Influence de I'aspect des mailles sur I'interpolation d'une solution numérique en 2D [68].

e précision : Perreur d’interpolation locale d’une solution numérique sur une maille K est souvent
majorée par un facteur relatif au ratio d’aspect de K (et donc sa qualité) [69]. Elle dépend de
la norme utilisée. En norme H! par exemple®, on a :

2 r : rayon du cercle inscrit de K
lw—TThullu k) < c-q[K] - |ulm k), avec q[K] = o et < h:le diametre de K
" ¢ : facteur indépendant de K

Ainsi 'erreur de u dépend aussi de la forme de la maille, pas uniquement de la taille de ses arétes.
Pour se donner une idée intuitive, 'influence de la forme des mailles sur I'interpolation de u dans

5Ainsi la surface triangulée n’est donc plus une variété

SEn fait erreur d’une solution numérique est souvent estimée ou majorée par le bliiais d’une norme.
Ici, la norme H! d’une fonction f: Q — R est définie par | fHHl(QE = (HinQ(Q) +> o ||azif||iQ(Q))1/2'
Elle fait intervenir la norme L? définie par : 1£ 12y = (Jg 1f ()] dz)1/2,
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le cas 2D est donnée a la figure 2.8. Elle reprise de ’exemple dans [68]. Sur cet exemple, on voit
que w est mieux interpolée avec des mailles droites en (1), pas trop mal avec des mailles étirées
en (2). Par contre, elle est pire avec des mailles plates en (3). Sinon, l'intégration numérique
de quantités relatives a un point p dépend de la discrétisation du voisinage de p : sa précision
dépend du degré de p et des angles des mailles incidentes a p. Par exemple, c’est le cas de la
quadrature des cotangents [1] (§3.3.4) pour le calcul du laplacien sur une surface’. Ici, plus les
mailles incidentes & p sont réguliéres, plus précise elle sera [62].

e performance. Si la solution numérique est calculée par une méthode des éléments finis, alors
on a une équation AX = B a résoudre, ou A et B sont des matrices carrées de taille n, et n est
le nombre de points du maillage. Dans ce cas, la vitesse de convergence des solveurs itératifs
(gradient conjugué, Jacobi) pour la résolution de cette équation dépend du conditionnement®
ka de la matrice A. Ainsi le temps de calcul est proportionnel a k5. Comme A est symétrique,
alors ka est juste le rapport des valeurs propres maximale et minimale Ay et Amin de A. 11 se
trouve que Amax (et donc ka) dépend de la forme des mailles [68]. En effet on a :

3 2
n = Oma) = O(d|qlK] ), avec g[K] = 4ZJ§|£| (2.2)

ou d désigne le degré maximal des points du maillage, et ¢; la longueur de la ¢ aréte de K [68].

2.2.1.2 Forme et alignement optimal

Rappelons que 'optimalité d’un maillage 7}, dépend de I’équation a discrétiser. En fait, le maillage
optimal celui qui suit mieux les variations de la solution numérique u sur le domaine ou sur la surface.
Ainsi c’est celui dont la densité de points et 1'alignement des mailles sont adaptées au gradient de u.

Table 2.1: Mesures usuelles de forme d'un triangle.

nomenclature formule® valeurs idéale
. s
min. angle [70] Ormin [0, 7] 3
edge ratio [70] im"_’x [1,00[ 1
radii ratio [70] 2% [1,00[ 1
H Emax — gmaxziei
aspect ratio [70] avar = 4v3[K] 1,00 1
emaxfe* 9*79min
skewness [63] max [ s g } [0,1] 0
orthogonality [63]  max [1 - Hgizd 0,1 0
S cobi 7] 2v3
scaled jacobian [71] max[l,0;] [—1,1] X
. : il
frobenius ratio [69, 70] V3] [l,oo[ 1

@ Pour un triangle K, on note :

= Omin €t Omax : angles minimal et maximal de K.

- Lmin €t fmax : longueurs minimale et maximale des arétes de K.
- r et R : rayons des cercles inscrits et circonscrits a K.

- n; : vecteur normal a l'aréte e; de K.

- v; : vecteur reliant le barycentre de K au milieu de I'aréte e;.
- J : matrice jacobienne de K avec J = (AB,AC) en 2D.

"En fait, il s’agit de ’'opérateur de I'opérateur de LAPLACE-BELTRAMI qui généralise le laplacien au cas des variétés.
Il est impliqué dans les noyaux de paramétrisation, de segmentation, de reconstruction ou de lissage de variétés. Elle
consiste en une quadrature de l'intégrale de la divergence du gradient au voisinage S du point p normalisée par l'aire
de S, et implique les angles opposées & chaque aréte incidente a p.

8Le conditionnement d’une matrice A est le nombre ka = ||A||71||A]], ott ||-|| désigne la norme de FROBENTUS.
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FORME. Une syntheése des mesures de forme d’'un simplexe est donnée a la table 2.1. Elles sont
basées sur les angles, les arétes, 'aire ou encore la matrice jacobienne associée a une maille. Une
analyse comparative de certaines d’entre elles est donnée dans [70], elles sont néanmoins plus ou
moins équivalentes dans le sens ot elles visent & discriminer les simplexes plats ou étirés des simplexes
quasi-équilatéraux. Pour une mesure de forme normalisée ¢ telle que 1 correspond au triangle idéal,
l'adaptation consiste & maximiser la norme ||g||pen. Sur cette table,

e min-angle est la mesure la plus simple et la plus intuitive. Ici, le remaillage vise a construire
une triangulation de DELAUNAY du volume ou de la surface (§2.1.1). Elle convient si la solution
numérique est suffisamment réguliere (équations elliptiques par exemple), en vertu de la condition
d’angle sur la convergence de fonctions quadratiques [72]. Néanmoins elle ne tient pas compte
de la taille des simplexes définies par le diametre? h du maillage Ty,.

e les edge-radii-aspect ratio quantifient I’aplatissement des mailles, tandis que le skewness et 1’ortho-
gonality mesurent leur déviation angulaire par rapport a un simplexe équilatéral.

e les scaled-jacobian et frobenius ratio sont basées sur la matrice jacobienne J de K qui encode les in-
formations relatives au volume, la forme et ’orientation du simplexe. En effet une décomposition
en valeurs singulieres de J permet de retrouver les matrices associées a ces quantités [73] §3.
Elles mesurent la déviation de K par rapport au simplexe idéal sur ces criteres.

En pratique, des implémentations numériquement robustes de ces mesures existent au sein de bib-
liotheques comme CGAL [9] ou Verdict [64].

OPTIMALITE. In fine, toutes ces mesures sont purement géométriques et décorrelées de la solu-
tion numérique u. Elles définissent la triangulation idéale comme celle constituée de mailles quasi-
équilatérales. En fait, ce n’est vrai que si u varie de maniere isotrope, c’est-a-dire uniformément dans
toutes les directions de Q (équation de la chaleur par exemple). Dans le cas anisotrope, une triangu-
lation idéale est celle dont la répartition des points, la forme et ’étirement des mailles sont adaptées
a Derreur de la solution numérique, comme sur les deux exemples de la figure 2.9. En fait il s’agit
de la triangulation dont la densité des points croit selon la courbure locale de u, et dont les mailles
sont alignées avec les directions de la hessienne'®de u sur chaque point'!. Ainsi une bonne mesure de
qualité doit encoder trois criteres :

e une taille d’arétes qui dépend des valeurs propres de la hessienne de u en ses sommets.
e un alignement par rapport aux vecteurs propres de la hessienne de u en ses sommets.

e un facteur de gradation borné'2.

En fait, elle est souvent issue de I'une des mesures de la table 2.1, mais néanmoins modifiée pour tenir
compte des informations fournies par un estimateur d’erreur basé sur les hessiennes de u [74-77].

(1) densité d’onde de choc (surface) (2) densité d’onde de choc (volume)

Figure 2.9: Exemples de triangulations optimales en mécanique des fluides [78].

9Le diametre d’un triangle ou d’un maillage est la longueur de sa plus longue aréte.

1072 matrice hessienne H, = V?u de w sur un point p est une matrice symétrique définie positive décrivant la
variation du gradient de wu, et donc les coefficients sont formés par les dérivées secondes de u.

] a été montré dans [69] que l'erreur d’interpolation de u en norme H! décroit en fonction de 'angle entre
I'orientation d’une maille K et celle de u. De plus, si les mailles sont alignées avec u et que leur ratio d’aspect est borné
par |)\1/)\2|1/2, avec \; les valeurs propres de H,, alors ’erreur de u ne dépend plus de ’angle maximal de T,.

1211 s’agit d’une borne sur la variation de tailles entre arétes incidentes. En calcul numérique, il est important d’avoir
une variation graduelle des tailles d’arétes sur le domaine ou la surface, afin de permettre des interpolations plus stables.
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2.2.2 Approches basées sur une paramétrisation

PRINCIPE. La modification directe d’une surface triangulée est délicate dans la mesure ou elle fait

intervenir diverses quantités relatives a la géométrie différentielle. Afin d’obtenir une reconstruction
précise de la surface, tout en améliorant la répartition des points et la qualité des mailles, les noyaux
de remaillage implique le calcul de quantités différentielles telles que les géodésiques, la courbure locale
etc. A ce titre, il existe une classe de méthodes qui consiste a plonger localement la surface dans un
domaine planaire, remailler la région locale, puis de projeter le maillage ainsi obtenu dans R? par le
biais d'un homéomorphisme bijectif o : R? — R? que I'on appelle paramétrisation (voir figure 2.10).

domaine physique R3 domaine paramétrique R?

surface I’

disque U

T

Figure 2.10: Mapping de la surface vers un plan par le biais d’une paramétrisation [CGAL]

L’intérét de ces méthodes c’est qu’elles simplifient grandement les noyaux de remaillage puisqu’on
travaille en 2D. Néanmoins elles présentent deux inconvénients :

e distorsions : la triangulation résultante dépend grandement de la qualité de la paramétrisation
utilisée. En effet la projection d’une surface non triviale dans le plan paramétrique engen-
dre inévitablement des distorsions d’aires, d’angles ou de longueurs. Ainsi des informations
géométriques implicites peuvent étre perdues en cours de route. Méme si la paramétrisation
minimise la distorsion dans un sens raisonnable, il est impossible de 1’éliminer complétement.

e coupe : il n’est pas toujours possible de trouver une paramétrisation globale de la surface'®. En
fait, si la surface n’est pas homéomorphe & un disque, alors il faudrait une coupe géométrique
tel que chaque patch puisse étre paramétré séparément. Dans le cas d’une surface fermée, il
faudrait maintenir une correspondance entre les points de part et d’autres des frontieres des
patchs. En effet il s’agit des mémes points mais sont juste dupliqués.

Les avancées récentes en paramétrisation de surface permettent d’obtenir des algorithmes de re-
maillage robustes basées sur les transformations harmoniques, conformes, ou barycentriques [119-121].
Les techniques de paramétrisation impliqués dans ces algorithmes sont décrits dans [122].

2.2.3 Approches variationnelles

PRINCIPE. Elles regroupent les approches d’adaptation visant & un ré-échantillonnage global des
points de la surface ou du domaine par un calcul variationnel, puis en triangulant le nuage de points
ainsi obtenu. Dans ce cadre, 'adaptation de maillage est formulé comme un probleme d’optimisation
qui consiste & minimiser une énergie définie sur €. Etant donné une densité qui définit le nombre de
points par unité de surface, elle vise a calculer la répartition optimale des points conformément & cette
densité. En fait c’est le choix de I’énergie & minimiser qui va distinguer les différentes approches [65,
66, 79-82]. L’approche la plus courante est celle basée sur les partitions de Voronoi [82-88] décrit &
la définition 27. C’est ce que nous allons développer ici.

13cela dépend du genre de la surface (ou communément ”genus” en anglais)
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Définition 27 (PARTITION DE VORONOI). Soit Q un ouvert de R3, et {2} un ensemble de points
de § appelés germes. Une partition de Voronol est une partition de Q en n ouverts {C;}7_ tel
que tout point de chaque C; est plus proche de son germe z; que d’un autre germe z;, & savoir :

Ci={peQ|dp, z)<dpk, z;), pour tout j #1i} (2.3)

ot d est une distance qui dépend d’une densité de points p : Q — R.
La partition est dite centroidale si les germes z; coincident avec leur centre de masse ¢; de C; :

fC,- xp[x]dx
fCi plx]dx

Zi = C; =

(2.4)

Notons indistinctement 2 C R3 le domaine ou la surface & trianguler. Ici, l'idée est de ré-
échantillonner Q en créant une partition {C;}? , de © telle que les points coincident avec les germes
des C; comme illustré & la figure 2.11. Elle se formule par le probleme d’optimisation suivant :

min E[X;] = minZ/ d(x, z;)dz, avec { C; est une partition de €, (2.5)
X X oG z; sont les germes des C;.

ou d est une distance qui dépend de la densité p et précisément du fait qu’elle soit isotrope ou non.

(1) isovaleurs de ¢ (2) carte de densité (3) partition de voronoi (4) triangulation des germes

Figure 2.11: Triangulation de domaine implicite par une approche variationnelle [89]

2.2.3.1 Répartition des points

Dans le cadre de I’adaptation de maillage, la densité p va jouer un role important puisqu’elle va
dicter la maniere de répartir les points sur tout 2. Elle peut étre déduite de la solution numérique
calculée sur €2, ou d’'une métrique dépendante de la surface telle que la courbure ou la largeur locale
(LFs). En effet la triangulation extraite de la partition de Voronoi va dépendre du fait que p varie de
maniere isotrope ou anisotrope. Dans ce cadre, p redéfinit le voisinage continu de chaque point selon
la taille d’aréte souhaitée dans chaque direction de {2 comme sur la figure 2.12. En fait, elle définit
une variété riemannienne au sens de la définition 13.

e Dans le cas isotrope, la densité d'un point p; se réduit a un scalaire \; et la distance utilisée
dans (2.5) est donnée par : d(p;,p;) = (v, v)1/2 ott v = Pj — Di-

e Dans le cas anisotrope, la densité s’exprime en fonction d’un tenseur métrique associé & chaque
point de Q. Il s’agit d’une matrice symétrique définie positive associé a point de 2 et qui redéfinit
localement le produit scalaire au voisinage de p. Ainsi, la distance utilisée dans (2.5) est donnée
par : d(pivpj) = <V,gin>1/2 ou v =p; —pi.
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V /'\
A |\

(1) cas isotrope (2) cas anisotrope

Figure 2.12: Voisinage d'un point en fonction de sa densité.

CONCRETEMENT. Les approches se différencient sur les algorithmes impliqués dans la minimisation
de E. Concretement, elle se fait usuellement par un algorithme de clustering [85], ou un algorithme
de descente comme la relaxation de LLOYD [90] ou encore L-BGFS [91]. Concrétement, le domaine
est décrit par une triangulation initiale, et il faudrait disposer d’une partition initiale {C;} pour
la minimisation de E. Par ailleurs, il faudrait pouvoir évaluer numériquement les intégrales dans
I’expression de F et les centres de masses ¢; de maniere discrete. Leur approximation dépend de la
méthode utilisée que I'on expliquera dans les deux paragraphes suivants.

2.2.3.2 Noyaux globaux

CLUSTERING. Souvent utilisé en simplification de maillages, il consiste a créer une partition de
Voronoi dans lesquels les cellules {C;}?_; correspondent & des clusters de points de la triangulation
initiale. Dans ce cas, les germes z; sont choisis (aléatoirement ou selon un critére géométrique) parmi
I’ensemble des points du maillage, et chaque cellule C; associée a chaque z; correspond a ’ensemble
des volumes de controle |; de chaque point de C;. Ainsi la triangulation finale aura moins de points.
Dans le cas isotrope, I’énergie a minimiser dans 2.5 est approchée par :

Xi,j = {Ij}, {Zi},v =2 =
0 om w; = [; p(x)dz : aire de I,

EX;;] = Z ij<v,v>2 + Zaj’ v =w;! flj zp(z)dz : centre de masse de |; (2.6)
=1

i=1 j=1 aj = [; p(x)||z — vi||dz : distance moyenne
J

de ; avec les points de |;

ou les termes de (2.6) peuvent étre calculés sur chaque point p; par la formule de quadrature des
cotangents [1] (§3.3.4). Dans le cas anisotrope, ’énergie s’écrit :

n m

E[Xi’j] = ZZ<VﬂngV>' (2.7)

i=1 j=1

L’algorithme de clustering proprement dit se base sur des tests des points situés sur les frontieres
des clusters. En effet chaque aréte e € C; N C; est incident a deux items I, € C; et I, € C;. Dans ce
cas, on évalue E dans la configuration initiale de I, et I, puis dans les deux cas de figures ou on place
I, dans Cj, et I, dans C;. On garde la configuration qui minimise localement E. En bouclant sur une
liste d’arétes frontieres, cela permet de minimiser £ de maniere incrémentale. Une décomposition plus
fine et un stockage mémoire cumulatif des termes de E permet d’accélérer le calcul mais le principe
est le méme. Bien qu’elle soit conceptuellement simple, cette approche est garantie de converger [85].

OPTIMISATION. Cette fois la partition optimale est vue comme un point critique de E. Ainsi elle est

résolue par des méthodes d’optimisation non-linéaire de type Newton. Dans ce cadre, elle correspond a
la partition X* = {C;}*, {z;}* pour lequel |[VE(x*)|| = 0'*. L’approche consiste & résoudre le systeme

141ci, le gradient de E s’exprime par 0y, E = 2m;(z; — 2;), avec m; = fc- p(z)dz la masse de C;
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Hdx = —VFE afin de déterminer le pas de déplacement dx a chaque itération, H étant la hessienne
de F. L’inconvénient de cette méthode c’est que le calcul et la mise a jour de la hessienne est tres
cotiteuse. Ainsi en pratique, une méthode quasi-Newton telle que L-BGFS'® est souvent préférée [91].
L’avantage est double : seules la valeur de la fonctionnelle et de son gradient sont évaluées et n’implique
que des multiplications matrice-vecteurs d’une part, et seuls quelques vecteurs de H sont stockées en
mémoire d’autre part [92].

2.2.4 Approches locales

Elles regroupent les méthodes qui consistent a adapter la surface triangulée par des noyaux locaux
jusqu’a convergence en erreur ou en qualité. Dans ce cas, les noyaux consistent au ré-échantillonnage
de la surface et a la régularisation des mailles. Notons que d’un point de vue combinatoire, adapter
une surface est plus simple qu’adapter un volume puisque les opérations topologiques'® portent sur
des triangles et non sur des tétraedres. Néanmoins les noyaux surfaciques impliquent ’estimation de
quantités relatives a la géométrie différentielle'” et cela sur une surface discrete. Ainsi, leur précision
influe sur la rapidité des algorithmes. Notons qu’il existe une vaste littérature concernant les méthodes
incrémentales, chacune se différenciant sur le but de I'adaptation et 'application cible.

2.2.4.1 Noyaux locaux

PRINCIPE. En optimisation, un algorithme de recherche locale consiste a chercher la solution op-
timale par exploration de l’espace de solutions. Partant d’une solution candidate , il consiste & se
déplacer itérativement vers une solution voisine jusqu’a tomber sur un optimum, ou si un critere
d’arrét est satisfait (timeout ou pas d’amélioration depuis un certain nombre d’itérés par exemple).
Le remaillage local suit ce schéma. Partant d’un maillage qui est une assez bonne approximation de
la surface, il consiste a appliquer une séquence d’opérations locales afin d’améliorer la répartition des
points et la qualité des mailles. Le traitement est effectué jusqu’a ce qu’un seuil sur I'erreur d’une
solution numérique ou un nombre maximum d’itérés a été atteint. Ici le point subtil consiste a trouver
une séquence judicieuse d’application des noyaux pour accélérer la convergence. Néanmoins aucune
combinaison particuliere n’a été prouvée comme optimale dans la littérature.

e raffinement : il vise a enrichir la triangulation en insérant successivement des points de STEINER
dans les régions sous-échantillonnées de la surface ', conformément a une densité prescrite. Un
noyau de Delaunay peut étre utilisé & cette fin, néanmoins I’extension au cas des variétés n’est
pas triviale contrairement au cas planaire [123, 124]. Ainsi des noyaux plus simples basés sur
une dissection d’arétes sont souvent utilisés en pratique [125].

o simplification : elle vise & supprimer les points dans les régions trop denses de la surface. Pour
cela, on recourt usuellement & un noyau de suppression d’arétes ou ses variantes [1] (§7.2.1).
A noter que ce noyau requiert des précautions préalables, sans quoi la triangulation résultante
peut étre invalide'®.

e bascule d’arétes : elle vise a régulariser le degré des points de la triangulation, ou bien a améliorer
la, qualité des mailles en changeant leur connectivités'’

e lissage : il vise a optimiser la qualité des mailles en relocalisant les points. Il consiste a déplacer
chaque point p vers une position optimale p* sans modifier la connectivité des mailles. En fait il

151-BGFS pour Limited-memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno

16Par exemple le découpage de mailles, suppression de points, bascules d’arétes, reconnexion de mailles.

17Comme le calcul de géodésiques, aires de triangles courbes, courbures locales, tenseurs métriques, voire des con-
nexions pour le transport paralléle de vecteurs.

18Fn fait, il n’est applicable que si les conditions de lien sont respectées [32].

- si p et q sont des points-frontiére, alors e est une aréte-frontiére.

- lintersection des boules topologiques de p et q ne contient que les deux points opposés a e.

- les vecteurs normaux des mailles incidentes & q gardent la méme orientation avant et aprés suppression de p.

197 Ditéré t, on bascule ’aréte commune entre deux mailles :

- si 0¢]|x|l2 < 0 avec x I’écart du degré d’un point par rapport au degré optimal.

- ou si 0t||%||1 -0,5||%||oo < 0 ot ¢ mesure la qualité de mailles.
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y a plusieurs choix pour p*, mais la stratégie la plus utilisée est certainement le lissage laplacien
ou ses variantes [33]. Dans ce cas, le point optimal est la moyenne pondérée des voisins®’, &
savoir p* = 37, w;p;, n étant le nombre de voisins de p, et w; € [0, 1] des poids®! quantifiant la
contribution de chaque voisin au déplacement de p. Le noyau est ensuite appliqué itérativement
jusqu’a ce qu’'un seuil de qualité soit atteint. Bien que simple et souvent efficace, il ne garantit
pas une amélioration stricte de la qualité des mailles. Ainsi des noyaux plus compliqués existent
dans la littérature. Ils sont basés sur la minimisation d’une fonction liée a la qualité des mailles
incidentes & p pour trouver p*, par le biais de techniques d’optimisation non-linéaires (voir [126—
128] par exemple).

2.2.4.2 Reconstruction de la surface

BUT. En fait, les noyaux ci-dessus nécessitent de pouvoir reconstruire localement la surface sur une
maille ou au voisinage d’un point. Pour le raffinement, le point est projeté sur une courbe sous-tendue
par aréte & couper. Pour la simplification, le point résultant ¢ est repositionné de maniére a minimiser
Perreur induit par la suppression du point p. Pour le lissage, le point optimal est souvent calculé dans
le plan tangent du point & déplacer, en absence d’une paramétrisation. Ainsi il doit étre projeté sur
une surface reconstruite au voisinage de p. En fait, il existe plusieurs maniéres de reconstruire les
courbes et surfaces dont les plus usuelles sont :

e interpolation : ils permettent de retrouver la surface I' sur une maille K ou une courbe  sur une
aréte, en interpolant des points de controle répartis sur v ou I'. En pratique, on utilise souvent
des B-splines & poids uniforme : les courbes et triangles de BEZIERS. Un triangle de BEZIERS est
une surface obtenue par interpolation de points de contréle et délimitée par trois courbes splines
paramétrées. Ainsi tout point p de la surface passant sur K est interpolé comme suit :

(bijr )i : points de controle du patch,

I (u,v) = Z Bk bijk, avec B : polynomes de Bernstein de degré n, (2.8)
0<i,j,k<n (u,v) : coordonnées barycentriques de p dans K.
i+j+k=n

Notons que le choix des points de controle est libre : c’est ce qui va différencier les approches.
En pratique, il dépend des contraintes que l'on veut respecter sur la triangulation (unicité des
plans tangents aux sommets des mailles par exemple) [129, 130]. Sans contrainte, ils peuvent
étre naivement calculés par le biais de I'algorithme de Casteljau.

e approximation : une maniére de reconstruire la surface consiste & ’approcher au voisinage d’un
point p; par un surface quadrique d’équation implicite T;(z,y, z) = az? + bzy + cy?> — 2 = 0.
Ainsi déterminer T} revient & minimiser S/, (az? + bawyk + cyf — 2)?%, n = [N, ce se fait
usuellement par une méthode des moindres carrées. Concretement, cela consiste a résoudre
I’équation matricielle suivante :

u?  upvy V3 a dy
AX=B=| : : : bl=1 : (2.9)
uZ oupv, V2 ¢ d,

ou (ug, vk) correspond aux coordonnées des voisins py de p; dans le repere local au plan tangent
de p;, tandis que dyx est I’écart entre px et son projeté sur ce plan tangent. Si n > 3 alors le
systéme est surdéterminé. Dans ce cas, I’équation 2.9 est reformulé en ATAX = ATB, puis
résolu en utilisant une méthode d’inversion matricielle de Gauss [107] (§3.1).

20En pratique, la position optimale est relaxée par un facteur A tel que p* = (1 — \)p + Ap* avec w € [0, 1].
2171 peut s’agir d’un ratio de longueurs d’arétes, d’angles ou d’aires des mailles incidentes & p.
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2.2.4.3 Cartes de tailles

PRINCIPE. Afin de contrdler la densité des points ainsi que I’étirement des mailles, il faudrait disposer
d’une structure qui permette de prescrire les tailles d’arétes au voisinage d’un point pour une direction
donnée v;. Pour cela, une maniere usuelle consiste a recourir aux tenseurs métriques. Un tenseur
métrique associé a un point p est une matrice symétrique définie positive g, qui définit un produit
scalaire local pour le calcul de distances et d’angles dans le plan tangent de p. Il peut étre représenté
par la boule formée par les points qui sont a distance unité dans cet espace métrique comme sur la
figure 2.13. Dans la base canonique de R?, il s’écrit 22 :

A= diag(h;Q)?:l : les valeurs propres de g,
gp =P 'AP, avec { P = (vy,vy,V3) : les directions principales de g, (2.10)
h; : la taille d’arete prescrite en direction de v;

Vi

(1) isotrope (2) anisotrope

Figure 2.13: Boule d'un tenseur métrique.

CHAMP. En pratique, un champ de métriques est construit sur les points du maillage. Dans ce
cadre, les h; peuvent étre relatives aux courbures locales ou aux valeurs propres de la hessienne d’une
solution numérique u. A chaque création ou déplacement d’un point, le tenseur associé est interpolé
a partir de ses voisins. En pratique, cela est fait par le biais d'une réduction simultanée [93] ou d’une
interpolation log-euclidienne [94]. La construction du champ fait intervenir un estimateur d’erreur
, et il existe une vaste littérature & ce sujet [74-77]. En raison de sa simplicité, un estimateur en
norme L est souvent utilisé dans les remailleurs génériques [108, 95].

Dans ce cas précis, I'erreur relative a une maille K s’écrit :

2
(e < 5 maxma (v, Hu()v) (2.11)

Etant donné un seuil d’erreur ¢, le champ peut étre construit via (2.10) en remplacant les h; par :

h; = max {min [(%)1/2, hmax} ,hmin} . (2.12)

EN BREF. Le recours aux tenseurs métriques pour le controle des noyaux adaptatifs est devenu le
standard en remaillage local pour la mécanique des fluides. En effet il permet d’obtenir des triangu-
lations uniformes, adaptés isotropes ou anisotropes en redéfinissant le produit scalaire local a chaque
point, tout en gardant les mémes noyaux. Ainsi, bon nombre de remailleurs sont basés sur ce concept
tels que yams [108], madlib [96], MMG [95] ou pragmatic [199] pour en citer quelques-uns. Néanmoins
d’autres alternatives existent dans le cadre général. L’approche décrite dans [131] consiste & plonger
le domaine dans R® puis d’appliquer les noyaux sur cet hypersurface. Il ne permet néanmoins que
I’adaptation de la triangulation aux courbures de la surface.

* % %

22Dans ce cadre, les grandeurs géométriques deviennent :
- la longueur d’une courbe v : [0,1] — T par ¢, (v) = fol ap (Y[t], Y[E])1/24dt.
- laire d’une maille K par : |K| = fK(det[gz]l/er).
- la distance entre deux points p, q par : £5[pq] = inf £5,(7), avec v € C1([0,1].
v
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2.3 SYNTHESE

En bref, nous avons vu que la génération de la triangulation initiale dépend de la représentation
de la surface en entrée qui peut étre explicite (nuage de points) ou implicite (fonction distance);
mais qu’elle nécessite un traitement ultérieur (ou remaillage) dans les deux cas. A ce titre, nous
avons également vu les différentes stratégies de remaillage d’'une surface triangulée. Etant donnée
une densité, les méthodes variationnelles fournissent la meilleure discrétisation possible en termes de
répartition de points et de qualité des mailles, grace a un rééchantillonnage complet de la surface.
Souvent basées sur une routine de descente, elles sont néanmoins lentes & converger. Ainsi elles ne
conviennent pas a une boucle numérique adaptative en raison du surcout prohibitif : cela est d’autant
plus vrai lorsque la solution numérique ne varie que graduellement a chaque pas de temps. Une
approche de remaillage local permet de palier ce probleme. En se basant sur des algorithmes de
recherche locale, elle vise a adapter graduellement la surface triangulée par le biais de noyaux locaux,
afin de satisfaire la densité prescrite. Néanmoins leur convergence n’est pas toujours garantie car on
peut aisément tomber sur un minimum local?® : & vrai dire c’est le choix des noyaux ainsi que leur
contrdle qui va grandement influencer lefficacité du remailleur?*.

* % %

23Cela implique une discrétisation moins réguliére ou un nombre sous-optimal de points de Steiner comparé & une
méthode variationnelle.
24en termes d’erreur d’interpolation ou de qualité de mailles
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CHAPITRE

Design de noyaux surfaciques locality-aware.

Rappelons que notre but est d’accélérer la boucle numérique adaptative décrite a la page 11, en
proposant des noyaux d’adaptation de maillages qui exposent une localité maximale requise par le
hardware, malgré leur irrégularité intrinseque. En fait cette contrainte est loin d’étre triviale car elle
limite significativement les choix algorithmiques dans la construction de noyaux, et donc leur efficacité.
Dans ce chapitre, nous montrons comment nous concilions ces contraintes de localité, tout en restant
aussi efficaces que les noyaux de référence en termes de convergence en erreur ou en qualité de mailles.

Contributions :
e une projection de points basée sur ’application exponentielle,
e un noyau de lissage mixte diffusion-optimisation non linéaire,
e une preuve d’équivalence des mesures usuelles de gradation,
e un transport optimal de tenseurs métriques sur une variété.
Publications : un article [RL18] et une présentation [LR18].
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3.1 INTRODUCTION

3.1.1 Cadre et contraintes

BUT. Dans le cadre de simulations adaptatives impliquant un solveur numérique et un remailleur 3D,
notre but est de fournir des noyaux surfaciques qui exposent une localité maximale requise par les
architectures manycore, tout en restant aussi efficace que les noyaux de référence en termes de con-
vergence en erreur ou en qualité.

Partant d’une surface triangulée uniforme et d’un budget de points, nous visons a fournir un mail-
lage qui minimise ’erreur d’interpolation de la solution numérique calculée, ou I’erreur d’approximation
de la surface elle méme', tout en maintenant un bon ratio d’aspect des mailles & la fois en contexte
isotrope et anisotrope, comme illustré sur la figure 3.1.

Une seule méthode pour les gouverner tous
adaptation basée sur les tenseurs métriques

erreur estimée de la solution

maillage adapté

maillage initial

error [log-scale]

195 oomr 0.0

g
1.7e-06 0.0767

vy ' o
SO
EEEESLE
R AR
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Figure 3.1: Les deux types d'adaptation gérées.

TRAVAUX CONNEXES. L’adaptation locale de surface ou volume est une thématique bien étudiée [11],

et plusieurs outils robustes et open-source existent comme tetgen, meshlab, CGAL, MADLIB, MMGS-3D,
ou GMSH [9, 96, 132-134]. Ainsi une question légitime concerne l'utilité de réinventer la roue. En
fait, les noyaux impliqués dans ces remailleurs n’exposent pas suffisamment de localité requis par le
hardware. En effet, chaque opération sur un point ou une maille ne devrait impliquer qu’un voisinage
restreint, statique et borné. Notons que cette contrainte de localité est loin d’étre triviale, et les
noyaux les plus efficients de 1’état de I’art ne la respecte pas. A titre d’exemple :

e le recours aux cavités dynamiques? permet d’accélérer la convergence en qualité [123, 97]. En fait
cela permet de supprimer les mailles distordues au voisinage d’un point donné, lors de I'insertion
ou suppression de ce point. Néanmoins ces mailles ne peuvent pas étre inférées statiquement.

LEn fait dans notre cas, la répartition des points ainsi que I’alignement est guidé par un champ de tenseurs métriques
définie sur les points du maillage. Si on veut adapter le maillage & ’erreur de la solution numérique u , alors ce champ
peut étre extrait des hessiennes locales de u. Si c’est a l’erreur de la surface elle-méme, alors il est extrait des tenseurs de
courbures. Enfin, les deux erreurs peuvent étre gérées simultanément en utilisant 'intersection de tenseurs métriques.

2Comme les noyaux de Delaunay surfacique ou anisotrope, et le hybrid cavity kernel de LOSEILLE et al.
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e le remaillage a base d’atlas fournit des surfaces bien échantillonnées, avec une qualité comparable
a celle issue d’'une méthode variationnelle. Ici la surface est localement plongée dans un plan par
le biais d’une paramétrisation, puis remaillée via des noyaux 2D. Néanmoins construire l'atlas a
la volée implique de parcourir et figer un voisinage non prédéfini de mailles & chaque fois [120].

e les calculs numériques sont plus stables sur des maillages quasi-structurés®. Relaxer les degrés
des points est néanmoins fastidieuse due & de nombreux minima locaux. En fait les noyaux
de référence (5-6-7 scheme, puzzle solving) s’appuient sur une séquence dynamique de bascule-
raffinement-suppression d’arétes : les mailles impactées ne peuvent étre inférées [120, 135, 136].

En fait, nous tentons de concilier deux contraintes antagonistes. Pour satisfaire la localité, on est con-
traint d’utiliser que de noyaux trés basiques (pas de cavité dynamique, pas de plongement via un atlas,
pas de séquence dynamiques d’opérations). Pour rester aussi efficient que 1’état de 1’art, on est con-
traint de recourir a des noyaux dynamiques afin de converger rapidement en termes d’approximation
de la surface, de qualité de mailles ou bien d’interpolation de la solution numérique.

3.1.2 Démarche et contributions

raffinement

s1 Tk st Tk

ajout de points par découpage de maille.

simplification swapping smoothing
suppression de points | égaliser les degrés améliore la qualité
en les fusionnant. par bascule d'aréte. par bougé de point.

Figure 3.2: Nos noyaux statiques. Ici, le raffinement et la simplification vise a rééchantilloner la
surface, tandis que la bascule et le lissage vise a la régulariser. En 'occurence, ils
n’impliquent qu’une maille, une paire de mailles ou le voisinage direct d’un point.

CONTRIBUTIONS. Dans ce cadre, nous visons a concilier les deux contraintes. Pour exposer une

localité maximale, nous ne recourons que les noyaux basiques décrits a la figure 3.2, et nous évitons les
features dynamiques décrites précédemment. Pour rester aussi efficient en termes de convergence, les
noyaux que nous proposons s’appuient sur des primitives géométriques avancées. Ils incluent :

e Projection de points (raffinement, simplification et lissage).
Dans notre cas, la surface idéale n’est connue que sur les points du maillage, et nous ne disposons
pas d’un atlas pour une paramétrisation locale. Ainsi, nous devons trouver une maniere précise
de placer les points sur cette surface idéale lorsqu’on coupe un’ aréte, qu’on fusionne deux points
ou encore quand on déplace un point. Si le point est déja sur le maillage alors ce n’est pas un
probléme puisque dans ce cas, nous pouvons utiliser des courbes de BEZIERS, un PN-triangle ou
une surface quadrique par exemple. Néanmoins s’il n’est pas sur le maillage, alors la situation
n’est pas claire. Dans ce cas, nous devons d’abord le projeter sur le maillage, puis ensuite sur

3 Autrement dit, un maillage ol tous les points ont quasiment le méme nombre de voisins : 6
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la surface idéale, ce qui implique une perte inévitable de précision. Ici, nous proposons une
maniere de projeter les points qui s’appuie sur le calcul de courbes géodésiques via un opérateur
de géométrie différentielle. Il assure que la perte de précision reste minime, et contribue de ce
fait a accélérer la convergence du maillage en terme d’approximation de la surface.

e Relocalisation de points (lissage).

Pour réduire le nombre d’itérés, les noyaux de raffinement, de simplification et de bascule sont
appliqués sans tenir compte de la qualité des mailles. Ainsi 'amélioration de la qualité du
maillage est entierement confiée au lissage. Il consiste a déplacer les points afin d’améliorer
la forme des mailles incidentes. Néanmoins, déplacer un point implique inévitablement une
déformation de la surface. Ici, nous proposons un noyau de lissage qui vise a améliorer la qualité
tout en réduisant la dégradation de la surface. Il s’appuie sur un filtre de diffusion qui est d’abord
appliqué au point courant, puis une routine d’optimisation qui est invoquée en cas d’échec. Il
contribue ainsi a accélérer la convergence du maillage en qualité.

e Transport de métriques (raffinement et lissage).

En fait, les tailles d’arétes souhaitées sont prescrites sur le maillage par le biais de tenseurs
métriques. Ils permettent d’adapter le maillage aussi bien a l’erreur estimée de la solution
numérique qu’a l'erreur estimée de la surface elle méme, en contexte anisotrope comme montré
sur la figure 3.1. Pour chaque point, son tenseur métrique donne la taille souhaitée de des arétes
dans toutes les directions qui lui sont incidentes. Ainsi, si un point p est créé ou déplacé, alors
son tenseur métrique doit étre interpolé a partir de ses voisins. Néanmoins, les interpolations
répétées de métriques implique inévitablement une perte d’anisotropie. Pour le réduire, on
peut déplacer tous les tenseurs voisins sur p avant de considérer leur moyenne (si nécessaire).
Néanmoins bouger un tenseur sur une surface peut dévier ses directions si aucune précaution
n’est prise. Ici, nous proposons une maniere sire de les déplacer sans modifier leurs directions
principales. Elle est basée sur la notion de transport parallele en géométrie différentielle, et
contribue & accélérer la convergence du maillage en termes d’approximation de la surface et
d’interpolation de la solution numérique.

In fine, la contrainte de localité induite par le hardware est bien respectée tout en préservant ’efficience
des noyaux. D’une part, nos quatre noyaux n’impliquent qu’un voisinage restreint et statique pour le
rééchantillonnage de la surface, la régularisation des mailles et la relaxation des degrés (figure 3.2).
D’autre part, leur efficience est garantie car ils s’appuient sur trois primitives géométriques avancées
qui leur permettent de converger rapidement en erreur et qualité. Enfin, notons qu’ils ne nécessitent
aucun support géométrique? et préservent les particularités de la géométrie®. Pour finir, une partie des
travaux a été publiée dans un acte de conférence avec comité de lecture [RL18], et présentée oralement
a un congres [LR18].

[RL18] Accurate manycore-accelerated manifold surface remesh kernels.
Hoby Rakotoarivelo and Franck Ledoux.
27th International Meshing Roundtable, 2018, Albuquerque NM, USA.

[LR18] Parallel surface mesh adaptation for manycore architectures.
Franck Ledoux and Hoby Rakotoarivelo. Communication orale a MeshTrends
13th World Congress in Computational Mechanics, 2018, New-York NY, USA.

3.2 DESIGN DES NOYAUX

3.2.1 Hypotheéses et optimalité

HYPOTHESES. Ici, la surface fournie en entrée est connue uniquement par le biais d’une triangulation
conforme au sens de la définition 4. Ainsi la surface triangulée est une reconstruction linéaire par

4Comme un moteur de CAO ou un maillage de fond pour les requétes relatives & la surface par exemple
5telles que les courbes saillantes et ”coins” ou points singuliers
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morceaux de la surface idéale, et on suppose que :

e la surface est une variété lisse par morceaux (voir définitions 6 et 8). Ainsi tout point de la surface
admet un unique plan tangent, et est indéfiniment différentiable presque partout sauf sur les
courbes saillantes ("ridges”) ou les ”coins”. Cela permet de calculer des quantités différentielles
utiles pour définir une carte de tailles basée sur l'erreur de la surface ou juste pour reconstruire
localement la surface.

e la surface est une variété fermée, orientable et sans bords (définitions 9 et 11). Ainsi, elle représente
une frontiere d’un domaine volumique, et peut étre munie d’un champ de vecteurs normaux de
sorte a distinguer l'intérieur et I’extérieur de ce domaine.

e la triangulation est interpolante (et non approximante, voir définition 5). Ainsi ses points sont
exactement sur la surface idéale, et elle tend vers cette surface quand le pas de discrétisation®
tend vers zéro.

OPTIMALITE. La surface initiale peut étre sous ou sur-échantillonnée’. Etant donné un budget de
points nmax, le but consiste a effectuer des opérations locales sur la triangulation initiale, et donc de
produire une séquence de triangulations qui converge vers une discrétisation ”optimale”. Elle est :

e proche de la surface idéale, au sens ou 'erreur estimée de la surface est minimale pour le nombre
de points spécifié. Notons que cet erreur décroit strictement dans le cas d’un raffinement. Ici
nous utilisons une norme LP pour I’évaluation de ’erreur, cela permet d’utiliser des distances
différentes et donc d’ajuster la sensibilité de I'estimateur®. Enfin, notons qu’on cherche & min-
imiser I’erreur compte-tenu du nombre de points et pas l'inverse’. En fait, contréler le nombre
de points est souvent préférable en calcul numérique : c’est pratique quand le numéricien veut
spécifier le nombre exact de points pour une étude de convergence par exemple.

o bien échantillonnée c’est-a-dire constituée de mailles de bonne qualité'®. Par souci de simplicité,

nous décidons de décrire la qualité d’une maille par le radii-ratio (voir table 2.1, page 43). Notons
toutefois que les grandeurs géométriques '' sont calculés dans I’espace métrique induit par la
carte de tailles définie sur les points du maillage. Pour une maille K, sa qualité est définie par :

q[K]

Ainsi elle est de bonne qualité si g[K] &~ 1 et dégénérée si ¢[K] =~ 0.

R { R : rayon du cercle circonscrit de K (3.1)

o L r: rayon du cercle inscrit de K

e réguliere dans le sens ou chaque maille est proche des plans tangents de ses sommets d’une part
et que les tailles d’arétes varient graduellement d’autre part. La premiere contrainte permet
d’éviter une discrétisation certes proche de la surface mais toute crénelée, tandis que la seconde
est nécessaire pour un calcul'? plus stable de quantités numériques sur les points. Concrétement,
nous fixons un seuil angulaire 6,5 sur la déviation des normales aux points et aux mailles d’une
part, ainsi qu’un seuil sur le rapport de tailles d’arétes incidentes d’autre part.

3.2.2 Pré-traitement

Rappelons que nous ne disposons que de données minimales relatives a la description de la surface,
a savoir un ensemble de points et de mailles sans aucune autre donnée géométrique, tels que les modeles
fournis au format STL (STereo-Lithography). Ainsi une étape de pré-traitement incluant ’extraction
de données additionnelles est nécessaire. Les étapes afférentes sont résumées a la figure 3.3.

611 est représenté par le diametre h du maillage 77, qui correspond A la longueur de sa plus grande aréte.

7“Comme les modeles géométriques issus d'une CAO ou de capteurs 3D.

8En norme L2, elle correspond & la distance euclidienne entre les points de 7 et ceux de I'. En norme L*°, il s’agit
de la distance de Hausdorff qui représente ’écart maximal entre 7 et T'.

90n ne cherche pas & minimiser n étant donné un seuil d’erreur emax — contrairement aux méthodes usuelles en
adaptation de maillages [78].

10Notons que la forme et I’alignement d’un triangle sont relatives & la variation de la solution numérique ou de la
surface, il ne s’agit pas juste d’avoir un triangle équilatéral.

H Comme les distances, angles etc.

12Pour I’interpolation ou la quadrature lors d’une intégration numérique par exemple
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3.2.2.1 Extraction des ridges

EN BREF. Avant tout autre traitement, il nous fait extraire les caractéristiques importantes de la
surface que I’on souhaite préserver. Il s’agit d’identifier les entités de discontinuité'® qui vont néces-
siter un traitement particulier tout au long du remaillage. Dans notre cas, on distingue :

e les "ridges” : ce sont les courbes caractéristiques délimitant deux portions de la surface qui
s’intersectent avec un angle aigu (crétes ou vallées). Pour les modeles issus d’'une CAO, elles
peuvent étre identifiées en repérant simplement les paires de mailles dont 'angle diedre excede
un certain seuil fixé. Pour les variétés plus générales, leur extraction n’est pas triviale, et nécessite
Pestimation des extrema des courbures principales sur les points de la surface [137-139).

e les ”coins” : ce sont les points saillants de la surface qui doivent étre préservés. Ils sont identifiés
comme étant l'intersection d’au moins trois ridges.

Les autres entités sont dites ordinaires et correspondent aux régions o la surface est localement lisse.

(1) surface idéale (2) identifier les (3) dupliquer les (4) orienter la surface
avec ses courbes ridges et coins. ridges, chainer par des vecteurs
caractéristiques construire 71. ridges et coins. normaux sortants.

Figure 3.3: Etapes de pré-traitement.

3.2.2.2 Représentation de la topologie

Une fois ses entités classifiées, il nous faut construire la topologie de Tj, i.e la connectivité des
points et des mailles. Il y a plusieurs maniéres de représenter cette topologie (voir chapitre précédent).
Dans notre cas, on veut un modele de représentation qui :

1. est local afin de restreindre les mailles impactées lors d’une mise a jour.
2. est minimal afin de simplifier les mise a jours.
3. minimise les indirections afin de réduire les défauts de cache lors des requétes.

GRAPHE D’INCIDENCE. Les surfaces triangulées sont usuellement représentées par une structure ori-

entée telle que les halfedges ou les cartes combinatoires [140, 109]. Ainsi la topologie est portée ex-
clusivement par les arétes qui sont dupliquées. L’avantage est double. D’une part, leur mises a jour
restent locales a la maille ou a la boule d’un point en cours de modification. D’autre part, une struc-
ture orientée permet la vérification d’invariants au sein de chaque noyau avant et apres modification.
Néanmoins elle comporte deux inconvénients :

e un surcout mémoire important lié au stockage des demi-arétes en O(6n), ce qui ne permet pas
de passer a I’échelle en vue d’un calcul intensif,

e un nombre important d’indirections lors des requétes de voisinage. Ici reconstruire la boule d’un
point implique 27 indirections, avec r le degré du point : cela peut induire autant de défauts de
cache si les données associées ne sont pas voisines en mémoire.

Une autre représentation usuelle consiste a extraire le graphe dual de la triangulation, i.e le voisinage
des mailles. Bien que simple a mettre a jour, elle implique presque autant d’indirections que les

131]s sont indiqués par A RIDGES dans tout le manuscrit.
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halfedges sans leurs avantages. Devant ce constat, nous décidons de stocker uniquement les mailles
incidentes a p. Pour un point donné, on peut néanmoins retrouver ses points voisins avec un seul niveau
d’indirection. Ainsi la topologie est représentée sous forme d’un graphe biparti (P, M, 1) avec :

e P ={p;}iev : I'ensemble des points,

e M = {K,},ck : I'ensemble des mailles, qui sont en fait des triplets d’indices de points.

e 11 :V — P(K) donne pour chaque point les mailles qui lui sont incidentes'*.

/\ RIDGES. Sila surface comporte des discontinuités alors le traitement est assez complexe, puisqu’on
a besoin d’une représentation explicite des arétes vives. On aurait pu juste marquer ou stocker
uniquement leurs sommets (ou ridges), toutefois toute paire de ridges ne correspond pas forcément &
une aréte vive (voir figure 3.3). Pour ne pas devoir utiliser une représentation centrée aréte, on décide
de stocker I’adjacence des coins et ridges dans un graphe (S, R, 8).

e S : I'ensemble des ”coins”,

e R : ’ensemble des ridges,

e 8:R — P(SUR) permet de retrouver les arétes vives incidentes & un ridge ou coin.
Pour rester cohérent, on a besoin de relier les indices des ridges et coins a leurs coordonnées. Pour
cela on maintient un mapping bijectif'® v : E — RUS, oi1 E C V est formé par les indices des ridges.

\ 1
/ 3
7
\
6 \
5

(1) - numérotation des mailles et points; (2) - le voisinage des points est encodé par (V, K, N);

- duplication des ridges (en rouge); - le chainage des ridges est donné par (R, S, §).;

- stockage de la courbe (en bleu). - les deux graphes sont liés par vs et vr.

Figure 3.4: Construction de la topologie.

DUPLICATION. En fait, il est crucial d’avoir une représentation des arétes vives qui soit indépendante

d’un voisinage pour la parallélisation des noyaux. En réalité, les traitements sur un ridge p délimitant
deux régions I'; et I's implique souvent des données propres :

e 2 son sous-voisinage appartenant a une région I3,

e ou bien aux sommets des deux arétes vives incidentes a p.

Devant ce constat et du fait qu’on ne puisse extraire un sous-voisinage de maniere directe, on décide de
dupliquer les ridges (figure 3.41). Ici Pavantage est double. Pour chaque ridge, cela permet d’attacher
des données relatives a chaque région sans avoir a les re-calculer a la volée a chaque fois. De plus, cela
permet aux noyaux de traiter simultanément ces deux régions. Concretement, I’ensemble de points
V est enrichi par les points dupliqués E, et la topologie 711 est modifiée afin de discriminer les deux
sous-voisinages de chaque ridge. Notons que R et S restent inchangés, mais le mapping v est scindé
endeux g : EXE — Ret s : E — S (figure 3.42). Pour ce qui est du surcotit-mémoire, il reste
minime dans la mesure ou le nombre de ridges est faible comparé au nombre total de points'®. Enfin
chaque graphe est stocké en mémoire sous forme d'un tableau de listes d’incidences!”

MTes V,K ¢ N sont respectivement les espaces d’indexation des points et mailles.

15Concretement, on stocke deux tables v et ¥~1 qui seront mises & jour par les noyaux.

16Du moins si le maillage est bien échantillonné, ce qui est le but du remaillage.

17Notons qu’il est moins compact que la structure usuelle CSR dédié au stockage de graphes et matrices creuses [208,
209]. Néanmoins elle est plus flexible pour les mises & jour, et les deux sont équivalentes en terme de compacité quand
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3.2.2.3 Orientation de la surface

Enfin, la derniere étape consiste & munir la surface triangulée d’une orientation consistante'®.
Comme la surface est une frontiere d’'un domaine volumique, 'idée est de distinguer l'intérieur et
Iextérieur de ce domaine. Pour cela, il nous faut extraire un champ de vecteurs normaux qui pointe
vers son extérieur. Pour chaque point, le vecteur normal associé est orthogonal a son plan tangent.

PRINCIPE. D’abord il nous faut orienter les mailles'”, ensuite on calcule la normale & un point &

partir des mailles qui lui sont incidentes. Pour orienter les mailles, 'idée est d’ordonner ses trois
sommets selon un sens fixé au préalable. Pour cela,

e on commence par orienter une maille arbitraire K (ou graine) en fixant une normale sortante a
K, et telle que ses sommets soient réordonnés dans le sens trigonométrique dans ce repere local
ainsi formé. Cette normale s’obtient par un produit vectoriel des composantes de la matrice
jacobienne Jx € R2*3 associée a K.

e on se propage ensuite sur la surface grace un parcours en largeur a partir de K.

Enfin, il reste a orienter les points. Ici, un point régulier admet une unique normale sortante car
la surface est localement lisse (et donc dérivable) en ce point. Dans notre cas, la normale & un point
correspond & une moyenne pondérée des normales unitaires des mailles qui sont incidentes & ce point?°.
Il y a plusieurs choix possibles pour les poids (angles incidents, aire des mailles). Nous retenons le
critére d’angle car c’est assez stable : il ne dépend pas de la taille des mailles [141, 142].

(1) surface idéale (2) ridges et coins (3) vecteurs normaux

Figure 3.5: Orientation de la surface par extraction des normales.

/\ RIDGE. Si le point p est un ridge ou un coin, alors on perd 'unicité de la normale sortante. En
fait le traitement differe pour les deux cas :

e ridge : ici, p appartient & une unique courbe délimitant deux régions distinctes de la surface.
Ainsi il admet une normale sortante par région, celle-ci est calculée comme dans le cas d’un
point régulier, mais sur uniquement le sous-voisinage de p dans cette région. Par ailleurs, p est
un point de controle d’une courbe caractéristique «y a préserver. Ainsi nous décidons de calculer
et stocker la normale relative a la dérivée seconde de v sur p. Cela permet de reconstruire =y
indépendamment de la région qu’on considere (figure 3.5).

la taille des listes est figée, notamment pour le chainage des ridges.

181ci le fait que la surface soit une variété orientable est important.

19Notons que le fait d’orienter les mailles permet de détecter les inconsistances topologiques (comme les trous ou
repliements) lorsqu’on applique un noyau.

20En fait, il y a une autre maniere de calculer la normale en un point : le tensor voting. Dans ce cas, cette normale
s’obtient en minimisant ’erreur d’une surface quadrique définie sur un point p, puis en faisant une décomposition
spectrale de la matrice M définissant la quadrique avec Ap = —B. n(p) correspond au vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de M. En fait la réelle différence entre ces deux approches réside dans I’estimation des normales
aux lignes de C!-discontinuité ou quand la triangulation est trop bruitée. Mais compte-tenu de nos hypotheses sur la
surface triangulée en entrée, la maniere de calculer chaque normale importe peu in fine.
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e coin : ici, la surface n’est pas dérivable et le point n’admet pas un unique plan tangent. Il nous
faut quand méme définir une normale pour ces points la. Ainsi cette normale n’est pas stockée
mais va étre calculée a la volée selon la région de la surface que 1'on considere.

Maintenant que les points sont munis d’une orientation consistante, on peut a présent reconstruire
localement la surface idéale, ou estimer des quantités relatives & sa variation (gradient, courbure).

3.2.3 Reconstruction et projection

Comme énoncé auparavant, nous devons trouver une maniere de placer correctement les points
sur la surface idéale lors du raffinement, de la simplification ou du lissage. En fait, si le point est
déja sur la triangulation, alors il peut étre directement projeté sur cette surface par le biais d’une
paramétrisation locale. Le vrai probleme réside dans le cas ou ledit point n’est pas sur la triangulation.
Ici nous montrons d’abord comment nous reconstruisons localement cette surface idéale. Ensuite, nous
montrons comment nous projetons le point de maniere précise sur cette surface idéale.

BUT. En fait, la surface idéale T n’est connue que sur les points de la triangulation®', et doit étre
reconstruite localement. Cela peut étre fait de plusieurs manieres (voir page 49), néanmoins il est
difficile de concilier a la fois précision et régularité. Par exemple,

e elle peut étre approchée dans le voisinage d’un point a I’aide d’une surface quadrique obtenue
par une méthode des moindres carrées [ref]. Comme I" est approchée par une surface lisse, alors
on a bien la régularité. Néanmoins elle ne fournit qu’une reconstruction quadratique de T.

e elle peut étre retrouvée par interpolation cubique grace aux PN-triangles®” [143]. C’est ce qui est
souvent utilisé par les remailleurs et shaders tels que MMGS, GMSH ou le moteur de tesselation
DIRECT-X11 [119, 132, 40]. Bien qu'ils soient compacts et efficaces®®, ils ne garantissent pas
I'unicité des plans tangents des points sur les frontiéres des patchs. Pour cela, il faudrait plus
de degrés de liberté, et donc plus de points de contréle internes pour chaque maille??.

Ici, nous visons a concilier les deux contraintes (précision et régularité). En fait, nous utilisons une para-
métrisation locale par maille avec une continuité G' compléte comme sur la figure 3.6. Un patch spline
quartique est calculé sur chaque maille a partir des normales en ses sommets, de sorte que 1'unicité
du plan tangent de chaque point soit garantie. La surface est ensuite reconstruite en connectant les
patchs entre eux. Pour cela, nous construisons un PATCH DE GREGORY avec un BLENDING des points
twists comme dans [129]. Néanmoins nous traitons différemment les ridges, coins et la construction
du ruban tangent?’.

Figure 3.6: Reconstruction compléte de la surface idéale a partir de la triangulation.

21Puisqu’il s’agit d’une triangulation interpolante.

221ls visent & fournir une paramétrisation cubique de chaque maille. Plus précisément, il s’agit de triangles de Béziers
dont les 10 points de controle ne dépendent que des points et des normales de K

23]]s nécessitent peu de calcul et peuvent étre stockées de maniére efficiente en cache.

24En effet il a été montré qu’il faut au minimum des triangles quartiques pour reconstruire une surface G [144].

25Un ruban tangent est un champ de vecteurs tangents sur une courbe de la surface.
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3.2.3.1 Patch spline par maille

Ici, on vise & construire un patch quartique qui permet de retrouver la surface sur chaque maille?%
en ne connaissant que les normales en ses sommets (figure 3.7). Elle est construite de maniere a ce
que la surface reconstruite soit la plus réguliére possible quand on connecte les patchs. Pour cela, on
souhaite que chaque frontiere d’un patch coincide avec les géodésiques®” de la surface passant par ses
sommets. De plus, il faudrait que le plan tangent de tout point p aux sommets ou a la jonction des
patchs soit défini de maniere unique. Ainsi tous les vecteurs tangents a p doivent étre coplanaires.

n(p2)

. b202 b3o1
v = b
biog b11z\///2”\’\\ /
blﬂ\b —b3105/ b0
/\

bms\bQQ /élso/ ///
N / .

b004 ~ . -

boao

Figure 3.7: Reconstruction locale a une maille par un patch quartique.

CONSTRUCTION. Le but est donc de choisir correctement les points de controle afin de s’assurer que
les vecteurs tangents a un point a la frontiere d’un patch soient coplanaires. Ici, les points de controle
des trois sommets du patch coincident®® avec ceux de la maille :

(booa Doao baoo) = (po p1 P2) (3.2)

Pour les points de contrdle (b j ), (biok) et (b; ;0) internes & chaque courbe frontiére d’un patch, on
suit 'approche de [129]. En fait, on veut que les dérivées secondes de chaque courbe v aux sommets

de K coincident avec les normales spécifiées en ces sommets, i.e (‘:1—'5’(0)7 %(0)) = <i—2(0),n[pi]> =0,
ott (-,-) est le produit scalaire usuel de R3. En effet cette condition est nécessaire et suffisante pour
la coplanarité des vecteurs tangents aux courbes incidentes a chaque p;. Concretement, 'idée est de
construire des B-splines cubiques dans un premier temps, puis de procéder a une élévation de degré.
En imposant que ses dérivées premieres et secondes sur p; et p;y1 soient en plus orthogonales®’; on

obtient une répartition unique des points de controle cubiques (Cw’)?:o associés a ;. Elle s’écrit :

Ci0 bi
4 cin| _ |cio+ di(6t; — 2pimy + piniy)
Vi € T ciz|  |ci3—di(6t; + ping — 2 ) (3:3)
Ci,3 Pi+1
di = ~|pi1 — pil
18
pil _ 6 [2a;0+ aiai,l} ai = (N, ni41)
avee Llj 4 —a? (20,1 + a;ai0)’ ot 34)

ai,0 = (n;, t;)

a;1 = (Niy1,t;)

261ci, chaque maille représente une région lisse de la surface, mais peut contenir des ridges ou coins.

27Une géodésique entre deux points p et g est le plus court chemin entre p et ¢ sur la surface. En fait, ce sont les
courbes passant par p et ¢ mais de longueur et variation minimales (il peut y en avoir plusieurs).

28Car la triangulation est interpolante.

29Les indices sont modulo 3 bien entendu.
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Enfin, les points de controle quartiques (Qi,j)?zo associés a chaque frontiére ; s’obtiennent par
simple élévation de degré [145] des (c; ;)3

j=0"
Vi € Tk, (€ig)j=0 = (icm—l + %C%J)i—l
et on a : (bojk)j+h=2 = (q0,)7=1 (3.5)
(biok)ith=1 = (q1,5)}=1
(bi.j.0)itj=1 = (q2,5)3=1

A\ RIDGES. Dans (3.3) et (3.4), le terme t; correspond & un vecteur tangent & p; relatif a la corde
de 7;, et n; est un vecteur normal a p;. Afin de tenir compte des ridges et coins, ils doivent étre choisis
avec précaution. Ici, ils correspondent a :

n(p;) sip; est régulier.

n; =< n(K) sip; est un coin. (3.6)
n;(p;) sip; est un ridge délimitant Iy N Ty et K appartient a j—1 o.
Pi+1 — Di

m si p; est régulier ou un coin.

_ Pi+1 — Di

ti B n;i X 12 (37)
|

—=— " gip; est unridge de I NIy, et n; ; = n;(p;).
Hni,l X 12 Di g 1 2, 4,9 j(pz)

A ce point, on dispose d’une reconstruction des courbes frontieres des mailles telle que ses dérivées
secondes soient alignées avec les normales spécifiées en ses sommets. Cela nous assure qu’en tout
point ou plusieurs courbes frontieres se rejoignent, leurs vecteurs tangents relatifs a leurs sommets sont
coplanaires. Maintenant, il nous reste a définir les trois points de controle internes by 1,2, b1,2,1 et ba1.1
du triangle quartique.

3.2.3.2 Blending pour la continuité G!

PRINCIPE. Nous avons résolu la contrainte d’unicité du plan tangent sur chaque sommet des mailles.
A présent, le probléeme est de trouver une configuration des points twists, de sorte que tous les vecteurs
tangents {t; ;}jen en un point & la jonction de patchs soient mutuellement coplanaires. Le probleme
de trouver ces points twists s’appelle probleme de consistance au sommets dans la littérature’. Nous
avons opté pour un blending basé sur un PATCH DE GREGORY [146]. L’avantage est qu’il est simple
& implémenter et pas trop cotiteux®!. De maniére concrete, on construit d’abord deux points twists
f;r et f. pour chaque sommet p; de K tel qu’illustré a la figure 3.81. Ensuite les trois points twists
finaux sont obtenus par interpolation des six points twists intermédiaires. En notant u,v et w les
coordonnées barycentriques du point a projeter dans K, on a :

(3.8)

ufy” +ofy w4 ufy  of] +wf1_>

Vu,v,w €]0,1[, (b2 D121 b2,1,1)=( - - -
u+ v w4 u v4w

Notons que le cas ou I'un des u,v ou w s’annule n’est pas un probléme, puisque le point est sur
une courbe frontiére dans ce cas, et il peut directement étre projeté (voir annexe en page 133).

30En fait, il est usuellement résolu par 1'une des trois stratégies suivantes [110, 111] :

e splitting : ici, chaque patch est scindé en trois patchs I; k selon un motif particulier. Les points twists de chaque
I; k peuvent étre calculés par une méthode basée sur la construction d’un ruban tangent le long des frontieres.

e boundary conditioning : ici, la contrainte est directement intégrée lors de la construction des courbes frontiéres
de sorte qu’elles soient C2-compatibles. Les points twists sont ensuite obtenus par résolution d’un systeéme
d’équations incluant ces contraintes.

e blending : on construit un ruban tangent le long de chaque frontiere dans un premier temps. Ensuite, on
géneére trois patchs intermédiaires I'; k interpolant une partie de chaque ruban. Les points twists du patch final
s’obtiennent par combinaison convexe de ceux de I} k.

31En effet, on ne crée pas réellement les patchs intermédiaires, et on ne résout pas de systéme d’équations directement,
comparé aux deux autres stratégies.
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DETAILS. En reprenant les notations de (3.5), les points twists f;” et f;” sont calculés comme suit :

0<j<2

i=j4+1mod 3 (3.9)

(£.£7) = [%(%‘,1 +Gi2) + ti1, %(%’,2 +4qj3) + tj,?] ) {
Dans (3.9), les vecteurs tangents {t; ; }?:0 coincident avec les dérivées de la surface sur chaque courbe
frontiere d’une maille. Pour avoir la continuité, ils doivent étre coplanaires. En d’autres termes, ils
doivent définir un unique ruban tangent pour les deux mailles incidente a une courbe ~. Pour cela, ils
sont calculés de sorte que les vecteurs tangents et binormaux des points de controéle de ~; appartiennent
& ce ruban tangent [147]. Notons «y la courbe commune & deux patchs 'k et Tk comme sur la figure 3.8.
Le ruban tangent est déterminé en résolvant le systéme suivant :

I (0,) = e[t + Sl 52 (1)

dt
T (0.8) = Mot + Gl G 0

, Vit e [0,1]. (3.10)

(1) points twists du patch de GREGORY (2) courbe entre deux patchs, et repere local.

Figure 3.8: Points twists et vecteurs impliqués dans la construction du ruban tangent.

Pour chaque courbe ~;, les {t; ;} s’obtiennent en exprimant leur dérivées dans la base de BEZIERS
mais sur les milieux {m; ; }?:0 des segments de controle de «y cette fois, comme dans (3.11).

%(07 t) = A[t] 70 B2[tlma j + i [t] 50 B2[t](mi j1 — mi ). (3.11)

Ici, chaque BI'(f) est un polynome de BERNSTEIN®? de degré n. Notons que les {t; ;j} peuvent
étre calculés individuellement sur chaque maille, puisque %(O, v) = %(t) ne dépend que des points
de contréle de la courbe en question. Enfin les Ak(t) et ux(t) décrits en (3.10) sont des polynémes
linéaires qui décrivent ’ajustement des dérivées de la courbe, de sorte qu’ils appartiennent au ruban
tangent®?. Leurs coefficients peuvent étre déterminés en évaluant les dérivées transverses aux sommets
de la courbe, c’est-a-dire en v = 0 et v = 1. En effet t; et t; 3 sont connus en ces points puisqu’ils

appartiennent aux plans tangents des sommets de K.

3.2.3.3 Notre opérateur de projection

Gréace a ces points twists, nous disposons d’une reconstruction complete de la surface idéale sur la
triangulation (figure 3.6), et qui respecte I'unicité des plans tangents en tout point des patchs : ainsi
la surface reconstruite est bien une variété (définition 6). Plus précisément, nous avons construit un
opérateur permettant de projeter tout point de la triangulation sur la surface idéale. Pour cela, le
point p situé sur la maille K est d’abord paramétré en calculant ses coordonnées barycentriques (u, v)
dans K. Ensuite, selon les valeurs de v , v et w = 1 — u — v on identifie deux cas de figure :

32Fn fait, le polynéme de BERNSTEIN de degré n est : B2 (t) = #l]),(l — )", Vj,n €N, cf. [145].

. 1 1

33 En fait, (A, ) (t) = Q020 Bj (0N, Y50 Bj(tna;), vt € [0,1].
Notons qu’en injectant chaque terme de cette équation dans (3.11), on a bien une interpolation cubique des dérivées
transverses.
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e siu=0o0uwv=0ouw=0 alors le projeté de p est déterminé par 1’équation A.2.
e sinon on calcule les trois points twists selon ’équation 3.8, et le projeté de p s’obtient ensuite
par I’équation A.1.

PROBLEME. In fine, le projeté d’un point sur la surface idéale s’obtient de maniére directe tant que
son plan tangent est supporté par une maille. En pratique, nous sommes parfois amenés a projeter un
point qui n’est pas directement sur la triangulation, et qui n’est donc pas directement paramétrable.
Durant le lissage par exemple, le projeté ¢ d’'un point p doit étre calculé de maniere a ce que la
longueur du segment courbe géodésique 7 sous-tendue par [pq] dirigé par un vecteur déplacement
t doit étre égale a ||t|| (sec. 3.2.4.4). Autrement dit, il faudrait disposer d’une paramétrisation de
v par la longueur d’arc. Dans le cadre continu, cet opérateur existe : 1’application exponentielle®*
(définition 28).

Définition 28 (APPLICATION EXPONENTIELLE). Soit p un point d’une variété I' et R une région
de son plan tangent T,T". Son application exponentielle notée exp, : R — T' associe a tout vecteur

tangent t de R le segment courbe géodésique v d’origine p, de vitesse initiale %(O) =t et de
longueur £(y) = ||t|| (voir figure 3.9).

Intuitivement, notre idée est d’utiliser exp,, comme un projecteur tel que si on lui donne un vecteur
tangent t = ]ﬁ, il nous fournit son projeté optimal exp,(t) de ¢ sur la surface. Concrétement exp,
s’obtient usuellement par une reparamétrisation de  par la longueur d’arc. Pour cela, il faut calculer
la longueur de la courbe s(t) = fot |‘3TZ[33] || dz avec ?TZ(O) = t, puis exprimer ¢ en fonction de s, et donc
7 en fonction de s. Ainsi la géodésique correspondante est donnée par : exp,(t) = v(||t][,). Le souci

dy

est que nous ne disposons pas d’une paramétrisation de 37 en fonction de ¢, ce qui ne nous permet

pas d’avoir une expression explicite de v en fonction de s et donc de exp,,.

nfp]

(1) vue au voisinage de p. (2) vue sur la maille pointée par t.

Figure 3.9: Approximation discréte de I'application exponentielle au voisinage d'un point.

ALGORITHME. La premiere étape consiste a déterminer quelle maille K incidente a p est pointée
par t. En effet expp(t) sera sur le patch quartique Tk associé a K. Ensuite la difficulté réside dans le
choix d’un point ¢ € K telle que la longueur de la courbe géodésique v sous-tendue soit égale a ||t||.
En d’autres termes, nous devons trouver un vecteur t’ = [pg] a partir de t tel que exp,(t) = I'[q]-
Dans notre cas, ce probleme est résolu par une recherche linéaire & une étape. Pour trouver une
valeur initiale de ¢, l'idée est d’abord d’effectuer une rotation de t sur le plan tangent TxI" de K
comme montré sur la figure 3.9. Ensuite nous calculons le projeté I'k[¢] de ¢ sur Tk, ainsi que sa
normale associée. Par la suite, 'idée est d’approcher le segment géodésique « par une courbe B-spline
sous-tendue par [p, ok|[q]] et d’évaluer sa longueur. Cela va nous permettre d’ajuster la norme de t’
llt11*

par un facteur s de sorte que ||t'|| = T Ainsi en re-calculant T'k[q] et v on a bien ¢(v) ~ ||t||. La

routine complete est décrite a ’algorithme 3.1.

3484 réciproque est I’application logarithmique log, : T'—= Tpl".
Elle fournit le vecteur tangent associé & tout point d’une géodésique de la variété.
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Algorithme 3.1: Approximation de exp,, : TpI" — T

fonction EXPONENTIAL-MAP(p, t) >t : le vecteur tangent a p.
trouver K : la maille incidente a p pointée par t.

si t est sur une aréte c de K alors

‘ construire une B-spline v sous-tendue par cette aréte et retourner W(H)
sinon si t est interne a K alors

| construire le patch Tk et retourner le projeté Ik (p + t).

sinon

calculer 6 'angle entre t et t’' € TkT.

calculer la matrice de rotation R(#) qui ramene t sur TkT.

calculer ¢ = p + R(0)t et paramétrer sur K.

construire le patch Ik et calculer r = Tk[g] et sa normale n[r].

construire une B-spline 7 sous-tendue par [pr], puis calculer £(v).

2
déduire t' = QEL‘) , puis retourner le projeté Tk (p + t').

fin si

fin

3.2.4 Recherche locale

Pour résumer, nous avons identifié les entités topologiques & préserver, et nous disposons d’une
orientation consistante de la surface ainsi qu’un opérateur de projection. Nous pouvons & présent
définir les noyaux de recherche locale pour 'adaptation du maillage (figure 3.2, page 55). Dans notre
cas, le raffinement et la simplification visent a controler le nombre de points de la triangulation selon
d’une densité définie sur ses points. Par contre, la bascule et le lissage visent & optimiser les degrés des
points ainsi que la forme et alignement des mailles selon la mesure de qualité décrite a (3.1) (page 57).
Notons que tout remailleur local se base sur une combinaison de ces quatre noyaux (et leurs variantes).
In fine, ils se différencient sur la maniere dont ils tiennent compte des divers contraintes (localité, pas
de dégradation excessive de mailles etc.). En fait, c’est justement ce qu’on cherche & décrire ici.

3.2.4.1 Raffinement

TRAVAUX CONNEXES. Elle vise a enrichir la triangulation par insertion de points de STEINER selon

une densité définie en ses points. Pour cela,
e La maniere la plus simple et la plus intuitive consiste en une bissection d'arétes. Pour chaque
aréte longue, on insere un point en son milieu et on le projette ensuite sur la surface. Sans
controle explicite, cela tend a générer des mailles tres étirées.

e Une manidre de contourner ce probleme serait d’utiliser un noyau de DELAUNAY [123, 124]. A
quelques précautions pres, il améliore strictement la qualité des mailles dans le voisinage du
point en cours d’insertion. Le probleme est que I’on ne peut pas borner la taille de la cavité du
point & insérer. Ainsi on ne sait pas a priori le voisinage impacté par 'opération®®, en particulier
dans le cas anisotrope [123]. Méme si elle est identifiée dans une boucle & part, la taille non
négligeable de cette cavité réduit vraiment le nombre de taches indépendantes a ordonnancer.

De ce fait, nous avons préféré utiliser le noyau de RIVARA [125]. Il a l'avantage d’étre simple et local.
En fait, on applique un motif de découpage différent selon le nombre d’arétes longues de chaque maille
(voir figure 3.2). Ici, on peut réduire la dégradation des mailles créées en choisissant convenablement
comment on connecte les points de STEINER avec les sommets de la maille.

NOS CHOIX. A chaque insertion, le point est directement projeté sur la surface. Dans notre cas,

e Il aurait fallu que les sommets de la maille soient également re-projetés®®, pour préserver la
continuité G'. Néanmoins cela implique de figer la boule de chaque sommet, ce qui réduit

35A vrai dire, ce noyau n’est pas trivialement parallélisable & grain fin, car c’est un algorithme irrégulier [168].
36C’est le cas des schémas classiques de subdivision de mailles, comme celui de Loop [112] par exemple.
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considérablement la localité du noyau®”. Ainsi nous avons préféré laisser ces sommets intacts

durant cette phase, ils seront re-projetés uniquement au moment du lissage.

e Le sous-ensemble de mailles a raffiner ainsi que les motifs associés sont identifiés au préalable
dans une boucle a part, ce qui induit un léger surcotit mémoire. Néanmoins, cela permet de gérer
le stockage et I'indexation des points et mailles créées, afin de préserver le placement mémoire
initial et limiter 'entrelacement des acces-mémoires en contexte multithread.

e L’approximation de la surface est toujours améliorée, car les patchs décrits a la section 3.2.3
représentent une région invariante de cette surface. Ainsi aucun controle d’erreur de la surface
n’est nécessaire.

p < A2~ /A
dt2 ([))
q
IR
Y
(1) configuration initiale (2) projection de s sur Tk et Ir (3) projection sur

Figure 3.10: Raffinement d'une aréte vive. En prenant les patchs Tk et Tr incidents & [pg], on obtient
deux projetés différents du point de STEINER, ce qui induit un trou sur la surface (2).
En considérant la B-spline relative & la courbe unique 7 passant par [pg] on obtient un
unique point de STEINER consistante avec la courbure de « (3).

A\ RIDGES. Si l'un des points de STEINER est sur une aréte vive [pg|, alors il doit étre projeté de
maniere a ce que ses coordonnées soient unique, qu’il soit calculé a partir d’'une maille K ou de ’autre
maille R incidentes a cette aréte. Ici, le point est projeté sur I'unique courbe de discontinuité v sous-
tendue par cette aréte, par le biais de expp(% ]ﬁ) Dans notre cas, nous avons mémorisé les normales
« 2
de v*%. Ainsi elle peut étre construite de fagon non ambigiie en utilisant les normales n; = dTZ(O) et
2
Ny = ((1173 (1) (voir figure 3.10). D’un point de vue localité, cela permet de calculer et d’indexer chaque
point de STEINER en amont, en n’utilisant que les données relatives aux coordonnées et normales des
sommets de l'aréte vive. Cela permet de traiter les deux mailles de part et d’autre de cette aréte de

maniere indépendante comme montré sur la figure 3.10.

3.2.4.2 Simplification

TRAVAUX CONNEXES. Elle vise a réduire le nombre de points de la triangulation par suppression de
points. En notant p le point a supprimer, et C la cavité résultant de la suppression de p, elle est
usuellement réalisée par I'un des deux noyaux suivants :

e décimation [148] : ici la cavité est retriangulée de maniére & minimiser la dégradation des mailles
et a équilibrer les degrés des points. Le probleme est que le nombre de configurations possibles
croit exponentiellement®® en la taille de la cavité, et il faut toutes les tester avant de trouver

I'optimale. AinsiI'inconvénient majeur est qu’on ne peut pas prédire quelles données d’incidence

doivent étre mises & jour parmi les points de la cavité*®.

37En effet le nombre de mailles impactées serait de k = 23:1 [6(pi) — 1].

38En fait, nous avons mémorisé leurs dérivées secondes iT;(i)’) dans une table r(M[i]), ol M est le mapping surjectif
qui associe I'indice d’un ridge ou coin de (P, M, 1) au graphe d’adjacence des ridges et coins (R, S, ) (voir page 58).

39notamment dans le cas anisotrope.

40Du coup, ils doivent donc tous étre figés en contexte multithread.
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e contraction [149] : cette fois, le point est fusionné avec un voisin g, et le point résultant est
ensuite repositionné sur la variété. L’avantage est qu’on a un contréle implicite de 'erreur d’une
part, et qu’on sait exactement quelles données doivent étre mises a jour apres la suppression
du point d’autre part. En effet, on choisit de repositionner le point de maniére & minimiser la
dégradation induite par la suppression de p*!. Bien que simple et efficace’® comparé au noyau
précédent, il n’est néanmoins pas exempte d’inconvénients. En effet le degré du point résultant
croit strictement, ce qui accroit irrégularité de la triangulation®® (figure 3.11). Enfin, ce noyau
requiert quelques précautions car il peut induire des inconformités topologiques.

ay a4y |
O BU ,

(1) Pour target[p] = g, les mailles incidentes & p (2) étirement excessif de mailles et hyperconnexion
sont reconnectées a q, celles de S = 1 (p) N N(q) de point induit par un ordonnancement en
supprimées, et celles de 71(q) — S intactes. profondeur d’abord : p et target[p].

Figure 3.11: Simplification par fusion de points.

NOS CHOIX. Dans notre cas, nous avons opté pour la fusion de points puisqu’elle n’implique que

le voisinage du point a supprimer en séquentiel, et que les données d’incidence a mettre a jour sont
statiques et minimales. Comme un certain nombre de vérifications doivent étre effectuées avant la
validation des modifications, nous décidons de scinder le traitement en deux passes®? :

e filtrage. Ici 'idée est de trouver une correspondance injective target entre les points & supprimer
et leurs voisins cibles, conformément a la densité prescrite sur la triangulation. Pour chaque
candidat p, on examine son voisinage afin de trouver le voisin optimal ¢ tel que :

I'intersection des voisinages de p et ¢ ne contient que les points opposés a [pg],

la dégradation de la surface est minimale avec ¢ comparée a tout autre voisin,

la déviation des normales aux mailles incidentes & ¢ par rapport a n[g] n’excede pas le seuil
angulaire Omax Spécifié®®.

Notons qu’il se peut qu’aucun point cible n’ait été trouvé pour un point p donné, et donc que
target[p] = (. Sinon tous les points candidats p tel que target[p] # 0 sont regroupés et triés par
ordre croissant de leurs erreurs locales accumulées sur tous les itérés. Cela permet de controler
le nombre de points de la triangulation conformément au budget de points fixé.

e application. La mise a jour proprement dite de la triangulation consiste a reconnecter les mailles
incidentes & p vers ¢, puis & repositionner q. Pour cela, les mailles de S = 7[p] N N[q] sont
supprimées, et toute référence & p dans 11[p] est remplacée par ¢q. Le point résultant est ensuite
projeté sur la surface avec expp(% @) Dans notre cas, la mise a jour des données d’incidence :

46 .

est minimale seuls ¢ et les deux points opposés & [pg] sont concernés.

41En fait, c’est le plus utilisé en simplification de surfaces & I'instar du noyau basé sur Perreur quadrique [115].

42en termes de nombres d’opérations.

43De plus, les voisinages & la fois de p et de q doivent étre figés en contexte multithread (au lieu d’un seul)

44Notons que la suppression de deux points non voisins vers un méme point peut &tre problématique en multithread
: sans arbitrage, on ne sait pas ou projeter le point résultant dans ce cas. Nous verrons comment le gérer plus tard.

45Cela permet également de vérifier qu’on n’a pas un repliement de la surface.

46Et cela qu’importe la taille des voisinages de p ou q. Par ailleurs, on ne peut pas faire moins que cela.
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est statique?” : elle consiste & supprimer S des voisinages de ces trois points.
Le noyau est ensuite propagé en marquant chaque voisin de ¢ comme étant candidat.
Enfin, notons que cette structuration en deux passes force un ordonnancement du graphe de taches

en largeur d'abord. Cela permet d’éviter I’étirement excessif des mailles et un degré excessif de points
due & une contraction récursive (ou en profondeur), comme montré a la figure 3.112.

1) ici on a un repliement de la surface die a la (2) ici la cavité contient plus que les points opposés

contraction d’une aréte réguliere mais dont les a [pql, alors on a un repliement de la surface
sommets sont des ridges. Ainsi le point impliquant la superposition de K et R. Ainsi, la
résultant devient un ”coin”. normale de K pointe vers l'intérieur.

Figure 3.12: Simplifications interdites.

/\ RIDGES. Les "coins” ne doivent pas étre traités, tandis que si le point a supprimer p et son voisin
g sont des "ridges”, alors [pg] ne peut étre contractée que si ¢’est une aréte vive. Sinon elle peut induire
un repliement de la surface triangulée qui ne serait plus une variété discrete (figure 3.12). D’un point
de vue implémentation, cette contrainte est assez forte dans la mesure ou elle implique d’extraire et
de maintenir I’adjacence des ridges et coins, ce qui induit un certain nombre d’indirections. De plus,
elle est fastidieuse puisque les ridges sont dupliqués dans notre cas. Au moment du filtrage,

e les deux points cibles d’un candidat p; sont extraits a partir du graphe (R, S, 8) avec
(a1 @203, = (R, R[i*]) ot {i=,i*} = B(M[i]) S RUS (voir page 58).
e les paires de points originaux ¢;,1 et dupliqués ¢; o sont également extraites pour chaque région
'l et Ty délimitée par 'aréte vive.
e la contraction est simulée sur les quatre sous-voisinages n[qj,k]i x—1- En notant p, le dupliqué
de p; dans le graphe (P, M, 1), le point cible g; n’est retenu que si la contraction est valide dans
les deux sous-voisinages relatifs a 'y et Ty, c’est-a-dire que target{p;,p.} = {¢j1, 2}
Enfin, la mise & jour de (P, M, ) est effectuée comme dans le cas d’un point régulier mais sur les deux
sous-voisinages du point cible original et dupliqué. Le graphe (R, S, 3) est également mis a jour en
connectant le point cible avec le point non-retenu mais dans 1’espace d’indexation RUS. La procédure
compléte est résumée & 'algorithme 3.3 en notant ¥ = M et »~! = R pour plus de clarté.

3.2.4.3 Relaxation

TRAVAUX CONNEXES. Selon le contexte, elle vise a régulariser le degré des points, ou bien a améliorer

la qualité des mailles par reconnexion des points de la triangulation. Elle est souvent réalisée par des
bascule d’arétes, mais peut impliquer d’autres noyaux. Dans notre cas, on s’intéresse a la relaxation
des degrés des points car les interpolations numériques sont plus stables et précises sur un maillage
quasi-structuré*®. En notant d le degré d’un point, et d* son degré optimal®’, il s’agit de résoudre :

win R(T;) = min [[d —d*[; = min [Z(d[pi] - d*)Q] (3.12)

P.Mn) |4
i=1

47Ce point est crucial pour implémentation d’un mécanisme de synchronisation en contexte multithread.
48Dans notre cas, "amélioration de la qualité est reportée & I’étape de lissage.
49Le degré optimal d’un point est 6 s’il est interne & la surface et 4 s’il est sur le bord d’une surface.
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Bien que d’une formulation simple, le probléeme d’optimisation combinatoire en (3.12) est loin d’étre
trivial, puisqu’on tombe souvent sur des minima locaux et que la distance entre deux solutions est
souvent importante. De plus on trouve peu de travaux relatifs a ce probleme dans la littérature, et
aucune des heuristiques existantes ne garantit de fournir 'optimum global, ou & défaut un bon ratio
d’approximation. Parmi les travaux récents, on peut distinguer :

e le schéma 5-6-7 [135, 136]. Il garantit que le degré de tout point régulier soit compris entre 5 et 7,
quelque soit le genre de la surface. Ici, on a un motif & appliquer selon le degré du point (en se
basant sur la caractéristique d’EULER de la surface [12], §1.1), et nécessite un rééchantillonnage
local. L’inconvénient majeur réside dans le surcotit mémoire induit par un nombre important de
mailles générées. De plus il entrelace des noyaux dédiés a des buts différents sur des voisinages
non restreints, les rendant difficile & controler en contexte multithread.

e le puzzle solving [120]. A partir d’'un minimum local, chaque aréte irréguliere est classée selon le
degré de ses sommets : {e;,e; ,e’}. Ici les e et e~ sont respectivement I’ensemble des arétes
dont les deux sommets ont un degré supérieur (respectivement inférieur) a 6; et e? I'ensemble

d’arétes dont le degré d’un des deux sommets est supérieur a 6, et 'autre inférieur a 6. Le puzzle

est ensuite résolu en raffinant les e, en contractant les e, et en déplacant les e} par bascule

d’arétes jusqu’a ce qu’elles deviennent des e;" ou des e; . Notons que les nombres d’arétes a

traiter et de mailles créées sont moindres comparés au schéma 5-6-7. Bien qu’élégante, cette

approche est néanmoins difficile & paralléliser car on ne peut pas borner la propagation des {e?}.

Figure 3.13: Relaxation de degrés par bascule d'aréte. Notons que le polygone (p, ¢,7,s) est convexe.
La non-dégénérescence des mailles résultantes ainsi que la déviation de leurs normales
est vérifiée apres application du noyau.

NOS CHOIX. In fine, on est amené & trouver un graphe biparti (P, M, 1) qui minimise R. En fait
nous ne souhaitons ni ré-échantillonner la surface, ni entrelacer les noyaux dédiés a des buts différents
entre eux. En effet cela compliquerait leur controle (propagation) au moment de les paralléliser. Du
coup, nous avons décidé de ne controler que la variation du degré de chaque point en modifiant les
arétes qui leur sont incidentes (figure 3.13). A Ditéré t, on bascule 'aréte commune a deux mailles :

e si le degré des quatre sommets des deux mailles est en moyenne réduit,

e si la qualité de la pire maille est améliorée,

e si la déviation des mailles aux plans tangents de chaque point n’excede pas un seuil 6ax.
Une maniere naturelle de I'implémenter est de parcourir tous les points et de traiter les arétes inci-
dentes. Dans notre quéte de localité, on décide de traiter plutét par paires de mailles, ce qui minimise
les mises a jour des données d’incidence. Notons enfin que ce noyau ne nécessite pas de traitement par-
ticulier des arétes vives : elles sont juste ignorées. La procédure complete est résumée a ’algorithme
3.4, et son impact sur l'irrégularité de la triangulation est illustré a la figure 3.23.

3.2.4.4 Lissage

TRAVAUX CONNEXES. Il vise a débruiter la surface a lissue du rééchantillonnage, mais aussi a
améliorer la qualité des mailles sans changer la connectivité des points. Il existe une vaste littérature
sur le lissage, et un apergu est donné dans [1](§4) dans le cas d’un pipeline de traitement graphique.
Néanmoins les approches peuvent etre regroupées en deux classes

o diffusion. Elle regroupe le lissage laplacien et toutes ses variantes. Ici la surface est vue comme
un signal f, et le lissage consiste a débruiter f par application d’un filtre de diffusion basé sur
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son laplacien Af [150]. Ainsi la position de chaque point p est mise & jour en fonction de celles
de ses n voisins :

A € RT : facteur d’échelle,
p—p+ A p, avec { Alp= Siiwilpy —p), wi €[0,1] (3.13)
Akp = A(A*1p),Vk > 2

ou les coeflicients normalisés w; dépendent de la méthode de discrétisation du laplacien. En fait
c’est le choix des k, A et surtout des w; ; qui va discriminer les variantes®®. In fine, le point est
repositionné au barycentre pondéré de son voisinage. Ce noyau a l'avantage d’étre simple, et il
permet a la fois de régulariser la forme de la surface, ainsi que celle des mailles [154]. Par contre,

il tend a rétrécir la variété car ce n’est pas un filtre passe-bas
il n’améliore pas strictement la qualité des mailles car c’est une heuristique.

Ce retrécissement peut néanmoins étre compensé en alternant A par un facteur négatif de gon-
flement A~ au cours des itérations par exemple [116].

e optimisation. Ici le déplacement d’un point n’est plus calculé de maniere heuristique mais dicté
par la minimisation d’une fonction cout f. Pour chaque point p, il consiste a résoudre le probleme
d’optimisation sous contraintes suivant :

Cm P s .
C=Jj=1 I : voisinage continu de p,

I'; : patch de la maille K; incidente a p. (3.14)

p < min f(p) avec {
peC
Un tel noyau fournit des features avancées comme :

la préservation du volume intérieur lors d’un débruitage par exemple [155, 156].
I'amélioration de la pire maille dans les cas oll un laplacien échoue® [157, 158, 113].

Pour cela, une direction de descente est calculée, et le point est déplacé graduellement jusqu’a
atteindre un minimum local. L’inconvénient est que cela engendre des calculs cotiteux®?.

Figure 3.14: But du lissage dans notre contexte.

NOS CHOIX. Dans notre cas, le lissage vise a améliorer la qualité des mailles comme sur la figure 3.14.

En fait c’est le seul noyau dédié a cette tache parmi les quatre. Il doit donc étre précis sans pour
autant étre trop cotiteux. A cette fin, nous avons opté pour un noyau mixte comme dans [158, 159],
afin de tirer avantage des deux familles d’approches. L’idée est d’appliquer un noyau de diffusion
en premier lieu, puis de recourir & un noyau d’optimisation en cas d’échec. Pour ce dernier, nous
considérons la mesure de forme décrite a la page 57 comme 'inverse de notre fonction objectif.

e DIFFUSION. Pour chaque point, le but est d’égaliser I’aire des patchs®® des mailles incidentes,
tout en minimisant la déformation de la surface. Pour cela, 'idée est de déplacer chaque point

50Notamment le noyau bi-laplacien [151], basé sur la courbure moyenne [152], ou sur une diffusion anisotrope [153].
51Comme le cas des voisinages concaves par exemple.

52Gelon la fonction objectif, il peut induire des techniques non triviales (et donc coiiteuses) ou lentes & converger.
53Le calcul de laire d’un patch est donné en annexe, page 134.
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vers le projeté du centre de masse pondéré de son voisinage sur la surface, en tenant compte de la
densité prescrite en ces points, voir (3.15). On calcule d’abord la direction de déplacement t vers
le centre de masse de la région C = U?:l I';. Ensuite on calcule le segment courbe géodésique ~y
d’origine p; et de vitesse initiale t. Enfin, la nouvelle position de p est donnée par y(1).

C : voisinage continu de p
lo t d ’

Jelogye [as}g[x] ’ , avec ¢ p: fonction de densité, (3.15)

fc plz]dz a : facteur d’échelle.

D =exp, |

Ici, p[z] = +/det|[J] g, J;] vise & pondérer le déplacement de p conformément au tenseur métrique
g, de chaque point au voisinage de x, et J, la matrice jacobienne de la paramétrisation de la
surface au point z (voir page 133). Afin d’éviter des calculs inutiles, on exclut d’emblée le cas ot
le centre de masse est trop éloigné du point & déplacer’®®. Enfin, avant de valider le déplacement
du point, on s’assure que :

la qualité de la pire maille incidente & p soit strictement améliorée.
la déviation des mailles incidentes a p n’excede pas le seuil angulaire 6p,ax.

Notons qu’ici 'opération s’effectue directement sur la surface et pas dans le plan tangent 7,I"
de p contrairement & [132] par exemple. En effet la paramétrisation obtenue par projection des
mailles incidentes a p sur T},I" peut engendrer de fortes distorsions. Ainsi la position calculée sur
T,T" ne correspond pas forcément au centre de masse une fois projetée vers la surface.

Figure 3.15: Lissage par le noyau de diffusion.

e OPTIMISATION. Le but est de forcer 'amélioration de la qualité de la pire maille incidente & p :
la fonction cotit en (3.14) correspond & la distorsion de cette maille. Notons f;[p] la distorsion®
d’une maille K; incidente & p selon la position actuelle de p. Ainsi le but est de minimiser
frlp] = max; f;[p] avec la contrainte que p doit rester sur C. Puisqu’on dispose d'une méthode
de projection explicite (voir page 64) , nous décidons d’utiliser une méthode de gradient projeté™°.
Pour cela, I'idée est de déplacer p graduellement sur la surface vers la direction opposée a son
gradient, selon un pas de déplacement variable «, et cela jusqu’a convergence ou si un seuil sur
le nombre d’itérés n’est atteint. A 1'itéré ¢ + 1, la position du point p est mise & jour par :

f; : dégradation de la maille K;
plit1l] = exp, [—onfk(p[t])]7 avec ¢ fr = max; f; [plt] (3.16)
« : pas de déplacement

Pas initial. Ici, minimiser fi[p] peut accroitre la distorsion des autres mailles. Ainsi, nous
devons en tenir compte lors du choix du pas initial & chaque itéré. Pour cela, nous observons la
variation de fi et fjxr quand la position de p est mise a jour. Plus précisément, considérons le
développement de Taylor-Young de fi et f; & l'ordre un, au voisinage de p, qui s’écrit :

fi(pi — aV fu(pi) = fi(pi) + (=aV fu(pi), Vfi(pi)) + o(—alV fir.(p:)]) (3.17)

54Et précisément si le centre de masse n’est pas inclus dans la spheére circonscrite & K. Cela correspond & un cas
pathologique qui sera traité par la routine suivante.

55]a distorsion d’une maille est juste I’inverse de sa qualité.

56F]le a l’avantage d’étre simple avec les mémes garanties de convergence que dans le cas sans contrainte.
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Ainsi si on veut préserver la qualité des autres mailles, on doit donc choisir le pas de maniere a
minimiser a la fois fi et f;, et notamment 'écart entre fi(p) et f;(p). Cela s’obtient en résolvant
I’équation suivante :

fv(pi — aV fr(pi)) = fu(pi — oV fi(pi)), avec v = arggniilfj(pi) (3.18a)
foi) = fu(pi) = (—=aV fr(p:), V. (p:)) — (—aV fi(p:i), V fr(p:i)) (3.18b)
fo(i) = fr(pi) = —a(V fi(pi), Vo (pi)) + al|[V £ (pi) | (3.180)

— fuv(pi) — fi(pi)
O VRO — (V). VI ) (3.18d)

Prochain pas. Ensuite, le prochain pas est déterminé itérativement par une recherche linéaire
vérifiant les criteres de WOLFE. Ils garantissent que fi décroit significativement (3.19), et que «
est suffisamment grand pour converger rapidement (3.20). Ils s’écrivent :

fe(pi — aV fi(pi)) < fi(pi) — wia||V fi(pi)|| (3.19)
(Vfi(pi — aV fu(pi)), =V f(pi)) > wallV fr(pi)]] (3.20)

En posant (amin, @max) = (0,00) ainsi que deux parameétres 0 < w; < we < 1, le prochain pas «
est déterminé a l'issue des tests suivants :

si (3.19) n’est pas vérifiée, alors on diminue amax = @ €t & = (Amin + Omax)/2.
2Qmin S1 Qmax = 00

‘. 5> .2 9 - . 7 nﬁ/ 1 . ) — — X
s1 (3 0) n’est pas verihee, alors on augmente ami, = o et o (amin N Oémax)/Q sinon

sinon c’est ok.

La routine complete est illustrée et résumée a la figure 3.16. Avant de valider le déplacement,
nous vérifions que la déviation des mailles au plan tangent de p n’excede pas le seuil Gpnax fixé®7.

n(p) séquence de descente-projection

1. graine

Figure 3.16: Lissage par optimisation non-linéaire. Partant d’un point initial, on se déplace pas a pas
sur la surface tant que la distorsion f;(p) de la pire maille incidente & p décroit. A
chaque itéré, la direction est donnée par t = —V fi.(p) et le pas optimal a est calculé
par une recherche linéaire & partir de la distorsion f;(p) des autres mailles. Le point est
projeté sur le patch relatif a la maille pointée par at.

/\ RIDGES. Sip est un ridge alors il est déplacé sur I'unique courbe de discontinuité + passant par p.
En fait, le principe reste le méme que pour un point régulier, mais les calculs sont simplifiés puisqu’ils
se font sur une courbe et non plus a une surface. Ici le point est déplacé sur v comme suit :

[z plz]dz ~ : courbe passant par [pq] et [rp],
= avid, avec { p: fonction de densité, (3.21)
f’y plz]dz « : facteur d’échelle.

Ici, [pq] et [rp] sont les deux arétes vives incidentes & p, et 7y est approchée par une B-spline quartique.
Enfin la routine de descente relative & (3.14) reste identique sauf que la projection est contrainte sur
C = v cette fois"®.

57Notons que cela aurait pu étre intégré aux contraintes, mais cela impliquerait de changer carrément d’algorithme.
58 Néanmoins, on se restreint au noyau de diffusion pour les ridges en pratique.
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Algorithme 3.2: Raffinement

assure que :
- chaque nouveau point est correctement projeté sur la surface idéale.
- chaque ridge dispose d’une normale et d’un tenseur métrique par région.

1. Filtrage des mailles, référencement des points de Steiner.
pour chaque maille K; faire

pattern[i] = 0.

pour chaque aréte [pq] de K; faire

si 05, (pq) > lmax alors

incrémenter pattern[i] ainsi que n.

calculer explicitement le point s = expp(%ﬁ).

résoudre les indices uid, orig et twin de s et incrémenter m.
mettre & jour Mforig] = M[twin] = m.

mettre & jour R[uid] = {orig, twin}.

si p ou ¢ est un ”coin” alors

| stocker steiner[hash(p, ¢)] = orig.

([i;ﬂ)jp]v [iqajq]) = (RM[p]], RM[q]]).
stocker steiner[hash[min(iy, i,), max(ip, i4)]] = orig.
stocker steiner[hash[min(jp, j4), max(jp, jq)]] = twin.
fin si
calculer la normale r[s] = =5 (3).
sinon si p < ¢ alors
stocker steiner[hash(p, ¢)] = n.
calculer la normale n[s] et la métrique gs.
fin si
fin si

fin

fin

2. Application du pattern
pour chaque maille K; faire

pour chaque s, valide faire

si ¢; est une aréte vive alors

| calculer la normale n[sy] et la métrique Js, -
fin
si pattern[:] =1 et 3j : s; valide alors

sinon si pattern[i] = 2 et 3j : s, invalide alors

créer les trois mailles en choisissant la diagonale la plus courte.
mettre & jour les N[py] et N[sy] pour tout k # j.

sinon

créer et stocker les quatre mailles.

mettre a jour N[p1], N[p2] et N[si] pour tout k.

fin si

fin

>nc |Thl

si ¢ est une aréte-vive et M[p] < M[q| alors > indexation de s.

>m: | RUS|

sinon > duplication d’indices

mémoriser s; = steiner[hash(p;1,pj42)], V0 < j < 2. > indices modulo 3.

créer et stocker les deux mailles. > écraser K; et maintenir un offset off.
mettre a jour N[p;], N[p,+2] et N(s;). > N[p,j+1] est gardé intact.



CHAPITRE 3. DESIGN DE NOYAUX SURFACIQUES LOCALITY-AWARE.

75

Algorithme 3.3: Simplification

assure que :
- les trois conditions de liens et la contrainte de continuité G' sont respectées,
- la dégradation de la surface est minimale compte-tenu de nmax,
- un ordonnancement en largeur d’abord est appliqué.

(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

répéter
1. Filtrage des points cibles optimaux > S = N[p] N N[q].
pour chaque point p faire > C=N[p]UN[ql.

fin

si p est régulier alors
score : table des erreurs locales de p.
pour chaque voisin ¢ tel que |S| = 2 faire
simuler la contraction de p avec q.
si valide, rajouter score[q] = €x(q).
fin
stocker target[p] = argmin scorel[]. > target[p] peut étre invalide.
sinon si p est un "ridge” aI(;rs
score[i] : table 2D des erreurs locales de p.

simuler la contraction de chaque p; avec C[g][¢]ico,1-
si les deux sont valides alors
| rajouter score[i][C[q][i] = ex(C[q] [iD]ico,1-

fin

stocker target[p;] = arg min score[i][j]ico,1-

fin si ’

2. Application des modifications
tasks : file des paires (7,target[i]) valides par ordre croissant de e, (target[i]).
pour chaque paire [p, g] € tasks faire

fin

remplacer les occurrences de p par g pour chaque maille incidente a p.

supprimer S, modifier N[¢g] =C—S

enlever S de N[r] pour tout point r opposé & [pg].

si [pg| était une aréte vive alors

mettre & jour S[M[q]] et SM[r]] ou r =R[BM[p]]]. > la courbe ~ passe par r,p, q.

jusqu’a nombre de points : 7max

fonction SIMULER(p, q)

fin

> simule la fusion de p vers q.

pour chaque maille K incidente a p faire

fin

remplacer 'occurence de p dans K par g,

projeter ¢ = expp(%zﬁ) et calculer n(K).

vérifier que det[Jx] > € et que ¢[K] > gmin- > non dégénérescence.
vérifier que (n[p;], n[K]) € [0, cos(fmax)], Vp; € K. > inversion ou déviation excessive.
projeter K sur T,T, et vérifier que det[Jz] > e. > distorsion excessive sur TgI.
vérifier que £p,(c;) < lmax, pour toute aréte c; € K. > étirement excessif.
calculer la contribution de K & ep[q] et remettre p dans K.

retourner ¢y [q] si valide, et —1 sinon.

C : mapping de p avec ses cibles potentielles. > table 2D.
extraire [po, p1] = RM[p]]. > on ne sait pas si p est loriginal ou le dupliqué.
extraire [i~, 57| = R[B[M[p]] ] > indice original et dupliqué de prev[p].
extraire [i*, 51] = R[BM[p]] 1] > idem pour next[p].
pour chaque voisin ¢ tel que |S| = 2 faire > C[-/+][i ou j].
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Algorithme 3.4: Relaxation des degrés.

assure que :
- la moyenne des degrés des points tend vers d*.
- la contrainte de continuité G' est respectée.

marquer toutes les arétes comme étant a traiter

répéter

pour chaque maille M : (pg, p1, p2) faire

pour chaque aréte ¢ de M marquée faire

si ¢ est ni vive ni frontiere alors

extraire p3 le point opposé a c et calculer xpv) = 2o | deglpi] — df|?.
simuler la bascule de ¢ et former les mailles résultantes K; et Ks.
calculer x| = Yo | deg[p;] — d;|*.

pour chaque maille K; faire

vérifier que det[Jk,] > € et que ¢[K;] > gmin- > non dégénérescence.
vérifier que (n[p;;], n[K;]) € [0, cos(Omax)], Vpi; € K.

vérifier que l'aire du projeté de K; sur Tj, T est positive, Vp;; € K;.
fin

si tout est ok et xk; < x[v alors

appliquer la bascule de ¢ de maniere persistante sur 7.

passer a la maille suivante.

fin si

fin si

démarquer c.

fin

fin
jusqu’a ce qu’aucune bascule possible ou ¢ > tax
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Algorithme 3.5: Lissage

assure que :
- la qualité de la pire maille incidente & chaque point est améliorée.
- la discrétisation des courbes de discontinuité est réguliere.
- la contrainte de continuité G' est respectée.

1. Lissage des courbes de discontinuité.

pour chaque "ridge” identifié par uid = M[p] faire > uid € (R, S, 8).
extraire [r, 7, ¢, ¢] = [R[B[uid] "], R[S[uid]T]], leurs normales ainsi que leurs densités.
construire la B-spline quartique v : I — I' passant par 7, p, q. > I =0, i, %, %, 1}.
calculer le parameétre s =[S, cywit][> oy crwi ™t > w; = ||y[t] || p[v[t]]-
sauvegarder polg = p et remplacer p et son jumeau p par y[s]. > [p, p| = R[uid].
pour chaque maille K incidente a p ou p faire

si det[Jx] < € ou ¢q[K] < gmin alors. > dégénérescence.
remettre p = p = poig €t sortie de boucle. > cas tres rare.
fin

fin
2. Lissage des régions internes.
pour chaque point régulier p faire

DIFFUSION.
réinitialiser t = 0 et [S] = 0, et évaluer |g|o = min ¢[K].
pour chaque maille K incidente a p faire
calculer le patch quartique Ik associé a K.
pour chaque point de quadrature c¢; de K faire >c; = ’yz(%) pour tout y; € alk.
interpoler la densité plc;] et la jacobienne Jg,.
calculer w; = plc;] det[J] Je,] et accumuler [S] = [S] + w;.
ajuster la direction t = t + w; log,[c;]. > projection sur T,T".
fin
fin >t = [, xplz]dr —p.
ajuster t = [[?l]]t.
trouver la maille K telle que exp,,[a;t] € Tk. D un oy A2 % suffit.
prendre @ = max «;.
répéter
prendre p = exp,[at] et réévaluer la normale n[p] et la densité p[p]. > projection.
pour chaque maille K incidente a p faire
vérifier que det[Jx] > € et que ¢[K] > |¢]o. > non dégénérescence.
vérifier que (n[p;], n[K]) € [0, cos(fmax)], Vp; € K. > inversion ou déviation.
projeter K sur T}, T, et vérifier que det[Ji] > €, Vp; € K. > distorsion sur 7}, T
si I'un des critéres n’est pas ok alors
diminuer a = % et sortir de boucle. > relaxation.
fin
jusqu’a ce que toutes les mailles soient ok ou o < e.
DESCENTE.
si déplacement non accepté alors > on se place dans un repere local de T,T".
calculer f;[p] = —min ¢[K;] et tl)] = =V fi[p]. > s’obtient en perturbant légérement p.
calculer le pas initial /% & laide de (3.18). > tenir compte des autres mailles.
initialiser t = 0.
répéter
calculer plf) = exp, [alIt!1]. > déplacement puis projection.
réévaluer tl! et incrémenter ¢. > perturber légerement p.
calculer le pas ¥ par recherche linéaire (voir page 73). > criteres de Wolfe.
jusqu'a d; pl!! < € ou t > tma. > déplacement significatif.
vérifier que Vp; € K, (n[p;], n[K]) € [0, cos(fmax)], si ok : accepter le déplacement.
fin si

fin



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

78 3.2. Design des noyaux

3.2.5 Stratégie compléte

A ce point, nous disposons de quatre noyaux dédiés au rééchantillonnage (raffinement, simplification)
et & la régularisation (relaxation, lissage) de la surface triangulée, et telle que les coins et les courbes
saillantes de la surface soient préservées. Ainsi, il nous manque :

e une carte de densité décrivant la répartition souhaitée de points sur chaque région de la surface.
Notons qu’elle est relative a l'erreur estimée de la surface ou bien celle d’une solution numérique
calculée sur la triangulation (voir figure 3.1). De maniére concréte, nous construisons un champ
de tenseurs métriques pour encoder les prescriptions de tailles a la fois dans le cas isotrope et
anisotrope. Ainsi sa construction est expliquée dans le cadre général a la section 3.3.1.

e la carte de densité précédente est extraite des courbures locales de la surface dans le premier cas,
et a partir des hessiennes locales de la solution numérique dans le second cas. Il faudrait donc
pouvoir reconstruire ces quantités sur la surface discrete. Afin de ne pas alourdir le chapitre, les
méthodes utilisées sont décrites en annexe aux pages 137 et 134.

Muni de ces ingrédients, nous pouvons a présent mettre en place notre remailleur adaptatif, dont le
principe est résumé a la figure 3.17 et les étapes illustrées a la figure 3.18.

B

pré-traitement

extraire densité

extraire topologie, calcul des tenseurs, t  répéter

extraire ridges, > m couplage tenseurs, > rééchantillonage,
extraire normales, gradation du champ, régularisation.
uniformiser normalisation. jusqu’a convergence

Figure 3.17: Principe du remailleur adaptatif.

PARAMETRES. Rappelons que notre but est de fournir la "meilleure” surface triangulée qui soit
adaptée a lerreur estimée de la surface ou d’une solution numérique, étant donné un budget de points
(voir page 54). Ainsi nous disposons d’une triangulation initiale satisfaisant les critéres décrits a la
page 56 en entrée, avec quatre parametres additionnels :

® Ny ¢ C’est la résolution souhaitée, i.e le nombre de points de la surface triangulée.

Omax : c’est la déviation maximale des mailles par rapport au plan tangent de chaque point®?.
hmax : c’est le diametre autorisé®®, et qui permet de borner les tailles d’arétes dans les régions
& courbure nulle de la surface®!.

® Ngrag : C'est le seuil de gradation i.e le ratio maximal de longueurs de paires d’arétes incidentes.

ALGORITHME. In fine, le remailleur est constitué d’une séquence de trois phases : le pré-traitement,

la construction de la métrique pour la répartition des points et la boucle de recherche locale pour les
modifications proprement dites sur la surface triangulée.

Notons juste que trouver la triangulation optimale qui minimise une fonctionnelle donnée est NP-
difficile. En fait tous les remailleurs existants sont soit des heuristiques (gloutonnes ou recherche locale)
soit au mieux des algorithmes d’approximation (voir section 2.2, page 42). Ainsi aucune combinaison
particuliere de noyaux n’a été formellement prouvée comme étant optimale. Ici, nous ne sommes pas
réellement intéressés par trouver la combinaison la plus efficiente. Ainsi nous utilisons une simple
boucle de recherche locale décrite a ’algorithme 3.6 pour nos évaluations numériques.

59 Autrement dit, c’est le seuil angulaire des normales aux mailles et & leurs sommets respectifs.
60Le diametre d’un maillage est la longueur de sa plus grande aréte
61Dans notre cas, il n’est pas nécessaire de prescrire une taille minimale.
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Algorithme 3.6: Remaillage adaptatif

pré-traitement, > sec. 3.2.2
extraire densité, > sec. 3.3.1
répéter > recherche locale
raffinement, >sec. 3.2.4.1
simplification, > sec. 3.2.4.2
relaxation, >sec. 3.2.4.3
lissage. > sec. 3.2.4.4
jusqu’a convergence > ou si seuil d'itérés atteint.

e PRE-TRAITEMENT. Elle consiste & extraire les données requises par les noyaux et & uniformiser
la triangulation initiale si nécessaire. Les "ridges” et ”coins” sont d’abord identifiés et extraits.
Ensuite la topologie est explicitement construite et stockée sous forme d’un graphe (P, M, N)
pour la connectivité des points et mailles d’une part, et d'un graphe (R, S, 8) pour le chainage des
arétes vives, ce qui est utile pour la reconstruction des courbes saillantes de la surface. La surface
discrete est ensuite orientée grace a un champ de vecteurs normaux permettant de distinguer
son intérieur et son extérieur. Enfin, si cela est nécessaire, la triangulation est régularisée en vue

d’obtenir une répartition quasi-uniforme des points et de stabiliser les étapes ultérieures®2.

e EXTRAIRE DENSITE. Elle consiste & définir un champ décrivant la répartition souhaitée des points
sur la surface. De maniére concrete, un champ de tenseurs métriques est construit a partir de
Perreur estimée de la surface ou bien d’une solution numérique u calculée sur la triangulation.
Dans le premier cas, le tenseur métrique associé a un point p est calculé a partir du tenseur de
courbure en p. Dans le second cas, il est extrait a partir de la hessienne locale de u en p. Plus
précisément, elle se fait en trois passes :

la reconstruction des courbures et hessiennes locales de u (voir annexe, page 137).
la gradation du champ afin de lisser les variations de tailles de toute paire d’arétes incidentes.
la normalisation du champ pour mieux répartir les points selon la résolution souhaitée 7max.

e RECHERCHE LOCALE. Elle consiste a construire la suite de triangulations de sorte a converger
vers la discrétisation ”optimale”. Pour cela, une boucle entrelagant les étapes de rééchantillonnage
(raffinement, simplification), et de régularisation (relaxation et lissage) est exécutée tant que
Perreur décroit ou que la qualité des mailles croit de maniere significative.

rééchantillonnage. Ici le but est d’insérer ou de supprimer les points afin d’obtenir des arétes
de taille quasi-unité dans I’espace métrique induit par la densité%3. Les points créés sont
directement projetés sur la surface, La suppression de points est entre autres conditionnée
par un controéle sur la déviation des mailles aux plans tangents de leurs sommets. Enfin, le
nombre de points est contrdlée lors d’une simplification par une priorisation des taches®*.

régularisation. La surface discréte est ensuite régularisée en termes de degré des points et de
qualité des mailles. Pour cela, la connectivité et la position des points sont modifiées par le
biais de bascules d’arétes et de lissage, en vue d’améliorer ’échantillonnage précédent. La
encore, un controéle sur la déviation des mailles est effectué afin d’assurer la continuité G'.

62Le maillage fourni en entrée devrait idéalement étre uniforme, ou du moins une assez bonne discrétisation de la
surface idéale. Comme ’adaptation vient aprés une phase de calcul dans la boucle adaptative, on s’attend & ce que le
maillage initial fourni au solveur soit de qualité acceptable. Si ce n’est néanmoins pas le cas, les aires des mailles peuvent
étre égalisées par une boucle entrelacant les passes de lissage et de bascule d’arétes basée sur le critére de DELAUNAY.
Rappelons juste que le but de ’adaptation n’est pas d’améliorer la qualité des mailles, mais de fournir une discrétisation
qui minimise une erreur tout en préservant la qualité des mailles.

63Plus précisément, le but est d’obtenir un maillage uniforme unité de la variété riemannienne induite par le champ
de tenseurs métriques.

64basée sur le cumul de l’erreur locale en chaque point.
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(1) construire topologie

(3) extraire normales

density

(4) calcul de métriques (5) rééchantillonnage (6) régularisation

Figure 3.18: Illustration synthétique des étapes de I'algorithme.

3.3 EXTENSION AU CAS ANISOTROPE

3.3.1 Répartition anisotrope des points

3.3.1.1 Intérét et principe

INTERET. A ce point, nous avons défini les noyaux ainsi qu’une stratégie compléte pour 'adaptation

locale de surfaces triangulées. Notons que ces noyaux dépendent d’une densité qui définit la répartition
souhaitée des points sur la surface. Néanmoins nous n’avons pas encore construit explicitement cette
densité. En fait, elle peut étre isotrope ou anisotrope selon que la taille souhaitée d’une aréte [pq]
incidente & un point p dépend de la direction de ﬁ ou non (voir figure 2.12, page 47). Le premier cas
est plus simple a gérer puisque la densité se réduit a un scalaire sur chaque point. Le second cas est
plus complexe puisqu’il faut encoder la densité dans toutes les directions incidentes a chaque point.

(1) isotrope : 21054 points, (2) anisotrope : 5815 points,
erreur : € = 0.001 erreur : € = 0.001

b y

Figure 3.19: Intérét d'une triangulation anisotrope comparée a sa version isotrope.

En pratique, une triangulation anisotrope permet de réduire significativement le nombre de points
requis comparé a sa version isotrope pour un méme seuil d’erreur comme illustré a la figure 3.19. Par
ailleurs, rappelons nous qu’une triangulation "idéale” est celle dont la densité des points, ainsi que
la forme et ’étirement des mailles sont adaptées a l'erreur estimée de la solution numérique ou de la
surface elle méme (voir page 44). Ainsi il est crucial de capturer ’anisotropie de cette erreur.
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PRINCIPE. Afin de prescrire la répartition souhaitée de points, nous assignons un tenseur métrique en
tout point de la surface (voir page 50). L’avantage est qu’il n’est pas nécessaire de modifier les noyaux
si on souhaite adapter la triangulation & un autre critére, contrairement & [131] par exemple. En
effet seule la maniere de calculer les distances change. Ainsi cela nous permet d’utiliser une structure
unique pour encoder aussi bien I'erreur de la solution numérique que celle de la surface en vue d’inférer
la densité souhaitée sur chaque point.

Rappelons nous que le tenseur métrique g, relatif a un point p redéfinit son voisinage continu
comme montré a la figure 2.12 (page 47). Ainsi cela permet de prescrire une taille d’aréte qui tienne
compte de la direction de @ pour toute aréte [pg]. De maniére concréte, le tenseur est représenté par
une matrice symétrique définie positive dont les valeurs propres encodent les tailles d’arétes souhaitées
en direction des vecteurs propres v;%°. Dans une base du plan tangent de p, il s’écrit :

D= diag(h;i)?zl : les valeurs propres de g,,
gy =PTDP, avec { P = (vy,vs) : les directions principales de g,, (3.22)
hip ¢ la taille d’aréte prescrite en direction de v;.

En fait, on veut construire un champ tensoriel®® qui permet de capturer lerreur de la surface ou
celle d’une solution numérique u en vue de guider les noyaux (voir figure 3.20). Intuitivement,

e l'erreur d’approximation de la surface est plus importante dans les régions ou elle varie le plus.
e lerreur d’interpolation de u est plus importante dans les régions ol son gradient varie le plus.

Ainsi ce champ est construit & partir des courbures locales de la surface ou des hessiennes locales®”
de w sur chaque point. En fait, ces deux tenseurs (courbure, hessienne) doivent étre reconstruits de
maniere discrete sur chaque point. Dans le cas ou u est fournie en entrée, ces tenseurs seront couplés
de maniére a avoir un tenseur unique par point, et qui permet de guider les noyaux de maniére a
minimiser ces deux erreurs. Afin de ne pas alourdir la section, les méthodes afférentes sont décrites
en annexe (page 137).

X
0

s
K

=

% Avavss
iR

champ de tenseurs métriques triangulation adaptée

Figure 3.20: Principe de I'adaptation guidée par une métrique riemannienne.

CONSTRUCTION. Le tenseur précédent encode les informations relatives a la densité souhaitée au
voisinage de chaque point. Néanmoins il n’est pas encore utilisable en 1’état car pour cela il faudrait
incorporer les contraintes sur le seuil d’erreur ou le nombre cible de points. Pour obtenir un tenseur
métrique valide, il faudrait utiliser un estimateur d’erreur. En fait, il permet de normaliser le champ
tensoriel en fonction du nombre cible de points nmax d’une part, ainsi qu’a la sensibilité de la norme
utilisée pour capturer l'erreur d’autre part. Elle sera décrite a la section 3.3.1.2. Enfin, bien cette
normalisation permette de répartir équitablement les points de T, elle peut éventuellement induire
des variations abruptes de taille entre deux points voisins. Ainsi une gradation est nécessaire afin de
garantir une variation lisse de tailles d’arétes incidentes. Elle sera détaillée a la section 3.3.1.3.

65Notons que les vecteurs propres dépendent de la base choisie (locale ou canonique).

66ou métrique riemannienne

67 Intuitivement, elle représente la courbure intrinséque de u. Formellement, il s’agit d’une matrice symétrique définie
positive dont les coefficients sont relatifs aux dérivées secondes de wu.
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3.3.1.2 Normalisation

PRINCIPE. A vrai dire, adapter la triangulation a un champ de métriques revient a générer une
triangulation uniforme d’une variété riemannienne (définition 13, page 24). En effet on veut que
toute aréte soit de longueur unité dans cet espace métrique. En fait c’est le principe de la plupart
des remailleurs surfaciques adaptatifs comme YAMS, MMGS, ou encore MADLIB [108, 96, 132]. Notons
néanmoins qu’ils sont basés sur un contrdle explicite de I'erreur®® : ils visent & trouver la triangulation
qui respecte ce seuil d’erreur avec le moins de points possibles. Dans notre cas, c¢’est 'inverse.
Mais alors, comment inférer une métrique relative a cet erreur quand on ne peut pas la borner ?

Pour cela, on recourt a un estimateur d’erreur basé sur la notion de maillage continu. Il permet
d’estimer l'erreur d’interpolation d’une fonction f € C2(Q2,R) sur un plan ou un volume  C R?, et
de trouver un champ tensoriel qui minimise cet erreur dans le cadre continu par le biais d’un calcul
variationnel [75, 98]. Ici, I'idée est de trouver un méme champ permettant de controler aussi bien
Ierreur d’une solution numérique u que celle de la surface. Ainsi I’avantage est double, car il permet :

e d’inférer la répartition de l'erreur directement en fonction du nombre cible de points,

e de définir une densité qui capture les variations d’échelles différentes de cet erreur, en ajustant

la sensibilité de la norme LP utilisée, ou p est un parametre a fixer.

DETAILS. En fait, notre cas est particulier car on n’est ni en planaire ni réellement en 3D non plus.
En effet la surface représente la frontiere d’'un domaine volumique, et n’est que ”plongée” dans R3.
Mais comme il s’agit d’'une variété, chaque tenseur peut s’exprimer dans une base locale du plan
tangent 7T,I" du point p. Il est donc localement de rang deux. Ainsi il peut s’exprimer comme une
matrice de R?*2 dans la base locale de T,T. Dans notre cas, il s’écrit :

Vu,v € T,T, gp(u,v) = (u, Jp (ap, M) J;— V) (3.23)

e J, € R3*? est la matrice jacobienne de la paramétrisation locale de la surface au point p. Elle
permet de passer du repere local au plan tangent 7,,I" de p a la base canonique de R3.

e M, € R?*2 est la matrice décrite en (3.22) et qui exprime la densité prescrite sur p dans les
directions principales de son plan tangent 7,,I". Elle provient du tenseur de courbure, ou de la
hessienne de la solution numérique exprimés dans la base locale de T},I", ou de leur intersection.

e iy € R est un facteur qui permet de controler la sensibilité de l’estimateur d’erreur dans les
régions ou la solution numérique ou la surface varie fortement, en fonction de la norme LP choisie.

fp = (A1p Agp) /PT2 (3.24)

e a € R est un facteur qui permet d’harmoniser la répartition souhaitée des points, exprimée par
la complexité C;, du champ tensoriel, en fonction de la résolution 7nmay.

o nmax, avee Cp — / plz]?P/ @+ g = Z / A1z )\27m]2p/(2p+2) dx. (3.25)
Ch S=r KeT;, 7K

Les exposants impliqués dans les expressions de py et Cj, sont équivalents a ceux de [75] mais adapté
au cas surfacique.

STOCKAGE. FEn pratique, les tenseurs sont stockés de maniere discrete sur les points de la triangu-
lation. En fait, le tenseur associé & un point p est en réalité une matrice de R?*? une fois la base
locale de son plan tangent T,I" fixée, voir (3.23). Afin de minimiser le colit mémoire, on aurait pu
se contenter de ne stocker qu’une matrice de R?*2. Néanmoins, cela n’est possible que si on dispose
d’une paramétrisation globale sur la surface. Ainsi on est donc obligé de stocker en plus la matrice

68Dans MMGS, un estimateur d’erreur en norme infinie est utilisé afin d’approcher la distance de Hausdorff entre la
surface idéale et discrete. Dans yams, c’est plutdét un controle sur Perreur relative & chaque aréte qui est effectué. Dans
les deux cas, cela permet d’inférer directement une carte de tailles de sorte que I’erreur n’exceéde pas un seuil £ fixé.



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

CHAPITRE 3. DESIGN DE NOYAUX SURFACIQUES LOCALITY-AWARE. 83

jacobienne® associée & p, ce qui fait en tout 6 + 3 coefficients par point. Ainsi nous préférons ex-

primer directement chaque tenseur’” comme une matrice de R3*3 de sorte que gp(v, n[p]) = 0 pour
tout v € R3. Enfin, puisqu’il s’agit d’une matrice symétrique, on ne stocke que sa partie triangulaire
supérieure en mémoire. La routine complete relative a la construction et a la normalisation de la
métrique est donné a l'algorithme 3.7.

Algorithme 3.7: Construction et normalisation de la métrique.

1. Couplage des tenseurs
pour chaque point p faire en parallele > réduction dans une base commune P.
poser g, = 0zx3.
calculer une base locale J = (0,p,d,p) du plan tangent de p.
calculer M; le tenseur de courbure de p.
calculer My la hessienne de u sur p dans la base J. >My=JT HypJ.
calculer N = MflMg et diagonaliser en R"'DR. > voir équation A.16.
pour chaque direction v; € R faire

)‘1,i = <Vi7 Ml Vi>.

)\271‘ = <Vi, Mg Vi>.

D;; = min(max(| A1 4, |A2.4])s Amae)- > voir équation A.17.
fin
stocker g, = JPTDP JT avec P = R71L. > voir équation A.18.
barriere

2. Normalisation selon la sensibilité de la norme LP.

pour chaque point p faire en paralléle

calculer une base locale J = (d,p,d,p) du plan tangent de p.
calculer M le tenseur associé a g, dans la base J.
diagonaliser M en R"!DR.

pour chaque valeur propre D;; faire

| Dis = max(enum, |Dii])- > €num = 0(10714).
= [det D]~ /(2P +2), > voir équation 3.24.
stocker g, = JRTIuDRJT.

barriére

3. Normalisation selon le nombre cible de points 7yax.
poser Cp = 0. > calcul de la complexité du champ.
pour chaque maille K réduire C;, en paralleéle > voir équation 3.25.
poser a = 0
pour chaque point p de K faire

accumuler o = o + det(g,) . > det(gp) = [A1pAap) Y/ (P2,
accumuler Cp, = Cp, + |K| o, >Ch =3 keT |3ﬂ S det(gy, )P
barriére
poser A = (3 nmax/Ch)- > voir équation 3.25.

pour chaque point p faire en parallele

calculer une base locale J = (0,p,d,p) du plan tangent de p.

calculer et diagonaliser M = R™!DR le tenseur associé & g, dans la base J.

stocker g, = JRTIADRJT. > voir équation 3.23, D = uD.
barriere

69Elle permet de passer du repere local du plan tangent & la base canonique de R3.
"ONotons juste que le tenseur est congruent & une matrice diagonale dans une base de R3 formé par les composantes
de Jp et la normale n[p].
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3.3.1.3 Gradation

Le champ tensoriel obtenu a la section précédente décrit la répartition idéale des points en fonction
de 'approximation de la surface ou de I'interpolation de la solution numérique u, selon le nombre cible
de points nmax €t la sensibilité de la norme LP utilisée. Néanmoins il ne garantit pas nécessairement
une répartition réguliere des points sur toute la surface. Ainsi cela peut induire un ratio important
de tailles d’arétes voisines impliquant des mailles tres étirées et de pietre qualité. Afin d’assurer une
variation graduelle de tailles d’arétes sur la surface triangulée, nous procédons au lissage du champ
tensoriel : c’est ce que nous qualifions de gradation dans notre contexte.

TRAVAUX CONNEXES. Rappelons que la taille cible d’aréte au point p en direction de u est h,(u) =

gp(u, u)_%. Il y a plusieurs manieres de considérer le probleme selon que 1’on veuille lisser (ou borner) :

e size ratio, i.e le ratio de tailles d’arétes adjacentes [132, 99].
e H-variation, i.e le gradient de h en direction de pg [100].
e H-shock, i.e le ratio de h relative & la variation de ¢5(pq) [100, 101].

Ainsi le but est donc de mettre a jour g, en fonction d’un seuil sur I'un des criteres ci-dessus.
Notons indistinctement ce critére c,(u) pour un point p donné en direction de u = pG. En fait
il n’existe pas mille facons d’y parvenir : étant donné un seuil € sur cp, il faut trouver un facteur
d’atténuation \; & appliquer sur chaque hy(v;) pour chaque direction principale v; dans un premier
temps. On réitére la routine jusqu’a ce que c, soit atteint pour tout p.

‘l ’ apres
A — ™
q

Figure 3.21: Nécessité d'un ajustement directionnel des tenseurs.

A vrai dire, les approches ne se distinguent réellement que sur la maniere d’ajuster les directions
principales v; associées & chaque h,(v;) dans le cas anisotrope (voir figure 3.21). En effet, un lissage
des directions est nécessaire quand 'orientation des tenseurs relatifs aux sommets d’une aréte [pq] sont
trop éloignés, afin d’obtenir un alignement régulier des mailles incidentes & p et ¢q. Ainsi les directions
principales v; peuvent étre :

e gardées intactes comme dans [132]. Ainsi la gradation se résume en I’application d’un facteur
d’homothétie sur chaque hy(v;) pour chaque direction principale v; en tout point x.

e réduites par intersection de tenseurs comme dans [101]. La matrice de direction R du tenseur
4 modifier M = RART est ajusté par rotation d’angle 6, de sorte que les deux tenseurs soient
congruents a une matrice diagonale dans la base formée par R. Il rend le tenseur isotrope dans
le cas ou les orientations des deux tenseurs sont trop éloignées comme sur la figure A.3.

e ajustées au cas par cas comme dans [99] selon la configuration des directions principales associées
a chaque paire de tenseurs, qui peuvent étre :

de rang 1, avec une direction unique (sphérique).
de rang 2, avec une direction polaire et une équatoriale (sphéroidal).
de rang 3, avec trois directions distinctes (ellipsoidal).

Elle préserve mieux ’anisotropie, mais la matrice de direction ne reste pas toujours orthogonale.
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En notant S le voisinage de p, les trois criteres de gradation décrits précédemment sont donnés par :

Ipall
s(p) = ma 3.26a
)= 588 (3262
hy —h
Vh, = ‘hpq”f’ (3.26b)
1/€n(pq)
c(pg) = max (%, %) (3.26¢)
q

En réalité, le choix du critére n’est pas décisif puisque les trois critéres sont équivalents (propriété 2).

Propriété 2 (EQUIVALENCE DES MESURES DE GRADATION). Les trois mesures de gradation (size
ratio, H-variation et H-shock) décrits a (3.26) sont équivalentes.

PREUVE. Soient €1, €3 et €3 les seuils prescrits pour chaque critere de 1'équation (3.26). Pour cela

nous allons démontrer que borner Vh, par es est équivalent & borner s(p) dans un premier temps.
Ensuite, nous montrons que borner s(p) par €; est équivalent a borner ¢(pg) pour tout g € S.
En supposant que hq > hy,, on a :

Vh, = € (3.27a)
hy—h

s T _ (3.27h)
gl

& hg—hy=e|pq| (3.27¢)

& hg — hy = €2 £,(pq) hy (3.27d)

&= hg = hp(e2 £, (pg) + 1) (3.27¢)
h

& h—q =1+ e2/p(pq) (3.27f)

P

D’un autre coté, on va exprimer le lien entre le variation de h et le ratio de taille s(p). On suppose
qu’on dispose d’une triangulation unité au sens ou les tailles d’arétes sont conformes avec la métrique
gx pour tout x. Dans ce cas, pour toute paire d’aréte incidente [ab] et [bc], on a : €5 (ab) = €y (bc) = 1.
Ici 'idée est d’exprimer ||ab|| et ||bc|| en fonction de la longueur de la courbe 7 sous-tendue par [ac].
En notant a, b et ¢ les coordonnées paramétriques de a, b et ¢ sur v: [0,1] — R avec a =0 et ¢ = 1.
On a:

1= ¢),(ab) (3.28a)
b
1 ()]
& 1= / dt (3.28b)
a k()
b 1
= 1= £<’7)/d mdt (328C)
G)) /f’ he = ha
& S el A e et (3.28d)
1 R
& 1= ﬁ(1n|(hcfha)b+ha| — 1|0 (he — he) + hal) (3.28¢)
By — hy) -
& Vh=ln ‘(h)b + 1’ (3.28f)
& eVh 1= (hch_ih“)l} (3.28¢)
Vh .
& hale™ =1 _j (3.28h)
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Comme £, (y) = £p(ab) + £,(bc) = 2, on a de méme :

. ha(e2Vh _ 1)
_ 2
¢ P (3.29)

En combinant (3.28) et (3.29), le ratio de taille s’obtient comme suit :

lbe|  é—b
- 3.30a
labl ~ 54 (3:300)
(eQVh _ 1) _ (th 1)
3.30b
@7 =)~ (@) (3:300)
e2Vh _ oVh
=g (3.30¢)
eVi(eVh — 1)
VT (3.30d)
[[bc| Vh
s(b) = =e (3.30e)
[|ab]]
En bornant le ratio de taille d’un point quelconque p par €1, on a :
s(p) = e (3.31a)
& eVh = ¢ (3.31b)
& Vh =In|e| (3.31¢)
he—h
TP —1In|e|, Vq €S (3.31d)
Il
h
= h—q =1+1Inle|ly(pq) (3.31e)
P
& 1+ exl,(pg) =1+ In|ei|,(pq) d’apres Iéquation (3.27) (3.31f)
& ‘donc €2 = Inleq] ‘ (3.31g)

Ainsi borner la variation de h par es revient & borner le ratio de taille par In|e;|. Enfin, il reste a
exprimer €3 en fonction de €3 et €;. On a :

e3 = c(pq) (3.32a)
p, 11/ (pa)
& €3 = P (3.32Db)
hy ]
[ |h 1
& €3 = exp |In |2 } 3.32¢
’ hy | Cr(pq) (3:52¢)
h h
& € =exp |In |2 __vn d’apres I’équation (3.28f) (3.32d)
ho | n Lh_h” + 1’
h h
& €g =exp |In |2 —Vh (3.32¢)
hp | In |2a
& €3 =eVl (3.32f)
& In|es| = Vh (3.32g)
& ’donc les| = |ex] ‘ d’apres I’équation (3.31c) (3.32h)

En combinant les équations (3.31) et (3.32), on a bien :

€ = Inler| = Ines| (3.33)
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Par conséquent, le choix d’une mesure de gradation parmi celles décrites en (3.26) est arbitraire,
puisque borner I'une d’entre elles permet de borner les deux autres.

NOS CHOIX. Par souci de simplicité, nous décidons de controler la h-variation telle que % <Vh,<e
en tout point p de la triangulation. Pour le lissage des directions, nous optons pour ’approche décrite
dans [101] basée sur le recours a l'intersection de tenseurs.

e ajustement de tailles. Pour chaque aréte [pq| incidente & p, la densité p;(p) associée est lissée par
un facteur A tel que :

= (1+ €2 Ly(pg)) 2 (3.34a)

= (1+ e2 hy(pq) llpall) > (3.34b)

Ainsi dans le cas anisotrope, il nous suffit d’appliquer un facteur de lissage \; pour chaque
direction principale v;. Ainsi le tenseur métrique g, est mise a jour comme suit :

Vu,v € T,T, gpw(u,v) = (u, J, PT Nplw D P J; V) (3.35a)
_ (At ehy,|wl)~? 0 >
avec Nplw = ( 0 (14 €3 h p W)~ (3.35D)

e ajustement de directions. Elle s’effectue en deux phases :

EXPANSION : chaque point p propage sa métrique g4jw en tout point ¢ de la surface tel que
w = p{, selon un facteur relatif aux coefficients Aiw décrit en (3.35). Ainsi plus on s’éloigne
de p, plus le facteur de lissage est attenué (puisque ||w|| croit), et donc plus I'influence de
p décroit.

REDUCTION : la métrique finale g, au point p s'obtient par intersection de toutes les
métriques g,w qu’il a regu de chaque point ¢ de la variété selon les formules décrites
en (3.35) et (A.18) (page 139). Notons que chaque h; p|w correspond a la longueur de Iaxe
v; de la boule associée & g, comme sur la figure 3.21. En prenant le plus grand ellipsoide
strictement contenu dans l'intersection de ces boules, on ne garde que la contrainte de taille
la plus restrictive h; , < min h; 1 pour chaque direction v; de chaque métrique g,|vw-

En notant n le nombre de pointgiile tenseur métrique final associé au point p s’obtient par :
vu,v € T,T, gp(u,v) = (u, J, (M1 gpjw,) N gp) I, V). (3.36)

EN PRATIQUE. Le probléme avec cette procédure est qu’elle est en O(n?), n étant la résolution de la
triangulation. En pratique, c’est réellement problématique car n est tres grand. Pour le contourner, la
réduction n’est appliquée que sur le voisinage du point courant p par le biais des arétes w incidentes a
p. Ainsi les phases d’expansion et de réduction sont faites simultanément, puisque chaque p notifie son
voisin ¢ si g, a été mis a jour, et vice-versa. Enfin, les deux phases sont propagées jusqu’a convergence,
i.e jusqu’a ce que le champ de métriques ne soit plus modifié, ou si un nombre max d’itérés est atteint.
La procédure complete est décrite a I'algorithme 3.8.

3.3.2 Transport de métriques

CADRE ET BUT. A ce stade, nous avons construit un champ tensoriel qui encode la répartition idéale
des points et I'alignement des mailles afin de minimiser l'erreur de la surface ou celle d’'une solution
numérique u calculée sur la triangulation, conformément & la résolution souhaitée et a la sensibilité
de la norme utilisée. De plus, il nous garantit une variation lisse des tailles de toute paire d’arétes
incidentes. Lorsqu’un point est créé ou déplacé, sa normale ainsi que son tenseur métrique doivent
étre recalculés ou interpolés a partir de ses voisins, puisqu’ils ont changés. Néanmoins 'interpolation
répétée d'un tenseur métrique implique une perte d’anisotropie & cause des effets de diffusion”'. Par

"1Intuitivement, quand on prend la moyenne d’une moyenne d’une moyenne alors on perd forcément en précision.
C’est au moins le cas quand on effectue une interpolation linéaire de tenseurs métriques.
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Algorithme 3.8: Gradation

t = 0, et marquer tous les points comme étant a traiter. > grace a une file de taches.
répéter

pour chaque point p marqué faire

calculer une base locale J = (8,p, d,p) du plan tangent de p.

calculer M,, le tenseur associé a g, dans la base J.

diagonaliser M,, et extraire hg,, et hy .

pour chaque point voisin ¢ de p faire > calcul de gp|w, W = ﬁ

Expansion de la métrique de g vers p par le biais de g,w
N=R=P=D=X=03x2

calculer g, par transport parallele de g, vers p.
calculer M, le tenseur associé a g, dans la base J.

calculer N = M;l M, et diagonaliser N = R"'AR. > voir A.2.3
pour chaque direction v; € R faire
ni = (1+eh,||w|)~2 > voir équation 3.27
Ay = (vi, Mpvy). > voir équation A.16
/\271' = <Vi7 i Mq V,L'>. > voir équation 3.35
fin
Réduction avec la métrique regue g, w b
si il y a un j pour lequel Ay ; < Ay ; alors >si gt <1+ elp(vy).
pour chaque direction v; faire P
| Dy = min(max(A1 4, Ao ), B2, > voir équation A.17
P=R"!
stocker g, = J PTDPJT. > Gplw N gp, voir équation A.18
fin si
marquer q.
fin
si gp a été modifié, démarquer p.
fin
t=1t+1

jusqu’a aucun point marqué ou que t > tmax

ailleurs, déplacer un tenseur métrique sur la surface peut dévier ses directions principales. Pour
minimiser cette déviation, nous utilisons une routine de transport parallele” au sens de la définition 29
mais étendu au cas des tenseurs métriques. Intuitivement, il généralise la notion de translation de
vecteurs au cas des variétés. Notons que cela est déja utilisé dans MMGS de maniéere heuristique. Ici,
notre but est de prouver formellement qu’un transport de tenseurs métriques préservant les directions
peut étre réalisé par un simple transport paralléle de vecteurs tangents (propriété 3).

Définition 29 (TRANSPORT PARALLELE). Soit I' une variété munie d’une connexion affine V.
Un champ vectoriel vl du fibré tangent’ de T le long d’une courbe v : I — T est dit parallele

relativement a cette connezion st V%[t]v[t] s’annule pour tout t € I.

Ainsi un vecteur tangent v est transporté parallelement de p & g sur v si le champ vectoriel vt
induit par son déplacement le long de v est paralléle.

%Une connexion affine sur une variété différentielle I' définit la notion de dérivée d’un champ vectoriel U par
rapport a un autre champ vectoriel V du fibré tangent de I'. Son développement décrit une courbe v reliant les
plans tangents de deux points de I'. Dans le cadre du transport paralléle, V correspond au champ de vitesse de .

bLe fibré tangent de la variété T est 'union disjointe de tous les plans tangents en tout point de T.

"2Notons juste qu’elle fait intervenir des notions rigoureuses de géométrie différentielle assez complexes & appréhender
: nous veillerons a rester synthétique en ne détaillant que les points pertinents dans notre contexte.
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Définition 30 (CONNEXION DE LEVI-CIVITA). Il existe une unique connexion affine V, dite de
LEVI-CIVITA, sur une variété riemannienne (T, g) telle que :
e clle soit sans-torsion?, i.e que la rotation des plans tangents autour d’une géodésique vy est
nulle quand ils sont transportés parallélement le long de v par le biais de V.
o elle soit compatible® avec g, i.e que le produit scalaire local en tout point p de T est préservé
par transport paralléle de p le long de v : ce déplacement est donc une isométrie.
Si la variété est munie de deux métriques g1 et go alors leurs connezxions de LEVI-CIVITA ne sont
pas nécessairement les mémes©.

“Elle est sans torsion si pour tout champs vectoriels I/, V du fibré tangent de T, on a : ViV — VU = [U, V],
ol [+, -] désigne le crochet de Lie. Le terme de gauche quantifie le manque de commutativité du transport parallele
induite par V, et le terme de droite le manque de commutativité des flots associés a U et V, qui est intrinseque a
la variété. Ainsi V ne "rajoute” pas de torsion supplémentaire que celle intrinséque a la variété.

bCela implique que : (Vi g)(V, W) = dyg(V, W) — (Vi V, W) — g(V, ViuW) = 0 pour tout U, V, W du fibré
tangent de I'. On dit alors que V est une connexion métrique avec Vg = 0.

¢Car on a deux variétés riemanniennes distinctes dans ce cas.

CAS VECTORIEL. En fait, un vecteur tangent v peut étre transporté parallelement d’un point de la
variété munie d’une connexion V, a un autre si le chemin qu’elle emprunte est une géodésique de cette
connexion, c’est-a-dire une courbe la variété correspondant au plus court chemin entre ces deux points
selon V. A vrai dire, la déviation de v va dépendre de la connexion que l'on choisit. Intuitivement,
la connexion de LEVI-CIVITA (voir définition 30) fournit une maniére optimale de réaliser le transport
de v puisqu’elle sans torsion et préserve le produit scalaire local. Mais le plus important est que les
géodésiques d’une connexion de LEVI-CIVITA coincident avec celles de la surface elle-méme. Ainsi, le
probleme revient concretement a :

e trouver une géodésique "naturelle”  passant par les sommets de toute aréte [pg],

e déterminer une maniere de translater un vecteur tangent de p vers g le long de ~.
Ici, v peut étre approchée par une B-spline (voir section 3.2.3, page 61). Par contre, déplacer par-
allelement v le long de v revient a résoudre 1’équation différentielle suivante :

trouver le champ vectoriel vl du fibré tangent de I tq : Va[t]v[t] =0, pour tout t € I'|.  (3.37)

Au lieu de résoudre (3.37), elle peut étre approchée par le biais de I’échelle de sSCHILD [160]. Pour
déplacer le vecteur v d’un point p a un point ¢ le long de la courbe -, I'idée est de construire une série
de parallélogrammes courbes tel qu'un coté de chaque parallélogramme représente la discrétisation de
v, et le coté adjacent représente le déplacement de v sur chaque point controle de cette discrétisation.
De maniere concrete, cela se fait en quatre étapes :

e calculer la courbe v; de début p et de vitesse initiale v : v (0) = p, 4,(0) = v, £(7) = 1.

e calculer la courbe o de début r = v41(1) et de fin g, ainsi que son point milieu m.

e calculer la courbe 3 de début p passant par m telle que m soit le milieu de 3.

e calculer la courbe 4 de début ¢ et de fin y3(1). En fait, 7,(0) est le transporté de v sur q.
En fait, cette construction n’est valide que si p et ¢ sont suffisamment proches. Si ce n’est pas le cas,
il suffit d’itérer la procédure et donc de construire une ”échelle”.

CAS TENSORIEL. Ne perdons pas de vue que notre but réel est de réaliser le transport parallele d’un
tenseur métrique g, d’'un point p vers un point ¢ de la variété. De la méme maniere que pour un
vecteur tangent, transporter parallelement g, sur une courbe 7y : I — I sous-tendue par [pg| consiste a
trouver un champ tensoriel g, tel que V:/[t] gy) = 0 pour tout ¢ € I, et donc de résoudre I'équation
différentielle associée.

Au lieu de résoudre directement ce probléeme, on va plutot le ramener & un transport parallele
de vecteurs tangents. Ainsi, cela permet de réutiliser ’échelle de SCHILD pour le transport de g,.
Notre souci est qu’il faut construire la connexion associée a la variété riemannienne (T, g) de sorte
qu’elle soit compatible avec g. Au lieu de I'expliciter, on va plutot essayer de 'exprimer avec celle de
LEVI-CIVITA. L’avantage est qu’elle préserve le tenseur métrique induit de R3 lors du déplacement le
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long d’une géodésique . En fait, si P est une base orthonormale de 7,T", alors il suffit de transporter
parallelement chaque vecteur colonne de P le long de v pour obtenir une base orthonormale de T,T.
Ici on va montrer que c’est également le cas si on considere les directions principales R = (vq,va) de
gp = RTDR (propriété 3).

Propriété 3 (TRANSPORT DE METRIQUES). Notons (T, g) notre variété riemannienne.
Réaliser le transport parallele d’un tenseur métrique g, d’un point p vers un point q revient au
transport paralléle de ses directions principales le long d’une géodésique “naturelle”® de T.

®En fait, il s’agit de géodésiques relatives a la connexion de LEVI-CIVITA associée & la métrique intrinseque de
la surface (ou premiere forme fondamentale). Cette derniére définit le produit scalaire usuel sur la surface.

PREUVE. Pour démontrer la propriété 3, il faudrait d’abord montrer que la connexion de LEVI-CIVITA
associée a la métrique intrinseque de la surface est bien compatible avec notre métrique g, en tout
point p de la surface. Pour toute courbe v : I — T, g, est compatible avec V si pour tout champ
vectoriel u, v du fibré tangent de I', on a :

(V,'Y[t]g'y[t])(uv V) = a’.y[t] (g'y[t] (u, V)) - g’y[t](v,'y[t]ua V) — Gqt] (ua v,‘y[t]v) =0, Vtel (338)

En fait, g, est une forme bilinéaire symétrique correspondant a une matrice symétrique M exprimée
dans une base locale de T,,I". En particulier, il existe une base orthonormale P donnée de T,I" telle
que M est congruente & une matrice diagonale D dans P. Autrement dit, g,(v;,v;) = 0 pour tout
vi,vj € P. Dans ce cadre, on va montrer que les valeurs propres A; € D sont invariantes par transport
parallele des vecteurs colonnes v; de P le long d’une courbe 7 : I — T sous-tendue par [pg]. Pour un

t € I donné, notons wl!l le transporté d’un Vecteur tangent w au point y(¢), D la matrice diagonale

formée des \; au point p = v(0), et Plt] = ( V[2]> Ainsi, on a :

vull e Tyl on a: gy (u[t]7v[2 ) = (ull, M,Y[t]V[Q]> Viel (3.39a)

= (ultl, 2 AT, (3.39Db)

= (ul!, AT [“ < i vé“) + 2 (VI VN (3.390)

gl A vl (3.390)

=\ @l vl (3.39¢)

de méme g, (uld, vi) = AT (@l? vl (3.39f)

or Ve u=V. vi= 0, Vtel (3.39g)

donc g,y (V:Y[t]u, Vi) + gy (W, V%[t]vi) =0 (3.39h)
donc V%[t]g,y[t] (u,v;) = Oa[t]gv[t](u[t],vl[t]) voir équation (3.38).

done V. gy(u,vi) = 0 & 2000 0 2 = (3.391)
”W Jol(s)llds

[0] «,[0]
< V) )\[t] - )\EO]) =0 car {u,v;) constant sur .

fo 15(s ||ds
T N (3.39))
& My =2, ALVIVIET (3.39K)
& M,y =PUTDPH (3.391)
Vi = Vi =0

d’on V;[t]gw[t] (u,v)=0% (3.39m)

gy (w, v) = (u, PIL.TD Pliy)
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Ainsi d’apres (3.39), réaliser le transport parallele d’un tenseur métrique g, le long de « revient a
transporter parallelement ses vecteurs propres v; par le biais de la connexion de LEVI-CIVITA associée
a la métrique intrinseque de la surface (aussi appelé premiere forme fondamentale). En fait, comme les
directions du tenseur doivent étre orthogonales en tout point de =, il suffit de transporter une seule
direction vy puis de retrouver vo de sorte que (v[lt], Vg]> = 0 pour tout t € I. Elle est réalisée par le
biais de ’algorithme 3.9.

Algorithme 3.9: Transport parallele d'un tenseur métrique.

fonction TRANSPORT-PARALLELE(?, gp) >y : géodésique sous-tendue par [pq].

poser p = p. > gp : tenseur a transporter de p a q.

pour chaque pas t € [0, 1] faire >v:[0,1] =T
poser ¢ = v[t].

calculer des jacobiennes J; et J; et en déduire les normales n(p) et n(g).

extraire une base P = (v1,v2) de T;T tel que g5 = J; PTDP JﬁT.

déterminer le point s comme suit :

- soit r Pextrémité de vy, > échelle de SCHILD
- calculer un segment [rq] et soit m son milieu,

- calculer un segment [ps] tel que ||pS|| = 2||pri]|.

[t
1

prendre v = Esz, puis vy = v[lt] x n(q) et P = (v[lt],v[;]).

stocker gg] = JzPUTDPI T,
mettre & jour p = ¢ et n(p) = n(q).

fin
retourner g,[}] .

fin
k sk ok

3.4 EVALUATION NUMERIQUE

3.4.1 Cadre, but et mesures

En bref, nous avons proposé quatre noyaux locaux ainsi qu’une stratégie complete pour le ré-
échantillonnage et la régularisation anisotropes de surfaces triangulées, conformément & 1’erreur d’une
solution numérique ou de la surface elle-méme. Ces noyaux concilient les contraintes de localité induite
par le hardware tout en restant aussi efficaces que les noyaux de référence. En effet, aucun d’entre eux
n’impliquent un voisinage dynamique de points ou mailles, ni de séquence dynamique d’opérations.
Par contre, ils s’appuient sur des routines géométriques avancées a savoir :

e une projection de points basée sur le calcul de géodésiques pour le placement précis des points
sur la surface idéale lors de leur création ou déplacement,

e une relocalisation de points mixte diffusion-optimisation permettant d’améliorer la qualité des
mailles tout en minimisant la déformation de la surface.

e un transport optimal de tenseurs métriques pour préserver leurs directions principales lors du
déplacement d’un point ou durant la gradation.

Maintenant le but est de montrer numériquement ’efficacité de chaque feature proposée. A cette fin,
les noyaux ont été implémentés en C++11 sous forme d’une bibliotheque baptisée trigen. Elle est
actuellement en cours d’intégration au sein de GMDS et sera bientét en open-source.

PLAN. Pour commencer, nous montrons 'efficacité du raffinement et de la relaxation. En particulier,
nous évaluons 'impact de notre traitement particulier’™ des arétes vives sur ’approximation de la
surface lors du raffinement, puis I'impact de la relaxation sur l'irrégularité de la triangulation ainsi
que sa convergence. Ensuite, nous évaluons la précision de notre opérateur de projection en termes

"3Notamment le fait que les "ridges” soient dupliqués et que nous utilisons I'opérateur basé sur le calcul de géodésiques
pour la projection des points de STEINER.
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de déformation de la surface lors de la simplification et du lissage. Dans notre cas, la distribution
de D'erreur est représentée par la distance de Hausdorff locale a chaque point. L’efficacité de notre
lisseur est ensuite démontré par une comparison numérique avec deux noyaux de référence, en termes
de qualité de mailles et de déformation de la surface. Par la suite, nous évaluons la convergence en
erreur et qualité quand les noyaux sont combinés dans une boucle de recherche locale (algorithme 3.6).
Notons juste que nous priorisons I'adaptation basée sur les courbures de la surface en contexte isotrope
et anisotrope, puisqu’elle donne une vision intuitive de Ierreur”*. Néanmoins nous montrons qu’une
adaptation a une solution numérique est également supportée.

ERREUR DE LA SURFACE. Pour quantifier I’amélioration ou la dégradation locale de la surface, il
nous faut disposer d’une mesure de son erreur sur chaque point de la surface triangulée. Pour cela,
nous considérons la distance de Hausdorff locale & chaque point. Intuitivement, elle mesure ’écart
maximal entre la surface triangulée et une surface de référence, sur un voisinage local de points”®. En
fait, la maniere dont on 1’évalue dépend du fait qu’on ait une surface de référence explicite ou non.
Ainsi si 'adaptation consiste en une simplification ou une régularisation de la surface (i.e nmax < n ol
n est le nombre de points de la triangulation initiale), alors nous utilisons le célebre outil Metro [114]
intégré & MESHLAB. Sinon nous approchons la distance de HAUSDORFF localement sur chaque maille,
puis sur chaque point par le biais des mailles qui lui sont incidentes. Pour cela, nous considérons
I’erreur d’une maille comme 1’écart maximal entre ses points et les points de contréle du patch qui lui
est associée telle que décrite par 3.40.

) e; la i-eme aréte de K,
dn (K, Tx) < max d(e;,7i), avec{ - la courbe sous-tendue par e;, (3.40)
=0 d la distance euclidienne.

Ainsi, sauf mention contraire, nous approchons l’erreur au voisinage d’un point par le maximum des
erreurs des mailles incidentes, telle que décrite par (3.41).

dy la distance de HAUSDORFF,

enlpl = max dy(K,T)., avec { Ik le patch quartique associée a K.

3.41
Ken(p] ( )

DISTRIBUTION. In fine, quantifier ’efficacité de nos noyaux revient a mesurer I'erreur de la surface
ou de la solution numérique et la qualité des mailles, ainsi que leur évolution. En particulier, nous
sommes intéressés par la distribution statistique de ces quantités sur la surface. Cela nous permet de
voir dans quelles régions l'erreur est la plus importante par exemple. Néanmoins nous avons également
besoin d’avoir une mesure globale (i.e un scalaire) pour quantifier la convergence des noyaux. Ainsi,

e pour l'erreur : nous utilisons un estimateur en norme L? de ¢, sur la surface. Il fournit une
moyenne de ’erreur tout en prenant compte de la discrétisation, et en particulier, de I'aire des
mailles incidentes. En notant S =T, 'erreur de la triangulation s’écrit :

lenllrz(sy = {/S €h[p]2dpr/2 (3.42)

e pour la qualité : nous évaluons sa médiane sur la triangulation. Elle a ’avantage d’étre simple
et intuitive, sans étre trop sensible aux bruits statistiques contrairement & une moyenne.

3.4.2 Précision des noyaux

Nous commencons par estimer 'efficacité des noyaux de raffinement et de relaxation puisqu’elle
est plus simple a évaluer pour ces deux la.

74En effet Paugmentation ou la réduction de ’erreur se traduit directement par ’amélioration ou la dégradation de
la surface triangulée.

" Notons qu’évaluer une distance de Hausdorff de maniére précise est particulierement compliquée et cotiteuse, ainsi
on utilise souvent des méthodes heuristiques dans la littérature.
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e Raffinement. Il est censé toujours améliorer 'approximation de la surface. Ainsi nous avons

vérifié si c’est réellement le cas pour une surface avec coins et courbes saillantes (figure 3.22).
En particulier, nous cherchons a évaluer si notre maniere de traiter les arétes vives est efficace en
pratique. La surface initiale est donnée en (1). Lors de I'insertion d’un point, celui-ci doit étre
unique pour toute paire de mailles adjacentes. Ici nous voyons que si on recourt uniquement aux
patchs des mailles incidentes & une aréte vive, alors cela induit une déformation de la surface
(2). Par contre, quand on calcule la B-spline a l’aide des normales de la courbe saillante

préalablement stockées, alors on obtient une projection correcte de ces points comme en (3).7°.
surface initiale patchs uniquement via exp,, : TpI' = T.
1100 points =~ 18000 points ~ 19000 points

error [log-scale] error [log-scale] error [log-scale]

0.05 1 0.05 1 0.05 1

Figure 3.22: Impact de la projection sur I'approximation de la surface lors du raffinement.

e Relaxation des degrés. Nous avons évalué son impact sur l'irrégularité de la triangulation ainsi

que I’évolution des taches traitées au fur et a mesure des itérés a la figure 3.23. Dans notre cas,
lirrégularité est mesurée comme ’écart absolu entre le degré du point courant et le degré optimal.
En fait, la vraie problématique concerne la convergence de ce noyau, voire sa terminaison. En
raison des nombreux minima locaux, nous pouvons tomber dans un cas de figure ol une aréte
est basculée indéfiniment. En pratique, nous voyons que le noyau converge et que la distribution

est globalement recentrée sur d* = 6.
convergence [log-scale]

100000 T T T
-—=- - tasks-beetle
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T T T T orilg T T T T Ol'ilg _' 10000 \
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| 1§ . .
6 N \\!!«\ \~.\“~
5 - \Tl \1\‘ '~
. 100 5N
| N ~
w N
3 b N, B
N T~
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N
0 1 -
2 4 6 8 10 12 14 6 8 10 12 14 1 2 3 4 5 6
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Figure 3.23: Impact de la relaxation sur l'irrégularité de la triangulation.

76Notons juste que nous avons souhaité comparer le noyau & celui implémenté dans MMGS qui utilise des PN-triangles

pour la reconstruction de la surface. Néanmoins 1’écart obtenu n’est pas si significatif, du moins sur les modeles
géométriques dont nous disposons. Dans notre cas, le recours aux patchs de GREGORY avec BLENDING des points twists
est plutot motivé par la contrainte de continuité GL.
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Impact projection de points
e erreur d'un point : e[p] = du|p),
e dy: distance de Hausdorff local, calculé avec METRO.
e ce qui est affiché : distribution de I'erreur (bleu est mieux).

model trigen Q.E.M.
33700 points 10400 points 10400 points
s - -
‘ - 5

&

[_]

distance distance
SRR S ————— (RTRRTLLL
0.001 0.1 0001 0.1
SIMPLIFICATION LISSAGE
erreur? trigen quadric erreur?® trigen taubin Hc-lapl.
maximale 0.2387 0.1562 maximale 6.9595 7.0837 5.9218
moyenne  0.0024 0.0048 moyenne 0.3520 0.4508 0.4073
mediane  0.0000 0.0009 mediane  0.2105 0.3280 0.3309
écart-type 0.0061 0.0094 écart-type 0.4363 0.4562 0.3656
%sampling : 400000 points. %sampling : 115470 points.

del distance distance distance
b o . IR o L R
38150 points
0.001 7.0€ 0.001 7.0€ 0.001 7.08

Figure 3.24: Impact de notre opérateur de projection sur la précision des noyaux.
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PROJECTION. La projection de points basée sur le calcul de géodésiques est notre premiere contribu-
tion majeure (page 64). Pour montrer son efficacité, nous évaluons son impact lors de la simplification
et le lissage, en termes d’erreur d’interpolation de la surface (figure 3.24). En fait, le vrai probleme
de ces deux noyaux réside dans l'inévitable déformation de la surface induite par le déplacement ou la
suppression d’un point. Ici, le but est de montrer que nos noyaux basés sur le calcul de géodésiques
sont tout aussi précis que les noyaux de 1’état de I'art.

e SIMPLIFICATION. L’impact de la simplification sur la dégradation de la surface est donnée, avec
une comparaison de notre noyau avec le célebre Quadric Error Metric [115]. Notons que les deux
noyaux sont quasi-identiques d’un point de vue algorithmique, la vraie différence réside dans la
maniere de placer le point résultant sur la surface idéale apres la contraction d’une aréte. Ici, la
déviation maximale des normales est 6. = 10°, et aucune bascule d’aréte n’est effectuée. La
distance de HAUSDORFF locale est évaluée par le biais du plugin Metro [114] intégré & MESHLAB,
avec a peu pres 400000 points d’échantillonnage. Au vu de la distribution de I’erreur, on voit
que celle-ci est mieux réduite et équi-répartie dans les régions a forte courbure et sur les courbes
saillantes avec notre noyau, contrairement & QEM qui tend a lisser intégralement la surface.

e LISSAGE. La déformation induite par notre lisseur comparé a celui de Taubin [116] et du HC-
laplacien [117] (via MESHLAB) est donnée dans le cas d’une variété lisse non triviale (figure 3.24).
Notons que ces deux dernieres méthodes sont optimisées pour minimiser 'effet de rétrécissement
induit par un laplacien classique, et contribuent ainsi & réduire la déformation de la surface””. Le
diametre autorisé est de hmax = 10% de la boite englobante, la déviation maximale des normales
est de Opax = 7°, et prés de 115000 points d’échantillonnage sont utilisés pour I'estimation des
distances de HAUSDORFF locales. Ici nous voyons que l'erreur de la surface est mieux réduite a
la fois globalement et localement avec notre noyau qu’avec les deux autres.

model trigen taubin hc-laplacian
76300 mailles 76300 mailles 76300 mailles 76300 mailles

cells quality distribution

12000 . T T
orig —w—
trigen —8—
10000 - taubin —a—
helaplacian —— A qualité trigen taubin hc-lapl.
8000 minimum 0 0 0
2 5000 moyenne 0.7255 0.7011 0.6861
° mediane  0.7867 0.7543 0.7379
4000 écart-type 0.2294 0.2307 0.2389
2000 idéal : forte médiane et faible écart-type
0 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
quality

Figure 3.25: Evaluation de notre lisseur en termes de qualité.

"TPour le noyau de Taubin, nous avons gardé les parameétres par défaut d’expansion-réduction (A, 1) = (0.5, —0.53).



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

96 3.4. Evaluation numérique

LISSAGE. Il s’agit de notre seconde contribution majeure (page 70). Rappelons que dans notre cas,
le lissage vise uniquement a améliorer la qualité des mailles. Un comparaison de qualité de mailles
de notre lisseur avec celui de Taubin et HC-laplacien est donnée a la figure 3.25 : c’est exactement le
cas-test de la figure 3.24. Nous avons déja montré que la déformation de la surface est mieux réduite
avec notre lisseur qu’avec les deux autres. Au vu de la distribution de la qualité des mailles, nous
avons montré que notre lisseur fournit bien une bonne discrétisation de la surface triangulée tout en
préservant au mieux sa déformation.

3.4.3 Convergence

Erreur et qualité d’une surface triangulée :

> tient compte de la discrétisation.
> pas trop sensible aux bruits.

e erreur en norme L2
e qualité médiane.
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e de 14500 points a 30000 points.
e |'erreur décroit,
e qualité a peu pres stable (0.8-0.9).

e de 37450 points a 12500 points.
e erreur a peu pres stable (= 0.0067),
e faible perte de qualité.

Figure 3.26: Convergence en erreur and qualité quand tous les noyaux sont combinés.
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ALL-IN-THE-BOX. Cette fois, nous visons & montrer la convergence en erreur et qualité de maillage
quand tous les noyaux sont combinés dans une boucle de recherche locale (algorithme 3.6). Plus
précisément, nous cherchons a évaluer 1’évolution de lerreur de la surface ainsi que la qualité des
mailles quand on augmente ou réduit le nombre de points cible. Pour cela, nous considérons des
adaptations basées sur les courbures locales a la figure 3.26, a la fois dans le cas d’'un raffinement
isotrope (propeller, nmax = 2n) et d'une simplification anisotrope (engine, nmax = %) de surfaces avec
les quatre noyaux combinés. Ici, les courbures locales sont calculées & I’aide du schéma de MEYER [161]
(page 137), et un simple estimateur d’erreur en norme infinie est utilisé pour la construction du champ
de tenseurs métriques. Enfin, une routine de gradation est utilisé avec un seuil de H-SHOCK fixé & 1.5.

e OBSERVATIONS. Pour propeller, nous voyons clairement que les points sont majoritairement
répartis sur les courbes caractéristiques et les régions a fortes courbures. Pour engine, une
dégradation de la surface est nécessairement introduite puisqu’on réduit significativement le
nombre de points. Néanmoins les courbes caractéristiques sont bien préservées, et les mailles
sont correctement étirées le long des directions de courbures minimales.

e EVOLUTION. L’erreur de la surface et la qualité des mailles sont donnés & chaque itéré. Pour
propeller, la qualité est relativement préservée tandis que I'erreur décroit au fur et a mesure.
Pour engine, 'approximation de la surface est relativement préservée malgré un nombre de
points réduit d’un facteur trois.

shock 1D profile

2 “intensity —— Onde de choc instationnaire

15 | i Ap 00
tenseur métrique au pointp: g, = | 0 Kk, O
0 0 kp
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P Kp sinon > densité de points sur p.

o rp = 2max;—1,2(|kip|)/(9¢) > amplitude de courbures.

" ] e ¢c; =25t —50 > front de choc au temps ¢.
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Figure 3.27: Adaptation anisotrope a une densité de points définie par I'utilisateur.
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Par ailleurs, le cas d’une adaptation a une métrique définie par 1'utilisateur est donnée a la fig-
ure 3.27. Ici le but est juste de montrer que toutes les échelles (front de choc et oscillations) sont
finement capturées, et qu’on a un étirement correct des mailles qui restent paralleles au front de choc.

wheel_init wheel_regul
71830 points 71830 points

L2-norm error and median quality

T T
-—= - - wheel:quality
-—® -~ wheel:error [x10™]
0.8 1
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_ e
.
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©
E 04
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quality quality i — s — - — -l
0'21\\\11\(\)\'15\11\\10'8 0.2 05 08 0
M M M”H”H‘HMHM 1 2 4 8
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Figure 3.28: Convergence en qualité lors de la phase de régularisation.

REGULARISATION. Pour finir, nous avons évalué la convergence en qualité des noyaux de régularisation
sur une surface dont la discrétisation est fortement bruitée (figure 3.28). Dans notre cas, la boucle
de régularisation entrelace les passes de relaxation de degrés et de lissage. Ici, on voit clairement que
Ierreur se stabilise tandis que la qualité se voit améliorée au fur et a mesure des itérés.

3.5 CONCLUSION

En résumé, nous avons proposé quatre noyaux locaux ainsi qu'une stratégie complete pour I’adap-
tation de surfaces triangulées a 'erreur d’une solution numérique ou de la surface elle méme, a la fois en
contexte isotrope et anisotrope. Les noyaux en question respectent les contraintes de localité induites
par nos architectures cibles. Rappelons qu’aucun d’entre eux n’implique un voisinage dynamique de
points ou de mailles, ni de séquence dynamique et particuliere d’opérations (page 66). Pour rester
aussi efficaces que les noyaux de référence, ils s’appuient sur :

e une projection de points basée sur le calcul de géodésiques pour le placement précis des points
sur la surface idéale lors de leur création ou déplacement (page 64),

e une relocalisation de points mixte diffusion-optimisation qui améliore la qualité des mailles tout
en minimisant la déformation de la surface (page 70).

e un transport optimal de tenseurs métriques qui préserve leurs directions principales lors du
déplacement d’un point ou durant la gradation (page 87).

L’efficacité de chaque contribution a été soit formellement prouvée soit évaluée numériquement.
En effet, la validité du transport optimal de tenseurs métriques a été prouvée (page 90). L’impact de
notre méthode de projection de points ainsi que la relocalisation de points ont été mis en évidence
par une comparaison avec des noyaux de référence en simplification et lissage [115-117], et cela en
termes de déformation de la surface et qualité des mailles (figures 3.24 et 3.25). La convergence
et la conformité des noyaux quand ils sont combinés est également montrée a travers des exemples
représentatifs impliquant des adaptations basées sur 'approximation de la surface ou une densité
définie par lutilisateur (figures 3.26 & 3.28). Une partie de ces travaux ont été publiés dans un
article [RL18] et présentée oralement a un congres [LR18].

* % %
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Portage des noyaux sur les architectures manycore.

Rappelons que notre but est de fournir un remailleur surfacique qui soit spécifiquement adapté aux
machines manycore. A ce stade, nous disposons des noyaux locaux ainsi qu’une stratégie complete pour
I’adaptation de surfaces triangulées qui respectent les contraintes de localité induite par le hardware,
tout en restant aussi efficaces que 1’état de I'art. Ainsi il reste a réaliser leur portage sur nos machines
cibles. En raison de leur irrégularité intrinseque, ces noyaux ne passent pas aisément a 1’échelle, surtout
sous-contrainte mémoire. Dans ce cadre, nous visons a en fournir une parallélisation efficiente.

Contributions

e une approche multithread lock-free de bout en bout,

e deux algorithmes pour I'extraction de parallélisme amorphe,

e une approche de structuration des acces-mémoire irréguliers,

e une synchronisation a grain fin pour la consistance de la topologie.
Publications : trois articles [RLP16, RLP+17, RL18].

4.1 Introduction . . . . . . . . . . L e e e e e e 100
4.1.1 Cadre et contraintes . . . . . . . . . . ... 100
4.1.2 Trrégularité des noyaux . . . . . . . . . ... o 101
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4.2.1 Extraction du parallélisme . . . . . . . . ... L Lo 104

4.2.1.1 Notre approche . . . . . . . . . ... 105
4.2.1.2 Pour la simplification . . . . .. ... o000 107
4.2.1.3 Pourlarelaxation . . . .. ... ... ... e 109
4.2.2 Restructuration des accés-mémoire . . . . . . . . . ... .00 111
4.2.2.1 Refonte en vagues synchrones . . . . . . . . ... ... ... ...... 111
4.2.2.2 Imsertionsdemailles . . . . . . . .. ... ... 112
4.2.2.3 Réduction de données . . . . . . .. ... 113
4.2.3 Consistance des données d’incidence . . . . . . . . . .. ... ... .. .. ... 114
4.2.3.1 Contraintes en lock-free . . . . . . . ... ... ... ... ..., 115
4.2.3.2 Notre synchronisation . . . . . . .. ... ... o 116

4.3  Evaluation NUIMETIQUE .+ .« + o v o e e e e e e e e e e e e e 117
4.3.1 Cadre, architectures et parametres . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 117
4.3.2 Surcotts et efficience de nos briques . . . . . ... oo 120

4.3.2.1 Extractiondetaches . . . . . . . .. ... .. oo 120
4.3.2.2 Notre synchronisation . . . . . . .. .. ... .. 0. 122
4.3.3 Scaling et surcolits . . . . . . . ... L 122
4.3.4 Débits de taches parnoyau . . . . . . ... L Lo 125

4.4 Conclusion . . . . . . 126




(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

100 4.1. Introduction

4.1 INTRODUCTION

4.1.1 Cadre et contraintes

BUT. A ce point, nous disposons de noyaux pour l'adaptation anisotrope de surfaces triangulées a
Perreur d’une solution numérique ou de la surface elle-méme. Jusqu’ici nos choix de design ont été
dictés par la recherche d’une localité maximale! pour chaque noyau, tout en restant aussi efficace
que ’état de 'art. Le but est maintenant de fournir une parallélisation efficiente de chaque noyau,
en dépit de leur irrégularité intrinseque, et compte-tenu des contraintes spécifiques aux architectures
massivement multithread.

echerche locale

pré-traitement | extraire densité

extraire topologie, calcul des tenseurs, répéter
extraire ridges, —> m couplage tenseurs, > rééchantillonage,
extraire normales, gradation du champ, régularisation.
uniformiser normalisation. jusqu’a convergence |
f l : -
TARGET HARDWARE
multicore, manycore.
- Ll
(intel)‘ ) . CHy |
; sortie architecture cores GHz instr.
XEON XEON PHI' |4
T insider —— 2010 AMD Bulldozer 16 2.5 CIsC
S T 2015 Intel Skylake 24 2.7 CISC
o 2011 Tilera Tile-Gx 100 1.2 RISC
Q':_%&‘A QS 2012 Intel Knights Corner 60 1.2 RISC

2015 Kalray Coolidge 1024 1 RISC
2016 Intel Knights Landing 72 1.5 CISC

®
VRGBBANSOT
A Fr RO
TR

Figure 4.1: Notre objectif.

CONTRAINTES. En fait le but est de paralléliser chaque phase de la figure 4.1. A ce titre, nous devons

tenir compte de deux contraintes liées :

e au MATERIEL : les machines manycore intégrent un nombre conséquent de cores mais avec un
rendement par core faible (GHZ, GFLOPS, GB); tandis que les machines multicore disposent d’une
hiérarchie mémoire profonde? impliquant une latence d’acces de données pouvant étre inégales®

e & PIRREGULARITE : les noyaux de recherche locale sont en réalité des algorithmes data-driven
et data-intensive. Ils sont caractérisés par un parallélisme amorphe, des conflits de taches non
prévisibles, et une faible réutilisation de données en cache. Ainsi ils ne passent pas aisément a
I’échelle, surtout sous-contrainte mémoire.

Ici le pré-traitement et I'extraction de la densité ne posent pas de difficulté particuliere. Par contre,
ce n’est pas le cas des noyaux de recherche locale : on va se concentrer exclusivement sur eux. Pour
mieux appréhender le probleme, nous commengons par montrer en quoi ces noyaux sont irréguliers et
quelles conséquences cela implique (section 4.1.2).

Lyoisinage restreint et statique, pas de séquence dynamique d’opérations.

2Tls disposent généralement de trois niveaux de cache, d’une mémoire locale et/ou distante.
3Le cofit d’un acces de données varie drastiquement selon qu’elle soit en cache, en RAM locale ou distante (page 14).
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4.1.2 Irrégularité des noyaux

surface initiale surface idéale surface finale

V : taches a traiter,
E : dépendances de taches,
w : durée des taches.

=0 G=(V,E,w) = G=(V,E,w)
move[p1] move[p1 ]
%‘ w=4 AV‘ ‘(UJ = 4&

supprlei] refinefes]
w=3 w=2

v N 4
’ refineles] refine[es] flip[es]
w=2 w=28 w=15

t=2 t=3
G=(V,E,w) G=(V,E,w)
AV move[p1 ]
4 w=4
v N v N
N supprle1] refinelez]
‘ w=3 w=2
+ ¥ ¢ 1
P2 refine[es] move[ps]
w=23 w=35

/\ les taches, leurs conflits et leurs durées varient dynamiquement A\

Figure 4.2: Problemes des dépendances de taches dynamiques.

DATA-DRIVEN. En fait les taches relatives aux noyaux, leurs conflits et leurs durées varient au cours

de lexécution. A vrai dire, le fait de traiter une tache peut générer ou invalider d’autres : deux taches
non conflictuelles a I'itéré courant peuvent ne plus ’étre a 'itéré suivant.

Pour se fixer les idées, considérons ’exemple de la figure 4.2 : on part d’une surface initiale et on
souhaite obtenir une surface adaptée qui soit plus proche de la surface idéale. Ici, ’évolution de la
surface triangulée ainsi que le graphe de taches est représentée a chaque itéré, et on impose aucune

contrainte particuliere sur l'entrelacement des noyaux®.

e initialement, une seule tache relative au déplacement de p; est prévue;
e une fois traitée, cela a engendré la création de cinq autres taches a l'itéré suivant, dont deux
pouvant étre immédiatement traitées (suppre;] et refineles]);

4Notons qu’on aurait le méme probléme méme si on organisait les noyaux par vagues. Ici on a fait le choix d’entrelacer
les noyaux pour illustrer rapidement le probleme.
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e le fait d’avoir traité e; et e; rend invalide deux taches prévues refine[ey] et fliples] car ces arétes
ont disparues. Par contre, cela a rendu possible le déplacement de po, et la durée de refine[es]
est passée de 2.8 a 2.3 car son voisinage a changé.

Le traitement s’arréte apres exécution de refine[es] et move[ps]. Ici, nous avons bien pu remarquer que
les taches disponibles, leurs conflits et leurs durées varient dynamiquement. Ainsi il n’est pas évident de
trouver un ordonnancement optimal de taches qui garantit 'utilisation maximale et équitable des cores.

maillage layout mémoire

core . N .
. mise a jour de la topologie

p : point courant,
cache pour chaque voisin p; de p faire
| mettre a jour les voisins de p;

RAM 1 RAM 2
by
tﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ %* elededed-d-1-1-

mise a jour de la topologie

p : point courant,
pour chaque voisin p; de p faire
| mettre a jour les voisins de p;

RAM 1 RAM 2
bi
tﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ %* eledededed-1-1-

mise a jour de la topologie

p : point courant,
pour chaque voisin p; de p faire
| mettre a jour les voisins de p;

RAM 1 RAM 2
bi
tﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ %* elededed-d-1-1-

mise a jour de la topologie

p : point courant,
pour chaque voisin p; de p faire
| mettre a jour les voisins de p;
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Figure 4.3: Probleme des indirections mémoire fréquentes.
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DATA-INTENSIVE. En fait les instructions des noyaux sont dominés par les acces-mémoire, et qu’on
ait une faible réutilisation de données déja accédées en plus. En d’autres termes, on passe notre temps
& accéder aux données, et sur des données différentes®. De plus, il n’est pas aisé de préserver un layout
de données qui soit cache-friendly puisque I'insertion ou de suppression de données ne peuvent pas étre
inférées.%. Pour se fixer les idées, considérons l'exemple de la figure 4.3. Il consiste & la mise & jour
des données du voisinage d’un point”. Il s’agit d’un cas simplifié avec un seul core, un cache, une RAM
locale et une distante.

e initialement, le cache associé au core est vide, et au moment ol on traite le premier voisin on
va rapatrier un premier bloc de données depuis la RAM locale vers le cache.

e en fait, seule une partie des données rapatriée en cache est utilisée par le core.

e au moment de traiter le second voisin, on est donc obligé de purger le cache puisqu’il est déja
plein, puis de rapatrier un autre bloc de données depuis la RAM. Et la encore, on ne va utiliser
qu’une partie des données fraichement mises en cache.

e enfin, quant au dernier voisin, on va refaire le méme traitement sauf que cette fois la donnée
rapatriée provient de la RAM distante : les transferts de données vont étre encore plus cotiteux.

L’exemple considéré est un peu extréme mais c’est assez représentatif des instructions de nos noyaux
: en effet, on passe souvent plus de temps a faire des requétes topologiques qu’a faire du calcul utile.
Et pire, on ne réutilise que trés peu les données déja accédées. Ainsi il est impératif de restructurer
les acces-mémoire de maniére a atténuer la latence induite. Or la difficulté est que les motifs d’acces-

mémoire ne sont pas prévisibles car elles dépendent des données®.

4.1.3 Démarche et contributions

TRAVAUX CONNEXES. En bref, il faudrait exposer des taches tres fines et des acces structurés aux
données pour passer a I’échelle sur nos machines cibles. Or les travaux existants en remaillage par-
allele implique un parallélisme a gros grain pour la plupart [13]. Ils s’appuient sur un partitionnement
de dmaine® et une migration de mailles pour le rééquilibrage dynamique de charges. Ainsi l'effort
porte essentiellement sur la gestion des interfaces des sous-domaines en vue de réduire le coiit des
synchronisations, et sur la recherche d’heuristiques pour le rééquilibrage [102]. Des approches & grain
fin existent mais impliquent souvent un unique noyau [169], ou traitent les noyaux de manieére iden-
tique [199] sans tirer profit de leurs spécificités. Dans ce cadre, deux approches ont particulierement
suscité notre intérét :

e celle de FREITAG [210], qui est la premiére approche lock-free en adaptation paralléle de maillages.
Ici les opérations (raffinement, bascule et lissage) sont exprimées sous forme de graphe, et un stable
est extrait pour éviter les conflits, et pour assurer que les données d’incidence restent cohérentes
apres leur mise a jour. Ici le point critique réside dans 'extraction des taches puisqu’elle implique
un voisinage de distance deux a chaque fois. Un tel choix réduit de maniere significative le nombre
de taches pouvant étre traitées simultanément'®.

e celle de ROKOS [199] qui est une extension de celle de FREITAG au cas anisotrope. Il fournit un
noyau de simplification en plus, et n’utilise qu'un unique graphe pour tous les noyaux. Pour
éviter le recours a un voisinage de distance deux, il utilise un schéma de mise a jour différée des
données d’incidence afin de garantir leur consistance. Elle ne tire néanmoins pas profit de la
spécificité des noyaux, et ne tient pas compte du fait qu’ils soient data-intensive.

La démarche que nous avons adoptée est une extension de ces deux travaux, mais en tenant compte
des spécificités des noyaux et des contraintes hardware.

5Ainsi on utilise trés peu les données qui sont déja en cache, et on est obligé de rapatrier les données depuis la RAM
: cela induit une latence beaucoup plus élevé et ralentit donc I’algorithme.

SEn d’autres termes, les patterns d’accés-mémoire ne sont pas prévisibles.

"Notons qu’une telle requéte est représentative des instructions des noyaux, typiquement la simplification.

8Ce qui n’est pas le cas des primitives relatives aux matrices creuses par exemple

9en vue de I’exécution des noyaux séquentiels sur chaque sous-domaine

106u degré de parallélisme
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CONTRIBUTIONS. Nous proposons une parallélisation des noyaux adaptatifs qui concilie leurs aspects

data-driven et data-intensive avec les contraintes induites par le hardware. Elle s’appuie sur trois points :

e Extraction du parallélisme amorphe.
Pour gérer les conflits de taches dynamiques tout en alimentant suffisamment les cores, nous
décidons d’extraire le parallélisme amorphe inhérent a chaque noyau a chaque itéré de leur
exécution. Pour un noyau donné, nous exprimons les conflits de taches en un graphe a partir
duquel les taches compatibles seront ensuite extraites. Ici, chaque graphe et I’heuristique associée
sont noyaux-spécifiques contrairement a I’approche de ROKOS, et qu’on se restreint au voisinage
direct a tout instant contrairement a celle de FREITAG. En fait, nous proposons deux algorithmes
lock-free et massivement multithread pour 'extraction de stables et le couplage de graphes non
bipartis. Elles font suite a une étude théorique et expérimentale que nous avons mené en apparté.

e Structuration des accés-mémoire.

Pour atténuer I'impact des indirections mémoire fréquentes, nous suggérons une maniere de
structurer les noyaux irréguliers. Pour cela, les taches inhérentes a un noyau sont organisés en
vagues synchrones'!, afin que les écritures en mémoire partagée ne soient pas entrelacés par du
calcul local. En fait les insertions et suppression des données topologiques sont coalescées afin de
préserver au mieux le placement mémoire initial sans recourir & une rénumérotation d’une part,
ainsi que pour atténuer la latence liée aux acces-mémoire distants ou a la saturation fréquente des
caches de faible capacité d’autre part. Pour y parvenir, nous proposons deux modes de réduction
de données permettant des écritures coalescentes en quasi-asynchrone ou en NUMA-aware.

e Synchronisation pour les mises a jour de la topologie.
Pour éviter de recourir & un voisinage étendu lors de l'extraction des taches, nous utilisons un
schéma de mise a jour lock-free et différée des données d’incidence comme ROKOS, mais basé sur
un recours efficient aux primitives atomiques. En fait le schéma proposé minimise clairement les
transferts de données et le surcotit induit comparé a celui de ROKOS.

En fait chaque noyau est implanté par un algorithme non bloquant (lock-free) et sans attente (wait-
free)'?. Notons que les deux aspects data-driven et data-intensive des noyaux sont bien pris en compte.
Ici les briques algorithmiques proposés sont tous lock-free. Enfin, une partie des travaux a été publiée
dans trois actes de conférences avec comité de lecture.

[RLP16] Fine-grained locality-aware parallel scheme for anisotropic mesh adaptation.
Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux and Franck Pommereau.
25t |nternational Meshing Roundtable, 2016, Washington DC, USA.

[RLP+17] Scalable fine-grained metric-based remeshing algorithm for manycore-NUMA architectures.
Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux, Franck Pommereau and Nicolas Le-Goff.
Euro-Par: 23" International Conference on Parallel and Distributed Computing,
2017, Santiago de Compostella, Spain. [30% of acceptation]

[RL18] Accurate manycore-accelerated manifold surface remesh kernels.
Hoby Rakotoarivelo and Franck Ledoux.
27th International Meshing Roundtable, 2018, Albuquerque NM, USA.

4.2 PARALLELISATION DES NOYAUX

4.2.1 Extraction du parallélisme

BUT. En fait deux types de problémes doivent étre résolus : la non conformité de la surface triangulée
et l'inconsistance de données d’incidence. Pour un noyau donné, les conflits peuvent invalider la

11Chaque vague est constituée d’une étape de calcul local, d’écriture de données en mémoire partagée puis d’une
barriere de synchronisation [170].

1213 premiere propriété assure qu’il y ait au moins un thread qui progresse & tout instant de exécution, tandis que
la seconde assure que cette exécution se fait en un nombre fini d’itérés.
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triangulation : trous induits par un repliement, intersection non conforme d’arétes par exemple,
tandis que les données d’incidence peuvent étre corrompues si leur mise a jour n’est pas synchronisée.
Sur la figure 4.4, la suppression simultanée de deux points voisins induit un trou dans la surface.
Sinon si on contracte deux arétes voisines vers un méme point alors on préserve bien la conformité,
néanmoins la liste d’incidence de ce point peut étre corrompue si elle est modifiée simultanément.

v -

non-conformité ) inconsistance

Figure 4.4: Problemes liés aux data races.

4.2.1.1 Notre approche

In fine le but est d’extraire des taches compatibles en tenant compte de ces deux contraintes. Il nous
faut néanmoins maximiser le nombre de taches extraites afin d’alimenter suffisamment les cores. Pour
concilier ces deux contraintes, nous traitons le probleme en deux temps.

e nous considérons uniquement les conflits liés & la conformité, afin de maximiser le parallélisme'?
e nous gérons ensuite la consistance des données d’incidence par une synchronisation & grain fin.

raffinement simplification relaxation lissage

AV

P

insérer points par suppression de points |  €galiser les degrés améliore la qualité
découpage d'arétes. en les fusionnant. par bascule d'aréte. par bougé de point.

Figure 4.5: Voisinage impacté pour une tiche de chaque noyau.

CONFLITS. Pour maximiser le parallélisme, il faudrait une solution noyau-spécifique. En fait les
taches sont inhérentes a la topologie de la triangulation et leurs dépendances évoluent selon comment
cette derniére évolue. Ainsi il faut déja identifier le voisinage impacté pour chacun d’eux (figure 4.5).

e raffinement — on a trois motifs de découpage de maille, et quand on coupe une aréte d’une maille
alors la maille voisine incidente doit également étre modifiée.

e simplification — si on contracte une aréte [pg|] alors les mailles résultantes sont construites par
reconnexion des mailles incidentes & p vers ¢, qui ne peuvent étre supprimés en méme temps.

e relaxation — lors de la bascule d’une aréte [pq], aucune aréte incidente & p ou ¢ ne peut étre
basculée en méme temps.'*

e lissage — la position du point est soit interpolé a partir de celles ses voisins soit déterminé a partir
de la qualité des mailles incidentes : ils ne doivent donc pas étre modifiés.

13Du coup, nous n’avons pas & considérer un voisinage de distance deux lors de la suppression d’un point par exemple.
14Sinon ¢a induit un croisement d’arétes et la triangulation n’est plus conforme (définition 4).
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APPROCHE. Pour un noyau donné, l'idée est de formuler les taches par un graphe G = (V,E), ot V

regroupe les points ou mailles & traiter & I’itéré courant'®, et E représente les conflits de points ou les
mailles a appairer. Les taches compatibles sont ensuite identifiées par le biais de trois heuristiques
relatives & I’extraction de stable!®, de couplage!” maximaux ainsi que la coloration'® de graphes (notées
respectivement indep, match et color, voir figure 4.6).

il ) &

maillage graphe primal indep. graphe dual
noyau sous-graphe heuristique
raffinement - -
simplification  primal indep
relaxation dual match
lissage primal color

Figure 4.6: Graphes et heuristiques pour I'extraction de taches.

Bien que la stratégie suggérée s’applique de maniére indistincte a tous les noyaux, elle tire profit de
leur particularités. Ainsi dans le cas du :

e raffinement — le traitement d’une maille implique de figer les mailles voisines, néanmoins ici nous
n’utilisons aucun graphe : le noyau est structuré de maniere a traiter toutes les mailles actives
simultanément.

e simplification — comme deux points voisins ne peuvent étre supprimés en méme temps, ici G est
déduit du graphe primal mais avec les points actifs uniquement : les taches compatibles sont
ensuite extraites a partir d’un stable de G.

e relaxation — le fait de basculer deux arétes voisines va entrainer un croisement d’arétes. Pour y
remédier, une maniere intuitive serait d’extraire un stable d’arétes. Puisque nous ne disposons
pas d’une structure centrée-aréte, nous considérons plutdt la paire de mailles incidentes. Ainsi
le probleme revient a extraire des paires de mailles actives. Ainsi G est déduit du graphe dual
ou chaque sommet correspond & une maille, et on extrait ensuite un couplage de G.

e lissage — comme chaque point et ses voisins ne peuvent étre déplacés simultanément, ainsi on
peut déduire G du graphe primal & partir des points actifs. Ici la topologie est fixe contrairement
au cas de la simplification : ainsi on n’est pas obligé de reconstruire G a chaque itéré. En fait
on peut directement extraire une partition de stables qui va étre réutilisée a chaque itéré : cela
revient a extraire une coloration de G.

Pour étre applicable, le surcout lié a ces heuristiques doit étre négligeable d’une part, et elles doivent
passer correctement a 1’échelle d’autre part conformément & la loi d’AMDAHL (page 34). En fait
cette phase est cruciale car le degré de parallélisme du noyau en dépend entierement. Ici nous avons
mené une étude comparative expérimentale des heuristiques afférentes, afin d’identifier les points
critiques compte-tenu de nos contraintes hardware. Ainsi nous proposons deux algorithmes lock-free
et massivement multithread pour I'extraction des taches de simplification et relaxation.

150n dit alors que les taches correspondantes sont actives.

16Un stable d’un graphe est un ensemble de sommets qui soient deux 3 deux non adjacents.

17Un couplage d’un graphe est un ensemble d’arétes de ce graphe qui n’ont pas de sommets en commun.
18Une coloration d’un graphe est une partition de stables de ce graphe.
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4.2.1.2 Pour la simplification

Pour ce noyau, les tiches actives sont formulées par un sous-graphe G = (V,E) induit du graphe
primal de la triangulation. Ici les points a supprimer sont identifiés par ’extraction d’un stable de G.
En fait ce n’est qu'une étape préliminaire qui est exécuté a chaque itéré de la simplification : il est
crucial que son coiit reste négligeable. Par ailleurs si on veut extraire un degré de parallélisme élevé
afin d’alimenter suffisamment les cores, il faudrait que la qualité de la solution U* reste acceptable.

TRAVAUX CONNEXES. Le calcul de stables est un probléeme largement étudié notamment en séquentiel.
En fournir une version parallele efficiente reste néanmoins ardue en raison :

e des dépendances intrinséques et inévitables entre les itérés puisque le stable partiel ") obtenue
a I'itéré t est construit par complétion ou amélioration de U= [200, 181].

e du fait que les instructions ne consistent qu’a ’acces aux données des sommets alors que le
traitement s’effectue de voisinage en voisinage souvent par un parcours en largeur d’abord. Ainsi
elles sont dominées par des acces-mémoire, et on a une faible réutilisation des données en cache
en raison des multiples indirections?[211].

In fine la vraie difficulté dans sa parallélisation réside dans la maniére pas trop cofiteuse de ”casser”
les dépendances d’itérés. Une maniere d’y parvenir réside dans une sélection probabiliste du prochain
voisin & rajouter dans la solution courante U : c’est I'approche la plus populaire et utilisée & I'instar
de celle de LUBY?’[182]. Bien que la probabilité que la solution calculée soit incorrecte est non nulle,

elle est intéressante car elle converge rapidement?!. Néanmoins nous ne I’avons pas retenue car :

e elle requiert de regénérer une graine aléatoire par sommet pour converger, ce qui est tres colteux.
e le calcul du sous-graphe induit & chaque itéré peut étre cotiteux selon 'implémentation®?.

e sa déterminisation implique le calcul d’un grand nombre premier, qui est réellement cotiteux??.
En recherche d’'une autre alternative, on s’est tourné vers les méthodes spéculatives de coloration de
graphes®*. En fait ce sont des algorithmes synchrones?® basés sur un schéma d’exécution optimiste :
une pseudo-solution est d’abord calculée, et les erreurs sont ensuite résolues dans une étape a part.
Elles sont basées sur le noyau séquentiel First-fit qui a 'avantage d’étre simple tout en fournissant une
solution de qualité acceptable?®. Ici, le caractere synchrone permet de mieux structurer la gestion des
contentions d’acces en mémoire partagée et d’analyser la convergence de ces algorithmes. En fait nous
avons mené une étude expérimentale comparative des méthodes existantes [204-206, 200] & la section
B.1 en termes de :

e leur sensibilité vis-a-vis de I'irrégularité du graphe en entrée.

e leur scaling et leur sensibilité a la politique d’ordonnancement appliquée.

e leur sensibilité a la localité mémoire et a I'affinité thread-core, notamment en contexte NUMA.
e le ratio de conflits et leur évolution en fonction du nombre de cores.

e la qualité de la solution retournée, et sa dégradation par rapport a la version séquentielle.

En fait I’étude a révélé que les approches spéculatives étaient nettement plus rapides comparées a une
approche probabiliste (100 fois en I'occurence) pour une qualité de solution quasi-identique (de l'ordre
de 90% sur RMAT), et quasi-similaire & First-fit.

9Enfin on peut avoir un déséquilibre significatif de charges due aux voisinages de tailles inégales.

207] s’agit d’un algorithme probabiliste structuré de maniére synchrone en rounds. Ainsi chaque sommet actif v est
ajouté selon une probabilité P[v] relative au nombre de voisins actifs, et donc de son degré, avec Plv] = 1/2deg[v]. Si
deux voisins u et w sont sélectionnés dans le méme round t, alors le sommet de degré minimal est retiré de U, Une
fois le stable U[!] extrait & I'itéré ¢, on construit le sous-graphe G!J ¢ G~ induit par VI privé de 4l U N U], et
on réitere la procédure jusqu’a ce quil n’y ait plus de sommets & traiter, c’est & dire lorsque |VI| = 0.

21Elle se termine en O(logn) itérés avec O(m) cores.

221¢ sous-graphe Gl = (V[ E[!]) est induit par VI*=1 privé de U] U N U] & chaque itéré ¢. Ici extraction des
arétes Eltl = {(u,v) € Elt-1 tqu,v e M[t]} implique une intersection ensembliste et donc de multiples comparaisons et
recopies de données.

23En fait ¢ est calculée de sorte que nlt] < ¢ < 2nlt avec n = V1],

241 es deux problémes sont mutuellement réductibles : calculer une coloration permet d’extraire un stable et inversement.

25¢%est-a-dire structuré en rounds ou itérés.

26F]le consiste & rajouter successivement chaque sommet v € VIt dans UM tout en supprimant ses voisins A[v] des
sommets restants & traiter VI, La taille du stable U* extrait vaut au moins (ALH“ ol A est le degré du graphe.
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triangulation points actifs pseudo-coloring stable maximal

y y

Figure 4.7: Extraction de taches pour la simplification.

PRINCIPE. A l'issue du profiling, nous décidons de construire notre méthode d’extraction de stable

a partir de l'approche spéculative de coloration de GATALYUREK [204] dont le principe est décrit a la
figure 4.7.

Partant du constat que le stable de taille maximale U* fournie par le noyau First-fit coincidait
toujours avec le stable de plus petite couleur, nous décidons de résoudre les conflits uniquement pour
cette couleur afin d’accélérer cette phase. Partant également du constat que I’approche MONTE-CARLO
fournissait un meilleur ratio de [U*| sur |V| puisqu’il tenait compte du degré des points (voir page 150),
nous décidons de garder le point de faible degré en cas de conflit, et de remettre le point non choisi dans
la liste des taches & traiter au prochain itéré, contrairement & [204]. Notons que la détection de points
défectueux et leur résolution sont effectués dans deux phases synchrones distinctes (contrairement
A [206]) afin d’éviter I'effet SIMD sur les processeurs récents avec plusieurs unités vectorielles®”. Enfin
la routine complete est décrite a I’algorithme 4.1.

Algorithme 4.1: Extraction de points pour la simplification.

initialiser V' 3 liste des points a supprimer.
répéter
pour chaque point p de V! faire en parallele
pour chaque voisin ¢ de p faire
assigner forbidden(tid, color[g]] = p
assigner color[p] = min{c > 0, forbidden[c] # p}
barriére
pour chaque point p de V¥ faire en parallele
si color[p] =1 et s'il y a un voisin ¢ tq color[¢] = 1 alors
si deg[p] > deg]q| alors
‘ rajouter p dans fyq
fin si

fin

Ny = [lrg| et i = VI

déterminer un offset par un prefix-sum de nltt1 avec ngq.
vider le contenu de fiq dans VI+1 3 cet offset.

barriere

t=1+1.

jusqu'a VIl =0

pour chaque point actif p faire en paralléle
| rajouter p dans lpig si color[p] =1
barriére

retourner U* = | Ji_, liid.

?7telles que I'Intel Knights Landing avec 4 VPU par core.
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4.2.1.3 Pour la relaxation

En fait la stratégie basée sur 'extraction d’un stable pour identifier les taches non conflictuelles
est suffisamment générique pour étre appliquée a tous les noyaux. Pour cela il faudrait juste bien
formuler les dépendances de taches en un graphe adéquat pour chaque noyau. Pour la relaxation par
exemple, nous aurions eu besoin d’identifier un ensemble d’arétes disjointes & ordonnancer, puisque
chaque tache correspond a la bascule d’une aréte dans ce cas. Néanmoins nous décidons d’extraire
les taches d’une autre maniere pour ce noyau. Au lieu de considérer les arétes, nous considérons les
paires de mailles. Pour trouver les arétes a basculer, nous calculons un couplage du sous-graphe des
mailles actives induit par le graphe dual de la triangulation.

RAISONS. Dans une quéte perpétuelle de localité, nous avions eu recours & une carte combinatoire®®

Avec cette représentation, les mises a jour des données d’incidence estent locales aux deux mailles
incidentes & l'aréte & basculer?”, contrairement & un graphe d’incidence (figure 4.8). Dans ce cas,
I’idée serait de construire un graphe ou chaque sommet correspond a une aréte de la triangulation, et
chaque aréte exprime le fait que deux arétes de la triangulation sont adjacentes. Ainsi pour obtenir S,
il nous aurait suffi d’extraire un stable de G et donc de réutiliser la méthode décrite a ’algorithme 4.1.

(1) avec un graphe d’adjacence des mailles. (2) avec une carte combinatoire.

Figure 4.8: Voisinage impacté par la bascule d’arétes.

Le probleme avec la carte combinatoire est qu’elle implique d’importants défauts de cache induites
par les requétes de voisinage. C’est particulierement le cas de la simplification dans la mesure ou
les indirections mémoire impactaient directement le scaling de ce noyau. Ainsi nous avons opté pour
un graphe d’incidence ou chaque point stocke les références des mailles qui lui sont incidentes. En
termes d’accés-mémoire, cela nous permet de reconstruire rapidement le voisinage d’un point car
on a beaucoup moins d’indirections. Pour la relaxation, construire le graphe de taches G devenait
néanmoins trop couteux car on a plus une représentation explicite des arétes : en fait la stratégie
initiale n’était plus viable. En recherche d’une autre alternative, nous avons considéré les paires de
mailles au lieu des arétes. Ainsi 'idée est donc de construire G a partir du graphe dual puis d’extraire
I’ensemble des aretes a basculer en calculant un couplage de G comme sur la figure 4.6.

TRAVAUX CONNEXES. Le couplage est aussi un probleme irrégulier [212]. Presque 80% des travaux
récents [183, 213-218] se concentrent sur les graphes bipartis aussi bien pour le couplage de cardinalité
ou de poids maximal, puisqu’ils sont conceptuellement plus simples a gérer. En recherche d’alternatives
viables pour le cas non-biparti, nous nous sommes intéressés aux stratégies inhérentes aux approches,
notamment celles basées sur la recherche de chemins augmentants [183, 215, 216]*° Pour atténuer la
forte irrégularité du probleme, les auteurs préconisent une approche de codesign qui vise a construire

28]] s’agit d’une structure de données topologique dans laquelle les relations d’adjacence des arétes de la triangulation
étaient exprimées explicitement (voir définition 15, page 27).

29Fn effet, la mise & jour des données d’incidence n’implique que les demi-arétes relatives aux deux mailles K et R
incidentes & 1’aréte comme sur la figure 4.8), tandis qu’elle aurait impliqué les quatre mailles voisines & K et R avec un
graphe d’adjacence des mailles.

30De maniere synthétique, elles sont basées sur une extraction multi-source de chemins augmentants par le biais d’une
recherche en largeur (BFS) et/ou en profondeur d’abord (DFS) ainsi qu’au recours aux synchronisations & granularité
fine (verrous, queue-based etc.).



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

110 4.2. Parallélisation des noyaux

un algorithme sur mesure pour une architecture cible®![212]. Sans rentrer dans leurs spécificités, nous
avons identifié et résumé les points-clés d’un portage efficient de ces approches a la table 4.1.

Table 4.1: Comparaison des approches basées sur la recherche de chemins augmentants.

critéres DFS-based [183, 216, 218] BFS-based [215, 216]

longueur chemins  assez long court

parallélisation par sommet source par niveau

synchronisation a chaque itéré (grain moyen) a chaque niveau (grain fin)
facteur limitatif déséquilibre de charges surcolit des synchronisations
irrégularité plus sensible a I'ordonnancement  moins sensible a I'ordonnancement
convergence plus d'itérés peu coliteux peu d'itérés plus coliteux

scaling bonne strong scaling tmax invariant; bonne weak scaling.
architecture manycore massivement multithread (GPGPU)

En fait ces approches sont des noyaux de recherche locale : elles procedent par amélioration ou
complétion d’un couplage initial 2. Pour construire le couplage U!%, elles se basent sur des approches
gloutonnes a I'instar de greedy. A Ditéré t, elle consiste en un parcours de Gl en choisissant de maniére
arbitraire, ou selon un critére spécifique basé sur les degrés, une aréte & rajouter dans U tout en la
retirant de Gll. Les variantes se distinguent sur la maniere de choisir Paréte en question®?

PRINCIPE. A vrai dire, fournir une version parallele a moindre coiit d’une heuristique de recherche

locale pour les graphes non-bipartis est réellement ardue : les performances des méthodes existants
sont décevantes en pratique (sec. B.2.2). Ainsi nous nous sommes tournés vers les noyaux gloutons.
A ce titre nous avons fourni un portage multithread et dérandomisée de greedy, en tenant compte des
aspects décrits a la table 4.1. A Ditéré t, I'idée est de saturer incrémentalement le couplage U~ en
construisant les chemins alternants par un parcours en profondeur & partir d’'un ensemble de sommets
sources noté S comme sur la figure 4.9. Notons que ’approche est a grain fin car chaque sommet source
s de S peut étre attribué a un thread qui évolue de maniere indépendante, et les synchronisations se
font au niveau des sommets visités sont marqués par le biais de primitives atomiques compare_and_swap
et fetch_and_sub (on n’utilise donc pas de barriere).

triangulation mailles actives forét par DFS chemins alternants

Figure 4.9: Couplage de mailles par recherche multi-source de chemins alternants.

De maniére concrete, chaque thread va maintenir une pile locale de sommets sources S, et pour
chaque s € S il va parcourir son voisinage & distance deux, en rajoutant l’aréte (s,u) dans U M si
le voisin v de s n’a pas encore été visité par un autre thread. En nous inspirant des approches de
KARP-SIPSER et min-degree et étant donné que A = 3, nous décidons de rajouter en priorité le prochain
voisin v € Nu] de degré un dans la pile S pour accélérer la procédure. Pour cela, le degré de chaque
sommet candidat w est décrémenté & chaque visite, et w n’est rajouté que si deg[w] = 1. La recherche
est ensuite effectuée jusqu’a ce que S soit vide comme décrit a I’algorithme ?77.

31En fournissant une version dataflow et en recourant aux primitives natives & la machine pour la synchronisation.
320n distingue notamment celle de KARP-SIPSER auquel cas des sommets de degré 1 auquel cas P’aréte est automa-
tiquement ajoutée dans U, des autres sommets auquel cas aréte est rajoutée selon une probabilité.
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Algorithme 4.2: Couplage de mailles pour la relaxation.

initialiser U* = ) et visited[i] < 0, Vi.

pour chaque maille s faire en parallele

Sitid] = {s}.

répéter

dépiler u = S]tid][0]

si atomic_compare_swap(visited[u])=0 alors

pour chaque maille v voisine de u faire

si atomic_compare_swap(visited[v])=0 alors

rajouter (u,v) dans U*.

pour chaque maille w voisine de v faire
si atomic_fetch_sub(deg[w],1)=2 alors
| push w dans S[tid].

fin si
fin
fin si
fin
fin si
jusqu'a S[tid] = 0

barriere
retourner U~

4.2.2 Restructuration des accés-mémoire

PROBLEME. A ce point, nous disposons d’algorithmes pour extraire le parallélisme amorphe inhérent
a chaque noyau. Les taches extraites sont suffisamment fines pour laisser a 'ordonnanceur la latitude
nécessaire au rééquilibrage dynamique de charges®®. Ainsi il nous reste & gérer I’aspect data-intensive.
Pour améliorer la réutilisation des données en cache et minimiser la latence des acces-mémoire, il
faudrait restructurer les insertions et suppressions de données de chaque noyau. En fait ces indirections
mémoire peuvent impacter de maniére significative les performances de ces noyaux>* surtout s’ils
ont une faible intensité arithmétique®®. Le probléeme est qu’il nous est impossible de les inférer
puisque les dépendances de données varient selon la manieére dont la topologie évolue®®. Dans ce
cas, comment allons nous débrouiller pour restructurer nos acces-mémoire de maniere a atténuer les
pénalités relatives a ces indirections 7

4.2.2.1 Refonte en vagues synchrones

PRINCIPE. Afin d’atténuer leur irrégularité, nous restructurons les noyaux en vagues synchrones en
nous inspirant du paradigme MULTI-BSP®"[170]. Ici les instructions d’un noyau sont structurés en une
séquence de vagues de taches, chaque vague étant constituée d’une phase de calcul local, d’une phase
de communication et d’une barriere de synchronisation comme montré a la table 4.2. Ici ’avantage est
triple :
e coalescence : les communications des threads sont regroupées en vagues de maniere a atténuer la
latence mémoire®®. Les écritures en mémoire partagée sont ainsi effectués de maniere coalescente,
ce qui est un aspect crucial sur les architectures massivement multithread?".

333 condition d’ajuster la granularité

34(est particulierement vrai pour la simplification comme illustré sur la courbe de la figure B.9 en annexe.

351intensité arithmétique est le ratio de calcul utile sur le nombre d’acces de données. Elle est mesurée en FLOP/BYTE

36Du coup, nous ne pouvons pas recourir aux techniques usuelles de cache blocking, ni préserver un placement de
données cache-aware, comme ce qui se fait en visualisation haute performance [57, 58]

3711 s’agit d’un bridging-model entre le matériel et ’algorithme : il permet de concevoir des algorithmes tenant compte
des parameétres hardware liés & la communication (bande-passante et latence & chaque niveau de la hiérarchie mémoire)
tout en restant suffisamment générique pour la portabilité de I’application.

38Plus précisément, elles sont coalescées par thread et effectués dans une seule phase d’une vague synchrone.

39C’est particulierement vrai pour le GPGPU.
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e moins de communications : elle permet de réduire la fréquence de mise a jour de données entre

threads ainsi que les synchronisations associées*’.

e portabilité : elle offre un juste milieu entre prise en compte des contraintes hardware et généricité
pour la portabilité des performances. De plus, elle fournit un modele de cott lié aux parametres
hardware, ce qui peut-étre utile pour le rééquilibrage de charges*!

étapes BSP

cores

Table 4.2: Structuration des noyaux.

vagues

noyau 1 2 3 4 5

raffinement : filter  steiner repair -

simplification :  filter ~ graph  indep repair B data fetch i

relaxation : filter ~ graph  match repair

lissage : graph  color  qualit - data write
barrier

SYNTHESE. Les vagues synchrones relatives & chaque noyau sont résumées a la table 4.2. Les détails
de décomposition des noyaux ainsi que leurs complexités théoriques*? sont expliqués dans [RLP16]*?.
Sur cette table, les vagues

e filter correspond au filtrage des points ou mailles actives selon un critére numérique.
e graph correspond a la construction du graphe de conflits ou mailles a appairer.

e apply correspond a l'application proprement dite du noyau.

e repair correspond a I’épuration des listes d’incidence inconsistantes.

e steiner correspond au calcul et résolution des indices de points de STEINER.

En fait tout I'intérét de ce formalisme réside dans la coalescence des communications®* des threads,
ce qui permet de minimiser les synchronisations tout en atténuant la latence des acces-mémoire. Bon
nombre de bibliotheques existent pour rendre ces communications transparentes [171-174]. Néanmoins
cela est inadapté dans notre cas, puisque nous voulons controler finement la maniere dont les transferts
de données sont effectués en mémoire partagée.

4.2.2.2 Insertions de mailles

Pour le raffinement, nous disposons de plusieurs patterns de découpage selon le nombre d’arétes
"longues” conformément & une métrique donnée. Ainsi il est a priori impossible de prédire en amont
le nombre de cellules a insérer. Pour y remédier, une maniere simple serait de les stocker localement
jusqu’a ce que chaque thread ait terminé de traiter toutes les mailles qui lui ont été assignées, puis
de les copier de manieére synchronisée au sein du conteneur partagé dans une seule vague, comme ce
qui est implémenté dans Pragmatic [199, 167]. Le probléme est que cela induit un nombre important
d’acces-mémoire, ce qui peut étre rédhibitoire en contexte NUMA.

PRINCIPE. Pour contourner le probleme précédent, nous scindons le noyau en deux phases synchrones
relatives au filtrage et a I’application, de sorte a pouvoir inférer explicitement le nombre de cellules a
insérer. Ainsi cela va nous permettre de trouver le bon offset d’indices par thread.

Concretement, nous stockons le pattern par maille & appliquer dans un tableau pattern durant
la phase de filtrage. Ensuite, chaque thread ¢; effectue une réduction sur pattern dans son espace
d’itérations [n/p][i,i + 1], avec n le nombre de tiches et p le nombre de threads. Le résultat est

40F]le minimise ainsi les contentions d’acces aux conteneurs partagés, typiquement les files de taches associé & chaque
noyau et la structure de données topologiques

41 Dans ce cas, elle permet de décider §'il faut migrer les mailles ou non selon le cofit estimé du prochain itéré.

423 Paide du modele de pont Queuing Shared Memory.

43dans le cas planaire mais c’est exactement pareil en surfacique

44par mise & jour synchronisée de variables en mémoire partagée.
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pattern

pour t de 0 a [log, n] — 1 faire
pour i de 0 a n — 1 faire en parallele
si i < 2' alors
| offlt T offl!
sinon
| of T offlfl 4 off
fin si
barriere

fin

Figure 4.10: Précalcul des références par thread pour I'insertion de mailles. Les motifs de raffinement
associés a chaque maille sont explicitement référencés dans un tableau, et chaque
thread détermine la quantité de mailles qu’il doit créer par une réduction partielle.
Enfin un prefix-sum est effectué pour déterminer les offsets associés a chaque thread.

fully asynchronous: 7 remote accesses

[cellsSll 2 B 3 14 7 9 6 10 5 16 15]

DRAM 1 (close to core 1) DRAM 2 (close to core 2) J

Iﬂlll Iﬂﬂl

block precomputing: 1 remote access

[cells“? 6 5 8 11 12 13 14 9 10 16 15]

DRAM 1 (close to core 1) DRAM 2 (close to core 2) J

BEBnaoEan fefusfufofofi]s)

cells to be stored
(1 thread per core)

Figure 4.11: Impact des patterns d'insertion de mailles sur le placement mémoire en contexte NUMA.

ensuite stocké dans un tableau offset[i] de taille p. Finalement, un prefix-sum est effectué sur offset]i]
afin de déterminer les plages d’indices [k;, ki4+1] par thread.

L’exemple de la figure 4.11 illustre 'impact du pattern d’insertion de mailles sur le placement
mémoire. Ici on a deux threads punaisés sur deux cores situés sur deux sockets distincts. Dans le
premier cas, les indices des mailles sont obtenus de maniere asynchrone et les threads inserent directe-
ment dans le conteneur partagé. Dans le second cas, les plages de blocs-mémoires sont prédéterminés
dans une premiére vague, et les insertions sont réalisées de maniere coalescente dans une vague a part.
Dans ce cas, les blocs de données associés a chaque thread sont réellement stockés dans la mémoire la
plus proche du core d’une part, et les mailles voisines géométriquement le sont également en mémoire.

4.2.2.3 Réduction de données

A ce point, chaque noyau est structuré de maniere a ce que la communication des threads se fasse
de maniere coalescente. De manieére concrete, elle consiste en une mise a jour synchronisée de données
en mémoire partagée. En fait les points et mailles ainsi que les données afférentes sont stockées
dans des tableaux unidimensionnels de sorte qu’elles sont référencées par des adresses contigiies en
mémoire. Dans ce cas, les primitives d’insertion, de suppression ou de mise & jour des conteneurs
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45

partagés doivent étre synchronisées. Ici le but est de montrer comment les réductions™ de données

sont réellement effectués par les threads.

REDUCTIONS. Les boucles de work-sharing impliquées dans chaque vague synchrone nécessitent le

recours a un mécanisme de réduction de données au sein d’une file de taches ou d’'un conteneur
partagé. Ici les deux points critiques concernent la minimisation des points de synchronisations
et la préservation du placement mémoire initial. En fait il est compliqué de concilier les deux :
I’asynchronisme implique l'insertion non déterministe des données tandis que le placement fin des
données implique nécessairement plus de points de synchronisations. Partant de constat, nous pro-
posons deux stratégies de réduction. Elles sont basées sur la prédétermination des offsets off[tid] &
partir desquels chaque thread tid peut initier sa copie de données dans le conteneur partagé R. Ces
deux stratégies sont :

e ASYNCHRONE : ici off[tid] est calculé de manieére non-déterministe & partir de la taille ng du
conteneur partagé R. A Dinstant t, ng] est incrémenté de maniere atomique tout en récupérant
en cache son ancienne valeur nl*~1 qui sera assignée a off[tid] : ce mécanisme s’appelle la cap-
ture atomique. Ainsi le thread tid sait exactement qu’il doit copier ses données aux indices
[ngc_u,ngc_l] + |[4iid]], ol Liq désigne sa liste locale de données. Notons qu’on a bien un asyn-
chronisme puisque le thread tid n’attend pas que la réduction se termine pour faire du calcul
local. Par contre, la plage d’adresses associée a tid est completement arbitraire et varie d’une
exécution a une autre.

e NUMA-AWARE : cette fois off[tid] est mis & jour par le biais d’un prefix-sum de sorte que les
plages d’adresses soient assignées de maniere déterministe aux threads. En fait elles dépendent
de I'indice tid du thread qui lui est punaisé statiquement sur un core : cela permet ainsi d’allouer
une plage d’adresses la plus proche possible de ce core. Notons qu’ici on a log(p) réductions et
donc autant de points de synchronisation.

Listing 4.1: quasi-asynchrone Listing 4.2: NUMA-aware
void trigen: :fast_reduce(int tid, void trigen: :numa_reduce(int tid,
std: :vector<int>* heap, std: :vector<int>* heap,
int* shared, intx shared,
intx off, intx off)
int* size) {
{ int nxt = (tid+1)%n_cores;
int nb = heap[tid] .size(); off[nxt] = heap[tid] .size();
off[tid] = __sync_fetch_and_add (size,nb) ; #pragma omp barrier
// tasks:null si on veut juste calculer les offsets prefix_sum (heap, off) ;
if(shared !'= nullptr) if(shared !'= nullptr)
memcpy (shared+off [tid] , memcpy (shared+off [tid] ,
heap+tid, nbxsizeof (int)) ; heap+tid, off [nxt] *sizeof (int) ) ;
} }

Notons que ces mécanismes de réduction n’impliquent que des variables entiéres (heap, shared).
Pour minimiser le volume de données transférées en mémoire partagée, les réductions ne sont utilisées
que pour la copie d’indices. Ainsi les cellules et les données qui leur sont associées (normales, tenseurs
etc.) sont directement créés et initialisées & leur emplacement final, contrairement & 1’approche de
Rokos [199]. Etant donné leur caractére data-intensive, ces multiples transferts de données impactent
les performances des noyaux de maniére significative, notamment en 2D (sec 4.2.3).

4.2.3 Consistance des données d’incidence

A ce point nous disposons de moyens pour extraire le parallélisme amorphe inhérent a chaque
noyau. En fait nous n’avons géré que les conflits de taches relatives a la conformité de la topologie,

45Une réduction est une agrégation de données locales aux processus.



2018. HOBY RAKOTOARIVELO

)
©

CHAPITRE 4. PORTAGE DES NOYAUX SUR LES ARCHITECTURES MANYCORE. 115

afin de maximiser le nombre de taches extraites en vue d’alimenter suffisamment les cores. Ainsi il
nous reste a gérer explicitement la consistance des données d’incidence lorsqu’elles sont mises a jour de
maniere concurrente. Rappelons que la topologie est stockée et maintenue dans les listes d’incidences
(page 58). Maintenant, on vise & définir une synchronisation lock-free pour la mise & jour concurrente
de ces listes de maniére a minimiser les transferts de données.

4.2.3.1 Contraintes en lock-free

APPROCHES. En fait fournir une stratégie lock-free et non coiiteuse pour la mise a jour des données
d’incidence n’est pas trivial. Le probleme est souvent résolu de deux manieres :

e EVITEMENT. Le recours & une structure de données orientée de type carte combinatoire®® per-
met d’éviter ce probléeme, comme énoncé a la section 4.2.1.3. En fait les mises a jour restent
locales au sous-ensemble de mailles en cours de modification, et aucune synchronisation n’est
nécessaire dans ce cas. Néanmoins elle induit un nombre important d’indirections mémoire lors
des requétes de voisinage?” : cela impacte directement au scaling des noyaux, notamment pour
la simplification (page 153). Une autre alternative possible est de prendre en compte les mises
& jour du graphe d’incidence au moment de Uextraction des taches. Dans [210] par exemple,
FREITAG contourne le probléme grace a une 2-coloration de graphes. Néanmoins elle est plus
couteuse et requiert plus de couleurs que le cas classique : comme la partition obtenue est plus
grande, la taille des stables est réduite. Ainsi le nombre de taches extraites par itéré est réduit,
tandis que le nombre d’itérés nécessaire pour converger augmente. En effet le nombre chroma-
tique x2,6 est plus grand que xi1,g et croit selon le degré maximal A de G. Plus précisément, si
la triangulation est :

isotrope alors on a x1,6 < x2,6 < A+ 5, avec un degré max A ~ 6.
anisotrope alors on a x1,¢ < X2,6 < %A avec A > 8 (preuve dans [201]).

e GESTION DIFFEREE. Une autre solution consiste & stocker localement les mises & jour & chaque
itéré, puis de procéder & une réduction dans le conteneur partagé en fin d’itéré. Dans [199, 167]
par exemple, ROKOS fournit une alternative lock-free pour la mise a jour du graphe d’incidence.
A Titéré t, elle consiste a reporter la copie des données topologiques en fin du traitement des
taches de UM, ce qui garantit d’utiliser des données valides puisque la topologie est figée & cet
instant. Pour cela, il dispose d’une matrice de listes de mise & jours def décrite a (4.1).

updates
o T def0)[0] def(1][0] def[2]0] --- def[p][0]
o o | deflO)l] def(1)[1] def2)[1] - def[p][L] (4.1)
£l w | defloll2] def(t]i2] deff2l[2] - deflp]f2)
o | deflO)fp] def[Lljp] deff2]fp] - def[ol[p]

Ici, on distingue deux vagues d’opérations :

updates : lorsque un thread ¢ doit mettre a jour le voisinage d’un point, il copie la liste
partielle dans celle du thread indexé par j =4 mod p, avec p le nombre total de threads.
commits : & l'issue du traitement de U, chaque thread i parcourt le tableau de listes
de chaque thread k € [1,p], puis repere la liste def[k][i] qui lui a été réservée. Ensuite il
transfere chaque liste ¢ € def[k][i] dans le conteneur associé au graphe (P, M, ).

In fine les listes partielles {¢; ; }i=1 p relative & un point p; sont bien copiées par un unique thread :
il n’y a donc pas de data races. L’inconvénient de cette stratégie est qu’elle engendre énormément
de transferts et recopies de données, ce qui est réellement critique dans notre contexte.

46Dans ce cas, la topologie est représentée par les relations d’adjacence des demi-arétes (next, twin), voir page 27.
4Thoule d’un point, mailles voisines, coquilles d’une aréte par exemple.
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4.2.3.2 Notre synchronisation

PRINCIPE. Partant de ces constats, nous proposons une mise & jour synchronisée en deux temps.

Rappelons qu’ici, chaque point garde les références des mailles qui lui sont incidentes. Ici, nous
distinguons les opérations d’insertions et de suppressions de références dans la liste d’incidence incid[p]
de chaque point p. Pour chaque noyau, 'idée est de permettre aux threads de rajouter les références de
maniere asynchrone dans une vague a part. Pour cela, les threads incrémentent de maniere atomique le
degré deg[p] du point qui est stocké explicitement sous forme d’un tableau. En effet, cela va permettre
de déterminer les offsets des listes d’incidences de maniére asynchrone : chaque thread met & jour
incid[p] et poursuit son chemin. Comme sa liste d’incidence peut contenir des références obsoletes, le
point est ensuite marqué comme étant a réparer, et cela de maniére atomique par le biais d'un flag
fix[p]. Enfin quand tous les threads ont terminé leurs modifications, les listes d’incidence de chaque
point marqué sont réparées dans une vague a part comme illustré sur ’exemple de la figure 4.12.

v/ primitives bas-niveau peu coliteuses.
réduction avec deg : fetch_add
marquage avec fix : compare_swap

v/ pas de transferts inutiles de données.

maillage courant apres raffinement
ETAT INITIAL INSERTIONS EPURATIONS
i deg fix voisins i deg fix voisins i deg fix voisins
1 4 0 [2345 ] 1 6 1 [2,3,45,7,8] 1 4 0 [23457,78]
2 3 0 [134 ] 2 5 1 [1,346,8 ] 2 3 0 [13468 ]
3 3 0 [1,25 ] 3 5 1 [1,256,7 ] 3 3 0 [1.256,7 ]
avant raffinement. liste modifiée par n threads. liste réparée par un thread.

Figure 4.12: Mise a jour synchronisée en deux temps du graphe d'incidence.

Notons juste que les listes d’incidence ont une capacité fixe, et il se peut qu'un thread ne puisse
plus insérer ses données. Apres avoir calculé son offset, le thread vérifie si la taille des données a insérer
excede cette capacité, auquel cas il réalloue la liste d’incidence en doublant sa capacité actuelle. Pour
éviter une réallocation multiple (plusieurs threads), nous recourons au pattern singleton implémenté
par un double checking (voir algorithme 4.3). En pratique, la mémoire allouée au graphe d’incidence
est ajustée aux parametres des noyaux (seuil sur les itérés, nombre de mailles créées etc.) de maniere
a minimiser ces réallocations. La routine complete est décrite a ’algorithme 4.3.

EFFICACITE. Comparée aux alternatives précédentes, notre stratégie présente quelques avantages :

e les primitives atomiques utilisées sont peu coiiteuses*®, et on a peu d’indirections contrairement
a une carte combinatoire.

e elle préserve un degré de parallélisme élevé, car seuls les conflits de conformité sont considérées
au moment de l'extraction de taches, contrairement a ’approche de FREITAG [210].

e il induit un mouvement minimal de données contrairement & ’approche de ROKOS [199, 167].
En fait les threads mettent directement & jour les listes d’incidences au moment ou elles doivent
I'étre, au lieu d’en garder une copie locale puis de procéder a une réduction des listes partielles
au sein du graphe d’incidence.

* % X%

481ls sont de I’ordre de 15-30 cycles CPU si le compteur est déja en cache L1.
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Algorithme 4.3: Primitives de mise a jour du graphe d'incidence.

fonction INSERER(p;, lrid) fonction REPARER(p;, liq)
atomic_compare_swap(fix[i], 1)“ si fix[7]® alors
k =atomic_fetch_add(deg[i], n)" pour chaque maille K de incid[i] faire
si n+ k excede la capacité de incid[i] alors si p; référencé dans K alors
#critical > double check pattern ‘ ajouter K dans /g
si pas encore realloué alors fin
| doubler la capacité de incid[i]°. vider incid[i]
fin si réinitialiser deg[i] = |fual®.
fin si trier 44 and échanger avec incid[¢]°.
copier g dans incid[i][k]. fin si
fin fin
%fix : marqueurs des points a réparer. %fix : marqueurs des points a réparer.
bdeg : degré des points < offsets sur incid. bdeg : degré des points < offsets sur incid.
€incid : listes d’incidence des points. ¢incid : listes d’incidence des points.

4.3 EVALUATION NUMERIQUE

4.3.1 Cadre, architectures et paramétres

RESUME. En bref, nous avons proposé une approche de parallélisation des noyaux adaptatifs dédié
aux architectures multicore et manycore. Elle concilie les contraintes relatives & I'irrégularité*® des
noyaux avec celles du hardware, et toutes ses briques internes sont lock-free. Elle s’appuie sur :

e une extraction du parallélisme amorphe pour chaque noyau par le biais d’heuristiques de graphes.
Afin d’alimenter suffisamment les cores, nous ne considérons que les conflits relatifs a la confor-
mité de la topologie ce qui maximise le nombre de taches extraites.

e une approche de restructuration des acces-mémoire irréguliers qui atténue la latence. Pour cela,
les noyaux sont structurés en vagues afin de réduire la fréquence des échanges de données.
les emplacements des mailles sont précalculés au moment de leur création afin d’éviter les
recopies de données locales et pour préserver au mieux la proximité de mailles voisines.
les réductions de données se font de maniere asynchrone ou NUMA-aware selon le contexte.

e une synchronisation a grain fin pour les mises a jour du graphe d’incidence. Elle est peu cotteuse
et minimise les transferts et copies de données comparé a ’état de ’art.

Maintenant le but est de montrer expérimentalement 1’efficacité de I'approche et des features proposées.
Pour cela, elle a été implémentée en C++11 et utilise OpenMP4 pour le multithreading. Elle fait ’objet
d’une bibliothéque baptisée trigen qui sera bientot disponible en open-source. En fait nous avons
initialement implémenté une version planaire de trigen avant de I’étendre au cas surfacique. Notons que
I’approche est parfaitement adaptée aux deux cas, méme si le profil de performances peut sensiblement
varier car les noyaux surfaciques ont une intensité arithmétique un peu plus importante que leurs
variantes planaires. A ce titre, nous tenons a présenter les deux cas ici.

PLAN. Pour commencer, nous fixons le cadre de nos benchmarks en décrivant les architectures et
parametres de tests. Ensuite nous évaluons lefficience des briques que nous avons congus pour
Iextraction du parallélisme amorphe pour les noyaux de simplification et de relaxation. En parti-
culier, nous montrons 1’évolution du nombre de taches extraites au fur et a mesure des itérés ainsi
que leurs surcouts sur le temps de restitution des noyaux. De méme, nous évaluons notre schéma de
synchronisation a grain fin pour la mise a jour des données d’incidence, en nous comparant avec celui
de ROKOS en termes de surcott induit. Apreés nous évaluons le scaling du remailleur et de chaque
noyau sur des cas-tests planaires et surfaciques, et cela sur toutes les architectures. En particulier,
nous montrons le surcott induit par la parallélisation, et la maniere dont il évolue quand le nombre

49de leurs aspects data-driven et data-intensive plus précisément, voir section 4.1.2
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de cores utilisés augmente exponentiellement. Pour finir, nous profilons le débit de taches traitées et
la quantité de calcul utile pour chaque noyau.

Table 4.3: Caractéristiques des machines de tests.

code puces NUMA cores GHz threads GB/core référence compléte

HSw 2 4 32 25 64 4.0 Intel Xeon Haswell E5-2698 v3
SKL 2 2 48 2.7 96 7.9 Intel Xeon Skylake Platinum 8168
KNL 1 4 72 14 288 1.5  Intel Xeon-Phi Knights Landing 7250

ARCHITECTURES. Le profiling a été effectué sur deux machines multicore et une machine manycore,
dont les caractéristiques sont résumées a la table 4.3. Elles sont représentatives des noeuds de calcul
que l'on trouve sur les clusters récents.

e MULTICORE : on a deux machines dual-socket (HSW, SKL) basées sur des processeurs Intel Xeon
cadencés & 2.5 Ghz (turbo-boost a 3.4 Ghz) avec 3 niveaux de cache. HSW est une machine
32-core (avec 16 cores par puce) dont mémoire est structurée en quatre noeuds NUMA reliés en
anneau, tandis que SKL est un noeud 48-core structuré en deux noeuds NUMA. Les deux machines
disposent d’'un cache L3 commun de 33 Mo par noeud NUMA.

e MANYCORE : on a une machine dual-memory (KNL) basée sur un processeur Intel Xeon-Phi
cadencé a 1.4 Ghz. KNL a la particularité d’intégrer une mémoire on-chip MCDRAM avec une
bande passante de 320 Go/s et une capacité fixe de 16 Go, ainsi qu’une mémoire classique DDR4 &
60 Go/s. Notons que la MCDRAM peut étre utilisée en tant que cache supplémentaire ou comme
une mémoire & part entiere, en spécifiant le mode utilisé (cache/flat) au moment du boot. Afin
d’optimiser I'utilisation des caches pour adapter au mieux avec les patterns d’acces-mémoire, les
cores peuvent étre logiquement regroupés en quadrant, en hémisphére (deux groupes de cores)
ou en 4 domaines NUMA (mode subnuma). Ce mode devrait étre privilégié afin de tirer profit du
caractere NUMA-aware des noyaux®?. Néanmoins, ne disposant pas de privileges administrateurs
sur le nceud de calcul, nous n’avons pu utiliser que le couple de modes quadrant/flat, ce qui
revient a utiliser la machine en mode Symmetric Multiprocessing.

- un tile : deux cores et un cache-L2 partagé.
- un quadrant de six tiles : un noeud NUMA.
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(1) hiérarchie de caches sur HSW et SKL (2) clustering en quadrants sur KNL

Figure 4.13: Architecture mémoire de nos machines de tests.

50En effet la MCDRAM est répartie en quatre sur la puce, et les cores sont regroupés de sorte qu’ils soient physiquement
plus proches de la MCDRAM intégrée au noeud NUMA. Ici les adresses physiques sont mappées aux tag directory de sorte
que les transferts mémoire restent au maximum au sein du quadrant. Cela permet ainsi de réduire la latence en cas de
défaut de cache tant que la donnée reste au sein du méme nceud NUMA.
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Afin de déterminer I'impact réel des défauts du dernier niveau de cache du processeur, nous avons
profilé le débit et la latence mémoire effective sur les deux architectures (HSW et KNL) & la figure 4.14.

e pour la bande-passante, nous utilisons le céléebre benchmark stream [165] disponible sur http://
www.cs.virginia.edu/stream/ dont les résultats sont illustrés pour le noyau triad;

e pour la latence, nous utilisons le benchmark Imbench [175] disponible sur http://www.bitmover.
com/Imbench/ dont les résultats sont donnés pour les acces en lecture.

Pour KNL, le débit varie sensiblement selon qu’on utilise la MCDRAM ou la DDR4 (320 Go/s et 64 Go/s)
mais la latence reste quasi-identique (30 ns et 28 ns). A Iinverse, le débit est identique pour 'acces a
une mémoire locale ou distante pour HSW, mais la latence varie fortement selon que ’on accede a un
bloc en cache (4.7 et 6.4 ns en cache L2-L3), & une mémoire locale (18 ns) ou distante (40 ns pour le
noeud #4).

Bandwidth [stream TRIAD] Latency
50
256 A S
fﬁl 40
128 /r
_ SELTEr 30 <
Bz 64 s o B ~—~
g ~
32 F 20 —
16 10
8 0
1 2 4 8 16 32 64 0 0 0 1 32 1024 32768
cores array size in MB
—a— HSW —— HSW : remote:1 HSW : local
—a— KNL: ddr4 ——— HSW : remote:2 —— KNL : mcdram
—&— KNL: mcdram —— HSW : remote:3 —— KNL : ddr4

Figure 4.14: Débit et latence mémoire sur les deux architectures.

PARAMETRES. Le code de trigen a été compilé avec le compilateur d’Intel icpc avec le flag d’optimisation
-03 et qopt-prefetch=>5 incluant ’auto-vectorisation et le prefetching logiciel. Afin de tirer profit des
features spécifiques au hardware, nous activons les flags -march=native lors de la compilation sur
HSW-SKL et xmic-avx-512 sur KNL. Ici les threads sont explicitement punaisés sur les cores de maniere
compacte a raison d’un thread par core. Concretement, cela est réalisé en positionnant la variable
d’environnement KMP_AFFINITY=compact, granularity=unit avec unit =core|fine en mode normal ou hy-
perthreading. En fait c’est le mode par défaut que nous utilisons sur KNL avec 4 HT par core comme
recommandé par Intel. Pour les instances de tests, nous avons considéré les cas :

e 2D. Nous utilisons trois champs de solution a différents degré d’anisotropies pour nos tests, tels
qu’illustrés a la figure 4.16. Pour chaque cas, nous utilisons une grille triangulée de 504 100
points et 1005,362 mailles. Pour chaque run, une seule adaptation est effectuée sur trois itérés,
et le facteur de résolution est fixé & 0.9°.

e SURFACIQUE. Nous considérons deux cas-tests : (1) une adaptation isotrope basées sur les
courbures d’une piéce mécanique (engine) avec 1826 000 points et 3652058 mailles, ainsi qu’(2)
une adaptation anisotrope basée sur la hessienne d’une solution numérique (shock) avec 1014 890
points et 2029 772 mailles et une résolution cible nmy,x = 250 000 pour ce dernier cas. Pour chaque
run, une seule adaptation est effectuée sur quatre itérés.

Aucune gradation n’est effectuée. Enfin les points sont initialement réordonnés afin d’obtenir un
placement mémoire initial optimal, mais aucune rénumérotation n’est effectuée en cours de calcul.

511.e nombre cible de points nmax est donc & 90% de 500K points.


http://www.cs.virginia.edu/stream/
http://www.cs.virginia.edu/stream/
http://www.bitmover.com/lmbench/
http://www.bitmover.com/lmbench/
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shock gauss waves
n = 504100 n = 504100 n = 504100

Figure 4.16: Cas-tests surfaciques utilisés.

4.3.2 Surcoits et efficience de nos briques

Ici le but est de montrer rapidement le fait que nos briques pour 'extraction de stable de points
et de couplage de mailles, ainsi que le schéma de synchronisation pour la mise a jour du graphe
d’incidence soient adaptés a notre contexte. Pour cela nous reportons leur scaling ainsi que les taches
extraites sur les itérés de simplification et de relaxation sur un cas-test planaire (shock) et sur HSW.
Enfin nous donnons une comparaison du temps d’exécution et de surcout induit par notre schéma de
synchronisation avec celle de ROKOS, avec le méme cas-test mais sur HSW et KNL cette fois.

4.3.2.1 Extraction de taches

SIMPLIFICATION. Pour évaluer notre brique d’extraction d’un stable U de points, nous avons profilé
I’évolution du surcoiit induit comparé au temps de restitution du noyau de simplification sur HSW pour
le cas-test shock a la figure 4.17. Nous avons également comparé le ratio de taches extraites comparé
a une méthode MONTE-CARLO [182] au fur et & mesure des itérés de simplification. Rappelons que
notre graphe G est induit par le graphe primal de la triangulation.

En (1), nous pouvons observer que le surcoiit induit par notre heuristique est négligeable devant le
temps de restitution et évolue quasi-linéairement en celui-ci®?. En (2), on voit que le ratio de taches
extraites sur |V| est un peu mieux comparé & 'approche de LUBY [182]. En fait nous avons remarqué
que le nombre de composantes fortement connexes og de G croit de maniere significative car G devient
de plus en plus éparse a chaque itéré. Comme nous assignons la plus petite couleur disponible a
chaque fois, alors le ratio en question croit proportionnellement a og. Ces résultats confirment que
notre heuristique est bien adaptée & notre contexte (figure 4.17).

52En pratique, il converge au bout de 3-5 itérés et bon nombre de taches sont extraites deés le premier itéré.
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Figure 4.17: Scaling et ratio de taches extraites sur les itérés de simplification.

RELAXATION. Le scaling de la brique de couplage de mailles ainsi que ’évolution du ratio de taches

extraites sur les itérés de relaxation sont donnés a la figure 4.18. Ici G est induit par le graphe dual
de la triangulation avec initialement un million de mailles. En (1), on voit que le surcout induit ne
représente pas plus de 20% du temps de restitution du noyau, et évolue linéairement & celui-ci. En
(2), on voit que le ratio de taches extraites sur |V| est sensiblement identique & la version séquentielle
et avoisine les 96%, en raison de la planarité et du faible degré du graphe (avec A = 3). Notons
toutefois que |V| décroit de maniére exponentielle au fur et & mesure des itérés de relaxation : il est
donc normal d’observer un écart-type de plus en plus marqué dans les derniers itérés.
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Figure 4.18: Scaling et ratio de mailles couplées sur les itérés de relaxation.

A vrai dire, 'heuristique se termine toujours puisqu’a un moment donné tous les sommets du graphe
auront été visités au moins une fois. Bien que la profondeur de recherche soit inégale d’un sommet
source & un autre (et donc le nombre d’itérés par sommet source), celle-ci décroit proportionnellement
au nombre p de threads. En effet, plus il y a de threads, moins la recherche est profonde pour chaque
source s : ainsi le déséquilibre de charges tend a décroitre de maniere significative quand p tend vers n.
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Notons également que les primitives de synchronisation lock-free sont peu cotteuses et adaptées aux
machines récentes (de 'ordre de 15-30 cycles® sur une architecture x86 si la variable est dans le cache
L1 [176], ce qui est le cas car celle-ci est préchargée avant réécriture).

4.3.2.2 Notre synchronisation

COMPARAISON. Afin d’évaluer 'efficacité de notre schéma de synchronisation, nous nous sommes

comparé l'approche de ROKOS. Pour cela, nous avons intégré le schéma de mise a jour différée de

Pragmatic [199, 167] dans notre code trigen, en nous basant sur son implémentation disponible sur
https://code.launchpad.net/pragmatic. Nous avons ensuite profilé 'exécution des noyaux sur HSW et
KNL. Afin de réduire les effets NUMA, la politique du first-touch a été appliquée et aucune réallocation
des listes d’incidences n’est autorisée dans les deux cas.
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Figure 4.19: Comparaison de performances entre notre synchronisation et celle de Rokos [199, 167].

Le temps de restitution ainsi que sur le surcotit relatif & la synchronisation topologique sont donnés
a la figure 4.19. Un premier constat est que le scaling du remailleur est identique dans les deux cas.
Par contre le temps de restitution a presque doublé quand nous utilisons la synchronisation différée
de ROKOS. En l'occurence, le temps de restitution est séverement impacté par le volume de transferts
de données vers et depuis les listes partielles décrites a 'équation 4.1 (page 115). En effet son surcott
est cinq fois plus important que le ndtre pour la simplification et la relaxation.

4.3.3 Scaling et surcoiits

STRONG SCALING. Le temps de restitution moyen des trois cas-tests 2D et des deux cas-tests sur-
faciques sont donnés a la figure 4.20 quand tous les noyaux sont combinés. Rappelons juste que
Ihyperthreading est systématiquement utilisé sur KNL (4 threads par core) afin d’atténuer la latence
relativement élevée des acces-mémoire. Pour les cas-tests 2D, nous utilisons en priorité la MCDRAM en
le spécifiant au préalable au moment de I’exécution par le biais de 'outil Linux numactl. Néanmoins
cela n’a pas été possible pour les cas-tests surfaciques car ’empreinte mémoire excede les limites de
16 Go de la MCDRAM.

Les cinq cas-tests ont a peu pres le méme profil de performances, et on obtient un bon strong
scaling sur les deux architectures. Conformément & nos attentes, ’exécution est nettement plus lente
(deux fois en planaire et quatre fois en surfacique) sur le nceud manycore (KNL) que sur les noeuds
multicore (HSW, SKL). En fait cela est normal car leurs cores sont cadencés presque deux fois moins
vite d’une part, et que chaque core dispose d’une mémoire beaucoup plus limitée d’autre part.

53Cela correspond & peu prés au colit d’une division entiére ou d’un appel de fonction en C en cycles CPU,
cf. http://ithare.com /infographics-operation-costs-in-cpu-clock-cycles


https://code.launchpad.net/pragmatic
http://ithare.com/infographics-operation-costs-in-cpu-clock-cycles
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Figure 4.20: Temps de restitution quand tous les noyaux sont combinés.

e planaire. En fait nous n’avons obtenu aucune amélioration significative par le recours a la
MCDRAM avec ou sans vectorisation. En effet les noyaux du remailleur ne sont pas limités par
la bande passante. Ici lefficacité tombe & 30% sur KNL sur 256 threads (64 cores) en raison
de plus fortes contentions & l'acceés aux données en cache/mémoire, accentuées par le recours a
I'hyperthreading. Néanmoins ils scalent mieux que sur HSW & nombre de cores moins élevé.

e surfacique. Comme prévu le temps de calcul est beaucoup plus important qu’en 2D car les noyaux
sont clairement plus compliqués et nécessitent plus de calcul. Par contre ils passent mieux a
I’échelle du fait qu’ils sont plus compute-intensive. Pour engine, on a une efficacité de 75% sur
KNL et 68 % sur HSW-SKL & nombre maximal de cores. Par contre elle est réduite d’un facteur
trois pour solut (qui consiste en une simplification) car les cores n’ont pas assez de téches a
traiter. Enfin, notons que engine est plus cotiteux que solut en raison des traitements spécifiques
des ridges d’une part, et qu’on maintient la méme résolution nma, sur les itérés d’autre part.

Notons enfin qu’on continue d’obtenir une accélération substantielle sur HSW et SKL & nombre maximal
de cores quand on active I’hyperthreading. En fait les effets NUMA sont significativement atténués,
grace a notre restructuration locality-aware des acces-mémoire.

SURCOUTS PAR NOYAU. La répartition du temps passé sur chaque vague synchrone est donnée a
la figure 4.21. Ici les surcouts induits par la parallélisation sont mis en rouge. Dans notre cas, ils
n’excedent pas 15% du temps de restitution tous noyaux confondus. De plus, ils sont négligeables dans
le cas de la contraction et du lissage. En outre, on peut remarquer que ces ratios restent constants en
dépit du nombre de threads, et passent a I’échelle dans les mémes proportions que les autres vagues.
En fait, pour

e le raffinement, les opérations sont structurées de sorte qu’aucune extraction explicite de taches ne
soit requise. De plus les requétes de voisinage induites par la vague de filtrage ne requierent pas
d’avoir des données d’incidence completement consistantes. En fait les listes d’incidences peuvent
contenir des références obsoletes mais toute nouvelle maille doit par contre étre référencée dans
les listes d’incidence de ses sommets. Ainsi, la vague d’épuration induite par la synchronisation
en deux temps n’est effectuée qu’a la toute fin de la procédure pour ce noyau.

e la simplification, la vague de filtrage requiert de reconstruire le voisinage de chaque point p, afin
de trouver le bon voisin candidat g vers lequel p doit se fusionner (méme en séquentiel). Ainsi
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shock sur HSW (2D)

(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

Raffinement Simplification
100 100
80 80
. 60 60
2 2
T 40 T 40
20 20
0 0
1 4 16 64 2 4 8 16 32
cores cores
EXxXX filter — apply KXXX graph M indep B fix
B steiner B fix RS simul " apply
Relaxation Lissage
100 100
80 80
. 60 60
2 2
T 40 T 40
20 20
0 0
2 4 8 16 2 4 32
cores cores
EXXX qualit mmmmm match &=z fix KEXXX graph zzzzzza qualit
mmmmm graph BXXS@ apply mmm color RS move
engine sur KNL (3D)
Refinement Simplification
100 100 g
80 80
. 60 60
2 2
T 40 T 40
20 20
0 0
2 8 16 32 64 2 8 16 32 64
cores cores
EXxX= filter — apply KXXX graph M indep B fix
B steiner B fix R simul = apply
Relaxation Lissage
100 oo 100
o
80 80
80 60
40 i 40
20 20
0 g 0
2 8 16 32 64 2 8 16 64
cores cores

ExXxX= qualit
m— graph

= match
e apply

B=zzzd fix

Figure 4.21: Répartition du colit de chaque

EXXX graph
mm— color

zzzzzza qualit
BRZZZA Move

vague synchrone par noyau.




2018. HOBY RAKOTOARIVELO

)
©

CHAPITRE 4. PORTAGE DES NOYAUX SUR LES ARCHITECTURES MANYCORE. 125

le graphe primal doit étre reconstruit en début d’itéré. Elle consiste essentiellement a des acces-
mémoire mais représente pres de 22% du temps d’exécution du noyau. Notons que reconstruire
le voisinage d’un point n’implique qu’un seul niveau d’indirection dans notre cas, contrairement
a une carte combinatoire (listings B.2 et B.1, page 153) : cela permet d’avoir un meilleur scaling.

e la relaxation de degrés, le surcout principal provient de la vague de couplage des mailles avec un
ratio moyen de 15 %. Ici sa convergence est linéaire en la profondeur de recherche dg lors de
I'extraction des chemins alternants. Notons que cette étape est tres irréguliere; et est asymp-
totiquement en O(logn), n étant le nombre de mailles actives. En pratique cette profondeur
vaut approximativement 4 avec un ordonnancement statique, et en moyenne la convergence est
atteinte au bout de 12 itérés.

e le lissage, le graphe primal est construite au tout début du noyau, et aucune vague de synchroni-
sation n’est requise car la topologie reste inchangée. En fait I'unique surcott est relatif a I’étape
de coloration du graphe pour ce noyau. En pratique, un faible nombre d’itérés est requis pour
converger (approximativement 3-4).

4.3.4 Débits de taches par noyau

TASK RATE. Les débits de taches par noyau sont donnés a la figure 4.22. On peut observer que le

raffinement et la relaxation ont de meilleurs débits en termes de débits puisqu’ils sont plus locaux et
moins compute-intensive que les deux autres. On obtient un débit quasi-linéaire pour chaque noyau
a l'exception du raffinement : aucun graphe n’est requis pour celui-ci néanmoins il nécessite plus
de synchronisations comparé aux trois autres. En fait le raffinement implique le voisinage de chaque
maille, puisque quand une aréte est scindée alors les deux mailles incidentes sont également découpées.
Néanmoins cette dissection est purement locale car la référence du point de STEINER a déja été résolue
dans une vague a part (page 112). Ainsi les mailles peuvent étre traitées individuellement, néanmoins
la résolution des références des points requiert plus de synchronisations. Sinon Quand a la relaxation,
elle implique la coquille de chaque aréte®® & basculer et donc un voisinage impacté de taille fixe et
minimal. A contrario, les noyaux de simplification et de lissage impliquent le voisinage de taille variable
et fortement dépendante de I'anisotropie.
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Figure 4.22: Débit de taches pour chaque noyau.

54est-a-dire les deux mailles qui lui sont incidentes
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Floating point instructions rate
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Figure 4.23: Taux d'instructions flottantes par seconde (2D).

FLOPS. Le taux d’instructions flottantes traitées par seconde (FLOPS) pour les cas-tests planaires sont
données a la figure 4.23. Pour des raisons de limites mémoire, nous n’avons malheureusement pas pu
profiler les cas-tests surfaciques®. On peut observer que tous les noyaux passent globalement bien
a échelle. En 2D, la plupart des instructions flottantes sont traitées durant la phase de filtrage, a
I’exception du lissage. Pour le raffinement et la simplification, elle implique le calcul de distances
géodésiques. Pour la relaxation et le lissage par contre, c’est I’étape ou les qualités des mailles sont
calculées et mis en cache dans la structure de données du maillage.

Dans notre cas, l'intensité arithmétique®® reste constant relativement au nombre de cores. Ainsi
les transferts de données impliqués par notre schéma de synchronisation n’a pas d’impact significatif
sur le taux de FLOPS®”, méme & nombre de threads élevé. Enfin le lissage passe beaucoup mieux &
I’échelle que les trois autres noyaux car il a une intensité arithmétique plus élevée. En fait lorsqu’un
point est déplacé, sa position ainsi que son tenseur métrique sont interpolés a partir de ses voisins,
puis ils sont réajustés itérativement °® de sorte & rester a lintérieur de l’enveloppe convexe de son
voisinage discret. Ainsi il implique une meilleure réutilisation de données déja en cache.

4.4 CONCLUSION

En résumé, nous avons proposé une approche de parallélisation des noyaux adaptatifs en vue de
leur portages sur les architectures multicore et manycore. Elle tient compte des contraintes induites
par 'aspect data-driven et data-intensive des noyaux, ainsi que celles du hardware®. Elle est adapté
aux planaire et surfacique, et toutes ses briques internes sont lock-free. Elle repose sur trois aspects :

e une extraction du parallélisme amorphe pour chaque noyau. Afin d’alimenter suffisamment les
cores, nous ne considérons que les conflits liés & la conformité de la topologie, ce qui maximise
le nombre de taches extraites. Pour cela les taches et les voisinages impactés sont formulées par
un graphe propre a chaque noyau, a l’exception du raffinement qui est entierement local.

e une approche de restructuration des acces-mémoire irréguliers pour atténuer la latence. Pour cela,

55es données intermédiaires générées par le profiler implique une empreinte mémoire énorme.
561intensité arithmétique est le ratio du nombre d’instructions flottantes sur le nombre d’accés-mémoire
57du moins sur les machines avec des capacité de caches normales.

58jusqu’a un certain seuil

59faible fréquence et mémoire par core, puis coiits élevés et inégaux des acces-mémoire
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les noyaux sont structurés en vagues synchrones afin de réduire la fréquence d’échanges de
données et de coalescer les acces en mémoire partagée. Elle concilie les contraintes liés a la
localité mémoire®” et généricité pour la portabilité des performances.

les emplacements des mailles sont résolues en amont au moment de leur création afin d’éviter
les recopies de données locales et pour préserver au mieux la proximité de mailles voisines.
les réductions de données se font de maniere asynchrone®' ou NUMA-aware®? selon le cas.

e une synchronisation a grain fin pour les mises a jour du graphe d’incidence. Elle est effectivement
peu coliteuse, et minimise les transferts et copies de données comparé au schéma de ROKOS.

La solution proposée a été implémentée en C++11 et OpenMP4 sous forme d’une bibliotheque
baptisée trigen. Pour montrer lefficacité, nous avons effectué une campagne de benchmarks sur des
cas-tests planaires et surfaciques sur deux machines multicore dual-socket (HSW, SKL) et une machine
manycore dual-memory (KNL) (page 118). Le scaling obtenu et les ratios de tiches extraites ont
montré que nos briques dédiées a ’extraction de stables de points ainsi qu’au couplage de mailles sont
réellement adaptées & notre contexte (page 121). Un bon scaling des noyaux est obtenu & nombre
de cores élevé, en dépit de la saturation fréquente des caches sur le noeud manycore, ou des effets
NUMA sur les noeuds multicore (page 123). De plus les surcoiits induits par la parallélisation restent
faible, voire négligeable dans certains cas : ils n’excédent pas 15% du temps de restitution tous noyaux
confondus (page 124). Ces constats sont confortés par les débits de téaches traitées par seconde pour
chaque noyau (page 125) ainsi que 1’évolution des FLOPS pour les cas-tests planaires (page 126).

* % X%

60saturation fréquente des caches de capacité limitées, latence importante des acceés en RAM
61pour la mise & jour des listes d’incidence par exemple.
62pour la récupération des points ou mailles actives lors du filtrage par exemple.



2018. HOBY RAKOTOARIVELO

)
©

CONCLUSION

Le but de cette these fut de présenter une maniere de concevoir des algorithmes numériques
irréguliers spécifiquement adaptée aux accélérateurs ou processeurs manycore sur un cas concret. La
particularité de cette approche, c’est qu’elle ne repose pas que sur une parallélisation : le choix et
la construction méme des noyaux numériques est guidé par les contraintes hardware. D’ou le terme
”co-design” dans l'intitulé. A cette fin nous avons pris les noyaux d’adaptation anisotrope de maillages
impliqués dans les simulations en mécanique des fluides numérique comme cas d’étude.

Approche et contributions

EN BREF. En fait on vise a accélérer la phase d’adaptation de la boucle numérique adaptative décrite
a la page 11 sur des architectures multicore et manycore. Nous avons vu cela soulevait deux types de
contraintes relatives :

e & lirrégularité des noyaux : ils sont caractérisés par un parallélisme amorphe due aux conflits de
taches dynamiques et non prévisibles d’une part, et une faible réutilisation des données d’autre
part. En fait il n’est pas trivial d’exposer un parallélisme constant et maximal & tout instant de
leur exécution car le nombre de taches varie dynamiquement et le fait de traiter une tache peut
invalider d’autres déja prévues. De plus leurs instructions sont dominées par des acces-mémoire
avec une tendance & une saturation fréquente des caches. Ainsi ils ne passent pas aisément &
I’échelle surtout sous contrainte mémoire.

e au hardware : les machines manycore integrent un nombre conséquent de cores avec un tres
faible rendement (GHZ, GFLOPS, GB) par core; tandis que les machines multicore disposent d’une
hiérarchie mémoire®® A profonde impliquant une latence d’acces de données inégales (NUMA).
Pour passer a I’échelle, il faudrait exposer un parallélisme tres fin et tres élevé pour tirer profit
du nombre conséquent de cores faiblement cadencés d’une part, et exposer une forte localité et
un fort taux de réutilisation de données pour maximiser le rendement des caches.

Ainsi la réelle difficulté était de concilier ces deux contraintes antagonistes. Pour cela, nous l'avons
abordée par une approche de CO-DESIGN numérique-parallele : nous avons d’abord congu des noyaux
adaptatifs sensibles a la localité mémoire d’une part, puis nous avons proposé une parallélisation
tenant compte de leurs aspects data-driven et data-intensive d’autre part.

DESIGN. En fait cette contrainte de localité est loin d’étre triviale puisqu’elle impose de ne recourir
qu’a des noyaux tres basiques : pas de cavité dynamique, pas de plongement via un atlas, pas de
séquence dynamique d’opérations. Pour converger rapidement en erreur et en qualité des mailles
néanmoins, il aurait fallu recourir & des noyaux dynamiques tels que ceux dans [120, 123, 97, 135,
136]. Ainsi la vraie difficulté était de proposer des noyaux qui soient aussi efficients que les noyaux
de référence tout en impactant un voisinage statique le plus restreint possible. Afin d’exposer une
localité maximale, nous n’appliquons que des patterns de modification basiques décrits a la figure 3.2.
Pour rester précis et efficients néanmoins, nous nous appuyons sur des briques géométriques avancées.
A cette fin, nous avons proposé

e une projection de points basée sur le calcul de géodésiques pour le placement précis des points
sur la surface idéale lors de leur création ou déplacement (page 64),

e une relocalisation de points mixte diffusion-optimisation qui améliore la qualité des mailles tout
en minimisant la déformation de la surface (page 70).

e un transport optimal de tenseurs métriques qui préserve leurs directions principales lors du
déplacement d’un point ou durant la gradation (page 87).

L’efficacité de chaque contribution a été soit formellement prouvée soit évaluée numériquement (page 91).
Une partie de ces travaux ont été publiés dans un article [RL18] et présentée oralement & un congres [LR18].

PORTAGE. En choisissant avec parcimonie les briques des noyaux, la contrainte de localité fut par-
tiellement résolue. En fait la seconde difficulté a été de trouver une maniere de paralléliser les noyaux

63cache multiples, mémoire locale et éventuellement distante
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qui tienne compte de leurs aspects data-driven et data-intensive ainsi que les contraintes hardware. Pour
cela nous avons proposée une approche lock-free adaptée a la fois aux noyaux planaires et surfaciques
et qui s’appuie sur trois aspects :

e une extraction du parallélisme amorphe pour chaque noyau basée sur une formulation des taches
et des voisinages impactés en graphes, a ’exception du raffinement qui est entierement local.
Pour un parallélisme maximal, nous ne considérons que les conflits liés a la conformité de la
topologie (page 105). A cette fin, nous avons congu deux algorithmes lock-free et massivement
multithread pour le calcul de stables et le couplage de mailles (pages 107 et 109); & partir d’une
étude expérimentale approfondie des approches récentes [204-206] (annexe B).

e une approche de restructuration des accés-mémoire irréguliers pour atténuer la latence. Pour
cela, les noyaux sont structurés en vagues synchrones afin de réduire la fréquence d’échanges de
données et de coalescer les acces en mémoire partagée (page 111). Afin d’éviter les recopies de
données locales et pour préserver au mieux la proximité mémoire de mailles voisines, les em-
placements des mailles sont résolues en amont au moment de leur création (page 112). Enfin, les
réductions de données se font de maniére asynchrone® ou NUMA-aware® selon le cas (page 113).

e une synchronisation a grain fin pour les mises & jour du graphe d’incidence qui minimise les
transferts et copies de données comparé a I'état de I'art [199, 167] (page 114).

Pour montrer son efficacité, nous avons mené une campagne de benchmarks sur des cas-tests a la fois
planaires et surfaciques sur deux machines dual-socket multicore et une machine dual-memory many-
core (page 117). Une partie des résultats obtenus ont été publiés dans trois actes de conférence [RLP16,
RLP+17, RL18].

Table 4.4: Publications.

e [RLP16]. Fine-grained locality-aware parallel scheme for anisotropic mesh adaptation.
Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux and Franck Pommereau.
25 International Meshing Roundtable, 2016, Washington DC, USA.

e [RLP+17]. Scalable fine-grained metric-based remeshing algorithm for manycore-NUMA
architectures. Hoby Rakotoarivelo, Franck Ledoux, Franck Pommereau and Nicolas Le-
Goff. Euro-Par: 23 International Conference on Parallel and Distributed Computing,
2017, Santiago de Compostella, Spain. [30% of acceptation]

e [RL18] Accurate manycore-accelerated manifold surface remesh kernels.
Hoby Rakotoarivelo and Franck Ledoux.
27th International Meshing Roundtable, 2018, Albuquerque NM, USA.

e [LR18] Parallel surface mesh adaptation for manycore architectures.
Franck Ledoux and Hoby Rakotoarivelo. Communication orale a MeshTrends
13th World Congress in Computational Mechanics, 2018, New-York NY, USA.

Travaux annexes

Notons qu’une bonne partie du temps de these a été dédiée a I'implémentation des algorithmes
en vue de leur évaluation expérimentale. Cela a donné lieu au développement d’une bibliotheque
baptisée trigen, bientdt en open-source. En fait nous avons initialement étudié et implémenté des
noyaux anisotropes planaires, avant de les étendre au surfacique. La sortie des résultats a nécessité :

e 7854 lignes de code en planaire et 12037 lignes de code en surfacique®®;

e le déploiement et le profiling sur deux types d’architectures;

e limplémentation d’algorithmes de graphes [204-206] massivement multithread en C++ vue d’une
étude comparative (annexe B);

64pour la mise & jour des listes d’incidence par exemple.
65pour la récupération des points ou mailles actives lors du filtrage par exemple.
66¢lles sont estimées par 1’outil open-source sloccount disponible & https://www.dwheeler.com /sloccount//.
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I'intégration du schéma de synchronisation de pragmatic [167] dans trigen pour une comparaison
empirique (page 115);

la génération de cas-tests et fine-tuning sur des instances de matrices RMAT [207] et de CAO;

le post-traitment semi-automatisé pour la sortie de résultats par des scripts Python et gnuplot;
et le plus fun : le debugging.

Limites et perspectives

Notons que I’approche que nous avons proposée est modulaire : ainsi son efficacité repose sur celles
des briques algorithmiques qui la composent. Bien que certaines aient été formellement prouvées®?,
leur design fut guidé par leur efficacité réelle et empirique, en vue de concilier les contraintes induites
par lirrégularité des noyaux avec celles induites par le hardware, tout en étant aussi précis et efficient%®
que les noyaux de référence. En fait les contributions présentées sont des prémices a plusieurs pistes
d’améliorations.

Deux pistes sont prévues a court-terme :

e la finalisation de trigen en vue d’une intégration a un framework orienté composants. En fait
c’est prévu dans mon travail dans le cadre d’un postdoc au CMLA®? & ’ENS cachan.

e la vérification formelle des briques critiques lock-free notamment les algorithmes suggérés pour
I'extraction des taches ainsi que nos schémas de synchronisations basés sur les primitives atom-
iques. En fait un piege classique des algorithmes lock-free réside dans la possibilité de livelock

ici le but serait de vérifier formellement le caractere wait-free™ de ces briques par le biais
d’un réseau de Petri par exemple. En fait nous avons déja initié ce travail, et ce méme si au-
cune référence n’y est faite dans la these. Le probleme auquel nous nous sommes heurté est
qu’entrelacer les étapes de formalisation et d’optimisation des noyaux est difficile dans la durée
car les différentes mises & jour remettaient en cause le modele formel proposé.

A moyen terme, deux pistes sont envisagées :

e une analyse approfondie des briques notamment les noyaux de relaxation et de lissage. Nous avons
vu que l’égalisation efficiente des degrés n’est pas un probléme trivial en raison des nombreux
minima locaux. En fait nous avons suggéré une heuristique gloutonne assez efficiente en pra-
tique mais qui n’est pas garanti de converger. Pour le lissage, la routine d’optimisation implique
une étape de projection explicite & chaque itéré. Une piste intéressante serait d’intégrer di-
rectement la contrainte de projection dans la formulation du probleme & ’aide du LAGRANGIEN
puis de résoudre le probleme d’optimisation sans contrainte a ’aide de 1’algorithme d’'UzAwA

ce serait intéressant de comparer leur efficacité en termes de convergence. Enfin il serait
également intéressant d’analyser plus finement les algorithmes dédiés a I'extraction des taches
en vue d’exposer leurs ratios d’approximation et leur complexité parallele. Cela permet de car-
actériser théoriquement leur efficience en termes de ratio entre qualité de la solution extraite et
surcotit induit.

e une parallélisation a grain multiple dédiée aux clusters de noeuds manycore”!. Ainsi I'approche
de restructuration par vagues synchrones que nous avons initiée peut adaptée afin de tenir
compte de la hiérarchie mémoire par le biais du bridging-model MULTI-BsP [170]. Il fournit un
modele de coiit des vagues synchrones qui pourrait étre utilisé pour le rééquilibrage dynamique
et NUMA-aware des charges entre les nceuds de calcul. In fine, la structure de I’algorithme reste
inchangée néanmoins chaque brique doit étre mise a jour afin de supporter la communication
intra-noeud et inter-noeud” des processus tout en gardant le méme profil de performances. Enfin
une comparaison des noyaux avec leur version task-based avec rééquilibrage par vol de taches

67notamment le transport parallele de tenseurs métriques ainsi la preuve d’équivalence des seuils de gradation.
68en termes de convergence en erreur et qualité de mailles

69Centre de mathématiques et leurs applications, UMR 8536.

70Cette propriété assure qu’au moins un thread progresse & tout instant de I’exécution de 1’algorithme.

"lce sera Iarchitecture type des futurs calculateurs exaflopiques.

2mémoire partagée en intra-noeud et mémoire distribuée en inter-noeud
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serait intéressant. Compte-tenu de leur irrégularité, cela permettrait de profiler la sensibilité
des noyaux quand la localité est privilégié au profit de 'asynchronisme et vice-versa.

A plus long terme, une piste envisageable serait de proposer une approche unifiée des probléemes
irréguliers. En effet ils n’ont pas le méme profil d’irrégularité (dépendances de données tres dynamiques
versus répartition tres inégale des charges) et nécessitent souvent une approche probléme-spécifique
(voir [164] pour une syntheése). Pour cela une piste possible serait de définir des classes d'équivalence
en vue de proposer une méthodologie par classe.

X Xk X%
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ANNEXE

Noyaux numériques

Dans ce chapitre, nous décrivons les noyaux numériques additionnels que nous utilisons pour la
reconstruction de la surface, ainsi que pour la construction du champ de tenseurs métriques pour la
répartition anisotrope des points sur la surface. Les détails d’implémentation sont également donnés.

A.1 Reconstruction de la surface . . . . . . . . . ... o 133
A.1.1 Paramétrisation quartique . . . . . . . . ..o 133
A.1.2 Jacobienne et aire . . . . . . .. ... 133

A.2 Champ de tenseurs métriques . . . . . . . . . . . ... 134
A.2.1 Reconstruction de la hessienne . . . . . .. .. .. .. ... ... ... 134
A.2.2 Reconstruction des courbures . . . . . . .. ... 137
A.2.3 Couplage des deux champs . . . . . . . . . ... 138
A.2.4 Interpolation des tenseurs . . . . . . . .. . ... o 139

A.1 RECONSTRUCTION DE LA SURFACE

A.1.1 Paramétrisation quartique

Pour chaque maille K, la région de I' qu’elle représente est approchée par une surface polynomiale
Tk = o(K) ott K = {(u,v) € [0,1]2, 1 —u —v >0} est I’élément fini de référence de R?. II représente
I'espace paramétrique de R? associé & o. Pour exprimer les coordonnées d’un point de K dans R, il
suffit de prendre ses coordonnées barycentriques dans K. Comme [l est une surface quartique, alors
chaque composante de o : [0,1]> — R?® implique un polynome de degré 4. Dans notre cas, il s’agit
de polynémes quartiques de Béziers, tel que tout point de K de coordonnées barycentriques (u,v) est
interpolé comme suit :

4 3—i
4 k=3—3
cur)= 3 Bluwoe =33 ettt avee { LTI 0 A
0<1i,5,k<4 i=0 j=0

iTjrk=4

ot les b; j , € R® sont les 15 points de controle illustrés & la figure 3.7 mais qu'’il reste a spécifier. En
particulier, tout point d’une courbe frontiere g, v1 et v2 du triangle quartique 'k s’exprime par :

Vit € [0, 1]7 ’}/(](t) = O'(]. — t,t)
Y1 (t) = 0(0,1) (A.2)
72(75) = O'(t’ 0)

A.1.2 Jacobienne et aire

JACOBIENNE. Il nous est souvent utile de calculer la matrice jacobienne J, € R3*? de la paramétri-
sation o. Elle permet d’estimer le gradient local de T en tout point p = o(u,v) = (x,y, z) de K. Elle
fournit aussi une base orthonormale du plan tangent de p, ce qui permet de trouver le vecteur normal
en ce point. De maniere générale, une jacobienne permet de passer d’'un systéme de coordonnées
locales & un autre (repere de Frenet vers base canonique de R? par exemple). Dans notre cas, on a :

Ja(uav) = (aup7 avp) = VFK(p)

Aup S ik Bk (u,0) (bign jk — bijkg) [ 0<i,j, k<3, et (A.3)
avec =4 3 ouy i g
0up >k B (w, 0) (bi 1,6 — bijet1) Lty th=



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

134 A.2. Champ de tenseurs métriques

A~

Ainsi la normale sur p s’obtient tout simplement par le produit vectoriel des composantes de J, (p)

aup X 61,])
n(p) = —uP X %P A
®) = Taupx au0] (A-4)

Munie de cette paramétrisation locale, on peut reconstruire intégralement la variété I' sur 7;,. En
connectant les triangles quartiques, on peut désormais (1) projeter tout point p nouvellement créé ou
modifié sur une région de I', (2) calculer son vecteur normal n(p), (3) estimer les quantités relatives
a la variation de T en ce point (gradient, hessienne, courbure), ce qui permet (4) d’estimer l'erreur
d’approximation de I' dans un voisinage local a p.

AIRE. L’aire du patch quartique Tk est défini par [1](§3.2.2) :

1/2

I = / det[ 7T 7,] %z ~ K| 3 det[JTJ.,) (A.5)
K

c; €K

Ici les ¢; sont les trois points de quadrature de K pour 'intégration numérique. Ils correspondent aux
milieux des arétes. Enfin la matrice J, € R3*? correspond a la jacobienne de la paramétrisation au
point x. Notons juste que le produit JXT Jyx n’est pas anodin car il correspond a la premiere forme
fondamentale de I au point p € Ik : il définit le produit scalaire local & T,T".

Ainsi il reste & déterminer les points de controle (b; ;) pour chaque maille K, avec 0 < i,j,k <
4, i+ 7+ k = 4. Ils se déduisent des vecteurs normaux aux sommets de K mais doivent étre choisis
judicieusement afin de tenir compte des contraintes de continuité aux courbes frontieres et aux sommets
de K.

A.2 CHAMP DE TENSEURS METRIQUES

A.2.1 Reconstruction de la hessienne

La construction du tenseur de calcul fait intervenir la hessienne H, de la solution w qui n’est
connue qu’aux points de la triangulation. Afin d’avoir une métrique précise, il est nécessaire d’avoir
une bonne approximation de H,. Il existe dans la littérature plusieurs manieres de la reconstruire :
(1) par les moindres carrées, (2) par la formule de Green, ou (3) par la double L?-projection [103]. Nous
avons opté pour cette derniere méthode car elle ne tend pas a lisser le champ calculé contrairement &
(1), et est plus simple a calculer que (2) en ayant la méme précision. Ainsi on calcule d’abord H,k
sur chaque maille de S et on integre ensuite sur S. En particulier, nous montrons comment inférer
Hyx = V2uh‘K sur la variété 02 en absence de données supplémentaires sur u.

PRINCIPE. L’idée est d’abord de reconstruire le gradient Vu en chaque point de la triangulation.
Ensuite on ré-applique le méme opérateur V sur l'interpolé de chaque composante du gradient. Au
sein d’une maille, la solution discrete uy, s’écrit comme une combinaison linéaire des fonctions de base
(%‘)?:1 du P1-élément fini K. Pour toute maille K : (po, p1,p2), u et son gradient Vu sont calculés
dans K par :

Up (%) = 37— w(p;) 1 (x) (A.6)
Yy (x) = 350 w(p;) Vs (x). (A7)

Dans le cas planaire, on se ramene au triangle de référence K pour le calcul des gradients des
fonctions de base. Ensuite, on construit une transformation affine ¢ : R? — R{permettant d’exprimer
les sommets de K vers ceux de K, avec ¢(u,v) = [E?:o 2\ (u,v), Yreo YiAj (u,v)] = [2,y]. Dans
le triangle de référence, les (A;) correspondent aux coordonnées barycentriques avec (Ag, A1, A2) =
(1 —u—wv,u,v). La matrice jacobienne J. associée a cette transformation est :

0,x 0,T Tr1 — Ty T2 — X
o= (3 0y ) v de(1) = 2K
T \Ouy 0uy yi—vo y2—vo) ¢ et(Je) = 2IK] (A.8)
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La transformation affine ¢ est inversible si pg, p1 et po ne sont pas alignés. De plus, les coordonnées
barycentriques sont conservées : ;\j (u,v) = A\j(x,y). Ici les fonctions de base 1; coincident avec les
coordonnées barycentriques A\x. Dans ce cas, il suffit de calculer V; pour obtenir V1);.

Par composition des dérivées, on a :

0\ O\ 0pu + Op\; B0
e )\,:<$J>: u’t) Yo vAj Y A9
Ve = VA =g, (auAj dyu + 0, ayu) (A-92)
A u 6I1)> O
= A A.9b
(ayu dyv (av Aj) (A.9b)
= (JTH)TVN (A.9¢)
= JLic(VA) (A.94)

EXTENSION EN SURFACIQUE. Ici la situation est moins claire car on ne dispose pas d’un triangle de
référence de R3. Dans le cas volumique, le gradient en un point surfacique p; € € est (1) soit calculé
A partir des tétraédres incidents & p;, auquel cas J. € R3*3 est bien définie et inversible, (2) soit fixé
par une condition aux limites de type Neumann. En absence de données supplémentaires, 'idée est
de se ramener au cas planaire, par une série de transformations. Pour cela, ’idée est (1) de projeter
le stencil S sur le plan tangent du point p, et d’exprimer chaque p; € 8S dans le repere local (u,v) du
plan tangent de p, puis (2) calculer Vi; en coordonnées (u,v), et enfin (3) le ramener dans R3.

En notant P la matrice de projection de T,I" vers I et J, la jacobienne de o : R? - R3, on a :

Vg, k(%) Zj o w(p;)P JoV; (A.10a)
:ijo u(p;) P I, (J-1) VA (A.10Db)

Finalement, le gradient reconstruit est la moyenne pondérée des gradients des éléments appartenant
au stencil S.

VRuh = [[;]/Vuh (A.lla)
= [[;]] Z/V’uh (A.11D)
KES

_ 2okes K[ Vg

S res K (A-11e)

DEDUCTION DE LA HESSIENNE. En ré-appliquant 'opérateur Vg sur 'interpolé de chaque terme du
gradient, et en symétrisant la matrice résultante VZu, on reconstruit la hessienne H, g comme suit :

1
Hyr = 5(vau + Vau'") (A.12)
ot pour tout point x : Vau(x) = Vr(Vru(x)") (A.13)
1 >_kes K|

el B
Poes K\ Sca

\val
v
vT(TT,
1 ZKES ‘K|V
\val
\al

Z% 0 02un(pj) Vhj(x))
Z% 0 0y un(pj) V) (x)) (A.15)
E] 06 uh(

avec TI. étant l'opérateur d’interpolation de Clément. La procédure complete est résumée a
lalgorithme A.1.

> kes K|

(HC(azu)lK)

(Me(0yu) k) (A.14)
(Te(02u) k)

( 2
- (

2res K\ Ses IKI VT



© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

136 A.2. Champ de tenseurs métriques

Algorithme A.1: Reconstruction de la hessienne

1. Reconstruction des gradients.
pour chaque point p faire en paralléle
calculer une base locale J = (0,p, d,p) du plan tangent de p.

g =0.
A=0.
pour chaque maille K incidente a p faire > K = (x0,x1,X2).
calculer K le projeté K sur le plan tangent de p.
exprimer les points de K dans la base J.
calculer la jacobienne R de K ainsi que w = det(R). > voir équation (A.8).
vo = w (v — Vo, Uy — U1). B
vi = w (Vg — vg, ug — U3). > gradients des fonctions de base 1); de K.
Vo = W (UO — U1, Uy — Uo).
A =X+ |K], avec |K| = w/2. > aire du stencil.
w=0.
pour chaque direction v; faire
| w=w+ ufx;] v;. > voir équation (A.10).
. g=g+|Klw. > &= Y kes Kl Xio ulxi] vi.
in
stocker Vu[p] = % Jg. > voir équation (A.11).
barriére

2. Reconstruction des matrices hessiennes.
pour chaque point p faire en parallele

calculer une base locale J = (8,p, d,p) du plan tangent de p.
M = 03><3-
A=0.
pour chaque maille K incidente a p faire
calculer v; et A comme précédemment. > trop coliteux en mémoire.
pour chaque direction v; faire
w=Jv;. > gradient des 1); dans la base canonique de R3.
Hi,O = Hi,O + 6IU[X1‘] W
Hi1 =H;1 4+ 0y ulx;| w. > voir équation (A.15).
Hi72 = HLQ + aZU[Xi} W
fin
_ _ 2 )
M =M + |K| H. > M = (Ykes K Yis Oku[xl]w>k€[m7y,z].
fin
stocker H, , = %(M +MT). > symétrisation, voir équation (A.12).
barriere

supprimer les gradients stockés auparavant.
retourner (H, x)xeT; -
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A.2.2 Reconstruction des courbures

(1) courbure moyenne : ku(p) = 3 (kn(p), n(p)), (2) courbure gaussienne :
avec Rn(p) = —div(Vp) la moyenne des kn(0). ke(p) = ﬁ(%r = > 0:).

Figure A.1: Reconstruction numérique de la courbure moyenne ky = %(/{0 + K1) et gaussienne kg = Kq K1
d'un point de la variété. Notons que k¢ est intrinseque & la variété et ne dépend pas de
son plongement, tandis que ky est extrinseque et varie selon le référentiel.

-

k
k_mean _gauss .
0.1
R P P s —
8.64 28.3 -0.183 0.0757

1W8 20 | \1\2112\1 1 1?“5 28 MMM IEAASNIENY 19\ LMOW
17.3 28.3 -0.00649 0.00412

Figure A.2: Reconstruction numérique des composantes du tenseur de courbure sur un tore. Les
courbures principales k; correspondent aux valeurs propres associées aux directions
tangentielles v;. Dans notre cas, les x; sont reconstruits a partir des courbures
moyennes ry et gaussiennes kg avec (Ko, £1) = (ky + 0, ky — o) oll 0 = VEn? — K.



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

138 A.2. Champ de tenseurs métriques

@

Figure A.3: Intersections possibles de deux tenseurs. Le tenseur résultant correspond au plus grand
ellipsoide contenu dans 'intersection des boules géodésiques de x associés a My et Ms.
Notons que son orientation dépend du fait qu’on applique M; N My ou My N Mj.

Figure A.4: Triangulation adaptée a I'erreur d’une solution numérique u en 2D. A gauche, on a la
répartition souhaitée des points sur un domaine carré Q = [0, 1]? discrétisé en une grille
uniforme. Au milieu, on a la triangulation uniforme de la variété riemannienne induite
par les hessiennes locales de u sur €. A droite, la triangulation adaptée obtenue en
supprimant les coordonnées en z, avec n = 10° points.

A.2.3 Couplage des deux champs

A ce stade nous avons défini deux métriques distinctes : I'une relative au tenseur de courbure et
lautre a la hessienne de u. Cependant nous voulons une métrique unique qui contréle a la fois
I’approximation de la variété et l'erreur de w sur la triangulation. Pour cela, nous recourons a
I'intersection de tenseurs. Notons que c’est une procédure classique dans la littérature [59]. Nous
la rappelons juste de maniere simplifiée pour la cohérence du chapitre et parce qu’elle est aussi utilisée
pour la gradation.

INTERSECTION DE TENSEURS. Notons indistinctement M; et Ms les deux tenseurs associés a un point

x de Tp, et exprimés dans une base locale au plan tangent de x. Ici on cherche & garder la contrainte
de taille la plus restrictive dans toutes les directions imposées par My et My. Intuitivement, 'idée est
de considérer le plus grand ellipsoide inclus dans 'intersection des boules géodésiques unités associés
M; et My comme illustré sur la figure A.3.

En fait, on cherche a les exprimer dans une base commune P tel qu’ils soient congruents a une
matrice diagonale dans cette base. Pour trouver cette base, on recourt a la réduction simultanée : on
introduit la matrice N = M1_1M2- Elle est diagonalisable et admet des valeurs propres réelles, avec
N = R~! AR. En fait la base cherchée s’exprime en fonction des vecteurs propres normalisées R de N.
De plus R est inversible car ses composantes (eg, 1, ez) forment une base de R®. En posant P = R™1,
les deux tenseurs s’expriment comme suit :

N =M;'M; = R7'AR

_pT (v, Mivy), 0 > —
M. =P ( 0 (va, M; va) P, avec "= (V11’ v A1
P=R-
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Le tenseur résultant de leur intersection est donné par :

N=M;'My=R AR

M; v1)llso 0
Mio — PT <||<V1, 1 ) P, R=(v,v A7
1n2 0 (Ve Miva) oo avec : (R_ll 2) ( )

Ainsi 'unique métrique riemannienne associée a ’approximation de la variété ainsi qu’a ’erreur
de u au point x est donnée par :

Vu,v € R?, g.(u,v) = (u,J,PTDPJ! v). (A.18)
avec :

e J, la matrice jacobienne permettant de passer du repere local au plan tangent de x dans la base
canonique de R3.

e P la matrice des directions et qui correspond & la base commune des deux tenseurs pour laquelle
ils sont congruents & une matrice diagonale, i.e M; = PTD; P et My = PT Dy P.

e D la matrice diagonale relative aux densités p; associées aux directions v;. Elle encode la
—1/2

prescription de taille h; = p, la plus restrictive en direction de v;.

REMARQUES. A noter que 'intersection n’est pas commutative comme illustré sur la figure A.3. En
effet, le tenseur résultant dépend de N défini par Mfll\/lg ou My M, selon lordre dans lequel les
champs de tenseurs sont traités et qui doit donc étre fixé. Notons enfin que l'intersection est aussi
utile dans le cas de plusieurs champs de solution u; (températures, pressure, vitesse etc.) ainsi que
pour la gradation.

A.2.4 Interpolation des tenseurs

Afin de définir une variété riemannienne continue (I, ¢), nous devons désormais définir une maniére
d’interpoler la métrique g, associée & tout point p de la variété idéale I', ce qui est utile pour les noyaux
de raffinement et de lissage.

TRAVAUX CONNEXES. Pour toute aréte de la triangulation, la métrique associée a un point d’une
géodésique ~ sous-tendue par cette aréte est idéalement déterminée par combinaison convexe des
valeurs de g sur les k + 1 points de controle de la B-spline associée a . Le probleme c’est que cela
nécessite k — 1 calculs intermédiaires pour obtenir g, pour tout p € v, ce qui est tres cotliteux car en
O(nk) pour une vague de raffinement par exemple.

En pratique, la métrique gy est souvent interpolée a ’ordre un par le biais d'une réduction simul-
tanée comme dans MMGS et MMG3D, dont le principe est expliqué a la section A.2.3. Dans ce cas, il
y a plusieurs choix possibles selon la progression souhaitée de la prescriptions de taille h; x ou de la
densité p; x associée a chaque direction v; de gx, et qui peut étre linéaire, géométrique, harmonique.

NOS CHOIX. Dans notre cas, nous décidons d’utiliser une interpolation directe des gx par le biais
du paradigme log-euclidien & l'instar de [78, 34]. Le réel avantage c’est qu’elle est commutative et
respecte le principe du maximum [94]. Dans notre cas, le tenseur associé & tout point situé sur la
courbe v sous-tendue par une aréte [pq] est donné par :

- . N In|A 0
9y[t] = €XP [(1 —t) In(gy[g) +1 ln(gﬂl])] , ot In(gy) =R’ ( n|0 ! In |>\2|) R (A-19)

X % X%
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ANNEXE

Etude d’algorithmes pour |'extraction de taches

Rappelons nous que les noyaux de remaillage sont irréguliers et que le parallélisme inhérent est
amorphe. Pour chaque noyau, nous formulons les taches et leurs dépendances par un graphe, et les
taches compatibles sont ensuite extraites par le biais d’heuristiques adéquates. Afin d’extraire un
parallélisme maximal tout en tenant compte des contraintes hardware, les heuristiques doivent étre
congues avec soin. Dans ce chapitre, nous détaillons la démarche de recherche que nous avons initié
pour le design de ces heuristiques.

B.1 Extraction de stable maximal . . . . . . ... .. ... ... ... .. ... 141
B.1.1 Enséquentiel . . . . . . . .. . 141
B.1.2 Cas des méthodes gloutonnes. . . . . . .. .. . ... ... L L. 142

B.1.2.1 Approches probabilistes . . . . . .. ... .. o 142
B.1.2.2 Approches spéculatives . . . . . ... oL 143
B.1.3 Profiling et analyse expérimentale . . . . . .. ... ... . L. 145
B.1.3.1 Parametresdetests . . .. ... ... .. oL 145
B.1.3.2 Sensibilité a 'ordonnancement . . . . . . . ... ... ... ... ... 147
B.1.3.3 Sensibilité au placement mémoire . . . . . ... ... 148
B.1.3.4 Ratiodeconflits . . . . ... .. .. ... 149
B.1.3.5 Qualité de lasolution . . . . .. .. ... ... ..o, 149
B.1.4 Synthése . . . . . . . . 151

B.2 Extraction d’un couplage maximal . . . . . .. .. ..o Lo 151
B.2.1 Cadre et motivations . . . . . . . . . . ... 151
B.2.2 Cas d’un graphe non-biparti. . . . . . . .. . ... ... 152
B.2.3 Synthese. . . . . . . 154

PROBLEMATIQUE. Le souci est que l'extraction d’un ensemble indépendant maximal (maxindset), le
couplage de cardinalité maximale (matching) aussi bien que la coloration de graphes & nombre minimal
de couleurs (coloring) sont des problémes & la fois NP-complets et irréguliers. Bien qu’il existe des
heuristiques gloutonnes triviales en séquentiel, en fournir une version parallele efficiente reste ardue
en raison :

e des dépendances intrinseques et inévitables entre les itérés : la solution partielle 2/!*] obtenue &
l'itéré t dépend de U1, puisqu'il s’agit soit d’une complétion de ¢—1 (calcul de la solution
initiale) soit d’une amélioration de U*~1] (recherche locale) (voir [178] chapitre 2, [200] chapitre 4,
et [181] pour un apergu et une analyse détaillée de ces algorithmes).

e de leur forte irrégularité!. Ici le temps de calcul est dominé par les acces-mémoire puisque les
instructions ne consistent qu’a Pacces et mise & jour de données nodales [211, 212]. De plus, le
traitement s’effectue de voisinage en voisinage par le biais d’un parcours en largeur (maxindset,
coloring) ou en profondeur (matching) d’abord. Ainsi cela entraine de multiples indirections, et
donc une faible réutilisation des données en cache : les pénalités liées a la latence-mémoire se
ressentent de maniere significative sur le temps de restitution, notamment en contexte NUMA.

e du déséquilibre significatif de charges lié aux tailles inégales des voisinages d’une part, et a leur
temps d’acces en mémoire inégal d’autre part.

Ibien plus que les noyaux de remaillage. Ce fait est accentué par une intensité arithmétique quasi-nulle.



(© 2018. HOBY RAKOTOARIVELO

B. ETUDE D’ALGORITHMES POUR L'EXTRACTION DE TACHES 141

En raison de leur irrégularité, les complexités théoriques de ces heuristiques refletent rarement
le nombre d’itérés ainsi que les temps de restitution observés en pratique, méme asymptotique-
ment quand |G| est tres grand. En effet 'accélération obtenue varie sensiblement selon la maniere
dont 'heuristique est implémentée (notamment l'ordre de traitement, ’entrelacement des acces aux
données, ou encore les primitives de synchronisation utilisées). Dans un contexte de pérennisation de
code, une vraie problématique industrielle concerne la portabilité des performances indépendamment
de ’environnement d’exécution, des parametres architecturaux ou encore de la politique d’ordonnance-
ment [219]. Dans ce cadre, notre challenge est de fournir des solutions scalables pour extraction des
taches, compte-tenu des trois contraintes précédentes. A ce titre, nous détaillons les idées et les
choix de nos heuristiques pour maxindset et coloring dans la section B.1, puis pour matching dans la
section B.2.

B.1 EXTRACTION DE STABLE MAXIMAL

Rappelons qu’en théorie des graphes, un stable est un ensemble de sommets d’un graphe G = (V, E)
qui soient deux & deux non adjacents. Ici le but est de trouver une partition P = (Uy)ren de stables &
partir de G par le biais de maxindset ou de coloring. Notons que ces deux problemes sont mutuellement
réductibles®>. En effet un stable U peut étre obtenu par coloration de G puis extraction de U* =
argmaxy |Ug|. Inversement la partition P peut étre obtenue par extraction répétée des UM sur le
sous-graphe induit par V — U~ & I’itéré ¢. Ainsi nous ne faisons pas la distinction entre les deux.
Pour ce qui suit, on note n = |V|, m = |E|, nc = |P| le nombre de couleurs utilisées, A et A les degré
max et moyen de G, et enfin y le nombre chromatique de G.

B.1.1 En séquentiel

TRAVAUX CONNEXES. Ces deux probleémes ont été largement étudiés dans la littérature, chaque ap-

proche étant optimisée pour une classe de graphes ou d’applications données (voir les theses décrites
dans [200, 178] pour un apergu de ces méthodes). A part les méthodes exactes, on peut distinguer
trois familles d’heuristiques :

e gloutonnes : elles visent & construire ou améliorer qualitativement la solution ¢! & chaque itéré
t par le biais d’une opération élémentaire.

e quancées : elles visent a chercher la solution optimale U* par parcours de I'espace de solutions.
A Tl'itéré t, le choix de la solution candidate U!* est déterminée de maniere probabiliste tout en
minimisant une fonctionnelle de cot.

e par réduction : linstance est simplifiée, ou la recherche de stables est reformulée en un cas
particulier d’un autre probléme combinatoire (satisfiabilité de prédicats, recherche de cliques
par exemple) que l'on sait résoudre efficacement (en temps polynomial).

Une synthese de ces approches est donnée a la table B.1. Rappelons que 'extraction de taches n’est
qu’une étape parmi d’autres au sein d’un noyau de remaillage : son cout doit donc rester négligeable
pour étre applicable dans notre contexte. Ainsi I’heuristique retenue doit fournir un bon compromis
entre qualité de la solution U, complexité et nombre d’itérés avant convergence. Dans ce cadre, notre
attention s’est portée sur les heuristiques gloutonnes en tirant profit du fait que G est planaire et que
A est borné.

APPROCHES GLOUTONNES. Partant du principe que les heuristiques simples sont souvent les plus

efficaces® dans la plupart des cas (voir par exemple le cas du minimum-degree décrit dans [184] pour
s’en convaincre), nous nous sommes intéressés aux approches gloutonnes. En effet, elles offrent la
flexibilité nécessaire en vue d’une parallélisation efficiente*. Pour maxindset, ’approche gloutonne la
plus simple consiste & rajouter successivement chaque sommet v € VI dans U¥ tout en supprimant
ses voisins N[v] des sommets restant & traiter VI, Tl convient pour un graphe G avec un faible degré
puisque la taille du sous-graphe G’ C G induit par VI privé de N'[v]U{v} décroit avec moins de A +1

211 existe une réduction polynomiale entre les deux problémes, ainsi résoudre I'un permet de résoudre I’autre.
3En terme de ratio entre qualité de la solution U/ et complexité ou temps de calcul effectif.
4En terme de ratio entre accélération obtenue et surcofit induit.
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Table B.1: Synthése des approches séquentielles pour le calcul de stables.

approche principe
- ajout d'un sommet u dans U¥ ou suppression de u de G [184]
gloutonnes - amélioration de U* par parcours de |'espace de solutions. [178]
- recherche locale avec sélection probabiliste des candidats. [185]
- recherche locale par recuit-simulé [179]
, - recherche locale par une machine de Boltzmann. [180]
avancées ., . .
- recherche locale par des noyaux évolutionnaires. [186]
- recherche locale et évitement de cycle par prohibition. [187]
- suppression de sommets singuliers, isolés ou jumeaux. [188]
, : - réduction vers la satisfiabilité de prédicats. [189]
par réduction réduction vers une recherche de clique. [190]
- réduction vers un couplage de graphes. [191]

sommets a chaque étape. Ainsi la taille du stable U vaut au moins [AL-i-J Une preuve est d’ailleurs
donnée dans [201].

Pour coloring, 'approche la plus simple et rapide est First-fit. A chaque itéré, elle consiste & choisir
un sommet v € V, et & affecter la plus petite couleur admissible a v, c¢’est-a-dire celle qui n’a pas encore
été assignée a un de ses voisins. Le ratio d’approximation p = % ainsi que le nombre d’opérations
sont proportionnels au degré de chaque sommet. Ainsi le cout de I'heuristique est ), deg[v;] = O(m).
Une extension de First-fit concerne les approches Degree-based ordering : ici le choix du prochain voisin
u € Nv] est basé sur son degré. Si A est suffisamment petit alors |[P| < A + 1. Selon le critére choisi
on distingue trois variantes dans la littérature :

e le largest-degree: on choisit le voisin de degré maximal & chaque itéré [192].

e le saturation-degree : le critére de sélection correspond a l'indice de saturation qui est défini par
le nombre de voisins d’un sommet v ayant une couleur différente de v [193].

e lincidence-degree : on considere juste le nombre de voisins déja colorés [194].

B.1.2 Cas des méthodes gloutonnes.

Rappelons que le calcul d’un stable U ou d’une partition de stables P = (U )ren n'est qu'une étape
préliminaire de chaque noyau, et qu’il est crucial que son cott reste négligeable, surtout pour le noyau
de contraction. D’un autre coté, si on veut extraire un degré de parallélisme élevé, il faudrait que la
qualité de la solution U™ reste acceptable. En vue de construire un algorithme d’extraction de stable
qui concilie ces contraintes, nous nous sommes intéressés de pres aux approches paralleles gloutonnes
en vue d’identifier leurs points forts ainsi que leurs points faibles d’'un point de vue théorique et
pratique.

B.1.2.1 Approches probabilistes

PRINCIPE. Remarquons que les approches précédentes impliquent des dépendances d’itérations inévitables,

puisque le stable U est construit par enrichissement de U/~ & partir de GI*! & I’itéré ¢. Ainsi une
maniere efficace de ”casser” ces dépendances réside dans une sélection aléatoire ou probabiliste du
prochain voisin a rajouter dans Y. Parmi les approches paralleles existantes, la plus populaire et la
plus utilisée est celle de Luby [182] ainsi que ses extensions [réf]. Il s’agit d’un algorithme probabiliste
structuré de maniére synchrone en rounds. Ainsi chaque sommet actif v est ajouté selon une proba-
bilité P[v] relative au nombre de voisins actifs, et donc de son degré, avec P[v] = 1/2deg[v]. Si deux
voisins u et w sont sélectionnés dans le méme round ¢, alors le sommet de degré minimal est retiré de
UM, Une fois le stable U!*) extrait & I'itéré ¢, on construit le sous-graphe Gt ¢ GI!=1 induit par VI
privé de UM UN U [t]], et on réitere la procédure jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de sommets a traiter,
cest a dire lorsque [VI] = 0, ce qui se fait en O(logn) rounds avec O(m) cores. Notons juste qu'il
s’agit d’'une approche Monte-Carlo dans la mesure ou la probabilité que la solution calculée U* soit
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Figure B.1: Principe de I'extraction de stables d'un graphe par une approche spéculative. Une partition
initiale de stables P = (U )ken est d’abord calculée dans une phase de pseudo-coloration
sans se soucier des data-races. Les conflits de couleur sont ensuite résolus dans une vague
a part. Le stable de cardinalité maximale peut étre extrait avec U* = arg max U |xen-
Les heuristiques différent ensuite sur la maniere de traiter chaque phase.

incorrecte est non nulle [182]. L’approche de Luby est intéressante en raison de ses bonnes propriétés
de convergence. Néanmoins nous ne ’avons pas retenue car a chaque itéré t :

e elle nécessite la régénération des graines aléatoires pour converger d’une part, ce qui peut étre
treés coliteux en cycles quand |V| et p sont trés grands;

e le calcul du sous-graphe Gl = (VI EM) induit par VIE—U privé de UM U N UM peut étre
couteuse selon la maniére dont on I'implémente d’autre part car I'extraction des arétes Elfl =
{(u,v) € EFU w,v € Y} implique une intersection ensembliste et donc de multiples com-
paraisons et recopies de données.

In fine, D'efficacité de 'algorithme dépend concretement de la maniere dont on I'implémente ce qui
réduit sa portabilité. Une version déterministe est également proposée dans [182], mais elle est encore
une fois trop cotiteuse pour étre applicable dans notre contexte, car elle implique notamment le calcul
d’un grand nombre premier ¢ tel que nlf! < ¢ < 2nl & chaque round t.

B.1.2.2 Approches spéculatives

MOTIVATIONS. Ainsi malgré ses bonnes propriétés de convergence, une approche Monte-Carlo reste
encore inadaptée a notre contexte. En recherche d’une autre alternative, nous nous sommes tournés
vers les approches spéculatives pour le calcul d’une partition de stables par le biais de coloring. 1l
s’agit d’algorithmes paralléles structurés en rounds (synchrone) et basés sur un schéma d’exécution
optimiste : une pseudo-solution U est d’abord calculée, et les erreurs sont ensuite résolues dans une
étape a part comme illustré sur la figure B.1. Ici, le caractére synchrone permet de mieux structurer
la gestion des contentions d’acces en mémoire partagée d’une part, et d’analyser la convergence de ces
algorithmes d’autre part.

A Dinstar des approches probabilistes, les approches spéculatives sont également basées sur des
heuristiques gloutonnes. Parmi les travaux plus récents [204-206, 211], un intérét particulier est donné
a First-fit en raison de son efficacité en terme de ratio entre qualité de la solution U et complexité
ou nombre de rounds. En vue d’inférer notre propre heuristique, nous nous sommes intéressés en
particulier a trois d’entre elles.

GEBREMEDHIN ET AL. La premiere version spéculative de First-fit a été initiée par Gebremedhin
dans [205, 200], et est basée sur une partition de G par blocs. L’idée est d’assigner une couleur en
paralléle sans se soucier des data races dans une phase dite de pseudo-coloration, puis de résoudre les
conflits — c’est a dire deux voisins ayant la méme couleur — dans une phase de correction. Pour cela,

le graphe est partitionné en k blocs V; de tailles égales [V;| ~ [ 7] qui seront ensuite assignés aux k
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threads punaisés sur k cores. Pour chaque sommet, on choisit systématiquement la plus petite couleur
admissible par le biais de First-fit. La phase de correction est scindée en trois étapes synchrones® :

e chaque stable U; € P est re-partitionné en k blocs, puis on procede a leur pseudo-coloration.
e les sommets conflictuels restants sont ensuite identifiés et indexés dans une table R;
e les sommets v; € R sont ensuite colorés en séquentiel.

Ici la majorité des sommets de G est correctement coloré a 'issue de la pseudo-coloration qui s’effectue
de maniere completement asynch rone®. A l'issue de cette phase, le nombre de sommets conflictuels est

borné par %(p —1) et est donc indépendante de n = |G|. Durant la correction, le nombre de sommets
restants a traiter en séquentiel est borné par %p2A2 et décroit significativement quand le ratio % est
grand.

CATALYUREK ET AL. En dépit du faible ratio de conflits, 'approche précédente comporte une étape
séquentielle relative a la phase de correction. En notant r le ratio du temps d’exécution relative a

cette étape sur le temps de restitution, son accélération est bornée par % quelque soit le nombre p
de cores, d’apres la loi d’Amdahl. Dans ce cadre, une extension de I'algorithme a été développée
par Catalyurek et al. dans [204], et dédiée aux machines manycore et aux architectures massivement
paralleles. Ici idée est d’éliminer I’étape séquentielle relative & la correction. Ainsi ’algorithme ne
comporte plus que deux phases synchrones relatives a :

e la pseudo-coloration : chaque thread maintient un tableau local forbidden associant a chaque
sommet v les couleurs qui lui sont interdites car déja attribuées a ses voisins.

e la détection de conflits : les threads réexaminent les couleurs d’un sous-ensemble de sommets
marqués, et qui vont ensuite étre recolorés a l'itération d’apres. En cas de conflit, le sommet
voisin de plus petit ID est marqué comme étant a recolorer et placé dans une liste de taches R.

Dans sa version générique, il s’agit d’une approche itérative contrairement a la précédente. Elle
ne nécessite aucun partitionnement de G mais implique deux barrieres de synchronisation par itéré.
Notons qu’une version dataflow a été congue spécialement pour le portage de I'algorithme sur une
machine Cray XMT nécessitant une synchronisation & granularité plus fine (pas de barrieére mais des
instructions dédiées purge, readff, readfe, writeef, voir [220, 221]), dans le but d’assigner un maximum
de couleurs correctes et définitives aux sommets deés le premier itéré.

Aucune étude théorique n’est fournie quant & la convergence et 'efficacité. Néanmoins le nombre
constaté de conflits reste négligeable comparé au ratio 2. De plus, le nombre d’itérés ne croit que

de maniére logarithmique en p tandis que le nombre |R| de sommets & traiter décroit de maniere
exponentielle a chaque itéré.

ROKOS ET AL. Malgré une bonne vitesse de convergence et une bonne scalabilité sur des machines
NUMA classiques (dual-socket Intel Nehalem et Sun Niagara avec 4 et 8 cores par socket) et massivement
manycore (Cray XMT avec 128 nceuds reliés par un DSM et 128 cores par noeud), ’approche précédente
implique une contrainte non négligeable : elle nécessite deux barrieres par itéré. Ainsi les pénalités
liées au déséquilibre de charges entre les p cores croit proportionnellement & p et au nombre d’itérés.
Dans l'optique d’en fournir une version plus asynchrone, une extension a été développée par Rokos
et al. dans [206]. Dans ce cadre, quand un sommet s’avére défectueux, il est immédiatement recoloré
au lieu de reporter le traitement a l'itéré suivant, ce qui permet de lever la seconde barriere de
synchronisation.

Ici encore aucune garantie théorique n’est donnée quant & la convergence contrairement a [205]. Le
gain effectif par rapport a 'approche précédente est nuancé avec une accélération relative de 1.35 et
un nombre d’itérés sensiblement identique sauf pour les instances de graphes tres irrégulieres telles que
RMAT-B [207]. En effet, on constate un ratio important de sommets correctement colorés des la premiere
phase (prés de 70%) : ainsi le surcott induit par le déséquilibre est due en grande partie & la premiére
barriere qui elle est inévitable. De plus, la suppression de la seconde barriére induit un comportement

5Les étapes sont séparés par des barrieres de synchronisation.
SElle ne requiert ni verrous, ni points de synchronisation.
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inattendu sur les architectures SIMD : I’algorithme peut tomber dans une boucle infinie et ne jamais
se terminer. C’est typiquement ce qui se passe lorsque deux threads ont systématiquement la méme
vision de la plus petite couleur admissible car ils prennent les décisions au sein d’'un méme cycle CPU.

Table B.2: Synthese d’approches gloutonnes paralleles pour le calcul de stables.

approche

avantages

Luby

v bonne convergence en O(logn)
v faible probabilité que U* incorrecte

inconvénients

X regénération coliteuse de graines.
X calcul cofiteux du sous-graphe induit.

Gebremedhin

v’ pseudo-coloration asynchrone
v’ nombre de conflits indépendant de n
¢ routine non itérative.

X résolution séquentielle de conflit.
X ordonnancement figé.
X phase de correction multi-étapes.

v résolution parallele de conflits.
mn

¢’ nombre de conflits n. négligeable en R

X routine itérative.
X pas de borne théorique sur n.

Catalyurek v granularité fine et convergence rapide X deux barrieres par itéré : déséquilibre.
v version dataflow massivement parallele X version dataflow non portable
v/ une seule barriere par itéré X pas de borne théorique sur nc et tmax.
Rokos v faible nombre d'itérés ¢, en pratique. X terminaison non garantie si SIMD.

v efficace sur les graphes irréguliers

B.1.3 Profiling et analyse expérimentale

MOTIVATIONS.

X asynchrone : irrégularité accrue

Bien que respectivement construites de maniere extensive, chacune des approches

décrites dans la section B.1.2 présentent des avantages et inconvénients particuliers récapitulés a la

table B.2. Ainsi il est impossible d’affirmer de maniere absolue si une heuristique est une meilleure
qu’une autre car cela dépend a la fois du contexte d’exécution et des contraintes que ’on privilégie.
En effet, ils peuvent avoir un comportement tres différent pour une instance de graphe, un envi-
ronnement d’exécution, une politique d’ordonnancement ou une architecture donnés, compte-tenu de
leur irrégularité. Ainsi nous avons décidé de mener une étude expérimentale et comparative en vue
d’inférer :

1. leur sensibilité vis-a-vis de la topologie et de l'irrégularité du graphe en entrée.

2. leur scaling et leur sensibilité a la politique d’ordonnancement appliquée.

3. leur sensibilité a la localité mémoire et a l’affinité thread-core, notamment en contexte NUMA.

4. le ratio de conflits % et leur évolution en fonction du nombre de cores p.

5. la qualité de la solution retournée’, et sa dégradation par rapport & la version séquentielle.

Pour cela, nous avons implémenté chacune de ces approches en C++11 et OpenMP4 et procédé au pro-
filing des codes correspondants. Nous les avons ensuite testés sur trois instances de graphes irréguliers
RMAT et exécutés sur une machine dual-socket Intel Skylake dont la topologie est décrite a la figure B.2.

B.1.3.1 Parametres de tests

GRAPHES DE TESTS. Rappelons nous que le graphe de taches associé a un noyau est un sous-graphe

induit du graphe primal ou dual de la triangulation. A ce titre, il peut avoir une topologie quelconque et
un degré maximal élevé. Remarquons que dans notre contexte d’un maillage anisotrope, le degré d’'un
point peut étre relativement élevé, a cause des étirements des mailles selon une direction privilégiée.
Pour des tests consistants, nous avons ainsi opté pour un modele de graphe plus général RMAT [207],
dont la construction et les parametres sont décrits au paragraphe suivant. Partant du principe que si
une heuristique est efficace pour une instance irréguliere alors il sera au moins aussi efficace pour une
instance plus réguliere (I'inverse n’est toutefois pas vraie).

7|U*| pour maxindset et |P| pour coloring
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Table B.3: Caractéristiques de graphes de tests pour le calcul de stables.

graphe \% |[E| deg max deg moy wvariance w1 wap) Wei1) W22

RMAT-ER 16-10% 128106 51 9.16 21.23 0.25 0.25 0.25 0.25
RMAT-G 16-10% 128106 606 3.13 22.17 0.45 0.15 0.15 0.25
RMAT-B 16-10% 128106 5398 1.72 123.17 0.55 0.15 0.15 0.15

Ici chaque graphe de test est généré par subdivision récursive de la matrice d’adjacence associée en
4 quadrants (1,1), (1,2), (2,1) et (2,2). Les arétes sont réparties dans les quadrants selon une certaine
probabilité. Cette distribution est déterminée par quatre coefficients w1y, w(12), w1 et wWe2)
correspondant a leur densité de probabilité. Apres initialisation des coefficients w; ;), I'algorithme
choisit de placer une aréte dans I'un des quadrants suivant selon leurs valeurs. Le quadrant choisi
est ensuite subdivisé en quatre sous-quadrants et la procédure est itérée jusqu’a obtenir un quadrant
unité (1 x 1). La génération des arétes est itérée m = |E| fois pour obtenir G. En choisissant les 4
parametres judicieusement, on peut générer des graphes avec des caractéristiques particulieres. Pour
nos tests, on choisit de reprendre les mémes que dans [204] dont les détails sont donnés & la table B.3.
De maniere concrete, les instances ont été générées par le biais de 1'outil open-source PaRMAT décrit
dans [222] et disponible sur https://github.com /farkhor /PaRMAT.

PROFILING. Le profiling a été effectué sur une machine 48-core dual-socket Intel Skylake (deux pro-
cesseurs Intel Xeon Platinium 8168 avec 24 cores par socket cadencés a 2.7 Ghz). Les threads sont
placés explicitement sur les cores en round-robin, tandis que I'hyperthreading est désactivé afin de
réduire les contentions d’acces au bus et pour disposer de plus de mémoire par thread. La hiérarchie
mémoire comporte trois niveaux de cache et une RAM de 383 Go partagée par les deux processeurs
comme illustré sur la figure B.2. Elle est structurée en 2 noeuds NUMA avec un cache L3 de 33 Mo par
noeud. Chaque core dispose d’un cache L2 & 1 Mo et de deux caches L1 (données et instructions) a 32
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Figure B.2: Topologie de la machine 48-core dual-socket utilisé pour nos tests. La mémoire est
logiquement décomposée en 2 nceuds NUMA avec 24 cores Intel Skylake partageant un
cache L3 de 33 Mo chacun. Ici chaque core dispose d’un cache L2 de 1 Mo, outre deux
caches L1 (données et instructions) de 32 Ko chacun, et peut étre hyperthreadé avec 2
PU par core. La topologie est générée par 1'outil open-source hwloc de 'INRIA [177].
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Figure B.3: Temps de restitution selon les politiques d’ordonnancement appliquées.

Ko chacun. Le code a été compilé avec le compilateur C++ d’Intel icpc version 17 avec les optimisations
activés -O3 -march=native incluant la vectorisation automatique par le biais des instructions SIMD
(extensions SSE4). Rappelons juste qu’il est essentiel de connaitre la topologie de la machine car on
congoit un algorithme paralléle pour une topologie dédiée (anneau, grappe etc.).

Nous utilisons les primitives Posix-conforme std::chrono::high_resolution_clock de la bibliotheque
standard C++11, afin d’obtenir des mesures précises. Enfin pour limiter les biais de mesure, on effectue
5 runs par heuristique (voir table B.2) et par graphe (voir table B.3), et on considére la moyenne sur
chacune des métriques considérées (voir page 145). Dans le cas d’un ordonnancement dynamique, la
taille minimale des blocs est fixée & k = |V;| = 32000 soit 0.002% de |V| afin d’avoir une granularité
suffisamment fine.

B.1.3.2 Sensibilité a I'ordonnancement

GRANULARITE. Le scaling du temps de restitution pour chaque heuristique de la table B.2 et pour
chaque politique d’ordonnancement est illustrée a la figure B.3. Les résultats obtenus confirment
notre intuition stipulant qu’une approche Monte-Carlo serait inadaptée en raison du surcotut lié a la
régénération des poids aléatoires : ici elle est presque 100 fois plus couteuse comparé & une approche
spéculative. Un second constat concerne la sensibilité des performances des heuristiques spéculatives
a l'ordonnancement appliqué, ce qui est une caractéristique des problémes irréguliers. Ici le choix
de la granularité, c’est-a-dire la taille des blocs assignés a chaque thread, est crucial : s’il est trop
grossier alors on paie les pénalités liées au déséquilibre des charges (c’est le cas d’un ordonnancement

statique avec des blocs de taille k = (%]), tandis que s’il est trop fin alors on paie le surcout lié & la
synchronisation des threads pour ’acquisition de taches.

Au vu de D’écart d’accélération constaté entre I'application d’'un ordonnancement statique et dy-
namique avec une granularité de 0.002% de n, on conclut que le déséquilibre de charges est le facteur
limitatif le plus significatif a la scalabilité des heuristiques. De plus, l'accélération obtenue n’est sig-
nificative qu’a partir de 16 threads lors d’un ordonnancement statique, ce qui est normal puisque le
déséquilibre tend a diminuer quand p croit. Notons toutefois que ce constat n’est pas vérifié pour
I’heuristique probabiliste, qui elle est insensible & 'ordonnancement appliqué. En fait la différence
s’explique par le fait qu’elle est plus compute-intensive que ses variantes spéculatives : dans le premier
cas le coiit en cycles CPU de chaque tache est certes plus important mais aussi plus uniforme, tandis
que dans le dernier cas il est dominé par le cout des acces-mémoire qui lui varie sensiblement selon
le degré des sommets. Notons enfin que le temps de restitution est sensiblement égal pour les trois
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Figure B.4: Temps de restitution selon le placement mémoire appliqué.

instances de RMAT malgré un ratio de conflits complétement différent (voir figure B.5). Cela montre
lefficacité de ces approches spéculatives.

B.1.3.3 Sensibilité au placement mémoire

EFFETS NUMA. Afin d’évaluer I'impact de la localité des accés-mémoire sur la scalabilité, nous avons
profilé le temps de restitution des heuristiques selon deux politiques de placement a la figure B.4.
Dans le premier cas dit naif, la mémoire partagée est exclusivement allouée sur le noeud #1 par le
biais de I'outil Linux numactl, tandis que dans le second cas dit NUMA-aware, 1’allocation est répartie sur
les deux nceuds par le principe du first-touch : lorsqu’un thread effectue un malloc, la page mémoire
associée a l'adresse demandée ne lui est réellement allouée qu’au moment ou elle est écrite pour la
premiere fois. Dans ce cas, les threads procédent & une vague d’initialisation de sorte que chaque blocs
de données soit alloué sur la mémoire physique la plus proche des cores sur lesquels ils sont punaisés,
pour chaque structure de données en mémoire partagée (notamment le graphe RMAT, ainsi que les
tableaux color et tasklist). Ici une politique d’ordonnancement dynamique est appliquée avec une
granularité de 0.002%. Pour des résultats plus significatifs, nous avons exceptionnellement effectué le
profiling sur une machine 32-core dual-socket Intel Haswell structuré en 4 nceuds NUMA cette fois, avec
8 cores cadencés a 2.5 Ghz par noeud et 16 cores par socket (voir figure 77).

Nous constatons une variance significative du temps de restitution dans le cas d’un placement naif
comparé a la version NUMA-aware, au fur et & mesure qu’on augmente le nombre de cores p. En effet
en raison de I'ordonnancement dynamique appliqué, les threads peuvent se voir attribuer des taches
allouées sur des pages mémoire physiquement éloignées du socket auquel ils sont punaisés, et cela de
maniére completement imprédictible. Ainsi malgré la grande capacité du cache L3, ils souffrent quand
méme de la latence lies a ces acces distants. Remarquons que ce constat est beaucoup plus marqué
au dela de 8 cores et surtout & partir de 16 cores : nous assistons a un effet NUMA. Dans ce cadre,
I’accélération par core est résorbée par les pénalités liées aux acces-mémoire distants, outre le cout de
synchronisation des threads relatif a 'ordonnancement dynamique appliqué. A noter que cet effet est
beaucoup plus prononcé dans le cas d'un placement naif.

Enfin notons que les comportements des trois heuristiques sont sensiblement identiques puisqu’elles
disposent de patterns d’acces-mémoire similaires. Plus que de les comparer entre elles, ici le but réel
est d’identifier les facteurs limitatifs a leur scalabilité en raison de leur irrégularité. Dans notre
contexte, cela nous donnera les pistes pour la structuration des requétes topologiques par les noyaux
de remaillage.
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Figure B.5: Nombre de conflits détectés et résolus par graphe et par heuristique.

B.1.3.4 Ratio de conflits

RATIO DE CONFLITS. Le scaling du nombre de conflits n. résolus pour chaque heuristique spéculative
sur chaque graphe et pour chaque politique d’ordonnancement est donné & la figure B.5. Une premiere
constatation est que n. est négligeable devant la taille n = V| du graphe : en effet le ratio ro = =<
n’exceéde méme pas les 1% quelque soit le graphe ou 'ordonnancement appliqué. Notons que les conflits
ne se produisent qu’aux interfaces de blocs de sommets attribués aux cores. Ici on constate qu’ils
évoluent proportionnellement au nombre de cores p, et varient sensiblement selon I’ordonnancement :

1. statique : dans ce cas les sommets sont répartis en p blocs de tailles [ 2] attribués aux p cores. En

fait r. évolue linéairement au ratio de sommets aux interfaces sur n qui tend asymptotiquement
vers zéro : ainsi r. est quasiment nul.

2. dynamique : cette fois le graphe est scindé en k - n blocs de taille k, et chaque core se voit
attribuer [kn—zj blocs. Comme le nombre de blocs croit, le nombre de sommets aux interfaces

croit proportionnellement, et il en va de méme pour 7.

En outre, on constate que le scaling de r. varie significativement selon lirrégularité du graphe.
Bien qu’il soit sensiblement égal pour RMAT-ER et RMAT-G, il croit de maniére exponentielle pour
RMAT-B — l'instance la plus irréguliere avec A = 5398 et une variance de 124 — notamment dans le cas
d’un ordonnancement dynamique. Ici le ratio de conflits est légerement meilleur pour I’approche de
Gebremedhin puisque la phase de correction n’est pas itérée contrairement aux deux autres. Notons
toutefois que cet écart n’est pas si significatif que cela car la plupart des conflits ont lieu lors du
premier itéré.

B.1.3.5 Qualité de la solution

QUALITE DE LA SOLUTION. Afin de comparer la qualité des solutions fournies par les heuristiques
ainsi que leur scaling, nous avons profilé le ratio de taille des stables U* sur n, ainsi que le nom-
bre effectif de couleurs |P| pour chaque instance de RMAT & la figure B.6. Ici on constate d’emblée
que |U*| et |P| restent invariantes pour chaque heuristique, qu’importe le nombre p de threads ou
I’ordonnancement appliqué. Notons qu’obtenir des solutions de qualité identique au cas séquentiel,
pour toute instance fournie en entrée, reste un challenge dans le design d’une heuristique parallele.
Ici ces résultats montre 'efficacité de ces trois approches. Un second constat concerne la sensibilité
des résultats par rapport a l'irrégularité du graphe et donc a la répartition des degrés des sommets.




indep (%)

150 B.1. Extraction de stable maximal

colors

2018. HOBY RAKOTOARIVELO

)
©

RMAT-ER, deg=51 RMAT-G, deg=606 RMAT-B, deg=5398
100 100 100
98 98 98
ff—— —
96 ? 96 9 96
o o
S S
94 £ o4m® i~ £ o4
f——
92 92 92
90 90 90
1 2 4 8 16 32 64 1 2 4 8 16 32 64 1 2 4 8 16 32 64
cores cores cores
catalyurek-dynamic —— catalyurek-dynamic —+— catalyurek-dynamic —+—
rokos-dynamic —&- — rokos-dynamic —&- - rokos-dynamic —&- -
gebremedhin-dynamic - -* - gebremedhin-dynamic - -x - gebremedhin-dynamic - -x -
metivier-dynamic —+— metivier-dynamic —+— metivier-dynamic —+—
RMAT-ER, deg=51 RMAT-G, deg=606 RMAT-B, deg=5398
80 80 80
70 70 70
60 60 601 T
50 50 50
< <
40 S 40 S 40
o o
30 30 30
20 20 e 20
—
10 10 10
0 0 0
1 2 4 8 16 32 64 1 2 4 8 16 32 64 1 2 4 8 16 32 64
cores cores cores

Figure B.6: Ratio de taille des stables U{* sur n, et nombre effectif de couleurs |P| pour chaque graphe.

Le ratio de taille du stable est plus élevé pour l'instance la plus irréguliere RMAT-B avec |Uy| = 97%
comparé a l'instance quasi-réguliere RMAT-ER avec |Ug;| = 92%. Ainsi la qualité de la solution est
meilleure sur RMAT-B pour maxindset. A contrario, le nombre de couleurs utilisées est plus élevé pour
RMAT-B avec |Pg| = 60 tandis qu’elle est moindre pour RMAT-ER avec |Pg| = 12. Ainsi la qualité de la
solution est pire sur RMAT-B pour coloring. Notons toutefois que |P| reste négligeable devant A + 1 la
borne théorique sur le nombre chromatique de chaque graphe. Cela s’explique par le fait que pour
un sommet v on choisit toujours la plus petite couleur ¢ = max, ¢ rj,] color[u] + 1 non attribuée a un
voisin de v : quand le voisinage de v est grand alors ¢ ainsi que |P| sont également grands. Notons
également que le stable de cardinalité maximale coincide toujours avec le stable de plus petite couleur
U, de P puisque les couleurs sont attribuées par ordre croissant. Ainsi quand le degré du graphe est
élevé, la probabilité d’avoir un nombre important de sommets colorés par la plus petite couleur est
élevée, ce qui peut expliquer les résultats obtenus sur RMAT-B pour maxindset.

Enfin on constate que les trois heuristiques spéculatives produisent les mémes résultats puisqu’elles
sont basées sur le méme noyau séquentiel First-fit, tandis que ’approche Monte-Carlo est 1égérement
meilleure pour maxindset. En effet cette derniere tient compte du degré du sommet v, contrairement
aux méthodes spéculatives, puisqu’il est rajouté dans U* avec une probabilité de 1/2deg[v]. Ainsi il
délaisse les sommets a fort degré au profit de ceux a faible degré mais beaucoup plus nombreux, ce
qui résulte en un stable de cardinalité plus élevée, notamment pour RMAT-B.
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B.1.4 Synthese

CONSTATS. L’étude expérimentale présentée dans la section B.1.3 a révélé un certain nombre de
constats sur les approches spéculatives, notamment :

v leur efficacité : elles sont 100 fois plus rapides qu'une approche Monte-Carlo (voir figure B.3),
pour une solution approximative U* de qualité quasi-identique (de 1'ordre de 90% sur RMAT, voir
figure B.6). De plus les solutions extraites U* et P sont similaires & celles obtenues par le noyau
séquentiel. Par ailleurs, les ratios de conflits ne représentent méme pas 1% de n pour chaque
instance de RMAT mais ont tendance a croitre proportionnellement avec la granularité des taches
(voir figure B.5). Prés de 80% des conflits ont lieu au premier itéré, ce qui résulte en un faible
nombre d’itérés pour les deux approches itératives décrites dans [204, 206].

X leur sensibilité aux politiques d’ordonnancement et de placement mémoire : le déséquilibre de
charges est le principal facteur limitatif a leur scalabilité. Elles passent mieux a 1’échelle quand
la granularité des taches est suffisamment fine, typiquement de 1’ordre 0.002% sur RMAT pour
n = O(10°) (voir figure B.3), néanmoins elle ne doit pas étre trop fine & nombre p de cores élevé.
De plus, I'accélération peut étre significativement mitigée a p élevé si le placement mémoire n’est
pas correctement géré (voir figure B.4) notamment en contexte NUMA. L’inconvénient est ce que
cela réduit la portabilité de leurs performances.

Partant de ces constats, nous décidons de réutiliser certaines briques en vue de construire notre
propre heuristique pour maxindset. Plus précisément, nous dérivons notre heuristique a partir de celle
de Catalyurek notamment parce que celle de Gebremedhin comporte une étape séquentielle dans la
phase de correction, et que celle de Rokos n’a méme pas pu se terminer en raison des effets SIMD.
Cette non terminaison est induite par le fait de recolorer immédiatement chaque sommet défectueux.

B.2 EXTRACTION D'UN COUPLAGE MAXIMAL

B.2.1 Cadre et motivations

Notons que notre stratégie basée sur la récupération d’un stable * pour I’extraction de taches non
conflictuelles est suffisamment générique pour étre appliquée a I’ensemble des noyaux. Pour chaque
noyau, il implique juste la formulation des dépendances de données en un graphe adéquat. Pour le
noyau de relaxation en particulier, nous avons besoin d’identifier un ensemble d’arétes disjointes a
ordonnancer, noté S puisqu’ici chaque tache élémentaire correspond & la bascule d’une aréte.

Dans une quéte perpétuelle de localité, nous avions initialement recours a une carte combina-
toire pour la représentation de la topologie de la triangulation. Il s’agit d’une structure de données
topologique dans laquelle les relations d’adjacence des arétes de la triangulation étaient exprimées
explicitement. Ainsi lors d’une bascule d’une aréte e, seules les demi-arétes relatives aux deux mailles
incidentes K et R étaient impliquées dans la mise & jour des données topologiques. Naturellement,
notre idée était de construire un graphe G ou chaque sommet correspond a une aréte de la triangula-
tion, et chaque aréte exprime le fait que deux arétes de la triangulation sont adjacentes comme illustré
sur la figure B.7. Ainsi pour obtenir S, il nous suffisait d’extraire un stable de cardinalité maximale
de G et donc de réutiliser la méme heuristique définie a la section B.1.4 pour ce noyau.

MOTIVATIONS. Pour le noyau de relaxation, le ratio de taches paralleles obtenu ainsi que son évolution
au fur et & mesure des itérés était similaire au cas de la contraction car le graphe associé était également
planaire avec un degré fixe A = 4 comme illustré sur la figure B.7. Néanmoins 'accélération des
autres noyaux était mitigée par le nombre important de défaut de caches induites par les requétes
de voisinage & la carte combinatoire, notamment pour la contraction (voir figure B.91). Ainsi nous
avions di changer de structure de données afin de limiter le ratio d’indirections lors des requétes
topologiques. Pour cela, nous avons opté pour une structure de données centrée-nceud dans laquelle
les références aux mailles incidentes & chaque point sont stockées explicitement mais pas les arétes.
En termes d’acces-mémoire, cela nous permet de reconstruire rapidement la boule d’un point car il
y a moins d’indirections comme indiqué sur la figure B.9. Toutefois cela souleve un inconvénient de
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Figure B.7: Graphe de taches initialement utilisé pour le noyau de relaxation. Ici les sommets du graphe
correspondent aux arétes de la triangulation, et les arétes du graphe désignent leur
relations d’incidence. Ainsi extraire un stable du graphe revient a identifier les arétes
non conflictuelles de la triangulation.

taille : la construction de G devenait trop colteuse pour le noyau de relaxation car on a plus une
représentation explicite des arétes de la triangulation, ainsi que leur relations d’adjacence. Cela est
d’autant plus grave dans la mesure ou 'extraction de S s’effectuait a chaque itéré du noyau. Ainsi
la solution initiale n’était plus viable. En recherche d’une autre alternative, nous décidons de traiter
plutot les paires de mailles au lieu des arétes. Dans ce cadre, notre idée est de construire G a partir
du graphe dual de la triangulation illustré a la figure 4.6. Ainsi trouver un couplage des sommets de G
revient a trouver un ensemble disjoint de paire de mailles a traiter.

B.2.2 Cas d’un graphe non-biparti.

Définition 31 (CHEMINS AUGMENTANTS). Soit G = (V, E) un graphe non orienté et U un couplage
de G. Un sommet est dit libre s’il ne touche aucune aréte de d. Un chemin de G est dit alternant
si ses arétes sont alternativement dans U et hors de U (donc si une aréte sur deuz est dans U).
Un chemin augmentant est un chemin alternant dont les points de départ et d’arrivée sont libres.

TRAVAUX CONNEXES. Rappelons qu’en théorie de graphes, un couplage est un appariement unique

des sommets d’un graphe G = (V,E). Ainsi calculer un couplage de G revient & extraire un ensemble
d’arétes U C E deux a deux disjointes, ce qui est équivalent & trouver un stable du graphe dual formé
par les arétes de G comme sur ’exemple de la figure B.7. Il s’agit d’un probleme largement étudié dont
une syntheése des noyaux séquentiels est donnée en [195], et celle des approches paralleles résumées
a la table B.4. De maniere synthétique, il se décline en quatre variantes selon que G est biparti ou
non, et que ’on cherche a maximiser la cardinalité ou plutét les poids des arétes de U. Notre cas est
restreint a celui d’un couplage de cardinalité maximale d’un graphe planaire de degré borné A = 3 mais
non biparti. Dans le cas des graphes généraux, on peut distinguer :

e l'approche gloutonne (notée greedy) qui consiste en un parcours de G en choisissant de maniere
arbitraire, ou selon un critere spécifique basé sur les degrés, une aréte a rajouter dans U tout en
la retirant de G. Les variantes se distinguent sur la maniere de choisir ’aréte en question. Parmi
celles-ci, on distingue notamment celle de Karp-Sipser [196] qui distingue le cas des sommets de
degré 1 auquel cas ’aréte est automatiquement ajoutée dans U, des autres sommets auquel cas
I'aréte est rajoutée selon une probabilité. Cette approche fournit un couplage pas forcément
optimal mais pouvant servir d’initialisation aux algorithmes de recherche locale, y compris pour
les graphes bipartis [183].

e l'approche Blossom initié par Edmond en 1983 [197] et ayant donné lieu & plusieurs variantes.
Il s’agit d’un algorithme de recherche locale basé sur l'extraction de chemins augmentants de G
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Listing B.1: par une carte combinatoire Listing B.2: par un graphe d'incidence
// reference du brin de depart 1 int i;
const int init = mesh.node[v] .dart; 2 // parcours des mailles incidentes a v
int curr = init; 3 for(const int& k : mesh.stenc[v]){
4 const intx p = mesh.elem[k];
// parcours circulaire de cur—>init 5 // precharger la prochaine maille
do { 6 __builtin_prefetch (& (mesh.elem [k+1]) ,0,1) ;
const dart& edge = mesh.darts[curr] ; 7 i=0;
const dart& twin = mesh.darts[edge.twin]; 8 while(p[i++] !'= v);
curr = twin.next; 9 neigh . push_back (p[i+1%31) ;
// stocker le sommet pointe par 'edge’ 10 neigh . push_back (p [i+2%31) ;
neigh . push_back (edge.dest) ; 11 }
} 12 // plus cache—friendly qu’un tree
while (curr !'= init); 13 std: :unique(neigh.begin() ,neigh.end()) ;
return neigh; 14 return neigh;

=
>

Figure B.8: Reconstruction du voisinage d'un point selon la structure de données topologique en C++.
En B.1, chaque demi-aréte garde une référence de sa jumelle, sa prochaine et ses deux
sommets, tandis qu’en B.2, chaque point stocke les références des mailles qui lui sont
incidentes. A chaque itéré, la routine implique deux indirections (lignes 7 et 8) en B.1 et
une seule en B.2 (ligne 4). Il est impossible d’anticiper le prochain itéré dans le premier
cas, tandis que le nombre d’itérés est connu et les indices de stenc[v] sont déja en cache
dans le second cas : il est ainsi possible de précharger elem[k] pour le prochain k.
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Figure B.9: Impact des indirections mémoire sur le scaling du noyau de contraction sur Haswell. En (1),
le recours a la carte combinatoire rend le noyau tres sensible au placement mémoire des
données topologiques. En (2), la réduction des indirections mémoire par le recours a un
graphe d’indicence permet d’améliorer significativement l’efficacité du noyau.

au sens de la définition 31, avec évitement de cycles par contraction des corolles. En effet un
couplage est maximal s’il n’existe pas de chemins augmentants par rapport a lui : ainsi I’idée est
de saturer U par suppression de chemins augmentants depuis les sommets sources, ce qui se fait
en O(n?m). La réelle différence entre les graphes bipartis et généraux réside dans la présence de
cycles dans ce dernier cas, comme illustré & la figure B.10. Autant la recherche peut s’effectuer
par un simple parcours en profondeur (notée DFS) dans le premier cas, autant sa terminaison
nécessite un traitement particulier des cycles dans le cas général. Ici I'idée est de contracter les
arétes d’une corolle en un sommet c et calculer le couplage U’ du graphe G’ induit par V U {c}
privé de cette corolle. En effet 8’il existe un chemin augmentant pour U’ dans G’, alors il en
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Figure B.10: Présence de cycles lors d'une recherche de chemin augmentant dans un graphe non biparti.

existe de méme dans G d’apres le lemme de Berge [198].

Table B.4: Synthese des algorithmes paralleles d'approximation pour le couplage de graphes.

approche recherche granularité  général architecture cf.

Locally dominant locale, synchros par queue un bloc 4 multicore [213]
Suitor locale, synchros par verrous un bloc v manycore [214]
Pothen-Fan chemins augmentants par DFS  un sommet X multicore [183]
MS-BFS chemins augmentants par BFS  un sommet X manycore [215]
Hopcroft-Karp mixte BFS et DFS multiple X hétérogene  [216]
Push-relabel label guided FIFO search un sommet X hétérogene  [217]
Karp-Sipser locale, synchros par atomics un bloc 4 manycore [218]

PARALLELISATION. Le couplage est un probléme irrégulier & I'instar de I’extraction de stables ou de la
coloration [212]. Presque 80% des travaux récents [183, 213-218] se concentrent sur les graphes bipartis
aussi bien pour le couplage de cardinalité ou de poids maximal, puisqu’ils sont conceptuellement plus
simples a gérer.

e Blossom : Bien qu’elle soit I’approche de référence pour les graphes non-bipartis, elle est trop
cotiteuse pour étre applicable dans notre contexte, notamment en raison de la contraction
récursive et multi-cas de corolles lors de la recherche de chemins augmentants. De plus réaliser
un portage efficient sur des architectures multicore est ardue a cause du surcott induit par les
synchronisations a grain fin, et le peu de tentatives existantes sont inefficientes ou inadaptées a
notre contexte : celle décrite dans [202] nécessite une dizaine de secondes pour traiter n = 0(200)
sommets, et aucune accélération substantielle n’est obtenue pour un graphe éparse (pas d’étude
de strong scaling), tandis que celle implémentée dans [203] implique des synchronisations & base
de verrous, ce qui est incompatible avec notre approche lock-free.

e Monte-Carlo : La randomisation de ’approche greedy fournit une implémentation parallele di-
recte néanmoins nous sommes confrontés au méme probléeme de surcott relatif a la génération
des poids ou graines aléatoires évoqué au paragraphe B.1.2. On peut noter toutefois I'approche
originale décrite dans [223] dédiée au portage de greedy sur GPU, initialement congue pour
accélérer la phase de contraction lors d’un partitionnement de graphes multi-niveaux. Elle est
basée sur 'assignation de couleurs aux sommets de G qui peuvent étre rouges ou bleus selon
une loi de Bernouilli : les sommets bleus proposent a leurs voisins rouges qui leur répondent
de maniere randomisée selon la méme loi de probabilité. Ainsi si les réponses sont compatibles
alors 'aréte est rajoutée dans . L’algorithme affiche un tres bon strong scaling néanmoins le
noyau de sélection de couleur invoqué a chaque itéré est trop couteux au vu de nos contraintes.

B.2.3 Synthese

En recherche d’alternatives viables, nous nous sommes intéressés aux stratégies inhérentes aux
approches dédiées aux graphes bipartis et basées sur la recherche de chemins augmentants [183, 215,
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Figure B.11: Extraction du couplage par recherche multi-source de chemins alternants.

216]. De maniere synthétique, elles sont basées sur une extraction multi-source de chemins augmen-
tants par le biais d’une recherche en largeur (BFS) et/ou en profondeur d’abord (DFS) ainsi qu’au
recours aux synchronisations & granularité fine (verrous, queue-based etc.).

Table B.5: Comparaison des approches basées sur la recherche de chemins augmentants.

critéres DFS-based [183, 216, 218] BFS-based [215, 216]

longueur chemins assez long court

parallélisation par sommet source par niveau

synchronisation a chaque itéré (grain moyen) a chaque niveau (grain fin)
facteur limitatif déséquilibre de charges surcolit des synchronisations
irrégularité plus sensible a I'ordonnancement  moins sensible a I'ordonnancement
convergence plus d'itérés peu coliteux peu d'itérés plus coliteux

scaling bonne strong scaling tmax invariant; bonne weak scaling.
architecture manycore massivement multithread (GPGPU)

Pour un portage efficient, les auteurs préconisent une approche de conception codesign tirant
profit des spécificités des architectures cibles (version dataflow et recours aux primitives natives pour
la synchronisation), en raison de la forte irrégularité du probléme (voir [212] pour plus de détails).
Sans rentrer dans leurs spécificités, nous en avons identifié et résumé les points-clés d'un portage
efficient de ces approches a la table B.5 : cela nous permettra d’identifier les adaptations nécessaires
au design de notre propre algorithme.

X % X%
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CONTRIBUTIONS AU CO-DESIGN DE NOYAUX IRREGULIERS SUR ARCHITECTURES MANYCORE.
CAS DU REMAILLAGE ANISOTROPE MULTI-ECHELLE EN MECANIQUE DES FLUIDES NUMERIQUE.

Résumé : La simulation numérique d’écoulements complexes telles que les turbulences ou la propagation
d’ondes de choc implique un temps de calcul conséquent pour une précision industrielle acceptable. Pour
accélérer ces simulations, deux recours peuvent étre combinés : 'adaptation de maillages afin de réduire le
nombre de points d’une part, et le parallélisme pour absorber la charge de calcul d’autre part. Néanmoins
réaliser un portage efficient des noyaux adaptatifs sur des architectures massivement paralleles n’est pas
triviale. Non seulement chaque tache relative & un voisinage local du domaine doit étre propagée, mais le
fait de traiter une tache peut générer d’autres taches potentiellement conflictuelles. De plus, les taches en
question sont caractérisées par une faible intensité arithmétique ainsi qu’une faible réutilisation de données
déja accédées. Par ailleurs, ’avénement de nouveaux types de processeurs dans le paysage du calcul haute
performance implique un certain nombre de contraintes algorithmiques. Dans un contexte de réduction de
la consommation électrique, ils sont caractérisés par de multiples cores faiblement cadencés et une hiérarchie
mémoire profonde impliquant un cotit élevé et asymétrique des accés-mémoire. Ainsi maintenir un rendement
optimal des cores implique d’exposer un parallélisme trés fin et élevé d’une part, ainsi qu’'un fort taux de
réutilisation de données en cache d’autre part. Ainsi la vraie question est de savoir comment structurer ces
noyaux data-driven et data-intensive de maniere a respecter ces contraintes 7

Dans ce travail, nous proposons une approche qui concilie les contraintes de localité et de convergence
en termes d’erreur et qualité de mailles. Plus qu’une parallélisation, elle s’appuie une re-conception des
noyaux guidée par les contraintes hardware en préservant leur précision. Plus précisément, nous proposons
des noyaux locality-aware pour l'adaptation anisotrope de variétés différentielles triangulées, ainsi qu’une
parallélisation lock-free et massivement multithread de noyaux irréguliers. Bien que complémentaires, ces
deux axes proviennent de themes de recherche distinctes mélant informatique et mathématiques appliquées.
Ici, nous visons a montrer que nos stratégies proposées sont au niveau de 1’état de ’art pour ces deux axes.

Mots-clés : noyaux irréguliers, adaptation anisotrope de maillages, calcul parallele, machines manycore.

A CODESIGN APPROACH OF IRREGULAR KERNELS ON MANYCORE ARCHITECTURES.
CASE OF MULTI-SCALE ANISOTROPIC REMESHING IN COMPUTATIONAL FLUID DYNAMICS.

Abstract : Numerical simulations of complex flows such as turbulence or shockwave propagation often
require a huge computational time to achieve an industrial accuracy level. To speedup these simulations,
two alternatives may be combined : mesh adaptation to reduce the number of required points on one hand,
and parallel processing to absorb the computation workload on the other hand. However efficiently port-
ing adaptive kernels on massively parallel architectures is far from being trivial. Indeed each task related
to a local vicintiy need to be propagated, and it may induce new conflictual tasks though. Furthermore,
these tasks are characterized by a low arithmetic intensity and a low reuse rate of already cached data.
Besides, new kind of accelerators have arised in high performance computing landscape, involving a number
of algorithmic constraints. In a context of electrical power consumption reduction, they are characterized
by numerous underclocked cores and a deep hierarchy memory involving asymmetric expensive memory
accesses. Therefore, kernels must expose a high degree of concurrency and high cached-data reuse rate to
maintain an optimal core efficiency. The real issue is how to structure these data-driven and data-intensive
kernels to match these constraints ?

In this work, we provide an approach which conciliates both locality constraints and convergence in terms
of mesh error and quality. More than a parallelization, it relies on redesign of kernels guided by hardware
constraints while preserving accuracy. In fact, we devise a set of locality-aware kernels for anisotropic adap-
tation of triangulated differential manifold, as well as a lock-free and massively multithread parallelization
of irregular kernels. Although being complementary, those axes come from distinct research themes mixing
informatics and applied mathematics. Here, we aim to show that our devised schemes are as efficient as the
state-of-the-art for both axes.

Keywords : irregular kernels, anisotropic mesh adaptation, parallel processing, manycore machines.
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