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1 Contexte

Selon la réglementation francaise, les batiments, en particulier les Etablissements
Recevants du Public (ERP), doivent disposer de systémes de désenfumage suffisamment
performants pour pouvoir extraire les fumées en début d’incendie de sorte a limiter la
propagation du feu et & assurer I’évacuation du public. Le dimensionnement d’un systéme
de désenfumage d’un ERP est dit conforme lorsqu’il suit des instructions techniques, ou a
défaut, lorsqu’une étude d’Ingénierie de la Sécurité Incendie (IST) montre que le systéme
respecte des objectifs de sécurité (voir par exemple Thiry-Muller [2017]). Ce second cas
s’applique quand la réglementation descriptive est difficile d’application, par exemple
dans des batiments non conventionnels comme des monuments historiques.

Le Laboratoire National de métrologie et d’Essais (LNE) fait partie des organismes
reconnus compétents en ingénierie du désenfumage en France. La principale fonction
de ces organismes lors des études est d’évaluer les performances des systemes vis-a-vis
des objectifs de sécurité, et éventuellement, dans le cas ou les performances ne sont
pas satisfaisantes, de proposer des solutions alternatives. Pour évaluer les performances,
ces organismes doivent, entre autres choses, proposer, puis simuler numériquement un
certain nombre de scénarios d’incendie. L’analyse des résultats de la simulation permet

de vérifier si les objectifs sont atteints.



2 INTRODUCTION

Dans une étude d’ISI, les objectifs de sécurité sont principalement liés a la protection
des individus. En pratique, les études ISI se focalisent sur I’évolution de quantités phy-
siques, comme par exemple, la visibilité, la température et le flux radiatif des fumées,
évaluées a 1,8m du sol, & hauteur d’homme. Ces quantités sont comparées a des seuils
de tenabilité définis dans la norme ISO 13571 [2012], qui correspondent aux limites phy-
siques que peut supporter un corps adulte avant de subir des dommages importants.
Ainsi, la visibilité est liée & la perte d’orientation lors de ’évacuation et aux intoxica-
tions, le flux radiatif aux briilures de la peau et la température aux briilures internes,
notamment de Pappareil respiratoire [Guillaume, 2006]. En d’autres termes, une étude
ISI cherche a s’assurer que les quantités ne dépassent pas leurs seuils de tenabilités dans
les différents scénarios considérés, et si oui, en quel instant et en quel endroit.

Les études de conformité d’un systeme de désenfumage s’effectuent généralement a
partir de modeles numériques adaptés pour traiter les problématiques incendies. L’un
des simulateurs numériques utilisés par la communauté scientifique est Fire Dynamics
Simulator (FDS) [McGrattan et al., 2014]. Ce simulateur s’appuie sur un modele dit de
champs, utilisant la Mécanique des Fluides Numérique (CFD). II découpe lespace en
mailles parallélépipédiques, et résout a chaque pas de temps une forme des équations de
Navier-Stokes, dite a bas nombre de Mach, par des méthodes de différences finies. Pour
ce type de modeles, les colits en temps de calcul sont extrémement élevés. En fonction
du scénario, des tailles des mailles et du nombre de processeurs utilisés, les temps de
simulation peuvent varier de quelques jours a quelques semaines.

Une simulation réalisée avec FDS permet d’obtenir I’évolution des champs de va-
riables physiques en fonction du temps et de I'espace. Ceci permet deux types d’ana-
lyses : les analyses qualitatives, qui concernent 'identification d’événements survenant
lors de l'incendie (écoulements, stagnation, tourbillons, hausse de pression...); et les
analyses quantitatives, qui chiffrent les performances du systeme de désenfumage. Afin
de simplifier 'analyse quantitative, les résultats spatio-temporels sont post-traités de
fagon a en extraire quelques variables d’intérét que, dans cette these, nous appelons par
abus de langage « les sorties de FDS ». La conformité finale du systéme de désenfumage

est ainsi évaluée par comparaison de ces sorties a leurs seuils de tenabilité respectifs.

2 Evaluation de la conformité et incertitudes

Les scénarios sont définis par un vecteur de variables x en entrée, le reste de la
configuration étant fixé. A partir d’un vecteur de variables en entrée, le modeéle numérique

considéré construit la configuration associée, simule le développement de l'incendie a
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FIGURE 1 — Les trois sorties de FDS en fonction de la puissance surfacique du feu Q”,
I'une des entrées de FDS. Les croix bleues sont des résultats issus de FDS.

partir de FDS, exécute le post-traitement, et renvoie les sorties de FDS. En pratique,
la conformité s’évalue par le fait que les sorties de FDS restent en-deca de leur seuils
critiques. Dans le domaine de la sécurité incendie, les incertitudes ne sont généralement
pas prises en compte dans les évaluations de conformité. Pourtant, comme le soulignent
par exemple McGrattan et Toman [2011], cette approche n’est pas satisfaisante car,
a cause de deux sources d’incertitudes, une en entrée et une en sortie, la notion de

dépassement de seuil n’est pas forcément une réponse booléenne.

En entrée, certaines variables dans la simulation sont généralement fixées, alors que
leurs valeurs sont incertaines, comme les variables météorologiques (température, pres-
sion, humidité...). Ces variables dites environnementales possédent une certaine plage
de variabilité qui entraine une incertitude sur le dépassement ou non du seuil de te-
nabilité en un scénario donné. Pour modéliser les incertitudes en entrées, une solution
utilisée par exemple dans Au et Beck [2001], Le Maitre et Knio [2010] et Pasanisi et
Dutfoy [2012] est de définir une loi de probabilité f¥ sur I’espace des entrées, dont
I’élicitation est basée sur 'avis des experts. Les sorties de FDS sont, quant a elles, consi-
dérées comme « stochastiques », dans le sens ou deux simulations avec des variables
d’entrées proches peuvent aboutir a des résultats tres différents. Un tel comportement
est parfois appelé « effet de pépite ». Ce comportement est visible figure 1, ou des si-
mulations ont été réalisées en faisant varier la puissance surfacique du terme source Q"
entre 300 et 600 kW - m—2. Une méthode pour prendre en compte cette incertitude en
sortie dans les évaluations est d’ajouter une loi de probabilité f$™ en sortie dépendant
des entrées (voir, par exemple, Ankenman et al. [2010], Dubourg et al. [2011] ou Oakley
et Youngman [2017]).

Dans ces conditions, une solution pour décrire la conformité en présence d’incertitude
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Z ~ 3 (2)
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FIGURE 2 — Diagramme d’une expérience numérique.

est d’utiliser une probabilité de dépassement de seuil de tenabilité (voir, par exemple,
Kennedy et al. [1980], Schueremans [2001] ou Zio [2013]). Pour définir la probabilité
d’intérét, le vecteur des entrées x est décomposé en deux parties : les variables envi-
ronnementales x. aléatoires, qui sont distribuées une distribution d’entrée f"V, et les
variables de scénario g, qui sont des variables d’intérét décrivant l'incendie. La sépa-
ration entre les variables environnementales et les variables de scénario est déterminée
par l'utilisateur et dépend exclusivement de I’étude ISI. Le résultat d’une simulation du
modeéle numérique est un vecteur de sorties scalaires. Une sortie Z est supposée étre
tirée selon une loi de sortie dépendant des entrées f5™ (voir figure 2). Soit 2t le seuil
de tenabilité associé a la sortie Z. Nous supposons que la défaillance se produit quand
la sortie Z dépasse son seuil critique z"i*. Dans le cas ou la défaillance se produit quand
la sortie Z est plus petite que son seuil, il est possible de revenir au cas prétendant en
calculant la probabilité que la valeur —Z excede le seuil —z"'*, Nous définissons alors la
probabilité de dépassement de seuil locale comme la probabilité que la sortie Z associé
a l'entrée x = (¢, x5) dépasse son seuil :

p(Te,xs) =P (Z > ot

+o0 .
xe,xs) :/Cm f;Ln;S(z)dz (1)

Notre quantité d’intérét est la probabilité de dépassement de seuil intégrée selon les

variables environnementales :

P(z,) =P (Z >z

.%'5) = /Xe p(xeaxs)fenv(xe)dxea (2)

qui prend en compte deux sources d’aléas : cette des entrées environnementales, et celle de
la sortie, considérée comme stochastique. Ces quantités sont des fonctions, au nombre
de une par sortie, définies sur I'espace des variables de scénario. Par concision, nous
nommons ces fonctions « probabilités de défaillance ». Nous cherchons a estimer ces

fonctions de probabilités de défaillance.

Pour estimer des probabilités de dépassement de seuil, plusieurs solutions existent
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[Li, 2012]. Une méthode répandue en ingénierie de la sécurité incendie est I'estimation
par Monte-Carlo. Par exemple, Kong et al. [2012] utilisent cette méthode pour obtenir la
fonction de répartition des temps d’atteinte des seuils critiques dans un batiment. Dans
un contexte différent, Hostikka et al. [2005] appliquent cette méthode pour mesurer les
risques incendies en fonction du temps. Des méthodes plus sophistiquées sont également
utilisées pour limiter le nombre de simulations nécessaire. Par exemple, Au et al. [2007]
utilisent une méthode de Monte-Carlo fondée sur de I’échantillonnage préférentiel pour
estimer des probabilités d’éveénements rares. Demeyer et al. [2017] estiment une fonction
de probabilité de défaillance en fonction du scénario étudié en combinant une modélisa-

tion par processus gaussien et une estimation des probabilités par Monte-Carlo.

En effet, compte-tenu des temps de calcul des modeles CFD tels que FDS et de la
puissance informatique nécessaire, la méthode de Monte-Carlo n’est actuellement appli-
quée que sur des simulateurs d’incendie plus simples, dits de zone, dont les temps de
calculs sont de l'ordre d’une fraction de seconde. En effet, la méthode de Monte-Carlo
nécessite un grand nombre de simulations. Avec cette méthode, quand une estimation p

d’une probabilité p est obtenue, le coefficient de variation ¢ vaut

. WH@::VMl—m:: 1-» 3)

p np? np

Si ce coefficient de variation c est fixé, il est possible d’obtenir le nombre n théorique de

simulations nécessaires :
n = (1-p)/(pc?). (4)

Pour évaluer la probabilité en M scénarios, le nombre total de simulations est de ’ordre
de M (1 — pi)/(ppu?), olt py est la probabilité de défaillance du k-iéme scénario étu-
dié. Par exemple, pour M = 19 scénarios de probabilités respectives pp = k-5% =
5%,10%,...,95% et une précision relative de ¢ = 10 %, le nombre total de simulations
nécessaires est d’environ 5200. Si cela est réalisable sur des modéles numériques de zone,
cela est difficilement applicable sur des modeles numériques de champs. Par exemple, en
supposant qu’il faille deux jours par simulation, et que celles-ci puissent étre exécutées
en parallele sur cent coeurs, le temps nécessaire serait de 5200/100 x 2 jours = 104 jours,
soit un peu plus de trois mois de calculs ininterrompus. Pour cette raison, 'utilisation
d’une telle méthode est inadaptée et le développement de méthodes particulieres dédiées

a l'estimation de probabilité sur des simulateurs coliteux est nécessaire.
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3 Modélisations des simulateurs cotiliteux

En raison des cofits de calcul du simulateur, une alternative a I’approche par Monte-
Carlo consiste a utiliser un modele de substitution ou méta-modele. Le principe est de
remplacer le simulateur par une approximation moins cotiteuse et de mener les analyses
sur cette approximation. Différentes méthodes existent pour construire ces approxima-
tions, comme par exemple, les régressions polynomiales, les fonctions a base radiale, le
krigeage, les réseaux de neurones. .. Des listes non-exhaustives de modeles de substitu-
tion peuvent étre trouvées dans Forrester et Keane [2009] et dans Koziel et al. [2011].
Dans le domaine incendie, I'usage de méta-modeles peut se trouver par exemple dans
Van Weyenberge et al. [2016], qui développent une méthode d’estimation des dangers
fondées sur des polynémes du chaos, ou dans Arnold et Arnold [2017] utilisent une ré-
gression linéaire pour évaluer les capacités de désenfumage d’une piece. Ces méthodes
ont comme intérét de permettre 'analyse des simulateurs cotiteux. Leur inconvénient
est que leur utilisation rajoute une incertitude due a la différence entre le simulateur et
le modele de substitution. Dans la liste des sources d’incertitudes établie par Kennedy
et O’Hagan [2001], cette nouvelle source d’incertitude est qualifiée « d’incertitude du
code » et est liée a la méconnaissance du modele numérique. Cette incertitude du code
signifie que le résultat exact du programme est inconnu du fait de sa complexité, et
exclue l'incertitude qui apparait du fait de ’écart entre le résultat du simulateur et le

résultat d’une expérience réelle (qui ne sera pas traitée dans cette these).

Dans cette these, la méthode de substitution utilisée est fondée sur des méthodes
bayésiennes, qui ont le principal intérét de simplifier I’estimation des incertitudes dues
a la méconnaissance du modele numérique. Dans ce type d’approche, les quantités in-
connues sont associées a des lois de probabilité dites a priori, représentant les valeurs
crédibles qu’elles peuvent prendre. Puis, en utilisant la formule de Bayes, ces lois sont
mises a jour quand des observations, dans notre cas, des couples entrées-sorties du si-
mulateur (z;, 2;)1<i<n, sont effectuées. Ces lois dites a posteriori représentent les valeurs
possibles compte-tenu des hypothéses et des observations. De ces lois a posteriori, il
est possible d’en extraire des estimateurs et des mesures d’incertitudes. Plus d’infor-
mations sur les méthodes bayésiennes peuvent étre trouvées par exemple dans Gelman
et al. [2013]. Dans le cas ou la quantité inconnue est une fonction, un modeéle bayésien
classique est le processus gaussien [Currin et al., 1991; Rasmussen et Williams, 2006;
Santner et al., 2003; Stein, 1999; Welch et al., 1992]. Ce processus a priori permet de
modéliser simplement les valeurs que peut prendre la fonction ainsi que les relations entre

les évolutions des entrées et celle des sorties. De plus, les processus gaussiens simplifient
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FI1GURE 3 — Un exemple de prédictions par processus gaussiens sur les trois sorties de
FDS. Les sorties sont représentées en fonction de la puissance surfacique du feu Q”.
Les croix bleues sont des vrais résultats de FDS. Les points noirs sont les observations
utilisées pour construire la prédiction. Le trait continu rouge est la médiane a posteriori,
la zone intérieure grise est 'intervalle de crédibilité & 95 % sur cette prédiction et la zone
extérieure verte est I'intervalle de crédibilité & 95 % de prédiction sur les observations en
tenant compte de la partie stochastique du simulateur.

les calculs des lois a posteriori dans le cas ou la loi de sortie f5'™ est une loi normale,

bt
puisque la loi a posteriori est alors un processus gaussien dont les formules sont données
par les formules du krigeage (voir Sacks et al. [1989] pour les formules dans un cadre
déterministe et Ankenman et al. [2010]; Huang et al. [2006] dans un cadre stochastique).
Un exemple de résultats de régression par processus gaussiens sur les trois sorties de
FDS est affiché figure 3. Pour chaque sortie, le processus a posteriori est calculé a partir
des dix observations, et permet de déduire une estimation par la médiane a posteriori
et une mesure d’incertitude par U'intervalle de crédibilité a 95 %. Ce type de modele est
dit boite noire, car il ne prend en compte que les entrées et les sorties du simulateur, en

ignorant 'implémentation interne.

Pour débuter une régression par processus gaussien sur un simulateur déterministe
(sans effet stochastique en sortie), une recommandation classique de Loeppky et al.
[2009] est d’observer environ 10d fois le simulateur, ou d est la dimension du vecteur
d’entrée x. Cependant, comme FDS est vu comme un simulateur stochastique et que
les simulations sont particulierement cofiteuses, il est difficile d’appliquer directement
cette recommandation. Pour économiser du temps de calcul, une solution consiste a
utiliser une approche multi-fidele. La multi-fidélité est une solution qui combine des
simulations basse-fidélité (rapides mais grossieres) a des simulations haute-fidélité (fiables
mais cotiteuses). Dans le cas de FDS, qui procede par différences finies, la fidélité peut

étre évaluée par I'intermédiaire de la taille de maille §. En général, pour des simulateurs
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FIGURE 4 — Deux images de la méme expérience au méme instant de FDS, a deux tailles
de maille différentes.

de champs, une simulation est plus fidele lorsque la taille de maille § est plus petite. La
figure 4 illustre 'aspect multi-fidele de FDS en montrant deux images prises au méme
instant d’une simulation de FDS avec les mémes parameétres d’entrées x, & deux tailles

de maille différentes.

Plusieurs auteurs ont déja combiné 'approche multi-fidele avec des modeéles fondés
sur des processus gaussiens. Le modele de processus gaussiens multi-fidele de référence
est le modele de Kennedy et O’Hagan [2000], qui relie deux niveaux de fidélité successifs
par une relation auto-régressive. Ce modele connait beaucoup d’applications [Forrester
et al., 2007; Perdikaris et Karniadakis, 2016; Wankhede, 2012]. Il existe également plu-
sieurs développements qui se fondent sur ce modele. En particulier, Qian et Wu [2008]
construisent une approche complétement bayésienne, et Le Gratiet [2013] étend ce mo-
dele & un nombre quelconque de niveaux de fidélité avec des relations plus complexes
entre les niveaux. Il existe un autre modele de processus gaussiens dédié a multi-fidélité,
développé indépendamment par Picheny et Ginsbourger [2013] et Tuo et al. [2014].
Ce second modele décrit le simulateur comme un processus idéal, correspondant a une
observation obtenue apres un temps de simulation infini, plus une erreur numérique in-
dépendante qui s’ajoute. Les deux modeéles relient différemment les niveaux de fidélité. Il
convient alors de connaitre les propriétés de chacun pour pouvoir choisir celui qui est le
mieux adapté a notre situation. Il est a noter aussi qu’il n’existe pas dans la littérature

en multi-fidélité de modele bayésien dédié a la modélisation de la partie stochastique.
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4 Planification d’expériences numériques

Le modele bayésien multi-fidele permet d’obtenir des estimations de quantités d’in-
térét, comme des probabilités de défaillance, avec une incertitude associée & partir d’un
nombre n d’observations x, = (i, d;, 2i)1<i<n. Cette incertitude finale associée a l'esti-
mation de la quantité d’intérét trouve son origine dans trois sources d’incertitude fon-

damentale :

— Dlincertitude en entrée du simulateur ;
— l’incertitude en sortie du simulateur ;

— Dlincertitude due a I'utilisation d’une approximation a la place du simulateur.

Les deux premieéres sont irréductibles, puisqu’elles dépendent du probléme. La derniére
dépend quant a elle du nombre et du choix des points d’observation (z;,d;)1<i<pn. Afin
de réduire l'incertitude sur la quantité d’intérét en limitant le temps de simulation né-
cessaire, il convient de choisir judicieusement les points d’observation. Les méthodes
permettant de choisir ces points entrent dans le domaine de la planification d’expé-
riences numériques. Cette these distingue deux types de plans d’expériences : les plans
d’expériences séquentiels et les plans d’expériences non-séquentiels. Le principe des plans
d’expériences séquentiels est de choisir le nouveau point d’observation (2;,41,d,+1) en
utilisant les n observations déja disponibles. Pour cela, une méthode est de définir un
critéere d’échantillonnage J(z,d; xn) = Jn(z,9), et de choisir le point d’observation qui

minimise ce critere d’échantillonnage

(Tpt1,0n41) = argﬂﬁr;lin In(x,9). (5)
Le critére d’échantillonnage définit l'intérét d’observer le point (z,d). Une fagon de
construire ce critere d’échantillonnage est d’utiliser le principe de la Réduction Pro-
gressive de I'Incertitude (SUR) [Fleuret et Geman, 1999; MacKay, 1992]. Le principe
d’une méthode SUR est de sélectionner le point d’observation qui réduit au plus une
mesure d’incertitude, cette derniére étant liée a ’objectif qui est recherché. Villemonteix
et al. [2008] et Vazquez et Bect [2009] proposent d’appliquer la méthodologie SUR sur
des modeles fondés sur des processus gaussiens pour construire des critéres d’échantillon-
nages dédiés & des objectifs précis, bien que des articles antérieurs proposent des criteres
d’échantillonnage, qui peuvent étre déduits de ce principe [Frazier et al., 2009; Jones
et al., 1998]. Dans la littérature, des critéres d’échantillonnage sont construits a partir
de cette méthodologie [Chevalier et al., 2014; Picheny et al., 2010]. Une solution simple

pour construire une planification séquentielle d’expérience est de définir de nouveaux
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criteres SUR dédiés a I’évaluation des probabilités de défaillance dans notre contexte.
Cependant, la méthode SUR n’est pas recommandable en multi-fidélité. En effet,
I'intérét d’observer un niveau de fidélité augmente avec le coiit calculatoire. Il y a un
compromis & trouver entre le coflit calculatoire a observer un niveau de fidélité et le
gain d’information que 1’observation apporte. Pour résoudre ce dilemme, Picheny et al.
[2013] et Zhou et al. [2017] proposent de ne comparer que des plans d’expériences ayant le
méme colit calculatoire. Ainsi, si le niveau haute-fidélité est ¢ fois plus cher que le niveau
basse-fidélité, ils comparent un plan d’expériences avec q points basse-fidélité et un plan
d’expérience avec un point haute-fidélité. Une autre méthode consiste & incorporer le
cott dans le critere d’échantillonnage. Une fagon de définir un critere d’échantillonnage
prenant en compte les cofits d’observation est de considérer un rapport entre l'intérét
d’observer le niveau et le cotit d’observation, le point d’observation choisi étant celui qui
maximise ce rapport. Huang et al. [2006], Swersky et al. [2013], Le Gratiet et Cannamela
[2015] et He et al. [2017] adaptent ainsi des critéres simples niveaux a des configurations
ou le cotlit d’observation dépend du vecteur des entrées. Cependant, ces méthodes de
construction restent tres heuristiques, et sont difficilement généralisables & des situa-
tions autres que celles des articles ou elles sont développées. D’une part, les criteres
d’échantillonnage développés sont dédiés soit a la recherche du minimum d’une fonction,
soit & la construction d’une approximation d’une fonction cofiteuse, ce qui ne corres-
pond pas a notre situation. Et d’autre part, les algorithmes de planification séquentielle
proposés par Le Gratiet et Cannamela [2015] et par He et al. [2017] reposent sur les pro-
priétés particulieres du modele bayésien utilisé. Comme nous cherchons a planifier les
expériences sur différents types de simulateurs, modélisés avec différents modeles de pro-
cessus gaussiens, nous souhaitons disposer d’une méthodologie générale pour construire

des criteres d’échantillonnage dans le cas ou le coiit d’observation varie avec les entrées.

5 Organisation du manuscrit

La suite du mémoire est organisée comme suit.

Le chapitre 1 présente la modélisation bayésienne de la multi-fidélité. Le chapitre
présente d’abord les deux principaux modeles de processus gaussiens dédiés a la multi-
fidélité. Les définitions ainsi que les principales propriétés des deux modélisations sont
présentées et illustrées sur des exemples académiques. Ensuite, ce chapitre continue par
I'une des contribution de cette these : une extension des modeles de processus gaus-
siens aux simulateurs stochastiques. La modélisation bayésienne compléte d’un simula-

teur multi-fidele stochastique est illustrée sur deux exemples académiques. Ce chapitre
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reprend des travaux présentés dans [Stroh et al., 2016a, comml], [Stroh et al., 2016,
confl], [Stroh et al., 2017a, conf2].

Le chapitre 2 se focalise sur les plans d’expériences, avec en particulier la prise en
compte du coiit de calcul des observations. Ce chapitre présente rapidement les plans
multi-niveaux emboités non-séquentiels, qui sont utilisés comme plans initiaux d’ex-
périences. En particulier, cette section présente un nouveau résultat sur la fagon de
construire ces plans. Puis, il continue sur un rappel sur les stratégies de SUR, et présente
des nouveaux criteres d’échantillonnage qui sont des extensions aux cas stochastiques de
criteres SUR dédiés a 'estimation de probabilités de dépassement de seuil. La derniere
partie présente le principal apport de cette theése : une méthode générale pour construire
un stratégie séquentielle de plans d’expérience sous I’hypothese d’un cotit d’observation
variable. Cette stratégie est illustrée sur deux exemples académiques. Ces résultats ont
déja été présentés dans [Stroh et al., 2017, comm3], [Stroh et al., 2017b, conf3| et font
I'objet d’'un article de journal en préparation [Stroh et al., 2018, arti2].

Le chapitre 3 illustre les méthodes présentées dans les chapitres précédents sur un
exemple d’étude ISI utilisant FDS. L’exemple consiste a évaluer la conformité d’un sys-
teme de désenfumage d’'un batiment existant. La premiere partie de ce chapitre com-
mence par décrire le probléme et présente les caractéristiques de FDS. La seconde partie
applique le modele et les méthodes décrites dans les chapitres 1 et 2. En particulier,
cette partie présente 'application d’un modele multi-fidele pour estimer les sorties et
les probabilités de dépassement de seuil. Il poursuit avec l'illustration de la méthode
de planification séquentielle développée dans le cas de colit d’observation variable. Ce
chapitre reprend la présentation de [Stroh et al., 2016b, comm?2] et la publication de
[Stroh et al., 2017, artil].

Finalement, le dernier chapitre récapitule les conclusions majeures et les résultats,

puis trace les perspectives de ces travaux.
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1.1 Introduction

1.1.1 Notions de multi-fidélité

La multi-fidélité est un concept qui décrit des simulateurs sur lesquels le compromis
entre fidélité d’une simulation (dans le sens, qualité de la simulation vis-a-vis du systéme

que le simulateur est sensé décrire) et coiit calculatoire est réglable. Une simulation en

15
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haute-fidélité donnera un résultat précis, mais consommera également beaucoup de res-
sources calculatoires, alors qu’une simulation en basse-fidélité fournira plus rapidement
un résultat, mais celui-ci sera bien moins fiable.

Il existe deux configurations courantes dans lesquelles il y a une structure multi-fidele.
D’abord, le cas le plus classique concerne les simulateurs avec un parametre d’entrée,
noté 9, réglant fidélité de la simulation. Cela peut étre, par exemple, un simulateur fonc-
tionnant par différences finies [Tuo et al., 2014] ou par éléments finis, ou bien un simula-
teur fondé sur une méthode de Monte-Carlo [Picheny et Ginsbourger, 2013]. Ensuite, la
multi-fidélité peut englober des cas ou il y a plusieurs types d’expériences (classiques ou
numériques) différentes, modélisant le méme phénomene et dont le niveau de précision
est connu. L’objectif est de relier ces différents niveaux de fidélité entre eux, pour limiter
le nombre d’expériences du niveau de plus haute fidélité coliteux. La configuration la
plus courante est celle de plusieurs simulateurs ayant des précisions différentes [Forrester
et al., 2007; Qian et Wu, 2008]. Goh et al. [2013] et Ezzat et al. [2017] parlent également
de multi-fidélité dans un probléme combinant des résultats d’un simulateur et ceux d’une

expérience réelle.

Remarque 1. Dans un contexte multi-fidele, le nombre et le type de facteurs d’entrées
peut varier en fonction du niveau de fidélité. Par exemple, Le Gratiet et Cannamela
[2015] traite un cas avec trois entrées sur simulateur basse-fidélité et huit sur celui de
haute-fidélité.

Pour pouvoir analyser un modéle numérique composé de plusieurs niveaux de fidélité,
nous utilisons des modeles fondés sur des processus gaussiens. Pour une description plus
complete de la modélisation par processus gaussiens sans notion de multi-fidélité, nous
renvoyons par exemple a Santner et al. [2003]. Dans cette thése, nous décrivons des
modeles de de processus gaussiens adaptés aux simulateurs multi-fideles. Pour cela, la
relation entre les niveaux de multi-fidélité est représentée dans les processus a priori. Ces
processus permettent, apres conditionnement par les observations, d’estimer les valeurs
des sorties du simulateur a tous les niveaux de fidélité, y compris et surtout, au niveau
de plus haute fidélité. Nous proposons également une extension de ces modeles aux cas

stochastiques.

1.1.2 Approches non-bayésiennes

Cette sous-section décrit des méthodes de la littérature associées traitant la multi-
fidélité, qui ne relevent pas de 'approche bayésienne développée dans ce travail. Pour plus

d’informations, Giselle Ferndandez-Godino et al. [2016] propose une revue des méthodes
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permettant de prendre en compte la multi-fidélité, et De Lozzo [2015] se focalise sur les
méthodes fondées sur modeles de substitution, adaptés a la multi-fidélité.

Une fagon simple d’exploiter une structure multi-fidélité, consiste a relier deux ni-
veaux de fidélité par une fonction dite « de transfert ». L’algorithme consiste alors a
alterner des phases d’amélioration de la fonction de transfert, et des phases de résolu-
tion du probléeme sur la fonction basse-fidélité. Alexandrov et al. [1999] et Leifsson et al.
[2012] résument la méthodologie dans le cas ou l'objectif est de trouver 'argument du
minimum d’une fonction haute-fidélité fHF cotiteuse. Ils supposent disponible une fonc-
tion basse-fidélité fBY, qui est une approximation grossiére de la fonction haute-fidélité,
et dont I'observation d’un point est instantanée. Dans ce cas, une approximation de la
fonction haute-fidélité est obtenue par application d’une fonction de transfert s appli-
quée sur le niveau basse-fidélité, ]@\F (x;0) = s(z, fB¥;0), 6 étant des hyper-paramétres
de 'approximation. La fonction de transfert s peut prendre différentes formes, les plus
simples étant une relation affine ou un changement de variable. L’algorithme d’optimi-

sation applique alors successivement les étapes suivantes :
1. optimisation de la fonction de substitution : z,11 = argmax,x { FHE (x5 Hn)} ;
2. observation de la vraie fonction haute-fidélité : y,11 = fH (2,41);

3. amélioration de I'approximation selon un critere, par exemple, I’erreur quadra-
tique moyenne : 6,41 = arg mingyg {n%rl ZZ;L% (yk — f/H\F(xk’ 9))2}.

Suivant cette approche, Uefficacité de I'algorithme dépend alors de la qualité de la fonc-
tion basse-fidélité et du choix de la fonction de transfert. Alexandrov et al. [1999] ap-
pliquent cette méthodologie pour optimiser une aile d’avion, et soulignent déja les pro-
blemes de combinaison des niveaux de fidélité et des répartitions des temps de calcul
entre les niveaux. Pour créer des relations plus complexes entre les niveaux, il est pos-
sible d’utiliser différents modeles de régression. Ainsi, Leary et al. [2003] et Kim et al.
[2007] utilisent des réseaux de neurones et Hage Hassan et al. [2014] des fonctions a base
radiale pour construire des modeéles multi-fideles.

La notion de multi-fidélité peut également renvoyer a des méthodes de Monte-Carlo
multi-niveaux. Ces techniques permettent, entre autres, d’échantillonner plus rapide-
ment des trajectoires de solutions d’équations différentielles stochastiques en jouant sur
le pas de temps de la discrétisation. La méthode a été proposée par Heinrich [2001] et
étudiée notamment par Giles [2008]. Dans leur probléme, les auteurs cherchent & calculer
Y = E[f(S7)], ou f est une fonction connue, 7" un réel et S la solution d’une équation
différentielle stochastique de la forme : dS; = a(Sy, t)dt + b(S, t)dW;. La solution clas-

sique consiste a combiner différence finie et Monte-Carlo. Un nombre N de trajectoires



18 CHAPITRE 1. MODELISATION BAYESIENNE DE LA MULTI-FIDELITE

aléatoires discrétisées selon une simple méthode d’Euler avec un pas de temps h sont
tracées, g:L(i) ~ Sph, 0 <n <T/h,1<i< N.Lestimation de Y est la moyenne empi-
rique par Monte-Carlo des résultats sur les n trajectoires. En choisissant correctement
les valeurs de N et de h, le cofit calculatoire C est proportionnel & l'inverse-cube de
I'incertitude finale de I'estimation €, C = O(e~3) [Duffie et Glynn, 1995].

La méthode de Monte-Carlo multi-niveaux de Giles [2008] propose de considérer
L+ 1 pas de temps hy = T/M", ot | € [0;L] et M est un entier. Pour chacun de ces

()
pas de temps, IN; trajectoires sont tracés pour obtenir Sl,T/hz( , puis une estimation

fD\l(Z) =f ST,TZL 2 est calculée. L’algorithme calcule alors les moyennes empiriques

des différences et ’estimation finale par la somme de toutes les différences :

= & (i)
Yo = (1/No) Y Ry
i=1
. M) ()
i—amy (A7 -raY) iz (1.1)

i=1

)

R L
y=>Y
=0

Cet estimateur Y est non-biaisé, et pour une incertitude € requiert un cotiit calculatoire
C = O(e?1og(€)?), & condition de choisir correctement les valeurs de L, M et N;. Ces
méthodes d’échantillonnage par Monte-Carlo multi-niveaux ne seront pas étudiées plus

en profondeur dans cette these.

1.2 Processus gaussiens modélisant la multi-fidélité

Cette partie présente les modeéles multi-fideles fondés sur des processus gaussiens.

Nous supposons dans cette section que les simulateurs considérés sont déterministes.

1.2.1 Modele auto-régressif
Définitions

Un modele multi-fidele par processus gaussiens est le modele auto-régressif, développé
par Kennedy et O’Hagan [2000]. Ce modéle est congu pour un nombre fini S de niveaux.
Le niveau le plus fidele est indexé par S et le moins fidele par 1. Chaque niveau de fidélité

est défini sur le méme espace des entrées X. Kennedy et O’Hagan [2000] proposent de
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modéliser les réponses aux différents niveaux de fidélité par S processus conjointement

gaussiens (&s); < <g-

Dans le cas ot il n’y a que deux niveaux, S = 2, ’hypothese fondamentale du modele
[O’Hagan, 1998], est que, connaissant la valeur de &;(z), aucune information supplémen-

taire sur la valeur de £2(x) ne peut étre obtenue en observant £;. Plus mathématiquement,

V(z,z') € X2, cov [&a(z), &1 (2))|&1(2)] = 0. (1.2)

Par application du théoréme situé dans Le Gratiet [2013, Annexe A.1], qui est un cas

particulier du théoreme B.1.1, (1.2) implique une relation entre les niveaux

m(z)

{ gl(x) (1.3)
§2(2) = (@)1 (x) + n2(z)

ou 7 est une fonction connue de relation entre les niveaux (selon le théoreme B.1.1,
v (x) = %), et (1)s)1<4<o sont deux processus gaussiens et indépendants, qui
forment la base du modele. Le Gratiet [2013] propose également une extension dans le

cas ou il y a un nombre S quelconque de niveaux de fidélité. Le modele étendu s’écrit :

£s+1($) = 'Ys(x)gs(x) + 773+1(55), s € [[15 S — 1]]
ol les (7Vs);<s<g_q sont S —1 fonctions connues de et (7)), < g sont S processus gaus-
siens et indépendants. Pour obtenir cette décomposition, 'hypothése d’indépendance
conditionnelle doit étre plus forte. Pour assurer 'indépendance de tous les n, entre eux,

il faut et suffit que, pour tout triplet de niveau sfF > s > sBF
V(x,2") € X2, cov [Egur (x), Emr (2)|Es(2)] = 0, (1.5)

si la sortie au point z au niveau de fidélité s est connue, alors aucune information
supplémentaire ne peut étre extraite des niveaux de fidélité inférieurs pour estimer la
valeur en x d’un niveau de fidélité supérieur (voir démonstration en annexe B.1.2). Bien
que Le Gratiet [2013] et Le Gratiet et Garnier [2014] traitent le cas ou les fonctions
s peuvent varier en fonction de x, nous supposons désormais que les fonctions v, sont

constantes.

A partir de (1.4), il est possible de déduire une expression générale du processus &
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en fonction des processus indépendants

S s—1
i)=Y (n %) (). (1.6

et d’en déduire une expression des moyennes et des covariances des processus &; en

fonction des moyennes et des covariances des processus 7

S

E[&s(x)] =) (8]:[ %) I [ (z)] (1.7a)
k=t

max{s,s'}—1 min{s,s’} /min{s,s’'}—1
cov [&5(x), & (2))] = I~ > IT %] cov [me(),me(a")] .
{=min{s,s’} t=1 k=t

(1.7b)

En pratique, le modéle est défini a partir des fonctions de covariance des processus 7.
Ces fonctions de covariance sont choisies dans une famille de fonctions, paramétrées par
des hyper-parametres. L'une de ces familles de fonctions de covariance est la famille
des fonctions de covariance de Matérn, dont une présentation succincte est disponible
annexe A.2, et une présentation plus détaillée dans Santner et al. [2003, Section 2.3.4]. Les
hyper-parametres du modele peuvent étre soit estimés, puis substitués directement dans
le modele qui les traite comme des quantités connues, soit étre intégrés par une méthode
completement bayésienne. Dans cette these, nous privilégions cette derniere méthode de
traitement des hyper-parameétres, afin de prendre en compte leurs incertitudes.
Le modele auto-régressif est tres apprécié dans la littérature et est utilisé dans de
nombreuses applications, dont par exemple :
— Forrester et al. [2007] et Brooks et al. [2011] pour mettre au point une aile d’avion ;
— Wankhede [2012] pour concevoir une chambre de combustion & mélange pauvre ;
— Goh et al. [2013] pour calibrer un simulateur pour mieux représenter des expé-
riences de chocs radiatifs;
— Elsayed [2015] pour optimiser un cyclone de séparation ;
— Le Gratiet et Cannamela [2015] pour mener une étude des tensions dans un
réservoir nucléaire ;
— Thenon et al. [2016] pour tracer la carte des gisement en géo-statistiques ;
— Perdikaris et Karniadakis [2016] pour résoudre un probléme inverse sur un simu-
lateur de circulation sanguine;
— Demeyer et al. [2017] pour évaluer la sécurité incendie d’un batiment.

Dans ces exemples, le nombre de niveaux de fidélité S est toujours inférieur a trois, en
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général égal a deux. Il existe des améliorations de ce modele : Le Gratiet et Garnier
[2014] étendent le modele pour prendre en compte le cas ou les fonctions s dépendent
des entrées x, Qian et Wu [2008] développent une approche complétement bayésienne
du modele, Le Gratiet [2013] propose une implémentation rapide de celui-ci dans le cas

d’un plan d’expériences emboités, qui est reprise et améliorée par Perdikaris et al. [2015]

Remarque 2. 11 est possible de considérer une extension au cas continu de ce modele.
Considérons un continuum de niveaux de fidélité indexé par ¢ € [0;1], ou § = 0 indexe
le niveau de plus haute fidélité et 6 = 1 indexe le niveau de plus basse fidélité. La

transposition de (1.5) pour des modéles continus permet d’aboutir a I’expression
5(.%',(5) :7"(.%',(5) 51(1’)4‘71(.%’75), (18)

ou & (x) = &(x, 1) correspond au niveau de plus basse fidélité, r est une fonction connue,

et n est un processus gaussien indépendant de &1, qui respecte une certaine propriété.
Dans un souci de simplification, la fonction r est supposée étre égale a un, r(z,9) = 1,

ce qui, dans le cas d’'un nombre fini de niveaux, correspond au cas ol tous les coeffi-

cients s valent un. Dans ces conditions, (1.8) s’écrit

§(x,0) = &i(x) + n(z,0), (1.9)

et la propriété que doit respecter le processus n est
6B > 1 = cov [n(ﬂ:,&BF),n(:c', Sy — ’I’L(CCI,(;BF)} =0. (1.10)

En particulier, cela implique que en un point zy donné, le processus § — n(xg, d) possede
des accroissements indépendants, propriété que possede aussi le processus de Wiener.
L’équation (1.9) ressemble & (1.16), qui définit le modéle multi-fidéle non-stationnaire
décrit section 1.2.2. La différence est que le niveau de référence du processus £ est le
niveau de plus basse-fidélité, a 'opposé de ce que suggere le modéle non-stationnaire.
Ce modele avec un parametre de fidélité continu a été proposé par Kennedy et O’Hagan
[2000], avec la fonction r fixée a 1. Cependant, celui-ci semble n’avoir jamais été utilisé

a ce jour.

Propriétés et prédictions des niveaux de haute-fidélité

L’équation (1.4) décrit une relation « corrective » entre deux niveaux de fidélité

successifs. En effet, le processus du niveau de fidélité s + 1 est égal au processus du
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FIGURE 5 — Des trajectoires conditionnelles issues d’un modele auto-régressif. Chaque
image correspond a un niveau, chaque style de courbe a une trajectoire. Les hyper-
parametres de la covariance sont fixés. Les coefficients de régression entre les niveaux
sont v; = 2 = 1. Les processus 7 sont centrés et ont des fonctions de covariance de
Matérn, dont les hyper-parametres sont 01 = 1, v; = 2.5, p1 = 0.8; g2 = 0.8, 15 = 2.5,
p2=03;et 03 =04, v3=1.5, p3 =0.1.

niveau s (& un facteur multiplicatif preés) plus un terme 7,, qui vient corriger le niveau
de plus basse-fidélité. La figure 5 présente un exemple de trajectoires a priori issues
d’un modele auto-régressif. L’aspect correctif du modele est visible sur un triplet de
trajectoires issues du méme tirage (méme style). Le second niveau est égal au premier
niveau plus quelques variations, et le troisiéme niveau est égal au second niveau plus des

variations plus rapide.

L’aspect correctif du modele entraine plusieurs propriétés. La premiere est que la
régularité des processus ne peut que diminuer avec le niveau de fidélité. Ainsi, si S >
sHF > sBF > 1 la régularité du processus &mr, définie dans [Santner et al., 2003,
Section 2.3.4] comme la dérivabilité en moyenne quadratique, sera inférieure ou égale a
celle de ¢,pr. Cela est dii au fait que, a chaque nouveau niveau de fidélité, un nouveau
terme correctif s’ajoute au processus, ce qui entraine une diminution de la régularité des

trajectoires.

Une autre propriété du modele est liée a sa moyenne a posteriori, utilisée comme pré-
diction. Soit des observations & différents niveaux de fidélité, x,, = (z;, 45 2i), 1 <1i < mn,
ol z; est le i€ vecteur d’entrées, s; le i*™€ niveau de fidélité, et z; la sortie obtenue au
niveau s; au point x;. Supposons qu’il n’y ait d’aucune observation au niveau de plus
haute fidélité, max{s;} < S, et que toutes les moyennes et covariances des processus
7s soient connues. Alors la moyenne a posteriori du niveau S est égale a yg_1 fois la

moyenne a posteriori du niveau S — 1, plus la moyenne a priori de ng. Une relation
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FIGURE 6 — Un exemple d’extrapolation en haute-fidélité avec un modele auto-régressif.
Les points sont les observations, les lignes continues sont les prédictions des différents
niveaux de fidélité et les bandes correspondent aux intervalles de crédibilité a 95 %.
Les hyper-parametres de la covariance sont fixés. Le coefficient de régression entre les
niveaux est y; = 1. Les processus 7 sont de moyennes constantes et ont des fonctions
de covariance de Matérn, dont les hyper-parametres sont o1 = 4.02, v, = 2.5, p; = 0.07;
et 09 = 3.27, vo = 2.5, ps = 0.06. Toutes les observations sont sur le premier niveau.

affine du méme ordre peut étre trouvée entre la variance a posteriori du niveau de plus

haute-fidélité et celle du niveau précédent. Ainsi, si max{s;} < S, alors

E [§s(z)|xn] = v5-1E [£s-1(2) |[xn] + E [ns(7)] (1.11a)
var [€5(2)[xn] = ¥&_1var [Es-1(x)|xn] + var [ns(z)] , (1.11b)

ou les processus sont supposés gaussiens (hyper-parametres fixés). La figure 6 montre un
exemple de ce principe avec S = 2, yg_1 = 1 et E[ng(z)] = 0. Il n’y a aucune observation
au niveau de plus haute fidélité. En conséquence, la prédiction du dernier niveau de
fidélité est égale a la prédiction du niveau précédent. L’augmentation de I'intervalle de

crédibilité sur le niveau s = 2 est liée a la variance a priori du processus 7.

Enfin, la propriété la plus appréciable de ce modéle multi-fidélité est la possibilité de
le décomposer lorsque les plans d’expériences sont emboités. Le plan d’expériences x,,
est emboité, lorsque tout point x observé a un niveau s est également observé aux ni-
veaux de plus basse fidélité, s’ < s. Dans ce cas, grace a la définition du modele (1.5),
I’estimation des hyper-paramétres maximisant la vraisemblance et la prédiction du pro-

cessus multi-fidele avec S niveaux peut se simplifier en .S problemes récursifs d’estimation
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d’hyper-parametres et de prédiction d’un niveau de fidélité. La clef de la méthode, qui
est présentée en détails dans Le Gratiet [2013, Chapitre 4], est de considérer les dif-
férences entre les sorties deux a deux, &sy1(x) — vs&s(z). L’algorithme part du niveau
de plus basse fidélité, s = 1. Comme le plan est emboité, et que les processus (7s)s>2
sont indépendant de 71, les observations situées aux niveaux de fidélité supérieurs a un
n’apportent aucune information sur 7;. Les méthodes dédiées au cas d’un simple niveau
s’appliquent pour estimer les hyper-parametres associés a n; et pour prédire 171 = &1 en
ne considérant que les observations du premier niveau. Une fois cela achevé, 'algorithme
passe au deuxiéme niveau. Le paramétre 77 maximisant la vraisemblance est obtenu par
une méthode des moindres carrées entre les observations du deuxieme niveau et les obser-
vations du premier niveau associées. Dans ces conditions, les valeurs du processus 7o aux
points d’observations sont estimées par n2(x) = &2(x) —1&1(z). Comme 7 est indépen-
dant du premier niveau, les observations basse fidélité n’apportent aucune information
supplémentaire. De plus, comme le plan est emboité, et que les processus (1s)s>3 sont
indépendants de 72, les observations situées aux niveaux de fidélité supérieurs a deux
n’apportent aucune information sur 7. Les méthodes dédiées au cas d’un simple niveau
s’appliquent pour estimer les hyper-parameétres correspondant au processus 72 et pour
prédire 19 en ne considérant que le deuxieme niveau. Les prédictions du second niveau
& se calculent en utilisant les formules de reconstruction (1.11). Les niveaux suivants
s’obtiennent récursivement de la méme facon. Ainsi, dans le cas d’un plan emboité, il est
possible d’utiliser un modele multi-fidéle sans avoir a développer d’outils particuliers en

plus de la régression par processus gaussien sur un niveau de fidélité.

Cependant, ce modele souffre de défauts. En particulier, il est congu et utilisé dans
le cas ou il n’y a que peu de niveaux de fidélité (deux ou trois dans les applications). S’il
y a plus de niveaux, typiquement dans un simulateur avec un parametre de maillage,
la méthode utilisée dans la littérature consiste & ne choisir que quelques niveaux parmi
ceux possibles. De plus, si I'indépendance entre les processus 7s permet des simplifi-
cations, elle implique également d’avoir des observations a tous les niveaux de fidélité
pour pouvoir estimer tous les hyper-parametres, y compris aux niveaux les plus cotiteux
ou le nombre d’observations est limité. Enfin, chaque nouveau niveau implique un nou-
veau processus 7, et donc un nouveau vecteur d’hyper-parametres. Dans le cas ou les
fonctions de covariances des processus 7 appartiennent toutes a la méme famille para-
métrique, cela implique que le nombre d’hyper-parametres évolue linéairement avec le
nombre de niveaux, ce qui devient problématique quand le nombre de niveaux augmente.
Une solution pour pallier a cette augmentation du nombre d’hyper-parametres peut étre

d’ajouter des relations a priori entre les hyper-parametres de différents niveaux. Cepen-
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FIGURE 7 — Deux problémes jouets en multi-fidélité. Toutes les fonctions sont détermi-
nistes. Sur les deux figures, chaque style de dessin correspond & un niveau de fidélité. Le
niveau de plus haute-fidélité est en haut et le niveau de plus basse-fidélité est en bas.
Toutes les fonctions sont déterministes. Sur 'exemple de Tuo et al. [2014], cing niveaux
sont représentés, correspondant aux valeurs 6 = 1/2, 1/5, 1/11, 1/21 et 0. Les niveaux
0 =1/21 et § = 0 sont quasiment identiques et leurs courbes sont confondues.

dant, faire cela empéche de pouvoir estimer les hyper-parametres du modele niveaux par

niveaux, qui est I'un des atouts de ce modéle.

Illustrations

Dans cette section, le modele auto-régressif est illustré a travers deux exemples de la
littérature.

Le premier exemple a été proposé par Forrester et al. [2007] pour illustrer les modéles
multi-fideles auto-régressifs (section 1.2.1). Le modele numérique est constitué de deux

niveaux, basse-fidélité et haute-fidélité, définis sur X = [0;1] C R! comme

fi(z) = 0.5 (6z — 2)*sin(122 — 4) 4+ 10z — 5 (1.12a)
fo(z) = (62 — 2)?sin(12z — 4) + 10 (1.12b)
= 2f1(z) + 20 — 20x.

La relation entre les deux fonctions est tres proche de la structure multi-fidélité (1.4).
Les deux fonctions sont représentées figure 7a.

Le second exemple a été proposé par Tuo et al. [2014] pour illustrer les modeéles multi-
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fideéles représentant les simulateurs ayant des tailles de mailles variables (section 1.2.2).
Le simulateur est défini pour ¢ € X = [~1;1] € R, et pour § = n+r17 n € N Il
procede en deux étapes. Dans un premier temps, il résout une équation de Poisson bi-
dimensionnelle sur [0;1]%. Dans un second temps, il retourne lintégrale de la solution
sur son ensemble de définition. La résolution de I’équation de Poisson se fait par une
approximation par différences finies, dans laquelle la taille de maille est fixée a 9, et
I'intégrale s’approche par une méthode des trapézes sur I’ensemble des mailles. Dans ce

probleme, I’équation de Poisson a résoudre est

P (z,y) + O ua (z,y) = [(a2 — 27?) sin(wz) 4 2am COS(T('CC):| e sin(my)
Ox? ay* . (1.13)
ua(0,y) = ua(1,y) = ua(z,0) = ug(r,1) =0
La solution exacte de cette équation est
ug(z,y) = € sin(nx) sin(my). (1.14)
Le simulateur exact est
1 1 ea _|_ 1
f(a,0) = /36:0 /yO ug(z,y)dedy = 2m. (1.15)

Quelques niveaux de fidélité de ce simulateur sont représentés figure 7b.

Sur chacun des exemples, le méme type de modeéle a priori est considéré. Les niveaux
de fidélité sont liés par le modele auto-régressif (1.4). Les processus (1), <s<g sont des
processus gaussiens stationnaires de moyennes constantes inconnues suivants une loi
uniforme impropre sur R. Les covariances des processus 7, sont des covariances de Ma-
térn de régularité 5/2, 02 Ms s (|z — 2’| /ps). L'expression de la fonction Mo est don-
née (A.16). Les hyper-paramétres de ce modele sont § = {(U§7Ps)1<s<5 ; (75)1<s<571}'
Une loi a priori est ajoutée sur 6, formée de produit de lois indgp_endantest ];(9) =

ST p(ys) TI5Z, p(02)p(ps). Les lois a priori des coefficients de régression v, sont des
lois normales indépendantes, s ~ N (1, 22). Les lois a priori des autres hyper-parametres
sont définies par la méthode décrite dans 'annexe D. Sur les deux exemples, le plan d’ex-
périences est emboité (voir section 2.2).

Pour mener une méthode completement bayésienne, nous avons besoin d’échantillon-
ner la loi a posteriori des hyper-parametres. Pour cela, nous utilisons un algorithme de

Monte-Carlo par Chaines de Markov (MCMC) ! pour engendrer un échantillon d’hyper-

1. Markov Chain Monte-Carlo
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FIGURE 8 — Un échantillonnage de tous les hyper-parametres sur un modeéle auto-régressif
appliqué a 'exemple & deux niveaux de Forrester et al. [2007]. Chaque ligne correspond
a un hyper-parametre. Gauche : histogramme des échantillons des hyper-parametres
distribués selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé est la loi a priori normalisée et le
trait rouge vertical est le MAP. Milieu : la chaine de Markov issue de I’échantillonnage.
Le trait horizontal rouge est le MAP et les points mauves sont le sous-échantillonnage
de la chaine. Droite : auto-corrélation de la chaine. Les traits pointillés horizontaux
indiquent le décalage pris entre chaque sous-échantillon de la chaine Markov.
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FIGURE 9 — Un exemple de prédiction sur deux niveaux avec le modele auto-régressif.
Les points correspondent aux observations, les traits pleins aux prédictions, les aires
autour aux intervalles a deux écarts-types. Les traits pointillés sont les vraies fonctions.

parameétres. Puis, nous calculons les moyennes, les variances et les lois a posteriori en
remplacant la loi a posteriori des hyper-parameétres par ’échantillon obtenu. Pour échan-
tillonner les hyper-parametres, nous utilisons une méthode de Métropolis adaptative pro-
posée par Haario et al. [2001]. Cette méthode consiste & adapter progressivement la loi
propositionnelle en fonction des échantillons de la chaine de Markov obtenue. La méthode
d’échantillonnage et d’intégration des hyper-parameétres est présentée en annexe A.3.

Le premier exemple possede deux niveaux de fidélité. Huit observations sont effec-
tuées au premier niveau et quatre au second niveau. Pour construire les lois a priori selon
la méthode de 'annexe D, les valeurs de I'amplitude approximative de la sortie r°U et
de la taille de 'intervalle selon chaque dimension b™ sont utilisées. Sur cette exemple,
I'amplitude approximative de la sortie est 7°" = 20 et la taille de I'intervalle est b = 1.

La figure 8 montre les lois a posteriori des cinq hyper-parameétres comparés a leurs
lois a priori, ainsi que les chaines de Markov ayant générées les échantillons. Les figures
de gauche montrent que les lois a posteriori des parametres du premier niveau sont plus
resserrées que leurs lois équivalentes a priori. Cependant, la loi a posteriori du parametre
de portée du second niveau po est tres proche de la loi a priori. Cela est cohérent, puisque
ce parametre n’est estimé qu’avec les observations haute-fidélité qui sont peu nombreuses.
La figure 9 montre les prédictions obtenues par ce modéle sur les deux niveaux de fidélité.
La prédiction haute-fidélité prédit correctement la fonction vraie en haute-fidélité.

Sur le second exemple, cing niveaux de fidélité sont considérés. Les quatre niveaux de
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F1GURE 10 — Un échantillonnage de cinq des quatorze hyper-parametres sur un modele
auto-régressif appliqué a l'exemple a cing niveaux de Tuo et al. [2014]. Chaque ligne
correspond & un hyper-parameétre. Gauche : histogramme des échantillons des hyper-
parametres distribués selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé est la loi a priori
normalisée et le trait rouge vertical est le MAP. Milieu : la chaine de Markov issue de
I’échantillonnage. Le trait horizontal rouge est le MAP et les points mauves sont le sous-
échantillonnage de la chaine. Droite : auto-corrélation de la chaine. Les traits pointillés
horizontaux indiquent le décalage pris entre chaque sous-échantillon de la chaine Markov.
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FIGURE 11 — Un exemple d’extrapolation en haute-fidélité avec le modele auto-régressif.
Les points correspondent aux observations, les traits pleins aux prédictions, les aires
autour aux intervalles a deux écarts-types. Les traits pointillés sont les vraies fonctions.

fidélité observés correspondent a 6 = 1/2, 1/5, 1/11 et 1/21, numérotés respectivement
s = 1, 2, 3 et 4. Le niveau inobservé a prédire correspond a § = 0 et est numéroté
s = 5. Il y a respectivement a chaque niveau, 24, 12, 4 et 2 observations. L’amplitude

approximative de la sortie est 7°" = 1 et la taille de I'intervalle est b = 2.

La figure 10 montre les lois a posteriori de certains hyper-parametres du modele, ainsi
que les chalnes ayant générées ces hyper-parametres. Les hyper-parametres représentés
correspondent a ceux des niveaux observés de plus basse et de plus haute-fidélité. Les
figures de gauche montrent que les lois a posteriori des hyper-parametres du niveau 4
(plus haut niveau de fidélité observé) sont proches de leurs lois a priori respectives. Cela
est cohérent, car il y a peu d’observations sur le niveau 4, et les processus de chaque
niveau sont mutuellement indépendants. La figure montre aussi que la valeur de v, le
coefficient de régression entre le premier et le second niveau est estimé a environ deux,

ce qui est cohérent avec les vraies fonctions (figure 7b).

La figure 11 montre les prédictions obtenues par ce modeéle sur les cing niveaux de

fidélité. Sur tous les niveaux observés, les prédictions sont assez justes et trouvent la
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fonction vraie correspondant au niveau. Cependant, le modele est complétement incer-
tain sur le niveau ou il n’y a aucune observation. La zone visible sur le niveau cinq
correspond a l'incertitude a priori de n5. Comme le modele a priori est peu informatif,
et que 15 ne peut étre estimé que par des estimations haute-fidélité, I'incertitude est tres
importante. Pour pouvoir estimer correctement les niveaux haute-fidélité inobservés, il
faudrait imposer des lois a priori plus informatives. Par exemple, la valeurs des variances

a priori des hyper-paramétres o2 pourrait décroitre avec le niveau.

1.2.2 Modeéle non-stationnaire
Définitions

Le modeéle non-stationnaire est une autre facon de modéliser la multi-fidélité. Proposé
indépendamment par Picheny et Ginsbourger [2013] et Tuo et al. [2014], il est congu pour
des modeles dont les niveaux de fidélité sont trés nombreux ou forment un continuum
de niveaux. Typiquement, cela englobe les simulateurs dont la fidélité est réglée par un
temps de simulation, un nombre de pas de Monte-Carlo, ou une taille de maille dans un
simulateur par différences/éléments finis. Le parametre d’entrée controlant la fidélité de
la simulation est noté ¢ & valeur dans RT. Dans cette thése, nous posons que le plus haut
niveau de fidélité correspond a § — 0. Le niveau d = 0 n’est pas observable en pratique,
mais nous supposons qu’une limite existe, notée {o(z) = lims_,o &(x, 9).

Le modeéle décompose le processus & comme somme de deux processus gaussiens

indépendants

&(x,0) = &o(x) + €(x, 9), (1.16)

ou & = £(+,0) représente le simulateur idéal si un temps de calcul infini était disponible,
et € est un processus centré, Ele(z, §)] = 0, s’annulant en § = 0, et qui représente l'erreur
numérique au niveau ¢. En utilisant la proposition B.1.2, il est possible de montrer que

ce modele de processus gaussien est équivalent a

El¢(z,0)[¢(-,0)] = &£(,0). (1.17)

Cette équation signifie que si le processus idéal décrit par le simulateur était parfaitement
connu, alors la meilleur prédiction du comportement du simulateur serait le processus
idéal lui-méme. Ce modele a été utilisé par He et al. [2017] pour optimiser un processus
de moulage d’alliage.

Ce modele s’inspire des modeles de processus gaussiens spatio-temporels, ou § rem-

place le parametre de temps. En particulier, comme la valeur de € en § = 0 est nulle, la
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fonction de covariance de € ne peut pas étre stationnaire en §. Deux types de modeles
ont été considérés dans les articles de Picheny et Ginsbourger [2013] et de Tuo et al.

[2014], donnant deux types de fonctions de covariance pour e.

Un premier type de covariance peut étre envisagé si une hypotheése supplémentaire
est imposée au modele. Si §BF > §HF sont deux niveaux de fidélité, respectivement basse

et haute, une définition plus forte du modele non-stationnaire donne

E[g(xaéBF”g(’éHF)] :g(x76HF)’ (1'18)

5HF

(1.17) devenant un cas particulier ou = 0. Dans ces conditions, le processus € possede

des accroissement indépendants entre deux niveaux de fidélité
cov [e(m,éBF) — e(z, 61, e(x',(SHF)} =0 (1.19)

(voir proposition B.1.3). L’équation (1.19) est la duale de (1.10) : dans le modeéle auto-
régressif, la covariance du processus dépendant de la fidélité n est fonction du niveau de
plus basse fidélité ; dans le modele non-stationnaire, la covariance du processus dépendant
de la fidélité e est fonction du niveau de plus haute fidélité. Pour aller plus loin, si un
nombre S de niveaux de fidélité sont choisis tel que 0 = §; < d9 < --- < dg, et que
£s(x) = £(x,ds), alors le modele ainsi définit correspond au modele auto-régressif (1.4)
avec trois différences notables : les coefficients v, sont tous fixés a un; les moyennes
des processus 75 sont nulles; et surtout, le niveau de plus haute fidélité correspond au
premier niveau, et celui de plus basse fidélité au niveau S, inversement a la définition
du modeéle auto-régressif. Un modele respectant cette propriété a été proposé dans Tuo
et al. [2014] et utilisée dans He et al. [2017]. La fonction de covariance du processus €

est une covariance séparable en ¢ et en x de la forme
cov [e(z, ), e(2',6")] = min{3, 8} - ke(z,2'), (1.20)

ol k. est une fonction de covariance sur X et L est le degré de décroissance de 'erreur. La
fonction min{d, &' }* = min{6%, §'*} est la fonction de covariance du processus Y; = W,z

ou W; est un mouvement brownien standard.

Un autre type de covariance peut étre considéré pour modéliser ’erreur numérique e.
L’hypothese consiste & supposer qu’il existe une fonction o tel que (&(x,d) —&o(x))/o(9)
soit un processus gaussien stationnaire en d quelque soit x € X. Dans ces conditions,

la fonction de variance de e devrait étre proportionnelle & o(§)2. Une forme possible de
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covariance pour € est
cov [e(x,0),e(z',8")] = a(8)a(8') - 7(6 — ') - ke(z,2"), (1.21)

ou o est la fonction de I’écart-type de I’erreur entre le niveau de plus haute fidélité et le
niveau courant, r est une fonction de corrélation, et k. est une fonction de corrélation sur
X. Ce type de covariance est proposé par Picheny et Ginsbourger [2013], qui proposent
une fonction o(§) = exp (—adp/d), et par Tuo et al. [2014], qui suggerent une fonction
o(8) = (6/80)", ot a et L sont des hyper-paramétres de la covariance. Pour la fonction 7,
les deux articles suggerent une fonction de corrélation de Matérn mono-dimensionnelle.

La fonction de corrélation en § implique des comportements différents de la régres-
sion en fonction des niveaux. Ainsi, si la covariance brownienne (1.20) est utilisée, la
prédiction par moyenne a posteriori sera constante hors de I'intervalle défini par les ni-
veaux observés; alors que si la covariance produit (1.21) est utilisée, la prédiction aura
des variations lisses hors de l'intervalle d’observation. La figure 12 illustre les deux pos-
sibilités sur un exemple de régression multi-fidele ou le vecteur des entrées = est fixé a
xo. Il y a quatre observations de &(z, ) & quatre niveaux de fidélité différents. Tous les
hyper-parametres sont fixés et la valeur de {y(zg) est supposée inconnue. La figure 12a
présente une prédiction, ou la fonction de covariance du processus € est une fonction de
covariance brownienne déformée (1.20). Les prédictions hors des points d’observations
sont des fonction constantes, car il est supposé impossible de prévoir le sens de variation
général de l'erreur. La figure 12b est une prédiction, ou la fonction de covariance du
processus € est celle décrite (1.21), avec o(d) = J. L’extrapolation hors des points d’ob-
servations est variable. Dans le cas général, une covariance brownienne semble mieux

adaptée en 'absence d’information complémentaire.

Propriétés et prédictions des niveaux de haute-fidélité

Le modeéle multi-fidélité (1.16) décrit une relation de type « déconvolutive » entre
un niveau quelconque et le niveau de plus haute-fidélité § = 0. Le simulateur est décrit
comme un simulateur idéal & estimer, plus une erreur numérique qui vient perturber
I’observation. La figure 13 présente des trajectoires a priori d’'un modele multi-fidele
non-stationnaire sur trois niveaux de fidélité (6 = 1, 6 = 0.5 et 6 = 0). Un style de
courbe sur les trois sous-figures correspond a une trajectoire. Pour chaque trajectoire,
correspondant & un style de courbe, le simulateur apparait comme la courbe en § = 0 plus
une erreur qui s’amplifie quand la fidélité diminue. Comme le modeéle non-stationnaire

est 'opposé du modele auto-régressif, toutes les propriétés d’évolution avec la fidélité
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FIGURE 12 — Deux exemples de régressions selon les niveaux avec deux fonctions de
covariances différentes. Celle de gauche utilise une fonction de covariance brownienne,
celle de droite une fonction de covariance qui est un produit entre une fonction de
covariance linéaire et une covariance exponentielle avec une trés grande portée. Le trait
pointillé est la vraie fonction d’erreur, le trait plein est la prédiction a partir des cing
observations et la zone autour est l'intervalle a 95 % de la prédiction. Dans les fonctions
de covariance, 'exposant est fixé pour avoir k(8,§) o< §2, la portée est fixée et les variances
sont calculées par maximum de vraisemblance.
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FIGURE 13 — Des trajectoires conditionnelles issues d’'un modeéle non-stationnaire.
Chaque image correspond a un niveau, chaque style de courbe a une trajectoire. Les
hyper-parameétres de la covariance sont fixés. Le processus idéal posséde une fonction de
covariance de Matérn dont les hyper-parametres sont og = 1, vy = 2.5 et pg = 0.8. Le
processus d’erreur & une covariance de la forme min{d, &’} - k(x,2') avec L =1, et k est
une fonction de covariance de Matérn, dont les hyper-parameétres sont o, = 2, v, = 2.5,
pe = 0.3.
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sont inversées. Ainsi, quand la fidélité augmente, la régularité tend & augmenter.

La relation entre la prédiction en haute-fidélité et les observations est moins évidente,
car la relation entre les niveaux de fidélité est inversée. Il existe un cas simple dans
lequel 'expression de la prédiction sur un niveau de plus haute-fidélité inobservé peut
étre obtenue. Supposons pour simplifier que n observations soient toutes effectuées au
méme niveau 6°* > 0, x, = (mi,éobs;zi)KKn, et que le modele soit fondé sur un
processus gaussien multi-fidéle non-stationnaire, dont la covariance du processus idéal
est stationnaire et la covariance du processus d’erreur est un produit d’une fonction
de covariance dépendant de § pour modéliser 1’évolution en fonction de la fidélité, et
d’une fonction de covariance stationnaire sur l’espace des entrées. La covariance totale

du processus est alors de la forme
k((z,6), (', 0") = odro(z — 2') + o?u(8, 8 )re(z — a'), (1.22)

ot o¢rg(z — ') est la covariance du processus idéal (rg(0) = 1) et o2u(8, 8" )re(z — z')
celle du processus d’erreur (r¢(0) = 1). Les hyper-parametres des processus gaussiens
sont fixés. Soit u(5°P%) = u(6°P%, §°P%). En utilisant la proposition B.2.1, la prédiction du

niveau de plus haute fidélité est exprimable en fonction de la prédiction au niveau §°b3

E[§(w,0)|xn] = (g% mn(-,6°%))(2) + {mo(x) — (g * mo)(x)}

mo(z) + [g * (mn(-, 5°P8) — mo)} () (1.23)

ou la fonction mg est la fonction de moyenne a priori du processus idéal, mo(z) =
E[¢(x,0)], la fonction my,(x,d) est la fonction de moyenne a posteriori du niveau § en z,
mp(x,0) = E[&(x,d)|xn] et la fonction g est définie par sa transformée de Fourier
2
o Ro(w) 1
TF = 0 = 1.24
) = ) + 2 ) 15 By Y

ag Ro

avec Ry et R, les transformées de Fourier respectives de rg et r.. Par exemple, les
transformées de Fourier de la fonction de covariance de Matérn sont données dans la
annexe A.2. Ainsi, la prédiction au niveau de plus haute fidélité est un filtrage de la

5P par le filtre g. Ce filtre g correspond au filtre de Wiener. Ce

prédiction au niveau
filtre a deux effets principaux : un effet d’arbitrage entre la prédiction au niveau 6°° et

la moyenne a priori; et un effet de lissage de la prédiction entre les deux niveaux.

L’effet d’arbitrage est visible dans le rapport des variances. Pour simplifier le rai-

sonnement, supposons que les deux fonctions de corrélation ry et . soient égales. Leurs



36 CHAPITRE 1. MODELISATION BAYESIENNE DE LA MULTI-FIDELITE

15 15
~ 10 —~ 10
— o)
5 I 5
o )
£ 0 G
hnd hnd \/
-5 -5
-10} : : : : ‘ -10 : : : : ‘
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
x x
(a) Prédiction au niveau 6 =1 (b) Prédiction au niveau § =0

FiGURE 14 — Un exemple d’extrapolation en haute-fidélité avec un modele non-
stationnaire. Les points sont les observations, les traits pleins sont les prédictions des
différents niveaux de fidélité et les bandes correspondent aux intervalles & 95%. Les
hyper-parameétres de la covariance sont fixés. La covariance du processus idéale £; est une
fonction de covariance de Matérn dont les hyper-parametres sont oy = 21.17, vy = 2.5,
po = 0.68. La covariance du processus d’erreur est de la forme min{d, ¢’ }* - k(z,2’), ot
L =1 et k est une covariance de Matérn, dont les hyper-parametres sont o, = 3.27,
ve = 2.5, p. = 0.06. Toutes les observations sont sur le premier niveau.

transformées de Fourier sont alors égales, et le filtre g devient un terme multiplicatif
de la forme 1/(1 + Uju(iﬂ) La fraction ﬂ%ﬁﬂ correspond au rapport de la variance
de Derreur au niveau 6°P et la variance du 0processus idéal. Si ce rapport est faible,
c’est-a-dire si 'erreur est petite, le coefficient g va tendre vers un, et donc la prédiction
au niveau haute-fidélité sera égale a celle du niveau §°°. A Iinverse, si ce rapport est
grand, c’est-a-dire si 'erreur est grande, le coefficient g va tendre vers zéro, et donc la
prédiction au niveau haute-fidélité va tendre vers sa moyenne a priori. En régression par
processus gaussien stationnaire, cet effet apparait quand les observations ne permettent
pas de déduire des informations au point considéré. Cela est vrai dans le cas ou 'erreur
est grande : les observations sont trop noyées dans l’erreur numérique pour que des in-
formations puissent en étre déduites sur le processus idéal. Le facteur g tend vers un
quand u(6°™) tend vers zéro, par exemple quand §°P s’approche de zéro. Cela signifie
que, quand ’observation de plus haute fidélité disponible s’approche du niveau de fidélité
idéal, la prédiction au niveau haute-fidélité se rapproche de la prédiction au niveau §°P,

le modele a de plus en plus confiance dans I’approximation.

L’effet de lissage est visible dans le rapport R./Ry. L’effet de ce filtre dépend des
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longueurs de corrélation des deux covariances. Si la longueur de corrélation de rg est
supérieur a celle de 7, po > pe, cela signifie qu’a priori, le processus idéal £(z,0) varie
moins vite que le processus réel £(z, §°°). Dans ce cas, le filtre g va se comporter comme
un filtre passe-bas : il élimine les variations rapides observables sur la prédiction au
niveau 6°® pour en extraire les variations moins brusques. La figure 14 présente un
exemple de régression en haute-fidélité sans observation a ce niveau, avec pg > pe. La
prédiction en haute-fidélité est la courbe basse-fidélité otée de ses variations rapides : il y
a eu un lissage entre les deux prédictions. A 'inverse, si la portée de corrélation de rq est
inférieur a celle de r¢, pg < pe, cela signifie qu’a priori, le processus idéal varie plus vite
que lerreur. L’erreur sera alors considérée comme une fonction constante. Dans ce cas,
le filtre g est un passe-haut : il conserve les variations rapides, et élimine les variations

plus lentes.

Illustrations

Dans cette section, le modéle non-stationnaire est illustré a travers les deux exemples
jouets présentés dans la section 1.2.1.

Sur chacun des exemples, un modele multi-fidele non-stationnaire (1.16) est uti-
lisé. Le processus total s’écrit comme un processus idéal plus un processus d’erreur,
&(z,0) = &o(x)+€(x,d). La moyenne du processus £ est une constante indépendante de x
ou de 0 suivant une loi uniforme impropre sur R (krigeage ordinaire). Le processus § est
stationnaire, et posséde une fonction de covariance de Matérn 5/2, 0§ M o(|x — 2'| /po).
Le processus € a une fonction de covariance séparable en x et J, de la forme d’un produit
entre une covariance brownienne déformée Gog min{t,#'}* et une covariance de Ma-
térn 5/2 My 5(|lz — 2’| /pe), ot G est le rapport bruit sur signal, G = 02 /03. Les hyper-
parameétres de ce modele sont @ = {03, po, G, L, pc }. La loi a priori des hyper-parametres
9, est formée de produit de lois indépendantes, p(6) = p(o3)p(po)p(G)p(L)p(pe). Les
lois a priori des hyper-parametres sont des lois log-normales, dont les expressions sont
données dans 'annexe D. Les prédictions sont obtenues aprés application d’une méthode
completement bayésienne. Pour cela, comme dans la section 1.2.1, cent hyper-parametres
sont échantillonnés selon leur loi a posteriori grace a l'algorithme de MCMC adaptatif
de Haario et al. [2001]. Puis la moyenne et la variance a posteriori sont calculées suivant
la méthode présentée en annexe A.3.

Le premier exemple possede deux niveaux de fidélité. Il y a huit observations au
niveau un et quatre au niveau deux. L’amplitude approximative de la sortie est 7°%* = 20

et la taille de I'intervalle est b™ = 1, qui sont encore une fois utilisées pour construire les
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FiGURE 15 — Un échantillonnage de tous les hyper-paramétres sur un modeéle non-
stationnaire appliqué a I’exemple a deux niveaux de Forrester et al. [2007]. Chaque ligne
correspond & un hyper-parameétre. Gauche : histogramme des échantillons des hyper-
parameétres distribués selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé est la loi a priori
normalisée et le trait rouge vertical est le MAP. Milieu : la chaine de Markov issue
de I’échantillonnage. Le trait horizontal rouge est le MAP et les points mauves sont le
sous-échantillonnage de la chaine. Droite : auto-corrélation de la chaine. Les traits poin-
tillés horizontaux indiquent le décalage pris entre chaque sous-échantillon de la chaine
Markov.
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FIGURE 16 — Un exemple de prédiction sur deux niveaux avec le modele non-stationnaire.
Les points correspondent aux observations, les traits pleins aux prédictions, les aires
autour aux intervalles a deux écarts-types. Les traits pointillés sont les vraies fonctions.

densités a priori des hyper-parameétres. Les valeurs de § sont fixées arbitrairement a un
pour la fonction basse-fidélité et zéro pour la fonction haute-fidélité.

La figure 15 présente les échantillons des hyper-parametres distribués selon leur loi a
posteriori, ainsi que les chaines de Markov qui les ont engendrés. La figure 15j montre la
loi a posteriori du parametre L suit sa loi a priori. Ce résultat est cohérent, car le triplet
d’hyper-paramétres (02, G, L) nécessite au moins trois niveaux de fidélité pour pouvoir
étre estimé correctement, alors qu’il n’y a que deux niveaux sur cet exemple. Le modele
est non-identifiable sur cet exemple.

La figure 16 montre les prédictions obtenues par ce modele sur les deux niveaux de
fidélité. Cette figure est a comparer a la figure 9. En particulier, malgré le fait que le
niveau basse-fidélité soit bien prédit, la prédiction en haute-fidélité ne correspond pas
parfaitement a la vraie fonction.

Sur le second exemple, quatre niveaux de fidélité sont observés, et 1'objectif est de
prédire le niveau de plus haute-fidélité. Les quatre niveaux de fidélité observé corres-
pondent & 6 = 1/2, 1/5, 1/11 et 1/21. Le niveau inobservé a prédire correspond a § = 0.
Les observations disponibles a chaque niveau sont au nombre de 24, 12 4 et 2 respecti-
vement aux niveaux § = 1/2, 1/5, 1/11 et 1/21. L’amplitude approximative de la sortie
est 7 = 1 et la taille de I'intervalle est b™ = 2.

La figure 17 présente les résultats d’échantillonnage des cinq hyper-parametres. Les

figures de gauche montrent toutes les lois a posteriori sont différentes de leurs lois a
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FiGURE 17 — Un échantillonnage de tous les hyper-paramétres sur un modele non-
stationnaire appliqué & lexemple & cing niveaux de Tuo et al. [2014]. Chaque ligne

correspond a un hyper-parameétre. Gauche :

histogramme des échantillons des hyper-

parameétres distribués selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé est la loi a priori
normalisée et le trait rouge vertical est le MAP. Milieu : la chaine de Markov issue
de I’échantillonnage. Le trait horizontal rouge est le MAP et les points mauves sont le
sous-échantillonnage de la chaine. Droite : auto-corrélation de la chaine. Les traits poin-
tillés horizontaux indiquent le décalage pris entre chaque sous-échantillon de la chaine

Markov.
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FiGure 18 — Un exemple d’extrapolation en haute-fidélité avec le modele non-

stationnaire. Les points correspondent aux observations, les lignes pleines aux prédic-
tions, les aires aux intervalles a deux écarts-types et les traits discontinus aux vraies
fonctions.

priori, y compris les hyper-parameétres réglant le processus d’erreur. En particulier, les

lois a posteriori des processus L et G sont réduites par rapport a leurs lois a priori.

La figure 18 montre les prédictions obtenues par ce modeéle sur les cinq niveaux de
fidélité. Cette figure est a comparer avec la figure 11. Comme dans la section 1.2.1, les
prédictions sont justes sur tous les niveaux observés et trouvent les fonction correspon-
dantes au niveau. La différence entre les deux modeles apparait sur le dernier niveau de
prédiction en § = 0. La régression en haute fidélité devient possible avec le modele non-
stationnaire, alors qu’elle était impossible avec le modeéle auto-régressif. La prédiction est
assez juste et les intervalles a deux écarts-types restent raisonnables. Le modele permet
donc d’envisager des régressions en haute-fidélité, et est adapté pour décrire des modeles
numériques réglés par un parametre de fidélité. Dans leurs formes actuelles, le modele
non-stationnaire est mieux adapté aux cas ou le parametre de fidélité § est continu que

le modele auto-régressif.
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1.2.3 Discussions
Comparaison entre les deux modéles

Finalement, deux modélisations par processus gaussiens sont envisageables pour
prendre en compte la multi-fidélité. Dans le modele auto-régressif, le niveau haute-
fidélité est proportionnel au niveau basse-fidélité plus un terme correctif. Dans le modele
non-stationnaire, le niveau basse-fidélité est égal au niveau haute-fidélité plus un terme
d’erreur.

La différence la plus visible entre les deux modeles est le type de fidélité qu’ils repré-
sentent. Dans le modele auto-régressif, les niveaux de fidélité sont représentés de facon
discréte. Dans le modeéle non-stationnaire, ils sont représentés de fagon continue. Méme
si il est possible de transformer I'un ou l'autre modele en son équivalent continu ou
discret, le modele auto-régressif a été congu pour des modeles dans lequel il y a peu de
niveaux, alors que le modele non-stationnaire dans le cas ou le nombre de niveaux tend
vers l'infini.

Une conséquence de cette différence est le nombre total d’hyper-parametres de chaque
modele. Dans un modele avec un nombre discret de niveau, il y a un processus gaussien
par niveau, et donc un jeu d’hyper-parameétres par niveau. Le nombre total d’hyper-
parameétres augmente avec le nombre de niveaux, ce qui devient problématique quand
des niveaux d’observations s’ajoutent. A I'opposé, dans un modele avec un continuum
de niveaux, il n’y a que deux processus. Le nombre d’hyper-parametres reste constant,
méme si de nouveaux niveaux d’observations s’ajoutent.

Une autre différence importante apparait quand une prédiction est effectuée sur un
niveau haute-fidélité inobservé. Sur un modele auto-régressif, la prédiction sur un niveau
haute-fidélité inobservé est proportionnelle & celle du dernier niveau observé plus la
moyenne a priori du nouveau processus indépendant. De méme, la variance a posteriori,
qui est proportionnelle a celle du dernier niveau observé plus la variance a priori du
nouveau processus indépendant. En pratique, cela signifie que sur un modele avec des
lois a priori peu informatives, la variance des prédictions sur des niveaux de haute-fidélité
inobservés est extrémement grande. Pour réduire la variance des prédictions des niveaux
inobservés, la solution est de choisir des lois a priori informatives. A l'inverse, avec le
modele non-stationnaire, la prédiction a un niveau haute-fidélité inobservé est une version
filtrée de la prédiction du dernier niveau observée. La variance a posteriori du niveau
haute-fidélité inobservé est un arbitrage entre la variance a posteriori du dernier niveau
observé et la variance a priori du niveau ou la prédiction est effectuée. En d’autres termes,

la variance a posteriori suit deux tendances opposées : d’un coté, I’absence d’observation
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sur le niveau tend a faire augmenter la variance a posteriori; de ’autre, comme la variance
a priori du modele décroit avec la fidélité, la variance a posteriori tend a diminuer. Ces
deux effets opposés vont faire que la variance a posteriori d’'un niveau haute-fidélité
inobservé reste modérée. Il est donc possible de faire une extrapolation en haute-fidélité
avec le modele non-stationnaire. Cela sous-entend également que la structure du modele
non-stationnaire est plus informative que celle du modele auto-régressif.

Enfin, le modele auto-regréssif présente un avantage sur le modele non-stationnaire :
beaucoup plus de littérature théorique et applicative est disponible, ce qui en fait un
modele plus simple a mettre en ceuvre. D’autant plus que, dans le cas ou le plan d’ex-
périence est emboité, le modele auto-régressif permet des simplifications algorithmiques
pour pouvoir estimer les hyper-parametres et faire les prédictions.

En résumé :

Modele auto-régressif Modele non-stationnaire

Peu de niveaux (S valant deux ou trois) | Continuum de niveaux

d? croissant avec S d? constant selon S

Relation corrective : £HF = ¢BF 4o Relation déconvolutive : £BF = ¢HF 4 ¢
Régularité diminuant avec la fidélité Régularité augmentant avec la fidélité
Variation rapide en haute-fidélité Variation rapide en basse-fidélité

Régression en haute-fidélité incertaine | Régression en haute-fidélité possible

Simplifications algorithmiques Peu de simplifications algorithmiques

Beaucoup de littérature Peu de littérature

ot d’ est le nombre d’hyper-parametres.

Améliorations potentielles et perspectives

Cette section a présenté les modélisation de la multi-fidélité par processus gaussiens.
L’objectif est de représenter les relations entre les niveaux, notamment via la fonction
de covariance. Cependant, des améliorations de ces modeéles sont envisageables.

Il ressort que la covariance modélisant la relation entre les niveaux peut étre amé-
liorée. Les covariances proposées sont séparables entre x et §, c’est-a-dire que la fonc-
tion de covariance totale s’exprime par un produit de covariances : k((x,9), (2/,d")) =
r(4,0) - E(m,x’). Or, ce genre de covariance peut avoir des propriétés d’interpolation
étranges. Par exemple, Stein [2011] montre que les covariances séparables ne respectent
pas la propriété d’écrantage de l'interpolation, ce qui peut aboutir & des résultats contre-
intuitifs. Des relations différentes entre entrées x et fidélité § sont envisageables, par

exemple en s’inspirant des différentes covariances spatio-temporelles proposées dans la
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littérature, ol le parametre de fidélité remplacerait le parametre de temps. Ainsi, Stein
[2005] étudie les propriétés souhaitables sur de telles covariances, Gneiting [2002] propose
quelques fonctions de covariance inséparables simples a implémenter, et Subba Rao et
Terdik [2013] et Horrell et Stein [2017] proposent d’autres covariances en se basant sur
la transformée de Fourier. De maniere plus générale, les covariances non-stationnaires
pourraient étre mieux adaptées pour modéliser I’évolution en fonction des niveaux. De
telle covariances peuvent étre obtenues soit par transformation de I’espace des entrées
[Picheny et Ginsbourger, 2013], soit par convolution de noyaux gaussiens [Mateu et al.,
2013; Paciorek et Schervish, 2006].

Un autre aspect qui pourrait étre exploré serait la prise en compte de plusieurs
sorties en méme temps. Jusqu’ici, le modele numérique multi-fidele considéré prenait un
vecteur d’entrée (x,0), et renvoyait une sortie scalaire Z. Or, dans le cas ou ce modele
numérique renverrait plusieurs sorties en méme temps, nous pourrions prendre compte
les éventuelles corrélations entre les sorties pour améliorer la prédiction. Une solution
simple serait de considérer que le modele numérique prend un troisieme type d’entrée,
noté a, qui regle le type de sortie renvoyé, et qu’a chaque fois que le simulateur est exécuté
pour un vecteur d’entrée (x,¢), il renvoie toutes les sorties correspondantes a toutes les
valeurs de a possibles. Une telle entrée serait une variable quantitative. Qian et al. [2008]
proposent une facon de modéliser un simulateur ayant une variable quantitative. Leur
approche décrit la covariance totale comme une covariance séparable entre a et (z,0),
dont les hyper-parametres respectent certaines conditions. Une autre solution peut étre
de considérer le modele de Gneiting et al. [2010] fondé sur des Matérn croisées, qui

permet de prendre en compte plusieurs sorties en méme temps.

1.3 Extension aux simulateurs stochastiques multi-fideles

Jusqu’ici les modeles traités supposaient que la sortie du simulateur considéré était
déterministe, c’est-a-dire que la réponse Z du simulateur en un point x au niveau de
fidélité § était de la forme Z = £(x,0), ou £ est modélisé par un processus gaussien.
Cependant, nous souhaitons également pouvoir modéliser des simulateurs multi-fideles
stochastiques, comme le modeéle numérique fondé sur Fire Dynamics Simulator (FDS)
(voir chapitre 3). Dans un simulateur stochastique, la réponse Z est tirée aléatoirement
selon une loi de probabilité qui dépend des entrées (z,d). La question devient alors de
modéliser cette loi de probabilité en tout point d’entrée. Dans cette section, la réponse Z
est supposée scalaire.

Une hypothese courante sur les modeles stochastiques est que la distribution de la
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sortie en une entrée (x,d) donnée est une loi normale dont la moyenne et la variance

dépendent des entrées :
Z|x, 0,6, ~ N (&(x,0), Mz, 0)) . (1.25)

Cette hypothése est faite par exemple par Ankenman et al. [2010] sur un modele de
queues de clienteles, par Picheny et al. [2013] sur un simulateur de systéme nucléaire,
et par Andrianakis et al. [2015] sur un simulateur étudiant la transmission du Virus de
I'ITmmuno-déficience Humaine (VIH). Son principal intérét est qu’elle simplifie les calculs
de la loi a posteriori : si les sorties Z; en des points (z;,0;) suivent des lois normales
indépendantes dont la variance est connue et si la loi a priori de £ est un processus
gaussien, alors les lois a posteriori de Z et de £ en un point (z,d) sont des lois normales
dont les moyennes et les variances sont calculables avec les formules du krigeage [Stein,
1999]. Cette hypothese n’est cependant pas systématique dans I’étude de simulateur
stochastique. Ainsi, Oakley et Youngman [2017] calibre un simulateur modélisant le
risque de cancer de l'intestin en fonction du patient. La sortie de ce simulateur suit une
loi binomiale dont les parametres dépendent des caractéristiques du patient. De méme,
Moutoussamy et al. [2015], dans un contexte de sécurité nucléaire, traitent le cas ou la
distribution de sortie est inconnue et doit étre estimée. Des simulateurs stochastiques
multi-fideles ont déja été considérés par Raissi et al. [2017] et Pang et al. [2017]. Les
deux articles considérent un modele multi-fidele a deux niveaux et ajoutent une loi
normale en sortie, dont la moyenne est modélisée par un processus gaussien multi-fidele
auto-régressif (section 1.2.1) et dont la variance est constante sur un niveau donné et
différente sur chaque niveau.

Pour la modélisation de la fonction moyenne £, nous réutilisons les processus gaus-
siens multi-fideles décrit dans la section 1.2. Dans cette section, nous allons définir un a
priori sur la fonction de variance de la partie stochastique A dans un cadre multi-fidele.
Nous allons d’abord présenter les modeéles de simulateurs stochastiques hétéroscédas-
tiques, puis nous présentons notre modele de A dans un cadre multi-fideéle, que nous

illustrerons sur deux exemples.

1.3.1 Modéles de la littérature

Dans cette section, nous présentons les modeles de la littérature traitant de sorties
stochastiques hétéroscédastiques dans un contexte avec un seul niveau de fidélité. Par
simplicité d’écriture, le vecteur des entrées est noté x.

Dans un cadre bayésien, les fonctions inconnues sont modélisées avec des processus
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aléatoires. Parmi tous les processus envisageables, le plus simple et le plus connu est
le processus gaussien. Ainsi, Ankenman et al. [2010] et Marrel et al. [2012] proposent
de placer un processus gaussien a priori sur la variance A. Cependant cette approche
est limitée car un processus gaussien suppose que la fonction modélisée peut prendre
n’importe quelle valeur réelle, ce qui n’est pas le cas pour une fonction variance, qui doit
rester positive. Ankenman et al. [2010] et Marrel et al. [2012] résolvent le probleme en
ajoutant une moyenne constante positive et en supposant que la fonction de variance

reste loin de zéro.

Une autre idée de la littérature consiste a placer un processus gaussien sur le loga-
rithme de la fonction de variance, [(x) = log(A(x)). Dans cette approche, deux processus
gaussiens indépendants sont définis : un pour la moyenne £, et un pour le logarithme
de la variance [. Il y a alors deux vecteurs d’hyper-parameétres & estimer, un pour le
processus gaussien de £, 0¢ et un pour celui de [, §;. Boukouvalas [2010] propose de les
estimer successivement, D’abord, une estimation initiale 9;0 des hyper-parametres du
processus £ peut étre obtenue en supposant la log-variance [ étre constante. Ensuite,
en supposant 6750 fixé, le processus £ est un processus gaussien dont les fonctions de
moyenne et de covariance sont connues. Dans ces conditions, une approximation de [
aux points d’observations est calculée, puis les hyper-parameétres du processus de [ sont
estimés, HA“. A partir de 14, la log-variance [ est estimée aux points d’observations, qui
est supposée ensuite connue, pour pouvoir ré-estimer les hyper-parametres du processus
&, 9A§1. Les étapes sont réitérés jusqu’a convergence. La principale difficulté réside dans
Pestimation de [ aux points d’observations. En effet, contrairement au processus &, il n’y
a pas d’observations (méme bruitée) de la fonction de log-variance [. Conséquemment,
il devient impératif de pouvoir approcher la fonction de log-variance [ pour pouvoir ap-
pliquer cet algorithme. Quand il y a plusieurs observations (zi(j ))1< _pour le méme
point x;, une approximation naturelle de la fonction de log—variangé_l(xi) est le loga-
rithme de la variance empirique log (ﬁ Z;-”:l [zz(] ) % Z??Zl zfj /)} 2), comme suggéré
par Kersting et al. [2007]. Cependant, cette méthode est inapplicable quand il n’y a
qu’une observation par point. Boukouvalas et Cornford [2009] proposent une méthode

pour obtenir une estimation dans ce cas, fondée sur les simulations conditionnelles.

D’autres modeles existent pour prendre en compte ['hétéroscédasticité, comme par
exemple celui Gramacy et Lee [2008] fondée sur une décomposition l’espace des en-
trées selon un arbre. Cependant, tous ces modeles restent relativement complexes. Nous
souhaitons un modele relativement simple pour prendre en compte les variations de la

variance de l'effet stochastique.
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1.3.2 Modele simplifié dédié a la multi-fidélité

Nous cherchons a modéliser une log-variance dépendant des entrées (x,9), I(z,d) =
log(A(x,d)) pour pouvoir notamment obtenir des estimations de la variance en des points
et des niveaux non-observés. De plus, nous voulons mener une approche completement
bayésienne en intégrant l'incertitude sur A. Pour cela, un modele a priori de processus
gaussien est ajouté sur [. Ce processus gaussien est supposé avoir une moyenne constante,
dont la constante suit une loi a priori gaussienne. Ainsi, si X = (xi75i)1§ign est un

ensemble de n points,

X)X, kx, 1o, 625 1 ~ N (L1, KA (X, X)) (1.26a)
Im| X, x, o, 6% ~ N (lo,§2) : (1.26b)

ou 1,, est le vecteur rempli de un de longueur n, l,,, est la moyenne du processus gaussien,
lo est sa valeur & priori, ¢ sa variance a priori, ky est la fonction de covariance du
processus [, et Kx(X, X) = (kx((x,0:), (x,05))

processus aux points d’observation.

1<ij<n est la matrice de covariance du

A partir de la, le modele est simplifié pour pouvoir inférer la variance de 1effet
stochastique. Le choix des simplifications est guidé par ’application FDS que nous cher-
chons a modéliser. Une premiere simplification consiste a supposer que la fonction de
covariance du processus [ est stationnaire. Celle-ci peut alors se réécrire

T — T},

_ 5 —
k(. 6), (&, 8')) = oy ((7) 90 ;aA>, (1.2
Pk 1<k<d Ps

ou d est la dimension du vecteur x, af\ est la variance de la covariance, r) est une fonction
de corrélation, ((Pk)1<k<d , p(;) sont d + 1 parametres de portées, et 8y sont d’éventuels

autres hyper-parameétres de la covariance.

Ensuite, une hypothese forte est ajoutée sur les hyper-parametres de la fonction de
corrélation ry. D’abord la fonction de variance A est supposée dépendre uniquement du
niveau de fidélité J, et donc ne plus varier en fonction des entrées x. Ensuite, nous sup-
posons qu’entre deux niveaux de fidélité observés, la différence de niveaux est beaucoup
plus grande que la portée de corrélation. En d’autres termes, si (z,d) et (2, ") sont deux

points d’observation, les portées de la fonction de covariance ry de la log-variance sont
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supposées respecter les inégalités suivantes

ke [Lid], |ax— k| < prs (1.28a)
|6 — &' > ps, (1.28b)

c’est-a-dire que les variations selon x sont insuffisantes pour voir varier la fonction de
variance A, et que la moindre variance selon § entraine des modifications importantes. En
conséquence, d'une part, (1.28a) donne [(x,d) = [(J), la variance de la partie stochastique
ne dépend que du niveau de fidélité. Cette simplification est également faite sur d’autres

modeéles stochastiques multi-fideles de la littérature [Pang et al., 2017; Raissi et al., 2017].

D’autre part, si (ds);<4<g sont S niveaux de fidélité différents, alors

(l(68))1§s§5 | (58)1§s§5 ) Ug\’ lo, §2; lm ~N (lm]lS’ Ug\IS)

, (1.29)
U (58)1§s§570§7l07§2 ~ N (l07§2)

avec Ig la matrice identité de taille S. La matrice de covariance K,(X,X) devient
proportionnelle & la matrice identité, car kx((z,9), (2',8")) = kr(6,0") vaut o3 si § = &'
(termes diagonaux), et zéro si § # &’ (termes hors diagonaux, (1.28b)). Apres intégration

de I,,,, et en écrivant ¢ = aai, le modele a priori de la log-variance devient

(l(5s))1§sgs ‘ (58)1§8§S ) Uiv lo,a ~ N (10]157 0’?\ (Is + aUS)) ) (1.30)

ou Ug est la matrice de taille S remplie de un. L’équation (1.30) est le modele a priori
que nous utilisons dans toute la these pour modéliser la variance A d’un simulateur

stochastique multi-fidele.

Ce modele dépend de trois hyper-parametres qui doivent étre fixés par 1'utilisateur,
lo, af\ et a. La moyenne [y est la moyenne a priori de la log-variance du simulateur. Le
parametre O'g\ est un parametre positif qui regle la variance a priori sur la valeur de la
log-variance. Enfin, le parametre positif a regle la corrélation des valeurs de [ entre les
niveaux. Quand a = 0, les valeurs de [(d) sont a priori indépendantes entre elles. Et
quand a tend vers 'infini, les valeurs de [(J) tendent a étre toutes égales. Pour mieux

comprendre I'impact de 0%\ et de a, remarquons que si § et ¢’ sont deux parametres de
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fidélité différents, alors, a priori,

var [log (A(6))] = 03(1 + a) (1.31a)
var [log (A(6)) — log (A(6"))] = var [log (;\\((;))ﬂ = 20%. (1.31Db)

Nous cherchons a dire qu’a priori les valeurs de A(J) sont peu connues, mais a peu pres
égales entre elles. Cela se traduit par une valeur de 03\(1 + a) treés élevée, et par une
valeur de 20?\ relativement plus faible. Une méthode permettant d’obtenir des valeurs

est proposée dans ’annexe D.

L’intérét de ce modele est que, malgré sa simplicité, il permet de pouvoir inférer sur
les valeurs des variances A sur les niveaux peu ou pas observés. Si tous les niveaux étaient
observés avec suffisamment de points, les données seraient suffisantes pour pouvoir ob-
tenir une estimation des A, et le modeéle a priori pourrait supposer que les variances
a chaque niveau sont indépendantes, a = 0. Cependant, certains niveaux d’intérét en
haute-fidélité, disposent de peu, voire pas, de points d’observations. Afin d’estimer la
valeur de la variance de l'effet stochastique sur ces niveaux, une corrélation importante
est ajoutée entre toutes les valeurs des variances \. A noter que, dans le cas ou 'utilisation
d’une transformation logarithmique n’est pas souhaitable, il est possible de considérer
un modele similaire de processus gaussien sur la variance directement, en imposant une

contrainte de positivité (de maniere similaire a la méthode de Marrel et al. [2012]).

Ce modele a une particularité intéressante : il ne propose pas de tendance particuliere
sur I’évolution de la variance du bruit en fonction de la fidélité. Ceci est justifié par nos
applications sur des cas concrets. En effet, sur ces simulateurs réellement cotiteux, il ne
nous semblait pas que la variance suive une tendance particuliere selon la fidélité (ni
croissance, ni décroissance). Par conséquent, nous n’avons pas rajouté de tendance dans
notre modele de la variance. En particulier, il est possible que la variance d’un niveau

de plus haute-fidélité soit plus importante que celle d’un niveau de plus-basse fidélité.

Remarque 3. Le déterminant et 'inverse de la matrice af\[ s+ aaiUS peuvent étre ex-

plicités :
S
det (O’i[g + aag\US) = (O‘i) -(1+a¥) (1.32a)
-1 1 a
v U = — (I — U ) . 1.32b
(O’)\ S+a0')\ S) O_g\ S 1+GS S ( )

Par conséquent, la loi a priori des log-variances sur S niveaux distincts peut s’écrire
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simplement :

on (- [H45- )

\/(2w0§)s (14 aS)

p ((l(5s))1gsgs ‘ (58)1§s§5 ) a?\, lo, a) = ) (1.33)

oul=(1/8)35_,1(8,) et (l - 7)2 =(1/9%5, (l(és) - 7)2. Le terme dans ’exponen-
tielle est constitué de deux parties. La premiére partie tend a favoriser des vecteurs de
log-variances dont la moyenne est proche de la valeur a priori. La seconde & favoriser des
vecteurs de log-variances ayant des valeurs proches entre eux.

Il est possible de considérer une limite de cet a priori. Dans le cas ou aucune in-
formation n’est disponible sur la moyenne a priori Iy, le coefficient a tend vers +oo, en
supposant la variance af\ fixée. Dans ce cas, I’a priori impropre devient une loi exponen-

tielle en la variance empirique du vecteur des log-variances

P (1009125251 (6.)125c5 03 1o, @) ox exp (—%(z - Z)2> : (1.34)

Comme cet a priori est impropre, il faudrait chercher des conditions qui assurent que
les loi a posteriori soient bien définies. Nous recommandons plutot d’utiliser la loi a

priori (1.33) avec une valeur de a élevée.

1.3.3 Illustrations

Dans cette section, nous illustrons le modele a priori de la variance A (1.30) a travers
deux exemples simples.

D’abord, considérons 'exemple de Forrester et al. [2007], développé dans la sec-
tion 1.2. Le simulateur posséde deux niveaux de fidélité fi(z) = 0.5(6z — 2)?sin(12z —
4) + 10z — 5 et fo(x) = (62 — 2)%sin(122 — 4) + 10). A la différence de la section 1.2,
nous supposons maintenant que les observations de ces deux niveaux sont bruités, avec
un bruit gaussien de variance A(1) = \; = 1.12 pour le niveau de basse-fidélité et
A(2) = Ay = 1.42 pour le niveau de haute-fidélité. Dans cet exemple, la variance du bruit
du niveau de haute-fidélité est plus importante que celle du niveau de basse-fidélité.

La sortie du simulateur en un point (z,s) suit une loi normale N(&s(z), As) ou la
fonction de moyenne et les valeurs de la variance sont inconnues. Comme il n’y a que
deux niveaux de fidélité, la moyenne &s(x) est modélisé par processus gaussien multi-
fidele auto-régressif (voir section 1.2.1). Les covariances individuelles sont des covariance

de Matérn 5/2. Les lois a priori sur les hyper-parametres des fonctions de covariances
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F1GURE 19 — Un échantillonnage des deux variances du bruit appliqué a ’exemple a
deux niveaux bruités de Forrester et al. [2007]. Chaque ligne correspond & une variance
d’un niveau. Gauche : histogramme des échantillons des variances de bruit distribués
selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé est la loi a priori normalisée et le trait rouge
vertical est le MAP. Milieu : la chaine de Markov issue de I’échantillonnage. Le trait
horizontal rouge est le MAP et les points mauves forment le sous-échantillonnage de la
chaine. Droite : auto-corrélation de la chaine. Les traits pointillés horizontaux indiquent
le décalage pris entre chaque sous-échantillon de la chaine Markov.

sont des lois indépendantes. Ainsi, pour les hyper-paramétres de variances, log(c?) ~
N(log(0.22),1og(100)?), pour les hyper-paramétres de portées, log(ps) ~ N(log(0.5),1og(10)?)
et pour le parametre de corrélation entre les niveaux, v; ~ N(1,22).

La variance du bruit est modélisée par deux parametres a estimer, A; et Ay, une
variance de bruit par niveau. Ces deux parametres recoivent le modele a priori décrit dans
la section 1.3. Il y a trois hyper-parametres a fixer : Iy, af\ et a. Nous fixons lg = log(0.22).
La valeur de exp(ly) est supposée treés incertaine, de ordre d’un facteur cent. Ainsi, la
variance totale a priori des valeur de log()\s) est de log(100)?, soit (1+a)o3 = log(100)?.
Nous supposons que 99 % de cette variance vient de la variance sur la valeur moyenne,
c’est a dire que ao3/((1+a)o3) = 0.99. Les 1% restants des variations de la variance du

bruit autour de cette moyenne. Ce rapport donne un facteur a = 99. Dans ces conditions,
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FIGURE 20 — Distribution a priori et a posteriori des écarts-types du bruit (en échelle
logarithmique). Le triangle violet correspond aux vraies valeurs des écart-type du bruit
(pointillés figure (a) et figure (b)), le rond rose est le maximum a posteriori (pointillé
figure (b)), les croix sont des valeurs issues de 1’échantillonnage. La densité a posteriori
est estimée par un estimateur a noyau.
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FIGURE 21 — Des prédictions sur un simulateur bruité multi-fidele a deux niveaux.
Chaque image correspond a un niveau de fidélité. Les points sont les observations brui-
tées, les traits pointillés sont les vraies fonctions moyennes du simulateur, les traits pleins
sont les moyennes a posteriori, la premiére zone est I'intervalle a deux écarts-types de
I’estimation de la fonction moyenne, la seconde zone est I'intervalle a deux écarts-types
des observations futures.
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o3 =log(100)%/(1 + a) = log(100)?/100. La loi a priori du couple des log-variances est
log(\1) N log(0.22) log(100)2  0.991og(100)? (1.35)
log(A2) log(0.22) ) 7\ 0.9910g(100)>  log(100)? ' '

Il y a quatre observations au niveau haute-fidélité et vingt-quatre au niveau basse-
fidélité. Une méthode completement bayésienne est appliquée, avec intégration des hyper-
parameétres de la covariance et des variances du bruit selon leurs lois a posteriori. Pour
cela, nous utilisons comme précédemment le MCMC adaptatif proposé par Haario et al.
[2001]. Les résultats d’échantillonnage sur les variances A sont présenté figure 19. La
comparaison des densités a priori et a posteriori des deux variances permet de voir que les
lois a posteriori sont plus resserrées que leurs a priori. La loi de A est plus large que celle
de A1, ce qui est cohérent puisqu’il y a moins d’observations sur le second niveau que sur
le premier. La figure 20 vient en complément pour afficher les corrélations. La figure 20a
présente la densité a priori des variances du bruit. La figure 20b présente une estimation a
noyau de la densité a posteriori des variances des bruits a partir des échantillons de la loi
a posteriori. Les points basse-fidélité permettent d’obtenir une estimation de Ay, puis I’a
priori permet d’en déduire une valeur de A\o. Enfin, la figure 21 présentent les prédictions
avec intégration des hyper-parametres en basse et haute-fidélité. Les prédictions sont
correctes et correspondent a ce qui peut étre attendu d’une régression par processus

gaussien dans un contexte bruité.

Le second exemple a été proposé par Au et Beck [2001]. Un pseudo-simulateur simule
un tremblement de terre sur une structure. La réponse temporelle de la structure est

notée X, et suit ’équation différentielle ordinaire stochastique

X () + 2woCX (1) + wa X (t) = W(t), X(0)=0, X(0)=0 (1.36)

ou wy et ¢ sont respectivement la pulsation propre et 'amortissement, qui dépendent de
propriétés physiques de la structure, et W est un bruit blanc gaussien dont 'intensité
spectrale est de un, et qui représente le séisme. La quantité d’intérét est la réponse du
batiment en fonction de ses paramétres physiques. Le tremblement dure t* = 30s et
la valeur d’intérét est le maximum en valeur absolue de X sur cette période. Les sorties

sont étudiées en échelle logarithmique. Le simulateur idéal est donc

X — R

(w0,¢) > max {log (IX()]), ¢ € [0;74] } (1.37)
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FIGURE 22 — Des exemples de trajectoires du simulateur 7(; a différents pas de temps.
En haut, trajectoire réelle, en bas, en échelle logarithmique. La pulsation propre et
I'amortissement sont wy = 15rad-s~! et ¢ = 0.2. Le point indique la valeur renvoyée
par le simulateur.

oit X = [0;30] rad - s~ x [0;1].

Une méthode par différence finie, le schéma d’Euler explicite exponentiel proposé par
Jentzen et Kloeden [2009], est utilisée pour résoudre cette équation. Un pas de temps 0 est
fixé, et la solution est approchée par une approximation 5(; ~ X (nd). Nous choisissons
cette méthode pour obtenir un simulateur-jouet multi-fidele stochastique, et nous ne
prétendons pas que ce schéma de discrétisation est la meilleure fagon de résoudre (1.36).

Notre simulateur multi-fidele est alors

Xx[0;1]s — R
(w0,¢,6) = max {log (|X,]),0<n <[5} (1.38)

Ce simulateur est stochastique, puisque X dépend d’un bruit blanc gaussien. La figure 22
montre un exemple de trajectoire X possible pour une entrée x = (wp, ¢) et trois niveaux
de fidélité 4. La figure 23 trace les histogrammes des sorties obtenues en lancant mille
simulations au méme point d’entrée. Ces histogrammes suivent la loi normale dont les

parametres sont calculés empiriquement, ce qui signifie que la sortie Z en un point donné
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FI1GURE 23 — Des histogrammes des sorties du simulateur en un point et trois niveaux de
fidélité. Chaque histogramme est tracé avec mille simulations effectuées au méme point.
La pulsation propre et I’amortissement valent wy = 15rad - s~! et ¢ = 0.2. Le trait plein
est la densité de probabilité d’une loi normale dont la moyenne et la variance sont la
moyenne et la variance empiriques sans biais.

peut étre approchée par une loi normale, Z|z,0 ~ N(&(x,0), A(x,d)), ou & est la fonction

de moyenne du simulateur et A est la fonction de variance du simulateur.

Enfin, la figure 24 présente les fonction de moyenne et de variance du simulateur. La
fonction de moyenne évolue beaucoup entre les niveaux de basse-fidélité et les niveaux
de haute-fidélité, mais qu’elle reste assez réguliére. La fonction de variance est quasiment
constante & un niveau & donné. Cela signifie que les valeurs de la variance A peuvent
étre supposées constantes a un niveau ¢ donné et ne pas dépendre des autres entrées x.
De plus, les valeurs de A(J), bien que différentes & chaque niveau, restent relativement
proche les unes des autres.

Les observations du simulateur sont au nombres respectifs de 96, 48, 24, 12 et 6
aux niveaux 6 = 1s, 0,5s, 0,255, 0,2s et 0,1s. Il n’y a aucune observation au niveau
6 =0,01s.

La sortie en un point (x,d) est supposée suivre une loi normale de moyenne &(x, d) et
de variance A(d). Un a priori de processus gaussien est placé sur £. Comme le simulateur
est fondé sur une équation différentielle qui est approchée avec différents pas de temps,
le modele utilisé pour la moyenne est le modele par processus gaussien multi-fidele non-

stationnaire décrit section 1.2.2 :
&lm, 0 ~ GP(m,agMg)/z(x,x/]po) + 02G min{s, 5'}L./\/l5/2(x,x'\p5)), (1.39)

ou f = {0(2], 06°, pg,G,L, pLo C} est le vecteur des 3 + 2d = 7 hyper-parametres. La

1 e

moyenne m du processus gaussien est intégrée selon une loi uniforme impropre sur R.



56 CHAPITRE 1. MODELISATION BAYESIENNE DE LA MULTI-FIDELITE
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FIGURE 24 — Les fonctions de moyennes et de variances empiriques (dix mille simulations)
calculées sur une grille cent par cent du simulateur stochastique sur trois niveaux de
fidélité. Sur les figures représentants la moyenne, le trait plein est la ligne de niveau

&(x,0) = 3.
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F1GURE 25 — Un échantillonnage de trois des variances du bruit appliqué a l'oscillateur
aléatoire amortie. Chaque ligne correspond a une variance. Gauche : histogramme des
échantillons des variances de bruit distribuées selon leur loi a posteriori. Le trait pointillé

est la loi a priori normalisée et le trait rouge vertical est le MAP. Milieu :

la chalne de

Markov issue de ’échantillonnage. Le trait horizontal rouge est le MAP et les points

mauves correspondent au sous-échantillonnage de la chaine. Droite :

auto-corrélation

de la chalne. Les traits pointillés horizontaux indiquent le décalage pris entre chaque

sous-échantillon de la chaine Markov.
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FIGURE 26 — Loi a priori et a posteriori des variances du bruit de 'oscillateur aléatoire.
La loi a posteriori est estimée avec un estimateur & noyau, a partir des échantillons
simulés selon leur loi a posteriori (les croix sur la figure de droite). Le point souligné par
les traits pointillés (figure b) est le maximum a posteriori.
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FIGURE 27 — Estimations des valeurs des variances des effets stochastiques en fonction
du niveau. Les points rouges sont les médianes a posteriori, les lignes bleues sont les
intervalles de crédibilité a 95 % et le trait vert est la valeur [y utilisée comme moyenne a
priori.
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FIGURE 28 — Prédiction aux niveaux 6 = 1s, 0,1s et 0,01s de l'oscillateur aléatoire. En
haut les moyennes a posteriori, en bas les écarts-types a posteriori. Les points sur les
figures de gauche sont des observations, le trait en évidence est la ligne de niveau a —3.
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Pour appliquer une approche complétement bayésienne (voir annexe A.3), une loi a
priori est ajoutée sur les hyper-parameétres. Ces lois a priori sur les hyper-parametres
sont indépendantes, et sont des lois log-normales dont les expressions sont explicitées
annexe D. Les amplitudes approximatives des entrées et des sorties sont fixées & r°% =
40, b = 30 et b = 1.

Pour la variance du bruit A, le modeéle a priori est le processus log-gaussien dé-
crit dans la section 1.3. Ce modele possede trois hyper-parameétres, la moyenne [y =
log ((r°"/100)?), la variance des effets de pépite o3 = log(100)2/100 et le coefficient a =
99 (voir annexe D). Ces hyper-parameétres sont supposés connus. Les hyper-paramétres
de la fonction de covariance, ainsi que les variances du bruit sont intégrés selon leur loi a
posteriori. Pour cela, nous échantillonnons leur loi avec I'algorithme de Métropolis adap-
tatif de Haario et al. [2001] avant d’approcher les moyennes et les variances a posteriori
des réponses du simulateur par une somme sur les échantillons.

La figure 25 présente des lois a posteriori de quelques variances du bruit. La figure 26
présente les lois a priori et a posteriori du couple A(1), A(0.1), le niveau 0.1 étant le niveau
observé de plus haute-fidélité. Sur les deux figures, la loi a posteriori est beaucoup moins
étalée que la loi a priori : les observations ont apportés de I'information. La figure 27
présente les estimations de la variance du bruit sur tous les niveaux observés, ainsi que
sur des niveaux de plus haute-fidélité. Tous les intervalles de crédibilité sont réduits
comparativement aux intervalles de crédibilité a priori, mais surtout que ces intervalles
de crédibilité sont plus petits sur les niveaux ou les observations sont plus nombreuses.
Sur les niveaux ot il n’y a pas d’observation, les intervalles de crédibilité sont plus larges.
Enfin, la figure 28 présente les prédiction de ce modele aux niveaux 1s, 0,1s et 0,01 s,
ainsi que les écart-types a posteriori lié a la prédiction. Cette figure est a comparer aux

valeurs de référence (figure 24).

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment modéliser un simulateur dans un cadre
multi-fidélité, avec une approche bayésienne fondée sur les processus gaussiens. Nous
avons notamment décrit les deux principaux modeles de processus gaussiens pour les
simulateurs déterministes : le modele auto-régressif correctif, proposé par Kennedy et
O’Hagan [2000] ; et le modele non-stationnaire déconvolutif, développé par Picheny et
Ginsbourger [2013] et Tuo et al. [2014].

Les deux modeles ont leurs qualités et leurs défauts. Le modele auto-régressif doit

étre privilégié lorsque le nombre de niveaux est faible, et que les niveaux de fidélité
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n’ont pas de relation évidente entre eux (cas de deux simulateurs différents). Le modele
non-stationnaire est préférable lorsque le nombre de niveaux devient élevé, et que le
simulateur peut se décomposer entre un modele idéal et une erreur numérique qui décroit
avec la fidélité (cas de simulateur par différences finies).

Les modeles de la littérature sont congus pour des simulateurs déterministes. Dans le
cas de simulateurs stochastiques, la sortie en un point est supposée suivre une certaine
loi dont les parametres dépendent des entrée. Des lois a priori sont ajoutées sur les
fonctions de ces parametres. Dans le cas d’une régression par processus gaussien, la
sortie est supposée suivre une loi normale, ce qui permet de simplifier les calculs. La
moyenne de cette loi normale est modélisée par I'un des processus gaussien cités juste
avant.

Pour la fonction de variance du simulateur, une approche classique consiste a utiliser
un modele de processus log-gaussien sur la variance. Comme un processus log-gaussien
quelconque complexifie considérablement les inférences bayésiennes et la prise en compte
de I'incertitude de la variance du bruit sur 'incertitude finale, nous proposons un modele
log-gaussien simplifié sur la variance. Ce modele a pour principales hypotheéses que la
variance du bruit ne dépend que du niveau, et que les valeurs de cette variance sont
relativement proches entre elles. Ce modele permet notamment de pouvoir estimer les
variances du bruit sur des niveaux peu ou pas observés, et donc de pouvoir faire des
prédictions sur les sorties en haute-fidélité du comportement du simulateur multi-fidele
stochastique.

Tout cela permet de pouvoir estimer les densité prédictives du simulateur et de n’im-
porte quelle quantité associée. Cependant, jusqu’ici, les observations x, = (z;, di; 2i); <i<n
étaient supposées fournies & I’avance. Dans le prochain chapitre, nous verrons comment
choisir les points d’observations afin de réduire I'incertitude finale d’une quantité d’in-

térét.
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2.1 Introduction

Dans le chapitre 1, nous sommes partis du principe que les observations x, =

(zi’éi;zi)lgign étaient fournies a l'avance, et qu’il fallait seulement les utiliser pour
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pouvoir estimer les Quantités d’Intérét (Qol)!. Cependant, dans de nombreuses situa-
tions, il est possible de choisir les points a observer. Le choix est important, d’une part,
car le Plan d’Expériences (DoE)? influe fortement sur les estimations, et d’autre part,
car le nombre d’observations est limité par le colit calculatoire du simulateur.

En général, I'utilisation d’un simulateur se fait afin d’atteindre un objectif précis.
Cet objectif peut étre 'analyse compléte d’un phénomeéne (approximation d’une fonction
cotiteuse), la configuration optimale d’un systéme (recherche d’un minimum/maximum)
ou, par exemple en sécurité incendie, ’estimation de la probabilité de défaillance d’un
systeme dans un scénario donné. En fonction de 'objectif ciblé, les points observés ne
seront pas placés au méme endroit, mais seront optimisés en vue d’atteindre le plus
rapidement possible I’objectif.

Dans les situations ou toutes les observations ont le méme cotit calculatoire, la notion
de rapidité se traduit en terme de nombre d’observations. Dans le cas de la multi-fidélité,
comme les observations n’ont pas le méme coiit, la notion de rapidité se traduit par le cotit
total des observations (les temps d’analyse et de choix de I'observation étant négligés).
L’idée derriere la multi-fidélité est qu’une observation haute-fidélité plus cofiteuse en
temps de calcul apporte (ou du moins est censée apporter) plus d’information qu’'une
simulation basse-fidélité, moins chére. Au probléme du choix de 'entrée z qui permet
d’atteindre au mieux l'objectif visé, s’ajoute donc le probleme du choix du niveau de
fidélité 0 qui optimise le compromis entre temps de calcul et gain d’information.

Deux types de DoE peuvent étre distingués : les DoE non-séquentiels et les DoE
séquentiels. Les DoE séquentiels sont des méthodes de choix des points d’observation
utilisant les observations déja disponibles. A l'inverse, les plans non-séquentiels ne pré-
supposent pas 'existence de résultats du simulateur. Une méthode non-séquentielle per-
met d’obtenir un DoE initial, puis une stratégie de planification séquentielle permet de
compléter successivement les observations.

Un fagon courante de construire un DoE séquentiel est de choisir les nouvelles ob-
servations en optimisant un critere. Plus exactement, 'idée est de définir un critére
d’échantillonnage J,, : X — R, dépendant des n observations déja effectuées. Puis, la
(n + 1)—iéme observation est choisie par minimisation du critére sur l'espace des en-
trées :

Tpy1 = argmin {J,,(z)}. (2.1)
zeX

Le comportement de la planification dépend alors du critere d’échantillonnage choisi.

1. Quantities of Interest
2. Design of Experiments
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Ce critere d’échantillonnage doit donc quantifier I'intérét d’observer le point = pour
atteindre 'objectif. Dans le cas de la multi-fidélité, il doit également prendre en compte
le cott d’observation du point.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante. La section 2.2 présente les mé-
thodes permettant d’engendrer des DoE non-séquentiels en multi-fidélité. La section 2.3
présente des stratégies de Réduction Progressive de I'Incertitude (SUR), une méthodolo-
gie permettant de créer des criteres d’échantillonnage pour planification séquentielle en
I’absence de multi-fidélité. La section présente également de nouveaux criteres d’échan-
tillonnage dédiés a ’estimation de probabilité de dépassement de seuil sur un simulateur
stochastique. La section 2.4 focalise sur les plans séquentiels en multi-fidélité. Apres
une présentation des méthodes de la littérature, nous proposons un principe pour créer
des criteres d’échantillonnage dans ce contexte, et nous illustrons ce principe sur deux

exemples.

2.2 Plans d’expériences non-séquentiels

2.2.1 Plans d’expériences sur un niveau

Dans le cadre d’une régression par processus gaussien, I’objectif des DoE initiaux
est de fournir des observations dans l’espace des entrées pour permettre : d’'une part
d’estimer les hyper-parametres € du processus, constitués des hyper-parameétres de la
fonction de covariance et des variances des effets stochastiques en sortie; et d’autre
part, d’obtenir une premiere prédiction du simulateur étudié en ayant des observations
dispersées dans ’espace des entrées.

Dans le cadre standard avec un seul niveau de fidélité, il existe une vaste littérature
sur la construction de DoE initiaux, dont un résumé peut étre trouvé dans Pronzato et
Miiller [2012]. Nous cherchons & obtenir des DoE initiaux qui représentent bien I’ensemble
du processus que nous étudions. Les DoE initiaux a un niveau de fidélité que nous
recherchons doivent posséder deux propriétés principales. D’abord, nous souhaitons que
les points soient dispersés dans l’espace des entrées, et ensuite, que leurs projections
selon les sous-espaces de dimension 1 soient régulierement espacées.

Pour mesurer la dispersion des points d’observations, plusieurs critéres existent. Par
exemple, Morris et Mitchell [1995] proposent des critéres ¢, pour mesurer le remplissage
de l'espace, Fang et al. [2000] utilisent la discrépance et Currin et al. [1991] se fondent
sur Pentropie. Dans notre cas, nous utilisons le critére maximin [Johnson et al., 1990],

qui est simple a calculer, mesurant la distance entre les deux points les plus proches du
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FI1GURE 29 — Un hypercube latin maximin en dimension deux avec huit points d’obser-
vations.

DoE. Ce critére, que nous souhaitons maximiser, s’écrit minj<;<j<n {||z; — x;[|}, o les
x; sont a valeurs dans [0; 1].

Le type de plan d’expérience assurant que les projections selon les sous-espaces de
dimension 1 soient régulierement réparties se nomme les Hypercubes Latins (LHS) 3. Les
LHS sont un type de DoE initialement proposés par McKay et al. [1979] pour améliorer
les méthodes de Monte-Carlo. Cette propriété permet notamment d’assurer une bonne
représentation de chacune des variables d’entrées. Il est possible de considérer des plans
avec des meilleurs propriétés de projection, comme les LHS orthogonaux, développés par
Tang [1993].

Les types de plans simple niveau que nous considérons sont des DoE qui sont a la
fois LHS et qui maximisent le critére maximin. La figure 29 présente un exemple d’un
tel plan en dimension d = 2 avec n = 8 points, ou les deux variables d’entrées x; et xo

suivent des lois uniformes.

2.2.2 Plans non-séquentiels multi-fideles de la littérature

Cependant, toutes ces approches ne peuvent pas s’appliquer directement en multi-
fidélité, car les niveaux de fidélité ne sont pas tous équivalents. En effet, en multi-fidélité,
les niveaux de haute-fidélités sont supposés plus cotiteux que les niveaux de basse-fidélité.

Dans un souci d’économie de temps de calcul, les niveaux peu cofliteux sont observés

3. Latin Hypercube Sampling
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F1GURE 30 — Un exemple de plan d’expériences emboité.

préférablement par rapport aux niveaux chers.

En multi-fidélité, une propriété souvent souhaitée des DoE est 'emboitement. Un
DoE multi-fidele est emboité lorsque tout point x observé a un niveau de fidélité § est
également observé aux niveaux de fidélité inférieurs présents dans le DoE. Un exemple
de DoE emboité a quatre niveaux est présenté figure 30. Cette propriété permet de
simplifier certaines analyses, par exemple les estimations des hyper-parameétres dans le
cas du modele auto-régressif (voir section 1.2.1). La génération de DoE non-séquentiels
emboitées présente donc un intérét particulier en multi-fidélité.

Nous supposons dans la suite de la section que nous souhaitons engendrer un DoE
emboité sur S niveaux, indexés par s € [1;S]. Le niveau S correspond au niveau de plus
haute fidélité, et le niveau 1 au niveau le plus bas. L’ensemble des points d’observations
du DoE situés au niveau s est noté X, et comprend ns points. Le nombre total de points
dans le DoE multi-fidele est 285:1 ns. La suite ng est évidemment décroissante, puisque
le DoE est emboité.

Le Gratiet et Cannamela [2015] proposent un algorithme pour engendrer des DoE
emboités. Celui-ci fonctionne par génération et déplacements successifs a chaque niveau.
L’algorithme commence par engendrer un DoE au niveau de plus haute-fidélité Xg.
Le Gratiet et Cannamela [2015] utilisent un générateur de LHS maximisant le cri-
tere maximin. Ensuite, récursivement sur le niveau s, ils engendrent un DoE Y; ayant
ng points et calculent les distances entre les points de Yy et de X 41. Les ngy1 points de
Ys les plus proches des points de X 41 sont retirés et remplacés ceux-ci. Le DoE X est

alors constitué des ny — nsy1 points restants et des points de X1, assurant ainsi 'em-
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FIGURE 31 — Les trois étapes de la génération du plan d’expériences au niveau s a partir
d’un plan au niveau s+ 1. (a) Le plan au niveau s+ 1, maximin LHS avec quatre points.
(b) Une proposition de plan pour le niveau s, un maximin LHS avec neuf points. (c)
Retrait des observations les plus proches du plan s + 1.

boitement. La figure 31 illustre ce processus. L'intérét de cette méthode est sa simplicité,
puisqu’elle ne nécessite que d’avoir une méthode de génération de DoE non-séquentiels
a un niveau de fidélité. Cette méthode garantit juste ’emboitement. Elle n’assure pas,
par exemple, que les plans d’expériences obtenus a chaque niveau sont des LHS.

Qian [2009] propose une méthode pour engendrer des Hypercubes Latins Emboités
(NLHS)*. Un NLHS est un DoE emboité dans lequel chaque DoE d’un niveau de fidélité
forme un LHS. Cette méthode de génération suppose toutefois que le nombre de points au
niveau s+ 1 divise le nombre de points au niveau s. Pour engendrer ce DoE multi-fidele,
Palgorithme initialise avec un LHS au niveau S. Puis entre les niveaux s+ 1 et s, comme
le DoE du niveau s + 1, X1, est un LHS et que ngyq divise ng, le plan X 11 peut étre
vu comme le début d’un LHS a ng points. En retirant les zones interdites selon chacune
des dimensions, ’espace autorisé restant forme un nouvel hypercube. Cet hypercube
peut étre complété avec un LHS de taille ngy — ngy1. La concaténation des deux LHS
donne un LHS global avec ng points. La figure 32 illustre ce principe. Cette approche
permet notamment de conserver les bonnes propriétés d’échantillonnage aléatoire des
LHS en multi-fidélité, puisqu’elle est congue pour pouvoir appliquer un Monte-Carlo sur
plusieurs niveaux de fidélité. Kong et al. [2016], Xu et al. [2017], Guo et al. [2017] et
Garg et Stogner [2017] proposent des méthodes plus générales pour engendrer des NLHS
aléatoires pour des nombres quelconques de points a chaque niveau. De plus, He et Qian
[2011] et Yang et al. [2014] étendent la notion de LHS orthogonaux aux DoE emboités.

Cependant, leurs méthodes sont trop restrictives dans les relations sur le nombre de

4. Nested Latin Hypercube Sampling
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FIGURE 32 — Les trois étapes de la génération du plan d’expériences LHS au niveau s
a partir d’'un plan LHS au niveau s + 1. (a) Le plan LHS au niveau s + 1 avec quatre
points. Les lignes et colonnes colorées sont interdites lors de I'ajout des nouveaux points
au niveau de plus basse fidélité. (b) Les carrées restants sont complétés avec un sous-LHS.
(¢) Un plan LHS au niveau s aprés complétion, constitué de 4 x 3 points.

points, et difficilement extensibles au-dela de deux niveaux de fidélité.

2.2.3 Plans non-séquentiels emboités maximin

Dans notre contexte, nous souhaitons utiliser la méthode de Qian [2009]. Cependant,
nous cherchons aussi a répartir les points d’observations dans ’espace des entrées. Pour
mesurer l'espacement entre les points en multi-fidélité, Rennen [2009] et Rennen et al.

[2010] proposent le critére suivant, dédié aux DoE multi-fideles :

52 {\‘;/]%} (2:2)

ou J(Xj) est le critére maximin au niveau s et d est le nombre de facteur(s) autre que
le parametre de fidélité. Le dénominateur &/ns — 1 est la distance caractéristique entre
deux points. Sa présence permet de comparer des DoE ayant des nombres d’observations
différents. Nous cherchons alors a engendrer des NLHS en optimisant le critere (2.2).
La méthode de Qian engendre des NLHS aléatoirement. Pour obtenir une améliora-
tion du critere de remplissage, nous modifions leur facon de générer des NLHS. Dans
cette these, nous avons comparé deux possibilités. La premiere méthode est de tirer un
nombre N de NLHS et de choisir celui qui maximise le critére maximin multi-fidele (2.2).
La seconde méthode consiste a modifier le tirage des plans LHS, que ce soit le plan LHS
du niveau de plus haute fidélité, ou les compléments. Sur le niveau de plus haute fidé-

lité, N plans LHS sont tirés aléatoirement, et celui avec le meilleur critére maximin est
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sélectionné. Ensuite, a chaque complétion du LHS du niveau s+ 1, N compléments sont
tirés aléatoirement. Le complément choisi est celui qui maximise le critere maximin du
DoE X;. En terme de cotit calculatoire, ces deux méthodes sont équivalentes. Nous les

avons comparées pour savoir si I'une d’elles se distinguait.

Nous expérimentons ces deux méthodes sur S = 4 niveaux, ou les facteurs = sont
de dimension d = 8. Le nombre de points par niveau est n; = 270, no = 90, ng = 30
et ngy = 10 (voir section 3.3). Le nombre de tirages aléatoires par génération est fixé
a N = 1000, et p = 1000 DoE sont engendrés pour chacune des deux méthodes. Nous
engendrons également p NLHS complétement aléatoirement pour avoir une référence.

Pour comparer ces NLHS, le critére maximin est calculé a chaque niveau.

La figure 33 présente les valeurs du critére maximin obtenues a chaque niveau pour
chaque expérience. La position des marques indique que la seconde méthode, qui choi-
sit les meilleurs plans niveau par niveau, construit des plans d’expériences ayant de
meilleures valeurs du critére maximin sur tous les niveaux. De plus, les plus hauts ni-
veaux de fidélité (niveau 3 et 4), la premiere méthode, choisissant le NLHS & la fin ne
fait pas mieux qu’un tirage aléatoire. Cela pourrait suggérer que le critére (2.2) n’est
pas idéal, et qu’il ne tend a favoriser la dispersion des observations qu’aux niveaux de

fidélité les plus bas.

Bien que non présenté dans cette thése, la méme expérience a été refaite en chan-
geant le nombre de points et de niveaux dans DoE, ainsi qu’en modifiant le critere (2.2)
(remplacement du critére maximin par un critere ¢, de Morris et Mitchell [1995], mi-
nimum sur les niveaux remplacé par une somme sur les niveaux, changement dans la
pondération). A chaque fois, le méme résultat est obtenu : la seconde méthode fournit
de meilleurs DoE multi-fideles que la premiére, aussi bien selon le critere multi-fidele

agrégé, que selon les criteres appliqués & chaque niveau.

En résumé, pour engendrer un plan initial multi-fidéle, nous recommandons d’utiliser
la méthode de Qian [2009] qui engendre des NLHS, en appliquant la seconde méthode
de choix des plans maximin a chaque niveau. Cette méthode est appliquée dans tout
le manuscrit pour engendrer des plans d’expériences initiaux multi-fideles. Notons la
méthode utilise une optimisation grossiere des plans non-séquentiels. Utiliser un algo-
rithme d’optimisation plus efficace sur ces plans d’expériences pourraient étre une facon
simple d’améliorer la répartition des points dans ’espace. Dans cette these, la méthode
de Qian [2009] est appliquée avec le critére maximin, mais d’autres critéres, comme la

discrépance, pourraient étre envisagés a la place.
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FIGURE 33 — Valeurs des critéeres maximin & chaque niveau, en fonction des méthodes.
Une figure correspond a une paire de niveaux. Les croix roses sont des NLHS comple-
tement aléatoires, les cercles bleus sont des NLHS engendrés avec la premiere méthode
(choix a la fin de la génération), et les carrés rouges sont des NLHS engendrés avec la
seconde méthode, ot les plans sont choisis niveau par niveau.

2.3 Plan séquentiel par réduction progressive de l’incerti-
tude

Dans cette section, par simplicité d’écriture, le vecteur des entrées est noté z. Pour
passer au cas multi-fidéle, il suffit de remplacer x par (z,d) dans toutes les équations, le

discours restant le méme.

2.3.1 Principe des stratégies par réduction progressive de I’incertitude

La méthodologie de Réduction Progressive de I'Incertitude (SUR)® est une fagon
de construire des criteres d’échantillonnage dédiés a la planification séquentielle d’expé-
riences. Le nom a été proposé par Fleuret et Geman [1999], bien que d’autres articles,

comme par exemple MacKay [1992] ou Cohn et al. [1996] développent des méthodes de

5. Stepwise Uncertainty Reduction
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planifications similaires. La méthodologie a été appliquée par Villemonteix et al. [2008]
et Vazquez et Bect [2009] sur des modeéles bayésiens fondés sur des processus gaussiens.
L’idée est de définir une mesure d’incertitude H,, aussi appelée risque, dépendant des
n observations Y,. Par exemple, dans le cas ou l'objectif est d’estimer une certaine
Qol salaire, une mesure d’incertitude peut-étre la variance a posteriori de cette Qol. Le
point d’observation a choisir selon le principe des stratégies SUR est celui qui minimise

I'incertitude future espérée

Tpy1 = argmin {E,, [H,41|Xnt1 = 2]}, (2.3)
zeX
I'indice n indiquant que I’espérance est prise conditionnellement aux n premieres obser-
vations. La fonction
In(2) = Eyp [Hpp 1| Xny1 = 7] (2.4)

forme le critere d’échantillonnage, et correspond a 'incertitude attendue avec n+1 points,
si le (n+ 1) point observé est le point . Nous notons également G,,(z) = H, — J,(z)
la réduction d’incertitude. Remarquez que minimiser le critere d’échantillonnage J,, est
équivalent & maximiser le gain G,,. L’espérance définie dans le critere J, est une intégrale
sur I’ensemble des valeurs possibles de la sortie du simulateur en x. Dans le cas ou il

faudrait choisir ¢ observations, le critere d’échantillonnage SUR, s’écrit

Jn($n+1, e ,l’n+q) == ]En [Hn+q|Xn+1 = Tn41y--- ,Xn+q == $n+q] . (25)

Dans la littérature, il existe un certain nombre de criteres SUR appliqués a des processus
gaussiens. Li [2012] propose des critéres SUR pour estimer des probabilités de dépasse-
ment de seuil sur un simulateur déterministe, puis Chevalier et al. [2014] développent
un algorithme de calcul rapide de ces critéres. Azzimonti et al. [2016b] proposent un
critere SUR pour 'estimation conservatrice de sous-ensemble de ’espace des entrées X.
De méme, Labopin-Richard et Picheny [2016] proposent un critére pour l’estimation de
quantile des lois des sorties. Le critéere d’Amélioration Espérée (EI) ¢ proposé par Jones
et al. [1998], utilisé pour I'optimisation de fonction déterministe, peut également étre vu
comme un critére SUR. Toujours dans un objectif d’optimisation, I’Approche Informa-
tive de 1’Optimisation Globale (IAGO)” est un critére proposé par Villemonteix et al.

[2008] dont la mesure d’incertitude est fondé sur l'entropie de 'argument du minimum,

6. Expected Improvement
7. Informational Approach to Global Optimization
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le Gradient de Connaissance Approximatif (AKG)® de Scott et al. [2011] est un critére
SUR dédié a 'optimisation d’un simulateur stochastique et le critere d’Augmentation
Espérée de ’'Hyper-Volume (EHVI) ? proposé par Emmerich et al. [2006] est concu pour
l'optimisation multi-objectif. Enfin, Bect et al. [2017] proposent des conditions suffisantes
que doit suivre la mesure d’incertitude pour garantir la convergence de la stratégie SUR

associée.

2.3.2 Criteres pour estimer des probabilités de dépassement de seuil

Dans cette section, nous présentons de nouveaux criteres SUR pour 'estimation de
probabilité de dépassement de seuil dans un cadre stochastique. Ces criteres sont motivés
par I’application incendie présentée au chapitre 3. Les criteres développés sont calculables

pour un nombre ¢ quelconque de nouvelles observations.

La réponse Z du simulateur en un point z est supposée suivre une loi normale de

moyenne £(z) et de variance A(zx),
Zlx ~ N((x), A(x)). (2.6)

Le modele bayésien de & est un modeéle de processus gaussien. Ainsi, aprés n observa-
tions du simulateur, le processus modélisant £ est un processus gaussien de fonction
moyenne m,, et de fonction de covariance k,. Les hyper-parameétres de la fonction de
covariance ainsi que la fonction de variance \ sont supposés connus et fixés. Soit 2"t un
seuil critique. Les Qol considérées dans les différents criteres sont liées a la fonction de

probabilité de dépassement de seuil

p(x) =P(Z > z"Yz) = @ (%) , (2.7)

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. Nous notons @y (-, -; 7)

la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite bivariée de corrélation .

8. Approximate Knowledge Gradient
9. Expected Hyper-Volume Improvement
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Critere SUR 1 : estimation de la fonction de probabilité en norme L2

Pour construire un critere SUR, nous avons besoin d’une mesure d’incertitude. Consi-

dérons par exemple I’espérance de la perte quadratique :

Ho =B [Ip = Bullago] = [ var, [@ (%)] u(da). (2.8)

ol u est une mesure positive bornée (par exemple une mesure de probabilité ou la mesure
de Lebesgue sur un domaine borné), et p,,(z) est 'espérance a posteriori de p(z) utilisée
comme estimateur,

x)

R B f(:ﬂ) _ Zcrit B (2
Pnx) = B [cb <7A( )] = (u, @) (29)

My (x)izcrit

ko (2,2)+A(2)
L’espérance de la probabilité de dépassement de seuil (2.9) se calcule avec (B.4). Or,

ol u,(x) = est la distance normalisée entre la moyenne et le seuil critique.
vary, [p(z)] = E, [p(2)?] —E, [p(2)]?. Le second terme est le carré de Pestimation. Quand

au premier terme, il se calcule en utilisant (B.5)

crit \ 2
E, [(b <§(m))\7—(5)> ] = g (up (), up(z); (2, ), (2.10)

avec 1y (z,x) = kp(z,2)/V, (), et V,(z) = kp(x, 2)+A(z) la variance totale de la sortie Z
en z. La corrélation r,(z, x) est le rapport entre la variance de la fonction £ en x et celle

de la sortie Z en z. La mesure d’incertitude se ré-écrit donc
Hy = /X |5 (un (2), 1 (2); 7 (2, 7)) = @ (un (@) pl(dlz). (2.11)

Calculons alors le critere SUR ainsi défini. Soit 7 = ('fl)lglgq’ q propositions de points
d’observations. Conditionnellement & ces nouvelles observations, le processus &|xy, 4 reste
un processus gaussien, de fonctions de moyenne m,, et de covariance kj44. Or, une
propriété importante des processus gaussiens est qu’il est possible de calculer la fonction
de covariance kj44 juste en connaissant les points d’observations, sans avoir a connaitre

les résultats de ces observations, grace a la formule des mises & jour de la covariance :
Fnig(z,2') = kp(2,2") — kn(2,2) K (7,2) 'k (7, 2) = kp(2,2) — vy (2,25 7), (2.12)

ot Ky (2, %) = (kn(Z1, Tm) + A1) Li=m )1 <) m<, €t la matrice de covariance des g propo-
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sitions conditionnellement aux n premiéres observations et k,(7,2") = (kn(21,2"));</<,
est le vecteur de covariance entre 7 et 2’. La fonction v, (z,2’; T) est la variation de cova-
riance si les propositions T sont observées. De plus, il est possible d’exprimer la loi de la
fonction moyenne. En effet, m,14(z) = mn(z) + kn(z,2)Kn(Z,2) 71 (Z — my(T)), o0t Z
sont les sorties du simulateur aux propositions z. Conséquemment, en utilisant le modele
bayésien des sorties conditionnellement aux observations, il est possible d’exprimer la loi

de la fonction moyenne apres n + g observations,
Mgl Xns T ~ GP (my, vy, (-, T)) . (2.13)

Le processus my44 conditionnellement a x, est un processus gaussien, de fonction de
moyenne m, et de fonction de covariance v, (-, ;). Le critere SUR est, selon la défini-
tion (2.3),

Jn(&) = By [Hy 7] = /X B [ (s 4(2), g (2); Tsg (2, 2)) = @ (tn14(2))°] po(da).
(2.14)

En utilisant (2.13) et (B.4), le critére se calcule comme
In(T) = /X [ @2 (un(2), un(2); rn (2, 7)) = Pg (un (@), un (2); T2, 25 7)) p(dx),  (2.15)

avec T, (z,2'; ) = vy (z, 2" T) /\/ Vi (2) Vy (2). Enfin, il est possible d’exprimer la fonction

de gain, définie comme G, () = H,, — J,(Z),

Gal@) = [ [#2 (wal@) un(2)s7a 0 238) = @ (un @) uda)  (2.16)

Ce critere est résumé dans I'encadré critere SUR 1.

Ce critére est congu pour les simulateurs stochastiques, dont les observations suivent
une loi normale dont la variance est donnée par la fonction A. Néanmoins, il est possible
d’étendre ce critere au cas déterministe, en faisant tendre A vers zéro. Dans, ce cas, la Qol
devient la fonction de sélection, p(x) = 1 {(z)>zerit}, €t la mesure d’incertitude devient
H,, = [xPn(x) (1 — pp(z)) dz. Le critére correspond alors & 1'un des critéres proposés par
Li [2012] et Chevalier et al. [2014].

Critere SUR 2 : estimation de la probabilité intégrée en norme L2

Il est possible d’appliquer la méme méthodologie pour estimer une intégrale de la

fonction de probabilité. L’espace des entrées est alors séparé en deux parties, X = X, x X;.
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Qol : la fonction de probabilité

pa) =P (7> ) = (ﬂi

>
&l K
=,
-t
\_/

Estimateur : moyenne a posteriori

Pn(x) = @(un()),
Mesure d’incertitude : intégrale de la variance

Hy =E, [Hp - %Higg(u)}
_ /X (@2 (un (), (2): 7 (2, 2)) — @ (i (2))?] u(dl)
Critére d’échantillonnage :
In(T) = /X [Po (un (), up(z); 0 (2, 7)) — Po (U (), upn(); Th(x, 2; T))] p(dx)

Fonction de gain :

Ga(@) = [ @2 (), tn (@) (@, 3) = @ (1 (2))”] u(dle)

Critere SUR 1 — Estimation de la fonction de probabilité de dépassement de seuil
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Qol : la fonction de probabilité intégrée,

f(JUe;JUs) _ Zcrit

AMTe, x5)

P(zs) =P(Z > 2 z,) = /X o ( ) F (xe)de,

Estimateur : moyenne a posteriori

—

By (xs) = /X Bt (0, 25)) [ (20)de,

Mesure d’incertitude : intégrale de la variance,

H,=E, “‘P _p,

2
L§5(u>]
- //X2 (Do (un (e, Ts), un (2L, Ts); 70 ((Tes T5), (2L, 25)))

= @ (up(Te, 5)) P (un(azé, xs))] fenv(xe)dxefenv(xé)dx/eﬂ(d$8)

Critére d’échantillonnage :

In(T) = [(1)2 (un(xe,:ES),un(x'e,azs);rn((xe,xs), (37/67358)))
s IX2

— Py (Un(xea xs)a un(l';a xs)§ ;“;((:L’e, .CIJS), (.CI}/E, xs)? f))]
F (we)dwe f (L) dal p(das)

Fonction de gain :

Gn(%) = /X X2 [@2 (Un(l'eaxs)aun(l':;axs)ﬁ“;((xeaxs)a (x/eaxs%f))

= @ (un (e, 75))  (un(@e, w5))] [T (we)dae f () daep(das)

Critere SUR 2 — Estimation de la probabilité de défaillance intégrée selon les variables
environnementales
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D’un coté, les variables environnementales x, € X, sont des variables a intégrer dans le
calcul de la probabilité. De ’autre, les variables de scénario x5 € X, sont des variables
dont nous souhaiterions étudier 'impact. Soit une mesure de probabilité f*V définie sur

les variables environnementales. La Qol se définit comme

P(zs) :/ P(Te, xs) f (xe)de. (2.17)

€

En choisissant le méme type de mesure d’incertitude et appliquant des calculs similaires,

il est possible d’obtenir le critére présenté dans I’encadré critere SUR 2.

Ce critere peut étre étendu au cas ou X = X, il suffit alors d’enlever les intégrales
selon X dans les formules. Si en plus, pour revenir au cas déterministe, A tend vers
zéro, le critere obtenu correspond au critere de variance calculé dans Chevalier et al.
[2014]. Intuitivement, une planification séquentielle contrdlée par le critere SUR 2 devrait
permettre d’estimer la fonction de probabilité intégrée plus rapidement qu’avec le critére
SUR 1. Cependant, étant donné que ce critere est plus complexe a calculer en pratique,
et que la convergence de la mesure d’incertitude définissant le critére SUR 1 implique la
convergence de la mesure d’incertitude définissant le critere SUR 2, nous recommandons
plutot d’utiliser le critere d’échantillonnage du critere SUR 1, de manieére similaire aux

recommandations de Chevalier et al. [2014].

Critere SUR 3 : estimation de la fonction de probabilité en norme L1

Toujours dans l'objectif d’estimer la fonction p(z), la mesure d’incertitude peut étre

fondée sur une perte L
H =By [Ip = Bullgy] = [ B llp(e) — pu(e)]) u(do). (2.18)

ol pp, () est la médiane a posteriori de p(z) qui peut étre aussi utilisée comme estimateur

() = @ <%> . (2.19)

Notez que la médiane de p(z) n’est pas égale a l'espérance de p(z) (2.9). La mesure

d’incertitude devient l'intégrale de la déviation absolue

_ g(x) _ Zcrit B mn(x) _ Zcrit
= o () -2 ()

] p(dx). (2.20)
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Qol : la fonction de probabilité

pl(z) = P(Z > 2Vz) = @ (%) ,

Estimateur : médiane a posteriori

R B mn(x) _ Zcrit
Pn(z) =@ ( Nz) ) )

Mesure d’incertitude : intégrale de la déviation absolue
Hy, = By [ = Bl

= /X O (uy(r)) — 209 (un(x),(); —\/rn(x,x)ﬂ p(d)

Critére d’échantillonnage :

5@ = [, [@ (1t () — 25 (un(:v),O;—\/rn(x,x) —mx,m)ﬂ u(dz)

Fonction de gain :

Gn(Z) = 2/X [@2 <un(x),(); —\/rn(x,x) — ?Z(x,x;a?))
— &y (un(x),(); - rn(x,x)ﬂ p(dz)

Critere SUR 3 — Estimation de la fonction de probabilité de défaillance (norme LL1)
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En utilisant (B.6), 'espérance peut étre exprimée a 'aide de fonction de répartition de

lois normales,

H, :/X [@ (1t () — 20 <un(x),o;—m)] u(da). (2.21)

Finalement, le critére est toujours défini selon le principe des approches SUR (2.3). La
future fonction de covariance est toujours exprimable comme k4 q(z,2") = kp(z,2") —
vn(z,2'; T), et la future fonction de moyenne suit toujours la loi d’un processus gaussien
de fonction de moyenne m,, et de fonction de covariance v,. En utilisant (B.4), il est
possible de calculer l'incertitude espérée apres q observations. Le gain se calcule par
différence entre la mesure d’incertitude courante et la mesure d’incertitude espérée. Le

tout est résumé dans ’encadré critere SUR 3.

Une fois encore, ce critere est congu pour les simulateurs stochastiques, mais il est
possible de ’étendre au cas déterministe, en faisant tendre A vers 0. Dans, ce cas, la Qol
devient la fonction de sélection, p(x) = L{¢(2)>zerity, et la mesure d’incertitude devient
H, = [xmin{p,(x),1 —pn(z)}dz, ce qui correspond alors & un autre critére proposé
par Li [2012].

Critére SUR 4 : estimation de probabilités dépendant de plusieurs sorties

Enfin, il est possible d’appliquer la méme méthodologie pour des simulateurs ayant

plusieurs sorties. Supposons que le simulateur renvoie b sorties, (Z (“)) <a<t’ Supposons
<a

que la distribution de ces sorties au point z soient des lois normales, telles que la sortie

Z@ associée & lentrée x suivent une loi de moyenne £(®)(z) inconnue et de variance

crit (‘1)) . Dans ce cadre, deux types
1<a<b

de conditions de défaillance peuvent étre définis : soit la défaillance se produit lorsque

M9 (z) connue. Définissons b seuils critiques, (z

I'une des sorties dépasse son seuil critique (systéme en série), auquel cas la probabilité
d’intérét est

P (Ela e [1;0], 2@ > zcrit(a)) ; (2.22)
soit la défaillance se produit lorsque toutes les sorties dépassent leurs seuils critiques

(systeéme en parallele), auquel cas la probabilité d’intérét est
P (¥a € [1;0], 2@ > et (2.23)

Dans le cas d’une étude en sécurité incendie, la situation de défaillance se produit quand

I'un des sorties dépasse son seuil. La probabilité d’intérét est donc celle (2.22). Cepen-
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Qol : la fonction de probabilité

) b (a) _crit(a)
p(z) =P (Ya € [1;0], 2@ > 2 @)y) = ] @ (5 @) —2 ) ,

Estimateur : moyenne a posteriori

Mesure d’incertitude : intégrale de la variance
~ 12
Hy, =By [0 = Bolz

b
- L{TT 0 (0 000 0r00)

a=1
b , 9
- {H @ (u) (@) H p(dz)
a’'=1
Critére d’échantillonnage :
b
L@ = [ H T @2 (w) (@), ul? (@) (0.) }

a=1

b
_ { 11 @ (u;“(x),usf’)(x);ma’)(x,x;f))} u(dz)
a’=1

Fonction de gain :

Critere SUR 4 — Estimation de probabilité de dépassements de seuils simultanés
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dant, comme la formule des complémentaire permet de passer d’une situation a ’autre
P(3ae[1;0], 2@ > o) = 1P (va e [1;0], 2@ < ) (2.24)

et que la probabilité de défaillance d’un systéme en parallele (2.23) est plus simple a

étudier, le critere est concu pour estimer des probabilités de systemes en parallele.

Considérons donc, quitte a utiliser la formule des complémentaire, que la quantité

d’intérét est la probabilité que toutes les sorties dépassent leurs seuils respectifs,
p(x) =P (Va c [[1;[)]]’ Z(a) > Zcrit(a)‘x) ) (2.25)

Dans le cas oti les sorties d’'une méme simulation sont mutuellement indépendantes entre
elles, cette probabilité s’exprime comme un produit de probabilités indépendantes. De
plus, si les processus gaussiens a priori modélisant (5(“)) sont indépendants, alors il
devient possible d’exprimer les fonctions de moyenne et de covariance de p(x) a laide
de produit de fonctions. Ceci permet d’aboutir au critére présenté dans ’encadré critére
SUR 4.

Notons qu’il est théoriquement possible de calculer le critere SUR 4 dans le cas ou
les sorties sont corrélées. Dans ce cas, il faut remplacer les produits de b fonctions ®9
par une unique fonction P9 prenant en compte les corrélations nécessaires. De méme,
il est possible d’étendre le critere SUR 4 dans le cas ou la quantité d’intérét est une
intégrale de la fonction de probabilité (comme dans le critére SUR 2). Le nouveau critére
d’échantillonnage dans le cas de plusieurs sorties est similaire a celui ou il n’y a qu’une

sortie, en plagant les produits de fonctions de répartitions aux bons endroits.

Il est également possible de construire un autre critere d’échantillonnage quand il y a
plusieurs sorties. Par exemple, si au lieu de s’intéresser a la probabilité conjointe (2.25),
I’objectif est d’estimer toutes les fonctions de probabilité de défaillance de toutes sorties,
p@) (x), alors une mesure d’incertitude possible est 'adaptation du critere SUR 1 dans

le cas ou il y a plusieurs sorties

. (a) 50 ()
=3 co [, (@) = (@) (o), (2.26)

A(

ou pna) (x) est la fonction de moyenne a posteriori de p en x pour la sortie a, ux est une
mesure positive bornée sur X, et (cq);<,<;, sont des coefficients positifs représentants
I'importance de la sortie a dans la mesure d’incertitude. Le critere SUR associée a la

mesure d’incertitude (2.26) est une somme pondérée de criteres similaires au critere
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SUR 1 adaptés a chacune des sorties.

Remarque 4. Contrairement aux criteres SUR 1 a 3, le critere SUR 4 n’est pas symétrique.
Sur les autres criteéres, le critere pour estimer la probabilité d’étre au-dessus du seuil,
P(Z > 2|x), est aussi le critére pour estimer la probabilité d’étre en-dessous du seuil,
P(Z < 2%|x). Dans ces cas, seul I'estimation doit étre modifiée. Par contre, si il y a
plusieurs sorties, les criteres obtenus en changeant Iorientation d’un signe dans ’objectif

ne sont pas identiques.

2.3.3 Un exemple de stratégie SUR sans multi-fidélité

Dans cette section, nous allons illustrer le critere SUR 1 sur un exemple simple
niveau. Soit la fonction du niveau haute-fidélité dans I’exemple de Forrester et al. [2007],
déja présentée section 1.2.1, f(z) = (6x — 2)?sin(12x — 4) + 10. Elle est définie sur
X = [0;1] C R!. Cette fonction est observée avec un bruit gaussien de variance constante
A\ = 1.42. Le seuil critique est fixé & 2" = 10. L’objectif est d’estimer la probabilité de
dépassement de seuil, p(z) = P(Z > 2%iz) = @ ((f(x) — zcrit)/\/X). Pour ce faire, un
plan initial de n = 5 points est utilisé. Puis, a chaque boucle, la fonction de probabilité
de dépassement de seuil est estimée, et un nouveau point est choisi par minimisation
du critere SUR 1. Le nombre de point total a la fin de la planification est fixé a trente
points.

Cette fonction est modélisée par un processus gaussien ayant une moyenne constante
et une fonction de covariance de Matérn 5/2. La loi a priori de la moyenne est une
loi uniforme impropre sur R. Les deux hyper-parametres de la fonction de Matérn
suivent a priori des lois log-normales indépendantes, log(c?) ~ N (21log(0.2),log(100)?)
et log(p) ~ N (log(1/2),1og(10)?), ot 2 et p sont respectivement la variance et la portée
de la covariance. Le parametre de variance du bruit suit a priori une loi log-normale in-
dépendante des autres hyper-paramétres, log(A) ~ N (21log(0.2),log(100)?). Les hyper-
parameétres sont échantillonnés a l'initialisation selon leur loi a posteriori en utilisant
lalgorithme de Metropolis adaptatif de Haario et al. [2001], puis mis a jour avec le Mon-
te-Carlo Séquentiel (SMC) * proposé par Chopin [2002] aprés ajout de chaque nouvelle
observation.

Les prédictions des sorties et les estimations de la probabilité de dépassement de
seuil sont estimées de maniere completement bayésienne, ou 'intégration sur les hyper-
parametres est remplacée par une méthode de Monte-Carlo. Le critere est calculé avec

les hyper-parametres fixés a leur Maximum A Posteriori (MAP) et I'intégrale sur ’espace

10. Sequential Monte-Carlo
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des entrées est remplacée par une moyenne sur les points d’une grille réguliere. Les points
d’observation sont ajoutés un par un.

Les figures 34 et 35 présentent les prédictions des sorties du simulateur, les estima-
tions de la probabilité et la valeur du critere en chaque point des entrées a différentes
étapes de la planification. D’observation en observation, les intervalles de crédibilité sur
I'estimation de la probabilité tend a se réduire, et la moyenne a posteriori de 1’esti-
mation de la probabilité se rapproche de la fonction vraie. Les observations tendent a
étre choisies en des endroits ou les sorties du simulateur sont proches du seuil. Le cri-
tere d’échantillonnage diminue quand l'estimation de la fonction se rapproche du seuil
critique. Enfin, certaines observations sont faites quasiment au méme point. Comme le
cadre est stochastique, le critere recommande parfois de refaire des observations en des

points déja observés (visible par exemple figure 34a).

2.3.4 Intégration selon les hyper-parameétres

Jusqu’ici, les criteres d’échantillonnage proposés supposent que le facteur d’incerti-
tude réductible est 1ié au processus £ qui est supposé étre un processus gaussien. Ces cri-
teres ne prennent pas en compte la réduction des incertitudes sur les hyper-parametres 0
du processus gaussien. Formellement, la méme méthode pourrait étre appliquée pour dé-
finir des criteres SUR. Cependant, cela est généralement impossible car il est impossible
d’obtenir des formules analytiques simples dans des cas généraux. La principale raison
est que, dans le cas général non gaussien, la fonction de covariance future £, , dépend
des résultats des observations aux points d’observations. Nous ne pouvons plus calculer
les criteres SUR par une intégrale sur les valeurs possibles des ¢ valeurs aux nouvelles
observations.

Pour résoudre ce probleme, une solution aisément applicable consiste & appliquer
une méthode de substitution : les hyper-parameétres 6 sont fixés a une valeur gn, par
exemple le maximum de vraisemblance ou le MAP. Le calcul du critére d’échantillonnage
se fait alors avec le processus gaussien &|xp, é\n en négligeant l'incertitude sur les hyper-
parametres 6. Cette solution a été appliquée dans la section 2.3.3 sur 'exemple illustratif.

Dans le cas ou la variabilité des hyper-parametres doit étre prise en compte dans
le critere d’échantillonnage, il est possible d’obtenir une approximation du critere idéal.
Dans un cadre plus général [Bect et al., 2017], une mesure d’incertitude est définie
comme H, = infep{E, [£(d,{)]}, ou D est un espace de décision et £ une fonction
de perte. Si les hyper-parametres 6 sont supposées connus, la mesure d’incertitude

peut étre définie conditionnellement & 6, en conservant la méme fonction de perte :
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FIGURE 34 — Premiére partie d’une planification séquentielle d’expériences (seconde par-
tie figure 35) en simple fidélité en utilisant un critere SUR. Chaque ligne correspond a
une étape, chaque colonne a un résultat. (a, d, g) Prédictions des sorties. Le trait plein
est la moyenne a posteriori, ’aire intérieure grise est l'intervalle & deux écarts-types sur
la moyenne &, laire extérieure verte est I'intervalle a deux écarts-types sur les sorties Z,
le trait discontinu est la vraie fonction, le trait discontinu horizontal est le seuil critique,
les points noirs sont les observations et le carré mauve est la prochaine observation. (b,
e, h) Estimations des probabilités. Le trait plein est la moyenne a posteriori, I'aire est
I'intervalle a deux écarts-types, le trait discontinu est la vraie probabilité de défaillance,
les traits verticaux sont les observations (courantes et futures). (c, f, i) Critere d’échan-
tillonnage. Le trait plein est la valeur du critere en chaque point et le carré mauve est
le minimum.
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FIGURE 35 — Seconde partie d’une planification séquentielle d’expériences (premiére par-
tie figure 34) en simple fidélité en utilisant un critéere SUR. Chaque ligne correspond a
une étape, chaque colonne a un résultat. (a, d, g) Prédictions des sorties. Le trait plein
est la moyenne a posteriori, ’aire intérieure grise est l'intervalle & deux écarts-types sur
la moyenne &, l'aire extérieure verte est 'intervalle & deux écarts-types sur les sorties Z,
le trait discontinu est la vraie fonction, le trait discontinu horizontal est le seuil critique,
les points noirs sont les observations et le carré mauve est la prochaine observation. (b,
e, h) Estimations des probabilités. Le trait plein est la moyenne a posteriori, l'aire est
I'intervalle & deux écarts-types, le trait discontinu est la vraie probabilité de défaillance,
les traits verticaux sont les observations (courantes et futures). (c, f, i) Critere d’échan-
tillonnage. Le trait plein est la valeur du critere en chaque point et le carré mauve est
le minimum.
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H,(0) = infgep {En g [£(d, )]}, out le 0 en indice indique que 'espérance est calculée

conditionnellement aux hyper-parametres. Dans ces conditions,
Hn = En [Hn(e)] + (Hn - En [Hn(a)]) : (2'27)

La quantité (H, — E, [H,(0)]) représente l'incertitude supplémentaire qui s’ajoute du

fait de l'incertitude sur les hyper-parametres. Cette quantité est positive. En effet,

Hy ~ Eq [H,(6)) = inf (B, [£(d€))} ~ Bx | 1nf (B [£(0,)}]
= 0t (B (B [£(d. O]} ~ By [0t (B0 £(.6)))]

Comme infiep {E,, [Ey 0 [L£(d,€)]]} > E, [infgep {En o [L£(d,€)]}], le nouveau terme qui

s’ajoute est positif.

Dans le cas particulier ou les minima sont atteints, il est possible de réécrire (2.27)
sous une forme proche de la loi de la variance totale. Soit d,, = argmin;cp {E,, [£(d, £)]}
et dp(0) = arg mingep {E,, ¢ [£(d,£)]}. Nous définissons alors

1n(0) = En g [L(dn, &) — L(dn(0),€)] (2.28)
une fonction positive en 6. Ceci nous permet d’écrire :

H,=E, [Hn(e)] + E, [In(e)] : (2'29)

Par exemple, si 'objectif est d’estimer une Qol scalaire Q, une fonction de perte pos-
sible est la perte quadratique. L’estimation optimale est alors Q,, = arg min g {E,[(Q —
9)?]} = E, [Q] et la mesure d’incertitude est la variance H,, = var, [Q]. L’estimateur
conditionnellement aux hyper-parametres est ’espérance conditionnellement aux hyper-

paramétres Q,,(6) = E,, ¢ [Q]. Dans ces conditions,

1,(0) = B [(Q ~ Ea [Q)? — (Q ~ Enp Q)] = (B4 Q) ~Enp[Q)?.  (2:30)

La décomposition (2.29) donne ainsi

Hn = En [Varn,G[QH +En [(Enﬂ [Q] - En [Q])2:| = En [Varn,G[QH + vary, [En,e [QH ) (2'31)

qui est la loi de la variance totale.
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Le critere d’échantillonnage définie dans 'approche SUR s’écrit :
In(Z) = En [Hniq|7] = En [Hnyq(0)[2] + Ep [In44(0)]7] (2.32)
La premiere quantité est facile a exprimer

En, [Hn-i—q(e)‘%] =E, [En [Hn-i—q(‘g)‘%? 9] ’f] =E, [Jn(%a 0)] = / In (T, Q)WO(HIXn)dev

° (2.33)
ou Jy,(z,0) est le critere calculé sous I'hypotheése que les hyper-parametres sont fixées.
L’intégrale sur les hyper-parametres peut étre approchée par une méthode de Monte-
Carlo. Par contre, l'autre quantité E,, [I,14(0)|Z] est tres difficilement estimable. Méme
en supposant que la loi des hyper-parametres reste inchangée quand de nouvelles obser-
vations sont ajoutées, me(0|Xn+q) = mo(0|xn), cette quantité peut nécessiter plusieurs
intégration sur l'espace des hyper-parametres.

Une fagon d’approcher ce critere est d’utiliser I’approximation
E,, [In+q(0)|Z] = E,, [1,,(0)], (2.34)

ce qui revient a négliger ’évolution de l'incertitude liée & la méconnaissance des hyper-

parametres. Sous cette approximation, les critéres d’échantillonnage et de gain s’écrivent

In(Z)
G (T)

~ E, [Jn(Z,0)] + E, [I,,(0)] (2.35a)
~E, [G,(z,0)], (2.35b)
ou Gn(Z) = H, — J,(T) est le gain total et G,(Z,0) = H,(0) — J,(T,0) est le gain
conditionnellement aux hyper-parameétres §. Comme la quantité E,, [I,,(0)] ne dépend pas
des points proposées 7, il n’est pas nécessaire de la calculer pour choisir le(s) prochain(s)
point(s) d’observation. Dans ce cas, le critére et le gain deviennent des moyennes sur
I’espace des hyper-parametres de leurs équivalents respectifs conditionnement aux hyper-

parametres. Ces moyennes peuvent étre approchées par des méthodes de Monte-Carlo.

Remarque 5. Dans le cas particulier de I’EI, le nouveau terme d’incertitude due aux
hyper-parametres E,, [1,,(0)] est nul. Cela est du au fait que la décision optimale ne
dépend pas des hyper-parametres [Bect et al., 2017, Section 4.4], d,, = d,(0), ce qui
implique la nullité de I,,(#) pour tout € (voir (2.28)). Il est donc possible de créer un
critéere d’échantillonnage complétement bayésien. Benassi et al. [2011] développent cet

aspect et proposent un algorithme de calcul et d’optimisation de ce critéere.
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2.4 Planification séquentielle en multi-fidélité

Dans la section 2.3, nous avons présenté une méthode de construction de stratégie
de planification séquentielle d’expériences dans le cas ou toutes les observations ont le
méme cotit, la méthode SUR. Dans cette section, nous revenons sur les plans multi-
fideles, dont la fidélité est indexée par un parametre d’entrée . La principale différence
entre les deux situations est que I'observation d’un point z & un niveau § nécessite un
temps de calcul dépendant des entrées. Comme la quantité d’intérét est a évaluer sur le
niveau de plus haute fidélité, plus une simulation a une fidélité élevée, plus il est certain
qu’elle sera coliteuse en temps de calcul, mais en méme temps, plus il est probable
qu’elle apportera une plus grande quantité d’information. L’objectif est donc de trouver
le niveau de fidélité réalisant le meilleur compromis entre gain d’information et cofit de

simulation. Le cotlit de simulation prenant les entrées x et ¢ est noté C(z,J).

2.4.1 Revue de la littérature
Méthodes ne prenant pas en compte le coit

La littérature propose plusieurs méthodes pour planifier des expériences dans un
contexte multi-fidele. Certaines méthodes n’exploitent pas le coflit des observations. La
plus simple des méthodes de planifications séquentielles en multi-fidélité consiste a choisir
un point z avec une méthode dédiée a la planification sur un niveau de fidélité (voir
section 2.3), puis & observer tous les niveaux de fidélité disponibles. L’intérét de la
multi-fidélité dans cette approche réside dans I'utilisation d’un plan initial multi-fidele
qui permet de trouver plus rapidement les zones d’intéréts. Cet algorithme est appliqué
par Forrester et al. [2007] dans un objectif d’optimisation de la fonction haute-fidélité.
Les auteurs utilisent I’EI sur le plus haut niveau de fidélité pour choisir le point x
puis observent tous les niveau de fidélité (dans l'article, il y a deux niveaux). Le méme
algorithme est appliqué a l'identique par Pang et al. [2017] dans un cadre bruité, et
également par Courrier et al. [2014], a la nuance prés que ces derniers alternent des
phases d’améliorations du méta-modele (critére : erreur quadratique) et des phases de
recherche de 'optimum (criteére : EI). L’intérét de cette approche est d’abord sa simplicité
et ensuite qu’elle permet de conserver une structure emboitée.

Une autre méthode simple, utilisé par Koziel et al. [2013] toujours dans un probléme
d’optimisation, consiste a utiliser le modele de basse-fidélité pour trouver un point ini-
tial, puis & appliquer un algorithme d’optimisation au niveau haute-fidélité en partant

de ce point initial. De maniére assez similaire, Kuya et al. [2011] propose un plan d’ex-
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périences multi-fideéles & deux niveaux en deux étapes : d’abord, construire un modele de
régression par processus gaussien au niveau de plus basse-fidélité, en ajoutant progres-
sivement des observations jusqu’a ce que le niveau soit suffisamment connu, en utilisant
un critere dédié a 'approximation d’une fonction coiiteuse. Ensuite, utiliser un critére
soit d’approximation, soit de recherche d’optimum sur le niveau haute-fidélité en fonc-
tion de lobjectif. Il est remarquable que Kuya et al. [2011] n’impose pas que le plan
d’expériences soit emboité, ce qui leur permet d’observer des points haute-fidélité qui ne
sont pas observés en basse-fidélité.

Pour obtenir une régression d’une fonction cotiteuse haute-fidélité a partir d’une ap-
proximation basse-fidélité, Xiong et al. [2013] propose de construire des NLHS successifs.
L’algorithme se fonde sur I’algorithme de Qian [2009] présenté section 2.2. Le plan initial
est un plan NLHS avec S niveaux, {X };.,<g, ol X511 C X et les X, sont des LHS.
Le nombre de points au niveau s est le d_ou_ble du nombre de points au niveau s + 1,
ng = 2ns41. Un plan d’expérience Xy composé de ng = 2ny, est tiré aléatoirement avec
la méthode de Qian [2009], de sorte que {X 5}0§ s<g forme un NLHS. Ensuite, quand
un nouveau point doit étre ajouté au niveau s, ils choisissent le point parmi I’ensemble
Xs—1\Xs qui minimise l'erreur de validation croisée future. Chaque niveau s est observé
deux fois plus souvent que le niveau s + 1 : ainsi, pour une nouvelle observation au
niveau 9, il y a deux observations au niveau S — 1, quatre au niveau S —2, ..., 271 au
premier niveau. Toutes les 2° — 1 observations, le nombre total d’observations & tous les
niveaux aura doublé, et les plans d’expériences se sont décalés d’un niveau (le plan du
premier niveau sera Xy, celui du deuxiéme niveau sera X ...). Dans ce cas, un un nou-
veau LHS emboité sur X est tiré et I'algorithme recommence. L’intérét de I’algorithme
est de conserver un plan emboité avec une structure en LHS. En particulier, quand les
plans d’expériences se sont décalés d’un niveau, le plan ainsi obtenu est un NLHS. Son
inconvénient majeur est la rigidité algorithmique imposée sur les points d’observation
potentiels ainsi que sur le rapport entre les nombres de points a chaque niveau. Cet
algorithme est appliqué par Ezzat et al. [2017] pour résoudre un probléme de calibration
entre un simulateur basse-fidélité et une expérimentation réelle haute-fidélité, avec de
légeéres modifications. Le simulateur prend deux type d’entrées, des entrées physiques x,,
et des entrées de calibrations x., alors que les expériences réelles ne prennent que des
entrées physiques ), 'objectif étant de trouver les entrées . qui réduisent I'erreur entre
les deux modeles. De ce fait, quand un plan LHS dans le domaine X, x X, est proposé
pour le niveau haute-fidélité, seule les entrées physiques dans X, sont conservées.

Chen et al. [2013] propose un autre algorithme dans le cas ou l'objectif est d’éva-

luer un contour du niveau haute-fidélité, {z € X, &g(x) = zcrit}, ou £g est la fonction du
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1t est le seuil critique. Leur probléme ne posséde que deux ni-

niveau haute-fidélité, et z
veau de fidélité, s = 1 ou 2. Pour sélectionner les observations (1, Sp+1), ils choisissent
d’abord le point d’observation x,1 en minimisant un critere dédié au probleme, calculé
au niveau de plus haute-fidélité (en I'occurrence, le critére de Ranjan et al. [2008]). Puis,
ils appliquent une heuristique pour choisir le niveau de fidélité. Ils comparent la distance
entre la prédiction haute-fidélité et le seuil critique. Si la prédiction est suffisamment
proche du seuil, 'observation est faite au niveau haute-fidélité ; si par contre, la prédic-
tion est jugée trop lointaine du seuil, I'observation est faite au niveau basse-fidélité. Les
auteurs justifient cet algorithme en supposant que le modele cherche a observer un point
proche du seuil pour raffiner d’une solution déja existante, et & observer un point loin du
seuil lors des phases exploratoires. Si cet algorithme est relativement simple a mettre en
ceuvre, I’hypotheése de base est fortement discutable. Une observation en haute-fidélité
peut avoir pour objectif de raffiner la relation entre les niveaux. Elle peut aussi se justi-
fier dans le cas ou le niveau basse-fidélité représente mal le niveau haute-fidélité, auquel
cas la meilleure solution serait de n’observer que le niveau haute-fidélité. A I'inverse,
dans le cas ou le niveau basse-fidélité représente parfaitement le niveau haute-fidélité
(&1(x) = &2(x)), il est inutile de gaspiller des ressources calculatoires sur le niveau haute-
fidélité. De ce fait, une observation basse-fidélité peut se justifier méme pour raffiner une
solution.

Kandasamy et al. [2016] propose un plan d’expérience multi-fidele plus sophistiqué.
Dans un contexte d’un probléme de bandit manchot multi-fidéle, les auteurs cherchent
a minimiser le regret cumulé lié a la fonction haute-fidélité £g. Plusieurs approxima-
tions (§s);<s<g_; sont disponibles et I'erreur maximale entre un niveau quelconque s
et le niveau de plus haute-fidélité est supposée connue, (s = ||&s — &gl Dans ces
conditions, leur nouveau point (41, Sn+1) est choisi en deux étapes, suivant un al-
gorithme nommé Borne Supérieure de Confiance d'un Processus Gaussien en Multi-Fi-
délité (MF-GP-UCB) 1. D’abord, le nouveau point d’observation z,; est choisi par

maximisation d’un critéere d’échantillonnage

Tpy1 = argmax {J(z)}, J(r)= min {mn(:c, s) + B/ kn(z,s) + Cs} . (2.36)
z€X 1<s<S

Ce critere d’échantillonnage représente la borne de confiance supérieure de la fonc-

tion g(x). Cet algorithme est directement adapté de ’algorithme de la Borne Supérieure

de Confiance d'un Processus Gaussien (GP-UCB) !2 proposé par Cox et John [1997] et

11. Multi-Fidelity Gaussian Process Upper Confidence Bound
12. Gaussian Process Upper Confidence Bound
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présenté par Srinivas et al. [2009], qui permet d’optimiser des fonctions cotliteuses. L’idée
est d’optimiser la borne de confiance supérieure plutét que la moyenne directement afin
de prendre en compte les incertitudes sur les prédictions. Le terme (s permet de prendre
en compte I’écart entre le niveau de fidélité et le niveau d’intérét. Une fois le point ;1
choisi, ils sélectionnent le premier niveau de fidélité incertain en partant du niveau de

plus basse-fidélité tel que I’écart-type dépasse un seuil critique :

Spi1 = min {t € [1; 5], B/ kn(x,t) > Wcrit} , (2.37)

it est un seuil maximal d’incertitude fixé par 'utilisateur. L’idée est que si I’écart-

ou 7y
type du niveau s est plus grand que v/, alors il est possible de gagner beaucoup
d’information en observant le niveau s. Ceci garantit qu’avant d’observer un niveau s au
point z, les niveaux de plus-basse fidélité sont bien connus en ce point. Cette approche
se retrouve également dans Le Gratiet [2013]. Dans le cas ou tous les écart-types sont
inférieures & 7', le niveau de plus haute-fidélité est choisi automatiquement, s,,1 =
S. L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle requiert de connaitre ’erreur
absolue entre deux niveaux de fidélité, (s = ||&s — &gl o, ce qui n’est pas le cas dans les

applications en sécurité incendie.

Meéthodes utilisant les coiits d’observations

Certaines méthodes de planifications séquentielles d’expériences utilisent le cotit d’ob-
servation d’un niveau de fidélité C(x,d) pour choisir le niveau observé. Généralement
dans les applications en multi-fidélité, ce cotiit ne dépend, au moins en premiere approxi-
mation, que du niveau de fidélité §, C'(z,0) = C(0). Zhou et al. [2017] suggerent de ne
comparer que des plans d’expériences ayant des cotits égaux. Leur objectif est d’obtenir
une estimation de la fonction haute-fidélité, £g. Pour cela, ils définissent comme mesure

d’incertitude l'intégrale de la racine carrée de I’écart-type,

Hn:/x{l/k:n(x,x)dx, (2.38)

de maniére similaire a I'Erreur Quadratique Moyenne Intégrée (IMSE)!3. L’intégrale
est approchée par une méthode de Monte-Carlo. L’idée est de comparer les réductions
d’incertitude apportées par gs observations au niveau s avec gs = C(S)/C(s). Ainsi,

pour chaque niveau de fidélité s, ils sélectionnent les ¢; points du niveau s ayant la plus

13. Integrated Mean Square Error
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grande incertitude de prédiction en tenant compte des nouveaux points de prédiction,
Xy = (a0 nmily, ), all =arg ma (ko1 ((2,5), (2 5))} (2.39)
4SS

ou k,4;—1 est la variance a posteriori conditionnellement aux y, points d’observations
ainsi qu’aux (I — 1) points proposées (x£i3>17"'7x£7,8—?—l—1)' Puis ils choisissent le plan

d’expériences associé au niveau s qui fournit la plus grande réduction d’incertitude

Xs=argmin{Hy 4, }. (2.40)

1<s<S
Cet algorithme présente I'inconvénient que le rapport des coiits doit étre un entier. Pour
I’étendre a d’autres types de problemes, la principale limitation est la capacité de calculer

la réduction d’incertitude aprés g observations.

La plupart des algorithmes de planification séquentielle utilisant la fonction de cofit
procedent généralement autrement. Les articles redéfinissent un critere d’échantillonnage
sur l'espace complet des entrées X x A, physiques et fidélité. Comme il est souhaitable
de minimiser le colit dépensé, et que seule des quantités a coiit égal sont comparables,

les critéres généralement proposés sont de la forme

Gmulti (x 5)
- Zn_\9) 2.41
(Tnt1,0nt1) arg max { o) [ (2.41)

ott G (2 §) mesure l'intérét & observer le niveau ¢ au point 2. Cette forme de critére
se retrouve chez Huang et al. [2006], Swersky et al. [2013], Le Gratiet et Cannamela
[2015] et He et al. [2017]. Chacun d’entre eux partent d’un critéere défini & un niveau de

fidélité pour définir leur critere d’échantillonnage multi-fidélité.

Ainsi, en notant § = 0 le niveau de plus haute fidélité, Huang et al. [2006] utilise une

variante de I’El pour optimiser un modele numérique haute-fidélité

Ggulti(x’(s):EIn(%O).kn((x,é),(x,O))).<1_\/J Az, 0) ) (2.42)

on(z,0)0,(x,0 2(z,6) + A(z,0)

ot 02(z,0) = kn((x,6), (x,6)), et A(z,d) est la variance de la sortie au point (z,d). Le
premier terme est ’El du point z au plus haut niveau de fidélité, le deuxiéme terme
est la corrélation a posteriori entre le niveau de plus haute-fidélité et le niveau d, et le
troisiéme terme permet d’adapter I’El aux simulateurs stochastiques. Toujours dans un

probléme d’optimisation, He et al. [2017] utilise une variante de 1’Amélioration Espérée
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des Quantiles (EQI)!* en considérant la différence &(z,8) — &(x,0) comme un bruit

perturbant ’observation de la fonction idéale.

Le Gratiet et Cannamela [2015] proposent un algorithme de planification séquentielle
dans un probléme d’approximation de la fonction cotiteuse. Pour cela, il commence par
définir une mesure d’incertitude qui est 'intégrale de la variance prédictive multipliée
par un coefficient d’ajustement, (inspiré de 'IMSE). Puis, les auteurs comparent suc-
cessivement deux rapports : le rapport entre la réduction d’incertitude apportée par le
niveau s et celle du niveau s+ 1; et le rapport des cotits d’observations des deux niveaux
de fidélité. Des que le rapport des réductions est plus grand que le rapport des cofits, le

niveau s est observé. Cet algorithme peut se ré-écrire de sous la forme (2.41) avec

Gz, 6) = / (52(4,0) = 7241 ((4,0)|(x,9))) dy (2.43)

ol ,, est la fonction de variance ajustée, et 2, ((y,0)|(z,0)) est la variance ajustée a
posteriori future au point (y, 0) si le point (x,d) est observé. La principale différence est
que les auteurs choisissent le maximum local du rapport G™ /C' qui est le plus proche
du niveau de basse-fidélité. Diverses approximations sont utilisées pour choisir le point x

et pour le calcul d’intégrale.

Enfin, cette forme de planification séquentielle peut aussi étre trouvée dans un
contexte différent de la multi-fidélité. Dans un probléme d’optimisation d’une fonction
prenant des entrées x ayant des cotits d’observation C'(z), Swersky et al. [2013] définissent

un critére de réduction d’entropie comme fonction de gain
G (2,6) = By [HPY™) — (P X1 = ] (244)

ott P™M est la loi de probabilité de I'argument du minimum conditionnellement aux
observations x,, H désigne ’entropie, et ng{ est la loi de probabilité de I'argument
du minimum conditionnellement aux observations x,, et a la nouvelle observation en x.
Ce critere est la réduction d’incertitude du critere IAGO [Villemonteix et al., 2008]. par
conséquent, le critére proposé par Swersky et al. [2013] est une réduction d’incertitude
au sens des stratégies SUR. La loi de 'argument du minimum est approchée par Monte-
Carlo. Dans le méme cadre que Swersky et al. [2013], Snoek et al. [2012] propose de

considérer directement I’EI comme mesure d’intérét a observer le point .

14. Expected Quantile Improvement
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2.4.2 Taux maximal de réduction de ’incertitude

Nous proposons une méthode générale pour construire un critere d’échantillonnage
dans le cas ou le coiit d’observation dépend du point (z,d). Ce cotit C(x,d) est supposé
pouvoir dépendre de toutes les entrées. Ceci inclut en particulier le cas de la multi-fidélité,

ou le cotit ne dépend que du parametre de fidélité 4.

L’objectif est de minimiser une mesure d’incertitude H,, en limitant le cott de calcul.
Méme dans le cas ot le coiit de calcul varie avec le point observé C(z, ¢), il reste possible
de calculer le critere SUR associé en n’importe quel point d’observation, J,(z,d) =
E, [Hyt1|Xn+1 = @, Dpy1 = 0]. Il y a donc deux objectifs & minimiser simultanément :
Iincertitude future espérée et le colt. De fait, quelle que soit la facon dont le point
d’observation est choisi, il parait raisonnable de choisir un point d’observations qui soit
sur le front de Pareto de l'espace (J,C'). Si pour une proposition d’observation (z,d),
il est possible de trouver un autre point, soit qui possede la méme incertitude future
pour un coiit moindre, soit qui possede une incertitude espérée inférieure pour un cofit

similaire, alors il faudrait préférer ce nouveau point.

La figure 36 présente un exemple en simulation du type de situation considérée. Soit
un processus gaussien multi-fidele sur X x A, (z,d) ou d est le parametre de fidélité.
L’espace des entrées = est X = [~0.5,0.5] C R, le parametre de fidélité & varie dans
A = [0,1], ou le niveau 0 est le niveau de plus haute-fidélité. Le processus £ est un

processus gaussien de la forme décrite dans la section 1.2.2,

|z —

0.3

) +(4.0)% - min {6,6'}* - M3 <|m — f')) . (2.45)

£~ GP (0, (1.0)* - Ms) < 0.1

Les points sont observées avec un bruit homoscédastique de variance A = 0.42. Un DoE
initial de douze, six, six et trois points est tiré selon la méthode décrite section 2.2.2 aux
niveaux 6 = 1, 1/2, 1/4 et 1/10. Les sorties associées a ces entrées sont obtenues par

it egt, fixé a

tirage d’une trajectoire non-conditionnelle du modele. Un seuil critique z
zéro, et le critere SUR 1 est utilisé pour calculer I'incertitude future sur la probabilité
de dépassement de seuil au niveau de plus haute fidélité, les hyper-parametres de la
fonction de covariance étant supposés connus. La valeur de la réduction d’incertitude
est tracée pour chaque observation potentielle (z,0) en figure 36a. Evidemment, plus
I’observation est proche du niveau haute-fidélité, plus elle tend a apporter de 'informa-
tion sur le dépassement de seuil en haute-fidélité. La fonction de coiit de cet exemple
est C(z,9) = 1/6. La figure 36b montre le rapport entre la réduction d’incertitude et le

cott d’observation dans ’espace des entrées. Ceci fait apparaitre des optimum locaux
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a l'intérieur du domaine. Les figures 36¢ et 36d montrent ces mémes critéres mais dans
les espaces des objectifs. Le trait plein est le front de Pareto de I'espace cotit-réduction
d’incertitude. Ce front correspond a ’ensemble des points d’intérét pour une future ob-
servation. Sur ce front, le point de plus bas cotit est le point (0, H,), le point ot aucune
observation n’est faite et le point de plus haut coflit correspond au point renvoyé par
le critere SUR. Le front de Pareto commence par descendre, puis finit par atteindre un
plateau a partir d’un certain cofit, a droite de la figure 36¢c. Tout l'objectif est d’es-
sayer de choisir le point du front se trouvant juste avant ce plateau, juste au niveau ou

I’augmentation du cotit d’observation n’apporte plus d’information sur ’objectif.

Pour ce faire, nous proposons la stratégie du Taux Maximal de Réduction de I'In-
certitude (MRUR) !5, qui consiste & choisir le point qui maximise le rapport entre la

réduction d’incertitude espérée et le cofit :

(Tn+1,0n+1) = arg max { Hy = Bn [Hp 1| Xni1 = 2, Do = 9] }
n YN -

zeX, feA C(% 9)
= arg max {_Gn(;,;’ ) } (2.46)
:BE%{,JEA C(x> 6) .

Dans le cas ou tous les cotits d’observation sont égaux, c’est-a-dire, dans la situation
classique, ce critere devient équivalent au critere SUR. Les criteres proposés par Snoek
et al. [2012] et Swersky et al. [2013] se trouvent étre des cas particuliers de critéres
MRUR, mais proposés dans un cadre autre que la multi-fidélité. Swersky et al. [2013]
propose comme critére la réduction d’entropie de la loi de 'argument du minimum (2.44)
et Snoek et al. [2012] I'expérience d’amélioration. Ces deux fonctions correspondent aux
fonctions de gain dans leurs critéres SUR respectifs. Les stratégies proposées sont donc
des cas particulier de MRUR. De méme, la stratégie de Le Gratiet et Cannamela [2015]

peut se ré-écrire sous la forme d’un critere MRUR fondé sur une variante de 'IMSE.

La figure 37 présente le résultat obtenu en poursuivant ’exemple illustratif et en
choisissant a chaque fois le point maximisant le critere MRUR. La figure 37a montre
que la réduction d’incertitude obtenue par MRUR est obtenue plus rapidement que si le
choix proposé par la stratégie SUR, sans tenir compte du colit d’observation, avait été
observé. Ainsi, ’observation du point choisi par SUR aurait cotitée environ 100 alors que
au bout de 25, la stratégie MRUR a obtenue une réduction d’incertitude plus importante.
La figure 37b montre que la valeur maximale du critere MRUR tend a se réduire avec le

nombre d’observations.

15. Maximal Rate of Uncertainty Reduction
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FIGURE 36 — Un exemple en simulation de réduction d’incertitude en multi-fidélité. (a,
b) Valeurs des critéres dans l'espace des entrées X x A. Le niveau § = 0 est le plus haut
niveau de fidélité. Les points sont des observations, les croix sont des observations Pareto
optimal dans l’espace des objectifs (C, J), le carré violet indique le point avec le meilleur
rapport réduction d’incertitude sur cofit. (c, d) Valeurs des critéres dans l’espace des
objectifs. Les points sont les valeurs des criteres sur les différents points de la grille, le
trait rouge est le front de Pareto de l'espace (C,J), le carré violet est le point avec le
meilleur rapport réduction d’incertitude sur cofit.
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F1GURE 37 — Un exemple en simulation de plan séquentiel d’expériences en multi-fidélité.
Les numéros indiquent I’ordre des expériences et les carrées mauves les points sélectionnés
par MRUR (a) Fronts successifs de Pareto dans 'espace des objectifs (C,J). (b) Fronts
successifs de Pareto dans l'espace (C,G/C).

Remarque 6. Dans le cas ou le cotit d’observation est aléatoire, la solution la plus natu-
relle serait de maximiser 'espérance du rapport E,, [(H,, — Hy+1) /C(z,9)]. Dans le cas
ou H,, — H,11 et C sont indépendants, il est possible de réécrire I’espérance de comme
E, [Hn — Hpt1] - E, [1/C(z,9)]. Si, de plus, la variance du cotit est négligeable devant
le carrée de 'espérance, var, [C(z,6)] < E, [C(x,d)]? alors le critere MRUR peut étre

approché par le rapport des espérances

{Hn —E, [Hn—l—l’Xn—i—l =, Dn+1 = 5] }

247
B, [C(2,0) X1 = & Dy = 0] (247)

(Tn+1,0p41) = arg max

zeX,feA

L’aléa du cotlit C' peut provenir soit d’un aspect stochastique du cofit, c’est-a-dire que
deux observations au méme point n’auront pas le méme cofit, soit car le colit C est

inconnu et modélisé par un processus aléatoire. Consultez par exemple Snoek et al.
[2012].

2.4.3 Illustrations

Dans cette section, nous illustrons la stratégie MRUR, a travers deux exemples aca-
démiques. Sur chaque exemple, la méme méthodologie est appliquée. Chaque simulateur

multi-fidele possede S niveaux de fidélité observables. Le niveau de plus haute-fidélité
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est indexé par S > 1, celui de plus bas par un. Le DoE initial est un plan maximin NLHS
tiré avec la méthode décrite a la fin de la section 2.2.2. Nous effectuons les prédictions
des sorties, ainsi que l'estimation des probabilités de dépassement de seuil grace a une
approche complétement bayésienne avec intégration des hyper-parametres. Les intégrales
sont approchées avec un Monte-Carlo par Chaines de Markov (MCMC) sur cent hyper-
parameétres. L’échantillonnage initial des hyper-parametres est obtenu par ’algorithme
Métropolis adaptatif de Haario et al. [2001] Les observations sont ajoutées une par une,
et les hyper-parametres sont mis a jour avec un SMC [Chopin, 2002]. Cependant, pour
des raisons de temps de calcul, les criteres SUR et MRUR sont calculés en supposant
les hyper-parametres connus et fixés a leur MAP. Sur les deux exemples, un seuil cri-

it ot une fonction de cofit C' sont donnés sur chaque exemple. La fonction de

tique z
colit ne dépend que du niveau 4, elle est indépendante du point x. Finalement, le critere
utilisé est le critere SUR 1.

Sur chaque expérience, nous comparons des stratégies SUR a la stratégie MRUR.
Quand une stratégie SUR est utilisée sur un niveau s donné, tous les nouveaux points
sont ajoutés sur le niveau en question, la position x étant choisie par minimisation du

critere d’échantillonnage :

Ont1 =58, ZTpiy1 =argmin{E, [H,+1|Xpn+1 =, Dpy1 = 5,0 = 67%P]} (2.48)

zeX
La stratégie MRUR choisit le couple point-niveau maximisant le critéere (2.46). Chaque
expérience est répétée un certain nombre de fois. Quand une courbe est présentée, elle

représente la médiane des résultats obtenus sur toutes les expériences.

Exemple a deux niveaux

La premiere illustration reprend l’exemple multi-fidéle a deux niveaux proposé par
Forrester et al. [2007], déja présenté section 1.2.1. Ce simulateur est un simulateur dé-
terministe a deux niveaux, S = 2, définis sur X = [0;1] c R!. Nous fixons le coiit
d’observation & un quart pour le premier niveau et & un pour le second : C(1) = 1/4,
C(2) = 1. De méme, nous fixons un seuil critique a 2 = 10. Notre objectif est d’es-
timer la zone de dépassement de seuil, {z € X, &g(z) > 21}, Le modele bayésien est
le méme que dans la section 1.2.1. Le plan d’expériences initial est un NLHS maximin
constitué de six points sur le premier niveau et trois sur le second, pour un cofit initial
de6x1/44+3x1=45.

Pour estimer la zone de dépassement de seuil, la fonction cible (quantité d’intérét)

est I'indicatrice l¢(5)>ent. L'estimateur est pn(z) = E, []lﬁs(x)zzc““] Les stratégies de
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planification se fondent sur le critere SUR 1 avec A = 0 car le simulateur est déterministe.

Les figures 38 et 39 présentent un exemple de planification séquentielle sur le budget
donné. Les points d’observation sont choisis successivement par le critere MRUR. Les
figures de gauche (prédictions du niveau de haute-fidélité et observations), montrent que
les observations s’accumulent 1& ou le niveau de haute-fidélité est proche du seuil, parti-
culierement entre 0.2 et 0.4. Sur cet exemple, le nombre d’observations supplémentaires
en basse-fidélité est de 26 — 6 = 20, celui en haute-fidélité est de 7—3 = 4. Il y a donc
cing fois plus de nouveaux points en basse-fidélité qu’en haute-fidélité. Les figures du
milieu montrent que ’estimation de la fonction de probabilité de défaillance tend vers sa
valeur vraie, et que les intervalles de crédibilité tendent a se réduire. Les figures de droite
montrent la valeur du critere MRUR en chaque point (x, s). Méme si les maximums des
deux courbes respectives a chaque niveau ne sont pas au méme point x, les valeurs des
deux criteres tendent a avoir des allures similaires. Cela indique que si un point x est
intéressant a observer a un niveau donné selon le critere MRUR, alors ce point x sera
aussi intéressant & observer sur l'autre niveau de fidélité.

La figure 40 compare trois stratégies de planification : la stratégie SUR au niveau
de basse-fidélité, la stratégie SUR sur le niveau de haute-fidélité et la stratégie MRUR.
L’expérience est répétée pour 60 plans initiaux différents. Sur une répétition donnée, le
méme plan initial multi-fidele est utilisé pour les trois stratégies séquentielles.

La figure 40 montre que la stratégie MRUR est meilleure que les deux autres SUR. La
figure 40a compare lerreur entre la vraie fonction indicatrice et son estimation par une
méthode completement bayésienne. Cette figure montre d’abord que la stratégie SUR au
niveau basse-fidélité est inefficace et n’apporte aucun gain d’information. Ensuite, elle
montre surtout que a cotlit égal, la stratégie MRUR est meilleure que la stratégie SUR
au niveau haute-fidélité. Ceci est confirmé avec la figure 40b qui montre la proportion
d’expériences ou MRUR, est meilleure que SUR au niveau haute-fidélité. Cette figure
montre que, dans plus de 85% des cas, la stratégie MRUR est plus efficace que la
stratégie SUR au niveau haute-fidélité. De plus, a partir de la deuxieme observation
haute-fidélité, coiit total supérieur a 6,5, la stratégie MRUR est strictement meilleure
que la stratégie SUR au dernier niveau pour plus de 50 % des expériences. Par conséquent,
méme si observer uniquement le niveau de plus basse-fidélité est inefficace, il est possible
d’extraire de I'information utile de ce niveau.

La figure 41 représente la répartition entre les niveaux des observations choisies par la
stratégie MRUR. La figure 41a représente la proportion de stratégies MRUR choisissant
d’observer nsy fois le plus haut niveau de fidélité en fonction de mo. La stratégie SUR

premier niveau correspond a no = 0, la stratégie SUR second niveau a no = 9 et la
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FIGURE 38 — Premiére partie d’une planification séquentielle d’expérience sur deux ni-
veaux de fidélité (seconde partie figure 39). Le niveau haute-fidélité est quatre fois plus
coliteux que le niveau basse-fidélité. Chaque ligne correspond a un instant différent (les
nombres sous les figures sont les nombres d’observations sur chaque niveau), chaque co-
lonne & un résultat. (a, d, g) Estimation du niveau haute-fidélité. Le trait plein rouge est
la moyenne a posteriori, la zone grise est 'intervalle de crédibilité a deux écarts-types.
Les traits pointillés sont les deux niveaux de fidélité (bleu en haut, le haut-niveau ; vert
en bas, le bas niveau), le trait pointillé vertical correspond au seuil critique. Les points
noirs sont les différentes observations sur les deux niveaux, le carré mauve est la pro-
chaine observation. (b, e, h) Estimation de la probabilité que le niveau de haute fidélité
dépasse son seuil critique en fonction de 'entrée x. Le trait plein rouge est la moyenne
a posteriori, la zone grise est I'intervalle de crédibilité a deux écarts-types, le trait poin-
tillé bleu est la valeur vraie. (c, f, i) Valeur du critere MRUR sur les deux niveaux en
fonction de I'entrée x. Le trait bleu correspond a la valeur critere sur le haut-niveau de
fidélité et le trait vert au critere sur le bas-niveau. Les carrés mauves sont les points qui
maximisent le critere sur chaque niveau de fidélité.
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FIGURE 39 — Seconde partie d’une planification séquentielle d’expérience sur deux ni-
veaux de fidélité (premiere partie figure 38). Le niveau haute-fidélité est quatre fois plus
coliteux que le niveau basse-fidélité. Chaque ligne correspond & un instant différent (les
nombres sous les figures sont les nombres d’observations sur chaque niveau), chaque co-
lonne & un résultat. (a, d, g) Estimation du niveau haute-fidélité. Le trait plein rouge est
la moyenne a posteriori, la zone grise est 'intervalle de crédibilité a deux écarts-types.
Les traits pointillés sont les deux niveaux de fidélité (bleu en haut, le haut-niveau ; vert
en bas, le bas niveau), le trait pointillé vertical correspond au seuil critique. Les points
noirs sont les différentes observations sur les deux niveaux, le carré mauve est la pro-
chaine observation. (b, e, h) Estimation de la probabilité que le niveau de haute fidélité
dépasse son seuil critique en fonction de l'entrée x. Le trait plein rouge est la moyenne
a posteriori, la zone grise est I'intervalle de crédibilité a deux écarts-types, le trait poin-
tillé bleu est la valeur vraie. (c, f, i) Valeur du critere MRUR sur les deux niveaux en
fonction de ’entrée z. Le trait bleu correspond a la valeur critere sur le haut-niveau de
fidélité et le trait vert au critere sur le bas-niveau. Les carrés mauves sont les points qui
maximisent le critére sur chaque niveau de fidélité.
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F1GURE 40 — Comparaison entre des stratégies SUR et la stratégie MRUR sur I’exemple
de Forrester et al. [2007]. (a) Médiane sur les expériences des erreurs obtenues avec
chacune des stratégies en fonction du coiit dépensé. La stratégie SUR au niveau de
basse-fidélité correspond a la courbe bleue marquée par des cercles, la stratégie SUR au
niveau de haute-fidélité a la courbe rouge marquée par des carrés et la stratégie MRUR a
la courbe violette marquée par des losanges. (b) Proportion d’expériences ou la stratégie
MRUR est meilleure que la stratégie SUR au niveau haute-fidélité en fonction du cofit.
La courbe en rouge du haut est la proportion d’expérience ou la stratégie MRUR, est
supérieure ou égale a la stratégie SUR, celle en bleu du bas est la proportion ou la
stratégie MRUR est strictement meilleure que la stratégie SUR.
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méthode de Xiong et al. [2013], qui recommandent d’observer deux fois plus le premier
niveau que le second, a ne = 6. En moyenne, la stratégie MRUR observe ng =3,9+1,8
fois le niveau de plus haute-fidélité. De plus, la stratégie MRUR, observe au moins deux
fois le niveau haute-fidélité, et il n’y a qu’une seule expérience qui observe uniquement
le niveau haute-fidélité. La stratégie MRUR tend & trouver un compromis entre les deux
stratégies SUR.

La figure 41b est une représentation des soixante expériences en fonction du coiit to-
tal. Chaque ligne correspond a une expérience. La couleur a un cott donnée représente le
niveau qui est en train d’étre observé. Cette figure montre que la stratégie MRUR, tend
a commencer par observer le second niveau une ou deux fois, puis a observer principa-
lement le premier niveau. Ceci est confirmé par les figures 41c et 41d. La planification
est décomposée en phases de durée égale, une phase durant le temps nécessaire pour
faire une observation au plus haut niveau de fidélité. Sur les deux premieres phases de la
planification, les cotits d’observations sont principalement dépensés sur le niveau haute-
fidélité, alors que sur les sept suivantes, le niveau principalement observé est le niveau
basse-fidélité. Cependant, durant chacune des phases, il y a toujours quelques répétitions
d’expériences qui choisissent d’observer le niveau de plus haute-fidélité. Ce comporte-
ment peut s’expliquer par le fait que les deux fonctions sont liées par une relation simple,
fa(x) = 2f1(x) + (20 — 20z). L’algorithme commence par placer des points en haute-
fidélité pour bien apprendre la relation entre les deux niveaux. Puis, quand la relation
est bien connue, toutes les nouvelles observations sont placées sur le niveau basse-fidélité

moins coliteux, car les deux niveaux apportent la méme quantité d’information.

Oscillateur harmonique aléatoire amorti

Le second exemple étudié est 'oscillateur harmonique aléatoire amorti présenté sec-
tion 1.3.3. Ce simulateur est un simulateur stochastique comprenant un parametre de
fidélité 6 compris entre 0 et 1s, ou Os est le niveau de plus haute fidélité et 1s le plus
bas. L’entrée x est de dimension deux, et est a valeur dans X = [0;30] rad - s~1 x [0; 1].
Dans un souci de comparaison avec une valeur de référence, le niveau étudié est §*f =
0,01s. L’objectif est d’estimer la fonction de probabilité de défaillance p(z,d™f) =
P (Z > zcrit|x,5ref), ou le seuil critique est z“* = —3. En observant la figure 24, le

crit éyolue beaucoup entre le bas et le haut niveau. La fonction de

contour £(x,0) = z
colit est une fonction affine en l'inverse du parametre de fidélité : C'(9) = (a/d) + b, ou
a = 0.0098 et b = 0.0208. Les coefficients sont normalisées pour avoir C(5"f) = 1. Le

modele bayésien est le méme que dans la section 1.3.3.
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FIGURE 41 — Analyse des plans d’expériences obtenus par la stratégie MRUR sur
I'exemple a deux niveaux. (a) Histogramme de la proportion d’expériences observant
n fois le niveau de plus haute fidélité. Les points sont les proportions obtenues, les
barres sont les intervalles & deux écarts-types. Sur (b), (c) et (d), le bleu correspond
au bas niveau de fidélité et le jaune au haut niveau de fidélité. (b) Représentation des
niveaux sélectionnées en fonction du cotit. Chaque ligne correspond a une expérience,
chaque couleur & un niveau. Les barres verticales indiquent les différentes phases du plan.
(¢) Somme sur toutes les expériences des cotits dépensés sur chaque niveau durant chaque
phase. Les sommes affichées sont les sommes sur toutes les expériences. (d) Proportions
des colits dépensés sur chaque niveau durant chaque phase.
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Niveau ¢ ‘ 1s 05s 1/3s 0,25s 0,2s 1/6s 0,1s 0,06s 0,02s 0,01s
)T 327 248 199 167 143 126 84 46 2 1
Plan initial | 180 60 20 10 ) 0 0 0 0 0

TABLE 1 — Les différents niveaux de fidélité, avec leurs cofits inverses et le nombre
d’observation a chaque niveau dans le plan initial

Dans cette expérience, nous ne considérons que dix niveaux de fidélité. Le plan initial
est un NLHS maximin, dont le nombre de points par niveau est présenté tableau 1. Le
cout total du plan initial est de 9,88. Le budget accordé est de vingt, ce qui laisse un
budget supplémentaire pour le plan séquentiel de 10,12.

Les figures 42 a 47 présentent une planification séquentielle d’expérience sur cet
exemple. Chaque figure correspond a un instant de la planification. La somme des cofit
des observations de chaque figure est indiqué dans sa légende, la différence de budget
dépensé entre chaque figure étant environ égale a deux. Les figures (c) montrent que
d’observations en observations, le niveau de contour a 50 % tend vers sa valeur de réfé-
rence, mais que par contre, les niveaux de contours a 25 % et a 75 % restent loin de leurs
valeurs de référence. Cela est dii au fait que la moyenne & est bien estimée, mais que par
contre, la valeur de la variance de effet stochastique A est sur-estimée. Les figures (d)
montrent que les écart-types tendent a se réduire sur tous les points de 'espace. Les
figures (e) montrent que sur cet exemple, les observations s’accumulent sur les niveaux
de fidélité correspondant a 6 = 0,05s et 6 = 0,02s. Enfin, les figures (f) représentent
I’évolution de la réduction d’incertitude en fonction du cotit d’observation du niveau.

Etrangement, sur certaines figures, la réduction d’incertitude attendue aprés une
observation au dernier niveau est inférieure a celle du niveau précédent. Ce résultat est
peut-étre causé par deux phénomenes. D’une part, cela peut provenir des approximations
nécessaires pour calculer le critere SUR (Monte-Carlo, algorithme optimisation) amplifié
par le fait que les valeurs optimales de réduction d’incertitude sur les deux derniers
niveaux sont assez proches I'une de I'autre. D’autre part, cela peut étre di a la fonction
de covariance utilisée pour modéliser la fonction d’erreur e (voir section 1.2.2), & savoir
un fonction de covariance séparable entre x et d.

Dans cette section, cinq stratégies SUR sont comparées a la stratégie MRUR. Chaque
stratégie SUR est associée a un niveau d’observation donné. L’expérience est répétée 48
fois. A chaque répétition, un nouveau plan initial multi-fidélité est tiré. A une répéti-
tion donnée, le méme plan initial est utilisé a l'initialisation de toutes les planifications

séquentielles. Le critere de comparaison est ’erreur moyenne quadratique entre ’estima-
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FIGURE 42 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 1/6,
suivant figure 43). Le coiit des observations est de C' = 9.88. Sur toutes les figures, les
points noirs correspondent aux observations courantes et le carré mauve est la future
observations. Sur les figures représentant des contours dans I'espace X, la taille des points
indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a un plus haut niveau de
fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil
critique 2. (b) Estimations des probabilités p,(-,6") par moyenne a posteriori. Le
trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre I'estimation p,,(-,6") (contours
rouges) et la valeur de référence p*(-, 6™!) (contours noirs). (d) Ecart-type a posteriori des
probabilités p(z). (e) Positionnement des observations (z;, d;)1<i<n+1. L’abscisse est le
niveau de fidélité du point d’observation J;, 'ordonnée est la valeur de la partie moyenne
associée & lentrée z; au niveau de référence §'f. Le trait pointillé vertical est le seuil
critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du cofit.
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FIGURE 43 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 2/6,
précédent figure 42, suivant figure 44). Le cotit des observations est de C' = 12.08. Sur
toutes les figures, les points noirs correspondent aux observations courantes et le carré
mauve est la future observations. Sur les figures représentant des contours dans ’espace
X, la taille des points indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a
un plus haut niveau de fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori.
Le trait rouge est le seuil critique 2. (b) Estimations des probabilités p, (-, ™) par
moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre l'esti-
mation P, (-, 0"f) (contours rouges) et la valeur de référence p*(-, ") (contours noirs).
(d) Ecart-type a posteriori des probabilités p(x). (e) Positionnement des observations
(xi,0i)1<i<n+1. L'abscisse est le niveau de fidélité du point d’observation ¢;, 'ordonnée
est la valeur de la partie moyenne associée & 'entrée z; au niveau de référence ™. Le
trait pointillé vertical est le seuil critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du
cofit.
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FIGURE 44 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 3/6,
précédent figure 43, suivant figure 45). Le coiit des observations est de C' = 14.04. Sur
toutes les figures, les points noirs correspondent aux observations courantes et le carré
mauve est la future observations. Sur les figures représentant des contours dans ’espace
X, la taille des points indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a
un plus haut niveau de fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori.
Le trait rouge est le seuil critique 2. (b) Estimations des probabilités p, (-, 5*f) par
moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre 'esti-
mation P, (-, 0*) (contours rouges) et la valeur de référence p*(-,8"f) (contours noirs).
(d) Ecart-type a posteriori des probabilités p(x). (e) Positionnement des observations
(@i, 0i)1<i<n+1. L'abscisse est le niveau de fidélité du point d’observation ¢;, 'ordonnée
est la valeur de la partie moyenne associée & 'entrée z; au niveau de référence ™. Le
trait pointillé vertical est le seuil critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du
cofit.
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FIGURE 45 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 4/6,
précédent figure 44, suivant figure 46). Le coiit des observations est de C' = 16.3. Sur
toutes les figures, les points noirs correspondent aux observations courantes et le carré
mauve est la future observations. Sur les figures représentant des contours dans ’espace
X, la taille des points indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a
un plus haut niveau de fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori.
Le trait rouge est le seuil critique 2. (b) Estimations des probabilités p, (-, 0*f) par
moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre l'esti-
mation P, (-, ") (contours rouges) et la valeur de référence p*(-, ") (contours noirs).
(d) Ecart-type a posteriori des probabilités p(x). (e) Positionnement des observations
(xi,0i)1<i<n+1. L'abscisse est le niveau de fidélité du point d’observation ¢;, 'ordonnée
est la valeur de la partie moyenne associée & 'entrée z; au niveau de référence ™. Le
trait pointillé vertical est le seuil critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du
cofit.
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FIGURE 46 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 5/6,
précédent figure 45, suivant figure 47). Le coiit des observations est de C' = 18.06. Sur
toutes les figures, les points noirs correspondent aux observations courantes et le carré
mauve est la future observations. Sur les figures représentant des contours dans ’espace
X, la taille des points indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a
un plus haut niveau de fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori.
Le trait rouge est le seuil critique 2. (b) Estimations des probabilités p, (-, 0*f) par
moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre 'esti-
mation P, (-, 0*) (contours rouges) et la valeur de référence p*(-,8"f) (contours noirs).
(d) Ecart-type a posteriori des probabilités p(x). (e) Positionnement des observations
(@i, 0i)1<i<n+1. L'abscisse est le niveau de fidélité du point d’observation d;, 'ordonnée
est la valeur de la partie moyenne associée & 'entrée z; au niveau de référence 6™, Le
trait pointillé vertical est le seuil critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du
cofit.
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FIGURE 47 — Une étape d’une planification séquentielle sur dix niveaux (partie 6/6,
précédent figure 46). Le cotit des observations est de C' = 19.98. Sur toutes les figures,
les points noirs correspondent aux observations courantes et le carré mauve est la future
observations. Sur les figures représentant des contours dans I'espace X, la taille des points
indique le niveaux d’observation : un point plus gros correspond a un plus haut niveau de
fidélité. (a) Prédictions des sorties Z par moyenne a posteriori. Le trait rouge est le seuil
critique 2. (b) Estimations des probabilités p,(-,6"") par moyenne a posteriori. Le
trait rouge est le seuil de 50 %. (c) Comparaison entre I’estimation p,(-, ™) (contours
rouges) et la valeur de référence p*(-, 6™!) (contours noirs). (d) Ecart-type a posteriori des
probabilités p(x). (e) Positionnement des observations (z;,d;)1<i<n+1. L’abscisse est le
niveau de fidélité du point d’observation J;, ’'ordonnée est la valeur de la partie moyenne
associée & lentrée z; au niveau de référence §'f. Le trait pointillé vertical est le seuil
critique. (f) Réduction d’incertitude en fonction du coft.
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FI1GURE 48 — Comparaison entre des stratégies SUR et la stratégie MRUR sur 'oscillateur
amorti aléatoire : erreur entre la prédiction par le modeéle et la vraie valeur de la fonction
de probabilité. Chaque courbe correspond & une stratégie. Le coflit est normalisé par le
colt d’une observation haute-fidélité a 6 = 0,01 s.

tion de la fonction de probabilité p,, et la fonction vraie p*, au niveau §*f. Les résultats
sont présentés figure 48. La figure montre que, des que le plan d’expériences séquentiel
dépense un coiit équivalent au cotit de deux observations haute-fidélité, la meilleure stra-
tégie est la stratégie MRUR. Parmi les stratégies SUR, la meilleure stratégie est d’abord
la stratégie SUR & § = 0,05 s (huitiéme niveau considéré) pour les cotits compris entre dix
et treize, puis, la stratégie SUR & § = 0,02s (neuviéme niveau considéré) pour les coiits
entre treize et vingt. Il est aussi remarquable sur la figure 48 sur certaines stratégies,
Ierreur de prédiction commence par diminuer quand des observations s’ajoutent puis
augmente au fur et a mesure. C’est notamment le cas de la stratégie SUR a § = 0,05s.
A notre avis, cela est dii & un compromis biais-variance qui devient nécessaire si un seul
niveau est observé. Au début, 'ajout des observations réduit la variance de la Qol, puis,
quand celle-ci devient faible, la prédiction donnée par le modele tend vers le niveau ob-
servé. Le biais qui apparait alors est lié a la différence entre le niveau réellement observé
(6 =0,05s) et le niveau étudié (§ = 0,01s).

La figure 49 permet de représenter les niveaux d’observations choisis par les stratégies
MRUR. Ces quatre figures montrent qu’au début sur la premieére phase, la stratégie
MRUR observe surtout le septieme et le huitieme niveau (respectivement § = 0,1s et
0,05s), puis, durant les phases suivantes, principalement le neuviéme niveau (6 = 0,02s).
Ce résultat suggere que la stratégie MRUR tend a observer le niveau le plus efficient

durant la bonne phase (voir figure 48), et donc qu’il arrive a trouver le bon compromis
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entre cout et réduction d’incertitude. Les deux premiers niveaux (6 = 1s et 0,5s) sont
beaucoup observés mais comme ils sont peu coliteux, ils n’apparaissent pas dans les
bilans de coiits. Le dernier niveau (§ = 0,01s), qui est notre niveau de référence est
finalement peu observé. De fagon surprenante, les niveaux intermédiaires (3, 4, 5 et 6;
respectivement 6 = 1/3s, 0,25s, 0,2s et 1/65s) ne sont que peu, voire pas du tout choisis
par la stratégie MRUR.

D’autres résultats sont visibles aprés une observation plus attentive de la figure 49a.
Ainsi, la large majorité des expériences commencent par observer le niveau 7 (6 = 0,1s),
puis poursuivent avec le niveau 8 (§ = 0,05s), puis finissent avec le niveau 9 (6 = 0,02s).
A noter que le plan initial n’observe que les cinq premiers niveaux et qu’il n’y a au-
cune observation sur le sixieme niveau (§ = 1/6's, voir tableau 1). Sur cette expérience,
il y a trois types de comportement qui se dégagent. Le comportement majoritaire (34
expériences sur 48, soit 71 %) consiste a poursuivre la stratégie initiale, c’est-a-dire a
observer un niveau, puis progressivement passer au suivant. C’est ce comportement qui
donne la prédominance des observations du neuvieme niveau (6 = 0,02s) sur les fi-
gures 49c et 49d. Le comportement alternatif (12 expériences sur 48, soit 25 %) consiste
a alterner des observations sur le niveau référence (6 = 0,01s) et des niveaux de tres
basses fidélité (6 = 1s ou 0,5s). Ainsi, ces expériences se focalisent directement sur le
niveau de plus haute-fidélité, en observant de temps en temps les deux premiers niveaux.
Les derniéres expériences restantes (2 expériences sur 48, soit 4 %) observent le dernier
niveau (6 = 0,01s), puis a partir de la troisiéme phase, alternent des observations sur
les niveaux basse-fidélités (6 = 1s et 0,5s) et le huitiéme niveau (6 = 0,05s).

Finalement, ces deux expériences montrent que la stratégie MRUR réussit a trouver

un bon compromis entre coiit de simulation et réduction d’incertitude.

2.4.4 Extensions pour la parallélisation

Dans certaines situations, il peut étre souhaitable de choisir plusieurs points en méme
temps, par exemple, si les simulations peuvent étre lancées en paralléle. Dans ce cas, il
devient nécessaire d’adapter la stratégie MRUR au choix de ¢ > 1 points d’observations.
Dans cette section, le critere SUR utilisé est supposé calculable pour n’importe quelle
taille ¢ de proposition de plans d’expérience. C’est le cas pour les criteres SUR 1 a 4.

En planification paralléle, Girdziusas et al. [2012] distinguent deux types de plans
séquentiels d’expériences : les plans synchrones et les plans asynchrones. Dans un plan
synchrone & ¢ cceurs, les points sont sélectionnés par lot de ¢. Une fois qu’un paquet est

lancé, 'algorithme attend que toutes les simulations soient terminées avant d’en choisir
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FIGURE 49 — Analyse des plans d’expériences obtenus par une stratégie MRUR sur
l'oscillateur amorti aléatoire. Les données sont obtenues avec quarante-huit expériences.
Sur toutes les figures, les couleurs sombres correspondent aux bas niveaux de fidélité
et les couleurs claires aux hauts niveaux. (a) Représentation des niveaux sélectionnés
en fonction du cofit. Chaque ligne correspond a une expérience, chaque couleur a un
niveau. Les traits verticaux indiquent les différentes phases du plan. (b) Nombre brut
d’observation sur chaque niveau durant chaque phase. (c¢) Quantités de cotits dépensés
sur chaque niveau durant chaque phase. Sur (b) et (c), les sommes affichées sont les
sommes sur toutes les expériences. (d) Répartitions des cotits dépensés sur chaque niveau
durant chaque phase.
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des nouvelles. La conséquence est que les ¢ simulations & choisir doivent avoir le méme
temps de calcul, pour éviter d’avoir un coeur au repos. Les planifications séquentielles
d’expériences paralleles synchrones sont plus simples a implémenter. Dans un contexte
de parallélisation des expériences numériques, Ginsbourger et al. [2010b] développent
un critere d’échantillonnage nommé g-EI pour trouver le minimum d’une fonction. Ils
proposent également des approximations de ce critére, tels que le « constant liar » ou le
« kriging believer ». Williams et al. [2011] présentent des algorithmes de planifications
séquentielles ainsi que des critéres d’échantillonnage dédiées a la planification par lot. De
la méme facon, les criteres SUR de Chevalier et al. [2014] dédiés a 'estimation de dépas-
sement de seuil sur des fonctions déterministes ont développé pour des lot de g nouvelles
observations. Toujours dans la planification par lot, Gonzédlez et al. [2016] proposent
un algorithme simplifiant I'optimisation du critére d’échantillonnage sur plusieurs ob-
servations futures. Dans un plan séquentiel asynchrone, chaque fois qu'une simulation
s’acheve, une autre est lancée immédiatement a la place, sans attendre d’autres résultats.
L’intérét est de pouvoir lancer en méme temps plusieurs simulations dont les temps de
calcul sont différents, ce qui permet de limiter le temps calculatoire total. L’inconvénient
est qu'un algorithme de planification séquentielle d’expériences paralléles asynchrones
est plus difficile & implémenter. En particulier, il requiert de pouvoir créer un critére
d’échantillonnage JP"Y qui prend en compte le fait que certains points sont en cours
d’observation. De plus, dans le cas ou les cofits sont variables, ce critere d’échantillon-
nage doit aussi prendre en compte les différents cotits de chaque simulation. Ginsbourger
et al. [2010a] et Snock et al. [2012] obtiennent une version de J**Y de I'EI en intégrant
par Monte-Carlo le critére standard sur les valeurs de sorties attendues. La méme pro-
cédure est appliquée par Desautels et al. [2014] sur un critére de borne de confiance

supérieure.

Il est assez simple d’adapter la stratégie MRUR dans le cas d’une planification syn-
chrone. Pour simplifier, supposons que le colit d’une observation ne dépende que du
niveau de fidélité, C(z,d) = C(9). Dans ce cas, comme toutes les observations doivent
avoir le méme cofit, les ¢ observations doivent étre effectuées au méme niveau de fidé-
lité, 6,41 = -+ = Op4q. Dans ces conditions, le critere MRUR qui vient naturellement

consiste a maximiser le rapport entre la réduction d’incertitude apres ¢ observations, et
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Afin d’expérimenter la stratégie MRUR en planification paralléle synchrone, nous
reprenons ’exemple de l'oscillateur amorti aléatoire présenté section 2.4.3. Le méme
type d’expérience est considéré avec les mémes niveaux de fidélité, la méme quantité
d’intérét, le méme modele bayésien, le méme algorithme de génération du plan initial
et le méme budget. Quatre stratégies de planification séquentielle sont comparées : la
stratégie SUR au niveau de référence avec les points choisis un par un (stratégie SUR
classique), la stratégie MRUR avec une planification par paquet de un point (stratégie
MRUR illustrée dans la section 2.4.3), une stratégie SUR avec une planification par
paquet de ¢ = 5 points, et une stratégie MRUR synchrone par paquet de ¢ = 5 points
appliquant la méthode (2.49). Comme l'optimisation du critére & ¢ points est difficile,
une optimisation point par point est appliquée comme dans Chevalier et al. [2014]. Plus
précisément, a un niveau donné, nous commencons par choisir le meilleur point du niveau,
puis pour chacun des point restants, nous maximisons la réduction d’incertitude totale

en laissant figés les points précédents :

2 (6) = arg max {Gg) ((x(j)(é),6) '  (z, 5)> } . (2.50)

zeX 1<j<i-1
Le niveau est choisi une fois que tous les niveaux de fidélité ont fourni une proposition
d’observations. L’expérience est répétée 24 fois. Sur chaque expérience, le méme plan
initial est utilisé pour toutes les stratégies séquentielles.

Les résultats sont présentés figure 50. Les courbes représentent les erreurs pour un
cott donné. Sur la figure 50a, le colit affiché en abscisse est le coiit total des points
individuels : si ¢ points d’observations sont choisis au niveau ¢, le coflit considéré est
qC(0). Sur cette échelle de comparaison, les stratégies par lot sont moins efficaces que
leurs équivalents planifiant les points un par un. Ce résultat est naturel puisque les plans
par lot disposent de moins de « marge de manceuvre » pour s’adapter au simulateur.
Cependant, la stratégie MRUR par paquet obtient des résultats tout a fait satisfaisants,

comparables & ceux de la stratégie SUR au dernier niveau point par point. A la fin de
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Fi1GURrE 50 — Comparaison entre des stratégies ol les observations sont choisies une par
une et celles ol les observations sont choisies par paquet de cing. Les courbes représentent
Ierreur entre la prédiction par le modele et la vraie valeur de la fonction de probabilité.
Chaque courbe correspond a une stratégie. (a) Erreur en fonction du cotit total des
observations, c’est-a-dire de la somme de tous les cotits individuels. (b) Erreur en fonction
du cofit réel apres parallélisation.

la planification, les deux stratégies MRUR et la stratégie SUR par paquet de un point
donnent des résultats comparables. Sur la figure 50b, les cofits affichés sont en « wall-
clock time », c’est-a-dire en temps réel apres parallélisation : si ¢ points d’observations
sont choisis au niveau ¢, le colit considéré est C(9). Avec cette échelle de comparaison,
a temps de calcul réel identique, la stratégie MRUR par paquet de ¢ points obtient une
erreur plus faible que la stratégie MRUR point par point. En observant la situation
finale sur la figure 50a et en regardant les échelles de temps sur la figure 50b, il sort
sur cet exemple que la planification par MRUR synchrone par paquet de ¢ permet de
diviser le temps de calcul parallele par ¢ pour atteindre le méme niveau d’erreur. Il est
envisageable d’adapter ce genre de méthode de parallélisation dans le cas ou le cotlit des
niveaux sont des multiples entiers. Ainsi, si un niveau basse-fidélité est deux fois moins
cher qu’un niveau haute fidélité, il faudrait comparer la réduction relative de : quatre
points basse-fidélité ; deux points basse-fidélité et un point haute-fidélité ; et deux points
haute-fidélité. Cette idée est d’ailleurs proposée par Zhou et al. [2017].

Il est par contre relativement délicat d’adapter directement la stratégie MRUR pour
des planifications parallele asynchrones. Une solution simple serait de maximiser le
rapport entre la réduction d’incertitude G,(f) d’un plan d’expériences a g points et la
somme des colit des g points du plan. Cependant, nous ne recommandons pas cette
stratégie, puisqu’elle peut amener a des comportements indésirables. Supposons une

situation ou il n’y a que trois observations disponibles, x1, x2 et z3. Les gains d’ob-
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Plans d’expérience(s) x1 x9 x3 | (r1,72) (21,23) (22,73)
Gain G G 0 2G G G
Cotit Ch Cy C3|Ch+Cy Ci1+C3 Cy+C5
Gain par somme des colits NCapca 2G ¢ ¢

_ . A % CG'; 0124602 01503 02503
Gain par maximum des cofits o o o or s

TABLE 2 — Comparaison de différents plans d’expériences dans une planification asyn-
chrone.

servations des points sont G,gl)(xl) = G%l)(xg) =G et G,gl)(xg) = 0. Pour simplifier
G (z;,x;) = G%l)(xi) + G%l)(xj), le gain total d’une planification sur deux points est
la somme des gains indépendants. Dans ce scénario, observer le point x3 est alors in-
utile. Les cotit d’observations sont C(z1) = C1, C(x2) = Cy > Cy et C(z3) = C3
avec 0 < C3 < (Cy — C1)/2, de sorte que C5 + C1 < (C1 + C3)/2. Les différents plans

d’expériences sont résumés tableau 2.

Si tous les plans d’expériences a un et deux points sont comparés, le critere choisit
le plan d’expérience composé uniquement de z1, ce qui n’est pas forcément mauvais,
mais dépend de comment les colits sont calculés. Par contre, si seuls les plans a deux
points sont comparés, alors le plan d’expériences optimal a choisir est (z1,z2), car z3
n’apporte aucune information. Or, le plan d’expériences a deux points choisi avec le
critere MRUR de gain par somme des coiits est (x1,x3) : la stratégie recommande de
lancer une observation inutile. Ce probleme est visible figure 51. Le critere MRUR par
somme n’est pas adapté pour la planification parallele asynchrone, et n’est pas forcément

adapté pour comparer des plans d’expériences avec des nombres différents d’observations.

Une solution pourrait étre de construire un critere MRUR, de planification asyn-

)

chrone, en considérant le rapport entre la réduction d’incertitude Gﬁ? et le mazimum
des cofits d’observations des ¢ points. Cependant, cette stratégie n’est pas efficace non
plus. Reconsidérons les trois mémes plans d’expériences (x1,x2,x3) de gains respectifs
(G,G,0) et de cotts respectifs (C1,Cq,C3) (voir tableau 2). Supposons cette fois-ci que
C3 < O < Cy/2 & 2C1 < Cy. Dans ces conditions, le plan d’expérience optimal reste
le plan (z1,x2). Or, le critére de gain par maximum des coiits indique que les plans
d’expériences x1 et (z1,x3) sont préférables au plan (x1,x32). Ce critére ne semble pas
adapté non plus a la planification asynchrone sous hypothése de cotits variables. Dans
la pratique, si ce critere était utilisé, il est probable que les plans d’expériences choi-
sis seraient synchrones. En effet, comme seul le maximum des coiits des points est pris

en compte, une fois le point de plus haute-fidélité choisi, il est inutile selon ce critere
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Incertitude J,

FIGURE 51 — Illustration du probleme de la planification asynchrone d’expériences en
parallele. Les valeurs sont H, =10, G =4, C; =3, Co =7 et C3 = 1.

d’économiser du temps de calcul. Par exemple, considérons deux niveaux de fidélité 67
en haute-fidélité et 6BF en basse-fidélité. Dans ces conditions, les plans d’expériences
{(ml,éHF), (x2,5BF)} et {(xl,(SHF), (xg,éHF)} posseédent le méme maximum des cofits
C (5HF ). En supposant qu’observer un point plus coliteux réduit plus l'incertitude, cela
pousserait a choisir des observations dont les niveaux de fidélité sont tous égaux. Les
plans obtenus serait donc synchrones.

La question de la planification parallele asynchrone sous hypothese de cotlit d’obser-

vation variable reste une question ouverte.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des méthodes de planification d’expériences
dans un cadre multi-fidele.

Dans la premieére section, nous avons présenté les méthodes de planifications non-
séquentielles, dont nous nous servons pour obtenir un plan initial d’expériences. Nous
recommandons 'usage de la méthode de Qian [2009] avec une optimisation maximin
a chaque niveau pour engendrer un plan d’expériences initial destiné a étudier un si-
mulateur complexe multi-fidele. Le plan d’expériences ainsi obtenu possede alors trois
bonnes propriétés : ’emboitement, les projections sur les espaces de dimension un et un
remplissage d’espace supérieur a celui d’un plan aléatoire (selon le critere de Rennen
et al. [2010]).
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Dans la seconde section, nous avons rappelé le principe des stratégies de planifica-
tions séquentielles SUR. Puis, nous avons proposé différents criteres SUR pour pouvoir
estimer une fonction de probabilité de défaillance sur un simulateur stochastique. Nous
recommandons dans le cas général d’utiliser le critere SUR 1, qui est I'un des plus
simples & implémenter, et dont la convergence de la mesure d’incertitude associée assure
la convergence de la mesure d’incertitude associée au critere SUR 2.

Enfin, dans la troisiéme section, nous avons proposé une nouvelle méthode générique
de planification séquentielle d’expériences dédiée au cas ou le cotlit d’observation dépend
du point choisi. Cette méthode, intitulée MRUR, consiste a choisir le point qui maxi-
mise le rapport entre la réduction d’incertitude et le cotit d’observation. Cette méthode
est une généralisation d’algorithmes déja existants dans la littérature pour résoudre des
problémes plus spécifiques. Cette stratégie a été testée sur deux exemples académiques
multi-fideles. Sur ces deux expériences, la stratégie MRUR était plus efficace que n’im-
porte quelle stratégie SUR & un niveau donnée. De plus, le niveau d’observation choisi
par la stratégie MRUR, correspond généralement au niveau optimal & observer. Ceci
laisse a penser que la stratégie MRUR arrive a trouver le bon compromis entre cotit et
réduction d’incertitude. Enfin, une derniére expérience montre que la stratégie MRUR
peut aisément étre étendue dans le cas d’une planification séquentielle d’expériences
multi-fideles parallélisées synchrones.

Cependant, de nombreuses questions restent en suspens. D’abord, il existe peu de
recommandations générales sur les caractéristiques des plans initiaux multi-fideles, telles
que, le nombre initial de niveaux d’observation ou le nombre de points par niveau. Une
analyse des influences des plans initiaux d’expériences multi-fidele sur la qualité des
prédictions et le comportement des stratégies MRUR pourra étre envisagée. Ensuite, le
calcul des criteres SUR ne prend pas en compte les incertitudes sur les hyper-parametres.
Nous proposons bien une méthode pour tenir compte de ces incertitudes, mais celle-ci
n’est qu’'une approximation, et n’a pas été testée dans les exemples pour cause de temps
de calcul trop élevé.

Mais surtout, beaucoup d’améliorations peuvent étre considérées sur la stratégie
MRUR. Ainsi, comme mentionné section 2.4.4, la stratégie MRUR ne peut pas étre
étendue simplement dans le cadre d’une parallélisation asynchrone. Dans le méme ordre
d’idée, il est difficile d’étendre simplement le critere dans le cas ou il y aurait plusieurs
types de coiits a prendre en compte (par exemple, un cotit monétaire et un cofit en temps
de calcul). Enfin, les exemples en simulation montrent des situations ou la réduction
d’incertitude sur un niveau déja observé est inférieure a celle d’un niveau légérement

moins cotiteux. Nous supposons que cela est dii aux fonctions de covariance actuellement
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utilisées. Le lien entre le type de processus gaussien et la forme du front de Pareto

demanderait donc a étre étudié plus en profondeur.
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3.1 Ingénierie de la sécurité incendie

Dans ce chapitre, nous appliquons les méthodes présentées dans les chapitres 1 et 2
sur une étude d’évaluation des performances du systéme de désenfumage d’un batiment.

L’évaluation de la conformité de batiments tels que les Etablissements Recevants du
Public (ERP), vis-a-vis des normes de sécurité incendie, vise a évaluer la dangerosité
des incendies dans des scénarios d’apparition et de propagations des feux. L’approche
réglementaire classique, dite prescriptive, décrit les moyens a mettre en ceuvre afin de
réduire le risque incendie, par exemple, en réduisant la charge de combustibles ou en
utilisant des systémes d’extinction [Carlotti et Lamalle, 2013].

Lorsque la réglementation prescriptive est difficile d’application dans des batiments
non conventionnels (travaux onéreux, architecture complexe, monument classé...), une
alternative reconnue depuis plus de dix ans est le recours a I'Ingénierie de la Sécurité In-
cendie (ISI), en particulier sur le désenfumage. Cette alternative se fonde sur I'utilisation
de codes de calcul de Mécanique des Fluides Numérique (CFD) ! appliqués & I'incendie
pour évaluer les dangers en fixant des objectifs de résultats.

En ISI, le principal objectif est de protéger la vie et la santé des individus. En
pratique, le batiment doit étre en mesure de conserver un environnement supportable
(en terme de température, de visibilité. ..) le temps que les occupants puissent évacuer
vers un endroit siir. Les criteres de tenabilité utilisés dans cette these proviennent de
la norme ISO 13571 [2012] et sont fondés sur le jugement scientifique disponible sur les
conséquences de l'exposition humaine aux incendies (voir par exemple Guillaume [2006]).
L’objectif d’une étude ISI est de déterminer dans différents scénarios d’incendie si les
conditions environnantes restent supportables le temps de I’évacuation, selon les modeles
numériques modélisant I'incendie.

Les modeles CFD appliqués aux incendies permettent de prédire les différentes phases
de développement du feu. Cependant, ces modeles dits « de champs » sont coliteux
en temps de calcul, ce qui limite le nombre d’appels possibles au code. Pour mener
les évaluations de conformité, la méthode actuelle consiste a choisir quelques scénarios
représentatifs, de simuler en détails ces scénarios, et d’analyser les résultats ainsi obtenus.
La déclaration de conformité ou de non-conformité est laissée au jugement de 'expert en
sécurité incendie. Cette méthode présente le défaut d’étre tres dépendante de I'opérateur

en charge de I’étude. De plus, cette méthode ne fournit aucune indication sur la fiabilité

1. Computational Fluid Dynamics
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de la décision de conformité ou non du batiment.

Pour résoudre ces problémes, nous proposons une méthode d’analyse de la conformité
sur des simulateurs coliteux en temps de calcul, destinée a étre un outil d’aide a la
décision. Cette méthode d’analyse est fondée sur une approche multi-fidele bayésienne,
définie chapitre 1, qui permet de pouvoir prédire les résultats d’une simulation a partir
d’un plan d’expérience faible en cotit d’observation. De plus, nous proposons une méthode
de choix des simulations, fondée sur les principes décrits dans le chapitre 2, dans le but

d’améliorer une évaluation initiale de la conformité.

La section 3.2 décrit le probléme étudié, ainsi que le modeéle numérique qui permet
d’obtenir des observations. La section 3.3 présente un exemple réaliste de la méthodo-
logie dans lequel l'utilisateur ne dispose que d’un cotit limité en observation. Enfin, la
section 3.4 valide la méthodologie en présentant des répétitions de la méthode et en

validant les résultats sur des données de références.

3.2 Description et formalisation du probleme

3.2.1 Présentation du cas d’étude
Présentation de Fire Dynamics Simulator

L’utilisation de modeles CFD dédiés a I'incendie est de plus en plus courante dans les
analyses de conformité de systémes de désenfumage. Un des simulateurs les plus utilisés
par la communauté scientifique en sécurité incendie est Fire Dynamics Simulator (FDS).
Ecrit en Fortran et développé par le National Institute of Standards and Technology
(NIST) [McGrattan et al., 2010], ce simulateur résout les équations de Navier-Stokes
(équations de la mécanique des fluides : conservations de la masse, de la quantité de
mouvement et de I’énergie) sous ’hypotheése d’un faible nombre de Mach (vitesse d’écou-
lement de l'air tres petite devant la vitesse du son, ce qui implique notamment que la
compressibilité de air peut étre négligée). Ce simulateur est en particulier dédié a la
description et I’étude du transport des fumées et de la chaleur.

Le simulateur FDS procede par différences finies : il découpe I'espace en petits paral-
1élépipedes et le temps en petits intervalles, puis résout les équations de la mécanique des
fluides discrétisées en espace et en temps. Dans cette these, seules des mailles cubiques
de longueur 6,,. sont considérées. Soit d; le pas de temps. Pour des raisons de stabilité

numérique, le pas de temps est lié a la taille de maille, notamment par la contrainte de
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Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) qui impose

5 < L (3.1)

1 4 oo

ou @ est la vélocité du fluide [McGrattan et al., 2014, Section 6.4.7]. Le pas de temps est
réglé automatiquement par FDS en utilisant la taille de maille d,,.. Dans la pratique,
cela implique qu’une simulation avec une plus petite taille de maille utilise aussi un pas
de temps plus petit, ce qui augmente d’autant le temps de calcul (voir section 3.2.2).

Puisque le pas de temps est réglé automatiquement, le seul parametre réglé par I'uti-
lisateur qui controle la qualité de la simulation est la taille de maille d,,.. Ce parametre
joue le role de parametre de fidélité : une petite taille de maille permet d’obtenir une
simulation plus fidele mais plus cotiteuse, tandis qu’une grande taille de maille permet
d’obtenir un résultat plus rapidement, mais qui est plus grossier.

Le simulateur FDS impose une contrainte sur le nombre de maille dans une simula-
tion. En effet, FDS utilise une transformée de Fourier rapide pour résoudre 1’équation
de la chaleur, ce qui impose que le nombre de mailles dans une simulation doit étre de la
forme 2P375" ou (p, q,r) sont des entiers naturels [McGrattan et al., 2014, Section 6.3.1].
Cette condition impose une restriction sur la taille de maille, qui dépend du batiment
simulé.

Dans cette these, nous utilisons la version 5.5.3. de FDS, qui est la version utilisée
au Laboratoire National de métrologie et d’Essais (LNE), méme si la version 6.6.0. de
FDS est aussi disponible. Cela ne change en rien la méthodologie mise en ceuvre. Nous
précisons toutefois qu’il est recommandé que les résultats analysés soient tous issus d’une

méme version d’un simulateur.

Cas d’application

L’exemple étudié dans cette theése est ’étude du désenfumage d’un batiment existant
au LNE, présenté figure 52. Le batiment est un hall d’essais mesurant 20 m x 12m x 16 m.
Il dispose de quatre ouvertures, deux portes au sol de taille 2m x 1m et deux exutoires
au plafond de taille 2m x 2m permettant I’évacuation des fumées en cas d’incendie.
La ventilation est supposée naturelle. Les épaisseurs et les propriétés thermiques des
parois sont définies en accord avec la structure réelle. Les dimensions et les propriétés
des différents composants du batiment sont parfaitement connues.

A I’état initial, la température dans le domaine de calcul est réglée par la température

ambiante. Sur les bords libres, une condition aux limites est imposée sur la pression
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FIGURE 52 — Vues du batiment étudié. Les ouvertures sont en bleues, le feu est en rouge
au centre du batiment et les capteurs sont affichés par les points mauves.

statique. Dans le scénario considéré, le feu est placé au centre de la piece. Le combustible
est un uréthane, un produit souvent utilisé en industrie, par exemple pour fabriquer la

mousse de rembourrage dans les canapés ou des mousses d’isolation.

Définition des variables

Hormis les caractéristiques du batiment, supposées connues dans notre étude, les
variables définissant une simulation peuvent étre classées en deux catégories : les variables

environnementales . et les variables de scénario xg.

Les variables environnementales sont des variables qui doivent étre fixées dans une
simulation de FDS, mais dont la valeur réelle est incertaine dans un scénario donné.
Les variables environnementales considérées dans cette theése sont la température ex-
térieure T..:, la pression atmosphérique P, et la température ambiante Tj,,;. Dans
un souci de simplification, les effets du vent (dont la vitesse est supposée nulle) et de
I'humidité de lair (fixée & 50 %) ne sont pas pris en compte. L’incertitude des variables
environnementales est représentée par une distribution de probabilité f¢"V. La distri-
bution de probabilité des variables environnementales représente 1’ensemble des condi-
tions climatiques rencontrées sur une année au batiment étudié. Le batiment est situé a
Trappes (France). Selon des rapports météorologiques, la distribution des températures
extérieures peut étre modélisée par une loi normale dont I'intervalle a trois écarts-types
est [—10;30] °C, celle de la pression atmosphérique par une loi normale dont l'intervalle

a trois écarts-types est [98; 102] kPa. Selon une étude interne au LNE, la distribution de
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la température ambiante connaissant la température extérieure est

Tesr — 1 2
Tomp (°C)|Toat (°C) ~ N (22.5 +2.5 % 0.8 x %30, (25V1-0.8%) ) (3.2)

Conséquemment, la distribution des variables environnementales 'V est une loi gaus-

sienne dont le vecteur moyenne et la matrice de covariance sont respectivement

10°C (20/3°C)? 0 0.8 x 20/3°C x 2,5°C
100kPa | , 0 (2/3kPa)? 0 . (3.3)
22.5°C 0.8 x 20/3°C x 2,5°C 0 (2,5°C)2

Les variables de scénario s sont des variables ayant une influence sur le compor-
tement de 'incendie. Ces variables définissent le scénario, et sont donc fixées dans un
scénario donné. Certaines de ces variables décrivent 1’évolution de la source de 'incendie
en fonction du temps, représentée dans FDS par le Taux de Dégagement de Chaleur
(HRR) 2. Le HRR, exprimé en kW, représente la puissance calorifique dégagée par le
foyer en fonction du temps. Quatre variables sont nécessaires pour décrire I’évolution
du HRR : le taux de croissance a en kW - s72, la surface du feu A fen m?, la chaleur
surfacique Q" en kW - m~—2 et Iénergie surfacique totale qf, en MJ - m~2. L’évolution du

HRR est décomposée en trois phases, correspondant aux trois phases de I'incendie :
1. Tallumage : le HRR suit une évolution parabolique [Alpert, 2016] ;

2. I'état stable : le HRR est constant, HRR(t) = Ay - Q", ol la constante est le

produit entre la surface du feu Ay et la chaleur surfacique maximale Q"

3. lextinction : le HRR décroit linéairement, HRR(t) = AfQ” . ttfieuu__é ou tfv est
I'instant d’extinction du feu, et ¢; est I'instant ou le feu commence a s’éteindre.
L’instant d’extinction du feu et le début de la phase d’extinction sont défini par
I'énergie dégagée totale [I" HRR(t)dt = q7,, et [ HRR(t)dt = 70% - qy,.

La forme générale du HRR en fonction du temps est présentée figure 53.

Selon Drysdale [2011], le taux de croissance o peut varier entre 0,011 338 kW - m—2
pour un feu se développant lentement et 0,2 kW - m~2 pour un feu se développant rapide-
ment. Ces valeurs sont utilisées comme bornes pour la variable «. Dans la réglementation
francaise concernant les systemes de désenfumage, la surface du feu dans les scénarios
doit valoir 9m?, 18 m? ou 36 m? en fonction des batiments étudiés. Dans cette étude, la

valeur de 36 m? est écartée et le domaine d’étude de la surface du feu Ay est [1;20] m?2.

2. Heat Release Rate
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Chaleur dégagée

FIGURE 53 — Evolution de la chaleur dégagée par le feu en fonction du temps

Enfin, 'usage en ISI est de considérer que Q" varie entre 300 kW - m~2 et 600 kW - m 2
et gy, entre 300 M.J - m~2 et 600 MJ - m~2.

En plus de ces sept variables d’entrées que sont (Tert, Patm, Tamp; o, Ay, Q" .q1,), le

1 est également considéré, car il influence

taux de production de fumée Y0, en kg - kg™
grandement la production de fumée, et donc la visibilité. Il est admis dans cette these

que le taux de production de fumée varie entre 0,01227 kg - kg~! et 0,1227kg - kg~ .
En pratique, la taille de maille d,,, idéale est calculable a partir du diametre du

feu. Lin et al. [2009] recommandent d’utiliser une taille de maille inférieure ou égale

au dixieme du diametre caractéristique de I'incendie, 05y, < D*/10, ot le diametre du

feu D* se calcule de la facon suivante :

D — ( Q/IAf

5
T e g s — ) 3.4
palr Cgeralr \/E) ( )

' est la masse volumique

olt Q"Ay est le HRR maximal de la source de l'incendie, p*
de Tair, Cgir sa capacité thermique isobare, 78" sa température et g l'accélération de
pesanteur terrestre. Pour Q" = 450kW -m~2, A; = 10m?, p** = 1,2kg - m~3, Car =
1000J - kg~ - K, 72" = 300K et g = 9,8m - s~ 2, le diameétre est de D* = 1,7m et donc
la taille de maille idéale de 17 cm. Compte-tenu des variations possibles des différents
facteurs, la taille de maille idéale pour traiter le probleme est de 'ordre de 10 cm pour

cette expérience.

Du fait des restrictions de FDS sur le nombre de maille et des dimensions du batiment

étudié, la taille de maille d,,. ne peut pas prendre n’importe quelle valeur. La géométrie
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Niveau 1 2 3 4 ) 6 8 9 10
Ozy- (cm) 100 50 33.3 25 20 177 125 11.1 10
Durée 4,1min 69,3min 6,00h 19,6h 48,6h 4,26] 13,8 22,3j 34,3]

TABLE 3 — Liste des niveaux possibles de I'expérience de FDS. Les temps affichées sont
des temps moyens obtenus par une régression logarithmique (figure 55).

Nom Unité Variable Domaine d’étude
Température extérieure °C Tert [—10; 30]
Pression atmosphérique kPa Pum [98; 102]
Température ambiante °C Tomb [10; 30]
Accélération d’allumage kW - s~2 o [0.011338;0.2]
Surface du feu m? Ay [1;20]
Puissance surfacique maximale kW - m~—2 Q" [300; 600]
Energie surfacique dégagée totale MJ - m™—2 ar, [300; 600]
Taux de production de fumée kg - kg™! Yoot [0.01227;0.1227]
Taille de maille cm Oay> [10; 100]

TABLE 4 — Liste des variables d’entrée pour le cas d’étude considéré.

du batiment simulé et la nature du maillage imposent que la taille de maille doit étre
une fraction entiere de 100 cm. En combinant cette caractéristique a la limitation sur
le nombre de mailles, la taille de maille ne peut étre qu’une fraction entiere de la taille
maximale, 0y, = 100 cm/(2P395"), ol le dénominateur est un produit d’une puissance
de deux, de trois et de cing. La combinaison de toutes ces caractéristiques donne neuf
niveaux de fidélité possibles présentés tableau 3. Enfin, il est a noter qu’a un niveau 0y,
fixé, les surfaces de feu Ay doivent étre un multiple entier de l'aire d’une maille, soit
de 5gyz, ce qui limite d’autant ’espace des entrées.

Les huit entrées physiques sont résumées en un vecteur x. A ces huit variables,
s’ajoute le parametre de fidélité, la taille de maille 04y,, qui définit la fidélité de la

simulation. Toutes les entrées sont présentées dans le tableau 4.

Données de sortie et grandeurs

Une étude ISI cherche a évaluer si les conditions sur le chemin d’évacuation restent
supportables par les occupants. La notion de tenabilité est liée a I’évolution de variables
physiques représentant la dangerosité de l'incendie. Dans cette theése, trois types de

menaces liées aux incendies sont considérés :
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Nom Variable Sécurité
Flux thermique radiatif HT H <25kW-m™2
Température a 1,8 m T° T°¢ <60°C
Visibilité V V>5m

TABLE 5 — Variables étudiées et seuils de dangerosité

— la perte de visibilité qui impacte I’évacuation des personnes (désorientation, ex-
position plus longue aux dangers. ..). Cette menace est évaluée par la visibilité V' ;

— les brilures générées par le feu et la fumée, qui peuvent conduire a I'incapacité
ou & la mort des individus. Ces briilures sont causées par le flux de chaleur Hf
associé au rayonnement de la fumée et a la température de 'atmospheére. De plus,
des briilures thermiques de la peau et des voies respiratoires peuvent se produire
lorsque la température T atteint des valeurs élevées.

— Dl’intoxication par les fumées. Compte tenu de la difficulté pour prédire numéri-
quement les phénomenes chimiques et biologiques, 'intoxication est évaluée au

travers du terme de visibilité V.

Les données sont évaluées a une hauteur de 1,8 m (correspondant a la hauteur de la téte
d’un individu). Pour chacune des trois variables d’intérét (flux radiatif, température et
visibilité), un seuil critique de dangerosité a été choisi a partir de la norme ISO 13571
[2012]. Ces seuils sont présentés tableau 5. A noter que le guide du désenfumage du
Laboratoire Centrale de Préfecture de Police (LCPP) [Thiry-Muller, 2017] a récemment
fixé de nouveaux seuils, légerement différents de ceux retenus dans cette thése, issues
d’un consensus entre les organismes francais reconnus compétents en désenfumage. Ces
travaux de these étant antérieurs a ce document, ces criteres n’ont pas été retenus, mais

la méthodologie mise en place reste applicable.

Une simulation de FDS ne renvoie pas un résultat scalaire par variable physique
d’intérét, mais un ensemble de séries temporelles, au nombre de une par capteur présent
dans la simulation. En effet, pour chaque simulation, des capteurs sont répartis dans la
piece. Chaque capteur est a une position fixe, situé a un 1,8 m du sol. Les capteurs sont
espacés d’'une distance de 1m, pour une densité de un capteur par m2. Cependant, il
n’y a aucun capteur situé dans le panache au-dessus du feu pour éviter de perturber
les résultats avec des valeurs extrémes. Cette zone sans capteur est un carrée de 6 m de
coté centré sur le centre du feu. La position des capteurs est représentée figure 52. Le
nombre total de capteurs est de (20m x 12m — (6 m)2) x 1 capteur - m~2 = 204 = nSns

sens

capteurs. Ainsi, aprés une simulation, n%" sorties temporelles par quantité étudiée sont
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récupérées, (Hif(t)’zq’ic(t)’%(t))1<i<nsens7t€[0,tfeu]' Les figures 54a a 54c présentent des
sorties de FDS par capteur pour une expérience et les figures 54d a 54f tracent des
quantiles de ces sorties en fonction du temps.

Il est délicat de définir directement a partir des résultats bruts issus des capteurs
(figures b4a a 54c) si les variables de sortie restent dans leur zone de conformité. Afin de
simplifier 'analyse, un post-traitement est effectué pour chaque variable de sortie a partir
de ces courbes temporelles pour obtenir une quantité scalaire. Le résultat de ce post-
traitement est comparée au seuil critique correspondant (tableau 5). Le post-traitement
que nous proposons est antérieur au guide du désenfumage du LCPP [Thiry-Muller,
2017], d’ou de légeres différences, et il semble qu’il n’existe pas d’autres approches simi-
laires pour évaluer la conformité dans la littérature sur la sécurité incendie. Cependant,
les méthodes développées durant cette these peuvent parfaitement s’appliquer si un autre
post-traitement, d’autres sorties (salaires ou vectorielles) ou un autre simulateur étaient
utilisés.

Notre post-traitement effectue d’abord une moyenne spatiale sur I’ensemble des cap-
teurs, puis retourne la valeur extréme de cette moyenne sur ’ensemble de la courbe
(maximum ou minimum sur le temps, selon le cas). Ainsi, nous appelons par abus de

langage « les sorties de FDS », les valeurs suivantes

1 nSellS
- f
H = ter[%%éu] {nsens Z Hi (t)} ) (3'58“)
’ 1=1
1 nSellS
I = ter[%%?gu] {nsens Z Tlc(t)} ’ (3'5b)
’ 1=1
. 1 nSellS
V = teI[Iolltl;leu] {M Z ‘/;(t)} 5 (3.56)
’ 1=1

ol tf" est linstant d’extinction du feu, défini & partir des variables d’entrée. Les fi-
gures 54g a 54i illustrent ce post-traitement. Thiry-Muller [2017] propose de lisser les
sorties au préalable en effectuant une moyenne glissante avec une fenétre de trente se-

condes avant d’appliquer les mémes opérations.

3.2.2 Propriétés remarquables du modele numérique

Le modele numérique est vu comme une fonction définie sur un espace de dimension
neuf (huit entrées physiques, plus un parametre de fidélité) a valeur dans un espace de di-
mension trois. Le code de calcul FDS est 'une des composantes de ce modele numérique.

Dans cette section, nous présentons quelques propriétés de ce modéle numérique.
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F1GURE 54 — Sorties de FDS, pour les entrées Tp,y = 11,855°C, Py = 99,439 kPa,
Tomp = 21,531°C, @ = 0,0555kW -s72, A = 21m?, Q" = 412,22kW -m~2, q;, =
523,08 MJ - m ™2, Yoot = 0,030256 kg - kg™ et dyy. = 20cm. (a, b, ¢) Résultats bruts
de trente capteurs (Hzf(t), TE(t), Vi(t))i<i<so- (d, e, f) Médianes (traits continus rouges),
quartiles (traits discontinues bleus) et premier et dernier quadragintiles (quantiles & 2,5 %
et 97,5 %, traits pointillés noirs) des différentes sorties sur 1’ensemble des capteurs en
fonction du temps. (g, h, i) Moyennes des différentes sorties sur I'ensemble des capteurs
en fonction du temps. Les traits pointillés indiquent les valeurs considérées comme les

sorties du modeéle numérique, ainsi que l'instant ou 'extremum est atteint.
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FIGURE 55 — Temps de calcul de FDS en fonction de la taille de maille. Les points corres-
pondent a des temps de calcul renvoyés par FDS, la courbe continue est une régression
logarithmique, et la zone pleine est I'intervalle de confiance a 95 %.

Coit d’observation

Le coiit de calcul C est le temps nécessaire pour mener une simulation sur FDS, les
temps de calcul des autres morceaux du modele numérique étant négligés. Dans cette
theése, nous considérons que le cotlit ne dépend que de la taille de maille, les variations
résiduelles étant considérées comme aléatoires. Le temps de calcul C' est modélisé par
une variable aléatoire loi log-gaussienne, dont les parametres dépendent de la taille de
maille. Une régression logarithmique sur 11 225 simulations réalisées durant la these,

reparties sur les cinq niveaux de plus basse-fidélité, permet d’obtenir les parametres de

C 5
logy, (C—O) |0y ~ N <n logyo <5_0> ,3§> (3.6)
Yz

avec 0p = 52 cm pour ¢g = 1 h, kK = 4.04 et s, = 0.138, ce qui correspond a une incertitude

la loi,

d'un facteur 10%¢ = 1.9. Les temps de calcul ainsi estimés sont affichés tableau 3, et

I’évolution en fonction de la fidélité est représentée figure 55.

Variance de l’effet stochastique en sortie

La figure 56 présente 1’évolution des trois sorties de FDS en fonction de deux entrées :
la puissance surfacique du feu Q” et la taille de maille duyz, les autres entrées étant fixées.
Une premiére chose & voir sur cette figure est que les sorties possedent des variations

treés rapides : deux entrées proches peuvent renvoyer des sorties différentes. Cela laisse
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penser a un comportement stochastique de la part du modele numérique.

Le modeéle numérique n’est pas, a proprement parler, stochastique, puisque deux
simulations de ce modeéle numérique avec les mémes entrées obtiennent exactement les
mémes sorties. Cependant, nous considérons malgré tout ce modéle numérique comme
stochastique en prenant en compte le fait que deux simulations ayant deux entrées aussi
proches que possibles aboutissent a des valeurs en sortie sensiblement différentes. Ce
phénomene est parfois appelé « effet de pépite ».

Ce comportement remarquable semble lié a l'initialisation dans FDS. En effet, afin
d’éviter les feux symétriques, le champ de pression initial est initialisé avec une fonction
génératrice pseudo-aléatoire. Or, la graine de cette fonction génératrice est fixée lors de la
compilation. De ce fait, deux scripts d’entrées identiques créent la méme expérience avec
le méme champ de pression initial et donc produisent des résultats identiques (le reste du
simulateur étant déterministe). Par contre, comme le comportement du simulateur est
« chaotique », au sens ou deux simulations engendrées a partir de deux vecteurs d’entrées
proches mais différents produisent des incendies légerement différents a 1’état initial.
Cette différence s’amplifie au cours des simulations, de sorte que le modeéle numérique
aboutit a des valeurs en sorties notablement différentes entre les deux simulations.

Une valeur grossiere de la variance de cet effet stochastique peut étre obtenue en
appliquant un modele de régression. Sur chacun des cing niveaux de plus basse fidélité,
nous utilisons un certain nombre d’observations, respectivement 1309 au niveau 100 cm,
1309 au niveau 50 cm, 1309 au niveau 33 cm, 909 au niveau 25 cm et 529 au niveau 20 cm.
Chaque plan d’expériences associé a un niveau de fidélité voit ses observations réparties
dans 'espace des entrées de dimension huit. Sur chacun des cinq plans d’expériences,
deux modeles de régression sont appliqués : un modele de régression linéaire, et un
modele de régression par processus gaussien. Le processus gaussien est un processus
stationnaire de moyenne constante suivant une loi uniforme impropre sur R et de fonction
de covariance une covariance de Matérn anisotrope. Sur chacun de ces modeles, 'effet
stochastique est supposé homoscédastique. Sur dix modéles (cing niveaux fois deux types
de modeéles), les hyper-parametres, dont la variance de l'effet stochastique, sont estimés
par maximum de vraisemblance.

La figure 57 montre les estimations des écarts-types des effets stochastiques de chaque
sortie selon deux modeles, comparés aux écarts-types totaux des valeurs des sortie & un
niveau donné. Les résultats sont tracés en fonction du niveau. La figure indique que les
variances des effets stochastiques varient d’un niveau a ’autre, mais de maniére faible
comparées aux variations totales des sorties & un niveau donné. De plus, il n’y a pas

de tendance générale qui apparait sur la variance de 'effet stochastique en fonction des
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FIGURE 56 — Les trois sorties étudiées en fonction de Q” sur les cinq premiers niveaux.
Chaque colonne correspond & une sortie (respectivement, de gauche a droite, H foTe et
V'), chaque ligne & un niveau (respectivement, de haut en bas, d,,. = 100, 50, 33, 25 et
20 cm). Les autres entrées sont fixées a T,pr = 10°C, Py, = 100 kPa, Ty = 22,5°C,
a=0,1057kW -s72, Ay =16 m?, g7, = 450 MJ - m™2, Yoo = 0,0409 kg - kg~ !
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FIGURE 57 — Estimation de I’écart-type de l'effet stochastique en fonction du niveau
pour les trois sorties. Les croix rouges en haut correspondent aux écarts-types totaux
de la sortie en fonction du niveau de fidélité, les cercles bleus au milieu aux estimations
issues des régressions linéaires et les triangles verts en bas aux estimations issues des
régressions par processus gaussiens.

niveaux. La figure met aussi en évidence que l'effet de pépite résiduel est plus faible
dans le modele de régression par processus gaussien que dans le modele de régression
linéaire. Cela laisse penser que le modeéle numérique possede des sorties non-linéaires,

particulierement pour la visibilité V.

Dans un modele de régression linéaire ou de régression par processus gaussien, la
valeur de sortie est supposée suivre une loi gaussienne dont la variance est la variance
de Deffet stochastique. Une fagon de vérifier si les résultats sont compatibles avec cette
hypothese, est de regarder la distribution des résidus. Nous nous focalisons sur le niveau
20cm et sur son plan d’expérience associé, constitué de 529 observations. Les hyper-
parametres, dont la variance de l'effet stochastique, sont estimées par maximum de
vraisemblance. En chaque point x; du plan d’expérience a 20 cm, une estimation de
la valeur moyenne de la sortie E_Z(m,) est obtenue en excluant la valeur (z;,z;) des
données d’apprentissage (Leave-One-Out (LOO)), en supposant les hyper-parameétres
fixées. Cette estimation de la valeur moyenne est associée a un écart-type o_;(x;). La
figure 58 tracent les histogrammes des résidus normalisées des estimations par validation
croisée, (zl—g_l(xl))/, /o2, (z;) + A, pour chaque modele et pour chaque sortie au niveau,
ol z; est 'observation de FDS au point x; au niveau 20 cm. La figure montre que les
résidus ainsi obtenus suivent approximativement la loi normale centrée réduite. Ceci

laisse a penser que la distribution des sorties peut étre modélisée par une loi normale.
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FIGURE 58 — Histogramme des résidus normalisées des estimations de chaque sortie, par
régression linéaire (en haut) et par krigeage (en bas). La ligne continue représente la
densité de probabilité de la loi normale centrée réduite.

Evolution en fonction du niveau de fidélité

Un autre comportement visible sur la figure 56 est ’évolution de la moyenne du
modele numérique en fonction du niveau. Il apparait que, méme si la moyenne évolue
de niveau en niveau, la forme générale de cette fonction reste la méme : méme monoto-
nie, méme vitesse de croissance. .. Il n’y a apparemment pas de changement majeur de
comportement d’un niveau de fidélité a un autre.

L’évolution des sorties de FDS en fonction de la taille de maille d,,,. peut étre observée
en considérant des plans d’expériences emboités, c’est-a-dire des plans d’expériences ou
les méme entrées x sont observés a plusieurs niveau de fidélité ¢.

Nous disposons de 529 points x observés sur les cinq niveaux de plus basse fidélité,
répartis sur I’espace des entrées de dimension huit. En chacun de ces points, les différences
des sorties Z; 5 - Z,, sret sont calculées, ou 5"f correspond ici au niveau 20 cm. La figure 59
présente 1’évolution des différences pour chaque sortie en fonction du niveau. Ainsi,
les figures 59a a 59c¢ présentent I’évolution de la différence des moyennes empiriques

des différences en fonction du niveau, ainsi que les intervalles a deux écarts-types des
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FIGURE 59 — Evolutions des différences entre les sorties aux différents niveaux et des
sorties au niveau 20 cm. En haut, moyennes et intervalles a deux écarts-types des dif-
férences. En bas, écarts-types en fonction du niveau. Sur chaque figure du bas, la ligne
du haut en bleu correspond aux écarts-types totaux des différences et celle du bas en
rouge aux écarts-types 0tés des écarts-types de l'effet stochastique estimés par des mo-
dele de processus gaussiens stationnaires. Les courbes discontinues sont des régressions
logarithmiques sur les quatre points des quatre niveaux de plus basse fidélité.

différences. Une tendance sur évolution de la moyenne des différences apparait sur H7.
Par contre, aucune tendance particuliere ne semble apparaitre sur les deux autres sorties.
Afin de mieux apprécier I’évolution des variations de I’écart-type des différences en

fonction des niveaux, celles-ci sont représentées figures 59d a 59f. Deux courbes sont

représentées : I’écart-type total de la différence, \/ var(Zy, 5 — Zwiﬁref] ; et ’écart-type ré-

siduel 0té de la variance de la partie stochastique, \/V&r[in,g — Zy, gret] — Ag — Agret-
L’écart-type résiduel est une mesure grossiere des variations dues a la variation du
terme de moyenne en fonction des entrées x. Les variances des parties stochastiques sont
constantes a un niveau donné. Elles sont estimées par maximum de vraisemblance sur
les modeles de processus gaussiens stationnaires utilisés sur la figure 57. Les courbes en
pointillées sont des régressions logarithmiques sur les quatre premiers niveaux, destinées

a afficher la tendance. Il apparait que, sur les trois sorties, I’écart-type des différences
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tend a se réduire avec le niveau. Cependant, la vitesse de décroissance de 1’écart-type

des différences différe pour chaque sortie.

3.2.3 Quantités d’intérét

Dans une étude ISI, I'objectif est d’évaluer la conformité du systéme de désenfu-
mage dans différents scénarios d’incendie. La conformité s’estime par comparaison entre
les trois sorties du modele numérique (Za)lg a<3 avec leurs seuils critiques respectifs
(z5m1) <a<3 (voir tableau 5). Cependant, & cause de sources d’incertitudes en entrées et
en sorties, la notion de conformité en un scénario donné ne peut pas étre binaire.

Dans cette these, la facon d’évaluer la conformité qui a été retenue est d’estimer des
probabilités de dépassement de seuil. D’une part, comme les sorties en un point (z,0)
donné sont considérées comme stochastiques (voir section 3.2.2), il est possible de calculer
une probabilité locale de dépassement de seuil pour chaque sortie, p,(x,d). Sur notre

modele numérique fondé sur FDS, les fonctions de probabilité de défaillance sont

prs (2,0) =P (H > 25KkW - m %[, 5) ; (3.72)
pr.(x,0) =P (T, > 60°C|z,d); (3.7b)
pv(z,8) =P(V <5mlzx,?). (3.7¢)

D’autre part, certaines des entrées du modele numérique, les entrées environnemen-
tales ., sont considérées comme aléatoires par opposition aux variables de scénario x4
qui sont connues dans un scénario donné. Ces variables environnementales sont suppo-
sées suivre une distribution environnementales "V, représentant l'incertitude sur ces
valeurs d’entrées. Dans notre cas d’étude, la distribution environnementale f" est une
loi normale dont les paramétres sont donnés (3.3). Dans ces conditions, la probabilité de
dépassement de seuil a mesurer est la probabilité conditionnellement aux variables de

scénario. Les quantités d’intérét sont alors

Pa(xSa 5:vyz) = /X pa(xea Ls,y 5:vyz)fenv(xe)dxea (3-8)
ott a € {H',T°,V} indique la sortie considérée. Cependant, les probabilités de dé-
faillance n’ont d’intérét que sur des niveaux de suffisamment haute-fidélité. Il est inutile
de mesurer la probabilité de défaillance en un niveau jugé trop grossier pour bien mo-
déliser I'incendie. En pratique, nous chercherons a estimer les probabilités de défaillance

particulitrement en un niveau de fidélité de référence 6™, P, (x4, = 6™F).
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Enfin, dans le cas ou les sorties du simulateur sont supposées suivre une loi normale,
Zglx,d ~ N (§ @) (z,68), \@) (z, 5)), les probabilités locale peuvent se réécrire en fonction
de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite ®. Nos fonctions d’intérét
deviennent alors

(a) ref\ _ _crit
13 (1'67-%'575 ) Za fenv(xe)dﬁﬂe- (3.9)

\/)\(a) (xe, Zs, 5ref)

Ya e {H/, TV}, Pa(:vs):/ d

L’objectif est d’évaluer ces fonctions de probabilité de défaillance en fonction des va-
riables de scénario x5, en proposant un estimateur et une mesure d’incertitude, tout en

minimisant le colit en temps de calcul du simulateur.

3.3 Illustration de la méthodologie proposée

Dans cette section, nous illustrons la méthodologie sur FDS. Nous partons d’un plan
initial d’expériences, et nous présentons différents résultats qu’il est possible d’obtenir.
Par opposition, dans la section 3.4, nous répéterons plusieurs fois la méthodologie a
partir de plusieurs plans initiaux, et comparerons les résultats a des résultats issus de
données de validation.

Dans les sections 3.3 et 3.4, toutes les prédictions sont des médianes a posteriori de la
quantité étudiée, et tous les intervalles de crédibilité sont des intervalles de plus hautes
densités, c’est-a-dire les intervalles minimisant la distance entre les deux bornes parmi

les intervalles de méme probabilité.

3.3.1 Plan d’expériences initial

Dans cette section, nous présentons différents résultats qu’il est possible d’obtenir a
partir d’un plan d’expériences. Le plan d’expériences initial décrit tableau 6 est constitué
de 130 observations réparties sur trois niveaux de fidélité. Son cofit total d’observation est
de 90 x 69,3 min 4 30 x 6,05h + 10 x 19,6 h = 20j, soit I’équivalent du temps nécessaire
pour faire dix observations sur le niveau 20cm. Ce plan d’expériences initial est un
Hypercube Latin Emboité (NLHS) optimisant le remplissage d’espace (voir section 2.2),
a la nuance pres que les surfaces du feu Ay sont arrondies au meétre carré (a cause des
contraintes que FDS impose & ses entrées, voir section 3.2.1). Pour chacune des entrées,
les trois sorties de FDS sont observées. La figure 60 présente les valeurs des sorties en
fonction de la taille de maille.

Chacune des trois sorties est analysée indépendamment. Pour chacune des sorties,
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Niveaux ‘ 100 cm 50 cm 33cm  25cm  20cm  Total
Nombre de points 0 90 30 10 0 130
Temps calculatoire 4 1min 69,3min 6,00h 19,6h 486h 20j

Temps comparés a 20cm | 1/712 1/42 1/8.0 1/2.5 1 9.9

TABLE 6 — Plan d’expériences initial utilisé pour I'application FDS.

% 33 50 195 33 50 % 33 50
Ozy- (cm) Ozy= (cm) Ozy= (cm)
(a) Valeurs de HY (b) Valeurs de T* (c) Valeurs de V

FIGURE 60 — Plan initial d’expériences sur FDS. Les points noirs sont les valeurs des
sorties en fonction du niveau de fidélité. Les traits horizontaux pointillés sont les seuils
critiques. Deux points de niveaux de fidélité différents sont reliés quand ils sont observés
aux mémes entrées .
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un modele bayésien fondé sur des processus gaussiens est utilisé. La partie moyenne de
la sortie £ est modélisée par un processus gaussien multi-fidele non-stationnaire décrit
section 1.2.2, la partie variance de l'effet stochastique en sortie est modélisée par le
modele de variance hétéroscédastique présenté section 1.3. Les fonctions de covariance
utilisées dans le modele multi-fidele non-stationnaire sont des fonctions de covariance de
Matérn de régularité 5/2. La fonction de covariance selon le parametre de fidélité 0.
est une fonction de covariance brownienne déformée (1.20). Les hyper-parameétres 6 du
modele sont constitués des hyper-parametres de la fonction de covariance et des variances
du bruit a chaque niveau. Ils sont au nombre de 2d+ 543 = 25, ou d = 8 est la dimension
du vecteur z en entrée, et S = 6 est le nombre de niveaux de fidélité considéré (les cing
niveaux du tableau 6, plus le niveau 0cm). Les lois a priori sur les hyper-parameétres

sont présentées annexe D.

3.3.2 Echantillonnage des hyper-paramétres

Pour mener une étude complétement bayésienne, nous échantillonnons 100 hyper-
parametres selon leur loi a posteriori, en utilisant I'algorithme de Métropolis adaptatif
de Haario et al. [2001]. Afin de vérifier si I’échantillonnage se déroule correctement, celui-
ci est lancé deux fois depuis la valeur Maximum A Posteriori (MAP) qui sert de graine
aux chalnes de Markov.

La figure 61 affiche les lois a posteriori de cinq des vingt-cinq hyper-parametres,
estimées a partir des cent échantillons et comparées a leurs lois a priori. La figure dévoile
que les lois des hyper-parametres a posteriori sont moins dispersées que leurs équivalents
a priori, et que les deux échantillonnages donnent a peu pres la méme loi a posteriori.
La figure 62 présente les chaines apres le temps de chauffe qui ont permis d’obtenir
les échantillons. La figure affiche des chaines qui semblent bien mélangées, sauf sur les
hyper-parameétres G et L, qui semblent plus difficiles & échantillonner. La figure montre
également que les deux chaines de Markov semblent similaires. Ceci laisse a penser que
la méthode d’échantillonnage est robuste. Notons que certaines valeurs du MAP de la
loi jointe sont positionnée a I'extrémité de leur loi marginale associée, par exemple sur
les figures 61i, 61k et 61o. Ceci laisse a penser que les lois a posteriori dans ’espace des
hyper-parametres sont multi-modales.

Dans la suite, seul le premier échantillon est utilisé pour calculer les prédictions et
évaluer la conformité. Remarquez que seuls cinq des vint-cinq hyper-parameétres sont
présentés dans cette section, mais que cette analyse a été menée pour tous les hyper-

parametres échantillonnés.
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FIGURE 61 — Les lois marginales de quelques-uns des hyper-parametres des modeles
des sorties de FDS. Chaque ligne correspond & un hyper-parameétre, chaque colonne
a une sortie. Les courbes continues bleues et vertes sont des estimations des densités
a posteriori des hyper-parametres, issues de deux échantillonnages indépendants. Les
courbes pointillées mauves sont les densités a priori, normalisées pour que le maximum
de la distribution a priori soit égal au maximum de la distribution a posteriori. Les traits
continus verticaux rouges indiquent le MAP de la loi jointe.
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FIGURE 62 — Quelques-unes des chaines ayant engendré les échantillons des hyper-
parametres des modeles associés aux sorties de FDS. Chaque ligne correspond a un
hyper-parameétre, chaque colonne a une sortie. Chaque couleur correspond a une chaine
indépendante. Les traits continus horizontaux rouges indiquent le MAP de la loi jointe.
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Entrée Text P atm  Lamb « A f Q” qf, Ytsoot

Unité °C kPa °C KkW-s2 m? kW-m? MJ - m? kg -kg!

2] 10 100 225 01057 14 460 450 0.027

(a) Scénario de référence

Entrée g Patm Tombp @ Af Q” qf, Ysoot
Unité °C kPa °C kW-s2 m? kW-m2 MJ-m2 kg-kg!
T 225253 98.3838 17.5000 0.199047 1 422.727 359.091  0.051869
T -2.5253 100.9290 29.7727 0.016102 18 440.909 340.909  0.118796
T3 4.7475 100.8080 19.0152 0.107575 17  392.424 440.909  0.044061

(b) Points de régression utilisés sur la figure 65

TABLE 7 — Différentes points de références utilisés pour les prédictions.

3.3.3 Prédiction des sorties

Une fois des échantillons des hyper-parameétres obtenus, il est possible de prédire
différentes quantités d’intérét. L’une de ces quantités d’intérét est la valeur de la fonction
moyenne &, et des sorties Z,, a € {Hf, Te, V}, en fonction des entrées x.

La figure 63 présente une prédiction de la fonction moyenne pour les trois sorties en
fonction de deux entrées, la surface du feu A et la puissance surfacique du feu Q" A
20 cm, les autres entrées étant fixées a la valeur de référence affichée dans le tableau 7a.
Les prédictions affichées sont calculées sur une grille de 77 x 76 points (une prédiction
tous les 0,25 m? pour la surface et les 4kW - m~2 pour la puissance). La figure montre
des résultats cohérents, puisque plus le feu est grand et puissant, plus le hall devient
dangereux (le flux radiatif et la température croissent et la visibilité décroit). Les sorties
de FDS semblent monotones en fonction de la taille du feu Ay et de la puissance surfa-
cique Q”, & une nuance prés pour la visibilité, qui semble changer de sens de croissance
pour Ay = 12 m? et Q" = 350kW - m~2 sur la figure 63c. A ce stade, 'origine la plus
probable de ce résultat surprenant est l'incertitude sur I’estimation de la médiane du
fait du nombre limité d’observations.

La figure 64 affiche des résultats similaires, mais selon une seule entrée, la surface du
feu. La puissance du feu est fixée & Q” = 460kW - m~2. Les autres entrées sont fixées
a leur valeur de référence du tableau 7a. La figure représente la prédiction des trois
sorties selon la surface du feu a deux niveaux de fidélité. Elle montre les prédictions
des fonctions de moyenne &, les intervalles de crédibilité & 95 % sur la prédiction de &,
et lintervalle de crédibilité a 95 % sur les sorties de FDS. Ce dernier intervalle prend

en compte l'incertitude due a Veffet stochastique A,, l'incertitude sur la valeur de la
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FIGURE 63 — Prédictions des sorties de FDS selon la surface du feu Ay et la puissance sur-
facique Q". Chaque colonne correspond & une sortie, chaque ligne a un type de résultat.
La premiere ligne présente les médianes & posteriori, la deuxieme les bornes de crédibilité
inférieure a 95 % sur l'estimation de la moyenne, la troisiéme les bornes de crédibilité
supérieure a 95 % sur l'estimation de la moyenne. Les intervalles de crédibilité sont les
intervalles de plus haute densité a posteriori. Les traits épais rouges correspondent aux
seuils critiques. Le niveau de fidélité correspond a 0y, = 20 cm.
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 6 10 12 14 16 18 20
Ay (m?) Ay (m?) Ay (m?)
(a) Quantiles de HY 4 20cm (b) Quantiles de T &4 20 cm (¢) Quantiles de V' a 20 cm

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 4 6 8 1012 14 16 18 20

Ay (m?) Ay (m?) Ay (m?)
(d) Quantiles de Hf & 0cm (e) Quantiles de T° & Ocm (f) Quantiles de V' & Ocm

FIGURE 64 — Prédictions des sorties de FDS selon la surface du feu A;. Chaque colonne
correspond a une sortie, chaque ligne a un niveau de fidélité. Les traits pleins sont les
médianes & posteriori, et les intervalles sont les bornes de crédibilité & 95 %. La zone
interne grise est I'intervalle de crédibilité sur la prédiction de la valeur moyenne, la zone
externe verte est l'intervalle de crédibilité sur les futures observations, en rajoutant la
partie stochastique du simulateur. Les traits pointillés horizontaux correspondent aux
seuils critiques.

fonction moyenne &, I'incertitude sur la valeur de la variance de 'effet stochastique A, et
I'incertitude sur les hyper-parametres 6. De plus, la figure confirme encore notre intuition
sur le comportement des sorties. Enfin, en comparant les prédictions au niveau 20 cm et
celles du niveau 0cm, la figure met en évidence que les prédictions restent relativement
similaires, avec une augmentation de la taille des intervalles de crédibilité entre le niveau
20 cm et le niveau 0 cm. Ce résultat est cohérent avec le modele bayésien utilisé. Sur la
figure 64, le flux radiatif n’atteint jamais son seuil critique, la température dépasse son
seuil vers pour des feux de surface supérieur & 14 m? et la visibilité prédite pour des feux
trés grand est proche de son seuil critique. Ces différentes prédictions se traduisent par
des comportements différents dans l'estimation des courbes de probabilités (figure 67).
Enfin, il est possible de tracer les prédictions des sorties de FDS en fonction de la
fidélité 0zy.. Trois vecteurs d’entrées, présentés tableau 7b sont ainsi choisis, et nous

prédisons les sorties en ces entrées pour une fidélité comprise entre 0 cm et 50 cm. Nous
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disposons en ces points sur quatre niveaux de fidélité de vraies sorties de FDS qui
n’ont pas été utilisées pour construire le modele. Les prédictions sont affichées figure 65.
Les intervalles de crédibilité incluant la partie stochastique zone extérieur verte) sont
calculées avec la valeur estimée de la variance de l'effet stochastique en 0 cm. Les figures
montrent que les prédictions arrivent a bien suivre les vraies valeurs, car les croix sont a
Iintérieur des intervalles de crédibilités. Les figures révelent également que, pour le flux
radiatif H/ et la visibilité V, les modeéles arrivent & trouver une tendance en fonction de
la fidélité pour deux des trois points affichés, mais que par contre, il n’y a pas de tendance
générale sur I’évolution en fonction de la fidélité pour la température 7. La figure 65i

illustre un cas ou la tendance trouvée n’est pas forcément strictement monotone.

3.3.4 Distribution a posteriori d’une probabilité de défaillance

Une autre quantité d’intérét est la probabilité de défaillance en un scénario donné (3.9).
Pour cela, nous échantillonnons la loi a posteriori des trois probabilités de défaillance
en un scénario (une par sortie), selon la méthode décrite annexe C, avec les 100 hyper-
parameétres, 1000 simulations conditionnelles par hyper-parameétres et 400 points envi-
ronnementaux pour l'intégration. Nous obtenons ainsi 100 x 1000 = 10° échantillons des
trois probabilités de défaillance en un scénario. La distribution des variables environne-
mentales est une loi gaussienne multivariée dont les parametres sont données (3.3). Les
variables de scénario sont fixés a leur valeur décrite dans le tableau 7a.

La figure 66 présente les lois a posteriori des probabilités de défaillance sur deux
niveaux de fidélité. Pour ce scénario, les échantillons de probabilités de défaillance de la
sortie H/ sont tous & 0 % ; la loi a posteriori de la probabilité de défaillance de la sortie T
est uni-modale, et estimée entre 40 % et 55 % ; et la loi a posteriori de la probabilité de
défaillance de la sortie V' est estimée inférieure a 20 %. Remarquez que, sur la figure 66f,
Pintervalle de crédibilité & 95 % fait tout I'intervalle, mais que les valeurs échantillonnées
sont pour la majorité proche de 0 % ou de 100 %. Cela correspond & un cas ou I'incertitude
sur la valeur moyenne est tres grande devant I'incertitude due a V'effet stochastique en
sortie. En effet, les figures 64c et 64f montrent que pour le scénario considéré que la
prédiction de la sortie est proche du seuil critique, avec une incertitude sur la valeur
moyenne &y tres importante devant la partie stochastique. Cela signifie que, parmi les
trajectoires a posteriori du processus modélisant V', beaucoup de ces trajectoires sont
au dessus ou en dessous du seuil & plusieurs fois v/Ay, ce qui donne des estimations de
probabilités a zéro ou un. Dans ces conditions, la valeur estimée (ici & 0%) n’a plus

grand sens.



150 CHAPITRE 3. APPLICATION EN SECURITE INCENDIE
60
SRR 53 3 M
; 1.3 856 E 2 )
x / 54 1 X x x
é 1.2 . x U&‘ o o >
o1 0//-/\'1
T —~ 4 50 .
10 20 40 50 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
5aye (cm) 5aye (cm) ey (cm)
(a) Prédictions de HY en x; (b) Prédictions de T° en z1 (c) Prédictions de V en z;
— 60
C“' 1.6
g 15 o x
= Z\_/ 56
= 14 Y 2 o
.13
a ™ 52
0 10 20 30 40 50 0 20 30 40 50
Ozy- (cm) Ozy- (cm) Ozy= (cm)

(d) Prédictions de H' en z»

g
E 0.6
o x x X
« 05
T
0 10 20 30 40 50
0zy> (cm)

(g) Prédictions de H en x3

(f) Prédictions de V en 2

2 L_~‘“~‘\‘\/-x
22/\/

(e) Prédictions de T° en z2

)
& a0 B
o 28 X x A 20
g >~

26

I

0 10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
Ozy= (cm) Ozy- (Ccm)

(h) Prédictions de T° en x3 (i) Prédictions de V en z3

FIGURE 65 — Prédictions des sorties de FDS selon la taille de maille d,,.. Chaque colonne
correspond a une sortie, chaque ligne a un vecteur d’entrées. Les traits pleins sont les
médianes & posteriori, et les intervalles sont les bornes de crédibilité & 95 %. La zone
interne grise est l'intervalle de crédibilité a 95 % sur la prédiction de la valeur moyenne,
la zone externe verte est I'intervalle de crédibilité & 95 % sur les futures observations, en
rajoutant la partie stochastique du simulateur. Les croix bleues sont des vraies sorties,
qui n’ont pas été utilisées pour construire le modeéle. Les traits pointillés horizontaux
correspondent aux seuils critiques. Les valeurs des points x1, zo et x3 sont affichées

tableau 7b.



3.3. ILLUSTRATION DE LA METHODOLOGIE PROPOSEE 151

13

x 10
5 |
8 i
4 60 |
2 2 Z40 !
Dy o4 )
@) A A !
1 2 20 I
% 0.10203040506070809 1 % 0.102030.40.50607080.9 1 % 0.1020304050607080.9 1
P(H' >25kW -m™?) P(T° > 60°C) P(V < 5m)
(a) H' & 64y, =20cm (b) T & dgy- = 20 cm (¢) V & dzy. =20cm
x 10°
4 8
£3 26 :
£ Z :
g2 T4
A A ;
1 2 1
0 0 0 |
0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1 0 0.10.20.30.40.50.60.70.80.9 1
P(H' >25kW-m™?) P (T° > 60°C) P(V < 5m)
(d) H 4 64y, = 0cm (e) T° & dzy> = 0cm (f) V & dzy> = 0cm

FIGURE 66 — Densité a posteriori de probabilités de défaillance en un scénario. Chaque
colonne correspond & une sortie, chaque ligne a un niveau de fidélité. Les histogrammes
sont des estimations de la loi a posteriori a partir de 100 x 1000 échantillons. Les traits
pleins verticaux rouges sont les médianes, les traits discontinus verticaux rouges corres-
pondent aux intervalles de crédibilité a 50 %, les traits pointillés verticaux rouges aux
intervalles de crédibilité & 95 %.
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3.3.5 Courbes de probabilités de défaillance

Toujours dans 'optique d’évaluer la conformité nous pouvons chercher a estimer des
probabilités de défaillance en fonction d’une des variables de scénario. Dans cette section,
nous estimons des probabilités de défaillance pour 96 valeurs de la surface du feu Ay
(une valeur toutes les 0,2m?) sur deux niveaux de fidélité. Les autres variables de scé-
nario sont fixées a leurs valeurs de référence (tableau 7a). Les entrées environnementales
sont intégrées selon leur distribution. Pour chacun de ces scénarios, la méthodologie de
I’annexe C est appliquée.

La figure 67 présente les courbes de probabilité de défaillance ainsi obtenues, pour
les trois sorties, sur les deux niveaux de fidélité. L’estimateur est la médiane a posteriori
et les intervalles de crédibilité a 95 % et 99 % sont les intervalles de plus haute densité a
posteriori. Les résultats sont similaires a ceux obtenues pour I’évaluation des sorties de
FDS (figure 64). D’abord, plus le feu est grand, plus le scénario devient critique. Ensuite,
les intervalles de crédibilité au niveau 0 cm sont plus grandes que celle au niveau 20 cm.
Un des intéréts de ces graphes est qu’ils permettent de voir le scénario critique pour
chaque sortie. Ainsi, les autres variables de scénario étant fixées, la surface de feu critique
est aux alentours de 19 m? pour le flux radiatif H/, 10m? pour la température T¢ et
10m? pour la visibilité V. Sur les courbes de probabilités de défaillance associées & la
visibilité, les situations ou l'intervalle de crédibilité représente la totalité de l'intervalle
[0; 1] correspondent & la situation de la figure 66f : les probabilités échantillonnées sont
majoritairement autour de 0% ou 100 %, car la prédiction de la visibilité est proche du
seuil critique avec une grande incertitude sur la valeur de la moyenne &y (voir figures 64c
et 64f).

3.3.6 Planification séquentielle d’expériences

Enfin, il est possible d’améliorer les estimations de probabilités de défaillance en
ajoutant des observations. Dans cette section, nous cherchons a améliorer ’estimation
de la probabilité de défaillance T en un scénario de référence donné. Les variables de
scénario de référence sont fixées a leur valeur de référence (tableau 7a). Le niveau de
fidélité ou la probabilité doit étre évaluée est 0y, = 20 cm.

Pour cela, nous ajoutons les observations une par une, en partant du plan initial.
Chaque nouveau point est choisi en utilisant la stratégie du Taux Maximal de Réduction
de I'Incertitude (MRUR) présentée dans la section 2.4.2. Tous les nouveaux points sont
ajoutés pour la variable de scénario de référence, la stratégie MRUR choisissant les

entrées environnementales et le niveau de fidélité d,,.. Le critere Réduction Progressive
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FIGURE 67 — Estimations des probabilités de défaillance des trois sorties de FDS en
fonction de la surface du feu Ay. Chaque colonne correspond a une sortie, chaque ligne a
un niveau de fidélité. Les courbes pleines sont les médianes a posteriori, les zones internes

les intervalles de crédibilité a 95 % et les zones externes les intervalles de crédibilité a
99 %.
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Nombre d’observations Cotit ‘ Médiane Intervalle a 50%  Intervalle a 95 %
130 (plan initial) 20j | 46,1%  [432%; 492%] [37,7%; 54,8%]
169 (plan final - bayésien) 29,6j | 50,7%  [49,2%; 52,6%] [45,5%; 55,5%]
169 (plan final - MAP) 206j | 49.1% [478%; 50,2%] [45,7%; 52,8%]

TABLE 8 — Comparaison de l'estimation de la probabilité de défaillance de la tempé-
rature 7 pour les variables de scénario de référence (tableau 7a) entre un plan initial
multi-fidele & 130 observations et un plan séquentiel multi-fidele & 169 observations. Les
deux lignes correspondant a l’estimation avec 169 observations avec deux méthodes dif-
férentes : la ligne « bayésien » correspond a des résultats ou les hyper-parametres sont
intégrés selon leur loi a posteriori, alors que la ligne « MAP » correspond a des résultats
ol les hyper-parametres sont fixés a leur valeur MAP.

de I'Incertitude (SUR) utilisé dans la stratégie MRUR est le critéere SUR 1. Lors du calcul
du critere, le vecteur d’hyper-parameétres 6 est fixé a sa valeur MAP. Pour assurer que
le MAP est bien trouvé, les échantillons des hyper-parameétres sont mis & jour a chaque
nouveau point observé en utilisant un algorithme de Monte-Carlo Séquentiel (SMC).
Afin de limiter les cofits de calcul, I'intégrale du critere SUR 1 est calculée apres élagage
des points d’intégration, selon la méthode de Bect et al. [2012] : d’abord, la variance de
la probabilité locale est calculée sur 10* points environnementaux distribués selon leur
distribution environnementale ; puis I'intégrale sur ’espace des points environnementaux
est remplacée par une somme sur les 1500 points d’intégration ayant la plus grande

variance locale. La planification est poursuivie sur 8,1j de simulation sur FDS.

La figure 68a présente la loi a posteriori de probabilité de défaillance du scénario
ciblé, au niveau 20 cm apres planification séquentielle. Cette figure est a comparer avec la
figure 66b, qui présente la méme figure, mais au plan initial. La comparaison de ces deux
figures permet de voir que I'incertitude s’est réduite. Ceci est confirmé par le tableau 8,
qui compare les estimations de la probabilités de défaillance en ce scénario entre le plan
initial et le plan final. Ce tableau montre notamment que la taille de Iintervalle de
crédibilité a 95 % est passée de 54,8 % — 37,7% = 17,1% a 55,5% — 45,5% = 10,0 %.
L’intervalle de crédibilité final reste cependant relativement important, il serait nécessaire
de continuer pour obtenir une meilleure estimation de la probabilité de défaillance de T

en ce scénario.

La comparaison des figures 68a et 68b permet de constater 'impact de I'incertitude
sur les hyper-parametres. Les valeurs sont affichées dans le tableau 8 Ainsi, l'intervalle de
crédibilité a 95 % est de longueur 10,0 % pour une estimation complétement bayésienne,
alors que l'intervalle de crédibilité & 95 % est de longueur 52,8 % — 45,7 % = 7,1 % pour
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(a) Estimation complétement bayésienne (b) Estimation par substitution du MAP

FIGURE 68 — Densité a posteriori de la probabilité de défaillance de la sortie T¢ en un
scénario, apres planification séquentielle. Le nombre d’observations est de 169. Le trait
plein vertical rouge est la médiane, les traits discontinues verticaux rouges correspondent
a lintervalle de crédibilité a 50 %, les traits pointillés verticaux rouges a l'intervalle de
crédibilité a 95 %. Le niveau de fidélité est 05, = 20cm. (a) Histogramme des échan-
tillons de la loi a posteriori avec intégration des hyper-parameétres. (b) Histogramme des
échantillons de la loi a posteriori dans le cas ou les hyper-parametres sont fixés a leur

valeur MAP.
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FIGURE 69 — Fronts de Pareto successifs des réductions d’incertitudes sur la planification
d’expériences. Les traits rouges sont ’ensemble des valeurs optimales & un niveau donné,
les carrées mauves indiquent le niveau qui est choisi. les cercles noirs indiquent les valeurs
de H,, utilisées par le critére d’échantillonnage. Le niveau de fidélité ciblé est 0., =
20cm. (a) Fronts de Pareto dans l'espace (C,J). (b) Fronts de Pareto dans l'espace
(C,G/C).

une estimation avec une substitution des hyper-parametres par leur MAP. Il y a donc
environ un tiers de I'incertitude sur I'estimation de cette probabilité de défaillance qui
est due a l'incertitude sur les hyper-parametres.

La figure 69 présente les fronts de Pareto successifs a chaque itération dans l’espace
(C,J) et dans 'espace (C,G/C). La figure permet de voir que la mesure d’incertitude se
réduit progressivement d’observation en observation, et que la valeur maximale du taux
de réduction tend elle aussi a se réduire.

Enfin, la figure 70 présente une comparaison des densité de probabilité a posteriori
de la probabilité de défaillance de la visibilité, au scénario de référence (tableau 7a),
avec intégration des variables environnementales, obtenue avant et aprés la planifica-
tion séquentielle. La figure 70a présente les résultats obtenues avec le plan initial, 130
observations pour un coflit de 20 jours.La figure 70b présente les résultats avec le plan
amélioré, qui comprend 165 observations pour un cofit total de 48.4 jours. Il apparait
que les formes des densités sont différentes : la densité a posteriori avant planification est
bimodale en 0 et 1, alors que la densité a posteriori apres planification est unimodale.
Ce changement de forme est expliqué a la réduction d’incertitude due au méta-modele,
alors que l'incertitude due a 'aspect stochastique du simulateur reste constant.

Ainsi, avant la planification, I'incertitude totale est dominée par l'incertitude due
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(a) Estimation bayésienne avec 130 observations(b) Estimation bayésienne avec 165 observations

FIGURE 70 — Densité a posteriori de la probabilité de défaillance de la sortie V' en
un scénario, avant et apres planification séquentielle. Le trait plein vertical rouge est la
médiane, les traits discontinues verticaux rouges correspondent a I'intervalle de crédibilité
a 50 %, les traits pointillés verticaux rouges a U'intervalle de crédibilité & 95 %. Le niveau
de fidélité est dyy. = 20 cm. (a) Histogramme des échantillons de la loi a posteriori avant
planification séquentielle, avec 130 observations. (b) Histogramme des échantillons de la
loi a posteriori avant planification séquentielle, avec 165 observations.

au modele de processus gaussien, signifiant que la fonction moyenne £ est peu connu.
Quand elle s’approche du seuil critique, les trajectoires conditionnelles peuvent alors
passer soit au-dessus, soit en-dessous du seuil. Ceci donne des modes principalement
concentrés en 0 (correspondant aux trajectoires conditionnelles au dessus du seuil), ou
en 1 (correspondant aux trajectoires conditionnelles en dessous du seuil). A l'inverse,
apres la planification, I'incertitude totale est dominée par l'incertitude due au la variance
stochastique A, signifiant que la fonction moyenne £ est bien connu, comparativement
a la variance du bruit. Quand la fonction moyenne s’approche du seuil critique, les
trajectoires conditionnelles passent au méme endroit. La variabilité qui reste est da
aux observations, qui peuvent étre au dessus ou en dessous du seuil critique. Ceci fait

apparaitre une distribution unimodale sur la densité finale.

Ces figures montrent que la méthode MRUR arrive & réduire l'incertitude liée a la

modélisation par processus gaussien.
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3.4 Validation de la méthodologie proposée

Dans la section précédente, nous montrons des résultats qu’il était possible d’obtenir
a partir d’un unique plan initial d’expériences. Dans cette section, nous vérifions la mé-
thodologie en répétant la méthode et en vérifiant les résultats. Pour cela, nous disposons
de plusieurs types de plans d’expériences :

— dix plans d’expériences initiaux suivant la méme répartition que dans le tableau 6,
qui nous permettent de répéter la méthodologie ;

— un plan Hypercube Latin (LHS) de 199 points de dimension huit au niveau 20 cm,
dont les entrées couvrent I’ensemble du domaine d’étude. Ce plan nous sert de
données de validation afin de vérifier la qualité de prédiction des sorties ;

— un plan de 150 x 4 points. Les variables de scénario (a,Af,Q/',qfd,Ysoot) sont
fixées & leurs valeurs de référence (tableau 7a). Les variables environnemen-
tales (Texty Patm, Tump) ont été tirées 150 fois de maniére indépendante et iden-
tiquement distribuées selon leur distribution environnementale. Les 150 points
d’observation ainsi obtenus sont observés sur quatre niveaux de fidélité. Ce der-
nier plan nous permet d’avoir une estimation par Monte-Carlo de la probabilité

de défaillance en ce scénario, pour les trois sorties et quatre niveaux de fidélité.

3.4.1 Comparaison des estimations des hyper-parameétres

Les premieres quantités qui sont comparables d’une répétition de la méthodologie
a lautre sont les lois a posteriori des hyper-parametres sur les dix plans d’expériences
initiaux. Les échantillons des hyper-parametres sont obtenus avec ’algorithme de Métro-
polis adaptatif de Haario et al. [2001]. Pour chacun de ces plans, le MAP est estimé, et
utilisé comme graine de deux chaines de Markov indépendantes desquelles sont extraits
les échantillons.

La figure 71 présente les résultats sur cinq des vint-cinq hyper-parameétres des mo-
deles. Les résultats sont présentés pour les trois sorties et les dix plans d’expériences.
Le plan d’expérience utilisé dans la section 3.3 est le plan numéroté 1. La figure illustre
d’abord la robustesse de la méthode, puisque sur tous les plans et toutes les sorties,
les deux échantillonnages aboutissent approximativement a la méme loi a posteriori. En-
suite, la figure montre que les lois a posteriori des hyper-parametres sont tres étalées. Par
exemple, le parametre L associé a la température T (figure 71h) prend des valeurs entre
1 et 50. Il est aussi visible que les lois a posteriori des hyper-parametres sont différents
d’un plan initial & un autre, par exemple sur la variance de 'effet stochastique a 50 cm
du flux radiatif H/ (figure 71j) ou sur le paramétre L de la visibilité V' (figure 71i). Une
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fagon d’atténuer ces effets serait d’utiliser des lois a priori plus informatives.

3.4.2 Validation des prédictions des sorties

Une fagon de vérifier la qualité du modele est de comparer les prédictions en certains
points d’observations avec des sorties de FDS obtenues en ces points. Nous disposons
ainsi d’'un LHS de 199 points au niveau 20 cm sur lequel nous avons des valeurs des
sorties de FDS, qui nous sert de plan de validation. Ce plan n’a pas été utilisé pour
construire les modeles bayésiens.

La figure 72 présente une comparaison entre les prédictions obtenues avec le modele
bayésien multi-fidele issu du plan d’expérience numéro 1 (utilisé dans la section 3.3)
aux points de validations et les sorties de FDS en ces points. Sur la figure, les prédic-
tions obtenues avec ce modele semblent suivre les observations, car les intervalles de
crédibilité coupent la premiére bissectrice. Les figures équivalentes pour les neuf autres
plans d’expériences initiaux sont présentées dans la annexe E.1. Les conclusions restent
identiques.

Une fagon de mieux quantifier la capacité prédictive des modeles est de calculer
des scores de prédiction. Pour cela, nous comparons les prédictions obtenues pour les
trois sorties et les dix plans d’expériences aux vraies sorties de FDS. Pour comparer les
résultats, nous utilisons deux criteres. D’abord, pour vérifier les valeurs des prédictions,

nous calculons 'erreur moyenne quadratique

% Z(ZZ - /Z\i)2, (310)

i=1

EQM'/? =

ou z; est une donnée de validation et z; est la prédiction au vecteur d’entrées correspon-
dant. Ensuite, pour évaluer la loi prédictive a posteriori F;, nous utilisons le Score de
Probabilité Classée Continue (CRPS)? présenté par Gneiting et Raftery [2007] et défini

comime

1 n
PS = —> BS(z, F; 11
CRPS n; S(z, F), (3.11)

ou BS(z;, F;) est le score de Brier de la fonction de répartition F; sur I'observation z;

défini comme
400

BS(z;, Fy) = / (Fi(y) — Lyos,)? dy. (3.12)

y=—00

Dans le cas ot la loi prédictive F; est une loi normale N(m;, 0?), le score de Brier s’écrit

3. Continuous Probability Ranked Score
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FI1GURE 71 — Estimations des hyper-parametres des modeéles associés aux sorties de FDS
sur les dix plans d’expériences initiaux. Chaque ligne correspond & un hyper-parametre,
chaque colonne & une sortie. Les points rouges sont les MAP de la loi jointe, les carrés
mauves sont les médianes des cent échantillons d’hyper-parametres et les traits bleus
verticaux sont les intervalles de crédibilité a posteriori & 95% sur les cent échantillons
d’hyper-parametres. Les deux traits pour chaque plan correspondent aux deux échan-

tillonnages indépendants.
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F1GURE 72 — Comparaison entre les observations et les prédictions obtenues par le plan
d’expérience numéro 1, a 20 cm. Les points sont les prédictions par médiane a posteriori,
les barres correspondent aux intervalles de crédibilité a 95 %, en gris a 'intérieur sur
Iestimation de la moyenne en vert a l’extérieur sur les futures observations. Les traits
pointillées verticaux et horizontaux correspondent aux seuils critiques. Le trait pointillé
oblique bleu est la premiere bissectrice.

[Gneiting et Raftery, 2007] :

BS (2, N(mi, 02)) = (2 — mi) [2@ (%) - 1] + 2050 (%) - \‘;7? (3.13)
L’unité du CRPS est celle de la sortie z étudiée.

Nous calculons ces deux scores pour les modeles associés aux dix plans initiaux et
aux trois sorties. Afin de comparer a des valeurs de référence, nous calculons ces scores
pour trois autres types de modeles : un modéle linaire en dimension huit (sans la fidélité),
fondé sur les 199 données de validation ; un modele linaire en dimension huit (sans la
fidélité), fondé sur les 90 données du plan initial au niveau 50 cm ; et un modele linaire
en dimension huit (sans la fidélité), fondé sur les 30 données du plan initial au niveau
33 cm.

Les résultats numériques sont affichés tableau 9. Le tableau met en évidence que
les prédictions obtenues par le modele multi-fidéle bayésien sont bien meilleures que les
prédictions par des modeles linéaires. Cela dénote la non-linéarité des sorties de FDS et
la capacité du modele bayésien a capturer ces non-linéarités.

Afin de vérifier la qualité des intervalles de crédibilité & 95 %, nous calculons aussi
le taux de couverture empirique des intervalles de crédibilité, c¢’est-a-dire le nombre fois
ou les observations se trouvent dans leurs intervalles. Les résultats sont affichés dans la
derniere colonne du tableau 9. La colonne montre que les taux de couverture ne sont ni a

100 %, les intervalles ne sont ni trop longs, ni trop courts, les intervalles ne sont pas trop
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EQM'/2 CRPS % Couv.

Modéle L[50] L[33]  MF-GP | L[50] L[33] MF-GP || MF-GP
Réf. 0,153 0,0828 || 95,0%
Plan 1 0,213 0,174 0,0488 | 0,123 0,0921 0,0254 || 99,0%
Plan 2 0,224 0,169 0,0564 | 0,130 0,0936 0,0266 || 91,5%
Plan 3 0,230 0,186 0,0530 | 0,133 0,100 0,0263 || 95,5%
Plan 4 0,234 0,180 0,0535 | 0,136 0,0997 0,0265 || 97,0%

H! Plan 5 0,229 0,178 0,0581 | 0,132 0,0972 0,0285 || 94,0%
Plan 6 0,212 0,163 0,0497 | 0,123 0,0906 0,0254 || 93,0%
Plan 7 0,208 0,169 0,0740 | 0,119 0,0934 0,0360 || 89,9%
Plan 8 0,219 0,195 0,0526 | 0,125 0,104 0,0271 || 87,4%
Plan 9 0,203 0,184 0,0545 | 0,117 0,103 0,0279 || 95,5%
Plan 10 | 0,222 0,167 0,0748 | 0,128 0,0916 0,0352 || 87,9%

Réf. 5,28 2,85 95,0 %
Plan 1 5,77 6,15 2,47 3,16 3,42 1,35 97,5%
Plan 2 5,65 6,41 2,61 3,07 3,58 1,40 96,0 %
Plan 3 5,89 6,66 3,00 3,19 3,69 1,57 92,0 %

e Plan 4 5,54 5,74 2,72 3,01 3,18 1,53 83,9 %
Plan 5 5,81 5,78 2,81 3,19 3,20 1,52 93,5 %
Plan 6 5,59 5,48 2,61 3,03 2,96 1,43 98,0 %
Plan 7 5,97 6,16 3,01 3,18 3,20 1,61 91,0 %
Plan 8 6,02 6,70 2,91 3,21 3,65 1,54 92,5 %
Plan 9 6,01 7,06 3,02 3,25 3,97 1,60 93,5 %
Plan 10 | 5,75 5,92 2,87 3,10 3,29 1,56 87,4 %

Réf. 3,39 1,75 95,0 %
Plan 1 3,82 3,59 1,10 2,12 1,87 0,577 89,4 %
Plan 2 3,59 3,97 0,835 1,99 2,25 0,423 89,4 %
Plan 3 3,50 3,68 1,10 1,88 1,94 0,545 92,0 %

y Plan4 3,72 3,80 0,806 2,06 2,01 0,369 91,5%
Plan 5 3,62 3,49 0,937 1,98 1,88 0,451 85,4 %
Plan 6 3,62 4,07 0,906 1,97 2,26 0,471 81,9 %
Plan 7 3,62 3,56 0,922 1,98 1,83 0,457 93,5 %
Plan 8 3,63 4,00 1,02 1,98 2,02 0,497 88,9 %
Plan 9 3,66 5,00 1,12 2,04 2,84 0,568 77,4 %
Plan 10 | 3,76 3,65 0,907 2,09 1,96 0,422 88,9 %

TABLE 9 — Gauche du tableau : racine carrée de l'erreur quadratique moyenne, et CRPS
issues des dix plans d’expériences, sur le plan de validation & 20 cm, sur les trois sorties.
La valeur de référence est obtenue avec une régression linaire sur les données de vali-
dation. Les trois colonnes correspondent au modele linéaire & 50 cm (L[50]), au modele
linéaire a 33 cm (L[33]), et au modele multi-fidele fondé sur un processus gaussien (MF-
GP). Droite du tableau : taux de couverture des intervalles de crédibilité a 95 % obtenus

avec le modele bayésien multi-fidele.
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courts, a une nuance pres pour la visibilité, qui a tendance & sous-évaluer ses intervalles
de crédibilité.

3.4.3 Validation des estimations de probabilités de références

Une autre fagon de vérifier la méthodologie est de comparer les estimations de pro-
babilités qu’elle obtient avec une autre méthode d’estimation. Nous disposons ainsi d’es-
timations par une méthode de Monte-Carlo de probabilités de défaillance en un scénario
de référence sur les trois sorties sur quatre niveaux de fidélité. Les variables de scé-
nario sont a leur valeur de référence (tableau 7a), et les variables environnementales
sont intégrées selon leurs distributions. L’estimateur de Monte-Carlo est calculé avec
150 observations, dont les variables scénarios sont fixées au scénarios de référence et les
variables environnementales sont tirées selon leur distribution. Le temps de simulation
de FDS pour obtenir cet échantillon est de 150 x 48,6 h = 304 j, soit 304/20 = 15 fois plus
que pour obtenir un plan d’expériences initial. Ces valeurs de référence sont comparées
aux estimations obtenues avec les modeles construit a partir des dix plans d’expériences.

La figure 73 illustre les estimations des différentes probabilités de défaillance aux
différents niveaux. Le tableau 10 présente les valeurs numériques pour le niveau 20 cm.
Pour ce scénario, la probabilité de défaillance du flux radiatif HY est toujours estimée &
0%, la probabilité de défaillance de la température T est bien estimée, mais la proba-
bilité de défaillance de la visibilité V' est assez mal évaluée. En effet, pour la visibilité,
il y a trois modeles bayésiens dont les intervalles de crédibilité a 95 % ne recoupent pas
lintervalle de confiance & 95 % de la méthode de Monte-Carlo. Ceci est peut-étre lié a
la fonction de covariance utilisée pour modéliser I’évolution des sorties en fonction de la
fidélité, en l'occurrence une fonction de covariance brownienne déformée (1.20). En effet,
cette covariance ne cherche pas a prédire le sens de variation des sorties en fonction de
la fidélité, ce qui signifie que 'estimation de la sortie en haute-fidélité est fortement liée
a celle du dernier niveau observé. Par conséquent, un changement dans la sortie entre
deux niveaux de fidélité, par exemple pour la visibilité entre le niveau 25 cm (figure 73i)

et le niveau 20 cm (figure 731), sera difficile a capter avec ce modeéle.

3.4.4 Répétition de la planification séquentielle d’expériences

Enfin, la méthode de planification séquentielle d’expériences est répétée sur quatre
plans afin de voir le comportement de la stratégie MRUR. La probabilité ciblée est la
méme que dans la section 3.3 : probabilité que la température T° dépasse son seuil cri-

tique en un scénario de référence, & **f = 20 cm. Les variables du scénario de référence
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FiGURE 73 — Comparaison des estimations de la probabilité de dépassement de seuil
pour les trois sorties par les dix plans d’expériences sur quatre de niveau de fidélité avec
des valeurs de référence. Pour les dix plans d’expériences, le point rouge correspond a
la médiane a posteriori, le rectangle bleu a l'intervalle de crédibilité a 50 % et le trait
bleu & l'intervalle de crédibilité a 95 %. Pour les résultats obtenues par Monte-Carlo sur
150 points, le point rouge correspond a la moyenne, le rectangle bleu a l'intervalle de
confiance a 0.67 écart-type et le trait bleu a 'intervalle de confiance a 1.96 écarts-types.
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Numéro du plan Médiane Intervalle a 50 % Intervalle & 95 %
Plan 1 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Plan 2 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Plan 3 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %)]
Plan 4 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Plan 5 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %)]

H’ Plan 6 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Plan 7 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %)]
Plan 8 0,0 % [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Plan 9 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %)]
Plan 10 0,0 % [0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0 %]
Monte-Carlo | 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,0%)]
Plan 1 46,1 %  [43,2%; 49,2%] [37,7%; 54,8%]
Plan 2 51,7%  [49,0%; 54,6%] [43,5%; 59,9 %]
Plan 3 485%  [459%; 52,0%] [39,3%; 57,1%]|
Plan 4 46,3%  [43,4%; 49,0%] [382%; 54,4 %]
Plan 5 481%  [45,2%; 51,1%] [39,3%; 57,1%]

T7¢ Plan 6 46,3%  [42,5%; 49,7%] [36,0%; 56,9 %]
Plan 7 50,6 %  [47,1%; 54,4%] [39,9%; 61,6%]
Plan 8 486 %  [45,4%; 52,2%] [38,7%; 58,7 %]
Plan 9 25%  [395%; 46,4%] [328%; 52,5%)]
Plan 10 478 %  [44,8%; 50,7%] [39,6%; 56,6 %]
Monte-Carlo | 52,0%  [49,2%; 54,8%] [44,0%; 60,0%]
Plan 1 0,0 % [0,0%; 0,0%] [0,0%; 22,0%]
Plan 2 0,7% 0,0%; 0,7%] [0,0%; 36,8%]
Plan 3 20,2 % [0,0%; 20,3%] [0,0%; 100,0%]
Plan 4 5,7% 0,0%; 57%] [0,0%; 97,5%)]
Plan 5 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 29,0%]

V' Plan 6 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 6,0 %]
Plan 7 3,1% 0,0%; 3,1%] [0,0%; 100,0%]
Plan 8 0,3% 0,0%; 03%] [0,0%; 12,5%]
Plan 9 0,0% 0,0%; 0,0%] [0,0%; 0,9 %)]
Plan 10 0,0% [0,0%; 0,0%] [0,0%; 4,6 %]
Monte-Carlo | 13,3%  [11,56%; 152%] [7,9%; 18,8%)]

TABLE 10 — Estimation et intervalle de crédibilité a posteriori des probabilités de dé-
faillance en un scénario de référence, pour les trois sorties, selon les dix plans d’expé-
riences.
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sont fixées a leur valeur de référence (tableau 7a). La méme méthodologie est appliquée
(SMC sur les échantillons d’hyper-parametres, estimations des probabilités complete-
ment bayésienne, critere d’échantillonnage évaluée avec les hyper-parametres fixés a leur

MAP), en changeant a chaque fois le plan initial d’expériences.

La figure 74 montre les estimations de la probabilité de défaillance et de la mesure
d’incertitude en fonction du coiit du plan d’expériences. Les estimations affichées sont
obtenues apres intégration des hyper-parametres et intégration sur ’espace des entrées
environnementales. La mesure d’incertitude est 'intégrale de la variance, décomposable

par la formule de la variance totale :

H, = . vary, {p(me,xs,éref)} F(xe)da, (3.14a)
:/ E, {V&I‘mg {p(me,ms,éref)” f(xe)da, (3.14b)

Xe
—i—/X vary, {Emg {p(ﬂ:e,xs,éref)” F(xe)dxe (3.14c¢)

Les intégrales sont approchées par des sommes sur 100 hyper-parameétres et 10* points
environnementaux. La figure met en évidence que les estimations de la probabilité de
défaillance se rapprochent de la valeur de référence obtenue par Monte-Carlo, et que sur
trois expériences, la mesure d’incertitude tend a se réduire. Par contre, il est aussi visible
sur la figure 74b, que la mesure d’incertitude associée au plan d’expérience numéro 4

n’est pas décroissante.

Afin de mieux cerner le comportement de ces mesures d’incertitudes, une analyse
est menée sur les résultats. Pour chaque plan d’expériences, les suites d’observations
obtenues par la stratégie MRUR sont reprises. A chaque nouveau point d’observation,
les estimations de probabilités et les mesures d’incertitude sont recalculées suivant trois
méthodes : une méthode ou les hyper-parametres sont fixés pour toutes les observations ;
une méthode ou les hyper-parametres sont estimés a leur MAP et substitués dans les
calculs ; et une méthode ot les hyper-parametres sont intégrés selon leur loi a posteriori.

L’expérience est répété six fois par plan d’expériences.

Les figures 75 et 76 présentent les résultats obtenus en fonction du coiit du plan
d’expériences, pour les plans numéro 3 et 4, a raison de une figure par plan d’expériences.
Les figures correspondantes pour les plans numérotés 1 et 2 sont en annexe E.2. Le
premiere chose a remarquer est que les estimations de probabilité sont similaires pour
toutes les répétitions, sur tous les plans d’expériences. Ensuite, la mesure d’incertitude

calculée quand les hyper-parametres sont fixées est toujours décroissante. Les différences
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FIGURE 74 — Quatre répétitions d’un plan séquentiel d’expérience destiné a estimer la
probabilité que la température T dépasse son seuil critique en un scénario de référence.
Les courbes colorés sont les évolutions de l’estimation par moyenne et de la mesure
d’incertitude en fonction du colt dépensé. Les courbes en pointillé correspondent a la
référence par Monte-Carlo sur 150 points. Les cofits sont en nombre de points équivalents
a 20 cm.

apparaissent sur les mesures d’incertitude quand les hyper-parameétres varient.

Sur la figure 75, les six courbes de mesures d’incertitude sont homogenes et dé-
croissantes. La planification séquentielle d’expériences se passe bien. A l'inverse sur la
figure 76, les courbes sont moins homogeénes et tendent & sauter sur différentes paliers.
La figure 76f dévoile que ces variations dans la mesure d’incertitude totale sont dues a
la partie moyenne de la variance (3.14b), la partie variance de la moyenne (3.14c) res-
tant plutdt constante. Cela laisse a penser que les hyper-parameétres sont mal estimés et
que le nombre d’échantillons d’hyper-parametres est trop faible pour obtenir une bonne

estimation de la mesure d’incertitude.

Enfin, les figures f de chaque plan d’expériences affichent la décomposition de la
mesure d’incertitude. Il est visible que la partie moyenne de la mesure d’incertitude,
notée E,, [H,(0)] dans la section 2.3.4, tend & se réduire, conformément & la définition
de la stratégie. Par contre, la partie variance de la moyenne, notée E, [I,(0)] dans la
section 2.3.4, non seulement ne décroit dans aucune expérience, mais ne semble pas
négligeable dans le calcul de la variance totale. Ceci est particulierement visible sur la
figure 75f ot la moyenne de la mesure d’incertitude E,, [H,(0)] devient inférieur a la

variance de la moyenne E,, [I,,(0)] sur la fin de la planification.
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F1GURE 75 — Comparaison des méthodes d’estimation de la probabilité en fonction du
colit du plan d’expériences sur le plan numéro 3. La ligne du haut représente les estima-
tions de la probabilité, la ligne du bas les mesures d’incertitude, une borne majorante
de Iécart-type. (a, d) Estimations dans le cas ou les hyper-parametres sont fixés. Les
lignes pleines correspondent au cas ou les hyper-parameétres sont fixés a leur valeurs
finales (MAP avec toutes les observations), les lignes discontinues au cas ou les hyper-
parametres sont fixés a leur valeurs initiales (MAP du plan initial). (b, e¢) Estimations
dans le cas ou les hyper-parameétres sont estimés a leur valeur MAP & chaque nouveau
point d’observation et substitués dans le modele. Il y a six courbes par figure, car la
méthode est répétée six fois. (c, f) Estimations par des méthodes complétement bayé-
siennes. Sur la figure f, les traits pleins sont les mesures d’incertitude totales, les traits
discontinus sont la racine carré de la moyenne de la variance, et les traits pointillés sont
les écart-types des moyennes. Il y a six jeux de courbes, car la méthode est répétée six
fois.
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FI1GURE 76 — Comparaison des méthodes d’estimation de la probabilité en fonction du
colit du plan d’expériences sur le plan numéro 4. La ligne du haut représente les estima-
tions de la probabilité, la ligne du bas les mesures d’incertitude, une borne majorante
de Iécart-type. (a, d) Estimations dans le cas ou les hyper-parametres sont fixés. Les
lignes pleines correspondent au cas ou les hyper-parameétres sont fixés a leur valeurs
finales (MAP avec toutes les observations), les lignes discontinues au cas ou les hyper-
parametres sont fixés a leur valeurs initiales (MAP du plan initial). (b, e) Estimations
dans le cas ou les hyper-parameétres sont estimés a leur valeur MAP & chaque nouveau
point d’observation et substitués dans le modele. Il y a six courbes par figure, car la
méthode est répétée six fois. (¢, f) Estimations par des méthodes complétement bayé-
siennes. Sur la figure f, les traits pleins sont les mesures d’incertitude totales, les traits
discontinus sont la racine carré de la moyenne de la variance, et les traits pointillés sont
les écart-types des moyennes. Il y a six jeux de courbes, car la méthode est répétée six
fois.
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Niveau | 50cm  33cm  25cm  20cm | Total
Plan 1 171,z5a h 4,17% j 4,(?7 iV 9,?:598 j
Plan 2 171,; h 6,2565 j 2,24 i 0 9% j
Plan 3 10,94 h 8,?;352 iV 0 9245 j
Plan 4 312,; h 8,?626 i 0 0 9,53% j

TABLE 11 — Nouvelles observations par niveau de fidélité sur les quatre répétitions d’ex-
périences. Chaque ligne correspond a un plan initial. Pour chaque plan, les chiffres du
haut indiquent le nombre d’observation, les chiffres du bas indiquent le temps de calcul
total dépensé sur le niveau.

Enfin, nous pouvons regarder quel niveau de fidélité a été observé dans cette ex-
périence. La figure 77 montre les niveaux observés en fonction du coiit de calcul. Le
tableau 11 vient en complément en affichant le nombre d’observations et les temps de
simulation de FDS dépensés sur chaque niveau. Ils révelent que la planification séquen-
tielle d’expérience a majoritairement dépensé le temps de calcul sur le niveau 33 cm.
Plus précisément, il est remarquable sur la figure 77 que les quatre plans d’expériences
ont tous commencé par observer plusieurs fois le niveau 50 cm avant de s’attarder sur le
niveau 33 cm. Ceci semble cohérent avec le comportement observé dans la section 2.4.3 :
la stratégie MRUR choisit des observations en priorité un niveau de fidélité, puis passe
au niveau de plus haute fidélité juste au dessus au bout d’un certain moment. Dans
ce cas, la figure afficherait le début de ce comportement sur les deux premiers niveaux
de fidélité, ainsi que la phase transitoire entre le niveau 33 cm et 25 cm pour les plans

d’expériences numéro 1 et 2.

3.4.5 Résultats complémentaires sur la réduction d’incertitude

Nous avons également répété la méthode de planification séquentielle en vue d’amé-
liorer la probabilité de défaillance de la visibilité. Nous sommes partis de quatre plans
initiaux d’expériences suivant la méthode de la section 3.3.1. Sur chacun de ces quatre
plans, nous avons appliqué la méthode MRUR en vue d’améliorer I’estimation initiale
de la probabilité de défaillance de la visibilité sur le niveau 20 cm. Chacune des planifi-
cations séquentielle a duré environ 48.4 jours, soit le temps équivalent pour faire 23.89

observations au niveau 20 cm. En ajoutant le coiit du plan initial, le cofit total du plan
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FIGURE 77 — Représentation des niveaux sélectionnés en fonction du coilit du plan.
Chaque ligne correspond a un plan d’expériences, chaque couleur a un niveau.

final est donc de 10j + 48,4j = 58,4 j.

La figure 78 présente les résultats d’estimation en fonction du coiit dépensé. La
figure 78a présente I'évolution de ’espérance de la probabilité de défaillance, la figure 78b
I’évolution de la racine carrée de la mesure d’incertitude v/H,,, qui est une borne supérieur
de I’écart-type. Les figures montrent que sur toutes les planifications, les estimations par
la méthode MRUR tendent vers ’estimation obtenue par Monte-Carlo et que la mesure
d’incertitude tend a se réduire progressivement. Ceci montre que la méthode MRUR

fonctionne sur cet exemple.

Il est cependant observable sur les figures 74 et 78 que les mesures d’incertitudes
semblent tendre vers un minimum sans jamais s’annuler. Pour voir la raison de cette
convergence vers un minimum, nous avons décomposé la mesure d’incertitude de I'une des
expériences de planification séquentielle sur la visibilité, selon la formule équation (3.14) :
H, = E,[H,(0)] + E,[I,(0)]. L’expérience reprise correspond aux résultats représentés
en vert pointillé sur la figure 78. La figure 79 représente cette décomposition sous dif-
férents angles. La figure 79a montre les deux parties en échelle absolues. Il apparait
que l'incertitude totale H,, se réduit beaucoup durant ’expérience, et que au début, la
principale source d’incertitude est la partie E, [H,(#)]. Afin de mieux voir la répartition
des deux termes au cours de la planification, la seconde figure 79b montre la répartition
des deux sources. Il est alors visible que le terme E,[I,,(0)] est négligeable au début de

la planification, mais qu’a la fin de la planification, il correspond a 25 % de l'incerti-
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FIGURE 78 — Quatre répétitions d’'un plan séquentiel d’expérience destiné a estimer la
probabilité que la température V' dépasse son seuil critique en un scénario de référence.
Les courbes colorés sont les évolutions de l’estimation par moyenne et de la mesure
d’incertitude en fonction du cott dépensé. Les courbes en pointillé correspondent a
la référence par Monte-Carlo sur 150 points. Les colits sont en nombre d’observations
équivalentes a 20 cm.
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FIiGURE 79 — Réduction de l'incertitude en fonction du coilit dépensé dans le plan
d’expériences séquentiel. Le rouge correspond a la partie E,[H,(0)], le vert a la par-
tie E,[1,(0)]. (a) Incertitude en échelle absolue. (b) Incertitude en échelle relative (divi-
sée par l'incertitude totale H,,). (c¢) Réduction d’incertitude : la courbe rouge représente

E,[Hp(0)]/E, it [Hpimic (0)], la courbe verte By, [I,,(0)]/E,imic [ I, (6)]
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tude. Ceci montre que la partie E,[I,,(0)] devient de plus en plus importante au fur et
a mesure de la planification séquentielle. Ceci est d’ailleurs confirmé par la figure 79c
qui montre les deux sources d’incertitudes normalisées par leur valeurs initiales. Il est
visible que les deux termes E,,[H,,(0)] et E,[,(0)] se réduise, mais le premier beaucoup
plus vite que le second. Ceci est parfaitement explicable, puisque l'algorithme cherche
spécifiquement & réduire le terme E,[H,(0)]. De cette fagon, nous espérons ainsi que le
terme E,,[I,,(0)] se réduise de lui-méme quand de nouvelles observations s’ajoutent. Cette
réduction a d’ailleurs lieu, mais pas aussi rapidement que souhaitée. Ceci explique pour-
quoi les courbes de mesures d’incertitude semblent converger vers une valeur non-nulle
de lincertitude. Cela suggere qu’il faudrait développer des algorithmes pour chercher a

réduire spécifiquement le terme E,,[I,,(9)].

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons illustré la méthodologie développée sur un exemple
applicatif en sécurité incendie. Cet exemple consiste en ’évaluation la conformité d’un
systeme de désenfumage d’un batiment du LNE sur un simulateur d’incendies intitulé
FDS. La sécurité se mesure par la probabilité que certaines sorties du simulateur dé-
passent des seuils réglementaires. Ces probabilités sont vues comme des fonctions qui
dépendent du scénario incendie et de la distribution aléatoire des conditions environne-
mentales.

Nous avons d’abord posé le probleme incendie et présenté succinctement des pro-
priétés remarquables de FDS. Ensuite, nous avons présenté et illustré la méthodologie
d’estimation de probabilité de défaillance sur simulateur multi-fidele. En premier lieu,
nous avons montré un exemple réaliste d’étude utilisant la méthodologie pour obtenir
différents résultats, notamment des évaluation de probabilité de défaillance. Puis, nous
avons validé la méthode en la répétant sur plusieurs plans d’expériences. Les estimations
obtenues avec cette méthode était globalement justes pour le flux radiatif et la tempé-
rature, mais assez moyennes pour la visibilité. Nous avons également illustré la stratégie
MRUR sur l'estimation d’une probabilité de défaillance sur une sortie en un scénario
de référence. Les deux intéréts principaux de la méthode est d’abord qu’elle permet de
limiter le coiit d’observation nécessaire de FDS, et ensuite, qu’elle donne une mesure
d’incertitude sur les estimations.

Plusieurs perspectives peuvent se dégager a partir de ces travaux. D’abord, comme
la visibilité est la variable la moins bien estimée a partir du plan initial d’expérience,

nous aimerions appliquer la stratégie MRUR, sur la visibilité pour voir si I'estimation
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de probabilité de défaillance s’améliore. Concernant les hyper-parametres, nous avons
constaté que leur loi a posteriori était probablement multi-modale, ce qui complique leur
estimation et leur intégration. Une fagon de revenir dans un cas uni-modal serait d’avoir
des lois a priori plus informatives. La question de I'impact de l'incertitude des hyper-
parametres sur I'incertitude des quantités d’intérét reste aussi une question ouverte. En
particulier, il semblerait que I'incertitude supplémentaire due aux hyper-parametres dans
les mesures d’incertitudes ne soit pas négligeable. Ceci implique qu’il faudrait adapter les
stratégies de planification séquentielle pour tenir compte de ce terme. Dans la question
de la modélisation, il n’y a pas de méthode bien définie pour choisir la fonction de
covariance modélisant ’évolution de la fidélité. Ainsi, il faudrait comparer les résultats
obtenus sur les sorties de FDS avec les deux types de covariance proposés pour le modele
multi-fidele non-stationnaires afin de déterminer si 'un des deux est plus efficient. Enfin,
les modeles multi-fideles ne disposent pas de méthodes de validation croisée adaptée, qui
permettraient de vérifier la qualité des modeles sans données de validation. Des travaux

futurs pourraient se concentrer sur la construction de telles méthodes.
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1 Résumé et contributions

Cette these se focalise sur 1’évaluation de quantités d’intérét issues de simulateurs
multi-fideles, et en particulier, de I’évaluation de probabilité de défaillance de systemes
décrits par un modele numérique. Dans un cadre réglementaire ou de prise de décision,
ces estimations doivent s’accompagner de mesures d’incertitude. Pour mener ces évalua-
tions, la méthode proposée s’appuie sur une approche multi-fidele bayésienne. Le modele
numérique est décrit comme une application inconnue dont les réponses suivent une loi
de probabilité. La distribution en sortie posseéde des parametres qui sont des fonctions
inconnues dépendantes des entrées. Afin d’estimer ces fonctions, un modele a priori fondé
sur des processus gaussiens est associée a chacune de ces fonctions. Les lois a priori de ces
processus transcrivent en particulier I'aspect multi-fidéle du modele numérique étudié.
En utilisant la formule de Bayes, il est possible d’obtenir les lois a posteriori des proces-
sus a ces fonctions, et en déduire une évaluation des quantités d’intérét, en utilisant par
exemple une méthode de Monte-Carlo.

Cette these apporte des contributions sur deux problemes. D’abord, elle étudie les
différentes modélisations par processus gaussiens existant dans la littérature de modeles
numériques multi-fideles. Elle propose une extension de ces modeles pour modéliser la
variance d’un effet stochastique en sortie du modeéle numérique. Ensuite, elle propose une
méthodologie pour créer un algorithme de planification séquentielle destinée & proposer
de nouvelles observations du simulateur multi-fidele, en vue de réduire 'incertitude sur

I’estimation de la quantité d’intérét.
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Le chapitre 1 porte sur la modélisation par processus gaussien de la multi-fidélité.
Deux modeles sont étudiés : le modele auto-régressif et le modele non-stationnaire. Ces
deux modeles sont fondés sur un principe concernant la relation entre les niveaux de
fidélité. Pour chacun de ces modeles, la relation entre les niveaux de fidélité se traduit
dans le modele de processus gaussien a priori, & travers les fonctions de moyenne et de
covariance. Dans cette these, les différentes propriétés des deux modeles sont étudiées
(aspect « correctif » pour le modele auto-régressif, aspect « déconvolutif » pour le mo-
deéle non-stationnaire) puis illustrées sur des exemples simples. Cependant, ces modéles
sont congus pour des simulateurs déterministes. Ainsi, la fin du chapitre 1 se concentre
sur 'extension de modele multi-fidele ou la sortie est stochastique suivant une loi gaus-
sienne. La theése propose ainsi un modeéle log-gaussien pour modéliser la variance de 'effet
stochastique du simulateur. Plus exactement, ce modele décrit la variance comme une
fonction ne dépendant que de la fidélité. Cette fonction est égale a une valeur moyenne
inconnue, plus des variations faibles et indépendantes a chaque niveau. Ce modele per-
met de mener une analyse complétement bayésienne en incluant la variance dans les

hyper-parametres.

Le chapitre 2 présente des méthodes de planification séquentielle d’expériences dans
le cadre multi-fidele. Le chapitre débute par une présentation des méthodes de généra-
tion de plan Hypercube Latin Emboité (NLHS). Nous proposons une amélioration simple
pour engendrer des plans NLHS maximisant le remplissage d’espace. Ces plans d’expé-
riences sont utilisés comme plans d’expériences initiaux dans une démarche séquentielle.
Ensuite, nous rappelons les principes de la Réduction Progressive de I'Incertitude (SUR),
qui est une méthodologie générale pour construire des algorithmes de planification sé-
quentielle dans un cadre ou les cofits d’observation sont tous égaux. Nous adaptons
plusieurs criteres SUR de la littérature dédiés a ’estimation de probabilité de dépasse-
ment de seuil au cas stochastique dont la distribution des sorties est gaussienne. Enfin,
nous présentons la contribution principale du chapitre, la stratégie du Taux Maximal de
Réduction de I'Incertitude (MRUR). Celle-ci propose de choisir I'observation maximi-
sant le rapport entre le colit d’observation et la réduction espérée d’incertitude. Le cofit
d’observation est une fonction supposée connue. La réduction d’incertitude attendue est
mesurée par la réduction du critere de SUR entre ’état actuel et I’état futur. La stratégie
MRUR est testée sur des exemples académiques multi-fideles, ot elle affiche des résultats
trés satisfaisants. En particulier, les expériences montrent que la stratégie MRUR. choisit
prioritairement des niveaux de fidélité qui réalisent un bon compromis entre cotit et ré-
duction d’incertitude. Nous avons aussi illustré sur un exemple académique une stratégie

MRUR étendue a un cadre de planification parallélisée synchrone.
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Enfin, la méthodologie est testée dans le chapitre 3 sur un exemple issu de la sé-
curité incendie. L’exemple présenté est ’évaluation de la conformité d’un systéme de
désenfumage d’un batiment existant par rapport aux normes sur la sécurité incendie.
En particulier, 'exemple se focalise sur la comparaison entre des variables physiques
(flux radiatif, température, visibilité¢) simulées sur Fire Dynamics Simulator (FDS) a
leurs seuils de dangerosité définis dans la norme ISO 13571 [2012]. Le chapitre présente
la méthodologie, utilisée dans cet exemple pour évaluer des indicateurs de conformité,
a savoir des courbes de probabilités de défaillance, évaluées comme des probabilités de
dépassement des seuils normatifs en fonction de variables de scénario. Ces courbes de
probabilités de défaillance et les intervalles de crédibilité associées prennent en compte
trois sources d’incertitudes :

— lincertitude des entrées, liée a la variabilité de certaines entrées qualifiées d’en-

vironnementales ;

— Tl’incertitude des sorties, décrivant le fait que, méme si le modeéle numérique était
parfaitement connu, la sortie pour un vecteur d’entrées donné resterait imprévi-
sible (par exemple, dans le cas d’un simulateur stochastique) ;

— l’incertitude due a la méconnaissance du modele numérique, qui représente le
manque de connaissance disponible sur le simulateur, notamment du fait que le
nombre de simulations possibles reste limité par les temps de calcul du simulateur.
Cette derniere source est prise en compte grace au modele bayésien.

Ce type de résultats est prévu pour venir en complément des analyses traditionnelles

effectuées par les ingénieurs en sécurité incendie.

2 Perspectives

Cette these propose une méthodologie pour estimer des quantités d’intérét sur un
simulateur multi-fidele. Cependant, de nombreux points pourraient étre développés plus
en détails.

Dans cette these, la méthode utilisée pour estimer les probabilités de dépassement
de seuil en fonction de variables de scénario est une méthode d’estimation ponctuelle
par Monte-Carlo. Cependant, cette méthode est utilisée pour sa simplicité. D’autres
méthodes d’estimation de probabilité pourraient étre utilisées sans que cela ne change
rien a la méthode générale. Par exemple, les méthodes d’échantillonnage préférentiel [Au
et al., 2007] pourraient étre utilisées pour estimer des probabilités d’événements rares.
De plus, I'estimation d’une courbe de probabilité passe par une estimation point par

point de la valeur de la courbe, ce qui ameéne a des estimations cotteuses en temps de
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calcul, comparativement aux autres parties de ’analyse. Un algorithme d’estimation de
courbe complete, exploitant les régularités des courbes, pourrait étre congu. La prin-
cipale difficulté a l’estimation directe de courbes de probabilités de défaillance est de
pouvoir estimer les lois conjointes des probabilités de défaillance en différents scénarios.
La méthode d’estimation des probabilités intégrées de dépassement de seuil repose sur
la génération de trajectoires conditionnelles sur un grand nombre de points, et le calcul
de la moyenne de probabilité de défaillance en chacun de ces points. Or, cette méthode
restreint le nombre maximum de points sur lequel faire des trajectoires conditionnelles.
L’utilisation de méthodes de génération de trajectoires conditionnelles sur un trés grand
nombre de points, comme la méthode de Azzimonti et al. [2016a], permettrait de ré-
soudre ce probleme. Dans le cadre de la multi-fidélité, un probléme supplémentaire peut
apparaitre lors a 'utilisation de modéle de processus gaussiens dédiés a la multi-fidélité.
Comme les niveaux de plus basse-fidélité sont moins cotiteux, le nombre d’observations
risque de devenir rapidement assez élevé car beaucoup d’observations sont faites au ni-
veau de plus basse-fidélité. Or, une augmentation du nombre de points ralentit considéra-
blement les méthodes d’analyses, que ce soit les prédictions des sorties ou les estimations
des probabilités de dépassement de seuil. Des développements pourraient étre envisagés

pour estimer les probabilités quand le nombre d’observations basse-fidélité augmente.

Cette these repose sur I'utilisation de processus gaussien multi-fidéle pour combiner
des résultats a différents niveaux. Par conséquent, toute amélioration dans la construc-
tion de ces modeéles améliorera l'estimation des quantités d’intérét finales. Ainsi, des
travaux pourraient se concentrer sur ’estimation des hyper-parameétres dans un modele
multi-fidele en général. Actuellement, le seul cas ou l'estimation est simple est celui du
modele auto-régressif observé sur un plan emboité. Dans cette thése, nous utilisons une
approche completement bayésienne avec intégration des hyper-parametres selon leur loi
a posteriori. Nous choisissons une graine par maximisation de la loi a posteriori puis
nous échantillonnons la loi par une méthode de Monte-Carlo par Chaines de Markov
(MCMC). Cependant, l'estimation du Maximum A Posteriori (MAP) reste assez heu-
ristique. Des développements pourraient étre envisagés pour améliorer I'estimation du
MAP, par exemple en utilisant la méthode de prédiction de Qian et Wu [2008], dans
un cas ou le plan d’expériences n’est pas emboité. D’autres recherches peuvent égale-
ment étre menées sur I'impact des différents niveaux sur les prédictions en haute-fidélité,
la question étant de savoir si la prédiction haute-fidélité en un point dépend plus des
autres observations de méme niveau ou des observations a différent niveaux faites au
méme point. L’un des manques dans la méthodologie actuelle est 'absence de validation

a posteriori du modele et notamment de la relation entre les niveaux de fidélité. Une
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validation croisée sur les points pris individuellement nous parait étre une mauvaise idée.
En effet, comme il y a plus de d’observations sur les niveaux de basse-fidélité que sur les
niveaux de haute-fidélité, une validation croisée favoriserait les modeles apprenant bien
le niveau-basse fidélité au détriment des niveaux de plus hautes-fidélité. Pour appliquer
ce genre de méthode, il faudrait a minima pondérer les erreurs de validation croisée en
fonction du niveau de fidélité (il est plus grave que le modele se trompe en haute-fidélité
qu’en basse-fidélité). Une autre solution pourrait se trouver dans la décomposition que
font les modeles multi-fideles du simulateur entre : une partie commune a tous les niveaux
(le niveau de plus basse fidélité pour le modele correctif, le niveau de plus haute fidélité
pour le modeéle non-stationnaire) ; et une partie variable avec la fidélité. Un algorithme
de validation pourrait recomposer chacune des deux parties du modeéle notamment en
procédant par différence entre les prédictions au niveau de référence et les sorties aux
différents niveaux, et valider chaque morceau du modele indépendamment. Ceci permet-
trait notamment de pouvoir choisir la covariance appropriée pour modéliser la relation
entre les niveaux de fidélité. A terme cela permettrait de faire de la sélection automa-
tique de modele. Enfin, sur la question de la modélisation, ’aspect stochastique reste
une question ouverte. Dans cette these, un modele simplifié a été proposé pour modéliser
la variance de l'effet stochastique. Cependant, les hypotheses de ce modele sont assez
fortes : les variances ne dépendent que du niveau de fidélité et la valeur d’une sortie en
un point suit une loi gaussienne. Des développements futurs pourraient se focaliser sur
une intégration complétement bayésienne d’une fonction de variance hétéroscédastique

selon toutes les variables d’entrée.

La these se concentre sur la planification d’expériences dans un cadre multi-fidele.
Dans le cas des plans d’expériences non-séquentiel, méme si quelques développements
ont été effectués, de nombreuses questions sur les plans d’expériences initiaux sont en-
core sans réponse, comme le nombre de niveaux d’observations initiales ou le nombre
d’observations par niveaux. Dans cette theése, la stratégie de planification séquentielle
proposée repose sur la comparaison entre la réduction d’une mesure d’incertitude et du
coit calculatoire. Or, dans cette these, les hyper-parametres n’ont jamais été intégrés
dans le calcul des critere SUR. Méme si nous proposons une approximation pour prendre
en compte la loi des hyper-parameétres, celle-ci n’a pas été utilisée pour cause de temps
de calcul. Sur ce sujet, les travaux de Benassi et al. [2011] présente un algorithme ré-
solvant ce probléeme dans le cadre du critére de I’Amélioration Espérée (EI). De plus,
I’approximation que nous proposons se contente d’intégrer le critere d’échantillonnage
sur l'espace des hyper-parametres. En particulier, elle n’estime pas l'incertitude due

directement aux hyper-parametres, ce qui fait que la réduction totale d’incertitude est
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supérieure a l'estimation. Ceci pourrait poser probléeme dans le cas ou l'incertitude sur le
critere d’échantillonnage due aux hyper-parameétres n’est pas négligeable. Des stratégies
évaluant la réduction d’incertitude due aux hyper-parametres dans le calcul du critére
d’échantillonnage pourraient étre envisagées.

Enfin, le principal axe des développement futurs concerne la stratégie MRUR, et de
maniere plus générale, la planification séquentielle avec des cofits d’observation variables.
La these montre sur des exemples que cette stratégie est tres efficace dans le contexte de
la multi-fidélité. Toutefois, le comportement de la stratégie MRUR n’est pas toujours bien
compris. Nous constatons notamment une propension de la stratégie MRUR a observer
les niveaux de tres basse fidélité. A ce jour, nous ne savons pas si ce comportement est
souhaitable ou non. Des recherches plus approfondies sur le comportement des stratégies
MRUR, en lien avec la nature du modele utilisé, pourraient étre menées. Si la stratégie
MRUR est efficace en multi-fidélité, il est incertain que cela reste le cas dans un cadre
plus général ou le cotlit d’observation dépendrait de toutes les variables d’entrée, car
I’aspect multi-fidele induit que le gain d’information augmente systématiquement avec
le cofit d’observation. Il serait judicieux de tester la stratégie MRUR hors du cadre
multi-fidele, dans le cas ou le colit des observations varie en fonction des entrées, sans
qu’il y ait de relations a priori entre le colit d’observation et le gain d’information. Une
autre hypothese de la stratégie actuellement proposée est que le coiit d’observation est
déterministe et connu. Des développements pourraient étre imaginés dans le cas ou le
colit est stochastique et/ou doit étre modélisé par un processus aléatoire. Par exemple,
Snoek et al. [2012] modélisent la fonction de cotit par un processus log-gaussien, qu’ils
utilisent pour calculer 'espérance de I'inverse du cofit. Enfin, si la stratégie MRUR peut
étre utilisée en planification d’expériences paralléle synchrone, il n’existe pas d’extensions
simples de la stratégie MRUR en planification asynchrone. Des développements dans

cette configuration pourraient étre envisagés.



Annexe A

Régression par processus gaussien

A.1 Formalisation mathématiques

Dans cette partie, nous présentons le modele bayésien classique de la régression par
processus gaussien. Plus de détails sur la modélisation par processus gaussien, alias le
krigeage, peuvent étre trouvés dans Stein [1999], Santner et al. [2003], Rasmussen et
Williams [2006] ou Forrester et al. [2008].

Soit une application prenant des entrées z € X C R?, ot1 d est la dimension de z, et
renvoyant en sortie une variable aléatoire réelle Z. Si X = (z;)1<i<pn sont n points de
I’espace des entrées, les sorties Z = (Zi)lgz‘gn correspondants sont supposées suivre des

lois normales indépendantes
Z| X8, A ~ N (£(X), diag (A(X))) , (A1)

ou ¢ est la fonction moyenne, qui représente sa partie déterministe; A est la fonction
variance, qui régle "amplitude de la partie stochastique; £(X) et A(X) sont respective-
ment les vecteurs de ces fonctions aux points X, (§(2;));<;<n €6 (AM(Z4))1<;<n, ; €t diag est
I'opérateur qui a un vecteur renvoie la matrice diagonal_e_des éléments _d; ces vecteurs.
Le fait que la matrice de variance du vecteur Z soit diagonale représente I'indépendance
des observations.

Ensuite, une loi a priori est ajoutée sur la fonction £. Ainsi, la moyenne £ est supposée
étre un processus gaussien de fonction moyenne m et de fonction de covariance k. La
fonction moyenne s’écrit comme une combinaison linéaire de fonctions connues, m(z) =
S1% hi(2) B = h(z)B. Dans ces conditions,

XXX h, B,k ~ N (H(X)B, K(X, X)) (A.2)
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ou (3 est le vecteur (ﬁl)lglgpﬁ de longueur pg, h = (z — hl(x))lglgpﬁ est une famille de
pp fonction(s), H(X) est la matrice (hl(wi))gigngglgpg de taille n x pg, et K(X,X) est
la matrice de covariance valant (k(zi,2;));<; j<p-

Généralement, les fonctions de variance A et de covariance k ne sont pas fixées a priori.
L’idée est plutét de choisir deux familles de fonctions (une pour la variance, 'autre
pour la covariance), indexées par un vecteur 6 appelé vecteur des hyper-parameétres.
L’utilisateur choisit alors ses familles de fonctions Ag et kg et des algorithmes estiment
ou integrent les hyper-parameétres par rapport aux observations. Le modele se ré-écrit
alors {X; Ag; h, B, kg, 0}, out \g et kg sont deux familles de fonctions, et 6 est le vecteur
d’hyper-parametres qui a été choisi.

Enfin, on compléte ce modeéle hiérarchique avec une loi normale a priori sur les

coefficients de la partie linéaire du modele :

6’X7)‘97h7k9797607QN N(/B07Q)7 (A3)

ou fBp est un vecteur de longueur pg qui représente la moyenne a priori de 5 et @ est
une matrice symétrique positive de taille pg qui est la variance a priori du vecteur 3. Le
modele .#Z = {X; \g; h, kg, 0; By, Q} est 'ensemble des quantités a fournir pour pouvoir

utiliser ce modele bayésien.

Théoréme A.1.1 (Krigeage). Soit X = (7;);<;<,, € X" des points d’observations,
Y = (Yi)icien € XN, N point(s). L'ensemble des observations est moté x, =

(x4, Z;). Alors, les lois a posteriori sont des lois normales

ﬁ"//a Xn ™~ N (ﬂnﬁa Qnﬁ) (A4)
EY)| A, xn ~ N (myp(Y), Knp(Y,Y)) (A.5)
Zy | M, xn ~ N (mpo(Y), Knp(Y,Y) + diag {Xe(Y)}) (A.6)

ol

Vo(X) = Kp(X, X) + diag(rg(X)) (A.7)
Quo = [Q7 + HX)Vo(x) " H(X)] (A8)
B = Qo (Q7 B0 + H(X) Vo(X)™ Zx) (A.9)

oY) = Vo(X) " Ky(X,Y) (A.10)
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M g(Y) = H(Y)Bng + pino(Y)" (Zx — H(X)Bnyp) (A.11)
Kn,H(Ya Y) = K@(Ya Y) - Mn,G(Y)TKG(Xa Y) (A12)

+ (HOY) = g (V) H(X)) Qug (HOY)T = HX) i 0(Y))

Comme ces équations sont vraies pour n’importe quels ensembles de points de prédiction
Y, on parle alors des processus & posteriori &|x, et Z|xn, le modele étant sous-entendu.

Par défaut, dans cette thése nous nous placerons toujours en krigeage universel et
presque toujours en krigeage ordinaire, suivant la recommandation générale de la littéra-
ture [Zimmerman et al., 1999]. Le krigeage universel correspond au cas ou Q! = 0. La
loi de 3 s’écrit alors de maniére impropre, 5 ~ U (RP8) et la valeur de 5y n’intervient plus
dans les lois a posteriori. Le krigeage ordinaire suppose en plus que pg =1 et hi(z) =1
la moyenne est une fonction constante inconnue indépendante de z.

Trois cas peuvent arriver pour la variance de leffet stochastique. Si Ay = 0, la
fonction de variance est nulle, alors Zx et £(X) sont confondus, le simulateur est dit
déterministe. Si la variance du bruit Ay est une constante non nulle indépendante de x,
leffet stochastique est dit homoscédastique. Sinon, si la variance du bruit Ay est non
nulle et dépend des entrées z, il est dit hétéroscédastique.

Le théoreme A.1.1 est illustré sur un exemple simple. Soit un simulateur inconnu
défini sur X = [0;1] ¢ R!. Supposons que n = 8 observations (z;) aux points d’entrées
(x;) soient disponibles. Nous cherchons & prédire la valeur de cette fonction aux points
de prédiction y; = j/(N — 1), ot N = 100 est le nombre points de prédictions. Dans
cet exemple, effet stochastique est supposé homoscédastique, Ag(x) = A. La fonction de
covariance choisie est une fonction de covariance de Matérn de régularité 5/2, kg(x,2’) =

le—a']

’ N 2
o? (1 + v 10\;::;1 L+ 2 ('mfx |) ) e VIS (voir annexe A.2). Le vecteur § = (X, 02, p)

p
est le vecteur des hyper-parametres du processus gaussien. Dans cet exemple, les hyper-

parametres seront fixés a A = 0 (pas d’aléa en sortie, le simulateur est déterministe),
0?2 = 20% et p = 0.5. Pour le terme de moyenne m(x) = h(z)3, nous nous placons
en krigeage ordinaire : une seule fonction de régression, pg = 1, qui est une fonction
constante, h(zx) = hy(x) = 1, f§ = (1. La variance a priori de § est supposée infinie,
Q™' =0. Comme Q! est nul, la valeur de la moyenne a priori des coefficients linéaires
de la moyenne [y n’a plus d’importance. La valeur choisie par défaut est Sy = 0.

Une fois le modele établi, le théoréeme A.1.1 peut étre appliqué. Le résultat est la
loi a posteriori du processus aux points de prédiction voulus, conditionnellement au

modele a priori et aux observations. Cette loi une loi gaussienne (A.5), dont la fonc-
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FIGURE 80 — Les étapes d’une régression par processus gaussien. (a) Des trajectoires
du modele a priori. (b) Des observations. (c¢) La fonction de corrélation a priori. (d)
Des trajectoire a posteriori. (e) Représentation classique de la prédiction par processus
gaussien. La courbe continue est la fonction de moyenne a posteriori. La zone autour
correspond & 'intervalle de crédibilité & 95 %. La courbe discontinue est la vraie fonction
dont sont issues les observations. (f) La fonction de corrélation a posteriori.

tion moyenne (A.11) donne un estimateur de la fonction vraie, et la fonction de cova-
riance (A.12) une mesure de son incertitude.

La figure 80 présente les différentes étapes de la régression par processus gaussien. Les
figures 80a et 80b présentent les informations & fournir avant la régression. La figure 80a
illustre le modele a priori. par des trajectoires issues du processus a priori. La figure 80b
présente les observations. La figure 80d illustre le modéle a posteriori par des trajectoires
conditionnelles aux points d’observations. Le simulateur étant déterministe, toutes les
trajectoires du processus a posteriori passe par les points d’observations. La figure 80e est
un résumé de la figure 80d, sur laquelle est représentée la fonction moyenne a posteriori
et la zone de crédibilité a 95%. Cette courbe n’est qu’un résumé, notamment parce
qu’elle n’affiche pas les corrélations entre les valeurs des sorties en plusieurs points.
Enfin, les figures 80c et 80f tracent les fonctions de corrélation a priori et a posteriori. La

méme échelle de couleurs est utilisée sur les deux figures. Sur la corrélation a posteriori
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(figure 80f), les traits horizontaux et verticaux correspondent aux observations. Sur la
figure 80c, la valeur de la corrélation des points proches de la diagonale, tend vers un,
signifiant que une valeur en un point est connue, alors la valeur en un point proche
est connue elle-aussi. Sur la figure 80f les valeurs des corrélations de part et d’autre
d’un point d’observation tendent vers -1. Cela signifie que de part et d’autre d’un point
d’observation, si la trajectoire avant le point d’observation est au-dessus de la moyenne,
alors la méme trajectoire apres le point d’observation est en-dessous de la moyenne (et

réciproquement).

A.2 Fonction de covariance de Matérn

Les fonction de covariance anisotrope de Matérn sont une famille de fonctions de

covariances stationnaires

d o 2
Vv €0;+00], k(z,2') =0’ M, $ > (%) (A.13)
k=1 k

ou (02, v, (Pk)1<p< d) sont les d + 2 hyper-parametres de la fonction de covariance, res-
pectivement de variance, de régularité et de portées, et h — M, (h) est la fonction de

Matérn de régularité v, définit par sa transformée de Fourier

TF [M,] (w) = o M, (h)e “rdp = ﬁrf(”; i/Q) L T (A1)
—oo vI'(v (( " )2+1)

2\

Les fonctions de covariance de Matérn possédent une expression générale dans I’es-

pace des entrées : 5
My (h) = O (Vv IR)” - Ky (2vv |h]), (A.15)

ou I, est la fonction modifiée de Bessel du second type de régularité v, et h est la

distance pondérée. Il existe des formules plus simples dans le cas o v = p + %, avec p
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FI1GURE 81 — Quelques fonctions de covariance de Matérn.

entier. Ainsi, pour p =10, 1, 2 et 3,

My (h) = e~ V2R (A.16a)
M (h) = (1+V6]h[) - VoM (A.16b)
M (h) = (1 + V10 || + 1—30 W) . e=VIOlH (A.16¢)
Mz (h) = <1+\/ﬂ|h| +%|h|2+%\/ﬁ|h|3> L e~ V14l (A.16d)

De plus, il est possible de considérer la limite de cette fonction quand la régularité tend

vers 'infini. On définit alors :
Meoo(h) =7, (A.17)

ce qui inclue dans la famille la fonction de covariance exponentielle au carrée. Ces quatre

fonctions de covariance de Matérn (équations (A.16) et (A.17)) sont représentées fi-

gure 81.

A.3 Intégration des hyper-parametres

Nous utilisons une approche complétement bayésienne pour mener les analyses. Connais-
sant les observations y,, et la loi de probabilité a priori sur les hyper-parametres 7(6),
la loi de probabilité a posteriori des hyper-parametres 6 est toujours calculable, 7 (0] xy,).
Soit Z les sorties aux points Y. En utilisant le théoréme A.1.1, il est possible de calculer

pour chaque valeur de 6 la loi a posteriori des sorties, 7(Z16, x,,), qui est une loi normale
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de vecteur moyenne m,, 9(Y') et de matrice de covariance k, ¢(Y,Y). Dans ces conditions,
il est possible d’utiliser la formule des probabilités totales pour obtenir la loi a posteriori

intégrée des sorties

7(Z]xn) = /0 (2105 (6lx ). (A.18)

Dans le cas ou seules la moyenne et la variance a posteriori des sorties sont nécessaires,

les formules suivantes sont applicables

E[Z|xn] = E[mno(Y)|xn] = /@mnﬁ(Y)ﬂ'(ﬂxn)dH (A.19a)
var [Z‘Xn] =E [kn,e (Y7 Y) ’Xn] + var [mn,G(Y) ’Xn] (A'lgb)
= [ sV Y)701)30 + [ (mnaY) = E (23] m(0lx)0.

Les intégrales des équations (A.18) et (A.19) sont alors approchées par une méthode de

Monte-Carlo. Pour plus de détails, nous vous recommandons Robert [2014].

A.3.1 Echantillon initial des hyper-parametres

Nous commencons par simuler un échantillon de p vecteurs d’hyper-parametres (6;)
selon leur lois a posteriori 7(0|y,) grace a l'algorithme de Haario et al. [2001] présenté
algorithme 1. Puis, nous remplacons les intégrales par des sommes finies, et obtenir les

estimations voulues

7(Zxn) = EZW(ZWJH Xn) (A.20a)
my(Y) = lZmn,oj( ) (A.20b)

—~ 1 & 1y 1 & 2

kn(Y,Y) = 5}; knyo, (YY) + <1 - 5) 1 ; (mmgj(Y) — mn(Y)) . (A.20c)

Le facteur 1 + % correspond a la variance sur la moyenne, var[m, ¢(Y)|x»], plus la

variance qui se rajoute avec la méthode Monte-Carlo, var [my, o(Y")|xn] /p-

La figure 82 présente un exemple en dimension d = 1, avec n = 4 observations. Les
hyper-paramétres sont la variance o et la portée p. Une loi a priori log-normale est
ajoutée sur les hyper-parametres. Les hyper-parametres sont intégrés selon leurs lois a

posteriori. Les p = 200 hyper-parametres ainsi obtenues sont représentées figure 82b.
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Algorithme 1 Algorithme de Métrolopis adaptatif [Haario et al., 2001]

Require: — 7 la loi cible, 7(0) = 7(x,|0)7(0) ;
— Oy € R 1a graine, un vecteur d’hyper-parametre de longueur d? ;
— () une covariance initiale pour la propositionnelle ;
— €>0;
— p € N* le nombre d’hyper-parametres souhaités ;
— to € N* le temps d’adaptation de la covariance ;
— t1 € N* le temps de chauffe supplémentaire ;
— | € N* un décalage.
a < 0, nombre d’acceptations
fork=1aty+t1+1-(p—1) do
{Algorithme de Métrolopis-Hastings standard}
y ~ N(0x_1,Ck_1), tire un vecteur d’hyper-parametres selon la propositionnelle
w~ U([0; 1)

if u< ;r((@i)) then

0. <+ y, accepte y avec une probabilité min {;r((@i)), 1}

a < a + 1, incrémente le nombre d’acceptations
else
10: O < 0_1, rejette y
11:  end if
12:  {Phase d’adaptation}

13: Cp + #OtOCO—{— ﬁsde {cov [0y, ... 0] + €Iz}, moyenne pondérée entre Cy et la co-
variance empirique des tirages. sz = 2%9 et € permet d’éviter les dégénérescences.

14: end for
15: return (9t0+t1+(k;_1).l)1<k;<p
16: return a/(to +t; +1- (p — 1)), taux d’acceptation
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FIGURE 82 — Une régression par processus gaussien, avec intégration des hyper-
parametres selon leurs lois a posteriori. (a) Les prédictions. Le trait plein est la pré-
diction, la zone est 'intervalle & deux sigmas, le trait pointillé est la fonction dont sont
issues les observations, les points sont les observations. (b) La loi de probabilité a pos-
teriori des hyper-parametres. Le point rouge indique 'argument du maximum. Les 200
croix indiquent les tirages obtenues par la méthode d’Haario, qui correspondent aux
hyper-parametres utilisés.

A.3.2 Mise a jour de I’échantillon des hyper-parameétres

Pour pouvoir appliquer une méthode complétement bayésienne, il faut disposer d’une

liste d’hyper-parametres (6;), ., distribués selon la loi a posteriori 7(6[xy). Or, dans
une approche séquentielle, de nouvelles observations s’ajoutent régulierement. Pour pou-
voir appliquer une approche complétement bayésienne, il faut donc mettre a jour ré-
gulierement la liste des hyper-parametres. Pour cela, nous utilisons un algorithme de
Monte-Carlo séquentielle développé par Chopin [2002] et présenté algorithme 2.

Les formules de calcul de moyenne et de variance sous pondération sont

p p
W=> w, Q=3 wj, m=g> wi
j=1 j=1 j=1
. W& _ .2 W 2 w2,
v:7W2_Qij(9j—m) :7W2—szj9j_7W2—Qm’
j=1 j=1

ou m est d’estimateur de la moyenne des hyper-parametres 6 et v d’estimateur de la

variance des hyper-parameétres 6.
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Algorithme 2 Algorithme de Monte-Carlo Séquentiel [Chopin, 2002]

Require: — (m,, Tptm) € {Rde — R*}z les loi a posteriori avec respectivement n et
n + m points (pas forcément normalisées) ;
— (0)1<j<p € (Rde)p un échantillon de p hyper-parameétres de dimension d ;
— (wj)i<j<p € (R*)p les pondérations associées aux hyper-parametres ;
— pg’}l} taille effective minimale de I’échantillon ;
— MCMC un algorithme engendrant une chaine de Markov selon une loi cible a partir
d’une graine (exemples : Metropolis-Hastings, Metropolis adaptatif, . ..).
1: Vj € [1;p], wj < wj%ﬁ {Repondération selon la nouvelle loi a posteriori}
2: Vj € [1;p], w; + w;j/ 3%_ w; {Normalisation}
(Srw) e
3 Peff & Top Y {Calcul de la taille effective de I’échantillon}
(5.13)
if pesr < p?}l} then
{Si la taille réelle de I’échantillon est trop faible}
Vi€ [1;p], z; + [pw;]
X Y8, x;{Nombre d’éléments qui sont choisis directement}

Création une nouvelle liste (é;) ou chaque élément 6; apparait x; fois.

1<k<X

Vi€ [Lip], zj < w; —xj/p

10: 2 ¢ 2/ 3%_; zj {Loi de probabilité des résidus}

11:  Complétion la nouvelle liste en tirant p— X élément(s) selon la loi z : Vk € [X+1;p],
P(6y = 6;) = z;. {Phase de ré-échantillonnage}

122 Vj € [1;p], w; < 1/p {Ré-équilibrer les poids.}

13 Vje[lp], 0; « MCMC(é}, Tn+m) {Propagation des hyper-parameétres selon la nou-
velle loi a posteriori}

14: end if

15: return (6;), ., (wj) <<,




Annexe B

Théoremes et preuves

B.1 Construction de modeéles multi-fidéles

B.1.1 Principal théoréme de construction

Théoréme B.1.1 (Relation de fidélité entre des vecteurs aléatoires gaussiens).
Soit A, B et C trois vecteurs aléatoires conjointement gaussiens. St var[C] est une

matrice inversible, alors les quatre propositions suivantes sont équivalentes
1. cov[A,B|C]=0;
2. cov[A, B] = cov|A, Clvar[C]tcov|[C, B] ;

3. il existe une matrice réelle v et un vecteur aléatoire n conjointement gaussien
avec A, B et C tel que A =~vC +n, avec n indépendant de B et de C';

4. E[A|B,C] = E[A|C].
Et alors, v = cov[A, Clvar[C] 71, et E[A|B,C] = vC + E[n).

Démonstration. La démonstration est cyclique.

Supposons que cov[4, B|C] = 0. Notons A. = A—E[A] et B, = B—E|[B] les variables
centrées respectives de A et B. Dans ces conditions, cov[A4, B|C] = cov[A., B.|C] =0 <
E[A.BT|C] = E[A.|C|E[B.|C]T. Alors

cov[A, B] = cov[A, B.]
= E[ACBZ]
= E [E[4.B]|C]|

191
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= E |[E[4|CIE[B.|C]"]

= E | (cov[A,, Cvar[C]™1(C ~ E[C])) - ((C — EIC)) var[C] ' cov[C, B])]
[C]) T var[C]Lcov[C, B]
[C)T]var[C]~eov[C, B

~—  —
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Supposons que cov[A, B] = cov[A, C]var[C]Lcov[C, B], notons v = cov[A, CJvar[C]~*
et n = A — ~C. Trivialement, A = vC + n, et n est un vecteur conjointement gaussien
avec A, B et C. Or,

cov(n, C] = cov[A — vC, C]
= cov[A, C] — yvar[C]
= cov[A, C] — cov[A, C)var[C] tvar[C]

n et C sont décorrélés, donc indépendants (car gaussiens). De plus,

cov[n, B] = cov[A —~C, B
= cov[A, B] — ~ycov[C, B]
= cov[A, C]var[C]Lcov[C, B] — cov[A, C]var[C] ™ cov[C, B]
=0

n et C sont eux-aussi décorrélés, donc indépendants.

Supposons que A = yC' + n, avec v une matrice connue, et 7 un vecteur aléatoire

gaussien indépendant de B et C, alors

E[A|B,C]| = E[yC +n|B, C]
=~E[C|B,C] + E[5|B, C]
=~C +E[n]
=1E[C|C] + E[n|C]
=ENHC +n[C]
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= E[A|C].

Enfin, si E[A|B, C] = E[A|C], alors

E[ABT|C] = E[E[ABT|B, C]|C]
— E[E[A| B, C|BT|C]
= E[E[4|C]B"|C]
— E[4|CIE[B"|C]
< cov[A, B|C] = 0.

Ce qu’il fallait démontrer.

B.1.2 Mode¢le auto-régressif

Proposition B.1.1 (Construction du modele auto-régressif & S niveaux). Soit &

un processus gaussien défini sur X x [1;S]. Alors,
W(s,s, 5% 1,0) € [LS]P x X2, 52 8 > 57 = cov [E(, 5), £(/, 5)€(z, 8)] =0,

si et seulement si, il existe S — 1 fonctions (7Vs)j<,<g 1 €t S processus (1s)i<,<s

conjointement gaussiens et indépendants tels que

{ §(x,1) = m(z)
(z, s +1) = 7s(2)(x,8) +nsa(z), se[l;5-1]

Démonstration. Cette preuve est en deux parties : d’abord la preuve de I'implication
directe, puis celle de I'implication réciproque.

D’abord, supposons que
V(s,s',s"z,2') € [1;8]* x X2, s> > 5" = cov [£(x,5),&(,87)|¢(x, 8')] =0,

alors en particulier pour s = s + 1 et s’ = s”, cov [{(x,s' +1),&(2/, s')|¢(x,s')] = 0. Le

théoréme B.1.1 donne la relation suivante

g(x’ s' + 1) = 78’(x)£(x’ 5/) + 775/+1($),
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ou vy (z) = cov[§(z, 8" +1),&(x, s")] /var[{(z, )] et nyy1(z) = &(x, 8" +1) — s (2)€(2, 5')
est indépendant de £(-, s"). Notons 1 = £(+, 1). Comme tous les 75 sont des combinaisons

linéaires du processus gaussien &, ils forment des processus conjointement gaussiens.

Montrons que les 7y sont mutuellement indépendants. Pour cela, il suffit de mon-
trer qu'’ils sont décorrélés. Montrons déja que Vs € [1;5 — 1], ns41 est décorrélé avec
(€(,t))1<i<s- En effet, soit t < s+ 1, alors

COV[UsH(ﬂ?)a 5(3:/, t)] = COV[f(x, s+ 1)a 5(3:/, t)] - 'ys(x)cov[g(x, S)’ g(xl’ t)]
Or, selon 'hypotheése de base,
cov [E(x, s +1),&(2', 1) [E(, 8)] = 0.

Selon le théoreme B.1.1, cela est équivalent a

cov[(z,s+ 1),

(z,8)] ;
) )cov[{(x,s),§($ ,1)]

cov[é(x,s +1),&(a,t)] = ( var({(z, s)]
(2, 1)]

= vs(x)cov[§(z, s), &
& covlnesa(2), €', 8)] = 0.

Finalement, si s > 1, alors

cov s (@), m (@)] = covlns(a), (', 1)] = 0,

et si s > s’ > 1, alors

covlns(x),ns (2')] = covns(z), £(2', )] = yor—1(2")covlns(x),£ (2", " = 1)] = 0.

Donc, les processus (773)1§ s<g sont décorrélés. Donce, comme ils sont conjointement gaus-

siens, ils sont conjointement indépendants.

Montrons, maintenant I'implication réciproque, supposons le modele

{ §(z,1) = m(x)
E(x,s 4+ 1) =vs(x)é(x, s) + nsy1(x), se€[1;5—1]

ol les (7Vs)1<s<g_q sont S — 1 fonctions connues, et les (15);<,g S processus conjoin-

tement gaussiens et indépendants. Dans ces conditions, on peut aisément montrer par
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récurrence que

k=1 | j=k

s s—1
E(z,8) = [H %(w)] (),

avec Hj;i v;(z) = 1. Soit s > s’ > s”, trois niveaux de fidélité. Dans ces conditions,

_sfl
&, 5) => [ ] w@) | me(z)
=k

k:l__

s [s=1 i s
=S T w@ | @)+ Y {HW)} ()
k=1 | j=k |

[s—1 T s [s—1 s s—1
Iy > [H WJ(x)} m(r)+ Y {H 'Yj(x)] ()
=

[s—1 ] i
=TT v@| e sh+ 2 {Hw@)] k()
Li=s’ _

Comme £(-, s’) s’exprime comme une combinaison linaire des (1), <y, il est indépen-

dant des (1¢),, <4<, Par conséquent,

s—1
cov[§(, ), (2", )] = [H 'Yj@)} cov[§(,s"),§(2', s)].
j=5'

De la méme facon,

[s—1
cov[é(z, 8), E(x',87)] = nyj(x) cov[é(w, 87),&(), s7)]

[s—1

COV[g(x,S/),g(x/,S”)]: 'H”’)/j(x) COV[£($,S”),£($I,S”)].
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Dans ces conditions,

cov[é(z, 8), E(x, 8" )]cov[é(x, s'), £(2, s7)]
s'—1

s—1
= {H %(l’)] var[¢(z, )] {H 'Yj(x)] cov[§(x,s7), £(2", s7)]
j=s' j=s"

= var[{(z, §')] [81:[%(35)] cov[é(z, 87),&(2!, s7)]

— var[¢(z, ' eov[¢(w, 5), E(a', 57)]

o corle(e, o). 600" 57)] = L oo, ), (0’57,

Or, selon le théoreme B.1.1, cette égalité est équivalente a

covl§(,s),&(a’, s7)[¢(x, s)] = 0.

Ce qu’il fallait démontrer.

B.1.3 Modéle non-stationnaire

Proposition B.1.2 (Construction du modele non-stationnaire). Soit £ un processus

gaussien défini sur X x R*. Alors,
V(z,0) € X x RT, E[¢(x, 0)€(+, 0)] = &(2,0),

st et seulement si, il existe € un processus centré conjointement gaussien et indé-
pendant de £(-,0), avec e(x,0) =0 tel que

&(x,0) = &(x,0) + €(x,0).

Démonstration. Ce théoréeme est une application directe du théoréme B.1.1 avec A =
&(x,0), B=¢£(+,0) et C = &(x,0). Cette preuve est en deux parties : d’abord la preuve
de I'implication directe, puis celle de I'implication réciproque.

Supposons que

V(x,é) € X x RJF,IE [£($,5)|£(,0)] = 5(m,0),
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Dans ces conditions,

E[¢(z,0)[¢(x,0)] = E[E[§ (2, d)[€(-, 0)]|¢ (2, 0)]
E[§(x, 0)[¢ (2, 0)]
§(x,0)

E[§(x,0)[¢(-, 0)].

Donc, E[¢(z,d)|¢(x,0)] = E[¢(x,0)|£(+,0)]. Donc, selon le théoréeme B.1.1,

f(.%',(;) - 7('%'75)5(1'7 0) + 6(1‘, 5)7

avec € un processus gaussien indépendant de £(-,0). De plus, E[¢(z, d)[¢(x,0)] = £(z,0),
ce qui implique que y(z,d) = 1 et que Ele(x, )] = 0. Donc,

&(x,0) = &(x,0) + e(x,0).

Enfin, en posant § = 0 dans la précédente équation, ¢(z,0) = 0.

Supposons maintenant le modele,
&(x,0) = &(x,0) + e(x,0).

avec € un processus gaussien centré indépendant de £(-,0), avec €(z,0) = 0. Le modele

s’écrit alors sous la forme du théoréeme B.1.1. Donc,

El§(z,0)[¢(x, )] = E[{(x,0)|¢(x,0)] = &(,0).

Ce qu’il fallait démontrer.

Proposition B.1.3 (Mode¢le non-stationnaire avec relation brownienne). Soit & un

processus gaussien défini sur X x RT. Alors,
6 >0 = Vo e X,E[¢(z,0)[E(,0")] = &(x, ),

si et seulement si, il existe € un processus centré comjointement gaussien et indé-
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pendant de £(-,0), avec e(x,0) =0 tel que
&(x,0) = &(x,0) + €(z,0),

et
cov]e(z, ), e(z’,8")] = cov|e(z, min{d, d'}), e(z', min{d, §'})].

Démonstration. D’abord, si
§>6 = Vre X E[E(z,0)[E(-, )] = E&(x,d),

alors en vertu du proposition B.1.2, V§ > ¢’ > 0, les trois formules suivantes peuvent

étre écrites

f(.%',(;) - f(.%',O) + 77(9575; 0)
{(z,8') +n(x,6;9)
g(x’ 6,) = £(x,0) + 77(33,5/; O),

ou 7n(+,-;0) = € est indépendant de £(-,0), et n(-,-;d") est indépendant de &(+,0") Dans
ces conditions, n(x,d;d") = n(x,d;0) — n(x,d;0) = e(x,0) — e(x,d). Or,

cov[n(x,§;8),&(x',6)] =0
& covle(z,d) — e(x,d),&(2',0) + e(a’,8")] =0
& covle(z,d) — e(x, ), e(x',8")] =0

& covle(x,d), e(x',8")] = covle(z,d'), e(z’, )]

cov|e(z, min{d,8'}), e(z', min{d, &' })].
Réciproquement, supposons que

5(1', 5) - 5(1', 0) + 6(1‘, 5)7

avec € un processus centré conjointement gaussien et indépendant de £(+, 0), avec €(z,0) =
0 et covle(x,d),e(z',d")] = covle(x,min{d,d’'}), e(z’, min{d, &’'})]. Dans ces conditions,

nous pouvons écrire pour § > ¢’

g(x’ 6) = g(x’ 6/) + E(x’ 6) - E(x’él) = £($, 6/) + 77(% 0; 51)
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Dans ces conditions, (-, ;") est un processus gaussien centré qui vaut 0 quand § = ¢'.

De plus,

cov[é(x, ), n(a’,8;8)] = cov[é(x,0) + e(x,8), e(z,0) — e(z,d)]
= covle(x,d), e(x, 8)] — covle(,d), e(x, §)]
= covle(x,d),e(x,d")] — covle(z,d), e(z, 8]
=0,

les processus £(+,d") et n(+,-; ") sont conjointement gaussiens et décorrélés. Ils sont donc

indépendant. Donc, en vertu du proposition B.1.2,

E [5(1‘, 5)‘5(75/)] = §(1‘, 5,)

Ce qu’il fallait démontrer.

B.2 Inversion des niveaux

Proposition B.2.1 (Inversion des niveaux). Soit Z1, Zy et n trois processus conjoin-
tement gaussiens, stationnaires, définis sur X. Supposons qu’il existe une fonction

f connue telle que
Zy(x) = (f * Z1)(z) + n(=),

et que Zy etn soient indépendants. Soit ci(z—x') = cov[Z(x), Z1(2")] et cp(x—2') =
cov(n(x),n(x’)]. Supposons que ci, ¢, et f admettent des transformées de Fourier,
respectivement Cy, Cy, et F'. Alors, il existe une fonction g et un processus gaussien

€ indépendant de Zo, tel que
Z1(x) = (g * Z2)(x) + €(x). (B.1)

Dans ces conditions,

g=TF! o
|F|*Cy + C,

C
e=(TF!| ———2L Z1 | —(gxn).
( [cml“‘cn 1) (g 77)
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Démonstration. Déja, remarquons qu’en vertu du théoreme de Bochner, C; et Cs sont
réels et positifs. En particulier, CT = Cy et C§ = Cs.

Notons g = TF ! [G], avec G = % Evidemment, Z; = (g% Z)+(Z1— (9% Z2)).
Soit € = Z1 — (g * Z3), et montrons que Z, et € sont indépendant. Déja, e est un processus
gaussien, car résultat d’une application linéaire appliquée a des processus conjointement

gaussiens. Calculons alors la covariance entre €(z) et Za(a') :

covle(z), Z2(2')] = cov[Z1(z) — (g * Z2) (), Za(2')]

(@) = (g f = Z1)(x) — (g # n)(), (f * Z1)(2") + n(a')]
(@), (f * Z1)(")] — cov((g = [ = Z1) (@), (f * Z1)(2")]

—cov((g * n)(x), (f * Z1)(2")] + cov[Z1(x), n(2")]

—cov[(g * f+ Z1) (@), n(a")] — cov((g * n)(x), n()].

= cov[Zy

= cov[Z;

Or, par la formule des inférences, la covariance entre € et Zs est stationnaire, et en

appliquant la transformée de Fourier,

F [l cov]e(0), Zo(0 + h)]] = C1F* — GFCLF* —G-0-F* +0— GF -0 — GO,
= F*Cy — G(|F|* C, + Cy)
=0
& cov[e(0), Z2(0 + h)] = covle(x), Z2(z")] = 0.

Donc, € et Zy sont décorrélés et comme ils sont conjointement gaussiens, ils sont

indépendants. Ce qu’il fallait démontrer.

Conséquence B.2.1 (Inversion d’un modeéle auto-régressif). Dans le cas particulier

ou f =9, § étant 'impulsion de Dirac et v un réel, la relation devient

Zy(x) = vZ1(x) + n(),

et la fonction g devient
7Ch
’7201 + CTI

g=TF! l

B.3 Espérance de probabilités de dépassement de seuil
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Proposition B.3.1 (La formule de Chevalier et al. [2014]). Soit d € N* une di-
mension, m et T deux vecteurs de longueur d, K et R deux matrices symétriques
positives de taille d, o/ un sous-ensemble de R% et Dy(-, 13 %) la fonction de ré-

partition de la loi normale de moyenne u et de wvariance ¥ de dimension d. Si
X ~N(m, K), alors

Y <m (Y T K+ R —-K
E[‘I’d(KT;R)]lXeM:P<<X€%>> ou (X) ~N <<m>’< K K))

(B.3)

Démonstration. En effet,
E [®4(X,T; R)Lxcy] = / o2, T; R)ba(x;m, K)da
= P(Z < X|X = 2)px(x)dx

PZ<XAX€M)

ot ¢g(-, pu; ) est la densité de probabilité d’une loi normale de moyenne p et de variance
3., et Z est une variable aléatoire mutuellement gaussienne et indépendante de X, Z ~
N(T,R).

Notons Y = Z — X + m. Alors,

E[®q(X,T;R)lyey] =P(Y <mAX € )

()~ (5 )

Ce qu’il fallait démontrer.

et

Conséquences B.3.1 (Cas particuliers). En particulier,
1. Si o =R,
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2. Si o =R% et R = diag {ri}i<p<q est une matrice diagonale,

d
E [H ‘I’l(JUmTk;Tk)] = Qq(m, T, K + diag {7x } < <q); (B.5)
k=1

3. Sid=1et & =]a;b|C R,




Annexe C

Méthode d’estimation de la
probabilité de défaillance

C.1 Hypotheses

Cette section décrit comment estimer la probabilité de dépassement de seuil d’une
sortie a partir d’'un modele bayésien fondé sur un processus gaussien. Le simulateur est
supposé stochastique. Il prend un vecteur d’entrée z = (x., xs) et un parametre de fidélité
d et renvoie une sortie Z suivant une loi aléatoire dépendant de x et de 4. Le vecteur
ze € X, est le vecteur des entrées environnementales qui doivent étre intégrées selon leur
distribution fV et le vecteur x, est le vecteur des entrées scénario dont on souhaite
évaluer I'impact. La Quantité d’Intérét (Qol) a estimer est la fonction de probabilité de
dépassement de seuil intégrée sur ’espace des entrées environnementales au niveau de

référence o',

P(:Cs,5ref) — P(Z > Zcrit|$s,6 — 5ref) — / P(Z > Zcrit|$e,$s,5 — 6ref)fenv(xe)dxe’
Xe
(C.1)
est le seuil critique. On note p(z.,rs,6) = P(Z > 2|z, 2,,5). On dispose de

01:1 Zcrlt

n observations du simulateur x, = (4, 0;; 2i )1 <;<p-
Dans cette section, on suppose que la sortie du simulateur au point (x,d) suit une

loi normale de moyenne &(z,0) et de variance A(z,d)
Z|x,6 ~ N (&(x,0), A(z,0)) . (C.2)
Deux simulations différentes sont supposées indépendantes. Le processus & est modélisé

203
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par un processus gaussien conditionnement a des hyper-parametres, et le processus A est
supposé connu conditionnement & d’autres hyper-parametres. On note 6 I’ensemble des
hyper-parametres. La loi a posteriori de £ conditionnellement aux hyper-parametres et
aux observations est un processus gaussien de fonction de moyenne m,, g et de fonction

de covariance k,, g
b

€10, xn ~ GP(mu.0,knp). (C.3)

Enfin, on suppose que p échantillons indépendants d’hyper-parametres distribuées selon

leur lois a posteriori sont disponibles
0 ~p(0lxn), 1<j<p, (C.4)

ainsi que ¢ points environnementaux indépendants et identiquement distribuées selon

leur distribution environnementale

e~ 1< <. (C.5)

C.2 Moyenne et variance

Dans ces conditions, il est possible de calculer ’espérance et la covariance des proba-

bilités locales p(ze, xs,0) conditionnellement aux hyper-parameétres et aux observations

Eno [p(y)] = @ (uno(y)) (C.6a)
covine [P(y),p(Y)] = P2 (Uno(Y); un6(Y); Tn6(y,Y) — @ (unp(y)) @ (une(y’)) (C.6b)

ol y = (Te,s,0), ¥y = (x,,2,,0"), E,g[A] = E[A|xn,0], cov,g[A,B] = E, 9g[AB] —

er s

E,0[AJE, ¢[B], ® est la fonction de répartition de la loi normale mono-dimensionnelle,

®2(-, ;1) celle de la loi normale bi-dimensionnelle de corrélation r et

U = M o(y) — 2l C.7a
o VEno(w,9) + Xo(v) e
kno(y,y') (C.7b)

Tn, ( ) I) = :
T S )  2aw) o)+ Ay

On note pu, ¢ la fonction de moyenne a posteriori de p, k,, ¢ sa fonction de covariance et

vy,¢ sa fonction de variance.
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Ensuite, comme la probabilité globale P(z, ™) est I'intégrale de la probabilité locale
p(xe, s, 5ref), il est possible de calculer I'espérance et la variance de la probabilité global

conditionnellement aux observations et aux hyper-parametres

Enﬁ |: (xs’(sref):| = / ,Unﬁ(xeaxSa(;ref)fenv(xe)dxe (C'Sa)

e

vary g [ (ms,éref)} = /X2 /@nﬂ((xe,xs,&ref), (x/e,xs,5ref))fenv(me)dxefenv(x'e)dx/e (C.8b)

e

ol vary, g[A] = cov, g[A, A]. Comme la variance nécessite une double intégrale selon X,

ainsi que les covariances a posteriori, on considere également la mesure d’incertitude

ng[ (ms,éref)} :/ vmg(xe,:Us,5ref)fenv(xe)dxe, (C.9)

e

qui ne nécessite qu’une intégrale simple de la variance et un calcul des variances a
posteriori. Alors vary, g { (s, 5ref)} < Hp,p [ (s, 5ref)}

En utilisant les formules des lois totales, il est possible de calculer ’espérance, la

variance et la mesure d’incertitude conditionnellement aux observations

E, [Plos, 7)) = /@ Eng [P(as,6)] p(0]x:)d0 (C.10a)

var, [P, )] = /@ vaty g [ P25, 6] p(0]xn)d0 (C.10D)
4 /@ (Bvg [P, 8] — By [Plan, )] p(6lx0)d0

H, [Plas, 6] = /@ Hig [Plae, 5)] p(0],)0 (C.10¢)

+ / E, o [P(z., 5| — B, [P(z, 5 0lx)d0
[ (Bno [Plas, )] —En [P )" p01)
ot © est 'espace des hyper-paramétres, E,[A] = E[A|x,] et var,[A] = E,[4%] — E,[A4]2.

On a vary, { (xs,éref)} <H, {P(xs,éref)}.

Les différentes intégrales sont approchées par des approximations de Monte-Carlo.

Ainsi, Pestimateur de P(z,6™) est

p q
ﬁ(xs,éref) = ZZunﬂj (xg),xs,éref) , (C.11)
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et I'incertitude de l'estimateur est

5 e, (00080,

=1 q(g —1) 1<l<l'<q

1 1 L re D re ’
(03) 75 ({2 (005 - P
(C.12)

Les termes en 14 1/q et 1+ 1/p correspondent aux variances de bases plus les variances
qui s’ajoutent a cause des approximations par Monte-Carlo. L’incertitude de I’estimateur

peut étre majorée par
(Pl ) < (14 1) 13-
LR < ”
1 1 p 1 q R )
+ (1 + _) -1 Z ({5 Z,u'n,@j (mgl)7x8’5ref)} _ P(x875ref)> )

(C.13)

Enfin, dans le cas ou l'incertitude sur les hyper-parametres est négligeable, la va-
leur des hyper-parametres est fixée a leur Maximum A Posteriori (MAP). Dans ce cas,

I'estimateur devient
P(x,, 0" = Z,un OMAP ( :Us,5ref) , (C.14)

et I'incertitude de l'estimateur

u? (P ( (xs,éref)) = (1 + l) q(i Z Ko, gMAP ((mg),xs,éref), (xg/),xs,éref))

q/ ala=1) =,

(C.15a)

q
Z’UnﬂMAP (acg),xs, 5ref) . (C.15b)
=1

(2

C.3 Echantillonnage selon la loi a posteriori

|-

Dans le cas oil le calcul de la moyenne et de la variance de P(z,,6™) est insuffisant,

en particulier si on souhaite obtenir les quantiles a posteriori voire la loi a posteriori toute
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entiere, il n’y a plus de formule explicite. Dans ce cas, une solution consiste & échan-
tillonner aléatoirement la loi a posteriori de la probabilité de défaillance. L’algorithme 3
est l'algorithme d’échantillonnage par défaut. Notons toutefois que cet algorithme est
extrémement lent (deux a trois minutes par scénario pour p = 100 hyper-parametres
et ¢ = 400 entrées environnementales). La limitation vient du tirage de trajectoires a
posteriori (Ligne 6) qui nécessite une décomposition de Cholesky cofiteuse en temps de
calcul. Par contre, le nombre de trajectoires tirées n’a que peu d’impact sur le temps

total de 'algorithme.

Algorithme 3 Echantillonnage de P(z, ") selon sa loi a posteriori

Require: — m, g et k, g les fonctions de moyennes et de covariance a posteriori de §
conditionnellement aux hyper-parametres 6 ;
— Mg la variance de l'effet stochastique conditionnellement aux hyper-parametres ;
— 2%t Je seuil critique;
— x4, 0" le scénario d’intérét ;
— (0), <j<p P hyper-parametres indépendants et identiquement distribués selon
leurs lois a posteriori p(0|xy,) ;
— [ la distribution des entrées environnementales ;
— ¢, r deux nombres entiers, représentant respectivement le nombre d’entrées envi-
ronnementales et le nombre de trajectoires par hyper-parametres
1: for j € [1;p] do
2:  {Pour chaque hyper-parameétre. ..}

3: (xg))KKq ~iiq [, tirez aléatoirement ¢ points environnementales de manieres
indépendantes

4 MU~ (mnﬂj (mg), Ts, 5ref)) 1<i<q’ M) est le vecteur de longueur g des moyennes
a posteriori aux points d’intérét conditionnellement a 0,

5 KU « (knﬂj ((xg),xs,éref), (xgl),xs,éref)))lq veq K est la matrice de taille

q des covariances a posteriori aux points d’intérét conditionnellement a ¢;
6: (51(,1)) I l<qizhey ~id N(M(j), K(j)), tirez aléatoirement r trajectoires a posteriori
aux points d’intérét conditionnellement a ¢;

gl(i) _Zcrit

7. YL k) € [1;¢] x [1;7], pl(lz) — @ , calculez la probabilité de

)‘9j (xgl) @s,0ref)
dépassement de seuil locale
8 Vk e [1;r], P,i] ) %Z?Zl pl(i), calculez la probabilité de dépassement de seuil
globale, en approchant l'intégrale sur les entrées environnementales par une ap-
proximation de Monte-Carlo. Il y a un résultat par trajectoire
9: end for

10: return (P,i]))
1<5<p,1<k<r
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Annexe D

Distribution a priori des

hyper-parametres

Dans cette section, nous décrivons comment les lois a priori sur les hyper-parametres
sont choisies tout au long de la these.
Déja, les hyper-parametres sont supposés a priori indépendant. Par exemple, pour

un modele non-stationnaire (section 1.2.2) la loi s’écrit :

p (lg’ I (lgk)1gk§d’lG’ bl (l;k)lgkgd ’ lo’ai’a)

o (12) 0 (1) 906 02) ) () (2) TTo () 2 (55)

k=1

(D.1)

Des corrélations a priori entre lgk et I, pourraient étre considérées, comme suggérées
par le modele de Picheny et Ginsbourger [2013]. Cependant, le besoin ne s’en ai jamais
ressenti. Toutes les lois a priori sont des lois gaussienne mono-variable.

t ainsi que I'am-

On suppose connue 'amplitude approximative de la sortie, noté r°"
plitude totale des entrées, noté b}gn. Si la k**™e variable varie entre les bornes a; et by,

}ﬁn = by, —ag. Pour les amplitudes approximatives des sorties de Fire Dynamics Simulator

Sorties Amplitude r°"*
Flux radiatif H/ | 7kW -m™2
Température T¢ 200°C

Visibilité V' 30m

TABLE 12 — Valeurs des amplitudes approximatives des différentes sorties r°ut.

209
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(FDS), j'utilisai les valeurs présentées tableau 12.

Distribution a priori des variances des covariance, [2. La valeur de o est supposée

valoir environ un centieme de 'amplitude totale de la sortie

7nout 5 T,out 2 0 T,out
~ ~ I~ 21 . D.2
70 % To0 < 70 <100> & tg 22108 <100> (D-2)

Pour la variance a priori, comme peu d’information sur la valeur exacte de og sont

disponibles, un écart-type de log(100) sur les variations logarithmiques de o3 est ajouté.

Ainsi, celui-ci peut varier de huit ordres de grandeur.

out
0o ~ N (2 log <qoo> ,10g(100)2> . (D.3)

Distribution a priori des régularité, 10 et 1. Les régularités des covariances de Matérn
sont fixées. Principalement pour des raisons calculatoire, Small Toolbox for Kriging
(STK) calcule plus rapidement les covariances de Matérn lorsque la régularité de celle-
ci vaut 1/2, 3/2, 5/2 ou +oo. La régularité 5/2 permet de considérer des trajectoires

continues et dérivables une fois, ce qui est assez courant pour les simulateurs.

5

19=1° =log <§) . (D.4)

Dans le cas ou on souhaite vraiment prendre en compte l'incertitude sur la régularité,

on peut supposer que la régularité n’est jamais inférieur a 1/2. Conséquemment,

1
1 1 1 m —log (5 log(5
VZ§®ZVZIOg(§):>m_3g:10g(§):>0: . (2):0g3( )

La loi a priori devient alors

1916 ~ N <1og <g> , (@)j

Remarquons que la régularité a +30 a priori est de log(25/2), ce qui signifie que la
régularité varie a priori plutot entre 1/2 et 25/2.

0
) ’ lPk
amplitude by entre sa valeur minimale et sa valeur maximale. On suppose que sur cet

Distribution a priori des portées et [, . Le k'“™¢ facteur des entrées varie d’une
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intervalle, le simulateur peut changer environ une fois de sens, ce que se traduit par

pin pin
pk%?@lpk zlog<?>.

Comme cette valeur est assez incertaine, un écart-type de log(10) en échelle logarith-
mique est ajouté, ce qui autorise des variations de quatre ordre de magnitudes, entre le
cas d’un bruit (valeur de portée tres faible) et le cas d’un simulateur constant (valeur

de portée tres grande).
19 1€ |bin ~ N[ 1 _b};l log(10)? D.5
Pk’ Pk’ k™ 0og 2 ) Og( ) : ( . )

Distribution a priori du rapport des variances, . Le facteur G est le rapport entre
o2 et of. Comme ces deux coefficients doivent étre du méme ordre de grandeur, la valeur
par défaut de G est un
Grlse lG ~ 0.

De plus, comme ce rapport est trés incertain, et qu’il s’agit de I'un des hyper-parametres

les plus important du modele, un écart-type de huit ordre de grandeur est ajouté
la ~ N (0,log(100)%) (D.6)

Au passage comme I5 = [g+12, 1a loi a priori de IS est une loi normale N (2 log (%uot) 7log(10000)2).

Distribution a priori du degré de I'erreur, L. Pour des raisons analytiques, Tuo et al.
[2014] recommandent les valeurs L = 2 et L = 4. La valeur quatre est alors prise comme
moyenne, et un écart-type se rajoute pour essayer de prendre en compte toutes les valeurs
intéressantes possibles. En ajoutant une écart-type de log(3) sur log(L), Uintervalle a
priori a deux sigmas est [4/9,36]. Une valeur en deca de 4/9 ou au-dela de 36 sera de
toute facon inestimable avec le peu de niveaux disponible (décroissance trop rapide ou

trop lente). La loi a priori de L s’écrit
1, ~ N (log (4, log(3)?) (D.7)

Hyper-parametres de la loi a priori de la variance de la sortie, I, af\ et a. Tout
comme pour les parametres de variance de la covariance, que la variance de la sortie
vaut a priori environ 7°"/100 avec un écart-type de log(100) en échelle logarithmique.

Dans la variance, 99 % de celle-ci est supposée venir de la variance sur la moyenne globale,
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et le 1% restant de l'effet de pépite sur les variance. Ceci donne a = 99 %/1% = 99.

Donc,
out
lop = 2log !
1 ot log(100)?
»  log(100)?
oy = ————
100

Ces hyper-parametres sont supposés connus, et leur incertitudes ne sont pas intégrés

dans l'incertitude finale.



Annexe E

Figures complémentaires sur la
validation de la méthode sur FDS

E.1 Comparaison des prédictions et des observations

Les figures 83 a 85 présentent les comparaisons entre les prédictions par les modeles
bayésiens multi-fideles associés aux sorties de FDS et des vraies observations. Les modeles
sont construit a partir des plan numérotés 2 a 10 dans la section 3.4. Ces figures viennent

en complément de la figure 72.

E.2 Evaluation des mesures d’incertitudes en fonction du

colt

Les figures 86 et 87 montrent les évaluations de différentes mesures d’incertitudes
en fonction du coiit du plan d’expériences. Chaque figure correspond a un plan d’expé-

riences. Ces figures viennent en complément des figures 75 et 76.
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FiGURE 83 — Comparaison entre les observations et les prédictions obtenues par les
plans d’expérience numéro 2, 3 et 4, a 20 cm. Les points sont les prédictions par médiane
a posteriori, les barres correspondent aux intervalles de crédibilité a 95 %, en gris a
I’intérieur sur 'estimation de la moyenne en vert a I’extérieur sur les futures observations.
Les traits pointillées verticaux et horizontaux correspondent aux seuils critiques. Le trait
pointillé oblique bleu est la premiere bissectrice.
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FIGURE 84 — Comparaison entre les observations et les prédictions obtenues par les
plans d’expérience numéro 5, 6 et 7, & 20 cm. Les points sont les prédictions par médiane
a posteriori, les barres correspondent aux intervalles de crédibilité a 95 %, en gris a
I'intérieur sur ’estimation de la moyenne en vert a l’extérieur sur les futures observations.
Les traits pointillées verticaux et horizontaux correspondent aux seuils critiques. Le trait
pointillé oblique bleu est la premiere bissectrice.
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F1GURE 85 — Comparaison entre les observations et les prédictions obtenues par les plans
d’expérience numéro 8, 9 et 10, a 20cm. Les points sont les prédictions par médiane
a posteriori, les barres correspondent aux intervalles de crédibilité a 95 %, en gris a
I’intérieur sur 'estimation de la moyenne en vert a I'extérieur sur les futures observations.
Les traits pointillées verticaux et horizontaux correspondent aux seuils critiques. Le trait
pointillé oblique bleu est la premiére bissectrice.
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F1GURE 86 — Comparaison des méthodes d’estimation de la probabilité en fonction du
colit du plan d’expériences sur le plan numéro 1. La ligne du haut représente les estima-
tions de la probabilité, la ligne du bas les mesures d’incertitude, une borne majorante
de Iécart-type. (a, d) Estimations dans le cas ou les hyper-parametres sont fixés. Les
lignes pleines correspondent au cas ou les hyper-parameétres sont fixés a leur valeurs
finales (MAP avec toutes les observations), les lignes discontinues au cas ou les hyper-
parametres sont fixés a leur valeurs initiales (MAP du plan initial). (b, e) Estimations
dans le cas ou les hyper-parameétres sont estimés a leur valeur MAP & chaque nouveau
point d’observation et substitués dans le modele. Il y a six courbes par figure, car la
méthode est répétée six fois. (¢, f) Estimations par des méthodes complétement bayé-
siennes. Sur la figure f, les traits pleins sont les mesures d’incertitude totales, les traits
discontinus sont la racine carré de la moyenne de la variance, et les traits pointillés sont
les écart-types des moyennes. Il y a six jeux de courbes, car la méthode est répétée six
fois.
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FiGURE 87 — Comparaison des méthodes d’estimation de la probabilité en fonction du
colit du plan d’expériences sur le plan numéro 2. La ligne du haut représente les estima-
tions de la probabilité, la ligne du bas les mesures d’incertitude, une borne majorante
de Iécart-type. (a, d) Estimations dans le cas ou les hyper-parametres sont fixés. Les
lignes pleines correspondent au cas ou les hyper-parameétres sont fixés a leur valeurs
finales (MAP avec toutes les observations), les lignes discontinues au cas ou les hyper-
parametres sont fixés a leur valeurs initiales (MAP du plan initial). (b, e¢) Estimations
dans le cas ou les hyper-parameétres sont estimés a leur valeur MAP & chaque nouveau
point d’observation et substitués dans le modele. Il y a six courbes par figure, car la
méthode est répétée six fois. (c, f) Estimations par des méthodes complétement bayé-
siennes. Sur la figure f, les traits pleins sont les mesures d’incertitude totales, les traits
discontinus sont la racine carré de la moyenne de la variance, et les traits pointillés sont
les écart-types des moyennes. Il y a six jeux de courbes, car la méthode est répétée six
fois.
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ou stochastiques. Plus précisément, les modeles
considérés disposent d’un parameétre réglant la
qualité de la simulation, comme une taille de
maille dans un modele par différences finies, ou un
nombre d’échantillons dans un modeéle de Monte-
Carlo. Dans ce cas, il est possible de lancer des
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et des simulations haute fidélité, fiables mais cofi-
teuses. L’intérét d’une approche multi-fidele est
de combiner les résultats obtenus aux différents
niveaux de fidélité afin d’économiser du temps
de simulation. La méthode considérée est fon-
dée sur une approche bayésienne. Le simulateur
est décrit par un modele de processus gaussiens
multi-niveaux développé dans la littérature que

nous adaptons aux cas stochastiques dans une ap-

proche complétement bayésienne. Ce méta-modele
du simulateur permet d’obtenir des estimations de
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Iincertitude associée. L’objectif est alors de choi-
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tulée « Maximal Rate of Uncertainty Reduction »
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costs, called Maximum Rate of Uncertainty Re-
duction (MRUR), which consists of choosing the
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certainty reduction and the cost. The methodology
is illustrated in fire safety science, where we es-
timate probabilities of failure of a fire protection

system.
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