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Introduction

Le programme de Calabi. On cite généralement René Thom comme le premier & avoir posé, dans

les années 50, le probléme des métriques canoniques :
Peut-on munir toute variété compacte lisse d’une métrique privilégiée ?

Cette question est motivée par le célébre théoréme d’uniformisation des surfaces de Riemann :

Théoréme (Théoréme d’uniformisation). Soit (X2,.J) une surface de Riemann compacte. Alors
il existe une métrique riemannienne de courbure de Gauss constante, compatible avec la structure

compleze J. De plus, si on impose que l'aire’ de ¥ pour cette métrique soit 1, alors elle est unique.

La situation est donc bien comprise dans le cas des surfaces de Riemann. Cependant, la générali-
sation aux dimensions supérieures est extrémement délicate. On doit en premier lieu préciser qui sont
les métriques privilégiées.

Dans [23], Calabi propose d’étudier, sur une variété de type Kéhler (M, J), la fonctionnelle

pour des métriques kihlériennes w dans une classe de cohomologie fixée €2 ; cette derniére condition
généralisant alors la condition d’aire du théoréme d’uniformisation. Les points critiques de cette fonc-
tionnelle, appelées métriques extrémales, sont alors les métriques canoniques candidates.

L’équation d’Euler-Lagrange correspondante se rameéne a demander que le gradient de la cour-
bure scalaire soit un champ de vecteurs holomorphe. En particulier, les métriques & courbure scalaire
constante sont extrémales, et ces deux conditions coincident dans le cas, raisonnablement général, ou

la variété complexe (M, J) n’admet pas de champs de vecteurs holomorphes non triviaux.

Les métriques de Kdhler-Einstein sont donc un cas particulier de métriques extrémales. Dans ce
cas, la classe de Kahler est un multiple de la premiére classe de Chern ¢; (M), qui doit donc étre définie
positive, nulle ou définie négative. Dans ces deux derniers cas, Calabi [22] a conjecturé, et Yau [125] a
démontré existence et 'unicité d’une métrique de Kéhler-Einstein (voir aussi Aubin [10] dans le cas
défini négatif). Le cas ot ¢ (M) est définie positive est plus difficile. Yau a conjecturé que ’existence
de métriques de Kéhler-Einstein dans ce cas est liée & une notion de ‘stabilité’ de (M, J) au sens de
la théorie de l'invariant géométrique (GIT), la K-stabilité. Chen, Donaldson et Sun ont annoncé dans
[30], puis démontré dans [31, 32, 33] que l'existence de métriques de Kihler-Einstein dans ce cas est

effectivement équivalent & une notion de stabilité introduite par Tian [115].
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Par ailleurs, Chen et Tian [34] ont démontré que deux métriques extrémales dans une méme classe

de Kahler sont reliées par un automorphisme de (M, .J), nous donnant ainsi I'unicité.

Cependant, la question générale de I’existence est un probléme ouvert, et difficile. Des obstructions,
liées & la structure du groupe d’automorphismes de (M, J), ont été mises en évidence par Calabi [24],
et Levine [79] a donné des exemples de variétés kihlériennes compactes n’admettant aucune métrique
extrémale. Dans la direction inspirée de la théorie de 'invariant géométrique mentionnée ci-dessus, et
dans le cas ou la classe de Kahler considérée est 2 = ¢; (L) pour un fibré en droite L — M polarisant
la variété, les travaux de Yau [126], Tian [115], Donaldson [41] et, plus récemment, Székelyhidi [108]
ont mené & la formulation de la conjecture de Tian-Yau-Donaldson, qui relie le probléme d’existence
de métriques canoniques & une condition algébrique de stabilité, appelée K-stabilité.

Cette conjecture est liée & I’obervation, die a Fujiki [46] et Donaldson [38], que la courbure sca-
laire (normalisée) d’une variété kihlérienne s’interpréte comme l’application moment d’une certaine
action hamiltonienne sur 'espace des structures complexes compatibles avec la forme de Kdhler w. Le
théoréme de Kempf-Ness, qui relie le lieu d’annulation de I’application moment (respectivement, les
points critiques du carré de sa norme) aux notions d’orbites semi-stables (respectivement relativement

stable) issues de la théorie de 'invariant géométrique.

Récemment, Chen et Cheng, dans [27, 28, 29] ont annoncé une percée le cas des métriques kihlé-
riennes & courbure scalaire constante (cscK). Plus précisément, aprés avoir obtenu des estimées a priori
pour une métrique cscK dans [27], ils montrent, dans [28], que la non-existence de métriques cscK dans
une classe de Kéhler donnée () est équivalente & I’existence d'une géodésique présentant certaines pro-
priétés de non-croissance de la K-énergie dans l’espace des potentiels de Kdhler, démontrant ainsi une
conjecture de Donaldson [39] dans le cas ou le groupe d’automorphismes holomorphes de la variété
complexe sous-jacente est discret. Enfin, dans [29], le cas d’un groupe d’automorphismes général est
traité ; dans ce cas, on obtient I’équivalence entre stabilité des géodésiques et existence d’une métrique
cscK.

Malgré ces avancées dans la compréhension du probléme, il n’y a pas, a ce jour, de résultat général
portant sur ’existence de métriques extrémales, et un tel théoréme ne semble pas & portée de main a
I’heure actuelle. La construction d’exemples ou de classes d’exemples, permettant de tester la conjec-
ture, a donc encore tout son intérét dans ce contexte, et les techniques de recollement constituent un
moyen d’obtenir de tels exemples.

De nombreux travaux ont été menés dans cette directation. Ainsi, Arezzo et Pacard [6, 7| ont
obtenu des métriques & courbure scalaire constante sur des éclatements de variétés & courbure scalaire
constante (ou d’orbifolds & singularités isolées) ; Arezzo, Lena et Mazzieri ont généralisé ces résultats a
des résolutions plus générales de singularités orbifolds isolées. Biquard et Rollin [17] ont appliqué des
méthodes de recollement aux lissages de surfaces & singularités canoniques, généralisant un premier
résultat de Spotti [105] sur les lissages de singularités A; dans le cas Kahler-Einstein. Dans la méme
veine, Arezzo, Pacard et Singer [8], ainsi que Szekelyhidi [110, 111], ont obtenu ainsi des métriques
extrémales.

Dans tous ces exemples, on obtient des métriques canoniques sur des variétés obtenues comme

somme connexe généralisée de la variété (ou de l'orbifold) initial avec un modeéle approprié de la
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résolution de la singuarité. La solution est alors obtenue par une approche perturbative et reste proche

de la métrique orbifold d’origine & 1’écart des singularités.

Un autre aspect, plus récent, du programme de Calabi, est son extension au cadre des variétés
presque-Kdhler ; c’est & dire des variétés symplectiques (M, w) munies d’une structure presque complexe
compatible qui n’est plus supposée intégrable. En dimension 4, les conditions d’intégrabilité de telles
structures, en relation avec leurs tenseurs de courbure, ont été étudiées par Draghici [44, 43], Apostolov
et Draghici [3] et Apostolov, Armstrong et Draghici [1].

L’espace AC,, des structures presques complexes compatibles avec la forme symplectique w est un
espace de Fréchet contractile, que ’on peut munir d’une structure de Kéhler, et sur lequel le groupe
des symplectomorphismes hamiltoniens agit par tiré en arriére. L’observation de Fujiki et Donaldson
dans le cas K&hler s’é¢tend & ce cadre, en remplagant la courbure scalaire par la courbure scalaire
hermitienne, c’est & dire la trace de la courbure de la connexion de Chern sur le fibré anticanonique.

Ainsi, le probléme des métriques canoniques dans ce cadre méne a ’étude de la fonctionnelle
Je A, D—)/ V()2
M

qui coincide avec la fonctionnelle de Calabi dans le cadre Kéhler. Dans cette direction, Lejmi [77] a
généralisé nombre de constructions liées & l'existence des métriques canoniques, teles que 'invariant
de Futaki ou la notion de potentiels de Kéhler.

Par ailleurs, Weinkove [121], puis Chu, Tosatti et Weinkove [35] se sont intéressés a I’équation de
Calabi-Yau sur des variétés presque-Kahler de dimension 4.

Enoncé des résultats. On se propose ici de démontrer un théoréme de recollement dans le cadre
presque-Kéhler. Plus précisément, on se donne un orbifold compact kihlérien (M*, wys, Jar), & singu-
larités isolées p1, ..., py de type A; ; autrement dit, M est munie d’un atlas holomorphe qui envoie un
voisinage de chaque singularité dans un voisinage de I’origine dans C?/Z,.

De telles surfaces orbifold, et plus généralement des surfaces complexes présentant des singularités
canoniques, apparaissent communément, dans des constructions de quotients globaux aussi bien que
dans le contexte des ‘plongements’ pluricanoniques de Kodaira des surfaces de type général. En effet,
ces plongements sont obtenus en contractant des diviseurs d’auto-intersection -2 dans uen surface de

type général, faisant apparaitre des singularités canoniques.

On se donne d’autre part une variété asymptotiquement localement euclidienne (ALE) (X, Jx,wx),
kiihlérienne, diffeomorphe & T*S? et de groupe a I'infini Zo, munie d’une métrique Ricci-plate. Par une
construction de somme connexe généralisée, similaire & celle introduite par Arezzo et Pacard [6], on
recolle un voisinage de chaque singularité de l'orbifold M avec un compact de X, de fagon & obtenir
une famille de variétés lisses M. indexées par un paramétre € € (0,&¢). Les M, sont difféeomorphes a
la résolution minimale des singularités de M.

La construction sera effectuée de sorte que la famille M. constitue une famille de lissages sym-
plectiques de Vorbifold M. Autrement dit, chaque M. sera munie d’une forme symplectique w. qui
converge, lorsque ¢ tend vers 0, vers wy, sur tout compact de M \ {p1,...,p,} . D’autre part, e 2w,

converge sur tout compact du modéle ALE X vers wx lorsque ¢ tend vers 0.
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On donnera un sens précis a cette construction, en particulier & la convergence sur tout compact,

au chapitre 3.

De plus, on dispose d’une injection canonique
HZ(M\A{p1,...,pe}) = H*(M,R) (0.0.1)

envoyant [wys] sur [we]. En ce sens, les classes de cohomologie [w.] coincident.

Dans ce contexte, on obtient

Théoréme. Supposons que (M,J) n'admette pas de champs de vecteurs holomorphes non-triviauz
qui s’annulent sur M, et que (M,wnr, Jar) est kdhlérien a courbure scalaire constante. Pour ¢ > 0
suffisamment petit, on munit chaque variété symplectique (M., w.) d’une structure presque kihlérienne

compatible (Jz, g:), & courbure scalaire hermitienne constante, de sorte que

— La suite (J.) converge vers Jy sur tout compact de M \ {p1,...,pe}, lorsque € tend vers 0, en

norme de Hélder C%<.

— Le tiré en arriére de J. sur le modéle ALE converge vers Jx sur tout compact de X, lorsque

tend vers 0, en norme de Hélder C*.

Remarque. Dans [17], on retrouve ce résultat dans le cas ou la structure complexe est intégrable.

Cependant, les méthodes mises en jeu pour montrer le théoréme ci-dessus sont nouvelles. Comme on
le verra au chapite 2, dans les méthodes de recollement habituelles, on déforme une solution approchée
en une métrique canonique par I'ajout d’une fonction de potentiel, ce qui, au vu du lemme du 00,
est trés naturel. Cependant, comme on le verra, cette approche ne se transpose pas bien au cadre
presque-Kéhler. En dimension 4, Weinkove [121] utilise bien des ‘potentiels presque-Kéhler’ dans son
étude de 'équation de Calabi-Yau sur les variétés presque-Kahler (voir aussi Lejmi [78]). Cependant,
cette méthode implique 'utilisation d’opérateurs pseudo-différentiels.

Pour montrer le résultat, on s’inspirera plutot de la réinterprétation du probléme des métriques
canoniques en termes d’application moment d’une certaine action hamiltonienne, dae & Fujiki [46] et
Donaldson [38].

Au-dela du contexte presque-kdhlérien, la nouveauté de ce résultat réside dans le fait que la classe de
cohomologie des formes presque-kihlérienne w, différe de celle obtenue par les méthodes de recollement,
d’Arezzo et Pacard. Comme on le verra au chapitre 2, les métriques a courbure scalaire constante

obtenues sur des éclatements représentent typiquement des classes de cohomologie de la forme
Q=[] - N[E,
i

ou les [E;] sont les duaux de Poincaré d’un diviseur exceptionnel holomorphe. Dans notre construction,

en revanche, la section nulle de 7%S? donne un cycle Lagrangien évanescent :

[we] - [S] = 0.
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Cette observation permet d’étendre une autre partie des résultats obtenus par Biquard et Rollin
dans [17] : Pexistence d’une famille de sphéres hamiltoniennes stationnaires pour la famille de métriques
ge : Ce sera 'objet du chapitre 4.

Théoréme. Sur la variété presque kihlérienne (Mg, we, J:), pour € suffisamment petit, [S] admet un

représentant Hamiltonien stationnaire pour la métrique ge.

Plus précisément, on verra que la somme connexe M., munie de la solution approchée construite
par recollement, admet une sphére lagrangienne minimale. La famille de sphéres hamiltoniennes sta-

tionnaires annoncée est alors obtenue par déformations lagrangiennes de cette sphére minimale.

Plan de la thése. Dans le chapitre 1, on introduira plus en profondeur le probléme des métriques
canoniques sur une variété kihlérienne. On commencera par des rappels de géométrie complexe et
kihlérienne, et on explorera les candidats possibles pour la notion de métrique canonique. On s’inté-
ressera particuliérement aux obstructions qui se présentent dans le cadre du programme de Calabi, et
4 la formulation en termes d’action hamiltonienne, qui inspirera les méthodes mises en ceuvre dans la

preuve du résultat principal.

Ensuite, au chapitre 2, nous décrirons I’heuristique qui sous-tend les théorémes de recollement
obtenus par Arezzo et Pacard [6]. Rendre ce plan de bataille précis nous aménera a introduire en
plus amples détails les orbifolds kdhlériens d’une part, et d’autre part les variétés asymptotiquement
localement euclidiennes (ALE). On s’attardera notamment sur le modéle ALE qui sera employé dans la
construction de recollement du chapitre 3 : on verra qu’il s’agit du cotangent 7*S? muni de la métrique
de Stenzel [106]. On s’intéressera aussi aux outils d’analyse globale sur les variétés non compactes qui
seront nécessaires a la résolution de ’équation des métriques canoniques, notamment les espaces de

Holder a poids, et les propriétés des opérateurs elliptiques sur de tels espaces de Banach.

Le chapitre 3 cest consacré & la démonstration du résultat principal. On commencera par introduire
les notions indispensables de géomeétrie presque-kihlérienne, notamment celle de courbure scalaire
hermitienne. On discutera notamment de ses avantages par rapport a la courbure scalaire riemannienne
dans le cadre presque-Kéhler, et on en calculera la variation premiére, afin de comprendre les opérateurs
en jeu dans la construction de recollement proprement dite.

La premiére étape sera la construction d’une somme connexe symplectique, dont la mise en oeuvre
nécessitera la construction préalable de cartes de Darboux appropriées sur I'orbifold et ’espace ALE.
On démontre alors que les variétés symplectiques obtenues ont les propriétés annoncées pour en faire
un lissage de l'orbifold de départ.

La seconde étape consiste & munir les lissages ainsi obtenus d’une structure presque-kéhlérienne
compatible, qui constituera une solution approchée au probléme. On montrera alors comment on peut
perturber cette solution approchée dans une direction tangente aux orbites complexifiées de ’action de
Donaldson [38]. On verra alors que 1’équation de courbure scalaire hermitienne constante qui en résulte
est une équation aux dérivées partielles elliptique d’ordre 4 en une certaine fonction de potentiel.

On résoudra alors cette équation via une version appropriée du théoréme d’inversion locale dans les
espaces de Holder & poids introduits au chapitre 2. Comme on le verra, la difficulté ici est de démontrer

que la linéarisation de I’équation admet un opérateur inverse borné.
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Enfin, on discutera d’exemples d’applications de cette construction et des perspectives possibles

pour ’améliorer ou la généraliser.

Enfin, le chapitre 4 sera consacré au résultat portant sur les sphéres hamiltoniennes. On commencera
par quelques préliminaires sur ce sujet, basés notamment sur les travaux de Oh [92, 91], puis on sera
en mesure de démontrer le résultat annoncé ; I'idée est d’appliquer le theoréme des fonctions implicites

a I’équation d’Euler-Lagrange décrivant ce probléme variationnel.



Chapitre 1

Meétriques canoniques en géomeétrie

kahlérienne.

Comme mentionné dans I'introduction, le probléme des métriques canoniques, dans sa plus grande
généralité porte sur la généralisation aux dimensions supérieures & 2 du théoréme d’uniformisation des

surfaces de Riemann :

Théoréme 1.0.1 (Théoréme d’uniformisation). Soit (¥2,.J) une surface de Riemann compacte.
Alors il existe une métrique riemannienne de courbure de Gauss constante, compatible avec la structure

compleze J. De plus, si on impose que le volume de ¥ pour cette métrique soit 1, alors elle est unique.

Ce résultat nous invite a restreindre notre champ d’études aux wvariétés complezes. De plus, on
s’attend & ce que le caractére “canonique” d’une métrique provienne d’une condition sur sa courbure,

une notion riemannienne.

Un cadre agréable pour travailler & la fois avec des structures riemanniennes et complexes est celui
des variétés kihlériennes. Par ailleurs, la géométrie kihlérienne et la géométrie algébrique entretiennent
des liens étroits via I’étude des variétés projectives, ce qui donne un relief supplémentaire & I’étude des
métriques canoniques dans ce contexte. C’est 1a origine du programme de Calabi, introduit dans [24]

et briévement décrit dans 'introduction.

L’objet de ce chapitre est d’explorer plus en détails les ramifications du programme de Calabi sur
les variétés kihlériennes. On commencera, en section 1.1 par quelques rappels de géométrie complexe;
on adoptera un point de vue issu de la géométrie différentiable, qui s’adaptera plus souplement au
cadre presque-Kéahler du chapitre 3. Toujours dans cet esprit, on survolera, en section 1.2, les notions
de base de la géométrie kihlérienne. Enfin, en section 1.3, on en viendra aux métriques canoniques
proprement dites; notamment, on présentera le programme de Calabi et les avancées réalisées en ce

sens, ainsi que les obstructions qui se présentent dans la recherche de métriques extrémales.

11



12 CHAPITRE 1. METRIQUES CANONIQUES EN GEOMETRIE KAHLERIENNE.

1.1 Eléments de géométrie complexe.

Le théoréme de Gauss nous invite a restreindre la question originelle de Thom au cadre légeérement
moins vague des variétés complexes. La notion de variété complexe peut étre transcrite en géométrie
différentielle réelle, en introduisant les structures complezes. Soit M une variété de dimension paire
n = 2m. Une structure presque complexe sur M est une section J de End(TM) vérifiant J? = —1I.
Alors I’endomorphisme J,, € End(7,X) ‘imite’ une multiplication par i et nous permet d’interpréter
T.M comme un C-espace vectoriel de dimension m. Le fibré vectoriel complexe qui en résulte sera
noté (T'M, J) par la suite.

Pour que ceci nous donne une variété ‘véritablement’ complexe, il nous faut rendre cette construc-

tion globale, c’est-a-dire assurer la compatibilité lors des changement de cartes.

1.1.1 Conditions d’intégrabilité.

Définition 1.1.1. Une variété complexe M de dimension complexe m est une variété munie d’un atlas

holomorphe. Autrement dit, on demande que M admette un recouvrement par des cartes (U, do), 0U
Oq : Uy — C™,
telles que les applications de transition
$a 0 b5 1 ds(UsNUs) CC™ = ¢a(UgNUy) CC™
sotent holomorphes.

Remarque 1.1.1. En particulier, une variété complexe est naturellement orientée par son atlas holo-

morphe.

Ezemple 1.1.1 (L’espace projectif complexe). Un exemple fondamental de variété complexe est ’espace
projectif CP™, dont les points sont les droites complexes de C™*!. Plus précisément, si C* agit sur

C™*+1\ {0} par multiplication scalaire, alors
m—+1
cpm = (CF\ D))

L’orbite de w = (wo, ..., wy,) est notée [w] = [wo,...,w,] (on parle aussi de coordonnées homogénes

sur CP™). Alors, CP™ est couvert par les ouverts
U; = {[w] € CP™, w; # 0}.
Posons

(,ZSjSUj*)(Cm
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ol la j-iéme composante w;/w; est omise. Alors on a

w wi_ 1 w; Wi,
Gpod; ' (21, 2m) €CT\ {0} <w;“ —, )

’ ) ) ’
W Wk Wk Wi,

C’est un biholomorphisme, et {Uj, ¢;};=1... définit donc un atlas holomorphe sur CP™, qui est donc

une variété complexe.

Une variété complexe est naturellement munie d’une structure presque complexe, obtenue en conju-
gant ’endomorphisme Jy de multiplication par i dans C™ par d¢,. Cette structure presque complexe

vérifie trivialement
dde (Jv) = idda(v) (1.1.1)

Cette équation s’appelle [’équation de Cauchy-Riemann.

Définition 1.1.2. Soit (M, J) est une variété réelle de dimension paire munie d’une structure presque

compleze. On dit que J est intégrable s’il existe un atlas de M vérifiant (1.1.1).

Autrement dit, J vérifie cette condition si et seulement si (M, J) est une variété complexe, munie de
sa structure presque complexe naturelle.
Grace a cette condition, on peut définir des fonctions holomorphes sur M, de méme qu’une structure

différentiable permet de définir des fonctions différentiables.

Ezemple 1.1.2. Voyons ce que signifie cette condition sur la variété complexe la plus simple : R?™ ~

C™. La structure presque complexe canonique sur R?™ est donnée par
0 -I
Jo = "
I, O
Si F': C™ — C™ est une fonction différentiable, donnée par

(zj = x5 + 1Y) j=1..m = F(2) == f(2) +ig(2),

alors ’équation de Cauchy-Riemann dF o Jy = Jy o dF se traduit :

ofi _ 9gi
896]- N 8@/]-
afi _ 9gi
dy; Oz,

pouri,j=1...m.

Cependant, I’équation de Cauchy-Riemann ne fournit pas une méthode trés commode pour étudier
Iintégrabilité d’une structure presque complexe sur une variété différentiable quelconque. Nous allons
donc la reformuler en terme d’intégrabilité, au sens de Frobenius, d’une certaine distribution d’espaces

vectoriels complexes sur M.
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Soit (M, J) une variété presque complexe. L’endomorphisme J est diagonalisable dans l’espace
tangent complexifié¢ TM ® C. On note alors T1°M Despace propre associé 3 la valeur propre i pour J
et T91 M D’espace propre associé & —i. Les vecteurs de T19M, respectivement de T%1 M peuvent alors

s’exprimer en fonction des vecteurs de T'M comme suit :

T'M ={X —iJX, X € TM} et T"'M = {X +iJX,X € TM}. (1.1.2)

Remarque 1.1.2. Si (M, J) est une variété complexe, munie de coordonnées complexes (z;) autour d’un
point p € M, alors pour tout j, % € TYOM et % eT%' M
J J

On a alors :

Théoréme 1.1.1 (Newlander-Niremberg [90]). La structure presque compleze J est intégrable si,

et seulement si, la distribution T*OM est intégrable.

De 14, on peut utiliser le critére d’intégrabilité de Frobenius pour transcrire cette condition en
des termes purement issus de la géométrie différentiable. Selon ce critére, la distribution T°M est
intégrable si, et seulement si, elle est stable par crochet de Lie. Autrement dit, pour tout X,Y in
TM ® C,

(X,Y eT"M) = [X,Y] e T M.

En utilisant ’expression (1.1.2), on obtient alors :

Proposition 1.1.1. Soit (M, J) une variété presque complexe. Alors J est intégrable si, et seulement

si, son tenseur de Nijenhuis

N(v,w) = = ([Jv, Jw] — J[Jv,w] = J[v, Jw] — [v,w]) (1.1.3)

| =

est nul, pour tous (v,w) € (TM)>2.

Remarque : La condition d’intégrabilité est automatiquement vérifiée sur une courbe complexe

(c’est-a-dire sur une surface de Riemann).

Le tenseur de Nijenhuis s’interpréte comme une obstruction & ’existence de fonctions holomorphes
sur M ; elle provient du fait que les équations de Cauchy-Riemann sont surdéterminées dés que la

dimension complexe m dépasse 1.

1.1.2 Décomposition par type des champs de vecteurs et de tenseurs.

De la méme facon que 'on a décomposé TM ® C en THVOM @ T% M, on peut décomposer 1’espace

des 1-formes a valeurs dans C, A' M ® C, comme la somme directe de
AOM ={( e MM RC,(X)=0VX € T"'M} = {a —iaoJ,a € A'M} (1.1.4)
et de

AM ={6 e N'"M®C,£X)=0YX € T"°M} = {a +iao J,a € A'M} (1.1.5)
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Remarquons que si ’on fait agir J sur 7*M par Jo := —ao.J, alors AMYM et A%' M correspondent
4 nouveau aux espaces propres associés & 4. Dans un systéme de coordonnées complexes locales (z;),
alors dz; € AVOM ; de fait, (dz;); est une base de AM*M. 1l en va de méme pour dz; dans A1 M.

De cette décomposition des 1-formes, on déduit une décomposition de tout espace de p-formes sur

M. En effet, posons

APOM = (AVO MNP
AYIN = (A% M)
AP I = APOM A AN

Alors A"M =@ APIM.

pt+q=r
Deux cas notables : le fibré en droites complexes A M est appelé le fibré canonique de la variété
complexe (M, J). Son dual K3, = A™(TM, J) est le fibré anticanonique.

Remarque 1.1.8. Une r-forme « & valeurs réelles ne peut étre de pur type (p,q) que si p = q et « est
J-invariant. En conséquence, A™" M peut étre interprété comme le fibré des formes & valeurs réelles de
type (r,7). En géométrie kihlériennes, des formes de premiére importance, comme la forme de Kéhler

et la forme de Ricci, tombent dans cette catégorie, aussi on adoptera cette convention & partir d’ici.

1.1.3 Cohomologie de Dolbeault.

La décomposition des fibrés de formes différentielles induit une décomposition de la différentielle
extérieure d. En effet,
d: APIM — APTatlpr — APtLapg ey AP+ pr

On note alors

Q: APINM — APTRIN
d: APIM — NPT NS

la composée de d avec les projections sur le premier, respectivement second facteur. On a donc d = 9+0.

On peut également définir, pour a € A" M,
d°a:= —J 'dJa =i(0 - d).

Bien que les définitions de O et O aient un sens que .J soit intégrable ou non, on verra au Chapitre 3

que dans le cas non intégrable, il est plus commode d’utiliser d°.

Remarque 1.1.4. Dans des coordonnées holomorphes (z;), 0 est la dérivation par rapport aux coor-

données holomorphes z; et 0 la dérivation par rapport aux coordonnées antiholomorphes Zj.

Propriétés. On a

— 0%2=0,0%>=0, 90 = —00
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— (d°)? =0, dd° +d°d =0
— dd°® = 2i00
En particulier, en utilisant 0, on peut définir les groupes de cohomologies de Dolbeault comme

Ker(d : AP — AP+l
HP(M) = ( " ). (1.1.6)

1.1.4 Opérateurs de Cauchy-Riemann et connexions de Chern.

Une variété complexe (M, J) admet une connexion linéaire V naturellement associée a sa structure
complexe, que ’on appelle la connezion de Chern. On la définit comme suit.

Soit E — (M, J) un fibré vectoriel holomorphe sur M ; c’est & dire un fibré vectoriel complexe dont
I’espace total est une variété complexe.

Dans ce cas, M admet un recouvrement par des ouverts (U,) trivialisant localement FE, de sorte

que les applications de transition correspondantes
9gop : Ua NUg — le((C)

soient des biholomorphismes. En particulier, £ admet localement des bases holomorphes. Dans une
telle base (e;);, on peut alors définir un opérateur sur les sections de E, & valeurs dans les 1-formes a
valeurs dans F

¥ . C®(M,E) — A% (M, E)

en posant, pour toute section o =) . o,e; de E (e;),
o = 2501' X e;.
i

Puisque les fonctions de transition g,g sont holomorphes, on vérifie que cette formule définit bien un

opérateur global sur C*°(M, E), indépendamment de la base locale choisie.

Remarque : Avec la méme définition, on peut plus généralement définir 'opérateur de Cauchy-Riemann
sur AP1(M, E).

Remarquons que 9F vérifie la régle de Leibniz :

oF(fs)=0f @ s+ fOFs. (1.1.7)

Plus généralement, sur un fibré complexe (non nécessairement holomorphe) E — M, on appelle
opérateur de Cauchy-Riemann un opérateur différentiel C-linéaire d’ordre 1 sur les sections de FE, &
valeurs dans A%! ® E, et vérifiant la régle de Leibniz

OF(fs)=0f @ s+ fo¥s. (1.1.8)

Il est dit intégrable si OF o OF = 0.

En utilisant le théoréme de Newlander-Niremberg, on peut alors montrer :
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Théoréme 1.1.2 (Koszul-Malgrange, [72]). Un fibré vectoriel complere E — M est holomorphe

st, et seulement s’il est muni d’un opérateur de Cauchy-Riemann intégrable.

Idée de preuve. Munissons E d’un produit scalaire hermitien H. Comme on le verra plus bas, la donnée
de h et de 'opérateur de Cauchy-Riemann 0F détermine une connexion linéaire, grace a laquelle on
obtient une décomposition de l’espace tangent T'E en un sous-espace horizontal (qui s’identifie & T M)
et un vertical (tangent aux fibres) :

TE=HE®VE

Les fibres de F sont des espaces vectoriels complexes, donc les sous-espaces verticaux V F sont natu-
rellement munis d’une structure complexe. Par ailleurs, puisque HE ~ T'M, la structure complexe sur
M fournit une structure presque complexe sur HE. On obtient ainsi une structure presque complexe
Jg sur TE. 1l se trouve alors que le tenseur de Nijenhuis de Jg est donné par (9¥)2. On conclut par

le théoréeme de Newlander-Niremberg. O
Ezemple 1.1.3. Rappelons que E = TYOM s’identifie & TM via

1
XeTM— X" = 5(X —iJX) e T"'M. (1.1.9)

Alors on a un opérateur de Cauchy-Riemann naturel sur E provenant de I'opérateur 0 sur M. Soit

0
Z € TY9M, donné localement par Z = >, Zja—. Alors on définit cet opérateur par
Zj

oT M 7 = Zézjai. (1.1.10)
i K

Ou encore, via l'identification (1.1.9), on peut ramener cet opérateur sur 7M. Il s’écrit alors
= 1
OTMX = 2Re([Y"!, X10)01) = —5J(LxT)Y. (1.1.11)

Un champ de vecteurs X € C®(T M) est réel holomorphe si 0TM X = 0, autrement dit, si Lx.J = 0.

Remarque 1.1.5. Comme on le verra aux chapitres 2 et 3, les champs de vecteurs réels holomorphes

constituent une obstruction dans les constructions de métriques canoniques.

Soit E — M un fibré vectoriel complexe (non nécessairement holomorphe), muni d’un produit
hermitien h. Une connexion linéaire V sur F est dite hermitienne si h est paralléle pour V. Autrement
dit, pour toute paire de sections s1, 52 € C*(E), et pour tout champ de vecteurs X € C*(T M),

X'h(Sl,SQ) :h(VX81,82)+h(81,VX82). (1112)

Par ailleurs, une connexion linéaire sur E est & valeurs dans les sections de A'M ® E. En utilisant la
décomposition A*M = AMOM @ A% M, on décompose V en V = V10 + Vo1 avec

1 1
Vi's = 5(Vxs —iVixs) et Vs = 5 (Vxs+iVixs) (1.1.13)
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On a alors :

Théoréme 1.1.3. Soit E un fibré vectoriel complexe sur M. Alors, pour tout opérateur de Cauchy-
Riemann O sur E, et pour tout produit hermitien h sur E, il existe une unique connexion hermitienne
V telle que V%' = 9. On I’appelle la connexion de Chern de (E,h).

Idée de preuve. L’opérateur de Cauchy-Riemann définit un opérateur de Cauchy-Riemann 9% sur le
dual E* par :
d(o,s) = (0¥ 0,5) + (0,0Fs).

En utilisant le produit hermitien A, on obtient une identification de E avec E*, via laquelle 8% donne
un opérateur
C™®(M,E) — AY°(M, E).

La somme de 0 avec cet opérateur donne la connexion souhaitée.
L’unicité s’obtient en observant que si deux connexions vérifiant les conditions de I’énoncé coexistent

sur E, alors leur différence doit étre un opérateur h-antihermitien, de type (1,0), donc nul. O

Fibrés en droites. Dans le cas d’un fibré en droites complexes, la connexion de Chern, et surtout
sa courbure, admettent une écriture particuliérement agréable. En effet, soit (L, h) — (M, J) un fibré
en droites holomorphe, hermitien, au-dessus d’une variété complexe. Alors le produit hermitien h, en
un point de M, est entiérement déterminé par sa valeur sur une section locale non nulle. Soit donc
s:U C M — L une section holomorphe locale ne s’annulant pas; s constitue donc une base locale de
L. On appelle a la 1-forme de connezion associée a cette base ; pour X champ de vecteurs sur M, elle
est, caractérisée par :
Vxs=a(X)s.

La connexion de Chern étant hermitienne, on a

X - (h(s,s)) = h(Vxs,s)+ h(s,Vxs) = a(X)h(s,s) + a(X)h(s,s)

d’ou

X -log(h(s,s)) = a(X) + a(X)
(JX) -log(h(s,s)) = a(JX) + a(JX).

Or, la section s est holomorphe, donc par définition de la connexion de Chern, Vgéls = 5')L(s =0, d’ou

Vxs=—iV  xs; autrement dit a(JX) = ia(X). On a donc :
(X —iJX) -log(h(s,s)) = a(X).
On obtient ainsi une expression de la courbure de la connexion de Chern :
0V = da = —30log(h(s, s)). (1.1.14)

On utilise plus couramment la (1,1)-forme réelle pV définie par OV = ipV.
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Si A’ est un autre produit hermitien sur L, associé & la connexion de Chern V', alors il existe
f €C>®(M) telle que h' = efh et on peut vérifier que

pY — pv/ = i00f.

En particulier, la classe de cohomologie de pV ne dépend que de la structure complexe sur L et non

du produit hermitien. C’est donc aussi le cas de la classe

(L) = o %) € HA(M,R),

que 'on nomme la premiére classe de Chern de L.

En particulier, la courbure du fibré anticanonique par rapport & une connexion linéaire quelconque,
définit une classe de cohomologie dans H?(M,Z), appelée la premiére classe de Chern de (M, J) et
notée c¢1 (M, J), ou ¢; (M) si la structure complexe est entendue.

La premiére classe de Chern, plus généralement, est un invariant de premier plan des fibrés vectoriels
holomorphes, représentant le concept plus large des classes caractéristiques. 1’étude de ces classes
caractéristiques nous entrainerait trop loin de nos préoccupations. Une discussion adaptée & notre
contexte d’étude de la premiére classe de Chern se trouve au début du chapitre 4 du livre de Moroianu
[88]. On trouvera plus de détails dans la premiére partie du premier chapitre du livre de Griffiths et
Harris sur la géométrie algébrique [52], ou encore dans le chapitre 4 du livre de Bott et Tu [18].

Ezemple 1.1.4 (Fibrés en droites sur CP!). On définit ici une classe d’exemples importante : les fibrés
O(k) — CP!, ot k € Z. On munit CP! de son atlas usuel

Uy = {[wo,w1] € CP',wy # 0}, muni de la coordonnée holomorphe zq := o
wo

Uy = {[wg,w1] € CP,w; # 0}, muni de la coordonnée holomorphe z; := %.
1

Pour k € Z, on définit alors un fibré en droites O(k) au-dessus de CP! en recollant deux trivialisations

locales : Up x C, muni des coordonnées (zg, up) et U; x C muni des coordonnées (z1,u1), via

1
zZ0 — —
21
a1
uy = —-
e

On a alors les relations suivantes :
O(1)* = O(-1), O(k) = O(1)®* pour k > 0.

On peut en fait montrer que tout fibré en droite au dessus de CP! est un O(k); plus généralement,

dans le livre de Huybrechts [62], Corollaire 5.2.8, on trouve la preuve du résultat suivant

Théoréme 1.1.4 (Grothendieck). Tout fibré vectoriel holomorphe E — CP! est isomorphe a une

somme directe @, O(a;), pour une unique suite ay > az > -+ > aj.
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Par ailleurs, les sections holomorphes globales de O(k) sont décrites comme suit :

1. Lorsque k > 0, H°(CP!',O(k)) s’identifie aux polynomes homogenes de degré k sur C?; en effet

un tel polynome f vérifie

o un) = uhfo () = vt (22)

wi

pour deux fonctions holomorphes (en fait, polynomiales) fy et fi. Autrement dit, f1 = g10/fo
oit g10(z) = 1/z* est la fonction de transition du fibré O(k), donc f définit bien une section

holomorphe globale.

2. Pour k = 0, on obtient le fibré trivial ; une section holomorphe globale définit donc une fonction

holomorphe CP!' — C, qui, par le principe du maximum, est forcément constante.

3. Lorsque k£ < 0, on voit qu’aucun mondme en zy ne s’étend holomorphiquement lorsqu’on change

de cartes; ’espace des sections est donc trivial.

Un cas particulier notable est le fibré tautologique : CP' étant défini comme ’ensemble des droites
complexes de C2, on définit un fibré en droites naturel dont la fibre au-dessus de [w] est la droite

représentée par [w], dont I’espace total est décrit par :
{([U/],’U) € C‘Pl X ((227 vE [’LU]} = {([w],v) € (Cpl X C27”0w1 = vlw()}'

Les fonctions de transition de ce fibré, en utilisant les coordonnées (zg,vg) sur Uy et (z1,v1) sur Uy

sont alors
1
zZ0 = —
21
Vo = 21015

Le fibré tautologique est donc O(—1). On verra au chapitre 2 que ’espace total de ce fibré s’identifie
a l’éclatement de C2 en 0.

1.2 Eléments de géométrie kiihlérienne.

1.2.1 Quelques définitions.

La géométrie kéhlérienne peut étre vue comme l’intersection des géométries riemannienne, sym-
plectique, et complexe. Une variété kihlérienne est une variété lisse, munie d’une structure complexe,
d’une métrique riemannienne et d’une forme symplectique, ainsi que de conditions de compatibilité

qui assurent que ces structures “s’entendent bien”.

Pour rendre cette idée rigoureuse, considérons une variété riemannienne (M, g) de dimension réelle

n = 2m. On note D la connexion de Levi-Civita associée & g. On munit M d’une structure presque com-

plexe J. On demande que J soit compatible avec g, c’est-a-dire que ’endomorphime J soit orthogonal
pour le produit scalaire g :

g(JX,JY)=g(X,Y) (1.2.1)

pour tous vecteurs tangents X, Y.
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Dans ce cas, on dit que (M, g, J) est une variété presque hermitienne.
Alors, la section w de T*M ® T*M définie par w(X,Y) := g(JX,Y) est une 2-forme. Les identités
suivantes relient J, g et w :
Lemme 1.2.1. Sur une variété presque hermitienne, on a
— Dxw(Y,Z) = g((Dx J)Y, Z) puisque g est D-paralléle,
1
— N(X,Y) = Z(DL]XJ)Y —J(DxJ)Y — (DyyJJ)X + J(Dy J)X) puisque D est sans torsion,
— dw(X,Y,Z2) = g((DxJ)Y,Z) + g((Dy ) Z, X) + g((DzJ)X,Y),
1
— g((Dx )Y, Z) = §(dw(X,Y,Z) —dw(X,JY,JZ)) + 29(JX,N(Y,Z)) d’apreés les deuz égalités

précédentes.

Avec ceci en téte, la structure (M, g, J,w) est dite kdhlérienne si 'une des propriétés équivalentes

suivantes est vérifiée :
— w est fermée et J est intégrable;
— J est paralléle par rapport & g, i.e. DJ = 0;
— Dw =0.
La premiére condition montre qu’une variété kihlérienne est, en particulier, symplectique ; la forme
symplectique w s’appelle dans ce cas la forme de Kdhler, et sa classe de cohomologie de De Rham
appelée classe de Kdhler.

En conséquence, par le théoréme de Darboux, autour de chaque point p € M, il existe une carte

lisse (z4,y;); : U € M — R?™ dans laquelle w coincide avec la forme symplectique euclidienne :
i
w=wp = Zdwi/\dyi = §Zdzi A dz, (1.2.2)

ol z; = x; + v/—1y; dans R?™ ~ C™,

M est aussi une variété complexe ; les objets introduits & la section précédente ont un sens sur une

variété kahlérienne.

Enfin, une variété kihlérienne est une variété riemannienne ; on peut donc faire sens de conditions
de courbure. On discutera des différentes notions de courbures associées & une métrique riemannienne
dans un prochain paragraphe. En particulier, on traitera de la courbure de Ricci et des propriétés

agréables qu’elle hérite de 'interaction avec la géométrie complexe.

Ezemple 1.2.1 (La métrigue plate sur C™.). Onremarque que la métrique euclidienne go = E;n:l dsz—l—

dy]z est compatible avec la structure complexe Jy définie plus haut. On obtient alors la forme de Kédhler
= INY g Az = Lod)p?
wofiz zj A 7= |z]=.
J

|2|

2
La norme au carré =- est un potentiel de Kdhler pour la métrique plate sur C™.
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Ezxemple 1.2.2 (Exemple 1 : La métrique de Fubini-Study.). Un autre exemple important, et moins tri-
vial, est la métrique de Fubini-Study sur ’espace projectif complexe CP™. On décrit les points de CP™
par les coordonnées homogeénes [z, . .., z;,] ; rappelons qu’on dispose de cartes holomorphes naturelles

sur CP™ données par

¢jZUj = {[Zo,...,Zm} GCPm,Zj #0}4)(:7%

z Z
[Zo,...,Zm]P—) (0,...,m>.
Zj Zj

On définit u : C™ — R par u(w) = In(1 + |w|?). Alors
Wy; = (]5; (zaéu)

est une 2-forme sur Uj.
On peut montrer que la collection des wy; se recolle en une 2-forme globalement définie sur CP™,

notée wrgs ; cette 2-forme est fermée, puisque localement exacte, et on peut montrer que le tenseur
gps(X, Y) = wFs(X, JY)

ou J est la structure complexe naturelle sur CP™, est défini positif. Les détails de ces calculs se
trouvent, par exemple, au chapitre 13 du livre de Moroianu [88]. Alors le triplet (J,wrgs, grs) fait de
CP™ une variété kihlérienne.

En fait, la méme construction permet de munir les Grassmaniennes d’une structure de variété

kihlérienne : voir & ce sujet le cours de Ballman [12], paragraphe 4.10.

Ezemple 1.2.8 (Sous-variétés.). Une sous-variété complexe d’une variété kihlérienne M hérite par res-
triction d’une métrique kihlérienne compatible, et donc d’une structure de variété kihlérienne. Cette
observation, appliquée & ’exemple précédent, montre que les variétés lisses projectives (au sens algé-
brique) sont des variétés kihlériennes ; d’ott un lien fructueux entre géométrie kihlérienne et géométrie

algébrique.

Inversement, on peut chercher & détecter les variétés projectives parmi les variétés kihlériennes.
Remarquons que si L — M est un fibré en droites, et sg, s1, ... s sont des sections de ce fibré, alors
I’application

z 1+ [so(x),...,si(x)] € CP*

est définie sur 'ouvert {x € M, 3i, s;(x) # 0}. On dit que le fibré L est trés ample si on peut trouver
de telles sections qui réalisent un plongement de M dans CP*. L est dit ample s’il existe r > 1 tel
que le produit tensoriel L" est trés ample. On dispose alors du critére suivant, qui fait le lien entre la

courbure d’un fibré et son caractére ample :

Théoréme 1.2.1 (Théoréme du plongement de Kodaira). Soit L — M wun fibré en droites au
dessus d’une variété complexe M. Alors L est ample si, et seulement si, sa premiére classe de Chern

c1(L) est positive.
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Ce théoréme est ’objet de la section 4 du Chapitre 2 du livre de Griffiths et Harris [52]. Une preuve,
basée sur le théoréme d’annulation de Kodaira, est donnée & partir de la page 189. La difficulté majeure
est de montrer qu’un fibré dont la premiére classe de Chern est positive est ample. Cela requiert de
montrer que L" admet suffisamment de sections pour réaliser le plongement, or 'existence d’une seule
section globale est déja une question difficile. Une autre approche, mentionnée par Szekelyhidi [112],

utilise le noyau de Bergman.

Citons encore deux propriétés des variétés kihlériennes, au cceur desquelles se trouve la compati-
bilité entre les différentes structures.

Sur une variété riemannienne, la connexion ‘naturelle’ est celle de Levi-Civita, notée D. D’un autre
coté, on a défini plus haut la connexion de Chern V sur une variété complexe hermitienne. Sur une
variété kihlérienne, qui appartient simultanément a ces deux catégories, on a le résultat suivant, prouvé

a la section 11.4 du livre de Moroianu [88].

Théoréme 1.2.2. Soit (M, g, J) une variété hermitienne. Alors (M, g, J) est kihlérienne si, et seule-

ment si, les connezions de Chern et de Levi-Civita coincident.

Par ailleurs, en tant que variété riemannienne, M admet une forme volume naturelle, notée dv,,

ou dv 8’il n’y a pas d’ambiguité. On a alors
dv = —. (1.2.3)

Plus généralement, on peut montrer que w”*, pour 0 < k < m, est une 2k-forme fermée, dont
la classe de cohomologie est non nulle. Donc, sur une variété kidhlérienne compacte, les groupes de
cohomologie de De Rham H32% (M) ne peuvent pas étre réduits a 0, pour k = 0,...,m.

En guise d’application, on en déduit que la variété de Hopf S' x S2™~! ne peut étre kithlérienne
pour m > 2. En fait, cette variété n’est pas symplectique.

Il existe également des exemples de variétés symplectiques n’admettant aucune structure de Kéhler ;
cela se déduit de contraintes plus avancées sur les nombres de Betti et les nombres de Hodge des variétés

kéhlériennes.

L’interaction de ces différentes structures permet en géométrie kidhlérienne d’utiliser une large
palette d’outils et de points de vue. On a ici adopté une perspective venant de la géométrie différentielle,
mais des liens étroits et fructueux existent avec la géométie algébrique complexe. Cet autre point de
vue prend toute son importance dans l’étude des résolutions de singularités, que ’on abordera dans

un chapitre ultérieur.

1.2.2 Opérateurs différentiels sur une variété kihlérienne.

Sur une variété kihlérienne, on dispose naturellement de divers opérateurs. On les présente brie-
vement ici en vue de leur utilisation ultérieure, afin de fixer notations et conventions. On trouvera
plus de détails dans le livre de Moroianu [88], chapitre 16, ou celui de Griffiths et Harris [52], dans les
sections 6 et 7 du chapitre 0.
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Dans la suite de ce paragraphe, (M, g, J,w) désignera une variété kiihlérienne compacte®.

Définition 1.2.1. Soient (E,hg) et (F,hp) sont deuz fibrés sur M, et P : T'(E) — T'(F) un opérateur
différentiel. On définit I’adjoint formel P* de P comme suit :

hg(P*o,7)dv = hr(o, PT)dv,
M M

pour des sections lisses o de E et T de F.

Remarque 1.2.1. Ainsi défini, I’adjoint est unique.

Dans le cas qui nous intéresse, le produit scalaire riemannien g sur M induit un produit scalaire

sur tous les fibrés tensoriels sur M, caractérisé par la propriété suivante : si (eq,...,e,) est une base

locale de T, M orthonormée pour g, et (e}, ...,e}) la base duale associée via g, alors la collection de

tenseurs de la forme
e, Q- Qe ®€;1 ®...®€;l

est une base orthonormeée de (T, M)®* @ (T M)®".
Armés de ces produits scalaires, on peut définir les opérateurs suivants :

— Dopérateur de Hodge * : A¥M — A?™~ kM caractérisé par
aAxf = {a,p)dv

pour «a, 3 € A¥M.

— la codifférentielle 6 : A*M — A*=1M, définie comme I'adjoint de la différentielle extérieure d. Si

* est l'opérateur de Hodge sur M, alors
O0=x*dx*. (1.2.4)

On dispose de plus d’une expression de § en fonction de la connexion de Levi-Civita, dans une

base locale (f;) de TM (non nécessairement, orthonormée pour g) :

da = — Zgijfj_ania. (1.2.5)
ij

— l’adjoint 0* de 9; on a 90* = 4+ x O;
— P’adjoint 0* de 0; on a 0* = 4 % O*.
— Tadjoint 6¢ de d° := JdJ 1.
De ces différentes notions, on tire différentes notions de laplacien sur les k-formes sur M. Le laplacien

de Hodge, qui ne dépend que de la métrique, est donné par

Ay =db + dd,

1. Cette supposition nous permettra d’intégrer sur M et d’utiliser le théoréme de Stokes. Elle est donc cruciale pour
la définition suivante.
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mais on peut aussi définir le laplacien de Dolbeault associé a la structure complexe

N
ainsi que

Ay = 0%0 + 007
Age 1= 0°d° + d6°.
Sur une variété complexe, non nécessairement riemannienne, on a alors ’analogue suivant du théo-
réme de décomposition de Hodge pour le Laplacien de Dolbeault :
Théoréme 1.2.3. L’espace des formes de type (p,q) sur une variété compacte compleze M admet la
décomposition suivante :

Co(APIN) = HPIM @ §*C> (AP TH M) @ BC™ (AP~ M), (1.2.6)

ot HP? est l'espace des formes harmoniques de type (p,q) pour le laplacien de Dolbeault Agz. De plus,

les termes de la somme directe sont orthogonaux pour le produit L?.

On se référera A [52] pour une preuve de ce résultat. I1 découle alors de ce théoréme que chaque
classe de cohomologie de Dolbeault admet un unique représentant harmonique.
Sur une variété kihlérienne, la compatibilité des différentes structures sur une variété kihlérienne

transparait dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Soit (M, J, g,w) une variété kahlérienne compacte. Alors

Ag=Age =205 =2A,. (1.2.7)
En particulier, on en déduit que Ay (ou, en fait, n’importe lequel des laplaciens précédemment définis)
préserve le type des (p, q)-formes.

Cette propriété est une conséquence des identités de Kdahler. Ces identités portent sur les commu-

tateurs des opérateurs précédemment définis avec les deux opérateurs suivants :

L:AFM — AR T2\

a— wA a,

et son adjoint
A =45 Lx: AFM — AF=2M. (1.2.8)

Notons que A peut s’interpréter comme la ‘trace par rapport & w’. En effet, dans une base locale

orthonormée (e;), on a
1
Aa = 5 Z Je;ejaa.
3

Les identités de Kdahler s’énoncent alors
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Proposition 1.2.2. Sur une variété kihlérienne compacte, on a les relations suivantes :

(L,8] = d°, [L,d] =0,
[A,d] = —&°, [A, 6] = 0.

Remarque 1.2.2. En dépit de leur nom, ces identités ont un sens et sont vérifiées sur toute variété

symplectique munie d’une structure presque complexe compatible.

1.2.3 Meétriques kiihlériennes en coordonnées locales.

Soit (M, J, g) une variété kihlérienne. Plagons-nous dans une carte locale holomorphe autour d’un

point p, munie de coordonnées complexes (z;);. La métrique g étant hermitienne, on a

o 0 0o 0
(55 5m) = (55 5m0) = 29

0 9
0z; 0Z)

Les coefficients non nuls de la métrique sont donc les g;; = ¢ ( ) et gji, = ;5 Avec ceci en

téte, on voit que la métrique s’écrit localement

9= g;x(dz; @ dz, + dz; @ dz), (1.2.10)
7,k

et la forme de K&hler est donc donnée par

w= V=1 g;zdz; Adz. (1.2.11)

Jk
Alors, la structure hermitienne est kahlérienne si, et seulement si dw = 0, ce qui s’écrit

0 0
g = —q.r 1.2.12
aZigjk azj glk ( )
pour tous i, j, k.

Une autre caractérisation des métriques de Kéhler, moins intuitive en termes de compatibilité des

diffrentes structures mais cruciale pour les méthodes de recollement, est la suivante.

Proposition 1.2.3. Soit g une métrique riemannienne sur une variété complexe (M,J), telle que
(M, J,g) soit hermitienne. Alors g est une métrique de Kihler si et seulement si, autour de chaque

point p € M, il existe des coordonnées locales holomorphes (zq)a=1,....m dans lesquelles

w= Zdza Adze + O(|2]?).

On les appelle coordonnées normales au voisinage de p.

Il s’agit d’un calcul en coordonnées, dont on trouvera une preuve dans le livre de Griffiths-Harris [52]
(chap. 0.7), celui de Moroianu [88] (Chapitre 11) ou encore celui de Székélyhidi [112] (Chapitre 1).
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Remarque 1.2.3. Cette formule est & comparer avec le théoréme de Darboux cité plus haut. Ici, les

coordonnées utilisées sont non seulement lisses, mais aussi holomorphes.

1.2.4 Potentiels de Kihler.

Un trait essentiel des structures de Kahler est 'existence de potentiels de Kdhler, dont ’étude

provient de la proposition suivante :

Proposition 1.2.4 (Lemme du dd° global). Soit M wune variété compacte kihlérienne, et n une

(1,1)-forme réelle et exacte sur M. Alors il existe une fonction lisse f: M — R telle que n = dd°f.

Idée de preuve. Ce lemme découle principalement de la décomposition de Hodge (voir Griffiths et
Harris [52], Chapitre 0, Section 6) appliquée a n; on l'applique au Laplacien de Hodge Ay, ainsi
qu’a sa version ‘twistée’ par la structure complexe Age. On sait par la proposition 1.2.1 que ces deux

laplaciens coincident, ce qui permet de conclure. O

Un corollaire direct de ce résulat est le suivant : si deux formes de Kéhler sont dans la méme classe
de cohomologie, leur différence est de la forme dd°f.

En appliquant ce principe & une classe de Ké&hler fixée, on pourra donc exprimer des conditions
de courbure sous forme d’équations aux dérivées partielles sur une fonction potentiel f. On verra aux
chapitres suivants que cette approche est naturelle et nous permet d’utiliser nombre d’outils issus de

I’analyse globale pour s’attaquer au probléme des métriques canoniques.

1.3 Meétriques canoniques et courbure.

Maintenant que I'on a précisé notre cadre d’étude, ’étape suivante dans cette bréve explication du
probléme des métriques canoniques est de spécifier ce que I’on entend par ‘canonique’. On va chercher
a généraliser la condition portant sur la courbure de Gauss; I’idée est donc de chercher des métriques
& courbure ‘la plus constante possible’.

Il existe sur une variété riemannienne plusieurs notions de courbure, qui donnent lieu & des notions
différentes de métriques canoniques ; ’objet de cette partie est de les passer briévement en revue, ainsi
que les propriétés agréables dont elles héritent si la variété est kihlérienne. On sera alors en mesure de

discuter du probléme de Calabi.

1.3.1 Courbure(s) sur une variété riemannienne.

Sur une variété compacte riemannienne (M, g), on définit le tenseur de courbure riemannienne

Rmg & partir de la connexion de Levi-Civita comme suit :
Rmy(X,Y)Z := D% yZ — Dy xZ = DxDyZ — DyDxZ — Dix y|Z,

pours tous champs de vecteurs X, Y et Z sur M. On peut donc 'interpréter comme une obstruction &

la commutation des dérivées covariantes. Le tenseur de courbure riemannienne peut aussi, par dualité,
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étre vu comme un (4,0)-tenseur :
ng(Xv K Za T) = g(ng(X7Y)Z7 T)

Les diverses symétries vérifiées par ce tenseur, notamment les identités de Bianchi, se trouvent par
exemple dans Gallot-Hulin-Lafontaine [48], section 3.A.2, ou dans Besse [16].

On s’attend & ce que la courbure permette de mesurer a quel point g s’éloigne de la métrique
euclidienne lorsque 1’on s’éloigne de z. Dans les coordonnées exponentielles associées a g, les coefficients

gi; admettent le développement de Taylor suivant :
1 3
Gij = 6ij + gRijklxkxl + O(|£B| ) (131)
ou Riji = R(ej, ej, ex,er).
Ce tenseur contient toute 'information sur la courbure issue de la métrique riemannienne g.

Cependant, le nombre de coefficients de R croit comme la puissance quatriéme de la dimension
de la variété; en conséquence, une condition sur R induit localement O(n*) équations, pour O(n?)
inconnues (les coefficients de la métrique g). Heuristiquement, le systéme est surdéterminé ; cela nous

améne & considérer une condition plus faible.

Pour cela, on s’intéresse a la trace du tenseur de courbure riemannienne : le tenseur de Ricci Ric,

donné dans une base orthonormée locale (e;) par

Ric(X,Y) :=tr (Z = Rmy(Z, X)Y) =Y  Rmy(e;, X, Y, e;). (1.3.2)

Des symétries de Rmy il suit que Ric est un tenseur symétrique.
Alternativement, les coefficients du tenseur de Ricci apparaissent dans le développement de Taylor

de la forme volume de g dans des coordonnées exponentielles :
1 3
volg = (1 — P +O(|z|*))dxy A ... Adap, (1.3.3)

ou 7;; = Ric(ej,e). Heuristiquement, une condition sur le tenseur de Ricci donne le bon nombre

d’équations localement. L’équation & laquelle on s’intéresse est alors
Ric(v,v) = A,
ol A est une constante, pour tout vecteur v de norme unité, ce qui équivaut
Ric = Ag.

Les métriques vérifiant cette équation sont appelées les métriques d’Einstein.

Le probléme de ’existence des métriques d’Einstein sur une variété riemannienne est difficile en gé-
néral. On sait, en raison d’obstructions topologiques, que certaines variétés de dimension 4 n’admettent

aucune métrique d’Einstein, mais la question en dimension supérieure est encore ouverte.
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Une discussion plus poussée de ce probléme, motivant aussi la courbure de Ricci, dont le sens peut

étre difficile & saisir, se trouve en introduction du livre de Besse [16].

Remarque 1.5.1. L’équation des métriques d’Einstein donne lieu & des équations aux dérivées partielles
elliptiques d’ordre 2 en les coefficients de g. Une fagon heuristique d’envisager ce fait est la suivante :
si le développement (1.3.1) nous améne a penser R comme la Hessienne de la métrique, alors sa trace
Ric est, en un sens, le laplacien de la métrique. L’équation des métriques d’Einstein est, effectivement,
elliptique en coordonnées harmoniques; cependant, ’action du groupe des difféomorphismes de M

résulte en un défaut d’ellipticité.

Une troisiéme notion de courbure associée & une métrique riemannienne est la courbure scalaire,

définie comme la trace du tenseur de Ricci. Elle est donnée, dans une base orthonormée locale, par :
s:= (g, Ric) = Y _ Ric(e;, e;). (1.3.4)
i

C’est une fonction sur M, dont une interprétation géométrique provient de la comparaison des volumes

de petites boules géodésiques autour d’un point avec celui des boules euclidiennes :

Vol(B:(p)) _, s

2 3
- 1.3.
e"Volewe(B1) 6(n+2)8 +0(e”), (1.3.5)

ol B est la boule unité euclidienne.

La courbure de Ricci et la courbure scalaire sont de plus liées par 'identité de Bianchi contractée :

0Ric = —%ds (1.3.6)

Remarquons que si M est une surface de Riemann, la courbure scalaire est précidément égale au
double de la courbure de Gauss. La condition de courbure scalaire constante semble donc un candidat

raisonnable dans notre recherche de métriques canoniques.

Toutefois, il a été démontré (Yamabe [124], Trudinger [119], Aubin [9] et finalement Schoen [100])
que sur une variété compacte, toute classe conforme admet une métrique & courbure scalaire constante.

11 s’agit de la célébre résolution du probléme de Yamabe (dans le cas compact lisse).

L’espace des solutions est donc de dimension infinie, ce qui semble problématique pour une métrique
‘canonique’ (plus de détails a ce sujet se trouvent dans le livre de Besse [16], section 4.F). Toutefois,
comme on va le voir, dans une classe de métriques plus restreinte sur une variété kahlérienne, on a
unicité des métriques & courbure scalaire constante, et leur existence n’est pas garantie. Le probléme

d’existence s’appelle alors probléme de Calabi et c’est I'objet de la prochaine section.

1.3.2 Courbure en géométrie kihlérienne.

Soit maintenant (M?™, g, J) une variété kithlérienne. Du fait que J soit paralléle pour la connexion

de Levi-Civita, on tire la formule de commutation suivante, pour tous champs de vecteurs X, Y, Z,

Rm(X,Y)(JZ) = JRm(X,Y)Z.
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En utilisant les symétries du tenseur Rm, on en déduit que le tenseur de Ricci est J-invariant : pour
tous X, Y,
Ric(JX,JY) = Ric(X,Y).

Par conséquent, le tenseur défini par
p(X,Y) =Ric(JX,Y) (1.3.7)

est une 2-forme réelle de type (1,1) sur M, que l'on appelle la forme de Ricci.
De facon alternative, rappelons que ’on peut envisager le tenseur de courbure riemannienne comme
un endomorphisme de A2T*M, via

g(Rm(X AY),ZAT) = g(Rm(X,Y)Z,T).

Cet endomorphisme est auto-adjoint pour la métrique induite par g sur les 2-formes.

Dans le cas d’une variété kihlérienne, on observe que Rm agit trivialement sur la partie J-anti-
invariante de A2T* M, et se restreint donc & un endomorphisme autoadjoint de AL1T* M. Dans ce cas,
un calcul direct montre que

p = Rm(w),
oll w est la forme de Kéhler.

Il existe une troisiéme interprétation de la forme de Ricci sur une variété kihlérienne. Rappelons
que le fibré anticanonique est le fibré en droites complexes sur M défini comme la puissance maximale
du fibre tangent complexe (T'M, J) :

K = A™(TM, J)).
Sur une varitété kidhlérienne, (T'M, J) est muni du produit hermitien

h(X’Y): (g(va)fiw(va))v

N —

qui & son tour induit un produit hermitien sur K*M. La connexion de Chern sur Ky, est donc induite
par celle de (T'M,J), dont on sait qu’elle est égale & la connexion de Levi-Civita. Par conséquent,
la courbure de la connexion de Chern sur K*M est la trace (complexe) de la courbure de (T'M, J),
donnée par I’endomorphisme anti-hermitien Z — R(X,Y)Z. C’est un nombre imaginaire pur, qui se
réécrit

REn(X,Y) =i tr(—J o R(X,Y)) = ip.
La forme de Ricci, & un facteur i prés, correspond donc a la courbure de la connexion de Chern du fibré

anticanonique. En particulier, c’est une forme fermée, qui représente la classe 2mci (M) € H?(M,R).
En coordonnées locales, on déduit de (1.1.14) que p est donnée par

p = —iddlog <vg)

Vo
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ot vg = [[; dz; A dZ; est la forme volume de la métrique de Kéhler plate donnée par les coordonnées.
Plus généralement, si wy et wo sont deux métriques kihlériennes sur M, leurs formes de Ricci sont

reliées par

p1 = p2 —V/—190log (w;) (1.3.8)

Wa
Remarque 1.8.2. Sur une variété presque kihlérienne, c’est-a-dire lorsque la structure complexe n’est

pas supposée intégrable, le tenseur de Ricci Ricg, la 2-forme R(w) et la courbure de K, ne coincident

plus. On reviendra sur ce probléme au chapitre 3.

La trace de la courbure de Ricci, c’est a dire la courbure scalaire, bénéficie aussi de propriétés
particuliéres dans le cas d’une variété Kédhlérienne. Elle s’écrit alors s = 2Ap, o A a été défini en
(1.2.8), ou encore :

sw™ =2mpAwm L. (1.3.9)

En intégrant sur M, on obtient donc

L e alnu
vaol(M) /M = . (1.3.10)

En particulier, la courbure scalaire totale ne dépend en fait que de la classe de Kéahler de la métrique,

et non du choix d’un représentant.

1.3.3 Meétriques canoniques sur une variété Kihlérienne.

Le probléme des métriques canoniques est celui de la généralisation & de plus grandes dimensions
du théoréme d’uniformisation 1.0.1. Sur une variété kihlérienne compacte, on peut poser la question

de la fagon suivante :

Soit (M, J) une variété compacte complexe admettant des métriques de Kihler. Dans une classe de

Kadhler fixée Q, existe-t-il une métrique ‘canonique’?

Remarque 1.3.3. En vertu de (1.2.3), fixer la classe de K&hler est une généralisation de la condition

de volume fixé du théoréme d’uniformisation.

1.3.4 Meétriques Kihler-Einstein.

Encore une fois, il reste a préciser ce que ’on entend par canonique. Dans le cadre riemannien,
les métriques d’Einstein semblent le candidat naturel ; une argumentation dans ce sens se trouve en
introduction du livre de Besse [16]. L’équation d’Einstein est I’équation d’Euler-Lagrange associée a la

fonctionnelle d’Hilbert-Einstein
g ! / s(g) vol
— Y 3 volg.
vol(M, g)T2 M !

Dans le cas d’une variété kihlérienne, une métrique g associée & une forme de Kdhler w ne peut étre

Kahler-Einstein que si sa classe de K&hler est un multiple de la premiére classe de Chern : [w] = Acy (M).
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Remarque 1.3.4. L’existence d’une métrique de K&hler-Einstein impose donc que la premiére classe de

Chern ait un signe, ce qui n’est pas génériquement le cas.

Compte tenu de cette condition de signe, trois cas se présentent :

— Si la premiére classe de Chern est nulle, alors chaque classe de Kéahler sur (M, J) admet un unique
représentant Ricci-plat. Il s’agit du Théoréme de Calabi- Yau. En réalité, le théoréme couvre la
question plus large de savoir quels représentants de ¢ (M) peuvent étre réalisés comme forme de

Ricci d’une métrique de Kéhler. Il s’énonce comme suit :

Théoréme 1.3.1 (Calabi [22], Yau [125]). Soit (M, J) une variété complexe compacte, ad-
mettant des métriques de Kihler, et Q € H*(M,R) une classe de Kéhler sur M. Alors pour tout
représentant p de c1 (M), il existe une unique forme de Kdhler w € Q dont la forme de Ricci soit

exactement p.

Dans le cas particulier ou ¢;(M) = 0, en choisissant le représentant p = 0, on obtient une

métrique Ricci plate dans chaque classe de Kihler.

— Si ¢1(M) <0, on a alors le théoréme suivant, :

Théoréme 1.3.2 (Aubin [10], Yau [125]). Soit (M,J) une variété compleze compacte ad-
mettant des métriques kdihlériennes, telle que c1 (M) < 0. Alors il existe une unique forme de
Kahler w € —2me1 (M) telle que w = — Ric(w).

— Si ¢1(M) > 0, la situation est plus délicate, et on n’a pas de théoréme d’existence qui refléte
ceux de Calabi-Yau et Aubin-Yau. En fait, il existe des exemples de variétés de type Kéhler
dont la premiére classe de Chern est positive, mais qui n’admettent pas de métriques d’Einstein ;
les premiéres obstructions, portant sur le groupe d’automorphismes de M, ont été découvertes
par Matsushima et Futaki dans [82] et [47] respectivement. Des obstructions plus subtiles, lices
a la notion de K-stabilité ont ensuite été étudiées par Tian [115] inspiré par Yau [126]. Chen,
Donaldson et Sun ont finalement démontré dans [31, 32, 33] que lexistence de métriques de
Kahler-Einstein est effectivement équivalente & la K-stabilité dans ce cas.

La preuve des théorémes 1.3.1 et 1.3.2 repose sur deux éléments. Le premier est la reformulation
de 'équation p(w) = Aw sous forme d’une équation aux dérivées partielles non-linéaire elliptique, du
second ordre, en une certaine fonction potentiel.

Pour cela, on remarque que prescrire la forme de Ricci de la métrique recherchée revient & prescrire
sa forme volume. On cherche w € ) telle que Ric(w) = ew, ot e = —1,0 ou 1 selon le signe de la premiére
classe de Chern. Soit wy une métrique initiale, quelconque, dans la classe Q. Alors p(wp) € ¢1(M) = €9,

donc il existe une fonction lisse F' : M — R telle que
p(wo) = ewy + vV —100F.

Toute autre forme de Kihler dans Q sera de la forme w, = wy + v/—100 ¢ pour une fonction lisse
p: M — R, d’aprés le lemme du dd® (Proposition 1.2.4). De plus, d’aprés (1.3.8) leurs formes de Ricci
sont liées par I’équation

ples) = plun) — V=108 log (j:) .
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L’équation
pl,) = e,

se réécrit donc m

_ _ _ w

evV—100 p = V—100F — v/—100 log (o;;) .
0

On en déduit que le probléme se raméne a [’équation de Monge-Ampére compleze :

(wo + V—100p)™ = eF . (MA)
On peut alors procéder par une méthode de continuité : on appelle T Uensemble des t € [0, 1] tels que

(wo +V—100p)™ = etF' ey (MAy)

admet une solution. On montre que I est non vide (puisqu’il contient 0), ouvert (par le théoréme
des fonctions implicites) et fermé. Un argument de connexité permet alors de conclure. La difficulté
majeure est de montrer que I est fermé. Lorsque e = 0 ou —1, le résultat est montré grace aux célébres
estimations a priori de Yau. Ce sont ces estimations qui font défaut dans le cas ou € = 1. On trouvera
les détails de la preuve du théoréme 1.3.1 dans le chapitre 5 du livre de Joyce [67] et la preuve du
théoréme 1.3.2 dans le chapitre 3 du livre de Székélyhidi [112]. A la fin du chapitre 3 de [112] se trouve
également une discussion des difficultés particuliéres au cas e = 1. On reparlera des obstructions liées

a la K-stabilité un peu plus bas.

1.3.5 Meétriques extrémales.

Le programme de Calabi, toutefois, ne se limite pas au cas ou la classe de Kdhler prescrite (2 est un
multiple de w. Que se passe-t-il donc pour une classe €2 générique ? Remarquons que la fonctionnelle

w /M s(w)w™,

dont les métriques d’Einstein sont les points critiques, est constante sur {2 d’aprés (1.3.10). Suivant

Calabi [23], on reporte alors I’étude sur la fonctionnelle de Calabi
C:wekKq »—>/ s(w)?w™,
M
ou g désigne 'ensemble des formes de Kéhler dans la classe €.

Remarque 1.3.5. Par le lemme du dd¢ (Proposition 1.2.4), w" € Q est dans Kq, si le potentiel de Kihler
associé a une norme suffisamment petite dans C?. C’est donc une condition ouverte.
Le candidat correspondant pour la notion de métrique canonique est alors :

Définition 1.3.1. Une métrique kihlérienne w € ) est dite extrémale si ¢’est un point critique de la

fonctionnelle de Calabi.
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On note D la connexion de Levi-Civita/Chern associée a la métrique g et on introduit les parties

J-invariante et J-anti-invariantes de D :
:t 1
DY = §(DXY + D;xJY),

d’ot1 ’on déduit les expressions correspondantes Dia pour une 1-forme a. L’équation d’Euler-Lagrange

associée est, alors donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.3.1 (Calabi [23]). Soit f € C>(M) telle que w + /—190f soit dans Kq. On pose

Wy = w + ty/—100f. Alors
d

dt

tZOC(wt) =-2 /M fD*Ds(w)w™, (1.3.11)

o D est l'opérateur
D:yeC>®(M)w— D™ dy.

En particulier, une métrique w est extrémale si, et seulement si, le gradient de sa courbure scalaire est

un champ de vecteurs holomorphe sur M.

Les détails de ce calcul se trouvent dans [112], Théoréme 4.2, ou dans le livre encore non publié de

Gauduchon [49], Théoréme 3.2.1. On les rappelle ici par souci de complétude.

Preuve. On calcule en premier lieu la dérivée de la forme volume wj™. Puisque les produits extérieurs

de 2-formes commutent, on obtient facilement

d

—| W =m(ddf) Aw™ T = A(ddCf)w™ = —Afw™,
dt|,_,

ou opérateur A a été défini en (1.2.8), et on a utilisé I'identité de K&hler 1.2.2 [A, d] = §° pour obtenir

la derniere égalité.

De la, on peut calculer la linéarisation de la forme de Ricci grace a (1.3.8) ; en effet
wm
plw) = p(w) — dd° log <wﬁn) :

d

1 (&
dat plwt) = §dd Af.

t=0
Enfin, il nous reste a calculer la premiére variation de la courbure scalaire. On rappelle l'identité
(1.3.9) :

s(wy)w!™ = mp(w;) Aw™ L

On dérive chaque terme en ¢ = 0, ce qui donne

4 s(wp)w™ — s(w)(Af)w™ = }(dchf) Aw™  fm(m —1)pAddf Aw™?
dt|,_, 2
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d’ou

d

7 s(wy)w™ = s(w)(Af)w™ + %(dchf) Aw™ b m(m —DpAddf Aw™ 2

o
= s(w)(Afw™ + %A(ddCAf)wm +mlp Addf A <°§)
= @AD" + (p A ddf, )™
= s(@) (AP + S(AZ N + (@, p)(w, ddF) — (p, dd ) ™
On utilise alors que (w, p) = A(p) = s(w) et (w,dd°f) = A(dd°f) = —Af. Tl reste alors

% s(wi)o™ = (A2f — (p,dd° f))a™.
t=0

D’autre part, en utilisant la J-invariance du tenseur de Ricci, on calcule, pour toute 1-forme a,
D% a — 6D~ a = Ric(a, ).
En conjonction avec la formule de Bochner :
dDa = §(DYa+ D™ a) = Aa — Ric(af, ), (1.3.12)

on obtient donc .
0D a = iAa — Ric(a?, "),

soit )
Df = §Adf — Ric(grad, f, -).

Rappelons que pour tout 2-tenseur 1 et champ de vecteurs X,
O(ex ) = (dX°, ) — (X7, 69).

Grace a cette égalité, et a l'identité de Bianchi (1.3.6), on obtient
. - 1., L 1
D*Df =0dD~df = §A f+(2000f,p) + §(df, ds),

ainsi,
4 s(wy) = —2D*Df + (ds(w), df ). (1.3.13)
dt],—o
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On a donc
d d
el C — = 2 m
Gl =g [ s
= / 25(w) (—2D*Df + (ds(w), df)) — s(w)?Af w™
M
= —2/ s(w)D*Dfw™ +/ (d(s(w)?),df) — Af w™
M M
= —2/ fD*Ds(w)w™,
M
ol, a la derniére ligne, on a utilisé que 'opérateur DD* est autoadjoint. O

Définition 1.3.2. L’opérateur différentiel
1 = 1
D*D: f s 66D~ df = 5A2f +(2i00f, p) + 5 (df, ds) (1.3.14)
est appelé opérateur de Lichnerowicz. On le note L.

Les métriques & courbure scalaire constante, en particulier, sont extrémales. Inversement, si la va-
riété complexe (M, J) n’admet pas de champs de vecteurs holomorphes non triviaux, les métriques
extrémales ont automatiquement courbure scalaire constante. C’est une condition raisonnablement
générale pour une variété kiahlérienne compacte ; toutefois, des exemples de métriques extrémales &
courbure scalaire non constante existent bien, ainsi que Calabi I’a remarqué dés son article d’introduc-

tion des métriques extrémales [23].

Un exemple détaillé de telle métrique extrémale & courbure scalaire non constante se trouve a la fin
du chapitre 4 du livre de Szekelyhidi [112]. Le cas traité est celui d’une surface réglée X = P(O @ L),
ou L — X est un fibré en droites complexes de degré -1 au dessus d’une surface de Riemann ¥ de
genre 2, et O désigne le fibré trivial. Cette construction repose sur celle, plus générale, de Apostolov,
Calderbank, Gauduchon et Tgnnesen-Friedman [2].

On peut donc voir le programme de Calabi comme une version complexe du probléme de Yamabe :
on regarde une classe de Kihler plutot qu’une classe conforme (dans les deux cas, la variation de la
métrique peut s’exprimer & l’aide d’une fonction sur M). En revanche, dans le cas du probléme de
Calabi, Chen et Tian ont montré dans [34] qu’une métrique extrémale était unique dans sa classe de
Kahler (aux transformations holomorphes prés). Par ailleurs, contrairement au probléme de Yamabe
dans le cas compact, ’existence d’une métrique extrémale dans une classe de Kihler donnée n’est pas

garantie.

En effet, il a été observé par Calabi [24] qu’une métrique extrémale doit admettre la symétrie
maximale autorisée par la variété complexe (M, J), dans le sens ou la composante de 'identité du
groupe d’isométries de g doit étre un sous-groupe compact maximal du groupe des automorphismes
de (M, J) (& ce sujet, voir aussi LeBrun et Simanca [75]). Levine [79] a ainsi obtenu des exemples de
variétés kihlériennes compactes n’admettant aucune métrique extrémale (voir aussi, dans le livre de
Szekelyhidi [112], la Remarque 4.19 et ’Exercice 4.32).
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D’autres obstructions, liées & diverses notions de stabilité des variétés polarisées, ont été étudiées
notamment par Donaldson, Tian, Yau, et Szekelyhidi : il s’agit de la notion de K-Stabilité, introduite par
Tian [115] et Donaldson [41]. Trés récemment, Chen et Cheng [27, 28, 29] ont annoncé que I'existence
de métriques & courbure scalaire constante était, de fait, équivalente & une notion de stabilité des
géodésiques dans l'espace des potentiels de K&hler, démontrant ainsi une conjecture de Donaldson
[39].

1.3.6 Champs de vecteurs holomorphes sur une variété kihlérienne.

Les champs de vecteurs holomorphes d’une variété kihlérienne sont étudiés en détail dans le livre de
Gauduchon [49], chapitre 2 ; on pourra aussi consulter le livre de Kobayashi [70], chapitre 3. L’invariant
de Futaki est abordé dans le livre de Szekelyhidi [112] ainsi que dans l’article de LeBrun et Simanca

[75]. On se contentera donc ici d’évoquer les résultats principaux.

Soit (M, J,w) une variété kihlérienne compacte. On note h(M,J) (ou h(M) si la strucutre com-
plexe est entendue) ’algebre de Lie des champs de vecteurs holomorphes; i.e. I’ensemble des sections
holomorphes du fibré complexe TH°M. Ainsi, une section Z de TH°M est dans h(M) si Z = 0, o1 O
a été défini en (1.1.10).

De plus, h(M) l'algébre de Lie du groupe des automorphismes Aut(M, J) de la variété complexe
sous-jacente (M, J).

Dans l'optique de décrire les notions liées & la géométrie complexe d’un point de vue différentiable,
on utilise l'identification (1.1.9) entre TH9M et (T'M,.J) pour se ramener & des champs de vecteurs

réels. On réécrit alors la condition d’holomorphie sous la forme suivante :
h(M,J)={X € C(TM), LxJ =0}, (1.3.15)

identifiant ainsi h(M, J) a P’espace des champs de vecteurs réels holomorphes.
Au vu du calcul de variation (1.3.11), un sous-ensemble d’intérét particulier est ’ensemble des
champs de vecteurs holomorphes apparaissant comme gradient d’une fonction (qui doit alors, comme

on le verra, vérifier une certaine équation). On le note ho(M) :

ho(M) : = {X € h(M), IF € C*(M,C) s.t. X = grad}°F = (OF)*}
={X eh(M), 3f,g € C*(M,R) t.q. X = grad,f + Jgrad h}.

Les champs de vecteurs de hy admettent la caractérisation suivante

Proposition 1.3.2 (LeBrun, Simanca [75]). Soit X € h(M). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. X € h(](M)

2. X s’annule quelque part sur M.

3. Pour toute 1-forme harmonique o sur M, a(X) = 0.

Démonstration. On suit ici la preuve fournie dans [49], Proposition 2.4.2.
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1. = 2. Soit X = grad, f + Jgrad h € ho(M). On pose
¢ =min|X |2.
M

Ce minimum est bien défini puisque M est compacte, et il s’agit alors de montrer que ¢ = 0. Puisque
X est réel holomorphe, LxJ = 0. Or pour tout champ de vecteurs Y

(Lx)Y)=Lx(JY) - JLxY
= [X,JY] - JIX,Y]

En particulier, [ X, JX] = J[X, X] = 0; les flots (¢X) et (¢/¥), respectivement associés & X et JX,

commutent donc. IlIs définissent donc une action de C sur M via

CxM-—-M
(z=s+it,x) = (¢F 0 ¢/ )().

Soit alors ¢ un point de M, F' = f + ih le potentiel complexe de X. On définit

H:C—C

z— F(z-xp).

On calcule alors

O (o) = a2 + (. don) + i, )
%—Ij(z) = —(dh, df) +i(d°f, dh) — i|dh|?.

Notons D, le disque de rayon r dans C. Alors, si C := maxyy |F|, on voit que

H(z)dz| < 2nrC. (1.3.16)

‘ oD,

D’un autre coté, par le théoréeme de Stokes,

H(z)dz :/ dH Ndz
oD, D

_ /D (f’aif(z) - %f(@) ds A dt

= z/ |X (2 - wo)|?ds A dt
D,

H(z)dz
aD,

= / |X (2 - x0)[2ds A dt > mr3c. (1.3.17)
D,

Ainsi, pour tout r > 0 on doit avoir 2C' > cr, ce qui entraine ¢ = 0.
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2. = 3. On observe que pour X réel holomorphe et o harmonique, on a
a(X) = R(a (X))

et que la fonction a0(X10) est holomorphe. Puisque M est compacte, c’est donc une fonction
constante. Si X s’annule en un point de M, la fonction a'9(X1%) ¢’y annule également, et doit

donc étre identiquement nulle.

3. = 1. On peut montrer que, pour tout X € b il existe un champ de vecteur X, dual d’une

1-forme harmonique &, ainsi que deux fonctions f,h € C(M)
X = Xj +grad, f + Jgrad h;

c’est une conséquence de la décomposition de Hodge (voir théoréme 1.2.3) conjointement avec le fait
que, sur une variété kihlérienne, A; = Age (voir proposition 1.2.1). On a donc, pour toute forme
harmonique «,

0=a(X) = {(a,&) + {a,df) + {a,d°h) = (o, &)

par orthogonalité dans la décomposition de Hodge (et toujours en utilisant Ay = Age). On en déduit
que &, =0, donc X € ho(M). O

Remarque 1.3.6. De ce dernier point, il découle que ’ensemble des champs de vecteurs holomorphes
admettant un potentiel est un espace vectoriel qui ne dépend pas de la métrique kihlérienne sur M,
ni méme de la classe de Kahler. En revanche, la fonction potentiel elle-méme dépend bien str de la

meétrique considérée.

Une question naturelle est alors : quelles sont les fonctions sur M dont les gradients sont des champs

de vecteurs holomorphes ?

Dans le calcul de la premiére variation de la fonctionnelle de Calabi (1.3.11), on voit apparaitre
I'opérateur . = D*D. Pour une fonction & valeurs réelles f € C*(M,R), on a VIO f € ho(M) si, et
seulement si Lf = 0.

Le noyau de 'opérateur de Lichnerowicz donne donc les potentiels de champs de vecteurs holo-
morphes & valeurs réelles. Plus généralement, une discussion similaire montre qu’une fonction & valeurs
complexes F' = f +ih € C*(M,C) est potentiel d’'un champ de vecteurs holomorphe si, et seulement
si

6D~ (df +d°h) =0,

c’est-a-dire

1
Lf - iﬁgradgs(w)h =0

1
Lh+ §‘Cgradgs(w)g =0.

Par ailleurs, puisque structures complexe et riemannienne interagissent sur une variété kihlérienne,

on s’attend a retrouver cette interaction en termes de champs de vecteurs. En effet, notons ¢(M, g) =
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{X € C®(M,TM),Lxg = 0} 'ensemble des champs de Killing sur M. C’est a dire I’algébre de Lie du
groupe d’isométries de la variété riemannienne (M, g). Alors on a (voir [49], Proposition 2.2.1)

Proposition 1.3.3. ¢(M) C h(M). Plus précisément, ¢(M) = {X € (M), div(X) = 0}.
On peut alors décrire ’ensemble des champs de Killing Hamiltoniens €ham (M) = ho(M) NE(M).

Proposition 1.3.4. Un champ de vecteur X € h(M) est Killing hamiltonien si, et seulement si, il
existe h € C*°(M,R) telle que Lh =0 et X = Jgrad,h.

A nouveau, on pourra consulter [49], prop 2.6.1 ou [75], prop. 1, pour une preuve de cette affirmation.
On a alors le théoréme de structure suivant, dit & Calabi [24] et généralisant des résultats antérieurs

de Matsushima [82] (dans le cas Kéhler-Einstein) et Lichnerowicz [80] (dans le cas cscK).

Théoréme 1.3.3. Soit (M, J) une variété complexe compacte admettant des métriques kihlériennes

extrémales. Alors
H(M) = a(M) @ ho(M),

ot a(M) est lalgébre de Lie abélienne des champs de vecteurs paralléles. De plus, pour une métrique

extrémale w donnée,

bO(M) = Eham(]w) D Jeham(M) D (@{X € h(M), Egmdgs(w)X = AJX})
A>0

Cette décomposition des algébres de Lie permet de démontrer :

Théoréme 1.3.4 (Calabi [24]). Soit (M, J,g) une variété kihlérienne munie d’une métrique extré-

male g. Alors Isomo(M, g) est mazimal parmi les sous groupes compacts connexes de Auto(M, J).

C’est ce que l'on entend par ’affirmation qu’une métrique extrémale réalise la symétrie maximale
autorisée par la structure complexe.

Ce théoréme permet d’exhiber des exemples de variétés complexes compactes n’admettant pas
de métriques extrémales. En effet, considérons une variété complexe compacte (M, J) telle que la
composante de I'identité Auto(M, J) dans le groupe Aut(M, J) des automorphismes n’est pas réduite
a l'identité, mais n’admet aucun sous-groupe compact non trivial. Alors la composante de ’identité
des isométries Isomg(M, g) est nécessairement triviale pour toute métrique g telle que (M, J,g) est
kahlérienne. Mais alors, toute métrique extrémale est & courbure scalaire constante, et dans ce cas, le
théoréme 1.3.3 entraine que Isomg(M, g) = {1} implique que Auto(M, J) = {1}, une contradiction.

C’est le critére employé par Levine dans [79] pour obtenir de tels contre-exemples.

Penchons-nous maintenant sur les obstructions & l'existence de métriques & courbure scalaire

constante. Le résultat suivant a été démontré par Futaki [47] :

Théoréme 1.3.5. Soit (M, J,g) une variété kihlérienne, et soit X € ho(M) un champ de vecteur

holomorphe sur M admettant un potentiel F = f + ih, normalisé pour que fM Fw™ = 0. Alors la

/M fs(w)w™

quantité



1.3. METRIQUES CANONIQUES ET COURBURE. 41

ne dépend pas du choiz du représentant w de la classe de Kdhler. On note donc l’invariant de Futaki
F([w], X) :/ fs(w)w™.
M

Corollaire 1.3.1 (Futaki, Calabi).

1. Si[w] admet un représentant a courbure scalaire constante, alors pour tout X € ho(M), F(jw], X) =
0.

2. Si F([w],-) = 0, alors toute métrique extrémale dans la classe [w] est & courbure scalaire constante.

3. Si F([w],:) =0 et, de plus, [w] = Ae1 (M), alors toute métrique extrémale dans [w] est Kdhler-

Finstein.

La mise en oeuvre de ce critére d’obstruction est cependant délicate, car le calcul de l'invariant
de Futaki & partir de cette définition est extrémement difficile dans la plupart des cas. On trouvera
cependant dans I’article de LeBrun et Simanca [75] un calcul détaillé et explicite de quelques exemples
(notamment 1’éclatement de CP? en deux points, ou encore une famille d’éclatements de CP! x X ou
Y est une surface de Riemann de genre supérieur ou égal a 2).

Une autre approche, détaillée dans le chapitre 3 du livre de Tian [116], consiste & utiliser une
formule de localisation pour calculer F([w], X) pour un champ de vecteurs X donné, en fonction du
lieu d’annulation de celui-ci.

Une troisiéme approche consiste & reformuler I'invariant de Futaki en des termes plus algébriques,
dans le cas o M est une variété projective; c’est ce critére qui est utilisé pour définir la K-stabilité

d’une variété polarisée (M, L).

L’invariant de Futaki met en relief la maniére dont ’existence de champs de vecteurs holomorphes,
particuliérement ceux admettant des potentiels, constituent une obstruction a ’existence de métriques
extrémales. Dans le cadre des techniques de recollement, présentées au chapitre suivant, on sera donc
amené & se placer sur des variétés qui n’en admettent aucun. Pour trouver de tels exemples, on utilisera

le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.6 (Kobayashi). Soit M une variété compleze compacte dont la premiére classe de

Chern est définie négative. Alors le groupe d’automorphismes de M est fini.

On trouvera une preuve de ce théoréme dans le livre de Kobayashi [70], Chapitre III, Théoréme 2.1.
L’idée est d’utiliser le théoréme du plongement de Kodaira 1.2.1 de fagon a pouvoir représenter Aut(M)
par des transformations projectives qui laissent invariant un domaine étoilé borné. Un théoréme de

Cartan ([70], Chapitre III, Théoréme 1.2) permet alors de conclure.

1.3.7 Courbure scalaire et application moment.

On termine ce chapitre par une discussion de la facon dont la recherche de métriques extrémales,
ou & courbure scalaire constante, peut étre réinterprétée en termes d’une action hamiltonienne de
dimension inifinie. On verra que cette remarque est a la base de la notion de K-stabilité, et ce point

de vue alternatif jouera un réle majeur dans le chapitre 3.
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Commencons par rappeler les définitions d’action hamiltonienne et application moment. On trou-
vera plus de détails au chapitre 5 du livre de McDuff et Salamon [83].
Soit (M,w) une variété symplectique, alors & toute fonction H : M — R on peut associer un champ
de vecteurs Xy via
dH = —w(Xp,-) (1.3.18)

Les champs de vecteurs de cette forme sont dits hamiltoniens. Le potentiel associé & un champ
de vecteurs hamiltonien est unique si ’on impose une normalisation. Par exemple, sur une variété
compacte, on peut imposer fM Fvol =0.

Une application de la formule de Cartan montre que les champs de vecteurs hamiltoniens préservent
la forme symplectique :

EXHw =0.
Remarque 1.3.7. Si (M, w) est munie d’une structure presque complexe compatible .J, alors on dispose

d’une métrique riemannienne g sur M et on a alors

Xy = Jgrad H.

Considérons maintenant ’action d’un groupe de Lie G sur (M, w) : on a un morphisme de groupes
A : G — Diff(M). La linéarisation de cette action en l'identité donne alors un morphisme d’algébre de
Lie
A:g—C®(M,TM),
de l'algébre de Lie de GG dans celle des champs de vecteurs sur M. L’idée est qu'une action est hamil-

tonienne si chaque champ de vecteur provenant de cette action infinitésimale est hamiltonien, et que

I’on peut de plus choisir les fonctions hamiltoniennes de fagon équivariante. Plus précisément :

Définition 1.3.3. L’action G ~ M est dite hamiltonienne s’il existe une application
m: M — g",
G-équivariante pour l’action co-adjointe de G sur g*, telle que pour tout £ € g, la fonction
He: M —R
z = (m(x),§)

vérifie
dHe = w(A(v), ).
En d’autre termes, Uapplication m fournit un potentiel hamiltonien pour chaque champ de vecteurs

issu de l'action de G. On Uappelle I’application moment de [’action.

L’observation clé, dae a Fujiki [46] et Donaldson [38], est qu’une certaine action de dimension
infinie, que 'on décrit maintenant, est hamiltonienne, et son application moment est exactement la

courbure scalaire (normalisée).
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Considérons une variété symplectique compacte (M, w). On définit ’ensemble des structures presque

complexes compatibles avec w :

AC,, = {J section de End(TV), telle que J? = —Id, et gy := w(-,J-) est une métrique riemannienne}.

Son espace tangent en J est alors
T;AC,, = {A section de End(TV) telle que AJ = —JA, w(A-,-) +w(:,A:) =0}.

On note C, le sous-ensemble de AC,, constitué des structures presques complexes intégrables ; pour
J € Cy, la variété (M,w, J) est alors kiihlérienne. Remarquons, suivant Fujiki [46] que AC,, elle-méme
peut étre munie d’une structure de variété kdhlérienne. En effet, si J € AC, et A € T;AC,, alors

JA € T;AC,,. On définit donc une structure presque complexe sur AC,, par
JA:=Jo A

La métrique sur AC,, est définie par

g/(A.B) = / Tr,, (AB)vol,,
M

et la forme de Kéhler associée
Q;(A,B) = / Tr,, (JAB)volg,.
M

Proposition 1.3.5. La structure presque complexe J est intégrable et la 2-forme S est fermée ; (AC,,,J, Q)

est donc une variété kahlérienne.

On trouvera la preuve de cette proposition dans le chapitre 9 du livre de Gauduchon [49]. L’argument

repose sur 'utilisation de la transformation de Cayley :
J = (J+Jo)  (Jo = J),

ou Jyp est un point fixé dans AC,. Cette transformation permet d’identifier AC, & un ouvert de
I’espace vectoriel complexe des endomorphismes symétriques de T'M qui anticommutent a Jy. La
structure complexe J est alors exactement la structure complexe de cet espace vectoriel sous cette
identification. Ceci démontre 'intégrabilité de J. Pour démontrer que la 2-forme 2 est fermée, on utilise
une caractérisation des champs de vecteurs liée & ’action transitive d’un groupe d’automorphismes sur

AC,,. Un calcul direct permet alors de conclure.

Par ailleurs, on obtient :

Proposition 1.3.6. C, est une sous-variété kihlérienne de AC,,.

On prouve ceci en linéarisant ’équation N; = 0 caractérisant les éléments de C,,, et en remarquant

que le sous-espace correspondant de T; AC,, est stable par J.
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Le groupe de Lie G = Ham(M,w) des symplectomorphismes exacts? agit sur AC,, par tiré en
arriére, et cette action préserve la forme symplectique €2.

Via la construction hamiltonienne, on identifie ’algébre de Lie g de G avec l'espace E des fonctions
lisses sur M d’intégrale nulle. Le produit scalaire L? sur M permet alors d’identifier g et son dual.

L’action infinitésimale dans ce cas est alors
A:fe By Lx,J € TrAC,.

On a alors :

Théoréme 1.3.7 (Fujiki [46], Donaldson [38]). L’action de G restreinte a C,, est hamiltonienne,

et admet pour application moment

m:Cw%Eg

JHS(Q])_Sa

ot la courbure scalaire moyenne
1

S = vl /M s(gy)voly,

ne dépend pas de J € AC,,,.

On trouvera une preuve de ce théoréme au chapitre 4 du livre de Tian [116]. On en reparlera aussi,

dans la version plus générale introduite par Donaldson, au chapitre 3.

Remarque 1.3.8. On a restreint 'action au sous-espace des structures complexes intégrables ; en fait,
le méme théoréme est vrai sur AC,, mais il faut alors employer la ‘courbure scalaire hermitienne’
plutot que la courbure scalaire associée a la métrique riemannienne g;. On reparlera de ces questions

au chapitre 3.

Avec cette interprétation, les métriques kihlériennes a courbure scalaire constante sur M s’inter-
prétent comme les structures complexes intégrables donnant lieu & des zéros de ’application moment,

tandis que les métriques extrémales correspondent a des points critiques du carré de sa norme.

Le théoréme de Kempf-Ness, qui relie les actions hamiltoniennes a la théorie de l’invariant géomé-
trique ou GIT, permet, dans le cas de variétés de dimension finie, d’interpréter ces cas de figures en
terme d’orbites respectivement semi-stables et relativement stables au sens du GIT. C’est la générali-
sation de cette idée en dimension infinie qui donne lieu & la notion de K-stabilité, et & la formulation
de la conjecture de Tian-Yau-Donaldson [126, 115, 41, 38|, et & des raffinements tels que la notion de
K-stabilité relative dte & Székelyhidi [108]. Pour une introduction & ce sujet, on pourra consulter les
chapitres 5 et 6 du livre de Szekelyhidi [112] ou les notes de Thomas [114].

Nous n’explorerons pas ce sujet plus avant, mais nous terminerons par une remarque sur la fagon

dont cette interprétation se raméne a la recherche de métriques canoniques dans une classe de Kéhler.

2. Ham(M,w) sur (M,w) est en fait I’ensemble des symplectomorphismes obtenus comme flot au temps 1 d’un champ
de vecteurs hamiltonien dépendant du temps.
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Observons que si J, J' sont deux structures complexes intégrables telles que J' = ¢*J pour un

difféeomorphisme ¢, alors les métriques riemanniennes associées sont reliées par :

g(J’,w) = ¢*g(‘],(¢*1)*w)- (1319)

Donc, si J et J’ sont dans la méme orbite pour I’action de G, i.e. si ¢ € Ham(M,w), ces deux métriques
sont isométriques et donnent la méme courbure scalaire. Cette construction ne nous aidera donc pas a
trouver des métriques & courbure scalaire constante.

Cependant, on peut considérer la complezification de ’action. On ne peut pas forcément complexi-
fier le groupe de Lie, mais, de facon infinitésimale, la complexification de ’algébre de Lie s’identifie &
I’ensemble des fonctions lisses de moyenne nulle & valeurs dans C. On a alors une action infinitésimale
complexifiée

A ES={He cw(v,«:),/ Hw? =0} — Ty AC,,.
1%

Le feuilletage qui en résulte s’interpréte alors comme les orbites d'une action de Ham (M, w)¢(V,w).
L’action (infinitésimale) d’une fonction /—1f a valeurs dans les imaginaires purs est alors donnée
par JA(f) = JLx,J = Ljx,J. Grace a (1.3.19), on voit que cette action, au niveau riemannien,

équivaut & celle obtenue en fixant J et en déplacant w le long de —JX. La variation obtenue est alors
7£(]Xfw = 7dLJXfCLJ = 2185']’

Cette construction revient donc bien & modifier w & 'intérieur de sa classe de Kéhler, et constitue donc
un point de vue alternatif sur le probléme de Calabi. Les idées développées au chapitre 3 s’inspireront

de ce point de vue.

Conclusion. La recherche de métriques canoniques dans le cadre du programme de Calabi se préte
a diverses réécritures et interprétations, toutes ’objet de développements récents et d’interactions
fructueuses entre différents domaines de la géométrie. Toutefois, aucun théoréme d’existence dans le
cas général ne semble & portée de main & ’heure actuelle. Dans ce cadre, il demeure donc pertinent de
chercher & construire des classes d’exemples de métriques extrémales ou & courbure scalaire constante,
afin de mieux comprendre les conditions d’existence et les classes de K&hler dans lesquelles de telles
métriques existent. Dans le chapitre suivant, on introduira une fagon de mener a bien ce programme :

les techniques de recollement.
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Chapitre 2

Méthodes de recollement.

Dans sa plus grande généralité, I’idée des techniques de recollement est de construire de nouvelles
solutions & un probléme géométrique donné en recollant entre eux des blocs de constructions disposant
de propriétés appropriées - par exemple, admettant eux-mémes une solution au probléme géométrique
en question. En procédant par perturbation & partir de la ‘solution approximative’ fournie par ce
recollement grossier, on peut alors espérer construire une véritable solution au probléme sur la variété

recollée.

Nombres des techniques en jeu peuvent étre attribuées & Taubes [113] dans le cadre de la construc-

tion d’instantons de Yang-Mills.

La souplesse de cette idée justifie son apparition dans des domaines trés divers de la géométrie.
Dans le cadre qui nous intéresse, on peut citer les travaux issus de la physique sur la construction
de métriques de Calabi-Yau sur des surfaces K3 obtenues par résolution de surfaces de Kummer, par
exemple Page [95] ou Gibbons-Hawking [50]. Cette approche sera rendue mathématiquement rigoureuse
par Topiwala [118] ainsi que LeBrun et Singer [76].

Donaldson détaille une version de ce probléme [42]; cet article constitue un rapide point d’entrée
sur les techniques en jeu.

D’autres exemples d’application fructueuse de telles techniques sont la construction de variétés
compactes a holonomie G2 ou Spin-7 par Joyce ([66, 65]) ou encore la construction par Floer de

courbes holomorphes dans [45].
Ici, dans le cadre du programme de Calabi, on s’intéresse a la question suivante :

Soit (M,war, Jar) un orbifold a singularités quotient isolées pj, de type C™/T;, et admettant
une métrique kdhlérienne extrémale (resp. a courbure scalaire constante). Supposons que les singu-
larités C™/T'; admettent une résolution (X;,n;) asymptotiquement localement euclidienne et a cour-
bure scalaire nulle. Peut-on trouver une résolution extrémale (resp. & courbure scalaire constante)
(]\Zl'7 jM,&JM) de (M,wnr, Jar) en ‘remplagant’ un voisinage de chaque singularité p;, par une région

(remise a l’échelle) de X; ?

Comme au chapitre précédent, avant de chercher une réponse a cette question, il semble nécessaire

d’en éclairer certains termes. On commencera donc par définir les orbifolds en section 2.1, et la maniére

47



48 CHAPITRE 2. METHODES DE RECOLLEMENT.

dont on peut y définir les structures géométriques usuelles : notamment les métriques riemaniennes et
les structures (presque)-complexes.

Ensuite, on présentera, en section 2.2, le second ingrédient de la construction : les métriques asymp-
totiquement localement euclidiennes (ou ALE), notammement sur des résolutions de singularités quo-
tient. On discutera de I'existence de telles métriques, ce qui permettra d’évaluer la contrainte imposée
par notre question, et on donnera des exemples explicites. En section 2.3, on donnera la construction
de la variété recollée sur laquelle on cherchera une métrique canonique, et on dérivera 1’équation &
résoudre ainsi que la stratégie & mettre en ceuvre en section 2.4 La résolution de cette équation né-
cessitera l'introduction d’outils issus de ’analyse sur les variétés non compactes : c’est 'objet de la

section 2.5.

2.1 Orbifolds kahlériens.

Les orbifolds ont été originellement introduits par Satake [98] sous le nom de V-manifolds et étudiés

en dimension 3 par Thurston notamment.

Remarque 2.1.1. Le changement de désignation entre V-manifolds et orbifolds est justifié par Thurston
comme suit : ‘This terminology should not be blamed on me. It was obtained by a democratic process
in my course of 1976-77. An orbifold is something with many folds ; unfortunately, the word ‘manifold’
already has a different definition. I tried ‘foldamani’, which was quickly displaced by the suggestion of
‘manifolded’. After two months of patiently saying ‘no, not a manifold, a manifolded’; we held a vote,

and ‘orbifold’” won.’

Un orbifold différentiable est un espace topologique localement modelé sur un quotient R"/G, ou

G C Gl,(R) est un sous-groupe fini. Plus précisément, on a

Définition 2.1.1. Un orbifold différentiable M est un espace topologique séparé muni d’un recou-
vrement, stable par intersections finies, par des cartes orbifold (U, ¢;);. Cela signifie qu’il existe un
voisinage connexe U] de 0 dans R™ et un groupe fini I'; de difféomorphismes laissant lorigine fizée,
tels que

;i U; = U Ty (2.1.1)

soit un homéomorphisme. Ces cartes orbifold vérifient de plus les relations de compatibilité suivantes.

Si U; C Uy, il existe un morphisme injectif
fij T — Fj

et un difféomorphisme équivariant v;; de U] dans un ouvert de UJ’», unique a éléments du groupe preés,
tel que p; 0 = ;.

Un point p € M est dit non-singulier si, dans une carte orbifold centrée en p, son stabilisateur
I', est le groupe trivial ; 'ensemble des points réguliers de M forme alors une variété lisse. Les autres
points sont dits singuliers, et la singularité est alors caractérisée par le groupe I',,. SiI', agit librement

sur R™ \ {0}, on dit que la singularité p est isolée.



2.1. ORBIFOLDS KAHLERIENS. 49

Remarque 2.1.2. On peut toujours supposer que I', estun sous-groupe fini du groupe linéaire. En effet,

considérons ’action sur R™ d’un groupe fini de difféomorphismes fixant l’origine :
Aj:z eR" — gz e R"

et posons Ty, := dAgjo : ToR" ~ R™ — ToR™ ~ R™ sa différentielle en 0; (7)4ecc est un sous-groupe
de Gl,,(R). Soit maintenant s = Y _~ A,-1 0T,. Alors soTy, = Ay o s : s conjugue les actions de G

geG ‘g
et (Ty)gec-

Il est alors naturel de définir un orbifold complexe comme suit :

Définition 2.1.2. Un orbifold complexe est un espace topologique séparé, admettant un recouvrement
par des cartes (U;, ¢;);, avec
©; : Ul :> Uz/ C (Cm/].—‘i7

ot T'; est un sous-groupe fini de Gl,,,(C). On suppose que les conditions de compatibilité de la définition

2.1.1 sont vérifiées, et que les applications de changement de cartes sont des biholomorphismes.

Ezemple 2.1.1 (Quotient global). Soit M est une variété orientée et G un groupe fini agissant sur M de
fagon lisse et fidéle, en préservant Porientation. Alors M /G est un orbifold. De plus, le lieu des points

singuliers de M /G est constitué des orbites des points de M dont le stabilisateur est non-trivial :
S={lz]e M/G|xeMet3Ige G,g#1, tel que g-x = x}.

C’est, ainsi, par exemple, que ’on construit la surface de Kummer mentionnée dans l'introduction de
ce chapitre. On Pobtient en prenant le quotient d’un tore T* = C?/A par I'involution induite sur T
par z € C? — —z € C2. Cette involution admet 16 points fixes. L’orbifold obtenu admet donc 16

singularités, chacune modelée sur C?/Zs.

Ezemple 2.1.2 (Espaces projectifs a poids.). Considérons C"™*! muni de coordonnées complexes (zg, . ..
et soit (ag, ..., am) un (m+ 1)-uplet d’entiers strictement positifs, globalement premiers entre eux. On

définit une action de C* sur C™+! par
A (205 52m) = (A2, ., A% 2.

Le quotient de C™*! par cette action est séparé et compact, on le note CPy o
Remarquons que le groupe C* n’étant pas fini, cette construction ne rentre pas dans le cadre des
quotients globaux décrits plus haut. Par ailleurs, pour (ag,...,a,) = (1,...,1), on obtient 'espace
projectif usuel CP™.
Par analogie avec les coordonnées homogenes 1’espace projectif, on notera |20, ..., zm] € CPyY

Porbite de (2o, ..., 2m). Pour un tel [2g,..., zy,], on voit que si

ki) = pgcd(a; i tel que z; # 0)
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alors le stabilisateur de [zo,...,2,] est {u € C* | uF=l = 1} ~ Zy,.,. Les espaces projectifs & poids
sont donc bien des orbifolds complexes. Ce sont en fait des orbifolds kihlériens : on peut les munir de
métriques de K&hler généralisant la métrique de Fubini-Study sur CP™ (voir Bryant [21], Théoréme
4.29).

On peut étendre aux orbifolds les notions usuelles associées & une variété différentiable, en les

définissant de fagon équivariante dans les relevés U, des cartes orbifold.

— Une fonction continue f : M — R est dite lisse si son pull-back dans chaque carte (U,I") est une

fonction lisse I'-invariante.

— L’espace tangent & M en p est donné dans une carte orbifoldcentrée en p, disons ¢ : U, —
U’ /Ty, par TyU’/T,. La collection de tous ces espaces tangent a alors une structure de variété

différentiable de dimension 2n en dehors de la section nulle.

— On en déduit qu'un vecteur tangent & un orbifold s’annule sur une singularité isolée. Plus géné-

ralement, un vecteur tangent a 'orbifold est tangent au lieu des points singuliers de M.

— Un orbifold est orienté si on peut trouver un atlas dont les changement de cartes sont & déter-

minant positif.

— Une métrique riemannienne sur M est donnée, dans les cartes orbifold, par une famille de mé-
triques riemanniennes I'-invariantes sur les U’, qui sont reliées par les fonctions de transition de
la fagon habituelle.

Ainsi définie, une métrique orbifold fournit des coordonnées exponentielles au voisinage de chaque

point. L’application exponentielle conjugue alors I’action du groupe I',, avec celle d’un sous-groupe

de O(n).

— De la méme facon, on peut définir des formes différentiables dans les cartes locales, par une famille
de formes I'-invariantes sur les relevés des cartes orbifold. On étend également les définitions des

cohomologies de de Rham et & support compact.

— On définit I'intégrale d’une n-forme v sur un orbifold M de dimension n comme suit. Soit (U;);

un recouvrement par des cartes orbifold et (p;); une partition de I'unité subordonnée, alors, par

1 /
/Mu._;n/{plui,

ou v, est un relevé I';-invariant de v dans la carte Us.

définition,

Le théoréme de Stokes et la dualité de Poincaré sont encore valides sur un orbifold.

— Un orbifold est symplectique s’il est muni, dans chaque carte, d’'une 2-forme fermée non-dégénérée,
se recollant en une 2-forme w. Le relevé w’ dans les ouverts U’ de R™ doit alors étre I'-invariant ;

en particulier I" doit étre un sous groupe du groupe des symplectomorphismes de U’.

De méme qu’une forme symplectique est localement équivalente & la forme symplectique canonique
sur R?", un orbifold symplectique vérifie lui aussi cette propriété. Il s’agit d’une application du théoréme

de Darboux équivariant (voir aussi Dellnitz-Melbourne [37], Théoréme 1 et Corollaire 2) :
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Théoréme 2.1.1 (Darboux-Weinstein). Soit M une variété, I' un groupe de Lie compact agissant
sur M. Soient wy et wy deux formes symplectiques I'-invariantes sur M et © un point fize pour l'action
de T'. Alors il existe un voisinage U de x et un difféomorphisme T -équivariant ¢ : U — ¢(U) tel que

p(r) =z et p*wi = wp.
Preuve. On utilise la méthode de Moser. Posons
wi = (1 — t)wo + twy.

1l existe un voisinage U de x et une 1-forme § définie sur U, que 'on peut choisir I'-invariante, telle
que

dfB = wy — ws.

Pour tout t € [0, 1], la 2-forme w; est non dégénérée. On peut donc définir un champ de vecteur X; sur
U par
—B = wi (X, ).

Puisque $ est I'-invariante, X; commute a 'action de I" pour tout ¢. En intégrant X;, on obtient une

famille ¢; de difféomorphismes locaux,

d

%@t(m) = Xi(pt(m)),

I'-équivariants et fixant x. De plus, le difféomorphisme ¢; vérifie donc les propriétés souhaitées :
(prwe)dt

\ /1 d
P1W1 — Wo = 7
0 dt t=0

! d
:/O ©y (L:tht + % t_owt> dt

1
/ of (d(tx,wt) +wo —wy) dt
0

0. O

Corollaire 2.1.1. Soit (M,w) un orbifold symplectique. Alors pour tout p € M, il existe une carte
orbifold ¢ : U — U'/T au voisinage de p telle que w' = @ wWeye, 00 Weye est la forme symplectique

usuelle sur R?™,

On peut également définir des fibrés vectoriels plus généraux sur un orbifold et en tirer une notion
de classe caractéristique. On renvoie a larticle de Satake [98] pour les détails.

Notamment, on peut faire sens de la premiére classe de Chern sur un orbifold. En effet, il s’agit
d’une classe caractéristique du fibré anticanonique K3, de M.

Si tous les groupes locaux des points singuliers sont des sous-groupes de SL,,(C), alors ce fibré en
droite est bien défini sur 'orbifold, et on peut prendre la premiére classe de Chern de fagon usuelle,

dans H?(M,Z). Si ce n’est pas le cas, K}, est un fibré singulier, dont la fibre est C au-dessus de points
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réguliers, et C/Zj, au dessus de points singuliers. On peut néanmoins définir ¢; (M) dans ce cas, mais
c’est alors une classe de H2(M, Q).

Dans un cas comme dans l'autre, si M est un orbifold kihlérien, un représentant de ¢;(M) vu
comme une classe de H?(M,R) est toujours donné par la forme de Ricci de la métrique. En travaillant
de fagon équivariante par rapport aux groupes en jeu, on peut alors montrer la conjecture de Calabi

pour les orbifolds :
Théoréme 2.1.2. Soit M un orbifold complexze compact, de type kihlérien, tel que c1(M) = 0. Alors

toute classe de Kdhler sur M admet un unique représentant Ricci-plat.

De méme, par une généralisation du theoréme d’Aubin et Yau, on peut montrer qu’un orbifold
kihlérien dont la premiére classe de Chern est strictement négative admet une unique métrique orbifold
Kahler-Einstein.

2.2 Résolution de singularités et métriques ALE.

On décrit maintenant le second ingrédient des méthodes de recollement : les métriques asymptoti-

quement, localement euclidiennes, en particulier sur des résolutions de singularités orbifold.

2.2.1 Définitions et premiers exemples.

Considérons un sous groupe fini I de U(m), agissant librement sur C™ \ {0}. Alors C™/T" a une
singularité isolée en 0, et la métrique euclidienne gy sur C™ passe au quotient. On notera encore gy
la métrique résultante sur C™/T". De méme, la structure complexe Jy passe au quotient, et on notera
encore Jy la structure complexe obtenue sur C™ /T

Par ailleurs, on notera

r:C"™ — Ry

z+—d(0,2)

pour la distance associée a gg. Cette fonction passe également au quotient et on la notera encore
r:C™/T" — Ry. On définit alors :

Définition 2.2.1. Soit (X,J) une variété compleze non compacte de dimension complexe m. Soit g
une métrique kihlérienne sur X. La variété de Kihler (X, J, g) est dire asymptotiquement localement

euclidienne, ou ALE, asymptote o C™ /T, s’il existe un compact K C X et un biholomorphisme
CT”
X\ K > ( /r) \ B(0, R)
tel que la métrique g dans ces coordonnées asymptotiques T.g tende vers gy & l'infini au sens suivant :
DM(m.g — go) = O(r~2"7"),

ot D est la connexion de Levi-Civita associée a gg.
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Remarque 2.2.1. Sur une variété kiihlérienne ALE, on peut définir une fonction ‘rayon’ p qui reléve r

en dehors d’un compact. Ceci s’avérera utile pour l’analyse sur ces variétés.

Les résolutions de singularités C™ /T fournissent une classe de variétés non-compactes sur lesquelles
on souhaiterait construire des métriques ALE. Il s’agit de variétés complexes X munies d’une applica-
tion holomorphe surjective

T X — Cm/r,

réalisant un biholomorphisme entre X \ 7=({0}) et C™/T"\ {0}. L’ensemble 7~1({0}) est typiquement
une sous-variété de X, appelée le diviseur exceptionnel. On ‘remplace’ donc le point singulier par une

sous-variété pour obtenir une variété lisse.

Remarque 2.2.2. La notion de résolution d’une singularité trouve son origine dans la géométrie algé-
brique, et s’exprime en termes d’applications birationnelles entre variétés algébriques. Faute de place
pour détailler ces termes, on renvoie aux sections 4.8 et 4.9 du Chapitre 4 de Joyce [67] pour une
introduction & ces sujets adaptée au cadre de la géométrie kihlérienne, et aux références citées dans

ces sections pour des informations plus poussées.

L’éclatement d’une variété en un point. Une fagon d’obtenir des résolutions de singularités est
Péclatement des poins singuliers. On tire cette discussion du livre de Griffiths et Harris [52], pages 182
et suivantes. ‘Eclater’ un point p d’une variété complexe M consiste & le remplacer par I’ensemble des
droites complexes de I’espace tangent T,,M. Plus précisément, soit M une variété complexe, p € M.

On se donne des coordonnées holomorphes centrées en p
z2=(21,..,2m):UCM—=U CcC™
Considérons I’ensemble

V ={(z,w]) €U x CP™ ' 2 € [w]}
= {(z,[w]) €U’ x CP™!, ziw; = zjw; Vi < j},

ol, a la premiére ligne, on interpréte I’élément [w] € CP™~! comme une droite vectorielle de C™. V

est une sous-variété complexe de U’ x CP™~!, de dimension m. On dispose d’une projection

TV U

(z, [w]) — 2.

Un élément z # 0 de C™ détermine une unique droite vectorielle; par conséquent, 7 réalise un
biholomorphisme entre V \ 7=1({0}) et U’ \ {0}. D’autre part, l’origine est incluse dans toutes les
droites vectorielles de C™, donc 7~ 1({0}) = CP™~ L.

Grace & ce biholomorphisme, on peut recoller V \ 7=1({0}) et M \ {p}, ‘remplagant’ ainsi p par
7=1({0}) ~ CP™ 1. On obtient alors une nouvelle variété complexe M, munie d’une projection 7 :
M — M telle que 7~ 1({p}) ~ CP™ . On appelle M [’éclatement de M en p.
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Remarque 2.2.3.

La variété complexe obtenue ne dépend pas des coordonnées z choisies autour de p, dans le sens ou

deux choix différents donnent deux variétés biholomorphes.

On n’obtient pas forcément ainsi une variété lisse, mais l'idée est que les éventuelles singularités
qui subsisteraient sont moins sévéres. On va le voir en détail dans le cas de la singularité C?/Zy a
lexemple 2.2.1. Plus généralement, le théoréme d’Hironaka ([57]) affirme que tout variété algébrique
singuliére admet une résolution, obtenue par une suite d’éclatements (voir aussi Théoréme 4.9.4 dans
le livre de Joyce [67]). Ces éclatements son éventuellement des éclatements le long d’une sous-variété
plutot qu’en un point. On définira ces éclatements plus bas.

Dans le cas des surfaces, on appelle résolution minimale de la singularité quotient C2/T', o1 I est
un sous-groupe fini de U(2), une résolution X = C2/T telle que le diviseur exceptionnel ne contient
aucune courbe d’auto-intersection —1. Classifiées par Brieskorn [20], ces résolutions sont minimales
dans le sens o, si X X est une autre résolution de C2/T, on a alors une factorisation 7 = 7 o p pour
une application analytique propre p : X — X. Le diviseur exceptionnel est alors une famille de courbes

rationnelles.

Remarque 2.2.4. En dimension complexe plus grande, ’existence d’une résolution minimale n’est pas

garantie.

Ezemple 2.2.1 (Résolution minimale de C?/Zy). Considérons a titre d’exemple la singularité la plus
simple possible : C?/Z, ol Zy agit sur C? par (t1,t3) — (—t1, —t2). On identifie la singularité quotient

a une surface singuliére de C? via I’application

CQ/ZQ i) H = {(20,2’1,2:2) S (C?), 2(2) = 2’12’2} C (CS

(t1,to) > (tito, t3,13).

On réalise alors 1’éclatement de C3 en 0, ce qui donne

C? = {(z,[w]) € C3 x CP?, zw; = zjw;} = C®
(2, [w]) = 2.
Le lieu régulier de H correspond alors, dans c3 , A

T HN{0)) = {(= [w]) € €, 2 # 0,u = wwn).

La fermeture de cet ensemble - appelée transformée propre de H - est alors

H={(zw]) € C3, w% = wiwsz}.

C’est une surface réguliére dans C?, biholomorphe a H en dehors de 7~ ({0}), et son intersection avec

le diviseur exceptionnel est

C:=n1{0}) N H ~ {[w] € CP?, w? = wyws}.
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Cette courbe dans CP? est biholomorphe 4 CP'. En effet, si ’on utilise les cartes habituelles sur CP?
U; == {[w] € CP* w; # 0},

alors C C U; UUs, et on a

2
CNU, = {[w] € CP?, (wo) - '“’2}
w1 w1

2
CNU, = {[w] e CP?, (“’0) - “’1}
wo wa

On peut donc utiliser v; := +¢ comme coordonnée complexe sur C'N Uj, et le changement de carte
J
est alors donné, sur C' N U; N Uy, par v; — 1/v; C est donc bien biholomorphe & une copie de CP?

plongée dans CP?2.

H est donc, en ce sens, C2/Zsy dont on a remplacé le point singulier par une copie de CP'. En
utilisant la formule d’adjonction pour les hypersurfaces (voir le livre de Griffiths-Harris [52], page 147,
ou celui de Joyce [67], page 139) on peut montrer qu’elle est d’auto-intersection -2. C’est en fait la
résolution minimale de la singularité A;.

On observe aussi que H est en fait biholomorphe a I’espace total du fibré en droite T*CP! =
O(—2) — CP!'; le diviseur exceptionnel correspond alors & la section nulle. En effet, on a une projection

naturelle, explicite dans les cartes données plus haut :
p:H—C.

Une carte V; de C, avec la coordonnée v; utilisée plus haut, donne alors une trivialisation locale sur

H via la coordonnée holomorphe (vj, 2;). Le changement de cartes est alors donné par
(v1,21) = (va,20) = (v7 1,07 %21).

On conclut en observant que ceci correspond exactement au changement de cartes dvy = d(1/v1) =

v 2dv; sur le cotangent de CP?.

Ezemple 2.2.2. Soient p > ¢ > 0 deux entiers premiers entre eux. On considére le sous-groupe cyclique

eQiﬂ'/p 0
0 62iq7r/p

Alors le diviseur exceptionnel E la résolution minimale X = C? /T est donné par la réunion E = U,;S;

I de U(2) généré par

de 2-sphéres plongées, dont la matrice d’intersection est donnée par
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ou les autointersections e; > 2 sont déterminées par la fraction continuée

q 1
p €1 — 11.

€g— —

On pourra consulter la section III1.5 du livre de Barth, Hulek, Peters et Van de Ven [14] pour plus de
détails.

Ezemple 2.2.3 (Eclatement le long d’une sous-variété.). L’éclatement en un point admet une généra-
lisation qui consiste & éclater le long d’une sous-variété S* C M. On recouvre S par des cartes
holomorphes U, munies de coordonnées complexes z & valeurs dans des disques centrés A, de C™,
telles que

20 :SNUy = {241 = =2, =0} CA,.

On considére alors
Vo = {(2, [Wkt1, .-, wm]) € Ay x CP™F 1 ziw; = zjw; VE+1<1i,5 <m}.
Comme précédemment, la projection

Ta i Vo — Aqg

(2, [w]) = 2

est un biholomorphisme en dehors de I'image de S dans la carte. De plus, on a des biholomorphismes
o (Uy NUg) — 71';1 (Us NUg), qui permettent de recoller entre eux les éclatements locaux le long de
S N U,. On obtient alors une nouvelle variété M munie d’une projection 7 : M — M, qui vérifie les

propriétés suivantes :
1. Notons E = 7~ 1(S) le diviseur exceptionnel, alors 7 est un biholomorphisme entre M \ E et
M\ S.
2. E est un fibré au-dessus de S qui s’identifie & la projectivisation du fibré normal Ng.

3. La variété M ne dépend pas du choix des cartes utilisées pour recouvrir S'; on I’appelel 'éclate-
ment de M le long de S.

2.2.2 Reésultats d’existence.

Les méthodes de recollement d’Arezzo et Pacard ([6, 7]) qui sont 1’objet de ce chapitre reposent
sur l'existence de métriques ALE & courbure scalaire nulle sur des résolutions de singularités C™ /T,
ot I est un sous-groupe fini de U(m). Cependant, ’existence de telles métriques pour un sous-groupe
I" quelconque n’est pas connue & ’heure actuelle. Dans cette section, on passera donc en revue certains

cas dans lesquels on dispose de telles métriques.

Un premier résultat est la résolution par Joyce [67] de la conjecture de Calabi dans le cas ALE

(voir aussi les travaux précurseurs de Tian-Yau [117] et Bando-Kobayashi [13]). Ce résultat porte sur
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les singularités C™ /T’ admettant une résolution crépante. Une résolution X de C™ /T est dite crépante
si son fibré canonique K 3 est le tiré en arriere de celui de la singularité quotient.

Faire sens de cette définition requiert de préciser la définition du fibré canonique Kcm/r de la
singularité, ainsi que de son tiré en arriére ; & ce sujet, on pourra consulter avec profit la section 6.3 du
livre de Joyce [67]. Nous nous contenterons d’interpréter ces résolutions comme celles dont la premiére

classe de Chern est nulle. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Joyce [67], Théoréme 8.2.3). Soit T' un sous groupe fini de SU(m), agissant
librement sur C™ \ {0}, et X = C™/T" une résolution crépante. Alors chaque classe de Kdihler de
métriques ALE sur X admet un unique représentant a courbure de Ricci nulle. En dehors d’une région

bornée {p < R}, la forme de Kdihler correspondante vérifie
Taw = wo + Ai0(r* ™) + 2i00y,

ot wy est la forme de Kihler de la métrique euclidienne sur C™ /T, et les dérivées d’ordre k de x
vérifient
Fx =0@"F)

pour v €]1 — 2m,2 — 2m|.

Ce résultat s’applique en particulier si I" est un sous groupe fini de SU(2), SU(3), ou si I' est Z,,

agissant diagonalement sur C™.

Une autre construction récente est celle d’Apostolov et Rollin [4], qui construisent des métriques

ALE & courbure scalaire nulle sur des espaces projectifs & poids CP_g, . La définition de ces

"7a’NL -
espaces est la méme qu’a 'exemple 2.1.2, sauf que le premier poids est négatif, d’out la non-compacité
de 'espace obtenu. Les fibrés O(—r) — CP™ !, qui avaient été munis de telles métriques ALE par

Simanca [103], entre autres (voir ci-dessous), sont inclus dans cet construction, en observant que
O(—T‘) ~ CPfr,l...,l-

De maniére générale, en dimension complexe 2, la situation est bien comprise. On dispose des

constructions suivantes :

— Meétriques de LeBrun sur O(—n). LeBrun a obtenu dans [74] des métriques a courbure scalaire
nulle sur P’espace total du fibré en droite O(—n) — CP!, qui correspond & la résolution minimale
de C™/Z,, ou Z, agit par multiplication par ¢>™n. On cherche des métriques sur C2 \ {0}
sous la forme w = dd°p ot ¢ = f(|z|?). L’équation p A w = 0 (qui, d’aprés (1.3.9) caractérise
les métriques & courbure scalaire nulle) se raméne alors & une équation différentielle ordinaire
sur la fonction réelle f. En la résolvant, on trouve une famille de potentiels U(2)-invariants ¢,
correspondant & des métriques de la forme

1 9 9 o 9 n—2 1-n\ ,
gLB:—l—l—”T—ZQ—Fl;T"dT +r <01+02+ 1+ 2 +7r4 o3| .

Ici, r est la distance & P’origine dans C? et les o; sont les duaux d’une base invariante de S3.

LeBrun montre alors qu’en attachant une copie de CP! et en prenant le quotient par Z,, on
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peut se débarrasser de la singularité apparente de la métrique en r = 1, et on définit ainsi une
métrique ALE, de courbure scalaire nulle, sur I’espace total de O(—n). Pour n = 1, il s’agit de la
métrique de Burns-Simanca sur ’éclatement de C? en lorigine. Pour n = 2, c’est une métrique
sur la résolution minimale (i.e. I’éclatement en 0) de la singularité quotient C2?/Zy qui avait été

obtenue par Eguchi et Hanson.

Quotients hyperKihler de Kronheimer. Pour tout sous-groupe fini I' de SU(2), Kronheimer
a obtenu dans [73] une structure hyperKahler ALE sur la résolution minimale de la singularité
quotient C2/T. Une structure hyperKdhler sur une variété riemannienne (M, g) est la donnée de
trois structures complexes .Jq, Jo et J3, paralléles pour la connexion de Levi-Civita, et vérifiant

JiJo = =JoJ; = Js.

On peut ainsi comprendre les variétés hyperKdhler comme étant localement modelées sur les
quaternions. La métrique g est alors compatible avec une sphére de structures complexes de la
forme a;J; + asJo + azJs pour af + a3 + a? = 1. On pourra consulter le chapitre 7 du livre de
Joyce pour plus d’information sur ces variétés et leur géométrie. Ici, nous nous contentons de
rappeler que toutes les métriques hyperKdhler sont Ricci-plates.

La méthode des quotients hyperKahler utilisée par Kronheimer est dte & Hitchin [59] et lui
permet de complétement classifier les espaces hyperKéahler ALE. Il généralise ainsi les résultats
de Gibbons et Hawking [50], qui avaient obtenu des métriques hyperKahler ALE asymptotes
a des quotients de H/Zy, ; ces résultats avaient également été obtenus par Hitchin [58] par des
méthodes de twisteurs.

En deux mots, & I' C SU(2), on associe un diagramme de Dynkin (c’est la correspondance de
McKay - voir & ce sujet le paragraphe 6.4.1 du livre de Joyce [67], ou I’article de Slodowy [104]).
Cela permet d’écrire un quotient hyperKé&hler explicite de H” par un produit de groupes unitaires
U(l), dont Kronheimer montre que, pour un choix adéquat de ligne de niveau de I’application

moment associée, c’est une variété hyperKahler ALE asymptote a H/T.

Métriques multi-Eguchi-Hanson de Gibbons et Hawking. Soit n € N*, on choisit n points
p1,-..,pn dans lespace euclidien R? (les monopoles). Pour chacun, on considére la fonction de

Greene associée
c

Gpi(z) = mv

ot la normalisation c est choisie en sorte que AG), = 2m6,,. La fonction V := 1 3", G, est alors
harmonique sur R3 \ {p1,...,p,}. La 1-forme xdV est donc fermée, et la classe correspondante
5= [*dV] est un élément de H2(R*\{py, ..., pn}, Z). Par la théorie de Chern-Weil, il existe alors un
U (1)-fibré principal au dessus de R3\ {p1,...,p,} correspondant & cette classe, et une connexion
¥ sur ce fibré dont la courbure est di¥ = xdV. Pour plus d’information sur les fibrés principaux
et leurs connexions, on pourra consulter le chapitre 2 du premier tome de Kobayashi et Nomizu
[71]. On peut étendre I’espace total X de ce fibré par des points au-dessus de chaque p;, et munir

la variété obtenue de la métrique riemannienne

g:=Vgo+ V19



2.2. RESOLUTION DE SINGULARITES ET METRIQUES ALE. 59

oti go reléve la métrique euclidienne sur R3. Cette métrique est hyperKihler, associée aux formes
symplectiques
wi = dx; NI+ Vdz; A dxy,

pour toute permutation circulaire (¢, 7, k) de (1,2, 3). Cette métrique est ALE, de groupe a I'infini

e2i7r/p 0
0 e— 2i7T/p .

— Meétriques de Calderbank et Singer sur les résolutions de singularités cycliques.

engendré par

Dans [25], Calderbank et Singer construisent des métriques & courbure scalaire constante sur la
résolution minimale de singularités de la forme C2/T, ou I' C U(2) est généré par

eQi‘IT/p O
0 e2iq7r/p

ol 0 < g < p sont deux entiers premiers entre eux. On construit alors une métrique ALE sur la
résolution minimale par I’ansatz de Joyce, introduit dans [64].

Cet ansatz porte sur des variétés M obtenues comme espace total d’un fibré trivial de rang 2 sur
une surface riemannienne spin, c’est-a-dire munie d’un fibré principal W de fibre Spin(2) qui se
projette sur le SO(2)-fibré principal correspondant aux bases orthonormées directes. Pour plus
d’information sur les variétés spinorielles, on pourra consulter la section 3.6 du livre de Joyce
[67].

Sur une variété M de cette forme, on construit une famille de métriques go paramétrées par les
isomorphismes de fibré vectoriel ® : W — M. Joyce a montré dans [64] que ces métriques sont
anti-auto-duales (ce qui, sur une surface kihlérienne, équivaut & avoir courbure scalaire nulle)
sous condition d’une certaine équation différentielle sur ® (correspondant en gros au probléme
des valeurs propres pour 'opérateur de Dirac de la variété spin). C’est en étudiant cette équation
sur une certaine classe de variétés toriques que Calderbank et Singer obtiennent les métriques

annoncées.

Cette liste, non exhaustive, témoigne de la diversité des techniques mises en jeu pour construire
des métriques asymptotiquement localement euclidiennes.
Plus généralement, toujours dans le cas des surfaces, Lock et Viaclovsky [81] ont obtenu récemment

le résultat suivant :

Théoréme 2.2.2. Soit I' C U(2) un sous-groupe fini, agissant librement sur C*\ {0}. Alors la réso-

lution minimale de la singularité quotient C?/T admet des métriques ALE a courbure scalaire nulle.

Les étapes de la preuve sont les suivantes :

1. Pour I" C U(2) vérifiant les hypothéses du théoréme, on construit un orbifold ALE, & courbure
scalaire nulle, asymptote & C2/I" et ayant uniquement des singularités cycliques isolées. Pour
ce faire, on prend le quotient de I’espace total d’un fibré O(¢), muni de la métrique & courbure
scalaire nulle construite par LeBrun, par un groupe IV obtenu comme quotient de I' par un groupe

cyclique. L’entier £ et le groupe cyclique sont déterminés par T'.
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2. La seconde étape consiste & adapter au cas non-compact un théoréme de recollement obtenu par

Rollin et Singer [97] dans le cas compact :

Théoréme 2.2.3 (Rollin-Singer (cas compact), Lock-Viaclovsky). Soit (M,w) une sur-
face orbifold, munie d’une métrique kihlérienne a courbure scalaire nulle. On suppose que les
singularités de M sont cycliques, isolées, et que H*(M,R) = 0. Alors la résolution minimale M

des singularités de M admet une métrique kdhlérienne & courbure scalaire nulle.

La preuve dans le cas général est essentiellement celle de [97], avec I’ajout aux espaces fonctionnels
d’un paramétre de poids pour mesurer le comportement & ’infini dans le cas non compact, a la
maniére des espaces que l'on introduira & la section 2.5. On prouve le théoréme en recollant
I’orbifold avec la résolution minimale munie de la métrique de Calderbank-Singer. Ceci donne
sur la résolution une métrique anti-auto-duale (au sujet de ces métriques, et de la décomposition
des tenseurs de courbure, on pourra consulter les sections 1.G et 1.H du livre de Besse [16]).
Un résultat de Boyer [19] permet de conclure que les métriques obtenues sont bien & courbure

scalaire nulle.

3. On applique alors ce recollement & chaque singularité de 1’orbifold obtenu & I’étape 1. On peut

alors vérifier que la variété obtenue est bien la résolution minimale de la singularité d’origine
C?/T.

2.2.3 Déformations complexes de surfaces ALE.

Nous avons jusque-1a retreint notre attention a des variétés ALE biholomorphes & C™ /T en dehors
d’un compact, et c’est dans ce cadre que s’appliqueront les techniques de recollement présentées dans ce
chapitre. Toutefois, on peut considérer une notion plus large de variétés asymptotiquement localement,
euclidienne, ot la structure complexe J sur X est asymptote & Jy sans pour autant la relever en-dehors

d’un compact :

Définition 2.2.2 (Alternative). Soit (X, J, g) une variété kihlérienne non compacte ; on dit qu’elle
est asymptotiquement localement euclidienne, asymptote ¢ C™ /T pour un sous-groupe fini I' C U(m),

s’il existe un compact K et un difféomorphisme
X\ K - (Cm/r) \ B(0, R)
tel que, pour k € N,

D¥(m.g — go) = O(r—2"7"), (2.2.1)
DF (. J — Jo) = O(r—2m=F), (2.2.2)

Remarque 2.2.5. En fait, méme si on n’impose que la condition (2.2.1) sur la métrique, il a été
démontré par Hein et LeBrun, dans leur article sur la masse des variétés kihlériennes ALE [55], qu’il

existe des coordonnées asymptotiques dans lesquelles on a a la fois (2.2.1) et (2.2.2).
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Cette généralisation nous ameéne a nous intéresser a des déformations complexes de variétés ALE.

Définition 2.2.3. Soit (X, J) une variété compleze. Une famille de déformations de (X,J) est une

variété complere X munie d’une projection sur le disque unité de C
f:X—=A

telle que Xo = f~1(0) soit biholomorphe a (X,J). Les fibres f=1(t) =: (X4, J;) pour t # 0 sont

difféomorphes a Xy, mais pas nécessairement biholomorphes. On les appelle déformations de (X, J).

Cependant, la généralisation de la notion de variétés ALE 2.2.2 n’apporte pas de nouveaux exemples
en dimension complexe m > 3. En effet, il a été remarqué par Joyce ([67], Section 8.9), et démontré
par Hein, Rideasconu et Suvaina ([56], Théoréme A) que toute variété ALE asymptote & C™/T" doit
étre isomorphe & une résolution d’une déformation complexe de C™/T".

Or, Schelssinger a démontré dans [99] que pour m > 3, toute singularité quotient C™/T", ou T" agit
librement sur C™ \ {0}, est rigide, c’est-a-dire n’admet pas de déformation non triviale (voir aussi les
sections 4.9.2 et 6.4.4 du livre de Joyce [67] pour plus de détails sur les déformations de singularités).
Par conséquent, le théoréme de Hein, R&ddeasconu et Suvaina implique que les définitions 2.2.1 et 2.2.2
de variétés ALE sont équivalentes dés lors que la dimension dépasse 3. Leur théoréme est basé sur
la compactification d’une telle variété par un diviseur isomorphe & CP™~!/T'; cette compactification

avait précédemment été étudiée par Hein et LeBrun [55] (Section 2).

Cependant, dans le cas des surfaces, les singularités C2/T" possédent une large famille de déforma-
tions, étudiée notamment par Slodowy [104]. De méme, les variétés ALE correspondantes admettent
des déformations ; on a déja entre-apercu ce fait au paragraphe précédent avec les quotients hyperK&ah-
ler de Kronheimer : une variété hyperKahler admet un espace de structures complexes compatibles
avec la métrique qui s’identifie 4 la sphére S?; I'une de ces structures donne la résolution minimale,

les autres constituent des déformations non triviales.

Remarque 2.2.6. Si X est une variété complexe singuliére, on peut en considérer des lissages ; il s’agit
d’une famille de variétés complexes (X;)ica paramétrée par un disque de C, telle que X soit biho-
lomorphe & la variété singuliére X, et X; soit une variété complexe lisse pour tout ¢ # 0. Comme
précédemment, les X; sont alors tous difféeomorphes pour ¢ # 0, avec des structures complexes J; éven-
tuellement différentes. En utilisant les instantons de Kronheimer comme modéle, Biquard et Rollin ont
démontré dans [17] un théoréme de recollement sur les lissages de surfaces singuliéres.

La généralisation de ce théoréme au cadre presque-Kéahler sera 1’objet du chapitre suivant. On

présente ici plus en détail le modéle ALE qui sera utilisé.

2.2.4 Exemple : Lissages de C?/Z, et déformations de la métrique d’Eguchi-

Hanson.

On suit ici la derniére partie de P’article de Stenzel [106].
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Considérons la singularité C2/Zs munie de sa structure de Kéhler (Jo, wo, go) héritée de la structure

euclidienne sur C2. Via I’application

(CQ/ZQ_)(CS

u? 402 u? —v?
(u,v) — |1 5 W, ,

on peut identifier C?/Zy au cone
C={2€C 22 +22+22=0}CC>
On en considére des lissages de la forme
Q. ={2€C3 22 22422 =¢%, (2.2.3)

ol ¢ est un réel strictement positif.

Remarque 2.2.7. Plus généralement, on peut considérer des lissages de la forme (2.2.3) ou le paramétre
€ est un complexe non nul. Dans ce cas, on récupére la famille hyperKahler d’instantons construite par
Kronheimer dans [73]. On reviendra sur cette subtilité au Chapitre 3.

On souhaite munir Q). d’une métrique Ricci-plate, que I’on cherche sous la forme
Wy 1= 2i00u,

avec un potentiel de Kéhler u de la forme for,our:=)", ‘Zi||2Qs est la restriction & Q. de la norme au

carré dans C3, et f est une fonction réelle. On souhaite alors résoudre I’équation de Monge- Ampére :
Ric(wy) = —i00log det(u;5) = 0. (2.2.4)

ott 'on note (u;3);,; la matrice hessienne de u, calculée dans des coordonnées complexes que Q..
Par exemple, on peut remarquer que pour z € Q., v1 = (—23,0, 21) et vo = (0, —29, 23) forment une
base de 'espace tangent complexe T,(@Q)., fournissant des directions par rapport auxquelles ont peut

dériver des fonctions sur Q..

Avec ces notations, on a alors
w;z = f'(m)75 + [ (1)mi73), (2.2.5)
donc

det(u;3) = det(f'(1)7;5 + f"(1)7i75)

Puisque la hessienne (7;7) est inversible, on peut utiliser le théoréme du déterminant de Sylvester. On
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det(u;z) = det(r3) | £/(1)> + ' (D (1) Y 777irs |,
65

oul I'on note 7% le (i, j)-iéme coefficient de la matrice inverse & (7;5).

Or, en utilisant la base (v1,v2) de T,Q. mentionnée ci-dessus, on calcule

(—Zizs + Z32:)

Ti 2
75 = 2(—Z32; + Zi23)
Un calcul long, mais direct, montre alors que

det(;;) = 16|23|27

et 5 4

= T —¢
E T = .
— T
i,

Or, z + 23 est une fonction holomorphe, donc

90 1o0g(|z5[?) = ~0 (9“23'2))

|23

(2382’3 + 23023 )

| 23]

9 (‘%3)
23

=0

|
Qi

Oun obtient donc que f o 7 est une solution de (2.2.4) si f satisfait 'EDO suivante :
Tf () + f(n)f ()7 =) =,
oll ¢ est une constante positive.

Cette équation se réécrit :
d 1 2 4N ¢/
— | =(r*—¢ T) | =¢,
= (50
d’ot1, avec une condition initiale appropriée,

(72 — €2 f'(1) = 2¢1 — 2ce?,

d’ot1, en choisissant ¢ convenablement

63

(2.2.6)
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On obtient finalement f(7) = v/7 + ¢2. La métrique de K&hler associée wg = dd°f(7) est la métrique

Ricci-plate recherchée sur Q..

Remarque 2.2.8. Lorque ¢ tend vers 0, 'équation (2.2.6) devient 7f/'(7)% + f”(7)f'(1)7® = c. Les

solutions sont alors de la forme

fr)=vr=lzlq.-

On reconnait les potentiels de Kahler pour la métrique conique sur C.

Pour mettre en évidence le caractére ALE de la métrique ainsi construite, et calculer son taux de
décroissance vers la métrique euclidienne, on transporte cette métrique sur le cotangent de la sphére.

En séparant parties réelles et imaginaires, on voit que
Q:={(X,Y)eR*xR? | (X, X) - (Y,Y) =¢, (X,Y) =0}
On peut alors identifier
T*S? = {(2,&) e R*x R? | ||z]| = 1, < 2, >=0}
a Q. via l'application
U, T*S? = Q.

(2.6) = ( cosh([é]l)z, e Sblle ”%) .

€1l

Remarque 2.2.9. Cette application envoie la section nulle S? = {(z,0), ||z|| = 1} C T*S? dans le sous-
ensemble {(ex,0),|||| = 1} C Q.. Lorsque ¢ tend vers 0, la section nulle est contractée sur le point

singulier (0, 0).

D’autre part, T*S? privé de sa section nulle s’identifie & ]0, +0o[x.SO(3) via

® 3]0, +00[xSO(3) — T*S%\ 5?

0 0
(t,g) = lg-[0].tg- |1
1 0

Ceci nous permet d’utiliser |0, +00[x.SO(3) comme coordonnées sur (C?/Zsy) \ {0} via le recouvre-

ment de SO(3) par les quaternions de norme 1.

C’est dans ces coordonnées qu’on va écrire la métrique de Stenzel comme une métrique ALE. On
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note X1, X2, X3 la base de s0(3) donnée par

0 0 0 0 1 0 0
Xi=]-1 0 0], Xo=]10 0 0f,Xs=]0 0
0 0 0 -1 00 -1 0

On notera «aq, ag, a3 la base duale associée. Elle vérifie da; = as A ag, et les égalités correspondantes

aprés permutation circulaire.

On a, pour z = (X,Y) € Q-,
T.Q- ={(U,V) eR* xR | (X,U) — (Y,V) =0, (X,V)+(Y,U) = 0}.
La structure complexe de C? agit sur T, Q. par
J(U,V) = (=V,U).
Le tiré en arriére par ¥, o ®, dans la base équivariante choisie, s’écrit alors

0
JS& =—-X3, Jg X1 = —tanh(t)XQ.

D’autre part, on a 7 = HZH|2Q5 = || X||? + |Y||?, donc
T0oW, 0 ®(t,g) = e%(cosh?(t) + sinh?(t)) = £2(2 cosh?(t) — 1).
et le potentiel de Kéahler de la métrique de Stenzel est donc tiré en arriére sur

u(tag) =fo T(tvg)
= 6\/COSh2(t) +sinh?(t) + 1
= /2¢ cosh(t).

Ainsi, la forme de Kéhler wg s’écrit, dans ces coordonnées,
ws =dd5 (for)= V2¢e(cosh(t) as A dt + sinh(t) g A ay).
La métrique riemannienne associée est alors

gs = V2e(cosh(t) dt? + sinh(t) tanh(t) o + cosh(t)(a2 4 a3)).

On effectue le changement de variable radial cosh(t) = %.Cela revient, sur )., & passer d’une

expression qui tend vers la métrique conique & une expression qui tend vers la métrique euclidienne
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loin de la partie singuliére. On a alors

0 2s 4
Jg—=———oXj, JgX;=—4/1—-—=Xs. 2.2.7
5 9 Jo 1 3, JSA1 A2 ( )

Dans ces coordonnées sur C?/Z, \ {0}, la structure complexe standard est donnée par

0 2
Jo- = —-X3, JoX1 = —Xy;
0Os s

on a donc

Js —Jo = O(s); (2.2.8)

les dérivées d’ordre j des coefficients vérifient
H(Js — Jo) = O(s~*79). (2.2.9)

Pour ce qui est de la métrique, le changement de variables donne

1 4\t 52 4 52
a5 T (1 - 54) ds® + T (1 = 84> of + Z(ag +a3). (2.2.10)

En comparant avec la métrique euclidienne

2
S
go = ds* + = (af + a3 + a3),

on obtient

1
o~ 0 = O(s™), (2.2.11)

et le controle correspondant sur les dérivées des coefficients :
& (g0 — gs) = O(s™*7), (2.2.12)

Remarque 2.2.10. On reconnait dans le membre de droite de (2.2.10) la métrique d’Eguchi-Hanson sur
T*S? (pour un choix approprié de paramétre de scaling). Toutefois, la structure complexe différe de
celle sur T*CP' = O(—2) que l'on obtient en éclatant la singularité C?/Zs. Ici, la section nulle n’est

pas un diviseur exceptionnel biholomorphe & CP', mais une sphére lagrangienne.

2.2.5 Meétriques a courbure scalaire nulle sur des déformations complexes
des surfaces ALE.

Soit (X, J,w, g) une surface kihlérienne ALE, & courbure scalaire constante. On peut alors se deman-
der si de petites déformations de la structure complexe J admettent encore des métriques kihlériennes
& courbure scalaire constante.

Si le groupe & l'infini T' est un sous-groupe fini de SU(2), alors, comme mentionné plus haut, la

construction par quotients hyperKé&hler fournit une métrique Ricci-plate pour chaque déformation de
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la structure complexe d’origine.

Dans le cas des métriques de LeBrun sur O(—n), la question a été étudiée par Honda dans [60, 61].
A laide de méthodes twistorielles, il démontre que toutes les petites déformations de la structure
complexe de O(—n) admettent également des métriques & courbure scalaire nulle.

Plus précisément, Honda observe que O(—n) est naturellement inclus dans une famille de fibrés
affines au-dessus de CP?, décrits, avec les notations de I’exemple 1.1.4, par les fonctions de transition

uy n—1 t_]
Up = n 7a
SO
ot = (t1,...,tn,_1) € C* 1. On note A; le fibré affine correspondant ; alors Honda démontre le

résultat suivant :

Théoréme. II existe un voisinage de l'origine U C C"~! tel que, pour tout t € U, la métrique de
LeBrun sur O(—n) s’étend naturellement & une métrigue ALE & courbure scalaire plate sur A;. De
plus, la famille de métriques ainsi obtenue s’identifie a la famille verselle de O(—n) parmi les métriqus

ALE a courbure scalaire nulle.

Plus généralement, Han et Viaclovsky ont montré dans [53] que pour tout sous-groupe fini de U(2),
toutes les petites déformations d’une surface kiihlérienne ALE (X, J,w, g) & courbure scalaire constante
admettent également des métriques kithlériennes ALE & courbure scalaire constante. Ils retrouvent ainsi
le résultat de Honda. Les méthodes employées sont ici analytiques : les déformations concernées sont
décrites par des sections de End(7T'M) dans des espaces de Holder a poids, que I'on introduira en section
2.5.2.

2.3 La somme connexe généralisée.

Aprés ce tour de vue des ingrédients, on peut maintenant aborder la construction de recollement
proprement dite.

Considérons donc un orbifold kihlérien (M, wps, Jar), & singularités isolées. On suppose que la
métrique gp; sur M est & courbure scalaire constante, et que (M, Jys) n’admet pas de champ de
vecteurs holomorphe non nul. Soient (p1,...,p¢) des points de M.

Pour chaque j = 1,...,¢, de groupe d’isotropie I'; C U(m), on se donne une variété kihlérienne

ALE (X,,n;) & courbure scalaire nulle, et asymptote & C™/T'; :

— Si I'; est non-trivial, on suppose que X, en tant que variété complexe, est une résolution de
Cc™/T;.

— Si le point p; est régulier, on prend pour X; I’éclatement de C™ en I'origine, muni de la métrique
de Burns-Simanca. Cette métrique coincide avec la métrique obtenue par LeBrun sur O(—1)

discutée plus haut ; sa construction est explicitée a la section 8.1.2 du livre de Székelyhidi [112].

Au voisinage de p; € M, on considére des coordonnées holomorphes

2 =(,...,2):U>sp— B(0,1) cC",
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dans lesquelles la forme de Kéhler wy; s’écrit

2]

wy = dd* (2 + @j(zj)) ;
ot p;(27) = O(|29]*). L’existence de telles coordonnées est une caractérisation des métriques de Kiihler

discutée au Chapitre 1, proposition 1.2.3 pour les points réguliers. L’extension aux points singuliers

est immeédiate, en utilisant ’astuce habituelle de travailler de facon I'-invariante dans les cartes.

Symétriquement, on se donne des coordonnées holomorphes ALE sur chaque X; :
w = (], ud)  XANK = (C74) \ BO,R)
dans lesquelles la forme de Kahler 7; soit de la forme

s

n; = dd° (2 +%’(lﬂA)) ;
ot ;(u!) = O(|u?[*=2™) si m > 3, ¥;(u’) = O(log [u?|) si m = 2.

Choisissons un paramétre ¢ > 0; le ‘rayon de recollement’ est pris de la forme r. := £°, avec 3 €0, 1[.
Le paramétre (3 sera ajusté lors de I'analyse de 1’équation. On note également R, := == = ef=1. Dans
les cartes précédemment décrites, on ‘remplace’ alors un voisinage de chaque p; par un complémentaire

d’un compact dans X, aprés une remise a I’échelle. Plus précisément, pour chaque j, on identifie

{Ze< || <e} CM~{w,1/e0 < |[ul]| <1/} C X;

(z{,,zfn) ze(u{,...,u%)

On obtient ainsi une variété M. ; si tous les points singuliers de M sont parmi les p;, c’est bien
une variété lisse, sinon c’est encore un orbifold. Cela ne changera pas ’analyse ultérieure, et nous n’en
tiendrons pas compte. Remarquons également que, puisque le recollement a été effectué dans des cartes

holomorphes, la variété obtenue est naturellement une variété complexe.

Pour en faire une variété kihlérienne, on va la munir d’'une forme symplectique J-invariante en

recollant les potentiels de Kéhler locaux de wys et n;.

Considérons une fonction réelle lisse v : R — R, bornée par 1, et telle que

O0siz<1
v(x)={

lsiz>2

On définit par ailleurs une fonction p : M. — R™, telle que p = |27| dans le domaine de chaque
carte au voisinage de pj, et étendue de fagon lisse & une fonction bornée sur M. Les singularités de M
étant isolées, une telle fonction est bien définie. Pour r suffisamment petit pour que cela ai du sens,
on pose B(p;,r) la région {p < r}. Pour r assez petit, cetet région s’identifie au complémentaire d’un

compact dans X;.
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On pose alors

’715p€M8'_>’Y<p>

Te

(2.3.1)
Yo = 1-— Y1-
On définit alors une 2-forme sur M. par

wys sur M\ B(pj,2r.)

2]

ar = § e (B 491660 + 9005 (2) ) sur Bl 200\ By )

e sur B(p;,re).

Cette forme est fermée, et non-dégénérée pour e suffisamment petit. Il s’agit donc d’une forme symplec-
tique sur M., compatible avec la structure complexe par construction. Ainsi (M, w,) est une variété
(ou un orbifold) kihlérienne. La classe de Kéhler de w. est de la forme

[we] = [w] + Z e%a; PD([E})) (2.3.2)

ot les a; sont des coefficients positifs et PD([E}]) désigne le dual de Poincaré du diviseur exceptionnel
dans la résolution X; — C™/T';. Ainsi, le paramétre de recollement ¢ s’interpréte géométriquement
comme le volume des diviseurs exceptionnels dans la somme connexe. On va maintenant chercher un

représentant & courbure scalaire constante de cette classe de Kéhler.

2.4 L’équation des métriques & courbure scalaire constante.

En vertu du lemme du dd® (Proposition 1.2.4), on cherche donc une fonction f € C*°(M;) telle que
la métrique kihlérienne w, + dd€ f soit & courbure scalaire constante.

Remarque 2.4.1. On avait observé au Chapitre 1, (1.3.10), que la courbure scalaire totale d’une mé-
trique de Kéhler ne dépendait que de la premiére classe de Chern et de la classe de Kihler (non de son
représentant). Par conséquent, la constante en question est complétement déterminée par les données

du probléme.

On cherchera & résoudre ’équation suivante, d’inconnue f (ou encore (f, \) :
S(we +dd°f) — s(war) = A (2.4.1)

Rappelons que, par hypothése, s(wps) est une constante.

Pour résoudre cette équation, on va adapter la preuve du théoréme d’inversion locale. On considére
Popérateur linéarisé

d
L. := 7 tzos(ws +tdd° f),
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d’ot1 'on déduit un ‘développement de Taylor’ de la courbure scalaire :
s(we +dd°f) = s(we) + Le f + Q- f,

ol (). réunit tous les termes non linéaires en f.

On peut alors réécrire 1’équation (2.4.1) sous la forme

Lef = A= s(wn) = s(we) = Qe(f)-

Alors, par analogie avec le théoréme d’inversion locale, on observe que si ’on trouve un inverse a
Popérateur linéarisé
Le: (f,\) = Lof — A, (2.4.2)

deéfini entre deux espaces fonctionnels bien choisis, I’équation de la courbure scalaire constante (2.4.1)
est ramenée & un probléme de point fixe. Pour mettre en ceuvre cette stratégie, les étapes a suivre sont

donc
1. Calculer la linéarisation de la courbure scalaire et comprendre la géométrie de ’équation.
2. Définir des espaces fonctionnels adaptés & la situation de recollement.

3. Prouver 'inversibilité de L. dans ces espaces fonctionnels, et obtenir une borne satisfaisante pour

la norme de l'inverse.
4. Controler, dans les normes choisies, la ‘qualité de la solution approchée’ ||s(war) — s(we)]l-
5. Controler le comportement du terme non linéaire Q..

Comme on le verra, c’est la troisiéme étape qui nécessitera ’analyse la plus fine. Ce sera le point
focal de la section 2.5, avec la définition des espaces de Hélder a poids dans lesquels cette analyse sera
réalisée. Comme on le verra, ces espaces permettront de tenir compte des caractéristiques des deux

variétés ‘modeles” M et X, et de transporter 1’analyse sur ces modéles.

Linéarisation de la courbure scalaire. Rappelons que, au cours de la preuve de la proposition

1.3.1, on avait obtenu

Proposition 2.4.1. Soit (M, J,w) une variété kihlérienne, f € C>°(M). Posons w; := w + tdd°f.

Alors on a
d

2| slwn) = —Af —2(dd°f. p) = —2Lf + (ds(w), ), (2.4.3)

t=0
ot le Laplacien A est calculé a partir de la métrique g, et p est la forme de Ricci de la métrique

kahlérienne.

Remarque 2.4.2. 1. On retrouve ainsi la formule plus générale de la premiére variation de la courbure

scalaire fournie dans le livre de Besse [16], 1.174
59 = Ag(trgg) + 969 — g(Ricy, §),

pour une variation de la métrique donnée par ¢(X,Y) = dd°f(X,JY).
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2. De I'expression

s(w+tdd°f) = —2ILf + (ds(w), df),
t=0

dt
on déduit que, si la métrique kihlérienne ambiante est & courbure scalaire constante, la linéarisation de
la courbure scalaire coincide avec L. Conformément a la discussion faite en section 1.3.5, son noyau est
alors engendré par les potentiels de champs de vecteurs réels holomorphes. On voit ainsi les champs de
vecteurs apparaitre & nouveau comme obstruction a ’existence de métriques kihlériennes & courbure
scalaire constante, d’ou I’hypothése faite sur 'orbifold (M, Jyr) & la base de la procédure de recollement.
Le cas ot M admet des champs de vecteurs holomorphes demande plus de soin lors de ’analyse de
I’équation, qui maintenant admet un noyau non-trivial ; cela a cependant était fait, comme on le verra

en section 2.6.

La variation de la courbure scalaire dans une classe de Kahler fixée est donc un opérateur elliptique
d’ordre 4 en la fonction potentiel f. L’objet de la section suivante est d’introduire les outils d’analyse
nécessaires a ’étude de cet opérateur L. sur la variété M.. En particulier, on souhaitera comparer ses

propriétés a celle des opérateurs correspondants ILys sur l'orbifold et Lx; sur chaque modéle ALE.

2.5 Analyse dans des espaces & poids.

2.5.1 Opérateurs elliptiques sur une variété compacte.

On commence par un bref rappel d’analyse sur des variétés compactes ; on s’intéresse en particulier
aux propriétés du Laplacien. On trouvera plus de détails sur le sujet dans le chapitre 1 du livre de
Joyce [67], paragraphes 1.2 & 1.5, ou dans le chapitre 2 du livre de Szekelyhidi [112]. Une exposition
plus avancée des opérateurs elliptiques d’ordre 2 est fournie par le livre de Gilbarg et Trudinger [51].

Dans le reste de cette section, M désigne une variété lisse.

Définition 2.5.1. — Un opérateur différentiel d’ordre k sur les fonctions de M est une application

P qui, a une fonction u: M — R, associe Pu: M — R ou Pu est de la forme
(Pu)(z) = Q(z,u(x), Du(x),. .., D*u(x)), (2.5.1)

pour une fonction réelle lisse Q. Selon la régularité de u, les dérivées sont éventuellement définies

au sens faible.

— Soient E, F deuz fibrés vectoriels au-dessus de M. On suppose qu’on dispose d’une connexion V¥
sur E, ainsi que d’une connexion V sur M, nous permettant de définir des dérivées successives
de sections de E . Un opérateur différentiel d’ordre k, P : C*(E) — C°(F), est une application

qui G une section v, k fois différentiable, de E associe une section de F de la forme
(Pv)(z) = Q(z, VEu,. .., Vﬁuv) e Iy,

ot @ est lisse.
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Remarque 2.5.1. On peut définir des opérateurs plus généraux en baissant la régularité de Q. Cepen-
dant, les cas qui nous intéresseront seront des opérateurs lisses.

Plus généralement encore, en utilisant la notion de k-jets définie par Palais dans le chapitre 1 de
[96], on peut en fait définir une notion d’opérateur différentiel d’ordre k en ’absence de connexion. Un

opérateur différentiel d’ordre k est alors une application
P :C*(E) = C™(F)

qui s’annule sur toute section lisse v de E dont le k-jet est nul.

Espaces de Holder. Soit (V, g) une variété riemannienne compacte, D sa connection de Levi-Civita.
On note C*(V) I'ensemble des fonctions continues sur V, admettant des dérivées d’ordre k continues

sur M. Cet espace est naturellement muni de la norme

k
[ fller vy = ZSBP |D flg;
j=0

c’est alors un espace de Banach. Remarquons que cette définition s’étend a I’espace des sections de
tout fibré vectoriel E sur V, pourvu qu’il soit muni d’une métrique sur les fibres et d’'une connexion

préservant ces métriques.

On va s’intéresser au probléme de la régularité des opérateurs différentiels. Si P est un opérateur
différentiel (elliptique) d’ordre p entre deux fibrés vectoriels E et F'sur V, v € I'(E) et w € I'(F') deux
sections telles que Pv = w, alors si v € C¥*P(E), on a naturellement w € C*+P(F).

Inversement, on peut se demander si le contraire est vrai : est ce que w € C¥*P(F) implique
v € CHP(E)?

Il se trouve que cela n’est pas vrai en général; on trouvera un contre-exemple dans le cas du
Laplacien sur R™ dans la section 2.6 du chapitre 2 du livre de Morrey [89]. Il nous faut introduire un
controle supplémentaire sur la dérivée d’ordre plus élevé. On va donc considérer plutot des espaces de
Hilder définis comme suit (voir aussi la section 4.1 du livre de Gilbarg et Trudinger [51]).

Soit a €]0, 1[. Une fonction f sur V est continue au sens de Holder, avec exposant «, si la quantité

— @) = [ W)
o= oty d(,y)

est finie, ol la distance d entre x et y est calculée via la métrique g. On peut interpréter cette condition

comme une ‘dérivabilité fractionnaire’, vérifiant un théoréme des accroissements finis ‘a4 'ordre o’.

Remarque 2.5.2. Cette définition s’étend également aux sections de fibrés vectoriels vérifiant les mémes

conditions que précédemment. Pour v € I'(E), la quantité |v(z) — v(y)| est alors calculée en utilisant

le transport paralléle associée & la connexion sur F'.

On définit alors 'espace C** (V) des fonctions f € C* sur V dont la k-iéme dérivée D*f est a-
continue au sens de Holder. Pour un fibré vectoriel £ muni d’une métrique sur les fibres reliées par

une connexion compatible, on note de méme C*(E).
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On va voir que, dans ces espaces, les opérateurs elliptiques vérifient les propriétés de régularité

espérées.

Symbole principal d’un opérateur et ellipticité. Soient F et F' deux fibrés vectoriels au-dessus
d’une variété M et L : I'(E) — I'(F) un opérateur différentiel linéaire d’ordre k. Dans une carte
U C M trivialisant simultanément E et F', il existe alors, pour z € U et pour tout multi-indice « tel
que |a| < k, des matrices A, (z) (dépendant de fagon lisse de z), de taille dim E'x dim F telles que,
pour u € I'(E),

Lu= Z Aq(2)0%u.

jal<k

Soit £ € T¥ M. On définit le symbole principal de L en (z,&) par

o¢(L,x) = > An(x)6* € Hom(E,, Fy), (2.5.2)
|| =k

where £¢ := H?Zl 5;”. On peut vérifier en changeant de cartes que ceci définit, pour tout x € M une
application polynomiale homogeéne de degré k T M — Hom(E,, F,).
De fagon plus intrinséque, pour x € M, v € E,, £ € T)) M, on peut montrer que si u est une section

de F telle que u(z) = v, et ¢ : M — R une fonction lisse telle que p(z) = 0, d,p = &, alors

oe(L,x)v = %L((pku)‘z; (2.5.3)

on vérifie alors que cette expression ne dépend pas du choix de u et .

Ezemple 2.5.1. 1. La dérivée extérieure d : QP (M) — QPFTL(M) veérifie, pour p € C°(M) et a € QP (M),
d(pa) = pda + de A a. Done, d’aprés (2.5.3), pour z,€ M, £ € TxM,

oe(d,x)a =€ Na.

2. Soit D : T'(E) — QY(M) ® T'(E) une connexion linéaire sur un fibré vectoriel £ — M ;

d’aprés la régle de Leibniz, on a de méme
oe(D,z)v=£(Q@ 0.

3. Le laplacien A : C*®°(M) — C°°(M) sur une variété riemannienne (M, g) est localement

donné par Au = —g¢" D;Dju. 1l vérifie, pour deux fonctions u,v € C*°(M),
A(uwv) = uAv + vAu — 2g(Vu, Vo).
On en déduit que son symbole est localement donné, en £ € T M, par
a¢(A,z) = —g7 &€ = —|€]1*.

Plus généralement, on peut considérer le Laplacien sur les p-formes A : QP (M) — QP(M). Son symbole
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est donné par
e (A, z)a = —[[¢]*a,

pour a € QP(M) ; on trouvera une preuve de ce résultat au Lemme 5.18 du livre de Voisin [120].

Soit P :T'(E) — I'(F') un opérateur différentiel ; la linéarisation de P en u € I'(E) est 'opérateur
linéaire L : T'(F) — T'(F') défini par

d
L:vel(E)— —| Pu+tv).
dt|,_o

On définit ainsi le symbole de P comme étant le symbole de sa linéarisation L.

Définition 2.5.2. On dit qu’un opérateur différentiel P : T'(E) — T'(F) est elliptique si, pour tout
x € M et pour tout § € T M\ {0}, le symbole principal de P o¢(P, x) définit un isomorphisme linéaire
de B, dans F,.

Remarque 2.5.3. L’ellipticité impose en particulier que F et F' aient méme rang.

Exemple 2.5.2. Le laplacien est un opérateur elliptique d’ordre 2. On peut aussi montrer que 1'opéra-

teur

d+: @) — Parm)
p=0 p=0
est un opérateur elliptique d’ordre 1.

Propriétés des opérateurs elliptiques. Les opérateurs elliptiques sur une variété compacte pré-
sentent des propriétés particuliérement agréables, notamment en termes de régularité. Autrement dit,
si P:T'(E) — I'(F) est un opérateur elliptique, et u est la solution d’une équation Pu = v, alors u
est aussi régulier que l’'on peut ’espérer compte tenu de la régularité de v. Plus précisément, on a le

théoréme suivant :

Théoréme 2.5.1 (Estimées de Schauder). Soit P : I'(E) — I'(F) un opérateur linéaire elliptique
d’ordre k. Supposons qu’on ait Pu = v au sens des distributions, ot u € L'(E), v € L*(F). Alors,
pour L €N, 0 < a <1, onaucCHHE) dés que v € CH(F), et, de plus, il existe une constante C
telle que

lullcesramy < C (lullco + lvlleea ) - (2.5.4)

Remarque 2.5.4. On obtient en fait le méme résultat si les coefficients de P sont seulement des fonctions

Che (plutot que lisses).

Un panorama de la fagon dont on prouve des résultats de régularité elliptique est donnée 4 la section
1.4.1 du livre de Joyce [67]. On y traite d’abord les opérateurs elliptiques a coefficients constants. Dans

ce cas, on dispose d’une représentation de Green des solutions : la solution d’un probléme elliptique



2.5. ANALYSE DANS DES ESPACES A POIDS. 75

Pu = f s’écrit comme le produit de convolution de f avec une certaine fonction, la fonction de Green
(on pourra consulter & ce sujet la section 2.4 du livre de Gilbarg et Trudinger [51]. Cette représentation
permet d’obtenir les estimées souhaitées.

Dans un deuxiéme temps, on traite les opérateurs & coefficients non constants en les approchant par
un opérateur  coefficient constant. Cette approche fonctionne pourvu que les coefficients de 'opérateur
ne varient pas trop brutalement, ce que 'on peut controler via des estimées en normes de Holder sur

lesdits coefficients.

Remarque 2.5.5. Ces résultats sont prouvés d’abord sur des ouverts de R™, que ’on étend alors aux
variétés compactes par un recouvrement par des cartes; en conséquence, les résultats obtenus sont,

par essence, de nature locale.

Une conséquence importante des résultats de régularité est de garantir ’existence de solutions &
des équations elliptiques. Un premier résultat d’importance est le suivant, portant sur le noyau d’un

opérateur elliptique, (Théoréme 1.5.1 dans Joyce [67]) :

Proposition 2.5.1. Soit P : C*T0%(E) — CHo(F) un opérateur différentiel elliptique d’ordre k. Alors,

le noyau de P ne dépend pas de l, et c’est un sous-espace vectoriel de dimension finie de C*°(FE).

Supposons maintenant que la variété compacte M est munie d’une métrique riemannienne, et que
les fibrés F et F' considérés sont munis de métriques sur les fibres. Soit P : I'(E) — T'(F') un opérateur
différentiel. Comme on I’a déja mentionné au chapitre 1 (1.2.1, on peut alors associer un adjoint formel
P*:T(F) —» I'(E) a P défini par

/(Pu,v);rvolg:/ (u, P*v)gvolg.
M M

On a de plus, pour £ € T*M,
oe(P*,x) = 0¢(P,x)";

si P est elliptique, P* l’est donc également.
On a alors le critére suivant pour 'existence de solutions a des problémes elliptiques (Théoréme 1.5.3
dans Joyce [67]), qui met en évidence le fait que les opérateurs elliptiques, en un sens, se comportent

comme des applications linéaires entre espaces vectoriels de dimension finie. Plus précisément :

Proposition 2.5.2 (Alternative de Fredholm). Soient E, F' deuz fibrés vectoriels au-dessus d’une
variété riemannienne compacte (M, g), munis de métriques (-,-)g, (-, -) r sur les fibres. Soit P : CkT0o(E) —
CLe(F) un opérateur elliptique d’ordre k et P* son adjoint. Alors I'image de P est un sous-espace fermé
de Cb*(F). De plus, pour v € CH*(F), il existe u € C¥*L%(E) tel que Pu = v si, et seulement si,

vl KerP*. De plus, un tel antécédent u est unique si on impose ul KerP.

Remarque 2.5.6. Cette proposition vien du fait, plus général, que les opérateurs elliptiques définissent
des opérateurs de Fredholm entre espaces de Holder, c’est & dire que leurs noyau et conoyau sont de

dimension finie, et leur image est un sous-espace vectoriel fermé.
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Ainsi, un opérateur elliptique réalise donc un isomorphisme ‘en dehors’ des sous-espaces de dimen-
sion finie Ker P et Ker P*. Le probléme d’existence et d’unicité des solutions est donc, en un sens,
ramené & I’étude de ces espaces de dimensions finies.

Cette idée méne aussi a définir I'indice de Fredholm de I'opérateur elliptique P par
indP := dim KerP — dim KerP* = dim KerP — dim CokerP.

Si P: E — F est une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie, alors I'indice
ne dépend en fait pas de P, mais seulement des dimensions de E et F'. Le théoréme de I'indice d’Atiyah-
Singer montre que cette propriété se transporte, en un sens, aux opérateurs elliptiques. En substance,
I'indice d’un opérateur elliptique P est invariant par déformations qui préservent ellipticité de P, et
peut s’exprimer en termes d’invariants topologiques sur le symbole de P. En ce sens, il est ‘indépendant’

de P.

On trouvera plus d’information sur ce théoréme dans le livre de Melrose [84].

2.5.2 Analyse sur une variété non-compacte.

A premiére vue, il serait envisageable d’appliquer directement ces méthodes elliptiques a ’opérateur
L. sur la variété compacte M. Cependant, pour obtenir un contréle suffisant de la norme d’opérateur
de l'inverse de L., il s’avére préférable de comparer 'opérateur L. aux opérateurs modeéles Ly, défini
sur orbifold ‘percé’ M* := M \ {p1,...,pe¢}, ainsi que Lx sur les espaces ALE X.

Cependant, les variétés M™ et X ne sont pas compactes ; en conséquence, les opérateurs elliptiques
n’y bénéficient pas des propriétés de régularité en norme de Hoélder détaillées & la section précédente
2.5.1. En particulier, les estimées de Schauder (2.5.4) ne s’y appliquent pas.

Pour récupérer des propriétés de ce type, on introduit des espaces plus appropriés au cas non-
compact : les espaces de Holder a poids. Le poids en question a vocation a décrire le comportement

des fonctions au voisinage des ‘trous’ p; dans M, ou a l'infini sur X.

Afin de mieux comprends les phénomeénes en jeu, on introduit d’abord ces espaces sur R™ \ {0},
puis en déduira les normes appropriées sur M* et X. On discutera alors des propriétés de Ljy; et Lx
dans ces espaces.

On s’inspirera pour cette partie de la section 8.2 du livre de Székelyhidi [112], ainsi que les notes
de F. Pacard [93]. Pour l'analyse sur les espaces ALE, on pourra aussi se référer a la section 8.3 du
livre de Joyce [67].

Sur R”\ {0}. Soit f:R"™\ {0} — R une fonction dans C{"*(R"\ {0}). Pour r > 0, § € R, on pose

loc

Jr iR\ {0} - R
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On définit alors la norme de Holder de poids § par
||f||c§v“(]Rn\{o}) = iggrfg\\frllck,a(Bz\Bl)-

On dit, que f € Cy'™(R™ \ {0}) si cette quantité est finie.

Remarque 2.5.7. On peut interpréter cette norme comme suit. Le role du rescaling f;. est d’étudier la
fonction f sur un anneau Bs, \ B, ; lorsque r est grand, on regarde donc le comportement ‘a I'infini’
de f, tandis que lorsque r est petit, on ‘zoome’ sur le comportement au voisinage de 0. Dans un tel
anneau, on a |z| = O(r), et la norme a poids permet donc de comparer f & une fonction puissance

T |z]°.

Le lemme suivant est utile pour traiter les non-linéarités éventuelles des équations :

Lemme 2.5.1. La multiplication entre espaces de Hélder & poids

CY(R™\ {0}) x Ci*(R™\ {0}) — 3% (R™\ {0})
(f,9)— fg

est bornée.

Par ailleurs, observons que les dérivées d’ordre ¢ de f, vérifient
(V' fo) (@) = r' (V' f)(ra).

Donc, si f € CE*(R™\ {0}), Vif € CE-P(R™\ {0}).

En particulier, pour tout k£ > 2, le Laplacien A sur R™\ {0} définit une application linéaire bornée
A CHU R\ {0}) = G (R™ {0}).

On s’intéresse aux propriétés de A et de A? = Ly dans ces espaces & poids. En particulier, on
souhaite récupérer les propriétés évoquées a la subsection 2.5.1. On va voir que le caractére Fredholm
de A dépend du poids §. La notion-clé pour décrire les ‘mauvais poids’ est la suivante (voir aussi
Pacard et Riviére [94]) :

Définition 2.5.3. On dit que 0 € R est une racine indicielle du laplacien A en 0 s’il existe une
fonction harmonique f € C%>%(B(0,1)\{0}) dont le tauz de croissance en 0 est §. On définit de facon

similaire les racines indicielles de A en +o00.

Lemme 2.5.2. L’ensemble des racines indicielles de A sur R™ \ {0} est Z\]2 — n,0[= {2 —n,1 —
n,—n,...} U{0,1,2,...}.

Preuve. 1l s’agit d’un calcul en coordonnées polaires. Soit f : R™ \ {0} — R telle que Af = 0. On
écrit f = f(r,0), pour r > 0 et § € S"! et on décompose f dans la base hilbertienne fournie par les

fonctions propres de Agn-1.
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Ainsi, soit 1; la fonction propre associée & \; = —i(n — 2+ i), pour ¢ € N. Il existe des fonctions
a; 3]0, +o00[— R telles que

Fr,0) =" ai(r)vs(0).

ieN
On a alors
_ i
0= Af = Z (a;’(r) + nTla;(T) + T2a2(7“)> 1/}1(9)

Pour chaque 7 € N, a; est donc solution de ’équation différentielle d’ordre 2.

" n—1, J _
al (r) 4+ . ai(r)—i—ﬁai(r)—o.

Autrement dit,
" _
a;(r) = pr®s + porsi

ot les s& sont les racines de

O=s(s—1)+n—1s+X\=5"4+(n—2)s—iln—2+1),

i.e.
1 1
sF=3 (2—n:l:\/(n—2)2+4i(n—2+i)> — 5 @—nEn-2+2)
Lorsque i parcourt N, les taux de croissance possibles pour une fonction harmonique balaient donc
bien Z\]2 — n,0[. O

En dehors de ces poids critiques, on retrouve alors :

Proposition 2.5.3. Si § n’est pas une racine indicielle, alors l'opérateur
A CPUR™\{0}) = G5 (R {0])

est un isomorphisme.

On trouvera la preuve dans article de Bartnik [15], Théoréme 1.7 (ou elle est réalisée dans des
espaces de Sobolev). La preuve repose sur 'existence d’une fonction de Green pour A, qui nous permet
de décrire une solution & Af = g, pour g € C?:S’Q(R” \ {0}), sous forme d’un produit de convolution.
Pour n > 2 et 2 —n < § <0, cette fonction de Green est donnée par
— Cn
I

G(x)

ou ¢, ne dépend que de la dimension. Les cas § < 2 —n et § > 0 donnent lieu & des expressions
plus compliquées de la représentation de Green, mais fonctionnent de la méme facon. Ceci permet de

démontrer la surjectivité, tandis que l'injectivité découle du lemme 2.5.2.

Remarque 2.5.8. Lorsque § est une racine indicielle, A n’est pas un isomorphisme, ni d’ailleurs un

opérateur de Fredholm. Par exemple, si on considére une fonction de la forme f(x) = loglog(|z|) en
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dehors d’un compact, alors Af = O(—zt-1—). Donc Af € CE’QO‘, mais f ¢ Cg’o‘ puisque f n’est pas

[«]% log [x]
bornée. En fait, Af est dans la fermeture de Im A C CE; . En particulier, 'image n’est pas fermée.

En appliquant deux fois de suite la proposition 2.5.3, on obtient :
Proposition 2.5.4. Si § ¢ Z\]4 — n,0[, l'opérateur
k.o rmpn k—4,a (mpn
A% C5(R™\ {0}) = 5= (R™\ {0})

est un isomorphisme.

Remarquons que A? est exactement 'opérateur de Lichnerowicz associé & la métrique plate go
sur C™. Par ailleurs, les opérateurs que 'on souhaite étudier, Ly, et Lx, admettent A%, et Ag(j
comme terme d’ordre le plus élevé ; on va utiliser ce fait, conjointement avec un controéle approprié des
métriques ||gar — goll et ||lgx — gol|, pour transposer les propriétés que l'on vient d’obtenir sur Ly a

notre contexte. On traite d’abord le cas de ’orbifold.

Sur Porbifold percé M*. Rappelons que M* := M \ {p1,...,pe} est muni, au voisinage de chaque
pi, d’une carte orbifold holomorphe 2 : U; C M — B(0;7r¢) C C?/Zy, dans laquelle

7|2 )
war = dd° <|22| + 0(|,zﬂ|4)) :

Afin d’étudier l'opérateur L,; sur M™*, on introduit des espaces de Holder & poids qui nous per-
mettront de controler le comportement de fonctions ou de tenseurs au voisinages des ‘trous’ p;. En

s’ingpirant du paragraphe précédent, on pose la définition suivante :
Définition 2.5.4. Soit f € Cl%(M*), et & un réel. Soit j =1,..., L. On définit
— -5
I£leze oo = 92 T Mrller e, 872

Si chacune de ces quantités est finie pour j = 1,...,¢, on dit que f € Cf’a(M*) et on pose

||ch(’;va(M*) = Hf”ck’a(M\UB(pj,’l"g)) + Z ||f||c§‘a(3(pj,ro))~
J

Ezemple 2.5.3. La fonction z — |2|° dans une carte B(pj,ro) est dans C(];’O‘(B(pj,ro) si et seulement
si & > 6.

Remarque 2.5.9. On peut définir ces normes de fagon équivalente comme ceci : autour de chaque

p € M*, on considére des cartes vers une petite boule géodésique

¢ B(0,1) = B(p,nro)
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ou rg = p(p) et telles que
¥ gm — 590 = Ock (r5).-

Une fonction f € C%(M*) est dans Cy**(M*) s'il existe C' > 0 telle que dans toute carte de ce
type,
If o ®llgk.a < Crf.

Remarque 2.5.10. Une fonction f € C?’Q(M*) pour ¢ > 0 s’étend par continuité aux singularités p;.
Par analogie avec le paragraphe précédent, on dit que § € R est une racine indicielle de Ly« en p;
s’il existe une fonction non-triviale v définie sur la sphére 0B(p;,1) telle que

Loz (|2)°v) = O(]z]°~3). (2.5.5)

L’expression (1.3.14) montre que les coefficients de L+ font intervenir des dérivées a ’ordre au plus
2 de la métrique gps. Or, dans les cartes que 'on a choisies, ||gar — gol| = O(]2]?) au voisinage de p;,
et on dispose de plus des estimées similaires sur les dérivées. On en déduit que (2.5.5) est vérifiée si,
et seulement si

A3(|2f0) = O(|2I"9),

ou A est le Laplacien euclidien sur C™/T';. Autrement dit, ’ensemble des racines indicielles pour L/«

est le méme que pour AZ : c’est donc un sous-ensemble de Z\]4 — 2m, 0[.

Remarque 2.5.11. On considére ici les fonctions harmoniques I';-invariants pour définir ’ensemble des

racines indicielles ; c’est donc éventuellement un sous-ensemble strict de Z\]4 — 2m, 0.

Pour ¢ ¢ Z\]4 — 2m, 0[, 'opérateur

LS. : Cy®(M*) — C° (M),
[ =A% f —2(par, ddf)

est bien défini, et pour ce choix de poids, les résultats obtenus par Bartnik dans [15] (notamment les
Théorémes 1.6, 1.10) montrent que c’est un opérateur de Fredholm. De plus, puisque gas est & courbure
scalaire constante, c’est un opérateur autoadjoint d’aprés (1.3.14). Par un argument de dualité, on peut
montrer que

dim Ker L3,. = dim Coker L},;2™~°, (2.5.6)

Pour plus de détails au sujet de ces calculs d’indices de Fredholm, la principale référence est le livre
de Melrose [84].

On a alors le résultat suivant, démontrés dans I’article d’Arezzo et Pacard [6], Proposition 5.1, ou
encore, pour la premiére, dans le livre de Szekelyhidi [112], Proposition 8.9 :
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Proposition 2.5.5. Supposons que m > 3, § €]4 — 2m,0[. Alors l'opérateur

LO:Cy(M*) x R — CY°,
(fs A) = Lag- f + A,

est surjectif, avec un noyau de dimension 1 constitué des constantes.

Preuve. On rappelle ici la preuve présentée dans [6]. Lorsque 4 —2m < § < 0, la théorie de la régularité
elliptique implique que les éléments du noyau de L+ : Cg’o‘(M ) — Cgfil(M *) s’étendent en fonctions
lisses sur M. Puisque 1’on a supposé que M n’admettait pas de champs de vecteurs holomorphes, ceci
implique que le noyau de L+« dans C?’a (M™) est réduit aux fonctions constantes.

Alors, ’égalité de dualité (2.5.6) entraine que le conoyau de L/~ dans Cg’_cz(M *) est également de
dimension 1. De plus, Ly« = (D~ d)*(D~d) d’aprés (1.3.14), donc pour tout f € Cgl’a(M*),

/ ]L]w*f VOlgM =0.
M

Donc le conoyau est engendré par les constantes. Ainsi, en ajoutant les constantes a la source, on obtient

que L? est surjectif, et son noyau est de dimension 1 comme annoncé, engendré par les constantes. []

Dans le cas des surfaces complexes, la situation est compliquée par le fait que I’ensemble des ‘bons’
poids, |4 — 2m, 0[, est vide. On peut cependant montrer, suivant la Proposition 5.2 dans [6], le résultat

suivant.

Pour chaque ¢ = 1,..., ¢, on introduit une fonction lisse &; : M* — [0, 1], & support dans B(p;, o)
et valant 1 dans B(p;,70/2). Soit V Pespace vectoriel engendré par ces fonctions, muni de la norme

IfI=>2;1f(p:)]- On a alors :

Proposition 2.5.6. Sim =2, et § €]0,1], alors 'opérateur

L0 (Cy*(M*) @ V) x R — %, (M™)
(£, A) = Lar-f + X

est surjectif, de noyau engendré par 1.

Preuve. On rappelle ici la preuve de la Proposition 5.2 dans [6].

Comme on a supposé que M* n’admettait pas de champs de vecteurs holomorphes, pour § > 0,
lopérateur Ly« : C?’Q(M*) — Cg’_a4(M*) est injectif, puisque les fonctions constantes non nulles
n’appartiennent pas a Cy'“(M*). Ainsi, par (2.5.6), Popérateur Ly« : CY5(M*) — C¥5 ,(M*) est
surjectif, et admet donc un inverse & droite, qui toutefois n’est pas unique.

De plus, on peut décrire le noyau de L;f* : il est engendré par 1 et par les solutions 7; (au sens des
distributions) de

Lvy; =6 -4

Pj+1 pj»

/ vjvolg,, =0
M
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pour j=1,...,£—1. On a donc, par (2.5.6),
dim Coker L§,. = .

Soit maintenant ¥ € Cy*®,(M*). On pose

1
A= W /M 'l/]VOlgM.

Puisque LX}* est surjectif, il existe une solution de
Lo=v—A
dans Ci’g‘ ; au voisinage de chaque p;, on a un développement de la forme
#(z) = a; + bjlog|z| + qgj(z),

ot aj,bj € Ret (Z;j € C;l’a(B*(pj,ro). Par conséquent, sur M, ¢ est solution au sens des distributions
de

Lo+A=v—ca) by,
J

Quitte & ajouter une combinaison linéaire des éléments 7; du noyau de ]Lgf*, on peut supposer que
tous les b; sont égaux; alors, en prenant la moyenne de cette égalité sur M, on voit qu’en fait b; = 0.

Donc, au voisinage de p;,

¢ = a; + ¢y,

c’est a dire, ¢ € Cy’* @ V. On définit ainsi un inverse a droite G_s de L_5 tel que, pour ¢ € Cy:% (M*),
G_s(p—v)eCy oV,

ce qui nous donne le résultat escompté. O

12 ) 4 .
Les éléments de V ne sont pas bornés en norme C;"“(M*); on verra au chapitre (chap 3) que cela
entrainera un moindre controle de la borne de 1'opérateur inverse L-! que I’on construira & 1’étape 3

de la construction. En particulier, on ne pourra pas trouver de borne indépendante de €.

Cet écueil mis & part, on récupére donc un inverse & droite GG; pour l'opérateur sur 'orbifold, &
valeurs dans C;**(M*) si m > 3 et dans Cy™(M*) @V si m = 2.

Sur les espace ALE X;. Rappelons que chaque modele X; est muni d’une métrique kihlérienne
ALE 7;, & courbure scalaire nulle, donnée dans une carte a linfini v/ : X \ K — (Cm/r) \ B(0, Ry)
par ‘

s

77j=dd”< 5 +¢j(uj)>7 (2.5.7)

ot Yj(u?) = O(|u? [*72™) sim > 3, et 1;(u/) = O(log |u/]) si m = 2.
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En utilisant ces cartes, pour R > 0 suffisamment grand, on note B(R) := {|u’| < R} C Xj.

On introduit sur X; des espaces de Holder & poids permettant que controler le comportement des

fonctions dans ces cartes & 'infini.

Définition 2.5.5. Soit f € CI*(X,), et § un réel. On définit

loc
. -0
Hf”c(’;«“(xj\B(Ro)) = }?:l<pRR HfRHC?’a(B(?)\B(l))'
Si cette quantité est finie, on dit que f € C?’Q(Xj) et on pose

Hf”c(’;va(xj) = ||f||C’C‘(¥(B(R0)) + ||f||c§"’(Xj\B(Ro))'

Ezemple 2.5.4. La fonction donnée par uw/ — |u?]%" dans la carte a D'infini est dans C(];"O‘(Xj \ B(Ryp))
si et seulement si §" < 4.

Remarque 2.5.12. On peut définir ces espaces de maniére équivalente comme suit. Soit p € X, il existe

alors une carte envoyant B(0,1) C R*™ sur une boule géodésique de rayon nro autour de p :
¢: B(0,1) = B(p,nro).,

ot 1 > 0 est trés petit et 7o = r(p), avec r une fonction ‘rayon’ sur X définie en dehors d’un compact
(par exemple, la norme sur C2/Z, dans une carte & linfini).
De plus, grace aux estimées ALE (2.5.7), on peut supposer qu’on a

¢*gx —rogo = O(rg ™),

ainsi qu’un controle des dérivées de tout ordre k.
Alors, par définition, une fonction f € Cllz(?‘(X) est dans Cf’o‘ (X) sl existe C > 0 telle que, dans
toute carte de cette sorte,
I1f o llera < Crg.

De cette définition, il résulte que si ||f||ck,a(X) < C, alors f € C**(X) et, pour i < k,
5
0" f| < er® ™,

ou r est encore la fonction rayon utilisée plus haut.

Un poids ¢ € R est une racine indicielle de Lx, §'il existe une fonction non-triviale v € C>(9B(1))
telle que
Ly, (ju*0) = O(ju*~), (2.5.8)

On peut alors, comme précédemment, utiliser (2.5.7) pour comparer ces racines indicielles avec celles

du bilaplacien euclidien AZ sur C™/I';; en effet, dans notre carte a infini, g; = go + O(|u?|?>72™), et
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les coefficients du tenseur de Ricci sont de l'ordre de |u/|~2™. Par conséquent, (2.5.8) équivaut a
AR (| Pv) = O(|u?[?).

Autrement dit, § est une racine indicielle de Lx; si, et seulement si, c’est une racine indicielle de AZ,
et en particulier, 6 € Z\]4 — 2m, 0[.

Pour § ¢ Z\]4 — 2m, 0[, on s’intéresse donc & l'opérateur

LY, : C3(X;) = C324(X;),
f s —A2 f = 2(p;,ddef).

Cet opérateur est bien défini, et, d’aprés Bartnik [15], ¢’est un opérateur de Fredholm. De plus, puisque
g; est & courbure scalaire nulle, c’est un opérateur autoadjoint ; par un argument de dualité, on peut
de plus montrer que
. S . 4—2m—4§
dim Ker L = dim Coker L ="~ (2.5.9)

Encore une fois, on renvoie au livre de Melrose, [84] et & l’article de Bartnik [15] pour les détails de

I’étude de ces opérateurs.

La construction d’un inverse & droite pour L, repose sur le résultat suivant, démontré dans I’article
d’Arezzo et Pacard [6], Proposition 5.5 :

Proposition 2.5.7. Pour ¢ €]0, 1], 'opérateur Lg(j est surjectif et son noyau est constitué des fonc-

tions constantes.

Idée de preuve. On montre dans un premier temps que pour ¢ < 0, le noyau de Lx; dans C?’Q(Xj) est
réduit & 0. En effet, un élément du noyau serait potentiel d’'un champ de vecteur holomorphe tendant
vers 0 & l'infini sur X ; en appliquant le théoréme d’Hartogs, on étend ce champ de vecteur a C™, et
on voit qu’il doit étre nul. L’élément du noyau doit donc étre une constante , mais aussi décroitre a
I'infini puisque c’est un élément de Cgl,’a ; ¢’est donc forcément 0.

De 14, on obtient le résultat escompté en utilisant I’égalité de dualité (2.5.9). O

Ceci nous donne un inverse a droite G3 : Cy%,(X;) — C3**(X;) pour L%,

2.5.3 Analyse sur la somme connexe M..

Afin de pouvoir utiliser les résultats obtenus sur les opérateurs modeéles (Propositions 2.5.5, 2.5.6,
2.5.7), on introduit sur la ‘somme connexe’ M, des normes de Holder & poids qui permettront de tenir
compte & la fois du comportement sur M* et sur chaque Xj.

Pour cela, on utilise les fonctions de cut-off 71 et v, introduites en (2.3.1) pour construire la forme
de Kahler w..

Définition 2.5.6. Soit f : M. — R une fonction réelle. Soient § € R un poids, k un entier et o €]0, 1.

On pose alors

1fllgtmary = I fllgroarey €70 D Iz fllgrax,,
J
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ot le support de 1, inclus dans {p > r.}, est vu comme un sous-ensemble de M*, et le support de 2,
inclus dans {p < 2r.}, est une union disjointe de régions s’identifiant chacune, via l’homothétie h., &
un compact de X;. On dit que f € C?’O‘(ME) si cette quantité est finie.

Remarque 2.5.13. Cette définition s’étend aux champs de tenseurs : Tout champ de tenseurs 7" sur M,

se décompose comme somme Ty := T et Ty« := 11T & support respectifs dans p < 2r. et p > 7r..

Tx et Ths- s'identifient alors & des champs de tenseurs sur X et M* respectivement. Alors ||T'|| 5. est
s

donné, par définition, par
Eie*&H(hsfl)*TX”c(’;v“(X) + ”TM* ||c§v‘1(M*)a (2-5-10)
ol ¢ est le degré T.

La clé de voute des théorémes de recollement consiste & démontrer que Popérateur L, : C;l’a — Cgfil
défini en (2.4.2) admet un inverse & droite pour un poids § bien choisi. La preuve d’un résultat similaire
sera donnée en détail au Chapitre 3, section 3.4.1, aussi on se contentera ici de décrire quelques

stratégies possibles pour aborder ce genre de probléme. Les résultats obtenus sont de la forme :

Théoréme 2.5.2 (Inverse a droite de I'opérateur linéarisé.). Pour un paramétre de recollement

€ assez petit, on a :

— Pour m >3 : Soit § €4 — 2m,0[, a €]0,1[. L’opérateur linéarisé L. : C3'* — CY°, admet un

inverse & droite G, borné en norme d’opérateur indépendamment de €.

— Pourm =2 : Soit § €]0,1], a €]0,1[. L’opérateur linéarisé L. : C;l’a — Cgﬂ admet un inverse @

droite G, borné par e~ ?, ou B > 0.

Remarque 2.5.14. Dans le cas de la dimension 2, on obtient un moins bon controle de la norme de
I'inverse & droite. Cela est di au fait que 'inverse & droite Gy de L+, dans son image, des fonctions
constantes au voisinage des ‘trous’, qui ne sont pas bornées en norme & poids pour un poids positif,
comme on ’a vu a la Proposion 2.5.6. En général, on peut malgré tout faire marcher le théoréme de
point fixe et obtenir une contraction ; parfois, il faut étudier plus finement les propriétés asymptotiques

de la métrique (voir par exemple la section 8.4 du livre de Székelyhidi [112]).

Pour alléger les notations, on décrit ces stratégies dans le cas ou £ = 1, i.e., on se place au voisinage
d’un seul point p avec un modéle ALE X, étant entendu que cette construction s’applique de méme
aux autres points. Trois stratégies principales peuvent étre mises en ceuvre pour prouver le théoréme
2.5.2.

1. La premiére, qui sera privilégiée au chapitre 3, consiste & recoller ensemble les inverses a droite
G1 sur M* et G2 sur X obtenus aux paragraphes précédents. On utilise pour cela des fonctions
de cut-off (i, (s adaptées, et on pose, pour ¢ € Cg’fz(ME),

G = (G (Y) + (G2 (729).

Les fonctions ~y; sont définies en (2.3.1). On doit alors montrer que G est borné en norme d’opé-
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rateur, et d’autre part on montre que c’est un ‘inverse a droite approché’ pour L. :

~ 1
[LeoG—1I|| < 5.
2

Ainsi, (L. oG) est inversible et Go(L.oG)~! est un inverse a droite de opérateur linéarisé. Cette
stratégie, qui trouve son origine dans les techniques développées par Donaldson et Kronheimer,

par exemple dans [40], se retrouve également dans l’article de Székelyhidi [110], Proposition 20.

. Une seconde stratégie, adaptée pour trouver un inverse a gauche de L., consiste & procéder par

I’absurde. On trouvera une mise en ceuvre compléte de cette idée dans la preuve du théoréme
8.14 du livre de Székelyhidi [112]. L’idée est la suivante (pour m > 3). Soit ¢ € C;l’a(Ms). On
souhaite montrer qu’il existe C > 0 telle que

H‘PHc;‘*‘”(ME) < C||L890||c§f‘4(Ms)'

Supposons, par I’absurde, qu’il existe une suite de réels €; — 0 et une suite (¢;) dans Cg’a (M.)

telle que, pour chaque 4, on ait :

||S¢’i||c§va(ME) =1,
z 1
[ ei@i”cgf (M) < G

4

On extrait alors des sous-suites de ¢; dans différentes régions de M,, correspondant aux modéles :
Porbifold percé M*, un compact dans I’espace ALE X, et enfin la région de recollement qui,
remise & I’échelle par un facteur adaptée, s’identifie & un anneau de (C™\{0})/T';. Les limites des
sous-suites dans chacune de ces régions donnent des éléments du noyau de L+, Lx, et Lo = AQO,

de norme de Holder a poids égale a 1 : pour 6 €]4 — 2m, 0], c’est une contradiction.

. Une derniére option, appliquée dans I’article d’Arezzo et Pacard [6], consiste & travailler d’abord

sur des variétés a bords M, := M \ B(p,r) et Xp := {p < R}, ou p est une fonction ‘rayon’ sur
la variété ALE X.

On montre dans un premier temps que si b € C** et k € C>“ sont des fonctions définies sur la
sphére unité de C™ /T, alors il existe des fonctions biharmoniques H; et H, définies respectivement

sur 'intérieur et I'extérieur de cette sphére, vérifiant les conditions de bord

Hi:H():ha
AH,=AH,=k

sur la sphére, et controlées en norme C*“ par les normes de h et k. On se donne alors des fonctions
has et kps sur une petite sphére autour de p dans M, et on en déduit une fonction biharmonique
H, sur M,, vérifiant les conditions de bord correspondantes. On résoud alors ’équation

Lar(p + Ho) + X = Q(p + H,)

par une méthode de point fixe, obtenant ainsi une famille de métriques & courbure scalaire
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constante sur la variété & bord M,_, paramétrisées par ¢, h et k.

On procéde de méme sur I'espace ALE, obtenant des familles de métriques & courbure scalaire
constantes sur Xp_ paramétrées par ¢ et des données au bord hx, kx. Il s’agit alors de choisir
ces données hyr, hx, kyr, kx de sorte que les potentiels de Kahler obtenus coincident & ’ordre 3,
ce qui donne un systéme d’équations différentielles. On obtient alors directement la famille de

métriques cscK souhaitée.

2.6 Généralisations de la construction de recollement.

Dans cette derniére section, on passe briévement en revue quelques généralisations des résultats

présentés dans ce chapitre.

2.6.1 Existence de champs de vecteurs holomorphes.

Naturellement, on peut se demander si de telles constructions sont envisageables lorsque 1’orbifold
M admet des champs de vecteurs holomorphes non nuls. Dans le cas ot M est une variété lisse, sans
point orbifold, et ’on considére I’éclatement en un nombre fini de points lisses, c’est ’objet du second
article d’Arezzo et Pacard [7].

Il se trouve qu’alors, I'existence de métriques & courbure scalaire constante dépend du nombre et
de la position des points ot sont réalisés les éclatements.

Plus précisément, notons X1, ..., Xy des champs de vecteurs holomorphes non triviaux, correspon-

dant & des éléments &1, ...,&; du noyau de s, que ’on choisit tels que

/ fiVOIgM =0.
M

COmpte tenu des fonctions constantes qui font toujours partie du noyau de ILs, on a alors dim Ker
Ly =d+1.

On a le résultat suivant :

Théoréme 2.6.1. Supposons que (M,wyr) soit une variété kihlérienne & courbure scalaire constante.
Alors il existe ko > d + 1 tel que pour tout k > ko, il existe un ouvert non vide U C MF tel que, pour
tous (p1,...,pk) € U, la variété Bl,, ., M obtenue en éclatant M aux points p; admette une métrique

kdhlérienne a courbure scalaire constante.

L’ouvert U est décrit par les contraintes suivantes. On considére la matrice

§ilpr) -+ &ulpr)
m(pla--wpm):
Calpr) -+ Ealpr)-

Alors on a

U= {(pl,...,pk) e M*, rg M(p1,....,pm) =d, Jv=(v1,...,0) ERk,vi>O,§m(p1,...,pm)v:0}.
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Remarque 2.6.1. 1. La premiére condition, portant sur le rang de M (p1, ..., pm), est en fait générique :
elle est vérifiée sur un ouvert dense de M*. Elle provient du fait qu'un champ de vecteur holomorphes
X défini sur M se reléve en un champ de vecteur sur I'éclatement Bi,M si, et seulement si, X (p) = 0.
(On trouvera une preuve de cette affirmation a la proposition 7.1 de 'article d’Arezzo et Pacard [7]). La
seconde condition apparait lors de ’analyse des opérateurs, mais encode certainement un phénomeéne
plus subtil de stabilité de la variété obtenue.

2. Le cas plus général ou M est un orbifold admettant des champs de vecteurs holomorphes,
et les points p; sont donc éventuellement singuliers, est I’objet des travaux d’Arezzo, Lena et Mazzieri
[5]. On y retrouve des conditions similaires, dépendant du fait que les modéles ALE employés pour

résoudre les singularités soient Ricci-plats ou seulement & courbure scalaire constante.

Les outils mis en ceuvre pour traiter ce cas sont trés similaires & ceux décrits plus haut ; cependant,

il faut traiter avec plus d’attention les opérateurs linéarisés dont le noyau est maintenant non-trivial.

2.6.2 Meétriques extrémales.

Les méthodes de recollement s’appliquent également & l'obtention de métriques extrémales; dans
le cas des éclatements de points lisses, c’est 'objet des articles d’Arezzo, Pacard et Singer [8] et de
Szekelyhidi [110, 111]. La généralisation aux orbifolds et & leurs résolutions ALE est ’objet d’un article
d’Arezzo, Lena et Mazzieri [5].

Considérons donc une variété kihlérienne (M, w) extrémale; comme on I’a vu au chapitre 1, pro-
position 1.3.1, cela revient a dire que le champ de vecteur hamiltonien X, associé¢ a la courbure
scalaire de w est réel-holomorphe.

Considérons le groupe G des automorphismes hamiltoniens de (M,w). Il agit sur M de fagon

hamiltonienne, et on peut choisir une application moment
pe M — g,

normalisée de sorte que, pour tout champ de vecteur holomorphe hamiltonien X € g, on ait

/ (p, X)vol, = 0.
M

On utilise le produit scalaire L? pour identifier g* 4 g. On a alors

Théoréme 2.6.2 ([110]). Soientps,...,px des points de M etaq,...,ay des réels, tels que les champs
de vecteurs Xy et Y, a;ju(p;) s’annulent en les p;. Alors, il existe £g > 0 tel que pour tout € €]0, g,

il existe une métrique extrémale sur l’éclatement Bly,, ., M dans la classe de Kdhler
*w] — & Z a;[E;],
i

0u [E;] est le dual de Poincaré du diviseur exceptionnel de l’éclatement, et 7w : Bly,, . , M — M est la

projection naturelle.
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Remarque 2.6.2. La premiére condition signifie que I'on peut relever le champ de vecteur X, a
I’éclatement. Comme on souhaite obtenir, par une méthode perturbative, une métrique extrémale w,
qui tend vers w loin des diviseurs exceptionnels, ¢’est une condition naturelle. La seconde condition peut
s’interpréter comme provenant d’un choix de groupe d’isométrie hamiltoniennes K telle que la métrique
obtenue soit K-invariante. Les travaux de LeBrun et Simanca [75] montrent que cette perspective est,

également, naturelle.

Pour prouver ce résultat, on utilise le méme type de méthodes. Soit donc w une métrique extrémale
sur M, de sorte que X est un champ de vecteurs holomorphe sur M. On considére G le groupe des
isométries hamiltoniennes sur M ; son algébre de Lie g correspond aux champs de Killing holomorphes
admettant des zéros sur M. Ainsi qu’on la vu au chapitre 1, section 1.3.5, cet espace s’identifie au
noyau de l'opérateur de Lichnerowicz L.

Considérons un point p de M tel que X ,)(p) = 0. On considére un tore maximal 7" parmi les
éléments de G qui fixent p, et H le sous groupe des éléments de G qui commutent & T. Alors, les
éléments de T se relévent en des automorphismes de I’éclatement BI,M, et on peut construire la
solution approchée w. de facon T-invariante, en choisissant une carte ou 7' agit par transformations
unitaires.

Soit alors ¢ une fonction lisse T-invariante sur Bl, M. Il reste & trouver quelle équation encode le
fait que la perturbation w, + 100 soit extrémale sur Bl,M. On note t I'algébre de Lie de T, et t les

fonctions hamiltoniennes correspondantes.

Remarque 2.6.3. Les constantes sont incluses dans t, de sorte que dim t = dim t+1. De plus, t s’identifie

aux éléments T-invariants de Ker L,;.

On a le lemme suivant, qui donne I’équation & résoudre.

Lemme 2.6.1 ([110], Lemme 12). Soit ¢ une fonction lisse T-invariante sur Bl,M, et f € t véri-
fiant

s(we +i00¢) (VI Vo), = f. (2.6.1)

1
2
Alors w. +i00p est extrémale sur Bl,M.
Preuve. Soient ¢ et f comme dans I’énoncé. On appelle X le champ de vecteurs holomorphe hamilto-

nien associé a f :

Lxwe = df.

D’autre part, on a
= 1 1
x(i00¢) = Jd((TX) ) = Jd(Vf - ),
_ 1 _
tx (we +100¢) = d (f + §<Vf, Vg0>g5> = ds(we + 100y).

Le champ de vecteurs hamiltonien associé & s(w. + i90¢p) est donc le champ de vecteurs holomorphe

X ; cette métrique est donc bien extrémale. O
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Pour obtenir une approche perturbative, on va résoudre cette équation en décomposant f = f' + 3,
ol 5 est telle que V35 reléve le champ de vecteur extrémal Vs(w) de M. Le principal résultat technique
est alors

Proposition 2.6.1 ([110], Proposition 14). Il existe g > 0, ¢ > 0 telles que pour tout 0 < & < &g,
il existe une fonction ¢ lisse et T-invariante sur Bl,M et [ € b, Uensemble des fonctions hamilto-

niennes associées aur éléments de l’algébre de Lie de H, telles que

nE 1
s(we +100p) — §<V€(f), V)g. =L4(f),
ou ¢ désigne un relevé bien choisi des éléments de b a Bi,M.

Remarquons que la linéarisation de cette équation est donnée par

L (CP™(BL,M))T x b — (C3:°,(BL,M))T

(¢ ) o Lty — 5V5 0~ (7).

On I’étudie en mettant en oeuvre I'une des stratégies évoquées plus haut.

2.6.3 Eclatement le long d’une sous-variété.

Une derniére généralisation, récemment obtenue par Seyyedali et Szekelyhidi dans [102], concerne
le cas ot ’on éclate une variété extrémale non pas en un seul point, mais le long d’une sous variété S
de codimension supérieure strictement & 2.

Soit donc (M,w) une variété kihlérienne extrémale. On appelle encore G le groupe des isométries
hamiltoniennes de (M,w). Alors G agit sur I’ensemble S des sous-variétés de M de codimension k, et
cette action préserve une forme symplectique naturelle. Elle est en fait hamiltonienne, et on a donc

une application moment, donnée par

ps S — g

S»—)/uwm_k,
s

ou u est ’application moment pour 'action de G sur M. On identifie encore g* & g par le produit
scalaire L2.

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.6.3 ([102], Théoréme 1.). Soit S € S telle que Vs(w) et le champ de vecteur p soient
tangents a S. On suppose que codim S > 2. Alors BlgM admet une métrique extrémale dans la classe

[w] — €2[E] pour ¢ suffisamment petit.

La stratégie, dans ses grandes lignes, suit celle que 'on a étudiée pour ’éclatement en un point. On
commence par décrire une solution approchée w.. On ’obtient en utilisant les potentiels de Kahler de la
métrique de Burns-Simanca, ol la norme en coordonnées est remplacée par la fonction d : & — d(zx, S)

encodant la distance & S dans M, calculée grace a la métrique sur M. La fonction d? est alors lisse
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dans un voisinage tubulaire de S. Ceci permet de construire une métrique w. sur M \ S, qui s’identifie
a BlgM \ E (voir 'exemple 2.2.3). On peut alors montrer ([102], Proposition 4) que la métrique ainsi
définie s’étend au diviseur exceptionnel, définissant une métrique kahlérienne sur BlgM.

On adopte alors une approche perturbative pour obtenir une métrique extrémale via 'ajout d’un

potentiel de Kahler vérifiant I’équation (2.6.1) dans les espaces appropriés.

Remarque 2.6.4. En vue de traiter des singularités non-isolées, des modéles ALE, dits Quasi-Asymptotiquement
Localement Euclidiens (QALE) ont été étudiés par Joyce, qui a notamment démontré la conjecture de

Calabi sur ces espaces. On pourra consulter a ce sujet le chapitre 9 de son livre [67].
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Chapitre 3

Méthodes de recollement en géométrie

presque-kahlérienne.

Ce chapitre présente le théoréme qui est au coeur de la thése. Nous utiliserons ici des techniques de
recollement similaires & celle présentées dans le chapitre précédent, afin d’obtenir de nouveaux exemples
de métriques canoniques sur des variétés. Plus spécifiquement, on étend un résultat de Biquard et Rollin

[17] au cas des variétés presque Kéhler.

Comme on ’a vu au cours des deux chapitres précédents, I’existence de métriques canoniques, no-
tamment a courbure scalaire constante, sur une variété kahlérienne donnée, est une question ouverte en
général, et la construction de classes d’exemples, par exemple par le biais de méthodes de recollement,

est un domaine de recherche actif.

Un autre aspect de cette quéte des métriques canoniques, que I'on peut faire remonter aux travaux
de Donaldson sur les variétés toriques [41], est sa généralisation aux variétés dites presque-kdhlériennes.
Comme on le verra plus en détail dans la Section 3.1, il s’agit de variétés symplectiques (M, w) munies
d’une structure presque complexe compatible, que ’on ne suppose pas intégrable. Comme on I’a vu au
chapitre 1, section 1.3.7, I’espace AC,, de ces structures presque-complexes compatibles est un espace
de Fréchet contractile, muni d’une structure kihlérienne naturelle.

Le groupe des symplectomorphismes hamiltoniens agit sur AC,, par tiré en arriére. L’observation,
dde a Donaldson [38] (qui généralise ainsi le résultat de Fujiki [46] au cas non-intégrable ), est que
cette action est hamiltonienne, et "application moment associée est donnée par la courbure scalaire
hermitienne de (M,w,J), c’est-a-dire la trace de la courbure de la connexion de Chern sur le fibré

anticanonique. On donnera un sens précis a ces notions dans le cadre non-intégrable en section 3.1.

Le probléme des métriques canoniques dans ce cadre se raméne donc a I’étude de la fonctionnelle

Je A, D—)/ V()2
M
qui coincide avec la fonctionnelle de Calabi si on la restreint aux structures intégrables.
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Enoncé du résultat principal. On considére une surface orbifold kihlérienne (M*, war, Jar), &
singularités isolées py . .., ,pe de type A;. Autrement dit, M est doté d’un atlas holomorphe qui envoie
des voisinages de chaque p; sur des voisinages de 1'origine dans C?/Z,, comme on I’a vu au chapitre 2,
Section 2.1.

En section 3.2, on détaillera la construction d’une famille de variétés symplectiques lisses M, in-
dexées par un paramétre € € (0,¢q), que 'on appellera lissages symplectiques de Porbifold (M, wys).Ces
lissages seront obtenus comme somme connexe symplectique de M et d’un modéle ALE (X ~ T*S? Jx,wx),
Ricci-plat, et muni d’une forme symplectique ezacte wx. Ce modéle sera en fait fourni par les lissages
de C2?/Zsy décrits en section 2.2.4.

Pour le moment, on décrit simplement les propriétés principales de cette famille de lissages.

1. La variété M, se décompose en une union M, = (M \U; B(p;,r(¢))) UK., ou K. est diffeomorphe
4 un voisinage compact K. de la section nulle de T*S2. De plus, le rayon r(g) tend vers 0 lorsque
¢ tend vers 0, et T*S2% = UK.

2. M. est muni d’une forme symplectique w. telle que, d’une part, Iinclusion naturelle (M \

U;B(pi,r(e)) — M., envoie wys sur we, et, d’autre part, le diffeomorphisme v¢. : K. — K.

envoie € 2w, sur wx.

Grace a ces propriétés, on verra, au lemme 3.2.2, que les variétés M, sont toutes difféomorphes en

elles, et en fait symplectomorphes. En effet, on verra qu’il y a une injection canonique
HZ(M\Apy,...,pe}) = H*(M.,R) (3.0.1)

qui envoie [wys] sur [w.]. Dans ce sens, les classes de cohomologie [w.| coincident.

De plus, les identifications de régions de M. avec des régions de M et X respectivement nous
permet de donner un sens & la convergence, lorsque ¢ tend vers 0, de suites de fonctions (ou tenseurs)
fe : M. — R sur des compact de M* := M \ {p1,...,p¢} d’une part, et de X d’autre part.

Rendre cette construction précise est 'objet de la section 3.2.

Une fois cette construction menée & bien, on obtient le résultat suivant.

Théoréme. Supposons que (M, Jyr) n'admet pas de champ de vecteurs holomorphes non triviauz, et
que (M,wpr, Jar) est a courbure scalaire constante. Pour un paramétre £ suffisamment petit, on munit
les variétés symplectiques (Mc,w.) d’une famille de structures presque-kihlériennes lisses compatibles

(Je, ge) @ courbure scalaire hermitienne constante, telle que

— La suite J. de structures presque complexes converge, en norme C>%, vers la structure complexe

orbifold Jy;, sur tout compact de M*.

— Le tiré en arriére 1..J. sur le modéle X converge, en norme C>%, vers la structure complexe
ALE Jx, sur tout compact de X.

On détaille maintenant les étapes de la construction de recollement. On construira dans un premier

temps une famille de variétés lisses M., obtenues comme somme connexe généralisée de 1'orbifold M
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avec un modéle ALE approprié X, et I’on munira ces variétés de structures presque-kdhlériennes par
recollement.
Ensuite, on perturbera ces structures pour obtenir les métriques presque-kadhlériennes a courbure

hermitienne constante annoncées dans le Théoréme 5.

Pour faire fonctionner une telle construction, la surface ALE X doit étre asymptote a C2/Z, dans
le sens ou les structures complexe et riemannienne sur X convergent vers leurs analogues euclidiens
Jo, go sur C?/Zs, avec un taux de décroissance suffisant. Ce modéle ALE sera donné par les lissages
introduits au chapitre 2, section 2.2.4, munis de la métrique Ricci-plate d’Eguchi-Hanson, et d’une

structure complexe, qui est une déformation de celle obtenue par éclatement de la singularité quotient
C?/Zs.

Remarque. La résolution minimale de la singularité A; est une variété hyperkihlérienne biholomorphe
4 T*CP1. Notre choix de modéle ici consiste & prendre une structure complexe différente dans la famille

hyperkahlérienne de structures complexes compatibles.

Le modéle étant choisi, ’étape suivante consiste & recoller M et X dans une somme connexe
généralisée : on remplace un petit voisinage de chaque singularité p; de M par un compact de large
rayon de X, convenablement remis a 1’échelle. Exécutée dans des cartes de Darboux, cette construction

donne une variété lisse compacte M, naturellement munie d’une forme symplectique w;.

Ensuire, on munit M. d’une structure presque complexe J. en recollant grossiérement les structures
modéles sur M et X via des fonctions de cut-off. Ce recollement nous cotte 'intégrabilité de la structure
presque complexe ainsi obtenue J., mais on verra que l'on peut controler ce défaut d’intégrabilité
dans des normes & poids adaptées.

Il reste alors a perturber cette solution approchée pour obtenir une structure presque kiihlérienne a
courbure scalaire hermitienne constante. Cette opération requiert quelques ajustements des méthodes

de recollement présentées précédemment.

Premiérement, puisqu’on ne travaille plus sur une variété kihlérienne, les courbures de Ricci et
scalaire provenant de la métrique riemannienne g. := w5(~,jg~) n’ont plus les propriétés agréables
que 'on a étudiées au chapitre 1, section 1.3.2. Notamment, on n’a plus un bon contréle du noyau
de lopérateur linéarisé correspondant. En conséquence, on s’intéressera plutdt a la courbure scalaire

hermitienne, en accord avec le point de vue introduit par Donaldson ([38]).

De plus, on ne dispose pas d’une notion appropriée de potentiels de Kahler grace auxquels perturber
la solution approchée en une métrique & courbure constante. En fait, comme Delanoe 1’observe dans

son article [36], les formes symplectiques de la forme
we + dJ.df

ne sont pas js—invariantes, et ne permettent donc pas de munir M, d’une structure presque-kihlérienne.
On va donc procéder différemment, toujours en accord avec le point de vue de Donaldson. On fixe la
forme symplectique w,, et on fait varier la structure presque complexe J. le long de champs de vecteurs

hamiltoniens, de fagon & préserver la compatibilité avec w..
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Cette méthode nous permet de réécrire la condition de courbure scalaire hermitienne constante
sous la forme d’une équation aux dérivées partielles elliptique d’ordre 4 sur M,.. Pour la résoudre, on
aura recours, comme au chapitre précédent, section 2.4, & une méthode de point fixe entre espaces
fonctionnels bien choisis. Comme on le verra, la linéarisation de cette équation se décompose en la
somme de l'opérateur de Lichnerowiz sur M, et d’un terme d’erreur. Une fois ce terme d’erreur sous
controle, on pourra ainsi utiliser les propriétés des opérateurs de Lichnerowicz ‘modéles’ sur ’orbifold
M st sur la surface ALE X, pour étudier 'opérateur linéarisé. Par un analogue du théoréme d’inversion

locale, on obtient ainsi une solution au probléme.

Organisation du chapitre. On commencera par une présentation de la géométrie presque-kiahlérienne
dans la section 3.1, focalisée sur la généralisation des notions nécessaires au recollement, et avec une
emphase sur la différence avec le cas intégrable. Ensuite, dans la section 3.2, on montrera ’existence
de cartes de Darboux sur M et X dans lesquelles on exécutera la somme connexe. La section suivante
3.3 est dédiée & la construction d’une structure presque complexe compatible sur la somme connexe
obtenue M., ainsi qu’a des estimées sur son tenseur de Nijenhuis. Dans la section 3.4, on s’attaque &
I’analyse de ’équation de courbure constante sur M. . Enfin, dans la section 3.5, on discutera d’exemples
d’applications de cette construction & I’obtention de nouvelles métriques canoniques.

3.1 Quelques préliminaires de géométrie presque-kihlérienne.

Notre construction de recollement nous aménera a travailler sur des variétés presque-kahlériennes.
Une variété presque kihlérienne est une variété symplectique (V, w) munie d’une structure presque com-
plexe J compatible avec w. En particulier, une variété presque-kihlérienne (V,w, J) est naturellement

munie d’une métrique riemannienne g :
9(X,Y) =w(X,JY),

de la méme fagon que sur une variété kdhlérienne. La différence réside dans le fait que la structure
presque complexe J n’est pas supposée intégrable.

On donne dans cette section les outils et identités qui s’avéreront utiles plus tard, en mettant en
valeur les différences avec le cadre kihlérien. Soit donc (V,w) une variété symplectique ; une premiére

étape est la description de ’espace des structures presques complexes compatibles avec w.

On verra ensuite qu’il existe naturellement sur cet espace une action de groupe hamiltonienne, dont
les orbites, dans le cas intégrable, peuvent s’interpréter comme des classes de Kahler. Ce point de vue

‘dual” avait déja été mentionné & la fin du chapitre 1, section 1.3.7.

En relation avec le probléme des métriques canoniques, on verra qu’il existe sur une variété presque
kahlérienne plusieurs notions de courbure, notamment de courbure scalaire ; on décrira ces différentes
notions, et leurs mérites comparés quand & 'adaptation du probléme des métriques canoniques au

cadre presque-kéihlérien.
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3.1.1 Structures presques complexes compatibles avec une forme symplec-
tique.

On commence par quelques généralités sur les structures presques complexes (s.p.c.) compatibles
avec une forme symplectique donnée. Soit donc (V,w) une variété symplectique. Rappelons qu’au

chapitre 1, section 1.3.7, on avait noté AC,, ’ensemble des s.p.c. sur V' compatibles avec w :

AC,, = {J section de End(TV), telle que J? = —Id, et gy := w(-,J-) est une métrique riemannienne}.

L’espace tangent en un point J € AC,, est alors :
T;AC,, = {A section de End(TV) telle que AJ = —JA, w(A-,-) +w(-,A:) =0}.

Rappelons également du chapitre 1 que ’on avait muni AC,, d’une structure de variété kihlérienne
(J, 2. 8).

On note G, ’ensemble des sections de Aut(T'V) qui préservent w,
G =CPAut(TV,w)) ={y: V = Aut(TV), w(vX,7Y) =w(X,Y)}.

On peut voir G, comme un groupe de Lie de dimension infinie, dont ’algébre de Lie serait alors

I’ensemble des endormorphismes de T'V caractérisés par :
L, =C*End(TV,w))={a:V = End(TV), w(aX,Y) +w(X,aY) = 0}.

On dispose alors d’une application

exp: Ly, — G,.

Remarquons de plus que G, agit par conjugaison sur AC,,. Plus précisément, on a :

Proposition 3.1.1. L’action de G, sur AC, par conjugaison est transitive. En particulier, étant

donnés Jy et Jo dans AC,,, il existe a dans L., tel que
Jy = exp(a)Jy exp(—a).

De plus, la section a est unique si on impose qu’elle anticommute a J, et Js.
Inversement, pour tout J € AC,,, tout vecteur tangent J € T;AC,, s’écrit comme le vecteur tangent

en 0 a une courbe de la forme :

. d
J=— exp(ta)J exp(—ta),
dt|,_,

ot a= —%Jj.

Preyve. On observe que P = —J;J5 est un endomorphisme autoadjoint défini positif aussi bien pour le

produit scalaire g1 = w(+, J1+) que pour go = w(-, Ja-). Il existe donc une matrice B, symétrique définie
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positive pour g; et gs, telle que P = B2. De plus, B = exp(b), et on observe que b anticommute avec

Jy aussi bien que J. O

3.1.2 Action des champs de vecteurs hamiltoniens sur AC,,.

La construction de recollement réalisée par Arezzo and Pacard a lieu sur une variété obtenue par
‘somme connexe’ de deux variétés kiahlériennes dans des cartes holomorpges. Cette somme connexe,
comme on ’a vu au chapitre précédent, est naturellement une variété complexe, et on la munit par

recollement, d’une classe de Kéhler dans laquelle chercher une métrique & courbure scalaire constante.

Notre construction nous aménera & prendre le contre-pied de cette idée : notre ‘somme connexe’ sera
nativement symplectique, et il sera naturel de fixer cette structure. On cherchera alors & perturber la
structure presque complexe dans une certaine sous-famille de AC,,. On a déja rencontré cette situation
au chapitre 1, section 1.3.7. On avait alors décrit une action hamiltonienne du groupe des symplecto-
morphimes exacts Ham(V,w) de V', dont les orbites complexifiées, dans le cadre Kéhler, s’identifiaient
aux variations de w dans sa classe de Kahler.

L’objectif de cette section est de donner un sens & cette perturbation ; on verra aussi comment, sur
une variété kithlérienne, cela revient en fait a l'utilisation du lemme du 99 dans une classe de Kéhler

fixée.

Soit donc (V,w) une variété symplectique, munie d’une structure presque complexe compatible J.
Une premiére idée de construction, imitant 'idée des classes de Kéhler, serait d’associer a f € C*(V)
la 2-forme

wyi=w —dJdf.

Cependant, cela ne fonctionne pas :

Lemme 3.1.1. La forme symplectique wy ainsi définie est J- invariante si, et seulement si, J est

intégrable.

Preuve. D’un coté, pour tous X, Y, on a

(dJdf)(X,Y) = X - (Jdf(Y)) =Y - (Jdf (X)) — Jdf ([X,Y])
=X -(JY) f+Y-(JX) - f+JX,Y] ]

D’un autre coté,

(dJdf)(JX,JY) = JX - df (V) — JY - df (X) — Jdf([J X, JY))
= JX-Y f+JY X f+JJX,JY]f.

Par conséquent, la partie J-anti-invariante de dJdf est

ou N est le tenseur de Nijenhuis de J, introduit au chapitre 1 comme obstruction & l'intégrabilité par

le théoréeme de Newlander-Niremberg 1.1.1 O
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On avait vu au chapitre 1, suivant une idée due a Fujiki et étendue par Donaldson, que varier une
forme de Kahler dans sa classe de Kéhler pouvait se réinterpréter en termes de 'action complexifiée du
groupe Ham(V, w) par tiré en arriére sur l’espace AC,, des structures presque complexes compatibles.
Cette action complexifiée était obtenue en complexifiant ’action au niveau infinitésimale, puis en en
déduisant un feuillerage qui donnait les orbites complexifiées.

Le lemme 3.1.1 montre que cette construction ne s’étend pas, en 1’état, au cadre presque-kahlérien.
Ainsi, une structure presque complexe obtenue par tiré en arriére d’un élément de Ham(V, w) n’est pas
compatible avec w.

Toutefois, on peut introduire une variation de la structure complexe, induite par Ham(V,w), qui
soit tangente aux orbites complexifiées au point de départ, tout en restant compatible avec la forme
symplectique. Plus précisément, soit f € C°>°(V,R); on lui associe le champ de vecteur hamiltonien Xy
défini par

df = —w(Xy -, ).

La dérivée de Lie le long de X induit alors une variation a de la structure complexe :
1
a = i[:xf J.
Cette variation est compatible avec w au sens suivant :
Lemme 3.1.2. La section a € C*®(End(TV)) est un élément de L,,. De plus, a anticommute avec J.

Preuve. On commence par vérifier que w(aX,Y) + w(X,aY) = 0. Pour cela, remarquons qu’étant

hamiltonien, Xy préserve w :

Lx,w=d(Lx,w)+i1x,dw= df =0.

s
Donc, puisque g(X,Y) = w(X,JY), on a
Lx9(X,Y)=w(X,Lx,JY).

Or Lx,g est un tenseur symétrique, donc

Lx;9(X,Y) = Lx,9(Y, X)
= (JJ(Y, [,XfJX)
= —w(Lx,JX,Y).

D’autre part, montrons que J et a anticommutent :

27X = (Lx,J)JX
= —Lx,X — JLx,(JX)
= —J(Lx,])X

pour tout X. O
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Donc, d’aprés la Proposition 3.1.1, pour tout réel ¢, la structure presque complexe
Jy = exp(—ta)J exp(ta)

est compatible avec w. Notre analogue du lemme du dd® sera le procédé suivant : & f € C*(V), on
associe
Jri=J (3.1.1)

Cette opération ne préserve pas les orbites complexifiées de ’action hamiltonienne ; cependant,

Iaction infinitésimale est la méme :

d

- =— —tLyx,

o t:OJt i, exp(—tLx,J)J
— JLx,J
— JP(f).

3.1.3 La courbure scalaire hermitienne.

Soit (V,w) une variété symplectique, et fixons une structure presque-complexe compatible J € AC,,.

Ou discute ici les différentes notions de courbure existant sur la variété presque-kihlérienne (V, w, J)
et leurs avantages comparés. On trouvera plus de détails dans 1’étude d’Apostolov et Draghici [3].

Dans le reste de la section, on désignera par D la connection de Levi-Civita associée & la métrique

g7 :=w(-,J-).

Une premiére idée naturelle serait de considérer les tenseurs de courbure issus de la géométrie
riemannienne de la métrique gy : le tenseur de courbure riemannien Rmg,, le tenseur de Ricci Ricg,
et la courbure scalaire s,4,. De 14, on a vu en (1.3.7) que dans le cas d’une variété kihlérienne, on peut
définir la 2-forme p := Ric,, (J-,-), qui est alors de type (1, 1), fermée, et représente la premiére classe
de Chern de V.

Toutefois, si la structure complexe n’est pas intégrable, alors DJ # 0 a priori, et le tenseur de
Ricci n’est donc pas J-invariant ; en particulier, p ne définit pas une 2-forme sur V, encore moins une
2-forme fermée représentant la classe de Chern.

Les tenseurs de courbure riemanniens perdent donc la plupart des propriétés agréables dont ils
jouissaient sur une variété kihlérienne. Notamment, la courbure scalaire s, et sa linéarisation sont
moins bien comprises. C’est ce qui nous pousse & chercher des alternatives, liées plus directement a la

structure presque complexe.

A cet effet, rappelons quelques notations introduites au Chapitre 1.
La structure presque complexe J permet de voir I’espace tangent T,V en chaque point p de V

comme un C-espace vectoriel. On note (7'V, J) le fibré vectoriel complexe obtenu. Il s’identifie & 710V
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via
X e(TV,J)— X" = %(X —iJX)eTYV cTV®C
Z+7Z < Z.
Ainsi, on peut équiper (7'M, J) d’un opérateur de Cauchy-Riemann défini par

Y = 29 ([XOL, YLOLO),

Rappelons qu’on avait utilisé cette formule au chapitre 1 (1.1.11) pour un fibré complexe au-dessus
d’une variété complexe. Remarquons que la formule fait encore sens lorsque J n’est pas supposée

intégrable. On déduit de la définition les expressions alternatives suivantes :
Proposition 3.1.2. En fonction de la dérivée de Lie L et de la dérivée covariante D, on a :

Ny = —(1X, Y]+ [JX, JY] + J[JX,Y] - J[X, JY])

N

1
—E(JﬁyJ—l- Ly J)(X)

1 1
i(DXY +JDyxY) — iJ(DXJ)Y.

L’espace tangent (T'V, J) est muni naturellement du produit hermitien h; := %(gJ —iw). Comme
on I’a vu au théoréme 1.1.3, il existe alors une unique connexion de Chern V” sur (T'V,.J), hermitienne,
telle que V501 = §ITV.T),

Remarque 3.1.1. Puisque la structure presque complexe n’est pas supposée intégrable, la connexion de
Chern ne coincide pas nécessairement avec celle de Levi-Civita. La différence est précisément le défaut
de parallélisme de J :

VxY =DxY — %J(DXJ)Y.

De plus, la torsion de V est donnée par le tenseur de Nijenhuis N.

De cette construction, le fibré anticanonique K% = A™(TV,J) hérite d’'un produit hermitien et
d’une connexion hermitienne. Comme on ’a vu en (1.1.14), la courbure de cette connexion est de la
forme ipV ou pV est une 2-form réelle fermée, qui, de plus, représente 2me1 (V). On Pappelle la forme

de Ricci hermitienne.

La courbure scalaire hermitienne sV est alors la trace de pV par rapport a w :
sV =2ApY. (3.1.2)

Sur une variété kiahlérienne, c’est-a-dire quand la structure presque complexe intégrable, ces deux
notions de courbure de Ricci et scalaire coincident. Pour quantifier leur différence dans le cadre presque-

kihlérien, on introduit une troisiéme notion de courbure.
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Rappelons que le tenseur de courbure riemannien Rmg, s’identifie & un endomorphisme symétrique
de A2V via
Rmg, (a A B)(X,Y) := Rmg, (o, B, X,Y).

La forme de Ricci twistée, ou x-forme de Ricci, est alors par définition I'image de la forme w par cet

endomorphisme :
p* = RQJ (W)’

et sa trace par rapport & w est appelée I'x-courbure scalaire :
s* = 20p* = 2(Ry, (W), w).

On a alors les identités suivantes, dont on trouvera la preuve dans [3].

Proposition 3.1.3. Les différentes courbures de Ricci sont reliées par :

1
pV(X,Y) = p*(X,Y) — 1tr(JDXJ o Dy J), (3.1.3)

P(X,Y) = S(Ricy, (JX,Y) — Ric,, (X, JY)) + %((DD*J)X, Y). (3.1.4)

1
2
Pour ce qui est des courbures scalaires, on a

v 1 9 L 1 9 1 .

s :ng+§|DJ| =3 —§|DJ| =§(SQJ+3 ). (3.1.5)
Dans cette derniére formule, la norme de D.J est donnée par |DJ|> = —3 3, tr(D.,J o D, J), avec

{e;}: une base orthonormée locale pour g;.

La premiére formule est obtenue par un calcul direct. La seconde se déduit de la formule de

Weitzenbéck-Bochner pour une 2-forme « :
Aa = D*Da + 2R(«) — Ric(a-, -) + Ric(+, &), (3.1.6)

ou & est Pendormorphisme défini par a(X,Y) = g(aX,Y).
On va voir que dans notre contexte presque-kihlérien, la courbure scalaire hermitienne sV a des pro-

priétés agréables, en relation avec le point de vue hamiltonien de Donaldson. Ces propriétés découlent

de la formule de premiére variation de sV, que I'on énonce maintenant.

Premiére variation de sV. La premiére variation de la courbure scalaire hermitienne par rapport

a J € AC, est donnée par la formule suivante, prouvée par Mohsen dans son mémoire de Master [87] :

Proposition 3.1.4. Définissons une courbe (J;); dans AC,, par

Ji = exp(—ta)J exp(ta),
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pour a € L, tel que a et J anticommutent, et posons

le vecteur tangent a cette courbe en t = 0. Alors la premiére variation de la courbure scalaire hermi-

tienne le long de (J;); est donnée par :

d

7 sV(Jy) = Ad(8J)° = —6J(6J), (3.1.7)

t=0

ot Dopérateur codifférentielle § et l’opérateur musical b sont isssus de la métrique g5 = we (-, J-).

Remarque 3.1.2. Rappelons (voir (1.2.5)) que le champ de vecteurs 6.J est donné, dans une base or-

thonormée locale (e;); pour g; par

8.0 == (DS.J)(es).

Preuve. On suit la preuve fournie au Chapitre 9 de [49]. Notons g;, h; la métrique riemannienne et le

produit hermitien sur (T'V, J;); on dispose de plus du produit hermitien

1 .
hy = 5(9t — iw)

qui, pour chaque ¢, induit un produit hermitien, encore noté hy, sur le fibré K7 . Alors I'isomorphisme
exp(—ta) : (TV,.J) = (TV, J,)

préserve w, et induit donc un isomorphisme de fibrés en droites hermitiens entre (K7, h) et (K7, , hy).

La stratégie adoptée est alors de calculer la 1-forme de connexion oy associée & la connexion de
N . .« . . J,
Chern sur (K jt,ht) par rapport & une base locale bien choisie. La courbure de cette connexion pV"*

est alors localement donnée par —da;. On utilise alors 3.1.2 pour voir que sV ' = 2A;da.

Il nous faut donc calculer & := — .
dt |t=0

Plus précisément, on veut calculer & en fonction de .J. Soit (Z1,...,Zy) une base orthonormée
locale de (T'V, J, h;), autrement dit :

95(Zs, Zj) = 2644,

hi(Zi, Z;) = 0i &
o {w<zi,zj>=o.

Alors {Z! := exp(—ta)Z; }jzl..‘m est une base orthonormée locale de (T'V, Jy, hy,). La 1-forme de

connexion q; par rapport & cette base locale s’écrit

a(X)=—i Yy h(V{ZE, Z)).
J
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On sépare V7t en ses composantes de type (0,1) and (1,0), et on observe que
h((V7) O X V) = —hy (X, (V) ODY)
d’ou

a(X) = =iy (V) OV ZE, Z8) — h(Z5, (V) OV Z)).

J

De plus, par définition de la connexion de Chern, (V7)1 = §(TV:/) Donc,
a(X) =i Ym0V 28, 28y — (28, 00V 21
J
5(TV,J;

=Y W@zt 7t
J

=— Z w(exp(ta)égv"]t) exp(—ta)Z;, exp(ta)Z}))
J

= Z w(exp(ta)ggv"]t) exp(—ta)Z;, Z;))

J

(TV,J:

Par ailleurs, en utilisant la seconde expression 0 ) dans la proposition 3.1.2,

1
Qi (X) = Z Z w(exp(ta)Jt ([’exp(—ta)Zj Jt)X7 ZJ) + w(exp(ta) (EJt exp(—ta)Z; Jt)Xv Z])
J

1
= Z w(J exp(ta)(Lexp(—tayz; Jt) X, Z;) + wlexp(ta)(Lexp(—ta) sz, Jt) X, Z;).
J

On réécrit cette expression en termes la connexion de Levi-Civita D de g;. On utilise pour cela la base
1
orthonormée locale {eq,...,, e} := —Q{Zl, coirsZmyJZ1, ..., JZy} de TV, vu maintenant comme

un fibré vectoriel réel. Dans cette base, I’expression précédente s’écrit
1
a(X) = —5 zk:gJ(eXp(ta)(ﬁexp(_m)ek J)X, er).

D’autre part, la dérivée de Lie de J; est donnée par :

(‘Cexp(—ta)ek Jt)X = (Dexp(—ta)ekjt)X - [D(exp(*ta)ek)a Jt] (X)
= (Dexp(—ta)e, Jt) X — Dy, x (exp(—ta)er) + Ji Dx (exp(—ta)er).
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En utilisant exp(ta)J; = Jexp(ta), on a alors :
00 (X) = 5 3 00(e(t0) Desptaye, 70X, 1)
k
+ % zk: gs(exp(ta) Dy, x (exp(—ta)ek), ex)

— % Z g7 (Jexp(ta)Dx (exp(—ta)er), ex).
k

On dérive alorsen t =0 :

a(X) = %Z gJ(a(Dek‘])X7 ek) - gJ((DaekJ)Xv ek) +gJ((D€kj)X’ ek)

k
+ gs(aDjxer, ex) + gJ(Dleka ex) — 97 (Dyx(aer), ex)
— gs(JaDxeg, er) + g;(JDx (aex), er).

ce qui se réécrit

6(X) = 560 (X)
=5 0Dy )X, 08) — 95(Dae 1) X, )
k
+s > ar((Prxajen
- % ZQJ(Djxek,ek)
k
+s > a0 Pxaene)
c’est-a-dire
&(X) = 300 (X)
=53 90D D)X 1) = 93((Daey )X, k) — 5D (aer, er)
k
+ % zk: 9((Dyxa)ek, ex)
- % ZQJ(Djxek,ek)
k

1
+3 zk: 97((Dx Ja)ey, ex)

Le premier terme 4(3.J)"(X) donne le résultat escompté. Les autres termes sont nuls, pour les

raisons suivantes :
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— Chaque ey, est de normé unité, donc la dérivée de cette norme est nulle :
1 .
gJ(DjXQk, ek) = i(JX)(g(ek, ek) = 0

— Puisque a et Ja anticommutent & J, ces deux endormorphismes sont sans trace. Il en va donc de

méme de Djyxa et Dx(Ja). Par conséquent, les termes

ZgJ((DJXa)ek,ek) et ZgJ((DXJa)ek,ek)

k k

sont nuls.

— Enfin, pour tout k, la somme
97((De,J)(aer), X) + g5 ((DxJ)ek, aex) + g5 ((Dae,, ) X, ex)
est nulle, puisque, d’aprés le lemme 1.2.1, pour tous X,Y, Z

9:(Dy J)(2), X) + g,(Dx )Y, Z) + g,(DzJ)X,Y) = dw(X,Y, Z) = 0.

On a donc
d

C1 pT () = da= L@y ().

t=0

Pour obtenir la variation de la courbure scalaire, on souhaite calculer la trace :

sV (Jp) = Aep¥ (Jy),

donc J
—| V(L) = 2(Aida) + Adé.
dt{,_,
Or, pour toute 1-forme «, en utilisant I'identité de Kéahler [A,d] = —4¢, on a

2AtdOé = *(StJtOé,

et 6;J; ne dépend en fait pas de t. En effet, par définition, on a, pour tout f € C>°(V) et pour toute

1-forme «,

/‘/(5t04)fwm:/v<oz,df>twm:/ o(grad, fw™.

14

Donc,

/V(étJta)fwm:/V(Jta,df>twm:—/Voz(thradtf)wm:/Va(Xf)wm.

Par conséquent, on obtient le résultat annonceé :

d

T sV(Jy) = Ad(8J) = —6J(6J)°. O

t=0
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Ce résultat a d’autres corollaires d’intérét. Ainsi, si J; et Jo sont deux élements de AC,,, on a

Vo pv"2 =day, —day,

= —%d (Al(atj)btdt)

donc les formes de Ricci hermitiennes associées représentent une méme classe de cohomologie dans

p

H?(V,R), la pemiére classe de Chern de la variété symplectique (V,w).

De plus, on peut considérer la courbure scalaire hermitienne totale

SV:/ svvolg,
1%

et on peut montrer que c’est une constante sur AC,,, puisque

1
SV GV = / Ad < / (5tj)btdt) voly, = 0. (3.1.8)
14 0

Ceci confirme que la courbure scalaire hermitienne sur AC,, est un analogue adapté au contexte presque-
kdhlérien de la courbure scalaire sur une classe de Kahler fixée. On peut pousser plus loins cetet analogie

en définissant une version hermitienne de la fonctionnelle de Calabi :

C:AC, - R

Jn—>/ sV (J)vol,.
1%

Les points critiques de cette fonctionnelle sont les métriques extrémales presque-kéihlériennes, et I’équa-
tion d’Euler-Lagrange associée est trés similaire a celle des métriques extrémales ‘classiques’ : une

métrique est extrémale presque-kihlérienne si et seulement si le champ de vecteur
v
Jgrad,s

est un champ de Killing pour la métrique riemannienne associée gj. De telles métriques ont été no-

tamment étudiées par Lejmi dans [77], ou il définit notamment un équivalent de l'invariant de Futaki.

Enfin, de la formule de Mohsen 3.1.4, on déduit la généralisation suivante du théoréme de Fujiki
1.3.7.

Proposition 3.1.5 (Donaldson, [38]). Soit (V,w) une variété symplectique. L’action de Ham(V,w)
sur (AC,,J, Q) est hamiltonienne, et, pour Z = Xy € ham(M,w), Uapplication moment est donnée
par n
g

W) 2) == [ 1550)

La courbure scalaire hermitienne s’impose donc comme ’extension naturelle de la courbure scalaire

a notre contexte.
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Comparaison avec ’opérateur de Lichnerowicz. En utilisant la formule de Mohsen 3.1.4 d’une
part, et l'action des champs de vecteurs hamiltoniens (3.1.1) d’autre part, on peut donc calculer la

linéarisation de 'opérateur
f=sV(Jyp) (3.1.9)

qui interviendra dans la construction de recollement. En particulier, en vue de le comparer aux opé-
rateurs correspondants sur les variétés modéles, on souhaite I’exprimer en fonction de 'opérateur de

Lichnerowicz.

Soit donc (V,w) une variété symplectique, et fixons J € AC,, de sorte que (V, J,w) soit presque-

kéhlérienne. On a alors J

S g =JLx,
dt|,_,"" X1

On souhaite donc comparer
L:fe —0J(6(JLx,J))

a Popérateur IL défini en (1.3.14).
Le calcul principal est alors
Proposition 3.1.6. Soit f € C3%(V). Alors on a la formule suivante :

JS(JLx,J))" = Agdf — 2Ric(grad,f,-) + Ef. (3.1.10)

1
Soit {e1,...,eam} = —Q{Zl, coirsZmy JZ0, .., I Zm} une base locale orthonormée pour g ; le terme

d’erreur E est donné dans cette base par

Ef(Y) =3 df(DZ sy J)es) +2Ddf (e, J(Dy J)es) (3.1.11)

Preuve. En premier lieu, on réécrit J comme suit :

J=JLx,J
= Lyx,J —4N;(Xy,) (3.1.12)
= Lyraa, rJ — AN (Xy, ).

On calcule maintenant §(Lgrad,rJ) et 6N ;(Xy,-) séparément.

Pour le premier terme, soit ¢; le flot de grad, f. Alors

*
.
t=0

d
Egradng = %
Puisque (V, J,w) est une variété presque-kihlérienne dw = 0 et on déduit de la 4éme égalité du Lemme
1.2.1, que pour tous X,Y
(Dyx J)(JY) = =(DxJ)Y.
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En prenant la trace, ceci donne 6J = 0. Ainsi,
U7 (8J) = 61947 J = 0.

On dérive cette expression en ¢ = 0, ce qui donne

d x
= _ big
0Lgraa, s = —— L (6¢9).J.
Pour réécrire cette expression, on utilise la formule suivante, démontrée par Minerbe dans sa thése [85]

(Lemme 3.19) :

d *
- DYYY = Rm?(X, grad, /)Y — D% ygrad, f. (3.1.13)
t=0

Choisissons maintenant une base locale orthonormée {e;};—1. 2m de (T'V, g), de la forme

1

V2

ot {Z;} est une base orthonormée du fibré hermitien (T'V, J, h) (exactement comme dans la preuve de

{Z1,. . T, 20, T Zm )},

la proposition 3.1.4). Dans une telle base,

09 = =3 (4 g) DL I (e;),
.3
ott on note (7 g)% (i, j)-iéme coefficient de I'inverse de la matrice (¥} g(ex, 1))k, - En utilisant (3.1.13),

on obtient

d

i d 2 v
%\t:oDei gJ(Bj) = (Dei g(Jej) — JDei gej)

~ dtj=o
= Rm(e;, grad, f)Je; — Dgiyjejgradgf — JRm(e;, grad, f)e; + JDi,ejgradgf.

ij

D’un autre coté, puisqu’on travaille dans une base orthonormée pour g, on a (z/);*g)l +_o = 0ij- Donc
d r9) = r9)i; = —L = —-2Dd
a‘tzo(iﬁt 9)"” = —alt:o(@bt 9)ij = —Lgraa, r9(€i, €5) = —2Ddf (e;, ;).

Ainsi,
—0Lgraq, fJ = — Z Rm(e;, grad, f)Je; — Dgi’Jeigradgf — JRm(e;, grad, f)e; + JDgiyeigradgf
+Y " 2Ddf(ei,e;)De, J (e).
4,J
(3.1.14)
On utilise alors I'identité de Bianchi,
Rm(e;, grad, f)Je; = —Rm(grad, f, Je;)e; — Rm(Je;, e;)grad, f
= Rm(Je;, grad, f)e; — Rm(Je;, e;)grad, f
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Vu la forme de la base choisie, on a
Z Rm(e;, grad, f)Je; = — Z Rm(Je;, grad, f)e;,

d’ou
1
Z Rm(e;, grad, f)Je; = 3 Z Rm(e;, Je;)grad, f.
Par ailleurs, toujours grace a la forme de la base {e;},

1 1
Z Dgi,Jeigradgf =3 Z (Dgi“]eigradgf — D%ei,eigradgf) =3 Z Rm(e;, Jei)gradgf.

2

Par conséquent, les deux premiers termes de (3.1.14) se compensent. Pour gérer les termes restants,

on utilise
Z Rm(e;, grad, f)e; = —Ric(grad, f),

donc (3.1.14) se réécrit

0Lgraq,sJ = —JD* Dgrad, f + JRic(grad, f) — Y 2Ddf (e;, ;) De, J (¢;).

0,J
On utilise alors la formule de Bochner (1.3.12) sur les 1-formes, de qui donne

(6Lgraa, rJ)" = JAdf — 2Ric(grad, f,J-) — > 2D..df o D, J.

On doit encore calculer le second terme de (3.1.12) :
(ON (X))

Pour cela, on réécrit le tenseur de Nijenhuis en fonction de la connexion de Levi-Civita de g en utilisant
le Lemme 1.2.1 )
9(Ns(Xp, X),Y) = 59(X;, J(Dy J)X).

Par conséquent,
(6N (X5,))’ (V) = 6a(Y)

ou a(X,Y) := —%g(gradgf, (Dy J)X). D’ou
(6N (Xj,))" (V) = — ZDeia(ei,Y)
=— Z ei- (e, Y)) — a(De,e;,Y) — a(e;, DoY)

1
= 5 Y 9(Degrad, f. (Dy T)ei) + glgrady . (D, y T)eo)
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De plus, puique Dy J est antisymétrique par rapport a la métrique g, tandis que la hessienne Ddf
est symétrique, le premier terme est nul. En effet, dans une base qui diagonalise simultanément Ddf

et g, on voit que

Z 9(De,grad, f, (Dy J)e;) = Z Ddf (e;, (Dy J)e;)

3 3

- Z)\ig(ei, (Dy J)e;)

— Z /\ig((DyJ)ei, ei)

- Z g(De,grad, f, (Dy J)e;).
Par conséquent, il reste

JO(JLx ;) (V) = J6(Lgraa, 1 J)" (Y) = 4T (SN (Xf,)"(Y)
= Agdf (Y) — 2Ric(grad, f,Y) — 2 Z De,df (D, J)Y) — 2 Z df (D2, jyei),

ce qui donne de résultat escompté, compte tenu du fait que J agit sur les 1-formes par

(Ja)(Y) = —a(JY). O

Le terme d’erreur donne la quantité qu’il nous faudra estimer pour comparer la linéarisation de
I’équation aux opérateurs modéles sur M et X. On voit qu’il est directement lié au probléme de
I’intégrabilité de J.

En appliquant une nouvelle fois la codifférentielle §, on voit que

Lf =—A%f +25(Ric(df)) + 0E . (3.1.15)

Autrement dit, la linéarisation de ’équation est donnée par 'opérateur de Lichnerowicz sur V', plus
un terme d’erreur d’ordre au plus 3 en f. Les coefficients de ce terme d’erreur s’expriment en fonction
de DJ et de ses dérivées, qui sont comparables au tenseur de Nijenhuis. Par conséquent, £ est une

opérateur elliptique d’ordre 4 en la fonction de potentiel f.

3.2 Cartes de Darboux sur ’orbifold et sur le modéle ALE

Lorsque ’on applique les méthodes de recollement d’Arezzo et Pacard aux résolutions des singula-
rités d’un orbifold complexe, on travaille dans des cartes holomorphes, & 'infini sur ’espace ALE, et
au voisinage de chaque singularité sur 'orbifold. Ainsi, la somme connexe obtenue est naturellement
une variété complexe.

En revanche, dans le cas de figure qui nous intéresse, les structures complexes différent et on ne peut
pas utiliser de cartes holomorphes compatibles. La somme connexe obtenue n’est pas naturellement

une variété complexe.
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Pour remédier & cela, omme on ’a vu, un point de vue plus naturel sera de munir la somme
connexe M. d’une structure symplectique naturelle. On va donc effectuer le recollement dans des
cartes de Darboux.

Il s’agit donc de prouver l'existence de cartes de Darboux ayant les propriétés requises ; c’est ’objet

de cette section.

3.2.1 Sur lorbifold.

Soit (M,wys) une surface orbifold, kithlérienne, dont les singularités py, ..., p; sont du type C2/Z,.
On choisit une des points singuliers p;. Alors, comme on I’a vu dans le chapitre 2, section 2.1, il existe

un voisinage U; de 0 dans C? et une application
¢; U; — M,
telle que ¢;(0) = p; et ¢; induit un homéomorphisme
g?)i : UZ‘/Z2 — Ul C M.

Dans une telle carte, le tiré en arriére de la forme de Kéhler wj; est une 2-forme Z, invariante,
fermée, et non-dégénérée w; sur U;.

A une transformation linéaire des coordonnées prés, on peut supposer que
{ _
(JJ/L(O) = Wp = 5 Zdzl AN dZZ

De plus, on peut faire en sorte que le tiré en arriére de Jj; soit aussi égal & Jy en 0.
Puisque Zy C U(2), la forme symplectique standard wq sur U; est aussi Zs-invariante. On peut
alors utiliser la version équivariante du théoréme de Darboux 2.1.1, relativement au point 0 ou ces

deux formes coincident. Cela donne un symplectomorphisme Zy-équivariant

v:V,cU; =V, CUj,

Y w; = wo

Ce symplectomorphisme passe au quotient modulo Zs. Par composition avec ¢;, on en retire une
carte de Darboux orbifold, notée = au voisinage de chaque p; € M.

De plus, puisque wo(0) = w;(0), en travaillant relativement au point 0, on s’assure que dy(0) = I,
donc, dans cette carte de Darboux, Jys(p) est égal & la structure complexe standard J.

Dans le cas des coordonnées normales holomorphes sur une variété kihlérienne, la forme de Kahler

coincide avec wy & 'ordre 2. Ici, on récupére cette propriété sous la forme suivante

Lemme 3.2.1. Dans les coordonnées de Darbouz orbifold v = (xg)g=1,.4, Ju et Jy coincident a
Uordre 2 :
Ju () = Jo + O(|z]?). (3.2.1)
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Preuve. Nous avons choisi les coordonnées z en sorte que Jys(0) = Jy. Donc, dans ces coordonnées, le

développement de Taylor de Jj; en 0 s’écrit
Ta(2)] = (Jo)] + (Jayzr + Ol ).

Le tenseur J(1), dont les coefficients sont les coefficients d’ordre 1 du développement de Jys, est une
section locale de A'U; ® End(TU;). Cependant, puisque Z, agit sur cette espace par multiplication
par -1, une section de A'U; ® End(TU;) ne peut étre Zs-invariante que si elle est uniformément nulle.

Puisque Jys et Jy sont Zo-invariants, on en déduit I’estimée (3.2.1). O

3.2.2 Sur l’espace ALE.

Le second ingrédient de la construction est une variété kiihlérienne ALE X, de groupe a l'infini Z,
difféomorphe & la résolution minimale de la singularité quotient. On utilisera le modéle présenté au
chapitre 2, section 2.2.4. Rappelons qu’on avait muni le cotangent de la sphére 7%S2? d’une famille de
structures kihlériennes, dépendant d’un paramétre de lissage € > 0. Dans des coordonnées sphériques,
on note s > 0 représentant la distance a 0 et ay, as, as une base de 1-formes invariantes sur S3,
vérifiant da; = a; A oy pour toute permutation circulaire (4, j, k) de (1,2,3). Les champs de vecteurs

X1, X5 et X3 sont alors la base duale associée. On avait alors

0 2s 4
Jxee = = X5, JxeXi = —/1— —X
X,Eas \/547—4 3 X,& 54 2
-1 4 52

1
(3.2.2)
1 4 2, 8 2 2 2
EQX’E: 1—87 ds +Z ].—57 041+Z(a2+a3),

La forme de Kéahler associée est alors de la forme

c 82 S 52 4
wx.e = V2edd$ ) o voe | — s Ads+ 1= 2 s Ay
’ R 21— % 4 51
84
:fsl(s)ad/\d3+f6(8) az N\ ag.

ol

fe(s) = 251 1—5—4

2
r
On effectue le changement de variables radial 5= f<(s). Dans ces nouvelles coordonnées, la forme
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de Kéhler wx coincide donc avec wy, et on a :

2
r
CUX75:TOZ3/\dT‘+5O[2/\Oq:wO;

1 1 1
62 -2 2 62 -2 2 62 2
gX7€:<1—|—) dr2—|—r4<1—|—r4> a;‘ﬁ+2(1+r4> (af +a3)
0 2r
Ixemn = ————=X
or T ey
£2\ "2
JX,EXl = — (]. + 7”4> XQ.

De plus, des expressions ci-dessus, on déduit le taux de décroissance dans ces coordonnées asymp-

totiques :

" — O(r—4F
O (Jo — Jxe) = O0(r~*F) (3.2.3)
"(go — gx,c) = O(r~*7F).

Remarque 3.2.1. Lorsque ¢ tend vers 0, la structure kihlérienne sur 7*S? privé de sa section nulle

tend vers la structure euclidienne singuliére sur C2/Z,.

On a ainsi obtenu une carte de Darboux sur le modéle ALE (X,wx, Jx) donné par la métrique de

Stenzel.

On démontre maintenant un résultat un peu plus général pour trouver des cartes de Darboux a
Iinfini. On I’énonce dans le cas d’une variété ALE de groupe a l'infini Z,, mais le raisonnement se
généralise & d’autres groupes sans anicroche. Utiliser ce résultat permettrait de traiter des déformations
plus générales (e.g. d’autres singularités, ou d’autres modéles ALE). L’argument est basé sur 1’astuce

de Moser que l’on retrouvera en détail au début de la section 3.2 du livre de McDuff et Salamon [83].

Proposition 3.2.1. Soit (X,wx, Jx) une variété ALE, asymptote a C%/Zy et munie de coordonnées

asymptotiques définies en dehors d’un compact
w: X\ K — (C?/Zs)\ B(0,R)

telles que, dans ces coordonnées
2
wx = dd° <|u2| + <p(u)> ,

() = alog(Jul) + O(Ju| ). (3.2.4)

Alors il existe deux compacts Ky et Ko de C%/Zy, et un difféomorphisme
¥ (C?)22) \ Ki — (C?/Zs) \ K>

tel que P *wx = wy.
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Preuve. Tout au long de la preuve, on commettra I’abus de notation consistant a noter wyx la forme
symplectique dans la carte m.wx = dd°(Ju|?/2 + ¢(u)). On travaille en dehors d’un compact dans
C2/Zs.

Rappelons l'esprit de I'argument de Moser. On relie wy & wg par le chemin défini par :
wy = wp + t(wx — wo), (3.2.5)

pour t € [0,1] Puisque, dans C?/Zy \ K, wy = i00|z|? et wx = 2i00u sont exactes, leur différence
également. On a donc :

w; = wo — tda,

ot a = ¥(9(p(u))). Dot
d .= d
%Wt = a«.

Ou cherche une famille de difféomorphismes {¢,}; telle que pour chaque ¢,
%/Jf Wt = Wo
Wo = id.

L’idée est d’obtenir vy comme le flot d’un champ de vecteur X; dépendant du temps :

d
= Xi(w). (3.2.6)

1l s’agit maintenant de trouver un X, approprié, puis de s’assurer que (3.2.6) admet une solution pour

t € [0, 1]. Dérivons ¥;w; = wp ; on voit que le champ de vecteurs X; doit vérifier :

d . L[ d
0= %wt Wt = ’(/Jt (dto% + L(Xt)th + dL(Xt)wt> y
ce qui se réécrit
a+ u(X)we =0,

puisque w; est fermée.

De plus, w; est non-dégénérée, il existe donc un tel X; pour chaque t € [0, 1].

Il s’agit maintenant de s’assurer que l’équation différentielle (3.2.6) a bien une solution au moins
jusqu’a t = 1. Cela vient du fait que wy est une métrique ALE d’ordre 2, ce qui nous donne une
estimée sur la décroissance de X; a l'infini. En effet, d’aprés (3.2.4) on a

a = 3((p(u)) = O(Jul™)

Donc,
Xy =w; la=0(u ™)

hence || X;|| < 1/R en dehors de B(0, R) dans C?/Zs. En particulier, X; est borné indépendamment

du temps. Si o est une courbe intégrale pour X;, définie sur un petit intervalle ]a, b[, et (¢,) est une
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suite croissante de ]a, b[ tendant vers b, on a alors, pour m > n,

tm 1
1Xelo®lldt < £ltm — tal.

lottn) ~ ot < [ o' ®llat = |

tn tn

La suite (o(t,)) est donc de Cauchy, et on montre ainsi que le champ de vecteur X; est complet. En

particulier, la solution existe en ¢ = 1 et donne le difféormorphisme recherché. O

Remarque 3.2.2. La décroissance & l'infini obtenue sur le champ de vecteurs X; implique que le flot
1 ‘se rapproche de I'identité’ & I'infini. Pour peu que I’on se place assez loin, on ne perturbe donc wx
que tres peu.

Plus précisément, observons que les estimations ALE (3.2.4), on a
IDXllco = O(lul~?)

donc, en utilisant

1
Y id = by — o = /O X, () dt,

on voit que |dy)| = O(|u|~2). Ainsi, la métrique ¥*gx est encore ALE d’ordre 2.

3.2.3 Somme connexe symplectique.

En utilisant les cartes de Darboux obtenues sur M et X, on est maintenant en mesure d’imiter la
construction de somme connexe généralisée présentée au chapitre 2, section 2.3. La variété obtenue sera
alors naturellement une variété symplectique, de la méme facon qu’on obtenait une variété complexe
en recollant dans des cartes holomorphes.

Puisque les singularités de M sont isolées, on peut supposer que les cartes de Darboux obtenues
au voisinage de chaque p; sont disjointes. On définit alors une fonction mesurant la distance aux
singularités p sur M par

(p) = {d(pvpi) dans B(p;, <o)
P= 1 en dehors de B(p;,2¢q)

de sorte que p soit lisse.

Sur X, on utilise le relevé du rayon r in our ALE Darboux chart.

Soit ¢ € (0,£0) un paramétre de recollement. On pose un ‘rayon de recollement’ r. := 7, ou
0 < 8 < 1. D’autre part, on pose R, = r./e.

On peut alors identifier des voisinages des régions {p = 2r.} C M et {r = 2R.} C X via ’homo-
thétie

her:{e<p<ea}CM-{g'<r<el}cXx

ZHw =

™ | N
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On réalise cette construction au voisinage de chaque p;,de fagon & obtenir une variété lisse M., que

I’on munit de la forme symplectique

e2h wwx. on{p<2r.},
We =
: wWar on {p > 2r.}.

L’utilisation des cartes de Darboux garantit que cette 2-forme est lissé, non-dégénérée et fermée. .

Toutes les variétés (M. )o<e<e, ainsi obtenues sont difféomorphes a la résolution minimale M des

singularités p;. De plus, comme annoncé en introduction de ce chapitre, la zone
M \ UlB(pl, 4’1"5)
est naturellement incluse dans chaque M., ce qui nous permet de poser la définition suivante :

Définition 3.2.1. Supposons que l’on ait, pour chaque € € (0,e), une fonction (lisse)fe : M. — R.
Soit de plus fo : M — R une fonction définie sur 'orbifold M. Soit K un compact de M* = M \
{p1,...,pe}. Alors, il existe e1 > 0 tel que, pour tout e < 1, K C M \ U;B(p;,4r.). Alors, pour tout
€ < €1, fok est définie sur K C M. On dira que la suite de fonctions (f.) converge vers f dans ck

sur le compact K si

0
I fox — ficllerx) — 0.

Cette définition s’étend aux champs de tenseurs sur M.. On voit alors que la suite de formes
symplectiques (w.) converge vers la forme de Kihler orbifold wys, dans toute norme C*, sur tout
compact de M*.

D’autre part, le compact {r < R.} C X, une fois remis & ’échelle par ’homothétie, est naturelle-

ment inclus dans une petite région de M.. On peut donc poser la définition suivante.

Définition 3.2.2. Supposons que l'on ait, pour chaque € € (0,ep), une fonction (lisse)fe : M. — R.
Soit de plus fo : M — R une fonction définie sur la variété ALE X. Soit K un compact de X, alors
il existe €1 > 0 tel que pour tout ¢ < &1, K C {r < R.} — M.. Alors, fpour tout € < 1, h} f. i est
définie sur K C X. On dit que la suite (f.) converge vers f dans C* sur le compact K si

. 0
hZfeix — firller k) =50.

On a de plus le résultat suivant :

Lemme 3.2.2. La classe de cohomologie [w.] € H*(M,R) ne dépend pas de ¢.

Preuve. Sur 'orbifold M, dans un voisinage contractile de chaque p;, la version orbifold du lemme du
00 local montre que la forme de Kéhler wy; est exacte. Il existe donc une 2-forme a support compact
@, définissant une classe de H2(M*,R), oo M* := M \ {p1,...,pe}, et des fonctions ¢; & support dans
un voisinage de p;, telles que

W =@+i285g0j.

J
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D’un autre coté, puisque wx . = i00u est exacte, on a, par définition de w,

we =@+ 09(v;u)

J

pour des fonctions de cut-off bien choisies ;. O

Remarque 3.2.3. Un argument plus général, dans la veine de Mayer-Vietoris, permet en fait d’identifier
H2?(M,R) a {a € H*(MR),a - S = 0} via H2(M*,R), ot S correspond a la section nulle de T*52.

De 1a, par le théoréme de stabilité de Moser (Théoréme 3.17 dans le livre de MacDuff et Salamon
[83]), on obtient

Corollaire 3.2.1. Les variétés symplectiques (M., w:)-c(0,c,) s0nt toutes symplectomorphes.

Remarque 3.2.4. 1l ressort de cette discussion que ’on pourrait travailler sur une variété symplectique
fixée (M ,W); c’est en fait ce que l'on fera au chapitre 4. Cependant, pendant la construction de
recollement, il s’avérera plus pratique, notamment pour ’analyse, de garder trace du paramétre ¢

(notamment pour utiliser les définitions 3.2.1 et 3.2.2).

3.3 Structures presque complexes sur M.

L’étape suivante consiste & munir la ‘somme connexe’ M. d’une structure presque complexe com-
patible avec w.. Pour ce faire, on recolle les structures complexes Jy; sur M et Jx sur X & laide de
fonctions de cut-off. Les structures complexes sur les deux variétés modéles n’étant pas les mémes, les
rendre ainsi compatibles ‘de force’ cotitera I'intégrabilité de la structure presque complexe obtenue sur
M. Pour pouvoir effectuer le recollement, on ajuste d’abord les structures complexes sur M et X en

utilisant les résultats de la section 3.1.1.

3.3.1 Sur l'orbifold M.

On note (U;, ¢;) les cartes de Darboux obtenues a la section 3.2.1 centrées en chaque singularité p;.
Dans une telle carte, Jys est, par nature, compatible avec wys, mais c’est aussi le cas de la structure
complexe standard Jy sur C2.

D’aprés la proposition 3.1.1, il existe donc une unique section A € £ , qui anticommute aussi

WM|U;
bien & Jy; qu’a Jy, et telle que

Jar = exp(A)Jp exp(—A). (3.3.1)

Si 'on multiplie A par une fonction de cut-off sur M, on peut donc relier Jy; a Jy de fagon lisse,
dans un voisinage de chaque singularité. On perd alors l'intégrabilité de la structure presque complexe
obtenue. D’un autre coté, on peut espérer que si Jj; est proche de Jy au voisinage des p;, cette opé-

ration n’est pas trop drastique et on aura un bon controle du tenseur de Nijenhuis.

Pour quantifier cela, il nous faut d’abord une estimée de A, que 'on déduit du lemme 3.2.1 :
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Lemme 3.3.1. Dans les coordonnées de Darbouz orbifold x = (xy)r=1,. 4 décrites en section 3.2.1,

lendomorphisme A défini par (3.3.1) satisfait les estimées suivantes :

A=0(z%),
0A = O(lz]), and (3.3.2)
O*A = 0(1) for all k > 2.

Preuve. En observant que
Jyu — Jo = exp(A)Jgexp(—A) — Jy

= (exp(24) — I)Jo

= O(|z[?),
on obtient 'estimée désirée sur A. On peut alors écrire le développement de Taylor de A en 0, et en
utilisant & nouveau 'estimée Jy(z) — Jo = O(|z|?) on obtient 'estimation des dérivées de premier

ordre de A au voisinage de 0. Puisque A est définie sur M et y est lisse, les dérivées d’ordre supérieures

sont bornées. O

Nous avions choisi 7. = ¢# comme rayon de recollement ; pour ¢ assez petit, la région {p < 4r.} est
inclus dans la carte de Darboux autour de chaque p;.

Soit x1 : R — R une fonction de cutoff lisse sur R, telle que

0siz<2+n,
xi(z) = _
lsix>4

ou 7 est trés petit et n’a d’autre utilité que d’assurer que toutes les dérivées seront plates, et donc se

recolleront de facon lisse, lorsque ’on recollera avec la structure presque complexe analogue sur X.

. ( p)
Xre = X1\ — ) -
Te

On définit la structure presque complexe J,_ € AC,,, sur M par

Posons

Jr. = exp(xr, A)Jo exp(—xr. A).

En particulier,
JO si P < 2T€a
s si p> 4r

On a alors
Lemme 3.3.2. La structure presque compleze J,_ vérifie les estimées suivantes :

Jr. — Jo = O(r?),

(3.3.3)
8(J7'5 - JO) = O(Ta)'
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Preuve. La premiére estimée se déduit immédiatement du lemme 3.3.1, appliqué dans ’anneau {2r. <
p <dr.}.

Pour la seconde, on observe que
Jr. —Jo = (exp (ZXTEA) — I)JO
donc les dérivées premiéres sont de la forme
A(Jr. — Jo) = 2D exp(2xy. A)(Oxr. A + X, 0A) Jo.
Pour conclure, on utilise que dans la région {2r. < r < 4r.},

OXr. = O(T;l). O

L’endomorphisme J,._ sur M est une structure presque complexe, compatible avec wy; par construc-
tion. Ce n’est pas une structure complexe intégrable ; cependant, son tenseur de Nijenhuis NV;_  est a

support dans la région de cut-off {2r. < r < 4r.}. On sera amené A utiliser I’estimation suivante :

Lemme 3.3.3. Le tenseur de Nijenhuis N;,_ of J,_ vérifie

O(r.) dans {2r. <r <d4r_},

Nj,_ = { - (3.3.4)

0 ailleurs.

De plus, ses dérivées sont bornées sur M.

Preuve. Rappelons l'expression du tenseur de Nijenhuis en fonction de la connexion de Levi-Civita

D, associée & la métrique g, = w(-, Jr.") :

1
=Jr.(Dr. v Jr )X — (Dr, xJr)Y). (3.3.5)

NJTE(XvY) = 9

On calcule alors :

N, (X,Y) = 2(Jr. = o) (Dye (o — J)X — (Dy x(Jr. — J0)Y)

2
1

+ §J0(DT'E,Y(J7'E - JO)X - DT'E,X(JTE - JO)Y)
1

+ ijrs((Drg,YJO)X - (DTE,XJO)Y)v

Grace a l’estimée (3.3.3), on voit que le premier terme de la somme est un O(r?) et le second, un O(re).
On estime le troisiéme terme en le comparant au tenseur de Nijenhuis de Jy (qui s’annule). Pour cela,
remarquons que

D, Jo=(Do+T,)Jo =T,_Jo,

ou I, est fonction des symboles de Christoffel de g,_, donc dépend des dérivées des coefficients de g, .

Par conséquent, I',_Jo = O(r.). O
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3.3.2 Sur l'espace ALE X.

On proceéde de maniére similaire sur X. On travaille cette fois dans les cartes de Darboux a 'infini
obtenues a la section 3.2.2.

Une fois encore, dans cette carte, Jx . et Jy sont tous deux compatibles avec wx .. D’aprés la
proposition 3.1.1, il existe donc une unique section B, de L, _, qui anticommute & Jy et Jx ., et telle
que

Jx,e = exp(B:)Jo exp(—Be).

Ona:

Lemme 3.3.4. L’endormorphisme B vérifie les estimées suivantes :

B. =0(r %),
oFB. = O(r=*7F).

Preuve. On procéde comme pour le lemme 3.3.1, en utilisant I'estimée ALE (3.2.3) sur le modéle. [

On réalise ensuite le méme type de cut-off que sur 'orbifold pour construire une structure presque
complexe sur X permettant de faire la transition entre Jx . et Jo.

Soit x2 : R — R une fonction de cut-off lisse, telle que

1siz<1
x2(z) = .
Osiz>2-—n.

Sur I'espace ALE, notre rayon de recollement est donné par R, = Ts/z = 771, On définit une

r
XR. = X2 (-Re) .

Pour ¢ assez petit, la région {r > R.} est incluse dans la carte de Darboux. On définit alors une

fonction de cutoff adaptée sur X par

structure presque complexe sur X par
Jr. = exp(xr.B:)Jo exp(—xr.Be).

Ainsi, par construction,

Jr. =

€

Jx.e sur {r < R}
Jo sur {r > 2R.},
et Jp. est une structure presque complexe compatible avec wx sur X.

On a de plus, en procédant comme au lemme 3.3.2,

Lemme 3.3.5. La structure presque complexe Jr_ vérifie

JRE —Jo = O(R;4)7

P (3.3.6)
9 (Jr. = Jo) = O(R").
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Le tenseur de Nijenhuis de Jg_ est & support dans {R. < p, < 2R.} et vérifie :
Lemme 3.3.6. Le tenseur de Nijenhuis de Jr_ vérifie, pour tout k > 0,

O(RZ°7%) sur {R. <r < 2R,
akNJRE:{ (Be7) sur {Re < 7 < 2Re) (3.3.7)

0 ailleurs.

Preuve. La preuve est identique a celle du Lemme 3.3.3, et repose sur I'expression (3.3.5) du tenseur
de Nijenhuis.

On Papplique cette fois avec la connexion de Levi-Civita associée & gr. = wx (-, Jg.-). Le calcul se

transpose alors tel quel, en utilisant (3.2.3) pour estimer les symboles de Christoffel. O

3.3.3 La solution approximative

On a donc obtenu des structures presque complexes sur M et X qui coincident avec Jy dans des
régions appropriées des cartes de Darboux. On peut donc les recoller en une structure presque complexe
sur M..

On définit d’abord la fonction suivante sur M., qui encode & la fois la fonction p qui mesure la

distance aux singularités sur M, et la fonction rayon r sur X dans la carte de Darboux. On pose

psip =2
Pe = X
ehl_irsip < 2r..

On définit alors une section de End(T'M,), J., par :

e =

. hi_yJr, dans p. < 2r,
Jr. dans pe > 2r..

Puisque J,.. = Jy pour p. < (24n)re, et hZ_yJr, = Jo pour pe > (2—mn)re, ceci définit bien une section
lisse de End(T'M.). C’est une structure presque complexe sur M., compatible avec w. par construction.

Son tenseur de Nijenhuis est & support dans une petite région {r. < p. < 4r.} autour de chaque
singularité. Il vérifie les estimées suivantes, exprimées dans les normes de Holder & poids introduites

au chapitre 2 section 2.5.2.
Lemme 3.3.7. Le tenseur de Nijenhuis de J. est @ coefficients dans CS”O‘ forO<a<l1, etona

N O@E*r®)  on{r. <p. <2r.}
7 3,a —
<o O(re) on {2r. < pe <A4r.}.

Preuve. Pour prendre en compte la remise & 1’échelle par I’homothétie, on remarque que

Nh:,l IR, (Xa Y) = Nh:—lJRg (h:_1X, hz_1)~/)
= hz_lNJRE (Xvif)v O
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ot X et Y s’interprétent comme des vecteurs tangents & X. D’apres le lemme 3.3.6, on a donc ’estimée

sur {r. <r < 2r.}. L’estimée sur {2r. < r < 4r.} provient directement du lemme 3.3.3.

Remarque 3.3.1. Pour que l’exposant dans la premiére ligne soit positif (autrement dit, pour que N 7.

diminue quand ¢ tend vers 0), il nous faut supposer 8 < %.

Cette construction munit M. d’une structure presque-kihlérienne. La métrique riemannnienne as-

sociée est g. := we(Je+, ), ou, de maniére équivalente :

) eh’ 1gr. sipe < 2r,
e =

Gr. Sl pe > 2r;.

3.4 L’équation

Le but est maintenant de perturber la structure presque kihlérienne (we, J;, Je) obtenue sur M,

pour obtenir une nouvelle structure (w.,Je,g:) & courbure scalaire hermitienne constante.

Plus précisément, on souhaite exprimer ’équation résultante en termes d’une équation aux dérivées
partielles portant sur une fonction f, qui imitera un potentiel de Kdhler, et sera prise dans un espace
fonctionnel adapté.

Pour réaliser cela, on utilise la construction décrite en section 3.1.2. A une fonction f on associe

ainsi une structure presque complexe compatible J; € AC,,_ définie par (3.1.1).

On cherche donc a résoudre 1’équation
sV(Jf) =840 + A (3.4.1)

pour f dans un espace fonctionnel approprié. On utilisera les espaces de Holder & poids introduits au
chapitre 2 section 2.5.2.

Remarque 3.4.1. La constante A apparait ici comme paramétre. Cependant, on sait que la courbure
scalaire hermitienne totale ne varie pas sur AC,,. d’aprés (3.1.8), et A est donc déja fixée par les données

du probléme.

On reprend la stratégie décrite au Chapitre 2 : il s’agit d’imiter la preuve du théoréme d’inversion
locale.

On écrit donc le développement de Taylor de ’équation :

sV (Jp) = sV (Jo) + Lef + Q:(f), (3.4.2)

ou L. est la linéarisation de 'opérateur en 0 et ). réunit les termes nonlinéaires. On souhaite donc

résoudre

Lof + A =54y —5Y(J.) — Q(f). (3.4.3)
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Si I’on dispose d’un inverse & droite pour 'opérateur linéaire

Lo : R x CP™(M.) — €%, (M.)
(A f) = X+ L.f,

pour un poids approprié §, alors le probléme est ramené & un probléme de point fixe. Pour pouvoir

conclure par le théoréme du point fixe de Picard, on réalise les étapes suivantes :
1. Construire un inverse a droite pour L. ;

2. Etablir que Q. a le ‘comportement quadratique’ que l’on espére, autrement dit montrer une

estimée du type

1Q(f) = Q=(9)llr < CUISN + llgD IS = gl

3. Estimer la ‘qualité’ de notre solution approchée jg; c’est a dire estimer la différence entre la

courbure scalaire hermitienne sv(je) et la courbure scalaire de la métrique orbifold gy,.

Ces étapes seront ’objet des prochaines sections.

3.4.1 L’opérateur linéarisé L..

L’étape suivante est de comprendre 'opérateur linéarisé L.. On utilise le calcul de la linéarisation

de la courbure scalaire hermitienne réalisé & la section 3.1.
Jed(J.Lx,J.))" = Ay df — 2Ric(grad, f,-) + E. f,
pour f € C3%(M.), avec

Ef(Y) =3 df(D}, jyJe)ei) +2Ddf(ei, J.(Dy J.)ei) (3.4.4)

1 A N
dans une base orthonormée locale de la forme {ey,...,e,} = E{ZI, coirsZmyJeZ,y .oy Je L} sur
(T'M, ge)-

Alors
L.f = A} f —25(Ric(df)) + 0E. , (3.4.5)

En conséquence, le terme d’erreur est a support dans {r. <r <4r.}, et on s’attend a ce qu’il soit

petit en normes de Holder & poids.

On précise cette attente dans le lemme suivant.

Lemme 3.4.1 (Estimation du terme d’erreur). Soit f € C?’Q(ME). On a alors

10E- flleoe = o(1)]| g (3.4.6)

Preuve. Rappelons que pour tous champs de vecteurs X,Y et Z, on a :

gs((Dst)Ya Z) = QQE(ng,N(Y, Z);)
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donc, pour calculer des estimations, les normes Cf’a(ME) du tenseur de Nijenhuis et de DJ. sont
comparables.

Oun applique la codiférentielle au terme d’erreur (3.4.4). On onbtient que 0E. f est somme de termes

de la forme ,
> (D)o (3.4.7)
k=0
ou
*f(DJ.); 9*f(DJ.)% (3.4.8)

On souhaite les comparer & la norme C’;’Q(ME) de f. Puisque tous ces termes sont & support dans

in {r. < p. < 4r.}, par définition des normes a poids, on a

07 < Cre | fll g
0" (DJ:)| < Cro*|IN;,

3,
CO

pour une constante positive C. On obtient donc

* [p0(DJ)O° f| < Cre||Ny,

ezl fllgses
% |pi=00(DJ)0 f| < Cre|INj llgse |l fll o
* o200 (DJ)0f| < Cre|Nj [l |1l oo
* [pE2(DJ)D f| < Cr2|INj sl fll e

En utilisant (3.4.6), on voit que tous les termes de droite s’écrivent o(1) fois ||f||C;;, ce qui était la

conclusion recherchée. O

Construction d’un inverse a droite pour L.

Pour construire un inverse a droite de L., on adopte la stratégie, briévement décrite au chapitre 2,
section 2.5.3, consistant & recoller ensemble les inverses a droite de L+« and Lx. On montrera qu’on
obtient ainsi un ‘inverse & droite approximé’ & partir duquel on obtient un véritable inverse a droite
pour L.. La preuve suivra les lignes du Théoréme 20 de [110], mais le choix de poids que I'on fait est

différent ; c’est celui choisi par Biquard et Rollin dans [17]. On prouve ainsi :

Proposition 3.4.1. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, ’opérateur

L. :Cy* (M) x R — €3 (M)
(fv V) — Lef +v

, . ) . y Y Y A
admet un inverse a droite G., de norme d’opérateur bornée par e %", o B < pt < 1.

Preuve. Cette preuve suit celle de la Proposition 20 dans [110]; on la rapelle cependant en détail par

souci d’exhaustivité.

Pour mener & bien cette opération, on introduit deux ensembles de fonctions de cutoff.
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D’une part, soit v : R — [0, 1] une fonction lisse réelle, valant 0 sur | — oo, 1] et 1 sur [4,4o0[. Sur

M, on définit
Y1:x € Moy (pg(x)) .

Te
Y2i=1-m
Alors v est a support dans la région p. > r., qui s’identifie & un sous ensemble de M*. Ses dérivées
01 sont & support dans la zone de recollement r. < p. < 4r..

De méme, 75 est & support dans p. < 4r. qui, via I’homothétie de recollement, s’identifie au compact
4R, > r dans la variété ALE X.

Aussi bien 77 que v sont lisses M, et sont bornées en norme de Holder & poids :
[villese < c. (3.4.9)

D’autre part, on définit deux fonctions de cutoff supplémentaires (; et (o, de sorte que (; = 1 sur
le support de ;.

Rappelons que 7. = ¢” avec 0 < 3 < 1. On choisit 1 et 3~ de sorte que 0 < 3~ < f < + < 1.
On découpe ainsi la zone de recollement ¢ < p. < 1 en régions 1 > 48~ > 4r, > 2r. > r. > A > e

Soit maintenant ¢* : R — [0, 1] une fonction réelle lisse telle que (T (t) = 1 lorsque ¢t < 3, 0 lorsque
t > B7T. La fonction (;, définie par

est alors & support dans p > 8" et vaut 1 dans supp vi-

De la méme fagon, Soit (~ : R — [0, 1] une fonction lisse valant 1 sur |3, +o0] et zéro sur | —oo, 87 [;

on définit un cutoff lisse sur M. par

CGiw€ M. (™ (Wf(x)))

4log(e)

Alors ( est a support dans p < 4e”” et vaut 1 dans supp 7».

Les fonctions (; et (o vérifient
c

10Gilgs.0 < (3.4.10)

|log €|

Soit maintenant 1) € Cgf4(M5). On cherche ¢ € Cgl’a (M) telle que Lo = 1.

Ou peut considérer 11 comme une fonction sur M*; alors, d’apreés (3.4.9), on a

||’Yl¢||c§ o (M*) < C||¢Hcgv_°4-

Soit alors .

= Lyss-
Y7 Vol(M) /M* nyvolo
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D’aprés la Proposition 2.5.6, il existe une fonction

Gi(nw) = Gr(ny) + Y Ni&i € CT(M™) @V (3.4.11)
telle que
G () lese + Y 1Nl + V] < ellmblleos (aeys (3.4.12)
et vérifiant
Ly (Gi(nv)) +v =mne. (3.4.13)

D’autre part, on peut considérer 91 comme une fonction de Cg’jl(X ) sur X, vérifiant (compte
tenu de ’homothétie)

5—
el ene i < e bl o

De la Proposition 2.5.7, on retire qu’il existe une fonction Ga(729) telle que

1G2(r29) et (X) < eller2tlleon (x) < e [Dllcoe s

d’ou
[G2(v29)llgse < ellhll o, (3.4.14)

et telle que
LxG2(72¢) = e*y2,

ce qui, aprés remise a 1’échelle, donne

Le2x Go(v21)) = 721). (3.4.15)

On recolle maintenant en un inverse approché pour L.. Posons

Gy = (1G1(119) + (Ga(729).

On souhaite montrer que
1. L’application 1) € Cg’_’l4(M5) — (Gip,v) € C?’D‘(ME) x R est un inverse a droite approché pour L.

dans le sens ou

~ 1
[Le(GY) +v — z/JHcgj < §H¢||cgf4- (3.4.16)

2. La norme d’opérateurs de G : Cgfil — C?’a est bornée par e 98"

De 1, on déduit que la norme d’opérateur de L. o G — I est plus petite que 1/2. Donc L. oG est
inversible et G o (L. o G)~! est un inverse a droite de L.

D’autre part, 2 nous donne le controle souhaité de la norme de I'inverse.

On commence par la seconde affirmation. Pour ¢ € Cg’_a4(ME), on veut montrer que

GG (MY) + RGa(Y)llere < GG1MNY)lese + 1G2(12)[lpse < C€6B+||1/)||cgf4~
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Le terme (2G2(72%) ne pose pas de probléme. En effet, sa norme est somme de termes de type

¢
S 1 G| pI 00 (Ga(r2), (3.4.17)

Jj=0

pour £ =0,...,4.

En utilisant (3.4.14) et (3.4.10), on constate que ces termes sont bornés par C’||¢Hcgf4 pour une
constante positive C'. Le méme raisonnement s’applique au terme Gy (y11).

La non-uniformité de la norme d’opérateur provient du terme dans V, qui se comporte qgomme une
constante au voisinage de chaque p; dans M*. Or, les constantes ne sont pas bornées dans C§7Q(M *)
lorsque le poids § est positif, comme c’est le cas ici.

Cependant, dans le support de (3, inclus dans {p > 5ﬁ+}, on reste ‘a distance’ des trous. La norme

des constantes ainsi tronquées est alors de 'ordre de

_ +
sup  Ailp7°| < e
p>eht

Donc, en utilisant (3.4.12), on obtient

N
GG (MY)llese < ce®f [Pl o -

On montre maintenant I'affirmation 1. Pour cela, on sépare 1’étude sur les différents ‘morceaux’ de
la somme connexe, ce qui nous permet de comparer L. avec les opérateurs modeéles sur X et M*. On

a
L(GY) +v =9 = L(QG1(nmv) + v — 11t

+ L (G2G2(72v)) — 72).

(3.4.18)

On traite d’abord la premiére ligne, dont les termes vivent dans {p. > sﬂ+}. Dans cette région,
considérée comme un sous-ensemble de M*, on souhaite comparer L. avec 'opérateur modéle LLj;.

Pour cela, il nous faut comparer les métriques g. et gps sur le support de (; :

Lemme 3.4.2. Dans la zone {p; > 5B+} de M., la métrique g. différe de gny comme suit :
19 = gatllgs. = O@2 +&40=57) (3.4.19)
Preuve. On décompose I’étude de g. — gps en trois régions de M..

— Sur {p > 4r.}, ge — g = 0 par définition.

— Sur {2r. < p <dr.},ona j. — g = wp(Jr. — Jnr)-, ). En utilisant le mém calcul que dans la

preuve du Lemme 3.3.2, on voit que

.. — JM||Cg,a < cr?.

— Enfin, sur la région {5ﬂ+ < pe < 2.}, on sépare lexpression en g. — gar = Je — go + 9o — gar- En
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utilisant le Lemme 3.2.1, on obtient
lgo = gntllez.e = lIJo = Jarllze = O(2).

D’autre part, pour estimer le terme §. — go, on identifie {5/3+ < pe < 2r.} avec la région
{e#"=1 < r < 2R.} dans X. On a alors j. = e2h*_,gg., donc lestimée ALE (3.2.3) donne
. _gt

13- = gollcz.e = O(*=FD). O

Maintenant, suivant un raisonnement similaire & la Proposition 18 de [110], on est en mesure
d’estimer la norme d’opérateur de L. — IL,;. Rappelons que
Larf = =A%, f +20(Ricy,, (grad, f,)),
et on a obtenu plus tot
L.f = —ALf + 20(Ricy, (grad, f, ) + E(f)-

Remarque 3.4.2. Puisque les coordonnées dans lesquelles on travaille ne sont pas des coordonnées
normales holomorphes, il nous faut étre prudents lors de I'estimation des coefficients de A%, et AZ; en
effet, les coefficients du Laplacien A); dans ces cartes sont de la forme 0 (g;/[l@ f), et de méme, ceux
de A. sont de la forme 0 (g; Lof ) En particulier, les dérivées premiéres des coefficients de la métrique
interviennent. Ainsi, dans ’expression de AZ, on voit apparaitre des dérivées d’ordre 3.

Il peut sembler étonnant qu’un controle des dérivées d’ordre 3 des coefficients de la métrique soit
nécessaire puisque la courbure scalaire hermitienne est un opérateur d’ordre 2 en ces coefficients. Cela

provient de ’expression utilisée pour 'opérateur linéarisé, qui fait intervenir un terme du type JRic.

Les coefficients de A%, f sont de la forme 691;[182(91;[18]‘), et ceux de A2f sont de la forme
9910%(45710), donc

A% f = A2f = 0((ga) — 92 1)0% (927 0f) + 8910 (g — 91)0F).
d’ou

183, f = A2fllgoe < 32 — garll e 0% gz

<1g= = garllgaell fllsa-

D’autre part, en utilisant une notation analogue, le tenseur de courbure riemannienne est donné

par les dérivées des symboles de Christoffel I' = g~'dg, d’ou
[Riem(gar) — Riem(@.) o < ellde — anlez.
En conséquence, d’apreés les lemmes 3.4.2 et 3.4.1, on a, sur {p. > 5'8+},
|[Le — Ll = o(1)

en norme d’opérateurs.



130CHAPITRE 3. METHODES DE RECOLLEMENT EN GEOMETRIE PRESQUE-KAHLERIENNE.

De la méme fagon,on traite les termes de la seconde ligne de (3.4.18), qui vivent dans {p. < 4e? }.

Cette région s’identifie a la zone {r < 4¢® ~1} dans X.

On compare §. avec la métrique ALE ¢gx.

Lemme 3.4.3. Dans la zone {p. < 4¢” "} de M., la métrique g. et la métrique ALE remise a I’échelle

52h:,lgx différent comme suit :

19: — e*hZ-1gxlgze = O(ers* +77) (3.4.20)
Preuve. Comme précédemment, on divise I’étude sur différentes régions de M-.

— Sur {p: < r.}, §. est égale a la métrique ALE.

— Sur {r. < p. <2r.},
ge — i 1gx = ewx ((Jr, — Jx)- ).
En utilisant estimée (3.3.6), on voit que, sur cet anneau, ||g. — 52h:_1gx||cg,a = O(e*r7%).
— Enfin, sur {2r. < p. < 4¢” } on écrit

Je — 52}1:—19)( =0: —go+go— 52h:—1gX-

De (3.3.6) on retire que dans cette région, ||g. — 90||c31" = O(£?77), tandis que I'estimée ALE
(3.2.3) sur {2R. < px < 4¢® ~1} donne ||go — szh:_ngHcg,a = O(e*r7%). O

De 14, un calcul identique au précédent montre qu’en norme d’opérateurs,

[Lx — Le| = o(1).
Pour démontrer (3.4.16), il suffit donc de montrer que pour € assez petit, on a

1
s (G1G1(9)) + v = mtlloe, < Cll¥llcoe,

ainsi que
1
Lx (G2Ga(326)) = 2t lepe, < 516lcoe,

En ce qui concerne la premiére inégalité, on a

Ly (GGi(me)) + v =y = GLuGimy + A(grad, G x Giny) +v — iy
= A(grad (1 * G1m1v))

N 5 N . , 0 . .
ou A est un opérateur d’ordre 3, & coefficients bornés dans C;*%, et on note par * une application

bilinéaire. En fait, les termes contenus dans A sont similaires & ceux apparaissant dans (3.4.17).
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Donc

ILar (GGr (1)) + v — nllcon = [l Algrad,G x Gry)llcoe
< el llgas [ Grm b a.n
= o(1)][¢]| o -

La preuve de la seconde inégalité suit les mémes lignes. On a donc montré (3.4.16), ce qui clot la

preuve. O

3.4.2 Estimation de la courbure scalaire hermitienne de J..

On souhaite mesurer la ‘qualité’ de notre solution approchée en terme de courbure scalaire, au-
trement dit on souhaite comparer sv(js) a la courbure scalaire (constante) de la métrique orbifold

gm-

Remarque 3.4.3. Le recollement occasionne un ‘saut’ entre la courbure scalaire constante de g,; et la
courbure scalaire nulle sur I’espace ALE X ; il est donc essentiel d’utiliser des normes & poids pour

absorber ce saut.

Proposition 3.4.2. Pour0<d<letp < %, on a

||Sv(j€) ~ Sgm HCS;"; = O(‘EB(4_5))' (3'4'21)
Preuve. Rappelons que, d’aprés (3.1.5), on a
sv(js) =85 T |Dj€|27

ou D est la connexion de Levi-Civita associée & g.. Comme on I’a déja mentionné, D.J. a une norme

comparable au tenseur de Nijenhuis, d’ou, d’aprés (3.3.7),

DJLP = O(r?) in {2r. < p < 4r.}
: O(Br71% in {2r. < p < 4r.}.

Il nous suffira donc de comparer les courbures scalaires riemanniennes sur M. et M.

Du coté orbifold, la courbure scalaire est constante sur p > 4r. et est bornée sur {2r. < p < 4r.},
étant donnée par les dérivées secondes de g,..

Du c6té ALE, la courbure scalaire est nulle 1a ot p < r¢, et est donnée par les dérivées secondes de

gr. dans {r. < p < 2r.}. Ainsi, en utilisant (3.3.6) et en tenant compte de I’homothétie, on obtient
s5. = O™ %) in {r. < p<2r.}.

Pour résumer,

sg. = O(1) + O(e*r7°).
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Donc, en utilisant le fait que p = O(r.) dans la région {r. < p <4r.},

P01V (Je) = sgul = ' 0lsg. + DI = s(M)]
=020 + O 0) + O(rS™°) + O(¥r7677)
— 0(55(4_5)),

dés que 8 < % O

3.4.3 Comportement de la partie non linéaire.

Enfin, il nous faut controéler la partie non-linéaire de I’équation. On rappelle le développement
sV(Jp) =5V (Jo) + Le f + Q:(f).

On montre le résultat suivant, suivant le Lemme 19 de [110].

Lemme 3.4.4. Il existe une constante positive C telle que
1Q=() = Qe@)llco, < € (Iflles + e ) If = glles

Preuve. On réécrit

Q-(f) — Q.(g) = / dy, Q-(f — g)it,

ou xt := g+ t(f — g). Posons h = f — g. Du développement de Taylor (3.4.2), on déduit que

d N . R
%IS:OQE(Xt + S(.f - g)) = dJXt SV(‘]Xt,EXhJE) - djESV(JEEXh JE)’

ce que ’on réécrit
dy, Q:(f — 9) = (dg,s¥ —dj sV )(Jx, Lx,Je) +dj sV ((Jy, — J)Lx, Je). (3.4.22)

On souhaite donc estimer

Iy, — J. = (exp(,CX Je) — I)JE.

Xt

Les coefficients s’expriment en fonction des dérivées jusqu’a l'ordre 2 de x. De méme, les coeflicients

de Lx, J. peuvent s’exprimer en fonction des dérivées jusqu’a 'ordre deux de h.

Pour traiter le premier terme de (3.4.22), on utilise la régularité de J € AC,,_ + sV (J). C'est un

opérateur d’ordre 2 en J, et donc nous donne un opérateur lisse d’un voisinage de J. e C?f‘z(ME) dans
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Cg’_al (Me). En particulier, la différence d, sV — djssV est controlée par Jy, — J.. On obtient donc :

H(dJXtSV - djssv)(JXtﬁXhJE)HCg’_a4 < |y, — Jchg’a “JXt,‘CXhJ5||C§’_Q2
< dllxellgze Al

< (e + llgllesm) I = glleta-

D’autre part, d’aprés les calculs de la section 3.4.1, I'opérateur
dj sV : C3%(End(TM.)) — C3% (M)
est borné. Donc,
dessv((th - JE)EXhJ5)||Cgf‘4 < cf|(Jy, — Ja)ﬁXh,jE)HC?f‘z
<c|[(Jy, — Js)HcgvaHEXhJE)Hcgfz

< ellxallgs e l1hll s

< el fllese + Nlgllgae)llf = gllgse-
On obtient la conclusion souhaitée en sommant ces deux inégalités. O

3.4.4 L’équation non-linéaire.

Nous disposons maintenant de tous les outils nécessaires a la résolution de 1’équation d’origine
(3.4.1). On suit la preuve du Corollaire 35 dans [17]. Rappelons que l'on cherche f (et A) tels que

Lof + A =54y, —5Y(J.) — Q(f). (3.4.23)

On cherche (f, \) sous la forme G (%), ce qui nous permet de réécrire (3.4.23) sous forme du probléme

de point fixe :
Y= Sgm — Sev - QE(GE('(/)» = Be('(/J) (3.4.24)

Proposition 3.4.3. Il eziste une constante positive C' > 0 telle que B envoie la boule {[[1)||o0.« <
5§—4

Ce?} sur elle-méme, et est %-Lipschitz sur cette boule.

Preuve. On a

B.(t) ~ Be(¢) = Q:(Ge(¥)) — Qe(Ge ().
En utilisant le lemme 3.4.4, on voit qu’il existe C; > 0 tel que :
1Q:(Ge()) = Q=(Ge(@)lleg, < C1 (IG=(@)llgse + IG=(P)lese ) Gt = @) g

Or,
_s3t
1Ge(w = )l gsn < Caz™" 1~ o
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D’autre part, puisque v et ¢ sont dans {H@Z)Hcg,a < Ce?}, on obtient
—4

_s8t+ _s8t+
IG=(@) et < Cae™ [l g0 < CCo>°F7,
et il en est de méme pour G¢(p). De 14, on déduit

_5BT g+
HGE(qwb)Hcgva(ME) <CE§ o 200256(1 B )

D’ou

_9opt+
QoG- () = Qu(Gal@)ll g, < CCHC2 ) — ] e
Pourvu que 8 < %, cela signifie que pour ¢ assez petit, B. est %—contractante sur {||w\|cg,a4 < Ce?}.

D’autre part, B, envoie {||1/)||Cg,a < Ce?} sur elle-méme. En effet, pour ¢ dans cette boule,
—4

1B=() g, < [1Be) = Be(O)gne + [ Be(0)]| oo
1 ~
< Sl¥leps, + 157 (J2) = Mlege,
< %Csz + 036ﬁ(475)

< Cg?
du moment que est [ assez proche de % et § assez proche de 0. O

Par conséquent, on est en mesure de démontrer le résultat suivant, qui entraine le théoréme 5.

Théoréme 3.4.1. Pour ¢ > 0 suffisamment petit, il existe une structure presque Kdhler compatible

Je sur (M, w:) a courbure scalaire hermitienne constante, et telle que :
— J. converge, en norme C>%, vers Jyr, sur tout compact de M* (au sens de la définition 3.2.1) ;

— J. converge, en norme C>%, vers Jx, sur tout compact de X (au sens de la définition 3.2.2).

Démonstration. D’aprés la proposition 3.4.3, on peut appliquer le théoréme du point fixe de Banach
a B, sur {||¢Hcg,7a4 < Ce?}. Par conséquent, il existe une unique fonction 1 € Cy% (M.), de norme
comparable & £2, et solution de 1’équation principale (3.4.24).

Posons alors (f,\) = G<(¢). On voit que f est solution de (3.4.3); par conséquent, la structure
presque complexe J. := J; munit M, d’une structure presque-kihlérienne & courbure scalaire hermi-
tienne constante.

De plus, d’aprés la proposition 3.4.1, on a
B _s8+
1Je = Jellgze < ellf e < ee? 88T, (3.4.25)

Donc, si K; est un compact de M*, alors pour ¢ assez petit, Ky C M \ U;B(p;, 4r.). Par définition,

Jexy = Jm ik, -
De plus, sur C M\ U; B(p;,4r.), la norme de Holder & poids C?’_D‘Q coincide avec la norme de Hélder
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usuelle C%% (d’apreés la définition (2.5.10)), donc (3.4.25) implique

_sAt
HJE—JMHC2’(’(K1) SC€2 08T
Puisque 1’on a choisi 0 < 6, 7 < 1, on vérifie que le membre de droite tend vers 0 quand ¢ tend vers

zéro, donc J. converge bien vers Jy; sur K;.

Symétriquement, sur un compact Ky de X, le tiré en arriére h} J. coincide avec la structure complexe
ALE Jx |k, pour ¢ assez petit.
Alors, estimée (3.4.25), et la définition des normes a poids sur M, (2.5.10) entrainent que sur Ko,
on a
[BETe = x|z (ry) < ce?3—FT) (3.4.26)

pour une constante positive c. Puisque ¢ € (0,1) et 87 < 1, & nouveau, le terme de droite tend bien
vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro.
Il reste a s’assurer de la régularité de la structure presque-kidhlérienne ainsi obtenue.
La fonction f est obtenue dans C*(M.). Cependant, on peut gagner de la régularité en observant
que f est solution de
sV (Jp) = A,

avec A une constante. Comme I’ont mis en évidence les calculs effectués en section 3.1.3, il ’agit d’une
équation elliptique. De plus, les coefficients de cette équation sont des fonctions rationnelles en les
points de M. et les dérivées d’ordre au plus 4 de f.

De 14, en utilisant de fagon itérée la régularité elliptique (voir le Théoréme 41 de I’Annexe du livre
de Besse [16], da & Morrey), dans un argument de bootstrapping, on observe que la fonction f est, en
fait, dans C** pour tout k, et donc lisse.

Par conséquent, la structure presque complexe J. = J; et la métrique riemannienne associée

ge = we(Je+, +) sont également lisses. Ceci conclut la preuve de notre résultat principal. O

3.5 Exemples et perspectives.

Donnons tout d’abord quelques exemples ol notre construction s’applique, et permet d’obtenir de

nouveaux exemples de métriques canoniques.

Ainsi que nous I’a indiqué R. Dervan, cette construction s’applique aux surfaces a singularités
A; dont la classe canonique est ample. En effet, de telles surfaces ont une premiére classe de Chern
négative, donc, d’une part, sont munies de métriques de Kéhler-Einstein (c’est le résultat obtenu par
Aubin [10] dont on a déja parlé au chapitre 1, théoréme 1.3.2; on pourra aussi consulter Kobayashi
[69] pour les surfaces de type général); d’autre part, elles n’admettent pas de champ de vecteurs

holomorphe non-trivial d’aprés le théoréme 1.3.6.

Dans cette direction, Miranda, dans son article [86], étudie un cas particulier de surfaces complexes
a fibré canonique ample, qui n’admettent pas de lissage intégrable. Ainsi, notre construction s’applique
a ces classes d’exemples, qui de plus sont en dehors du champ d’application du théoréme de lissage
obtenu par Biquard et Rollin [17].
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De fagon similaire, Catanese, dans [26], obtient un critére sous lequel les variétés algébriques dont
le groupe d’automorphismes est fini n’admettent pas de lissage. Son théoréme inclus les exemples
d’obstructions cités précédemment ; de plus, les surfaces satisfaisant ce critére ont pour singularités

des points doubles rationnels, ainsi que toutes leurs déformations.

Perspectives. On clot ce chapitre par un bref commentaire sur les questions qui se posent naturel-

lement au vu des hypothéses du théoréme principal :
— Peut-on étendre cette construction a des classes de singularités plus larges ?

— Peut-on traiter le cas ou ’orbifold M admet des champs de vecteurs non-triviaux ? Par exemple,
peut-on obtenir une condition ayant trait & une forme de stabilité de la somme connexe obtenue,
ou portant sur la position des singularités, dans la veine des résultats d’Arezzo et Pacard [7], ou
encore Arezzo, Lena et Mazzierri [5]? Ou encore, une généralisation du résultat de Szekelyhidi
[109]?

Une autre question qui peut se poser est celle de la généralisation & de plus grandes dimensions.
On peut cependant y répondre par le théoréme de Hein, Radeasconu et Suvaina [56] (voir la section
2.2.3 du chapitre 2). En effet, ce théoréme montre qu'un modeéle ALE asymptote & une singularité
C™ /G est isomorphe & une déformation d’une résolution de la singularité quotient C™/G. Cependant,
le théoréme de rigidité de Schlessinger [99], implique que de telles singularités sont en fait rigides.
Ainsi, en dimension complexe supérieure, le seul modéle ALE disponible & biholomorphisme prés, est
une résolution de la singularité.

Cependant, le point double de C™, identifié au cone
C={z¢€ (Cm,z,z? =0}
i=1

admet toujours des lissages
m

SE:{ZE(Cm,szze}

i=1
qui sont difféfomorphes au cotangent de la sphére T*S™. La construction de Stenzel [106] permet
de munir ces lissages de métriques ALE Ricci-plates. On pourrait donc envisager une construction

similaire, dans un cas ou la base M présenterait des singularités coniques de ce type.



Chapitre 4

Sphéres hamiltoniennes stationnaires.

Sous limpulsion de Weinstein, entre autres, I’étude des sous-variétés lagrangiennes de variétés
symplectiques sont devenues un point focal de la géométrie symplectique, notamment grace a la mise
au point, dans, [123] d’un ‘dictionnaire’ permettant de réinterpréter nombre de concepts de géométrie
symplectique en termes de sous-variétés lagrangiennes. Audin, Lalonde et Polterovitch ont réuni dans

[11] un panorama des divers travaux effectués dans cette direction.

D’autre part, un probléme largement étudié en géométrie riemannienne est le probléme de Plateau,
et sa généralisation en dimensions supérieures : il s’agit alors de trouver, dans une variété donnée, des
sous-variétés qui minimisent localement le volume. Comme on le verra, ’équation d’Euler-Lagrange

associée a ce probléme variationnel correspond & ’annulation du vecteur de courbure moyenne.

L’étude des variétés hamiltoniennes stationnaires, qui constituent le sujet de ce chapitre, se situe a
Iintersection de ces deux axes, dont l'interaction s’avére particuliérement fructueuse. Sur une variété
symplectique, munie d’une métrique appropriée, il s’agit ainsi d’étudier la fonctionnelle de volume sur
une famille de sous-variétés obtenues par déformations hamiltoniennes d’une sous-variété lagrangienne.

Un cadre naturel pour étudier de telles sous-variétés est bien sur celui des variétés kahlériennes, ot
I’on dispose d’une forme symplectique et d’une métrique riemannienne compatibles entre elles au sens

du paragraphe 1.2.1.

Une motivation supplémentaire vient de la physique mathématique. En effet, il a été mis en évidence
par Harvey et Lawson dans [54] que, dans le cas de variétés de Calabi-Yau, les sous-variétés minimales
lagrangiennes sont calibrées et, par conséquent, réalisent le minimum du volume dans leur classe
d’homologie. On les appelle alors des sous-variétés spéciales lagrangiennes, et elles jouent un role
de premier plan dans les travaux sur la symétrie miroir de Strominger, Yau et Zaslow [107]. Pour une

introduction exhaustive & la géométrie calibrée, on pourra consulter le livre de Joyce [68§].

Exemple. Cette interaction entre géométries symplectique et riemannienne transparait aussi dans
Pexemple en basse dimension suivant (da & Oh en introduction de son article [91]). On sait, depuis
Poincaré, que I’équateur de la sphére S? (une géodésique), minimise la longueur parmi les lacets qui

la séparent en deux zones de méme aire.

137
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Par ailleurs, en déformant un équateur par translation le long des méridiens, il est possible diminuer
sa longueur autant qu’on le souhaite.

Il apparait ainsi que la géodésique décrite par I’équateur est instable si on considére des défor-
mations quelconques (incluant la translation le long des méridiens), mais est stable pour une classe
spécifique de déformations (celles préservant la propriété d’aire). Or, ces déformations sont précisément

les déformations hamiltoniennes de 1’équateur.

Il semble donc pertinent d’étudier la fonctionnelle d’aire sur une telle classe de déformations,
et de s’interroger sur l'existence de sous-variétés hamiltoniennes stationnaires. C’est l'objet de ce
chapitre. On commencera par poser les définitions et propriétés indispensables & cette étude en section
4.1. Ensuite, en section 4.2, on verra que, dans le cadre de la construction de recollement exposée
au chapitre 3, on peut construire de telles sous-variétés. Rappelons que nous avons construit une
famille (M, w.) de variétés symplectiques, par une construction de somme connexe généralisée entre
un orbifold kithlérien (M, Jys,wys) et une variété kiihlérienne ALE difféomorphe & TS2. La section
nulle de 7%S2 donne alors, dans la somme connexe, une sphére S plongée dans M., lagrangienne pour
la forme symplectique w,.

De plus, pour chaque ¢ > 0 suffisamment petit, on a obtenu une structure presque-kihlérienne
(Jf,9f) & courbure scalaire hermitienne constante sur (M., w,).

Il est donc naturel de se demander si, pour 0 < £ < g, on peut trouver un représentant de la classe
d’homologie [S], obtenu par une déformation hamiltonienne de S, qui soit hamiltonien stationnaire

pour la métrique gy.

On montre que la réponse est positive, pour ¢ suffisamment proche de 0, étendant ainsi le résultat

de Biquard et Rollin [17] au cadre des lissages presque-kihlériens :

Théoréme. Pour e suffisamment petit, il existe un représentant hamiltonien-stationnaire de la classe
d’homologie de la sphére S. Plus précisément, il existe une déformation hamiltonienne de linjection
Lo : S? = M. minimale pour la solution approzimative §., qui soit hamiltonienne stationnaire pour la

solution g¢ du probléme de recollement du chapitre 3.

La démonstration de ce théoréme est I’objet de la section 4.2 de ce chapitre.

4.1 Préliminaires.

4.1.1 Sous-variétés lagrangiennes.

On rappelle dans cette section quelques éléments de géomeétrie symplectique essentiels & ’étude des
variétés hamiltoniennes stationnaires. Pour plus de détails et de contexte, on référe au livre de McDuff
et Salamon [83], plus particuliérement aux chapitres 2 et 3.

Dans le reste de la section, on se donne (V2™ w) une variété symplectique compacte.

Définition 4.1.1. Une sous-variété L de dimension m de V est dite lagrangienne si w;, = 0.

L’exemple canonique est donné par les sections nulles de fibrés cotangents :
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Exemple 4.1.1. On peut munir le fibré cotangent d’une variété lisse L d’une forme symplectique natu-

relle définie comme suit.On note 7 la projection

m:T*L - L

(¢,a) = q.

On définit alors la forme de Liouville Acap : T(T*L) — R sur T* L par Acan(q, @) = a0 d(g,q)m. Dans
des coordonnées locales © = (z1,...,2y,) : U C L — R™ sur L, une 1-forme o € T*L s’écrit de fagon

a= Zyjdxj.
J

On dispose donc de coordonnées locales sur T*L :

unique

T*U CcT*L —- R™" x R"
(¢, @) = (z(q), y).

La forme de Liouville, dans ces coordonnées, s’écrit
)\can = E yjd.’Ej.
J

En d’autres termes, en un point (¢,«) de T*L, la forme de Liouville est donnée par la 1-forme «
elle-méme.
De cette expression, on déduit que la 2-forme weqy 1= —dAcqn est fermée, non-dégénérée, et munit

T*L d’une structure symplectique. De plus, on voit immédiatement que la section nulle
L={(q,0)eT"L,qe L}
est une sous-variété lagrangienne pour cette structure.

Le théoréme du voisinage lagrangien, di & Weinstein [122], montre que cet exemple est en fait le
modéle pour toute sous-variété lagrangienne d’une variété symplectique. On en trouvera une démons-
tration dans le livre de McDuff et Salamon [83], Théoréme 3.33.

Théoréme 4.1.1 (Weinstein). Soit L une sous-variété lagrangienne de (V,w). Alors il existe un
voisinage Uy de la section nulle Ly de T*L, un voisinage U de L dans V et un difféomorphisme
¢ Uy — U tel que
{¢*w = Wean
P, = id
On dit que (U, ¢) est un voisinage lagrangien de L.
La preuve de ce théoréme repose sur le fait que le fibré normal de L dans M est isomorphe au fibré

tangent. On le voit par exemple en utilisant une structure presque complexe compatible quelconque
J € AC,, afin de disposer d’un orthogonal & T'L C T'M via la métrique associée g;.
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Remarque 4.1.1. On en déduit une représentation des déformations lagrangiennes.

Soit L une sous-variété lagrangienne de (V,w), et (U, ¢) un voisinage lagrangien. Alors toute sous-
variété lagrangienne I/, suffisamment C'-proche de L, est incluse dans /. Il existe donc I', C T*L tel
que L' = ¢(T), ou T, est le graphe d’une 1-forme « sur L.

Puisque L' est lagrangienne, on a weqyr, = 0. Or, par définition de wean,
*
Wean|T, = — T dav.

Par conséquent, la 1-forme « est fermée; on a donc une correspondance entre les déformations lagran-

giennes de L et les 1-formes fermées sur L.

On s’intéresse en particulier & la classe suivante de déformations :

Définition 4.1.2. Soit L — (V,w) une sous-variété lagrangienne, F' : V. — R une fonction lisse sur
V. On note Xg le champ de vecteurs hamiltonien associé (comme dans (1.3.18)), et p; son flot. Alors

la famille de sous-variétés
Ly = ¢u(L)

est appelée déformation hamiltonienne de L associée a F'.

Remarque 4.1.2. 1. Ainsi définie, pour tout ¢t € R, L; est encore une sous-variété lagrangienne.
2. Via lidentification décrite & la remarque 4.1.1, les déformations hamiltoniennes sont encodées

par des 1-formes ezactes sur L.

4.1.2 La fonctionnelle d’aire sur les sous-variétés lagrangiennes.

Supposons maintenant qu’on dispose sur (V,w) d’une métrique riemannienne g compatible avec w,
au sens du paragraphe 1.2.1. On peut alors s’intéresser & la fonctionnelle de volume sur ’espace des

sous-variétés lagrangiennes compactes :
L — Vol,(L), (4.1.1)

ou le volume de L est calculé via la métrique h = g

Remarque 4.1.3. La métrique h dépend donc du plongement L — V.

Suivant Oh [92, 91], on pose la définition suivante.

Définition 4.1.3. Une sous-variété lagrangienne L C V est dite hamiltonienne stationnaire si elle
est point critique de la fonctionnelle d’aire pour les déformations hamiltoniennes. Autrement dit, pour
toute fonction lisse ' € C*(V), on a

d

XF _
05 o VPl (1) =0 (41.2)

ot ’'on note ¢XF le flot du champ de vecteurs hamiltonien Xr.
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Pour décrire I’équation d’Euler-Lagrange associée a ce probléme variationnel, rappelons que 1’on
peut définir la seconde forme fondamentale de la sous-variété L comme suit. Soient X, Y deux champs
de vecteurs sur L, D la connexion de Levi-Civita de g. Alors le champ de vecteurs DxY se décompose
orthogonalement en

DxY = (DxY)"™" + (DxY)VE,

ott (DxY)TL e T(TL) et (DxY)NL € D(TLY) ~T(NL).

On définit alors la seconde forme fondamentale par :

B:TLxTL— NL
(X,Y) — (DxY)NL,

Remarque 4.1.4. Puisque, pour XY € I'(TL), DxY — DyX = [X,Y] € I'(TL), la seconde forme
fondamentale est symétrique.

Le champ de vecteur de courbure moyenne H est alors par définition la trace de B. Dans une base

orthonormée locale (e;) de TL, on a donc

H:= ZB(ei, €)=Y (De,e)N' € NL. (4.1.3)

i
On a alors la formule suivante.
Proposition 4.1.1 (Oh, [92]). Soit L C V wune sous-variété lagrangienne. On note H le champ de
vecteurs de courbure moyenne associé, et ay := (Hw)|, la forme de Maslov. Alors L est hamilto-

nienne stationnaire si, et seulement si,
dag =0, (4.14)

ou § est la codifférentielle associée 4 la métriqgue h sur L.

Preuve. La premiére variation du volume le long d’'un champ de vecteurs quelconque X est donnée

par

dt

Vol (¢;* (L)) = — / (H, X)dvol,, (4.1.5)
t=0 L

oit ¢;X est le flot de X. On renvoie au livre de Gallot, Hulin et Lafontaine [48], Théoréme 5.20 et
remarques 5.21, pour une démonstration.

La sous-variété L est donc hamiltonienne stationnaire si pour tout champ de vecteurs hamiltonien
X =Xp,

/ (H, X p)dvol, = 0.
L

Or, puisque la métrique g est compatible avec w, ceci revient a dire que la quantité

/L<H,Xp)dvolg :/L<H_ILU,XFJW> dvol, :/

(o, dF) dvolg:/F(SaHdvolg
L L

est nulle pour toute fonction F': V — R, d’ou le résultat. O
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Remarque 4.1.5. En coordonnées locales (x1,...,2,,) sur L, si on note
h = habdacadzb
(4.1.6)
ag = 0gdx,
alors 1’équation (4.1.4) s’écrit
Oh® e 1 0
dov = — o — h*—" — ~h®a,— (log(det heq)). 4.1.7
a Fr Fra L aggb(og( et ) (4.1.7)

On souhaite maintenant décrire la variation seconde. Pour obtenir une formule agréable, on suppose
maintenant que la variété (V,w,g) est kdhlérienne. On note J sa structure complexe. Introduisons

quelques notations. Pour trois champs de vecteurs X,Y et Z sur L, on définit le tenseur
S(X.Y,Z) = (JB(X,Y), Z).

Des symétries et propriétés de J-invariance du tenseur de courbure riemannienne d’une variété kiahlé-
rienne, on déduit que c’est un tenseur symétrique (Oh [91], Lemme 3.10).

Par un calcul en coordonnées locales, on obtient alors la formule suivante :
Proposition 4.1.2 (Oh, [92] Théoréme 3.4). Soit L une sous-variété hamiltonienne stationnaire
d’une variété kihlérienne (V,w, J,g). Soit F': V — R une fonction ; on note f := F|.

La variation seconde en L de la fonctionnelle d’aire sur les variétés lagrangiennes est donnée par

C‘ll;lt Vol Xr(L)) = / (Adf,df) — Ric(Jdf, Jdf) — 2(df ® df @ oy, S) + (df, cug)2dwol,.  (4.1.8)
= L

Tous les opérateurs et tenseurs de courbure sont associés a la métrique induite h = g|r.

On en déduit une expression de la linéarisation de 'opérateur F' — dayy.
Corollaire 4.1.1. On reprend les notations du théoréme 4.1.2. Soit Fy : V — R une famille de
fonctions. On note Hy le champ de courbure moyenne associé a l'immersion encodée par f, = Fyr au
sens de la remarque 4.1.1. Alors

Lf = Sag, = A?f + 5(RicL(ngdgf)_|w) —28(B(JH, grad,f)w) — (JH) - (JH) - f (4.1.9)

_4
g P

o, pour un champ de vecteurs X normal a L, le champ de vecteur Ricl(X) est défini par
Ric(X,Y) = (Ric*(X),Y)

pour tout champ de vecteurs normal Y .

L’étude et la construction de ces surfaces, originellement introduites par Oh est 1'objet de ses
articles [92, 91]. De nouveaux exemples, généralisant sa construction, ont été obtenus par Joyce, Lee
et Schoen dans [63]. Par ailleurs, Schoen et Wolfson ont étudié la question des surfaces Lagrangiennes

minimisant la fonctionnelle d’aire dans [101].
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4.1.3 Minimalité des sous-variétés complexes.

La géométrie calibrée, introduite par [54], se penche sur certaines sous-variétés minimales, dites
calibrées. Cette question est intimement liée & la théorie des groupes d’holonomie riemanniens, puisque
les variétés & holonomie spéciale ont souvent une calibration naturelle. Ainsi, dans le cas des variétés
de Calabi-Yau, les variétés spéciales lagrangiennes sont liées & une certaine calibration.

C’est au cas des variétés kihlériennes qu’on s’intéresse ici. On pourra consulter le livre de Joyce

[68] pour plus de détails sur la géométrie calibrée.

Uune calibration sur une variété riemannienne (V, g) est une p-forme fermée v telle que pour tz € V

et tout sous-espace F' C T,V de dimension p, on ait
Yy = Avoly ., (4.1.10)

ol A < 1. Une sous-variété de dimension p de V est calibrée si le volume y coincide avec la calibration.
Une propriété remarquable des sous-variétés complexes de variétés kihlériennes est d’étre calibrées

par les puissances de la forme de Kéhler. C’est une conséquence de la proposition suivante :

Proposition 4.1.3 (Inégalité de Wirtinger). Soit (E,h) un espace vectoriel hermitien, muni d’un

produit scalaire (-,-) et d’une forme de Kihler w respectivement donnés par

Soit F' un sous espace réel de dimension dimg F = 2k et vy, ..., vo; une base de F. Alors
lw” (V1. .., var) < Klwolp(vy, ..., vor). (4.1.11)

On en déduit :

Corollaire 4.1.2. Soit (V,J,w,g) une variété kihlérienne, W C V wune sous-variété compleze de
dimension réelle 2k. Soit A C V une autre sous-variété orientée, de dimension 2k également, et de
méme bord que W :0A = 0W. Si W\ A est le bord d’une chaine singuliére réelle, alors

vol(W) < wol(A) (4.1.12)
avec égalité si, et seulement si, A est également une variété complexe.

Preuve. On suit la preuve donnée dans les notes de Ballman [12]. La 2k-forme w* est fermée, donc,

/wk—/wk:O.
w P

D’autre part, par 'inégalité de Wirtinger 4.1.3, [i,, w* = vol(W) et [, w" < vol(A), avec égalité si et

d’aprés la supposition faite sur W\ A,

seulement si A est une variété complexe. O
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Remarque 4.1.6. En particulier, les sous-variétés complexes sont minimales; d’aprés (4.1.5), leur se-

conde forme fondamentale est donc sans trace.

4.2 Construction de sphéres hamiltoniennes stationnaires.

On dispose maintenant de toutes les notions nécessaires & la démonstration du théoréme 6. Réca-
pitulons la construction menée au chapitre 3.

Dans ce chapitre, nous avons obtenu une famille de structure presque-complexes (Jy) dépendant
d’un paramétre € €]0, o[ sur des variétés symplectiques lisses (M., w, ), de sorte que Jy soit compatible
avec we au sens de la section 1.2.1, et que la structure presque-kéhlérienne résultante (we, Jy,gy) sur
M. soit & courbure scalaire hermitienne constante pour 0 < € < gg.

De plus, lorsque € tend vers 0, la solution (J¢, gf) converge vers (Jx, gx) sur un voisinage compact

de la section nulle dans X ~ T*S2, au sens de 3.2.2. On a, en effet, les estimées suivantes :

(4.2.1)

Hh’:‘]f - JX||C2,a(x) S 656(175+)
(1-").

le™2higs — gxllcze(x) < ce®

Par ailleurs, d’aprés le corollaire 3.2.1, les variétés (M., w,) sont symplectomorphes et s’identifient
donc toutes & une méme variété symplectique que 'on notera (M,&) (par exemple en fixant & = ;).

Pour € € (0,¢¢), on note alors J. et g. les tirés en arriére de J; et gy sur M. On note aussi (Jo, 90)
le tiré en arriére de la solution approchée (J;, Je) décrite en 3.3.3.

On dispose alors d'une famille lisse (J¢, g )o<e<e, de structures presque-kihlériennes sur une variété

symplectique fixée (M , W),

Observons maintenant que, dans le modéle ALE (X ~ T*S5% wy = dd°u), la section nulle Sy de
T*S? — S? est une sphére lagrangienne, puisque la forme de Kihler est exacte.

De plus, comme on l'a vu au chapitre 2, section 2.2.2, T*S? peut étre munie d'une structure
hyperKéahler compatible avec la métrique d’Eguchi-Hanson gx. Pour un choix différent de structure
complexe dans la famille hyperK&hler (plus précisément, le choix correspondant & la résolution mini-
male O(—2) — C?/Z, étudiée a I'exemple 2.2.1), la section nulle est en fait une copie holomorphe de
CP!.

D’aprés le corollaire 4.1.2, la section nulle minimise donc le volume dans sa classe d’homologie.

Remarque 4.2.1. La section nulle n’est pas holomorphe pour notre choix de structure complexe sur
T*S2. Cependant, puisque la métrique est la méme (c’est la métrique d’Eguchi-Hanson), Sy est encore

minimale ; en particulier, elle est hamiltonienne stationnaire.

Puisque la construction de recollement de la section 3.2 a été réalisée dans des cartes de Dar-
boux, Sy fournit une sphére S hamiltonienne stationnaire (puisque minimale) dans la ‘somme connexe’
(M7(Z]7J0790)'

Il est donc naturel de se demander :
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Pour € suffisamment petit, existe-t-il une déformation hamiltonienne du plongement minimal

w52 — M qui soit lagrangienne stationnaire pour la métrique g. ?

On montre que la réponse est positive, étendant ainsi le résultat de [17] au cas des lissages sym-

plectiques presque-kéhlériens.

Il nous faut trouver un représentant du cycle évanescent [S] qui vérifie I’équation (4.1.2) par rapport

a la métrique g., pour € assez petit. On note
oS82 M

le plongement de la sphére dans (M ,&) qui est lagrangien et minimal pour (Jy, go)-

Alors, par le théoréme du voisinage lagrangien 4.1.1, on peut identifier un voisinage de 1o(S?) avec
un voisinage U de la section nulle dans (7%S?, —d\) par un symplectomorphisme . On note encore
Je et ge la structure presque-complexe et la métrique riemannienne associée tirées en arriére par v sur
U.

Comme on l'a vu a la remarque 4.1.2, les déformation hamiltoniennes de ¢y sont décrites par les
graphes de différentielles de fonctions u € C*(S5?), telles que du € U.

Remarque 4.2.2. C'est le cas dés que [|ul[c1(s2) est assez petit.

Pour une telle fonction v on note
in: S U

I’immersion associée.
Soit g. ., la restriction de g. & ¢,,(S?). Alors 'immersion ¢, est hamiltonienne stationnaire pour g.

si, et seulement si, c’est un point critique de la fonctionnelle d’aire

U / volg, ..
COREE

ce qui, comme on ’a vu en (4.1.4), correspond a ’équation d’Euler-Lagrange
Oe ey =0, (4.2.2)

ot 4. ,, est la codifférentielle associée a la métrique g ,, sur 52, H. ,, est le vecteur de courbure moyenne

et oy 1= H, 1w est la forme de Maslov associée.

Remarque 4.2.3. Cette équation n’est pas linéaire en u, puisque la métrique induite sur S? dépend
du plongement encodé par du. La linéarisation £ en 0, dans le contexte kihlérien, est donnée par la
formule de Oh (4.1.9).

Dans notre cadre de travail , la variété (M,of), Jo) n’est pas Kéhler. Cependant, quitte a réduire la
taille du voisinage lagrangien pour éviter la région ot le tenseur de Nijenhuis s’annule, on peut supposer
que la structure (&, Jo, go) est bien kithlérienne sur U (puisqu’elle coincide alors avec un rescaling de
la structure ALE modéle). Par conséquent, on peut appliquer la formule de Oh, puisqu’il n’a besoin

du caractére kihlérien qu’en ¢t = 0 pour la démontrer.
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On peut donc montrer le résultat annoncé :

Proposition 4.2.1. Pour € suffisamment petit, la variété presque-kdhlérienne (M,dz, Je) admet une

classe d’homologie lagrangienne représentée par une sphére hamiltonienne stationnaire.

Démonstration. Considérons l'opérateur

B : C2*(ACs) x C2°(5%) — %2 (5?)

(J7 U) = 5J,uaJ,u-

Cet opérateur est bien défini sur la famille (J.) obtenue au chapitre 3. En effet, la formule en coordon-
nées locales (4.1.7) montre que I’équation fait intervenir les dérivées premiéres de la forme de Maslow
Oy €t de g .

Or, par définition, g. , fait intervenir des dérivées secondes de u, ainsi que les coefficients de g.. Le
vecteur de courbure moyenne, donné par (4.1.3), s’écrit donc en fonction de dérivées d’ordre au plus 3
de u et de dérivées premiéres des coefficients de g.. Il en va donc de méme de la forme de Maslow.

En fin de compte, ’équation est donc d’ordre 4 en u, et ses coefficients font intervenir des dérivées

d’ordre au plus 2 de g, ; on conclut grace aux estimées (4.2.1).

L’opérateur B vérifie B(Jx,0) = 0, et, d’aprés (4.1.4), le probléme se raméne donc a trouver le lieu
d’annulation de u — B(Je,u) pour ¢ suffisamment petit. On souhaite donc appliquer le théoréme des
fonctions implicites & B en (0,0).

La linéarisation de u — B(J,u) en (0,0) est donnée par (4.1.9). Or, ici, d’aprés la remarque 4.2.1,
So est en fait minimale, donc la forme de Maslov a s, est nulle. De plus, dans le voisinage U de S, go
est donnée par la métrique Ricci-plate d’Eguchi-Hanson. Par conséquent, la variation seconde (4.1.9)

se réduit a
Li = A%

Ainsi, puisque les variations constantes u donnent lieu & des déformations triviales, on voit que,

pour k > 4, L réalise un isomorphisme entre les espaces de Holder

L:CH(S?)/R — Ch 1 (8?%) = {f e ck=he(s?), / fvoly, , = o} :
SZ
On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites &

B:CF22(AC,) x CF(S?) /R — CE~4(5?)

(‘]7 U) — 5J,uO‘J,u

en (0,0) : en particulier, pour € assez petit, il existe une unique fonction u. € C%*(5?)/R telle que

Ly, : S% < U soit hamiltonienne stationnaire pour la métrique g..

De plus, u. est solution de I’équation elliptique quasilinéaire d’ordre 4

B(J.,u:) =0.
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Or, d’apreés le théoréme 5, J. est lisse, et il en est de méme de la métrique associée g. dont les coefficients
apparaissent dans ’expression de l'opérateur différentiel B. Une fois encore, on peut donc appliquer
un argument de bootstrapping pour s’assurer que les solutions (u.) sont, en fait, lisses. O

Remarque 4.2.4. On peut alors s’interroger sur la possibilité d’étendre la seconde partie du résultat
de Biquard et Rollin [17], Theorem D - c’est-a-dire, la propriété de minimisation du volume. Pour
cela, il faudrait vérifier que les résultats obtenus par Schoen et Wolfson [101] s’étendent au contexte

presque-kihlérien.



148 CHAPITRE 4. SPHERES HAMILTONIENNES STATIONNAIRES.



Bibliographie

[1] V. Apostolov, J. Armstrong, and T. Dr~ aghici. Local models and integrability of certain almost
Kahler 4-manifolds. Math. Ann., 323(4) :633-666, 2002. 7

[2] V. Apostolov, D.M.J. Calderbank, P. Gauduchon, and C.W. Tgnnesen-Friedman. Hamiltonian
2-forms in K&hler geometry, III : Extremal metrics and stability. Invent. Math., 173(3) :547-601,
Sep 2008. 36

[3] V. Apostolov and T. Draghici. The curvature and the integrability of almost-Kéahler manifolds : a
survey. Symplectic and contact topology : interactions and perspectives (Toronto, ON/Montreal,
QC, 2001), 35 :25-53, 2003. 7, 100, 102

[4] V. Apostolov and Y. Rollin. ALE scalar-flat Kdhler metrics on non-compact weighted projective
spaces. Math. Ann., 367(3-4) :1685-1726, 2017. 57

[5] C. Arezzo, R. Lena, and L. Mazzieri. On the resolution of extremal and constant scalar curvature
Kahler orbifolds. Int. Math. Res. Not. IMRN, (21) :6415-6452, 2016. 88, 136

[6] C. Arezzo and F. Pacard. Blowing up and desingularizing constant scalar curvature Kahler
manifolds. Acta Math., 196(2) :179-228, 2006. 6, 7, 9, 56, 80, 81, 84, 86

[7] C. Arezzo and F. Pacard. Blowing up K#hler manifolds with constant scalar curvature. II. Ann.
of Math. (2), 170(2) :685-738, 2009. 6, 56, 87, 88, 136

[8] C. Arezzo, F. Pacard, and M. Singer. Extremal metrics on blowups. Duke Math. J., 157(1) :1-51,
2011. 6, 88

[9] T. Aubin. Equations différentielles non linéaires et probléme de Yamabe concernant la courbure
scalaire. J. Math. Pures Appl. (9), 55(3) :269-296, 1976. 29
[10] T. Aubin. Equations du type Monge-Ampére sur les variétés kiihlériennes compactes. Bull. Sci.
Math. (2), 102(1) :63-95, 1978. 5, 32, 135

[11] M. Audin, F. Lalonde, and L. Polterovich. Symplectic rigidity : Lagrangian submanifolds. In Ho-
lomorphic curves in symplectic geometry, volume 117 of Progr. Math., pages 271-321. Birkh&user,
Basel, 1994. 137

[12] W. Ballmann. Lectures on Kihler manifolds. ESI Lectures in Mathematics and Physics. European
Mathematical Society (EMS), Ziirich, 2006. 22, 143

[13] S. Bando and R. Kobayashi. Ricci-flat Kahler metrics on affine algebraic manifolds. In Geometry
and analysis on manifolds (Katata/Kyoto, 1987), volume 1339 of Lecture Notes in Math., pages
20-31. Springer, Berlin, 1988. 56

149



150 BIBLIOGRAPHIE

[14] W.P. Barth, K. Hulek, C.A.M. Peters, and A. Van de Ven. Compact complex surfaces, volume 4
of Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in
Mathematics [Results in Mathematics and Related Areas. 3rd Series. A Series of Modern Surveys
in Mathematics]. Springer-Verlag, Berlin, second edition, 2004. 56

[15] R. Bartnik. The mass of an asymptotically flat manifold. Comm. Pure Appl. Math., 39(5) :661-
693, 1986. 78, 80, 84

[16] A.L. Besse. Finstein manifolds, volume 10 of Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete
(3) [Results in Mathematics and Related Areas (8)]. Springer-Verlag, Berlin, 1987. 28, 29, 31,
60, 70, 135

[17] O. Biquard and Y. Rollin. Smoothing singular constant scalar curvature K&hler surfaces and
minimal Lagrangians. Adv. Math., 285 :980-1024, 2015. 6, 8, 9, 61, 93, 125, 133, 135, 138, 145,
147

[18] R. Bott and L.W. Tu. Differential forms in algebraic topology, volume 82 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York-Berlin, 1982. 19

[19] C.P. Boyer. Conformal duality and compact complex surfaces. Math. Ann., 274(3) :517-526,
1986. 60

[20] E. Brieskorn. Rationale Singularitdten komplexer Flachen. Invent. Math., 4 :336-358, 1967/1968.
54

[21] R.L. Bryant. Bochner-K&hler metrics. J. Amer. Math. Soc., 14(3) :623-715, 2001. 50

[22] E. Calabi. On Kahler manifolds with vanishing canonical class. In Algebraic geometry and topo-
logy. A symposium in honor of S. Lefschetz, pages 78-89. Princeton University Press, Princeton,
N. J., 1957. 5, 32

[23] E. Calabi. Extremal Kahler metrics. In Seminar on differential geometry, volume 102, pages
259-290, 1982. 5, 33, 34, 36

[24] E. Calabi. Extremal Kahler metrics II. In Differential geometry and complex analysis, pages
95-114. Springer, 1985. 6, 11, 36, 40

[25] D.M.J. Calderbank and M.A. Singer. Einstein metrics and complex singularities. Invent. Math.,
156(2) :405-443, 2004. 59

[26] F. Catanese. Everywhere nonreduced moduli spaces. Invent. Math., 98(2) :293-310, 1989. 136

[27] X. Chen and J. Cheng. On the constant scalar curvature K\“ahler metrics, apriori estimates.
ArXiv e-prints, December 2017. 6, 37

[28] X. Chen and J. Cheng. On the constant scalar curvature K\“ahler metrics, existence results.
ArXiv e-prints, January 2018. 6, 37

[29] X. Chen and J. Cheng. On the constant scalar curvature K\“ahler metrics, general automorphism
group. ArXiv e-prints, January 2018. 6, 37

[30] X. Chen, S. Donaldson, and S. Sun. Kahler-Einstein metrics and stability. Int. Math. Res. Not.
IMRN, (8) :2119-2125, 2014. 5

[31] X. Chen, S. Donaldson, and S. Sun. Kahler-Einstein metrics on Fano manifolds. T : Approxima-
tion of metrics with cone singularities. J. Amer. Math. Soc., 28(1) :183-197, 2015. 5, 32



BIBLIOGRAPHIE 151

[32] X. Chen, S. Donaldson, and S. Sun. Kéhler-Einstein metrics on Fano manifolds. II : Limits with
cone angle less than 27. J. Amer. Math. Soc., 28(1) :199-234, 2015. 5, 32

[33] X. Chen, S. Donaldson, and S. Sun. Kéahler-Einstein metrics on Fano manifolds. III : Limits as
cone angle approaches 27 and completion of the main proof. J. Amer. Math. Soc., 28(1) :235-278,
2015. 5, 32

[34] X. X. Chen and G. Tian. Geometry of K&hler metrics and foliations by holomorphic discs. Publ.
Math. Inst. Hautes Etudes Sci., 107 :1-107, 2008. 6, 36

[35] J. Chu, V. Tosatti, and B. Weinkove. The Monge-Ampére equation for non-integrable almost
complex structures. arXw preprint arXiv :1603.00706, March 2016. 7

[36] P. Delanoé. Sur lanalogue presque-complexe de ’équation de Calabi-Yau. Osaka J. Math.,
33(4) :829-846, 1996. 95

[37] M. Dellnitz and I. Melbourne. The equivariant Darboux theorem. In Exploiting symmetry in
applied and numerical analysis (Fort Collins, CO, 1992), volume 29 of Lectures in Appl. Math.,
pages 163-169. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1993. 50

[38] S. K. Donaldson. Remarks on gauge theory, complex geometry and 4-manifold topology. In Fields
Medallists’ lectures, volume 5 of World Sci. Ser. 20th Century Math., pages 384—403. World Sci.
Publ., River Edge, NJ, 1997. 6, 8, 9, 42, 44, 93, 95, 107

[39] S. K. Donaldson. Symmetric spaces, Kéhler geometry and Hamiltonian dynamics. In Northern

California Symplectic Geometry Seminar, volume 196 of Amer. Math. Soc. Transl. Ser. 2, pages
13-33. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1999. 6, 37

[40] S. K. Donaldson and P. B. Kronheimer. The geometry of four-manifolds. Oxford Mathematical
Monographs. The Clarendon Press, Oxford University Press, New York, 1990. Oxford Science
Publications. 86

[41] S.K. Donaldson. Scalar curvature and stability of toric varieties. J. Differential Geom.,
62(2) :289-349, 2002. 6, 37, 44, 93

[42] S.K. Donaldson. Calabi-Yau metrics on Kummer surfaces as a model gluing problem. In Ad-
vances in geometric analysis, volume 21 of Adv. Lect. Math. (ALM), pages 109-118. Int. Press,
Somerville, MA, 2012. 47

[43] Tedi C. Draghici. Almost Ké&hler 4-manifolds with J-invariant Ricci tensor. Houston J. Math.,
25(1) :133-145, 1999. 7

[44] T. Dr~ aghici. On some 4-dimensional almost Kahler manifolds. Kodai Math. J., 18(1) :156-168,
1995. 7

[45] A. Floer. Morse theory for Lagrangian intersections. J. Differential Geom., 28(3) :513-547, 1988.
47

[46] A.Fujiki. Moduli space of polarized algebraic manifolds and K&hler metrics [translation of Stigaku
42 (1990), no. 3, 231243 ; MR1073369 (92b :32032)]. Sugaku Ezpositions, 5(2) :173-191, 1992.
Sugaku Expositions. 6, 8, 42, 43, 44, 93

[47] A. Futaki. An obstruction to the existence of Einstein K&hler metrics. Invent. Math., 73(3) :437—
443, 1983. 32, 40



152 BIBLIOGRAPHIE

[48] S. Gallot, D. Hulin, and J. Lafontaine. Riemannian geometry. Universitext. Springer-Verlag,
Berlin, third edition, 2004. 28, 141

[49] P. Gauduchon. Calabi’s extremal kahler metrics : An elementary introduction. Preprint, 2010.
34, 37, 40, 43, 103

[50] G.W. Gibbons and S.W. Hawking. Gravitational multi-instantons. Phys. Lett. B, 78(4) :430-432,
1978. 47, 58

[51] D. Gilbarg and N.S. Trudinger. Elliptic partial differential equations of second order. Classics in
Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001. Reprint of the 1998 edition. 71, 72, 75

[52] P. Griffiths and J. Harris. Principles of algebraic geometry. Wiley Classics Library. John Wiley
& Sons, Inc., New York, 1994. Reprint of the 1978 original. 19, 23, 25, 26, 27, 53, 55

[53] J. Han and J. A. Viaclovsky. Deformation theory of scalar-flat Kihler ALE surfaces. ArXiv
e-prints, May 2016. 67

[54] R. Harvey and H. B. Lawson, Jr. Calibrated geometries. Acta Math., 148 :47-157, 1982. 137,
143

[55] H.-J. Hein and C. LeBrun. Mass in Kahler geometry. Comm. Math. Phys., 347(1) :183-221,
2016. 60, 61

[56] H.-J. Hein, R. Rasdeaconu, and I. Suvaina. On the classification of ALE Kahler manifolds. arXiv
preprint arXiv :1610.05239, 2016. 61, 136

[57] H. Hironaka. On resolution of singularities (characteristic zero). In Proc. Internat. Congr.
Mathematicians (Stockholm, 1962), pages 507—-521. Inst. Mittag-Leffler, Djursholm, 1963. 54

[58] N. J. Hitchin. Polygons and gravitons. Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 85(3) :465-476,
1979. 58

[59] N. J. Hitchin, A. Karlhede, U. Lindstrom, and M. Rocek. Hyper-Kédhler metrics and supersym-
metry. Comm. Math. Phys., 108(4) :535-589, 1987. 58

[60] N. Honda. Deformation of LeBrun’s ALE metrics with negative mass. Comm. Math. Phys.,
322(1) :127-148, 2013. 67

[61] N. Honda. Scalar flat Kiihler metrics on affine bundles over CP'. SIGMA Symmetry Integrability
Geom. Methods Appl., 10 :Paper 046, 25, 2014. 67

[62] D. Huybrechts. Complex geometry. Universitext. Springer-Verlag, Berlin, 2005. An introduction.
19

[63] D. Joyce, Y.-I. Lee, and R. Schoen. On the existence of Hamiltonian stationary Lagrangian
submanifolds in symplectic manifolds. Amer. J. Math., 133(4) :1067-1092, 2011. 142

[64] D.D. Joyce. Explicit construction of self-dual 4-manifolds. Duke Math. J., 77(3) :519-552, 1995.
59

[65] D.D. Joyce. Compact 8-manifolds with holonomy Spin(7). Invent. Math., 123(3) :507-552, 1996.
47

[66] D.D. Joyce. Compact Riemannian 7-manifolds with holonomy Gs. I, II. J. Differential Geom.,
43(2) :291-328, 329-375, 1996. 47



BIBLIOGRAPHIE 153

[67]

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

[77]
78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

D.D. Joyce. Compact manifolds with special holonomy. Oxford Mathematical Monographs.
Oxford University Press, Oxford, 2000. 33, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 61, 71, 74, 75, 76, 91

D.D. Joyce. Riemannian holonomy groups and calibrated geometry, volume 12 of Oxford Graduate
Texts in Mathematics. Oxford University Press, Oxford, 2007. 137, 143

R. Kobayashi. A remark on the Ricci curvature of algebraic surfaces of general type. Tohoku
Math. J. (2), 36(3) :385-399, 1984. 135

S. Kobayashi. Transformation groups in differential geometry. Springer Science & Business
Media, 2012. 37, 41

S. Kobayashi and K. Nomizu. Foundations of differential geometry. Vol. I. Wiley Classics Library.
John Wiley & Sons, Inc., New York, 1996. Reprint of the 1963 original, A Wiley-Interscience
Publication. 58

J.-L. Koszul and B. Malgrange. Sur certaines structures fibrées complexes. Arch. Math. (Basel),
9 :102-109, 1958. 17

P.B. Kronheimer. The construction of ALE spaces as hyper-Kahler quotients. J. Differential
Geom., 29(3) :665-683, 1989. 58, 62

C. LeBrun. Counter-examples to the generalized positive action conjecture. Comm. Math. Phys.,
118(4) :591-596, 1988. 57

C. LeBrun and S. R. Simanca. Extremal Kéhler metrics and complex deformation theory. Geom.
Funct. Anal., 4(3) :298-336, 1994. 36, 37, 40, 41, 89

C. LeBrun and M. Singer. A Kummer-type construction of self-dual 4-manifolds. Math. Ann.,
300(1) :165-180, 1994. 47

M. Lejmi. Extremal almost-Kahler metrics. Internat. J. Math., 21(12) :1639-1662, 2010. 7, 107

M. Lejmi. Stability under deformations of Hermite-Einstein almost K&hler metrics. Ann. Inst.
Fourier (Grenoble), 64(6) :2251-2263, 2014. 8

Marc Levine. A remark on extremal Kahler metrics. J. Differential Geom., 21(1) :73-77, 1985.
6, 36, 40
A. Lichnerowicz. Sur les transformations analytiques d’une variété kihlérienne compacte. In

Colloque Géom. Diff. Globale (Bruxzelles, 1958), pages 11-26. Centre Belge Rech. Math., Louvain,
1959. 40

M.T. Lock and J.A. Viaclovsky. A smorgasbord of scalar-flat Kdhler ALE surfaces. J. Reine
Angew. Math., 0(0), jan 2016. 59

Y. Matsushima. Sur la structure du groupe d’homéomorphismes analytiques d’une certaine
variété kahlérienne. Nagoya Math. J., 11 :145-150, 1957. 32, 40

D. McDuff and D. Salamon. Introduction to symplectic topology. Oxford Mathematical Mono-
graphs. The Clarendon Press, Oxford University Press, New York, second edition, 1998. 42, 114,
118, 138, 139

R.B. Melrose. The Atiyah-Patodi-Singer index theorem, volume 4 of Research Notes in Mathe-
matics. A K Peters, Ltd., Wellesley, MA, 1993. 76, 80, 84



154 BIBLIOGRAPHIE

[85] V. Minerbe. On the asymptotic geometry of gravitational instantons. Ann. Sci. Ec. Norm.
Supér. (4), 43(6) :883-924, 2010. 109

[86] R. Miranda. On canonical surfaces of general type with K2 = 3y — 10. Math. Z., 198(1) :83-93,
1988. 135
[87] O. Mohsen. Symplectomorphismes hamiltoniens et métriques kahlériennes. 2003. 102
[88] A. Moroianu. Lectures on Kdhler geometry, volume 69 of London Mathematical Society Student
Texts. Cambridge University Press, Cambridge, 2007. 19, 22, 23, 26
[89] C.B. Morrey, Jr. Multiple integrals in the calculus of variations. Classics in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, 2008. Reprint of the 1966 edition [MR0202511]. 72
[90] A. Newlander and L. Nirenberg. Complex analytic coordinates in almost complex manifolds.
Ann. of Math., 65(3) :391-404, 1957. 14
[91] Y.-G. Oh. Second variation and stabilities of minimal Lagrangian submanifolds in Kahler mani-
folds. Invent. Math., 101(2) :501-519, 1990. 10, 137, 140, 142
[92] Y.-G. Oh. Volume minimization of Lagrangian submanifolds under Hamiltonian deformations.
Math. Z., 212(2) :175-192, 1993. 10, 140, 141, 142
[93] F. Pacard. Analysis in weighted spaces : preliminary version. PhD thesis, Recent topics in
Geometry Analysis, 2006. 76
[94] R. Pacard and T. Riviére. Linear and Nonlinear Aspects of Vortices : The Ginzburg-andau Model,
volume 39. Springer Science & Business Media, 2012. 77
[95] D.N. Page. A physical picture of the K3 gravitational instanton. Phys. Lett. B, 80(1-2) :55-57,
1978. 47
[96] R.S. Palais. Foundations of global non-linear analysis. W. A. Benjamin, Inc., New York-
Amsterdam, 1968. 72
[97] Y. Rollin and M. Singer. Non-minimal scalar-flat K&hler surfaces and parabolic stability. Invent.
Math., 162(2) :235-270, 2005. 60
[98] I. Satake. On a generalization of the notion of manifold. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 42 :359-
363, 1956. 48, 51
[99] M. Schlessinger. Rigidity of quotient singularities. Invent. Math., 14(1) :17-26, 1971. 61, 136
[100] R. Schoen. Conformal deformation of a Riemannian metric to constant scalar curvature. J.

Differential Geom., 20(2) :479-495, 1984. 29

[101] R. Schoen and J. Wolfson. Minimizing area among Lagrangian surfaces : the mapping problem.
J. Differential Geom., 58(1) :1-86, 2001. 142, 147

[102] R. Seyyedali and G. Székelyhidi. Extremal metrics on blowups along submanifolds. arXiv preprint
arXiv :1610.06865, 2016. 90, 91

[103] S.R. Simanca. Kihler metrics of constant scalar curvature on bundles over CP"~!. Math. Ann.,
291(1) :239-246, 1991. 57

[104] P. Slodowy. Platonic solids, Kleinian singularities, and Lie groups. In Algebraic geometry (Ann
Arbor, Mich., 1981), volume 1008 of Lecture Notes in Math., pages 102-138. Springer, Berlin,
1983. 58, 61



BIBLIOGRAPHIE 155

[105] C. Spotti. Deformations of nodal Kéhler-Einstein del Pezzo surfaces with discrete automorphism
groups. J. Lond. Math. Soc. (2), 89(2) :539-558, 2014. 6

[106] M.B. Stenzel. Ricci-flat metrics on the complexification of a compact rank one symmetric space.
Manuscripta Math., 80(2) :151-163, 1993. 9, 61, 136

[107] A. Strominger, S.-T. Yau, and E. Zaslow. Mirror symmetry is T-duality. Nuclear Phys. B,
479(1-2) :243-259, 1996. 137

[108] G. Székelyhidi. Extremal metrics and K-stability. Bull. Lond. Math. Soc., 39(1) :76-84, 2007.
6, 44

[109] G. Székelyhidi. The Kéhler-Ricci flow and K-polystability. Amer. J. Math., 132(4) :1077-1090,
2010. 136

[110] G. Székelyhidi. On blowing up extremal K&hler manifolds. Duke Math. J., 161(8) :1411-1453,
2012. 6, 86, 88, 89, 90, 125, 129, 132

[111] G. Székelyhidi. Blowing up extremal K#hler manifolds II. Invent. Math., 200(3) :925-977, 2015.
6, 88

[112] Gabor Székelyhidi. An introduction to extremal Kihler metrics, volume 152. American Mathe-
matical Soc., 2014. 23, 26, 33, 34, 36, 37, 44, 67, 71, 76, 80, 85, 86

[113] C.H. Taubes. Self-dual Yang-Mills connections on non-self-dual 4-manifolds. J. Differential
Geom., 17(1) :139-170, 1982. 47

[114] R. P. Thomas. Notes on GIT and symplectic reduction for bundles and varieties. In Surveys
in differential geometry. Vol. X, volume 10 of Surv. Differ. Geom., pages 221-273. Int. Press,
Somerville, MA, 2006. 44

[115] G. Tian. Kahler-Einstein metrics with positive scalar curvature. Invent. Math., 130(1) :1-37,
1997. 5, 6, 32, 37, 44

[116] G. Tian. Canonical metrics in Kdhler geometry. Lectures in Mathematics ETH Zirich. Birkh&u-
ser Verlag, Basel, 2000. Notes taken by Meike Akveld. 41, 44

[117] G. Tian and S.-T. Yau. Complete Kéhler manifolds with zero Ricci curvature. I. J. Amer. Math.
Soc., 3(3) :579-609, 1990. 56

[118] P. Topiwala. A new proof of the existence of Kdhler-Einstein metrics on K3. I, II. Invent. Math.,
89(2) :425-448, 449454, 1987. 47

[119] N.S. Trudinger. Remarks concerning the conformal deformation of Riemannian structures on
compact manifolds. Ann. Se. Norm. Super. Pisa CI. Sci., 22(2) :265-274, 1968. 29

[120] C. Voisin. Hodge theory and complex algebraic geometry. I, volume 76 of Cambridge Studies in
Advanced Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, english edition, 2007. Trans-
lated from the French by Leila Schneps. 74

[121] B. Weinkove. The Calabi-Yau equation on almost-K&hler four-manifolds. J. Differential Geom.,
76(2) :317-349, 2007. 7, 8

[122] A. Weinstein. Symplectic manifolds and their Lagrangian submanifolds. Advances in Math.,
6 :329-346 (1971), 1971. 139



156 BIBLIOGRAPHIE

[123] A. Weinstein. Symplectic geometry. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 5(1) :1-13, 1981. 137

[124] H. Yamabe. On a deformation of Riemannian structures on compact manifolds. Osaka Math.
J., 12(1) :21-37, 1960. 29

[125] S.-T. Yau. On the Ricci curvature of a compact Kihler manifold and the complex Monge-Ampére
equation. I. Comm. Pure Appl. Math., 31(3) :339-411, 1978. 5, 32

[126] S.-T. Yau. Open problems in geometry. J. Ramanujan Math. Soc., 15(2) :125-134, 2000. 6, 32,
44









L1

UNIVERSITE DE NANTES

BRETAGNE

MATHSTIC

UNIVERSITE

Titre : Autour du programme de Calabi, méthodes de re-

collement

Mot clés : Programme de Calabi, presque-Kahler, méthodes de recollement

Resumé : On étudie I'existence de mé-
trique a courbure scalaire hermitienne
constante sur des variétés presque-Kahler
obtenues par lissage d’orbifolds Kahler a
courbure scalaire riemannienne constante
et a singularités A;. On démontre que si
un tel orbifold n'a pas de champs de vec-
teurs holomorphes (non triviaux) alors un
lissage presque Kahler (M., w.) admets

une structure presque-Kahler a courbure
scalaire hermitienne constante. De plus,
on démontre que pour ¢ positif assez petit,
les (M., w.) sont toutes symplectiguement
équivalentes a une variété symplectique
fixée (M, w) qui posséde un cycle évanes-
cent admettant un représentant Hamilto-
nien stationnaire pour la structure presque
complexe associée.

Title : Calabi’s program and gluing methods

Keywords : Calabi’s program, almost-Kahler, gluing methods

Abstract : We study the existence of me-
trics of constant Hermitian scalar curva-
ture on almost-K&hler manifolds obtained
as smoothings of a constant scalar cur-
vature Kahler orbifold, with A; singulari-
ties. More precisely, given such an or-
bifold that does not admit nontrivial ho-
lomorphic vector fields, we show that
an almost-Ké&hler smoothing (M., w.) ad-

mits an almost-Ké&hler structure (J., g.) of
constant Hermitian curvature. Moreover,
we show that for ¢ > 0 small enough, the
(M., w,.) are all symplectically equivalent to
a fixed symplectic manifold (A7, w) in which
there is a surface S homologous to a 2-
sphere, such that [S] is a vanishing cycle
that admits a representant that is Hamilto-
nian stationary for g..
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